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INTRODUCTION

Contexte et motivations

La compréhension du fonctionnement des organismes biologiques implique une bonne
connaissance de l’activité génétique présente à l’intérieur des cellules. Le comportement
des gènes apporte en effet de nombreuses informations sur une multitude de mécanismes
tels que la différenciation cellulaire ou encore l’horloge circadienne. Cependant, l’étude
des interactions génétiques n’est pas aisée à cause du nombre de gènes impliqués dans
le fonctionnement des mécanismes biologiques, et de la difficulté de mesurer leur expres-
sion. Bien que le développement des technologies de séquençage des gènes ait grandement
amélioré la résolution avec laquelle il est possible d’étudier les systèmes biologiques, les
données issues de ces technologies sont généralement bruitées, de grande dimension, et en
quantité limitée, ce qui rend leur exploitation complexe. Par ailleurs, l’étude des systèmes
biologique bénéficie également des travaux de modélisation des réseaux de régulation gé-
nétiques. Ces approches consistent à représenter le système comme un réseau d’interaction
entre différents gènes afin de leur associer des rôles fonctionnels. Plus particulièrement,
les méthodes développées en informatique, basées sur une modélisation discrète et dyna-
mique du système, ont permis de faciliter l’étude de certains comportements via l’analyse
de propriétés dynamiques. Cependant, l’utilisation de ces modèles est complexe, car leur
élaboration est chronophage et le niveau d’abstraction qu’ils adoptent par rapport au
système réel rend leur validation difficile.

Dans ce travail, nous nous intéressons à la modélisation, à l’aide de l’informatique, des
réseaux de régulation à partir de données de séquençage. Un premier aspect important
de ce travail est celui de la pluridisciplinarité entre l’informatique et la biologie. Nous
adoptons en effet une approche pluridisciplinaire dans le but de traiter au mieux la spé-
cificité de la biologie pouvant rendre difficile la modélisation informatique. Le deuxième
aspect qui nous motive particulièrement est celui de la modélisation à partir de données.
Le domaine de l’apprentissage automatique, qui repose souvent sur l’utilisation intensive
de données, donne effectivement des perspectives intéressantes dans une approche de mo-
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Introduction

délisation automatique. Nous détaillons ces deux éléments de motivation dans la suite de
cette partie, au regard des contributions scientifiques qui ont émergé en ce sens.

Informatique pour la biologie

Avant de détailler les différentes approches entre informatique et biologie, nous souhai-
tons évoquer brièvement certains travaux ayant informellement inspiré notre démarche.
La pluridisciplinarité est en effet un aspect qui nous semble intéressant dans un cadre
de recherche scientifique par ses apports en termes de motivations ainsi qu’en termes de
contribution scientifique. Par exemple, les travaux d’Alan Turing sur la morphogenèse, pu-
bliés dans (A. Turing, 1952), illustrent l’application d’une recherche théorique à l’étude
des motifs (rayures, spirales, etc.) rencontrés dans le monde du vivant. À l’inverse, on
trouve également des exemples de recherche appliquée, notamment dans des contextes
industriels, qui ont bénéficié à des domaines plus théoriques. Par exemple, le célèbre test
de Student en statistique, publié dans (Student, 1908) et popularisé par Ronald Fisher,
a été mis au point par William Sealy Gosset dans le cadre de son travail dans une brasserie.

Plus spécifiquement, l’application de l’informatique à la biologie est intéressant à plu-
sieurs niveaux et cette combinaison peut contribuer à chacune de ces deux disciplines.
À l’échelle moléculaire, l’étude des structures de certaines molécules présente un intérêt
en informatique car cette question peut être traitée sous l’angle de la combinatoire. Par
exemple, des approches basées sur l’optimisation combinatoire ont été proposées pour la
prédiction de la structure des molécules d’ARN (Ponty, 2020). Certains travaux pro-
posent également de concevoir des modèles de calcul à partir du comportement de ces
mêmes molécules (Qiu et al., 2013), dans le but d’utiliser la biologie comme support de
l’informatique. Les interactions entre différentes molécules ont également été étudiées à
partir de modèles sous formes de langages, via une description à l’aide de règles d’évolution
(Danos et al., 2007). À un niveau d’abstraction plus élevé, la modélisation des réseaux
de régulation génétique vise à interpréter les mécanismes de régulation de l’expression
génétique d’un système biologique comme un réseau d’interaction global entre différents
gènes. C’est sur ce thème que nous nous concentrons dans cette thèse. Le parallèle entre
l’informatique et la biologie est intéressant dans ce cadre car les multiples fonctions assu-
rées par les cellules d’un organisme pourraient être assimilées (de manière très informelle)
à un programme informatique complexe (Bornholdt, 2008). Les difficultés de ce do-
maine résident dans le fait que la modélisation des interactions chimiques est complexe et
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que les données sur l’expression génétique d’un système sont souvent difficiles à obtenir
et très bruitées. De plus, les connaissances de ce domaine sont généralement abstraites et
descriptives et peu d’hypothèses de modélisation sont exploitables.

Modélisation informatique à partir de données

La notion de données est importante dans un contexte de recherche entre informa-
tique et biologie puisque ce type de recherche repose généralement sur le traitement de
données expérimentales (par exemple avec le traitement de séquences ADN ). Nous adop-
tons dans cette thèse une démarche dans l’esprit du machine learning car cette approche
facilite la modélisation “automatique” et abstraite, et apporte une dimension intéressante
en informatique. La question des données en informatique est en effet abordée par Alan
Turing dans (A. M. Turing, 1950), où le principe de l’apprentissage automatique à par-
tir de données émerge du constat que pour la résolution de certains problèmes, l’écriture
d’algorithmes peut se révéler particulièrement longue et fastidieuse. Le machine learning
permet ainsi automatiquement de découvrir des relations entre des variables présentes
dans des données, et de spécifier à partir des données des problèmes complexes à définir.
Les récents progrès en machine learning, notamment basés sur les méthodes de deep lear-
ning ont donné une grande visibilité au potentiel de modélisation dans ce contexte. Par
exemple, certains modèles prédictifs en deep learning sont actuellement plus performants
que les médecins pour le diagnostic de cancers. En effet, il est montré dans (Kim et al.,
2020) que dans le cas du cancer du sein, un modèle de deep learning obtient un score
de diagnostic AUROC de 0.940 alors que des radiologistes obtiennent un score de 0.810.
Le deep learning a aussi été utilisé pour la biologie, avec le modèle alphafold permettant
de prédire la structure de protéines (Jumper et al., 2021). Cependant, l’utilisation des
méthodes de machine learning requiert tout de même plusieurs précautions. Leur succès
est en effet restreint à certains problèmes bien identifiés comme le traitement d’images
ou celui du langage naturel. Les modèles en machine learning ont par ailleurs le défaut
d’être difficiles à interpréter humainement, là où les modèles formels sont généralement
certifiables à l’aide d’outils de model checking. La difficulté de l’interprétabilité des mo-
dèles automatiques pose notamment des questions éthiques puisque certaines propriétés
de sûreté des modèles peuvent être impossibles à établir formellement. Cet aspect est im-
portant dans le cas de la modélisation des réseaux génétiques puisque les modèles utilisés
n’ont généralement pas directement un but prédictif, mais sont plutôt exploités via des
méthodes d’analyse de propriétés dynamiques. Notre démarche vise ainsi à trouver un
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compromis entre la possibilité d’exploiter automatiquement des données afin de concevoir
des modèles, et la possibilité d’analyser ces modèles dans le but de mieux comprendre les
systèmes étudiés.

Problématique

Nous traitons dans cette thèse la problématique de la modélisation discrète et formelle
des réseaux de régulation génétique. Bien que de multiples outils tels que les technologies
de séquençage permettent d’étudier l’expression génétique dans les cellules de manière
très précise, les interactions entre gènes, qui ont une influence sur différents mécanismes
biologiques tels que la différenciation cellulaire, ne sont pas toujours bien comprises. Nous
avons ainsi pour objectif d’étudier les mécanismes de régulation génétique sous l’angle
de la modélisation qualitative. Cette approche de modélisation, qui a émergé à la fois
en informatique et en biologie, consiste à modéliser les réseaux génétiques à l’aide de
modèles type “systèmes de transitions”, basés sur des formalismes logiques. Les systèmes
de transitions, que l’on rencontre généralement dans le domaine du model checking en
informatique, modélisent des relations logiques entre différentes variables symboliques et
permettent ainsi d’adopter un haut niveau d’abstraction pour la représentation des mul-
tiples comportements d’un système. Ce niveau d’abstraction est en effet utile dans un
contexte de modélisation génétique car les données disponibles sont généralement brui-
tées, et les connaissances établies dans ce domaine ont également une forme abstraite.

La question principale que nous abordons est celle de la conception de modèles qua-
litatifs à partir de données d’expression génétique. Nous nous intéressons en particulier
aux données issues des technologies de séquençage single-cell, qui apportent une préci-
sion inédite dans l’étude des systèmes biologiques. Notre démarche vise ainsi à étudier la
mise en place d’une méthode complète de modélisation qualitative, comprenant l’inférence
d’un modèle à partir des données single-cell, l’analyse des propriétés du modèle inféré, et
la validation des comportements du modèle à l’aide d’observations expérimentales et de
connaissances biologiques. D’un point de vue informatique, notre intérêt réside dans le
développement de nouvelles méthodes d’apprentissage logique adaptées pour la modélisa-
tion des systèmes de transitions, et d’algorithmes performants pour l’analyse des modèles.
Nous nous intéressons notamment à la formalisation du problème de l’inférence à partir
de données, ainsi qu’à la résolution des problèmes algorithmiques rencontrés. Du point
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de vue biologique, nous voyons par ailleurs un double objectif. Premièrement, le déve-
loppement d’outils de modélisation doit permettre de mieux comprendre les mécanismes
d’interactions génétiques à l’œuvre au sein des cellules d’un organisme. Deuxièmement,
l’application de la modélisation sur les données de séquençage single-cell a également
pour objectif de proposer de nouveaux outils d’analyse permettant d’aller plus loin dans
l’exploitation de ces données.

Contributions

Nos contributions s’organisent autour de trois parties différentes. Dans une première
partie, nous traitons le problème de l’analyse des modèles qualitatifs de réseaux génétiques.
Nous proposons en particulier une nouvelle méthode pour le problème de l’accessibilité
dans les réseaux d’automates. La deuxième partie concerne les algorithmes d’inférence
de modèles qualitatifs. Dans celle-ci, nous développons un nouvel algorithme d’inférence
logique adapté aux données bruitées. Enfin, la troisième partie traite de l’application
de ce nouvel algorithme sur un exemple concret avec des données collectées à partir
des technologies de séquençage single-cell. Nous détaillons dans la suite les contributions
développées dans chacune de ces trois parties.

Résolution de l’accessibilité dans les réseaux d’automates

Les modèles qualitatifs sont intéressants pour représenter des systèmes avec un grand
nombre de variables, mais cela rend leur analyse plus difficile du point de vue de la com-
plexité algorithmique. Nous proposons donc une nouvelle méthode de résolution pour le
problème d’accessibilité dans les réseaux d’automates asynchrones, dans le but de mon-
trer que des approches de résolution efficaces peuvent être mises en place pour ce type
de problème. Notre méthode combine la technique du Bounded Model Checking avec une
approche basée sur l’analyse statique. L’application du Bounded Model Checking sur les
réseaux d’automates a été mise en place via le développement d’un encodage de la dy-
namique des réseaux d’automates sous forme de problème de satisfaisabilité booléenne
(SAT). Concernant l’analyse statique, nous proposons une extension à partir des tra-
vaux réalisés dans (Folschette et al., 2015b ; Paulevé, 2018 ; Paulevé et al., 2012).
Cette extension résulte en la mise en place d’une nouvelle propriété permettant de sur-
estimer rapidement la longueur des solutions pour une instance de problème d’acces-
sibilité donnée, afin de garantir la complétude de l’approche en Bounded Model Che-
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cking. Ces travaux ont fait l’objet d’une implémentation disponible en ligne à l’adresse
https://github.com/smbct/AAN-reach.git.

Inférence de programmes logiques sur données bruitées

Les données d’expression génétiques étant généralement bruitées, cela complique l’infé-
rence de modèles abstraits tels que les modèles qualitatifs. Pour répondre à ces difficultés,
nous développons un nouvel algorithme d’inférence de programmes logiques basé sur un
framework de modélisation existant nommé LFIT (Ribeiro et al., 2018b). Pour adapter
LFIT au contexte des données expérimentales bruitées, nous proposons des hypotheses de
modélisation qui diffèrent de celles utilisées dans les algorithmes existants. À partir de ces
hypothèses, nous proposons une nouvelle méthode d’inférence basée sur des notions d’op-
timisation combinatoire. Ce nouvel algorithme, nommé Learning Optimized Logical Hypo-
thesis (LOLH ), a été publié dans (Buchet et al., 2021) et a également fait l’objet d’une
implémentation en ligne disponible à l’adresse https://github.com/smbct/LOLH.git.

Application de l’inférence sur données single-cell

Nous appliquons notre méthode d’inférence LOLH sur un jeu de données single-cell
afin de montrer ses bénéfices, et découvrir des relations génétiques dans ces données. Une
des difficultés principales en modélisation qualitative réside par ailleurs dans la validation
des modèles inférés. Nous illustrons donc une manière de combiner l’algorithme LOLH
à des méthodes d’analyse de graphes afin de déterminer si le modèle obtenu modélise le
système réel de manière pertinente. Nous proposons une première application de notre al-
gorithme, consistant à mettre en évidence de manière non supervisée les gènes co-exprimés
et les différents types des cellules présentes dans les données. Cette application a été pu-
bliée dans (Buchet et al., 2021). Nous proposons également une seconde application
permettant d’interpréter les données single-cell comme des séries temporelles, dans le but
d’inférer des relations dynamiques entre les gènes.

Organisation du manuscrit

Ce manuscrit s’organise en 4 chapitres. Dans le chapitre 1, nous présentons le contexte
de la modélisation dynamique des systèmes biologiques. Nous présentons en particulier le
domaine de la modélisation qualitative, ainsi que les différents formalismes proposés en ce
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sens. Dans ce chapitre, nous introduisons enfin les principales questions traitées dans ce
contexte, qui sont celles de l’analyse et de l’inférence des modèles qualitatifs. Le chapitre 2
est consacré au problème de l’analyse des modèles qualitatifs. Nous abordons de manière
générale la difficulté algorithmique des problèmes traités et les différentes approches al-
gorithmiques proposées dans ce cadre. Nous nous concentrons ensuite sur le problème
d’accessibilité des réseaux d’automates asynchrones. Nous proposons une nouvelle mé-
thode de résolution, basée sur une combinaison entre une approche de Bounded Model
Checking et une approche reposant sur l’analyse statique. Les chapitres 3 et 4 sont enfin
dédiés au problème de l’inférence de modèles qualitatifs. Dans le chapitre 3, nous intro-
duisons ce problème plus en détail, et nous résumons plusieurs approches existantes pour
le traiter. Nous présentons le framework de modélisation LFIT, et nous en proposons une
extension avec la proposition de notre nouvel algorithme LOLH pour traiter les données
expérimentales. Le chapitre 4 est finalement consacré à l’application de notre algorithme
d’inférence sur des données obtenues avec des technologies de séquençage single-cell. Dans
ce chapitre, nous présentons les technologies single-cell ainsi que les méthodes de calcul
développées pour analyser ces données. Nous appliquons enfin notre algorithme d’inférence
sur un jeu de données particulier afin d’exploiter à la fois des relations de co-expression
et des relations dynamiques entre les gènes à partir de ces données.

Collaborations

Cette thèse a donné lieu à deux collaborations. Une première collaboration a permis
la réalisation d’un séjour de recherche de 6 mois à partir de mars 2019, au sein du Inoue
laboratory, au National Institute of Informatics 1 (NII) à Tokyo. Ce séjour, supporté fi-
nancièrement par le NII, entre dans le cadre du MOU avec le RFI Atlanstic 2 2020, et
fait également suite à une collaboration de plusieurs années entre le Inoue laboratory 3 et
l’équipe de recherche MéForBio du LS2N. Ce travail encadré par le professeur Katsumi
Inoue a permis une prise de connaissances approfondie des travaux réalisés autour du fra-
mework LFIT, initialement développé au NII. La recherche effectuée à cette occasion a été
à l’origine de notre nouvel algorithme d’inférence pour LFIT, présenté dans le chapitre 3.

1. https://www.nii.ac.jp/en/
2. https://atlanstic2020.fr/
3. http://research.nii.ac.jp/il/index21.html
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Une deuxième collaboration a été réalisée à partir de septembre 2020 avec l’équipe
de recherche de Mickaël Ménager à l’institut Imagine 4. Cette collaboration à distance a
permis l’obtention du jeu de données single-cell utilisé dans cette thèse. Le travail effectué
à cette occasion a consisté à appliquer notre algorithme d’inférence dans un contexte de
recherche concret en biologie. Cette collaboration nous a notamment permis de profiter de
l’expertise des chercheurs de l’institut Imagine afin d’interpréter correctement les résultats
obtenus avec notre méthode, ce qui a débouché sur nos travaux publiés dans (Buchet
et al., 2021).

Notations

Ensembles et multiensembles Un ensemble d’éléments A1 comprenant les élément a et
b est noté {a, b}, avec unicité des éléments. La cardinalité de A1, c’est-à-dire son nombre
d’éléments, est notée |A1|, avec |A1| = |{a, b}| = 2 dans cet exemple. L’ensemble vide est
noté ∅, avec |∅| = 0. Un multiensemble (avec répétitions) A2, comprenant deux fois un
élément a, trois fois un élément b et une fois un élément c, est noté {{a, a, b, b, b, c}}. La
cardinalité de A2 est notée |A2|, avec |A2| = |{{a, a, b, b, b, c}}| = 6 ici.

Produit cartésien Le produit cartésien de deux ensembles est noté ×, avec {a, b} ×
{c, d} = {(a, c), (a, d), (b, c), (b, d)}. On a également {a, b}2 = {a, b} × {a, b}. Enfin, l’opé-
rateur ∏ est également utilisé pour le produit cartésien d’ensembles indicés.

Intervalles entiers Les intervalles sur les nombres entiers sont notés Jm,nK, où Jm,nK =
{m,m+ 1, .., n− 1, n}, avec m,n ∈ N et m ≤ n. De plus, |Jm,nK| = n−m+ 1.

Intervalles réels Les intervalles sur les nombres réels sont notés [c, d], avec c, d ∈ R et
c ≤ d.

Séquences Une séquence d’éléments x comprenant k ∈ N éléments est notée (x1 :: x2 ::
.. :: xk−1 :: xk), où xi désigne le i-ème élément de la séquence. La longueur de x est notée
|x|, avec |x| = k ici. La séquence vide est enfin notée ε, avec |ε| = 0.

4. https://www.institutimagine.org/en/mickael-menager-187
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Atomes logiques Les atomes logiques, représentant les valeurs discrètes de variables
logiques multivaluées, sont notés vi, où v désigne le nom de la variable et i (≥ 0) désigne
sa valeur discrète pour l’atome. Dans le chapitre 4, nous employons également la notation
vi/j, où j désigne la valeur maximale pour la variable v (c’est-à-dire v ∈ J0, jK).

Fonction indicatrice La fonction indicatrice pour un ensemble A, appliquée à un élément
a et notée 1A(a) est la fonction retournant 1 si l’élément a donné en argument appartient

à A, et 0 sinon. De manière plus formelle, 1A(a) =

1 si a ∈ A

0 sinon
.
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Chapitre 1

MODÉLISATION QUALITATIVE EN

BIOLOGIE DES SYSTÈMES

Dans ce chapitre, nous introduisons le contexte biologique dans le-
quel s’inscrit cette thèse. Nous décrivons brièvement les concepts
biologiques sur lesquels s’appuie la modélisation des réseaux de
régulation, ainsi que les enjeux de cette modélisation pour la re-
cherche. Nous passons en revue les différents formalismes de mo-
délisation proposés pour l’étude des systèmes biologiques, et nous
présentons plus en détail la modélisation qualitative, qui sera étu-
diée dans cette thèse. Nous introduisons enfin différentes notions de
ces modèles qui seront réutilisées par la suite et nous donnons les
objectifs généraux de ce travail.

Résumé

1.1 Contexte biologique

L’étude des systèmes biologiques, aussi bien à l’échelle de l’organisme qu’à l’échelle
moléculaire, constitue un enjeu de recherche important. La compréhension du fonction-
nement des organismes vivants a notamment un impact sur le développement de traite-
ments contre les maladies ou l’étude des effets environnementaux sur la santé. Cependant,
la compréhension des mécanismes qui régissent le fonctionnement des organismes biolo-
giques est difficile en raison de leur complexité, du coût et de la difficulté de la réalisation
d’expériences, et de la présence d’enjeux éthiques importants. Pour ces raisons, la modéli-
sation des mécanismes biologiques a une grande importance dans la recherche biologique
et la recherche biomédicale puisqu’elle vise à en simplifier l’étude, en réduisant les besoins
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expérimentaux. Dans ce contexte, la biologie des systèmes est une thématique visant à
adopter une vision systémique de la modélisation du vivant (Kitano, 2002). Cette vision
est particulièrement utile à l’échelle moléculaire, où les interactions entre gènes produisent
des comportements complexes et engendrent des mécanismes qui ne sont pas toujours bien
compris, et où les technologies expérimentales permettent par ailleurs d’acquérir de gros
volumes de données.

Cependant, l’étude des systèmes biologiques se révèle difficile à cause du bruit des
données expérimentales, de la difficulté de leur obtention, ainsi que de l’hétérogénéité des
informations observables, ce qui complique la mise en place d’hypothèses de modélisation
physique. L’informatique présente alors un double intérêt pour contribuer à la compréhen-
sion de ces systèmes. Dans un premier temps, le développement d’outils pour le traitement
automatique de données biologiques (en particulier de données génomiques) permet de
faire face à l’augmentation du volume de données disponible. Dans un second temps, l’in-
formatique présente un intérêt théorique via le développement de modèles abstraits visant
à mieux intégrer les différentes données hétérogènes disponibles. Dans cette thèse, nous
nous intéressons en particulier à la modélisation des réseaux génétiques, c’est-à-dire aux
interactions possibles entre les gènes d’un organisme, dans le but de comprendre le fonc-
tionnement des mécanismes biologiques qui y sont associés. Dans la partie suivante, nous
détaillons brièvement les mécanismes moléculaires sous-jacents à l’expression des gènes
dans les cellules. Nous passons ensuite en revue les différentes méthodes de modélisation
existantes pour la compréhension de ces phénomènes.

1.1.1 Régulation de l’expression génétique

La cellule, que l’on peut considérer comme la brique fondamentale des organismes
biologiques, est un composant complexe délimité par une membrane, et au sein duquel
sont présentes de nombreuses molécules continuellement en interaction. On s’intéresse en
particulier à l’aspect génétique d’un organisme. En effet, les gènes, correspondant à des
morceaux de l’ADN, lui-même présent dans le noyau des cellules, ont un rôle majeur dans
le fonctionnement de l’organisme. Ceux-ci sont tous formés à partir des quatre mêmes
nucléotides, mais sont pourtant à l’origine de mécanismes variés, ce qui nous encourage à
les considérer et à les traiter essentiellement comme de l’information.
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1.1. Contexte biologique

Figure 1.1 – Représentation schématique de la transcription des gènes en ARN (à l’intérieur du
noyau) et de leur traduction en protéine (à l’extérieur du noyau) au sein d’une cellule. Illustration par
Terese Winslow LLC (https://www.teresewinslow.com/).

Le développement de la génomique a suscité beaucoup d’enthousiasme, notamment
avec des projets comme le Human Genome Project 1, qui vise à séquencer l’entièreté du
génome humain. Cependant, la seule information des gènes ne suffit pas à expliquer toute
la complexité d’un organisme. Par exemple, l’hypothèse anciennement soutenue, selon la-
quelle chaque gène déterminait une unique protéine n’est pas valide étant donné le faible
nombre de gènes (~20000 dans les cas du génome humain) (Moraes et al., 2016). Bien
que les gènes soient présents de manière presque identique dans les noyaux de toutes les
cellules d’un organisme, le mécanisme d’expression d’un gène est un processus dynamique,
et ceux-ci ne sont pas exprimés de la même manière dans toutes les cellules. Les gènes su-
bissent en effet plusieurs transformations qui mènent à la synthèse de protéines. Dans un
premier temps, le processus de transcription d’un gène permet la création d’une molécule
d’ARN messager qui peut se déplacer hors du noyau. Dans un second temps, le processus
de traduction du gène permet la synthèse d’une protéine à partir de la lecture de l’in-
formation présente sur l’ARN messager par le ribosome. Les protéines ainsi synthétisées

1. https ://www.genome.gov/
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peuvent alors avoir plusieurs fonctions à l’intérieur d’une cellule. La figure 1.1 illustre les
mécanismes moléculaires de transcription et de traduction des gènes.

Comprendre les mécanismes qui font évoluer l’expression des gènes au sein des cellules
est un défi majeur. La connaissance des processus de transcription et de traduction de
gènes n’explique pas totalement l’évolution de leur expression. En effet, des processus
de régulation sont à l’œuvre afin que l’expression génétique se maintienne à un niveau
cohérent, et évolue de façon à assurer le bon fonctionnement de l’organisme (Jacob
et al., 1961). Par exemple, certaines protéines appelées facteurs de transcription (TF)
ont la possibilité de reconnaître certaines séquences ADN et peuvent avoir une influence
positive (activation) ou négative (inhibition) sur la transcription des gènes correspondants.
Cette vision dynamique de l’expression génétique a notamment été imagée par Conrad H.
Waddington dans le cadre de la biologie développementale 2 (Allen, 2015). Il est ainsi
intéressant d’interpréter l’ensemble des gènes comme un réseau d’interactions. Bien que
la compréhension des mécanismes de régulation constitue une question théorique en elle-
même (Bich et al., 2016), le décryptage des interactions génétiques représente un enjeu
pour la bonne compréhension des mécanismes biologiques. Nous nous concentrons donc
dans ce travail sur la notion de réseau de régulation biologique, et nous tentons de l’utiliser
pour expliquer différents phénomènes dynamiques observables.

1.1.2 Données expérimentales sur l’activité génétique

Plusieurs technologies expérimentales ont été développées pour collecter des données
sur l’activité moléculaire au sein des cellules d’un organisme. Ces données permettent
d’améliorer la compréhension des mécanismes génétiques à l’œuvre au sein des cellules.
Elles représentent notamment un intérêt du point de vue de la modélisation de la régula-
tion génétique. Par exemple, les données d’expression génétique témoignent de l’activité
des molécules d’ARN messager à l’intérieur des cellules, et constituent un indicateur
important sur l’activité d’un système (Delgado et al., 2019). Différentes technologies
permettent d’obtenir de telles données. Par exemple, les puces à ADN (DNA-microarray)
permettent d’obtenir l’expression de dizaines de milliers de gènes. Le séquençage ARN,
consistant à lire chaque nucléotide sur les molécules d’ARN, est également très utilisé
pour mesurer l’activité des gènes notamment grâce aux technologies de séquençage haut-

2. L’évolution de l’expression génétique de cellules y est apparentée aux trajectoires empruntées par
des billes roulant le long d’une pente.
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débit. Récemment, le séquençage ARN cellule par cellule (single-cell RNA sequencing, que
nous dénommerons séquençage single-cell par la suite) a par ailleurs été rendu possible,
donnant lieu à des données dotées d’une résolution sans précédent, permettant d’analyser
l’expression de milliers de gènes dans plusieurs milliers de cellules. Ces technologies sont
particulièrement intéressantes pour la modélisation automatique de la régulation géné-
tique et elles seront abordées plus en détail dans le chapitre 4. Enfin, il est également
possible de mesurer les interactions entre protéines, par exemple avec la technique de
double hybride (Two-hybrid screening), ainsi que les interactions entre protéines et gènes.

Dans le cadre de l’étude des mécanismes de régulation génétique, les données expé-
rimentales présentant un aspect temporel sont particulièrement intéressantes, bien que
difficiles à obtenir. Les données les plus simples à obtenir dans ce cas sont les données
sur les états stables du système, c’est-à-dire les états où le système n’évolue pas. Pour ces
dernières, il est par exemple possible de se baser sur des données de perturbation, où un
gène est perturbé par rapport à un état de repos, et où le système est mesuré une fois sta-
bilisé. Ce type de donnée est notamment proposé (de manière simulée) dans le challenge
d’inférence de modèle DREAM 4 (Marbach et al., 2010). Les données de séries tempo-
relles, consistant à effectuer des mesures consécutives d’un système à plusieurs instants
donnés, semblent les plus intéressantes du point de vue de l’étude de la dynamique car
elles apportent une meilleure résolution temporelle sur le système étudié. Cependant, ob-
tenir ce type de données est particulièrement coûteux, et les séries temporelles disponibles
possèdent généralement peu de points temporels. Par exemple, la série temporelle utilisée
dans (Thorne, 2018) ne comporte que 7 points temporels, et le challenge DREAM 11
(The Respiratory Viral DREAM Challenge Consortium et al., 2018) met à
disposition des séries temporelles comportant une dizaine de points non réguliers. Une
alternative aux séries temporelles est par ailleurs apparue récemment avec les technolo-
gies single-cell. Les méthodes d’inférence de séries pseudo-temporelles permettent en effet
d’approximer des séries temporelles avec plusieurs milliers de points. Cette nouvelle source
de données prometteuse sera exploitée dans le chapitre 4.

1.1.3 Formalisation des connaissances et modélisation

Devant la complexité des interactions moléculaires qui ont lieu au sein des cellules,
la modélisation, notamment sous forme de réseau, est un outil indispensable pour aider
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à la compréhension des différents mécanismes biologiques. Une première approche pour
rendre les connaissances accumulées exploitables consiste en l’élaboration de cartes d’in-
teractions biochimiques, appelées biological pathway. Ces cartes concernent plusieurs types
de processus comme le métabolisme, les voies de signalisation à l’intérieur d’une cellule,
ou encore les voies de régulation des gènes, décrivant l’évolution de leur expression. Ces
connaissances sont généralement compilées dans des bases de données comme celle de
KEGG : Kyoto Encyclopedia of Genes and Genome 3. Elles sont utilisées par les biolo-
gistes entre autres pour comprendre les données génomiques obtenues expérimentalement
et les mécanismes associés par exemple à des maladies (García-Campos et al., 2015).

Ces cartes d’interactions ne permettent cependant pas de comprendre efficacement
certains comportements génétiques à l’intérieur des cellules. Des approches de modéli-
sation ont donc été développées pour décrire le fonctionnement du système à un ni-
veau d’abstraction plus élevé, à partir d’un ensemble d’interactions (the Mutation
Consequences and Pathway Analysis working group of the International
Cancer Genome Consortium, 2015). Ainsi, les modèles de réseaux de régulation biolo-
giques ont pour but d’expliquer des comportements dynamiques complexes en abstrayant
les différentes molécules impliquées, notamment directement sous la forme de gène. Plu-
sieurs types de modèles ont été proposés, par exemple avec l’utilisation de simples graphes,
des modèles statistiques tels que les réseaux bayésiens et les réseaux de neurones récur-
rents (Blasi et al., 2005), des modèles physiques à base d’équations différentielles, ou
encore des modèles dits qualitatifs, basés sur des formalismes logiques (de Jong, 2002).
Ces différentes approches de modélisation n’ont pas exactement les mêmes objectifs et
elles se complètent. Par exemple, les modèles basés sur des équations différentielles pro-
posent une vision quantitative du système, avec une caractérisation précise de l’activité
de différentes molécules. Ces modèles sont donc précis mais ils sont en contrepartie coû-
teux d’un point de vue calculatoire, et ils nécessitent beaucoup de données pour être
correctement paramétrés. Au contraire, les modèles qualitatifs adoptent un haut niveau
d’abstraction en représentant l’activité de différents composants d’un système sous forme
discrète (par exemple en modélisant les gènes de manière booléenne), et peuvent ainsi
prendre en compte un nombre très important de composants.

3. https://www.genome.jp/kegg/
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Figure 1.2 – Évolution sigmoïdale du taux d’expression d’une molécule en fonction de la concentration
d’un régulateur. Schéma tiré de (Thomas et al., 1995).

Dans cette thèse, nous nous intéressons spécifiquement à la modélisation qualitative.
Cette approche a émergé à partir des travaux de René Thomas sur les réseaux mul-
tivalués (Thomas, 1973), ainsi que ceux de Stuart Kauffman sur les réseaux booléens
(Kauffman, 1969). La modélisation qualitative vise à simplifier drastiquement la modé-
lisation de chaque composant afin de se concentrer sur une description fidèle du compor-
tement global du système, en représentant les interactions entre ses composants par des
relations logiques. Plusieurs éléments encouragent ce type de modélisation. Tout d’abord,
les données expérimentales sur les systèmes biologiques sont bruitées et peu précises,
en particulier avec les technologies de séquençage ADN. Par ailleurs, une interprétation
symbolique de l’évolution de l’activité d’un gène semble adéquate car le taux d’expres-
sion d’une molécule évolue généralement de manière sigmoïdale, comme représenté dans
la figure 1.2, et la transcription des gènes se produit de manière non régulière dans le
temps (Longo et al., 2006). Ce type de modélisation se révèle enfin particulièrement
intéressant d’un point de vue informatique par sa proximité avec certains formalismes de
modélisation.

1.2 Modélisation qualitative des réseaux biologiques

Les travaux initiés en parallèle par René Thomas sur les réseaux de Thomas (modèles
qualitatifs multivalués) et par Stuart A. Kauffman sur les réseaux booléens ont donné
lieu à une recherche active sur la modélisation qualitative/discrète des systèmes biolo-
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giques, notamment des réseaux de régulation génétique. La modélisation qualitative se
concentre ainsi sur la représentation abstraite du comportement dynamique d’un système
biologique. Les composants d’un réseau sont modélisés de manière discrète, et leur évo-
lution est modélisée par des règles symboliques qui représentent les interactions avec les
autres composants du réseau. La notion dynamique ne correspond donc pas forcément à
un temps, mais plutôt à une succession d’évènements qui font évoluer le système entre
plusieurs états. On peut noter par ailleurs que ce type de modélisation est proche de
plusieurs autres approches en bio-informatique, dont le langage κ (Danos et al., 2007)
qui vise à représenter directement les interactions moléculaires à partir de règles d’asso-
ciation. La modélisation qualitative se distingue de ces approches par rapport au niveau
d’abstraction adopté, nous nous concentrons donc sur celle-ci dans cette thèse.

Le niveau d’abstraction de ces modèles est particulièrement utile lorsque le système
étudié est difficile à observer, et lorsque les données disponibles sur ce système sont hé-
térogènes. Les variables discrètes peuvent alors représenter plusieurs concepts différents,
par exemple le fait qu’un gène est activé ou non, le dépassement d’un seuil de tempéra-
ture, le dépassement d’un seuil de concentration d’une protéine, etc. D’un point de vue
génétique, la modélisation discrète semble pertinente car les données acquises avec les
technologies de séquençage conduisent facilement à ce type d’interprétation, et c’est une
abstraction également utilisée par les chercheurs biologistes. La modélisation qualitative
se révèle également intéressante d’un point de vue informatique. En effet, les formalismes
développés en modélisation qualitative ont une grande proximité avec ceux développés
pour la vérification formelle de programmes, ou encore en logique. La recherche sur les
modèles qualitatifs a ainsi bénéficié des connaissances avancées sur l’étude de ces modèles
en informatique, menant à des méthodes d’analyse efficaces ainsi qu’à une compréhension
théorique avancée de ces différents formalismes. Dans la suite de cette partie, nous pas-
sons en revue plusieurs formalismes mis en place pour la modélisation qualitative, et nous
développons plusieurs concepts concernant leur étude qui seront utilisés dans les chapitres
suivants.

1.2.1 Formalismes de modélisation qualitative

À partir des réseaux de Thomas introduits par René Thomas, et des réseaux booléens
proposés par Stuart A. Kauffman, différents formalismes ont émergé pour la modélisation
qualitative des réseaux biologiques. Les réseaux booléens modélisent chaque composant
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d’un réseau (gène ou protéine par exemple) par une variable booléenne, indiquant si le
composant est présent/absent (ou encore actif/inactif). L’évolution de chaque composant
du réseau est alors déterminée par une fonction booléenne qui dépend généralement de
plusieurs autres composants (Bornholdt, 2008 ; Wang et al., 2012). Ces modèles ont
été appliqués avec succès notamment pour modéliser le développement de la Drosophile
(Gonzalez et al., 2008), ou encore le cycle cellulaire de la levure de bière (Bornholdt,
2008), qui sont des organismes très étudiés en biologie. Les réseaux booléens ont égale-
ment été proposés sous forme de modèles aléatoires dans (Kauffman et al., 2003) afin
d’identifier les relations booléennes d’un réseau de transcription d’une levure, à partir
d’un graphe d’influence déjà déterminé. L’approche ensembliste a également été proposée
afin de déterminer et caractériser les multiples modèles potentiellement compatibles avec
certaines propriétés (Schwab et al., 2020).

Le formalisme des réseaux de Thomas, proposé par René Thomas, se distingue des
réseaux booléens par l’utilisation de variables discrètes multivaluées plutôt que de va-
riables booléennes (Thomas et al., 1995). Les interactions entre composants sont alors
modélisées par des changements de niveau discret conditionnés par le niveau d’activité
des autres composants (par exemple, un composant a passe du niveau 1 au niveau 2
si le composant b est au niveau 0 et le composant c est au niveau 1). Cette approche
de modélisation a par exemple été utilisée dans (Mateus et al., 2007) pour l’étude du
bactériophage lambda. L’outil GINsim 4 implémente également ce type de modèle pour
proposer plusieurs analyses (Chaouiya et al., 2012). Le formalisme des Frappes de Pro-
cessus, introduit dans (Paulevé et al., 2011) et inspiré par l’approche du π-calcul sto-
chastique, peut aussi être considéré comme une formalisation supplémentaire des réseaux
de Thomas. Enfin, les réseaux d’automates, qui peuvent être vus comme une extension
des Frappes de Processus, ont été proposés dans (Folschette et al., 2015b) comme un
cadre formel minimal et intuitif pour la modélisation multivaluée des réseaux biologiques.
Dans ce formalisme, les composants biologiques (par exemple les gènes) sont représentés
par des automates dont les différents états locaux modélisent leurs niveaux d’activité. Les
interactions entre composants y sont modélisées à partir de transitions locales dans les
automates, conditionnées par des ensembles d’états locaux sur d’autres automates. En
comparaison aux réseaux booléens, les réseaux d’automates se révèlent intéressants car ils
permettent de naturellement modéliser les variables multivaluées. De plus, l’utilisation de

4. http://ginsim.org/
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transitions locales au lieu de fonctions booléennes permet de modéliser plus directement
le non-déterminisme (les réseaux booléens synchrones sont en effet déterministes par na-
ture). Ce type de représentation a entre autres été utilisé dans le but de construire la plus
grande dynamique d’un système, afin de procéder ensuite par raffinements successifs pour
limiter l’ensemble des comportements possibles. Les réseaux d’automates sont traités dans
le chapitre 2 de cette thèse, dans le cadre de l’analyse de réseaux.

Autres formalismes réutilisés pour les modèles qualitatifs

La modélisation qualitative des réseaux biologiques a aussi bénéficié des formalismes
développés dans d’autres domaines de recherche. Par exemple, les réseaux de Petri, très
utilisés pour les méthodes formelles, ont été appliqués à la modélisation de réseaux de
régulation dans (Comet et al., 2005). Le langage logique de l’Answer Set Programming
(ASP) a aussi été utilisé pour la modélisation qualitative, par exemple dans (Fayruzov
et al., 2011). Enfin, la programmation logique inductive a aussi été utilisée dans (Inoue
et al., 2014) pour le problème de l’inférence de modèles à partir de données qualitatives
dynamiques. Ce formalisme est très similaire aux réseaux d’automates, avec la proximité
entre les règles logiques et les transitions locales d’automates. Il s’agit du formalisme qui
est adopté aux chapitres 3 et 4, dans le cadre de l’inférence de modèles qualitatifs. Enfin,
bien que les modèles qualitatifs ont pour but de représenter des comportements plus riches
en comparaison à de simples graphes d’interactions, la notion de graphe reste toutefois
utilisée dans ce cadre. En effet, plusieurs définitions ont été proposées pour abstraire un
modèle qualitatif sous la forme d’un graphe d’influence. Cette notion a été utilisée dans
(Comet et al., 2013) afin de déterminer des propriétés théoriques sur les réseaux booléens
à partir de la structure de leur graphe d’influence. Cela permet également de réduire la
complexité de l’analyse d’un modèle en séparant les composants du réseau indépendants
entre eux.

L’exemple suivant définit un modèle jouet de réseau booléen pour un système à 3
composants, ainsi que le graphe d’influence qui y est associé. Cet exemple sera réutilisé
pour illustrer les différentes notions concernant les modèles qualitatifs présentées dans la
suite de cette partie.
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Exemple 1.1. Soit un réseau booléen de trois variables, défini à partir des trois fonctions
de mise à jour suivantes (x ∈ {0, 1}3 étant un vecteur booléen déterminant l’état du
réseau) :
− f1(x) = x1 ∧ (x2 ∨ x3)
− f2(x) = ¬x2 ∧ x3

− f3(x) = (x1 ∧ x2) ∨ x3

Les variables étant booléennes, l’ensemble des états du réseau booléen est S = {0, 1}3. Le
graphe d’influence de ce réseau booléen, construit selon la définition dans (Chevalier
et al., 2019), est représenté sur la figure 1.3. Ce graphe contient un unique arc inhibiteur,
sur le composant 2. Cet arc se justifie par le fait que pour les paires d’états (001, 011) et
(101, 111), pour lesquelles le composant 2 évolue de 0 à 1, la valeur de f2(x) évolue de 1
à 0.

1 23
+

+

+

+

+

+ + −

Figure 1.3 – Graphe d’influence du réseau booléen de l’exemple 1.1.

Équivalences et traductions entre modèles

Bien que différents formalismes de modélisation aient été proposés dans la littérature,
des équivalences peuvent exister entre certains formalismes et des traductions sont pos-
sibles. Par exemple, il a été montré dans (Paulevé, 2018) que les réseaux d’automates
peuvent être traduits en réseaux de Petri bornés, et vice versa. La traduction du for-
malisme des Frappes de Processus vers celui des réseaux de Thomas est proposée dans
(Folschette et al., 2015a). Enfin, une traduction immédiate des frappes de processus
vers le formalisme du π-calcul stochastique a été mise en évidence dans (Paulevé et al.,
2011). L’élaboration de traductions entre modèles a plusieurs intérêts. Cela permet par
exemple de connaître facilement la complexité des problèmes d’analyse associés aux mo-
dèles, ainsi que de profiter des méthodes d’analyse déjà développées pour les formalismes
équivalents. En cas de non-équivalence, l’étude des traductions entre modèles permet aussi
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de souligner les enrichissements proposés par de nouveaux formalismes. Il est également
important de souligner que le haut niveau d’abstraction de la modélisation qualitative
complique la comparaison et la reproduction des analyses de systèmes. La recherche a bé-
néficié d’efforts importants pour faciliter l’accès aux outils existants, leur interconnexion,
et la reproduction des résultats publiés, notamment via des outils comme le notebook
CoLoMoTo 5 (Naldi et al., 2018).

Enrichissement de la modélisation

Dans le but d’élaborer des modèles qui soient le plus conformes possible à la réalité
biologique, plusieurs extensions ont été proposées pour la modélisation qualitative. La
notion de temps a en particulier reçu une grande attention dans la modélisation des
réseaux biologiques. Certaines extensions visent donc à attribuer un délai particulier pour
la transition d’un composant entre deux niveaux discrets. La notion de délai a par exemple
été proposée pour développer une extension à partir des réseaux de Thomas dans (Comet
et al., 2010). Elle a également été proposée pour le formalisme des Frappes de Processus
(Sheikh et al., 2019) ainsi que pour celui des réseaux d’automates (Ben Abdallah
et al., 2017a). Cette notion a aussi été utilisée dans le cadre des réseaux de Petri, via
leur extension temporisée (L. Chen et al., 2007). L’aspect probabiliste a également été
proposé pour les modèles qualitatifs. Par exemple, l’utilisation du formalisme du π-calcul
stochastique dans (Paulevé et al., 2011) permet de représenter des délais de transitions
aléatoires. Dans le cadre des réseaux booléens, la notion probabiliste a été modélisée en
proposant plusieurs fonctions de mise à jour pour chaque composant, avec différentes
probabilités (Shmulevich et al., 2002). Enfin, des formalismes hybrides ont également
été proposés à partir des réseaux de Thomas dans (Behaegel et al., 2016), ainsi que pour
les réseaux booléens dans (Stoll et al., 2012), afin de conserver le niveau d’abstraction
des modèles qualitatifs tout en adoptant une représentation continue du temps.

1.2.2 Sémantique et graphe de transitions

Les modèles qualitatifs étant principalement définis à partir des interactions locales
entre leurs composants, le comportement global d’un modèle correspond alors à toutes
les combinaisons possibles des interactions locales. Nous introduisons dans la suite la no-
tion de sémantique, ou encore mode de mise à jour d’un modèle, qui permet de définir la

5. https://colomoto.github.io/
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manière dont se combinent les évolutions locales des modèles. Ce dernier élément permet
ensuite de spécifier l’ensemble des comportements du modèle, que l’on peut représenter
par un graphe appelé graphe de transitions ici. Nous détaillons également par la suite cer-
taines caractéristiques étudiées sur les graphes de transitions, permettant de caractériser
le fonctionnement des modèles.

Sémantique des modèles qualitatifs

La définition d’un modèle de réseau biologique dans un formalisme donné ne permet
généralement pas d’en énumérer directement tous les comportements. Ce choix a une
grande importance en termes de modélisation puisqu’il influe sur les propriétés d’un sys-
tème modélisé. La sémantique a également un impact sur l’analyse des modèles qualitatifs
car la difficulté des problèmes algorithmiques associés peut en dépendre.

En effet, bien que les interactions entre composants soient explicitement définies dans
tout formalisme de modélisation qualitative, la sémantique du modèle (appelée aussi mode
de mise à jour), c’est-à-dire le choix des composants à mettre à jour à partir d’un état
donné, doit être spécifiée afin de complètement déterminer le comportement de ce modèle.
Cette question a été traitée dès l’apparition des premiers modèles qualitatifs, et plusieurs
modes de mise à jour ont été proposés dans la littérature. La sémantique asynchrone,
aussi appelée asynchrone pleine (Paulevé, 2020), initialement introduite par René Tho-
mas, établit qu’un seul composant du réseau peut être mis à jour à la fois dans une
transition du modèle. Ainsi, l’état successeur d’une transition dans la sémantique asyn-
chrone ne sera différent que d’un seul composant. Cela permet de considérer le processus
d’évolution du modèle séparément de son état (Thomas, 1981). Une des justifications
aussi fournies pour cette sémantique est le fait qu’il est infiniment improbable que plu-
sieurs composants évoluent d’un niveau discret à un autre exactement au même moment.
Cette hypothèse implique par ailleurs le fait que les composants du modèle ne sont pas
forcés à être mis à jour. En effet, cette sémantique autorise un composant donné à rester
fixe tandis qu’une multitude d’autres composants peuvent être mis à jour. Enfin, ce mode
de mise à jour conduit généralement à des modèles ayant des comportements dynamiques
très riches, ce qui facilite la modélisation d’une sur-approximation du système biologique
étudié. Un grand nombre de comportements dynamiques peut par ailleurs compliquer
l’analyse.
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La sémantique synchrone, initialement proposée par Stuart Kauffman, établit que
tous les composants du modèle doivent être mis à jour simultanément. Dans le cas des
réseaux booléens, ce mode de mise à jour conduit à des comportements déterministes pour
les modèles : à partir d’un état, le modèle peut évoluer dans exactement un unique autre
état (Kauffman, 1969) (on peut noter que ça n’est pas le cas pour des modèles à base
de transitions locales comme les réseaux d’automates). Dans cette sémantique, la mise à
jour des composants est forcée à chaque évolution du système modélisé. Le déterminisme
de cette sémantique conduit à une dynamique plus restreinte que dans le cas asynchrone.
Cela peut ajouter des difficultés à la modélisation puisque les modèles synchrones repré-
sentent des comportements moins complexes. Néanmoins, cette sémantique peut faciliter
l’analyse des modèles comportant un grand nombre de variables. Par ailleurs, nous mon-
trons dans le chapitre 3 que cette sémantique peut avoir un intérêt pour l’apprentissage
automatique de modèles qualitatifs.

Ces travaux fondateurs ont également conduit à l’émergence de plusieurs sémantiques
alternatives. La sémantique asynchrone généralisée par exemple autorise la mise à
jour de n’importe quel sous-ensemble de composants du modèle à partir d’un état donné
(Paulevé, 2020). D’un point de vue théorique, cette sémantique est plus générale que
les sémantiques synchrone et asynchrone, c’est-à-dire que les transitions possibles dans
les sémantiques asynchrone et synchrone le sont aussi en sémantique généralisée. On peut
également mentionner la sémantique Most Permissive pour les réseaux booléens, qui a
récemment été proposée dans (Paulevé et al., 2020). Cette dernière émerge à partir du
constat que certains comportements intuitifs de systèmes biologiques ne peuvent pas être
représentés avec la sémantique asynchrone généralisée. La sémantique Most Permissive in-
troduit donc des comportements supplémentaires en considérant des états intermédiaires,
de manière à augmenter l’expressivité des modèles. Elle possède aussi un intérêt en termes
d’analyse car il a été montré que les problèmes d’analyse de modèles ont une complexité
algorithmique plus faible dans cette sémantique par rapport aux sémantiques présentés
ci-dessus.

Une manière de formaliser la sémantique d’un modèle consiste à énumérer les transi-
tions possibles dans ce modèle. Pour un modèle possédant un ensemble S d’états discrets,
il est donc possible de définir plusieurs sémantiques comme des sous-ensembles T ⊂ S×S
de l’ensemble total des transitions possibles. L’exemple suivant illustre cette définition
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avec les sémantiques synchrone, asynchrone et asynchrone généralisée dans le cas du ré-
seau booléen de l’exemple 1.1. Dans cet exemple, les boucles (transition d’un état vers
lui-même) ne sont pas autorisées.

Exemple 1.2. En reprenant l’exemple 1.1, on peut définir l’ensemble des transitions du
modèle en fonction d’une sémantique donnée. On représente T ⊂ S × S l’ensemble des
transitions du modèle par un ensemble de couples d’états. Les ensembles de transitions en-
gendrés par les sémantiques synchrone, asynchrone et asynchrone généralisée sont donnés
par :

− Tsync = {(s, s′) ∈ S × S | s ̸= s′, s′ = (f1(s), f2(s), f3(s))}

− Tasync = {(s, s′) ∈ S × S | s ̸= s′, ∃!i ∈ J1, 3K : s′(i) = fi(s) ∧ ∀j ∈ J1, 3K \ {i}, sj = s′
j}

− Tgen = {(s, s′) ∈ S × S | s ̸= s′, ∀i ∈ J1, 3K : s′
i = si ∨ s′

i = fi(s)}

Dans le cas de l’exemple 1.1 (figure 1.4) cela donne :
Tsync = {(100, 000), (010, 000), (110, 101), (101, 111), (111, 101), (001, 011), (011, 001)}.
Tasync = {(110, 111), (111, 101), (101, 111), (110, 100), (100, 000), (010, 000), (001, 011), (011, 001)}
Tgen = Tasync ∪ {(110, 101)}

Graphe de transitions des modèles qualitatifs

Lorsque les comportements d’un modèle qualitatif sont complètement spécifiés grâce
à sa sémantique, il peut être intéressant d’étudier sa dynamique en la représentant sous
forme d’un graphe, que l’on appelle ici graphe de transitions (parfois appelé state tran-
sition graph, ou encore diagramme état-transition). Le graphe de transitions est le graphe
orienté dont les sommets sont les états discrets (généralement énumérables) d’un modèle
qualitatif, et dont les arcs correspondent aux transitions possibles entre les états dans ce
modèle, selon la sémantique adoptée. Généralement, le nombre de sommets d’un tel graphe
est exponentiel par rapport au nombre de composants du modèle. Par exemple, un modèle
contenant 100 variables binaires peut présenter 2100 > 1030 états possibles. Un tel graphe
n’est donc pas explicitement calculable pour de grands réseaux, mais il constitue un objet
d’étude central pour les modèles qualitatifs. Il sert notamment de support pour la défini-
tion de propriétés dynamiques de modèles entre les différents formalismes. L’exemple 1.3
représente les différents graphes de transition du réseau booléen de l’exemple 1.1 avec
trois sémantiques usuelles : synchrone, asynchrone et asynchrone généralisée. La notion
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de graphe de transitions sera réutilisée dans le chapitre 2 dans le cadre de la résolution
de problèmes d’analyse de la dynamique, ainsi que dans le chapitre 3 pour l’inférence des
modèles.

Exemple 1.3. La figure 1.4 illustre les trois graphes de transitions correspondants aux
sémantiques synchrone (Tsync), asynchrone (Tasync) et asynchrone généralisée (Tgen). On
remarque bien que Tgen ⊃ Tsync ∪ Tasync. On peut également vérifier le caractère non
déterministe des réseaux booléens asynchrones et asynchrones généralisés puisque certains
sommets admettent plusieurs arcs sortants pour ces deux sémantiques.
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Figure 1.4 – Le graphe de transitions du réseau booléen de l’exemple 1.1 pour trois sémantiques
usuelles : asynchrone, synchrone et asynchrone généralisée.

Propriétés sur les graphes de transitions

À défaut d’être calculé entièrement, le graphe de transitions d’un modèle qualitatif
est généralement utilisé pour caractériser certains comportements définis à partir de pro-
priétés formelles. Par exemple, l’analyse des états stables (stable states ou steady states)
consiste à rechercher les états dans lesquels le système est considéré comme étant stable,
c’est-à-dire que ses composants n’évoluent plus. Du point de vue biologique, l’analyse des
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états stables permet la validation d’un modèle par comparaison aux observations expéri-
mentales, et s’apparente à des propriétés importantes comme le type d’une cellule dans
un processus de différenciation (Mori et al., 2017). Dans le cas des réseaux booléens syn-
chrones, les états stable sont considérés comme étant les points fixes (Campbell et al.,
2014), c’est-à-dire les états pour lesquels l’unique transition du modèle le conduit dans ces
mêmes états (Yi Ming Zou, 2013). Pour certains modèles non déterministes comme les
réseaux d’automates, les points fixes sont définis comme étant les états qui n’admettent pas
de successeurs dans le graphe de transitions du modèle (Ben Abdallah et al., 2017b).
Un autre problème souvent étudié est l’accessibilité (ou atteignabilité), qui consiste à
déterminer s’il existe un chemin entre un état initial et un état cible dans le graphe
de transitions. Du point de vue biologique, ce problème permet par exemple de vérifier
l’activation d’un facteur de transcription suite à une perturbation du réseau (Paulevé,
2018). L’accessibilité est aussi reliée à l’étude des cut sets, c’est-à-dire d’ensembles d’états
locaux nécessaires pour la réalisation d’une accessibilité (Paulevé, 2017). Enfin, un der-
nier problème majeur est l’analyse des attracteurs d’un modèle. Un attracteur désigne un
ensemble d’états dans lesquels un modèle peut évoluer, mais à partir desquels il ne peut
s’échapper. Les attracteurs permettent de caractériser le comportement à long terme d’un
modèle qualitatif. D’un point de vue biologique, ils peuvent notamment être interprétés
comme les types cellulaires (Shen-Orr et al., 2010) et permettent de caractériser des
processus de différenciation ou d’adaptation du système (Chatain et al., 2014).

1.3 Les enjeux de la modélisation qualitative

Comme nous l’avons souligné précédemment, la modélisation qualitative est un outil
puissant pour l’étude de systèmes biologiques. Cependant, les modèles qualitatifs sont des
objets complexes à manipuler, et plusieurs défis se présentent concernant leur utilisation
dans la recherche biologique et biomédicale. Nous séparons ici ces enjeux dans deux catégo-
ries principales qui sont traitées dans cette thèse. En premier lieu, l’analyse des modèles
qualitatifs, abordée au chapitre 2, a pour but de proposer des méthodes efficaces pour
l’étude des propriétés de modèles qualitatifs. En second lieu, le problème de l’inférence
de modèles, abordé dans les chapitres 3 et 4, consiste à déterminer comment concevoir un
modèle qualitatif d’un système biologique. On s’intéresse dans cette thèse en particulier
à une conception automatique, basée principalement sur des données expérimentales.
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1.3.1 L’analyse des modèles qualitatifs

Une question importante qui se pose lorsqu’un modèle qualitatif est établi pour un
système biologique donné est la manière d’exploiter ce modèle afin de contribuer aux
connaissances biologiques sur le système étudié. Une première étape consiste à s’assurer
que le modèle représente le système réel de manière pertinente. Pour vérifier cela, il est
possible de le confronter aux connaissances du système dans la littérature, ainsi qu’aux
autres modèles existants. Il peut être également intéressant d’effectuer des expérimenta-
tions directement sur le système étudié mais celles-ci peuvent être coûteuses et hors de
portée. Dans le cas où le modèle ne décrit pas correctement le système réel, les incohé-
rences observées peuvent être exploitées afin d’améliorer les connaissances sur le système
ainsi que la modélisation. Enfin, quand un modèle est cohérent avec le système étudié, il
est intéressant de l’utiliser afin de générer des comportements encore non observés. Ces
comportements peuvent par exemple être utilisés pour prédire la réponse du système à
une perturbation. Une question transverse est celle de la reprogrammation des modèles,
c’est-à-dire la modification de ceux-ci afin d’en changer certains de leurs comportements
(Mandon et al., 2019).

Les propriétés des modèles qualitatifs mentionnées précédemment permettent ainsi
de caractériser les comportements des modèles dans le but de les exploiter plus facile-
ment. Par ailleurs, ces propriétés sont difficiles à calculer car elles correspondent à des
problèmes algorithmiques dont la complexité peut être NP-Complet ou encore PSPACE-
Complet. Pour cette raison, des méthodes efficaces sont nécessaires afin de rendre possible
l’analyse de modèles de grande taille. Comme mentionné précédemment, l’analyse des
modèles bénéficie des travaux développés en informatique, en particulier dans le domaine
des méthodes formelles. Dans un premier temps, il est donc intéressant de se baser sur des
méthodes existantes, notamment développées pour la vérification formelle. Cependant, les
méthodes générales sont souvent moins efficaces pour traiter un problème précis, et on
peut s’attendre à ce que des méthodes dédiées permettent de résoudre le problème plus fa-
cilement. Dans le chapitre 2, nous nous concentrons sur le problème précis et formellement
identifié de l’analyse de l’accessibilité dans les réseaux d’automates asynchrones, et nous
développons une nouvelle méthode pour ce problème afin d’en améliorer la résolution.
Notre approche peut être assimilée à celle généralement adoptée en recherche opération-
nelle, où les problèmes d’optimisation sont formalisés et étudiés très spécifiquement afin
d’en améliorer le plus possible le pouvoir de résolution.

36



1.3. Les enjeux de la modélisation qualitative

1.3.2 L’inférence des modèles qualitatifs

Une autre question importante sur la modélisation qualitative concerne la conception
d’un modèle cohérent pour un système donné. Les premiers modèles qualitatifs ont été
élaborés à partir de connaissances de la littérature biologique, élaborée elle-même à par-
tir d’observations expérimentales. Par exemple, la méthode d’identification de modèle à
partir de réseaux booléens aléatoires mentionnée précédemment a été basée sur un ré-
seau de régulation déterminé expérimentalement dans (Lee, 2002), et une méthode basée
également sur la littérature a été utilisée pour l’élaboration d’un modèle logique du bac-
tériophage lambda dans (Thieffry et al., 1995).

L’approche de conception manuelle est cependant limitée car elle nécessite une cer-
taine expertise sur le système afin de pouvoir en comprendre la littérature et elle est
chronophage, et donc limitée à de petits modèles. De plus, le développement de nouvelles
technologies expérimentales pour l’étude des systèmes biologiques conduit à l’obtention
de très grandes quantités de données, qui sont de plus en plus précises. Pour ces raisons,
des approches automatiques sont apparues pour inférer les modèles à partir de données
variées. Certaines approches comme celle proposée dans (Khalis et al., 2009) utilisent
comme données de départ un graphe d’influence ainsi que des propriétés dynamiques et se
concentrent sur l’identification de paramètres de modèles qualitatifs tels que les réseaux
de Thomas. D’autres approches se basent au contraire uniquement sur des données expé-
rimentales, comme c’est le cas dans (Lim et al., 2016). Dans cette thèse, nous adoptons
cette dernière approche pour l’inférence des modèles, en l’inscrivant dans une démarche
d’apprentissage automatique. Plusieurs avantages se présentent pour l’utilisation exclu-
sive de données expérimentales. Cela permet d’éviter notamment l’utilisation de données
hétérogènes dans un même modèle, qui peuvent parfois ne pas être compatibles. De plus,
la séparation entre un modèle inféré à partir de données expérimentales d’une part, et
les connaissances théoriques d’autre part permet de faciliter leur confrontation. En effet,
l’utilisation de connaissances théoriques sur un système risque de biaiser le modèle et de
ne pas faire pleinement ressortir les informations présentes dans les données. Enfin, en se
concentrant sur des données expérimentales, un des objectifs est de proposer des méthodes
robustes à l’aspect bruité et incomplet (sparse) de ces données qui complexifient la modé-
lisation abstraite. Dans le chapitre 3, nous nous concentrons sur les différentes méthodes
d’inférence de paramètres et d’apprentissage automatique des modèles, et nous proposons
une nouvelle méthode d’apprentissage automatique spécifiquement pensée pour la modéli-

37



Chapitre 1 – Modélisation qualitative en biologie des systèmes

sation qualitative à partir de données expérimentales. Dans le chapitre 4, nous appliquons
notre méthode sur des données expérimentales de séquençage single-cell. Ce dernier cha-
pitre se concentre en particulier sur l’exploitation de tels modèles expérimentaux, en
confrontation aux données d’origine. On s’attache notamment à vérifier rigoureusement
que la modélisation proposée ne commet pas d’overfitting.
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Chapitre 2

MÉTHODE FORMELLE POUR L’ANALYSE

DE MODÈLES QUALITATIFS

Dans ce chapitre, nous abordons le problème de l’analyse des mo-
dèles qualitatifs en biologie des systèmes. On se concentre en par-
ticulier sur les différentes méthodes algorithmiques permettant de
calculer les propriétés de modèles qualitatifs. Nous étudions en par-
ticulier le problème d’accessibilité dans les réseaux d’automates
asynchrones. Ce problème est en effet central dans l’étude du com-
portement dynamique des modèles qualitatifs, et les méthodes de
résolution existantes restent inefficaces sur certaines instances. Nous
proposons ainsi une nouvelle méthode basée sur la combinaison des
approches de Bounded Model Checking avec une méthode reposant
sur l’analyse statique, issue de travaux antérieurs dans les réseaux
d’automates.

Résumé

2.1 Analyse formelle de la dynamique des réseaux

Les modèles discrets qualitatifs étant des objets complexes à étudier, différentes pro-
priétés ont été formalisées à partir de leur graphe de transitions afin de caractériser plus
facilement les comportements des systèmes biologiques modélisés (voir chapitre 1). Les
problèmes algorithmiques associés au calcul de ces propriétés sont par ailleurs souvent dif-
ficiles à résoudre. Bien que les solutions à ces problèmes soient généralement énumérables
(lorsque les modèles sont finis), les méthodes d’exploration naïve conduisent à des algo-
rithmes dont la complexité temporelle est au minimum exponentielle par rapport à la taille
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du modèle. Par exemple, les problèmes du calcul des points fixes et de certains attracteurs
sont généralement classifiés NP-Difficile (Akutsu et al., 2012 ; Zhang et al., 2007). Le
problème d’accessibilité est quant à lui généralement classifié PSPACE-Complet puisque la
longueur des chemins d’accessibilité n’est pas forcément polynomiale en le nombre de com-
posants des modèles (Paulevé, 2018). Face à la difficulté de ces problèmes, les méthodes
proposées pour leur résolution s’appuient sur différents champs de recherche en informa-
tique. Il existe en effet une forte proximité entre la modélisation qualitative des réseaux
biologiques et l’étude formelle des systèmes informatiques et électroniques. C’est la raison
pour laquelle les méthodes introduites dans le domaine du Model Checking (c’est-à-dire
la vérification formelle de modèles ou de programmes (Clarke, 2008)) sont appliquées à
la résolution des problèmes mentionnés précédemment. En particulier, les techniques de
Bounded Model Checking (Biere et al., 2009) et d’analyse statique (Wichmann et al.,
1995) ont été utilisées à cette fin comme nous le renseignons dans la partie suivante.

Malgré les efforts développés pour la résolution des problèmes d’analyse, le calcul des
propriétés dynamiques reste difficile sur les modèles de grande taille. Une étude approfon-
die de ces problèmes est donc nécessaire afin de développer de nouvelles méthodes pour en
améliorer la capacité de résolution. Dans ce but, nous nous concentrons dans la suite de
ce chapitre sur un problème particulier : l’accessibilité dans les réseaux d’automates asyn-
chrones. Dans la partie suivante, nous motivons ce choix et nous donnons une définition
formelle de ce problème. L’identification des limites des méthodes de résolution existantes
nous permet alors de proposer une nouvelle méthode, à partir de la combinaison de deux
méthodes existantes.

2.2 Le problème d’accessibilité dans les réseaux d’au-
tomates

Les réseaux d’automates, que nous avons mentionnés dans la partie 1.2.1 du chapitre 1,
sont intéressants pour la modélisation qualitative car ils permettent de représenter intui-
tivement les interactions entre composants biologiques multivalués via des transitions
locales. Nous nous intéressons en particulier aux réseaux d’automates asynchrones, dans
lesquels un seul automate peut être mis à jour par transition du modèle. Cette sémantique
a en effet reçu un certain intérêt dans l’étude des modèles qualitatifs (Assmann et al.,
2009). Le calcul de l’accessibilité est important car il permet d’en analyser le comporte-
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ment dynamique en profondeur. Par exemple, on peut l’utiliser pour vérifier la cohérence
d’un modèle par rapport à des observations ou des connaissances a priori du système, et
pour le réviser en conséquence. Comme nous l’avons mentionné dans le chapitre 1, une telle
analyse peut également servir à raffiner le comportement d’un modèle sur-approximant un
système donné. La sémantique synchrone représente par ailleurs un défi en termes de ré-
solution car, comme nous l’avons mentionné dans le chapitre 1, celle-ci engendre un grand
nombre de comportements dans un modèle et pose ainsi des difficultés aux outils de vérifi-
cation formelle existants. De même que pour d’autres formalismes qualitatifs, le problème
d’accessibilité dans les réseaux d’automates est ainsi catégorisé PSPACE-Complet et des
méthodes avancées sont nécessaires pour sa résolution dans des modèles de grande taille.
Les différentes approches de résolution existantes comportent ainsi toutes des limites qui
les rendent inefficaces sur certaines instances du problème.

Dans la suite de cette partie, nous définissons formellement les réseaux d’automates
asynchrones ainsi que le problème d’accessibilité qui y est associé. Les méthodes existantes
pour la résolution de l’accessibilité dans les réseaux d’automates sont également détaillées,
et leurs limites sont mises en évidence afin de justifier notre nouvelle approche de résolu-
tion. Nous définissons enfin les outils d’analyse statique développés pour la résolution de
l’accessibilité. Ces outils sont réutilisés dans la partie 2.3.2 pour la mise en place de notre
méthode de résolution.

2.2.1 Formalisation du problème d’accessibilité

Les réseaux d’automates sont définis à partir de plusieurs automates, représentant les
différents composants du modèle (par exemple gène, protéine, etc.). Les automates com-
portent plusieurs états locaux, permettant de modéliser plusieurs niveaux d’activation des
composants. Un état global du modèle est représenté par un état local pour chaque auto-
mate du système, et le modèle possède ainsi un nombre fini d’états qui est exponentiel par
rapport au nombre d’automates. Les interactions entre les composants du modèle sont
représentées par des transitions locales à l’intérieur de chaque automate. Ces transitions
modélisent le passage d’un niveau d’activité d’un composant vers un autre, conditionné
par la présence de certains niveaux d’activités pour un ou plusieurs autres automates.
Une transition est ainsi possible uniquement si les conditions des autres automates sont
vérifiées dans l’état à partir duquel la transition est jouée. La définition suivante formalise
les différents éléments permettant de définir un réseau d’automates.
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Définition 2.1. Réseau d’automates
Un réseau d’automates est défini par un triplet M = (Σ,S, T ) où :

— Σ = {a, b, c, ..} est l’ensemble fini des automates.
— S = ∏

x∈Σ
Sx est l’ensemble fini des états, où Sx = {x0, x1, ..} est l’ensemble fini des

états locaux de l’automate x ∈ Σ.
— Tx ⊂ {(xi, xj, l) | xi, xj ∈ Sx, xi ̸= xj, l ⊂ ∪

y∈Σ\{x}
Sy et |l ∩ Sy| ≤ 1 ∀y ∈ Σ}

est l’ensemble des transitions de l’automate x, et T = ∪
x∈Σ
Tx est l’ensemble des

transitions du réseau.

Étant donné un état global s ∈ S, l’état local de l’automate x est noté s(x). Une tran-
sition τ ∈ Tx est représentée par un triplet (xi, xj, {yk, zl, ..}) où xi, l’état local origine,
est noté orig(τ), xj, l’état destination, est noté dest(τ), et l’ensemble des états locaux
{yk, zl, ..} qui doivent être vérifiés pour jouer la transition est noté enab(τ). La notation
xi

yk,zl−−→ xj est utilisée pour représenter la transition τ . Enfin, les transitions bouclant sur
le même état local, c’est-à-dire de la forme xi −→ xi, ne sont pas considérées ici. En effet, les
transitions d’un réseau d’automates visent à représenter un changement dans le modèle, et
l’absence de changement sur un automate est vérifiée quand aucune transition n’est jouée.

Exemple 2.1. La figure 2.1 présente un réseau d’automates M = (Σ,S, T ) comportant
3 automates. Dans ce modèle, Σ = {a, b, c} et S = {(ai, bj, ck) | i, j, k ∈ J0, 2K}. Dans
l’automate a, Sa = {a0, a1, a2} et Ta = {a0

b2−→ a1, a1
b1,c2−−→ a2}. Pour la transition τ =

a1
b1,c2−−→ a2, on a orig(τ) = a1, dest(τ) = a2 et enab(τ) = {b1, c2}. Enfin, on remarque

que certaines transitions n’ont pas de conditions. Par exemple, c’est le cas de b0 −→ b1, et
donc dans ce cas enab(b0 −→ b1) = ∅.

a

0

1

2
b

0

1

2

c

0

1

2

b2

b1, c2

b2

b1
b1

Figure 2.1 – Un réseau d’automates avec 3 automates.
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Comme indiqué précédemment, nous employons la sémantique asynchrone des réseaux
d’automates, ce qui signifie qu’à partir d’un état global, une seule transition parmi toutes
celles qui sont possibles peut être appliquée. La sémantique asynchrone rend le modèle
non déterministe au sens où chaque transition jouable à partir d’un état donné conduit
à un état différent. Cette précision permet de définir le passage d’un état à un nouvel
état dans le modèle, ce qui se traduit ici par la jouabilité d’une transition. On peut
aussi noter que puisque les transitions entre les mêmes états locaux (xi −→ xi) ne sont
pas considérées, les boucles de longueur 1 ne peuvent pas apparaître dans le graphe de
transitions d’un réseau d’automates.

Définition 2.2. Jouabilité d’une transition (sémantique asynchrone)
Étant donné un réseau d’automates M = (Σ,S, T ) :

— Une transition τ ∈ Tx est jouable à partir d’un état s ∈ S si s(x) = orig(τ) et
∀yi ∈ enab(τ), yi = s(y). On définit le prédicat jouable tel que jouable(s, τ) = ⊤
si et seulement si τ est jouable à partir de s.

— L’opérateur de jouabilité, noté ·, est défini par s · τ = s′ où s′(y) = s(y) ∀y ∈
Σ \ {x} et s′(x) = dest(τ) si jouable(s, τ) = ⊤. Si jouable(s, τ) = ⊥, s · τ n’est
pas défini.

— Une séquence π de transitions de longueur n est notée π = (π1 :: π2 :: .. :: πn) avec
πi ∈ T ∀i et jouer π (lorsque c’est possible) est noté s ·π = s ·π1 ·π2 · .. ·πn, avec
s ∈ S.

Exemple 2.2. Dans le réseau d’automates de la figure 2.1, à partir de l’état s = (a0, b2, c0),
les transitions τ1 = a0

b2−→ a1 et τ2 = c0
b2−→ c1 sont jouables et la transition τ3 = b1 −→ b2 ne

l’est pas. Dans ce modèle, s · τ1 = (a1, b2, c0). Pour la séquence π = (c0
b2−→ c1 :: b2 −→ b1),

s · π = s · π1 · π2 = (a0, b1, c1).

Le problème d’accessibilité dans les réseaux d’automates peut être défini par l’exis-
tence d’une séquence de transitions qui permet au modèle d’évoluer d’un état initial à
un état cible vérifiant la présence de certains états locaux. Le problème peut être réduit
à l’accessibilité d’un unique état local en utilisant un automate supplémentaire dans le
modèle, comme mentionné dans (Folschette et al., 2015b). Pour cette raison, nous ne
considérons que ce dernier cas ici. Nous formalisons ainsi le problème dans la définition
suivante.
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Définition 2.3. Accessibilité dans les réseaux d’automates asynchrones
— Entrée : Un réseau d’automates M = (Σ,S, T ), un couple d’accessibilité R =

(s0, xi) avec s0 ∈ S un état initial et xi ∈ Sx un état local objectif
— Sortie : ⊤ ou ⊥
— Question : Existe-t-il une séquence de transitions π = (π1 :: π2 :: .. :: πn) telle que

s0 · π = s′ avec s′(x) = xi ?

Concernant la complexité, il est possible de montrer que le problème appartient à
la classe de complexité PSPACE-Complet à partir d’une traduction des réseaux d’auto-
mates asynchrones en réseaux de Petri bornés (Paulevé, 2018). Il est en effet établi
que la vérification de l’accessibilité dans les réseaux de Petri appartient également à la
classe PSPACE-Complet (Cheng et al., 1995). De manière intuitive, le nombre d’états
d’un réseau d’automates est fini et exponentiel par rapport au nombre d’automates et le
problème d’accessibilité peut donc être vu comme la recherche d’un chemin entre deux
états dans le graphe de transitions du modèle, ce qui permet notamment une énumération
naïve des solutions.

À partir de la définition 2.3 de l’accessibilité, une solution d’une instance de ce pro-
blème est définie comme une séquence de transitions réalisant l’accessibilité, comme for-
malisé dans la définition qui suit. Par ailleurs, une solution peut être arbitrairement longue
et contenir des transitions non nécessaires, c’est-à-dire des transitions pouvant être reti-
rées tout en conservant la validité de la solution pour la question d’accessibilité. Pour cela,
nous définissons également la notion de sous-solution, correspondant à une sous-séquence
d’une solution qui conserve sa validité. Enfin, nous définissons la notion de solution mini-
male, qui correspond à une solution n’admettant pas de sous-solution. Ces notions seront
réutilisées par la suite pour la résolution de l’accessibilité.

Définition 2.4. Solutions, sous-solutions et solutions minimales d’une accessibilité
Soit R = (s0, xi) une instance d’accessibilité.

- Une séquence π1 de transitions est une solution pour l’instance R si [s0 · π1] (x) = xi.
- Une séquence π2 de transitions est une sous-solution d’une solution π1 si π2 est une
solution et si il existe une injection ϕ : J1, |π2|K→ J1, |π1|K telle que ∀i ∈ J1, |π2|K, πϕ(i)

1 =
πi

2 et ∀j ∈ J1, |π2| − 1K, ϕ(j) < ϕ(j + 1) (π2 contient un sous-ensemble des transitions de
π1, dans le même ordre).
- Une solution π est une solution minimale pour R s’il n’existe pas de sous-solution stricte
π′ de π.

44



2.2. Le problème d’accessibilité dans les réseaux d’automates

Exemple 2.3. Dans le réseau d’automates de la figure 2.1, la réponse du problème d’ac-
cessibilité R = ((a0, b0, c0), a2) est ⊤.
π1 = (b0 −→ b1 :: b1 −→ b2 :: b2 −→ b1 :: b1 −→ b2 :: a0

b2−→ a1 :: b2 −→ b1 :: c0
b1−→ c2 :: a1

b1,c2−−→
a2) est une solution ([(a0, b0, c0) · π1](a) = a2).
La solution π2 = (b0 −→ b1 :: b1 −→ b2 :: a0

b2−→ a1 :: b2 −→ b1 :: c0
b1−→ c2 :: a1

b1,c2−−→ a2) est une
sous-solution de π1 et est une solution minimale.

2.2.2 Méthodes de résolution de l’accessibilité et limites

Comme indiqué précédemment, plusieurs méthodes de résolution ont été proposées
pour traiter le problème d’accessibilité dans les réseaux d’automates. Tout d’abord, la
forte proximité entre les formalismes de modélisation qualitative tels que les réseaux d’au-
tomates et les modèles utilisés dans les domaines de la vérification formelle et du Model
Checking conduisent à réutiliser les outils déjà développés pour ces derniers. Par exemple,
cette approche a été employée pour l’analyse de modèles biologiques dans (Gallet et al.,
2014 ; Klarner et al., 2012a ; Klarner et al., 2012b). Cette méthode a également été
utilisée pour la vérification des réseaux biochimiques (Česka et al., 2014), ainsi que dans
le cas de la vérification de l’analyse des réseaux de signalisation (Heath et al., 2008).
Les méthodes de résolution symbolique telles que les Diagrammes de Décision Binaires
étaient notamment fréquentes en Model Checking (Burch et al., 1990), et ces méthodes
sont encore utilisées dans des outils de vérification formelle génériques tels que NuSMV 1

(Cimatti et al., 1999) et ITS-tools 2 (Thierry-Mieg, 2015). Bien que ce type de mé-
thode a l’avantage d’être applicable sur beaucoup de formalismes différents, la résolution
n’est pas toujours efficace sur des modèles de grande taille (Bryant, 1986). Il a notam-
ment été montré que ces méthodes ne sont pas avantageuses sur les réseaux d’automates
en comparaison à des approches plus spécifiques à ces modèles (Paulevé, 2017).

Devant la complexité des problèmes traités en Model Checking et devant la taille
importante des modèles à analyser, l’approche du Bounded Model Checking (BMC ) est
devenue incontournable pour la vérification de modèles, notamment dans les applications
industrielles (Biere et al., 2009). Cette approche consiste à encoder (ou encore traduire)
une séquence d’exécution du modèle de longueur fixée dans un langage logique en ajou-
tant des contraintes modélisant une propriété à vérifier. Un paramètre k déterminant la

1. http://nusmv.fbk.eu/NuSMV/
2. https://lip6.github.io/ITSTools-web/index.html

45

http://nusmv.fbk.eu/NuSMV/
https://lip6.github.io/ITSTools-web/index.html


Chapitre 2 – Méthode formelle pour l’analyse de modèles qualitatifs

longueur de la séquence doit donc être décidé à l’avance. L’utilisation d’un algorithme de
résolution pour le langage choisi (généralement appelé solveur) permet ensuite de vérifier
parmi toutes les séquences d’exécution du modèle de longueur k celles qui vérifient la
propriété recherchée. Cette approche est notamment utilisée pour rechercher des contre-
exemples permettant d’infirmer certaines propriétés, et donc de démontrer qu’un système
n’est pas sûr. Le Bounded Model Checking a été appliqué à plusieurs reprises pour la vé-
rification des modèles qualitatifs en biologie des systèmes (Dubrova et al., 2011 ; Nabli
et al., 2016). Les solveurs SAT, visant à résoudre une instance de satisfaisabilité en lo-
gique propositionnelle, sont notamment très présents en Bounded Model Checking. Ils ont
par exemple été utilisés pour traiter le problème d’accessibilité dans des réseaux de Petri
(Ogata et al., 2004), ainsi que pour le calcul des attracteurs dans les réseaux booléens
asynchrones (Van Giang et al., 2020) (dans ce dernier, l’approche utilisée ne suit tou-
tefois pas complètement le schéma du Bounded Model Checking). Un encodage SMT a
également été proposé pour la résolution de l’accessibilité dans des réseaux de régulation
génétiques synchrones (Giacobbe et al., 2017). Concernant les réseaux d’automates, le
Bounded Model Checking a été utilisé dans (Ben Abdallah et al., 2017b) pour calculer
les attracteurs à partir d’un encodage avec le langage Answer Set Programming (ASP).
Bien que les solveurs SAT et ASP soient très performants et permettent de traiter des
modèles avec plusieurs centaines, voire milliers de composants, le Bounded Model Checking
présente des limitations importantes dans la résolution théorique de l’accessibilité. Il est
en effet nécessaire de prévoir la longueur k des séquences encodées à partir du modèle. On
peut ainsi prouver que l’accessibilité est possible lorsque le solveur trouve une solution,
mais l’absence de solution permet uniquement de prouver que l’accessibilité n’est pas pos-
sible pour les séquences de longueur ≤ k, et il reste une incertitude pour les séquences plus
longues. Dans le cas d’un modèle fini comme les réseaux d’automates, le choix du nombre
d’états du modèle pour k est suffisant pour fournir une preuve de l’inaccessibilité mais ce
nombre est exponentiel en le nombre d’automates et n’est donc pas utilisable en pratique.
Plusieurs méthodes ont été proposées pour choisir un paramètre k assurant la complé-
tude, parfois appelé completeness threshold, permettant donc de prouver en l’absence de
solution que les séquences de longueur supérieure ne réalisent pas non plus l’accessibilité.
Par exemple, la technique de k-induction consiste à déterminer la longueur maximale des
chemins minimaux qui atteignent l’état local cible de l’accessibilité (Biere et al., 2009).
Ce type de méthode reste cependant général et n’est pas forcément efficace dans les ré-
seaux d’automates, le k résultant pouvant être grand.
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Une approche de vérification formelle dédiée spécifiquement aux réseaux d’automates,
basée sur l’analyse statique et inspirée de l’interprétation abstraite (Cousot et al., 1977)
a été proposée pour résoudre l’accessibilité. L’analyse statique vise à vérifier les propriétés
d’un modèle sans l’exécuter (ou encore le simuler), et donc sans procéder à une explora-
tion exhaustive de son graphe de transitions (Wichmann et al., 1995). Cette approche
basée sur l’analyse statique a été présentée dans (Folschette et al., 2015b) et permet de
démontrer l’accessibilité à partir de la vérification de conditions nécessaires et suffisantes
pour cette propriété. La vérification de ces conditions peut être faite en temps polynomial
par rapport à la taille du modèle. Plus précisément, cette méthode permet de prouver
que l’accessibilité est réalisable lorsque les conditions suffisantes sont vérifiées, et qu’elle
ne l’est pas lorsque les conditions nécessaires ne sont pas vérifiées. Elle a notamment fait
l’objet d’une implémentation dans l’outil Pint 3 (Paulevé, 2017) dédié à l’analyse des
réseaux d’automates. Bien que cette approche soit très efficace, elle ne permet cependant
pas toujours de conclure. En effet, lorsque les conditions nécessaires sont vérifiées et que
les conditions suffisantes ne le sont pas, cette méthode n’apporte aucune réponse.

Malgré l’existence de différentes approches de résolution, certaines instances de pro-
blème d’accessibilité sont impossibles à résoudre. Afin de les identifier, les différents cas
se présentant pour une instance d’accessibilité ont été représentés en figure 2.2. L’axe
horizontal de cette figure tente de classer les instances par l’absence (à gauche, cas 1 et 2)
ou l’existence (à droite, cas 3 et 4) d’une solution. La difficulté de l’instance est également
représentée par sa distance par rapport au milieu de l’axe. On peut ainsi supposer que les
cas les plus simples, que nous plaçons aux extrémités, sont les cas qui peuvent être traités
avec les outils d’analyse statique, c’est-à-dire le cas 1 où les conditions nécessaires pour
l’accessibilité ne sont pas vérifiées, permettant de prouver l’absence de solution, et le cas
4 où les conditions suffisantes sont vérifiées, permettant de prouver l’existence d’une solu-
tion. Concernant le cas 3, on peut supposer que l’existence d’une solution est efficacement
traitable avec les approches en Bounded Model Checking. En effet, dès lors qu’une solution
existe, et que sa longueur est raisonnable, la puissance des solveurs logiques permet de
la trouver assez facilement quand le paramètre k est adapté. Toutefois, si les solutions
pour une telle instance sont particulièrement longues, il peut être difficile de les calculer
avec cette approche, ce qui est représenté par l’arc de cercle sur la figure afin d’exclure

3. https://loicpauleve.name/pint/
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une partie des instances admettant une solution. Le cas 2 restant est celui où il n’existe
pas de solutions et que les conditions nécessaires sont tout de même vérifiées. Ce sont
les instances qui sont visées par la méthode proposée dans ce chapitre. Pour cela, nous
proposons un encodage en Bounded Model Checking, combiné à une propriété formelle
afin de garantir l’exhaustivité de la recherche de solution avec un paramètre k adéquat,
qui est obtenu à partir d’une nouvelle extension des outils d’analyse statique formalisés
dans la partie suivante. La difficulté de cette approche réside donc dans l’obtention d’une
telle propriété formelle garantissant un paramètre k de taille raisonnable.

Non accessible : ∄ solution Accessible : ∃ solution

cond. nécessaires ✗

1

cond. suffisantes ✓

4

cas durs

2

cas BMC

3

Figure 2.2 – Illustration figurative des différents cas possibles pour une instance d’accessibilité, en
confrontation aux méthodes de résolution proposées.

2.2.3 Analyse statique dans les réseaux d’automates

Les outils d’analyse statique développés dans (Folschette et al., 2015b) sont basés
sur une résolution locale de l’accessibilité, c’est-à-dire en ne considérant qu’un automate
et sans prendre en compte les conditions des transitions dans un premier temps. Cette
accessibilité locale peut être résolue rapidement par énumération, et elle peut être utilisée
pour obtenir des informations intéressantes pour la résolution d’une accessibilité globale.
En effet, l’absence de solution locale permet déjà de prouver l’absence de solution pour
une accessibilité. Dans le cas où il existe une ou plusieurs solutions locales pour une ac-
cessibilité locale, il est également possible de définir récursivement des sous-problèmes
d’accessibilité locaux selon les conditions des transitions présentes dans les solutions lo-
cales précédemment identifiées. Cette décomposition récursive du problème a été utilisée
pour définir un graphe contenant les solutions locales, et dans lequel la vérification de
certaines propriétés permet de démontrer dans certains cas qu’il existe une solution au
problème d’accessibilité, ou qu’il n’en existe pas. La définition suivante introduit la notion
d’objectif, qui correspond à un problème d’accessibilité locale, et celle de solution locale,
correspondant aux solutions d’un objectif.
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Définition 2.5. Objectif et solution locale
Étant donné un réseau d’automates M = (Σ,S, T ) :

— Un problème d’accessibilité locale dans un automate x ∈ Σ est un couple (xi, xj) ∈
Sx × Sx appelé objectif, et noté xi ⇝ xj

— Une solution locale d’un objectif xi ⇝ xj est une séquence acyclique de transitions
η = (η1 :: .. :: ηn) (avec ηi ∈ Tx ∀i ∈ J1, nK) telle que orig(η1) = xi, dest(ηn) = xj

et dest(ηk) = orig(ηk+1) ∀k ∈ J1, n− 1K et ∀i, j ∈ J1, nK, j > i =⇒ orig(ηi) ̸=
dest(ηj)

— L’ensemble fini de toutes les solutions locales associées à xi ⇝ xj est noté lpaths(xi ⇝

xj)
— lpaths(xi ⇝ xi) = {ε} ∀xi ∈ Sx, ∀x ∈ Σ

Exemple 2.4. Dans le réseau d’automates de la figure 2.1 en page 42, l’objectif c0 ⇝ c2

admet deux solutions locales. Une première solution : η1 = (c0
b2−→ c1 :: c1

b1−→ c2), et une
seconde : η2 = (c0

b1−→ c2). On a donc lpaths(c0 ⇝ c2) = {η1, η2}. L’objectif c2 ⇝ c2

n’admet qu’une solution triviale η3 = ε puisque l’accessibilité locale est déjà satisfaite,
ainsi lpaths(c2 ⇝ c2) = {η3} = {ε}.

Afin d’obtenir un maximum d’informations sur la résolution d’un problème d’accessibi-
lité, il est possible de lier des objectifs entre eux et d’étudier leurs potentielles combinaisons
pour former une solution. La définition suivante introduit le Graphe de Causalité Locale
(que nous désignerons également par GCL par la suite) qui est l’outil central pour l’ana-
lyse de l’accessibilité et qui est basé sur la connexion de différents objectifs d’une instance
d’accessibilité. Il contient l’objectif qui lie l’état initial à l’état local cible de l’accessibilité,
ainsi que plusieurs objectifs intermédiaires, capturant de manière suffisante toutes les
accessibilités locales à réaliser afin de résoudre l’objectif global. On notera par ailleurs
que cette définition diffère de celles introduites précédemment dans (Folschette et al.,
2015b ; Paulevé, 2018) puisque les graphes que nous introduisons ici contiennent en plus
les transitions des réseaux d’automates.

Définition 2.6. Graphe de Causalité Locale (GCL)
Étant donné un réseau d’automates M = (Σ,S, T ) et une instance d’accessibilité R =
(s0, xi), un Graphe de Causalité Locale associé à M et R est un digraphe G = (VG, EG)
avec VG = L ∪ O ∪Q ∪ T ′ tel que :

— L ⊂ ⋃
y∈Σ
Sy (états locaux)

49



Chapitre 2 – Méthode formelle pour l’analyse de modèles qualitatifs

— O ⊂ ⋃
y∈Σ
Sy × Sy (objectifs)

— Q = ⋃
yi⇝yj∈O

lpaths(yi ⇝ yj) (solutions locales)

— T ′ = ⋃
o∈O
{ηi | i ∈ J1, |η|K, η ∈ lpaths(o)} (transitions)

— EG ⊂ VG × VG (arcs du graphe)
Et satisfaisant les conditions suivantes :

1. xi ∈ L (objectif général)

2. (yi, s0(y)⇝ yi) ∈ EG ∀yi ∈ L (objectifs partant de l’état initial)

3. (yi ⇝ yj, η) ∈ EG ∀η ∈ lpaths(yi ⇝ yj),∀yi ⇝ yj ∈ O (toutes les solutions locales)

4. (yj, yi ⇝ yj) ∈ EG ∀yi, yj ∈ L (saturation)

5. ∀η ∈ Q, (η, ηi) ∈ EG ∀i ∈ J1, |η|K (transitions des solutions locales)

6. ∀τ ∈ T ′,∀yi ∈ enab(τ), (τ, yi) ∈ EG (états locaux requis)

La construction d’un Graphe de Causalité Locale se fait de manière itérative, en y
ajoutant des éléments jusqu’à ce que toutes les conditions de la définition 2.6 soient satis-
faites. Le premier sommet d’un GCL associé à une instance d’accessibilité est l’état local
cible de l’instance (condition 1), car c’est l’état local qui doit être atteint par le réseau.
Puisque cet état local doit être accessible depuis l’état initial, l’objectif partant de l’état
local dans l’état initial de cet automate est également présent (condition 2). Ensuite, les
différentes conditions de la définition 2.6 sont appliquées afin que le graphe contienne as-
sez d’éléments pour représenter localement toutes les manières de résoudre l’accessibilité.
Si un état local appartient au graphe, l’objectif à partir de l’état initial de cet automate
jusqu’à cet état local doit être ajouté (condition 2). Cependant, il n’est pas facile de
prédire quel objectif devra être utilisé dans une solution pour l’accessibilité d’un état lo-
cal, puisque cela dépend des accessibilités locales précédemment résolues. C’est pourquoi
tous les objectifs à partir de n’importe quel état local du graphe pour le même auto-
mate jusqu’à cet état local sont ajoutés dans le graphe (condition 4). Lorsqu’un objectif
est ajouté, toutes ses solutions locales sont automatiquement ajoutées (condition 3) avec
leurs transitions respectives (condition 5) et les états locaux conditions, requis pour jouer
ces transitions (condition 6). Cette procédure, bien qu’elle sature rapidement le graphe,
permet de n’oublier aucun élément qui serait nécessaire à la résolution du problème.

Il est également important de noter que tous les sommets n’apparaissent qu’une seule
fois dans le graphe, ce qui en fait une représentation statique de l’exécution du modèle.
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Par exemple, même si un état local xi ∈ Sx est dans la condition de plusieurs transitions,
il n’y a qu’un seul sommet xi ∈ VG correspondant dans le graphe. Tous les sommets
transitions seront donc connectés à cet unique sommet état local. Grâce à cela, la taille
du graphe est polynomiale par rapport au nombre d’automates du réseau. D’un autre
côté, cela induit potentiellement la présence de cycles, qui seront abordés plus tard dans
ce chapitre.

Remarque 2.1. La définition du Graphe de Causalité Locale autorise plusieurs graphes
possibles pour une même instance d’accessibilité. En effet, n’importe quel graphe vérifiant
l’ensemble des conditions requises est valide, et il est possible de conserver la validité en
ajoutant des sommets supplémentaires dans un graphe déjà valide, bien que cela rende
l’analyse de l’accessibilité plus difficile.

Exemple 2.5. La figure 2.3 en page 52 représente un Graphe de Causalité Locale G =
(VG, EG) associé à l’instance d’accessibilité R = ((a0, b0, c0), a2) pour le réseau d’automates
de la figure 2.1 en page 42. Dans cette représentation, les sommets encadrés correspondent
aux états locaux et aux transitions. Les objectifs sont représentés avec la notation utilisée
précédemment et les sommets ◦ représentent les solutions locales (c’est-à-dire les séquences
de transitions résolvant un objectif). Les nombres annotés à certains sommets sont expli-
qués par la suite. Dans ce GCL, les objectifs de la forme xi ⇝ xi n’ont pas été ajoutés car
ils n’apportent pas d’information supplémentaire sur la résolution. L’état local b1 a trois
prédécesseurs, car il apparaît dans la condition de trois transitions et, comme expliqué
précédemment, les sommets ne sont pas dupliqués dans le graphe. Enfin, les conditions
suffisantes mentionnées par la suite sont satisfaites dans ce graphe, ce qui implique que
l’accessibilité de a2 est possible à partir de (a0, b0, c0).

Conditions nécessaires et suffisantes pour l’accessibilité

Le Graphe de Causalité Locale a été introduit dans le but de mettre en place des
conditions nécessaires et suffisantes pour la résolution de l’accessibilité dans les réseaux
d’automates. Ces propriétés qui sont vérifiables rapidement garantissent en effet dans
certains cas qu’une instance d’accessibilité admette une solution ou non. Sans détailler
formellement ces propriétés, nous expliquons intuitivement les concepts derrière cette mé-
thode de résolution qui seront utiles par la suite pour appréhender la nouvelle méthode
que nous proposons.
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a2

a0 ⇝ a2

◦

a0
b2−→ a1 a1

b1,c2−−→ a2

b2

b0 ⇝ b2 b1 ⇝ b2

◦

b1 −→ b2

◦

b0 −→ b1

b1c2

b0 ⇝ b1 b2 ⇝ b1

◦ ◦

b2 −→ b1

c0 ⇝ c2

◦ ◦

c0
b2−→ c1 c1

b1−→ c2 c0
b1−→ c2

1 1

2

2

1
3

1 1

1

2 2

1

5

5

5

3 7

10

Figure 2.3 – Un Graphe de Causalité Locale associé à l’instance d’accessibilité R = ((a0, b0, c0), a2)
du réseau d’automates en figure 2.1.

Les conditions nécessaires permettent de prouver, lorsqu’elles ne sont pas vérifiées,
que l’accessibilité n’est pas possible. Elles se concentrent en particulier sur les objectifs du
GCL associé à une instance d’accessibilité. Si un objectif n’admet aucune solution locale
dans le GCL, on peut naturellement en déduire que cet objectif est impossible à réaliser.
En propageant cette information à travers le graphe, cela permet de prouver que d’autres
accessibilités locales dépendant de cet objectif ne sont pas possibles. En effet, si cet objec-
tif est l’unique descendant d’un état local, on peut alors prouver que l’état local n’est pas
accessible. En remontant encore dans le graphe, cela peut permettre de prouver qu’une
transition ayant cet état local pour condition ne peut pas être jouée. Ce raisonnement
local peut être propagé autant que possible dans le GCL pour prouver l’inaccessibilité de
plusieurs états locaux. Cela peut permettre de simplifier un réseau d’automates pour une
instance d’accessibilité donnée afin notamment d’accélérer sa vérification avec des outils
exhaustifs. Enfin, si l’état local du problème d’accessibilité est prouvé non accessible, cela
permet finalement de prouver que l’instance d’accessibilité n’admet pas de solutions.
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De manière analogue, les conditions suffisantes visent à être utilisées, lorsqu’elles
sont vérifiées, pour prouver qu’une accessibilité est possible. Toujours en considérant un
objectif du GCL, si au moins une de ses solutions locales peut être prouvée comme étant
toujours réalisable, alors cet objectif pourra être résolu dans n’importe quel cas. C’est no-
tamment le cas si une solution locale contient des transitions n’admettant pas de condi-
tions. Cette information peut encore une fois être propagée à travers les prédécesseurs
d’un tel objectif dans un GCL. Si tous les objectifs associés à un état local peuvent être
résolus, alors l’état local en question peut aussi être résolu. Enfin, si l’état local de l’ins-
tance d’accessibilité est concerné par cela, on peut en déduire que l’accessibilité admet
une solution, et la solution est alors calculable via le GCL.

Nous introduisons enfin une première propriété permettant de lier le Graphe de Cau-
salité Locale avec les solutions d’une instance d’accessibilité. La proposition suivante, qui
sera réutilisée par la suite, formalise le fait que les solutions minimales, selon la notion
de minimalité introduite dans la définition 2.4 en page 44, contiennent exclusivement des
transitions appartenant aux GCL construits pour la même instance d’accessibilité. Cette
proposition est établie dans (Paulevé, 2018) afin de simplifier un réseau d’automates en
retirant des transitions qui ne sont pas utiles pour une instance d’accessibilité donnée. Sa
démonstration repose sur des définitions légèrement différentes de celles des réseaux d’au-
tomates et du GCL présentées dans cette partie, puisque c’est la sémantique asynchrone
généralisée (voir partie 1.2.2 du chapitre 1) qui est utilisée, et d’autres types de transitions
sont également autorisés dans les modèles. La proposition reste toutefois valide ici puisque
sa démonstration consiste à montrer que dans toute solution d’une instance d’accessibi-
lité, il est possible de retirer les transitions n’appartenant pas au GCL en identifiant des
boucles qui les entourent.

Proposition 2.1. Transitions suffisantes pour l’accessibilité
Soit M = (Σ,S, T ) un réseau d’automates, R = (s0, xi) une instance d’accessibilité,
G = (VG, EG) un Graphe de Causalité Locale associé à M, avec VG = L ∪ O ∪ Q ∪ T ′ et
R et soit π une solution minimale de R.
− ∀k ∈ J1, |π|K, πk ∈ VG (toutes les transitions d’une solution minimale appartiennent au
Graphe de Causalité Locale)
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2.3 Méthode hybride pour résoudre l’accessibilité dans
les réseaux d’automates

Comme indiqué précédemment, les instances d’accessibilité qui n’admettent pas de
solutions sont difficiles à résoudre avec les outils existants, c’est-à-dire qu’il est difficile de
prouver formellement qu’il n’existe aucune solution pour ces instances. Le Bounded Model
Checking (que nous nommons BMC par la suite) est un candidat intéressant pour traiter
ce cas car les solveurs logiques permettent de vérifier rapidement et de manière exhaustive
des propriétés logiques sur les séquences d’exécution d’un modèle. On s’intéresse ici en
particulier à l’utilisation de solveurs SAT car ceux-ci sont particulièrement performants
et l’encodage SAT, qui n’a pas encore été proposé pour les réseaux d’automates, est assez
naturel. Le choix de la longueur des séquences à encoder est cependant difficile pour cette
approche, comme nous l’expliquons par la suite. Le schéma de résolution en BMC est
représenté sur la partie supérieure de la figure 2.4. Étant donné un réseau d’automates
M et une instance d’accessibilité R, ainsi qu’un paramètre k déterminant la longueur
des séquences à vérifier, un encodeur SAT permet de produire une expression en logique
propositionnelle Φ qui est satisfaisable uniquement si R admet une solution. L’utilisation
d’un solveur SAT permet alors de résoudre partiellement le problème. Si le solveur ren-
voie SAT (satisfiable), alors une solution est trouvée et il est prouvé que l’accessibilité
est possible. Si le solveur renvoie UNSAT (unsatisfiable), ce qui signifie que Φ n’est pas
satisfaisable, alors il est seulement possible de dire que l’accessibilité n’est pas réalisable
pour des séquences deM de longueur inférieure ou égale à k. Dans ce cas, on ne sait pas
s’il existe des solutions dont la longueur est supérieure à k.

Afin d’exploiter la méthodologie du Bounded Model Checking pour traiter les cas d’in-
accessibilité, nous proposons de réutiliser les outils d’analyse statique introduits dans la
partie 2.2.3 afin de déterminer formellement la valeur d’un paramètre k garantissant la
complétude de la solution. Cette stratégie complétée, représentée sur la partie inférieure
de la figure 2.4, consiste en la mise en place d’une propriété et d’une méthode de calcul
d’un paramètre B(M,R) garantissant l’inexistence de solution dans le cas UNSAT. Intui-
tivement, l’utilisation d’outils dédiés aux réseaux d’automates vise à obtenir le paramètre
le plus petit possible, afin de faciliter la vérification des séquences encodées en SAT. Dans
cette partie, nous mettons en place l’encodage d’une instance du problème d’accessibilité
en formule logique propositionnelle. Nous expliquons ensuite comment calculer le para-
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mètre B(M,R) à partir du Graphe de Causalité Locale défini précédemment, et nous
démontrons formellement la complétude de cette méthode de résolution.

Encodeur prop. solveur SAT
Φ

Entrée : (M,R) k UNSAT

SAT

∄π, |π| ≤ k :
[s0 · π] (x) = xi

⊤
BMC classique

Encodeur prop. solveur SAT
Φ

Entrée : (M,R) B(M, R) UNSAT

SAT

⊥

⊤
Extension BMC/analyse statique

Figure 2.4 – Stratégies de résolution de l’accessibilité en Bounded Model Checking : l’approche
classique avec le paramètre k est représentée en haut et l’extension avec l’analyse statique, permettant
de prouver l’inaccessibilité, est représentée en bas.

2.3.1 Encodage SAT pour l’accessibilité

La première étape de notre approche de résolution consiste en la mise en place d’un
encodage en logique propositionnelle de la dynamique des réseaux d’automates, afin de
suivre la méthode du Bounded Model Checking avec les solveurs SAT. Un encodage en
Bounded Model Checking consiste de manière générale à modéliser l’exécution d’un mo-
dèle sur un nombre fini d’itérations (k) dans un langage logique, et à utiliser des outils
dédiés pour chercher une solution à la formule logique obtenue. La formule encodée vise
donc à décrire l’évolution du modèle (parfois appelé dépliage du modèle) sur plusieurs
itérations. Dans le cas de SAT, c’est la logique propositionnelle qui est utilisée, ce qui
donne une expression logique sans quantificateurs sur des variables booléennes. L’objectif
de l’encodage est donc d’obtenir une expression logique Φk encodant une séquence d’états
(s1 :: s2 :: .. :: sk−1 :: sk) de longueur k, et telle que Φk est satisfaisable si et seulement s’il
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existe une séquence π de transitions de taille k−1 résolvant une instanceR. Afin de mettre
en place notre encodage, nous définissons tout d’abord les variables propositionnelles qui
représentent les états d’un réseau d’automates au cours de la séquence d’exécution enco-
dée. Ensuite, nous définissons les opérations logiques qui permettent de lier les variables
propositionnelles afin de représenter les transitions possibles dans le réseau d’automate.
Cette étape permet d’obtenir une expression logique représentant n’importe quelle sé-
quence d’évolution du modèle. La dernière étape consiste enfin à ajouter des contraintes
sous forme logique permettant de spécifier l’état initial et l’état local cible de l’accessibi-
lité.

Variables propositionnelles

Afin de représenter un état s ∈ S d’un réseau d’automates M = (Σ,S, T ) en logique
propositionnelle, on définit un ensemble de variables propositionnelles pour chaque auto-
mate x ∈ Σ de M, avec une variable propositionnelle par état local de x, indiquant si le
réseau est dans l’état local correspondant dans l’état s. Pour un état s donné, on repré-
sente l’état local d’un automate x ∈ Σ de la manière suivante : vs,x = (vs,x0 , vs,x1 , vs,x2 , ..)

avec vs,xj
=

⊤ si s(x) = xj

⊥ sinon
Cela permet de représenter s par un vecteur vs contenant les variables propositionnelles
de chaque état local de chaque automate : vs = (vs,x, vs,y, ..). Une séquence d’états
(s1 :: s2 :: .. :: sk) est finalement encodée par un vecteur de variables vsi pour chaque
état i ∈ J1, kK : (vs1 , vs2 , .., vsk).

Contraintes de transition

Pour que la séquence d’états (s1 :: s2 :: .. :: sk) encodée représente correctement la
dynamique des réseaux d’automates asynchrones, il faut s’assurer que l’expression logique
obtenue ne soit satisfaisable que s’il est possible de passer d’un état si à son successeur
si+1 via la jouabilité d’une transition, pour tout i ∈ J1, k − 1K. Il est possible de modé-
liser cela via l’utilisation d’opérateurs logiques entre chaque groupe de variables vsi et
vsi+1 . On contraint ainsi la valeur de vérité d’une variable propositionnelle vsi+1,xj

, re-
présentant la présence de l’état local xj de l’automate x dans l’état si+1, en vérifiant
une des deux conditions suivantes : le réseau présente déjà l’état local xj à l’itération i

(si(x) = xj), ou bien une transition menant à xj est jouée entre l’état si et l’état si+1
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(∃τ ∈ Tx : target(τ) = xj ∧ jouable(si, τ) = ⊤). Dans le cas où une transition conduisant
à xj est jouée dans le modèle, il faut également s’assurer que les variables proposition-
nelles représentant les autres états locaux de l’automate x ne soient pas vraies. Enfin,
pour vérifier la sémantique asynchrone, il faut également s’assurer que si une transition
est jouée sur x pour obtenir xj, alors les autres automates du modèle ne sont pas modifiés,
ce que l’on peut formaliser par ∀y ∈ Σ tel que y ̸= x : si+1(y) = si(y). Nous encodons ces
vérifications dans des expressions propositionnelles ϕxj ,i représentant les contraintes de
cohérence pour un état local xj de l’automate x entre les états si et si+1, définies comme
suit :

Définition 2.7. Contraintes de transition pour l’état local xj entre si et si+1

Soit vsi , vsi+1 deux groupes de variables propositionnelles encodant deux états consécutifs
si et si+1, et τ ∈ Tx telle que target(τ) = xj, une transition de M. La vérification de la
jouabilité de τ pour l’obtention de xj est encodée via l’expression :

- ψτ,i := vsi,orig(τ) ∧
(

∧
yj∈enab(τ)

vsi,yj

)
∧
(
∧

xl ̸=xj

¬vsi+1,xl

)
L’absence de modification des états locaux d’un automate z ̸= x est encodée par :
- χz,i := ∧

zj∈Sz

(vsi,zj
→ vsi+1,zj

)
L’encodage de la jouabilité de n’importe quelle transition pour l’obtention de xj est donnée
par :

- ϕxj ,i := vxj ,i+1 →
([

( ∨
τx∈Tx,dest(τx)=xj

ψτx,i) ∧ ( ∧
z∈Σ,z ̸=x

χz,i)
]
∨ vsi,xj

)

L’expression ϕxj ,i permet donc de s’assurer que la variable propositionnelle vxj
corres-

pondant à l’état local j de l’automate x est vraie uniquement si le modèle est autorisé à
être dans l’état xj selon sa dynamique et sa sémantique. Cette expression peut être utilisée
pour chaque état local de chaque automate dans un état si de la séquence encodée. Cela
permet de définir une expression générale représentant la transition d’un état si à un état
si+1 :

Définition 2.8. Contraintes de transition entre si et si+1

Étant donné un réseau d’automates M = (Σ,S, T ) et une séquence de variables encodée
v, la contrainte de transition globale entre si et si+1 est définie par :

- Φi :=
(

∧
xj∈Sx,x∈Σ

ϕxj ,i

)
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L’utilisation d’expressions Φi pour chaque itération i ∈ J1, k − 1K de la séquence per-
met alors de modéliser l’exécution complète d’une séquence de longueur k du modèleM.
On obtient enfin par conjonction logique une expression complète pour les k itérations de

la séquence modélisée : ΦM,k :=
(
∧

i∈J1,k−1K
Φi

)

Remarque 2.2. On peut noter par ailleurs que cet encodage autorise l’absence de chan-
gement entre un état si et son successeur si+1, c’est-à-dire qu’une telle expression encodée
peut être satisfaisable même si aucune transition du réseau n’est jouable. Bien que de telles
séquences ne soient pas réellement conformes à la sémantique du modèle, une séquence
valide peut facilement en être extraite en supprimant les états consécutifs qui se répètent.
Cet aspect n’est pas limitant pour la résolution de l’accessibilité car cela rajoute seulement
des solutions potentielles, et cela a l’avantage de permettre de trouver des séquences solu-
tions d’une accessibilité de longueur strictement inférieure à k à partir d’un encodage de
longueur k.

Vérification de l’accessibilité

L’expression ΦM,k définie précédemment pour un réseau d’automatesM permet d’en-
coder l’exécution du réseau d’automates sur k itérations. Plus précisément, l’expression
ΦM,k est satisfaisable uniquement si la séquence d’états (s1 :: .. :: sk) correspond à une
séquence valide du modèle, ou encore à un chemin dans son graphe de transitions. Afin de
modéliser une instance d’accessibilité R = (s0, xi), il faut donc rajouter un ensemble de
contraintes fixant l’état initial de la séquence (s1 représenté par vs1) à s0, et contraindre
l’état local xi dans sk. L’expression finale ΦR,k pour la vérification de l’accessibilité s’ob-
tient ainsi par conjonction en rajoutant les vérifications nécessaires :

ΦR,k := ΦM,k ∧
[
∧

y∈Σ

(
( ∧

yl ̸=s0(y)
¬vs1,yl

) ∧ vs1,s0(y)

)]
∧
(

( ∧
xl ̸=xj

¬vsk,xl
) ∧ vsk,xj

)

La formule résultante ne peut pas directement être donnée en entrée de solveurs SAT
puisque ceux-ci prennent généralement en entrée une formule logique en forme normale
conjonctive (c’est-à-dire une conjonction de clauses logiques, où chaque clause correspond
à une disjonction). Il existe par ailleurs des approches permettant de transformer une
expression en logique propositionnelle quelconque en forme normale conjonctive. Pour
cet encodage, c’est l’approche présentée dans (Plaisted et al., 1986) qui a été choisie,
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elle-même basée sur (Tseitin, 1983). Cette méthode consiste à introduire des variables
propositionnelles intermédiaires, représentant des sous-formules qui ne s’expriment pas
directement forcément sous forme de clauses. Enfin, on peut noter que l’encodage de
séquence présenté ici peut être facilement réutilisé pour modéliser d’autres problèmes
d’analyse. Par exemple, il est possible en faisant certaines modifications d’encoder des
cycles ou encore de représenter la sémantique synchrone des réseaux d’automates.

2.3.2 Extension de l’analyse statique pour le BMC

Comme représenté en figure 2.4 en page 55, un encodage de l’accessibilité en Bounded
Model Checking permet de résoudre le problème uniquement pour des séquences d’exécu-
tion du modèle de taille fixe. Une surestimation théorique de la longueur des séquences
réalisant l’accessibilité est alors nécessaire pour prouver, dans le cas où l’instance n’admet
pas de solution, que l’accessibilité n’est pas réalisable pour des séquences de longueur
quelconque. On recherche ici une surestimation la plus petite possible afin de faciliter la
résolution SAT pour fournir la preuve de l’inexistence. Dans cette partie, nous proposons
de détourner les outils d’analyse statique présentés en partie 2.2.3 afin de définir une telle
surestimation de la taille des séquences résolvant l’accessibilité. La propriété que nous in-
troduisons dans cette partie se base sur le fait que le Graphe de Causalité Locale permet
de capturer de manière suffisante toutes les manières de résoudre (localement) l’accessi-
bilité. Ce dernier point est essentiel afin de prouver que la surestimation couvre toutes
les solutions potentielles. La partie suivante définit la fonction permettant de calculer
cette surestimation ainsi que la propriété formelle utilisée pour obtenir la preuve d’inac-
cessibilité. Ensuite, une démonstration de la propriété est proposée. Cette démonstration
permet d’établir un lien plus fort entre le Graphe de Causalité Locale et les solutions d’une
instance d’accessibilité que celui établi lors de l’introduction des conditions nécessaires et
suffisantes. Nous détaillons également certains exemples particuliers qui compliquent l’uti-
lisation de la propriété lorsque le Graphe de Causalité Locale contient des cycles. Nous
proposons enfin plusieurs pistes d’amélioration à partir de ces cas particuliers.

Définition de la Borne de Causalité Locale

La Borne de Causalité Locale que nous introduisons ici est une fonction visant à cal-
culer, à partir d’un Graphe de Causalité Locale, une surestimation de la longueur des
solutions d’une instance d’accessibilité. Cependant, il n’est pas envisageable de suresti-
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mer n’importe quelle solution car il peut en exister une infinité, et elles peuvent être
arbitrairement grandes en raison de la possible présence de cycles. La Borne de Causalité
Locale que nous introduisons à partir du Graphe de Causalité Locale repose donc sur la
notion de solution minimale, introduite dans la définition 2.4 en page 44 et qui suffit à
caractériser toutes les manières de résoudre une instance d’accessibilité. Le calcul de cette
borne se base sur le même principe de résolution locale et récursive utilisé pour construire
le GCL. La première étape consiste à surestimer la longueur des solutions locales permet-
tant de résoudre un objectif, ce qui est obtenu à partir du nombre de transitions de la
plus longue solution locale. Cependant, la résolution d’un objectif d’un point de vue glo-
bal dépend également de l’accessibilité de sous-objectifs, correspondants aux conditions
des transitions présentes dans les solutions locales de l’objectif initial. En supposant que
ces objectifs peuvent également être surestimés, on peut ainsi définir récursivement une
surestimation globale, ce qui donne la fonction suivante permettant de calculer une borne
pour chaque sommet d’un GCL :

Définition 2.9. Fonction borne B
Soit M = (Σ,S, T ) un réseau d’automates, R = (s0, xi) un problème d’accessibilité, et
G = (VG, EG) un Graphe de Causalité Locale associé à M et R. Suivant la définition 2.6,
VG = L∪O∪Q∪T ′ avec L ⊂ ⋃

y∈Σ
Sy,O ⊂

⋃
y∈Σ
Sy×Sy,Q = ⋃

o∈O
lpaths(o) et T ′ = ⋃

o∈O
{ηi |

i ∈ J1, |η|K, η ∈ lpaths(o)}.
La fonction de borne associée à G est la fonction B : VG → N avec :

−B(τ) = 1 +
∑

yi∈enab(τ)
B(yi) ∀τ ∈ T ′

−B(η) =
∑

k∈J1,|η|K
B(ηk) ∀η ∈ Q

−B(o) = max
η∈lpaths(o)

B(η) ∀o ∈ O

−B(yj) = max
yi⇝yj∈O

B(yi ⇝ yj) ∀yj ∈ L

La fonction de Borne de Causalité Locale permet de définir la propriété générale sui-
vante, établissant la validité de la surestimation du nombre de transitions des solutions
minimales d’un problème d’accessibilité. La démonstration de cette proposition est pro-
posée dans la suite de cette partie.
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Proposition 2.2. Borne de causalité locale pour une instance d’accessibilité
Soit M = (Σ,S, T ) un réseau d’automates, R = (s0, xi) une instance d’accessibilité,
G = (VG, EG) un Graphe de Causalité Locale associé à M et R, et B la fonction de borne
associée à G :
− pour toute solution minimale π de R, |π| ≤ B(xi)

L’exemple suivant illustre comment la borne peut être calculée en pratique, avec un
Graphe de Causalité Locale acyclique. Le cas des Graphes de Causalité Locale cycliques
sera abordé par la suite.

Exemple 2.6. La figure 2.3 en page 52 présente les bornes calculées dans le Graphe de
Causalité Locale de l’instance d’accessibilité ((a0, b0, c0), a2) et du Réseau d’Automates de
la figure 2.1 en page 42. Pour des raisons de clarté, certaines valeurs de la fonction de
borne n’ont pas été ajoutées. On peut remarquer que la borne B(a2) = (2+1)+(5+1+1) =
3 + 7 = 10 surestime correctement la longueur de la solution π2 (|π2| = 6) donnée dans
l’exemple 2.3.

Démonstration de la borne

Nous démontrons ici la proposition 2.2. La démonstration se base sur l’identification
d’un lien entre chaque solution minimale d’un problème d’accessibilité, et un Graphe de
Causalité Locale construit pour cette même instance. En particulier, nous proposons une
décomposition des solutions minimales en plusieurs solutions locales qui correspondent
à des objectifs se trouvant dans le Graphe de Causalité Locale. Nous montrons qu’il est
possible, à partir des objectifs associés à ces solutions locales, de construire une structure
récursive que nous appelons arbre des objectifs et qui présente une hiérarchie similaire à
celle du GCL. C’est cette structure qui permet de faire le lien entre le GCL et la longueur
d’une solution minimale.

Les définitions suivantes permettent de mettre en place la décomposition de n’importe
quelle solution minimale en un ensemble de solutions locales associées à des objectifs liés
entre eux. La première définition vise à identifier sous forme de séquence les transitions
(à partir de leurs indices) ayant une condition sur un automate donné. Les états locaux
présents en condition de ces transitions sont utilisés par la suite pour former les objectifs
permettant de lier une solution minimale au GCL.
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Définition 2.10. Indices des transitions de π conditionnées sur un automate y : Iπ,y

Soit π = (π1 :: .. :: πn) une solution minimale pour une instance d’accessibilité R = (s0, xi)
dans un réseau d’automatesM = (Σ,S, T ). Pour tout y ∈ Σ, Iπ,y est la séquence d’indices
ordonnés de toutes les transitions ayant une condition sur l’automate y :
- enab(πIj

π,y) ∩ Sy ̸= ∅ ∀j ∈ J1, |Iπ,y|K (toutes les transitions ont une condition sur y)
- Ij

π,y < Ij+1
π,y ∀j ∈ J1, |Iπ,y| − 1K (les indices des transitions sont ordonnés)

- enab(πk)∩Sy = ∅ ∀k /∈ Iπ,y (il n’y a aucune autre transition ayant une condition sur
y dans la solution minimale π)

À partir des transitions identifiées avec la définition précédente, des objectifs peuvent
être identifiés pour chaque automate dans la solution minimale. Les objectifs sont détermi-
nés en mettant à la suite l’état local dans l’état initial et les états locaux qui apparaissent
sur les conditions des transitions. Si deux conditions se suivent et qu’aucune transition
n’est jouée sur l’automate concerné (lorsque les conditions sont identiques) alors l’objectif
identifié est un objectif trivial (de la forme xi ⇝ xi). De plus, si un automate n’apparaît
pas dans la solution minimale, c’est-à-dire si aucune transition ne contient une condition
sur cet automate et si ce n’est pas l’automate concerné par l’accessibilité, alors aucun
objectif ne sera identifié pour cet automate. Enfin, l’automate cible du problème d’acces-
sibilité présente un objectif qui atteint l’état local de l’accessibilité.

Définition 2.11. Objectifs sur un automate y associés à une solution minimale π : Oπ,y

Soit π une solution minimale d’une instance d’accessibilité R = (s0, xi) dans un réseau
d’automates M = (Σ,S, T ), et Iπ,y les séquences d’indices introduites dans la défini-
tion 2.10 pour chaque automate y ∈ Σ.
Oπ,y est la séquence des objectifs de l’automate y ∈ Σ qui sont résolus exactement par une
solution minimale dans π. Plus précisément, les états locaux de ces objectifs correspondent
aux conditions sur l’automate y dans les autres transitions.
Pour chaque z ∈ Σ \ {x} tel que Iπ,z = ε, on a :
- Oπ,z = ε

Pour tout y ∈ Σ\{x} tel que Iπ,y ̸= ε, on a |Oπ,y| = |Iπ,y| et pour x, on a |Oπ,x| = |Iπ,x|+1
Pour y ∈ Σ tel que Iπ,y ̸= ε (incluant x), on a :
- O1

π,y = s0(y)⇝ yj avec yj ∈ enab(πI1
π,y) ∩ Sy

- Oi
π,y = yj ⇝ yk avec yj ∈ enab(πIi−1

π,y ) ∩ Sy et yk ∈ enab(πIi
π,y) ∩ Sy si 1 < i ≤ |Iπ,y|
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Pour x, l’automate de l’état local cible de l’accessibilité, on a de plus :

- O|Iπ,x|+1
π,x =

s0(x)⇝ xi si Iπ,x = ε

xk ⇝ xi, xk ∈ enab(πI|Iπ,x|
π,x ) ∩ Sx sinon

L’identification des objectifs via la définition précédente permet de décomposer la so-
lution minimale en plusieurs ensembles de transitions, qui correspondent à des solutions
locales des objectifs identifiés. Il sera montré que ces solutions locales, représentées par
des ensembles de transitions, forment une partition du multiensemble des transitions de
la solution minimale. Cependant, on peut noter que cette partition ne peut générale-
ment pas être représentée par des sous-séquences consécutives, car les solutions locales
peuvent être mélangées dans la solution minimale (c’est-à-dire qu’elles ne peuvent pas
être complètement ordonnées dans la solution).

Définition 2.12. Transitions associées aux objectifs : tr(Oπ,y)
Soit Oπ,y la séquence d’objectifs identifiée à partir de la définition 2.11, associée à l’auto-
mate y dans la solution minimale π, avec y ∈ Σ (incluant x). Lorsque Iπ,y ̸= ε, les tran-
sitions associées à chaque objectif Oi

π,y, i ∈ J1, |Iπ,y|K de Oπ,y sont les ensembles tr(Oi
π,y)

définis par :

tr(Oi
π,y) =

{π
j | πj ∈ Ty, j < I1

π,y} si i = 1

{πj | πj ∈ Ty, I i−1
π,y < j < I i

π,y} si i ∈ J2, |Iπ,y|K
et l’ensemble de transitions associé à O|Oπ,x|

π,x est défini par :

tr(O|Oπ,x|
π,x ) =

{π
j | πj ∈ Tx, j > I |Iπ,x|

π,x } si Iπ,x ̸= ε

{πj | πj ∈ Tx, j ∈ J1, |π|K} sinon

Enfin, nous définissons l’arbre des objectifs à partir d’une solution minimale, visant à
connecter les différents objectifs identifiés via la définition 2.11. L’arbre des objectifs lie
deux objectifs entre eux si l’état cible d’un objectif (successeur) est dans la condition d’une
des transitions associées à l’autre objectif (prédécesseur). Cette hiérarchie est utilisée pour
lier la solution minimale au GCL, afin de démontrer que la borne calculée dans le GCL
est valide.

Définition 2.13. Arbre des objectifs associé à une solution minimale : H
- l’arbre des objectifs d’une solution minimale π est un digraphe H = (VH, EH) avec VH ⊂
{Oi

π,y | i ∈ J1, |Oπ,y|K, y ∈ Σ} et EH ⊂ VH × VH, vérifiant (Oi
π,y,Oj

π,z) ∈ EH ⇐⇒ πIj
π,z ∈

tr(Oi
π,y) (la transition ayant une condition sur z finissant l’objectif est une transition

associée à l’objectif parent)
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Nous définissons également un ordre partiel entre les objectifs de l’arbre, qui sera
réutilisé pour la démonstration de la propriété 2.2.

Définition 2.14. Ordre partiel dans un arbre des objectifs H : ≺H

Soit H = (VH, EH) un arbre des objectifs construit selon la définition 2.13 à partir d’une
solution minimale d’une instance d’accessibilité.
- ≺H⊂ VH ×VH est l’ordre partiel défini de la manière suivante : o′ ≺H o si et seulement
si il existe une séquence d’objectifs O = (O1 :: O2 :: .. :: O|O|) telle que o = O1, o′ = O|O|,
et ∀i ∈ J1, |O|−1K, (Oi,Oi+1) ∈ EH (c’est-à-dire que o′ est un successeur direct ou indirect
de o dans H).

L’exemple qui suit met en pratique les définitions précédentes et illustre la construc-
tion de l’arbre des objectifs associé à la solution minimale π2 du problème d’accessibilité
R présenté dans l’exemple 2.3 à la page page 45.

Exemple 2.7. Dans cet exemple, les définitions précédentes sont appliquées à l’instance
d’accessibilité R = ((a0, b0, c0), a2) du réseau d’automates de la figure 2.1 (page 42), avec
son Graphe de Causalité Locale représenté en figure 2.3 et avec la solution minimale
π2 = (b0 −→ b1 :: b1 −→ b2 :: a0

b2−→ a1 :: b2 −→ b1 :: c0
b1−→ c2 :: a1

b1,c2−−→ a2) de l’exemple 2.3.
Les séquences d’indices pour chaque automate sont :
- Iπ2,a = ε ; Iπ2,b = (3 :: 5 :: 6) ; Iπ2,c = (6)
Les séquences d’objectifs associées sont :
- Oπ2,b = (b0 ⇝ b2 :: b2 ⇝ b1 :: b1 ⇝ b1) ; Oπ2,c = (c0 ⇝ c2) ; Oπ2,a = (a0 ⇝ a2)
Leurs transitions correspondantes sont :
- tr(O1

π2,a) = {a0
b2−→ a1, a1

b1,c2−−→ a2}
- tr(O1

π2,b) = {b0 −→ b1, b1 −→ b2} ; tr(O2
π2,b) = {b2 −→ b1} ; tr(O3

π2,b) = ε

- tr(O1
π2,c) = {c0

b1−→ c2}
Ce qui mène à la construction de l’arbre des objectifs H = (VH, EH) avec :
- VH = {O1

π2,a,O1
π2,b,O2

π2,b,O3
π2,b,O1

π2,c}
- EH = {(O1

π2,a,O1
π2,b), (O1

π2,a,O3
π2,b), (O1

π2,a,O1
π2,c), (O1

π2,c,O2
π2,b)}.

On peut par exemple justifier l’arête (O1
π2,a,O1

π2,b) par le fait que π
I1

π2,b = π3 = a0
b2−→

a1 ∈ tr(O1
π2,a). Selon la définition 2.14, on a par ailleurs c0 ⇝ c2 ≺H a0 ⇝ a2, ainsi que

b2 ⇝ b1 ≺H a0 ⇝ a2 par exemple. L’arbre des objectifs résultant est illustré en figure 2.5,
page 65. Les arêtes de l’arbre sont annotées avec les transitions contenant les conditions
qui permettent de lier les objectifs entre eux.
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a0 ⇝ a2

b0 ⇝ b2

c0 ⇝ c2

b1 ⇝ b1

b2 ⇝ b1

π3
2

π6
2

π6
2

π5
2

Figure 2.5 – Arbre des objectifs H = (VH, EH) de l’exemple 2.7 pour la solution minimale π2 de
l’exemple 2.3 en page 45.

L’introduction de l’arbre des objectifs pour une solution minimale d’un problème d’ac-
cessibilité nous permet finalement de lier n’importe quelle solution minimale d’une ins-
tance accessibilité à un Graphe de Causalité Locale pour la même instance. Le lemme 2.1
suivant formalise un ensemble de propriétés qui permettent d’établir ce lien. Tout d’abord,
on peut remarquer qu’un ensemble de transitions tr(o) d’un objectif o identifié à partir
d’une solution minimale (définition 2.12) correspond à une solution locale de l’objectif o
(∈ lpaths(o)) (2.1.1). Ensuite, les ensembles de transitions identifiés à partir des objectifs
o (définition 2.12) forment une partition du multiensemble 4 des transitions de la solution
minimale π ({{πi | i ∈ J1, |π|K}}), ce qui indique que toutes les transitions sont capturées
dans l’arbre des objectifs (2.1.2). Le troisième élément 2.1.3 met en évidence le fait que
tous les objectifs identifiés sont présents dans tout Graphe de Causalité Locale associé à
l’instance d’accessibilité, c’est-à-dire vérifiant la définition 2.6 (ce dernier point découle de
la propriété 2.1 en page 53). Le point 2.1.4 établit que l’arbre des objectifs défini plus tôt
correspond effectivement à un arbre (acyclique et connexe). Enfin le dernier point 2.1.5
indique que deux objectifs liés par une arête dans l’arbre des objectifs sont également liés
dans le Graphe de Causalité Locale (via une solution locale de l’objectif prédécesseur). Ce
dernier point concerne en particulier les états locaux impliqués dans les objectifs, et jus-
tifie que si le même état local est présent dans plusieurs objectifs de la solution minimale,
alors il y a plusieurs arêtes correspondantes dans un LCG (ce qui est montré à partir de
multiensembles).

4. Le multiensemble se justifie car plusieurs occurrences d’une même transition peuvent être présentes
dans une solution minimale.
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Lemme 2.1.
Soit M = (Σ,S, T ) un réseau d’automates, R = (s0, xi) une instance d’accessibilité,
G = (VG, EG) un Graphe de Causalité Locale associé à M et R et H = (VH, EH) l’arbre
des objectifs construit à partir de π :

2.1.1 ∀y ∈ Σ, ∀i ∈ J1, |Oπ,y|K,∃η ∈ lpaths(Oi
π,y) tel que

{ηj | j ∈ J1, |η|K} = tr(Oi
π,y) (tr(o) correspond à une solution locale de o).

2.1.2 ⋃
o∈VH

{{τ | τ ∈ tr(o)}} = {{πi | i ∈ J1, |π|K}} (les multiensembles tr forment une par-

tition, avec répétition des transitions, du multiensemble des transitions de π).

2.1.3 ∀y ∈ Σ,∀i ∈ J1, |Oπ,y|K,Oi
π,y ∈ VG (tous les objectifs identifiés appartiennent au

Graphe de Causalité Locale).

2.1.4 Le digrapheH des objectifs associé à une solution minimale est acyclique et connexe :
c’est un arbre.

2.1.5 Soit o ∈ VH et soit ηo la solution locale associée à tr(o) (selon le point 2.1.1 du
lemme 2.1).
Alors, on a {{yj | (o, y∗ ⇝ yj) ∈ EH}} ⊂ {{yj | yj ∈ enab(ηk

o ), k ∈ J1, |ηo|K}} (tous
les successeurs d’un objectif o dans l’arbre des objectifs sont des successeurs de la
solution locale ηo de cet objectif dans le Graphe de Causalité Locale).

Démonstration. Preuve du lemme 2.1

2.1.1 Soit y ∈ Σ, i ∈ J1, |Oπ,y|K. D’après la définition 2.12, page 63, π étant une solu-
tion, les transitions de tr(Oπ,y) forment un chemin local dans y. Supposons que
tr(Oi

π,y) ne corresponde pas à une solution locale, ce qui implique par la défini-
tion 2.5, page 49, qu’il existe πj, πl ∈ tr(Oi

π,y), j ̸= l, tels que dest(πj) = dest(πl).
En supprimant la boucle entre j et l dans π, la sous-séquence résultante est encore
jouable car ∀k ∈ Jj + 1, l − 1K, enab(πk) ∩ Sy = ∅ (définitions 2.10 et 2.12). Cela
impliquerait que π n’est pas minimale, ce qui est une contradiction.

2.1.2 D’après la définition 2.12,
( ⋃

o∈VH

tr(o)
)
⊂ {{πi | i ∈ J1, |π|K}}.

Maintenant, montrons par l’absurde que {{πi | i ∈ J1; |π|K}} ⊂
( ⋃

o∈VH

tr(o)
)

. Suppo-
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sons qu’il existe i ∈ J1, |π|K avec πi ∈ Ty, avec y ̸= x et tel que ∀k ∈ J1, |Oπ,y|K, πi /∈
tr(Ok

π,y). Puisque π est minimale, cela implique que ∃j ∈ Ji + 1, |π|K tel que
enab(πj) ∩ Sy ̸= ∅ (autrement, il serait possible de retirer πi en conservant la
jouabilité de π). Supposons que j soit le plus petit indice supérieur à i tel que
enab(πj) ∩ Sy ̸= ∅. Selon la définition 2.10, enab(πj) ∩ Sy ̸= ∅ implique que
∃k ∈ J1, |Iπ,y|K tel que Ik

π,y = j. D’après la définition 2.12, page 63, ceci implique
que πi ∈ tr(Ok

π,y), ce qui est une contradiction.
Supposons maintenant que πi ∈ Tx. Deux cas sont alors possibles. Dans un pre-
mier cas, si ∃j > i tel que enab(πj)∩Sx ̸= ∅, alors comme précédemment on peut
montrer que ∃k tel que Ik

π,x = j, ce qui implique πj ∈ tr(Ok
π,x). Dans un deuxième

cas, enab(πj) ∩ Sx = ∅ ∀j > i =⇒ πi ∈ tr(O|Oπ,x|
π,x ) d’après la définition 2.12, ce

qui est une contradiction.

2.1.3 Nous traitons séparément les différents cas de la définition 2.11. Premièrement,
d’après la proposition 2.1, page 53, ∀i ∈ J1, |π|K, πi ∈ VG. Ceci implique, d’après
la définition 2.6.6 en page 49, que ∀yj ∈ enab(πi) : yj ∈ VG. Ainsi, d’après
la définition 2.11, ∀y ∈ Σ,∀k ∈ J2, |Iπ,y|K,Ok

π,y ∈ VG. Deuxièmement, puisque
yj ∈ VG =⇒ s0(y) ⇝ yj ∈ VG (définition 2.6.2), alors O1

π,y ∈ VG ∀y ∈ Σ. Pour
terminer, xi ∈ VG =⇒ O|Oπ,x|

π,x ∈ VG.

2.1.4 D’après la définition 2.13 en page 63, et puisque chaque transition de π est associée
à un seul objectif identifié (définition 2.12), tous les objectifs excepté O|Oπ,y |

π,x ont
exactement un prédécesseur. Ainsi, |EH| = |VH| − 1.
Montrons maintenant par l’absurde queH est acyclique. Supposons queH contienne
un cycle, et soit (Oi

π,x,Oi′
π,y), (Oi′

π,y,Oi′′
π,z) ∈ EH deux arêtes consécutives de ce

cycle, impliquant Oi
π,x ≺H Oi′′

π,z selon la définition 2.14. D’après la définition 2.12,
I i′

π,y > k ∀πk ∈ tr(Oi′
π,y). De plus, (Oi′

π,y,Oi′′
π,z) ∈ EH =⇒ πIi′′

π,z ∈ tr(Oi′
π,y) selon

la définition 2.13. Ainsi, I i′
π,y > I i′′

π,z (les transitions d’objectifs consécutifs dans H
sont ordonnées dans π).
De manière similaire selon la définition 2.12, I i′′

π,z > k ∀πk ∈ tr(Oi′′
π,z). On peut

montrer par induction, en raisonnant sur les objectifs consécutifs du cycle, que
I i′′

π,z > k ∀πk ∈ tr(o) si o ≺H Oi′′
π,z. En particulier, puisque Oi

π,x ≺H Oi′′
π,z, alors

I i′′
π,z > I i′

π,y. Donc, on a I i′
π,y > I i′′

π,z et I i′′
π,z > I i′

π,y, ce qui est une contradiction.
Ainsi H est acyclique, et comme |EH| = |VH| − 1, il s’agit donc d’un arbre avec
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O|Oπ,x|
π,x étant sa racine.

2.1.5 Selon la définition 2.13, ∀y∗ ⇝ yj, (o, y∗ ⇝ yj) ∈ EH =⇒ ∃k ∈ J1, |ηo|K tel
que yj ∈ enab(ηk

o ) (pour y∗ ⇝ yj = Oi
π,y, on a en fait k = I i

π,y). On a donc
{yj | (o, y∗ ⇝ yj) ∈ EH} ⊂ {yj | yj ∈ enab(ηk

o ), k ∈ J1, |ηo|K}. Montrons maintenant
que les états locaux yj répétés dans {{yj | (o, y∗ ⇝ yj) ∈ EH}} le sont aussi dans
{{yj | yj ∈ enab(ηk

o ), k ∈ J1, |ηo|K}}.
Soit zl ∈ Sz tel que ∃(o, z∗ ⇝ zl) ∈ EH. D’après la définition 2.10, ∀i, i′ ∈
J1, |Iπ,z|K, i ̸= i′ : I i

π,z ̸= I i′
π,z. Ceci implique |{{zl | (o, z∗ ⇝ zl) ∈ EH}}| = |{{I i

π,z |
πIi

π,z ∈ tr(o), i ∈ J1, |Iπ,z|K}}| = |{I i
π,z | I i

π,z ∈ tr(o), i ∈ J1, |Iπ,z|K}| (unicité des
I i

π,z). De plus, πIi
π,z ∈ tr(o) =⇒ I i

π,z ∈ J1, |ηo|K ∀i ∈ J1, Iπ,zK. On a donc
{{zl | (o, z∗ ⇝ zj) ∈ EH}} ⊂ {{zl | zl ∈ enab(ηk

o ), k ∈ J1, |ηo|K)}}, ce qui prouve que
les répétitions sont conservées.

Ce lemme permet enfin d’introduire un dernier lemme permettant de prouver que la
Borne de Causalité Locale surestime formellement le nombre de transitions des solutions
minimales d’une instance d’accessibilité. Le lemme 2.2 suivant établit que le nombre ob-
tenu à partir de la fonction de la Borne de Causalité Locale appliquée à un objectif du
Graphe de Causalité Locale est supérieur au nombre de transitions associées à cet objectif
ainsi qu’aux objectifs descendants dans l’arbre des objectifs (en utilisant l’ordre partiel in-
troduit dans la définition 2.14). La démonstration de ce résultat repose sur une induction
structurelle sur l’arbre des objectifs. Elle utilise les différentes propriétés introduites dans
le lemme 2.1 précédent, qui permettent de montrer une équivalence entre la hiérarchie de
l’arbre des objectifs et celle du GCL, restreint aux seules solutions locales utilisées dans
la solution minimale.

Lemme 2.2.
Soit M = (Σ,S, T ) un réseau d’automates, R = (s0, xi) une instance d’accessibilité,
G = (VG, EG) un Graphe de Causalité Locale associé à M et R, π une solution minimale
pour R, et H = (VH, EH) l’arbre des objectifs construit à partir de π.
- ∀o ∈ VH, B(o) ≥ |tr(o)|+ ∑

o′≺Ho
|tr(o′)|
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Démonstration. Preuve du lemme 2.2
- Soit P (o) la propriété : B(o) ≥ |tr(o)|+ ∑

o′≺Ho
|tr(o′)|, avec o ∈ VH.

- Cas de base : soit o ∈ VH tel que ∄(o, o′) ∈ EH. D’après le lemme 2.1.3, o ∈ VG. En utili-
sant le lemme 2.1.1, soit ηo ∈ lpaths(o) la solution locale correspondant à tr(o). D’après la

définition 2.9, page 60, on a B(ηo) = ∑
k∈J1,|ηo|K

B(ηk
o ) ≥ ∑

k∈J1,|ηo|K

(
1+ ∑

yj∈enab(ηk
o )
B(yj)

)
≥ |ηo|,

ce qui implique que B(o) ≥ |ηo| (= |tr(o)|). Ainsi, puisque o n’a pas de successeurs,
|{o′ | o′ ≺H o}| = 0, donc P (o) est valide.
- Cas inductif : soit o ∈ VH et supposons que ∀o′ : o′ ≺H o, P (o′) est valide.
De manière similaire au cas de base, le lemme 2.1.3 implique que o ∈ VG. Soit ηo ∈
lpaths(o) la solution locale qui correspond à tr(o). D’après la définition 2.9,

B(ηo) = ∑
k∈J1,|ηo|K

(( ∑
yj∈enab(ηk

o )
B(yj)

)
+ 1

)
= |ηo|+

∑
yj∈enab(ηk

o ),k∈J1,|ηo|K
B(yj)

D’après le lemme 2.1 (point 2.1.5), {{yj | (o, y∗ ⇝ yj) ∈ EH}} ⊂ {{yj | yj ∈ enab(ηk
o ), k ∈

J1, |ηo|K}}. Ceci implique ∑
yj∈enab(ηk

o ),k∈J1,|ηo|K
B(yj) ≥

∑
yj :(o,y∗⇝yj)∈EH

B(yj).

De plus, d’après la définition 2.9 :
- B(o) ≥ B(ηo) et B(yj) ≥ B(y∗ ⇝ yj) ∀y∗ ⇝ yj ∈ VG,∀y ∈ Σ.
Ce qui conduit à B(o) ≥ |ηo| +

∑
o′:(o,o′)∈EH

B(o′). Ensuite P peut être appliqué inductive-

ment à tous les objectifs descendants de o dans H. Ce qui mène à :

B(o) ≥ |ηo|+
∑

o′:(o,o′)∈EH

(
|tr(o′)|+ ∑

o′′≺Ho′
|tr(o′′)|

)
.

H étant un arbre, on a :

{{o′ | o′ ≺H o}} = ⋃
o′:(o,o′)∈EG

(
{o′} ∪ {{o′′ : o′′ ≺H o′}}

)
, ce qui implique B(o) ≥ |ηo| +∑

o′:o′≺Ho
|tr(o′)|. Puisque |ηo| = |tr(o)|, on en conclut que P (o) est également valide.

Ce dernier lemme, quand il est appliqué à la racine de l’arbre (c’est-à-dire O|Oπ,x|
π,x ),

prouve que la fonction de borne, appliquée à xi dans le Graphe de Causalité Locale permet
de surestimer la longueur de la solution minimale π. En effet, le lemme 2.1.2 implique
que ∑

o∈VG

|tr(o)|= |π|. De plus, puisque tous les objectifs identifiés à partir de la solution

minimale appartiennent au Graphe de Causalité Locale, la racine de l’arbre des objectifs
H est un successeur de xi dans le GCL. Ainsi, B(xi) ≥ B(O|Oπ,x|

π,x ) permet de correctement
surestimer |π|.
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Exemple 2.8. En reprenant l’exemple 2.6, il est possible de vérifier que l’association
entre le GCL de la figure 2.3 en page 52 et l’arbre des objectifs représenté en figure 2.5
en page 65 est possible. En particulier, il est possible de vérifier que les propriétés du
lemme 2.1 sont vérifiées. Par exemple, la propriété 2.1.5 est vérifiée pour les objectifs
a0 ⇝ a2 et c0 ⇝ c2 qui sont connectés dans l’arbre des objectifs, et également dans le
GCL par l’intermédiaire de la transition a1

b1,c2−−→ a2, qui correspond à π6
2 dans la solution

donnée dans l’exemple 2.3 en page 45.

2.3.3 Mise en pratique et implémentation

Dans cette partie, nous nous concentrons sur la mise en pratique de notre méthode de
résolution hybride pour le problème d’accessibilité. Dans un premier temps, nous abordons
certains cas difficiles pour lesquels la résolution nécessite une analyse approfondie sur
le Graphe de Causalité Locale. Nous donnons des pistes pour surmonter les difficultés
pouvant être rencontrées. Enfin, nous proposons une implémentation complète permettant
de tester en pratique le calcul de la borne de causalité locale ainsi que l’encodage SAT.

Application de la borne dans le cas cyclique

La proposition 2.2 (page 61) peut s’appliquer à n’importe quelle instance de problème
d’accessibilité à partir du moment où la fonction de borne (définition 2.9, page 60) est
calculable. Cependant, lorsqu’un objectif du Graphe de Causalité Locale appartient à un
cycle, sa borne ne peut pas être calculée car elle dépend indirectement d’elle-même. In-
tuitivement, on peut penser que la présence d’un cycle dans un GCL rend l’accessibilité
impossible. C’est en effet le cas lorsque deux automates dépendent l’un de l’autre pour
réaliser leur accessibilité locale, et qu’aucune autre solution n’est disponible. La suppres-
sion de ce type de cycle dans un GCL n’invalide donc pas la proposition 2.2, et le calcul
des bornes des sommets n’apparaissant pas dans le cycle suffit à surestimer la longueur
des solutions minimales. Nous illustrons ceci dans l’exemple 2.9.

Exemple 2.9. Soit M le réseau d’automates représenté en figure 2.6, R = ((a0, b0), a1)
une instance d’accessibilité et G le Graphe de Causalité Locale associé à R, également
représenté en figure 2.6.
Dans cet exemple, R n’admet aucune solution. Plus précisément, a1 ne peut pas être
obtenu à partir de a0 puisque la seule transition locale réalisant ce changement nécessite
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a

0

1
b

0

1
b1 a1

a1 a0 ⇝ a1 ◦ a0
b1−→ a1

b1b0 ⇝ b1◦b0
a1−→ b1

b1 ⇝ b1◦

a1 ⇝ a1 ◦

Figure 2.6 – Représentation graphique du réseau d’automates et du Graphe de Causalité Locale
associé à l’instance R = ((a0, b0), a1) de l’exemple 2.9.

b1, qui nécessite a1 (afin d’être atteint à partir de b0). Cette dépendance mutuelle crée
le cycle suivant dans le Graphe de Causalité Locale associé : (a1, a0 ⇝ a1, ◦a0⇝a1 , a0

b1−→
a1, b1, b0 ⇝ b1, ◦b0⇝b1 , b0

a1−→ b1). Ainsi, les bornes de causalité locale de tous ces sommets
ne sont pas calculables, en particulier celle de l’objectif d’accessibilité : a1. Cependant,
l’absence de solution dans ce cas autorise la suppression de certains sommets du cycle.
Puisque a0 ⇝ a1 et b0 ⇝ b1 sont tous deux dans le cycle, il est possible de supposer que
a1 ne peut pas être atteint à partir de (a0, b0), et de manière similaire b1 ne peut pas être
atteint à partir de (a0, b0). Ainsi, il est possible de retirer sans risque la solution locale
◦b0⇝b1 par rapport à R pour ce Graphe de Causalité Locale. Cela donne un sous graphe G ′

où la borne de causalité locale de a1 peut être calculée, et est égale à 1. Puisqu’il n’existe
pas de solution pour R, 1 est en effet une surestimation correcte. Par ailleurs, il est
important de remarquer que la borne calculée à partir du sous-graphe G ′ est uniquement
valide pour R. En effet, dans G ′, la borne de b1 est égale à 0 mais b1 peut être obtenu
en une transition à partir de (a1, b0). Puisque l’objectif a1 ⇝ a1 est présent dans G, la
proposition 2.2 est donc valide pour (b1, (a1, b0)) dans G mais elle ne l’est pas dans G ′.

La mise en pratique de la suppression de cycles proposée dans l’exemple 2.9 peut
se faire via la mise en place de propriétés sur les arbres des objectifs. En effet, ceux-ci
peuvent toujours être construits à partir de solutions minimales, mais un arbre quelconque
ne correspond pas forcément à un arbre des objectifs. Il serait donc intéressant d’iden-
tifier certaines propriétés sur les arbres des objectifs permettant d’exclure des sommets
de Graphes de Causalité Locale. D’autres types de propriétés peuvent également être
envisagées à partir des conditions nécessaires pour l’accessibilité établies sur les réseaux
d’automates présentées dans la partie 2.2.3
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Dans le cas général cependant, il n’est pas toujours possible de supprimer des arêtes du
GCL et de conserver la propriété de la borne. En effet, certaines solutions minimales d’une
instance d’accessibilité contiennent plusieurs fois la même transition. Si cette transition
fait partie d’un cycle, cela signifie que différents parcours du cycle sont effectués dans
la solution minimale, et que la suppression de n’importe quelle arête du cycle empêche
le calcul d’une borne valide. L’exemple 2.10 ci-dessous illustre ce cas avec une instance
d’accessibilité dont l’unique solution minimale contient deux transitions en double, ap-
partenant à un cycle dans le GCL.

Exemple 2.10. Soit M = (Σ,S, T ) le réseau d’automates représenté en figure 2.7 et
R = (s0, a1) avec s0 = (a0, b0, c0, d0). Soit G = (VG, EG) un GCL associé à M et R,
représenté en figure 2.8. La solution π = (c0

d0−→ c1 :: d0
c1−→ d1 :: c1 −→ c0 :: b0

c0,d1−−−→ b1 ::
d1

b1−→ d0 :: c0
d0−→ c1 :: d0

c1−→ d1 :: a0
b1,c1,d1−−−−→ a1) est une solution minimale de R.

Cette solution contient deux transitions dupliquées : c0
d0−→ c1 et d0

c1−→ d1. Ces transitions
sont également impliquées dans un cycle dans G.
L’association entre π et G décrite en sous-section 2.3.2 peut être mise en place par les
séquences d’indices de transitions et d’objectifs suivantes :
Iπ,a = ε; Iπ,b = (5 :: 8); Iπ,c = (2 :: 4 :: 7 :: 8); Iπ,d = (1 :: 4 :: 6 :: 8)
Oπ,a = (a0 ⇝ a1);Oπ,b = (b0 ⇝ b1 :: b1 ⇝ b1);
Oπ,c = (c0 ⇝ c1 :: c1 ⇝ c0 :: c0 ⇝ c1 :: c1 ⇝ c1);
Oπ,d = (d0 ⇝ d0 :: d0 ⇝ d1 :: d1 ⇝ d0 :: d0 ⇝ d1)
Ce qui mène à l’arbre des objectifs H = (VH, EH) représenté en figure 2.9, avec :
EH = {(O1

π,a,O2
π,b), (O1

π,a,O4
π,c), (O1

π,a,O4
π,d), (O4

π,d,O3
π,c), (O3

π,c,O3
π,d), (O3

π,d,O1
π,b),

(O1
π,b,O2

π,c), (O1
π,b,O2

π,d), (O2
π,d,O1

π,c), (O1
π,c,O1

π,d)}.
Concentrons-nous sur la borne de c1. En supposant qu’il est possible de couper le cycle
dans G, on retirerait alors l’arête (d0

c1−→ d1, c1), ce qui mène à une borne de 0 pour d1

(seules les solutions triviales restent valides). De ce fait, la borne de c1 serait égale à 4. Ce-
pendant, selon la Borne de Causalité Locale, on devrait avoir B(c0 ⇝ c1) ≥ |tr(c0 ⇝ c1)|+∑
o≺Hc0⇝c1

|tr(o)|, plus précisément B(c0 ⇝ c1) ≥ |tr(c0 ⇝ c1)|+|tr(d1 ⇝ d0)|+|tr(b0 ⇝ b1)|+
|tr(c1 ⇝ c0)|+ |tr(d0 ⇝ d1)|+ |tr(c0 ⇝ c1)|+ |tr(d0 ⇝ d0)| =⇒ B(c0 ⇝ c1) ≥ 6 > 4.
On peut également vérifier ceci sur l’arbre des objectifs de π en figure 2.9 puisque l’ob-
jectif c0 ⇝ c1 est descendant de lui-même, ce qui signifie l’obligation d’utiliser certains
objectifs deux fois pour la solution π. L’association entre le Graphe de Causalité Locale et
la solution minimale n’est donc pas possible dans le cas présent si le cycle est coupé, car
cela invalide la proposition 2.2.
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a

0

1
b

0

1

c

0
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b1, c1, d1 c0, d1 d0 c1 b1

Figure 2.7 – Réseau d’automates de l’exemple 2.10 .

a1

a0 ⇝ a1

◦

a0
b1,c1,d1−−−−→ a1 b1 b0 ⇝ b1 ◦ b0

c0,d1−−−→ b1

d1

c0

d0 ⇝ d1 ◦ d0
c1−→ d1

c1 ⇝ c0 ◦ c1 −→ c0

c0 ⇝ c0 ◦

d1 ⇝ d1 ◦

c1 c0 ⇝ c1 ◦ c0
d0−→ c1 d0 d1 ⇝ d0

d1 ⇝ d1 ◦
◦ d1

b1−→ d0

b1 ⇝ b1 ◦

c1 ⇝ c1 ◦

Figure 2.8 – Graphe de Causalité Locale associé à l’exemple 2.10, contenant un cycle.

L’exemple 2.10 illustre donc un cas particulier dans lequel la seule solution minimale
d’une instance d’accessibilité contient plusieurs fois certaines transitions, formant un cycle
irréductible dans le GCL associé. Ces cas semblent à première vue non surmontables pour
l’application générale du calcul de la Borne de Causalité Locale, mais des raffinements
du GCL sont possibles pour y remédier. En effet, une des difficultés dans cet exemple
vient de l’approximation locale induite par le GCL, qui représente la dynamique du ré-
seau de manière compacte. Nous suggérons qu’il est alors possible de raffiner le Graphe
de Causalité Locale via la duplication de certains sommets du graphe. Une telle duplica-
tion constituerait en effet un dépliage du graphe, permettant de faire apparaître certaines
structures plus simples. L’utilisation de propriétés supplémentaires pourrait alors per-
mettre de supprimer certains sommets, comme nous l’avons suggéré précédemment. On
peut enfin conjecturer que l’exemple 2.10 est un cas rare et qu’en pratique, les solutions
minimales ne présentent pas ce type de combinatoire (ce qui semble se confirmer dans
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a0 ⇝ a1 d0 ⇝ d1

b1 ⇝ b1

c1 ⇝ c1

c0 ⇝ c1 d1 ⇝ d0

b0 ⇝ b1

c1 ⇝ c0

d0 ⇝ d1c0 ⇝ c1d0 ⇝ d0

Figure 2.9 – L’arbre des objectifs correspondant à la solution minimale π de l’exemple 2.10.

des cas réels dans (Paulevé et al., 2012)). Dans un tel cas, les stratégies mentionnées
précédemment pourraient être particulièrement avantageuses.

Implémentation de la méthode

Nous avons implémenté notre méthode de résolution de l’accessibilité présentée ici
dans le langage C++ afin de concrétiser sa mise en pratique. Les modèles utilisés dans
cette implémentation ont été repris de ceux fournis avec le programme Pint 5 implémen-
tant l’analyse statique des réseaux d’automates. Notre implémentation est disponible à
l’adresse suivante : https://github.com/smbct/AAN-reach.git. Elle consiste en une pre-
mière partie sur l’encodage SAT, et une seconde partie sur la borne de causalité locale.
La partie encodage SAT permet de créer automatiquement une instance SAT au for-
mat DIMACS 6, et peut s’interfacer avec plusieurs solveurs SAT tels que MiniSat (Eén
et al., 2004) ou encore glucose (Audemard et al., 2014). L’instance SAT peut notam-
ment encoder la vérification de l’accessibilité, mais d’autres vérifications sont également
possibles comme l’application de la technique de k-induction mentionnée dans la par-
tie 2.2.2 (page 45). La seconde partie, sur l’analyse statique, implémente la construction
d’un Graphe de Causalité Locale correspondant à une instance d’accessibilité. Lorsque le
GCL est acyclique, il est possible de calculer la Borne de Causalité Locale et de l’utiliser
dans l’encodage SAT.

Plusieurs instances d’accessibilité sont proposées à titre d’exemple dans cette im-
plémentation, à partir de réseaux booléens aléatoires ainsi que de modèles jouets. Ces
exemples, que l’on peut retrouver dans le fichier README.md permettent de comparer

5. https://github.com/pauleve/pint.git
6. https://www.cs.utexas.edu/users/moore/acl2/manuals/current/manual/index-seo.php/

SATLINK____DIMACS
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2.4. Discussions

de manière informelle le calcul de la borne de causalité locale avec celui de la borne de
k-induction, qui résulte généralement en une borne plus grande. Certains exemples illus-
trent également des cas où la borne de causalité locale ne peut pas être calculée à cause
de la présence de cycles dans le GCL associé. Enfin, nous proposons des instances pour
lesquelles les méthodes d’analyse statique ne permettent pas de conclure (les conditions
suffisantes sont vérifiées et les conditions nécessaires ne le sont pas) mais pour lesquelles
la borne de causalité locale est tout de même calculable.

2.4 Discussions

Nous avons vu dans ce chapitre que le thème de l’analyse des modèles qualitatifs en
biologie des systèmes conduit à des problèmes algorithmiques difficiles à résoudre. Bien
que des méthodes d’exploration naïves permettent d’énumérer les solutions de ces pro-
blèmes, elles sont inefficaces sur des modèles de grande taille. Cependant, la réutilisation
de méthodes de résolution développées dans différents champs de recherche en informa-
tique, comme le Bounded Model Checking, permet la mise en place rapide d’approches de
résolution efficaces. Il subsiste toutefois des cas difficiles à traiter, comme la démonstration
de l’inaccessibilité dans les réseaux d’automates. L’approche de résolution présentée ici té-
moigne qu’en étudiant intensivement un problème spécifique, et notamment en combinant
plusieurs approches de résolution existantes, on peut améliorer le pouvoir de résolution
sur ce problème. Il s’agit d’un aspect encourageant pour la recherche sur l’analyse formelle
des modèles biologiques.

Dans le cas de la biologie des systèmes, plusieurs problèmes transverses se présentent
en addition à la difficulté algorithmique des problèmes rencontrés. En effet, s’agissant de la
modélisation d’un système réel, il est également important de s’assurer que la formalisation
du problème peut être associée à une question pertinente sur le comportement du système
modélisé. Dans le cas du problème d’accessibilité, et particulièrement dans les modèles
des systèmes biologiques, on peut par exemple se demander s’il est indispensable de se
concentrer sur sa résolution théorique. Par exemple, si une instance d’accessibilité n’admet
qu’une unique solution, et que la longueur de cette solution est particulièrement grande,
on peut se demander si cela correspond à un comportement vraisemblable du système réel,
et s’il est alors utile de le connaître. Dans le cas contraire, prouver informellement qu’une
accessibilité est difficile à réaliser, sous-entendu que les solutions la réalisant sont longues,
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peut se faire avec une approche en Bounded Model Checking classique. Pour l’étude d’un
système biologique, il pourrait être intéressant d’appliquer une approche parcimonieuse,
visant la capture des comportements qui ont le plus de chance de se produire. Il s’agit
d’un principe notamment utilisé dans d’autres domaines de la bio-informatique comme
en phylogénie (Camin et al., 1965). En biologie des systèmes, des modélisations discrètes
probabilistes et stochastiques comme proposées dans (Kauffman, 1969 ; Shmulevich et
al., 2002) permettent de considérer cet aspect, et des méthodes d’analyse probabilistes ont
notamment été développées pour ce type de modèle (Heath et al., 2008 ; Katoen, 2016).

L’analyse de modèles discrets repose donc sur de nombreux outils, permettant de trai-
ter un large spectre de formalismes y compris sur des modèles de grande taille. Cependant,
les modèles qualitatifs utilisés dans la recherche sont en majorité des modèles inférés en
combinant manuellement des observations expérimentales avec des connaissances de la
littérature scientifique. Devant le potentiel des méthodes d’analyse de réseaux, on peut
alors se concentrer sur les approches automatiques permettant d’obtenir ce type de mo-
dèle. En effet, les méthodes automatiques ont l’avantage de produire très rapidement des
modèles de grande taille, et décrivant ainsi le système de manière plus précise et plus
complète. L’amélioration des technologies expérimentales permet d’obtenir de grands vo-
lumes de données biologiques, ce qui nous encourage davantage à nous concentrer sur les
méthodes d’inférence de modèles. Le chapitre suivant concerne cette question, en consi-
dérant en particulier l’utilisation de données d’expression génétique pour la modélisation
qualitative.
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Chapitre 3

APPRENTISSAGE LOGIQUE DES

MODÈLES QUALITATIFS

Ce chapitre aborde la question de l’inférence de modèles qualita-
tifs d’un système biologique. Nous nous intéressons en particulier
aux approches d’inférence automatique, reposant essentiellement
sur les données expérimentales telles que les données d’expression
génétique. Nous passons en revue les différentes approches propo-
sées dans ce domaine. Nous nous concentrons ensuite sur l’inférence
de programmes logiques, et en particulier sur le framework LFIT
pour l’apprentissage de la dynamique d’un système. Nous discutons
des limites de LFIT et nous en proposons enfin une extension ba-
sée sur une méthode d’optimisation afin de le rendre plus robuste
aux données expérimentales. Notre extension du framework LFIT,
appelée Learning Optimized Logical Hypothesis (LOLH ), a été ins-
pirée par les données de séquençage single-cell. L’algorithme LOLH
est illustré dans ce chapitre sur un exemple artificiel, et sera appli-
qué à un jeu de données single-cell dans le chapitre 4.

Résumé

3.1 Méthodes d’inférence des modèles qualitatifs

L’inférence des modèles qualitatifs est le domaine qui consiste à développer des mé-
thodes permettant de calculer des modèles qualitatifs pour un système biologique donné.
Ce problème émerge à partir du constat que l’élaboration manuelle de modèles quali-
tatifs est un processus chronophage. Le développement de méthodes automatiques est
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également fortement encouragé par l’accumulation de grandes quantités de données via,
entre autres, les technologies de séquençage. Plusieurs approches automatiques ont ainsi
été développées pour répondre à ce problème. Ces méthodes sont basées sur des sources
de données et des hypothèses variées. Nous détaillons dans la sous-partie suivante les
différents objectifs concernant l’inférence des modèles qualitatifs, ainsi que les obstacles
pouvant se présenter. Nous passons ensuite en revue différentes approches proposées dans
la littérature.

3.1.1 Objectifs généraux

Il est important dans un premier temps de définir les objectifs et les attentes concernant
les modèles qualitatifs. De manière générale un modèle vise à être utilisé pour améliorer la
compréhension d’un système réel. Dans le cas de la modélisation qualitative des réseaux
biologiques, on s’attend à ce que le modèle inféré nous apporte de nouvelles connaissances
dynamiques sur le système, à savoir des comportements non connus/non observés et des
relations entre variables non suspectées, qui seraient révélées via ses propriétés dyna-
miques. Une difficulté majeure consiste donc à déterminer rigoureusement si un modèle
inféré automatiquement à partir de données est cohérent par rapport au système biolo-
gique étudié. En effet, il n’est pas suffisant de garantir que le modèle est cohérent par
rapport aux données à partir desquelles il est inféré, car celui-ci peut l’être sans pour
autant reproduire des comportements observables sur le système réel. Il est possible de
faire la parallèle entre cet aspect, et le phénomène d’overfitting en apprentissage automa-
tique. L’overfitting d’un modèle désigne le fait que ce modèle détient une bonne capacité
prédictive sur les données sur lesquelles il est inféré, mais que ses capacités ne se généra-
lisent pas sur tout autre donnée. Par exemple, il est possible de tester cela en pratique en
excluant volontairement une partie des données lors de l’inférence du modèle (méthode
de la validation croisée), ou bien en testant de nouveaux comportements expérimenta-
lement sur le système réel. Il convient donc de définir des méthodologies robustes pour
l’évaluation de méthodes d’inférence, en particulier dans le cas des modèles qualitatifs qui
représentent des comportements complexes de manière abstraite. La forme de validation
la plus forte semble alors être la validation par l’expérimentation. Ce type de validation
n’est cependant pas systématiquement utilisable car les expérimentations sont souvent
coûteuses et peu accessibles aux concepteurs de méthodes d’inférence.
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3.1.2 Méthodes pour l’inférence automatique

L’approche manuelle a dans un premier temps été utilisée pour l’inférence de modèles
qualitatifs dynamiques. Les données utilisées pour l’inférence manuelle sont généralement
des connaissances abstraites sur le système étudié, obtenues de manière expérimentale ou
à partir de la littérature. Par exemple, l’approche manuelle a été utilisée dans (Gonzalez
et al., 2008) pour la mise en place d’un réseau booléen modélisant le développement de
la drosophile. Dans ce type d’application, les connaissances extraites de la littérature
consistent alors en des relations directes entre les variables du réseau, pouvant être di-
rectement utilisées pour déterminer les fonctions booléennes du modèle. La nécessité de
développer des méthodes automatiques apparaît alors pour deux raisons différentes. Une
première raison provient de la difficulté d’intégrer des propriétés dynamiques complexes
de manière manuelle dans un modèle. Par exemple, il peut être intéressant d’inclure dans
l’inférence d’un modèle des propriétés dynamiques telles que des accessibilités, des points
fixes, ou encore des comportements dynamiques décrits en logique temporelle. La prise en
compte de ces propriétés nécessite intuitivement de tester plusieurs modèles candidats et
de vérifier pour chacun d’entre eux si elles sont respectées, ce qui n’est pas réalisable à la
main même pour des réseaux de taille modérée. La deuxième raison motivant la mise en
place de méthodes automatiques provient de l’intention d’inférer des modèles de grande
taille à partir de données en grand nombre. Par exemple, comme nous l’avons mentionné
dans le chapitre 1, plusieurs bases de données proposent des réseaux d’interaction molécu-
laire pour différents systèmes biologiques. Les données expérimentales, bien que souvent
bruitées, constituent également une source de données très riche.

On peut distinguer deux stratégies différentes pour l’inférence automatique des mo-
dèles qualitatifs. Une première stratégie consiste à énumérer l’ensemble de tous les mo-
dèles cohérents avec des connaissances (graphe d’interaction, propriété dynamique, etc.)
fournies en entrée. Cette stratégie est par exemple utilisée dans (Khalis et al., 2009)
pour l’inférence de réseaux de Thomas à partir notamment de propriétés connues sur le
système, exprimées en logique temporelle. Ces derniers travaux ont notamment donné
lieu au programme d’inférence TotemBioNet 1, qui utilise l’outil de vérification formelle
NuSMV 2. Une approche analogue est employée dans (Corblin et al., 2010), pour l’infé-
rence de modèle de Thomas via l’utilisation d’un formalisme de contraintes, et effectuant

1. TotemBioNet est disponible à l’adresse : https://gitlab.com/totembionet/totembionet.
2. NuSMV est disponible à l’adresse : https://nusmv.fbk.eu/NuSMV/.
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une résolution à partir de solveurs SAT. Cette approche a notamment été étendue dans
(Corblin et al., 2012), où des données expérimentales sont également utilisées, et où la
modélisation en ASP est utilisée pour calculer les modèles consistants. Enfin, cette stra-
tégie d’inférence est employée dans (Chevalier et al., 2019) pour la synthèse de réseaux
booléens à partir d’un graphe d’influence et de propriétés dynamiques sur le système mo-
délisé. Cette dernière approche repose également sur l’utilisation du formalisme ASP, et
permet ainsi d’inférer des réseaux booléens contenant 200 composants.

La deuxième stratégie consiste à formuler l’inférence d’un modèle unique sous la forme
d’un problème d’optimisation, et à rechercher le modèle obtenant le meilleur score pos-
sible pour ce problème. La résolution de ce problème d’optimisation est souvent réalisée
de manière approchée, via l’utilisation d’algorithmes heuristiques. Par exemple, l’infé-
rence de réseaux booléens est proposée dans (Barman et al., 2018) avec l’utilisation d’un
algorithme génétique. Dans (Lim et al., 2016), un algorithme de recherche locale avec po-
pulation est utilisé pour optimiser des réseaux booléens asynchrones à partir de données
de séquençage single-cell. Cette deuxième stratégie vise particulièrement l’inférence de
modèle à partir de données expérimentales, comme nous l’abordons par la suite. De ma-
nière intéressante, devant les nombreuses méthodes proposées pour l’inférence des réseaux
de régulation, des efforts de synthèses et des démarches participatives ont été développés
afin de caractériser au mieux le potentiel de ce type de modélisation. Par exemple, plu-
sieurs compétitions de machine learning ont été organisées à cette fin dans le cadre des
Dream Challenges 3, notamment les éditions DREAM 4 et DREAM 8.

3.1.3 Inférence à partir de données expérimentales

Comme nous l’avons mentionné dans le chapitre 1, plusieurs technologies permettent
de collecter des données à partir de mesures effectuées sur un système biologique. De
multiples sources de données expérimentales sont utilisables pour l’inférence de réseaux
de régulation (Noor et al., 2013). Les données d’expression génétiques, qui témoignent
de l’activité des molécules d’ARN messager à l’intérieur des cellules, sont les plus utilisées
pour l’inférence des réseaux de régulation puisqu’il s’agit d’un indicateur important sur
l’activité d’un système (Delgado et al., 2019). Elles ont ainsi été largement considérées
pour la construction de graphes d’influence (Hecker et al., 2009).

3. https://dreamchallenges.org/
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Difficultés avec les données expérimentales

Bien que les données expérimentales constituent un élément intéressant pour l’infé-
rence des modèles qualitatifs, plusieurs difficultés se présentent pour leur intégration. Les
modèles qualitatifs adoptent généralement une représentation abstraite du système mo-
délisé. Les données génomiques n’étant généralement pas discrètes, il est nécessaire de
les discrétiser pour les intégrer à un modèle qualitatif. Une autre difficulté provient de
l’aspect bruité des données, en particulier avec les données de séquençage. En effet, la
modélisation symbolique constitue un cadre de modélisation idéal où les propriétés sont
décrites de manière logique et sans erreurs. Or, les données expérimentales peuvent être
trompeuses et il est nécessaire d’adopter une vision statistique afin que l’inférence d’un
modèle soit robuste au bruit. Par exemple, il est possible qu’un gène exprimé dans une
cellule ne soit pas détecté dans le séquençage, et la détection des nucléotides est elle-même
également associée à un certain taux d’erreur. L’utilisation de séries temporelles présente
une difficulté supplémentaire : il peut être difficile d’abstraire correctement l’intervalle de
temps considéré pour les mesures expérimentales. Comme mentionné dans le chapitre 1,
une transition d’un modèle qualitatif représente généralement une évolution du système,
et n’est pas forcément associé à une durée concrète. Enfin, lorsque des données expérimen-
tales sont combinées à des propriétés dynamiques abstraites pour l’inférence d’un modèle,
il est également important de s’assurer que ces deux sources d’informations sont prises en
compte de manière équilibrée dans l’inférence 4.

Inférence de modèles qualitatifs à partir de séries temporelles

Les données expérimentales, en particulier les données de séries temporelles, ont été
exploitées dans différents travaux pour l’inférence automatique de modèles qualitatifs.
Par exemple, (Akutsu et al., 2000) propose une méthode pour l’inférence de réseaux
booléens avec prise en compte du bruit des données, à partir de l’énumération des ré-
seaux consistants avec les données. De manière similaire, une méthode est proposée dans
(Martin et al., 2007) pour l’inférence de réseaux booléens à partir de données de puces
à ADN comportant onze points temporels. La discrétisation employée dans cette dernière
méthode repose sur un algorithme de clustering, et l’inférence est réalisée par énumération
des modèles consistants avec les données, en prenant notamment en compte les attrac-
teurs. L’approche proposée dans (Ben Abdallah et al., 2017a) pour inférer des réseaux

4. On peut par exemple faire varier l’équilibre entre données expérimentales et propriétés dynamiques
et comparer les modèles obtenus.
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d’automates avec paramètres temporels à partir de séries temporelles consiste également
en l’énumération de l’ensemble des modèles compatibles avec les données. L’inférence est
cependant réalisée grâce au langage ASP, et la discrétisation est basée sur des seuils. La
formulation de l’apprentissage à partir d’un problème d’optimisation a par ailleurs été
proposée dans (Barman et al., 2018) à partir de séries temporelles, où l’optimisation est
réalisée grâce à un algorithme génétique. Cette stratégie a également été employée dans
(Lim et al., 2016) à partir de séries pseudo-temporelles (données single-cell), avec l’utilisa-
tion de techniques de recherche locale pour l’optimisation du modèle. Ces deux dernières
approches ne prennent pas en compte des propriétés dynamiques complexes telles que
les attracteurs. Enfin, une approche basée également sur la notion de modèle optimal a
été proposée dans le cadre de la programmation logique inductive. Le framework LFIT
consiste ainsi en l’inférence de programmes logiques représentant la dynamique de sys-
tèmes biologiques (Inoue et al., 2014), en utilisant exclusivement des données sous forme
de séries temporelles (transitions).

Ces dernières approches basées sur des problèmes d’optimisation et reposant parfois
exclusivement sur les données expérimentales peuvent être considérées dans une démarche
d’apprentissage automatique, voire d’intelligence artificielle. En effet, elles constituent un
changement de paradigme important par rapport à la modélisation manuelle et par rap-
port aux méthodes basées sur des propriétés dynamiques explicites, en mettant de côté
les connaissances a priori sur le système étudié. Ces connaissances peuvent alors être uti-
lisées différemment, par exemple dans un but de validation du modèle.La modélisation y
est également simplifiée car il n’est pas nécessaire d’intégrer plusieurs sources de données
hétérogènes (par exemple des données expérimentales combinées à des propriétés dyna-
miques). Établir le lien entre données expérimentales et comportements dynamiques grâce
aux méthodes d’apprentissage automatique reste toutefois une tâche ardue. Le framework
LFIT mentionné précédemment s’inscrit particulièrement dans cette démarche de mo-
délisation automatique. Il se distingue des autres approches en adoptant une méthode
d’évaluation locale du modèle sur les données, basée sur la notion de transitions observées
du système. C’est donc sur cette approche automatique que nous nous concentrons par
la suite. Dans la partie suivante, nous introduisons plus en détail ce framework ainsi que
les algorithmes développés dans ce cadre.
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3.2 Apprentissage logique pour la modélisation qua-
litative

Les méthodes d’apprentissage automatique adaptées à la logique, notamment le for-
malisme de la programmation logique inductive, offrent un cadre très intéressant pour la
modélisation qualitative automatique des systèmes biologiques. En particulier, le frame-
work Learning From Interpretation Transition (LFIT ) qui a été spécialement développé
pour traiter l’aspect dynamique semble particulièrement adapté en ce sens. C’est donc
sur ce formalisme que nous nous concentrons, dans le but de développer une approche
spécifiquement adaptée à l’apprentissage à partir de données expérimentales. Nous pré-
sentons les concepts généraux de ce framework dans la sous-partie suivante. Nous nous
concentrons ensuite sur les hypothèses utilisées au cœur des algorithmes d’apprentissage
développés pour LFIT, et nous en détaillons leur fonctionnement.

3.2.1 Le framework LFIT

La Programmation Logique Inductive est une discipline visant à proposer des méthodes
pour l’induction de programmes logiques (Muggleton et al., 1994) à partir d’observa-
tions (les données) et de connaissances a priori (background knowledge). Cette discipline
peut être considérée comme l’association de la programmation logique avec l’apprentis-
sage automatique. Le formalisme logique a l’avantage d’offrir un cadre de modélisation
abstrait qui facilite notamment le raisonnement, tandis que l’apprentissage automatique
vise à découvrir automatiquement des propriétés à partir de données afin de construire
un modèle prédictif. La Programmation Logique Inductive tente ainsi de tirer parti de ces
deux disciplines en proposant un cadre formel pour l’induction de modèles.

Le framework Learning From Interpretation Transition (LFIT ), illustré sur la fi-
gure 3.1, a été proposé dans ce contexte afin de permettre l’apprentissage d’un modèle
dynamique formel (qualitatif) à partir de données présentant un aspect temporel (par
exemple des séries temporelles) (Inoue et al., 2014). Ce framework semble donc parti-
culièrement adapté pour l’apprentissage de modèles qualitatifs puisque ceux-ci visent à
modéliser l’aspect dynamique du système. Le modèle inféré par LFIT est un programme
logique multivalué, ce qui offre un cadre de modélisation très proche d’autres forma-
lismes qualitatifs tels que les réseaux booléens ou encore les réseaux d’automates. Un
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programme logique inféré par LFIT peut ainsi être vérifié avec des méthodes formelles
telles que celles abordées dans le chapitre 2. Nous formalisons par la suite les différentes
notions concernant la programmation logique multivaluée et l’apprentissage automatique
avec LFIT. Nous nous basons principalement sur la formalisation effectuée dans (Ribeiro
et al., 2018b) car celle-ci est récente et générique. Nous évoquons également par la suite
différentes extensions proposées dans le cadre de LFIT.

State Transitions Model
of the Dynamics

Learning
Algorithm

LFIT

Time Series Data
Abstraction

Prediction

Query
Answering

Decision
Making

Planning

...

Figure 3.1 – Schéma d’apprentissage logique avec LFIT, adapté de (Ribeiro et al., 2018b).

Programme logique multivalué

La logique multivaluée utilisée dans LFIT est basée sur la logique annotée, ajoutant
ainsi un faible niveau de complexité par rapport à la logique non multivaluée. Nous consi-
dérons donc un ensemble de variables discrètes V d’un système étudié, à partir desquelles
des observations dynamiques sont disponibles. Les valeurs discrètes des variables sont
représentées de manière logique par des atomes logiques. Les états discrets du système
sont ainsi formés à partir d’un atome pour chaque variable, et une transition du système,
c’est-à-dire l’évolution du système d’un état vers un nouvel état, est représentée par un
couple d’états discrets.

Définition 3.1. Atome logique, état discret et transition
Étant donné une variable v ∈ V d’un système observable :
- Av = {v0, v1, .., vk} est l’ensemble des atomes logiques de v, où {0, 1, .., k} sont les valeurs
discrètes de v.
- A = ∪

v∈V
Av est l’ensemble total des atomes.

- S = ∏
v∈V
Av est l’ensemble des états discrets du système, et s(v) ∈ Av désigne l’atome de

la variable v dans l’état s.
- Une transition du système est un couple (s, s′) d’états, avec s, s′ ∈ S.
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À partir de cette définition, nous pouvons introduire la notion de programme logique
qui constitue le modèle inféré par les algorithmes LFIT. Les règles logiques dans LFIT
ont une forme particulière, puisqu’elles visent à décrire l’évolution des variables discrètes
du système à partir d’un état donné. Les littéraux qui constituent les règles logiques des
programmes considérés dans ce formalisme sont exclusivement des atomes logiques. La
tête de la règle (c’est-à-dire sa conclusion) est un atome et correspond à la prédiction de
la valeur correspondante pour la variable donnée dans le nouvel état du système. Le corps
de la règle, qui désigne la condition logique à vérifier pour son application, est constitué
d’un ensemble d’atomes logiques. Celui-ci représente les valeurs des variables devant être
vérifiées dans l’état courant du modèle afin de pouvoir en effectuer l’évolution (ou encore
la prédiction) qui correspond à la tête de la règle. Ces atomes sont appelés conditions
dans la suite, désignant ainsi les conditions suffisantes pour que la conclusion de la règle
s’applique.

Définition 3.2. Règle logique multivaluée et programme logique
Étant donné un ensemble V de variables discrètes d’un système, et A l’ensemble des
atomes logiques associés :
- Une règle logique multivaluée est définie par un couple r = (tête(r), corps(r)), noté
tête(r) ← corps(r) avec tête(r) ∈ A désignant la tête de la règle, et corps(r) ⊂ A dési-
gnant le corps de la règle.
- Un programme logique est défini comme un sous-ensemble de règles logiques multivaluées.

L’application d’une règle à partir d’un état consiste ainsi à vérifier que les atomes
présents dans le corps de la règle correspondent aux valeurs des variables concernées dans
l’état. Si la vérification est positive, alors nous considérons que la règle couvre l’état, et
la conclusion de la règle peut être utilisée afin de proposer une prédiction sur l’évolution
du système à partir de l’état considéré. La définition suivante formalise la notion de
couverture.

Définition 3.3. Couverture règle-état
Soit r une règle logique et s ∈ S un état discret. On dit que la règle r couvre l’état s, noté
couverture(r, s) = ⊤, si ∀vi ∈ corps(r), vi = s(v).

À partir de cette dernière définition, nous considérons qu’une règle r prédit une
transition observée t = (s, s′) si couverture(r, s) = ⊤ et si tête(r) = vi = s′(v). Nous
définissons également la notion de domination entre règles. Une règle en domine une autre
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si le corps de cette première est inclus dans celui de la deuxième. La notion de domination
permet ainsi de caractériser la généralité d’une règle, dans le sens où une règle plus
générale couvre un nombre plus important d’états discrets. La notion de généralité des
règles est à la base des algorithmes d’inférence proposés pour LFIT. Cette notion sera
discutée par la suite dans le cadre de l’extension que nous proposons.

Définition 3.4. Domination entre règles
Soit r et r′ deux règles logiques multivaluées. On dit que r domine r′, noté r′ ≤ r

si corps(r) ⊆ corps(r′) (ce qui implique {s ∈ S | couverture(r′, s)} ⊆ {s ∈ S |
couverture(r, s)}).

L’exemple suivant illustre les différentes notions introduites précédemment.

Exemple 3.1. Soit V = {a, b, c} et A = {a0, a1} ∪ {b0, b1, b2} ∪ {c0, c1} les variables dis-
crètes et atomes logiques correspondant à un système dynamique observable. Étant donné
une transition t = (s, s′) observée du système, avec s = (a0, b0, c1) et s′ = (a1, b0, c1) :
- La règle r = a1 ← b0 ∧ c1 couvre s, c’est-à-dire couverture(r, s) = ⊤
- r prédit t car couverture(r, s) = ⊤ et tête(r) = a1 = s′(a)
- La règle r′ = a1 ← b0 domine r, c’est-à-dire r ≤ r′, impliquant couverture(r′, s) = ⊤
- Enfin, la règle r′′ = a0 ← b1 ne couvre pas s, noté couverture(r′′, s) = ⊥

Étant donné un programme logique multivalué, la simulation du système modélisé
s’obtient ainsi via l’application des règles logiques à partir d’un état donné. La question
de la sémantique, présentée dans le chapitre 1 se pose alors encore une fois, puisqu’il est
nécessaire de décider quelles variables doivent être mises à jour. Cette question est abor-
dée à la fin de ce chapitre.

Par ailleurs, on peut remarquer une grande proximité entre le formalisme de la pro-
grammation logique multivaluée introduit ici pour la modélisation qualitative, et celui
des réseaux d’automates utilisé dans le chapitre 2. En effet, une règle logique peut être
apparentée à une généralisation des transitions locales dans un réseau d’automate, et les
atomes logiques peuvent être associés aux états locaux des automates. La règle décrit alors
l’évolution de la valeur d’une variable donnée (tête de la règle) en fonction des valeurs
d’autres variables dans l’état courant du système (corps de la règle). La différence prin-
cipale réside dans le fait que dans le cas des réseaux d’automates, l’état local de départ
de l’automate est renseigné dans la transition, alors que la valeur courante de la variable
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n’est pas forcément contrainte dans une règle logique. Elle est par ailleurs facilement
modélisable en rajoutant systématiquement un atome dans le corps de la règle.

Apprentissage automatique à partir de transitions (LFIT)

La modélisation proposée par LFIT suppose les données en entrée de l’algorithme
sous la forme d’un ensemble de transitions Tobs ⊂ S × S. Cette notion de transition est
analogue aux arcs des graphes de transitions que nous avons définis dans le chapitre 1, et
qui caractérisent les modèles qualitatifs. L’objectif est donc d’inférer les règles d’évolution
les plus plausibles à partir des transitions disponibles. Les algorithmes proposés dans le
cadre de LFIT décomposent généralement ce problème par variable, et par atome au sein
de chaque variable. Cela présuppose que la prédiction de l’évolution d’une variable peut
être faite indépendamment des prédictions sur les autres variables. La synchronisation
des différentes variables est alors considérée comme découlant de la sémantique. L’algo-
rithme 1 illustre ainsi le schéma d’inférence d’un programme logique dans LFIT à partir
de transitions, avec cette hypothèse d’indépendance.

Données : Tobs ⊂ S × S, un ensemble de transitions, V , A
Résultat : P

1 P ← {}
2 pour v ∈ V faire
3 pour vi ∈ Av faire
4 Rvi

← infererRègles(vi, Tobs)
5 P ← P ∪Rvi

6 fin
7 fin
8 retourner P

Algorithme 1 : Schéma d’apprentissage dans LFIT

La méthode d’inférence de règles pour un atome donné est donc l’élément central des
algorithmes proposés pour LFIT. Dans ce contexte, le formalisme de la Programmation
Logique Inductive considère généralement deux types de données en entrée d’un algo-
rithme d’apprentissage : les exemples positifs, représentant les données à partir desquelles
l’atome logique inféré doit pouvoir être déduit, et les exemples négatifs, à partir desquelles
l’atome inféré ne doit pouvoir être déduit (Muggleton et al., 1994). Les algorithmes
d’inférence de règles pour LFIT identifient ces exemples positifs et négatifs en séparant
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l’ensemble des états observés en deux sous-ensembles disjoints. Si on considère un atome
vi dont on veut inférer les règles de prédiction à partir des transitions Tobs, l’idée est donc
de séparer l’ensemble des états observés en première position des transitions (c’est-à-dire
Sobs = {s ∈ S | ∃(s, s′) ∈ Tobs}) en deux sous-ensembles : les exemples positifs S+

vi
et les

exemples négatifs S−
vi

. La séparation des états peut se faire en fonction de l’observation
où non de l’atome vi dans l’état d’arrivée des transitions, afin d’obtenir un ensemble de
règles capable de reproduire les transitions, c’est-à-dire capable de prédire la présence de
l’atome vi à partir d’un état donné si cela a été observé dans les transitions. On définit
donc généralement Sobs = S+

vi
⊎ S−

vi
, où S+

vi
= {s ∈ Sobs | ∃(s, s′) ∈ Tobs : s′(v) = vi}

correspond aux exemples positifs, c’est-à-dire les exemples qui doivent être couverts par
les règles inférées, et S−

vi
= Sobs \S+

vi
correspond aux exemples négatifs, lesquels ne devant

être couverts par aucune règle inférée. L’apprentissage des règles pour un atome donné est
ainsi ramené à un problème de classification binaire. Plusieurs méthodes ont été proposées
pour traiter ce problème, basées sur un ensemble de propriétés définies pour garantir les
ensembles de règles les plus intéressants. Nous détaillons dans la sous-partie 3.2.2 le fonc-
tionnement précis de deux algorithmes en particulier, sur lesquels nous nous appuierons
par la suite.

Extensions existantes

Plusieurs extensions ont également été proposées à partir du schéma de modélisa-
tion présenté précédemment. Les versions antérieures de ce framework ont été proposées
dans un premier temps avec une logique qui n’était pas multivaluée dans (Inoue et al.,
2014). L’aspect connaissance a priori était cependant considéré de plusieurs manières,
notamment en réduisant la longueur du corps de la règle, et également avec l’utilisation
d’une notion de voisinage dans des modèles spatiaux comme les automates cellulaires. Par
ailleurs, il est également possible d’imaginer que la prédiction de l’évolution d’un système
réel est difficile lorsque celle-ci ne se base que sur le dernier état observé, et non sur les
précédents. Une variante nommée LFkT a donc été proposée afin d’inclure des observa-
tions précédentes dans le corps des règles logiques (Ribeiro et al., 2015), ce que l’on
peut apparenter à la modélisation de délais, ou encore à la modélisation d’un système à
mémoire. Ensuite, l’aspect probabiliste a été traité dans (Martínez et al., 2015) afin de
prédire des comportements non déterministes du modèle. L’algorithme ACEDIA a égale-
ment été proposé dans (Ribeiro et al., 2018a) afin d’inférer des règles logiques à partir
de données non discrétisées (les atomes représentent alors des intervalles de valeurs déter-
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minés automatiquement). Enfin, la question de la sémantique a été traitée en détails dans
(Ribeiro et al., 2018b). Bien que ces extensions semblent intéressantes dans un contexte
d’apprentissage à partir de données biologiques, les algorithmes associés ont généralement
une haute complexité, et les hypothèses de modélisation sous-jacentes ne sont pas tou-
jours adaptées à ces données particulières, comme on le verra par la suite. Dans ce travail,
nous nous restreignons donc à l’utilisation de transitions simples pour l’apprentissage, à
partir de données discrétisées et sans notion de délai. Nous nous concentrons en particu-
lier sur l’inférence des règles logiques, l’aspect sémantique étant discuté ultérieurement
dans ce chapitre. Enfin, bien que la modélisation probabiliste ait déjà été traitée, nous
en proposons par la suite une interprétation différente, adaptée aux données d’expression
génétique et qui mènera à l’élaboration d’un nouvel algorithme.

3.2.2 Inférence de règles logiques avec GULA et PRIDE

Dans cette sous-partie, nous présentons en détails les algorithmes d’inférences de règles
logiques GULA et PRIDE introduits dans le cadre de modélisation LFIT, pour l’appren-
tissage de règles logiques prédisant un atome logique donné. La notion centrale pour l’in-
férence des règles logiques dans LFIT est la notion d’optimalité, définie dans (Ribeiro
et al., 2018b). Un programme logique est considéré comme optimal pour un ensemble
de transition Tobs lorsque ses règles sont aussi générales que possible et permettent de
reproduire les transitions données (il n’existe donc pas de règles plus générales expliquant
les transitions). Il a également été montré qu’un tel programme logique est unique. Les
algorithmes GULA et PRIDE ont été construits à partir de cette notion d’optimalité.
GULA est l’algorithme d’inférence multiusage permettant l’obtention du programme op-
timal, mais celui-ci a une complexité exponentielle par rapport au nombre de variables.
L’algorithme PRIDE a donc été proposé comme une alternative heuristique, ne vérifiant
pas formellement la notion d’optimalité. Une implémentation des algorithmes GULA et
PRIDE en langage python (comprenant également les autres algorithmes proposés pour
LFIT ) est disponible en ligne à l’adresse https://github.com/Tony-sama/pylfit).

L’algorithme GULA a été introduit dans (Ribeiro et al., 2018b). Il se concentre sur
la généralité des règles logiques à inférer. Ainsi, à partir de la séparation des données en
exemples positifs S+

vi
et négatifs S−

vi
pour un atome vi donné, l’objectif est d’inférer les

règles couvrant un maximum d’états de S+
vi

, tout en ne couvrant aucun des états de S−
vi

.
L’ensemble des règles à inférer est d’abord initialisé avec une première règle générique,
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couvrant n’importe quel état. Ensuite, les exemples négatifs sont parcourus et dès qu’une
des règles inférées couvre un des exemples négatifs, celle-ci est spécialisée en plusieurs
règles, de manière à ne plus couvrir l’exemple négatif, tout en restant aussi générale que
possible. Cette méthode permet de garantir l’obtention de toutes les explications possibles
pour un exemple positif donné. La procédure d’inférence de règles avec GULA est forma-
lisée dans l’algorithme 2.

Données : Tobs ⊂ S × S, vi ∈ Av l’atome à apprendre
Résultat : Rvi

l’ensemble des règles à inférer pour vi

1 S−
vi
← {s | ∄(s, s′) ∈ Tobs, s

′(v) = vi} // Extraction des exemple négatifs

2 Rvi
← {vi ← ∅} // Initialisation avec la règle la plus générale

3 pour s ∈ S−
vi

faire
4 Ms ← {r ∈ Rvi

| couverture(r, s) = ⊤}
5 Rvi

← Rvi
\Ms

6 pour r ∈Ms faire
7 R′ ← specialisation(r, s) // Spécialisation de la règle
8 R′ ← {r′ ∈ R′ | ∄r ∈ Rvi

: r′ ≤ r} // Filtrage des règles dominées
9 Rvi

← {r ∈ Rvi
| ∄r′ ∈ R′ : r ≤ r′} // Filtrage

10 Rvi
← Rvi

∪R′

11 fin
12 fin
13 retourner Rvi

Algorithme 2 : Algorithme GULA

La spécialisation d’une règle couvrant un exemple négatif est effectuée à la ligne 7, via
la fonction specialisation. Elle peut être définie de la façon suivante : specialisation(r, s) =
{tête(r) ← corps(r) ∪ {vi} | s(v) ̸= vi ∧ corps(r) ∩ Av = ∅}. La spécialisation d’une
règle est ainsi obtenue en ajoutant les conditions minimales dans le corps de la règle,
afin d’obtenir de nouvelles règles ne couvrant pas l’état, tout en restant aussi générales
que possibles (c’est-à-dire que les nouvelles règles couvrent un maximum d’états). Par
ailleurs, lors de l’ajout de ces nouvelles règles spécialisées à l’ensemble de règles inférées,
un processus de filtrage est nécessaire pour s’assurer qu’il n’y a pas de domination entre
ces dernières et les règles déjà calculées. On remarque également que les exemples positifs
S+

vi
ne sont à aucun moment pris en compte dans l’apprentissage. La complexité tem-

porelle de GULA est en O(|Tobs|2 + 2n3d2n+1 + 2n2dn) et sa complexité spatiale est en
O(d2n + 2dn + ndn+2), avec n = |V| le nombre de variables du système et d le nombre de
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valeurs discrètes maximal pour les variables (Ribeiro et al., 2018b). Bien que son temps
d’exécution pratique dépende du nombre de règles inféré, son utilisation reste limitée à
des exemples de très petite taille.

Données : Tobs ⊂ S × S, vi ∈ Av l’atome à apprendre
Résultat : Rvi

l’ensemble des règles à inférer pour vi

1 S+
vi
← {s | ∃(s, s′) ∈ Tobs : s′(v) = vi} // Extraction des exemple positifs

2 S−
vi
← {s | ∃(s, s′) ∈ Tobs, s /∈ S+

vi
} // Extraction des exemple négatifs

3 Rvi
← {}

4 tant que S+
vi
̸= ∅ faire

5 r ← (vi ← ∅)
6 choisir s+ ∈ S+

vi

7 pour s− ∈ S−
vi

faire // Spécialisation sur les exemples négatifs
8 si couverture(r, s−) = ⊤ alors
9 choisir wj : s+(w) = wj ∧ s−(w) ̸= wj

10 r ← (tête(r)← corps(r) ∪ {wj})
11 fin
12 fin
13 pour wj ∈ corps(r) faire // Simplification de r
14 r′ ← (tête(r)← corps(r) \ {wj})
15 si {s− ∈ S−

vj
| couverture(r′, s−) = ⊤} = ∅ alors

16 r ← r′

17 fin
18 fin
19 S+

vi
← S+

vi
\ {s | s ∈ S+

vi
, couverture(r, s) = ⊤} // Retrait si couverts

20 Rvi
← Rvi

∪ {r}
21 fin
22 retourner Rvi

Algorithme 3 : Algorithme PRIDE

L’algorithme PRIDE a été proposé dans (Ribeiro et al., 2021 ; Ribeiro et al., to
appear) principalement pour pallier la complexité importante de GULA. Il est basé sur
la même notion d’optimalité mais celle-ci n’est pas formellement garantie pour le pro-
gramme logique qu’il infère. Plus spécifiquement, il a été montré que PRIDE infère un
sous-ensemble du programme optimal, ce qui signifie que des règles alternatives permet-
tant de reproduire les transitions sont manquantes. Au lieu d’inférer les règles uniquement
par spécialisation à partir des exemples négatifs, PRIDE itère sur les exemples positifs et
infère une règle pour chacun d’entre eux, en spécialisant suffisamment pour que la règle
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ne couvre pas d’exemples négatifs. Une règle inférée peut par ailleurs couvrir plusieurs
exemples positifs, auquel cas ces derniers sont retirés de l’ensemble des exemples restants
à couvrir. L’algorithme 3 synthétise les différentes étapes de l’apprentissage avec PRIDE.

La boucle principale de l’algorithme, commençant à la ligne 4, consiste à itérer sur
les exemples positifs afin que chacun d’entre eux soit couvert par au moins une règle. La
nouvelle règle à inférer est, comme précédemment, initialisée avec un corps vide (règle
la plus générale). Des conditions sont ensuite ajoutées afin que la règle ne couvre aucun
exemple négatif, tout en s’assurant qu’elle couvre encore l’exemple positif considéré (lignes
9 et 10). Une procédure de simplification de la règle est alors utilisée, dans le cas où des
conditions inutiles auraient été ajoutées au corps de celle-ci. Enfin, si d’autres exemples
positifs qui n’avaient pas encore été couverts le sont par cette nouvelle règle, ils sont retirés
de l’ensemble des exemples positifs à couvrir, et la règle est finalement ajoutée à la liste
des règles inférées pour l’atome considéré.

3.3 Extension de LFIT pour les données expérimen-
tales

Les algorithmes développés pour le framework LFIT le rendent directement applicable
sur un ensemble de transitions pour l’apprentissage d’un programme logique. Cependant,
la notion d’optimalité sur laquelle ces algorithmes sont basés repose sur des hypothèses qui
se révèlent pertinentes dans un cadre formel uniquement. Plus précisément, les notions
de bruit et de motifs statistiques dans les données ne sont pas forcément bien traitées
avec les algorithmes existants. Dans cette partie, nous discutons en détail des spécificités
des données expérimentales rencontrées en biologie, en particulier des données single-cell
abordées dans le chapitre 4. Nous confrontons ensuite ces données aux hypothèses de
modélisation sur lesquelles se base la notion d’optimalité des programmes logiques. À
partir de cette confrontation, nous proposons une nouvelle méthode d’inférence, basée
sur la formulation d’un problème d’optimisation combinatoire, mieux adapté aux données
expérimentales. Cette méthode a été publiée dans (Buchet et al., 2021).
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3.3.1 Limites des algorithmes existants

En adoptant le schéma de modélisation proposé par LFIT (algorithme 1, page 87), on
peut traiter le problème d’inférence comme la construction d’un modèle de classification
binaire. En effet, on suppose que pour l’apprentissage d’un atome logique donné, les
données peuvent systématiquement être séparées en un ensemble d’exemples positifs S+,
correspondant aux états à partir desquels l’atome a été observé dans les transitions, et
un ensemble d’exemples négatifs S− à partir desquels l’atome n’a pas été observé. Nous
choisissons donc ici de nous abstraire totalement de l’apprentissage des transitions et nous
nous concentrons sur l’induction de règles logiques permettant de résoudre au mieux ce
problème de classification.

Spécificité des données expérimentales

Dans le contexte de l’apprentissage automatique à partir de données expérimentales,
nous proposons plusieurs hypothèses sur la forme des données qui n’ont pas été considé-
rées jusqu’ici dans l’utilisation du framework LFIT :

1) On suppose que les données expérimentales sont des données de grande dimension,
c’est-à-dire que le nombre de variables V correspondant est très grand. Cela se justifie par
exemple avec l’utilisation des technologies de séquençage mentionnées dans la partie 1.1.2
du chapitre 1 (en page 22), qui permettent d’obtenir l’expression de dizaines de milliers
de gènes à partir d’une unique acquisition.

2) L’hypothèse précédente implique que très peu de données sont observées. En effet,
une grande dimensionnalité implique que de très nombreux états discrets sont observables
en théorie. Il est donc important de prendre en considération les données non observées
dans l’inférence de modèle.

3) Nous faisons également l’hypothèse que les données sont particulièrement bruitées,
c’est-à-dire que les états discrets observés comportent des erreurs. En particulier, il est
intéressant de prévoir que la présence d’un 0 dans les données peut signifier qu’une va-
riable (par exemple un gène) n’a pas été détectée alors qu’elle était réellement présente.
Cet aspect bruité se justifie notamment par l’utilisation de technologies de séquençage
single-cell considérées dans le chapitre 4.
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Figure 3.2 – Représentation intuitive des exemples positifs et négatifs pour l’inférence d’un atome
logique. Les exemples positifs observés sont représentés dans la zone pointillée à gauche et les exemples
négatifs sont représentés dans la zone pointillée à droite.

4) Enfin, il peut être intéressant d’interpréter les données comme un continuum, c’est-
à-dire que pour une donnée particulière, il est toujours possible de trouver une donnée
similaire, identique sur un nombre important de variables. Cette hypothèse peut être
étendue en supposant qu’il existe certains exemples positifs de S+ similaires à certains
exemples négatifs de S−. Encore une fois, cette hypothèse est spécifique aux données
de séquençage single-cell et se justifie par le fait qu’un échantillon contient des cellules
distribuées de manière homogènes par rapport à l’ensemble des cellules observables, et
qu’au sein d’un type cellulaire donné, les cellules sont très similaires et on n’observe pas
de sous-échantillon isolé.

La figure 3.2 propose une représentation visuelle intuitive des exemples positifs et
négatifs pour une instance d’inférence de règle donnée. Cette figure représente l’ensemble
des données observables pour un problème d’inférence donné, avec une séparation entre
les exemples positifs S+ (à gauche, en jaune) et les exemples négatifs S− (à droite, en
bleu foncé). La zone pointillée délimite l’ensemble des données qui sont effectivement
observées, également décomposées en deux sous ensembles S+

obs et S−
obs. Ainsi, chaque point

représente un état discret donné pour l’apprentissage, appartenant aux exemples positifs
(en noir) ou bien aux exemples négatifs (en gris). Nous représentons donc le fait que
les données observées constituent seulement un sous-ensemble des données observables :
(S+

obs ∪ S−
obs) ⊊ (S+ ∪ S−). On suppose également qu’il existe des exemples positifs et des
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exemples négatifs qui se ressemblent, ce qui est représenté par la connexion entre les deux
ensembles d’exemples positifs et négatifs, et par le dégradé de couleur.

Défauts des algorithmes existants

Étant donné les différentes hypothèses énoncées précédemment, nous identifions deux dif-
ficultés principales avec les algorithmes d’inférence de règles existants pour le traitement
des données expérimentales :

La première difficulté est liée à la définition de programme logique optimal établie
dans (Ribeiro et al., 2018b), et utilisée pour guider l’inférence dans les algorithmes
GULA et PRIDE. En effet, cette définition pousse à inférer les règles les plus générales
possibles, c’est-à-dire couvrant un maximum d’états non négatifs. Cependant, nous sup-
posons ici que beaucoup de données ne sont pas observées, donc que beaucoup d’exemples
négatifs ne sont pas connus 5. Il semble ainsi risqué d’inférer les règles les plus générales
car l’ensemble de règles résultant risque de mener à une prédiction erronée d’un atome
dans beaucoup de cas.

La deuxième difficulté provient directement du formalisme de programmation logique
utilisé pour le framework LFIT. En effet, ce formalisme n’est pas tolérant au bruit des
données et la définition de couverture règle-état peut compliquer l’inférence. Une règle ne
peut ainsi pas couvrir un état donné si cet état comporte au moins une erreur par rapport
au corps de la règle. La présence de bruit complique donc la recherche de règles générales,
c’est-à-dire de règles couvrant un maximum d’états.

Nous illustrons ces deux difficultés sur un système de très petite dimension avec
l’exemple qui suit.

Exemple 3.2. Soit V = {a, b} un ensemble de variables, et A = {a0, a1} ∪ {b0, b1} un
ensemble d’atomes associés pour un système donné :
- Supposons que pour l’inférence d’un atome donné, on ait S+

obs = {(a0, b1)} et S−
obs =

{(a1, b0)} des données bruitées observées expérimentalement. Alors, la règle r = tête(r)←
b1 est cohérente avec S+

obs et S−
obs car couverture(r, (a0, b1)) = ⊤ et couverture(r, (a1, b0)) =

⊥. Cette règle ne peut pas être généralisée car le retrait de la condition la ferait couvrir

5. On peut raisonner de manière générale par rapport à cela. Un algorithme d’apprentissage sera
toujours biaisé par les données fournies en entrée et il faudrait une diversité importante de données.
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l’exemple négatif, r fait donc partie du programme optimal pour ce problème et elle se-
rait retournée par GULA. Par ailleurs, l’état (a1, b1) n’a pas été observé, et on a donc
couverture(r, (a1, b1)) = ⊤, ce qui peut être problématique si (a1, b1) est en réalité un
exemple négatif.
- Maintenant, plaçons-nous dans le cas où deux ensembles d’exemples positifs et négatifs
alternatifs S+′

obs et S−′

obs sont donnés, avec S+′

obs = {(a0, b0), (a1, b1)} et S−′

obs = {(a1, b0), (a0, b1)}.
Supposons également que a soit bruité, et donc les données non bruitées seraient telles que :
S+′

réel = {(a0, b0), (a0, b1)} et S−′

réel = {(a1, b0), (a1, b1)}. Avec la règle r′ = tête(r′)← a0, on
a alors couverture(r′, s+) = ⊤ ∀s+ ∈ S+′

réel et couverture(r′, s−) = ⊥ ∀s− ∈ S−′

réel. La
règle r′ peut alors généraliser sur les exemples positifs réels sans risquer de couvrir des
exemples négatifs car a0 semble caractériser les exemples positifs. Cependant, à cause de
la présence du bruit, r′ ne généralise pas sur les données observées et il est donc difficile
d’inférer une telle règle en se basant uniquement sur la définition de la couverture.

On peut alors se demander quelle stratégie serait la plus adéquate pour l’inférence de
règles sous les hypothèses présentées en début de cette partie. En reprenant la représenta-
tion schématique des données proposée dans la figure 3.2, on peut tenter de représenter le
comportement de différentes stratégies d’inférence de règles. La figure 3.3 illustre ainsi les
ensembles de règles obtenus par trois stratégies d’inférences différentes. Sur cette figure,
un cercle violet représente une règle logique, et les états couverts par cette règle sont
représentés par les points couverts par le cercle. La stratégie Générale correspond donc
à l’inférence des règles les plus générales, c’est-à-dire couvrant un maximum d’états non
négatifs. C’est la stratégie adoptée par GULA, et on peut remarquer que cette stratégie
pousse les règles à couvrir beaucoup d’exemples négatifs non connus. La deuxième straté-
gie, que l’on appelle stratégie Spécifique, consiste à inférer les règles les plus spécifiques
possibles. Ainsi, une unique règle est inférée pour chaque exemple positif, dont le corps
contient tous les atomes présents dans l’exemple. Cette stratégie ne permet pas d’obte-
nir un modèle généralisant sur les exemples positifs, ce qui peut être interprété comme
une situation d’overfitting. Enfin, une dernière stratégie nommé stratégie Généralisante
consiste à inférer des règles généralisant sur les exemples positifs, mais pas au-delà. Avec
cette stratégie, chaque règle couvre plusieurs exemples positifs, et les règles ne généra-
lisent pas à ce qui n’est pas observé. C’est la stratégie qui semble la plus adéquate selon
les hypothèses que nous avons formulées, et c’est donc celle que nous cherchons à obtenir.
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Figure 3.3 – Représentation de différentes stratégies d’apprentissage de règles. Chaque cercle re-
présente une règle logique. Le schéma de gauche représente les règles les plus générales, celui du milieu
représente les règles les plus spécifiques, et enfin celui de droite représente des règles généralisant sur les
exemples positifs.

Vers une nouvelle méthode d’inférence

La généralisation des règles à travers les exemples positifs nous semble donc être
un aspect particulièrement important à considérer pour l’inférence d’un modèle. En effet,
puisqu’il est risqué de considérer les exemples non observés comme des exemples positifs,
on peut supposer que chercher les points communs entre les exemples positifs, et leurs dif-
férences avec les exemples négatifs, est une alternative pour généraliser les règles logiques.
Le contexte de modélisation logique complique par ailleurs cette généralisation puisque la
présence du bruit empêche une même règle de couvrir complètement plusieurs états. Pour
y remédier, il est donc intéressant de relaxer la définition de couverture entre une règle et
un état discret. Un compromis semble par ailleurs nécessaire par rapport au nombre de
règles à inférer dans ce contexte. En effet, il est peu judicieux de proposer une règle par
exemple positif, puisque cela ne permet pas de généraliser. Le cas opposé, qui consiste à
inférer une unique règle pour tous les exemples positifs, est également difficile à mettre
en œuvre car une unique règle ne peut vraisemblablement pas caractériser efficacement
tous les exemples positifs d’un jeu de données.
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3.3.2 Extension par optimisation combinatoire

Afin de proposer une méthode d’inférence adéquate pour les données considérées dans
cette thèse, on se concentre donc sur la généralisation des règles logiques entre les différents
exemples positifs. Comme expliqué précédemment, le bruit des données empêche une règle
de couvrir plusieurs exemples positifs à la fois, car il est peu probable que les atomes du
corps de la règle soient tous présents simultanément dans plusieurs états. Par ailleurs, on
peut espérer que des motifs récurrents soient détectables dans les exemples positifs. Nous
proposons donc de raffiner la définition de couverture entre une règle et un état afin de
faire la différence entre le cas où aucun atome de la règle n’est présent dans l’état, et le cas
où seulement un atome n’est pas présent. Nous introduisons ainsi la définition suivante de
l’erreur de couverture entre une règle et un état, qui permet de quantifier la couverture
entre une règle et un état.

Définition 3.5. Erreur de couverture règle-état
Soit un ensemble V de variables et un ensemble A d’atomes pour un ensemble S d’états.
Soit r une règle logique, et s ∈ S un état discret.
L’erreur de couverture de r sur s, noté erreurCouverture(r, s) est définie par :
erreurCouverture(r, s) = |{vi ∈ corps(r) | vi ̸= s(v)}| = ∑

vi∈corps(r)

(
1− 1{s(v)}(vi)

)
où 1A(x) = 1 si x ∈ A, 0 sinon.

Il est par ailleurs également possible d’établir un lien entre l’erreur de couverture
définie ici, et la couverture d’un état par une règle introduite dans la définition 3.3. En
effet, une erreur de couverture d’une règle r inférieure à un entier k sur un état donné
signifie qu’il existe une sous règle r′ couvrant cet état et telle que corps(r′) ⊂ corps(r).

Formulation d’un problème d’optimisation

La définition 3.5 permet donc de raffiner l’évaluation d’une règle sur des états bruités.
Intuitivement, puisque les règles doivent couvrir au mieux les exemples positifs, il nous
paraît donc judicieux d’inférer la règle logique qui minimise globalement l’erreur de
couverture sur cet ensemble d’états. De manière similaire, il semble intéressant de prendre
le moins de risques possibles de couvrir des exemples négatifs, en particulier en présence
de bruit. Cela nous pousse donc à chercher à maximiser l’erreur sur ces exemples. Ces
deux critères nous conduisent ainsi à reformuler le problème de l’inférence de règles sous
forme d’un problème d’optimisation à deux objectifs. En se concentrant sur l’inférence
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d’une unique règle optimale, et en représentant la généralisation entre les exemples avec
l’utilisation d’un score moyen, on peut ainsi formuler le problème d’optimisation biobjectif
suivant (les symboles en gras représentent les variables à optimiser, c’est-à-dire le corps
des règles logiques) :

- min
r

1
|S+|

∑
s+∈S+

erreurCouverture(r, s+)

- max
r

1
|S−|

∑
s−∈S−

erreurCouverture(r, s−)
(3.1)

Cependant, la résolution d’un problème d’optimisation à deux objectifs ne donne pas
lieu à un unique optimum mais à plusieurs solutions pareto-optimales, c’est-à-dire incom-
parables entre elles, car donnant des poids différents aux deux critères optimisés. Dans
le cas de l’inférence de règles, il est difficile de déterminer s’il est plus important d’op-
timiser sur les exemples positifs ou sur les exemples négatifs. En l’absence d’hypothèses
supplémentaires, nous proposons alors de simplifier le problème en le réduisant à un seul
objectif, à savoir en maximisant la différence entre la moyenne de l’erreur de couverture
sur les exemples négatifs et celle sur les exemples positifs. La définition suivante introduit
ainsi un score global sur les données, applicable à toute règle logique.

Définition 3.6. Score d’une règle logique
Soit V un ensemble de variables, A l’ensemble des atomes logiques associés, et S+ et S−

des ensembles d’exemples positifs et négatifs pour un problème d’inférence de règle logique.
Le score global d’une règle r sur S+ et S−, noté score(r) est défini par :
- score(r) = 1

|S−|
∑

s−∈S−
erreurCouverture(r, s−)− 1

|S+|
∑

s+∈S+
erreurCouverture(r, s+)

On peut noter que score(r) ∈ [−|corps(r)|, |corps(r)|].

Développement et détermination de la règle optimale

La définition 3.6 permet de se concentrer sur la recherche d’une (seule) règle optimale
pour S+ et S− (la question de l’inférence de plusieurs règles est abordée par la suite). On
peut dans un premier temps remarquer que l’ensemble des règles possibles est énumérable,
et donc que l’optimisation d’un tel score est possible. À partir de la définition 3.6, on
peut développer le terme erreurCouverture(r, s) afin d’expliciter le score à optimiser en
fonction des atomes présents dans le corps de la règle. Le score d’une règle sur les exemples
positifs et négatifs peut ainsi être développé de la manière suivante :

99



Chapitre 3 – Apprentissage logique des modèles qualitatifs

score(r) = 1
|S−|

∑
s−∈S−

erreurCouverture(r, s−)− 1
|S+|

∑
s+∈S+

erreurCouverture(r, s+)

= 1
|S−|

∑
s−∈S−

∑
vi∈corps(r)

(
1− 1{s−(v)}(vi)

)
− 1
|S+|

∑
s+∈S+

∑
vi∈corps(r)

(
1− 1{s+(v)}(vi)

)

= 1
|S−|

∑
vi∈corps(r)

∑
s−∈S−

(
1− 1{s−(v)}(vi)

)
− 1
|S+|

∑
vi∈corps(r)

∑
s+∈S+

(
1− 1{s+(v)}(vi)

)

score(r) =
∑

vi∈corps(r)

 1
|S−|

∑
s−∈S−

(
1− 1{s−(v)}(vi)

)
− 1
|S+|

∑
s+∈S+

(
1− 1{s+(v)}(vi)

)
Le score reformulé ainsi met en valeur l’indépendance des atomes du corps de la règle.

En effet, on remarque que le score d’une règle r peut être obtenu à partir d’une somme
de valeurs calculées indépendamment pour chaque atome. La partie entre parenthèses
ne dépend que d’un seul atome logique vi, et des ensembles d’exemples positifs S+ et
négatifs S−. Afin de mieux formaliser cette décomposition du score d’une règle logique,
nous introduisons dans la définition suivante l’erreur positive, l’erreur négative, ainsi que
le score d’un atome. L’erreur positive et l’erreur négative d’un atome vi correspondent
respectivement aux nombres d’états dans S+ et S− dans lesquels l’atome logique n’est
pas vérifié pour la variable v (s(v) ̸= vi), représentant intuitivement l’erreur de prédiction
résultante de l’utilisation de cet atome sur les données. Nous reprenons ainsi la termino-
logie utilisée pour les règles car le score d’un atome dépend à la fois de S+ et S−, tandis
que l’erreur positive et l’erreur négative ne dépendent respectivement que de S+ ou de S−.

Définition 3.7. Erreur positive, erreur négative, et score d’un atome logique
Soit V un ensemble de variables, A un ensemble d’atomes logiques associés à V, et S+

et S− des ensembles d’exemples positifs et négatifs associés à un problème d’inférence de
règle. Étant donné un atome vi ∈ A :
- L’erreur positive erreur+ ∈ J0, |S+|K de vi sur S+ et l’erreur négative erreur− ∈
J0, |S−|K de vi sur S− sont définies par :

erreur+(vi) =
∑

s+∈S+

(
1− 1{s+(v)}(vi)

)
erreur−(vi) =

∑
s−∈S−

(
1− 1{s−(v)}(vi)

)

100



3.3. Extension de LFIT pour les données expérimentales

- Le score de l’atome vi (∈ [−1, 1]) est donné par :

score(vi) = erreur−(vi)
|S−|

− erreur+(vi)
|S+|

Cette dernière définition permet de réécrire le score d’une règle de la manière suivante :

score(r) =
∑

vi∈corps(r)
score(vi) (3.2)

Règle logique (bornée) optimale

La reformulation du score donnée par l’expression 3.2 simplifie la recherche de règles
optimales. Une règle optimale peut en effet être obtenue en calculant indépendamment le
score de chaque atome, et en construisant la règle contenant les atomes ayant le meilleur
score. Cependant, la définition 3.6 implique que score(r) ∈ [−|corps(r)|, |corps(r)|]. Les
scores ne sont donc pas comparables pour des règles qui ne possèdent pas le même nombre
d’atomes dans leur corps. Afin de simplifier le problème dans un premier temps, nous
fixons le nombre d’atomes des règles à optimiser à une constante k ∈ N. Le choix de cette
constante sera discuté par la suite. On obtient alors le problème d’optimisation suivant
pour les règles logiques :

max
r,|corps(r)|=k

∑
vi∈corps(r)

score(vi) (3.3)

Ainsi, lorsqu’on fixe le nombre d’atomes à k, la règle optimale selon la définition 3.6
peut être calculée en triant les atomes selon leurs scores et en sélectionnant les k atomes
ayant les plus grands scores 6. Nous formalisons la propriété de règle optimale étant donné
k dans la proposition qui suit.

Proposition 3.1. Règle logique optimale
Soit V un ensemble de variables discrètes, A les atomes logiques associés, S+, S− des
ensembles d’exemples positifs et négatifs pour un problème d’inférence de règles, et k ∈ N
une constante représentant le nombre d’atomes dans le corps des règles.
Soit r∗ la règle obtenue en sélectionnant les k meilleurs atomes selon leur score.
- Alors max

r:|corps(r)|=k
score(r) = score(r∗), c’est-à-dire r∗ est une règle de longueur k opti-

male pour S+ et S−.

6. S’il y a des égalités au rang k, l’ensemble des règles optimales peut être obtenu en sélectionnant
des sous-ensembles d’atomes égaux, en fonction du nombre k déterminé.
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Démonstration. Supposons que r∗ ne soit pas optimale. Alors il existe une règle r′, avec
|corps(r′)| = k et telle que score(r′) > score(r∗).
On a donc ∑

vi∈corps(r′)
score(vi) >

∑
vi∈corps(r∗)

score(vi)

=⇒ ∃vi ∈ corps(r′) : ∀wj ∈ corps(r∗) : score(vi) > score(wj)
Or, ceci est impossible car r∗ a été formée avec les k atomes ayant les plus grands scores.
Il y a donc contradiction.

Cette dernière proposition permet donc la mise en place d’une procédure simple pour
le calcul de la règle logique optimale selon la définition 3.6, étant donné une constante
k fixée. Cependant, il est difficile de choisir la valeur de k. D’un point de vue général, si
k est grand, la règle inférée comporte alors beaucoup d’atomes. Bien qu’une telle règle
risque peu de couvrir les exemples négatifs, elle couvre également difficilement les exemples
positifs, ce qui entraîne la dégradation de son score. D’un autre côté, une règle avec peu
d’atomes (dans son corps) est générale et obtient donc un bon score sur les exemples
positifs mais un mauvais score sur les exemples négatifs.

Algorithme final de LOLH et implémentation

Afin de mieux comprendre comment paramétrer le choix du nombre d’atomes k pour
l’inférence d’une règle, on peut se demander comment évolue le score de la règle lorsque
ce paramètre varie. Le score dépendant du nombre d’atomes (c’est-à-dire score(r) ∈
[−|corps(r)|, |corps(r)|]), il est possible de le normaliser par la longueur de la règle pour
comparer des règles de longueur différente : score′(r) = score(r)

|corps(r)| . Cependant, avec cette
définition alternative, le score normalisé d’une règle ne peut que décroître par l’ajout
d’atomes dans le corps de cette règle. En effet, puisque les atomes sont triés selon leur
score, les atomes ajoutés dans le corps d’une règle ont toujours un score inférieur ou
égal au score normalisé de la règle. Par exemple, considérons deux règles r1 et r2, avec
corps(r1) = {vi}, et corps(r2) = {vi, wj}. En supposant que score(wj) < score(vi), on
a alors score(wj) = score(vi) − δ avec δ ≥ 0. On a donc score′(r1) = score(vi) et
score′(r2) = score(vi)+score(wj)

2 = 2∗score(vi)−δ
2 = score(vi) − δ

2 ≤ score′(r1). Bien qu’en ap-
parence la règle contenant un unique atome semble ainsi être la règle optimale, il n’est
pas pertinent du point de vue des données d’utiliser cette règle dans un modèle qualitatif.
En effet, l’utilisation d’une seule variable pour effectuer la prédiction rend le modèle très
sensible au bruit, et donc il est plus susceptible de faire des erreurs de prédiction sur des
données non observées. On peut associer ceci au phénomène de l’overfitting mentionné
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précédemment. L’utilisation de plusieurs atomes, tant que ceux-ci permettent de faire une
prédiction cohérente avec les données, apporte une plus grande robustesse au modèle.

En plus du nombre d’atomes, le score de ceux-ci doit aussi être considéré. En effet, la
sélection d’un atome avec un mauvais score (par exemple proche de 0) risque de dégrader
les prédictions d’une règle, comme nous l’illustrons dans l’exemple jouet présenté dans la
partie 3.3.3. Ainsi, au lieu de se concentrer sur le nombre d’atomes à sélectionner, nous
proposons l’utilisation d’un seuil t sur les scores des atomes. L’inférence de règles consiste
alors à créer la règle dont le corps contient tous les atomes qui ont un score supérieur
ou égal à ce seuil : corps(r∗) = {vi ∈ A | score(vi) ≥ t}, ce qui en fait une méthode
simple et rapide. L’algorithme 4, que nous nommons Learning Optimized Logical Hypo-
thesis (LOLH ), résume les différentes étapes de calculs permettant l’inférence d’une règle
optimale. Nous proposons une double implementation de cet algorithme en python et en
C++, disponible en ligne à l’adresse http://doi.org/10.5281/zenodo.4738850 et également
à l’adresse https://github.com/smbct/LOLH.git (version en développement).

Données : Tobs ⊂ S × S, vi ∈ Av l’atome à apprendre, t ∈ [−1, 1] un seuil
Résultat : Rvi

l’ensemble des règles à inférer pour vi

1 S+
vi
← {s | ∃(s, s′) ∈ Tobs : s′(v) = vi} // Extraction des exemple positifs

2 S−
vi
← {s | ∃(s, s′) ∈ Tobs, s /∈ S+

vi
} // Extraction des exemple négatifs

3 pour wj ∈ A faire // Calcul du score de chaque atome
4 erreur+(wj)←

∑
s+∈S+

vi

(
1− 1{s+(w)}(wj)

)
5 erreur−(wj)←

∑
s−∈S−

vi

(
1− 1{s−(w)}(wj)

)
6 score(wj)← erreur−(wj)

|S−| − erreur+(wj)
|S+|

7 fin
8 r∗ ← (vi ← {wj ∈ A | score(wj) ≥ t}) // Création de la règle optimale
9 Rvi

← {r∗}
10 retourner Rvi

Algorithme 4 : Algorithme LOLH

Extension à plusieurs règles logiques

La méthode LOLH permet donc d’inférer une unique règle logique tentant d’optimiser
sa prédiction sur l’ensemble total des exemples positifs et des exemples négatifs. On peut
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alors se demander comment étendre cette méthode à l’inférence de plusieurs règles logiques
afin d’améliorer les performances de prédiction du modèle. Intuitivement, augmenter le
nombre de règles permet d’augmenter la diversité des prédictions du modèle. On peut
alors imaginer que l’exemple extrême est celui décrit dans la stratégie “Spécifique” de
la figure 3.3 en page 97, pour lequel une règle est inférée pour chaque exemple positif.
Un compromis entre l’inférence d’une unique règle, et l’inférence d’une règle par exemple
positif consisterait donc à inférer plusieurs règles telles que chacune des règles permettent
de couvrir un sous-ensemble des exemples positifs. Le nombre de règles contrôlerait alors la
spécificité du modèle : un nombre important de règles conduirait à l’overfittig tandis qu’un
nombre trop faible de règles donnerait un modèle avec des prédictions sous-optimales.
Plusieurs solutions peuvent être envisagées pour l’inférence d’un tel modèle. Une solution
pourrait consister en la recherche d’une partition optimale sur l’ensemble des exemples
positifs, de manière à calculer une règle optimale par sous-ensemble de cette partition.
Le calcul d’une telle partition pourrait être effectué grâce à la formulation d’un problème
d’optimisation. On peut également envisager l’utilisation de méthodes de clustering afin
de partitionner automatiquement les exemples positifs selon leurs similarités.

3.3.3 Exemple jouet

Nous illustrons ici l’utilisation de notre algorithme LOLH pour inférer une règle lo-
gique optimale sur un petit exemple. Cet exemple contient des états discrets observés
pour 4 variables possédant 2 valeurs discrètes chacune : V = {a, b, c, d}. Il y a donc un
total de 8 atomes logiques pour ces données : A = {a0, a1} ∪ {b0, b1} ∪ {c0, c1} ∪ {d0, d1}.
8 états discrets sont donnés, notés s0 à s7, et séparés en exemples positifs et négatifs de
la manière suivante : S+ = {s0, s1, s2, s3} et S− = {s4, s5, s6, s7}. Afin de pouvoir inférer
une règle logique sur cet exemple avec la méthode LOLH, nous fixons le seuil t = 0.4
pour la sélection des atomes à partir de leur score sur S+ et S−. Les tableaux suivants
contiennent les valeurs discrètes des variables dans chaque état discret observé (les lignes
correspondant aux états et les colonnes correspondant aux variables).
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a b c d
s0 1 0 0 0
s1 1 0 1 0
s2 1 0 1 1
s3 0 0 1 0

Table 3.1 – Exemples positifs.

a b c d
s4 1 1 1 1
s5 0 1 0 1
s6 1 1 0 1
s7 1 0 0 1

Table 3.2 – Exemples négatifs.

On peut remarquer que les variables b et d sont majoritairement égales à 0 dans les
exemples positifs, et elles sont majoritairement égales à 1 dans les exemples négatifs.
On peut aussi remarquer que c se comporte globalement de manière inverse. Ainsi, on
peut s’attendre à ce que les atomes logiques b0, c1 et d0 aient les plus hauts scores. Au
contraire, la variable a n’a pas de valeur dominante entre les exemples positifs et les
exemples négatifs, ainsi a0 et a1 ne devraient pas être sélectionnés pour former une règle
logique.

Calcul des scores des atomes

Pour chaque atome, on peut calculer facilement l’erreur positive erreur+ sur S+ et
l’erreur négative erreur− sur S−, ainsi que le score à partir de la définition 3.7 (page 100).
Par exemple, le score de l’atome b0 est obtenu de la manière suivante :

— erreur+(b0) = |{si, i ∈ J0,3K | si(b) ̸= b0}| = 0
— erreur−(b0) = |{si, i ∈ J4,7K | si(b) ̸= b0}| = 3
— score(b0) = erreur−(b0)

|S−| − erreur+(b0)
|S+| = 3/4− 0/4 = 0.75

erreur+ erreur− score
a0 3 3 0
a1 1 1 0
b0 0 3 0.75
b1 4 1 −0.75
c0 3 1 −0.5
c1 1 3 0.5
d0 1 4 0.75
d1 3 0 −0.75

Table 3.3 – Erreur positive, erreur négative et score pour chaque atome.
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Le tableau 3.3 donne les erreurs positives, les erreurs négatives, et les scores de tous les
atomes pour cet exemple. Les erreurs positives et négatives de chaque atome sont égale-
ment représentées en figure 3.4 en page 106 sur un graphique à 2 dimensions (avec l’erreur
positive des atomes en abscisse et l’erreur négative en ordonnée). Puisque le but est de
maximiser l’erreur sur S− et de la minimiser sur S+, les atomes les plus intéressants pour
la création d’une règle logique sont donc ceux présents en haut à gauche de la figure. Ce
graphique permet également de visualiser le score des atomes sous forme de droites. Les
atomes ayant un score de 0, à savoir a1 et a0, sont ainsi situés sur la droite représentée en
gris pointillé et passant par les points (0, 0) et (|S+|, |S−|) (= (4, 4)). Les atomes situés en
dessous de cette droite sont donc ceux ayant un score négatif et ceux placés au-dessus sont
ceux ayant un score positif. Sur ce graphique, on peut également visualiser les symétries
entre les valeurs discrètes 0 et 1 d’une même variable (erreur+(vi) = |S+|−erreur+(v1−i)
et erreur−(vi) = |S−| − erreur−(v1−i)). Le seuil de sélection des atomes ayant été fixé à
t = 0.4 dans cet exemple, on peut également facilement visualiser les atomes sélection-
nés pour la règle optimale. Ces derniers correspondent aux atomes situés au-dessus de la
droite correspondant au score de 0.4 en noire, et sont représentés en vert.
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Figure 3.4 – Représentation graphique des erreurs positives et négatives de chaque atome.
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Ainsi, la règle optimale LOLH de cet exemple est la règle r∗ telle que corps(r∗) =
{b0, d0, c1}. Bien que l’atome c1 ait un score moins élevé que b0 et d0, il est tout de
même sélectionné par rapport au seuil t. On peut notamment vérifier, comme expliqué
précédemment, que le retrait de ce dernier atome permet d’améliorer le score (norma-
lisé) de la règle. En effet, si on considère la règle r′ avec corps(r′) = {b0, d0}, on a alors
score(r′)

|corps(r′)| = (0.75 + 0.75)/2 = 0.75. Or score(r∗)
|corps(r∗)| = (0.75 + 0.75 + 0.5)/3 = 2/3 ≈ 0.67 <

score(r′)/|corps(r′)|.

On peut finalement remarquer qu’un score négatif pour un atome ne signifie pas for-
cément que cet atome est un mauvais candidat. En effet, un score négatif signifie que
l’atome est majoritairement présent dans les exemples négatifs et qu’il n’est majoritaire-
ment pas présent dans les exemples positifs. Cela implique que la prédiction inverse est
une bonne prédiction. Dans le cas où les variables sont binaires, il est ainsi intéressant
de sélectionner l’atome ayant l’autre valeur discrète pour la même variable. Dans le cas
multivalué, on pourrait également introduire l’utilisation de la négation ¬vi d’un atome
logique dans une règle afin d’inverser la prédiction. Les atomes les moins intéressants sont
donc ceux ayant un score proche de 0, comme c’est le cas avec a0 et a1. Ces atomes sont
ainsi situés près de la droite en gris pointillé.

3.4 Application artificielle

Afin d’illustrer notre approche d’optimisation pour l’inférence de règles LFIT, nous
appliquons LOLH sur un jeu de données généré artificiellement. Nous avons ainsi gé-
néré aléatoirement un jeu de données contenant 2000 états discrets, pour 10000 variables
binaires. Ce jeu de données a été généré de manière à imiter les données d’expressions
génétique single-cell, à partir desquelles LOLH a été inspiré (voir chapitre 4). La méthode
mise en place pour la génération de ces données est détaillée en annexe A. Dans ce jeu
de données, deux ensembles d’exemples positifs et négatifs sont donnés, avec |S+| = 1000
et |S−| = 1000, pour les 10000 variables binaires. Il y a donc 20000 atomes logiques pos-
sibles pour former les règles logiques. Nous proposons d’utiliser ces données pour illustrer
l’intérêt de l’erreur de couverture d’une règle logique (définition 3.5 en page 98) appliquée
à un exemple de grande taille. Nous proposons notamment une comparaison de LOLH
avec une implémentation existante de LFIT. GULA n’étant pas assez rapide pour être
exécuté sur des volumes de données d’aussi grande taille, nous utilisons l’implémentation
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heuristique PRIDE (voire partie 3.2.2 en page 89) pour réaliser cette comparaison. Les
analyses réalisées ici sont par ailleurs reproductibles à l’aide de notre implémentation en
ligne 7.

3.4.1 Comparaison entre LOLH et PRIDE

Dans cette partie, nous comparons les performances de LOLH et PRIDE pour la
classification de S+ et S−. Nous effectuons également la comparaison avec une règle
logique obtenue de manière aléatoire, afin de mettre en évidence la difficulté du problème.
Dans un premier temps, nous détaillons la manière dont les règles de LOLH et PRIDE
sont obtenues, ensuite nous évaluons les performances des deux algorithmes avec une
méthode de validation croisée pour la classification des données. Enfin, nous développons
l’analyse en étudiant les scores (normalisés) des règles logiques ainsi que les scores des
atomes.

Construction des classifieurs à partir des règles logiques

Pour appliquer LOLH sur cet exemple artificiel, nous utilisons l’implémentation py-
thon 8 de l’algorithme 4 avec en paramètre un seuil de 0.6 pour la sélection des atomes.
On obtient alors une règle logique dont le corps contient 22 atomes, et que nous appelons
par la suite RLOLH (avec ainsi |corps(RLOLH)| = 22). Nous devons ensuite déterminer une
manière de prédire si un état discret s est un exemple positif ou négatif, en utilisant la
règle RLOLH. Nous considérons ici que s est prédit comme étant un exemple positif si et
seulement si l’erreur de couverture de RLOLH sur s est inférieure ou égale à la moitié de
la longueur de RLOLH :

predictionLOLH(s) =

“S+” si erreurCouverture(RLOLH, s) ≤ |corps(RLOLH)|
2

“S−” sinon

L’inférence de règles avec l’algorithme PRIDE est effectuée via l’implémentation pylfit
disponible en ligne 9. Bien que l’implémentation ait été initialement prévue pour inférer un
programme logique entier à partir d’un ensemble de transitions, nous utilisons seulement

7. https://github.com/smbct/LOLH.git
8. L’implémentation est disponible en ligne à l’adresse https://github.com/smbct/LOLH.git.
9. https://github.com/Tony-sama/pylfit.git
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la fonction “fit_var_val” qui retourne directement un ensemble de règles étant donné un
ensemble d’exemples positifs et un ensemble d’exemples négatifs. L’application de PRIDE
sur S+ et S− résulte en un ensemble de 185 règles logiques, dont les corps contiennent
entre 3 et 11 atomes (la majorité des règles contenant entre 5 et 7 atomes). Nous notons
PPRIDE l’ensemble de règles obtenu, avec ainsi |PPRIDE| = 185. Afin de proposer une
prédiction pour un état s en utilisant PPRIDE, on prédit un état s comme un exemple
positif si et seulement s’il existe au moins une règle de PPRIDE couvrant s :

predictionPRIDE(s) =

“S+” si ∃r ∈ PPRIDE : couverture(r, s) = ⊤

“S−” sinon

Enfin, nous construisons une règle aléatoire RALÉATOIRE telle que
|corps(RALÉATOIRE)| = |corps(RLOLH)|. Cette règle est construite en choisissant de ma-
nière totalement aléatoire un ensemble d’atomes logiques parmi tous les atomes possibles
à partir des données de l’instance. La prédiction d’un état s pour de ce modèle est calculée
de la même manière que pour la règle RLOLH.

Validation croisée sur S+ et S−

Afin d’illustrer l’efficacité de la méthode d’inférence LOLH par rapport à PRIDE, nous
effectuons la comparaison à partir d’une validation croisée. En effet, l’évaluation d’un mo-
dèle sur le jeu de données à partir duquel il a été inféré (que l’on appelle généralement
le jeu de données d’entraînement) n’est généralement pas une bonne idée car cela ne re-
flète pas les performances de généralisation du modèle. Par exemple, les performances de
l’algorithme PRIDE sur ses données d’entraînement sont toujours optimales étant donné
que les règles sont inférées de manière à ne produire aucune erreur sur ces dernières. Pour
comparer LOLH, PRIDE et le modèle aléatoire, nous procédons donc à une validation
croisée k-fold avec k = 10. Cette méthode consiste à créer k sous-ensembles des données
originales. Les modèles (c’est-à-dire les ensembles de règles) sont ensuite inférés sur un
des k sous-ensemble, et ils sont évalués sur les données restantes (Liu et al., 2008). Le
processus est répété jusqu’à ce que les modèles aient été entraînés sur l’ensemble des k
sous-ensembles.

Pour chacune des 10 validations, les prédictions des différents algorithmes sont résu-
mées en deux valeurs entre 0 et 1 sur les exemples positifs et négatifs respectivement,
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correspondant au pourcentage d’états prédits comme positifs 10. De bonnes performances
sont ainsi atteintes si les valeurs obtenues sont proches de 1 sur les exemples positifs et
de 0 sur les exemples négatifs. Le tableau 3.4 présente la moyenne et la variance des 10
taux de prédictions positives obtenues par PRIDE, LOLH et par la règle aléatoire sur
S+ et S−. On remarque que la stratégie employée par LOLH permet une classification
parfaite sur les données d’évaluation. Par ailleurs, PRIDE obtient une bonne moyenne
sur les exemples positifs. Cependant, les prédictions de PRIDE conduisent à beaucoup de
faux positifs, ce qui donne une moyenne élevée, donc mauvaise, sur les exemples négatifs.
Cela semble correspondre à son objectif qui consiste à inférer des règles générales, risquant
ainsi la couverture d’exemples négatifs. Comme on peut s’y attendre, les performances du
modèle aléatoire sont moins bonnes, puisque le taux de prédictions positives moyen de ce
modèle est assez faible sur S+ et assez élevé sur S−. Par ailleurs, dans les trois cas, les
prédictions semblent stables sur les données d’évaluation, puisque la variance des taux de
prédictions positives est faible.

algorithme S+ S−

moyenne variance moyenne variance
LOLH 9.99× 10−1 1.11× 10−7 1.11× 10−4 1.11× 10−7

PRIDE 7.95× 10−1 8.57× 10−4 4.17× 10−1 3.14× 10−3

ALÉATOIRE 3.72× 10−1 2.51× 10−2 4.42× 10−1 3.45× 10−2

Table 3.4 – Moyennes et variances des taux de prédictions positives sur les 10 ensembles
de données d’évaluation pour les différents algorithmes testés.

Analyses des règles LOLH et PRIDE

Afin d’aller plus loin dans la comparaison entre LOLH et PRIDE, on peut regarder
plus en détail le comportement des règles selon l’erreur de couverture sur les exemples po-
sitifs et sur les exemples négatifs. Dans cette partie, nous inférons un modèle RLOLH avec
un seuil de 0.6 et un modèle PPRIDE en utilisant l’implémentation en ligne. Dans un pre-
mier temps, la comparaison entre LOLH et PRIDE peut être effectuée en utilisant le score
de RLOLH et des règles PPRIDE. Nous décomposons ici le score des règles en une erreur

positive normalisée (erreur+(r) =
( ∑

vi∈corps(r)
erreur+(vi)

)
/ (|S+| ∗ |corps(r)|)) et une

10. Par exemple, une valeur de 0.8 sur les ensembles S+ indiquent que 80% des exemples positifs dans
les données d’évaluation ont été prédits comme positifs.
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erreur négative normalisée (erreur−(r) =
( ∑

vi∈corps(r)
erreur−(vi)

)
/ (|S−| ∗ |corps(r)|)),

dans le but de comparer des règles de longueur différente sur les exemples positifs et sur
les exemples négatifs séparément. En reprenant la définition 3.6 du score d’une règle en
page 99, on a alors erreur+(r)− erreur−(r) = score(r)/|corps(r)|. La figure 3.5 permet
de comparer les erreurs positives et négatives des règles inférées par PRIDE avec l’erreur
positive et l’erreur négative de la règle inférée par LOLH. La diagonale en noir repré-
sente les règles pour lesquelles le score est égal à 0. On remarque que la règle inférée par
LOLH (en orange) est meilleure que presque toutes les règles inférées par PRIDE car
son erreur positive est plus faible et son erreur négative est plus élevée respectivement
que celles des règles de PRIDE. De plus, les points correspondant aux règles de PRIDE
sont relativement peu éloignés de la droite noire, ce qui indique que PRIDE prend peu
en considération l’erreur de couverture introduite dans la définition 3.5 en page 98. On
remarque par ailleurs que les règles de PRIDE qui ont le plus d’atomes dans leur corps
sont aussi celles qui ont les plus petites erreurs (à la fois sur les exemples positifs et né-
gatifs).

Figure 3.5 – Visualisation des erreurs positives et négatives des règles inférées par PRIDE (en bleu
et jaune) et de la règle inférée par LOLH (en orange).

111



Chapitre 3 – Apprentissage logique des modèles qualitatifs

Pour étudier plus en détails les règles inférées par PRIDE et LOLH, on peut visua-
liser l’erreur de couverture d’une règle donnée sur l’ensemble des données à partir de
deux histogrammes. La figure 3.6 permet de visualiser l’erreur de couverture de RLOLH à
l’aide d’un histogramme sur les exemples positifs (en vert), et d’un histogramme sur les
exemples négatifs (en rouge). Ainsi, pour chaque valeur d’erreur possible, l’histogramme
représente la proportion des états sur lesquels la règle obtient cette erreur. On remarque
que la règle RLOLH permet de séparer efficacement S+ et S− puisque les histogrammes ne
se chevauchent pas. Puisqu’il n’existe pas d’exemples positifs et négatifs ayant la même er-
reur de couverture, cette règle permet alors de classifier parfaitement les exemples (même
si cela ne donne pas d’indications sur les performances du modèle en validation croisée).
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Figure 3.6 – Histogrammes de l’erreur de couverture de RLOLH sur les exemples positifs (en vert) et
sur les exemples négatifs (en rouge).

De manière similaire, on peut tenter de visualiser les histogrammes des règles dans
PPRIDE. Puisqu’il est difficile de visualiser à la fois les 185 règles inférées, nous nous
concentrons sur certaines d’entre elles. La figure 3.7 représente les histogrammes de deux
règles : une des règles les plus longues, contenant 11 atomes, et une des meilleures règles
au sens du score normalisé, contenant 3 atomes. On remarque que les deux histogrammes
de la règle contenant 11 atomes (figure de gauche) sont complètement superposés, ce qui
indique que cette règle ne permet pas de généraliser la classification sur S+ et S−. La règle
contenant 3 atomes (à droite) permet de mieux séparer les exemples positifs des négatifs,
ce qui justifie son score normalisé intéressant. Cependant, on remarque tout de même
un chevauchement des deux histogrammes laissant penser que la généralisation n’est pas
idéale en comparaison avec celle de RLOLH.
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Figure 3.7 – Histogrammes de l’erreur de couverture de la plus longue règle de PRIDE à gauche
(avec 11 atomes dans le corps), et de la meilleure règle de PPRIDE selon le score normalisé à droite (avec
3 atomes). L’histogramme sur les exemples positifs est en vert et celui sur les exemples négatifs en rouge.

Alternativement à l’analyse individuelle des 185 règles de PRIDE, on peut étudier
visuellement les erreurs positives et négatives des atomes sélectionnés à partir la défini-
tion 3.7 en page 100, comme cela a été déjà proposé dans l’exemple jouet. La figure 3.8
représente ainsi les erreurs des atomes sélectionnés par PRIDE en rouge, celles des atomes
sélectionnés par LOLH en vert, ainsi que les atomes non utilisés en bleu. La droite poin-
tillée représente les atomes dont le score est 0 (c’est-à-dire quand l’erreur positive et l’er-
reur négative sont égales) et la droite continue représente le score de 0.6 utilisé ici comme
seuil pour LOLH. On remarque sur cette figure l’effet de l’optimisation du score par LOLH
puisque les atomes sélectionnés sont ceux présents en vert, en haut à gauche du graphique,
minimisant ainsi l’erreur positive et maximisant l’erreur négative. Au contraire, les atomes
sélectionnés par PRIDE ne sont pas les plus avantageux du point de vue des erreurs et de
leur score, car ceux-ci sont regroupés autour de la droite pointillée, et certains d’entre eux
ont un score négatif. Cela confirme les observations précédentes concernant les scores des
règles et les histogrammes. Les atomes sélectionnés dans les règles de PPRIDE présentent
cependant une spécificité non visible sur la figure 3.8. En effet, les atomes présents dans
le corps des règles inférées par PRIDE appartiennent aux 25 premières variables du jeu
de données artificiel. Cela indique que PRIDE n’est pas en mesure d’exploiter l’ensemble
des 10000 variables pour inférer les règles. Une des raisons pouvant expliquer cela est le
fait que les atomes sont ajoutés de manière itérative dans les règles de PRIDE, en itérant
de manière croissante sur les indices des variables. Il semble alors être assez immédiat de
trouver des atomes permettant de ne couvrir aucun exemple négatif, ce qui explique le
fait que très peu de variables sont considérées dans l’inférence des règles.
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Figure 3.8 – Visualisation des erreurs positives et négatives des atomes. Les atomes sélectionnés dans
les règles par PRIDE et LOLH sont représentés en rouge et vert respectivement.

3.4.2 Comparaison de différentes règles logiques

Afin de bien comprendre le lien entre les erreurs positives et les erreurs négatives des
atomes logiques et le score d’une règle logique, on peut comparer plusieurs règles diffé-
rentes construites selon différents critères de sélection des atomes. Nous créons ainsi 4
règles logiques contenant chacune 10 atomes logiques, à partir de 4 critères différents. Les
trois premières règles sont construites en sélectionnant aléatoirement 10 atomes dont les
scores sont compris entre deux bornes. Une première règle nommée “règle sous-optimale”
est obtenue en sélectionnant des atomes dont les scores sont compris entre 0.3 et 0.4, per-
mettant d’obtenir une règle légèrement moins bonne que la règle optimale. La deuxième
règle, appelée “règle inverse”, est obtenue en sélectionnant les atomes dont le score est
compris entre −0.8 et −0.7, et permet ainsi de classer “inversement” S+ et S− La troi-
sième règle, appelée “règle inappropriée”, consiste à sélectionner des atomes dont les scores
sont compris entre −0.05 et 0.05. Enfin une dernière règle appelée “règle aléatoire” est
construite en sélectionnant aléatoirement 10 atomes parmi tous les atomes possibles. Les
erreurs positives et négatives des atomes sélectionnés pour ces 4 règles peuvent être vi-
sualisés sur la figure 3.9.
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Figure 3.9 – Erreurs positives et négatives des atomes sélectionnés pour les différentes règles.

La figure 3.10 représente les histogrammes des 4 règles décrites précédemment. On re-
marque que la règle “sous-optimale” ne permet pas de séparer complètement les exemples
positifs et négatifs, ce qui confirme que cette règle est moins intéressante que RLOLH, dont
les histogrammes sont représentés sur la figure 3.6. La règle “inverse” permet au contraire
une séparation parfaite de S+ et S−, mais cette fois-ci avec les exemples négatifs ayant
une erreur de couverture faible et les exemples positifs ayant une erreur de couverture
élevée. Cela justifie le fait que les atomes ayant des scores négatifs proches de 1 sont tout
de même intéressants pour la classification, comme cela a été mentionné à la fin de la
partie 3.3.3. Enfin, la règle “inappropriée” et la règle “aléatoire” sont similaires, avec des
histogrammes qui se chevauchent totalement. Ces règles montrent qu’il n’est pas intéres-
sant de sélectionner les atomes ayant un score proche de 0, ou encore d’utiliser ensemble
des atomes ayant des scores positifs et des scores négatifs.
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Figure 3.10 – Comparaison des histogrammes de l’erreur de couverture des différentes règles.

3.4.3 Optimisation biobjectif pour l’inférence

On pouvait remarquer précédemment que la formulation initiale du problème d’opti-
misation des règles à partir de l’erreur de couverture (expression 3.1 en page 99) conduit à
considérer deux objectifs à optimiser : la minimisation d’un score sur les exemples positifs
et la maximisation d’un score sur les exemples négatifs. Bien que dans le contexte de
l’inférence de règles pour la classification de S+ et S− il soit difficile de choisir d’optimiser
en priorité sur les exemples positifs ou sur les exemples négatifs, il est tout de même
intéressant d’envisager ce problème sous l’angle de l’optimisation biobjectif. La résolution
d’un problème d’optimisation à deux objectifs ne conduit alors pas à une unique solution
optimale, mais à un ensemble de solutions (compromis) optimales et incomparables entre
elles. Une solution (règle) est alors considérée optimale s’il n’existe pas de règle meilleure
à la fois sur le score positif et sur le score négatif.

En fixant à l’avance le nombre d’atomes des règles logiques, on peut alors calculer dif-
férentes règles (compromis) optimales. L’ensemble des solutions optimales d’un problème
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multiobjectif, c’est-à-dire le front de pareto, est en général difficile à obtenir, même pour
des problèmes dont leur équivalent mono-objectif est polynomial (Ruhe, 1988). On peut
cependant calculer un sous-ensemble de ces solutions, appelées solutions supportées, en
optimisant une somme pondérée des deux objectifs initiaux, et en se ramenant ainsi à
l’optimisation d’un unique objectif. Nous mettons cela en pratique sur les données artifi-
cielles en fixant la longueur des règles à k = 10 atomes. On peut alors calculer l’ensemble
des “règles supportées” en utilisant l’algorithme décrit dans (Aneja et al., 1979), et en ré-
solvant les problèmes mono-objectifs avec LOLH. La figure 3.11 représente ainsi les scores
positifs et négatifs des règles obtenues par pondération.
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Figure 3.11 – Représentation des scores positifs et négatifs des règles supportées pour l’optimisation
biobjectif.

On peut alors visualiser les histogrammes de plusieurs règles pour comparer différentes
pondérations des scores positifs et négatifs. On se concentre en particulier sur les règles
r1 et r2 représentées en rouge sur la figure 3.11, et dont les histogrammes sont donnés
sur la figure 3.12. On remarque que r1 optimise en priorité le score positif car son score
positif est meilleur que celui de r2, et son score négatif est moins bon. Cela peut se vérifier
sur les histogrammes de la figure 3.12 puisque les exemples positifs ont presque tous une
erreur de couverture nulle pour r1 alors que certains exemples négatifs ont une erreur de
couverture négative qui n’est pas très élevée. Cette tendance est inversée pour la règle r2.
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Figure 3.12 – Histogrammes des règles r1 et r2 représentées dans la figure 3.11.

3.5 Discussions

Nous avons vu dans ce chapitre que plusieurs stratégies ont été proposées dans la
littérature pour l’inférence des modèles qualitatifs. La formulation de problèmes de satis-
faction de contraintes ou encore de problèmes d’optimisation a ainsi été employée, avec
l’utilisation de plusieurs données d’inférence telles que des graphes d’influence, des pro-
priétés dynamiques ou encore des données d’expression génétique. Les approches LFIT
se révèlent alors intéressantes car celles-ci permettent d’exploiter au maximum les don-
nées expérimentales disponibles, réduisant alors le risque d’overfitting par rapport aux
connaissances déjà acquises sur le système considéré. Un des intérêts de LFIT réside éga-
lement dans son schéma d’apprentissage, consistant à transformer le problème d’inférence
de la dynamique en un ensemble de problèmes de classification, plus classiques à traiter.
L’approche d’optimisation présentée dans ce chapitre vise ainsi à s’abstraire totalement
du contexte dynamique, et à se concentrer sur l’inférence du modèle de classification le
plus efficace et robuste possible. Notre méthode, LOLH, se base ainsi sur la formulation
d’un problème d’optimisation dans un cadre de modélisation logique afin de correctement
prendre en compte le bruit des données. Celle-ci est rapide à exécuter, et nous avons no-
tamment montré son intérêt pour l’application sur des données bruitées en comparaison
avec d’autres implémentations existantes de LFIT.
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Plusieurs éléments restent alors à considérer concernant l’inférence des règles avec
LOLH. Tout d’abord, la méthode présentée ici ne permet d’inférer qu’une seule règle
logique. Bien que cette approche permette de classifier parfaitement les données dans
l’exemple artificiel proposé, nous pourrons remarquer dans le chapitre 4 que la difficulté
d’une instance de classification peut varier significativement sur des données réelles, en
fonction de la variable considérée pour l’inférence des règles. Par ailleurs, un des intérêts
de l’approche LFIT réside dans la possibilité d’interpréter formellement le modèle résul-
tant. L’inférence de plusieurs règles logiques peut alors être un avantage dans ce contexte,
et plusieurs pistes ont été envisagées comme la formulation d’un problème d’optimisation
biobjectif ou encore l’inférence de règles plus spécifiques sur les exemples positifs.

L’aspect dynamique du modèle, qui a peu été abordé dans le cadre de notre approche
d’optimisation, nécessite également d’être développé davantage pour ce nouvel algorithme.
Dans un premier temps, il peut être intéressant de tester plusieurs méthodes de prédiction
à partir d’un score de couverture. En effet, la méthode de validation présentée dans la
dernière partie de ce chapitre consiste à comparer l’erreur de couverture d’une règle avec
la moitié de sa longueur. On peut imaginer que cette stratégie peut poser des difficultés
sur certaines instances, notamment où les histogrammes des erreurs de couverture se che-
vauchent ou sont décalés par rapport au milieu de l’histogramme. On peut également se
poser la question de la sémantique à utiliser avec un tel modèle. Il peut sembler pertinent
de se tourner vers une sémantique synchrone dans le cadre de l’apprentissage automa-
tique avec LOLH. En effet, une règle logique inférée par LOLH a pour but de proposer
une prédiction sur l’évolution d’une des variables du système. Or, en sémantique asyn-
chrone ou asynchrone généralisée, le modèle est autorisé à n’effectuer aucune évolution
sur certaines variables entre deux transitions. Cela revient alors à n’effectuer aucune pré-
diction sur une des variables, alors que d’autres variables ont la possibilité d’évoluer. On
peut ainsi interpréter cet aspect comme une “désynchronisation” du modèle puisque les
variables qui ne sont pas mises à jour dans le nouvel état peuvent être considérées comme
non prédites, c’est-à-dire que le modèle n’est pas capable de justifier leur valeur. L’utilisa-
tion d’une sémantique synchrone permet alors de simuler uniquement des états qui sont
vraisemblables par rapport ce qui a été inféré à partir des données. Dans cette logique,
il est par ailleurs également nécessaire de “bloquer” l’évolution du modèle quand aucune
prédiction n’est possible pour au moins une des variables, ce qui n’est par ailleurs pas
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proposé dans le cadre des réseaux d’automates synchrones. On pourrait aussi considérer
la prédiction non déterministe en sémantique synchrone, ce qui semble particulièrement
intéressant pour les données single-cell. Or, en synchrone, avec une seule règle, il n’y a
pas forcément de non-déterminisme.

Un dernier aspect intéressant à considérer est la vérification des propriétés dynamiques
abordée dans le chapitre 2, en particulier avec l’utilisation du formalisme de la program-
mation logique. Comme nous l’avons mentionné au début de ce chapitre, il existe une forte
proximité entre les programmes logiques inférés par LFIT et les réseaux d’automates. On
peut alors imaginer de réutiliser certaines des méthodes présentées dans le chapitre 2,
notamment le Bounded Model Checking, afin de vérifier facilement des propriétés dyna-
miques dans des programmes logiques de grande taille.

Il est par ailleurs important d’évaluer l’algorithme LOLH sur des données réelles afin
d’en déterminer son intérêt pour l’étude des systèmes biologiques. Dans le chapitre 4,
nous nous concentrons sur les données d’expression génétique issues des technologies de
séquençage single-cell, qui ont notamment motivé la mise en place de LOLH. Ces données
entrent dans le cadre des hypothèses formulées dans ce chapitre car elles sont de grande
dimension, elles apportent dans une certaine mesure des informations dynamiques, et
elles sont souvent disponibles en grande quantité. L’inférence de la dynamique étant un
problème complexe, nous le traitons par étape dans le chapitre 4 en formulant plusieurs
problèmes d’inférence différents à partir d’un même jeu de données. Nous proposons ainsi
plusieurs méthodes d’interprétation des modèles résultants afin d’évaluer au mieux les
capacités de LOLH dans un contexte biologique concret.
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Chapitre 4

APPLICATION EN SÉQUENÇAGE

SINGLE-CELL

Dans ce chapitre, nous appliquons l’algorithme LOLH mis au point
dans le chapitre précédent sur des données d’expression génétique
obtenues à partir des technologies de séquençage single-cell. Nous
présentons dans un premier temps ces technologies et nous moti-
vons le choix de ces données pour notre approche de modélisation
qualitative. Ensuite, nous appliquons LOLH de deux manières dif-
férentes. Dans un premier temps, nous l’appliquons pour l’inférence
d’un réseau de co-expression, dont l’exploitation permet de calculer
des propriétés biologiques. Dans un deuxième temps, nous propo-
sons une approche pour l’inférence d’un réseau dynamique. Nous
montrons notamment que ce réseau capture des propriétés diffé-
rentes par rapport à l’inférence de la co-expression.

Résumé

4.1 Séquençage single-cell (ARN)

Le séquençage single-cell désigne un ensemble de technologies apparues récemment
qui permettent de séquencer individuellement un grand nombre de cellules à partir d’un
unique échantillon biologique. Bien que ces technologies aient été développées pour plu-
sieurs types d’analyse, nous nous concentrons ici sur le séquençage des molécules d’ARN.
En comparaison, les technologies de séquençage non single-cell permettent de séquencer
les molécules d’ARN provenant des différentes cellules d’un échantillon de manière grou-
pée seulement. Ce type de séquençage résulte donc en un profil génétique “moyenné” des
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cellules étudiées. Le single-cell améliore ainsi la résolution avec laquelle il est possible
d’étudier l’expression génétique d’un système biologique puisqu’il renseigne sur l’activité
de dizaines de milliers de gènes, pour plusieurs milliers de cellules à partir d’un seul sé-
quençage (Potter, 2018). Cette avancée technologique a notamment plusieurs fois été
mise en avant en tant que Méthode de l’année dans le journal Nature method (« Method
of the Year 2013 », 2014 ; « Method of the Year 2019 : Single-cell multimodal omics »,
2020). Bien que ces données soient généralement bruitées (il est en effet difficile de dé-
tecter les ARN lorsque peu de molécules sont présentes) et que les technologies associées
sont coûteuses, leur précision les a rendues couramment utilisées en recherche biomédi-
cale. Au-delà de l’intérêt que représente une telle quantité de données pour l’inférence
de modèles biologiques, un aspect très intéressant des données single-cell est l’interpré-
tation dynamique qu’il est possible d’en tirer. C’est cet aspect, détaillé plus tard dans ce
chapitre, qui nous motive principalement pour l’application de LOLH sur ces données.

4.1.1 Principe général

Les technologies de séquençage single-cell reposent sur la possibilité d’isoler les diffé-
rentes cellules d’un échantillon biologique, et d’en extraire le contenu génétique. Bien que
ces technologies améliorent grandement la résolution avec laquelle il est possible d’étudier
l’expression génétique, les difficultés rencontrées pour leur mise en pratique ont un im-
pact sur la manière dont les données sont analysées. Nous abordons donc les différentes
étapes de leur réalisation afin de mieux comprendre les traitements réalisés sur les don-
nées associées à ces technologies. La première étape consiste à dissocier les cellules du
tissu et à les isoler individuellement. Les méthodes les plus populaires pour l’isolation des
cellules sont celles basées sur l’utilisation de micro-gouttelettes avec l’aide de dispositifs
microfluidiques. Ce type de technique, schématisé sur la figure 4.1, consiste à capturer
les cellules dans des gouttelettes entourées d’huile. D’autres méthodes ont été proposées
pour l’isolation, reposant notamment sur l’utilisation de plaques microtitres.

Lorsque les cellules sont isolées, plusieurs étapes sont réalisées avant d’effectuer le
séquençage. Dans un premier temps, les cellules sont détériorées afin de n’en garder que
l’ARN messager. Une séquence ARN faisant office de code-barre est alors ajoutée aux
brins d’ARN pour permettre l’identification de la cellule d’origine après le séquençage.
La transcription inverse est ensuite effectuée pour transformer les brins d’ARN en brins
d’ADN. Puisque la quantité de molécules contenues dans une unique cellule est trop
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Figure 4.1 – Illustration des techniques d’isolation de cellules à base de gouttelettes. Figure reprise
de (Potter, 2018).

faible pour être détectée par un séquenceur, une étape d’amplification est réalisée (par
exemple par PCR ou amplification in-vitro) afin d’obtenir plusieurs copies des molécules.
Les brins d’ADN obtenus sont enfin séquencés à l’aide d’un séquenceur ADN haut-débit,
et les séquences obtenues peuvent être alignées avec un génome de référence.

Difficultés des données single-cell

Les données single-cell prennent généralement la forme d’une matrice dont les colonnes
correspondent aux cellules et dont les lignes correspondent aux gènes. Les valeurs de cette
matrice correspondent ainsi au nombre d’occurrences de l’ARN messager détecté dans
une cellule, transcrit à partir du gène correspondant. Plusieurs éléments importants sont
à noter par rapport aux données finales. Bien que les données soient discrètes (nombre
de séquences détectées correspondant à un gène donné), il n’est pas envisageable de les
utiliser directement comme telles dans un formalisme de modélisation qualitatif. Tout
d’abord, la transcription inverse et l’amplification des brins d’ARN comportent des biais
qui font varier le nombre de molécules détectées d’une cellule à l’autre (profondeur de sé-
quençage). Des méthodes de prétraitement sont donc nécessaires afin de corriger ces biais.
De plus, les données des gènes peuvent parfois présenter beaucoup de valeurs discrètes,
ce qui complique l’utilisation de formalismes qualitatifs comme LFIT, où l’on considère
que les variables possèdent peu de valeurs qualitatives.
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D’autres difficultés se présentent également à partir de la méthode expérimentale. Le
séquençage d’un faible nombre de molécules est techniquement difficile, et les méthodes
d’amplification sont généralement imparfaites. Il faut donc considérer que seulement les
gènes les plus exprimés (c’est-à-dire les plus transcrits) sont détectés dans les cellules
(détection de 10 à 20 % des molécules d’ARN présentes). Une matrice de données single-
cell est donc une matrice creuse, c’est-à-dire contenant une majorité de 0, et les gènes
non détectés mais pourtant bien présents dans les cellules sont désignés en tant que
dropout event. Les dispositifs d’isolation à base de gouttelettes sont également imparfaits,
et certains codes-barres dans les données sont donc associés au contenu de deux cellules
(appelé “doublet”), et doivent être retirés pour ne pas biaiser l’analyse.

Aspect dynamique dans les données single-cell

Comme nous l’avons déjà expliqué, la modélisation qualitative qui nous intéresse dans
cette thèse a pour but de décrire le comportement dynamique d’un système, et nous
conduit donc à rechercher des données présentant un aspect temporel. Or, les données
single-cell peuvent au premier abord sembler inadaptées en ce sens car elles offrent uni-
quement une vision statique/instantanée du système : toutes les cellules sont séquencées
au même instant t. Cependant, une autre manière d’interpréter les données consiste à
supposer que les cellules sont toutes issues d’un même processus d’évolution (par exemple
un processus de différentiation dans un contexte développemental), mais que celles-ci ne
sont pas observées dans le même état d’évolution. Cette hypothèse encourage alors une
interprétation dynamique des données, bien que des relations temporelles ne soient pas
explicitement connues entre les cellules. On peut notamment citer différentes méthodes
de modélisation mises en place pour l’aspect dynamique, telles que les méthodes pseudo-
temporelles (pseudotime) visant à réordonner les cellules sur un axe temporel reconstruit
à partir des données, ou encore les méthodes velocity exploitant des informations sup-
plémentaires sur les séquences ARN détectées afin d’inférer de l’information dynamique.
C’est donc dans ce type d’approche que nous visons l’application de LOLH sur les données
single-cell, et nous aborderons plus en détails par la suite certains de ces travaux.

4.1.2 Méthodes pour l’analyse des données single-cell

Les technologies de séquençage single-cell étant sensiblement différentes des techno-
logiques de séquençage plus classiques, de nombreux nouveaux outils de calcul ont été
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développés afin d’exploiter au mieux les informations capturées par ces techniques. Plu-
sieurs outils complets implémentant toutes les étapes de traitement des données ont no-
tamment été proposés tels que les packages R Seurat 1 (Hao et al., 2021) et Monocle 2

(Cao et al., 2019), ainsi que le package python Scanpy 3 (Wolf et al., 2018). Dans cette
partie, nous passons en revue les méthodes principales implémentées dans ces outils pour
l’analyse des données single-cell. Nous abordons dans un premier temps les méthodes
de prétraitement, permettant de corriger certains biais expérimentaux dans le but de
rendre les données exploitables. La deuxième sous-partie concerne les méthodes d’exploi-
tation, permettant d’extraire des informations telles que les types de cellules, ou encore
les gènes différemment exprimés. Certaines de ces méthodes seront utilisées par la suite
pour l’évaluation de LOLH sur les données utilisées. Enfin, nous présentons les méthodes
de modélisation dynamiques ainsi que les méthodes pour l’inférence de réseaux génétiques
et de modèles qualitatifs développées pour les données single-cell.

Prétraitement

Les difficultés expérimentales se présentant dans le séquençage single-cell conduisent
à la présence de bruit et de plusieurs biais dans les données collectées. Pour cette raison,
plusieurs étapes de prétraitement sont nécessaires avant de pouvoir exploiter les données.
La première étape, appelée contrôle de qualité, consiste à vérifier plusieurs indicateurs
comme le nombre de molécules, le nombre de gènes, ainsi que le pourcentage de gènes
mitochondriaux détectés dans chaque cellule. Ces vérifications permettent notamment
d’exclure les doublets, ou encore les cellules en fin de vie (Luecken et al., 2019). Un
autre élément important à prendre en compte est la variabilité du nombre de molécules
détectées entre chaque cellule. En effet, les différentes étapes expérimentales ajoutent des
biais qui rendent la détection plus ou moins efficace pour chaque cellule. Une étape de
normalisation vise donc à corriger cet élément pour rendre les cellules directement compa-
rables en terme d’expression des gènes. Plusieurs méthodes ont été proposées pour cette
étape, une des plus utilisées consistant simplement à normaliser les valeurs d’expression
par le nombre total de molécules détectées dans une cellule. Des méthodes plus avancées
ont aussi été proposées, notamment la méthode scTransform (Hafemeister et al., 2019)
basée sur l’utilisation d’une loi binomiale négative régularisée, et implémentée dans l’outil

1. Seurat : https://satijalab.org/seurat/.
2. Monocle 3 : https://cole-trapnell-lab.github.io/monocle3/
3. Scanpy : https://scanpy.readthedocs.io/en/stable/.
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Seurat. Il est également important de noter qu’une fois les données normalisées, elles ne
sont pas forcément sous forme discrète. Des biais additionnels peuvent enfin être adressés
via différentes méthodes lorsque plusieurs jeux de données doivent être analysés ensemble
pour comparaison. Par exemple, des cellules obtenues à partir de conditions expérimen-
tales différentes ne sont pas directement comparables à cause de la sensibilité des données
de séquençage. Des méthodes de correction de lots (batch correction) sont donc nécessaires
pour corriger ceci. De façon intéressante, des méthodes basées sur le deep learning ont
été proposées pour cet aspect, notamment avec l’utilisation d’auto-encodeurs dans (Li
et al., 2020) (l’utilisation de ces méthodes reste pour le moment limitée). Enfin, il peut
être également utile de comparer des cellules issues d’expériences différentes, provenant
par exemple de différents laboratoires, ou encore capturées à partir de différents proto-
coles expérimentaux. Des méthodes d’intégration de données (data integration) sont alors
utilisées afin de traiter ces différentes cellules comme un unique jeu de données.

Exploitation des données

Même si les méthodes d’analyse employées pour l’exploitation des données single-
cell dépendent du type d’expérimentation et de ses objectifs, on retrouve généralement
plusieurs étapes communes telles que la sélection de variables, la réduction de dimension-
nalité, le clustering des cellules et les tests d’expression différenciée. Les outils complets
d’analyse de données single-cell tels que Seurat implémentent généralement chacune des
ces étapes de calcul. La sélection de variables permet dans un premier temps de ré-
duire la dimensionnalité du jeu de données afin d’en réduire le coût d’analyse. Celle-ci est
généralement effectuée en sélectionnant les gènes les plus variables dans les données. En
effet, on peut supposer que les gènes dont l’expression est presque constante à travers les
cellules n’apportent pas beaucoup d’information sur les caractéristiques biologiques des
données. La réduction de dimensionnalité consiste ensuite à transformer les données
en un ensemble de plus petite dimension afin d’en faciliter la visualisation et de mieux en
comprendre la variabilité. Généralement, cette réduction de dimensionnalité est réalisée à
l’aide de méthodes linéaires telles que l’Analyse en Composantes Principales (ACP) com-
binées à des méthodes non linéaires comme la méthode t-SNE (Van der Maaten et al.,
2008) ou encore la méthode UMAP (McInnes et al., 2018). L’utilisation de méthodes
non linéaires retire cependant l’interprétabilité des données. Le clustering des cellules
a pour but de détecter plusieurs populations de cellules différentes à l’intérieur d’un jeu de
données. En effet, les cellules séquencées sont généralement des cellules de plusieurs types
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différents, avec des profils d’expression génétique variés. Afin de réaliser le clustering des
cellules, un graphe de voisinage est dans un premier temps calculé à partir des cellules.
Ce graphe 4 connecte les cellules les plus similaires en terme d’expression des gènes. Le
clustering des cellules est alors réalisé en détectant des ensembles de cellules particulière-
ment connectées à l’intérieur du graphe, ce qui est réalisé à l’aide d’algorithmes tels que
Louvain (Blondel et al., 2008). Les méthodes d’analyse de réseaux (de gènes) présentées
dans la suite de ce chapitre ont été en partie inspirées de ces approches basées sur des
graphes de cellules. Enfin, le test d’expression différentielle (differential expression
testing) vise à déterminer, à l’aide d’un test statistique, les gènes différemment exprimés
entre deux groupes de cellules. Par exemple, ces méthodes permettent de repérer les gènes
ne se comportant pas de la même manière entre un groupe de données “test” et un groupe
de données “contrôle”. La réalisation d’un tel test produit généralement une liste de gènes,
pour lesquels sont précisés le groupe de données dans lequel le gène est le plus exprimé
ainsi que le pourcentage de cellules exprimant le gène pour chacun des deux groupes.

Interprétation dynamique via l’inférence de trajectoires pseudo-temporelles

Comme cela a été mentionné précédemment, la densité et la précision des données
single-cell encourage une interprétation dynamique, en supposant que les cellules sont ob-
servées dans différents états d’un processus dynamique global (par exemple un processus
de différenciation cellulaire). Les méthodes dites d’inférence pseudo-temporelles, ou encore
inférence de trajectoire, proposent ainsi de “réordonner” les cellules selon un axe temporel
fictif. Bien que ces méthodes soient principalement développées pour faciliter l’interpréta-
tion des données, elles présentent aussi un certain intérêt pour la modélisation qualitative
en permettant de mettre les données sous forme de séries (pseudo-)temporelles. Un grand
nombre de méthodes ont été évaluées dans (Saelens et al., 2019). Ces différentes mé-
thodes reposent parfois sur quelques informations a priori comme un ensemble des cellules
de “départ” pour la trajectoire à inférer, un ensemble de cellules d’“arrivée”, ou encore
les clusters de cellules correspondant aux différents types cellulaires. Les méthodes se dis-
tinguent par le type de topologie des trajectoires inférées : les plus simples proposent par
exemple des trajectoires linéaires, c’est-à-dire un ordre total entre les cellules, et d’autres
méthodes plus sophistiquées proposent des trajectoires sous la forme d’arbres, permettant
de représenter des comportements plus complexes tels que des bifurcations. On notera par

4. Ce graphe permet en quelque sorte d’approximer la distribution de l’expression des gènes dans les
cellules.
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ailleurs que ces méthodes sont basées sur des hypothèses qui sont plus difficiles à vérifier
en pratique. Les trajectoires résultantes varient donc significativement d’une méthode à
l’autre, et il semblerait qu’une connaissance initiale de la topologie espérée des données
soit nécessaire pour assurer un choix pertinent de la méthode à utiliser.

Une autre approche nommée RNA-velocity a aussi été proposée pour permettre une
interprétation dynamique des données. Celle-ci consiste à exploiter l’épissage des molécules
d’ARN à partir des séquences disponibles dans les données. Le rapport entre la quantité
d’ARN pré-messager et celle d’ARN mature pour chaque gène permet alors d’inférer une
information dynamique sur l’évolution de la quantité de molécules d’ARN pour un gène
particulier dans une cellule donnée (Bergen et al., 2020 ; La Manno et al., 2018). Bien
que ces méthodes comportent des défauts (Bergen et al., 2021), elles peuvent se révéler
intéressantes pour la modélisation qualitative car les données dynamiques obtenues sont
propres à chaque cellule, et non reconstruites comme c’est le cas des méthodes pseudo-
temporelles.

Inférence de réseaux et de modèles qualitatifs

La quantité et la précision de données single-cell a fortement encouragé le développe-
ment de méthodes pour la modélisation des réseaux génétiques, notamment à partir de
l’inférence de modèles qualitatifs. Les méthodes les plus répandues sont celles permettant
l’inférence de réseaux de régulation sous la forme de graphes. De nombreuses méthodes
ont été confrontées via plusieurs protocoles d’évaluation dans (S. Chen et al., 2018),
(Pratapa et al., 2019) ou encore (Kang et al., 2021). Certaines méthodes d’inférence
reposent sur l’utilisation des approches pseudo-temporelles mentionnées précédemment.
C’est par exemple le cas de LEAP (Specht et al., 2016), qui vise à inférer un réseau de
co-expression (c’est-à-dires des corrélations entre gènes, notion plus faible que la régula-
tion génétique). Les méthodes SCODE (Matsumoto et al., 2017) et GRISLI (Aubin-
Frankowski et al., 2020) se basent également des approches pseudo-temporelles, mais
proposent l’inférence de modèles plus complexes à partir de systèmes d’équations diffé-
rentielles.

Les méthodes d’inférence de modèles qualitatifs, en particulier de réseaux booléens,
ont également été proposées pour modéliser la régulation génétique à partir des données
de séquençage single-cell. Les méthodes SCNS (Fisher et al., 2015 ; Woodhouse et al.,

128



4.1. Séquençage single-cell (ARN)

2018), BTR (Lim et al., 2016), SgpNet (Gao et al., 2020), ainsi que celle proposée dans
(Hamey et al., 2017) visent à inférer des réseaux booléens asynchrones. Dans le cas de
SCNS et SgpNet, les données en entrée sont sous la forme de paires de transitions dis-
crétisées, obtenues à partir de l’inférence d’un graphe entre les cellules du jeu de données
(notion similaire au graphe de voisinage). La méthode proposée dans (Hamey et al., 2017)
repose sur l’utilisation d’une approche pseudo-temporelle pour l’obtention de séries tem-
porelles. L’inférence dans SCNS et dans (Hamey et al., 2017) est effectuée à partir d’une
recherche de satisfaction de contraintes tandis que SgpNet repose sur un algorithme géné-
tique. Les données utilisées par BTR ne sont pas sous la forme de séries temporelles. Au
contraire, un réseau booléen est inféré à l’aide d’une méthode d’optimisation heuristique
et les états simulés à partir de ce réseau sont comparés aux cellules du jeu de données
utilisé. La méthode SingCellNet (H. Chen et al., 2015) vise à inférer un réseau booléen
probabiliste à l’aide d’un algorithme génétique, à partir de (courtes) séries temporelles
reconstruites en utilisant des connaissances a priori sur les données. Enfin, l’algorithme
proposé dans (Schwab et al., 2021) reconstitue également des courtes séries temporelles
à partir de données de différents individus et infère des réseaux booléens synchrones en
utilisant l’algorithme BestFit (Lähdesmäki et al., 2003). Par ailleurs, il faut noter que
ces méthodes s’appliquent à des réseaux de petite taille (10 à 20 variables), voire de taille
modérée (jusqu’à 200 variables dans le cas de la méthode proposée dans (Schwab et al.,
2021)). De plus, à l’instar des méthodes d’inférence de trajectoire, les méthodes d’infé-
rence de réseaux font appel à des hypothèses de modélisation complexes et les résultats
peuvent également varier significativement en fonction des méthodes utilisées. Pour ces
raisons, l’inférence de réseau n’est pas systématiquement utilisée pour l’exploitation des
données single-cell (Luecken et al., 2019).

4.1.3 Données single-cell utilisées

Pour évaluer notre méthode LOLH sur des données réelles, nous nous intéressons à
un jeu de données en particulier issu d’une collaboration avec des chercheurs de l’équipe
de Mickaël Ménager à l’institut Imagine 5. Bien que LOLH puisse être facilement utilisé
sur d’autres jeux de données, voire d’autres types de données, l’application sur un jeu
de données précis nous permet de tirer avantage de l’expertise des chercheurs impliqués
dans cette collaboration. L’institut Imagine a ainsi mis à notre disposition une matrice de

5. https://www.institutimagine.org/fr
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données single-cell contenant des cellules mononucléées sanguines périphériques (pbmc)
extraites à partir de deux individus. Ce jeu de données contient ainsi des lymphocytes et
des monocytes, qui sont des cellules impliquées dans le système immunitaire.

Le jeu de données contient 9198 cellules : 5396 cellules provenant du premier indi-
vidu et 3802 cellules venant du second. Les données renseignent jusqu’à 14206 gènes, et
chaque cellule contient environ 1000 gènes détectés. Ce jeu de données a été antérieure-
ment pré-traité par l’institut Imagine à l’aide de l’outil Seurat. L’annexe C apporte des
précisions supplémentaires sur le protocole expérimental, ainsi que sur les outils utilisés
pour le prétraitement des données. Le prétraitement a ainsi permis d’identifier les dif-
férents sous-types des cellules présentes dans l’échantillon. Par exemple, on y distingue
plusieurs types de lymphocytes T : les lymphocytes T cytotoxiques (CD8 ), les T auxi-
liaires (CD4 ) et les T régulateurs (Treg). La précision du séquençage single-cell permet
également de distinguer les cellules naïves des cellules différenciées, comme c’est le cas
pour les lymphocytes B dans ces données. Ces sous-types cellulaires ont été fournis avec
les données d’expression génétique, sous la forme d’étiquettes pour chaque cellule rensei-
gnant le nom du type. Le prétraitement a également permis de calculer une représentation
bi-dimensionnelle des données à des fins de visualisation, à partir de l’algorithme UMAP
mentionné précédemment. Cette représentation permet de donner une intuition visuelle
sur le contenu des données, notamment concernant les différents types de cellules. Celle-ci
a également été fournie avec les données, sous la forme de coordonnées 2d pour chaque
cellule.

La figure 4.2 permet de visualiser les cellules à partir de la représentation calculée par
la méthode UMAP, avec des couleurs indiquant les types cellulaires obtenus via le pré-
traitement. Dans le cadre de notre application, nous partons d’une matrice d’expression
génétique normalisée à partir de la méthode SCTransform (Hafemeister et al., 2019).
Pour les besoins de LOLH, il nous a par ailleurs été nécessaire de discrétiser les données.
Nous avons effectué cette discrétisation de façon empirique, à partir des distributions de
valeurs des gènes (nous donnons plus de détails concernant la procédure employée dans
l’annexe C). À partir de cette discrétisation, nous pouvons former les différents atomes
logiques utilisés pour l’application de l’inférence logique sur ces données. De manière à
faciliter l’interprétation de ces atomes, nous les noterons Xi/j par la suite, où X désigne
le gène concerné, i désigne la valeur discrète de ce gène pour cet atome et j désigne la
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Figure 4.2 – Représentation 2d du jeu de données obtenue avec la méthode UMAP. Chaque point
représente une cellule, et est coloré en fonction du type cellulaire identifié.

valeur discrète maximale que peut détenir le gène (la valeur minimale étant toujours 0).
Cette notation permet ainsi de plus facilement évaluer le niveau d’activité du gène.

Nous avons également mis en ligne le jeu de données à l’adresse suivante : http:
//doi.org/10.5281/zenodo.4730807. Ce dépôt contient la matrice d’expression génétique
brute, la matrice normalisée et la matrice discrétisée, permettant ainsi de reproduire les
analyses effectuées dans la suite de ce chapitre. Les données sur les types cellulaires ainsi
que la représentation 2d obtenue via le prétraitement sont également présentes dans ce
dépôt.
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4.2 Inférence de la co-expression avec LOLH
Puisque l’interprétation dynamique des données single-cell représente en soi une dif-

ficulté importante, nous identifions dans un premier temps des problèmes d’inférence
“statique” afin d’évaluer LOLH dans un contexte concret. En effet, nous avons mis en
évidence dans le chapitre 3 le fait que le framework LFIT consiste à modéliser le problème
d’inférence de la dynamique à partir d’un ensemble de problèmes de classification binaire.
En se basant sur cela, et puisque LOLH a été fondamentalement conçu dans le but de faire
de la classification, nous identifions dans cette partie plusieurs problèmes de classification
à partir des données single-cell fournies. Une première application consiste à considérer
le problème de classification du type cellulaire à partir des informations fournies dans
les données sur les types des cellules. La deuxième application vise à inférer des corréla-
tions entre l’expression des gènes, dans le but de proposer un réseau de co-expression sur
les données. Nous montrons dans ces deux applications que LOLH permet d’analyser de
manière pertinente un jeu de données réel, et nous proposons plusieurs approches d’inter-
prétation des résultats obtenus à partir des règles logiques inférées. Les résultats présentés
dans cette partie ont été publiés dans (Buchet et al., 2021), et sont reproductibles avec
notre implémentation en ligne 6.

4.2.1 Classification logique des cellules NK

Dans cette première application, nous formulons un problème de classification consis-
tant à prédire le type d’une cellule à partir de son profil d’expression génétique. L’intérêt
de formuler un tel problème est d’exploiter le modèle inféré par LOLH pour interpréter
les données de façon logique. Cette interprétation nous permet à la fois d’évaluer les per-
formances de LOLH sur un problème concret, et d’analyser différemment les résultats
obtenus via le traitement antérieur des données (par exemple dans le but de comprendre
le résultat des algorithmes de clustering ou encore la réduction de dimensionnalité des
données par la méthode UMAP). La classification cellulaire est un exemple pertinent
puisque le résultat de l’inférence peut être confronté à des connaissances biologiques telles
que celles des marqueurs génétiques connus. Puisque les problèmes de classification trai-
tés par LOLH sont binaires, on se concentre sur la classification d’un type de cellule en
particulier. Pour l’illustrer, nous sélectionnons les cellules NK (natural killer) identifiées
lors du prétraitement des données (voir figure 4.2). Ce type cellulaire est intéressant pour

6. Notre implémentation est disponible à l’adresse https://github.com/smbct/LOLH.git
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évaluer la méthode car l’expression génétique de ces cellules est similaire à celle des cel-
lules CD8.

La formulation du problème de classification se fait à partir des étiquettes des types
cellulaires fournis avec le jeu de données single-cell. Un problème de classification a ainsi
été formulé sur les cellules discrétisées, avec 829 exemples positifs S+

NK (cellules labélisées
NK ), et 8369 exemples négatifs S−

NK (cellules non labellisés NK ) sur 14206 gènes. Ainsi
dans cet exemple |S+

NK| = 829 et |S−
NK| = 8369. LOLH appliqué sur cette instance avec un

seuil de 0.55 (voir algorithme 4, page 103) a retourné une règle optimiséeRLOLH contenant
21 atomes dans son corps. Le corps de la règle obtenue contient les atomes suivants (en
utilisant la notation Xi/j introduite dans la partie 4.1.3) :
corps(RLOLH) = {GNLY1/1, GZMB1/1, NKG71/1, PRF11/1, KLRD11/1, CTSW1/1, KLRF11/1,
CST71/1, GZMA1/1, HOPX1/1, KLRB11/1, IL2RB1/1, TYROBP1/1, CD71/1, CD2471/1,
CMC11/1, CLIC31/1, SPON21/1, MATK1/1, FCER1G1/1, B2M2/3 }
On remarque que tous les atomes sélectionnés pour l’inférence de la règle ont une valeur
discrète non nulle, ce qui correspond dans les données à des gènes exprimés.

Analyse de la règle sur les données

Pour analyser la règle logique inférée, on peut se concentrer sur son erreur de couver-
ture et sur les scores de ses atomes par rapport aux données de l’instance de classification.
La figure 4.3 permet de visualiser les erreurs positives et négatives des atomes pour la
classification des cellules NK. On remarque le même profil que sur les données artificielles
traitées avec LOLH dans le chapitre 3. On remarque également que la majorité des atomes
ont un score insuffisant (proche de 0) pour classifier efficacement les cellules. Cependant,
les atomes sélectionnés par LOLH ont des scores élevés, qui permettent à la règle d’obte-
nir un bon score de classification.

Une deuxième manière d’explorer la règle consiste à étudier les histogrammes de son
erreur de couverture sur les données, comme cela a été proposé dans le chapitre 3. Sur
la figure 4.4, on peut observer une assez bonne séparation des histogrammes entre les
exemples négatifs et les examples positifs. Il y a cependant un chevauchement de l’erreur
de couverture entre certains exemples positifs et certains négatifs, pour des erreurs com-
prises entre 5 et 14. Cela laisse penser que la règle RLOLH est trop générale pour classifier
parfaitement toutes les cellules, et que certaines restent donc difficiles à caractériser.
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Figure 4.3 – Erreurs positive et négative des atomes pour l’instance de classification du type cellulaire
NK. Les atomes sélectionnés dans la règle de LOLH sont en rouge.

De manière intéressante, l’histogramme des exemples négatifs laisse observer deux po-
pulations de cellules différentes selon l’erreur de couverture. On peut tenter de visualiser
cela plus en détail sur la figure 4.5 en utilisant la représentation 2d des données et en
colorant les cellules en fonction de leur erreur de couverture. Si on compare cette der-
nière à la figure 4.2, on remarque que les cellules pour lesquelles l’erreur est minimale
correspondent globalement aux cellules étiquetées NK, ce qui est cohérent avec les histo-
grammes de l’erreur de couverture en figure 4.4. Par ailleurs, on observe que certaines des
cellules non étiquetées NK présentent également une faible erreur de couverture. C’est
par exemple le cas de quelques cellules étiquetées myéloïdes (en bas de la représentation
sur la figure C.1, en annexe C) ou encore de quelques lymphocytes B (en haut à gauche
de la figure C.1). On remarque également que la majorité des cellules CD8 ont une erreur
assez faible. Cela semble confirmer la ressemblance entre les cellules CD8 et NK en terme
d’expression génétique.
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Figure 4.4 – Histogrammes de l’erreur de couverture de la règle de LOLH sur les exemples positifs
(en vert) et sur les exemples négatifs (en rouge).

Vérification par analyse d’expression différentielle et par marqueurs

Pour confronter plus en détail le résultat de LOLH avec l’analyse effectuée sur les
données, il est possible de se baser sur des outils d’analyse de données single-cell exis-
tants, comme l’analyse différentielle d’expression mentionnée dans la sous-partie 4.1.2.
Étant donnés deux groupes de cellule, les outils d’analyse différentielle calculent les gènes
qui sont le plus différemment exprimés entre ces deux groupes. L’analyse d’expression
différentielle a été appliquée sur les données avec Seurat (avec la function FindMarkers),
en utilisant les cellules étiquetées NK en tant que premier groupe, et les autres cellules
comme second groupe (le script utilisé pour l’analyse est disponible dans l’implémentation
LOLH ). Le tableau résultant, contenant les 30 gènes les plus différemment exprimés triés
selon la troisième colonne, peut être trouvé en Annexe E.1. Dans ce tableau, la deuxième
et la dernière colonne indiquent la significativité statistique du résultat. Les quatrième et
cinquième colonnes indiquent le pourcentage de cellules dans lesquelles le gène considéré
est trouvé respectivement pour le premier et le deuxième groupe de cellules. Enfin, la
troisième colonne indique à quel point le gène est différemment exprimé entre les groupes
de cellules (des valeurs positives indiquent que le gène est plus exprimé dans le premier
groupe, c’est-à-dire dans le groupe de cellules étiquetées NK dans ce contexte) 7. On peut
remarquer que la plupart des gènes présents dans RLOLH sont dans le tableau, à l’excep-

7. Plus de détails sur l’analyse d’expression différentielle sont disponibles dans la documentation de
Seurat, à l’adresse https://satijalab.org/seurat/reference/findmarkers.
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Figure 4.5 – Visualisation de l’erreur de couverture de la règle de LOLH sur la représentation 2d
des cellules.

tion de TYROBP, MATK, FCER1G et B2M. Cela laisse à penser que les atomes ayant
des scores élevés correspondent effectivement aux gènes différemment exprimés entre les
exemples positifs et les exemples négatifs.

Une autre manière d’évaluer la pertinence de la règle inférée par LOLH consiste à
comparer les gènes sélectionnés à des marqueurs biologiques connus, ici dans le cas des
cellules NK. Cette confrontation permet à la fois de confirmer l’efficacité de LOLH, et de
confirmer que l’étiquetage des cellules NK du jeu de données effectué antérieurement a été
correctement réalisé. L’annexe D contient une liste de gènes associés aux différents types de
cellules. Cette liste a été proposée par les chercheurs de l’institut Imagine impliqués dans
ce travail. Les gènes NKG7, PRF1 et IL2RB sont effectivement principalement présents
dans les cellules NK. De plus, d’autres gènes, qui sont généralement exprimés dans les
cellules NK (mais pas seulement) sont présents, tels que GNLY, GZMB, KLRD1, CST7
et FCER1G.
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4.2.2 Inférence de réseaux de co-expression

Dans un second temps, on peut utiliser la valeur discrète d’un gène pour formuler un
nouveau problème de classification où les exemples positifs correspondent aux cellules dans
lesquelles cette valeur est vérifiée, et où les exemples négatifs correspondent aux autres cel-
lules. Ce type de problème de classification peut être formulé pour chaque valeur discrète
de l’ensemble des gènes présents dans les données (ou encore pour chaque atome logique).
Cette formulation permet ainsi de détecter de manière non supervisée des corrélations
entre les différents gènes du jeu de donnée afin de mettre en évidence d’éventuelles pro-
priétés biologiques. Ce type d’analyse, que l’on appelle aussi analyse de la co-expression,
est généralement réalisé à partir de la construction de graphes, et permet par exemple de
mettre en évidence des relations de régulation ou encore de signalisation entre différents
gènes (Fuller et al., 2011). Nous combinons ainsi ici l’utilisation de LOLH avec des mé-
thodes d’analyse de graphes, dans une approche inspirée de celle des graphes de voisinage
(de cellules) utilisés pour le clustering des données single-cell. En comparaison aux outils
d’analyse de données single-cell mentionnés dans la sous-partie 4.1.2 en page 124, cette
analyse se révèle intéressante car les calculs sont effectués au niveau des gènes, et non au
niveau des cellules.

Construction d’un graphe de co-expression à partir de LOLH

Étant donné un atome xi représentant la valeur discrète i du gène x dans le jeu de
données, on peut former un problème de classification des cellules pour LOLH de la ma-
nière suivante : S+

xi
= {s ∈ S | s(x) = xi} and S−

xi
= S \ S+

xi
, où S désigne l’ensemble des

cellules discrétisées du jeu de données. Ce problème ainsi formulé permet de détecter, à
partir de l’inférence de règles logiques, les gènes dont l’expression est corrélée à l’atome
xi. Pour ce problème de classification ainsi formulé à partir de l’atome xi, le gène x est
retiré des données pour que celui-ci ne soit pas utilisé dans l’inférence de règle (l’atome xi

étant corrélé à lui-même). L’application de LOLH sur S+
xi

et S−
xi

résulte ainsi en une règle
logique Rxi

obtenue pour l’atome xi à partir d’un seuil choisi, et où corps(xi) contient les
atomes les plus corrélés à xi. Dans cette application, il est également intéressant d’extraire
le score de chaque atome sélectionné par LOLH afin de distinguer les différents degrés de
corrélation des atomes.
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En répétant ce schéma de modélisation pour chaque atome logique des données, on
peut alors interpréter les règles résultantes comme les arêtes d’un graphe non orienté sur
l’ensemble des atomes. Un tel graphe possède ainsi une arête entre un atome xi et un
atome yj si les deux atomes sont corrélés, c’est-à-dire si xi ∈ Ryj

et si yj ∈ Rxi
. Cette

arête, si elle existe, peut alors être pondérée en moyennant les scores des deux atomes dans
leurs instances respectives. On obtient ainsi un graphe pouvant contenir jusqu’à la totalité
des atomes logiques, et dont les arêtes témoignent des différentes corrélations entre les
atomes. Une sélection est de plus réalisée sur ce graphe afin de ne pas prendre en compte
les corrélations qui ne sont pas assez fortes (sélection sur les scores des atomes via LOLH )
et également afin de ne pas prendre en compte les gènes qui sont presque constants dans
les données (sélection à partir de la proportion entre S+ et S−).

Identification de propriétés biologiques par clustering

La méthodologie introduite précédemment nous a ainsi permis de générer un graphe de
corrélation (ou co-expression) pondéré sur les atomes à partir du jeu de données single-cell
discrétisé. Pour la construction de ce graphe, un seuil de 0.35 a été utilisé sur le score des
atomes sélectionnés dans LOLH, et les gènes variants dans moins de 200 cellules ont été
ignorés. Les gènes mitochondriaux et ribosomaux ont également été ignorés car ceux-ci
sont généralement exprimés dans la majorité des cellules, ne sont donc pas informatifs
pour l’exploitation des données.

Il est possible d’analyser le graphe obtenu en appliquant une méthode de clustering de
graphe sur les atomes. Nous avons utilisé l’algorithme de clustering de graphe Louvain
(Blondel et al., 2008) dans ce but, à partir de l’implémentation python python-louvain 8.
Dans ce graphe, l’application de la méthode Louvain nous a permis d’obtenir 6 clusters
d’atomes. Le contenu de chacun de ces clusters peut être trouvé en annexe F. Des sy-
métries sont observées entre les clusters, c’est-à-dire que certains clusters contiennent
globalement des atomes correspondant aux mêmes gènes, avec des valeurs d’expression
discrètes opposées. Ainsi, les paires de clusters suivantes peuvent être associées ensemble :
clusters 0 et 1, clusters 2 et 3, et clusters 4 et 5. On peut remarquer que les clusters 0,
3 et 4 contiennent majoritairement des atomes avec une valeur discrète nulle. Or comme
nous l’avons mentionné précédemment, les gènes sont, en single-cell, détectés dans peu de
cellules et les atomes présentant une valeur discrète nulles sont donc peu informatifs sur

8. python-louvain est disponible à l’adresse https://github.com/taynaud/python-louvain.git
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l’activité des gènes. Pour cette raison, nous nous concentrons par la suite sur l’analyse
des clusters 1, 2 et 5, dont les atomes correspondent majoritairement à des gènes exprimés.

Figure 4.6 – Visualisation sur la représentation 2d de l’erreur de couverture de chaque cluster sur
l’ensemble des cellules à partir de couleurs.

Nous pouvons ensuite tenter d’identifier les cellules que caractérisent ces différents
clusters d’atomes, c’est-à-dire les cellules pour lesquelles les valeurs discrètes des atomes
sont majoritairement vérifiées. Pour cela, nous interprétons les clusters d’atomes comme
le corps de règles logiques. Il est alors possible de calculer l’erreur de couverture des
différents clusters sur chaque cellule (à partir de la définition 3.5 en page 98). En pro-
cédant ainsi, on peut alors considérer que les cellules ayant la plus petite erreur de
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couverture pour un cluster d’atomes donné sont représentatives de ce cluster. La fi-
gure 4.6 permet de visualiser les erreurs de couverture des clusters sur l’ensemble des
cellules à partir de couleurs sur la représentation 2d du jeu de données (voir partie 4.1.3).
Dans cette figure, les symétries sont clairement visibles. On peut également associer les
clusters d’atomes à certains types cellulaires identifiés dans les figures 4.2 en page 131
et C.1 en page 172, en repérant les atomes dont les gènes sont des marqueurs biolo-
giques. Le tableau en annexe D permet d’effectuer cette identification. Ainsi, le clus-
ter 1 semble correspondre aux lymphocytes T différenciés et aux cellules NK car il
contient les atomes suivants : GNLY1/1, IL2RB1/1, GZMB1/1, CST71/1, NKG71/1, CCL51/1,
KLRD11/1, PRF11/1, GZMH1/1, CD8A1/1 et CD8B1/1. Le cluster 5 peut également être
associé aux myéloïdes, ce que l’on peut confirmer par la présence de AIF11/1, CD141/1,
CST31/1, FCER1G1/1, FCN11/1, LGALS31/1, LST11/1, LYZ1/1, S100A42/2, S100A91/1 et
TYROBP1/1, ainsi que par les atomes suivants indiquant l’absence de gènes associés aux
lymphocytes T : CD3E0/2, IL320/2, et IL7R0/1. Enfin, le cluster 2 correspond aux lym-
phocytes B, ce qui est confirmé par la présence de BLK1/1, CD372/2, CD741/1, CD79A1/1,
CD79B1/1, HLA-DMA1/1, HLA-DQA11/1, MS4A11/1, PAX51/1, SPIB1/1, TCL1A1/1 et
VPREB31/1.
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Figure 4.7 – Histogramme de l’erreur de couverture du cluster 5 sur l’ensemble des cellules.

Toutefois, la figure 4.6 laisse penser que les clusters 1 et 2 caractérisent également des
cellules qui ne sont pas étiquetées respectivement T et NK ou B. En effet, certaines cellules
situées en bas de la représentation 2d ont une erreur de couverture faible pour ces deux
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clusters. Or, ces cellules sont celles associées aux myéloïdes (voir figure C.1 en annexe C),
qui ne devraient donc pas présenter de marqueurs génétiques pour d’autres types de
cellules. Pour étudier cela plus en détail, il est possible de calculer un nouveau graphe
de co-expression plus spécifique en effectuant une sélection de cellules. Nous illustrons
donc ceci à partir du cluster 5 caractérisant les myéloïdes, afin de vérifier si l’ensemble
des cellules étiquetées myéloïdes ne présentent pas de marqueurs liés à d’autres types
cellulaires. Nous construisons donc un sous-jeu de données en sélectionnant les cellules
ayant une erreur de couverture ≤ 193 sur le cluster 5, ce qui peut être visualisé sur
l’histogramme de la figure 4.7 (où l’on discerne deux populations de cellules).

Construction d’un sous-graphe à partir du cluster 5

En se basant sur la sélection de cellules proposée précédemment, nous avons créé un
nouveau graphe en considérant seulement les cellules correspondant au cluster 5. Ce clus-
ter présentant des marqueurs génétiques du type myéloïde, on s’attend donc à ce qu’un
graphe de co-expression inféré à partir de ces cellules permette de détecter des clusters
d’atomes relatifs aux sous-types de myéloïde (c’est-à-dire CD14, CD16 et cDC, voir fi-
gure 4.2 en page 131). L’application de l’algorithme Louvain sur ce nouveau graphe de
co-expression donne 8 clusters d’atomes. Puisque des symétries peuvent également être
observées, nous nous concentrons sur l’analyse des clusters 2, 3, 5, et 6, qui peuvent être
trouvés en annexe F.2. De manière similaire à l’analyse précédente, l’erreur de couverture
entre ces clusters et les cellules peut être visualisée sur la figure 4.8 (18 cellules ont été
ignorées sur la figure pour des raisons de clarté).

En utilisant les marqueurs génétiques présents en annexe D, le cluster 2 peut être
associé au type cellulaire CD16, par la présence de CD140/1, CSF1R1/1, FCGR3A1/1,
LYZ0/1, S100A42/2 et S100A90/1. Le cluster 6 peut être associé à des cellules de type CD8
ou encore de type NK, avec CD3E1/2, IL321/2, IL7R1/1, LEF11/1, CST71/1, CCL51/1 et
NKG71/1. Enfin, le cluster 3 peut être associé aux cellules cDC, avec CD741/1, FCER1A1/1,
et HLA-DQA11/1. On remarque donc que le cluster 6 ne correspond pas aux myéloïdes
mais à un sous-type de lymphocytes T. Ceci est visible lorsque l’on observe l’erreur de
couverture par rapport aux différents clusters sur l’ensemble des cellules du jeu de données
sur la figure 4.9 car les cellules ayant la plus petite erreur de couverture sur le cluster 6
ne correspondent pas à celles qui ont été étiquetées myéloïdes (voir figure C.1).
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Figure 4.8 – Visualisation de l’erreur de couverture des atomes de chaque cluster sur l’ensemble des
cellules sélectionnées.

Puisque le nouveau graphe de co-expression a été calculé sur une sous-sélection de
cellules, cela indique que la sélection que nous avons effectuée n’a pas permis d’exclure
rigoureusement toutes les cellules qui ne sont pas des myéloïdes. Cependant, la figure 4.9
montre que ces cellules associées au type CD8 font également partie des cellules classifiées
CD14 et CD16 par l’institut Imagine. Cela semble donc également montrer les limites des
méthodes couramment employées pour déterminer les types cellulaires à partir de données
single-cell, ce qui peut être causé ici par des ressemblances entre les cellules qui sont dues
à d’autres marqueurs génétiques. Notre approche, qui présente tout de même aussi des
limites associées à la stabilité des algorithmes de clustering, ainsi qu’au choix des para-
mètres, semble être complémentaire des outils classiques car elle a l’avantage de permettre
l’association d’une même cellule à plusieurs groupes de gènes différents, à la différence des
méthodes de clustering sur les cellules. Pour vérifier plus rigoureusement que certaines
des cellules classifiées comme des myéloïdes sont effectivement des cellules appartenant à
d’autres types, on peut se concentrer sur ces cellules et effectuer une sous-sélection de cel-
lules à partir de l’erreur de couverture du cluster 6. Nous avons ainsi effectué une analyse
d’expression différentielle de manière similaire à ce qui a été fait en sous-partie 4.2.1, entre

142



4.3. Inférence de la dynamique avec LOLH

cette sélection de cellules et entre les autres cellules étiquetées myéloïdes. Le résultat de
l’analyse en annexe E.2.1 semble confirmer que les cellules sélectionnées ne sont effecti-
vement pas des myéloïdes, avec notamment la non-expression de LYZ, LST1 et TYROBP.

Enfin, le cluster 5 présente également un fort intérêt puisqu’il caractérise certains
myéloïdes, mais également certains lymphocytes T (étiquetées T_undef par l’institut
Imagine, voir figure 4.2), comme on peut le voir sur la figure 4.9. Ce cluster contient le
gène PPBP, un marqueur de facteur de croissance pour les plaquettes, mais qui peut
également être trouvé dans les myéloïdes. Afin de vérifier si les cellules étiquetées CD14
présentant ce marqueur sont effectivement des myéloïdes, il est possible encore une fois
de procéder à une analyse d’expression différentielle entre les myéloïdes caractérisées par
le cluster 5 et les autres cellules également caractérisées par le cluster 5, qui semblent
correspondre à des lymphocytes T. Le résultat de l’analyse, présent en annexe E.2.2
indique que les cellules testées correspondent effectivement à des monocytes. La présence
de PPBP dans ces cellules, ainsi que sa présence dans les autres cellules suggère alors
qu’il pourrait être un signe d’inflammation (Elmesmari et al., 2016 ; Schwartzkopff
et al., 2012).

4.3 Inférence de la dynamique avec LOLH

Comme nous l’avons indiqué dans la partie 4.1, les données single-cell n’apportent
pas de réelle information temporelle sur les cellules étudiées. Toutefois, puisque les mé-
canismes génétiques à l’œuvre au sein de cellules sont par nature dynamiques, on peut
alors tenter d’interpréter les cellules obtenues comme les différents états dynamiques d’un
même processus afin d’appliquer des méthodes d’inférence de modèles qualitatifs.

Puisque nous nous concentrons sur l’application de LOLH sur ces données, notre ob-
jectif ici consiste à reconstruire un ensemble de transitions afin d’obtenir la forme des
données attendue pour la modélisation avec le framework LFIT (voir partie 3.2.1). Plu-
sieurs approches peuvent être considérées pour l’extraction de transitions. Comme nous
l’avons vu en sous-partie 4.1.2, certaines méthodes d’inférence de modèles qualitatifs re-
posent sur l’utilisation des méthodes pseudo-temporelles mentionnées en sous-partie 4.1.2.
Dans ce travail, on se concentre sur l’exploitation d’un graphe de voisinage afin d’en ex-
traire des transitions. Ce type de graphe, généralement inféré pour l’analyse des données
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Figure 4.9 – Visualisation de l’erreur de couverture des clusters sur la totalité des cellules du jeu de
données.

single-cell constitue un graphe (non orienté) des cellules dans lequel deux cellules sont
connectées par une arête si les deux cellules sont suffisamment similaires. Bien qu’un tel
graphe ait l’inconvénient de ne pas être orienté, un de ses avantages est la ressemblance
des cellules connectées, ce qui facilite la recherche de corrélations entre les gènes qui est
calculée par LOLH. L’approximation de la dynamique à partir de transitions extraites du
graphe de voisinage est représentée de manière schématique en figure 4.10.

Dans la sous-partie suivante, nous proposons une stratégie pour l’extraction de tran-
sitions à partir d’un graphe de voisinage calculé sur le jeu de données. Pour cela, nous
introduisons plusieurs paramètres, et nous proposons une méthode pour estimer des va-
leurs de paramètres intéressantes, permettant d’obtenir les transitions les plus pertinentes.
Ensuite, nous appliquons LOLH sur les transitions obtenues et nous analysons le réseau
obtenu.
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Figure 4.10 – Représentation schématique de l’interprétation de transitions à partir de données
single-cell. On suppose qu’un processus dynamique global est visible, et qu’il est possible d’interpréter
les cellules similaires (voisines) comme des transitions possibles. Le dégradé de couleur représente un
processus global (par exemple la différenciation cellulaire) avec un point de départ (en bleu) et deux
points d’arrivées possibles (en jaune). En l’absence d’information supplémentaire, les arêtes ne peuvent
être orientées.

4.3.1 Extraction des transitions et formulation LOLH

Pour l’obtention des transitions à partir des données single-cell, nous nous reposons
directement sur la méthode d’inférence de graphe de voisinage dans l’outil Seurat, via la
fonction FindNeighbors 9. Puisque le graphe est non orienté, une arête {s, s′} du graphe
est alors interprétée comme deux transitions (s, s′) et (s′, s). En effet, aucune information
apparente n’est disponible pour décider si une des deux transitions est plus vraisemblable.
Intuitivement, la considération des deux transitions entraîne alors l’inférence d’un modèle
qui a plusieurs directions d’évolution (par exemple dans le cas d’un processus de différen-
tiation, le modèle représenterait l’évolution des cellules dans le sens de la maturation mais
aussi dans le sens contraire). Le script R d’extraction de transitions à partir du graphe
est disponible avec l’implémentation en ligne de LOLH (dans la partie exemple sur les
données de l’institut Imagine).

Formulation des problèmes de classification

Une fois que les transitions sont extraites, la difficulté suivante consiste à identifier de
manière pertinente les exemples positifs S+

vi
et les exemples négatifs S−

vi
à partir des tran-

sitions pour l’inférence de règles logiques de chaque atome vi avec LOLH. Dans le cadre
des algorithmes GULA et PRIDE, un exemple s pour un atome vi est considéré comme
positif s’il existe au moins une transition (s, s′) telle que s′(v) = vi. Plus formellement,

9. Plus d’informations à l’adresse https://satijalab.org/seurat/reference/findneighbors.
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étant donné un ensemble de transitions Tobs : S+
vi

= {s | ∃(s, s′) ∈ Tobs : s′(v) = vi} et
S−

vi
= {s | ∄(s, s′) ∈ Tobs : s′(v) = vi} (voir les algorithmes 2 et 3 en page 90). Cependant,

cette dernière formulation a été pensée dans le cadre des systèmes déterministes ciblés par
GULA et PRIDE (Ribeiro et al., 2018b). Dans notre application de LFIT, nous ne pou-
vons faire l’hypothèse du déterminisme du système puisque les transitions sont ici extraites
à partir du graphe de transition (un sommet a généralement plusieurs successeurs). Nous
proposons donc une manière alternative pour former S+ et S−, basée sur l’introduction
de paramètres supplémentaires. Étant donné un ensemble de transitions Tobs et un atome
vi, nous introduisons les trois paramètres τ , ρ et δ décrits par la suite, afin de déterminer
si un état s prédécesseur de transitions doit être considéré comme un exemple positif
ou négatif. L’algorithme 5 en page 147 formalise la procédure utilisée pour la formation
de S+

vi
et S−

vi
à partir de ces paramètres. Nous le présentons de manière intuitive ci-dessous.

- τ : Puisqu’un état s donné peut posséder plusieurs successeurs dans les transitions Tobs,
il peut être utile d’ajouter une contrainte sur la proportion d’états successeurs vérifiant
la présence de l’atome vi à apprendre pour considérer s comme un exemple positif. Nous
introduisons donc un paramètre τ désignant un seuil sur la proportion des successeurs de
s vérifiant vi :
s ∈ S+

vi
⇐⇒ (|{s′ | ∃(s, s′) ∈ Tobs : s′(v) = vi}|) / (|{s′ | ∃(s, s′) ∈ Tobs}|) ≥ τ . Nous fixons

τ ∈ {ε} ∪ [0, 1], où la valeur ε ∈ R désigne un nombre strictement positif arbitrairement
petit, modélisant le fait qu’au moins un successeur vérifiant vi est nécessaire pour consi-
dérer s comme positif (ce qui revient à la définition employée dans les algorithmes GULA
et PRIDE).

- ρ : Pour l’inférence d’un atome vi, il peut aussi être intéressant de contraindre la va-
leur de la variable v dans l’état prédécesseur s d’une transition (s, s′), par exemple en
forçant s(v) = vi ou encore en forçant s(v) ̸= vi. Nous introduisons donc un paramètre
ρ ∈ {0, 1, 2} sur le prédécesseur des transitions : s ∈ S+

vi
=⇒ s(v) ̸= vi si ρ = 1 et

s ∈ S+
vi

=⇒ s(v) = vi si ρ = 2. La valeur 0 signifie qu’aucune contrainte n’est fixée.

- δ : Enfin, il est possible que les cellules reliées par une arête dans le graphe de voisi-
nage soient extrêmement proches en termes d’expression génétique. Cela peut se révéler
problématique pour l’extraction de transitions car il se pourrait que cette proximité com-
plique la modélisation de l’évolution de l’expression des gènes. Nous introduisons donc
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4.3. Inférence de la dynamique avec LOLH

un paramètre δ s’apparentant à un délai dans le graphe de voisinage pour obtenir des
transitions plus “éloignées”. Nous choisissons δ ∈ {1, 2} tel que Tobs,δ = Tobs si δ = 1, et
Tobs,δ = {(s, s′′) | ∃(s, s′), (s′, s′′) ∈ Tobs} si δ = 2.

Données : Tobs ⊂ S × S, vi ∈ Av l’atome à apprendre, τ , ρ, δ
Résultat : S+

vi
, S−

vi
les exemples positifs et négatifs pour vi

1 si δ = 2 alors
2 Tobs ← {(s, s′′) | ∃(s, s′) ∈ Tobs,∃(s′, s′′) ∈ Tobs}
3 fin
4 S+

vi
← ∅

5 S−
vi
← ∅

6 pour s ∈ {s1 | ∃(s1, s2) ∈ Tobs} faire // Pour chaque état prédécesseur
7 positif ← ⊥
8 si {s2 | ∃(s, s2) ∈ Tobs} ≠ ∅ alors
9 si ρ = 0 ∨ (ρ = 1 ∧ s(v) ̸= vi) ∨ (ρ = 2 ∧ s(v) = vi) alors

10 si τ = ε alors
11 positif ← ⊤
12 sinon si |{s′|s′(v)=vi∧∃(s,s′)∈Tobs}|

{s′|∃(s,s′)∈Tobs} ≥ τ alors
13 positif ← ⊤
14 fin
15 fin
16 fin
17 si positif = ⊤ alors
18 S+

vi
← S+

vi
∪ {s}

19 sinon
20 S−

vi
← S−

vi
∪ {s}

21 fin
22 fin
23 retourner S+

vi
, S−

vi

Algorithme 5 : Formation d’instances LOLH à partir de transitions single-cell.

Échantillonnage et sélection d’un jeu de paramètres

Les paramètres introduits précédemment paraissent difficiles à établir a priori. Nous
pouvons tout de même tenter d’évaluer l’intérêt d’un jeu de valeurs particulier en utilisant
le critère de qualité d’instance LOLH défini en annexe B. Ce critère entre 0 et 1 permet
de déterminer à quel point il est possible de trouver des atomes corrélés à S+ et S− pour
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l’inférence de règle d’une instance particulière. On part alors du principe que les valeurs
de paramètres les plus intéressantes sont trouvées lorsque celles-ci permettent d’obtenir
de bonnes corrélations pour les atomes. En plus de cette valeur de qualité, nous étudions
la proportion d’exemples positifs et négatifs qui est également sensible à ces paramètres.
Afin de sélectionner un jeu de paramètres adéquat, nous fixons un ensemble de valeurs à
tester pour δ : δ ∈ {ε, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8} et nous testons la formulation des ensembles S+ et
S− à partir des transitions pour chaque atome des données, avec toutes les combinaisons
de valeurs de paramètres possibles. Cela donne donc 30 jeux de valeurs à tester. Nous
avons effectué cette démarche grâce à un accès au supercalculateur de Centrale Nantes
LIGER 10. La totalité des tests a été effectuée en environ 5 heures de calcul.

À partir des résultats obtenus pour chacun des 30 jeux de valeurs testés, on peut
visualiser les valeurs de qualité et de proportions entre S+ et S− pour les instances
formées à partir de chaque atome. Les figures en annexe G nous permettent d’identifier
les jeux de valeurs les plus intéressants pour l’exploitation des transitions. On remarque
par exemple que lorsque ρ = 1, ou que τ = ε, il y a un fort déséquilibre entre le nombre
d’exemples positifs et le nombre d’exemples négatifs. La répartition semble plus homogène
lorsque ρ = 0, et se rapproche de ce qu’on peut observer lorsqu’on effectue le même calcul
pour les instances de co-expression (voir figure B.3). Nous sélectionnons donc le jeu de
paramètres (τ = 0.6, ρ = 0, δ = 1) pour la suite de l’analyse.

4.3.2 Inférence d’un réseau dynamique

À partir des paramètres sélectionnés précédemment, nous pouvons inférer un réseau
entre les atomes logiques en utilisant d’abord l’algorithme 5 afin de former les instances de
classification pour LOLH, puis la procédure présentée dans la partie 4.2.2. Pour la suite,
puisque ce réseau a pour but de modéliser des relations dynamiques entre les gènes, nous
l’appelons “réseau dynamique” pour le distinguer des réseaux de co-expression inférés dans
la partie 4.2.2. Le réseau inféré ici est en effet obtenu en calculant des atomes corrélés dans
les transitions (entre l’état de départ et l’état d’arrivée des transitions) contrairement au
réseau de co-expression qui est obtenu en calculant les atomes corrélés dans les mêmes
cellules. Comme précédemment, dans cette partie ce réseau est inféré en excluant les gènes
mitochondriaux et les gènes ribosomaux. Pour ce réseau, seuls les atomes variant dans au

10. Cet accès entre dans le cadre de l’appel à projet GLICID : https://supercomputing.ec-nantes.fr/
apply/allocation-schemes.
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4.3. Inférence de la dynamique avec LOLH

moins 50 cellules sont considérés et les corrélations sont conservées uniquement pour les
atomes ayant un score supérieur ou égal à 0.5.

Clustering du réseau dynamique

Comme pour le réseau de co-expression, il est possible d’appliquer un algorithme
de clustering afin de détecter les atomes fortement corrélés. Bien que dans cette partie
nous cherchons à interpréter des relations dynamiques entre les gènes, le clustering du
réseau permet de déterminer sa structure globale et cela offre un point de comparaison
avec le graphe de co-expression. Pour ce graphe, nous appliquons comme précédemment
l’algorithme de clustering Louvain avec un paramètre égal à 1.0. Nous ne donnons pas
entièrement les clusters d’atomes obtenus ici pour des raisons de clarté, mais ceux-ci
peuvent être recalculés et consultés à partir de l’implémentation en ligne de LOLH (voir
partie Examples). Pour simplifier l’analyse de ces clusters, et puisque certains d’entre-
eux comportent très peu d’atomes, nous nous concentrons par la suite exclusivement sur
ceux contenant au moins 20 atomes logiques. Les 12 clusters retenus avec cette sélection
présentent des symétries, de manière similaire à ce qui a été observé sur les réseaux de
co-expression. On peut ainsi identifier les paires de clusters suivantes : 0 et 6 ; 1 et 7 ;
2 et 8 ; 3 et 9 ; 4 et 11 ; 20 et 23. Nous nous concentrons pour la suite sur l’analyse des
clusters contenant des atomes correspondant à des gènes exprimés, c’est-à-dire les clusters
6 (contenant 350 atomes), 7 (169 atomes), 8 (322 atomes), 9 (181 atomes), 11 (92 atomes)
et 20 (26 atomes). Comme cela a déjà été montré, il est possible de visualiser l’erreur de
couverture des clusters sur la représentation 2d des données, comme cela est proposé sur
la figure 4.11.

De la même manière que dans la partie précédente, il est possible de proposer une
interprétation des clusters en comparant les gènes contenus à la liste de biomarqueurs en
annexe D, ainsi qu’en étudiant les cellules obtenant un bon score de couverture par rap-
port aux atomes présents dans ces clusters. Ainsi, le cluster 6 comporte des marqueurs de
myéloïdes avec les atomes LST11/1, FCN11/1, LYZ1/1, S100A91/1, CD141/1 et LGALS21/1

correspondant aux cellules CD14, ainsi que les atomes FCGR3A1/1 et CSF1R1/1 corres-
pondant aux cellules CD16. On trouve également CD3E0/2 et IL320/2, indiquant la non-
présence de gènes exprimés dans les lymphocytes T. Le cluster 7 comporte des marqueurs
de lymphocytes B, avec HLA-DMA1/1, HLA-DQA11/1, CD79A1/1, CD741/1, MS4A11/1,
CD79B1/1, PAX51/1, CD372/2, VPREB31/1, BLK1/1, SPIB1/1, TCL1A1/1, STAP11/1 et
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Figure 4.11 – Erreur de couverture des clusters du réseau dynamique sur l’ensemble des cellules,
visualisée sur la représentation 2d des données.

TNFRSF13B1/1. On retrouve également la non-expression de gènes associés à d’autres
types, avec S100A40/2 (cDc) et IL7R0/1 (T, CD4, CD8 ). Enfin, le cluster 9 comporte
des marqueurs de lymphocytes T et de cellules NK. On retrouve en effet les atomes
GNLY1/1, NKG71/1, PRF11/1, IL2RB1/1, KLRC11/1, NCAM11/1 (marqueurs des cellules
NK ), les atomes CST71/1, KLRD11/1, CCL51/1 (marqueurs des cellules NK et CD8 ),
GZMB1/1, GZMH1/1, TBX211/1 (marqueurs des types NK, CD4 et CD8 ), CD8A1/1,
CD8B1/1, KLRG11/1 (marqueurs des cellules CD8 ), et CD3D1/1, IL322/2 (marqueurs des
cellules T, CD4 et CD8 ).
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La figure 4.11 montre par ailleurs que le cluster 11, contenant 92 atomes, se comporte
de manière similaire au cluster 5 du graphe de co-expression inféré à partir du sous-jeu
de données (cellules myéloïdes) dans la partie 4.2.2 (voir figure 4.9). Cela est confirmé
par la présence du gène PPBP, précédemment identifié. On remarque également que ce
cluster 11 contient les 13 atomes présents dans le cluster 5 du graphe de co-expression du
sous-jeu de données. Enfin, si on compare la figure 4.11 avec la figure 4.2 en partie 4.1.3,
les clusters 8 et 20 semblent correspondre aux lymphocytes T. Ces derniers clusters ne
contiennent par ailleurs pas de marqueurs de la liste en annexe D.

Comparaison avec le réseau de co-expression

Dans cette partie, nous comparons plus en détail le réseau dynamique inféré précédem-
ment avec le réseau de co-expression de la partie 4.2.2, afin de déterminer si l’utilisation
des transitions extraites à partir d’un graphe de voisinage permet de calculer de nouvelles
relations entre les atomes logiques.

Figure 4.12 – Représentation 2d du réseau dynamique avec l’algorithme Force Atlas 2.
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Dans un premier temps, il est possible de comparer les clusters obtenus pour le ré-
seau dynamique avec ceux obtenus à partir du réseau de co-expression. On remarque que
certains clusters comportent de nombreux atomes en commun. On peut ainsi associer les
clusters suivants, entre le réseau dynamique et le réseau de co-expression respectivement :
0 et 4 (193 atomes en commun) ; 1 et 3 (48 atomes en commun) ; 3 et 0 (56 atomes
en commun) ; 6 et 5 (203 atomes en commun) ; 7 et 2 (51 atomes en commun) ; 9 et 1
(58 atomes en commun). Ces associations confortent l’identification des types cellulaires
effectuée précédemment sur les clusters du réseau dynamique, et nous pouvons aussi le
confirmer visuellement à partir de l’erreur de couverture des clusters sur les cellules, en
comparant les figures 4.6 et 4.11. On remarque par ailleurs que les clusters du réseau dy-
namique contiennent un nombre d’atomes plus important que leurs équivalents du réseau
de co-expression.

Figure 4.13 – Représentation 2d du graphe de co-expression avec l’algorithme Force Atlas 2.

Dans un second temps, il est possible de visualiser les réseaux de co-expression et dyna-
mique à l’aide d’algorithmes de projection 2d. Nous utilisons ici l’algorithme Force Atlas 2
qui a notamment déjà été utilisé dans le cadre de l’analyse de données single-cell (Legoux
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et al., 2019). Pour cela, nous avons choisi l’implémentation fa2 11 (Jacomy et al., 2014)
car celle-ci est réalisée dans le langage python, déjà utilisé pour le clustering des réseaux.
Afin de simplifier l’analyse, nous nous concentrons uniquement sur les parties des réseaux
dans lesquelles les atomes logiques correspondent à des gènes exprimés, ce qui correspond
aux clusters 6, 7, 8, 9, 11 et 20 pour le réseau dynamique, et aux clusters 1, 2 et 5 pour le
réseau de co-expression. Le réseau dynamique peut être visualisé sur la figure 4.12 et le
réseau de co-expression est présent sur la figure 4.13. On remarque que les clusters 6, 7 et
9 du réseau dynamique sont agencés de manière similaire à leurs équivalents 5, 2 et 1 dans
le réseau de co-expression. On distingue par ailleurs nettement les clusters 8, 11 et 20 du
réseau dynamique qui ne semblent pas avoir d’équivalents dans le réseau de co-expression.

Ces observations nous montrent que le réseau dynamique et le réseau de co-expression
ont certains clusters en commun. Le réseau dynamique présente par ailleurs de nouveaux
clusters, qui peuvent être également associés à des caractéristiques de types cellulaires.
Bien que ces clusters n’aient pas été obtenus dans la partie précédente, il a été remarqué
a posteriori que ceux-ci apparaissent lors de l’inférence de réseaux de co-expression dans
le cas où les gènes mitochondriaux et ribosomaux ne sont pas exclus. Le réseau présenté
dans cette partie ne semble ainsi pas capturer de nouvelles relations entre les atomes. On
peut cependant noter que l’exclusion des gènes mitochondriaux et ribosomaux constitue
un élément de comparaison intéressant entre les deux approches. En effet, le cluster 11
de ce nouveau réseau présente un équivalent uniquement pour le graphe de co-expression
spécifique aux cellules myéloïdes, et les clusters 8 et 20 n’ont pas d’équivalents dans les
réseaux de co-expression (avec exclusion des gènes mitochondriaux et ribosomaux). La
méthode présentée dans cette partie semble ainsi permettre une interprétation légèrement
différente des corrélation entre les gènes.

4.4 Discussion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une démarche pour la construction de réseaux
génétiques à partir d’un jeu de données single-cell. Notre méthode a ainsi consisté à ap-
pliquer l’algorithme LOLH sur un jeu de données afin d’inférer des règles logiques entre
les gènes. Puisque l’inférence d’un modèle qualitatif à partir de données expérimentales
constitue une étape difficile, nous avons proposé une approche basée sur la construction

11. Le package est disponible à l’adresse https://github.com/bhargavchippada/forceatlas2.git.
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et sur l’analyse de réseaux qui a été inspirée par les outils utilisés au niveau des cellules
dans l’analyse de données single-cell. Cela nous a ainsi permis de valider notre méthode
algorithmique, et d’aller plus loin dans l’exploitation les données single-cell. En particu-
lier, l’application de LOLH sur un problème de classification a montré que celui-ci était en
mesure de sélectionner les gènes pertinents pour expliquer la différence entre deux groupes
de cellules. Cela a également permis de vérifier que l’utilisation des données discrétisées
ne limite pas l’exploitation de relations entre les gènes.

La modélisation de la co-expression se révèle par ailleurs particulièrement intéressante
du point de vue de l’exploitation des données. En effet, par rapport aux méthodes d’ana-
lyse de données single-cell couramment utilisées, la modélisation basée sur LOLH consiste
à effectuer une analyse sur des réseaux de gènes, au lieu de considérer des graphes de cel-
lules. Cet aspect a notamment permis de mettre en évidence, sur les données que nous
avons traitées dans ce chapitre, certaines similarités entre cellules qui n’avaient pas été
établies auparavant. Notre approche de modélisation, en contraste avec l’utilisation des
méthodes de clustering sur les cellules, permet en effet de caractériser une même cellule
par plusieurs groupes distincts de gènes d’intérêt. On peut par exemple imaginer une pre-
mière caractérisation par rapport au type de la cellule, et une deuxième caractérisation
par rapport à un stimuli extérieur.

Enfin, l’approche proposée pour la modélisation dynamique des données single-cell a
permis de mettre en pratique notre algorithme LOLH dans le but de modéliser la régu-
lation génétique. Bien que les résultats obtenus n’indiquent pas si les relations détectées
concernent l’aspect dynamique du système, cette approche montre toutefois des diffé-
rences intéressantes avec la modélisation de la co-expression, et de nombreux paramètres
restent à explorer concernant cette direction. Plusieurs améliorations sont enfin envisa-
geables, notamment sur la méthode d’extraction de transitions à partir des données. Il
serait ainsi intéressant de comparer l’approche utilisée dans ce chapitre avec l’exploitation
de données dynamiques obtenues avec les méthodes RNA-velocity, mentionnées dans la
sous-partie 4.1.2. Enfin, afin de concrétiser notre approche de modélisation, nous vou-
drions proposer l’inférence d’un modèle qualitatif complet pouvant être simulé. Plusieurs
étapes sont cependant requises pour atteindre cet objectif, comprenant l’extension de
LOLH pour inférer de multiples règles ainsi que l’élaboration d’une sémantique adaptée
pour la simulation des données single-cell.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Conclusion

Ce travail de thèse a permis d’explorer une approche de modélisation qualitative des
systèmes biologiques sous l’angle de la programmation logique inductive, avec son appli-
cation sur des données réelles obtenues à partir des technologies de séquençage single-cell.
L’interprétation d’un système biologique comme un système de transitions apporte de
nouvelles perspectives pour son étude. Cependant, une double difficulté se présente pour
une telle approche de modélisation. Pour commencer, du point de vue de l’inférence de
modèles, le choix du formalisme ainsi que celui de l’algorithme d’inférence ont une grande
importance sur la pertinence des modèles calculés. Des méthodes de validation rigoureuses
sont donc nécessaires pour évaluer les différentes approches existantes. La deuxième diffi-
culté réside dans la résolution des problèmes de calcul rencontrés lors de l’inférence et de
l’analyse de modèles, puisque ces problèmes peuvent avoir une complexité algorithmique
élevée.

Le chapitre 2, consacré à la résolution du problème d’accessibilité dans les réseaux
d’automates, illustre les multiples perspectives se présentant pour la résolution d’un pro-
blème complexe et formalisé. La combinaison des méthodes de model checking et d’analyse
statique est ainsi intéressante pour traiter la résolution théorique du problème d’accessi-
bilité. Nous avons montré que l’implémentation de la Borne de Causalité Locale permet
d’améliorer le pouvoir de résolution de ce problème. Cette méthode apporte également
des perspectives d’améliorations, par exemple en étendant le calcul de la borne pour
les Graphes de Causalité Locale cycliques. Ces éléments suggèrent que la compréhension
théorique d’un formalisme de modélisation peut se révéler utile pour traiter différents pro-
blèmes d’analyse. La combinaison de plusieurs approches de résolution différentes semble
également être une stratégie intéressante afin de tirer profit des avantages de chacune dans
une même méthode.
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Concernant le problème de l’inférence de modèles qualitatifs, nous avons proposé dans
le chapitre 3 de nouvelles hypothèses de modélisation pour l’application du framework
LFIT sur des données expérimentales de grandes dimensions, et possédant un aspect
bruité. Une fois le problème formalisé sous ces hypothèses, nous avons proposé un nou-
vel algorithme, LOLH, basé sur la résolution d’un problème d’optimisation combinatoire,
et possédant une faible complexité algorithmique. Nous avons montré la pertinence de
LOLH pour l’inférence logique grâce à une comparaison avec des algorithmes existants
sur des données artificielles. L’application de l’optimisation combinatoire à un problème
d’inférence logique se révèle ainsi intéressante car de multiples éléments peuvent être em-
pruntés au domaine de la Recherche Opérationnelle dans le but d’améliorer la résolution
du problème. Notre implémentation de LOLH, disponible en ligne, permet facilement la
mise en pratique de cette méthode sur différentes données.

Finalement, le chapitre 4 a démontré l’intérêt de LOLH sur un jeu de données single-
cell réel dans le cadre d’une collaboration avec des chercheurs de l’institut Imagine. Nous
avons dans un premier temps validé l’intérêt concret de notre algorithme avec une appli-
cation sur des problèmes indépendants de l’aspect dynamique, en confrontant les résultats
obtenus avec des connaissances biologiques déjà établies. Nous avons ensuite proposé une
approche afin de traiter l’inférence d’un modèle dynamique à partir d’informations pseudo-
temporelles extraites d’un jeu de données single-cell (en utilisant un graphe de voisinage).
Cette approche, basée sur l’analyse de réseaux, a permis d’inférer un réseau qui diffère de
celui obtenu via la modélisation de la co-expression. Notre méthode offre ainsi des pers-
pectives pour poursuivre le développement de la modélisation dynamique des réseaux de
régulation génétique à partir des données single-cell. Notre implémentation en ligne, qui
permet notamment de reproduire toutes les analyses présentes dans le chapitre 4, s’inscrit
également dans un effort de développement de ces méthodes de modélisation.

Pour conclure de manière plus générale, les difficultés rencontrées dans la modélisation
qualitative des systèmes biologiques témoignent de la complexité de l’élaboration d’une
approche de modélisation sur des données réelles. Au-delà des difficultés algorithmiques
présentées, la formalisation de problèmes informatiques pertinents semble nécessiter un
dialogue entre les chercheurs des différentes disciplines, nécessitant plusieurs allers-retours.
Les progrès effectués dans les différentes disciplines de l’informatique sont bénéfiques en ce
sens car ils permettent formaliser plus facilement certains problèmes réels. En particulier,
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le domaine de l’apprentissage automatique apporte un autre regard sur la composante
“donnée” présente en informatique. Celle-ci encourage en effet le développement de spé-
cifications non formelles pour les problèmes réels, en comparaison avec les modélisations
plus classiques où les spécifications formelles sont limitées en expressivité. Cette vision
automatique facilite ainsi la modélisation à partir de données réelles, et nous pouvons
imaginer que le renforcement des liens entre les différentes disciplines permettra à l’avenir
d’améliorer davantage la qualité des modèles.

Perspectives

De nombreuses perspectives sont envisagées à partir de ces travaux. En ce qui concerne
l’analyse des modèles qualitatifs, plusieurs extensions peuvent être proposées pour notre
approche de résolution de l’accessibilité présentée dans le chapitre 2. La combinaison de
l’analyse statique avec le Bounded Model Checking a permis de renforcer le lien établi
entre le Graphe de Causalité Locale et les solutions du problème d’accessibilité. Afin de
mieux traiter les cas où les Graphes de Causalité Locale sont cycliques, il peut être inté-
ressant de développer des propriétés permettant de mieux caractériser la forme des arbres
des objectifs correspondant à des solutions minimales. Ces propriétés peuvent alors être
utilisées pour supprimer certains sommets des Graphes de Causalité Locale qui ne peuvent
correspondre à des sommets dans les arbres des objectifs. Une suppression de sommets
des GCL vise ainsi à faire disparaître les cycles sous certaines conditions. Dans un se-
cond temps, il serait intéressant de réutiliser l’approche de résolution en analyse statique
afin de l’étendre pour traiter l’analyse des programmes logiques inférés dans le cadre du
framework LFIT. En effet, la proximité entre le formalisme des Réseaux d’Automates et
celui des Programmes Logiques incite à adopter une approche similaire pour développer
des conditions nécessaires sur le problème d’accessibilité. De telles conditions nécessaires
peuvent contribuer à simplifier l’analyse de programmes logiques, en les combinant par
exemple à une approche de Bounded Model Checking.

Concernant l’inférence des modèles qualitatifs, plusieurs pistes d’améliorations ont été
proposées pour l’algorithme LOLH dans le chapitre 3. Il serait ainsi intéressant d’étendre
la formulation proposée afin d’inférer plusieurs règles logiques pour une même instance
de classification. On peut en effet imaginer que l’inférence de multiples règles logiques
permette d’obtenir un modèle plus complexe et plus fidèle au système étudié. Il peut éga-
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lement être intéressant d’explorer plus en détail la formulation biobjectif du problème déjà
proposée, et notamment étudier son intérêt dans un contexte appliqué où les exemples
positifs et négatifs ont des significations concrètes. L’aspect dynamique que l’algorithme
LOLH tente de capturer mérite également d’être étudié davantage. L’application de LOLH
sur les données single-cell constitue en ce sens une première étape, mais plusieurs questions
restent en suspens. Tout d’abord, l’extraction de transitions à partir d’un jeu de données
single-cell est une étape cruciale pour le succès de la modélisation. Plusieurs alternatives
à l’utilisation du graphe de voisinage sont envisageables. Par exemple, il peut s’avérer
intéressant de combiner celui-ci avec des méthodes d’inférence pseudo-temporelles, afin
d’obtenir un graphe orienté. On peut imaginer que l’orientation du graphe de voisinage
peut faciliter la modélisation de certains mécanismes comme celui de la différenciation
cellulaire. Les méthodes RNA-velocity représentent également une opportunité très in-
téressante pour l’extraction de transitions. Celles-ci apportent en effet une vision plus
réaliste du comportement dynamique des cellules, car elles sont basées sur une informa-
tion supplémentaire, qui est le taux de variation de la quantité de transcrits pour un
gène donné. L’utilisation de ces méthodes pose cependant plusieurs difficultés car, bien
qu’elles facilitent l’interprétation dynamique des données, elles reposent sur la notion de
dérivée qui est difficile à modéliser de manière discrète. Les technologies single-cell étant
encore en plein développement, on peut aussi envisager que l’amélioration de celles-ci
facilitera l’obtention d’informations dynamiques dans le futur. Enfin, concernant la mo-
délisation qualitative, la méthode d’inférence de la dynamique que nous avons proposée
dans le chapitre 4 se révèle encourageante, mais le modèle obtenu n’a pour le moment
pas été utilisé pour analyser ou encore simuler des séquences d’évolution du système. En
ce sens, nous avons abordé le fait que la sémantique synchrone semble plus adéquate.
Cependant, d’autres questions se posent sur les comportements obtenus par simulation
d’un programme logique inféré à partir de données single-cell. En effet, les règles logiques
inférées reposent sur les observations disponibles, et celles-ci sont bruitées et limitées en
nombres. Il est donc important de prendre en compte la nature expérimentale des don-
nées dans notre contexte de modélisation formelle basée sur la programmation logique.
Par exemple, la notion d’erreur de couverture définie dans le chapitre 3 peut se révéler
utile dans la définition de la sémantique puisque les règles logiques sont inférées dans
le but de ne pas couvrir totalement les exemples positifs des atomes logiques. Plusieurs
extensions peuvent être envisagées pour faciliter la simulation de modèles dans ce cadre,
comme l’ajout de délais ou encore la modélisation de transitions stochastiques.
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Pour terminer, nous rappelons qu’une des motivations du développement d’algorithmes
d’inférence à partir de données expérimentales est la possibilité d’exploiter plus d’infor-
mations dans ces données, grâce à une modélisation plus complexe en comparaison avec
les outils d’analyses existants. Nous envisageons ainsi l’application de notre méthode à
des problèmes de recherche concrets, pour lesquels les données single-cell sont déjà pro-
duites et analysées via les outils existants. Par exemple, notre approche pourrait se révéler
utile dans des contextes de recherche bio-médicale, dans le but de mettre en évidence des
relations génétiques non visibles avec les méthodes actuelles.
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Annexe A

GÉNÉRATION D’INSTANCE ARTIFICIELLE

POUR LOLH

Nous détaillons dans cette annexe la procédure utilisée pour générer aléatoirement
un jeu de données contenant des exemples positifs et négatifs utilisables par LFIT (pour
l’inférence de règles logiques). Un tel jeu de données artificiel a pour but de permettre l’éva-
luation de différents algorithmes d’inférence de règles sur une instance, avec des exemples
positifs et négatifs déjà déterminés. La méthode de génération proposée ici a été mise
en place afin d’obtenir des données similaires aux données single-cell, utilisées dans le
chapitre 4. Nous étudions donc dans un premier temps la forme des données dans les
instances obtenues à partir d’un jeu de données single-cell pour nous en inspirer. Nous
proposons ensuite une procédure complète pour la génération de données artificielles. Il
est possible de retrouver cette procédure dans l’implémentation en ligne de LOLH.

A.1 Analyse d’une instance de données single-cell

Nous étudions dans un premier temps une instance formée à partir du jeu de données
single-cell de l’institut Imagine, utilisé dans le chapitre 4. Nous nous concentrons en par-
ticulier sur l’instance de classification des cellules NK, déjà étudiée dans le chapitre 4 (voir
parties 4.1.3 en page 129 et 4.2.1 en page 129). Dans cette instance, on a |S+

NK| = 829
et |S−

NK| = 8369. Pour comprendre la manière dont les données sont distribuées, nous
nous concentrons sur les erreurs positive et négative des atomes logiques (définition 3.7 en
page 100). La figure A.1 permet de visualiser ces erreurs pour tous les atomes des données
(chaque valeur discrète de chaque variable).

La droite noire de la figure A.1, passant par les points (0, 0) et (|S+
NK|, |S−

NK|), représente
les atomes ayant un score de 0. On remarque que la plupart des atomes sont situés le long
de cette droite, avec un score proche de 0. Ces atomes ne sont donc pas intéressants selon
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Figure A.1 – Erreurs positive et négative de tous les atomes pour la classification des cellules NK.

notre critère de sélection défini au chapitre 3, mais on observe tout de même un certain
nombre d’atomes, en haut à gauche, qui peuvent être utilisés pour former une règle logique
performante.

A.2 Génération aléatoire d’instances

En se basant sur les observations précédentes, nous pouvons tenter de générer un
jeu de données dans lequel les scores des atomes ont une distribution semblable. Pour
simplifier le problème, nous générons uniquement des variables binaires, ce qui résulte en
deux atomes logiques par variable. Nous proposons ainsi de générer les données artificielles
en deux étapes. Dans un premier temps, il est possible de choisir aléatoirement un score
pour un atome donné, entre −1 et 1. À partir du score choisi, on peut générer l’erreur
positive et l’erreur négative de l’atome de manière uniforme. Dans un second temps, nous
pouvons utiliser les erreurs positive et négative des atomes pour générer aléatoirement les
exemples positifs S+ et négatifs S− constituant les données.

Génération des erreurs des atomes

Afin d’obtenir une densité d’atomes plus importante autour de 0, comme c’est le cas
sur la figure A.1, nous choisissons de générer le score entre −1 et 1 en échantillonnant
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une variable aléatoire suivant une loi de Student. On se place par la suite dans le cas
de la génération des erreurs positive et négative pour un atome vi donné. À partir de la
définition du score d’un atome (score(vi) = erreur−(vi)

|S−| − erreur+(vi)
|S+| ), on peut déterminer

une équation de droite des erreurs positive et négative d’un atome pour un score donné :

erreur+(vi) ∗ |S−| − erreur−(vi) ∗ |S+|+ score(vi) ∗ |S+| ∗ |S−| = 0 (A.1)

Visuellement, sur une figure représentant les erreurs positive et négative des atomes,
l’équation de droite pour un score donné correspond à une droite parallèle à la droite
de score 0. La figure A.2 schématise la procédure employée pour générer l’erreur positive
(erreur+(vi)) et l’erreur négative (erreur−(vi)) pour l’atome vi. L’équation de droite
correspondant au score de vi peut être utilisée pour obtenir les coordonnées des points
A et B aux extrémités du graphe (c’est-à-dire du carré [0, |S+|] × [0, |S−|]). Enfin, les
coordonnées de vi, correspondant à son erreur positive et son erreur négative, peuvent
être obtenues en choisissant aléatoirement un point sur la droite du score, entre A et B.

erreur−

erreur+

vi

v1−i
A

B

sc
or
e
=

0.4
4

(0, 0)

(|S+|, |S−|)

sc
or
e
=

0.0

Figure A.2 – Détermination des erreurs positive et négative d’un atome à partir de son score et d’un
paramètre aléatoire.

On peut remarquer que lorsque le score est positif, les points A et B sont situés à
gauche et en haut du graphe, c’est-à-dire xA = 0 et yB = |S−|. Puisque A doit vé-
rifier l’équation A.1, on a 0 ∗ |S−| − yA ∗ |S+| + score(vi) ∗ |S+| ∗ |S−| = 0, ce qui
donne A = (0, score(vi) ∗ |S−|). De manière similaire, on obtient B = (|S+| ∗ (1. −
score(vi)), |S−|). Lorsque score(vi) < 0, la point A est en bas du graphe (yA = 0)
et le point B est à droite (xB = |S+|). On en déduit de l’équation A.1 que A =
(−score(vi) ∗ |S+|, 0) et B = (|S+|, |S−| ∗ (score(vi) + 1)).
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À partir de A et B et d’une position aléatoire pos tirée uniformément entre 0 et 1, on
peut calculer l’erreur positive et l’erreur négative de l’atome vi de la manière suivante :
erreur+(vi) = (xB − xA) ∗ pos, erreur−(vi) = (yB − yA) ∗ pos.
Puisque les atomes générés sont bi-valués, on peut également générer l’atome symétrique
v1−i avec erreur+(v1−i) = |S+| − erreur+(vi) et erreur−(v1−i) = |S−| − erreur−(vi) (la
somme des erreurs doit être égale au nombre d’exemples positifs et négatifs respective-
ment). L’algorithme 6 résume la procédure complète pour générer les erreurs des atomes.

Données : m+, m− ∈ N le nombre d’exemples positifs et négatifs respectivement,
V un ensemble de variables, avec |V| = n ∈ N le nombre de variables

1 S+ ← {si = {0}n | i ∈ {1, ..,m+}}
2 S− ← {si = {0}n | i ∈ {1, ..,m−}}
3 A ← ⋃

v∈V
{v0, v1}

4 pour v ∈ V faire // calcul des erreurs des atomes
5 score(v0)← échantilloner_student()
6 y ← échantilloner_uniforme(0, 1)
7 si score(v0) ≥ 0 alors
8 A← (0, score(v0) ∗ |S−|)
9 B ← (|S+| ∗ (1.− score(v0)), |S−|)

10 sinon
11 A← (−score(v0) ∗ |S+|, 0)
12 B ← (|S+|, |S−| ∗ (score(v0) + 1))
13 fin
14 erreur+(v0)← (xB − xA) ∗ y
15 erreur−(v0)← (yB − yA) ∗ y
16 erreur+(v1)← |S+| − erreur+(v0)
17 erreur−(v1)← |S−| − erreur−(v0)
18 score(v1)← erreur−(v1)/|S−|/erreur+(v1)/|S+|
19 fin

Algorithme 6 : Génération aléatoire des erreurs positive et négative des atomes.

Génération des exemples positifs et négatifs

Une fois que les erreurs des atomes sont générées, il reste à générer les ensembles d’états
discrets S+ et S− qui forment les données. Puisque nous ne faisons aucune hypothèse
particulière concernant la répartition des erreurs positives et négatives dans les exemples

164



positifs et négatifs, nous choisissons de répartir les valeurs discrètes 0 et 1 des différentes
variables de manière uniforme.

A.3 Analyse du résultat

Nous pouvons analyser le résultat de la génération en utilisant les méthodes de ré-
duction de dimensionnalité mentionnées dans le chapitre 4. Nous utilisons les méthodes
PCA (ACP) et UMAP pour visualiser les données en 2 dimensions. La figure A.3 permet
de visualiser les projections obtenues, avec identification des exemples positifs et négatifs
à partir de couleurs. La projection avec la méthode UMAP a été obtenue à partir des
10 premières composantes d’une projection PCA, en utilisant les paramètres suivants :
min_dist = 0.3, n_neighbors = 50, spread = 1.0. On remarque sur la figure une très
nette séparation entre les exemples positifs et négatifs, ce qui justifie les performances de
l’algorithme LOLH obtenues dans le chapitre 3 pour la classification de ces données.

Figure A.3 – Réduction de dimensionnalité avec les méthodes de PCA et UMAP.
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Annexe B

CRITÈRE DE QUALITÉ D’UNE INSTANCE

LOLH

Dans cette annexe, nous proposons un critère pour mesurer la qualité d’une instance
LOLH, définie à partir d’ensembles d’exemples positifs S+ et négatifs S−. Il peut en ef-
fet être utile d’évaluer la “difficulté” d’une instance de classification donnée, c’est-à-dire
à quel point il est difficile d’inférer un classifieur pour cette instance. Une telle mesure
de qualité est notamment utile pour déterminer un jeu de paramètres intéressant pour
l’extraction de données, comme cela est montré dans le chapitre 4.

Figure B.1 – Erreurs positives et négatives de tous les atomes de l’instance de classification des
cellules CD8. Les atomes en rouge sont ceux qui ne sont dominés par aucun autre atome.
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Bien que l’on pourrait utiliser directement le score d’une règle optimale inférée avec
LOLH pour établir ce critère, ce dernier indicateur a pour défaut d’être dépendant de
l’algorithme utilisé et en particulier de ses paramètres (le seuil de sélection sur le score
des atomes dans le cas de LOLH ). Pour remédier à cela, on peut alors tenter d’établir un
critère se basant uniquement sur les données et ne dépendant donc d’aucun paramètre.
Nous nous basons ainsi sur les erreurs positives et négatives des atomes logiques (défini-
tion 3.7) pour l’instance considérée. Nous illustrons dans cette annexe la mise en place de
ce critère sur des instances de classification de type cellulaire à partir du jeu de données
de l’institut Imagine présenté en partie 4.1.3 (page 129). Ces instances sont formées de
manière similaire à ce qui est proposé dans la partie 4.2.1 du chapitre 4. La figure B.1
montre ainsi les erreurs positives et négatives de l’ensemble des atomes pour l’instance
de classification des cellules CD8 et la figure B.2 illustre les erreurs des atomes pour les
instances de classification des cellules NK et CD4.

Figure B.2 – Erreurs positive et négatives de tous les atomes pour l’instance de classification des
cellules NK à gauche et des cellules CD4 à droite.

Intuitivement, on peut penser qu’une instance de classification LOLH est facile à
traiter lorsqu’il est possible de trouver des atomes logiques fortement corrélés avec la ca-
ractéristique à classifier. La présence d’atomes logiques ayant une faible erreur positive et
une forte erreur négative indique alors que l’instance est “facile” à résoudre (ces atomes
correspondent en effet à ceux sélectionnés par LOLH en priorité). Nous formalisons ceci
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grâce à la notion de dominance utilisée en optimisation multiobjectif 1. On considère ainsi
qu’un atome xi domine un atome yj si et seulement si :
(erreur+(xi) < erreur+(yj) ∧ erreur−(xi) > erreur−(yj)).
À partir de cette définition, on peut calculer facilement l’ensemble des atomes non domi-
nés en utilisant un algorithme de tri. Les atomes non dominés sont représentés en rouge
sur les figures B.1 et B.2. L’ensemble des atomes non dominés d’une instance permet alors
de partitionner le plan des erreurs des atomes en deux sous-ensembles : un ensemble de
points dominés, représenté en vert sur les figures et un ensemble de points non dominés
représenté en rouge. L’évaluation de la qualité d’une instance peut alors se faire grâce
à un calcul géométrique notamment utilisé en optimisation multiobjectif. Il est en effet
possible de facilement calculer le rapport entre l’aire des points dominés et l’air total du
plan des erreurs des atomes. Dans la classification des cellules CD8, on obtient un rapport
de 0.896, ce qui est cohérent avec ce que l’on peut observer sur la figure B.1. On obtient
par ailleurs un rapport de 0.958 pour la classification des cellules NK, ainsi qu’un rapport
de 0.739 pour la classification des cellules CD4. Ces valeurs sont cohérentes avec ce que
l’on peut observer sur la figure B.2, où les instances semblent respectivement plus faciles
et plus difficiles que l’instance des cellules CD8.

Figure B.3 – Qualité des corrélations obtenues par rapport à la proportion entre les exemples positifs
et les exemples négatifs pour chaque instance LOLH créée à partir de la co-expression des atomes logiques.

1. Toutefois, en recherche opérationnelle cette notion est définie dans le cas des solutions d’un problème
d’optimisation. Dans notre cas, nous l’utilisons directement sur les variables discrètes (atomes).
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Le calcul de ce critère de qualité a été implémenté dans la version de LOLH disponible
en ligne. Cette implémentation se distingue en deux étapes : une première étape consistant
à calculer les points non dominés et une seconde étape calculant le rapport entre l’aire
des points dominés et l’aire totale. Dans le cas de l’inférence de réseaux de co-expression
proposée dans la partie 4.2.2 du chapitre 4, il est possible d’utiliser ce critère pour détermi-
ner si des corrélations sont effectivement présentes entre les atomes. La figure B.3 permet
de visualiser les qualités de chaque atome modélisé dans la co-expression. Ce graphique
présente la valeur de qualité des atomes en abscisse, ainsi que la proportion entre les
exemples positifs et négatifs pour l’instance des atomes en ordonnée. On remarque qu’une
majorité d’atomes ont peu de corrélations, ce qui explique le faible nombre d’atomes dans
les clusters de co-expression obtenus par rapport au nombre total de gènes.
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Annexe C

INFORMATIONS SUPPLÉMENTAIRES SUR

LES DONNÉES

C.1 Acquisition des données

Le jeu de données utilisé pour l’application de LOLH dans le chapitre 4 est une matrice
single-cell ARN composée de 9198 cellules mononucléées sanguines périphériques (pbmc :
T, B, NK et myéloïdes) extraites à partir de donneurs sains, fournie et prétraitée par
l’institut Imagine. Les cellules étiquetées C26 (5396 cellules) proviennent d’une femme de
30 ans et celles étiquetées C27 come proviennent d’un homme de 53 ans (3802 cellules).
Les cellules ont été isolées du sang à l’aide de ficoll. Les échantillons ont été séquencés avec
un protocole chimique standard 3’ v3 par 10x genomics. Cellranger v4.0.0 a été utilisé
pour le traitement et les séquences ont été alignées à ensembl GRCg38 human genome
(GRCg38_r98-ensembl_Sept2019 ). Les indicateurs de contrôle de qualité (QC ) ont été
calculés sur la matrice d’expression générée par cellranger (filtered_feature_bc_matrix).
Les cellules avec moins de 3 gènes par cellules, moins de 500 molécules par cellule et moins
de 20% de gènes mitochondriaux ont été écartées des données.

C.2 Prétraitement avec Seurat

Le prétraitement a été effectué avec le package R Seurat 1, comprenant l’intégration des
échantillons, la normalisation des données et le scaling, la réduction de dimensionnalité et
le clustering. La méthode SCTransform (Hafemeister et al., 2019) a été adoptée pour
les étapes de normalisation et de scaling. Les clusters de cellules ont été manuellement
annotés à l’aide de marqueurs de types cellulaires connus (figure 4.2). La figure C.1 montre
les types de cellules généraux identifiés à partir des données sur la représentation UMAP.

1. https://satijalab.org/seurat/
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Figure C.1 – Représentation 2d calculée par la méthode UMAP des cellules colorées selon leur type.

C.3 Discrétisation des données

L’application de notre méthode LOLH nécessite la discrétisation préalable des don-
nées. Une méthode simple pour la discrétisation consiste à binariser les données, en fonc-
tion de la présence ou de l’absence d’un gène dans une cellule donnée. Cette méthode
n’est cependant pas très précise et implique une perte d’information conséquente.

Afin de réaliser une discrétisation plus fine, nous avons procédé de manière empirique
en nous basant sur la distribution des valeurs (normalisées) de chaque gène à travers les
données. Nous avons ainsi catégorisé les gènes en fonction de leur distribution de valeurs à
partir de plusieurs indicateurs comme la moyenne, la médiane, ou encore la variance. Cette
séparation a permis de décider le nombre de valeurs discrètes pour chaque variable. La
détermination des seuils a ensuite été effectuée de manière semi-automatique, en combi-
nant les indicateurs calculés avec certains seuils manuels. La figure C.2 illustre l’utilisation
d’une représentation graphique des distributions pour faciliter la catégorisation des gènes.
La discrétisation finale a résulté en 14030 gènes ayant 2 valeurs discrètes, 134 gènes ayant
3 valeurs discrètes et 42 gènes avec 4 valeurs. Le programme utilisé pour discrétiser les
données est disponible dans l’implémentation en ligne de LOLH.
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Figure C.2 – Représentation des distributions des valeurs de certains gènes dans les cellules.





Annexe D

MARQUEURS BIOLOGIQUES CONNUS

Gènes B NK T CD4 CD8 CD14 CD16 cDC
AIF1 ✓

BLK ✓

CCL2 ✓

CCL5 ✓ ✓

CCR6 ✓

CD14 ✓

CD16 ✓

CD180 ✓

CD19 ✓

CD37 ✓

CD3D ✓ ✓ ✓

CD3E ✓ ✓ ✓

CD40LG ✓

CD72 ✓

CD74 ✓ ✓

CD79A ✓

CD79B ✓

CD80 ✓

CD83 ✓

CD8A ✓

CD8B ✓

CD96 ✓ ✓ ✓ ✓

CSF1R ✓

CST7 ✓ ✓
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Gènes B NK T CD4 CD8 CD14 CD16 cDC
CTLA4 ✓

CXCR5 ✓

FASLG ✓

FCER1A ✓

FCER1G ✓ ✓

FCGR3A ✓ ✓

FCN1 ✓ ✓

FCRL2 ✓

FLT3 ✓

GNLY ✓

GPR183 ✓

GZMB ✓ ✓ ✓

GZMH ✓ ✓ ✓

HLA-DMA ✓ ✓

HLA-DQA1 ✓ ✓

HTR3A ✓

IL1R2 ✓

IL2RB ✓

IL32 ✓ ✓ ✓

IL6R ✓

IL7R ✓ ✓ ✓

ITGAX ✓

ITM2A ✓ ✓ ✓

KIR2DL3 ✓ ✓

KLRC1 ✓

KLRD1 ✓ ✓

KLRG1 ✓

LGALS2 ✓ ✓

LGALS3 ✓

LST1 ✓ ✓

LYZ ✓

MS4A1 ✓
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Gènes B NK T CD4 CD8 CD14 CD16 cDC
NCAM1 ✓

NKG7 ✓

PAX5 ✓

PIKFYVE ✓

PNOC ✓

PRF1 ✓

S100A4 ✓

S100A9 ✓

SPIB ✓

STAP1 ✓

TBX21 ✓ ✓ ✓

TCL1A ✓

TCL1B ✓

TLR7 ✓

TNFRSF13B ✓

TYROBP ✓

VPREB3 ✓

ZBTB16 ✓

Table D.1 – Liste de marqueurs génétiques pour plusieurs types cellulaires. Cette liste
a été proposée par l’institut Imagine.
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Annexe E

EXPRESSION DIFFÉRENTIELLE SUR LES

DONNÉES SINGLE-CELL

E.1 Analyse d’expression différentielle sur les cellules
NK

gène p_val avg_log2FC pct.1 pct.2 p_val_adj

GNLY 0. 4.48 9.59e− 001 1.55e− 001 0.
GZMB 0. 3.18 8.99e− 001 1.13e− 001 0.
KLRF1 0. 2.75 8.56e− 001 3.7e− 002 0.
SPON2 0. 2.54 7.55e− 001 1.45e− 001 0.
PRF1 0. 2.53 9.59e− 001 2.25e− 001 0.
CTSW 0. 2.48 9.69e− 001 3.5e− 001 0.
HOPX 0. 2.48 8.67e− 001 1.51e− 001 0.
PTGDS 1.33e− 155 2.43 1.39e− 001 7.e− 003 1.99e− 151
IL2RB 0. 2.38 8.58e− 001 1.44e− 001 0.
CLIC3 0. 2.37 7.88e− 001 1.3e− 001 0.
KLRB1 0. 2.36 8.36e− 001 1.71e− 001 0.
KLRD1 0. 2.27 9.64e− 001 2.21e− 001 0.
CMC1 0. 2.25 8.01e− 001 1.65e− 001 0.
NKG7 0. 2.11 1. 3.42e− 001 0.
CD7 0. 2.09 9.4e− 001 5.13e− 001 0.
CST7 0. 2.06 9.81e− 001 3.07e− 001 0.
TRDC 0. 1.94 7.74e− 001 5.4e− 002 0.
FGFBP2 1.38e− 294 1.92 7.55e− 001 1.99e− 001 2.06e− 290
CD247 0. 1.91 8.94e− 001 4.46e− 001 0.
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gène p_val avg_log2FC pct.1 pct.2 p_val_adj

GZMA 0. 1.78 9.64e− 001 2.96e− 001 0.
MAP3K8 2.46e− 252 1.72 7.23e− 001 2.57e− 001 3.68e− 248
KLRC1 0. 1.69 3.64e− 001 1.5e− 002 0.
CD63 0. 1.67 8.73e− 001 3.9e− 001 0.
IFITM2 9.92e− 273 1.62 9.73e− 001 7.75e− 001 1.48e− 268
AREG 1.71e− 279 1.57 4.25e− 001 6.e− 002 2.56e− 275
RUNX3 8.1e− 256 1.54 8.48e− 001 3.94e− 001 1.21e− 251
EFHD2 7.93e− 258 1.53 9.34e− 001 4.81e− 001 1.19e− 253
FCGR3A 0. 1.52 7.78e− 001 1.69e− 001 0.
GZMM 3.77e− 241 1.51 8.91e− 001 4.52e− 001 5.63e− 237
METRNL 5.31e− 290 1.51 6.83e− 001 1.9e− 001 7.94e− 286

Table E.1 – Résultat de l’analyse d’expression différentielle réalisée entre les cellules
NK et les autres cellules du jeu de données. Le tableau présente les 30 gènes les plus
différemment exprimés, triés selon la colonne avg_log2FC.

E.2 Analyse d’expression différentielle sur les clus-
ters de co-expression

E.2.1 Analyse différentielle sur le cluster 6 du sous-graphe

gène p_val avg_log2FC pct.1 pct.2 p_val_adj

NKG7 2.33e− 036 3.38 9.02e− 001 2.01e− 001 3.49e− 032
CCL5 1.16e− 045 3.30 9.76e− 001 1.98e− 001 1.73e− 041
IL32 1.40e− 075 3.09 9.02e− 001 8.e− 002 2.1e− 071
GNLY 2.17e− 029 2.92 5.37e− 001 7.1e− 002 3.24e− 025
GZMA 1.45e− 107 2.54 8.29e− 001 3.7e− 002 2.17e− 103
GZMK 1.71e− 109 2.23 5.61e− 001 1.2e− 002 2.56e− 105
CD3E 7.19e− 080 2.23 9.02e− 001 7.2e− 002 1.07e− 075
IL7R 1.61e− 042 2.14 6.1e− 001 6.1e− 002 2.41e− 038
CST7 2.9e− 097 2.13 8.78e− 001 5.1e− 002 4.33e− 093
GZMH 9.58e− 090 2.08 6.59e− 001 2.7e− 002 1.43e− 085
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gène p_val avg_log2FC pct.1 pct.2 p_val_adj

CD3G 3.85e− 086 2.04 8.78e− 001 5.9e− 002 5.75e− 082
ETS1 4.35e− 066 1.87 9.76e− 001 1.05e− 001 6.5e− 062
TRAC 2.59e− 083 1.82 8.54e− 001 5.7e− 002 3.87e− 079
TRBC2 3.92e− 071 1.81 8.78e− 001 7.4e− 002 5.87e− 067
SYNE2 7.76e− 075 1.76 8.29e− 001 6.2e− 002 1.16e− 070
CD3D 1.07e− 082 1.75 8.78e− 001 6.1e− 002 1.6e− 078
CD2 6.65e− 060 1.73 8.29e− 001 8.2e− 002 9.94e− 056
CD8A 2.27e− 118 1.71 7.32e− 001 2.3e− 002 3.4e− 114
CTSW 1.43e− 082 1.58 8.29e− 001 5.4e− 002 2.14e− 078
GZMM 7.12e− 104 1.57 8.78e− 001 4.6e− 002 1.06e− 099
... ... ... ... ... ...
LGALS1 1.77e− 006 −7.61e− 001 9.27e− 001 9.65e− 001 2.65e− 002
FTL 5.17e− 012 −7.64e− 001 1. 9.99e− 001 7.73e− 008
FCN1 3.59e− 007 −7.64e− 001 9.51e− 001 9.62e− 001 5.36e− 003
CD68 3.28e− 006 −7.7e− 001 7.56e− 001 8.72e− 001 4.90e− 002
SPI1 7.09e− 007 −7.73e− 001 9.02e− 001 9.16e− 001 1.06e− 002
AIF1 2.48e− 006 −7.73e− 001 9.76e− 001 9.79e− 001 3.71e− 002
FCER1G 6.92e− 007 −7.97e− 001 9.27e− 001 9.69e− 001 1.03e− 002
S100A6 5.54e− 011 −8.02e− 001 1. 9.99e− 001 8.28e− 007
TKT 3.52e− 009 −8.13e− 001 9.76e− 001 9.59e− 001 5.26e− 005
TYROBP 1.11e− 011 −8.32e− 001 1. 9.93e− 001 1.66e− 007
VIM 5.94e− 009 −8.55e− 001 1. 9.89e− 001 8.89e− 005
CST3 1.69e− 009 −8.63e− 001 1. 9.95e− 001 2.52e− 005
LYZ 7.81e− 008 −1.01 1. 9.94e− 001 1.17e− 003
LST1 1.19e− 009 −1.01 9.51e− 001 9.82e− 001 1.78e− 005
CSTA 5.18e− 009 −1.1 7.8e− 001 9.03e− 001 7.75e− 005

Table E.2 – Les 20 premiers et les 15 derniers gènes retournés par l’analyse d’expression
différentielle entre cellules myéloïdes correspondant au cluster 6 du sous graphe et entre
les autres cellules myéloïdes (partie 4.2.2 du chapitre 4).
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E.2.2 Analyse différentielle sur le cluster 5 du sous-graphe

gène p_val avg_log2FC pct.1 pct.2 p_val_adj

S100A9 1.70e− 040 6.53 9.83e− 001 4.8e− 002 2.55e− 036
LYZ 1.93e− 041 6.37 1. 7.6e− 002 2.88e− 037
S100A8 2.1e− 035 5.7 9.17e− 001 5.7e− 002 3.14e− 031
FOS 8.46e− 038 4.88 9.67e− 001 1.24e− 001 1.26e− 033
CTSS 3.83e− 039 4.36 1. 4.1e− 001 5.72e− 035
VCAN 1.50e− 036 4.13 9.09e− 001 1.e− 002 2.25e− 032
FCN1 2.93e− 041 4.11 9.83e− 001 1.e− 002 4.39e− 037
LST1 3.12e− 038 3.58 9.67e− 001 1.33e− 001 4.67e− 034
AIF1 1.33e− 038 3.55 9.75e− 001 1.24e− 001 1.98e− 034
FGL2 5.87e− 041 3.52 9.83e− 001 2.9e− 002 8.77e− 037
CYBB 4.70e− 039 3.34 9.83e− 001 6.7e− 002 7.03e− 035
S100A12 2.36e− 029 3.27 7.85e− 001 1.e− 002 3.53e− 025
NAMPT 2.94e− 036 3.18 9.34e− 001 5.7e− 002 4.39e− 032
DUSP1 1.18e− 036 3.1 9.92e− 001 2.29e− 001 1.77e− 032
SERPINA1 8.09e− 040 3.08 9.59e− 001 0. 1.21e− 035
MNDA 3.11e− 038 3.04 9.42e− 001 1.9e− 002 4.65e− 034
PSAP 5.54e− 037 2.77 1. 4.29e− 001 8.29e− 033
TYMP 1.3e− 034 2.76 9.5e− 001 1.52e− 001 1.94e− 030
TYROBP 1.32e− 034 2.75 1. 1.81e− 001 1.97e− 030
KLF10 2.25e− 037 2.75 9.59e− 001 8.6e− 002 3.36e− 033
LGALS1 2.19e− 034 2.72 9.83e− 001 1.52e− 001 3.27e− 030
CSTA 5.17e− 036 2.7 9.01e− 001 1.e− 002 7.72e− 032
S100A6 1.34e− 036 2.7 1. 6.48e− 001 2.00e− 032
SPI1 1.5e− 037 2.66 9.26e− 001 1.e− 002 2.24e− 033
EGR1 6.94e− 024 2.62 6.94e− 001 1.9e− 002 1.04e− 019
APLP2 3.23e− 037 2.54 9.67e− 001 1.24e− 001 4.83e− 033
CLEC7A 1.93e− 036 2.53 9.09e− 001 1.e− 002 2.89e− 032
CEBPD 6.87e− 035 2.47 9.26e− 001 4.8e− 002 1.03e− 030

Table E.3 – Les 28 gènes les plus différemment exprimés entre les myéloïdes correspon-
dant au cluster 5 du sous-graphe, et entre les autres cellules du cluster 5 (partie 4.2.2).
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Annexe F

CLUSTERS D’ATOMES CORRÉLÉS SUR

LES DONNÉES SINGLE-CELL

F.1 Clusters sur le graphe initial

Cluster 0 (64 atomes) :

GNLY0/1, KLRB10/1, KLRF10/1, SYTL30/1, IL2RB0/1, CTSW0/1, GZMB0/1, CST70/1,
NKG70/1, GZMA0/1, CCL50/1, KLRD10/1, GZMM0/1, PRF10/1, FGFBP20/1, ABHD17A0/1,
MATK0/1, SPON20/1, EFHD20/1, GZMH0/1, APMAP0/1, CD990/1, CLIC30/1, PYHIN10/1,
CHST120/1, ARL4C0/1, DUSP20/1, RUNX30/1, LITAF0/1, HOPX0/1, CD810/1, C12orf750/1,
CLIC10/1, ACTN40/1, PLAAT40/1, SYNE20/1, ID20/1, METRNL0/1, ITGAL0/1, MAP3K80/1,
SYNE10/1, CD8A0/1, APOBEC3G0/1, CD8B0/1, IL2RG0/1, SAMD30/1, PPP2R5C0/1,
LYAR0/1, PPIB0/1, TPST20/1, CCL40/1, FCGR3A0/1, RHOC0/1, PTPN220/1, CMC10/1,
TRDC0/1, CLEC2B0/1, SH2D1B0/1, B3GNT70/1, TRGC10/1, B2M1/3, HLA-A1/3, HLA-C1/3,
TPT12/3

Cluster 1 ( 78 atoms) :

LEF10/1, MAL0/1, CCR70/1, TCF70/1, TRABD2A0/1, CAMK40/1, RCAN30/1, NOSIP0/1,
TPT11/3, EEF1B21/3, B2M2/3, HLA-C2/3, HLA-A2/3, GNLY1/1, KLRB11/1, KLRF11/1,
SYTL31/1, IL2RB1/1, CTSW1/1, GZMB1/1, CST71/1, NKG71/1, GZMA1/1, CCL51/1,
KLRD11/1, GZMM1/1, PRF11/1, FGFBP21/1, ABHD17A1/1, MATK1/1, SPON21/1, EFHD21/1,
GZMH1/1, APMAP1/1, CD991/1, CLIC31/1, PYHIN11/1, CHST121/1, ARL4C1/1, DUSP21/1,
RUNX31/1, LITAF1/1, HOPX1/1, CD811/1, C12orf751/1, FLNA1/1, CLIC11/1, PLAAT41/1,
SYNE21/1, ID21/1, CTSC1/1, METRNL1/1, ACTN41/1, ITGAL1/1, MAP3K81/1, SYNE11/1,
CD8A1/1, CD8B1/1, IL2RG1/1, SAMD31/1, APOBEC3G1/1, PPIB1/1, PPP2R5C1/1, LYAR1/1,
TPST21/1, CCL41/1, FCGR3A1/1, RHOC1/1, PTPN221/1, CMC11/1, TRDC1/1, CLEC2B1/1,
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SH2D1B1/1, B3GNT71/1, TRGC11/1, PFN12/2, ACTG12/2, CFL12/2

Cluster 2 ( 57 atomes) :

PIK3IP10/1, MGAT4A0/1, LEPROTL10/1, HLA-DRB11/1, HLA-DPB11/1, HLA-DPA11/1,
HLA-DRA1/1, HLA-DQB11/1, HLA-DMB1/1, POU2F21/1, HLA-DMA1/1, SNX21/1, MEF2C1/1,
CD741/1, HLA-DQA11/1, FCRL11/1, CD79A1/1, MS4A11/1, IGHM1/1, IGHD1/1, TNFRSF13C1/1,
BANK11/1, CD79B1/1, CD221/1, PAX51/1, TCL1A1/1, IGKC1/1, NIBAN31/1, FCER21/1,
TCF41/1, ADAM281/1, RALGPS21/1, BCL11A1/1, VPREB31/1, BLK1/1, BCL7A1/1, COBLL11/1,
GNG71/1, HLA-DOB1/1, EBF11/1, AFF31/1, TSPAN131/1, CD401/1, IGLC21/1, PKIG1/1,
ARHGAP241/1, SPIB1/1, BLNK1/1, POU2AF11/1, SNX221/1, JCHAIN1/1, HVCN11/1,
CXCR41/1, IGLC31/1, IL4R1/1, CD372/2, BTG12/2

Cluster 3 (65 atomes) :

HLA-DRB10/1, HLA-DPB10/1, HLA-DPA10/1, HLA-DRA0/1, HLA-DQB10/1, HLA-DMB0/1,
POU2F20/1, HLA-DMA0/1, SNX20/1, MEF2C0/1, CD740/1, HLA-DQA10/1, FCRL10/1,
CD79A0/1, MS4A10/1, IGHM0/1, IGHD0/1, TNFRSF13C0/1, BANK10/1, CD79B0/1, CD220/1,
PAX50/1, TCL1A0/1, IGKC0/1, NIBAN30/1, FCER20/1, TCF40/1, ADAM280/1, RALGPS20/1,
BCL11A0/1, VPREB30/1, BLK0/1, BCL7A0/1, COBLL10/1, GNG70/1, HLA-DOB0/1,
EBF10/1, AFF30/1, TSPAN130/1, CD400/1, IGLC20/1, PKIG0/1, ARHGAP240/1, SPIB0/1,
BLNK0/1, POU2AF10/1, SNX220/1, JCHAIN0/1, HVCN10/1, CXCR40/1, IGLC30/1, IL4R0/1

S100A41/2, CD371/2, LEF11/1, CCR71/1, MAL1/1, TCF71/1, TRABD2A1/1, PIK3IP11/1,
NOSIP1/1, CAMK41/1, RCAN31/1, MGAT4A1/1, LEPROTL11/1

Cluster 4 (268 atomes) :

FLNA0/1, S100A40/2, ZEB20/1, MYO1F0/1, AHNAK0/1, S100A110/1, S100A90/1, LYZ0/1,
FTL0/1, CTSS0/1, S100A80/1, CST30/1, FOS0/1, CYBB0/1, LST10/1, FCN10/1, S100A120/1,
VCAN0/1, FGL20/1, PSAP0/1, TYMP0/1, TYROBP0/1, MNDA0/1, CSTA0/1, COTL10/1,
SERPINA10/1, AIF10/1, AP1S20/1, TKT0/1, ASAH10/1, APLP20/1, NAMPT0/1, MS4A6A0/1,
FCER1G0/1, NCF10/1, LGALS10/1, GRN0/1, BRI30/1, DUSP10/1, RNF1300/1, CTSD0/1,
KLF100/1, CSF3R0/1, CEBPB0/1, CEBPD0/1, STXBP20/1, MCL10/1, CLEC7A0/1, CD140/1,
SPI10/1, TSPO0/1, MPEG10/1, CD360/1, LRRK20/1, CD680/1, RGS20/1, CTSB0/1, FGR0/1,
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SNX100/1, NCF20/1, VSIR0/1, EVI2B0/1, KCTD120/1, EGR10/1, SAT10/1, SOD20/1,
IER20/1, DPYSL20/1, CLEC12A0/1, FKBP1A0/1, CTSZ0/1, TNFSF13B0/1, GSTP10/1,
TNFRSF1B0/1, GRINA0/1, SKAP20/1, CYP1B10/1, SDCBP0/1, MEGF90/1, PGD0/1,
HIF1A0/1, ACTR20/1, LTA4H0/1, IRAK30/1, ZFAND50/1, PPT10/1, NPC20/1, CD440/1,
RTN30/1, NFKBIA0/1, SERPINB10/1, JAML0/1, IRS20/1, LYN0/1, RAC10/1, FCGRT0/1,
NCOA40/1, FPR10/1, OGFRL10/1, ZYX0/1, DPYD0/1, PICALM0/1, ZFP360/1, PLBD10/1,
RAB310/1, CFD0/1, ANXA10/1, LAMP20/1, C1orf1620/1, DMXL20/1, ADA20/1, PTPRE0/1,
CMIP0/1, IER50/1, G0S20/1, CD3020/1, ANXA50/1, THBS10/1, TPP10/1, PYCARD0/1,
QKI0/1, YBX30/1, H2AFY0/1, NUP2140/1, ARRB20/1, AGTRAP0/1, IQGAP10/1, CASP10/1,
NOTCH20/1, VIM0/1, GCA0/1, ATP6V0D10/1, CHP10/1, MARCKS0/1, EHBP1L10/1,
LYST0/1, CRISPLD20/1, CD40/1, FOSB0/1, NINJ10/1, GASK1B0/1, ALDH20/1, ANPEP0/1,
GDI20/1, SCPEP10/1, MGAT10/1, CPVL0/1, CFP0/1, LGALS30/1, LGALS90/1, RGS180/1,
FCAR0/1, ANXA20/1, LILRA50/1, CD930/1, MYADM0/1, C5AR10/1, SLC11A10/1, ARPC50/1,
TGFBI0/1, PLXDC20/1, ALDH1A10/1, CRTAP0/1, CD1630/1, SCO20/1, PLEKHO10/1,
TIMP10/1, STX110/1, TCIRG10/1, DUSP60/1, TMEM176B0/1, NUMB0/1, SGK10/1, TREM10/1,
MARCH10/1, RILPL20/1, SH3BP20/1, ARPC1B0/1, AOAH0/1, BLVRB0/1, PECAM10/1,
GLUL0/1, LAP30/1, WARS0/1, TNFAIP20/1, MIDN0/1, TFEC0/1, THEMIS20/1, IFNGR10/1,
CAPG0/1, HSBP10/1, CUX10/1, SEC14L10/1, SLC7A70/1, KLF40/1, SIRPA0/1, SH3BGRL0/1,
PRELID10/1, SAMHD10/1, FOSL20/1, GABARAP0/1, IFNGR20/1, F13A10/1, TLR40/1,
RIN30/1, IFITM30/1, SRGN0/1, JDP20/1, HLA-DRB50/1, APOBEC3A0/1, FCGR1A0/1,
CXCL160/1, CAP10/1, LGALS20/1, CSF2RA0/1, MS4A70/1, FCGR2A0/1, NR4A10/1,
LILRB20/1, TNFSF100/1, TLR80/1, BID0/1, CSF1R0/1, CDKN1C0/1, SIGLEC100/1, PILRA0/1,
ZNF7030/1, LRRC250/1, PLSCR10/1, GAS70/1, CD300E0/1, CCDC88A0/1, GPBAR10/1,
CPPED10/1, HCK0/1, CAMK10/1, CTSH0/1, PGK10/1, ALDH3B10/1, MYOF0/1, TCF7L20/1,
HK30/1, MAFB0/1, TMEM176A0/1, HBEGF0/1, IFI300/1, PIK3AP10/1, HMOX10/1, CTSL0/1,
LMO20/1, C19orf380/1, LILRB10/1, RRAS0/1, ACTB1/3, LTB1/2, CD3E1/2, S100A61/2,
IL321/2, EEF1B22/3, IL7R1/1, C12orf571/1, TRAC1/1, CD21/1, LAT1/1, CD61/1, PRKCH1/1,
BCL21/1, CD271/1

Cluster 5 (267 atomes) :

CD3E0/2, IL320/2, TLE50/2, LTB0/2, IL7R0/1, TRAC0/1, C12orf570/1, CD20/1, LAT0/1,
CD60/1, PRKCH0/1, BCL20/1, CD270/1, ACTB2/3, ZEB21/1, TYROBP1/1, S100A91/1,
LYZ1/1, FTL1/1, CTSS1/1, S100A81/1, CST31/1, FOS1/1, CYBB1/1, LST11/1, FCN11/1,
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S100A121/1, VCAN1/1, FGL21/1, PSAP1/1, TYMP1/1, MNDA1/1, CSTA1/1, COTL11/1,
SERPINA11/1, AIF11/1, AP1S21/1, TKT1/1, ASAH11/1, APLP21/1, NAMPT1/1, MS4A6A1/1,
FCER1G1/1, NCF11/1, LGALS11/1, GRN1/1, BRI31/1, DUSP11/1, RNF1301/1, CTSD1/1,
KLF101/1, CSF3R1/1, CEBPB1/1, CEBPD1/1, STXBP21/1, MCL11/1, CLEC7A1/1, CD141/1,
SPI11/1, TSPO1/1, MPEG11/1, CD361/1, LRRK21/1, CD681/1, RGS21/1, CTSB1/1, S100A111/1,
FGR1/1, SNX101/1, NCF21/1, VSIR1/1, EVI2B1/1, KCTD121/1, EGR11/1, SAT11/1, SOD21/1,
IER21/1, DPYSL21/1, CLEC12A1/1, FKBP1A1/1, CTSZ1/1, TNFSF13B1/1, GSTP11/1,
TNFRSF1B1/1, GRINA1/1, SKAP21/1, CYP1B11/1, SDCBP1/1, MEGF91/1, PGD1/1,
HIF1A1/1, ACTR21/1, LTA4H1/1, IRAK31/1, ZFAND51/1, PPT11/1, NPC21/1, CD441/1,
RTN31/1, NFKBIA1/1, SERPINB11/1, JAML1/1, IRS21/1, LYN1/1, RAC11/1, FCGRT1/1,
NCOA41/1, FPR11/1, OGFRL11/1, ZYX1/1, DPYD1/1, PICALM1/1, ZFP361/1, PLBD11/1,
RAB311/1, CFD1/1, ANXA11/1, LAMP21/1, C1orf1621/1, DMXL21/1, ADA21/1, PTPRE1/1,
CMIP1/1, IER51/1, G0S21/1, CD3021/1, ANXA51/1, THBS11/1, TPP11/1, PYCARD1/1,
QKI1/1, YBX31/1, H2AFY1/1, NUP2141/1, ARRB21/1, AGTRAP1/1, IQGAP11/1, CASP11/1,
NOTCH21/1, VIM1/1, GCA1/1, ATP6V0D11/1, CHP11/1, MARCKS1/1, EHBP1L11/1,
LYST1/1, CRISPLD21/1, AHNAK1/1, CD41/1, FOSB1/1, NINJ11/1, GASK1B1/1, ALDH21/1,
ANPEP1/1, GDI21/1, SCPEP11/1, MGAT11/1, CPVL1/1, CFP1/1, LGALS31/1, LGALS91/1,
RGS181/1, FCAR1/1, ANXA21/1, LILRA51/1, CD931/1, MYADM1/1, C5AR11/1, SLC11A11/1,
ARPC51/1, TGFBI1/1, PLXDC21/1, ALDH1A11/1, CRTAP1/1, CD1631/1, SCO21/1, PLEKHO11/1,
TIMP11/1, STX111/1, TCIRG11/1, DUSP61/1, TMEM176B1/1, NUMB1/1, MYO1F1/1,
SGK11/1, TREM11/1, MARCH11/1, RILPL21/1, SH3BP21/1, AOAH1/1, BLVRB1/1, PECAM11/1,
GLUL1/1, LAP31/1, WARS1/1, TNFAIP21/1, MIDN1/1, TFEC1/1, THEMIS21/1, IFNGR11/1,
CAPG1/1, HSBP11/1, CUX11/1, SEC14L11/1, SLC7A71/1, KLF41/1, SIRPA1/1, SH3BGRL1/1,
PRELID11/1, SAMHD11/1, FOSL21/1, GABARAP1/1, IFNGR21/1, F13A11/1, TLR41/1,
RIN31/1, IFITM31/1, SRGN1/1, JDP21/1, HLA-DRB51/1, APOBEC3A1/1, FCGR1A1/1,
CXCL161/1, CAP11/1, LGALS21/1, CSF2RA1/1, MS4A71/1, FCGR2A1/1, NR4A11/1,
LILRB21/1, TNFSF101/1, TLR81/1, BID1/1, CSF1R1/1, CDKN1C1/1, SIGLEC101/1, PILRA1/1,
ZNF7031/1, LRRC251/1, PLSCR11/1, GAS71/1, CD300E1/1, CCDC88A1/1, GPBAR11/1,
CPPED11/1, HCK1/1, CAMK11/1, CTSH1/1, PGK11/1, ALDH3B11/1, MYOF1/1, TCF7L21/1,
HK31/1, MAFB1/1, TMEM176A1/1, HBEGF1/1, IFI301/1, PIK3AP11/1, HMOX11/1, CTSL1/1,
LMO21/1, C19orf381/1, LILRB11/1, RRAS1/1, S100A62/2, FTH12/2, S100A42/2
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F.2 Clusters sur le graphe du sous-jeu de données
(myéloïdes)

Cluster 2 (57 atomes) :

FOS0/1, VCAN0/1, S100A120/1, S100A80/1, MS4A6A0/1, LYZ0/1, CSF3R0/1, CD140/1,
SLC2A30/1, CD360/1, EGR10/1, IER20/1, S100A90/1, KLF100/1, MNDA0/1, CD1630/1,
MEGF90/1, HES41/1, FCGR3A1/1, CDKN1C1/1, RHOC1/1, SIGLEC101/1, TCF7L21/1,
CSF1R1/1, IFITM21/1, MS4A71/1, CTSL1/1, PILRA1/1, LRRC251/1, IFITM31/1, PAG11/1,
DRAP11/1, LILRB21/1, SPN1/1, HMOX11/1, PTP4A31/1, ZNF7031/1, LY6E1/1, RRAS1/1,
BATF31/1, VMO11/1, PPM1N1/1, SLC44A21/1, C1QA1/1, CKB1/1, WARS1/1, OAS11/1,
NAP1L11/1, MS4A4A1/1, SYTL11/1, ISG151/1, UNC1191/1, IL3RA1/1, IFI61/1, ICAM41/1,
S100A42/2, S100A62/2

Cluster 3 (18 atomes) :

NCF10/1, GBP20/1, APOBEC3A0/1, CTSS0/1, FTL0/1, PSAP0/1, CYBB0/1, HLA-DQA11/1,
CD741/1, HLA-DRB51/1, FCER1A1/1, NDRG21/1, CD1C1/1, ENHO1/1, CLIC21/1, AREG1/1,
HLA-DPB11/1, HLA-DPA11/1

Cluster 5 (13 atomes) :

PF41/1, CAVIN21/1, PPBP1/1, TUBB11/1, GNG111/1, NRGN1/1, HIST1H2AC1/1, SPARC1/1,
TMEM401/1, CLU1/1, GP91/1, PTCRA1/1, MPIG6B1/1

Cluster 6 (18 atomes) :

CD3E1/2, LTB1/2, IL321/2, IL7R1/1, SLC38A11/1, PRKCH1/1, SKAP11/1, IKZF31/1,
LEF11/1, STAT41/1, CST71/1, GZMA1/1, CCL51/1, NKG71/1, TRAC1/1, LYAR1/1, RHOH1/1,
SYNE11/1
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Annexe G

RECHERCHE DE PARAMÈTRES POUR

L’EXTRACTION DE TRANSITIONS

Figure G.1 – Résultat du calcul de qaulité des instances LOLH formées à partir des transitions
pour les différentes valeurs de τ , avec δ = 1 et ρ = 0 à gauche et ρ = 1 à droite. Les points rouges
correspondent aux atomes avec la valeur discrète 0 et les points bleus correspondent aux atomes ayant
une valeur discrète strictement positive.
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Figure G.2 – Résultat du calcul de qualité des instances LOLH formées à partir des transitions pour
les différentes valeurs de τ , avec de gauche à droite les valeurs suivantes pour ρ et δ : (ρ = 2, δ = 1),
(ρ = 0, δ = 2), (ρ = 1, δ = 2), et (ρ = 2, δ = 2).
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Résumé : La compréhension des méca-
nismes cellulaires à l’œuvre au sein des or-
ganismes vivants repose généralement sur
l’étude de leur expression génétique. Cepen-
dant, les gènes sont impliqués dans des pro-
cessus de régulation complexes et leur me-
sure est difficile à réaliser. Dans ce contexte,
la modélisation qualitative des réseaux de ré-
gulation génétique vise à établir la fonction
de chaque gène à partir de la modélisation
discrète d’un réseau d’interaction dynamique.
Dans cette thèse, nous avons pour objectif
de mettre en place cette approche de modé-

lisation à partir des données de séquençage
single-cell. Ces données se révèlent en ef-
fet intéressantes pour la modélisation quali-
tative, car elles apportent une grande préci-
sion et peuvent être interprétées de manière
dynamique. Nous développons ainsi une mé-
thode d’inférence de modèles qualitatifs ba-
sée sur l’apprentissage automatique de pro-
grammes logiques. Cette méthode est mise
en œuvre sur des données single-cell et nous
proposons plusieurs approches pour interpré-
ter les modèles résultants en les confrontant
avec des connaissances préétablies.

Title: Formal verification and automatic learning of logic programs for qualitative modeling with
single-cell data
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Abstract: The understanding of cellular
mechanisms occurring inside human beings
usually depends on the study of its gene ex-
pression. However, genes are implied in com-
plex regulatory processes and their measure-
ment is difficult to perform. In this context, the
qualitative modeling of gene regulatory net-
works intends to establish the function of each
gene from the discrete modeling of a dynami-
cal interaction network. In this thesis, our goal
is to implement this modeling approach from

single-cell sequencing data. These data prove
to be interesting for qualitative modeling since
they bring high precision, and they can be in-
terpreted in a dynamical way. Thus, we de-
velop a method for the inference of qualita-
tive models based on the automatic learning
of logic programs. This method is applied on
a single-cell dataset, and we propose several
approaches to interpret the resulting models
by comparing them with existing knowledge.
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