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Introduction générale

Contexte

Dans l’industrie de l’automobile, des transports, de l’aéronautique ou de l’énergie, l’élec-
tronique de puissance est une technologie clé pour l’amélioration de l’efficacité de la conver-
sion d’énergie électrique : elle permet en effet de réguler de manière optimale le flux d’éner-
gie électrique au sein d’un système et entre systèmes. Les convertisseurs de puissance sont
ainsi au cœur de nombreux systèmes mécatroniques : leur conception optimale est deve-
nue essentielle et doit répondre aux contraintes de compatibilité électromagnétique (CEM)
afin que ces convertisseurs ne perturbent pas le fonctionnement des autres dispositifs du
système, comme par exemple, le réseau d’alimentation et les moteurs électriques.

Les exigences de performances électriques et thermiques demandées à ces convertisseurs
sont donc de plus en plus importantes, amenant les concepteurs à introduire des nouvelles
technologies pour y faire face ; l’utilisation des composants semi-conducteurs à grand gap
et des cartes à circuit imprimé (PCB de l’anglais Printed Circuit Board) avec composants
enterrés augmente considérablement l’influence des connectiques électriques sur la perfor-
mance des dispositifs et sur la qualité de l’énergie convertie. Ce terme « connectiques »
indique l’ensemble des conducteurs métalliques qui relient les composants électroniques afin
de permettre au courant de circuler d’un composant aux autres et pour imposer les bons
niveaux de potentiel électrique aux bornes de ces composants. Au niveau PCB, les éléments
principaux constituant la connectique sont les pistes, les plans de masse et d’alimentation,
et les vias, auxquels il convient d’ajouter les dissipateurs thermiques et le boîtier métallique
du convertisseur car des courants induits et des sauts de potentiel se développent en leur
sein par couplages électromagnétiques. De plus, l’environnement autour du convertisseur
ajoute d’autres éléments de connectique, comme les jeux de barres, les câbles qui amènent
le courant, ainsi que la structure du véhicule (carrosserie pour les voitures, fuselage pour les
avions, etc.) qui est souvent utilisée comme conducteur de retour. Tous ces éléments, dont
la forme et la taille sont très disparates et variées, introduisent un comportement électro-
magnétique parasite qui a un impact direct sur les performances du convertisseur et sur sa
tenue aux contraintes indiquées par les normes de la CEM. Les outils de simulation jouent
un rôle essentiel pour comprendre et maîtriser les effets parasites. En outre, les grandeurs
physiques globales et locales peuvent être calculées et optimisées, comme les pertes Joule
par exemple.



2 Introduction générale

Modélisation et simulation de dispositifs électromagnétiques

La principale raison d’effectuer des simulations et des modélisations numériques dans
la recherche et l’industrie est la possibilité de tester des pièces ou des produits avant leur
fabrication, afin de garantir la fonctionnalité de leurs systèmes électriques et leur conformité
aux réglementations et directives en matière de CEM.

Actuellement dans l’environnement industriel et scientifique du génie électrique, l’une
des méthodes les plus populaires pour la résolution des problèmes électromagnétiques en
basse fréquence est la méthode des éléments finis (FEM), elle est bien connue et repose
sur la forme différentielle des équations de Maxwell. Cette méthode initialement introduite
par les mécaniciens a été largement étudiée et optimisée par la communauté scientifique de
plusieurs disciplines, notamment celle de l’électromagnétisme, et a permis la résolution de
plusieurs types de problèmes électromagnétiques (par exemple : électrostatique, magnéto-
statique, magnéto quasi-statique, pleine onde). Elle a l’avantage aussi de prendre en compte
plusieurs sortes de matériaux électromagnétiques (homogènes et non-homogènes, isotropes
et anisotropes, linéaires et non-linéaires). Au-delà de cela, elle offre aussi la possibilité d’être
multi-physiques, et permet de faire des cosimulations diverses.

La particularité numérique de la FEM est qu’elle permet de résoudre les types de
problèmes cités ci-dessus en ne calculant que les interactions de degrés de liberté (DOF)
proches. Elle permet un assemblage rapide du système à résoudre, puisque seules les in-
teractions proches doivent être calculées et stockées dans une matrice creuse. Malgré ses
nombreux avantages, la FEM présente des limitations pour l’étude des dispositifs d’élec-
tronique de puissance où le volume d’air est généralement prédominant. En effet, la FEM
nécessite de discrétiser à la fois les matériaux actifs (conducteurs, diélectriques et magné-
tiques) et l’air. Ces dispositifs nécessitants généralement une représentation minutieuse en
trois dimensions, où des plans de symétries sont rarement présents, le temps requis pour
la construction des modèles FEM et leur discrétisation est souvent considérable et néces-
site une grande expertise comme sur la Figure 1. De plus, leur résolution devient vite très
coûteuse en temps de calcul et lourde en mémoire vive à cause d’un nombre de DOF très
élevé.

Pour essayer de contourner le problème de discrétisation de l’air, des méthodes dites
de type intégral (ou à interactions globales) ont été développées. Il en existe plusieurs
familles, parmi elles, on trouve la méthode des éléments de frontière (Boundary Element
Method BEM), les méthodes intégrales de volume (Volume Integral Method VIM) dont fait
partie la méthode basée sur un schéma équivalent à constantes localisées (Partial Element
Equivalent Circuit PEEC), et la liste n’est pas exhaustive. L’avantage de ces méthodes est
que seuls les domaines actifs sont discrétisés, le volume dans le cas de VIM et PEEC, la
frontière surfacique dans le cas de BEM. Cependant, le principal inconvénient des méthodes
à interactions globales est leur complexité de mise en œuvre et la génération de systèmes
d’équations algébriques denses qui souffrent d’une complexité quadratique en termes de
stockage en RAM et d’opérations arithmétiques de base, car comme leur nom l’indique,
ces méthodes calculent toutes les interactions entre chaque DOF afin de résoudre un pro-
blème. Cet inconvénient a été dans le passé un frein majeur pour l’expansion des méthodes
intégrales pour des applications complexes, puisque les capacités de calcul des ordinateurs
étaient beaucoup plus faibles et plus limitées qu’aujourd’hui. Récemment, un rebond sur
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Figure 1 – Maillages utilisés sur un module de puissance. (Gauche) Maillage du dispositif,
de la boite infinie et de l’air requis pour la FEM (le maillage de l’air est caché pour plus
de visibilité). (Droite) Maillage uniquement du dispositif utilisé par la méthode PEEC.

l’utilisation des méthodes intégrales a été observé dans la communauté scientifique, lié no-
tamment au développement de plusieurs techniques de compression matricielle, car elles
permettent une réduction importante sur le coût en mémoire et sur les temps de calcul.

On distingue parmi ces techniques de compression matricielle dans le domaine du calcul
électromagnétique, la méthode multipolaire rapide (Fast Multipole Method FMM) qui est la
plus populaire et la plus ancienne, ainsi que sa version en multi-niveaux adaptative (Adap-
tive Multi Level Fast Multipole method AMLFMM), qui a une complexité de O(N log(N)),
avec N le nombre de DOF. Cela est rendu possible grâce notamment à l’utilisation de sol-
veurs itératifs tels que GMRes qui nécessite seulement des produits matrice-vecteur (A.x)
permettant ainsi l’utilisation de ces méthodes de compression des interactions lointaines
(pas d’accès explicite aux termes constituant la matrice A). En effet, l’utilisation de solveurs
directs n’est pas envisageable en raison de ces matrices pleines, du nombre de degrés de li-
berté et des temps de calcul qui en découleraient. Des solveurs itératifs sont utilisés dès que
le nombre de degrés de liberté devient supérieur à quelques milliers. L’étape de résolution
itérative peut être très lourde, de plus le nombre d’itérations est très variable d’un problème
à l’autre. D’autre nouvelles méthodes ont récemment été développées, elles sont principale-
ment basées sur une représentation par matrices hiérarchiques couplées à l’approximation
en croix adaptative (Adaptive Cross Approximation ACA) ou à l’approximation en croix
hybride (Hybrid Cross Approximation HCA). De telles méthodes permettent une réduction
considérable de la mémoire vive utilisée, et elles accélèrent considérablement les opérations
algébriques, telles que l’assemblage, la multiplication matrice-vecteur, et la résolution de
systèmes d’équations linéaires.

Pour modéliser les effets parasites en basse et moyenne fréquence, on s’intéresse plus
particulièrement à la méthode PEEC, qui est une méthode de modélisation d’intercon-
nexion basée sur une formulation intégrale des équations de Maxwell. Chaque partie de
la structure modélisée est représentée par une équation intégrale qui peut être interprétée
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par des composants circuits électriques équivalents. Cette méthode a été étudiée depuis les
années 90 au G2ELab dans différents travaux de modélisation de structures d’électronique
de puissance. Les premiers travaux ont conduit au développement du logiciel InCa3D im-
plémentant la méthode PEEC, qui a pris le nom de Altair Flux PEEC actuellement. Le
logiciel permet de représenter les comportements parasites sous la forme d’un circuit équi-
valent à constantes localisées composé de résistances, inductances, capacités et mutuelles.
Flux PEEC comporte néanmoins des limitations qui restreignent encore son champ d’ap-
plication, d’une part parce que les technologies utilisées en électronique de puissance ne
cessent d’évoluer et d’autre part parce que les logiciels d’ingénierie assistée par ordinateur,
notamment les outils de maillage, avec lesquels il doit s’interfacer, offrent aux utilisateurs
la possibilité de gérer et manipuler des détails géométriques de plus en plus fins, alors
que Flux PEEC demande une simplification avancée de la géométrie pour pouvoir mailler
uniquement avec des éléments de type pavé (hexaèdre).

Objectifs de la thèse

Cette thèse propose d’améliorer les modèles et algorithmes du solveur Flux PEEC
afin de lever les contraintes actuelles les plus limitantes pour effectuer des simulations
électromagnétiques sur des dispositifs aux géométries plus complexes et fonctionnant à des
fréquences plus élevées. Pour lever la restriction du maillage de type pavé, la méthode
PEEC non-structurée est utilisée, elle introduit les éléments de maillage tétraédriques,
triangulaire et autres. Cette méthode est le résultat des travaux de recherche au G2ELab,
notamment les thèses de T-T. Nguyen [1] et J. Siau [2], où des fonctions de forme de facette
ont été utilisées, permettant ainsi une représentation de circuit PEEC pour tous les types
d’éléments de maillage. La disparité des types d’élément de maillage issues de différents
types de régions telles que les régions filaires 1D, surfaciques minces 2D et volumiques 3D,
crée une difficulté d’intégration numérique des intégrales singulières issues de la méthode
PEEC. Cette thèse propose entre autres de développer des stratégies d’intégration afin
d’assurer la précision des calculs pour les cas complexes.

De plus, la modélisation électromagnétique doit être de plus en plus soignée et le souci
du détail devient important. La discrétisation minutieuse de ces dispositifs nécessite une
expertise poussée de l’utilisateur et une connaissance préalable du comportement physique
étudié, ce qui n’est généralement pas le cas. Le deuxième objectif de cette thèse est de
fournir un outil de maillage adaptatif autonome contrôlé par un estimateur d’erreur qui
permettra une discrétisation optimale des dispositifs étudiés. Ce développement a pour
objectif de rendre la méthode PEEC beaucoup plus fonctionnelle et attrayante pour la
modélisation de dispositifs complexes.

Cette thèse a comme troisième volet d’étudier la façon optimale d’écrire le système
d’équations à résoudre et comment le préconditionner. Actuellement sur Flux PEEC, les
courants de maille sont utilisés comme inconnues grâce à l’utilisation d’un algorithme de
recherche des mailles indépendantes, l’approche est performante pour le traitement des
aspects résistifs et inductifs des modèles PEEC. En revanche, la convergence du solveur
itératif nécessite beaucoup plus d’itérations, à nombre égal d’inconnues, lorsque le circuit
à résoudre contient également des capacités. Nous étudierons donc les performances de
plusieurs écritures du système d’équations, et tenterons d’améliorer le conditionnement de
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ces systèmes par le développement de préconditionneurs adaptés.
Pour répondre à ces objectifs, ce manuscrit de thèse est organisé en quatre chapitres :
— Le premier chapitre présente un état de l’art de la méthode PEEC à travers un

historique des méthodes dites « structurées » et « non structurées ». Il présente
un rappel des équations de Maxwell, des hypothèses simplificatrices classiques uti-
lisées dans le domaine des basses et moyennes fréquences ainsi que des formulations
PEEC non-structurées permettant la modélisation de dispositifs avec des matériaux
conducteurs et diélectriques, volumiques et surfaciques, couplées et connectées à des
circuits externes à constantes localisées.

— Le deuxième chapitre présente une étude sur l’amélioration de la précision et des
performances des formulations PEEC. Une stratégie d’intégration avec points de
Gauss adaptatifs est développée, permettant de réduire les erreurs d’intégration nu-
mérique liée aux intégrales singulières. Les performances de ces formulations sont
étudiées à travers la présentation et la comparaison de différentes écritures du sys-
tème d’équations à résoudre associées à différentes matrices de préconditionnement.

— Le troisième chapitre présente une procédure de raffinement adaptatif du maillage.
Cette procédure est contrôlée par un critère d’estimation d’erreur sur le maillage
liée à la sous-discrétisation. Ce critère repose sur l’écriture de deux solutions com-
plémentaires ou "duales".

— Le quatrième chapitre, exploratoire, présente une technique de préconditionnement
en multi-grille géométrique pour la méthode PEEC. La technique est mise en œuvre
dans le but d’utiliser les grilles générées par la procédure de raffinement adaptatif
du maillage à des fins de préconditionnement.





Chapitre I
Rappels sur la méthode PEEC

Alors que les flux financiers enrichissent certains et en
appauvrissent d’autres, les flux de connaissance profitent à
tout le monde.

Idriss Aberkane

Résumé

Dans ce chapitre, un état de l’art de la méthode PEEC est présenté à travers un his-
torique des méthodes dites "structurée" et "non-structurée". Il englobe la présentation
de formulations permettant de modéliser des matériaux conducteurs, diélectriques et
magnétiques. Dans un second temps, les formulations que nous avons utilisées dans le
cadre de cette thèse sont détaillées en incluant celles avec hypothèse région mince et
celles avec une condition d’impédance de surface.
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I.1 Introduction

La méthode PEEC apparaît être une candidate pertinente pour la modélisation des
dispositifs d’électronique de puissance en trois dimensions. En sachant que ces dispositifs
sont dominés par l’air, le choix de PEEC est justifié par sa capacité à discrétiser uniquement
les parties actives du domaine et à les représenter par un circuit électrique équivalent,
évitant ainsi le maillage de l’air qui est souvent paralysant lors de l’utilisation de la méthode
des éléments finis.

Dans ce chapitre, un état de l’art de la méthode PEEC est présenté à travers un his-
torique des méthodes dites "structurée" et "non-structurée". Il englobe la présentation de
formulations permettant de modéliser des matériaux conducteurs, diélectriques et magné-
tiques. Puis nous détaillerons les formulations que nous avons utilisées dans le cadre de
cette thèse.

I.2 État de l’art de la méthode PEEC

La méthode PEEC s’est avérée bien adaptée à l’analyse de nombreux dispositifs élec-
tromagnétiques, tels que les jeux de barres, PCB, interconnexions de circuits intégrés et
bien d’autres [3, 4, 5]. Elle est une forme particulière de la méthode intégrale de volume,
où chaque partie de la structure modélisée est discrétisée puis interprétée par des com-
posants électriques équivalents, ainsi, le problème électromagnétique final est résolu sous
forme d’un circuit électrique équivalent et peut éventuellement être connecté à un circuit
ou des composants externes.

La méthode PEEC structurée [6] a été la première à être développée. Le nom « struc-
turée » vient du fait que la méthode utilise des maillages de type hexaédrique où chaque
élément de maillage ne peut être que parallèle ou perpendiculaire à un autre élément de
la même partie connexe. La méthode PEEC non-structurée [7] quant à elle, est plus ré-
cente, elle a permis l’utilisation de plusieurs types de maillages (Hexaèdres, tétraèdres,
quadrangles, triangles...), ouvrant ainsi un champ d’application plus large.

Pour illustrer la différence de discrétisation des dispositifs entre les méthodes PEEC
structurée et non structurée, la Figure I.1 montre un module de puissance avec un maillage
de type structuré issu du module PEEC du logiciel Altair Flux ™ [8], et un maillage de
type non structuré tétraédrique.

Ces deux types de méthode seront présentées un peu plus en détail dans les sections
suivantes.

I.2.a La méthode PEEC structurée

La méthode PEEC structurée a été introduite dans le début des années 70 par Albert E.
Ruehli [6], il avait compris les avantages de décomposer un problème compliqué en petites
partitions de base, pour lesquelles les inductances pouvaient être calculées tel qu’il était
présenté par Hoer & Love en 1965 [9], ceci afin de modéliser le comportement inductif d’une
structure complète, on retrouvait ces inductances sous le nom de « inductances partielles ».
Bien qu’initialement la méthode calculait uniquement des inductances partielles propres et
mutuelles, elle a été étendue pour le calcul des capacités parasites offrant ainsi un schéma
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Figure I.1 – Maillage d’un module de puissance, (à gauche) maillage PEEC structuré, (à
droite) maillage PEEC non-structuré

RLC complet [10, 11]. En 1990 dans [12], une nouvelle approche pour prendre en compte
les capacités parasites avec des coefficients de potentiels a été présentée. Cette nouvelle
approche a permis un gain de temps de calcul et en mémoire vive.

Dans la formulation originale, uniquement les matériaux conducteurs sont pris en
compte. Une extension pour inclure les matériaux diélectriques a été faite dans [13]. A
mesure que les fréquences de fonctionnement augmentent et que les dimensions des ap-
pareils diminuent, le besoin d’avoir une formulation en équations de Maxwell pleine onde
(Full-wave Maxwell equations) est né. La formulation PEEC retardée a été présentée dans
[14, 15] pour répondre à ce besoin. Une autre extension pour les matériaux magnétiques a
été présentée dans [16, 17] sous hypothèse quasi-statique.

La principale limitation de la méthode PEEC structurée est la discrétisation et l’inter-
polation utilisées. Uniquement des éléments de type pavé (hexaèdres droits) sont utilisés
avec des fonctions de forme d’ordre zéro (courant électrique constant par élément, et poten-
tiel électrique constant par cellule externe pour la partie capacitive). Ces éléments devaient
être parallèles ou perpendiculaires les uns aux autres, impliquant au final un maillage struc-
turé (Manhattan type) comme présenté sur l’image de gauche de la Figure I.1. Des travaux
ont été effectués afin de réduire cette limitation [18, 19, 20], mais elle reste encore très
contraignante.

Récemment des chercheurs se sont intéressés à la possibilité de faire autrement que
l’utilisation historique d’un maillage structuré. Cela avait permis l’émergence de nouvelles
formulations permettant d’utiliser un maillage non-structuré et des fonctions de forme
autres que celles d’ordre zéro. On nomme cette nouvelle méthode "PEEC non-structurée".

I.2.b La méthode PEEC non-structurée

Afin de pallier les limitations de la méthode PEEC structurée, et cela dans le but de
pouvoir modéliser des dispositifs électromagnétiques de plus en plus complexes. Des avan-
cées considérables ont été faites dans ce sens. En partant des travaux de E. Tonti sur les
relations duales entre les variables globales et les éléments d’espace-temps [21], F. Freschi
et Al ont développé dans [22] une nouvelle formulation PEEC surfacique basée sur une
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nouvelle technique de discrétisation avec des concepts topologiques de type primal/dual,
permettant ainsi l’utilisation des éléments de type triangle et quadrangle. Cette avancée a
permis d’utiliser des fonctions de forme d’ordre supérieur, permettant ainsi une meilleure
interpolation des inconnues. Dans [23], [7] et [24], une approche généralisée aux éléments
volumiques a été développée, elle permet d’utiliser tout type d’éléments de maillage (e.g.
tétraèdres, hexaèdres, prismes...), et aussi par conséquent de négliger toute hypothèse géo-
métrique simplificatrice sur la structure étudiée. Dans ces dernières références, la principale
inconnue (la densité de courant) est interpolée linéairement avec des éléments de facette du
premier ordre [25]. Ces fonctions de forme de facette permettent d’assurer une continuité
naturelle de la composante normale de la densité de courant entre les éléments du maillage,
et donc la conservation du courant.

D’autres formulations ont été développées, G. Meunier et Al ont proposé dans [24, 26]
des formulations qui permettent de modéliser les matériaux magnétiques en utilisant une
représentation circuit, et également J. Siau et Al dans [27, 2] pour la prise en compte
des effets capacitifs parasites et des matériaux diélectriques. Plus récemment, R. Torchio
dans [28, 29, 30] propose une extension des travaux précédents pour la modélisation en
transitoire et aux problèmes électromagnétiques stochastiques.

Dans [31], une formulation permettant de faire une hypothèse de région mince a été
proposée pour les matériaux conducteurs et magnétiques. Les effets dynamiques à travers
l’épaisseur de la région sont modélisés par une conductivité et une réluctivité complexes
équivalentes sur une discrétisation en éléments surfaciques. Elle permet de réduire significa-
tivement le nombre de degrés de liberté du système et d’augmenter la précision des calculs
par rapport à une modélisation volumique classique dans ce cas. En effet, une description
volumique dans le cas d’une plaque de faible épaisseur nécessite un très grand nombre de
mailles afin de conserver une qualité de maille suffisante pour une bonne précision de calcul.
Dans le cas des plaques avec une épaisseur importante ou des dispositifs avec un volume
important, l’article [32] présente une formulation très innovante et prometteuse pour la
méthode PEEC non structurée qui intègre le principe de la condition limite d’impédance
de surface (Surface Impedance Boundary Condition SIBC). Cette condition permet de dis-
crétiser uniquement les bords du dispositif étudié en éléments surfaciques, mais l’hypothèse
reste limitée aux cas avec une épaisseur de peau très faible (i.e. le courant électrique circu-
lant majoritairement sur les bords). Lorsque cette hypothèse est adaptée, l’approche SIBC
devient très attractive dans son domaine d’application en termes de performances de calcul
par rapport à une discrétisation volumique classique.

I.3 Formulations PEEC non-structurées

Dans cette section, les formulations introduites dans la section précédente dans le
contexte de la méthode PEEC non-structurée sont présentées. Compte tenu du choix de
ne pas considérer les matériaux magnétiques dans cette thèse, les formulations les prenant
en compte ne sont pas présentées. Les effets de retard engendrés par la propagation d’onde
sont négligés dans ce qui suit, nous faisons l’hypothèse d’un noyau de Green statique issu
de la solution de l’équation de Laplace.

Cette section est divisée en cinq parties, la première fait une introduction à la mo-
délisation électromagnétique en basse et moyenne fréquences. La deuxième présente les
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équations de Maxwell et des développements permettant de formuler un problème électro-
magnétique avec des équations de la méthode intégrale de volume. La troisième présente
une formulation à très basses fréquences où seuls les effets résistifs et inductifs sont pris en
compte, et où par conséquent uniquement les conducteurs sont considérés. La quatrième
partie présente un complément à la formulation précédente afin de prendre en compte les
effets capacitifs dans le cas des conducteurs. La dernière partie présente une formulation
quasi complète (sans propagation) pour prendre en compte les effets résistifs, inductifs et
capacitifs avec des matériaux conducteurs et diélectriques.

Commençons donc par une introduction à la modélisation électromagnétique en basse
et moyenne fréquences pour les dispositifs d’électronique de puissance.

I.3.a Introduction à la modélisation électromagnétique en basse et moyenne
fréquence

Dans la modélisation des dispositifs d’électronique de puissance, des approximations
peuvent être faites, telles que, considérer un régime quasi-statique quand la longueur d’onde
est bien supérieure devant les dimensions du dispositif, les phénomènes de retard de pro-
pagation d’onde au sein des structures sont par conséquent négligés. A faible fréquence, les
courants de déplacement dans les matériaux conducteurs tels que le cuivre sont négligés.
Cela implique un déplacement instantané des charges électriques.

Par contre, un phénomène nommé "effet de peau" ne doit pas être négligé, car il pousse
le courant électrique à circuler à la surface des conducteurs. Cela implique une augmenta-
tion de la résistance de ces conducteurs. Ce phénomène dépend de la fréquence, plus elle
est élevée, plus l’effet sera important. Dans ce cas, la densité de courant J décroît de façon
exponentielle à partir de sa valeur JS à cette surface en fonction de la profondeur r dans
le dispositif par rapport à la surface. J est exprimé sous la forme suivante :

J (r) = JSe
− r
δ (I.1)

avec : δ est l’épaisseur de peau qui est définie comme la distance dans la profondeur d’un
conducteur où 63% de la densité de courant circule. Elle peut être calculée par l’expression
suivante :

δ =

√
2

ωµσ
(I.2)

Avec :
— ω la pulsation angulaire 2πf (rad/s)
— σ la conductivité électrique du matériau (S/m)
— µ la perméabilité magnétique du matériau (H/m)
— f la fréquence (Hz)

En modélisation électromagnétique, afin de bien prendre en compte l’effet lié à l’épaisseur
de peau, le maillage doit être adapté en conséquence en fonction de la fréquence. Les obser-
vations faites là-dessus concluent qu’au minimum une discrétisation avec 2 ou 3 éléments
de maillage dans cette épaisseur est nécessaire pour une bonne interpolation à l’ordre 2 ou
1 respectivement en éléments finis.

Pour se positionner et définir une gamme de fréquence où l’hypothèse d’un régime
quasi-statique est applicable, la longueur d’onde λ doit être calculée en prenant en compte
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chaque type de matériau présent dans le dispositif. On présente l’expression de λ telle que :

λ =
c0

f
√
εrµr

(I.3)

avec :
— c0 la vitesse de la lumière dans le vide 3E8 (m/s)
— εr la permittivité électrique relative du matériau
— µr la perméabilité magnétique relative du matériau

Si on prend le cuivre comme exemple, la Table I.1 ci-dessous présente l’évolution de λ et δ
en fonction de la fréquence.

Fréquence 50 Hz 1 kHz 10 kHz 1 MHz 10 MHz 1 GHz
Longueur d’onde λ 6000 km 300 km 30 km 300 m 30 m 300 mm
Épaisseur de peau δ 9,42 mm 2,1 mm 666,7 µm 66,7 µm 21 µm 2 µm

Table I.1 – L’évolution des ordres de grandeurs de λ et δ du cuivre

La limite de validité du régime quasi-statique est définie par le rapport entre λ et dmax
(le diamètre de la sphère contenant la structure géométrique d’intérêt) qui doit être supé-
rieur à 10 ( λ

dmax
> 10) [33], dans ce cas on dit que le dispositif étudié est "électriquement

petit (electrically small)". A titre d’exemple, un dispositif en cuivre d’une taille de 30 mm
ne peut pas être modélisé au-delà de 1 GHz de fréquence avec l’hypothèse quasi-statique,
car l’effet de déphasage crée par la propagation doit être pris en considération.

I.3.b Équations de Maxwell

La théorie des champs électromagnétiques et les équations de Maxwell forment la base
de tous les phénomènes électriques. Ces équations permettent de décrire complètement le
comportement macroscopique des champs électrique et magnétique, des charges, et des
courants électriques.

Les équations de Maxwell s’écrivent sous la forme locale suivante :
— Maxwell-Faraday :

∇×E = −∂B
∂t

(I.4)

— Maxwell-Ampère :

∇×H = J +
∂D

∂t
(I.5)

— Maxwell-Thomson :

∇ ·B = 0 (I.6)

— Maxwell-Gauss :

∇ ·D = ρ (I.7)

Avec :
— E le champ électrique (V/m)
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— B l’induction magnétique (T)
— H le champ magnétique (A/m)
— J la densité de courant électrique (A/m2)
— D l’induction électrique (C/m2)
— ρ la densité de charge électrique (C/m3)
Ces équations sont complétées par des relations constitutives qui régissent le milieu par-

couru par les champs électromagnétiques. Avec l’hypothèse de matériaux non-magnétiques,
homogènes, linéaires et isotropes, les relations constitutives s’écrivent sous la forme sui-
vante :

J = σE (I.8)

B = µ0H (I.9)

D = εE = ε0E + P (I.10)

Avec :
— σ la conductivité électrique du milieu (S/m)
— µ la perméabilité magnétique du milieu (H/m)
— ε la permittivité électrique du milieu (F/m)
— P la polarisation diélectrique en présence de matériau diélectrique (C/m2)

σ, µ et ε sont des paramètres constitutifs. Dans le vide, la perméabilité magnétique
et la permittivité électrique prennent les valeurs constantes de µ0 = 4π · 10−7 H/m et
ε0 = 8, 85418781 · 10−12 F/m respectivement.
De l’équation (I.5) découle l’équation de conservation de charge suivante :

∇ ·
(
J +

∂D

∂t

)
= 0 (I.11)

Il est possible d’introduire des potentiels dont dérivent les champs électromagnétiques.
Ils s’expriment à partir d’intégrales limitées aux milieux matériels. On note à partir de
l’équation (I.6), que l’induction magnétique B dérive d’un potentiel vecteur magnétique A
telle que :

B = ∇×A (I.12)

Et à partir de l’équation (I.4), on obtient l’équation suivante :

E = −∂A
∂t
−∇V (I.13)

Avec V le potentiel scalaire électrique.
Le couple de potentiels (A, V) n’est pas unique. Pour assurer l’unicité du couple, on

introduit la jauge de Lorenz qui est sous la forme suivante :

∇ ·A +
1

c2

∂V

∂t
= 0 (I.14)

Dans un document interne au G2ELab [23], G. Meunier a formulé à l’aide de la jauge
(I.14) la solution pour le couple (A, V) comme suit :
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— Potentiel vecteur magnétique A :
A partir des équations (I.5), (I.9) et (I.10), on a ce qui suit :

∇×
(

1

µ0
∇×A

)
= J + ε0

∂E

∂t
+
∂P

∂t

∇× (∇×A) = µ0

(
J +

∂P

∂t

)
+

1

c2

∂

∂t

(
∂A

∂t
−∇V

)
∇ (∇ ·A)−∆A = µ0

(
J +

∂P

∂t

)
− 1

c2
∇
(
∂V

∂t

)
− 1

c2

∂2A

∂t2

∆A− 1

c2

∂2A

∂t2
= −µ0

(
J +

∂P

∂t

)
+∇

(
∇ ·A +

1

c2

∂V

∂t

)
avec en rouge la jauge (I.14) qui est nulle. On arrive à l’équation suivante :

∆A− 1

c2

∂2A

∂t2
= −µ0

(
J +

∂P

∂t

)
(I.15)

— Potentiel scalaire électrique V :
à partir des équations (I.11), (I.10) et (I.13), on a ce qui suit :

ε0 ∇ ·
(
−∇

(
∂V

∂t

)
− ∂2A

∂t2

)
= ∇ ·

(
J +

∂P

∂t

)
∂

∂t

(
∇ ·
(
∇V +

∂A

∂t

))
=

1

ε0
∇ ·
(
J +

∂P

∂t

)
De l’équation (I.14), on a ∇ · ∂A∂t = − 1

c2
∂2V
∂t2

, donc on a :

∂

∂t

(
∇ · (∇V )− 1

c2

∂2V

∂t2

)
=

1

ε0
∇ ·
(
J +

∂P

∂t

)
On arrive à l’équation suivante :

∂

∂t

(
∆V − 1

c2

∂2V

∂t2

)
=

1

ε0
∇ ·
(
J +

∂P

∂t

)
(I.16)

Les équations (I.15) et (I.16) représentent le système obtenu en considérant la jauge de Lo-
renz. Les deux potentiels A et V sont associés à l’opérateur d’Alembertien 2 = ∆− 1

c2
∂
∂t .

La résolution générale de cette équation conduit à des solutions faisant intervenir des re-
tards liés à la propagation d’onde (t+ r

c ) dans l’établissement des potentiels. Si on considère
comme présenté précédemment que les phénomènes de propagation sont négligeables, les
équations (I.15) et (I.16) prennent la forme de l’équation de Poisson, telle que :

∆A = −µ0 JP (I.17)
∂

∂t
(∆V ) =

1

ε0
∇ · JP (I.18)

avec JP = J + ∂P
∂t .

Considérons une fonction vectorielle Ψ(x, y, z) dans un espace euclidien tridimensionnelle,
son Laplacien s’écrit sous la forme suivante :

∆Ψ =
∂2Ψx

∂x2
+
∂2Ψy

∂y2
+
∂2Ψz

∂z2
= 0 (I.19)
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La fonction de Green statique est la solution de l’équation de Laplace, elle s’exprime sous
la forme suivante :

G0(P,Q) =
1

4πr
(I.20)

avec r la distance entre le point d’intégration Q et le point d’observation P dans l’espace.
Par conséquent, les solutions des deux équations (I.17) et (I.18) s’écrivent alors :

A(P ) =
µ0

4π

∫
ΩC+D

JP (Q)

r
dΩ (I.21)

∂V (P )

∂t
=

1

4πε0

∫
ΩC+D

JP (Q) · ∇1

r
dΩ (I.22)

avec ΩC et ΩD le domaine conducteur et le domaine diélectrique respectivement.
A noter que l’utilisation de la jauge de Lorenz permet d’atteindre une solution avec

deux équations complètement découplées entre elles, il est possible d’utiliser une autre
jauge (jauge de Coulomb ∇ ·A = 0 par exemple) mais les expressions de A et V seront
plus compliquées et elles seront couplées entre elles.

Les solutions (I.21) et (I.22) permettent de résoudre un problème électrique et diélec-
trique en les réinjectant dans l’équation (I.13). Par conséquent, il est possible d’écrire une
équation intégrale de volume sur ΩC et ΩD qui fait intervenir une seule inconnue JP , c’est
ce que nous présenterons dans la suite du manuscrit.

I.3.b-i Le domaine fréquentiel

Dans ce manuscrit de thèse, les problèmes harmoniques sont considérés. L’ensemble des
équations de Maxwell dépendantes de la fréquence est obtenu en utilisant la transformée
de Fourrier ce qui permet de remplacer

(
dx
dt

)
par (jωx) (ω = 2πf est la pulsation, f étant

la fréquence d’excitation) dans (I.4), (I.5), et (I.11).
Les calculs dans le domaine fréquentiel correspondent à des conditions de régime perma-

nent dans lesquelles les champs instantanés se rapportent à leurs homologues fréquentiels,
par exemple, H (t) = <

(
Hejωt

)
, et donc tous les champs d’excitation sont sinusoïdaux.

Les équations (I.4), (I.5), (I.11) et (I.13) peuvent donc être réécrites sous la forme
suivante :

∇×E = −jωB (I.23)

∇×H = J + jωD (I.24)

∇ · (J + jωD) = 0 (I.25)

E = −jωA−∇V (I.26)

Dans ce qui suit, nous allons passer à la présentation des formulations de la méthode
PEEC non-structurée.
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I.3.c Formulation PEEC inductive RLM

I.3.c-i Cas volumique

Nous rappelons la formulation inductive qui a été présentée dans la thèse de Thanh-
Trung Nguyen [7, 1] en quasi-statique. Le sigle RLM signifie : R pour résistance, L Induc-
tance et M Mutuelle inductance.

Un domaine volumique conducteur et non-magnétique Ωc est considéré, il est entouré
d’air tel que présenté sur la Figure I.2.

Figure I.2 – Domaine d’un problème simplifié

En basse fréquence, on suppose qu’il est possible de négliger les courants de déplacement, on
peut le démontrer pour simplicité dans le domaine temporel par les expressions suivantes,
à partir de l’équation de Maxwell-Ampère (I.5), sa divergence donne [34] :

∇ · (∇×H) = ∇ · J +∇ · ∂D
∂t

= 0

À partir des relations constitutives (I.8) et (I.10), on a
(
J = ε

σD
)
, on remplace cette ex-

pression de J dans l’équation précédente, on obtient par conséquent :

∂ (∇ ·D)

∂t
+
σ

ε
(∇ ·D) = 0

avec l’équation de Maxwell-Gauss (I.7), on a ∂ρ
∂t + σ

ε ρ = 0. La solution de cette équation
différentielle s’écrit comme suit :

ρ(t) = ρ0e
−σ
ε
t

Pour une fréquence de 50Hz par exemple, la période du signal d’excitation est de 0,02
secondes. La constante de temps τ = ε

σ est très inférieure à la période pour les conducteurs
en basse fréquence, par exemple, pour le cuivre τ = 1, 50.10−19 s << 0, 02 s. Le temps
d’établissement des charges est très faible, et donc ∂D

∂t peut être négligé.
L’expression de JP devient alors :

JP = J +
∂P

∂t
≈ J (I.27)

Et l’équation (I.25) devient :

∇ · J = 0 (I.28)



I.3. Formulations PEEC non-structurées 17

On suppose que la contribution des courants capacitifs peut être négligées (une vérification
de cette hypothèse a été faite dans la thèse de J-M Guichon [34]). On impose alors sur les
faces du bord du domaine Ωc que les courants sortants sont nuls de la façon suivante :

J · n = 0 (I.29)

où n est la normale sortante.
On récrit l’équation (I.21) en ne considérant que le domaine Ωc sous la forme suivante :

A =
µ0

4π

∫
ΩC

J

r
dΩC (I.30)

En introduisant la loi de comportement linéaire (I.8) et l’équation (I.30) dans (I.26), on
obtient :

J

σ
= −jω µ0

4π

∫
Ωc

J

r
dΩc −∇V (I.31)

Dans le cas où on a une bobine comme source d’excitation extérieure, on doit rajouter un
terme à l’équation (I.31) qui représente un terme de couplage entre le domaine conducteur
et le domaine inducteur Ω0 à travers le potentiel vecteur magnétique A0, son expression
est la suivante :

A0 =
µ

4π

∫
Ω0

J0

r
dΩ0 (I.32)

où J0 est le courant électrique qui alimente la bobine d’excitation.
Discrétisation

Comme proposé dans [7], la densité de courant J est discrétisée avec des fonctions
de forme de facette du premier ordre, elles permettent une meilleure interpolation des
inconnues, et aussi l’utilisation de différents types de maillages. Ce choix est justifié avec
l’équation (I.28) qui montre que J est à flux conservatif. J s’écrit donc :

J =
∑
i

wiIi (I.33)

où wi est la fonction de forme de facette et Ii le courant traversant la face i.
Propriétés des fonctions de forme de facettes :
Les fonctions de forme facettes conservent leur composante normale à travers chaque facette
du maillage. Nous avons :

w · n = ± 1

sf
(I.34)

∇ ·w = ± 1

ve
(I.35)

avec n le vecteur normal, sf la superficie de la facette f et ve le volume de l’élément
volumique. Les signes ± dépendent de l’orientation du vecteur normal n.
La Figure I.3 montre le champ vecteur créé par la fonction de forme de facette f .
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Figure I.3 – Fonction de forme de facette associée à la facette {i,j,k}

En appliquant une procédure de projection standard de Galerkin à (I.31) et en utilisant
w comme fonctions de projection, le système matriciel suivant est obtenu :

([R] + jω [L]) {I} = {U} (I.36)

Avec :

[R]i,j =

∫
Ωc

wiwj

σ
dΩc (I.37)

[L]i,j =
µ0

4π

∫
Ωc

wi

∫
Ωc

wj

r
dΩcdΩc (I.38)

{U}i = −
∫

Ωc

wi∇V dΩc (I.39)

Le système matriciel (I.36) peut être vu comme un système de circuit classique ZI =

U, où une représentation équivalente de circuit électrique est obtenue, dont les branches
électriques sont les facettes du maillage, et les nœuds électriques de ces branches sont les
barycentres des éléments volumiques, c.-à-d. le circuit électrique équivalent est construit
sur le maillage duale, comme le présente la Figure I.4.

Afin de le résoudre le système matriciel (I.36), un solveur circuit est utilisé. Il permet à
l’aide des lois des nœuds et des mailles de mettre le système matriciel en équations de circuit
électrique, cela à partir des inconnues issues de la base des branches du maillage dual, sur
une autre base qui satisfait ces lois de Kirchhoff, et par conséquent satisfaire l’équation
(I.11). En plus de ça, l’utilisation d’un solveur circuit permet de faire naturellement un
couplage avec des composants de circuit tels que des résistances, capacités, inductances et
sources actives. Cette étape de résolution par solveur circuit sera détaillée dans le chapitre
II.
Définition de U du système (I.36) :
En utilisant le théorème de divergence, l’équation (I.39) devient :

−Ui =

∫
Ωc

wi∇V dΩc =

∫
Γc

(wi · n)V dΓc −
∫

Ωc

(∇ ·wi)V dΩc (I.40)

Avec Γc le bord du domaine Ωc. L’équation (I.40) peut être développée en deux cas, le
premier est quand on l’applique sur une facette interne du maillage, et le deuxième cas
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est quand on l’applique sur une facette du bord Γc. Commençons par le premier cas où la
facette est interne au maillage, on a :

Ui =

∫
Ωc

(∇ ·wi)V dΩc (I.41)

En utilisant la propriété définie par l’équation (I.35), et en sachant que wi est partagée
par deux éléments volumiques e1 et e2, on trouve :

Ui =

∫
e1

V

ve1
dΩc −

∫
e2

V

ve2
dΩc (I.42)

ce qui représente une différence de potentiels moyens entre deux éléments volumiques in-
ternes. D’un point de vue circuit, on peut assimiler cela à la tension de la branche électrique
qui relie ces deux éléments, comme les lignes noires de la Figure I.4.
Considérant le deuxième cas, la facette n’appartient qu’à un seul élément volumique, noté
e par exemple. A partir de l’équation (I.40) et connaissons les propriétés (I.34) et (I.35).
On écrit alors :

−Ui =

∫
Γc

V

sfi
dΓc −

∫
e

V

ve
dΩc (I.43)

qui représente également la différence de potentiel entre une face de bord et son support
volumique intérieur, comme le montre les lignes grises sur la Figure I.4.

Figure I.4 – Représentation du circuit équivalent en PEEC non-structurée inductive
d’une partie du maillage d’une plaque conductrice. (gauche) Le conducteur maillé avec
des Prismes. (droite) Le circuit équivalent, où les inductances mutuelles sont cachées.

Pour compléter la définition du second membre du système (I.36), la tension Ui sur les
bords est nulle si la face i n’est pas connectée à un circuit externe (source de courant,
source de tension, ou composants passifs), ou s’il n’y a pas de prise en compte des effets
capacitifs.

I.3.c-ii Cas des régions minces

Dans les dispositifs d’électronique de puissance, on est souvent confronté au cas où les
dimensions suivant deux directions (les axes X & Y) sont largement supérieures à celles
suivant la troisième (l’axe Z), ce traduisant par des régions conductrices minces, comme les
PCB par exemple. Ainsi, l’utilisation d’un maillage volumique pour modéliser ces régions
minces conduit à un grand nombre d’éléments afin de réduire les erreurs numériques. De
plus, lorsque la fréquence est élevée, l’épaisseur de peau devient beaucoup plus fine que
l’épaisseur suivant Z, cela conduit à une augmentation de la taille du maillage nécessaire
pour modéliser correctement ce phénomène.
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Dans les travaux de Thanh-Trung Nguyen [35, 1], une formulation qui fait l’hypothèse
de région conductrice mince a été proposée. Le principe est de remplacer la région par une
surface médiane conductrice avec une conductivité complexe. Cela permet de prendre en
compte les effets de peau du courant électrique, permettant ainsi une réduction drastique
en nombre d’éléments tout en améliorant la précision.

La Figure I.5 présente une région conductrice mince, avec S1 et S2 les deux surfaces de
bord en contact avec l’air, S la surface médiane de la région, e l’épaisseur de la région, JS1

et JS2 la densité de courant sur la surface S1 et S2 respectivement, Jm est la densité de
courant moyenne circulant dans la plaque S (surface médiane).

Figure I.5 – Exemple de région conductrice mince, les lignes en pointillées représentent
le périmètre de la surface médiane S.

On défini Jm par :

Jm =
1

e

∫ e
2

− e
2

Jzdz (I.44)

L’intégral de J peut donc s’écrire telle que :∫
Ωc

J

r
dΩ ≈ e

∫
S

Jm
r

dS (I.45)

Deux cas peuvent être identifiés pour calculer la densité de courant moyenne Jm, ils
dépendent de l’épaisseur e et de l’épaisseur de peau δ :

— Le premier cas est celui lorsque l’épaisseur de peau est très grande par rapport à
l’épaisseur e (e << δ).

— Le second est obtenu lorsque l’épaisseur de peau est comparable ou inférieure à
l’épaisseur e (e ≥ δ).

Les équations sous hypothèse région mince se présentent comme suit :
1. Cas e << δ :

Ce cas implique que la densité de courant et le champ électrique sont uniformes le long de
l’axe Z. L’équation (I.31) devient alors [1, 35] :

Jm
σ

= −jω µ0

4π
e

∫
S

Jm
r

dS−∇Vm (I.46)

avec Vm = (VS1 + VS2)/2, où VS1 et VS2 représentent les potentiels électriques sur S1 et
S2 respectivement, et Vm le potentiel moyen sur S.
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Afin de discrétiser cette formulation, les fonctions de formes de facette présentées dans
(I.33) doivent être adaptées à la région mince surfacique.
Discrétisation
En surfacique, la fonction de forme de facette n’est pas associée à une facette du maillage,
mais plutôt à une arête comme le montre la Figure I.6. Elle se différencie d’une fonction de
forme d’arête à travers une rotation de π/2 par rapport à cette dernière, on la note w

(s)
i ,

ces fonctions sont connues sous le nom de fonctions RWG.

Figure I.6 – Fonction de forme de facette en surfacique :
(a) fonction associée à l’arête {i, j}
(b) fonction associée à l’arête {j, k}
(c) fonction associée à l’arête {k, i}

Propriétés des fonctions de forme de facettes en surfacique :
La dégénérescence de la fonction de forme de facette du volume vers la surface ne lui fait
pas perdre sa propriété première de conservation de la composante normale, ce sont juste
les équations (I.34) et (I.35) qui changent par :

w(s) · n = ± 1

la
(I.47)

∇ ·w(s) = ± 1

sf
(I.48)

avec n le vecteur normal à l’arête a dans le plan de la facette f , la la longueur de a et sf
la superficie de f .

La densité de courant moyenne Jm est discrétisée à l’aide de w(s) comme suit

Jm =
1

e

∑
i

w
(s)
i I

(s)
i (I.49)

Avec I
(s)
i le courant traversant la face dégénérée i. En suivant la même procédure que

précédemment, nous appliquons une discrétisation standard de Galerkin avec les fonctions
de forme de facettes w(s), le résultat est le suivant :

(
R(s) + jωL(s)

)
I(s) = U(s) (I.50)
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Avec :

R
(s)
i,j =

∫
S

w
(s)
i w

(s)
j

eσ
dS (I.51)

L
(s)
i,j =

µ0

4π

∫
S
w

(s)
i

∫
S

w
(s)
j

r
dSdS (I.52)

U
(s)
i = −

∫
S
w

(s)
i ∇VmdS (I.53)

Mise à part la multiplication de la conductivité par l’épaisseur, ce système est très similaire
à celui obtenu en volumique. Cette écriture a peu d’intérêt dans le cas e << δ car avec un
maillage hexaédrique par exemple, un seul élément est suffisant suivant l’épaisseur e. Le
second cas (e ≥ δ) permet de montrer la pertinence de cette approche.

2. Cas e ≥ δ :
Dans ce cas, la densité de courant n’est plus uniforme suivant l’axe Z, l’effet de peau n’est
pas négligeable. Une réécriture de Jm a été proposée à travers une expression analytique
qui prend en compte de l’effet de peau dans l’épaisseur en considérant des plans infinis,
avec [1, 35] :

Jm = G
JS1 + JS2

2
(I.54)

où G est :

G =
2δ tanh

(
e(1+j)

2δ

)
e (1 + j)

(I.55)

L’équation (I.46) devient alors :

Jm
Gσ

= −jω µ0

4π
e

∫
S

Jm
r

dS−∇Vm (I.56)

avec Vm = (VS1 + VS2)/2. En utilisant la même discrétisation (I.49), seule la matrice
résistance R(s) change dans le système (I.50) en prenant la nouvelle forme suivante :

R̃
(s)
i,j =

∫
S

w
(s)
i w

(s)
j

eGσ
dS (I.57)

Ainsi, traiter des conducteurs très minces avec l’une des deux dernières formulations
réduit la complexité du problème, les temps de calcul sont moindres car il y a moins
d’éléments, et par conséquent, ces formulations fournissent une solution plus efficace.
La résolution se fait aussi par un solveur circuit comme en volumique. On complète le
système (I.50) par la définition de U(s)

i , elle est équivalente à celle faite précédemment pour
le cas volumique, mais présente quelques différences mineures. En utilisant le théorème de
divergence sur l’équation (I.53), on a :

U
(s)
i = −

∫
Γ
(s)
c

(
w

(s)
i · n

)
V dΓ(s)

c +

∫
S
∇ ·w(s)

i VmdS (I.58)
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avec Γ
(s)
c le bord de la région surfacique S.

Pour le premier cas, l’arête i est une arête interne partagée par deux faces f1 et f2. En
utilisant la propriété (I.48), on a :

U
(s)
i =

∫
f1

Vm
sf1

dS −
∫
f2

Vm
sf2

dS (I.59)

Pour le deuxième cas, l’arête i est une arête externe qui n’appartient qu’à une seule face
f . On a en utilisant (I.47) et (I.48) :

U
(s)
i = −

∫
i

V

li
dL+

∫
f

Vm
sf

dS (I.60)

La représentation des branches et nœuds électriques dans ce cas de région mince est pré-
sentée sur la Figure I.7.

Figure I.7 – Représentation des branches et des nœuds électriques sur une région mince
avec une connexion externe (Nœuds sur le bord : en rouge, nœuds internes : en noir)

Pour compléter la définition du second membre du système (I.50), la tension U
(s)
i sur les

bords est nulle si l’arête i n’est pas connectée à un circuit externe.
Notons que dans le cas de l’hypothèse région mince, le calcul des pertes en considérant

uniquement le champ électrique et la densité de courant n’est pas satisfaisant, le champ
magnétique et l’induction magnétique doivent être pris en compte dans ce calcul, comme
le montre bien l’article [31].

I.3.c-iii Cas avec la condition limite d’impédance de surface (SIBC)

Les travaux sur la condition limite d’impédance de surface ont été présentés par G.
Meunier et Al dans l’article [32] pour les matériaux conducteurs. Cette condition permet
de discrétiser uniquement les bords des régions du dispositif étudié en éléments surfaciques,
dans ce cas l’épaisseur de peau doit être très faible afin de valider l’hypothèse que le courant
circule majoritairement sur les bords et non dans le volume, impliquant ainsi une densité
de courant tangentielle au bord de Ωc.
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La densité de courant tangentielle J le long de la direction perpendiculaire (z) de la frontière
est exprimée par :

J = Jse
−(1+j) z

δ (I.61)

avec Js la densité de courant surfacique sur Γ (le bord du domaine Ωc), et δ l’épaisseur de
peau. En intégrant J suivant (z), on obtient la densité de courant surfacique équivalente
K telle que :

K = Js
δ

1 + j
(I.62)

à partir de (I.62), l’équation (I.26) devient alors [32] :

1 + j

2σδ
K ≈ −jωµ0

4π

(∫
Γ

K

r
dΓ

)
−∇V (I.63)

Afin de discrétiser Γ, les mêmes fonctions de forme de facette surfacique w(s) présentées
dans (I.49) sont utilisées, on obtient :

K =
∑
i

w
(s)
i I

(s)
i (I.64)

En appliquant (I.64) sur (I.62), on a :(
R(s) + jωL(s)

)
I(s) = U(s) (I.65)

Avec

R
(s)
i,j =

∫
Γ

1 + j

2δ

w
(s)
i w

(s)
j

σ
dΓ (I.66)

L
(s)
i,j =

µ0

4π

∫
Γ
w

(s)
i

∫
Γ

w
(s)
j

r
dΓdΓ (I.67)

U
(s)
i = −

∫
Γ
w

(s)
i ∇V dΓ (I.68)

La définition de U(s)
i est faite uniquement sur les facettes du bord Γ et pas dans le volume.

En utilisant le théorème de divergence sur l’équation (I.68), on a :∫
Γ

w
(s)
i ∇V dΓ =

∫
Γ

∇ ·
(
w

(s)
i V

)
dΓ−

∫
Γ

(
∇ ·w(s)

i

)
V dΓ (I.69)

=

∮
C+

V
(
ni+ ·w(s)

i

)
dC −

∮
C−

V
(
ni− ·w(s)

i

)
dC +

1

s−

∫
Γ−

V dΓ− 1

s+

∫
Γ+

V dΓ

avec Γ+ et Γ− deux éléments qui partagent l’arête i, c+ et c− sont leurs contours respec-
tivement. ni+ et ni− sont les vecteurs normaux de l’arête i sur Γ+, Γ− respectivement.
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I.3.d Formulation PEEC inductive et capacitive RLMC

Nous rappelons la formulation inductive et capacitive qui a été développée dans la
thèse de Jonathan Siau [27]. Le sigle RLMC signifie : R pour résistance, L Inductance, M
Mutuelle inductance et C Capacité.

Afin de prendre en compte les effets capacitifs, l’équation (I.29) qui stipulait que le
courant sortant des bords du maillage est nul n’est plus valable (J · n 6= 0). Des branches
circuits externes sont ajoutées à l’ensemble des branches issues du maillage duale comme
le présente la Figure I.8 qui reprend la Figure I.4, assumant ainsi qu’un courant peut sortir
du volume modélisé.

Figure I.8 – Représentation des branches externes capacitives

Les branches capacitives externes ajoutées sont connectées à un nœud de référence com-
mun, noté ici par nœud "∞". Les nœuds circuits représentés en rouge sont les barycentres
des éléments surfaciques des bords du maillage.

Le système matriciel (I.36) doit être repris afin de prendre en compte ces nouvelles
inconnues traduisant les courants qui circulent dans les branches capacitives. On définit les
différences de potentiels U(ext) entre les nœuds circuits du bord du maillage et le nœud∞
par :

U
(ext)
i = VΓi − V∞ (I.70)

avec VΓi le potentiel de la face i du bord. En fixant arbitrairement la tension du nœud
V∞ = 0 , on obtient U(ext)

i = VΓi , avec :

VΓi =

∫
Γ

V

Si
dΓ (I.71)

En reprenant l’équation (I.22), V s’écrit dans Ωc comme suit :

V =
1

jω4πε0

∫
Ωc

J · ∇
(

1

r

)
dΩc (I.72)

En considérant l’équation (I.28) et en appliquant le théorème de divergence, on a :

V =
1

jω4πε0

∫
Γ

J · n
r

dΓ (I.73)



26 I. Rappels sur la méthode PEEC

avec n la normale sur le bord du domaine Ωc noté Γ.
Donc en reprenant (I.70) et en appliquant une discrétisation en éléments de facette, on a :

U
(ext)
i =

1

jω4πε0

∫
Γ

1

Si

∑
j

(∫
Γ

wj · n
r

dΓ

)
I

(ext)
j dΓ (I.74)

avec I(ext) les courants sur les branches capacitives externes. Donc,

U(ext) =
1

jω
PI(ext) (I.75)

avec

Pi,j =
1

4πε0

∫
Γ

∫
Γ

1

SiSj

1

r
dΓdΓ (I.76)

où Pi,j est la matrice des coefficients partiels de potentiel, elle peut être vue comme l’inverse
de la matrice des capacités.
En ajoutant l’équation (I.75) dans le système (I.36), on a :

([R] + jω [L]) {I}+
1

jω
[P]
{
I(ext)

}
= {U}+

{
U(ext)

}
(I.77)

Qui apparaît sur la forme de blocs matriciels suivante :[
R + jωL 0

0 1
jωP

][
I

I(ext)

]
=

[
U

U(ext)

]
(I.78)

La résolution du système (I.77) par un solveur circuit sera détaillée dans le chapitre II. Pour
U qui rassemble dans ce cas les tensions des branches électriques internes, la procédure
reste exactement la même que celle présentée dans la partie formulation inductive.

Dans le cas d’une modélisation avec hypothèse région mince ou en SIBC, les branches
électriques capacitives viennent se connecter aux barycentres des éléments surfaciques.

I.3.e Formulation PEEC inductive et capacitive RLMC avec matériaux
diélectriques

Nous rappelons la formulation inductive et capacitive avec considération des matériaux
diélectriques [27, 2].

Dans cette partie, les courants de déplacement ne sont pas négligés, on rappelle donc
les relations constitutives qui s’écrivent sous la forme suivante :

J = σE dans ΩC (I.79)

D = εE = ε0E + P dans ΩD (I.80)

B = µ0H (I.81)

ΩC et ΩD sont le domaine conducteur et le domaine diélectrique respectivement, comme
le présente la Figure I.9
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Figure I.9 – Domaine avec matériau conducteur ΩC et matériau diélectrique ΩD. Les
frontières de ΩC notées ΓC sont représentées par des lignes en noir. Les frontières de ΩD

notées ΓD sont représentées par des lignes discontinues en rouge

Par conséquent, l’équation de Maxwell-Faraday (I.24) se développe vers la forme suivante :

∇×H = J + jωD = JP + jωε0E (I.82)

avec JP = J + jωP. On réécrit les potentiels en présence de diélectriques comme suit,

A =
µ0

4π

∫
Ω

JP
r

dΩ (I.83)

V =
1

jω4πε0

∫
Ω
JP∇

(
1

r

)
dΩ (I.84)

Avec Ω = ΩC ∪ ΩD.
On introduit une nouvelle variable Jtot la densité de courant totale par :

Jtot = J + jωD = σ∗E (I.85)

Avec σ∗ = σ+ jωε est une conductivité complexe équivalente dans Ω, elle a deux variantes
telles que :

σ∗ = σ + jωε0 dans ΩC (I.86)

σ∗ = jωε dans ΩD (I.87)

En injectant l’équation (I.85) dans (I.26), on retrouve :

Jtot
σ∗

= −jωA−∇V (I.88)

A partir des équations (I.82) et (I.85), on déduit :

JP =
σ∗ − jωε0

σ∗
Jtot (I.89)

En injectant (I.89) dans (I.83) et dans (I.84), on a :

A =
µ0

4π

∫
Ω

σ∗ − jωε0
σ∗

Jtot
r

dΩ (I.90)
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V =
1

jω4πε0

∫
Ω

σ∗ − jωε0
σ∗

Jtot∇
(

1

r

)
dΩ (I.91)

Comme présentée dans la section I.3.d, les branches extérieures sont toutes reliées à
un nœud commun noté "∞". La procédure de discrétisation reste la même pour Jtot avec
l’utilisation des fonctions de forme de facette définies par l’équation (I.33). Considérons les
équations (I.70) et (I.71) qui restent valables dans cette configuration en fixant aussi V∞ à
0, on obtient :

([Rt] + jω [Lt]) {I}+
1

jω
[Pt]

{
I(ext)

}
= {Ut} (I.92)

Avec

[Rt]i,j =

∫
Ω

wiwj

σ∗
dΩ (I.93)

[Lt]i,j =
µ0

4π

∫
Ω
wi

∫
Ω

σ∗ − jωε0
σ∗

wj

r
dΩdΩ (I.94)

[Pt]i,j =
1

4πε0

∫
Γ

1

Si

∫
Ω

σ∗ − jωε0
σ∗

wj∇
(

1

r

)
dΩ (I.95)

avec Γ le bord externe de domaine Ω (sans l’interface entre ΩC et ΩD), Rt une matrice
creuse qui représente les effets résistifs dans le conducteur (à travers l’expression (I.86)) et
les effets capacitifs dans le diélectrique (à travers l’expression (I.87)) , Lt est une matrice
pleine qui représente les effets inductifs, Pt est une matrice pleine qui représente les effets
capacitifs dans l’air, et Ut = U + U(ext) la différence de potentiel de toutes les branches
du circuit.

Bien que cette formulation soit générale et permette de modéliser les matériaux conduc-
teurs et diélectriques en prenant en compte les effets capacitifs, le fait d’avoir une dépen-
dance à la fréquence dans les équations (I.86) et (I.87) est un inconvénient majeur. Car
cette dépendance se répercute sur le système matriciel (I.92), et cela implique que pour
une résolution multifréquences, un assemblage des matrices Rt, Lt et Pt est nécessaire
pour chaque fréquence. Dans [27], les auteurs proposent de faire des hypothèses simplifica-
trices afin de surmonter cet inconvénient. Les auteurs proposent de négliger le courant de
déplacement dans les conducteurs, cela est justifié à travers la condition qui suit :

σ >> ωε0 (I.96)

En considérant cette hypothèse dans notre gamme de fréquence, l’équation (I.89) n’est plus
adéquate, on la récrit telle que :

J̃tot = J dans ΩC (I.97)

J̃tot = jωD dans ΩD (I.98)

Donc

JP = J̃tot dans ΩC (I.99)

JP =
ε− ε0
ε

J̃tot dans ΩD (I.100)
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L’équation (I.26) s’écrit par conséquent sous la forme suivante :

J̃tot
σ

∣∣∣∣∣
ΩC

+
J̃tot
jωε

∣∣∣∣∣
ΩD

+ jω
µ0

4π

(∫
ΩC

J̃tot
r

dΩC +

∫
ΩD

ε− ε0
ε

J̃tot
r

dΩD

)
= −∇V (I.101)

où J̃tot
σ et J̃tot

jωε correspondent à E dans ΩC et ΩD respectivement.
Afin de prendre en compte les effets capacitifs, une procédure identique à celle mise en

place précédemment est appliquée telle que :

U
(ext)
i = VΓi − 0 =

∫
Γ

V

Si
dΓ (I.102)

En considérant (I.99) et (I.100), l’équation (I.70) devient comme suit :

U
(ext)
i =

1

jω4πε0

∫
Γ

1

Si

(∫
ΩC

J̃tot∇
1

r
dΩC +

∫
ΩD

ε− ε0
ε

J̃tot∇
1

r
dΩD

)
dΓ (I.103)

En utilisant le théorème de divergence, la première intégrale double peut être simplifiée
comme suit : ∫

Γ

1

Si

∫
ΩC

J̃tot∇
1

r
dΩCdΓ =

∫
Γ

1

Si

∫
ΓC

ε0
εj

(
J̃tot · n

) 1

r
dΓCdΓ (I.104)

εj correspond à la permittivité qu’il pourrait y avoir du côté opposé de la face j d’une
frontière, c’est-à-dire : si la face j est partagée entre un conducteur et un diélectrique de
permittivité ε1, alors εj = ε1.
De plus, en supposant que les diélectriques sont linéaires (ce qui implique ∇ ·P = 0 dans
chaque région du domaine ΩD), nous pouvons réappliquer le théorème de divergence pour
simplifier la deuxième intégrale double :∫

Γ

1

Si

∫
ΩD

ε− ε0
ε

J̃tot∇
1

r
dΩDdΓ =

∫
Γ

1

Si

∫
ΓD

(ε1 − ε2) ε0
ε1ε2

(
J̃tot · n

) 1

r
dΓDdΓ (I.105)

Avec n la normale sortante du diélectrique 1 vers le diélectrique 2, de permittivité ε1 et ε2
respectivement.
Maintenant on utilise la même discrétisation de (I.33) sur J̃tot et on peut écrire d’abord
que :

U
(ext)
i =

1

jω
P̃I (I.106)

Puis à partir de (I.101), on obtient le système matriciel suivant :(
R̃ + jωL̃ +

1

jω

(
C̃ + P̃

))
I = U (I.107)

Avec : [
R̃
]
i,j

=

∫
ΩC

wiwj

σ
dΩC (I.108)[

C̃
]
i,j

=

∫
ΩD

wiwj

ε
dΩD (I.109)[

L̃
]
i,j

=
µ0

4π

∫
Ω
wi

(∫
ΩC

wj

r
dΩC +

∫
ΩD

ε− ε0
ε

wj

r
dΩD

)
dΩ (I.110)[

P̃
]
i,j

=
1

4πε0

∫
Γ

1

Si

(∫
ΓC

1

Sj

ε0
εj

1

r
dΓC +

∫
ΓD

(ε1 − ε2) ε0
ε1ε2

1

Sj

1

r
dΓD

)
dΓD (I.111)
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Grâce à ces nouvelles écritures, le principal verrou du système matriciel (I.92) a été sur-
monté. En effet, les nouvelles matrices R̃ et C̃ sont des matrices réelles non-dépendantes
de la fréquence, contrairement à R̃t qui est complexe et dépendante de la fréquence, et
c’est le même constat pour la matrice L̃ et P̃.

Afin de simplifier d’avantage le système (I.107), une approximation de type Darwin
peut être faite pour les matériaux diélectrique de la façon suivante :
Considérons les termes de la matrice C̃ et ceux de la partie diélectrique de la matrice L̃,
on compare les dimensions de ces termes comme suit :

1
jω C̃i,j

jωL̃i,j
≈ dim

(
1

ω2εµ0d2

)
avec d la dimension caractéristique du domaine étudié. Dans la limite de fréquences pas
très élevées on a 1

ω2εµ0d2
>> 1 car εµ0 est de l’ordre de 10−14. L’influence des courants

de déplacement sur la répartition des courants dans les milieux conducteurs est faible aux
fréquences d’utilisation habituelles. Donc le terme diélectrique de la matrice L̃ peut être
négligé devant le terme inductif mais dans la limite des fréquences suffisamment faibles.
Les termes L̃ du système (I.107) s’écrivent donc par :[

L̃
]
i,j

=
µ0

4π

∫
Ω
wi

∫
ΩC

wj

r
dΩCdΩ (I.112)

I.4 Conclusion

Dans ce chapitre, un état de l’art des méthodes PEEC structurée et non-structurée
est présenté, il donne une vision globale des développements majeurs qui ont été réalisés
récemment. Nous avons fait le choix de travailler avec la méthode PEEC non-structurée
en raison de la complexité croissante des dispositifs d’électronique de puissance, car cette
méthode permet d’utiliser différents types d’éléments de maillage pour la discrétisation de
géométries complexes. Nous avons présenté des formulations supposant un régime quasi-
statique pour la modélisation des matériaux conducteurs avec ou sans matériaux diélec-
triques, parmi lesquelles on trouve des approches très prometteuses telles que l’approche
des régions minces et l’approche des conditions aux limites de l’impédance de surface. Nous
avons séparé les formulations précédentes en trois catégories : approche RLM, approche
RLMC, et approche RLMC avec diélectrique. Nous avons divisé ces approches selon leurs
hypothèses de validité qui dépendent entre autres de la fréquence d’excitation, du matériau
et de la longueur d’onde du dispositif.



Chapitre II
Solveurs circuits, amélioration de la robustesse

et des performances des formulations PEEC RLM et
RLMC

Quand on a choisi un chemin, aussi compliqué soit-il, on
le poursuit jusqu’au bout. Sinon, on ne saura jamais ce
qu’il nous promet.

Yasmina Khadra
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Résumé

Dans ce chapitre, une étude approfondie est faite sur l’amélioration de la précision et
des performances des formulations PEEC RLM et RLMC. Pour la partie précision,
une stratégie d’intégration avec points de Gauss adaptatifs est développée, permettant
ainsi de réduire les erreurs d’intégration numérique. Les performances sont étudiées
à travers la présentation et la comparaison de différents solveurs circuits associés à
différentes matrices de préconditionnement.
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II. Solveurs circuits, amélioration de la robustesse et des performances des formulations

PEEC RLM et RLMC

II.1 Introduction
Dans le chapitre I, une représentation en éléments circuits des dispositifs d’électronique

de puissance a été présentée. Cette représentation consistait à traduire le maillage de la
géométrie du dispositif d’intérêt en un réseau de résistances R, d’inductances propres L
et mutuelles M, ainsi que des capacités C. Nous avons montré que les valeurs de ces
éléments circuits sont obtenues avec l’exploitation des différentes formulations PEEC non-
structurées qui y sont présentées. Cette représentation circuit permet naturellement des
connexions de composants actifs et passifs externes. L’ensemble mène ainsi à un système
matriciel sous format d’un système d’équations de circuit électrique Z I = U. Afin de
déterminer les courants et tensions aux bornes de chacun de ces éléments, il est nécessaire
de prendre en considération leurs interconnexions. Ces dernières permettent d’appliquer
les lois de Kirchhoff (loi des nœuds et loi des mailles). Ainsi il est possible d’écrire un
ensemble d’équations indépendantes qui permet la résolution du problème. Dans le travail
ici présenté, on distingue 2 grandes familles de solveurs circuits :

— Les solveurs fondés sur un jeu de mailles indépendantes. Dans ce type de solveur,
on retrouve a minima comme inconnues les courants des mailles indépendantes.

— Les solveurs fondés sur les nœuds indépendants. Dans ce type de solveur, on retrouve
a minima comme inconnues les potentiels de nœuds indépendants.

Naturellement quelle que soit la famille de solveur employée, les lois de Kirchhoff sont
utilisées (et donc vérifiées) pour l’écriture d’un jeu d’équations indépendantes.

Afin d’avoir une vue globale de la procédure de résolution des problèmes avec la méthode
PEEC, le diagramme ci-dessous présente toutes ses étapes :
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux trois avant-dernières étapes :
— Présentation et test des solveurs circuits adaptés à la méthode PEEC non-structurée

dans le cas RLM et RLMC.
— Brève présentation des techniques de compression matricielle.
— Développements pour l’amélioration de l’intégration numérique avec un compromis

entre précision et temps de calcul.
— Accélération de la résolution en étudiant l’impact du préconditionnement et du choix

du solveur circuit utilisé.
Cette procédure générale permet au final de modéliser des dispositifs complexes comme
celui présenté sur la Figure II.1. En plus des courants et des tensions aux bornes de chaque
éléments RLMC, les grandeurs physiques pouvant être calculées sont : les pertes Joule, les
courbes d’impédance, les courants dans les composants externes et bien d’autres.

Figure II.1 – Modélisation d’un busbars laminés avec des composants circuits externes en
utilisant la méthode PEEC non-structurée.

La partie amélioration de la procédure de maillage sera étudiée dans le chapitre III. Dans ce
qui suit, nous présentons en premier lieu les solveurs circuits pour la résolution de systèmes
issus de la méthode PEEC non-structurée.

II.2 Solveurs circuits pour la méthode PEEC

La détermination des courants et des tensions d’un circuit électrique nécessite d’une
part une relation liant le courant et la tension aux bornes d’une branche et d’autre part
des équations permettant de décrire les relations électriques entre les branches.
La relation liant les courants et les tensions peut s’écrire de la façon suivante :

ZbIbZ −Uinduit = UbZ (II.1)

avec :
— Zb : Matrice impédance déterminée à l’aide des formulations vues dans le chapitre

précédent, les L et C (ou P) étant multiplié par la pulsation (2πf , f étant la
fréquence).

— IbZ : Courants des branches.
— UbZ : Tensions aux bornes des branches.
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— Uinduit : Tensions induites sur chacune des branches par des champs magnétiques
externes au problème (bobines externes, champ d’excitation externe. . . )

Cette relation est naturellement insuffisante pour résoudre le problème puisqu’il y a UbZ

et IbZ inconnues (donc 2 fois le nombre de branches) et que l’on a un nombre de branche
d’équations. Afin de compléter ces équations il faut prendre en considération les connexions
entre branches, c’est-à-dire prendre en considération la topologie du circuit. Avant de com-
mencer l’écriture des équations liées à la topologie des circuits, il est important d’indiquer
les conventions et les notations qui sont employées. Chaque branche est raccordée à 2
nœuds. Par convention on décide que le courant est compté positivement s’il se déplace
du nœud A vers le nœud B puis nous décidons d’employer la convention récepteur pour
orienter la tension aux bornes de cette branche. La Figure II.3 suivante présente ces conven-
tions :

Figure II.2 – Convention utilisée quel que soit le type de branche traité (source, résis-
tance. . . )

A partir de ces notations et conventions, il est possible de décrire l’ensemble de la topologie
du circuit électrique à l’aide d’une matrice incidence donnant les relations entre les nœuds
et les branches. En plaçant les nœuds sur les lignes et les branches sur les colonnes, cette
matrice est remplie de la façon suivante :

— Si le nœud de la ligne n’a pas de lien avec la branche de la colonne, on place un 0.
— Si le nœud de la ligne est connecté au nœud A de la branche de la colonne, on place

un -1 (si le courant sort du nœud on place un -1).
— Si le nœud de la ligne est connecté au nœud B de la branche de la colonne, on place

un +1 (si le courant entre dans le nœud on place un +1).
La figure suivante présente un exemple simple de circuit et de sa matrice d’incidence
nœuds/branches associées.

Figure II.3 – Exemple de matrice incidence nœuds/branches

Quelques remarques :
— La description de la topologie ne nécessite pas de connaître la nature de la branche

(source, résistance. . . ) puisque le système de convention est indépendant du type
de branche.

— La somme des termes de chaque colonne est obligatoirement nulle. Chaque colonne
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contient seulement 2 valeurs (+1 et -1) puisqu’une branche a 2 nœuds et que le
courant part du nœud A pour aller vers le nœud B.

A partir de ces éléments, il est possible d’écrire des jeux d’équations indépendantes qui per-
mettent la détermination des courants et tensions dans chacune des branches du problème.
La suite de ce paragraphe a pour objectif de présenter 3 approches :

— L’approche par nœuds indépendants qui a principalement comme inconnues les cou-
rants de branches et les potentiels des nœuds indépendants.

— L’approche par nœuds indépendants minimale qui a principalement les potentiels
des nœuds indépendants comme inconnues.

— L’approche par mailles indépendantes minimale qui a principalement les courants
de mailles indépendantes comme inconnues.

II.2.a Approche par nœuds indépendants

Cette approche consiste à écrire les équations du circuits issues du schéma électrique
initial dans une base de nœuds indépendants. Le principe est que : pour chaque sous-
ensemble indépendant du circuit, on a un nœud de référence avec un potentiel qui est mis
à zéro, donc il y a autant de nœuds de référence qu’il y a de circuit indépendant. En effet,
si on analyse la matrice nœuds/branches qui traduit la topologie du circuit au travers de
la loi des nœuds on peut constater que dans chaque sous-ensemble indépendant, la loi des
nœuds entraîne une redondance dans les équations (une loi des nœuds se déduit de toutes
les autres).

Afin de traduire cela, il est nécessaire de reprendre la matrice nœuds/branches précé-
demment présentées afin d’écrire une matrice d’incidence notée Mni, qui traduit la relation
entre les nœuds indépendants et les branches électriques, elle est de dimension [nombre de
nœuds indépendants, nombre de branches], elle est construite en suivant les règles sui-
vantes :

— Mni(i,j) = 0 si la branche j n’a pas de lien avec le nœud i.
— Mni(i,j) = 1 si la branche j a une orientation entrante vers le nœud i.
— Mni(i,j) = −1 si la branche j a une orientation sortante du nœud i.

On peut constater que cette matrice est identique à celle présentée précédemment dans
laquelle une ligne par sous-ensemble indépendant a été supprimée (les lignes correspondant
aux nœuds de référence). A titre d’exemple, la Figure II.4 présente un circuit classique
composé d’impédances et d’une source.
On peut construire la matrice d’incidence nœuds indépendants/branches en prenant le
nœud N0 comme nœud de référence par exemple, telle que :

Mni =



B0 B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8

N1 1 -1 0 0 0 0 0 0 0
N2 0 1 -1 0 0 0 0 0 0
N3 0 0 1 1 -1 0 0 0 0
N4 0 0 0 0 1 -1 0 0 0
N5 0 0 0 0 0 1 1 0 0
N6 0 0 0 0 0 0 0 1 -1
N7 0 0 0 -1 0 0 0 0 1


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Figure II.4 – Circuit comportant des impédances et une source.

Afin de simplifier l’écriture des équations, la matrice d’incidence nœuds indépendants/branches
va être découpée en sous matrices en fonction de la nature des branches de la façon sui-
vante :

Mni = (MniZ | MniU | MniI )

Avec :
— MniZ : Matrice incidences entre les nœuds indépendants et les branches de type

impédance (R, L, M, et C).
— MniU : Matrice incidences entre les nœuds indépendants et les branches de type

source de tension.
— MniI : Matrice incidences entre les nœuds indépendants et les branches de type

source de courant.
Ce découpage en sous matrices, permet d’écrire les différentes équations suivantes :
Relation liant la tension et le courant aux bornes d’un dipôle (éléments RLMC)

Zb IbZ = UbZ + Uinduit

Loi des nœuds :

MniZ · IbZ + MniU · IbU = −MniI · IbI

Relation liant les potentiels de nœuds indépendants aux tensions de branches (loi des
mailles) : 

MT
niZ
·Vn + UbZ = 0

MT
niU
·Vn = −UbU

MT
niI
·Vn + UbI = 0

Avec :
— Zb : Matrice contenant les éléments RLMC.
— Vn : Potentiel des nœuds indépendants (différence de potentiel entre les nœuds

indépendants et les nœuds de référence).
— UbU : Tensions imposées sur les sources de tension.
— IbU : Courants des sources de tension.
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— UbI : Tensions des sources de courant.
— IbI : Courants imposés sur les sources de courant.

On obtient ainsi le système d’équations suivant :
MniZ · IbZ + MniU · IbU = −MniI · IbI
MT

niZ
·Vn + Zb · IbZ = Uinduit

MT
niU
·Vn = −UbU

MT
niI
·Vn + UbI = 0

(II.2)

L’écriture sous forme d’un système linéaire matriciel donne :
MniZ 0 0 MniU

Zb MT
niZ

0 0

0 MT
niU

0 0

0 MT
niI

1 0




IbZ
Vn

UbI

IbU

 =


−MniI · IbI
Uinduit

−UbU

0

 (II.3)

Le système peut paraître de taille relativement importante. Toutefois il est rappelé que les
matrices d’incidences sont creuses (elles sont constituées essentiellement de 0). Le seul bloc
plein est la matrice Zb qu’il conviendra de compresser.

II.2.b Approche par nœuds indépendants minimale

Dans le paragraphe précédent, il est possible de constater que l’on a un grand nombre
d’inconnues. Entre autres on a IbZ et Vn qui peuvent être de tailles importantes. L’idée de
ce paragraphe est de supprimer les inconnues IbZ du système. Pour cela on peut réécrire
l’équation liant le courant et la tension aux bornes des éléments RLMC de la façon suivante :

Yb ·UbZ − IbZ = −Yb ·Uinduit

Avec Yb la matrice admittance (Yb = Z−1
b ). Ainsi, il est possible de reprendre le système

d’équations (II.2) et de le modifier de la façon suivante :

MniZ YbMT
niZ

Vn −MniU IbU = MniZYbUinduit + MniI IbI
MT

niU
Vn = −UbU

MT
niI

Vn + UbI = 0

L’écriture sous forme d’un système linéaire matriciel donne : MniZ YbMT
niZ

0 −MniU

MT
niU

0 0

MT
niI

1 0


 Vn

UbI

IbU

 =

 MniZYbUinduit + MniI IbI
−UbU

0

 (II.4)

On peut constater que cette forme d’écriture permet de réduire fortement le nombre d’in-
connues puisque les courants IbZ n’apparaissent plus d’une façon explicite. La difficulté de
cette approche réside dans le fait qu’il est nécessaire de connaître la matrice admittance
Yb qui est l’inverse de la matrice impédance Zb, or pour rappel la matrice Zb est pleine.
Pour éviter cette inversion, il est possible de mettre en place une résolution interne d’un
système linéaire lorsque l’on cherche à effectuer le produit suivant :

In = MniZ ·Yb ·MT
niZ
·Vn

On effectue les étapes suivantes :



38
II. Solveurs circuits, amélioration de la robustesse et des performances des formulations

PEEC RLM et RLMC

1. Changement de base du vecteur de potentiel de nœud Vn pour le placer dans la base
des branches :

VbZ = MT
niZ
·Vn

2. Résolution du système linéaire suivant afin de connaître les courants induits par les
tensions précédemment calculées :

JbZ = Yb ·VbZ => Zb · JbZ = VbZ (II.5)

3. On replace les courants de branches calculés précédemment dans la base des nœuds
indépendants :

In = MniZ · JbZ

On a ainsi effectué le produit désiré sans écrire de façon explicite l’inversion de la matrice
(qui est une opération trop coûteuse en temps et place mémoire puisque pour rappel cette
matrice doit être compressée).

II.2.c Approche par mailles indépendantes minimales

Dans cette approche, un jeu d’équations indépendant est mis en place en s’appuyant sur
un jeu de mailles indépendantes. L’obtention d’un tel jeu de mailles n’est pas décrite dans
ce travail. Des travaux antérieurs [36] et [37] présentent par exemple une méthode possible
pour obtenir un jeu de mailles indépendantes. Ce jeu de mailles indépendantes étant obtenu,
une matrice d’incidence notée Mmi permet de synthétiser les relations entre les mailles
indépendantes et les branches. Elle est de dimension [nombre de mailles indépendantes,
nombre de branches], elle est peuplée par des 0, 1 et -1, telle que :

— Mmi(i,j) = 0 si la branche j n’a aucun lien avec la maille i.
— Mmi(i,j) = 1 si la branche j est dans le même sens que la maille i.
— Mmi(i,j) = −1 si la branche j est dans la maille i avec une orientation opposée.

On note que l’orientation des branches dépend de la convention qui a été choisie au préa-
lable lors de la construction de la topologie du circuit. Nous pouvons reprendre l’exemple
précèdent de la Figure II.4 et construire la matrice des mailles indépendantes, telle que :

Mmi =

 B0 B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8

Mmi1 1 1 1 1 0 0 0 -1 -1
Mmi2 0 0 0 -1 1 1 -1 1 1


Afin de simplifier l’écriture des équations, la matrice d’incidence des mailles indépen-

dantes va être découpée en sous matrices en fonction de la nature des branches de la façon
suivante :

Mmi = (MmiZ |MmiU |MmiI )

Avec :
— MmiZ : Matrice d’incidence entre les mailles indépendantes et les branches de type

impédance (R, LM, et C).
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— MmiU : Matrice d’incidence entre les mailles indépendantes et les branches de type
source de tension.

— MmiI : Matrice d’incidence entre les mailles indépendantes et les branches de type
source de courant.

Ce découpage en sous matrices permet d’écrire les différentes équations suivantes :
Relation liant le courant et la tension sur un dipôle (éléments RLMC) :

Zb · IbZ = UbZ + Uinduit

Loi des mailles :

MmiZ ·UbZ + MmiI ·UbI = −MmiU ·UbU

Relations entre les courants de mailles indépendantes et les courants de branches (loi des
nœuds) : 

MT
miZ
· Im + IbZ = 0

MT
miU
· Im + IbU = 0

MT
miI
· Im = −IbI

Avec :
— Im : Courants des mailles.
— UbU : Tensions imposées sur les sources de tension.
— IbU : Courants des sources de tension.
— UbI : Tensions des sources de courant.
— IbI : Courants imposés sur les sources de courant.

Ainsi on peut écrire le système d’équations suivant :
MmiZ · Zb ·MT

miZ
· Im −MmiI ·UbI = MmiZ ·Uinduit + MmiU ·UbU

MT
miU
· Im + IbU = 0

MT
miI
· Im = −IbI

(II.6)

Ce qui donne sous forme matricielle : MmiZ · Zb ·MT
miZ

−MmiI 0

MT
miU

0 1

MT
miI

0 0


 Im

UbI

IbU

 =

 MmiZ ·Uinduit + MmiU ·UbU

0

−IbI


(II.7)

II.2.d Quelques remarques

Il n’est pas aisé de prédire l’approche qui est la plus efficace. Toutefois on peut noter
que l’approche par mailles indépendantes nécessite de trouver un jeu de mailles indépen-
dantes, or cette étape peut nécessiter du temps. On peut également souligner que dans les
possibilités de choix d’un jeu de mailles indépendantes certains sont meilleurs que d’autres
car les mailles qui le composent sont plus petites (contiennent moins de branches) et ainsi
la matrice d’incidences mailles indépendantes/branches contient naturellement plus de 0 ce
qui rendra les opérations algébriques plus rapides et nécessitera un espace mémoire réduit.
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Concernant l’approche par nœuds indépendants, on constate que soit on utilise la ma-
trice Zb mais l’on a un système qui contiendra un grand nombre d’inconnues supplémen-
taires, soit on travaille avec un système de taille minimale mais il est nécessaire de travailler
avec une matrice admittance ce qui dans notre cas rend les calculs plus complexes puisque
les formulations présentées au chapitre précédent permettent d’écrire seulement Zb.

Enfin une dernière remarque peut être faite sur la constitution de la matrice Zb. En
effet cette matrice peut être décomposée en fonction des termes qui la composent de la
façon suivante :

Zb =

[
R + jωL 0

0 P
jω

]

IbZ =

(
IbRL
IbC

)

Cette représentation est utilisée à certains endroits dans la suite de ce document afin
d’expliquer des points particuliers qui dépendent de la nature du bloc que l’on traite.

II.3 Techniques de résolution

Pour résoudre les systèmes d’équations construits par les solveurs circuits précédents,
deux types de techniques de résolution peuvent être mises en œuvre. La première est la
résolution par solveur direct (décomposition LU et autres), cette technique a une complexité
en O(N3) en temps de calcul et en O(N2) pour la mémoire vive utilisée. Dès que le système
atteint quelques milliers d’inconnues, la résolution devient très coûteuse, car comme il a
été mentionné précédemment, bien que la matrice résistive R soit une matrice creuse, les
matrices L et P sont quant à elles pleines.

Pour contourner cette complexité, la résolution par solveur itératif (GMRes et autres)
a été envisagée. Ce type de solveur est adapté pour la résolution de gros systèmes linéaires.
Le solveur GMRes [38] dans ce cas arrive toujours à converger (c’est un solveur direct
lorsque l’espace de Krylov est complet) mais la rapidité de convergence dépend de plusieurs
facteurs (la taille du système et autres). Pour accélérer la convergence des solveurs itératifs,
des techniques de préconditionnement [39] sont utilisées. Il est compliqué de construire un
bon préconditionneur à moindre coût. Dans les sections suivantes, nous allons essayer de
trouver un préconditionneur efficace.

Les solveurs itératifs permettent de réduire la complexité de la résolution, mais la
complexité de l’intégration et de l’assemblage des matrices L et P reste en O(N2). Afin de
réduire cette complexité, les solveurs itératifs offrent la possibilité d’utiliser des techniques
de compressions matricielles, car ils sont fondés sur l’utilisation de produits matrice vecteur
(A · x) où il n’est pas nécessaire de connaître de façon explicite les termes constituant la
matrice A. Dans la section suivante, nous allons faire dans un premier temps un rappel sur
les techniques de compressions matricielles, puis dans un second temps, une étude sur les
formulations PEEC RLM et RLMC non-structurées.
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II.4 Compression matricielle

Les matrices pleines issues de la méthode PEEC ont longtemps représentées une diffi-
culté majeure pour l’utilisation de cette approche. En raison de la complexité parabolique
de l’intégration en temps et mémoire, l’utilisation de ces méthodes était limitée à des pro-
blèmes de taille réduite (problème faiblement maillé). Les progrès fait dans les machines de
calcul et le développement de techniques de compression matricielle ont permis d’élargir le
champ d’utilisation de la méthode PEEC. Comme présenté dans l’introduction générale, on
distingue parmi ces techniques de compression matricielle, la méthode multipolaire rapide
(Fast Multipole Method FMM) qui est la plus populaire et la plus ancienne, et l’une de
ses variantes dans sa version multi-niveaux adaptative (Adaptive Multilevel Fast Multipole
method AMLFMM)[40].

D’autres méthodes ont été récemment développées, elles sont principalement fondées
sur une représentation avec approximation de bas rang à l’aide de matrices hiérarchiques,
comme par exemple : Adaptive Cross Approximation ACA [41] notée approximation en
croix adaptative en français. De telles méthodes sont capables de faire gagner énormément
de place mémoire et d’accélérer considérablement les opérations algébriques, telles que
l’assemblage, les multiplications matrice-vecteur, et la résolution de systèmes d’équations
linéaires.

La méthode de compression ACA a été mise en œuvre dans le cadre de la thèse de J.
Siau [2] pour la méthode PEEC non-structurée. Elle a montré dans cette dernière de bons
résultats en termes de temps de calcul par comparaison aux FMM sur un exemple simple
en électrostatique [42]. Cette différence de temps de calcul réside dans le temps consacré à
l’assemblage de la matrice qui était beaucoup plus long pour ACA, mais qui était compensé
par la rapidité de la résolution du système linéaire associé et la possibilité de calculer
des décompositions LU approchées qui peuvent être utilisées comme préconditionneur du
problème.

Contrairement à ACA, les FMM avaient montré sur cet exemple un temps d’assemblage
beaucoup plus rapide mais avec un temps de résolution très long. Cela est dû au stockage
uniquement des interactions proches et au calcul des interactions lointaines à la volée
pendant la résolution. Cette propriété permet néanmoins d’utiliser moins d’espace mémoire
qu’en ACA.

Dans l’optique d’utiliser le moins de mémoire vive possible, le choix est fait dans cette
thèse d’utiliser la méthode multipolaire rapide avec multi-niveaux adaptatif AMLFMM.
Cette méthode permet de décomposer le dispositif étudié en blocs proches et lointains grâce
à l’utilisation de techniques de partitionnement par construction d’un octree adaptatif. Les
interactions dans L et P entre blocs lointains sont compressées. L’approche mathématique
permettant de prendre en considération ces blocs lointains est détaillée dans la thèse de de
V. Ardon [43]. Les interactions entre blocs proches se font indépendamment des interactions
lointaines, ce calcul des interactions Li,j et Pi,j est fait en utilisant les intégrales présentées
dans le chapitre I ce qui donne des blocs proches pleins.
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II.5 Étude de la formulation PEEC-RLM

Dans cette section, la formulation PEEC-RLM en basse fréquence est étudiée. Le but
de cette étude est d’observer les performances et de détecter les besoins d’amélioration en
précision, en rapidité ou autres.

Du point de vue développement informatique, les méthodes intégrales sont plus com-
plexes à mettre en œuvre par rapport à la méthode des éléments finis par exemple, la
principale difficulté étant le calcul du noyau de Green qui peut conduire à des intégrales
singulières lorsqu’elles sont calculées numériquement. Par conséquent, seuls quelques outils
commerciaux basés sur de telles techniques intégrales sont utilisables dans un environne-
ment industriel complexe, car assurer dans tous les cas leur mise en œuvre robuste ainsi
qu’une très bonne précision de calcul reste une tâche difficile.

Dans l’ensemble de cette thèse, sauf indication contraire, nos méthodes sont implémen-
tées dans la suite logiciel "MIPSE" [44], acronyme de "Modeling of Interconnected Power
SystEms". MIPSE est une plateforme de simulation numérique principalement développée
par le laboratoire de génie électrique de Grenoble (G2ELab) dans le domaine de l’électro-
magnétisme basse et moyenne fréquence.

La construction de la matrice R dans les formulations PEEC ne représente pas une
difficulté, car c’est une matrice creuse de type éléments finis. De ce fait, son expression ne
comporte qu’une seule intégrale faite numériquement à l’aide de la quadrature de Gauss-
Legendre. Nous rappelons les différentes expressions de R dans le tableau (II.1) ci-dessous.

Types Interpolation J Unité wi Terme Ri,j
Volumique

∑
i
wi Ii m−2

∫
Ωv

wiwj
σ dΩ

SIBC
∑
i
ws
i Ii m−2

∫
Γ

1+j
2δ

wiwj
σ dΓ

Surfacique 1
e

∑
i
ws
i Ii m−1

∫
Ωs

wiwj
eσ∗ dΩ

Linéique 1
s

∑
i
wl
i Ii -

∫
Ωl

wiwj
sσ dΩ

Table II.1 – Matrices résistives des régions de type volumique, SIBC, surfacique et linéique

Dans nos formulations, les fonctions de formes de facette w sont de l’ordre 1, de ce fait, on
sait au préalable en fonction du type d’élément de maillage combien de points de Gauss
sont nécessaires pour faire l’intégration avec une bonne précision [45], contrairement aux
matrices L et P où chaque terme a une double intégrale, et un noyau de Green qui tend
vers l’infini quand la distance r tend vers zéro. Nous rappelons leurs expressions :

Li,j =
µ0

4π

∫
Ωc

wi

∫
Ωc

wj

r
dΩcdΩc

Pi,j =
1

4πε0

∫
Γ

1

Si

∫
Γ

1

Sj

1

r
dΓdΓ

La matrice L peut également être construite pour tous types d’éléments, elle est assemblée
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telle que :

L =
µ0

4π

 Lv Lv,s Lv,l

Ls,v Ls Ls,l

Ll,v Ll,s Ll

 , avec Lv,si,j =

∫
Ωvc

wv
i

∫
Ωsc

ws
j

r
dΩs

cdΩv
c

Pour pallier au problème de singularité du noyau de Green dans les intégrales du po-
tentiel vecteur magnétique (I.21) et du potentiel scalaire électrique (I.22), des corrections
analytiques [46, 47] ont été mises en œuvre, elles interviennent sur la première intégrale de
Li,j (

∫
Ωc

wj
r dΩc), et également sur celle de Pi,j (

∫
Γ

1
Sj

1
rdΓ) dans le cas RLMC. Les termes

de cette première intégrale sont nommés par "intégrale sur éléments sources". La deuxième
intégrale nommée "intégrale sur éléments cibles" est intégrée numériquement par une mé-
thode de quadrature de Gauss-Legendre. La précision de la deuxième intégrale varie en
fonction du nombre de points de Gauss utilisés. Dans le cas d’un noyau de Green, la préci-
sion dépend du type et de la taille d’élément source et/ou cible, ainsi que de la distance qui
sépare ces deux éléments. A mesure que la distance augmente, on observe qu’un nombre de
points de Gauss faible suffit pour avoir une bonne précision. A contrario quand la distance
diminue, une sensibilité à la variation du nombre de points de Gauss est observée.

En ce qui concerne le type et la taille d’élément, un simple exemple peut démontrer la
difficulté de l’intégration du noyau de Green. Nous prenons un exemple avec deux conduc-
teurs parallèles de type hexaédrique comme le présente la Figure II.5.

Figure II.5 – Deux conducteurs parallèles de type hexaédrique.

Le conducteur rouge est plus long que le conducteur noir, et les deux sont proches
géométriquement l’un de l’autre. La distribution spatiale du potentiel vecteur magnétique
A sur l’axe médian du conducteur rouge est tracée sur la Figure II.6. Il est créé par le
conducteur noir en considérant qu’il est traversé par un courant de 1 A. Nous observons
une forte variation du potentiel le long de l’axe Ox. Elle est due à la différence de tailles des
deux conducteurs et également à la faible distance qui les sépare. Pour faire une intégration
numérique sur cette courbe avec une bonne précision, un grand nombre de points de Gauss
est nécessaire pour capturer ces variations.

Dans cette perspective, une stratégie d’intégration doit être développée pour satisfaire
une bonne précision et notamment avec l’adaptation du nombre de points de Gauss, et elle
doit être fonctionnelle avec tout type d’élément. Cette stratégie va être présentée dans la
section suivante.
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Figure II.6 – Potentiel vecteur magnétique A sur l’axe Ox médian du conducteur rouge
créé par le conducteur noir

II.5.a Stratégies d’intégration

Améliorer l’intégration du noyau de Green semble être une opération délicate dans un
contexte comportant plusieurs types d’éléments de maillage avec des tailles hétérogènes.
Des corrections analytiques pour l’intégrale sur les éléments sources sont utilisées pour
chaque type d’élément [48, 49, 46, 47]. On trouve une discussion sur certaines de ces
corrections dans la thèse de Ch. Rubeck [50].

En connaissant la propriété de symétrie dans le cas des inductances partielles, on sait
que (Li,j = Lj,i), et (Pi,j = Pj,i) pour les coefficients de potentiels. La séquence d’intégra-
tion semi-analytique entre deux éléments peut être optimisée en utilisant cette symétrie :

— En ne calculant que la moitié des termes de la matrice L et de P.
— En favorisant un sens de l’intégration, c’est-à-dire que pour l’intégration de l’in-

teraction entre deux éléments, il est préférable d’utiliser le plus grand élément
comme "élément source", car dans ce cas le potentiel créé sur l’autre élément (cible)
aura moins de variation, par conséquent l’intégration nécessitera moins de points de
Gauss pour avoir une bonne précision.

En reprenant l’exemple de la Figure II.5, bien qu’il soit simple, il permettra d’illustrer la
différence de variation de A selon les deux sens d’intégration.

La Figure II.7 montre deux courbes de répartition du potentiel vecteur magnétique,
elles sont définies comme suit :

— Courbe noire : elle est obtenue sur l’axe Ox médian du conducteur rouge en prenant
le conducteur noir comme l’élément source avec un courant de 1 A.

— Courbe rouge : elle est obtenue sur l’axe Ox médian du conducteur noir en prenant
le conducteur rouge comme l’élément source avec un courant de 1 A.

Nous observons pour cet exemple qu’il y a une nette différence de variation entre les deux
courbes. En prenant le conducteur le plus long comme élément source, nous obtenons une
courbe de A qui a beaucoup moins de variation que dans le sens inverse. Cette courbe
nécessite moins de points de Gauss pour une intégration numérique avec une bonne préci-
sion. Cette intégrale correspond à l’inductance mutuelle partielle entre les deux éléments
conducteurs. La valeur de cette inductance mutuelle partielle est étudiée en fonction du
nombre de points de Gauss dans la Figure II.8. Deux courbes y sont représentées :

— Une courbe en noir qui correspond au cas où l’élément noir est l’élément source.



II.5. Étude de la formulation PEEC-RLM 45

Figure II.7 – Potentiel vecteur magnétique A sur l’axe Ox médian du : (Courbe noire)
conducteur rouge créé par le conducteur noir, (Courbe rouge) conducteur noir créé par le
conducteur rouge.

— Une courbe en rouge qui correspond au cas où l’élément rouge est l’élément source.

Figure II.8 – Valeurs de l’inductance mutuelle partielle en fonction du nombre de points
de Gauss pour une précision de ε =1e-3. (Courbe noire) l’élément conducteur noir est
l’élément source (Courbe rouge) l’élément conducteur rouge est l’élément source

La précision relative ε est calculée entre deux itérations d’évaluation de l’inductance mu-
tuelle partielle en utilisant l’expression suivante :

ε =
||LeS,eCi − LeS,eCi−1 ||
||LeS,eCi ||

(II.8)

avec :
— eS,eC : l’élément source et l’élément cible respectivement.
— LeS,eCi : inductance mutuelle partielle entre les éléments eS et eC à l’itération i.
— LeS,eCi−1 : inductance mutuelle partielle entre les éléments eS et eC à l’itération pré-

cédente.
Pour une précision relative de ε =1e-3, la bonne évaluation de l’inductance mutuelle par-
tielle nécessite un nombre de points de Gauss qui varie beaucoup entre les deux configura-
tions comme le montre la Figure II.8. Le cas où le conducteur rouge est l’élément source est
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plus favorable pour une bonne intégration numérique, car le potentiel vecteur magnétique
généré est quasi-constant sur l’élément cible.

Le besoin de précision est également présent pour l’inductance propre partielle d’un
élément conducteur, car elle est également sensible à cette intégration. Comme le montre
la Figure II.9, le calcul de l’inductance propre partielle de l’élément conducteur rouge a
une erreur de plus de 10% entre la première et la dernière itération.

Figure II.9 – Valeur de l’inductance propre partielle en fonction du nombre de points de
Gauss pour une précision de ε =1e-3 sur le conducteur rouge.

Un outil d’intégration avec nombre de points de Gauss adaptatifs est développé. Il
permet également d’adapter le sens de l’intégration en fonction de la taille et de la distance
entre les deux éléments de l’interaction. Cet outil est présenté dans ce qui suit.

II.5.a-i Outil d’intégration avec points de Gauss adaptatif

L’outil d’intégration adaptatif est présenté ci-dessous dans l’algorithme 1. Pour chaque
type d’élément de maillage, une table de points de Gauss associée est définie. Un critère
relatif de convergence d’une interaction source-cible (eS, eC) est développé comme dans
l’équation (II.8). Le critère considère l’erreur relative (ε) entre l’itération courante (i) et
l’itération précédente (i−1) sur la norme des matrices élémentaires d’inductances partielles.
Nous verrons qu’un critère absolu de convergence doit être considéré pour traiter des cas
particuliers, comme les zéros numériques.

L’algorithme a deux boucles principales : une sur les éléments cibles et une sur les
éléments sources. Pour chaque élément cible, une boucle sur les éléments sources est répétée
jusqu’à ce que toutes les interactions source-cible convergent. Pour accélérer l’algorithme à
chaque itération, les éléments sources dont la condition de convergence est satisfaite sont
retirés de la boucle, et leurs interactions ne sont plus recalculées. Le nombre de points de
Gauss est augmenté à chaque itération afin qu’on atteigne la convergence avec la précision
souhaitée.

Pour détecter le meilleur sens pour la séquence de l’intégration numérique ((
∫
eC
∫
eS)

ou l’inverse (
∫
eS
∫
eC)), une étude est faite entre l’élément source et cible en fonction de

la taille et de la distance les séparant. Pour inverser le sens de l’intégration, la comparaison
doit satisfaire une des deux conditions suivantes :
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— Condition 1 :

[rayonSphere(eC) > 2 · rayonSphere(eS)]

&&

[rayonSphere(eC) > dist2Elements]

— Condition 2 :

[rayonSphere(eC)− rayonSphere(eS)] > dist2Elements

avec :
— rayonSphere(élément) : le rayon de la sphère englobante de "élément".
— dist2Elements : distance entre les deux barycentres des éléments source et cible.

Ces deux conditions ont été déduites en effectuant des tests paramétriques géométriques
sur deux éléments hexaédriques. Pour la simplicité du code, ces conditions sont utilisées
sur les autres types d’éléments, car on suppose que l’étude sur les hexaèdres donne le pire
cas de configuration.
La précision relative de l’équation (II.8) peut ne pas être adéquate comme critère de conver-
gence dans certains cas. Par exemple, quand deux éléments conducteurs hexaédriques ou
linéiques ont deux directions orthogonales entre elles, l’inductance mutuelle partielle dans
ce cas est nulle. Pour ce cas l’équation (II.8) donnera une valeur infinie comme résultat
entre deux itérations. Par conséquent, on doit détecter si la valeur de la mutuelle est nulle
ou pas. Dans le calcul numérique, nous pouvons avoir un zéro numérique qui n’est pas égale
à un zéro "0". Dans ce cas, aucun des deux critères de convergences précédents ne pourra
arrêter le calcul. Pour pallier ce problème, un critère de convergence absolu est proposé, il
consiste en :

1. Faire un pré-calcul approximatif des inductances propres partielles L̃ avec un point
de Gauss .

2. Calculer pour chaque élément source et cible le critère εabsolu =
√
L̃sourceL̃cible×10−6

A travers ce critère, la précision sur la valeur d’une inductance mutuelle partielle entre
deux éléments est supposée suffisante quand la mutuelle est d’ordre inférieure de 10−6 à
celui de l’inductance propre de ces deux éléments. Pour une valeur de ||LeS,eCi − LeS,eCi−1 ||
inférieure à cet ordre, on considère que la mutuelle a convergé, ce qui justifie l’utilisation
du critère εabsolu.

Donc pour résumer, deux critères de convergence sont mis en place tels que :

— Critère relatif entre deux itérations : ||L
eS,eC
i −LeS,eCi−1 ||
||LeS,eCi ||

< précision ε.

— Critère absolu pour les zéros numériques : ||LeS,eCi −LeS,eCi−1 ||<
√

L̃sourceL̃cible×10−6.
Le calcul est arrêté lorsqu’il y a vérification d’un des deux critères.

Afin de gagner en temps de calcul, la première boucle "for each" de l’algorithme (1)
est parallélisée en calcul multithread CPU. Cet algorithme est également adapté au cas
d’utilisation de la compression matricielle AMLFMM. Il est récrit tel que :
Pour l’algorithme (2), la parallélisation du calcul en multithread CPU est faite sur la
boucle "for each" des boites d’éléments proches, car cette configuration a une meilleure
performance que la précédente.
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Algorithm 1 Outil d’intégration adaptatif
1: procedure IntégrationAdaptative(ElementsSources, ElementsCibles, précision ε)
2: for each (ElementsCibles : indice eC) do
3: plusIteration = vrai
4: nombrePointsGauss = 1
5: while (plusIteration == vrai) do
6: ListeElementsSourceTemporaire = null
7: for each (ElementsSource : indice eS) do
8: if (Condition 1 or Condition 2) then
9: InversionIntegrale(eS,eC )%Inversion de l’intégration source-cible

10: end if
11: %Calcul de la double intégrale de l’inductance
12: L = CalculDoubleIntegrale(eS,eC, nombrePointsGauss)
13: if (ErreurRelative(L) < ε or L==0 or ErreurAbsolue <εabsolu) then
14: %Assemblage de L dans le matrice globale
15: AssemblageDansMatrice(L)
16: else
17: %Ajout de l’élément eS à la liste des éléments non-convergés
18: ListeElementsSourceTemporaire = AjoutElement(eS)
19: end if
20: end for
21: %Augmentation du nombre de points de Gauss
22: if (ListeElementsSourceTemporaire == null) then
23: %Convergence de tous les éléments sources, arrêt de la boucle while
24: plusIteration = faux
25: else%Nouvelle boucle avec les éléments sources non-convergés
26: ElementsSource = ListeElementsSourceTemporaire
27: AugmentationNombrePointsGauss(nombrePointsGauss)
28: end if
29: end while
30: end for
31: end procedure

II.5.b Exemple d’application simple : Plaque et bobine carrée

Un exemple simple est présenté dans la Figure II.10. Il montre un couplage inductif
entre une bobine conductrice d’une spire carrée et une région mince conductrice. La bobine
est alimentée par une source de tension de 1 V avec une fréquence qui varie de 1 Hz à 10
MHz.
Le dispositif est maillé comme suit :

— Bobine carrée : 4 éléments hexaédriques.
— Plaque mince : 10 000 éléments quadrangulaires (sur-maillée).

Nous voulons observer la densité de courant induite dans la plaque mince par la bobine
carrée, ainsi que les pertes Joule. Pour ce faire, la formulation RLM en région mince (I.50)
est utilisée avec un solveur circuit en mailles indépendantes.
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Algorithm 2 Outil d’intégration adaptatif en FMM
1: procedure IntégrationAdaptativeFMM(ElementsSources, ElementsCibles, ε)
2: %Recherche des éléments géométriquement proches, et répartition par boites
3: BoitesElementsProches = ConstructionBoitesProches(ElementsSources,ElementsCibles)
4: for each BoitesElementsProches : boite do
5: %Pour chaque boite, récupération des éléments sources
6: ElementsSourcesProches = RecuperationElementsSourcesProches(boite)
7: %Pour chaque boite, récupération des éléments cibles
8: ElementsCiblesProches = RecuperationElementsCiblesProches(boite)
9: %Intégration adaptative avec l’algorithme (1) sur les éléments proches

10: IntégrationAdaptative(ElementsSourcesProches,ElementCiblesProches,ε)
11: end for
12: end procedure

Figure II.10 – Exemple de couplage inductif entre une plaque mince et une bobine d’une
spire

Les régions plaque mince et bobine carrée ont un indice de 1 et 2 respectivement. La
matrice d’impédance résultante est de la forme suivante :

Z =

[
R11 + jωL11 | jωM12

jωM21 | R22 + jωL22

]
avec :

— R11 et R22 : matrices creuses correspondantes aux termes résistifs de la région
plaque et de la région bobine respectivement.

— L11 et L22 : matrices pleines correspondantes aux termes inductifs (propres et mu-
tuelles) de la région plaque et de la région bobine respectivement.

— M12 et M21 : matrices pleines correspondantes aux termes de couplages inductifs
entre la région plaque et la région bobine.

Afin de voir l’apport de l’outil d’intégration avec points de Gauss adaptatifs, les résultats
obtenus avec l’outil sont comparés aux résultats obtenus par une intégration standard.
Cette intégration standard est faite avec un nombre de points de Gauss fixes, et le sens de
l’intégration source-cible n’est pas interverti.
Le nombre de points de Gauss utilisé pour l’intégration standard est le suivant :
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— 4 points pour les éléments de type quadrangle.
— 8 points pour les éléments de type hexaèdre.

La répartition de la partie réelle et la partie imaginaire de la densité de courant est obtenue
dans la Figure II.11. Nous observons que des imprécisions apparaissent sur la plaque lors de

Figure II.11 – Densité de courant dans la plaque à 1000 Hz créée par une bobine : (gauche)
parties réelles, (droite) parties imaginaires. (haut) intégration standard, (bas) intégration
adaptative. (Mises à la même échelle).

l’utilisation de l’intégration standard. Ces imprécisions sont liées à une mauvaise intégration
numérique des potentiels vecteurs magnétiques sur les éléments de la plaque et également
sur ceux de la bobine. En revanche, les résultats obtenus avec l’outil d’intégration adaptatif
ne montrent aucune irrégularité.

Concernant le calcul des inductances mutuelles partielles entre la bobine et la plaque,
dans ce cas précis, le fait de faire l’intégration dans le bon sens suffit pour avoir une bonne
précision, c’est-à-dire les éléments de la bobine comme éléments sources et ceux de la plaque
des éléments cibles en raison de l’écart important de leurs tailles. Inversement, si on ne fait
pas l’intégration dans le bon sens, même en adaptant le nombre de points de Gauss dans le
cas où un élément de la plaque est l’élément source et un de la bobine est l’élément cible,
l’intégrale sera imprécise et elle sera coûteuse car l’algorithme va fortement augmenter le
nombre de points de Gauss jusqu’à 13 824 voire 1 000 000 pour chaque interaction ! Cela
est justifié par la forme du potentiel vecteur magnétique observée sur l’élément de la bobine
qui possède des valeurs non nulles très locales (presque un Dirac).

L’observation discutée ci-dessus est faite pour une fréquence de 1 kHz. Bien qu’elle
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soit valable pour d’autres fréquences, nous étudierons néanmoins dans ce qui suit le com-
portement des grandeurs globales (pertes Joule) sur le dispositif en fonction de toutes les
fréquences de la simulation.

Figure II.12 – Écart relatif sur les pertes Joule entre l’intégration standard et l’intégration
adaptative. (Gauche) Pertes dans la plaque, (Droite) Pertes dans la bobine.

La Figure II.12 montre l’écart relatif sur les pertes Joule entre l’intégration standard
et l’intégration avec points de Gauss adaptatifs. Cet écart est calculé sur les pertes dans la
plaque et aussi dans la bobine. Il est exprimé sous la forme suivante :

ε = 100×
∣∣∣∣PJoulestandard − PJouleadaptativePJouleadaptative

∣∣∣∣ (II.9)

On observe sur la figure qu’en fonction de la nature électrique du problème (résistive ou
inductive), l’imprécision sur le calcul des grandeurs globales est plus ou moins impactée par
l’imprécision de calcul des termes inductifs L(i,j). À basse fréquence où le dispositif est de
nature résistive, l’écart sur les pertes Joule est beaucoup plus faible qu’aux fréquences plus
élevées. On voit à travers la phase de l’impédance (vue par la source) que lorsque le dispositif
commence à tendre vers un comportement inductif, l’écart sur les pertes Joule augmente
graduellement. Néanmoins, l’écart sur les pertes Joule dans la plaque reste significatif à
basse fréquence, elle est d’environ 2 % pour l’intervalle de fréquence entre 1 et 100 Hz.
Cela est dû aussi à l’imprécision des calculs des termes croisés des matrices M12 et M21,
car ces termes traduisent les courants induits par la bobine dans la plaque.

La différence des tailles des éléments des deux régions et le faible entrefer entre elles
entraînent des difficultés d’intégration. La taille des hexaèdres de la bobine est d’environ 50
fois plus grande que celle des quadrangles de la plaque, d’où l’intérêt de faire l’intégration
dans le bon sens. C’est-à-dire, les éléments de grande taille en tant que sources et les
éléments de taille plus faible en tant que cibles.

Bien que cet exemple soit simple, on peut retrouver le même comportement en consi-
dérant par exemple de longs câbles électriques dans une voiture, un avion ou autre. La
modélisation de l’ensemble et en considérant la tôle de véhicules qui est souvent finement
discrétisée peut nous confronter à cette difficulté d’intégration du fait de l’hétérogénéité
du maillage en type et en taille d’éléments. A l’aide de nos algorithmes, la bonne précision
de calcul est assurée pour ce type de modélisation complexe.
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II.5.c Performance de la formulation RLM

II.5.c-i Intégration numérique : standard versus points de Gauss adaptatif

L’intégration avec points de Gauss adaptatifs offre une garantie sur la précision des
résultats de simulation, nous souhaitons néanmoins connaître son coût en temps de calcul.
Les simulations qui sont présentées sont faites avec un solveur itératif GMRes [38] ayant
un critère relatif de convergence sur le résidu égal à 1E-8.

Dans le tableau II.2, les temps de calcul sont présentés pour l’intégration avec points
de Gauss adaptatifs et l’intégration standard pour l’exemple précédent de la plaque et
bobine conductrices. Ces temps sont séparés en deux catégories : temps d’intégration, et
temps totaux de la résolution. Nous rappelons que l’intégration de L n’est faite qu’une
seule fois dans le cas d’une simulation multifréquences avec maillage constant, car le noyau
de Green est statique et ne dépend pas de la fréquence. La simulation a été réalisée sur
deux machines de calcul différentes pour voir l’impact de la parallélisation, telles que :

— Machine 1 : Laptop Dell Precision 7520, 4 cœurs, Intel(R) Core(TM) i7-7820HQ
CPU @ 2.90GHz, 64 Gb RAM.

— Machine 2 : Station de calcul, 40 cœurs, Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2698 v4 @
2.20GHz, 256 Gb RAM.

Machine de calcul Machine 1 Machine 2
Temps de calcul Intégration Totale Intégration Totale

Intégration standard 20 min 127 min 33 min 70 min
Intégration adaptative 33 min 136 min 14 min 46 min

Table II.2 – Temps de calcul pour l’exemple plaque et bobine conductrice dans les deux
cas d’intégration avec deux machines de calcul différentes

Les temps de calcul présentés dans le tableau (II.2) peuvent surprendre. Nous remar-
quons en premier lieu que le type de machine influe directement sur les temps de calculs des
deux types d’intégration. Pour l’intégration avec points de Gauss adaptatifs, la machine
2 accélère grandement l’intégration et la résolution par rapport à l’autre machine. Cela
est expliqué par le fait que l’algorithme (1) est parallélisé en multithread en partie, et la
machine 2 offre plus de ressources de calcul que la machine 1 dans ce sens. Bien que la
machine 2 a dix fois plus de cœurs que l’autre, le temps de calcul ne se divise pas par dix à
cause des nombreuses synchronisations d’écriture dans des tableaux présents dans le code,
et également à une présence de code séquentiel non-parallélisé.

L’intégration standard quant à elle est vectorisée mais non-parallélisée, les taches sont
exécutées en mono-cœur, elle est plus rapide sur la machine 1 en raison de la vitesse
du processeur qui est de 3,6 GHz contre 2,7 GHz pour la machine 2. En mono cœur, la
vitesse du processeur influe beaucoup sur le temps de calcul. Néanmoins, le temps total de
résolution diminue sur la machine 2, car les produits matrice-vecteur sont parallélisés.

Les temps de calcul présentés dans le tableau (II.2) sont réduits en utilisant la com-
pression matricielle AMLFMM, ils sont présentés sur le tableau (II.3).
En conclusion, la procédure d’intégration avec points de Gauss adaptatifs est intéressante
du point de vue du gain en précision, nous avons vu que selon la machine de calcul utilisée,
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Machine de calcul Machine 1 Machine 2
Temps de calcul Intégration Totale Intégration Totale

Intégration standard 22 s 113 min 25 s 37 min
Intégration adaptative 2 min 109 min 1 min 27 s 32 min

Table II.3 – Temps de calcul avec compression AMLFMM pour l’exemple plaque et bobine
conductrices dans les deux cas d’intégration avec deux machines de calcul différentes

l’intégration peut être assez lourde, mais heureusement l’utilisation de la compression ma-
tricielle AMLFMM permet un gain important en temps de calcul, sans perdre en précision.

II.5.c-ii Préconditionnement : cas d’un solveur circuit à mailles indépendantes

Les simulations présentées ci-dessus sont faites avec le solveur circuit à mailles indé-
pendantes (II.7). En s’inspirant des résultats de l’article de G. Meunier et Al. [26], un
préconditionneur basé sur la décomposition LU de la matrice creuse résistive R est utilisé.
Cette stratégie de préconditionnement est notée par "Stratégie R". Le code de la décom-
position LU est issu de la bibliothèque MUMPS [51]. Le préconditionneur s’écrit sous la
forme suivante :

PLUMI
= LU

 MmiZ RMT
miZ

−MmiI 0

MT
miI

0 1

MT
miU

0 0

 (II.10)

La propriété de matrice creuse de R est partiellement perdue en faisant le produit(
MmiZ RMT

miZ

)
, surtout dans le cas où la matrice MmiZ comporte des longues mailles

(issues de trous géométriques par exemple), impliquant un coût supplémentaire pour la
décomposition LU en temps et en mémoire.

Dépendant de la nature du dispositif, le choix de l’utilisation d’un préconditionneur
construit en utilisant exclusivement les termes R peut ne pas être performant. Nous pou-
vons voir sur la Figure II.13 que dès que la nature du dispositif tend à devenir inductive,
le nombre d’itérations du solveur GMRes augmente à cause de la perte en efficacité du
préconditionneur.

Figure II.13 – nombre d’itérations du solveur GMRes par fréquence en compression
AMLFMM et sans compression avec le préconditionneur basé sur la matrice résistive R
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Pour tenter de gagner en performance lors de la résolution avec le solveur GMRes,
des termes de la matrice inductive sont rajoutés au préconditionneur PLUMI

(II.10). Deux
stratégies sont proposées dans le cas avec compression AMLFMM :

1. Stratégie R+L : rajouter aux termes résistifs R les termes inductifs correspondants
aux inductances propres partielles.

2. Stratégie L : rajouter aux termes résistifs R tous les termes inductifs issus de bloc
des interactions proches de l’AMLFMM.

Dans le cas de la stratégie L, la performance de la décomposition LU de PLUMI
est direc-

tement liée au taux de compression obtenu avec l’AMLFMM. Si le taux de compression est
faible, la décomposition LU sera très lourde en temps et en ressource mémoire, car du fait
de sa complexité cubique, il faut garder à l’esprit que plus il y a de termes dans la matrice,
plus c’est lourd. Par conséquent, l’intérêt du préconditionnement sera perdu.

La Figure II.14 montre l’évolution du nombre d’itérations du solveur GMRes pour trois
cas de préconditionnement : la stratégie R, la stratégie R+L, et la stratégie L.

Figure II.14 – nombre d’itérations du solveur GMRes par fréquence en compression
AMLFMM pour trois cas de préconditionnement : la stratégie R, la stratégie R+L, et
la stratégie L

On remarque que le préconditionnement avec la stratégie R+L détériore la convergence du
solveur GMRes à partir de 100 kHz, alors que l’objectif premier est de l’améliorer à ces
fréquences où l’effet inductif est dominant. En ce qui concerne la stratégie L, la convergence
reste globalement la même par comparaison à celle du préconditionnement avec la matrice
R.

Le nombre d’itérations du solveur GMRes n’est pas le seul facteur à observer. Le temps
de calcul est un facteur plus important. Dans le tableau (II.4), les temps de calculs des
trois cas de préconditionnement sont présentés, ils sont obtenus avec l’utilisation de la
machine 2 (Station de calcul, 40 cœurs, Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2698 v4 @ 2.20GHz,
256 Gb RAM). Le tableau inclut le temps de la décomposition LU pour chaque pas de
fréquence et le temps totale de la résolution. Le préconditionneur PLUMI

est reconstruit
pour chaque fréquence en raison de sa dépendance à la valeur de la fréquence dans jωL, et
également dans la matrice R où une conductivité complexe (I.56) est utilisée en raison de
l’hypothèse région mince. Dans le cas où la matrice R n’est pas dépendante de la fréquence,
la décomposition LU de la matrice de préconditionnement avec la stratégie R peut être
construite qu’une seule fois pour une résolution multifréquences.
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Temps de calcul Construction PLUMI
par fréquence Résolution totale

PLUMI
avec la stratégie R 40 s 32 min

PLUMI
avec la stratégie R+L 43 s 45 min

PLUMI
avec la stratégie L 27 min 13 h 19 min

Table II.4 – Temps de calcul avec compression AMLFMM pour l’exemple plaque et bobine
conductrices pour les trois cas de préconditionnement avec un solveur circuit MI.

Le cas PLUMI
avec matrice R est le plus performant des trois dans ce cas de simulation.

L’ajout des termes inductifs à PLUMI
augmente considérablement le temps de calcul sans

pour autant gagner en nombre d’itérations du solveur GMRes. Le faible taux de compres-
sion causé par les segments longs de la bobine et leurs proximités avec la plaque résulte
d’une matrice quasi pleine très lourde à traiter avec la décomposition LU de la stratégie L.

En raison du changement de base effectué de la base des branches à la base des mailles
indépendantes, la matrice utilisée pour construire le préconditionneur PLUMI

perd sa pro-
priété de matrice creuse à cause des produits

(
MmiZ RMT

miZ

)
. Dans le cas de l’utilisation

du solveur circuit à nœuds indépendants (II.3), il n’y a pas de changement de base à faire
sur la matrice R. Dans ce qui suit, nous allons étudier ce cas de solveur circuit avec les
trois stratégies de préconditionnement précédentes.

II.5.c-iii Préconditionnement : cas d’un solveur circuit à nœuds indépendants

Dans cette partie, le solveur circuit à nœuds indépendants non minimal (II.3) est utilisé
pour la résolution de l’exemple plaque et bobine conductrices précédent. Les trois stratégies
de préconditionnement présentées précédemment sont comparées. Nous ne regarderons que
le cas d’intégration avec points de Gauss adaptatifs et avec un calcul sur la machine 2.

Comme il a été précisé précédemment dans ce cas de solveur circuit, il y a plus d’in-
connues que dans le cas d’un solveur circuit à mailles indépendantes (60 000 inconnues
environ contre 20 000 pour l’exemple plaque et bobine conductrices). Par conséquent, nous
supposons que le solveur itératif GMRes devra prendre plus d’itérations pour converger.
La matrice de préconditionnement dans ce cas change, on l’écrit tel que :

PLUNI
= LU


MniZ 0 0 MniU

R MT
niZ

0 0

0 MT
niU

0 0

0 MT
niI

0 0

 (II.11)

La Figure II.15 montre le nombre d’itérations du solveur GMRes par fréquence pour
les deux solveurs circuits pour un préconditionneur avec matrice résistive, ces courbes sont
obtenues dans le cas d’une intégration sans compression matricielle.

L’efficacité de préconditionneur PLUNI
avec stratégie R est observée en basses fré-

quences. A ces fréquences, nous retrouvons un comportement quasi-identique entre les
deux solveurs circuits. Cependant, un écart se creuse entre les deux courbes à partir de
10 kHz, l’efficacité du préconditionneur PLUNI

diminue impliquant plus de difficultés de
convergence du solveur GMRes dans le cas des nœuds indépendants en raison du nombre
plus important d’inconnues dans le système linéaire résolu.
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Figure II.15 – nombre d’itérations du solveur GMRes par fréquence (sans compression
AMLFMM) pour les deux solveurs circuits pour un préconditionneur avec stratégie R.

Malgré ces itérations en plus du solveur GMRes dans le cas des résolutions avec nœuds
indépendants, comme le présente le tableau (II.5), les temps de calcul restent largement
inférieurs à ceux des résolutions avec les mailles indépendantes. L’absence de changement
de base dans le préconditionneur PLUNI

permet de garder une structure creuse de la ma-
trice de préconditionnement, impliquant ainsi une décomposition LU moins complexe et
plus rapide.

Temps de calcul Construction PLUNI
par fréquence Résolution totale

PLUNI
avec la stratégie R 1,3 s 13 min

PLUNI
avec la stratégie R+L 1,75 s 11 min

PLUNI
avec la stratégie L 20 s 21 min

Table II.5 – Temps de calcul avec compression AMLFMM pour l’exemple plaque et bobine
conductrices pour les trois cas de préconditionnement avec un solveur circuit NI

La Figure II.16 montre l’évolution du nombre d’itérations du solveur itératif GMRes
pour les trois stratégies de préconditionnement en fonction de la fréquence. Les trois straté-
gies de préconditionnement donnent presque un comportement identique sur la convergence
du solveur GMRes en fonction de la fréquence. Le solveur est également impacté dans ce
cas par la nature électrique du dispositif étudié, dès que l’on a un comportement inductif, le
préconditionneur perd progressivement en efficacité par comparaison à celui sur l’intervalle
avec comportement résistif.

Dans ce qui suit, nous allons tester la performance du solveur circuit à nœuds in-
dépendants minimal qui permet d’écrire le système linéaire à résoudre avec un nombre
d’inconnues inférieur au solveur actuel.

II.5.c-iv Préconditionnement : cas d’un solveur circuit à nœuds indépendants
minimal

Le solveur circuit à nœuds indépendants minimal (II.4) est utilisé pour refaire les simu-
lations effectuées dans les deux sections précédentes. Les calculs sont faits sur la machine
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Figure II.16 – nombre d’itérations du solveur GMRes par fréquence pour le solveur circuit
à nœuds indépendants pour les trois stratégies de préconditionnement.

2 et avec une intégration avec points de Gauss adaptatif. Dans ce cas, le nombre d’incon-
nues est comparable à celui obtenu avec le solveur circuit à mailles indépendantes (20006
inconnues contre 19705).

Du coté préconditionnement, ce solveur circuit nécessite deux préconditionneurs, car
nous rappelons qu’il a deux systèmes linéaires à résoudre, le principal et l’interne. Ce
dernier est résolu à chaque itération de résolution du système principal.

Nous rappelons le système linéaire interne comme suit :

JbZ = Yb ·VbZ => Zb · JbZ = VbZ

On peut utiliser sur la matrice Zb les trois stratégies de préconditionnement présentées
précédemment avec la décomposition LU. Dans ce cas, les matrices d’incidences n’inter-
viennent pas dans le préconditionneur, seuls des termes de Zb sont utilisés. C’est à dire,
selon la stratégie choisit (R, R+L, ou L), les termes peuvent être uniquement résistifs ou
être une combinaison de termes résistifs et inductifs.
Pour le système linéaire principal, le préconditionneur est construit sous la forme suivante :

PLUNImin
= LU

 MniZ (diag(Zb))−1 MT
niZ

0 −MniU

MT
niU

0 0

MT
niI

1 0


La Figure II.17 montre le nombre d’itérations du solveur GMRes par fréquence pour les
trois solveurs circuits (mailles indépendantes, nœuds indépendants et nœuds indépendants
minimal) pour un préconditionneur avec la stratégie R (matrice résistive). La stratégie est
appliquée sur système interne dans le cas du solveur circuit à nœuds indépendants minimal.
Le nombre d’itérations du solveur GMRes pour le système principal du solveur circuit à
nœuds indépendants minimal est supérieur à celui des deux autres solveurs circuits sur
tout l’intervalle de fréquence étudié. Le temps de calcul sur l’ensemble des fréquences est
également très supérieur comme il est présenté sur le tableau II.6.
La résolution du système linéaire interne à chaque itération de résolution du système linéaire
principal coûte très cher en temps de calcul, ce qui explique l’écart important avec les
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Figure II.17 – nombre d’itérations du solveur GMRes par fréquence pour les trois solveurs
circuits pour un préconditionneur avec matrice résistive.

Solveur circuit Temps de résolution totale
Mailles indépendantes 32 min
Nœuds indépendants 13 min

Table II.6 – Temps de calcul pour l’exemple plaque et bobine conductrice pour les trois
solveurs circuits préconditionnés avec la stratégie R avec compression AMLFMM.

temps obtenus avec les deux autres solveurs circuits. Lors du changement de stratégie de
préconditionnement du système linéaire interne, la convergence du solveur principal reste
inchangée comme présentée sur la Figure II.18, et les temps de calcul ne diminuent pas,
bien au contraire comme le montre le tableau II.7 .

Figure II.18 – Nombre d’itérations du solveur GMRes par fréquence pour le solveur circuit
à nœuds indépendants minimal pour les trois stratégies de préconditionnement

Les temps de calcul sont également élevés dans le cas du préconditionnement avec les
deux stratégies R+L et L, le temps de construction du préconditionneur interne est plus
long dans ces cas. Nous arrivons à la conclusion que le solveur circuit à nœuds indépendants
minimal n’est pas performant dans le cas du préconditionnement LU construit avec les
stratégies que nous avons présentées.
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Temps de calcul Résolution totale
Stratégie R 36 heures

Stratégie R+L 6 jours 6 heures
Stratégie L 3 jours 14 heures

Table II.7 – Temps de calcul avec compression AMLFMM pour l’exemple plaque et bobine
conductrice pour les trois cas de préconditionnement avec un solveur circuit NI minimal.

II.5.c-v Sans préconditionnement

Dans cette section, la convergence des trois solveurs circuits est étudiée dans le cas
d’une résolution GMRes sans préconditionneur.

Le solveur circuit à nœuds indépendants minimal n’a pas pu converger dès le premier
point de fréquence après 20 000 itérations du solveur GMRes. De ce fait, seuls les solveurs
circuits à mailles indépendantes et à nœuds indépendants sont étudiés. La Figure II.19
montre l’évolution du nombre d’itérations du solveur GMRes pour une résolution sans pré-
conditionneur.

Figure II.19 – nombre d’itérations du solveur GMRes par fréquence pour les solveurs
circuits à mailles indépendantes et à nœuds indépendants sans préconditionneur.

Les temps de calcul correspondants à chaque résolution sont présentés sur le tableau II.8
ci-dessous.

Solveur circuit Temps de résolution totale
Mailles indépendantes 3 h 22 min
Nœuds indépendants 3 j 1 h

Table II.8 – Temps de calcul pour l’exemple plaque et bobine conductrice pour les solveurs
circuits à mailles indépendantes et à nœuds indépendants sans préconditionneur et sans
compression AMLFMM.

Le solveur circuit à nœuds indépendants prends énormément d’itérations pour converger
sans préconditionneur, et c’est corrélé avec le temps de calcul qui est également conséquent
pour un problème avec 60 000 inconnues sur 29 points de fréquences. Les trois straté-
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gies du préconditionneur PLUNI
s’avèrent efficaces par comparaison à une résolution sans

préconditionneur, et cela même quand le nature électrique du dispositif est inductive.
Le solveur circuit à mailles indépendantes est plus performant dans ce cas, la comparai-

son avec le temps de calcul obtenu avec la stratégie L de préconditionnement (environ 13h)
rappelle qu’il est important de bien construire le préconditionneur, car au lieu d’améliorer
les temps de calcul cela peut les détériorer.

II.5.d Conclusion sur la partie RLM

Un outil d’intégration avec points de Gauss adaptatifs est proposé en deux algorithmes :
un premier sans compression matricielle et un deuxième avec la compression AMLFMM.
Cet outil permet d’améliorer la précision sur les calculs du noyau de Green des interactions
entre les éléments du maillage. L’impact de cette amélioration est nettement visible dans
le cas où la nature électrique du dispositif d’intérêt est inductive. Son utilisation est im-
portante lorsque le maillage est hétérogène (en type et en taille d’élément), quelle que soit
la nature du dispositif. La parallélisation en multithread CPU a permis de réduire le coût
du calcul itératif des interactions en fonction du nombre de points de Gauss.

La convergence du solveur itératif GMRes lors de la résolution du système linéaire final
a été étudiée en fonction de la fréquence d’utilisation. Nous avons montré l’impact du choix
du solveur circuit à utiliser sur les temps de calcul. Dans le cas sans préconditionnement,
le solveur circuit à mailles indépendantes nécessite moins d’itérations et moins de temps
de calcul pour faire converger le solveur GMRes, contrairement au solveur circuit à nœuds
indépendants qui prend beaucoup plus d’itérations et de temps de calcul. Dans ce cas, le
solveur circuit à nœuds indépendants minimal n’a pas pu converger.

Dans le cas du préconditionnement avec la décomposition LU, trois stratégies de construc-
tion de la matrice de préconditionnement LU ont été comparées. La comparaison a montré
que le choix des termes de préconditionnement n’est pas simple, car la complexité cubique
de la décomposition LU a montré des limitations en augmentant le nombre de termes dans
la matrice de préconditionnement sans améliorer la convergence du solveur et cela pour les
trois solveurs circuits. Le solveur circuit à nœuds indépendants a montré le meilleur temps
de calcul, car la matrice de préconditionnement garde sa forme creuse contrairement au
solveur circuit à mailles indépendantes où cette matrice change de base et perd la propriété
de matrice creuse. La stratégie d’utilisation de la matrice résistive pour préconditionner
semble être la meilleure dans le cas de la formulation RLM. Le solveur circuit à nœuds
indépendants minimal est clairement très lent et non performant, son utilisation n’est pas
conseillée.
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II.6 Étude de la formulation PEEC-RLMC

La montée en fréquence d’excitation des dispositifs d’électronique de puissance a créé
un besoin important de modélisation des effets capacitifs résultants. Qu’il s’agisse d’effets
parasites ou d’effets recherchés, par expérience, leur prise en compte dans les formulations
PEEC non-structurées a tendance à dégrader la résolution du système linéaire résultant,
surtout quand le solveur circuit avec l’approche mailles indépendantes (II.7) est utilisé.

Dans ce qui suit, nous allons étudier un exemple de microstrip composé de deux pistes
conductrices et un plan de masse en cuivre [33]. Cette étude a pour objectif de comparer
les comportements des différents solveurs circuits et les préconditionneurs associés dans un
contexte de formulation PEEC RLMC.

L’exemple d’application est présenté dans la Figure II.20 avec les dimensions géomé-
triques qui le caractérisent, ses quatre ports sont connectés comme suit :

— Port 1 : charge R1 = 50 Ω en série avec une source de tension de 1 V.
— Port 2 : charge R2 = 50 Ω.
— Port 3 : charge R3 = 50 Ω.
— Port 4 : charge R4 = 50 Ω.

Figure II.20 – Exemple d’application microstrip

La piste entre les ports 3 et 4 est la victime du couplage diaphonique, car seule la piste
entre les ports 1 et 2 est alimentée.

Compte tenu de la faible épaisseur des pistes et du plan de masse par rapport à la
distance qui les sépare, l’hypothèse de région mince peut être utilisée, par conséquent, une
comparaison entre des résultats de calcul d’un modèle volumique RLMC et d’un modèle
région mince RLMC est intéressante à faire.

Pour rappel, les formulations présentées dans le chapitre I ne prennent pas en compte
la propagation d’onde. Pour être dans le domaine de validité de ces formulations, comme
présenté dans la section I.3.a, nous devons utiliser des fréquences qui satisfont le rapport(

λ
dmax

> 10
)
. Par curiosité scientifique, nous souhaitons aller jusqu’à

(
λ

dmax
> 1
)
et com-

parer les résultats obtenus avec des résultats d’un modèle Maxwell complet "Full wave"
obtenus avec le logiciel Altair Feko™ [52]. Le logiciel utilise une formulation intégrale
MoM/MLFMM (Méthode des moments) avec principe d’équivalence surfacique et avec
une stabilisation pour les fréquences basses, néanmoins cette formulation reste inadaptée
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aux basses fréquences. Pour faire la simulation sur le logiciel Feko, nous devons rajouter des
fils de connexion de rayon égal à 2,5 µm pour les 4 ports, qui lient les pistes aux différentes
charges et source vers le plan de masse. Les impédances de ces fils rentrent également dans
le calcul.

Figure II.21 – Exemple d’application microstrip sur le logiciel Altair Feko™

Les fréquences maximales fmax1 et fmax2 qui valident respectivement
(

λ
dmax

> 10
)
et(

λ
dmax

> 1
)
doivent être calculées, connaissant que dmax = 95 mm, on a pour le cas sans

matériau diélectrique :

fmax1 = 315 MHz , fmax2 = 3, 15 GHz

Pour le cas avec matériau diélectrique εr = 4, 7, on a :

fmax1 = 145 MHz , fmax2 = 1, 45 GHz

Dans ce qui suit, nous n’allons considérer que l’intégration avec points de Gauss adap-
tatifs avec une compression matricielle AMLFMM. Dans un premier temps, la simulation
est faite sans le matériau diélectrique.

II.6.a Microstrip sans diélectrique

Les simulations dans ce cas sont faites pour des fréquences allant de 1 Hz à 3,15 GHz.
Nous allons observer les ratios des tensions aux bornes des résistances sur les ports 3 et
4 avec la tension de la source. La comparaison est faite sur les modules et les phases des
ratios V3

Vsource
et V4

Vsource
obtenues avec trois formulations :

— Formulation MoM/MLFMM du logiciel Altair Feko™.
— Formulation PEEC RLMC avec hypothèse région mince.
— Formulation PEEC RLMC volumique.

La discrétisation de dispositif est présentée sur la Figure II.22. Le nombre d’éléments est
de : 5140 quadrangles dans le cas région mince, et 2350 hexaèdres dans le cas volumique.
La résolution est faite avec le solveur circuit à nœuds indépendants.

Les courbes des modules et des phases des ratios V3
Vsource

et V4
Vsource

sont présentées dans
la Figure II.23.
Les résultats obtenus par le logiciel Feko sont incorrects entre 1 Hz et 1 MHz, la formulation
considère que la phase des deux ratios est égale à 90, alors que les tensions aux bords des
charges sur les ports 3 et 4 sont plutôt résistives, cela est dû au fait que dans le modèle Feko
considère un matériau parfaitement conducteur PEC (ρ = 0). Les courbes obtenues pour
la formulation avec hypothèse région mince et la formulation volumique sont quasiment
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Figure II.22 – Discrétisation de l’exemple d’application diaphonie dans le cas sans diélec-
trique. (Droite) maillage surfacique, (Gauche) maillage volumique.

Figure II.23 – Modules et phases des ratios V3
Vsource

et V4
Vsource

pour les trois formulations
dans le cas microstrip sans diélectrique.

identiques, sauf aux fréquences de résonances car le maillage volumique est moins dense
que le surfacique qui implique une imprécision du calcul (un élément dans l’épaisseur, et
moins d’élément le long des pistes).

Le choix de travailler au-delà de la fréquence fmax1 = 315 MHz jusqu’à la fréquence
fmax2 = 3, 15 GHz montre des résultats assez étonnants, car les courbes obtenues par les
formulations PEEC RLMC sont très proches de celles de Feko. Bien que nos formulations
PEEC RLMC négligent le terme prorogatif dans le noyau de Green, il s’avère que les
résultats obtenus avec ces formulations peuvent être assez corrects jusqu’à

(
λ

dmax
> 1
)
,

mais peuvent présenter des imprécisions sous forme de résonances numériques inexpliquées.
Ces imprécisions peuvent être observées sur la Figure II.24 pour le module et la phase
du ratio V3

Vsource
, les deux sont observées au-delà de la fréquence fmax1 = 315 MHz, la

première à 1, 78 GHz et la deuxième à 2, 8 GHz environs. Ces résonances numériques ont
été également observées dans la littérature pour la méthode PEEC structurée sous le nom
de "Artefacts". Les auteurs de l’article [53] montrent sur un exemple simple composé de
deux pistes conductrices parallèles qu’il peut y avoir trois raisons pour que ces imprécisions
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se manifestent :
— Un maillage insuffisant et non-identique dans les deux pistes.
— Des valeurs d’intégration d’éléments partiels imprécises.
— La réduction de la complexité du modèle PEEC (modèle quasi-statique).

Les auteurs concluent que ces singularités sont observées uniquement dans le cas de formu-
lation PEEC quasi-statique, et proposent de discrétiser encore plus la géométrie pour les
réduire. Dans notre cas, nous avons discrétisé encore plus finement la géométrie mais sans
amélioration des résultats. L’utilisation du modèle quasi-statique présente néanmoins le
grand avantage de ne pas réassembler les matrices R, L et P à chaque fréquence. A contra-
rio, le modèle Maxwell complet (Full wave) doit réassembler ces matrices, car le noyau
de Green utilisé par ce modèle dépend de la fréquence, ce qui nécessite la réintégration à
chaque pas. Cependant, cette problématique des "artefacts" reste une question ouverte.

Figure II.24 – Résonance numérique dans le module et la phase du ratio V3
Vsource

dans le
cas sans diélectrique.

En considérant une fréquence maximale égale à fmax1 = 315 MHz pour respecter(
λ

dmax
> 10

)
et pour éviter des résonances numériques, nous observons que dans le cas

de cet exemple, les effets capacitifs sont négligeables aux fréquences inférieures à fmax1 .
Pour argumenter ces propos, une simulation avec une formulation RLM région mince est
faite et les résultats des ratios sont comparés à ceux obtenus avec la formulation RLMC
région mince. Cette comparaison est présentée sur la Figure II.25.
Nous observons que les ratios des tensions obtenus avec les deux formulations RLM et
RLMC respectivement sont quasiment identiques sur l’intervalle de fréquence de 1 Hz à
315 MHz. L’utilisation de la formulation RLMC au-delà de ces fréquences peut donc être
justifiée, mais il faut être attentif et critique sur des éventuels résultats non-attendus,
comme nous l’avons fait avec les résultats du logiciel Feko entre 1 Hz et 1 MHz.

Dans ce qui suit, les performances de la formulation RLMC sans diélectrique sont
étudiées en fonction des stratégies de préconditionnement.

II.6.a-i Performance de la formulation PEEC RLMC sans diélectrique

Nous allons étudier la performance de la formulation PEEC RLMC sans diélectrique
sur l’exemple d’application microstrip. Les simulations RLMC sont faites avec les solveurs
circuits à mailles indépendantes et à nœuds indépendants. Le solveur circuit à nœuds
indépendants minimal n’est pas étudié, car il s’est avéré peu efficace avec ce type de pré-
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Figure II.25 – Comparaison des résultats des ratio V3
Vsource

et V4
Vsource

obtenus avec une
formulation RLM et une formulation RLMC.

conditionnement par décomposition LU. Le chapitre IV montrera que son application avec
un autre type de préconditionnement peut être envisagée.

Pour la partie capacitive, nous avons construit la matrice de préconditionnement de
trois différentes manières :

— Matrice identité.
— Diagonale de la matrice P

jω .
— Les termes proches AMLFMM (blocs diagonaux) de P

jω

Il s’est avéré que seule la dernière est efficace. Nous choisissons de ne pas présenter tous
les tests effectués et de prendre directement les termes proches AMLFMM de P

jω comme
matrice de préconditionnement pour la partie capacitive et de comparer les trois stratégies
de préconditionnement suivantes :

1. Stratégie R + P : Matrice R + termes proches AMLFMM de P
jω .

2. Stratégie R + L + P : Matrice R + termes inductifs correspondants aux inductances
partielles propres (Ri,j + jωLi,j) + termes proches AMLFMM de P

jω .

3. Stratégie L + P : Matrice R + tous les termes inductifs des blocs des interactions
proches de l’AMLFMM + termes proches AMLFMM de P

jω .

Pour cette étude, un scénario avec 32 points de fréquences répartis quasi-uniformément
sur une échelle logarithmique sur l’intervalle de 1 Hz à 3,15 GHz est utilisé. La résolution
est faite sur la machine 2 présentée précédemment (Station de calcul, 40 cœurs, Intel(R)
Xeon(R) CPU E5-2698 v4 @ 2.20GHz, 256 Gb RAM.).
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II.6.a-ii Préconditionnement : cas d’un solveur circuit à mailles indépendantes

Le solveur circuit à mailles indépendantes a montré dans le cas de la formulation RLM
qu’il pouvait converger sans préconditionneur plus rapidement que les autres solveurs cir-
cuits testés, cependant, une fois préconditionné, ses performances restent inférieures par
rapport au solveur circuit à nœuds indépendants.

Dans ce qui suit, nous allons le tester dans le cas de la formulation RLMC avec les
trois stratégies de préconditionnement présentés précédemment. La Figure II.26 présente
le nombre d’itérations du solveur GMRes sur l’intervalle de fréquence allant de 1 kHz à 3,15
GHz pour l’exemple microstrip surfacique. L’intervalle a été réduit car le solveur n’a pas pu
converger à 1 Hz quelle que soit la stratégie de préconditionnement. Le tableau II.9 montre
les temps de calcul associés au solveur pour les trois stratégies de préconditionnement.

Figure II.26 – nombre d’itérations du solveur GMRes pour l’exemple microstrip surfacique
pour les trois cas de préconditionnement avec un solveur circuit MI.

Les trois stratégies ont quasiment un comportement identique avant 10 MHz, au-delà la
stratégie R + P de préconditionnement est la moins efficace, ce qui justifie la différence
significative de temps de calcul par rapport aux deux autres stratégies. Ces courbes de
convergences sont également proches de celles obtenues pour l’exemple microstrip en vo-
lumique, le solveur n’a pas pu converger à 1 Hz et la "stratégie R + P" a été plus lente à
converger au-delà de 10 MHz comme le montre la Figure II.27.

Temps de calcul Construction PLUMI
par fréquence Résolution totale

Stratégie R + P 22 s 5 h 48 min
Stratégie R+L+P 26 s 2 h 21 min
Stratégie L+P 29 s 1 h 48 min

Table II.9 – Temps de calcul avec compression AMLFMM pour l’exemple microstrip
surfacique pour les trois cas de préconditionnement avec un solveur circuit MI.

Malgré les observations précédentes, nous ne pouvons pas tirer des conclusions claires
sur un intervalle de fréquence où le solveur circuit à mailles indépendantes est performant
et où il ne l’est pas, car cela dépend du dispositif étudié. Cependant, ce que l’on peut
conclure, c’est qu’à très basse fréquence, le solveur a du mal à converger lorsque les effets
capacitifs sont inclus dans le modèle. Une solution est d’utiliser la formulation RLM en
basse fréquence, mais le problème est que dans ce cas on ne sait pas à partir de quelle
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Figure II.27 – nombre d’itérations du solveur GMRes pour l’exemple microstrip volumique
pour les trois cas de préconditionnement avec un solveur circuit MI.

Temps de calcul Construction PLUMI
par fréquence Résolution totale

Stratégie R+P 29 s 3 h 43 min
Stratégie R+L+P 48 s 2 h 21min
Stratégie L+P 1 min 49 s 2 h 57 min

Table II.10 – Temps de calcul avec compression AMLFMM pour l’exemple microstrip
volumique pour les trois cas de préconditionnement avec un solveur circuit MI.

fréquence on doit revenir à la formulation RLMC, ce qui devient contraignant. Nous verrons
que dans le cas du solveur circuit à nœuds indépendants, cette contrainte n’apparaît pas.

II.6.a-iii Préconditionnement : cas d’un solveur circuit à nœuds indépendants

Le solveur circuit à nœuds indépendants avec préconditionnement a montré un très bon
comportement dans le cas de la formulation RLM, dans cette partie, il est également étudié
dans le cas de la formulation RLMC avec les trois stratégies de préconditionnement pré-
cédentes. La Figure II.28 présente le nombre d’itérations du solveur GMRes par fréquence
dans le cas d’un maillage surfacique avec la formulation RLMC région mince, et le tableau
II.11 présente les temps de calcul associés.

Figure II.28 – nombre d’itérations du solveur GMRes pour l’exemple microstrip surfacique
pour les trois cas de préconditionnement avec un solveur circuit NI.
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Temps de calcul Construction PLUNI
par fréquence Résolution totale

Stratégie R+P 0,38 s 1 h 08 min
Stratégie R+L+P 0,56 s 19 min
Stratégie L+P 4,6 s 23 min

Table II.11 – Temps de calcul avec compression AMLFMM pour l’exemple microstrip
surfacique pour les trois cas de préconditionnement avec un solveur circuit NI.

Les stratégies "R+L+P" et "L+P" ont un impact identique sur la convergence du solveur
GMRes, elles sont plus performantes que la "stratégie R+P". On peut tenter d’expliquer
ceci par le fait que les matrices issues des stratégies "R+L+P" et "L+P" englobent les trois
types d’impédance (R, L, C) permettant d’avoir un vecteur solution à chaque itération de
GMRes qui respecte mieux la physique, par conséquent plus cohérent vis-à-vis du vecteur
solution finale. Alors que la "stratégie R+P" ne tiens en compte que de R et C (ou plutôt
P).

Ce comportement est également observé sur la Figure II.29 dans le cas d’une résolution
avec un maillage volumique, mais avec des temps de calcul plus élevés, car il y a 2000
inconnues en plus, mais également les produits matrice-vecteur AMLFMM sont plus lents
avec les hexaèdres qu’avec des quadrangles.

Figure II.29 – nombre d’itérations du solveur GMRes pour l’exemple microstrip volumique
pour les trois cas de préconditionnement avec un solveur circuit NI.

Temps de calcul Construction PLUNI
par fréquence Résolution totale

Stratégie R + P 0,3 s 5h 19 min
Stratégie R+L+ P 0,7 s 52 min
Stratégie L + P 7,2 s 59 min

Table II.12 – Temps de calcul avec compression AMLFMM pour l’exemple microstrip
volumique pour les trois cas de préconditionnement avec un solveur circuit NI.

Récemment des travaux ont été menés au G2ELab par Q-A Phan et al [54] pour réduire
la complexité de la formulation PEEC RLMC quasi-statique à travers le développement
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d’un couplage entre la formulation PEEC RLM et une formulation électrostatique intégrale
pour la partie capacitive. Cette méthode est basée sur le regroupement de plusieurs éléments
de maillage en régions équipotentielles, réduisant ainsi le calcul des interactions capacitives
d’élément-élément à un calcul de région-région. Cela permet de réduire considérablement le
nombre d’inconnues et d’accélérer la convergence lors de la résolution. Néanmoins, quand
le potentiel varie fortement sur le dispositif, le calcul des interactions région-région revient
à un calcul élément-élément, car dans le cas contraire la méthode introduit des erreurs
non-négligeables.

II.6.b Microstrip avec diélectrique

Dans cette partie, nous allons considérer un matériau diélectrique entre les deux pistes
et le plan de masse. Ce diélectrique est représenté sur la Figure II.20, il a une permittivité
relative de εr = 4, 7. Les simulations dans ce cas sont faites pour des fréquences allant de
1 Hz à 1,45 GHz. La formulation RLMC diélectrique I.3.e est utilisée.

Pour valider les résultats de notre formulation, nous avons assumé que les résultats
obtenus avec le logiciel Feko étaient les références, comme on peut le voir sur la Figure
II.30 en échelle logarithmique, les résultats de Feko ont été obtenus avec une formulation
MoM/MLFMM qui mixe le principe d’équivalence surfacique pour les conducteurs et le
principe d’équivalence volumique pour le diélectrique, car le diélectrique est beaucoup plus
épais que les conducteurs.

Figure II.30 – Modules et phases des ratios V3
Vsource

et V4
Vsource

obtenus avec Feko dans le
cas avec substrat diélectrique en échelle logarithmique.

Pour notre modèle, nous avons utilisé une approche région mince surfacique pour les
deux pistes conductrices et le plan de masse, et un maillage volumique pour la partie
diélectrique comme le présente la Figure II.31. Les résultats obtenus sont proches de ceux
de Feko, mais si en regarde en échelle linéaire sur la Figure II.32, un retard est observé entre
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les deux modèles probablement dû à l’hypothèse quasi-statique de la formulation PEEC
RLMC.

Figure II.31 – Maillage de l’exemple microstrip avec substrat diélectrique.

Figure II.32 – Modules et phases des ratios V3
Vsource

et V4
Vsource

dans le cas microstrip avec
diélectrique en échelle linéaire.

II.6.b-i Performance de la formulation PEEC RLMC avec diélectrique

Nous allons étudier la performance de la formulation PEEC RLMC avec diélectrique
sur l’exemple d’application microstrip de la Figure II.31. Les simulations sont faites avec
les solveurs circuits à mailles indépendantes et à nœuds indépendants avec un précondi-
tionnement par décomposition LU de matrices issues des trois stratégies utilisées pour la
formulation RLMC sans diélectrique, mais en rajoutant les termes de la matrice creuse
C̃
jω du système linéaire (I.107). Nous écrivons les stratégies de préconditionnement comme
suit :

1. Stratégie R + P + C : Matrice creuse R + termes proches AMLFMM de P
jω + ma-

trice creuse C̃
jω .
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2. Stratégie R + L + P + C : Matrice R + termes des inductances propres partielles
(Ri,j + jωLi,j) + termes proches AMLFMM de P

jω + matrice creuse C̃
jω .

3. Stratégie L + P + C : Matrice R + tous les termes inductifs des blocs des interac-
tions proches de l’AMLFMM + termes proches AMLFMM de P

jω + matrice creuse
C̃
jω .

Le scénario de résolution a 31 points de fréquence dans l’intervalle de 1 Hz à 1,45 GHz.

II.6.b-ii Préconditionnement : cas d’un solveur circuit à mailles indépendantes

Dans cette section, le solveur circuit à mailles indépendantes est utilisé pour la résolu-
tion de l’exemple d’application. Ce solveur a montré de faibles performances dans le cas
d’une formulation RLMC sans diélectrique, nous allons le tester dans ce cas avec diélec-
trique. Le système linéaire à résoudre dans ce cas a environ 22 000 inconnues, qui est un
nombre assez faible. La Figure II.33 montre le nombre d’itérations du solveur GMRes en
fonction de la fréquence et pour chaque stratégie de préconditionnement. Les temps de
calcul associés sont présentés sur le tableau II.13.

Figure II.33 – nombre d’itérations du solveur GMRes pour l’exemple microstrip avec
substrat diélectrique pour les trois cas de préconditionnement avec un solveur circuit MI.

Temps de calcul Construction PLUMI
par fréquence Résolution totale

Stratégie R+P+C 05 min 07 h 28 min
Stratégie R+L+P+C 05 min 04 h 16 min
Stratégie L+P+C 04 min 03 h 33 min

Table II.13 – Temps de calcul avec compression AMLFMM pour l’exemple microstrip
avec substrat diélectrique pour les trois cas de préconditionnement avec un solveur circuit
MI.

Comme dans le cas du RLMC sans diélectrique, le solveur n’a pas pu converger à la fré-
quence 1 Hz. Les temps de calcul résultants sont très élevés pour un si petit système
avec 30 points de calcul de 1 kHz à 1,45 GHz. Bien que les stratégies "R+L+P+C" et
"L+P+C" améliorent les performances, le solveur circuit à mailles indépendantes n’est pas
recommandé pour ce type de simulation.
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II.6.b-iii Préconditionnement : cas d’un solveur circuit à nœuds indépendants

Le solveur circuit à nœuds indépendants est le plus performant pour la résolution des
formulations RLM et RLMC sans diélectrique, la Figure II.34 montre son comportement
dans ce cas avec prise en compte du matériau diélectrique pour les trois stratégies de
préconditionnement présentées précédemment. Le système à résoudre a environ 45 000 in-
connues, les temps de calculs obtenus sont plutôt faibles pour un scénario avec 31 points,
comme le présente le tableau II.14.

Figure II.34 – nombre d’itérations du solveur GMRes pour l’exemple microstrip avec
substrat diélectrique pour les trois cas de préconditionnement avec un solveur circuit NI.

Temps de calcul Construction PLUNI
par fréquence Résolution totale

Stratégie R+P+C 1,5 s 47 min
Stratégie R+L+P+C 1,5 s 14 min
Stratégie L+P+C 3,4 s 15 min

Table II.14 – Temps de calcul avec compression AMLFMM pour l’exemple microstrip
avec substrat diélectrique pour les trois cas de préconditionnement avec un solveur circuit
NI.

La stratégie (R+L+P+C) est la plus performante des trois comme dans le cas de la for-
mulation RLMC sans diélectrique. Le solveur circuit à nœuds indépendants offre des per-
formances nettement supérieures que celui à mailles indépendantes.

II.6.c Conclusion sur la partie RLMC

L’étude sur la formulation PEEC RLMC avec et sans diélectrique a montré qu’elle
pouvait fournir à des fréquences qui vérifient

(
λ

dmax
> 1
)
des résultats de simulation cor-

rects sur le dispositif étudié. Cependant, des résonances numériques ou "Artefacts" peuvent
apparaître aux hautes fréquences causées par l’utilisation d’un modèle quasi-statique, néan-
moins le modèle présente le grand avantage de ne pas réassembler les matrices R, L et P
à chaque fréquence contrairement à un modèle Maxwell complet "Full wave". Nous avons
montré que la performance de la formulation RLMC dépend fortement du type de solveur
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circuit utilisé et de la matrice de préconditionnement associée. Le préconditionnement avec
décomposition LU semble être assez efficace sur des systèmes avec un nombre d’incon-
nues faible à moyen, la résolution de grands systèmes peut être bloquante à cause de la
complexité cubique de la décomposition LU. Sur les tests effectués en surfacique et en volu-
mique, il s’est avéré que le solveur circuit à nœuds indépendants avec un préconditionneur
construit à partir de : la matrice R + termes inductifs correspondants (Ri,j + jωLi,j) +
termes proches AMLFMM de P

jω (+ matrice creuse C̃
jω dans le cas avec diélectrique), est

la configuration la plus performante. A l’inverse, le solveur circuit à mailles indépendantes
a du mal à converger en basse fréquence, avec également des performances très faibles.

II.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons détaillé la mise en pratique des formulations PEEC non-
structurées que nous avons présentées dans le chapitre I. Nous avons abordé les parties
qui concernent l’intégration numérique et l’assemblage des matrices d’impédances (R, L,
C), la construction du système d’équations par trois solveurs circuits basés sur les lois de
Kirchhoff (loi des mailles, et loi des nœuds), ainsi que la partie résolution de ce système
pour les formulations RLM, RLMC sans et avec diélectrique.

Des algorithmes d’intégration numérique avec points de Gauss adaptatifs ont été dé-
veloppés afin d’améliorer la précision des calculs d’intégrales de noyau de Green. Ils ont
montré de bons résultats en comparaison avec une intégration avec points de Gauss fixes
sur deux applications simples. Son utilisation est fortement conseillée dans le cas où le dis-
positif d’intérêt est discrétisé avec un maillage hétérogène en taille et en type d’élément. La
mise en place de la parallélisation multithreads CPU de ces algorithmes a permis d’accélérer
considérablement le temps d’intégration et de ne pas dégrader la vitesse du solveur.

Les performances des trois solveurs circuits : à mailles indépendantes, à nœuds indé-
pendants, et à nœuds indépendants minimal ont également été étudiées. Cette étude a
montré que le solveur circuit à nœuds indépendants minimal n’est pas performant qu’il
soit préconditionné ou non. Pour la formulation RLM, dans le cas où un préconditionneur
n’est pas appliqué, le solveur circuit à mailles indépendantes est le plus performant, mais
avec l’utilisation d’un préconditionneur basé sur la décomposition LU de matrice choisi,
le solveur circuit à nœuds indépendants a montré les meilleures performances. Le choix
des termes de construction de la matrice de préconditionnement à partir des termes des
matrices R, L et P impacte directement la convergence du solveur. Dans le cas RLM,
l’utilisation de la matrice creuse R uniquement semble être un choix judicieux, elle offre
des comportements de convergence plutôt satisfaisants, mais dans le cas RLMC, il est pré-
férable d’utiliser la matrice creuse R + termes inductifs correspondants (Ri,j + jωLi,j) +
termes proches AMLFMM de P

jω (+ matrice creuse C̃
jω dans le cas avec diélectrique), car

elle offre les meilleurs temps de calculs.





Chapitre III
Estimateurs d’erreurs et raffinement adaptatif du

maillage

On ne fait jamais attention à ce qui a été fait, on ne voit
que ce qui reste à faire.
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Résumé

Nous allons présenter une procédure de raffinement adaptatif du maillage. Cette pro-
cédure est contrôlée par un estimateur d’erreur. Pour développer ce dernier, une étude
a été faite impliquant des développements de techniques permettant le calcul d’une
seconde solution dites "duale". Puis nous terminerons avec des tests de validations.
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III.1 Introduction

Les dispositifs d’électroniques de puissance sont généralement associés à des géométries
complexes. La modélisation des champs électromagnétiques qui est nécessaire dans leur
processus de conception peut présenter des erreurs sur la précision plus ou moins impor-
tantes, notamment en présence des problèmes de courants de Foucault. En effet, la précision
de la solution numérique est cruciale pour interpréter correctement les résultats obtenus.
Les erreurs qui peuvent être induites ne sont pas seulement liées aux méthodes numériques
elles-mêmes, mais aussi à une mauvaise utilisation de ces méthodes. La plus courante est
la sous-discrétisation du domaine qui induit des erreurs d’approximation, notamment pour
les problèmes fréquentiels, où la représentation correcte du chemin du courant électrique
est très importante afin de capter avec précision les effets de peau et de proximité. Des
erreurs numériques sont introduites avec l’utilisation des formulations faibles notamment
les relations constitutives du matériau ou la conservation des champs sur le maillage. Dans
ce cas, deux grandeurs physiques sont généralement interpolées à l’aide d’un seul espace
fonctionnel, alors qu’elles sont respectivement continues dans deux espaces fonctionnels
différents, conduisant ainsi à des imprécisions locales.

Dans ce chapitre, nous allons aborder ces problématiques d’erreurs numériques liées à
la sous-discrétisation. Pour quantifier ces erreurs, des estimateurs d’erreurs sont proposés.
Ces estimateurs seront utilisés dans un but de réduction de ces erreurs d’approximation
afin d’améliorer la précision. Cela sera fait à travers le développement d’une technique de
raffinement adaptatif du maillage en essayant toutefois de ne pas augmenter excessivement
le nombre de degrés de liberté. Ces développements ont pour objectif de rendre la mé-
thode PEEC beaucoup plus fonctionnelle et attrayante pour la modélisation de dispositifs
complexes.

III.2 Introduction aux estimateurs d’erreurs

Pour la méthode PEEC, à notre connaissance les estimateurs d’erreur n’ont pas été
étudiés dans la littérature, mais ils ont été largement étudiés pour la méthode des éléments
finis (FEM). Deux catégories d’estimateur d’erreurs ont été développées : La première est
l’estimation d’erreur a priori. Elle consiste à évaluer la qualité du maillage en fonction de
la forme de ses éléments en détectant ceux de qualité médiocre comme indiqué dans [55] et
dans [56]. Ce type d’estimation d’erreur n’est pas adapté aux problèmes fréquentiels car il
est entièrement géométrique et suppose que le maillage initial respecte déjà l’épaisseur de
peau, ce qui n’est pas nécessairement le cas. La deuxième catégorie est l’estimation d’erreur
a posteriori. Elle consiste à évaluer la qualité de la solution numérique à l’aide de différentes
techniques d’estimation. Une revue rapide et certainement non exhaustive des différentes
techniques d’estimation est présentée dans l’introduction de l’article de L. Rondot et Al
[57]. De nombreux travaux ont été développés pour la FEM magnéto-harmonique comme
indiqué dans [58, 59, 60], mais pas encore pour la méthode PEEC non-structurée. Dans ce
chapitre, nous concentrons les travaux sur l’estimation d’erreurs a posteriori.

L’estimateur d’erreur équilibré [61] est peut-être la technique la plus populaire. Elle
consiste à comparer deux solutions complémentaires d’un problème obtenues avec deux for-
mulations duales. Pour les problèmes de courants de Foucault, les deux solutions consistent
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en :
— Une solution initiale qui conserve la continuité de la composante normale de la

densité de courant J sur le maillage.
— Une seconde solution qui conserve la continuité de la composante tangentielle du

champ électrique E sur le maillage, elle est notée E′.
La seconde solution E′ peut être obtenue en résolvant une formulation duale lorsqu’elle est
disponible, ou par d’autres méthodes telle que la méthode de projection et de reconstruction
en utilisant des outils numériques appropriés comme il est indiqué dans [61]. Estimer l’erreur
dans ce cas consiste à quantifier l’écart entre les deux solutions J et E′.

En considérant la loi d’Ohm, nous avons E le champ électrique et J la densité de
courant qui sont directement liées, or, ces deux grandeurs n’ont pas les mêmes propriétés
de continuité sur les interfaces d’un maillage. La continuité de la composante tangentielle de
E est assurée dans un espace fonctionnel d’arêtes, et la continuité de la composante normale
de J est assurée dans un espace fonctionnel de facettes. Pour la formulation PEEC non-
structurée, seule la continuité de la composante normale de J est assurée. Dans ce cas, la
seconde solution E′ doit assurer sa propriété de continuité de la composante tangentielle.

Dans ce qui suit, nous présentons différentes techniques de calcul de la seconde solution
en méthode PEEC non-structurée. Puis dans un deuxième temps, des estimateurs d’erreurs
sont étudiés en fonction de leurs précisions et de leurs performances.

III.3 Calcul de solutions duales pour la méthode PEEC non-
structurée

La méthode PEEC inductive non-structurée n’a pas à notre connaissance de formula-
tion duale où le champ électrique E est la principale inconnue. Pour utiliser l’estimateur
d’erreur équilibré, il est nécessaire d’évaluer une deuxième solution E′. Ainsi pour calculer
E′ qui assure la continuité de sa composante tangentielle dans le domaine de calcul, trois
formulations dites "duales" sont proposées dans cette section.

La formulation hybride BEM-FEM développée dans [62] est utilisée comme première
technique de calcul d’une seconde solution. Cette formulation a la propriété de bien re-
présenter la continuité du champ électrique dans l’espace fonctionnel d’arêtes. Pour la
deuxième technique, la seconde solution est obtenue en projetant la solution initiale J et
en la reconstruisant dans l’espace fonctionnel d’arêtes comme indiqué dans [61]. La troi-
sième technique consiste à utiliser une méthode intégrale en post-traitement pour calculer
le champ électrique E′ à partir de la solution initiale J.

Dans ce qui suit, nous négligeons les effets capacitifs, nous ne considérons que les
formulations PEEC-RLM.

III.3.a Formulation hybride BEM-FEM

Pour les problèmes de courants de Foucault, la formulation hybride BEM-FEM s’est
avérée avoir un bon comportement et une bonne précision de calcul [63] notamment dans
le cas où le problème consiste en plusieurs régions conductrices et/ou magnétiques. Cette
formulation est basée sur le potentiel vecteur magnétique modifié A∗ dans les régions
actives, et le potentiel scalaire magnétique réduit ϕ dans la région air [62].
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L’équation du champ électrique (I.26) a été réécrite pour les régions actives en utilisant
le potentiel vecteur magnétique modifié A∗ [62]. L’équation de E′ est obtenue telle que :

E′ = −jωA∗ (III.1)

Pour la région air, le champ magnétique H est décrit en introduisant le potentiel scalaire
magnétique réduit ϕ qui est associé au champ magnétique produit par la source Hs, alors :

H = HS −∇ϕ (III.2)

Un ensemble d’équations intégrales couplées a été obtenu, tel que [62] :

−
∫
Γ

we · (n×Hs)dΓ =
1

µ

∫
Ω

(∇× we) · (∇×A∗)dΩ

+ jωσ

∫
Ω

we ·A∗dΩ−
∫
Γ

n · (∇× we)ϕdΓ (III.3)

∫
Γ

n ·HsG0dΓ =
1

2
ϕ+

1

µ0

∫
Γ

n · (∇×A∗)G0dΓ +

∫
Γ

ϕ(n · ∇G0)dΓ (III.4)

avec :
— we les fonctions de forme d’arêtes.
— n la normale sortante sur Γ le bord du maillage.
— G0 le noyau de Green de l’équation de Laplace en 3D 1

4πr .
La résolution de l’ensemble de ces équations intégrales couplées permet de calculer une
seconde solution. Le champ électrique E′ dans ce cas est interpolé dans l’espace fonctionnel
d’arête ce qui lui assure une continuité naturelle de la composante tangentielle. Plus de
détails sur la formulation hybride BEM-FEM sont disponibles dans les travaux de Phan
Anh Quang et Al. à travers l’article [62] et la thèse [63].

III.3.b Projection du champ électrique sur les arêtes du maillage

Dans cette section, la seconde solution E′ est calculée à partir de la solution initiale
J. Le calcul est fait par une projection des valeurs aux points de Gauss de J

σ sur l’espace
fonctionnel d’arêtes. La projection est obtenue en résolvant un système linéaire par méthode
des éléments finis, tel que :

∑
j

∫
Ωe

wei · wej ·E′jdΩe =

∫
Ωe

wei ·
J

σ
dΩe (III.5)

Avec
— we : fonctions de forme d’arêtes utilisées pour l’interpolation.
— J

σ : valeurs issues des fonctions de forme de facettes du champ électrique E aux
points de Gauss de chaque élément de maillage.

— Ωe : domaine du maillage avec l’espace fonctionnel d’arêtes.
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La résolution du système linéaire (III.5) donne une seconde solution où la composante
tangentielle du champ électrique E′ est continue sur les arêtes du maillage.

Avec l’utilisation de cette méthode, une résolution d’un problème dual complet n’est
pas requise. Le système d’éléments finis est limité seulement aux matériaux actifs dans ce
cas. La résolution de la matrice creuse obtenue nécessite moins de mémoire par rapport à
la résolution initiale avec l’approche PEEC, ce qui en fait une méthode très efficace.

III.3.c Calcul du champ électrique E′ avec un post-traitement intégral

Cette approche de calcul est également dépendante de la solution initiale J. L’idée prin-
cipale est d’utiliser l’équation de champ électrique (I.26) pour calculer la seconde solution
E′ à partir de J.

Cette méthode est divisée en deux étapes : la première consiste à reconstruire le poten-
tiel vecteur magnétique A, cela est fait avec une méthode intégrale qui considère la densité
de courant J dans les éléments comme sources des champs. La deuxième étape consiste à
calculer le gradient du potentiel scalaire électrique V .

Pour la première étape, le potentiel vecteur magnétique A est reconstruit comme suit :

A = A0 +
µ0

4π

∫
Ω

J

r
dΩ (III.6)

Avec A0 potentiel vecteur magnétique généré par une source externe si disponible.
La deuxième étape est faite à partir de l’équation (I.26) et de la loi d’Ohm. Nous avons :

J = −jωσA− σ ∇V (III.7)

Connaissant que ∇ · J = 0, l’équation précédente devient :

∇ · (−jωσA− σ ∇V ) = 0 (III.8)

Ce qui nous permet d’écrire la relation suivante,

∆V = ∇ · (−jωA) (III.9)

Cette équation finale a une forme d’équation de Poisson. Elle peut être résolue par un
système d’éléments finis. Pour ce faire, les fonctions de forme nodales ∇αn sont utilisées
pour interpoler le potentiel scalaire électrique V .
Nous écrivons par conséquent :∫

Ω
∇α′n · ∇αn V dΩ = −jω

∫
Ω
∇α′n ·AdΩ (III.10)

La résolution de cette équation donne le potentiel scalaire électrique V sur les nœuds du
maillage. La solution admissible E′ dans les conducteurs est obtenue en injectant les valeurs
de A et V dans l’équation (I.26).

Avec cette dernière solution, nous avons présenté trois méthodes de calcul de la seconde
solution (Formulation hybride BEM-FEM, projection du champ électrique sur les arêtes du
maillage, et Calcul du champ électrique avec un post-traitement intégral). Leurs avantages
et inconvénients vont être étudiés dans les prochaines sections. Nous présentons en premier
lieu les estimateurs d’erreur avec lesquels la seconde solution sera utilisée.
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III.4 Les estimateurs d’erreurs

Afin d’estimer l’erreur numérique entre les deux solutions J et E′, trois estimateurs ont
été développés. Le premier estimateur est basé sur le calcul du carrée de la différence entre
les valeurs moyennes de J et σE′ aux barycentres des éléments. Le deuxième est un critère
basé sur le calcul de la différence des énergies par élément obtenues avec les deux solutions
complémentaires [64]. Le troisième est basé sur le principe du Ligurien [65], ce principe
repose aussi sur la différence des énergies, mais avec des termes J et σE′ croisés.

III.4.a Estimateur par valeurs moyennes

Une façon d’exprimer la différence entre la solution initiale et sa complémentaire est de
comparer des grandeurs intégrées sur chaque élément. Dans le cadre de cet estimateur, les
valeurs moyennes de J et σE′ exprimées aux barycentres des éléments sont utilisées. Pour
des éléments de maillage de type simplexe (tétraèdre par exemple), nous savons que :

— La densité de courant interpolée par des fonctions de forme de facettes est constante
sur un élément.

— Le champ électrique interpolé par des fonctions de forme d’arêtes varie linéairement
sur l’élément.

Par conséquent, si les deux solutions sont proches, l’écart sur les valeurs moyennes de J

et σE′ aux barycentres doit être très faible. Pour les autres types éléments (hexaèdre par
exemple), l’hypothèse peut ne pas être vérifiée. Bien que dans le cas où le maillage est
suffisamment fin pour représenter correctement les trajectoires du courant, la densité de
courant tend à être constante par élément.

Nous écrivons les valeurs locales de l’erreur estimée par :

ηelem = N ×
∫

ΩE

∣∣Jmoyen − σE′moyen∣∣2dΩE∫
Ω |Jmoyen|

2dΩ
(III.11)

Et nous écrivons l’estimateur d’erreur global tel que :

ηglobal =

∫
Ω

∣∣Jmoyen − σE′moyen∣∣2dΩ∫
Ω |Jmoyen|

2dΩ
(III.12)

Ou en prenant directement la moyenne des erreurs locales estimées :

ηglobal =
1

N

N∑
i=1

ηelemi (III.13)

avec :
— Jmoyen : densité de courant moyenne par élément issue de la solution initiale.
— σE′moyen : densité de courant moyenne par élément issue de la seconde solution.
— ΩE : élément du maillage du domaine Ω.
— N : nombre d’éléments dans le maillage.

La division par
(∫

Ω |Jmoyen|
2dΩ

)
permet d’avoir une erreur relative à une quantité globale,

et la multiplication par N permet d’avoir une erreur locale comparable à l’erreur globale.
Par conséquent, pour le critère local (III.11), ces opérations permettent de montrer la
contribution de l’erreur de chaque élément dans l’erreur globale.



III.4. Les estimateurs d’erreurs 81

III.4.b Estimateur énergétique

L’estimateur énergétique utilise le calcul de l’énergie stockée dans chaque élément du
maillage [64]. Pour mettre en place ce critère, nous devons utiliser comme précédemment
des grandeurs intégrées par éléments et non des grandeurs qui dépendent directement de
l’espace fonctionnel.

Ce deuxième estimateur calcule la différence par élément de deux valeurs de l’énergie.
La première valeur est calculée à l’aide de la solution initiale J et l’autre à l’aide de la
solution admissible E′. Cet estimateur permet par son principe de voir l’erreur sur le calcul
des pertes Joule.
Nous écrivons les valeurs locales de l’erreur estimée par :

ηelem = N ×

∣∣∣∣∣
∫

ΩE
|J|2dΩE −

∫
ΩE

(|σE′|)2dΩE∫
Ω|J|2dΩ

∣∣∣∣∣ (III.14)

Et nous écrivons l’estimateur d’erreur global tel que :

ηglobal =

∣∣∣∣∣
∫

Ω|J|
2dΩ−

∫
Ω (|σE′|)2dΩ∫

Ω|J|2dΩ

∣∣∣∣∣ (III.15)

Dans l’équation (III.14), l’estimateur d’erreur local s’écrit de façon normalisée en fonc-
tion d’une grandeur globale dans le domaine Ω. Cette normalisation permet de mettre en
évidence la contribution de l’erreur locale d’un élément de maillage à l’erreur globale.

III.4.c Estimateur Ligurien

L’estimateur Ligurien a été présenté dans l’article [65] pour le remaillage de problème
à courants de Foucault avec la méthode des éléments finis. Cet estimateur a été écrit
initialement avec la paire de solutions magnétiques (H′,B) mais peut également s’écrire en
(E′,J). Dans cet article, ce critère Ligurien avait montré de bon comportement d’estimation
de l’erreur.

Pour pouvoir l’utiliser pour nos formulations PEEC non-structurées, nous écrivons la
procédure pour la paire de solutions (E′,J) comme suit :

η =
(
J− σE′

)
·
(
J

σ
−E

′
)

= (J− J′) · (E−E
′
) (III.16)

Où J, E et E′ sont les conjugués complexes de J, E et E′ respectivement.
En remarquant que (J− J′) = σ (E−E′), il vient :

η = σ
∣∣E−E′

∣∣2 (III.17)

L’estimateur d’erreur local s’écrit d’une manière normalisée par rapport à une grandeur
globale comme suit :

ηelem = N ×
∫

ΩE
σ |E−E′|2 dΩE∫

Ω σ|E|2dΩ
(III.18)
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L’estimateur d’erreur global s’écrit :

ηglobal =
1

N

N∑
i=1

ηelemi (III.19)

L’estimateur d’erreur global dans ce cas calcule la moyenne des erreurs locales estimées sur
les éléments du maillage.

On constate que cet estimateur est différent de l’estimateur énergétique, car ce dernier
est axé sur la valeur des pertes Joule, alors que le Ligurien se concentre sur l’intégration
de la différence des deux solutions complémentaires en tous points de Gauss des éléments.
Si on regarde bien, en considérant qu’un seul point de Gauss (aux barycentres) pour le
Ligurien, ça revient à écrire l’estimateur des valeurs moyennes.

A travers cette section, nous avons présenté trois critères d’estimation d’erreur. Ils sont
basés sur l’utilisation de deux solutions complémentaires. Afin d’étudier leurs performances
et leurs précisions en fonction des trois techniques de calcul de la seconde solution complé-
mentaire, nous devons les comparer avec une cartographie d’erreur de référence. Dans la
section suivante, nous allons développer une méthode pour calculer cette référence.

III.5 Erreur de référence sur un maillage

Afin de tester un estimateur d’erreur, nous devons disposer d’une erreur de référence
pour pouvoir le valider. Une méthode assez intuitive pour calculer l’erreur de référence est
proposée.
Deux maillages du même conducteur volumique parallélépipédique sont utilisés. Le premier
est maillé très grossièrement et l’autre finement. Cette méthode s’utilise uniquement si
le maillage très fin résulte de divisions dichotomiques suffisantes successives du maillage
grossier. Pour illustrer les propos précédents, la Figure III.1 montre un exemple de deux
divisions dichotomiques d’un maillage. Nous visons à calculer l’erreur numérique sur le
maillage grossier en considérant que l’erreur est presque nulle pour le maillage fin pour une
solution d’un problème PEEC non-structuré.

Figure III.1 – Gauche : maillage initial. Centre : maillage obtenu après deux divisions di-
chotomiques du maillage initial. Droite : maillage obtenu après cinq divisions dichotomiques
du maillage initial

En supposant que chaque élément du maillage grossier est divisé en N éléments dans
le maillage fin, l’erreur locale sur le maillage grossier s’écrit sous la forme énergétique
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suivante :

εelem =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

ΩEgrossier
|Jgrossier|2dΩEgrossier −

N∑
i

∫
ΩEref i

|Jrefi |
2dΩEref i∫

Ωref
|Jref |2dΩref

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (III.20)

Et l’erreur globale :

εglobal =

∣∣∣∣∣
∫

Ωgrossier
|Jgrossier|2dΩgrossier −

∫
Ωref

|Jref |2dΩref |∫
Ωref
|Jref |2dΩref

∣∣∣∣∣ (III.21)

avec :
— ΩEgrossier et ΩEref un élément du maillage grossier et de référence respectivement.
— Ωgrossier et Ωref les domaines globaux du maillage grossier et de référence respecti-

vement.
— Jgrossier et Jref les densités de courant dans le maillage grossier et dans le maillage

de référence respectivement.
Dans la section suivante, nous présentons les comparaisons de l’erreur estimée par rapport
à l’erreur de référence.

III.6 Comparaison entre les erreurs estimées et la référence

Dans cette partie, les trois formulations dites "duales" sont étudiées afin de montrer
leurs performances et leurs faiblesses. L’exemple simple présenté dans la Figure III.2 est
utilisé pour cette étude. Il permet de calculer l’erreur de référence en utilisant la méthode
introduite dans la section précédente, et cela grâce à son maillage hexaédrique régulier.
Ce type de maillage permet de réaliser facilement plusieurs divisions dichotomiques. Cette
erreur de référence est comparée aux erreurs estimées obtenues avec les trois estimateurs.
La comparaison est faite sur le comportement des erreurs globales ainsi que sur les erreurs
locales.

L’erreur globale estimée permet à posteriori d’évaluer la convergence de grandeurs
globales telles que les pertes Joule par exemple. Les erreurs locales estimées quant à elles
permettent de souligner les éléments de maillage qui présentent le plus d’erreur et qui
doivent être raffinés ultérieurement. Une fois que ces éléments avec des erreurs locales
importantes sont remaillés, l’erreur globale a tendance à diminuer progressivement.

Sur la Figure III.2, la bobine circulaire en cuivre est alimentée à l’aide d’une source
de courant d’une intensité de 1 A à 500 Hz, et la plaque 3D est également en cuivre. Les
dimensions sont les suivantes :

— Bobine circulaire non maillée :
— Rayon 30 mm

— Section 3, 14 mm2

— Plaque 3D : 100× 100× 1 mm

— Entrefer : 0, 5 mm (Très proche)
L’épaisseur de peau est égale à 3 mm pour ce cas, la plaque est suffisamment maillée avec
quatre éléments selon l’épaisseur (ce qui équivaut à douze éléments dans l’épaisseur de
peau) afin d’assurer la qualité de la solution dans ce sens. En pratique, trois éléments dans
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Figure III.2 – Exemple simple : plaque 3D sous-maillée avec une bobine circulaire

l’épaisseur de peau suffisent pour bien représenter la variation du courant électrique avec
une interpolation du premier ordre. Par conséquent, la division dichotomique du maillage
de la plaque ne se réalise que dans le plan parallèle à la bobine, car la plaque est sous
maillée sur ce plan (un côté d’un élément = 20 cm).

III.6.a Calcul de l’erreur de référence

Afin de calculer l’erreur de référence, il faut trouver un maillage de référence qui suppose
que la solution obtenue est suffisamment correcte. Des simulations sont faites pour différents
maillages résultants de divisions dichotomiques du maillage présenté sur la Figure III.2.
Ces simulations sont faites avec la formulation PEEC-RLM volumique (I.36). Pour chaque
maillage, les pertes Joule dans la plaque sont calculées. L’observation de ces valeurs permet
de détecter le maillage qui donne une précision suffisante. Pour cela, la Figure III.3 montre
l’évolution des pertes Joule en fonction des maillages.

Figure III.3 – Pertes Joule en fonction du nombre d’éléments de maillage

Nous observons que les valeurs des pertes Joule commencent à se stabiliser à partir du
troisième maillage. La différence entre le quatrième et le cinquième maillage est très faible
(0,24%). Par conséquent, le cinquième peut être utilisé comme référence si on considère
qu’une erreur inférieure à 0,5% est admise. Les étiquettes de données de la Figure III.3
indiquent les erreurs relatives des autres maillages par rapport au plus fin.

Afin d’étudier les erreurs de références et celles estimées, le maillage comportant 100
éléments hexaédriques est utilisé. La Figure III.4 présente la distribution des erreurs locales
de référence pour ce maillage, elles sont calculées avec l’équation (III.20) en prenant le
cinquième maillage à 25 600 éléments comme référence.
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Figure III.4 – La distribution de l’erreur
locale de référence sur le maillage grossier
de 100 éléments

Figure III.5 – Partie réelle de la densité de
courant sur la plaque à 500 Hz

On voit que l’erreur locale est plus accentuée sur les quatre éléments où le courant change
de trajectoire comme le montre la Figure III.5.

III.6.b Estimation de l’erreur

Dans cette section, nous allons considérer les trois techniques de calcul de la seconde
solution présentées dans la section III.3. Pour chaque technique, les trois estimateurs d’er-
reur sont mis en œuvre sur l’exemple de la Figure III.2, ceci implique neuf configurations
de calcul d’erreur.

Une comparaison des résultats des neuf configurations avec l’erreur de référence est
faite en termes de précision des erreurs locales et des erreurs globales. Les performances
de calcul sont également étudiées. Pour plus de clarté, nous présentons séparément les
comparaisons des estimateurs pour chaque technique de calcul de la seconde solution.

III.6.b-i Formulation hybride BEM-FEM

La seconde solution est calculée avec la résolution de la formulation hybride BEM-FEM.
La solution E′ obtenue est interpolée sur l’espace fonctionnel d’arête. Nous calculons cette
solution pour chaque maillage résultant des divisions dichotomiques successives du maillage
initial à 100 éléments. Cela a pour but d’observer l’évolution des erreurs globales estimées
et de les comparer avec l’erreur globale de référence.

La Figure III.6 montre les valeurs des erreurs globales en fonction du nombre d’éléments
de maillage. Les courbes sont obtenues pour les trois estimateurs avec comme légendes :

— Référence : erreurs de références obtenues avec l’équation (III.21).
— Valeur Moyenne : erreurs estimées obtenues avec les valeurs moyennes (III.12).
— Énergétique : erreurs estimées obtenues avec le critère énergétique (III.15).
— Ligurien : erreurs estimées obtenues avec le critère Ligurien (III.19).

Le critère des valeurs moyennes montre des estimations d’erreur quasi-identiques aux er-
reurs de référence. Inversement, les deux autres critères surestiment les erreurs globales.
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Figure III.6 – Les erreurs globales estimées en fonction du nombre d’éléments de maillage
pour le cas BEM-FEM

En ce qui concerne les erreurs locales estimées, la Figure III.7 montre que la répartition
obtenue avec l’estimateur énergétique est plus proche de celle de l’erreur de référence. En
effet, les erreurs locales significatives sont bien représentées et leurs valeurs numériques ne
sont pas très éloignées de celles de l’erreur de référence.

Figure III.7 – La répartition des erreurs locales estimées pour le cas BEM-FEM.
Haut : rappel de l’erreur locale de référence. Bas : Gauche : critère par valeur moyenne,
centre : critère énergétique, droite : critère Ligurien
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III.6.b-ii Projection du champ électrique sur les arêtes du maillage

La seconde solution est calculée avec la technique de projection de
(
J
σ

)
et sa reconstruc-

tion sur les arêtes du maillage, cela en résolvant un système linéaire décrit par l’équation
(III.5). Nous appliquons cette technique pour chaque maillage résultant des divisions di-
chotomiques successives du maillage initial de 100 éléments.

La Figure III.8 montre les valeurs des erreurs globales en fonction du nombre d’éléments
de maillage. Les courbes obtenues correspondent aux trois estimateurs et leurs légendes sont
les mêmes que celles utilisées précédemment.

Figure III.8 – Les erreurs globales estimées en fonction du nombre d’éléments de maillage
pour le cas projection et reconstruction du champ électrique

Les deux courbes des critères énergétique et Ligurien sont identiques dans ce cas.
Contrairement au cas BEM-FEM, ces deux courbes sont assez proches de l’erreur glo-
bale de référence. L’égalité de ces deux courbes peut être démontrée mathématiquement
comme suit : ∫

Ω
σ
∣∣E−E′

∣∣2 dΩ =

∫
Ω
σ
(
|E|2+|E′|2−(E′E + EE′)

)
dΩ

=

∫
Ω
σ
(
|E|2+|E′|2−2<(E′E)

)
dΩ

Nous avons obtenu E′ suivant :
∫

ΩwiE
′dΩ =

∫
ΩwiEdΩ.

Ainsi :
∑

i

[∫
ΩwiE

′dΩ
]
E′i =

∑
i

[∫
ΩwiEdΩ

]
E′i

Ce qui conduit à : ∫
Ω
E′E′dΩ =

∫
Ω
EE′dΩ =

∫
Ω
|E′|2dΩ

Par conséquent ∫
Ω
σ
∣∣E−E′

∣∣2 dΩ =

∫
Ω
σ
(
|E|2+|E′|2−2(|E′|2)

)
dΩ∫

Ω
σ
∣∣E−E′

∣∣2 dΩ =

∫
Ω
σ
(
|E|2−|E′|2

)
dΩ

Cette dernière équation démontre que les deux estimateurs globaux énergétique et Ligurien
sont égaux dans le cas où la seconde solution est issue de la méthode de projection sur les
arêtes.
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Concernant la distribution des erreurs locales estimées, l’observation faite précédem-
ment reste valable pour ce cas, car comme le montre la Figure III.9 la distribution obtenue
avec l’estimateur énergétique reste la plus proche de celle de l’erreur de référence. Sur les
valeurs importantes de l’erreur, la distribution obtenue par le critère des valeurs moyennes
a une assez bonne correspondance par rapport à celle de référence, mais avec une différence
significative en termes de valeurs numériques.

Figure III.9 – La répartition des erreurs locales estimées pour le cas projection et recons-
truction du champ électrique.
Haut : rappel de l’erreur locale de référence. Bas : Gauche : critère par valeur moyenne,
centre : critère énergétique, droite : critère Ligurien

III.6.b-iii Calcul du champ électrique E′ avec un post-traitement intégral

Dans cette partie, nous reconstituons le champ électrique E′ avec du post-traitement
intégral. Cette méthode revient en quelque sorte à résoudre un problème dual en prenant
la solution initiale J par éléments comme sources.

Nous observons sur la Figure III.10 qu’il y a une petite similitude avec le cas BEM-FEM.
En effet, les deux courbes correspondantes au critère énergétique et Ligurien surestiment
fortement les valeurs des erreurs globales par rapport aux erreurs de référence. Alors que
le critère de valeurs moyennes sous-estime dans ce cas l’erreur globale.
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Figure III.10 – Les erreurs globales estimées en fonction du nombre d’éléments de maillage
pour le cas post-traitement intégral

Les répartitions des erreurs locales estimées sont présentées sur la Figure III.11. Pour
cette technique, les trois critères mettent bien en évidence les éléments avec une erreur de
référence importante, mais il y a une différence en termes de valeurs numériques des erreurs
locales estimées.

Figure III.11 – La répartition des erreurs locales estimées pour le cas post-traitement
intégral. Haut : rappel de l’erreur locale de référence. Bas :Gauche : critère par valeur
moyenne, centre : critère énergétique, droite : critère Ligurien
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III.6.c Temps de calcul et contraintes sur le calcul de E′

Dans les différentes configurations étudiées précédemment, bien qu’elles aient un ob-
jectif commun qui est l’estimation d’erreur, elles ont des contraintes de modélisation et des
temps de calcul différents.

Les temps de calcul des différentes configurations sont présentés sur la Figure III.12.
Cette figure est séparée en trois blocs de courbes. Le choix a été de regrouper les temps de
calcul selon le type d’estimateur, où chaque bloc représente un critère d’estimation d’erreur
et les trois techniques associées pour calculer la seconde solution E′.

Figure III.12 – Temps de calcul des techniques "duales" par estimateur d’erreur. Critères :
Haut gauche : par valeurs moyennes, Haut droite : énergétique, bas : Ligurien

Nous observons que dans les trois blocs de courbes, la méthode de projection et de
reconstruction de E′ sur les arêtes du maillage est la plus performante, sa complexité est
d’environ O(N log(N)) avec N le nombre d’éléments de maillage. La méthode de post-
traitement intégrale suit clairement une loi de complexité en O(N2). Elle demeure la plus
coûteuse en temps de calcul.

La formulation hybride BEM-FEM est relativement performante, mais présente une
contrainte majeure dans les applications PEEC non-structurées. Cette formulation ne per-
met pas de considérer des connexions de type circuit (composants passifs et actifs). Par
ailleurs, elle ne s’applique pas dans le cas de l’utilisation de l’hypothèse région mince (I.50),
son champ d’utilisation est donc limité, alors que notre ambition est de modéliser des dis-
positifs de complexité industrielle.

III.6.d Conclusion

Pour un maillage donné, une résolution par méthode intégrale est plus lourde qu’une
résolution locale par la méthode des éléments finis. En plus, l’utilisation des méthodes
intégrales pour le calcul de la seconde solution peut présenter des contraintes de modéli-
sation, notamment lors de la résolution du système initial par la formulation PEEC avec
l’hypothèse région mince par exemple.
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Concernant la méthode de projection deE′ sur les arêtes du maillage, les erreurs globales
estimées restent très proches des erreurs globales de référence, ainsi que pour la distribution
des erreurs locales. Cette méthode est la plus rapide des trois et la plus simple en termes
de mise en œuvre sans aucune contrainte sur les hypothèses de modélisation.

Pour les estimateurs associés à cette dernière méthode, les erreurs globales estimées
par les critères énergétique et Ligurien restent très proches des erreurs globales réelles,
contrairement à l’estimateur de la valeur moyenne. Le critère énergétique reste le meilleur
des trois en ce qui concerne la distribution des erreurs locales.

En conséquence dans ce qui suit, le choix s’est porté sur l’utilisation de l’estimateur
énergétique associé à la méthode de projection de E′ sur les arêtes du maillage.

III.7 Procédure de raffinement adaptatif

Dans cette section, nous allons présenter une procédure de raffinement de maillage
adaptatif qui est contrôlée par les erreurs estimées. Afin de tester l’estimateur d’erreur,
nous n’utiliserons pas la stratégie de la montée en ordre d’interpolation (p-refinement).
C’est-à-dire que l’interpolation en PEEC non-structurée restera à l’ordre 1. L’algorithme
de raffinement adaptatif est développé en utilisant un raffinement par découpage d’éléments
(h-refinement). Ce découpage se fait grâce à un couplage avec le générateur de maillage
du solveur éléments finis Altair Flux™ [66]. Pour des raisons de contrainte informatique,
l’algorithme ne peut être appliqué qu’à un maillage de type tétraédrique (ou triangulaire
dans le cas surfacique).

Pour ce faire, nous avons développé une procédure de raffinement de maillage adaptatif
qui a la structure générale suivante :

1. Résoudre le problème avec un maillage initial grossier qui respecte la géométrie.

2. Estimer les erreurs locales et l’erreur globale dans le maillage.

3. Si l’erreur globale estimée est acceptable, arrêter le processus. Sinon, les éléments qui
ont des erreurs locales supérieures à la condition (III.22) sont sélectionnés pour le
raffinement.

4. Envoyer les informations de raffinement au logiciel Flux qui effectue le raffinement
du maillage et renvoyer le nouveau maillage raffiné.

5. Aller à la première étape, remplacer le maillage précédent par le nouveau raffiné, et
faire des itérations jusqu’à ce que l’erreur globale converge.

La procédure est exécutée en prenant une condition sur le raffinement, telle que :
Pour qu’un élément soit découpé, son erreur locale estimée doit satisfaire la condition
suivante :

ηlocaleelem ≥
ηglobale

2
(III.22)

où ηlocaleelem est l’erreur locale estimée pour un élément de maillage, et ηglobale est l’erreur
globale estimée.

Cette condition relative a pour but d’essayer de diviser par deux l’erreur globale estimée
puisqu’elle raffine tous les éléments supérieurs à sa moitié, là où les erreurs sont importantes
à chaque itération, elle évite donc un raffinement aléatoire dense.
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La stratégie de découpage des éléments volumiques consiste à n’utiliser que les éléments
du maillage surfacique du bord des régions physiques. Ce choix est justifié par le fait que les
phénomènes physiques associés aux problèmes traités sont souvent focalisés en périphérie
des régions, comme les effets de peau et de proximité. Nous justifions ce choix également
en termes de ressources numériques, selon l’expérience des développeurs du solveur Al-
tair Flux™, la découpe directe des éléments volumiques peut rapidement avoir un coût
important en termes d’augmentation du nombre d’éléments de maillage contrairement à
la découpe surfacique. Ce coût n’est pas anodin dans le cadre d’une méthode PEEC, car
l’augmentation importante du nombre d’éléments implique une augmentation importante
du besoin en mémoire vive. Une fois que le découpage surfacique est fait, le maillage volu-
mique est reconstruit à l’aide d’un générateur de maillage classique de Voronoi-Delaunay
en prenant le maillage surfacique du bord comme point de départ.

III.7.a Stratégie de découpage des éléments

En considérant le maillage surfacique du bord des régions, on doit traduire l’erreur
estimée initialement pour un élément volumique vers l’élément surfacique du bord inclus
dans cet élément volumique. Pour la traduire, l’ensemble des faces (c’est-à-dire éléments
surfaciques) de l’élément volumique sont considérées. On suit la procédure suivante :

— Toutes les superficies (aires) des faces de l’élément volumique sont calculées.
— La face avec la plus grande superficie (superficiemaximale) prend une valeur d’erreur

égale à l’erreur estimée pour l’élément volumique père.
— Les autres faces prennent des valeurs d’erreurs qui suivent l’expression suivante :

ηface =
superficieface

superficiemaximale
ηelementvolumique

Ce rapport de taille des faces permettra de privilégier le découpage (dans un élément
volumique) des grandes faces qui contribuent le plus à l’erreur.

La découpe se fait comme suit : pour chaque élément triangulaire à découper, un nœud
est inséré au milieu de chacune de ses trois arêtes. Par conséquent, quatre nouveaux tri-
angles remplacent le triangle initial. En utilisant cette stratégie de découpe, on est obligé
de couper également les triangles voisins en deux afin de garder la conformité du maillage,
comme le montre la Figure III.13.

Figure III.13 – Découpe d’un élément triangulaire (découpe régulière) et de son voisin
(découpe de conformité). Gauche : deux triangles avant la découpe de celui marqué par
une croix blanche. Droite : résultat de la découpe, les nouvelles arêtes régulières sont en
rouge, l’arête de conformité est en traits jaunes.
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L’ajout d’une étape de régularisation et d’optimisation de la qualité du maillage pour-
rait améliorer la procédure, par exemple en utilisant le "Bubble packing relaxé" [67, 64],
mais cette étape n’a pas été mise en œuvre dans cette thèse, elle pourra faire l’objet de
travaux futurs.

III.8 Exemples d’application

Des exemples d’application sont présentées dans cette section. Ils incluent un problème
de courants de Foucault tel qu’il est proposé dans le problème TEAM Workshop N°7 [68].
Ils comprennent également la simulation d’une application industrielle complexe avec des
connexions des composants de type circuit. Cette simulation d’un busbar laminé est faite
en courant continu et aussi en alternatif avec une source basse fréquence. Pour faire ces
simulations, la formulation PEEC RLM volumique est considérée.

III.8.a Problème TEAM Workshop N°7

Le dispositif du problème est présenté sur la Figure III.14. Il est composé d’une bobine
et d’une plaque volumique comportant un trou de périmètre carré. La simulation est faite
avec une bobine non maillée alimentée par une source de courant réel de 2742 A-tours. La
plaque est maillée avec un maillage initial composé de 380 éléments tétraédriques.

Figure III.14 – Géométrie du problème TEAM N°7 (les dimensions sont en mm)

Le scénario proposé consiste à résoudre le problème à 50 Hz et à 200 Hz, puis à comparer
les pertes Joule avec les références obtenues dans [7] avec un maillage FEM dense de 2×106

éléments.
La procédure de raffinement de maillage adaptatif est exécutée afin de converger vers

un maillage final avec une erreur suffisamment faible. L’évolution des pertes Joule dans
la plaque au cours des itérations du raffinement adaptatif est représentée sur la Figure
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III.15. Cette figure représente également les résultats de référence FEM, et ceux obtenus
avec un raffinement uniforme en PEEC. Le raffinement uniforme consiste à découper tous
les éléments à chaque itération quelles que soient leurs erreurs estimées.

Figure III.15 – Pertes Joule dans la plaque en fonction du nombre d’éléments de maillage.
Haut : à 50 Hz, Bas : à 200 Hz

Le Tableau III.1 présente un résumé de :
— La comparaison entre les résultats obtenus sur les itérations de raffinement adaptatif

et la référence FEM.
— Les temps de calcul de la procédure, mais sans ceux de la simulation FEM car ils

ne sont pas publiés dans l’article de référence [7].
Nous observons sur la Figure III.15 que la solution PEEC tend rapidement à converger

vers la solution FEM (erreur <6%) même si le maillage de départ à l’itération 0 est gros-
sier comme dans ce cas. Si nous regardons la procédure de raffinement uniforme, la 4eme

itération n’a pas pu être résolue avec notre ordinateur par manque de ressources en raison
du grand nombre d’éléments (environ 800 000). Dans la Figure III.15 à l’itération 3, la
même valeur de pertes Joule est obtenue pour un raffinement uniforme et adaptatif, mais
avec une grande différence en termes de nombre d’éléments. Cette différence en termes de
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50Hz 200Hz
Éléments Pertes

Joule(W)
Diff Temps

(min)
Éléments Pertes

Joule(W)
Diff Temps

(min)
FEM 2E6 4,70 Ref / 2E6 9,5 Ref /
2eme raffine-
ment PEEC

6 868 4,63 1,48
%

2 4 629 8,92 6,08
%

3

3eme raffine-
ment PEEC

33 977 4,70 0,08
%

12 21 666 9,46 0,44
%

13

Table III.1 – Erreur relative du remaillage adaptatif PEEC par rapport à la solution FEM
et les coûts en temps

maillage est illustrée sur la Figure III.16.
En termes de temps de calcul, la différence n’est pas moindre : 12 minutes pour l’adaptatif
et 103 minutes pour l’uniforme obtenus avec un ordinateur 4 cœurs Dell Precision 7520,
Intel(R) Core(TM) i7-7820HQ CPU @ 2.90GHz. Ce temps de calcul représente le temps
consacré à la procédure dès son début avec le maillage de 380 éléments à 50Hz. Si nous
augmentons la fréquence (par conséquent l’effet de peau) ou si nous devons traiter une
géométrie plus complexe, le raffinement uniforme du maillage devient insoutenable pour la
méthode PEEC rendant ainsi la technique du maillage adaptatif plus attractive.

Figure III.16 – Le maillage obtenu pour l’itération 3 du raffinement à 50 Hz :
Gauche : uniforme (112 000 éléments), droite : adaptatif (34 000 éléments)

Sur la Figure III.17, une comparaison est faite entre les erreurs globales estimées et
l’erreur sur les pertes Joule. Pour ce faire, le maillage final est pris comme référence pour
le calcul de ces erreurs relatives sur les pertes Joule. Nous observons que les deux courbes
ont la même évolution, mais avec une légère surestimation de l’erreur par l’estimateur.
Cela permet de montrer que la technique de calcul de la deuxième solution et l’estimateur
d’erreur proposé sont efficaces pour traiter ce type de problème de courants de Foucault.

La Figure III.18 présente une bonne répartition de la partie réelle de la densité de
courant à 50 Hz qui suit bien le maillage obtenu par le raffinement adaptatif.

Afin d’illustrer le comportement local de l’estimateur d’erreur, la Figure III.19 montre
la distribution des erreurs locales estimées à 50 Hz pour le maillage initial et le final.

— Pour le maillage initial, l’erreur locale semble être plus élevée sur le chemin principal
des courants de Foucault qu’il faut raffiner.
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Figure III.17 – Erreurs globales sur la
plaque à 50 Hz

Figure III.18 – Distribution de la densité
de courant (A/m2 partie réelle) à 50 Hz

Figure III.19 – Distribution de l’erreur locale estimée à 50 Hz pour le maillage initial et
le maillage final

— Pour le maillage final, l’erreur est considérablement réduite sauf sur très peu d’élé-
ments situés sur le coin du maillage où le calcul de la densité de courant est moins
précis.

III.8.b Busbars laminés

Dans cette partie, le raffinement du maillage d’un busbars laminés à complexité indus-
trielle présenté sur le Figure III.20 est étudié. Le dispositif comprend plusieurs connexions
avec des composants de type circuit (résistances, condensateurs) comme le montre la Figure
III.21. L’IGBT et les diodes sont modélisés par leurs résistances internes à l’état fermé.
Le circuit est alimenté par une source de tension de 1 V. La modélisation de ce genre
de dispositif dans l’industrie permet d’estimer a priori les pertes et aussi de quantifier le
déséquilibre qu’il pourrait y avoir sur les courants des composants parallèles, comme par
exemple dans notre cas les IGBT ou le bus des condensateurs (C-BUS).

Un maillage initial suffisant décrivant la géométrie est considéré. En choisissant la
précision globale à 1% et en considérant la condition locale de découpage (III.22), nous
obtenons la distribution de la densité de courant présentée sur la Figure III.21. Elle est
obtenue après 3 itérations de la procédure de raffinement à 1 kHz. L’erreur globale estimée
et l’erreur sur les pertes Joule évoluent plutôt de la même manière au fil des itérations avec
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Figure III.20 – Géométrie complète du busbars laminés.

une surestimation visible sur la Figure III.22.

Figure III.21 – La densité de courant
(A/m2) sur les busbars laminés alimentés
par une source de tension de 1 V à 1 kHz

Figure III.22 – Erreurs globales sur les bus-
bars laminés à 1 kHz

Pour le cas DC, les condensateurs (C-BUS) de la Figure III.21 sont remplacés par des
résistances comme indiqué sur la Figure III.23. Dans ce cas, bien qu’il n’y ait pas d’effet
de peau, il reste des erreurs numériques liées à la sous-discrétisation de la géométrie et du
trajet du courant électrique. Cela peut sous-estimer l’impédance de l’appareil et les pertes
qui en résultent.

Après deux itérations de procédure de raffinement, nous remarquons que la valeur
des pertes Joule ne varie pas vraiment, cela signifie que le maillage initial était suffisant
pour calculer les quantités globales de l’appareil comme le montre la Figure III.24, mais le
raffinement a quand même amélioré les quantités locales. Pour les quantités globales, cela
est justifié par le fait que les résistances des interconnexions peuvent être masquées par
celles des composants qu’elles relient, comme discuté dans l’article de J. Roudet et al [69].

A travers ces exemples d’application, l’objectif était de montrer le bénéfice que pourrait
apporter la procédure de raffinement adaptatif dans le cadre d’une étude sur un dispositif
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Figure III.23 – La densité de courant
(A/m2) sur les busbars laminés alimentés
par une source de tension de 1 V en DC

Figure III.24 – Erreurs globales sur les bus-
bars laminés en DC

complexe ou non, pour une réduction de pertes ou d’inductance par exemple. Un éventuel
futur couplage de cette procédure avec un algorithme d’optimisation paramétrique pourrait
fournir un outil de simulation efficace et autonome contrôlé par la définition d’une précision
de calcul souhaitée.

III.9 Extension aux régions surfaciques

Compte tenu du développement de différentes approches de modélisation avec hypo-
thèse de région mince ou condition d’impédance de surface SIBC, il était naturel d’étendre
la procédure de remaillage adaptatif pour ces cas surfaciques.

III.9.a Cas région mince

Dans cette section, la formulation RLM avec l’hypothèse région mince est considérée,
la solution initiale est obtenue en résolvant le système linéaire (I.50).
Afin de calculer une seconde solution, la technique de projection et reconstruction du champ
électrique E′ sur les arêtes du maillage présentée dans la section III.6.b-ii est utilisée. Le
système linéaire résultant est réécrit pour les régions minces [32], tel que :∑

j

∫
Se

wei · wej ·E′Smj dSe =

∫
Se

wei ·
Jm
Gσ

dSe (III.23)

avec
— Jm : densité de courant moyenne sur un élément surfacique donnée par la solution

initiale.
— E′Sm : champ électrique surfacique moyen.

— Gσ =
2δ tanh

(
e(1+j)

2δ

)
e(1+j) σ : conductivité complexe équivalente.

— we : fonctions de forme d’arêtes.
— Se : domaine surfacique avec fonctions de forme d’arêtes.
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L’estimateur d’erreur énergétique est réécrit pour l’hypothèse de région mince. Pour les
valeurs locales, il est écrit sous la forme suivante :

ηelem = N ×

∣∣∣∣∣
∫
SE
|Jm|2dSE −

∫
SE
|Gσ ·E′m|2dSE∫

S |Jm|2dS

∣∣∣∣∣ (III.24)

Et nous écrivons l’estimateur de l’erreur globale, tel que :

ηglobal =

∣∣∣∣∣
∫
S |Jm|

2dS −
∫
S |Gσ ·E

′
m|2dS∫

S |Jm|2dS

∣∣∣∣∣ (III.25)

III.9.b Cas condition d’impédance de surface (SIBC)

Lorsque la formulation inductive avec condition d’impédance de surface est considérée,
la solution initiale est obtenue en résolvant le système linéaire (I.65). Afin de calculer une
seconde solution, nous utilisons comme précédemment la technique de projection et recons-
truction du champ électrique E′ sur les arêtes du maillage. Le système linéaire résultant
est réécrit tel que : ∑

j

∫
Γe

wei · wej ·E′SjdΓe =

∫
Γe

wei ·
K

σequivalent
dΓe (III.26)

avec
— ES : champ électrique surfacique sur le bord du domaine.
— σequivalent = 1+j

2σδ : conductivité complexe équivalente.
— K : densité de courant surfacique équivalente obtenue par la solution initiale.
— Γe : bord du domaine volumique avec fonctions de forme d’arêtes.
L’estimateur d’erreur est adapté pour cette condition, on l’écrit pour les valeurs locales

sous la forme suivante :

ηelem = N ×

∣∣∣∣∣
∫

ΓE
|K|2dΓE −

∫
ΓE
|σequivalent ·E′|2dΓE∫

Γ|K|2dΓ

∣∣∣∣∣ (III.27)

Et nous écrivons l’estimateur de l’erreur globale tel que :

ηglobal =

∣∣∣∣∣
∫

Γ |K|
2dΓ−

∫
Γ |σequivalent ·E

′|2dΓ∫
Γ|K|2dΓ

∣∣∣∣∣ (III.28)

L’extension de la procédure de raffinement adaptatif aux régions surfaciques offre un
avantage d’efficacité pour la modélisation de dispositifs à moindre coût et avec une bonne
précision, mais évidemment dans le cadre de validité des hypothèses liées à ces régions.
Les tests associés sont mis en annexe IV.7, notamment la mise en œuvre de la procédure
en SIBC pour la modélisation d’une nouvelle cellule de commutation dans le cadre d’une
collaboration pour la thèse de Wendpanga Fadel Bikinga [3, 70].

III.10 Raffinement adaptatif de maillage versus intégration
avec points de Gauss adaptatifs

La question de la stratégie de l’utilisation de l’intégration avec points de Gauss adap-
tatifs versus le raffinement adaptatif de maillage est pertinente à poser. Doit-on utiliser les
deux stratégies en même temps ou une à la fois ?
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Dans cette section, nous tenterons de répondre à cette question. Si le choix d’utiliser
les deux stratégies en même temps offre plus de sécurité en termes de précision de calcul,
cela peut coûter un peu plus cher en termes de temps de calcul du côté de l’intégration
numérique selon la machine de calcul utilisée comme on l’avait présenté dans le tableau
II.2. Pour étudier l’impact du raffinement sur des conducteurs 1D, nous allons reprendre
l’exemple d’application de la plaque avec une bobine présenté sur la Figure II.10, et puis
raffiner les conducteurs hexaédriques de la bobine. Ces conducteurs ont normalement un
courant uniforme dans la direction perpendiculaire à leurs sections, mais peuvent varier
selon le plan de la section à cause de l’effet de peau.

III.10.a Raffinement de maillage des conducteurs 1D

Dans cette partie, la bobine de l’exemple présenté sur la Figure II.10 est raffinée ma-
nuellement. Pour ce genre de conducteur, il n’est pas possible d’utiliser l’estimateur d’erreur
présenté précédemment, car des hypothèses de conducteurs filiformes ou PEEC structuré
1D sont généralement utilisées. L’hypothèse filiforme consiste à avoir que des segments
comme éléments de maillage (pas de seconde solution complémentaire), et l’approche PEEC
structurée 1D n’offre pas une continuité naturelle de la densité de courant sur les éléments.

Nous allons comparer les valeurs des pertes Joule dans la bobine et dans la plaque sur
un intervalle de fréquence de 1 Hz à 10 MHz. Les conducteurs de la bobine sont subdivisés
dans la direction perpendiculaire à leurs sections comme suit :

1. 1 hexaèdre (cas initial étudié dans le chapitre II).

2. 10 hexaèdres.

3. 20 hexaèdres.

4. 40 hexaèdres.

5. 60 hexaèdres.

Les hexaèdres définis ici sont des éléments de l’approche PEEC structurée 1D. L’intérêt
de cette étude est d’essayer de voir s’il y a un besoin de remailler les conducteurs 1D ou si
l’utilisation de l’intégration avec points de Gauss adaptatifs est suffisante pour une bonne
précision de calcul.

III.10.a-i Écart d’intégration numérique par configuration de maillage

La Figure III.25 montre l’écart qu’il y a entre une intégration avec points de Gauss
adaptatifs et une intégration avec points de Gauss fixes (4 pour les quadrangles, 8 pour les
hexaèdres) sur les pertes Joule pour chaque configuration de maillage. La plaque n’est pas
raffinée dans ce cas, car elle est suffisamment maillée.

L’écart des pertes Joules entre les deux intégrations avec et sans points de Gauss adap-
tatifs s’affaiblit avec l’augmentation des subdivisions pour la plaque. Ce comportement
n’est pas observé pour les pertes Joule dans la bobine, car concernant la bobine, il faut
prendre garde au découpage et veiller à ce que la dimension des hexaèdres suivant la di-
rection du courant ne soit pas inférieure aux deux autres directions (comme le montre la
Figure III.26). Un tel découpage conduit à un calcul imprécis des inductances partielles
propres et mutuelles, de par la forme même des éléments (au même titre que ce qu’on
obtient pour des éléments trop allongé).
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Figure III.25 – Écart sur les pertes Joule entre l’intégration avec points de Gauss adap-
tatifs et celle avec points de Gauss fixes

Figure III.26 – Un élément hexaédrique de la bobine résultant du découpage de l’élément
hexaédrique initial : (Gauche) division par 40, (droite) division par 60.

III.10.a-ii Écart d’intégration numérique de chaque configuration de maillage
par rapport à la configuration initiale "1 hexaèdre"

Dans ce paragraphe, les valeurs de pertes obtenues avec l’intégration avec points de
Gauss adaptatifs du cas "1 hexaèdre" sont prises comme référence. Elles sont comparées
avec les valeurs obtenues avec intégration à points de Gauss fixes pour toutes les autres
configurations. Les résultats sont présentés sur la Figure III.27.

Nous voyons qu’à mesure que la bobine est raffinée, l’écart sur les valeurs des pertes
Joule dans la plaque s’affaiblit, ce qui montre que l’intégration avec points de Gauss adap-
tatifs donne une bonne précision pour le cas de référence sans avoir besoin de raffiner la
bobine. Si l’on observe maintenant l’écart sur les pertes Joule dans la bobine, le raffine-
ment dans ce cas crée des erreurs d’intégration au lieu de les réduire, comme argumenté
précédemment.

En conclusion pour cette partie, nous avons montré que l’utilisation de l’intégration
avec points de Gauss adaptatifs sur des conducteurs 1D longs suffit pour avoir une bonne
précision au lieu de les raffiner dans la direction perpendiculaire à leurs sections, car le
courant reste constant sur cette direction.

Dans le plan de la section en revanche, quand il y a de l’effet de peau, le courant n’est
pas constant sur ce plan, il a tendance à aller sur les bords. Par conséquent, il est justifié
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Figure III.27 – Écart sur les pertes Joule entre l’intégration avec points de Gauss adap-
tatifs de la configuration "1 hexaèdre" avec l’intégration avec points de Gauss fixes sur
toutes les configurations.

et intéressant de mailler avec respect de l’épaisseur de peau tel qu’il est fait dans le module
PEEC du logiciel Altair Flux. La Figure III.28 montre un exemple du raffinement pour
avoir deux éléments dans l’épaisseur de peau à 50 et 107 Hz.

Figure III.28 – Maillage dans la section du conducteur 1D pour respecter deux éléments
dans l’épaisseur de peau : (Gauche) à 50 Hz, (Droite) à 10 MHz.

En addition, si le dispositif étudié est discrétisé avec plusieurs types d’éléments de
maillage, la non-utilisation de l’intégration avec points de Gauss adaptatifs peut créer de
grosses erreurs numériques, surtout si le maillage comporte des éléments avec des dimen-
sions très variables. L’impact de l’intégration avec points de Gauss adaptatifs varie aussi
en fonction de la physique du problème. Si des forts couplages inductifs ou/et capacitifs
sont présents, la précision de calcul des inductances et des coefficients de potentiels est
cruciale, d’où l’importance d’utiliser l’intégration avec points de Gauss adaptatifs.

III.10.b L’intégration numérique dans le cas d’un raffinement de maillage
tétraédrique

Actuellement par limitation informatique, la procédure de raffinement adaptatif du
maillage n’est utilisable qu’avec un maillage tétraédrique dans le cas volumique et trian-
gulaire dans le cas surfacique. Nous effectuons la comparaison dans cette section sur des
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maillages tétraédriques raffinés pour avoir une précision inférieure à 1% sur les pertes Joule
du dispositif busbars laminés présenté précédemment sur la Figure III.20. Le raffinement
adaptatif du maillage est fait en considérant une source de tension de 1 V à 1 kHz, il
en résulte trois itérations de raffinement. La Figure III.29 montre le maillage initial et le
maillage final à l’itération 3 du dispositif.

Figure III.29 – Maillage initial (11 000 éléments) et le maillage final (150 000 éléments)
à l’itération 3 du dispositif busbars laminés.

Le temps de calcul obtenus pour chaque itération de raffinement sont présentés sur la
Figure III.30. Les deux courbes représentent respectivement une intégration avec points
de Gauss adaptatifs, et une intégration avec points de Gauss fixes (4 points). Les temps
de calcul sont plus longs en intégration avec points de Gauss adaptatifs qu’en fixe malgré
l’utilisation de la compression matricielle ALFMM.

Figure III.30 – Temps de calcul de l’intégration avec et sans points de Gauss adaptatifs

La comparaison est faite pour chaque maillage entre une intégration avec points de
Gauss adaptatifs et une intégration fixe avec 4 points de Gauss. Nous observons l’écart des
valeurs des pertes Joule sur la Figure III.31, et l’écart des valeurs sur le module d’impédance
sur la Figure III.32.
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Figure III.31 – Écart relatif sur les pertes
Joule sur le busbars laminés pour une inté-
gration avec et sans points de Gauss adap-
tatifs

Figure III.32 – Écart relatif sur le module
d’impédance sur le busbars laminés pour une
intégration avec et sans points de Gauss
adaptatifs

L’écart relatif entre les deux types d’intégration diminue au fur et à mesure que l’on
raffine les éléments, car la taille des éléments diminue impliquant une variation interne
de plus en plus faible du potentiel vecteur magnétique, où 4 points de Gauss suffisent
pour bien l’intégrer. Partant de ce constat, on peut conclure dans le cas d’un dispositif où
tous ces éléments sont de type simplexe (tétraèdres, triangles), l’utilisation uniquement du
raffinement adaptatif du maillage avec intégration à 4 points de Gauss (ou 3 points dans
le cas des triangles) est suffisant. Dans les cas où d’autres types d’éléments sont utilisés,
l’utilisation de l’intégration avec points de Gauss adaptatifs est fortement recommandée
pour avoir une bonne précision de calcul.

III.11 Conclusion

Dans ce chapitre, l’objectif premier était de développer une technique de raffinement
adaptatif pour la méthode PEEC non-structurée. Pour ce faire, nous avons présenté une
procédure basée sur un critère d’erreur pour le raffinement. Ce critère d’erreur a pour but
de quantifier l’erreur sur la continuité des champs dans le maillage.

Le critère d’erreur développé fait partie de la catégorie des estimateurs d’erreur a pos-
teriori qui sont plus adaptés pour des problèmes fréquentiels. Pour utiliser ce critère, nous
avons besoin de deux solutions complémentaires qui assurent chacune la continuité de J
et E respectivement. Pour ce faire, une investigation sur des techniques permettant de
calculer une deuxième solution E est faite. Nous avons montré la pertinence de l’utilisa-
tion d’une technique basée sur la projection et la reconstruction du champ électrique à
partir de la densité de courant de la solution initiale. Cette technique était la plus perfor-
mante et la moins contraignante des trois techniques proposées initialement. Pour valider
cette technique, nous avons comparé trois critères d’estimation, cela en fonction des erreurs
globales et locales. Nous avons opté pour un critère énergétique car il a montré un bon
comportement sur les deux aspects de l’estimation.

La procédure de raffinement adaptatif du maillage a été mise en place à l’aide du
générateur de maillage du solveur Altair Flux. Elle a été limitée à des maillages de type
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simplexe par contrainte informatique. La procédure a d’abord été testée avec un exemple
de couplage inductif qui est le problème TEAM N◦7. Elle avait conduit à des résultats très
satisfaisants en comparaison avec une solution connue obtenue par la méthode des éléments
finis. La procédure a également été testée avec un busbars laminé couplé circuit. L’exemple
a été traité efficacement dans le cas d’une source en basse fréquence et en courant continu,
mais avec une légère surestimation de l’erreur.

Pour élargir le cadre d’utilisation de la procédure de raffinement, une extension a été
faite pour les approches surfaciques avec hypothèse de région mince et aussi pour la condi-
tion d’impédance de surface. L’ensemble des développements sur la procédure a montré un
grand potentiel et rend la méthode PEEC non-structurée beaucoup plus fonctionnelle et
attrayante pour la modélisation de dispositifs complexes. Dans le cas des conducteurs 1D,
nous avons montré qu’une intégration aux points de Gauss adaptatifs suffit pour avoir une
bonne précision de calcul au lieu de faire un raffinement de maillage sur la direction per-
pendiculaire à leurs sections, mais il est préférable d’ajuster le maillage sur leurs sections
pour respecter l’épaisseur de peau.

Enfin, nous avons essayé de définir une stratégie d’utilisation ou non de l’intégration
avec points de Gauss adaptatifs dans le cadre du raffinement adaptatif du maillage. Cette
stratégie est très difficile à cerner, car selon la nature physique du problème à traiter,
l’impact de l’intégration avec points de Gauss adaptatifs est plus ou moins important.
Néanmoins, une première réponse a été formulée.





Chapitre IV

Préconditionneur multi-grille géométrique

La théorie, c’est quand on sait tout et que rien ne
fonctionne. La pratique, c’est quand tout fonctionne et que
personne ne sait pourquoi. Ici, nous avons réuni théorie et
pratique : Rien ne fonctionne... et personne ne sait
pourquoi !

Albert Einstein
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Résumé

Dans ce chapitre, nous explorons la possibilité de mettre en place un précondition-
neur multi-grille géométrique pour la méthode PEEC non structurée. Cela a été fait
en considérant l’approche circuit de la méthode. L’application a été testée sur trois
solveurs circuits différents. Une attention particulière sera portée aux lisseurs, ceux-ci
étant une étape indispensable pour la mise en place de préconditionneur multi-grille
géométrique.
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IV.1 Introduction

Afin d’améliorer l’efficacité des méthodes de résolution itérative, il est nécessaire d’em-
ployer un préconditionneur [39] comme nous l’avons étudié dans le chapitre II. La mise en
place de préconditionneur dans un contexte de compression matricielle est toujours un peu
délicate puisque les matrices ne sont pas connues de façon explicite. Ces préconditionneurs
spécifiques sont associés à une méthode de compression matricielle ce qui ne les rendent
pas génériques (par exemple dans la thèse de J. Siau [2] la compression HCA (Hybrid Cross
Approximation) a été étudiée et un préconditionneur fondé sur la décomposition H-LU a
été mis en place). Cela induit des difficultés lorsque le problème est résolu dans une base
différente de la base d’intégration. C’est le cas des problèmes que l’on cherche à traiter
puisque la résolution s’effectue dans une base de nœuds ou mailles indépendantes et que
l’intégration s’effectue dans une base de branches (au sens circuit électrique).

Malgré l’efficacité de la compression matricielle et de son préconditionneur basé sur la
décomposition LU, lorsque le nombre de degrés de liberté N devient important (de 50 000
et plus), les temps de construction du préconditionneur deviennent prohibitifs en raison de
décompositions LU qui s’effectuent sur des blocs et qui ont une complexité en O(N3).

Dans ce chapitre, nous présentons une approche différente des préconditionneurs en
essayant de sortir de la dépendance actuelle de leurs constructions vis-à-vis de la compres-
sion matricielle lorsque l’on veut traiter un problème modélisé par la méthode PEEC. Nous
avons choisi d’explorer l’utilisation de préconditionneur multi-grille géométrique. Ce choix
a été fait car nous avons des grilles qui sont automatiquement générées grâce au raffine-
ment adaptatif du maillage présenté dans le chapitre précédent, et également car ce type
de préconditionneur a montré une complexité "asymptotiquement optimale", c’est-à-dire,
la durée de calcul requise pour atteindre une précision fixe est proportionnel au nombre
d’inconnues (O(N)) dans la littérature en méthode des éléments finies. L’objectif de ce cha-
pitre est exploratoire. Il a pour but de mettre en évidence les difficultés rencontrés dans une
mise en oeuvre pour la méthode PEEC et ainsi évaluer si cette famille de préconditionneur
est viable et intéressante pour le type de problème que l’on cherche à traiter.

Dans ce qui suit, le préconditionneur multi-grille géométrique et son principe de fonc-
tionnement sont présentés, puis sa forme la plus simple fondée sur deux grilles uniquement
est appliquée à des systèmes matriciels associés à différents solveurs circuits afin de résoudre
les difficultés rencontrées dans sa mise en oeuvre pour la méthode PEEC.

IV.2 Préconditionneur multi-grille géométrique

On propose dans ce qui suit d’étudier la possibilité d’utiliser un préconditionneur multi-
grille géométrique dans le cadre de la méthode PEEC non-structurée. Ce type de précon-
ditionneur repose sur l’utilisation de plusieurs niveaux de calcul. Ils sont populaires dans
les domaines de la mécanique des fluides et du solide pour la méthode des éléments finis
[71], mais à notre connaissance ils n’ont jamais été utilisés dans le cadre de la méthode
PEEC. Le défi majeur de l’utilisation de ce type de préconditionneur dans le cadre de
cette méthode provient de la représentation circuit de cette dernière, car les inconnues
(typiquement les courants de mailles ou les potentiels de nœuds) sont des entités de circuit
et non des entités reliées directement au maillage géométrique. Cette propriété peut nous
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empêcher de profiter pleinement de ce qui se fait dans la littérature avec la méthode des
éléments finis.

L’utilisation de plusieurs niveaux de calcul consiste à avoir plusieurs grilles de maillage
avec un nombre d’éléments inférieur graduellement à celui de la grille fine principale. Ces
grilles peuvent avoir des éléments imbriqués, et aussi des éléments non-imbriqués [72, 73]. Ce
préconditionneur peut être associé à une technique de raffinement adaptatif du maillage, ce
qui permettra de créer les différentes grilles automatiquement à partir d’une grille grossière
[74], ou inversement à partir de la grille principale fine, avec une technique de grossissement
automatique du maillage [75].

Nous présentons dans ce qui suit le principe du préconditionneur multi-grille géomé-
trique. Pour plus de clarté, la variante simplifiée du préconditionneur comportant unique-
ment deux grilles est présentée en premier, notée "préconditionneur bi-grille géométrique".

IV.3 Principe du préconditionneur bi-grille géométrique

Le préconditionneur bi-grille géométrique utilise deux grilles : une grille avec un maillage
grossier notée H et une grille avec un maillage fin notée h qui est la grille principale du
système à préconditionner. Sur le maillage fin, le système s’écrit sous la forme suivante :

Ahxh = bh (IV.1)

Le système linéaire concernant le maillage grossier a la forme suivante :

AHxH = bH (IV.2)

à l’aide des informations apportées par ce système, nous allons tenter de résoudre le système
(IV.1). Définissons d’abord les opérations et les étapes permettant le transfert d’informa-
tions entre deux grilles comme le montre la Figure IV.1. Les opérations sont les suivantes :

— Les opérateurs de restriction R : ils permettent le passage d’un vecteur second
membre du maillage fin vers le maillage grossier.

— Les opérateurs de prolongement P : ils permettent le passage d’un vecteur
solution du maillage grossier vers le maillage fin.

Figure IV.1 – Schéma du préconditionneur bi-grille
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Le préconditionneur bi-grille est effectué pour chaque itération du solveur itératif prin-
cipal qui résout le système (IV.1). Il se décompose en 3 étapes :

1. Le pré-lissage : lors de cette étape, une méthode itérative que l’on nomme lisseur L
est utilisée afin d’effectuer un nombre fixe d’itérations que l’on note µ1. Cette étape
permet d’obtenir une première approximation du vecteur solution x̃h. Elle se note de
la façon suivante :

x̃h = L(Ah,bh,xh0 , µ1) (IV.3)

avec xh0 un vecteur solution initial sur la grille fine. Il est souvent nul car générale-
ment les solveurs itératifs tel que GMRes ne permettent pas de récupérer la solution
obtenue à chaque itération. Cette étape est facultative mais nous verrons dans les
prochaines sections que son utilisation est bénéfique.
Calcul du résidu :

rh = bh −Ah x̃h (IV.4)

L’étape de pré-lissage peut être exclue en mettant rh = bh directement.
Restriction du résidu : le vecteur résidu rh obtenu sur la grille fine est projeté sur
la grille grossière à l’aide de l’opérateur de restriction R :

rH = R(rh) (IV.5)

2. Calcul de la correction sur la grille grossière : la correction sur la grille grossière
que l’on note δxH est calculée en résolvant le système linéaire suivant :

AH δxH = rH (IV.6)

avec δxH le vecteur de correction obtenu sur la grille grossière.
Prolongement de la correction : projection de δxH sur la grille fine avec les
opérateurs de prolongement P :

δxh = P (δxH) (IV.7)

le vecteur de correction δxH est projeté sur la grille fine à l’aide de l’opérateur de
prolongement P.
Mise à jour du vecteur solution sur la grille fine :

x̃h = x̃h + δxh (IV.8)

cette mise à jour permet d’apporter une correction sur le vecteur solution x̃h afin
qu’il converge vers le vecteur solution final.

3. Le post-lissage : on applique lors de cette étape µ2 itérations avec le lisseur L sur
x̃h, on note :

xh = L(Ah,bh, x̃h, µ2) (IV.9)

cette étape permet de réduire les erreurs provenant de la grille grossière lors du
prolongement de la correction P (δxH).
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Cette procédure est répétée jusqu’à l’obtention de la précision désirée sur le résidu rh.

Le cycle bi-grille peut être étendu à un cycle avec une multitude de grilles. Il existe
plusieurs type de cycle, on cite par exemple, le cycle en V, et en W comme le montre la
Figure IV.2 pour un cycle de 3 grilles.

— Le cycle en V consiste à descendre de la grille la plus fine vers la grille la plus
grossière puis remonter jusqu’à la grille la plus fine.

— Le cycle en W consiste à descendre de la grille la plus fine vers la grille la plus
grossière puis remonter vers une grille intermédiaire puis redescendre vers la grille
la plus grossière puis remonter jusqu’à la grille la plus fine.

Figure IV.2 – Cycles multi-grille : en V (à gauche) , en W (à droite)

Dans un premier temps, afin de simplifier l’approche, nous avons fait le choix d’employer
un cycle bi-grille. Pour utiliser cette méthode, nous devons définir les paramètres suivants :

— Le lisseur L (ou les lisseurs) pour l’étape de pré-lissage et de post-lissage.
— Le nombre d’itérations des lisseurs µ1 et µ2.
— Les opérateurs P et R.

Ces paramètres sont variables en fonction du solveur circuit utilisé. On rappelle que nous
avons présenté 3 types de solveurs circuits dans le chapitre II :

— Le solveur à mailles indépendantes.
— Le solveur à nœuds indépendants.
— Le solveur à nœuds indépendants minimals.

Commençons donc par étudier la faisabilité et les performances de ce type de précondi-
tionneur pour ces solveurs circuits.

La Figure IV.3 présente l’exemple simple de test pour la mise en place du précondi-
tionneur. Deux niveaux de grilles sont présentés, un maillage grossier avec 100 éléments
quadrangulaires et un maillage plus fin avec 400 éléments quadrangulaires.
Les dimensions de la plaque sont de 100 x 100 x 1 mm, et la bobine utilisée est celle pré-
sentée dans le TEAM Workshop N°7 dans [68]. La bobine et la plaque sont espacées l’une
de l’autre de 50 mm.

Nous avons choisi cet exemple afin de simplifier les équations à résoudre, car dans ce cas
il n’y a pas de sources de tension ou de courant connectées au circuit, puisque l’excitation
est réalisée avec une bobine externe.
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Figure IV.3 – Exemple avec deux niveaux de grilles en vue 3D (en haut) et vue 2D plan
(en bas). Gauche : maillage fin. Droite : maillage grossier.

IV.4 Application du bi-grille au solveur à mailles indépen-
dantes

Le solveur à mailles indépendantes est historiquement celui qui est employé au G2ELab.
Il est donc naturel de débuter la tentative de préconditionnement sur ce solveur. Le système
linéaire à résoudre dans ce cas est présenté dans la section II.2.c, il est rappelé comme suit : MmiZ · Zb ·MT

miZ
−MmiI 0

MT
miU

0 1

MT
miI

0 0


 Im

UbI

IbU

 =

 MmiZ ·Uinduit + MmiU ·UbU

0

−IbI


(IV.10)

En considérant notre exemple de la Figure IV.3 dans lequel il n y a ni source de courant
ni source de tension, puisque l’excitation est réalisée avec une bobine externe, le système
linéaire précédent s’écrit de la façon suivante :

MmiZ ZbMT
miZ

Im = MmiZ Uinduit (IV.11)

et le vecteur MT
miZ

Im correspond aux courants de branche IbZ .
Avant de définir des opérateurs de prolongement et de restriction, nous voudrions

d’abord nous assurer théoriquement de la faisabilité du passage des variables entre les
deux maillages grossier et fin. Pour ce faire, commençons par la projection du résidu
(rh = MmiZ Uinduit −MmiZ Zbh M

T
miZ

Imh) du maillage fin vers le grossier. Le vecteur
résidu rh correspond à la somme des tensions de mailles, or il n’y a pas de relations simples
entre les mailles indépendantes du problème fin et les mailles indépendantes du problème



114 IV. Préconditionneur multi-grille géométrique

grossier. Il n’est donc pas possible de laisser cette quantité sous cette forme pour effectuer
l’étape de projection. Pour réaliser cette étape, il faut passer de la base des mailles à la base
des branches, mais le problème qui se pose est qu’en connaissant la somme des tensions
de maille, on ne peut pas remonter aux tensions de branche, car il n’y a pas de solution
unique.

La procédure n’a pas pu être réalisée, car elle montre dès le début l’existence d’un point
bloquant pour l’application du préconditionneur multi-grille géométrique avec un solveur
circuit à mailles indépendantes. N’ayant pas de solution concrète pour défaire ce point
bloquant, nous avons donc décidé d’utiliser d’autres types de solveurs circuits.
Dans ce qui suit, nous considérons l’application du préconditionneur multi-grille géomé-
trique sur un solveur circuit à nœuds indépendants.

IV.5 Application du bi-grille au solveur à nœuds indépen-
dants

Dans cette section, nous allons tenter d’appliquer le principe du préconditionneur bi-
grille à la formulation RLM en région mince (I.50) présentée dans le Chapitre I, avec un
solveur circuit à nœuds indépendants présenté dans la section II.2.a. Si on se limite à un
solveur circuit sans sources de tensions et de courants, mais avec une bobine externe comme
source d’excitation du système, on obtient le système linéaire suivant :[

MniZ 0

R + jωL MT
niZ

](
IbZ
Vn

)
=

(
0

Uinduit

)
(IV.12)

Le système linéaire (IV.12) a deux types d’inconnues, Vn les potentiels aux nœuds élec-
triques et IbZ les courants qui parcourent les branches électriques. Afin d’appliquer le pré-
conditionneur bi-grille, deux types d’opérateurs de restriction et de prolongement doivent
être développés en fonction de la nature des grandeurs à traiter. On rappelle la correspon-
dance entre les entités circuits et le maillage géométrique :

— Les nœuds électriques correspondent aux éléments du maillage (représentés aux
barycentres).

— Les branches électriques correspondent aux facettes du maillage.
Afin de définir les opérateurs de restriction et de prolongement, la Figure IV.4 présente

une vue d’une partie du circuit du maillage fin et sa correspondance dans le maillage
grossier, avec comme légende :

— Nœuds circuits en points bleus.
— Branches circuits représentées par leurs impédances en noir.
— Maillage géométrique en lignes rouges discontinues.

Les nœuds 1, 2, 3 et 4 dans le maillage fin correspondent au nœud A dans le maillage
grossier, et pareillement les nœuds 5, 6, 7 et 8 correspondent au nœud B.

IV.5.a Opérateur de restriction R

L’opérateur de restriction doit assurer le bon passage des vecteurs seconds membres du
maillage fin vers le maillage grossier.
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Figure IV.4 – Vue d’une partie du circuit du maillage fin avec sa correspondance dans la
maillage grossier (Nœuds circuits en bleu, branches circuits en noir, et maillage principal
en lignes rouges discontinues

IV.5.a-i Potentiel électrique

Le potentiel électrique est considéré constant par élément, et sachant que les deux
maillages fin et grossier sont complètement imbriqués, on trouve :

VA =
V1 s1 + V2 s2 + V3 s3 + V4 s4

sA
(IV.13)

VB =
V5 s5 + V6 s6 + V7 s7 + V8 s8

sB
(IV.14)

avec Vi et si le potentiel et la superficie de l’élément i respectivement. Dans le cas volu-
mique, la superficie sera remplacée par le volume de l’élément. On peut donc généraliser le
calcul par : ∫

He

VedHe =
∑

hek⊂He

∫
hek

Vekdhek (IV.15)

avecHe et hek un élément du maillage grossier et un élément du maillage fin respectivement,
et k représente les indices des éléments he inclus dans l’élément He.

En considérant à 50 Hz l’exemple de test présenté dans la Figure IV.3, une résolution
sur le maillage grossier est faite en considérant la bobine comme source, des courants induits
sont observés sur la plaque et la répartition du potentiel électrique associée est présentée
sur la Figure IV.5.

Afin de tester la validité de l’opérateur de restriction, une résolution sur le maillage
fin est également faite en considérant la bobine comme source, puis une projection de la
solution du potentiel électrique obtenue sur maillage fin est faite sur le maillage grossier
en utilisant l’opérateur de restriction (IV.15), on obtient la Figure IV.6 pour la répartition
du potentiel électrique. Cette projection doit se faire en ayant une correspondance des
nœuds de référence du maillage grossier et fin, c’est à dire, si on reprend la Figure IV.4, en
considérant que le nœud de référence sur le maillage fin est le nœud circuit 1, le nœud de
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Figure IV.5 – Potentiel électrique dans la
plaque sur le maillage grossier à 50 Hz issu
d’une résolution du système linéaire grossier

Figure IV.6 – Potentiel électrique sur le
maillage grossier à 50 Hz issu de la projec-
tion du maillage fin vers le grossier

référence sur le maillage grossier doit être le nœud circuit A afin de garder une cohérence
sur les valeurs des potentiels.

La distribution du potentiel électrique projeté est la même par rapport à la solution
initialement obtenue sur le maillage grossier, ceci valide l’opérateur de restriction (IV.15)
pour la projection de Vn dans le cas de deux grilles surfaciques imbriquées.

IV.5.a-ii Courant de branche

Dans cette partie, la projection des courants des branches d’un maillage fin vers un
maillage grossier est présentée. Deux méthodes peuvent être mises en place. La première se
fait en recherchant les correspondances des branches du maillage fin et celles du maillage
grossier puis en additionnant les courants associés. C’est-à-dire si on reprend la Figure IV.4,
pour calculer le courant dans la branche {A,B} du maillage fin, seules les branches {3,5}
et {4,6} du maillage grossier sont prises en considération. Les autres branches ont leurs
nœuds circuits qui correspondent à un seul nœud circuit du maillage grossier, par exemple
les nœuds 1 et 2 de la branche {1,2} correspondent au nœud A dans le maillage grossier.
La branche {1,2} étant incluse dans le nœud A elle n’est pas utilisée pour le passage du
maillage fin vers le maillage grossier. Par contre la branche {3,5}, où le nœud 3 correspond
au nœud A, et le nœud 5 correspond au nœud B est prise en considération car elle existe
dans le maillage fin et dans la maillage grossier. On a donc le courant dans la branche
{A,B} qui s’écrit sous la forme suivante :

IAB = I35 + I46 (IV.16)

Sachant que les branches circuits sont des facettes du maillage, la deuxième méthode de
projection consiste à utiliser l’espace fonctionnel de facettes et les valeurs aux points de
Gauss dans les éléments pour faire la projection à l’aide d’une résolution d’un système
d’éléments finis, tel que :∑

j

∫
ΩHe

wfi · wfj · IprojeteejdΩHe =

∫
Ωhe

wfi · IpgdΩhe (IV.17)
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avec wf les fonctions de formes de facettes, Iprojetee les courants de branches projetés sur
le maillage grossier, et Ipg les valeurs aux points de Gauss des courants de branches dans
le maillage fin.

Le système linéaire obtenu avec l’équation (IV.17) est constitué d’une matrice creuse.
Afin de le résoudre, une décomposition LU est utilisée car elle présente de bonnes perfor-
mances. De plus, il est possible de stocker la décomposition LU qui ne change pas d’une
itération à l’autre et ainsi se limiter à la résolution des 2 systèmes triangulaires lors de
nouvelles itérations.

En considérant à 50 Hz l’exemple de test présenté dans la Figure IV.4, on obtient les
deux parties réelle et imaginaire de la densité de courant surfacique sur la maillage grossier.
Elles sont présentées sur la Figure IV.7.

Figure IV.7 – Densité de courant surfacique sur le maillage grossier à 50 Hz

En projetant la densité de courant du maillage fin sur le maillage grossier en utilisant
l’équation (IV.17), on obtient la Figure IV.8.

Figure IV.8 – Densité de courant surfacique projetée sur le maillage grossier à 50 Hz

On remarque que la distribution numérique de la densité de courant est identique par
rapport à la solution initialement obtenue sur le maillage grossier, ceci valide l’opérateur
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de restriction (IV.17) pour la projection de IbZ dans le cas de deux grilles surfaciques
imbriquées.

Il est rappelé ici que les opérations réalisées ci-dessus pour Vn et IbZ sont à titre
illustratif et permettent de valider l’opérateur et sa mise en oeuvre. Dans la mise en place
réelle de l’opérateur de restriction, la projection se fait sur le vecteur résidu (rh = bh −
Ah xh) du solveur itératif principal, avec des images de Vn et IbZ .

IV.5.b Opérateur de prolongement P

L’opérateur de prolongement doit assurer le bon passage du vecteur solution (correc-
tion) du maillage grossier vers le maillage fin.

IV.5.b-i Potentiel électrique

Pour projeter le potentiel du maillage grossier vers le maillage fin, on considère que
tous les nœuds circuits du maillage fin qui sont inclus dans un seul élément He du maillage
grossier ont le même potentiel qui est égale à celui deHe. Cette méthode peut être employée
car le potentiel est constant par élément. Donc, si on reprend la Figure IV.4, on a :

V1 = V2 = V3 = V4 = VA (IV.18)

V5 = V6 = V7 = V8 = VB (IV.19)

La Figure IV.9 présente la répartition du potentiel électrique obtenue avec une résolution
sur le maillage fin. Nous allons tenter de retrouver la même en utilisant l’opérateur de
prolongement. On obtient alors la Figure IV.10.

Figure IV.9 – Potentiel électrique dans la
plaque sur le maillage fin à 50 Hz

Figure IV.10 – Potentiel électrique projeté
sur le maillage fin à 50 Hz

On remarque sans surprise que la répartition du potentiel projeté n’est pas du tout
identique à celle de la Figure IV.9 mais plutôt à celle de la Figure IV.6. L’utilisation
d’une méthode de projection d’un maillage grossier vers un maillage fin entraîne une perte
d’information par rapport à une solution obtenue initialement sur le maillage fin, et ce quel
que soit la méthode de projection. C’est pour cette raison qu’il est indispensable d’ajouter
une étape de post-lissage. Elle permettra à partir de ce vecteur résultat initial d’arriver à
une solution plus lisse et proche de la solution définitive.
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IV.5.b-ii Courant de branche

Pour projeter les courants de branche du maillage grossier vers le maillage fin, l’équation
(IV.17) est utilisée de la même manière que pour l’opérateur de restriction à travers une
résolution d’un système éléments finis.

Afin d’avoir une référence, la Figure IV.11 présente la répartition du courant obtenue
avec une résolution complète sur le maillage fin.

Figure IV.11 – Densité de courant surfacique sur le maillage fin à 50 Hz

Avec le prolongement sur le maillage fin de la solution obtenue sur le maillage grossier
(voir la Figure IV.7), on obtient la Figure IV.12.

Figure IV.12 – Densité de courant surfacique projetée sur le maillage fin à 50 Hz

On remarque bien que la répartition des courants suit celle du maillage grossier et non
pas celle obtenue sur la Figure IV.11 pour le maillage fin. Dans la prochaine section, on
essayera avec l’étape de post-lissage de corriger cette répartition.
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IV.5.c L’étape de lissage

L’étape de lissage est très importante dans le cas des préconditionneurs multi-grille. Le
choix d’un lisseur efficace n’est pas simple pour la résolution des équations de Maxwell.
Pour la méthode des éléments finis, on trouve une discussion sur la particularité de ces
équations dans la thèse de R. Perrussel [76]. Dans la littérature, le choix de l’utilisation des
lisseurs Gauss-Seidel et Jacobi revient souvent à cause de leur efficacité observée [77, 78].
Dans le cas du système linéaire (IV.12), ces lisseurs ne peuvent pas être utilisés, car il y
a présence de valeurs nulles sur la diagonale et ce type de lisseurs fait des divisions par
ces valeurs. Au-delà de ça, la matrice jωL n’est pas toujours connue explicitement à cause
de l’utilisation des techniques de compressions matricielles. On opte alors pour des lisseurs
avec des solveurs itératifs tels que GMRes, BiCGStab, ou TFQMR comme proposé dans
[79, 73].

L’étape de post-lissage consiste à faire des itérations de résolution sur un vecteur initial
x0 issue de la projection avec les opérateurs de prolongements. Ce vecteur est censé être à
priori proche de la solution recherchée, et donc la norme du résidu est supposée décroître
fortement au fil des itérations de lissage. En utilisant un solveur itératif GMRes comme
lisseur, nous obtenons l’évolution de sa norme du résidu sur la Figure IV.13 pour l’étape
du post-lissage.

Figure IV.13 – Norme du résidu du lisseur (GMRes) en post-lissage

Le lisseur n’est pas efficace, puisque nous remarquons une stagnation anormale de la norme
du résidu issue du lisseur dans ce cas d’utilisation. Afin d’investiguer la cause probable de
cette stagnation, nous avons observé l’évolution des résidus correspondants aux grandeurs
Vn et IbZ au fil de ces itérations. Pour ce faire, nous avons pris la valeur maximale des
résidus et nous avons obtenu les courbes sur la Figure IV.14.
La Figure IV.14 montre une grande oscillation entre les deux grandeurs Vn et IbZ , avec un
écart qui atteint 109 entre deux maximums pour une itération donnée. On peut expliquer
cela par le fait que le système (IV.12) doit respecter les équations circuits qui représentent
les lois de Kirchhoff à travers les matrices incidencesMniZ etMT

niZ
. Les données transmises

sur le maillage fin par l’opérateur de prolongation ne respectent pas ces lois sur ce maillage,
ce qui met le solveur itératif en difficulté pour trouver l’équilibre entre les deux grandeurs.
On retrouve le même comportement avec les autres lisseurs basés sur des solveurs utilisant
des algorithmes de descente. Néanmoins, malgré ces oscillations, nous allons tout de même
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Figure IV.14 – Maximums des résidus correspondant à Vn et IbZ au fil des itérations en
post-lissage

tester ce type de lissage dans la section suivante et voir l’impact du préconditionnement
bi-grille sur le solveur GMRes principal.

IV.5.d Impact du préconditionnement sur le solveur GMRes principal

La Figure IV.15 montre l’évolution de la norme du résidu du solveur GMRes principal
dans 3 cas, le premier avec un préconditionneur LU comme dans le chapitre II, le second
avec le préconditionneur développé dans cette section, et le troisième correspond à une
résolution sans préconditionneur.
Le préconditionneur par décomposition LU est fait avec la matrice creuse des termes résis-
tifs R et les matrice incidences. La matrice de préconditionnement a la forme suivante :

LU

(
MniZ 0

R MT
niZ

)
(IV.20)

Figure IV.15 – Norme du résidu du solveur GMRes principal en nœuds indépendants

Comme le montrent les courbes de la Figure IV.15, le préconditionneur bi-grille n’est pas
efficace, la norme du résidu stagne au début de la résolution pendant une dizaine d’itérations
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contrairement au préconditionneur LU qui rapidement permet au solveur principal une
meilleur convergence, cette inefficacité serait liée au comportement oscillatoire obtenu dans
la Figure IV.14.

Trouver un lisseur efficace adapté à notre système reste un point bloquant. Le choix de
s’orienter vers un système matriciel différent de celui présenté dans (IV.12) a été mis en
avant, et cela dans l’optique d’éviter un système avec deux types d’inconnues étroitement
liées.

Dans la section suivante, le solveur circuit à nœuds indépendants minimals est investigué
pour une application avec un préconditionneur bi-grille géométrique.

IV.6 Application du bi-grille au solveur à nœuds indépen-
dants minimals

Dans cette section, nous allons tenter d’appliquer cette fois le principe du précondi-
tionneur bi-grille à la formulation RLM en région mince (I.50) présentée précédemment,
ceci en utilisant le solveur circuit à nœuds indépendants minimals présenté dans la section
II.2.b. Si on se limite à un solveur circuit sans sources de tensions et de courants, mais avec
une bobine externe comme source d’excitation du système, on obtient le système linéaire
suivant :

MniZ YbMT
niZ

Vn = MniZ Yb Uinduit (IV.21)

avec Yb la matrice admittance (inverse de la matrice impédance Z−1
b ). L’inversion de Zb

n’est pas envisageable (temps et place mémoire nécessaire prohibitifs). Une résolution de
système linéaire que l’on nomme résolution interne est utilisée pour éviter cette inversion.

On obtient ainsi deux résolutions de systèmes linéaires imbriqués, c’est-à-dire qu’à
chaque itération de résolution du système linéaire principal (externe), une résolution com-
plète du système linéaire interne est effectuée. Dans ce cas, si le système linéaire interne
nécessite un nombre important d’itérations pour converger, l’impact négatif sur la réso-
lution principale sera important. Il est donc nécessaire de bien préconditionner les deux
systèmes linéaires interne et externe.

IV.6.a Préconditionnement du système linéaire interne

Comme présenté précédemment, une résolution d’un système linéaire interne est requise
pour le solveur circuit à nœuds indépendants minimals. Elle permet d’éviter une inversion
d’une matrice pleine complexe Zb qui ne peut être envisageable à cause du coût en temps
de calcul et en ressources mémoire. De plus, la matrice Zb n’est généralement pas connue
explicitement, car une utilisation de la compression matricielle pour la partie inductive par
exemple conduit à des matrices dont peu de termes sont connus de façon explicite.

Pour éviter l’inversion la matrice Zb, comme il a été présenté dans la section II.2.b, il
est possible de mettre en place une résolution interne d’un système linéaire lorsque l’on
cherche à effectuer le produit suivant :

In = MniZ ·Yb ·MT
niZ
·Vn

On effectue les étapes suivantes :
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1. Changement de base du vecteur de potentiel de nœud Vn pour le placer dans la base
des branches :

VbZ = MT
niZ
·Vn

2. Résolution du système linéaire suivant afin de connaître les courants induits par les
tensions précédemment calculées :

JbZ = Yb ·VbZ => Zb · JbZ = VbZ (IV.22)

3. On replace les courants de branches calculés précédemment dans la base des nœuds
indépendants :

In = MniZ · JbZ

cette équation définit le système linéaire interne à résoudre pour chaque itération du solveur
principal.

Les produits matrice-vecteur effectués pendant la résolution du système linéaire prin-
cipal (IV.21) nécessitent l’utilisation de Yb, par conséquent pour répondre à cette requête,
le système linéaire interne (IV.22) est résolu pour chaque produit afin d’éviter l’inversion
de Zb. Ainsi, à chaque itération, un vecteur résiduel du vecteur Vn est transmis du solveur
principal vers le solveur interne. Pour préconditionner ce système avec un préconditionneur
bi-grille, nous devons transmettre vers la grille grossière un vecteur VnH afin d’obtenir une
correction sur le vecteur In.

Pour retrouver les correspondances des nœuds circuits et des branches entre les deux
grilles fine et grossière, le principe reste exactement le même qu’avec celui présenté dans
la section IV.5 pour le solveur circuit à nœuds indépendants.

Dans ce qui suit, nous présenterons les opérateurs de restriction et de prolongement
associés à ce système linéaire interne dans le cas d’un cycle à deux grilles.

IV.6.a-i Opérateur de restriction

L’opérateur de restriction (IV.15) des potentiels électriques est applicable dans ce cas,
car le transfert du vecteur Vnh de la grille fine vers la grossière reste le même qu’avec le
solveur à nœuds indépendants.

IV.6.a-ii Opérateur de prolongement

L’opérateur de prolongement (IV.17) des courants de branches électriques est aussi
applicable dans ce cas, car comme le montre l’équation (IV.22), la solution obtenue avec la
résolution du système linéaire interne grossier est un vecteur qui représente des courants de
branches. Donc le transfert du vecteur InH de la grille grossière vers la fine reste le même
qu’avec le solveur à nœuds indépendants.

IV.6.b Préconditionnement du système linéaire principal

Dans cette partie, nous présentons le préconditionnement du système linéaire principal
de solveur circuit à nœuds indépendants minimals.
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Dans le second membre du système (IV.21), MniZ YbUinduit représente des courants élec-
triques entrants aux nœuds circuits (contribution de la boucle créant un champs magnétique
entraînant des courants induits dans la plaque). Ce vecteur source est calculé qu’une seule
fois au début de la résolution, nous le notons InRHS .

IV.6.b-i Opérateur de restriction

Dans ce cas, InRHSh est projeté de la grille fine vers la grille grossière en utilisant
l’équation suivante :

InRHSHe =
∑

hek⊂He

InRHShek (IV.23)

avec pour chaque élément He de la grille grossière, une somme des courants associés aux
éléments he de la grille fine qui sont inclus dans He.

IV.6.b-ii Opérateur de prolongement

Après résolution du système linéaire principal sur la grille grossière, le vecteur VnH

obtenu est projeté sur la grille fine à l’aide de la règle suivante :
Quand l’élément he est inclu dans l’élément He, on écrit les potentiels :

Vnhe = VnHe (IV.24)

car le potentiel est considéré constant sur l’élément He tel qu’il a été présenté dans la
section IV.5.b-i.

IV.6.c L’étape de lissage

Le lissage dans le cas du solveur circuit à nœuds indépendants minimals doit se faire
pour les deux préconditionneurs interne et externe. L’utilisation des compressions matri-
cielles sur Zb s’est avérée être un point bloquant pour investiguer et rechercher un lisseur
efficace pour nos systèmes linéaires, car seule une partie des matrices est connue, leurs
résolutions dans ce cas ne peuvent se faire qu’avec des solveurs itératifs.

Pour le même exemple de test présenté précédemment dans la Figure IV.3, nous avons
testé la résolution du système linéaire principal en prenant le solveur GMRes comme solveur
principal et également comme lisseur pour les deux systèmes linéaires interne et externe.
Les premiers résultats sont les suivants :
Le préconditionneur par décomposition LU est fait sur les deux systèmes interne et prin-
cipal. Sur le système interne (IV.22), le préconditionnement est fait la matrice creuse des
termes résistifs R. Sur le système principal, la matrice de préconditionnement est fait à
partir de l’inverse des termes diagonaux de Zb et la matrice incidence MniZ . La matrice
de préconditionnement pour le système principal est sous la forme suivante :

LU
(
MniZ (diag(Zb))−1 MT

niZ

)
Comme le montre la Figure IV.16, la convergence du solveur linéaire principal semble être
efficace avec le préconditionneur bi-grille. Le préconditionneur utilise 2 itérations de lissage
pour les étapes de pré et post lissage pour les deux systèmes interne et externe.
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Figure IV.16 – Norme du résidu du solveur GMRes principal en nœuds indépendants
minimals

Mais en termes de temps de calcul, le préconditionneur bi-grille a un temps de calcul
équivalent à celui du cas de simulation sans préconditionneur comme indiqué dans le Ta-
bleau (IV.1) ci-dessous :

Préconditionneur Sans préconditionneur Bi grilles LU
Temps de calcul (s) 17 17 1

Table IV.1 – Temps de résolution du système linéaire principal

Il est à noter que le code dans le cas du préconditionneur bi-grille n’est pas optimisé ce
qui peut expliquer en partie la faible performance en temps de calcul malgré l’efficacité en
termes de nombre d’itérations.

Les lisseurs semblant être un point particulièrement sensible, le paragraphe suivant
présente une investigation concernant cette étape.

IV.6.d Étude sur les lisseurs

Dans cette section, une étude sur différents lisseurs appliqués au préconditionneur bi-
grille géométrique est présentée. L’étude est uniquement faite sur le système linéaire prin-
cipal (externe), le système linéaire interne n’est pas considéré car pour cette étude nous
avons choisi de calculer directement Z−1

b . Ce choix est fait afin d’isoler un seul système
linéaire et voir l’impact direct des lisseurs.
Connaissant la matrice Z−1

b dans ce cas, les lisseurs utilisés sont les suivants :

1. Gauss-Seidel avec la diagonale exacte de (Z−1
b ).

2. Jacobi avec la diagonale exacte de (Z−1
b ).

3. Jacobi avec la diagonale approchée de (Z−1
b ). La diagonale approchée est obtenue

avec l’inversion uniquement des termes diagonaux de (Zb).

4. GMRes.

Dans cette étude le nombre d’itérations de lissage µ1 et µ2 sont variables.
— Pour le pré-lissage, µ1 prend trois valeurs : 0, 1 et 2.
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— Pour le post-lissage, µ2 prend cinq valeurs : 1, 2, 3, 4 et 5. Pour cette étape, nous de-
vons faire au moins une itération de lissage, sinon le solveur principal ne convergera
pas, car l’utilisation de données directement transmises du maillage grossier vers le
fin injectera de grosses erreurs au solveur principal. Une itération de post-lissage
permet au moins d’adapter ces données pour le maillage fin.

Dans cette étude, nous comparons l’impact des itérations µ1 et µ2 sur le nombre d’itérations
du solveur GMRes principal pour qu’il converge avec une précision relative de 1e-8.
Pour plus de clarté, les différentes courbes d’évolution obtenues sont séparées en 3 figures,
la première pour le cas de µ1 = 0, la seconde pour le cas de µ1 = 1, et la dernière pour
le cas de µ1 = 2. Et dans les trois cas, nous faisons varier µ2. Les courbes obtenues sont
présentées sur la Figure IV.17.
Nous remarquons que le lisseur "Jacobi avec la diagonale approchée" est le moins efficace
en termes de lissage du vecteur solution. Les termes diagonaux approchés perturbent la
résolution car les vecteurs lissés obtenus sont loin du vecteur solution du solveur GMRes
principal, et donc la technique rajoute de l’erreur au lieu de la réduire. Comme on peut le
voir sur les courbes, l’utilisation des termes diagonaux exacts pour le Jacobi aide à améliorer
la qualité du lissage, il divise le nombre d’itérations du GMRes principal par environ trois.
Le lissage avec Jacobi s’avère être moins efficace que les deux autres techniques de lissages
sur ce cas.
Le lissage avec Gauss-Seidel semble être le plus efficace dans ce cas d’après les courbes
obtenues, le GMRes a presque une efficacité similaire. Ce résultat est intéressant car GMRes
peut être utilisé dans un contexte dans lequel les matrices ne sont pas connue de façon
explicite. Pour rappel Gauss-Seidel nécessite la connaissance de la diagonale exacte de Z−1

b

qui est non connue dans un contexte de compression matricielle.
Nous avons montré à travers cette étude que l’efficacité du préconditionnement par un

préconditionneur bi-grille géométrique dépend fortement de la technique de lissage utilisée.
Actuellement, les performances obtenus avec le lisseur GMRes ne sont pas satisfaisantes, car
elles sont comparables à une résolution sans préconditionneur. Des travaux plus approfondis
doivent être menés pour développer une technique de lissage efficace.

IV.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un préconditionneur bi-grille géométrique pour
la méthode PEEC non-structurée. L’objectif était exploratoire afin d’évaluer l’intérêt et
d’identifier les principaux points bloquants de cette approche. Le choix de cette famille de
préconditionneur a été motivé pour 3 raisons principales :

— L’indépendance du préconditionneur vis à vis des méthodes de compression matri-
cielle.

— La littérature classique donnant une complexité qui évolue linéairement en fonction
du nombre d’inconnues.

— La possibilité d’utiliser le raffinement de maillage adaptatif pour créer automati-
quement les grilles grossières et fines du préconditionneur.

L’implémentation numérique de ce préconditionneur s’est avérée être d’une grande com-
plexité, elle est causée en majorité par l’approche circuit de la méthode PEEC. Si une
approche par mailles indépendantes est employée, le préconditionneur n’est pas applicable.
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(a)

(b)

(c)

Figure IV.17 – Nombre d’itérations du solveur GMRes principal en fonction du nombre
d’itérations de post-lissage µ2. (a) pour µ1 = 0, (b) pour µ1 = 1, et (c) pour µ1 = 2
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En effet, les ensembles de mailles indépendantes des deux grilles grossière et fine n’ont au-
cun lien entre eux, ce qui rend inatteignable la projection des vecteurs d’informations entre
les deux grilles. La tentative de convertir les vecteurs de la base des mailles indépendantes
à la base des branches circuits n’a pas été concluante car s’il est aisé de passer de la base
des mailles indépendantes vers celle des branches, l’inverse n’est pas vrai.

Suite à l’échec de cette première expérience, le choix d’un solveur circuit à nœuds indé-
pendants s’est naturellement posé. L’utilisation de ce type de solveur semble plus simple,
car ses inconnues sont portées par des entités de circuit qui ont des correspondances entre
les deux grilles grossière et fine, c’est à dire, les nœuds et branches circuits. Des opérateurs
de restrictions et de prolongements ont été développés avec succès. Ce solveur présente deux
types d’inconnues, les potentiels électriques aux nœuds circuits, et les courants électriques
sur les branches circuits, ce qui a impliqué le développement de deux variantes pour chaque
opérateur. Les essais du préconditionneur sur ce solveur ont montré de faible performance.
La projection des deux types d’inconnues par les opérateurs de prolongement sur la grille
fine crée un déséquilibre important qui empêche la vérification des lois de Kirchoff. En effet,
les valeurs de courants et des potentiels obtenues ne sont pas lisses sur la grille fine, et le
lisseur employé présente d’importantes oscillations d’une itération à l’autre. Cela implique
la nécessité d’effectuer un grand nombre d’itérations pour rendre le lisseur efficace. Ce qui
induit des durées de lissage élevé rendant le préconditionneur peu efficace d’un point de
vue temps de résolution.

Suite aux expériences précédentes, nous avons cherché à éviter l’utilisation de deux
types d’inconnues fortement liées. Pour cela, un solveur circuit à nœuds indépendants mi-
nimals a été choisi. Ce solveur utilise uniquement les potentiels de nœuds comme inconnues
du système linéaire ce qui permet de résoudre les problèmes rencontrés précédemment tout
en ayant un lien entre les grilles grossière et fine. Toutefois ce solveur implique l’inversion
d’une matrice pleine de taille importante pendant la résolution. Pour éviter l’inversion,
une résolution de système linéaire est faite à chaque itération de l’algorithme de résolution
principal. Cela implique l’utilisation de deux préconditionneurs : l’un pour le système in-
terne et l’autre pour le système complet externe. Le solveur circuit à nœuds indépendants
minimals a montré des performances intéressantes avec le préconditionneur bi-grille géo-
métrique. Afin de les améliorer davantage, une étude sur les techniques de lissage a été
réalisée. Cette étude a montré que des comportements différents étaient obtenus selon le
lisseur utilisé, sans pour autant disposer d’un lisseur optimal à ce stade.

A l’issu de ce chapitre, on peut conclure que le préconditionneur multi-grille géomé-
trique semble être un bon candidat pour la méthode PEEC non-structurée dans un contexte
de maillage adaptatif. Pour cela il faut l’employer en association avec un solveur circuit à
nœuds indépendants minimals. La phase de lissage semble être particulièrement critique
pour obtenir de bonnes performances. Il serait donc intéressant d’effectuer une explora-
tion plus fine de cette étape afin d’augmenter son efficacité. De plus afin d’améliorer les
performances, il serait nécessaire d’améliorer l’efficacité en terme de temps de calcul des
opérateurs de projection et de restriction.
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L’objectif de cette thèse était d’apporter des améliorations aux formulations PEEC non-
structurées en termes de précision, de performance et d’applicabilité. Le besoin croissant
de méthodes numériques rapides et efficaces pouvant aider les ingénieurs lors des étapes de
conception de nouveaux produits d’électronique de puissance suscite aujourd’hui un intérêt
accru pour ces méthodes de calcul. Dans un premier temps nous avons ainsi présenté un
état de l’art des méthodes PEEC structurée et non-structurée, donnant une vision globale
des développements majeurs qui ont été réalisés récemment en termes de possibilité de
modélisation avec ces méthodes.

Cette thèse s’inscrit dans la continuité de travaux effectués au sein du G2ELab et de
la société Altair qui ont abouti à l’écriture de formulations PEEC non-structurées très
générales en régime harmonique. Ces dernières permettent la modélisation, sur une large
gamme de fréquence (hors effets propagatifs), des effets résistifs, inductifs et capacitifs des
dispositifs électromagnétiques en présence de matériaux conducteurs, magnétiques ou di-
électrique et des circuits électriques externes comportant des sources d’excitation ou des
composants passifs à constantes localisés. En pratique le choix de travailler avec la méthode
PEEC non-structurée est justifié par sa capacité à utiliser différents types d’éléments de
maillage pour la discrétisation de géométries complexes, et cela sans nécessiter le maillage
de l’air. Nous avons montré, au cours du premier chapitre, comment les formulations déve-
loppées permettent, par l’utilisation d’une interpolation de facette des inconnues, la prise
en compte conjointe de régions conductrices filaires, minces et volumiques, aboutissant à
une représentation circuit de ces régions. En outre, les formulations offrent la possibilité
de connecter aisément les circuits externes sur les régions, de tenir compte des effets dy-
namiques suivant l’épaisseur des régions minces (éléments coques) ou encore d’utiliser les
conditions de type impédance de surface pour les régions volumiques. Elles offrent ainsi
un large panel d’applicabilité selon leurs hypothèses de validité qui dépendent entre autres
de la fréquence d’excitation, des matériaux et de la longueur d’onde du dispositif d’élec-
tronique de puissance. Notons enfin que ces formulations ont été écrites avec la possibilité
d’utiliser les compressions matricielles (méthodes FMM, HCA) pour les matrices d’inter-
actions inductives ou capacitives, permettant ainsi de ne pas limiter les simulations à des
problèmes de tailles modestes.

Les formulations PEEC non structurées aboutissent à l’écriture du problème sous une
forme « pur circuit » pour lequel les lois de Kirchhoff des nœuds et des mailles s’appliquent.
Nous avons montré, dans le second chapitre, différentes façons d’écrire le système d’équa-
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tion à résoudre en considérant les deux lois de Kirchhoff pour les circuits électriques. Nous
avons ainsi présenté des solveurs circuits reposant soit sur la loi des mailles, soit sur la loi des
nœuds. Les résultats de simulations montrent que les solveurs avec le moins d’inconnues ne
sont pas forcément les plus performants. Nous avons montré en outre que l’utilisation d’un
préconditionneur basé sur la décomposition LU de la matrice des termes résistifs (obtenue
par un approche style « éléments finis ») est efficace pour une formulation en présence
d’effets résistifs et inductifs sur une large gamme de fréquence. En présence d’un grand
nombre d’inconnues, le solveur circuit à mailles indépendantes est pénalisé par le change-
ment de base de la base des branches électriques vers la base des mailles indépendantes, ce
qui rend notamment le préconditionnement très lourd et donc moins performant que dans
le cas de la base des nœuds indépendants. En fréquence élevée et en présence de capacités,
la matrice des termes résistifs est combinée aux termes diagonaux des matrices inductives
et capacitives, ou dans le cas d’utilisation de méthodes de compression, aux termes non
compressés de ces matrices d’interaction (termes connus). Globalement, le solveur circuit à
nœuds indépendants a montré de bonnes performances pour la résolution des formulations
résistives, inductives et capacitives.

Toutefois, afin d’améliorer la précision de calcul des intégrales complexes résultant de
l’utilisation du noyau de Green dans les formulations PEEC, l’utilisation d’intégrations
analytiques combinées à des algorithmes avec points de Gauss adaptatifs ont été dévelop-
pées. Ces algorithmes permettent d’assurer une intégration précise des interactions proches
(non-compressées) dans un contexte de maillage hétérogène, résultant ainsi en un code ro-
buste pour la modélisation de dispositifs industriels complexes comprenant des régions vo-
lumiques, surfaciques et linéiques, et ceci dans un contexte d’utilisation de la compression
matricielle. En fréquence élevée et en présence d’effets capacitifs, des résonances numériques
appelées « artefacts » ont été observées à des fréquences au-delà de la limite de validité
du modèle quasi-statique défini par le rapport de la longueur d’onde et de la dimension du
dispositif. Ces résonances numériques inexpliquées restent une question ouverte.

Si l’intégration des matrices d’interaction est effectuée avec précision grâce à l’utilisa-
tion de points de Gauss adaptatifs, il n’en demeure pas moins que le maillage doit être
contrôlé, la précision des solutions étant tributaire de l’approximation des inconnues par
des fonctions de forme de facette. Ainsi, nous avons présenté, au chapitre 3, un outil de
maillage adaptatif autonome contrôlé par un critère d’estimation d’erreur, afin de fournir
une discrétisation optimale des dispositifs étudiés, notamment lorsque la géométrie de ces
derniers est complexe et difficile à mailler. Le critère d’erreur développé fait partie de la
catégorie des estimateurs d’erreur à posteriori. Il est basé sur l’écriture de deux solutions
complémentaires qui assurent, dans les régions conductrices, respectivement la conservation
de la densité de courant normale et la conservation de la composante tangentielle du champ
électrique E. La solution circuit initiale fournissant une solution avec conservation de la
densité de courant normale, des investigations sur des techniques permettant de calculer
une deuxième solution E ont été conduites. Nous avons montré la pertinence de l’utilisa-
tion d’une technique basée sur la projection et la reconstruction du champ électrique par
interpolation d’arêtes, obtenu à partir de la densité de courant de la solution initiale. Pour
valider cette technique, nous avons comparé trois critères d’estimation, cela en fonction
des erreurs globales et locales. Nous avons opté pour un critère énergétique car il a montré
un bon comportement sur les deux aspects de l’estimation. Une procédure de raffinement
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adaptatif du maillage limitée à des maillages de type simplexe (triangle, tétraèdre) a été
mise en place. La procédure a d’abord été testée sur un exemple de couplage inductif, à
savoir le problème international TEAM 7. Elle a conduit à des résultats très satisfaisants
en comparaison avec une solution convergente obtenue par la méthode des éléments finis.
La procédure a également été testée dans le cadre d’un exemple de couplage circuit avec
un busbars laminés. L’exemple a mis en évidence de bonnes performances dans le cas d’une
source fréquentielle avec effets de peau, mais aussi en courant continu. Pour tenter d’amélio-
rer les temps de calcul et accélérer la convergence des solveurs itératifs lors de la résolution,
nous avons exploré, au cours du chapitre 4, la possibilité d’utiliser des préconditionneurs
multi-grilles géométriques. Ces derniers ont été largement utilisés avec la méthode des élé-
ments finis mais jamais, à notre connaissance, avec la méthode PEEC. Notre principale
motivation était d’utiliser les grilles multi-niveaux générées par la procédure de raffinement
de maillage adaptatif permettant ainsi de préconditionner les résolutions sur des maillages
fins à l’aide des solutions obtenues sur les maillages grossiers. L’implémentation numérique
de ce préconditionneur s’est avérée être d’une grande complexité, causée en majorité par
l’approche circuit de la méthode PEEC et la difficulté de transmettre les informations
d’un niveau de maillage à un autre. Nous avons toutefois montré que le préconditionneur
multi-grille géométrique est un bon candidat pour la méthode PEEC non-structurée lors
de l’utilisation d’un solveur circuit à nœuds indépendants minimal, tout en soulignant l’im-
portance de la qualité des lissages qu’il est nécessaire d’effectuer sur les solutions lors des
étapes de descentes et remontées des grandeurs entre les niveaux. Ces travaux explora-
toires méritent d’être poursuivis pour apporter plus de robustesse et de généralité à cette
approche.

Perspectives
Plusieurs travaux abordés au cours de cette thèse méritent d’être approfondis :

Maillage adaptatif
Il serait intéressant de développer et d’ajouter une étape de régularisation et d’optimisation
de la qualité du maillage. Cela permettrait d’améliorer la procédure de raffinement adapta-
tif, par exemple en utilisant la technique de "Bubble packing relaxé", technique usuellement
utilisé avec la méthode des éléments finis. Dans le cas où l’hypothèse région mince n’est
pas applicable, une extension de la procédure de raffinement aux éléments du type prisme
pourrait être une solution pour traiter des problèmes avec faible épaisseur, où le nombre
d’éléments selon l’épaisseur serait défini en fonction de la fréquence (épaisseur de peau),
et la discrétisation sur le plan de circulation de courant à travers la procédure adapta-
tive. Cette approche éviterait ainsi la création d’éléments tétraédriques plats, susceptibles
d’induire des erreurs numériques.

Fréquences élevées
Il serait intéressant d’étudier l’origine des résonances numériques issues de la formulation
incluant les effets capacitifs en quasi-statique en haute fréquence, même si ce modèle a déjà
montré de très bonnes précisions sur une large gamme de fréquence.

Régions minces diélectriques
Une extension de l’hypothèse région mince aux régions diélectriques serait bienvenue pour la
modélisation des PCB multicouches, afin d’avoir un nombre de degrés de liberté moins élevé
qu’en approche volumique. Notons qu’il ne s’agit ici que d’une mise en œuvre informatique
qui ne pose pas de problème théorique ou de formulation.
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Préconditionneur
Des travaux plus poussés sur le préconditionneur multi-grille géométrique dans le cadre
de la méthode PEEC sont à envisager. La recherche de techniques de lissage adaptées,
l’extension de la méthode à des grilles non-imbriquées et à des maillages non-structurés
sont autant de pistes à creuser.



Annexe : Procédure de raffinement de maillage sur
les régions surfaciques

IV.8 Application aux régions minces

IV.8.a Exemple bobine et plaque mince

Dans cette section, le critère d’erreur qui a était présenté dans la section III.9.a est
testé sur le dispositif plaque mince et bobine présenté dans la section II.10.
Nous rappelons que la procédure de raffinement adaptatif développée est limitée à l’uti-
lisation uniquement des éléments de maillage tétraédrique et triangulaire. Dans ce cas le
maillage quadrangulaire de l’exemple II.10 est remplacé par un maillage triangulaire, tel
que :

Figure IV.18 – Exemple d’application bobine et plaque surfacique

La bobine est alimentée par une source de tension de 1 V à 1000 Hz. La procédure de
raffinement adaptatif est exécutée pour une précision de 1% sur les pertes Joule. Nous
obtenons le Figure IV.19 ci-dessous.
L’estimation d’erreur a mis en évidence les éléments à raffiner comme on peut le voir sur
la Figure IV.20. Les éléments en dessous de la bobine où le courant est le plus dense sont
tous remaillés, tandis que les éléments sur le bord de la plaque ne sont pas remaillés, sauf
certains lors de la troisième itération de raffinement.
L’exemple étudié dans cette section est assez simple mais il est bien représentatif de l’effi-
cacité de la procédure de raffinement adaptatif.

Dans ce qui suit, un exemple un peu plus compliqué est étudié. Il s’agit de l’exemple
microstrip présenté dans la partie II.22.



134 Annexes

Figure IV.19 – Pertes Joule dans la plaque en fonction du nombre d’élément de maillage

Figure IV.20 – Evolution du maillage au fil des itérations du raffinement adaptatif.
Haut : (gauche) maillage initial, (droite) première itération.
Bas : (gauche) deuxième itération, (droite) troisième itération.

IV.8.b Exemple microstrip

L’exemple microstrip présenté dans la partie II.22 est aussi testé ici dans le cadre d’une
formulation RLMC région mince sans diélectrique, nous rappelons les caractéristiques du
dispositif ci-dessous :

— Port 1 : charge R1 = 50 Ω en série avec une source de tension de 1 V à 1 GHz.
— Port 2 : charge R2 = 50 Ω.
— Port 3 : charge R3 = 50 Ω.
— Port 4 : charge R4 = 50 Ω.
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Figure IV.21 – Exemple d’application microstrip

La procédure de raffinement adaptatif du maillage est exécutée, la convergence des
valeurs des ratios V3

Vsource
et V4

Vsource
est observée au fil des itérations. Nous obtenons les

Figures suivantes :

Figure IV.22 – Valeurs des ratios V3
Vsource

et V4
Vsource

à 100 MHz au fil des itérations.

La Figure IV.23 montre les écarts relatifs à la dernière itération des modules des ratios
V3

Vsource
et V4

Vsource
.

Figure IV.23 – Écart des valeurs des ratios V3
Vsource

et V4
Vsource

à 100 MHz au fil des itérations
par rapport à l’itération finale.

Nous observons un écart important entre la première et la dernière itération : 16% pour
V3

Vsource
, et 10% pour V4

Vsource
. Ces écarts ne sont pas négligeables contrairement à ceux
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obtenus entre l’avant-dernière et la dernière itération : 0,8% et 0,39% respectivement.
Le maillage initial est maillé finement aux points de connexion des fils mais il est relâché

vers le centre du plan de masse, et l’épaisseur de peau n’est pas respectée dans les deux
pistes comme le présente la Figure IV.24.

Figure IV.24 – Maillages surfaciques du dispositif microstrip à 1 GHz. (Haut) initial,
(Bas) final

Le maillage final respecte l’épaisseur de peau sur les deux pistes, essentiellement sur la
piste 1 qui comporte une source de tension où sont principalement véhiculés les courants.
La piste 2 ne véhicule pas le courant d’une manière symétrique, car l’effet de proximité est
prédominant comme on peut le voir sur la figure, elle est remaillée finement sur la périphérie
proche de la piste 1. Le plan de masse a eu un raffinement sous les pistes permettant ainsi
une meilleure précision sur le calcul des potentiels et des inductances mutuelles.

IV.9 Application aux régions volumiques avec condition d’im-
pédance de surface SIBC

Dans cette partie, le critère d’erreur présenté dans la section III.9.b est testé sur un
dispositif volumique en utilisant la condition d’impédance de surface SIBC. Le dispositif
est une cellule de commutation modélisée dans le cadre d’une collaboration pour la thèse
de Wendpanga Fadel Bikinga [3, 70]. Le dispositif est présenté sur la Figure IV.25.
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Figure IV.25 – Dispositif cellule de commutation [70]. (Droite) Vue de face avec des trous
cylindriques sur le dissipateur de chaleur, (Gauche) vue 3D avec des trous hexaédriques
sur le dissipateur de chaleur

Pour arriver à cette géométrie avec trous, des simulations pour optimiser l’inductance ont
été réalisées à l’aide de la formulation SIBC inductive PEEC (I.65) et de la procédure de
raffinement adaptatif correspondante, en commençant par une géométrie sans trous comme
présenté sur la Figure IV.26. Dans ce qui suit, on présente une des simulations faites à une
fréquence de 100 MHz avec une source de courant de 1 A avec le dispositif en considérant
le dissipateur de chaleur sans trous et le matériau conducteur du PCB.

Figure IV.26 – Dispositif cellule de commutation avec dissipateur de chaleur sans trous.

La source de courant est connectée entre les deux surfaces (rouge et bleu) comme indiqué
sur la Figure IV.26. La tension aux bornes de la source est observée au fil des itérations de
raffinement adaptatif du maillage, et on obtient la Figure IV.27 ci-dessous.
La Figure IV.28 montre l’écart sur la tension obtenue à chaque itération par rapport à
l’itération finale. L’écart entre la quatrième et la cinquième itération est très faible (0,2%),
montrant ainsi que le maillage de la cinquième offre une précision suffisante. Le maillage
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Figure IV.27 – Tension aux bornes de la
source pour chaque itération de raffinement.

Figure IV.28 – Écart sur la tension par rap-
port à l’itération finale

initial et le final sont présentés sur la Figure IV.29.

Figure IV.29 – Maillage du dispositif cellule de commutation avec dissipateur de chaleur
sans trous à 100 MHz : (Gauche) Initial, (Droite) Final

Le maillage final montre bien que le raffinement s’est fait principalement sur les bords des
volumes suivant les indications de l’estimateur d’erreur comme le présente la Figure IV.30
en échelle log. Cela est dû au fait que le courant circule sur les bords respectant ainsi
l’épaisseur de peau.
L’avantage de l’utilisation de la condition d’impédance de surface SIBC est clairement
visible sur la Figure IV.31 en termes de nombre d’éléments. Pour chaque itération de raffi-
nement, le nombre d’éléments surfaciques sur les bords des régions utilisées pour la SIBC
est comparé au nombre d’éléments volumiques du même maillage. Le nombre d’éléments
volumiques augmente considérablement à chaque itération, et la précision est inférieure
dans ce cas à l’itération 5 car l’épaisseur de peau n’est pas respectée en volumique.



Figure IV.30 – Erreur local estimée sur le maillage initial

Figure IV.31 – Nombre d’éléments volumiques par rapport au nombre d’éléments surfa-
cique SIBC
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Amélioration des performances de la méthode intégrale de volume
circuit pour la simulation des dispositifs d’électronique de

puissance

Résumé : Les travaux de cette thèse portent sur l’amélioration des performances de la méthode
intégrale de volume circuit (PEEC non-structurée) permettant la modélisation des interconnexions
électriques dans les dispositifs d’électronique de puissance en régime harmonique. Les formula-
tions PEEC utilisées considèrent une approximation quasi-statique des phénomènes étudiés, où
la limite de validité correspond aux fréquences où la taille du dispositif devient comparable à la
longueur d’onde des signaux électriques en jeu. Cette méthode permet la traduction du dispositif
étudié en un réseau de résistance, d’inductances propres et mutuelles, et de capacités. Ces amé-
liorations consistent entre-autre à trouver une écriture efficace du système d’équations à résoudre
par des solveurs itératifs dans un contexte de compression matricielle. Le préconditionnement de
ces systèmes est également étudié afin d’améliorer la performance et la vitesse de la convergence
du solveur itératif, notamment en utilisant un préconditionneur basé sur une décomposition LU
d’une matrice comportant une partie des termes de la matrice du système d’équation, ou en explo-
rant l’utilisation d’un préconditionneur multi-grille géométrique pour la méthode PEEC. Une autre
amélioration consiste en la proposition d’une procédure de raffinement adaptatif de maillage. Elle
est contrôlée par un critère d’estimation d’erreur de discrétisation permettant ainsi son autonomie
complète. La précision de calcul des intégrales du noyau de Green est également améliorée à travers
le développement d’algorithmes d’intégration avec points de Gauss adaptatif. Toutes ces amélio-
rations permettent une modélisation d’un ensemble de régions volumiques 3D, surfaciques 2D et
filaires 1D avec des matériaux conducteurs et diélectriques en connectant des éléments circuits 0D
passifs et actifs externes.

Mots clés : Modélisations électromagnétiques, PEEC, méthodes intégrales de volume circuit,
quasi statique, estimation d’erreur, maillage adaptatif.

Performance improvement of the circuit volume integral method
for the simulation of power electronics devices

Abstract : The work focuses on the improvement of the performance of the circuit volume
integral method (unstructured PEEC) allowing the modeling of electrical interconnections in po-
wer electronic devices in harmonic regime. The PEEC formulations used consider a quasi-static
approximation of the studied phenomena, where the limit of validity corresponds to the frequencies
where the size of the device becomes comparable to the wavelength of the electrical signals compu-
ted. This method allows the representation of the studied power electronic device with a network
of resistances, self and mutual inductances, and capacitances. These improvements consist, among
other things, in finding an efficient writing of the equations system to be solved by iterative solvers
in a matrix compression context. The preconditioning of these systems is also studied in order to
improve the performance and the convergence speed of the iterative solver, in particular by using
a preconditioner based on an LU decomposition of a matrix build with a part of the terms of the
matrix of the equations system, or by exploring the use of a geometric multigrid preconditioner for
the PEEC method. Another improvement consists in the proposal of an adaptive mesh refinement
procedure. It is controlled by a discretization error estimation criterion allowing its complete au-
tonomy. The accuracy of the computation of Green’s kernel integrals is also improved through the
development of integration algorithms with adaptive Gauss points. All these improvements allow
the modeling of a set of 3D volume, 2D surface and 1D wire regions with conductive and dielectric
materials by connecting passive and active 0D external circuit elements.

Keywords : PEEC, integral methods, computational electromagnetics, quasi static, error es-
timation, adaptive mesh, VIM.


	Remerciements
	Introduction générale
	Rappels sur la méthode PEEC
	Introduction
	État de l’art de la méthode PEEC
	La méthode PEEC structurée
	La méthode PEEC non-structurée

	Formulations PEEC non-structurées
	Introduction à la modélisation électromagnétique en basse et moyenne fréquence 
	Équations de Maxwell
	Le domaine fréquentiel

	Formulation PEEC inductive RLM
	Cas volumique
	Cas des régions minces
	Cas avec la condition limite d'impédance de surface (SIBC)

	Formulation PEEC inductive et capacitive RLMC
	Formulation PEEC inductive et capacitive RLMC avec matériaux diélectriques 

	Conclusion

	Solveurs circuits, amélioration de la robustesse et des performances des formulations PEEC RLM et RLMC
	Introduction
	Solveurs circuits pour la méthode PEEC
	Approche par nœuds indépendants
	Approche par nœuds indépendants minimale
	Approche par mailles indépendantes minimales
	Quelques remarques

	Techniques de résolution
	Compression matricielle
	Étude de la formulation PEEC-RLM 
	Stratégies d’intégration
	Outil d'intégration avec points de Gauss adaptatif

	Exemple d'application simple : Plaque et bobine carrée
	Performance de la formulation RLM
	Intégration numérique : standard versus points de Gauss adaptatif
	Préconditionnement : cas d'un solveur circuit à mailles indépendantes
	Préconditionnement : cas d'un solveur circuit à nœuds indépendants
	Préconditionnement : cas d'un solveur circuit à nœuds indépendants minimal
	Sans préconditionnement

	Conclusion sur la partie RLM

	Étude de la formulation PEEC-RLMC
	Microstrip sans diélectrique
	Performance de la formulation PEEC RLMC sans diélectrique
	Préconditionnement : cas d'un solveur circuit à mailles indépendantes
	Préconditionnement : cas d'un solveur circuit à nœuds indépendants 

	Microstrip avec diélectrique
	Performance de la formulation PEEC RLMC avec diélectrique
	Préconditionnement : cas d'un solveur circuit à mailles indépendantes
	Préconditionnement : cas d'un solveur circuit à nœuds indépendants

	Conclusion sur la partie RLMC

	Conclusion

	Estimateurs d'erreurs et raffinement adaptatif du maillage
	Introduction
	Introduction aux estimateurs d’erreurs
	Calcul de solutions duales pour la méthode PEEC non-structurée
	Formulation hybride BEM-FEM
	Projection du champ électrique sur les arêtes du maillage
	Calcul du champ électrique E' avec un post-traitement intégral

	Les estimateurs d’erreurs
	Estimateur par valeurs moyennes
	Estimateur énergétique
	Estimateur Ligurien

	Erreur de référence sur un maillage
	Comparaison entre les erreurs estimées et la référence
	Calcul de l'erreur de référence
	Estimation de l'erreur
	Formulation hybride BEM-FEM
	Projection du champ électrique sur les arêtes du maillage
	Calcul du champ électrique E' avec un post-traitement intégral

	Temps de calcul et contraintes sur le calcul de E'
	Conclusion

	Procédure de raffinement adaptatif
	Stratégie de découpage des éléments

	Exemples d'application
	Problème TEAM Workshop N°7
	Busbars laminés

	Extension aux régions surfaciques
	Cas région mince
	Cas condition d'impédance de surface (SIBC)

	Raffinement adaptatif de maillage versus intégration avec points de Gauss adaptatifs
	Raffinement de maillage des conducteurs 1D
	Écart d'intégration numérique par configuration de maillage
	Écart d'intégration numérique de chaque configuration de maillage par rapport à la configuration initiale "1 hexaèdre"

	L'intégration numérique dans le cas d'un raffinement de maillage tétraédrique

	Conclusion

	Préconditionneur multi-grille géométrique 
	Introduction
	Préconditionneur multi-grille géométrique
	Principe du préconditionneur bi-grille géométrique
	Application du bi-grille au solveur à mailles indépendantes
	Application du bi-grille au solveur à nœuds indépendants
	Opérateur de restriction R
	Potentiel électrique
	Courant de branche

	Opérateur de prolongement P
	Potentiel électrique
	Courant de branche

	L'étape de lissage
	Impact du préconditionnement sur le solveur GMRes principal 

	Application du bi-grille au solveur à nœuds indépendants minimals
	Préconditionnement du système linéaire interne
	Opérateur de restriction
	Opérateur de prolongement

	Préconditionnement du système linéaire principal
	Opérateur de restriction
	Opérateur de prolongement

	L'étape de lissage
	Étude sur les lisseurs

	Conclusion

	Conclusions et perspectives
	Annexes
	Annexe : Procédure de raffinement de maillage sur les régions surfaciques
	Application aux régions minces
	Exemple bobine et plaque mince
	Exemple microstrip

	Application aux régions volumiques avec condition d'impédance de surface SIBC

	Bibliographie
	Publications

