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M. Fabio Toninelli Professeur, Technical University of Vienna Directeur de thèse
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▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❛❝❤❡✈é ❛✈❡❝ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ tr♦✐s ❛♥♥é❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❊♥ r❡❣❛r✲
❞❛♥t ❡♥ ❛rr✐èr❡✱ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❣❡♥s q✉✐ ♦♥t ❥♦✉é ✉♥ rô❧❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧♦♥❣✉❡ ❡t ❥✬❡♥t❡♥❞s
✐❝✐ ❧❡✉r r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ q✉✬✐❧s ♠✬♦♥t ❞♦♥♥é✳ ❆✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✬❡♥tr❡ ✈♦✉s✱ ❧❡s ❧✐❡♥s
♦♥t été r♦♠♣✉s ❜r✉t❛❧❡♠❡♥t à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛♥❞é♠✐❡ ♠♦♥❞✐❛❧❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛ t♦✉s ♣r✐s ❞❡ ❝♦✉rt✳
❏❡ ♠❡ r❛♣♣❡❧❧❡ ❞✐st✐♥❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s♦rt✐❡ ❡♥tr❡ ❞♦❝t♦r❛♥ts ❧❛ ✈❡✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥♦♥❝❡
❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✱ ❞❛t❡ ❞❡♣✉✐s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❥✬❛✐ ♣❡r❞✉ ❞❡ ✈✉❡ ✉♥ ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♠✐s ❡t
❝♦❧❧è❣✉❡s✳ ❙✐ ✈♦✉s ❧✐s❡③ ❝❡s ❧✐❣♥❡s✱ ❥✬❡s♣èr❡ q✉❡ ✈♦✉s ✈♦✉s ♣♦rt❡③ ❜✐❡♥ ✦

❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❥✉r② ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞❡
✈♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳ ▼❡r❝✐ ❊❧❧❡♥ ❙❛❛❞❛ ❡t ❏✉st✐♥ ❙❛❧❡③ ♣♦✉r ✈♦tr❡ ❧❡❝t✉r❡ ❛tt❡♥t✐✈❡
❞❡ ♠❡s tr❛✈❛✉① ❡t ✈♦s r❛♣♣♦rts ♣♦s✐t✐❢s✳ ❏❡ ❞♦✐s ❛✉ss✐ ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❝♦♠✐té
❞❡ s✉✐✈✐ à s❛✈♦✐r ❱✐♥❝❡♥t ❈❛❧✈❡③ ❡t ❊❧❧❡♥ ❙❛❛❞❛ q✉✐ ♠✬♦♥t ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❛✐❞é à tr♦✉✈❡r ✉♥
s❡❝♦♥❞ s♦✉✤❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳

▼❛ ♣❡♥sé❡ s❡ t♦✉r♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❡rs t♦✐ ❖r✐❛♥❡✳ ❚✉ ♠✬❛s ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡
♣♦✉r ❡♥❝❛❞r❡r ❧❛ t❤ès❡✱ ❡t t✉ ❛s ❢❛✐t ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡ ❥♦✉r ❛♣rès ❥♦✉r✱
r❡♥❞❡③✲✈♦✉s ❛♣rès r❡♥❞❡③✲✈♦✉s✱ ♣♦✉r ♠✬❛✐❞❡r à s✉r♠♦♥t❡r t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ❥✬❛✐ ♣✉
r❡♥❝♦♥tr❡r✳ ❙❛♥s t♦✉t❡ t❛ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥✬❛✉r❛✐t ❥❛♠❛✐s ❛❜♦✉t✐✳ ❏❡ t❡ ❞♦✐s ❛✉ss✐
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❋❛❜✐♦✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣♦✉r ❛✈♦✐r é✈❡✐❧❧é ❡♥ ♠♦✐ ❧✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ♠é✲
❧❛♥❣❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡♥ st❛❣❡ ❡♥ ✷✵✶✻✱ ♣✉✐s ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬❡♥❝❛❞r❡r ♠❛ t❤ès❡✳ ❚❡s
❝♦♥s❡✐❧s ♦♥t t♦✉❥♦✉rs été très ♣❡rt✐♥❡♥ts ♣❡♥❞❛♥t t♦✉t❡s ❝❡s ❛♥♥é❡s✳

❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❆ss❛❢ ❙❤❛♣✐r❛ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t
t♦✉t ❝❡ q✉❡ t✉ ♠✬❛s ❢❛✐t ❞é❝♦✉✈r✐r ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❑❆✳ ❏✬❡s♣èr❡ q✉❡ t✉ ❛s ❛♣♣ré❝✐é
❛✉t❛♥t q✉❡ ♠♦✐ t❡s sé❥♦✉rs à ▲②♦♥ ✦

❏✬❛✐ ❡✉ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r ✉♥ ❜✉r❡❛✉ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❢❛♥t❛st✐q✉❡s✳ ▼❡r❝✐ à ❑é✈✐♥✱
❯r❛♥✱ ❉✐♠✐tr✐ ❡t ❇❡♥❥❛♠✐♥ ♣♦✉r t♦✉s ❝❡s ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts ♣❛ssés ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❛✉ss✐
r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉s ❧❡s ❞♦❝t♦r❛♥t❡s ❡t ❞♦❝t♦r❛♥ts q✉✐ ♦♥t ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧❛ ❜❡❧❧❡ ❛♠❜✐❛♥❝❡ ❞✉ ❧❛❜♦
✭♣❛r❞♦♥ s✐ ❥✬❡♥ ♦✉❜❧✐❡✮ ✿ ♠❡s ✈✐❡✉① ❛♠✐s ❋é❧✐① ❡t ❖❝t❛✈❡✱ ❧❡s ❣r✐♠♣❡✉rs ❈♦❧✐♥❡✱ ❈❛t❡r✐♥❛✱ ❙✐✲
♠♦♥ ❩✳✱ ❙✐♠♦♥ ❆✳✱ ▼✐❝❦❛ë❧✱ ●❛✉t❤✐❡r ❡t ▼❛r✐♥❛ ❛✐♥s✐ q✉❡ ●❛rr②✱ ▼❛r✐♦♥✱ ❙❤♠✉❡❧✱ ❚❤♦♠❛s✱
❚❤é♦✱ ❘é♠✐✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❈✳✱ ❉❛✈✐❞✳✳✳ ▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ ❛✉① ♠❡♠❜r❡s ♣❡r♠❛♥❡♥ts ❞❡ ❧✬■❈❏ q✉✐ ♠✬♦♥t
❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ♥❡ s❡r❛✐t✲❝❡ q✉✬❛✈❡❝ ✉♥ ❣r❛♥❞ s♦✉r✐r❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ s❡ ❝r♦✐s❛✐t ❞❛♥s ❧❡
❝♦✉❧♦✐r✳ ▼❡r❝✐ à ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ♥♦s s♦✐ré❡s ❥❡✉① très ❝♦♥✈✐✈✐❛❧❡s✱ ❡❧❧❡s ♠❡ ♠❛♥q✉❡♥t ✦

❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❛✉ss✐ r❡♠❡r❝✐❡r ❧❡s très ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉❡ ❥❡ ♥✬❛✐ ♣❛s ♦✉ ♣❡✉ r❡♥❝♦♥✲
tré❡s ♣❡♥❞❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ♠❛✐s q✉✐ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬êtr❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥s
♣♦✉r tr❛✈❛✐❧❧❡r✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ❛✐♥s✐ à t♦✉t ❧❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐❢ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ▲②♦♥ ✶✱ ❞✉
❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✱ ❞❡ ❧✬é❝♦❧❡ ❞♦❝t♦r❛❧❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❛✉ s❡r✈✐❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ❛✉ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❞✬❡♥✲

✸



tr❡t✐❡♥✳

❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ♠❡s ❛♠✐s ❚♦♥②✱ ▼✐❝❤❡❧✱ ❙t❡♣❤✱ ▼❛r♦➨✱ ❋r❛♥ç♦✐s ❡t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s
❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣❛ssé t❛♥t ❞✬❤❡✉r❡s ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✳

▼❡r❝✐ ❡♥✜♥ à ♠❡s ♣❛r❡♥ts✱ ♠❡s ❢rèr❡s ❡t ❘♦③❡♥♥ ♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ ✐♥❞é❢❡❝t✐❜❧❡✳

✹



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s

▲❡s ♠♦❞è❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦♥t été ✐♥✈❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s
❛♥♥é❡s ✶✾✽✵ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❤②s✐q✉❡s é♣✐♥❡✉① q✉❡ s♦♥t ❧✬ét❛t ❞✉ ✈❡rr❡✱ ❡t ❧❡s
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❤❛s❡ ✈✐tr❡✉s❡s✳ ▲❡ ✈❡rr❡ ❡st ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❞❡ t♦✉s✱ très ✐♥tér❡ss❛♥t
♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ✿ tr❛♥s♣❛r❡♥❝❡✱ rés✐st❛♥❝❡ ❢❛❝❡ à ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠♣♦✲
sés ❝❤✐♠✐q✉❡s✱ rés✐st❛♥❝❡ ❛✉① r❛❞✐❛t✐♦♥s✳✳✳ ■❧ ❡st ❢❛❜r✐q✉é ♣❛r ❧✬❤♦♠♠❡ ❞❡♣✉✐s ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡
❝❡♥t❛✐♥❡ ❞❡ ♠✐❧❧✐❡rs ❞✬❛♥♥é❡s✱ ❡t ♣♦✉rt❛♥t s❛ str✉❝t✉r❡ ❡t s❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡st❡♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐
♠❛❧ ❝♦♠♣r✐s❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣❧✐q✉❡r
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ très s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳ P♦✉r ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ s✉❥❡t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡✱ ♦♥
♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❬✶✹❪ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❡t ❬✹✵❪ ♣♦✉r ✉♥ ❛♣❡rç✉
♣❧✉s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❛r❧❡r✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣r❡♥♦♥s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ st❛t✐q✉❡✱ ❡t ♦❜s❡r✈♦♥s ❞✉ ✈❡rr❡ ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ s✐❧✐❝❡ ❙✐❖2✮✳ ❆ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛♠❜✐❛♥t❡ ❡t à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠❛té✲
r✐❛✉ ❛②❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ s♦❧✐❞❡✱ ❞♦♥❝ r✐❣✐❞❡✳ ❆ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥
r❡♠❛rq✉❡ ✉♥❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❝r✐st❛❧❧✐♥❡ q✉✐ ❡st ♣♦✉rt❛♥t ❧✬ét❛t st❛❜❧❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡♥
❞❡ss♦✉s ❞❡ s❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s très ❞és♦r❞♦♥♥é❡s✱
♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ❛♠♦r♣❤❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✮✱ q✉✐ ❡st ✐♥❞✐st✐♥❣✉❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡
♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ❱✐s✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝r✐st❛❧❧✐♥❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❛♠♦r♣❤❡ ✭à ❞r♦✐t❡✮
❞❡ ❧❛ s✐❧✐❝❡✳ ▲❡ ✈❡rr❡ ✈✉ ❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ r❡ss❡♠❜❧❡ à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ✭❧✐❡♥✮

▲❛ s♣é❝✐✜❝✐té ❞✉ ✈❡rr❡ ✈✐❡♥t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡ s♦♥ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❢♦r♠❡r ❞✉ ✈❡rr❡✱
♦♥ ♣♦rt❡ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ s❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ Tf ♣✉✐s ♦♥ ❧❡ r❡❢r♦✐❞✐t r❛♣✐❞❡✲
♠❡♥t✳ ❙✐ ♦♥ ❧❛✐ss❛✐t ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ s❡ r❡❢r♦✐❞✐r ❧❡♥t❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛✐t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❝r✐st❛❧❧✐♥❡✳
❊♥ é❝♦✉rt❛♥t ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t✱ ♦♥ ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈✐tr❡✉s❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❧✐q✉✐❞❡✲✈❡rr❡✮ ✿ ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s q✉✐ ét❛✐❡♥t ❞és♦r❞♦♥♥é❡s ❡♥ ♣❤❛s❡ ❧✐q✉✐❞❡ ♥✬♦♥t ✧♣❛s ❧❡ t❡♠♣s✧
❞❡ s✬♦r❣❛♥✐s❡r ❡t r❡st❡♥t ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ♣✐é❣é❡s ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❞és♦r❞♦♥♥é✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé✲
♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉✬à ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥✱ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❡♥tr❡ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ✐♥st❛❜❧❡
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❛♣♣❡❧é ❧✐q✉✐❞❡ s✉r❢♦♥❞✉✳ ▲à ♦ù ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ♠❛rq✉é❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
♣❛r ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧✬❡♥t❤❛❧♣✐❡ H ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❡ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✱
♦♥ ♥✬♦❜s❡r✈❡ ♣❛s ❞❡ t❡❧ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❧♦rs ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈✐tr❡✉s❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡
✉♥❡ t❡❧❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ à ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ Tv < Tf ♦ù ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ r❡♥tr❡ ❞❛♥s ✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡
ét❛t ❞❡ ✈❡rr❡✳ ❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈✐tr❡✉s❡
Tv ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st r❡❢r♦✐❞✐✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❞♦♥❝
✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❊♥t❤❛❧♣✐❡✴❚❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈✐tr❡✉s❡✳
■❝✐ Tg ✭r❡s♣✳ Tm✮ ❡st ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛♣♣❡❧é❡ Tv ✭r❡s♣✳ Tf ✮ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❡st t✐ré❡
❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✹✶❪ ✭❧✐❡♥✮

❈✐t♦♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈✐tr❡✉s❡ q✉✐ s❡r❛ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✳
▲♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ✈❡rr❡✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❤étér♦❣é♥é✐té s♣❛t✐❛❧❡ ✿ ✐❧
❡①✐st❡ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ③♦♥❡s ♠és♦s❝♦♣✐q✉❡s ♦ù ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s s♦♥t ♠♦❜✐❧❡s✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡s ③♦♥❡s ♦ù
❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s s♦♥t ✜❣é❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ✐❧ ② ❛✈♦✐r ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ❝❛❣❡ ✿ ❧❡s ③♦♥❡s
♥❡ s❡♠❜❧❡♥t ❞❡✈❡♥✐r ♠♦❜✐❧❡s q✉❡ s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t ❡♥t♦✉ré❡s ❞❡ ③♦♥❡s ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ♠♦❜✐❧❡s ✭✈♦✐r
❋✐❣✉r❡ ✸✮✳

▲❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈✐tr❡✉s❡ ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t r✐❝❤❡ ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❛♣♣❡❧❧❡
à êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r t♦✉t❡s s❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ♣❤②s✐q✉❡s
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①✳ ❊♥❝♦r❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ t❤é♦r✐❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ q✉✐ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡
ré♣♦♥s❡ à t♦✉t❡s ❧❡s q✉❡st✐♦♥s q✉❡ s♦✉❧è✈❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♦♥t
été ❝réés ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s q✉✐ ♦♥t ✈♦❝❛t✐♦♥ à ❝❛♣t✉r❡r ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈✐tr❡✉s❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ t❡❧s
♠♦❞è❧❡s ❛♣♣❡❧és ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝✐♥ét✐q✉❡s ✭❑✐♥❡t✐❝❛❧❧② ❈♦♥str❛✐♥❡❞
▼♦❞❡❧s✱ ♦✉ ❑❈▼ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳ ▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❛❣❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é
♣❧✉s tôt✳ ❉❛♥s ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s s✉r ✉♥
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❋✐❣✉r❡ ✸ ✕ ❯♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐ré❡ ❞❡ ❬✻❪ ♠♦♥tr❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♣❡♥❞❛♥t ✉♥
♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s
s♣❛t✐❛❧❡s ✭✐❝✐ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧♦rs ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
✈✐tr❡✉s❡✳

❣r❛♣❤❡ Zd ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✧❤❛r❞✲❝♦r❡✧ ✿ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡
s❡✉❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✳ ▲❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ✧♣❛rt✐❝✉❧❡✧ ♣♦✉rr❛✐t ❧❛✐ss❡r ♣❡♥s❡r✱ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞✉
❣r❛♣❤❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ③♦♥❡ ♠és♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡✴✈❡rr❡✱ ❡t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥
❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ té♠♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té ♦✉ ❧✬✐♠♠♦❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ❈❤❛q✉❡
③♦♥❡ ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❞✬ét❛t ✭♠♦❜✐❧❡✴✐♠♠♦❜✐❧❡ ❞♦♥❝✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✿ ♦♥ ♥❡
♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❞✬ét❛t q✉❡ s✬✐❧ ② ❛ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ③♦♥❡s ♠♦❜✐❧❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ s♦✐✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♥♦s ♠♦❞è❧❡s✱ ❡t ♦♥ ♣♦✉rr❛ ♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡
❣r❛♥❞❡ r✐❝❤❡ss❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤♦✐①✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣r♦♣r✐été
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❑❈▼ ❡st ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ◆♦✉s ♥❡ r❡♥tr❡r♦♥s
♣❛s ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡s r❛✐s♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s q✉✐ ♣♦✉ss❡♥t à ❢❛✐r❡ ❝❡ ❝❤♦✐①✱ ♠❛✐s ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
q✉❡ ❧❡s ❧♦✐s ♣r♦❞✉✐ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ré✈❡rs✐❜❧❡s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❑❈▼✳ ▼❡♥t✐♦♥♥♦♥s
❞✬❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡t s❛ ♠❡s✉r❡

❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ q✉✐ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
1

Z exp(
1

T

∑

i σ(i)) ✭♦ù σ(i) ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✮✱ ❝❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❛♣rès ❞❡ s✐♠♣❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ T
❞✉ s②stè♠❡✱ ❡t p ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✿

p =
1

1 + e−1/T
.
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❆ ❝❡t é❣❛r❞✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛✲
♠ètr❡ p✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és ❛✉① ❑❈▼✳ ❖♥ r❡t✐❡♥❞r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡
q✉✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ p ❝r♦✐ss❛♥t s✐❣♥✐✜❡ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❡t ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡
❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❑❈▼ ❡st très r✐❝❤❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡✲
♠✐❡r t❡♠♣s ❧❛ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❝♦♠♠❡
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t✱ ♠❛✐s ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❧❡✉rs
♣r♦♣r✐étés ❧❡s r❡♥❞❡♥t s✐♥❣✉❧✐❡rs✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡ ❞❡ ●❧❛✉❜❡r s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❋❆ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ✭❝❡ s♦♥t ❞❡s ❑❈▼
q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ♣❧✉s t❛r❞✮ ♥✬♦♥t ♣❛s ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡✳ ❈❡tt❡ s✐♠♣❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❝♦♠♣❧✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❑❈▼ à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① é❣❛r❞s✳

▲❛ ♣rés❡♥t❡ t❤ès❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❝✐♥q ♣❛rt✐❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❝♦♥t✐♥✉♦♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧
✐♥tr♦❞✉❝t✐❢ ❛✉ ♠♦❞è❧❡s ❑❈▼ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✱ ❡♥ r❛♣♣❡❧❛♥t ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡ s✉r ❧❡s
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ♣✉✐s ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s à ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❛r❧❡r✳ ▲❡s s❡❝t✐♦♥s ✸ ❡t
✹ s✬❛tt❛r❞❡♥t s✉r ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿ ❋❆ ♣✉✐s ❑❆ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s
❧❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ ♦♥t été ❞é♠♦♥trés ❞✉r❛♥t ❧❛ t❤ès❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s
à ❧❡✉r ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✹ ❡t ✺ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞ét❛✐❧❧é❡s
❞❡ ❝❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts✳

✶✳✷ ●é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ré✈❡rs✐❜❧❡

P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❛✉t♦✉r
❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ▲❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣♦✉r ét✉❞✐❡r
❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈❛r✐é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ s♦♥t
❝♦♥str✉✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r
♣❛r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭■s✐♥❣✱ P♦tts✱
❡t❝✳✮ ♦✉ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❛✈❛❣❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐ts ♦♥t ❛❧♦rs ❞❡✉①
♣r♦♣r✐étés ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ✿ ❧❡✉rs tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ❢❛❝✐❧❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ❡t ❧❡✉r ❧♦✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❛
♠❡s✉r❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à s✐♠✉❧❡r✳ ▲✬❡♥❥❡✉ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r s❛✈♦✐r à ♣❛rt✐r ❞❡ q✉❛♥❞ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✲
♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❑❈▼✱
❡st✐♠❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡
st❛t✐st✐q✉❡ ❛ ♣❧✉tôt ♣♦✉r ❜✉t ❞✬❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ré♣♦♥s❡s à ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✿
✐❧ ♥♦✉s ❡st ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❡t ♦♥ ✈♦✉❞r❛✐t ❛✈♦✐r
❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❧♦♥❣✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ (Xt)t≥0 ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ µ✱ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs
♠❛♥✐èr❡s ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s❛ ❧♦✐✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✬❡r❣♦❞✐❝✐té✳ ▲✬❡r✲
❣♦❞✐❝✐té ❡st ✉♥ t❤è♠❡ très ✈❛st❡ q✉✐ ❝♦✉✈r❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳ ◆♦✉s ♥❡
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r❡♥tr❡r♦♥s ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡
❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐ ✧♠é❧❛♥❣❡✧✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❞❛♥s t♦✉t ❝❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s
❡r❣♦❞✐q✉❡s ❛✉r♦♥t t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡✳ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥
s❡ ✜①❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ (Xt)t≥0✳ ❙♦✐t (Pt)t≥0 ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ❛ss♦❝✐é✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛
❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ L2(µ) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Ptf(x) = Ex[f(Xt)].

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡sts s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ s✐t❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r
❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❛❧♦rs ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❝❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡✱ ✐✳❡✳

∀f ∈ ❉♦♠(L), Lf = lim
t→0

1

t
(Ptf − f)

♦ù ❉♦♠(L) ❡st ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ❣é♥ér❛t❡✉r✱ q✉✐ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡①✐st❡✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❡r❣♦❞✐q✉❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ µ ❡st ❡r❣♦❞✐q✉❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✿

[∀t ≥ 0, Ptf = f ] ⇒ f = ❝st❡ µ✲♣✳s✳

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡s✱ ♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ q✉❡ ❧✬❡r❣♦❞✐❝✐té tr❛❞✉✐t ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✈✐s✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ t♦✉s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s s♦✉s µ✳

❯♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ L2(µ)✳ P♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐
❞❡ Xt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❛❧♦rs ❧❛ q✉❛♥t✐té ❱❛r(Ptf) ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
f ∈ L2(µ) q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ µ✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ♦♥
✐♥tr♦❞✉✐t ❛❧♦rs ❧❡ tr♦✉ s♣❡❝tr❛❧ γ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r

γ = inf
f∈❉♦♠L
f 6=❝st❡

−µ(f.Lf)
❱❛rf

.

▲❡ tr♦✉ s♣❡❝tr❛❧ ❡st ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ 1 ❡t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡
❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ✭❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ 1✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
❡♥❥❡✉ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✬✐❧ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ♦✉ ♥✉❧✳ ❙✬✐❧ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ❛❧♦rs
♦♥ ♠♦♥tr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s L2(µ)✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t
✈❡rs ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ µ ❛✉ s❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳ ❙✐ γ > 0✱ ❛❧♦rs ∀f, ∀t ≥ 0,

❱❛r(Ptf) ≤ exp(−2γt)❱❛r(f).

✾



❆✉ ♣❛ss❛❣❡✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✉ tr♦✉ s♣❡❝tr❛❧✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ r❡❧❛①❛✲
t✐♦♥ tr❡❧ := 1/γ q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳
❙✐ γ = 0✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❑❆ ♣rés❡♥tés ♣❧✉s ❧♦✐♥
s♦♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s à tr♦✉ s♣❡❝tr❛❧ ♥✉❧ q✉✐ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✈❡rs ❧✬éq✉✐✲
❧✐❜r❡ ❞❛♥s L2✱ ♠❛✐s à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ s♦✉s✲❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡✮✳ P♦✉r ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ●❧❛✉❜❡r s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ à ❜❛ss❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦s✲
s✐❜❧❡ q✉❡ ❱❛r(Ptf) ♥❡ t❡♥❞❡ ♣❛s ✈❡rs ③ér♦✳ ➱t✉❞✐❡r ❧❡ tr♦✉ s♣❡❝tr❛❧ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❡t ♣❡✉t ♥é❝❡ss✐t❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s très ✈❛r✐é❡s s❡❧♦♥ ❧❡
❝♦♥t❡①t❡✳ ◆♦t♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♦ù
❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts s♦♥t ✈✉s s♦✉s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ µ✳

▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡st ❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ✜♥✐ Ω✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠étr✐q✉❡ s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s q✉✐ ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ✿

dTV (µ, ν) = sup
A⊂Ω

|µ(A)− ν(A)|. ✭✶✮

❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ♥♦r♠❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✜♥✐❡s s✉r Ω✳ P♦✉r ❝❡tt❡
r❛✐s♦♥✱ ♦♥ ❛❞♦♣t❡r❛ ♣❧✉tôt ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✧❡♥ ♥♦r♠❡✧ ✿ ||µ − ν||TV := dTV (µ, ν). ❖♥ ♣❡✉t
réé❝r✐r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✮ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✱
très ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✳ ❖♥ rés✉♠❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❛♥s ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥✲♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳ ❙♦✐t µ ❡t ν ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ Ω✳ ❯♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡
µ ❡t ν ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s (X,Y ) ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
t❡❧ q✉❡ X s✉✐t ❧❛ ❧♦✐ µ✱ ❡t Y s✉✐t ❧❛ ❧♦✐ ν✳
▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❡♥tr❡ µ ❡t ν ♣❡✉t ❛❧♦rs s✬é❝r✐r❡ ✿

||µ− ν||TV = inf
X∼µ
Y∼ν

P(X 6= Y ),

♦ù ❧✬✐♥✜♠✉♠ ❡st ♣r✐s s✉r t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s (X,Y ) ❞❡s ❧♦✐s µ ❡t ν✳

P♦✉r ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s r❛✐s♦♥s✱ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs
❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s✳
P♦✉r t♦✉t x ∈ Ω, ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t dx(t) = ||P t

x − µ||TV ✱ ♦ù P t
x ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s

❛✉ t❡♠♣s t✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t à ❧✬ét❛t x✳ ❯s✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧✬ét✉❞❡ à d(t) := sup
x∈Ω

dx(t)✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✉ t❡♠♣s t ✧❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s✧✳ ◆♦t♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ♣♦✐♥t
✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ L2 ♦ù ❧✬♦♥
tr❛✈❛✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ✐❝✐ ♦♥ s❡ ❞♦✐t ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❡♥
♣❛rt❛♥t ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬♦♥ r❡❣❛r❞❡
❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❤♦rs éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❧✉s ✜♥❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳
❈✐t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ d(t) ✿

✶✵



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳ ❙✐ d̄(t) := sup
x,y∈Ω

||P t
x − P t

y||TV ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

✖ ∀t ≥ 0, d(t) ≤ d̄(t) ≤ 2d(t)✱

✖ ∀t, s ≥ 0, d̄(t+ s) ≤ d̄(t)d̄(s)✱

✖ s✐ γ > 0✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ C > 0 t❡❧ q✉❡

∀t ≥ 0, d(t) ≤ C exp(−γt). ✭✷✮

P✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ✈❡rs ③ér♦ ❞❡ d(t)✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♥❛t✉r❡❧✲
❧❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✿

tmix(ε) := inf{t ≥ 0 | d(t) ≤ ε}.

❊♥ ♣♦✉ss❛♥t ✉♥ ♣❡t✐t ♣❡✉ ♣❧✉s ❧♦✐♥ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞♦♥t ❧❡ tr♦✉ s♣❡❝tr❛❧ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ✿

tmix(ε) ≤
1

γ
log(

1

εµmin
),

♦ù µmin = min
x∈Ω

µ(x)✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ µmin > 0 ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t
❞❡ |Ω|✳ ■❧ ❢❛✉t ❣❛r❞❡r à ❧✬❡s♣r✐t q✉❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ tmix ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts
❡st s♦✉✈❡♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉✬♦♥
r❡❣❛r❞❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s s✉r Ω = {0, 1}[1,L]d ❡t q✉✬♦♥ ❢❛✐t t❡♥❞r❡ L → ∞ ♣♦✉r
❝❡r♥❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥✜♥✐✳ ❆ ❝❡t é❣❛r❞✱ ♦♥ ✈❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♠❡ttr❡
❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛♣♣❡❧é ❝✉t✲♦✛✳ ❊♥ ✶✾✽✻✱ ❆❧❞♦✉s ❡t ❉✐❛❝♦♥✐s ❬✶❪ ♦♥t
♠♦♥tré q✉✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♣rés❡♥t❛✐t ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ d(t) ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡
✽✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❝❛rt❡s✱ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ s②♠étr✐q✉❡
Sn✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✷✮ ❧❛✐ss❡ ♣❛r❛îtr❡✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ d(t) ❞é❝r♦✐t ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ♥❡tt❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r t = n log n✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❡♥ ✈✐❡♥♥❡♥t à
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳ ❙♦✐t (XL
t )t≥0 ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✐♥❞❡①é❡ ♣❛r ❧✬❡♥t✐❡r L

❞é✜♥✐s s✉r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛ts ΩL ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ |ΩL| −→
L→∞

∞✳ ❖♥ ♥♦t❡ tLmix(ε) ❧❡ t❡♠♣s ❞❡

♠é❧❛♥❣❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s (XL
t )t≥0✳

❖♥ ❞✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❝✉t✲♦✛ s✐✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱

✖ ∀ε ∈]0, 1[, tLmix(ε)

tLmix(1− ε)
−→
L→∞

1✱

✖ ✐❧ ❡①✐st❡ TL > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ε t❡❧ q✉❡ ∀ε > 0, tLmix(ε) = TL + oε(TL)✳

✶✶



P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✐❧ ② ❛ ❝✉t✲♦✛ ❛✉ t❡♠♣s TL ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞✬♦r❞r❡ wL s✐ ♦♥ ❛ ✿

lim
a→+∞

lim inf
L→∞

d(TL − awL) = 1,

lim
a→+∞

lim inf
L→∞

d(TL + awL) = 0.

❋✐❣✉r❡ ✹ ✕ ▲❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ d(t) ❧♦rsq✉✬✐❧ ② ❛ ❝✉t✲♦✛✳

❯♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ s✉✐t ✉♥ ❝✉t✲♦✛ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ tmix q✉✐ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t
❞❡ ε ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✭♠❛✐s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ L✮✳ ❈✬❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ très
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❡st✐♠❡r ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈
s♦✐t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ◗✉❛♥❞ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝✉t✲♦✛✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ♣r♦❝❤❡
❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛♣rès ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ d(t)✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡
❛✈❛♥t✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ❝❡ t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛♣♣❛r❛✐t ❝♦♠♠❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✬✉♥
❝❡rt❛✐♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ❜♦♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉
♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❝❛rt❡s ❞❡ ❆❧❞♦✉s ❡t ❉✐❛❝♦♥✐s✱ ❝❡t é✈é♥❡♠❡♥t ❡st ❧✬✐♥st❛♥t ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛rt❡s ❞✉
❥❡✉ ♦♥t été ❞é♣❧❛❝é❡s ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❉❡♣✉✐s ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡
❝✉t✲♦✛✱ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛ été ét✉❞✐é ♣♦✉r ❞❡ très ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❊♥ ✷✵✵✹✱ P❡r❡s ❛ é♠✐s
❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ q✉❡ s✐ tLrel = o(tLmix)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞♦✐t ♦❜s❡r✈❡r ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❝✉t✲♦✛✳ ■❧ ❛ ❛❧♦rs
été ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ à ❝❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❛ été ❛✉ss✐ ♠♦♥tré q✉❡ ❞❛♥s ❞❡
❧❛r❣❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✭q✉✐ ♥✬✐♥❝❧✉❡♥t ♣❛s ❝❡✉① ét✉❞✐és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✮✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱
❛♣♣❡❧é❡ ✧♣r♦❞✉❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✧ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ❬✹❪✳ ▼✐s à ♣❛rt ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s
❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❝✉t✲♦✛✱ ❡t ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞✬ét✉❞✐❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✬✐❧ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝✉t✲♦✛✳

✶✳✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ❑❈❙▼

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡s ❑❈▼ ✿ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s à s♣✐♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ✭❑✐♥❡t✐❝❛❧❧② ❈♦♥str❛✐✲
♥❡❞ ❙♣✐♥ ▼♦❞❡❧✱ ❑❈❙▼ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳ ▲❡s ❑❈❙▼ s♦♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞✬❡s♣❛❝❡
❞✬ét❛ts ΩG = {0, 1}G✱ ♦ù G = (V,E) ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ ✜♥✐ ♦✉ ✐♥✜♥✐✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉
t❡♠♣s✱ ❡t ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❝❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ Zd ♦✉ ✉♥ ❤②♣❡r❝✉❜❡

✶✷



Λ = [1, L]d✳ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ q✉❡ [1, L] ❞és✐❣♥❡ ✐❝✐ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✐s❝r❡t✳ P♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜✲
❣✉r❛t✐♦♥ σ ∈ Ω✱ ♦♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ σ(x) = 1 ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❛✉ s✐t❡ x ❡t
σ(x) = 0 ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ σ ∈ ΩΛ ❡t x ∈ Λ✱ ♦♥ ♥♦t❡
σx ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ é❣❛❧❡ à σ ♣❛rt♦✉t s❛✉❢ ❡♥ x ♦ù ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ✐♥✈❡rsé❡✳

✶✳✸✳✶ ●é♥ér❛t❡✉r

P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉r Zd✱ ✐❧ ❢❛✉t s❡ ❞♦♥♥❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ x ∈ Zd ✉♥❡ ❝❧❛ss❡
❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ Cx ❞✉ s✐t❡ x✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ Cx ❡st ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ V q✉✐ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ P♦✉r t♦✉t x ∈ Zd✱ ♣♦✉r t♦✉t A ∈ Cx✱ x /∈ A✱

✷✳ P♦✉r t♦✉t x ∈ Zd✱ Cx = C0 + x✱

✸✳ ■❧ ❡①✐st❡ r ≥ 0 t❡❧ q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ Cx ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ x ❞❡ r❛②♦♥
r ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳

▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ x r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✐t❡s ✭♦✉ ré❣✐♦♥s✮ q✉✐ ✈♦♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡r
❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ s♣✐♥ ❛✉ s✐t❡ x✳ ❈❡s ❝❧❛ss❡s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❧❡ s✐t❡ x ❧✉✐ ♠ê♠❡✱ ❝❡
q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛✉ s✐t❡ x ♥✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣❛s s♦♥ ♣r♦❝❤❛✐♥ ét❛t✳
❊❧❧❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ r❛②♦♥ ❜♦r♥é✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❤♦✐① ❞❡ t❡❧❧❡s ❝❧❛ss❡s
❞é✜♥✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s à s✉✐✈r❡✳ ❆②❛♥t ❢❛✐t
❝❡ ❝❤♦✐①✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ cx(σ) ❞✉ s✐t❡ x ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ σ
♣❛r ✿

cx(σ) =

{

1 s✐ ∃A ∈ Cx, ∀y ∈ A, σ(y) = 0,
0 s✐♥♦♥.

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✉ s✐t❡ x ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ σ s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s
❧✬✉♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✈✐❞❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❑❈❙▼ ❛ss♦❝✐é
❛✉① ❝❧❛ss❡s Cx ✭♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s (cx)✮ s✉r Λ ⊂ Zd ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡
p ∈ (0, 1) ❡st ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❧♦❝❛❧❡s ✿

Lf(σ) =
∑

x∈Λ
cx(σ)(pσ(x) + (1− p)(1− σ(x))[f(σx)− f(σ)].

❙✐ Λ ❛ ✉♥ ❜♦r❞✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ✜①❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s♣✐♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ y ∈ Zd t❡❧ q✉❡
d(y,Λ) ≤ r ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦✐❡♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞♦♥❝ ❧✬ét❛t
❞✬✉♥ s❡✉❧ s✐t❡ à ❧❛ ❢♦✐s✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ s✐t❡ ❢❛✐t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ 0 → 1 à t❛✉① p✱ ❡t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
1 → 0 à t❛✉① q = 1 − p s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ cx(σ) ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❉❛♥s t♦✉t❡
❧❛ s✉✐t❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p s❡r♦♥t ❝❧❛✐rs ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ P t

σ ❧❛
❧♦✐ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉ t❡♠♣s t ❛✈❡❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ σ✳

❆✜♥ ❞❡ ❝❡r♥❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✈❛r✐és ❞❡s ❑❈❙▼✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ tr♦✐s ❡①❡♠♣❧❡s t②✲
♣✐q✉❡s ✿

✶✸



✖ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❊st ✭❊❛st ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❡st ❝❡❧✉✐ s✉r Z ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❛ss❡ Cx = {{x − 1}}✳ ❯♥
s✐t❡ ♣❡✉t s❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝❡❧✉✐ à s❛ ❣❛✉❝❤❡ ❡st ❧✐❜r❡✳ ❈✬❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❛s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❧❡ ♣❧✉s ét✉❞✐é✳

✖ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❋r❡❞r✐❝❦s♦♥✲❆♥❞❡rs❡♥ j s♣✐♥ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ✭❋❆✲❥❢✮ s✉r Zd ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝
❧❛ ❝❧❛ss❡ Cx = {A ⊂ Nx | #A ≥ j} ♦ù Nx = {y | d(x, y) = 1} ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡
x ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡✳ ■❝✐✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡t ✐❧ s✉✣t q✉❡ d ❞❡s s✐t❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ x s♦✐❡♥t ❧✐❜r❡s ♣♦✉r
q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡✳

✖ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ◆♦r❞✲❊st ✭◆♦rt❤✲❊❛st ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ s✉r Z2 ❡st ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❊st ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞❡✉① ✿ Cx = {{x−(1, 0), x−(0, 1)}} ✿ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈♦✐s✐♥s ❛✉ ✧s✉❞✧ ❡t à ✧❧✬♦✉❡st✧
❞❡ x s♦✐❡♥t ❧✐❜r❡s✳

✶✳✸✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡

❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❑❈❙▼ ✈✐❛ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❣r❛♣❤✐q✉❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐❡✉① ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✐t❡ x ∈ Λ✱ ♦♥
❞é✜♥✐t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥ Nx ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ 1 ❛♣♣❡❧é ✧❤♦r❧♦❣❡✧✱ ❡t ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ ❧✬❤♦r✲
❧♦❣❡ ❛✉ ♣♦✐♥t x ✧s♦♥♥❡✧ ❛✉ t❡♠♣s t ❧♦rsq✉❡ Nx

t − Nx
t− = 1✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡ (βx
n)n≥1 ❞❡ ❧♦✐ ❇❡r(p) t♦✉t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ❙✐ Λ ❡st ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡
σ0✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥❝ré♠❡♥t t ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥✱ ❞✐s♦♥s ❧❡ nè♠❡ ❛✉ s✐t❡ x✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡
s✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❡♥ x ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❙✐ ♦✉✐✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞é✜♥✐t σt(x) = βx

n✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡ ✿ σt(x) = σt−(x)✳ Pr❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t✱ ❛✉❝✉♥❡ ❤♦r❧♦❣❡ ♥❡ s♦♥♥❡
s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❛✐♥s✐ t♦✉t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s (σt)t≥0✳

❙✐ Λ ❡st ✐♥✜♥✐✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❡ ❤❡✉rt❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s t = 0 ❡st ♣r❡sq✉❡
sûr❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♥♥❡r✐❡s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ■❧
❡st ❛❧♦rs ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♣r❡♠✐❡r s✐t❡ à ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r✳ P♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱
♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t s✉✐✈❛♥t✳ ❙✐ ❛✉ t❡♠♣s t > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ s✐t❡s
C t❡❧❧❡ q✉✬❛✉❝✉♥ ❞❡s s✐t❡s à ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♣❧✉s r ❞❡ C ♥✬❛✐t s♦♥♥é ❡♥tr❡ ❧❡s t❡♠♣s 0 ❡t t✱
❛❧♦rs ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❛♥s C ❥✉sq✉✬❛✉ t❡♠♣s t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ C✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✺✮✳ ❖r✱
✉♥ rés✉❧t❛t s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❣❛r❛♥t✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ t0 > 0 t❡❧ q✉❡✱ ♣r❡sq✉❡✲sûr❡♠❡♥t✱ ❛✉
t❡♠♣s t0✱ t♦✉t s✐t❡ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s s✐t❡s à ❞✐st❛♥❝❡s ≤ r ♥✬❛
♣❛s s♦♥♥é✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❥✉sq✉✬❛✉ t❡♠♣s t0 s✉r Λ t♦✉t ❡♥t✐❡r✳
■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r ✐♥❝ré♠❡♥ts ❞❡ t❡♠♣s t0✳

✶✳✸✳✸ Pr♦♣r✐étés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

Prés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡s ❑❈❙▼✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤♦s❡
à r❡♠❛rq✉❡r ❝✬❡st q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❡①✐st❡r ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❜❧♦q✉é❡s✳ P♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
❑❈❙▼✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t♦✉t❡ r❡♠♣❧✐❡ 1 ❡st st❛❜❧❡✱ ❡t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❛tt❡✐♥t❡ ❞❡♣✉✐s
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❋✐❣✉r❡ ✺ ✕ ❯♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥✳ ■❝✐✱ ❧❛ ♣♦rté❡ r ✈❛✉t 1✱ ❡t ✐❧ ❢❛✉t
✐♠❛❣✐♥❡r q✉❡ ❧❡s s✐t❡s ❣r✐sés ♥❡ s♦♥♥❡♥t ♣❛s ❡♥tr❡ t = 0 ❡t t = t0✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ σt0 C

❡st ❛❧♦rs ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t♦✉t ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭s❛✉❢ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✈✐❞❡✮✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ δ1 ❡st ❞♦♥❝
t♦✉❥♦✉rs ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ✐❧ ♣❡✉t ❡①✐st❡r ❞✬❛✉tr❡s
❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞é❝♦♥♥❡❝té❡s ♣❛r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❋❆✲1❢ s✉r Z✱
❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ 1 ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s♦❧é❡✳ P♦✉r ❋❆✲2❢ s✉r Z2✱ t♦✉t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t r❡♠♣❧✐❡s ♥❡ ♣♦✉rr❛ ♣❛s êtr❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❛♥s
❝❡s ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❋❆✲3❢ s✉r Z2✱ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦ù ✉♥ ❝❛rré ❞❡
2× 2 s✐t❡s ❡st r❡♠♣❧✐ ♥❡ ♣♦✉rr❛ ♣❛s êtr❡ ♠♦❞✐✜é❡ s✉r ❝❡s q✉❛tr❡ s✐t❡s ✭❝❢ ✜❣✉r❡ ✻✮✳ ❉❛♥s ❧❡s
❝❛s ♦ù ❧❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ✈✐❡♥t ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ s✐t❡s r❡♠♣❧✐s✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡♥ s❡ r❡str❡✐❣♥❛♥t à ✉♥❡ ❜♦✐t❡ ✜♥✐❡ Λ = [0, L]d ❡t ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❧✐❜r❡ ✿ ∀x /∈ Λ, d(x,Λ) ≤ r, σ(x) := 0✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s
❊st ❡t ❋❆✲1❢ s✉r [0, L] ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❧✐❜r❡ s♦♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✻ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ q✉❛tr❡ s✐t❡s q✉✐ ♥❡ ♣♦✉rr♦♥t ❥❛♠❛✐s êtr❡ ♠✐s à ❥♦✉r ❞❛♥s ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❋❆✲✸❢✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❑❈❙▼ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ Λ ⊂ Zd ❛❞♠❡tt❡♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡
µp = µ := ⊗x∈Λ❇❡r(p) ❝♦♠♠❡ ♠❡s✉r❡ ré✈❡rs✐❜❧❡✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❝❡❧❛ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✧❞❡t❛✐❧❡❞
❜❛❧❛♥❝❡✧ ✿

r(σ, σx) = hx(σ) r(σx, σ),
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♦ù r(σ, σx) ❡st ❧❡ t❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ σ à σx ❡t hx(σ) ❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞②♠
❞❡ µ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ µx✱ ✐♠❛❣❡ ❞❡ µ ♣❛r σ 7→ σx✳ ❈❡❧❛ t✐❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s t❛✉① ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s r(σ, σx) ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❞✉ s✐t❡ x q✉✐ ❡st ♠♦❞✐✜é✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉
❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ s❡✉❧❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Λ = Zd ♣✉✐sq✉❡
♥❡ s❡r❛✐t✲❝❡ q✉❡ δ1 ❡st ❛✉ss✐ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❡t ♠ê♠❡ ré✈❡rs✐❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ µ ✈❛ ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡
❜✐❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣✉✐sq✉✬❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✱ ❝✬❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ♠❡s✉r❡
✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❡t ❞♦♥❝ ❝✬❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✈❡rs ❧❛q✉❡❧❧❡ ✈❛ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ q✉✐ s❡r❛ ❛✉ ❝÷✉r ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ✷ ❡t ✹✳

◆♦t♦♥s ✉♥ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ●râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡①♣❧✐q✉é❡ ❛✉
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧ ❡♥tr❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s
(σt)t≥0 ❡t (ηt)t≥0 s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥ (Nx)x∈Λ
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ 1 ❡t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ (βx

n)n≥0,x∈Λ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t
❛❧♦rs (σt)t≥0 ❡t (ηt)t≥0 t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❛✈❡❝ ❝❡s ♠ê♠❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡s
t❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ ♠✐s❡s à ❥♦✉rs ♦♥t ❧✐❡✉ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❡t s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s s✐t❡s ♣♦✉r σt ❡t ηt✱ ❡t
s✐ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ❝❡ s✐t❡
s❡r❛ ✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ❈❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ s❡r❛ très ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❡t ♥♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧♦♥s ❝♦✉♣❧❛❣❡
st❛♥❞❛r❞✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s♦✉s
❝❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✱ σ0 ≤ η0 ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s σt ≤ ηt ✭♣♦✉r ❛✉❝✉♥ t > 0✮✳ ❈❡❧❛ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠♦✐♥s r❡♠♣❧✐❡ ❛✉r❛ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s 0 → 1 ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡s ✭❝❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✼✮✳

❋✐❣✉r❡ ✼ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❡ ✈✐❛ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ st❛♥❞❛r❞✳ ▲❡ s✐t❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❛
♣✉ s❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❞❛♥s σ− ♠❛✐s ♣❛s ❞❛♥s σ+✳

✶✳✹ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ❑❈▲●

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐ts KCLG s♦♥t ❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥❞r♦✲
❞✉✐ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❖♥ ❧❡s ét✉❞✐❡ ✐❝✐ s✉r Zd ♦✉ t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [1, L]d✱ ❡t
♦♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ ❛✉ss✐ σ(x) = 1 ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡♥ x✱ ❡t σ(x) = 0 ❝♦♠♠❡
❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✳ ❙✐ σ ∈ ΩΛ✱ ♦♥ ♥♦t❡ σxy ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ é❣❛❧❡ à σ ♣❛rt♦✉t s❛✉❢ ❡♥ x
❡t y ♦ù ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ♣❡r♠✉té❡s✳
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❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❑❈❙▼✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s✐t❡ ♣❛r s✐t❡✱
♦♥ ♥❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣❡r♠✉t❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❞❡✉① s✐t❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❝❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦♥t
❧✐❡✉ à ✉♥ t❛✉① ❝♦♥st❛♥t t❛♥t q✉✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♣♦rt❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✉r ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ s✉r ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡
s✐t❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t à ♥♦✉✈❡❛✉✱ ♣♦✉r t♦✉t s✐t❡ x ∈ Λ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ Cx q✉✐ ❛
❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❑❈❙▼✱ à s❛✈♦✐r q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ à
♣♦rté❡ ✜♥✐ ❡t q✉✬❛✉❝✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Cx ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ s✐t❡ x✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ x ∼ y ♣❛r ✿

cxy(σ) =

{

1 s✐ ∃A ∈ Cx, ∀z ∈ A \ {y}, σ(z) = 0 ❡t ∃B ∈ Cy, ∀z ∈ B \ {x}, σ(z) = 0,
0 s✐♥♦♥.

▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡♥ x ∼ y ❡st ❞♦♥❝ s❛t✐s❢❛✐t❡ s✐ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❛❞éq✉❛t ❞❡ x ❡t ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❛❞éq✉❛t ❞❡ y s♦♥t ❧✐❜r❡s✳ ❈❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ♥❡ ❝♦♠♣t❡♥t ♣❛s ♥✐ x✱ ♥✐ y✳ P♦✉r ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❡ ❑❈▲● ❛ss♦❝✐é ♣❛r s♦♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ✿

Lf(σ) =
∑

x∈Zd

∑

y∼x

cxy(σ)σ(x)(1− σ(y)) [f(σxy)− f(σ)] .

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❡✉t s❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉① ❑❈❙▼✳ ❆ ❝❤❛q✉❡
❛rêt❡✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✶✱ t♦✉s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❆
❝❤❛q✉❡ ✐♥❝ré♠❡♥t ❞✬✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❝❡ss✉s✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ s✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ s✉r ❧✬❛rêt❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ❙✐ ❡❧❧❡ ❧✬❡st✱ ♦♥ ♣❡r♠✉t❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❧✬❛rêt❡✱ s✐♥♦♥✱ ❧❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡✳ ❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t
❞❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❑❈❙▼ ♣♦✉r êtr❡ ❝♦rr❡❝t❡✳ ❱♦②♦♥s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

✖ P♦✉r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ tr✐✈✐❛❧❡ ∀σ ∈ Ω, ∀x, y ∈ Λ, cxy(σ) = 1✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❡♥ ❢❛✐t
✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ✭❙❙❊P✮✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♦❝❝✉♣❡ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛②s❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡st é✈✐✲
❞❡♠♠❡♥t ♣❛s ✐♥tér❡ss❛♥t ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝✐♥ét✐q✉❡✳ ❖♥ ✈❡rr❛
❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ♠♦❞è❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡s ♣❛rt❛❣❡♥t ❞❡s ♣r♦✲
♣r✐étés ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥✳

✖ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❑♦❜✲❆♥❞❡rs❡♥ s♦♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ k ∈ [2, 2d−
1]✱ ❛❜ré❣és ❡♥ ❑❆✲k❢ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

cxy(σ) = 1
∑

z∼x,z 6=y(1−σ(z))≥k−11
∑

z∼y,z 6=x(1−σ(z))≥k−1.

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❞❡✉① s✐t❡s x ∼ y ♣❡✉✈❡♥t ♣❡r♠✉t❡r s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s k−1 ✈♦✐s✐♥s
❞❡ x✱ ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ y✱ s♦♥t ❧✐❜r❡s✱ ❡t ❛✉ ♠♦✐♥s k − 1 ✈♦✐s✐♥s ❞❡ y ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ x s♦♥t
❧✐❜r❡s✳ ▲❡ ❝❛s k = 1 s❡r❛✐t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳

❈♦♠♠❡ ❛♥♥♦♥❝é✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❝♦♥st❛♥t✳ ●é♥ér❛✲
❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ t✐ré❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ♣r♦❞✉✐t
µ = ⊗x∈Zd❇❡r(p)✳

✶✼



✶✳✺ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ❑❈▼ s♦✉s ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ét✉✲
❞✐♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❋❆✲1❢✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s q✉❡
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❋❆✲1❢ s✉r [1, L] ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❝✉t✲♦✛✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞✉
❝✉t✲♦✛ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❊st ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬✷✸❪ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥
❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ❋❆✲1❢✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡
❛✉tr❡s✱ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❉❡ ❢❛✐t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡r❛ ✉♥ rés✉❧t❛t
❛ss❡③ ♣ré❝✐s s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ s❡❧♦♥ s❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥
❞✐st✐♥❣✉❛♥t ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳

P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ s❡ ♣❡♥❝❤❡r❛ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❑❆ s✉r Zd ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡
♣❛rt✐❝✉❧❡ ♠❛rq✉é❡✳ ❊♥ ✷✵✶✽✱ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❙❤❛♣✐r❛ ✭✈♦✐r ♥♦t❛♠♠❡♥t ❬✹✹❪✮✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡
t❡♥❞ ✈❡rs 1✳

✶✽



✷ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❑❈❙▼

✷✳✶ ❊r❣♦❞✐❝✐té ❡t tr♦✉ s♣❡❝tr❛❧

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❑❈❙▼
❛ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡rt❛✐♥s ♠♦❞è❧❡s ♥✬❛❞♠❡tt❡♥t q✉❡ ❧❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ 1 ❝♦♠♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❜❧♦q✉é❡✳ ❉✬❛✉tr❡s ❛❞♠❡tt❡♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❜❧♦q✉é❡s✱
♠❛✐s q✉✐ s♦♥t ✐♥✜♥✐❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥❝♦r❡ ❛❞♠❡tt❡♥t ❞❡s ❝❧✉st❡rs ❜❧♦q✉és
✜♥✐s✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣✉✐sq✉❡ s♦✉s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ µ✱ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s
❝❧✉st❡rs ♦♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥✉❧❧❡ ❞✬❛♣♣❛r❛îtr❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞r♦✐t❡s ♣❧❡✐♥❡s ♣♦✉r ❋❆✲2❢✱
❛❧♦rs q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ♦♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✬êtr❡ ♣rés❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛rré
2 × 2 ♣♦✉r ❋❆✲3❢✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✭s♦✉s µ✮ ❞❡ ❝❡s str✉❝t✉r❡s ❜❧♦q✉é❡s ❝❛r❛❝tér✐s❡ ♠ê♠❡
❧✬❡r❣♦❞✐❝✐té ❞❡s ❑❈❙▼✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ✈❛ ❧✬❡①♣❧✐q✉❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳

P♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❜❧♦q✉é❡s ♣❛r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡
❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛♣♣❡❧é ❜♦♦tstr❛♣ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❑❈❙▼ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ c ❡t ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ σ ∈ {0, 1}Zd

✱ ♦♥ ♥♦t❡
A0 = {x ∈ Zd | σ(x) = 0}✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s An, n ≥ 1 ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣❛r ✿

∀n ≥ 1, An = An−1 ∪ {x ∈ Z
d | cx(σ) = 1}.

❊♥✜♥✱ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s (σ(n))n≥0 ❞é✜♥✐❡ ♣❛r σ(0) = σ0 ✿

∀n ≥ 1, σ(n)(x) =

{

0 s✐ x ∈ An,
1 s✐♥♦♥.

❆ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ❝❡t ❛✉t♦♠❛t❡ ✈✐❞❡ ❧❡s s✐t❡s ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ❡t ❧❛✐ss❡ ❡♥
♣❧❛❝❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡s ③ér♦s s✉r
t♦✉s ❧❡s s✐t❡s q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❢❛✐r❡ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ 1 → 0 ♣❛r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ P❛r ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡✱
♦♥ ✈♦✐t q✉❡✱ ♣❛rt❛♥t ❞❡ σ ∈ Ω ✜①é✱ ❧❛ s✉✐t❡ (σ(n))n≥1 ❝♦♥✈❡r❣❡ ✭♣♦♥❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✮ ✈❡rs ✉♥❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❞♦♥t ❧❡s s✐t❡s ♦❝❝✉♣és s♦♥t
(

⋃

n≥0An

)c
✳ ❙✐ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✱

❛❧♦rs ❧❡s s✐t❡s ♦❝❝✉♣és r❡st❛♥ts ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❜❧♦q✉é❡ s♦✉s ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❑❈❙▼✳
❖♥ r❡❣❛r❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❜♦♦tstr❛♣ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
t✐ré❡ s♦✉s ❧❛ ♠❡s✉r❡ µp = ⊗x∈Λ❇❡r(p)✳ ❚♦✉❥♦✉rs ♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ σ(n) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❧♦✐ ❧✐♠✐t❡ µp

∞✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥✱
♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❛r ✿

pbp = sup{p ∈ [0, 1] | µp
∞(σ(0) = 0) = 1}.

❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ p t❡❧ q✉❡✱ ♣r❡sq✉❡✲sûr❡♠❡♥t ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ µp✱ ❧❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✈✐❞❡✳

❖♥ ❡♥ ✈✐❡♥t ❛✉ rés✉❧t❛t ✐♠♣♦rt❛♥t s✉✐✈❛♥t ✿

✶✾



❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳ ❬✶✷❪ ❯♥ ❑❈❙▼ ❡st ❡r❣♦❞✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t p < pbp✱ ❡t ♥✬❡st ♣❛s ❡r❣♦❞✐q✉❡ ♣♦✉r
p > pbp✳

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s ♠♦ts✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝r✐t✐q✉❡ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬❡r❣♦❞✐❝✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡
❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❜♦♦tstr❛♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ▲❡s ❑❈❙▼ s♦♥t ❞♦♥❝
❡r❣♦❞✐q✉❡s ❞ès ❧♦rs q✉❡✱ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t✐ré❡ s♦✉s µ✱ t♦✉s ❧❡s s✐t❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s à ❥♦✉r✱ ♦✉ ♣♦✉rr♦♥t ❧✬êtr❡ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬ét❛♣❡s✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
q✉✐ ❡st ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❡t ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❞♦♥❝ q✉✬❡❧❧❡ ❡st s✉✣s❛♥t❡✳
❱♦②♦♥s ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐ts ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳

✖ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ s❡✉❧ ✧❜❧♦❝❛❣❡✧ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❋❆✲1❢ s✉r Z ♣❡✉t r❡♥❝♦♥tr❡r
❡st ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ 1✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ♣❛r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉❡ s✐
❡❧❧❡ ❡♥ ❡st ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♥✉❧❧❡ s♦✉s t♦✉t µp ❛✈❡❝
p < 1✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ µ ❡st ❡r❣♦❞✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❋❆✲1❢ s✉r Z
♣♦✉r t♦✉t p ∈ [0, 1[✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❊st ♥✬❡st ❜❧♦q✉é q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❞❡♠✐✲❞r♦✐t❡ ✭♦r✐❡♥té❡ ✈❡rs ❧❛ ❣❛✉❝❤❡✮ q✉✐ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t r❡♠♣❧✐❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛❜♦✉t✐t
à ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

✖ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❋❆✲3❢ s✉r Z2 ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r s✉r ❞❡s s✐t❡s ❞ès ❧♦rs q✉✬✐❧s
❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ 2 q✉✐ ❡st ♦❝❝✉♣é✳ P♦✉r t♦✉t p > 0✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ σ(0, 0) = σ(0, 1) = σ(1, 0) = σ(1, 1) = 1 ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳
❆✐♥s✐✱ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t s♦✉s µp✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s✐t❡s q✉✐ ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ✈✐❞és ♣❛r ❧❛
♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❜♦♦tstr❛♣✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❡r❣♦❞✐q✉❡✳

✖ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❋❆✲2❢ s✉r Z2 ♣rés❡♥t❡ ❛✉ss✐ ❞❡s ❝❧✉st❡rs ❜❧♦q✉és✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ré✉♥✐♦♥s ❞❡
❞❡✉① ❞r♦✐t❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✳ ❈❡✉①✲❝✐ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♦♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥✉❧❧❡ ❞✬êtr❡ ♣rés❡♥ts
s♦✉s µp✳ ❊♥ ét✉❞✐❛♥t ♣ré❝✐sé♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❜❧♦q✉é❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t
❛✐♥s✐ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ µ ❡st ❡r❣♦❞✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t p < 1 ♠❛❧❣ré ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❜❧♦q✉é❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❞❡ ♣❧✉s ♣rès ❧❛ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥
❜♦♦tstr❛♣ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❋❆✱ ♦♥ ❡♥ ❛rr✐✈❡ à ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❋❆✲j❢
s✉r Zd ❡st ❡r❣♦❞✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t p < 1 s✐ j ≤ d✱ ❡t ❥❛♠❛✐s ❡r❣♦❞✐q✉❡ s✐♥♦♥ ✭❬✹✸❪✱ ❬✹✾❪✮✳

✖ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❜❧♦q✉é❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ◆♦r❞✲❊st s♦♥t ❝❡❧❧❡s
q✉✐ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ✐♥✜♥✐ ✧❞♦✇♥✲❧❡❢t✧ ❞❡ s✐t❡s ♦❝❝✉♣és✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥
❞❡ s✐t❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts (xn) t❡❧ q✉❡ xn+1 ∈ {xn − (1, 0), xn − (0, 1)}✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✉♥
t❡❧ ❝❤❡♠✐♥ ❡①✐st❡ s♦✉s ❧❛ ♠❡s✉r❡ µp ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥
♦r✐❡♥té❡✳ ■❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣ré❝✐s✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝r✐t✐q✉❡ pbp
♥✬❡st ♥✐ 0 ♥✐ 1 ❬✶✼❪✳

❖♥ ♣♦✉rs✉✐t ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞❡s ❑❈❙▼ ♣❛r ❧❡ tr♦✉ s♣❡❝tr❛❧✳ ❊♥ ✷✵✵✷✱ ❆❧❞♦✉s ❡t ❉✐❛❝♦♥✐s
♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❊st ❛❞♠❡t ✉♥ tr♦✉ s♣❡❝tr❛❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ♣♦✉r t♦✉t p < 1
❬✷❪✳ ❈❡ rés✉❧t❛t✱ ❛ss❡③ s♣é❝✐✜q✉❡ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❡t à ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❛ été très
❧❛r❣❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐sé ♣❛r ❈❛♥❝r✐♥✐✱ ▼❛rt✐♥❡❧❧✐✱ ❘♦❜❡rt♦ ❡t ❚♦♥✐♥❡❧❧✐✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❥✉sq✉✬✐❝✐ ✿

✷✵



❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷ ✭❬✶✷❪✮✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❊st✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ◆♦r❞✲❊st ❡t t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❋❆✲j❢
s✉r Zd ❛✈❡❝ d ≥ j✱ ♦♥ ❛

∀p < pbp, γ > 0.

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ❜♦r♥❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♣♦✉r γ s❡❧♦♥ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❝❡
q✉✐ ❛ ❛♣♣♦rté ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞❡s ré♣♦♥s❡s à ❞❡s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ♣❤②s✐q✉❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❧♦rsq✉❡ p ր pbp✳

P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❍❛rt❛rs❦②✱ ▼❛rê❝❤é✱ ▼❛rt✐♥❡❧❧✐✱ ▼♦rr✐s ❡t ❚♦♥✐♥❡❧❧✐ ♦♥t ♣r♦❧♦♥❣é ❧✬❛♥❛✲
❧♦❣✐❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❜♦♦tstr❛♣ ❡t ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡s ❑❈❙▼ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✳ ❉❛♥s ❧❡s
❞❡✉① ❛rt✐❝❧❡s ❬✷✼❪ ❬✷✻❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♦ù ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st ♣rés❡♥t❡ ❡♥ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱
s♦✉s ❧❛ ❧♦✐ ✐♥✐t✐❛❧❡ µ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s❛♥s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ s✬❛♣♣✉✐❡ ❡♥tr❡
❛✉tr❡s s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ st❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❜♦♦tstr❛♣✳

✷✳✷ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❤♦rs éq✉✐❧✐❜r❡

▲❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥♦✉s ❛ ❞♦♥♥é ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❑❈❙▼ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✱
q✉✐ ❡st ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❣é♥ér❛❧❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❝❤♦✐s✐s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é
❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧✬ét✉❞❡ ❤♦rs éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❛r❞✉❡ ❡t ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s
s♣é❝✐✜q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡✳ ◆♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ✐❝✐ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛s ❞❡ ❊st ❡t ❋❆✲1❢ s✉r
Z✳ P♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❜❧♦q✉é❡s ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s
♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❛ss♦❝✐és ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❧✐❜r❡ s♦♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r é♥♦♥❝❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♥tér❡ss❛♥t ♣❛r s❛ ❣é♥ér❛❧✐té✳ ■❧ ❛♥♥♦♥❝❡ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉s ❧❡s ❑❈❙▼ s✉r Z ❛②❛♥t ✉♥ tr♦✉ s♣❡❝tr❛❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ s✐ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡
❡st t✐ré❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ν ♣r♦❝❤❡ ❞❡ µ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳
➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡ rés✉❧t❛t s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❊st ❡t ❋❆✲1❢✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸ ✭❬✶✸❪ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✮✳ P♦✉r t♦✉t ❑❈❙▼ s✉r Z ❞❡ tr♦✉ s♣❡❝tr❛❧ str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐❢✱ ✐❧ ❡①✐st❡ λ,m > 0 t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠❡s✉r❡ ν ✈ér✐✜❛♥t

sup
ℓ

max
σ−ℓ,...,σℓ

e−λℓ ν(σ−ℓ, ..., σℓ)

µ(σ−ℓ, ..., σℓ)
< ∞,

❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ f ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ C = C(f) t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ✿

|Eν [f(σt)]− µ(f)| ≤ Ce−mt.

❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❛rt✐❝❧❡ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❡♥❝♦r❡
♠❡✐❧❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❊st✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ s✐ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡
❞é♣❛rt ❡st t✐ré❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p′ 6= p✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✉♥❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜✲
❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ✈✐s✲à✲✈✐s

✷✶



❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ p ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡
❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❡t ❞♦♥❝ s✐ p′ ≤ p✱ ♦♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ✉♥ s②stè♠❡ à ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ T ′ q✉✐ ❡st
r❛♣✐❞❡♠❡♥t r❡❢r♦✐❞✐ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t à t❡♠♣ér❛t✉r❡ T ≤ T ′✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♦r✐❡♥té ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❊st ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❞✬✉♥❡ ♣ré❝✐❡✉s❡ ❛✐❞❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❣râ❝❡
à ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❛♣♣❡❧é❡ ✧③ér♦ ❞✐st✐♥❣✉é✧✳ ❊♥ q✉❡❧q✉❡s ♠♦ts✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
♣r♦❝❡ss✉s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Z✱ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❛✉ ♣❧✉s ❞✬✉♥ s✐t❡ à ❧❛ ❢♦✐s✱ t♦✉❥♦✉rs ✈❡rs
❧❛ ❣❛✉❝❤❡✱ q✉✐ ❡st t❡❧ q✉❡ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ à s❛ ❞r♦✐t❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st
à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ à t♦✉t t❡♠♣s✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été très ❢♦rt❡✱ ✐❞❡♥t✐✜é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❬✷❪✱ ❡st
❝❡♣❡♥❞❛♥t s♣é❝✐✜q✉❡ à ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡ts
♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❊st ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❋❆✲1❢✳

❯♥ ❛✉tr❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t
❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✜①é❡✳ ▲❡s s✐t❡s ✈✐❞❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t à ❧❡✉rs ✈♦✐s✐♥s ❞❡
s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡✉r ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é✈♦❧✉❡r ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝
♥❛t✉r❡❧ q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ③ér♦s ❛✐t ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳
❊♥ ét✉❞✐❛♥t ❝❡❧❛ ❞❡ ♣❧✉s ♣rès✱ ♦♥ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❝✬❡st ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ③ér♦s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡
♣❡rt✐♥❡♥t✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❊st✱ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹ ✭❬✷✸❪ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ❬✼❪✮✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❊st s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [1, L] ❛✈❡❝
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❧✐❜r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ c,m > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ p ❡t L ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
s✉✐✈❛♥t❡✳ P♦✉r t♦✉t σ ∈ {0, 1}[1,L]✱

||P t
σ − µ||TV ≤ L

(

c

1− p

)∆(σ)

e−t(γ∧m),

♦ù ∆(σ) ❡st ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ③ér♦s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❡ σ ❡t ❞✉ ③ér♦ ❧❡ ♣❧✉s
à ❞r♦✐t❡ ❞❡ σ ❡t L✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❞❡ ♣rès ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t s❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ q✉❡
❝❡ rés✉❧t❛t ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❋❆✲1❢✱ ❧✬ét✉❞❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ♠❛✐s ♦♥ ❛
❞❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✐❞é❡✳ ❈✐t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ rés✉❧t❛t très ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❛
s✉✐t❡✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✽❪ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺ ✭❬✾❪ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✸✳ ✮✳ P♦✉r x, y ∈ Z ❡t ℓ > 0✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

H(x, y, ℓ) :=
{

σ ∈ {0, 1}Λ| ∀x ∈ [a, b− ℓ+ 1], ∃y ∈ [x, x+ ℓ− 1], σ(y) = 0
}

.

P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❋❆✲1❢ s✉r Z ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p < 1/2✱ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ K, t > 0 ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧♦❝❛❧❡ ❞❡ s✉♣♣♦rt ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s [−K,K] t❡❧❧❡ q✉❡ µ(f) = 0✳
❆❧♦rs✱ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ α < 1/2 ❡t t❡❧ q✉❡ K ≤ et

α
✱ ✐❧ ❡①✐st❡ c > 0 t❡❧ q✉❡

∀σ ∈ H(−K − v̄t,K + v̄t,
√
t), |Eσ[f(σt)]| ≤ 1/c ||f ||∞e−c

√
t,

♦ù v̄ > 0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳

✷✷



❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ③ér♦s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ rés✉❧t❛t s✉r ❊st✱ ♦♥ ❡st ✐❝✐ ❞é❥à
r❡str❡✐♥t à ✉♥ ré❣✐♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r p < 1/2✳ ❈❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ✈✐❡♥t ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ② ❛✈♦✐r ❞✬♦❜st❛❝❧❡ à ❝❡ q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t s♦✐t ✈r❛✐ ♣♦✉r
t♦✉t p < 1✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ s❡r♦♥t ❡✉① ❛✉ss✐
✈❛❧✐❞❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ p r❡str❡✐♥t à ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]0, p̄]✱ ❛✈❡❝ p̄ < 1/2✳

✷✳✸ ❈✉t✲♦✛ ♣♦✉r ❊st

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡①♣♦s❡r ❞❛♥s s❡s ❣r❛♥❞❡s ❧✐❣♥❡s ❧❡ rés✉❧t❛t ❧❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s q✉❡
❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ s✉r ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❊st✱ à s❛✈♦✐r ❧❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❝✉t✲♦✛✳ ❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✸❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❛❜♦✉t✐ss❡♥t ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❝✉t✲♦✛
❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉r❛ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ r❡✈♦✐r ❡♥ ❞ét❛✐❧ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❋❆✲1❢✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢r♦♥t✳

P♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❊st ❡t ❋❆✲1❢ s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ Z✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s q✉✐
❡st ✐s♦❧é❡ ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡♠✐✲❞r♦✐t❡ [X,+∞[ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t
r❡♠♣❧✐❡✳ ❆♣♣❡❧♦♥s ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ LO ✭♣♦✉r ▲❡❢t✲❖r✐❡♥t❡❞ ✶✮ ✿

LO = {σ ∈ Ω | ∃X ∈ Z, ∀y ≥ X, σ(y) = 1}.
❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ s✐t❡ y ≥ X ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡♠✐✲❞r♦✐t❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛
❞✬❛❜♦r❞ ❛✉ ♠♦✐♥s q✉❡ t♦✉s ❧❡s s✐t❡s ❡♥tr❡ X ❡t y ❛✐❡♥t été ♠✐s à ❥♦✉r✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♦♥
♦❜s❡r✈❡ q✉❡ LO ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ st❛❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✿ s✐ σ0 ∈ LO✱ ❛❧♦rs ∀t, σt ∈ LO✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❤♦rs éq✉✐❧✐❜r❡ é♥♦♥❝és ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧❛
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ s✐t❡s ♦❝❝✉♣és✱ ❞❡ s✉r❝r♦ît ❞❡s s✐t❡s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✱ ❡st ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s❡ ♣❡♥❝❤❡r s✉r ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛②❛♥t ❞❡s ❣r❛♥❞❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s r❡♠♣❧✐❡s✱ ❡t ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❛♥s LO✳ P♦✉r t♦✉t σ ∈ LO✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❢r♦♥t ❧❡
s✐t❡ ✈✐❞❡ ❧❡ ♣❧✉s à ❞r♦✐t❡✱ ❡t ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t X(σ) ♦✉ X✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉
❢r♦♥t ♣❡r♠❡t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
r❡♠♣❧✐❡s✳ ▲❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ❢r♦♥t ❛ été ét✉❞✐é❡ ❞❡ ♣rès ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❊st ❡t ❋❆✲1❢ ❞❛♥s
♣❧✉s✐❡✉rs ❛rt✐❝❧❡s ❬✼❪ ❬✸❪ ❬✷✸❪ ❬✾❪ ✳ ◆♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ✐❝✐ ✉♥ rés✉❧t❛t q✉✐ ❛❜♦✉t✐t ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts
tr❛✈❛✉① ❡t q✉✐ ❡st très ♣❛r❧❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✻ ✭❬✷✸❪✱❬✾❪✮✳ ❙♦✐t σ0 ∈ LO✳ ■❧ ❡①✐st❡ v > 0 ❡t s ≥ 0 t❡❧s q✉❡

Xt − vt√
t

−→
t→∞

N (0, s2).

❈❡tt❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛ ❧✐❡✉ ❡♥ ❧♦✐✱ Xt ❞és✐❣♥❡ ✐❝✐ ❧❡ ❢r♦♥t ❞❡ σt✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r
t♦✉t p ∈]0, 1[ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❊st✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t p < p̄ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❋❆✲1❢ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
0 < p̄ < 1/2✳

✶✳ ✐❧ s❡r❛✐t ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧❡r ♣❧✉tôt ✧❘✐❣❤t✲♦r✐❡♥t❡❞✧ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♥♦tr❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❊st✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣ré❢èr❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t❡✳

✷✸



❋✐❣✉r❡ ✽ ✕ ❬✸❪ ▲✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ❞✉ ❢r♦♥t ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❊st✳ ■❝✐✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡
❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s s❡ ❧✐t ❞❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s✱ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ♥♦✐r s②♠❜♦❧✐s❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✳
▲❡ ❢r♦♥t✱ ❝♦❧♦ré ❡♥ ❜❧❡✉✱ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡✳

▲❡ ❢r♦♥t ❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡✱ à ✈✐t❡ss❡ ❧✐♥é❛✐r❡ v✱ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s
✈ér✐✜❡♥t ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡✳ ❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ❝❛❝❤❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ré✲
s✉❧t❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡s q✉❡ ❧❡ ❢r♦♥t
❛ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛✉ ♣❧✉s ❧✐♥é❛✐r❡ v̄✱ ♣✉✐s✱ ♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t✱ q✉✬✐❧ ❛ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✐♥é❛✐r❡ v✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛r❣✉♠❡♥ts ♣❧✉s t❛r❞ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ v ❡t ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐ s♦♥t ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♣❧✉s ❛r❞✉s ✿ ✐❧s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡rr✐èr❡ ❧❡ ❢r♦♥t✱ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs s✉r ❧❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✷✳✹ ❡t ✷✳✺✳

❆✈❡❝ ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❚❈▲ s✉r ❧❡ ❢r♦♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝r✉❝✐❛❧❡✱
❡①♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❬✷✸❪✳ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐ Λ = [1, L]✱ ❡t ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❊st s✉r
Λ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❧✐❜r❡ ✭σ(0) = 0✮✳ P♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s η ∈ ΩΛ✱
♦♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s (ση

t )t≥0 ✭❛✈❡❝ ση
0 = η✮ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦✉♣❧é❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱

♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ st❛♥❞❛r❞ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞é✜♥✐ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳✷ ✿ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s
(ση

t )t≥0 s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s ❡t ❇❡r♥♦✉❧❧✐✳ ❖♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ 1 ✭1(x) = 1, ∀x ∈ Λ✮ q✉✐ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✼✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❊st✱ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0 ❡t ♣♦✉r t♦✉t η ∈ ΩΛ✱

∀x ∈ [1, X(σ1

t )], ση
t (x) = σ1

t (x).

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❝❡t é♥♦♥❝é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡✳ ❈✬❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✈r❛✐ ❛✉ t❡♠♣s ✐♥✐t✐❛❧
♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❢r♦♥t ❡st ❡♥ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❡t ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❝❡❧❛ r❡st❡ ✈r❛✐ à ❝❤❛q✉❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞✉ ❢r♦♥t ❣râ❝❡ ❛✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ st❛♥❞❛r❞✳
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▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐✱ ❧❡ ❢r♦♥t X(σ1

t ) ❛tt❡✐♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
L ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t T ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❣râ❝❡ ❛✉
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✻✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡ ❚❈▲ ♣❡✉t ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐r ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s α > 0 ❡t β > 0
t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

✖ ❆✉ t❡♠♣s t1 = L/v − α
√
L✱ ❧❡ ❢r♦♥t ❡st ❧♦✐♥ ❞✉ ❜♦r❞ ❞r♦✐t ❛✈❡❝ ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✿

P

(

X(σ1

t1) ≤ L−
√
L
)

≥ 1− ε.

✖ ❆✉ t❡♠♣s t2 = L/v + β
√
L✱ ❧❡ ❢r♦♥t ❛ t♦✉❝❤é ❧❡ ❜♦r❞ ❞r♦✐t ❛✈❡❝ ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✿

P (T ≤ t2) ≥ P

(

ση
t1
= ση′

t1
, ∀η, η′

)

≥ 1− ε.

❆✉ t❡♠♣s t1✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ σ1

t1 ❡st ❡♥❝♦r❡ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❛ ✉♥ s❡❣♠❡♥t
❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡

√
L q✉✐ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t r❡♠♣❧✐✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

d(t1) ≥ 1− ε− p
√
L. ✭✸✮

❆✉ t❡♠♣s t2✱ ❧❡ ❢r♦♥t ❡st ❛rr✐✈é ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡t ❞♦♥❝ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s♦♥t
❝♦✉♣❧é❡s ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✿

d(t2) ≤ ε. ✭✹✮

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✮ ❡t ✭✹✮ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠♦♥tr❡♥t ♣ré❝✐sé♠❡♥t q✉✬♦♥ ❛ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❝✉t♦✛
❛✉ t❡♠♣s L/v✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❡♥êtr❡ ❞✬♦r❞r❡

√
L✳

❈♦♥❝❧✉♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ r❡♠❛rq✉❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❋❆✲1❢✳ ❈♦♠♠❡ é♥♦♥❝é
❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✻✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❚❈▲ ♣♦✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ❢r♦♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❋❆✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ♠ê♠❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ♣❧✉s t❛r❞✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱
❧✬❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✼ t♦♠❜❡ ❡♥ ❞é❢❛✉t ✭❝❢ ❋✐❣✉r❡ ✾✮✳ P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❝✉t✲♦✛ ♣♦✉r ❋❆✲1❢✱ ♦♥
✈❛ ❞♦♥❝ ❞❡✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡✳

✷✳✹ ❈✉t♦✛ ♣♦✉r ❋❆✲✶❢

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ q✉✐
❛❜♦✉t✐t ❛✉ ❝✉t✲♦✛ ♣♦✉r ❊st ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❋❆✲1❢✳ P♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛r❣✉♠❡♥ts q✉✐ ♦♥t
été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❧♦rs ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r ❛✉ ❝✉t✲♦✛ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❋❆✲✶❢✳ ❈✐t♦♥s t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ rés✉❧t❛t à r❡t❡♥✐r ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ✿
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❋✐❣✉r❡ ✾ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♥♦♥✲❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❋❆✲1❢✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞❡✉①
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s σ ❡t σ1 s♦♥t é❣❛❧❡s ♣❛rt♦✉t à ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❢r♦♥t ✭s✐t❡ ❡♥❝❛❞ré✮✳ ❆♣rès ❝❡tt❡
s✉✐t❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s é❣❛❧❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❢r♦♥t✳ ▲❡s s✐t❡s q✉✐
♦♥t s♦♥♥é s♦♥t ♣♦✐♥tés ♣❛r ✉♥❡ ✢è❝❤❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽ ✭❬✶✾❪ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✮✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❋❆✲1❢ s✉r Z✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
❝r✐t✐q✉❡ pcp > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t p < pcp✱ ❡t t♦✉t ε > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ α(ε), β(ε) > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts
❞❡ L t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t L > 0 s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ✿

d

(

L

2v
− α(ε)

√
L

)

≥ 1− ε,

d

(

L

2v
+ β(ε)

√
L

)

≤ ε.

✷✳✹✳✶ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t

❯♥ ♣r❡♠✐❡r ✐♥❣ré❞✐❡♥t ❝❧é ❡st ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ❋❆ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t à s❡✉✐❧✳
❈❡t ❛r❣✉♠❡♥t ❡st ❞é❥à ♣rés❡♥t ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❚❈▲ ♣♦✉r ❧❡ ❢r♦♥t ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✾❪✳ ❙✉r
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts ΩΛ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p ✭❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❋❆✮ ♣❛r ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ✿

Lcf(σ) =
∑

x∈Λ
(pσ(x) + cx(σ)(1− p)(1− σ(x))[f(σx)− f(σ)],

♦ù cx(σ) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧✐é❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❋❆✲1❢✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

cx(σ) = 1σ(x−1)=0 ♦✉ σ(x+1)=0.

❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ s✐ Λ ♥✬❡st ♣❛s Z✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s❡r♦♥t t♦✉❥♦✉rs ✧❧✐❜r❡s✧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡ Λ ✜①és à ❧❛ ✈❛❧❡✉r 0✳
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❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❢❛✐t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s 1 → 0 à t❛✉① q ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝✐♥ét✐q✉❡✱
❡t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s 0 → 1 à t❛✉① p s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ❜✐❡♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥✱ 1 r❡♣rés❡♥t❛♥t ✐❝✐ ✉♥ s✐t❡ s❛✐♥✳ ❈❤❛q✉❡ s✐t❡
♣❡✉t êtr❡ ✐♥❢❡❝té s✬✐❧ ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥ ✐♥❢❡❝té✱ ❡t ♣❡✉t s❡ rét❛❜❧✐r s♣♦♥t❛♥é♠❡♥t s❛♥s
❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳✷✱ ❡t ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡✉t ♠ê♠❡ êtr❡ ❝♦✉♣❧é❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡
❋❆✲1❢ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ st❛♥❞❛r❞ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❡t ❋❆✲1❢✳ ❈❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❝❛r ✐❧ ét❛❜❧✐t ✉♥❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✱ ❛✉ s❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✾✳ ❙♦✐t σ−, σ+ ∈ ΩΛ t❡❧ q✉❡ σ− ≤ σ+✳ ❙♦✐t (σ−
t )t≥0 ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡

❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ σ−✱ ❡t s♦✐t (σ+
t )t≥0 ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❋❆✲1❢ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡

σ+ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝♦✉♣❧❛❣❡ st❛♥❞❛r❞ ❛✈❡❝ (σ−
t )t≥0✳ ❆❧♦rs

∀t ≥ 0, σ−
t ≤ σ+

t .

❖♥ s❡ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬❛✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡
s✐t❡s ✈✐❞❡s ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ●râ❝❡ à ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t✳ ❖r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ rés✉❧t❛t ❡①✐st❡ ❞é❥à ❜❡❧
❡t ❜✐❡♥ ♣♦✉r ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ rés✉♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✵ ✭❬✾❪ ❚❤❡♦r❡♠ ❇✳✶✮✳ ❙♦✐t σ0 ∈ ΩZ ❛✈❡❝ σ0(0) = 0 ❡t ∀x 6= 0, σ0(x) = 1✳
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ pcp ∈]0, 1[ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✳
❙♦✐t (σt)t≥0 ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ♣❛rt❛♥t ❞❡ σ0✳ ❙♦✐t Xt = max{x | σt(x) = 0} ❧❡ ❢r♦♥t
❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛✉ t❡♠♣s t✳ ❊♥✜♥✱ s♦✐t τ = inf{t ≥ 0 | σt ≡ 1}✳ ❆❧♦rs✱ s✐ p < pcp ✿

✖ Pσ0 (τ = ∞) > 0✱

✖ ■❧ ❡①✐st❡ vcp > 0 ❡t C, c > 0✱ t♦✉s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ p t❡❧s q✉❡

Pσ0(Xt < vcpt | τ = ∞) ≤ Ce−ct,

✖ ■❧ ❡①✐st❡ C, c > 0 t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t t ≥ 0✱ s✐ I ⊂ [−vcpt, vcpt] ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡
ℓ ∈ N✱ ❛❧♦rs

Pσ0 (σt I ≡ 1 | τ = ∞) ≤ Ce−c(t∧ℓ).

❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❛❞❛♣té ❞❡s ét✉❞❡s ❢❛✐t❡s s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❬✶✽❪✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝r✐t✐q✉❡ pcp ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ t❡❧ q✉❡ s✐ p < pcp✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✧s✉r✈✐t✧
❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡♥ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p s❡ ré♣❡r❝✉t❡
❞♦♥❝ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❋❆✲1❢ ❞❛♥s t♦✉t ❝❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✳ ■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥
♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❝❡r♥❡r ré❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❋❆✳ ❈❡ ♣❛r❛✲
♠ètr❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ s✉r✈✐❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❋❆✱ ✉♥❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❡ r❡♠♣❧✐r ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✿ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ q✉❡st✐♦♥
❞❡ s✉r✈✐❡✳ ■❧ ❡st ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡ q✉❡ pcp ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ à ❛✉❝✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r
❋❆✱ ♠❛✐s ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ét✉❞✐❡r ❧❛ ré❣✐♦♥ p ≥ pcp ♣♦✉r ❝❡s r❛✐s♦♥s ♣✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✷✼



❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ✷e ❡t ✸e ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✵ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡
✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ ❢r♦♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❋❆✲1❢ ✿ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ② ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ✷✳✼✱ ♦♥
✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ❢r♦♥t ❞❡ ❋❆ ❛✈❛♥❝❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ✈✐t❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t q✉✐
s✉r✈✐t✳ ❆♣rès q✉❡❧q✉❡s ❛r❣✉♠❡♥ts s✉❜t✐❧s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❛✉
♠♦✐♥s ❧✐♥é❛✐r❡ vcp✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❞és♦r♠❛✐s ❝❡tt❡ ✈✐t❡ss❡ v := vcp✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t
❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✵ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✉♥ ③ér♦ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝ré❡ ❛✉ t❡♠♣s
t > 0 ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 2vt ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❝♦♥trô❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ③ér♦s✳ ❈❡ ❢❛✐t ❛❜♦✉t✐t
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✶ ✭❬✾❪ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✸✮✳ ❙♦✐t p < pcp✱ σ ∈ ΩZ ❡t x ∈ Z t❡❧ q✉❡ σ(x) = 0✳ ❙✐
(σt)t≥0 ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❋❆✲1❢ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ σ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ℓ > 0 ✿

Pσ (σt /∈ H(x− vt, x+ vt, ℓ)) ≤ Cte−c(t∧ℓ),

♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s C, c > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ σ✳

P♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ H(a, b, ℓ) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s
❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ≥ ℓ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t r❡♠♣❧✐s ❡♥tr❡ ❧❡s s✐t❡s a ❡t b ✿

H(x, y, ℓ) :=
{

σ ∈ {0, 1}Λ| ∀x ∈ [a, b− ℓ+ 1], ∃y ∈ [x, x+ ℓ− 1], σ(y) = 0
}

.

✷✳✹✳✷ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡

■❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r rés✉❧t❛t ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
✷✳✺ ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛❥♦r❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✉ t❡♠♣s t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡s ③ér♦s s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
❡s♣❛❝és ❞❡

√
t✳ ●râ❝❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✶✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❛✐ss❡r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ é✈♦❧✉❡r ✉♥

♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s t1 ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ③ér♦s s♦✐❡♥t ❡s♣❛❝és ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ a✱ ♣✉✐s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ Pr♦✲
♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛✉ ❜♦✉t ❞✬✉♥ t❡♠♣s t1 + a2✳ ❊♥
♦♣t✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ a✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✷ ✭❬✶✾❪ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✮✳ ❙♦✐t p < pcp✱ 0 < β < 1/2✱ L, ℓ > 0 ❡t f ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦r♥é❡ à s✉♣♣♦rt ❞❛♥s [1, L] t❡❧❧❡ q✉❡ µ(f) = 0✳ ❙✐ L ≤ eℓ

α
♣♦✉r ✉♥ α < β✱ ❛❧♦rs

✐❧ ❡①✐st❡ C, c > 0 ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ α ❡t p t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t σ ∈ H(0, L + 1, ℓ)✱ s✐

t =
ℓ

2v
+ ℓβ✱

|Eσ[f(σt)]| ≤ C||f ||∞Le−cℓβ/2 .

❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ ❞♦♥❝ q✉✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
③ér♦s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❡st ℓ r❡❧❛①❡ ✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ❞✬♦r❞r❡ ℓ/(2v) ❛✉ ♣❧✉s✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s
❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ♠❛✐s ❝❡❧❧❡ ❝✐ ♥✬❡st ❡♥
❢❛✐t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞✉ ❜♦♥ ♦r❞r❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✈✐❡♥❞r❛ ♣❧✉tôt ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

✷✽



✷✳✹✳✸ ▲❡ ❢r♦♥t ❞❛♥s ❋❆✲1❢

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ✈✉✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉
❢r♦♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❛♥s LO ❬✾❪✳ ❉❛♥s ❬✶✾❪✱ ♦♥ ♣♦✉rs✉✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❡♥
♠♦♥tr❛♥t ✉♥ ❚❈▲ s✉r ❧❡ ❢r♦♥t✱ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❇❧♦♥❞❡❧✱
❉❡s❤❛②❡s ❡t ❚♦♥✐♥❡❧❧✐✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s s✉r ❧❛ ❞❡♠✐✲❞r♦✐t❡ Z+✱ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛✉ ❜♦r❞ ✈✐❞❡ ✷✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

LO+ :=
{

σ ∈ ΩZ+ | ∃X ≥ 0, ∀x ≥ X, σ(x) = 1
}

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s✉r Z+ q✉✐ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❢r♦♥t✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥
❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐ Λ = [1, L] ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ s✐t❡s r❡♠♣❧✐s✱ ♦♥ ✈❡✉t ♣♦✉✈♦✐r ✐♥t❡r✲
♣rét❡r ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢r♦♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t❛♥t q✉❡ ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡ ❝❡
❝❧✉st❡r ♥❡ s❡ s♦♥t ♣❛s r❡❝♦♥trés✱ ✐❧s ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s s✉r ❧❛ ❞❡♠✐✲❞r♦✐t❡✱ ♦ù
♦♥ ❛ ♣r♦❧♦♥❣é ❧❡ ❝❧✉st❡r à ❧✬✐♥✜♥✐ ✭❝❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✮✳ P♦✉r q✉❡ ❝❡t ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡✱ ✐❧ ♥♦✉s
❢❛✉t ❞♦♥❝ ✉♥ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s s✉r ❧❛ ❞❡♠✐✲❞r♦✐t❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦✉✈❡rt ♣❛s ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❡①✐st❛♥ts✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❜♦r❞ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ❛✉❝✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r❡✉✈❡s✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ❛✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❇❧♦♥❞❡❧✱ ❉❡s❤❛②❡s ❡t ❚♦♥✐♥❡❧❧✐ ❡st ✉♥❡
✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❈❡t ❛❥♦✉t ❡st ❝r✉❝✐❛❧
♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✉r♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡
❧♦rsq✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❡ ❚❈▲✳ ❖♥ ❛❜♦✉t✐t ❞♦♥❝ ❛✉ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✸ ✭❬✶✾❪ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✮✳ ❙♦✐t p < pcp✳ ■❧ ❡①✐st❡ v > 0 ❡t s ≥ 0 t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t σ ∈ LO+, ✐❧ ② ❛✐t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐ ✿

Xt −X0 − vt√
t

−→
t→∞

N (0, s2).

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ σ ❛✉ s❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿

∀a < b, sup
σ∈LO+

∣

∣

∣

∣

Pσ

(

a ≤ Xt −X0 − vt√
t

≤ b

)

− P(a ≤ N ≤ b)

∣

∣

∣

∣

−→
t→∞

0,

❛✈❡❝ N ∼ N (0, s2)✳

◆♦✉s ♥✬❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ♣❛s ✐❝✐ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r
❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❢r♦♥t ❡st ♠✐♥♦ré❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❧✐♥é❛✐r❡ v ❡t
♠❛❥♦ré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈✐t❡ss❡ ✜♥✐❡ v̄ > v✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡

✷✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬ét✉❞✐❡r s✉r ❧❛ ❞❡♠✐✲❞r♦✐t❡ Z+ ❞✐✛èr❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✾❪✱ ♦ù ❧❡ ❢r♦♥t s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ✈❡rs ❧❛
❣❛✉❝❤❡✳ ■❧ ❡st ♣rés❡♥té ❛✐♥s✐ ✐❝✐ ♣❛r s♦✉❝✐s ❞✬❤❛r♠♦♥✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡ q✉✐ ❛ été ✈✉ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❊st✱ ❡t ❛✉ss✐
♣♦✉r ❛✈♦✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❧✐s✐❜❧❡s✳ ❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛s ❧❡s rés✉❧t❛ts✳

✷✾



❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❢r♦♥t ✈✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❧✐é❡ ❛✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥ q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t
❧❡s s♦♥♥❡r✐❡s ❡♥ ❝❤❛q✉❡ s✐t❡✳ ■❧ ❡st très é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t

{✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ s♦♥♥❡r✐❡s ❡♥tr❡ ❧❡s s✐t❡s x ❡t y ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ t❡♠♣s t}

❛ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❜♦r♥é❡ ♣❛r e−|x−y| s✐ |x− y| > v̄t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
v̄✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❢r♦♥t ❞✬✉♥ s✐t❡ x à ✉♥ s✐t❡ y ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ s♦♥♥❡r✐❡ ❞❛♥s
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s s✐t❡s ❡♥tr❡ x ❡t y✱ ✐❧ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❡ ❢r♦♥t ♣r♦❣r❡ss❡ à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
à v̄ ❛✉ s❡♥s ✿

∀c > v̄, P (|Xt −X0| > ct) ≤ e−ct.

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❧❛ ✧✈✐t❡ss❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✧✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s à ♣r♦♣♦s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t
à s❡✉✐❧ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✵✮ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡♥t ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❢r♦♥t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❋❆✲
1❢ ♣r♦❣r❡ss❡ ♣❧✉s ✈✐t❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t q✉✐ s✉r✈✐t ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧ q✉❡
τ = ∞✮✳ ❖r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✶✳✶ q✉❡ ❧❡ ❢r♦♥t ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡
❛✈❛♥❝❡ à ✈✐t❡ss❡ ❧✐♥é❛✐r❡ v = vcp s✐ p < pcp✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ s❛♥s ❡♥tr❡r ❞❛♥s tr♦♣ ❞❡
❞ét❛✐❧s q✉❡ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ σ✱

Pσ(vt ≤ Xt −X0 ≤ v̄t) ≥ 1− e−ct,

♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ σ, p✳

✷✳✹✳✹ ❙tr❛té❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ ❛♠è♥❡ ❛✉ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡
❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s tr♦✐s rés✉❧t❛ts q✉✐ s♦♥t ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❝❧é ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

✶✳ ❯♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛②❛♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ③ér♦s ❡s♣❛❝és ❞❡ ℓ r❡❧❛①❡ ✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥
✉♥ t❡♠♣s ❛✉ ♣❧✉s ℓ/2v + o(

√
ℓ)✳

✷✳ ▲❡ ❢r♦♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞❡♠✐✲❞r♦✐t❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ à ✈✐t❡ss❡ ❧✐♥é❛✐r❡ v✱ s❡❧♦♥
✉♥ ❚❈▲✳

✸✳ ❉❡rr✐èr❡ s♦♥ ❢r♦♥t✱ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ LO+ ❝ré❡ ❞❡s ③ér♦s ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✵✮✳ P♦✉r
❧❡ ✈♦✐r✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✶ ❛st✉❝✐❡✉s❡♠❡♥t ❛✉ ❢r♦♥t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s à
❞❡s t❡♠♣s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳ ❖♥ ❡♥ ❛rr✐✈❡ ❛❧♦rs à ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡s ③ér♦s✱
é♥♦♥❝é ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✹ ✭❬✶✾❪ ▲❡♠♠❛ ✸✳✻✮✳ ❙♦✐t p < pcp✳ ❙♦✐t s, ℓ > 0 ❡t η ∈ LO+✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
η ∈ H(y,X0, ℓ) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ y ∈ [0, X0]✱ ♦ù X0 ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ③ér♦ ❧❡ ♣❧✉s à ❞r♦✐t❡ ❞❡ η✳
❆❧♦rs✱ s✐ 2vs ≥ ℓ✱

Pη (ηs /∈ H(y,Xs, ℓ)) ≤ C(1 + |X0|)
s2

ℓ
exp(−c(s ∧ ℓ)).
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σ0

σs

H(y,X0, ℓ)

H(y,Xs, ℓ)

X0

Xs

❋✐❣✉r❡ ✶✵ ✕ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ③ér♦s ❞❡rr✐èr❡ ❧❡ ❢r♦♥t ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ③ér♦s✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t r❡♠♣❧✐❡✳ ■♥✐✲
t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡ ❞❡✉① s✐t❡s ✈✐❞❡s ✿ ❧❡s ❜♦r❞s 0 ❡t L + 1✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥
❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭❡❧❧❡s ♥❡ s❡ ✧✈♦✐❡♥t ♣❛s✧✮✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s✐t❡ ✈✐❞❡
❧❡ ♣❧✉s à ❞r♦✐t❡ ❡t ≤ L/2 ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❢r♦♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s✉r Z+ q✉✐ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t
r❡♠♣❧✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✭❝❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡st ❡①❛❝t ❛✉ ♠♦✐♥s t❛♥t
q✉✬❛✉❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❢r♦♥ts ♥✬❛ ❢r❛♥❝❤✐ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ L/2✳ ❚❛♥t q✉❡ ❝❡t é✈é♥❡♠❡♥t ♥✬❛
♣❛s ❡✉ ❧✐❡✉✱ ♦♥ ✈❛ ❛♣♣❡❧❡r Xt ❧❡ ❢r♦♥t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ✭✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✮ ❡t Yt ❧❡ ❢r♦♥t ❞❡
❞r♦✐t❡ ✭✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❡♥ L✮✳ ❖♥ ✈❛ ♣♦✉✈♦✐r ❛❧♦rs ♠❡ttr❡ ❡♥ ♠❛r❝❤❡ t♦✉s ♥♦s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts✳

Xs Ys

X0 Y0

X̃s

X̃0

❋✐❣✉r❡ ✶✶ ✕ ❈♦✉♣❧❛❣❡ st❛♥❞❛r❞ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❋❆✲1❢✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐ ❡♥
♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t r❡♠♣❧✐❡✳ ❆ ❞r♦✐t❡✱ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥✜♥✐ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡
❧❛ ❞❡♠✐✲❞r♦✐t❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t r❡♠♣❧✐❡✳ ❚❛♥t q✉❡ ✧Xs ❡t Ys ♥❡ s❡ s♦♥t ♣❛s r❡♥❝♦♥trés✧✱ ❧❡s
❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s♦♥t é❣❛❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❤❛❝❤✉ré❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❢r♦♥t ❞❡ ❧❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❛ ❞❡♠✐✲❞r♦✐t❡✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ❚❈▲✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ♣ré❝✐s ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥

❞❡s ❢r♦♥ts✳ ❊♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉✬❛♣rès ✉♥ t❡♠♣s t1 =
L

2v
+ α

√
L✱ ❛✈❡❝ ❣r❛♥❞❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ❧❡ ❢r♦♥t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡st ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦ît❡ [L/2 − 3a
√
L,L/2 − a

√
L] ♣♦✉r ❞❡s
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❝♦♥st❛♥t❡s a, α > 0 ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❢r♦♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡ q✉✐ s❡r❛ ❛♣rès ❝❡ ♠ê♠❡
t❡♠♣s t1 ❞❛♥s ❧❛ ❜♦ît❡ [L/2+a

√
L,L/2+3a

√
L]✳ ❆ ❝❡ st❛❞❡✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡s ③ér♦s ❣❛r❛♥t✐t q✉❡

❞❡rr✐èr❡ ❝❤❛q✉❡ ❢r♦♥t✱ ❞❡s ③ér♦s s♦♥t ❛♣♣❛r✉s✳ ❆✉ t❡♠♣s t1✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❣r❛♥❞❡ ✭q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs 1 ❧♦rsq✉❡ L → ∞✮✱ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦ù ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ③ér♦s
❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❡st ❛✉ ♣❧✉s 6a

√
L✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①

❢r♦♥ts✱ q✉✐ s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✭❝❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✮✳

σ0

σt1
6a

√
L

∼ vt1

Xt1 Yt1

X0 Y0

❋✐❣✉r❡ ✶✷ ✕ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ t❡♠♣s t1 ❧♦rsq✉❡ ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts
❢❛✈♦r❛❜❧❡s ♦♥t ❧✐❡✉✳ ❉❡rr✐èr❡ ❝❤❛q✉❡ ❢r♦♥t✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t
r❡♠♣❧✐ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ≥ 6a

√
L✳

❊♥ ♠❡tt❛♥t ❜♦✉t à ❜♦✉t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r✱ ❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡s
❝❛❧❝✉❧s✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t à ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

P1(σt1 ∈ H(0, L, 6a
√
L)) ≥ 1− e−c

√
L − F (L),

♦ù F (L) t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ ❧♦rsq✉❡ L → ∞✳
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✷✮ ❡t ✈♦✐r q✉✬❛♣rès ✉♥
s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s t2 ∝

√
L✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❉♦♥❝ ❛♣rès ✉♥ t❡♠♣s t♦t❛❧

t1 + t2 = L/2v + O(
√
L)✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t r❡♠♣❧✐❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡

❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳

❙✬✐❧ ❡①✐st❛✐t ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧✉✐ ✈✉ ♣♦✉r ❧❡ ❝✉t✲♦✛ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❊st✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t t❡r♠✐♥é ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❝✉t✲♦✛ ♣♦✉r ❋❆✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥
t❡❧ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡♥t✐è✲
r❡♠❡♥t r❡♠♣❧✐❡ ❞♦♠✐♥❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡♣✉✐s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❋❆✲1❢ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ t❡❧❧❡ ♣r♦✲
♣r✐été✳ ❆✐♥s✐✱ ♠❛❧❣ré ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐♥t✉✐t✐❢ ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♠♦♥tr❡r à ❝❡ ❥♦✉r
q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ 1 ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❧❡♥t❡ à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✸✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ✉♥ ❝✉t✲♦✛✱ ✐❧ ❛
❞♦♥❝ ❢❛❧❧✉ ét✉❞✐❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ t❡❧❧❡ str❛té❣✐❡✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t q✉❡ ❧✬♦♥

✸✳ ◆♦✉s ❛✉r♦♥s ✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ à ❝❡ s✉❥❡t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳
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♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❡st ♣❧✉s r✐❝❤❡ q✉✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝✉t✲♦✛✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❝❡
tr❛✈❛✐❧ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ♣r❡♠✐❡r ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❝✉t✲♦✛✳

▲❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✾❪ ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞❡✱ ♠❛✐s s✬❛♣♣✉✐❡ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ s✉r ❧❡
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ✈♦✐r✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡ σ✱ ❧❛ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞é♣❡♥❞ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t r❡♠♣❧✐❡✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡st ❞és✐❣♥é❡ ♣❛r B(σ)✳ ❆ q✉❡❧q✉❡s ❞ét❛✐❧s ♣rès✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜✲
❣✉r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r❡♠♣❧✐❡ s✬ét✉❞✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✈✉
❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡t ❞♦♥❝ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬❛♣rès ✉♥ t❡♠♣s t1 ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ B(σ)/2v✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛
❝réé s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ③ér♦s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣♦✉r r❡❧❛①❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡
❧❡ t❡♠♣s B(σ)/2v s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉① ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ✭❞❡✉① ❢r♦♥ts✮
❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♣♦✉r s❡ r❡❥♦✐♥❞r❡✳ ▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ❣éré ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s✳ ■❧ ② ❛
❧❡s ③♦♥❡s ♦ù ✐❧ ② ❛ ❞é❥à ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ③ér♦s✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ✈♦♥t ❛✈❡❝ ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥
❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐t❡s ✈✐❞❡s ❥✉sq✉✬❛✉ t❡♠♣s t1✳ ■❧ ② ❛ ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s r❡♠♣❧✐❡s✱ ♣❧✉s
♣❡t✐t❡s q✉❡ B(σ)✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❢r♦♥ts✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐❝✐té
❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ rés✐❞❡ ❡♥ ❣r❛♥❞ ♣❛rt✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s r❡♠♣❧✐❡s
q✉✐ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ s❡ ❢♦♥t ✧❣r✐❣♥♦t❡r✧ à ❝❤❛q✉❡ ❜♦r❞✳
■❧ ❡st ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ✧s❡✉✐❧✧ ❞❡ B(σ) à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❝❡
♣r✐♥❝✐♣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ B(σ) ❡st ♣❡t✐t✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ t❡❧ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
♣✉✐sq✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳ ❊♥ ét✉❞✐❛♥t ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥
❞❡ ♣rès✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ sé♣❛ré❡s ❡♥tr❡ ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♦♥t
✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ r❡♠♣❧✐ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r δ > 0 ❡t L > 0
✜①és✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♦✉ ♥♦♥ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

Ωδ := H(1, L, δL).

❈✐t♦♥s ♣♦✉r ✜♥✐r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝✐s ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✾❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✺ ✭❬✶✾❪ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✮✳ P♦✉r t♦✉t L > 0✱ ♦♥ ♥♦t❡ ΩL = Ω[1,L]✳ ❖♥ ❞é✜✲
♥✐t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ σ ∈ ΩL✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t r❡♠♣❧✐
B(σ) := max{h ≥ 0 | ∃x ∈ [0, L− h], σ [x+1,x+h] ≡ 1}✳
P♦✉r t♦✉s p < pcp✱ δ ∈ (0, 1) ❡t ε > 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳ ■❧ ❡①✐st❡ a = a(ε) > 0
t❡❧❧❡ q✉❡✱ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s t❡♠♣s s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r t♦✉t σ ∈ ΩL ✿

t1(σ) =

(

B(σ)

2v
+ (B(σ))1/4

)

∨
(

(logL)9

2v
+ (logL)9/4

)

✱

t2(σ) =
B(σ)

2v
+

7a

vδ

√
L✱

t3(σ) =
B(σ)

2v
− 2a

v

√

B(σ)✱
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❛❧♦rs ✿

lim sup
L→+∞

sup
σ∈Ωδ

L

||µσ
t1(σ)

− µ||TV = 0, ✭✺✮

lim sup
L→+∞

sup
σ∈(Ωδ

L)
c

||µσ
t2(σ)

− µ||TV ≤ ε

δ2
. ✭✻✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t ❢♦♥❝t✐♦♥ Φ t❡❧❧❡ q✉❡ Φ(L) −→
L→+∞

+∞✱

lim inf
L→+∞

inf
σ∈H(0,L,Φ(L))c

||µσ
t3(σ)

− µ||TV ≥ 1− ε. ✭✼✮

✷✳✹✳✺ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▲❡ rés✉❧t❛t ❝✐té ❝✐✲❞❡ss✉s ❛♣♣❡❧❧❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡r♣❡❝t✐✈❡s✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✐❧ ♣❛r❛✐t très ✐♠♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉ ré❣✐♠❡ p < pcp s♦✐t ♣❡rt✐✲
♥❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❋❆✲1❢✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s r❛✐s♦♥s q✉✐ ♥♦✉s ❢♦r❝❡♥t à ét✉❞✐❡r ❝❡ ré❣✐♠❡
s♦♥t ♣✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ✿ ❝✬❡st ✉♥ ré❣✐♠❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ s❛✐t ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❋❆✲1❢ à
✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ✭❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ③ér♦s✱ ❢r♦♥t✮✳ P♦✉r
❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ pcp ❡st ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s✉r✈✐❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✲
❢❡❝t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐❝✐ ❞❡ ❧❛ s✉r✈✐❡ ❞❡s s✐t❡s ❧✐❜r❡s✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ pcp ❡st ❞♦♥❝ ♣r♦♣r❡
❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❡t ♥✬❛ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❋❆✲1❢✳ ■❧ ♠❡ ♣❛r❛✐t
❞♦♥❝ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✺ s♦✐t ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ p ♣❧✉s
❧❛r❣❡✱ ✈♦✐r❡ ♣♦✉r t♦✉t p ∈]0, 1[✳ Pr♦✉✈❡r ❝❡❧❛ ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s très
❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❡♥ ♣r❡sq✉❡ t♦✉t ♣♦✐♥t✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✱ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❞✉ ❝✉t✲♦✛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ s❡r❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❊st✳ ■❧
♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❢❛❜r✐q✉❡r ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ à ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ st❛♥❞❛r❞✱ ❝❡✲
♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ❡st t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s✬② ✐♥tér❡ss❡r ❞❡ ♣❧✉s ♣rès✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
r❡❣❛r❞❡r ❧❡ ❝❛s s✉✐✈❛♥t✳ ❙✉r Z+✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ st❛♥❞❛r❞ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t r❡♠♣❧✐❡ 1 ❡t ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ σ✳ ◆♦t♦♥s (σ1

t )t≥0 ❡t (σt)t≥0

❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉s✱ ❡t Xt ❧❡ ❢r♦♥t ❞❡ σ1

t ✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉r♣r❡♥❛♥t❡✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❧❛✐ss❡♥t ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣rés❡r✈❡ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[0, X(σ1

t )−ℓ] ❛✈❡❝ ℓ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ t✱ ♠❛✐s ✧♣❡t✐t✧✳ ❙✐ ✉♥ t❡❧ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ét❛✐t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✈r❛✐
❛✈❡❝ ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥ ℓ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t t✱ ❝❡❧❛ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r
❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ç❛ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡r❛✐t r✐❡♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉
♣❛r❛♠ètr❡ p ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❞é♣❡♥❞r❛✐t ❡♥❝♦r❡ ❞✉ ❚❈▲✳

❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❋❆ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥
❞✉ ❝✉t✲♦✛ ♣❡✉t é✈✐❞❡♠♠❡♥t s❡ ♣♦s❡r ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♠♦❞è❧❡✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❞✬❛❜♦r❞

✸✹



s✬✐♥tér❡ss❡r à ❣é♥ér❛❧✐s❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡ ❢r♦♥t✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✈r❛✐♠❡♥t ♥❛t✉✲
r❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❧❡ ❢r♦♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❛♥s Z2 ❛✈❡❝✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ③ér♦
✐♥✐t✐❛❧ ❡♥ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❯♥❡ ♥♦t✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉rr❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
At ❞❡s s✐t❡s x q✉✐ ♦♥t s♦♥♥é ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s ❛✈❛♥t ❧❡ t❡♠♣s t t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t cx(σt) = 1✳
❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t✱ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♣r♦❣r❡ss❡r tr♦♣ ✈✐t❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
✜♥✐❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❡t ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rré❧é à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ σt✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱
♦♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ❝♦♥st❛t❡r q✉✬✐❧ s❡♠❜❧❡ ❜✐❡♥ ② ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣r✐s❡ ♣❛r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ At✱ ❞♦♥t ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ♣r♦❣r❡ss❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ✭❝❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✮✳ ❯♥❡
q✉❡st✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉rr❛✐t ❛✉ss✐ s❡ ♣♦s❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♠❡ ◆♦r❞✲❊st ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✶✳✸✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✶✸ ✕ ❯♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♣rès 2.107 tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❋❆✲1❢ s✉r Z2 ❛✈❡❝
p = 0.2✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ σt✱ ❧❡s s✐t❡s ✈✐❞❡s s♦♥t ❡♥ ❜❧❛♥❝✳ ❆ ❞r♦✐t❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ At

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡♥ ❜❧❛♥❝✳

✸✺



✸ ❉✐✛✉s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❑❆✲j❢

✸✳✶ ❊r❣♦❞✐❝✐té✱ t❡♠♣s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥

❈♦♠♠❡♥t ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝✐♥ét✐q✉❡s ♦♥t
♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ♦ù ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s s♦♥
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ p✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡
♣❛r♠✐ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❑❈▲●✳ P♦✉r ❧✬❡①♣❧✐q✉❡r✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❧✉st❡r ♠♦❜✐❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✭❬✹✽❪✮✳ P♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞♦♥♥é✱ ✉♥ ❝❧✉st❡r ♠♦❜✐❧❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s✐t❡s
❞✉ ❣r❛♣❤❡ C ⊂ Zd t❡❧ q✉❡ ✿

✶✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ σ ∈ Ω t❡❧❧❡ q✉❡ σ C ≡ 0✱ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ Zd✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❧é❣❛❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛♥t σ ❡♥ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ σ′ t❡❧❧❡ q✉❡ σ′ C+u ≡ 0✱

✷✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ σ ❡t t♦✉s s✐t❡s ✈♦✐s✐♥s x ∼ y✱ ✐❧ ❡①✐st❡ u ∈ Zd t❡❧ q✉❡ ✿

✖ x /∈ C + u✱ y /∈ C + u✱

✖ P♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ σ✱ s✐ σ′ ❡st ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ é❣❛❧❡ à σ ♣❛rt♦✉t s❛✉❢ s✉r
C + u ♦ù ❡❧❧❡ ✈❛✉t 0✱ ❛❧♦rs cxy(σ

′) = 1✳

❯♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝❧✉st❡r ♠♦❜✐❧❡ ❡st ❞✐t ♥♦♥ ❝♦♦♣ér❛t✐❢✳
■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞✐t ❝♦♦♣ér❛t✐❢ s✐ ✉♥ t❡❧ ❝❧✉st❡r ♠♦❜✐❧❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❧✉st❡r ♠♦❜✐❧❡ r❡♥❞ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à ét✉❞✐❡r
❝❛r ✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡✉① s✐t❡s ❞❡ s✬é❝❤❛♥❣❡r q✉✐tt❡ à ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡ ❝❧✉st❡r ❞❛♥s
s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥ ❝♦♦♣ér❛t✐❢s s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡
✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ❝❧✉st❡r ♠♦❜✐❧❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❡ ✉♥ s✐t❡ ✈✐❞❡✳ ■❧s ♥❡ ❞❡✈r❛✐❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s à ét✉❞✐❡r✱ ♠❛✐s ♠♦✐♥s r✐❝❤❡s ❡♥
♣r♦♣r✐étés t②♣✐q✉❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛r ♥♦s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❑❆ s♦♥t ❝♦♦♣ér❛t✐❢s✱ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t
❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦ù ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s✐t❡s ♦❝❝✉♣és ♥❡ ♣❡✉t ❥❛♠❛✐s s❡ ✈✐❞❡r q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t
s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳

❚♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❑❈▲● s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♣r♦❞✉✐t µ = ⊗x∈Zd❇❡r(p)
❡st ré✈❡rs✐❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦♦♣ér❛t✐❢s✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ s❡✉❧❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡s
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛②❛♥t ❞❡s s✐t❡s ❜❧♦q✉és✳ ❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡r❣♦❞✐❝✐té
❡t ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ s✐ k > d✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❑❆ ♣rés❡♥t❡
❞❡s str✉❝t✉r❡s ✜♥✐❡s ❜❧♦q✉é❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❑❈❙▼✱ ♥♦✉s ❡①❝❧✉r♦♥s ❝❡s ♠♦❞è❧❡s
♣✉✐sq✉✬✐❧s ♥✬♦♥t ❞✬❡♠❜❧é❡ ❛✉❝✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬êtr❡ ❡r❣♦❞✐q✉❡ ✭♣♦✉r ❛✉❝✉♥❡ ❞❡♥s✐té p✮✳ ❖♥ s❡
r❡str❡✐♥t ❞♦♥❝ ❞és♦r♠❛✐s à k ∈ [2, d]✳ ❉❛♥s ❬✹✽❪✱ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ [2, d]✱
t♦✉t❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♣r♦❞✉✐ts ❛✈❡❝ p ∈]0, 1[ s♦♥t ❡r❣♦❞✐q✉❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ✈✐❡♥t ❝♦♥tr❡❞✐r❡ ❞❡s
❝♦♥❥❡❝t✉r❡s q✉✐ s✬❛♣♣✉②❛✐❡♥t s✉r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ ② ❛✉r❛✐t ✉♥❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡r❣♦❞✐q✉❡✴♥♦♥ ❡r❣♦❞✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝r✐t✐q✉❡ pc < 1 ❬✸✶❪✳
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▼♦♥tr♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ tr♦✉ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❑❆ s✉r Zd ❡st ♥✉❧ ♣♦✉r t♦✉t
p > 0✳ P♦✉r t♦✉t L > 0✱ s♦✐t

fL : σ 7→ #{x ∈ [1, L]d | σ(x) = 0}

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ s✐t❡s ✈✐❞❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜♦ît❡ [1, L]d✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❧♦❝❛❧❡
❡t ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❈❛❧❝✉❧♦♥s ❛❧♦rs µ(−fL.LfL) ❡t ❱❛r(fL)✳
✖ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡

µ(−fL.LfL) =
1

2

∑

σ

∑

x∈Zd

∑

y∼x

µ(σ)cxy(σ)σ(x)(1− σ(y)) [fL(σ
xy)− fL(σ)]

2 .

▲❡s s❡✉❧s t❡r♠❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ ❝❡tt❡ s♦♠♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s
x ∼ y q✉✐ ♠♦❞✐✜❡♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❛♥s [1, L]d✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡s ❛rêt❡s q✉✐
tr❛✈❡rs❡♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ♠❛❥♦r❡r t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s
♥♦♥ ♥✉❧s ♣❛r ✶ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✿ µ(−fL.LfL) ≤ d#∂[1, L]d ≤ CLd−1 ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
C ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ L✳ ❉♦♥❝

µ(−fL.LfL) ≤ CLd−1.

✖ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❱❛r(f) = p(1− p)Ld ♣❛r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s σ(x)✳

❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t
µ(−fL.LfL)
❱❛r(fL)

t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ ❧♦rsq✉❡ L → ∞✳ ▲❡ tr♦✉ s♣❡❝tr❛❧

❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❑❆ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥✜♥✐ ❡st ❞♦♥❝ ♥✉❧✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
♣❤②s✐q✉❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ tr♦✉ s♣❡❝tr❛❧✱ ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜♥✐ [1, L]d✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t❡♥❞ ✈❡rs +∞
❧♦rsq✉❡ L → ∞✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t s❡ ♣♦s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs q✉❡st✐♦♥s à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
◗✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ L ❄ ❈♦♠♠❡♥t é✈♦❧✉❡✲t✲❡❧❧❡ ❧♦rsq✉❡
p → 1 ❄ ❆♣rès ♣❧✉s✐❡✉rs ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭❬✹✽❪✮✱ ▼❛rt✐♥❡❧❧✐✱ ❙❤❛♣✐r❛ ❡t ❚♦♥✐♥❡❧❧✐ ♦♥t ♠♦♥tré ✉♥
❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ♣ré❝✐s ❞❛♥s ❬✸✼❪✳ ❈✐t♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ✭❬✸✼❪ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✮✳ ◆♦t♦♥s q = 1 − p ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ s✐t❡s ❧✐❜r❡s✳ P♦✉r t♦✉t
q ∈]0, 1[, ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s C−(q), C+(q) > 0 t❡❧❧❡s q✉❡

C−(q)L
2 ≤ Trel ≤ C+(q)L

2,

❛✈❡❝✱ ❧♦rsq✉❡ q → 0✱

C+(q) =

{

exp(k−1)(c/q
1/d−k−1) s✐ 3 ≤ k ≤ d,

exp(c log(q)2/q1/d−1) s✐ k = 2.

C−(q) =

{

exp(k−1)(c
′/q1/d−k−1) s✐ 3 ≤ k ≤ d,

exp(c′/q1/d−1) s✐ k = 2.

❛✈❡❝ c, c′ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ exp(ℓ) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ℓ✲è♠❡ ✐téré❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❡❧❧❡✳
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❈❡ rés✉❧t❛t ♠♦♥tr❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ très ❢♦rt❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥
❣r❛♥❞ r❛❧❡♥t✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡ 1✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡
s✬❛♣♣✉✐❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐r ❡♥
s❡❝t✐♦♥ ✸✳

✸✳✷ ❉✐✛✉s✐♦♥

❯♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✉✐✈r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡
♠❛rq✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❖♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ à ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡
❡♥ 0✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ (Xt)t≥0 ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ (Xt)t≥0 ♥✬❡st
♣❛s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡♥ s♦✐ ♣✉✐sq✉❡ s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r
❞❡ ❧✉✐✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (Xt, σt) ❡♥ ❡st ✉♥ ❡t s♦♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

Ldf(X,σ) =
∑

y∈Zd

y 6=X

∑

z∼y

cyz(σ)σ(y)(1− σ(z)) [f(X,σyz)− f(X,σ)]

+
∑

y∼X

cXy(σ)σ(X)(1− σ(y))
[

f(y, σXy)− f(X,σ)
]

.

Pré❝✐s♦♥s ✉♥ ❞ét❛✐❧ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐✲
❞èr❡ q✉❡ ❧❡ s❡✉❧ ♠♦②❡♥ q✉✬❡❧❧❡ ❛ ❞❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❡st ❞❡ ✧s❛✉t❡r✧ ✈❡rs ✉♥ s✐t❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ✈✐❞❡✳ ❊♥
❞✬❛✉tr❡s ♠♦ts✱ ♦♥ ✐❣♥♦r❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à é❝❤❛♥❣❡r ❞❡✉① s✐t❡s ♦❝❝✉♣és✳
▲❡s s❡✉❧s ✈r❛✐s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts s♦♥t ❧♦rsq✉✬✉♥ s✐t❡ ✈✐❞❡ ❡t ✉♥ s✐t❡ ♦❝❝✉♣é s♦♥t é❝❤❛♥❣és✳ ◆♦t♦♥s
q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♠❛r❣✐♥❛❧ (σt)t≥0 ♥✬❡♥ ❡st ♣❛s ♠♦✐♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❑❆ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡
♦♥ ❧✬❛ ❞é✜♥✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❡st ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❛♣rès ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ❖♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ Z2 s❡ ❝♦♥tr❛❝t❡ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r✱ à
❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉ R2✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t (εXt(ǫ)) ❛✈❡❝ ε → 0✳ ■❧ ❢❛✉t
❡♥s✉✐t❡ tr♦✉✈❡r ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ✭t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ε✮ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ✜♥❛❧❡s s♦✐❡♥t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡s✳ ■❝✐✱ ❧❛ ❜♦♥♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✐t❡ ✧❞✐✛✉s✐✈❡✧ ✿ ♦♥
r❡❣❛r❞❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s (εXε−2t)t≥0 ❧♦rsq✉❡ ε → 0✳

❊♥ ✷✵✶✽✱ ❞❛♥s ❬✶✵❪✱ ❧❡s ❛✉tr✐❝❡s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡
❡♥ ✉♥ s❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸ ✭❬✶✵❪✮✳ P♦✉r t♦✉t p ∈]0, 1[✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡ D(p) str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ t❡❧
q✉❡

εXε−2t −→
ε→0

√

2D(p)Bt, ✭✽✮

♦ù Bt ❡st ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ st❛♥❞❛r❞ s✉r Rd✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❢❛✐❜❧❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ D(R+, R

d)✳

✸✽



❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ✈✐❡♥t ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧❡ ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧
❢❛✐t ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ❬✹✺❪ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❜✐❡♥ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✽✮✳ ▲✬❛♣♣♦rt ❞❡
❇❧♦♥❞❡❧ ❡t ❚♦♥✐♥❡❧❧✐ ❛ été ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ D ♣♦✉r t♦✉t
♣❛r❛♠ètr❡ p ∈]0, 1[✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡r❣♦❞✐❝✐té✱ ✐❧ ❛✈❛✐t été ♣ré❞✐t q✉❡ ❝❡tt❡
♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐✛✉s✐✈✐té ♥✬ét❛✐t ✈❛❧✐❞❡ q✉❡ ♣♦✉r p ✐♥❢ér✐❡✉r à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t
❞❡ 1 ✭✈♦✐r ❬✸✷❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❈❡tt❡ s✉♣♣♦sé❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛ ❞♦♥❝ été ❞é❥✉❣é❡ ♣❛r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

❚rès s❝❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥
♣r♦❝❡ss✉s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❞✐✛✉s✐❢✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
Daux ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ✭❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞é❥à ❝♦♥♥✉s✮✳ ▲✬❡♥❥❡✉ ❡st
❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ D(p) ≥ C.Daux

♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C > 0✳ ❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✵❪ é❝r✐t ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❙❤❛♣✐r❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
r❡♣r♦❞✉✐t ❝❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✱ q✉✐
♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
D(p) ❧♦rsq✉❡ p → 1✳

✸✳✸ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣♦✉r ❑❆

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❧✐❣♥❡s ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ ❛
❛♠❡♥é ❛✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✵❪✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞✉
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ♠❛rq✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❑❆ s✉r Zd✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r
❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s r❡str❡✐♥❞r❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
k = 2✱ ❧❡ s❡✉❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ P♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s
♣❡✉✈❡♥t s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ✈❡rs ✉♥ s✐t❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❧✐❜r❡ à t❛✉① ✶ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ s✐t❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❧❡ s✐t❡
✜♥❛❧ ♦♥t 1 ✈♦✐s✐♥ ❧✐❜r❡✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① s✐t❡s ❡♥ ❥❡✉✳

❈✐t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s d = k = 2 ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹ ✭❬✷✵❪ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✮✳ ❙♦✐t q = 1 − p✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s c, c′ > 0
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ p t❡❧❧❡s q✉❡✱ s✐ q ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱

exp(−c
log(1/q)2

q
) ≤ D(q) ≤ exp(−c′

1

q
)

▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡
❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉①✐✲
❧✐❛✐r❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❑❆✱ ❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡r❛ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳
P♦✉r ❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❡♥✜♥ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥
❡♥tr❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❡t ❑❆✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s❡r❛ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❞❡s ❛r❣✉✲
♠❡♥ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❛ été ✈✉ ❛✈❛♥t✳

✸✾



❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ p ∈]0, 1[ ❡st ✜①é✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ q = 1−p✳ ▲❡s ❝♦♥✜✲
❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ Ω = {0, 1}Z2

s❡r♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♥♦té❡s η✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❡♥✜♥ µ0 = µ( . | η(0) = 1)✱
τzη = η(z + .) ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ tr❛♥s❧❛té❡ ❞❡ z ❡t [L] ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [1, L]✳

✸✳✸✳✶ ❋♦r♠✉❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡
♠❛rq✉é❡ é♥♦♥❝é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✮✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st t✐ré ❞❡ ❬✶✵❪✱ ♠❛✐s ❡st ❡♥ ❢❛✐t
❛❞❛♣té ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❬✹✺❪✳ ❈❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
r❡♣♦s❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❑❆ ❡st ❡r❣♦❞✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t p < 1✳ ❆✉
❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
♣♦✉r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ q✉✐ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺ ✭❬✶✵❪✮✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❑❆ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✿

∀u ∈ R
2,

u.D(q)u = inf
f

µ0





∑

x6=0

∑

y∼x

cxy(η)(f(η
xy)− f(η))2 +

∑

y∼0

c0y(η)(u.y + f(τyη
0y)− f(η))2



 ,

✭✾✮

♦ù ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ Ω✳

◆♦t♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t D(q) ❡st ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ 2 × 2✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡✛❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✳ P♦✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st s✐♠♣❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s
s②♠étr✐❡s ✐♠♣♦s❡♥t à ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬êtr❡ s❝❛❧❛✐r❡✳ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ✈❡rr❛ ❞♦♥❝ D(q)
❝♦♠♠❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✾✮ ✿
❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡st t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t é❣❛❧ à D(q)||u||2✳

❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ à ✈❡♥✐r✳ ❊♥
❢❛✐t✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❞✐✛✉s✐❢✱ ❛✈❡❝
✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛r❡r❛ à ✭✾✮ ❛✜♥
❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳

✸✳✸✳✷ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡

P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞é✜♥✐r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥str✉✐t
à ♣❛rt✐r ❞❡ Z2✳ ❙♦✐t

ℓ = c
log(1/q)

q
,

L = q−λℓ,

♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s c, λ > 0 q✉❡ ❧✬♦♥ ✜①❡r❛ ♣❧✉s t❛r❞✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t
q✉❡ c ❡t λ s♦♥t t❡❧s q✉❡ L, ℓ ❡t L/ℓ s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳

✹✵



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻ ✭❇❧♦❝✱ ❝❛rré✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❜❧♦❝ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (L+1)i+[L]2 ♦ù
i ∈ Z2✳
❯♥ ❜❧♦❝ s❡ s✉❜❞✐✈✐s❡ ❡♥ ❝❛rrés ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (L+1)i+ ℓa+[ℓ]2 ❛✈❡❝ i ∈ Z2 ❡t a ∈ [0, L/ℓ−1]✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡♥✜♥ ❢❛❝❡ ❡①t❡r♥❡ ❞✬✉♥ ❝❛rré t♦✉t❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡①tér✐❡✉r❡
❞✉ ❝❛rré✳ ❱♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✹✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❡ s✉r❣r❛♣❤❡ Z2
L ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✖ ▲❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ Z2
L s♦♥t ❧❡s s✐t❡s (L + 1)i✱ i ∈ Z2✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❝♦✐♥s ✭❡①tér✐❡✉rs✮

❞❡s ❜❧♦❝s✳ i ∈ Z2
L ❞és✐❣♥❡r❛ ❞♦ré♥❛✈❛♥t ❧❡ s✐t❡ (L+ 1)i ∈ Z2✳

✖ ▲❡s ❛rêt❡s ❞❡ Z2
L ❝♦♥♥❡❝t❡♥t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts (L + 1)i ❡t (L + 1)j s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

||i− j||1 = 1✳

❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❞❡s ❝♦♥❢✉s✐♦♥s✱ ♦♥ rés❡r✈❡r❛ ❞♦ré♥❛✈❛♥t ❧❡s ❧❡ttr❡s x, y, .. ❛✉① s✐t❡s ❞❡ Z2✱
❡t i, j, .. ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞✉ s✉r❣r❛♣❤❡ Z2

L✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡s
❜❧♦❝s ❡t ❧❡s ❝❛rrés✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼ ✭❈❛rré ❛rr❛♥❣❡❛❜❧❡✱ ❡♥❝❛❞r❛❜❧❡✮✳ ❯♥ ❝❛rré (L + 1)i + ℓa + [ℓ]2 ❡st ❞✐t
❡♥❝❛❞r❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ η ∈ Ω s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❧é❣❛❧❡s ❞❡ ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❑❆ ❛②❛♥t ❧✐❡✉ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛rré t❡❧❧❡ q✉❡ η ❞❡✈✐❡♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ η′ ❛✈❡❝ ✿

∀x ∈ [ℓ], η′((L+ 1)i+ ℓa+ (1, x)) = η′((L+ 1)i+ ℓa+ (x, 1)) = 0.

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❞❛♥s η′✱ ❞❡✉① ❜♦r❞s ❛❞❥❛❝❡♥ts ❞✉ ❝❛rré s♦♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✈✐❞❡s ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳
❯♥ ❝❛rré ❡st ❞✐t ❛rr❛♥❣❡❛❜❧❡ s✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① s✐t❡s ✈✐❞❡s ♣❛r ❧✐❣♥❡ ❡t ❝♦❧♦♥♥❡✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s t❛r❞✱ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❛ ♣r♦♣❡♥s✐♦♥ à
♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉① ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛rré✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬êtr❡ ❡♥❝❛❞r❛❜❧❡ ❡t
❛rr❛♥❣❡❛❜❧❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s str✐❝t❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❡♥❝❛❞r❛❜❧❡s
❡t ♥♦♥ ❛rr❛♥❣❡❛❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❞é❥à ✧❡♥❝❛❞ré❡✧ ❡t ♣❧❡✐♥❡
♣❛rt♦✉t ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❜♦r❞s✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥
s✐♠♣❧❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❡♥❝❛❞r❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ❝❛rré✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❡♥ ❡st✐♠❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s♦✉s µ✳
❘❡t❡♥♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t q✉✬❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♥♦s é❝❤❡❧❧❡s ℓ ❡t L✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
q✉✬✉♥ ❝❛rré ❞♦♥♥é s♦✐t ❛rr❛♥❣❡❛❜❧❡ t❡♥❞ ✈❡rs 1 ❧♦rsq✉❡ q → 0 ✭❞♦♥❝ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡
♣❛rt✐❝✉❧❡ t❡♥❞ ✈❡rs 1✮✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✉♥ ❝❛rré s♦✐t ❡♥❝❛❞r❛❜❧❡ ❡st ♠✐♥♦ré❡ ♣❛r q2ℓ✱ q✉✐
t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ ❧♦rsq✉❡ q → 0✱ ♠❛✐s ❡♥ ❞♦♠✐♥❛♥t 1/L s✐ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ λ ❛ss❡③
❣r❛♥❞❡✳ ✃tr❡ ❡♥❝❛❞r❛❜❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ♠♦✐♥s ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉✬êtr❡ ❛rr❛♥❣❡❛❜❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✽ ✭❈♦♥♥❡①✐♦♥ ♣❛r ❜❧♦❝✮✳ ❙♦✐t i ∈ Z2 ❡t j = i+(L+1, 0) ❡t ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
η ∈ Ω✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts i, j ∈ Z2

L s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés ♣❛r ❜❧♦❝ ✭❞❛♥s η✮ s✐ ✿

✶✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❝❛rrés ❛rr❛♥❣❡❛❜❧❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts r❡❧✐❛♥t ❧❡ ❝❛rré (L+1)i+ [ℓ]2 ❛✉
❝❛rré (L+ 1)i+ ℓ(Lℓ − 1) + [ℓ]2✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❛✉ ♣❧✉s 3L✱ ❡t ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥
❝❛rré ❡♥❝❛❞r❛❜❧❡✱

✹✶



✷✳ ▲❡s ❞❡✉① ❢❛❝❡s ❡①t❡r♥❡s ❞✉ ❝❛rré ✐♥✐t✐❛❧ q✉✐ s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❛✉ s✐t❡ (L+1)i ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t
❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① s✐t❡s ✈✐❞❡s✱

✸✳ ▲❡s ❞❡✉① ❢❛❝❡s ❡①t❡r♥❡s ❞✉ ❝❛rré ✜♥❛❧ q✉✐ s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❛✉ s✐t❡ (L+1)j ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t
❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① s✐t❡s ✈✐❞❡s✳

➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❛❞❛♣t❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡✉① s✐t❡s i ❡t i+ (0, L+ 1)✳

L

ℓ

i j

❋✐❣✉r❡ ✶✹ ✕ ❬✷✵❪ ❉❡s s♦♠♠❡ts i ❡t j ❝♦♥♥❡❝tés ♣❛r ❜❧♦❝✳ ▲❡s ❝❛rrés ❜❧❡✉s s♦♥t ❛rr❛♥❣❡❛❜❧❡s✱
❧❡ ❝❛rré r♦✉❣❡ ❡♥❝❛❞r❛❜❧❡ ❡t ❧❡s ❢❛❝❡s ❡①t❡r♥❡s ✈❡rt❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t 2 s✐t❡s ❧✐❜r❡s✳

❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ♣❛r ❜❧♦❝ ♣❡r♠❡t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ s✉r
❧❡ s✉r❣r❛♣❤❡ Z2

L✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ η ∈ Ω t✐ré❡ s♦✉s ❧❛ ♠❡s✉r❡ µ✱ ♦♥ r❡t✐r❡
t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ Z2

L q✉✐ r❡❧✐❛✐❡♥t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥❡❝tés ♣❛r
❜❧♦❝ ❞❛♥s η✳ P♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ η ❡t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❛❞❥❛❝❡♥ts i, j ❞❡ Z2

L✱ ♦♥ ♥♦t❡ η̄ij = 1
s✐ ❧❡s s♦♠♠❡ts i ❡t j s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés✱ 0 s✐♥♦♥✳ ❙♦✐t µ̄ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❛✐♥s✐ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r µ0 s✉r ❧❡s
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ s✉r❣r❛♣❤❡✳ ●râ❝❡ à ♥♦tr❡ ❝❤♦✐① ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ℓ, L ❡t ❛✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés q✉✬✉♥ ❝❛rré s♦✐t ❛rr❛♥❣❡❛❜❧❡ ♦✉ ❡♥❝❛❞r❛❜❧❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡
❞❡✉① s✐t❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés ♣❛r ❜❧♦❝ t❡♥❞ ✈❡rs 1 ❧♦rsq✉❡ q → 0✳ P♦✉r q s✉✣s❛♠♠❡♥t
♣❡t✐t✱ s♦✉s µ̄ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ♣r❡sq✉❡ sûr❡♠❡♥t ✉♥ ❝❧✉st❡r ❞❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs
µ̄⋆ = µ̄( . |0 ↔ ∞) ❧❛ ♠❡s✉r❡ µ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ à ❝❡ q✉❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❧✉st❡r ❞❡
♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✐♠♣❧❡ s✉r ❝❡ ❝❧✉st❡r ✐♥✜♥✐✳
▲à ❡♥❝♦r❡✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❝❡tt❡ ♠❛r❝❤❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞✐✛✉s✐✈❡✱ ❡t q✉❡ s♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ Daux ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿
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∀u ∈ R
2, u.Dauxu = inf

f

∑

i∈Z2
L

i∼0

µ̄⋆
(

η̄0i
[

u.i+ f(τiη
0i)− f(η)

]2
)

. ✭✶✵✮

❈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st ❞❡ ♣❧✉s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ p✳

✸✳✸✳✸ ❆r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s

■❧ s✬❛❣✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭✾✮ ❡t ✭✶✵✮✳ ❯♥❡
♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❛♠❡♥❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✶✵✮ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❈❡tt❡
ét❛♣❡ ❡st é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝✐t♦♥s q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ✿

∀u ∈ R
2, u.Dauxu ≤ µ (0 ↔ ∞)−1 inf

f















∑

i∈Z2
L

i∼0

µ0

(

η0i
[

u · i+ f
(

τiη
0i
)

− f (η)
]2
)















✭✶✶✮

▲✬❛r❣✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛rr✐✈❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳ P❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
✭✶✶✮✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ η ❛✈❡❝ η(0) = 1✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ i ∈ Z2

L q✉✐ ❡st ❝♦♥♥❡❝té ♣❛r ❜❧♦❝
à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❛♥s η✱ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡ η(0), η(1), ..., η(T ) t❡❧❧❡ q✉❡ η(0) = η
❡t η(T ) = η0i✱ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡st r❡❧✐é❡ à ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ♣❛r ✉♥❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧é❣❛❧❡ ❞❛♥s ❑❆✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t t ≤ T − 1✱ ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s η(t) ❡t
η(t+1) ♥❡ ❞✐✛èr❡♥t q✉✬❡♥ ❞❡✉① s✐t❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts xt, yt t❡❧s q✉❡ cxtyt(η

(t)) = 1✳ ❈❡tt❡ s✉✐t❡ ❞❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❑❆ q✉✐ tr❛♥s✲
♣♦rt❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡♥ ✉♥ s✐t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r i q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❝♦♥♥❡❝té ♣❛r ❜❧♦❝✳

▼✉♥✐ ❞✬✉♥ t❡❧ ❝❤❡♠✐♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡
✭✶✶✮ ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s η(t), 0 ≤ t ≤ T ❡t r❡tr♦✉✈❡r
❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭✾✮✳ ❙❛♥s r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s
❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s q✉✬✐❧ ✈✐❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs q✉❛♥t✐tés q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❡st✐♠❡r✳
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r T ✿ ✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉✈♦✐r ❡st✐♠❡r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥ t❡❧ ❝❤❡♠✐♥✳ ❊♥s✉✐t❡✱
✐❧ ❛♣♣❛r❛✐t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♣❧✉s s✉❜t✐❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳
❊❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ q✉❛♥t✐té✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é η′ ∈ Ω✱ t ≥ 0 ❡t x, y ∈ Z2 ✜①és ✿

2▲♦ss :=
∑

η

1η(t−1)=η′1η(t)=η′xy . ✭✶✷✮

2▲♦ss ♠❡s✉r❡ ❞♦♥❝ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s η ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢❛✐t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ η′ → η′xy à ❧❛ (t− 1)❡ ét❛♣❡✳

❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❇❧♦♥❞❡❧ ❡t ❚♦♥✐♥❡❧❧✐✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❡st
✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛♠è♥❡ à ❞❡s ❜♦r♥❡s ❛ss❡③ ❣r♦ss✐èr❡s ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱
s❛♥s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ✭✶✷✮ ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

✹✸



❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♥❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✉t♦✉r ❞❡s s✐t❡s 0 ❡t i✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛rt✐❝❧❡ ❬✷✵❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦❞✐✜é
❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❞❡s ❛✉tr✐❝❡s ❞❡ ❬✶✵❪ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♥♦✉s ❛♣♣✉②❡r s✉r ❞❡s
❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞é❥à ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❙❤❛♣✐r❛ ✭✈♦✐r ❬✹✹❪✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡
T ❡t 2▲♦ss ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✜♥❛❧❡ ❞❡ D(q) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✺ ✕ ▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ✈✐❞❡✳

❊①♣❧✐q✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ à ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡s ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥s ✈✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝❛rré ❡♥❝❛❞r❛❜❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t
✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❧é❣❛❧❡s ❞❡ ❝ré❡r ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ s✐t❡s ✈✐❞❡s✳ ❈❡tt❡ s✉✐t❡ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ q✉✐
♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ♠❛✐s ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬❡❧❧❡ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ ℓ✱
q✉✐ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ C logL✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s ❡t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡r❞✉❡ ✐❝✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❞♦♠♠❛❣❡❛❜❧❡s✳ ❈✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ é❝❤❡❧❧❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ℓ q✉✐ ♠❛rq✉❡
✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❧♦♥❞❡❧ ❡t ❚♦♥✐♥❡❧❧✐✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✈✐❞❡ ❢♦r♠é❡✱
♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡✉t s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛rré ❧✐❜r❡♠❡♥t ♣♦✉r ♣❡✉ q✉✬✐❧ ② ❛✐t ❛✉
♠♦✐♥s ✉♥ s✐t❡ ✈✐❞❡ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❧✐❣♥❡s ✭❝❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✸✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❧❛ tr❛♥s♣♦s❡r ❡♥ ✉♥❡
❝♦❧♦♥♥❡ ✈✐❞❡✳ ▼✐❡✉① ❡♥❝♦r❡✱ s✐ ❝❡tt❡ ❧✐❣♥❡ ✈✐❡♥t s❡ ❝♦❧❧❡r à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✬✉♥ ❝❛rré ❛rr❛♥❣❡❛❜❧❡✱
❡❧❧❡ ♣❡✉t r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛rré✱ ❡t ❧❡ tr❛✈❡rs❡r ✐♥té❣r❛❧❡♠❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❧✐❣♥❡
✈✐❞❡ ♠♦❜✐❧❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s♣♦rt❡r ❛✈❡❝ ❡❧❧❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ♠❛rq✉é❡✳ ❊♥ ♠❡tt❛♥t
❜♦✉t à ❜♦✉t t♦✉s ❝❡s ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣ré❝✐s q✉✐ ❡st s❝❤é♠❛t✐sé ❡♥
❋✐❣✉r❡ ✷✺✳ ❊♥ ❡st✐♠❛♥t T ❡t ▲♦ss s✉r ❝❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ✧é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✧ ✭❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❧✐❣♥❡ ✈✐❞❡✱ s♦♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❡t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✮✱ ♦♥ ♣❡✉t✱ ❡♥ ❝♦♥❝❛té♥❛♥t
❝❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts✱ ❛rr✐✈❡r à ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ s✉r t♦✉t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐
♦❜t❡♥✉❡ ❡st ✿

D(q) ≥ exp(−cℓ2/q) = exp(−c log(1/q)2/q).

❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❥✉st❡
❛♣rès✳ ■❧ ❡st ❝♦♥❥❡❝t✉ré q✉❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦rr❡❝t ❞❡ D(q) ❡st ♣❧✉tôt exp(−c/q)✳

✸✳✸✳✹ ❇♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ D(q)✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st f ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

µ0





∑

x 6=0

∑

y∼x

cxy(η)(f(η
xy)− f(η))2 +

∑

y∼0

c0y(η)(u.y + f(τyη
0y)− f(η))2



 ✭✶✸✮
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0
0
0
0

1 ⋆

0 0 0 0

1 ⋆

0 0 0 0

0
0
0
0

1 ⋆

0 0 0 0 0

0
0
0
0

1 ⋆

0 0 0 0 0

0
0
0
01

⋆

0 0 0 0
1

⋆

0 0 0 0
1

⋆

0 0 0 0

1

⋆

0 0 0 0

1⋆

0
0
0
0

1⋆

❋✐❣✉r❡ ✶✻ ✕ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣❡r♠✉t❡r ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ♠❛rq✉é❡ ❡♥ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡
s✐t❡ ⋆✳

❛ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r r❡❝❤❡r❝❤é✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❜♦♦tstr❛♣ ✈✉❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✶✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡
❝❡t ❛✉t♦♠❛t❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✱ ❧❡s s✐t❡s ❧✐❜r❡s r❡st❡♥t ❧✐❜r❡s✱ ❡t ❧❡s s✐t❡s ♦❝❝✉♣és ❛②❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s 2
✈♦✐s✐♥s ❧✐❜r❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❧✐❜r❡s✳ ❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ η✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t à ❧❛
❧✐♠✐t❡ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ η∞✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝❧✉st❡r ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ C0(η) ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
s✐t❡s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s η∞ r❡❧✐és à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s✐t❡s ❧✐❜r❡s✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❛❧♦rs

f(η) = max {x ∈ [−ℓ, ℓ] | ∃y ∈ [−ℓ, ℓ], (x, y) ∈ C0(η)},

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❛❜s❝✐ss❡ ❞✉ s✐t❡ ❞❡ C0(η) ❧❡ ♣❧✉s à ❞r♦✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦ît❡ [−ℓ, ℓ]2✱ ❛✈❡❝ ℓ = c/q
♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c✳ P♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✸✮✱ ♦♥
❝♦♥st❛t❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡✉① ❝❤♦s❡s ✿

✶✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♣♦✉r η ∈ Ω✱ s✐ x, y ∈ [−ℓ, ℓ]2 ❡t cxy(η) = 1✱ ❛❧♦rs f(η) = f(ηxy)✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s✐ η(x) = η(y) = 1✱ ❛❧♦rs η = ηxy✳ ❙✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥ ❞❡s s✐t❡s x, y ❡st ❧✐❜r❡✱ ❛❧♦rs
❧✬❛✉tr❡ ❛ 2 ✈♦✐s✐♥s ❧✐❜r❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❛♥s η ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ηxy✱ ❧❡s ❞❡✉① s✐t❡s s♦♥t ❧✐❜érés
❛♣rès ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❜♦♦tstr❛♣✳ ▲❡s ❛rêt❡s q✉✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s♦♠♠❡

✹✺



tr❛✈❡rs❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ [−ℓ, ℓ]2✳

✷✳ ❙✐ x ∼ y ❛✈❡❝ x ∈ [−ℓ, ℓ]2 ❡t y /∈ [−ℓ, ℓ]2✱ ❛❧♦rs f(η) 6= f(ηxy) ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ x ∈ C0(η)
♦✉ x ∈ C0(ηxy)✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡ ❝❧✉st❡r ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❛tt❡✐♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❝❛rré
[−ℓ, ℓ]2 ♣♦✉r η ♦✉ ηxy✳

■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ❡st✐♠❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s♦✉s µ q✉❡ C0(η) ❛✐t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ♥♦r♠❡ ≥ ℓ✱ ❝❡ q✉✐
❡st ✉♥ rés✉❧t❛t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ P♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✸✮✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ✉♥ ♣❡✉
♣❧✉s ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿

D(q) ≤ exp(−c/q).

✹✻



✹ ❈✉t♦✛ ❢♦r ❋❆✲✶❢

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st t✐ré❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✾❪✱ s♦✉♠✐s ♣♦✉r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡
❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

❘és✉♠é

❚❤❡ ❋r❡❞r✐❝❦s♦♥✲❆♥❞❡rs❡♥ ♦♥❡ s♣✐♥ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❑✐♥❡✲

t✐❝❛❧❧② ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❙♣✐♥ ▼♦❞❡❧s✳ ■t ✐s ❛ ♥♦♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ s♣❡❝tr❛❧

❣❛♣✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❝❡ss ♦♥ ❛♥ ✐♥✲

t❡r✈❛❧ [1, L] st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥② ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❆ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s t❤❛t

t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❡①❤✐❜✐ts ❝✉t♦✛ ❛t t✐♠❡ L/(2v) ✇✐t❤ ✇✐♥❞♦✇ O(
√
L) ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡

❝♦♥st❛♥t v✳ ❚❤❡ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✐s t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t♠♦st ❡♠♣t② s✐t❡

✐♥ ❛ ✜❧❧❡❞ ✐♥✜♥✐t❡ ❤❛❧❢✲❧✐♥❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❢r♦♥t✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ✐♠♣r♦✈❡

r❡❝❡♥t r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡ ❢r♦♥t ♠♦t✐♦♥ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✐t ❡✈♦❧✈❡s ❛t s♣❡❡❞ v ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠✳

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❋r❡❞r✐❝❦s♦♥✕❆♥❞❡rs❡♥ ♦♥❡ s♣✐♥ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❋❆✲✶❢✮ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣
♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠ t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ s♣✐♥ ♠♦❞❡❧s ✭❑❈❙▼✮✳
❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ✇❡r❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✽✵✬s ❜② ♣❤②s✐❝✐sts
t♦ ♠♦❞❡❧ ❧✐q✉✐❞✲❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭s❡❡ ❬✷✷❪ ❛♥❞ ❬✷✽❪✮ ❛♥❞ t❤❛t ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡
●❧❛✉❜❡r ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❛ ❑❈❙▼ ♦♥ ❛ ❣r❛♣❤ G✱ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❝❛♥ ❡✐t❤❡r
❤❛✈❡ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦r ❜❡ ❡♠♣t②✳ ❆t r❛t❡ ✶✱ ❡❛❝❤ s✐t❡ tr✐❡s t♦ ✉♣❞❛t❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❇❡r♥♦✉❧❧✐
♠❡❛s✉r❡✱ ❜✉t ❞♦❡s s♦ ♦♥❧② ✐❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ Z✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
❝❛♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡ t❤❛t t❤❡ s✐t❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t♦ t❤❡ r✐❣❤t ✐s ❡♠♣t②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✇❡ ❣❡t
t❤❡ ❊❛st ♠♦❞❡❧✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s t♦ ❤❛✈❡ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
s✐t❡s ❡♠♣t②✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❋❆✲✶❢ ♠♦❞❡❧✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✷✵✵✵✬s✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❑❈❙▼ ❜♦t❤ ❛t ❛♥❞ ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
t❤♦r♦✉❣❤❧② st✉❞✐❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ■♥ ✷✵✵✷✱ ❆❧❞♦✉s ❛♥❞ ❉✐❛❝♦♥✐s ❬✷❪ ♣r♦✲
✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❊❛st ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s♣❡❝tr❛❧ ❣❛♣✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦
❛ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❬✶✷❪✳ ❙t❛rt✐♥❣ ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st✉❞✐❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t
❜② t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ttr❛❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ✉s✉❛❧ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬✶✸❪ ❢♦r t❤❡ ❊❛st ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❬✸✾✱ ✽❪ ❢♦r
❋❆✲✶❢ ❛t ❧♦✇ ❞❡♥s✐t②✳ ❋♦r t❤❡ ❊❛st ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❋❆✲✶❢ ♠♦❞❡❧ ♦♥ Z✱ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦♣✐❝ ♦❢
st✉❞② ✐s t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st ❡♠♣t② s✐t❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✜❧❧❡❞ ♦♥
❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❤❛❧❢✲❧✐♥❡✳ ❋✐rst✱ ❇❧♦♥❞❡❧ ❬✸❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢r♦♥t ❤❛s ❛ ❧✐♥❡❛r s♣❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊❛st
♠♦❞❡❧✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ●❛♥❣✉❧②✱ ▲✉❜❡t③❦② ❛♥❞ ▼❛rt✐♥❡❧❧✐ s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❬✷✸❪ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t
t❤❡♦r❡♠ ❢♦r t❤❡ ❢r♦♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ ❊❛st ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts ❝✉t♦✛
t❤❛♥❦s t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ■♥ ❬✾❪✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❢r♦♥t ❢♦r t❤❡ ❋❆✲✶❢
♣r♦❝❡ss ❛❧s♦ ❜❡❤❛✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❈▲❚ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ❜❡❧♦✇ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡

✹✼



❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ✉s❡ t❤✐s ❧❛st r❡s✉❧t t♦ ♣r♦✈❡ ❛ ❝✉t♦✛ ❢♦r t❤❡ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss✳ ■t ✇✐❧❧
r❡q✉✐r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✇♦r❦ t❤❛♥ ❢♦r ❊❛st ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t ❬✷✸✱ ❙❡❝t✐♦♥
✹✳✷❪ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤♦❧❞s ❢♦r ❋❆✲✶❢✳

❚❤❡ ❝✉t♦✛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❛s ✜rst ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❜② ❆❧❞♦✉s ❛♥❞ ❉✐❛❝♦♥✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
❝❛r❞ s❤✉✤✐♥❣ ❬✶❪✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❤❛r♣ ❞r♦♣ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❡q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❛ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss ✭s❡❡ ❬✸✹❪ ❢♦r ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✮✳
❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝✉t♦✛ ❤❛✈❡ ❜❡ s❤♦✇♥ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢
♣r♦❝❡ss❡s✱ ❜✉t ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♠✐ss✐♥❣✳ ■♥ ✷✵✵✹✱ P❡r❡s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡❞ t❤❛t ❛ ♣r♦❝❡ss
❡①❤✐❜✐ts ❝✉t♦✛ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ trel = o(tmix)✱ ✇❤❡r❡ trel ✐s
t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❣❛♣ ❛♥❞ tmix ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠✐①✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t✉r♥❡❞ ♦✉t ♥♦t t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❜✉t s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢
♣r♦❝❡ss❡s ✭s❡❡ ❬✹❪ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ❬✹✷❪✮✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ s❡✈❡r❛❧ ❝✉t♦✛ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥
❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠s ❧✐❦❡ t❤❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❬✸✻❪✱ t❤❡ ❆s②♠♠❡tr✐❝ ❙✐♠♣❧❡ ❊①❝❧✉s✐♦♥ Pr♦❝❡ss
❬✸✸❪ ♦r ❛ str❛t✐✜❡❞ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ♦♥ t❤❡ ❤②♣❡r❝✉❜❡ ❬✺❪✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st✉❞② ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♠❛✐♥❧② r❡❧② ♦♥ ❛ r❡s✉❧t ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ t✐♠❡
❢♦r ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❛♥② ❡♠♣t② s✐t❡s✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ♦✉r st✉❞② ✇✐❧❧ t❤✉s ❜❡ t♦ s❡❡ ❤♦✇
q✉✐❝❦❧② ❛♥② ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❡♥♦✉❣❤ ❡♠♣t② s✐t❡s✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❜✐❣
✐♥t❡r✈❛❧s t❤❛t ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥t ♦❢ t❤♦s❡ ❛s ❢r♦♥ts
❣♦✐♥❣ ✐♥✇❛r❞ ❛t s♣❡❡❞ v✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❛♥♦t❤❡r r❡s✉❧t r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✧❩❡r♦s ▲❡♠♠❛✧✱ ✇❡ ✇✐❧❧
❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛❢t❡r r♦✉❣❤❧② t❤❡
t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s ❢♦r t❤❡ ❢r♦♥ts ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡r t♦ ♠❡❡t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t
❣✐✈❡s ♣r❡❝✐s❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❛♥② ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡s✉❧t t❤❛♥ ❥✉st ❛ ❝✉t♦✛ st❛t❡♠❡♥t✳

❋✐rst✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ t❤❡♥
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝♦♥t❛❝t ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t
r❡❧❛①❛t✐♦♥ t♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠
♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✾❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✹✳✻✳

✹✳✷ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t

✹✳✷✳✶ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss❡s

❲❡ ✇✐❧❧ ❡♥❝♦✉♥t❡r t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r st❛t❡ s♣❛❝❡✳ ❋✐①
q ∈ [0, 1]✳ ❚❤❡ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r q ♦♥ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ Λ ⊂ Z ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ✿

Lf(σ) =
∑

x∈Λ
r(x, σ)(f(σx)− f(σ)),

✹✽



❢♦r ❛♥② ❧♦❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❛♥❞ σ ∈ {0, 1}Z✱ ✇❤❡r❡ σx ✐s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ σ ❡✈❡r②✇❤❡r❡
❡①❝❡♣t ❛t s✐t❡ x✳ ❚❤❡ r❛t❡ r(x, σ) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

r(x, σ) = (1− σ(x− 1)σ(x+ 1))(qσ(x) + (1− q)(1− σ(x))).

σ(x) = 1 ✐s t♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛t x✱ ❛♥❞ σ(x) = 0 ❛s ❛♥ ❡♠♣t②
s✐t❡✳ ■♥ ✇♦r❞s✱ ❡✈❡r② s✐t❡ ♠❛❦❡s ❛ ✢✐♣ 0 → 1 ❛t r❛t❡ 1 − q ❛♥❞ 1 → 0 ❛t r❛t❡ q ❜✉t ♦♥❧② ✐❢
✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t cx(σ) := (1− σ(x− 1)σ(x+ 1)) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 1✱ t❤❛t ✐s ✐❢ ✐t
❤❛s ❛ ❧❡❛st ♦♥❡ ❡♠♣t② ♥❡✐❣❤❜♦r✳ ■❢ Λ ❤❛s ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✇❡ s❡t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ✜①❡❞ ❛t
0 ❛t t❤❡ ✭♦✉t❡r✮ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❲❡ ♥♦✇ ✜① s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤❡ ♣❛♣❡r✳

✖ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ Z ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡tt❡r σ✳ ❚❤❡✐r st❛t❡ s♣❛❝❡ ✐s Ω :=
{0, 1}Z✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ LO = {σ ∈ Ω | ∃X, ∀x < X, σ(x) = 1} t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ♦♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❧❡❢t✲♦r✐❡♥t❡❞ ❤❛❧❢ ❧✐♥❡✳

✖ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ Z− := {−1,−2, ...} ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡tt❡r η✳ ❚❤❡✐r
st❛t❡ s♣❛❝❡ ✐s Ω− := {η ∈ Ω | η(0) = 0, ∀x ≥ 0, η(x) = 1}✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ LO− = LO∩Ω−✳

✖ ❋♦r ❛ ✜♥✐t❡ ✐♥t❡r✈❛❧ Λ = [1, L]✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ΩL = {σ ∈ Ω | σ(0) = σ(L + 1) = 0, ∀x /∈
[0, L+ 1], σ(x) = 1}✳

❋♦r σ ∈ {0, 1}Z ❛♥❞ x ∈ Z✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❤✐❢t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ θxσ ❜② ✿

∀y ∈ Z, θxσ(y) = σ(y + x).

❋♦r ❛♥② σ ∈ LO✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢r♦♥t X(σ) ✭♦r s♦♠❡t✐♠❡s s✐♠♣❧② ✇r✐tt❡♥ X✮ ❛s t❤❡
❧❡❢t♠♦st ③❡r♦ ✐♥ σ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ Λ 6= Z✱ t❤❡ ❢r♦♥t ❝❛♥
❜❡ ❛♥ ♦✉t❡r ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ Λ✳ ❲❤❡♥ (σt)t≥0 ✐s ❛ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇r✐t❡ Xt ✐♥st❡❛❞ ♦❢ X(σt)
✇❤❡♥ σt ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② σ̃ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r♦♥t✱
♥❛♠❡❧② θX(σ)σ✳

❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ µσ
t ✭r❡s♣✳ µ̃σ

t ✮ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss ✭r❡s♣✳ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r♦♥t✮ ❛t
t✐♠❡ t st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ σ✳ ❲❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ Z ♦r Z− ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ σ✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② µp

Λ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣r♦❞✉❝t ❧❛✇ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r p ♦♥ {0, 1}Λ✳ ❚❤❡
❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss ♦♥ Λ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r q ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ µ1−q

Λ ✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
✇❡ s❤❛❧❧ ✇r✐t❡ µ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ µ1−q

Λ ✇❤❡♥ q ❛♥❞ Λ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✜①❡❞✳
❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❞❡✜♥❡✱ ❢♦r I = [a, b] ⊂ Λ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❞ ℓ ≥ 10 t❤❡ s❡t ✿

H(I, ℓ) = H(a, b, ℓ) := {σ ∈ {0, 1}Λ| ∀x ∈ [a, b− ℓ+ 1], ∃y ∈ [x, x+ ℓ− 1], σ(y) = 0}.

■❢ J =
⋃

k Ik ✐s ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t ♥♦♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ✐♥t❡r✈❛❧s✱ t❤❡♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ H(J, ℓ) :=
⋂

k H(Ik, ℓ)✳ ■♥ ✇♦r❞s✱ ✐♥ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ H(I, ℓ)✱ ❡✈❡r② s✐t❡ ✐s ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ♠♦st ℓ − 1
t♦ ❡✐t❤❡r t❤❡ r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ I ♦r t♦ ❛♥ ❡♠♣t② s✐t❡ t♦ ✐ts r✐❣❤t✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱
t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡♠♣t② s✐t❡s ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ℓ✳

✹✾



✹✳✷✳✷ ▼❛✐♥ r❡s✉❧t

❲❡ ❞❡♥♦t❡ Ωδ
L = {σ ∈ ΩL | σ ∈ H(1, L, δL)}✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡✱ ❢♦r σ ∈ ΩL✱

B(σ) := max{h ≥ 0 | ∃x ∈ [0, L− h], σ [x+1,x+h] ≡ 1}

t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♦❝❝✉♣✐❡❞ s✐t❡s ✐♥ σ✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣r❡❝✐s❡ r❡s✉❧t ❛❜♦✉t t❤❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✿ a ∧ b = max(a, b), a ∨ b = min(a, b)✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts q̄ < 1 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② q > q̄✱ δ ∈ (0, 1) ❛♥❞ ε > 0✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st t❤r❡❡ ❝♦♥st❛♥ts a = a(ε, q) > 0 ❛♥❞ 0 < v = v(q) < v = v(q)
s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢ ✇❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ t✐♠❡s ❢♦r ❛♥② σ ∈ ΩL ✿

t1(σ) =

(

B(σ)

v

)

∨
(

(logL)9

v

)

,

t2(σ) =
B(σ)

2v
+

a

vδ

√

B(σ),

t3(σ) =
B(σ)

2v
− a

v

√

B(σ),

t❤❡♥ ✿

lim sup
L→+∞

sup
σ∈Ωδ

L

||µσ
t1(σ)

− µ||TV = 0, ✭✶✹✮

lim sup
L→+∞

sup
σ∈(Ωδ

L)
c

||µσ
t2(σ)

− µ||TV ≤ ε

δ2
. ✭✶✺✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ Φ s✉❝❤ t❤❛t Φ(L) −→
L→+∞

+∞✱

lim inf
L→+∞

inf
σ∈H(1,L,Φ(L))c

||µσ
t3(σ)

− µ||TV ≥ 1− ε. ✭✶✻✮

▲❡t ✉s ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❝♦♠♠❡♥ts ❛❜♦✉t t❤✐s st❛t❡♠❡♥t✳ ❋✐rst✱ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts v ❛♥❞ v ❤❛✈❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t v ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❢♦r ❛
t❤r❡s❤♦❧❞ ❝♦♥t❛❝t ♣r♦❝❡ss ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t v ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t ❢♦r t❤❡ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss ♦♥ Z st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ✜❧❧❡❞ ❤❛❧❢✲❧✐♥❡✱
t❤❛t ✐s ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ LO✳ ❇♦t❤ v ❛♥❞ v ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ q t❤❛t ✇❡ ❝❤♦s❡ ❤❡r❡ t♦
❜❡ ❣r❡❛t❡r t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞ q̄ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝♦♥t❛❝t ♣r♦❝❡ss t♦ s✉r✈✐✈❡✳
❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ q̄ ✐s r♦✉❣❤❧② ❡q✉❛❧ t♦ 0.76 ❬✶✶❪✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✹✮ ❛♥❞
✭✶✺✮ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶ ❣✐✈❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ✇❡❧❧ ♠✐①❡❞✳
❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✇♦r❦s ♥✐❝❡❧② ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤❛t ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❡♠♣t② s✐t❡s✳

✺✵



■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ B(σ) ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ δL✱ ♠❛❦✐♥❣ ✉♣ ❢♦r t❤❡ ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t 1/(2v)
✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ 1/(2v)✳ ❚❤❡ t✐♠❡ t1 ❤❛s t♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❜② (logL)9 ❢♦r
t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✳ ❚❤✐s ❜♦✉♥❞ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧ ❜✉t st✐❧❧ ♦✛❡rs ❛
♣r❡❝✐s❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛♥❞❧❡s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
t❤❛t ❤❛✈❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ♦❝❝✉♣✐❡❞ s✐t❡s ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡❛❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
B(σ)
2v ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✮✳ ❚❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ ❧♦✇❡r

❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ s✐③❡ Φ(L) ♦❝❝✉♣✐❡❞✳
❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ♦♥❧② r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t Φ(L) ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② r❡str✐❝t✐✈❡✳
■t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ♦✉r ❛r❣✉♠❡♥t ✭❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✹✮ t♦ ✇♦r❦✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s
t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❝✉t♦✛✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳ ▲❡t d(t) = sup
σ∈ΩΛ

||µσ
t − µ||TV ✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ q > q̄ ❛♥❞ ε > 0✱ t❤❡r❡ ❡①✐st

α(ε, q), β(ε, q) > 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ L✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r L ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✿

d

(

L

2v
− α(ε)

√
L

)

≥ 1− ε,

d

(

L

2v
+ β(ε)

√
L

)

≤ ε.

✹✳✸ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t❛❝t ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s

✹✳✸✳✶ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss t❤r♦✉❣❤ ✐ts ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛
♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s✐t❡ x ∈ Z✱ ❞❡✜♥❡
❛ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss T x ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r 1 ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s
(βx

n)n≥1 ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r 1− q✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜✲
❣✉r❛t✐♦♥ σ0✱ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t t ♦❢ ❛ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ s❛② t❤❡ nt❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t ❛t s✐t❡ x✱ ✇❡
❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t cx(σ) ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ t❤❛t ✐s ✐❢ t❤❡ s✐t❡ x ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡♠♣t② ♥❡✐❣❤❜♦r✳
■❢ ✐t ❞♦❡s✱ t❤❡♥ ✇❡ s❡t σt(x) = βx

n✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ σt(x) ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
❋r♦♠ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐sts ✐♥

t❛❦✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s (T x)x∈Z ❛♥❞ (βx
n)n≥1 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉✲

r❛t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♥♦t ♠♦♥♦t♦♥❡ ✿ ♦♥❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ σ0 ≤ σ′
0 ❛♥❞ σt 6≤ σ′

t ❡✈❡♥
✐❢ (σt)t≥0 ❛♥❞ (σ′

t)t≥0 ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✼✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤✐s ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ st✉❞②✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s st❛♥❞❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s♣❡❡❞ ♦❢
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸ ✭❬✾✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✺❪✮✳ ▲❡t (σt)t≥0 ❜❡ ❛ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r t ≥ 0 ❛♥❞ t✇♦ s✐t❡s
x < y✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡✈❡♥ts ✿

✺✶



❋✐❣✉r❡ ✶✼ ✕ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♥♦♥ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✈✐❛ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠✐❞❞❧❡ s✐t❡
❝♦✉❧❞ ✉♣❞❛t❡ ✐♥ σ− ❜✉t ♥♦t ✐♥ σ+✳

F (x, y, t) = {t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡ r✐♥❣s ❧✐♥❦✐♥❣ ① ❛♥❞ ②

✐♥ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t},

F̃ (x, y, t) = {∃z ∈ [x, y] s✳t✳ F (x, z, t) ∩ F (y, z, t)}.
❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t v̄ > 0 s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ |x− y| ≥ v̄t✱ t❤❡♥

P(F (x, y, t)) ≤ P(F̃ (x, y, t)) ≤ e−|x−y|.

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢r♦♥t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✳ ❋♦r ❛❧❧ σ ∈ LO ♦r η ∈ LO−✱ ❛♥❞ c ≥ v̄✱ P(Xt −X0 < −ct) ≤ e−ct✳

✹✳✸✳✷ ❈♦♥t❛❝t ♣r♦❝❡ss

■♥ ❬✷✺❪✱ ❍❛rr✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♣r♦❝❡ss ♦♥ Z✳ ■t ✐s ❛ ♣r♦❝❡ss ♦♥ {0, 1}Z t❤❛t ❛❧❧♦✇s
s✐t❡s t♦ ✢✐♣ ❢r♦♠ 0 ✭✐♥❢❡❝t❡❞ s✐t❡✮ t♦ 1 ❛t r❛t❡ 1✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ 1 t♦ 0 ❛t ❛ r❛t❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♠♣t② ❛❞❥❛❝❡♥t s✐t❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ t❤r❡s❤♦❧❞
❝♦♥t❛❝t ♣r♦❝❡ss ❛s ✐♥ ❬✾❪✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❤❡r❡ ❜② (ζt)t≥0 ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t♦r ✿

∀f ❧♦❝❛❧, ∀ζ ∈ Ω, L′f(ζ) =
∑

x∈Z
r′(x, ζ)(f(ζx)− f(ζ)),

✇❤❡r❡ r(x, ζ) = (1− ζ(x− 1)ζ(x+1))qζ(x) + (1− q)(1− ζ(x))✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ t♦♦❦ ❤❡r❡ t❤❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t 0 ✐s ❛♥ ✐♥❢❡❝t❡❞ s✐t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♦♥❡✳

❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❋❆✲✶❢ ❛♥❞ ❍❛rr✐s✬ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ✐ts ❝♦♥str❛✐♥t ✿ ❛ s✐t❡ ✐s ❢r❡❡
t♦ ✢✐♣ ❢r♦♠ 0 t♦ 1 ❛t r❛t❡ p ❜✉t ❤❛s t♦ ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡♠♣t② ♥❡✐❣❤❜♦r t♦ ✢✐♣ ❢r♦♠ 1 t♦ 0 ❛t
r❛t❡ q✳ ❚❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ❝♦♥t❛❝t ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❋❆✲✶❢ ❛s ✇❡
✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❧❛t❡r✳ ▲❡t q̄ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛♥ ✐♥ ❬✾✱ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇❪ s✉❝❤ t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r
q ≥ q̄✱ t❤❡♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝♦♥t❛❝t ♣r♦❝❡ss st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥❢❡❝t❡❞ s✐t❡ ❤❛❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉r✈✐✈✐♥❣ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❝r❡❛t❡ ✐♥❢❡❝t❡❞ s✐t❡s ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t✐♠❡✳

✺✷



▲❡t η0 ∈ LO− ❛♥❞ (ηt)t≥0 ❜❡ ❛ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ η0✳ ▲❡t ζ0 = δX0 ✇❤❡r❡ X0

✐s t❤❡ ❢r♦♥t ♦❢ η0 ❛♥❞ δX0 ✐s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭♦♥ Z✮ ❡q✉❛❧ t♦ 0 ✐♥ s✐t❡ X0 ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ 1
❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❡❧s❡✳ ❉❡✜♥❡ (ζt)t≥0 t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♣r♦❝❡ss st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ζ0✱ ❡✈♦❧✈✐♥❣
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ (ηt)t≥0✳ ❚❤❡♥ ∀t ≥ 0, ∀x ∈ Z−, ηt(x) ≤ ζt(x)✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❢♦r t = 0✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r✐♥❣ ♦❢ ❛ s✐t❡ x ∈ Z− \ {0}✱ ❛ss✉♠✐♥❣
∀y ∈ Z−, ηt−(y) ≤ ζt−(y)✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s ✿

✖ ❚❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t ❛t x ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ ηt− ✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✐t ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞ ✐♥
ζt− ❡✐t❤❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ηt(x) ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡
❢♦r ζt(x) ✐s 0 → 1✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ♦r❞❡r✳

✖ ❚❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t ❛t x ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ ηt− ❜✉t ♥♦t ✐♥ ζt− ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ 0 → 1 ✢✐♣
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛ 1 → 0 ✢✐♣ ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ηt(x)✱ ✇❤✐❝❤
❞♦❡s ♥♦t ❜r❡❛❦ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

✖ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ηt−(x) = ζt−(x)✱ ✇❤✐❝❤ ❛❣❛✐♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ζ ♦♥ Z+ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦♥ Z− ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡
x = 0 s✐t❡✳ ❙✐♥❝❡ ∀t, ηt(0) = 0✱ ✇❡ ❝❧❡❛r❧② ❤❛✈❡ ηt(0) ≤ ζt(0)✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❦♥♦✇♥ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♣r♦❝❡ss ❬✾✱ ❆♣♣❡♥❞✐①
❇❪✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ st❛t❡ ❛ ✜rst ✐♠♣♦rt❛♥t ❧❡♠♠❛ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ s♣❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢r♦♥t✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳ ▲❡t q > q̄✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts v > 0 ❛♥❞ A,B > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② η ∈ LO−✱
❛♥❞ t ≥ 0✱

P(Xt −X0 > −vt) ≤ Ae−Bt

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧
t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷ ✐♥ ❬✾❪✳

✹✳✸✳✸ ❩❡r♦s ▲❡♠♠❛s

◆❡①t✱ ✇❡ st❛t❡ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❧❡♠♠❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ♦♥ r❡s✉❧ts
❢♦r s✉r✈✐✈✐♥❣ ❝♦♥t❛❝t ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■t ✐s t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❛s ❬✾✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✸❪✱ ♦♥❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
t❤❡ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss ♦♥ Z− ❛♥❞ [1, L]✱ ❛♥❞ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✻✳ ▲❡t q > q̄✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st c1, c2 > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② η0 ∈ Ω− ❛♥❞ x ≤ 0 s✉❝❤
t❤❛t η0(x) = 0✱

∀t ≥ 0, P(ηt /∈ H(x− vt, (x+ vt) ∧ 0, ℓ) ≤ c1t exp(−c2(t ∧ ℓ)).

❋♦r L > 0✱ ✐❢ σ0 ∈ ΩL ❛♥❞ x ∈ [0, L+ 1] ✐s s✉❝❤ t❤❛t σ0(x) = 0✱ t❤❡♥ s✐♠✐❧❛r❧②✱

∀t ≥ 0, P(σt /∈ H((x− vt) ∨ 0, (x+ vt) ∧ (L+ 1), ℓ) ≤ c1t exp(−c2(t ∧ ℓ)).

✺✸



❚❤✐s ❧❛st ❧❡♠♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ x ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❢r♦♥t ♦❢ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ η ∈ LO− ✭♦r ✐ts
❜♦✉♥❞❛r②✮✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡s✉❧t ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ r❡❢❡r t♦ ❛s t❤❡ ✧❩❡r♦s ▲❡♠♠❛✧✳ ❲❡ ❣✐✈❡
❤❡r❡ t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ♠❛t❝❤❡s ▲❡♠♠❛ ✹✳✹ ✐♥ ❬✾❪ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♦♥❡ ✐s ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦ ♦✉r ♥❡❡❞s ❧❛t❡r ♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✼ ✭❩❡r♦s ▲❡♠♠❛✮✳ ▲❡t q > q̄✳ ▲❡t s, ℓ,M,L > 0 ❛♥❞ η ∈ LO−✳

✖ ■❢ L+M ≤ 2vs✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts c > 0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ q s✉❝❤ t❤❛t ✿

Pη (η̃s /∈ H(L, (L+M) ∧ (−Xs), ℓ)) ≤ (L+M)2 exp(−c(L ∧ ℓ)).

✖ ■❢ L +M > 2vs ❛♥❞ η̃0 ∈ H(0, (L +M) ∧ (−X0), 2vs)✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts c > 0 s✉❝❤
t❤❛t ✿

Pη (η̃s /∈ H(L, (L+M) ∧ −Xs, ℓ)) ≤
s2

L
exp(−c(L ∧ ℓ)) +Ms exp(−c(s ∧ ℓ)).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❬✾❪✱ ❥✉st t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✽ ✭❩❡r♦s ▲❡♠♠❛ ■■✮✳ ▲❡t q > q̄✳ ▲❡t s, ℓ > 1 ❛♥❞ η ∈ LO−✳ ❆ss✉♠❡ η ∈
H(X0, y, ℓ) ❢♦r s♦♠❡ y ∈ [X0, 0]✱ ✇❤❡r❡ X0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❡❢t♠♦st ③❡r♦ ♦❢ η✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts
C > 0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ q s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ 2vs ≥ ℓ✱

Pη (ηs /∈ H(Xs, y, ℓ)) ≤ C(1 + |X0|)
s2

ℓ
exp(−c(s ∧ ℓ)).

❘❡♠❛r❦ ✹✳✾✳ ❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ❧❡tt❡rs c, C, c′, C ′

❛❧✇❛②s ❞❡♥♦t❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts t❤❛t ♠❛② ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❧✐♥❡ t♦ ❧✐♥❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♥②
❡q✉❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s

“ P(At) ≤ Ce−ct ”

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s
“ ∃C, c > 0, P(At) ≤ Ce−ct ”.

❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r s❤♦✉❧❞
❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♦r ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❬✾✱ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹❪✱ ✇❡ ✉s❡ ▲❡♠♠❛ ✹✳✻ ❛t
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ t✐♠❡s✳ ▲❡t ✉s ✜① s ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ✿

∆ =
ℓ

2(v̄ − v)
∧ s,

n =

⌈

(s−∆)(v̄ − v)

2v∆

⌉

,

∆′ =
s−∆

n
✐❢ n > 0,

si = i∆′ ❢♦r i ∈ [0, n].

✺✹



❋♦r i ∈ [0, n]✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✻ ❛♥❞ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦♣❡rt② ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t✐♠❡ si✱ t❤❡r❡ ❡①✐st c, C > 0
s✉❝❤ t❤❛t ✿

Pη (ηs /∈ H(Xsi − v(s− si), 0 ∧ (Xsi + v(s− si)), ℓ/2)) ≤ C(s− si)e
−c((s−si)∧(ℓ/2)) ✭✶✼✮

■♥ ✇♦r❞s✱ ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥ts ♦♥ t❤❡ t✐♠❡s si ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛t t✐♠❡ s ✇❤❡r❡
✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ✜♥❞ ❡♥♦✉❣❤ ❡♠♣t② s✐t❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❢r♦♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s [si, si+1] ✇✐t❤ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✹ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✹✳✺ t♦ ✜♥❞ t❤❛t ✿

Pη

(

0 ≤ Xsi −Xsi+1 ≤ v̄∆′) ≥ 1− e−c∆′

, ✭✶✽✮

Pη (0 ≤ Xs −Xsn ≤ v̄∆) ≥ 1− e−c∆. ✭✶✾✮

❖✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ∆ ❛♥❞ ∆′ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts✱ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛t t✐♠❡ s ❛♣♣❡❛r✐♥❣
✐♥ ✭✶✼✮ ♦✈❡r❧❛♣✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ✿

n
⋃

i=0

[Xsi − v(s− si), Xsi + v(s− si)] ⊃ [Xs + ℓ/2, X0 + vs].

❲❡ ♥♦✇ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ③❡r♦s ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧ ❣♦ ❛❧❧
t❤❡ ✇❛② t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ▲❡t x0 = X0 < x1 < · · · < xm ≤ y ❜❡ ❡♠♣t② s✐t❡s ✐♥ η0 ❜❡t✇❡❡♥
X0 ❛♥❞ y✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡♠ s♦ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ i✱ xi+1 − xi ≤ ℓ ❛♥❞ y − xm ≤ ℓ✱ ❛♥❞ t❤❡✐r

❝❛r❞✐♥❛❧✐t② m ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❚❤✐s ✇❛② ✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ m ≤ 2|X0|
ℓ

✳

❇② ▲❡♠♠❛ ✹✳✻✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❛❧❧ i✱

Pη (ηs /∈ H(xi − vs, 0 ∧ (xi + vs), ℓ/2)) ≤ Cse−c(s∧(ℓ/2)) ✭✷✵✮

◆♦✇ s✐♥❝❡ 2vs ≥ ℓ, t❤❡♥ (xi+1 − vs) − (xi + vs) ≤ 0 ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s
[xi − vs, xi + vs] ♦✈❡r❧❛♣✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✼✮✱ ✭✶✽✮✱ ✭✶✾✮ ❛♥❞ ✭✷✵✮ ✿

Pη (η̃s /∈ H(0,−Xs + y, ℓ)) ≤ C(n+ 1)se−c(s∧(ℓ/2)) + e−c∆ + ne−c∆′

+ Cmse−c(s∧(ℓ/2))

≤ C(1 + |X0|)
s2

ℓ
e−c(s∧ℓ).

■♥ t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡✱ ✇❡ ❜♦✉♥❞❡❞ n ≤ C
s

ℓ
✇✐t❤ C ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ q✳ ❆❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡

❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❛❞❞❡❞ ❛ ❢❛❝t♦r s > 1 t♦ t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ s♦ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛
♥✐❝❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞✳ ❲❤✐❧❡ ♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✱ t❤✐s r❡s✉❧t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ♦✉r
♥❡❡❞s✳

✺✺



✹✳✹ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❲❡ ❣✐✈❡ ❤❡r❡ s❡✈❡r❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ r❡❧❛①❛t✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡② ❜✉✐❧❞ ✉♣♦♥
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✽❪✳ ❋✐rst✱ ❧❡t ✉s r❡❝❛❧❧ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss
♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇✐t❤ ③❡r♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✵ ✭❬✾✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✸❪✮✳ ▲❡t q > 1/2✱ L > 0 ❛♥❞ f ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤
s✉♣♣♦rt ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ [1, L] s✉❝❤ t❤❛t µ(f) = 0✳ ■❢ L ≤ et

α
❢♦r s♦♠❡ α < 1/2✱ t❤❡♥ t❤❡r❡

❡①✐sts c′ = c′(α, q) > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢ σ0 ∈ H(0, L+ 1,
√
t)✱

|Eσ0 [f(σt)]| ≤
1

c′
||f ||∞e−c′

√
t

■♥ ✇♦r❞s✱ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss st❛rts ✐♥ H(0, L + 1, ℓ)✱ t❤❡♥ ✐t ✐s
♠✐①❡❞ ❛❢t❡r ❛ t✐♠❡ ℓ2✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❤♦❧❞s ❢♦r q > 1/2 ✇❤✐❝❤ ❝♦✈❡rs ❛ ❧❛r❣❡r r❡❣✐♠❡ t❤❛♥
q > q̄ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝♦♥t❛❝t ♣r♦❝❡ss✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱
✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ▲❡♠♠❛ ✹✳✻ t♦ ❣❡t ❛ ❜❡tt❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ❢♦r t❤❡
s✉♣❡r❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ♠✐①✐♥❣ ❛❢t❡r ❛ t✐♠❡ ∼ ℓ

2v ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ℓ2 ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✶✳ ▲❡t q > q̄✱ 0 < β < 1/2✱ L > 0✱ ℓ > 0 ❛♥❞ f ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤
s✉♣♣♦rt ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ [1, L] s✉❝❤ t❤❛t µ(f) = 0✳ ■❢ L ≤ eℓ

α
❢♦r s♦♠❡ α < β✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st

c, C > 0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ q ❛♥❞ α s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢ σ0 ∈ H(0, L+ 1, ℓ) ❛♥❞ t = ℓ
2v + ℓβ✱

|Eσ0 [f(σt)]| ≤ C||f ||∞Le−cℓβ/2 .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙❡t t1 = ℓ
2v ✳ ▲❡t 0 = x1 < · · · < xp = L+1 ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✐t❡s ✐♥ [0, L+1]

s✉❝❤ t❤❛t ✿

✖ ∀1 ≤ i ≤ p, σ0(xi) = 0✱

✖ ∀1 ≤ i ≤ p− 1, xi+1 − xi ≤ ℓ✱

✖ p ≤ ⌈2Lℓ ⌉✳
❚❤❛♥❦s t♦ ▲❡♠♠❛ ✹✳✻✱ ✇❡ ❤❛✈❡

P

(

σt1 /∈ H(0, L+ 1, ℓβ/2)
)

≤ P

(

p
⋃

i=1

{σt1 /∈ H((xi − vt1) ∨ 0, (xi + vt1) ∧ (L+ 1), ℓβ/2/2)}
)

≤
p
∑

i=1

P

(

σt1 /∈ H(xi − vt1, xi + vt1, ℓ
β/2/2)

)

≤ Cpt1e
−c(t1∧(ℓβ/2/2))

≤ C ′Le−c′ℓβ/2 .

✺✻



◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✵ ✭✇✐t❤ σt1 ∈ H(0, L+ 1,
√
ℓβ)✱ ❛♥❞ L < eℓ

β
✇✐t❤ β < 1/2✮

❛♥❞ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦♣❡rt② ✿

|Eσ0 [f(σt)]| ≤
∣

∣

∣
Eσ0 [f(σt)1σt1∈H(0,L+1,ℓβ/2)]

∣

∣

∣
+ ||f ||∞P

(

σt1 /∈ H(0, L, ℓβ/2)
)

≤ Eσ0 [1σt1∈H(0,L+1,ℓβ/2)|Eσt1
[f(σt−t1)]|] + C ′||f ||∞Le−c′ℓβ/2

≤ 1

c′′
||f ||∞e−c′′ℓβ/2 + C ′||f ||∞Le−c′ℓβ/2 .

❆ ♥♦t❛❜❧❡ r❡s✉❧t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ℓ = L + 1 ❛♥❞ β = 1/4✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥②
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ σ0 ∈ ΩL ❜❡❧♦♥❣s t♦ H(0, L+ 1, L+ 1)✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✶✷✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st c, C > 0✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② L > 0✱ ✐❢ t = L+1
2v + (L+ 1)1/4✱

sup
σ0∈LO[0,L]

||µσ0
t − µ||TV ≤ CLe−cL1/8

.

❘❡♠❛r❦ ✹✳✶✸✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ ♠✐①✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② L
2v + o(L)✳

❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ ✜rst s❝❛❧❡ ❢♦r t♠✐① ❜✉t t❤❡ ❝♦♥st❛♥t 1
2v ✇✐❧❧ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ t♦♦ ❧❛r❣❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱

❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ s❡❝t✐♦♥✳

✹✳✺ ❈❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❋❆✲✶❢ ♦♥ Z−

❲❡ ♥♦✇ ❛✐♠ t♦ ♣r♦✈❡ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠ ❢♦r t❤❡ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss ♦♥ Z−✳
❖✉r r❡s✉❧t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷❪ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✳ ❋✐rst✱ ✐t st✉❞✐❡s ❛♥
❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss ♦♥ t❤❡ ❤❛❧❢✲❧✐♥❡ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ Z✳ ❚❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r❝❡s ✉s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ t♦✉❣❤ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❢r♦♥t ❣❡ts ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡
♦r✐❣✐♥ s♦ t❤✐s ❜❛r❡❧② ♠❛❦❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❛ ✉♥✐❢♦r♠✐t②
r❡s✉❧t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t♦ st✉❞② ❝❛r❡❢✉❧❧② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♣r♦♦❢ ❛♥❞ t✇❡❛❦ ❛ ❢❡✇ ❦❡② ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❋♦r ❛ ✜rst r❡❛❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✹ ❢♦r
❣r❛♥t❡❞ ❛♥❞ s❦✐♣ t♦ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✹✳ ▲❡t q > q̄✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st v > 0 ❛♥❞ s ≥ 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ η ∈ LO−✱ ❛♥❞
❛❧❧ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs a < b✱

sup
η∈LO−

∣

∣

∣

∣

Pη

(

a ≤ Xt − vt√
t

≤ b

)

− P(a ≤ N ≤ b)

∣

∣

∣

∣

−→
t→∞

0, ✭✷✶✮

✇✐t❤ N ∼ N (0, s2)✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥ts v ❛♥❞ s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❬✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷❪✳

✺✼



❘❡♠❛r❦ ✹✳✶✺✳ ■♥ t❤✐s t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ s2 ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❧❛✇ ❝❛♥ ❜❡ ③❡r♦✳ ❋♦r t❤✐s
♠♦r❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧❛✇ N (0, 0) ✐s s✐♠♣❧② δ0✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡

sup
η∈LO−

∣

∣

∣

∣

Pη

(

−a ≤ Xt − vt√
t

≤ a

)

− 1

∣

∣

∣

∣

−→
t→∞

0

❢♦r ❛❧❧ a > 0✳

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ✜rst ♥❡❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡
❢r♦♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✻✳ ▲❡t q > q̄✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r♦♥t ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❡❛s✉r❡
ν✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❬✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶❪✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st d∗, c > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧
η0 ∈ LO−✱ ❢♦r t ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱

||µ̃η0
t − ν||[0,d∗t] ≤ exp

(

−ce(log t)
1/4
)

,

✇❤❡r❡ µ̃η0
t ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r♦♥t ❛t t✐♠❡ t✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠

η0 ❛♥❞ || · − · ||Λ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦♥ Λ✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❬✾❪✳ ■t r❡❧✐❡s ♦♥ ❛
r❛t❤❡r t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t t❤❛t ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s t✐♥② ❛❞❥✉s♠❡♥ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥ Z−✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳✻✳✷✳

✹✳✺✳✶ ❆ ❈❡♥tr❛❧ ▲✐♠✐t ❚❤❡♦r❡♠

❋r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✻✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❣❡t ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠ ❛s ✐♥ ❬✾❪✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ st❛t❡ ❛
❣❡♥❡r❛❧ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤ ❢r♦♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
♣❛r❛❣r❛♣❤✳ ■t r❡s❡♠❜❧❡s ❬✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ❆✳✶❪ ❜✉t ❛❞❞s ❛ ✉♥✐❢♦r♠✐t② r❡s✉❧t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✼✳ ▲❡t (σt) ❜❡ ❛ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss ✭✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡✮ ♦♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡
(Ω,F ,P) ❛♥❞ (Ft) t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ✜❧tr❛t✐♦♥✳ ▲❡t (Xi)i≥1 ❜❡ r❡❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✿

✶✳ ✭❛✮ sup
σ∈Ω

sup
n∈N

Eσ[X
2
n] < ∞;

✭❜✮ ❢♦r ❡✈❡r② i ≥ 1✱ Xi ✐s ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✇✳r✳t✳ Fi ❀

✭❝✮ ❢♦r ❡✈❡r② k, n ≥ 1✱ f : Rn → R ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s✉❝❤ t❤❛t sup
σ

Eσ[f(X1, ..., Xn)] < ∞✱

❢♦r ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ σ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦♣❡rt②

Eσ[f(Xk, ..., Xk+n−1) | Fk−1] = Eσk−1
[f(X1, ..., Xn−1)]; ✭✷✷✮

✷✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ Φ✱ ❝♦♥st❛♥ts C, c∗ ≥ 1 ❛♥❞ v ∈ R ❛♥❞ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ν
s✉❝❤ t❤❛t

✺✽



✭❛✮ lim
n→∞

e(logn)
2
Φ(n) = 0 ❀

✭❜✮ ❢♦r ❡✈❡r② i ≥ 1✱ Eν [Xi] = v ❀

✭❝✮ ❢♦r ❡✈❡r② k✱ f : R → R s✳t✳ e−|x|f2(x) ∈ L1(R)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ sup
σ

Eσ[f
2(X1)] < ∞

❛♥❞
sup
σ

|Eσ[f(Xk)]− Eν [f(X1)]| ≤ C(f)Φ(k); ✭✷✸✮

✭❞✮ ❢♦r ❡✈❡r② k, n ❛♥❞ f s✉❝❤ t❤❛t f : R → R s✳t✳ e−|x|f2(x) ∈ L1(R)✱

sup
σ

|❈♦✈σ[f(Xk), f(Xn)]− ❈♦✈ν [f(X1), f(Xn−k+1)]| ≤ C(f)Φ(k); ✭✷✹✮

sup
σ

|❈♦✈σ[f(Xk), f(Xn)]| ≤ C sup
σ

Eσ[f(X1)
2]1/2 Φ(n− k); ✭✷✺✮

✭❡✮ ❢♦r ❡✈❡r② k, n s✉❝❤ t❤❛t k ≥ c∗n ❛♥❞ ❛♥② ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ F : Rn → R✱

sup
σ

|Eσ[F (Xk, ..., Xk+n−1)]− Eν [F (X1, ..., Xn)]| ≤ C||F ||∞Φ(k). ✭✷✻✮

❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts s ≥ 0 s✉❝❤ t❤❛t

∑n
i=1Xi − vn√

n

L−→ N (0, s2).

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❤♦❧❞s ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡♥s❡ ✿

∀a < b, sup
σ

|P
(

a ≤
∑n

i=1Xi − vn√
n

≤ b

)

− P (a ≤ N ≤ b) | −→
n→∞

0,

✇❤❡r❡ N ∼ N (0, s2)✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✷✳✭❞✮ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❬✾❪✳ ■t ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❤②♣♦t❤❡s✐s
❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛rt✐❝❧❡✳ ■t ✇❛s ❤♦✇❡✈❡r ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t❤❡r❡✐♥✱ s❡❡ ❬✾✱ ▲❡♠♠❛ ✼✳✸❪✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✜rst ❢♦❝✉s ♦♥ ❜♦✉♥❞❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡t (Xi)i≥1✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡
❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ❧✐❦❡ ✐♥ ❬✾❪ Yi := Xi − Eν [X1]✱ ℓn = n1/3✱ Sn =

∑n
i=1 Yi✱ Sj,n =

∑n
i=1 1|k−j|≤lnYi ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② αn =

∑n
i=1 Eσ[YjSj,n]✳ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ ❡❛❝❤ Yi ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❲❡

❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ✧❇♦❧t❤❛✉s❡♥ ▲❡♠♠❛✧ ❬✾✱ ▲❡♠♠❛ ❆✳✸❪ ✇✐t❤
❛♥ ❛❞❛♣t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✿

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✽✳ ▲❡t (νσn)n≥0 ❜❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ R s✉❝❤ t❤❛t ✿

✶✳ sup
σ

sup
n

∫

|x|2dνσn(x) < ∞

✺✾



✷✳ ∀R > 0✱ lim
n→∞

sup
σ

sup
|λ|≤R

∣

∣

∫

(iλ− x)eiλxdνσn(x)
∣

∣ = 0

❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ σ ∈ Ω✱ (νσn)n≥0 ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❧❛✇✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ❛❧❧
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✿

lim
n→∞

sup
σ

|νσn(f)− µ(f)| = 0, ✭✷✼✮

✇❤❡r❡ µ = N (0, 1)✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛❧❧ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs a < b✱

lim
n→∞

sup
σ

∣

∣νσn(1[a,b])− µ(1[a,b])
∣

∣ = 0 ✭✷✽✮

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✽✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ✐♥ ✭✷✼✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st ε > 0✱
❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs (kn) ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ (σn) s✉❝❤ t❤❛t ✿

∣

∣νσn
kn

(f)− µ(f)
∣

∣ > ε

❚❤❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡s (νσn
kn

) ❝❧❡❛r❧② s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▲❡♠♠❛
❬✾✱ ▲❡♠♠❛ ❆✳✸❪ s♦ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❧❛✇✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ❆✳✶ ✐♥ ❬✾❪✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ (
Sn√
αn

)n≥0 s❛t✐s❢② t❤❡

str♦♥❣❡r ❤②♣♦t❤❡s❡s ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t❡♠ ✷✮ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ▲❡♠♠❛✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✼ ❢♦r ❜♦✉♥❞❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❲❡ ♥♦✇ ❣✐✈❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❝❛s❡ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳ ❲❡ ♥♦
❧♦♥❣❡r ❛ss✉♠❡ t❤❡ (Yi)i≥0 t♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞✳ ▲❡t a ∈ R ❜❡ ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ε > 0✳
▲❡t N ≥ 0 ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✜①❡❞ ❧❛t❡r✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r
TN (x) := max{min(x,N),−N}✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r RN (x) := x− TN (x)✳

❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ✿

Pσ

(∑n
i=1 Yi√
n

≥ a

)

= Pσ

(∑n
i=1(T

N (Yi)− Eν [T
N (Yi)]) + (RN (Yi)− Eν [R

N (Yi)])√
n

≥ a

)

≤ Pσ

(∑n
i=1(T

N (Yi)− Eν [T
N (Yi)])√

n
≥ a− ε

)

+ 2Pσ

( |RN (Yi)− Eν [R
N (Yi)]|√

n
≥ ε

)

.

✭✷✾✮

❲❡ ✜rst ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✿

✻✵



Pσ

( |RN (Yi)− Eν [R
N (Yi)]|√

n
≥ ε

)

≤ 1

ε2n
❱❛rσ

(

n
∑

i=1

RN (Yi)

)

≤ 1

ε2n





n
∑

i=1

❱❛rσ(RN (Yi)) +
∑

i 6=j

❈♦✈σ(RN (Yi), R
N (Yj))



 .

✖ ❋♦r ❛♥② i✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜♦✉♥❞ Eσ[R
N (Yi)

2] ✿

Eσ(R
N (Yi)

2) = Eσ[(Yi −N)21Y1≥N ] + Eσ[(Yi +N)21Y1≤−N ]

≤ 4
√
2(Eσ[Y

4
i ] +N4)1/2Pσ(|Yi| ≥ N)1/2

≤ 4
√
2(C +N4)1/2Pσ(|Yi| ≥ N)1/2

≤ C ′(C +N4)1/2e−N/4,

✇❤❡r❡ C ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ σ ♦r i✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s Yi ❤❛✈❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦rt❤ ♠♦♠❡♥t
t❤❛♥❦s t♦ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✷✳✭❝✮✳ ❚❤❡ ❧❛st ❜♦✉♥❞ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❈❤❡❜②❝❤❡✈
✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✷✳✭❝✮✳
❋r♦♠ t❤✐s ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

1

ε2n

n
∑

i=1

❱❛rσ(RN (Yi)) ≤ Cε−2e−cN ,

✇✐t❤ c, C > 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ n,N, σ✳

✖ ❋r♦♠ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✭❞✮ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✺✮✮✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t ✿

n
∑

i 6=j

❈♦✈σ(RN (Yi), R
N (Yj)) ≤

n
∑

i=1

∞
∑

j=1

sup
σ

Eσ[R
N (Y1)

2]Φ(|j − i|)

≤ Ce−cN
n
∑

i=1

∞
∑

j=1

Φ(|j − i|)

≤ C ′ne−cN ,

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ Eσ[R
N (Y1)

2] ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱
❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

∑

j Φ(j) < ∞ ❢♦r t❤❡ ❧❛st ♦♥❡✳

P✉tt✐♥❣ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥t♦ ✭✷✾✮✱ ✇❡ ❣❡t ✿

Pσ

(∑n
i=1 Yi√
n

≥ a

)

≤ Pσ

(∑n
i=1(T

N (Yi)− Eν [T
N (Yi)])√

n
≥ a− ε

)

+ Cε−2e−cN .

✻✶



▲❡t N ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t Cε−2e−cN ≤ ε✳ ❲❡ ♥♦✇ ✉s❡ ♦✉r t❤❡♦r❡♠ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
(

TN (Yi)− Eν [TN (Yi)]
)

t♦ ✜♥❞ ✿

lim sup
n→∞

sup
σ

(

Pσ

(∑n
i=1 Yi√
n

≥ a

)

− P(N ≥ a− ε)

)

≤ ε,

✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ s❤♦✇s t❤❛t

lim sup
n→∞

sup
σ

(

Pσ

(∑n
i=1 Yi√
n

≥ a

)

− P(N ≥ a)

)

≤ 0.

■t ♥♦✇ r❡♠❛✐♥s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ Pσ

(∑n
i=1 Yi√
n

≥ a

)

❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞

❜❡❧♦✇ ❜② ✿

Pσ

(∑n
i=1 T

N (Yi)− Eν [T
N (Yi)]√

n
≥ a+ ε ❛♥❞

∣

∣

∣

∣

∑n
i=1R

N (Yi)− Eν [R
N (Yi)]√

n

∣

∣

∣

∣

≤ ε

)

≥ Pσ

(∑n
i=1 T

N (Yi)− Eν [T
N (Yi)]√

n
≥ a+ ε

)

− Pσ

(∣

∣

∣

∣

∑n
i=1R

N (Yi)− Eν [R
N (Yi)]√

n

∣

∣

∣

∣

≥ ε

)

❋r♦♠ ❤❡r❡✱ ✇❡ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ❛♥❞ ✜♥❞ t❤✐s t✐♠❡ ✿

lim sup
n→∞

sup
σ

(

Pσ

(∑n
i=1 Yi√
n

≥ a

)

− P(N ≥ a)

)

≥ 0,

✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

✹✳✺✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✹

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r ❧❡♠♠❛s ✐s t♦ ❥✉st✐❢② t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠
✹✳✶✼ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ξn := Xn−Xn−1✱ ✇❤❡r❡ Xn ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❢r♦♥t ❛t t✐♠❡ n ♦❢ ❛♥ ❋❆✲1❢
♣r♦❝❡ss ♦♥ Z− st❛rt❡❞ ❛t ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ η ∈ LO−✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡
❡①❛❝t s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ ❬✾❪✱ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥♦r ❝❤❛♥❣❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✵✳ ■♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ν ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✻✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✾✳ ❋♦r f : Z → R s✉❝❤ t❤❛t e−|x|f(x)2 ∈ L1, ✇❡ ❤❛✈❡

sup
η∈LO−

Eη[f(ξ1)
2] = c(f) < ∞. ✭✸✵✮

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✵✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts γ > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r f : Z → R ✇✐t❤ e−|x|f(x)2 ∈ L1(R)✱

sup
η∈LO−

|Eη[f(ξn)]− Eν [f(ξ1)]| ≤ C(f)e−γe(logn)1/4

. ✭✸✶✮

✻✷



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛s ✐♥ ❬✾❪✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Φt(η) t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ η ♦♥
[X(η), X(η)+ d∗t] ❛♥❞ 1 ❡❧s❡✇❤❡r❡ ✭❡①❝❡♣t ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✮✳ ▲❡t X✱ ✭r❡s♣✳ X̃✮ t❤❡ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ❢♦r♠ η ✭r❡s♣✳ Φt(η)✮✱ ❜♦t❤ ❜❡✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈✐❛ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳
■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [X(η), X(η)+d∗t] ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
♠❡ss ✉♣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❚♦ ♣r❡✈❡♥t t❤✐s✱ ❧❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝t ✿
✐❢ t ≥ 0, η ∈ LO−, t❤❡ ❡✈❡♥t X 6= X̃ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ At := F (0, d∗t, 1) ∪ {Xt ≥ −vt}✳
❋♦r η ∈ LO−✱ f ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ n ≥ 0✱ ✇❡ ❣❡t ✿

Eη[f(ξ1)]− EΦn−1(η)[f(ξ1)] = E[(f(X)− f(X̃))1X 6=X̃ ]

≤
√

E

[

(f(X)− f(X̃))2
]

√

P(An−1).

◆♦✇ ♥♦t❡ t❤❛t P(An−1) ≤ e−
d∗(n−1)

2 +Ae−B(n−1) = O(e−cn)✳
❋r♦♠ t❤❡r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❧✐❦❡ ✐♥ ❬✾❪✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✶✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts γ > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r f : N → R, e−|x|f(x)2 ∈ L1(R) ❛♥❞ j < n
t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs✱

✶✳ sup
η∈LO−

|❈♦✈η[f(ξj), f(ξn)]| ≤ C(f)e−γe(log(n−j))1/4

, ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦✈❛✲

r✐❛♥❝❡ ✉♥❞❡r ν ❀

✷✳ ❢♦r j ≥ v̄
d∗ (n− j)✱

sup
η∈LO−

|❈♦✈η[f(ξj), f(ξn)]− ❈♦✈ν [f(ξ1), f(ξn−j+1)]| ≤ C(f)e−γe(log j)1/4

.

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✷✳ ❋♦r ❛♥② k, n ∈ N s✉❝❤ t❤❛t d∗(k − 1) ≥ v̄n ❛♥❞ ❛♥② ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥
F : Rn → R

sup
η∈LO−

|Eη[F (ξk, ..., ξk+n−1)]− Eν [F (ξ1, ..., ξn)]| = O

(

||F ||∞e−γe(log k)1/4
)

.

❋r♦♠ ❤❡r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✼ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❡①❛❝t❧② ❧✐❦❡ ✐♥ ❬✾❪✳

✹✳✻ ❈✉t✲♦✛ ❢♦r ❋❆✲✶❢

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t✳ ▲❡t Λ = [1, L]✱ ✇❡ ✜① q > q̄ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
♦❢ t❤❡ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss✳ ❊✈❡r② ❝♦♥st❛♥t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ q✳

❲❡ s♣❧✐t t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛s❡s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ t❛❝❦❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
s✉❜✲✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ♦❝❝✉♣✐❡❞ s✐t❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❝❛❧❧ s✉❝❤ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡r✳
❚♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡s❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ st✉❞② ❝❧♦s❡❧② t❤❡ ❢r♦♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡r t❤❛t ❛r❡ ❣♦✐♥❣
✐♥✇❛r❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s ❢♦r t❤❡♠ t♦ ♠❡❡t✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝r❡❛t❡❞
❡♥♦✉❣❤ ❡♠♣t② s✐t❡s t♦ r❡❧❛① t♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉✐❝❦❧②✳ ◆❡①t✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ♥♦ s✉❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡r✱ t❤❛t ✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ H(0, L+1, ℓ) ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞
ℓ(L)✳ ❲❡ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ s♦❢t❡r ❛r❣✉♠❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❋❆✲✶❢ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♣r♦❝❡ss✳

✻✸



✹✳✻✳✶ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡rs

❉❡✜♥❡✱ ❢♦r ❛♥② L > 0 ❛♥❞ 0 < δ < 1✱

Ωδ = {σ ∈ ΩΛ | σ ∈ H(0, L+ 1, δL)}.

❋♦r σ ∈ ΩΛ✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t B(σ) := max{h ≥ 0 | ∃x ∈ [0, L− h], σ [x+1,x+h] ≡ 1} ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡r ✐♥ σ✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✸✳ ▲❡t δ > 0✱ σ0 ∈ (Ωδ)c ❛♥❞ ε > 0✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts a = a(ε) > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱

✐❢ t =
B(σ0)

2v
+

7av

vδ

√
L✱ t❤❡♥ ✿

||µσ0
t − µ||TV ≤ v2

v2δ2
ε+ φ(L),

✇✐t❤ φ(L) ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ σ0 ❛♥❞ lim
L→∞

φ(L) = 0✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r ❧❡♠♠❛s✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤✐♥❣s ❡❛s✐❡r✱ ❧❡t ✉s
✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ ✇♦r❞s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❡ ❛r❡ st✉❞②✐♥❣ ♥♦✇✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡r ♦❢ s✐③❡ ≥ δL✳ ■❢ ✇❡ ✇❛t❝❤ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥ s✉❝❤ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❞✉r✐♥❣ ❛ s❤♦rt ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡
t✇♦ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ t❤✐s ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡r ❜❡❤❛✈❡ ❥✉st ❧✐❦❡ ❢r♦♥ts ♦❢ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❤❛❧❢✲❧✐♥❡s
✭♦♥❡ ❧❡❢t✲♦r✐❡♥t❡❞✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ r✐❣❤t✲♦r✐❡♥t❡❞✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❈❡♥tr❛❧
▲✐♠✐t ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✹ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t t✐♠❡ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢r♦♥ts ❛r❡ ♠✉❝❤ ❝❧♦s❡r t♦
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❞✐st❛♥❝❡ d ♦❢ ♦r❞❡r

√
L✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ③❡r♦s t❤❛♥❦s
t♦ t❤❡ ❩❡r♦s ▲❡♠♠❛ ✹✳✼✳ ❲❡ r❡♣❡❛t t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡r✱ ❛♥❞
t❤❛♥❦s t♦ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✱ ✇❡ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ H(Λ, d) ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❋r♦♠
t❤❡r❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ♦♥❧② r❡♠❛✐♥ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✳

❇❡❢♦r❡ ❞✐✈✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❡t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛s
❛✐♠ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❤♦✇ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡rs ❝❛♥ t✉r♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st
♦❢ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❧♦t ♦❢ ③❡r♦s✳
▲❡t ✉s ✜① ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s❡t ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t ✐♥t❡r✈❛❧s Λ1, . . . ,Λr ⊂ Λ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡✐r ❡♥❞♣♦✐♥ts ✿
Λk = [ak, bk]✳ ❋✐① ε > 0✱ ❛♥❞ ❧❡t d = 6a

√
L✱ ✇✐t❤ a ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ε t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❧❛t❡r✳
❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ♦✉r ♣r♦♦❢✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ σ ∈ ΩΛ ✐s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss C ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ k ≤ r✱ t❤❡r❡ ❡①✐st Xk < Yk ∈ Λk s✉❝❤
t❤❛t

✶✳ σ(Xk) = σ(Y k) = 0,

✷✳ σ (Xk,Y k) ≡ 1,

✻✹



✸✳ σ ∈ H(ak, X
k, d) ∩H(Y k, bk, d).

◆♦t❡ t❤❛t Xk ❛♥❞ Y k ❛r❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐❢ σ ∈ C \ H(Λk, d)✳ ■❢ σ ∈ H(Λk, d)✱ t❤❡r❡
❝❛♥ ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ Xk ❛♥❞ Y k✱ ❜✉t t❤✐s ❝❛s❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ▲❡t
✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ C ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✽✮✳ ❋✐① σ ∈ C✳
✖ κ(σ) = {k | σ /∈ H(Λk, d)} ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s s✉❝❤ t❤❛t Y k −Xk > d✳ ❲❡ ✇r✐t❡ κ ✐❢

t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ σ ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳

✖ p(σ) = #κ ✐s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ κ✱

✖ ℓ(σ) = min
k∈κ

(Y k −Xk)✱

✖ t(σ) = ℓ(σ)
2v − 2a

v

√

ℓ(σ)✳ ❲❡ s❡t t(σ) = 0 ✐❢ p(σ) = 0✳

❍❛✈✐♥❣ s❡t t❤❛t✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ F (σ) = σt(σ)✳ ❚❤❛t ✐s✱ F (σ) ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢
t❤❡ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ σ ∈ C ❛❢t❡r ❛ t✐♠❡ t(σ)✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠
❢✉♥❝t✐♦♥ F ✐s t♦ t✉r♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡r [Xk, Y k] ♦❢ s✐③❡ ≥ d ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐♥
H(·, d)✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧s Λ1, ...,Λr t❤❛t ✐s ❢♦r
♥♦✇ ❛r❜✐tr❛r②✳

Λ1 Λ2 Λ3

σ ∈ C
X1 Y 1 X3 Y 3

≤ d

❋✐❣✉r❡ ✶✽ ✕ ❆ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡t C✳ ❉❛s❤❡❞ ③♦♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ③♦♥❡s ✐♥ H(., d)✳ ❍❡r❡✱
✇❡ ❤❛✈❡ κ(σ) = {1, 3}✱ p(σ) = 2 ❛♥❞ ℓ(σ) = Y 1 −X1✳

▲❡t σ ∈ C ❛♥❞ (σt)t≥0 ❜❡ ❛ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ σ✳ ❉❡✜♥❡ Xk
t ✭r❡s♣✳ Y k

t ✮ ❛s
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st ✭r❡s♣✳ ❧❡❢t♠♦st✮ ③❡r♦ ✐♥ [0,Mk] ✭r❡s♣✳ [Mk, L+ 1]✮ ✐♥ σt✱ ✇✐t❤

Mk :=
1

2
(Xk + Y k)✳ ❲❡ ❤❛✈❡ Xk

0 = Xk ❛♥❞ Y k
0 = Y k✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s Xk

t ❛♥❞ Y k
t ❞♦ ♥♦t

♠❡❡t✱ ✇❡ t❤✐♥❦ ♦❢ Xk
t ❛s t❤❡ ✧❢r♦♥t✧ ♦❢ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✭r✐❣❤t ♦r✐❡♥t❡❞✮ ❤❛❧❢✲❧✐♥❡✳ ▲❡t

Rt = {∀k ∈ κ, ∀s < t, Xk
s < Mk−1 ❛♥❞ Y k

s > Mk+1} t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✧❢r♦♥ts✧
r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♠✐❞♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✉♥❞❡r Rt✱ t❤❡ ❢r♦♥t ❤❛✈❡ ♥♦t ♠❡t✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ❧♦❝❛❧✐③❡s t❤❡s❡ ❢r♦♥ts ❛t t✐♠❡ t(σ) ✉s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✹✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✹✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts a > 0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ ε ❛♥❞ q s✉❝❤ t❤❛t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s
♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❛♥❞ d = 6a

√
L✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✳ ❋♦r ❛❧❧ σ ∈ C s✉❝❤ t❤❛t p(σ) ≥ 1✱

P

(

∀k ∈ κ, Xk
t(σ) ∈ [Xk + vt(σ)− a

√

ℓ(σ), Xk + vt(σ) + a
√

ℓ(σ)],

Y k
t(σ) ∈ [Y k + vt(σ)− a

√

ℓ(σ), Y k + vt(σ) + a
√

ℓ(σ)],Rt(σ)

)

≥ 1− rε+ rφ(L) ✭✸✷✮

✻✺



✇✐t❤ φ(L) ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ σ s✉❝❤ t❤❛t lim
L→∞

φ(L) = 0✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r k0 s✉❝❤ t❤❛t Y k0 −Xk0 = ℓ(σ)✱ t❤❡ ❡✈❡♥t ❛❜♦✈❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✿

0 ≤ Y k0
t(σ) −Xk0

t(σ) ≤ d

❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❡ ❝❛❧❧

Ik = [Xk + vt(σ)− a
√

ℓ(σ), Xk + vt(σ) + a
√

ℓ(σ)]

❛♥❞
Jk = [Y k + vt(σ)− a

√

ℓ(σ), Y k + vt(σ) + a
√

ℓ(σ)].

Mk0

σ

σt(σ)
6a
√

ℓ(σ)∼ vt(σ)

Xk0

Xk0
t(σ)

Y k0

Y k0
t(σ)

❋✐❣✉r❡ ✶✾ ✕ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝❧✉st❡r ♦❢ σ ❞✉r✐♥❣ t✐♠❡ t(σ)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❡✜♥❡ Rk
t = {∀s ≤ t, Xk

s < Mk − 1 ❛♥❞ Y k
s > Mk + 1} s✉❝❤ t❤❛t

Rt =
⋂

1≤k≤p(σ)Rk
t ✳ ❚❤❡ ❦❡② r❡♠❛r❦ ❢♦r ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✐s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❡✈❡♥t Rk

t ♦❝❝✉rs✱ t❤❡

❢r♦♥ts Xk
s , Y

k
s ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♥ts ♦❢ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ Z− ❢♦r ❛❧❧ s ≤ t✳ ❚♦

❥✉st✐❢② t❤❛t✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ♣r♦❝❡ss❡s (σ̂k
t )t≥0 ❛♥❞ (σ̌k

t )t≥0 ♦♥ Z− ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

✖ ∀x ≤ 0, σ̂k
0 (x) =

{

σ(−x) ✐❢ − x ≤ Xk,
1 ✐❢ − x > Xk.

✖ (σ̂k
t )t≥0 ✐s t❤❡ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss ♦♥ Z− st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ σ̂k

0 ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ (σt(✲.))t≥0✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② X̂k

t ✐ts ❢r♦♥t ❛t t✐♠❡ t✳

✖ ∀x ≤ 0, σ̌k
0 (x) =

{

σ(x+ L+ 1) ✐❢ x+ L+ 1 ≥ Y k,
1 ✐❢ x+ L+ 1 < Y k.

✖ (σ̌k
t )t≥0 ✐s t❤❡ ❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss ♦♥ Z− st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ σ̌k

0 ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ (θL+1σt)t≥0✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Y̌ k

t ✐ts ❢r♦♥t ❛t t✐♠❡ t✳

▲❡t R̂k
t = {∀s ≤ t, X̂k

s > −Mk + 1}✱ ❛♥❞ Řk
t = {∀s ≤ t, Y̌s > Mk − L}✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧

✐♥t❡r✈❛❧s B,B′ ⊂ Λ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✿

Pσ

(

Xk
t ∈ B, Y k

t ∈ B′ ❛♥❞ Rk
t

)

= Pσ̂k
0

(

X̂k
t ∈ −B ❛♥❞ R̂k

t

)

Pσ̌k
0

(

Y̌ k
t ∈ θ−L−1(B

′) ❛♥❞ Řk
t

)

.

✭✸✸✮

✻✻



❲❡ ❛♣♣❧② t❤✐s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s Ik ❛♥❞ Jk✳ ❚❤❡ t✇♦ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛r❡

s✐♠✐❧❛r s♦ ✇❡ ♦♥❧② st✉❞② Pσ̂k
0

(

X̂k
t ∈ −Ik ❛♥❞ R̂k

t

)

✳ ◆♦t❡ t❤❛t

Pσ̂k
0

(

X̂k
t ∈ −Ik ❛♥❞ R̂k

t

)

= Pσ̂k
0

(

X̂k
t ∈ −Ik

)

− Pσ̂k
0

(

X̂k
t ∈ −Ik ❛♥❞ (R̂k

t )
c
)

❚❤❛♥❦s t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦r N ∼ N (0, s2)✱

Pσ̂k
0

(

X̂k
t ∈ −Ik

)

= Pσ̂k
0

(

X̂k
t − X̂k

0 − vt(σ)
√

ℓ(σ)/(2v)
∈ [−2va, 2va]

)

−→
L→∞

P (N ∈ [−2va, 2va]) ✭✸✹✮

s✐♥❝❡ ℓ(σ) ≥ d → ∞ ❛s L → ∞✳ ❚❤✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ σ✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡
a s✉❝❤ t❤❛t P (N ∈ [−2va, 2va]) ≥

√
1− ε✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ε ❛♥❞ q

✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ s2 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ q✮✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t

Pσ̂k
0

(

X̂k
t ∈ −Ik

)

=
√
1− ε+ φ1(L) ✭✸✺✮

✇✐t❤ φ1(L) ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ σ ❛♥❞ lim
L→∞

φ1(L) = 0✳ ❲❡ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ t❡r♠ ✐♥ Y̌ k
t t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②

❛♥❞ ✜♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ ❤❡r❡ t❤❛t ✐❢ s2 = 0✱ ♦✉r ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r ❛s

✇❡ ✇♦✉❧❞ ❣❡t Pσ̂k
0

(

X̂k
t ∈ −Ik

)

= 1− φ1(L)✳

◆❡①t✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❢r♦♥ts ❡♥❞ ✉♣ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛t t✐♠❡ t(σ)✱ t❤❡♥
R̂k

t(σ) ✐s ✈❡r② ❧✐❦❡❧②✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ M̂k = −Mk ❛♥❞ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, t(σ)] ✐♥t♦

✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ t✐♠❡s 0 < s1 < ... < sn = t(σ) ✇✐t❤ n =

⌈

2v̄t(σ)

a
√

ℓ(σ)− 2

⌉

s✉❝❤ t❤❛t ∆ :=

si+1 − si ≤
a

2v̄

√

ℓ(σ)− 1

v̄
✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✿

{∃s < t(σ), X̂k
s ≤ M̂k + 1} ⊂

{∃i, X̂k
si ≤ M̂k +

a

2

√

ℓ(σ)} ∪ {∃s < t(σ), X̂k
s ≤ M̂k + 1 ❛♥❞ ∀i, X̂k

si > M̂k +
a

2

√

ℓ(σ)}.

❋✐rst✱ ✇✐t❤ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✹ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ∆✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡✈❡♥t ✐s

✻✼



✉♥❧✐❦❡❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✿

Pσ

(

∃s < t(σ), X̂k
s ≤ M̂k + 1 ❛♥❞ ∀i, X̂k

si > M̂k +
a

2

√

ℓ(σ)
)

≤
n−1
∑

i=0

Pσ

(

∃s ∈ [si, si+1], |X̂k
s − X̂k

si+1
| ≥ a

2

√

ℓ(σ)− 1
)

≤
n−1
∑

i=0

Pσ

(

∃s ∈ [si, si+1], |X̂k
s − X̂k

si+1
| ≥ v̄(si+1 − si)

)

≤ Ce−c
√

ℓ(σ) ≤ Ce−c
√
d ❢♦r s♦♠❡ C, c > 0.

❚❤❡♥✱ ❜② t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦♣❡rt② ❛t t✐♠❡ si✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t X̂k
si ≤ M̂k + a

2

√

ℓ(σ)

✇❤✐❧❡ X̂k
t(σ) ✐s t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❛t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❢r♦♥t ✐s ❣♦✐♥❣

❜❛❝❦✇❛r❞ ❢♦r ❛ t✐♠❡ ❛t ❧❡❛st ∆✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s✱ t❤❛♥❦s t♦ ▲❡♠♠❛ ✹✳✺ ✿

Pσ

(

X̂k
t(σ) ∈ −Ik ❛♥❞ ∃i, X̂k

si ≤ M̂k +
a

2

√

ℓ(σ)
)

≤
n−1
∑

i=0

Pσ(X̂
k
t(σ) > X̂k

si) ≤ nAe−B∆ ≤ Ae−B′
√
d.

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s s❤♦✇s t❤❛t ✿

Pσ

(

X̂k
t(σ) ∈ −Ik ❛♥❞ (R̂k

t )
c
)

≤ Ce−c
√
d, ✭✸✻✮

✇✐t❤ C, c > 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ σ, L, ε✳
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✸✮✱ ✭✸✺✮ ❛♥❞ ✭✸✻✮✱ s✐♥❝❡ d = 6a

√
L✱ ✇❡ ❣❡t

Pσ

(

Xk
t ∈ Ik, Y k

t ∈ Jk ❛♥❞ Rk
t

)

≥ 1− ε+ φ(L),

✇✐t❤ φ(L) ❣♦✐♥❣ t♦ 0 ❛s L → ∞✱ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ σ✳ ❇② ❛ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❜♦①❡s Λk ❢♦r
k ∈ κ✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧t s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜♦①❡s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② r✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ t❤❡ ❢r♦♥ts ✐♥ F (σ)✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ▲❡♠♠❛ ✹✳✼ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❜❡❤✐♥❞
t❤♦s❡ ❢r♦♥ts✱ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ③❡r♦s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✵✮✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✺✳ ▲❡t σ ∈ C s✉❝❤ t❤❛t p(σ) ≥ 1✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ❛❧❧ k ∈ κ✱

Pσ

(

Xk
t(σ) ∈ Ik, Y k

t(σ) ∈ Jk, Rt(σ)

❛♥❞ σt(σ) /∈
(

H(Xk, Xk
t(σ), d) ∩H(Y k

t(σ), Y
k, d)

))

≤ C exp(−c
√
L)

❢♦r s♦♠❡ C, c > 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✳

✻✽



σ

σt(σ)

X1 Y 1 X2 Y 2 X3 Y 3

X1
t(σ)Y

1
t(σ) X3

t(σ) Y 3
t(σ)≤ 6a

√
L

❋✐❣✉r❡ ✷✵ ✕ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥ts ❞✉r✐♥❣ t✐♠❡ t(σ)✳ ❉❛s❤❡❞ ③♦♥❡s ❛r❡ ✐♥
H(., d)✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ❛t t✐♠❡ t(σ)✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❧♦st ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡r✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❡✈❡♥t Rt(σ)✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t t♦ s❤♦✇
t❤❛t ✿

Pσ

(

Xk
t(σ) ∈ Ik, Y k

t(σ) ∈ Jk, Rt(σ) ❛♥❞ σt(σ) /∈
(

H(Xk, Xk
t(σ), d) ∩H(Y k

t(σ), Y
k, d)

))

=

Pσ̂k
0

(

X̂k
t ∈ −Ik, σ̂k

t(σ) /∈ H(X̂k
t , X̂

k
0 , d), R̂t(σ)

)

Pσ̌k
0

(

Y̌ k
t ∈ θ−L(Jk), σ̌k

t(σ) /∈ H(Y̌ k
t , Y̌

k
0 , d), Řt(σ)

)

. ✭✸✼✮

❇② ▲❡♠♠❛ ✹✳✽ ✭✇✐t❤ y = X̂k
0 ✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ✿

Pσ̂k
0

(

σ̂k
t(σ) /∈ H(X̂k

t , X̂
k
0 , d)

)

≤ CL5/2 exp(−c
√
L).

❲❡ ❝❛♥ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ L5/2 ❢❛❝t♦r ❜② t❛❦✐♥❣ c s♠❛❧❧❡r✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❢♦r σ̌k ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❝❧❛✐♠❡❞ r❡s✉❧t✳

◆♦✇✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥t❛✐♥s ❡♥♦✉❣❤ ③❡r♦s✱ ✐t ♠♦st ❧✐❦❡❧② ✇✐❧❧ ❛❧s♦
❛t t✐♠❡ t(σ)✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ♦♥❝❡ ❛ ❝❧✉st❡r ❤❛s ❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞ ❛♥❞ ❤❛s ❧❡❢t ❛ ❧♦t ♦❢ ❡♠♣t②
s✐t❡s✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇✐❧❧ ❦❡❡♣ ❛s ♠❛♥② ❡♠♣t② s✐t❡s ❞✉r✐♥❣ ❛♥② ♦t❤❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ F ✳ ■t ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
❛ ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧t t❤❛t ♦♥❧② r❡❧✐❡s ♦♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳✻✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✻✳ ▲❡t σ ∈ ΩΛ✱ x, y ∈ Λ✱ d > 0 s✉❝❤ t❤❛t σ ∈ H(x, y, d)✳ ❚❤❡♥ ✿

Pσ(F (σ) /∈ H(x, y, d)) ≤ CL exp(−c
√
L), ✭✸✽✮

✇✐t❤ c, C ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ d, x, y, σ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❲❡ s✐♠♣❧② ✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✉♣❡r❝r✐t✐❝❛❧ ❝♦♥t❛❝t ♣r♦❝❡ss ✭▲❡♠♠❛
✹✳✻✮ ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥✐t✐❛❧ ③❡r♦ ✐♥ σ (x,y) ✇✐t❤ ℓ = d/2✳

✻✾



❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛❢t❡r ❛ t✐♠❡ t(σ)✱ ❡✈❡r② ❢r♦♥t ♠♦✈❡s ❜②

❛ ❞✐st❛♥❝❡ ∼ ℓ(σ)

2v
✭▲❡♠♠❛ ✹✳✷✹✮✱ ✇❤✐❧❡ ❝r❡❛t✐♥❣ ③❡r♦s ❜❡❤✐♥❞ ✐t ✭▲❡♠♠❛ ✹✳✷✺✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts

✐♥ ♦♥❡ ❜♦① k0 ✐♥✐t✐❛❧❧② ✧❜❧♦❝❦❡❞✧ ✭Y k0 −Xk0 > d✮ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ③❡r♦s✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱
❡✈❡r② ❜♦① Λk t❤❛t s❛t✐s✜❡s σ ∈ H(Λk, d) st❛②s ✐♥ H(Λk, d) ❛❢t❡r ❛ t✐♠❡ t(σ) ✭▲❡♠♠❛ ✹✳✷✻✮✳
❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✶✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❡s ✐♥t♦ ❛ ♥✐❝❡ r❡s✉❧t ❛❜♦✉t F (σ)✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✼✳ ❋♦r ❛♥② σ ∈ C s✉❝❤ t❤❛t p(σ) ≥ 1✱

P (F (σ) ∈ C ❛♥❞ p(F (σ)) < p(σ)) ≥ 1− rε− rφ2(L)

✇✐t❤ φ2(L) ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ σ ✭❜✉t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ r✮ ❛♥❞ lim
L→∞

φ2(L) = 0✳

σ

σt(σ)

Λ1 Λ2 Λ3

X1 Y 1 X3 Y 3

X3
t(σ) Y 3

t(σ)≤ d

❋✐❣✉r❡ ✷✶ ✕ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t✐♠❡ t(σ)✳ ❍❡r❡✱
t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ Λ2 ❦❡♣t ✐ts ③❡r♦s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡r ✐♥ Λ1 s❤r✉♥❦ t♦ ❛ s✐③❡ ≤ d✳

❇❡❢♦r❡ ❣❡tt✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✸✱ ❧❡t ✉s ♠❛❦❡ ❛ ✜♥❛❧ r❡♠❛r❦✳ ❖♥ t❤❡ ❡✈❡♥t
❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✹✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜♦✉♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❡✈❡r② ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡r ✐♥ F (σ) ✿

∀k ∈ κ, Y k
t(σ) −Xk

t(σ) ≤ Y k −Xk − ℓ(σ) + 2a
√
ℓ ✭✸✾✮

◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ✐♥ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ F ✱ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡rs ❣♦ ❢r♦♠ ❛
s✐③❡ > d t♦ ❛ s✐③❡ ≤ d✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ♣r♦✈❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✸✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✸✳ ❋✐① δ > 0✱ σ0 ∈ (Ωδ)c ❛♥❞ ε > 0✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ a ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛
✹✳✷✹ ❛♥❞ d = 6a

√
L✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣r♦♦❢✱ φ(L) ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛② ❞❡♣❡♥❞

♦♥ δ ❜✉t ♥♦t ♦♥ σ s✉❝❤ t❤❛t lim
L→∞

φ(L) = 0✳ ▲❡t Λ1, ...Λr ❜❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡rs ♦❢ σ0 ♦❢ s✐③❡

≥ v
1

v
B(σ0) ✭✇✐t❤ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s✐t❡s t❤❛t ❛r❡ ❡♠♣t② ✐♥ σ✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s

Λk = [ak, bk] ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t bk − ak ≥ v

v
B(σ0)✱ σ0(ak) = σ0(bk) = 0 ❛♥❞ σ0 (ak,bk) ≡ 1✳

✼✵



❉❡✜♥✐♥❣ t❤❡ Λk ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❝❧❛ss C ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❢ ❝♦✉rs❡ σ0 ∈ C✳ ◆♦t❡ ❛❧r❡❛❞② t❤❛t ❡✈❡♥
t❤♦✉❣❤ r ♥♦✇ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ σ✱ ✐t ❝❛♥ s✐♠♣❧② ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

v

vδ
✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ δ✳ ❲❡

❛✐♠ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛❢t❡r ❛ t✐♠❡ τ1 =
B(σ0)

2v
+ 3ar

√

ℓ(σ0)✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ H(Λ, d)✳

❚♦ ❞♦ t❤❛t✱ ✇❡ ✜rst ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡rs✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ ♥♦✇ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ F st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ σ0✳ ❋♦r ❛❧❧ 1 ≤ k ≤ r, σ(i) := F (σ(i−1)) ✇✐t❤
σ(0) := σ0✳ ■❢ ✇❡ ❡✈❡r ❤❛✈❡ σ(i) /∈ C✱ t❤❡♥ s❡t ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ F (σ(i+1)) = σ(i) ❛♥❞ t(σ(i)) = 0✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❡♥❝♦✉♥t❡r t❤✐s ❝❛s❡ ❧❛t❡r ♦♥✳
❇② ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✼✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t

P

(

p(σ(r)) = 0
)

≥ 1− r2ε+ φ(L).

◆♦t❡ t❤❛t p(σ(r)) = 0 s✐♠♣❧② ♠❡❛♥s t❤❛t σ(r) ∈ ⋂r
k=1H(Λk, d)✳

▲❡t T =
∑r−1

i=0 t(σ
(i))✱ t❤❛t ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ σ(r)✳ ❖✉r ❣♦❛❧

♥♦✇ ✐s t♦ ❜♦✉♥❞ T ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✳ ❚♦ ❞♦ t❤❛t✱ ✇❡ ✉s❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✾✮ ❛♥❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✇❡ ❣❡t

P

(

T ≤ B(σ0)

2v
+ 2ar

√

ℓ(σ0)

)

≥ 1− r2ε+ φ(L).

◆♦✇ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✻✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s T ≤ B(σ0)

2v
+2ar

√

ℓ(σ0)

❛♥❞ σT ∈ ⋂r
k=1H(Λk, d)✱ t❤❡♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡s❡ ③❡r♦s ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ❛t t✐♠❡ τ1 =

B(σ0)

2v
+3ar

√

ℓ(σ0)✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ✇❡ ✇❡r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r✱ t❤❛t ❛t t✐♠❡ τ1✱ ✇✐t❤ ❤✐❣❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❡✈❡r② ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡r ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧♦t ♦❢ ③❡r♦s ✿

P

(

στ1 ∈
r
⋂

k=1

H(Λk, d)

)

≥ 1− r2ε+ φ(L). ✭✹✵✮

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ r❡st ♦❢ Λ✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ③❡r♦s ✐♥ Λ\⋃r
k=1 Λk t❤❛t ❛r❡ s♣❛❝❡❞

❛t ♠♦st
v

v
B(σ0) ❛♣❛rt✳ ❚❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ✇❛s ♣r❡❝✐s❡❧② ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛❣❛✐♥ ✉s❡ t❤❡

s✉♣❡r❝r✐t✐❝❛❧ ❝♦♥t❛❝t ♣r♦❝❡ss t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛t t✐♠❡ t0 =
B(σ0)

2v
✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✿

Pσ0

(

σt0 /∈ H(Λ \
r
⋃

k=1

Λk, d)

)

≤ Crt0e
−c

√
L.

❆❣❛✐♥✱ s✐♥❝❡ t0 ≤ τ1✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ♣❡rs✐sts ❛t t✐♠❡ t1✳ P✉tt✐♥❣ t❤✐s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✹✵✮ ✜♥❛❧❧② ❣✐✈❡s ✿

lim inf
L→∞

P (στ1 ∈ H(Λ, d)) ≥ 1− r2ε. ✭✹✶✮

✼✶



❍❡r❡✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t r ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✭✇✐t❤ L✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r ≤ vL

vB(σ0)
≤

v

vδ
✳

❋r♦♠ t❤❡r❡✱ ✐t ♦♥❧② r❡♠❛✐♥s t♦ ❛♣♣❧② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✶ ✇✐t❤ ℓ = d ❛♥❞ β = 1/4 t♦ ✜♥❞

t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❧♦❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ f s✉❝❤ t❤❛t µ(f) = 0✱ ❛t t✐♠❡ t := τ1 +
6a

√
L

2v
+ (6a

√
L)1/4✱

lim sup
L→∞

|E[f(σt)]| ≤ r2ε.

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜♦✉♥❞ t❤✐s t✐♠❡ r❡♣❧❛❝✐♥❣ L ✇✐t❤ B(σ0)/δ t♦ ❣❡t ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

t ≤ B(σ0)

2v
+

α
√

B(σ0)√
δ

,

✇✐t❤ α ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ ε ❛♥❞ q✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥st❛♥ts c, C ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r♦♦❢ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ σ0 ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❈▲❚ ✉s❡❞ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ❛❧s♦ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ σ0✳

✹✳✻✳✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✮ ✇✐t❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✸ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ◆❡①t✱ ❧❡t δ > 0✱ σ ∈ Ωδ

L ❛♥❞

t′1(σ) =

(

B(σ)

2v
+ (B(σ))1/4

)

∨
(

(logL)9

2v
+ (logL)9/4

)

.

■❢ B(σ) ≤ (logL)9✱ t❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛♥ σ ∈ H(Λ, (logL)9) t♦ ✉s❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✶
✇✐t❤ ℓ = (logL)9 ❛♥❞ β = 1/4✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❧♦❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt
✐♥ Λ ✿

|Eσ[f(σ (logL)9

2v
+(logL)9/4

)]| ≤ C||f ||∞Le−c(logL)9/8 ,

✇❤✐❝❤ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❛s L → ∞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ σ✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t′1(σ) =
(

(logL)9

2v
+ (logL)9/4

)

≤ t1(σ) s♦ ✇❡ ❣❡t ♦✉r r❡s✉❧t✳

■❢ B(σ) > (logL)9✱ t❤❡♥ ❜② ✉s✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✶ ✇✐t❤ ℓ = B(σ) ❛♥❞ β = 1/4✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✿

|Eσ[f(σB(σ)
2v

+B(σ)1/4
)]| ≤ C||f ||∞Le−cB(σ)1/8 ≤ C||f ||∞Le−c(logL)9/8 ,

✇❤✐❝❤ ❛❣❛✐♥ ❧❡❛❞s t♦ ♦✉r r❡s✉❧t✳

✼✷



❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t Φ : N → N s✉❝❤ t❤❛t Φ(L) −→
L→+∞

+∞✳ ▲❡t σ ∈ H(0, L + 1,Φ(L))c✳ ▲❡t Λ1

❜❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡r ✐♥ σ ✿
Λ1 = [X + 1, Y − 1] ✇✐t❤ σ(X) = σ(Y ) = 0✱ σ [X+1,Y−1] ≡ 1 ❛♥❞ Y − X ≥ Φ(L)✳ ▲❡t

M = (X + Y )/2✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✹✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ✇✐t❤ t =
B(σ)

2v
− 2a

v

√

B(σ),

Pσ

(

Xt ∈ [M − 3a
√

B(σ),M − a
√

B(σ)],

Yt ∈ [M + a
√

B(σ),M + 3a
√

B(σ)]
)

≥ 1− ε+ φ(L)− Ce−c
√

B(σ), ✭✹✷✮

✇✐t❤ φ(L) ❣♦✐♥❣ t♦ 0 ✇❤❡♥ L → +∞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ σ✳ ❍❡r❡✱ r = 1✱ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡
❝❧✉st❡r✳ ❚❤✐s ❡✈❡♥t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t σt [M−a

√
B(σ),M+a

√
B(σ)]

≡ 1✳ ◆♦✇✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✿

µ(1σt [M−a
√

B(σ),M+a
√

B(σ)]
≡1) = (1− q)2a

√
B(σ) ≤ (1− q)2aΦ(L), ✭✹✸✮

✇❤✐❝❤ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥ L → ∞✳
P✉tt✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✷✮ ❛♥❞ ✭✹✸✮ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✮ ❛♥❞ t❤✉s
t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳

◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❝✉t♦✛✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ 1L ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✮✳

▲❡t δ =
v

v
❛♥❞ ε > 0✳ ❋♦r ❡✈❡r② σ ∈ Ωδ

Λ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t1(σ) ≤ δL

2v
+ (δL)1/4 =

L

2v
+ (δL)1/4✳ ■❢ σ ∈ (Ωδ

Λ)
c✱ t❤❡♥ t2(σ) ≤

L

2v
+ 8a

√
L✳ ❙♦ ✐♥ ❡✈❡r② ❝❛s❡✱ ❢♦r L ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱

✐❢ t =
L

2v
+ 8a

√
L✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✿

d(t) ≤ ε.

❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❢r♦♥t

❇❡❢♦r❡ ♣r♦✈✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✻✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ ❛ r❡s✉❧t t❤❛t ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❋❆✲✶❢ ♣r♦❝❡ss ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❢r♦♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✽ ✭❬✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶❪✮✳ ▲❡t q > q̄✱ α < 1/2 ❛♥❞ δ > 0✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts c > 0
s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t ≥ 0✱ ❢♦r ❛♥② M ≤ eδt

α
✱ ❛♥② f ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt ✐♥ [0,M ]✱ s✉❝❤ t❤❛t µ(f) = 0

❛♥❞ ||f ||∞ ≤ 1✱ ❢♦r ❛❧❧ σ0 ∈ LO s✉❝❤ t❤❛t σ̃0 ∈ H(vt,M + (4v̄ − v)t,
√
t)✱ t❤❡♥

|E [f(θ3v̄tσ̃t)] | ≤ e−c
√
t.

✼✸



❚❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❢♦r ❛ ♣r♦❝❡ss ♦♥ Z− ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✾✳ ▲❡t q > q̄✱ α < 1/2 ❛♥❞ δ > 0✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts c > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② f
✇✐t❤ s✉♣♣♦rt [0,M ]✱ µ(f) = 0 ❛♥❞ ||f ||∞ ≤ 1✱ ❢♦r ❛♥② t ≥ 0✱ M ≤ eδt

α
✱ ❢♦r ❛❧❧ η0 ∈ LO−

s✉❝❤ t❤❛t η̃0 ∈ H(vt,M + (4v̄ − v)t,
√
t) ❛♥❞ X0 ≤ −M − (3v̄ − v)t✱ t❤❡♥

|E [f(θ3v̄tη̃t)] | ≤ e−c
√
t.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [3v̄t, 3v̄t + M ] s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r♦♥t
❞♦❡s ♥♦t ❣♦ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Z−✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1 − O(e−Bt) ✇❡ ❤❛✈❡
Xt − X0 ≤ −vt✳ ❚❤❡♥ ❛s ❧♦♥❣ ❛s −X0 + vt ≥ 3v̄t + M ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Xt + 3v̄t + M ≤ 0 ✇✐t❤
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1−O(e−Bt)✳

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✻✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛s ✐♥ ❬✾❪✳ ▲❡t ✉s ✜①
η0 ∈ LO−✳ ❲❡ ♣✐❝❦ σ0 ∈ LO ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t X(η0) = X(σ0)✳ ❲❡ ✇✐❧❧
♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st d∗ > 0 ❛♥❞ c > 0 s✉❝❤ t❤❛t

||µ̃η0
t − µ̃σ0

t ||[0,d∗t] ≤ exp
(

−ce(log t)
1/4
)

. ✭✹✹✮

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣r♦♦❢✱ c, C ❞❡♥♦t❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ σ0, η0✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥st❛♥ts
♠❛② ✈❛r② ❢r♦♠ ❧✐♥❡ t♦ ❧✐♥❡✳ ❇❡❢♦r❡ ❞✐✈✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ t❤❛t ❝♦♠❡s ✐♥t♦ ♣❧❛② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✿ t❤❡ Λ−♠❛①✐♠❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■❢ Λ ⊂ Z ✐s ✜♥✐t❡✱
❛♥❞ µ, µ′ ❛r❡ t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ Ω−✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ Λ✲♠❛①✐♠❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
µ ❛♥❞ µ′ ❛s ❢♦❧❧♦✇ ✿

✶✳ ✇❡ s❛♠♣❧❡ (σ, σ′) Λ×Λ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡s
t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧s ♦❢ µ ❛♥❞ µ′ ♦♥ ΩΛ✱

✷✳ ✇❡ s❛♠♣❧❡ σ Z−\Λ ❛♥❞ σ′
Z−\Λ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥s µ(.|σ Λ) ❛♥❞ µ′(.|σ′
Λ)✳

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ µ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣r♦❞✉❝t ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ Z− ✿ µ = µ1−q
Z−

✳
❋♦r t > 0✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s ✿

✖ ε =
v̄

2(v̄ + v)
✱

✖ t0 = (1− ε)t✱

✖ ∆1 = exp
(

(log t)1/4
)

✱

✖ ∆2 = (log t)3/4✱

✖ ∆ = ∆1 +∆2.

❚❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, t] ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ s✉❜✲✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❋✐rst✱ ❞✉r✐♥❣ ❛ t✐♠❡ t0 = (1−ε)t
✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣❤❛s❡✮✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❩❡r♦s ▲❡♠♠❛✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❡♠♣t② s✐t❡s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❢r♦♥t✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ εt ✐♥t♦ N st❡♣s ♦❢ ❧❡♥❣t❤

✼✹



∆✱ ✇✐t❤ N = ⌊ εt∆⌋ ❛♥❞ ❛ r❡♠❛✐♥❞❡r st❡♣ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ εt − N∆✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ st❡♣s ♦❢ ❧❡♥❣t❤
∆ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t✇♦ st❡♣s ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❧❡♥❣t❤s ∆1 ❛♥❞ ∆2✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ tn = t0 + n∆ ❛♥❞
sn = tn +∆1✱ n ≤ N ✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ Λn = [3v̄∆1, vsn−(v̄+v)∆1] ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ dn = vtn−(v̄+v)∆n✳
◆♦t❡ t❤❛t dn s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦♦❢✳ ▲❛st❧②✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♥♦t❛t✐♦♥✳ ❋♦r (An) ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s✉❜s❡ts ♦❢ LO × LO−✱ ✇❡ ✇r✐t❡ ✿

PAn(·) := sup
(σ̃,η̃)∈An

P (·| (σ̃tn , η̃tn) = (σ̃, η̃)) .

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ tn ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② sn ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❜♦✈❡✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ σt ❛♥❞ ηt t❤❛t ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❚❤❡♦r❡♠
✹✹✳

✖ ❆t t✐♠❡ t0✱ ✇❡ s❛♠♣❧❡ σt0 ❛♥❞ ηt0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛✇s µη0
t0

❛♥❞ µσ0
t0
✳

✖ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛t t✐♠❡ tn ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s σ̃tn ❛♥❞ η̃tn ❝♦✐♥❝✐❞❡
♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [1, dn]✱ t❤❡♥ ✇❡ ❧❡t t❤❡ ❡✈♦❧✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✉♥t✐❧
t✐♠❡ t✳ ■❢ ♥♦t✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❲✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❜♦t❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ③❡r♦s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❢r♦♥t✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❧❡t Zn ❜❡ t❤❡ ❡✈❡♥t ✿

Zn = {σ̃tn , η̃tn ∈ H(v∆1, vtn,
√

∆1) ❛♥❞ (X(σtn)−X(σ0)), (X(ηtn)−X(η0)) ≤ −vtn}.

❍❡r❡✱ t❤❡ ❡✈❡♥t Zn ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦♦❢ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [v∆1, vtn]
✭s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r♦♥t✮ ❞♦❡s ♥♦t ❣♦ ♦✉t ♦❢ ❜♦✉♥❞s✳
❋r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ ❩❡r♦s ▲❡♠♠❛✱ ▲❡♠♠❛ ✹✳✺ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♥❛❧♦❣s ✐♥ ❬✾❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r t ❧❛r❣❡
❡♥♦✉❣❤✱

P(Zn) ≥ 1− 2(vtn)
2e−c

√
∆1 − Ce−c′tn ≥ 1− Ctn

2e−c
√
∆1 .

❚❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❛s❦ ❢♦r t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s
X(σtn) ≤ X(σ0) − vtn ❛♥❞ X(ηtn) ≤ X(η0) − vtn✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts
c, C ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ η0 ♦r σ0✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡✈❡♥t

Z ′
n = {σ̃tn , η̃tn ∈ H(0, 3v̄∆1, 2v∆1)}.

❲❡ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ♥♦t❡ t❤❛t Zn ⊂ Z ′
n ❢♦r t ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳

✖ ❆t t✐♠❡ sn✱ ✇❡ s❛♠♣❧❡ σ̃sn ❛♥❞ η̃sn ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ Λn✲♠❛①✐♠❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❧❛✇s µ̃σtn

∆1
❛♥❞ µ̃

ηtn
∆1

✳ ▲❡t Qn = {σ̃sn = η̃sn ♦♥Λn}✳ ❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦r (σ, η) ∈ LO×LO− ✿

P(Qc
n |σtn = σ, ηtn = η) = ||µ̃σ

∆1
− µ̃η

∆1
||Λn

≤ ||µ̃σ
∆1

− µ||Λn + ||µ̃η
∆1

− µ||Λn .

✼✺



❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ Λn ✐s ✧❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❢r♦♥t✧✱ t❤❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ s♠❛❧❧ ✉♥✐✲
❢♦r♠❧② ✐♥ σ̃tn , η̃tn ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❡✈❡♥t Zn ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ▲❡t ✉s ❥✉st✐❢② t❤✐s ❝❧❛✐♠ ❜②
❛♣♣❧②✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✾✳

▲❡t η ∈ LO− ❜❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t η̃ ∈ H(v∆1, vtn,
√
∆1)✳ ❆ss✉♠❡

❛❧s♦ t❤❛t X(η) ≤ −vtn✳ ▲❡t ✉s ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✾✳ ❚❛❦❡

M = vsn − (v + v̄)∆1 − 3v̄∆1.

❚❤❡♥ M + (4v̄ − v)∆1 = vtn − v∆1 ≤ vtn✱ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ✇❡ ❞♦ ❤❛✈❡ η̃ ∈
H(v∆1,M + (4v̄ − v)∆1,

√
∆1)✳ ◆❡①t✱ s✐♥❝❡ X(η) ≤ −vtn✱ ✇❡ ✜♥❞ ✿

−M − (3v̄ − v)∆1 = −vtn + (v̄ + v)∆1 ≥ −vtn ≥ X(η).

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞♦ ❤❛✈❡ M ≤ e∆
α
1 ❢♦r α = 1/4 ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❛♣♣❧② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✾ t❤❛t ❣✐✈❡s ||µ̃η
∆1

− µ||Λn ≤ Ce−c
√
∆1 ✇✐t❤ C, c

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ η✳ ❲❡ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ t❡r♠ ||µ̃σ
∆1

−µ||Λn t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞
✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ✿

PZn(Q
c
n) ≤ Ce−c

√
∆1 .

✖ ◆❡①t✱ ✐❢ t❤❡ ❡✈❡♥t Qn ♦❝❝✉rs✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ x̃ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢r♦♥t ❛♥❞ t❤❡
❧❡❢t♠♦st ③❡r♦ ♦❢ σ̃sn ✭♦r η̃sn✮ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ Λn✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦♥❡✱ ❞❡✜♥❡ x̃ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢r♦♥t ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ Λn✳ ▲❡t β ❜❡ ❛ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡
✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❡❧s❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦ ❢❛r✮ s✉❝❤ t❤❛t P(β = 1) = e−2∆2 ✳ ❚❤❡
❡✈❡♥t {β = 1} ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t P♦✐ss♦♥
❝❧♦❝❦s ❞♦ ♥♦t r✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ❛ t✐♠❡ ∆2✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛t t✐♠❡
tn+1✳

✖ ■❢ β = 1✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t✱ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r♦♥t ❛t t✐♠❡ sn✱ t❤❡ ❝❧♦❝❦s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s✐t❡s 0 ❛♥❞ x̃ ❞♦ ♥♦t r✐♥❣ ❞✉r✐♥❣∆2✳ ❋✐rst✱ ✇❡ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛t
t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ 0 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✇✐t❤ ❡♠♣t② ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
▲❡t ξn+1 ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t ❞✉r✐♥❣ t❤✐s t✐♠❡✱ ♥❛♠❡❧② ξn+1 =
Xtn+1 − Xsn ✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ✜① σ̃tn+1(−ξn+1) = η̃tn+1(−ξn+1) := 0 ❛♥❞ σ̃tn+1(x̃ −
ξn+1) = η̃tn+1(x̃− ξn+1) := σ̃sn(x̃) ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s σ̃tn+1 ❛♥❞ η̃tn+1

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦♥ [1 − ξn+1, x̃ − 1 − ξn+1]✱ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s 0 ♦♥ 0 ❛♥❞ σ̃sn(x̃) ♦♥ x̃✳ ❚♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧✱ ✇❡ s❛♠♣❧❡ t❤❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✖ ■❢ β = 0✱ t❤❡♥ ✇❡ ❧❡t ❡✈♦❧✈❡ (σ̃sn , η̃sn) ❢♦r ❛ t✐♠❡ ∆2 ✈✐❛ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ r✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛t x̃ ♦r ❛t 0✳

✼✻



❋✐rst✱ ❧❡t ✉s ♥♦t✐❝❡ t❤❛t x̃ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♥♦t t♦♦ ❢❛r r✐❣❤t ✐♥s✐❞❡ Λn✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✉♥❞❡r t❤❡
❡✈❡♥t Zn t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ Λn ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♠❡❛s✉r❡ ❛t t✐♠❡
sn✳ ▲❡t Bn := {x̃ ≤ 3v̄∆1 +

√
∆2
2 }✳ ❚❤❡♥✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✽ ✿

PZn (B
c
n ∩Qn) ≤ PZn

(

(σ̃sn)
[3v̄∆1,3v̄∆1+

√
∆2
2

]
≡ 1

)

✭✹✺✮

≤ p

√
∆2
2 +O(e−c

√
∆1). ✭✹✻✮

◆♦✇✱ ❞❡♥♦t❡ ❜② Z ′′
n t❤❡ ❡✈❡♥t

{

σ̃sn , η̃sn ∈ H
(√

∆2
2 , 3v̄∆1,

√
∆2
2

)}

✱ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ t❤❛t Zn ⊂
Z ′
n✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ♦❢ ❩❡r♦s ▲❡♠♠❛ ✹✳✼ ❛♥❞ ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❬✾✱ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹❪ ✭✇✐t❤

L =
√
∆2/2, L+M = 3v̄∆1, ℓ = L✮✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ✿

PZn((Z
′′
n)

c) ≤ 2∆2
1√

∆2
exp(−c

√

∆2) + ∆1

(

3v̄∆1 −
√
∆2

2

)

exp(−c∆2) ✭✹✼✮

≤ O(e−c
√
∆2). ✭✹✽✮

❲✐t❤ t❤❡ ❡✈❡♥t Z ′′
n✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❛❜❧❡ t❤❡ ✉s❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✵ t♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉✲

r❛t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ tn ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ Jn := [1− ξn+1, x̃− ξn+1 − 1]✳

❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t Z ′′
n ∩Bn ⊂ {σ̃sn , η̃sn ∈ H

(

0, x̃,
√
∆2

)

}✳ ▲❡t L = 3v̄∆1+
√
∆2
2 ≤ e∆

1/4
2 ✳

❚❤❡♥ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✵✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❢♦r ❛♥② y ∈ [3v̄∆1, 3v̄∆1 +
√
∆2
2 ] ✿

P

(

σ̃tn+1 6= η̃tn+1 ♦♥ [1− ξn+1, y − ξn+1 − 1] | x̃ = y ❛♥❞ σ̃sn η̃sn ∈ H(0, y,
√

∆2)
)

= O(e−c
√
∆2).

✭✹✾✮
❆❣❛✐♥✱ t❤✐s ❜♦✉♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ y ♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥
s❤♦✇s t❤❛t ✿

PZ′′
n ,Bn(σ̃tn+1 6= η̃tn+1 ♦♥ Jn) = O(e−c

√
∆2). ✭✺✵✮

❯♥❞❡r t❤❡ ❡✈❡♥t Qn✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r♦♥t ❛t t✐♠❡ sn ❝♦✐♥❝✐❞❡ ♦♥
t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ Λn✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧✱ ♥❛♠❡❧② [x̃, vsn − (v̄ + v)∆1]✱ ✇❡
❧❡t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❡✈♦❧✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ t❤❡♥ ♣❡rs✐st ♦♥ t❤❡ s✉❜✲✐♥t❡r✈❛❧ [x̃ − ξn+1, vsn − (v̄ + v)∆1 −
ξn+1 − v̄∆2] ✇✳❤✳♣✳ t❤❛♥❦s t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t vsn − (v̄ + v)∆1 − v̄∆2 =
vtn+1 − v̄∆ ≥ dn+1✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② Kn t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [x̃− ξn+1, dn+1]✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✿

PQn

(

σ̃tn+1 6= η̃tn+1 ♦♥ Kn | β = 1
)

≤ P(F (0, v̄∆2,∆2) + P(ξn+1 ≥ 0) = O(e−c∆2).
✭✺✶✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ s✐t❡ 0 ✭✐✳❡ t❤❡ ❢r♦♥t ❛t t✐♠❡ sn✮ ❞♦❡s
♥♦t r✐♥❣✱ ❛♥❞ ✇❡ ❧❡t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤✐s s✐t❡ ❡✈♦❧✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✇❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❣❡t ✿

PQn

(

σ̃tn+1 6= η̃tn+1 ♦♥ [0,−ξn+1] | β = 1
)

= 0. ✭✺✷✮

✼✼



❋r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✵✮✱ ✭✺✶✮ ❛♥❞ ✭✺✷✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✿

PQn,Z′′
n ,Bn

(

σ̃tn+1 6= η̃tn+1 ♦♥ [1, dn+1] | β = 1
)

= O(e−c
√
∆2). ✭✺✸✮

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✧s✉❝❝❡❡❞s✧✳ ▲❡t Mn =
{σ̃tn = η̃tn ♦♥ [1, dn]}✳ ❆t t✐♠❡ tn+1✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛t t✐♠❡ tn✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ✿

P(M c
n+1) ≤ P(M c

n+1 ∩M c
n ∩ Zn) + P(Zc

n) + P(M c
n+1 ∩Mn)

≤ P(M c
n+1|M c

n ∩ Zn)P(M
c
n) + P(Zc

n) + P(M c
n+1 ∩Mn). ✭✺✹✮

▲❡t ✉s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ t❡r♠ P(M c
n+1|M c

n∩Zn)✳ ❲❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡✈❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥
❛t t✐♠❡ sn ✿

P(M c
n+1|M c

n∩Zn) ≤ PZn,Mc
n
(M c

n+1|Z ′′
n∩Qn∩Bn)+PZn((Z

′′
n)

c)+PZn(Q
c
n)+PZn(B

c
n∩Qn).

❖✉t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ t❡r♠s✱ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ✭❛ ♣r✐♦r✐✮ ♥♦t ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✇❤❡♥ t ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✺✮✱ ✭✹✼✮✱ ✭✹✳✻✳✷✮✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✸✮✱ ❢♦r t ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✿

PZn,Mc
n
(M c

n+1|Z ′′
n ∩Qn ∩Bn) ≤ 1− P(β = 1)

(

1− PMc
n∩Zn

(

M c
n+1|{β = 1} ∩ Z ′′

n ∩Qn ∩Bn

))

✭✺✺✮

≤ 1− 1

2
e−2∆2 . ✭✺✻✮

❇❛❝❦ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✺✹✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣❧✉❣ ♦✉r ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst t❡r♠✱ ❛♥❞ ❡❛s✐❧②
❜♦✉♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✇♦ t❡r♠s t♦ ✜♥❞ ✿

P(M c
n+1) ≤

(

1− 1

2
e−2∆2

)

P(M c
n) + Ce−c∆ ✭✺✼✮

■t ♦♥❧② r❡♠❛✐♥s t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s r❡❝✉rs✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ N,∆1,∆2 ✇❡ ❝❤♦s❡✳
❲❡ ✜♥❞ ✿

P(M c
N ) ≤

(

1− 1

2
e−2∆2

)N

+ C2−N+1e−c∆−2(N−1)∆2 ✭✺✽✮

≤ O(e−c∆1). ✭✺✾✮

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❆t t✐♠❡ tN ✱ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P(MN ) t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
σ̃tN ❛♥❞ η̃tN ♠❛t❝❤ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [1, dN ]✳ ❋r♦♠ t✐♠❡ tN t♦ t✐♠❡ t✱ ✇❡ ❧❡t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❡✈♦❧✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✇❡ ❞✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❛t t✐♠❡ t ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡✈❡♥t MN ✳

P(σ̃t = η̃t ♦♥ [1, d∗t]) = P(σ̃t = η̃t ♦♥ [1, d∗t] | MN )P(MN ) ✭✻✵✮

≥ P({Xt ≤ XtN } ∩ F (dN , d∗t, t− tN )c)P(MN ). ✭✻✶✮

✼✽



■t ♦♥❧② r❡♠❛✐♥s t♦ ❝❤♦s❡ ❛ d∗ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡✈❡♥t F (dN , d∗t, t− tN ) ❤❛s ❧♦✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ▲❡t
d∗ = v

4 ✳ ❚❤❡♥ ✉s✐♥❣ t− tN ≤ ∆ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ε ❛♥❞ d∗ ❜② t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s✱ ✇❡ ✜♥❞ ✿

dN − d∗t ≥ vt

4
− vt ≥ v̄∆ ≥ v̄(t− tN ), ✭✻✷✮

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s P(F (dN , d∗t, t − tN )) = O(e−ct)✳ ❚❤❡ ❡✈❡♥t {Xt ≤ XtN } ❤❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
1−O(e−c∆) s♦ ✇❡ ✜♥❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ t❤❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ❡st✐♠❛t❡ ✿

P(σ̃t 6= η̃t ♦♥ [1, d∗t]) = O(e−c∆). ✭✻✸✮

❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❡❛s✉r❡ ν ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♠❡❛s✉r❡s ♦♥ Ω✳ ❚❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✻ ❝♦♠❡ ❢r♦♠
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✸✮✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❖r✐❛♥❡ ❇❧♦♥❞❡❧ ❢♦r ❤❡r ♠❛♥②
✉s❡❢✉❧ ❛❞✈✐❝❡ ❛♥❞ ❋❛❜✐♦ ❚♦♥✐♥❡❧❧✐ ❢♦r ❤✐s ❝❛r❡❢✉❧ r❡❛❞✐♥❣✳ ❚❤✐s ♣r♦❥❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ s✉♣♣♦rt❡❞
❜② t❤❡ ❆◆❘ ❣r❛♥t ▲❙❉ ✭❆◆❘✲✶✺✲❈❊✹✵✲✵✵✷✵✮✳

✼✾



✺ ❙❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❑❆ ♠♦❞❡❧

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❝♦✲é❝r✐t ❛✈❡❝ ❆ss❛❢ ❙❤❛♣✐r❛ ❬✷✵❪✳

❘és✉♠é

❚❤❡ ❑♦❜✲❆♥❞❡rs❡♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❦✐♥❡t✐❝❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞

❧❛tt✐❝❡ ❣❛s✱ t❤❛t ✐s✱ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❑❛✇❛s❛❦✐ t②♣❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞

❦✐♥❡t✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❥✉♠♣ ✇❤❡♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② ♠❛♥②

♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s✐t❡s ❛r❡ ❡♠♣t②✳ ❲❡ st✉❞② t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ t❛❣❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ✐♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐ts ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥✳ Pr❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤

♦❢ t❤✐s ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ ❞✐✛✉s✐✈❡ t✐♠❡✲s❝❛❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r

✐s t♦ st✉❞② t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❧❛r❣❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❲❡ ✜♥❞

✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♠❛t❝❤✐♥❣ t♦ ❧❡❛❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❑✐♥❡t✐❝❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❧❛tt✐❝❡ ❣❛s❡s ✐s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❞✐✈✐s❡❞ ❜② ♣❤②s✐❝✐sts ✐♥ ♦r❞❡r t♦
st✉❞② ❣❧❛ss② s②st❡♠s✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞
s♣✐♥ ♠♦❞❡❧s✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✸✶✱ ✹✵✱ ✷✹❪✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ st✉❞② ♦♥❡ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧ ✕ t❤❡ (k, d)✲❑♦❜✲
❆♥❞❡rs❡♥ ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s ❛ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss ❧✐✈✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ Zd✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r
k ≥ 2✳ ❊❛❝❤ s✐t❡ ♦❢ Zd ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❛t ❝❛♥ ❥✉♠♣ t♦ ❛♥ ❡♠♣t②
♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s✐t❡ ✐❢ ✐t ❤❛s ❛t ❧❡❛st k ❡♠♣t② ♥❡✐❣❤❜♦rs ❜♦t❤ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❥✉♠♣✳ ❲❤❡♥
t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ✐s s❛t✐s✜❡❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❥✉♠♣s ❛t r❛t❡ 1✳ ❋♦r ❛♥② q ∈ (0, 1) t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s
r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r 1− q✳

❆t ❧❛r❣❡ t✐♠❡s✱ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ ❛ ♠❛r❦❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ■♥ ❬✶✵❪ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥
♣r♦✈❡♥ t❤❛t t❤✐s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧ q ∈ (0, 1)✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡
✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❜❡❧♦✇ s♦♠❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝r✐t✐❝❛❧ q t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❛❣❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s
♥♦ ❧♦♥❣❡r ❞✐✛✉s✐✈❡✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ q✳
❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❞❡❝❛②s ✈❡r② ❢❛st ✇❤❡♥ q ✐s s♠❛❧❧✱ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❣❛♣ ❬✸✼❪✳

❲❡ st❛rt ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♦✉r r❡s✉❧t✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ t♦♦❧ ✇❡ ✉s❡ ✐s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ❬✹✺❪ ❢♦r
t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜♦✉♥❞ ✐t ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇✱ ❛s ✐♥ ❬✶✵❪✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❑♦❜✲
❆♥❞❡rs❡♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ♦♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥✱
❛ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❑♦❜✲❆♥❞❡rs❡♥ ♠♦❞❡❧✳

✺✳✷ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ st✉❞② ❤❡r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ Zd✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② (e1, . . . , ed) t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐s Ω = {0, 1}Zd

✱ ✇❤❡r❡ 0 st❛♥❞s ❢♦r
❛♥ ❡♠♣t② s✐t❡ ❛♥❞ 1 ❢♦r ❛♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ s✐t❡✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ s✐t❡s x, y ✇❡ ❞❡♥♦t❡ x ∼ y ✐❢ t❤❡② ❛r❡
♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② [L]d t❤❡ ❝✉❜❡ [1, L]d✳

✽✵



❋✐① ❛♥ ✐♥t❡❣❡r k ∈ [2, d]✳ ❋♦r η ∈ Ω ❛♥❞ x ∼ y✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r t❤❡
❡❞❣❡ xy ❜②

cxy(η) =

{

1 ✐❢
∑

z∼x,z 6=y(1− η(z)) ≥ k − 1 ❛♥❞
∑

z∼y,z 6=x(1− η(z)) ≥ k − 1,

0 ♦t❤❡r✇✐s❡.
✭✻✹✮

❋♦r V ⊂ Zd✱ ❛♥❞ η ∈ {0, 1}V ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t cxy(η) = cxy(η
′) ✇❤❡r❡ η′ ∈ Ω ❡q✉❛❧s

η ♦♥ V ❛♥❞ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ ♦✉r ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❑❆ ❞②♥❛♠✐❝s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♦♥ ❛ ❧♦❝❛❧

❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

Lf(η) =
∑

x∈Zd

∑

y∼x

cxy(η)η(x)(1− η(y)) [f(ηxy)− f(η)] , ✭✻✺✮

✇❤❡r❡ ηxy ✐s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ η ❡①❝❡♣t t❤❛t ηxy(x) = η(y) ❛♥❞ ηxy(y) = η(x)✳
■♥ ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✭✐✳❡✳ ❛♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ s✐t❡✮
✧❥✉♠♣✐♥❣✧ t♦ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❡♠♣t② s✐t❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤♦s❡ s✐t❡s ❤❛s ❛t ❧❡❛st (k−1)
♦t❤❡r ❡♠♣t② ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛ ❧❡❣❛❧ ❑❆✲k❢ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♦r s✐♠♣❧② ❧❡❣❛❧
tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇❤❡♥❡✈❡r ❝♦♥t❡①t ❛❧❧♦✇s✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❢r♦♠ ❋♦r♠✉❧❛ ✻✺✱ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t
♠❡❛s✉r❡ µ := ⊗x∈Zd❇❡r(1− q) ❢♦r ❛♥② q ∈ (0, 1)✳

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ❛ t❛❣❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ▲❡t µ0 = µ(·|η(0) = 1) ❛♥❞✱ ✉♥❞❡r
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µ0✱ Xt t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛t 0✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ (Xt, ηt)t≥0 ✐s t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛t♦r ✿

Lt❛❣❣❡❞f(X, η) =
∑

y∈Zd

y 6=X

∑

z∼y

cyz(η)η(y)(1− η(z)) [f(X, ηyz)− f(X, η)]

+
∑

y∼X

cXy(η)η(X)(1− η(y))
[

f(y, ηXy)− f(X, η)
]

✭✻✻✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝ r❡s✉❧t ❣✐✈❡s ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r Xt ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳ ❬✹✺✱ ✸✵❪ ❋♦r ❛♥② q ∈ (0, 1)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ d× d ♠❛tr✐① D(q)
s✉❝❤ t❤❛t

εXε−2t −→
ε→0

√

2D(q)Bt,

✇❤❡r❡ Bt ✐s ❛ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
♦❢ ✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛t❤ ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ D(R+,R

d)✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ D(q) ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②

✽✶



t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ✿

∀u ∈ R
d,

u ·D(q)u = inf
f

µ0





∑

x 6=0

∑

y∼x

cxy (f (ηxy)− f (η))2 +
∑

y∼0

c0y
(

u · y + f
(

τyη
0y
)

− f (η)
)2



 ,

✭✻✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ❧♦❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ Ω✱ ❛♥❞ τyη ✐s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞
❜② (τyη)(z) = η(z − y) ❢♦r ❛❧❧ z ∈ Zd✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✷✳ ❆ ♣r✐♦r✐✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❛ ♠❛tr✐①✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s ❢♦r❝❡s t❤❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① t♦ ❜❡ s❝❛❧❛r✱ ❛♥❞ ✇❡ ♠❛② tr❡❛t ✐t ❛s ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r✳

■♥ ❬✶✵❪✱ ✐t ✇❛s ✜rst ♣r♦✈❡♥ t❤❛t D(q) > 0 ❢♦r ❛❧❧ q > 0✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❡
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❝❛❧❡ ♦❢ D(q) ✇❤❡♥ q → 0✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✸✳ ▲❡t d ≥ 2✱ k ∈ [2, d]✳ ❋♦r q ∈ (0, 1) ❧❡t D(q) ❜❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❣✐✈❡♥ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳ ❚❤❡♥ ❢♦r q s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ✿
✐❢ k = 2 ✿

1/ exp
(

c (log 1/q)2 q−
1

d−1

)

≤ D(q) ≤ 1/ exp
(

c′q−
1

d−1

)

,

✐❢ k ≥ 3 ✿

1/ exp(k−1)

(

cq−
1

d−k+1

)

≤ D(q) ≤ 1/ exp(k−1)

(

c′q−
1

d−k+1

)

,

✇❤❡r❡ exp(k−1) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐t❡r❛t❡❞ (k− 1) t✐♠❡s✱ ❛♥❞ c, c′ ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❝♦♥st❛♥ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ k ❛♥❞ d✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t D ❞❡❝❛②s ❛s q t❡♥❞s t♦ 0 ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ ✕ ✇❤❡♥ q ✐s s♠❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❛t✐s❢②✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ♦❢ t✐♠❡ s❝❛❧❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥❞❡❡❞✱
❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ♠♦✈❡ ❛r♦✉♥❞ ✐t ♠✉st ✇❛✐t ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ♠❛♥② ✈❛❝❛♥❝✐❡s t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t ✐ts
✈✐❝✐♥✐t②✳ ❙✐♥❣❧❡ ✈❛❝❛♥❝✐❡s ❝❛♥♥♦t ♠♦✈❡ ❢r❡❡❧②✱ s♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s♣❧❛✲
❝❡♠❡♥t ♦❢ str✉❝t✉r❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠❛♥② ❡♠♣t② s✐t❡s ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❲❡ s❤❛❧❧
❝❛❧❧ s✉❝❤ str✉❝t✉r❡s ❞r♦♣❧❡ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ k = d = 2 ❛♥ ❡♠♣t② ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❧❡♥❣t❤
ℓ ≈ q−1 ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❡♠♣t② s✐t❡ t♦ ✐ts r✐❣❤t✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐t t♦ ♠♦✈❡ t♦ t❤❡
r✐❣❤t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✸✮✳ ❚❤❡s❡ ❞r♦♣❧❡ts ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ✕ t❤❡ s❝❛❧❡ ℓ ♦❢
t❤❡ ❞r♦♣❧❡t✱ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❡ L ✇✐t❤✐♥ ✇❤✐❝❤ s✉❝❤ ❛ ❞r♦♣❧❡t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ ✐✳❡✳✱ L ≈ q−ℓ✳ ❍❡♥❝❡✱
❢♦r k = d = 2 t❤❡s❡ s❝❛❧❡s ❜❡❤❛✈❡ r♦✉❣❤❧② ❛s ℓ ≈ q−1 ❛♥❞ L ≈ e1/q✳ ❋♦r ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢
k ❛♥❞ d t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛ ❞r♦♣❧❡t t♦ ♠♦✈❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ d − 1
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❞r♦♣❧❡t ❝♦✉❧❞ ❡✈♦❧✈❡ ❧✐❦❡ ❛ (k − 1, d − 1)✲❑♦❜✲❆♥❞❡rs❡♥
♠♦❞❡❧ s✐♥❝❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ k r❡q✉✐r❡❞ ❡♠♣t② ♥❡✐❣❤❜♦rs ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞r♦♣❧❡t✳ P❛rt✐❝❧❡s ❛r❡
t❤✉s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♠♦✈❡ ✐♥ t❤✐s ❧❛②❡r ✐❢ ✐ts s✐③❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ s❝❛❧❡ L ♦❢ t❤❡ (k−1, d−1) ❞②♥❛♠✐❝s✱

✽✷



✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡q✉❛❧ ℓ ♦❢ t❤❡ (k, d) ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤✐s ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t❤❡ ✐t❡r❛t❡❞
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✹✼❪
✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✹✹❪✮✳

✺✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✇✐❧❧ ❝❧♦s❡❧② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❬✶✵❪✱ ❙❡❝t✐♦♥s ✹ ❛♥❞ ✺✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ♠♦r❡ r❡✜♥❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❑❆ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ❝♦rr❡❝t s❝❛❧✐♥❣✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣r♦♦❢✱ c ❛♥❞ λ ❞❡♥♦t❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts ✇❤✐❝❤
♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ d ❛♥❞ k✳

❲❡ st❛rt ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t✇♦ s❝❛❧❡s ✿

ℓ =







c log (1/q) q−
1

d−1 ✐❢ k = 2,

exp(k−2)

(

cq−
1

d−k+1

)

✐❢ k ≥ 3,
✭✻✽✮

L = q−λℓ. ✭✻✾✮

❲❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t λ ❛♥❞ c ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t L, ℓ, Lℓ ❛r❡ ✐♥t❡❣❡rs✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✹✳ ❆ ❜❧♦❝❦ ✐s ❛ s❡t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (L+ 1) i+ [L]d✱ i ∈ Zd✳ ❆ ❜❧♦❝❦ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥
❜♦①❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (L+ 1) i+ ℓa+ [ℓ]d✱ i ∈ Zd, a ∈ [L/ℓ]✳
❲❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧ ❡①t❡r♥❛❧ ❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ❜♦① ❛♥② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛t ✭❣r❛♣❤✮
❞✐st❛♥❝❡ 1 ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦①✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✷✳

L

ℓ

i j

❋✐❣✉r❡ ✷✷ ✕ ❇❧♦❝❦✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✈❡rt✐❝❡s i ❛♥❞ j✳ ❚❤❡ ❜♦①❡s ✐♥ ❜❧✉❡ ❛r❡ (d, k)✲❣♦♦❞✱ ❛♥❞ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ ❢❛❝❡s ✐♥ ❣r❡❡♥ ❛r❡ (d− 1, k − 1)✲❣♦♦❞✳ ❚❤❡ r❡❞ ❜♦① ✐s (d, k)✲❢r❛♠❡❛❜❧❡✳

❲❡ t❤✐♥❦ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦s✬ ❝♦r♥❡rs (L + 1)i ❛s ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ Zd
L = (L + 1)Zd ❀ ✇✐t❤

❡❞❣❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❛ ✈❡rt❡① (L+ 1)i ✇✐t❤ ❛ ✈❡rt❡① (L+ 1)j ❢♦r ||i− j||1 = 1✳

✽✸



❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ s✐t❡s ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❡tt❡rs x, y, . . . ✱
✇❤✐❧❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ Zd

L ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡tt❡rs i, j, . . . ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❬✶✵❪✱ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡
♦❢ t❤✐s ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥❡❞ ❧❛tt✐❝❡ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❞②♥❛♠✐❝s t❤❛t ❤❛s ❞✐✛✉s✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦♥ ❛ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ r❡❝❛❧❧ ❛ ❢❡✇ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥❡❞ ❧❛tt✐❝❡✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ❬✸✼✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✺✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❜❛s✐s ✇✐t❤ s✐③❡ |E| ≤ d − 1✱ V ⊂ Zd ❛
s❡t ♦❢ s✐t❡s✱ ❛♥❞ ✜① ❛ s✐t❡ x ∈ V ✳ ❚❤❡ |E|✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❧✐❝❡ ♦❢ V ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ x ✐♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ E ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s V ∩ (x+ span(E))✱ ✇❤❡r❡ span(E) ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r s♣❛♥ ♦❢ E✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✻✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝✉❜❡ Cn = [n]d ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r j ≤ d ✇❡ ❞❡✜♥❡
t❤❡ jt❤ ❢r❛♠❡ ♦❢ Cn ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ (j− 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❧✐❝❡s ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ (1, . . . , 1)✳
❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ❜♦① Cn ✐s ❢r❛♠❡❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ η ∈ {0, 1}Cn ✐❢ η ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜②
❧❡❣❛❧ ❑❆✲k❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ kt❤ ❢r❛♠❡ ♦❢ Cn ✐s ❡♠♣t②✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✼✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ η✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛ ❜♦① B ✐s (d, k)✲❣♦♦❞ ❢♦r η ✐❢ ❛❧❧
(d − 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❧✐❝❡s ♦❢ B ❛r❡ (d − 1, k − 1)✲❢r❛♠❡❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s η′ t❤❛t
❞✐✛❡r ❢r♦♠ η ✐♥ ❛t ♠♦st t✇♦ s✐t❡s✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❬✸✼❪✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ η′ t♦ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ η ❛t t✇♦
s✐t❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❥✉st ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❢♦r❝❡s η t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♠♣t② s✐t❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡
r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❬✸✼❪ ❀ t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧❛r✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✼✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❝♦♥t❡①t
❛❧❧♦✇s✱ ✇❡ s❤❛❧❧ s✐♠♣❧② s❛② t❤❛t ❛ ❜♦① ✐s ❣♦♦❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ (d, k)✲❣♦♦❞✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✽✳ ❆ ❜♦① ✐s (2, 2)✲❣♦♦❞ ✐❢ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ❡♠♣t② s✐t❡s ✐♥ ❡❛❝❤ r♦✇ ❛♥❞
❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✾✳ ▲❡t d ≥ k ≥ 2 ❛♥❞ ℓ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✻✽✮✳ ❚❤❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts ✿

✶✳ ❚❤❡ µ✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❜♦① [ℓ]d ✐s (d, k)✲❢r❛♠❡❛❜❧❡ ✐s ❛t ❧❡❛st qdℓ
k−1

✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✐t ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 1/L✳

✷✳ ❚❤❡ µ✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❜♦① [ℓ]d ✐s (d, k)✲❣♦♦❞ t❡♥❞s t♦ 1 ✇❤❡♥ q → 0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❢r❛♠❡❛❜❧❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡
❢r❛♠❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❡♠♣t②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ dℓk−1✱ t❤❡ ✜rst ❜♦✉♥❞ ❢♦❧❧♦✇s✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜♦✉♥❞ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❬✹✼❪✱ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻ ♦❢ ❬✸✼❪✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❣♦♦❞ ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡r❡✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡s ❜❧♦❝❦s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❞r♦♣❧❡t ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✲
♣❛❣❛t❡✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✷✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✵✳ ▲❡t i, j ❜❡ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t s✐t❡s ✐♥ Zd
L ✇✐t❤✱ s✉♣♣♦s❡✱ j = i+ (L+ 1)eα✳

❆ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛t❤ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ i ❛♥❞ j ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ❜♦①❡s B1, . . . , Bn ✐♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦
i + [L]d ✇✐t❤ B1 = i + [ℓ]d ❛♥❞ Bn = j − (ℓ + 1)eα + [ℓ]d✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛t❤ ✐s
(d, k)✲s✉♣❡r✲❣♦♦❞ ❢♦r ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ η ✐❢ ✿

✽✹



✶✳ ❋♦r ❛❧❧ m✱ t❤❡ ❜♦① Bm ✐s (d, k)✲❣♦♦❞✳

✷✳ ❆t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦①❡s ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s (d, k)✲❢r❛♠❡❛❜❧❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✶✳ ▲❡t i ∈ Zd
L ❛♥❞ j = i+(L+1)eα✳ ❲❡ s❛② t❤❛t i, j ❛r❡ (d, k)✲❜❧♦❝❦✲❝♦♥♥❡❝t❡❞

❢♦r η ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞ ✿

✶✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ (d, k)✲s✉♣❡r✲❣♦♦❞ ♣❛t❤ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ i ❛♥❞ j ✇❤♦s❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❛t ♠♦st 3L✳

✷✳ ❆❧❧ (d− 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜♦① i + [ℓ]d t❤❛t ❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ i ❛r❡
(d− 1, k − 1)✲❣♦♦❞✳

✸✳ ❆❧❧ (d− 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜♦① j − (ℓ+ 1) e1 + [ℓ+ 1]d t❤❛t ❛r❡
❛❞❥❛❝❡♥t t♦ j ❛r❡ (d− 1, k − 1)✲❣♦♦❞✳

❲❡ str❡ss t❤❛t ❜❡✐♥❣ ❜❧♦❝❦✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ η(i) ❛♥❞ η(j)✳

❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❜❧♦❝❦✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❞❡✜♥❡s ❛ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦♥ Zd
L✳ ▲❡t η ❜❡ t❤❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ Zd
L t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ηij = 1 t♦ ❛♥ ❡❞❣❡ i ∼ j ✐❢ i ❛♥❞ j

❛r❡ ❜❧♦❝❦✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② µ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ t❤❡s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
✐♥❞✉❝❡❞ ❜② µ✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✶✷✳ µ ✐s ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❡r❣♦❞✐❝ ♠❡❛s✉r❡✱ t❤❛t st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡s ❛ s✉♣❡r❝r✐✲
t✐❝❛❧ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❜♦♥❞ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t❡♥❞s t♦ 1 ❛s q t❡♥❞s t♦ 0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥ ❡❞❣❡ ✐s ♦♣❡♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ s✐t❡s ✐♥ t❤❡
❜❧♦❝❦s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ✐t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ 2d s✉❝❤ ❜❧♦❝❦s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛ ❜❧♦❝❦ ✐s d✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡
♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s 2d2✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❇② ❬✸✺❪✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡
❜❧♦❝❦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❡♥❞s t♦ 1 ❛s q t❡♥❞s t♦ 0✳
❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ (d − 1)−❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ❜♦① t♦ ❜❡ ❣♦♦❞ t❡♥❞s t♦ 1 ❛s q ❣♦❡s
t♦ 0 ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✾✮✳ ❲❡ ♥♦✇ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✶ ✐♥
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✶ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐s ❛❧s♦ ❧❛r❣❡✳

■t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ r❡str✐❝t t❤❡ s✉♣❡r✲❣♦♦❞ ♣❛t❤ t❤❛t ✇❡ s❡❡❦ t♦ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♣❧❛♥❡✱ ❛s ✐♥ ❬✸✼❪✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t j = i+ (L+ 1)e1✳

❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✾ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ♦r✐❡♥t❡❞ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❬✶✼✱ ❙❡❝t✐♦♥s ✸ ❛♥❞ ✶✹❪
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛t❤s ❡①✐st ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✿

✶✳ ❛♥ ✉♣✲r✐❣❤t ♣❛t❤ ♦❢ ❣♦♦❞ ❜♦①❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ i+ [ℓd] ✇✐t❤ j + [ℓ]× [L]× [ℓ]d−2✱

✷✳ ❛♥ ✉♣✲❧❡❢t ♣❛t❤ ♦❢ ❣♦♦❞ ❜♦①❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ j + [ℓ]d − (ℓ+ 1)e1 t♦ i+ [ℓ]× [L]× [ℓ]d−2✳

❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ♣❛t❤ ♦❢ ❜♦①❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❛t ♠♦st 3L✳
■t ✐s t❤✉s ❧❡❢t t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❜♦①❡s ✐s s✉♣❡r✲❣♦♦❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✾ ❛♥❞ t❤❡ ❋❑● ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❜❡✐♥❣ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ ❢r❛♠❡❛❜❧❡ ❛r❡
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡✈❡♥ts✮✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✶✵❪✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❑❆ ❞②♥❛♠✐❝s t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ♦♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝❧✉st❡r ♦❢ Zd

L ❣✐✈❡♥ ❜② t❤✐s ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t

✽✺



0 ✐s ✐♥ t❤✐s ❝❧✉st❡r✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ µ∗(·) = µ (·|0 ↔ ∞)✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✶✱ ✶✻❪ t❤❛t t❤✐s
❞②♥❛♠✐❝s ❤❛s ❛ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❧✐♠✐t✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❛tr✐①✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✸✳ ▲❡t D❛✉① ❜❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②

u ·D❛✉①u = inf
f















∑

i∈Zd
ℓ

i∼0

µ∗
(

η0i [u · i+ f (τiη)− f(η)]2
)















❢♦r ❛♥② u ∈ Rd✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❧♦❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s f ♦♥ {0, 1}E(Zd
ℓ)✳ ❚❤❡♥

D❛✉① ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ 0 ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ q✳

❚❤✉s✱ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ♣r♦✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ ✿

D(q) ≥ ∆(q)−1 e1 ·D❛✉①e1, ✭✼✵✮

❢♦r ∆(q) ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳

❋✐rst✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❑❆ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ♦♥❡✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♣✉t t❤❡♠
♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣❛❝❡✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✶✹✳ ❋✐① u ∈ Rd✳ ❚❤❡♥

u ·D❛✉①u ≤ µ (0 ↔ ∞)−1 inf
f















∑

i∈Zd
ℓ

i∼0

µ0

(

η0i
[

u · i+ f
(

τiη
0i
)

− f (η)
]2
)















,

✇❤❡r❡ ♥♦✇ t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❧♦❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ Ω✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ st❡♣s ❛s t❤❛t ♦❢ ❬✶✵✱ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷❪✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐❧❧ ❜❡ ✈✐❛ ❛ ♣❛t❤ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ❬✸✼❪✱ ❜② ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♥❣ ❜❛s✐❝ ♠♦✈❡s✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡❣❛❧
❑❆ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❦❡❡♣s tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ η ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛r❦❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡
z✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✺✳ ●✐✈❡♥ M ⊂ Ω ❛♥❞ V ⊂ Zd✱ ❛ T ✲st❡♣ ♠♦✈❡ M ✇✐t❤ ❞♦♠❛✐♥ ❉♦♠(M) =
M ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❉♦♠(M) t♦ ΩT+1 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② η ∈ ❉♦♠(M) t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
Mtη := M(η)t s❛t✐s✜❡s ✿

✶✳ M0η = η✱

✷✳ ❢♦r ❛♥② t ∈ [T ]✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s Mt−1η ❛♥❞ Mtη ❛r❡ ❡✐t❤❡r ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♦r ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❛
❧❡❣❛❧ ❑❆ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ V ✳

✽✻



❋♦r t ∈ [T ] ❛♥❞ η✱ ✇❤❡♥❡✈❡r Mt−1η 6= Mtη✱ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛s ❥✉♠♣❡❞ ❢r♦♠ ❛ s✐t❡ t♦ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② xt(η) ✭r❡s♣✳ yt(η)✮ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭r❡s♣✳ ✜♥❛❧✮ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❥✉♠♣✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ xt ❛♥❞ yt ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t Mt−1η(xt) = Mtη(yt) = 1 ❛♥❞ Mt−1η(yt) =
Mtη(xt) = 0✳ ■❢ Mt−1η = Mtη✱ ✇❡ s❡t xt = yt = 0✳
❋♦r z0 ∈ V s✉❝❤ t❤❛t η(z0) = 1✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ zt(η) ❜② ✿

∀t ≥ 1, zt =

{

zt−1 ✐❢ xt−1 6= zt−1

yt−1 ♦t❤❡r✇✐s❡,
✭✼✶✮

t❤❛t ✐s✱ zt ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t st❡♣ t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣❧❛❝❡s ❛t z0✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s xt, yt, zt
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦✈❡ M ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ η✱ ❜✉t t❤❡s❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
❛♥❞ ♦♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✻✳ ●✐✈❡♥ ❛ T ✲st❡♣ ♠♦✈❡ M ✱ ✐ts ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦ss ▲♦ss(M) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

2▲♦ss(M) = sup
η′∈❉♦♠(M)

t∈[T ]

#{η ∈ ❉♦♠(M)|Mt−1η = Mt−1η
′,Mtη = Mtη

′}.

❚❤❡ ♥❡①t ❧❡♠♠❛ ❝♦♥str✉❝ts ❛ T ✲st❡♣ ♠♦✈❡ t❤❛t ❡①❝❤❛♥❣❡s ❛ ♠❛r❦❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛t t❤❡
♦r✐❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ ❜❧♦❝❦✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✐t❡✳

▲❡♠♠❡ ✺✳✶✼✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ T ✲st❡♣ ♠♦✈❡ M s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿

✶✳ ❉♦♠(M) =
{

η0,(L+1)e1 = 1 ❛♥❞ η(0) = 1
}

✱

✷✳ ❢♦r ❛❧❧ η ∈ ❉♦♠(M),MT η = η0,(L+1)e1 ❛♥❞ ✇✐t❤ z0 = 0, zT = (L+ 1)e1✱

✸✳ T = O(Lℓλ) ❢♦r k = 2✱ ❛♥❞ T = O(L2ℓ
d
) ❢♦r k ≥ 3✱

✹✳ ▲♦ss(M) = O(ℓ log2(ℓ)) ❢♦r k = 2✱ ❛♥❞ ▲♦ss(M) = O(ℓd−1) ❢♦r k ≥ 3✳

❙✐♠✐❧❛r ♠♦✈❡s ❡①✐st r❡♣❧❛❝✐♥❣ e1 ❜② ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ±e1,±e2, . . . ,±ed

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❬✸✼❪✱ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✹✹✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✺✳✷✳✹✶❪✳ ■♥ t❤❛t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ T ✲st❡♣ ♠♦✈❡ ✐s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛ s✐t❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ s✉♣❡r✲❣♦♦❞
♣❛t❤✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ s✐♠♣❧② ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❛♥❞ ✜♥❛❧ s✐t❡s ❛r❡ ❜❡✐♥❣ s✇❛♣♣❡❞✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❦❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❧②
❛t 0 r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ s✐t❡ (L+ 1)e1✱ s✐♥❝❡ ✐♥ ❬✸✼✱ ✹✹❪✱ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♠♦✈❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❛♥② t✇♦
s✐t❡s ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❜♦t❤ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ✭s❡❡ ❬✹✹✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✺❪✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛ ❧❡❣❛❧ ❑❆
tr❛♥s✐t✐♦♥✳

❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤❡r❡ ❜r✐❡✢② t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇❤❡♥ k = d = 2✱ r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ❬✸✼❪ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤❡s❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s
❛♣♣❧② t♦ ❣❡♥❡r❛❧ k, d✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♠♦✈❡ M ✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥str✉❝t ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s❤♦rt❡r✱ s✐♠♣❧❡r✱
♠♦✈❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡♠ ✐s t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦✈❡ ✿

✽✼



❈❧❛✐♠ ✺✳✶✽✳ ❬✸✼✱ ❈❧❛✐♠ ✸✳✶✾❪ ❋✐① y ∈ Z2✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
❝♦❧✉♠♥ y + {0} × [ℓ] ✐s ❡♠♣t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ t♦ ✐ts r✐❣❤t ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡♠♣t② s✐t❡✳
❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ T ✲st❡♣ ♠♦✈❡ M ✇❤♦s❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥
t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ MT η t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s y + {0} × [ℓ] ❛♥❞ y + {1} × [ℓ] ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
▲♦ss(M) = O(log2 ℓ) ❛♥❞ T = O(ℓ)✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✸✳

❚❤❡ ♥❡①t ♠♦✈❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ✐s t❤❡ ❢r❛♠✐♥❣ ♠♦✈❡ ✿

❈❧❛✐♠ ✺✳✶✾✳ ❬✸✼✱ ❈❧❛✐♠ ✸✳✷✶❪ ❋✐① ❛ ❜♦①✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜♦①
✐s ❣♦♦❞✱ ❛♥❞✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐ts ❜♦tt♦♠ r♦✇ ✐s ❡♠♣t②✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❚✲st❡♣ ♠♦✈❡ M ✇❤♦s❡
❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ MT η t❤❡ ❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥ ✐s ❛❧s♦
❡♠♣t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ▲♦ss(M) = O(ℓ log2 ℓ) ❛♥❞ T = O(ℓ2)✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✸ ✕ ❊①❝❤❛♥❣❡ ❛♥ ❡♠♣t② ❝♦❧✉♠♥ ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦❧✉♠♥✳

❲❤❡♥ ❛ ❜♦① ✐s ❢r❛♠❡❞✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣❡r♠✉t❡ ✐ts s✐t❡s ✿

❈❧❛✐♠ ✺✳✷✵✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜♦① [ℓ]2✱ ❛♥❞ ✜① ❛♥② ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ ♦❢ t❤❡ s✐t❡s [2, ℓ]2✱ ✇❤✐❝❤
❜② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✜①❡s t❤❡ s✐t❡s ♦✉ts✐❞❡ [2, ℓ]2✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ [ℓ]2 ✐s
❢r❛♠❡❞ ❛♥❞ [2, ℓ]2 ❝♦♥t❛✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡♠♣t② s✐t❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ T ✲st❡♣ ♠♦✈❡ M
✇❤♦s❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ MT (η) t❤❡ s✐t❡s ❛r❡
♣❡r♠✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ σ✱ ✐✳❡✳✱ (MT η)(σx) = η(x) ❢♦r ❛❧❧ x ∈ [2, ℓ]2✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠❛r❦❡❞
♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈❡s ❢r♦♠ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ X t♦ σX✳ ❚❤❡ ❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ M ✐s ❛t ♠♦st
O(log2 ℓ)✱ ❛♥❞ T = O(ℓ8)✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✹✳

❖♥❡ ❧❛st ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ❜❡❢♦r❡ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♠♦✈❡ M ✐s t❤❡ ❥✉♠♣ ♠♦✈❡✱ t❤❛t ✇✐❧❧
❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❤♦♣ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦✈❡r ❛ r♦✇ ♦❢ ❡♠♣t② s✐t❡s ✿

❈❧❛✐♠ ✺✳✷✶✳ ❬✸✼✱ ❈❧❛✐♠ ✸✳✷✵❪ ❋✐① y ∈ Z2 ❛♥❞ s♦♠❡ s✐t❡ ⋆ ∈ y + {−1} × [ℓ]✳ ❈♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ y + {0} × [ℓ] ✐s ❡♠♣t②✱ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ y + {−1} × [ℓ]
❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡♠♣t② s✐t❡ ♥♦t ❝♦✉♥t✐♥❣ ⋆✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ y + {1} × [ℓ] ❝♦♥t❛✐♥s ❛t
❧❡❛st t✇♦ ❡♠♣t② s✐t❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ T ✲st❡♣ ♠♦✈❡ M ✇❤♦s❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡s❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡✱ MT (η) t❤❡ s✐t❡s ⋆ ❛♥❞ ⋆ + (2, 0) ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞✱ ❛♥❞
zT (η, ⋆) = ⋆+ (2, 0)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ▲♦ss(M) = O(log2(ℓ)) ❛♥❞ T = O(ℓ)✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♠♦✈❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✺✱ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡❞
♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛t 0 ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✴✈❛❝❛♥❝② ⋆ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛t (L+ 1)e✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r η
✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ M ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s✉♣❡r✲❣♦♦❞ ♣❛t❤ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ 0 ❛♥❞ e ❀ ❧❡t ✉s ❝❤♦♦s❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✹ ✕ P❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♠♦✈❡✱ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ a ✇✐t❤ b✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ a ✐s 1 ❛♥❞ b ✐s t❤❡ ♠❛r❦❡❞
♣❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❤❡♠ ❞✐r❡❝t❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ❜❧✉❡ 0✳ ❚❤❡ ❧♦ss O(log2 ℓ) ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧✉❡ 0✱ ❛♥❞ t❤❡
t✐♠❡ O(ℓ8) ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❜❧✉❡ 0 ✇✐t❤ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
s✐t❡ t❛❦❡s O(ℓ2) st❡♣s✱ ❛♥❞ ❛♥② ❡✈❡♥ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s O(ℓ6) s✉❝❤ ❜❛s✐❝
tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥s ❬✷✾❪ ❀ ✇❤✐❧❡ ♣❛r✐t② ✐ss✉❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ❛♥② t✇♦ s✐t❡s ✇❤✐❝❤
❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞✳

t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♦♥❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ❛r❜✐tr❛r② ✜①❡❞ ♦r❞❡r✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♣❛t❤ ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳

❋✐rst ✇❡ ✉s❡ ❈❧❛✐♠ ✺✳✶✾ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢r❛♠❡ t❤❡ ❢r❛♠❛❜❧❡ ❜♦① ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r✲❣♦♦❞ ♣❛t❤✳
❆❢t❡r t❤❛t ✉s❡ ❈❧❛✐♠ ✺✳✶✽ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ❡♠♣t② ❝♦❧✉♠♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❢r❛♠❡ t❤❡
❜♦① [1, ℓ] × [0, ℓ] ✉s✐♥❣ ❈❧❛✐♠ ✺✳✶✾✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❢r❛♠❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ {1} × [0, ℓ]✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧②
t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♠♦✈❡ ✭❈❧❛✐♠ ✺✳✷✵✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜r✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
(ℓ − 1, ℓ − 1)✳ ❲❡ t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ ❥✉♠♣ ♠♦✈❡ ✭❈❧❛✐♠ ✺✳✷✶✮✱ ❛♥❞ ❝❧❡❛♥ ✉♣ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s
t♦ t❤❡ ❜♦① [0, ℓ]2✳ ❯s✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ❈❧❛✐♠ ✺✳✶✽✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠♦✈❡ t❤❡ ♠❛r❦❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠
r✐❣❤t ❜♦①✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ❢r❛♠✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ❜❡❢♦r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐t ✇✐t❤ ⋆
❛♥❞ ♠♦✈❡ ⋆ t♦ (0, 0)✳ ❆❧❧ t❤❛t ✐s ❧❡❢t ✐s t♦ t❛❦❡ t❤❡ r♦✇ ♦❢ 0s ❜❛❝❦ t♦ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ T ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❧♦ss r❡❧✐❡s ♦♥ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✺✳✷✳✷✼
❛♥❞ ✺✳✷✳✷✾ ♦❢ ❬✹✹❪✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❧♦ss ✇❡ s❤♦✉❧❞✱ ❢♦r ✜①❡❞ t✱
r❡❝♦♥str✉❝t η ❢r♦♠ Mtη✳ ■❢ t ✐s r✐❣❤t ❛❢t❡r ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠♦✈❡✱ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♠♦✈❡✱ ♦r ❥✉♠♣
♠♦✈❡✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❛t ♠♦✈❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦ ❧♦ss
♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ ▲♦ssM ❤❛s t❤r❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✕ ✇❤❡♥ t ✐s ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ♦♥❡ t❤❡s❡
♠♦✈❡s ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♣❛② O(log2(ℓ)) t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ❤❛s ❜❡❣✉♥ ❀
t❤❡ ❢r❛♠✐♥❣ ♠♦✈❡s ✇❡ ❛♣♣❧② ❤❛✈❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦st O(ℓ log2(ℓ)) ❀ ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❢r❛♠❡❛❜❧❡ ❜♦① ♦♥ t❤❡ s✉♣❡r✲❣♦♦❞ ♣❛t❤ ❛❞❞s O(log2(L)) t♦ t❤❡ ❧♦ss✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s✉♠
✉♣ t♦ O(ℓ log2(ℓ))✳

❋♦r ❣❡♥❡r❛❧ k, d t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♦❢ ❛s ❬✸✼❪ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♥str✉❝t M ✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♥❧②
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♠♦✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ♥♦✇ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥
❈❧❛✐♠ ✺✳✷✵ ✭❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✷✹✮ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ k = d = 2✳ ❚❤❡ t✐♠❡ T ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥
♠♦✈❡ r❡♠❛✐♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦① ℓd✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦ss ✐s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ✐♥ t❤✐s
✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧❡♠♠❛✳

✽✾



0
0
0
0

1 ⋆

0 0 0 0

1 ⋆

0 0 0 0

0
0
0
0

1 ⋆

0 0 0 0 0

0
0
0
0

1 ⋆

0 0 0 0 0

0
0
0
01

⋆

0 0 0 0
1

⋆

0 0 0 0
1

⋆

0 0 0 0

1

⋆

0 0 0 0

1⋆

0
0
0
0

1⋆

❋✐❣✉r❡ ✷✺ ✕ P❡r♠✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ 1 ✇✐t❤ ❛ s✐t❡ ⋆✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✷✳ ▲❡t M ❜❡ ❛ T ✲st❡♣ ♠♦✈❡ ❛♥❞ η s✉❝❤ t❤❛t η (0) = 1✳ ▲❡t z0 = 0✳ ❚❤❡♥ t❤❡
tr❛♥s❧❛t❡❞ ♠♦✈❡ M τ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② M τ

t η = τztMtη✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s xτt = xt − zt ❛♥❞ yτt = yt − zt✱
s♦ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t✱ M τ

t η(0) = 1✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✼✵✮✳ ❲❡ ♥♦✇ ✉s❡ t❤❡ ♠♦✈❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✼ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡
❜♦t❤ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r η ∈ ❉♦♠M ❛♥❞ i ∈ Zd

L ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱

e1 · i+ f
(

τiη
0,i
)

− f (η) =

T
∑

t=1

1xτ
t =0e1 · yτt + f (M τ

t η)− f
(

M τ
t−1η

)

.

❇② t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

(

e1 · i+ f
(

τiη
0,i
)

− f (η)
)2 ≤ T

T
∑

t=1

cxτ
t y

τ
t
(M τ

t η)
(

1xτ
t =0e1 · yτt + f (M τ

t η)− f
(

M τ
t−1η

))2
,

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦✈❡✱ cxtyt(Mtη) = 1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

µ0

[

η0i
(

e1 · i+ f
(

τiη
0,i
)

− f (η)
)2
]

≤ Tµ0

[

η0i

T
∑

t=1

cxτ
t y

τ
t
(M τ

t η)
(

1xτ
t =0e1 · yτt + f (M τ

t η)− f
(

M τ
t−1η

))2

]

✾✵



= T
∑

η

µ0 (η) η0i
∑

t

∑

η′

∑

y∼0

1η′=Mτ
t−1η

10=xτ
t
1y=yτt

c0y
(

η′
) (

e1 · y + f
(

τyη
′0y)− f

(

η′
))2

+ T
∑

η

µ0 (η) η0i
∑

t

∑

η′

∑

x 6=0

∑

y∼x

1η′=Mτ
t−1η

1x=xτ
t
1y=yτt

cxy
(

η′
) (

f
(

η′xy
)

− f
(

η′
))2

≤ T 22▲♦ssM
∑

η′

∑

y∼0

µ0

(

η′
)

c0y
(

η′
) (

e1 · y + f
(

τyη
′0y)− f

(

η′
))2

+ T 22▲♦ssM
∑

η′

∑

x 6=0

∑

y∼x

µ0

(

η′
)

cxy
(

η′
) (

f
(

η′xy
)

− f
(

η′
))2

.

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ✜rst r❡♣❧❛❝❡❞ µ0(η) ✇✐t❤ µ0(η
′)✳ ❚❤❡♥✱ ❣✐✈❡♥

η′, t, xτt ❛♥❞ yτt ✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ s✉♠
∑

η 1η′=Mτ
t−1

1x=xτ
t
1y=yτt

≤ 2▲♦ss(M)✳ ◆❡①t✱ t❤❡ s✉♠
♦✈❡r t ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ❢❛❝t♦r T ✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❜♦✉♥❞ η0i ≤ 1✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❤❡♥❝❡ s❤♦✇♥ t❤❛t e1 ·D❛✉①e1 ≤ T 22▲♦ssMD(q)✳ ◆♦✇✱ ♣❧✉❣❣✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❜♦✉♥❞s ❢♦r ▲♦ssM ✱ L ❛♥❞ ℓ ②✐❡❧❞s ✿

✖ ■❢ k = 2✱

T 22▲♦ssM ≤ exp(c log(ℓ)ℓ) ≤ exp
(

c log(1/q)2q−
1

d−1

)

.

✖ ■❢ k ≥ 3✱

T 22▲♦ssM ≤ exp(cℓd) ≤ exp
(

c ❡①♣(k−2)(q
− 1

d−k+1 )d
)

≤ ❡①♣(k−1)(cq
− 1

d−k+1 ).

❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✼✵✮✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✸✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳

✺✳✹ ❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ s✉✐t❛❜❧❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♣❧✉❣ ✐♥ ✭✻✼✮✳
❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r u = e1✳

▲❡t

ℓ =







cq−
1

d−1 ✐❢ k = 2,

exp(k−2)

(

cq−
1

d−k+1

)

✐❢ k ≥ 3,
✭✼✷✮

❢♦r c > 0 t❤❛t ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ d ❛♥❞ k ❜✉t ♥♦t ♦♥ q✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ℓ
❝❛rr✐❡s t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s ℓ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣❧❛②s ❛ s✐♠✐❧❛r r♦❧❡✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t
❤❛✈❡ t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✳

❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ k ♥❡✐❣❤❜♦r ❜♦♦tstr❛♣ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜♦① [−ℓ, ℓ]d✳ ■t ✐s ✉s✉❛❧❧② s❡❡♥

❛s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣r♦❝❡ss ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ Ωℓ := {0, 1}[−ℓ,ℓ]d ✱ ❜✉t ❢♦r ♦✉r ♥❡❡❞s ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦
❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ♠❛♣ BP : Ωℓ → Ωℓ✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

BP(η)(x) =











0 ✐❢ η(x) = 0,

0 ✐❢
∑

y∼x∈[−ℓ,ℓ]d (1− η(y)) ≥ k,

1 ♦t❤❡r✇✐s❡.

✾✶



❚❤❛t ✐s✱ ❡♠♣t② s✐t❡s r❡♠❛✐♥ ❡♠♣t② ❛♥❞ ♦❝❝✉♣✐❡❞ s✐t❡s ❜❡❝♦♠❡ ❡♠♣t② ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st
k ❡♠♣t② ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ▲❡t BP∞(η) ❜❡ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s ✿

BP∞(η)(x) =

{

0 ✐❢ ∃t ∈ N,BPt(η)(x) = 0,

1 ♦t❤❡r✇✐s❡.

❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❜♦♦tstr❛♣ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✸✽❪✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❧❛r✐✜❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

❑❆ ♠♦❞❡❧✳

❋❛❝t ✺✳✷✸✳ ❋✐① η ∈ Ωℓ✳ ▲❡t x, y ❜❡ t✇♦ s✐t❡s ✐♥ [−ℓ, ℓ]d s✉❝❤ t❤❛t cxy(η) = 1✳ ❚❤❡♥ BP∞(η) =
BP∞(ηxy)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ ❛ ❧❡❣❛❧ ❑❆ ♠♦✈❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛s ❛t ❧❡❛st k ❡♠♣t② ♥❡✐❣❤❜♦rs ❜♦t❤
❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣t✐❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ st❛t❡s✳

❲❡ s❛② t❤❛t ❛ s✐t❡ x ✐s ✐♥ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❝❧✉st❡r ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛
♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ♣❛t❤ 0, x1, . . . , xn = x s✉❝❤ t❤❛t BP∞(η) (xi) = 0 ❢♦r i = 1, . . . , n✳ ❋♦r ❛♥②
η ∈ Ω✱ ❧❡t f(η) ❜❡ t❤❡ ✜rst ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st s✐t❡ ✐♥ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥
❝❧✉st❡r ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❢♦r η [−ℓ,ℓ]d ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✹✳ ❋✐① η ∈ Ωℓ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ B ❛s t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❝❧✉st❡r
♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s✐t❡ ♦❢ ∞✲♥♦r♠ ❛t ❧❡❛st ℓ− 1✳

❈❧❛✐♠ ✺✳✷✺✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t γ > 0 s✉❝❤ t❤❛t µ (B) ≤ e−γℓ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❬✶✺✱ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶❪ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ℓ ✐♥ ✭✼✷✮✱
❛s ✇❡ s❡t c = β−(d, k) ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❬✶✺❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✻✳ ❋✐① x, y ∈ Zd ❛♥❞ η ∈ Ω✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ❡❞❣❡ xy ✐s ♣✐✈♦t❛❧ ❢♦r η ✐❢
cxy(η) = 1 ❛♥❞ f (η) 6= f (ηxy)✳

❈❧❛✐♠ ✺✳✷✼✳ ❋✐① x, y ∈ Zd✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡ xy ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♣✐✈♦t❛❧ ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❡♥❞♣♦✐♥ts
✐s ♦♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ [−ℓ, ℓ]d✱ ❛♥❞ B ♠✉st ♦❝❝✉r ❢♦r ❡✐t❤❡r η ♦r ηxy✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❢ ❜♦t❤ x ❛♥❞ y ❛r❡ ♦✉ts✐❞❡ [−ℓ, ℓ]d✱ xy ✐s ♥♦t ♣✐✈♦t❛❧✳ ■❢ ❜♦t❤ ❛r❡ ✐♥s✐❞❡
[−ℓ+ 1, ℓ− 1]d✱ t❤❡♥ cxy(η) = cxy(η [−ℓ,ℓ]d)✳ ❇② ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✺✳✷✸✱ xy ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♣✐✈♦t❛❧✳

❆ss✉♠❡ xy ✐s ♣✐✈♦t❛❧✳ ❚❤❡♥ ❡✐t❤❡r x ♦r y ✐s ✐♥ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❝❧✉st❡r ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥ ❢♦r ❡✐t❤❡r η ♦r ηxy✱ ❤❡♥❝❡ B ♠✉st ♦❝❝✉r ❢♦r ❡✐t❤❡r η ♦r ηxy✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✻✼✮ ❢♦r ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ f ✳ ❋✐rst✱

∑

x 6=0

∑

y∼x

µ0

[

cxy (f (ηxy)− f (η))2
]

≤
∑

x6=0

∑

y∼x

µ0

[

cxy 4ℓ
2
1f(ηxy) 6=f(η)

]

≤ 4ℓ2 · 2d #{x | ||x||∞ = ℓ} · sup
x,y

µ0 [1x,y ♣✐✈♦t❛❧] ≤ cℓd+2e−γℓ.

✾✷



❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✱ ✜① y ∼ 0✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ ✜rst t❤❛t η, η0y /∈ B✱ ❛♥❞ c0y = 1✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❝❧✉st❡r ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❢♦r τyη0y ✐s ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❜② −y ♦❢ t❤❡
❜♦♦tstr❛♣ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❝❧✉st❡r ❢♦r η✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t❡r♠ e1 · y + f

(

τyη
0y
)

− f (η) ❡q✉❛❧s 0✳
■♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡ ✇❡ ❜♦✉♥❞

∣

∣f
(

τyη
0y
)

− f (η)
∣

∣ ≤ 2ℓ ❛♥❞ |u · y| ≤ 1✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣

∑

y∼0

µ0

[

c0y
(

u · y + f
(

τyη
0y
)

− f (η)
)2
]

≤ 4d (2ℓ+ 1)µ0(B) ≤ cℓe−γℓ.

❙✉♠♠✐♥❣ ❜♦t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜♦✉♥❞s✳

✺✳✺ ❋✉rt❤❡r q✉❡st✐♦♥s

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❞❡❝❛②s ❛s q → 0 ✉♣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t
❢♦r k ≥ 3 ❛♥❞ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r k = 2✳ ■♥ ❬✹✻✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✻✮❪✱ ✐t ✐s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡❞
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ k = d = 2 t❤❛t t❤❡ tr✉❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s D(q) ≈ exp(−γq−1) ❢♦r γ = π2

9 ✳ ■♥ ✈✐❡✇
♦❢ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❋r❡❞r✐❝❦s♦♥✲❆♥❞❡rs❡♥ ♠♦❞❡❧ ❬✹✼✱ ✷✼❪✱ ✇❤❡r❡ s✐♠✐❧❛r s❝❛❧✐♥❣
✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♥st❛♥t γ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛
r❡s✉❧t ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❑♦❜✲❆♥❞❡rs❡♥ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧
str✉❝t✉r❡ ❛❧❧♦✇s ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ T ✲st❡♣ ♠♦✈❡ ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✼✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦t❤❡r ❦✐♥❡t✐❝❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❧❛tt✐❝❡ ❣❛s❡s✱ ♦r ❡✈❡♥ ❧♦♦❦ ❢♦r ✉♥✐✈❡rs❛❧✐t② r❡s✉❧ts
♦♥ t❤❡ s❡❧❢✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳

❘é❢ér❡♥❝❡s
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Diffusion et relaxation pour des systèmes de particules

avec contraintes cinétiques

Résumé : Dans cette thèse, nous étudions des modèles de particules en interaction particuliers appelés
KCM (Kinetically Constrained Models). Il s’agit de processus de Markov sur un espace de configuration
{0, 1}G où G est l’ensemble des sommets d’un graphe, le plus souvent Z

d, qui ont été introduits dans
les années 1980 par des physiciens pour répondre à des questions sur les transitions de phase vitreuses.
L’étude se fait sur deux axes. Pour un premier modèle particulier, nous établissons un résultat précis sur
la convergence du processus vers une mesure invariante, en démontrant au passage que ce modèle est un
nouvel exemple de phénomène appelé cut-off : la distance en variation totale entre la loi du processus et
la mesure d’équilibre chute brusquement autour d’une valeur critique qui dépend de la taille du système.
Dans un second temps, nous étudions un autre modèle, conservatif, dans lequel on suit la trajectoire d’une
particule marquée. Il avait été démontré en 2018 que cette trajectoire admet une limite diffusive, avec un
coefficient de diffusion strictement positif. Nous prolongeons ici ce résultat en donnant des bornes précises
de ce coefficient lorsque la densité de particule tend vers 1.

Mots clés : Processus de Markov ; contraintes cinétiques ; diffusion ; couplage ; cut-off.

Diffusion and relaxation for Kinetically Constrained Models.

Abstract : This PhD thesis focuses on Kinetically Constrained Models, also known as KCM. These
models are continuous time Markov process on the state space {0, 1}G where G is the set of vertices of
a graph, usually Z

d. KCMs were introduced in the 1980’s by physicists in order to model liquid/glass
transition. The work presented here is split in two main results. First, we study a particular spin model
called the Fredrickson-Andersen model, for which we establish a precise relaxation result. More precisely,
we show that this process exhibits cutoff by giving an estimate on the mixing time starting from any initial
configuration. Next, we focus on another model that is conservatif, for which we follow the motion of a
tagged particle. It was recently show that the trajectory of the particle is diffusive, and that the diffusion
coefficient is positive. Here, we push this result further by giving precise bounds on this coefficient when
the particle density tends to 1.

Keywords : Markov process ; Kinetically constrained models ; diffusion ; coupling ; cutoff.
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