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RÉSUMÉ

Le but de cette thèse est d’appliquer à l’étude du centre d’une algèbre instable sur l’algèbre
de Steenrod, des outils provenant d’une équivalence de catégorie entre la catégorie des modules
instables sur l’algèbre de Steenrod localisée en ses objets n-nilpotents et certaines catégories de
foncteur.

Nous commençons par donner une description alternative de cette équivalence de catégorie,
déjà classique, et nous précisons son comportement vis à vis des algèbres instables sur l’algèbre de
Steenrod. Plus précisément, nous introduisons une catégorie d’algèbre instable dans la catégorie
de foncteur déjà mentionnée, et justifions qu’elle est équivalente à la catégorie des algèbres
instables localisée en les morphismes dont les noyaux et conoyaux sont n-nilpotents.

Pour n = 1, cette équivalence se spécialise en une équivalence de catégorie vers la catégorie
des foncteurs contravariants de la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie dans celle
des ensembles profinis. Nous introduisons un foncteur décalage dans cette catégorie de foncteur,
correspondant au foncteur T de Lannes dans la catégorie des algèbres instables.

Après avoir introduit, une notion de centralité dans les différentes catégories de foncteur
étudiées, de telle sorte que le centre d’une algèbre instable niln-fermée corresponde au centre du
foncteur qui lui est associé, nous en déduisons un raffinement du centre d’une algèbre instable
faisant intervenir la filtration nilpotente.

Enfin, nous appliquons ces résultats à l’étude du problème de classification des algèbres
instables, noethériennes, nil-fermées, connexes, munies d’une structure deH∗(V )-comodule dont
l’algèbre des éléments primitifs est une algèbre instable P fixée.
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NOTATIONS

Vf La catégorie des espaces vectoriels de dimensions finies sur F2,
V La catégorie de tous les espaces vectoriels,
A L’algèbre de Steenrod modulo 2,
Ap L’algèbre de Steenrod modulo p,
U La catégorie des modules instables sur A,
K La catégorie des algèbres instables sur A,
BV Pour V un espace vectoriel, l’espace classifiant de V ,
H∗(V ) Pour V un espace vectoriel, la cohomologie à coefficients dans F2 de BV ,
H∗(X) Pour X un espace topologique, la cohomologie singulière de X à coefficients dans F2,
Sn Groupe des permutations à n éléments.
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INTRODUCTION

La cohomologie singulière est un invariant important en topologie algébrique. Si l’idée de
cohomologie était déjà en germe dans les travaux de Henri Poincaré à la fin du XIXème siècle, il
faudra attendre 1944 pour que Samuel Eilenberg donne la définition moderne de la cohomologie
singulière. La cohomologie singulière à coefficient dans un groupe abélien G est un foncteur
contravariant H∗(_;G) de la catégorie des espaces topologiques dans la catégorie des groupes
abéliens gradués. Si R est un anneau commutatif, H∗(_;R) est à valeurs dans les R-modules
gradués. Qui plus est, pour X un espace topologique, H∗(X;R) est muni d’un cup-produit, dont
la définition moderne est également due à Eilenberg, et qui munit H∗(X;R) d’une structure de
R-algèbre graduée-commutative.

Pour p un nombre premier, l’algèbre de Steenrod Ap, introduite suite au travaux de Norman
Steenrod (1947) et Henri Cartan (1955), est l’algèbre des opérations cohomologiques stables pour
la cohomologie singulière à coefficients dans Fp, c’est à dire des transformations naturelles entre
les foncteurs H i(_;Fp) pour i parcourant N vérifiant une certaine condition de stabilité. Elle
permet de caractériser plus précisément la structure de la cohomologie singulière à coefficient
dans Fp d’un espace topologique, pour X un espace topologique H∗(X;Fp) est une algèbre sur
Ap vérifiant une condition dite d’instabilité.

Pour cette raison, fut introduite la catégorie Up des modules instables à gauche sur l’algèbre
de Steenrod et sa sous-catégorie Kp des algèbres instables sur l’algèbre de Steenrod dont une
étude détaillée est faite dans le livre de Lionel Schwartz [Sch94]. Ces catégories jouent un rôle
important dans la démonstration, en 1984, de la conjecture de Sullivan par Haynes Miller [Mil84].
Le résultat de Miller est le suivant, pour X un CW-complexe connexe et de dimension finie et
pour G un groupe fini, alors [BG,X], l’ensemble des classes d’homotopie de morphismes de
l’espace classifiant de G dans X, est trivial. L’idée de la preuve est de considérer, pour tout
p premier, le morphisme de [BG,X] dans HomKp(H∗(X;Fp), H∗(BG;Fp)) et de justifier qu’il
suffit de montrer que pour tout p, HomKp(H∗(X;Fp), H∗(BG;Fp)) est trivial.
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Introduction

Si le calcul de H∗(BG;Fp), pour G un groupe topologique quelconque, est un problème
difficile, en 1971, Daniel Quillen en a donné une approximation dans le cas où G est un
groupe fini ou un groupe de Lie compact. Plus précisément, il a construit un morphisme
qG : H∗(BG;Fp)→ lim←−

E∈AG
H∗(BE;Fp), où AG est une catégorie dont les objets sont les p-sous-

groupes abéliens élémentaires de G (dont le calcul de la cohomologie singulière à coefficients dans
Fp est quant à lui connu), et il a montré que les noyaux et conoyaux de ce morphisme étaient
nilpotents, c’est à dire que tout élément x vérifie que xpn = 0 à partir d’une certaine valeur de
n. En 1982, D. Rector propose une généralisation de cette construction aux algèbres instables
noethériennes K, pour cela il introduit la catégorie de Rector R(K), qui est équivalente à AG
dans le cas où K ∼= H∗(BG;Fp).

Une question de grand intérêt est de savoir, étant donnée K ∈ Kp, si K peut-être réalisée
comme la cohomologie singulière à coefficient dans Fp d’un espace topologique. Dans [BRS17],
Georg Biedermann, Georgios Raptis et Manfred Stelzer définissent des obstructions à cette réa-
lisabilté, vivant dans la cohomologie d’André-Quillen de K (en fait, ils s’intéressent plutôt à la
question duale de la réalisabilité de coalgèbres instables par l’homologie d’espaces topologiques).
Cette approche reste cependant difficile à utiliser en pratique, pour cause la difficulté que re-
présente le calcul de la cohomologie d’André-Quillen d’une algèbre instable quelconque. Si nous
n’aborderons pas directement ces questions, elles ont motivé un certain nombre des considéra-
tions de ma thèse.

Abordons maintenant le contenu de ma thèse. Les catégories Up et Kp sont symétriques
monoïdales, conséquence de la structure d’algèbre de Hopf de Ap et la catégorie Up est abélienne
et contient suffisamment d’injectifs et de projectifs. Présentons certains objets injectifs dans Up
qui joueront un rôle important dans tout le reste de cette thèse. D’abord, la catégorie Up contient
une famille de cogénérateurs injectifs (J(n))n∈N, les J(n) sont caractérisés par l’existence d’un
isomorphisme naturel en M :

HomUp(M,J(n)) ∼= (Mn)],

où M est un module instable sur Ap et où (Mn)] désigne le dual linéaire de la composante
de degré n de M . Par ailleurs, pour V un Fp-espace vectoriel et BV l’espace classifiant de V ,
H∗(V ) := H∗(BV ;Fp) est un injectif dans Up et plus généralement, pour n ∈ N et V un espace
vectoriel, H∗(V )⊗ J(n) est injectif dans Up. Le théorème 1.1.58, démontré par Jean Lannes et
Lionel Schwartz donne une description exhaustive des injectifs de Up.
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Introduction

0.1 Le foncteur T et la filtration nilpotente

Parmi les ingrédients importants du premier chapitre, présentons également le foncteur TV ,
défini par Jean Lannes, et sur lequel reposera la majorité des constructions que nous utiliserons.
Le foncteur TV est défini comme l’adjoint à gauche du foncteur qui à un module instable N
associe H∗(V ) ⊗ N . C’est un foncteur exact et qui commute avec le produit tensoriel. Par
adjonction avec le produit tensoriel par H∗(V ), on a l’isomorphisme suivant :

HomUp(M,H∗(V )⊗ J(i)) ∼= HomUp(TV (M), J(i)) ∼= (TV (M)i)].

On définit N iln, pour n ∈ N, comme l’ensemble des objets de Up vérifiant HomUp(M,H∗(V )⊗
J(n)) ∼= 0 pour tout i < n et pour tout V . De manière équivalente, M ∈ N iln si et seulement
si TV (M)i ∼= 0 pour tout i < n et pour tout V . Les N iln forment une filtration de la catégorie
Up. Cette filtration joue notamment un rôle important dans des conjectures de Nick Kuhn sur
la réalisabilité de modules et d’algèbres instables par la cohomologie d’espaces topologiques,
confère [CGPS16].

Les classes N iln forment une classe de Serre de la catégorie U , on peut ainsi définir une
catégorie localisée au sens de [Gab62], U/N iln. On a alors une adjonction

rn : U // U/N iln : sn,oo

qui nous permet d’introduire la notion de niln-fermeture : un module instableM est niln-fermé si
M ∼= sn(rn(M)), on appellera ln(M) := sn(rn(M)) ∈ U la niln-fermeture de M . En particulier,
le morphisme définit par Quillen qG : H∗(BG;Fp) → lim←−

E∈AG
H∗(BE;Fp) est un isomorphisme

dans U/N il1.

0.2 Localisation des catégories U et K loin des n-nilpotents

Le second chapitre sera consacré à l’étude de la localisation de Up loin de N iln et à l’étude de
la niln-fermeture. Dans [HLS93], HansWerner Henn, Jean Lannes et Lionel Schwartz construisent
une équivalence de catégorie entre Up/N il1 et la catégorie Fω, qui est une catégorie de foncteurs
de Vf , la catégorie des espaces vectoriels sur Fp de dimensions finies, dans la catégorie V des Fp-
espaces vectoriels de dimensions quelconques, vérifiant une certaine condition d’analycité. Cette
équivalence de catégorie est donnée par le foncteur qui àM ∈ U associe le foncteur V 7→ TV (M)0,
pour V un Fp-espace vectoriel de dimension finie. Dans [HLS95], les mêmes auteurs raffinent
cette construction pour définir une équivalence de catégorie entre Up/N iln vers des catégories

14
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F<nω . Après avoir rappelé la construction de [HLS95], nous proposerons une équivalence de ca-
tégorie alternative. Notons que si la majorité de nos résultats devraient se généraliser pour p
impair, nous ne nous intéresserons en détail qu’au cas p = 2. Nous utiliserons les notations U et
K pour désigner U2 et K2.

Les f<n sont définis par Henn, Lannes et Schwartz comme les foncteurs qui à un module
instable M associent le foncteur de la catégorie Vf des espaces vectoriels de dimensions finies
vers la catégorie U<n, des modules instables tronqués en degré plus petit que n, défini de la
manière suivante :

f<n(M)(V ) := TV (M)<n,

où TV (M)<n désigne le module obtenu en quotientant TV (M) par ses éléments homogènes de
degré supérieur ou égal à n. Notons que par définition de la filtration nilpotente, M ∈ N iln si
et seulement si f<n(M) = 0.

Pour n > 0 et pour H∗<n(V ) le quotient de H∗(V ) par ses éléments homogènes de degrés
supérieurs ou égaux à n, f<n(M)(V ) est muni d’une structure de H∗<n(V )-comodule provenant
de l’adjonction entre le foncteur TV est le produit tensoriel par H∗(V ). Cette structure de
H∗<n(V )-comodule ne peut pas être naturelle en V , puisque le foncteur qui à V associe H∗(V )
est contravariant. En utilisant que H∗(V ) est isomorphe en tant qu’algèbre graduée sur F2

à l’algèbre symétrique sur V ], S∗(V ]) et en utilisant la dualité dans la catégorie des espaces
vectoriels, f<n(M)(V ) admet en tant qu’espace vectoriel sur F2 une structure de Γ∗(V )-module,
où Γ∗(V ) est l’algèbre aux puissances divisées engendrée par V . Cette structure de Γ∗(V )-
module est quant à elle naturelle en V . On définira (confère la définition 2.2.25) un adjoint à
gauche (̃_) : U<n → U de la troncature en degrés strictement plus petits que n de telle sorte
que la structure de Γ∗(V )-module sur f<n(M)(V ) induise une structure de Γ∗(V )-module sur
˜f<n(M)(V ) dans la catégorie des A-modules.

Définition 2.2.51. Soit mF<n la catégorie dont les objets sont les foncteurs F , de Vf dans
U<n tels que F̃ (V ) est muni pour tout V d’une structure de Γ∗(V )-module dans A-mod, θF,V :
Γ∗(V )⊗ F̃ (V )→ F̃ (V ). Et dont les morphismes sont les transformations naturelles compatibles
avec cette structure de module sur F̃ (V ).
Soit également mF<nω sa sous-catégorie pleine des foncteurs analytiques en tout degré.

Théorème 2.2.53. Les catégorie F<n (resp. F<nω ) et mF<n (resp. mF<nω ) sont équivalentes.

Il est important de noter que Γ∗(V ) est muni à priori d’une structure de module à droite
sur l’algèbre de Steenrod et non à gauche, il faudra donc discuter le comportement de cette
structure de module vis à vis de l’algèbre de Steenrod, et ce que l’on gagnera en naturalité on
le perdra en simplicité de ce point de vue. L’un de mes objectifs non aboutis, en introduisant

15



Introduction

les catégories mF<n, était d’étudier une cohomologie d’André-Quillen pour les algèbres dans
mF<n dans l’espoir de mettre à jour des obstructions à la réalisation d’algèbres instables sur A
loin des n-nilpotents qui seraient plus faciles à calculer que les obstructions établies dans [BRS17].

Une des raisons d’étudier les catégories U/N iln provient de la difficulté que représente le
calcul de foncteur dérivés, en particulier des groupes Ext dans la catégorie U . On espère pouvoir
tirer des informations intéressantes du calcul de foncteur dérivés dans les catégories U/N iln et
donc dans mF<n. Nous n’irons pas bien loin dans cette direction, mais nous justifierons quand
même que les catégories mF<n possèdent assez d’injectifs et de projectifs, ce qui permettra d’en-
visager des calculs d’algèbre homologique dans ces catégories.

Nous conclurons le chapitre 2 avec quelques calculs de niln-fermeture de modules instables
rendus possibles par le formalisme de mF<n.

Le chapitre 3 sera consacré au comportement des algèbres instables vis à vis des foncteurs
f<n. Nous commencerons par définir une notion d’algèbre instable dans F<n et définirons les
catégories KF<n et KF<nω des algèbres instables respectivement dans mF<n et mF<nω et dé-
montrerons le théorème suivant, dans lequel K

[
W−1
n

]
désigne la localisation au sens de [KS] de

K par les morphismes d’algèbres instables dont les noyaux et conoyaux linéaires sont des objets
de N iln.

Théorème 3.1.19. On a une équivalence de catégorie :

f<n : K
[
W−1
n

]
// KF<nω : m<n.oo

0.3 Décomposition en composante connexe de TV (K)0

Nous nous attarderons ensuite sur une partie de la structure de f<n(K)(V ), pour K une
algèbre instable. Toute algèbre instable concentrée en degré 0 est une algèbre de Boole, en
particulier, pour K une algèbre instable, TV (K)0 est muni d’une structure d’algèbre de Boole
sur F2. Pour tout espace vectoriel V , TV (K) est muni d’une structure de module sur cette
algèbre de Boole, il en est de même pour M un K-module dans U . On peut alors utiliser la
décomposition en composantes connexes d’une algèbre de Boole et des modules sur une algèbre
de Boole présentée dans [HLS93].

Pour B la catégorie des algèbres de Boole sur Fp et Pfin la catégorie des ensembles profinis, le
foncteur spec : B → (Pfin)op, qui à une algèbre B associe son spectre spec(B) := HomB(B,Fp),
est une équivalence de catégorie dont l’inverse est le foncteur qui à un ensemble profini S associe
l’algèbre des applications continues de S dans Fp, FSp .
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En particulier, pour B une algèbre de Boole de spectre fini, on a un isomorphisme de B-
algèbre B ∼=

⊕
φ∈spec(B)

Fp(φ), où Fp(φ) désigne Fp dont la structure de B-module est donnée par

le morphisme d’algèbre de Boole φ : B → Fp.
Pour M un B-module, on définit Mφ := M ⊗B Fp(φ), alors

M ∼= M ⊗B B ∼= M ⊗B
⊕

φ∈spec(B)
Fp(φ) ∼=

⊕
φ∈spec(B)

Mφ.

Pour p = 2 et K ∈ K, on a

spec(T 0
V (K)) ∼= HomK(TV (K),F2) ∼= HomK(K,H∗(V )).

Si K est finiment engendrée en tant qu’algèbre sur A, HomK(K,H∗(V )) est fini pour tout V et
TV (K) hérite d’une décomposition en tant que T 0

V (K)-module de la forme

TV (K) ∼=
⊕

φ∈HomK(K,H∗(V ))
T(V,φ)(K).

Plus généralement, pour M un K-module dans U ,

TV (M) ∼=
⊕

φ∈HomK(K,H∗(V ))
T(V,φ)(M).

Cette décomposition en induira une sur les foncteurs f<n(K) et f<n(M) de la forme

f<n(K)(V ) ∼=
⊕

φ∈HomK(K,H∗(V ))
g<n(K)(V, φ)

et
f<n(M)(V ) ∼=

⊕
φ∈HomK(K,H∗(V ))

g<n(M)(V, φ).

L’existence de cette décomposition motive l’étude du foncteur qui à un espace vectoriel
V associe HomK(K,H∗(V )). Comme cela a été montré dans [HLS93], il définit un foncteur qui
capture toute l’information sur la nil1-fermeture de K ce qui induit une équivalence de catégorie
entre K

[
W−1

1

]
et la catégorie Pfin(Vf )op

ω , qui est la catégorie des foncteurs contravariants de Vf

vers la catégorie des ensembles profinis vérifiant une certaine condition d’analycité (Théorème
3.4.10).

On définira, pour F ∈ Pfin(Vf )op et φ ∈ F (V ), un objet Σ(V,φ)F de tel sorte que
Σ(V,φ)HomK(K,H∗(_)) soit naturellement isomorphe à HomK(T(V,φ)(K), H∗(_)). On aimerait,
en s’inspirant d’idées déjà présentes dans [HLS93], se ramener, pour K une algèbre noethérienne,
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à l’étude du foncteur

V 7→ HomKf.g.(K,H∗(V )) := {φ ∈ HomK(K,H∗(V )) ; φ fait de H∗(V ) un K-module finiment engendré},

qui est un foncteur sur la catégorie VI des espaces vectoriels de dimension finie et des morphismes
injectifs d’espaces vectoriels. Cette approche a l’avantage de nous faire manipuler des foncteurs
"plus petits", notamment pour K noethérienne, HomKf.g.(K,H∗(V )) est trivial dès que V est de
dimension assez grande, mais l’absence des morphismes non injectifs dans VI sera une difficulté
pour la définition des foncteurs décalages dans ce contexte. On rappellera la définition de [HLS93]
d’un foncteur noethérien et nous montrerons comment associer (non fonctoriellement) à F ∈
Set(Vf )op un foncteur sur VI, qui conserve toute l’information de F , si F est noethérien. Dans
le cas où F sera le foncteur HomK(K,H∗(_)), on retrouvera le foncteur HomKf.g.(K,H∗(_)).
Enfin, nous définirons un analogue de Σ(V,φ)F , pour les foncteurs sur VI, de telle sorte qu’on
ait un isomorphisme naturel Σ̄(V,φ)HomKf.g.(K,H∗(_)) ∼= HomKf.g.(T(V,φ)(K), H∗(_)).

0.4 Centre d’une algèbre instable

Dans [Hea21] l’auteur utilise le centre d’une algèbre instable, introduit dans [DW92], pour
donner une borne aux invariants d0(K) et d1(K), où pour M un module instable, d0(M) est la
borne inférieure (éventuellement infinie) des entiers tels que M ne contient aucun sous-module
n-nilpotent et d1(M) est la borne inférieure des entiers tels que M est niln-fermé. Ces résultats
sont des généralisations des travaux de Nicholas Kuhn dans le cas où K est la cohomologie d’un
groupe fini ou d’un groupe de Lie, confère [Kuh07] et [Kuh13]. Dans [Hea20], Drew Heard utilise
également le centre d’une algèbre instable K pour donner des bornes à sa profondeur.

Soit φ ∈ HomK(K,H∗(V )). On définit, à partir de l’adjonction entre TV et le produit tensoriel
par H∗(V ) un morphisme naturel en K et V , ρK,V : K → TV (K), qui passe au quotient pour
donner un morphisme ρK,(V,φ) : K → T(V,φ)(K). Alors, on dit que (V, φ) est central si ρK,(V,φ)

est un isomorphisme. Dans [DW92], William G. Dwyer et Clarence W. Wilkerson ont montré
que sous certaines hypothèses de finitude, l’existence d’éléments centraux pour K est liée à
l’existence de structure de H∗(V )-comodules sur K de la façon suivante.

Corollaire 4.1.20. Soit K une algèbre instable connexe dont le module des indécomposables
Q(K) est localement fini. Alors, f ∈ HomK(K,H∗(V )) est tel que (V, f) est central si et seule-
ment si K est munie d’une structure κ de H∗(V )-comodule tel que le diagramme suivant com-
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mute :
K

κ //

f
((

K ⊗H∗(V )

εK⊗id
��

H∗(V ),

où εK est la counité de K.

Pour K une algèbre instable connexe, on définira son centre comme un élément central
(C, f), avec f : K → H∗(C), maximal au sens suivant : pour tout élément central (V, φ) il
existe α : V → C tel que φ est la composée suivante

K
f→ H∗(C) α∗→ H∗(V ).

On définira G(K) l’ensemble des éléments centraux (V, φ) avec dim(V ) = 1. Alors, G(K) est
muni d’une structure de 2-groupe abélien élémentaire et on a le résultat suivant.

Proposition 4.1.36. Soit K une algèbre instable noethérienne connexe. Soit (C, φ) le centre
de K, alors C est isomorphe à G(K).

L’objectif du chapitre 4 est d’étudier le centre d’une algèbre instable noethériennes connexes,
plus précisément, nous en donnerons un raffinement en utilisant la filtration nilpotente.

Notons que pour F ∈ Pfin(Vf )op , on peut définir une transformation naturelle ρF,(V,φ) entre
Σ(V,φ)F et F , de telle sorte que, lorsqu’on passe aux foncteurs, ρK,(V,φ) devienne ρHomK(K,H∗(_)),(V,φ).
Alors, pour K nil1-fermée, (V, φ) est central si et seulement si ρHomK(K,H∗(_)),(V,φ) est un iso-
morphisme.

Cela nous amène à définir une notion de centralité pour les foncteurs. On dira que (V, φ) est
central, avec φ ∈ F (V ), et on notera (V, φ) ∈ C(F ), si ρF,(V,φ) est un isomorphisme. On dira
qu’un foncteur F est connexe, si il existe une unique transformation naturelle εF de ?, l’objet
final de Set(Vf )op , vers F . On démontrera alors un analogue du résultat de Dwyer et Wilkerson
pour les foncteurs, où πV0 dénote la projection de V sur 0.

Théorème 4.2.5. Soient F ∈ Set(Vf )op connexe et tel que pour tout espace vectoriel V (V, εF,V )
soit central, et φ ∈ F (W ). Alors, (W,φ) est central si et seulement si le groupe HomF2(V,W )
agit naturellement (en V ) sur F (V ), de telle sorte que le diagramme suivant commute :

F ×HomF2(_,W ) µ
// F

HomF2(_,W )

OO
77
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dans lequel, l’application verticale est celle qui à α ∈ HomF2(V,W ) associe (εF,V , α), et dont
le morphisme de HomF2(V,W ) dans F (V ) est le morphisme associé à φ par l’isomorphisme de
Yoneda.

Dans ce théorème, la condition de connexité pour les foncteurs est vérifiée pour les foncteurs
provenant d’algèbres connexes, par ailleurs la condition que pour tout espace vectoriel V (V, εF,V )
soit central est un analogue pour les foncteurs de la conditionQ(K) localement fini et sera vérifiée
par tous les foncteurs noethériens.

Par la suite, on définira une notion de centralité pour les objets de KF<n et on définira
Cn(K) comme l’ensemble des éléments centraux pour f<n(K). On montrera que l’ensemble des
éléments centraux pour K est précisément

⋂
n∈N

Cn(K). Nous définirons également une notion de

centralité pour les f<n(K)-modules dans la catégorie F<n et on montrera le résultat suivant,
où λn : ln+1(M)→ ln(ln+1(M)) ∼= ln(M) est la niln-localisation.

Théorème 4.2.23. Soient K une algèbre instable et (V, φ) ∈ S(K). Alors, les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

1. Le couple (V, φ) appartient à Cn+1(K).

2. Le couple (V, φ) appartient à Cn(K) et il est f<n+1(niln(K)/niln+1(K))-central et
f<n+1(coker(λn))-central.

Soit M un H∗(V )-comodule, on dira que x ∈ M est un élément primitif si x s’envoie sur
x⊗ 1, par le morphisme de structure de M dans M ⊗H∗(V ). La dernière partie du chapitre 4
sera consacrée à la question suivante. Étant donnée une algèbre instable P nil1-fermée connexe,
comment classifier les algèbres instables K nil1-fermées, connexes, noethérienne et munies d’une
structure de H∗(V )-comodule dans K dont l’algèbre des éléments primitifs pour cette structure
de comodule est précisément P . Par ce qu’on a dit plus haut et en utilisant le théorème 4.2.5, on
se ramènera à la question suivante, étant donnée Q ∈ Set(Vf )op comment classifier les foncteurs
F noethériens connexes dans Set(Vf )op , munis d’une action naturelle en W de HomF2(W,V ) sur
F (W ), dont le quotient soit naturellement isomorphe à Q.

On commencera par justifier le résultat technique suivant.

Proposition 5.1.7. Soit F ∈ Set(Vf )op noethérien, soit H ∈ Set(Vf )op et soit q : F � H une
surjection naturelle. Alors, si pour tout α : W → S et pour tout s ∈ H(S), α∗q−1({s}) =
q−1({α∗s}) ∩ α∗(F (S)), le foncteur H est également noethérien.

En particulier, dans notre contexte on aura que F noethérien implique Q noethérien, en
vertu du corollaire suivant, où Grp(Vf )op désigne la sous-catégorie des objets en groupe dans
Set(Vf )op et F ∈ G− Set la sous-catégorie de Set(Vf )op dont les objets sont munis d’une action
naturelle de G ∈ Grp(Vf )op .
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Corollaire 5.1.8. Soit G ∈ Grp(Vf )op et F ∈ G − Set noethériens. Alors, le foncteur F/G est
noethérien.

On supposera que K est une algèbre intègre. Dans ce cas, comme établi dans [HLS93], un
théorème d’Adam-Wilkerson nous permettra d’affirmer qu’il existe une surjection du foncteur
HomF2(_, V ) vers le foncteur F , pour V un espace vectoriel de dimension assez grande. On
démontrera alors le théorème suivant, où par définition le degré de transcendance d’une algèbre
K est d ∈ N ∪ {∞} si d est la borne supérieur des cardinaux d’ensembles finis d’éléments
homogènes de K algébriquement indépendants et où Vd est un F2-espace vectoriel de dimension
d.

Théorème 5.3.8. Soit K une algèbre instable noethérienne, connexe, intègre, de degré de trans-
cendance d, nil-fermée et munie d’une structure de comodule K → K ⊗H∗(V ) pour V un sous-
espace vectoriel de Vd. Soit φ : K → H∗(Vd) un plongement. Alors, la sous-algèbre P des
primitifs de K pour cette structure de comodule, est l’intersection de K avec H∗(Vd/V ) où on
a identifié H∗(Vd/V ) à son image dans H∗(Vd) par le morphisme induit par la projection de Vd
sur Vd/V .

On pourra préciser ce résultat dans la situation où dim(Vd/V ) = 1. Pour φ : K → H∗(V )
un morphisme d’algèbre instable, on rappelle la définition de Gal(φ) de [HLS93], qui est défini
comme le sous-groupe de GL(V ) dont les éléments sont les isomorphismes α de V tels que
α∗φ = φ. H∗(V )Gal(φ) est alors l’algèbre des éléments de H∗(V ) stables sous l’action de Gal(φ).
On montrera le théorème suivant.

Théorème 5.3.17. Soit K une algèbre instable, nil-fermée, connexe et intègre de degré de
transcendance d. Soit φ : K ↪→ H∗(Vd) le plongement garanti par le théorème d’Adam-
Wilkerson. Et soit V un sous-espace vectoriel de Vd de codimension 1. Alors, le morphisme
de H∗(Vd) → H∗(Vd)⊗H∗(V ) induit par l’addition de Vd ⊕ V dans Vd induit une structure de
H∗(V )-comodule sur K dont l’ensemble des éléments primitifs est précisément H∗(Vd/V ) si et
seulement si, pour tout g ∈ Gal(φ) et pour tout v ∈ V gv = v et π ◦ g = π où π dénote la
projection de Vd sur Vd/V , et si φ(K) = H∗(Vd)Gal(φ).

Notons, que les hypothèses du théorème 5.3.17 ne sont pas restrictives, on saura rame-
ner n’importe quelle algèbre instable, noethérienne, connexe, intègre munie d’une structure de
H∗(V )-comodule dont l’algèbre des éléments primitifs est isomorphe à H∗(F2) à cette situation.

Ce théorème n’est par contre pas vrai pour Vd/V de dimension plus grande que 1 et on
montrera (exemple 5.3.19) que l’algèbre instable

F2 [y, z, x(x+ y)(x+ z)(x+ y + z)] + F2 [y, z, x(x+ y)] y
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en est un contre-exemple.

On s’intéressera ensuite à généraliser le théorème 5.3.17 au cas où V est de codimension
quelconque. Pour ce faire, on introduira un invariant plus fin que Gal(φ). Pour d ∈ N∗, V un
sous-espace vectoriel de Vd et supposant fixée un isomorphisme V ⊕Vd/V ∼= Vd dont la restriction
à V est l’identité et dont la restriction à Vd/V est une section de la projection Vd � Vd/V , on
considérera Gr(Vd/V ) la catégorie dont les objets sont les sous-espaces vectoriels de Vd/V et dont
les morphismes sont les inclusions de sous-espaces vectoriels. Alors, pour I un sous-foncteur de
HomF2(_, V ) considéré comme un foncteur contravariant de Gr(Vd/V ) dans la catégorie des
groupes abéliens, on introduira l’algèbre H∗(Vd)I . On aura alors le théorème suivant :

Théorème 2.2.3. Soit K une algèbre instable, intègre, nil-fermée, noethérienne, connexe, de
degré de transcendance d. Soient φ : K ↪→ H∗(Vd) un plongement d’Adam-Wilkerson et V un
sous-espace vectoriel de Vd tel que le morphisme H∗(Vd)→ H∗(Vd)⊗H∗(V ) induit par l’addition
de V ⊕ Vd dans Vd induise une structure de H∗(V )-comodule sur K. Alors il existe un sous-
foncteur I de HomF2(_, V ) considéré comme un foncteur contravariant de Gr(Vd/V ) dans la
catégorie des groupes abéliens tel que K ∼= H∗(Vd)I .
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Chapitre 1

MODULES ET ALGÈBRES INSTABLES

SUR L’ALGÈBRE DE STEENROD

L’algèbre de Steenrod a été introduite à la suite de la définition des carrés de Steenrod, comme
l’algèbre des opérations cohomologiques stables sur la cohomologie singulière à coefficient dans
F2. Elle agit ainsi naturellement sur H∗(X), la cohomologie à coefficient dans F2 de tout espace
topologique X, donnant à H∗(X) une structure dite d’algèbre instable sur l’algèbre de Steenrod.

Dans ce chapitre, nous allons commencer par rappeler une présentation de l’algèbre de Steen-
rod ainsi que les définitions et les constructions classiques relatives aux catégories U et K, res-
pectivement des modules et algèbres instables sur l’algèbre de Steenrod, qui sont étudiées en
détails dans [Sch94].

Ensuite, nous introduirons le foncteur T de Lannes, qui sera un outil majeur pour mettre en
relation les catégories U et K avec certaines catégories de foncteurs que nous étudierons par la
suite.

1.1 Les catégories U et K

1.1.1 L’algèbre de Steenrod

Définition 1.1.1. Soit A l’algèbre de Steenrod modulo 2, définie comme le quotient de la F2-
algèbre unitaire graduée libre engendrée par les générateurs Sqi de degré i pour tout entier i > 0

et dont l’unité est notée Sq0, par l’idéal engendré par les SqaSqb −
ba2 c∑
j=0

(b−j+1
a−2j

)
Sqa+b−jSqj pour

tout entiers positifs a et b tels que a < 2b. La relation SqaSqb −
ba2 c∑
j=0

(b−j+1
a−2j

)
Sqa+b−jSqj = 0 dans

A est appelée relation d’Adem.

On rappelle le théorème suivant démontré dans [SE62].
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Chapitre 1 – Modules et Algèbres instables sur l’algèbre de Steenrod

Théorème 1.1.2. Pour tout espace topologique X, H∗(X) est muni naturellement d’une struc-
ture de A-module à gauche gradué.

Remarque 1.1.3. L’homologie de X à coefficient dans F2 H∗(X) est muni d’une structure de
A-module à droite telle qu’on a un isomorphisme de A-module à gauche H∗(X) ∼= (H∗(X))],
où (H∗(X))] désigne le dual vectoriel de H∗(X) et où, pour φ une forme linéaire sur H∗(X),
l’action à gauche de A sur φ est induite par Sqiφ(x) = φ(xSqi) pour x un élément de H∗(X).

Les propositions suivantes, qui décrivent des familles de générateurs de A, sont également
démontrées dans [SE62].

Proposition 1.1.4 (Théorème I.4.3. dans [SE62]). L’algèbre de Steenrod est engendrée en tant
qu’algèbre par les Sq2h avec h ≥ 0.

Plus précisément on a le résultat suivant.

Proposition 1.1.5. Le carré de Steenrod Sqi est indécomposable dans A si et seulement si i est
une puissance de 2.

Définition 1.1.6. Soit I = (i1, ..., in) une famille d’entiers naturels. I est dite admissible si
pour tout h tel que 1 ≤ h ≤ n− 1, ih ≥ 2ih+1.
On définit SqI = Sqi1 ...Sqin et on dit que le monôme SqI est admissible si I est admissible.

Proposition 1.1.7. [SE62, Théorème I.3.1] Les monômes admissibles forment une base de A.

Définition 1.1.8. Soit A-mod, la catégorie dont les objets sont les A-modules à gauche gradués
et les morphismes, les morphismes de A-modules gradués de degré 0.

Proposition 1.1.9. [SE62, II.1] L’algèbre de Steenrod A, est munie d’une structure d’algèbre

de Hopf cocommutative dont l’application diagonale ∆ est donnée par ∆(Sqi) =
i∑

k=0
Sqk⊗Sqi−k.

Remarque 1.1.10. Cette structure d’algèbre de Hopf induit, pourM et N des A-modules, une

structure de A-module sur M ⊗N , donnée par Sqi(m⊗ n) =
i∑

k=0
Sqkm⊗ Sqi−kn.

Remarque 1.1.11. A est une algèbre graduée connexe et l’unique augmentation de A, A → F2,
muni le corps F2 d’une structure de A-module à gauche.

Corollaire 1.1.12. Le triplet (A-mod,⊗,F2) est une catégorie monoïdale symétrique.

Nous allons maintenant définir le foncteur de suspension.

Définition 1.1.13. Soit Σ : A-mod→ A-mod, le foncteur de suspension, défini de la manière
suivante, pour M un module sur A, (ΣM)n = Mn−1 et l’action de Sqi entre (ΣM)n et (ΣM)n+i

est la même qu’entre Mn−1 et Mn+i−1.
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Proposition 1.1.14. Σ est une équivalence de catégories.

Remarque 1.1.15. Pour M un A-module, on a un isomorphisme ΣM ∼= ΣF2 ⊗M naturel en
M .

Définition 1.1.16. Soit M un module sur l’algèbre de Steenrod, on définit Σ−1M comme
l’unique module sur A tel que ΣΣ−1M ∼= M .

Pour n ∈ N, soit ΣnM le A-module obtenu en appliquant n fois le foncteur Σ à M . Soit
également Σ−nM le A-module obtenu en appliquant n fois le foncteur Σ−1 à M .

Remarque 1.1.17. Pour M un A-module, on a un isomorphisme naturel en M , Σ−1M ∼=
Σ−1F2 ⊗M .

Remarque 1.1.18. Pour tout n ∈ Z, ΣnA est le A-module libre engendré par un unique
élément en degré n.

Proposition 1.1.19. Pour tout n ∈ Z, et pour tout module M , HomA-mod(ΣnA,M) est natu-
rellement isomorphe à Mn.

Démonstration. Cet isomorphisme envoie x ∈Mn, sur l’unique morphisme de ΣnA dans M qui
envoie ΣnSq0 sur x.

Corollaire 1.1.20. Les ΣnA forment une famille de générateurs projectifs de A-mod.

Dans ce document, nous n’étudierons en détail que le cas p = 2. Il existe cependant, pour p
un nombre premier impair, une notion d’algèbre de Steenrod sur Fp, Ap pour laquelle la majorité
des outils que nous exposons devraient pouvoir se généraliser.

Définition 1.1.21. Soit Ap l’algèbre de Steenrod modulo p, définie comme le quotient de la
Fp-algèbre unitaire graduée libre engendrée par les générateurs P i de degré 2i(p− 1) pour tout
entier i > 0 et β de degré 1 et dont l’unité est notée P 0, par l’idéal engendré par les

P aP b −
ba
p
c∑

j=0
(−1)a+j

(
(p− 1)(b− j)− 1

a− pj

)
P a+b−jP j

pour tous les entiers strictement positifs a et b tels que a < pb et les

P aβP b−
ba
p
c∑

j=0
(−1)a+j

(
(p− 1)(b− j)

a− pj

)
βP a+b−jP j−

ba−1
p
c∑

j=0
(−1)a+j−1

(
(p− 1)(b− j)− 1

a− pj − 1

)
P a+b−jβP j

pour tous les entiers strictement positifs a et b tels que a ≤ pb.
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1.1.2 La catégorie U

Pour X un espace topologique, H∗(X) a plus de structure que juste une structure de module
sur A, en premier lieu, elle est munie d’une structure d’algèbre par le cup-produit, et en second
lieu sa structure de module sur l’algèbre de Steenrod vérifie une condition dite d’instabilité.
C’est cette raison qui nous pousse à introduire ici la catégorie U .

Définition 1.1.22. 1. Soit M un A-module gradué, alors M est instable si, pour tout
élément homogène x et pour tout i > |x|, Sqix = 0, où |x| désigne le degré de x.

2. Soit U la sous-catégorie pleine de A-mod dont les objets sont les modules instables.

Proposition 1.1.23. La catégorie U est abélienne.

Lemme 1.1.24. Si M et N sont des modules instables, M ⊗N est également instable.

Démonstration. En effet, pour i > |m|+ |n| et pour tout k ≤ i, k > |m| ou i− k > |n| et donc

Sqi(m⊗ n) =
i∑

k=0
Sqkm⊗ Sqi−kn = 0.

Corollaire 1.1.25. Le triplet (U ,⊗,F2) est une catégorie monoïdale symétrique.

Définition 1.1.26. Soit I = (i1, ..., in) admissible. On définit l’excès de I par e(I) := (i1 −
2i2) + (i2 − 2i3) + ...+ (in−1 − 2in) + in.

Remarque 1.1.27. Soit M un module instable, x ∈Mn et SqI un monôme admissible tel que
e(I) > n. Alors SqIx = 0.

Proposition 1.1.28. Le foncteur oubli O : U ↪→ A-mod possède un adjoint à gauche, que l’on
notera D, le foncteur déstabilisation.

Pour tout module instableM , on a un isomorphisme naturel enM ,D(M) ∼= M/(SqIx; e(I) >
|x|).

Remarque 1.1.29. Dans le cas p impair, on peut définir la catégorie Up dont les objets sont
les Ap-modules M qui vérifient la condition d’instabilité suivante : pour tout x ∈M i, pour tout
e ∈ {0, 1} et pour tout j tels que i < e + 2j, βeP jx = 0. Ap est aussi muni d’une structure

d’algèbre de Hopf, donnée par δ(P i) =
i∑

k=0
P k⊗P i−k et δ(β) = β⊗1+1⊗β, structure d’algèbre

de Hopf qui fait de (Up,⊗,Fp) une catégorie symétrique monoïdale.
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1.1.3 La catégorie K

Remarque 1.1.30. Une algèbre commutative K dans (A-mod,⊗,F2) est une algèbre com-
mutative sur F2 munie d’une structure de A-module telle que, pour tout x et y dans K,

Sqi(xy) =
i∑

k=0
SqkxSqi−ky. On appelle cette égalité la formule de Cartan.

Définition 1.1.31. 1. Soit K une algèbre commutative unitaire dans (U ,⊗,F2), on dit que
K est une algèbre instable, si K est dans U et que pour tout x élément homogène de K,
Sq|x|x = x2.

2. Soit K, la catégorie dont les objets sont les algèbres instables et dont les morphismes sont
les morphismes d’algèbre compatibles avec les structures de A-module.

Remarque 1.1.32. La catégorie K est une sous-catégorie pleine de la catégorie des algèbres
commutatives dans (A-mod,⊗,F2).

Proposition 1.1.33. Le produit tensoriel de deux algèbres instables K et R et naturellement
une algèbre instable, dont le produit est donné par le produit tensoriel des produits de K et R.

Démonstration. Le fait queK⊗R reste une algèbre commutative surA est une propriété générale
des produits tensoriels d’algèbres commutatives sur une algèbre de Hopf. Il faut vérifier que ce
produit tensoriel vérifie la condition d’instabilité. Soit k ⊗ r ∈ K ⊗R, alors

Sq|k|+|r|k ⊗ r =
|k|+|r|∑
j=0

Sq|k|+|r|−jk ⊗ Sqjr,

si j 6= |r|, soit j < |r| et Sq|k|+|r|−jk = 0, soit j > |r| et Sqjr = 0. Donc par hypothèse

Sq|k|+|r|k ⊗ r = Sq|k|k ⊗ Sq|r|r = k2 ⊗ r2 = (k ⊗ r)2.

Théorème 1.1.34. [SE62] Pour X un espace topologique, H∗(X) muni du cup-produit est une
algèbre instable.

Soit V un F2-espace vectoriel de dimension finie, on notera H∗(V ) l’anneau de cohomologie
singulière à coefficients dans F2 de BV , l’espace classifiant de V . On notera également H∗(V )
l’homologie singulière de BV .

Remarque 1.1.35. Pour F2 [x1, ..., xn] une algèbre de polynômes graduée dans laquelle les xi
sont tous en degré 1, la condition d’instabilité et la formule de Cartan garantissent l’existence
d’une unique structure d’algèbre instable sur F2 [x1, ..., xn].

27



Chapitre 1 – Modules et Algèbres instables sur l’algèbre de Steenrod

Proposition 1.1.36. [SE62] En tant qu’algèbre instable, H∗(V ) est naturellement isomorphe
à l’algèbre de polynômes F2 [x1, ...xn] pour (x1, ..., xn) une base de V ], et où les xi sont tous en
degré 1.

Introduisons ici les foncteurs algèbre tensorielle, algèbre symétrique et puissance divisée.

Définition 1.1.37. Soit Θ∗, le foncteur de Vf dans Vf , où Vf désigne la catégorie des F2-espaces
vectoriels de dimensions finies, qui a un espace vectoriel V associe son algèbre tensorielle Θ∗(V ).
Soit Θk(V ) := V ⊗k, la composante homogène de degré k de Θ∗(V ).

On note le foncteur algèbre tensorielle Θ∗ pour éviter des confusions futures avec le foncteur
T de Lannes.

Définition 1.1.38. Soit S∗, le foncteur puissance symétrique, qui à un espace vectoriel V associe
l’algèbre commutative unitaire libre engendrée par V . Pour tout espace vectoriel de dimension
finie V , S∗(V ) ∼=

⊕
k∈N

Sk(V ), où Sk est la composante homogène de degré k de S∗ défini par

Sk(V ) := Θk(V )/Sk, où le groupe de permutation à k éléments Sk agit sur Θk(V ) = V ⊗k par
permutation des facteurs.

Si, pour (v1, ..., vk) ∈ V k, on note v1...vk la classe de v1 ⊗ ...⊗ vk dans Sk(V ), le produit de
S∗(V ) est donné par v1...vk · u1...ul = v1...vku1...ul.

D’après la proposition 1.1.36, H∗(V ) est naturellement isomorphe en tant qu’algèbre à
S∗(V ]). Le foncteur S∗(V ]) hérite ainsi d’une structure naturelle en V de module instable sur
l’algèbre de Steenrod.

Définition 1.1.39. Soit Γ∗(V ) le sous-espace vectoriel de l’algèbre tensorielle de V , engendrée
par les éléments homogènes de degré n, pour n parcourant N, stables par permutation des
facteurs. Soit Γn(V ) son sous module constitué des éléments homogènes de degré n, Γn(V ) =
Θn(V )Sk .

Γ∗(V ) est naturellement isomorphe à S∗(V ])] et puisque H∗(V ) ∼= H∗(V )], Γ∗(V ) ∼= H∗(V ),
ce qui en fait un module à droite sur A.
Notons qu’un morphisme d’algèbre instable entre H∗(V ) et H∗(W ) est un morphisme d’algèbre
entre F2 [x1, ..., xn] et F2 [y1, ..., yk] pour (x1, ..., xn) et (y1, ..., yk) des bases de V ] et W ], il est
donc déterminé par le morphisme induit entre les éléments homogènes de degré 1, qui est le dual
d’une application linéaire entre W et V , on a donc un isomorphisme HomK(H∗(V ), H∗(W )) ∼=
Hom(W,V ).
Citons ici le théorème d’Adams-Gunawardena-Miller :

Théorème 1.1.40. Pour V et W deux espaces vectoriels de dimensions finies,

HomU (H∗(W ), H∗(V )) ∼= F2 [Hom(V,W )] .
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Dans le cas p impair, on définit Kp comme la catégorie des algèbres commutatives graduées
K dans (Up,⊗,Fp), vérifiant les deux conditions suivantes :

1. Pour tout (x, y) ∈ K2,

 P i(xy) =
i∑

j=0
P j(x)P i−j(y)

β(xy) = β(x)y + (−1)|x|xβ(y).

2. Pour tout x de degré pair, P
|x|
2 x = xp.

Alors, pour tout espace topologique X, sa cohomologie singulière à coefficient dans Fp
H∗(X;Fp) est un objet de Kp. En particulier, pour V un Fp-espace vectoriel et H∗(V ) la coho-
mologie à coefficients dans Fp de BV , H∗(V ) est un objet de K.

Définition 1.1.41. Pour V un Fp espace vectoriel, soit E(V ) l’algèbre extérieure engendrée par
V .

Alors, en tant qu’algèbre, pour V un Fp-espace vectoriel, H∗(V ) ∼= E(V ]
1 ) ⊗ S∗(V ]

2 ) où V1

est une copie de V concentrée en degré 1 et V2 une copie de V concentrée en degré 2.
On a alors un théorème d’Adams-Gunawardena-Miller sur Fp :

HomUp(H∗(V ), H∗(W )) ∼= Fp
[
HomFp(W,V )

]
.

1.1.4 Les projectifs et injectifs standards dans U

Remarque 1.1.42. Si M ∈ U , alors ΣM est également instable.

Définition 1.1.43. Pour n ∈ Z, soit F (n) le module instable défini par

F (n) := D(ΣnA),

on notera x(n) son générateur de degré n.

Remarque 1.1.44. Pour n < 0, F (n) est trivial.

Proposition 1.1.45. Les F (n) sont projectifs et il existe un isomorphisme naturel en M entre
HomU (F (n),M) et Mn.

De plus, si on note Sq(i) : F (n + i) → F (n) le morphisme de module instable qui envoie
x(n+i) sur Sqix(n), l’action de Sqi deMn ∼= HomU (F (n),M) dansMn+i ∼= HomU (F (n+i),M)
coïncide avec la précomposition par Sq(i).

Démonstration. La première partie de la proposition est une conséquence directe de la propo-
sition 1.1.19, de la proposition 1.1.28 et de l’exactitude du foncteur qui à M associe Mn. La
deuxième partie est la conséqence du calcul suivant, x ∈Mn s’envoie, par l’isomorphisme naturel
entre Mn et HomU (F (n),M), sur l’unique morphisme de F (n) dans M qui envoie x(n) sur x.
Ce morphisme précomposé avec Sq(i), envoie x(n+ i) sur Sqix, ce qui conclût la preuve.
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Remarque 1.1.46. Plus précisément, F (n) est un recouvrement projectif de ΣnF2 dans la
catégorie U .
Pour y ∈ Mn, on notera ỹ le morphisme de F (n) dans M associé à y par l’isomorphisme
Mn ∼= HomU (F (n),M). De sorte que le morphisme Sq(i) : F (n+ i)→ F (n) est ˜Sqix(n).

Corollaire 1.1.47. La catégorie U a assez de projectifs.

Remarque 1.1.48. Comme A est une algèbre de Hopf cocommutative, le foncteur Γn(M) :=
(M⊗n)Sn est à valeur dans U , pour M ∈ U .

Proposition 1.1.49. [Sch94, Proposition 1.6.3] Soit n ∈ N, alors F (n) est isomorphe à Γn(F (1))
dans U .

De même que nous avons défini une famille de générateurs projectifs de U en trouvant des
représentants aux foncteurs qui à M associent Mn, pour n parcourant N, nous allons définir les
modules de Brown-Gitler comme les représentants des foncteurs qui à un module instable M
associe le dual de Mn.

Nous allons démontrer le lemme suivant qui nous permettra non seulement de justifier l’exis-
tence des modules de Brown-Gitler mais qui nous permettra également de justifier l’existence
d’adjoints à de nombreux foncteurs sur la catégorie U .

Lemme 1.1.50. [LZ86, Proposition 2.1] Soit R un foncteur contravariant de U dans Vf , la
catégorie des espaces vectoriels de dimension finie sur F2 et des applications linéaires, alors R
est représentable si et seulement si il est exact à droite et transforme les sommes directes en
produits.

Démonstration. Le fait que R soit représentable implique que R est exact à droite et transforme
les sommes directes en produits. Nous allons justifier que si il vérifie ces deux hypothèses alors
il est représentable. Pour ce faire, on va construire un module instable candidat à représen-
ter le foncteur R. On considère B(R) le module instable sur l’algèbre de Steenrod défini par
B(R)n := R(F (n)) et Sqi(x) = R(Sq(i))x pour x ∈ B(R)n.
Démontrons que R est naturellement isomorphe à HomU (_, B(R)). Soit M un module instable.
On considère γM : R(M) → HomU (M,B(R)) défini de la manière suivante. Pour x ∈ R(M)
et y ∈ Mn, on définit γM (x)(y) = R(ỹ)(x) ∈ R(F (n)) = B(R)n. C’est une transformation
naturelle, justifions que c’est un isomorphisme. Soit P1 → P0 → M le début d’une résolu-
tion projective de M telle que P0 et P1 soient des sommes directes de modules instables dans
{F (n)|n ∈ N} F (n) avec n ∈ N. Alors, comme R et HomU (_, B(R)) transforment les sommes
directes en produits et que γF (n) est un isomorphisme pour tout n, par définition de B(R), γP0

et γP1 sont des isomorphismes. Par ailleurs, R et HomU (_, B(R)) étant tous les deux exacts à
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droite, on a le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes :

R(P1)
γP1
��

R(P0)oo

γP0
��

R(M)oo

γM
��

0oo

HomU (P1, B(R)) HomU (P0, B(R))oo HomU (M,B(R))oo 0oo

Par le lemme des cinq, on conclût que γM est un isomorphisme.

Corollaire 1.1.51. Le foncteur Hi de U dans Vf qui à M un module instable associe (M i)], le
dual linéaire de sa composante de degré n, est représentable.

Définition 1.1.52. On définit J(i) le i-ème module de Brown-Gitler, comme le représentant
du foncteur Hi.

Puisque les foncteurs Hi sont exacts, on a la proposition suivante.

Proposition 1.1.53. Pour tout i ∈ N, J(i) est injectif.

Corollaire 1.1.54. Les J(i) forment une famille de cogénérateurs injectifs de U .

Remarque 1.1.55. Pour tout (i, n) ∈ N2, HomU (F (n), J(i)) ∼= J(i)n ∼= (F (n)i)]. Comme F (n)i

est trivial, pour i < n, J(i) est concentré en degrés inférieurs ou égaux à i.
En particulier, J(0) ∼= F2.

Le résultat suivant nous permettra de justifier l’exactitude du foncteur TV , que nous défini-
rons, pour V un espace vectoriel de dimension finie sur F2, dans la section 1.2.

Théorème 1.1.56. [Sch94, Théorème 3.1.1]
Pour tout F2-espace vectoriel V de dimension finie et pour tout i ∈ N, H∗(V ) ⊗ J(i) est

injectif dans U .

Remarque 1.1.57. En particulier, H∗(V ) ∼= H∗(V )⊗ J(0) est injectif dans U .

On peut aller plus loin et donner une description explicite de tous les objets injectifs de U .
On rappelle ici un théorème démontré à l’origine dans [LS89].

Théorème 1.1.58. [Sch94, Théorème 3.11.1] Soit L un ensemble contenant exactement un
élément de chaque classe d’isomorphisme de facteur indécomposable en tant que module instable
de H∗(Fn2 ) avec n parcourant N. Alors, pour tout I module instable injectif, il existe une unique
famille de cardinaux (aL,i)(L,i)∈L×N telle que I ∼=

⊕
(L,i)

(L⊗ J(i))⊕aL,i.

Remarque 1.1.59. Tous les résultats de cette partie, se généralisent dans le cas p impair, en
définissant des modules F (n) et J(n) dans Up comme les représentants et coreprésentants des
foncteurs qui à M ∈ Up associent Mn et (Mn)].
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1.1.5 Les foncteurs Φ et Ω

On rappelle ici la définition des foncteurs Φ et Ω étudiés dans la partie 1.7 de [Sch94].

Définition 1.1.60. Pour M un A-module, soit ΦM le A-module tel que, pour tout n ∈ N, si n
est impair (ΦM)n ∼= 0 et si n est pair (ΦM)n ∼= M

n
2 et tel que pour x ∈ M

n
2 , SqiΦx = ΦSq

i
2x

où Φx désigne l’image de x sous cet isomorphisme et où Sq
i
2 := 0 quand i est impair.

Définition 1.1.61. Pour tout module A-module M , soit λM , le morphisme d’espace vectoriel
de ΦM dans M qui à Φx associe Sq0x, où Sq0x := Sq|x|x.

Proposition 1.1.62. Soit M un module instable, alors λM est un morphisme de A-module.

Dans la section 3.1.2, il nous sera utile de pouvoir exprimer la condition d’instabilité pour
les algèbres dans U en termes de transformations naturelles de ΦK vers K, pour K une algèbre
commutative dans (U ,⊗,F2). La condition d’instabilité est équivalente à ce que le diagramme
suivant soit commutatif :

ΦK //

λM
��

S2(K)
µ

��

K
idK // K,

où µ, la multiplication de K, est bien un morphisme de S2(K) vers K, puisque K est une algèbre
commutative, et où le morphisme horizontal ΦK → S2(K) est le morphisme qui à Φx associe
x2 (la classe de x⊗ x modulo l’action du groupe symétrique).

Proposition 1.1.63. [Sch94, Proposition 1.7.3] Le diagramme suivant est une suite exacte
courte dans A-mod :

0→ ΦF (n)
λF (n)−→ F (n)

˜Σx(n−1)−→ ΣF (n− 1)→ 0,

où ˜Σx(n− 1) désigne l’unique morphisme de A-modules qui envoie x(n) sur Σx(n− 1).

Si M est un module instable, Σ−1M n’est pas nécessairement instable. C’est le cas si et
seulement si Sq|x|x = 0 pour tout x ∈ M . Nous allons introduire un adjoint à gauche au
foncteur Σ dans la catégorie U .

Proposition 1.1.64. Le foncteur Σ a un adjoint à gauche noté Ω et appelé foncteur de lacet.

Définition 1.1.65. Pour tout module instable M , on a un isomorphisme naturel en M , ΩM ∼=
D(Σ−1M).
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Proposition 1.1.66. [Sch94, Proposition 1.7.5] Pour M un module instable, on a une suite
exacte naturelle

0→ ΣΩ1M → ΦM λM−→M
ξM−→ ΣΩM → 0,

où Ωi désigne le ième foncteur dérivé du foncteur Ω et ξM est l’unité de l’adjonction entre Σ et
Ω. De plus, ΩiM = 0 pour tout i > 1.

Démonstration. Nous allons uniquement justifier que le noyau de λM est isomorphe à ΣΩ1M .
On se donne ...→ P1 → P0 →M une résolution deM par des sommes directes de F (n). D’après
la proposition 1.1.63, on a une suite exacte courte de complexes de chaînes de la forme

0→ ΦP∗ → P∗ → ΣΩP∗ → 0,

qui donne lieu à une suite exacte longue en homologie. Cette suite exacte longue donne lieu à
des suites exacte de la forme

0→ L1(ΣΩ)M → ΦM →M → ΣΩM → 0

et pour tout n > 1
0→ Ln(ΣΩ)(M)→ Ln−1(Φ)(M)→ 0.

Comme Σ est exact, L1(ΣΩ) ∼= ΣΩ1, et donc la première suite exacte est

0→ ΣΩ1M → ΦM λM−→M
ξM−→ ΣΩM → 0,

et comme Φ est exact, les secondes nous donnent Ln(ΣΩ) ∼= 0.

1.2 Le foncteur T de Lannes

1.2.1 Foncteurs de division dans la catégorie U

Théorème 1.2.1. [Lan87, Proposition 2.1] Soit L ∈ U un module instable sur l’algèbre de
Steenrod, le foncteur −⊗ L a un adjoint à gauche (− : L)U .

Ce théorème est le théorème 3.2.1 de [Sch94].
On appellera le foncteur (− : L)U foncteur de division par L.

Exemple 1.2.2. Par construction, on a un isomorphisme naturel Ω ∼= (− : ΣF2)U .

Le foncteur T de Lannes étudié dans [Lan87] est un autre exemple de foncteur de division.

Définition 1.2.3. Pour V un F2-espace vectoriel de dimension finie, le foncteur

TV := (− : H∗(V ))U
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est l’adjoint à gauche du produit tensoriel par H∗(V ).

Remarque 1.2.4. On notera T le foncteur TF2 . Alors, comme H∗(V ) ∼= (H∗(F2))⊗ dim(V ),

TV ∼= T dim(V ), où Tn dénote le foncteur T itéré n fois.
Par ailleurs, si on note H∗(V ) la cohomologie singulière de BV à coefficient dans F2 réduite,

la décomposition H∗(F2) ∼= F2 ⊕ H∗(F2) dans U induit une décomposition du foncteur T en
T (M) ∼= M ⊕ T̄ (M) où T̄ est le foncteur de division (− : H∗(F2))U .

La proposition suivante a également était montrée à l’origine dans [Lan87].

Théorème 1.2.5. Le foncteur TV est exact et naturel en V .

Démonstration. C’est une conséquence directe de l’injectivité de H∗(V )⊗ J(i) pour tout entier
i (confère le théorème 1.1.56).

Proposition 1.2.6. Pour N1 et N2 deux modules instables, on a un isomorphisme naturel
(− : N1 ⊗N2)U ∼= (− : N2)U ◦ (− : N1)U .

Donnons quelques exemples de calcul du foncteur T .

Proposition 1.2.7. On a un isomorphisme d’espaces vectoriels, naturel en V ,

TV (F (n)) ∼=
n⊕
i=0

F (i)⊗ Γn−i(V ).

Démonstration. On utilise l’isomorphisme d’adjonction entre (TV (F (n))i)] ∼= HomU (TV (F (n)), J(i))
et HomU (F (n), H∗(V )⊗ J(i)) ∼= (H∗(V )⊗ J(i))n et l’isomorphisme suivant :

J(i)j = HomU (F (j), J(i)) ∼= (F (j)i)].

Le carré de Steenrod Sqk agit sur la composante F (i)⊗Γn−i(V ) de TV (F (n)) comme Sqk⊗id.
Recensons ici les propriétés importantes du foncteur T .

Proposition 1.2.8. On a l’isomorphisme naturel suivant ΩTV ∼= TV Ω.

Démonstration. En effet, par la proposition 1.2.6, le foncteur TV Ω est adjoint au produit tensoriel
par ΣF2⊗H∗(V ), qui est isomorphe au produit tensoriel parH∗(V )⊗ΣF2 dont l’adjoint à gauche
est ΩTV .

Proposition 1.2.9. [Sch94, Proposition 3.3.4]]
Pour M un module instable, on a un isomorphisme naturel entre ΣTV (M) et TV (ΣM).
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Définition 1.2.10. On dit d’un module instableM qu’il est localement fini, si pour tout x ∈M ,
Ax, l’ensemble des éléments de la forme ax avec a ∈ A, est fini.

Proposition 1.2.11. [Sch94, Proposition 3.3.6]
Si M est localement fini, alors TV (M) ∼= M .

Proposition 1.2.12. [Sch94, Proposition 3.4.3]
Pour tout module instable M , on a un isomorphisme naturel ΦTV (M) ∼= TV (ΦM).

Théorème 1.2.13. [Sch94, Théorème 3.5.1]
Pour M et N deux modules instables, il existe un isomorphisme de modules instables naturel

TV (M ⊗N) ∼= TV (M)⊗ TV (N).
De plus, l’adjoint du morphisme de TV (M ⊗N) ∼= TV (M)⊗TV (N) α⊗β→ P ⊗R (pour P et R

des modules instables et α : TV (M)→ P et β : TV (N)→ R des morphismes de U) est donné
par la composition

M⊗N α̃⊗β̃−→ P⊗H∗(V )⊗R⊗H∗(V )
idP⊗T⊗idH∗(V )−→ P⊗R⊗H∗(V )⊗H∗(V )

idP⊗R⊗∆∗V−→ P⊗R⊗H∗(V ),

où α̃ et β̃ sont les adjoints de α et β, et T : H∗(V ) ⊗ R → R ⊗H∗(V ) est le morphisme qui
envoie h⊗ r sur r ⊗ h.

1.2.2 Foncteurs de division dans la catégorie K

Proposition 1.2.14. [Sch94, Proposition 3.8.2] Soit K ∈ K de type fini, alors le foncteur −⊗K
a un adjoint à gauche (− : K)K.

Proposition 1.2.15. [Sch94, Proposition 3.8.4] Soit K une algèbre instable, alors TV (K) est
munie de manière naturelle d’une structure d’algèbre instable pour laquelle TV (K) ∼= (K :
H∗(V ))K.

Remarque 1.2.16. La multiplication de TV (K) est donnée par le morphisme TV (K)⊗TV (K) ∼=
TV (K ⊗ K) TV (µ)→ TV (K), où µ désigne la multiplication de K et où l’isomorphisme TV (K) ⊗
TV (K)→ TV (K ⊗K) provient du théorème 1.2.13.

Exemple 1.2.17. [Sch94, 3.9.1] Soient V etW deux espaces vectoriels de dimensions finies, alors
on a un isomorphisme d’algèbre instable naturel en V etW , TV (H∗(W )) ∼= H∗(W )⊗FHom(V,W )

2 .
Notons que FHom(V,W )

2 est une algèbre de Boole sur F2 et que toute algèbre de Boole sur F2

concentrée en degré 0 possède une unique structure d’algèbre instable donnée par Sq0x = x = x2

pour tout x et Sqix = 0 pour i > 0.

En degré 0, on retrouve (T 0
V (H∗(W ))] ∼= HomU (H∗(W ), H∗(V )) ∼= F2 [Hom(V,W )].
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Remarque 1.2.18. Tous les résultats précédents sur le foncteur TV se généralisent au cas
p impair, on renvoie à [Sch94] pour le détails des constructions dans ce cas. Signalons, une
différence qui sera importante dans le chapitre 2. Dans la proposition 1.2.7, on a utilisé que
pour V un F2-espace vectoriel, H∗(V ) ∼= S∗(V ]), dans le cas p impair, on a à la place H∗(V ) ∼=
E(V ]

1 ) ⊗ S∗(V ]
2 ) pour V1 et V2 des copies de V concentrées en degrés 1 et 2. Dans, ce cas, on

obtient TV (F (n)) ∼=
⊕

i,j,k ; i+2j+k=n
F (k)⊗ Ei(V1)⊗ Γj(V2).

1.2.3 Le foncteur T et la filtration nilpotente

Nous allons rappeler la définition de la filtration nilpotente de la catégorie U qui nous sera
importante par la suite. Elle est étudiée en détail dans le chapitre 6 de [Sch94].

Définition 1.2.19. SoitM un module instable, on dit queM est réduit siM ne contient aucune
suspension non triviale.

Remarque 1.2.20. Soit M un module instable, alors M est une suspension si et seulement si
Sq0x = 0 pour tout x ∈M . M est réduit si et seulement si Sq0x 6= 0 pour tout x ∈M différent
de 0. En effet, si x appartient à une suspension incluse dans M , Sq0x = 0 donc si pour tout
x ∈ M différent de 0, Sq0x 6= 0, M est réduit. Et réciproquement, si M est réduit, soit x ∈ M
tel que Sq0x = 0, alors le sous-module engendré par x est une suspension et donc x = 0.

Définition 1.2.21. Soit M un module instable, M est dit nilpotent si pour tout x ∈ M , il
existe t ∈ N tel que Sqt0x = 0.

Remarque 1.2.22. Puisque les élément x d’une suspension vérifient que Sq0x = 0, tout objet
de U qui est une suspension est nilpotent, par ailleurs, siM est nilpotent, et x est un élément de
M , alors pour t le plus petit entier tel que Sqt0x = 0, le sous-module de M engendré par Sqt−1

0 x

est une suspension. Un module réduit ne contient donc pas de sous-module nilpotent.

Proposition 1.2.23. [Sch94, Corollaire 3.14.3] Soit M un module instable, les trois conditions
suivantes sont équivalentes :

— M est nilpotent,
— pour tout F2-espace vectoriel V , HomU (M,H∗(V )) ∼= 0,
— pour tout F2-espace vectoriel V , T 0

V (M) = 0.

Définition 1.2.24. On définitN il1 la sous-catégorie pleine de U dont les objets sont les modules
nilpotents.

Définition 1.2.25. Soit A une catégorie abélienne, C une sous-catégorie pleine de A est une
classe de Serre si pour toute suite exacte 0 → B′ → B → B” → 0 dans C, B est dans C si et
seulement si B′ et B” sont dans C.
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Proposition 1.2.26. N il1 est une classe de Serre.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 1.2.23 et de l’exactitude du
foncteur T 0

V (confère le théorème 1.2.5).

Il mérite d’être mentionné que N il1 est la plus petite classe de Serre qui contient toutes les
suspensions.

On rappelle la définition de la catégorie quotient U/N il1. L’étude générale des catégories
abéliennes localisées par une classe de Serre est faite dans [Gab62].

Définition 1.2.27. On définit U/N il1 la catégorie dont les objets sont ceux de U et où pour
M et N dans U , HomU/N il1(M,N) := lim−→

(M ′,N ′)
HomU (M ′, N/N ′) où la colimite est prise sur les

couples (M ′, N ′) avec N ′ un sous module nilpotent de N et M ′ un sous module de M tel que
M/M ′ est nilpotent.

La proposition suivante est une reformulation, dans le cas particulier de la catégorie U et
de sa classe de Serre N il1, du corollaire 2 dans [Gab62] valable pour toute localisation d’une
catégorie abélienne par une classe de Serre.

Proposition 1.2.28. [Gab62, Corollaire 2] On a une adjonction de foncteurs

r1 : U // U/N il1 : s1,oo

avec r1 le foncteur oubli de U dans U/N il1. De plus, la catégorie U/N il1 est abélienne, r1 est
exact, et la catégorie U/Nil1 vérifie la propriété universelle suivante, pour tout foncteur exact
F de U dans une catégorie abélienne C tel que F (M) = 0 pour M ∈ N il1, il existe un unique
foncteur F̃ tel que F̃ ◦ r1 = F .

Corollaire 1.2.29. Le foncteur s1 est exact à gauche.

Dans la suite, nous allons définir d’autres classes de Serres N iln dans U , pour n ∈ N, nous
aurons alors, pour tout entier n, une adjonction de foncteur similaire à celle de la proposition
1.2.28.

Proposition 1.2.30. Soit f un morphisme dans U , alors r1(f) est un isomorphisme dans
U/N il1 si et seulement si le noyau et le conoyau de f sont dans N il1.

Définition 1.2.31. Soit l1 := s1 ◦ r1, la localisation loin des nilpotents. On dira d’un module
instable M qu’il est nil-fermé, si l’unité de l’adjonction M → l1(M) est un isomorphisme.

Comme pour la proposition 1.2.28, le critère de nil-fermeture suivant n’est pas spécifique à
la nil-fermeture dans la catégorie U , mais est démontré dans [Gab62] en toute généralité pour
la fermeture relative à une classe de Serre dans une catégorie abélienne.
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Proposition 1.2.32. [Gab62, Lemme 1] M est nil-fermé si et seulement si M est réduit et
pour toute suite exacte 0→M → P → N → 0 avec N ∈ N il1 la suite exacte est scindée. Cette
condition est équivalente à ce que pour tout N ∈ N il1 Ext0U (N,M) = Ext1U (N,M) = 0.

Notons que pour M ′ un sous-module nilpotent de M , M ′ est dans le noyau de l’unité de
l’adjonctionM → l1(M), puisque d’après la proposition 1.2.32 la compositionM ′ →M → l1(M)
est égale à 0. De plus, en appliquant le foncteur r1 àM → l1(M), on obtient l’identité de r1(M).
Par la proposition 1.2.30, le noyau de l’unité de l’adjonction est donc le plus grand sous-module
nilpotent contenu dans M .

On a donc la proposition suivante.

Proposition 1.2.33. Un module injectif réduit est nil-fermé.

Corollaire 1.2.34. Pour tout F2-espace vectoriel de dimension finie V , H∗(V ) est nil-fermé.

Proposition 1.2.35. Le foncteur oubli de N il1 dans U a un adjoint à droite, le foncteur nil1 :
U → N il1 qui à M associe le noyau de l’unité de l’adjonction M → l1(M), c’est à dire le plus
grand sous-module nilpotent de M .

Remarque 1.2.36. Le module instable M est réduit si et seulement si l’unité de l’adjonction
M → l1(M) est injective.

Proposition 1.2.37. Le module M/nil1(M) est réduit.

Démonstration. Puisque la suite suivante est exacte 0→ nil1(M)→M →M/nil1(M)→ 0 que
nil1(M) est nilpotent et que r1 est exact, le morphisme induit entre r1(M) et 1(M/nil1(M)) est
un isomorphisme, et donc l1(m)→ l1(M/nil1(M)) est un isomorphisme. On a alors le diagramme
commutatif suivant :

M //

��

l1(M)
∼=
��

M/nil1(M) // l1(M/nil1(M)),

dont les flèches horizontales sont données par l’unité de l’adjonction entre r1 et s1. Alors,
comme le noyau de la composition M → l1(M)

∼=→ l1(M/nil1(M)) est nil1(M), M/nil1(M) →
l1(M/nil1(M)) est injective et donc M/nil1(M) est réduit.

La catégorie N il1 est le premier rang de la filtration nilpotente, une filtration de U par des
classes de Serre.

Proposition 1.2.38. [Sch94, Définition 6.1.1] Soit M un module instable et l ≥ 0 un entier.
Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

— M est la colimite de modules instables munis d’une filtration finie et dont les quotients
sont des l-suspensions,
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— ΩkM est nilpotent pour tout 0 ≤ k ≤ l − 1,
— HomU (M,H∗(V )⊗ J(n)) = 0 pour 0 ≤ n ≤ l − 1,
— TnV (M) = 0 pour 0 ≤ n ≤ l − 1.

Définition 1.2.39. Si M vérifie l’une des condition équivalentes de la proposition 1.2.38, on
dit que M est l-nilpotent.

Définition 1.2.40. Soit N ill la sous-catégorie pleine de U dont les objets sont les modules
instables l-nilpotents.

Corollaire 1.2.41. N ill est une classe de Serre.

Définition 1.2.42. On définit U/N ill la catégorie dont les objets sont ceux de U et où pour
M et N dans U , HomU/N ill(M,N) := lim−→

(M ′,N ′)
HomU (M ′, N/N ′) où la colimite est prise sur les

couples (M ′, N ′) avec N ′ un sous module l-nilpotent de N et M ′ un sous module de M tel que
M/M ′ est l-nilpotent.

Comme précédemment, on a la proposition suivante :

Proposition 1.2.43. [Gab62, Corollaire 2] On a une adjonction de foncteur

rl : U // U/N ill : sl,oo

avec rl le foncteur oubli de U dans U/N ill. De plus, la catégorie U/N ill est abélienne, rl est
exact, et la catégorie U/Nill vérifie la propriété universelle suivante, pour tout foncteur exact
F de U dans une catégorie abélienne C tel que F (M) = 0 pour M ∈ N ill, il existe un unique
foncteur F̃ tel que F̃ ◦ rl = F .

Corollaire 1.2.44. Le foncteur sl est exact à gauche.

Définition 1.2.45. Soit ll := sl ◦ rl, le foncteur de localisation loin des l-nilpotents.

Proposition 1.2.46. [Gab62, Lemme 1] M est nill-fermé si et seulement si tous les sous-
modules nilpotents de M sont triviaux et pour toute suite exacte 0 → M → N → P → 0 avec
P ∈ N ill la suite exacte est scindée. Cette condition est équivalente à ce que pour tout N ∈ N ill
Ext0U (N,M) = Ext1U (N,M) = 0.

Proposition 1.2.47. Le foncteur oubli de N ill dans U a un adjoint à droite nill : U → N ill,
qui associe à un module M son plus grand sous module l-nilpotent. Le module nill(M) est le
noyau de l’unité de l’adjonction M → ll(M).

Proposition 1.2.48. On a une filtration de U par les catégories N ill, U = N il0 ⊃ N il1 ⊃ ... ⊃
N ill.
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Pour tout module instable, les nill(M) définissent une filtration de M , telle qu’on a la pro-
position suivante.

Proposition 1.2.49. [Sch94, Lemme 6.1.4] Pour tout module instable M , le quotient
niln(M)/niln+1(M) est la n-suspension d’un module réduit.

Théorème 1.2.50. [Sch94, Théorème 6.1.2] Pour tout l ≥ 0, les foncteurs Σ et Ω induisent
une équivalence de catégorie :

Σ : N ill/N ill+1
// N ill+1/N ill+2 : Ω.oo

En particulier, pour tout l ∈ N, on a une équivalence de catégorie entre les catégories U/N il1
et N ill/N ill+1.

Remarque 1.2.51. Ces constructions ne sont pas non plus spécifiques au cas p = 2 et les
résultats précédents sont montrés en toute généralité dans [Sch94]. Notons que dans le cas p
impair, P0 est l’opération qui à x ∈ M , où M est un objet de Up, associe P

|x|
2 x. Alors, un

module dans Up est nilpotent si et seulement si pour tout x ∈M , il existe n tel que Pn0 x = 0.

1.2.4 La filtration de Krull

Nous rappelons ici la définition de la filtration de Krull de U , la filtration de Krull d’une
catégorie abélienne étant introduite dans [Gab62], ainsi que des résultats de [Sch94] faisant le
lien entre la filtration de Krull de la catégorie U et le foncteur T . L’étude de la filtration de Krull
de la catégorie U a été étudiée plus en détail par Kuhn dans [Kuh]. Par ailleurs, dans [Kuh95b],
Kuhn fait le lien entre la filtration nilpotente d’un module instable M , la filtration de Krull de
U et la question de savoir si M peut être réalisé comme la cohomologie singulière à coefficients
dans F2 d’un espace topologique.

Définition 1.2.52. Soit U−1 ⊂ U0 ⊂ ... ⊂ Un ⊂ ..., la suite de sous-catégories de U , où U−1 est
la sous-catégorie pleine de U ne contenant que l’objet 0, et où Un est la sous-catégorie pleine de
U , définie à partir de Un−1 par M ∈ Un si l’image de M dans U/Un−1 appartient à la plus petite
classe de Serre de U/Un−1 stable par colimite et qui contient tous les objets simples de U/Un−1.
U0 ⊂ ... ⊂ Un ⊂ ... s’appelle la filtration de Krull de U .

Théorème 1.2.53. [Sch94, Théorème 6.2.4] Soit M un module instable, les trois conditions
suivantes sont équivalentes :

1. M ∈ Un,

2. HomU (M,H
∗(F2)⊗n+1 ⊗ J(m)) = 0 pour tout m,
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3. T̄n+1(M) = 0.

Exemple 1.2.54. Pour tout n ∈ N, F (n) ∈ Un\Un−1. En effet, par récurrence, T̄ i(F (n)) ∼=
n−i⊕
j=0

F (j), pour tout i ∈ [0, n].

Notons que les objets simples de U sont les modules instables de la forme ΣkF2. Le théorème
suivant est une conséquence directe du Théorème 6.2.1 dans [Sch94].

Théorème 1.2.55. Soit M un module instable, M ∈ U0 si et seulement si M est localement
fini (confère la définition 1.2.10).
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Chapitre 2

LES CATÉGORIES U/N iln

L’objectif de ce chapitre est de présenter des catégories de foncteurs équivalentes aux caté-
gories U/N iln. Le cas n = 1, étudié dans [HLS93], est déjà bien connu. Dans ce cas, le foncteur
qui, à un module instable M , associe le foncteur qui à V un F2-espace vectoriel de dimension
finie associe TV (M)0, définit une équivalence de catégorie entre U/N il1 et la catégorie Fω, qui
est la catégorie des foncteurs dits analytiques de la catégorie Vf des espaces vectoriels sur F2 de
dimensions finies, vers la catégorie V de tous les espaces vectoriels sur F2. La première partie de
ce chapitre sera consacrée à des rappels sur cette équivalence de catégorie.

Dans le cas n quelconque, étudié dans [HLS95], Henn, Lannes et Schwartz définissent une
généralisation de cette équivalence de catégorie, pour n quelconque, vers des catégories F<nω ,
dont les objets sont des foncteurs F de Vf dans U à valeurs dans les modules concentrés en
degrés strictement plus petits que n et tels que pour tout V , F (V ) soit muni d’une structure
de H∗(V )-comodule. Cette structure de H∗(V )-comodule n’est pas naturelle en V , aussi, après
avoir rappelé dans la section 2.2.3 les construction de [HLS95], nous définirons dans la section
2.2.5 des catégories de foncteurs mF<nω , ne faisant intervenir que des structures naturelles en
V ∈ Vf , dont nous montrerons dans le théorème 2.2.53 qu’elles sont équivalentes aux catégories
F<n définies dans [HLS95].

2.1 Le cas n = 1

Cette section est consacrée à des rappels sur l’équivalence de catégorie entre U/N il1 et la
catégorie Fω établie dans [HLS93].

2.1.1 La catégorie F

Définition 2.1.1. Soit F la catégorie des foncteurs de Vf dans V.

Proposition 2.1.2. La catégorie F est abélienne.
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Cette structure de catégorie abélienne est obtenue de la façon suivante, pour η et ε deux
transformations naturelles entre les foncteurs F et G, le morphisme ηV + εV est naturel en V ,
ce qui définit une structure de groupe abélien sur HomF (F,G). Et pour η une transformation
naturelle entre F et G, les objets ker(ηV ), Im(ηV ) et coker(ηV ) sont fonctoriels en V et définissent
un noyau, une image et un conoyau de η.

Définition 2.1.3. Soient F et G deux foncteurs dans F , on définit le foncteur F ⊗ G par
F ⊗G(V ) := F (V )⊗G(V ) et on note F2 le foncteur constant égal à F2.

Proposition 2.1.4. Le triplet (F ,⊗,F2) est une catégorie symétrique monoïdale.

Définition 2.1.5. Pour V ∈ Vf , soit PV := F2 [HomF2(V,_)] où F2 [HomF2(V,_)] est l’espace
vectoriel engendré par HomF2(V,_).

Définition 2.1.6. Pour V ∈ Vf , soit IV := FHomF2 (_,V )
2

Pour V , W et U des espaces vectoriels de dimensions finies, les isomorphismes de F2-
espaces vectoriels HomF2(V ⊕W,U) ∼= HomF2(V,U) ⊕ HomF2(W,U) et HomF2(U, V ⊕W ) ∼=
HomF2(U, V )⊕HomF2(U,W ) induisent les isomorphismes naturels suivants : PV⊕W ∼= PV ⊗PW
et IV⊕W ∼= IV ⊗ IW .

Par le lemme de Yoneda, pour V ∈ Vf , le foncteur PV est un coreprésentant du foncteur de
F dans V, qui à un foncteur F associe F (V ), en conséquence PV est projectif dans F .

De même on a la proposition suivante.

Proposition 2.1.7. Pour V ∈ Vf , le foncteur IV représente le foncteur de F dans V qui à F
associe F (V ])], où pour W un espace vectoriel, W ] désigne son dual linéaire.

Corollaire 2.1.8. Le foncteur IV est injectif dans F .

Ainsi, tout foncteur F est le quotient d’une somme directe de foncteurs PV et s’injecte dans
un produit de foncteurs IV avec V parcourant Vf . La catégorie F a donc assez de projectifs et
d’injectifs.

Définition 2.1.9. Soit f , le foncteur de U dans F qui à un module instable M associe le
foncteur de Vf dans V défini par f(M)(V ) = T 0

V (M) pour V un espace vectoriel de dimension
finie.

Exemple 2.1.10. 1. D’après la proposition 1.2.7, f(F (n)) ∼= Γn.

2. D’après l’exemple 1.2.17, f(H∗(W )) ∼= FHomF2 (_,W )
2 .

Le foncteur TV étant exact pour tout V ∈ Vf , et une suite de foncteurs étant exacte si et
seulement si son évaluation en V est exacte pour tout V , le foncteur f est exact.
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Proposition 2.1.11. 1. Le foncteur f commute avec les colimites.

2. Le foncteur f est symétrique monoïdal.

3. Soit M un module instable, alors f(M) = 0 si et seulement si M est nilpotent.

Démonstration. Le premier point est une conséquence de ce que TV est un adjoint à gauche. Le
second est une conséquence de la proposition 1.2.6. Et pour le troisième, d’après la proposition
1.2.23, M est nilpotent si et seulement si T 0

V (M) ∼= 0 pour tout F2-espace vectoriel V .

Puisque le foncteur f est exact et qu’il envoie les modules nilpotents sur 0, on a la proposition
suivante.

Proposition 2.1.12. Le foncteur f se factorise de manière unique à travers r1 en

U f
//

r1

##

F

U/N il1

f ′
;;

,

avec f ′ un foncteur exact et pleinement fidèle.

2.1.2 La catégorie Fω

Nous allons rappeler la définition de la catégorie Fω des foncteurs analytiques, cette catégorie
est introduite dans [HLS93]. Dans [Kuh94a], Kuhn introduit cette catégorie différemment, à
partir de la notion de foncteurs localement finis.

Définition 2.1.13. Pour V un F2-espace vectoriel de dimension finie, soit ∆V le foncteur de F
dans F défini par ∆V (F )(W ) = F (V ⊕W ) et ∆V (F )(α) = F (idV ⊕α) pour F ∈ F , W ∈ Vf et
α un morphisme dans Vf . On appellera ∆V le foncteur décalage par V .

Un morphisme α : V → U dans Vf , donne lieu à une transformation naturelle entre ∆V et
∆U .

Définition 2.1.14. Soit ∆̄ : F → F , le foncteur qui à un foncteur F associe le noyau de la
transformation naturelle en V de ∆F2F (V ) dans F (V ) induite par la projection de V ⊕ F2 sur
V .

Par définition, on a une suite exacte 0 → ∆̄F → ∆F → F → 0. L’existence d’une section
naturelle F → ∆F , induite par l’injection de V dans V ⊕ F2, donne lieu à un isomorphisme
naturel ∆F ∼= F ⊕ ∆̄(F ).

Donnons quelques exemples d’évaluations du foncteur ∆̄.
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Exemple 2.1.15. Pour Γn et Sn les foncteurs aux n-ièmes puissances divisées et aux n-ièmes
puissances symétriques, on a les deux résultats suivants.

1. ∆̄Sn ∼=
n−1⊕
i=0

Si.

2. ∆̄Γn ∼=
n−1⊕
i=0

Γi.

Les deux exemples précédents sont des applications d’un résultat plus général.

Définition 2.1.16. Soit F ∈ F , on dit que F est exponentiel si pour toute paire d’espaces
vectoriels (V,W ), on a un isomorphisme naturel en V et W F (V ⊕W ) ∼= F (V )⊗ F (W ).

Par exemple, les foncteurs S∗ et Γ∗ sont exponentiels.

Proposition 2.1.17. Soit F un foncteur exponentiel, alors on a les isomorphismes naturels
suivants ∆F ∼= F ⊗ F (F2) et ∆̄F ∼= F ⊗ (F (F2)/F (0)).

Définition 2.1.18. Soit F dans F , F est polynomial de degré au plus k, si ∆̄k+1F = 0. On
dira d’un foncteur F qu’il est polynomial, si il existe k ∈ N tel que F est polynomial de degré
au plus k.

On rappele que Θn désigne le foncteur n-ième puissance tensorielle.

Exemple 2.1.19. Les foncteurs Θn, Sn et Γn sont polynomiaux de degré n.

Proposition 2.1.20. Si F et G sont polynomiaux de degrés respectifs k et l, alors F ⊗ G est
polynomial de degré k + l.

Démonstration. C’est une conséquence de l’isomorphisme naturel en F et G :

∆̄(F ⊗G) ∼= (∆̄F ⊗G)⊕ (F ⊗ ∆̄G)⊕ (∆̄F ⊗ ∆̄G).

Définition 2.1.21. 1. Un foncteur F est dit analytique, si il est la colimite de ses sous-
foncteurs polynomiaux.

2. Soit Fω la sous-catégorie pleine de F dont les objets sont les foncteurs analytiques.

Mentionnons ici une notion alternative à celle de foncteur analytique, utilisée par Kuhn dans
[Kuh94a].

Définition 2.1.22. Soit F ∈ F . F est dit :

1. simple si ses seuls sous foncteurs sont 0 et F ,

2. fini si il possède une série de composition finie dont les sous-quotients sont simples,
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3. localement fini si il est la réunion de ses sous-foncteurs finis.

Dans [Kuh94a], l’auteur justifie qu’un foncteur polynomial à valeurs dans les espaces vecto-
riels de dimension finie est fini.

Proposition 2.1.23. [Kuh94a, Proposition A.2] F est localement fini si et seulement si F est
un foncteur analytique.

Nous introduisons ici le Hom interne dans la catégorie F . L’existence de ce Hom interne nous
sera utile par la suite.

Proposition 2.1.24. La catégorie Fω est stable par le produit tensoriel de F .

Proposition 2.1.25. Le foncteur HomF , défini par HomF (F,G)(V ) := HomF (F,∆V (G)) est
un Hom interne dans F , c’est à dire que pour tout F dans F , le foncteur HomF (F,_) est
l’adjoint à droite du foncteur _⊗ F .

Démonstration. En effet, pour H et G dans F , on définit un isomorphisme entre HomF (H ⊗
F,G) et HomF (H,HomF (F,G)) de la manière suivante. À φ, un morphisme de H ⊗ F dans
G, on associe φ̃, où pour h ∈ H(V ), φ̃V (h) est la transformation naturelle de F dans ∆V (G)
définie par (φ̃V (h))W (f) = φ(H(ιV⊕WV )(h)⊗ F (ιV⊕WW )(f)) où f est un élément de F (W ) et où
ιV⊕WV désigne l’inclusion naturelle de V dans V ⊕W . Son inverse est l’application linéaire de
HomF (H,HomF (F,G)) dans HomF (H ⊗ F,G) qui à une transformation naturelle γ associe γ̂
définie de la façon suivante, pour h ∈ H(V ) et f ∈ F (V ) γ̂(h ⊗ f) = G(+V )((γV (h))V (f)) où
+V : V ⊕ V → V est l’addition de V . Alors,

ˆ̃φV (h⊗ f) = G(+V )((φ̃V1(h))V2(f))

= G(+V )(φV⊕V (H(ιV1⊕V2
V1

)(h)⊗ F (ιV1⊕V2
V2

)(f)))

= φV (H(+V )(H(ιV1⊕V2
V1

)(h))⊗ F (+V )(F (ιV1⊕V2
V2

)(f))

= φV (h⊗ f).

L’égalité entre ˜̂γ et γ se montre de manière similaire.

Corollaire 2.1.26. 1. On a les isomorphismes suivant :

HomF (PV ,HomF (F,G)) ∼= HomF (PV ⊗ F,G) ∼= HomF (F,∆VG).

En particulier, le foncteur PV ⊗_ est adjoint à gauche du foncteur ∆V .

2. Pour tout F ∈ F on a un isomorphisme ∆V (F ) ∼= HomF (PV , F ).
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2.1.3 L’équivalence de catégorie entre U/N il1 et Fω

Dans cette partie, nous rappelons l’identification de l’image essentielle de f : U → F ,
faite dans [HLS93]. Cette catégorie sera alors équivalente à la catégorie U/N il1 par le foncteur
f ′ : U/N il1 → F , introduit dans la proposition 2.1.12.

Proposition 2.1.27. Soient M ∈ U et V ∈ Vf , alors on a un isomorphisme naturel en V et
M , ∆V f(M) ∼= f(TV (M)).

Démonstration. En effet, par définition ∆V f(M)(W ) = f(M)(V ⊕W ) = TV⊕W (M)0 et comme
TV⊕W est défini comme l’adjoint à gauche du produit tensoriel par H∗(V ⊕W ) ∼= H∗(V ) ⊗
H∗(W ), T 0

V⊕W (M) ∼= TW (TV (M))0 = f(TV (M))(W ).

Proposition 2.1.28. Soit M ∈ U , alors f(M) ∈ Fω.

Démonstration. En effet, tout module instable M peut-être obtenu comme colimite d’un dia-
gramme dont tous les objets sont des F (n) avec n ∈ N. Or, f commute avec les colimites et pour
tout n, f(F (n)) ∼= Γn est polynomial. Donc f(M) est une colimite de foncteurs polynomiaux et
donc f(M) est analytique.

En particulier, le foncteur IV := FHomF2 (_,V )
2

∼= f(H∗(V )) est analytique. Le foncteur PV
n’est par contre pas analytique lorsque V 6= 0.

Théorème 2.1.29. [Sch94, Théorème 5.2.6] Le foncteur f ′ induit une équivalence de catégorie
entre U/N il1 et la catégorie Fω.

Sans rentrer dans les détails de la preuve, qui se trouve dans [Sch94], donnons l’idée de la
construction qui pour F un foncteur dans Fω permet d’obtenir un module instable M tel que
f(M) ∼= F . Pour cela, on affirme le lemme suivant.

Lemme 2.1.30. Tout foncteur G ∈ Fω est la colimite d’un diagramme de foncteurs (G(d))d∈D
tel que pour tout d ∈ D, G(d) est le noyau d’un morphisme naturel de la forme

⊕
a∈A

IVa →
⊕
b∈B

IVb

où A et B sont des ensembles finis.

D’après la proposition 2.1.7, un morphisme naturel de la forme
⊕
a∈A

IVa →
⊕
b∈B

IVb , corres-

pond à un élément φ de
⊕

a∈A,b∈B
F2 [HomF2(Vb, Va)]. En particulier, pour d ∈ D, par exactitude

du foncteur f et par naturalité en V de l’isomorphisme f(H∗(V )) ∼= IV , l’image par f de M(d),
le noyau du morphisme φ∗ :

⊕
a∈A

H∗(Va)→
⊕
b∈B

H∗(Vb), est isomorphe à G(d). En justifiant que

les morphismes de G(d) dans G(d′) apparaissant dans le diagramme D peuvent être obtenus en
appliquant le foncteur f à un morphisme de M(d) dans M(d′), et comme le foncteur f conserve
les colimites, la colimite du diagramme (M(d))d∈D dans U ainsi obtenu, est un antécédent de G
par f .
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Définition 2.1.31. Soit m : Fω → U la composition d’un inverse de f ′ par le foncteur s1,
introduit dans le corollaire 1.2.28.

Proposition 2.1.32. m est adjoint à droite au foncteur f : U → Fω. En conséquence, m est
exact à gauche.

Pour F un foncteur analytique, on a un isomorphisme naturel en F , F ∼= f ◦ m(F ). De
même, on a un isomorphisme naturel en M , pour M un module instable, m ◦ f(M) ∼= l1(M).
En particulier, M est nil-fermé si et seulement si l’unité de l’adjonction M → m ◦ f(M) est un
isomorphisme. C’est une injection si et seulement si M est réduit.

On peut donner une description explicite du foncteur m. Cette description du foncteur m
permet de faire le lien entre les modules instables localisés par les modules nilpotents et ce que
N. Kuhn appelle une théorie de représentation générique, ce qu’il fait dans ses articles [Kuh94a],
[Kuh94b] et [Kuh95a].

Remarque 2.1.33. On a obtenu l’isomorphisme f(F (n))(V ) ∼= Γn(V ) en utilisant T 0
V (M) ∼=

HomU (F (n), H∗(V ))] ∼= Hn(V )] ∼= Hn(V ) ∼= Γn(V ). La précomposition par TV (Sq(i)) corres-
pond donc au dual de l’action à gauche de Sqi sur H∗(V ), c’est à dire à l’action à droite de Sqi

sur Γ∗(V ). Par cette action à droite des Sqi sur Γ∗, le foncteur HomF (Γ∗,_) est à valeurs dans
U .

Proposition 2.1.34. Pour F un foncteur dans Fω, on a un isomorphisme naturel en F ,
m(F ) ∼= HomF (Γ∗, F ), où la graduation de HomF (Γ∗, F ) est donnée par HomF (Γ∗, F ) =⊕
n∈N

HomF (Γn, F ) et où l’action de l’algèbre de Steenrod est induite par l’action à droite des

Sqi sur Γ∗.

Démonstration. En effet, soit F ∈ Fω, m(F )n ∼= HomU (F (n),m(F )). Par adjonction, et en
utilisant f(F (n)) ∼= Γn, m(F )n ∼= HomF (Γn, F ), et l’action à gauche de Sqi de m(F )n ∼=
HomU (F (n),m(F )) dans m(F )n+i ∼= HomU (F (n + i),m(F )) est induite par la précomposi-
tion par Sq(i), c’est à dire par l’action à droite de Sqi sur Γn+i sous l’isomorphisme naturel
HomU (F (n+ i),m(F )) ∼= HomF (Γn+i, F ).

On rappelle le résultat suivant, exposé dans [Kuh94a].

Proposition 2.1.35. Pour F un foncteur dans F , TV (m(F )) ∼= m(∆V (F )).

Démonstration. Commençons par affirmer les isomorphismes suivants :m(∆V (IW )) ∼= m(IW (V )⊗
IW ) ∼= HomF (Γ∗, IW ⊗ IW (V )) ∼= HomF (Γ∗, IW ) ⊗ IW (V ) ∼= H∗(W ) ⊗ IW (V ) ∼= TV (m(IW )).
Alors, en utilisant le lemme 2.1.30 et le fait que les foncteurs ∆V et TV commutent avec les
colimites, il suffit de justifier le résultat pour tout foncteur isomorphe au noyau d’un mor-
phisme naturel

⊕
a∈A

IVa →
⊕
b∈B

IVb , où A et B sont finis. Pour F le noyau d’un tel morphisme,
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∆V (F ) est le noyau de
⊕
a∈A

∆V (IVa) →
⊕
b∈B

∆V (IVb), alors par exactitude à gauche du foncteur

m, m(F ) est le noyau du morphisme
⊕
a∈A

H∗(Va) →
⊕
b∈B

H∗(Vb) induit par
⊕
a∈A

IVa →
⊕
b∈B

IVb

et m(∆V (F )) est le noyau de
⊕
a∈A

TV (H∗(Va)) →
⊕
b∈B

TV (H∗(Vb)). Alors, comme TV est exact,

TV (m(F )) ∼= m(∆V (F )).

Corollaire 2.1.36. Soit M un module instable nil-fermé, alors TV (M) est nil-fermé.

Remarque 2.1.37. Le théorème 2.1.29 démontré dans [Sch94] et [HLS93] n’est pas spécifique
au cas p = 2, pour p un nombre premier quelconque N il1 est une classe de Serre dans Up et le
foncteur f définit une équivalence de catégorie entre Up/N il1 et la catégorie Fω(p) des foncteurs
analytiques de la catégorie des Fp-espaces vectoriels de dimensions finies vers la catégorie des
Fp-espaces vectoriels, où la notion de foncteur analytique pour p impair est similaire à cette
même notion pour p = 2.

Notons que pour p impair, TV (F (n)) ∼=
⊕

i,j,k ; i+2j+k=n
F (i)⊗Ek(V )⊗Γi(V ). En particulier,

f(F (n))(V ) ∼= (E∗ ⊗ Γ∗/2)n(V ), où Γi/2(V ) := 0 pour i impair. Le calcul de m est plus délicat
dans ce cas, dans [Kuh94a], Kuhn donne une formule explicite pour le calcul de l’adjoint à f
restreint aux modules de Up concentrés en degrés pairs.

2.1.4 Foncteurs de Schur et nil-fermeture

Finissons cette partie en énonçant quelques résultats généraux sur la préservation de la
nil-fermeture par des foncteurs de Schur.

Définition 2.1.38. 1. Soit R un Sn-module à droite de dimension finie en tant qu’espace
vectoriel, on définit le foncteur FR de V dans V, qui à V associe R ⊗F2[Sn] Θn(V ), où
Θn(V ) désigne la n-ième puissance tensorielle de V .

2. De même, soit R un Sn-module à gauche de dimension finie en tant qu’espace vectoriel,
on définit le foncteur FR de V dans V, qui à V associe HomF2[Sn]-mod(R,Θn(V )).

Exemple 2.1.39. Pour R = F2 muni de l’action triviale de Sn, FF2
∼= Sn et F F2 ∼= Γn.

Puisque (U ,⊗,F2) est symétrique monoïdale, les foncteurs Θn définissent des foncteurs de U
dans U , où le degré de x1 ⊗ ... ⊗ xn dans M⊗n pour M un module instable est |x1| + ... + |xn|
et où l’action de Sqi sur x1 ⊗ ... ⊗ xn se déduit de la formule de Cartan. Alors, pour σ ∈ Sn,
Sqi(σ · (x1⊗ ...⊗xn)) = σ ·Sqi(x1⊗ ...⊗xn) ce qui implique que la structure de module instable
sur Θn(M) induit une telle structure sur FR(M) et FR(M).

Remarque 2.1.40. Les foncteurs FR et FR appartiennent à Fω, plus précisément ce sont des
foncteurs polynomiaux de degré n, et par composition ils induisent des foncteurs de F dans F ,
qui se restreignent à des foncteurs de Fω dans Fω.
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Proposition 2.1.41. Soient R un Sn-module à droite de dimension finie en tant qu’espace
vectoriel etM un module instable, alors on a des isomorphismes naturels f(FR(M)) ∼= FR(f(M))
et f(FR(M)) ∼= FR(f(M)).

Démonstration. Soit M un module instable sur l’algèbre de Steenrod. On a les suites exactes
suivantes : ⊕

σ∈Sn
R⊗F2 Θn(M) φM→ R⊗F2 Θn(M)→ FR(M)→ 0

et
0→ FR(M)→ R] ⊗F2 Θn(M) ψM→

⊕
σ∈Sn

R] ⊗F2 Θn(M),

où φM est définie sur le sous-espace indexé par σ ∈ Sn, par

φM (r ⊗ t) = (σ.r)⊗ t− r ⊗ (σ.t),

où on a identifié R]⊗Θn(V ) avec les morphismes d’espaces vectoriels de R dans Θn(V ), puisque
R est de dimension finie, et où ψM est le morphisme qui à un morphisme d’espace vectoriel
f : R → Θn(V ) associe l’ élément dans

⊕
σ∈Sn Hom(R,Θn(V )) dont la composante sur σ est

f ◦ σ − σ ◦ f .
Sachant que le foncteur f est exact et commute naturellement avec le produit tensoriel, on

a les suites exactes :

⊕
σ∈Sn

R⊗F2 Θn(f(M))
φf(M)→ R⊗F2 Θn(f(M))→ f(FR(M))→ 0

et
0→ f(FR(M))→ R] ⊗F2 Θn(f(M))

φf(M)→
⊕
σ∈Sn

R] ⊗F2 Θn(f(M)).

On en déduit que f(FR(M)) ∼= FR(f(M)) et FR(f(M)) ∼= f(FR(M)).

Proposition 2.1.42. Soit F ∈ Fω, et R un F2 [Sn]-module de dimension finie en tant qu’espace
vectoriel. Alors, on a un isomorphisme naturel m(FR(F )) ∼= FR(m(F )).

Démonstration. Soit F ∈ Fω, alors on a une suite exacte dans F

0→ FR ◦ F → R] ⊗F2 Θn ◦ F ψM→
⊕
σ∈Sn

R] ⊗F2 Θn ◦ F.

Comme le foncteur m est exact à gauche et symétrique monoïdal, on obtient la suite exacte dans
U

0→ m(FR ◦ F )→ R] ⊗F2 Θn(m(F )) ψM→
⊕
σ∈Sn

R] ⊗F2 Θn(m(F ))

51



Chapitre 2 – Les catégories U/N iln

et donc m(FR ◦ F ) ∼= FR(m(F )).

Corollaire 2.1.43. Soit M un module instable nil-fermé, alors FR(M) est également nil-fermé.

Exemple 2.1.44. Si M est un module instable nil-fermé, Γn(M) est nil-fermé.

Une conséquence de ce résultat est la nil-fermeture des F (n) et le calcul des modules instables
m(Γn).

Proposition 2.1.45. Pour tout n ∈ N, F (n) est nil-fermé.

Démonstration. D’après la proposition 1.1.49, F (n) ∼= Γn(F (1)). En utilisant le corollaire 2.1.43,
il suffit donc de justifier que F (1) est nil-fermé. f(F (1)) ∼= Γ1, et par dualité HomF (Γn,Γ1) ∼=
HomF (S1, Sn)]. Or, une transformation naturelle de S1 dans Sn ne peut envoyer un vecteur x
dans S1(V ) = V que sur 0 où xn. Et par naturalité, si s : S1 → Sn est une transformation
naturelle, telle qu’il existe x dans V tel que sV (x) = xn, alors sW (y) = yn pour tout espace
vectoriel W et pour tout y ∈ W . Mais, si dim(V ) ≥ 2, l’application qui à x associe xn n’est
linéaire que si n est une puissance de 2. On en déduit que l1(F (1)) contient un élément non trivial
en tout degré de la forme 2k et n’en contient nulle part ailleurs. On conclût en constatant que
Sqi agit trivialement sur γn, le dual de la transformation qui envoie x sur x2n , pour i différent
de 0 ou 2n−1 et que γnSq2n−1 = γn−1.

Corollaire 2.1.46. On a un isomorphisme de modules instables F (n) ∼= HomF (Γ∗,Γn), qui
envoie x(n) sur l’identité de Γn.

Remarque 2.1.47. Le foncteur m n’étant pas exact à droite, en général FR(M) n’est pas
isomorphe à l1(FR(M)) et donc M nil-fermé n’implique pas que FR(M) soit nil-fermé.

Un exemple de ce point, comme nous allons le voir, est que en général m(Sn ◦G) n’est pas
isomorphe à Sn(m(G)) pour G un foncteur analytique.
Dans l’article [Kuh98], l’auteur étudie la question générale suivante. Étant donné un foncteur F
dans Fω, peut on identifier un foncteur UF de U dans U tel que pour tout G ∈ Fω, m(F ◦G) ∼=
UF (m(G)).

Théorème 2.1.48. [Kuh98, Théorème 2.6] Soit UF un foncteur de U dans U tel que :
— UF préserve les modules nil-fermés,
— Pour tout module instable M , le foncteur f(UF (M)) est isomorphe au foncteur F ◦f(M).

Alors, pour tout G ∈ Fω, UF (m(G)) ∼= m(F ◦G).
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Définition 2.1.49. Soit U2 la catégorie des modules bigradués sur l’algèbre bigraduée A⊗A,
instables respectivement à chaque graduation.
Pour M ∈ U2, on définit l’opération Sq0 bigraduée par Sq0x = Sqi ⊗ Sqjx, pour x en bidegré
(i, j).

Définition 2.1.50. Soit U2 le foncteur de U2 dans U2 qui à un objet M associe S∗(M)/(x2 −
Sq0x).

Théorème 2.1.51. [Kuh98, Théorème 1.9]
L’algèbre de Steenrod agissant naturellement sur S∗(V ) via l’isomorphisme S∗(V ) ∼= H∗(V ]),

pour tout G ∈ Fω, m(S∗ ◦G) est naturellement un objet de U2 et on a un isomorphisme naturel
m(S∗ ◦G) ∼= U2(m(G)⊗ F (1)).

2.2 Le cas n quelconque

Dans cette section nous nous intéressons aux généralisations de l’équivalence de catégorie
entre U/N il1 et Fω aux cas où n 6= 1. Notons que le foncteur f<n, qui à un module instable
M associe le foncteur de Vf dans V défini par V 7→ TV (M)<n, où TV (M)<n désigne le module
TV (M) tronqué en degré plus petit que n, vérifie, d’après la proposition 1.2.38, que f<n(M) = 0
si et seulement si M ∈ N iln. Il est à valeur dans les foncteurs de Vf dans U<n, la catégorie des
modules instables concentrés en degrés strictement inférieurs à n. Les foncteurs f<n(M), pour
M ∈ U , vérifient une condition d’analycité similaire à celle de f(M), mais pour n 6= 1, ça ne
suffit pas à décrire l’image essentielle de f<n. Les f<n(M), avec M ∈ U ont plus de structure.

L’objectif principal de cette partie sera de donner deux descriptions différentes de cette
structure supplémentaire. Nous rappellerons d’abord l’approche de Henn, Lannes et Schwartz
dans [HLS95], qui caractérisent les f<n(M) avec M ∈ U par l’existence d’une structure de
H∗<n(V )-comodule sur f<n(M)(V ), où H∗<n(V ) désigne le quotient de H∗(V ) par ses éléments
de degrés plus grand que n. Cette structure de H∗(V )-comodule n’est pas naturelle en V .
Après, avoir rappelé les constructions de [HLS95] et l’équivalence de catégorie qui en découle,
nous prendrons un point de vu dual, et caractériserons les foncteurs de la forme f<n(M) par
l’existence d’une structure de Γ∗(V )-module sur f<n(M)(V ). Cette structure sera cette fois-ci
naturelle en V .

Nous conclurons cette partie en posant les bases de l’algèbre homologique dans les catégories
mF<n et en donnant des exemples de calculs de niln-fermeture.

2.2.1 Structure de H∗(V )-comodule

Dans le cas général, nous allons rappeler l’existence d’une équivalence de catégorie entre
U/N iln et des catégories de foncteurs F<n, définies dans [HLS95], à valeur dans des objets
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ayant plus de structure qu’une structure d’espace vectoriel sur F2. Une partie de cette structure
supplémentaire est donnée par une structure de comodule sur l’algèbre H∗(V ) tronquée en degré
plus petit que n. Cette structure provient du fait que, pour M un module instable, TV (M) est
naturellement muni d’une structure de H∗(V )-comodule. Nous allons exposer la construction de
cette structure de H∗(V )-comodule.

Proposition 2.2.1. Soit V un F2-espace vectoriel de dimension fini et DV et ∇V les applications
diagonales et codiagonales de V . Alors, D∗V et ∇∗V définissent dans U une structure d’algèbre de
Hopf bicommutative sur H∗(V ).

En particulier, H∗(V ) est une coalgèbre cocommutative.
Pour M un module instable, TV (M) a naturellement une structure de comodule sur H∗(V )

que nous décrivons ici.

Définition 2.2.2. Soit κM,V : TV (M) → TV (M) ⊗ H∗(V ) le morphisme naturel en M défini
comme l’adjoint vis à vis du facteurH∗(V ) de droite, de la compositionM → TV (M)⊗H∗(V )→
TV (M)⊗H∗(V )⊗H∗(V ) dont la première flèche est l’unité de l’adjonction entre les foncteurs
TV et −⊗H∗(V ) et la deuxième est idTV (M) ⊗∇∗V .

Le résultat suivant est bien connu, nous en donnons une démonstration pour illustrer les
constructions du reste de ce chapitre.

Proposition 2.2.3. Le morphisme κM,V : TV (M)→ TV (M)⊗H∗(V ) définit une structure de
H∗(V )-comodule de TV (M).

Démonstration. Montrons d’abord la coassociativité. On note φX,Y l’isomorphisme naturel entre
HomU (X,Y ⊗H∗(V )) et HomU (TV (X), Y ) fournit par l’adjonction entre TV et _⊗H∗(V ). On
a le diagramme commutatif suivant :

HomU (M,TV (M)⊗H∗(V ))
∼=

φM,TV (M)
//

Hom(id,id⊗∇∗V )

��

HomU (TV (M), TV (M))

Hom(id,κM,V )

��

HomU (M,TV (M)⊗H∗(V )⊗H∗(V ))
∼=

φM,TV (M)⊗H∗(V )
// HomU (TV (M), TV (M)⊗H∗(V )).

Définissons les transformations naturelles ∆1 et ∆2, entre _⊗H∗(V )⊗2 et _⊗H∗(V )⊗3, de la
manière suivante, pour B un module instable :

∆1
B : B ⊗H∗(V )⊗2idB⊗∆H∗(V )⊗idH∗(V )

// B ⊗H∗(V )⊗3

∆2
B : B ⊗H∗(V )⊗2idB⊗idH∗(V )⊗∆H∗(V )

// B ⊗H∗(V )⊗3.
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On obtient pour i ∈ {1, 2}, les diagrammes commutatifs suivants :

HomU (M,TV (M)⊗H∗(V )⊗2)
∼=

φM,TV (M)⊗H∗(V )
//

Hom(id,∆i
TV (M))

��

HomU (TV (M), TV (M)⊗H∗(V ))

γi

��

HomU (M,TV (M)⊗H∗(V )⊗3)
∼=

φM,TV (M)⊗H∗(V )⊗2
// HomU (TV (M), TV (M)⊗H∗(V )⊗2),

où γ1 := (idTV (M) ⊗ ∆H∗(V ))∗ et γ2 := (κM,V ⊗ idH∗(V ))∗. Puisque H∗(V ) est une coalgèbre
coassociative, on a

∆1
TV (M) ◦ (id⊗∆H∗(V )) = ∆2

TV (M) ◦ (id⊗∆H∗(V ))

et donc
γ1 ◦ κM,V = γ2 ◦ κM,V ,

c’est à dire que le diagramme suivant commute :

TV (M)
κM,V

//

κM,V

��

TV (M)⊗H∗(V )

κM,V ⊗idH∗(V )

��

TV (M)⊗H∗(V )
idTV (M)⊗∆H∗(V )

// TV (M)⊗H∗(V )⊗2.

Donc κM,V est coassociative. La counitarité se prouve de manière similaire en remplaçant
∆1
TV (M) et ∆2

TV (M) par la composition sur l’un des facteurs par la counité de H∗(V ).

Remarque 2.2.4. Nous avons construit cette structure de comodule à droite, mais H∗(V ) étant
cocommutative, on a une équivalence de catégorie entre les comodules à gauche et à droite sur
H∗(V ), sous cette équivalence de catégorie, TV (M) est également un comodule à gauche.

Remarque 2.2.5. Le foncteur qui à V ∈ Vf associe H∗(V ) est contravariant en V , plus préci-
sément H∗(V ) ∼= S∗(V ]) , le morphisme TV (M) → TV (M) ⊗H∗(V ) n’est donc pas naturel en
V . Il vérifie cependant la condition de compatibilité suivante : pour tout morphisme α : V →W
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de Vf , le diagramme

TV (M)
κM,V

//

α∗

��

H∗(V )⊗ TV (M)
id⊗α∗

))

H∗(V )⊗ TW (M)

TW (M)
κM,W

// H∗(W )⊗ TW (M)
α∗⊗id
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commute.

On rappelle que x(i) ∈ F (i)i est le générateur de F (i) en tant que A-module.

Proposition 2.2.6. Soit V ∈ Vf , la structure de H∗(V )-comodule de TV (F (n)) ∼=
n⊕
i=0

F (i) ⊗

Γn−i(V ) est l’unique morphisme de module instable qui envoie x(i) ⊗ γ ∈ F (i) ⊗ Γn−i(V ) sur
i∑
t=0

∑
b∈B(Hi−t(V ))

(x(t) ⊗ b]γ) ⊗ b, où B(H i−t(V )) désigne une base de H i−t(V ) et on a identifié

Hn−i(V ) au dual linéaire de Γn−i(V ), et où b]γ est le produit dans Γ∗(V ) de γ par b], où
(b])b∈B(Hi−t(V )) est la base duale de B(H i−t(V )).

Démonstration. Soit N un module instable et n un entier naturel. L’isomorphisme d’adjonction
entre HomU (TV (F (n)), N) ∼= HomU (⊕ni=0F (i) ⊗ Γn−i(V ), N) et HomU (F (n), N ⊗ H∗(V )) ∼=
(N ⊗H∗(V ))n est donné, pour n⊗ h ∈ N i ⊗Hn−i(V ), par

Φ−1
F (n),N (n⊗ h)(x(j)⊗ γ) =

{
h(γ)n si j = i

0 sinon.

En particulier, l’unité de l’adjonction de F (n) dans TV (F (n)) ⊗ H∗(V ) envoie x(n) sur
n∑
i=0

∑
b∈B(Hn−i(V ))

(x(i) ⊗ b]) ⊗ b. L’application structurelle de TV (M) dans TV (M) ⊗ H∗(V ) est

alors l’adjoint du morphisme de module instable qui envoie x(n) sur
n∑
i=0

∑
b∈B(Hn−i(V ))

(x(i) ⊗

b]) ⊗ ∆H∗(V )(b). Cet adjoint est le morphisme de module instable qui envoie x(i) ⊗ γ sur
i∑
t=0

∑
b∈B(Hi−t(V ))

(x(t)⊗ b]γ)⊗ b.

Proposition 2.2.7. TV (Sq(i))(x(l)⊗ γ) =
∑i
j=0 Sq(j)(x(l))⊗ γSqi−j, pour γ ∈ Γn+i−l(V ).

Démonstration. Par le corollaire 2.1.46, on a un isomorphisme entre F (n) et HomF (Γ∗,Γn), par
lequel Sq(i) s’identifie avec la composition par le produit à droite par Sqi. Par la proposition
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2.1.35, en appliquant le foncteur TV , on obtient un isomorphisme

TV (HomF (Γ∗,Γn)) ∼= HomF (Γ∗,∆V (Γn)).

Par exponentialité du foncteur Γ∗, ∆V (Γn) ∼=
n⊕
i=0

Γi ⊗ Γn−i(V ) et cet isomorphisme est un

isomorphisme de module à droite sur l’algèbre de Steenrod pour
n⊕
i=0

Γi ⊗ Γn−i(V ) muni de

l’action diagonale. Explicitement, l’action à droite de Sqi sur γ ⊗ δ ∈ Γi(W ) ⊗ Γn−i(V ) nous
donne

∑i
j=0 γSqj ⊗ δSqi−j . Et donc

TV (Sq(i)) :
n+i⊕
l=0

F (l)⊗ Γn+i−l(V )→
n⊕
l=0

F (l)⊗ Γn−l(V )

envoie x(l)⊗ γ ∈ F (l)⊗ Γn+i−l(V ) sur
∑i
j=0 Sq(j)(x(l))⊗ γSqi−j .

Définition 2.2.8. Soient fk : U → F , défini pour k ∈ N par fk(M)(V ) := TV (M)k.

Proposition 2.2.9. Pour tout entier k et tout module instable M , fk(M) est un foncteur
analytique.

Démonstration. En effet, TV (_)k commute avec les colimites (c’est un adjoint à gauche) et
pour tout n ∈ N, TV (F (n))k =

n⊕
i=0

F (i)k ⊗ Γn−i(V ) donc fk(F (n)) est polynomial, puisque

pour tout entier j, Γj est polynomial de degré j. Or, pour tout module instable M , M est le
conoyau d’une application de la forme

⊕
i∈I

F (ni) →
⊕
j∈J

F (mj) donc fk(M) est le conoyau de⊕
i∈I

fk(F (ni))→
⊕
j∈J

fk(F (mj)), ce qui conclût la preuve.

2.2.2 Les catégories U<k

Dans cette sous-section, nous détaillons les principales propriétés de le catégorie U<k.

Définition 2.2.10. Pour k un entier naturel, soit U<k, la sous-catégorie pleine de U des modules
instables concentrés en degrés strictement inférieurs à k.

Définition 2.2.11. Soit (_)<k : U → U<k, le foncteur défini par M<k = M/(x; k ≤ |x|).

Proposition 2.2.12. (_)<k est adjoint à gauche du foncteur oubli Ok de U<k dans U .

Proposition 2.2.13. U<k est une catégorie abélienne et les F (n)<k avec n < k et les J(i) avec
i < k forment respectivement des familles de générateurs projectifs et de cogénérateurs injectifs
de U<k. En conséquence, U<k contient suffisamment d’injectifs et de projectifs.
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Démonstration. Puisque U<k est une sous-catégorie pleine de U qui est abélienne, U<k est
enrichie en groupes abéliens de telle sorte que la composition est bilinéaire. De plus, pour f :
A → B un morphisme dans U<k, le noyau, l’image et le conoyau de f dans U sont dans U<k.
De même l’objet zéro de U est dans U<k et la somme directe de deux objets A et B de U<k est
dans U<k et est un biproduit de A et B dans U<k. Donc U<k est abélienne.

De plus, par l’adjonction entre le foncteur oubli et la troncature, HomU<k(F (n)<k,M) = Mn,
donc les F (n)<k sont projectifs dans U<k.

Enfin, chacun des J(i) pour i < k est un objet de U<k et sont donc injectifs dans U<k qui
est une sous-catégorie pleine de U .

On définit un produit tensoriel sur U<k de la façon suivante.

Définition 2.2.14. Pour M et N deux objets de U<k, M ⊗U<k N := (Ok(M)⊗Ok(N))<k.

Plus explicitement, si j < k, (M ⊗U<k N)j =
⊕

i+l=j
M i ⊗ N l et l’action de Sqt sur m ⊗ ν ∈

M i ⊗N l, pour t+ i+ l < k est l’action diagonale.

Lemme 2.2.15. Pour M , N et Q trois modules instables, on a les isomorphismes naturels
suivants :

(M<k ⊗N<k)<k ∼= (M ⊗N)<k,

((M ⊗N)<k ⊗Q<k)<k ∼= (M ⊗N ⊗Q)<k ∼= (M<k ⊗ (N ⊗Q)<k)<k.

Remarque 2.2.16. Dans le lemme 2.2.15, on utilise de manière cruciale que M t = 0, pour
M ∈ U et t < 0.

Proposition 2.2.17. La catégorie (U<k,⊗U<k ,F2) est symétrique monoïdale et le foncteur
(_)<k : U → U<k est monoïdal.

Proposition 2.2.18. Si A est une algèbre dans U (resp. une coalgèbre), A<k est une algèbre
(resp. une coalgèbre) dans U<k. De plus, si M est un module (resp. un comodule) sur A, M<k

est un module (resp. un comodule) sur A<k.

Démonstration. Traitons d’abord le cas de A une algèbre dans U . Soit µ : A ⊗ A → A et
η : F2 → A définissant une structure d’algèbre sur A. En appliquant le foncteur (_)<k, on
obtient des morphismes µ<k : (A⊗A)<k → A<k et η<k : F2 → A<k (pour k ≥ 1). Par le lemme
2.2.15, µ<k : (A<k ⊗A<k)<k → A<k. Montrons que µ<k est associative, les autres propriétés se
montrent de manière similaire. Comme (A,µ, η) forme une algèbre dans U , le diagramme suivant
commute :
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(A⊗A)⊗A µ⊗id
//

��

A⊗A
µ

""
A

A⊗ (A⊗A) id⊗µ
// A⊗A

µ
<<

.

Donc, le diagramme suivant commute également :

((A⊗A)⊗A)<k µ⊗id
//

��

(A⊗A)<k
µ

%%

A<k

(A⊗ (A⊗A))<k id⊗µ
// (A⊗A)<k

µ
99

.

Or, par le lemme 2.2.15, ((A⊗A)⊗A)<k ∼= ((A<k⊗A<k)⊗A<k)<k et (A⊗A)<k ∼= (A<k⊗A<k)<k.
Donc µ<k est bien associative dans U<k.

Traitons maintenant le cas de C une coalgèbre dans U . Soit ν : C → C ⊗ C et ε : C → F2

définissant une structure de coalgèbre sur C. En appliquant le foncteur (_)<k, on obtient des
morphismes ν<k : C<k → (C ⊗ C)<k et ε<k : C<k → F2 (pour k ≥ 1). Par le lemme 2.2.15,
ν<k : C<k → (C<k ⊗ C<k)<k. Montrons que ν<k est coassociative, les autres propriétés se
montrent de manière similaire. Comme (C, ν, ε) forme une coalgèbre dans U , la coassociativité
de νC implique que le diagramme suivant commute :

(C ⊗ C)⊗ C

��

C ⊗ C
ν⊗id
oo

C

ν

bb

ν
||

C ⊗ (C ⊗ C) C ⊗ C
id⊗ν
oo .
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Donc, le diagramme suivant commute également :

((C ⊗ C)⊗ C)<k

��

(C ⊗ C)<k
ν⊗id
oo

C<k
ν

ee

ν
yy

(C ⊗ (C ⊗ C))<k (C ⊗ C)<k
id⊗ν
oo .

Or, par le lemme 2.2.15, ((C⊗C)⊗C)<k ∼= ((C<k⊗C<k)⊗C<k)<k et (C<k⊗C<k)<k ∼= (C⊗C)<k.
Donc ν<k est bien coassociative dans U<k.
Le cas des modules ou comodules se traitent de manière similaire.

Remarque 2.2.19. On notera que si pour A une algèbre dans U , A<k reste une algèbre dans U ,
ce n’est pas le cas pour les coalgèbres. En effet, pour i < k et j tels que i+j > k, et pour x ∈ Ci,

Sqjx est toujours nul dans C<k, mais pour ν(x) =:
⊕
l∈J

al⊗bl, Sqjν(x) =
j⊕

n=0

⊕
l∈J

Sqnal⊗Sqj−nbl

n’est pas nécessairement nul dans C<k ⊗ C<k.

Corollaire 2.2.20. Si H est une algèbre de Hopf bicommutative, la sous-catégorie des H<k-
comodules dans U<k est symétrique monoïdale.

Nous allons construire un adjoint à gauche au foncteur (_)<k.
Soit M un module instable et n < k, alors, d’après la proposition 2.2.13,

Mn ∼= HomU (F (n),M) ∼= HomU<k(F (n)<k,M<k).

Définition 2.2.21. Soit Z un module dans U<k, on définit DZ la catégorie dont les objets sont
les morphismes de U<k de la forme F (n)<k → K, avec n < k, et dont les morphismes sont
donnés par les triangles commutatifs :

F (n)<k

##

��

Z

F (m)<k

;;

,

dans U<k.

Remarque 2.2.22. Pour Z ∈ U<k on a l’isomorphisme Z ∼= colim
DZ

F (n)<k.
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Définition 2.2.23. Pour Z ∈ U<k, soit Z̃(k) := colim
DZ

F (n) ∈ U .

Lemme 2.2.24. L’application de Ob(U<k) dans Ob(U) qui à Z associe Z̃(k) définit un foncteur.

Démonstration. Notons d’abord que (colim
DZ

F (n))<k ∼= Z. En effet, pour l < k

((colim
DZ

F (n))l)] ∼= HomU (colim
DZ

F (n), J(l))

∼= colim
DZ

HomU (F (n), J(l))

∼= colim
DZ

HomU<k(F (n)<k, J(l))

∼= HomU<k(colim
DZ

F (n)<k, J(l))

∼= (Z l)].

Par ailleurs colim
DZ

F (n) est engendré sous l’action de A par ses éléments de degrés plus

petits que k. Soient alors Z et Y deux objets de U<k et φ : Z → Y un morphisme de module
instable. Pour n < k, tout morphisme de F (n)<k dans (colim

DY
F (n))<k ∼= Y s’étend de manière

unique en un morphisme de F (n) dans colim
DY

F (n), φ s’étend donc de manière unique en un

morphisme φ̃(k) de colim
DZ

F (n) dans colim
DY

F (n) dont la restriction en degrés plus petits que

k est φ. Cette construction est compatible avec la composition et comme ĩdZ
(k)

est l’unique
extension à colim

DZ
F (n) de l’identité en degrés plus petits que k, ĩdZ

(k)
= idZ̃(k) ce qui conclût

la preuve.

Définition 2.2.25. Soit (̃_)
(k)

le foncteur de U<k dans U , qui à Z associe Z̃(k) := colim
DZ

F (n).

˜(_)(k) est l’extension de Kan à droite de l’identité le long du foncteur (_)<k.

Par abus de notation, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguïté sur la valeur de k, nous noterons
simplement Z̃.

Proposition 2.2.26. Le foncteur (̃_)
(k)

est l’adjoint à gauche du foncteur (_)<k.

De plus, pour Z un objet de U<k, l’unité de l’adjonction Z → Z̃<k est un isomorphisme.
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Démonstration.

HomU<k(Z,M<k) ∼= HomU<k(colim
DZ

F (n)<k,M<k),
∼= lim

DZ
HomU<k(F (n)<k,M<k),

∼= lim
DZ

HomU (F (n),M),
∼= HomU (colim

DZ
F (n),M),

∼= HomU (Z̃,M).

Remarque 2.2.27. ˜((M<k))<k ∼= M̃<k qui, pour M n’appartenant pas à U<k ne peut pas être
isomorphe à M<k et M , donc la counité de l’adjonction M̃<k → M n’est en général pas un
isomorphisme.

2.2.3 Les catégories F<k

Nous allons rappeler la définition des catégories F<k introduites dans [HLS95]. Dans la suite
du chapitre, nous utiliserons la notation H∗<k(V ) := (H∗(V ))<k.

Définition 2.2.28. Soit F<k la catégorie dont les objets sont les foncteurs F de Vf dans U<k,
tels que, pour tout V ∈ Vf , F (V ) est muni d’une structure de comodule sur H∗<k(V ) vérifiant
que pour tout α : V →W le diagramme suivant commute :

F (V )
κ<kF,V

//

F (α)

��

H∗<k(V )⊗U<k F (V )
id⊗F (α)

**

H∗<k(V )⊗U<k F (W )

F (W )
κ<kF,W

// H∗<k(W )⊗U<k F (W ).
α∗⊗id

44

Et dont les morphismes sont les transformations naturelles φ : F → G, telles que, pour tout
espace vectoriel de dimension finie V , φV soit un morphisme de H∗<k(V )-comodules.

Soit F<kω la sous-catégorie pleine de F<k des foncteurs analytiques en tout degré.

Remarque 2.2.29. On a un foncteur oubli de F<k dans F , et un objet de F<k est analytique
dans F<k si et seulement si son image par ce foncteur oubli est analytique dans F .

Proposition 2.2.30. La catégorie F<k est abélienne. De plus, le produit tensoriel sur U<k

(confère la définition 2.2.14) induit une structure monoïdale symétrique sur F<k.
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Démonstration. La vérification que F<k est abélienne est directe. Vérifions que ⊗U<k définit
bien un produit tensoriel sur F<k. Ce qu’il faut vérifier c’est que pour deux objets de F<k, F
et G, on peut munir F (V ) ⊗ G(V ) d’une structure de H∗<k(V )-comodule naturellement en F
et G. C’est vrai en général pour deux H∗(V )<k-comodules, d’après le corollaire 2.2.20, puisque
H∗<k(V ) est une algèbre de Hopf. La structure de comodule est définie comme la composition
suivante :

κF⊗G,V : F (V )⊗G(V )
κF,V ⊗κG,V

// F (V )⊗G(V )⊗H∗<k(V )⊗H∗<k(V )
id⊗∆∗V // F (V )⊗G(V )⊗H∗<k(V ),

et vérifie la condition de compatibilité de la définition 2.2.28, puisque κF,V et κG,V la vérifient.

Définition 2.2.31. Soit f<k : U → F<kω , le foncteur qui à un module instable M associe
f<k(M)(V ) := TV (M)<k, muni de la structure de H∗<k(V )-comodule induite par la structure
de H∗(V )-module sur TV (M) donnée par κM,V et la proposition 2.2.18.

Le foncteur f<k envoie les k-nilpotents sur 0, il se factorise donc à travers un foncteur
f̃<k : U/Nilk → F<kω .

Théorème 2.2.32. [HLS95, Théorème 2.1] Le foncteur f<k induit une équivalence de catégorie :

f̃<k : U/Nilk // F<kω : m̃<koo .

On en déduit la proposition suivante.

Proposition 2.2.33. Le foncteur f<k a un adjoint à droite m<k := sk ◦ m̃<k, où sk est le
foncteur défini dans la proposition 1.2.43.

Remarque 2.2.34. Encore une fois, ce théorème n’est pas spécifique à p = 2, il est démontré
dans [HLS95] pour p un nombre premier quelconque, pour p impair les définitions de N ilk, f<k

et de la structure de comodule sur f<k(M)(V ) pour M ∈ Up et V un espace vectoriel sur Fp se
définissent comme dans le cas p = 2 à partir de l’adjonction entre le foncteur TV et le produit
tensoriel par H∗(V ).

Un module instable M est n-nilpotent si et seulement si f<k+n(M) est trivial en degré stric-
tement plus petit que n, en effet, pour tout V ∈ Vf , f<n(M)(V ) est isomorphe en tant que
module instable à (f<k+n(M)(V ))<n.

Sous l’équivalence de catégorie entre U/N ilk+n et F<k+n
ω , les sous-catégories N ilk/N ilk+n

s’identifient à F [k,k+n[
ω la sous-catégorie pleine de F<k+n

ω dont les objets sont les foncteurs triviaux
en degrés strictement plus petits que k.
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Puisque le foncteur T commute avec les foncteurs Σ et Ω d’après les proposition 1.2.8 et 1.2.9,
pour M un module instable nous avons f<n+1(ΣM) ∼= Σf<n(M) et f<n(ΩM) ∼= Ωf<n+1(M).
On obtient ainsi une adjonction

Ω : F [k+1,k+1+n[
ω

// F [k,k+n[
ω : Σ,oo

Cette adjonction s’identifie donc, via les équivalences de catégories f<n+k et f<n+k+1, avec
l’adjonction établie dans le théorème 1.2.50.

Ω : Niln+k+1/Niln+1
// Niln+k/Niln : Σ.oo

Proposition 2.2.35. L’adjonction

Ω : F [k+1,k+1+n[
ω

// F [k,k+n[
ω : Σ,oo

est une équivalence de catégorie dès lors que n ≤ k + 1.

Démonstration. En effet, la counité de l’adjonction ΩΣF → F est toujours un isomorphisme
pour F ∈ F [k,k+n[

ω et pour n ≤ k + 1 et F ∈ F [k,k+n[
ω , le Sq0 agit trivialement sur F et donc

l’unité de l’adjonction F → ΣΩF est un isomorphisme.

Ce résultat est une généralisation à n > 1 du théorème 1.2.50.

Proposition 2.2.36. f<k est exact et commute avec le produit tensoriel.

Démonstration. C’est une conséquence directe de l’exactitude du foncteur TV et du fait que TV
commute avec le produit tensoriel (cf. [Sch94]).

On donne ici une première description succincte du foncteur m<k. Par la proposition 1.1.45,
pour G ∈ F<<kω (m<k(G))n = HomU (F (n),m<k(G)), alors par propriété d’adjonction, on a

(m<k(G))n = HomF<k(f<k(F (n)), G).

Or, par la proposition 1.2.7, TV (F (n)) =
⊕n
i=0 F (i)⊗Γn−i(V ), où l’algèbre de Steenrod agit sur

le premier facteur, et dont la structure de comodule est donnée par la proposition 2.2.6, donc

(m<k(G))n = HomF<k(
n⊕
i=0

F (i)<k ⊗ Γn−i, G).

Par ailleurs, toujours par la proposition 1.1.45, l’action de Sqi dem<k(G)n ∼= HomU (F (n),m<k(G))
dans m<k(G)n+i ∼= HomU (F (n + i),m<k(G)) s’interprète comme la précomposition par Sq(i),
on en déduit le résultat suivant en utilisant la proposition 2.2.7.
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Proposition 2.2.37. On a un isomorphisme de modules instables :

m<k(G) = HomF<k(
k−1⊕
i=0

F (i)<k ⊗ Γ∗−i, G),

où l’action des Sqi est la précomposition par le morphisme de
⊕k−1

i=0 F (i)<k⊗Γ∗−i dans lui même
qui envoie Sqjx(l)⊗ γ sur

∑i
t=0(SqjSq(t)(x(l)))⊗ γSqi−t.

Remarque 2.2.38. Pour k = 1, on retrouve l’isomorphisme m(F ) ∼= HomF (Γ∗, F ).

Remarque 2.2.39. Notons que dans le cas p impair, puisque TV (F (l)) ∼=
⊕

i,j,k ; i+2j+k=l
F (i)⊗

Ek(V ) ⊗ Γj(V ), la formule de m<n devient m<n(G) = HomF<k(
n−1⊕
i=0

⊕
j,k ; 2j+k=i

F (i) ⊗ E∗−k ⊗

Γ∗−2j , G), il faudrait discuter dans ce cas de la structure de Ap-module définie sur

HomF<k(
n−1⊕
i=0

⊕
j,k ; 2j+k=i

F (i)⊗ E∗−k ⊗ Γ∗−2j , G).

Nous donnerons des exemples de calculs explicites du foncteur m<k dans la partie 2.4.

2.2.4 Objets de U<k et nilk-fermeture

Concluons cette sous-partie en justifiant que tout module instable dans U<k est nilk-fermé.

Définition 2.2.40. Soit c : U<k → F<k, le foncteur qui à un module instable tronquéM associe
le foncteur constant égal à M muni de la structure de comodule triviale sur H∗(V )<k et soit
ev0 : F<k → U<k qui a un foncteur F associe F (0).

Proposition 2.2.41. On a une adjonction de la forme

ev0 : F<k // U<k : c.oo

Démonstration. Soit M ∈ U<k un module instable tronqué et F ∈ F<k, on définit une appli-
cation de HomU<k(F (0),M) dans HomF<k(F, cM) de la manière suivante. Pour V un espace
vectoriel et φ ∈ HomU<k(F (0),M) on définit φ̃V : F (V ) → M comme la composition de φ et
de F (πV ) où πV est la projection de V sur 0. Cela définit bien un morphisme de F<k car par
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définition de F<k, le diagramme suivant commute

F (V )
κ<kF,V

//

F (0)

��

H∗<k(V )⊗U<k F (V )
id⊗F (0)

**

H∗<k(V )⊗U<k F (0)

F (0)
κ<kF,0

// H∗<k(0)⊗U<k F (0).
0∗⊗id

44

Cette application est un isomorphisme naturel, en effet, pour φ ∈ HomF<k(F, cM), la commu-
tation de ce diagramme

F (V ) φV //

F (πV )
��

cM(V ) = M

cM(πV )=id
��

F (0)
φ0
// cM(0) = M

garantit que φ = φ̃0 et réciproquement pour φ ∈ HomU<k(F (0),M), ev0(φ̃) = φ.

Le théorème 1.2.55 garantit que M est un module instable localement fini si et seulement si
TV (M) est isomorphe à M pour tout V ∈ Vf . On en déduit la proposition suivante.

Proposition 2.2.42. Si M ∈ U<k, f<k(M) ∼= cM .

Démonstration. En effet,M ∈ U<k est localement fini, donc fk(M)(V ) est isomorphe àM pour
tout V et le fait que la structure de H∗(V )<k-comodule sur f<k(M)(V ) soit trivial provient de
la commutativité du diagramme

f<k(M)(V ) ∼= M
κ<k
f<k(M),V

//

f<k(M)(0)

��

H∗<k(V )⊗U<k f<k(M)(V )
id⊗f<k(M)(0)

++

H∗<k(V )⊗U<k f<k(M)(0)

f<k(M)(0) ∼= M
κ<k
f<k(M),W

// H∗<k(0)⊗U<k f<k(M)(0).
0∗⊗id

33

Proposition 2.2.43. Soit M dans U<k, alors M est nilk-fermé.

Démonstration. SoitM dans U<k, alors par la proposition 2.2.42 f<k(M) ∼= c(M), donc d’après
la proposition 2.2.37, (m<k ◦ f<k)(M) ∼= HomF<k(

⊕k−1
j=0 F (j)<k ⊗ Γ∗−j , cM), où l’action de
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Sql sur le second membre est définie comme la précomposition par f<k(Sq(l)). En utilisant
l’adjonction entre c et ev0 on obtient (m<k ◦ f<k)(M) ∼= HomU<k(

⊕k−1
j=0 F (j)<k,M) où l’action

de Sql sur le second membre est définie comme la précomposition par f<k(Sq(l))0, c’est à dire
(Sq(l))<k. On en déduit que (m<k ◦ f<k)(M) ∼= M .

Corollaire 2.2.44. J(i) est nilk-fermé pour i < k.

2.2.5 Les catégories mF<k

Dans cette partie nous construisons une catégorie équivalente à F<k. L’objectif est de rem-
placer la structure de H∗<k(V )-comodule sur F (V ) qui n’est pas naturelle en V ∈ Vf , par une
structure de Γ∗(V )-module sur F (V ) dans la catégorie des espaces vectoriels gradués, cette fois-
ci naturelle en V . L’idée est la suivante, comme, pour tout V ∈ Vf , Γn(V ) est le dual linéaire
de Hn(V ) et que Γn(V ) est un espace vectoriel de dimension finie sur F2, on a un isomorphisme
naturel HomgrV(N,H∗(V )⊗M) ∼= HomgrV(Γ∗(V )⊗N,M) pour M et N des espaces vectoriels
gradués sur F2. En particulier, pour tout objet gradué F ∈ F , l’existence d’une structure de
H∗<k(V )-comodule sur F (V ) dans grV correspond à une structure de Γ∗<k(V )-module sur F (V )
dans grV.

Nous allons dans un premier temps caractériser le comportement vis à vis de l’algèbre de
Steenrod des structures de Γ∗<k(V )-module dans grV sur des objets de U<k, correspondant à
des structures de H∗<k(V )-comodules dans U<k. Cela nous permettra de définir les catégories
mF<k, dont nous montrerons qu’elles sont équivalentes aux catégories F<k.

Comme A est une bialgèbre connexe, elle est munie d’une antipode χ qui en fait une algèbre
de Hopf, de plus χ vérifie χ(Sq0) = Sq0 et

n∑
i=0

χ(Sqi)Sqn−i = 0 pour tout n > 0. L’antipode
induit une équivalence de catégorie entre les modules à gauches et les modules à droite sur A de
la façon suivante : à N un module à droite on associe le module à gauche dont l’espace vectoriel
gradué sous-jacent est N , et dont l’action de A est donnée par Sqnγ := γχ(Sqn).

Proposition 2.2.45. Soit M et Z deux modules à gauche et N un module à droite sur A,
on suppose N de type fini. Alors HomA−mod(Z,N ] ⊗ M) ∼= HomA−mod(N ⊗ Z,M), où N ]

désigne le dual linéaire gradué de N et où la structure de module à gauche sur N ⊗ Z est la
structure diagonale de celle de Z et de celle de N obtenue par l’équivalence de catégories décrite
précédemment.

Démonstration. Comme N est de type fini, nous avons tout d’abord un isomorphisme d’es-
paces vectoriels gradués entre N ] ⊗ M et HomV(N,M) qui envoie (ν ⊗ m) sur l’application
n 7→ ν(n)m. Par ailleurs, HomV(N,M) a une structure de bimodule à gauche sur l’algèbre de
Steenrod : la première structure de module vient de l’action à droite de A sur N , la seconde
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de son action à gauche sur M . Via la diagonale de A, on obtient une structure de module à
gauche sur HomV(N,M) naturelle en N et M , qui fait de l’isomorphisme mentionné plus haut
un isomorphisme de A-module.

Alors un morphisme de A-module de Z dans N ] ⊗M est équivalent à un morphisme de
A-module de Z dans HomV(N,M). Mais on a un isomorphisme entre HomgrV(Z,HomV(N,M))
et HomgrV(N⊗Z,M) donné par l’évaluation. Or, la condition pour une application linéaire φ de
Z dans HomV(N,M) d’être un morphisme de module sur l’algèbre de Steenrod est équivalente
à la condition que son image φ̃ par cette isomorphisme vérifie pour tout z ∈ Z et ν ∈ N

φ̃(ν ⊗ Sqiz) =
i∑

k=0
Sqkφ̃(νSqi−k ⊗ z).

Montrons que cette condition est équivalente à exiger que φ̃ soit un morphisme de module
sur A. En effet :

φ̃(Sql(ν ⊗ z)) =
l∑

i=0
φ̃(νχ(Sqi)⊗ Sql−iz),

φ̃(Sql(ν ⊗ z)) =
l∑

i=0

l−i∑
j=0

Sqjφ̃(νχ(Sqi)Sql−i−j ⊗ z),

φ̃(Sql(ν ⊗ z)) =
l∑

j=0
Sqjφ̃(ν(

l−j∑
i=0

χ(Sqi)Sql−i−j)⊗ z),

et donc, d’après les propriétés qu’on a rappelé sur l’antipode de A,

φ̃(Sql(ν ⊗ z)) = Sqlφ̃(ν ⊗ z).

Réciproquement, soit φ̃ un morphisme de A-modules entre N ⊗ Z et M et soit ν et z des
éléments respectivement de N et Z. Alors,

φ̃(ν ⊗ Sqiz) =
i∑

k=0

i−k∑
t=0

φ̃(νSqtχ(Sqi−t−k)⊗ Sqkz),

φ̃(ν ⊗ Sqiz) =
i∑
t=0

i−t∑
k=0

φ̃(νSqtχ(Sqi−t−k)⊗ Sqkz),

φ̃(ν ⊗ Sqiz) =
i∑

k=0
φ̃(Sqi−t(νSqt ⊗ z)),

φ̃(ν ⊗ Sqiz) =
i∑

k=0
Sqi−tφ̃(νSqt ⊗ z).

68



2.2. Le cas n quelconque

Remarque 2.2.46. Dans la pratique, pour justifier qu’un morphisme de N ⊗Z dans M est un

morphisme de A-modules à gauche, on vérifiera la condition φ̃(ν⊗Sqiz) =
i∑

k=0
Sqkφ̃(νSqi−k⊗z).

Corollaire 2.2.47. Pour tout M ∈ U ,

HomU (TV (M), TV (M)⊗H∗(V )) ∼= HomA−mod(Γ∗(V )⊗ TV (M), TV (M)).

Corollaire 2.2.48. Soit Z dans U<k et M dans U , alors HomU<k(Z, (H∗(V ) ⊗ M)<k) ∼=
HomA−mod((Γ∗(V )⊗ Z̃),M).

Démonstration. C’est une application directe de la proposition 2.2.26.

Lemme 2.2.49. Une application linéaire φ : Γ∗(V ) ⊗ Z → M<k s’étend de manière unique
en un morphisme de A-module φ̃ : Γ∗(V ) ⊗ Z̃ → M , si et seulement si φ(γ ⊗ Sqi(z)) =
i∑

n=0
Sqi−nφ(γSqn ⊗ z), pour tout z ∈ Z et pour tout i tel que i+ |z| < k.

Démonstration. Une application linéaire de Γ∗(V )⊗ Z̃ dans M est A-linéaire si et seulement si

elle vérifie φ̃(γ ⊗ Sqi(z)) =
i∑

n=0
Sqi−nφ̃(γSqn ⊗ z), pour tout z ∈ Z̃ et pour tout i. Ce lemme est

alors une conséquence du fait qu’un morphisme φ de Γ∗(V )⊗Z dansM<k tel que φ(γ⊗Sqi(z)) =
i∑

n=0
Sqi−nφ(γSqn ⊗ z), pour tout z ∈ Z et pour tout i tel que i + |z| < k, s’étend de manière

unique en un morphisme φ̃ vérifiant φ̃(γ ⊗ Sqi(z)) =
i∑

n=0
Sqi−nφ̃(γSqn ⊗ z), pour tout z ∈ Z̃ et

pour tout i.

Lemme 2.2.50. Si M ∈ U<k, on a un isomorphisme naturel entre HomA−mod((Γ∗(V )⊗ Z̃), M̃)
et HomA−mod((Γ∗(V )⊗ Z̃),M).

Démonstration. La projection canonique M̃ → M̃<k ∼= M induit un isomorphisme entre (H∗(V )⊗
M̃)<k et (H∗(V )⊗M)<k. Par cet isomorphisme et le corollaire 2.2.48, on obtient que la compo-
sition par la troncature en degrés plus petits que k induit un isomorphisme naturel en M , entre
HomA−mod((Γ∗(V )⊗ Z̃), M̃) et HomA−mod((Γ∗(V )⊗ Z̃),M).

Définition 2.2.51. Soit mF<k la catégorie dont les objets sont les foncteurs F , de Vf dans
U<k tels que F̃ (V ) est muni pour tout V d’une structure de Γ∗(V )-module dans A-mod, θF,V :
Γ∗(V )⊗ F̃ (V )→ F̃ (V ). Et dont les morphismes sont les transformations naturelles compatibles
avec cette structure de module sur F̃ (V ).
Soit également mF<kω sa sous-catégorie pleine des foncteurs analytiques en tout degré.
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Remarque 2.2.52. En utilisant les lemmes 2.2.49 et 2.2.50, la structure de Γ∗(V )-module sur
F̃ (V ), pour F un objet de mF<k est déterminée par un morphisme θF,V : Γ∗(V )⊗F (V )→ F (V )

naturel en V tel que θF,V (γ ⊗ Sqi(z)) =
i∑

k=0
Sqi−kθF,V (γSqk ⊗ z), pour tout z ∈ Z et pour tout

i tel que i+ |z| < k.

Avant de montrer l’équivalence de catégorie entre F<k et mF<k, expliquons pourquoi le
comportement vis à vis de A, impose de considérer une structure de Γ∗(V )-module sur F̃ (V )
et pourquoi on ne peut se contenter de considérer une structure de Γ∗(V )-module sur F (V ). Le
problème vient de ce que Γ∗(V ), qui est concentré en degrés négatifs, n’est pas un module instable
en tant que module à gauche sur l’algèbre de Steenrod. Plus précisément, pour M un objet de
U<k, N un objet de U et φ : M → (N ⊗H∗(V ))<k, l’application F2-linéaire φ̃ entre Γ∗(V )⊗M
et N obtenue par l’isomorphisme naturel HomgrV(M,N ⊗ H∗(V )) et HomgrV(M ⊗ Γ∗(V ), N)
vérifie que pour tout γ ⊗ m de degré compris entre 0 et k − 1 et pour tout entier naturel i,
φ̃(Sqi(γ ⊗m)) = Sqiφ̃(γ ⊗m), mais ce n’est pas vrai à priori pour γ ⊗m de degré strictement
négatif.

Par exemple, on pourrait avoir pour m de degré k− 1 et γ dans Γk(V ) (c’est à dire de degré
−k, pour sa structure de module à gauche sur A) φ̃(γχ(Sq1)⊗m) 6= 0 pourtant γχ(Sq1)⊗m =
Sq1(γ ⊗m), puisque m est de degré maximal dans M et φ̃(γ ⊗m) = 0 puisque γ ⊗m est de
degré strictement négatif et que N est un module instable. Le morphisme Γ∗(V )⊗M → N n’est
donc pas A-linéaire, mais le devient si on l’étend à Γ∗(V )⊗ M̃ → N , par le lemme 2.2.49.

Théorème 2.2.53. Les catégorie F<k (resp. F<kω ) et mF<k (resp. mF<kω ) sont équivalentes.

Démonstration. On a un foncteur oubli de chacune des catégories F<k et mF<k vers la catégorie
Funct(Vf ,U<k). Pour F ∈ Funct(Vf ,U<k), la donnée pour tout V d’un morphisme κF,V de
HomU<k(F (V ), (F (V )⊗H∗<k(V ))<k) est équivalente à la donnée d’un morphisme de A-module
κ̃F,V entre Γ∗(V )⊗ F̃ (V ) et F̃ (V ) par le corollaire 2.2.48 et la remarque 2.2.50.

Or, pour κF,V une application de F (V ) dans F (V ) ⊗ H∗<k(V ) définie pour tout V , la
condition que pour tout α : V →W , le diagramme suivant commute

F (V )
κF,V
//

F (α)

��

(H∗<k(V )⊗ F (V ))<k
id⊗F (α)

**

(H∗<k(V )⊗ F (W ))<k

F (W )
κF,W
// (H∗<k(W )⊗ F (W ))<k

α∗⊗id

44
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équivaut à la condition que le diagramme suivant commute :

Γ∗(V )⊗ F̃ (V )
κ̃F,V

//

Γ∗(α)⊗F̃ (α)
��

F̃ (V )

F (α)
��

Γ∗(W )⊗ F̃ (W )
κ̃F,W

// F̃ (W ),

c’est à dire que le morphisme κ̃F,V soit naturel, en effet si on note φ̃ l’adjoint par la proposition
2.2.48 de F (V ) → (H∗(V ) ⊗ F (W ))<k le premier diagramme implique d’une part que φ̃ =
F (α) ◦ κ̃F,V et d’autre part que φ̃ se factorise de la manière suivante

Γ∗(V )⊗ F̃ (V )
Γ∗(α)⊗id

// Γ∗(W )⊗ F̃ (V )
id⊗F (α)

// Γ∗(W )⊗ F̃ (W )
κ̃F,W

// F̃ (W ).

Par ailleurs, la coassociativité du morphisme de structure κF,V : F (V )→ (F (V )⊗H∗(V ))<k,
équivaut à la commutativité du diagramme suivant :

Γ∗(V )⊗ Γ∗(V )⊗ F̃ (V )
id⊗κ̃F,V

//

∇Γ∗(V )⊗id
��

Γ∗(V )⊗ F̃ (V )

κ̃F,V
��

Γ∗(V )⊗ F̃ (V )
κ̃F,V

// F̃ (V ).

On montre de même que la counitarité de κF,V équivaut à l’unitarité de κ̃F,V .

Donc F ∈ Funct(Vf ,U<k), un foncteur muni d’une application de structure κF,V : F (V )→
F (V )⊗H∗<k(V ) est un objet de F<k si et seulement si F muni de κ̃F,V est un objet de mF<k.
Ce qui définit une équivalence entre ces deux catégories.

Par abus de notation, nous utiliserons aussi les notations F<k, F<kω , F [k,k+n[ etc, pour si-
gnifier les catégories mF<k, mF<kω , mF [k,k+n[ etc.

Remarque 2.2.54. Les constructions de cette partie devraient se généraliser au cas p impair.
L’ensemble des constructions reposent formellement sur l’adjonction entre le foncteur (_)<k et
l’extension de Kan (̃_) qui ne fait intervenir que l’existence des générateurs projectifs (F (n))n∈N
et se généralise donc sans difficultés au cas p impair, et sur la proposition 2.2.45. Notons que dans
le cas p impair la structure de H∗(V )-comodule sur f<k(M)(V ) correspondrait à une structure
de E∗(V )⊗ Γ∗/2(V )-modules sur ˜f<k(M)(V ).
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2.3 Algèbre homologique dans les catégories mF<k

Un des intérêts à long terme de l’équivalence de catégorie entre U/N ilk et la catégorie mF<kω
repose dans l’espoir de pouvoir approcher le calcul des groupes d’extension ExtiU (M,N) par
des groupes d’extensions dans la catégorie des foncteurs. Dans cette partie, nous allons établir
certains résultats élémentaires d’algèbre homologique dans les catégories mF<kω .

2.3.1 Cogénérateurs injectifs

Proposition 2.3.1. Soit F ∈ F<kω et i < k, HomF<k(F, f<k(H∗(V )⊗ J(i))) ∼= (F i(V ))].
En conséquence, F<kω contient assez d’injectifs.

Démonstration. Puisque l’unité de l’adjonction F → f<k(m<k(F )) est un isomorphisme,

HomF<k(F, f<k(H∗(V )⊗ J(i)) ∼= HomF<k(f<k ◦m<k(F ), f<k(H∗(V )⊗ J(i))).

Alors, par adjonction entre les foncteurs f<k et m<k

HomF<k(F, f<k(H∗(V )⊗ J(i)) ∼= HomU (m<k(F ),m<k ◦ f<k(H∗(V )⊗ J(i))),

mais, puisque H∗(V )⊗ J(i) est nilk-réduit et injectif d’après le théorème 1.1.56, H∗(V )⊗ J(i)
est nilk-fermé et donc

HomF<k(F, f<k(H∗(V )⊗ J(i))) ∼= HomU (m<k(F ), H∗(V )⊗ J(i)),
HomF<k(F, f<k(H∗(V )⊗ J(i))) ∼= (F (V )i)].

Puisque J(i) ∈ U<k, f<k(H∗(V )⊗ J(i)) ∼= H∗(V )<k ⊗ J(i)⊗ IV où la structure de H∗(W )-
comodule de H∗(V )<k ⊗ J(i)⊗ IV (W ) est induite de celle de H∗(V )<k ⊗ IV (W ).

2.3.2 Générateurs projectifs et foncteur décalage

Commençons par définir un foncteur décalage dans la catégorie mF<k.

Définition 2.3.2. Pour V et W des F2-espaces vectoriels de dimensions finies, soit ∆V :
mF<k →m F<k le foncteur défini par ∆V F (W ) := F (V ⊕W ) et dont le morphisme de structure
θ∆V (F ),W : Γ∗(W ) ⊗ ∆V (F )(W ) → ∆V (F )(W ) est donné par la composition de θF,V⊕W par
l’injection canonique de W dans V ⊕W .

Soit également ρF,V : F → ∆V F le morphisme dans mF<k défini, pour W un espace
vectoriel, par F (ιV⊕WV ) : F (V )→ F (V ⊕W ).

Proposition 2.3.3. Le foncteur ∆V est exact.
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Proposition 2.3.4. Soit M un module instable et V un espace vectoriel. Alors on a un isomor-
phisme naturel ∆V (f<k(M)) ∼= f<k(TV (M)).

Démonstration. En effet, f<k(TV (M))(W ) ∼= [TW (TV (M))]<k ∼= T<kV⊕W (M) ∼= ∆V (f<k(M))(W ).
Et cet isomorphisme est compatible avec les structures de Γ∗(W )-modules impliquées, en effet la
structure de Γ∗(W )-module de f<k(TV (M))(W ) ∼= [TW (TV (M))]<k est la troncature en degré
plus petit que k de l’application Γ∗(W )⊗ TW (TV (M)) → TW (TV (M)). Or par construction de
l’application naturelle θM,V de la proposition 2.2.3, le diagramme suivant commute :

TV⊕W (M)
κM,V⊕W

//

∼=
��

TV⊕W (M)⊗H∗(V ⊕W )

id⊗H∗(ιV⊕WW )
��

TW (TV (M))
κTV (M),W

// TW (TV (M))⊗H∗(W ),

c’est à dire que l’application θTV (M),W : Γ∗(W )⊗ TW (TV (M))→ TW (TV (M)) est donnée par la
composition de Γ∗(ιV⊕WW ) avec θM,V⊕W .

Proposition 2.3.5. Si M est nilk-fermé, TV (M) est nilk-fermé.

Démonstration. Soit M un module nilk-fermé, et soit F0 := f<k(I0) et F1 := f<k(I1), où I0

et I1 sont des sommes directes d’objets de U de la forme H∗(W ) ⊗ J(i) avec i < k, tels que
0→ f<k(M)→ F0 → F1 soit exacte.

Alors, d’une part, comme le foncteur m<k est exact à gauche et que M est nilk-fermé,
0→M → I0 → I1 est exacte, et donc comme le foncteur TV est exact, 0→ TV (M)→ TV (I0)→
TV (I1) l’est aussi.

D’autre part, par exactitude du foncteur ∆V , 0 → ∆V (f<k(M)) → ∆V (F0) → ∆V (F1) est
exacte. Remarquons que, pour F un foncteur de la forme f<k(H∗(W )) ⊗ J(i) ∼= H∗<k(W ) ⊗
J(i) ⊗ IW avec i < k, ∆V (f<k(H∗(W )) ⊗ J(i)) ∼= H∗<k(W ) ⊗ J(i) ⊗ IW (V ) ⊗ IW et donc
que m<k(∆V (f<k(H∗(W ))⊗ J(i))) ∼= TV (H∗(W )⊗ J(i)). Alors, en appliquant le foncteur m<k

on obtient la suite exacte 0 → m<k(∆V (f<k(M)) → TV (I0) → TV (I1). Par la proposition
2.3.4, m<k(∆V (f<k(M)), est la nilk-localisation de TV (M). Donc le diagramme suivant est
commutatif :

0 // TV (M) //

f
��

TV (I0) //

n

��

TV (I1)

m

��

0 // m<k(∆V (f<k(M))) // TV (I0) // TV (I1),

où les flèches verticales n et m sont des isomorphismes et où f est la nilk-localisation. Par le
lemme des cinq, on en déduit que f est un isomorphisme et donc que TV (M) est nilk-fermé.
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Corollaire 2.3.6. Soit F un foncteur de F<k, m<k(∆V (F )) ∼= TV (m<k(F )).

Démonstration. En effet,m<k(∆V (F )) ∼= m<k(∆V ((f<k◦m<k)(F ))) ∼= (m<k◦f<k)(TV (m<k(F )).
Or (TV (m<k(F )) est nilk-fermé d’après la proposition 2.3.5.

Lemme 2.3.7. Pour G ∈ F et F ∈ F<k, HomF (G,F ) est à valeurs dans U<k où les Sqi

agissent par composition.

De plus, on peut munir HomF (G,F )(W ) ∼= HomF (G,∆WF ) d’une structure de Γ∗(W )-
module de sorte que HomF (G,F ) soit un objet de mF<k.

Définition 2.3.8. Pour φ ∈ HomF (G,∆WF ), g ∈ G(V ) et γ ∈ Γ∗(W ), on définit une structure
de Γ∗(W )-module sur HomF (G,F )(W ) par

(θHomF (G,F ),W (γ ⊗ φ))V (g) := θF,V⊕W (Γ∗(ιV⊕WW )(γ)⊗ φ(g)).

C’est une structure de module dans grV, l’associativité de l’action de Γ∗(W ) et son unité
sont des conséquences directes du fait que Γ∗(W ) est une algèbre associative unitaire.

Proposition 2.3.9. HomF (G,F ) est un objet de mF<k.

Démonstration. Le morphisme θHomF (G,F ),W est naturel en W . Il vérifie que

θHomF (G,F ),W (γ ⊗ Sqiφ) = Σi
t=0SqtθHomF (G,F ),W (γSqi−t ⊗ φ),

c’est une conséquence de ce que θF,V vérifie la même condition. D’après le lemme 2.2.49,
θHomF (G,F ),W s’étend donc de manière unique, en un morphisme de Γ∗(W ) ⊗ ˜HomF (G,F )(W )
dans ˜HomF (G,F )(W ) A-linéaire, donnant à ˜HomF (G,F )(W ) une structure de Γ∗(W )-module
dans A-mod naturelle en W . Donc HomF (G,F ) est un objet de F<k.

Définition 2.3.10. Soit HomF : Fop ×F<k → F<k le foncteur ainsi défini.

Alors, pour V un espace vectoriel et F ∈ F<k, HomF (PV , F ) ∼= ∆V (F ) est un isomorphisme
dans F<k.

Proposition 2.3.11. Soit G ∈ F et soit F ∈ F<k. Alors, F ⊗G appartient à F<k.

Démonstration. F⊗G est un foncteur de Vf dans U<k. Par ailleurs, F̃ ⊗G ∼= F̃⊗G. La structure
de Γ∗(V )-module sur F̃ (V ) induit donc une structure de Γ∗(V )-module sur F̃ ⊗G(V ) naturelle
en V .

Proposition 2.3.12. Pour F1 et F2 deux objets de F<k et G ∈ F ,

HomF<k(F1 ⊗G,F2) ∼= HomF<k(F1,HomF (G,F2)).
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Démonstration. Si on oublie dans un premier temps que F1 et F2 sont des objets de F<k pour ne
considérer que leur structure d’objets de F , la propriété 2.1.25 associe isomorphiquement à un
objet φ de HomF (F1⊗G,F2) un objet φ̃ de HomF (F1,HomF (G,F2)). Or comme les Sqi agissent
sur HomF (G,F2) par composition, φ est un morphisme naturel dans U<k si et seulement si c’est
le cas pour φ̃ et par définition de θHomF (G,F2),W , φ est un morphisme dans F<k, si et seulement
si φ̃ est un morphisme dans F<k.

Proposition 2.3.13. Pour tout n < k et V , f<k(F (n)) ⊗ PV est projectif dans F<k et pour
tout G dans F<k, HomF<k(f<k(F (n))⊗ PV , G) ∼= G(V )n.

En conséquence, la catégorie F<k contient assez de projectifs.

Démonstration.

HomF<k(f<k(F (n))⊗ PV , G) ∼= HomF<k(f<k(F (n)),HomF (PV , G))

par l’adjonction entre les foncteur HomF (PV ,_) et _⊗ PV ,

∼= HomF<k(f<k(F (n)),∆V (G)),
∼= HomU (F (n),m<k(∆V (G)))

par l’adjonction entre les foncteurs f<k et m<k,

∼= TnV (m<k(G)),

par le corollaire 2.3.6,

∼= G(V )n.

De cet isomorphisme, on déduit que le foncteur HomF<k(f<k(F (n))⊗ PV ,_) est exact et donc
que f<k(F (n))⊗ PV est projectif.

2.3.3 Suite spectrale de Grothendieck

Dans cette partie, nous justifions l’existence d’une suite spectrale de Grothendieck reliant
les groupes d’extensions dans F<k de f<k(M) par F , pour M un module instable et F un objet
de F<k et les groupes ExtpU (M, (Rqm<k)(F )). Cette suite spectrale, n’est cependant dans la
pratique peu utilisable, les groupes d’extensions étant à priori plus faciles à calculer dans la
catégorie F<k que dans la catégorie U . Cette partie est une application du théorème 5.8.3 dans
[Wei].

75



Chapitre 2 – Les catégories U/N iln

Théorème 2.3.14. SoitM un module instable et F un objet de F<kω , il existe une suite spectrale
Erp,q qui converge vers Extp+qF<k(f<k(M), F ) et dont la page E2 est E2

p,q
∼= ExtpU (M, (Rqm<k)(F )).

Démonstration. On se donne une résolution injective I∗ de F ne faisant intervenir que des
sommes directes de f<k(H∗(V )⊗ J(i)). m<k envoit les foncteurs apparaissant dans cette réso-
lution sur des injectifs de U donc sur des objets acycliques pour HomU (M,_). Par le théorème
5.8.3 dans [Wei] on a une suite spectrale de Grothendieck dont la page E2 est celle annoncée et
qui converge vers les foncteurs dérivés de HomU (M,m<k(_)) c’est à dire, par adjonction, ceux
de HomF<k(f<k(M), F ).

2.3.4 Relation avec la filtration de Krull

On cherche à caractériser les éléments dans (Un ∩ Nilk)/(Un ∩ Nilm+k) à partir de leurs
images dans F [k,m+k[

ω . Le foncteur T̄ est l’adjoint au produit tensoriel par H∗(F2). Le produit
tensoriel dans U étant monoïdal symmétrique, on a un isomorphisme naturel entre les foncteurs
H∗(F2)⊗(H∗(V )⊗_) et H∗(V )⊗(H∗(F2)⊗_), d’où pour tout module instableM , TV (T̄ (M)) ∼=
T̄ (TV (M)) et cet isomorphisme est naturel en M . Mais T̄ (TV (M)) est isomorphe au noyau de
l’application TV⊕F2(M) ∼= T (TV (M))→ TV (M) induite par la projection de V ⊕ F2 sur V . On
a donc le lemme suivant

Lemme 2.3.15. Pour tout k ∈ N, ∆̄(fk(M)) = fk(T̄ (M)).
De même, pour tout k ∈ N et pour tout espace vectoriel V , ∆V (fk(M)) = fk(TV (M)).

En conséquence, on a le résultat suivant.

Proposition 2.3.16. Soit M un module instable, alors si M ∈ Un, fk(M) est polynomial de
degré n pour tout n.

Donc d’après le théorème 1.2.53, on a la proposition suivante.

Proposition 2.3.17. L’équivalence de catégorie

f [k,k+m[ : Nilk/Nilm+k
// F [k,k+m[
ω : m[k,k+m[oo

induit une équivalence de catégorie

f [k,k+m[ : (Un ∩Nilk)/(Un ∩Nilm+k) // F [k,k+m[
n : m[k,k+m[oo ,

où F [k,k+m[
n est la sous-catégorie pleine de F [k,k+m[ dont les objets sont les foncteurs polynomiaux

de degrés inférieurs ou égaux à n en chaque degré.
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2.4 Exemples de calculs de m<n

Nous allons maintenant recenser des exemples de calculs des foncteurs m<n avec n petit.

2.4.1 Objet engendré par un foncteur analytique en degré n

Définition 2.4.1. Pour n un entier , soit (_)n : F → F<n+1, le foncteur qui à un foncteur
F ∈ F associe l’objet de F<n+1 qui a F comme composante de degré n et 0 en degrés différents
de n et qui est muni de l’action triviale de Γ∗.

Proposition 2.4.2. Soit F un foncteur analytique. On considère le foncteur Fn ∈m F<n+1
ω . On

a un isomorphisme

f<n+k ◦m<n+1(Fn) ∼= [ΣnHomF (Γ∗, Fn))]<n+k .

Démonstration. En utilisant le calcul de m<n+1 de la proposition 2.2.37, et la trivialité de Fn
en degré strictement plus petit que n, on obtient :

m<n+1(Fn) ∼= HomF (Γ∗−n, Fn),

m<n+1(Fn) ∼= ΣnHomF (Γ∗, Fn).

Par définition de f<n+k :

f<n+k ◦m<n+1(Fn)(V ) ∼= TV (ΣnHomF (Γ∗, Fn))<n+k.

Alors, puisque TV commute avec le foncteur Σ :

f<n+k ◦m<n+1(Fn)(V ) ∼= [ΣnTV (HomF (Γ∗, Fn))]<n+k .

Or, par la proposition 2.1.35, TV (m(F )) ∼= m(∆V (F )) pour tout foncteur analytique F et tout
espace vectoriel de dimension finie V .

f<n+k ◦m<n+1(Fn)(V ) ∼= [ΣnHomF (Γ∗,∆V (Fn))]<n+k .

Et donc, par définition du Hom interne :

f<n+k ◦m<n+1(Fn) ∼= [ΣnHomF (Γ∗, Fn))]<n+k .

77



Chapitre 2 – Les catégories U/N iln

Donnons maintenant deux exemples un peu moins élémentaires de calculs de m<k.

2.4.2 Calcul de m<2

Considérons un objet G de F<2
ω . La structure de G est entièrement déterminée par la donnée

de G0, sa composante de degré 0, G1 et la transformation naturelle de structure θG,V : Γ1(V )⊗
G1(V ) → G0(V ), en effet le seul carré de Steenrod à pouvoir agir sur G de façon non triviale
est le Sq0. Nous cherchons à calculer m<2(G) = HomF<2(F (0)<2 ⊗ Γ∗ ⊕ F (1)<2 ⊗ Γ∗−1, G).

Une telle transformation naturelle est uniquement déterminée par la donnée d’une transfor-
mation naturelle de foncteurs analytiques α0, de Γ∗ dans G0 et d’une transformation naturelle
α1 de Γ∗−1 dans G1, telles que le diagramme suivant commute.

Γ1 ⊗ Γ∗−1 id⊗α1 //

∇Γ∗
��

Γ1 ⊗G1

θ
��

Γ∗ α0
// G0.

C’est équivalent, par adjonction entre les foncteurs Γ1 ⊗ − et HomF (Γ1,_), à imposer que le
diagramme suivant commute.

Γ∗−1 α1 //

��

G1

��

HomF (Γ1,Γ∗) ∼= Γ∗−1
α0◦_

// HomF (Γ1, G0).

Autrement dit une telle transformation naturelle est un couple (α0, α1) appartenant au pullback
du diagramme suivant dans la catégorie des espaces vectoriels :

HomF (Γ∗−1, G1)

��

HomF (Γ∗, G0) // HomF (Γ∗−1,HomF (Γ1, G0)),

où la flèche verticale est induite par G1 → HomF (Γ1, G0), l’adjoint de la restriction θG,V à
Γ1 ⊗G1, et dont la flèche horizontale est le morphisme qui à α : Γ∗ → G0 associe

HomF (Γ1, α) : Γ∗−1 ∼= HomF (Γ1,Γ∗)→ HomF (Γ1, G0).

De plus, le calcul de TV (Sq(i)) de la proposition 2.2.7 garantit que les morphismes qui à un
élément dem<2(G) associent respectivement α0 et α1 sont des morphismes de modules instables,
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donc m<2(G) est le pullback dans U de ce diagramme.
On peut être plus précis que ça en identifiant les modules instables qui apparaissent dans

ce diagramme. Par définition, HomF (Γ∗, G0) ∼= m(G0) et HomF (Γ∗−1, G1) ∼= Σm(G1), en effet
HomF (Γ∗−1, G1)i ∼= HomF (Γ∗, G1)i−1 ∼= m(G1)i−1 et ces isomorphismes d’espaces vectoriels
sont compatibles avec l’action de l’algèbre de Steenrod. Il nous reste à identifier

HomF (Γ∗−1,HomF (Γ1, G0)).

Lemme 2.4.3. Soit G0 ∈ F , alors on a un isomorphisme naturel HomF (Γ∗−1,HomF (Γ1, G0)) ∼=
Σ(m ◦ f)(Ωm(G0)).

Démonstration. Calculons f(Ωm(G0)).

f(Ωm(G0))(V ) ∼= TV (Ωm(G0))0,

par commutation de TV avec le foncteur Ω, on obtient

∼= [Ω(TV (m(G0)))]0 ,
∼= [Ωm(∆V (G0))]0 ,
∼= [m(∆V (G0))]1 .

Par la proposition 1.1.45, on a donc

∼= HomU (F (1),m(∆V (G0))),
∼= HomF (Γ1,∆V (G0)),

et donc

f(Ωm(G0)) ∼= HomF (Γ1, G0).

Pour M un module instable, l’unité de l’adjonction entre f et m nous donne un morphisme
entre ΩM et (m◦f)(ΩM). Ce morphisme, par adjonction entre Σ et Ω, nous donne un morphisme
ξM entre M et Σ(m ◦ f)(Ωm(G0)).

Proposition 2.4.4. Le morphisme entre HomF (Γ∗, G0) et HomF (Γ∗−1,HomF (Γ1, G0)), s’iden-
tifie avec ξm(G0) : m(G0)→ Σ(m ◦ f)(Ωm(G0)).
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Notons θ∗1,G le morphisme de module instable de Σm(G1) → HomF (Γ∗−1,HomF (Γ1, G0))
induit par adjonction par le morphisme de structure Γ1 ⊗G1 → G0.

Corollaire 2.4.5. m<2(G) est isomorphe en tant que module instable au pullback du diagramme

Σm(G1)
θ∗1,G
��

m(G0)
ξm(G0)

// Σ(m ◦ f)(Ωm(G0)).

Exemple 2.4.6. Si G0 = 0, m<2(G) ∼= Σm(G1).

Exemple 2.4.7. Si G1 = 0, m<2(G) est isomorphe au noyau de ξm(G0).

2.4.3 Un calcul de m<3

Nous allons maintenant faire le calcul de m<3(G) pour G un objet de F<3
ω trivial en degré

0. Ce cas est assez similaire au cas précédent, la seule différence viendra de ce que le Sq1 n’agit
pas nécessairement trivialement. Comme, G est nul en degré 0, m<3(G) ∼= HomF<3(F (1)<3 ⊗
Γ∗−1⊕F (2)<3⊗Γ∗−2, G). Soit φ ∈ HomF<3(F (1)<3⊗Γ∗−1⊕F (2)<3⊗Γ∗−2, G), comme φV doit
être un morphisme de module instable tronqué pour tout espace vectoriel V , φ est entièrement
déterminée par ses restrictions φ1 et φ2, respectivement à x(1)⊗ Γ∗−1 et x(2)⊗ Γ∗−2.

Réciproquement, si on se donne φ1 ∈ HomF (Γ∗−1, G1) et φ2 ∈ HomF (Γ∗−2, G2), on peut
définir φ ∈ HomFunct(Vf ,U<3)(F (1)<3 ⊗ Γ∗−1 ⊕ F (2)<3 ⊗ Γ∗−2, G) par φ(x(1) ⊗ γ) := φ1(γ),
φ(Sq1x(1) ⊗ γ) := Sq1φ1(γ) et φ(x(2) ⊗ γ) := φ2(γ). La condition de compatibilité pour qu’un
tel φ soit un morphisme dans F<3 se résume à ce que φ(θ(γ(x(2)⊗β))) = θG,V (γ⊗φ(x(2)⊗β))
autrement dit à ce que

θG,V (γ ⊗ φ2(β)) = φ1(γβ).

On en déduit le résultat suivant.

Proposition 2.4.8. m<3(G) est isomorphe en tant qu’espace vectoriel au pullback du diagramme
suivant.

HomF (Γ∗−2, G2)

��

HomF (Γ∗−1, G1) // HomF (Γ∗−2,HomF (Γ1, G1)),

où le morphisme vertical est induit par l’application de structure θG,V .

Remarque 2.4.9. Contrairement au cas précédent, les applications dem<3(G) vers HomF (Γ∗−2, G2)
et HomF (Γ∗−1, G1) ne sont pas nécessairement des morphismes de modules instables. A priori, le
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pullback du diagramme précédent n’est donc isomorphe àm<3(G) qu’en tant qu’espace vectoriel,
il nous faut décrire la structure de module de m<3(G).

Soit φ = (φ1, φ2) un élément de m<3(G), on cherche à calculer Sqiφ, qui est défini comme la
composition suivante :

F (1)<3 ⊗ Γ∗−1 ⊕ F (2)<3 ⊗ Γ∗−2 f<3(Sq(i))
//

Sqiφ
,,

F (1)<3 ⊗ Γ∗−1 ⊕ F (2)<3 ⊗ Γ∗−2

φ
��

G.

Alors, pour i quelconque et k = 0 ou 1,

Sqiφ(Sqkx(1)⊗ β) = Σi
j=0φ(Sq(j)(Sqkx(1))⊗ βSqi−j) = φ(Sqkx(1)⊗ βSqi) = Sqkφ1(βSqi),

et

Sqiφ(x(2)⊗ β) = Σi
j=0φ(Sq(j)(x(2))⊗ βSqi−j)

= φ(Sq1x(1)⊗ βSqi−1) + φ(x(2)⊗ βSqi)

= Sq1φ1(βSqi−1) + φ2(βSqi).

Proposition 2.4.10. Soit φ un élément de m<3(G) et (φ1, φ2) son image dans

HomF (Γ∗−1, G1)×HomF (Γ∗−2,HomF (Γ1,G1)) HomF (Γ∗−2, G2), Sqiφ a pour image (Sqiφ1, (Sq1 ◦
(Sqi−1φ1)) + Sqiφ2).

On remarque que le morphisme de m<3(G) dans HomF (Γ∗−2, G2) est un morphisme de
module sur l’algèbre de Steenrod si et seulement si, pour tout φ = (φ1, φ2) dans m<3(G) et pour
tout β dans Γ∗−2(V ), Sqiφ(x(2) ⊗ β) = φ2(βSqi), c’est à dire Sq1φ1(βSqi−1) = 0, donc si et
seulement si, Sq1 agit trivialement sur G.
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Chapitre 3

LES CATÉGORIES K/N iln ET

(K − U)/N iln

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser au comportement de la catégorie K vis à vis
de la filtration nilpotente. Plus précisément, pour n ∈ N, nous allons définir une catégorie
KF<nω d’algèbres instables dans mF<nω et justifier que le foncteur f<n induit une équivalence
de catégorie entre cette catégorie et la catégorie K localisée en les morphismes dont les noyaux
et conoyaux sont dans N iln. Le cas n = 1, déjà étudié dans [HLS93] sera d’une importance
particulière. En effet, d’après la proposition 1.2.15, pour K une algèbre instable TV (K) est une
algèbre instable et donc f(K)(V ) := TV (K)0 est une algèbre de Boole. Pour tout entier n et
tout espace vectoriel V , f<n(K)(V ) sera alors muni d’une structure d’algèbre sur l’algèbre de
Boole f(K)(V ). Cette structure d’algèbre sur l’algèbre de Boole f(K)(V ) jouera un rôle central
dans l’étude de problèmes de classification que nous étudierons dans le chapitre 5.

Pour K ∈ K on étudiera également la catégorie des K-modules dans U localisée en les objets
dont le module instable sous-jacent est dans N iln.

3.1 Localisation d’algèbres instables loin des n-nilpotents

Dans cette partie, nous allons étudier le comportement de l’équivalence de catégorie entre
U/N iln et F<nω vis à vis des algèbres instables. Rappelons la définition d’une catégorie localisée.

Définition 3.1.1. [KS] Soit C une catégorie et S une famille de morphismes de C. Une locali-
sation de C par S est la donnée d’une catégorie C

[
S−1] et d’un foncteur Q : C → C

[
S−1] tels

que

1. pour tout s ∈ S, Q(s) est un isomorphisme,

2. pour tout foncteur F : C → D vérifiant que F (s) est un isomorphisme dans D pour tout
s ∈ S, il existe F ′ : C

[
S−1]→ D tel que F est isomorphe à F ′ ◦Q,
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3. pour tous foncteurs G1 et G2 de C
[
S−1] vers une catégorie D, l’application naturelle

Nat(G1, G2)→ Nat(G1 ◦Q,G2 ◦Q) est une bijection.

Nous allons établir que la catégorie K localisée en les morphismes dont les noyaux et conoyaux
sont dans N iln est équivalente (par le foncteur f<n) à une catégorie d’algèbres instables dans
F<nω .

3.1.1 Les catégories KF<n et KF<nω

Commençons par rappeler que, d’après la proposition 2.2.30, le triplet (F<n,⊗, cF2) forme
une catégorie symétrique monoïdale.

Définition 3.1.2. Soit AF<n la catégorie des algèbres dans (F<n,⊗, cF2) et AF<nω la sous-
catégorie pleine de AF<n dont les objets sont dans F<nω .

On rappelle la définition 1.1.61 pourM un module instable, λM : ΦM →M désigne le mor-
phisme de module instable qui à Φx associe Sq0x. Soit aussi, si M est une algèbre commutative
dans U , ιM : ΦM →M qui à Φx associe x2.

On notera également Φ<n le foncteur de F<n dans lui même, qui à un objet F de F<n

associe le foncteur qui à V associe Φ(F (V ))<n et dont le morphisme de structure est donnée par
la composition de Φ(θF,V )<n : Φ(F (V ))<n → Φ(H∗(V ))<n ⊗ Φ(F (V ))<n par λ<nH∗(V ) ⊗ id.

Proposition 3.1.3. Soit M un module instable et n un entier naturel, alors f<n(Φ(M)) ∼=
Φ(f<n(M)).

Démonstration. C’est une conséquence du fait que le foncteur Φ commute avec le foncteur TV
(confère la proposition 1.2.12).

Définition 3.1.4. Pour F un objet dans F<n, soit λ<nF : Φ<nF → F la transformation
naturelle définie par (λ<nF )V (Φx) = λF (V )(Φx) pour Φx ∈ Φ<n(F )(V ).

Si F ∈ AF<n, soit également ι<nF : Φ<nF → F défini par (ι<nF )V (Φx) = ιF (V )(Φx) pour
Φx ∈ (ΦF )<n(V ).

Définition 3.1.5. Soit F dans AF<n (resp. AF<nω ), F est une algèbre instable dans F<n (resp.
F<nω ) si λ<nF (V ) = ι<nF (V ).

Soit KF<n (resp. KF<nω ) la sous-catégorie pleine de AF<n (resp. AF<nω ) dont les objets sont
les algèbres instables.

3.1.2 L’équivalence de catégorie

Soit AU la catégorie des algèbres commutatives dans (U ,⊗,F2).
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Lemme 3.1.6. Le foncteur m<n (introduit dans la proposition 2.2.33) est lax monoïdal symé-
trique.

Démonstration. Puisque F2 est nil-fermé et f<n(F2) est le foncteur constant égal à F2,m<n(F2) ∼=
F2. Soient F et G deux objets de F<n, on définit une application µF,G : m<n(F )⊗m<n(G)→
m<n(F ⊗G) comme le morphisme :

HomF<n(
⊕n−1

i=0 F (i)<n ⊗ Γ∗−i, F )⊗HomF<n(
⊕n−1

i=0 F (i)<n ⊗ Γ∗−i, G)

��

HomF<n(
⊕n−1

i=0 F (i)<n ⊗ Γ∗−i, F ⊗G),

qui à α ⊗ β ∈ HomF<n(
⊕n−1
i=0 F (i)<n ⊗ Γ∗−i, F ) ⊗ HomF<n(

⊕n−1
i=0 F (i)<n ⊗ Γ∗−i, G) associe le

morphisme qui à (f, γ) ∈ F (i)<n ⊗ Γ∗−i(V ) associe α(f, γ)⊗ β(f, γ) ∈ F (V )⊗G(V ) et où on a
utilisé que

m<n(F ) ∼= HomF<n(
n−1⊕
i=0

F (i)<n ⊗ Γ∗−i, F )

d’après la proposition 2.2.37. L’associativité, la commutativité et l’unitalité se montrent sans
difficulté.

Proposition 3.1.7. f<n et m<n définissent des foncteurs respectivement de AU dans AF<n et
de AF<n dans AU .

Démonstration. Pour f<n, c’est une conséquence directe de ce que f<n commute avec le produit
tensoriel ce qui implique que pour (A,µ, η) une algèbre dans U , (f<n(A), f<n(µ), f<n(η)) désigne
une algèbre dans F<n.

Pour le foncteur m<n, si (F, ν, ξ) est une algèbre dans F<n, on définit une application
µ : m<n(F )⊗m<n(F )→ m<n(F ) comme la composée suivante :

m<n(F )⊗m<n(F )→ m<n(F ⊗ F )→ m<n(F ),

dont la première flèche est µF,F définie dans le lemme 3.1.6 et dont la deuxième flèche est la
composition par m<n(ν). Alors (m<n(F ), µ,m<n(ρ)) est une algèbre dans U .

Lemme 3.1.8. Soient M , N et P trois modules instables et h et g deux morphismes de modules
instables de M ⊗N dans ln(P ) (cf définition 1.2.45). Alors h = g si et seulement si f<n(h) =
f<n(g).

Démonstration. Par adjonction, comme ln(M) ∼= m<n ◦ f<n(M) et que le foncteur f<n est
monoïdal, HomU (M⊗N, ln(P )) ∼= HomF<n(f<n(M)⊗f<n(N), f<n(P )), où on a utilisé f<n(M⊗
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N) ∼= f<n(M) ⊗ f<n(N) par le morphisme qui envoie γ : M ⊗N → ln(P ) sur f<n(γ). Donc
deux applications h et g de M ⊗N dans ln(P ) sont égales si et seulement si f<n(h) = f<n(g).

En particulier, pour (A,µ, η) une algèbre commutative dans U , le diagramme suivant com-
mute :

A⊗A ιA⊗ιA //

µ

��

ln(A)⊗ ln(A)

ln(µ)
��

A
ιA // ln(A),

où ιA : A → ln(A) désigne l’unité de l’adjonction et où, par abus de notation, nous avons
désigné par ln(µ) le produit de ln(A) ∼= m<n(f<n(A)) induit par la proposition 3.1.7. On en
déduit la proposition suivante.

Proposition 3.1.9. Si (A,µ, η) est une algèbre commutative dans U , ln(A) est également une
algèbre commutative dans U , pour la structure d’algèbre sur ln(A) induite par ln(µ) et ιA est un
morphisme de AU . En particulier, si A est nil-fermé, ιA est un isomorphisme dans AU .

Définition 3.1.10. SoitA(U/Niln) la catégorie des algèbres commutatives dans (U/Niln,⊗,F2).

En conséquence de la proposition 3.1.9 nous avons le résultat suivant.

Proposition 3.1.11. Les restrictions de rn et sn (cf définition 1.2.43) respectivement à AU et
A(U/Niln) définissent une adjonction :

rn : AU // A(U/Niln) : sn.oo

Théorème 3.1.12. L’adjonction suivante est une équivalence de catégorie :

f<n : A(U/Niln) // AF<nω : m<n.oo

Démonstration. C’est une conséquence directe de l’équivalence entre U/Niln et F<nω (cf Théo-
rème 2.2.32) et de la proposition 3.1.9.

Au lieu de considérer des algèbres dans la catégorie des modules instables localisée loin des
n-nilpotents, on pourrait vouloir localiser directement la catégorie AU par les morphismes dont
les noyaux et conoyaux sont dans N iln, mais ces deux approches sont équivalentes.

Définition 3.1.13. Soit Wn la classe des morphismes dans AU dont les noyaux et conoyaux
linéaires sont dans Niln.
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On considère la catégorie définie de la manière suivante (cette construction est une généra-
lisation de la construction de K/N il dans [HLS93]).

— Les objets sont les même que ceux de AU .
— Les morphismes de K vers L, pour K et L deux objets de K, sont donnés par la colimite

des HomAU (K ′, L/L′) qui parcourt toutes les paires (K ′, L′) où K ′ est une sous-algèbre
instable de K tel que le quotient (dans U) K/K ′ soit n-nilpotent, et où L′ est un idéal
de L appartenant à N iln.

— Les compositions sont définies de la manière suivante : pour φ : J → K et ψ :
K → L on considère deux représentants φ′ : J ′ → K/K ′ et ψ′ : K” → L/L”,
alors K”/K” ∩ K ′ est une sous-algèbre de K/K ′, on considère φ′−1(K”/K” ∩ K ′) son
image réciproque par φ′. Comme K/K” est n-nilpotent c’est également le cas pour
J ′/φ′−1(K”/K” ∩ K ′) et donc pour J/φ′−1(K”/K” ∩ K ′). On considère φ̃, l’applica-
tion induite par φ′ de φ′−1(K”/K” ∩K ′) dans K”/K” ∩K ′. Enfin, pour (ψ′(K” ∩K ′))
l’idéal engendré par ψ′(K” ∩ K ′) (qui est dans N iln) on définit ψ̃ l’application induite
par ψ′ de K”/K”∩K ′ dans L/(ψ′(K”∩K ′)). Alors, ψ ◦φ est défini comme l’image dans
la colimite des HomAU (J ′, L/L′) de ψ̃ ◦ φ̃.

Cette catégorie est une localisation de AU par Wn, on la notera donc AU
[
W−1
n

]
.

Proposition 3.1.14. Il existe une équivalence de catégorie AU
[
W−1
n

] ∼= A(U/Niln).

Démonstration. Par propriété universelle de la localisation, on a un foncteur AU
[
W−1
n

]
→

A(U/Niln). Ce foncteur est surjectif sur les objets et est pleinement fidèle. On a donc une
équivalence de catégorie AU

[
W−1
n

] ∼= A(U/Niln).

Nous allons voir que l’équivalence de catégorie entre AU
[
W−1
n

]
et AF<nω , induit une équi-

valence de catégorie entre K
[
W−1
n

]
et la catégorie KF<nω .

Proposition 3.1.15. La restriction de f<n à K est à valeurs dans KF<nω .

Démonstration. En effet, les objets de K, sont les objets A de AU tels que λA = ιA, et donc
f<n(A) ∈ AF<nω et de plus λf<n(A) = f<n(λA) = ιf<n(A) et donc f<n(A) ∈ KF<nω .

Remarque 3.1.16. Pour M un module instable, Φ(ΣM) ∼= Σ2Φ(M). Donc le foncteur Φ ne
conserve pas la niln-fermeture dès que n > 1. En effet, si M est nil1-fermé alors ΣM est nil2-
fermé, pourtant Σ2Φ(M) est 2-nilpotent.

Soit F un objet de F<n. Alors, d’après la proposition 3.1.3, f<n(Φ(m<n(F ))) ∼= Φ(F ) et
donc m<n(Φ(F )) est la localisation loin de Niln de Φ(m<n(F )). Par adjonction, le foncteur f<n

induit l’isomorphime naturel suivant : HomU (Φ(m<n(F )),m<n(F )) ∼= HomF<n(Φ(F ), F ).
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Lemme 3.1.17. Pour F un objet de F<n, le morphisme naturel λm<n(F ) se factorise en

Φ(m<n(F )) in // m<n(Φ<n(F ))
m<n(λF )

// m<n(F ),

où la première flèche est la niln-localisation de Φ(m<n(F )).
De même, pour F une algèbre de F<n, le morphisme naturel ιm<n(F ) (qui est bien défini,

par la proposition 3.1.7) se factorise en

Φ(m<n(F )) in // m<n(Φ<n(F ))
m<n(ιF )

// m<n(F ).

Démonstration. Pour le premier point, il suffit de constater que f<n(λm<n(F )) = λF est égal à
la composée de f<n(in) = id par f<n(m<n(λF )) = λF et pour le second, que f<n(ιm<n(F )) = ιF

est égal à la composée de f<n(in) = id par f<n(m<n(ιF )) = ιF .

Proposition 3.1.18. Le foncteur m<n envoie les algèbres instables dans F<n sur des algèbres
instables dans U .

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme 3.1.17.

Le théorème suivant est une généralisation à n quelconque du théorème 1.5 dans [HLS93].

Théorème 3.1.19. On a une équivalence de catégorie :

f<n : K
[
W−1
n

]
// KF<nω : m<n.oo

Démonstration. C’est une conséquence directe des propositions 3.1.12, 3.1.15 et 3.1.18.

On notera K/N iln la catégorie K
[
W−1
n

]
.

Remarque 3.1.20. La généralisation de ce théorème au cas p impair pourrait se montrer plus
subtile. L’équivalence de catégorie entre AUp

[
W−1
n

]
et la catégorie des algèbres commutatives

dans F<nω ne devrait être qu’une réécriture formelle du cas p = 2, mais dans le cas p impair la
condition pour qu’une algèbre commutative dans Up soit instable ne s’exprime pas à partir de
l’égalité de morphismes de ΦK vers K. On ne peut se contenter d’appliquer le même argument
que dans le cas p = 2 en utilisant la commutativité du foncteur T avec le foncteur Φ.

3.2 Localisation de K-modules instables loin des n-nilpotents

Pour K une algèbre instable, il nous sera utile par la suite de construire une localisation loin
des n-nilpotents des K-modules dans U . On peut reprendre les mêmes idées que celles utilisées
dans la partie précédente.
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Définition 3.2.1. Soit K une algèbre instable. On définit K − U la catégorie des K-modules
dans (U ,⊗,F2).

Si, par abus de notation, on note N iln la classe des objets de K −U dont le module instable
sous-jacent est dans N iln, N iln est une classe de Serre dans K − U . On peut donc définir la
catégorie quotient (K−U)/N iln. On va chercher à identifier une sous-catégorie de F<n qui soit
équivalente par f<n à (K − U)/N iln.

Définition 3.2.2. Pour F ∈ AF<n, soit F − F<n la catégorie des modules sur F dans
(F<n,⊗,F2).

Soit également F − F<nω la sous-catégorie pleine de F − F<n dont les objets sont les objets
de F −F<n qui sont analytiques en tant qu’objets de F<n.

Proposition 3.2.3. Pour K ∈ K et F ∈ AF<n, les foncteurs f<n et m<n définissent des
foncteurs respectivement de K − U vers f<n(K)−F<n et de F −F<n vers m<n(F )− U .

Démonstration. Pour f<n c’est une conséquence de ce que le foncteur f<n est monoïdal.

Pour m<n, l’idée de la preuve est la même que pour la proposition 3.1.7. Pour G ∈ F −F<n

on définit la composition

m<n(F )⊗m<n(G)→ m<n(F ⊗G)→ m<n(G),

qui donne à m<n(G) une structure de m<n(F )-module dans U .

Lemme 3.2.4. Soit M ∈ K − U , le diagramme suivant est commutatif :

K ⊗M //

��

M

��

ln(K)⊗ ln(M) // ln(M),

où les morphismes verticaux sont donnés par les morphismes de localisation de M et K et
les morphismes horizontaux par la structure de K-module de M et par la structure de module
sur ln(K) ∼= m<n(f<n(K)) de ln(M) ∼= m<n(f<n(M)) dont l’existence est garantie par la
proposition 3.2.3.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 3.1.8.

On en déduit la proposition suivante.

Proposition 3.2.5. Soit M ∈ K−U , alors ln(M) ∈ ln(K)−U , et donc par restriction ln(M) ∈
K−U . De plus, la niln-fermetureM → ln(M) est un morphisme de K−U et siM est niln-fermé
c’est un isomorphisme dans K − U .
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Théorème 3.2.6. On a une équivalence de catégorie :

f<n : (K − U)/N iln // f<n(K)−F<nω : m<n.oo

Démonstration. En effet, pour M ∈ K − U , le morphisme de localisation loin des n-nilpotents
M → ln(M) est un morphisme de K-module, d’après le lemme 3.2.4 (où la structure de K-
module sur ln(M) est induite par la structure de ln(K)-module de ln(M) et par le morphisme
de localisation K → ln(K)). C’est donc un isomorphisme dans (K −U)/N iln. On conclut grâce
à l’équivalence de catégorie entre U/N iln et F<nω .

Corollaire 3.2.7. Si K est isomorphe à K ′ loin des n-nilpotents, alors les catégories (K −
U)/N iln et (K ′ − U)/N iln sont équivalentes.

3.3 La structure d’algèbre de Boole sur TV (K)0

Toute algèbre instable K concentrée en degré 0 est une algèbre de Boole ; en effet, pour tout
x ∈ K on a x = Sq0(x) = x2, d’après la condition d’instabilité. En particulier, pour tout V et
toute algèbre instable K, TV (K)0 est naturellement une algèbre de Boole. Ainsi, f(K) est un
foncteur de Vf dans la catégorie des algèbres de Boole. Par ailleurs, pour tout n, f<n(K) est
une algèbre instable dans la catégorie F<n, en particulier, pour tout espace vectoriel V sur F2

de dimension finie, f<n(K)(V ) est une algèbre sur son sous-module des éléments homogènes de
degré 0, f(K)(V ). Dans cette partie, nous allons rappeler les constructions de[Rec84] et [HLS93]
qui exploitent cette structure.

3.3.1 Décomposition en composante connexe d’une algèbre de Boole

Commençons par rappeler quelques généralités sur la décomposition en composante connexe
d’une algèbre de Boole, et des modules et algèbres sur une algèbre de Boole.

Proposition 3.3.1. [HLS93] Pour B la catégorie des algèbres de Boole sur Fp et Pfin la caté-
gorie des ensembles profinis, le foncteur spec : B → (Pfin)op, qui à une algèbre B associe son
spectre spec(B) := HomB(B,Fp), est une équivalence de catégorie dont l’inverse est le foncteur
qui à un ensemble profini S associe l’algèbre des applications continues de S dans Fp, FSp .

En particulier, si B est une algèbre de Boole sur Fp dont le spectre est fini, on a un isomor-
phisme d’algèbre de Boole B ∼=

∏
φ∈spec(B)

Fpδφ, où δφ désigne la fonction caractéristique de φ de

spec(B) dans F2.

Cette décomposition donne lieu à une décomposition des modules et des algèbres sur B.
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Définition 3.3.2. Soient M un B-module et φ ∈ spec(B), on définit Mφ = M ⊗B Fp(φ) où
Fp(φ) est le corps Fp muni d’une structure de B-algèbre par φ.

Lemme 3.3.3. Soit M un B-module, avec B une algèbre de Boole de spectre fini, alors on a
un isomorphisme de B-module M ∼=

⊕
φ∈spec(B)

Mφ.

Dans le cas de A une algèbre commutative sur B, où d’un A-module dans la catégorie des
modules sur B, cet isomorphisme est plus qu’un isomorphisme de B-modules.

Proposition 3.3.4. Soit (A,µ, η) une algèbre sur une algèbre de Boole B. Supposons par ailleurs
que spec(B) soit fini. Alors pour tout φ ∈ spec(B), Aφ est muni d’une structure d’algèbre de telle
sorte que A ∼=

∏
φ∈spec(B)

Aφ soit un isomorphisme d’algèbre.

Démonstration. Par définition, Aφ = A⊗B Fp(φ), le produit tensoriel des multiplications de A
et Fp(φ) passe au quotient pour définir une structure d’algèbre commutative sur Aφ. Alors, on
a un isomorphisme d’algèbre sur B,

A ∼= A⊗B
∏

φ∈spec(B)
Fp(φ) ∼=

∏
φ∈spec(B)

Aφ.

On montre de même le résultat suivant.

Proposition 3.3.5. Soit (A,µ, η) une algèbre sur une algèbre de Boole B. Supposons par ailleurs
que spec(B) soit fini. Soit également M un module sur A dans la catégorie des B-modules.
Alors pour tout φ ∈ spec(B), Mφ est muni d’une structure de Aφ module de telle sorte que
M ∼=

⊕
φ∈spec(B)

Mφ soit un isomorphisme de modules sur A ∼=
∏

φ∈spec(B)
Aφ.

3.3.2 Décomposition en composantes connexes du foncteur TV

Puisque, pour tout K ∈ K et pour tout M ∈ K − U , TV (K)0 est une algèbre de Boole et
TV (K) et TV (M) sont des TV (K)0-modules, on peut appliquer dans ce contexte, les constructions
de la section précédente.

Fixons ici quelques notations. Soit M un module instable et V un espace vectoriel de dimen-
sion finie.

— ηM,V : M → TV (M)⊗H∗(V ) désigne l’unité de l’adjonction entre TV et −⊗H∗(V ).
— κM,V : TV (M)→ TV (M)⊗H∗(V ), désigne le morphisme défini dans la définition 2.2.2.
— ρM,V , désigne la composition suivante

ρM,V : M
ηM,V−→ TV (M)⊗H∗(V ) id⊗εV−→ TV (M),
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où εV dénote l’augmentation de H∗(V ).

Remarque 3.3.6. Le morphisme ρM,V s’identifie à TιV0
(M) : M ∼= T0(M) → TV (M), le

morphisme induit par naturalité de TV (M) en V par ιV0 , l’injection de 0 dans V .

Lemme 3.3.7. [Hea21, Lemme 2.13] Pour tout V ∈ Vf et tout morphisme de module instable
f : TV (M)→ S, on a le diagramme commutatif suivant :

M
ρM,V

//

f]

��

TV (M)

f

��

H∗(V )⊗ S εV ⊗idS // S,

où f ] dénote l’adjoint de f .

Pour K une algèbre instable, etM un K-module instable (c’est à dire un objet de K−U), on
rappelle la décomposition en composantes connexes de TV (K) et TV (M) telle qu’elle est exposée
dans [Hea20] et [Hea21].

Lemme 3.3.8. Pour K une algèbre instable finiment engendrée en tant qu’algèbre sur A,
HomK(K,H∗(V )) est fini.

Proposition 3.3.9. Soit K une algèbre instable quelconque, alors HomK(K,H∗(_)) est muni
d’une structure d’ensemble profini.

Démonstration. En effet, K est la colimite de ses sous-algèbres finiment engendrées en tant
qu’algèbres sur A, c’est à dire que pour D(K) la catégorie des sous-algèbres de K finiment
engendrées en tant qu’algèbres sur A et des inclusions d’algèbres instables, K ∼= lim−→

R∈D(K)
R. Donc

HomK(K,H∗(V )) ∼= lim←−
R∈D(K)

HomK(R,H∗(V )).

Le résultat suivant est dû à Lannes ([Lan87] et [LZ95]).

Proposition 3.3.10. [Sch94] Soient V ∈ Vf et K une algèbre instable, alors on a un isomor-
phisme d’algèbre de Boole TV (K)0 ∼= FHomK(K,H∗(V ))

p , où FHomK(K,H∗(V ))
p dénote l’algèbre des

applications continues de HomK(K,H∗(V )) dans Fp.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 3.3.1, puisque spec(TV (K)0) est l’en-
semble des morphismes d’algèbres de Boole de TV (K)0 vers F2, qui est naturellement isomorphe
à HomK(TV (K),F2) ∼= HomK(K,H∗(V )).

Définition 3.3.11. Pour V ∈ Vf et φ ∈ HomK(K,H∗(V )),
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1. soit T(V,φ)(K) := TV (K)⊗TV (K)0 Fp(φ), où la structure de TV (K)0-module sur Fp(φ) est
induite par le morphisme de TV (K)0 dans Fp adjoint à φ.

2. et pour M un K-module instable, soit

T(V,φ)(M) := TV (M)⊗TV (K)0 Fp(φ) ∈ T(V,φ)(K)− U .

Remarque 3.3.12. Notons que, si K est une algèbre instable, K peut être considéré comme
un objet de K − U , auquel cas les deux définitions de T(V,φ)(K) coïncident.

Proposition 3.3.13. Pour K une algèbre instable finiment engendrée en tant qu’algèbre sur A
et V ∈ Vf , on a l’isomorphisme naturel d’algèbres instables

TV (K) ∼=
∏

φ∈HomK(K,H∗(V ))
T(V,φ)(K).

Pour M un K-module instable, on a l’isomorphisme de K-modules instables

TV (M) ∼=
⊕

φ∈HomK(K,H∗(V ))
T(V,φ)(M).

Proposition 3.3.14. Soient K ∈ K, M ∈ K − U , V ∈ Vf et φ ∈ HomK(K,H∗(V )).

1. ηK,V : K → TV (K)⊗H∗(V ) est un morphisme dans K.

2. TV (M) ⊗ H∗(V ) est un TV (K) ⊗ H∗(V )-module et donc, par ηK,V c’est un K-module,
de telle sorte que ηM,V : M →M ⊗H∗(V ) est un morphisme dans K − U .

Démonstration. Le 1, est une conséquence du fait que le foncteur TV est aussi l’adjoint au
produit tensoriel par H∗(V ) dans K (confère la proposition 1.2.15). Le 2 est une conséquence de
la naturalité de ηM,V en M et du fait que ηK⊗M,V : K ⊗M → TV (K)⊗ TV (M)⊗H∗(V ) est
la composition de ηK,V ⊗ ηM,V : K ⊗M → K ⊗M ⊗H∗(V )⊗H∗(V ) par idTV (K)⊗TV (M)⊗∆∗V
(confère le théorème 1.2.13).

Définition 3.3.15. Soient K une algèbre instable, M ∈ K − U et V ∈ Vf . Pour π(V,φ) la
projection canonique de TV (K) sur T(V,φ)(K),

1. soit ηM,(V,φ) : M → T(V,φ)(M)⊗H∗(V ) la composée de ηM,V par π(V,φ) ⊗ idH∗(V ),

2. soit κM,(V,φ) : T(V,φ)(M) → T(V,φ)(M) ⊗H∗(V ) le morphisme obtenu par restriction à
T(V,φ)(M) (qui peut être vu à la fois comme un quotient et un sous-module de TV (M))
de la composée de κM,V par π(V,φ) ⊗ idH∗(V ),

3. et soit ρM,(V,φ) : M → T(V,φ)(M) la composée de ρM,V par π(V,φ).
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Remarque 3.3.16. 1. Le morphisme ηK,(V,φ) : K → T(V,φ)(K)⊗H∗(V ) induit une struc-
ture de K-module sur T(V,φ)(M) ⊗ H∗(V ) de telle sorte que ηM,(V,φ) est un morphisme
dans K − U .

2. Le morphisme κK,(V,φ) : T(V,φ)(K) → T(V,φ)(K) ⊗ H∗(V ) induit une structure de
T(V,φ)(K)-module sur T(V,φ)(M) ⊗ H∗(V ) de telle sorte que κM,(V,φ) est un morphisme
dans T(V,φ)(K)− U .

3. Le morphisme ρK,(V,φ) : K → T(V,φ)(K) induit une structure de K-module sur T(V,φ)(M)
de telle sorte que ρM,(V,φ) est un morphisme dans K − U .

Le lemme suivant nous sera utile quand on s’intéressera au centre d’une algèbre instable,
plus précisément dans les sections 4.2.4 et 4.2.5.

Lemme 3.3.17. Le morphisme ρM,(V,φ) est une transformation naturelle entre le foncteur iden-
tité sur K − U et le foncteur qui à M associe T(V,φ)M .

Démonstration. C’est une conséquence de la naturalité en M de ρM,V et de la fonctorialité sur
TV (K)− U du produit tensoriel par F2(φ) au dessus de TV (K)0.

Lemme 3.3.18. [Hea21, Lemme 2.11] Pour toute algèbre instable N , l’isomorphisme d’adjonc-
tion entre HomK(TV (K), N) et HomK(K,H∗(V ) ⊗ N) induit un isomorphisme naturel entre
HomK(T(V,φ)(K), N) et l’ensemble des γ ∈ HomK(K,H∗(V )⊗N) tels que le diagramme suivant
commute :

K
γ

//

φ

��

H∗(V )⊗N

id⊗πN0
��

H∗(V )⊗ Fp
id⊗ξN // H∗(V )⊗N0,

où ξN dénote l’unité de N et πN0 la projection sur N0.

Proposition 3.3.19. Soient K une algèbre instable et φ ∈ HomK(K,H∗(V )). Alors, T(V,φ)

définit un foncteur de la catégorie K − U dans la catégorie T(V,φ)(K)− U .

Démonstration. C’est une conséquence directe du fait que le foncteur TV est monoïdal.

3.3.3 Objets injectifs dans K − U

Définition 3.3.20. [LZ95] Soit φ ∈ HomK(K,H∗(V )). On définit le foncteur H∗(V )φ ⊗ − de
T(V,φ)(K)−U dans K−U comme le foncteur qui àM un objet T(V,φ)(K)−U associe H∗(V )⊗M
muni de la structure de K-module induite par sa structure de H∗(V )⊗ T(V,φ)(K)-module et le
morphisme d’algèbre instable ηK,(V,φ) : K → H∗(V )⊗ T(V,φ)(K).
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Proposition 3.3.21. [LZ95] Le foncteur T(V,φ) est adjoint à gauche du foncteur H∗(V )φ ⊗−.

Dans l’article [LZ95], les auteurs introduisent des cogénérateurs injectifs de la catégorieK−U .

Définition 3.3.22. [LZ95] Soit JK(n) l’objet de K − U déterminé à isomorphisme près par
l’isomorphisme naturel en M , HomK−U (M,JK(n)) ∼= (Mn)].

Théorème 3.3.23. Les (JK(n))n∈N forment une famille de cogénérateurs injectifs de K − U .

Définition 3.3.24. [Hen96] Soit I(V,φ)(n) := H∗(V )⊗φ JT(V,φ)(K)(n).

Proposition 3.3.25. [Hen96] Les I(V,φ)(n) sont injectifs et on a l’isomorphisme naturel en
M ∈ K − U suivant, HomK−U (M, I(V,φ)(n)) ∼= (T(V,φ)(M)n)].

Démonstration. C’est une conséquence directe de la définition 3.3.22 et de la proposition 3.3.21.

Proposition 3.3.26. [Hen96, 1.8] Pour K une algèbre noethérienne et φ ∈ HomK(K,H∗(V )),
I(V,φ)(n) est finiment engendrée en tant que K-module pour tout n.

Corollaire 3.3.27. Soient K une algèbre instable noethérienne etM ∈ K−U finiment engendré
en tant que K-module, alors HomK−U (M, I(V,φ)(n)) est fini et donc

T(V,φ)(M)n ∼= HomK−U (M, I(V,φ)(n))].

Exemple 3.3.28. En particulier, pour K ∈ K, M ∈ K − U , V ∈ Vf et φ ∈ HomK(K,H∗(V )),
T(V,φ)(M)0 ∼= HomK−U (M,H∗(V )(φ))] où H∗(V )(φ) est H∗(V ) muni de la structure de K-
algèbre induite par φ.

Remarque 3.3.29. Cette partie n’est pas spécifique au cas p = 2 et se généralise formellement
au cas p impair, nous renvoyons le lecteur à [Hea21], [LZ86] et [LZ95] pour le cas p impair.

3.3.4 Décomposition en composantes connexes de f<n(K)

L’objectif de cette section est de décrire le comportement des différentes parties de la struc-
ture des foncteurs f<n(K) et f<n(M), pour K ∈ K et M ∈ K−U , vis à vis de la décomposition
en composante connexe de TV (K)0. On veut justifier que toute la structure de f<n(K)(V )
et f<n(M)(V ), à savoir leurs structures de Γ∗(V )-module et leurs structures respectivement
d’algèbre instable et de f<n(K)(V )-module, se récupère à partir de leurs décompositions en
composantes connexes sur f(K)(V ). Commençons par rappeler la définition de la catégorie
S(K).
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Définition 3.3.30. Pour K une algèbre instable, soit S(K) la catégorie dont les objets sont des
couples (V, φ) avec V un espace vectoriel de dimension finie et φ ∈ HomK(K,H∗(V )) et dont les
morphismes entre (V, φ) et (W,ψ) sont les morphismes d’espace vectoriel α : V →W tels que
φ = α∗ψ.

Définition 3.3.31. Soient K une algèbre instable et M ∈ K − U

1. On définit g<n(K), le foncteur de la catégorie S(K) dans U<n par g<n(K)(V, φ) :=
T(V,φ)(K)<n, pour (V, φ) ∈ S(K).

2. On définit de même le foncteur g<n(M) de S(K) dans U<n par g<n(M)(V, φ) := T(V,φ)(M)<n,
pour (V, φ) dans S(K).

Remarque 3.3.32. Pour K une algèbre instable finiment engendrée en tant qu’algèbre sur A,
et V un espace vectoriel de dimension finie, on a un isomorphisme naturel de module instable
tronqué f<n(K)(V ) ∼=

∏
φ : K→H∗(V )

g<n(K)(V, φ) (confère la proposition 3.3.4).

De même, pour K une algèbre instable finiment engendrée en tant qu’algèbre sur A et
M ∈ K − U , on a un isomorphisme de module instable tronqué

f<n(M)(V ) ∼=
⊕

φ : K→H∗(V )
g<n(M)(V, φ).

Proposition 3.3.33. La structure d’algèbre de f<n(K)(V ) induit une structure d’algèbre sur les
g<n(K)(V, φ) de telle sorte que f<n(K)(V ) ∼=

∏
φ : K→H∗(V )

g<n(K)(V, φ) soit un isomorphisme

d’algèbre.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 3.3.4.

De même, on a le résultat suivant.

Proposition 3.3.34. Pour K ∈ K finiment engendrée en tant qu’algèbre sur A, soitM ∈ K−U
et soit φ ∈ HomK(K,H∗(V )). Alors g<n(M)(V, φ) est muni d’une structure de g<n(K)(V, φ)-
module de telle sorte que l’isomorphisme de TV (K)0-module

f<n(M)(V ) ∼=
∏

φ∈HomK(K,H∗(V ))
g<n(M)(V, φ)

soit un isomorphisme de module sur f<n(K)(V ) ∼=
⊕

φ∈HomK(K,H∗(V ))
g<n(K)(V, φ).

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 3.3.5.

Lemme 3.3.35. 1. L’application de structure (confère définition 2.2.51) θK,V : Γ∗(V ) ⊗
f<n(K)(V )→ f<n(K)(V ) restreinte à g<n(K)(V, φ) est à valeur dans g<n(K)(V, φ). On
notera θK,(V,φ) cette restriction.
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2. L’application de structure θM,V : Γ∗(V ) ⊗ f<n(M)(V ) → f<n(M)(V ) restreinte à
g<n(M)(V, φ) est à valeur dans g<n(M)(V, φ). On notera θM,(V,φ) cette restriction.

Démonstration. On montre le 1, le 2 se montre de la même manière.
Le diagramme suivant commute :

Γ∗(V )⊗ (f<n(K)0(V )⊗ f<n(K)(V )) id⊗µ
//

θK⊗2,V
��

Γ∗(V )⊗ f<n(K)(V )

θK,V
��

f<n(K)0(V )⊗ f<n(K)(V ) µ
// f<n(K)(V ),

en effet, puisque µ est la restiction à f<n(K)0⊗f<n(K) d’un morphisme de F<n. Donc, comme
θK⊗2,V (γ⊗µ(a⊗b)) = µ(a⊗θK,V (γ⊗b)) lorsque a est en degré 0, on en déduit que si x est dans
g<n(K)(V, φ), c’est à dire si x = ab avec a ∈

⋂
γ : f<n(K)0→F2;

γ 6=φ

ker(γ), θK,V (γ ⊗ x) = aθK,V (γ ⊗ b)

et donc x ∈ g<n(K)(V, φ).

Remarque 3.3.36. La naturalité de θK,V et θM,V , et le fait qu’elles induisent une struc-
ture de module dans U sur ˜f<n(K)(V ) et ˜f<n(M)(V ) sont conservés lorsqu’on les restreint
à g<n(K)(V, φ) et g<n(M)(V, φ). On notera θK,(V,φ) et θK,(V,φ) ces restrictions.

Définition 3.3.37. Soit K<n la sous-catégorie de U<n dont les objets sont des algèbres instables
et les morphismes des morphismes d’algèbres instables.

On en déduit les deux théorèmes suivant.

Théorème 3.3.38. Soit K une algèbre instable finiment engendrée en tant qu’algèbre sur A.
Alors g<n(K) est un foncteur de S(K) dans K<n tel que pour tout (V, φ) ∈ S(K), ˜g<n(K)(V, φ)
est muni d’une structure de module naturelle en (V, φ), Γ∗(V )⊗ ˜g<n(K)(V, φ)→ ˜g<n(K)(V, φ) de
telle sorte que l’isomorphisme de modules instables tronqués f<n(K)(V ) ∼=

∏
φ : K→H∗(V )

g<n(K)(V, φ)

est un isomorphisme dans KF<n.

Remarque 3.3.39. Notons que, pour F ∈ KF<n tel que pour tout espace vectoriel V ∈ Vf

spec(F 0(V )) est fini, on peut définir pour φ ∈ spec(F 0(V )) F (V, φ) := F (V ) ⊗F 0(V ) F2(φ) et
obtenir de la même manière un isomorphisme KF<n F (V ) ∼=

∏
φ∈spec(F 0(V ))

F (V, φ).

Théorème 3.3.40. Soit K une algèbre instable finiment engendrée en tant qu’algèbre sur A
et soit M ∈ K − U . Alors g<n(M) est un foncteur de S(K) dans U<n tel que pour tout
(V, φ) ∈ S(K), g<n(M)(V, φ) est muni d’une structure g<n(K)(V, φ)-module naturelle en (V, φ)
et ˜g<n(M)(V, φ) est muni d’une structure de module naturelle en (V, φ), Γ∗(V )⊗ ˜g<n(M)(V, φ)→

˜g<n(M)(V, φ) de telle sorte que l’isomorphisme de modules instables tronqués f<n(M)(V ) ∼=
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∏
φ : M→H∗(V )

g<n(M)(V, φ) est un isomorphisme dans f<n(K)−F<n (la catégorie des f<n(K)-

modules dans F<n).

3.4 Les catégories K/N il1 et Set(Vf )op

Comme nous l’avons vu dans la section précédente, pour K une algèbre instable et V un
espace vectoriel de dimension finie, la structure d’algèbre de Boole de f(K)(V ) joue un rôle
important dans l’étude de f<n(K). La proposition 3.3.1, nous permet de relier l’étude de f
considéré comme un foncteur de Vf dans B à l’étude du foncteur, déjà étudié dans [HLS93], qui
à une algèbre instable K et à un espace vectoriel V associe l’ensemble profini HomK(K,H∗(V )).

Dans cette partie, nous allons nous intéresser à des foncteurs de Vf dans les ensembles, ces
constructions ne sont pas propres à p = 2, en général, Vf désignera la catégorie des Fp-espaces
vectoriels de dimensions finies, pour p un nombre premier, quand on s’intéressera à des foncteurs
quelconques de Vf dans Set. On se restreindra au cas p = 2, uniquement lorsqu’on étudiera des
foncteurs provenant d’algèbres instables sur l’algèbre de Steenrod.

3.4.1 La catégorie de Rector

On rappelle ici la définition de la catégorie de Rector introduite dans [Rec84] et utilisée par
exemple dans [HLS93], [Hea20] et [Hea21], qui nous permettra par la suite, pour K une algèbre
instable noethérienne, de réduire l’étude du foncteur qui à V associe HomK(K,H∗(V )) à l’étude
d’un foncteur ne prenant qu’un nombre fini de valeurs non triviales.

Définition 3.4.1. Soit R(K) la catégorie de Rector définie comme la sous-catégorie pleine de
S(K) dont les objets sont les couples (V, φ) tels que H∗(V ) est finiment engendré en tant que
K-module pour la structure de K-module induite par φ : K → H∗(V ).

Remarque 3.4.2. Pour (V, φ) dans R(K) et α : W → V un morphisme d’espace vectoriel,
(W,H∗(α) ◦ φ) est dans R(K) si et seulement si α est injectif.

On va voir par la suite que, pour K une algèbre noetherienne, on peut reconstituer S(K) à
partir de R(K).

3.4.2 Les foncteurs HomK(K, H∗(_)) et HomKf.g.(K, H∗(_))

Définition 3.4.3. Soit VI la sous-catégorie de Vf contenant tous les objets de Vf et dont les
morphismes sont les morphismes injectifs d’espaces vectoriels.

Définition 3.4.4. 1. Soient Set(Vf )op et Set(VI)op les catégories de foncteurs contravariants
respectivement de Vf et VI dans la catégorie des ensembles.
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2. Soient F in(Vf )op et F in(VI)op les catégories de foncteurs contravariants respectivement de
Vf et VI dans les ensemble finis.

3. Soient Pro(F in(Vf )op) et Pro(F in(VI)op) les catégories de pro-objets dans les catégories
F in(Vf )op et F in(VI)op .

4. Soient, enfin, Pfin(Vf )op et Pfin(VI)op les catégories de foncteurs contravariants de Vf et
VI dans les ensembles profinis.

Notons qu’il existe un diagramme commutatif de foncteurs, dans lequel les flèches verticales
sont les foncteurs restrictions à VI, que nous noterons O.

F in(Vf )op
//

��

Pro(F in(Vf )op) //

��

Pfin(Vf )op
//

��

Set(Vf )op

��

F in(VI)op
// Pro(F in(VI)op) // Pfin(VI)op

// Set(VI)op
.

Définition 3.4.5. SoitK une algèbre instable, on définit HomK(K,H∗(_)) et HomKf.g.(K,H∗(_))
respectivement dans Set(Vf )op et Set(VI)op qui à un espace vectoriel V associent respectivement
les morphismes d’algèbres instables de K dans H∗(V ) et les morphismes d’algèbres instables φ
de K dans H∗(V ) tels que φ fait de H∗(V ) un K-module finiment engendré.

Remarque 3.4.6. Si K est finiment engendrée en tant qu’algèbre sur l’algèbre de Steen-
rod, alors pour tout espace vectoriel V de dimension finie, HomK(K,H∗(V )) est fini. Donc
HomK(K,H∗(_)) et HomKf.g.(K,H∗(_)) sont respectivement dans F in(Vf )op et F in(VI)op .
En particulier, si K est noethérienne HomK(K,H∗(_)) et HomKf.g.(K,H∗(_)) sont respective-
ment des objets de F in(Vf )op et F in(VI)op .

Proposition 3.4.7. Soit K une algèbre instable quelconque, alors HomK(K,H∗(_)) est dans
Pro(F in(Vf )op).

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 3.3.9.

Remarque 3.4.8. HomKf.g.(K,H∗(V )) est fonctoriel sur (VI)op, mais n’est pas fonctoriel en
K. En effet, pour α : K → R un morphisme d’algèbre instable et γ : R → H∗(V ) induisant
une structure de R-module finiment engendré sur H∗(V ), la composition γ ◦ α ne fait pas
nécessairement de H∗(V ) un K-module finiment engendré. HomKf.g.(K,H∗(_)) n’est donc à
priori pas dans Pro(F in(VI)op).

Notons g, le foncteur de Kop dans Pfin(Vf )op qui à K associe HomK(K,H∗(_)).

Définition 3.4.9. Soit L le foncteur linéarisation de Pfin(Vf )op dans F , qui à un foncteur F
dans les ensembles profinis associe le foncteur qui à V ∈ Vf associe FF (V )

2 , l’algèbre des fonctions
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continues de F (V ) dans F2.
Et soit Pfin(Vf )op

ω la sous catégorie pleine de Pfin(Vf )op dont les objets sont ceux dont l’image
par L est dans Fω.

Le théorème suivant est une conséquence de la proposition 3.3.10.

Théorème 3.4.10. [HLS93, Partie II.1] Le diagramme suivant est commutatif et induit une
équivalence de catégorie entre les catégories K/N il1 et Pfin(Vf )op

ω :

K g
//

��

Pfin(Vf )op

L
��

U f
// F .

Remarque 3.4.11. Ce théorème n’est pas spécifique au cas p = 2.

Puisque le foncteur L est à valeurs dans la catégorie des algèbres dans F , m◦L est à valeurs
dans K.

Définition 3.4.12. Soit b : Pfin(Vf )op → K défini comme la composition de L par le foncteur
m.

3.4.3 Set(Vf )op et Set(VI)op.

Dans cette partie, nous allons rappeler la notion d’élément régulier d’un objet dans Set(Vf )op .
L’intérêt de cette construction est de ramener l’étude de HomK(K,H∗(_)), pour K une algèbre
noethérienne, à celle de HomKf.g.(K,H∗(_)).

Définition 3.4.13. [HLS93, Partie II.2] On dira d’une algèbre instable K qu’elle est de degré de
transcendance d ∈ N∪{∞} si d est la borne supérieur des cardinaux d’ensembles finis d’éléments
homogènes de K algébriquement indépendants.

Remarque 3.4.14. En particulier, si K est noethérienne, K est de degré de transcendance fini.

On verra que pour K de degré de transcendance d, HomKf.g.(K,H∗(V )) est trivial pour
dim(V ) > d.

Proposition 3.4.15. [HLS93, Proposition-Definition 5.1] Soient G ∈ Set(Vf )op, V ∈ Vf et
s ∈ G(V ). Alors, il existe un unique sous-espace vectoriel U de V que l’on dénotera ker(s), tel
que :

1. Pour tout t ∈ G(W ) et tout morphisme α : V →W tel que s = G(α)(t), ker(α) ⊂ U .

2. Il existe W0 dans (Vf )op, t0 ∈ G(W0) et α0 : V → W0 tels que s = G(α0)(t) et
ker(α0) = U .
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3. Il existe t0 ∈ G(V/U) tel que s = G(π)(t0), où π est la projection de V sur V/U .

Définition 3.4.16. Soient G ∈ Set(Vf )op , V ∈ Vf et s ∈ G(V ). On dit que s est régulier si
ker(s) = 0.

Soit reg(G)(V ) := {x ∈ G(V ) ; ker(x) = 0}

Soit K une algèbre instable connexe dont le module des indécomposables Q(K) := I/I2 (où
I désigne l’idéal d’augmentation de K) est localement fini. Alors, d’après [DW92, Proposition
4.8], et pour α : K → H∗(V ) un morphisme d’algèbre instable, α = H∗(π) ◦ α̃ avec α̃ :
K → H∗(V/ker(α)) un morphisme d’algèbre instable régulier induisant sur H∗(V/ker(α)) une
structure de K-module finiment engendré.

On rappelle la définition d’un foncteur noethérien introduite dans [HLS93]

Définition 3.4.17. Soit F un foncteur de (Vf )op dans les ensembles profinis, on dit que F
est noethérien si il est à valeur dans les ensembles finis et si, pour tout s ∈ F (V ) pour V un
espace vectoriel de dimension finie et pour tout morphisme α à valeur dans V , ker(F (α)s) =
α−1(ker(s)).

Proposition 3.4.18. [HLS93, Théorème 7.1]

1. Si K ∈ K est noethérienne, HomK(K,H∗(_)) est noethérien.

2. Si F ∈ Set(Vf )op est noethérien, alors b(F ) ∈ K est noethérienne.

Lemme 3.4.19. Soit F un foncteur noethérien, alors, reg(F ) est un objet de F in(VI)op.

Remarque 3.4.20. reg n’est pas un foncteur, en effet, si γ est une transformation naturelle
entre deux foncteurs F et G, l’image par γ d’un élément régulier n’est pas nécessairement
régulier, on ne peut donc pas définir d’application reg(γ). Par exemple, si on fixe V et U où
U est un sous-espace vectoriel de V , considérons le morphisme de foncteur HomF2(_, V ) π→
HomF2(_, V/U) induit par la projection de V sur V/U . Alors, idV est régulier dans HomF2(V, V )
mais ker(π ◦ idV ) = U dans HomF2(V, V/U).

Proposition 3.4.21. [DW92, Proposition 4.8] Pour K une algèbre instable noethérienne, on a
un isomorphisme naturel reg(HomK(K,H∗(_))) ∼= HomKf.g.(K,H∗(_)).

On rappelle que O est le foncteur oubli de F in(Vf )op dans F in(VI)op induit par restriction à
(VI)op. On définit l’extension de Kan à gauche de O le long de l’identité.

Proposition 3.4.22. Le foncteur O a un adjoint à gauche, qui à un foncteur F ∈ F in(VI)op

associe F̃ , défini par F̃ (V ) :=
dim(V )⊔
d=0

F (Fdp)×Gld(Fp) Surj(V,Fdp).
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Démonstration. Justifions d’abord que F̃ définit bien un objet dans F in(Vf )op . A un morphisme
α : V → W on associe F̃ (α) de la manière suivante : α s’écrit de manière unique, modulo
l’action d’un élément de Gld(Fp), comme une composition de la forme suivante

V
α //

�� ��

W

Fdp
/ �

??

.

Étant donné δ une surjection de W dans Fnp ce diagramme s’insère de manière unique, toujours
modulo l’action d’un élément de Glt(Fp), dans un diagramme commutatif de la forme suivante :

V
α //

π

�� ��

W
δ // Fnp

Fdp
/�

??

α̃

�� ��

Ftp
0�

δ̃

BB

.

Alors, pour (x, δ) le représentant d’une classe dans F (Fnp ) ×Gln(Fp) Surj(W,Fnp ), F̃ (α) [x, δ] dé-
signe alors la classe de (F (δ̃)(x), α̃ ◦ π), cette classe ne dépend pas du représentant (x, δ) choisi.
De plus, cette construction est naturelle en F , ˜(_) définit bien un foncteur de F in(VI)op dans
F in(Vf )op .

Soit φ une transformation naturelle de F̃ dans A, où A est un objet de F in(Vf )op . Alors, pour
tout espace vectoriel V ,

φV :
dim(V )⊔
d=0

F (Fdp)×Gld(Fp) Surj(V,Fdp)→ A(V ).

Or, on a un isomorphisme naturel en V , F (V ) ∼= F (Fdim(V )
p )×Gldim(V )(Fp) Surj(V,F

dim(V )
p ). Donc

le morphisme
φV |F (Fdim(V )

p )×Gldim(V )(Fp)Surj(V,Fdim(V )
p )

induit un morphisme ι(φ)V de F (V ) dans O(A)(V ). ι(φ) est une transformation naturelle. En
effet, soit α un morphisme injectif de V dans W , alors, pour (x, δ) ∈ F (Fdim(W )

p ) ×Gldim(W )(Fp)

Surj(W,Fdim(W )
p ), φV (F̃ (α)(x, δ)) = (F (δ̃)(x), α̃ ◦ π) où δ̃, α̃ et π ont la même signification que

dans le diagramme ci-dessus, or (F (δ̃)(x), α̃ ◦ π) s’identifie avec F (α)(x, δ) par l’isomorphisme
naturel entre F (V ) et F (Fdim(V )

p )×Gldim(V )(Fp) Surj(V,F
dim(V )
p ), ι(φ) est donc bien une transfor-
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mation naturelle.

Réciproquement, pour φ une transformation naturelle entre F et O(A), on définit

γ(φ)V : F̃ (V )→ A(V )

de la façon suivante, à (x, δ) ∈ F (Fdp)×Gld(Fp) Surj(V,Fdp) on associe A(δ)(φFdp(x)). La naturalité
de γ(φ) est une conséquence immédiate de la définition de F̃ (α) pour α un morphisme d’espace
vectoriel. Alors, γ et ι sont inverses l’un de l’autre ce qui conclut la preuve.

Proposition 3.4.23. Soit F un foncteur noethérien, alors on a un isomorphisme naturel
r̃eg(F ) ∼= F .

Démonstration. Soit F un foncteur noethérien. Pour V un espace vectoriel, on définit le mor-

phisme suivant de r̃eg(F )(V ) dans F (V ) de la manière suivante : r̃eg(F )(V ) → F (V )
[(x, γ)] 7→ F (γ)(x),

pour x un élément régulier de F (Fdp) et γ une surjection de V dans Fdp. Alors, la proposition
3.4.15 garantit que ce morphisme est bijectif, et la condition de nothérianité de F garantit que
ce morphisme est naturel en V .

Corollaire 3.4.24. Soit K une algèbre instable noethérienne, on a une bijection naturelle en
V ,

HomK(K,H∗(V )) ∼=
dim(V )⊔
d=0

HomKf.g.(K,H∗(Fdp))×Gld(Fp) Surj(V,Fdp).

3.4.4 Foncteur décalage dans Set(Vf )op et Set(VI)op

On s’intéresse, pour V un espace vectoriel de dimension finie, à HomK(TV (K), H∗(_)) et
HomKf.g.(TV (K), H∗(_)). Par la définition du foncteur T , HomK(TV (K), H∗(_)) est facile à
identifier. En effet, pour tout espace vectoriel de dimension finie W , HomK(TV (K), H∗(W )) ∼=
HomK(K,H∗(V ⊕W )).

Définition 3.4.25. On définit le foncteur ΣW sur la catégorie Set(Vf )op dans elle même et qui
se restreint à F in(Vf )op , par (ΣWF )(V ) := F (V ⊕W ) pour tout espace vectoriel de dimension
finie V et ΣWF (α) := F (α⊕ idW ) pour tout morphisme α.

Proposition 3.4.26. Soit K une algèbre instable finiment engendrée en tant qu’algèbre sur A,
alors on a l’isomorphisme naturel suivant : ΣWHomK(K,H∗(_)) ∼= HomK(TW (K), H∗(_)).

Remarque 3.4.27. Pour V un espace vectoriel de dimension finie fixé, et F ∈ Set(Vf )op ,
W 7→ ΣWF (V ) définit un objet de Set(Vf )op .
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Définition 3.4.28. Pour V un espace vectoriel de dimension finie et F un objet de Set(Vf )op ,
soit ρF,W de ΣWF (V ) dans F (W ) =: ΣWF (0), le morphisme naturel enW induit par l’injection
de 0 dans V .

Soit alors φ ∈ F (W ), on définit Σ(W,φ)F (V ) la fibre au dessus de φ par ρF,W . Σ(W,φ)F est
un foncteur sur (Vf )op.

Lemme 3.4.29. Pour K une algèbre instable on a que

Σ(V,φ)HomK(K,H∗(_)) ∼= HomK(T(V,φ)(K), H∗(_)).

Proposition 3.4.30. Soit W un espace vectoriel de dimension finie et F dans Set(Vf )op, alors
on a un isomorphisme naturel en V , ΣWF (V ) ∼=

⊔
φ∈F (W )

Σ(W,φ)F (V ).

Démonstration. Il suffit de justifier que cet isomorphisme est naturel en V . Or, pour α : H → V

un morphisme d’espaces vectoriels et f ∈ Σ(W,φ)F (V ) ⊂ ΣWF (V ), alors ΣWF (α)(f) = F (idW ⊕
α)(f) vérifie que ρF,W (ΣWF (α)(f)) = F (idW ⊕ 0H)(F (idW ⊕α)(f)) = F (idW ⊕ 0V )(f) = φ par
hypothèse. Donc, f ∈ Σ(W,φ)F (V ) implique que α∗f ∈ Σ(W,φ)F (H), ce qui conclut la preuve.

Remarque 3.4.31. On pourrait définir de manière similaire à ΣW , un foncteur Σ̄W de Set(VI)op

dans elle même, mais dans ce cas ˜̄ΣWF 6= ΣW F̃ . Et donc, en général pour K une algèbre instable
noethérienne, Σ̄WHomKf.g.(K,H∗(_)) 6= HomKf.g.(TW (K), H∗(_)).

En s’inspirant du travail de [Nag19], on définit un foncteur Σ̄W , tel que ˜̄ΣWF soit naturel-
lement isomorphe à ΣW F̃ .

Définition 3.4.32. Soient V , W et U des espaces vectoriels de dimensions finies, on définit
ΓW (V,U) := {φ ∈ Surj(V ⊕W,U) | φ|V⊕0 est injectif}.

Définition 3.4.33. Soit F ∈ Set(VI)op et V et W des espaces vectoriels de dimensions finies,
on définit Σ̄WF (V ) de la façon suivante :

Σ̄WF (V ) :=
dim(V )+dim(W )⊔

d=0
F (Fdp)×Gld(Fp) ΓW (V,Fdp).

Proposition 3.4.34. Soit F ∈ Set(VI)op et W un espace vectoriel de dimension finie, alors
Σ̄WF ∈ Set(VI)op. Σ̄W définit donc un foncteur de Set(VI)op dans Set(VI)op.

Démonstration. Pour α : V → U un morphisme injectif, on définit Σ̄WF (α) : Σ̄WF (U) →
Σ̄WF (V ) de la manière suivante. Soit [(x, γ)] une classe d’équivalence dans F (Fdp) ×Gld(Fp)

ΓW (U,Fdp), alors la composition de γ par idW ⊕ α se factorise de manière unique, modulo le
choix d’un isomorphisme f entre (γ ◦ (idW ⊕ α))(W ⊕ V ) et Ftp pour un certain entier t, en
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γ ◦ (idW ⊕ α) = W ⊕ V
γ̃
� Ftp

α̃
↪→ Fdp. Alors, on définit Σ̄WF (α) [(x, γ)] = [(F (α̃)x, γ̃)]. Ce

morphisme est bien défini ce qui fait de Σ̄WF un foncteur sur (VI)op.

Remarque 3.4.35. Soit F ∈ Set(VI)op , alors Σ̄WF (0) ∼= F̃ (W ) et cet isomorphisme est naturel
en W . Plus généralement, remarquons que, pour V un espace vectoriel de dimension finie fixé,
Σ̄_F (V ) : W 7→ Σ̄WF (V ) est un objet de Set(Vf )op .

Proposition 3.4.36. Pour F un objet de Set(VI)op et V et W des espaces vectoriels de dimen-
sions finies, on a un isomorphisme naturel en V , ΣW F̃ (V ) ∼= ˜̄ΣWF (V ).

Démonstration. Soit φ : V ⊕ W → Fdp un morphisme surjectif, alors φ se factorise en un
diagramme commutatif de la forme suivante :

V ⊕W φ
// //

φ|V⊕0⊕idW '' ''

Fdp

Im(φ|V⊕0)⊕W
i+φ|0⊕W

88 88

,

où i désigne l’injection de Im(φ|V⊕0) dans Fdp. En choisissant un isomorphisme de Im(φ|V⊕0)
vers Fnp pour n la dimension de Im(φ|V⊕0), φ se factorise de la manière suivante :

V ⊕W φ
// //

g⊕idW %% %%

Fdp

Fnp ⊕W
h

<< <<

,

avec h|Fnp injectif par construction. Soient g′ et h′ deux autres morphismes permettant de fac-
toriser φ, comme dans le diagramme précédent, alors il existe β ∈ Gln(Fp) tel que g′ = α ◦ g et

h′ = h ◦ (α−1 ⊕ idW ). Donc Surj(V ⊕W,Fdp) ∼=
dim(V )⊔
n=0

ΓW (Fnp ,Fdp)×Gln(Fp) Surj(V,Fnp ).

On en déduit les isomorphismes naturels suivants :

ΣW F̃ (V ) =
dim(V )+dim(W )⊔

d=0
F (Fdp)×Gld(Fp) Surj(V ⊕W,Fdp),

∼=
dim(V )+dim(W )⊔

d=0
F (Fdp)×Gld(Fp) (

dim(V )⊔
n=0

ΓW (Fnp ,Fdp)×Gln(Fp) Surj(V,Fnp )),

∼=
dim(V )⊔
n=0

(
n+dim(W )⊔

d=0
F (Fdp)×Gld(Fp) ΓW (Fnp ,Fdp)))×Gln(Fp) Surj(V,Fnp ),

∼= ˜̄ΣWF (V ).
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Corollaire 3.4.37. Soit K une algèbre instable noetherienne et W un espace vectoriel de
dimension finie. Alors, on a un isomorphisme dans Set(VI)op, HomKf.g.(TW (K), H∗(_)) ∼=
(Σ̄WHomKf.g.(K,H∗(_))).

Démonstration. En effet, par adjonction HomKf.g.(TW (K), H∗(V )) s’identifie aux morphismes
d’algèbre instable φ de K dans H∗(V ⊕W ) tels que ker(φ) ⊂W .
Par définition de ker(φ), φ = H∗(π) ◦ φ̃ avec φ̃ : K → H∗((V ⊕W )/ker(φ)) et π la projection
canonique de V ⊕W sur (V ⊕W )/ker(φ). Comme ker(φ) ⊂ W , φ s’écrit de manière unique,
modulo conjugaison par un élément de Gld(Fp), comme H∗(g) ◦ φ̃ avec g : V ⊕ W → Fdp
un morphisme de ΓW (V,Fdp), φ̃ ∈ HomKf.g.(K,H∗(Fp)d) et d un entier entre 0 et dim(V ) +
dim(W ).

Nous allons construire un analogue à Σ(V,φ) pour les objets dans Set(VI)op .

Définition 3.4.38. Pour F ∈ Set(VI)op , soit ρ̄F,W de Σ̄WF (V ) dans

Σ̄WF (0) ∼=
dim(W )⊔
d=0

F (Fdp)×Gld(Fp) ΓW (0,Fdp) ∼= F̃ (W ),

le morphisme naturel en W induit par l’injection de 0 dans V .
Soit alors φ ∈ F̃ (W ), on définit Σ̄(W,φ)F (V ) la fibre au dessus de φ par ρ̄F,W .

Lemme 3.4.39. Σ(W,φ)F est un foncteur sur (VI)op.

Lemme 3.4.40. Pour K une algèbre instable on a que

Σ̄(V,φ)HomKf.g.(K,H∗(_)) ∼= HomKf.g.(T(V,φ)(K), H∗(_)).

Proposition 3.4.41. Soient W un espace vectoriel de dimension finie et F dans Set(VI)op, alors
on a un isomorphisme naturel en V , Σ̄WF (V ) ∼=

⊔
φ∈F̃ (W )

Σ̄(W,φ)F (V ).

Démonstration. En effet, l’injection de Σ̄(W,φ)F dans Σ̄WF est naturelle en F par naturalité de
ρ̄F,W et par construction, pour V un espace vectoriel de dimension fini, les Σ̄(W,φ)F (V ) sont
deux à deux disjoints, et les produit des injections

⊔
φ∈F̃ (W )

Σ̄(W,φ)F (V ) → Σ̄WF (V ) est une

bijection.

On va justifier la compatibilité entre les différentes constructions.

Proposition 3.4.42. Soit F ∈ Set(VI)op, W et V des espaces vectoriels de dimensions finies,
et φ ∈ F̃ (W ), alors ˜Σ̄(W,φ)F (V ) = Σ(W,φ)F̃ (V ).
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Démonstration. Le foncteur (̃_) commute aux unions disjointes, on a donc

ΣW F̃ (V ) =
⊔

φ∈F̃ (W )

Σ(W,φ)F̃ (V ) ∼=
⊔

φ∈F̃ (W )

˜Σ̄(W,φ)F (V ).

Par construction, ρF̃ ,W envoie les éléments de ˜Σ̄(W,φ)F (V ) sur φ. La bijection entre ΣW F̃

et
⊔

φ∈F̃ (W )

˜Σ̄(W,φ)F (V ) est donc une union disjointe d’inclusions de la forme ˜Σ̄(W,φ)F (V ) ↪→

Σ̄(W,φ)F̃ (V ), ces inclusions sont donc des égalités.

3.4.5 Raffinement

Comme nous l’avons souligné, pour V un espace vectoriel de dimension finie fixé et F ∈
Set(VI)op , Σ̄_F (V ) est un objet dans Set(Vf )op , de plus, nous avons défini Σ̄(W,φ)F pour φ ∈
F̃ (W ). Nous allons expliquer comment se ramener à ne manipuler que des objets dans Set(VI)op ,
sans avoir à utiliser l’extension de Kan. Nous présentons ces constructions à titre informatif,
mais ne les utiliserons pas dans la suite de cette thèse.

Définition 3.4.43. Soient V , W et U trois espaces vectoriels de dimensions finies, on définit
B(V,W ;U) comme l’ensemble des morphismes surjectifs de V ⊕W dans U dont les restrictions
à V et W sont injectives.

Définition 3.4.44. Soit F ∈ Set(VI)op , on définit σF , qui à V et W associe σF (V,W ) :=
dim(W )+dim(V )⊔

d=0
F (Fdp)×Gld(Fp) B(V,W ;Fdp)

Lemme 3.4.45. σ définit un foncteur de Set(VI)op dans Set(VI)op×(VI)op.

Démonstration. On se contente de justifier que σF est fonctoriel en la première variable puisque
les deux variables jouent un rôle symétrique et que la bifonctorialité de σF est équivalente à
la fonctorialité de σF selon chacun des variables. Pour W un espace vectoriel de dimension
finie fixé et α : V ↪→ U un morphisme injectif entre espaces vectoriels de dimensions finies,
on définit σF (α,W ) : σF (U,W ) → σF (V,W ) de la manière suivante. Si f ∈ F (Fdp), avec
d ≤ dim(U)+dim(W ) et γ ∈ B(U,W ;Fdp), soit alors t la dimension de l’image de γ◦(α⊕idW ) et β
un isomorphisme de Ftp dans cette image, il existe un unique couple (f ′, γ′) ∈ F (Ftp)×B(V,W ;Ftp)
tel que β ◦ γ′ = γ ◦ (α⊕ idW ) et f ′ = β∗f .

Alors, la classe de ce couple dans F (Ftp) ×Glt(Fp) B(U,W ;Ftp) ne dépend pas du choix de
β. Alors, σF (α,W ) envoie la classe de (f, γ) dans F (Fdp) ×Gld(Fp) B(U,W ;Fdp) sur la classe de
(f ′, γ′) dans F (Ftp)×Glt(Fp) B(U,W ;Ftp), ce morphisme est bien défini, car la classe de (f ′, γ′) ne
dépend pas du choix de (f, γ).

Pour σF (α,W ) ainsi défini, σF (V,W ) est bien fonctoriel en V .
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Proposition 3.4.46. Soit F un objet de Set(VI)op et V un espace vectoriel de dimension finie
fixé. Alors, Σ̄_F (V ) ∼= ˜(σF (_, V )) dans Set(Vf )op.

Démonstration. Soient V et W deux espaces vectoriels de dimensions finies et φ ∈ ΓW (V,Fdp).
Modulo l’action de Glt(Fp), φ se factorise de manière unique en un diagramme de la forme
suivante :

W ⊕ V φ
//

g⊕idV $$ $$

Fdp

Ftp ⊕ V
h

<<

,

avec h|Ftp⊕0 et h|0⊕V injectives. Donc ΓW (V,Fdp) ∼=
dim(W )⊔
t=0

B(Ftp, V ;Fdp)×Glt(Fp) Surj(W,Ftp).

On en déduit que

Σ̄WF (V ) ∼=
dim(W )⊔
t=0

t+dim(V )⊔
d=0

F (Fdp)×Gld(Fp) B(Ftp, V ;Fdp)

×Glt(Fp) Surj(W,Ftp).

Donc,
Σ̄WF (V ) ∼= ˜(σF (_, V ))(W ),

où on a appliqué l’extension de Kan à (σF (_, V )) ∈ Set(VI)op .

Définition 3.4.47. Pour V etW dans Vf et φ ∈ F (W ) on définit σ(W,φ)F (V ) la fibre au dessus
de φ par la transformation, naturelle en W , de σF (W,V ) dans σF (W, 0) ∼= F (W ), induite par
l’injection de 0 dans V .

Proposition 3.4.48. Soit W un espace vectoriel de dimension finie et F dans Set(VI)op, alors
on a un isomorphisme naturel en V , σF (W,V ) ∼=

⊔
φ∈F (W )

σ(W,φ)F (V ).

Démonstration. Pour V fixé, σF (W,V ) est l’union disjointe des σ(W,φ)F (V ), par ailleurs, pour
α : U ↪→ V le diagramme suivant commute,

σF (W,V ) //

((

σF (W,U)

vv

σF (W, 0) ∼= F (W ) .

Les inclusions de σ(W,φ)F dans σF (W,V ) sont donc naturelles en V .

Remarque 3.4.49. Dans cette partie, nous avons défini les décalages de foncteurs sur des es-
paces vectoriels sur des corps Fp avec p un nombre premier quelconque. La généralisation des iso-
morphismes HomKp(TV (K), H∗(W )) ∼= ΣVHomKp(K,H∗(W )) et HomKp(T(V,φ)(K), H∗(W )) ∼=

108



3.4. Les catégories K/N il1 et Set(Vf )op

Σ(V,φ)HomKp(K,H∗(W )) au cas p impair ne sont qu’une conséquence formelle de l’adjonction
entre le foncteur TV et le produit tensoriel par H∗(V ), de la décomposition en composantes
connexes de TV (K) et de la définition des décalages ΣV et Σ(V,φ) en caractéristique p.

3.4.6 Hom interne dans la catégorie Set(Vf )op

Le foncteur décalage nous permet de définir un hom interne dans la catégorie Set(Vf )op , c’est
à dire un bifoncteur hom(_,_) contravariant en la première variable et covariant en la seconde,
tel que pour tout F ∈ Set(Vf )op , le produit par F ait hom(F,_) comme adjoint à droite.

Lemme 3.4.50. Le foncteur ΣW , défini par la définition 3.4.25, est adjoint à droite du produit
cartésien par HomFp(_,W ).

Démonstration. On définit une application entre Hom(F × HomFp(_, V ), G) et Hom(F,ΣVG)
de la manière suivante, à une transformation naturelle φ de F ×HomFp(_, V ) dans G, on associe
la transformation naturelle φ̃ qui à f ∈ F (W ) associe φ̃(f) := φ(F (πV⊕WW )(f), πV⊕WV ), où πV⊕WV

et πV⊕WW désigne les projections de V ⊕W sur V et W .
Alors, l’application ˜(_) a une inverse qui à φ : F → ΣVG associe la transformation naturelle,

qui à (f, α) ∈ F (W )× HomFp(W,V ) associe F ((idW ⊕ α) ◦∆W )φ(f), où ∆W : W → W ⊕W
est la diagonale de W .

Définition 3.4.51. Soient F et G deux objets de Set(Vf )op , on définit hom(F,G) ∈ Set(Vf )op

par hom(F,G)(V ) = HomSet(Vf )op (F,ΣVG), pour V un espace vectoriel de dimension finie.

Proposition 3.4.52. hom est un Hom interne dans la catégorie Set(Vf )op.

Démonstration. La fonctorialité de hom(F,G) sur (Vf )op est juste une conséquence de celle de
V 7→ ΣVG. Il s’agit de montrer que hom(F,G) est l’adjoint à droite du produit ensembliste par F .

On définit une application entre Hom(F × H,G) et Hom(H,hom(F,G)) de la manière
suivante : à une transformation naturelle φ de F × H dans G, on associe la transformation
naturelle φ̃ qui à h ∈ H(V ) associe φ̃(h) : F → ΣVG, où, pour f ∈ F (U), φ̃(h)(f) =
φV⊕U (F (πV⊕UV )(f), H(πV⊕UU )(h)), où πV⊕UV et πV⊕UU désigne les projections de V ⊕ U sur V et
U .

L’application ˜(_) a un inverse qui à φ : H → hom(F,G) associe la transformation naturelle,
qui à (f, h) ∈ F (V )×H(V ) associe G(∆V )φ(h)(f), où ∆V : V → V ⊕V est la diagonale de V .
Le fait, que cette application soit un inverse de ˜(_) est une conséquence de ce que ∆V composée
avec la projection sur chacune des deux copies de V est l’identité.
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Corollaire 3.4.53. La transformation naturelle de hom(HomFp(_,W ), G) dans ΣWG qui à
α ∈ Hom(HomFp(_,W ),ΣVG) associe α(idW ) ∈ G(V ⊕W ) est une bijection naturelle.

Lemme 3.4.54. Soit α : G → F un morphisme dans Set(Vf )op qui se factorise à travers
(idG, 0) : G → G × HomFp(_,W ) et un morphisme de G × HomFp(_,W ) dans F . Alors la
composition

G→ ΣWF
ρF,W→ F,

où G→ ΣWF est l’adjoint du morphisme de G×HomFp(_,W ) dans F , est égale à α.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la commutativité du diagramme qui suit,
obtenu par naturalité en W de l’isomorphisme d’adjonction :

G //

''

ΣWF // F

G×HomFp(_,W )

77

,

où la flèche entre ΣWF et F est induite par l’inclusion de 0 dans W .

La catégorie Set(Vf )op possède un objet terminal, à savoir le foncteur constant égal à un
singleton, ∗.

Définition 3.4.55. On dira qu’un foncteur F est connexe si il existe une unique transformation
naturelle ε : ∗ → F , telle que la composée ∗ ε→ F → ∗ soit l’identité. Alors, F (0) est un
singleton, d’unique objet 1F = ε0(∗). Pour F un foncteur connexe, on notera εF,V l’image de ∗
par εV .

Le résultat suivant est l’analogue pour les foncteurs du lemme 3.3.18.

Proposition 3.4.56. Pour F et G deux objets de Set(Vf )op avec F connexe, W un espace
vectoriel de dimension finie et φ ∈ G(W ), Hom(F,Σ(W,φ)G) s’identifie avec {γ ∈ Hom(F ×
HomFp(_,W ), G) | ∀V ∈ Ob((Vf )op) et ∀α ∈ HomFp(V,W ) γ(F (πV0 )(1F ), α) = G(α)(φ)}.

Démonstration. Soit γ ∈ Hom(F ×HomFp(_,W ), G) ∼= Hom(F,ΣWG), et soit
γ̃ ∈ Hom(F,hom(HomFp(_,W ), G)), où ˜(_) est défini comme dans la preuve de la proposition
3.4.52.
Pour tout f ∈ F (V ), G(ιV⊕WW γ̃(idW )(f) = G(ιV⊕WW )γ(F (πV⊕WV ), πV⊕WW ) = γ(F (πW0 )(1F ), idW ).
Donc l’adjoint à γ est à valeur dans Σ(W,φ)G si et seulement si γ(F (πW0 )(1F ), idW ) est égal
à φ. Par le lemme de Yoneda, c’est équivalent au fait que pour tout α ∈ HomFp(V,W ),
γ(F (πV0 )(1F ), α) = G(α)(φ).
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3.4.7 Pro(F in(Vf )op) et Pro(F in(VI)op).

On va étendre certaine de ces constructions à certains objets de la catégorie Pfin(Vf )op . Dans
l’espoir de pouvoir généraliser leur utilisation à l’étude d’algèbres non noethériennes. Si étendre
la définition de l’extension de Kan à des objets dans Pfin(VI)op ne pose pas de problèmes, pas
plus que la définition d’un foncteur Σ̄ sur la catégorie Pro(F in(VI)op), la difficulté d’appliquer
les méthodes de la partie précédente à des foncteurs non noethériens repose sur le fait que en
général, pour F ∈ Pfin(Vf )op on ne sait pas identifier de foncteur F ′ ∈ Pfin(VI)op tel que F ∼= F̃ ′.

On étend le foncteur ˜(_) à la catégorie Pfin(VI)op .

Définition 3.4.57. SoitG un objet Pfin(VI)op , on définit G̃(V ) :=
dim(V )⊔
d=0

G(Fdp)×Gld(Fp)Surj(V,Fdp),

où Surj(V,Fdp) est muni de la topologie discrète.

Proposition 3.4.58. Soit C une petite catégorie, G : C → F in(VI)op un objet de Pro(F in(VI)op).
Alors, on a l’isomorphisme naturel en V , lim←−

c∈C
G̃(c)(V ) ∼= ˜lim←−

c∈C
G(c)(V ).

Démonstration. On rappelle que le foncteur des pro-objets dans les ensembles finis dans les es-
paces topologiques, qui à un foncteur X : C → F in associe la limite projective de X dans T op,
où un ensemble fini est considéré comme un espace topologique muni de la topologie discrète,
induit une équivalence de catégorie entre les ensembles profinis et les espaces compacts totale-
ment discontinus.

Soit alors G : C → F in(VI)op un pro-objet de la catégorie F in(VI)op , alors,

dim(V )⊔
d=0

lim←−
c∈C

G(c)(Fdp)×Gld(Fp) Surj(V,Fdp)

est un cône du système projectif donné par les
dim(V )⊔
d=0

G(c)(Fdp) ×Gld(Fp) Surj(V,Fdp). Donc par

propriété universelle de la limite, on a une unique application continue de
dim(V )⊔
d=0

lim←−
c∈C

G(c)(Fdp)×Gld(Fp) Surj(V,Fdp) dans lim←−
c∈C

dim(V )⊔
d=0

G(c)(Fdp)×Gld(Fp) Surj(V,Fdp) à travers

laquelle se factorisent toutes les applications de
dim(V )⊔
d=0

lim←−
c∈C

G(c)(Fdp) ×Gld(Fp) Surj(V,Fdp) dans

dim(V )⊔
d=0

G(c)(Fdp)×Gld(Fp) Surj(V,Fdp).

Cette application est une bijection continue, définie sur un compact, puisque les limites
projectives d’ensemble discrets finis sont à valeurs dans les espaces compacts, c’est donc un
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homéomorphisme. Donc,

dim(V )⊔
d=0

lim←−
c∈C

G(c)(Fdp)×Gld(Fp) Surj(V,Fdp) ∼= lim←−
c∈C

dim(V )⊔
d=0

G(c)(Fdp)×Gld(Fp) Surj(V,Fdp),

c’est à dire lim←−
c∈C

G̃(c)(V ) ∼= ˜lim←−
c∈C

G(c)(V ).

Définition 3.4.59. On définit comme précédemment le foncteur ΣW sur la catégorie Pfin(Vf )op

dans elle même, par (ΣWF )(V ) := F (V ⊕W ) pour tout espace vectoriel de dimension finie V et
ΣWF (α) := F (α⊕ idW ) pour tout morphisme α. On définit de même le foncteur décalage ΣW

de Pro(F in(Vf )op) dans elle même, définit comme le foncteur qui à G : C → F in(Vf )op associe
le foncteur de C dans F in(Vf )op qui à c ∈ C associe ΣWG(c).

Proposition 3.4.60. Soit C une petite catégorie, G : C → F in(Vf )op un objet de Pro(F in(Vf )op).
Alors, ΣW lim←−

c∈C
G(c) ∼= lim←−

c∈C
ΣWG(c).

Démonstration. En effet, pour tout V espace vectoriel de dimension finie,

(ΣW lim←−
c∈C

G(c))(V ) ∼= lim←−
c∈C

G(c)(V ⊕W ) ∼= (lim←−
c∈C

ΣWG(c))(V ),

et ces isomorphismes sont naturels en V .

Définition 3.4.61. Pour C une petite catégorie etG : C → F in(VI)op un objet de Pro(F in(VI)op),
soit Σ̄WG l’objet de Pro(F in(VI)op) défini par

Σ̄WG(c)(V ) :=
dim(V )+dim(W )⊔

d=0
G(c)(Fdp)×Gld(Fp) ΓW (V,Fdp).

Corollaire 3.4.62. Soient C une petite catégorie et G : C → F in(VI)op un objet de Pro(F in(VI)op).
Alors, ΣW G̃ ∼= ˜̄ΣWG et ΣW lim←−

c∈C
G̃(c)(V ) ∼= ˜lim←−

c∈C
Σ̄WG(c)(V ).

Démonstration. Pour tout c ∈ C, on a ΣW G̃(c) ∼= (˜̄ΣWG)(c) d’après la proposition 3.4.36, on en
déduit le premier isomorphisme, le second est alors une conséquence de la proposition 3.4.60.

Définition 3.4.63. Soit G : C → F in(Vf )op un objet de Pro(F in(Vf )op). Soit φ ∈ lim←−
c∈C

G(c)(W ),

on définit Σ(W,φ)G comme le pro-objet qui à c ∈ C associe Σ(W,φc)G(c) où φc est l’image de φ
par l’application canonique de lim←−

c∈C
G(c)(W ) dans G(c)(W ).
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Proposition 3.4.64. Soit G : C → F in(Vf )op un objet de Pro(F in(Vf )op). Soit φ ∈ lim←−
c∈C

G(c)(W ),

alors lim←−
c∈C

(Σ(W,φ)G)(c) est la fibre de ΣW lim←−
c∈C

G(c)→ lim←−
c∈C

G(c)(W ) au dessus de φ dans Pfin(Vf )op.

Démonstration. Les compositions ΣW lim←−
c∈C

G(c) ∼= lim←−
c∈C

ΣWG(c) → ΣWG(c) → G(c)(W ) induisent

par propriété universelle une application continue ΣW lim←−
c∈C

G(c) → lim←−
c∈C

G(c)(W ). De même, on

a une inclusion continue lim←−
c∈C

Σ(W,φc)G(c) → ΣW lim←−
c∈C

G(c) induite par les inclusions de chacun

des Σ(W,φc)G(c) dans ΣWG(c), c’est donc un homéomorphisme sur son image. Enfin, soit x ∈
ΣW lim←−

c∈C
G(c) son image dans lim←−

c∈C
G(c)(W ) est φ si et seulement si son image dans chaque ΣWG(c)

est un antécédent de φc, c’est à dire si et seulement si il est dans l’image de lim←−
c∈C

Σ(W,φc)G(c).

Définition 3.4.65. Soit G : C → F in(VI)op un objet de Pro(F in(VI)op). Soit φ ∈ lim←−
c∈C

G̃(c)(W ) ∼=

˜lim←−
c∈C

G(c)(W ), on définit Σ̄(W,φ)G comme le pro-objet qui à c ∈ C associe Σ̄(W,φc)G(c) où φc est

l’image de φ par l’application canonique de lim←−
c∈C

G̃(c)(W ) dans G(c)(W ).

Remarque 3.4.66. Par la proposition 3.4.58, si G est un pro-objet dans la catégorie des fonc-
teurs sur (Vf )op à valeur dans les ensembles finis, ˜Σ̄(W,φ)G(c) ∼= Σ(W,φ)G̃(c), et donc ˜lim←−

c∈C
Σ̄(W,φ)G(c)(V )

est la fibre au dessus de φ de l’application ΣW
˜lim←−
c∈C

G(c)(V )→ ˜lim←−
c∈C

G(c)(W ).

Proposition 3.4.67. Soit G : C → F in(VI)op un objet de Pro(F in(VI)op). Soit φ ∈ lim←−
c∈C

G̃(c)(W ),

alors lim←−
c∈C

(Σ̄(W,φ)G)(c) est la fibre de Σ̄W lim←−
c∈C

G(c)→ lim←−
c∈C

G̃(c)(W ) au dessus de φ dans Pfin(VI)op.

Démonstration. Ce résultat se montre de la même manière que la proposition 3.4.64.

3.5 Les catégories (Vf)(Vf )op ↓ F

SoitK ∈ K, une algèbre finiment engendrée en tant qu’algèbre sur A. Dans le théorème 3.2.6,
nous avons montré que (K − U)/N iln est équivalente à f(K)− F<nω . Nous allons introduire la
catégorie (Vf )(Vf )op ↓ sf(K) dans laquelle il sera plus facile de manipuler un foncteur décalage
faisant le pendant dans les foncteurs du foncteur T(V,φ). Cette section nous sera utile dans la
partie 4.2.3.

3.5.1 Les catégories Kf.g. − U/N il1 et (Vf )(Vf )op ↓ sf(K)

Soit K une algèbre instable, le foncteur f restreint à K − U est à valeur dans les objets N
de Fω tels que pour tout espace vectoriel de dimension finie V , N(V ) est muni d’une structure
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naturelle en V de module sur l’algèbre de Boole FHomK(K,H∗(V ))
2 . Pour des raisons techniques

dans la démonstration du théorème 4.2.15, nous souhaitons nous ramener à l’étude de foncteurs
de même variance que le foncteur HomK(K,H∗(_)). Dans le cas où K est noethérienne et où
on se restreint à des objets M de K − U finiment engendrés en tant que K-modules, par le
corollaire 3.3.27 on peut se ramener par dualité à l’étude du foncteur HomK−U (M,H∗(_)(_)).
Cette partie est consacrée à développer le formalisme adapté à ce contexte.

Définition 3.5.1. Pour K ∈ K soit Kf.g.−U la sous catégorie pleine de K −U des K-modules
instables finiment engendrés en tant que K-modules.

Définition 3.5.2. Pour p un nombre premier, soit F ∈ Set(Vf )op , on définit (Vf )(Vf )op ↓ F
la catégorie dont les objets sont les foncteurs G contravariants de Vf dans Vf tels que pour
tout Fp-espace vectoriel de dimension finie V , G(V ) soit muni d’une décomposition G(V ) =⊕
φ∈F (V )

G(V, φ) telle que pour α un morphisme deW dans V ,G(α) envoieG(V, φ) dansG(W,F (α)(φ))

et dont les morphismes de G vers H sont les transformations naturelles qui, pour φ ∈ F (V ),
envoient G(V, φ) dans H(V, φ).

Remarque 3.5.3. Cette construction est similaire à celle de la catégorie des foncteurs de la
catégorie de Grothendieck associée à F vers V, qui est définie et étudiée dans [Dja06, Section
6.1].

Définition 3.5.4. Pour A ∈ KF , soit Af.g. − F (resp. Af.g. − Fω), la sous-catégorie pleine de
A − F (resp. A − Fω) dont les objets sont les objets N , tels que pour tout φ ∈ spec(A(V )),
N(V, φ) := N(V )⊗A(V ) F2(φ) est fini.

Lemme 3.5.5. Le foncteur f restreint à la catégorie Kf.g.−U est à valeurs dans f(K)f.g.−Fω.

Démonstration. Pour M ∈ Kf.g. − U , f(M)(V, φ) = T(V,φ)(M)0 ∼= HomK−U (M,H∗(V )(φ))] qui
est fini.

Définition 3.5.6. Soit A ∈ KF tel que pour tout V , spec(A(V )) est fini et soit sA ∈ Set(Vf )op , le
foncteur défini par sA(V ) := spec(A(V )). Tout objet N de Af.g.−F se décompose naturellement
en N(V ) ∼=

⊕
φ∈sA(V )

N(V, φ) (confère le lemme 3.3.3). On définit h(N) ∈ (Vf )(Vf )op ↓ sA par

h(N)(V ) =
⊕

φ∈sA(V )
N(V, φ)] qui appartient bien à h(N) ∈ (Vf )(Vf )op ↓ sA puisque pour tout φ,

N(V, φ) est fini et que sA(V ) est fini.

Théorème 3.5.7. Soit A ∈ KF tel que pour tout V , spec(A(V )). Alors, le foncteur h induit
une équivalence de catégorie entre la catégorie Af.g. −F et (Vf )(Vf )op ↓ sA.

Démonstration. h a pour inverse le foncteur de (Vf )(Vf )op ↓ sA dans Af.g. − F qui à H associe
H] ∈ F munie de la structure de A-module donnée par l’isomorphisme A(V ) ∼=

⊕
φ∈sA(V )

F2δφ et

δφx = 0 si x ∈ H(V, ψ)] avec ψ 6= φ et δφx = x si x ∈ H(V, φ)].
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Corollaire 3.5.8. Pour F ∈ F in(Vf )op on a une équivalence de catégorie entre (Vf )(Vf )op ↓ F
et (FF2 )f.g. −F .

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 3.3.1.

Remarque 3.5.9. Puisque, pour K ∈ K, M ∈ Kf.g. − U , V ∈ Vf et φ ∈ HomK(K,H∗(V )),
(T(V,φ)(M)0)] ∼= HomK−U (M,H∗(V )(φ)), le foncteur h ◦ f : Kf.g. − U → (Vf )(Vf )op ↓ sf(K)
vérifie (h ◦ f)(M)(V ) =

⊕
φ∈HomK(K,H∗(V ))

HomK−U (M,H∗(V )(φ)).

3.5.2 Décalage dans la catégorie (Vf )(Vf )op ↓ F

Pour K une algèbre instable finiment engendrée en tant qu’algèbre sur A, nous souhaitons
définir des foncteurs de décalage dans (Vf )(Vf )op ↓ sf(K) de telle sorte que

HomTV (K)−U (TV (K), H∗(_)(_)) ∼= ∆VHomK−U (K,H∗(_)(_))

et
HomT(V,φ)(K)−U (T(V,φ)(K), H∗(_)(_)) ∼= ∆(V,φ)HomK−U (K,H∗(_)(_)),

où H∗(_)(_) est le foncteur qui à (V, φ) ∈ S(K) associe H∗(V )(φ) ∈ K − U .
Commençons par considérer le comportement des objets de A−F vis à vis du foncteur ∆V

(cf définition 2.1.13), pour A ∈ KF .

Lemme 3.5.10. Soit A ∈ KF , et N ∈ A−F . Alors, ∆VA ∈ KF et ∆VN ∈ ∆VA−F .

∆VA(W ) et ∆VN(W ) sont des A(V )-modules via le morphisme d’algèbre ∆VA(0) →
∆VA(W ) induit par l’injection de 0 dans W et cette structure de module est naturelle en
W .

Définition 3.5.11. Pour A ∈ KF , φ ∈ spec(A(V )), et N ∈ A − F , soit ∆(V,φ)A ∈ KF défini
par ∆(V,φ)A(W ) := ∆VA(W )⊗A(V ) Fp(φ) et ∆(V,φ)N ∈ ∆(V,φ)A−F défini par ∆(V,φ)N(W ) :=
∆VN(W )⊗A(V ) Fp(φ).

Proposition 3.5.12. Pour K ∈ K, M ∈ K − U , V un espace vectoriel de dimension finie et
φ ∈ HomK(K,H∗(V )), ∆V f(M) est naturellement isomorphe dans ∆V f(K) − F à f(TV (M))
et ∆(V,φ)f(M) à f(T(V,φ)(M)) dans ∆(V,φ)f(K)−F .

Démonstration. C’est une conséquence de la définition du foncteur f et des foncteurs ∆V et
∆(V,φ).

Définition 3.5.13. Pour F ∈ F in(Vf )op et V un espace vectoriel de dimension finie sur Fp, soit

∆V : (Vf )(Vf )op ↓ F → (Vf )(Vf )op ↓ ΣV F ,
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défini par ∆VG =
⊕

φ∈F (V⊕W )
G(V ⊕W,φ), pour G ∈ (Vf )(Vf )op ↓ F et W un Fp-espace vectoriel

de dimension finie.
Par ailleurs, pour φ ∈ F (V ), soit

∆(V,φ) : (Vf )(Vf )op ↓ F → (Vf )(Vf )op ↓ Σ(V,φ)F ,

défini par ∆(V,φ)G =
⊕

ψ∈Σ(V,φ)F (W )
G(V ⊕W,ψ), pour G ∈ (Vf )(Vf )op ↓ F et W un Fp-espace

vectoriel de dimension finie.

Lemme 3.5.14. Pour A ∈ KF de spectre fini et V un espace vectoriel de dimension finie, h le
foncteur défini dans la définition 3.5.6 et N ∈ Af.g. −F , h(∆VN) ∼= ∆V h(N).

Pour A ∈ KF de spectre fini, V un espace vectoriel de dimension finie et φ ∈ spec(A(V )) et
N ∈ Af.g. −F , h(∆(V,φ)N) ∼= ∆(V,φ)h(N).

Démonstration. Notons que ∆VN ∈ ∆VA−F , alors

h(∆VN) ∈ (Vf )(Vf )op ↓ s∆VA = (Vf )(Vf )op ↓ ΣV sA,

puisque spec(∆VA)(W ) = specA(V ⊕W ), le premier isomorphisme n’est alors qu’une consé-
quence directe de la définition du foncteur h.

On montre de même le second isomorphe en utilisant que spec(∆(V,φ)A)(W ) est naturellement
isomorphe à Σ(V,φ)spec(A)(W ).

Corollaire 3.5.15. Pour K une algèbre instable finiment engendrée en tant qu’algèbre sur A,
et M ∈ Kf.g. − U , on a les isomorphismes naturels suivants, respectivement dans (Vf )(Vf )op ↓
ΣVHomK(K,H∗(_)) et (Vf )(Vf )op ↓ Σ(V,φ)HomK(K,H∗(_)).

HomTV (K)−U (TV (K), H∗(_)(_)) ∼= ∆VHomK−U (K,H∗(_)(_))

et
HomT(V,φ)(K)−U (T(V,φ)(K), H∗(_)(_)) ∼= ∆(V,φ)HomK−U (K,H∗(_)(_)).

Définition 3.5.16. Pour α : F → F ′ un morphisme dans Set(Vf )op , soit

Hα : (Vf )(Vf )op ↓ F → (Vf )(Vf )op ↓ F ′,

qui àG ∈ (Vf )(Vf )op ↓ F tel queG(V ) =
⊕

φ∈F (V )
G(V, φ), associeG(V ) =

⊕
ψ∈F ′(V )

⊕
φ∈α−1

V ({ψ})
G(V, φ).

Exemple 3.5.17. Pour F ∈ Set(Vf )op , l’unité de l’adjonction ηF,V : ΣV F ×HomFp(_, V )→ F

(cf lemme 3.4.50) induit le foncteur HηF,V de (Vf )(Vf )op ↓ ΣV F ×HomFp(_, V ) dans (Vf )(Vf )op ↓
F .
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Définition 3.5.18. Pour F et F ′ des objets de Set(Vf )op et G ∈ (Vf )(Vf )op ↓ F et G′ ∈
(Vf )(Vf )op ↓ F ′, soit G⊗G′ ∈ (Vf )(Vf )op ↓ F × F ′ défini par

(G⊗G′)(V, (φ, ψ)) := G(V, φ)⊗G′(V, ψ).

Remarque 3.5.19. Pour tout V ∈ Vf , on a un isomorphisme d’espace vectoriel (G⊗G′)(V ) ∼=
G(V )⊗G′(V ).

Alors, pour G ∈ (Vf )(Vf )op ↓ ΣV F , G⊗ Fp
[
HomFp(_, V )

]
appartient à

(Vf )(Vf )op ↓ ΣV F ×HomFp(_, V )

et s’envoie donc, par HηF,V , dans (Vf )(Vf )op ↓ F .
De même, pour φ ∈ F (V ) et pour ηF,(V,φ) obtenue en composant l’unité de l’adjonction ΣV F×

HomFp(_, V ) → F par l’injection naturelle Σ(V,φ)F × HomFp(_, V ) → ΣV F × HomFp(_, V ),
HηF,(V,φ) : (Vf )(Vf )op ↓ Σ(V,φ)F ⊗HomFp(_, V )→ (Vf )(Vf )op ↓ F . On obtient ainsi que, pour
G ∈ (Vf )(Vf )op ↓ Σ(V,φ)F , G⊗ Fp

[
HomFp(_, V )

]
est un objet de (Vf )(Vf )op ↓ F .

Définition 3.5.20. Pour F ∈ F in(Vf )op et φ ∈ F (V ), soient

−⊗ Fp
[
HomFp(_, V )

]
: (Vf )(Vf )op ↓ ΣV F → (Vf )(Vf )op ↓ F

et
−φ ⊗ Fp

[
HomFp(_, V )

]
: (Vf )(Vf )op ↓ Σ(V,φ)F → (Vf )(Vf )op ↓ F

qui à G et J respectivement dans (Vf )(Vf )op ↓ ΣV F et (Vf )(Vf )op ↓ Σ(V,φ)F associent G ⊗
Fp
[
HomFp(_, V )

]
et J ⊗ Fp

[
HomFp(_, V )

]
muni des décompositions sur F induites par HηF,V

et HηF,(V,φ) .

Remarque 3.5.21. Pour K ∈ K, (V, φ) ∈ S(K) et M ∈ Kf.g. − U , h ◦ f(Mφ ⊗ H∗(V )) ∼=
h ◦ f(M)φ ⊗ Fp

[
HomFp(_, V )

]
.

Notons que pour ? l’objet final de F in(Vf )op , qui est constant égal à un singleton, (Vf )(Vf )op ↓
? est isomorphe à (Vf )(Vf )op .

Lemme 3.5.22. Pour V un Fp-espace vectoriel de dimension finie, le foncteur

∆V : (Vf )(Vf )op ↓ ?→ (Vf )(Vf )op ↓ ?

est adjoint à droite du foncteur −⊗ Fp
[
HomFp(_, V )

]
.

Démonstration. L’isomorphisme entre Hom(Vf )(Vf )op↓?(G⊗ Fp
[
HomFp(_, V )

]
, H) et

Hom(Vf )(Vf )op↓?(G,∆VH) est le morphisme qui à γ de G⊗ Fp
[
HomFp(_, V )

]
dans H associe γ̃
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qui à g ∈ G(W ) associe γ(G(πV⊕WW )(g), πV⊕WV ) ∈ H(V ⊕W ) pour πV⊕WW et πV⊕WV les projections
de V ⊕W sur W et V .

Son inverse est le morphisme qui à γ de G dans ∆VH associe le morphisme γ̄ qui à g ⊗ α
avec g ∈ G(W ) et α ∈ HomFp(W,V ) associe H(idW ⊕ α)γ(g).

Corollaire 3.5.23. Pour F ∈ F in(Vf )op, V ∈ Vf et φ ∈ F (V ), les foncteurs

−⊗ Fp
[
HomFp(_, V )

]
: (Vf )(Vf )op ↓ ΣV F → (Vf )(Vf )op ↓ F

et
−φ ⊗ Fp

[
HomFp(_, V )

]
: (Vf )(Vf )op ↓ Σ(V,φ)F → (Vf )(Vf )op ↓ F,

sont adjoints à gauche des foncteurs ∆V et ∆(V,φ).

Démonstration. Comme ? est un objet terminal dans Set(Vf )op , tout objet F de F in(Vf )op est
muni d’une unique application naturelle F → ?, de telle sorte qu’on ait un foncteur oubli de
(Vf )(Vf )op ↓ F dans (Vf )(Vf )op ↓ ?, qui oublie la décomposition. Alors, pour G et H des objets de
(Vf )(Vf )op ↓ F , Hom(Vf )(Vf )op↓F (G,H) est toujours le sous-ensemble de Hom(Vf )(Vf )op↓?(G,H)
ne contenant que les morphisme respectant les décompositions sur F . Il suffit donc de montrer
que sous l’isomorphisme naturel entre Hom(Vf )(Vf )op↓?(G⊗ Fp

[
HomFp(_, V )

]
, H) et

Hom(Vf )(Vf )op↓?(G,∆VH), pour G ∈ (Vf )(Vf )op ↓ ΣV F et H ∈ (Vf )(Vf )op ↓ F ,
γ ∈ Hom(Vf )(Vf )op↓?(G,∆VH) respecte les décompositions sur ΣV F si et seulement si γ̄ les res-
pecte sur ΣV F .

Soit γ ∈ Hom(Vf )(Vf )op↓?(G,∆VH) respectant les décompositions sur F . Soit alors φ ∈ F (W )
et g ⊗ kα ∈ (G ⊗ Fp

[
HomFp(_, V )

]
)(W,φ) avec k ∈ Fp, alors, il existe ψ ∈ ΣV F (W ) tel que

(ψ, α) s’envoie sur φ par le morphisme de ΣV F × HomFp(_, V ) → F , c’est à dire tel que
F (idW ⊕ α) : ΣV F (W ) → F (W ) envoie ψ sur φ. Alors, γ̄(g ⊗ kα) = kH(idW ⊕ α)γ(g) ∈
H(W,F (idW ⊕ α)(ψ)) ⊂ H(W,φ).

Soit maintenant γ ∈ Hom(Vf )(Vf )op↓?(G⊗Fp
[
HomFp(_, V )

]
, H) et soit g ∈ G(W,φ) avec φ ∈

ΣV F (W ), alors ΣV F (V ⊕W )×HomFp(V ⊕WV )→ F (V ⊕W ) envoie (ΣV F (πV⊕WW )(φ), πV⊕WV )
sur φ, donc γ̃(g) = γ(G(πV⊕WW )(g)⊗ πV⊕WV ) ∈ ∆VH(W,φ).

L’adjonction entre ∆(V,φ) et −φ ⊗ Fp
[
HomFp(_, V )

]
se montre de manière similaire.

Lemme 3.5.24. Pour M un K-module instable finiment engendré avec K ∈ K finiment en-
gendrée en tant qu’algèbre sur A et φ ∈ HomK(K,H∗(V )), appliquer le foncteur h ◦ f , pour h
défini dans la définition 3.5.6, à l’unité de l’adjonction M → T(V,φ)M

φ⊗H∗(V ), nous donne la
counité de l’adjonction ∆(V,φ)h ◦ f(G)φ ⊗ Fp

[
HomFp(_, V )

]
.
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Démonstration. C’est une conséquence des définitions des adjonctions entre T(V,φ) et −φ⊗H∗(V )
d’une part et ∆(V,φ) et φ ⊗ Fp

[
HomFp(_, V )

]
d’autre part et des isomorphismes naturels h ◦

f(Mφ ⊗H∗(V )) ∼= h ◦ f(M)φ ⊗ Fp
[
HomFp(_, V )

]
et h ◦ f(T(V,φ)(M)) ∼= ∆(V,φ)(h ◦ f(M)).
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Chapitre 4

CENTRE D’UNE ALGÈBRE INSTABLE

Le centre d’une algèbre instable K est un invariant développé par Dwyer et Wilkerson
dans [DW92]. Kuhn, dans les articles [Kuh07] et [Kuh13], en a montré l’utilité pour esti-
mer la profondeur de K, ainsi que les invariants d0(K) et d1(K) définis dans [HLS95] par
d0(K) := inf({n ∈ N ; K est niln-réduit}) et d1(K) := inf({n ∈ N ; K est niln-fermé}), dans le
cas où K ∼= H∗(G) est la cohomologie d’un groupe G. Dans [Hea20] et [Hea21], Heard généralise
certains de ces résultats à une algèbre instable quelconque.

Dans ce chapitre, après avoir rappelé la définition du centre d’une algèbre instable, qui
est étudié entre autre dans [DW92], [HLS93], [Hea21] et [Hea20], nous introduirons la notion
de centre d’un foncteur dans Set(Vf )op que nous utiliserons en dernière partie pour l’étude du
centre d’algèbres instables nil-fermées.

4.1 Morphismes centraux

4.1.1 Définitions

On rappelle la définition du centre de la catégorie de Rector associée à une algèbre instable
K, définie dans [DW92]. Le centre des catégories S(K) et R(K) est étudié en détails dans
[Hea20] et [Hea21].

Définition 4.1.1. Soit K une algèbre instable, alors, (E, f) ∈ S(K) est dit central si ρK,(E,f) :
K → T(E,f)(K), défini dans la définition 3.3.15, est un isomorphisme.

Plus généralement, pour M un K-module instable, on dira que (E, f) est M -central si
ρM,(E,f) est un isomorphisme.

Soient C(S(K)) et C(R(K)) l’ensemble des éléments centraux de S(K) et R(K). On a ainsi
C(R(K)) ⊂ C(S(K)).

Soient également, CM (S(K)) et CM (R(K)) l’ensemble des élémentsM -centraux dans S(K)
et R(K).
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Notons que pour K une algèbre instable, K ∈ K − U et que dans ce cas les notions de
centralité et de K-centralité pour des objets de S(K) coïncident.

Lemme 4.1.2. Soit K une algèbre instable connexe finiment engendrée en tant qu’algèbre sur
A. Alors, φ ∈ HomK(K,H∗(V )) est K-central, où K est considéré comme un K-module instable,
si et seulement si φ est central.

Proposition 4.1.3. Soit K une algèbre instable connexe finiment engendrée en tant qu’al-
gèbre sur A et M ∈ K − U . Alors, pour tout n ∈ N, ΣnM est un K-module instable et
φ ∈ HomK(K,H∗(V )) est ΣnM -central si et seulement si φ est M -central.

Démonstration. En effet, l’isomorphisme de TV (ΣnM) ∼= ΣnTV (M) est un isomorphisme dans
TV (K)0 − U . Donc, ρΣnM,(V,φ) = ΣnρM,(V,φ), et donc φ est ΣnM -central si et seulement si il est
M -central.

Corollaire 4.1.4. Soit K une algèbre instable connexe finiment engendrée en tant qu’algèbre
sur A. Alors, pour tout n ∈ N, ΣnK est un K-module instable et φ ∈ HomK(K,H∗(V )) est
ΣnK-central si et seulement si φ est central.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 4.1.3 et du lemme 4.1.2.

Remarque 4.1.5. Les T(V,φ)(K) sont connexes, donc si K n’est pas connexe, C(S(K)) = ∅.

Exemple 4.1.6. Soient E et V des espaces vectoriels de dimensions finies, d’après la pro-
position 1.2.17 on a l’isomorphisme naturel suivant : TE(H∗(V )) ∼= H∗(V ) ⊗ FHomF2 (E,V )

2 et
ρH∗(V ),E s’identifie à idH∗(V ) ⊗ ηFHomF2 (E,V )

2
, où η

F
HomF2 (E,V )
2

dénote l’unité de FHomF2 (E,V )
2 , sous

cet isomorphisme. Donc tout objet (E, f) dans S(H∗(V )) est central.

Proposition 4.1.7. Soient K et R deux algèbres instables, φ : K → H∗(V ) et ψ : R →
H∗(V ). On désigne par φ⊗̃ψ, la composition de φ ⊗ ψ : K ⊗ R → H∗(V ) ⊗ H∗(V ) par
la multiplication de H∗(V ). Alors T(V,φ⊗̃ψ)(K ⊗ R) ∼= T(V,φ)(K) ⊗ T(V,ψ)(R) et l’application
ρK⊗R,(V,φ⊗̃ψ) s’identifie avec ρK,(V,φ) ⊗ ρR,(V,ψ) sous cette isomorphisme.

Démonstration. Comme le foncteur TV commute aux produits tensoriels, on a l’isomorphisme
suivant : T(V,φ⊗̃ψ)(K⊗R) ∼= (TV (K)⊗TV (R))⊗T 0

V (K)⊗T 0
V (R)F2(φ⊗ψ). On considère la projection

(TV (K)⊗F2)⊗(TV (R)⊗F2) ∼= (TV (K)⊗TV (R))⊗F2 → (TV (K)⊗TV (R))⊗T 0
V (K)⊗T 0

V (R)F2(φ⊗ψ),

un élément k ⊗ r ∈ TV (K)⊗ TV (R) est dans son noyau si et seulement si k est un produit d’un
élément de TV (K) par un élément de ker(φ) ou si r est un produit d’un élément de TV (R) par
un élément de ker(ψ). En quotientant par le noyau de ce morphisme on obtient l’isomorphisme
recherché.
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Corollaire 4.1.8. Pour K et R deux algèbres instables, C(S(K ⊗R)) ∼= C(S(K))×C(S(R)).

Démonstration. La structure d’algèbre de H∗(V ) induit une bijection naturelle HomK(K ⊗
R,H∗(V )) ∼= HomK(K,H∗(V ))×HomK(R,H∗(V )), ainsi, tout morphisme d’algèbre instable de
K ⊗ R dans H∗(V ) est de la forme φ⊗̃ψ, pour φ et ψ des morphismes de K et R dans H∗(V )
et ⊗̃ défini comme dans la proposition 4.1.7. Alors, par la proposition 4.1.7, ρK⊗R,(V,φ⊗̃ψ) est
un isomorphisme si et seulement si ρK,(V,φ) ⊗ ρR,(V,ψ) est un isomorphisme. C’est à dire si et
seulement si (V, φ) et (V, ψ) sont centraux.

Plus généralement, on a le résultat suivant :

Proposition 4.1.9. Pour K et L deux algèbres instables, φ et ψ des éléments de HomK(K,H∗(V ))
et HomK(L,H∗(V )) etM et N des objets respectivement dans K−U et L−U , T(V,φ⊗̃ψ)(M⊗N) ∼=
T(V,φ)(M)⊗ T(V,ψ)(N) et (V, φ⊗̃ψ) est M ⊗N -central si et seulement si (V, φ) est M -central et
(V, ψ) N -central.

On a donc CM⊗N (S(K ⊗ L)) ∼= CM (S(K))×CN (S(L)).

Démonstration. La preuve est similaire à celle de la proposition 4.1.7 et du corollaire 4.1.8.

Proposition 4.1.10. Soient K une algèbre instable, M et N deux objets de K − U et φ ∈
HomK(K,H∗(V )), pour V un espace vectoriel de dimension finie. Alors,

CM⊕N (S(K)) ∼= CM (S(K))
⋂

CN (S(K)).

Démonstration. Comme TV (M ⊕ N) ∼= TV (M) ⊕ TV (N) et que cet isomorphisme est un iso-
morphisme de TV (K)0-module, on a T(V,φ)(M ⊕ N) ∼= T(V,φ)(M) ⊕ T(V,φ)(N) et ρM⊕N,(V,φ) =
ρM,(V,φ) ⊕ ρN,(V,φ). Donc ρM⊕N,(V,φ) est un isomorphisme si et seulement si ρM,(V,φ) et ρN,(V,φ)

sont des isomorphismes.

Plus généralement, on a le résultat suivant :

Proposition 4.1.11. Soient K ∈ K et 0 → M → N → L → 0 une suite exacte courte
dans K − U . Alors, si (V, φ) ∈ S(K) appartient à deux des trois sous-ensembles CM (S(K)),
CN (S(K)) et CL(S(K)), il appartient au troisième.

Démonstration. Par naturalité de ρP,(V,φ) en P ∈ K−U , et par exactitude de T(V,φ) : K−U →
K − U , on a le diagramme commutatif suivant, dont les lignes sont exactes.

0 //M //

ρM,(V,φ)

��

N //

ρN,(V,φ)

��

L //

ρL,(V,φ)

��

0

0 // T(V,φ)M // T(V,φ)N // T(V,φ)L // 0.

123



Chapitre 4 – Centre d’une algèbre instable

La preuve se conclut en utilisant le lemme des cinq.

Exemple 4.1.12. Le foncteur T0 est l’identité, donc si K est connexe, T(0,εK)(K) ∼= K, pour
εK : K → F2 l’unique morphisme d’algèbre instable de K dans F2. Donc (0, εK) est central.

Notation 4.1.13. Soit εK,V , la composition de εK par l’injection de F2 dans H∗(V ).

Dans [DW90], Dwyer et Wilkerson ont montré le résultat suivant :

Proposition 4.1.14. [DW90, Preuve du Théorème 3.2]
Soit K une algèbre instable connexe telle que Q(K), le module des indécomposables de K,

est localement fini en tant que module instable, alors (V, εK,V ) est central.

En particulier, si K est une algèbre instable connexe noethérienne, alors (V, εK,V ) est central
pour tout espace vectoriel V .

Donnons deux exemples où C(S(K)) ne contient que les (V, εK,V ).

Exemple 4.1.15. Soit K = F2 [u]⊕ ΣF2, où le produit est donné par le produit de polynômes
sur F2 [u]⊗ F2 [u], et où le produit d’un élément de (uF2 [u]⊕ ΣF2) par un élément de ΣF2 est
trivial. Alors TV (K) ∼= F2 [u]⊗FHomF2 (V,F2)

2 ⊕ΣF2 et pour γ∗ 6= εK,V ∈ HomK(K,H∗(V )), γ∗|F2[u]

est induit par un morphisme d’espaces vectoriels γ de V dans F2, puisque F2 [u] ∼= H∗(F2) et
γ∗|ΣF2 = 0. Alors T(V,γ∗)(K) est la composante correspondant à γ dans F2 [u] ⊗ FHomF2 (V,F2)

2 .
Donc (V, γ) n’est pas central.

Remarque 4.1.16. Dans l’exemple 4.1.15, on aurait pu remplacer ΣF2 par n’importe quelle
algèbre instable nilpotente non unitaire.

Exemple 4.1.17. On considère K le noyau du morphisme de module instable F2 [u]→ ΣF2 qui
envoie u sur l’unique élément non trivial de ΣF2. K est une sous-algèbre de F2 [u]. Par exactitude
du foncteur TV , on a la suite exacte

0→ TV (K)→ TV (F2 [u])→ ΣF2 → 0.

On en déduit que TV (K) ∼= K ⊕ F2 [u]⊗ FHomF2 (V,F2)\0
2 et que pour (V, γ∗) ∈ S(K) différent de

(V, εK,V ), γ∗ est induit par un morphisme d’espaces vectoriels de V dans F2 et que T(V,γ∗)(K)
est la composante correspondant à γ dans F2 [u] ⊗ FHomF2 (V,F2)\0

2 , et donc que (V, γ∗) n’est pas
central.

Remarque 4.1.18. Dans ces deux exemples, C(R(K)) = {(0, εK)}, en effet (V, εK,V ) n’appar-
tient à R(K) que si V = 0.

On rappelle deux résultats démontrés dans [DW92] et leurs applications.
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Proposition 4.1.19. [DW92, Proposition 3.4]
Soit K une algèbre instable connexe dont le module des indécomposables Q(K) est localement

fini. Un objet (E, f) de S(K) est central si et seulement si il existe un morphisme de K dans
K ⊗H∗(E) dont les compositions par id⊗ εH∗(E) et εK ⊗ id sont respectivement l’identité de K
et f , où εK et εH∗(V ) sont les augmentations de K et H∗(V ). C’est à dire si et seulement si le
diagramme suivant commute :

K

K

id
66

//

f
((

K ⊗H∗(V )

id⊗εH∗(V )

OO

εK⊗id
��

H∗(V ).

Corollaire 4.1.20. Soit K une algèbre instable connexe dont le module des indécomposables
Q(K) est localement fini. Un objet (V, f) de S(K) est central si et seulement si K est munie
d’une structure κ de H∗(V )-comodule telle que le diagramme suivant commute :

K
κ //

f
((

K ⊗H∗(V )

εK⊗id
��

H∗(V ).

Démonstration. Dans le cas où (V, φ) est central dans S(K), on obtient une application K →
K⊗H∗(E) vérifiant les hypothèses de la proposition 4.1.19, en conjuguant le morphisme κK,(V,φ)

de T(V,φ)(K)→ T(V,φ)(K)⊗H∗(V ) par des isomorphismes de K dans T(V,φ)(K) et de T(V,φ)(K)⊗
H∗(V ) dans K ⊗H∗(V ). Or, κK,(V,φ) définit une structure de comodule sur T(V,φ)(K).

Proposition 4.1.21. Soient K une algèbre instable telle que Q(K) est localement fini, (E, φ) ∈
C(S(K)) et ι : V → E une injection dans Vf . Alors (V, ι∗ ◦ φ) ∈ C(S(K)).

Démonstration. C’est une conséquence directe du corollaire 4.1.20.

Corollaire 4.1.22. Soient K une algèbre instable telle que Q(K) est localement fini et (E, φ) ∈
S(K), alors si (E, φ) est central, (E/ker(φ), φ∗) ∈ R(K) l’est aussi, où ker(φ) et φ∗ sont définis
comme dans la proposition 3.4.15.

Démonstration. En effet, en se donnant s une section de la projection de E sur E/ker(φ), on
obtient (E/ker(φ), φ∗) sous la forme (E/ker(φ), s∗ ◦ φ). Donc par le résultat précédent, si (E, φ)
est central alors (E/ker(φ), φ∗) l’est aussi.
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Lemme 4.1.23. [DW92, Lemme 4.6] Soient K une algèbre instable telle que Q(K) est locale-
ment fini, (E, f) ∈ S(K) et (C, g) ∈ C(S(K)), alors il existe une unique paire (E ⊕C, f � g) ∈
S(K) telle que f � g composée respectivement avec les projections sur H∗(E) et H∗(C) donne
f et g.

H∗(C)

K

g
55

f�g
//

f
))

H∗(C)⊗H∗(E)

id⊗εH∗(E)

OO

εH∗(C)⊗id
��

H∗(E).

f � g est obtenu en prenant l’adjoint du morphisme T(C,g)(K) ∼= K
f→ H∗(E).

Remarque 4.1.24. Dans le lemme 4.1.23, même si (E, f) et (C, g) sont des éléments de R(K),
(E ⊕ C, f � g) n’est pas en général dans R(K).

Définition 4.1.25. [Hea21, Définition 3.9] Soient K une algèbre instable telle que Q(K) est
localement fini, (C, g) ∈ C(R(K)) et (E, f) ∈ R(K), on définit (E ◦ C, σ(f, g)) ∈ R(K) par
E ◦C = (E⊕C)/ker(f�g), où ker(f�g) est défini dans la proposition 3.4.15, et σ(f, g) : K →
E◦C tel que la composition de σ(f, g) par H∗(π(E⊕C)/ker(f�g) soit égal à f�g, où π(E⊕C)/ker(f�g)

est la projection canonique sur (E ⊕ C)/ker(f � g).

Remarque 4.1.26. La définition de ker(f � g), nous garantit que (E ◦C, σ(f, g)) est bien dans
R(K).

Proposition 4.1.27. [Hea21, Corollaire 3.11] Soient K une algèbre instable telle que Q(K)
est localement fini et (C, g) et (E, f) deux éléments centraux de S(K) (resp. R(K)). Alors
(E ⊕ C, f � g) (resp. (E ◦ C, σ(f, g))) est central.

Théorème 4.1.28. [Hea21, Théorème 3.13] Soit K une algèbre instable noethérienne connexe.
Alors, à isomorphisme près il existe un unique objet (C, φ) ∈ R(K) central et maximal pour la
relation de préordre définie par (E, f) ≤ (S, g) si et seulement si HomR(K)((E, f), (S, g)) 6= ∅.
On appellera (C, φ) le centre de K.

Remarque 4.1.29. Les résultats de cette section ne sont pas spécifiques à p = 2. On renvoit le
lecteur à [DW92], [Hea20] et [Hea21] pour la preuve de ces résultats pour p impair.

4.1.2 Groupe des éléments centraux de degré 1

Définition 4.1.30. Soit G(K) l’ensemble des morphismes de K dans H∗(F2) tels que (F2, φ) ∈
C(S(K)). On définit ·, une loi de composition interne sur G(K), de la manière suivante. À φ et
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ψ deux éléments de G(K), on associe φ · ψ, où φ · ψ := H∗(∆F2) ◦ (φ� ψ).

Remarque 4.1.31. En conséquence des propositions 4.1.21 et 4.1.27, (F2, φ ·ψ) est bien central.

Proposition 4.1.32. La loi de composition · est associative.

Démonstration. On commence par justifier que � est associatif sur les morphismes associés à
des éléments centraux. En effet, pour (V, v), (W,w) et (U, u) trois éléments centraux, v� (w�u)
est l’unique morphisme de K dans H∗(V ⊕ W ⊕ U), qui composé avec H∗(ιV⊕W⊕UV ) donne
v et composé avec H∗(ιV⊕W⊕UW⊕U ) donne w � u, en utilisant la définition de w � u, c’est donc
l’unique morphisme de K dans H∗(V ⊕W ⊕U) qui composé respectivement avec H∗(ιV⊕W⊕UV ),
H∗(ιV⊕W⊕UW ) et H∗(ιV⊕W⊕UU ), donne v, w et u. On peut en dire de même de (v � w) � u.

Le résultat découle alors directement de l’associativité de � et de la coassociativité de ∆.

Proposition 4.1.33. Si Q(K) est localement fini, alors εK,F2 ∈ G(K) est un élément neutre
pour ·.

Démonstration. Soit φ ∈ G(K), alors εK,F2 � φ = H∗(π2) ◦ (φ), où π2 désigne la projection sur
le deuxième facteur de F2 ⊕ F2. En effet, H∗(ι1) ◦ (H∗(π2) ◦ (φ)) = H∗(π2 ◦ ι1) ◦ (φ) = εK,F2 et
H∗(ι2) ◦ (H∗(π2) ◦ (φ)) = φ. Donc εK,F2 · φ = H∗(∆) ◦ (H∗(π2) ◦ (φ)) = H∗(π2 ◦∆) ◦ φ = φ.

Lemme 4.1.34. Soit φ ∈ G(K), alors φ · φ = εK,F2.

Démonstration. Soit φ ∈ G(K), ι∗1(∇∗(φ)) = φ = ι∗2(∇∗φ), pour ι1 et ι2 les injections de F2

dans chacune des deux composantes de F2 ⊕ F2. Donc φ � φ = ∇∗φ, ce qui implique que
φ · φ = ∆∗(∇∗(φ)) = 0∗φ = εK,F2 .

Corollaire 4.1.35. Si Q(K) est localement fini, la loi de composition · munit G(K) d’une
structure de 2-groupe abélien élémentaire.

Proposition 4.1.36. Soit K une algèbre instable noethérienne connexe. Soit (C, φ) le centre
de K, alors C est isomorphe à G(K).

Démonstration. On définit γ : C → G(K) de la manière suivante. À x ∈ C\{0}, on associe
ix l’injection de F2 dans C qui envoie 1 sur x, alors γ(x) := i∗xφ, qui est central d’après la
proposition 4.1.21 et à 0 on associe (F2, εK,F2). γ est bien un morphisme, en effet, pour x 6= y,
γ(x + y) = (ix + iy)∗φ = ∆∗ ◦ (ix ⊕ iy)∗ ◦ ∇∗(φ) = ∆∗(i∗xφ � i∗yφ) = γ(x) · γ(y) et pour x = y,
γ(x + x) = 0∗φ = εK,F2 = γ(x) · γ(x) par le lemme 4.1.34. Ce morphisme est surjectif, en effet
par définition du centre, quelque soit (F2, δ) central, il existe une injection i : F2 → C, telle
que i∗φ = δ. Il est également injectif, en effet comme (C, φ) est régulier et K est noethérienne,
pour tout x 6= 0 dans C, i∗xφ est régulier et donc γ(x) 6= εK,F2 .
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4.1.3 Calcul du centre de H∗(G)

Soit G un groupe. Nous allons ici exposer le calcul du centre de H∗(G) initialement étu-
dié dans [Lan92]. Soit E un 2-sous-groupe abélien élémentaire de G, l’injection de E dans G
induit une application resG,E : H∗(G) → H∗(E). Soit AG la catégorie dont les objets sont
les 2-sous-groupes abéliens élémentaires de G et dont les morphismes sont les morphismes de
groupes induits par les conjugaisons par des éléments de G, les morphismes resG,E induisent un
morphisme qG : H∗(G)→ lim←−

E∈AG
H∗(E).

Définition 4.1.37. On dit qu’un groupe G est de Quillen, si qG est un isomorphisme loin des
nilpotents, c’est à dire si son noyau et son conoyau sont nilpotents.

Corollaire 4.1.38. Si G est de Quillen, HomK(H∗(G), H∗(V )) ∼= HomK( lim←−
E∈AG

H∗(E), H∗(V )).

On rappelle le théorème de Quillen suivant, démontré dans [Qui71].

Théorème 4.1.39. Si G est un groupe discret ou un groupe de Lie compact, G est de Quillen.

Proposition 4.1.40. [Hen01, Théorème 11]
Pour G un groupe de Quillen, HomK( lim←−

E∈AG
H∗(E), H∗(V )) ∼= F2 [Rep(V,G)], où Rep(V,G)

dénote les classes de conjugaisons de morphismes de V dans G.

Soit ρ un représentant d’une classe de conjugaison dans Rep(V,G). Alors, le morphisme
V × CG(ρ)→ G, où CG(ρ) dénote le centralisateur dans G de l’image de ρ, qui à (v, g) associe
ρ(v).g, induit un morphisme de H∗(G)→ H∗(V )⊗H∗(CG(ρ)). Par adjonction, cela nous donne
un morphisme TV (H∗(G))→ H∗(CG(ρ)) qui ne dépend pas du choix du représentant ρ.

Proposition 4.1.41. [Lan92]
Si G est un groupe fini ou un groupe de Lie compact, le morphisme

TV (H∗(G))→
∏

ρ∈Rep(V,G)
H∗(CG(ρ))

est un isomorphisme. Par ailleurs, les morphismes ηH∗(G),(V,ρ), ρH∗(G),(V,ρ) et κH∗(G),(V,ρ) sont
induits en cohomologie, respectivement par les applications suivantes :

V × CG(ρ) → G

CG(ρ) → G

V × CG(ρ) → CG(ρ).

Corollaire 4.1.42. Soit G un 2-groupe fini, soit ρ ∈ Rep(V,G) ⊂ HomK(H∗(G), H∗(V )), alors
ρ est central si et seulement si l’injection de CG(ρ) dans G induit un isomorphisme de H∗(G)
dans H∗(CG(ρ)).
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4.1.4 Centralité et K-algèbres

Soit K ′ une K-algèbre, nous allons voir dans cette partie que l’étude des objets de S(K)
K ′-centraux, se ramène à l’étude des morphisme centraux dans S(K ′). Cela nous fournira des
premiers exemples de calculs des morphismes M centraux pour M dans K − U , ce que nous
avons pour l’instant laissé de côté.

Étant donné γ : K → K ′ un morphisme d’algèbres instables, K ′ hérite ainsi d’une
structure de K-module instable. Supposons K et K ′ finiment engendrées en tant qu’algèbres
sur A. D’après la proposition 3.3.13, TV (K ′) admet alors deux décompositions TV (K ′) ∼=⊕
ψ∈HomK(K,H∗(V ))

T(V,ψ)(K ′) et TV (K ′) ∼=
⊕

φ∈HomK(K′,H∗(V ))
T(V,φ)(K ′). Le premier isomorphisme

est un isomorphisme de TV (K)-algèbre instable. Le deuxième est à priori un isomorphisme d’al-
gèbre instable mais la structure de TV (K)-module sur TV (K ′) étant donnée par la composition

TV (K)⊗ TV (K ′) TV (γ)⊗id−→ TV (K ′)⊗ TV (K ′)→ TV (K ′),

c’est aussi un isomorphisme de TV (K)-algèbre instable. Ce qui induit un isomorphisme de
TV (K)-algèbre instable

⊕
ψ∈HomK(K,H∗(V ))

T(V,ψ)(K ′) ∼=
⊕

φ∈HomK(K′,H∗(V ))
T(V,φ)(K ′).

Lemme 4.1.43. Sous cet isomorphisme, T(V,ψ)(K ′) ∼=
⊕

φ∈HomK(K′,H∗(V )) ;
γ∗φ=ψ

T(V,φ)(K ′).

Proposition 4.1.44. Soit K ′ une algèbre instable connexe finiment engendrée en tant qu’algèbre
sur A, γ : K → K ′ un morphisme d’algèbre instable où K est finiment engendrée. Alors, pour
ψ ∈ HomK(K,H∗(V )), ψ est K ′-central si et seulement si ψ a un unique antécédent φ par γ∗

dans HomK(K ′, H∗(V )) et que cet antécédent est central.

Démonstration. K ′ étant supposée connexe, le morphisme

ρK′,(V,ψ) : K ′ → T(V,ψ)(K ′) ∼=
⊕

φ∈HomK(K′,H∗(V )) ;
γ∗φ=ψ

T(V,φ)(K ′)

ne peut être un isomorphisme que si T(V,ψ)(K ′) ∼=
⊕

φ∈HomK(K′,H∗(V )) ;
γ∗φ=ψ

T(V,φ)(K ′) est connexe et

donc, si {φ ∈ HomK(K ′, H∗(V )) ; γ∗φ = ψ} est un singleton. Si c’est le cas et que φ est l’unique
antécédent de ψ par γ∗, alors ρK′,(V,ψ) = ρK′,(V,φ) est un isomorphisme si et seulement si φ est
central, par définition de la centralité.
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Exemple 4.1.45. Soit K une algèbre instable finiment engendrée en tant qu’algèbre instable
et γ : K → H∗(W ). Alors φ ∈ HomK(K,H∗(V )) est H∗(W )-central si et seulement si φ a un
unique antécédent par γ∗ dans HomF2(V,W ). En particulier, si K = H∗(W )G pour G un sous-
groupe de Gl(W ), φ̄ ∈ HomF2(V,W )/G est H∗(W )-central si et seulement si φ̄ est un singleton,
et donc si et seulement si pour tout x ∈ Im(φ) et pour tout g ∈ G, gx = x.

Exemple 4.1.46. Soit K := F2 [y, x(x+ y)]⊕ F2 [y, z, x(x+ y)] z2, on considère la suite exacte
courte dans K − U suivante :

0→ K → H∗(V3)H → F2 [y, x(x+ y)] z → 0,

où H est le sous-groupe de GL(V3) engendré par la matrice
1 1 0
0 1 0
0 0 1

 .
On cherche à déterminer le centre de K en utilisant la proposition 4.1.11. On a les deux isomor-
phismes deK-modules suivants F2 [y, x(x+ y)] z ∼= ΣF2 [y, x(x+ y)] etH∗(V3)H ∼= F2 [y, z, x(x+ y)].
Ici, K → H∗(V3)H est la nil-localisation de K. Alors,

HomK(K,H∗(V )) ∼= HomK(H∗(V3)H , H∗(V )) ∼= HomF2(V, V3)/H.

Alors, φ ∈ HomK(K,H∗(V )) est central si et seulement si il estH∗(V3)H -central et ΣF2 [y, x(x+ y)]-
central. Le centre de H∗(V3)H est donnée par le morphisme d’algèbre de H∗(V3)H dans F2 [x, z]
qui envoie y sur 0, z sur z et x(x + y) sur x2. Pour B2 le sous groupe de de GL(V2) engendré
par [

1 1
0 1

]
,

la structure deK-module de ΣF2 [y, x(x+ y)] étant induite par le morphisme d’algèbreH∗(V3)H →
F2 [y, x(x+ y)] ∼= H∗(V2)B2 qui envoie z sur 0, φ ∈ HomF2(V, V3)/H est ΣF2 [y, x(x+ y)]-central
si et seulement si φ a un unique antécédent ψ dans HomF2(V, V2)/B2 par le morphisme induit
par l’injection de V2 dans V3 (si (e1, e2, e3) est la base duale de (x, y, z), V2 est le sous-espace
vectoriel de V3 engendré par e1 et e2) et si ψ est central. Le morphisme H∗(V3)H → F2 [z]
envoyant z sur z n’ayant pas d’antécédent dans HomF2(F2, V2)/B2, le centre de K est donc le
morphisme d’algèbre instable K → F2 [x] qui envoie y et z sur 0 et x(x+ y) sur x2.
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4.2 Centralité et nil-fermeture

Dans cette partie, nous allons commencer par introduire une notion de centralité pour les
objets de Set(Vf )op , que nous utiliserons pour étudier les éléments centraux d’algèbres nil-fermées.
Nous verrons ensuite comment décomposer l’étude des éléments centraux d’une algèbre instable
en utilisant la filtration nilpotente.

4.2.1 Centre d’un objet de Set(Vf )op et Set(VI)op

Nous présentons ici une notion de centre d’un objet dans Set(Vf )op et Set(VI)op . Nous verrons
par la suite, comment relier le centre de K, au centre du foncteur HomK(K,H∗(_)).

Commençons par fixer quelques notations.

Notation 4.2.1. Les morphismes πV⊕WV et ιV⊕,WV , pour V et W des espaces vectoriels, dé-
noteront respectivement la projection de V ⊕ W sur V et l’injection de V dans, V ⊕ W .
∆V : V → V ⊕ V dénotera le morphisme qui à x ∈ V associe x⊕ x et ∇V : V ⊕ V → V celui
qui à x⊕ y associe x+ y.
Enfin, pour F ∈ Set(Vf )op , ρF,V sera le morphisme naturel de ΣV F dans F , induit pour W un
espace vectoriel par F (ιV⊕WW ) : F (V ⊕W )→ F (W ).

Définition 4.2.2. Soit F ∈ Set(Vf )op et φ ∈ F (V ). Pour Σ(V,φ)F défini dans la définition 3.4.28,
on dit que φ est central si l’application ρF,(V,φ) : Σ(V,φ)F → F , définie comme la composition
de l’injection de Σ(V,φ)F dans ΣV F par F (ιV⊕_

V ), est une bijection naturelle. On définit C(F )
comme l’ensemble des éléments centraux de F .

Le lemme de Yoneda implique que le morphisme de F dans HomSet(Vf )op (HomF2(_,W ), F )
qui à φ ∈ F (W ) associe le morphisme qui à α ∈ HomF2(V,W ) associe F (α)(φ) est un isomor-
phisme naturel.

Le résultat suivant est l’analogue de la proposition 4.1.19 pour les objets de Set(Vf )op .
On rappelle que la notion de connexité pour les foncteurs est définie dans la définition 3.4.55.

Proposition 4.2.3. Soient F ∈ Set(Vf )op connexe et tel que pour tout espace vectoriel V
(V, εF,V ) soit central, et φ ∈ F (W ). Alors, (W,φ) est central si et seulement si il existe un
morphisme µ, de F ×HomF2(_,W ) dans F , telle que le diagramme suivant commute :

F

��

id

''
F ×HomF2(_,W ) µ

// F

HomF2(_,W )

OO
77
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dans lequel, les applications verticales sont celles qui à f ∈ F (V ) associe (f, 0) et celle qui à
α ∈ HomF2(V,W ) associe (F (πV0 )(1F ), α), et dont le morphisme de HomF2(V,W ) dans F (V )
est le morphisme associé à φ par l’isomorphisme de Yoneda.

Démonstration. Montrons d’abord le sens direct, soit φ ∈ F (W ). Alors, l’identité de Σ(W,φ)F

donne lieu à un morphisme γ : Σ(W,φ)F × HomF2(_,W ) → F , vérifiant que pour tout
α ∈ HomF2(V,W ), γ(F (πV0 )(1F ), α) = F (α)(φ). De plus, la restriction à Σ(W,φ)×{0} ∼= Σ(W,φ)F

est le morphisme de structure ρF,(W,φ). Si φ est central, ρF,(W,φ) est un isomorphisme, en com-
posant par son inverse on trouve un morphisme de Σ(W,φ)F × HomF2(_,W ) dans Σ(W,φ)F qui
vérifie toutes les conditions, ce qui conclut le sens direct puisque Σ(W,φ)F est isomorphe à F .

Réciproquement, supposons qu’il existe µ : F × HomF2(_,W ) → F qui vérifie toutes
les conditions de l’énoncé. Alors, par le lemme 3.4.54, l’identité de F se factorise sous la
forme F → ΣWF → F , où la première flèche est µ̃ l’adjoint à µ qui à f ∈ F (V ), associe
µ(F (πV⊕WV )(f), πV⊕WW ) et la seconde est ρF,W (= F (ιV⊕WV )).

Alors, considérons la transformation naturelle :

µ̄V,W : F (V ⊕W ) µ̃V⊕W−→ ΣWF (V ⊕W ) F (∆W⊕idV )−→ F (V ⊕W ).

Cette application est un isomorphisme, en effet F (∆W ⊕ idV ) est obtenu en précomposant
F (ιV⊕W⊕WV⊕W ) par un isomorphisme de F (V ⊕W⊕W ), et associe à f , µ(f, πV⊕WW ). Alors, µ̄ induit
une surjection sur Σ(W,φ)F (V ), mais un élément µ(f, πV⊕WW ) est dans Σ(W,φ)F (V ) si et seulement
F (ιV⊕WW )(µ(f, πV⊕WW )) = φ, c’est à dire si µ(F (ιV⊕WW )(f), idW ) = φ. Or µ(F (ιV⊕WW )(f), idW ) =
µ̄0,W (F (ιV⊕WW )(f)), µ̄0,W est bijective et par hypothèse µ̄0,W (εF,W ) = φ. Donc, µ(f, πV⊕WW ) est
dans Σ(W,φ)F si et seulement si f est dans Σ(W,εF,W )F . µ̄ définit donc une bijection naturelle
entre Σ(W,εF,W )F et Σ(W,φ)F .

Enfin, par adjonction, on a une factorisation de l’identité de F sous la forme F µ̃−→ Σ(W,φ)F
ρF,W−→

F , qui se factorise encore sous la forme :

F
F (πV⊕WV )
−→ Σ(W,εF,W )F

µ̄−→ Σ(W,φ)F −→ F.

Ce qui conclût la preuve puisque, par hypothèse, F
F (πV⊕WV )
−→ Σ(W,εF,W )F est un isomorphisme.

D’après la proposition 4.1.14, la condition que, pour tout espace vectoriel V , (V, εF,V ) soit
central, est vérifiée pour F = HomK(K,H∗(_)), avec K une algèbre instable telle que Q(K) soit
localement fini. C’est l’analogue pour les foncteurs de la condition que Q(K) soit localement fini
dans la proposition 4.1.19. Nous allons voir qu’elle est toujours vérifiée si F est noethérien.

132



4.2. Centralité et nil-fermeture

Proposition 4.2.4. Soit F ∈ Set(Vf )op connexe et noethérien, alors pour tout espace vectoriel
V , (V, εF,V ) est central.

Démonstration. Soit f ∈ F (W ), alors F (πV⊕WW )(f) ∈ Σ(V,εF,V )F (W ) et ρF,(V,εF,V )(F (πV⊕WW )(f)) =
f . Donc ρF,(V,εF,V ) est surjectif. Par ailleurs, soit α ∈ F (V ⊕W ) un antécédent de f par ρF,(V,εF,V ),
alors, F (ιV⊕WV )(α) = εF,V . Comme F est noethérien,

V = ker(εF,V ) = ker(F (ιV⊕WV )(α)) = (ιV⊕WV )−1(ker(α)).

On en déduit que V ⊂ ker(α). Donc, il existe g ∈ F (W ) tel que α = F (πV⊕WW )(g). Mais alors
f = ρF,(V,εF,V )(F (πV⊕WW )(g)) = g. Donc tout élément f ∈ F (W ) a un unique antécédent par
ρF,(V,εF,V ), à savoir F (πV⊕WW )(f), ρF,(V,εF,V ) est un isomorphisme.

Théorème 4.2.5. Soient F ∈ Set(Vf )op connexe et tel que pour tout espace vectoriel V (V, εF,V )
soit central, et φ ∈ F (W ). Alors, (W,φ) est central si et seulement si le groupe HomF2(V,W )
agit naturellement en V sur F (V ), de telle sorte que le diagramme suivant commute :

F

��

id

''
F ×HomF2(_,W ) µ

// F

HomF2(_,W )

OO
77

dans lequel, les applications verticales sont celles qui à f ∈ F (V ) associe (f, 0) et celle qui à
α ∈ HomF2(V,W ) associe (F (πV0 )(1F ), α), et dont le morphisme de HomF2(V,W ) dans F (V )
est le morphisme associé à φ par l’isomorphisme de Yoneda.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 4.2.3.

Remarque 4.2.6. L’adjonction entre le foncteur ΣV et le produit par HomFp(_, V ) pour V un
Fp espace vectoriel n’est pas spécifique à p = 2. Le reste des énoncés de cette partie devraient
pouvoir se déduire de cette adjonction.

4.2.2 Relations entre C(S(K)) et C(HomK(K, H∗(_)))

D’après la proposition 3.4.56, sous l’isomorphisme naturel

HomK(TV (K), H∗(_)) ∼= ΣVHomK(K,H∗(_)),

HomK(T(V,φ)(K), H∗(W )) s’identifie à {γ : K → H∗(V ⊕ W )|(ιV⊕WV )∗(γ) = φ}, où ιV⊕WV

dénote l’inclusion canonique de V dans V ⊕W . On a donc la proposition suivante.
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On rappelle le lemme 3.4.29, pour K une algèbre instable, on a l’isomorphise naturel

HomK(T(V,φ)(K), H∗(_)) ∼= Σ(V,φ)HomK(K,H∗(_)).

En appliquant le foncteur HomK(_, H∗(W )) au diagramme commutatif suivant :

K
ρK,V

//

ρK,(V,φ)
$$

TV (K)

����

T(V,φ)(K),

on obtient le diagramme commutatif dans Set(Vf )op :

Σ(V,φ)HomK(K,H∗(_)) //
� w

**

HomK(K,H∗(_))

ΣVHomK(K,H∗(_))

44

,

où le morphisme entre Σ(V,φ)HomK(K,H∗(_)) et ΣVHomK(K,H∗(_)) évalué en un espace vec-
torielW , est l’injection de la fibre de ΣVHomK(K,H∗(W ))→ HomK(K,H∗(V )) au dessus de φ.
Alors, par définition, si φ est central, ρ∗K,(V,φ) : Σ(V,φ)HomK(K,H∗(W ))→ HomK(K,H∗(W )),
qui s’identifie avec ρHomK(K,H∗(_)),(V,φ), est une bijection naturelle en W . Et donc (V, φ) ∈
C(HomK(K,H∗(_)).

Proposition 4.2.7. Pour K une algèbre instable, C(S(K)) ⊂ C(HomK(K,H∗(_)).

Remarque 4.2.8. Cette inclusion n’est, en général, pas une égalité. Par exemple, dans l’exemple
4.1.17, T(V,φ)(K) ∼= K si φ = εK,V et T(V,φ)(K) ∼= F2 [u] sinon, mais HomK(K,H∗(V )) ∼=
HomK(F2 [u] , H∗(V )), donc pour tout φ, (V, φ) ∈ C(HomK(K,H∗(_)), maisC(S(K)) ne contient
que les (V, εK,V ). On étudiera dans la suite de ce document plus en détail les obstructions qu’il
y a à ce qu’un élément de C(HomK(K,H∗(_)) soit central au sens de Dwyer et Wilkerson.

4.2.3 M-centralité et nil-fermeture

L’objectif de cette partie est de développer un analogue du théorème 4.2.5 pour les foncteurs
HomK−U (M,H∗(_)(_)) avec M ∈ Kf.g. − U , en exploitant les constructions de la section 3.5.

Définition 4.2.9. Soient F ∈ F in(Vf )op , G ∈ (Vf )(Vf )op ↓ F et φ ∈ F (V ). Soit ρG,(V,φ) :
∆(V,φ)G→ G la composition de ∆(V,φ)G ∼= ∆(V,φ)G⊗Fp [0] ↪→ ∆(V,φ)G

φ⊗Fp [HomF2(_, V )] par
la counité de l’adjonction entre −φ ⊗ Fp [HomF2(_, V )] et ∆(V,φ) G

φ ⊗ Fp [HomF2(_, V )]→ G.

Remarque 4.2.10. Le morphisme ρF,(V,φ) : Σ(V,φ)F → F fait de ∆(V,φ)G un objet de
(Vf )(Vf )op ↓ F de telle sorte que ρG,(V,φ) soit un morphisme dans (Vf )(Vf )op ↓ F .
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Soit M ∈ Kf.g. − U avec K une algèbre finiment engendrée en tant qu’algèbre sur A. Pour
(V, φ) ∈ S(K), ρK,(V,φ) : K → T(V,φ)K induit une structure de K-module sur T(V,φ)M de telle
sorte que ρM,(V,φ) soit un morphisme de K-module.

On rappelle que le foncteur h a été défini dans la définition 3.5.6.

Lemme 4.2.11. Soit M ∈ Kf.g. − U avec K une algèbre finiment engendrée en tant qu’algèbre
sur A. Pour (V, φ) ∈ S(K) ρh◦f(M),(V,φ) = h ◦ f(ρM,(V,φ)).

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 3.5.24.

Définition 4.2.12. Soient F ∈ F in(Vf )op , G ∈ (Vf )(Vf )op ↓ F et φ ∈ F (V ). On dit que φ est
G-central si ρG,(V,φ) est un isomorphisme.

Proposition 4.2.13. Soient K ∈ K finiment engendrée en tant qu’algèbre sur A et M ∈
Kf.g. − U nil-fermé. Pour (V, φ) ∈ S(K), φ est M -central si et seulement si il est h ◦ f(M)-
central.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 4.2.11 et du théorème 3.5.7.

Remarque 4.2.14. Soit F ∈ Set(Vf )op noethérien connexe et soit (V, φ) ∈ C(F ), alors l’iso-
morphisme F ∼= Σ(V,φ)F nous permet d’identifier les catégories (Vf )(Vf )op ↓ F et (Vf )(Vf )op ↓
Σ(V,φ)F .

Par ailleurs, pour µ : F ×HomF2(_, V )→ F associé à φ par la proposition 4.2.3, pour G ∈
(Vf )(Vf )op ↓ F ∼= (Vf )(Vf )op ↓ Σ(V,φ)F et ψ ∈ F (W ), on a que Gφ ⊗ Fp [HomF2(_, V )] (W,ψ) est
la somme directe des G(W, δ)⊗Fp [γ] tels que µ(δ, γ) = ψ, avec δ ∈ F (W ) et γ ∈ HomF2(W,V ).

Théorème 4.2.15. Soit F ∈ Set(Vf )op noethérien connexe, soit G ∈ (Vf )(Vf )op ↓ F tel que pour
tout V , (W, εF,W ) soit G-central et soit (W,φ) ∈ C(F ). Alors, φ est G-central si et seulement si
il existe un morphisme Gφ ⊗ Fp [HomF2(_,W )]→ G dans (Vf )(Vf )op ↓ F tel que la composition
G ∼= G⊗ Fp [0]→ Gφ ⊗ Fp [HomF2(_,W )]→ G soit l’identité de G.

Démonstration. Supposons que φ est G-central, alors l’adjoint à l’identité de ∆(V,φ)G composé
par l’isomorphisme ∆(V,φ)G

φ ⊗ Fp [HomF2(_, V )] ∼= Gφ ⊗ Fp [HomF2(_, V )] nous donne le mor-
phisme souhaité.

La preuve de la réciproque utilise de manière cruciale certains éléments de la preuve de la
proposition 4.2.3. Rappelons les idées importantes de cette preuve que nous allons réutiliser. Pour
F ∈ Set(Vf )op un foncteur noethérien, connexe, nous considérions une transformation naturelle
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µ : F ×HomF2(_,W )→ vérifiant que le diagramme suivant commute :

F

��

id

''
F ×HomF2(_,W ) µ

// F

HomF2(_,W )

OO
77

dans lequel, les applications verticales sont celles qui à f ∈ F (V ) associe (f, 0) et celle qui à
α ∈ HomF2(V,W ) associe (F (πV0 )(1F ), α), et dont le morphisme de HomF2(V,W ) dans F (V ) est
le morphisme associé à φ par l’isomorphisme de Yoneda.

Nous montrions alors, que l’application de F (W ) dans lui même qui à f ∈ F (W ) associe
µ(f, idW ) était une bijection et que l’unique antécédent de φ par cette bijection était εF,W .

Dans notre contexte, nous allons utiliser le fait que φ ∈ C(F ) et le fait que G soit de
même variance que F , pour construire un isomorphisme de ∆WG opérant une permutation
sur les ∆(W,δ)G et qui envoie ∆(W,εF,W )G sur ∆(W,φ)G, et conclure en utilisant l’hypothèse que
(W, εF,W ) est G-central.

Puisque φ est supposé central, nous avons un morphisme µ : F × HomF2(_,W ) → F qui
vérifie ces hypothèses. Soit alors ν : Gφ ⊗ Fp [HomF2(_,W )] → G vérifiant les hypothèses de
l’énoncé. Notons que ν envoie un élément de G(V, ψ)⊗ Fp [γ] sur un élément de G(V, µ(ψ, γ)).

Alors, par adjonction, l’identité de G se factorise sous la forme G → ∆WG → G, où la
première flèche est ν̃, l’adjoint à ν qui à g ∈ G(V ) associe ν(G(πV⊕WV )(g), πV⊕WW ), et la seconde
est ρG,V (= G(ιV⊕WV )).

Considérons la transformation naturelle en V :

ν̄V,W : G(V ⊕W ) ν̃V⊕W−→ ∆WG(V ⊕W ) G(∆W⊕idV )−→ G(V ⊕W ).

Cette application est un isomorphisme, en effet G(∆W ⊕ idV ) est obtenu en précomposant
G(ιV⊕W⊕WV⊕W ) par un isomorphisme de G(V ⊕V ⊕W ), et elle associe à g ∈ G(V ⊕W ), ν(g, πV⊕WW ).
Alors, ν̄V,W (g) ∈ ∆(W,φ)G si et seulement si g est une combinaison linéaire d’éléments gi dans des
G(V⊕W,ψi), tels que pour tout i, µ(gi, πV⊕WW ) ∈ Σ(W,φ)F (V ). Mais alors, F (ιV⊕WW )µ(gi, πV⊕WW ) =
φ. Donc, µ(F (ιV⊕WW )(gi), idW ) = φ. Mais, comme nous l’avons montré dans la démonstra-
tion de la proposition 4.2.3, µ(_, idW ) est une bijection de F (W ), et l’unique antécédent de
φ par cette bijection est εF,W . En conséquence, pour tout i, F (ιV⊕WW )(gi) = εF,W et donc, g ∈
∆(W,εF,W )G(V ). En conséquence, ν̄ définit un isomorphisme de ∆(W,εF,W )G(V ) dans ∆(W,φ)G(V ).
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Alors, l’identité de G(V ) se factorise en

G(V )
G(πV⊕WV )
−→ ∆(W,εF,W )G(V ) ν̄−→ ∆(W,φ)G(V )

ρG,(W,φ)−→ G(V ).

Comme, par hypothèse G(πV⊕WV ) est un isomorphisme et que ν̄ définit un isomorphisme de
∆(W,εF,W )G(V ) dans ∆(W,φ)G(V ), ρG,(W,φ) est un isomorphisme.

Corollaire 4.2.16. Soient K ∈ K noethérienne, connexe et M ∈ Kf.g. − U un module instable
nil-fermé tel que, pour tout espace vectoriel de dimension finie, (W, εK,W ) soit M -central. Soit
(V, φ) ∈ C(HomK(K,H∗(_))), alors (V, φ) est M -central si et seulement M admet une structure
de T(V,φ)(K)-module et qu’il existe un morphisme de K-module M → Mφ ⊗H∗(V ) telle que la

composition M →Mφ ⊗H∗(V )
idM⊗εH∗(V ),0−→ M soit l’identité.

Démonstration. Le sens direct est vrai pour M non nil-fermé. Si (V, φ) est M central, l’isomor-
phisme T(V,φ)(M) ∼= M donne à M une structure de T(V,φ)(K)-module. Alors, le morphisme
ηM,(V,φ) : M → T(V,φ)(M)φ ⊗ H∗(V ) composé par l’isomorphisme T(V,φ)(M)φ ⊗ H∗(V ) ∼=
Mφ ⊗H∗(V ) nous fournit le morphisme souhaité.

Réciproquement, soit γ : M → Mφ ⊗ H∗(V ), vérifiant les conditions de l’énoncé. En
appliquant le foncteur h ◦ f , à γ, on obtient un morphisme dans (Vf )(Vf )op ↓ HomK(K,H∗(_))
γ∗ : h ◦ f(M)φ ⊗ F2 [HomF2(_, V )] → h ◦ f(M), vérifiant les hypothèses du théorème 4.2.15.
Alors, ρh◦f(M),(V,φ) = h ◦ f(ρM,(V,φ)) est un isomorphisme. On en déduit que ρM,(V,φ) est un
isomorphisme dans (K − U)/N il1. Comme M est nil-fermé, ρM,(V,φ) est un isomorphisme et
donc (V, φ) est M -central.

4.2.4 C(S(K)) et la filtration nilpotente

Dans cette section, nous allons illustrer comment approcher le centre d’une algèbre instable
K par celui de ses niln-fermetures, avec n parcourant N.

Lemme 4.2.17. Soient K une algèbre instable finiment engendrée en tant qu’algèbre sur l’al-
gèbre de Steenrod, V un espace vectoriel et (W,φ) ∈ S(K). Alors le morphisme

TV (ρK,(W,φ)) : TV (K) ∼=
∏

f∈HomK(K,H∗(V ))
T(V,f)(K)→

∏
g∈Σ(W,φ)HomK(K,H∗(V ))

T(V⊕W,g)(K) ∼= TV (T(W,φ)(K))

est l’application qui à (xf )f∈HomK(K,H∗(V )) associe (xg)g∈Σ(W,φ)HomK(K,H∗(V )) où
xg = δg(ιV⊕WV )∗(x(ιV⊕WV )∗g) avec δg ∈ FHomK(K,H∗(V⊕W ))

2 la fonction caractéristique de g.
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Démonstration. On constate que TV (ρK,W ) : TV (K) → TV (TW (K)) ∼= TV⊕W (K) est l’appli-
cation qui à un élément x du domaine associe (ιV⊕WV )∗x. Que par ailleurs, elle envoie δf ∈∈
FHomK(K,H∗(V )

2 sur l’application qui à g ∈ HomK(K,H∗(V ⊕ W )) associe 1 si (ιV⊕WV )∗g = f

et 0 sinon. En conséquence T(V,f)(K) s’envoie sur
⊕
g∈HomK(K,H∗(V⊕W )) ; (ιV⊕WV )∗g=f T(V,g)(K).

Alors, pour x ∈ T(V,f)(K) la décomposition de (ιV⊕WV )∗x est donnée par

(ιV⊕WV )∗x =
∑

g∈HomK(K,H∗(V⊕W )) ; (ιV⊕WV )∗g=f

δg(ιV⊕WV )∗x.

Proposition 4.2.18. Soit (W,φ) ∈ S(K), (W,φ) ∈ C(S(K)) si et seulement si
φ ∈ C(HomK(K,H∗(_))) et pour tout espace vectoriel V et pour tout g ∈ HomK(K,H∗(V )),
l’application de T(V,g)(K) dans T(V⊕W,g�φ)(K) qui à x associe (ιV⊕WV )∗x est un isomorphisme.

Démonstration. Pour tout espace vectoriel V , TV est exact et pour M un module instable,
TV (M) n’est trivial que si M est trivial. Donc TV (ρK,(W,φ)) est un isomorphisme si et seulement
si ρK,(W,φ) l’est. C’est le cas si et seulement si φ ∈ C(HomK(K,H∗(_))), auquel cas pour tout
f ∈ HomK(K,H∗(V )) il existe un unique gf ∈ Σ(W,φ)HomK(K,H∗(V )) tel que (ιV⊕WV )∗gf = f ,
et si (cf. lemme 4.2.17) TV (ρK,(W,φ)) définit pour tout f ∈ HomK(K,H∗(V )) un isomorphisme
de T(V,f)(K) dans T(V⊕W,gf )(K).

Définition 4.2.19. Soient C1(K) := C(HomK(K,H∗(_))) et, pour n ≥ 2, soit Cn(K) l’en-
semble suivant :

{(W,φ) ∈ C1(K) | ∀g ∈ HomK(K,H∗(V )), g<n(ρK,(W,φ)) : g<n(K)(V, g)
∼=→ g<n(K)(V⊕W, g�φ)}.

Cn(K) ainsi définie est une généralisation à g<n(K) de C(HomK(K,H∗(_))).

Proposition 4.2.20. Tout morphisme φ de K dans H∗(V ) se factorise de manière unique en
K → ln(K) ln(φ)→ H∗(V ), où la première flèche est la localisation loin des n-nilpotents. Alors,
φ ∈ Cn(K), si et seulement si ln(φ) ∈ C(S(ln(K))).

Démonstration. Si φ ∈ Cn(K), alors f<n(ρK,(W,φ)) : f<n(K) → ∆(V,φ)f
<n(K) est un isomor-

phisme. Alors, en appliquant le foncteur m<n à f<n(ρK,(W,φ)) : f<n(K)
∼=→ ∆(V,φ)f

<n(K),
pour φ un élément de Cn(K), on obtient que ρln(K),(V,ln(φ)) : ln(K)→ T(V,ln(φ))(ln(K)) est un
isomorphisme dans K/N iln. Comme ln(K) est niln-fermé, c’est un isomorphisme et donc ln(φ)
est central dans S(K).

Réciproquement, si ln(φ) est central dans S(K), alors pour tout h le diagramme suivant
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commute
g<n(K)(V, h) //

∼=
��

g<n(K)(V ⊕W,h� φ)
∼=
��

g<n(ln(K))(V, ln(h))
∼= // g<n(ln(K))(V ⊕W, ln(h) � ln(φ)),

et donc φ ∈ Cn(K).

La proposition 4.2.18 fournit la filtration

C(S(K)) ⊂ ... ⊂ Cn(K) ⊂ ... ⊂ C2(K) ⊂ C1(K) = C(HomK(K,H∗(_))).

Proposition 4.2.21. Soit K une algèbre instable, alors C(S(K)) =
⋂

n∈N∗
Cn(K).

Démonstration. Si TV (ρK,(W,φ)) n’est pas un isomorphisme sur chaque composante connexe de
TV (K), alors il existe g ∈ HomK(K,H∗(V )) et n ≥ 1 tel que g<n(ρK,(W,φ)) : g<n(K)(V, g) →
g<n(K)(V ⊕W, g � φ) n’est pas un isomorphisme. Le résultat s’en suit par contraposée.

Nous allons donner une caractérisation de l’obstruction à ce qu’un élément (V, φ) ∈ Cn(K)
appartienne à Cn+1(K) ne faisant intervenir que des foncteurs dans f(K)−F .

Définition 4.2.22. Soit F ∈ f<n(K)−F<n. Alors, pour tout V , ∆V F (W ) (défini dans la défini-
tion 2.3.2) est un f(K)(V )-module. Pour (V, φ) ∈ S(K), soit ∆(V,φ)F (W ) := ∆V F (W )⊗f(K)(V )

F2(φ) et ρF,(V,φ) la composition de ρF,V par la projection sur ∆(V,φ)F . On dira que (V, φ) est
F -central si et seulement si ρF,(V,φ) est un isomorphisme.

Soit K une algèbre instable. Notons λn : ln+1(K)→ ln(K) la niln-localisation de ln+1(K).
On a une suite exacte dans K − U

0→ niln(K)/niln+1(K)→ ln+1(K) λn→ ln(K)→ coker(λn)→ 0.

Notons que niln+1(K) et niln(K) sont des idéaux deK, en conséquence de quoi niln(K)/niln+1(K)
est un objet de K − U , par ailleurs ln+1(K) et ln(K) sont des K-algèbres et coker(λn) est un
ln+1(K)-module dans U et donc également un objet de K − U . Par naturalité de ρM,(V,φ) en
M ∈ K − U (lemme 3.3.17), on obtient le diagramme commutatif suivant.

0 // niln(K)/niln+1(K) //

ρniln(K)/niln+1(K),(V,φ)

��

ln+1(K) //

ρln+1(K),(V,φ)

��

ln(K) //

ρln(K),(V,φ)

��

coker(λn) //

ρcoker(λn),(V,φ)

��

0

0 // T(V,φ)(niln(K)/niln+1(K)) // T(V,φ)(ln+1(K)) // T(V,φ)(ln(K)) // T(V,φ)(coker(λn)) // 0.
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En appliquant le foncteur f<n+1, on obtient le diagramme commutatif suivant.

0 // f<n+1(niln(K)/niln+1(K)) //

ρf<n+1(niln(K)/niln+1(K)),(V,φ)

��

f<n+1(K) //

ρf<n+1(K),(V,φ)
��

f<n+1(ln(K)) //

ρf<n+1(ln(K)),(V,φ)
��

f<n+1(coker(λn)) //

ρf<n+1(coker(λn)),(V,φ)
��

0

0 // ∆(V,φ)f
<n(niln(K)/niln+1(K)) // ∆(V,φ)f

<n(ln+1(K)) // ∆(V,φ)f
<n(ln(K)) // ∆(V,φ)f

<n(coker(λn)) // 0.

Théorème 4.2.23. Soient K une algèbre instable et (V, φ) ∈ S(K). Alors, les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

1. Le couple (V, φ) appartient à Cn+1(K).

2. Le couple (V, φ) appartient à Cn(K) et il est f<n+1(niln(K)/niln+1(K))-central et
f<n+1(coker(λn))-central.

Démonstration. Supposons que (V, φ) ∈ Cn+1(K) alors, ρfn+1(K),(V,φ) est un isomorphisme.
En tronquant en degrés strictement plus petits que n, on obtient que ρf<n(K),(V,φ) est un
isomorphisme et donc (V, φ) ∈ Cn(K). Par ailleurs, cela implique que ρf<n+1(ln(K)),(V,φ) est
aussi un isomorphisme, on conclut par le lemme des cinq que ρf<n+1(niln(K)/niln+1(K)),(V,φ) et
ρf<n+1(coker(λn)),(V,φ) sont aussi des isomorphismes.

La réciproque se montre aussi par le lemme des cinq. En effet, si (V, φ) est dans Cn(K) et si
il est f<n+1(niln(K)/niln+1(K))-central et si il est f<n+1(coker(λn))-central, alors

ρf<n+1(niln(K)/niln+1(K)),(V,φ), ρf<n+1(ln(K)),(V,φ) et ρf<n+1(coker(λn)),(V,φ) sont tous des isomor-
phismes et donc il en est de même de ρf<n+1(K),(V,φ).

Remarque 4.2.24. Notons que dans le théorème 4.2.23, f<n+1(λn) est un isomorphisme en de-
grés strictement plus petits que n. Les foncteurs f<n+1(niln(K)/niln+1(K)) et f<n+1(coker(λn))
sont donc concentrés en degré n. Alors, les composantes de degré n de ces deux foncteurs,
fn(niln(K)/niln+1(K)) et fn(coker(λn)) sont des objets de f(K)−F et (V, φ) est
f<n+1(niln(K)/niln+1(K))-central et f<n+1(coker(λn))-central si et seulement si il est
fn(niln(K)/niln+1(K))-central et fn(coker(λn))-central.

4.2.5 Exemples de calculs du centre pour K non nil-fermée

Dans le chapitre 5, nous allons utiliser le formalisme développé pour étudier le centre d’objets
de Set(Vf )op , pour détailler des calculs du centre d’algèbres instables connexes, noethériennes et
nil-fermées. Mais avant cela, détaillons quelques exemples de calcul du centre dans le cas général.

Soit K une algèbre instable finiment engendrée en tant qu’algèbre sur l’algèbre de Steenrod.
Alors, nil1(K) est un idéal de K, c’est donc en particulier un K-module, et pour R1(K) :=
K/nil1(K), S(R1(K)) ∼= S(K) par le morphisme qui à φ de R1(K) dans H∗(V ) associe sa
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précomposition par K → R1(K). Alors, T_(K), T_(R1(K)) et T_(nil1(K)) définissent des
foncteurs de S(K) dans K et les décompositions de TV (K), TV (R1(K)) et TV (nil1(K)) en
composantes connexes sont compatibles, ce qui donne lieu pour tout (V, φ) ∈ S(K), à la suite
exacte suivante :

0→ T(V,φ)(nil1(K))→ T(V,φ)(K)→ T(V,φ)(R1(K))→ 0.

Proposition 4.2.25. Soient K une algèbre instable finiment engendrée en tant qu’algèbre sur
A et (V, φ) ∈ S(K). Alors (V, φ) est central si et seulement si il est nil1(K)-central et (V, φ) est
central dans S(R1(K)).

Démonstration. On a le diagramme commutatif suivant, dont les lignes sont exactes dans U :

0 // nil1(K) //

��

K //

��

R1(K) //

��

0

0 // T(V,φ)(nil1(K)) // T(V,φ)(K) // T(V,φ)(R1(K)) // 0.

Supposons que (V, φ) est nil1(K)-central et est central dans S(R1(K)). Alors, comme les flèches
de nil1(K) vers T(V,φ)(nil1(K)) et de R1(K) vers T(V,φ)(R1(K)) sont des isomorphismes, par le
lemme des cinq, la flèche de K vers T(V,φ)(K) est un iso. Ainsi, (V, φ) est central dans S(K).
Réciproquement, si (V, φ) est central dans S(K), ρK,(V,φ) : K → T(V,φ)(K) est un isomorphisme.
Alors, le foncteur TV commutant avec le foncteur nil1, dans le diagramme précédent, la flèche
nil1(K) → T(V,φ)(nil1(K)) est également un isomorphisme. On conclut en utilisant à nouveau
le lemme des cinq.

Exemple 4.2.26. Soit K une algèbre instable (non unitaire), nil-fermée, connexe et noethé-
rienne. Soit aussi N une algèbre instable nilpotente. Considérons K ⊕ N l’algèbre obtenue en
imposant que le produit d’un élément k de K par un élément de N est trivial pour k 6= 1.
R1(K ⊕N) = K et K est noethérienne, donc pour tout V , (V, εK,V ) est central pour K d’après
la proposition 4.1.14. Alors, TV (N) ∼= T(V,εK⊕N,V )(N) et T(V,φ)(N) ∼= 0 pour φ 6= εK,V . En
conséquence, par la proposition 1.2.53, on a les deux possibilités suivantes, soit N ∈ U1, alors
pour tout V , TV (N) ∼= N et donc (V, εK⊕N,V ) est central, soit N n’est pas dans U1, auquel cas
(0, εK⊕N,0) est le seul élément central dans S(K ⊕N).

Dans l’exemple précédent, on a choisi notre algèbre instable de telle sorte à ce que la structure
de TV (K)-module sur nil1(K) soit trivial. Donnons un second exemple où ce n’est pas le cas.

Exemple 4.2.27. Soit A une algèbre instable (non unitaire), nil-fermée, connexe et noethé-
rienne. Soit aussi N une algèbre instable nilpotente. Considérons K := A ⊕ A ⊗ N . Alors,
nil1(K) ∼= A ⊗ N et R1(K) ∼= A. De plus, la décomposition en composante connexe de K est
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de la forme suivante : TV (K) ∼=
⊕

(V,φ)∈S(A)(T(V,φ)(A) ⊕ T(V,φ)(A)) ⊗ TV (N). On en conclut
que (V, φ) est central pour K si et seulement si il l’est pour A et N ∼= TV (N). Autrement
dit, soit N n’appartient pas à U1 et le centre de K est réduit à (0, εK,0), soit N ∈ U1 et alors
C(S(K)) = C(S(A)).

On peut généraliser l’approche utilisée dans la proposition 4.2.25. Pour K une algèbre in-
stable et pour n ∈ N, niln(K) est un idéal de K. C’est donc un K module, de même que
niln(K)/niln+1(K). Notons Rn(K) le K-module instable réduit, tel que niln(K)/niln+1(K) ∼=
ΣnRn(K) (confère la proposition 1.2.49).

Proposition 4.2.28. Soient K une algèbre instable noethérienne connexe, et N tel que nilN (K) 6=
0 et nilN+1(K) = 0. Soit (V, φ) ∈ S(K). Alors, (V, φ) est central si et seulement si pour tout
n ≤ N , (V, φ) est Rn(K)-central.

Démonstration. Pour tout n, on a une suite exacte dans K − U

0→ niln+1(K)→ niln(K)→ ΣnRn(K)→ 0.

En appliquant le foncteur T(V,φ), on obtient une suite exacte

0→ T(V,φ)(niln+1(K))→ T(V,φ)(niln(K))→ T(V,φ)(ΣnRn(K))→ 0,

et comme dans la proposition 4.2.25, par le lemme des cinq, on obtient que (V, φ) est niln(K)-
central si et seulement si il est niln+1(K)-central et si il est ΣnRn(K)-central, c’est à dire
Rn(K)-central (confère la proposition 4.1.3). Par une récurrence décroissante, on obtient que
(V, φ) est niln(K)-central si et seulement si il est Ri(K)-central pour tout i ≥ n. En particulier,
(V, φ) est central si il est nil0(K)-central et donc si il est Ri(K)-central pour tout i ≤ N .

Remarque 4.2.29. A priori, déterminer les éléments Rn(K)-centraux n’est pas plus facile
que de déterminer directement les éléments centraux de S(K). Le théorème 4.2.23, donne une
méthode plus générale pour déterminer le centre de S(K), que la proposition précédente. Ceci
dit, dans les cas où les Ri(K) ne sont pas seulement réduits mais nil-fermés, cette proposition
permet de calculer le centre plus efficacement.

Dans les exemples précédents, nous avons étudié des situations où R1(K) était nil-fermée.
En général, R1(K) est réduit, mais pas nécessairement nil-fermée. Considérons K une algèbre
réduite et η : K → l1(K) sa nil-fermeture. Alors, on a une suite exacte de la forme :

0→ K → l1(K)→ l1(K)/K → 0,
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avec l1(K)/K nilpotente. Alors, S(K) ∼= S(l1(K)), et l1(K)/K appartient à K − U . Ainsi, les
foncteurs T_(K), T_(l1(K)) et T_(l1(K)/K) sont tous des foncteurs sur S(K) et on a une suite
exacte courte de la forme 0 → T(V,φ)(K) → T(V,φ)(l1(K)) → T(V,φ)(l1(K)/K) → 0 pour tout
(V, φ) ∈ S(K).

Proposition 4.2.30. Soient K une algèbre instable réduite, finiment engendrée en tant qu’al-
gèbre sur l’algèbre de Steenrod et (V, φ) ∈ S(K). Alors (V, φ) est central pour K si et seulement
si il est l1(K)/K-central et qu’il est central dans S(l1(K)).

Démonstration. La démonstration est similaire à celle de la proposition 4.2.25, on justifie que si
(V, φ) est central dans S(K), alors en prenant la nil-localisation, il est central dans S(l1(K)) et
on conclut avec le lemme des cinq.

Exemple 4.2.31. 1. Soit K ∼= F2 [x]x ⊕ F2. Alors, l1(K) ∼= F2 [x] ce qui implique que
S(K) = {(V, φ∗) | φ : V → Vect(x∗)} et C(S(l1(K))) est S(K) tout entier. Par
ailleurs, l1(K)/K ∼= ΣF2 et l’action de K sur l1(K)/K est triviale. Alors, pour tout V ,
TV (l1(K)/K) ∼= T(V,εK,V )(l1(K)/K) ∼= l1(K)/K, et T(V,φ)(l1(K)/K) ∼= 0 pour φ 6= εK,V .
En conséquence, le centre de S(K) est l’ensemble des (V, εK,V ) avec V un espace vectoriel
de dimension finie.

2. Soit K nil-fermée connexe, on considère F2 ⊕K>n, l’algèbre instable constituée des élé-
ments de K de degrés 0 ou supérieur à n, avec n ≥ 1. Alors, le centre de F2 ⊕ K>n

est restreint aux (V, εF2⊕K>n,V ) avec V un espace vectoriel de dimension finie. En effet,
l1(F2 + K>n) ∼= K donc l1(F2 + K>n)/F2 + K>n est un module instable concentré en
degrés plus petits que n. Comme dans le 1, seul les εK,V sont donc l1(F2+K>n)/F2+K>n-
centraux.

Soit K une algèbre instable finiment engendrée en tant qu’algèbre sur A. Alors, tout mor-
phisme de ΦK dans H∗(V ) se factorise en ΦK λK→ K → H∗(V ), ce qui induit une bijection
S(K) ∼= S(ΦK).

Proposition 4.2.32. Soit K une algèbre instable finiment engendrée en tant qu’algèbre sur A.
Alors, C(S(ΦK)) s’identifie à C(S(K)) sous la bijection naturelle entre S(ΦK) et S(K).

Démonstration. Par la proposition 1.2.12, on a un isomorphisme TV (ΦK) ∼= ΦTV (K). Cet
isomorphisme est un isomorphisme d’algèbre, c’est donc aussi un isomorphisme de T 0

V (K)-
algèbres, où on a identifié T 0

V (K) et T 0
V (ΦK). Il est donc compatible avec les décompositions

en composantes connexes. On a alors, T(V,φ)(ΦK) ∼= ΦT(V,φ)(K) pour (V, φ) ∈ S(K). Alors,
ρΦK,(V,φ) = ΦρK,(V,φ) (confère le lemme 3.4.2 dans [Sch94]) est un isomorphisme, si et seulement
si c’est le cas de ρK,(V,φ), donc (V, φ) est central pour ΦK si et seulement si il l’est pour K.
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Chapitre 5

UN PROBLÈME DE CLASSIFICATION DES

H∗(V )-COMODULES DANS K/N il1

Dans ce chapitre, nous allons utiliser l’étude du centre du foncteur HomK(K,H∗(_)) pour
étudier les algèbres instables, noethériennes, connexes et nil-fermées K, munies de structures de
H∗(V )-comodules pour V un espace vectoriel de dimension finie. D’après le corollaire 4.1.20, une
structure de H∗(V )-comodule sur une algèbre instable noethérienne connexe correspond à un
élément central (V, φ) ∈ S(K). Par ailleurs, si K est nil-fermé, d’après la proposition 4.2.20 et
le théorème 4.2.5, (V, φ) ∈ C(S(K)) si et seulement si HomF2(_, V ) agit sur HomK(K,H∗(_))
en faisant commuter le diagramme suivant :

F ×HomF2(_, V ) µ
// F

HomF2(_, V )

OO
88

Ainsi, chercher des structures deH∗(V )-comodules surK noethérienne, connexe et nil-fermée re-
vient à chercher des actions de groupes naturelles enW de HomF2(W,V ) sur HomK(K,H∗(W )).
Plus précisément, pour A une algèbre instable nil-fermée fixée, nous allons nous demander com-
ment classifier les algèbres instables noethériennes et connexes, munies d’une structure deH∗(V )-
comodules dont l’algèbre des éléments primitifs est précisément A. Du point de vue des foncteurs,
cela revient à classifier les foncteurs F , munis d’une action naturelle de HomF2(_, V ) dont le
quotient est précisément HomK(A,H∗(_)).

5.1 Quotients noethériens dans Set(Vf )op

Cette première sous-partie est consacrée à la définition des catégories de foncteurs dans
Set(Vf )op munis d’une action naturelle d’un foncteur de (Vf )op à valeurs dans les groupes, et à
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la démonstration d’un résultat technique permettant de justifier dans certains contextes que le
quotient d’un tel objet est noethérien.

Définition 5.1.1. Soit Grp(Vf )op la sous-catégorie de Set(Vf )op dont les objets sont les foncteurs
à valeurs dans les groupes et dont les morphismes sont les morphismes de groupes naturels en
V .

Remarque 5.1.2. Grp(Vf )op est la catégorie des objets en groupes dans Set(Vf )op .

Définition 5.1.3. Soit G ∈ Grp(Vf )op , on considère G−Set la catégorie dont les objets sont les
objets de Set(Vf )op munie d’une action naturelle deG et dont les morphismes sont les morphismes
dans Set(Vf )op compatibles avec l’action de G.

Définition 5.1.4. Soit G ∈ Grp(Vf )op , on dira que G est noethérien si l’objet de Set(Vf )op obtenu
en oubliant la structure de groupe de G est noethérien.

Soit G ∈ Grp(Vf )op et F ∈ G − Set, on dira que F est noethérien si l’objet de Set(Vf )op

obtenu en oubliant l’action de G est noethérien.

Remarque 5.1.5. Soit F ∈ Set(Vf )op noethérien, soit H ∈ Set(Vf )op et soit q : F � H

une surjection naturelle. Alors, pour α : V1 → V2 un morphisme d’espaces vectoriels et pour
x ∈ H(V2), on considère α∗(q−1({x})) qui désigne l’ensemble des images par α∗ d’antécédents
par q de x. Mais alors, par naturalité de q, α∗(q−1({x})) est toujours inclus dans l’intersection
de q−1({α∗x}), l’ensemble des antécédents de α∗x par q, et de α∗(F (V2)). On va voir que si cette
inclusion est une égalité, le foncteur H est également noethérien.

Lemme 5.1.6. Soit F ∈ Set(Vf )op noethérien, soit H ∈ Set(Vf )op et soit q : F � H une
surjection naturelle.

1. Pour tout V ∈ Vf , pour tout s ∈ H(V ) et pour tout r ∈ F (V ) tel que q(r) = s, ker(r) ⊂
ker(s).

2. De plus, il existe rs ∈ F (V ) (à priori non unique) tel que q(rs) = s et ker(rs) = ker(s).

Démonstration. En effet, si r ∈ F (V ) est tel que q(r) = s, alors il existe r′ ∈ F (V/ ker(r)) tel que
r = π∗r′ pour π la projection de V sur V/ ker(r) mais alors x = π∗(q(r′)) et donc ker(s) ⊃ ker(r).

De plus, soit s̃ ∈ H(V/ ker(s)) tel que γ∗(s̃) = s, où γ désigne la projection de V sur
V/ ker(s). Alors, comme q est une surjection, il existe r̃s ∈ F (V/ ker(s)) un antécédent de s̃
par q. Par naturalité de q, pour rs := γ∗(r̃s), q(rs) = s et ker(s) ⊂ ker(r). Donc, d’après le 1,
ker(s) = ker(rs).

Proposition 5.1.7. Soit F ∈ Set(Vf )op noethérien, soit H ∈ Set(Vf )op et soit q : F � H

une surjection naturelle. Alors, si pour tout morphisme dans Vf , α : V1 → V2 et pour tout
x ∈ H(V2), α∗(q−1({x})) = q−1({α∗x}) ∩ α∗(F (V2)), le foncteur H est également noethérien.
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Démonstration. Le foncteur F étant à valeurs dans les ensembles finis, c’est également le cas pour
H. Il faut justifier que pour tout s ∈ H(V ), et pour tout β : U → V , ker(β∗s) = β−1(ker(s)).

On considère alors le diagramme suivant :

U

σ
��

β
// V

γ

��

U/β−1(ker(s))

ρ

��

β̃

// V/ker(s)

U/ker(H(β)(s))

où γ, σ et ρ dénotent les surjections canoniques et où β̃ désigne l’application induite par β entre
U/β−1(ker(s)) et V/ ker(s). β̃ est alors injective, puisqu’on l’a obtenu en quotientant la source
de γ ◦ β par son noyau, et donc β̃∗ est surjective.

Soit rs ∈ F (V ) vérifiant les conditions de 2 dans le lemme 5.1.6. Alors, comme par hypothèse
ker(rs) = ker(s), il existe ts ∈ F (V/ker(s)) régulier et tel que γ∗ts = rs et donc tel que γ∗(q(ts)) =
s, alors q(ts) est également régulier. Par soucis de clarté, représentons tous ces éléments dans
un diagramme :

ts ∈ F (V/ ker(s)) γ∗
//

qV/ ker(s)
��

F (V ) 3 rs
qV
��

q(ts) ∈ H(V/ ker(s)) γ∗
// H(V ) 3 s.

Le noyau de β∗s contient β−1ker(s) et, toujours d’après le lemme 5.1.6, il existe h ∈
F (U/ker(β∗s)) régulier, tel que q ((σ∗ ◦ ρ∗)(h)) = β∗s. Comme

σ∗ : H(U/β−1(ker(s)))→ H(U)

est injective, puisque σ est surjective, q(β̃∗ts) = q(ρ∗h) ∈ F (U/β−1(ker(s))).

En appliquant l’hypothèse à β̃ : U/β−1(ker(s)) → V/ ker(s) et q(ts) ∈ H(V/ ker(s)) et en
utilisant que β̃∗ est surjectif, on obtient q−1({β̃∗(q(ts))}) = β̃∗(q−1({q(ts)})) ⊂ F (U/β−1(ker(s))).
Comme ρ∗h ∈ q−1({β̃∗(q(ts))}), il existe l ∈ F (V/ker(s)) tel que q(l) = q(ts) et β̃∗l = ρ∗h.
Alors, q(ts) = q(l) est régulier et donc l est régulier (d’après le 1 dans le lemme 5.1.6).
Comme F est noethérien, ker(ρ∗h) = ker(β̃∗l) = β̃−1(ker(l)) = 0. Or, comme h est régulier,
ker(ρ∗h) = ker(β∗s)/β−1(ker(s)), donc ker(β∗s) = β−1ker(s).
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Corollaire 5.1.8. Soit G ∈ Grp(Vf )op et F ∈ G − Set noethérien. Alors, le foncteur F/G est
noethérien.

Démonstration. On note q la projection naturelle de F sur F/G. On va montrer que q vérifie
l’hypothèse de la proposition 5.1.7. Soit x ∈ F/G(V ), et soit β : U → V un morphisme
d’espaces vectoriels. On a vu dans la remarque 5.1.5 que β∗q−1({x}) ⊂ q−1({β∗x})∩ β∗(F (V )).
Nous devons justifier que cette inclusion est une égalité.
Soit φ ∈ F (V ) tel que q(φ) = x, par définition q−1({x}) = {g ·φ|g ∈ G(V )}, soit alors ψ ∈ F (V )
tel que β∗ψ appartienne à q−1({β∗x}), alors il existe γ ∈ G(U) tel que β∗ψ = γ · β∗φ. Notons ι
et π, respectivement une section de U/ker(β) dans U et la projection de U sur U/ker(β). Alors,
comme β = β◦ι◦π, on a β∗ψ = π∗◦ι∗(β∗ψ) = (π∗◦ι∗)(γ)·(π∗◦ι∗)(β∗φ) = (π∗◦ι∗)(γ)·β∗φ. Mais,
ker(β) = ker(ι ◦ π) donc (π∗ ◦ ι∗)(γ) = β∗g pour un certain g ∈ G(V ). Alors, β∗(g · φ) = β∗ψ,
avec g · φ ∈ q−1({x}) donc β∗ψ ∈ β∗q−1({x}). Ce qui conclût la preuve.

5.2 Dimension de Krull d’un foncteur

Étant donné Q ∈ Set(Vf )op et G ∈ Grp(Vf )op noethériens, on aimerait ramener la classification
des foncteurs F ∈ G−Set noethériens et tels que F/G ∼= Q, à un problème de classification d’en-
sembles munis d’actions de G(W ) et End(W ) compatibles entre elles, dont le quotient par G(W )
est Q(W ) pour W un espace-vectoriel de dimension assez grande. Cela se fait en introduisant la
dimension de Krull d’un foncteur.

Proposition 5.2.1. [Hea21, Proposition 2.6] Soit K une algèbre instable noethérienne et soit
d sa dimension de Krull. Alors d = max{dim(E) | ∃f : K → H∗(E) tel que (E, f) ∈ R(K)}.

Corollaire 5.2.2. Pour tout foncteur noethérien F , il existe un entier d tel que dim(E) > d

implique regF (E) = ∅.

Définition 5.2.3. 1. Soit F ∈ Set(Vf )op , on appelle dimension de Krull de F le plus petit
d ∈ N ∪ {+∞} tel que pour tout espace vectoriel E de dimension finie strictement plus
grande que d, regF (E) = ∅. On notera dF la dimension de Krull de F .

2. Soit Set(V
f )op

d la sous-catégorie pleine de Set(Vf )op dont les objets sont les foncteurs de
dimension de Krull inférieure ou égale à d.

Ce qui suit est inspiré de la partie II-2 de [HLS93].

Définition 5.2.4. Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur F2, S un ensemble muni
d’une action à droite de End(E) et T un ensemble muni d’une action à gauche de End(E). On
définit S×End(E) T comme le co-égalisateur de deux morphismes de S×End(E)×T dans S×T
qui envoient (s, α, t) respectivement sur (s · α, t) et (s, α · t).
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Proposition 5.2.5. [HLS93, Théorème 2.7]

1. Soient F un foncteur de dimension de Krull finie, et E un espace vectoriel de dimension
finie tel que dF ≤ dim(E). Alors il existe un isomorphisme naturel de F (E) ×End(E)

HomF2(_, E) dans F .

2. En conséquence, le foncteur qui à un ensemble D muni d’une action de End(E) associe
D×End(E)HomF2(_, E) défini une équivalence de catégorie entre la catégorie des End(E)-
ensembles et la catégorie Set(V

f )op

d , dont l’inverse est l’évaluation en E.

Remarque 5.2.6. L’isomorphisme est donné par la transformation naturelle de F (E)×HomF2(_, E)
dans F qui à (f, γ) associe γ∗f qui ne dépend pas du choix de (f, γ) dans sa classe de F (E)×End(E)

HomF2(_, E).

Remarque 5.2.7. F (E) ×End(E) HomF2(_, E) est l’extension de Kan à gauche du foncteur
évaluation, qui à un foncteur in Set(Vf )op associe F (E) muni de l’action de End(E).

Lemme 5.2.8. Soient Q ∈ Set(Vf )op, G ∈ Grp(Vf )op noethériens et F ∈ G−Set tel que F/G ∼= Q.
Alors pour tout espace vectoriel E, dim(E) > dG + dQ implique regF (E) = ∅.

Démonstration. dG et dQ sont les dimensions maximales pour lesquelles G et Q possèdent des
éléments réguliers, et qui existent d’après le corollaire 5.2.2. Soit F ∈ Set(Vf )op muni d’une
G-action tel que F/G ∼= Q. On considère E un espace vectoriel de dimension strictement plus
grande que dG + dQ.
Soit alors f ∈ F (E). On considère f la classe de f dans F/G. Alors, d’après le lemme 5.1.6, il
existe rf ∈ f tel que ker(rf ) = ker(f). Soit g ∈ G(E), tel que f = g · rf . Alors, dim(ker(rf )) ≥
dim(E) − dQ, en effet dim(ker(rf )) = dim(ker(f)) et f = π∗(t)) avec π la projection de E sur
E/ ker(f) et t ∈ F/G(E/ ker(f)) régulier, donc par hypothèse dim(E/ ker(f)) ≤ dQ.
De même, dim(ker(g)) ≥ dim(E) − dG. On a alors, dim(ker(rf ) + ker(g)) = dim(ker(rf )) +
dim(ker(g)) − dim(ker(rf ) ∩ ker(g)) ≤ dim(E). Or, dim(ker(rf )) + dim(ker(g)) ≥ 2 dim(E) −
dG− dQ > dim(E). Donc ker(rf )∩ ker(g) 6= 0. Mais alors, il existe g̃ ∈ G(E/ ker(rf )∩ ker(g)) et
r̃f ∈ F (E/ ker(rf ) ∩ ker(g)) tels que π∗g̃ = g et π∗r̃f = rf , où π dénote la projection de E sur
E/ ker(rf ) ∩ ker(g), et donc f = π∗(g̃ · r̃f ), ce qui implique que f n’est pas régulier.

Le produit semi-direct G(V )oEnd(V ) est un monoïde dont les éléments sont ceux de G(V )o
End(V ) et dont le produit est défini par (g, φ)·(γ, ψ) = (g ·φ∗γ, ψ◦φ), l’action de G(V )oEnd(V )
sur F (V ) est alors définie par (g, φ) · f = g · φ∗f pour g ∈ G(V ), φ ∈ End(V ) et f ∈ F (V ).

Proposition 5.2.9. Soient G ∈ Grp(Vf )op et F ∈ G−Set noethériens. Soit V un espace vectoriel,
alors on a une action du monoïde G(V ) o End(V ) sur F (V ), où le produit semi-direct est celui
induit par l’action de End(V ) sur G(V ) qui est celle induite par la fonctorialité de G et où
(g, ρ) ∈ G(V ) o End(V ) associe à φ ∈ F (V ) g · ρ∗φ.
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Le corollaire suivant est une conséquence de la proposition 5.2.5.

Corollaire 5.2.10. Soient Q ∈ Set(Vf )op et G ∈ Grp(Vf )op noethériens. Soit A et B deux
foncteurs noethériens dans G−Set tels que A/G ∼= B/G ∼= Q. Soit E de dimension 2dG+dQ où
dG et dQ sont les dimensions de Krull de G et Q. Alors A et B sont isomorphes dans G− Set
si et seulement si il existe un isomorphisme G(E) o End(E) équivariant entre A(E) et B(E).

Démonstration. En effet, d’après le lemme 5.2.8 et la proposition 5.2.5, on a A ∼= A(E)×End(E)

HomF2(_, E) et B ∼= B(E)×End(E) HomF2(_, E) ainsi, un isomorphisme εE End(E)-équivariant
entre A(E) et B(E) induit un isomorphisme naturel ε entre A et B dans Set(Vf )op . Si on impose
la condition dim(E) = 2dG + dQ plutôt que dG + dQ c’est pour justifier la G-équivariance
de l’isomorphisme ainsi obtenu. En appliquant le lemme 5.2.8 à A plutôt que Q, on constate
que le foncteur G × A n’a pas d’éléments réguliers en dimension plus grande que dim(E). En
conséquence, pour (g, f) ∈ G(V ) × A(V ), il existe α : V → E, γ ∈ G(E) et φ ∈ F (E) tels
que α∗γ = g et α∗φ = f , alors en utilisant la G(E) o End(E) équivariance de εE , ε(g · f) =
α∗γ · α∗ε(φ) = g · ε(f). Ce qui conclût la preuve.

Remarque 5.2.11. Le résultat précédent induit une correspondance entre les foncteurs noethé-
riens dans G−Set dont le quotient par G est Q et les ensembles sur lesquels agit G(E)oEnd(E)
et dont le quotient par G(E) est Q(E).

5.3 Cas des algèbres intègres

On en vient donc à notre question, si on se fixe P ∈ K noethérienne, connexe et nil-fermée,
comment classifier loin des nilpotents les H∗(V )-comodules dans K noethériens, connexes dont
l’algèbre des éléments primitifs est isomorphe à P , pour V ∈ Vf . De manière équivalente, si on
se fixe Q ∈ Set(Vf )op noethérien, connexe, comment classifier les objets de HomF2(_, V ) − Set
noethériens, connexes dont le quotient par HomF2(_, V ) est isomorphe à Q. Nous allons voir que
si on se restreint au cas des algèbres connexes, la question se simplifie en utilisant le théorème
d’Adams-Wilkerson.

Commençons par rappeler la construction de l’action de groupe de HomF2(_, V ) sur F as-
socié à γ un élément central de F (V ) (confère la proposition 4.2.3). On définit le morphisme
naturel µ, de HomF2(_, V )×F dans F par µ(α, f) = ∆∗W ◦(α⊕ idW )∗(γ ∗f) où γ ∗f est l’unique
élément de F (V ⊕W ) tel que (ιV⊕WV )∗(γ ∗ f) = γ et (ιV⊕WW )∗(γ ∗ f) = f .

Dans ce qui suit, on se restreint à des algèbres intègres. Ce qui nous permet d’utiliser le
théorème d’Adams-Wilkerson, démontré à l’origine dans [AW80].
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Théorème 5.3.1. [HLS93, Théorème 3] Soit K une algèbre instable intègre de degré de trans-
cendance inférieur ou égal à dim(V ), alors il existe une injection φ de K dans H∗(V ).

Remarque 5.3.2. Si le degré de transcendance de K est exactement d, alors cette injection est
régulière.

Corollaire 5.3.3. Soit K une algèbre instable intègre de degré de transcendance d, soit Vd
de dimension d et φ un plongement de K dans H∗(Vd). Alors HomF2(_, Vd) se surjecte sur
HomK(K,H∗(_)), par le morphisme de Yoneda qui envoie α ∈ HomF2(W,Vd) sur α∗φ. De plus,
cette surjection se factorise à travers HomF2(W,Vd)/Gal(φ) où Gal(φ) dénote le sous groupe de
Aut(Vd) des stabilisateurs de φ.

Ainsi, se restreindre à l’étude d’algèbres intègres revient, du point de vue des foncteurs, à
se restreindre à des foncteurs F tels qu’il existe φF ∈ F (Vd) régulier et tel que le morphisme de
Yoneda de HomF2(_, Vd) dans F qui envoie idVd sur φF soit une surjection.

Dans ce contexte, si F ∈ HomF2(_, V ) − Set dont le quotient par HomF2(_, V ) est Q,
φQ := q(φF ) ∈ Q(Vd) est tel que HomF2(_, Vd) se surjecte sur Q par α 7→ α∗φQ. On notera que
φQ n’est pas nécessairement régulier.

5.3.1 Centralité et structure de HomF2(_, V )− Set

Pour F ∈ F in(Vf )op , tel qu’il existe Vd ∈ Vf et φF ∈ F (Vd) tels que le morphisme de Yoneda
associé à φF , de HomF2(_, Vd) dans F , soit surjectif, il est plus facile de caractériser les éléments
centraux de F (V ) et d’expliciter la structure de HomF2(_, V )− Set qui leur est associée. Nous
montrerons également, comment dans ce contexte le quotient de F par l’action de HomF2(_, V )
est caractérisé par l’existence d’un diagramme commutatif

HomF2(_, V )×HomF2(_, Vd) //

id×φF
����

HomF2(_, Vd) // //

φF
����

HomF2(_, Vd/Im(δ))

����

HomF2(_, V )× F // F
q

// // Q,

dans lequel le carré de droite est une somme amalgamée.

Lemme 5.3.4. Soit (δ, β) ∈ HomF2(V, Vd)×HomF2(H,Vd) avec V et H deux espaces vectoriels,
soit F un foncteur dans Set(Vf )op et soit φF ∈ F (Vd). Alors pour ∇ : Vd ⊕ Vd → Vd qui envoie
x⊕ y sur x+ y, (δ ⊕ β)∗ ◦ ∇∗(φF ) est un antécédent de β∗φF dans Σ(V,δ∗φF )F (H).

Démonstration. En effet, pour ιV⊕HV et ιV⊕HH les injections respectives de V et H dans V ⊕H,
∇ ◦ (δ ⊕ β) ◦ ιV⊕HV = δ et ∇ ◦ (δ ⊕ β) ◦ ιV⊕HH = β, donc (ιV⊕HV )∗((δ ⊕ β)∗ ◦ ∇∗(φF )) = δ∗φF et
(ιV⊕HH )∗((δ ⊕ β)∗ ◦ ∇∗(φF )) = β∗φF .
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On en déduit directement la proposition suivante :

Proposition 5.3.5. 1. Soit F un foncteur connexe de dimension de Krull d, et soit φF ∈
F (Vd) tel que le morphisme naturel de HomF2(_, Vd) qui envoie l’identité sur φF soit sur-
jectif. Soient δ ∈ HomF2(V, Vd) et H un espace vectoriel de dimension finie, l’application
naturelle (ιV⊕HV )∗ : Σ(V,δ∗φF )F (H)→ F (H) est toujours surjective, et δ∗φF est central
si et seulement si pour tout β ∈ HomF2(H,Vd), (δ ⊕ β)∗ ◦ ∇∗(φF ) est le seul antécédent
de β∗φF par cette application.

2. Si δ∗φF est central, l’action de HomF2(_, V ) sur F adjointe à l’isomorphisme de F dans
Σ(V,δ∗φF )F vérifie que pour tout g ∈ HomF2(W,V ) et pour tout β ∈ HomF2(W,Vd),

g · β∗φF = (δ ◦ g + β)∗φF .

Démonstration. Par construction, tout élément de F (H) est de la forme β∗φF avec β : H → Vd,
alors d’après le lemme 5.3.4, tout élément β∗(φF ) ∈ F (H) a au moins un antécédent par

ρF,(V,δ∗φF ) = (ιV⊕HV )∗ : Σ(V,δ∗φF )F (H)→ F (H),

à savoir (δ ⊕ β)∗ ◦ ∇∗(φF ). Alors, δ∗φF est central si et seulement si ρF,(V,δ∗φF ) est un isomor-
phisme, c’est à dire si (δ ⊕ β)∗ ◦ ∇∗(φF ) est le seul antécédent de β∗φF .

De plus, si δ∗φF est central, par définition la structure de HomF2(_, V )−Set sur F associée
à δ∗φF est donnée par

µ : HomF2(_, V )× F → F,

définie par µ(g, β∗φF ) := ∆∗V ◦ (g ⊕ idW )∗(δ∗φF ∗ β∗φF ), pour δ∗φF ∗ β∗φF l’unique antécédent
de β∗φF , par ρF,(V,δ∗φF ). Donc

δ∗φF ∗ β∗φF = (δ ⊕ β)∗ ◦ ∇∗(φF ),

µ(g, β∗φF ) = ∆∗W ◦ (g ⊕ idW )∗ ◦ (δ ⊕ β)∗ ◦ ∇∗(φF ),

et donc,

g · β∗φF = (δ ◦ g + β)∗(φF ).

On rappelle que εF,V , pour F ∈ Set(V
f )op connexe et V ∈ Vf , est défini dans la définition

3.4.55.
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Proposition 5.3.6. Soit F un HomF2(_, V ) − Set connexe, de dimension de Krull d, dont le
quotient par HomF2(_, V ) est isomorphe à Q. Soient également Vd de dimension d et φF ∈
F (Vd) tel que le morphisme de Yoneda envoyant l’identité de Vd sur φF soit surjectif. Soit
δ ∈ HomF2(V, Vd) tel que idV · ε(F,V ) = δ∗φF . On a un diagramme commutatif dans lequel le
carré de droite est une somme amalgamée :

HomF2(_, V )×HomF2(_, Vd) //

id×φF
����

HomF2(_, Vd) // //

φF
����

HomF2(_, Vd/Im(δ))

����

HomF2(_, V )× F // F
q

// // Q,

où la flèche de HomF2(_, V )×HomF2(_, Vd) dans HomF2(_, Vd) est donnée par l’action de groupe
naturelle de HomF2(_, V ) sur HomF2(_, Vd) qui envoie (φ, ψ) ∈ HomF2(W,V ) × HomF2(W,Vd)
sur δ ◦ φ+ ψ. HomF2(_, Vd/Im(δ)) est le quotient de cette action.

Démonstration. En effet, d’après le théorème 4.2.5, la structure de HomF2(_, V ) − Set de F
provient d’un élément central δ∗φF tel que idV · ε(F,V ) = δ∗φF . Alors, d’après le corollaire 5.3.5,
on a un diagramme commutatif

HomF2(_, V )×HomF2(_, Vd) //

����

HomF2(_, Vd)

����

HomF2(_, V )× F // F,

dont la première ligne est donnée par l’action de HomF2(_, V ) sur HomF2(_, Vd) définie par
g · β = β + δ ◦ g, pour g ∈ HomF2(W,V ) et pour β ∈ HomF2(W,Vd), où δ ∈ HomF2(V, Vd) est tel
que pour tout g ∈ HomF2(W,V ) g · ε(F,W ) = g∗δ∗φ.

Pour conclure sur l’existence de ce diagramme commutatif, il nous suffit d’identifier le
quotient de HomF2(_, Vd) sous cette action. Or, on a l’isomorphisme naturel HomF2(_, V ) ×
HomF2(_, Vd) ∼= HomF2(_, Vd⊕V ). L’action de HomF2(_, V ) est donc induite par le morphisme
δ + Id, de Vd ⊕ V dans Vd. Alors, α ∈ HomF2(W,Vd) est dans la même classe que β si et
seulement si, il existe g : W → V tel que α = β + δ ◦ g, c’est à dire si et seulement si les
compositions de α et β avec la projection de Vd sur Vd/Im(δ) sont égales. En conclusion, le
quotient de HomF2(_, Vd) par l’action de HomF2(_, V ) est HomF2(_, Vd/Im(δ)).

Enfin, α∗φF ∈ F (W ) et β∗φF ∈ F (W ) s’envoient sur la même classe α∗φQ = β∗φQ dans
Q(W ), si et seulement si il existe un morphisme g : W → V , tel que α∗φF = (δ ◦ g + β)∗φF ,
c’est à dire si il existe α′ ∈ HomF2(W,Vd) tel que α∗φF = α′∗φF et tel que la classe de α′ dans
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HomF2(_, Vd/Im(δ)) est égale à celle de β. En conséquence, le morphisme

F tHomF2 (_,Vd) HomF2(_, Vd/Im(δ))→ Q,

induit par propriété universelle de la somme amalgamée est injectif, il est aussi surjectif car la
projection F → Q est surjective. Le carré de droite est donc bien une somme amalgamée.

Remarque 5.3.7. Si δ n’est pas injectif, l’action de HomF2(_, V ), peut être obtenue à partir
d’une action de HomF2(_, Im(δ)) et par la composition

HomF2(_, Vd)×HomF2(_, V )→ HomF2(_, Vd)×HomF2(_, Im(δ))→ HomF2(_, Vd).

On peut donc supposer que l’action de HomF2(_, V ) est induite par une injection δ de V dans
Vd, alors on a d = dim(V )⊕ dim(Vd/V ), où on a identifié V à son image par δ.

Dans ce cas, puisque HomF2(_, Vd/V ) se surjecte sur Q, par le morphisme de Yoneda qui
envoie α sur α∗φQ, ker(φQ) ⊃ V , mais si cette inclusion était stricte, par le lemme 5.2.8 φF ne
serait pas régulier, donc ker(φQ) = V .

Faisons le lien entre la proposition 5.3.6, et ce qui se passe dans la catégorie K, pour un
algèbre instable noethérienne, nil-fermée, connexe et intègre.

Théorème 5.3.8. Soit K une algèbre instable connexe, intègre, de degré de transcendance d, nil-
fermée et munie d’une structure de comodule K → K ⊗H∗(V ) pour V un sous-espace vectoriel
de Vd. Soit φ : K → H∗(Vd) un plongement. Alors, la sous-algèbre P des primitifs de K pour
cette structure de comodule, est l’intersection de K avec H∗(Vd/V ) où on a identifié H∗(Vd/V )
à son image dans H∗(Vd) par le morphisme induit par la projection de Vd sur Vd/V .

Démonstration. En effet, d’après la proposition 5.3.6, si on note F := HomK(K,H∗(_)) et
Q := HomK(P,H∗(_)), les foncteurs F et Q s’insèrent dans le diagramme commutatif, dont le
carré de droite est une somme amalgamée :

HomF2(_, V )×HomF2(_, Vd) //

����

HomF2(_, Vd) // //

����

HomF2(_, Vd/V )

����

HomF2(_, V )× F // F
q

// // Q.

Ce diagramme est obtenu en appliquant le foncteur HomK(_, H∗(_)) au diagramme commutatif
suivant, dans la catégorie des algèbres instables :
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P �
�

//� _

��

K //� _

��

K ⊗H∗(V )� _

��

H∗(Vd/V ) �
�

// H∗(Vd) // H∗(Vd)⊗H∗(V ),

où le morphisme de H∗(Vd) dans H∗(Vd)⊗H∗(V ), induit par le morphisme de Vd ⊕ V dans Vd,
δ + id, donne à H∗(Vd) une structure de H∗(V )-comodule dont les primitifs sont précisément
H∗(Vd/V ). Alors, un élément de K est primitif si et seulement si il est primitif dans H∗(Vd).
Donc la sous-algèbre P des éléments primitifs de K, est l’intersection de K avec H∗(Vd/V ).

Remarque 5.3.9. On a utilisé dans la démonstration du théorème 5.3.8 le fait que toute struc-
ture de H∗(V )-comodule sur une algèbre instable connexe, intègre, de degré de transcendance
d, nil-fermée K est induite par un morphisme δ + id : Vd ⊕ V → Vd, via une inclusion de K
dans H∗(Vd).
Réciproquement, pour qu’un tel morphisme induise une structure de H∗(V )-comodule sur K, il
faut que l’image de K dans H∗(Vd)⊗H∗(V ) par (δ + id)∗, où on a identifiée K avec son image
par un plongement d’Adams-Wilkerson dans H∗(Vd), soit incluse dans K ⊗H∗(V ).

De même, dans la catégorie des foncteurs :

Lemme 5.3.10. Pour un foncteur F connexe et engendré par une classe unique φF ∈ F (Vd),
un morphisme δ + id : Vd ⊕ V → Vd induit une action de groupe de HomF2(_, V ) sur F si
et seulement si, pour tout g ∈ HomF2(W,V ) et pour tout α et β de W → Vd, α∗φF = β∗φF

implique que (δ ◦ g + α)∗φF = (δ ◦ g + β)∗φF .

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 5.3.6.

5.3.2 Comparaison avec les algèbres d’invariants

Pour F noethérien connexe de degré de transcendance dmuni d’une surjection, HomF2(_, Vd)
φF
�

F , cette surjection se factorise à travers une surjection

HomF2(_, Vd)/Gal(φF ) � F,

où Gal(φF ) est l’ensemble des morphismes α ∈ Aut(Vd), tels que α∗φF = φF . Ça correspond
au fait que, dans la catégorie K, pour K une algèbre instable connexe, noethérienne, nil-fermée
et intègre, de degré de transcendance d et munie d’un plongement d’Adams-Wilkerson K ↪→
H∗(Vd), alors l’image de φ est incluse dansH∗(Vd)Gal(φ). Le second théorème d’Adams-Wilkerson
donne une condition suffisante pour que cette injection soit un isomorphisme.
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Théorème 5.3.11. [HLS93, Théorème 6.4] Soit K une algèbre instable de degré de transcen-
dance d qui est :

1. noethérienne,

2. intègre,

3. intégralement close dans son corps de fractions,

4. nil-fermée.

Alors, pour φ : K → H∗(Vd) un plongement d’Adams-Wilkerson, K est isomorphe à H∗(Vd)Gal(φ).

On rappelle que pour A ↪→ B une extension d’anneaux, A est intégralement clos dans B si,
quelque soit x ∈ B tel qu’il existe P un polynôme unitaire à coefficient dans A tel que P (x) = 0,
x appartient à A.

Dans cette section, nous allons nous intéresser au centre des foncteurs de la forme HomF2(_, Vd)/G,
pour G un sous-groupe de Aut(Vd). Et par ailleurs, pour F un foncteur noethérien, connexe,
muni d’une surjection φF : HomF2(_, Vd) � F nous allons mettre en relation deux questions,
celle de la comparaison entre F et HomF2(_, Vd)/Gal(φF ) et celle de l’existence d’une structure
de HomF2(_, V ) − Set sur F dont le quotient est un foncteur Q fixé, avec V un sous-espace
vectoriel de Vd.

Intéressons nous aux sous-groupes de Aut(Vd), Gal(φF ) et Gal(φQ). On rappelle que φQ a
été défini comme l’image de φF par la surjection de F (Vd) dans Q(Vd), φQ n’est donc en général
pas régulier.

Proposition 5.3.12. On suppose ici que V est un sous-espace vectoriel de Vd. Le sous-groupe
Gal(φQ) de Aut(Vd) est le sous-groupe engendré par Gal(φF ) et le sous-groupe des automor-
phismes α, tels que Im(α− idVd) ⊂ V .

Démonstration. Soit S un supplémentaire de V dans Vd. Gal(φQ) contient Gal(φF ) ; en effet,
pour α ∈ Aut(Vd) α∗φQ = q(α∗φF ) donc α∗φF = φF implique α∗φQ = φQ. Par ailleurs,
ker(φQ) = V . En effet, HomF2(_, Vd/V ) se surjecte sur Q par la transformation naturelle qui
envoie la projection canonique de Vd sur Vd/V sur φQ. Le noyau de φQ contient donc nécessai-
rement V . Et réciproquement, comme les autres éléments de F (Vd) qui s’envoient sur φQ sont
de la forme (δ ◦ g+ idVd)∗φF , dont les noyaux sont inclus dans V par noethérianité de F , par le
lemme 5.1.6, V ⊂ ker(φQ).
Il existe donc t ∈ Q(Vd/V ) tel que φQ = p∗t pour p la projection de Vd sur Vd/V . Dans ce cas,
pour α : Vd → Vd qui envoie les éléments de V dans V et dont la restriction à S est de la forme
s 7→ s+ α̃(s) avec α̃ un endomorphisme de Vd dont l’image est compris dans V , p ◦ α = p donc
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α∗p∗t = p∗t et donc φQ est stable par α.

Réciproquement, soit α ∈ Aut(Vd) tel que α∗φQ = φQ, alors, par définition de φQ, il existe
g ∈ HomF2(Vd, V ) tel que α∗φF = g · φF , par définition g · φF = ∆∗ ◦ (g ⊕ idVd)∗(δ∗φF ∗ φF )
où δ∗φF ∗ φF est l’unique élément de Σ(V,δ∗φF )F (Vd) qui s’envoie sur φF par le morphisme de
F (Vd ⊕ Vd) dans F (Vd) associé à l’injection de Vd dans la seconde composante de Vd ⊕ Vd.
Alors, d’après le lemme 5.3.4 g · φF = (∇ ◦ (δ ◦ g ⊕ id) ◦ ∆)∗φF = (δ ◦ g + id)∗φF . Ainsi,
α∗φF = (δ ◦ g + id)∗φF et donc, il existe β ∈ Gal(φF ) tel que α = β ◦ (δ ◦ g + id). En effet,
puisque α∗φF = (δ ◦ g+ id)∗φF et que F est noethérien, α inversible, implique que δ ◦ g+ id est
injectif et donc inversible, et on peut prendre β = α ◦ (δ ◦ g+ id)−1. Cela conclût la preuve.

Soit G un sous-groupe de Aut(Vd), on notera HomF2(_, Vd)/G le quotient de HomF2(_, Vd)
sous l’action de G par composition.

Lemme 5.3.13. Soit V un sous-espace vectoriel de Vd et δ l’injection de V dans Vd. Alors, le
morphisme (δ+ id)∗ de HomF2(_, V )×HomF2(_, Vd) dans HomF2(_, Vd) induit une structure de
HomF2(_, V )− Set sur HomF2(_, Vd)/G si et seulement si pour tout v ∈ V et pour tout g ∈ G,
gv = v.

Démonstration. En effet, la composition

HomF2(_, V )×HomF2(_, Vd)→ HomF2(_, Vd)→ HomF2(_, Vd)/G,

passe au quotient en un morphisme de la forme

HomF2(_, V )×HomF2(_, Vd)/G→ HomF2(_, Vd)/G,

si et seulement si pour tout α ∈ HomF2(W,V ), avec W un espace vectoriel, pour tout β ∈
HomF2(W,Vd) et pour tout g ∈ G, il existe g′ ∈ G tel que δ ◦ α + g ◦ β = g′ ◦ (δ ◦ α + β).
En particulier, pour tout g ∈ G, il doit exister g′ ∈ G tel que g′ ◦ (δ + δ) = δ + g ◦ δ. Alors,
nécessairement, δ + g ◦ δ = 0 et donc V est invariant sous l’action de G.

Réciproquement, si pour tout v ∈ V et pour tout g ∈ G, gv = v, alors pour tout α ∈
HomF2(W,V ), pour tout β ∈ HomF2(W,Vd) et pour tout g ∈ G, g ◦ (δ ◦α+β) = δ ◦α+g ◦β.

Soit F un foncteur noethérien, connexe, de dimension de Krull d, engendré par un élément
φF ∈ F (Vd). Nous allons montrer que F est muni d’une structure de HomF2(_, V )−Set (où V est
un sous-espace vectoriel de Vd fixé, dont le quotient est HomF2(_, Vd/V ), avec dim(Vd/V ) = 1)
si et seulement si F est isomorphe à HomF2(_, Vd)/Gal(φF ) où Gal(φF ) vérifie que quelque soit
g ∈ Gal(φF ), g|V est l’identité et pour π la projection de Vd sur Vd/V , π ◦ g = π. Ce résultat ne
sera pas vrai pour dim(Vd/V ) > 1 et nous en donnerons un contre-exemple.
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Lemme 5.3.14. Soit G un sous-groupe de Aut(Vd) tel que pour tout v ∈ V et pour tout g ∈ G,
gv = v. Supposons qu’il vérifie de plus que π ◦ g = π pour tout g ∈ G, où π désigne la projection
de Vd sur Vd/V . Alors, le quotient de HomF2(_, Vd)/G sous l’action de HomF2(_, V ) induite par
l’injection δ de V dans Vd est isomorphe à HomF2(_, Vd/V ).

Démonstration. Par la proposition 5.3.6, on sait que HomF2(_, Vd/V ) se surjecte naturellement
sur le quotient HomF2(_, Vd)/G. Cette surjection est un isomorphisme naturel si et seulement
si αG = β

G implique que π ◦ α = π ◦ β pour αG et βG, les classes respectives de α et β dans
HomF2(W,Vd) sous l’action de G par composition. Or, αG = β

G si il existe g ∈ G tel que
g ◦ α = β, mais alors par hypothèse π ◦ β = π ◦ g ◦ α = π ◦ α.

Proposition 5.3.15. Soit F un foncteur noethérien, connexe, de dimension de Krull d, engen-
dré par une classe φF ∈ F (Vd). Supposons que F soit muni d’une structure de HomF2(_, V )−Set
dont le quotient soit isomorphe à HomF2(_, Vd/V ) par la surjection naturelle introduite dans la
proposition 5.3.6. Alors, pour tout g ∈ Gal(φF ), π ◦ g = π, où π dénote la projection de Vd sur
Vd/V et pour tout v ∈ V , g(v) = v.

Démonstration. La preuve du fait que pour tout g ∈ Gal(φ), π ◦ g = π est la même que celle
du lemme 5.3.14. Justifions que pour tout g ∈ Gal(φ), et v ∈ V , gv = v. En effet, comme
(g ◦ δ)∗φ = δ∗(g∗φF ) = δ∗φF , d’après le lemme 5.3.10, (δ + g ◦ δ)∗φF = (δ + δ)∗φF . Donc,
(δ+g ◦ δ)∗φF = ε(F,V ), puisqu’on a supposé F connexe. Mais, alors puisque F est noethérien, on
en déduit que ker(δ+g◦δ) = V tout entier. Alors, pour tout v ∈ V , δ(v)+g◦δ(v) = v+g(v) = 0
et donc g laisse V invariant.

Théorème 5.3.16. Soit F ∈ HomF2(_, V )−Set un foncteur noethérien, connexe, de dimension
de Krull d, engendré par une unique classe régulière φF ∈ F (Vd), dont l’action de HomF2(_, V )
est donnée par α · β∗φF = (δ ◦ α + β)∗φF , avec δ l’injection de V dans Vd. Supposons de plus
que le quotient de F sous l’action de HomF2(_, V ) soit isomorphe à HomF2(_, Vd/V ) par la
surjection introduite dans la proposition 5.3.6, avec dim(Vd/V ) = 1. Alors F est naturellement
isomorphe à HomF2(_, Vd)/Gal(φF ).

Démonstration. Le diagramme commutatif

HomF2(_, V )×HomF2(_, Vd) //

����

HomF2(_, Vd) //

����

HomF2(_, Vd/V )
∼=
��

HomF2(_, V )× F // F
q

// Q,
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dont l’existence est garantie par la proposition 5.3.6, passe au quotient en

HomF2(_, V )×HomF2(_, Vd)/Gal(φF ) //

����

HomF2(_, Vd)/Gal(φF ) // //

����

HomF2(_, Vd/V )
∼=
��

HomF2(_, V )× F // F
q

// // Q.

Dans ce diagramme, toutes les flèches verticales sont des surjections naturelles. En utili-
sant la proposition 5.2.5, il nous suffit de montrer que HomF2(Vd, Vd)/Gal(φF )→ F (Vd) est un
isomorphisme de End(Vd)-ensemble, c’est à dire que, pour α et β deux élément de End(Vd),
α∗φF = β∗φF si et seulement si αGal(φF ) = β

Gal(φF ).

Commençons d’abord par considérer ψ et ξ des morphismes de Vd dans V , tels que (δ ◦
ψ)∗φF = (δ ◦ ξ)∗(φF ). Alors, pour ι1 et ι2 les injections de Vd dans les premiers et seconds
facteurs de Vd ⊕ Vd et pour tout α ∈ HomF2(Vd, Vd), on a ι∗1(δ ◦ ψ ⊕ α)∗∇∗φF = (δ ◦ ψ)∗φF =
ι∗1(δ ◦ ξ⊕α)∗∇∗φF et ι∗2(δ ◦ψ+α)∗∇∗φF = α∗φF = ι∗2(δ ◦ ξ+α)∗∇∗φF . Alors, (δ ◦ψ⊕α)∗∇∗φF
et (δ ◦ ξ⊕α)∗∇∗φF sont tout deux des antécédents de α∗φF par ρF,(V,(δ◦ψ)∗φF ) = ρF,(V,(δ◦ξ)∗φF ).
Comme (δ ◦ ψ)∗φF est central, α∗φF n’a qu’un antécédent par ρF,(V,(δ◦ψ)∗φF ) et donc (δ ◦ ψ +
α)∗φF = (δ ◦ ξ + α)∗φF pour tout α. En particulier, (δ ◦ ψ + δ ◦ ξ)∗φF = 0∗φF , alors, comme F
est noethérien et φ est régulier,

ker((δ ◦ ψ + δ ◦ ξ)∗φF ) = (δ ◦ ψ + δ ◦ ξ)−1(0) = ker(δ ◦ ψ + δ ◦ ξ).

Or,
ker((δ ◦ ψ + δ ◦ ξ)∗φF ) = ker(0∗φF ) = Vd,

donc δ ◦ ψ + δ ◦ ξ = 0. Ainsi, δ ◦ ψGal(φF ) = δ ◦ ξGal(φF ).

Soient, α et β dans End(Vd) tels que α∗φF = β∗φF . Alors, α∗φF a la même classe que
β∗φF dans le quotient par l’action de HomF2(_, V ), donc par hypothèse, π ◦ α = π ◦ β ∈
HomF2(Vd, Vd/V ). Comme dim(Vd/V ) = 1, γ := π ◦ α est soit nul, soit de rang 1. Si γ = 0, il
existe ψ et ξ tels que α = δ◦ψ et β = δ◦ξ et on se retrouve dans le cas précédent. Si γ est de rang
1, quitte à précomposer α et β par un même automorphisme de Vd, on peut supposer que γ = π.
Alors, il existe ψ et ξ des morphismes de Vd dans V tels que α = γ+ δ ◦ψ et β = γ+ δ ◦ ξ. Alors,
par le lemme 5.3.10, α∗φF = β∗φF implique que (δ ◦ ψ + π + δ ◦ ρ)∗φF = (δ ◦ ξ + π + δ ◦ ρ)∗φF
pour tout morphisme ρ de Vd dans V , en particulier, (δ ◦ ψ + δ ◦ ξ + id)∗φF = id∗φF . Donc
(δ ◦ ψ + δ ◦ ξ + id) ∈ Gal(φF ), ce qui implique que αGal(φF ) = β

Gal(φF ).

Reformulons le théorème précédent du point de vue des algèbres instables.
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Théorème 5.3.17. Soit K une algèbre instable, nil-fermée, connexe et intègre de degré de
transcendance d. Soit φ : K ↪→ H∗(Vd) le plongement garanti par le théorème d’Adams-
Wilkerson. Et soit V un sous-espace vectoriel de Vd de codimension 1. Alors, le morphisme de
H∗(Vd) → H∗(Vd) ⊗ H∗(V ) induit par l’addition de Vd ⊕ V dans Vd induit une structure de
H∗(V )-comodule sur K dont l’ensemble des éléments primitifs est précisément H∗(Vd/V ) si et
seulement si, pour tout g ∈ Gal(φ) et pour tout v ∈ V gv = v, et si φ(K) = H∗(Vd)Gal(φ).

Démonstration. C’est une conséquence directe du théorème 5.3.16.

Exemple 5.3.18. Soit K une algèbre instable, intègre, connexe, nil-fermée, noethérienne, de
degré de transcendance 2, munie d’une structure deH∗(F2)-comodule dont l’algèbre des éléments
primitifs est isomorphe àH∗(F2). On considère φ : K ↪→ H∗(V2) un plongement dont l’existence
est garantie par le théorème d’Adams-Wilkerson. Alors, quitte à composer φ par le morphisme
induit par un automorphisme de V2, on peut supposer que la structure de H∗(F2)-comodule
de K est induite par l’élément central (F2, δ

∗φ) où δ est l’injection de F2 dans V2 qui envoie 1
sur e1, avec (e1, e2) une base de V2 fixée. D’après le théorème 5.3.17, K est alors isomorphe à
H∗(V2)Gal(φ) où Gal(φ) est un sous-groupe de Aut(V2) dont tous les éléments g vérifient ge1 = e1

et ge2 = εe1 +e2, avec ε = 0 ou 1. Tous les éléments de Gal(φ) ont donc une matrice dans (e1, e2)
de la forme (

1 ε

0 1

)
.

En conséquence, soit Gal(φ) est le groupe trivial, auquel cas K ∼= H∗(V2), soit Gal(φ) est le
sous-groupe B2 de Aut(V2) engendré par

(
1 1
0 1

)
,

auquel cas K ∼= H∗(V2)B2 ∼= F2 [y, x(x+ y)], où (x, y) désigne la base duale de (e1, e2). Dans le
second cas, la structure de F2 [x]-comodule est induite par y 7→ y ⊗ 1 et x(x+ y) 7→ x(x+ y)⊗
1 + y⊗ x+ 1⊗ x2. Dans ce cas, l’algèbre des éléments primitifs est F2 [y] qui est bien isomorphe
à H∗(F2).

Les théorèmes 5.3.16 et 5.3.17 ne sont pas vrais pour V de codimension plus grande que 1
dans Vd. Nous donnons ici un contre-exemple dans le cas où V est de codimension 2.

Exemple 5.3.19. Considérons H∗(V3), où V3 est un espace vectoriel de dimension 3 et fixons
(e1, e2, e3) une base de V3 et (x, y, z) sa base duale. Alors H∗(V3) ∼= F2 [x, y, z]. On considère K
le sous-module sur F2 de H∗(V3) suivant :

K ∼= F2 [y, z, x(x+ y)(x+ z)(x+ y + z)] + F2 [y, z, x(x+ y)] y.
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K est une sous algèbre de H∗(V3). K est stable sous l’action des carrés de Steenrod : pour le
constater il suffit, puisque F2 [y, z] est stable sous l’action de l’algèbre de Steenrod, de vérifier
que Sqix(x+ y)(x+ z)(x+ y + z) est dans K pour tout i et de même pour Sqix(x+ y)y.

Or pour tout i :

Sqix(x+ y)(y2 + yz) = x(x+ y)(Sqiy) + (Sq1x(x+ y))(Sqi−1y) + (Sq2x(x+ y))(Sqi−2y),

puisque Sq1x(x + y) = yx(x + y), Sq2x(x + y) = (x(x + y))2 et Sq1y = y2, on a bien que
Sqix(x+ y)y ∈ K pour tout i.

Par ailleurs,

Sq1x(x+ y)(x+ z)(x+ y + z) = 0,

Sq2x(x+ y)(x+ z)(x+ y + z) = x(x+ y)(x+ z)(x+ z + y)(y2 + yz + z2),

Sq3x(x+ y)(x+ z)(x+ y + z) = x(x+ y)(x+ z)(x+ y + z)(y2z + yz2)

et enfin,

Sq4x(x+ y)(x+ z)(x+ y + z) = (x(x+ y)(x+ z)(x+ y + z))2.

K est donc bien stable sous l’action de l’algèbre de Steenrod. K est une algèbre instable
intègre. Par ailleurs, K est noethérienne, en effet, considérons le morphisme d’algèbre sur F2 :

F2 [x1, x2, x3, x4]→ K,

qui envoie x1 sur x(x+y)(x+z)(x+y+z), x2 sur y, x3 sur z et x4 sur x(x+y)y. Ce morphisme
est surjectif, c’est une conséquence du fait que

(x(x+ y))2y = x(x+ y)(x+ z)(x+ y + z)y + x(x+ y)z(z + y)y

et qu’en général les monomes de la forme (x(x+ y))nzlyj avec j > 1, peuvent se réécrire comme
une combinaison linéaire de termes dans F2 [y, z, x(x+ y)(x+ z)(x+ y + z)] et de termes de la
forme x(x+ y)yizk avec i > 1. Donc, comme F2 [x1, x2, x3, x4] est noethérienne, K l’est aussi.

Son degré de transcendance est 3. De plus, le morphisme K → H∗(V3)⊗ F2 [x] induit par le
morphisme de κ : H∗(V3) → H∗(V3) ⊗ F2 [x] qui envoie x sur x ⊗ 1 + 1 ⊗ x, y sur y ⊗ 1 et z
sur z ⊗ 1 est à valeur dans K ⊗ F2 [x]. Pour le montrer, il suffit de vérifier que les images des
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générateurs de K par ce morphisme sont dans K ⊗ F2 [x], en effet

κ(y) = y ⊗ 1,

κ(z) = z ⊗ 1,

κ(x(x+ y)(x+ z)(x+ y + z)) = x(x+ y)(x+ z)(x+ y + z)⊗ 1 + (y2z + yz2)⊗ x

+ (yz + z2 + y2)⊗ x2 + 1⊗ x4,

et enfin κ((x(x+ y))ny) est une certaine combinaison linéaire de termes de la forme

yl(x(x+ y))k ⊗ xm,

avec l, k et m des entiers et l ≥ 1. K a ainsi une structure de F2 [x]-comodule dont les primitifs
sont F2 [y, z].

On pose F := HomK(K,H∗(_)) et φ correspondant à l’injection de K dans H∗(V3). Soit g
un élément de Aut(V3) tel que g∗φ = φ alors g∗y = y et g∗z = z. La matrice de g dans la base

(e1, e2, e3) est donc de la forme


1 a b

0 1 0
0 0 1

 , avec a et b des éléments de F2.

En utilisant le fait que g∗ laisse invariant x(x+ y)y, on obtient que g est soit l’identité, soit

le morphisme γ dont la matrice dans la base (e1, e2, e3) est


1 1 0
0 1 0
0 0 1

 , donc
Gal(φ) =< γ > .

F est, par construction, un foncteur noethérien, connexe, engendré par une classe φ telle que
Gal(φ) est le groupe engendré par l’automorphisme de V3 dont la matrice dans la base (e1, e2, e3)

est


1 1 0
0 1 0
0 0 1

 .
De plus, F est muni d’une structure de HomF2(_,F2e1)−Set dont le quotient est HomF2(_, V3/F2e1).

Pourtant F n’est pas isomorphe à HomF2(_, V3)/Gal(φ). En effet


0 0 1
0 0 0
0 0 1


∗

φ =


0 0 0
0 0 0
0 0 1


∗

φ,

puisque 
0 0 0
0 0 0
0 0 1


∗

y =


0 0 1
0 0 0
0 0 1


∗

y = 0
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et puisque 
0 0 0
0 0 0
0 0 1


∗

z =


0 0 1
0 0 0
0 0 1


∗

z = z

et


0 0 0
0 0 0
0 0 1


∗

x(x+ y)(x+ z)(x+ y + z) =


0 0 1
0 0 0
0 0 1


∗

x(x+ y)(x+ z)(x+ y + z) = 0,

alors que les morphismes dont les matrices dans la base (e1, e2, e3) sont


0 0 1
0 0 0
0 0 1

 et


0 0 0
0 0 0
0 0 1


ne sont pas égaux dans HomF2(V3, V3)/Gal(φ).

5.3.3 Une généralisation du théorème 5.3.16

Nous allons généraliser le théorème 5.3.16. Nous avons vu dans la partie précédente (confère
proposition 5.3.6) que, pour K une algèbre instable nil-fermée, intègre, noethérienne, connexe,
de degré de transcendance d, muni d’un plongement d’Adams-Wilkerson φK : K ↪→ H∗(Vd),
on pouvait ramener l’étude des structures de H∗(V )-comodules sur K au cas où V est un sous-
espace vectoriel de Vd et où la structure de H∗(V )-comodule sur K est induite par restriction
par le morphisme H∗(Vd) → H∗(Vd ⊕ V ) ∼= H∗(Vd) ⊗ H∗(V ) induit par l’addition de Vd ⊕ V
dans Vd. Le théorème 5.3.16 affirme que dans le cas où V est de codimension 1 et où l’algèbre
des primitifs de K pour sa structure de H∗(V )-comodule est isomorphe à H∗(Vd/V ), K est
complétement caractérisée par Gal(φK).

Nous cherchons ici, à classifier les algèbres instables nil-fermées, intègres, noethériennes,
connexes, de degré de transcendance d, munies d’une structure de H∗(V )-comodule, dont l’al-
gèbre des éléments primitifs est isomorphe à H∗(Vd/V ) pour V de codimension quelconque.
Comme dans le cas de codimension 1, et toujours grâce à la proposition 5.3.6, on se ramène
au cas où la structure de H∗(V )-comodule sur K est induite par restriction par le morphisme
H∗(Vd)→ H∗(Vd)⊗H∗(V ). Dans ce cas, comme nous l’avons vu dans l’exemple 5.3.19, Gal(φK)
ne suffit pas à caractériser K.

Nous commencerons par traiter la question équivalente de la classification des objets F de
HomF2(_, V ) − Set, noethériens, connexes, de dimension de Krull d, engendré par un élément
φF ∈ F (Vd), et dont le quotient est isomorphe à HomF2(_, Vd/V ) et traiterons ensuite le cas des
algèbres instables.

Dans toute cette partie, F désignera un foncteur noethérien, connexe, de dimension de Krull
d, avec φF ∈ F (Vd) tel que φF : HomF2(_, Vd) → F soit une surjection. V ∈ Vf désignera
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un sous-espace vectoriel de Vd et δ l’inclusion de V dans Vd et on supposera que (V, δ∗φF ) soit
central. On supposera également que le quotient de F pour sa structure de HomF2(_, V )− Set
est isomorphe à HomF2(_, Vd/V ), et on aura identifié Vd/V à un supplémentaire de V dans Vd
(c’est à dire qu’on aura fixé un isomorphisme V ⊕Vd/V ∼= Vd dont la restiction à V est l’identité
de V et dont la restriction à Vd/V est une section de la projection π : Vd � Vd/V ).

Remarque 5.3.20. Pour tout W un sous-espace vectoriel de Vd/V et pour ιW l’inclusion de
W dans Vd/V , on considère < (δ⊕ ιW )∗φF > le sous-foncteur de F engendré par (δ⊕ ιW )∗φF ∈
F (V ⊕W ).

Par construction, < (δ⊕ιW )∗φF > est un sous HomF2(_, V )−Set de F , il est noethérien (car
tout sous-foncteur d’un foncteur noethérien est noethérien), de dimension de Krull dim(V ) +
dim(W ), et son quotient est le sous-foncteur de HomF2(_, Vd/V ) engendré par ιW , c’est à dire
HomF2(_,W ). On peut donc appliquer la proposition 5.3.15 ; on en déduit que Gal((δ⊕ιW )∗φF )
est un sous-groupe de Aut(V ⊕W ) dont tout élément g vérifie que gv = v pour tout v ∈ V et
π ◦ g = π, pour π la projection de V ⊕W sur W .

Alors, tout élément g de Gal((δ ⊕ ιW )∗φF ) est de la forme idV⊕W + ιV⊕WV ◦ η ◦ πV⊕WW avec
η de W dans V , de plus pour g = id + ιV⊕WV ◦ η ◦ πV⊕WW et h = id + ιV⊕WV ◦ γ ◦ πV⊕WW dans
Gal((δ ⊕ ιW )∗φF ), h ◦ g = id + ιV⊕WV ◦ (η + γ) ◦ πV⊕WW .

Définition 5.3.21. Pour W un sous-espace vectoriel de Vd/V on définit INVF (W ) comme le
sous-groupe additif de HomF2(W,V ) tel que η ∈ INVF (W ) si et seulement si (idV⊕W + ιV⊕WV ◦
η ◦ πV⊕WW ) ∈ Gal((δ ⊕ ιW )∗φF ).

Remarque 5.3.22. Sous forme matricielle par bloc, dont les blocs correspondent à la décom-

position V ⊕W , la matrice d’un élément de Gal((δ ⊕ ιW )∗φF ) est de la forme

 IdV H

0 IdW

 ,
avec H la matrice associée à un élément de INVF (W ).

Notation : Par la suite, pour η ∈ Hom(V,W ), on utilisera la notation η ↑:= ιV⊕WV ◦η◦πV⊕WW .
.

Définition 5.3.23. Pour B ∈ Vf , soit Gr(B) la catégorie dont les objets sont les sous-espaces
vectoriels de B et dont les morphismes sont les inclusions de sous-espaces vectoriels.

Remarque 5.3.24. Pour tout B ∈ Vf , HomF2(_, V ) définit un foncteur contravariant de Gr(B)
dans Vf , où le morphisme de HomF2(W2, V ) dans HomF2(W1, V ) induit par l’inclusion de W1

dans W2, deux sous-espaces vectoriels de B, est donné par la restriction à W1 des morphismes
sur W2.

Lemme 5.3.25. L’application W 7→ INVF (W ), pour W un sous-espace vectoriel de Vd/V ,
définit un sous-foncteur de Hom(_, V ) considéré comme un foncteur contravariant sur Gr(Vd/V )
dans Vf .
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Démonstration. Il s’agit juste de montrer que, pour W1 ⊂ W2 une inclusion de sous-espaces
vectoriels de Vd/V , et pour η deW2 dans V tel que (id+η ↑) ∈ Gal((δ⊕ιW2)∗φF ), (id+(η|W1) ↑) ∈
Gal((δ⊕ιW1)∗φF ). Or pour ιW2

W1
l’inclusion deW1 dansW2, (δ⊕ιW1)∗φF = (δ⊕ιW2

W1
)∗(δ⊕ιW2)∗φF ,

on a donc
(id + (η|W1) ↑)∗(δ ⊕ ιW1)∗φF = (δ ⊕ ιW2

W1
)∗(id + η ↑)∗(δ ⊕ ιW2)∗φF ,

or par hypothèse (id + η ↑) ∈ Gal((δ ⊕ ιW2)∗φF ) donc (id + η ↑)∗(δ ⊕ ιW2)∗φF = (δ ⊕ ιW2)∗φF
et donc (id + (η|W1) ↑)∗(δ ⊕ ιW1)∗φF = (δ ⊕ ιW1)∗φF . En conclusion, si η ∈ INVF (W2), η|W1 ∈
INVF (W1) et donc INVF est un sous-foncteur de HomF2(_, V ).

Nous allons définir un analogue des foncteurs quotients HomF2(_, Vd)/Gal(φ), permettant
de généraliser le théorème 5.3.16 pour V de codimension plus grande que 1.

Définition 5.3.26. Pour d un entier, V ∈ Vf un sous-espace vectoriel de Vd, W ∈ Gr(Vd/V ) et
I un sous-foncteur de HomF2(_, V ), considéré comme un foncteur contravariant sur Gr(Vd/V )
à valeur dans Vf , soit ∼I la relation définie sur HomF2(W,Vd) par ρ ∼I ζ si et seulement si les
deux conditions suivantes sont vérifiées

1. π ◦ρ = π ◦ζ, pour π la projection de Vd sur Vd/V , auquel cas pour N = Im(π ◦ρ) ⊂ Vd/V
il existe ρ̃ et ζ̃ de W dans V ⊕N tels que ρ = (δ ⊕ ιN ) ◦ ρ̃ et ζ = (δ ⊕ ιN ) ◦ ζ̃,

2. il existe α ∈ I(N) tel que ρ̃ = (idV⊕N + α ↑) ◦ ζ̃.

Exemple 5.3.27. Si pour tout W sous-espace vectoriel de Vd/V , I(W ) est la restriction à W
des morphismes de I(Vd/V ), alors HomF2(_, Vd)/ ∼I∼= HomF2(_, Vd)/G, où G est le sous-groupe
de Aut(Vd) des morphismes de la forme idVd + α ↑ avec α ∈ I(Vd/V ).

Lemme 5.3.28. Pour d un entier, V ∈ Vf un sous-espace vectoriel de Vd, W ∈ Gr(Vd/V ) et I
un sous-foncteur de HomF2(_, V ), considéré comme un foncteur contravariant sur Gr(Vd/V ) à
valeur dans Vf , ∼I définit une relation d’équivalence sur HomF2(W,Vd).

On notera [ρ]I , la classe d’équivalence de ρ pour ∼I .

Démonstration. La réflexivité est immédiate. Pour ρ ∼I ζ et ζ ∼I ξ, π ◦ρ = π ◦ζ et π ◦ζ = π ◦ξ,
donc π ◦ ρ = π ◦ ξ. De plus, pour ρ̃, ζ̃ et ξ̃ tels que ρ = (δ ⊕ ιN ) ◦ ρ̃, ζ = (δ ⊕ ιN ) ◦ ζ̃ et
ξ = (δ ⊕ ιN ) ◦ ξ̃, et pour α et β dans I(N) tels que ρ̃ = (idV⊕N + α ↑) ◦ ζ̃ et ζ̃ = (idV⊕N + β ↑
) ◦ ξ̃, on a ρ̃ = (idV⊕N + (α + β) ↑) ◦ ξ̃ avec α + β ∈ I(N), puisque I(N) est un sous-groupe
additif de HomF2(N,V ). La relation ∼I est donc transitive, et la symétrie se montre de manière
analogue.

Proposition 5.3.29. Pour d un entier et I un sous-foncteur de HomF2(_, V ), considéré comme
un foncteur contravariant sur Gr(Vd), HomF2(_, Vd)/ ∼I définit un objet de Set(Vf )op avec les
propriérés suivantes.
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1. Il est noethérien,

2. connexe,

3. pour δ l’inclusion de V dans Vd, ([δ]I , V ) est central,

4. le quotient de la structure de HomF2(_, V )− Set induit par la centralité de ([δ]I , V ) est
isomorphe à HomF2(_, Vd/V ).

Démonstration. Pour justifier que HomF2(_, Vd)/ ∼I est un objet dans Set(Vf )op , justifions que
si ρ ∼I ζ, pour ρ et ζ dans HomF2(W,Vd) avec W ∈ Vf , et si β : S → W est un morphisme
dans Vf , β∗ρ ∼I β∗ζ. En effet, pour ρ̃ et ζ̃ tels que ρ = (δ ⊕ ιN ) ◦ ρ̃ et ζ = (δ ⊕ ιN ) ◦ ζ̃,
avec N l’image de π ◦ ρ = π ◦ ζ, il existe α ∈ I(N) tel que ρ̃ = (idV⊕N + α ↑) ◦ ζ̃, alors
β∗ρ = ρ◦β = (δ⊕ιN )◦ ρ̃◦β = (δ⊕ιN )◦(idV⊕N +α ↑)◦ ζ̃ ◦β. En conséquence, π◦ρ◦β = π◦ζ ◦β.
De plus, soit N ′ l’image de π ◦ ρ ◦ β, qui est incluse dans N , et ρ̃ ◦ β et ζ̃ ◦ β, tels que
ρ̃ ◦ β = (δ ⊕ ιN ′) ◦ ρ̃ ◦ β et ζ̃ ◦ β = (δ ⊕ ιN ′) ◦ ζ̃ ◦ β, alors ρ̃ ◦ β = (idV⊕N ′ + (α|N ′) ↑) ◦ ζ̃ ◦ β
et donc β∗ρ ∼I β∗ζ. On peut alors définir β∗ : HomF2(W,Vd)/ ∼I→ HomF2(S, Vd)/ ∼I par
β∗ [ρ]I = [β∗ρ]I , ce qui fait de HomF2(_, Vd)/ ∼I un objet de Set(Vf )op .

Montrons maintenant que HomF2(_, Vd)/ ∼I est noethérien. Si ρ et ζ sont deux éléments
de HomF2(W,Vd) tels que ρ ∼I ζ, alors il existe α ∈ I(N) tel que ρ̃ = (id + α ↑) ◦ ζ̃, où N , ρ̃
et ζ̃ sont définis comme précédemment. Alors, comme (id + α ↑) est un isomorphisme, ρ̃ et ζ̃
ont le même noyau. Comme, de plus, ρ = (δ ⊕ ιN ) ◦ ρ̃ et ζ = (δ ⊕ ιN ) ◦ ζ̃, ρ et ζ ont le même
noyau. Soit [ξ]I ∈ HomF2(W/ ker([ρ]I), Vd) régulier, tel que p∗([ξ]I) = [ρ]I , avec p la projection
de W sur W/ ker([ρ]I), alors ξ est régulier et p∗ξ ∼I ρ. Donc ker([ρ]I) = ker(ρ) et on conclut en
utilisant que HomF2(_, Vd) est noethérien.

La connexité de HomF2(_, Vd)/ ∼I est une conséquence directe de ce que HomF2(_, Vd) se
surjecte sur HomF2(_, Vd)/ ∼I et de ce que HomF2(_, Vd) est connexe.

Le fait que ([δ]I , V ) soit central est une conséquence directe du lemme 5.3.10.

Soit enfin Q le quotient de HomF2(_, Vd)/ ∼I sous l’action de HomF2(_, V ). Par la pro-
position 5.3.5, pour g ∈ HomF2(W,V ) et [ρ]I ∈ HomF2(W,Vd)/ ∼I , g · [ρ]I = [δ ◦ g + ρ]I ,
alors, quelque soit ζ et ρ dans HomF2(W,Vd), l’image de ρ et ζ par la composition des flèches
π∗ : HomF2(_, Vd) → HomF2(_, Vd/V ) et HomF2(_, Vd/V ) � Q du diagramme de la proposi-
tion 5.3.6 sont égales si et seulement si il existe g ∈ HomF2(W,V ) tel que δ ◦ g + ρ ∼I ζ auquel
π ◦ζ = π ◦ (δ ◦g+ρ) = π ◦ρ. L’application HomF2(_, Vd/V )→ Q est donc un isomorphisme.

Lemme 5.3.30. Pour I un sous-foncteur de HomF2(_, V ) considéré comme un foncteur de
Gr(Vd) dans Vf , INVHomF2 (_,Vd)/∼I = I.
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Démonstration. En effet, soitW un sous-espace vectoriel de Vd/V , alors α ∈ INVHomF2 (_,Vd)/∼I (W )
si et seulement si

[(id + α ↑)∗(δ ⊕ ιW )]I = [(δ ⊕ ιW )]I ,

c’est à dire si et seulement si (id + α ↑)∗(δ ⊕ ιW ) ∼I (δ ⊕ ιW ). Alors, il existe β ∈ I(W ) tel que
(δ⊕ ιW ) ◦ (idV⊕W +α ↑) = (δ⊕ ιW ) ◦ (idV⊕W +β ↑). Or, comme δ⊕ ιW est injectif, ça implique
que α = β et donc α ∈ I(W ). La seconde inclusion est immédiate.

On en déduit la généralisation du théorème 5.3.16.

Théorème 5.3.31. Soit F ∈ HomF2(_, V ) − Set un foncteur noethérien, connexe, de di-
mension de Krull d, engendré par une classe régulière φF ∈ F (Vd). Supposons que l’action
de HomF2(_, V ) est donnée par α · β∗φF = (δ ◦ α + β)∗φF , avec δ l’injection de V dans
Vd. Supposons de plus que le quotient de F sous l’action de HomF2(_, V ) soit isomorphe à
HomF2(_, Vd/V ) par la surjection introduite dans la proposition 5.3.6. Alors F est naturelle-
ment isomorphe à HomF2(_, Vd)/ ∼INVF et cet isomorphisme est donné par [ρ]INVF 7→ ρ∗φF ,
pour ρ ∈ HomF2(W,Vd).

Démonstration. Par la proposition 5.2.5, il suffit de justifier que, pour tout ρ et ζ dans HomF2(Vd, Vd),
ρ∗φF = ζ∗φF si et seulement si ρ ∼INVF ζ. Supposons que ρ∗φF = ζ∗φF , alors, par la proposition
5.3.6, π ◦ ρ = π ◦ ζ pour π la projection de Vd sur Vd/V . Alors, soit N = Im(π ◦ ρ) et soient
ρ̃ et ζ̃ de Vd dans V ⊕ N tel que ρ = (δ ⊕ ιN ) ◦ ρ̃ et ζ = (δ ⊕ ιN ) ◦ ζ̃. Alors, par hypothèse,
ζ̃∗(δ ⊕ ιN )∗φF = ρ̃∗(δ ⊕ ιN )∗φF .

Soit g ∈ HomF2(Vd, V ) tel que δ ◦ g + ζ̃ est surjectif, qui existe puisque par définition de N ,
ζ̃ se surjecte sur N . D’après le lemme 5.3.10 (δ ◦ g + ζ̃)∗(δ ⊕ ιN )∗φF = (δ ◦ g + ρ̃)∗(δ ⊕ ιN )∗φF .
Comme F est noethérien et φF est régulier, on a que ker(δ ◦ g + ζ̃) = ker(δ ◦ g + ρ̃). Soit p
la projection de Vd sur Vd/ ker(δ ◦ g + ρ̃) et ζ̄ et ρ̄ ∈ HomF2(Vd/ ker(δ ◦ g + ζ̃), V ⊕ N) tels
que ρ̄ ◦ p = δ ◦ g + ρ̃ et ζ̄ ◦ p = δ ◦ g + ζ̃, alors, p∗ζ̄∗(δ ⊕ ιN )∗φF = p∗ρ̄∗(δ ⊕ ιN )∗φF . Mais
p∗ est injectif et ζ̄ est un isomorphisme, puisque par définition ζ̄ est injectif et qu’il factorise
δ ◦ g+ ζ̃ qui est surjectif. Alors, ρ̄ ◦ ζ̄−1 ∈ Gal((δ⊕ ιN )∗φF ), donc il existe α ∈ INVF (N) tel que
ρ̄ = (idV⊕N + α ↑) ◦ ζ̄, alors (idV⊕N + α ↑) ◦ ζ̃ = ρ̃ et donc ρ ∼INVF ζ.

Réciproquement, si ρ ∼INVF ζ, il existe N un sous-espace vectoriel de Vd/V , α ∈ INVF (N)
et ρ̃ et ζ̃ de Vd dans V ⊕N , tels que ρ = (δ ⊕ ιN ) ◦ ρ̃, ζ = (δ ⊕ ιN ) ◦ ζ̃ et ρ̃ = (idV⊕N + α ↑) ◦ ζ̃.
Mais, alors ρ̃∗(δ⊕ ιN )∗φF = ζ̃∗(idV⊕N +α ↑)∗(δ⊕ ιN )∗φF et (idV⊕N +α ↑) ∈ Gal((δ⊕ ιN )∗φF ),
donc ρ̃∗(δ ⊕ ιN )∗φF = ζ̃∗(δ ⊕ ιN )∗φF et donc ρ∗φF = ζ∗φF .

Exemple 5.3.32. Donnons une liste exhaustive à isomorphisme près des objets de HomF2(_,F2)−
Set noethériens, connexes, de dimension de Krull 3 engendrés par une classe φF ∈ F (V3) et dont
le quotient est isomorphe à HomF2(_, V2). Pour (e1, e2, e3) une base de V3, on peut supposer
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sans perte de généralité que la structure de HomF2(_,F2) − Set provient du morphisme qui
envoie F2 sur F2e1. D’après le théorème 5.3.31, cela revient à faire la liste des sous foncteurs de
HomF2(_, V ) considéré comme un foncteur de Gr(F2e2⊕F2e3) dans Vf . Faisons une disjonction
des cas en fonction de INVF (F2e2 ⊕ F2e3).

1er cas : Si INVF (F2e2⊕F2e3) = HomF2(F2e2⊕F2e3,F2e1), alors par restriction, on a néces-
sairement INVF (F2e2) = HomF2(F2e2,F2e1), INVF (F2e3) = HomF2(F2e3,F2e1) et INVF (F2(e2+
e3)) = HomF2(F2(e2 +e3),F2e1). Dans ce cas Gal(φF ) = {γ ∈ Aut(Vd) ; π◦γ = π et γ(e1) = e1}
et F ∼= HomF2(_, V3)/Gal(φF ).

2ème cas : Si INVF (F2e2⊕F2e3) est un sous-espace vectoriel de dimension 1 de HomF2(F2e2⊕
F2e3,F2e1), on peut sans perte de généralité supposer que INVF (F2e2 ⊕ F2e3) est engendré
par le morphisme qui envoie e2 sur e1 et e3 sur 0. Alors par restriction, on a nécessairement
INVF (F2e2) = HomF2(F2e2,F2e1) et INVF (F2(e2 + e3)) = HomF2(F2(e2 + e3),F2e1).

Soit INVF (F2e3) = 0, auquel cas Gal(φF ) = {idV3 + α ; Im(α) = F2e1 et F2e1 ⊕ F2e3 ⊂
ker(α)} et F ∼= HomF2(_, V3)/Gal(φF ), soit INVF (F2e3) = HomF2(F2e3,F2e1).

3ème cas : Si INVF (F2e2 ⊕ F2e3) = 0, on trouve quatre foncteurs différents à isomor-
phismes près, correspondant aux nombres de groupes triviaux parmi INVF (F2e2), INVF (F2e3) et
INVF (F2(e2+e3)). En effet, quitte à choisir α ∈ Aut(Vd) avec α|F2e1 = idF2e1 et Im(α|F2e2⊕F2e3) =
F2e2 ⊕ F2e3 et à remplacer φF par α∗φF , on peut toujours se ramener au cas où

0 ≤ dim(INVF (F2e2)) ≤ dim(INVF (F2e3) ≤ dim(INVF (F2(e2 + e3))) ≤ 1.

Si tous ces groupes sont triviaux, on retrouve le foncteur HomF2(_, V3).

Ramenons nous maintenant au problème de classification pour les algèbres instables nil-
fermées. Par les théorèmes 3.4.10 et 5.3.31, il s’agit uniquement de déterminer les algèbres
instables nil-fermées K, telles que HomK(K,H∗(_)) ∼= HomF2(_, Vd)/ ∼I pour I un sous-
foncteur de HomF2(_, V ) considéré comme un foncteur contravariant de Gr(Vd/V ) dans Vf .

Définition 5.3.33. Soit V un sous-espace vectoriel de Vd, on suppose fixé un isomorphisme
V ⊕ Vd/V ∼= Vd dont la restriction à V est l’identité de V et la restriction à Vd/V une section
de π : Vd → Vd/V . Pour W un sous-espace vectoriel de Vd/V , et S un sous-groupe additif de
HomF2(W,V ), on considère Kd,S l’image réciproque par

(δ ⊕ ιW )∗ : H∗(Vd)→ H∗(V ⊕W ),

de H∗(V ⊕W )G(S), où G(S) désigne le sous-groupe de Aut(V ⊕W ) dont les éléments sont de
la forme idV⊕W + σ ↑ avec σ ∈ S.
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Pour I un sous-foncteur de HomF2(_, V ) considéré comme un foncteur contravariant de
Gr(Vd/V ) dans Vf , soit H∗(Vd)I :=

⋂
W∈Gr(Vd/V )

Kd,I(W ).

Exemple 5.3.34. Soit G un sous-groupe de Aut(Vd) tel que pour tout v ∈ V et pour tout
g ∈ G, gv = v et π ◦ g = π, avec π la projection de Vd sur Vd/V . Soit alors IG défini par
IG(W ) := {η|W ; η ∈ HomF2(Vd/V, V ) et (idV⊕Vd/V + η ↑) ∈ G}, alors H∗(Vd)IG = H∗(Vd)G.
En effet, Kd,IG(Vd/V ) = H∗(Vd)G et pour tout W ∈ Gr(Vd/V ), H∗(Vd)G ⊂ Kd,IG(W )).

Lemme 5.3.35. Soit V un sous-espace vectoriel de Vd, on suppose fixé s une section de la projec-
tion canonique Vd � Vd/V . Pour I un sous-foncteur de HomF2(_, V ) considéré comme un fonc-
teur contravariant de Gr(Vd/V ) dans Vf , H∗(Vd)I est nil-fermée et HomK(H∗(Vd)I , H∗(_)) ∼=
HomF2(_, Vd)/ ∼I .

Démonstration. On considère φ : H∗(Vd)I ↪→ H∗(Vd) l’inclusion de H∗(Vd)I dans H∗(Vd).
φ est régulier (c’est une conséquence de [HLS93, Lemme 7.3], qui affirme qu’un plongement
K ↪→ H∗(V ) est régulier, si et seulement si il existe n ∈ N∗ tel que ω2n

V appartient à l’image de
K, où ωV désigne l’invariant de Dickson supérieur, et du fait que ωVd ∈ H∗(Vd)I pour tout I).
Le morphisme de Yoneda

HomF2(_, Vd) � HomK(H∗(Vd)I , H∗(_)),

qui envoie l’identité de Vd sur φ est une surjection. De plus, par construction, si ρ ∼I ζ avec ρ et
ζ deux morphismes de HomF2(W,Vd) et W ∈ Vf , ρ∗φ = ζ∗φ. Le morphisme de Yonneda associé
à φ s’obtient donc comme la composition suivante

HomF2(_, Vd) � HomF2(_, Vd)/ ∼I� HomK(H∗(Vd)I , H∗(_)).

En appliquant le foncteurm◦L, avec L défini dans la définition 3.4.9 etm défini dans la définition
2.1.31 et en utilisant que m est exact à gauche, on obtient une suite d’inclusions

l1(H∗(Vd)I) ↪→ m ◦ L(HomF2(_, Vd)/ ∼I) ↪→ H∗(Vd).

Par ailleurs, comme H∗(Vd)I est réduite (car c’est une intersection d’algèbres instables réduites),
l’inclusion de H∗(Vd)I dans H∗(Vd) se factorise en H∗(Vd)I ↪→ l1(H∗(Vd)I) ↪→ H∗(Vd). Or par
construction, pour tout W sous-espace vectoriel de Vd/V et η ∈ I(W ), la composition

m ◦ L(HomF2(_, Vd)/ ∼I) ↪→ H∗(Vd)→ H∗(V ⊕W ),

est invariante par idV⊕W + η et donc m ◦ L(HomF2(_, Vd)/ ∼I) ⊂ Kd,I(W ). On obtient la suite
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d’inclusion suivante de sous-algèbres instables de H∗(Vd)

H∗(Vd)I ↪→ l1(H∗(Vd)I) ↪→ m ◦ L(HomF2(_, Vd)/ ∼I) ↪→ H∗(Vd)I ,

et donc
H∗(Vd)I ∼= l1(H∗(Vd)I) ∼= m ◦ L(HomF2(_, Vd)/ ∼I),

ce qui implique que H∗(Vd)I est nil-fermée et que HomK(H∗(Vd)I , H∗(_)) ∼= HomF2(_, Vd)/ ∼I .

Théorème 5.3.36. Soit K une algèbre instable, intègre, nil-fermée, noethérienne, connexe,
de degré de transcendance d. Soient φ : K ↪→ H∗(Vd) un plongement d’Adams-Wilkerson et
V un sous-espace vectoriel de Vd tel que le morphisme H∗(Vd) → H∗(Vd) ⊗ H∗(V ) induit par
l’addition de V ⊕Vd dans Vd induise une structure de H∗(V )-comodule sur K, dont l’algèbre des
éléments primitifs est isomorphe à H∗(Vd/V ). Alors il existe un sous-foncteur I de HomF2(_, V )
considéré comme un foncteur contravariant de Gr(Vd/V ) dans Vf tel que K ∼= H∗(Vd)I .

Démonstration. Le foncteur F := HomK(K,H∗(_)) est un foncteur noethérien, connexe, de
dimension de Krull d, et φ : HomF2(_, Vd)→ F est une surjection. Il est muni d’une structure
de HomF2(_, V ) − Set vérifiant les hypothèses du théorème 5.3.31. On peut alors appliquer
le théorème 5.3.31, et on a donc F ∼= HomF2(_, Vd)/ ∼INVF . Alors, comme K est nil-fermée,
K ∼= m ◦ L(HomF2(_, Vd)/ ∼INVF ), avec L défini dans la définition 3.4.9 et m défini dans la
définition 2.1.31. Alors, d’après le lemme 5.3.35, K ∼= H∗(Vd)INVF .

Exemple 5.3.37. Faisons la liste à isomorphisme près des algèbres instables K, intègres, nil-
fermées, noethériennes, connexes, de degré de transcendance 3, telles que K est munie d’une
structure de F2 [x]-comodule dont l’algèbre des éléments primitifs est isomorphe à H∗(V2). On
peut fixer φ : K ↪→ H∗(V3) telle que la structure de F2 [x]-comodule sur K soit induite par
l’addition de F2e1 ⊕ V3 dans V3, pour (e1, e2, e3) une base de V3. Dans ce cas, l’algèbre des
éléments primitifs s’identifie à H∗(F2e2 ⊕ F2e3) ⊂ H∗(V3). On pose F := HomK(K,H∗(_)) et
on se ramène à la disjonction de l’example 5.3.32, par le théorème 5.3.36.

1er cas : Si INVF (F2e2⊕F2e3) = HomF2(F2e2⊕F2e3,F2e1), alors par restriction, on a néces-
sairement INVF (F2e2) = HomF2(F2e2,F2e1), INVF (F2e3) = HomF2(F2e3,F2e1) et INVF (F2(e2+
e3)) = HomF2(F2(e2 + e3),F2e1). Dans ce cas Gal(φ) = {γ ∈ Aut(Vd) ; π ◦ γ = π et γ(e1) = e1}
et F ∼= HomF2(_, V3)/Gal(φ) et donc K ∼= H∗(V3)Gal(φ).

2ème cas : Si INVF (F2e2⊕F2e3) est un sous-espace vectoriel de dimension 1 de HomF2(F2e2⊕
F2e3,F2e1), on peut sans perte de généralité supposer que INVF (F2e2 ⊕ F2e3) est engendré
par le morphisme qui envoie e2 sur e1 et e3 sur 0. Alors par restriction, on a nécessairement
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INVF (F2e2) = HomF2(F2e2,F2e1) et INVF (F2(e2 + e3)) = HomF2(F2(e2 + e3),F2e1).

Soit INVF (F2e3) = 0, auquel cas Gal(φ) = {idV3 +α ; α ∈ Aut(V3), Im(α) = F2e1 et F2e1⊕
F2e3 ⊂ ker(α)} et F ∼= HomF2(_, V3)/Gal(φ) et donc K ∼= H∗(V3)Gal(φ) ∼= F2 [x(x+ y), y, z].

Soit INVF (F2e3) = HomF2(F2e3,F2e1). Dans ce cas,K est la sous-algèbre de F2 [x(x+ y), y, z]
des éléments dont les images par le morphisme γ à valeurs dans F2 [x, z] qui envoie y sur 0, z
sur z et x(x + y) sur x2, appartiennent à F2 [x(x+ z), z]. Notons que γ(F2 [x(x+ y), y, z]) =
F2
[
x2(x+ z)2, z

]
et que ker(γ) = F2 [x(x+ y), y, z] y, comme F2 [x(x+ y)(x+ z)(x+ y + z), y, z]

est une sous-algèbre de F2 [x(x+ y), y, z] et se surjecte par γ sur F2
[
x2(x+ z)2, y, z

]
, on a que

γ−1(F2
[
x2(x+ z)2, z

]
) ∼= F2 [y, z, x(x+ y)(x+ z)(x+ y + z)] + F2 [y, z, x(x+ y)] y. On retrouve

K ∼= F2 [y, z, x(x+ y)(x+ z)(x+ y + z)] + F2 [y, z, x(x+ y)] y,

l’algèbre de l’exemple 5.3.19.

3ème cas : Si INVF (F2e2 ⊕ F2e3) = 0, on trouve quatre foncteurs différents à isomor-
phismes près, correspondant aux nombres de groupes triviaux parmi INVF (F2e2), INVF (F2e3) et
INVF (F2(e2+e3)). En effet, quitte à choisir α ∈ Aut(Vd) avec α|F2e1 = idF2e1 et Im(α|F2e2⊕F2e3) =
F2e2 ⊕ F2e3 et à remplacer φF par α∗φF , on peut toujours se ramener au cas où

0 ≤ dim(INVF (F2e2)) ≤ dim(INVF (F2e3) ≤ dim(INVF (F2(e2 + e3))) ≤ 1.

Si tous ces groupes sont triviaux, K ∼= H∗(V3).

Si seul INVF (F2(e2 + e3)) est non trivial, K est l’image réciproque, par

(δ ⊕ ιF2(e2+e3)))∗ : F2 [x, y, z]→ F2 [x, α]

qui envoie x sur x et y et z sur α, de F2 [α, x(x+ α)], donc

K ∼= F2 [x, y, z] (y + z)⊕ F2 [z, x(x+ z)] ,

en effet, le noyau de (δ ⊕ ιF2(e2+e3)))∗ est F2 [x, y, z] (y + z) et F2 [z, x(x+ z)] se surjecte sur
F2 [α, x(x+ α)].

Si INVF (F2e3) et INVF (F2(e2 + e3)) sont non triviaux, K est isomorphe à l’intersection de

171



Chapitre 5 – Un problème de classification des H∗(V )-comodules dans K/N il1

F2 [x, y, z] (y + z)⊕ F2 [z, x(x+ z)] et F2 [x, y, z] y ⊕ F2 [z, x(x+ z)] auquel cas

K ∼= F2 [z, x(x+ z)]⊕ (F2 [x, y, z] y ∩ (F2 [z, x(x+ z)]⊕ F2 [x, y, z] (y + z))).

Mais, (F2 [x, y, z] y ∩ (F2 [z, x(x+ z)] ⊕ F2 [x, y, z] (y + z))) est la sous-algèbre de F2 [x, y, z] y
des éléments dont l’image par (δ ⊕ ιF2(e2+e3)))∗ appartient à F2 [α, x(x+ α)]. Comme l’image
de la restriction à F2 [x, y, z] y de (δ⊕ ιF2(e2+e3)))∗ est F2 [α, x(x+ α)]α, que F2 [y, x(x+ y)] y se
surjecte sur F2 [α, x(x+ α)]α et que le noyau de la restriction à F2 [x, y, z] y de (δ⊕ιF2(e2+e3)))∗ est
F2 [x, y, z] (y+z)y, on a que (F2 [x, y, z] y∩(F2 [z, x(x+ z)]⊕F2 [x, y, z] (y+z))) ∼= F2 [x, y, z] (y+
z)y ⊕ F2 [y, x(x+ y)] y.

Et donc
K ∼= F2 [z, x(x+ z)]⊕ F2 [x, y, z] (y + z)y ⊕ F2 [y, x(x+ y)] y.

Enfin, si aucun de ces groupes ne sont triviaux,K est isomorphe à l’intersection de F2 [z, x(x+ z)]⊕
F2 [x, y, z] (y + z)y ⊕ F2 [y, x(x+ y)] y et de F2 [x, y, z] z ⊕ F2 [y, x(x+ y)] auquel cas

K ∼= F2 [z, x(x+ z)] z ⊕ F2 [y, x(x+ y)] y ⊕ F2 [y, x(x+ y)] (y + z)y ⊕ F2 [x, y, z] (y + z)yz.

Le calcul se fait comme précédemment en déterminant les éléments de F2 [z, x(x+ z)]⊕F2 [x, y, z] (y+
z)y ⊕ F2 [y, x(x+ y)] y dont l’image par (δ ⊕ ιF2e2))∗ appartient à F2 [y, x(x+ y)].
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Titre : Filtration nilpotente, catégories de foncteurs et étude du centre d’une algèbre instable noethé-
rienne sur l’algèbre de Steenrod

Mot clés : algèbre de Steenrod, algèbres instables, filtration nilpotente, centre d’une algèbre instable,
foncteurs analytiques

Résumé : Le but de cette thèse est d’appliquer à
l’étude du centre d’une algèbre instable sur l’algèbre
de Steenrod, des outils provenant d’une équivalence
de catégorie entre la catégorie des modules instables
sur l’algèbre de Steenrod localisée en ses objets n-
nilpotents et certaines catégories de foncteur.

Nous commençons par donner une description
alternative de cette équivalence de catégorie, déjà
classique, et nous précisons son comportement vis
à vis des algèbres instables sur l’algèbre de Steen-
rod. Plus précisément, nous introduisons une caté-
gorie d’algèbre instable dans la catégorie de fonc-
teur déjà mentionnée, et justifions qu’elle est équi-
valente à la catégorie des algèbres instables localisée
en les morphismes dont les noyaux et conoyaux sont
n-nilpotents.

Pour n = 1, cette équivalence se spécialise
en une équivalence de catégorie vers la catégorie

des foncteurs contravariants de la catégorie des es-
paces vectoriels de dimension finie dans celle des
ensembles profinis. Nous introduisons un foncteur
décalage dans cette catégorie de foncteur, corres-
pondant au foncteur T de Lannes dans la catégorie
des algèbres instables.

Après avoir introduit, une notion de centralité
dans les différentes catégories de foncteur étudiées,
de telle sorte que le centre d’une algèbre instable
niln-fermée corresponde au centre du foncteur qui
lui est associé, nous en déduisons un raffinement du
centre d’une algèbre instable faisant intervenir la
filtration nilpotente.

Enfin, nous appliquons ces résultats à l’étude
du problème de classification des algèbres instables,
noethériennes, nil-fermées, connexes, munies d’une
structure deH∗(V )-comodule dont l’algèbre des élé-
ments primitifs est une algèbre instable P fixée.

Title: Nilpotent filtration, functor categories and the study of the center of a noetherian unstable algebra
over the Steenrod algebra

Keywords: Steenrod algebra, unstable algebra, nilpotent filtration, centre of an unstable algebra, ana-
lytic functors

Abstract: This thesis is concerned with the study
of the centre of unstable algebra over the Steenrod
algebra. We use tools that come from an equiva-
lence of categories between the category of unstable
modules over the Steenrod algebra localized by its
n-nilpotent objects and some functor categories.

We start by giving an alternative description of
this already classical equivalence of categories, and
we explain its behaviour regarding unstable algebra.
More precisely, we define a category of unstables al-
gebra in the functor category already mentionned,
and we prove this is equivalent to the category of
unstable algebra localized by the morphisms whose
kernel and cokernel are n-nilpotent.

For n = 1, this gives an equivalence with the
category of contravariant functors from finite di-

mensional vector spaces to profinite sets. We intro-
duce a shift functor in this category, corresponding
to Lannes T functor in the category of unstable al-
gebra.

We define a notion of centrality in the categories
of functor that we study, such that the centre of
a niln-closed unstable algebra is the same as the
centre of the associated functor. Using this, we get
a refinement of the centre of an unstable algebra,
making use of the nilpotent filtration.

Finally, we use those results to study the
classification of noetherian, nil-closed, connected,
H∗(V )-comodules in the category of unstable alge-
bra, whose primitive elements are a fixed unstable
algebra P .
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