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RESUME

Le but de cette these est d’appliquer a I’étude du centre d’une algebre instable sur ’algebre
de Steenrod, des outils provenant d’une équivalence de catégorie entre la catégorie des modules
instables sur I’algebre de Steenrod localisée en ses objets n-nilpotents et certaines catégories de
foncteur.

Nous commencons par donner une description alternative de cette équivalence de catégorie,
déja classique, et nous précisons son comportement vis a vis des algébres instables sur I’algebre de
Steenrod. Plus précisément, nous introduisons une catégorie d’algebre instable dans la catégorie
de foncteur déja mentionnée, et justifions qu’elle est équivalente a la catégorie des algebres
instables localisée en les morphismes dont les noyaux et conoyaux sont n-nilpotents.

Pour n = 1, cette équivalence se spécialise en une équivalence de catégorie vers la catégorie
des foncteurs contravariants de la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie dans celle
des ensembles profinis. Nous introduisons un foncteur décalage dans cette catégorie de foncteur,
correspondant au foncteur 7' de Lannes dans la catégorie des algebres instables.

Apres avoir introduit, une notion de centralité dans les différentes catégories de foncteur
étudiées, de telle sorte que le centre d’une algebre instable nil,,-fermée corresponde au centre du
foncteur qui lui est associé, nous en déduisons un raffinement du centre d’une algebre instable
faisant intervenir la filtration nilpotente.

Enfin, nous appliquons ces résultats a I’étude du probleme de classification des algebres
instables, noethériennes, nil-fermées, connexes, munies d’une structure de H*(V')-comodule dont

I’algebre des éléments primitifs est une algebre instable P fixée.
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NOTATIONS

ey

R

La catégorie des espaces vectoriels de dimensions finies sur Fo,

La catégorie de tous les espaces vectoriels,

L’algebre de Steenrod modulo 2,

L’algebre de Steenrod modulo p,

La catégorie des modules instables sur A,

La catégorie des algebres instables sur A,

Pour V un espace vectoriel, I’espace classifiant de V,

Pour V' un espace vectoriel, la cohomologie a coefficients dans Fo de BV,

Pour X un espace topologique, la cohomologie singuliere de X & coefficients dans Fs,

Groupe des permutations a n éléments.
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INTRODUCTION

La cohomologie singuliere est un invariant important en topologie algébrique. Si I'idée de
cohomologie était déja en germe dans les travaux de Henri Poincaré a la fin du XIXeéme siecle, il
faudra attendre 1944 pour que Samuel Eilenberg donne la définition moderne de la cohomologie
singuliére. La cohomologie singuliere a coefficient dans un groupe abélien G est un foncteur
contravariant H*(__;G) de la catégorie des espaces topologiques dans la catégorie des groupes
abéliens gradués. Si R est un anneau commutatif, H*(_; R) est a valeurs dans les R-modules
gradués. Qui plus est, pour X un espace topologique, H*(X; R) est muni d’un cup-produit, dont
la définition moderne est également due a Eilenberg, et qui munit H*(X; R) d’une structure de

R-algebre graduée-commutative.

Pour p un nombre premier, I’algébre de Steenrod A, introduite suite au travaux de Norman
Steenrod (1947) et Henri Cartan (1955), est I’algeébre des opérations cohomologiques stables pour
la cohomologie singuliere a coefficients dans [, c’est a dire des transformations naturelles entre
les foncteurs H(_; F,) pour i parcourant N vérifiant une certaine condition de stabilité. Elle
permet de caractériser plus précisément la structure de la cohomologie singuliere a coeflicient
dans F,, d'un espace topologique, pour X un espace topologique H*(X;F,) est une algebre sur

A, vérifiant une condition dite d’instabilité.

Pour cette raison, fut introduite la catégorie U, des modules instables a gauche sur ’algebre
de Steenrod et sa sous-catégorie K, des algébres instables sur 1'algébre de Steenrod dont une
étude détaillée est faite dans le livre de Lionel Schwartz [Sch94]. Ces catégories jouent un role
important dans la démonstration, en 1984, de la conjecture de Sullivan par Haynes Miller [Mil84].
Le résultat de Miller est le suivant, pour X un CW-complexe connexe et de dimension finie et
pour G un groupe fini, alors [BG, X], l’ensemble des classes d’homotopie de morphismes de
I’espace classifiant de G dans X, est trivial. L’idée de la preuve est de considérer, pour tout
p premier, le morphisme de [BG, X| dans Homy, (H*(X;F,), H*(BG;Fp)) et de justifier qu'il
suffit de montrer que pour tout p, Homg, (H*(X;F,), H*(BG;F))) est trivial.

12



Introduction

Si le calcul de H*(BG;F,), pour G un groupe topologique quelconque, est un probleme
difficile, en 1971, Daniel Quillen en a donné une approximation dans le cas ou G est un
groupe fini ou un groupe de Lie compact. Plus précisément, il a construit un morphisme

q¢ : H*(BG;F,) — 1&n H*(BE;F)), ou Ag est une catégorie dont les objets sont les p-sous-
EcAq
groupes abéliens élémentaires de G (dont le calcul de la cohomologie singuliére a coefficients dans

F, est quant & lui connu), et il a montré que les noyaux et conoyaux de ce morphisme étaient
nilpotents, c’est & dire que tout élément x vérifie que 2P" = 0 & partir d’une certaine valeur de
n. En 1982, D. Rector propose une généralisation de cette construction aux algebres instables
noethériennes K, pour cela il introduit la catégorie de Rector R(K), qui est équivalente a Ag
dans le cas ou K = H*(BG;F)).

Une question de grand intérét est de savoir, étant donnée K € K, si K peut-étre réalisée
comme la cohomologie singuliere & coefficient dans F,, d'un espace topologique. Dans [BRS17],
Georg Biedermann, Georgios Raptis et Manfred Stelzer définissent des obstructions a cette réa-
lisabilté, vivant dans la cohomologie d’André-Quillen de K (en fait, ils s’intéressent plutot a la
question duale de la réalisabilité de coalgebres instables par I’homologie d’espaces topologiques).
Cette approche reste cependant difficile a utiliser en pratique, pour cause la difficulté que re-
présente le calcul de la cohomologie d’André-Quillen d’une algebre instable quelconque. Si nous
n’aborderons pas directement ces questions, elles ont motivé un certain nombre des considéra-

tions de ma these.

Abordons maintenant le contenu de ma these. Les catégories U, et K, sont symétriques
monoidales, conséquence de la structure d’algebre de Hopf de A, et la catégorie U, est abélienne
et contient suffisamment d’injectifs et de projectifs. Présentons certains objets injectifs dans U,
qui joueront un role important dans tout le reste de cette these. D’abord, la catégorie U, contient
une famille de cogénérateurs injectifs (J(n))nen, les J(n) sont caractérisés par I’existence d’un
isomorphisme naturel en M :

Hony, (M, J (n)) 2 (M™},

ou M est un module instable sur A, et ou (M m)E désigne le dual linéaire de la composante
de degré n de M. Par ailleurs, pour V un [F)-espace vectoriel et BV l'espace classifiant de V/,
H*(V) := H*(BV;F,) est un injectif dans U, et plus généralement, pour n € N et V' un espace
vectoriel, H*(V) ® J(n) est injectif dans U,. Le théoreme 1.1.58, démontré par Jean Lannes et

Lionel Schwartz donne une description exhaustive des injectifs de U,.
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Introduction

0.1 Le foncteur T et la filtration nilpotente

Parmi les ingrédients importants du premier chapitre, présentons également le foncteur Ty,
défini par Jean Lannes, et sur lequel reposera la majorité des constructions que nous utiliserons.
Le foncteur Ty est défini comme l'adjoint & gauche du foncteur qui a un module instable N
associe H*(V) ® N. C’est un foncteur exact et qui commute avec le produit tensoriel. Par

adjonction avec le produit tensoriel par H*(V'), on a l'isomorphisme suivant :
Homyy, (M, H*(V) © J () = Homyy, (Ty (M), J (i) = (Ty (M)")".

On définit Nil,,, pour n € N, comme 'ensemble des objets de U, vérifiant Homy, (M, H*(V) ®
J(n)) = 0 pour tout ¢ < n et pour tout V. De maniere équivalente, M € Nil, si et seulement
si Ty (M)* =2 0 pour tout i < n et pour tout V. Les Ail,, forment une filtration de la catégorie
U,. Cette filtration joue notamment un réle important dans des conjectures de Nick Kuhn sur
la réalisabilité de modules et d’algebres instables par la cohomologie d’espaces topologiques,
confere [CGPS16].

Les classes Nil, forment une classe de Serre de la catégorie I, on peut ainsi définir une

catégorie localisée au sens de [Gab62], U /Nil,. On a alors une adjonction
rn U T——=U/Nily : sp,

qui nous permet d’introduire la notion de nil,-fermeture : un module instable M est nil,-fermé si
M = s, (rp(M)), on appellera (M) := sp(rn(M)) € U la nil,-fermeture de M. En particulier,

le morphisme définit par Quillen ¢¢ : H*(BG;F,) — lim H *(BE;F)) est un isomorphisme
EcAg
dans U /Nily.

0.2 Localisation des catégories U et K loin des n-nilpotents

Le second chapitre sera consacré a 1'étude de la localisation de U, loin de Nil,, et  1’étude de
la nily,-fermeture. Dans [HLS93], Hans Werner Henn, Jean Lannes et Lionel Schwartz construisent
une équivalence de catégorie entre Uy, /Nil; et la catégorie F,, qui est une catégorie de foncteurs
de V7, la catégorie des espaces vectoriels sur [F), de dimensions finies, dans la catégorie V des F,,-
espaces vectoriels de dimensions quelconques, vérifiant une certaine condition d’analycité. Cette
équivalence de catégorie est donnée par le foncteur qui & M € U associe le foncteur V s Ty, (M)°,
pour V un Fp-espace vectoriel de dimension finie. Dans [HLS95], les mémes auteurs raffinent

cette construction pour définir une équivalence de catégorie entre U,/Nil,, vers des catégories

14
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F5™. Apres avoir rappelé la construction de [HLS95], nous proposerons une équivalence de ca-
tégorie alternative. Notons que si la majorité de nos résultats devraient se généraliser pour p
impair, nous ne nous intéresserons en détail qu’au cas p = 2. Nous utiliserons les notations U et

KC pour désigner Us et Ko.

Les f<" sont définis par Henn, Lannes et Schwartz comme les foncteurs qui & un module
instable M associent le foncteur de la catégorie Vf des espaces vectoriels de dimensions finies
vers la catégorie U<", des modules instables tronqués en degré plus petit que n, défini de la
maniere suivante :

fEHM)(V) =Ty (M)=",

ou Ty (M)<" désigne le module obtenu en quotientant Ty (M) par ses éléments homogenes de
degré supérieur ou égal a n. Notons que par définition de la filtration nilpotente, M € Nil,, si
et seulement si f<"(M) = 0.

Pour n > 0 et pour H*<"(V) le quotient de H*(V') par ses éléments homogenes de degrés
supérieurs ou égaux a n, f<"(M)(V') est muni d’une structure de H*<"(V)-comodule provenant
de l'adjonction entre le foncteur Ty est le produit tensoriel par H*(V). Cette structure de
H*<"(V)-comodule ne peut pas étre naturelle en V', puisque le foncteur qui & V associe H*(V)
est contravariant. En utilisant que H*(V) est isomorphe en tant qu’algeébre graduée sur [y
a Dalgebre symétrique sur VE S*(V*%) et en utilisant la dualité dans la catégorie des espaces
vectoriels, f<"(M)(V) admet en tant qu’espace vectoriel sur Fy une structure de I'*(V)-module,
ou I'*(V) est l'algébre aux puissances divisées engendrée par V. Cette structure de I'*(V)-
module est quant a elle naturelle en V. On définira (confere la définition 2.2.25) un adjoint a
gauche D : U™ — U de la troncature en degrés strictement plus petits que n de telle sorte
que la structure de I'*(V')-module sur f<"(M)(V) induise une structure de I'*(V)-module sur
f<r(M)(V) dans la catégorie des A-modules.

Définition 2.2.51. Soit ,, F<" la catégorie dont les objets sont les foncteurs F, de Y/ dans

—_——

US" tels que F(V) est muni pour tout V' d’une structure de I'*(V)-module dans A-mod, 0py :

P

(V)@ F(V) — F(V). Et dont les morphismes sont les transformations naturelles compatibles

avec cette structure de module sur F (V).

Soit également ,,, F.5™ sa sous-catégorie pleine des foncteurs analytiques en tout degré.
Théoréme 2.2.53. Les catégorie F<" (resp. F5") et m F<" (resp. mF5™) sont équivalentes.

Il est important de noter que I'*(V') est muni & priori d’une structure de module & droite
sur l'algebre de Steenrod et non a gauche, il faudra donc discuter le comportement de cette
structure de module vis a vis de 'algebre de Steenrod, et ce que I'on gagnera en naturalité on

le perdra en simplicité de ce point de vue. L’un de mes objectifs non aboutis, en introduisant
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les catégories ,, F<", était d’étudier une cohomologie d’André-Quillen pour les algeébres dans
mF <" dans 'espoir de mettre & jour des obstructions a la réalisation d’algebres instables sur A

loin des n-nilpotents qui seraient plus faciles a calculer que les obstructions établies dans [BRS17].

Une des raisons d’étudier les catégories U /Nil,, provient de la difficulté que représente le
calcul de foncteur dérivés, en particulier des groupes Ext dans la catégorie . On espeére pouvoir
tirer des informations intéressantes du calcul de foncteur dérivés dans les catégories U /Nil, et
donc dans ,, F<". Nous n’irons pas bien loin dans cette direction, mais nous justifierons quand
méme que les catégories ., F <" posseédent assez d’injectifs et de projectifs, ce qui permettra d’en-

visager des calculs d’algebre homologique dans ces catégories.

Nous conclurons le chapitre 2 avec quelques calculs de nil,-fermeture de modules instables

rendus possibles par le formalisme de ,,, F<".

Le chapitre 3 sera consacré au comportement des algebres instables vis a vis des foncteurs
f<". Nous commencerons par définir une notion d’algeébre instable dans F<" et définirons les
catégories KF<" et KFS"™ des algebres instables respectivement dans , F<" et ,, F>" et dé-
montrerons le théoréme suivant, dans lequel K [W, 1] désigne la localisation au sens de [KS] de
IC par les morphismes d’algebres instables dont les noyaux et conoyaux linéaires sont des objets
de Nil,,.

Théoréeme 3.1.19. On a une équivalence de catégorie :

[ KWl == KFS™ e m=".

0.3 Décomposition en composante connexe de Ty (K)"

Nous nous attarderons ensuite sur une partie de la structure de f<"(K)(V), pour K une
algebre instable. Toute algebre instable concentrée en degré 0 est une algébre de Boole, en
particulier, pour K une algebre instable, Ty (K)° est muni d’une structure d’algebre de Boole
sur Fy. Pour tout espace vectoriel V', Ty (K) est muni d’une structure de module sur cette
algebre de Boole, il en est de méme pour M un K-module dans /. On peut alors utiliser la
décomposition en composantes connexes d’une algebre de Boole et des modules sur une algebre
de Boole présentée dans [HLS93].

Pour B la catégorie des algebres de Boole sur I, et P fin la catégorie des ensembles profinis, le
foncteur spec : B — (P fin)°, qui a une algebre B associe son spectre spec(B) := Homp(B,F,),
est une équivalence de catégorie dont 'inverse est le foncteur qui a un ensemble profini S associe

I'algebre des applications continues de S dans F,, Fg .
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En particulier, pour B une algebre de Boole de spectre fini, on a un isomorphisme de B-

algebre B= @ F,(¢), ou F,(¢) désigne F,, dont la structure de B-module est donnée par
¢€espec(B)
le morphisme d’algebre de Boole ¢ : B — I,

Pour M un B-module, on définit My := M ®@p Fp(¢), alors

M=MopB=M®ep @ Fys) = My.
¢€Espec(B) ¢espec(B)

Pourp=2et K € ,0on a
spec(TY(K)) = Homy (Ty (K), Fo) = Homy (K, H*(V)).

Si K est finiment engendrée en tant qu’algebre sur A, Homy (K, H*(V)) est fini pour tout V et
Ty (K) hérite d’'une décomposition en tant que T (K)-module de la forme

Ty (K) = b Tiy,g)(K).
¢€Homy (K, H*(V))

Plus généralement, pour M un K-module dans U,

12

Ty (M) D Tiv,g)(M).

peHomyc (K, H*(V))

Cette décomposition en induira une sur les foncteurs f<"(K) et f<"(M) de la forme

fHE)V) = D g="(K)(V, )

¢cHomy (K,H*(V))

et

1

fErnv) D g="(M)(V, ¢).

¢€Homy (K,H*(V))

L’existence de cette décomposition motive 1’étude du foncteur qui & un espace vectoriel
V associe Homy (K, H*(V')). Comme cela a été montré dans [HLS93], il définit un foncteur qui
capture toute 'information sur la nil;-fermeture de K ce qui induit une équivalence de catégorie
entre IC {Wf 1} et la catégorie Pﬁng}’f)"p, qui est la catégorie des foncteurs contravariants de Y/
vers la catégorie des ensembles profinis vérifiant une certaine condition d’analycité (Théoréme
3.4.10).

On définira, pour F € PhinV)™ et ¢ € F(V), un objet Xy, 4) F de tel sorte que
Yv,p)Homy (K, H*(_)) soit naturellement isomorphe & Homy (T (v,¢)(K), H*(_)). On aimerait,

en s’inspirant d’idées déja présentes dans [HLS93], se ramener, pour K une algebre noethérienne,
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a I’étude du foncteur
V = Homgy g (K, H*(V)) := {¢ € Homi (K, H*(V)) ; ¢ fait de H*(V') un K-module finiment engendré},

qui est un foncteur sur la catégorie VZ des espaces vectoriels de dimension finie et des morphismes
injectifs d’espaces vectoriels. Cette approche a I'avantage de nous faire manipuler des foncteurs
"plus petits", notamment pour K noethérienne, Homy s, (K, H*(V)) est trivial des que V' est de
dimension assez grande, mais ’absence des morphismes non injectifs dans VZ sera une difficulté
pour la définition des foncteurs décalages dans ce contexte. On rappellera la définition de [HLS93]
d’un foncteur noethérien et nous montrerons comment associer (non fonctoriellement) & F' €
SetV)” un foncteur sur VZ, qui conserve toute 'information de F, si F' est noethérien. Dans
le cas ou F sera le foncteur Homy (K, H*(_)), on retrouvera le foncteur Homy 4 (K, H*(_)).
Enfin, nous définirons un analogue de ¥y, F', pour les foncteurs sur VZ, de telle sorte qu’on

ait un isomorphisme naturel i(vyd))Hom;cf,g_(K, H*(_)) = Homys.g. (T(v,g)(K), H*(_))-

0.4 Centre d’une algebre instable

Dans [Hea21| lauteur utilise le centre d’une algebre instable, introduit dans [DW92], pour
donner une borne aux invariants do(K) et di(K), ou pour M un module instable, dy(M) est la
borne inférieure (éventuellement infinie) des entiers tels que M ne contient aucun sous-module
n-nilpotent et dj (M) est la borne inférieure des entiers tels que M est nil,,-fermé. Ces résultats
sont des généralisations des travaux de Nicholas Kuhn dans le cas ou K est la cohomologie d’un
groupe fini ou d’un groupe de Lie, confere [Kuh07] et [Kuh13]. Dans [Hea20], Drew Heard utilise

également le centre d’une algebre instable K pour donner des bornes & sa profondeur.

Soit ¢ € Homy (K, H*(V)). On définit, a partir de ’adjonction entre Ty et le produit tensoriel
par H*(V) un morphisme naturel en K et V', pgy : K — Ty (K), qui passe au quotient pour
donner un morphisme pg (v.¢) : K — T(y,4)(K). Alors, on dit que (V;¢) est central si pg (v
est un isomorphisme. Dans [DW92], William G. Dwyer et Clarence W. Wilkerson ont montré
que sous certaines hypotheses de finitude, I'existence d’éléments centraux pour K est liée a

'existence de structure de H*(V')-comodules sur K de la fagon suivante.

Corollaire 4.1.20. Soit K une algébre instable connexe dont le module des indécomposables
Q(K) est localement fini. Alors, f € Homic (K, H*(V)) est tel que (V, f) est central si et seule-

ment si K est munie d’une structure k de H*(V')-comodule tel que le diagramme suivant com-
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mute :
K—”>K®H*(V)

\ J(6K®id

H* (V)7

ou e€x est la counité de K.

Pour K une algebre instable connexe, on définira son centre comme un élément central
(C,f), avec f : K — H*(C), maximal au sens suivant : pour tout élément central (V,¢) il

existe a : V — C tel que ¢ est la composée suivante
f * ot *
K = H*(C) = H*(V).

On définira G(K') l'ensemble des éléments centraux (V,¢) avec dim(V') = 1. Alors, G(K) est

muni d’une structure de 2-groupe abélien élémentaire et on a le résultat suivant.

Proposition 4.1.36. Soit K une algébre instable noethérienne connexe. Soit (C, @) le centre

de K, alors C est isomorphe a G(K).

L’objectif du chapitre 4 est d’étudier le centre d’une algebre instable noethériennes connexes,
plus précisément, nous en donnerons un raffinement en utilisant la filtration nilpotente.

Notons que pour F' € Pﬁn(vf)Op, on peut définir une transformation naturelle pg (y,4) entre
Yw,¢) F et F, de telle sorte que, lorsqu’on passe aux foncteurs, pg (v,¢) devienne pyom (x,5+( ), (v,¢)-
Alors, pour K nili-fermée, (V, ¢) est central si et seulement si ppom(k,m+( )),(v,¢) €5t un iso-
morphisme.

Cela nous amene a définir une notion de centralité pour les foncteurs. On dira que (V, ¢) est
central, avec ¢ € F(V), et on notera (V,¢) € C(F), si pp,v,4) est un isomorphisme. On dira
qu’un foncteur F' est connexe, si il existe une unique transformation naturelle ex de %, I’objet
final de Set(vf)Op, vers F. On démontrera alors un analogue du résultat de Dwyer et Wilkerson

pour les foncteurs, ot m§ dénote la projection de V sur 0.

Théoréme 4.2.5. Soient F € Set™)” conneze et tel que pour tout espace vectoriel V (V, epy )
soit central, et ¢ € F(W). Alors, (W, ¢) est central si et seulement si le groupe Homg,(V, W)

agit naturellement (en V') sur F(V'), de telle sorte que le diagramme suivant commute :

F x Homg,(_ W) —5 F
T

Homp,(__, W)
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dans lequel, Uapplication verticale est celle qui a o € Homg,(V,W) associe (epy,a), et dont
le morphisme de Homy,(V,W) dans F(V') est le morphisme associé a ¢ par l’isomorphisme de

Yoneda.

Dans ce théoreme, la condition de connexité pour les foncteurs est vérifiée pour les foncteurs
provenant d’algebres connexes, par ailleurs la condition que pour tout espace vectoriel V (V. ery )
soit central est un analogue pour les foncteurs de la condition Q(K) localement fini et sera vérifiée
par tous les foncteurs noethériens.

Par la suite, on définira une notion de centralité pour les objets de F<" et on définira
C,.(K) comme l'ensemble des éléments centraux pour f<"(K). On montrera que l’ensemble des

éléments centraux pour K est précisément () C,(K). Nous définirons également une notion de
neN
centralité pour les f<"(K)-modules dans la catégorie F<" et on montrera le résultat suivant,

ou Ny : lpt1(M) = Ly(lns1(M)) = 1, (M) est la nil,-localisation.

Théoréme 4.2.23. Soient K une algébre instable et (V,¢) € S(K). Alors, les deux conditions

sutvantes sont équivalentes :
1. Le couple (V,®) appartient 4 Cypy1(K).

2. Le couple (V,$) appartient ¢ Cy(K) et il est f<"(nily(K)/nilys1(K))-central et
=" (coker(\,))-central.

Soit M un H*(V')-comodule, on dira que z € M est un élément primitif si x s’envoie sur
x ® 1, par le morphisme de structure de M dans M ® H*(V'). La derniére partie du chapitre 4
sera consacrée & la question suivante. Etant donnée une algebre instable P nili-fermée connexe,
comment classifier les algebres instables K nili-fermées, connexes, noethérienne et munies d’une
structure de H*(V')-comodule dans K dont ’algebre des éléments primitifs pour cette structure
de comodule est précisément P. Par ce qu’on a dit plus haut et en utilisant le théoreme 4.2.5, on
se ramenera a la question suivante, étant donnée () € Set(V)” comment classifier les foncteurs
F noethériens connexes dans Set(vf)Op, munis d’une action naturelle en W de Homp, (W, V') sur
F(W), dont le quotient soit naturellement isomorphe a Q.

On commencera par justifier le résultat technique suivant.

Proposition 5.1.7. Soit F' € SetV)? noethérien, soit H € SetVN et soit q : F— H une
surjection naturelle. Alors, si pour tout « : W — S et pour tout s € H(S), a*q¢  ({s}) =
g *{ars}) Na*(F(S)), le foncteur H est également noethérien.

En particulier, dans notre contexte on aura que F' noethérien implique ) noethérien, en
vertu du corollaire suivant, ou grpr)” désigne la sous-catégorie des objets en groupe dans
SetVD” ot F e G — Set la sous-catégorie de SetVD? dont les objets sont munis d’une action
naturelle de G &€ grp(VfV"’.
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Corollaire 5.1.8. Soit G € Qrp(vf)w et F € G — Set noethériens. Alors, le foncteur F/G est

noethérien.

On supposera que K est une algebre intégre. Dans ce cas, comme établi dans [HLS93], un
théoreme d’Adam-Wilkerson nous permettra d’affirmer qu’il existe une surjection du foncteur
Homp, (_, V) vers le foncteur F, pour V' un espace vectoriel de dimension assez grande. On
démontrera alors le théoreme suivant, ou par définition le degré de transcendance d’une algebre
K est d € NU {oo} si d est la borne supérieur des cardinaux d’ensembles finis d’éléments
homogenes de K algébriquement indépendants et ou V; est un Fs-espace vectoriel de dimension
d.

Théoréeme 5.3.8. Soit K une algebre instable noethérienne, connexe, intégre, de degré de trans-
cendance d, nil-fermée et munie d’une structure de comodule K — K @ H*(V') pour V' un sous-
espace vectoriel de Vy. Soit ¢ : K — H*(Vy) un plongement. Alors, la sous-algébre P des
primitifs de K pour cette structure de comodule, est l'intersection de K avec H*(Vy/V') ou on
a identifié H*(Vy/V') a son image dans H*(Vy) par le morphisme induit par la projection de Vg
sur Vg /V.

On pourra préciser ce résultat dans la situation ot dim(V;/V) =1. Pour ¢ : K — H*(V)
un morphisme d’algebre instable, on rappelle la définition de Gal(¢) de [HLS93], qui est défini
comme le sous-groupe de GL(V) dont les éléments sont les isomorphismes o de V' tels que
o*p = ¢. H* (V)G9 est alors Palgebre des éléments de H* (V) stables sous Iaction de Gal(¢).

On montrera le théoréme suivant.

Théoréeme 5.3.17. Soit K une algébre instable, nil-fermée, connexe et intégre de degré de
transcendance d. Soit ¢ : K — H*(Vy) le plongement garanti par le théoréme d’Adam-
Wilkerson. Et soit V. un sous-espace vectoriel de Vy de codimension 1. Alors, le morphisme
de H*(Vy) — H*(Vy) ® H*(V) induit par laddition de Vg &V dans Vg induit une structure de
H*(V')-comodule sur K dont l’ensemble des éléments primitifs est précisément H*(Vy/V') si et
seulement si, pour tout g € Gal(¢) et pour tout v € V gv = v et Tog = 7 ou 7 dénote la
projection de Vy sur Vy/V, et si p(K) = H*(Vy)Gl9),

Notons, que les hypothéses du théoréme 5.3.17 ne sont pas restrictives, on saura rame-
ner n’importe quelle algebre instable, noethérienne, connexe, integre munie d’une structure de
H*(V')-comodule dont l’algebre des éléments primitifs est isomorphe & H*(F2) a cette situation.

Ce théoréme n’est par contre pas vrai pour V;/V de dimension plus grande que 1 et on

montrera (exemple 5.3.19) que 'algebre instable
Foly, z, 2@ +y)(z+2) (@ +y+2)] +Fa [y, 2, 2(x + y)]y
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en est un contre-exemple.

On s’intéressera ensuite a généraliser le théoreme 5.3.17 au cas ou V est de codimension
quelconque. Pour ce faire, on introduira un invariant plus fin que Gal(¢). Pour d € N*, V un
sous-espace vectoriel de V; et supposant fixée un isomorphisme V@&V, /V = V,; dont la restriction
a V est 'identité et dont la restriction a V;/V est une section de la projection V; — V;/V, on
considérera Gr(V;/V') la catégorie dont les objets sont les sous-espaces vectoriels de V;/V et dont
les morphismes sont les inclusions de sous-espaces vectoriels. Alors, pour I un sous-foncteur de
Homp,( , V) considéré comme un foncteur contravariant de Gr(Vy/V') dans la catégorie des

groupes abéliens, on introduira 1’algebre H*(V;)!. On aura alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.3. Soit K une algébre instable, intégre, nil-fermée, noethérienne, connexe, de
degré de transcendance d. Soient ¢ : K — H*(Vy) un plongement d’Adam-Wilkerson et V' un
sous-espace vectoriel de Vy tel que le morphisme H*(Vy) — H*(Vg) @ H*(V') induit par l’addition
de V@& Vg dans Vg induise une structure de H*(V')-comodule sur K. Alors il existe un sous-
foncteur I de Homg,(_, V) considéré comme un foncteur contravariant de Gr(Vy/V') dans la

catégorie des groupes abéliens tel que K = H*(Vy).
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CHAPITRE 1

MODULES ET ALGEBRES INSTABLES
SUR L'ALGEBRE DE STEENROD

L’algebre de Steenrod a été introduite a la suite de la définition des carrés de Steenrod, comme
I’algebre des opérations cohomologiques stables sur la cohomologie singuliére & coefficient dans
Fy. Elle agit ainsi naturellement sur H*(X), la cohomologie a coefficient dans Fy de tout espace
topologique X, donnant a H*(X) une structure dite d’algebre instable sur ’algebre de Steenrod.

Dans ce chapitre, nous allons commencer par rappeler une présentation de I’algebre de Steen-
rod ainsi que les définitions et les constructions classiques relatives aux catégories U et K, res-
pectivement des modules et algebres instables sur 'algebre de Steenrod, qui sont étudiées en
détails dans [Sch94].

Ensuite, nous introduirons le foncteur 1" de Lannes, qui sera un outil majeur pour mettre en
relation les catégories U et K avec certaines catégories de foncteurs que nous étudierons par la

suite.

1.1 Les catégories U et K

1.1.1 L’algebre de Steenrod

Définition 1.1.1. Soit A l'algébre de Steenrod modulo 2, définie comme le quotient de la Fo-

algebre unitaire graduée libre engendrée par les générateurs Sqi de degré i pour tout entier ¢ > 0
15 . o

et dont P'unité est notée Sq°, par l'idéal engendré par les Sq?Sq® — 'Zo (b;_j;jl)Sq“+b_J Sq’ pour
]:

a

L3 . -
tout entiers positifs a et b tels que a < 2b. La relation Sq?Sq® — 3 (ba_f;jl) Sq*t*=7S¢’ = 0 dans
j=0

A est appelée relation d’Adem.
On rappelle le théoréeme suivant démontré dans [SE62].
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CHAPITRE 1 — Modules et Algébres instables sur l’algébre de Steenrod

Théoréme 1.1.2. Pour tout espace topologique X, H*(X) est muni naturellement d’une struc-

ture de A-module a gauche gradué.

Remarque 1.1.3. L’homologie de X a coefficient dans Fy H,(X) est muni d’une structure de
A-module & droite telle qu’on a un isomorphisme de A-module & gauche H*(X) = (H,.(X))!,
ot (H,(X))* désigne le dual vectoriel de H,(X) et o, pour ¢ une forme linéaire sur H,(X),
I’action & gauche de A sur ¢ est induite par Sq’¢(z) = ¢(2Sq’) pour = un élément de H,(X).

Les propositions suivantes, qui décrivent des familles de générateurs de A, sont également
démontrées dans [SE62].

Proposition 1.1.4 (Théoreme 1.4.3. dans [SE62]). L’algébre de Steenrod est engendrée en tant
qu’algébre par les quh avec h > 0.

Plus précisément on a le résultat suivant.

Proposition 1.1.5. Le carré de Steenrod Sq' est indécomposable dans A si et seulement si i est

une puissance de 2.

Définition 1.1.6. Soit I = (i1,...,4,) une famille d’entiers naturels. I est dite admissible si
pour tout h tel que 1 < h <n—1, 14, > 2ip41.
On définit Sq’ = Sq...Sq™ et on dit que le mondme Sq’ est admissible si I est admissible.

Proposition 1.1.7. [SE62, Théoréme 1.3.1] Les monomes admissibles forment une base de A.

Définition 1.1.8. Soit A-mod, la catégorie dont les objets sont les A-modules & gauche gradués

et les morphismes, les morphismes de A-modules gradués de degré 0.

Proposition 1.1.9. [SE62, I1.1] L’algébre de Steenrod A, est munie d’une structure d’algébre
de Hopf cocommutative dont l'application diagonale A est donnée par A(Sq') = > St @ SqF.
k=0

Remarque 1.1.10. Cette structure d’algebre de Hopf induit, pour M et N des A-modules, une
structure de A-module sur M ® N, donnée par Sq*'(m ®@n) = . Sq*m @ Sq"Fn.
k=0

Remarque 1.1.11. A est une algebre graduée connexe et 'unique augmentation de A, A — F,

muni le corps Fy d’'une structure de .A-module a gauche.
Corollaire 1.1.12. Le triplet (A-mod, ®,Fq) est une catégorie monoidale symétrique.
Nous allons maintenant définir le foncteur de suspension.

Définition 1.1.13. Soit ¥ : A-mod — A-mod, le foncteur de suspension, défini de la maniere
suivante, pour M un module sur A, (SM)" = M"~! et 'action de Sq’ entre (XM)" et (X M)+

est la méme qu’entre M" 1 et ML,
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1.1. Les catégories U et K

Proposition 1.1.14. X est une équivalence de catégories.

Remarque 1.1.15. Pour M un 4-module, on a un isomorphisme XM = ¥Fy ® M naturel en
M.

Définition 1.1.16. Soit M un module sur l'algeébre de Steenrod, on définit ¥ ~'M comme
I'unique module sur A tel que XXM = M.
Pour n € N, soit XM le A-module obtenu en appliquant n fois le foncteur ¥ a M. Soit

également XM le A-module obtenu en appliquant n fois le foncteur X1 & M.

Remarque 1.1.17. Pour M un A-module, on a un isomorphisme naturel en M, Y ~1M =
E_IFZ ® M.

Remarque 1.1.18. Pour tout n € Z, ¥"A est le A-module libre engendré par un unique

élément en degré n.

Proposition 1.1.19. Pour tout n € Z, et pour tout module M, Hom 4 meq(X"A, M) est natu-

rellement isomorphe a M™.

Démonstration. Cet isomorphisme envoie £ € M™, sur I'unique morphisme de X" A dans M qui

envoie X"Sq" sur . O

Corollaire 1.1.20. Les X" A forment une famille de générateurs projectifs de A-mod.

Dans ce document, nous n’étudierons en détail que le cas p = 2. Il existe cependant, pour p
un nombre premier impair, une notion d’algebre de Steenrod sur F,,, A, pour laquelle la majorité

des outils que nous exposons devraient pouvoir se généraliser.

Définition 1.1.21. Soit 4, l'algebre de Steenrod modulo p, définie comme le quotient de la
[Fp-algebre unitaire graduée libre engendrée par les générateurs P de degré 2i(p — 1) pour tout

entier i > 0 et # de degré 1 et dont 1'unité est notée P°, par I'idéal engendré par les

L7 :

Pan_ i(_l)a—i—j (p_ 1)(b_j) -1 Pa+b—jpj
=0 a —pj

pour tous les entiers strictement positifs a et b tels que a < pb et les

Pa/BPb_%(_l)aJrj <(p - 1)(b - j))BPaerij_LaE;:J(_l)aJrjl <(p - 1)(b - ]) - 1> Paerfj/BPj

= a—pj = a—pj—1

pour tous les entiers strictement positifs a et b tels que a < pb.
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1.1.2 La catégorie U

Pour X un espace topologique, H*(X) a plus de structure que juste une structure de module
sur A, en premier lieu, elle est munie d’une structure d’algebre par le cup-produit, et en second
lieu sa structure de module sur I'algébre de Steenrod vérifie une condition dite d’instabilité.

C’est cette raison qui nous pousse a introduire ici la catégorie U.

Définition 1.1.22. 1. Soit M un A-module gradué, alors M est instable si, pour tout

élément homogene x et pour tout i > |z|, Sq’z = 0, o |x| désigne le degré de .

2. Soit U la sous-catégorie pleine de A-mod dont les objets sont les modules instables.
Proposition 1.1.23. La catégorie U est abélienne.
Lemme 1.1.24. Si M et N sont des modules instables, M @ N est également instable.

Démonstration. En effet, pour ¢ > |m| + |n| et pour tout k <4, k > |m| ou i — k > |n| et donc

Sqi(m®@n) = 3. Sq¥m @ Sq'Fn = 0. O
k=0

Corollaire 1.1.25. Le triplet (U, ®,F3) est une catégorie monoidale symétrique.

Définition 1.1.26. Soit I = (iy,...,4,) admissible. On définit I'exces de I par e(I) := (i1 —
2i9) + (i2 — 2i3) + ... + (in—1 — 2ip) + in.

Remarque 1.1.27. Soit M un module instable, € M™ et Sq’ un mondéme admissible tel que
e(I) > n. Alors Sqlz = 0.

Proposition 1.1.28. Le foncteur oubli O : U — A-mod posséde un adjoint a gauche, que l’on

notera D, le foncteur déstabilisation.

Pour tout module instable M, on a un isomorphisme naturel en M, D(M) = M/(Sq z; e(I) >

).

Remarque 1.1.29. Dans le cas p impair, on peut définir la catégorie U, dont les objets sont
les Ap-modules M qui vérifient la condition d’instabilité suivante : pour tout z € M ¢ pour tout

e € {0,1} et pour tout j tels que i < e + 2j, 66P7m = 0. A, est aussi muni d’une structure
d’algebre de Hopf, donnée par 6(P?) = Y. PF@ Pi=F et §(B) = f®1+1® B, structure d’algebre
k=0

de Hopf qui fait de (U, ®,F,) une catég_orie symétrique monoidale.
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1.1.3 La catégorie K

Remarque 1.1.30. Une algebre commutative K dans (A-mod, ®,Fs) est une algebre com-

mutative sur Fo munie d’une structure de A-module telle que, pour tout = et y dans K,

. 7 .
Sq'(xy) = X Sq*zSq**y. On appelle cette égalité la formule de Cartan.
k=0

Définition 1.1.31. 1. Soit K une algeébre commutative unitaire dans (U, ®,F3), on dit que
K est une algebre instable, si K est dans U et que pour tout x élément homogeéne de K,

Sql*ly = 2.
2. Soit I, la catégorie dont les objets sont les algebres instables et dont les morphismes sont

les morphismes d’algebre compatibles avec les structures de A-module.

Remarque 1.1.32. La catégorie K est une sous-catégorie pleine de la catégorie des algebres

commutatives dans (A-mod, ®, Fa).

Proposition 1.1.33. Le produit tensoriel de deux algebres instables K et R et naturellement

une algébre instable, dont le produit est donné par le produit tensoriel des produits de K et R.

Démonstration. Le fait que K® R reste une algébre commutative sur 4 est une propriété générale
des produits tensoriels d’algébres commutatives sur une algebre de Hopf. Il faut vérifier que ce
produit tensoriel vérifie la condition d’instabilité. Soit £ ® r € K ® R, alors

||+
SqlkHIE @ r = Z SqlFHIM=ik  Sqdr,
§=0
si j #|r|, soit j < |r| et SqlklHIr=ik = 0, soit j > 7| et Sq/r = 0. Donc par hypothese

Sd*tMk @ r = 8qMk @ Sd'lr = K2 @ r? = (k@)%

O]

Théoréme 1.1.34. [SE62] Pour X un espace topologique, H*(X) muni du cup-produit est une

algébre instable.

Soit V' un Fa-espace vectoriel de dimension finie, on notera H*(V') I'anneau de cohomologie
singuliere & coefficients dans Fo de BV, l'espace classifiant de V. On notera également H, (V)

I’homologie singuliere de BV'.

Remarque 1.1.35. Pour Fs [z, ..., ;]| une algébre de polynémes graduée dans laquelle les x;
sont tous en degré 1, la condition d’instabilité et la formule de Cartan garantissent 1’existence

d’une unique structure d’algebre instable sur Fa [z1, ..., Ty
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Proposition 1.1.36. [SE62] En tant qu’algébre instable, H*(V') est naturellement isomorphe
a Ualgebre de polynomes Ty [x1, ...x5] pour (x1, ..., x,) une base de V¥, et ou les x; sont tous en

degré 1.
Introduisons ici les foncteurs algebre tensorielle, algebre symétrique et puissance divisée.

Définition 1.1.37. Soit ©*, le foncteur de V/ dans V7, ot V/ désigne la catégorie des Fo-espaces
vectoriels de dimensions finies, qui a un espace vectoriel V' associe son algebre tensorielle ©* (V).
Soit ©%(V) := V®* la composante homogene de degré k de ©*(V).

On note le foncteur algebre tensorielle ©* pour éviter des confusions futures avec le foncteur
T de Lannes.

Définition 1.1.38. Soit S*, le foncteur puissance symétrique, qui & un espace vectoriel V associe
I’algebre commutative unitaire libre engendrée par V. Pour tout espace vectoriel de dimension

finie V., S*(V) = @ S*(V), ot S* est la composante homogene de degré k de S* défini par
keN
Sk(V) := ©F(V) /&, ou le groupe de permutation & k éléments &, agit sur OF(V) = VEF par

permutation des facteurs.
Si, pour (vy,...,v;) € V¥, on note v;...v la classe de vy ® ... ® vy dans S*¥(V), le produit de

S*(V) est donné par vy...vx - Uj...u; = V1...UkU ... Uy

D’apres la proposition 1.1.36, H*(V') est naturellement isomorphe en tant qu’algebre a
S*(V*#). Le foncteur S*(V#) hérite ainsi d’une structure naturelle en V' de module instable sur

lalgebre de Steenrod.

Définition 1.1.39. Soit I'*(V) le sous-espace vectoriel de l'algebre tensorielle de V', engendrée
par les éléments homogenes de degré n, pour n parcourant N, stables par permutation des
facteurs. Soit I (V') son sous module constitué des éléments homogenes de degré n, I'(V) =
o (V)Sk,

I'*(V) est naturellement isomorphe & S*(V¥)! et puisque H, (V) = H*(V)¥, T*(V) = H,(V),
ce qui en fait un module a droite sur A.
Notons qu’un morphisme d’algebre instable entre H*(V') et H*(W) est un morphisme d’algebre
entre Fy [z1, ..., z,] et Fy [y1, ..., yx] pour (z1,...,2,) et (y1,...,y) des bases de V¥ et W, il est
donc déterminé par le morphisme induit entre les éléments homogenes de degré 1, qui est le dual
d’une application linéaire entre W et V, on a donc un isomorphisme Homy (H*(V'), H*(W)) =
Hom(W, V).

Citons ici le théoréme d’Adams-Gunawardena-Miller :

Théoréme 1.1.40. Pour V et W deux espaces vectoriels de dimensions finies,
Homy/(H*(W), H*(V)) = Fo [Hom(V,W)].
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Dans le cas p impair, on définit X, comme la catégorie des algébres commutatives graduées

K dans (U, ®,F,), vérifiant les deux conditions suivantes :

Pi(zy) = z P (z) P (y)
=

Blay) = Bla)y + (=1)"zb(y).

, . 1zl
2. Pour tout z de degré pair, P2 x = xP.

1. Pour tout (z,y) € K2,

Alors, pour tout espace topologique X, sa cohomologie singuliere a coefficient dans I,
H*(X;F,) est un objet de K,. En particulier, pour V' un F,-espace vectoriel et H*(V') la coho-
mologie a coefficients dans F), de BV, H*(V') est un objet de K.

Définition 1.1.41. Pour V un [, espace vectoriel, soit E(V') I'algebre extérieure engendrée par
V.

Alors, en tant qu’algebre, pour V' un Fj-espace vectoriel, H*(V) = E (Vlﬁ) ® S*(Vg) ou V;
est une copie de V' concentrée en degré 1 et V5 une copie de V' concentrée en degré 2.

On a alors un théoreme d’Adams-Gunawardena-Miller sur ), :
Homy,, (H*(V), H*(W)) =T, [Home(W, V).

1.1.4 Les projectifs et injectifs standards dans U/
Remarque 1.1.42. Si M € U, alors ¥ M est également instable.

Définition 1.1.43. Pour n € Z, soit F(n) le module instable défini par
F(n) :=D(X"A),

on notera xz(n) son générateur de degré n.
Remarque 1.1.44. Pour n < 0, F(n) est trivial.

Proposition 1.1.45. Les F(n) sont projectifs et il existe un isomorphisme naturel en M entre
Homy(F(n), M) et M".

De plus, si on note Sq(i) : F(n+ 1) — F(n) le morphisme de module instable qui envoie
x(n+i) sur S¢x(n), Uaction de S¢ de M™ = Homy(F(n), M) dans M™* = Homy(F(n+1), M)

coincide avec la précomposition par Sq(i).

Démonstration. La premiere partie de la proposition est une conséquence directe de la propo-
sition 1.1.19, de la proposition 1.1.28 et de ’exactitude du foncteur qui a M associe M™. La
deuxieme partie est la conségence du calcul suivant, x € M"™ s’envoie, par 'isomorphisme naturel
entre M"™ et Homy(F(n), M), sur 'unique morphisme de F'(n) dans M qui envoie z(n) sur x.

Ce morphisme précomposé avec Sq(i), envoie z(n + i) sur Sq'x, ce qui concliit la preuve. O

29



CHAPITRE 1 — Modules et Algébres instables sur l’algébre de Steenrod

Remarque 1.1.46. Plus précisément, F(n) est un recouvrement projectif de X"Fy dans la
catégorie U.
Pour y € M", on notera § le morphisme de F(n) dans M associé & y par l'isomorphisme

M™ = Homy(F(n), M). De sorte que le morphisme Sq(i) : F(n +1i) — F(n) est Sq'z(n).
Corollaire 1.1.47. La catégorie U a assez de projectifs.

Remarque 1.1.48. Comme A est une algebre de Hopf cocommutative, le foncteur I'" (M) :=
(M®™)Sn est & valeur dans U, pour M € U.

Proposition 1.1.49. [Sch94, Proposition 1.6.3] Soit n € N, alors F'(n) est isomorphe a I"™(F (1))
dans U.

De méme que nous avons défini une famille de générateurs projectifs de U en trouvant des
représentants aux foncteurs qui & M associent M", pour n parcourant N, nous allons définir les
modules de Brown-Gitler comme les représentants des foncteurs qui a un module instable M
associe le dual de M™.

Nous allons démontrer le lemme suivant qui nous permettra non seulement de justifier I’exis-
tence des modules de Brown-Gitler mais qui nous permettra également de justifier ’existence

d’adjoints & de nombreux foncteurs sur la catégorie U.

Lemme 1.1.50. [LZS86, Proposition 2.1] Soit R un foncteur contravariant de U dans V7, la
catégorie des espaces vectoriels de dimension finie sur Fo et des applications linéaires, alors R
est représentable si et seulement si il est exact a droite et transforme les sommes directes en

produits.

Démonstration. Le fait que R soit représentable implique que R est exact a droite et transforme
les sommes directes en produits. Nous allons justifier que si il vérifie ces deux hypotheses alors
il est représentable. Pour ce faire, on va construire un module instable candidat & représen-
ter le foncteur R. On considere B(R) le module instable sur 'algebre de Steenrod défini par
B(R)" := R(F(n)) et Sq'(x) = R(Sq(i))x pour z € B(R)".

Démontrons que R est naturellement isomorphe & Homy,(_, B(R)). Soit M un module instable.
On considere vy : R(M) — Homy(M, B(R)) défini de la maniére suivante. Pour = € R(M)
et y € M", on définit vy(x)(y) = R(y)(x) € R(F(n)) = B(R)". C’est une transformation
naturelle, justifions que c’est un isomorphisme. Soit P — Py — M le début d’une résolu-
tion projective de M telle que Py et P; soient des sommes directes de modules instables dans
{F(n)|n € N} F(n) avec n € N. Alors, comme R et Homy/(_, B(R)) transforment les sommes
directes en produits et que yp(,) est un isomorphisme pour tout n, par définition de B (R), vp,

et yp, sont des isomorphismes. Par ailleurs, R et Homy(_, B(R)) étant tous les deux exacts a
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droite, on a le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes :

R(PY) R(PR) R(M)¢+—0

| [ [

Homy(Py, B(R)) «— Homy(Py, B(R)) +—— Homy/(M, B(R)) +—0
Par le lemme des cing, on conclit que ;s est un isomorphisme. ]

Corollaire 1.1.51. Le foncteur H; de U dans V' qui & M un module instable associe (M')*, le

dual linéaire de sa composante de degré n, est représentable.

Définition 1.1.52. On définit J(i) le i-eme module de Brown-Gitler, comme le représentant

du foncteur H;.

Puisque les foncteurs H; sont exacts, on a la proposition suivante.
Proposition 1.1.53. Pour tout i € N, J(i) est injectif.
Corollaire 1.1.54. Les J(i) forment une famille de cogénérateurs injectifs de U.

Remarque 1.1.55. Pour tout (i,n) € N2, Homy(F(n), J(i)) = J(i)" = (F(n)")*. Comme F(n)’
est trivial, pour i < n, J(i) est concentré en degrés inférieurs ou égaux a i.
En particulier, J(0) = Fs.

Le résultat suivant nous permettra de justifier 'exactitude du foncteur 7Ty, que nous défini-

rons, pour V un espace vectoriel de dimension finie sur o, dans la section 1.2.

Théoréme 1.1.56. [Sch94, Théoréme 3.1.1]
Pour tout Fo-espace vectoriel V' de dimension finie et pour tout i € N, H*(V) ® J(i) est
injectif dans U.

Remarque 1.1.57. En particulier, H*(V) = H*(V) ® J(0) est injectif dans U.

On peut aller plus loin et donner une description explicite de tous les objets injectifs de U.

On rappelle ici un théoréme démontré a l'origine dans [L.S89].

Théoréme 1.1.58. [Sch9j, Théoréme 3.11.1] Soit L un ensemble contenant eractement un
élément de chaque classe d’isomorphisme de facteur indécomposable en tant que module instable
de H*(F%) avec n parcourant N. Alors, pour tout I module instable injectif, il existe une unique
famille de cardinauz (ap;)(r)ecxn telle que I = @ (L ® J (i),

L,i
Remarque 1.1.59. Tous les résultats de cette partie, se généralisent dans le cas p impair, en

définissant des modules F'(n) et J(n) dans U, comme les représentants et coreprésentants des
foncteurs qui & M € U, associent M™ et (M™)?.
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1.1.5 Les foncteurs ® et 2

On rappelle ici la définition des foncteurs ® et 2 étudiés dans la partie 1.7 de [Sch94].

Définition 1.1.60. Pour M un A-module, soit ®M le A-module tel que, pour tout n € N, sin
est impair (PM)" = 0 et si n est pair (PM)™ = M? et tel que pour x € M2, Sq'®z = ®Sqzx

ou ®x désigne I'image de x sous cet isomorphisme et ou Sq% := 0 quand 7 est impair.

Définition 1.1.61. Pour tout module A-module M, soit Az, le morphisme d’espace vectoriel

de ®M dans M qui a @z associe Sqyz, oul Sqgz := Sq"r':n.
Proposition 1.1.62. Soit M un module instable, alors Ap; est un morphisme de A-module.

Dans la section 3.1.2, il nous sera utile de pouvoir exprimer la condition d’instabilité pour
les algebres dans U en termes de transformations naturelles de ® K vers K, pour K une algebre
commutative dans (U, ®,Fy). La condition d’instabilité est équivalente a ce que le diagramme

suivant soit commutatif :

PK —— S?(K)

| J»
idg

K—F LK,

oll 41, la multiplication de K, est bien un morphisme de S?(K) vers K, puisque K est une algebre
commutative, et ou le morphisme horizontal @K — S%(K) est le morphisme qui & ®z associe

22 (la classe de  ® x modulo ’action du groupe symétrique).

Proposition 1.1.63. [Sch94, Proposition 1.7.3] Le diagramme suivant est une suite exracte

courte dans A-mod :

AF(n z(n—
0= ®F(n) % Fn) ™Y $F@m - 1) = 0,

—_——

ou Xx(n — 1) désigne l'unique morphisme de A-modules qui envoie x(n) sur Xx(n — 1).

Si M est un module instable, X1 n’est pas nécessairement instable. C’est le cas si et
seulement si Sq‘xlx = 0 pour tout * € M. Nous allons introduire un adjoint a gauche au

foncteur X dans la catégorie U.
Proposition 1.1.64. Le foncteur ¥ a un adjoint & gauche noté 2 et appelé foncteur de lacet.

Définition 1.1.65. Pour tout module instable M, on a un isomorphisme naturel en M, QM =
D(X~1M).
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Proposition 1.1.66. [Sch9/, Proposition 1.7.5] Pour M wun module instable, on a une suite
exacte naturelle
0= SOM — &M 22 Np M y00 s 0,

ou §; désigne le iéme foncteur dérivé du foncteur 2 et &y est U'unité de ladjonction entre 3 et
Q. De plus, ;M = 0 pour tout i > 1.

Démonstration. Nous allons uniquement justifier que le noyau de Ap; est isomorphe a 3 M.
On se donne ... — P; — Py — M une résolution de M par des sommes directes de F'(n). D’apres

la proposition 1.1.63, on a une suite exacte courte de complexes de chaines de la forme
0—®P, —» P, = XQP, — 0,

qui donne lieu a une suite exacte longue en homologie. Cette suite exacte longue donne lieu a

des suites exacte de la forme
0—Li(ZQM — M — M — QM — 0
et pour tout n > 1
0= L,(X2Q) (M) —L,_1(®)(M) — 0.
Comme ¥ est exact, L1 (XQ) = X4, et donc la premiére suite exacte est

0= SOM — &M 2% A B4 900 - 0,

et comme ¢ est exact, les secondes nous donnent L,,(X€) = 0. O

1.2 Le foncteur T de Lannes

1.2.1 Foncteurs de division dans la catégorie U

Théoréme 1.2.1. [Lan87, Proposition 2.1] Soit L € U un module instable sur l’algébre de
Steenrod, le foncteur — ® L a un adjoint d gauche (— : L)y.

Ce théoréeme est le théoreme 3.2.1 de [Sch94].

On appellera le foncteur (— : L)y foncteur de division par L.
Exemple 1.2.2. Par construction, on a un isomorphisme naturel Q = (— : XF3)y,.
Le foncteur 7' de Lannes étudié dans [Lan87] est un autre exemple de foncteur de division.

Définition 1.2.3. Pour V un Fs-espace vectoriel de dimension finie, le foncteur
Ty = (—:H*(V))u
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est I’adjoint & gauche du produit tensoriel par H*(V).

Remarque 1.2.4. On notera T le foncteur Tk,. Alors, comme H*(V) 2 (H*(Fy))®dim(V)
Ty = TImV) on T dénote le foncteur T itéré n fois.

Par ailleurs, si on note H*(V') la cohomologie singuliere de BV a coefficient dans Fy réduite,

la décomposition H*(Fy) = Fy & H*(F2) dans U induit une décomposition du foncteur 7" en
T(M)= M @T(M) ou T est le foncteur de division (— : H*(F2))y.

La proposition suivante a également était montrée a l'origine dans [Lan87].
Théoreme 1.2.5. Le foncteur Ty, est exact et naturel en V.

Démonstration. C’est une conséquence directe de l'injectivité de H*(V') ® J(i) pour tout entier
i (confere le théoreme 1.1.56). O

Proposition 1.2.6. Pour Ni et Ny deuxr modules instables, on a un isomorphisme naturel
(— N1 ® Ng)u = (— : Ng)z,{ o (— : Nl)u.

Donnons quelques exemples de calcul du foncteur T'.

Proposition 1.2.7. On a un isomorphisme d’espaces vectoriels, naturel en V,

Ty (F(n) 2@ F@i) @ I (V).
=0
Démonstration. On utilise 'isomorphisme d’adjonction entre (T3 (F(n))")* = Homy (T (F(n)), J(i))
et Homy/(F'(n), H*(V) ® J(i)) = (H*(V) ® J(i))" et I'isomorphisme suivant :
J(i)! = Homy (F(j), J (i) = (F(j)")*.

O

Le carré de Steenrod Sq* agit sur la composante F(i)@T" (V) de T/ (F(n)) comme Sq* ®id.

Recensons ici les propriétés importantes du foncteur 7'.
Proposition 1.2.8. On a lisomorphisme naturel suivant QTy = Ty ).

Démonstration. En effet, par la proposition 1.2.6, le foncteur Ty €2 est adjoint au produit tensoriel
par XFo® H*(V'), qui est isomorphe au produit tensoriel par H*(V)®XF, dont ’adjoint & gauche
est QT . O

Proposition 1.2.9. [Sch9/, Proposition 3.3.4]]
Pour M un module instable, on a un isomorphisme naturel entre Ty (M) et Ty (XM).
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Définition 1.2.10. On dit d’un module instable M qu’il est localement fini, si pour tout x € M,

Az, 'ensemble des éléments de la forme ax avec a € A, est fini.

Proposition 1.2.11. [Sch9/, Proposition 3.3.6]
Si M est localement fini, alors Ty (M) = M.

Proposition 1.2.12. [Sch9/, Proposition 3.4.3]
Pour tout module instable M, on a un isomorphisme naturel Ty (M) = Ty (PM).

Théoréme 1.2.13. [Sch94, Théoréme 3.5.1]

Pour M et N deux modules instables, il existe un isomorphisme de modules instables naturel
Ty(M®N) =Ty (M) Ty(N).

De plus, l’adjoint du morphisme de Ty (M @ N) = Ty (M) @ Ty (N) agp P®R (pour P et R
des modules instables et o = Ty (M) — P et f : Ty(N) — R des morphismes de U) est donné

par la composition

idp®T®idH*(V
—

oy id AT
MeN “% PoH*(V)oROH* (V) ' PORSH* (V) (V) SN PoRoH*(V),

oti & et B sont les adjoints de o et B, et T : H*(V)® R — R® H*(V) est le morphisme qui

envoie h@r surr @ h.

1.2.2 Foncteurs de division dans la catégorie K

Proposition 1.2.14. [Sch94, Proposition 3.8.2] Soit K € IC de type fini, alors le foncteur —® K
a un adjoint a gauche (— : K)k.

Proposition 1.2.15. [Sch94, Proposition 3.8.4] Soit K une algébre instable, alors Ty (K) est
munie de maniére naturelle d’une structure d’algébre instable pour laquelle Ty (K) = (K :

H*(V))k.

Remarque 1.2.16. La multiplication de Ty (K) est donnée par le morphisme Ty (K) @7y (K) =
Ty (K ® K) v Ty (K), ou u désigne la multiplication de K et ou l'isomorphisme Ty (K) ®
Ty (K) — Ty (K ® K) provient du théoréme 1.2.13.

Exemple 1.2.17. [Sch94, 3.9.1] Soient V et W deux espaces vectoriels de dimensions finies, alors

on a un isomorphisme d’algebre instable naturel en V et W, Ty (H*(W)) = H*(W) ®}F§°“‘(V’W).

Hom(V,IV)

Notons que F, est une algebre de Boole sur Fy et que toute algebre de Boole sur Fo

concentrée en degré 0 posséde une unique structure d’algebre instable donnée par Sq’z = = = 22

pour tout x et Sqizn =0 pour 7 > 0.

En degré 0, on retrouve (T0(H*(W))* = Homy (H*(W), H*(V)) = Fq [Hom(V, W)].
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Remarque 1.2.18. Tous les résultats précédents sur le foncteur 73, se généralisent au cas
p impair, on renvoie a [Sch94] pour le détails des constructions dans ce cas. Signalons, une
différence qui sera importante dans le chapitre 2. Dans la proposition 1.2.7, on a utilisé que
pour V un Fy-espace vectoriel, H*(V) = §*(V*), dans le cas p impair, on a & la place H*(V) =
E(Vlﬁ) ® S*(VQﬁ) pour Vi et V3 des copies de V' concentrées en degrés 1 et 2. Dans, ce cas, on

obtient Ty (F(n)) = D F(k) @ EY(V1) @ TV (V).
i,5,k 5 i+2j+k=n

1.2.3 Le foncteur 7' et la filtration nilpotente

Nous allons rappeler la définition de la filtration nilpotente de la catégorie & qui nous sera

importante par la suite. Elle est étudiée en détail dans le chapitre 6 de [Sch94].

Définition 1.2.19. Soit M un module instable, on dit que M est réduit si M ne contient aucune

suspension non triviale.

Remarque 1.2.20. Soit M un module instable, alors M est une suspension si et seulement si
Sqpz = 0 pour tout € M. M est réduit si et seulement si Sqyx # 0 pour tout x € M différent
de 0. En effet, si x appartient a une suspension incluse dans M, Sqyz = 0 donc si pour tout
x € M différent de 0, Sqyx # 0, M est réduit. Et réciproquement, si M est réduit, soit x € M

tel que Sqgz = 0, alors le sous-module engendré par z est une suspension et donc z = 0.

Définition 1.2.21. Soit M un module instable, M est dit nilpotent si pour tout x € M, il
existe t € N tel que Sqhz = 0.

Remarque 1.2.22. Puisque les élément = d’une suspension vérifient que Sqyx = 0, tout objet
de U qui est une suspension est nilpotent, par ailleurs, si M est nilpotent, et = est un élément de
M, alors pour t le plus petit entier tel que Sqf)a; = 0, le sous-module de M engendré par Sqé_la;

est une suspension. Un module réduit ne contient donc pas de sous-module nilpotent.

Proposition 1.2.23. [Sch94, Corollaire 3.14.3] Soit M un module instable, les trois conditions
sutvantes sont équivalentes :

— M est nilpotent,

— pour tout Fa-espace vectoriel V., Homy (M, H*(V)) 20,

— pour tout Fa-espace vectoriel V., TO (M) = 0.

Définition 1.2.24. On définit NVil; la sous-catégorie pleine de I dont les objets sont les modules

nilpotents.

Définition 1.2.25. Soit A une catégorie abélienne, C' une sous-catégorie pleine de A est une
classe de Serre si pour toute suite exacte 0 -+ B’ — B — B” — 0 dans C, B est dans C si et

seulement si B’ et B” sont dans C.
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Proposition 1.2.26. Nil; est une classe de Serre.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 1.2.23 et de l'exactitude du

foncteur T{ (confere le théoréme 1.2.5). O

Il mérite d’étre mentionné que Nily est la plus petite classe de Serre qui contient toutes les

suspensions.

On rappelle la définition de la catégorie quotient U /Nily. L'étude générale des catégories

abéliennes localisées par une classe de Serre est faite dans [Gab62].

Définition 1.2.27. On définit U /Nily la catégorie dont les objets sont ceux de U et ol pour

M et N dans U, Homy/pr, (M, N) = lim Homy(M', N/N') ot la colimite est prise sur les
(M’,N")
couples (M’, N’) avec N’ un sous module nilpotent de N et M’ un sous module de M tel que

M /M’ est nilpotent.

La proposition suivante est une reformulation, dans le cas particulier de la catégorie U et
de sa classe de Serre Nilj, du corollaire 2 dans [Gab62] valable pour toute localisation d’une

catégorie abélienne par une classe de Serre.

Proposition 1.2.28. [Gab62, Corollaire 2/ On a une adjonction de foncteurs
r U =—=U/Nily : s1,

avec r1 le foncteur oubli de U dans U/Nily. De plus, la catégorie U/Nily est abélienne, 1 est
exact, et la catégorie U/Nily vérifie la propriété universelle suivante, pour tout foncteur exact
F de U dans une catégorie abélienne C tel que F(M) = 0 pour M € Nily, il existe un unique
foncteur F tel que For, = F.

Corollaire 1.2.29. Le foncteur s1 est exact a gauche.

Dans la suite, nous allons définir d’autres classes de Serres Nil,, dans U, pour n € N, nous
aurons alors, pour tout entier n, une adjonction de foncteur similaire & celle de la proposition
1.2.28.

Proposition 1.2.30. Soit f un morphisme dans U, alors r1(f) est un isomorphisme dans

U/Nily si et seulement si le noyau et le conoyau de f sont dans Nily.

Définition 1.2.31. Soit [ := s1 o 11, la localisation loin des nilpotents. On dira d’un module

instable M qu’il est nil-fermé, si I'unité de ’adjonction M — [1(M) est un isomorphisme.

Comme pour la proposition 1.2.28, le critére de nil-fermeture suivant n’est pas spécifique a
la nil-fermeture dans la catégorie U, mais est démontré dans [Gab62] en toute généralité pour

la fermeture relative a une classe de Serre dans une catégorie abélienne.
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Proposition 1.2.32. [Gab62, Lemme 1] M est nil-fermé si et seulement si M est réduit et
pour toute suite exacte 0 — M — P — N — 0 avec N € Nily la suite exacte est scindée. Cette
condition est équivalente d ce que pour tout N € Nily Exty(N, M) = Ext;,(N, M) = 0.

Notons que pour M’ un sous-module nilpotent de M, M’ est dans le noyau de 'unité de
ladjonction M — 11 (M), puisque d’apres la proposition 1.2.32 la composition M’ — M — 13 (M)
est égale a 0. De plus, en appliquant le foncteur r; & M — (M), on obtient l'identité de r1(M).
Par la proposition 1.2.30, le noyau de I'unité de I’adjonction est donc le plus grand sous-module
nilpotent contenu dans M.

On a donc la proposition suivante.
Proposition 1.2.33. Un module injectif réduit est nil-fermé.
Corollaire 1.2.34. Pour tout Fy-espace vectoriel de dimension finie V., H*(V') est nil-fermé.

Proposition 1.2.35. Le foncteur oubli de N'ily dans U a un adjoint a droite, le foncteur nily :
U — Nily qui a M associe le noyau de l'unité de Uadjonction M — 11(M), c’est a dire le plus

grand sous-module nilpotent de M.

Remarque 1.2.36. Le module instable M est réduit si et seulement si I'unité de ’adjonction
M — 11 (M) est injective.

Proposition 1.2.37. Le module M /nily (M) est réduit.

Démonstration. Puisque la suite suivante est exacte 0 — nily (M) — M — M /nil; (M) — 0 que
nily (M) est nilpotent et que r1 est exact, le morphisme induit entre 1 (M) et 1(M /nily (M)) est
un isomorphisme, et donc Iy (m) — 11 (M /nily(M)) est un isomorphisme. On a alors le diagramme
commutatif suivant :

M— (M)

o

M/?”L’Lll(M);)ll(M/n’Lh(M)),
dont les fleches horizontales sont données par I'unité de ’adjonction entre r; et s;. Alors,

comme le noyau de la composition M — 11 (M) 5 I1(M/nily(M)) est nily (M), M /nily (M) —
l1(M/nily(M)) est injective et donc M /nily (M) est réduit. O

La catégorie Nily est le premier rang de la filtration nilpotente, une filtration de U par des

classes de Serre.

Proposition 1.2.38. [Sch94, Définition 6.1.1] Soit M un module instable et | > 0 un entier.
Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :
— M est la colimite de modules instables munis d’une filtration finie et dont les quotients

sont des l-suspensions,
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— QFM est nilpotent pour tout 0 < k <1 —1,
— Homy(M,H*(V)® J(n)) =0 pour0 <n<1[l-1,
— TP(M) =0 pour 0 <n <[—1.

Définition 1.2.39. Si M vérifie 'une des condition équivalentes de la proposition 1.2.38, on

dit que M est [-nilpotent.

Définition 1.2.40. Soit Nil; la sous-catégorie pleine de U dont les objets sont les modules

instables [-nilpotents.
Corollaire 1.2.41. Nil; est une classe de Serre.

Définition 1.2.42. On définit U /Nil; la catégorie dont les objets sont ceux de U et o pour

M et N dans U, Homypry, (M, N) := lim Homy(M', N/N') ou la colimite est prise sur les
(M'",N")
couples (M’ N') avec N’ un sous module [-nilpotent de N et M’ un sous module de M tel que

M /M’ est I-nilpotent.
Comme précédemment, on a la proposition suivante :

Proposition 1.2.43. [Gab62, Corollaire 2]/ On a une adjonction de foncteur
ro U == U/Nil; : sy,

avec 1y le foncteur oubli de U dans U/Nily. De plus, la catégorie U/Nil; est abélienne, r; est
exact, et la catégorie U/Nil; vérifie la propriété universelle suivante, pour tout foncteur exact
F de U dans une catégorie abélienne C tel que F(M) = 0 pour M € Nily, il existe un unique
foncteur F tel que For, = F.

Corollaire 1.2.44. Le foncteur s; est exact a gauche.
Définition 1.2.45. Soit [; := s; o 1, le foncteur de localisation loin des [-nilpotents.

Proposition 1.2.46. [Gab62, Lemme 1] M est nilj-fermé si et seulement si tous les sous-
modules nilpotents de M sont triviaux et pour toute suite exacte 0 - M — N — P — 0 avec
P € Nil; la suite exacte est scindée. Cette condition est équivalente a ce que pour tout N € Nil,
Extd (N, M) = Ext};(N, M) = 0.

Proposition 1.2.47. Le foncteur oubli de N'il; dans U a un adjoint a droite nil; : U — Nilj,
qui associe d un module M son plus grand sous module l-nilpotent. Le module nilj(M) est le

noyau de l'unité de l’adjonction M — [;(M).

Proposition 1.2.48. On a une filtration de U par les catégories Nil;, U = Nilg D Nily D ... D
Nil;.
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Pour tout module instable, les nil;(M) définissent une filtration de M, telle qu’on a la pro-

position suivante.

Proposition 1.2.49. [Sch94, Lemme 6.1.4] Pour tout module instable M, le quotient
nil, (M) /nil,1(M) est la n-suspension d’un module réduit.

Théoréme 1.2.50. [Sch9/, Théoréme 6.1.2] Pour tout | > 0, les foncteurs ¥ et Q induisent

une équivalence de catégorie :
Y Nily/JNilpyy == Niljp1 /Nilpo - Q.

En particulier, pour tout I € N, on a une équivalence de catégorie entre les catégories U /Nil;

et Nill//\/ill+1.

Remarque 1.2.51. Ces constructions ne sont pas non plus spécifiques au cas p = 2 et les

résultats précédents sont montrés en toute généralité dans [Sch94]. Notons que dans le cas p
=]

impair, Py est l'opération qui & x € M, ou M est un objet de U, associe P2 x. Alors, un

module dans U, est nilpotent si et seulement si pour tout x € M, il existe n tel que FPjx = 0.

1.2.4 La filtration de Krull

Nous rappelons ici la définition de la filtration de Krull de U, la filtration de Krull d’une
catégorie abélienne étant introduite dans [Gab62], ainsi que des résultats de [Sch94] faisant le
lien entre la filtration de Krull de la catégorie U et le foncteur T'. L’étude de la filtration de Krull
de la catégorie U a été étudiée plus en détail par Kuhn dans [Kuh]. Par ailleurs, dans [Kuh95b],
Kuhn fait le lien entre la filtration nilpotente d’un module instable M, la filtration de Krull de
U et la question de savoir si M peut étre réalisé comme la cohomologie singuliere a coefficients

dans Fy d’un espace topologique.

Définition 1.2.52. Soit U1 C Uy C ... CU, C ..., la suite de sous-catégories de U, ou U_1 est
la sous-catégorie pleine de U ne contenant que l'objet 0, et ou U, est la sous-catégorie pleine de
U, définie a partir de U,,—1 par M € U,, si 'image de M dans U /U,,—1 appartient & la plus petite
classe de Serre de U /U,,—1 stable par colimite et qui contient tous les objets simples de U /U,,—1.
Uy C ... C U, C ... Sappelle la filtration de Krull de /.

Théoréme 1.2.53. [Sch94, Théoreme 6.2.4] Soit M un module instable, les trois conditions
sutvantes sont équivalentes :

1. M eU,,
2. Homy (M, H" (F2)®"' @ J(m)) = 0 pour tout m,
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3. T"Y(M) = 0.
Exemple 1.2.54. Pour tout n € N, F(n) € U,\U,_1. En effet, par récurrence, T¢(F(n)) =

n—
@ F(j), pour tout i € [0,n].
=0

Notons que les objets simples de I sont les modules instables de la forme Y*F5. Le théoréme

suivant est une conséquence directe du Théoréme 6.2.1 dans [Sch94].

Théoreme 1.2.55. Soit M un module instable, M € Uy si et seulement si M est localement
fini (confére la définition 1.2.10).
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CHAPITRE 2

LES CATEGORIES U/ /Nil,

L’objectif de ce chapitre est de présenter des catégories de foncteurs équivalentes aux caté-
gories U /Nil,,. Le cas n = 1, étudié dans [HLS93], est déja bien connu. Dans ce cas, le foncteur
qui, a un module instable M, associe le foncteur qui & V un Fs-espace vectoriel de dimension
finie associe Ty (M), définit une équivalence de catégorie entre U /Nily et la catégorie F,,, qui
est la catégorie des foncteurs dits analytiques de la catégorie Y/ des espaces vectoriels sur Fy de
dimensions finies, vers la catégorie V de tous les espaces vectoriels sur Fy. La premiere partie de
ce chapitre sera consacrée a des rappels sur cette équivalence de catégorie.

Dans le cas n quelconque, étudié dans [HLS95], Henn, Lannes et Schwartz définissent une
généralisation de cette équivalence de catégorie, pour n quelconque, vers des catégories F5™,
dont les objets sont des foncteurs F de V/ dans U & valeurs dans les modules concentrés en
degrés strictement plus petits que n et tels que pour tout V', F(V) soit muni d’une structure
de H*(V)-comodule. Cette structure de H*(V')-comodule n’est pas naturelle en V', aussi, apres
avoir rappelé dans la section 2.2.3 les construction de [HLS95], nous définirons dans la section
2.2.5 des catégories de foncteurs ,, F5™, ne faisant intervenir que des structures naturelles en
V € Y/, dont nous montrerons dans le théoreme 2.2.53 qu’elles sont équivalentes aux catégories
F<™ définies dans [HLS95].

2.1 Lecasn=1

Cette section est consacrée & des rappels sur I'équivalence de catégorie entre U /Nily et la
catégorie F,, établie dans [HLS93].

2.1.1 La catégorie F

Définition 2.1.1. Soit F la catégorie des foncteurs de V/ dans V.

Proposition 2.1.2. La catégorie F est abélienne.
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Cette structure de catégorie abélienne est obtenue de la facon suivante, pour 7 et ¢ deux
transformations naturelles entre les foncteurs F' et G, le morphisme 7y + €y est naturel en V,
ce qui définit une structure de groupe abélien sur Homx(F, G). Et pour 7 une transformation
naturelle entre F et G, les objets ker(ny ), Im(ny ) et coker(ny ) sont fonctoriels en V' et définissent

un noyau, une image et un conoyau de 7.

Définition 2.1.3. Soient F' et G deux foncteurs dans F, on définit le foncteur F ® G par
F®GV):=F(V)®G((V) et on note Fy le foncteur constant égal a Fo.

Proposition 2.1.4. Le triplet (F,®,F3) est une catégorie symétriqgue monoidale.

Définition 2.1.5. Pour V € V/| soit Py := Fy [Homp, (V,_)] ott Fy [Homp, (V, )] est I'espace

vectoriel engendré par Homp, (V, ).

Définition 2.1.6. Pour V € V7, soit Iy := Fa- ")

Pour V, W et U des espaces vectoriels de dimensions finies, les isomorphismes de [Fs-
espaces vectoriels Homp, (V & W,U) = Hompy, (V,U) ® Homy,(W,U) et Homp,(U,V & W) =
Homp, (U, V') & Homgp, (U, W) induisent les isomorphismes naturels suivants : Pygw = Py ® Py
et Ivgw = Iy ® Iyy.

Par le lemme de Yoneda, pour V € V7, le foncteur Py est un coreprésentant du foncteur de
F dans V, qui & un foncteur F' associe F'(V'), en conséquence Py est projectif dans F.

De méme on a la proposition suivante.

Proposition 2.1.7. Pour V € VI, le foncteur Iy représente le foncteur de F dans V qui @ F

associe F(VHE, ot pour W un espace vectoriel, W* désigne son dual linéaire.
Corollaire 2.1.8. Le foncteur Iy est injectif dans F.

Ainsi, tout foncteur F' est le quotient d’une somme directe de foncteurs Py et s’injecte dans
un produit de foncteurs Iy avec V parcourant V/. La catégorie F a donc assez de projectifs et

d’injectifs.

Définition 2.1.9. Soit f, le foncteur de U dans F qui & un module instable M associe le
foncteur de V/ dans V défini par f(M)(V) = TO(M) pour V un espace vectoriel de dimension

finie.

Exemple 2.1.10. 1. D’apres la proposition 1.2.7, f(F(n)) = T".

2. D'aprés Vexemple 1.2.17, f(H*(W)) = Fao™2 "),

Le foncteur Ty étant exact pour tout V € Y/, et une suite de foncteurs étant exacte si et

seulement si son évaluation en V est exacte pour tout V, le foncteur f est exact.
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Proposition 2.1.11. 1. Le foncteur f commute avec les colimites.
2. Le foncteur f est symétrique monoidal.

3. Soit M un module instable, alors f(M) =0 si et seulement si M est nilpotent.

Démonstration. Le premier point est une conséquence de ce que 7y est un adjoint & gauche. Le
second est une conséquence de la proposition 1.2.6. Et pour le troisieme, d’apres la proposition

1.2.23, M est nilpotent si et seulement si 7 (M) = 0 pour tout Fo-espace vectoriel V. O

Puisque le foncteur f est exact et qu’il envoie les modules nilpotents sur 0, on a la proposition

suivante.

Proposition 2.1.12. Le foncteur f se factorise de maniére unique a travers ri en

N

U/Nily ,

avec [ un foncteur exact et pleinement fidéle.

2.1.2 La catégorie F,

Nous allons rappeler la définition de la catégorie F,, des foncteurs analytiques, cette catégorie
est introduite dans [HLS93]. Dans [Kuh94a], Kuhn introduit cette catégorie différemment, &

partir de la notion de foncteurs localement finis.

Définition 2.1.13. Pour V un Fs-espace vectoriel de dimension finie, soit Ay le foncteur de F
dans F défini par Ay (F)(W) = F(Va W) et Ay(F)(a) = F(idy @ a) pour F € F, W € V/ et

a un morphisme dans V/. On appellera Ay le foncteur décalage par V.

Un morphisme o : V — U dans V/, donne lieu & une transformation naturelle entre Ay et
Ay.

Définition 2.1.14. Soit A : F — F, le foncteur qui & un foncteur F associe le noyau de la
transformation naturelle en V' de Ap, F(V') dans F(V') induite par la projection de V @ Fq sur
V.

Par définition, on a une suite exacte 0 — AF — AF — F — 0. L’existence d’une section
naturelle FF — AF, induite par I'injection de V dans V & Fsy, donne lieu & un isomorphisme
naturel AF 2 F @ A(F).

Donnons quelques exemples d’évaluations du foncteur A.
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Exemple 2.1.15. Pour I'" et S™ les foncteurs aux n-iémes puissances divisées et aux n-iemes

puissances symétriques, on a les deux résultats suivants.
_ n—1
1. AS"= @ S°.
i=0
_ n—1
2. A" = g I
i=0
Les deux exemples précédents sont des applications d’un résultat plus général.

Définition 2.1.16. Soit F' € F, on dit que F est exponentiel si pour toute paire d’espaces
vectoriels (V, W), on a un isomorphisme naturel en Vet W F(Vae W) = F(V)® F(W).

Par exemple, les foncteurs S* et ['* sont exponentiels.

Proposition 2.1.17. Soit F' un foncteur exponentiel, alors on a les isomorphismes naturels
suivants AF = F @ F(Fy) et AF =2 F @ (F(Fy)/F(0)).

Définition 2.1.18. Soit F' dans F, F est polynomial de degré au plus k, si AF*1F = 0. On
dira d’un foncteur F' qu’il est polynomial, si il existe k € N tel que F' est polynomial de degré

au plus k.
On rappele que ©" désigne le foncteur n-iéme puissance tensorielle.
Exemple 2.1.19. Les foncteurs ©", S™ et I'™ sont polynomiaux de degré n.

Proposition 2.1.20. S7 F et G sont polynomiauzx de degrés respectifs k et I, alors F @ G est
polynomial de degré k + 1.

Démonstration. C’est une conséquence de l'isomorphisme naturel en F et G :
AF2G) = (AF®G)® (F® AG) ® (AF ® AG).

O]

Définition 2.1.21. 1. Un foncteur F' est dit analytique, si il est la colimite de ses sous-

foncteurs polynomiaux.

2. Soit F,, la sous-catégorie pleine de F dont les objets sont les foncteurs analytiques.

Mentionnons ici une notion alternative a celle de foncteur analytique, utilisée par Kuhn dans
[Kuh94a].

Définition 2.1.22. Soit F' € F. F est dit :
1. simple si ses seuls sous foncteurs sont 0 et F',

2. fini si il posséde une série de composition finie dont les sous-quotients sont simples,
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3. localement fini si il est la réunion de ses sous-foncteurs finis.

Dans [Kuh94a], 'auteur justifie qu'un foncteur polynomial a valeurs dans les espaces vecto-

riels de dimension finie est fini.

Proposition 2.1.23. [Kuh9ja, Proposition A.2] F est localement fini si et seulement si F' est

un foncteur analytique.

Nous introduisons ici le Hom interne dans la catégorie F. L’existence de ce Hom interne nous

sera utile par la suite.
Proposition 2.1.24. La catégorie F,, est stable par le produit tensoriel de F.

Proposition 2.1.25. Le foncteur Homy, défini par Homz(F,G)(V) := Homz(F, Ay (G)) est
un Hom interne dans F, c’est a dire que pour tout F dans F, le foncteur Homz(F, ) est

ladjoint a droite du foncteur _ Q F.

Démonstration. En effet, pour H et G dans F, on définit un isomorphisme entre Homr(H ®
F,G) et Homz(H,Homz(F,G)) de la maniére suivante. A ¢, un morphisme de H ® F dans
G, on associe ¢, ott pour h € H(V), ¢y (h) est la transformation naturelle de F' dans Ay (G)
définie par (ov (h))w(f) = ¢(H(y,®V)(h) @ F(uyy®V)(f)) ot f est un élément de F(W) et olt
L“;EBW désigne l'inclusion naturelle de V' dans V & W. Son inverse est ’application linéaire de
Homz(H,Homr(F,G)) dans Homzr(H ® F,G) qui a une transformation naturelle v associe 4
définie de la fagon suivante, pour h € H(V) et f € F(V) 4(h® f) = G(+v)((hw(h)v(f)) ou
+yv : VeV — V est addition de V. Alors,

ov(h® F) = G+v) (v (W) ()
(+v)(

= G(+v)(dvev (H (i) (h) @ F(i""?)(f))
= ov (H(+v)(H (i) (1) ® F(+v)(F( *2)(f))
=¢v(h® f)
L’égalité entre 4 et  se montre de maniére similaire. O
Corollaire 2.1.26. 1. On a les isomorphismes suivant :

Homg(Py, Homz(F,G)) = Homz(Py @ F,G) = Homz(F, AyG).

En particulier, le foncteur Py ® _ est adjoint a gauche du foncteur Ay .

2. Pour tout F € F on a un isomorphisme Ay (F) = Homz(Py, F).

47



CHAPITRE 2 — Les catégories U /Nil,

2.1.3 L’équivalence de catégorie entre U /Nil; et F,

Dans cette partie, nous rappelons l'identification de l'image essentielle de f : U — F,
faite dans [HLS93]. Cette catégorie sera alors équivalente & la catégorie U /Nil; par le foncteur
'+ U/Nily — F, introduit dans la proposition 2.1.12.

Proposition 2.1.27. Soient M € U et V € VI, alors on a un isomorphisme naturel en V et
M, Ay f(M) = f(Ty(M)).

Démonstration. En effet, par définition Ay f(M)(W) = f(M)(VeW) = Tyew (M)° et comme
Tyew est défini comme 'adjoint & gauche du produit tensoriel par H*(V & W) = H*(V) ®
HA(W), Ty gy (M) = T (Ty (M))® = f(Ty (M))(W). [

Proposition 2.1.28. Soit M € U, alors f(M) € F,.

Démonstration. En effet, tout module instable M peut-étre obtenu comme colimite d’un dia-
gramme dont tous les objets sont des F'(n) avec n € N. Or, f commute avec les colimites et pour
tout n, f(F(n)) = I'™ est polynomial. Donc f(M) est une colimite de foncteurs polynomiaux et

donc f(M) est analytique. O

Homp, (_,

En particulier, le foncteur Iy := F, V) f(H*(V)) est analytique. Le foncteur Py

n’est par contre pas analytique lorsque V' # 0.

Théoréme 2.1.29. [Sch9/, Théoréme 5.2.6] Le foncteur f' induit une équivalence de catégorie
entre U/N'ily et la catégorie F,.

Sans rentrer dans les détails de la preuve, qui se trouve dans [Sch94], donnons I'idée de la
construction qui pour F' un foncteur dans F, permet d’obtenir un module instable M tel que

f(M) = F. Pour cela, on affirme le lemme suivant.

Lemme 2.1.30. Tout foncteur G € F,, est la colimite d’un diagramme de foncteurs (G(d))aep

tel que pour tout d € D, G(d) est le noyau d’un morphisme naturel de la forme @ Iy, — @ Iy,
acA beB
ot A et B sont des ensembles finis.

D’apres la proposition 2.1.7, un morphisme naturel de la forme @ Iy, — @ Iy, corres-
acA beB
pond a un élément ¢ de @ [y [Homg, (Vp, Va)]. En particulier, pour d € D, par exactitude
acA,beB

du foncteur f et par naturalité en V' de I'isomorphisme f(H*(V')) = Iy, 'image par f de M (d),

le noyau du morphisme ¢* : @ H*(V,) - @ H*(V}), est isomorphe & G(d). En justifiant que
acA beB

les morphismes de G(d) dans G(d') apparaissant dans le diagramme D peuvent étre obtenus en

appliquant le foncteur f & un morphisme de M (d) dans M(d'), et comme le foncteur f conserve

les colimites, la colimite du diagramme (M (d))q4ep dans U ainsi obtenu, est un antécédent de G

par f.
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Définition 2.1.31. Soit m : F, — U la composition d’un inverse de f’ par le foncteur sy,

introduit dans le corollaire 1.2.28.

Proposition 2.1.32. m est adjoint a droite au foncteur f : U — F,. En conséquence, m est

exact d gauche.

Pour F' un foncteur analytique, on a un isomorphisme naturel en F', F' = f o m(F). De
méme, on a un isomorphisme naturel en M, pour M un module instable, m o f(M) = [;(M).
En particulier, M est nil-fermé si et seulement si 'unité de ’adjonction M — mo f(M) est un
isomorphisme. C’est une injection si et seulement si M est réduit.

On peut donner une description explicite du foncteur m. Cette description du foncteur m
permet de faire le lien entre les modules instables localisés par les modules nilpotents et ce que
N. Kuhn appelle une théorie de représentation générique, ce qu'il fait dans ses articles [Kuh94a],
[Kuh94b] et [Kuh95a].

Remarque 2.1.33. On a obtenu l'isomorphisme f(F(n))(V) = I'"™(V) en utilisant TQ (M) =
Homy, (F(n), H*(V))* = H"(V)! = H, (V) = I"™(V). La précomposition par Ty/(Sq(i)) corres-
pond donc au dual de 'action & gauche de Sq* sur H *(V), c’est a dire a I'action a droite de Sq’

sur T*(V). Par cette action & droite des Sq’ sur I'*, le foncteur Homz(I'*, ) est & valeurs dans

Uu.

Proposition 2.1.34. Pour F' un foncteur dans F,, on a un isomorphisme naturel en F,
m(F) = Homg(T*, F), ot la graduation de Homg(I'*,F) est donnée par Homg(T*,F) =

@ Homz(I™, F) et ou laction de l’algébre de Steenrod est induite par l'action d droite des
neN

Sq' sur T*.

Démonstration. En effet, soit F' € F,, m(F)" = Homy(F(n),m(F)). Par adjonction, et en
utilisant f(F(n)) = T, m(F)* = Homz(I"™, F), et Paction & gauche de Sq’ de m(F)" =
Homy(F(n), m(F)) dans m(F)"™ = Homy(F(n + i),m(F)) est induite par la précomposi-
tion par Sq(i), c’est a dire par l'action a droite de Sq’ sur It sous I'isomorphisme naturel
Homy(F(n + i), m(F)) & Homz(I"", F). O

On rappelle le résultat suivant, exposé dans [Kuh94a).
Proposition 2.1.35. Pour F' un foncteur dans F, Ty (m(F)) = m(Ay(F)).

Démonstration. Commengons par affirmer les isomorphismes suivants : m(Ay (Iyy)) = m(Iy (V)®
Iw) = Homz (I, Iy @ Iw(V)) = Homz (I, Iw) @ Iw (V) = H*(W) @ Iw (V) = Ty (m(Iw)).
Alors, en utilisant le lemme 2.1.30 et le fait que les foncteurs Ay et Ty, commutent avec les
colimites, il suffit de justifier le résultat pour tout foncteur isomorphe au noyau d’un mor-

phisme naturel @ Iy, — & Iy, ou A et B sont finis. Pour F' le noyau d'un tel morphisme,
acA beB
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Ay (F) est le noyau de @ Ay (ly,) = @ Ay(ly,), alors par exactitude & gauche du foncteur
acA beB

m, m(F) est le noyau du morphisme @ H*(V,) — @ H*(V}) induit par @ Iy, - P Iy,
acA beB acA beB
et m(Ay(F)) est le noyau de @ Ty (H*(Va,)) — @ Tv(H*(V4)). Alors, comme Ty est exact,
acA beB
Ty (m(F)) = m(Ay(F)). m

Corollaire 2.1.36. Soit M un module instable nil-fermé, alors Ty, (M) est nil-fermé.

Remarque 2.1.37. Le théoreme 2.1.29 démontré dans [Sch94] et [HLS93] n’est pas spécifique
au cas p = 2, pour p un nombre premier quelconque Nil; est une classe de Serre dans U, et le
foncteur f définit une équivalence de catégorie entre U, /N'il; et la catégorie F,,(p) des foncteurs
analytiques de la catégorie des IF,-espaces vectoriels de dimensions finies vers la catégorie des
[F-espaces vectoriels, ou la notion de foncteur analytique pour p impair est similaire a cette
méme notion pour p = 2.

Notons que pour p impair, Ty (F(n)) = b F(i) ® E¥(V)®@T%(V). En particulier,

1,5,k ; i4+2j+k=n

F(F(n)(V) =2 (E* @ T*/2)*(V), ot I'%/2(V) := 0 pour i impair. Le calcul de m est plus délicat
dans ce cas, dans [Kuh94a], Kuhn donne une formule explicite pour le calcul de I'adjoint a f

restreint aux modules de U, concentrés en degrés pairs.

2.1.4 Foncteurs de Schur et nil-fermeture

Finissons cette partie en énoncant quelques résultats généraux sur la préservation de la

nil-fermeture par des foncteurs de Schur.

Définition 2.1.38. 1. Soit R un &,-module a droite de dimension finie en tant qu’espace
vectoriel, on définit le foncteur Fr de V dans V, qui a V' associe R ®p,g,) ©"(V), ol

O"(V') désigne la n-iéme puissance tensorielle de V.

2. De méme, soit R un &,-module a gauche de dimension finie en tant qu’espace vectoriel,
on définit le foncteur F¥ de V dans V, qui & V associe Homp, (G n]-mod (12, ©™(V)).

Exemple 2.1.39. Pour R = [F; muni de 'action triviale de &,,, Fp, = S et FF2 >~ Tm,

Puisque (U, ®,F2) est symétrique monoidale, les foncteurs ©™ définissent des foncteurs de U
dans U, ou le degré de 71 ® ... ® x, dans M®" pour M un module instable est |x1| + ... + |zy,]
et o l'action de Sq’ sur z; & ... ® z,, se déduit de la formule de Cartan. Alors, pour o € &,
Sqi(o- (21 ®...02,)) = 0-Sq" (21 @ ... ® x,) ce qui implique que la structure de module instable
sur ©"(M) induit une telle structure sur Fr(M) et FR(M).

Remarque 2.1.40. Les foncteurs Fr et F appartiennent & F,,, plus précisément ce sont des
foncteurs polynomiaux de degré n, et par composition ils induisent des foncteurs de F dans F,

qui se restreignent & des foncteurs de F,, dans F,,.
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Proposition 2.1.41. Soient R un &,-module a droite de dimension finie en tant qu’espace
vectoriel et M un module instable, alors on a des isomorphismes naturels f(Fr(M)) = Fr(f(M))
et f(FF(M)) = FR(f(M)).

Démonstration. Soit M un module instable sur 'algebre de Steenrod. On a les suites exactes
suivantes :

P Rer, 0" (M) ™Y Rew, 0" (M) - Fg(M) =0
0'6671
et
0 — FR(M) - Rt @p, 0"(M) Y P R! @, 0"(M),
0'6671

ou ¢y est définie sur le sous-espace indexé par o € &,,, par
om(ret)=(or)@t—r (o.t),

oil on a identifié Rf ® ©™(V) avec les morphismes d’espaces vectoriels de R dans ©™(V), puisque
R est de dimension finie, et ou s est le morphisme qui & un morphisme d’espace vectoriel
[+ R— ©"(V) associe I’ élément dans @,cg, Hom(R,0"(V)) dont la composante sur o est
foo—oof.

Sachant que le foncteur f est exact et commute naturellement avec le produit tensoriel, on

a les suites exactes :

D Rer, 0"(F(M) "8 Row, 07 (f(M)) = f(Fa(M)) - 0

ceG,
et
0 F(FR(M)) = R @r, 0"(F(M)) “S" P R o, 0"(F(M)).
oeS,
On en déduit que f(Fr(M)) = Fr(f(M)) et FE(f(M)) = f(FE(M)). O

Proposition 2.1.42. Soit F' € F,,, et R unFy [&,]-module de dimension finie en tant qu’espace

vectoriel. Alors, on a un isomorphisme naturel m(FE(F)) = FE(m(F)).

Démonstration. Soit F' € F,,, alors on a une suite exacte dans F

0 FFloF - Rl@p, 0" 0 F Y (P Rfcs, 0" oF,
O’EGn

Comme le foncteur m est exact a gauche et symétrique monoidal, on obtient la suite exacte dans

U

0= m(Ffo F) - Rt @p, 0"(m(F)) ™Y @ R @r, 0"(m(F))
oceS,
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et donc m(F®o F) = FE(m(F)).
O

Corollaire 2.1.43. Soit M un module instable nil-fermé, alors FT(M) est également nil-fermé.
Exemple 2.1.44. Si M est un module instable nil-fermé, I'(M) est nil-fermé.

Une conséquence de ce résultat est la nil-fermeture des F'(n) et le calcul des modules instables
m(T"™).

Proposition 2.1.45. Pour tout n € N, F(n) est nil-fermé.

Démonstration. D’apres la proposition 1.1.49, F'(n) = I'"(F(1)). En utilisant le corollaire 2.1.43,
il suffit donc de justifier que F(1) est nil-fermé. f(F(1)) = I'!, et par dualité Homz(I'™, T'1) =
Homx(S', S™)%. Or, une transformation naturelle de S dans S™ ne peut envoyer un vecteur
dans S'(V) = V que sur 0 ot ™. Et par naturalité, si s : S — S™ est une transformation
naturelle, telle qu’il existe x dans V' tel que sy (x) = z™, alors sy (y) = y™ pour tout espace
vectoriel W et pour tout y € W. Mais, si dim(V') > 2, Papplication qui a x associe " n’est
linéaire que si n est une puissance de 2. On en déduit que /; (F'(1)) contient un élément non trivial
en tout degré de la forme 2* et n’en contient nulle part ailleurs. On concliit en constatant que
Sq* agit trivialement sur 7,, le dual de la transformation qui envoie x sur z2", pour i différent
de 0 ou 2"~ ! et que 'ynSan_l = Yn_1-

O

Corollaire 2.1.46. On a un isomorphisme de modules instables F(n) = Homz(I'*,T™), qui

envoie x(n) sur l'identité de I'".

Remarque 2.1.47. Le foncteur m n’étant pas exact a droite, en général Fr(M) n’est pas

isomorphe a I (Fr(M)) et donc M nil-fermé n’implique pas que Fr(M) soit nil-fermé.

Un exemple de ce point, comme nous allons le voir, est que en général m(S™ o G) n’est pas
isomorphe & S™(m(G)) pour G un foncteur analytique.
Dans l'article [Kuh98], Pauteur étudie la question générale suivante. Etant donné un foncteur F

dans F,,, peut on identifier un foncteur Ur de U dans U tel que pour tout G € F,,, m(F o G) =
Up(m(G)).

Théoréme 2.1.48. [Kuh98, Théoréme 2.6] Soit Up un foncteur de U dans U tel que :

— Ufr préserve les modules nil-fermés,

— Pour tout module instable M, le foncteur f(Up(M)) est isomorphe au foncteur Fo f(M).
Alors, pour tout G € F,, Up(m(G)) = m(F o G).

92



2.2. Le cas n quelconque

Définition 2.1.49. Soit U? la catégorie des modules bigradués sur ’algébre bigraduée A ® A,
instables respectivement a chaque graduation.

Pour M € U?, on définit opération Sq, bigraduée par Squz = Sq’ ® Sq’z, pour z en bidegré
(i,5)-

Définition 2.1.50. Soit U? le foncteur de 4? dans U? qui & un objet M associe S*(M)/(z? —
Sqoz).

Théoréme 2.1.51. [Kuh98, Théoréme 1.9]
L’algebre de Steenrod agissant naturellement sur S*(V') wvia l'isomorphisme S*(V') = H*(V¥),

pour tout G € F,,, m(S*oG) est naturellement un objet de U? et on a un isomorphisme naturel
m(S* o G) 2 U?(m(G) ® F(1)).

2.2 Le cas n quelconque

Dans cette section nous nous intéressons aux généralisations de 1’équivalence de catégorie
entre U/Nily et F, aux cas ou n # 1. Notons que le foncteur f<", qui & un module instable
M associe le foncteur de V/ dans V défini par V ~ Ty (M)<", ott Ty, (M)<" désigne le module
Ty (M) tronqué en degré plus petit que n, vérifie, d’apres la proposition 1.2.38, que f<"(M) =0
si et seulement si M € Nil,,. Il est & valeur dans les foncteurs de V/ dans <", la catégorie des
modules instables concentrés en degrés strictement inférieurs & n. Les foncteurs f<"(M), pour
M € U, vérifient une condition d’analycité similaire & celle de f(M), mais pour n # 1, ¢a ne
suffit pas & décrire 'image essentielle de f<". Les f<"(M), avec M € U ont plus de structure.

L’objectif principal de cette partie sera de donner deux descriptions différentes de cette
structure supplémentaire. Nous rappellerons d’abord 'approche de Henn, Lannes et Schwartz
dans [HLS95], qui caractérisent les f<"(M) avec M € U par D'existence d’une structure de
H*<"(V)-comodule sur f<"(M)(V), ot H*<"(V') désigne le quotient de H*(V') par ses éléments
de degrés plus grand que n. Cette structure de H*(V)-comodule n’est pas naturelle en V.
Apres, avoir rappelé les constructions de [HLS95] et 1’équivalence de catégorie qui en découle,
nous prendrons un point de vu dual, et caractériserons les foncteurs de la forme f<"(M) par
I'existence d’une structure de I'*(V)-module sur f<"(M)(V). Cette structure sera cette fois-ci
naturelle en V.

Nous conclurons cette partie en posant les bases de ’algebre homologique dans les catégories

mF <" et en donnant des exemples de calculs de nil,-fermeture.

2.2.1 Structure de H*(V)-comodule

Dans le cas général, nous allons rappeler I'existence d’une équivalence de catégorie entre
U/Nil,, et des catégories de foncteurs F<", définies dans [HLS95], a valeur dans des objets
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ayant plus de structure qu'une structure d’espace vectoriel sur Fy. Une partie de cette structure
supplémentaire est donnée par une structure de comodule sur P'algebre H*(V') tronquée en degré
plus petit que n. Cette structure provient du fait que, pour M un module instable, Ty (M) est
naturellement muni d’une structure de H*(V')-comodule. Nous allons exposer la construction de

cette structure de H*(V')-comodule.

Proposition 2.2.1. Soit V un Fs-espace vectoriel de dimension fini et Dy et Vv les applications
diagonales et codiagonales de V. Alors, Dy, et Vi, définissent dans U une structure d’algebre de
Hopf bicommutative sur H*(V).

En particulier, H*(V') est une coalgébre cocommutative.
Pour M un module instable, Ty, (M) a naturellement une structure de comodule sur H*(V')

que nous décrivons ici.
Définition 2.2.2. Soit Ky v : Ty (M) — Ty (M) ® H*(V) le morphisme naturel en M défini
comme ’adjoint vis & vis du facteur H* (V') de droite, de la composition M — Ty, (M) H*(V) —
Ty(M)® H* (V) ® H*(V) dont la premiére fleche est I'unité de ’adjonction entre les foncteurs
Ty et —® H*(V) et la deuxieme est idr, (rr) ® V7.

Le résultat suivant est bien connu, nous en donnons une démonstration pour illustrer les

constructions du reste de ce chapitre.

Proposition 2.2.3. Le morphisme kyry : Ty (M) — Ty (M) @ H*(V) définit une structure de
H*(V')-comodule de Ty, (M).

Démonstration. Montrons d’abord la coassociativité. On note ¢ x y I'isomorphisme naturel entre
Homy,(X,Y ® H*(V)) et Homy(Ty/(X),Y) fournit par ’adjonction entre Ty, et~ ® H*(V). On

a le diagramme commutatif suivant :

>~

Homy, (M, Ty (M) @ H*(V)) Homy, (Ty (M), Ty (M))

Sn, Ty, (M)
Hom(id,id®V7,) Hom(id,knr,v)

) ——— s Homy (Ty (M), Ty (M) @ H*(V)).

%M,TV(JV[)@)H*(V)

Homy, (M, Ty (M) @ H*(V) @ H*(V

Définissons les transformations naturelles A et A2, entre ~ ® H*(V)®2 et _ @ H*(V)®3, de la
maniere suivante, pour B un module instable :

®édB®AH*(V)®ldH*(V)

AL B® H*(V) B® H*(V)®3

®§d3®idH*(v)®AH* (V)

A% :B® H*(V) B & H*(V)®3,
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On obtient pour 7 € {1,2}, les diagrammes commutatifs suivants :

Homy, (M, Ty (M) @ H*(V)®2) = Homy (Tv (M), Ty (M) @ H*(V))

OM, Ty (M)QH* (V)

Hom(id,A}V(M)) i

~Y

Homy, (M, Ty (M) © H*(V)®?) ————— Homy (Ty (M), Ty (M) @ H*(V)*?),

Par, Ty (M)@H* (V)©2

ot v = (idp, (ar) @ Ap=vy))« et Y2 = (Kmy @ idg«(vy)«. Puisque H*(V') est une coalgebre

coassociative, on a

et donc
M ORMV =720KM,V,

c’est a dire que le diagramme suivant commute :

KM,V

Ty (M) Ty(M) @ H*(V)

KM,V KM,V @i (v)

Ty (M) @ H*(V) Ty (M) @ H*(V)®2.

>
szV(M)®AH* (V)

Donc ks est coassociative. La counitarité se prouve de maniére similaire en remplacant

1 2 L 5 oLz
ATV( M) et ATV (ar) Par la composition sur 'un des facteurs par la counité de H*(V).

O

Remarque 2.2.4. Nous avons construit cette structure de comodule & droite, mais H* (V') étant
cocommutative, on a une équivalence de catégorie entre les comodules a gauche et a droite sur

H*(V'), sous cette équivalence de catégorie, Ty (M) est également un comodule & gauche.

Remarque 2.2.5. Le foncteur qui & V € Y/ associe H*(V) est contravariant en V, plus préci-
sément H*(V) = S*(V*) | le morphisme Ty (M) — Ty (M) ® H*(V) n’est donc pas naturel en

V. 1l vérifie cependant la condition de compatibilité suivante : pour tout morphisme o : V. — W
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de V/, le diagramme

KM,V

Ty (M) —Y5 H*(V) @ Ty (M)

%

a H*(V) @ Ty (M)

%’

H*(W) @ Tw (M)

KM, W

Tw (M)
commute.
On rappelle que (i) € F(i)* est le générateur de F(i) en tant que A-module.

n
Proposition 2.2.6. Soit V € V/, la structure de H*(V)-comodule de Ty (F(n)) = @ F(i) ®

=0
"4V est l'unique morphisme de module instable qui envoie x(i) ® v € F(i) @ T""4(V) sur

> > (z(t) @ biy) @ b, on B(H(V)) désigne une base de H"H(V) et on a identifié
=0 be B(H™t(V'))
H" (V) au dual linéaire de T"(V), et ot bfy est le produit dans T*(V) de v par b¥, ot

(bﬁ>b€B(Hi—t(v)) est la base duale de B(H7t(V)).

Démonstration. Soit N un module instable et n un entier naturel. L’isomorphisme d’adjonction
entre Homy, (Ty (F(n)), N) = Homy(& (F(i) ® T"(V),N) et Homy(F(n),N @ H*(V)) =
(N ® H*(V))" est donné, pour n® h € N* @ H"*(V), par

h(y)n sij=1
0 sinon.

O (@) (@() ©7) = {

En particulier, 'unité de l’adjonction de F(n) dans Ty (F(n)) ® H*(V) envoie x(n) sur

> (z(i) ® b%) ® b. L’application structurelle de Ty (M) dans Ty (M) @ H*(V) est
=0 beB(H"—1(V))
alors l'adjoint du morphisme de module instable qui envoie z(n) sur znj > (z(i) ®
=0 beB(H-i(V))

) @ A m+v)(b). Cet adjoint est le morphisme de module instable qui envoie x(i) ® v sur

) > (z(t) @bty) @ 0. O
t=0 beB(H~1(V))

Proposition 2.2.7. Ty (Sq(7))(z(l) @ v) = Zé:o Sq(5)(x(1)) ® vSq¢™, pour vy € T"H=L(V).

Démonstration. Par le corollaire 2.1.46, on a un isomorphisme entre F'(n) et Homz(I'*, '), par

lequel Sq(i) s’identifie avec la composition par le produit & droite par Sq’. Par la proposition
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2.1.35, en appliquant le foncteur 7y, on obtient un isomorphisme
Ty (Hom#(I", T™)) & Homz(I'*, Ay (I'™)).

Par exponentialité du foncteur T*, Ay (I'") = @I @ I {(V) et cet isomorphisme est un

n
1=0

n . .
isomorphisme de module & droite sur 'algebre de Steenrod pour @ I @ I'*(V) muni de
=0
'action diagonale. Explicitement, Iaction & droite de Sq’ sur v ® 6 € (W) @ I (V') nous

donne 23»:0 vSq’ ® 6Sq' 7. Et donc

Ty (Sq(9)) : Tég Fy@ T (V) — é F(l) @ T (V)
1=0 1=0
envoie (1) @ 7 € F(1) @ P"H7H(V) sur g Sa(7) (1) @48 0

Définition 2.2.8. Soient f* :U — F, défini pour k € N par f*(M)(V) := Ty (M)F.

Proposition 2.2.9. Pour tout entier k et tout module instable M, fF*(M) est un foncteur

analytique.

k

Démonstration. En effet, Ty ()" commute avec les colimites (c’est un adjoint a gauche) et

pour tout n € N, Ty (F(n))* = é F(i)F @ T"={(V) donc f¥(F(n)) est polynomial, puisque
i=0

pour tout entier j, I'V est polynomial de degré j. Or, pour tout module instable M, M est le

conoyau d’une application de la forme @ F(n;) — @ F(m;) donc f*(M) est le conoyau de
iel jet

@ fH(F(n;)) = @ f*(F(m;)), ce qui concliit la preuve. O

icl =

2.2.2 Les catégories U<*

Dans cette sous-section, nous détaillons les principales propriétés de le catégorie U<F.

Définition 2.2.10. Pour k un entier naturel, soit <", la sous-catégorie pleine de U des modules

instables concentrés en degrés strictement inférieurs a k.
Définition 2.2.11. Soit (_)<F:U — U<F, le foncteur défini par M<F = M/(x;k < |z|).
Proposition 2.2.12. (_)<F est adjoint d gauche du foncteur oubli Oy, de U<F dans U.

Proposition 2.2.13. U<F est une catégorie abélienne et les F(n)<F avec n < k et les J(i) avec
t < k forment respectivement des familles de générateurs projectifs et de cogénérateurs injectifs

de UK. En conséquence, U<F contient suffisamment d’injectifs et de projectifs.
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Démonstration. Puisque U<F est une sous-catégorie pleine de U qui est abélienne, U<F est
enrichie en groupes abéliens de telle sorte que la composition est bilinéaire. De plus, pour f :
A — B un morphisme dans U<F, le noyau, 'image et le conoyau de f dans U sont dans U<F.
De méme 'objet zéro de U est dans U<F et la somme directe de deux objets A et B de U<F est
dans U<F et est un biproduit de A et B dans U<*. Donc U<* est abélienne.

De plus, par I'adjonction entre le foncteur oubli et la troncature, Homy <« (F(n)<*, M) = M™,
donc les F(n)<* sont projectifs dans U<,

Enfin, chacun des J(i) pour i < k est un objet de U<F et sont donc injectifs dans U<* qui

est une sous-catégorie pleine de U. 0

On définit un produit tensoriel sur U <* de la facon suivante.
Définition 2.2.14. Pour M et N deux objets de U<, M ®,<r N := (O(M) ® Or(N))<F.

Plus explicitement, si j < k, (M @, <t N)) = @ M’ ® N'! et I'action de Sq’ sur m @ v €
iHl=j
M?® N, pour t + i+ [ < k est I'action diagonale.

Lemme 2.2.15. Pour M, N et Q) trois modules instables, on a les isomorphismes naturels
susvants :
(M<k ® N<k)<k ~ (M ® N)<k,

((M ® N)<k ® Q<k)<k ~ (M QN ® Q)<k ~ (M<k ® (N ® Q)<k)<k'

Remarque 2.2.16. Dans le lemme 2.2.15, on utilise de maniére cruciale que M’ = 0, pour
MelUett<O.

Proposition 2.2.17. La catégorie (u<k,®u<k,]F2) est symétrique monoidale et le foncteur
( )<k U = U<F est monoidal.

Proposition 2.2.18. Si A est une algebre dans U (resp. une coalgébre), A<F est une algébre
(resp. une coalgébre) dans U<F. De plus, si M est un module (resp. un comodule) sur A, M<F

est un module (resp. un comodule) sur A<F.

Démonstration. Traitons d’abord le cas de A une algebre dans U. Soit p : AR A — A et
n : Fy — A définissant une structure d’algebre sur A. En appliquant le foncteur (_)<F,
obtient des morphismes p<* : (A® A)<F — A<k et n<F : Fy — A<k (pour k > 1). Par le lemme

2.2.15, <k (A<F @ A<F)<k — A<k Montrons que u<F est associative, les autres propriétés se

on

montrent de maniere similaire. Comme (A, p, n) forme une algebre dans U, le diagramme suivant

commute :
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(Ao A) o A2 4

\
/

zd®u ® A

AR (AR A)—

Dongc, le diagramme suivant commute également :

(A® A) @ )<k X205 (4@ A)<
Or, par le lemme 2.2.15, ((AQA)R@A)<F = (AF@AF)@A<F) <k et (AR A)<k = (A<kgA<k)<k

Donc p<* est bien associative dans U<*.

<k zd®u

(AR (AR A))<F —= (A® A)<

Traitons maintenant le cas de C' une coalgebre dans U. Soit v : C - C® C et € : C' — Fy
définissant une structure de coalgebre sur C. En appliquant le foncteur (_)<F, on obtient des
morphismes v<F : C<F — (C ® C)<F et e<¥ : O<F — Fy (pour k > 1). Par le lemme 2.2.15,

ko o<k o (C<F @ C<F)<F. Montrons que v<* est coassociative, les autres propriétés se
montrent de maniére similaire. Comme (C, v, €) forme une coalgebre dans U, la coassociativité

de v¢ implique que le diagramme suivant commute :
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Dongc, le diagramme suivant commute également :

(CeC)xO)<k - (C® C)<k

o
A

(C®(CeC)<F e (C® C)<k
Or, par le lemme 2.2.15, ((C®C)®@0)<k = ((C<FC<F)@C<F)<F et (C<koC<k) <tk = (CoC)<F.
Donc v<¥ est bien coassociative dans U<F.

Le cas des modules ou comodules se traitent de maniere similaire. O

Remarque 2.2.19. On notera que si pour A une algebre dans U, A<F reste une algebre dans U,

ce n’est pas le cas pour les coalgebres. En effet, pour i < k et j tels que i +j > k, et pour x € C°,
) ) J )
Sq’z est toujours nul dans C<*, mais pour v(z) =: @ a; @by, SPv(z) = @ @ Sq"a; ®Sq’ "
leg n=01eJ
n’est pas nécessairement nul dans C<* @ C<*.

Corollaire 2.2.20. Si H est une algébre de Hopf bicommutative, la sous-catégorie des H<F-
comodules dans U<F est symétrique monoidale.
Nous allons construire un adjoint & gauche au foncteur (_)<*.

Soit M un module instable et n < k, alors, d’apres la proposition 2.2.13,
M"™ = Homy(F(n), M) = Homy<i. (F(n)<F, M<F).

Définition 2.2.21. Soit Z un module dans &/ <F, on définit D la catégorie dont les objets sont
les morphismes de U<* de la forme F (n)<k — K, avec n < k, et dont les morphismes sont

donnés par les triangles commutatifs :

F(n)<k
\
7

F(m)<* ,

VA

dans U<k,

Remarque 2.2.22. Pour Z € U<F on a I'isomorphisme Z = c%lirn F(n)<k.
4
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Définition 2.2.23. Pour Z € U<F, soit Z*) := colim F(n) € U.

Dz

Lemme 2.2.24. L’application de Ob(U<F) dans Ob(U) qui 6 Z associe Z*) définit un foncteur.

Démonstration. Notons d’abord que (co%im F(n))<F = Z. En effet, pour | < k
zZ

((colim F(n))!)* = Homu(c%izm F(n),J(1))

=~ c(%im Homy,(F(n), J(1))

Z

= colim Homy <« (F(n)<k, J(1)
zZ
= Homy <k (C()Dlim F(n)<F, J()
zZ

=~ (7M.

Par ailleurs c%im F(n) est engendré sous l'action de A par ses éléments de degrés plus
Z

petits que k. Soient alors Z et Y deux objets de Y<F et ¢ : Z — Y un morphisme de module

instable. Pour n < k, tout morphisme de F(n)<* dans (c%lim F(n))<F 2 Y s’%tend de maniere
Y

unique en un morphisme de F(n) dans C%lim F(n), ¢ s’étend donc de maniére unique en un
Y
morphisme ¢*) de c%im F(n) dans CODhm F(n) dont la restriction en degrés plus petits que
zZ Y
—(k
k est ¢. Cette construction est compatible avec la composition et comme idZ( ) est I'unique
—(k
extension a C%lim F(n) de l'identité en degrés plus petits que k, idZ( ) = id ;&) ce qui conclit
zZ

la preuve. O

—(k ~
Définition 2.2.25. Soit (7)( ) le foncteur de U<* dans U, qui & Z associe Z*) := colim F(n).

Dz

~(k
(_)( ) est T'extension de Kan a droite de lidentité le long du foncteur (_ )<k,

Par abus de notation, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur la valeur de k, nous noterons

simplement Z.

—(k
Proposition 2.2.26. Le foncteur (7)( ) est Uadjoint a gauche du foncteur (_)<F.

De plus, pour Z un objet de U<F, lunité de ladjonction Z — Z<F est un isomorphisme.
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Démonstration.

Homy,<x(Z, M<k) = Homu<k(ccgim F(n)<k, M<F),
zZ

I

I%m Homy < (F(n)<F, M<F),
zZ

o~ lli)m Homy(F(n), M),
4
o~ Homyy(colim F'(n), M),
Dy

Il

Homy(Z, M).

O]

Remarque 2.2.27. ((M<F))<k = M<F qui, pour M n’appartenant pas & U< ne peut pas étre
isomorphe & M<F et M, donc la counité de I'adjonction M<F — M n’est en général pas un

isomorphisme.

2.2.3 Les catégories F<*

Nous allons rappeler la définition des catégories F<F introduites dans [HLS95]. Dans la suite
du chapitre, nous utiliserons la notation H*<¥(V) := (H*(V))<*.

Définition 2.2.28. Soit F<* la catégorie dont les objets sont les foncteurs F de Y/ dans U<*,
tels que, pour tout V e V/, F(V) est muni d’une structure de comodule sur H*<¥(V) vérifiant

que pour tout a : V — W le diagramme suivant commute :

H<k
F(V) —"Y s H<F(V) @y F(V)
1dRF ()
F(a) H*<k(V) Ryy<k F(W)

“r M

FOW) —Y je<k (W) @y F(W).

Et dont les morphismes sont les transformations naturelles ¢ : ' — G, telles que, pour tout
espace vectoriel de dimension finie V, ¢y soit un morphisme de H*<*(V)-comodules.

Soit F5* la sous-catégorie pleine de F<* des foncteurs analytiques en tout degré.

Remarque 2.2.29. On a un foncteur oubli de F<¥ dans F, et un objet de F<* est analytique

dans F<F si et seulement si son image par ce foncteur oubli est analytique dans F.

Proposition 2.2.30. La catégorie F<* est abélienne. De plus, le produit tensoriel sur U<F

(confere la définition 2.2.14) induit une structure monoidale symétrique sur F<F.
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Démonstration. La vérification que F<* est abélienne est directe. Vérifions que @<k définit
bien un produit tensoriel sur F<¥. Ce qu’il faut vérifier c’est que pour deux objets de F<F F
et G, on peut munir F(V) ® G(V) d’une structure de H*<¥(V)-comodule naturellement en F'
et G. C’est vrai en général pour deux H*(V)<F-comodules, d’apres le corollaire 2.2.20, puisque
H*<F(V) est une algebre de Hopf. La structure de comodule est définie comme la composition

suivante :

KR,V OKG, vV 1dRAT,

kreay @ F(V)® G(V) FV)® GV)® H*<FV)o H*<FV)

et vérifie la condition de compatibilité de la définition 2.2.28, puisque kry et kg,y la vérifient.
O

Définition 2.2.31. Soit f<¥ : ¢ — F5*, le foncteur qui & un module instable M associe
F<E(M)(V) := Ty (M)<F, muni de la structure de H*<¥(V)-comodule induite par la structure
de H*(V)-module sur Ty (M) donnée par ks, et la proposition 2.2.18.

Le foncteur f<F envoie les k-nilpotents sur 0, il se factorise donc & travers un foncteur
<k :U/Nil, — F3*.

Théoréme 2.2.32. [HLS95, Théoréme 2.1] Le foncteur f<* induit une équivalence de catégorie :
F<k U/Nily == F<F i<k

On en déduit la proposition suivante.

<k <k

Proposition 2.2.33. Le foncteur f<¥ a un adjoint a droite m<F := s, o m<*, ou s est le

foncteur défini dans la proposition 1.2.43.

Remarque 2.2.34. Encore une fois, ce théoreme n’est pas spécifique a p = 2, il est démontré
dans [HLS95] pour p un nombre premier quelconque, pour p impair les définitions de Nily, f<*
et de la structure de comodule sur f<*(M)(V) pour M € U, et V un espace vectoriel sur F, se
définissent comme dans le cas p = 2 a partir de ’adjonction entre le foncteur Ty et le produit
tensoriel par H*(V).

Un module instable M est n-nilpotent si et seulement si f<*+"(M) est trivial en degré stric-
tement plus petit que n, en effet, pour tout V e V/, F<™(M)(V) est isomorphe en tant que
module instable & (f<F+"(M)(V))<".

Sous I'équivalence de catégorie entre U /Nilyy, et FSFH" les sous-catégories Nily /Nilj iy,
s’identifient a .7-][)]“’“”[ la sous-catégorie pleine de =¥+ dont les objets sont les foncteurs triviaux

en degrés strictement plus petits que k.
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Puisque le foncteur T' commute avec les foncteurs X et €2 d’apres les proposition 1.2.8 et 1.2.9,
pour M un module instable nous avons f<"TY{(XM) = Sf<"(M) et f<"(QM) = Qf<"+1(M).

On obtient ainsi une adjonction

Q. Fltlkttinl _ plekenl 5,

Y

Cette adjonction s’identifie donc, via les équivalences de catégories f<"tF et f<Pth+l ayec

I’adjonction établie dans le théoreme 1.2.50.
Q: Niln+k+1/Niln+1 <:> Nlln+k/NZln DI
Proposition 2.2.35. L’adjonction

Q- ka+1,k+1+n[ %fik,km[ ¥

)

est une équivalence de catégorie dés lors que n < k + 1.

Démonstration. En effet, la counité de I'adjonction QX F — F est toujours un isomorphisme

pour F' € Lk’kJrn[ et pourn < k+1let F e U[Jk’k+n[, le Sqq agit trivialement sur F' et donc
I'unité de 'adjonction F' — 3 F est un isomorphisme. O

Ce résultat est une généralisation a n > 1 du théoréme 1.2.50.
Proposition 2.2.36. f<F est ezact et commute avec le produit tensoriel.

Démonstration. C’est une conséquence directe de I’exactitude du foncteur Ty, et du fait que Ty,

commute avec le produit tensoriel (cf. [Sch94]). O

On donne ici une premiére description succincte du foncteur m<F. Par la proposition 1.1.45,
pour G € Fs<k (m<F(G))" = Homy (F(n), m<F(QG)), alors par propriété d’adjonction, on a

(m=5(G))" = Homp<i(f<*(F(n)), G).
Or, par la proposition 1.2.7, Ty (F(n)) = @i, F(i) @ T"7{(V), ott Palgébre de Steenrod agit sur
le premier facteur, et dont la structure de comodule est donnée par la proposition 2.2.6, donc
n .
(m~F(G))" = Homp<r (P F(i)F @ I, G).

=0

Par ailleurs, toujours par la proposition 1.1.45, Paction de Sq* de m<F(G)™ = Homy, (F(n), m<*(G))
dans m=<*(G)"* = Homy (F(n + i), m<¥(G)) s’interpréte comme la précomposition par Sq(7),

on en déduit le résultat suivant en utilisant la proposition 2.2.7.
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Proposition 2.2.37. On a un isomorphisme de modules instables :

k—1
m<H(G) = Homz< (P F(i)F 0T+, G),
=0

ot laction des Sq' est la précomposition par le morphisme de @f;ol F(i)<*®@T*~ dans lui méme

qui envoie SPx(1) @y sur Si_o(S¢ Sq(t)(x(1))) @ vSq¢ L.
Remarque 2.2.38. Pour k = 1, on retrouve 'isomorphisme m(F') = Homx(I'*, F).

Remarque 2.2.39. Notons que dans le cas p impair, puisque Ty (F' (1)) = fan) F(i)®
4.k ; i+2j+k=l
. n—1
EF(V) @ T9(V), la formule de m<" devient m<"(G) = Hom < ( @ ® FHEF®
i=0 jk ; 2j+k=i
['*~2/ @), il faudrait discuter dans ce cas de la structure de A,-module définie sur

n—1
Homz<(@P P Fl)eE F ol % 0).
i=0 jk ; 2j+k=i

Nous donnerons des exemples de calculs explicites du foncteur m<F dans la partie 2.4.

2.2.4 Objets de U<* et nil,-fermeture

Concluons cette sous-partie en justifiant que tout module instable dans U<F est nilj-fermé.

Définition 2.2.40. Soit ¢ : U< — F<F le foncteur qui & un module instable tronqué M associe
le foncteur constant égal & M muni de la structure de comodule triviale sur H*(V)<F et soit

evo : F<F — U<F qui a un foncteur F associe F(0).

Proposition 2.2.41. On a une adjonction de la forme

evg : F<k —— U<k c.
Démonstration. Soit M € U<F un module instable tronqué et F' € F<F, on définit une appli-
cation de Homy,<x(F'(0), M) dans Hom r<x(F,cM) de la maniére suivante. Pour V' un espace
vectoriel et ¢ € Homy<(F(0), M) on définit ¢y : F(V) — M comme la composition de ¢ et

de F(my) ou 7y est la projection de V sur 0. Cela définit bien un morphisme de F<F car par
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définition de F<F, le diagramme suivant commute

<k
Kpv

F(V) ————— H*¥V) @y F(V

W}

F(0) H*F(V) @y<r F(0)

— %

KFro w<k
F(0) —————— H*<"(0) @< F(0
Cette application est un isomorphisme naturel, en effet, pour ¢ € Homr<«(F,cM), la commu-

tation de ce diagramme

FOV) -2 eM(V) = M

F(my )l JVCM(WV)Zid

F(0) ——eM(0) = M

garantit que ¢ = ¢ et réciproquement pour ¢ € Homy,<i (F(0), M), evo(d) = ¢. O

Le théoréme 1.2.55 garantit que M est un module instable localement fini si et seulement si

Ty (M) est isomorphe & M pour tout V € VI, On en déduit la proposition suivante.
Proposition 2.2.42. Si M € U<k, f<F(M) = cM.

Démonstration. En effet, M € U<F est localement fini, donc f*(M)(V) est isomorphe & M pour
tout V et le fait que la structure de H*(V)<F-comodule sur f<¥(M)(V) soit trivial provient de

la commutativité du diagramme

<k
FEOMYV) 2 MO0 <k (V) @y fEM)(V)
id® f<F(M)(0)
F<E(M)(0) H*<*(V) @y<r f<F(M)(0)
k<K 0*®1id
T p<k W

FE(0) = M H*<H(0) @y [<H(M)(0).

Proposition 2.2.43. Soit M dans U<*, alors M est nilj,-fermé.

Démonstration. Soit M dans U<*, alors par la proposition 2.2.42 f<F(M) = ¢(M), donc d’apres
la proposition 2.2.37, (m<* o f<F)(M) = Hom]_-<k(€B§;é F(j)<F @ T*=7 e¢M), ou l'action de
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Sq' sur le second membre est définie comme la précomposition par f<¥(Sq(l)). En utilisant
I’adjonction entre ¢ et evy on obtient (m<F o f<*)(M) = Homy < (@?;5 F(5)<k, M) ou I'action
de Sq! sur le second membre est définie comme la précomposition par f<*(Sq(l))g, c’est a dire
(Sq(1))<*. On en déduit que (m<Fo f<*F)(M) = M. O

Corollaire 2.2.44. J(i) est nily-fermé pour i < k.

2.2.5 Les catégories ,, F<*

Dans cette partie nous construisons une catégorie équivalente & F<¥. L’objectif est de rem-
placer la structure de H*<¥(V)-comodule sur F'(V') qui n’est pas naturelle en V' € V/, par une
structure de I'*(V')-module sur F'(V') dans la catégorie des espaces vectoriels gradués, cette fois-
ci naturelle en V. L’idée est la suivante, comme, pour tout V € V7, I'™(V) est le dual linéaire
de H™(V') et que I'"(V') est un espace vectoriel de dimension finie sur [y, on a un isomorphisme
naturel Homg,y (N, H*(V) @ M) = Homg,y(I'™*(V) @ N, M) pour M et N des espaces vectoriels
gradués sur Fo. En particulier, pour tout objet gradué F € F, l'existence d’une structure de
H*<F(V)-comodule sur F(V) dans gr)V correspond & une structure de I'*<*(V)-module sur F(V)
dans grV.

Nous allons dans un premier temps caractériser le comportement vis a vis de 'algebre de
Steenrod des structures de I'*<*(V)-module dans grV sur des objets de U<F, correspondant &
des structures de H*<F(V')-comodules dans /<*. Cela nous permettra de définir les catégories

mF<F. dont nous montrerons qu’elles sont équivalentes aux catégories F<F.

Comme A est une bialgébre connexe, elle est munie d’une antipode x qui en fait une algebre
de Hopf, de plus y vérifie X(Sqo) = Sq° et i X(Sqi)Sq”_i = (0 pour tout n > 0. L’antipode
induit une équivalence de catégorie entre les rZrT(g]dules a gauches et les modules a droite sur A de
la fagon suivante : & N un module & droite on associe le module a gauche dont I’espace vectoriel

gradué sous-jacent est N, et dont 'action de A est donnée par Sq"™v := vx(Sq").

Proposition 2.2.45. Soit M et Z deuxr modules a gauche et N un module a droite sur A,
on suppose N de type fini. Alors Homs—_med(Z, N* @ M) = Hom—_mea(N ® Z,M), o, N*
désigne le dual linéaire gradué de N et ou la structure de module a gauche sur N ® Z est la
structure diagonale de celle de Z et de celle de N obtenue par ’équivalence de catégories décrite

précédemment.

Démonstration. Comme N est de type fini, nous avons tout d’abord un isomorphisme d’es-
paces vectoriels gradués entre N* ® M et Homy(N, M) qui envoie (v ® m) sur Iapplication
n +— v(n)m. Par ailleurs, Homy (N, M) a une structure de bimodule a gauche sur 'algebre de

Steenrod : la premiere structure de module vient de l'action & droite de A sur N, la seconde
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de son action & gauche sur M. Via la diagonale de A, on obtient une structure de module a
gauche sur Homy (N, M) naturelle en N et M, qui fait de I'isomorphisme mentionné plus haut

un isomorphisme de A-module.

Alors un morphisme de A-module de Z dans N¥ ® M est équivalent & un morphisme de
A-module de Z dans Homy (N, M). Mais on a un isomorphisme entre Homg,y(Z, Homy (N, M))
et Homg,y (N ® Z, M) donné par I’évaluation. Or, la condition pour une application linéaire ¢ de
Z dans Homy (N, M) d’étre un morphisme de module sur 'algebre de Steenrod est équivalente

4 la condition que son image ¢ par cette isomorphisme vérifie pour tout z € Z et v € N

(v ®8q'z) = Sq"¢(vSq' " @ 2).
k=0

Montrons que cette condition est équivalente & exiger que ¢ soit un morphisme de module

sur A. En effet : l

¢>(Sq (v®2)) Z o(vx( Sq ® Sq'~ Zz),
i=0

l

I—1i
$(Sd'(v@2)) =D > Sa'd(vx(Sa")Sq "7 @ 2),

i=0 j=0

&(Sq' (v ® 2)) ZSq%b Z (Sa)Sd" ") ® 2),

et donc, d’apres les propriétés qu’on a rappelé sur 'antipode de A,
o(Sd (v ® 2)) = Sq'p(v @ 2).

Réciproquement, soit ¢ un morphisme de A-modules entre N ® Z et M et soit v et z des

éléments respectivement de N et Z. Alors,

i i—k

(v ®8q'z) = > > d(rSa'x (S *) ® Sq¥z),

k=01t=0

)

d(v®Sq'z) = ZZqﬁvsqx q" " ®8d*z2),

t=0 k=0

(v ®8q'z) = ¢(Sq" " (1Sq' ® 2)),
k=0

S(v©8q'z) = Y Sa"d(vSq’ ® z).
k=0
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O

Remarque 2.2.46. Dans la pratique, pour justifier qu'un morphisme de N ® Z dans M est un
~ . i ~ .
morphisme de A-modules & gauche, on vérifiera la condition ¢(r ®Sq‘z) = 3 Sq*d(rSq* *®2).
k=0

Corollaire 2.2.47. Pour tout M € U,
HOmu(Tv(M), Tv(M) & H*(V)) = HomA,mod(F*(V) X Tv(M), Tv(M))

Corollaire 2.2.48. Soit Z dans U<F et M dans U, alors Homy<i(Z,(H*(V) @ M)<F) =
HomA—mod((F*(V) ® Z)a M)

Démonstration. C’est une application directe de la proposition 2.2.26. O

Lemme 2.2.49. Une application linéaire ¢ : T'"(V)® Z — M<F s’étend de maniére unique
en un morphisme de A-module ¢ : T*(V)® Z — M, si et seulement si ¢(y @ S¢'(z)) =

? .
> S¢T"o(vSq" ® z), pour tout z € Z et pour tout i tel que i + |z| < k.
n=0

Démonstration. Une application linéaire de I'*(V) ® Z dans M est A-linéaire si et seulement si
elle vérifie p(y ® Sq'(z)) = XZ: Sq"(vSq" ® z), pour tout z € Z et pour tout i. Ce lemme est
alors une conséquence du fa?t_gu’un morphisme ¢ de I'*(V)® Z dans M <F tel que ¢(y®Sq*(2)) =
XZ:O Sqi " (vSq" ® z), pour tout z € Z et pour tout i tel que i + |z| < k, s’étend de maniére
n=

~ ~ ) i L ~
unique en un morphisme ¢ vérifiant ¢(v ® Sq'(z)) = > Sq" "d(vSq" ® z), pour tout z € Z et
n=0
pour tout i. ]

Lemme 2.2.50. Si M € U<F, on a un isomorphisme naturel entre Homa_moq(T*(V)® Z), M)
et Hom g _moa((T*(V) ® Z), M),

Démonstration. La projection canonique M — M<F 22 M induit un isomorphisme entre (H*(V)®
M)<F et (H*(V)® M)<F. Par cet isomorphisme et le corollaire 2.2.48, on obtient que la compo-
sition par la troncature en degrés plus petits que k£ induit un isomorphisme naturel en M, entre
Hom 4 moa(T*(V) @ Z), M) et Hom 4 _mea((T*(V) ® Z), M). O

Définition 2.2.51. Soit ,, F<F la catégorie dont les objets sont les foncteurs F, de V/ dans

U<F tels que ?(\V/) est muni pour tout V' d’une structure de I'*(V')-module dans A-mod, ry :
*(V)® F(V) — F(V). Et dont les morphismes sont les transformations naturelles compatibles

avec cette structure de module sur F (V).

Soit également ,, F5* sa sous-catégorie pleine des foncteurs analytiques en tout degré.
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Remarque 2.2.52. En utilisant les lemmes 2.2.49 et 2.2.50, la structure de I'*(V')-module sur
F(V), pour F un objet de ,, F<F est déterminée par un morphisme 0y : I*(V)@F (V) — F(V)

. 1 .
naturel en V' tel que 0pv (v ® Sq'(z)) = X qu_kGF,V(Pyqu ® z), pour tout z € Z et pour tout
k=0
i tel que i + |z] < k.

Avant de montrer I'équivalence de catégorie entre F<F et ,, F<F, expliquons pourquoi le
comportement vis a vis de A, impose de considérer une structure de I'*(V')-module sur E(\V/)
et pourquoi on ne peut se contenter de considérer une structure de I'*(V')-module sur F(V'). Le
probléme vient de ce que I'*(V'), qui est concentré en degrés négatifs, n’est pas un module instable
en tant que module a gauche sur 'algebre de Steenrod. Plus précisément, pour M un objet de
U<k N un objet delUd et ¢ : M — (N @ H*(V))<F, Papplication Fy-linéaire ¢ entre I'* (V) @ M
et N obtenue par I'isomorphisme naturel Homg,\ (M, N @ H*(V)) et Homg,v(M & I'*(V), N)
vérifie que pour tout v ® m de degré compris entre 0 et k — 1 et pour tout entier naturel ¢,
#(Sq(y ® m)) = Sq'é(y ® m), mais ce n’est pas vrai & priori pour ¥ ® m de degré strictement
négatif.

Par exemple, on pourrait avoir pour m de degré k — 1 et v dans I'*(V) (c’est a dire de degré
—k, pour sa structure de module & gauche sur A) ¢(yx(Sq') ® m) # 0 pourtant yx(Sq') @ m =
Sqt (v ® m), puisque m est de degré maximal dans M et qz(’y ® m) = 0 puisque v ® m est de
degré strictement négatif et que N est un module instable. Le morphisme I'™(V)® M — N n’est
donc pas A-linéaire, mais le devient si on 'étend & (V) ® M — N, par le lemme 2.2.49.

Théoréme 2.2.53. Les catégorie F<F (resp. FSF) et yF<F (resp. mFSF) sont équivalentes.

Démonstration. On a un foncteur oubli de chacune des catégories F<¥ et ,,, F<F vers la catégorie
Funct(V/,U<k). Pour F € Funct(V/,U<*), la donnée pour tout V d’un morphisme kpy de
Homy <i (F(V), (F(V)® H*<*(V))<k) est équivalente & la donnée d’un morphisme de A-module

P

Rry entre (V) ® F(V) et F(V) par le corollaire 2.2.48 et la remarque 2.2.50.
Or, pour kpy une application de F(V) dans F(V) ® H*<k(V) définie pour tout V, la

condition que pour tout a: V — W, le diagramme suivant commute

KF,V

F(V) ———— (H**(V)® F(V))<*
1dQF ()

F(a) (H*<*(V) @ F(W))<*

M

F(W) ———— (H*<*(W) @ F(W))<*
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équivaut a la condition que le diagramme suivant commute :

—_~— = —_~—

(V)@ F(V) —Y S F(V)
r*(@cpf(i)l F(a)
- RFrW

(W) F(W)

c’est a dire que le morphisme gy soit naturel, en effet si on note ¢ l'adjoint par la proposition
2.2.48 de F(V) — (H*(V) ® F(W))<F le premier diagramme implique d’une part que ¢ =

F(a) o kpy et d’autre part que & se factorise de la maniére suivante

M) @ ?(\V/) I*(a)®id

1dRF () . RRw T

W)@ F(V) —T*(W)® F(W) —— F(W).

Par ailleurs, la coassociativité du morphisme de structure kg : F(V) — (F(V)@ H*(V))<k,

équivaut a la commutativité du diagramme suivant :

— id@RF’V —~

(V)T (V)® F(V)

Vr‘*(v)®id J/’%Fyv
(V) @ F(V) —* F(V)

On montre de méme que la counitarité de xry équivaut a I'unitarité de Ky .

Donc F € Funct(V/,U<*), un foncteur muni d'une application de structure kpy : F(V) —
F(V)® H*<F(V) est un objet de F<F si et seulement si F muni de Rgy est un objet de ,, F<*.
Ce qui définit une équivalence entre ces deux catégories.

O]

Par abus de notation, nous utiliserons aussi les notations F<¥, .7-"5’“, Flektnl ete, pour si-
gnifier les catégories , F<F, ,, F.<F, ,, FlkHrtnl ete,

Remarque 2.2.54. Les constructions de cette partie devraient se généraliser au cas p impair.
L’ensemble des constructions reposent formellement sur ’adjonction entre le foncteur (_)<F et
I'extension de Kan D qui ne fait intervenir que l’existence des générateurs projectifs (F(n))nen
et se généralise donc sans difficultés au cas p impair, et sur la proposition 2.2.45. Notons que dans
le cas p impair la structure de H*(V)-comodule sur f<¥(M)(V) correspondrait & une structure

—~—

de E*(V) @ IT*/2(V)-modules sur f<k(M)(V).
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2.3 Algebre homologique dans les catégories ,, F<F

Un des intéréts & long terme de ’équivalence de catégorie entre U /Nily, et la catégorie ,, F. =
repose dans l’espoir de pouvoir approcher le calcul des groupes d’extension EX‘UZ,(M ,N) par
des groupes d’extensions dans la catégorie des foncteurs. Dans cette partie, nous allons établir

certains résultats élémentaires d’algebre homologique dans les catégories ,, F.<F.

2.3.1 Cogénérateurs injectifs

Proposition 2.3.1. Soit F € F5* eti <k, Homz<i(F, f<F(H*(V) @ J(i))) = (F{(V)).

En conséquence, FSF contient assez d’injectifs.
Démonstration. Puisque 1'unité de I'adjonction F' — f<F(m<F(F)) est un isomorphisme,
Homz< (F, f<F(H*(V) @ J (1)) = Homp<i (f <" o m<*(F), f<H(H*(V) ® J ().

Alors, par adjonction entre les foncteurs f<* et m<*

Homz< (F, f<"(H*(V) ® J(i)) = Homy (m<*(F),m<* o f<F(H*(V) @ J(i))),

mais, puisque H*(V) ® J (i) est nilg-réduit et injectif d’apres le théoreme 1.1.56, H*(V) ® J(i)

est nilp-fermé et donc

Homy (m<k(F), H*(V) @ J(i)),
(F(V)H).

I

Hom z<« (F, f<k(H*(V) ® J(i)))
Hom z<« (F, f<k(H*(V) ® J(i)))

12

O]

Puisque J(i) € U<k, f<F(H*(V)® J(i)) = H*(V)<* @ J(i) ® Iy ou la structure de H*(W)-
comodule de H*(V)<* ® J(i) ® Iyy(W) est induite de celle de H*(V)<* @ Iy, (W).

2.3.2 Générateurs projectifs et foncteur décalage

Commencons par définir un foncteur décalage dans la catégorie ,, F<*.

Définition 2.3.2. Pour V et W des Fs-espaces vectoriels de dimensions finies, soit Ay
mF<F =, F<F le foncteur défini par Ay F(W) := F(V &W) et dont le morphisme de structure
Onymyw = (W)@ Ay (F)(W) — Ay (F)(W) est donné par la composition de O yew par
I'injection canonique de W dans V @& W.

Soit également pry : F — Ay F le morphisme dans ,,F <k défini, pour W un espace
vectoriel, par F(u1,%V) : F(V) = F(V @ W).

Proposition 2.3.3. Le foncteur Ay est exact.
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Proposition 2.3.4. Soit M un module instable et V' un espace vectoriel. Alors on a un isomor-
phisme naturel Ay (f<F(M)) = f<F(Ty (M)).

Démonstration. En effet, f<F(Ty (M))(W) = [Ty (Ty (M))]<* = Tk (M) = Ay (f<F(M))(W).
Et cet isomorphisme est compatible avec les structures de I'*(IW)-modules impliquées, en effet la
structure de T*(W)-module de f<¥(Ty (M))(W) = [Ty (T (M))]<" est la troncature en degré
plus petit que k de application T*(W) @ Tyw (Ty (M)) — Tw (Ty (M)). Or par construction de

I'application naturelle 657y de la proposition 2.2.3, le diagramme suivant commute :

Tyew (M) —LYY  Tyow (M) @ H(V & W)
F lid@H* (3™
KTy, (M),W %
Ty (Tv (M) ————— Tw (Ty (M) @ H*(W),

c’est a dire que I'application 07, (ar)w : T*(W) @ Tw (Tv (M)) — Tw (Ty (M)) est donnée par la

V@W)

composition de I'™* (¢, avec Oy vew. -

Proposition 2.3.5. Si M est nilg-fermé, Ty (M) est nily-fermé.

Démonstration. Soit M un module nilg-fermé, et soit Fy := f<F(Iy) et Fy := f<K(Iy), ou Iy
et I; sont des sommes directes d’objets de U de la forme H*(W) ® J(i) avec i < k, tels que
0 — f<F(M) — Fy — F soit exacte.

<k est exact & gauche et que M est nily-fermé,

Alors, d’une part, comme le foncteur m
0 — M — Iy — I, est exacte, et donc comme le foncteur Ty est exact, 0 — Ty (M) — Ty (1y) —

Ty (1) Dest aussi.

D’autre part, par exactitude du foncteur Ay, 0 — Ay (f<F(M)) — Ay (Fp) — Ay (Fy) est
exacte. Remarquons que, pour F' un foncteur de la forme f<F(H*(W))® J(i) & H**(W) ®
J(i) ® Iy avec i < k, Ay (f<F(H*(W)) @ J(i)) = H*<F(W) @ J(i) @ Iy(V) ® I et donc
que m<F(Ay (f<F(H*(W))® J(i))) = Ty (H*(W) @ J(i)). Alors, en appliquant le foncteur m<*
on obtient la suite exacte 0 — m<F(Ay(f<¥(M)) — Ty (Iy) — Ty (I1). Par la proposition
2.3.4, m<F(Ay (f<F(M)), est la nilj-localisation de Ti/(M). Donc le diagramme suivant est
commutatif :

0————Ty(M) ———— Ty (ly) —— Ty (L)
I P
0—— m~F(Ay(f<F(M))) — Tv(Iy) — Tv (1),

ol les fleches verticales n et m sont des isomorphismes et ou f est la nilg-localisation. Par le

lemme des cing, on en déduit que f est un isomorphisme et donc que Ty (M) est nilg-fermé. [
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Corollaire 2.3.6. Soit F' un foncteur de F<¥, m<F(Ay(F)) = Ty (m<F(F)).

Démonstration. En effet, m<F(Ay (F)) = m<F(Ay ((fFom=<F)(F))) = (m<Fof<F)(Ty (m<F(F)).
Or (Ty (m=<F(F)) est nilp-fermé d’aprés la proposition 2.3.5. O

Lemme 2.3.7. Pour G € F et F € F<*, Homz(G,F) est d valeurs dans U<F o1 les Sq'

agissent par composition.

De plus, on peut munir Hom (G, F)(W) = Homz(G, AwF') d’une structure de I'*(W)-
module de sorte que Hom z(G, F) soit un objet de ,, F<*.

Définition 2.3.8. Pour ¢ € Homr (G, Aw F), g € G(V) et v € I'*(W), on définit une structure
de I'*(W)-module sur Hom (G, F)(W) par

(Bstom (.9 w (v ))v (9) = Irvew (T (™) (v) © 6(9))-

C’est une structure de module dans grV, Passociativité de I'action de I'*(W) et son unité

sont des conséquences directes du fait que I'*(IV) est une algebre associative unitaire.
Proposition 2.3.9. Homz(G, F) est un objet de ,, F<F.

Démonstration. Le morphisme 0H0m_7_-(G, F),w est naturel en W. Il vérifie que

Ottom - (G,F),w (¥ ® Sq'¢) = EizoSqteme(G,F),W(VSqi_t ® @),

c’est une conséquence de ce que @y vérifie la méme condition. D’apres le lemme 2.2.49,

P

OHom ,(¢,F),w s'étend donc de maniére unique, en un morphisme de I''(W) ® Hom# (G, F')(W)

e~

dans Hom (G, F)(W) A-linéaire, donnant & Hom (G, F)(W) une structure de I'*(WW)-module
dans A-mod naturelle en W. Donc Hom (G, F') est un objet de F<*. O

Définition 2.3.10. Soit Homy : F°P x F<k — F<F le foncteur ainsi défini.

Alors, pour V' un espace vectoriel et F' € F<* Homz(Py, F) = Ay (F) est un isomorphisme
dans F<*,

Proposition 2.3.11. Soit G € F et soit F € F<F. Alors, F @ G appartient & F<F.

Démonstration. FRG est un foncteur de Y/ dans U <*. Par ailleurs, F/@S@ ~ F®G. La structure
de T*(V)-module sur F (V) induit donc une structure de I'*(V)-module sur F ® G(V') naturelle
en V. O

Proposition 2.3.12. Pour F| et Fy deuz objets de F<* et G € F,
Hom]_-<k(F1 ® G, F2) = Hom]_-<k(F1, Hom]_-(G, Fg))
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Démonstration. Si on oublie dans un premier temps que Fy et Fy sont des objets de F<* pour ne
considérer que leur structure d’objets de F, la propriété 2.1.25 associe isomorphiquement & un
objet ¢ de Homx(F; ® G, Fy) un objet ¢ de Homx(F}, Hom z(G, F3)). Or comme les Sq’ agissent
sur Hom »(G, F,) par composition, ¢ est un morphisme naturel dans 2/ <* si et seulement si c’est
le cas pour ¢ et par définition de 9@;(@ )W ¢ est un morphisme dans F <k si et seulement

si ¢ est un morphisme dans F<k. O]

Proposition 2.3.13. Pour tout n < k et V, f<*(F(n)) ® Py est projectif dans F<F et pour
tout G dans F<*, Homz<x (f<¥(F(n)) ® Py,G) = G(V)".

En conséquence, la catégorie F<* contient assez de projectifs.

Démonstration.
Hom z<«(f<*(F(n)) ® Py, G) = Homz<i(f<¥(F(n)), Hom£(Py, G))
par 'adjonction entre les foncteur Homr(Py, )et ® Py,

= Homp<x (f<"(F(n)), Av(G)),
>~ Homy (F(n), m<*(Ay(Q@)))

par 'adjonction entre les foncteurs f<* et m=<*,

I

T (m~*(@)),
par le corollaire 2.3.6,
=G(V)".

De cet isomorphisme, on déduit que le foncteur Hom z<x (f<¥(F(n)) ® Py, ) est exact et donc
que f<¥(F(n)) ® Py est projectif.
O

2.3.3 Suite spectrale de Grothendieck

Dans cette partie, nous justifions 'existence d’une suite spectrale de Grothendieck reliant
les groupes d’extensions dans F<* de f<F(M) par F, pour M un module instable et F' un objet
de F<F et les groupes Extl, (M, (RIm<F)(F)). Cette suite spectrale, n’est cependant dans la
pratique peu utilisable, les groupes d’extensions étant a priori plus faciles a calculer dans la
catégorie F<* que dans la catégorie U. Cette partie est une application du théoreme 5.8.3 dans
[Wei].
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Théoréme 2.3.14. Soit M un module instable et F' un objet de F<*, il existe une suite spectrale

E} . qui converge vers Extpfti(fd(M), F) et dont la page E? est E]%’q ~ Extf (M, (RIm=<F)(F)).

Démonstration. On se donne une résolution injective I, de F' ne faisant intervenir que des
sommes directes de f<F(H*(V) ® J(i)). m=F envoit les foncteurs apparaissant dans cette réso-
lution sur des injectifs de U donc sur des objets acycliques pour Homy, (M, ). Par le théoréme
5.8.3 dans [Wei] on a une suite spectrale de Grothendieck dont la page E? est celle annoncée et
qui converge vers les foncteurs dérivés de Homy (M, m<F(_)) c’est & dire, par adjonction, ceux
de Hom z<x (f<F(M), F). O

2.3.4 Relation avec la filtration de Krull

On cherche a caractériser les éléments dans (U, N Nilg)/(Un N Nilp4x) & partir de leurs

images dans O[Jk’m+k[. Le foncteur T est I’adjoint au produit tensoriel par H* (F2). Le produit

tensoriel dans U étant monoidal symmétrique, on a un isomorphisme naturel entre les foncteurs

H*(Fo)@(H*(V)®_ ) et H*(V)®(H*(F2)® ), d’ot pour tout module instable M, Ty (T'(M)) =
T(Ty(M)) et cet isomorphisme est naturel en M. Mais T(Ty(M)) est isomorphe au noyau de
lapplication Ty gp, (M) = T(Ty(M)) — Ty (M) induite par la projection de V & Fy sur V. On

a donc le lemme suivant

Lemme 2.3.15. Pour tout k € N, A(f*(M)) = f*(T(M)).
De méme, pour tout k € N et pour tout espace vectoriel V., Ay (f*(M)) = f*(Ty (M)).

En conséquence, on a le résultat suivant.

Proposition 2.3.16. Soit M un module instable, alors si M € U, fk(M) est polynomial de

degré n pour tout n.
Donc d’apres le théoreme 1.2.53, on a la proposition suivante.

Proposition 2.3.17. L’équivalence de catégorie
flktml Nily/Nil ), —— .R[)k’k+m[ : mlkoktml
induit une équivalence de catégorie

FERAME @, O Nily) /U O Ny, 7= FirFHmL e mlkml

ot T[Lk’ker[ est la sous-catégorie pleine de FFF+ml dont les objets sont les foncteurs polynomiaux

de degrés inférieurs ou égauxr a n en chaque degré.
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2.4 Exemples de calculs de m~"

Nous allons maintenant recenser des exemples de calculs des foncteurs m<" avec n petit.

2.4.1 Objet engendré par un foncteur analytique en degré n

Définition 2.4.1. Pour n un entier , soit (_), : F — F<"T! le foncteur qui & un foncteur
F € F associe 'objet de F<"*! qui a F comme composante de degré n et 0 en degrés différents

de n et qui est muni de ’action triviale de I'*.

Proposition 2.4.2. Soit F' un foncteur analytique. On considére le foncteur Fy, €, FS". On

a un isomorphisme
f<n+k: om<ntl (Fn) ~ [Z”Hom}-(F*, Fn))]<n+k )

Démonstration. En utilisant le calcul de m<"*! de la proposition 2.2.37, et la trivialité de F),

en degré strictement plus petit que n, on obtient :

m<"*Y(F,) 2 Homz(I'* ™", F,),

m<""1(E,) = 2"Hom#(T*, F},).
Par définition de f<"t* .
F o m=m Y (L) (V) = Ty (S"Homp (T, F,)) <.
Alors, puisque Ty, commute avec le foncteur X :
FHR o <t Y (B, (V) 2 (ST (Homg (T, Fy)) <"1

Or, par la proposition 2.1.35, Ty (m(F')) = m(Ay(F)) pour tout foncteur analytique F' et tout

espace vectoriel de dimension finie V.
f<n+k o m<n+1(Fn)<V) ~ [E"Hom;(F*, AV(Fn))]<n+k )
Et donc, par définition du Hom interne :

;S o m<HY(F,) 2 (S Hom (T, )<+
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Donnons maintenant deux exemples un peu moins élémentaires de calculs de m<F.

2.4.2 Calcul de m<?

Considérons un objet G de F52. La structure de G est entierement déterminée par la donnée
de Go, sa composante de degré 0, G et la transformation naturelle de structure 6y : r'v)e
G1(V) — Go(V), en effet le seul carré de Steenrod & pouvoir agir sur G de fagon non triviale
est le Sq”. Nous cherchons & calculer m<?(G) = Homz<2(F(0)<? @ I™* @ F(1)<? @ "1, Q).

Une telle transformation naturelle est uniquement déterminée par la donnée d’une transfor-
mation naturelle de foncteurs analytiques ag, de I'* dans G et d’une transformation naturelle

ap de I*~1 dans G, telles que le diagramme suivant commute.

1d®@ao

M er! I'e Gy
| :
r* = Go.

C’est équivalent, par adjonction entre les foncteurs I'' ® — et Hom (T'!, ), & imposer que le

diagramme suivant commute.

r*1 G1
Homz(I'", T*) = I~ ————— Hom£(I'", Go).

Autrement dit une telle transformation naturelle est un couple (ay, @) appartenant au pullback

du diagramme suivant dans la catégorie des espaces vectoriels :

Hom]:(F*fl, Gl)

J

Homz(T*, Gg) ——— Hom#(I'*~1, Hom (T't, Gy)),

ot la fleche verticale est induite par Gi — Hom (I, Gy), 'adjoint de la restriction 0y a

I'' ® G4, et dont la fleche horizontale est le morphisme qui & a : I'* — G associe
Hom (T, ) : T*! =2 Hom#(T", T*) — Hom ("', Gy).

De plus, le calcul de Ty (Sq(i)) de la proposition 2.2.7 garantit que les morphismes qui a un

élément de m<2(G) associent respectivement o et o sont des morphismes de modules instables,
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donc m<2(@) est le pullback dans U de ce diagramme.

On peut étre plus précis que ca en identifiant les modules instables qui apparaissent dans
ce diagramme. Par définition, Homz(I'*, Go) = m(Gyp) et Homz(T'*~1, G1) & Ym(G1), en effet
Homz(I*~1 G1)" = Homz(I'*,G1)"! = m(G1)"~! et ces isomorphismes d’espaces vectoriels

sont compatibles avec 'action de ’algebre de Steenrod. Il nous reste a identifier
Homz (I, Hom z(T, Gp)).

>~

Lemme 2.4.3. Soit Gy € F, alors on a un isomorphisme naturel Homz(I'*~1, Hom#(T', Gy))
Y(mo f)(Qm(Go)).

Démonstration. Calculons f(Qm(Gy)).

F(Qm(Go))(V) = Ty (Qm(Go))°,

par commutation de Ty avec le foncteur €2, on obtient

I

[Ty (m(Go)))]°,
[Qm(Av(Go)))°
[m(Av(Go))]' .

I

I

Par la proposition 1.1.45, on a donc

>~ Homy, (F(1), m(Ay(Gyp))),
= HOHI]:(FI, AV(GO)),

et donc
F(2m(Go)) = Hom #(I'", Gy).

O]

Pour M un module instable, I'unité de I’adjonction entre f et m nous donne un morphisme
entre QM et (mof)(Q2M). Ce morphisme, par adjonction entre ¥ et €2, nous donne un morphisme
&y entre M et X(mo f)(Qm(Gy)).

Proposition 2.4.4. Le morphisme entre Homz(I'*, Go) et Homz(T*~1, Hom»(T'!, Gy)), s’iden-
tifie avec &pay) : M(Go) — X(m o f)(Qm(Go)).
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Notons 67  le morphisme de module instable de ¥m(G1) — Homz(I'*~!, Hom #(T'!, Gy))

induit par adjonction par le morphisme de structure I'' @ G; — Go.

Corollaire 2.4.5. m<2(G) est isomorphe en tant que module instable au pullback du diagramme

¥m(Gh)

|
m(Go) TG(S Y(mo f)(Qm(Gp)).

Exemple 2.4.6. Si Gy =0, m<%(G) = Ym(G1).

Exemple 2.4.7. Si G; = 0, m<2(Q) est isomorphe au noyau de Em(Go)-

2.4.3 Un calcul de m=<3

Nous allons maintenant faire le calcul de m<3(G) pour G un objet de F53 trivial en degré
0. Ce cas est assez similaire au cas précédent, la seule différence viendra de ce que le Sq' n’agit
pas nécessairement trivialement. Comme, G est nul en degré 0, m<3(G) = Homy<s(F(1)<3 ®
1o F(2)<3eI*2,G). Soit ¢ € Homz<s(F(1)<*@I* 1@ F(2)<*®@I* 2, (), comme ¢y doit
étre un morphisme de module instable tronqué pour tout espace vectoriel V| ¢ est entierement
déterminée par ses restrictions ¢ et ¢o, respectivement & (1) ® I*~! et 2(2) @ I'* 2.

Réciproquement, si on se donne ¢; € Homz ("1, G1) et ¢o € Homzr(I'*"2, Gs), on peut
définir ¢ € Hompyyer(ps y<s)(F(1)* @ T* 1 @ F(2)<* @ T*72,G) par ¢(z(1) @ v) = d1(7),
#(Sqlz(1) ® ) := Sqlei(7) et ¢(x(2) ® v) := ¢a(7). La condition de compatibilité pour qu’un
tel ¢ soit un morphisme dans F<3 se résume a ce que ¢(0(y(z(2) ® B))) = Oa.v (Y@ ¢(z(2) @ B))
autrement dit a ce que

Oc,v(v® ¢2(B)) = ¢1(78)-

On en déduit le résultat suivant.

Proposition 2.4.8. m<3(G) est isomorphe en tant qu’espace vectoriel au pullback du diagramme

sutvant.
Homz(I""?,G2)

|

Homz(I'*1,G1) —————— Homz(I*"2, Homr(T'!,Gy)),

ot le morphisme vertical est induit par l'application de structure g v .

Remarque 2.4.9. Contrairement au cas précédent, les applications de m<3(G) vers Homz(I'*~2, G3)

et Homz(I'*~1, G1) ne sont pas nécessairement des morphismes de modules instables. A priori, le
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pullback du diagramme précédent n’est donc isomorphe & m<3(G) qu’en tant qu’espace vectoriel,

il nous faut décrire la structure de module de m<3(G).

Soit ¢ = (¢, Pp2) un élément de m<3(G), on cherche & calculer Sq'eé, qui est défini comme la

composition suivante :

<3 S .
F(1)<3 ® F*fl ey F(2)<3 ® F*72 F=7(Sa(2)) F(1)<3 ® F*fl ey F(2)<3 ® I-\*fQ

Sqie
b G.

Alors, pour i quelconque et kK =0 ou 1,

Sa'p(Sa"z(1) @ B) = Sh_yp(Sa(j)(Sa"z(1)) ® BSq'7) = ¢(Sq"z(1) ® BSq") = Sa"¢1(BSq"),
et
Sq'¢(x(2) @ B) = Ti_gp(Sa(h)(=(2)) ® BSq' ™)

= ¢(Sq'z(1) ® BSq") + ¢(2(2) ® BSq’)
= Sq'¢1(BSq" 1) + ¢2(BSq).

Proposition 2.4.10. Soit ¢ un élément de m<3(G) et (¢1, ¢2) son image dans
Homz(I'*~1, Gy) X Homz (I*~2, Hom 7 (I',G1)) Homgz(I'*72,Gy), S¢ ¢ a pour image (Sqiqbl, (Sq1 o
(S¢~"61)) + 54 ¢2).

On remarque que le morphisme de m<3(G) dans Homz(I'*~2 G3) est un morphisme de
module sur 'algébre de Steenrod si et seulement si, pour tout ¢ = (¢1, ¢2) dans m<3(G) et pour
tout A dans T*~2(V), Sq'p(z(2) @ B) = ¢2(8Sq’), c’est a dire Sql¢1(3Sq ™) = 0, donc si et

seulement si, Sq' agit trivialement sur G.
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CHAPITRE 3
LES CATEGORIES K/Nil, ET
(K —U)/Nily,

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser au comportement de la catégorie K vis a vis
de la filtration nilpotente. Plus précisément, pour n € N, nous allons définir une catégorie
KFS™ d’algebres instables dans ,, F5=" et justifier que le foncteur f<" induit une équivalence
de catégorie entre cette catégorie et la catégorie I localisée en les morphismes dont les noyaux
et conoyaux sont dans Nil,. Le cas n = 1, déja étudié dans [HLS93] sera d’une importance
particuliere. En effet, d’apres la proposition 1.2.15, pour K une algebre instable Ty (K) est une
algebre instable et donc f(K)(V) := Ty (K)? est une algébre de Boole. Pour tout entier n et
tout espace vectoriel V', f<"(K)(V) sera alors muni d’une structure d’algébre sur l'algebre de
Boole f(K)(V). Cette structure d’algebre sur I’algebre de Boole f(K)(V') jouera un role central
dans I’étude de problémes de classification que nous étudierons dans le chapitre 5.

Pour K € K on étudiera également la catégorie des K-modules dans U/ localisée en les objets

dont le module instable sous-jacent est dans Nil,,.

3.1 Localisation d’algebres instables loin des n-nilpotents

Dans cette partie, nous allons étudier le comportement de 1’équivalence de catégorie entre

U/Nily, et FS™ vis a vis des algebres instables. Rappelons la définition d’une catégorie localisée.

Définition 3.1.1. [KS] Soit C une catégorie et S une famille de morphismes de C. Une locali-
sation de C par S est la donnée d’une catégorie C [S71] et d'un foncteur Q@ : C — C [S7!] tels

que
1. pour tout s € S, Q(s) est un isomorphisme,
2. pour tout foncteur F' : C — D vérifiant que F'(s) est un isomorphisme dans D pour tout

s€ S, ilexiste F' : C[S7!] — D tel que F est isomorphe a F' o Q,
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3. pour tous foncteurs G et Ga de C [S™!] vers une catégorie D, I'application naturelle
Nat(G1,G2) — Nat(G1 o Q, G2 o Q) est une bijection.

Nous allons établir que la catégorie K localisée en les morphismes dont les noyaux et conoyaux
sont dans Nil, est équivalente (par le foncteur f<™) & une catégorie d’algébres instables dans

<n
Fom

3.1.1 Les catégories KF<" et KFS"

Commengons par rappeler que, d’aprés la proposition 2.2.30, le triplet (F<", ®, cFs) forme

une catégorie symétrique monoidale.

Définition 3.1.2. Soit AF<" la catégorie des algebres dans (F<",®,cF3) et AFS" la sous-

catégorie pleine de AF<" dont les objets sont dans F5".

On rappelle la définition 1.1.61 pour M un module instable, Ay; : ®M — M désigne le mor-
phisme de module instable qui a ®x associe Sqgz. Soit aussi, si M est une algebre commutative
dans U, tpr @ ®M — M qui & ®x associe x2.

On notera également ®<" le foncteur de F<" dans lui méme, qui & un objet F de F<"
associe le foncteur qui a V associe ®(F(V))<" et dont le morphisme de structure est donnée par

la composition de ®(0py)<" : ®(F(V))<" — &(H*(V))<" @ ®(F(V))<" par )\E’Z(V) ® id.

~Y

Proposition 3.1.3. Soit M un module instable et n un entier naturel, alors f<"(®(M)) =

O(f="(M)).

Démonstration. C’est une conséquence du fait que le foncteur ® commute avec le foncteur Ty

(confere la proposition 1.2.12). O

Définition 3.1.4. Pour F' un objet dans F<", soit A" : ®<"F — F la transformation
naturelle définie par (AF")v(®z) = Apy(®x) pour ¢z € &<"(F)(V).

Si F € AF<", soit également (5" : ®<"F — F défini par (15")y(®x) = tpn(Px) pour
Pz € (PF)<"(V).

Définition 3.1.5. Soit F' dans AF<" (resp. AFS"™), F est une algebre instable dans F<" (resp.

F5) si Ajyy = 150

Soit KF<" (resp. KFS™) la sous-catégorie pleine de AF<" (resp. AFS") dont les objets sont

les algebres instables.

3.1.2 L’équivalence de catégorie

Soit AU la catégorie des algebres commutatives dans (U, ®, Fa).
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Lemme 3.1.6. Le foncteur m<" (introduit dans la proposition 2.2.33) est lax monoidal symé-

trique.

Démonstration. Puisque Fy est nil-fermé et f<"(IF3) est le foncteur constant égal & Fy, m<"(Fg) =
Fy. Soient F et G deux objets de F<", on définit une application prpe : m<"(F) @ m<"(G) —

m<"(F ® G) comme le morphisme :

Hom < (@)=} F(i)<" @ T*~, F) & Homp (/) F(i)<" @ ", G)

J

Homz<n (DI F(i)"@T* " F®G),

qui & a ® 8 € Homp<n (@) F(i)<" @ T*7", F) @ Homp<n (@2, F(i)<" @ T*7%, G) associe le
morphisme qui & (f,7) € F(i)<" @ "V associe a(f,7) ® B(f,7) € F(V)® G(V) et ot on a
utilisé que
n—1 )
m~"(F) = Homz<n (P F(i)<" @ I'* 7", F)
i=0

d’apres la proposition 2.2.37. L’associativité, la commutativité et 'unitalité se montrent sans
difficulté. n

Proposition 3.1.7. f<" et m~<" définissent des foncteurs respectivement de AU dans AF<" et
de AF<"™ dans AU.

Démonstration. Pour f<", c’est une conséquence directe de ce que f<" commute avec le produit
tensoriel ce qui implique que pour (A4, u,n) une algébre dans U, (f<"(A), f<"(un), f<"(n)) désigne
une algebre dans F<".

Pour le foncteur m<", si (F,v,§) est une algebre dans F<", on définit une application

p 2 m<"(F)@m<"(F) — m~"(F) comme la composée suivante :
m<"(F)@m<"(F) = m~"(F ® F) - m~"(F),

dont la premiere fleche est ppp définie dans le lemme 3.1.6 et dont la deuxieme fleche est la

composition par m<"(v). Alors (m<"(F), u, m<"(p)) est une algebre dans U. O

Lemme 3.1.8. Soient M, N et P trois modules instables et h et g deux morphismes de modules
instables de M @ N dans l,(P) (cf définition 1.2.45). Alors h = g si et seulement si f<"(h) =

f<"(9)-

Démonstration. Par adjonction, comme [,,(M) = m<" o f<"(M) et que le foncteur f<" est
monoidal, Homy (M &N, 1,,(P)) = Homz<n (f<"(M)Qf<"(N), f<"(P)), ot on a utilisé f<"(M®
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N) = f<"(M)® f<"(N) par le morphisme qui envoie v : M ® N — [,(P) sur f<"(y). Donc
deux applications h et g de M ® N dans [, (P) sont égales si et seulement si f<"(h) = f<"(g).
O

En particulier, pour (A, u,n) une algébre commutative dans U, le diagramme suivant com-

mute :
A® AL (A) @ 1,(A)
Jf‘ lln(u)
A—21,(4),
oty : A — l,(A) désigne I'unité de 'adjonction et ou, par abus de notation, nous avons

désigné par I, () le produit de I,(A4) = m<"(f<"(A)) induit par la proposition 3.1.7. On en

déduit la proposition suivante.

Proposition 3.1.9. Si (A, u,n) est une algébre commutative dans U, 1,(A) est également une
algébre commutative dans U, pour la structure d’algébre sur l,,(A) induite par 1, (1) et ta est un

morphisme de AU. En particulier, si A est nil-fermé, 14 est un isomorphisme dans AU.
Définition 3.1.10. Soit A(U/Nil,,) la catégorie des algebres commutatives dans (U /Nil,,, ®,Fs).
En conséquence de la proposition 3.1.9 nous avons le résultat suivant.

Proposition 3.1.11. Les restrictions de ry, et sy, (cf définition 1.2.43) respectivement a AU et
A(U/Nily,) définissent une adjonction :

Ty AU ——= A(U/Nily,) : sp.
Théoréme 3.1.12. L’adjonction suivante est une équivalence de catégorie :
<" AU/Nily) == AFS" : m<".

Démonstration. C’est une conséquence directe de I’équivalence entre U /Nil,, et F5™ (cf Théo-
réme 2.2.32) et de la proposition 3.1.9. O

Au lieu de considérer des algebres dans la catégorie des modules instables localisée loin des
n-nilpotents, on pourrait vouloir localiser directement la catégorie AU par les morphismes dont

les noyaux et conoyaux sont dans N'il,, mais ces deux approches sont équivalentes.

Définition 3.1.13. Soit W, la classe des morphismes dans AU dont les noyaux et conoyaux

linéaires sont dans Nil,,.
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On considere la catégorie définie de la maniére suivante (cette construction est une généra-

lisation de la construction de K/Nil dans [HLS93]).

— Les objets sont les méme que ceux de AU.

— Les morphismes de K vers L, pour K et L deux objets de K, sont donnés par la colimite
des Hom g/(K’, L/L") qui parcourt toutes les paires (K', L’) out K’ est une sous-algebre
instable de K tel que le quotient (dans U) K/K' soit n-nilpotent, et ou L’ est un idéal
de L appartenant a Nil,,.

— Les compositions sont définies de la maniere suivante : pour ¢ : J — K et ¢
K — L on considére deux représentants ¢/ : J — K/K' et ¢’ : K’ — L/L”,
alors K”/K” N K’ est une sous-algébre de K/K’, on considére ¢'~*(K”/K” N K') son
image réciproque par ¢’. Comme K/K” est n-nilpotent c’est également le cas pour
J /¢ (K”/K” N K') et donc pour J/¢/"Y(K”/K” N K'). On considére ¢, 'applica-
tion induite par ¢’ de ¢/~1(K”/K” N K') dans K”/K” N K. Enfin, pour (¢/(K” N K'))
I’idéal engendré par ¢'(K” N K') (qui est dans Ail,) on définit ¢) I'application induite
par ¢’ de K”/K”"NK' dans L/(¢/(K”NK")). Alors, 1 o ¢ est défini comme I'image dans
la colimite des Hom_gz¢(J', L/ L") de v o ¢.

Cette catégorie est une localisation de AU par W, on la notera donc AU [W,, 1].
Proposition 3.1.14. Il existe une équivalence de catégorie AU W, 1] = A(U/Nily,).

Démonstration. Par propriété universelle de la localisation, on a un foncteur AU [W,, 1] —
A(U/Nil,). Ce foncteur est surjectif sur les objets et est pleinement fidéle. On a donc une
équivalence de catégorie AU (W, 1] = A(U/Nily,). O

Nous allons voir que 1’équivalence de catégorie entre AU [W, 1] et AFS", induit une équi-

valence de catégorie entre K [W, 1] et la catégorie KF5™.

Proposition 3.1.15. La restriction de f~" a K est a valeurs dans KF5".

Démonstration. En effet, les objets de K, sont les objets A de AU tels que Ag = 14, et donc
fSM(A) € AFS™ et de plus Ap<nay = f<"(A4) = ty<n(a) et donc f<"(A) € KFS". O

Remarque 3.1.16. Pour M un module instable, ®(XM) = ¥2®(M). Donc le foncteur ® ne
conserve pas la nil,-fermeture des que n > 1. En effet, si M est nili-fermé alors XM est nilo-

fermé, pourtant ¥2®(M) est 2-nilpotent.

Soit F' un objet de F<". Alors, d’apres la proposition 3.1.3, f<"(®(m<"(F))) = ®(F) et
donc m<"(®(F)) est la localisation loin de Nil,, de ®(m<"(F)). Par adjonction, le foncteur f<"

induit Iisomorphime naturel suivant : Homg (®(m<"(F)), m<"(F)) = Homz<n(®(F), F).
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Lemme 3.1.17. Pour F un objet de F<", le morphisme naturel Am<n(F) S€ factorise en

m<n(AF)

(<" (F)) =" m (&< (F)) m<"(F),
ot la premiére fléche est la nily,-localisation de ®(m<"(F)).

De méme, pour F une algébre de F<", le morphisme naturel bn<n(F) (qui est bien défini,
par la proposition 3.1.7) se factorise en

m<"(LF)

O(m<"(F)) —2s m<n(&<"(F)) m<"(F).

Démonstration. Pour le premier point, il suffit de constater que f <”()\m<n( F)) = A\ est égal a
la composée de f<"(i,) = id par f<"(m=<"(Ar)) = Ar et pour le second, que f<"(tp<n(r)) = LF

est égal & la composée de f<"(i,,) = id par f<"(m<"(tp)) = vp. O

<n

Proposition 3.1.18. Le foncteur m<" envoie les algébres instables dans F<" sur des algébres

instables dans U.

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme 3.1.17. O

Le théoréme suivant est une généralisation a n quelconque du théoreme 1.5 dans [HLS93|.

Théoréeme 3.1.19. On a une équivalence de catégorie :
[ KW == KFS™ e m=".

Démonstration. C’est une conséquence directe des propositions 3.1.12, 3.1.15 et 3.1.18. ]

On notera K/Nil,, la catégorie K W, 1].

Remarque 3.1.20. La généralisation de ce théoréme au cas p impair pourrait se montrer plus
subtile. L’équivalence de catégorie entre AU, [W,, 1] et la catégorie des algebres commutatives
dans F5™ ne devrait étre quune réécriture formelle du cas p = 2, mais dans le cas p impair la
condition pour qu'une algébre commutative dans U, soit instable ne s’exprime pas a partir de
I’égalité de morphismes de ®K vers K. On ne peut se contenter d’appliquer le méme argument

que dans le cas p = 2 en utilisant la commutativité du foncteur T avec le foncteur ®.

3.2 Localisation de K-modules instables loin des n-nilpotents

Pour K une algebre instable, il nous sera utile par la suite de construire une localisation loin
des n-nilpotents des K-modules dans . On peut reprendre les mémes idées que celles utilisées

dans la partie précédente.
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Définition 3.2.1. Soit K une algebre instable. On définit K — U la catégorie des K-modules
dans (U, ®,F2).

Si, par abus de notation, on note Nil, la classe des objets de K —U dont le module instable
sous-jacent est dans Nil,, Nil, est une classe de Serre dans K — Y. On peut donc définir la
catégorie quotient (K —U)/Nil,,. On va chercher & identifier une sous-catégorie de F<" qui soit
équivalente par f<" a (K —U)/Nil,.

Définition 3.2.2. Pour F € AF<", soit F' — F<" la catégorie des modules sur F dans
(]:'<n’ ®, ]FQ)
Soit également F' — F5" la sous-catégorie pleine de F' — F<" dont les objets sont les objets

de F' — F<" qui sont analytiques en tant qu'objets de F<".

Proposition 3.2.3. Pour K € K et F € AF<", les foncteurs f<" et m<" définissent des
foncteurs respectivement de K —U wvers f<"(K) — F<" et de F — F<" vers m<"(F) —U.

Démonstration. Pour f<" c’est une conséquence de ce que le foncteur f<" est monoidal.

Pour m=", I'idée de la preuve est la méme que pour la proposition 3.1.7. Pour G € F — F<"

on définit la composition
m<"(F) @ m<"(G) - m~"(F ® G) = m~"(Q),

qui donne & m<"(G) une structure de m<"(F)-module dans U. O

Lemme 3.2.4. Soit M € K —U, le diagramme suivant est commutatif :

KoM—— M

| J

In(K) @y (M) —— (M),

ot les morphismes verticaur sont donnés par les morphismes de localisation de M et K et
les morphismes horizontaux par la structure de K-module de M et par la structure de module
sur 1,(K) 2 m<"(f<"(K)) de l,(M) = m<"(f<"(M)) dont lexistence est garantie par la
proposition 3.2.3.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 3.1.8. O

On en déduit la proposition suivante.

Proposition 3.2.5. Soit M € K —U, alors l,(M) € 1,,(K)—U, et donc par restriction l,(M) €
K—U. De plus, la nily,-fermeture M — 1, (M) est un morphisme de K —U et si M est nily,-fermé

c’est un isomorphisme dans K —U.
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Théoréeme 3.2.6. On a une équivalence de catégorie :
<" (K —U)/Nilyy m—— f[<"(K) — F5™ : m~<".

Démonstration. En effet, pour M € K — U, le morphisme de localisation loin des n-nilpotents
M — 1,(M) est un morphisme de K-module, d’apres le lemme 3.2.4 (ou la structure de K-
module sur [,,(M) est induite par la structure de I, (K)-module de [,,(M) et par le morphisme
de localisation K — 1,,(K)). C’est donc un isomorphisme dans (K —U)/Nil,,. On conclut grace

a léquivalence de catégorie entre U /Nil, et FS™. O

Corollaire 3.2.7. Si K est isomorphe a K' loin des n-nilpotents, alors les catégories (K —
U)/Nily, et (K' —U)/Nil,, sont équivalentes.

3.3 La structure d’algeébre de Boole sur Ty (K)°

Toute algebre instable K concentrée en degré 0 est une algebre de Boole ; en effet, pour tout
€ K on axz = Sq’(z) = 22, d’aprés la condition d’instabilité. En particulier, pour tout V et
toute algebre instable K, Ty (K)® est naturellement une algeébre de Boole. Ainsi, f(K) est un
foncteur de V/ dans la catégorie des algebres de Boole. Par ailleurs, pour tout n, f<"(K) est
une algeébre instable dans la catégorie F<", en particulier, pour tout espace vectoriel V sur [y
de dimension finie, f<"(K)(V') est une algebre sur son sous-module des éléments homogenes de
degré 0, f(K)(V). Dans cette partie, nous allons rappeler les constructions de[Rec84] et [HLS93]

qui exploitent cette structure.

3.3.1 Décomposition en composante connexe d’une algebre de Boole

Commencons par rappeler quelques généralités sur la décomposition en composante connexe

d’une algebre de Boole, et des modules et algebres sur une algebre de Boole.

Proposition 3.3.1. [HLS93] Pour B la catégorie des algébres de Boole sur F,, et P fin la caté-
gorie des ensembles profinis, le foncteur spec : B — (P fin)P, qui d une algébre B associe son
spectre spec(B) := Homg(B,F,), est une équivalence de catégorie dont l'inverse est le foncteur

qui a un ensemble profini S associe l’algébre des applications continues de S dans I, FE.
En particulier, si B est une algebre de Boole sur I, dont le spectre est fini, on a un isomor-
phisme d’algebre de Boole B =[]  F,d4, ol 64 désigne la fonction caractéristique de ¢ de

¢€Espec(B)
spec(B) dans Fa.

Cette décomposition donne lieu a une décomposition des modules et des algebres sur B.
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Définition 3.3.2. Soient M un B-module et ¢ € spec(B), on définit My = M ®p F,(¢) on
F,(¢) est le corps IF,, muni d’une structure de B-algebre par ¢.

Lemme 3.3.3. Soit M un B-module, avec B une algébre de Boole de spectre fini, alors on a
un isomorphisme de B-module M = @  My.
PE spec(B)
Dans le cas de A une algébre commutative sur B, ou d’'un A-module dans la catégorie des

modules sur B, cet isomorphisme est plus qu’un isomorphisme de B-modules.

Proposition 3.3.4. Soit (A, u,n) une algébre sur une algébre de Boole B. Supposons par ailleurs
que spec(B) soit fini. Alors pour tout ¢ € spec(B), Ay est muni d’une structure d’algébre de telle
sorte que A= ] Ay soit un isomorphisme d’algébre.

pespec(B)
Démonstration. Par définition, Ay = A ®p Fp(¢), le produit tensoriel des multiplications de A
et Fp(¢) passe au quotient pour définir une structure d’algebre commutative sur Ag. Alors, on

a un isomorphisme d’algebre sur B,

A=Aep ] F@)= [] A

¢€Espec(B) ¢€spec(B)

On montre de méme le résultat suivant.

Proposition 3.3.5. Soit (A, u,n) une algébre sur une algébre de Boole B. Supposons par ailleurs
que spec(B) soit fini. Soit également M un module sur A dans la catégorie des B-modules.
Alors pour tout ¢ € spec(B), My est muni d’une structure de Ay module de telle sorte que

M= @ M, soit un isomorphisme de modules sur A= [ Ag.
p€Espec(B) PE spec(B)

3.3.2 Décomposition en composantes connexes du foncteur Ty

Puisque, pour tout K € K et pour tout M € K — U, Ty (K)°? est une algebre de Boole et
Ty (K) et Ty (M) sont des Ty (K )°-modules, on peut appliquer dans ce contexte, les constructions
de la section précédente.

Fixons ici quelques notations. Soit M un module instable et V' un espace vectoriel de dimen-
sion finie.

— nmy M — Ty(M)®@ H*(V) désigne I'unité de 'adjonction entre Ty et — @ H* (V).

— kmy - Tv(M) — Ty (M)® H*(V), désigne le morphisme défini dans la définition 2.2.2.

— pum,v, désigne la composition suivante

M,V
—

% 1d®e
puy : M Ty (M) ® H*(V) "2 T\, (M),
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ou ey dénote 'augmentation de H*(V).

Remarque 3.3.6. Le morphisme pjsy s’identifie a TL(\)/(M) : M =2 To(M) —» Ty(M), le
morphisme induit par naturalité de Ty (M) en V par L(‘)/ , 'injection de 0 dans V.

Lemme 3.3.7. [Hea21, Lemme 2.13] Pour tout V € VI et tout morphisme de module instable

[ Ty(M)— S, on a le diagramme commutatif suivant :

ou f¥ dénote l'adjoint de f.

Pour K une algebre instable, et M un K-module instable (c’est & dire un objet de K —Uf), on
rappelle la décomposition en composantes connexes de Ty (K) et Ty (M) telle qu’elle est exposée
dans [Hea20] et [Hea21].

Lemme 3.3.8. Pour K une algébre instable finiment engendrée en tant qu’algébre sur A,

Homg (K, H*(V)) est fini.

Proposition 3.3.9. Soit K une algébre instable quelconque, alors Homy (K, H*(_)) est muni

d’une structure d’ensemble profini.

Démonstration. En effet, K est la colimite de ses sous-algébres finiment engendrées en tant
qu’algebres sur A, c’est a dire que pour D(K) la catégorie des sous-algebres de K finiment

engendrées en tant qu’algebres sur A et des inclusions d’algebres instables, K = hgl R. Donc
ReD(K)
Homy (K, H*(V)) = m Homg (R, H*(V)). O
RED(K)

Le résultat suivant est dii & Lannes ([Lan87] et [LZ95]).

Proposition 3.3.10. [Sch94] Soient V € VI et K une algébre instable, alors on a un isomor-

(K)° = FfomK(K’H*(V)), ot Fgomic(KH*(V)

phisme d’algébre de Boole Ty ) dénote l'algebre des

applications continues de Homyc (K, H*(V')) dans F),.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 3.3.1, puisque spec(Ty (K)°) est Ien-
semble des morphismes d’algebres de Boole de Ty (K )° vers Fy, qui est naturellement isomorphe
a Homy (Tyv (K),Fa) = Homy (K, H*(V)). O

Définition 3.3.11. Pour V € V/ et ¢ € Homy (K, H*(V)),
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L. soit T(y,¢)(K) = Tv(K) @1, (k)0 Fp(¢), ol la structure de Ty (K)%-module sur F,(¢) est
induite par le morphisme de Ty (K)? dans F, adjoint & ¢.

2. et pour M un K-module instable, soit
T(V7¢)(M) = Tv(M) ®Tv(K)0 Fp(qb) € T(V,d)) (K) —-U.

Remarque 3.3.12. Notons que, si K est une algebre instable, K peut étre considéré comme

un objet de K — U, auquel cas les deux définitions de Ty, 4)(K) coincident.

Proposition 3.3.13. Pour K une algébre instable finiment engendrée en tant qu’algébre sur A

et Ve VI, on a Uisomorphisme naturel d’algébres instables

Ty (K) = 11 Tiv,p)(K).
€ Homy (K,H*(V))

Pour M un K-module instable, on a l’isomorphisme de K-modules instables

12

Ty (M) D Tiv,g) (M).

o€ Homyc (K,H*(V))

Proposition 3.3.14. Soient K e K, M e K — U,V eVl et ¢ € Homy (K, H*(V)).
1. ngyv « K —Ty(K)® H*(V) est un morphisme dans K.

2. Ty (M) ® H*(V) est un Ty (K) ® H*(V)-module et donc, par ni,v c’est un K-module,
de telle sorte que nyy = M — M @ H*(V) est un morphisme dans K —U.

Démonstration. Le 1, est une conséquence du fait que le foncteur Ty est aussi 'adjoint au
produit tensoriel par H*(V') dans K (confere la proposition 1.2.15). Le 2 est une conséquence de
la naturalité de nyry en M et du fait que nxgnmy @+ KQM — Ty (K) @ Ty (M) @ H*(V) est
la composition de nx v @nuy @ K@M — K@M @ H*(V)® H*(V) par idr, (k)ar, (m) @ A},
(confere le théoreme 1.2.13). O

Définition 3.3.15. Soient K une algébre instable, M € K —U et V € V/. Pour T(v,e) 12
projection canonique de Ty (K) sur T(y, 4 (K),

L. soit nag ey * M — Tiy,g) (M) @ H*(V) la composée de nas,v par m(y,¢) @ idg-(vy,

2. soit karvig) + T(vg) (M) = T(y,g)(M) @ H*(V') le morphisme obtenu par restriction a
T(v,4)(M) (qui peut étre vu a la fois comme un quotient et un sous-module de Ty (M))

de la composée de kv par Ty g) ® idg-(vy,

3. et soit par(ve) + M — T(y,¢) (M) la composée de pary par m(y,q).-
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Remarque 3.3.16. 1. Le morphisme ng (v,4) @ K = Tiy,4)(K) @ H*(V) induit une struc-
ture de K-module sur Ty, (M) ® H*(V) de telle sorte que 7,7 (v,4) est un morphisme
dans K —U.

2. Le morphisme rg (v : Twe(K) — Tyg(K) @ H*(V) induit une structure de
T(v,4)())-module sur T(y,4) (M) @ H*(V') de telle sorte que s (v,4) est un morphisme
dans T(V,¢) (K) —U.

3. Le morphisme pg (v,4) : K — Tv,¢)(K) induit une structure de K-module sur T{y, ) (M)
de telle sorte que pp (v,4) est un morphisme dans K —U.

Le lemme suivant nous sera utile quand on s’intéressera au centre d’une algebre instable,

plus précisément dans les sections 4.2.4 et 4.2.5.

Lemme 3.3.17. Le morphisme pyy (v,¢) est une transformation naturelle entre le foncteur iden-

tité sur K —U et le foncteur qui a M associe T(y,g) M.

Démonstration. C’est une conséquence de la naturalité en M de ppr,y et de la fonctorialité sur
Ty (K) — U du produit tensoriel par Fa(¢) au dessus de Ty (K)°. O

Lemme 3.3.18. [Hea21, Lemme 2.11] Pour toute algébre instable N, l’isomorphisme d’adjonc-
tion entre Homy(Ty (K),N) et Homx (K, H*(V) ® N) induit un isomorphisme naturel entre
Homic(T(v,4)(K), N) et l'ensemble des v € Homyc (K, H*(V) ® N) tels que le diagramme suivant

commute :

K—' LSH*V)®N
J(b id®7TNO

id
H*(V) @ F, 2% 1*(v) @ NO,

ou £n dénote l'unité de N et wyo la projection sur N©.

Proposition 3.3.19. Soient K une algebre instable et ¢ € Homyc(K, H*(V')). Alors, T(y,g)
définit un foncteur de la catégorie K — U dans la catégorie T(y,4)(K) —U.

Démonstration. C’est une conséquence directe du fait que le foncteur Ty est monoidal. ]

3.3.3 Objets injectifs dans K — U

Définition 3.3.20. [LZ95] Soit ¢ € Homy (K, H*(V)). On définit le foncteur H*(V)? @ — de
T(v,¢)(K)—U dans K —U comme le foncteur qui & M un objet T(y,4)(K) —U associe H*(V)®@ M
muni de la structure de K-module induite par sa structure de H*(V') ® T{y,4)(K)-module et le
morphisme d’algebre instable ng (v¢) @ K — H*(V) @ T(y,¢)(K).

94



3.9. La structure d’algébre de Boole sur Ty (K )°

Proposition 3.3.21. [LZ95] Le foncteur T(y,4) est adjoint a gauche du foncteur H*(V)? @ —.
Dans larticle [LZ95], les auteurs introduisent des cogénérateurs injectifs de la catégorie K —U.

Définition 3.3.22. [LZ95] Soit Jx(n) lobjet de K — U déterminé a isomorphisme preés par
I'isomorphisme naturel en M, Hompg_¢(M, Jg(n)) = (M™)F

Théoréme 3.3.23. Les (Jx(n))nen forment une famille de cogénérateurs injectifs de K —U.

Définition 3.3.24. [Hen96] Soit I(y,4)(n) := H*(V) @ Ty ()

Proposition 3.3.25. [Hen96] Les Iy 4)(n) sont injectifs et on a l'isomorphisme naturel en
M € K —U suivant, Homy (M, I(y,4)(n)) = (T(V’(;s)(M)")ﬁ.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la définition 3.3.22 et de la proposition 3.3.21.
O

Proposition 3.3.26. [Hen96, 1.8/ Pour K une algébre noethérienne et ¢ € Homy (K, H*(V)),

Iy,4)(n) est finiment engendrée en tant que K-module pour tout n.

Corollaire 3.3.27. Soient K une algébre instable noethérienne et M € K —U finiment engendré
en tant que K-module, alors Homg (M, Iy 4)(n)) est fini et donc

Exemple 3.3.28. En particulier, pour K € K, M € K —U, V € V/ et ¢ € Homy (K, H*(V)),
Tiy,g)(M)? = Homg (M, H*(V)(¢))! o H*(V)(¢) est H*(V) muni de la structure de K-
algebre induite par ¢.

Remarque 3.3.29. Cette partie n’est pas spécifique au cas p = 2 et se généralise formellement

au cas p impair, nous renvoyons le lecteur a [Hea21], [LZ86] et [LZ95] pour le cas p impair.

3.3.4 Décomposition en composantes connexes de f<"(K)

L’objectif de cette section est de décrire le comportement des différentes parties de la struc-
ture des foncteurs f<"(K) et f<"(M), pour K € K et M € K —U, vis a vis de la décomposition
en composante connexe de Ty (K)?. On veut justifier que toute la structure de f<"(K)(V)
et f<"(M)(V), & savoir leurs structures de I'*(V)-module et leurs structures respectivement
d’algebre instable et de f<"(K)(V)-module, se récupére a partir de leurs décompositions en
composantes connexes sur f(K)(V). Commencons par rappeler la définition de la catégorie
S(K).
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Définition 3.3.30. Pour K une algebre instable, soit S(K) la catégorie dont les objets sont des
couples (V, ¢) avec V un espace vectoriel de dimension finie et ¢ € Homy (K, H*(V)) et dont les
morphismes entre (V, ¢) et (W,1)) sont les morphismes d’espace vectoriel « : V — W tels que
¢ =a*y.
Définition 3.3.31. Soient K une algebre instable et M € K —U
1. On définit ¢g<"(K), le foncteur de la catégorie S(K) dans U<" par ¢g<"(K)(V,¢) :=
T(V7¢)(K)<", pour (V,¢) € S(K).
2. On définit de méme le foncteur g<"(M) de S(K) dans U<" par g<"(M)(V, ¢) := Tiy,4)(M)<",
pour (V,¢) dans S(K).

Remarque 3.3.32. Pour K une algebre instable finiment engendrée en tant qu’algebre sur A,
et V un espace vectoriel de dimension finie, on a un isomorphisme naturel de module instable

tronqué f<"(K)(V) = I1 g<"(K)(V,¢) (confere la proposition 3.3.4).
¢ : K—H*(V)
De méme, pour K une algébre instable finiment engendrée en tant qu’algebre sur A et

M € K —U, on a un isomorphisme de module instable tronqué
franwvyE @ gV e).

¢+ K—H*(V)

Proposition 3.3.33. La structure d’algébre de f<"(K)(V) induit une structure d’algébre sur les

g<"(K)(V, ) de telle sorte que f<"(K)(V) = I1 g<"(K)(V, ) soit un isomorphisme
¢ K—H*(V)

d’algebre.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 3.3.4. O

De méme, on a le résultat suivant.

Proposition 3.3.34. Pour K € K finiment engendrée en tant qu’algébre sur A, soit M € K —U
et soit ¢ € Homyc(K, H*(V)). Alors g<"(M)(V,¢) est muni d’une structure de g<"(K)(V, ¢)-

module de telle sorte que l'isomorphisme de Ty (K)°-module

(V) = II g="(M)(V, ¢)

p€Homye (K,H*(V'))
soit un isomorphisme de module sur f<"(K)(V) = 4>, g<"(K)(V, ).
p€ Homyc (K, H*(V'))
Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 3.3.5. O
Lemme 3.3.35. 1. L’application de structure (confére définition 2.2.51) Oy : I'"'(V) ®

<YK (V) = f<™(K)(V) restreinte a g<"(K)(V, ¢) est a valeur dans g<"(K)(V,¢). On

notera Og (v,¢) cette restriction.
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2. L’application de structure Opyry @ T*(V) @ fS"(M)(V) — f<"(M)(V) restreinte d
g (M)(V, @) est a valeur dans g="(M)(V, ¢). On notera Oy v, cette restriction.

Démonstration. On montre le 1, le 2 se montre de la méme maniere.

Le diagramme suivant commute :

(V) @ (FK)O(V) @ F<(K)(V) “E5 T (V) @ f<(E)(V)

lek®2,v JHK,V

FEUE)(V) @ fUE)(V) —————— [<UK)(V),

en effet, puisque p est la restiction & f<"(K)"® f<"(K) d’un morphisme de F<". Donc, comme

Oxozy (Y@ u(a®b)) = u(a®@0k,v(y®b)) lorsque a est en degré 0, on en déduit que si z est dans

g<"(K)(V,¢), c’est a dire si z = ab avec a € N ker(y), Ox,v(y® z) = abk v (y @ b)
v f<P(K)OF;
V#
et donc x € g<"(K)(V, ). O

Remarque 3.3.36. La naturalité de 0xy et Oy, et le fait qu’elles induisent une struc-

ture de module dans U sur f<"(K)(V) et f<?(M)(V) sont conservés lorsqu’on les restreint

a g<"(K)(V,¢) et g="(M)(V, $). On notera O vy et O (v,4) ces restrictions.

Définition 3.3.37. Soit K<" la sous-catégorie de /<" dont les objets sont des algebres instables

et les morphismes des morphismes d’algebres instables.
On en déduit les deux théoremes suivant.

Théoréme 3.3.38. Soit K une algébre instable finiment engendrée en tant qu’algébre sur A.
Alors g<"(K) est un foncteur de S(K) dans K=" tel que pour tout (V,¢) € S(K), g<"(K)(V, ¢)

est muni d’une structure de module naturelle en (V, @), I'*(V)®@g<"(K)(V, ¢) = g<*(K)(V, ¢) de

telle sorte que l’isomorphisme de modules instables tronqués f<"(K)(V) = I1 g (K)(V, )
¢ K—H*(V)
est un isomorphisme dans KCF<".

Remarque 3.3.39. Notons que, pour F € KF<" tel que pour tout espace vectoriel V e Vf
spec(FY(V)) est fini, on peut définir pour ¢ € spec(FO(V)) F(V,¢) := F(V) ®@pogy) Fa(e) et
obtenir de la méme maniére un isomorphisme KF<" F(V) = II F(V, ).
pEspec(FO(V))

Théoréme 3.3.40. Soit K une algébre instable finiment engendrée en tant qu’algébre sur A
et soit M € K —U. Alors g<"(M) est un foncteur de S(K) dans U™ tel que pour tout
(V,9) € S(K), g<"(M)(V, ¢) est muni d’une structure g<"(K)(V, ¢)-module naturelle en (V, @)
et g<" WV, @) est muni d’une structure de module naturelle en (V, ¢), F*(V)®g<”(7\_4\)TV, o) —
g<”m‘/, @) de telle sorte que lisomorphisme de modules instables tronqués f<"(M)(V) &
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g<"(M)(V, @) est un isomorphisme dans f<"(K)— F<" (la catégorie des f<"(K)-
b M—H*(V)
modules dans F<").

3.4 Les catégories /Nil; et SetV)™

Comme nous I'avons vu dans la section précédente, pour K une algebre instable et V' un
espace vectoriel de dimension finie, la structure d’algebre de Boole de f(K)(V) joue un role
important dans I’étude de f<"(K). La proposition 3.3.1, nous permet de relier 'étude de f
considéré comme un foncteur de Y/ dans B a I’6tude du foncteur, déja étudié dans [HLS93], qui

a une algebre instable K et a un espace vectoriel V' associe I’ensemble profini Homy (K, H*(V)).

Dans cette partie, nous allons nous intéresser & des foncteurs de Y/ dans les ensembles, ces
constructions ne sont pas propres a p = 2, en général, Y/ désignera la catégorie des F)-espaces
vectoriels de dimensions finies, pour p un nombre premier, quand on s’intéressera a des foncteurs
quelconques de V¥ dans Set. On se restreindra au cas p = 2, uniquement lorsqu’on étudiera des

foncteurs provenant d’algebres instables sur I’algebre de Steenrod.

3.4.1 La catégorie de Rector

On rappelle ici la définition de la catégorie de Rector introduite dans [Rec84] et utilisée par
exemple dans [HLS93], [Hea20] et [Hea21], qui nous permettra par la suite, pour K une algebre
instable noethérienne, de réduire I’étude du foncteur qui a V associe Homy (K, H*(V')) a I’étude

d’un foncteur ne prenant qu’un nombre fini de valeurs non triviales.

Définition 3.4.1. Soit R(K) la catégorie de Rector définie comme la sous-catégorie pleine de
S(K) dont les objets sont les couples (V, @) tels que H*(V') est finiment engendré en tant que
K-module pour la structure de K-module induite par ¢ : K — H*(V).

Remarque 3.4.2. Pour (V,¢) dans R(K) et a : W — V un morphisme d’espace vectoriel,
(W, H*(«) o ¢) est dans R(K) si et seulement si « est injectif.

On va voir par la suite que, pour K une algebre noetherienne, on peut reconstituer S(K) a
partir de R(K).

3.4.2 Les foncteurs Homy (K, H*(_)) et Homysg (K, H*(_))

Définition 3.4.3. Soit VT la sous-catégorie de V/ contenant tous les objets de V7 et dont les

morphismes sont les morphismes injectifs d’espaces vectoriels.

Définition 3.4.4. 1. Soient Set™)” et Set(VD” les catégories de foncteurs contravariants

respectivement de V/ et VZ dans la catégorie des ensembles.
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2. Soient FinV)” et Fin(VD™ les catégories de foncteurs contravariants respectivement de
VI et VT dans les ensemble finis.

3. Soient Pro(}"in(vf)op) et Pro(FinVD™) les catégories de pro-objets dans les catégories
]:in(vf)op et Fin(VD”,

4. Soient, enfin, PAnV?” ot PAnVD™ les catégories de foncteurs contravariants de V7 et

VZ dans les ensembles profinis.

Notons qu’il existe un diagramme commutatif de foncteurs, dans lequel les fleches verticales

sont les foncteurs restrictions a VZ, que nous noterons O.

FinV” — Pro(Fin™)™) —— PinV)” — Set™)”

| | L]

FinVD?* — Pro(FinVD”?) —— PAinVD* —— Set (VD

Définition 3.4.5. Soit K une algebre instable, on définit Homy (K, H*(_)) et Homyy o (K, H*(_))
respectivement dans StV ot Set(VD)” qui a un espace vectoriel V' associent respectivement
les morphismes d’algebres instables de K dans H*(V') et les morphismes d’algebres instables ¢
de K dans H*(V) tels que ¢ fait de H*(V') un K-module finiment engendré.

Remarque 3.4.6. Si K est finiment engendrée en tant qu’algebre sur lalgebre de Steen-
rod, alors pour tout espace vectoriel V' de dimension finie, Homyx (K, H*(V')) est fini. Donc
Homyc (K, H*(_)) et Homgy, (K, H*(_)) sont respectivement dans FinW)?* et Fin(VD™,

En particulier, si K est noethérienne Homy (K, H*(_)) et Homygg (K, H*(_)) sont respective-
ment des objets de FinV? et Fin(VD”,

Proposition 3.4.7. Soit K une algébre instable quelconque, alors Homy (K, H*(_)) est dans
Pro(Fin¥)).

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 3.3.9. 0

Remarque 3.4.8. Homyy, (K, H*(V)) est fonctoriel sur (VZ)°P, mais n’est pas fonctoriel en
K. En effet, pour @ : K — R un morphisme d’algebre instable et v : R — H*(V') induisant
une structure de R-module finiment engendré sur H*(V'), la composition v o « ne fait pas
nécessairement de H*(V) un K-module finiment engendré. Homgyq (K, H*(_)) n’est donc a

priori pas dans Pro(FinVD™).

Notons g, le foncteur de K dans Pin¥) qui & K associe Homy (K, H*(_)).

Définition 3.4.9. Soit £ le foncteur linéarisation de Pfin®™")” dans F , qui a un foncteur F

W)

dans les ensembles profinis associe le foncteur qui & V' e Y/ associe Fg algebre des fonctions
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continues de F(V') dans Fa.

Et soit Pﬁng}’f)‘”’ la sous catégorie pleine de PtinV)"

dont les objets sont ceux dont I'image

par L est dans F,.
Le théoréme suivant est une conséquence de la proposition 3.3.10.

Théoréme 3.4.10. [HLS93, Partie 11.1] Le diagramme suivant est commutatif et induit une

équivalence de catégorie entre les catégories IKC/Nily et Pﬁn&vf)op :

K —L i)

L, |

uUu——7F.
Remarque 3.4.11. Ce théoréme n’est pas spécifique au cas p = 2.

Puisque le foncteur £ est a valeurs dans la catégorie des algebres dans F, mo L est a valeurs

dans K.

Définition 3.4.12. Soit b : Pin)™ — K défini comme la composition de £ par le foncteur

m.

3.4.3 SetV)” et SetVD”,
Dans cette partie, nous allons rappeler la notion d’élément régulier d’un objet dans SetVH™,
L’intérét de cette construction est de ramener ’étude de Homy (K, H*(_)), pour K une algebre

noethérienne, a celle de Homyg g (K, H*(_)).

Définition 3.4.13. [HLS93, Partie I1.2] On dira d’une algebre instable K qu’elle est de degré de
transcendance d € NU{oo} si d est la borne supérieur des cardinaux d’ensembles finis d’éléments

homogenes de K algébriquement indépendants.
Remarque 3.4.14. En particulier, si K est noethérienne, K est de degré de transcendance fini.

On verra que pour K de degré de transcendance d, Homygg (K, H*(V)) est trivial pour
dim(V') > d.

Proposition 3.4.15. [HLS93, Proposition-Definition 5.1] Soient G € Set(v'f)op, Ve Vet
s € G(V). Alors, il existe un unique sous-espace vectoriel U de V' que 'on dénotera ker(s), tel

que :
1. Pour tout t € G(W) et tout morphisme o« : V. — W tel que s = G(«)(t), ker(a) C U.

2. Il existe Wy dans (V))P, to € G(Wy) et ag : V — Wy tels que s = G(ap)(t) et
ker(ag) =U.
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3. Il existe to € G(V/U) tel que s = G(m)(to), ou m est la projection de V sur V/U.

Définition 3.4.16. Soient G € SetV)™ Ve Vf et s € G(V). On dit que s est régulier si
ker(s) = 0.
Soit reg(G)(V) :={z € G(V) ; ker(xz) = 0}

Soit K une algebre instable connexe dont le module des indécomposables Q(K) := I/I? (o1
I désigne l'idéal d’augmentation de K) est localement fini. Alors, d’apres [DW92, Proposition
4.8], et pour @« : K — H*(V) un morphisme d’algebre instable, « = H*(7) o & avec &
K — H*(V/ker(w)) un morphisme d’algebre instable régulier induisant sur H*(V/ker(a)) une
structure de K-module finiment engendré.

On rappelle la définition d’un foncteur noethérien introduite dans [HLS93]

Définition 3.4.17. Soit F un foncteur de (V/)° dans les ensembles profinis, on dit que F'
est noethérien si il est & valeur dans les ensembles finis et si, pour tout s € F(V) pour V un

espace vectoriel de dimension finie et pour tout morphisme « & valeur dans V, ker(F(a)s) =
a(ker(s)).

Proposition 3.4.18. [HLS93, Théoréme 7.1]
1. Si K € K est noethérienne, Homy (K, H*(_)) est noethérien.

2. Si F € SetV)™ est noethérien, alors b(F) € K est noethérienne.
Lemme 3.4.19. Soit F' un foncteur noethérien, alors, reg(F') est un objet de FinVD

Remarque 3.4.20. reg n’est pas un foncteur, en effet, si v est une transformation naturelle
entre deux foncteurs F' et G, 'image par v d’un élément régulier n’est pas nécessairement
régulier, on ne peut donc pas définir d’application reg(y). Par exemple, si on fixe V et U ou
U est un sous-espace vectoriel de V', considérons le morphisme de foncteur Homp, (_, V) 5
Homp, (_, V/U) induit par la projection de V' sur V/U. Alors, idy est régulier dans Homg, (V, V)

mais ker(m oidy) = U dans Homg, (V, V/U).

Proposition 3.4.21. [DW92, Proposition 4.8] Pour K une algébre instable noethérienne, on a
un isomorphisme naturel reg( Homyc (K, H*(_))) = Homyyq (K, H*(_)).

On rappelle que O est le foncteur oubli de F in)™ dans FinVD* induit par restriction a
(VZ)°P. On définit I'extension de Kan a gauche de O le long de 'identité.

Proposition 3.4.22. Le foncteur O a un adjoint & gauche, qui & un foncteur F € FinVD™

N N dim(V')
associe F, défini par F(V) = |] F(Fg) X Gl (F,) Suri(V, Fg)
d=0
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Démonstration. Justifions d’abord que F définit bien un objet dans F in) A un morphisme
o : V — W on associe F(a) de la maniére suivante : o s’écrit de maniére unique, modulo

l'action d’un élément de Gly(F,), comme une composition de la forme suivante

V—— W

N

Etant donné ¢ une surjection de W dans F) ce diagramme s’insére de maniere unique, toujours

modulo 'action d'un élément de Gl;(F,), dans un diagramme commutatif de la forme suivante :
Vv = w
\4 /
d 5
Fp
E

t
FP

0

Alors, pour (z,6) le représentant d'une classe dans F(IF)) xqy,(r,) Surj(W,Fy), F(a) [z, 0] dé-
signe alors la classe de (F(8)(z), & o), cette classe ne dépend pas du représentant (x, ) choisi.

(vI)°r

De plus, cette construction est naturelle en F, (;) définit bien un foncteur de Fin dans

Fin®)™,

Soit ¢ une transformation naturelle de F' dans A, ot A est un objet de Fin)?, Alors, pour

tout espace vectoriel V,

dim(V)
dv |_| F(Fp) Xa1y(,) Surj(V.Fp) — A(V).

Or, on a un isomorphisme naturel en V, F(V) = F(ngm(v)) X y Surj(V, ngm(\/)). Donc

le morphisme

Gldim(v) (FP

ov| FEIV)) aimn(v)

Glgim(v) (Fp) SUL] (VIF

induit un morphisme ¢(¢)y de F(V) dans O(A)(V). ¢(¢) est une transformation naturelle. En
effet, soit o un morphisme injectif de V' dans W, alors, pour (z,6) € F (Fdlm(w)) X Gl () (Fp)
Surj(W, IF‘glm ) oy (EF(a)(z,8)) = (F(0)(z),@om) ot §, & et m ont la méme signification que

dans le diagramme ci-dessus, or (F(8)(z),& o 7) s’identifie avec F(a)(z,d) par I'isomorphisme
naturel entre F(V) et F(Fdlm(v)) X Gl vy (Fp) SUTi(V, ngm(v)), t(¢) est donc bien une transfor-
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mation naturelle.

Réciproquement, pour ¢ une transformation naturelle entre F' et O(A), on définit

VP + F(V) = A(V)

de la fagon suivante, a (z,0) € F(Fg) X Gl (r,) Surj(V, Fg) on associe A(5)(¢]Fg (z)). La naturalité
de v(¢) est une conséquence immédiate de la définition de F(a) pour a un morphisme d’espace

vectoriel. Alors, v et ¢ sont inverses I'un de 'autre ce qui conclut la preuve. O

Proposition 3.4.23. Soit F' un foncteur noethérien, alors on a un isomorphisme naturel
reg(F) =2 F.

Démonstration. Soit F' un foncteur noethérien. Pour V' un espace vectoriel, on définit le mor-
= F - F
phisme suivant de reg(F')(V) dans F(V) de la maniére suivante : reg(F)(V) V)
[(z,)] = F()(=),
pour x un élément régulier de F(Fg) et v une surjection de V dans IFg. Alors, la proposition
3.4.15 garantit que ce morphisme est bijectif, et la condition de nothérianité de F' garantit que

ce morphisme est naturel en V. ]

Corollaire 3.4.24. Soit K une algébre instable noethérienne, on a une bijection naturelle en

v,
dim(V)

Homyc (K, H*(V)) 2 | | Homyyg (K, H*(FL)) X gy (v, Surj(V,F2).
d=0

3.4.4 Foncteur décalage dans SetV)™ et SetVD”

On s’intéresse, pour V un espace vectoriel de dimension finie, & Homx (Ty (K), H*(_)) et
Homyy g (T (K), H*(_)). Par la définition du foncteur T', Homy (T (K), H*(_)) est facile a
identifier. En effet, pour tout espace vectoriel de dimension finie W, Homx (Ty (K), H*(W)) =
Homy (K, H*(V & W)).

(V)°" dans elle méme et qui

Définition 3.4.25. On définit le foncteur Xy sur la catégorie Set
se restreint & Fin®)” | par (EwF)(V) := F(V & W) pour tout espace vectoriel de dimension

finie V et Xy F(«) := F(a @ idw) pour tout morphisme «.

Proposition 3.4.26. Soit K une algebre instable finiment engendrée en tant qu’algebre sur A,

alors on a lisomorphisme naturel suivant : Xy Homyc (K, H*(_)) = Homy(Tw (K), H*(_)).

Remarque 3.4.27. Pour V un espace vectoriel de dimension finie fixé, et F € Set(vf)Op,

W — S F(V) définit un objet de Set™).
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Définition 3.4.28. Pour V un espace vectoriel de dimension finie et ' un objet de Set(vf)Op,

soit prpw de Zw F(V) dans F(W) =: ¥y F(0), le morphisme naturel en W induit par Iinjection
de 0 dans V.
Soit alors ¢ € F(W), on définit Xy F (V) la fibre au dessus de ¢ par prw. Xgy,p)F est

un foncteur sur (V/)°P.

Lemme 3.4.29. Pour K une algébre instable on a que

Sv,g) Homuc (K, H* (L)) = Homic (T(v,g) (K), H*(L))-

op

Proposition 3.4.30. Soit W un espace vectoriel de dimension finie et F' dans SetV) , alors

on a un isomorphisme naturel en V, Sy F(V) = || ZgyeF (V).

peF (W)
Démonstration. 11 suffit de justifier que cet isomorphisme est naturel en V. Or, poura : H -V
un morphisme d’espaces vectoriels et f € Xy o) F (V) C S F(V), alors Xy F(a)(f) = F(idw @
a)(f) vérifie que ppw (Ew F (o) (f)) = F(idw @ 0m) (F(idw @ o) (f)) = F(idw @ 0v)(f) = ¢ par
hypothese. Donc, f € Xy, F'(V) implique que a* f € Xy, F'(H), ce qui conclut la preuve. [

Remarque 3.4.31. On pourrait définir de maniére similaire & Yy, un foncteur Sy de SetVD™
dans elle méme, mais dans ce cas Sy F # Sy F. Et donc, en général pour K une algébre instable
noethérienne, EWHom]Cf'g_(K, H*(_)) # Homgyg (Tw (K), H*(_)).

—_~—

En s’inspirant du travail de [Nagl9], on définit un foncteur Y, tel que Sy F soit naturel-

lement isomorphe & Yy F.

Définition 3.4.32. Soient V, W et U des espaces vectoriels de dimensions finies, on définit
Fw(V,U) :={¢ € Surj(V & W,U) | ¢lveo est injectif}.

Définition 3.4.33. Soit F' € SetVD™ et V et W des espaces vectoriels de dimensions finies,
on définit Xy F (V) de la facon suivante :

dim(V)+dim (W)

SwF(V):= | ] F(FY) x g1y, DTw (V. FY).
d=0

Proposition 3.4.34. Soit ' € SetVD™ et W un espace vectoriel de dimension finie, alors
SwF e SetVD” Sy définit done un foncteur de SetVD” dans SetVD™ .

Démonstration. Pour o : V — U un morphisme injectif, on définit Sy F(a) : SwF(U) —
YwF(V) de la maniere suivante. Soit [(z,7)] une classe d’équivalence dans F(F9) xq a(Fp)
Tw (U, Fg), alors la composition de v par idy @ « se factorise de maniére unique, modulo le

choix d’un isomorphisme f entre (y o (idw ® «))(W @ V) et F, pour un certain entier ¢, en
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vyo(dy da) =WaV i I, & Fg. Alors, on définit Sy F(a) [(z,7)] = [(F(&)z,7)]. Ce
morphisme est bien défini ce qui fait de Yy F un foncteur sur (VI)°P. O

Remarque 3.4.35. Soit F' € SetVD™ alors Ly F(0) = F(W) et cet isomorphisme est naturel
en W. Plus généralement, remarquons que, pour V un espace vectoriel de dimension finie fixé,

¥ F(V) : W S F(V) est un objet de SetV)P

Proposition 3.4.36. Pour ' un objet de SetVD™ et V et W des espaces vectoriels de dimen-

—_~—

sions finies, on a un isomorphisme naturel en V, EWF(V) = EWF(V).

Démonstration. Soit ¢ @ VW — Fg un morphisme surjectif, alors ¢ se factorise en un

diagramme commutatif de la forme suivante :

VeWw

<25\MS A

m(¢|veo) ® W

ou i désigne l'injection de Im(¢|ygo) dans Fg. En choisissant un isomorphisme de Im(¢|yq0)

vers [F) pour n la dimension de Im(¢|yao), ¢ se factorise de la manieére suivante :

Vaew ¢ Fd

p

Fr oW ,

avec hh{?g injectif par construction. Soient ¢’ et A’ deux autres morphismes permettant de fac-

toriser ¢, comme dans le diagramme précédent, alors il existe 5 € Gl,(Fp) tel que ¢ = o g et

dim(V)
W' =ho(a™' ®idw). Donc Surj(V & W,F?) = |_| Ty (F2,F9) x i, (x,) Surj(V,Fp).
On en déduit les isomorphismes naturels suivants :
) dim(V)+dim (W)
SwE(V)= | F@E) xaiw,) Sui(V & W.F),
d=0
dim(V)+dim(W) dim(V)
= L F(FY) xan@,) (L Tw(Fy.Fy) Xa,@,) Sui(V,Fy)),
d=0 n=0

dim(V') n+dim(W)

|| FE xae,) TwFL,FH)) xa, @, Surj(V,Fp),
n=0  d=0

IR
(.
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O

Corollaire 3.4.37. Soit K une algébre instable noetherienne et W un espace vectoriel de
dimension finie. Alors, on a un isomorphisme dans SetVD™ | Homycy, (Tw (K), H*(_))
(Xw Homycp.q. (K, H*(L)))-

Démonstration. En effet, par adjonction Homgy 4 (Tw (K), H*(V')) s’identifie aux morphismes
d’algebre instable ¢ de K dans H*(V & W) tels que ker(¢) C W.

Par définition de ker(¢), ¢ = H*(m) o ¢ avec ¢ : K — H*((V @ W)/ker(¢)) et 7 la projection
canonique de V@& W sur (V & W)/ker(¢). Comme ker(¢) C W, ¢ s’écrit de maniére unique,

modulo conjugaison par un élément de Gly(F,), comme H*(g) o ¢ avec g : VO W — Iﬁ‘g
un morphisme de 'y (V, IFZ), ¢ € Homy, (K, H*(F,)?) et d un entier entre 0 et dim(V) +
dim(W). O

Nous allons construire un analogue a Xy, 4) pour les objets dans SetVD™

Définition 3.4.38. Pour F € Set(VD™ | soit prw de SwF (V) dans

dim(W)
SwF(0)= || F(F) xar,) Tw(0,F) = F(W),
d=0
le morphisme naturel en W induit par l'injection de 0 dans V.
Soit alors ¢ € F(W), on définit i(m¢)F(V) la fibre au dessus de ¢ par ppw.

Lemme 3.4.39. Xy I est un foncteur sur (VI)°P.

Lemme 3.4.40. Pour K une algébre instable on a que

Yv,e) Homycp g (K, H*(_)) = Homycsg. (T(v,p) (K), H*(_))-

VI)op

Proposition 3.4.41. Soient W un espace vectoriel de dimension finie et F dans Set , alors

on a un isomorphisme naturel en V, SywF(V) = || E(W@F(V).

PEF (W)
Démonstration. En effet, I'injection de E(W#))F dans Sy F est naturelle en F par naturalité de
prw et par construction, pour V' un espace vectoriel de dimension fini, les E(VW,)F (V) sont

deux a deux disjoints, et les produit des injections | ] 2(W¢)F (V) = SwF(V) est une
PEF(W)
bijection. O

On va justifier la compatibilité entre les différentes constructions.

Proposition 3.4.42. Soit F € SetYD™ W et V des espaces vectoriels de dimensions finies,

—_—~—

et ¢ € F(W), alors E(W¢)F(V) = E(W@)F(V).
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Démonstration. Le foncteur (_) commute aux unions disjointes, on a donc

SwEWV)= || SweFWV)= || SweFV).

pEF(W) pEF(W)
Par construction, pz;, envoie les éléments de E(W’@F(V) sur ¢. La bijection entre Yy F

et | E(W’@F (V) est donc une union disjointe d’inclusions de la forme E(W7¢)F (V) —

Yw,g)F(V), ces inclusions sont donc des égalités. O

3.4.5 Raffinement

Comme nous 'avons souligné, pour V' un espace vectoriel de dimension finie fixé et F' €
SetVD? 5 F(V) est un objet dans Set(vf)Op, de plus, nous avons défini S(W,cb)F pour ¢ €
F(W). Nous allons expliquer comment se ramener & ne manipuler que des objets dans Set(V1)
sans avoir a utiliser I’extension de Kan. Nous présentons ces constructions a titre informatif,

mais ne les utiliserons pas dans la suite de cette these.

Définition 3.4.43. Soient V', W et U trois espaces vectoriels de dimensions finies, on définit
B(V,W;U) comme ’ensemble des morphismes surjectifs de V& W dans U dont les restrictions

a V et W sont injectives.

Définition 3.4.44. Soit F € SetVD™ | on définit oF, qui & V et W associe oF(V,W) :=
dim(W)+dim(V) .
= F(Fp) xXa,r,) BV, W;Fp)

Lemme 3.4.45. o définit un foncteur de SetVD” dans Set(VD>*(VI)??

Démonstration. On se contente de justifier que o F est fonctoriel en la premiere variable puisque
les deux variables jouent un role symétrique et que la bifonctorialité de oF est équivalente a
la fonctorialité de oF selon chacun des variables. Pour W un espace vectoriel de dimension
finie fixé et « : V <— U un morphisme injectif entre espaces vectoriels de dimensions finies,
on définit oF(a, W) : oF(U W) — oF(V,W) de la maniére suivante. Si f € F(Fg), avec
d < dim(U)+dim(W) et v € B(U, W; F2), soit alors t la dimension de I'image de yo(a®idw) et 3
un isomorphisme de IF; dans cette image, il existe un unique couple (f’,7’) € F (IF;) xB(V, W; IF;)
tel que foy =vo(adidw) et f/ = *f.

Alors, la classe de ce couple dans F (IF;,) X al,(r,) B(U, W;F;;) ne dépend pas du choix de
B. Alors, oF(a, W) envoie la classe de (f,7) dans F(Fg) X a1y (r,) B(U, W;Fg) sur la classe de
(f',~") dans F(IE‘;) X a1, (r,) B(U, W; F;), ce morphisme est bien défini, car la classe de (f’,7) ne
dépend pas du choix de (f,7).

Pour o F(a, W) ainsi défini, o F'(V, W) est bien fonctoriel en V. O
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Proposition 3.4.46. Soit F' un objet de SetVD” et V un espace vectoriel de dimension finie
fixé. Alors, iiF(V) = (oF(_,V)) dans SetV)”

Démonstration. Soient V' et W deux espaces vectoriels de dimensions finies et ¢ € Iy (V, Fg).

Modulo I'action de Gl¢(FF,), ¢ se factorise de maniére unique en un diagramme de la forme

suivante :
Wav d Fd
¢
F,oV ,
dim(W)
avec hlpgo et hlogy injectives. Donc 'y (V, IFg) = B([F}, V;Fg) X G1,(F,) Surj(W, F}).
t=0

On en déduit que

B dim(W) [t+dim(V)
SwF(V)= || ( || FE) e, B(IF;,V;F,%)) X, (k) Surj(W, Fp).
t=0 d=0
Donc,
SwF(V) = (aF(_,V)(W),
ott on a appliqué Pextension de Kan & (cF(_,V)) € Set(VD*", O

Définition 3.4.47. Pour V et W dans V/ et ¢ € F(W) on définit ow,g)F'(V) la fibre au dessus
de ¢ par la transformation, naturelle en W, de o F(W, V') dans o F'(W,0) = F(W), induite par
I'injection de 0 dans V.

{VT)or

Proposition 3.4.48. Soit W un espace vectoriel de dimension finie et F' dans Se , alors

on a un isomorphisme naturel en V., cF(W, V)= || owgF (V).
PeF (W)

Démonstration. Pour V fixé, o F'(W, V) est I'union disjointe des oy, F'(V'), par ailleurs, pour

a : U — V le diagramme suivant commute,

oF(W,V) oF(W,U)

\/

oF(W,0) = F(W)

Les inclusions de o(y,4)F dans o F'(W, V') sont donc naturelles en V. O

Remarque 3.4.49. Dans cette partie, nous avons défini les décalages de foncteurs sur des es-
paces vectoriels sur des corps I, avec p un nombre premier quelconque. La généralisation des iso-
morphismes Homy, (T (K), H*(W)) = Yy Homy, (K, H*(W)) et Homg, (T(v,4) (K), H*(W)) =
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v, Homg, (K,H*(W)) au cas p impair ne sont qu'une conséquence formelle de I’adjonction
entre le foncteur Ty et le produit tensoriel par H*(V'), de la décomposition en composantes
connexes de Ty (K) et de la définition des décalages Xy et Xy 4) en caractéristique p.

3.4.6 Hom interne dans la catégorie SetV")”

, , . . , . f
Le foncteur décalage nous permet de définir un hom interne dans la catégorie SetV')™ | c'est
a dire un bifoncteur hom(_, ) contravariant en la premiére variable et covariant en la seconde,
(vi)e

tel que pour tout F' € Set " le produit par F' ait hom(F, ) comme adjoint a droite.

Lemme 3.4.50. Le foncteur Xy , défini par la définition 8.4.25, est adjoint a droite du produit

cartésien par Homg,(_, W).

Démonstration. On définit une application entre Hom(F x Homg,(_,V),G) et Hom(F, Xy G)
de la maniere suivante, & une transformation naturelle ¢ de F' x Homg, (_, V') dans G, on associe
la transformation naturelle ¢ qui & f € F(W) associe ¢(f) := ¢(F (2" ) (f), 7y "), ot iy, W

et TI'I‘//VGBW désigne les projections de V@ W sur V et W.

Alors, 'application (;) a une inverse qui a ¢ : F' — Xy G associe la transformation naturelle,
qui a (f,«) € F(W) x Homg, (W, V) associe F((idw @ ) o Aw)o(f), ot Ay : W = W oW

est la diagonale de W. O

Définition 3.4.51. Soient F et G deux objets de Set(V))™ | on définit hom(F, G) € Set™)*™
par hom(F, G)(V) = Homg_, syor (F, XyG), pour V un espace vectoriel de dimension finie.

Proposition 3.4.52. hom est un Hom interne dans la catégorie SetV)”.
Démonstration. La fonctorialité de hom(F,G) sur (V)P est juste une conséquence de celle de

V = Yy G. 1l s’agit de montrer que hom(F, G) est 'adjoint & droite du produit ensembliste par F.

On définit une application entre Hom(F' x H,G) et Hom(H,hom(F,G)) de la maniére
suivante : a une transformation naturelle ¢ de F' x H dans G, on associe la transformation
naturelle ¢ qui & h € H(V) associe ¢p(h) : F — Sy G, o, pour f € F(U), ¢(h)(f) =
dvar (F(ry P9 (f), H(m,®Y) (), ot my @Y et m/;®Y désigne les projections de V @ U sur V et
U.

L’application () a un inverse qui a ¢ : H — hom(F, G) associe la transformation naturelle,
quia (f,h) € F(V)x H(V) associe G(Ay)p(h)(f), ot Ay : V= V@V est la diagonale de V.
Le fait, que cette application soit un inverse de (;) est une conséquence de ce que Ay composée
avec la projection sur chacune des deux copies de V' est I'identité.

O
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Corollaire 3.4.53. La transformation naturelle de hom(Homg,(_,W),G) dans YwG qui d

a € Hom(Homg,(_,W),XyG) associe a(idy) € G(V & W) est une bijection naturelle.

—

Lemme 3.4.54. Soit « : G — F un morphisme dans StV qui se factorise a travers
(idg,0) : G — G x Homg,(_,W) et un morphisme de G x Homg,(_, W) dans F. Alors la
composition

PF,W

G—YwF = F,

ou G — BwF est l'adjoint du morphisme de G x Homg,(_, W) dans F, est égale a .

Démonstration. C’est une conséquence directe de la commutativité du diagramme qui suit,

obtenu par naturalité en W de I'isomorphisme d’adjonction :

G it SwF 7 F
G x HOme (7, W) y

ou la fleche entre Yy F' et F' est induite par I'inclusion de 0 dans W. O

La catégorie SetV)r possede un objet terminal, a savoir le foncteur constant égal a un

singleton, .

Définition 3.4.55. On dira qu’un foncteur F est connexe si il existe une unique transformation
naturelle € : * — F, telle que la composée * — F — * soit l'identité. Alors, F(0) est un
singleton, d’unique objet 1p = €p(*). Pour F' un foncteur connexe, on notera exy l'image de =

par €y .
Le résultat suivant est I’analogue pour les foncteurs du lemme 3.3.18.

Proposition 3.4.56. Pour F et G deuzr objets de SetVD" qvec F connexe, W un espace
vectoriel de dimension finie et ¢ € G(W), Hom(F,Xqy,yG) s’identifie avec {y € Hom(F x
Homg,(_,W),G) | YV € Ob((Vf)"p) et Voo € Homg, (V, W) fy(F(m‘{)(lF),a) =G(a)(d)}-

Démonstration. Soit v € Hom(F x Homg,(_, W), G) = Hom(F, £wG), et soit

4 € Hom(F, hom(Homg,(_, W), G)), ou (") est défini comme dans la preuve de la proposition
3.4.52.

Pour tout f € F(V), G 3(idw)(f) = GUEW (W ), mh@W) = 5(F(rl¥ ) (1e), idw).
Donc l'adjoint & v est a valeur dans Yy, G si et seulement si v(F(m)")(1r),idw) est égal

a ¢. Par le lemme de Yoneda, c’est équivalent au fait que pour tout o € Homg, (V, W),

Y(F (g )(1F), a) = G(a)(9). =
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3.4.7 Pro(}"in(vf)op) et Pro(FinVD"),

, . . N . . , . fyop
On va étendre certaine de ces constructions a certains objets de la catégorie Pfin)” . Dans
Pespoir de pouvoir généraliser leur utilisation & 1’étude d’algebres non noethériennes. Si étendre

la définition de ’extension de Kan a des objets dans PinVD?

ne pose pas de problemes, pas
plus que la définition d’un foncteur ¥ sur la catégorie Pro(F in(VI)Op), la difficulté d’appliquer
les méthodes de la partie précédente a des foncteurs non noethériens repose sur le fait que en
général, pour F' € Pin®™) on ne sait pas identifier de foncteur F’ € PAn*" tel que F = F.

On étend le foncteur () A la catégorie PfinD".

R B dim(V)
Définition 3.4.57. Soit G un objet Pfin®*" on définit G(V) := |_| G(FL) x g1, (v, ) Surj(V, F9),

ou Surj(V, Fg) est muni de la topologie discrete.

Proposition 3.4.58. SoitC une petite catégorie, G : C — FinVD” un objet de Pro(]-"in(VI)Op).
Alors, on a lisomorphisme naturel en V, @G(C)(V) = @)(V)

ceC ceC
Démonstration. On rappelle que le foncteur des pro-objets dans les ensembles finis dans les es-
paces topologiques, qui & un foncteur X : C — Fin associe la limite projective de X dans T op,
ou un ensemble fini est considéré comme un espace topologique muni de la topologie discrete,
induit une équivalence de catégorie entre les ensembles profinis et les espaces compacts totale-

ment discontinus.

Soit alors G : C — FinYD™ un pro-objet de la catégorie FinVD  alors,

dim(V)
LLHG ) X Glg(Fp) Surj(V, F; )
d=0 ceC

dim(V

est un céne du systeme projectif donné par les |_| G( ) (F p) X a1y (r,) Surj(V, Fg) Donc par

propriété universelle de la limite, on a une unique apphcatlon continue de

dim(V) dim(V')
lim X Surj(V,F%) dans lim G(c X Surj(V,F%) & travers
dofe_c()()Gld() J(V, ) %dl_lo (e)(F9) Xy (r,) Surj(V, Fe)
dim(V)
laquelle se factorisent toutes les applications de || @G(c)(Fﬁ) X Gly(F,) Surj(V, Fg) dans
d=0 cec
dim(V)

|_| G(c)(F) Xy w,) Surj(V,Fa).

Cette application est une bijection continue, définie sur un compact, puisque les limites

projectives d’ensemble discrets finis sont a valeurs dans les espaces compacts, c’est donc un
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homéomorphisme. Donc,

dim(V) dim(V)
L] ImG(e)(Fp) x iy, Suri(V,Fp) & lim G(e)(Fg) X a1y (r,) Suri(V, Fp),
d=0 ceC ceC d=0
Cest & dire imG(e)(V) 2 1imG(c) (V). O
ceC ceC

Définition 3.4.59. On définit comme précédemment le foncteur Xy sur la catégorie Phin()"
dans elle méme, par (Zyw F) (V) := F(V & W) pour tout espace vectoriel de dimension finie V' et
YwF(a) := F(a®idwy) pour tout morphisme «. On définit de méme le foncteur décalage Xy
de Pro(F in(Vf)Op) dans elle méme, définit comme le foncteur qui & G : € — Fin)™ associe

le foncteur de C dans Fin)™ qui & ¢ € C associe YwG(c).

Proposition 3.4.60. Soit C une petite catégorie, G : C — FinVD" un objet de Pro(]:in(vf)OP).
Alors, ZW@G(C) = l'&leG(C).

ceC ceC

Démonstration. En effet, pour tout V espace vectoriel de dimension finie,

(EWL &_G WVaeWw)= (@EWG(C))(V),
ceC ceC ceC
et ces isomorphismes sont naturels en V. ]

Définition 3.4.61. Pour C une petite catégorie et G : C — Fin(VD™ un objet de Pro(fin(VI)OP),
soit Xy G Pobjet de Pro(FinH™) défini par

dim(V)+dim (W)

SwG(e)(V) = L G(c)(Fp) X ay(e,) Tw (V, Fp).
d=0

Corollaire 3.4.62. Soient C une petite catégorie et G : C — FinVD™ un objet de Pro(fin(vz)op).

e~ —~—

Alors, SwG = ZwG et SwlimG(c)(V) = ImEw G(e)(V).
ceC ceC

P

Démonstration. Pour tout ¢ € C, on a LyG(c) = (SwG)(c) d’apres la proposition 3.4.36, on en

déduit le premier isomorphisme, le second est alors une conséquence de la proposition 3.4.60. [

Définition 3.4.63. Soit G : C — Fin™) un objet de Pro(]—'in(vf)Op). Soit ¢ € @G(c)(W),
ceC
on définit ¥y 4)G comme le pro-objet qui a ¢ € C associe X(yy,4,)G(c) ol ¢, est 'image de ¢

par I'application canonique de limG (¢)(W) dans G(c)(W).
ceC
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Proposition 3.4.64. Soit G : C — Fin™¥)™ un objet de Pro(fin(vf)OP). Soit ¢ € @G(c)(W),

ceC
alors %(Z(W7¢)G)(C) est la fibre de ZW%G(C) — %G(c)(W} au dessus de ¢ dans Pfin¥)” .

Démonstration. Les compositions ZW@G(C) = @ZWG(C) — YwG(c) = G(c)(W) induisent
ceC ceC
par propriété universelle une application continue ZWyLnG(c) — I&HG(C)(W) De méme, on
ceC ceC
a une inclusion continue I'&HZ(W@c)G(c) — EWyLnG(c) induite par les inclusions de chacun

ceC ceC
des Ly,4,)G(c) dans By G(ce), c’est donc un homéomorphisme sur son image. Enfin, soit x €

YwlimG (c) son image dans ImG (c)(W) est ¢ si et seulement si son image dans chaque Xy G(c)
ceC ceC
est un antécédent de ¢, c’est a dire si et seulement si il est dans I'image de l'glE(W’%)G (¢). O
ceC

Définition 3.4.65. Soit G : C — Fin”D™ un objet de Pro(Fin*D*). Soit ¢ € imG(c)(W)
ceC

@:)(W), on définit E(W@G comme le pro-objet qui a ¢ € C associe S(W(bC)G(c) ou ¢, est
ceC
I'image de ¢ par 'application canonique de @G(C)(W) dans G(c)(W).

ceC

Remarque 3.4.66. Par la proposition 3.4.58, si G est un pro-objet dans la catégorie des fonc-

—_—

teurs sur (V/)°P & valeur dans les ensembles finis, E(W,d,)G(c) = Y(w,4)G(c), et donc T&li(vy’qg)G(C)(V)

ceC
est la fibre au dessus de ¢ de l'application EW@G(C)(V) — leG(c)(W)
ceC ceC
Proposition 3.4.67. Soit G : C — FinD™ un objet de Pro(FinVD™). Soit ¢ € l&lé(vc)(W),
ceC
alors Ygl(i(m/,(ﬁ)G)(c) est la fibre de EW@G(C) — @G(c)(W) au dessus de ¢ dans Pfin¥ D"
ceC ceC ceC
Démonstration. Ce résultat se montre de la méme maniere que la proposition 3.4.64. O

3.5 Les catégories (V)" | F

Soit K € K, une algébre finiment engendrée en tant qu’algebre sur A. Dans le théoréme 3.2.6,
nous avons montré que (K —U)/Nil, est équivalente & f(K) — F5™. Nous allons introduire la
catégorie (V/ )(Vf)op 1 sf(K) dans laquelle il sera plus facile de manipuler un foncteur décalage
faisant le pendant dans les foncteurs du foncteur T{y 4. Cette section nous sera utile dans la
partie 4.2.3.

3.5.1 Les catégories K;, —U/Nily et (V)Y | sf(K)

Soit K une algebre instable, le foncteur f restreint a K — U est a valeur dans les objets N

de F,, tels que pour tout espace vectoriel de dimension finie V', N (V') est muni d’une structure
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naturelle en V' de module sur l'algebre de Boole F gom’C(K’H*(V)). Pour des raisons techniques

dans la démonstration du théoréeme 4.2.15, nous souhaitons nous ramener a 1’étude de foncteurs
de méme variance que le foncteur Homy (K, H*(_)). Dans le cas ot K est noethérienne et ou
on se restreint a des objets M de K — U finiment engendrés en tant que K-modules, par le
corollaire 3.3.27 on peut se ramener par dualité a I’étude du foncteur Hompg ¢/ (M, H*(_)(_)).

Cette partie est consacrée a développer le formalisme adapté a ce contexte.

Définition 3.5.1. Pour K € K soit Ky, —U la sous catégorie pleine de K —U des K-modules

instables finiment engendrés en tant que K-modules.

Définition 3.5.2. Pour p un nombre premier, soit F' € Set(vf)op, on définit (Vf )(Vf)op J F
la catégorie dont les objets sont les foncteurs G contravariants de V/ dans V/ tels que pour

tout Fp-espace vectoriel de dimension finie V', G(V') soit muni d’'une décomposition G(V') =

@B G(V, o) telle que pour o un morphisme de W dans V', G(«) envoie G(V, ¢) dans G(W, F(«)(¢))
per(V)
et dont les morphismes de G vers H sont les transformations naturelles qui, pour ¢ € F(V),

envoient G(V, ¢) dans H(V, ¢).

Remarque 3.5.3. Cette construction est similaire a celle de la catégorie des foncteurs de la
catégorie de Grothendieck associée & F' vers V, qui est définie et étudiée dans [Dja06, Section
6.1].

Définition 3.5.4. Pour A € KF, soit Ay, — F (resp. Ap4 — Fu), la sous-catégorie pleine de
A — F (resp. A — F,) dont les objets sont les objets N, tels que pour tout ¢ € spec(A(V)),
N(V, gb) = N(V) ®A(V) FQ((b) est fini.

Lemme 3.5.5. Le foncteur f restreint a la catégorie Ky, —U est d valeurs dans f(K)fq — Fo.

Démonstration. Pour M € Ky —U, f(M)(V,¢) = Tiy,4)(M)° = Homg_y (M, H*(V)(¢))* qui
est fini. ]

Définition 3.5.6. Soit A € ICF tel que pour tout V', spec(A(V)) est fini et soit sA € Set(Vf)op, le

foncteur défini par sA(V') := spec(A(V)). Tout objet N de Af, —F se décompose naturellement

en N(V)= @ N(V,¢) (confere le lemme 3.3.3). On définit h(N) € (V))V)™ | sA par
bESA(V)

MN)V)= @ N(V,¢)! qui appartient bien a h(N) € (V)Y | sA puisque pour tout ¢,
peSA(V)
N(V, @) est fini et que sA(V) est fini.

Théoréme 3.5.7. Soit A € KF tel que pour tout V', spec(A(V)). Alors, le foncteur h induit

une équivalence de catégorie entre la catégorie Ay, — F et (Vf)(vf)op J sA.

Démonstration. h a pour inverse le foncteur de (Vf)(vf)op 1l sAdans Ay, — F qui a H associe

~Y

H' € F munie de la structure de A-module donnée par I'isomorphisme A(V) 2 @ F2d4 et
pesA(V)

(5¢)9U:()si:l7€H(V,¢)ﬁ avec | # ¢ et dpx =T six e H(V,¢)t O
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Corollaire 3.5.8. Pour F' € Fin™)™ on a une équivalence de catégorie entre (Vf)(vf)OP I F
et (]Fg)f.g_ - F.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 3.3.1. O

Remarque 3.5.9. Puisque, pour K € K, M € Ky, — U,V € VI et ¢ € Hom (K, H*(V)),
(T(v.gy(M)°)F = Homp_yy (M, H*(V)(¢)), le foncteur ho f : Kpy —U — (V)OD™ | sf(K)

vérifie (ho f)(M)(V) = ) Hompg (M, H*(V)(¢)).
¢c€Homg (K,H*(V))

3.5.2 Décalage dans la catégorie (V/)V)™ | F
Pour K une algébre instable finiment engendrée en tant qu’algebre sur A, nous souhaitons
définir des foncteurs de décalage dans (V/ )(Vf)Op 1L sf(K) de telle sorte que
Homgy, (o) (Tv (K), H*(_)(_)) = AyHomg (K, H*(_)(L))
et
Homr, . (re)-u(T(v,e) (K), H* (L) (L)) = AgyHomp (K, H* (L) (L)),

ou H*(_)(_) est le foncteur qui a (V, ¢) € S(K) associe H*(V)(¢) € K —U.
Commencons par considérer le comportement des objets de A — F vis a vis du foncteur Ay
(cf définition 2.1.13), pour A € KLF.

Lemme 3.5.10. Soit A€ CF, et N € A—F. Alors, AyA e KF et AyN € AyA— F.

Ay A(W) et AyN(W) sont des A(V)-modules via le morphisme d’algebre Ay A(0) —
Ay A(W) induit par 'injection de 0 dans W et cette structure de module est naturelle en
w.

Définition 3.5.11. Pour A € KF, ¢ € spec(A(V)), et N € A — F, soit A,y A € KF défini
par A(V7¢)A(W) = AvA(W) ®A(V) ]Fp((ﬁ) et A(V,(;ﬁ)N S A(V7¢)A — F défini par A(V@)N(W) =
AyNW) @4y Fp(9).

Proposition 3.5.12. Pour K € K, M € K —U, V un espace vectoriel de dimension finie et
¢ € Homi (K, H*(V)), Ay f(M) est naturellement isomorphe dans Ay f(K) — F a f(Tyv(M))

Démonstration. C’est une conséquence de la définition du foncteur f et des foncteurs Ay et
Aw.g): -

Définition 3.5.13. Pour F € Fin®™)™ ot V un espace vectoriel de dimension finie sur F,, soit
Ay : (WHOD” | P wHOD” | sy F,
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défini par Ay G = b GVaeW,e), pour G e (Vf)(vf)w L F et W un Fp-espace vectoriel
PeF(VoW)
de dimension finie.

Par ailleurs, pour ¢ € F(V), soit
fyo o
A(de)) : (Vf)(v )r \L F — (Vf)(vf) Y \L 2(V,¢))F

défini par Ay, G = &) GV & W), pour G € (Vf)(vf)Op L F et W un F,-espace
YEX (v, F(W)
vectoriel de dimension finie.

Lemme 3.5.14. Pour A € KF de spectre fini et V. un espace vectoriel de dimension finie, h le
foncteur défini dans la définition 3.5.6 et N € Ay — F, h(AyN) = Ayh(N).

Pour A € KF de spectre fini, V un espace vectoriel de dimension finie et ¢ € spec(A(V)) et
NeApy —F, MAwgN) = Awgh(N).

Démonstration. Notons que Ay N € Ay A — F, alors
hAYN) € WHVD” | sApA = WHVD? | 554,

puisque spec(AyA)(W) = specA(V @ W), le premier isomorphisme n’est alors qu’une consé-
quence directe de la définition du foncteur h.
On montre de méme le second isomorphe en utilisant que spec(A v, 4) A) (W) est naturellement

isomorphe a ¥y, 4yspec(A)(W). O

Corollaire 3.5.15. Pour K une algébre instable finiment engendrée en tant qu’algébre sur A,

et M € Kyy —U, on a les isomorphismes naturels suivants, respectivement dans (Vf)(vf)op d
Sy Homyc (K, H*(_)) et (V) | Sy ) Homye (K, H*(_)).

Homy, (r0)—u(Tv (K), H* (L) (L)) = Ay Homg (K, H*(_) (L))
et

Homg,  (5)-u(T(v,e)(K), H (L)(L)) = Aqv,g) Homg (K, H* (L) (L))

Définition 3.5.16. Pour o : F — F’ un morphisme dans Set(vf)op, soit
Ho : WD L F - (00D |,

qQuiaG e (VHVD? | FtelqueG(V)= @ G(V,¢),associe G(V) = @ b GV, 9).
peF (V) YEF'(V) geay,' ({})

Exemple 3.5.17. Pour F € Set(w)Op I'unité de 'adjonction ngy : Ly F x Homg,(_,V) = F

(cf lemme 3.4.50) induit le foncteur H,),,, de WHOD" | Sy F x Homp, (_, V) dans wHvH |
F.
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Définition 3.5.18. Pour F et F’ des objets de Set™)™ et G € (WH)V)7 | F et G €
WHOND™ | F soit G G e (WY | F x F défini par

o~

Remarque 3.5.19. Pour tout V € V/, on a un isomorphisme d’espace vectoriel (G ® G')(V)
G(V)o G (V).

Alors, pour G € (Vf)(vf)op L XvF, G®F, [Homg,(_, V)| appartient a

(Vf)(Vf)"p 1 Yy F x Homg, (_,V)

dans (V)W) | F.
De méme, pour ¢ € F(V) et pour 1 (v,4) obtenue en composant I'unité de I'’adjonction ¥y F'x

et s’envoie donc, par Hy, ,,
Homp,(_,V) — F par l'injection naturelle %y 4 F x Homg,(_,V) — Sy F x Homg,(_, V),
Hyp v wHvH | Y, F @ Homp, (_, V) — (WHY) | F. On obtient ainsi que, pour
G e whvhr, Y F, G®F, [Homp,(_,V)] est un objet de VHOD?" | F.

Définition 3.5.20. Pour F € Fin™) et ¢ € F(V), soient
- ® Fp [HOIHFP (7’ V)} . (Vf)(Vf)°p ISy F — (Vf)(yf)op |F

et
—? @, [Homg, (V)] : W) LS F = WD L F

qui a G et J respectivement dans (Vf)(vf)op 1 ZyF et (Vf)(vf)op 1 B, associent G @
Fp [Homp,(_,V)] et J @ F, [Homg,(_,V)] muni des décompositions sur F induites par H,,,
et H

NF,(V,¢)"
Remarque 3.5.21. Pour K € K, (V,¢) € S(K) et M € Ky, —U, ho f(M? ® H*(V))
ho f(M)? @ F, [Homg,(_,V)].

Notons que pour *x ’objet final de fin(vf)op, qui est constant égal a un singleton, (Vf)(vf)op +

* est isomorphe a (Vf)(vf)Op.

Lemme 3.5.22. Pour V un Fj-espace vectoriel de dimension finie, le foncteur
Ay o (WO e (0D |

est adjoint & droite du foncteur — @ F, [Homg,(_,V)].

Démonstration. L’isomorphisme entre Hom <Vf)op\l/*(G ® Fp, [Homp, (_, V)], H) et

(Vf) P \—
Hom(w)(vf)opi*(G, Ay H) est le morphisme qui & v de G ® F, [Homp, (_, V)] dans H associe §
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qui & g € G(W) associe v(G(m ") (g), 7. V) € H(VaW) pour 1"V et my,®W les projections
de VW sur WetV.

Son inverse est le morphisme qui a v de G dans Ay H associe le morphisme 4 qui & ¢ ® «
avec g € G(W) et a € Homg, (W, V) associe H (idw @ a)y(g). O

Corollaire 3.5.23. Pour F € FinV)", V e Vf et ¢ € F(V), les foncteurs
— @ Fy [Homg, (L, V)] (Vf)(vf)op LYy F — (Vf)(Vf)Op lF

et
~ @ Fy [Homs, (L, V)] = WHVM)" LSy F - W)V L F,

sont adjoints a gauche des foncteurs Ay et Ay,g).

Démonstration. Comme x est un objet terminal dans Set(Vf)op, tout objet F' de FinV)r

est
muni d’une unique application naturelle F' — %, de telle sorte qu’on ait un foncteur oubli de
Wz )(Vf)op | F dans (V/ )(Vf)op 4 *, qui oublie la décomposition. Alors, pour G et H des objets de
(Vf)(vf)op | F, Hom(vf)(vf)opiF(G,H) est toujours le sous-ensemble de Hom(vf)(vf)opi*(G,H)
ne contenant que les morphisme respectant les décompositions sur F'. Il suffit donc de montrer
que sous l'isomorphisme naturel entre Hom(v Fywhyor ¢*(G ® F, [Homp, (_, V)], H) et
fyo o
Hom(w)(vf)ou*(G, Ay H), pour G € (WHVD?" | sy Fet He (VHVD? | F,
v E Hom(v 1ywhor i*(G’ Ay H) respecte les décompositions sur Xy F' si et seulement si 7 les res-

pecte sur Xy F.

Soit v € Hom(vf)(vf)op%(G, Ay H) respectant les décompositions sur F'. Soit alors ¢ € F(W)
et g @ ka € (G ®F), [Homg,(_,V)])(W,¢) avec k € F,, alors, il existe ¢ € Ly F(W) tel que
(¢, ) s’envoie sur ¢ par le morphisme de ¥y F' x Homg,(_,V) — F, c’est a dire tel que
Fidw @ a) : Xy F(W) — F(W) envoie ¢ sur ¢. Alors, (9 ® ka) = kH(idw & a)y(g) €
H(W, F(idw & a)(¢)) € H(W, ¢).

Soit maintenant v € Hom(vf)(vf)o%*(G@Fp [Homp,(_, V)], H) et soit g € G(W, ¢) avec ¢ €
Sy F(W), alors Sy F(V&W) x Homg, (Ve WV) — F(Ve&W) envoie (Sy F(m,2") (), my @)
sur ¢, done 7(g) = (G (my™")(9) © 7y *) € AvH(W, ¢).

L’adjonction entre Ay, 4 et —? ® F), [Homp, (_, V)] se montre de maniére similaire. O

Lemme 3.5.24. Pour M un K-module instable finiment engendré avec K € K finiment en-
gendrée en tant qu’algébre sur A et ¢ € Homy (K, H*(V)), appliquer le foncteur h o f, pour h
défini dans la définition 3.5.6, a Uunité de ladjonction M — T(V7¢)M¢ ® H*(V), nous donne la
counité de Uadjonction Ay, gho f(G)® @ F, [Homg,(_,V)].

—
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Démonstration. C’est une conséquence des définitions des adjonctions entre T{y,4) et —PQH*(V)
d’une part et Ay 4) et ¢ ® Fp [HOIH]FP (_,V)] d’autre part et des isomorphismes naturels h o
f(M?@H*(V)) = ho f(M)*®F, [Homg,(_,V)] et ho f(Tiy,s(M)) = Ay,g(ho f(M)). O
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CHAPITRE 4

CENTRE D’UNE ALGEBRE INSTABLE

Le centre d’une algebre instable K est un invariant développé par Dwyer et Wilkerson
dans [DW92]. Kuhn, dans les articles [Kuh07] et [Kuhl3], en a montré 'utilité pour esti-
mer la profondeur de K, ainsi que les invariants do(K) et di(K) définis dans [HLS95] par
do(K) :=1inf({n € N; K est nil,-réduit}) et di(K) := inf({n € N ; K est nil,-fermé}), dans le
cas ou K = H*(G) est la cohomologie d'un groupe G. Dans [Hea20] et [Hea21], Heard généralise
certains de ces résultats a une algebre instable quelconque.

Dans ce chapitre, apres avoir rappelé la définition du centre d’une algebre instable, qui
est étudié entre autre dans [DW92], [HLS93], [Hea21] et [Hea20], nous introduirons la notion

Vf)Op

de centre d’un foncteur dans Set! que nous utiliserons en derniére partie pour 1’étude du

centre d’algebres instables nil-fermées.

4.1 Morphismes centraux

4.1.1 Définitions

On rappelle la définition du centre de la catégorie de Rector associée a une algebre instable
K, définie dans [DW92]. Le centre des catégories S(K) et R(K) est étudié en détails dans
[Hea20] et [Hea21].

Définition 4.1.1. Soit K une algebre instable, alors, (£, f) € S(K) est dit central si pg (g 5) :
K — Tp,5)(K), défini dans la définition 3.3.15, est un isomorphisme.

Plus généralement, pour M un K-module instable, on dira que (E, f) est M-central si
PM,(E,f) €st un isomorphisme.

Soient C(S(K)) et C(R(K)) 'ensemble des éléments centraux de S(K) et R(K). On a ainsi
C(R(K)) C C(S(K)).

Soient également, Cy/(S(K)) et Cpr(R(K)) ensemble des éléments M -centraux dans S(K)
et R(K).
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Notons que pour K une algebre instable, K € K — U et que dans ce cas les notions de

centralité et de K-centralité pour des objets de S(K') coincident.

Lemme 4.1.2. Soit K une algébre instable connexe finiment engendrée en tant qu’algébre sur
A. Alors, ¢ € Homyc (K, H*(V')) est K-central, ou K est considéré comme un K -module instable,

st et seulement si ¢ est central.

Proposition 4.1.3. Soit K une algebre instable connexe finiment engendrée en tant qu’al-
gébre sur A et M € K — U. Alors, pour tout n € N, X"M est un K-module instable et
¢ € Homc (K, H*(V)) est " M-central si et seulement si ¢ est M-central.

Démonstration. En effet, 'isomorphisme de Ty (X"M) = X"Ty (M) est un isomorphisme dans
Ty (K)? —U. Donc, PEnM,(V,6) = 2 PM,(V,¢), €t donc ¢ est X" M-central si et seulement si il est
M-central. O

Corollaire 4.1.4. Soit K une algébre instable connexe finiment engendrée en tant qu’algébre
sur A. Alors, pour tout n € N, X"K est un K-module instable et ¢ € Homy (K, H*(V)) est

" K -central si et seulement si ¢ est central.
Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 4.1.3 et du lemme 4.1.2. O
Remarque 4.1.5. Les T{y,4)(K) sont connexes, donc si K n’est pas connexe, C(S(K)) = (.

Exemple 4.1.6. Soient F et V des espaces vectoriels de dimensions finies, d’apres la pro-

s . . . H E\V
position 1.2.17 on a lisomorphisme naturel suivant : Tp(H*(V)) = H*(V) @ F, ome(BV) o
. . s s N . oz H EV
PH*(V),E s’identifie & ldH*(V) & nFHomFZ(E’V)’ ou ’I’]FHom%(E,V) dénote 'unité de F2 Om]FQ( )’ SOUS

2 2
cet isomorphisme. Donc tout objet (E, f) dans S(H*(V)) est central.

Proposition 4.1.7. Soient K et R deux algébres instables, ¢ : K — H*(V) ety : R —
H*(V). On désigne par ¢@1, la composition de ¢ @ ¢ : K @ R — H*(V) ® H*(V) par
la multiplication de H*(V). Alors T(y sa4)(K @ R) = Ty,g)(K) @ T(yy)(R) et Uapplication

PK&R,(V,¢&) s’identifie avec pr (v,¢) @ PR, (V) Sous cetle isomorphisme.

Démonstration. Comme le foncteur Ty commute aux produits tensoriels, on a l'isomorphisme

suivant : Ty, ygu) (K@ R) = (TV(K)®TV(R)>®T3(K)®T3(R) Fa(¢®1). On considere la projection
(Ty (K)®F2)©(Ty (R)®F2) = (Tv (K)©Ty (R))@F2 — (Ty (K)@Tv (R)) @70 (16070 (1) F2(029),

un élément k@ r € Ty (K) ® Ty (R) est dans son noyau si et seulement si k est un produit d’un
élément de Ty (K) par un élément de ker(¢) ou si r est un produit d’un élément de Ty (R) par
un élément de ker(1)). En quotientant par le noyau de ce morphisme on obtient 1’isomorphisme

recherché. ]
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Corollaire 4.1.8. Pour K et R deux algébres instables, C(S(K ® R)) = C(S(K)) x C(S(R)).

Démonstration. La structure d’algebre de H*(V) induit une bijection naturelle Homy (K ®
R,H*(V)) = Homg (K, H*(V)) x Homg (R, H*(V')), ainsi, tout morphisme d’algebre instable de
K ® R dans H*(V) est de la forme ¢®1), pour ¢ et 1 des morphismes de K et R dans H*(V)
et ® défini comme dans la proposition 4.1.7. Alors, par la proposition 4.1.7, PK&R,(V,pw) €St
un isomorphisme si et seulement si pg (v,45) @ pr,(v,p) €st un isomorphisme. C’est a dire si et
seulement si (V, ¢) et (V, 1) sont centraux.

O

Plus généralement, on a le résultat suivant :

Proposition 4.1.9. Pour K et L deux algébres instables, ¢ et des éléments de Homy (K, H*(V))
et Homyc (L, H*(V)) et M et N des objets respectivement dans K—U et L—U, Ty yg)(MON) =
Tv,g) (M) @ Ty (N) et (V,0@¢) est M @ N-central si et seulement si (V,$) est M-central et
(V,4) N-central.
On a donc Cyegn(S(K® L)) = Cy(S(K)) x Cn(S(L)).
Démonstration. La preuve est similaire a celle de la proposition 4.1.7 et du corollaire 4.1.8.
O

Proposition 4.1.10. Soient K une algébre instable, M et N deux objets de K —U et ¢ €
Homy (K, H*(V)), pour V un espace vectoriel de dimension finie. Alors,

Cran(S(K)) = Cu(S(K))[) Cn(S(K)).

Démonstration. Comme Ty (M @& N) = Ty (M) & Ty (N) et que cet isomorphisme est un iso-
morphisme de Ty (K )°-module, on a Tv,g) (M®N) = Tiv,e) (M) @ T(V@)(N) et PMaN,(V,e) =

PM,(V,6) D PN, (V,¢)- DONC prran,(v,¢) est un isomorphisme si et seulement si pys (v,4) €t pn,(v,¢)
sont des isomorphismes. O

Plus généralement, on a le résultat suivant :

Proposition 4.1.11. Soient K € K et 0 - M — N — L — 0 une suite exacte courte
dans K —U. Alors, si (V,¢) € S(K) appartient o deuz des trois sous-ensembles Cyr(S(K)),
Cn(S(K)) et Cr(S(K)), il appartient au troisiéme.

Démonstration. Par naturalité de pp (v,4) en P € K —U, et par exactitude de Ty 4) : K—-U —

K — U, on a le diagramme commutatif suivant, dont les lignes sont exactes.

0 M N L 0

lpM,(V,aﬁ) le,(V,d)) JPL,(V@)

0 —TypM —Tv,pyyN — T,y L — 0.
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La preuve se conclut en utilisant le lemme des cing.
O

Exemple 4.1.12. Le foncteur Tp est I'identité, donc si K est connexe, Tig,)(K) = K, pour
ex : K — Fy 'unique morphisme d’algebre instable de K dans Fo. Donc (0, €x) est central.

Notation 4.1.13. Soit €k v, la composition de ex par l'injection de Fy dans H*(V).
Dans [DW90], Dwyer et Wilkerson ont montré le résultat suivant :

Proposition 4.1.14. [DW90, Preuve du Théoréme 3.2]
Soit K une algébre instable connexe telle que Q(K), le module des indécomposables de K,

est localement fini en tant que module instable, alors (V,e,v) est central.

En particulier, si K est une algebre instable connexe noethérienne, alors (V, e 1) est central
pour tout espace vectoriel V.

Donnons deux exemples ot C(S(K)) ne contient que les (V, ek v ).

Exemple 4.1.15. Soit K = Fy [u] ® X[Fy, ou le produit est donné par le produit de polynoémes
sur Fy [u] ® Fy [u], et ou le produit d'un élément de (uFq [u] @ XF3) par un élément de XFy est
trivial. Alors Ty (K') = Fo [u] ®F2HomF2 (Vi) ©XFy et pour v* # ex v € Homy (K, H*(V')), ¥* |,y
est induit par un morphisme d’espaces vectoriels v de V' dans Fy, puisque Fy [u] = H*(F2) et
v*|sr, = 0. Alors Tiy+)(K) est la composante correspondant a v dans Fg [u] ® FI;OHIFQ(V’]FZ).

Donc (V,7) n’est pas central.

Remarque 4.1.16. Dans l'exemple 4.1.15, on aurait pu remplacer XFy par n’importe quelle

algebre instable nilpotente non unitaire.

Exemple 4.1.17. On considére K le noyau du morphisme de module instable Fy [u] — XF9 qui
envoie u sur 'unique élément non trivial de XFy. K est une sous-algebre de Fo [u]. Par exactitude

du foncteur Ty, on a la suite exacte

On en déduit que Ty (K) = K @ Fy [u] ® Fl;omFQ(V’]F2)\0 et que pour (V,~*) € S(K) différent de
(V.ek,v), ¥ est induit par un morphisme d’espaces vectoriels de V' dans Fy et que T(Vﬂ*)(K )
est la composante correspondant a v dans Fo [u] ® FgomF?(V’FZ)\O, et donc que (V,~*) n’est pas

central.

Remarque 4.1.18. Dans ces deux exemples, C(R(K)) = {(0,€ex)}, en effet (V, ex /) n’appar-
tient & R(K) que si V = 0.

On rappelle deux résultats démontrés dans [DW92] et leurs applications.
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Proposition 4.1.19. [DW92, Proposition 3.4/

Soit K une algébre instable connexe dont le module des indécomposables Q(K) est localement
fini. Un objet (E, f) de S(K) est central si et seulement si il existe un morphisme de K dans
K ® H*(E) dont les compositions par id @ €m+(B) €t €k ® id sont respectivement lidentité de K
et f, ou ek et ey-(y) sont les augmentations de K et H*(V'). C’est a dire si et seulement si le

diagramme suivant commute :

K

/ Tid(@e}[*(v)

K= Ko HV)

f l€K®id
H* (V).

Corollaire 4.1.20. Soit K une algébre instable connexe dont le module des indécomposables
Q(K) est localement fini. Un objet (V, f) de S(K) est central si et seulement si K est munie

d’une structure k de H*(V')-comodule telle que le diagramme suivant commute :

K— " sKoH V)

\ ng(@id

H*(V).

Démonstration. Dans le cas ou (V, ¢) est central dans S(K), on obtient une application K —
K ® H*(E) vérifiant les hypotheses de la proposition 4.1.19, en conjuguant le morphisme K,(V,é)
de T,y (K) = T{y,4)(K)® H*(V') par des isomorphismes de K dans T(y,4)(K) et de Ty, (K)®
H*(V) dans K @ H*(V'). Or, kg (v,4) définit une structure de comodule sur Ty, ) (K).

O

Proposition 4.1.21. Soient K une algébre instable telle que Q(K) est localement fini, (E, ¢) €
C(S(K)) et : V — E une injection dans V. Alors (V,1* o ¢) € C(S(K)).

Démonstration. C’est une conséquence directe du corollaire 4.1.20. ]

Corollaire 4.1.22. Soient K une algébre instable telle que Q(K) est localement fini et (E, ¢) €
S(K), alors si (E, ¢) est central, (E/ker(¢), ¢*) € R(K) Uest aussi, ou ker(¢) et ¢* sont définis

comme dans la proposition 3.4.15.

Démonstration. En effet, en se donnant s une section de la projection de E sur E/ker(¢), on
obtient (E/ker(¢), ¢*) sous la forme (E /ker(¢), s* o ¢). Donc par le résultat précédent, si (E, ¢)
est central alors (E/ker(¢), ¢*) l'est aussi.
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O]

Lemme 4.1.23. [DW92, Lemme 4.6] Soient K une algébre instable telle que Q(K) est locale-
ment fini, (E, f) € S(K) et (C,g) € C(S(K)), alors il existe une unique paire (E @ C, fHg) €
S(K) telle que f 8B g composée respectivement avec les projections sur H*(E) et H*(C) donne
fetg.

H*(C)

/ Tid@efl* (E)
fBy
S EEEE—

K H*(C) @ H*(E)
J{EH* (©) ®1id

H*(B).

fHg est obtenu en prenant ’adjoint du morphisme T(C,g)(K) =K i) H*(E).

Remarque 4.1.24. Dans le lemme 4.1.23, méme si (E, f) et (C, g) sont des éléments de R(K),
(E® C, fHg) nest pas en général dans R(K).

Définition 4.1.25. [Hea2l, Définition 3.9] Soient K une algebre instable telle que Q(K) est
localement fini, (C,g) € C(R(K)) et (E, f) € R(K), on définit (E o C,o(f,g)) € R(K) par
EoC = (E®C)/ker(fHg), on ker(fHg) est défini dans la proposition 3.4.15, et o(f,g9) : K —
EoC tel que la composition de o(f, g) par H*(7(gac)/ker(fmg) SOIt égal & fHg, ol T(pa0oy /ker(fmg)
est la projection canonique sur (E @ C)/ker(f Hg).

Remarque 4.1.26. La définition de ker(f H g), nous garantit que (E o C,o(f,g)) est bien dans
Proposition 4.1.27. [Hea?21, Corollaire 3.11] Soient K une algébre instable telle que Q(K)

est localement fini et (C,g) et (E,f) deuzr éléments centraur de S(K) (resp. R(K)). Alors
(E® C,fHg) (resp. (EoC,0(f,qg))) est central.

Théoréme 4.1.28. [Hea21, Théoréme 3.13] Soit K une algébre instable noethérienne conneze.
Alors, a isomorphisme prés il existe un unique objet (C, ¢) € R(K) central et maximal pour la
relation de préordre définie par (E, f) < (S,g) si et seulement si Hompxy((E, f),(S,g)) # 0.
On appellera (C, @) le centre de K.

Remarque 4.1.29. Les résultats de cette section ne sont pas spécifiques a p = 2. On renvoit le

lecteur a [DW92], [Hea20] et [Hea21] pour la preuve de ces résultats pour p impair.

4.1.2 Groupe des éléments centraux de degré 1

Définition 4.1.30. Soit G(K) I'ensemble des morphismes de K dans H*(Fq) tels que (Fa, ¢) €

C(S(K)). On définit -, une loi de composition interne sur G(K), de la maniére suivante. A ¢ et
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¥ deux éléments de G(K), on associe ¢ -1, ou ¢ - ¢ := H*(Ap,) o (p B ).
Remarque 4.1.31. En conséquence des propositions 4.1.21 et 4.1.27, (Fq, ¢-1)) est bien central.
Proposition 4.1.32. La loi de composition - est associative.

Démonstration. On commence par justifier que H est associatif sur les morphismes associés a

des éléments centraux. En effet, pour (V,v), (W, w) et (U, u) trois éléments centraux, vH (wHBu)

est I'unique morphisme de K dans H*(V & W @ U), qui composé avec H*(:{,*"V®Y) donne
v et composé avec H *(LIYV%IZ@U) donne w H u, en utilisant la définition de w H u, c’est donc

I'unique morphisme de K dans H*(V @ W @ U) qui composé respectivement avec H *(L‘Z@W@U),

H*(LIYV@W@U) et H*(LZ@W@U), donne v, w et u. On peut en dire de méme de (v B w) B u.

Le résultat découle alors directement de I'associativité de H et de la coassociativité de A.
O

Proposition 4.1.33. Si Q(K) est localement fini, alors exr, € G(K) est un élément neutre

pour -.

Démonstration. Soit ¢ € G(K), alors exr, B ¢ = H*(m2) o (¢), ot mp désigne la projection sur
le deuxieme facteur de Fy & Fo. En effet, H*(11) o (H*(m2) 0 (¢)) = H*(ma0t1) o () = exF, €t
H*(12) o (H*(m2) 0 (¢)) = ¢. Donc ek r, - ¢ = H*(A) o (H*(m2) 0 (¢)) = H*(mg 0 A)o¢p = ¢. [

Lemme 4.1.34. Soit ¢ € G(K), alors ¢ - ¢ = €k ,.

Démonstration. Soit ¢ € G(K), t](V*(¢)) = ¢ = 15(V*¢), pour 1 et 12 les injections de Fo
dans chacune des deux composantes de Fo @& Fo. Donc ¢ B ¢ = V*¢, ce qui implique que
¢ =A(V*(p)) =0 = exF,. O

Corollaire 4.1.35. Si Q(K) est localement fini, la loi de composition - munit G(K) d’une

structure de 2-groupe abélien élémentaire.

Proposition 4.1.36. Soit K une algébre instable noethérienne connexe. Soit (C, @) le centre
de K, alors C est isomorphe a G(K).

Démonstration. On définit v : C — G(K) de la maniére suivante. A = € C\{0}, on associe
iy U'injection de Fy dans C' qui envoie 1 sur z, alors vy(x) := il¢, qui est central d’apres la
proposition 4.1.21 et & 0 on associe (Fa, €x r,). 7 est bien un morphisme, en effet, pour = # v,
Y(z+y) = (iz +1y)"¢ = A% 0 (iy @ iy)" 0 V*(¢) = A*(iz¢ Biy¢) = v(z) - (y) et pour z =y,
Y(z+ ) =0"¢ = exr, = ¥(z) - y(x) par le lemme 4.1.34. Ce morphisme est surjectif, en effet
par définition du centre, quelque soit (Fg,d) central, il existe une injection i : Fo — C, telle
que i*¢ = 4. Il est également injectif, en effet comme (C, ¢) est régulier et K est noethérienne,

pour tout x # 0 dans C, i},¢ est régulier et donc y(z) # ek, O
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4.1.3 Calcul du centre de H*(G)

Soit G un groupe. Nous allons ici exposer le calcul du centre de H*(G) initialement étu-
dié dans [Lan92]. Soit E un 2-sous-groupe abélien élémentaire de G, l'injection de E dans G
induit une application resqp : H*(G) — H*(FE). Soit Ag la catégorie dont les objets sont
les 2-sous-groupes abéliens élémentaires de G et dont les morphismes sont les morphismes de
groupes induits par les conjugaisons par des éléments de G, les morphismes resg g induisent un

morphisme ¢¢ : H*(G) — Jim H*(E).
EcAg

Définition 4.1.37. On dit qu’un groupe G est de Quillen, si gg est un isomorphisme loin des

nilpotents, c’est a dire si son noyau et son conoyau sont nilpotents.

Corollaire 4.1.38. Si G est de Quillen, Hom(H*(G), H*(V')) = Homy( Jim H*(E),H*(V)).
EcAq

On rappelle le théoréeme de Quillen suivant, démontré dans [Qui71].
Théoréme 4.1.39. S5i G est un groupe discret ou un groupe de Lie compact, G est de Quillen.

Proposition 4.1.40. [Hen01, Théoréme 11]

Pour G un groupe de Quillen, Homy( lim H*(E),H*(V)) 2 Fy [Rep(V,G)], ou Rep(V,Q)

EcAg

dénote les classes de conjugaisons de morphismes de V dans G.

Soit p un représentant d’une classe de conjugaison dans Rep(V,G). Alors, le morphisme
V x Cq(p) = G, ou Cg(p) dénote le centralisateur dans G' de I'image de p, qui a (v, g) associe
p(v).g, induit un morphisme de H*(G) — H*(V) ® H*(Cq(p)). Par adjonction, cela nous donne
un morphisme Ty (H*(G)) = H*(Cg(p)) qui ne dépend pas du choix du représentant p.

Proposition 4.1.41. [Lan92]

Si G est un groupe fini ou un groupe de Lie compact, le morphisme

Ty(H(G) -~ J] H*(Calp)
pERep(V,G)
est un isomorphisme. Par ailleurs, les morphismes N« (v,p)s PH*(G),(V,p) €t BH*(G),(V,p) SONE

induits en cohomologie, respectivement par les applications suivantes :

V x Cg(p) — G
Calp) — G
VxCalp) — Calp)

Corollaire 4.1.42. Soit G un 2-groupe fini, soit p € Rep(V,G) C Homx(H*(G), H*(V)), alors
p est central si et seulement si linjection de Cg(p) dans G induit un isomorphisme de H*(G)

dans H*(Cg(p)).
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4.1.4 Centralité et K-algebres

Soit K’ une K-algébre, nous allons voir dans cette partie que 1’étude des objets de S(K)
K'-centraux, se raméne & 1’étude des morphisme centraux dans S(K’). Cela nous fournira des
premiers exemples de calculs des morphismes M centraux pour M dans K — U, ce que nous

avons pour 'instant laissé de coté.

Etant donné v : K — K’ un morphisme d’algébres instables, K’ hérite ainsi d’une
structure de K-module instable. Supposons K et K’ finiment engendrées en tant qu’algebres

sur A. D’aprés la proposition 3.3.13, Ty (K') admet alors deux décompositions Ty (K') =

Ty (K') et Ty (K') = @ T(v,¢)(K'). Le premier isomorphisme
YeHomy (K,H*(V)) ¢eHomy (K’ ,H*(V))
est un isomorphisme de Ty (K )-algebre instable. Le deuxiéme est a priori un isomorphisme d’al-

gébre instable mais la structure de Ty (K )-module sur Ty (K’) étant donnée par la composition
Ty () ® Ty (K') V5 T () @ Ty (K') - Ty (K),

c’est aussi un isomorphisme de Ty (K)-algebre instable. Ce qui induit un isomorphisme de
Ty (K)-algebre instable

D TwpE)= D Tivg) (K')-
YeHomyc (K, H*(V)) ¢peHomy (K',H*(V))
Lemme 4.1.43. Sous cet isomorphisme, T(y, ) (K') = @ Tv,g) (K').
¢>€H0m;c(glyz*(‘/)) ;
Y=

Proposition 4.1.44. Soit K’ une algébre instable connexe finiment engendrée en tant qu’algébre
sur A, v : K — K’ un morphisme d’algébre instable ou K est finiment engendrée. Alors, pour
W € Homy (K, H*(V)), ¥ est K'-central si et seulement si ¢ a un unique antécédent ¢ par +*
dans Homy (K', H*(V)) et que cet antécédent est central.

Démonstration. K' étant supposée connexe, le morphisme

P vy o K= Ty (K) = O  TweE)
¢>€HomK(K/,H*(V)) ;
Vo=
ne peut étre un isomorphisme que si (v (K') = é T(v,s)(K') est connexe et
¢EH0m}c(g'»g*(V)) ;
V=

dong, si {¢ € Homy (K', H*(V)) ; v*¢ = 1)} est un singleton. Si c’est le cas et que ¢ est 'unique
antécédent de ¢ par 7%, alors pgr (vy) = pr7,(v,4) €st un isomorphisme si et seulement si ¢ est

central, par définition de la centralité. ]
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Exemple 4.1.45. Soit K une algebre instable finiment engendrée en tant qu’algebre instable
ety : K — H*(W). Alors ¢ € Homy (K, H*(V)) est H*(W)-central si et seulement si ¢ a un
unique antécédent par * dans Homp, (V, W). En particulier, si K = H*(W)% pour G un sous-
groupe de GI(W), ¢ € Homp, (V,W)/G est H*(W)-central si et seulement si ¢ est un singleton,

et donc si et seulement si pour tout x € Im(¢) et pour tout g € G, gr = x.

Exemple 4.1.46. Soit K :=Fs [y, z(z + y)] & F2 [y, z, 2(z + y)] 22, on considére la suite exacte

courte dans K — U suivante :
0 K — H (V) = Foly,z(x+19y)]2z—0,

ou H est le sous-groupe de GL(V3) engendré par la matrice

o O
S = =
— o O

On cherche & déterminer le centre de K en utilisant la proposition 4.1.11. On a les deux isomor-
phismes de K-modules suivants Fy [y, z(z + y)] 2 & XF [y, 2(x + y)] et H*(V3) 2 Fy [y, 2, 2(x + y)].
Ici, K — H*(V3)" est la nil-localisation de K. Alors,

Homy (K, H*(V)) = Homy (H*(V3), H*(V)) = Homg, (V, V3)/H.

Alors, ¢ € Homy (K, H*(V)) est central si et seulement si il est H*(V3)"-central et ¥Fs [y, z(x + y)]-
central. Le centre de H*(V3)" est donnée par le morphisme d’algebre de H*(V3)? dans Fs [z, 2]

qui envoie y sur 0, z sur z et xz(x + y) sur 22. Pour By le sous groupe de de GL(V3) engendré

o 1]

la structure de K-module de XFs [y, z(x + )] étant induite par le morphisme d’algebre H*(V3)# —
Fo [y, z(z + y)] = H*(V2)P2 qui envoie z sur 0, ¢ € Homp, (V, V3)/H est XF3 [y, z(x + y)]-central

si et seulement si ¢ a un unique antécédent ¢ dans Homp, (V, V2)/Bs par le morphisme induit

par

par l'injection de V5 dans V3 (si (e, ez, e3) est la base duale de (z,y, z), V2 est le sous-espace
vectoriel de V3 engendré par e; et es) et si ¢ est central. Le morphisme H*(V3)7 — Fy 2]
envoyant z sur z n’ayant pas d’antécédent dans Homp, (Fo, V2)/Ba, le centre de K est donc le

morphisme d’algébre instable K — Fy [z] qui envoie y et z sur 0 et z(x + y) sur 2.
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4.2 Centralité et nil-fermeture

Dans cette partie, nous allons commencer par introduire une notion de centralité pour les

. fyop s ’ . /12 N . ,
objets de SetV")™ | que nous utiliserons pour étudier les éléments centraux d’algébres nil-fermées.
Nous verrons ensuite comment décomposer 1’étude des éléments centraux d’une algebre instable

en utilisant la filtration nilpotente.

4.2.1 Centre d’un objet de SetV)” et SetVD”

Nous présentons ici une notion de centre d’un objet dans StV ot Set™VD™ . Nous verrons

par la suite, comment relier le centre de K, au centre du foncteur Homy (K, H*(_)).

Commencons par fixer quelques notations.

Vo,w

‘Z@W et 1y, , pour V et W des espaces vectoriels, dé-

Notation 4.2.1. Les morphismes 7
noteront respectivement la projection de V @& W sur V et l'injection de V dans, V & W.
Ay V= V&V dénotera le morphisme qui & x € V associex @z et Vy : VPV — V celui
qui a x @ y associe x + y.

Enfin, pour F € Set(vf)op7 pr,v sera le morphisme naturel de Xy F' dans F', induit pour W un
espace vectoriel par F(u;®V) : F(V @ W) — F(W).

Définition 4.2.2. Soit F € Set™)” et ¢ € F(V). Pour Xy 4 F défini dans la définition 3.4.28,
on dit que ¢ est central si application pr,v,¢) @ Y(v,¢)F — F, définie comme la composition
de l'injection de Xy, 4) F dans Xy F' par F(L“;EB*), est une bijection naturelle. On définit C(F)

comme ’ensemble des éléments centraux de F.

Le lemme de Yoneda implique que le morphisme de F' dans Homg_y.s)opr (Homp, (_, W), F)
qui & ¢ € F(W) associe le morphisme qui a o € Homgp, (V, W) associe F(«)(¢) est un isomor-
phisme naturel.

Le résultat suivant est ’analogue de la proposition 4.1.19 pour les objets de SetV),

On rappelle que la notion de connexité pour les foncteurs est définie dans la définition 3.4.55.

Proposition 4.2.3. Soient F € SetVD” conneze et tel que pour tout espace vectoriel V
(V,erpy) soit central, et ¢ € F(W). Alors, (W, ) est central si et seulement si il existe un

morphisme p, de F' x Homy,(_, W) dans F, telle que le diagramme suivant commute :

F

J id

F x Homp, (y F
Homp,(__, W)
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dans lequel, les applications verticales sont celles qui a f € F (V) associe (f,0) et celle qui d
a € Homp,(V,W) associe (F(m§)(1F),a), et dont le morphisme de Homg,(V,W) dans F(V)

est le morphisme associé a ¢ par l’isomorphisme de Yoneda.

Démonstration. Montrons d’abord le sens direct, soit ¢ € F(W). Alors, I'identité de Xy, 4) F
donne lieu a un morphisme v : Xy F x Homp,(_,W) — F, vérifiant que pour tout
o € Homg, (V, W), v(F(ry )(1r),a) = F(a)(¢). De plus, la restriction & Xy, % {0} = Sy F
est le morphisme de structure pp yy,4). Si ¢ est central, pp y,4) est un isomorphisme, en com-
posant par son inverse on trouve un morphisme de ¥y 4)F x Homp,(__, W) dans ¥y,¢) F qui

vérifie toutes les conditions, ce qui conclut le sens direct puisque ¥y, 4)F' est isomorphe a F'.

Réciproquement, supposons qu’il existe p : F x Homp,(_ ,W) — F qui vérifie toutes
les conditions de I’énoncé. Alors, par le lemme 3.4.54, l'identité de I’ se factorise sous la
forme F' — YwF — F, ou la premiere fleche est i l'adjoint a p qui a f € F(V), associe
w(F (@) (), mi™) et la seconde est pryw (= F(1),%™)).

Alors, considérons la transformation naturelle :
avw - F(Vew) ™ sy rwv ew) TAYEY) poy g w.

Cette application est un isomorphisme, en effet F'(Ay @ idy ) est obtenu en précomposant
F(L‘Kg%@w) par un isomorphisme de F(V ®&W @ W), et associe & f, u(f, 72" ). Alors, fi induit
une surjection sur ¥y 4) F'(V), mais un élément pu(f, W) est dans Y(w,p) F'(V) si et seulement
Flop®" ) (u(f, ™)) = ¢, Cest a dire si p(F(up®)(f), idw) = ¢. Or p(F (™) (f), idw) =
[LO’W(F(L},/V@W)(]”)), flo,w est bijective et par hypothese figw (epw) = ¢. Donc, u(f, WXV@W) est
dans Xy, F' si et seulement si f est dans Xy, ) F. p définit donc une bijection naturelle
entre X wep ) F et Y g) F.

Enfin, par adjonction, on a une factorisation de 'identité de £ sous la forme F' LN Yw,g)F il
F, qui se factorise encore sous la forme :

F 7rVGBW —
FI SWepw)F = Savg F — F.

F Vew
Ce qui conclit la preuve puisque, par hypothese, F' v, ) X (Wepw) L' est un isomorphisme.

O]

D’apres la proposition 4.1.14, la condition que, pour tout espace vectoriel V', (V,epy) soit
central, est vérifiée pour F' = Homy (K, H*(_)), avec K une algebre instable telle que Q(K) soit
localement fini. C’est ’analogue pour les foncteurs de la condition que Q(K) soit localement fini

dans la proposition 4.1.19. Nous allons voir qu’elle est toujours vérifiée si F' est noethérien.
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Proposition 4.2.4. Soit F € SetMN conneze et noethérien, alors pour tout espace vectoriel

V, (V,epy) est central.

Démonstration. Soit f € F(W),alors F(my™"V)(f) € EWep)F(W) et pF,(V,EF’V)(F(ﬂ-[‘//V@W)(f)) =
f-Donc pg (Viery) €St surjectif. Par ailleurs, soit « € F(V@®W) un antécédent de f par PE(Viep.y)

alors, F(11,%")(a) = epy. Comme F est noethérien,
V =ker(epy) = ker(F(iy®")(a)) = (p ™) 7 (ker(a)).

On en déduit que V C ker(a). Donc, il existe g € F(W) tel que a = F(m")(g). Mais alors
f = prwepy)F (T ") (g)) = g. Donc tout élément f € F(W) a un unique antécédent par

PF,(V,epy)s & savoir F(m V@W)( f)s PE(Viepy) €St un isomorphisme. O

Théoréme 4.2.5. Soient F' € SetV)™ connexe et tel que pour tout espace vectoriel V (V, epy )
soit central, et ¢ € F(W). Alors, (W, @) est central si et seulement si le groupe Homg,(V, W)

agit naturellement en V. sur F(V'), de telle sorte que le diagramme suivant commute :

F

J id

F x Homp, (y F
Homp,(__, W)

dans lequel, les applications verticales sont celles qui a f € F (V) associe (f,0) et celle qui d
a € Homp,(V,W) associe (F(t{)(1r),a), et dont le morphisme de Homp,(V,W) dans F(V)

est le morphisme associé a ¢ par l’isomorphisme de Yoneda.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 4.2.3. O

Remarque 4.2.6. L’adjonction entre le foncteur Xy et le produit par Homg,(_, V') pour V un
[F,, espace vectoriel n’est pas spécifique a p = 2. Le reste des énoncés de cette partie devraient

pouvoir se déduire de cette adjonction.

4.2.2 Relations entre C(S(K)) et C(Homy (K, H*(_)))

D’apres la proposition 3.4.56, sous 'isomorphisme naturel
Homy (Ty (K), H*(_)) = Yy Homy (K, H*(_)),

Homp (Tiv,4)(K), H*(W)) s’identifie & {y : K — H*(V @& W)|(v VIV (y) = ¢}, ot oW

dénote 'inclusion canonique de V dans V & W. On a donc la proposition suivante.
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On rappelle le lemme 3.4.29, pour K une algebre instable, on a I’isomorphise naturel
Homyc (Tv,4)(K), H*(_)) = Xy, ¢ Homp (K, H*(_)).

En appliquant le foncteur Homg(_, H*(W)) au diagramme commutatif suivant :

K- Ty (K)

me l

Tv,¢)(K),

on obtient le diagramme commutatif dans Set™

v,y Homy (K, H*(_)) Homy (K, H*(_))

/

EVHomK(Ka H*(—)) ’

ott le morphisme entre ¥y, 4 Homy (K, H*(_)) et ¥y Homyc (K, H*(_)) évalué en un espace vec-
toriel W, est I'injection de la fibre de ¥y Homg (K, H*(W)) — Homy (K, H*(V)) au dessus de ¢.
Alors, par définition, si ¢ est central, Pl(Vip) Y(v,p)Homy (K, H*(W)) — Homy (K, H*(W)),
qui s’identifie avec prom.(k,H*( )),(v,¢), €st une bijection naturelle en W. Et donc (V,¢) €
C(Homy (K, H*(_)).

Proposition 4.2.7. Pour K une algébre instable, C(S(K)) C C(Homy (K, H*(_)).

Remarque 4.2.8. Cette inclusion n’est, en général, pas une égalité. Par exemple, dans ’exemple
4117, Tyg)(K) = K si ¢ = exy et Ty (K) = Fa[u] sinon, mais Homy (K, H*(V)) =
Homy (Fy [u] , H*(V')), donc pour tout ¢, (V, ¢) € C(Homy (K, H*(_)), mais C(S(K)) ne contient
que les (V, ek y). On étudiera dans la suite de ce document plus en détail les obstructions qu’il

y a a ce quun élément de C(Homy (K, H*(_)) soit central au sens de Dwyer et Wilkerson.

4.2.3 M-centralité et nil-fermeture

L’objectif de cette partie est de développer un analogue du théoréme 4.2.5 pour les foncteurs

Hompg (M, H*(_)(_)) avec M € K¢, —U, en exploitant les constructions de la section 3.5.

Définition 4.2.9. Soient F € Fin™)™ G € WHVDT | F et ¢ € F(V). Soit pg ve)
A, G — G la composition de Ay 4G = Ay 5 GOF, [0] = Ay 4G? F, [Homg, (_, V)] par
la counité de Padjonction entre —? @ F), [Homg, (_, V)] et A(y4) G? @ Fp, [Homg, (_, V)] = G.

—

Remarque 4.2.10. Le morphisme pgvg) @ Yyl — F fait de Ay 4G un objet de
(Vf )(Vf)()p 1 F de telle sorte que pg (v,) soit un morphisme dans (V! )(Vf)Op L F.
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Soit M € Ky, —U avec K une algebre finiment engendrée en tant qu’algebre sur A. Pour
(V,0) € S(K), pr,v,p) : K = T(v,g K induit une structure de K-module sur Ty, 4)M de telle
sorte que pyy (v,¢) Soit un morphisme de K-module.

On rappelle que le foncteur h a été défini dans la définition 3.5.6.

Lemme 4.2.11. Soit M € Ky, —U avec K une algébre finiment engendrée en tant qu’algebre
sur A. Pour (V,¢) € S(K) pnog(an),(v.g) = ho floa,v.e))-

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 3.5.24.
O

Définition 4.2.12. Soient F € Fin™)” G e W)V | Fet ¢ € F(V). On dit que ¢ est

G-central si pg (v,4) est un isomorphisme.

Proposition 4.2.13. Soient K € K finiment engendrée en tant qu’algébre sur A et M €
Ky g — U nil-fermé. Pour (V,¢) € S(K), ¢ est M-central si et seulement si il est h o f(M)-

central.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 4.2.11 et du théoreme 3.5.7. O

Remarque 4.2.14. Soit F € Set®)” noethérien connexe et soit (V,¢) € C(F), alors I'iso-
morphisme F' = ¥y, 4) F' nous permet d’identifier les catégories v/ )(Vf)OP L Fet (VI )(Vf)Op i}
RAROLE

Par ailleurs, pour p : F x Homp,(_, V) — F associé a ¢ par la proposition 4.2.3, pour G €
WHODT L F = (WD | S0 F ety € F(W), on a que G? @ F, [Homp, (_, V)] (W, 1)) est

—

la somme directe des G(W, §) @ F), [7] tels que p(d,v) = ¢, avec § € F(W) et v € Homp, (W, V).

Théoréme 4.2.15. Soit F € SetV)” noethérien connezxe, soit G € (Vf)(vf)Op 1 F tel que pour
tout V., (W, epw) soit G-central et soit (W, ¢) € C(F). Alors, ¢ est G-central si et seulement si
il existe un morphisme G® @ F, [Homg,(_,W)] — G dans WHYD? | F tel que la composition
G=GeF,[0] = G®RF,[Homp,(_,W)] = G soit l'identité de G.

Démonstration. Supposons que ¢ est G-central, alors I'adjoint a l'identité de Ay, 4)G composé
par I'isomorphisme Ay, »G? @ F), [Homp, (_, V)] = G? ® F, [Homp,(_, V)] nous donne le mor-

phisme souhaité.

La preuve de la réciproque utilise de maniere cruciale certains éléments de la preuve de la
proposition 4.2.3. Rappelons les idées importantes de cette preuve que nous allons réutiliser. Pour

fyop s . 12 .
F € SetV)™ un foncteur noethérien, connexe, nous considérions une transformation naturelle
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p : F x Homp,(_, W) — vérifiant que le diagramme suivant commute :

dans lequel, les applications verticales sont celles qui a f € F(V) associe (f,0) et celle qui a
o € Homp, (V, W) associe (F(7} )(1r), a), et dont le morphisme de Homp, (V, W) dans F(V) est
le morphisme associé a ¢ par I'isomorphisme de Yoneda.

Nous montrions alors, que I'application de F(W) dans lui méme qui & f € F(W) associe
p(f,idw) était une bijection et que I'unique antécédent de ¢ par cette bijection était epyy.

Dans notre contexte, nous allons utiliser le fait que ¢ € C(F) et le fait que G soit de
méme variance que F', pour construire un isomorphisme de Ay G opérant une permutation
sur les A5G et qui envoie Agy )G sur Ay g)G, et conclure en utilisant 'hypothese que
(W, erw) est G-central.

W) — F qui
vérifie ces hypothéses. Soit alors v : G® ® F, [Homp,(_, W)] — G vérifiant les hypothéses de

Puisque ¢ est supposé central, nous avons un morphisme p : F x Homp, (

—

I’énoncé. Notons que v envoie un élément de G(V, ) @ [}, [y] sur un élément de G(V, (1), 7)).

Alors, par adjonction, l'identité de G se factorise sous la forme G — Ay G — G, ou la
premiére fleche est 7, adjoint & v qui & g € G(V) associe v(G(m1, %V )(g), Ti2™V), et la seconde
est pav(= G(L“;EBW)).

Considérons la transformation naturelle en V :

G(Aw didy)
M

v - GV W) Y ApGV W) G(VaWw).

Cette application est un isomorphisme, en effet G(Ay @ idy) est obtenu en précomposant
G(L“;%%@W) par un isomorphisme de G(V @V &W), et elle associe g € G(VOW), v(g, m,"").
Alors, vy (g) € A, G si et seulement si g est une combinaison linéaire d’éléments g; dans des
G(VaW,;), tels que pour tout i, u(gi, Ty ) € Sw,g)F (V). Mais alors, F(u®) u(gi, ™) =
¢. Done, pu(F (") (gi),idw) = ¢. Mais, comme nous I’avons montré dans la démonstra-
tion de la proposition 4.2.3, u(_,idy ) est une bijection de F(W), et I'unique antécédent de
o

¢ par cette bijection est ep . En conséquence, pour tout ¢, F'(¢ gi) = epw et donc, g €

AW,epw)G(V). En conséquence, v définit un isomorphisme de Ay, )G (V) dans Ay G(V).
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Alors, l'identité de G(V') se factorise en

Gy W)

GV) % Aep ) G(V) =2 Ay ) G(V) 2057

G(V).

Comme, par hypothese G(Tr“f@w) est un isomorphisme et que v définit un isomorphisme de
AW,epy)G(V) dans Ay, G(V), pa,w,e) est un isomorphisme.

O

Corollaire 4.2.16. Soient K € K noethérienne, connere et M € Ky 4 —U un module instable
nil-fermé tel que, pour tout espace vectoriel de dimension finie, (W, ex w) soit M-central. Soit
(V,¢) € C(Homyc (K, H*(_))), alors (V,¢) est M -central si et seulement M admet une structure
de Ty, 4 (K)-module et qu’il existe un morphisme de K-module M — M?¢ @ H*(V) telle que la

composition M — M?® @ H*(V)

s Qe g
o 6—H>(V)’O M soit lidentité.

Démonstration. Le sens direct est vrai pour M non nil-fermé. Si (V,¢) est M central, I'isomor-
phisme Tiy,4) (M) = M donne a M une structure de T(y,4)(K)-module. Alors, le morphisme
e M — T(M¢)(M)¢ ® H*(V) composé par I'isomorphisme T(V,@(M)(z’ ® H*(V) =
M¢? ® H*(V) nous fournit le morphisme souhaité.

Réciproquement, soit v : M — M?% ® H*(V), vérifiant les conditions de 1’énoncé. En
appliquant le foncteur h o f, a v, on obtient un morphisme dans (V7 )(Vf)op J Homy (K, H*(_))
v* i ho f(M)? ®Fy [Homp,(_, V)] = ho f(M), vérifiant les hypotheses du théoréme 4.2.15.
Alors, phofr),v,e) = h o f(pur,(v,g)) est un isomorphisme. On en déduit que pyr v,y est un
isomorphisme dans (K — U)/Nily. Comme M est nil-fermé, pys v est un isomorphisme et
donc (V, ¢) est M-central. O

4.2.4 C(S(K)) et la filtration nilpotente

Dans cette section, nous allons illustrer comment approcher le centre d’une algebre instable

K par celui de ses nil,-fermetures, avec n parcourant N.

Lemme 4.2.17. Soient K une algébre instable finiment engendrée en tant qu’algébre sur l’al-

gébre de Steenrod, V' un espace vectoriel et (W, ¢) € S(K). Alors le morphisme

Ty (pr,w,g) = Tv(K) = 11 T, (K) — 1T Tivew,g) (K) =Ty (Tiw,e) (K))
feHomyc (K,H*(V)) 9EX (w, ) Homyc (K, H*(V'))

est Uapplication qui d (Tf) fe Homy (K, H+(V)) associe (xg)gez(wyd))HamK(K,H*(V)) ot

Ty = (59(L“;®W)*(5L‘(L¥@W)*g) avec 64 € FgomK(K’H*(VEBW)) la fonction caractéristique de g.
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Démonstration. On constate que Ty (pxw) : Tv(K) = Ty (Tw(K)) = Tyew (K) est Pappli-
cation qui & un élément = du domaine associe (1}, *")
]FI;omK(K’H*(V) sur Papplication qui & ¢ € Homyg (K, H*(V @& W)) associe 1 si (L‘Z@W)*g =f
et 0 sinon. En conséquence Ty, r)(K) s’envoie sur @geHomK(K,H*(VEBW)) WYEW gy Tiv,g) (K).
ow

«2. Que par ailleurs, elle envoie 0y €€

Alors, pour = € Ty, 5 (K) la décomposition de (t;%") 42 est donnée par

() = > 5,0z,

g€Homy (K, H*(VeW)) ; (1) g=f

Proposition 4.2.18. Soit (W, ¢) € S(K), (W,¢) € C(S(K)) si et seulement si
¢ € C(Hom(K,H*(_))) et pour tout espace vectoriel V et pour tout g € Homyc (K, H*(V)),

©114

Vapplication de T(y,g)(K) dans Ty ew,gme)(K) qui d x associe (1; %) est un isomorphisme.

Démonstration. Pour tout espace vectoriel V, Ty est exact et pour M un module instable,
Ty (M) n’est trivial que si M est trivial. Donc Ty (p (w,4)) est un isomorphisme si et seulement
si pi,(w,g) 'est. Clest le cas si et seulement si ¢ € C(Homy (K, H*(_))), auquel cas pour tout
f € Homy (K, H*(V)) il existe un unique gy € Xy, Homy (K, H*(V')) tel que (v ") *gr = f,
et si (cf. lemme 4.2.17) Ty (px (w,¢)) définit pour tout f € Hom (K, H*(V)) un isomorphisme
de Tiy,p)(K) dans Tvaw,g,)(K). O

Définition 4.2.19. Soient C;(K) := C(Homg (K, H*(_))) et, pour n > 2, soit C,,(K) l'en-

semble suivant :
{(W, ) € C\(K) | Vg € Homg (K, H*(V)), <" (px,we)) = 9~ (K)(V,9) = g="(K)(VOW, giig)}.
C,(K) ainsi définie est une généralisation a g<"(K) de C(Homy (K, H*(_))).

Proposition 4.2.20. Tout morphisme ¢ de K dans H*(V') se factorise de maniére unique en

K — I,(K) () H*(V), ot la premiére fléche est la localisation loin des n-nilpotents. Alors,
¢ € Cp(K), si et seulement si l,(¢) € C(S(I,(K))).

Démonstration. Si ¢ € C,(K), alors f<~"(pg w,e) @ f~"(K) = Dw,g)f<"(K) est un isomor-
phisme. Alors, en appliquant le foncteur m=" a f~"(pg (w,) : f~(K) 5 Aw,ey f<K),
pour ¢ un élément de C,,(K), on obtient que py, (k) (vin(¢) * n(K) = T(v,() (In(K)) est un
isomorphisme dans K/Nil,,. Comme [, (K) est nil,-fermé, c’est un isomorphisme et donc I,,(¢)
est central dans S(K).

Réciproquement, si [,,(¢) est central dans S(K), alors pour tout h le diagramme suivant
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commute
g~ (K)(V, h) —>g<”(K)(Vf W, h 8 ¢)
G5l (K)) (Vi (h)) —— g< (1 (E))(V & W, 1 (h) B 1 (),
et donc ¢ € Cp,(K). O

La proposition 4.2.18 fournit la filtration
C(S(K)) C...CCu(K) C ... CCo(K) C C1(K) =C(Homg(K,H*(_))).

Proposition 4.2.21. Soit K une algébre instable, alors C(S(K)) = (| C,(K).
neN*

Démonstration. Si Ty (pg (w,e)) n'est pas un isomorphisme sur chaque composante connexe de
Ty (K), alors il existe g € Homy (K, H*(V)) et n > 1 tel que g<"(pr,w,g)) = 9~"(K)(V,g9) —
g<"(K)(V & W, gH ¢) n’est pas un isomorphisme. Le résultat s’en suit par contraposée. O

Nous allons donner une caractérisation de 1'obstruction & ce qu’un élément (V, ¢) € C,(K)

appartienne & C,,41(K) ne faisant intervenir que des foncteurs dans f(K) — F.

Définition 4.2.22. Soit F' € f<"(K)—F<". Alors, pour tout V, Ay F(W) (défini dans la défini-
tion 2.3.2) est un f(K)(V)-module. Pour (V, ¢) € S(K), soit Ay, o) F(W) := Ay F(W) @4k )(v)
Fa(¢) et pp(v,4) la composition de pry par la projection sur Ay 4 F. On dira que (V,¢) est

F-central si et seulement si pp (y,¢) est un isomorphisme.

Soit K une algebre instable. Notons A, : lp41(K) — [,,(K) la nily,-localisation de 41 (K).

On a une suite exacte dans K — U
0 = il (K) /nilnr (K) = Lyt (K) 23 1,(K) — coker(\,) — 0.

Notons que nil,+1(K) et nil,, (K) sont des idéaux de K, en conséquence de quoi nil, (K)/nil,+1(K)
est un objet de K — U, par ailleurs l,+1(K) et [,,(K) sont des K-algebres et coker()\,) est un
In+1(K)-module dans U et donc également un objet de K — U. Par naturalité de pys (v,4) en

M € K —U (lemme 3.3.17), on obtient le diagramme commutatif suivant.

0 —— il (K) /il s 1 (K) ————— Ly 1 (K) ————— [y (K) — > coker(An) ——— 0
Jpniln(K)/nianFl(K)ﬂ(qub) erln+1(K)»(V1¢) Pin (K),(V,¢) Jpcoker(kn,),(vy¢)

0—— T(V',qﬁ) (mln(K)/manrl(K)) E— T(V@) (ln+1 (K)) E— T(V#)) (ln(K)) E— T(V’qﬁ) (coker()\n)) — 0.
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En appliquant le foncteur f<"*! on obtient le diagramme commutatif suivant.

0 —— <" (nil, (K) /nilps (K)) ———— fYEK) ————— f<"H(1(K)) —— f<"F(coker(A,)) —— 0
Jﬂf<”+l("iln(K)/”"anrl(K)%(V‘é) pr'<"'+1<z()‘<v,¢> pr'<"+1<1"<1<)),(\/,¢> lp.f<"+1(coker(/\,,L)),(V@)

0— A(V7¢)f<"(nzln(K)/manrl (K)) — A(w¢)f<n(ln+1(K)) — A(V7¢)f<n(ln(K)) — A(V,(b)f<”(coker(/\n)) — 0.

Théoréme 4.2.23. Soient K une algébre instable et (V,¢) € S(K). Alors, les deux conditions

susvantes sont équivalentes :
1. Le couple (V,¢) appartient ¢ Cyy1(K).

2. Le couple (V, ¢) appartient & C,(K) et il est f<""(nil,(K)/niln+1(K))-central et
<Y (coker(\y))-central.

Démonstration. Supposons que (V,¢) € C,41(K) alors, Ppa+1(K),(V,p) €St un isomorphisme.
En tronquant en degrés strictement plus petits que n, on obtient que pr<n(g) (v,¢) est un
isomorphisme et donc (V,¢) € C,(K). Par ailleurs, cela implique que ps<n+1(,(x)),(v,¢) €5t
aussi un isomorphisme, on conclut par le lemme des cing que py<nti(nil,, (K)/nilp.i (K)),(V,¢) €6
P f<n+1(coker(An)),(V,¢) SON aussi des isomorphismes.

La réciproque se montre aussi par le lemme des cing. En effet, si (V, ¢) est dans C,,(K) et si
il est <" (nil,(K)/nil,,1(K))-central et si il est f<"!(coker()\,))-central, alors

P 1< il (K) il 1 (), (Vi) PE<m1 (1 (K))(Vig) €8 Py <nst (coker(ha)), (V) SO tous des isomor-
phismes et donc il en est de méme de pr<nti(g) (v,9)- O

Remarque 4.2.24. Notons que dans le théoréme 4.2.23, f<"+1(),,) est un isomorphisme en de-
grés strictement plus petits que n. Les foncteurs f<"*1(nil,,(K) /nil,.1(K)) et f<"*1(coker()\,))
sont donc concentrés en degré n. Alors, les composantes de degré n de ces deux foncteurs,
f (il (K) /nilp+1(K)) et f(coker(A,)) sont des objets de f(K) — F et (V, ) est

< (il (K) /il 1 (K))-central et <"t (coker(\,))-central si et seulement si il est

[ (nily, (K) /nily41(K))-central et f™(coker(\y,))-central.

4.2.5 Exemples de calculs du centre pour K non nil-fermée

Dans le chapitre 5, nous allons utiliser le formalisme développé pour étudier le centre d’objets
de Set(vf)OP, pour détailler des calculs du centre d’algebres instables connexes, noethériennes et

nil-fermées. Mais avant cela, détaillons quelques exemples de calcul du centre dans le cas général.

Soit K une algebre instable finiment engendrée en tant qu’algebre sur 'algébre de Steenrod.
Alors, nili(K) est un idéal de K, c’est donc en particulier un K-module, et pour Ry(K) :=
K/nily(K), S(R1(K)) = S(K) par le morphisme qui & ¢ de R;(K) dans H*(V) associe sa
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précomposition par K — Ri(K). Alors, T (K), T (Ri(K)) et T (nily(K)) définissent des
foncteurs de S(K) dans K et les décompositions de Ty (K), Ty (Ri(K)) et Ty (nili(K)) en
composantes connexes sont compatibles, ce qui donne lieu pour tout (V,¢) € S(K), a la suite

exacte suivante :
0— T(V,¢) (mll(K)) — T(I/,¢) (K) — T(V,(b)(Rl (K)) — 0.

Proposition 4.2.25. Soient K une algébre instable finiment engendrée en tant qu’algebre sur
A et (V,¢) € S(K). Alors (V, @) est central si et seulement si il est nily (K )-central et (V,¢) est
central dans S(R1(K)).

Démonstration. On a le diagramme commutatif suivant, dont les lignes sont exactes dans U :

0——— nily (K) K Ri(K)———0

J | J

0—— T(V,qb) (’I’Llll (K)) S T(V,qﬁ) (K) E— T(V,(;S) (R1 (K)) —0.

Supposons que (V, ¢) est nily (K )-central et est central dans S(R;(K)). Alors, comme les fleches
de nily (K) vers Ty, (nil1(K)) et de Ri(K) vers T(y,4)(R1(K)) sont des isomorphismes, par le
lemme des cing, la fleche de K vers T(y,4)(K) est un iso. Ainsi, (V, ¢) est central dans S(K).

Réciproquement, si (V, ¢) est central dans S(K), pr,(v,¢) : K — T(v,4)(K) est un isomorphisme.
Alors, le foncteur Ty, commutant avec le foncteur nil;, dans le diagramme précédent, la fleche
nil1 (K) — T(y,g)(nil1(K)) est également un isomorphisme. On conclut en utilisant a nouveau

le lemme des cing. ]

Exemple 4.2.26. Soit K une algebre instable (non unitaire), nil-fermée, connexe et noethé-
rienne. Soit aussi N une algebre instable nilpotente. Considérons K @ N l'algebre obtenue en
imposant que le produit d’un élément k de K par un élément de N est trivial pour k& # 1.
Ri(K & N) = K et K est noethérienne, donc pour tout V', (V, ex ) est central pour K d’apres
la proposition 4.1.14. Alors, Ty (N) = T{ (N) et Tyg)(N) = 0 pour ¢ # exy. En

conséquence, par la proposition 1.2.53, on a les deux possibilités suivantes, soit N € U7, alors

Viexkan,v)

pour tout V', Ty, (N) = N et donc (V,exgn,v) est central, soit N n’est pas dans U;, auquel cas
(0, exen,0) est le seul élément central dans S(K & N).

Dans ’exemple précédent, on a choisi notre algebre instable de telle sorte a ce que la structure

de Ty (K)-module sur nil; (K) soit trivial. Donnons un second exemple ol ce n’est pas le cas.

Exemple 4.2.27. Soit A une algebre instable (non unitaire), nil-fermée, connexe et noethé-
rienne. Soit aussi N une algebre instable nilpotente. Considérons K := A & A ® N. Alors,
nili(K) 2 A® N et Ri(K) = A. De plus, la décomposition en composante connexe de K est
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de la forme suivante : Ty (K) = @ g)csa)(L(v,e)(A) & T(v,¢)(A)) ® Ty (N). On en conclut
que (V,¢) est central pour K si et seulement si il 'est pour A et N = Ty/(N). Autrement
dit, soit N n’appartient pas a U; et le centre de K est réduit a (0,€x ), soit N € U; et alors

C(S(K)) = C(S(4)).

On peut généraliser 'approche utilisée dans la proposition 4.2.25. Pour K une algebre in-
stable et pour n € N, nil,(K) est un idéal de K. C’est donc un K module, de méme que
nily, (K)/nilp4+1(K). Notons R, (K) le K-module instable réduit, tel que nily, (K)/nilp41(K) =
Y" R, (K) (confere la proposition 1.2.49).

Proposition 4.2.28. Soient K une algébre instable noethérienne connexe, et N tel que nily(K) #
0 et nily41(K) = 0. Soit (V,¢) € S(K). Alors, (V,¢) est central si et seulement si pour tout
n <N, (V,¢) est R,(K)-central.

Démonstration. Pour tout n, on a une suite exacte dans K — U
0 — nilpt1(K) = nil,(K) - X"Ry(K) — 0.
En appliquant le foncteur T(y, 4), on obtient une suite exacte
0 = Tiv,g) (nilng1(K)) = Tiv,g) (niln(K)) = Tiv,g) (5" Ry (K)) — 0,

et comme dans la proposition 4.2.25, par le lemme des cing, on obtient que (V, ¢) est nil,, (K)-
central si et seulement si il est nil,41(K)-central et si il est X" R, (K)-central, c’est a dire
R, (K)-central (confére la proposition 4.1.3). Par une récurrence décroissante, on obtient que
(V, @) est mil, (K )-central si et seulement si il est R;(K)-central pour tout ¢ > n. En particulier,
(V, @) est central si il est nilo(K)-central et donc si il est R;(K)-central pour tout i < N.

O

Remarque 4.2.29. A priori, déterminer les éléments R, (K )-centraux n’est pas plus facile
que de déterminer directement les éléments centraux de S(K). Le théoreme 4.2.23, donne une
méthode plus générale pour déterminer le centre de S(K'), que la proposition précédente. Ceci
dit, dans les cas ou les R;(K) ne sont pas seulement réduits mais nil-fermés, cette proposition

permet de calculer le centre plus efficacement.

Dans les exemples précédents, nous avons étudié des situations ot R;(K) était nil-fermée.
En général, Ry(K) est réduit, mais pas nécessairement nil-fermée. Considérons K une algebre

réduite et n 1 K — [1(K) sa nil-fermeture. Alors, on a une suite exacte de la forme :
0—-K—UL(K)—=L(K)/K—O0,
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avec [1(K)/K nilpotente. Alors, S(K) = S(I1(K)), et I1(K)/K appartient & K —U. Ainsi, les
foncteurs T' (K), T (Li(K)) et T (I;(K)/K) sont tous des foncteurs sur S(K) et on a une suite
exacte courte de la forme 0 — T(y,4)(K) — T(y,¢)(l1(K)) = T(v,4)(l1(K)/K) — 0 pour tout

(V. ¢) € S(K).

Proposition 4.2.30. Soient K une algébre instable réduite, finiment engendrée en tant qu’al-
gébre sur lalgébre de Steenrod et (V,¢) € S(K). Alors (V, ¢) est central pour K si et seulement
si il est 11 (K)/K-central et qu’il est central dans S(11(K)).

Démonstration. La démonstration est similaire & celle de la proposition 4.2.25, on justifie que si
(V, ¢) est central dans S(K), alors en prenant la nil-localisation, il est central dans S({1(K)) et

on conclut avec le lemme des cing. O

Exemple 4.2.31. 1. Soit K = Fo[z]x & Fa. Alors, [;(K) = Fy[x] ce qui implique que
S(K) ={(V,¢*) | ¢ : V — Vect(z*)} et C(S(l1(K))) est S(K) tout entier. Par
ailleurs, [;(K)/K = XFs et l'action de K sur {1(K)/K est triviale. Alors, pour tout V,
Ty (LW(K)/K) = Tiy,ep ) (W(K)/K) = L(K)/K, et Ty, (L (K)/K) = 0 pour ¢ # ek
En conséquence, le centre de S(K) est 'ensemble des (V, ex,17) avec V un espace vectoriel

de dimension finie.

2. Soit K nil-fermée connexe, on considére Fy @ K=", I'algebre instable constituée des élé-
ments de K de degrés 0 ou supérieur a n, avec n > 1. Alors, le centre de Fy & K~™
est restreint aux (V, ep,ex>n,17) avec V un espace vectoriel de dimension finie. En effet,
I1(Fy + K-™) =2 K donc [1(Fy + K~™)/Fy + K=™ est un module instable concentré en
degrés plus petits que n. Comme dans le 1, seul les ey sont donc Iy (Fo+K~=") /Fo+ K="~

centraux.

Soit K une algébre instable finiment engendrée en tant qu’algebre sur A. Alors, tout mor-
phisme de ®K dans H*(V) se factorise en K MK o H *(V), ce qui induit une bijection
S(K) = S(OK).

Proposition 4.2.32. Soit K une algebre instable finiment engendrée en tant qu’algebre sur A.
Alors, C(S(PK)) s’identifie & C(S(K)) sous la bijection naturelle entre S(PK) et S(K).

Démonstration. Par la proposition 1.2.12, on a un isomorphisme Ty (®K) = Ty (K). Cet
isomorphisme est un isomorphisme d’algebre, c’est donc aussi un isomorphisme de T‘(}(K )-
algébres, ot on a identifié T{(K) et T2 (®K). Il est donc compatible avec les décompositions
en composantes connexes. On a alors, T(y,4)(®PK) = ®T(y4)(K) pour (V,¢) € S(K). Alors,
PoK,(v,6) = PPK (v,¢) (confere le lemme 3.4.2 dans [Sch94]) est un isomorphisme, si et seulement
si c’est le cas de pg (v,¢), donc (V, ¢) est central pour ®K si et seulement si il 'est pour K. [
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CHAPITRE 5

UN PROBLEME DE CLASSIFICATION DES
H*(V)-COMODULES DANS /Nl

Dans ce chapitre, nous allons utiliser 1’étude du centre du foncteur Homy (K, H*(_)) pour
étudier les algebres instables, noethériennes, connexes et nil-fermées K, munies de structures de
H*(V')-comodules pour V' un espace vectoriel de dimension finie. D’apres le corollaire 4.1.20, une
structure de H*(V')-comodule sur une algebre instable noethérienne connexe correspond a un
élément central (V, ¢) € S(K). Par ailleurs, si K est nil-fermé, d’apres la proposition 4.2.20 et
le théoreme 4.2.5, (V, ¢) € C(S(K)) si et seulement si Homp, (_, V') agit sur Homy (K, H*(_))

en faisant commuter le diagramme suivant :

F x Homp,(_,V)—5 F

I

Homgp, (_, V)

—

Ainsi, chercher des structures de H*(V')-comodules sur K noethérienne, connexe et nil-fermée re-
vient & chercher des actions de groupes naturelles en W de Homp, (W, V') sur Homy (K, H*(W)).
Plus précisément, pour A une algebre instable nil-fermée fixée, nous allons nous demander com-
ment classifier les algebres instables noethériennes et connexes, munies d’une structure de H*(V)-
comodules dont ’algébre des éléments primitifs est précisément A. Du point de vue des foncteurs,
cela revient a classifier les foncteurs F', munis d’une action naturelle de Homp,( , V') dont le

quotient est précisément Homy (A4, H*(_)).

5.1 Quotients noethériens dans SetV)er

Cette premiere sous-partie est consacrée a la définition des catégories de foncteurs dans

Set™)” munis d’une action naturelle d’'un foncteur de (V/)oP & valeurs dans les groupes, et &
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la démonstration d’un résultat technique permettant de justifier dans certains contextes que le

quotient d’un tel objet est noethérien.

Définition 5.1.1. Soit Qrp(w)0p la sous-catégorie de StV dont les objets sont les foncteurs

a valeurs dans les groupes et dont les morphismes sont les morphismes de groupes naturels en
V.

Remarque 5.1.2. grp(Vf)Op est la catégorie des objets en groupes dans Set™VH™,

Définition 5.1.3. Soit G € grp(Vf>°", on considere G — Set la catégorie dont les objets sont les
objets de SetV)” munie d'une action naturelle de G et dont les morphismes sont les morphismes

dans Set(V)® compatibles avec 'action de G.

Définition 5.1.4. Soit G € Qrp(vf)Op, on dira que G est noethérien si ’'objet de Set(V)” obtenu
en oubliant la structure de groupe de G est noethérien.
Soit G € grp(Vf)Op et ' € G — Set, on dira que F est noethérien si 'objet de Set(V)P

obtenu en oubliant ’action de G est noethérien.

Remarque 5.1.5. Soit F € SetV)® noethérien, soit H € SetV)P et soit q : F - H
une surjection naturelle. Alors, pour « : Vi — V5 un morphisme d’espaces vectoriels et pour
x € H(Vs), on considére a*(¢~1({z})) qui désigne I'ensemble des images par o* d’antécédents
par ¢ de . Mais alors, par naturalité de ¢, a* (¢~ ({z})) est toujours inclus dans l'intersection
de ¢ '({a*z}), 'ensemble des antécédents de a*z par ¢, et de a*(F(V2)). On va voir que si cette

inclusion est une égalité, le foncteur H est également noethérien.

Lemme 5.1.6. Soit F € SetV)” noethérien, soit H € SetVD” et soit g : F — H une

surjection naturelle.
1. Pour tout V € VI, pour tout s € H(V) et pour tout r € F(V) tel que q(r) = s, ker(r) C
ker(s).
2. De plus, il existe rs € F(V) (d priori non unique) tel que q(rs) = s et ker(rs) = ker(s).

Démonstration. En effet, sir € F(V) est tel que q(r) = s, alors il existe 7’ € F(V/ ker(r)) tel que

r = 7’ pour 7 la projection de V sur V/ ker(r) mais alors z = 7*(¢(r’)) et donc ker(s) D ker(r).

De plus, soit § € H(V/ker(s)) tel que v*(5) = s, ou 7 désigne la projection de V sur
V/ker(s). Alors, comme ¢ est une surjection, il existe 75 € F(V/ker(s)) un antécédent de §
par ¢q. Par naturalité de ¢, pour rs := v*(7s), q(rs) = s et ker(s) C ker(r). Donc, d’apres le 1,
ker(s) = ker(rs). O

Proposition 5.1.7. Soit F € SetVh” noethérien, soit H € SetVD” et soit g : F - H
une surjection naturelle. Alors, si pour tout morphisme dans VI, a : Vi — Va et pour tout
r € HWV,), o*(¢g 1 ({x})) = ¢ *({a*z}) N a*(F(V2)), le foncteur H est également noethérien.
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Démonstration. Le foncteur F' étant a valeurs dans les ensembles finis, ¢’est également le cas pour
H. 1l faut justifier que pour tout s € H(V), et pour tout 8 : U — V, ker(8*s) = 3! (ker(s)).

On considere alors le diagramme suivant :
v

| |

U/B~ (ker(s) )—)V/ker()

p

U/ker(H(B)(s))

ou v, o et p dénotent les surjections canoniques et ot B désigne ’application induite par 3 entre
U/B~(ker(s)) et V/ker(s). B est alors injective, puisqu’on I'a obtenu en quotientant la source

de v o 8 par son noyau, et donc B* est surjective.

Soit s € F(V) vérifiant les conditions de 2 dans le lemme 5.1.6. Alors, comme par hypothese
ker(rs) = ker(s), il existe t5 € F(V/ker(s)) régulier et tel que v*ts = r4 et donc tel que v*(q(ts)) =
s, alors q(ts) est également régulier. Par soucis de clarté, représentons tous ces éléments dans

un diagramme :

ts € F(V/ker(s)) —— F(V) 3 ry

qu/ ker(s) J{qv
V)

q(ts) € H(V/ker(s)) SN H(V)>s.

Le noyau de f3*s contient S~ 'ker(s) et, toujours d’aprés le lemme 5.1.6, il existe h €
F(U/ker(*s)) régulier, tel que g ((c* o p*)(h)) = f*s. Comme

o H(U/F N (ker(s))) — H(U)

est injective, puisque o est surjective, q(3*ts) = q(p*h) € F(U/B~ " (ker(s))).

En appliquant I'hypothése & § : U/B ' (ker(s)) — V/ker(s) et q(ts) € H(V/ker(s)) et en
utilisant que B* est surjectif, on obtient ¢~ ({5*(q(ts))}) = B* (¢~ ({q(ts)})) € F(U/B (ker(s))).
Comme p*h € ¢~ ({B*(q(ts))}), il existe | € F(V/ker(s)) tel que q(I) = q(ts) et 5*I = p*h.
Alors, q(ts) = q(l) est régulier et donc [ est régulier (d’apres le 1 dans le lemme 5.1.6).
Comme F est noethérien, ker(p*h) = ker(3*1) = S~ *(ker(l)) = 0. Or, comme h est régulier,
ker(p*h) = ker(3*s)/B ! (ker(s)), donc ker(5*s) = B~ tker(s).

O
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Corollaire 5.1.8. Soit G € Qrp(Vf)Dp et F € G — Set noethérien. Alors, le foncteur F/G est

noethérien.

Démonstration. On note ¢ la projection naturelle de F' sur F/G. On va montrer que ¢ vérifie
I'hypothése de la proposition 5.1.7. Soit x € F/G(V), et soit § : U — V un morphisme
d’espaces vectoriels. On a vu dans la remarque 5.1.5 que 8*¢~ 1 ({z}) C ¢~ ({B*z}) N B*(F(V)).
Nous devons justifier que cette inclusion est une égalité.
Soit ¢ € F(V) tel que q(¢) = x, par définition ¢~ ({z}) = {g- ¢|g € G(V)}, soit alors 1 € F(V)
tel que %t appartienne a ¢~ ({#*x}), alors il existe v € G(U) tel que 5%y = v - 3*¢. Notons ¢
et 7, respectivement une section de U/ker(/3) dans U et la projection de U sur U/ker(f). Alors,
comme § = forom, ona B = 170*(B*) = (n°01*)(3)- (*or*)(B*6) = (m*0r*)(7)- 6. Mais,
ker(3) = ker(c o ) donc (7* o t*)(y) = B*g pour un certain g € G(V). Alors, *(g - ¢) = f*,
avec g - ¢ € ¢ 1 ({z}) donc B* € B*q 1 ({z}). Ce qui concliit la preuve.

O

5.2 Dimension de Krull d’un foncteur

Etant donné Q € SetVN” ot G € grp(w)op noethériens, on aimerait ramener la classification
des foncteurs F' € G —Set noethériens et tels que F'/G = @, & un probléme de classification d’en-
sembles munis d’actions de G(W') et End(WW') compatibles entre elles, dont le quotient par G(W)
est Q(W) pour W un espace-vectoriel de dimension assez grande. Cela se fait en introduisant la

dimension de Krull d’un foncteur.

Proposition 5.2.1. [Hea21, Proposition 2.6] Soit K une algébre instable noethérienne et soit
d sa dimension de Krull. Alors d = max{dim(E) | 3f : K — H*(E) tel que (E, f) € R(K)}.

Corollaire 5.2.2. Pour tout foncteur noethérien F, il existe un entier d tel que dim(E) > d

implique regF (E) = ().

Définition 5.2.3. 1. Soit F € Set(vf)op, on appelle dimension de Krull de F' le plus petit
d € NU {400} tel que pour tout espace vectoriel E de dimension finie strictement plus
grande que d, regF'(E) = (). On notera dr la dimension de Krull de F.

2. Soit Setglvf)op la sous-catégorie pleine de Set™)™ dont les objets sont les foncteurs de

dimension de Krull inférieure ou égale a d.
Ce qui suit est inspiré de la partie II-2 de [HLS93].

Définition 5.2.4. Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur Fo, .S un ensemble muni
d’une action a droite de End(E) et T un ensemble muni d’une action a gauche de End(E). On
définit S Xgpq(g) T comme le co-égalisateur de deux morphismes de S x End(E) x T' dans S x T

qui envoient (s, a, t) respectivement sur (s - a,t) et (s, a - t).
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Proposition 5.2.5. [HLS93, Théoréme 2.7]

1. Soient F' un foncteur de dimension de Krull finie, et E un espace vectoriel de dimension
finie tel que dp < dim(FE). Alors il existe un isomorphisme naturel de F(E) X End(E)
Homp,(_, E) dans F.

2. En conséquence, le foncteur qui d un ensemble D muni d’une action de End(FE) associe
D X gnacgy Homp, (_, E) défini une équivalence de catégorie entre la catégorie des End(E)-
ensembles et la catégorie Setglvf)op, dont Uinverse est l’évaluation en E.
Remarque 5.2.6. L’isomorphisme est donné par la transformation naturelle de F(E) xHomgp, (_, E)
dans F' qui a (f, ) associe v* f qui ne dépend pas du choix de (f,~) dans sa classe de F'(E) X gnq(g)
Homp, (_, E).

Remarque 5.2.7. F'(E) Xgnq(p) Homp, (_, E) est U'extension de Kan a gauche du foncteur

évaluation, qui & un foncteur in Set(VV))™ associe F (E) muni de l'action de End(E).

Lemme 5.2.8. Soient () € Set(vf)op, G e grp(vf)op noethériens et F' € G—Set tel que F/G = Q.
Alors pour tout espace vectoriel E, dim(E) > dg + dg implique regF (E) = 0.

Démonstration. dg et dg sont les dimensions maximales pour lesquelles G et () possédent des

f .
Y muni d’une

éléments réguliers, et qui existent d’aprés le corollaire 5.2.2. Soit F' € Set!
G-action tel que F/G = Q. On considére E un espace vectoriel de dimension strictement plus
grande que dg + dg.

Soit alors f € F(F). On considére f la classe de f dans F/G. Alors, d’aprés le lemme 5.1.6, il
existe ry € f tel que ker(ry) = ker(f). Soit g € G(E), tel que f = g-r¢. Alors, dim(ker(rs)) >
dim(E) — dg, en effet dim(ker(rs)) = dim(ker(f)) et f = n*(f)) avec 7 la projection de E sur
E/ker(f) et t € F/G(E/ker(f)) régulier, donc par hypothese dim(E/ker(f)) < dg.

De méme, dim(ker(g)) > dim(E) — dg. On a alors, dim(ker(ry) + ker(g)) = dim(ker(ry)) +
dim(ker(g)) — dim(ker(ry) Nker(g)) < dim(E). Or, dim(ker(rs)) + dim(ker(g)) > 2dim(E) —
dg —dg > dim(E). Donc ker(r¢) Nker(g) # 0. Mais alors, il existe § € G(E/ ker(r¢) Nker(g)) et
rr € F(E/ker(ry) Nker(g)) tels que 7*°g = g et 77y = ry, ot m dénote la projection de E sur
E/ker(ry) Nker(g), et donc f = 7*(g-7¢), ce qui implique que f n’est pas régulier. O

Le produit semi-direct G(V') x End (V') est un monoide dont les éléments sont ceux de G(V') x
End(V) et dont le produit est défini par (g, ¢)-(v,%) = (g-¢*y, 1 o¢), Paction de G(V') xEnd(V)
sur F'(V') est alors définie par (g,¢) - f =g-¢*f pour g € G(V), ¢ € End(V) et f € F(V).

Proposition 5.2.9. Soient G € grp(Vf>°” et F € G—Set noethériens. Soit V un espace vectoriel,
alors on a une action du monoide G(V') x End(V') sur F(V'), ou le produit semi-direct est celui
induit par Uaction de End(V') sur G(V') qui est celle induite par la fonctorialité de G et ou
(9,p) € G(V) x End(V') associe a ¢ € F(V) g- p*o.
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Le corollaire suivant est une conséquence de la proposition 5.2.5.

Corollaire 5.2.10. Soient Q € SetVN” et G € grp(vf)Op noethériens. Soit A et B deux
foncteurs noethériens dans G — Set tels que A/G = B/G = Q. Soit E de dimension 2dg +dg ot
dg et dg sont les dimensions de Krull de G et Q. Alors A et B sont isomorphes dans G — Set

si et seulement si il existe un isomorphisme G(E) x End(E) équivariant entre A(E) et B(E).

Démonstration. En effet, d’apres le lemme 5.2.8 et la proposition 5.2.5, on a A = A(E) Xguq(p)
Homp, (_, F) et B = B(E) Xguq(g) Homp, (_, E) ainsi, un isomorphisme e¢x End(E)-équivariant

f .
V) "Si on impose

entre A(F) et B(E) induit un isomorphisme naturel € entre A et B dans Set
la condition dim(F) = 2dg + dg plutét que dg + dg c’est pour justifier la G-équivariance
de l’isomorphisme ainsi obtenu. En appliquant le lemme 5.2.8 & A plutdét que ), on constate
que le foncteur G x A n’a pas d’éléments réguliers en dimension plus grande que dim(E). En
conséquence, pour (g,f) € G(V) x A(V), il existe « : V — E, v € G(E) et ¢ € F(FE) tels
que oy = g et a*¢ = f, alors en utilisant la G(E) x End(FE) équivariance de eg, (g - f) =
a*y - a*e(¢p) = g - e(f). Ce qui concliit la preuve. O

Remarque 5.2.11. Le résultat précédent induit une correspondance entre les foncteurs noethé-
riens dans G — Set dont le quotient par G est @ et les ensembles sur lesquels agit G(E) x End(FE)
et dont le quotient par G(E) est Q(E).

5.3 Cas des algebres integres

On en vient donc a notre question, si on se fixe P € K noethérienne, connexe et nil-fermée,
comment classifier loin des nilpotents les H*(V)-comodules dans K noethériens, connexes dont
I'algebre des éléments primitifs est isomorphe & P, pour V € Vf. De maniére équivalente, si on
se fixe ) € Set(V)® noethérien, connexe, comment classifier les objets de Homp, (_, V) — Set
noethériens, connexes dont le quotient par Homp, (_, V') est isomorphe & Q. Nous allons voir que
si on se restreint au cas des algebres connexes, la question se simplifie en utilisant le théoreme
d’Adams-Wilkerson.

Commencons par rappeler la construction de l’action de groupe de Homp,(_, V) sur F as-
socié a vy un élément central de F(V') (confere la proposition 4.2.3). On définit le morphisme
naturel p, de Homp,(_, V) x F' dans F par p(a, f) = Ajy o (a@®idw )*(y* f) ol y* f est I'unique
8lément de F(V @ W) tel que (1f.%V) (v f) =y et (th,ZV) (v f) = f.

Dans ce qui suit, on se restreint a des algebres intégres. Ce qui nous permet d’utiliser le

théoréme d’Adams-Wilkerson, démontré a 'origine dans [AWS80].
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Théoréme 5.3.1. [HLS93, Théoréme 3] Soit K une algébre instable intégre de degré de trans-

cendance inférieur ou égal a dim(V'), alors il existe une injection ¢ de K dans H*(V').

Remarque 5.3.2. Si le degré de transcendance de K est exactement d, alors cette injection est

réguliere.

Corollaire 5.3.3. Soit K une algebre instable intégre de degré de transcendance d, soit Vy
de dimension d et ¢ un plongement de K dans H*(Vy). Alors Homg,(_,Vy) se surjecte sur
Homy (K, H*(_)), par le morphisme de Yoneda qui envoie o € Homg, (W, Vy) sur a*¢. De plus,
cette surjection se factorise a travers Homg,(W, Vy)/Gal(¢) ou Gal(¢) dénote le sous groupe de
Aut(Vy) des stabilisateurs de ¢.

Ainsi, se restreindre a 1’étude d’algébres integres revient, du point de vue des foncteurs, a
se restreindre a des foncteurs F' tels qu’il existe ¢pp € F'(Vy) régulier et tel que le morphisme de
Yoneda de Homg, (_, Vy) dans F' qui envoie idy, sur ¢ soit une surjection.

Dans ce contexte, si F' € Homp,(_,V) — Set dont le quotient par Homp,(_,V) est Q,
bq = q(or) € Q(Vqy) est tel que Homp, (__, V) se surjecte sur Q) par o — a*¢g. On notera que

¢g n’est pas nécessairement régulier.

5.3.1 Centralité et structure de Homp,(__, V) — Set

Pour F € F in(vf)op, tel qu’il existe Vy € Vf et ¢ € F(Vy) tels que le morphisme de Yoneda
associé a ¢, de Homp, (__, V) dans F', soit surjectif, il est plus facile de caractériser les éléments
centraux de F'(V') et d’expliciter la structure de Homp,(_, V) — Set qui leur est associée. Nous
montrerons également, comment dans ce contexte le quotient de F' par 'action de Homp, (_, V)

est caractérisé par l'existence d’un diagramme commutatif

Homp, (_, V) x Homg, (_, Vy) —— Homg, (_, Vz) —» Homp, (__, V/Im(0))

i L]

Homp,(_,V) x F F Q,

dans lequel le carré de droite est une somme amalgamée.

Lemme 5.3.4. Soit (0, ) € Homp,(V,Vy) x Homg,(H, Vy) avec V et H deuz espaces vectoriels,
soit F' un foncteur dans SetVN” et soit o € F(Vy). Alors pour V : Vg@ Vg — Vg qui envoie

r @y surz+y, (6@ B) oV (dr) est un antécédent de B*¢r dans Xy 5+¢,)F(H).
Démonstration. En effet, pour LEGBH et LZ@H les injections respectives de V et H dans V & H,
Vo(@p)ow =bet Vo(§®p)ouy™ =4, done ()" ((6@ B)" o V*(¢F)) = 6*¢p et

T (( @ B)* 0 V¥ (¢r)) = B ¢r- 0
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On en déduit directement la proposition suivante :

Proposition 5.3.5. 1. Soit F un foncteur connezxe de dimension de Krull d, et soit ¢pp €
F(Vy) tel que le morphisme naturel de Homp,(__, Vy) qui envoie l'identité sur ¢ soit sur-
jectif. Soient § € Homg,(V,Vy) et H un espace vectoriel de dimension finie, l’application
naturelle ()"

st et seulement si pour tout B € Homp,(H,Vy), (6 @ B)* o V*(¢r) est le seul antécédent

de B*¢r par cette application.

D Bwisrgp) F(H) — F(H) est toujours surjective, et §*¢r est central

2. Si6*¢pr est central, l'action de Homy,(_,V') sur F' adjointe a l’isomorphisme de F' dans
Yo I vérifie que pour tout g € Homg,(W, V) et pour tout 3 € Homp, (W, Vy),

g-Bor=(50g+B)or.

Démonstration. Par construction, tout élément de F'(H) est de la forme 5*¢p avec 5 : H — Vy,

alors d’apres le lemme 5.3.4, tout élément 5*(¢r) € F(H) a au moins un antécédent par
prwsor) = )" S F(H) = F(H),

a savoir (0 © )" o V*(¢r). Alors, 0*¢p est central si et seulement si pp (y5+¢,) est un isomor-
phisme, c’est a dire si (0 @ 5)* o V*(¢r) est le seul antécédent de S*¢p.

De plus, si 0*¢p est central, par définition la structure de Homp, (_, V') — Set sur F' associée
a 0*¢p est donnée par
w : Homp,( ,V)x F — F,

définie par (g, 8*¢r) := Ay, o (9 @ idw)*(6"¢F * B*¢r), pour §*¢p * 8*¢r I'unique antécédent
de B*¢F, par PF(V,5*p5)- Donc

3 op* o = (0@ B) oV (¢F),
(g, B or) = Ajy o (g ®idw)* o (6 ® B)* o V*(¢r),

et donc,
g B or =009+ pB)(¢r).
O

(vfyer

On rappelle que exy, pour F' € Set connexe et V € VI, est défini dans la définition

3.4.55.
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Proposition 5.3.6. Soit F' un Homg,(_,V) — Set connexe, de dimension de Krull d, dont le
quotient par Homp,(__, V) est isomorphe a Q. Soient également Vg de dimension d et ¢p €
F(Vy) tel que le morphisme de Yoneda envoyant lidentité de Vy sur ¢p soit surjectif. Soit
§ € Homp,(V,Vy) tel que idy - €ryy = 0"¢r. On a un diagramme commutatif dans lequel le

carré de droite est une somme amalgamée :

Homp,(_, V') x Homg,(__,Vy) — Homg,(__, Vq) —» Homg,(__, Va/Im(9))

e ]

Homz,(_,V)x F F ! Q,

ot la fleche de Homyp,(__, V') x Homp,(__, Vy) dans Homg,(__, Vy) est donnée par l’action de groupe
naturelle de Homp,(_, V') sur Homg,(__,Vy) qui envoie (¢,1) € Homp,(W, V) x Homg,(W, Vy)
sur d o ¢+ 1. Homg,(__,Vyg/Im(5)) est le quotient de celte action.

Démonstration. En effet, d’apres le théoreme 4.2.5, la structure de Homp,( ,V) — Set de F
provient d’un élément central 6*¢F tel que idy - €pyy) = 0"¢p. Alors, d’apres le corollaire 5.3.5,

on a un diagramme commutatif

Homp, (_, V) x Homg, (_, Vy) —— Homg, (_, Vy)

l |

Homp,(_,V) x F F,

dont la premiere ligne est donnée par l'action de Homp,( , V) sur Homp,( ,V;) définie par
g-B=p+dog, pour g € Homg, (W, V) et pour 5 € Homp, (W, V), ot 6 € Homp, (V, V) est tel
que pour tout g € Homp, (W, V) g €y = g* 0% ¢.

Pour conclure sur l'existence de ce diagramme commutatif, il nous suffit d’identifier le
quotient de Homgp, (_, V) sous cette action. Or, on a l'isomorphisme naturel Homp,( , V) x
Homp, (_, Vg) = Homp,(_,V;® V). L’action de Homp, (_, V') est donc induite par le morphisme
0+ 1Id, de Vg &V dans V. Alors, o € Homp, (W, V;) est dans la méme classe que S si et
seulement si, il existe ¢ : W — V tel que o = B+ § o g, c’est a dire si et seulement si les
compositions de a et  avec la projection de Vg sur V;/Im(d) sont égales. En conclusion, le
quotient de Homg, (_, V) par 'action de Homp, (_, V') est Homg, (__, V;/Im(9)).

Enfin, a*¢p € F(W) et f*¢p € F(W) s’envoient sur la méme classe a*¢g = [*¢¢g dans
Q(W), si et seulement si il existe un morphisme g : W — V| tel que a*¢p = (o g+ B)*or,

c’est & dire si il existe o/ € Homp, (W, V) tel que a*¢pp = o/*¢p et tel que la classe de o/ dans

153



CHAPITRE 5 — Un probléme de classification des H*(V')-comodules dans K/Nily

Homp, (_, Vg/Im(0)) est égale a celle de 5. En conséquence, le morphisme

F uHOm]FQ (Va) Homp, (_, Va/Im(d)) — @,

induit par propriété universelle de la somme amalgamée est injectif, il est aussi surjectif car la

projection F' — @ est surjective. Le carré de droite est donc bien une somme amalgamée. O

Remarque 5.3.7. Si ¢ n’est pas injectif, 'action de Homp,(_, V'), peut étre obtenue a partir

d’une action de Homp, (__,Im(9)) et par la composition
Homp, (_, Vg) x Homp,(_,V) — Homgp, (_, Vy) x Homp,(_,Im(é)) — Homp, (_, Vg).

On peut donc supposer que Iaction de Homp, (_, V') est induite par une injection § de V' dans
Vg, alors on a d = dim(V') & dim(V;/V'), ot on a identifié V' a son image par 0.

Dans ce cas, puisque Homp,(_,V;/V') se surjecte sur @), par le morphisme de Yoneda qui
envoie a sur a*¢q, ker(¢g) D V, mais si cette inclusion était stricte, par le lemme 5.2.8 ¢ ne

serait pas régulier, donc ker(¢g) = V.

Faisons le lien entre la proposition 5.3.6, et ce qui se passe dans la catégorie I, pour un

algeébre instable noethérienne, nil-fermée, connexe et intégre.

Théoreme 5.3.8. Soit K une algébre instable connexe, intégre, de degré de transcendance d, nil-
fermée et munie d’une structure de comodule K — K ®@ H*(V') pour V un sous-espace vectoriel
de Vy. Soit ¢ : K — H*(Vy) un plongement. Alors, la sous-algébre P des primitifs de K pour
cette structure de comodule, est lintersection de K avec H*(Vy/V') ou on a identifié H*(Vy/V)
a son image dans H*(Vy) par le morphisme induit par la projection de Vi sur Vy/V .

Démonstration. En effet, d’apres la proposition 5.3.6, si on note F' := Homx (K, H*(_)) et
Q = Homg (P, H*(_)), les foncteurs F' et @ s’insérent dans le diagramme commutatif, dont le

carré de droite est une somme amalgamée :

Homgp, (_, V) x Homg, (__, Vy) —— Homgp, (_, Vg) —» Homp, (__, Vy/V)

l | l

Homp,(_,V) x F F 1 Q.

Ce diagramme est obtenu en appliquant le foncteur Homy(__, H*(_)) au diagramme commutatif

suivant, dans la catégorie des algebres instables :
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P K K ® H*(V)

L] [

H*(Va/V)—— H*(Va) — H*(Va) @ H*(V),

ou le morphisme de H*(V;) dans H*(Vy) ® H*(V'), induit par le morphisme de V; &V dans Vg,
0 +id, donne & H*(Vy) une structure de H*(V)-comodule dont les primitifs sont précisément
H*(Vy/V). Alors, un élément de K est primitif si et seulement si il est primitif dans H*(Vj).
Donc la sous-algebre P des éléments primitifs de K, est l'intersection de K avec H*(Vy/V).

O

Remarque 5.3.9. On a utilisé dans la démonstration du théoreme 5.3.8 le fait que toute struc-
ture de H*(V')-comodule sur une algebre instable connexe, intégre, de degré de transcendance
d, nil-fermée K est induite par un morphisme § +id : Vz &V — Vj, via une inclusion de K
dans H*(Vy).

Réciproquement, pour qu'un tel morphisme induise une structure de H*(V')-comodule sur K, il
faut que l'image de K dans H*(Vy) ® H*(V) par (6 +id)*, ou on a identifiée K avec son image
par un plongement d’Adams-Wilkerson dans H*(V;), soit incluse dans K @ H*(V).

De méme, dans la catégorie des foncteurs :

Lemme 5.3.10. Pour un foncteur F connezxe et engendré par une classe unique ¢p € F(Vy),
V) sur F si
et seulement si, pour tout g € Homp,(W,V) et pour tout o et 5 de W — Vg, a*¢rp = B or

implique que (00 g+ a)*op = (00 g+ p)*or.

un morphisme 6 + id : Vg ®V — Vg induit une action de groupe de Homp,(

—

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 5.3.6. O

5.3.2 Comparaison avec les algebres d’invariants

£ . . L. ¢F
Pour F noethérien connexe de degré de transcendance d muni d’une surjection, Homg, (__, Vg) —

F', cette surjection se factorise a travers une surjection
Homp, (__, Va)/Gal(¢r) — F,

ou Gal(¢r) est 'ensemble des morphismes a € Aut(Vy), tels que a*¢r = ¢p. Ca correspond
au fait que, dans la catégorie I, pour K une algebre instable connexe, noethérienne, nil-fermée
et integre, de degré de transcendance d et munie d’un plongement d’Adams-Wilkerson K <
H*(V), alors 'image de ¢ est incluse dans H*(V;)(?). Le second théoreme d’Adams-Wilkerson

donne une condition suffisante pour que cette injection soit un isomorphisme.
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Théoréme 5.3.11. [HLS93, Théoréme 6.4] Soit K une algébre instable de degré de transcen-

dance d qui est :
1. noethérienne,
2. intégre,
3. intégralement close dans son corps de fractions,
4. nil-fermée.

Alors, pour ¢ = K — H*(Vy) un plongement d’Adams- Wilkerson, K est isomorphe ¢ H*(V,;)“®),

On rappelle que pour A < B une extension d’anneaux, A est intégralement clos dans B si,
quelque soit x € B tel qu'il existe P un polynoéme unitaire & coefficient dans A tel que P(z) = 0,

x appartient & A.

Dans cette section, nous allons nous intéresser au centre des foncteurs de la forme Homg, (__, V) /G,
pour G un sous-groupe de Aut(Vy). Et par ailleurs, pour F' un foncteur noethérien, connexe,
muni d’une surjection ¢ : Homp,(_, Vy) — F nous allons mettre en relation deux questions,
celle de la comparaison entre F' et Homp, (_, V;)/Gal(¢r) et celle de 'existence d’une structure
de Homp,(_,V) — Set sur F' dont le quotient est un foncteur @ fixé, avec V' un sous-espace

vectoriel de Vj.

Intéressons nous aux sous-groupes de Aut(Vy), Gal(¢r) et Gal(¢q). On rappelle que ¢g a
été défini comme I'image de ¢ par la surjection de F'(Vy) dans Q(Vy), ¢ n’est donc en général

pas régulier.

Proposition 5.3.12. On suppose ici que V' est un sous-espace vectoriel de Vy. Le sous-groupe
Gal(pq) de Aut(Vy) est le sous-groupe engendré par Gal(¢pp) et le sous-groupe des automor-
phismes «, tels que Im(o — idy,) C V.

Démonstration. Soit S un supplémentaire de V' dans Vy. Gal(¢g) contient Gal(¢r); en effet,
pour o € Aut(Vy) a*¢g = q(a*¢r) donc a*¢rp = ¢p implique a*dpg = ¢q. Par ailleurs,
ker(¢g) = V. En effet, Homp,(_, Vy/V) se surjecte sur @ par la transformation naturelle qui
envoie la projection canonique de Vy sur V;/V sur ¢g. Le noyau de ¢¢g contient donc nécessai-
rement V. Et réciproquement, comme les autres éléments de F'(Vy) qui s’envoient sur ¢g sont
de la forme (6 o g +idy,)*¢F, dont les noyaux sont inclus dans V' par noethérianité de F, par le
lemme 5.1.6, V' C ker(¢g).

Il existe donc t € Q(Vy/V') tel que ¢g = p*t pour p la projection de V; sur V;/V. Dans ce cas,
pour « : V; — V4 qui envoie les éléments de V dans V et dont la restriction a S est de la forme

s+ s+ a(s) avec @ un endomorphisme de V; dont I'image est compris dans V', po o = p donc
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a*p*t = p*t et donc ¢g est stable par .

Réciproquement, soit a € Aut(Vy) tel que a*¢pg = ¢q, alors, par définition de ¢q, il existe
g € Homp, (Vy, V) tel que a*¢p = g - ¢, par définition g - ¢ = A* o (g ® idy,)* (0 ¢F * ¢F)
ou 0*¢p * ¢ est 'unique élément de Xy 54, F'(Vy) qui s’envoie sur ¢ par le morphisme de
F(Vg @ Vy) dans F(Vy) associé & 'injection de Vy dans la seconde composante de Vy & Vj.
Alors, d’apres le lemme 5.3.4 g-¢p = (Vo (0og@id) o A)Y*¢p = (0 0 g + id)*¢pp. Ainsi,
a*¢pp = (0 o g +id)*¢F et donc, il existe § € Gal(¢r) tel que o« = o (6 0 g+ id). En effet,
puisque a*¢pp = (§o g+ id)*¢p et que F est noethérien, « inversible, implique que ¢ o g + id est

injectif et donc inversible, et on peut prendre 8 = a0 (§ o g +id)~!. Cela concliit la preuve. [

Soit G un sous-groupe de Aut(Vy), on notera Homp,(_,Vy)/G le quotient de Homp, (_, Vy)

sous 'action de G' par composition.

Lemme 5.3.13. Soit V un sous-espace vectoriel de Vg et § linjection de V' dans Vy. Alors, le
morphisme (6 +id)* de Homg,(_, V') x Homg,(_,Vg) dans Homg,(_, Vg) induit une structure de
Homp,(_, V) — Set sur Homp,(__,Vy)/G si et seulement si pour tout v € V' et pour tout g € G,

gu = .

Démonstration. En effet, la composition

HomFQ( V) X HOHlIF2 (_, Vd) — HOIII]F2 (_, Vd) — HOHlIF2 (_, Vd)/G,

—

passe au quotient en un morphisme de la forme
Homp, (_, V) x Homg,(_,Vy)/G — Homg, (_, Vy)/G,

si et seulement si pour tout @ € Homp, (W, V'), avec W un espace vectoriel, pour tout § €
Homp, (W, Vy) et pour tout g € G, il existe ¢ € G tel que doa+gof =g o(doa+ ).
En particulier, pour tout g € G, il doit exister ¢’ € G tel que ¢’ o (§ + ) = 6 + g 0 5. Alors,

nécessairement, 6 + go d = 0 et donc V est invariant sous I'action de G.

Réciproquement, si pour tout v € V et pour tout ¢ € G, gv = v, alors pour tout a €
Homp, (W, V'), pour tout 8 € Homp, (W, V) et pour tout g € G, go(doa+f) =doa+gof. O

Soit F' un foncteur noethérien, connexe, de dimension de Krull d, engendré par un élément
¢r € F(Vy). Nous allons montrer que F' est muni d’une structure de Homp, (_, V)—Set (ot V est
un sous-espace vectoriel de Vj fixé, dont le quotient est Homp, (_, Vy/V'), avec dim(Vy/V) = 1)
si et seulement si F est isomorphe & Homp, (_, Vy)/Gal(¢r) ou Gal(¢r) vérifie que quelque soit
g € Gal(¢p), g|lv est I'identité et pour m la projection de Vy sur V;/V, mo g = w. Ce résultat ne

sera pas vrai pour dim(V;/V) > 1 et nous en donnerons un contre-exemple.
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Lemme 5.3.14. Soit G un sous-groupe de Aut(Vy) tel que pour tout v € V' et pour tout g € G,
gv = v. Supposons qu’il vérifie de plus que wo g = w pour tout g € G, ou 7 désigne la projection
de Vy sur Vg/ V. Alors, le quotient de Homp,(__,Vy)/G sous laction de Homg,(__, V') induite par
Uinjection § de V' dans Vy est isomorphe a Homg,(_,Vg/V).

Démonstration. Par la proposition 5.3.6, on sait que Homp,(_, V;/V') se surjecte naturellement
sur le quotient Homp,(_,Vy)/G. Cette surjection est un isomorphisme naturel si et seulement
siat = EG implique que m o = 7w o 8 pour aC et BG, les classes respectives de a et § dans
Homp, (W, V) sous l'action de G par composition. Or, a¢ = BG si il existe g € G tel que

g o« = 3, mais alors par hypothése rof =mogoa=moa. O

Proposition 5.3.15. Soit F' un foncteur noethérien, connexe, de dimension de Krull d, engen-
dré par une classe ¢pp € F(Vy). Supposons que F' soit muni d’une structure de Homg,(_,V)—Set
dont le quotient soit isomorphe & Homg,(__, Vq/V') par la surjection naturelle introduite dans la
proposition 5.3.6. Alors, pour tout g € Gal(¢r), mo g =7, ou w dénote la projection de Vy sur
Va/V et pour tout v € V, g(v) = v.

Démonstration. La preuve du fait que pour tout g € Gal(¢), m o g = 7 est la méme que celle
du lemme 5.3.14. Justifions que pour tout g € Gal(¢), et v € V, gv = v. En effet, comme
(go )¢ = 0"(g*pr) = 6*¢p, d’apres le lemme 5.3.10, (§ + g o 6)*¢pr = (6 + §)*¢p. Donc,
(0+god)or = €(F,v), buisqu’on a supposé F' connexe. Mais, alors puisque F’ est noethérien, on
en déduit que ker(d+god) = V tout entier. Alors, pour tout v € V., 6(v)+god(v) =v+g(v) =0

et donc g laisse V invariant. O

Théoréme 5.3.16. Soit F' € Homg,(_, V') —Set un foncteur noethérien, connexe, de dimension
de Krull d, engendré par une unique classe réguliére ¢pr € F(Vy), dont l'action de Homp,(_,V)
est donnée par o - f*¢p = (6 o a+ B8)*¢p, avec & Uinjection de V' dans Vy. Supposons de plus
que le quotient de F sous laction de Homg,(_,V') soit isomorphe 4 Homg,(_,Vaq/V) par la
surjection introduite dans la proposition 5.3.6, avec dim(Vy/V') = 1. Alors F est naturellement
isomorphe a Homy,(__, Vy)/Gal(dF).

Démonstration. Le diagramme commutatif

Homp,(_,V) x Homp,(_, V) — Homp, (_, V) —— Homgp, (_, Vy/V)

i | l

Homp,(_,V) x F F Q,
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dont I'existence est garantie par la proposition 5.3.6, passe au quotient en

Homp, (_, V) x Homg,(_,Vy)/Gal(¢r) — Homp, (_,Vy)/Gal(¢r) — Homp, (_, Vy/V)

l | l

Homg,( ,V) x F F a Q.

Dans ce diagramme, toutes les fleches verticales sont des surjections naturelles. En utili-
sant la proposition 5.2.5, il nous suffit de montrer que Homp, (Vy, Vy)/Gal(¢r) — F(Vy) est un
isomorphisme de End(Vj)-ensemble, c’est a dire que, pour a et § deux élément de End(Vj),
a*dr = B*¢p si et seulement si @Gl (¢r) = ﬁGal(¢F).

Commencgons d’abord par considérer ¢ et & des morphismes de V; dans V, tels que (§ o
V) ép = (0 0 &)*(¢F). Alors, pour 11 et 1o les injections de V; dans les premiers et seconds
facteurs de V; @ Vy et pour tout a € Homgp, (Vy, V), on a 5(d o) @ )*V*op = (0 o)) opp =
(00l B a) ' Vigr et i3(00+a)*Vor = a*¢p = 15(0 0+ a)*V*pp. Alors, (6o @ a)* Vier
et (60 @ a)*V*ér sont tout deux des antécédents de a*dr P Pg,(v,(Soys)*dr) = PF,(V,(0€)*br)-
Comme (6 0 ¥)*¢p est central, a*¢r n’a qu'un antécédent par pp (v, (soy)+¢,) €t donc (6 0 +
a)*op = (0 0 £ + a)*¢p pour tout . En particulier, (0 09 4+ d 0 &)*¢p = 0*¢p, alors, comme F

est noethérien et ¢ est régulier,
ker((6 o) +50&)*pr) = (b0 +50&)1(0) =ker(J o) + 5 0&).

Or,
ker((§ o) + 50 &) pr) = ker(0*pp) = Vy,

donc §o) +§0&=0. Ainsi, d o wGal(¢F —30 gGal or)

Soient, « et [ dans End(Vy) tels que a*¢p = [*¢p. Alors, a*¢r a la méme classe que
B*¢r dans le quotient par 'action de Homp,( ,V’), donc par hypothése, roa = mo f €
Homp, (Vy, Vy/V). Comme dim(Vy/V) = 1, v := 7o « est soit nul, soit de rang 1. Si v = 0, il
existe ¥ et & tels que a = doy) et B = §o& et on se retrouve dans le cas précédent. Si v est de rang
1, quitte a précomposer « et § par un méme automorphisme de Vy, on peut supposer que v = 7.
Alors, il existe 1 et £ des morphismes de V; dans V tels que o = y+dop et B =~v+50&. Alors,
par le lemme 5.3.10, a*¢p = §*¢p implique que (o) + 7+ Jop)*dpp = (d0+m+d0p)*dp
pour tout morphisme p de V; dans V, en particulier, (§ o ) + ¢ o & 4+ id)*¢p = id*¢p. Donc
(0146 0&+id) € Gal(ép), ce qui implique que @G (¢r) = BG31(¢F). O

Reformulons le théoréme précédent du point de vue des algebres instables.
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Théoréme 5.3.17. Soit K une algébre instable, nil-fermée, connexe et intégre de degré de
transcendance d. Soit ¢ : K — H*(Vy) le plongement garanti par le théoréme d’Adams-
Wilkerson. Et soit V' un sous-espace vectoriel de Vg de codimension 1. Alors, le morphisme de
H*(Vy) — H*(Vy) @ H*(V) induit par Uaddition de Vg @V dans Vy induit une structure de
H*(V)-comodule sur K dont l’ensemble des éléments primitifs est précisément H*(Vy/V') si et
seulement si, pour tout g € Gal(®) et pour tout v €V gv =wv, et si p(K) = H*(Vy)Fl?),

Démonstration. C’est une conséquence directe du théoreme 5.3.16. O

Exemple 5.3.18. Soit K une algebre instable, integre, connexe, nil-fermée, noethérienne, de
degré de transcendance 2, munie d’une structure de H*(FF3)-comodule dont ’algebre des éléments
primitifs est isomorphe & H*(F3). On considere ¢ : K < H*(V3) un plongement dont 'existence
est garantie par le théoréme d’Adams-Wilkerson. Alors, quitte & composer ¢ par le morphisme
induit par un automorphisme de V3, on peut supposer que la structure de H*(IF3)-comodule
de K est induite par I’élément central (Fa,0*¢) ou 0 est I'injection de Fo dans V5 qui envoie 1
sur eq, avec (e1,ez) une base de V3 fixée. D’apres le théoreme 5.3.17, K est alors isomorphe a
H*(V5)G219) ot Gal(¢) est un sous-groupe de Aut(V3) dont tous les éléments g vérifient ge; = e;

et ges = ee1 +e2, avec € = 0 ou 1. Tous les éléments de Gal(¢) ont donc une matrice dans (e, e2)

(h1)

En conséquence, soit Gal(¢) est le groupe trivial, auquel cas K = H*(V3), soit Gal(¢) est le

(01)

auquel cas K = H*(V2)B2 = Fy [y, 2(x + )], ot (x,y) désigne la base duale de (e1,ez2). Dans le

de la forme

sous-groupe By de Aut(V3) engendré par

second cas, la structure de Fa [z]-comodule est induite par y — y® 1 et z(z +y) — z(x +y) ®
1+y®2x+1®z2 Dans ce cas, 'algébre des éléments primitifs est Fy [y] qui est bien isomorphe
a H*(F3).

Les théoréemes 5.3.16 et 5.3.17 ne sont pas vrais pour V de codimension plus grande que 1

dans V. Nous donnons ici un contre-exemple dans le cas ou V est de codimension 2.

Exemple 5.3.19. Considérons H*(V3), ou V3 est un espace vectoriel de dimension 3 et fixons
(e1,€2,€3) une base de V3 et (z,vy, z) sa base duale. Alors H*(V3) = Fy [x,y, z]. On considére K

le sous-module sur Fy de H*(V3) suivant :
K=Faly,z,2(@+y)(r+2)(c+y+2)]+Faly,z,2(z +y)]y.

160



5.8. Cas des algebres intégres

K est une sous algebre de H*(V3). K est stable sous l'action des carrés de Steenrod : pour le
constater il suffit, puisque Fq [y, 2] est stable sous l'action de ’algeébre de Steenrod, de vérifier

que Sq'z(z + y)(z + 2)(x + y + 2) est dans K pour tout i et de méme pour Sq'z(x + y)y.

Or pour tout 7 :
Sa'z(z +y)(y* +yz) = w(x +y)(Sa'y) + (Sa'z(x +¢))(Sa'y) + (S®z(x + y))(Sa">y),

puisque Sql'z(z + y) = ya(zr +y), Sz(z +y) = (x(z + y))? et Sq'y = y?, on a bien que
Sq'z(z + y)y € K pour tout i.

Par ailleurs,

Sqlz(z +y)(z 4+ 2)(z +y + 2) =0,
SPz(z+y)(z+2)(z+y+2) =z(@+y)(z+2)(x+ 2 +y)(Y* +yz+27),
SPz(z+y)(z+2)(z+y+2) =z(x+y)(z+2)(z+y+2)(y°2 +y2°)

et enfin,

Sa'z(z +y) (@ +2)(x +y +2) = (2(z + y) (e + 2)(z +y +2))*.

K est donc bien stable sous 'action de 'algebre de Steenrod. K est une algebre instable

integre. Par ailleurs, K est noethérienne, en effet, considérons le morphisme d’algebre sur Fs :
]FQ [xly xr2,x3, 334] — Ka

qui envoie z1 sur x(z+y)(xr+2)(z+y+2), 2 sur y, x3 sur z et x4 sur z(x+y)y. Ce morphisme

est surjectif, ¢’est une conséquence du fait que
(2(z+y)’y=a(z+y)(e+2) (@ +y+2)y+a(z+y)z(z+y)y

et qu’en général les monomes de la forme (z(z +1))"2ly7 avec j > 1, peuvent se rééerire comme
une combinaison linéaire de termes dans Fs [y, z, z(z 4+ y)(x + 2)(z + y + 2)] et de termes de la

forme z(z + y)y'z* avec i > 1. Donc, comme Fy [21, 22, 3, 24] est noethérienne, K 1'est aussi.

Son degré de transcendance est 3. De plus, le morphisme K — H*(V3) ® Fg [z] induit par le
morphisme de k : H*(V3) — H*(V3) @ Fo [z] qui envoie z sur z®@ 1+ 1@z, y sur y® 1 et z

sur z ® 1 est a valeur dans K ® Fy [z]. Pour le montrer, il suffit de vérifier que les images des
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générateurs de K par ce morphisme sont dans K ® Fs [z], en effet

K(y) =y®1,
k(z) =2®1,
pla+y)e+2)(ety+2) =a@+y)(@+2)(c+y+2) 01+ Pz +yd) o
+yz+ 2+ )@z’ +1c,

et enfin x((x(x + y))"y) est une certaine combinaison linéaire de termes de la forme
l k m
y(z(z+y)" @™,

avec [, k et m des entiers et [ > 1. K a ainsi une structure de Fg [z]-comodule dont les primitifs

sont Fy [y, z].

On pose F' := Homg (K, H*(_)) et ¢ correspondant a 'injection de K dans H*(V3). Soit g
un élément de Aut(V3) tel que g*¢ = ¢ alors g*y = y et ¢g*z = z. La matrice de g dans la base

1 a b
(e1,€2,€e3) est donc de la forme | 0 1 0 |, avec a et b des éléments de Fo.
0 0 1
En utilisant le fait que g* laisse invariant x(x + y)y, on obtient que g est soit 'identité, soit
1 1 0
le morphisme « dont la matrice dans la base (e1,ez,e3)est | 0 1 0 |, donc
0 01
Gal(¢) =< v >.

F est, par construction, un foncteur noethérien, connexe, engendré par une classe ¢ telle que

Gal(¢) est le groupe engendré par 'automorphisme de V3 dont la matrice dans la base (eq, ez, e3)

1 10
est | 0 1 O
0 01
De plus, F' est muni d’une structure de Homp, (_, Foe;)—Set dont le quotient est Homp, (_, V3/Faeq).
00 1 000Y)
Pourtant F' n’est pas isomorphe a Homp, (_, V3)/Gal(¢). Eneffet | 0 0 0 | ¢=] 0 0 0 | ¢,
001 0 01
puisque
000\ 00 1)
0 00 y=| 0 0 O y=20
0 01 0 0 1
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et puisque
* *
0 0O 0 0 1
0 0 0 z=10 0 0 z2=2z
0 0 1 0 01
000\ 00 1\
et | 00 0| z(e+y)(z+2)ea+y+2)=[ 0 0 0 | z(z+y)(z+2)(e+y+2) =0,
0 0 1 0 01
0 0 1 0 0O
alors que les morphismes dont les matrices dans la base (e1, ez,eg)sont [ 0 0 0 |et| 0 0 0
0 0 1 0 01

ne sont pas égaux dans Homp, (V3, V3)/Gal(¢).

5.3.3 Une généralisation du théoreme 5.3.16

Nous allons généraliser le théoréme 5.3.16. Nous avons vu dans la partie précédente (confere
proposition 5.3.6) que, pour K une algebre instable nil-fermée, intégre, noethérienne, connexe,
de degré de transcendance d, muni d’un plongement d’Adams-Wilkerson ¢x : K — H*(Vjy),
on pouvait ramener I’étude des structures de H*(V)-comodules sur K au cas ou V est un sous-
espace vectoriel de V; et ou la structure de H*(V)-comodule sur K est induite par restriction
par le morphisme H*(Vy) — H*(Vy; & V) = H*(Vy) ® H*(V) induit par addition de V; & V
dans V. Le théoreme 5.3.16 affirme que dans le cas ou V est de codimension 1 et ou l'algebre
des primitifs de K pour sa structure de H*(V)-comodule est isomorphe a H*(V;/V), K est
complétement caractérisée par Gal(¢g).

Nous cherchons ici, a classifier les algebres instables nil-fermées, integres, noethériennes,
connexes, de degré de transcendance d, munies d’une structure de H*(V')-comodule, dont ’al-
gebre des éléments primitifs est isomorphe & H*(V;/V) pour V de codimension quelconque.
Comme dans le cas de codimension 1, et toujours grace a la proposition 5.3.6, on se ramene
au cas ou la structure de H*(V')-comodule sur K est induite par restriction par le morphisme
H*(Vy) - H*(Vy) @ H*(V). Dans ce cas, comme nous ’avons vu dans ’exemple 5.3.19, Gal(¢x)
ne suffit pas a caractériser K.

Nous commencerons par traiter la question équivalente de la classification des objets F' de
Homp, (_, V) — Set, noethériens, connexes, de dimension de Krull d, engendré par un élément
or € F(Vy), et dont le quotient est isomorphe a Homp, (_, V3/V') et traiterons ensuite le cas des

algebres instables.

Dans toute cette partie, F' désignera un foncteur noethérien, connexe, de dimension de Krull

d, avec ¢pp € F(Vy) tel que ¢r : Homp,( ,Vy) — F soit une surjection. V € V/ désignera
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un sous-espace vectoriel de V; et ¢ 'inclusion de V' dans V; et on supposera que (V,0*¢r) soit
central. On supposera également que le quotient de F' pour sa structure de Homp,(_, V) — Set
est isomorphe & Homgp, (_, V3/V), et on aura identifié V;/V & un supplémentaire de V' dans V;
(c’est a dire qu’on aura fixé un isomorphisme V & V;/V = V; dont la restiction a V' est 'identité

de V et dont la restriction a V;/V est une section de la projection © : Vi — V;/V).

Remarque 5.3.20. Pour tout W un sous-espace vectoriel de V;/V et pour ¢y U'inclusion de
W dans V;/V, on considere < (6 & vy )*¢r > le sous-foncteur de F' engendré par (0 & vy )*or €
FVaeWw).

Par construction, < (§®uw)*¢r > est un sous Homp, (_, V) —Set de F, il est noethérien (car
tout sous-foncteur d’un foncteur noethérien est noethérien), de dimension de Krull dim(V') +
dim(W), et son quotient est le sous-foncteur de Homg, (_, V;/V') engendré par tyy, c’est a dire
Homp, (_, W). On peut donc appliquer la proposition 5.3.15 ; on en déduit que Gal((d® ) ér)
est un sous-groupe de Aut(V @& W) dont tout élément g vérifie que gv = v pour tout v € V et
mog=m, pour 7 la projection de V& W sur W.

Alors, tout élément g de Gal((6 ® uw)*ér) est de la forme idygw + 1" onomp®" avec
n de W dans V, de plus pour g = id + L‘Z@W ono W‘YVEBW et h =id + LE@W oo W“A//@W dans

Gal((6 @ tw)*¢r), hog=id+ /. o (n+7) o my, V.

Définition 5.3.21. Pour W un sous-espace vectoriel de V;/V on définit INVp(W) comme le
sous-groupe additif de Homg, (W, V) tel que n € INV (W) si et seulement si (idyguw + ,7" o

nomyV) € Gal((d @ uw)*¢r).

Remarque 5.3.22. Sous forme matricielle par bloc, dont les blocs correspondent a la décom-

L . s Idy | H
position V & W, la matrice d’un élément de Gal((6 & cw)*¢r) est de la forme 0 11 ,
W

avec H la matrice associée a un élément de INV(W).

Vew Vow
Ly onomy

Notation : Par la suite, pour n € Hom(V, W), on utilisera la notation n 1:=

Définition 5.3.23. Pour B € V/, soit Gr(B) la catégorie dont les objets sont les sous-espaces

vectoriels de B et dont les morphismes sont les inclusions de sous-espaces vectoriels.

Remarque 5.3.24. Pour tout B € Y/, Homp, (_, V') définit un foncteur contravariant de Gr(B)
dans V7, ot le morphisme de Homg, (W2, V) dans Homg, (W7, V) induit par l'inclusion de W
dans Wy, deux sous-espaces vectoriels de B, est donné par la restriction a W; des morphismes
sur Ws.

Lemme 5.3.25. L’application W +— INVp(W), pour W un sous-espace vectoriel de Vy/V,
définit un sous-foncteur de Hom(__, V') considéré comme un foncteur contravariant sur Gr(Vy/V')

dans V7.
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Démonstration. 11 s’agit juste de montrer que, pour W7 C Wy une inclusion de sous-espaces
vectoriels de V;/V, et pour np de Wy dans V tel que (id+n 1) € Gal((0®uw,)*or), (id+(nlw,) T) €
Gal((6®uw, )*¢r). Or pour L%ﬁ I'inclusion de Wi dans Wy, (§@ww, ) pr = (5@L%§)*(5@LW2)*¢F,
on a donc

(id + (nlw,) 1)*(6 & vwy)*br = (6 & 1yp2)*(id + 1 1)*(6 ® 1wy) *¢r,

or par hypothese (id +n 1) € Gal((d @ tw,)*¢r) donc (id + 1 1)*(6 ® tw,)*dr = (0 & twy,)*PF
et donc (id + (n|w,) 1)*(0 @ tw,)*¢r = (0 ® tw,)*¢r. En conclusion, si n € INVg(Wa), nlw, €
INVE(W1) et donc INV g est un sous-foncteur de Homp, (_, V). O

Nous allons définir un analogue des foncteurs quotients Homp, (_, Vy)/Gal(¢), permettant

de généraliser le théoreme 5.3.16 pour V de codimension plus grande que 1.

Définition 5.3.26. Pour d un entier, V € V/ un sous-espace vectoriel de Vy, W € Gr(Vy/V) et
I un sous-foncteur de Homp,(_, V'), considéré comme un foncteur contravariant sur Gr(Vy/V)
& valeur dans V7, soit ~; la relation définie sur Homp, (W, Vy) par p ~1 ( si et seulement si les

deux conditions suivantes sont vérifiées

1. mop = mo(, pour 7 la projection de Vy sur V;/V, auquel cas pour N = Im(wop) C V3/V
il existe g et ¢ de W dans V & N tels que p= (6 ® ty)opet (= (8@ un) o,
2. il existe a € I(N) tel que p = (idyey + a 1) o C.
Exemple 5.3.27. Si pour tout W sous-espace vectoriel de Vy/V, I(W) est la restriction a W
des morphismes de I(V;/V), alors Homp, (_, Vy4)/ ~r= Homp,(_,V;)/G, ot G est le sous-groupe
de Aut(Vy) des morphismes de la forme idy, + a 1 avec o € I(Vz/V).

Lemme 5.3.28. Pour d un entier, V € VI un sous-espace vectoriel de Vg, W € Gr(Vy/V) et I
un sous-foncteur de Homg,(__, V'), considéré comme un foncteur contravariant sur Gr(Vy/V') a
valeur dans VI, ~; définit une relation d’équivalence sur Hompg, (W, Vy).

On notera [p);, la classe d’équivalence de p pour ~rj.

Démonstration. La réflexivité est immédiate. Pour p ~; (et ( ~r &, mop=mol et mo{ =mwok,
donc mo p = mo & De plus, pour j, ¢ et € tels que p = (8@ ty)op, ¢ = (6@ un)o( et
E=(0®uy) ok, et pour a et § dans I(N) tels que p = (idyen +a 1) ol et ¢ = (idyen + 51
Yo, onap=(idyen + (a+ B) 1) o avec a + 3 € I(N), puisque I(N) est un sous-groupe
additif de Homp, (N, V). La relation ~; est donc transitive, et la symétrie se montre de maniére

analogue. O

Proposition 5.3.29. Pour d un entier et I un sous-foncteur de Homg, (

—

V'), considéré comme
un foncteur contravariant sur Gr(Vy), Homp,(_,Vy)/ ~1 définit un objet de SetVN™ quec les

Propriérés suivantes.
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1l est noethérien,
connezxe,

pour § Uinclusion de V' dans Vg, ([6];,V) est central,

e e o~

le quotient de la structure de Homp,(_, V') — Set induit par la centralité de ([0];,V) est
isomorphe a Homg,(__,Vy/V).

Démonstration. Pour justifier que Homp, (_, Vy)/ ~r est un objet dans SetV)P

, justifions que
si p ~1 ¢, pour p et ¢ dans Homp, (W, Vy) avec W € Vf, et si B : S — W est un morphisme
dans V/, 5*p ~; B*C. En effet, pour j et  tels que p = (@ iy)opet ¢ = (6@ y) o,
avec N limage de mop = 7w o (, il existe o € I(N) tel que j = (idyen + « 1) o {, alors
B*p=pof=(din)opof = (0Bin)o(idyvgn+a T)ofoﬁ. En conséquence, mopo 3 = mo(of3.
De plus, soit N’ I'image de m o p o 3, qui est incluse dans N, et po/\/ﬁ et Co/\/ﬁ, tels que
pof = ((5@LN/)O/7(;_,§ et o = (569LN/)053/B, alors ;;TB = (idygn’ + (a|n7) T)oa,/é’
et donc 5*p ~; 5*C. On peut alors définir 5* : Homp, (W, Vy)/ ~;— Homg, (S, Vy)/ ~5 par
B* [pl; = [B*pl;, ce qui fait de Homp,(_, Vy)/ ~1 un objet de SetV)”,

Montrons maintenant que Homp, (_, Vy)/ ~ est noethérien. Si p et ¢ sont deux éléments
de Homp, (W, Vy) tels que p ~r (, alors il existe o € I(N) tel que p = (id+ «a 1) o C,ou N, p
et f sont définis comme précédemment. Alors, comme (id + a 1) est un isomorphisme, p et C~
ont le méme noyau. Comme, de plus, p = (@ ty)opet ¢ = (6 ®n) o, pet ¢ ont le méme
noyau. Soit [£]; € Homp, (W/ ker([p];), Va) régulier, tel que p*([¢];) = [p];, avec p la projection
de W sur W/ ker([p];), alors & est régulier et p*¢ ~; p. Donc ker([p];) = ker(p) et on conclut en

utilisant que Homp, (__, V) est noethérien.

La connexité de Homp, (_, Vy)/ ~1 est une conséquence directe de ce que Homp, (_, V) se

surjecte sur Homg, (_,Vy)/ ~1 et de ce que Homp,(_, Vy) est connexe.
Le fait que ([0];, V') soit central est une conséquence directe du lemme 5.3.10.

Soit enfin @ le quotient de Homp,( ,Vy)/ ~r sous 'action de Homp,(_,V’). Par la pro-
position 5.3.5, pour g € Homp,(W,V) et [p|; € Homp,(W,Vg)/ ~1, g-[pl; = [60g+pl;,
alors, quelque soit ¢ et p dans Homp, (W, Vy), 'image de p et ¢ par la composition des fleches
mx  Homp,(_,Vy) — Homp,(_,Vy/V) et Homp,(_,Vy/V) — @Q du diagramme de la proposi-
tion 5.3.6 sont égales si et seulement si il existe g € Homp, (W, V') tel que 6 o g + p ~; ¢ auquel
mo( =mo(dog+p) = mop. L'application Homg, (_, V3/V) — Q est donc un isomorphisme. [

Lemme 5.3.30. Pour I un sous-foncteur de Homp,(_, V') considéré comme un foncteur de

Gr(Vy) dans VI, INV Homg, (_Va)jmr = 1.
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Démonstration. En effet, soit W un sous-espace vectoriel de V;/V , alors a € INVHom]F2 vyt (W)

si et seulement si
[(d+a ) (0@ w)]; = [0 ®ww)l;,

c’est a dire si et seulement si (id + a 1)*(d @ tw) ~1 (0 ® ew). Alors, il existe g € I(W) tel que
(0Dww)o(idyvgw +a 1) = (0@ tw) o (idyew + B T). Or, comme 0 @ vy est injectif, ca implique
que a = 3 et donc o € I(W). La seconde inclusion est immédiate. ]

On en déduit la généralisation du théoreme 5.3.16.

Théoréme 5.3.31. Soit ' € Homp,(_,V) — Set un foncteur noethérien, connexe, de di-
mension de Krull d, engendré par une classe régulié¢re ¢p € F(Vy). Supposons que l'action
de Homp,(_,V) est donnée par o - *¢p = (6 o a + B)*¢r, avec & linjection de V dans
Va. Supposons de plus que le quotient de F sous l'action de Homp,(

—

V) soit isomorphe d
Homp,(__,V4/V) par la surjection introduite dans la proposition 5.3.6. Alors F est naturelle-
ment isomorphe & Homg,(_,Va)/ ~invy et cet isomorphisme est donné par [p];yy, — p*¢F,
pour p € Homyp, (W, Vy).

Démonstration. Par la proposition 5.2.5, il suffit de justifier que, pour tout p et ( dans Homp, (Vg, Vy),
p*or = (*oF si et seulement si p ~ny,. ¢. Supposons que p*¢r = (*¢F, alors, par la proposition
5.3.6, mo p = mo ( pour 7 la projection de Vy sur V;/V. Alors, soit N = Im(7 o p) et soient
pet ¢ deVydans V@ N tel que p= (6 Duy)opet (= (6@ uy)o(. Alors, par hypothese,
D N) or =56 @ Ln)*dp.

Soit ¢ € Homp, (Vy, V) tel que d o g + ¢ est surjectif, qui existe puisque par définition de N,
¢ se surjecte sur N. D’apres le lemme 5.3.10 (60 g+ C)*(6 ® tn)*dr = (60g+p) (6 ® un)* .
Comme F est noethérien et ¢ est régulier, on a que ker(d o g + ) = ker(d o g 4 ). Soit p
la projection de V; sur Vy/ker(6 o g + p) et ¢ et p € Homp,(Vy/ker(6 0 g+ C),V @ N) tels
que pop =3d8og+petop=2>d0g+C(, alors, p’C"(6 @ un) or = p*p* (6 @ ty)*dp. Mais
p* est injectif et ¢ est un isomorphisme, puisque par définition ¢ est injectif et qu’il factorise
§0g+C qui est surjectif. Alors, po (™! € Gal((6 ® ty)*ér), donc il existe a € INVp(N) tel que
p= (dyeny +a 1) o, alors (idygy + a 1) o = j et donc p ~Nv g €.

Réciproquement, si p ~nv,. ¢, il existe N un sous-espace vectoriel de Vy/V, o € INVp(N)
et pet ¢ de V; dans V @ N, tels que p = (0®in)op, ¢ = (5@LN)ofet p= (idV@N—l—aT)of.
Mais, alors 5*(6 @ ty)*¢r = C*(idyan +a 1) (6 @ un) or et (idyepy +a 1) € Gal((6® ty)*dr),
donc 5*(8 @ 1) pr = C*(6 @ 1v)*dr et donc p*dr = (*ép. O

Exemple 5.3.32. Donnons une liste exhaustive & isomorphisme pres des objets de Homg, (__, Fa)—
Set noethériens, connexes, de dimension de Krull 3 engendrés par une classe ¢ € F(V3) et dont

le quotient est isomorphe a Homp, (_, V2). Pour (e, ez, e3) une base de V3, on peut supposer
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sans perte de généralité que la structure de Homgp,(_,Fy) — Set provient du morphisme qui
envoie Fy sur Foer. D’apres le théoreme 5.3.31, cela revient a faire la liste des sous foncteurs de
Homp, (_, V) considéré comme un foncteur de Gr(Foep @ Foez) dans V/. Faisons une disjonction
des cas en fonction de INV p(Faoeq @ Foes).

ler cas : SiINVp(Foea@Faes) = Homp, (Foea @Faoes, Faeq ), alors par restriction, on a néces-
sairement INV g (Faea) = Homp, (Faea, Faeq ), INVE(Faes3) = Homp, (Faes, Faeq) et INVp(Fa(ea+
es)) = Homp, (Fa(e2+e3),Faeq). Dans ce cas Gal(¢r) = {y € Aut(Vy) ; moy =m et y(e1) =e1}
et F'= Homp,(_ ,V3)/Gal(¢r).

2éme cas : Si INVp(Foea®Faes) est un sous-espace vectoriel de dimension 1 de Homp, (Faea@®
Faes,Faeq), on peut sans perte de généralité supposer que INVp(Foeo @ Faes) est engendré
par le morphisme qui envoie ey sur e; et ez sur 0. Alors par restriction, on a nécessairement
INV(Foeq) = Homp, (Faea, Foey) et INVp(Fa(ea + e3)) = Homp, (Fo(e2 + €3),Faeq).

Soit INVp(Fae3) = 0, auquel cas Gal(¢r) = {idy, + « ; Im(a) = Fae; et Faey & Faeg C
ker(a)} et F = Hompy,(_,V3)/Gal(¢r), soit INVp(Fae3) = Homp, (Foes, Faeq).

3éme cas : Si INVp(Foeo @ Faeg) = 0, on trouve quatre foncteurs différents a isomor-
phismes pres, correspondant aux nombres de groupes triviaux parmi INV g(Faez), INV (Faes) et
INVE(Fa(ez+es3)). En effet, quitte a choisir a € Aut(Vy) avec &|pye; = idpye, €t Im(|pyesqFaes) =

Faes @ Foes et a remplacer ¢op par a*¢p, on peut toujours se ramener au cas ol
0 < dim(INVF(Fgeg)) < dim(INVF(Fgeg) < dim(INVF(]FQ(GQ + 63))) < 1.

Si tous ces groupes sont triviaux, on retrouve le foncteur Homg, (__, V3).

Ramenons nous maintenant au probleme de classification pour les algebres instables nil-
fermées. Par les théoremes 3.4.10 et 5.3.31, il s’agit uniquement de déterminer les algebres
instables nil-fermées K, telles que Homy (K, H*(_)) = Homg,( ,Vy)/ ~5 pour I un sous-

foncteur de Homp,(_, V) considéré comme un foncteur contravariant de Gr(Vy/V) dans V7.

Définition 5.3.33. Soit V un sous-espace vectoriel de V;, on suppose fixé un isomorphisme
V @& Vy/V = V; dont la restriction a V' est l'identité de V' et la restriction a V;/V une section
dem : Vg — V3/V. Pour W un sous-espace vectoriel de V;/V, et S un sous-groupe additif de

Homgp, (W, V'), on consideére K, g I'image réciproque par
@) : H(Vg) - H (Ve W),

de H*(V @ W)ES) | ot G(S) désigne le sous-groupe de Aut(V @ W) dont les éléments sont de
la forme idygw + o T avec o € S.
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Pour I un sous-foncteur de Homp,(_, V) considéré comme un foncteur contravariant de

Gr(Vy/V) dans V/ | soit H*(Vy)! = N K row)-
WeGr(Vy/V)

Exemple 5.3.34. Soit G un sous-groupe de Aut(Vy) tel que pour tout v € V et pour tout
g € G, gv=vet mog = m, avec 7 la projection de Vy sur V;/V. Soit alors I défini par
Ig(W) := {nlw ; n € Homg,(Va/V,V) et (idyay, v +n 1) € G}, alors H*(Vy)'e = H*(Vy)©.
En effet, Kq 1. v,/v) = H* (V)€ et pour tout W € Gr(Vy/V), H*(Vy)¥ C K 1,w))-

Lemme 5.3.35. Soit V un sous-espace vectoriel de Vg, on suppose fizé s une section de la projec-

tion canonique Vg — Vg/V. Pour I un sous-foncteur de Homy,(__, V') considéré comme un fonc-

teur contravariant de Gr(Vy/V) dans VI, H*(Vy)! est nil-fermée et Homyc(H*(Vy)T, H*(_)) =
I{OTI?,]F2 (_, Vd)/ ~T.

Démonstration. On considere ¢ : H*(Vy)! — H*(V;) linclusion de H*(Vy)! dans H*(V}).
¢ est régulier (c’est une conséquence de [HLS93, Lemme 7.3], qui affirme qu'un plongement
K — H*(V) est régulier, si et seulement si il existe n € N* tel que w‘z/n appartient a 'image de
K, ol wy désigne 'invariant de Dickson supérieur, et du fait que wy, € H *(Vag)! pour tout I).

Le morphisme de Yoneda
HOH’IFQ (fv Vd) - HOHl]C (H* (Vd)]7 H* (—))7

qui envoie l'identité de Vy sur ¢ est une surjection. De plus, par construction, si p ~y ¢ avec p et
¢ deux morphismes de Homp, (W, V) et W € VI, p*¢ = (*$. Le morphisme de Yonneda associé

a ¢ s’obtient donc comme la composition suivante
Homy, (_, Vy) — Homp,(_, Vy)/ ~r— Homy (H*(Vy)', H*()).

En appliquant le foncteur mo L, avec £ défini dans la définition 3.4.9 et m défini dans la définition

2.1.31 et en utilisant que m est exact a gauche, on obtient une suite d’inclusions
L(H* (V))<= mo L(Homp,(_,Vg)/ ~1) — H*(Vy).

Par ailleurs, comme H*(V)! est réduite (car c’est une intersection d’algebres instables réduites),
inclusion de H*(Vy)! dans H*(V;) se factorise en H*(Vy)! < Iy (H*(Vy)!) — H*(Vy). Or par

construction, pour tout W sous-espace vectoriel de V;/V et n € I(W), la composition
mo E(Hom]FQ(i, Vd)/ N[) — H*(Vd) — H*(V D W),
est invariante par idygw + 7 et donc m o L(Homp, (_, Vy)/ ~1) C Kqw). On obtient la suite
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d’inclusion suivante de sous-algebres instables de H*(V;)
H*(Va)' = W(H* (Va)") <> m o L(Homs, (_, Va)/ ~1) = H*(Va)",

et donc
H* (V)" = 1 (H*(Vg)") = m o L(Homg, (_, Va)/ ~1),

ce qui implique que H* (V) est nil-fermée et que Homy (H*(Vy)!, H*(_)) = Homp, (_, Vy)/ ~1.
O

Théoréme 5.3.36. Soit K une algébre instable, intégre, nil-fermée, noethérienne, connexe,
de degré de transcendance d. Soient ¢ : K — H*(Vy) un plongement d’Adams-Wilkerson et
V' un sous-espace vectoriel de Vy tel que le morphisme H*(Vy) — H*(Vy) @ H*(V') induit par
Uaddition de V @& Vy dans Vy induise une structure de H*(V')-comodule sur K, dont ’algébre des
éléments primitifs est isomorphe a H*(Vy/V'). Alors il existe un sous-foncteur I de Homp,(__, V)

considéré comme un foncteur contravariant de Gr(Vy/V) dans VI tel que K = H*(Vy)T.

Démonstration. Le foncteur F' := Homyg (K, H*(_)) est un foncteur noethérien, connexe, de
dimension de Krull d, et ¢ : Homgp,( ,Vy) — F est une surjection. Il est muni d’une structure
de Homp,(_,V) — Set vérifiant les hypotheses du théoreme 5.3.31. On peut alors appliquer
le théoreme 5.3.31, et on a donc F' = Homp,( , Vy)/ ~nv,. Alors, comme K est nil-fermée,
K = mo L(Homp,(_ ,Vy)/ ~iNvy), avec £ défini dans la définition 3.4.9 et m défini dans la
définition 2.1.31. Alors, d’apres le lemme 5.3.35, K = H*(V;)!NVr, O

Exemple 5.3.37. Faisons la liste a isomorphisme pres des algebres instables K, integres, nil-
fermées, noethériennes, connexes, de degré de transcendance 3, telles que K est munie d’une
structure de Fa [r]-comodule dont I’algebre des éléments primitifs est isomorphe & H*(V2). On
peut fixer ¢ : K — H*(V3) telle que la structure de Fy [x]-comodule sur K soit induite par
laddition de Foe; @ V3 dans V3, pour (e1,e2,e3) une base de V3. Dans ce cas, 'algeébre des
éléments primitifs s’identifie & H*(Faeq @ Foes) € H*(V3). On pose F := Homy (K, H*(_)) et

on se ramene a la disjonction de 'example 5.3.32, par le théoreme 5.3.36.

ler cas : Si INVp(Foea®Faes3) = Homp, (Faea ©Faes, Faeq ), alors par restriction, on a néces-
sairement INV g (Faeq) = Homp, (Faes, Faeq ), INVp(Faes) = Homp, (Foes, Faeq) et INV g (Fa(ea+
e3)) = Homp, (Fa(e2 + e3),Faeq). Dans ce cas Gal(¢) = {y € Aut(Vy) ; moy=met y(e1) =e1}
et F' = Homp, (_,V3)/Gal(¢) et donc K = H*(V3)G2l(9),

2éme cas : Si INVp(Foea®Faes) est un sous-espace vectoriel de dimension 1 de Homp, (Foeo®
Foes,Faeq), on peut sans perte de généralité supposer que INVp(Foeo @ Foes) est engendré

par le morphisme qui envoie ey sur e; et eg sur 0. Alors par restriction, on a nécessairement
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5.8. Cas des algebres intégres

INVF(FQEQ) = HOII][F2 (Fgeg, Fgel) et INVF(FQ(@Q + 63)) = HOIII[F2 (Fg(eg + 63), erl).

Soit INV g (Faez) = 0, auquel cas Gal(¢) = {idy, + o ; a € Aut(V3), Im(a) = Faeq et Faeg &
Faes C ker(a)} et F = Homp,(_, V3)/Gal(¢) et donc K = H*(V3)%2%) = Ty [z(z +y), y, 2.

Soit INV g (Fae3) = Homp, (Foes, Foer). Dans ce cas, K est la sous-algebre de Fy [z(z + y), y, 2]
des éléments dont les images par le morphisme 7 & valeurs dans Fy [z, z] qui envoie y sur 0, z
sur z et z(r + y) sur 22, appartiennent & Fy [x(x + 2), 2]. Notons que v(Fz [2(x +¥),y,2]) =
Fy [2%(x + 2)?, 2] et que ker(y) = Fa [z(x + y), y, 2] y, comme Fy [z(z + y)(z + 2)(z + y + 2), y, 2]
est une sous-algebre de Fs [z(z + y),y, 2] et se surjecte par v sur Fy [2%(x + 2)%, 9, 2], on a que
N Fy [2%(x 4+ 2)%,2]) 2 Fa ly, z,2(z + y)(z + 2)(z + y + 2)] + F2 [y, 2, (2 + y)] y. On retrouve

K2Fyly,z,x(x+y)(x+2)(x+y+ 2)] +Fa [y, 2z, x(z + y)] v,

I’algebre de I'exemple 5.3.19.

3éme cas : Si INVp(Foes @ Faes) = 0, on trouve quatre foncteurs différents & isomor-
phismes pres, correspondant aux nombres de groupes triviaux parmi INV p(Faeq), INV p(Foes) et
INVE(Fa(ea+es)). En effet, quitte a choisir @ € Aut(Vy) avec alp,e, = idp,e, et Im(a|p,e,pFqes) =

Foeo @ Foes et a remplacer ¢p par a*¢p, on peut toujours se ramener au cas ou

0 S dlm(INVF(IF2€2)) S dlm(INVF(Fgeg) S dlm(INVF(FQ(eg + 63))) <1

Si tous ces groupes sont triviaux, K = H*(V3).

Si seul INVp(Fa(e2 + e3)) est non trivial, K est I'image réciproque, par
(0 @ thy(eates))” * Falz,y,2] = Falz,
qui envoie z sur = et y et z sur «, de Fa [a, z(x + )], donc
K =Fy[z,y, 2] (y + 2) ®Fa [z, z(x + 2)],

en effet, le noyau de (6 © try(eptey)))” €t Fa[z,y,2] (v + 2) et Fa[z, 2(x + 2)] se surjecte sur
Fy [, z(x + o).

Si INVp(Faes) et INVE(Fa(e2 + e3)) sont non triviaux, K est isomorphe a l'intersection de

171



CHAPITRE 5 — Un probléme de classification des H*(V')-comodules dans K/Nily

Fy[z,y, 2] (y + 2) @ Fa [z, 2(x + 2)] et Fa [x,y, 2] y ® Fa [z, 2(x + 2)] auquel cas
K =T [z,2(x+2)] @ (F2 [2,y, 2]y N (F2 [z, 2(z + 2)] @ F2 [z,y, 2] (y + 2))).

Mais, (Fq[z,y, 2]y N (Fs [z, 2(z + 2)] & Fa[z,y,2] (y + 2))) est la sous-algebre de Fy[x,y, 2]y
des éléments dont 'image par (6 @© i, (eyteq)))” appartient a Fa [, 7(z + «)]. Comme I'image
de la restriction & Fa [z, y, 2] y de (0 @ tpy(eotes)))” €8t Fa2 [a, 2(x + a)] o, que Fa [y, z(z + y)] y se
surjecte sur 3 [, x(7 + a)] o et que le noyau de la restriction a Fa [x, y, 2] y de (0@®tp, (eptey))) ™ €5t
Fy (2,9, 2] (y+2)y, on a que (F3 [z, 2]y (Fa [z, 2(z + )] 6F3 [z,9, 2] (y+2))) = F [2,, 2] (y+
2)y @ Fa [y, z(z +y)]y.
Et donc
K=F[z,z(z+2)]@F2 [z, y,2] (y + 2)y @ Fa [y, 2(z + y)] y.

Enfin, si aucun de ces groupes ne sont triviaux, K est isomorphe a l'intersection de Fs [z, z(x + z)]|®

Folz,y,2] (y+ 2)y ®@Fa [y, z(x + y)]y et de Fo [z, y, 2] 2 ® Fy [y, x(x + y)] auquel cas
K=ZFy[z,0(x+2)]z@F2 [y, 2(z +y)ly ©Fe [y, 2z +y)] (y + 2)y @ Fa [, y, 2] (y + 2)yz.

Le calcul se fait comme précédemment en déterminant les éléments de Fy [z, z(x + 2)]|®Fs [z, v, 2] (y+

2)y @ Fa [y, x(x + y)] y dont I'image par (0 © tg,.,))* appartient a Fa [y, x(x + y)].
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Résumé : Le but de cette thése est d’appliquer a
I’étude du centre d’une algebre instable sur I’algebre
de Steenrod, des outils provenant d’une équivalence
de catégorie entre la catégorie des modules instables
sur l'algebre de Steenrod localisée en ses objets n-
nilpotents et certaines catégories de foncteur.

Nous commengons par donner une description
alternative de cette équivalence de catégorie, déja
classique, et nous précisons son comportement vis
a vis des algebres instables sur I'algebre de Steen-
rod. Plus précisément, nous introduisons une caté-
gorie d’algebre instable dans la catégorie de fonc-
teur déja mentionnée, et justifions qu’elle est équi-
valente a la catégorie des algebres instables localisée
en les morphismes dont les noyaux et conoyaux sont
n-nilpotents.

Pour n = 1, cette équivalence se spécialise
en une équivalence de catégorie vers la catégorie

algebre de Steenrod, algebres instables, filtration nilpotente, centre d’une algebre instable,

des foncteurs contravariants de la catégorie des es-
paces vectoriels de dimension finie dans celle des
ensembles profinis. Nous introduisons un foncteur
décalage dans cette catégorie de foncteur, corres-
pondant au foncteur 7' de Lannes dans la catégorie
des algebres instables.

Apres avoir introduit, une notion de centralité
dans les différentes catégories de foncteur étudiées,
de telle sorte que le centre d’une algebre instable
nil,-fermée corresponde au centre du foncteur qui
lui est associé, nous en déduisons un raffinement du
centre d’une algebre instable faisant intervenir la
filtration nilpotente.

Enfin, nous appliquons ces résultats a 1’étude
du probléme de classification des algebres instables,
noethériennes, nil-fermées, connexes, munies d’une
structure de H*(V')-comodule dont ’algébre des é1é-
ments primitifs est une algebre instable P fixée.

Title: Nilpotent filtration, functor categories and the study of the center of a noetherian unstable algebra
over the Steenrod algebra

Keywords: Steenrod algebra, unstable algebra, nilpotent filtration, centre of an unstable algebra, ana-

lytic functors

Abstract: This thesis is concerned with the study
of the centre of unstable algebra over the Steenrod
algebra. We use tools that come from an equiva-
lence of categories between the category of unstable
modules over the Steenrod algebra localized by its
n-nilpotent objects and some functor categories.

We start by giving an alternative description of
this already classical equivalence of categories, and
we explain its behaviour regarding unstable algebra.
More precisely, we define a category of unstables al-
gebra in the functor category already mentionned,
and we prove this is equivalent to the category of
unstable algebra localized by the morphisms whose
kernel and cokernel are n-nilpotent.

For n = 1, this gives an equivalence with the
category of contravariant functors from finite di-

mensional vector spaces to profinite sets. We intro-
duce a shift functor in this category, corresponding
to Lannes T functor in the category of unstable al-
gebra.

We define a notion of centrality in the categories
of functor that we study, such that the centre of
a nil,-closed unstable algebra is the same as the
centre of the associated functor. Using this, we get
a refinement of the centre of an unstable algebra,
making use of the nilpotent filtration.

Finally, we use those results to study the
classification of noetherian, nil-closed, connected,
H*(V')-comodules in the category of unstable alge-
bra, whose primitive elements are a fixed unstable
algebra P.
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