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Résumé

Des prédictions de changements pour des réseaux de réactions avec information
cinétique partielle peuvent étre obtenues par raisonnement qualitatif avec l'inter-
prétation abstraite. Un probleme de prédiction classique en biologie systémique
est de savoir quels knock-outs de génes peuvent, ou doivent, augmenter le ux de
sortie d'une espece ciblée a I'état stationnaire. Répondre a une telle question pour
un réseau de réactions donné demande de raisonner avec éesndes abstraites
telles que “augmenter” et “diminuer”.

Une tache fondamentale pour des prédictions de changements a été présentée
par ( ). Il s'agit du probléme de calcul de I'abstraction de dif-
férences d'un ensemble de solutions positives d'un systeme d'équations linéaires
avec des contraintes de drences non linéaires. Précédemment, des algorithmes
de surapproximation pour cette tache ont été proposés en utilisamedies heu-
ristiques, par exemple basées sur la réécriture des équations linéaires. Dans cette
thése, nous présentons les premiers algorithmes exacts pouvant résoudre cette
tache pour les deux abstractions deatences utilisées dans la littérature.

En guise de premiere contribution, nous montrons pour un systeme d'équa-
tions linéaires, comment caractériser l'abstraction booléenne de I'ensemble de ces
solutions positives. Cette abstraction associe 1 a n'importe quel réel strictement
positif, et 0 a 0. La caractérisation est donnée par lI'ensemble des solutions boo-
|éennes d'un autre systeme d'équations, qui est obtenu a partir des modes élémen-
taires. Les solutions booléennes de ce systeme caractéristique peuvent étre cal-
culées en pratique a l'aide de la programmation par contraintes sur les domaines

nis. Nous pensons que ce résultat est intéressant pour I'analyse de programmes
fonctionnels avec arithmétiques linéaires.

Comme seconde contribution, nous présentons deux algorithmes qui calculent,
pour un systeme d'équations linéaires et de contrainteséelces non linéaires
donné, l'abstraction de dérences en; et respectivement ens. Ces algorithmes
s'appuient sur la caractérisation des abstractions booléennes pour les systemes
d'équations linéaires issue de la premiere contribution. Le lien entre ces abstrac-
tions est dé ni en logique du premier-ordre, tel que I'abstraction peut étre calculée
par la programmation par contraintes sur les domaines nis également.

Nous avons implémenté nos algorithmes exacts et les avons appliqués a la pré-
diction de knock-outs de génes qui peuvent mener a une surproduction de leucine
dans B. Subtilis, nécessaire pour la surproduction de surfactine en biotechnolo-
gie. Le calcul des prédictions précises avec l'algorithme exact peut tout de méme
prendre plusieurs heures. Pour cela, nous présentons aussi une nouvelle heuris-
tique, basée sur les modes élémentaires, pour le calcul de I'abstractionéde di
rences. Celle-ci fournit un bon compromis entre précision etaeité en temps.



Mots clésinterprétation abstraite, biologie systémique, équations linéaires, pro-
grammation par contraintes, réseaux de réactions avec cinétique partielle.



Abstract

Change predictions for reaction networks with partial kinetic information can be
obtained by qualitative reasoning with abstract interpretation. A typical change
prediction problem in systems biology is which gene knockouts may, or must, in-
crease the out ow of a target species at steady state. Answering such questions for
reaction networks requires to reason about abstraetrdnce such as “increases”

and “decreases”.

A task fundamental for change predictions was introduced by
( ). It is the problem to compute for a given system of linear equations with
nonlinear di erence constraints, the @girence abstraction of the set of its positive
solutions. Previous approaches provided overapproximation algorithms for this
task based on various heuristics, for instance by rewriting the linear equations. In
this thesis we present the rst algorithms that can solve this task exactly for the
two di erence abstractions used in the literature so far.

As a rst contribution, we show how to characterize for a linear equation sys-
tem the boolean abstraction of its set of positive solutions. This abstraction maps
any strictly positive real numbers to 1 and 0 to 0. The characterization is given by
the set of boolean solutions for another equation system, that we compute based on
elementary modes. The boolean solutions of the characterizing equation system
can then be computed based on nite domain constraint programming in practice.
We believe that this result is relevant for the analysis of functional programs with
linear arithmetics.

As a second contribution, we present two algorithms that compute for a given
system of linear equations and nonlineara@tence constraints, the exact dt
rence abstraction intoz and ¢ respectively. These algorithms rely on the cha-
racterization of boolean abstractions for linear equation systems from the rst
contribution. The bridge between these abstractions is de ned in rst-order logic.
In this way, the dierence abstraction can be computed by nite set constraint
programming too.

We implemented our exact algorithms and applied them to predicting gene
knockouts that may lead to leucine overproduction in B. Subtilis, as needed for
surfactin overproduction in biotechnology. Computing the precise predictions with
the exact algorithm may take several hours though. Therefore, we also present a
new heuristics for computing derence abstraction based on elementary modes,
that provides a good compromise between precision and tincgeacy.

Keywords Abstract interpretation, systems biology, linear equation systems,
constraint programming, reaction networks with partial kinetic information.
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1.1 Contexte général

1.1.1 Biologie des systéemes

Le fonctionnement de tout organisme vivant repose sur ses interactions molé-
culaires. La compréhension de ces interactions et de leurs dynamiques est le sujet
de labiologie des systemds , ). C'est un domaine interdisciplinaire
alliant mathématiques, informatique, physique, chimie, biologie, et biotechnolo-
gie, dont I'approche est d'analyser les systemes biologiques a l'aideodeles
La biologie des systémes en informatique est apparue réecemment, méme si

( ) a commenceé des travaux bien avant, la conférence principale sur le
domaine CMSB Conference on Computational Methods in Systems Bidlogy
été fondée qu'en 2005.

La connaissance du génome, du transcriptome et du protéome est fondamen-
tale pour la biologie de systemes, mais insante étant donné qu'il s'agit unique-
ment de données statiques, et non dynamiques. Ces connaissances sont fournies
par labioinformatique Pour analyser le génome, une approche fréquente est la re-
cherche de motifs et I'alignement de séquencesibaformatiquea par la suite
été étendue a d'autres types de données statiques venant de |'étindestuip-
tomeet duprotéome On cherche par exemple a savoir quelle partie du génome
encode un certain ARN messager (le transcriptome), qui lui-méme permet d'ex-
primer des protéines (le protéome). De cette fagcon on peut déterminer quelles
protéines peuvent étre produites a partir de ce géne.

1.1.2 Modélisation de systémes biologiques

Un probléme de la biologie des systemes est de reconstruire des connaissances
pertinentes de la dynamique de systemes biologiques a partir de données expéri-
mentales. Par exemple, on peut acquérir la connaissance de dépendances entre les
molécules par des méthodes d'apprentissage ( , ). Méme si celles-ci
peuvent permettre la compréhension de la dynamique des systémes biologiques,
elles restent insusantes pour les simuler ou prédire les conséquences d'un chan-
gement de systemes, comme par exemple un knock-out de genes.

Une idée générale de la biologie des systemes est donc de créer des modeles de
systeme biologique, qui peuvent étre simulés ou qui permettent de faire des pré-
dictions du comportement de ce systéme. La modélisation est I'art de créer de tels



modeles. Ceci est souvent fait par la coopération interdisciplinaire de biologistes,
de chimistes, d'informaticiens et de mathématiciens.ddéntes techniques de
modélisation existent pour répondre a élients problémes ( : ), qui
peuvent étre faites a de multiples échelles ( , ) : organisme,
tissu, cellule, molécule, gene, etc ... Ces interactions se passent souvent au cours
d'une boucle de création de modeles, suivie par une validation via des simulations
ou des prédictions. Si la validation échoue, il faut comprendre les raisons, et pas-
ser de nouveau a la création d'un meilleur modele. Ceci peut aussi nécessiter de
refaire des expériences pour valider ou réfuter des hypothéses biologiques. Mais
dans la plupart des cas, le probléme a déja été résolu dans la littérature biologique,
qu'on doit donc parcourir pour chercher et extraire les connaissances manquantes.

1.1.3 Modéeles mathématiques déterministes

Les modeles les plus fréquents de la dynamique de systémes biologiques sont
des modéles mathématiques qui sont des systemagsations diérentielles

Les équations les plus fréquentes sont les équatior&relitielles ordinaires
(EDOs). Elles permettent de représenter I'évolution au cours du temps des concen-
trations de chaque espéce d'un systeme de réactions chimiques de fagon détermi-
niste et continue. Lorsque les parametres des EDOs et les concentrations initiales
des espéces sont xés (par connaissance ou approximation), il est possible de si-
muler I'évolution des concentrations au cours de temps par ordinateur (

: ). On peut voir, a titre d'exemple, avdiglae le modéle
d'EDOs du cas classique de la dégradation enzymatique. Il décrit la transforma-
tion d'un substrat en un produiP , en présence d'une enzyrieavec la forma-
tion d'un complexe intermédiair€. La vitesse des réactions dépend de la valeur
réelle positive que prennent leurs parameétres cinétikyés,; etks:

Ky
S+E) C

k1
cl® E+p

La figure montre une simulation de ce modele, chaque courbe représente
I'évolution de la concentration d'une espéce du systeme dans le temps. Pour
cette simulation nous avons xé la valeur des concentrations initiales comme suit
: C(0) = 0;P(0) = O;E(0) = 10;S(0) = 20 ; et les valeurs des paramétres :
ki = 10:.0;k 1 = 5:0; k, = 8:0.
On retrouve les EDOs par exemple avec le contrdle du cycle cellulaire (

, ), Ou encore, pour l'analyse de réseau moléculaire impliqué dans
la formation des rythmes circadiens ( , ). Des bases de
données, telles guRioModels( , ), fournissent des collections
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Figure 1.1 — Modéle d'EDOs de la dégradation enzymatique.

Figure 1.2 — Trace de la simulation du modéle d'EDOs dédare avec les
valeurs des concentrations initiales xées comme 90({0) = 0; P(0) = 0; E(0) =
10; S(0) = 20 ; et les valeurs des parametrés = 10:0;k ; = 5:0;k, = 8:0.

de modeles de ce type, elles sont souvent exprimées dans le langage(SBML
tems biology markup languagg) , ).

Les EDOs peuvent aussi modéliser des aspects de systemes biologiques, qui
ne sont pas directement dérivés a partir d'un réseau de réactions. Par exemple,
le pancréas peut étre modélisé comme un contréleur de la glycémie — la concen-
tration du glucose dans le sang. Quand la glycémie augmente au-dela d'un seulil,
de l'insuline est sécrétée par le pancréas pour la réduire. ( )
utilise des systéemes d'EDOs pour modéliser le pancréas comme un contrdleur
de la glycémie, tel que les modeles puissent simuler I'évolution de la glycémie
postprandiale humaine — aprés un repas.

Quand les paramétres d'un systéme d'EDOs sont inconnus, on peut essayer
de les estimer a partir de données expérimentales. C'est le cas, par exemple, dans
le modele de ( ). Cependant, en général, la qualité des va-



leurs estimées des parametres ne sera bonne que si les données expérimentales
disponibles sont susantes pour bien caractériser les parametres manquants.

Nous notons nalement que des systemes d'équationérdntielles partielles
(EDPs) sont utilisés pour modéliser des systemes biologiques spatiales (voir par
exemple ( )). Les systemes d'équations de réactiosidn qui
prennent en compte des données spatiales sont des EDPs. On peut voir I'exemple
simple de I'équation de Kolmogorov—Petrovsky—Piskunov ( ,

) qui considére la concentration d'une espece dans un espace a une dimen-
sion. Les solutions des équations de réactiorusiion permettent de représenter
de nombreux comportements, ( ) par exemple décrit I'apparition auto-
nome et naturelle dpatternsa partir d'un état uniforme et homogéne.

1.1.4 Modéles stochastiques

Les approches de modélisation déterministes basées sur des équaténs di
rentielles font I'hypotheése implicite que les concentrations des espéces considé-
rées sont présentes en grande quantité, elles ne varient pas énormément sur plu-
sieurs instances d'un méme systéme biologique modélisé. Cependant, lorsque des
especes sont présentes en petit nombre cette hypothése ne s'applique plus, et il
faut passer a la modélisation stochastique.

Les modeles stochastiques les plus fréquents sont les chaines de Markov a
temps continu (CTMC) ( ). Elles formalisent I'évolution
d'un systeme par des transitions entredtients états, et a chaque transition est
a ectée une probabilité de se produire. Puis, il est possible simuler I'évolution

dynamique d'une CMTC a l'aide d'un algorithme de Gillespie ( , ).
Un exemple pour un modéle stochastique basé sur des CTMCs est I'étude de

la régulation de I'expression du bactériophage lambda ( , ), ou

I'activité des promoteurs transcriptionnels de faible activité ( , )

( ) montre, qu'a partir des CTMCs de ces modeéles ont
également été produits des programmes dansckdcul stochastique ( ,

; : )-
1.1.5 Modeéles par réseaux de réactions
Des systemes biologiques peuvent étre aussi modélisés directement par des
réseaux de réactions chimiques.
Modéles de graphes informels

Des biologistes et biochimistes ont représenté des réseaux de réactions chi-
miques sous de multiples formes graphiques, pour regrouper leurs connaissances.



Figure 1.3 — Exemple de modele informel du SubtiWiki, représentant une partie
de la voie de synthese des acides gras chez la bactérie B. Subtilis.
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Figure 1.4 — Graphe de la réaction chimique avec cinétiaue (

On retrouve, par exemple, BubtiWiki( , ) qui regroupe l'en-
semble des connaissances biologiques concernant le métabolisme de la bactérie
Bacillus Subtilis, ou encore la base de donnE&$G ( , )
et EcoCyc( : ) qui regroupent un ensemble de données relatives
aux génomes, aux voies métaboliques et aux composés biochimiques. Un graphe
exemple du SubtiWiki est illustré dansfigure

Il est possible de faire de la simulation de ces graphes lorsque les données nu-
mériques sont disponibles, par I'utilisation d'outils tels que E-cell, Gepasi, BioS-
pice. Cependant, il n'est pas possible d'appliquer des raisonnements biologiques
sur ces modeéles, méme pour ceux contenant des valeurs quantitatives, ils ne four-
nissent pas de sémantique formelle permettant de simuler ou analyser le compor-
tement des systéemes biologiques modélisés.

Modeéles formels

Une approche formelle de la dé nition de systémes de réactions chimiques a
éte introduite par ( , ). Son formalisme considére un ensemble
d'espéces, dont on fait I'abstraction de toute structure interne (on ne regarde ni
sa structure, ni sa composition atomique). Une réaction chimique avec de telles
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Figure 1.5 — Graphe du réseau de réactions avec cinétique de la dégradation en-
zymatique, avec les parametres cinétigkiek,; k ; respectifs des réactions nom-
mées 1, 2, et 1.

espéces transforme un multiensemble d'espéces condme S dans un autre
multiensemble d'espécds+ 3P° avec une vitesse dé nie par une expression ci-
nétique, comme par exem@@ S° E?x1:4+1). Ici les espéces agissent comme
des variables pour I'évolution de leurs concentrations dans le temps, donc du type
R: ! R.. Cette réaction, qui est illustrée graphiguement péiglare s'écrit
comme sulit :

(n) 2S+S° P+3P% S? S° EH1:4+1)

Les espéceS$ et S° sont appelées les substrats, comme elles sont consommées
par la réaction, et les espédest P°sont appelées les produits, qui sont produites

par la réaction. Les espécEset | ne sont ni un substrat, ni un produit, mais elles
apparaissent dans I'expression cinétique. On dit qu'elles sont des modi cateurs de
la réaction. L'expression cinétique de cet exemple exprimeEgest une enzyme,

qui active et accélere la réaction, tandis djua inhibiteur, il ralentit la réaction.

Bien entendu, il est possible d'avoir de multiples enzymes et inhibiteurs dans
ce type de réaction chimique abstraite. Finalement, nous assumons que chaque
réaction porte un nom unique, iai)( pour pouvoir les identi er plus facilement

dans des représentations graphiques.

Un réseau de réactions est un ensemble de réactions chimiques. Chaque ré-
seau peut étre représenté graphiquement par un graphe biparti, suivant I'esprit des
graphes de réseaux de ( ), aussi appliqué en biologie des systemes (

, ). Le graphe du réseau, avec l'unique réaction décrite ci-dessus,
est donné efigure 1.4. Dans le graphe biparti, a chaque réaction est assigné un
nceud “boite”, dans lequel le nom de la réaction est inscrit, et auquel I'expression
cinétique est annotée. Puis, a chaque espéce est associé un nceud “cercle” dans
le graphe, dans lequel le nom de I'espéce est inscrit. Chaque substrat est lié a sa
réaction par une aréte orientée vers la réaction, sur laquelle la multiplicité du sub-
strat est annotée, si elle est drente de 1. Symétriguement, chaque produit est lié



a sa réaction par une aréte orientée vers le produit, sur laquelle la multiplicité du
produit est annotée, si elle est drente de 1.

Les graphes bipartis d'un réseau représentent toute l'information du réseau
sans perte. De ce fait, nous pouvons et allons dé nir des réseaux de réactions
chimiques par leur graphe. Par exemple le réseau de la dégradation enzymatique
enfigure contient quatre especes: un subsiatin complexeC, un produit
P, et une enzymé&. Et il a trois réactions: la réaction nommée 1 qui combine un
substratS avec une enzymg dans un complex€, sa réaction inverse nommeée

1, et la réaction nommeée 2 qui transforme le compléxen un produitP en
libérant une enzyme.

Sémantiques des réseaux

Un modéle formel est obtenu par le choix de la sémantique d'un réseau de
réaction. ( ) montrent qu'a chaque réseau de réactions
chimiques peut étre assigné plusieurs sémantiques : stochastique, déterministe,
non-déterministe, booléenne; et que ces sémantiques sont de plus en plus abs-
traites.

La sémantique déterministst donnée par I'ensemble d'équations étien-
tielles inférées du réseau de réactions, qui décrit I'évolution des concentrations
de chaque espéece du systeme dans le temps. Ainsi, pour chaque A#pays-
téeme contient une équation drentielle qui correspond a la déri% Le systeme
d'EDOs obtenu a partir du réseau de la dégradation enzymatique a été donné au-
paravant avec lgure 1.1. De plus, une simulation de ce systeme d'EDOs avec
des valeurs xées pour les parametres et les concentrations initiales est donnée
par lafigure

La sémantique stochastiqesa terme de CTMC peut étre dé nie pour tous les
réseaux de réactions. Les expressions cinétiques servent dans les transitions des
CTMCs, voir par exemple ( , ).

Une sémantique non-déterminisést obtenue en considérant des réactions
chimiques comme des régles de réécriture de solutions chimiques, et en ignorant
les expressions cinétiques. Cela est élaboré par ( ) ;

( ). Il s'agit de la sémantique des réseaux de ( ) classiques. Si
lors de la réécriture, plusieurs réactions peuvent étre applicables en méme temps,
on doit choisir une des possibilités d'une maniére asynchrone, et regarder tous
ses choix possibles. Ainsi, on construit un graphe de réécriture représentant l'en-
semble de tous les comportements possibles, et I'on regarde si un attracteur peut
ou doit étre atteint.

La sémantique booléenme re une sémantique de réécriture non-déterministe
alternative, ou I'on ne regarde pas le nombre d'espéces a chaque instant, mais
uniquement leur existence.



Analyses des réseaux

Selon la sémantique utilisée nous pouvons faire&dkntes analyses de ces ré-

seaux de réactions, qui servent a comprendre leurs fonctionnements.

Simulation L'analyse la plus répandue estdamulation de la dynamiqud'un

réseau de réactions. Des algorithmes de simulatioBrdnts s'appliquent a la
sémantique déterministe ddrentielle et a la sémantique stochastique avec des
CTMC, cela nécessite que les parametres cinétiques soient connus, et que les
concentrations ou le nombre d'espéeces initiales soient donnés. La sémantique non-
déterministe par réécriture, peut également étre simulée étape par étape, en pro-
duisant un digraphe de solutions chimiques, et non pas une trace réelle du méme
type que celle de lagure

Véri cation de propriétés de modélesoutil BioCham permet la véri cation de
propriétés de modéles, qui ici correspondent a la sémantique, déterministe, sto-
chastique ou booléenne d'un réseau de réactions chimiques ( , ).
Ces propriétés peuvent étre dé nies dans une logique temporelle comme LTL,
CTL, ou pCTL ( : ) adaptée a la sémantique considérée.

Dans le cas de la sémantique déterministe, on peut véri er par exerafiedn
abilité d'une solution chimique telle que la concentration d'une espéece d'intérét
soit plus grande que:5, ou encore, Véri er si la concentration d'une espece va
osciller, étant donné un état de départ. Puis, il est possible de corriger des réseaux
pour qu'une propriété logique devienne vraie, ou encore, de chercher la valeur de
parameétres cinétiques permettant aux traces du réseau de satisfaire une propriété
logique.

Dans le cas de la sémantique stochastique, on peut véri er par exemple, si la
probabilité d'atteindre une solution chimique avec une propriété logique est plus
grande que 9.

Analyse de sensibilitd_outil Copasi ( , ) @e une analyse de
sensibilité des concentrations a |'état stable a partir de la valeur des parametres
du réseau. Il permet aussi d'estimer ces parametres de sorte que les traces de
simulation du réseau s'approchent au mieux des données expérimentales.

1.1.6 Reéseaux sans information cinétique

Les expressions cinétiques sont souvent inconnues pour réactions chimiques.
Cela est vrai en particulier pour des réactions de réseaux informels, sous forme
graphique, comme on peut en trouver danSuétiwWiki( , ). Une
des raisons vient du fait que certaines de leurs réactions sont utilisées pour repré-
senter de fagon simpli ée des sous-réseaux plus complexes.

Un autre probleme apparait pour les réseaux métaboliques qui peuvent étre
fortement régulés mais dont la régulation n'est connue que partiellement. De ce



fait, il n'est pas possible de connaitre I'expression cinétique de fagon a n‘avoir
plus qu'a estimer les paramétres.

De plus, les données expérimentales mesurables en métabolomique concernent
uniquement les concentrations des métabolites, et non les vitesses de ux qui nous
intéresseraient.

Pour toutes ces raisons, nous nous sommes intéressés aux réseaux de réactions
chimiques sans information cinétique. Par contre, les analyses quantitatives par
simulation ne sont plus applicables. En réponse a cela d'autres types d'analyses
basées sur des états stables ont été proposées.

Analyse de I'équilibre des ux

Des réseaux de réactions chimiques, dont les expressions cinétiques sont in-
connues, sont utilisés, par exemple, pour décrire les réactions purement métabo-
liques sans aucune régulation. A I'état stable, ces réseaux décrivent un systeme de
ux a l'équilibre.

L'analyse de ux a équilibre est une approche trés utilisée ( : )
pour les réseaux métaboliques sans information cinétique. Son objectif est de pré-
dire le taux de croissance d'un organisme ou le taux de production d'un métabolite
d'intérét. Pour ce faire, la sémantique déterministe du réseau, en termes de EDOs,
peut étre simpli ée par un systeme d'équations linéaires dont les variables re-
présentent les vitesses des réactions. Les équations linéaires caractérisent I'état
stable : la vitesse de production de chaque espéce doit étre égale a la vitesse de sa
consommation. Les équations linéaires peuvent aussi étre exprimées de maniere
équivalente par une équation matricieR& = 0 ou A est la matrice stoechio-
métrique du réseau &tle vecteur de variables de vitesse de ces réactions. Cette
approche utilise donc la stcechiométrie du réseau pour inférer des contraintes sur
les ux métaboliques. Grace a la programmation linéaire, on cherche a optimiser
une fonction objective xée selon la prédiction que I'on souhaite faire. Cette ap-
proche basée sur Ioptlmlsatlon est la plus couramment utilisée ( ,

, ; , ). Cependant, la solution n'est pas
forcement unique, elle retourne souvent un ensemble de solutions optimales.



1.1 Contexte général
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Figure 1.6 — Graphe du sous-réseau métabolique de la bactérie B. Subtilis produi-

sant la leucine a partir de pyruvate.




1.2 Contexte local

Nous présentons dans cette section les travaux de I'équipe BioComputing aux-
quels cette thése fait suite. Il s'agit d'une méthode d'analyse qualitative mise en
place pour faire la prédiction de knock-out de genes a partir de réseaux de réac-
tions avec information cinétique partielle ayant pour cible l'augmentation d'une
espeéce produite par I'organisme modélisé.

1.2.1 Reéseaux avec information cinétique partielle

Nous pouvons modeéliser les réactions purement métaboliques par un réseau de
réactions chimiques sans information cinétiquefibare représente graphi-
guement une partie du métabolisme, sans sa régulation, de la bactérie B. Subtilis:
la voie de production des acides aminés branchés: valine, leucine et isoleucine a
partir du pyruvate et de la thréonine.

Flux d'entrée et ux de sortieCertaines réactions sont distinguées graphiquement
comme des ux d'entrée et d'autres comme des ux de sortie. Dafiglae 1.6,

on voit par exemple le ux d'entrée de pyruvate’yr et le ux de sortie de la
leucine | La vitesse des ux d'entrée est contrdlée par I'environnement, qui
peut modéliser le milieu dans le bioréacteur ou un réseau adjacent. Les vitesses
des ux de sortie sont, par contre elles, controlées par la concentration de I'espéce
qui sort.

Régulation Le métabolisme de tout organisme est régulé par l'intervention d'en-
zymes régulatrices, qui peuvent activer, accélérer ou réprimer une réaction. Pour
représenter cela, nous allons considérer des réactions avec des modi cateurs qui
peuvent étre des :

inhibiteurs qui diminuent la vitesse d'une réaction,
activateurs qui activent et augmentent la vitesse d'une réaction,
accélérateurs qui augmentent la vitesse d'une réaction.

0 ® 0 ©
o—fil—® 6—B—6

Figure 1.7 — La réaction nommée 1 contient un subs8Batn produitP, un
activateurA et un inhibiteur . La réaction 1 est en gris et n'est donc pas candidate

pour un knock-out. La réaction 2 est similaire sauf qu'elle est en orange et est
donc candidate pour un knock-out.



Lafigure donne la représentation graphique d'une réaction nommée 1, qui
consomme un substrat S et produit P sous le contrdle inhibiteur de | et I'activation
de A. Notre formalisme graphique permet aussi de prendre en compte des réac-
tions chimiques possédant plusieurs substrats, produits, activateurs et répresseurs.

Cette réaction est colorée en gris, cela signi e qu'elle n'est pas candidate pour
un knock-out. Elle peut donc s'écrire sous forme textuelle comme suit :

1 st & Inh())

oulnh : R. ! R, est la fonction telle quénh(r) = 151 + r) pour tout
r 2 R.. Des réactions comme la réaction nommée 2, dont la boite la représentant
est orangée, sont candidates pour un knock-out. Elles s'écrivent quant a elles de
la sorte :
(2 st Poz Inh(l)

ou 0, est une variable booléenne, telle cmei 1 si et seulement si la réaction 2
est active, et donc ne subit pas de knock-out.

Expressions cinétiques similaitg3ependant, avec ce type de réseaux, nous n‘avons
pas d'information cinétique précise pour savoir de combien la vitesse d'une réac-
tion est impactée par un de ces régulateurs. Nous pouvons juste constater que Si
la concentration de | diminue, son impact répresseur diminuera et donc la vitesse
de la réaction augmentera. La vraie expression cinétique de la réaction 1 est donc
similaire a l'expression:

Inh(!)

dans le sens gu'elle a le méme comportement monotonique. Par exemple, si la
concentration du produs augmente alors la valeur de la vraie expression ci-
nétique augmente. De méme dans le cas ou la concentration de ['activateur
augmente, ou si la concentration du répresseliminue.

1.2.2 Seémantique de diérences des réseaux

Les réseaux sont étudiés a I'état stationnaire, on peut donc de fagon clas-
sique obtenir un ensemble d'équations linéaires pour la partie métabolique, et
des contraintes non linéaires pour la régulation modulo similarité. Ceci peut étre
formalisé en se basant sur les notions dedénces concretes et abstraites.

Di érences concrétes et abstraitéie di érence concrete est une paire de réels
POSitifs (avani Vapred 2 RZ. Elle peut décrire, relativement & un changement d'état
stable, la paire composée de la valeur assignée a une variablezgyaet apres
Vapres UN changement. Les variables pourraient par exemple étre la vitesse d'un
ux d'entrée, d'un ux de sortie, d'une réaction, ou encore la concentration d'une
espece.



Figure 1.8 — L'abstraction de F?gtfre 1.9 — L'abstraction de
di érencedr ,:R?! 5. di érencehr ,:RZ2! .

Les di érences abstraites partitionnent lesétiences cgncrétes dans un en-
semble de classe nie. Nous considérons le domaige= f ; ; gavec trois
di érences abstraites, représentant une augmentation, une diminution, et le non
changement respectivement. La partition destences concretes par les éi
rences abstraites en est illustrée par lfigure 1.8. Elle est dé nie par la fonction
d'abstractiorh , : R2 ! 3, telle que pour toutr(r® 2 R? :

ga 0 .
g sSir<r’ augmentation
h,(r;r9 = g  sir>r° diminution

. sir =r° pas de changement

L'abstraction que nous considérons dans notre outil de prédiction est plus ne,
elle spéci e le cas ou un changement commence a zéro ou nit a zéro. Cette
abstraction partitionne les dérences concrétes dans les sixétences concrétes

en ¢ = f;";+# ,; g comme lillustre lafigure . Plus formellement, la
partition est dé nie par la fonction d'abstractidn, : R2 ! 4, telle que pour
toutr;r°2 R,, nous avons:

8 n

si0, r<ro augmentation, mais pas a partir de 0
# sir>r%, 0 diminution, mais pas jusqu'a O
h (9 = sir=r°, 0 pas de changement, a valeur non 0
() = * si0=r<r° augmentation a partir de 0
+ sir>r%=0 diminution jusqu'a 0
sir=r=0 pas de changement & 0

Sémantique de dérencesPour tout aectation de variables °:V! R, nous
dé nissons leur di érence concréte comme l'actationdi (; 9:V! R2 tel
gue pour toute variable 2 V :



Figure 1.10 — Représentation graphique du réseau de réactions avec cinétique par-
tielle pour la régulation d'un promoteur du métabolisme de la bactérie B. Subtilis.

di (5 9 =aer ( (¥; AX)

Considérons maintenant un résdiavec information cinétique partielle. Sdit
son ensemble d'équations linéaires décrivant ses états stalldensemble de
ses contraintes cinétiques. Soi f 3; sgun domaine de diérences abstraites
avec partitiorh : R2! . La sémantique de-di érences d® est dé nie par:

senfR) =qesfh  di (; 9j; °2sof(L)g\ sol (C)

L'intersection avecsol (C) signi e que nous ne considérons que lese-
tations de variables vers des drences abstraites, qui satisfont les contraintes
cinétiques de&C. Plus formellement, nous considérongci comme une structure
relationnelle dé nissant une opération d'additi®n, une opération de multiplica-
tion , etune opération d'inversidmh . Les tables de ces relations sont données
pour zet genfigure etfigure respectivement. Les résultgts de-ces opé-
Qtions peuvent étre non-déterministes, en particulier les valeursde et

3 sont égales, de facon non déterministe, a n'importe quel élément de



1.2.3 Téache de prédiction de changements

Un changement est une modi cation apportée a un ux d'entrée, a savoir une
diminution ou une augmentation de la valeur de sa vitesse, ou le knock-out d'une
réaction candidate, qui revient a réduire a zéro sa vitesse. Les variables de controle
d'un réseau sont donc les variables pour les ux d'entrée et les réactions candi-
dates pour un knock-out.

On va chercher a prédire quel changement ou combinaison de changements
doivent étre appliqués au réseau pour qu'il ait le comportement souhaité. Pour cela
on doit xer la contrainte cible qui doit étre satisfaite, dans notre cas il s'agira de
'augmentation du ux de sortie d'une espéce ciblée. Dans cette contrainte, nous
ajouterons aussi une limite maximale qui permet de xer le nombre de change-
ments que I'on autorise. Dans le cas de la prédiction de knock-out unique, nous
indiquerons que seulement un changement sur une réaction candidate au knock-
out est autorisé. Cette contrainte ciblesera a interpréter sur.

Si l'on regarde le réseau defigure , Ses variables de contrble sont
fVkcody; Vxrnra; V1; Vi7; Vg; Visg €t la contraintes, e, =" sera la contrainte cible qui
vise a augmenter le ux de sortie de . Soidhtensemble des variables de

senfR) etVeonrsie  V I'ensemble des variables de contréleRleA n de prédire

les changements sur les variables de contréle qui satisfont la cible, nous allons de-
voir projeter I'ensemble de solutions abstraites générées sur celles-ci. Nous vou-
lons donc calculer pour un réseBet une ciblel donnés I'ensemble de solutions
suivant :

senP™ 9T = f v ] 2 SEMR)\ sol §(T)g

Pour notre application nous sommes particulierement intéressés a prédire quel
knock-out de réaction unique permettra d'atteindre la cible. Les changements pré-
dits devront donc contenir un knock-out seulement pour étre valides.

1.2.4 Algorithme de prédiction de changements

La tache de prédiction ne peut pas étre résolue telle quelle, nous expliquerons
pourquoi plus en détail dans la problématique. L'algorithme d'approximation de
John ( , ) nous permet de calculer une surapproximation de cet
ensemble de solutions par l'utilisation de l'interprétation abstraite, le théoreme
montre que I'on a l'inclusion :

Senﬁzontréle(-l-) sol ®(9V n Veonwoie (L™ CN T))

Cet algorithme reste une heuristique puisqu'il approxgeei®™°qT). Ainsi chaque
contrainte du systeme sera interprétée sur la structgiré'algorithme mise en
place prend donc en entrée :



— Un réseau de réactiomsavec information cinétique partiel@

— Une contrainte cibl@
Etil retourne I'ensemble de prédictions obtenues aprés interprétation des solutions
de I'ensemble :

sol *(9V n Veontraie (L™ CH T))

Comme la structure ¢ est nie, cet ensemble peut étre calculé par la program-
mation par contraintes. L'ensemble des solutions générées pourra étre ensuite in-
terprété comme des prédictions, il permet d'énumérer quel changement sur les
variables de contrble permettra d'atteindre la cible.

1.2.5 Application a la surproduction de la Surfactine

Un prototype de l'outilReaction-networka été développé par I'équipe Bio-
Computing, pour tester et appliquer cet algorithme de prédiction sur des pro-
blemes concrets de la biologie des systemes.

L'application principale jusqu'a ce jour est la prédiction de knock-out de génes
menant a la surproduction d'un métabolite, la leucine, chez la bactérie B.Subtilis.
La leucine est un acide aminé branché, c'est un des précurseurs de la surfactine, un
peptide non ribosomique demandé dans bien des domaines (pharmacologie, agri-
culture, environnement). Il a été prouvé dans ( ) qu'une surpro-
duction de leucine chez cette bactérie entrainait une surproduction de surfactine.
Cette application a été mise en place en partenariat avec I'équipe ProBioGEM.
Lafigure montre le graphe du réseau de réaction avec information cinétique
partielle développé pour cette application. Il ne représente qu'une partie du mé-
tabolisme de la bactérie, il s'agit de la voie des acides aminés branchés: valine,
leucine et isoleucine.

L'outil permet depuis 2018 de créer des réseaux de réactions avec information
cinétique partielle depuis un navigateur Web, par l'utilisation d'une interface gra-
phique a chant le graphe du réseau. Cette interface est accessible, pour preuve |l
a été utilisé avec succes par des biologistes sans formation en informatique.

L'outil permet de faire des prédictions de knock-out a partir de réseau de réac-
tion avec information cinétique partielle. Cela demande par contre aux utilisateurs
une expertise dans ce domaine de recherche en informatique pour pouvoir le ma-
nipuler.

L'application de l'algorithme de prédiction sur ce réseau de réactions, présenté
dans ( ) montre que sil'on xe pour cible une augmentation du
ux de sortie de la leucine avec un maximum de deux changements l'algorithme
retourne 16 prédictions de knock-outs de réaction. Nous reviendrons dessus plus
tard dans cette these.



1.3 Problématique

Notre objectif principal est le calcul exact deni®"(T) pour des réseaux de
réactions a information cinétique partielReet une cibleT. Ceci nous demande,
en particulier pour le systeme d'équations linéaltee R, de calculer I'ensemble
de di érences abstraites obtenues a partir deérénces concretes de solutions
réelles de, en appliquant I'abstractiom : R? ! ou 2f 3; ggcC'est-a-dire:

fh di (; 9j; °2sof(L)g

Il s'agit d'éviter l'interprétation abstraite basée sur I'approximation de John, pour
arriver a un calcul exact de I'abstraction.

1.3.1 Lapproximation de John

La partitionh : R? ! devient un homomorphisme, si nous équip&is
avec l'addition et la multiplication appliquées sur chaque composante a l'aide de
+R et R respectivement. Puis, il n'est pas diile de voir que :

soff(L)=fdi (; 9j; °2sof(L)g
L'objectif est donc de calculer 'ensemble des solutions abstraites :
h soff(L)

Nous appelons un homomorphisine S ! , tel quedonm( ) don(S), une
abstraction Puis, nous considérons l'inclusion R? en identi ant chaque élé-
ment 2 parunélémenp 2 R? xételqueh (p)= .Donc,h,:R2! jet
h,: R?1 ¢ sont bien des abstractions avec la dé nition donnée ci-dessus.

Notre premiére observation est que le Théoreme de John peut étre généralisé
a toute abstractioh: S! . Il montre que pour toute formule du premier-ordre
, existentielle et positive, I'ensemble des abstractions des solutionsddas
la structure concret8 est inclus dans I'ensemble des solutions de la structure
abstraite

h sof() sol()

Ici nous sommes particulierement intéressés dans le cas &gl un systeme
d'équations linéaire&, obtenu par les équations issues d'un réseau de réactions
métaboliques a I'état stable sans connaissance des paramétres cinétiques.



1.3.2 Un exemple de surapproximation

En guise d'illustration de cette approximation, nous considérons l'abstraction
de di érenced 1 R2! 4, etl'application a la prédiction de changements au
réseau metabolique égure . Ce réseau contient un cycle entre deux espéces

et B données par une réaction 1 qui transforme A en B et la réaction inverse

Puis, I'espece A a un ux d'entrée et I'espéce B un ux de sortie.

Le ux d'entrée est contrdlé a I'externe, tandis que toutes les autres ré-
actions, incluant le ux de sortie , sont contrdlées a l'interne du réseau (par
les concentrations des especes et les cinétiques du réseau). Les seuls changements
sous controle externe pour ce réseau sont l'augmentation ou la diminution du ux
d'entréein-A. Ceci correspond aux équations avec des constanteg de

Vin_ : " Or Vin_ :#

Si maintenant nous voulons augmenter le ux de sortie, c'est-avdige =" le

seul changement qui peut nous amener a cette cible est 'augmentation du ux
d'entrée , alors :vi,.. =". Pour illustrer ce type de raisonnement avec notre
méthode formelle, nous considérons le systeme d'équations linéaip@isdécrit
I'équilibre des ux de toutes les réactions a I'état stationnaire ( , ;

vy = tv, Novp = +Vy

Lafigure nous donne les trois solutionsstd ¢( ) qui satisfont la cible
=". Les deux premieres de ces trois solutions, par contre, ne sont pas des
h ,-abstractions de solutions réelles, puisque toute solution réelle doit satisfaire :

Comme cette égalité est une conséquence directesdeles réels, donc aussi bien

sur la structur®, que sur la structur®?: la vitesse du ux d'entrée doit étre égale

a la vitesse du ux de sortie a I'état stationnaire. Considérons le systeme linéaire
O suivant, dans laquelle la cible du changement est incluse et les variables non

contrélables sont quanti ées existentiellement :

V1OV Vo (™ Vour ::")
Nous avons donc bien le fait que I'abstractibn sof( 9 =

est surapproximée par l'interprétation abstraitd ¢( 9 = f[Vin.n="]; [Vin.a=#
l; [Vin.n= ]gcomme impliqué par I'approximation de John.

|
—
—
<
5
.
|



1.3.3 Calcul exact d'abstractions versus heuristiques

L'exemple montre aussi que la surapproximation de I'abstra¢ti9nsoIR3( )
par l'interprétation abstraitsol ¢( ) peut empécher la prédiction de changements
valides. La cause de la surapproximation est due ici au fait quiest pas clos
par conséquences linéaires, c'est-a-dire qu'il ne contient pas toutes les équations
linéaires qui sont impliquées pardans la structur®,, et donc égalemeri?.

Puis, I'addition des conséquences linéaires manquantesvant l'interprétation
abstraite empéche la surapproximation.

Par contre, comme I'ensemble de conséquences linéaires est généralement in-
ni, il n'est pas possible d'ajouter toutes les conséquences linéaires du systéme
avant de calculer son interprétation abstraite. De ce fait, le probléeme du cal-
cul exact ne peut pas étre résolu comme tel. Nous pouvons seulement obtenir
une meilleure approximation en nous basant sur des heuristiques qui ajoutent un
nombre ni de conséquences linéaires. La qualité des heuristiques existantes, par
contre, est di cile a argumenter, sans pouvoir calculer I'abstraction exactement.

1.3.4 Lajout de contraintes cinétiques

Pour des réseaux de réactions avec cinétique partielle le probléme est en-
core plus compliqué puisque les cinétiques possibles peuvent étre contraintes. Ces
contraintes peuvent étre exprimées par des formules logiques a interpréter sur
Le probleme a résoudre est donc de calculer exactemeht tedbstractions des
solutions de systemes linéaires qui satisfont des contraintes supplémentaires. Et
ceci, pas uniquement en théorie, mais de telle sorte que cela puisse étre appliqué
pour la prédiction de changement de réseau de réactions avec information ciné-
tique partielle, et en particulier a la prédiction de knock-out de génes pour de tels
réseaux.

1.4 Contributions

Notre objectif principal est le calcul exact de I'abstraction deédénce en 3
ou ¢ de I'ensemble des solutions &f d'un systéme linéaire, et I'application
de ce calcul a la prédiction de changement de réseau de réactions avec cinétique
partielle.

Plus généralement, étant donné une abstradtiod'une structure concréte
S vers une structure abstraite nous appelons une formuleh -exacte si pour
chaque solution abstraite deil existe une solution concréte qui correspond apres
abstraction a cette solution abstraite. Donsgrah -exacte si et seulement si :

h sof()=sol ()



Supposons maintenant que le domaine de la structure abstra#te ni. Si nous
pouvions en plus réécrire chaque formuleomme une formule ° qui esth -
exacte, nous pourrions résoudre le probléme du calcul exast desoF( ) en
calculantsol ( 9 par l'intermédiaire de la programmation par contraintes a do-
maine ni. Malheureusement, aprés de longues ré exions faites au cours de ce
projet de these, cela nous parait dilement envisageable pour les abstractions

h , eth , méme si les formules sont réduites a des systémes d'équations linéaires.

1.4.1 Reéécriture exacte pour l'abstraction booléenne

Dans cette optique, nous proposons d'étudier, en premier lieu, I'abstraction
booléennds : R, ! B dé nie pour toutr 2 R, par :

1 sir>0
(=" o sir=0

Nous considérons comme formules des systemes d'équations linéaires a coef-
cients entiersAy = 0. Les solutions de telles formules dans la structure des réels
positifsR, peuvent donc étre abstraites par I'abstraction boolébgne

Notre premiere observation est que tout systeme d'équations linéaires avec
des matrices a coecientspositifs esthg-exact. Si par contre nous prenons des
matrices d'entiers possédant aussi des entiers négatifs, ce n'est plus nécessaire-
ment le cas. L'idée pour un calcul exact de I'abstraction booléenne est donc de
réécrire des équations linéaires avec des aents négatifs de maniére positive,
sans changer les solutions Bpn. C'est ce que nous allons montrer en guise de
premiere contribution.

En e et, nous montrerons que chaque systeme d'équations linéaires a coe
cients entiers et sans terme constant, ou d'une maniere équivalente, chaque équa-
tion matricielle : _

Ay =0

avecA une matrice a coecients entiers et un vecteur de variables distinctes, se
réécrit dans un autre systeme linédequivalent de la forme

9x:Ex = ny

ou E est une matrice d'entiers positifg,un vecteur de variables distinctesret
un vecteur de naturels. Puis, nous montrerons que ce nouveau systeme st en e
hg-exact. La réécriture dans un systefheEx = ny revient a faire le calcul des
modes élémentaires ( : ) du systdsne= 0. Dans notre
cas, les modes élémentaires sont les directions extrémes du cone des solutions
positives deAy = 0 lls sont bien connus, et des librairies de géométrie (

, ; , ) permettent de faire leur calcul de fagace



méme dans le pire des cas qui est exponentiel en temps de calcul . Nous allons voir
gu'il est possible de faire ce calcul dans des temps raisonnables pour les modeles
biologiques qui nous intéressent, cela reste vrai tant que les modeéles ont une taille
raisonnable, cela ne serait probablement pas faisable si on lancait le calcul sur un
modéle représentant I'ensemble du métabolisme d'une espéce par exemple.

Par la suite, nous aurions besoin d'étendre ce résultat des systemes d'équations
linéaires a d'autres systemes d'équations que nous appgjemsxtes. Pour notre
application, ils auront la forme :

An

Ay =0" p=0

constant. Nous montrerons que chaque fornimglenixte peut étre réécrite dans
une formulehg-exacte, par réécriture de sa partie linéaire comme discuté préce-
demment.

Avec l'implémentation de ce nouvel algorithme de réécriture, il est a présent
possible de calculer de facon exacte I'abstraction booléenne de systemes d'équa-
tionshg-mixtes en calculant I'ensemble des solutions abstraites de :

An

IX:Ex=nyr p=0

en se basant sur la programmation par contraintes a domaine ni. La complexité
du calcul d&Ox:Ex = ny est bornée par le temps du calcul des modes élémentaires
deA, et donc simplement exponentiel dans\l/a tailleAddans le pire des cas. Le
calcul des solutions abstraites@eEx = ny” L, pi = 0 peut étre fait en temps
exponentiel de la taille dE, et donc doublement exponentiel dans la tailleAde

En pratique, le pire des cas est souvent évité par les techniques de propagation de
contraintes.

1.4.2 Calcul exact d'abstractions de di érence

Notre contribution majeure est un nouvel algorithme pour le calcul exact des
abstractions de dérenced , eth , de systemes d'équations linéaires interprétés
sur des paires de réels positifs. Toute solution abstraite retenue sera 'abstraction
de di érences de deux solutions réelles positives du systéeme linéaire.

Cet algorithme repose sur le fait que les deux abstractions deatices |,
ou 2 f 3 g peuvent étre dé nies a partir de I'abstraction booléehgesn
logique du premier ordre. En utilisant la réécriture exacte en fornglesixtes et
des transformations de logique du premier-ordre, nous montrerons que lI'ensemble



des abstractions de dérences, avele , d'un systeme linéaire peut étre décrit par
une formule de logique de premier-ordre avec des variables booléennes et des
variables pour des dérences en.

Nous remarguerons que le cas dgest considérablement plus diile que le
cas de 3. Puis nous montrons que notre solution peut-étre étendue au cas avec
des contraintes cinétiques. L'ajout de telles contraintes, par contre, demande un
e ort supplémentaire non trivial dans les deux cas.

La formule produite sur les domaines nis peut étre résolue par la program-
mation par contraintes a domaine ni. La production de cette formule pour un
systemeAx = 0 demande le calcul des modes élémentaires d'une autre matrice
qui contient deux copies d&. Ceci reste en temps exponentiel dans le pire des
cas, mais peut étre considérablement plus colteux que le calcul des modes élé-
mentaires dé\.

1.4.3 Outil de prédiction de changements et heuristiques

J'ai implémenté mon algorithme de calcul exact d'abstractions d'un systeme
d'équations linéaires sous contraintes cinétiques pour le zas , €t je l'ai in-
tégré dans I'outil de prédiction de Reaction-networks de I'équipe BioComputing.
Ceci m'a permis de tester mon algorithme exact pour la prédiction de change-
ments de réseau de réactions avec information cinétique partielle. Sur I'exemple
de la prédiction de knock-out pour la surproduction de leucine, le temps de calcul
se fait en quelques heures. Ceci montre que les techniques exactes sont réalistes
pour des réseaux de taille modérée, disons jusqu'a 100 réactions, si on est prét a
accepter quelques heures de calcul sur une seule machine du type PC standard. Je
n'ai pas encore essayé de paralléliser le calcul sur plusieurs machines.

Pour réduire le temps de l'algorithme exact, j'ai donc mis en place une nou-
velle heuristique, qui consiste a calculer toutes les conséquences linéaires avec
un nombre minimal de variables, que nous appelons les conséquences a support
minimal. Je montrerai que le calcul de cette heuristique peut aussi étre réduit a
un calcul de modes élémentaires, mais d'une maniere assézdie. Par consé-
quent, la prédiction de cette nouvelle méthode heuristique se calcule en quelques
minutes dans le cas de la leucine.

Finalement, j'ai comparé la précision des heuristiques existantes, et la nou-
velle heuristique, avec la méthode exacte. Il se trouve que la précision de la nou-
velle heuristique de conséquences linéaires avec support minimal est comparable
avec la qualité du calcul exact pour le cas du modele de la production de Leucine,
et meilleure que les heuristiques précédentes de I'outil de BioComputing.



1.5 Autres travaux liés

1.5.1 Prédiction de knock-out par I'optimisation a deux niveaux

Il existe des approches permettant de résoudre les problemes de knock-out
de réactions grace a I'utilisation d'optimisation é deux niveaux ( ,
; ; )-
Le premier nlveau utilise quumbre de ux pour assurer que I'organisme etudle
optimise ses chances de survie ( , ;
: ; , ) (croissance de sa biomasse ( :
; , ), ou encore une production d'ATP, pour avoir une
énergie optimale ( : )). Le deuxieme niveau, quant a lui, se
charge de trouver la stratégie de knock-out de gene qui augmente le taux de la
réaction ciblée. Ces deux problemes d'optimisation sont résolus en utlllsant des
approches de programmation linéaire sur les entiers ( , X
, ) ou des algorithmes génétiques ( : ).

L'utilisation de méthodes d'optimisation a deux niveaux permet d'utiliser un
domaine mathématique bien connu. Cependant, par cette approche nous perdons
le lien entre les concentrations des espéces et les taux des réactions. Par exemple,
on perd l'information que I'augmentation de concentration d'une espece mene a
l'augmentation du taux de la réaction qui la consomme. En particuliefetsts
backsnégatifs ne peuvent donc pas étre représentés.

De plus, savoir si le choix des fonctions objectives est approprié reste discu-
table ( , ). Bf par cette approche
on ne représente pas Iadaptablllte de l'organisme, sous de nouvelles contraintes
il peut modi er son métabolisme de fagcon improbable. L'approche ( ,

) tente d'y remédier en utilisant un raisonnement basé sur des bornes mini-
male et maximale pour les taux des réactions. Dans ( : ), il
est plutot proposé de minimiser les ajustements métaboliques. Cette approche se
rapproche de la notre, elle compare la valeur des taux de réaction avant et apres
une modi cation. Les premiéres valeurs sont obtenues avant modi cation par une
optimisation de la croissance de l'organisme. Puis les deuxiemes résultent des
modi cations qui sont optimisées pour s'éloigner le moins possible des valeurs
originales.

En supplément, les approches d'optimisation ne permettent pas d'appliquer
un raisonnement local sur une partie du métabolisme. Elles ont besoin de modéles
assez grands, contenant au moins le cycle TCA ou la voie de la glycolyse, pour
fonctionner. Mais avec la taille du modéle, le taux d'incertitude augmente. En
addition, ces approches ne prévoient pas let®de bord non souhaités apres la
mutation ( , ).



1.5.2 Interprétation abstraite

En interprétation abstraite il est possible d'abstraire la sémantique de pro-
grammes avec des opérations arithmétiques (

, ). Mais l'interprétation abstraite est aussi utilisée dans le domalne de la
biologie des systemes a n d'analyser le comportement des systemes sans tenir
compte de leur information cinétique qui est souvent incompléte, voir manquante.
En e et, il est pOSSIb|e de faire de la modélisation basée sur les contraintes (

: , ). Au lieu de prédire exactement
ce que le systeme metabollque fait, la méthode basée sur les contraintes fournit
I'ensemble des comportements que peut avoir le systéme si on lui impose cer-
taines contraintes. A partir du réseau un ensemble de contraintes concernant sa
stcechiométrie et sa régulation sont inférées.

Il existe en eet d'autres méthodes d'analyse de réseaux de réactions chi-
miques basées sur l'interprétation abstraite . Nous avons comme point commun
I'abstraction de domaines de valeurs. Eret il est possible d'identi er dans
notre approche, avec l'abstraction : S! | la classique connexion de Galois
( , )-

Les autres approches se concentrent sur la dynamique du systeme, elles consi-
derent des changements dans le nombre d'espéces au cours du temps ( ,

). Cela repose sur l'idée que les vecteurs de concentration d'espéces four-
nissent des états et que la présence de réactions représente des états de transitions.
Dans ( , ), I'espace des états permet de donner une sémantique
d'étape qui est ensuite abstraite en une sémantique de collection. Dans notre cas,
nous ne considérons qu'un seul état de changement, un changement entre deux
états stationnaires, qui est directement interprété sur notre domaine abstrait et ne
tient pas, de ce fait, compte d'une sémantique d'étape.

1.5.3 Reéseaux booléens

L'approche ( , ) représente la concentration de toute espece mo-
|éculaire par une variable logique, c'est-a-dire a valeur booléenne. Dans cette
approche une variable ne peut prendre que deux valeurs, 0 ou 1 (cela peut étre
généralisé a plusieurs valeurs entieres). Ces valeurs sont interprétées comme l'ab-
sence ou la présence de la molécule en question. Des équations logiques décrivent
I'évolution au cours du temps de la valeur des variables. Ainsi, la valeur de chaque
variable dépendra de la valeur des variables au temps précédent.

La sémantique booléenne est donc purement qualitative, elle néglige totale-
ment les informations cinétiques et fournlt la sémantique la plus abstraite des
réseaux de réactions ( , ; , ; , ;



, ; , X , ). On

en distingue plusieurs l'approctsynchrone I'approchepleinement asynchrone
et I'approcheasynchrone L'approche synchrone actualise les valeurs de toutes
les variables simultanément a chaque itération. A l'inverse I'approche pleinement
asynchrone actualise a chaque itération uniquement une variable choisie de fa-
con non-déterministe. L'approche synchrone regroupe la grande partie des autres
sémantiques de mise a jour introduites dans la littérature des réseaux booléens.

Ces approches abstraient un grand nombre d'information mais permettent tout
de méme de relever les comportements caractéristiques dans la dynamique des
systemes biologiques.

Les récents travaux de recherche de ( ) démontrent que ces
sémantiques booléennes peuvent manquer certains comportements, que I'on ob-
serve dans le systéme quantitatif. De plus, le colt important de leur analyse limite
leur application pour de grands modeles. Pour répondre a cette problématique, il
propose une nouvelle sémantiquesémantique MR“Most Permissive seman-
tics”). Elle permet de donner une nouvelle interprétation des réseaux booléens,
e cace en temps de calcul donc applicable aux grands modéles, et qui elle cap-
ture I'ensemble des comportements réalisables du systeme pour towemeent
guantitatif sans nécessité d'ajout d'information ou de paramétres. Cette séman-
tique prend en compte deux états supplémentaireslydamiques% et & re-
présentant une augmentation, et respectivement une diminution. lls servent de
transition entre les états, de 0 vers 1 p&ty et inversement pout . De plus,

il compare cette approche avec les réseaux multivalués et les EDOs qui rajoutent
des informations sur les vitesses et les durées des réactions, ou, sur les quanti-
tés des molécules. En faisant une binarisation des con gurations multivaluées, il
montre que la sémantiqgue MP est une abstraction correcte desmaents multi-
valueés.

Une autre analyse des réseaux booléens intéressante est celle de

( ), qui s'intéresse a la reprogrammation séquentielle de réseaux booléens. Il
cherche a savoir quel contréle doit étre apporté au modéle pour arriver a un état
d'intérét, a partir d'un certain état de départ. Cela s'applique a I'étude de la repro-
grammation cellulaire, c'est une grande avancée pour la médecine régénératrice.

1.5.4 Projet BestBioSurf

Le projetBestBioSurf( : ) s'intéresse a l'optimisation de la
production d'un biosurfactant en minimisant son colt de production et son éco-
toxicité. Les biosurfactants, produits par des micro-organismes, en plus d'étre bio-
dégradables et compatibles avec I'environnement, partagent de nombreuses pro-



priétés intéressantes comme: émulsi ant, détergeant, aide a la solubilisation, la
lubri cation et la dispersion de phase.

Le projet fait donc appel aux domaines de la bioinformatique, la biologie syn-
thétique et I'ingénierie moléculaire pour trouver une forme de biosurfactant la plus
e cace tout en étant peu toxique et trés biodégradable. Et il demande également
de prédire et d'eectuer de l'ingénierie génétique sur les micro-organismes dans
le but d'augmenter leur productivité a moindre codt. C'est a ce niveau que nous
intervenons, nous faisons des prédictions de knock-out de genestuer sur la
bactérie B. Subtilis visant & augmenter sa production de surfactine, un biosurfac-
tant d'intérét.
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Figure 1.11 — Le graphe d'une partle d'un réseau métabolique de la bactérie B.
Subtilis avec sa régulation, produisant la Leucine.
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Chapitre

Préliminaires

Nous rappelons les bases des outils de la logique du premier-ordre, que
nous allons utiliser tout au long de ce manuscrit. Puis nous détaillons les
systemes d'équations linéaires et polynomiales qui nous intéressent, et
qui sont des formules de la logique du premier-ordre. Et nalement, nous
rappelons les notions de modes élémentaires pour des équations linéaires
sous forme matricielle.

Sommaire

2.1 Ensembles et fonctions

Commencons avec les notations usuelles sur les ensembleN.|®oisemble
des nombres naturelsRt I'ensemble des nombres positifs réels, tous deux com-



prennent O.

Pour chaque ensembfeetn 2 N, I'ensemble des-uplets d'éléments dé
est notéA". La i-eme fonction de projection d'un élément desur unn-uplet,
oul i nestlafonction;: A"! Atelle que i(a;:::;a,) = & pour tout

Nous continuons avec la notion de fonction totale et partielle. Une fonction
partielle est une relatioh A B telle que pour toua 2 A il existe au plus un
b 2 Btel que &;b) 2 f. Dans ce cas, on écri{a) = b. Le domaine de la fonction
partielle estdom(f) = fa j 9b 2 B:f(a) = bget son rangan(f) = fb j 9a 2
A: f(a) = bg

Etant données une fonction totale: A ! B et une fonction partiellg :
B Ctelles queran(f) don{g), on dé nit la fonction de composition comme
lafonctiontotalegy f:A! Ctelleque§ f)(X)= g(f(x)) pourtoutx 2 A. De
plus,siR f f: Al Bgalorson dé nit:

g R=fg f:A!l Cjf2R ran(f) dom(g)g

A noter que les fonction§ 2 Rne respectant paan(f) don(g) serontignorées
lors de la compositiog R. Cela vient du fait que I'on veut que toute fonction de
g Rsoit totale méme gj est partielle.

2.2 -algebres

. . R . S
Nous rappelons ensuite les notions dalgébre. Soit = ~ ,y F™ [ Cune
signature rangée. Les élémentsfd2 F(M sont appelés les symboles de fonction
de d'arité metles éléments de2 C ses constantes.

Dé nition 1. Une -algébreS = (dom(S); :°) consiste en un ensemble d@pet
une interprétation® telle que € 2 don(S) pour toute c2 C, et £ : domS)™ !
don(S) pour tout f2 F™ et m2 N.

Nous réinterprétons ensuite les symboles de fonction d&rité m comme
des symboles de relation d'arité+ 1,ainsi nous pouvons réutiliser la méme signa-
ture pour dé nir les -structures.

La signature la plus fréquente dans nos applications sera la signature arith-
métique positive posarith = ngsamh [ Félgsarith [ Cposarith avec deux symboles de
fonction binaire, un symbole de fonction monadique et deux constantes :

2 — .
Félc;sarith - f-+’ g
I:posarith = flnhg

Cposarith = f0; 19



Pour toutes posarith-algebress, les opérateurs®S et S seront associatifs et com-
mutatifs avec leur élément neutre respectitd 1°. Et, si un inverse pour la mul-
tiplication est disponible pour toute valeur non nulle, et satisfait®Ir , 05 pour
toutr 2 dom(S), alors:

inhS(r) = 1=""0°91 +5 1)

Exemple 2. L'ensemble des nombres réels posits peut étre décrit par une
pos-arit-@lgebre a domaine darR,, en interprétantr comme I'addition sur les
nombres réels positifs®, comme la multiplication sur les nombres réels po-

sitifs R+, et en interprétant les constantes par elles-mémes, a s@foir= 0
et1? = 1. Et pour tout r 2 dom(R.), inh est interprété comme ci-dessus, vue
r+1, O.

Par la suite pour toute-algébre, ou -structure, le nom de celle-ci sera confondu
avec son domaine dans le cas ou ils sont identiques. Par exemple, nous allons
déliberement confondre I'ensemld® avec la posarih-algebre Ry; R+) dont le
domainedom(R.) est égal a I'ensemble des réels posiiis

Exemple 3. L'ensemble de boolée® = f0;1g R.: peut étre vu comme une
pos-arit-algébre avec domainB en interprétant+® = _B comme disjonction,
B = AB comme conjonction, et encore une fois les constantes par elles-mémes
0B = 0et1B = 1. Et pour tout b2 dom(B), inh est interprété par infk(b) = 1.

2.3  -structures

Nous rappelons la généralisation dealgébres a des-structures, ou les va-
leurs des opérateurs peuvent étre interprétées d'une maniere non-déterministe.

Dé nition 4. Une -structure = (don( );: ) consiste en un ensemble dom
et une interprétation telle que ¢ 2 don( ) pourtoutc2 C et f  don( )™?
pour tout f2 F™M et m2 N.

De cette facon, chaquealgebre est aussi unestructure puisqu'une fonction
d'arité n est une relation d'arité + 1. A noter aussi que les symbolesE® sont
interprétés comme des relations monadiques dans-Esuctures, c'est-a-dire
comme un sous-ensemble du domaine, contrairement aux constarfegude
sont interprétées comme des éléments du domaine.

Exemple 5. Les nombres réels avec division forment une structure relationnelle
mais pas une algebre, étant donné que la division par zéro n'est pas dé nie. Plus



formellement, nous considérons la signature arithmétiouse = F2, [ FO
Carith ou :

2 —pg®@ .
I:arlth F os-arith [f Y
) - O

arith — pos -arith

Carith - Cpos arith

L'ensemble des nombres ré8peut étre vu comme ungi,-Structure a domaine
dansR, en interprétant le symbokecomme division, tel que pour toutr, 2 R:

(' Sir,=0

r1=Rr2:
fl’2R]I’2 Rr=ry9 sir,, 0

Le résultat =R0 = ; modélise le fait que la division par zéro n'est pas dé nie. Si
par contre p , 0, alors r;="r, est toujours un singleton. L'interprétation de inh
pour toutr2 Rest:

inhR(r) = 101 +Rr)

Cet opérateur est donc redondant pdry mais ne I'était pas pouR.. Nous le
gardons tout de méme dans la signature pour des raisons de cohérence. L'inter-
prétation des autres opérateurs et constantes est dé nie comme a l'usuel.

Exemple 6. Les fonctions réelles du tyfe, ! R avec division forment une
structure relationnelle, qui elle non plus n'est pas une algébre. Plus formellement,

nous considérons la signature arithmétiqugn, = F@. [ F). [ Cgeny OU:
@ - @
F?env Fanth )
derlv =fgl I:arlth

Cderlv Cpos—arlth

L'ensemble des fonctions réelles de type! R peut étre vu comme ungeriy-
structure avec domaingf j f : R, | Rgen généralisant l'interprétation des
opérateurs ed Rj 2 Fggs_ariﬂgsur des fonctions dans les reels, tel que pour
tout f;fo: R, ! R:

fi RiL,=ff2R. ! Rj8r2R,: f(r)2 fi(r) R far)g
La généralisation de I'opérateur monadique inh est :
inR(f)=ff 2R, ! Rj8r2R.: f(r) 2inh?(r)g

Dans les deux cas ci-dessus, la division donnera un résultat non vide si on divise
par une fonction non nulle partout.
L'interprétation de l'opérateur monadique de dérivatiodans cette structure

envoie toute fonction dérivable fR. ! R vers le singletorffgcontenant sa
dérivée, et toute autre fonction vers I'ensemble vide.



2.4 -abstractions

Nous introduisons maintenant notre concept elbstraction pour des signa-
tures générales. Elle est basée sur la notation standard des homomorphismes entre
-structures. Le fait de pouvoir généraliser le théoréme de ( )a
cette notion d'abstraction est une contribution de ce projet de these.

Dé nition 7. Un homomorphisme entre deusstructures S et est une fonction
h:domS)! dom )telle que pourc2 C,n2 N, f2F" ets;:::;Su1 2
dom(S) :

1. hc)=c,et

Si nous considérons des relations d'anté 1 comme des fonctions multiva-
luées d'aritén, la seconde condition peut étre réécrite de fagon similaire comme :

Dé nition 8. Une -abstraction est un homomorphisme entrstructures S et
tel que dori ) dom(S).

Par exemple, nous pouvons abstraire les nombres positifs réels en booléens en
dé nissant une fonctiomg : R, ! B telle quehg(0) = 0 ethg(r) = 1 pour tout
r 2 R, nf0g

Lemme 9. Lafonction g : R, ! B estune posairrabstraction entre pos_aitir
algebres.

Démonstration.Par dé nition, nous avon8 R., comme nous identi ons les
booléens avec 0 et 1. Il reste & montrer, bgl@st un homomorphisme. Pour tout
r:r°2 R, nous avons:

he(r+*r9)=1 , r+Rr% 0 , r,0_r% 0
’ hB(r) = 1_ hB(r% =1
hB(I’ R+r0):1 ’ rR+r°,O ’ r,OAI’O,O

, he()=1"hg(r)=1

Ainsi hg(r +R 19 = hg(r) +B hg(r9 ethg(r R r% = hg(r) B hg(r9. En ce qui
concerne l'opérateunh, pour toutr 2 R, nous notons que

inhR+(r) = 12341 +R r) > 0

et donchg(inh™(r)) = 1 = inh®(r). Et pour les deux constante® C, nous avons
he(c?*) = hg(c) = ¢ = cB.



Dans la plupart des-abstractions que nous allons étudier, nous allons abs-
traire des -algébres dans desstructures, qui ne sont pas deslgébres.

2.5 Ajout de constantes

Il est souvent utile d'ajouter les éléments d'unestructureA aux constantes.
Pour ceci, nous dé nissons la signature étendue :

[dom(A)] = ] don(A)

Les arités de tous les symboles desont maintenues dangdom(A)]. La -
structureA devient aussi une[don(A)]-structure, si hous interprétons les nou-
velles constantes 2 don(A) elles-mémes :

A= g

2.6 -expressions

. S . . .
Soit = oy F™ [ C une signature rangée ¥t un ensemble de variables.
Les -expressions sonttous les termes que I'on peut construire avec les opérateurs
f 2 F™ olm2 N, les constantes 2 C, et les variables 2 V :

gep;ien2E = xjcj f(ey::ien)
Les posarith-€Xpressions contiennent des polynémes positifs avec cieats na-
turels, tel que :

(1+1+1) x x+(1+1) x y+1+1+1+1

Les aitn-expressions, elles, peuvent contenir en supplément des fractions de po-
lynédmes, et ce sans restriction de positivite.

Attention voir cohérence avec les exemples suivants

Elles permettent, par exemple, d'écrire des expressions telles que la cinétique
de Michaelis et Mentergui décrit la vitesse initiale stationnaire d'une réaction

enzymatique :
Vimax X N 981 45
OUVpax= ——etK, = —
Km + X 10000 " 10
A savoir que toute constante rationnelle peut étre obtente gnen faisant des
fractions de somme n'utilisant que les constantes 1 et 0, qui elles sont dé nies dans
la signature 4. L'ensemble des variables librége) V d'une expression est

I'ensemble de toutes les variables qui apparaissebt en




~c 'S = fc3g ~xe S =f (Xg
~fley e S=1f f5(s;iiiis) js2~e« Sforalll i ng

Figure 2.1 — Interprétation ensembliste desexpressions. Etant donné une
structureS et un assignement de variables V ! dom(S) pour toutes les va-
riables libres nous dé nissons l'interprétatiess * S don(S).

La sémantique desexpressions 2 E peut étre dé nie pour toute-structure
S. Un assignement de variables dans urgructureS est une fonction partielle
: VI domS) pour un sous-ensemblé V . SoitS une -structure et un
assignement de variables dehsChaque -expressiore avecfv(e) V peut étre
interprétée comme un élément

~e 'S dom(S)

suivantfigure 2.1. Les opérations et constantes y sont interprétées et appliquées
d'une maniére ascendante suivant la structure du terme. Comme les opérations
des structures peuvent étre non déterministes, un ensemble est retourné dans tous
les cas.

2.7 Polynbmes

Des polynbmes avec des coeients rationnels sont desyin-expressions.

Dans la plupart des cas, nous allons seulement considérer des polyné6mes a co-
e cients entiers ou positifs. Ces derniers sont dgsasim-expressions, excluant
ainsi la soustraction et la division.

Pour pouvoir écrire des polyndmes avec des aments entiers plus direc-
tement, nous introduisons les notations suivantes. Pour tout natetedxpres-
sions(jtrithmétiquee;el; 16 2 E L, NOUS dé nisg)ns I'expression arithme-
tiqgue "L, e =€ ::: &,qui eétégaleélsizl_f,), et Le=e+:::+e,qui
vaut 0 sin = 0. De pluse” =4t ~ L, €e€tne=q¢ [, € Pour chaque expression
e?2 E _, nous dé nissons epar 0 e et pour chaque entier négati2 ZnN,

nous dé nissons ze=g (NE OUN= 2z

Dé nition 10. Un polyndme a coe cients entiersest une -expression de la
forme suivante :
XY
z, Xk
| ik
=1 k=1



ou | et i; sont des naturels,; zles entiers non nuls, jindes naturels non nuls, et

Les z; sont lescoe cients du polyndmet cesmondémessont les produits
z Q:("zlx?lik. Le polynbme est diax coe cients naturelssi tous ses coecients
sont naturels, autrement dit 2 N. Naturellement, tout polynébme a coeients
naturels est ek _ ... On dit d'un polyndme qu'il n'a pasle terme constargi
aucun de ses monémes est éga)l &'est-a-direjj, Opourtoutl j |I.

Un polyndme est dilinéaire si tous ses mondmes sont des variables, c'est-a-
dire,ij = letm =:::= mii = 1 pourtoutl j I.Anoter que tout polyndme
linéaire a la forme 'jzlzjxj;l, oul et toutz; , O sont des entiers, et toxf;, sont
des variables. En particulier, les polynémes linéaires n'‘ont pas de terme constant.

De plus, notez que la constante 0 est égale au polyndme linéairéav@kc

2.8 Equations

Une -équationest une paireg;; &) 2 E? que nous écrivons plus simplement
e; = &. Pour tout -structureS et assignement de variables V! dom(S) avec
VvV fv(e)[ fv(€®) nous dé nissons une valeur booléenre= % : S 2 B telle que:

~e£e°o?5:( 1 S?%;S\ “‘GOO;S, !
0 sinon

La sémantique des-équation® = €°doit prendre en compte le non déterminisme
des -structures. Lorsqu'elles sont interprétées sur wagéebre l'unique valeur
de e et de€’ dansS doivent étre égales. Pour le cas destructures, chaque
expressiore dénote un sous-ensemble de lgtructure possible, et non juste un
élément unique. Dans ce cas, non déterministe, I'égalité est interprétée comme
l'intersection non vide, c'est-a-dire quee= €° est vraie pour une-structuresS si
les interprétations deete” contiennent au moins un élément commun.

Dé nition 11. Une posairr€quation est appelgeositivesi elle a la forme e 0
et quasi-positivesi elle ala forme e ny,oun2 N,y2V ,ete2 E

pos-arith”

Cette dé nition a du sens comme toutes les constantesgesin-expressions
sont positives, et que tous les opérateurs ggsuin-expressions préservent la po-
sitivité quand ils sont interprétés shr.

A noter aussi qu'une yosarith-€quation positive est quasi-positive, puisque la
constante O est égale au polynonye O

Dé nition 12.



— Uneéquation polynomiale (a coecients entierspst une 4in-équation
p = p°entre polyndmes (a coeients entiers).

— Uneéquation linéaire (homogenest une équation polynomiale avec des
polyndmes linéaires, et donc sans terme constant.

2.9 Systemes d'équations

Un systeme de-équationsest une formule conjonctive de la forr>|/é‘=1 g =
e’. Nous appelonsgjuasi-positif respectivemenpositif un systéme de posaritn-
équations, si toutes ses équations le sont.

Une solution d'un systéme de-équations sur une-structureS est un assi-
gnement de variablestel que~ge« > = ~% ‘Spourtoutl i n.

Nous rappelons, ci-dessous, que tout systeme,ggyin-€quations linéaires
avec coe cients naturels positifs peut étre exprimé comune équation linéaire
matricielle d'entiers homogeénest vice versa. Des telles équations ont la forme :

Ay =0

OUA 2 Z" ™ est une matrice d'entiersy; n des naturels, gt 2 V™ un vecteur de
variables. Soif\j; 2 Z la valeur de la matrice se trouvant a la ligret la colonne
j, et soity; = (y) le j-ieme élement dg. Avec ces notations, on peut donner
la sémantique d'une équation matricielle en imposant son équivalence au systeme
de ain-€quations linéaires suivant :

Am X .

Ai;jyj =0

i=1 j=1
Et réciproquement, chaque systéme dgn-€quations linéaires peut étre réécrit
comme une équation linéaire matricielle d'entiers, en regroupant les multiples
coe cients pour une méme variable du c6té gauche de I'équation dans le cas
ou les coe cients sont entiers et non rationnels. Si ungn-équation linéaire
posséde des coeients rationnels, il faudra multiplier celle-ci par un facteur égal
au produit des denominateurs de chaque mondéme de I'équation.

Ensuite, nous pouvons réécrire chaque systeme,gg-€quations linéaires

comme un systéme de,esarih-€quations. Pour faire cela, séit;A 2 N™" les
matrices positives, tel que pourtoutli netl | m:

Ai‘jj = maxo;Ai;g

Ai;j = mlnfO,A,,Jg
Par construction, nous avoAs= A* A dans la structurB™™. Ceci montre, que
Ay = O estR-equivalent &A™y = A y et doncR-equivalent a la posarith €quation :



Mmoo X
A= ALY,

i=1 j=1 j=1

De cette maniére, chaque systéeme dgn-équations peut étre normalisé en
un systeme de posarith-€quationdR-équivalent.

Exemple 13. Soit un systeme deyos.arir-€quations linéaires a coecients natu-
rels :

3x= 0" 2x = By

Celui-ci est la normalisation d'un systeme dgin-€quations linéaires a coe
cients entiers suivant :

3x=0"2x 5y=0

Et il donnera I'équation linéaire matricielle d'entiers ci-dessous
oo
3 0 x
2 5 vy

Le systeme normalisé ci-dessus est quasi-positif, mais pas positif puigque 5
apparait sur le cote droit d'une équation. Plus généralement, le systeme d'équa-
tions linéaires d'une équation linéaire matricielle d'entidys= 0 est positif, si et
seulement si, tous les entiers da@nsont positifs, et quasi-positif, si chaque ligne
deA contient au plus un entier négatif. De plus, ce systéeme d'équations linéaires
est triangulaire comme expliqué ci-dessous, mais pas fortement triangulaire.

De nition 14. Nous gppelongiangulaireun systeme depos arir-é€quations quasi-
positif s'il a la forme L, @ = ny, telle que les variables, sont I-fraiches pour
toutl | n,c'est-a-dire:

yi<[Lifv(e)[ fu(e?) etsin, Oalorsy <fv(e).

Le systéme est dibrtement triangulairesi il est triangulaire et satisfait|n, 0
pourtoutl | n.

Considérons une équation linéaire matricielle d'entiys- 0. SiA est posi-
tive et triangulaire, alors le systéme d'équations linéaires correspondant est positif
et triangulaire aussi. Pour étre quasi-positif et fortement triangulaire, les entiers
sous la diagonale da doivent étre négatifs, ceux sur la diagonale doivent étre
strictement négatifs, et ceux au-dessus de la diagonale doivent étre positifs.



2.10 Modes élémentaires

Nous allons introduire le concept bien connu des modes élémentaires d'un
réseau de réactions, qui sont I'ensemble des chemins minimaux et uniques réali-
sables dans le graphe qui garantissent I'état stable. On recherche pour cela toutes
les combinaisons linéaires des réactions du réseau conduisant a I'état stable.

Nous verrons ensuite que les modes élémentaires ( ;

, ) peuvent étre utilisés pour obtenir un systeme d' equatlons
quasi-positif et fortement triangulaire a partir d'une équation linéaire matricielle
d'entiers.

Lorsque I'on suppose qu'un réseau métabolique se trouve dans un état stable,
la concentration de chacun de ses métabolites internes est constarie2 Ziit"
sa matrice de staechiométrie, on obtient le systeme d'équations :

Ay =0 (2.1)

ouy 2 V"représente le vecteur de ux. Lavaleur réelle assignée a chacune de ses
variables donne le taux de chaque réaction dans un ux. L'ensemble des solutions
pour les ux qui satisfont cette équation matricielle est appeldukspacede A.

Dans notre cas, toutes les réactions sont irréversibles. Ainsi chaque variable du
vecteury ont la contrainte d'étre positive, on a donc :

y O (2.2)
Un vecteur de ux répondant a ces contraintes est appelé un mode.

Dé nition 15. On dé nit le support du vectewy par supgy) = fi j y;, 0g On
dit qu'un vecteury 2 V", non nul, est a support minimal s'il n'existe pas d'autre
vecteury? 2 V " non nul tel que supp?) ( supgy).

On dit qu'un mode est umode élémentairg'il est & support minimal (

: ). Contrairement a I'ensemble des modes, I'ensemble des
modes élémentaires d'un réseau est ni modulo une normalisation. N'importe
quelle solution dunullspace(c'est-a-dire n'importe quel mode) peut se réécrire
comme une combinaison linéaire non négative des modes élémentaires (

: )-
De cette facon les modes élémentaires sont une représentation nie de l'en-
semble des solutions.
Il est possible, comme nous allons le voir aveddable description methade
( , ; , ), d'exprimer ce probléme de facon plus
géomeétrique. Lensemble des contraintes homogénes et sur les vecteurs



de ux forme un c6ne polyhédrale conved, appelé un cone de ux dans le
domaine de I'analyse de réseau métabolique :

CF=fy2R"jAy=0"y 0Og (2.3)

C'est un cas particulier des cones polyhédrales qui eux pour une midtéce
Rk " se dé nissent plus généralement comme :

C=fx2R"j Nx Og (2.4)

Les cOnes de ux peuvent aussi s'exprimer sous la forme générale en prenant :

A
N=g& A

Dé nition 16. Les modes élémentaires d'un réseau de réactions, RotEFMs,
ayantA 2 Z™ " pour matrice de staechiométrie, représentent les vecteurs a sup-
port minimal non nuls du cone de uy 2 R" j Ay = 0"y 0g Un vecteur
e 2 FC non nul est uiR,-EFM si n'existe pas de vecteur non nu2y~C tel que :

suprty) ( supie)

D'apres cette dé nition, il est clair que pour R.-EFM e donné, n'importe
qguelle multiplication scalaire e, avec 2 N donne aussi uiR,-EFM. Nous
xons donc un ensemble unique.-EFMs sans considérer les doublons engen-
drés par les scalaires Un grande propriété des modes élémentaires est que tout
élément d'un cone de u¥C peut étre écrit comme une combinaison linéaire non
négative de ces modes élémentaires. On peut ainsi donner la Proposition qui suit.

Proposition 17. Pour tout systeme d'équations linéaires matricielles a ctients
entiers, noté &= 0, il existe une matrice E de naturels, un vecteur de naturgls
et un vecteur de variables fraichestel que A = 0 estR.-équivalent 20x: Ex =

ny.

Démonstration.Nous allons utiliser dans cette preuve la méthode de la descrlp-
tion double de Motzkin ( , ;

: ) qui décrit un céne de facon equwalente par sa H-représentation, cor-
respondant a I'énumération de semi-espaces, et sa V-représentation qui elle repose
sur I'énumération de vecteur générateur et de sommets (dans notre cas, le cone
étant pointu, le seul sommet est l'origine). Géomeétriquement,l'espace de solutions
deAy = 0 sur les réels est un sous-espace linéaifRde. En se restreignant aux
réels positifs, comme nous le faisons, ce sous-espace linéaire doit étre intersecté



avec le cone positiR,V ¥. Ainsi, soR+(Ay = 0) est le cone rationnel obtenu par

une intersection nie de plusieurs semi-espaces : sa H-représentation est dé nie
par les inéquationdy 0~ Ay 0”7y 0, on retrouve I'equation 2.3. Les
modes élémentaireR(-EFMs) deAy = 0 permettent sa V-représentation. Etant
donné que nous considérons I'ensenfRieEFMs normalisé, il y a un nombre ni

de vecteur a support minimal. De plus, puisque le cone est rationAglet0 est
homogene, les modes élémentaires peuvent étre normalisés de telle sorte que la V-
représentation ne contienne que des aoents entiers. Les modes élémentaires

I'une de l'autre. Selon la V-représentation normalisée du systeme, chaque point du
cbne est une combinaison positive linéaire des modes élémergaires = ny,
ou n contient les facteurs de normalisation.

Théoréme 18(Modes élémentairesPour n'importe quel systeme d'équations
linéaires a coe cients entiers, il est possible de calculer en temps au plus expo-
nentiel une formul®,-équivalentedx: °telle que °est un systéme d'équations
linéaires a coe cients naturels quasi-positif et fortement triangulairexatst la
séquence de variables sur le c6té droit des équations.

Démonstration.Le systéme linéairEx = ny est quasi-positif, puisque etn sont
positifs. Les variables de peuvent étre choisies fraiches, et ainsi distinctes une
a une aveg. Le systéme linéair&x = ny est fortement triangulaire, puisque
chaque variable dg apparait exactement dans une équation et jamais sur la
gauche. De plus, nous pouvons dé nftcommeEx = ny. Le calcul des modes
élémentaires, et donc d& peut étre fait au plus en temps exponentiel dans la
taille de avec la méthode de la double description de Motzkin (

, ; : : : )-

2.11 Lalogique du premier-ordre

Rappelons d'abord la logique dusoremier-ordre standard. Pour ceci nous pre-
nonsV un ensemble de variabless — .,y F™ [ C une signature rangée, Bt
les -expressions avec variables dahs

L'ensemble des formules logiques2 F sont construites selon la syntaxe
abstraite de la gurdigure a partir de -équations = e’entre des expressions
e; 2 E dontles variables sont contenues dé¥nt des connectives du premier-
ordre. _

Pour simpli er, nous dé nissons la formuleue =4, 1 = 1. Etant donné une



D O2F = e=€jOx j M~ 9j: oux2V etege2E

Figure 2.2 — Formules de la logique du premier-ordre

~ N 0SS = _ ¢:SAB_ 0 ;S

8. .. .

§ 1 if existss 2 dom(S):
Ox +iS=gy ~e DSz

- 0 else
~ ,;S_:B(~ ,;S)

Figure 2.3 — Interprétation booléenne des formutes: S 2 B.

1N 1N qui est egale &rue dans le cas on vaut zero. De plus, les formules
e, 0 sont dé nies par e = 0. Il est aussi possible de dé nir des formul# E
pour toute expressio# 2 E et sous-ensemble d'expressidas E

P2E=¢gs €=e
e2E

Cela sera utilisé par la suite pour les formule§dgwim[dom ol dutypev 2 f*; g.

La sémantique d'une formule 2 F est une valeur booléenne, qui dépend
de la -structureS d'interprétation et d'un assignement de variables V !
dom(S).

L'ensemble des variables librég ) V d'une formule est dé nicomme

suit :
fvie= &%) = fv(e)[ fv(e) fv(9x: ) = fv( ) nfxg
f( ~ Y=tN)L M) N )=1()

Soit S une -structure et un assignement de variables d&hsNous avons
déja dé ni une interprétation ensemblistes ‘>  don(S) pour les -expressions
e2 E avecfv(e) V enfigure 2.1. Nous rappelons que I'égalité est interprétée de
fagon non déterministe lorsqueest une -structure sans étre une algebre. Puis,
nous avons assigné une valeur booléere €% S 2 B a chaque -équation en
section

En se basant sur cela, nous dé nissons maintenantfiiame 2.3, pour chaque
formule 2 F avecfv( ) V, une valeur booléenne ¢S 2 B. L'ensemble de
solutions d'une formule 2 F sur une -structureS, dans le respect d'un en-
semble de variableg fv( ), est dé ni par:

sof( )=f :V! domsS)j~+'°=1g
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LorsqueV = fv( ) I'index V sera omis et donsoF( ) = sof( ).
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Préliminaires




Chapitre

Descriptions logiques de dérences

Nous montrons comment abstraire lesé@ences concrétes €t en dif-
férences abstraites. Pour ceci, nous regardons destructures nies de
di érences abstraitess et ¢, ol = ngs_aﬁm[ Cpos-arith €t la signa-
ture arithmétique positive. Puis, nous présentons une logique du premier
ordre avec des n-uplets permettant de décrire degréinces concretes
et de raisonner avec desabstractions par le Théoreme de John dans
sa forme généralisée. Finalement, nous présentons des résultats nova-
teurs sur les dé nitions d'application de fonctions en logique du premier
ordre, qui seront une clé du résultat majeur de cette thése, le calcul exact
de I'abstraction de diérences des solutions d'un systeme d'équations li-
néaires.

Sommaire




3.1 La -algebre den-uplets S"

Soit une signature de symboles de fonction. Pour chagaégébreS et
nombre natureh 2 N nous dé nissons la-algébre de-upletsS" = (dom(S); :S")
telle que pour tous;; 11 1;Sy; Sy 1 i1;sh 2 dom(S) et f 2 F™M oum2 N:

fSn((S} .......... (ST ..... SP)) _ (fS(S% .......... fS(Sj% ..... SJ.]))

Les constantes 2 C sont mterpretees commeg” = (c5;::::c5).

l .
Dans le cas de=  posarith = posamh [ Ffoo)samh [ Cposar.th, notons que si®d

est I'élément neutre deS, alors & est aussi I'élément neutre @€". De fagon
similaire, si £ est I'élément neutre de® alors £" est aussi I'élément neutre de
S". De plus, l'associativité et la commutativité @€ et S" découlent de+S et
S respectivement.
Etant donné cela, l'algébi@? a I'élément neutre (M) pour+~ et 'élément
neutre (11) pour ®, et ces opérations sont associatives et commutatives.
Pour chaque fonctioh : A! Betn 2 N nous pouvons dé nir la fonction
h": A" B"telle queh"(as;:::;an) = (h(a1);:::;h(a,)) pour toutay;:::;a, 2 A

Lemme 19. Si h est une -abstraction de S a alors H' est une -abstraction de
sSta "
Démonstration.Soit f 2 FM otim 2 N ett® = (t}; :::;th); o 0t™ = (t™ 00 tm) 2

dom(S)". Alors nous avons:

hn( f sn (tl ..... tm))

|
=
=}
~—~
—h
w
>
~—~
~—~
—+
[uy
r—P
S
~

.......... ( T tm)))

= (h(fs(tl; L) ) B Sh(FS@EL; o tm))
puisqueh est un homomorphlsme

((F (h();:5hAm)) s (f (h(Eh);::sh(E))
dé nition de "

(f ((h(tl) ..... h(tl)) ..... (h(tm) ..... h(tm))))
dé nition de hn

f (hn((tl; v .tl)) ..... hn((tm; e .tm)))
GRS hn(t’“))



ment, pour les constante C nous avons :

h(c") = h'(c5;::::cd) dé nition S"
= (h(c%);:::;h(c3)) dé nition h"
= (c;:::55c) puisqueh est un homomorphisme
= c" dé nition de "

3.2 Abstraction de di érences

Notre prochain objectif est d'abstraire des éiiences concrétes &f dans

des di érences abstraites comme “augmentation”, “réduction” et “sans change-
ment”.

3.2.1 De partition vers abstraction

Une fagon générique d'abstraire les diences concrétes @é est de com-
mencer avec un ensemble ni  R? dedi érences abstraite®t une fonction

h:R? !

qui établit comment abstraire n'importe quelle dience concrete en dérence
abstraite. La fonctiom dé nie une partition deR? en classes d'équivalence des
di érences concrétes qui sont regroupées par leur méraeetlice abstraite.

Etant donné une telle fonctidm il y a une maniére unique de dé nir une
interprétationt telle que ( ;: ) devienne une -structure et une -abstraction.
Pour chaque constante2 C nous devons dé nir

c =h(c®)

et pour chaque symbole de fonctiér2 F(M, otim 2 N, nous devons dé nir une
relation ternairef , qui est vue comme une fonction multivalude,: ™! 2
doit satisfaire pour toutes valeurs abstraitgs::; n, 2

(
flaim= A mm) ] o 2705 e =

Lemme 20.h: R? ! est une pos-arit-abstraction.



Figure 3.1 — La -abstraction Figure 3.2 — La -abstraction

h, Rl hoiReD s

Démonstration.Pour tout opérateuir 2 Fé”}sarith, oum 2 f1; 2g et toutesn paires

de réels positifgp* = (r};rd), 1z, p™ = (rMr) 2 RZ, la deuxiéme condition des
homomorphismes s'applique comme suit :

h(fR (p ..... m)) — h((fR*(l’l; T m) fR*(I‘z; T m))) 2 f (h(pl) ..... h(pm))
La premiére condition sur les constantesC,saiith S'applique également, comme
nous avons par dé nition(cRE) =cC.
3.2.2 L'abstraction vers 3

Nous continuons avec la signature arithmétiqyesaricn. Notre objectif ici
est de présenter l'abstraction des éliences cogcrétes de I@osarith-algébreRi

vers la posaritn-Structure a domaine ni 3 = f ; ; g qui fournit les di é-
rences abstraites pour toute “augmentation”, “réduction”, et “sans changement”,
bien connues du raisonnement qualitatif (voir ( ))-

Pour dé nirune ,esarith-abstraction d&2 vers 3, nous regardons la partition
h ,(r;r% 2 3telle que pour chaquer®2 R, :
8 a

(0;1) sir <r° augmentation
h,(r;r% = g =(L0) sir>r° réduction
= (0;0) sir=r% sanschangement

Comme expliqué en sous-section , chagque partition d'usgucture
tourne I'ensemble des parties dans unstructure, tel que la partition devienne
une -abstraction par le Lemme .

Les interprétations des opérateurs deJgarin-structure 3 = f ;5 gsont
les relations dans les tables ddfigure 3.3, les opérateurs binaires doivent étre
clos par symétrie. Puis, la partititn, : R? ! 3 estune posarith-abstraction.



0 3 0 3 0

ala f’qg fag

a| |.a a. inh-3()

a fo gfss 9 A cjc?
fg f ;09 - 0
f.g f.g 1
f. g f g
fg fig

Figure 3.3 — Interprétation de la-structure .

3.2.3 L'abstraction vers ¢

Tout d'abord, rappelons I'abstraction des diences concretes dans latructure
nie avec domaine ¢ = f*";#; ;*;+; g qui était introduite pour la prédiction

d'extinction de genes dans ( ). Pour dé nir cets¢ructure,
nous commencons avec la fonctionp : R2 ! ¢ telle que pour chagque nombre
r;r2 R,, nous avons:

8

#=(2,1) sir>r°, 0 réduction, mais pas a zéro

=(1;1) sir=r° 0 sans changement, mais pas a zéro
*=(0;2) siO=r<r° augmentation de zéro
+=(2,0) sir>r°=0 réduction a zéro

=(0;0) sir=r°=0 sans changement a zéro

§ "=(1,2) si0, r<r° augmentation, mais pas de zéro

h (r;r9 =

L'interprétation des opérateurs de Igqsaritn-Structure ¢ est faite par les re-
lations dans les tables de figure , les opérateurs binaires doivent étre clos
par symétrie. Par le Lemme 20, la partitibn, : R? ! 6 €St Une posarith-
abstraction.

3.3 Logique du premier-ordre avecn-uplets

Nous proposons maintenant d'étendre la logique du premier-ordre avec des
n-uplets pour un parametre2 N xé sans étendre son expressivité. Le cas des
paires otn = 2 sera utilisé, dans les applications, pour parler deérénces.

Nous montrons a présent comment compiler la logique du premier ordre avec
n-uplets en logique du premier-ordre standard, et donc comment décrire des
uplets, plus précisément des paires, d'une maniere systématique en logique du
premier-ordre standard.



0 + 6 O s 0 0] 6 O s 0 0 +6 O s 0
g | fg | [*] [ fg | fg v fHg | frg
Cl#f sHgf s#Hg) |*|* ] g | Py fg fg
" f'g f'g * 1+ | ;#g| fg #| fHg f+g
|| fgo | fgo | ¥ g | fg | g | g
Y+ fH g g fg fg # # | fHg f#g
" f'g fg fg fg # +| fHg f+g
* |\ # (1" #g| g #| fHg f#g +|+ | f+g f+g

o i inh () inh ()
5 #
1 i i -

+

Figure 3.4 — Interprétation de la-structure .

3.3.1 Syntaxe et sémantique

Nous xons ug natureh 2 N comme paramétre de la logique et une signature
relationnelle = — , F™ [ C. Pour augmenter la lisibilité, nous supposons que
F" = ; pour toutn > 2. Chaque variable dénotera oruplet d'éléments du do-
maine de la -structure d'interprétation, alors que l'interprétation des constantes
et des symboles de fonction errestera inchangée.

La syntaxe de la logique du premier-ordre aveaplets est donnée par la
figure 3.5. Ses expression2 O" sont comme I'expression de la logique standard
e 2 E excepté le fait que les variablessont maintenant remplacées par les
expressions de projection(x) oul i n. Cela prend son explication dans le
fait que dans cette logique chaque variable correspond r&upiet de valeurs,
plutdt qu'a une unique valeur. Le seul changement dans la sémantique est que les
a ectations de variables utilisent desn-uplets de valeurs du domaine, et donc
que:

~1(0 S = i (0)g

L'ensemble des solutions d'une formule2 F " sur une -structureS est dé ni
comme suit:

n-sof( )=f :fv( )! domS)"j~ «'>=1g



020”:::}(x)jcjo oj f(o) oul i nc2C,f2F®et 2 FO,
2F":=0=0%j9x j ~ j: oux2V

Figure 3.5 — Les expressions et formules de la logique du premier-ordre avec
n-uplets.

Interprétation des expression®2 O" comme les ensembless ‘S
S:
~0 0% S=[f(s 5" js2~0%L2~0% g

~f(0)s S =f (f5(5))js2~0*%g

8 =fcg =19 S =1 i (¥)g
Interprétation des formules 2 F" comme des valeurs vraies
~ «iS2B:

(

~0 = Q" =

0 else

B ( 1 if existss2 dom(S)™ ~ « =S =1
~ 0 else

~ A 0g;S = ¢:SAB _ 0,;S ~ .;S::B(~.;S)

Figure 3.6 — Sémantique desformules du premier-ordre aveeuplets, olS est
une -structureet : V! domS)" un a ectation de variables.

3.3.2 Liens avec l'algebre des-uplets

Voyons a présent comment exprimer toute formule du premier-ordie de
interprétée sur une algebre daipletS", par une formule dé& " interprétée sur
S. Premierement, une expression du premier oed® E est convertie — celle
qui est interprétée sur la-algébreS" — enn expressions projetées(e) 2 O" ou
1 i n.Pourtout opérateur 2 F®, 2 F@ etconstante 2 C il est dé ni:

i(f(e) =aer f( i(€) ie & =g (e 1Gy)

i(X) =der (¥ i(C) =der C

Deuxiemement, toute formule 2 F sansn-uplets est convertie — celle qui
est interprétée sur l'algebre desipletsS" — en une formuldn i” 2 F " avec des



n-uplets.

o= ei" =g "L, (= (&) h " G"=gchi" h G"

h: 1" =ge:h i" hox: i" =g OXh i

Lemme 21. Pour chaque € E et -algébreS,n 1,et :V! domS)"avec
V V

Démonstration.Par induction sur la structure des expressionk de
Casconstantes 2 C.

~co S =5 = (¢SS = o 1(0);iin; n(Q)e S
Casvariablesx 2 V.
xS = )= (209555 a09)) =~ 10911 a(®)e S
Casexpressiond(e) oie2 E etf 2 FO,

~f(e)e 'S =[f (fS'(9) j s2~e g
ind.hyp.  =T[f (fS"(9)) j s2~ (e);:::; n(e)*Sg

Casexpressions, e ole;e 2E et 2 FO,

e % =[f(s Vs)js2-6%g
indhyp.  =[f(s ¥ s)js2~ u(e):::; nle))e°g
=~ 1(e)) ° 1(e);::i:; n(er) n(€)e *°

Proposition 22. Pour chaque n 1, formule 2 F et -algébre S :
sof"( ) = n-sof(h i"

Démonstration.Par induction sur la structure des formulestdeLe cas de base
des -équations vient essentiellement du Lemme 21. Soite -équation de la
formee = ®olige’ 2 E et un a ectation de variables : V! dom(S)" tel
queV() V V .Ainsi:

Case= olige’2 E .

sof'(e = €°)

par Prop. préc.

f
fji~1L (= i(e)'°=1g
f j~e=éinis=1g
n-soP(re = €M)



Cas ™ %0 92F.

sof'( A 9 =f j~~ %iST=1g
=f j~o?5n/\~oo?5n:]_g
ind.hyp. =f j~hi:SA-h9ne:S=1g
=f j~h A Gneis =g
=n-sof(h ~ 4"

Cas: ou 2F.
sof'(: ) =f j~ «%=1g
=f j:~e«%=1g
ind.hyp. =f j:~hi"iS=1g
=f j~h iniS=1g
=f j~h: iniS=1g
= n-soP(h: i
Cas9x: ou 2F.
soPF"(9x: ) j~9x «:S"=1g

f
f j exists 2 domS)": ~ « D=IS" = 1g
ind.hyp. f j exists 2 dom(S)": ~h iMe DS = 1g
f j~9OxhimiS=1g

f j~hox: i":S=1g

n-soP(hox: i")

3.3.3 Application aux équations polynomiales

Les di érences concrétes & peuvent étre décrites par des systémes d'équa-
tions polynomiales 2 E .., de lalogique du premier-ordre interprétés Ruf.
Comme le montre la Proposition 22, de tels systemes peuvent étre décrits par des
systémes d'équations polynomlallass2 2 F2 ..., dans la logique du premier-
ordre avec des palres mais étre mterpretesRsurCem est fait en dupliquant
chaque équation siR.? en deux équations siR,, comme lillustre I'exemple
ci-dessous.

Exemple 23.Soit 2 F . I'équation polynomiale en logique du premier-
ordre standard suivante :

3x+4y° = 0



La Proposition montre que a les mémes solutions s& que la formule
hi22F zpos_amh de la logique du premier-ordre avec des n-uplets Bur Cette
derniere correspond au systeme d'équations polynomiales avec n-uplets :

330 +4 1(y)°= 073 ,(X)+4 5(y)° =0

Ce systéme est une formule de la logique du premier-ordre avec n-uplets, la pré-
sence des projections en témoigne. Chaque équation du systeme original est dou-
blée de fagon a avoir deux projections deséences concrétes éf.

3.3.4 Encoder lemn-uplets en logique standard

Le prochain objectif est de réduire la logique avegplet a la logique stan-
dard. L'idée est d'introduire des variables fraiches pour les projections.

Exemple 24. Etant donné deux générateurs de variables fraichext », le sys-
teme d'équations polynomiales

330 +4 1(y)°= 073 ,(x)+4 5(y)° =0

dans la logique du premier-ordre avec des paires peut étre traduit en systeme
d'équations polynomiales :

310 +4 1(y)° =073 () +4 5(y)°=0

dans la logique du premier-ordre standard. L2sariables fraiches;(x) et i(y)
correspondent aux projectiong(x) et i(y) respectives.

Plus généralement, nous souhaitons réécrire n'importe quelle formule de la
logique avec des-uplets 2 F" en formule de la logique du premier-ordre
standard { ) 2 F en introduisant des variables fraiches pour les projections.
Pour ce faire, nous xons générateurs de variables fraiches.::, ,: V!V
Et nous associons chaque expressi@O" avec des projections a une expression
“(0) 2 E sans nouvelle variable:

(i) Zaer i(0); "(F(0) Zaer F((0));

"(C) =det C; “(0 09 =get "(0) "(0%:

Pour nir, chaque formule avec projections2 F" est associée a une formule
“( ) 2 F avec des variables fraiches :

“(0= 0% =ger "(0) = (0 ") =aets ()
N Y =aes T()NT(C9 (9% ) =der 9 1(¥) 1129 a(X):7( )



Etant donné un aectation de variables: V! dom(S)" avecV V , nous
dénissons ( ):] L, i(V)! domS) tel que pour touk 2 V:

()i = i (X))

La fonction est une bijectionavecrarigj :] 7L, i(V)! dom(S)g Linverse
de cette fonction satisfait*( )(x) = ( ( 1(X));:::; ( n(X)) pour tout du rang
ettoutx 2 V.

Lemme 25. Pour chaque expression2 O" et a ectation de variables : V!
dom(S)"avecV (0) V V nousavons~(0)s ()S = ~ge:S,

Démonstration.Par induction sur la structure desexpressions 2 O".
Casconstantes 2 C.

-(C)o ( );S = ~Co ;S
Cas :i(x) oux2Vetl i n.

~Ci)e O = () i(0)g
=f ( (¥)g

= ~Qe i)
Casf(o)otio2 Q" etf 2 F®,

~f("(0))e ()

[f (t5(9) | s2~(0) g
[f (f5(s) j s2~0+"°g
~f(0)e S

~“’( f (0)). (s

ind.hyp.

Caso; 0,000.0,20"et 2 FO,

~(01) (o) O

[f(ss Ss2js2~"(0) g
[f(ss °sjs2~0°'5g
~01 02‘;S

-(01 02). ()s

ind.hyp.

~(i(or;:::00) 8 =~ (g)e OS
ind.hyp. = ~Qe S
= ~i(0y;:::00) 73

Proposition 26. Pour chaque 2 F", -structure S, etn 1:n-sof( ) =

H(soP("())).



Démonstration.Tout d'abord prouvons la Proposition qui suit par induction sur
la structure des-formules deF ", ou le cas de base découle du Lemme

Proposition 27. Pour chaque aectation de variables : V ! dom(S)" avec
V V etformule 2 F"nousavons™( )e ()5 =~ «:S,

Démonstration.La preuve de la Proposition est par induction sur la structure des
-formules de-".
Caso = o%oli0;0°2 O".
~0=0%iS=1 . ~00 S\ ~oe:S
Lemme , ~(0)r S\ ~(0)e S,
, ~(0) = "% OS =1
, ~ (o= oo)o (S =1
Cas ~ %ou; °2F"
~ oiSA 0SS =1
ind.hyp () OSA T ()eS O =1
()N ()% Os=1
~Cn 90 (8=

Cas: ou 2FN.

wn

~ ¢S=1 ,: ~
ind.hyp. yio~

3
~~ o
N— N N
e o
—~ ~ ~ 1l
»w v vk
I n
N

Cas9x: ou 2F"™

~Ox: «iS=1 , exists2domS)":~ ¢ =S =1

ind.hyp. , exist s2 dom(S)"~"( )e (D=DS =1
, existg 2dom(S):::s, 2domS).~ « ([{W=DS =1
, 9 ()9 (7 ) OS =1
. OxT( ) O8=1

La preuve de la Proposition est directe par induction sur la structure-des
formules deF ". Finalement, la Proposition implique la Proposition par :

2n-sof( ) () 2n-soP("()) prop. préc.
;)2 Hn-soP(T())
: 2 n-soP("( )



3.3.5 Propriété de commutation

Comme auparavant, considérangénérateurs de variables fraiches ::; ,
et 'opérateur ** qui associe les aectations des variables fraichement générées
aux a ectations den-uplets. Nous allons montrer la propriété de commutation de
l'opérateur " avec les -abstractions.

Lemme 28. Pour chaque -abstraction h: S ! et a ectation de variables
fraiches :] 7, i(V)! dom(S):

Hhoo)=h" ()

Démonstration.Pour chaque variabbe2 V nous avons :
*h )X

(= )(¥)
(" X

Proposition 29. Pour chaque ensemble ni VV , sous-ensemble R d'acta-
tions de variables du typel, (V) ! don(S), etde -abstraction h: S'!

*h R=h" *R

Démonstration.Par le lemme 28:%(h R =f X(h( ))j 2 Rg=fh"( ()]
2Rg=h" (R)

3.4 Abstraire les di érences de solutions

Revoyons la notion d'abstraction des drences de ( );
( ) ( ) en appliquant notre notion-dbstraction
P& 2 X . — @ 1
aux di érences concretes dans kalgebreR? oU posarith = Fégsarith[ Féo)samh[
Cposarith-

Plus généralement, s@tune -algébre, telle que l'algébi@? des di érences
concrétes, éf V estun sous-ensemble de variables. Pour chageetation de
variables; °:V ! dom(S), on dé nit un a ectation de variables a des paires
d'éléments du domaine de la structure

di (; 9:V! domS)?



que nous appelons les dirences de et ° telle que pour chaque variabke?
V,di (; 9% = ( (X); 4x)). Pour chaque sous-ensemBlal'a ectations de
variables du typ&/ ! dom(S) nous dé nissond'ensemble des actations de
di érence de Bar:

di (R=fdi (; 9j; °2Rg

De plus, pour chaque-abstractiorh : S? ! et sous-ensembi® d'a ecta-
tions de di érences concrétes du type! donm(S)? , on dé nit I'application de
I'abstraction:

h RO:deffh j 2Rog

Dé nition 30. Pour chaque -abstraction h: S? ! et formule 2 F on
dé nit I'abstraction des di érences de I'ensemble de S -solutions gwr:

sof() =h di (sof())

La dé nition originale desol( ) ¢ dans ( ) était similaire,
mais ne rendait pas explicite le réle de eth . : R2 ! 4. En faisant ainsi, il
est a présent possible de dire que I'abstraction deérdnces de I'ensemble de
R, -solutions d'une formule est I'ensemble Bé-solutions de la méme formule.

Lemme 31. Pour chaque formule 2 F et -algébre S: di(sof( )) = sof"( ).

Démonstration.Pour tout : V! dom(S); °: V! domsS);; °2 sof()
on peut construire l'aectation de variables®: V! don(S)? avecdi (; 9=
( (¥; (%)= ). Pour avoir ainsdi (sof( )) sof( ).
Dans l'autre sens, pour tout actation de variables® : V !  don(S)?,
002 soF’( )on peut générer deux actations de variables: V! dom(S); °:
V! domS)2sof( )avec8x2V; (X)= 1( ‘X)) A% = 2 °Yx)). Donc
sof’( ) di (sof()), et nalementdi (sof( ))= sof’( )

Comme conséquence immédiate on a pour chagalestractiorh : S? !
la propriétésol( ) = h  sof’( ). Notre prochain objectif est de montrer que
nous pouvons surapproximer I'ensembld( ) parsol ( ) (Corollaire 35).

Lemme 32. Soit ¥ : S°! une -abstraction, et : V! dom(S° un a ec-
tation de variables Pour chaque expressiof & avec (e) V: hq~e* ")
~e



Démonstration.La preuve est par induction sur la structure des expressi@ns
E . Soit un a ectation de variables ddgon(S9. Pour chaque expressi@n=
f(e)) ou f 2 F® nous avons:

h(~f(er)s + %)

h(FS(~ere +3%))

f (h%~e**S%) homomorph.
f ~ee" hyp. ind.

= ~f(e)e™

Pour chaque expressiev e; & ol 2 F®@ nous avons:

h(~e &%) = h(-er S F-gei)
h(~e %)  hY~e» %) homomorph.
~epe ~epe"” hyp. ind.
= & e

Pour chaque expressi@+ x 2 V nous avons:
ho(=xe ) = hf (X9 = ~x""
Pour chaque constante= ¢ 2 C nous avons:

ho(~cs S) = ()= ¢ =" homomorph.

Proposition 33. Soit h: S° ! une -abstractionet : V! domS% un
a ectation de variables. Pour chaque formule positiv@ F avec ( ) V:

~ ¢:S%  _ oh;

Démonstration.La preuve est par induction sur la structure de-f@rmule posi-
tive .Si estune équatioa= € alors il suit par le Lemme 32 qui(~e= ")
~en i eth(~%:SY) ~e%h i  Dlou:

e=e%iS"=1 | ~eiS\ %S
, he )\ (e %)
) e\ Lemme
, ~e=gbh: =1

Cela montre quee = % :S°  ~e=¢e%" i comme requis. On considére ensuite
le cas ou est une conjonction de la formé@» 99

~0An 0Q:;S° — _0p;S°AB _ 0Q ;S°
—_ L

~ Gh i AB_0Qh:  hyp ind.
—~ 0An 0Qh ;



Pour le dernier cas ouest une formule avec quanti cateur existentiel de la forme
ox: ©

~Ox; %:8°=1 | (existes2 domSY: ~ % =Sy = 1
) (existes2 dom(SY:~ %N D=y =1 hyp.ind.
. ~Ox Whi =1

Cela montre quedx: %:S” ~9x: %" i comme requis.

Théoreme 34((Théoréme de John généralisédpith: S'! une -abstraction
et : V! domS) un a ectation de variables. Pour chaque formule positive
2F avecV () V:
h sof() sol ()

Démonstration.Soit h une -abstraction d& a et 2 F une formule posi-
tive. Pour chaque actation de variables dedom(S), nous savons que « : S

~ oM par la Proposition 33 puisqueest positive. Cela équivautfh  j 2
sof( )g sol ( )etainsih sof’( ) sol ( ) comme requis

Corollaire 35 (( , ; , 2016Ppur 2 f 3; eget
chaque formule positive du premier-ordre2 F :

sof*() sol ()

Démonstration.Avec la -structureS = RZ2 eth: R2!  equal toh , ouh |,
cela découle de la Dé nition 30, du Lemme 31 et du Théoréme

sof*() =h di (sof*( )=h soff() sol ()

Si est nialors I'ensemblesol ( ) est ni, alors quesof( ) est in ni. De
plus, si est une formule conjonctive, on peut calculer I'ensendak( ) par un
solveur de contrainte a domaine ni a partir deet des tables de (tel que Mini-
zinc ( )). Par contre, le calcul de I'ensembleh ndi (sof( )),
pour des structures in nieS, reste ou. Ce probleme est ouvert, méme pour le
cas ou est un systeme d'équations linéaires homogenes et R., tel que
I'ensemble in ni soF( ) peut étre représenté de facon ni par une matrice trian-
gulaire.

Ceci est le coeur de la question que nous allons résoudre dans ce chapitre.
L'approche que nous allons utiliser se base sur une réécriture de forrenlene
formule R,-équivalente qui edt-exacte sous le sens suivant :



Dé nition 36. Soith: S! une -abstraction. Une -formule est dite h
exactesi :

h(soff( )) = sol ( ):

Pour chaque formull-exacte , h(sof( )) peut étre calculé exactement en
calculantsol,( ) comme décrit au-dessus.

3.5 Description logique d'application de fonctions

Nous rappelons ce que cela signi e pour une fonction ou une relation d'étre
dé nie par une formule de logique des tuples du premier-ordre et comment dé nir
en logique I'application d'une fonction dé nie en logique du premier-ordre. Puis
nous prouvons des propriétés pour de telles de nitions d'application de fonction.

Ces propriétés novatrices serviront plus tard pour calculer des abstractions des
di érences, par décomposition en abstraction booléenne et des fonctions dé nis-
sables en logique du premier-ordre.

Dé nition 37. UneF "-dé nition d'arité m est une fonction EV™ ! F " pour

laquelle il existe une formule 2 F" et une séquence de variables distinctes

x 2 V™Mtelle queV ( ) = fxget F(y) = [x=y] pour touty 2 V™. Pour chaque
-structure S, F dé nie la relation m-aire suivante®Fsur don{S)™:

FS"=f( (100);::15 (m(®))j 2 n-sof( )g

La formule F(y) représente le fait que les valeursydappartiennent a la re-
lation dé nie par la formule . Savoir précisemment quelle séquence de variables
distinctesy est choisie n'a pas d'importance cafy) = F(x)[x=y], étant donné
que les solutions dE(y) et F(x) sur la structurés sont identiques exception faite
du renommage de variables.

Lemme 38. Pour chaque dé nition du premier-ordre EV™ ! F " et séquence
Y = V1 :::Ym de variables distinctes:

Démonstration.Cela suit directement le Lemme.

L'objectif maintenant est de généraliser la dé nition de I'application de fonc-
tions de logique du premier-ordre aux fonctions d'arités supérieures et de prouver
les propriétés formelles de telles dé nitions.

La notation vectorielle sera utilisée tout au long de ce chapitre. Fixdne 2
N et considérons les dé nitions du premier-ordfe: V.V X I F " qui dé -
nissent une fonction partielles"  dom(S")  dom(S")¥ pour la -structureS



considérée. Pour chagug nous pouvons adapter la dé nition du premier-ordre
F a une dé nition du premier-ordrE™ : V™ VvV ™I F " ouF est appliquée

Am
FOOXoox yhioyh) =ger FOEixyl:ooyd)
i=1
Pour chaque dé nition du premier-ord@ : V™ ! F " nous introduisons une
dé nition du premier-ordréc™(G) : V™ 1 F " telle que pour tou§ 2 V ™k

FT(G)(Y) =der 9X: G(X) N F™(X;¥)

ouX = (x':::x) 2 V™ est une séquence de variables fraiches. A noter que
fV(F™(G)(Y)) = fyget donc le choix de& n'a pas d'importance.

Lemme 39.Soit F: V *IF "etG:V™ | F "des dé nitions du premier-
ordre et S une -structure S. Si la relation #  dom(S") ** est une fonction
partielle du type doig8")  don(S")* alors la relation (F™S"est une fonction
partielle du type dog8™)™  dom(S")™  telle que :

(FM*'(G*") = F"(G)~

Démonstration.SoitX = x*:::x 2 V™ ety = y!:::y* 2 V™ des séquences de
variables telles qu'aucune variable n‘apparait deux fois dgnsAlors:

(FMS"(G®") f(F™MS"( ()] 2 n-soF(G(X))g

f99)j °2n-soP(FTG)); %, 2 n-s0P(GR)g
f Ay)j °2n-soPF(G(x)" F™(Xy))g

f %9¥)j 2 n-sof(9x: G(X) * FM(Xy))g
FM(G)S"

Notons, pour la derniére étape précédente, que pour ch&oRia-soP(G(X) »

F™(Xy)) nous pouvons choisir®comme la restriction j({/mg. Inversement, pour
chaque %°2 n-soF(9X:G(X)" F™(Xy)) il doit exister une solution® 2 n-soF(G(X)"
FM(Xy)) telle que %est la restriction 2

Vnfxg
Pour le cak = 1 et” = 1le Lemme 39 méne a la conséquence suivante.

Proposition 40((" = 1 etk = 1)). Pour chaque dé nition du premier-ordre G
VMIF "etF:V V!IF " séquence de variablgs2 V™ et -structure S
pour laquelle la relation B est une fonction partielle du type d¢®%) dom(S")

FS" n-sof(G(y)) = n-soP(FM(G)(y))



Démonstration.A partir des Lemmes 38 et

FS" n-soP(G(y))

Lemme =F%" fly=]js2GS'g

= fly=s]js2 (F™)®° (?S )9
Lemme = fly=s] js2 F™(G)S'g
Lemme = n-soF(F™(G)(y))

Pour le cas ou est général et = 1, la Proposition 40 peut étre généralisée
comme suit :

Proposition 41(C letk=1)). SoitG: V™ IF "etF:V VIF D
des dé nitions du premier-ordre, et S unestructure telle que la relation ¥ est
une fonction partielle du type dq®")  dom(S"). Alors pour chaquegy 2 V™

1(Y) 0 () satisfait :
FS" H(n-soP(G( (y)))) = n-soP(F™(G)(y))

ot 2()y) = ( («y));:::; (~(y)) pourtouty2 V(y)et :[,.,V(iy)'!
domr(S").

Démonstration.De nouveau a partir des Lemmes 38 et 39, par généralisation et
adaptation de la preuve de la Proposition

FS"  n-soF(G( (v))))

Lemme =FS" f I (y)=s]js2G%g

= fly=s] j s 2 (FMS"(G")g
Lemme = fly=s] js2 F™(G)%'g
Lemme = n-soP(FM(G)(y))

Pour le cas générdd 1 etl = 1, le Lemme meéne a la généralisation
suivante de la Proposition

Proposition 42((" = 1 etk  1)). Pour chaque dé nition du premier-ordre G
VMIF "etF:V V KIF netchaque structure S telle que la relation
FS" est une fonction partielle du type d¢®%) dom(SM)¥, et chaque séquence de
variables fraichey; y;:::;yk2 Vv ™m:

(FMS" n-sof(G(y)) = fly=( (v);:::; M1 2 n-soP(F™YG)(::::y)g



Démonstration.Cela est une autre généralisation de la preuve de la Proposition

FS" n-soP(G(y))

Lemme =FS" f[y=gjs2G%g
= fly(sh; 199 j (sh 110389 2 (FMS'(G™)g
Lemme = fly(s;::::99]j (S5 10099 2 F(G)S")g

Lemme =fly< ()i 1§ 2n-soP(FMG)(yh::1;y9)g



Chapitre

Réseaux de réactions avec cinétigue
partielle

Nous introduisons des systemes de réactions chimiques avec information
cinétique partielle, et discutons leur sémantique, qui est dé nie modulo
similarité d'expressions cinétiqgues. Nous sommes particulierement inté-
ressés par la sémantique d'équilibre de ux, aussi appelée sémantique a
I'état stable. Puis nous verrons un exemple concret de ce formalisme avec

la présentation des modeles biologiques sur lesquels nous allons appli-
guer nos analyses.

Sommaire




4.1 Systémes de réactions chimiques

4.1.1 Sans cinétique

SoitS un ensemble nid'espéces qui peuvent représenter biologiguement une
protéine, un enzyme, un gene, de I'ARN messaget)ne solution chimique avec
des espéces éhest un multi-ensemble d'especes:

s:S!I N

La multiplicité s(A) est appelée le coecient steechiométrique de I'espedelans
la solutions. L'ensemble des solutions constructibles avec les esfg@ess noté
Sok. Quand lI'ensemble d'espéces est xé dans le contexte, on dénotera le méme

S= AL+ i+ nRA,
pour désigner la solutioeavecs(A) = n, pourtoutl i n, ets(A) = 0 pour

0:S! Nesttel qued(A) = 0 pour toutA 2 S.

Dé nition 43. SoitN s un ensemble ni de noms de réactions.
— Uneréaction (chimique) sans cinétiqest un triplet r= (n; s;; s;) com-
posé d'un nom de la réaction & N s, et de deux solutions chimiques
S, S 2 Sol.
— Unréseau de réactions (chimiques) sans cinétepiein ensemble ni de
réactions, tel que les noms des réactions sont tousrents.

Nous dénoterons paom = nle nom de la réaction et pay = r la réaction
elle-méme, que nous écrivons comme suit :

n:s! s

Puis, nous appelleronreact = s; les réactants girod, = s, les produits de la
réaction.

Notons que seules les réactions irréversibles sont considérées, c'est-a-dire
celles qui ne peuvent transformer ggeen s, et ne peuvent pas faire la transfor-
mation inverse. Une réaction réversible sera donc modélisée par deux réactions,
une dans chaque sens.

Un réseau de réactiofgpeut étre vu comme un graphe biparti avec des arétes
labellisées par des naturels non nuls. Ce graphe est comme un réseau de Petri,
mais sans marquage de place (confRmaanque de concentration ou de solution
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Figure 4.1 — Graphe du réseau de réactions de la dégradation enzymatique.

rh ra I

E 1 1 1

S 1 1 O
(1) E+S! C C 1 1 1
(1) C! E+S P 0O 0 1
2) C! E+P

Figure 4.3 — La matrice de stcechiomé-
Figure 4.2 — Le réseau de la dégra- trie du réseau de la dégradation enzyma-
dation enzymatique. tique.

initiale). Le grapheR contient des noeuds de deux types apppléseset tran-
sitions Pour chaque espéce apparaissant éalesgraphe contient une place, et
pour chaque réaction deune transition. Nous dessinerons le nceud de type place,
pour une especa, par un cercle contenaitet le nceud de type transition, pour
une réactiom,, 2 R, par une boite contenant son nom

Pour toute réactiom 2 R et toute especé avecreact(A) > 0 le graphe
contient une aréte a partir du nceud placéders le nceud transition de Cette
aréte est labellisée pagact(A). Symétriguement, pour toute réactior? R et
toute especé avecprod,(A) > 0, le graphe contient une aréte a partir du nceud
transition der vers le nceud place d& qui est labellisée pgrrod, (A). Lorsque
nous dessinerons des graphes de réseau de réactions, seuls les labels staechiomé-
triques di érents de 1 seront représentés. Une aréte sans label sera donc implici-
tement labellisée par 1.

Exemple 44.Un exemple classique est celui de la dégradation enzymatique. Ce
réseau de réactions avec les especgs;®,C 2 S contient les3 réactions avec
nomsl; 1;2 2 N comme nous pouvons le voir avedigure 4.2.Ce réseau de
réactions est représenté graphiquement pdidare 4.1. Nous pouvons aussi voir
I'ensemble de réactions qui décrit la transformation d'un substrat S en un produit



P, en présence d'une enzyme E, avec la formation d'un complexe intermédiaire
C.

Biologiquement, une réaction peut représenter la liaison ou la désunion de
deux molécules, le transport d'une molécule d'un compartiment vers un autre
compartiment, la transcription d'ADN en ARN messager, la traduction de 'ARN
messager en protéine,:

Nous appelon$a stcechiométrie d'une réactionla fonctionstoig : S! Z
dé nie par:

stoig(A) = prod.(A) react(A)

Le coe cient stcechiométriguune especé\ pour une réaction donnée corres-
pond a la valeustoig (A). Si sa valeur est positive, resp. négative, elle signi e que
I'especeA est produite, resp. consommeée, par la réaation

Une especé\ avecstoig(A) = 0 a la méme multiplicité dans les réactants et
produits de la réaction A noter qu'une réactiol+ B! A+ C sera équivalente
aB! C dans la sémantique stable. Il est donc possible mais pas obligatoire de
faire apparaitre les enzymes et répresseurs qui modi ent la vitesse de la réaction
dans les réactants et produits.

SoitRun ensemble de réactions. La collectisto(G (A)) azs:r2r CONtient toute
I'information de lamatrice de stoechiométrae R, qui est un élémem 2 Z™™,
oun = jSjetm = |R]. Les lignes deA correspondent aux especes d&net les
colonnes aux réactions @R les deux ont un ordre xé arbitrairement. Siest la
i-ieme espece dans l'ordre, refa j-ieme réaction d&, alors :

Ajj = stoig(A)

Exemple 45. Si I'on cherche a avoir la matrice de stoechiométrie du réseau sans
cinétique représentant la dégradation enzymatiqudigure 4.1, qui a été vue
avec I'exempldigure 44, en xant l'ordrer, < r ; < r, sur les réactions et

E < S < C < P surles especes, on obtient le résultafignre

Nous donnons a un réseau de réactions chimiBsss cinétiqgue une séman-
tique stable — aussi appelée sémantique de I'équilibre de ux. Pour ceci, le réseau
est vu comme une transformation de fonctions qui assigne des concentrations aux
especes.

Intuitivement, nous souhaitons assigner des vitesses aux réactions du réseau,
telles que les vitesses de toutes les réactions se stabilisent. Nous nous intéressons
a des vitesses positives puisque les réactions considérées sont irréversibles.

A chaque réseaR nous associons le systeme dgi-équations Iinéairesg
suivant, avec des variables fraiche® V pour chaque réaction2 R, qui dési-
gnera sa vitesse: A X

L2= 0= stoig(AVv

A2S r2rR



L'expression a droite désigne la vitesse totale du changement de la concentration
de I'especeA en appliquant en méme temps toutes les réactions 2eR. Si

cette vitesse totale poérvaut zéro, la concentration derestera stable quand on
appliguera toutes les réactionsRsimultanément.

Dé nition 46. Soitfv,om jr 2Rg V V . Un assignement positif: V! R,
est ditstablepour R, si est une solution de.dans la structurer, c'est-a-dire,
si 2 soR(LY).

Le systeme d'équatiorisy peut étre réécrit d'une maniéReéquivalente dans
une équation matricielleAx = O tel queA est la matrice de stoechiométrie de
R etx le vecteur des variables pour les réactions 2 R dans l'ordre xé (pour
dé nir la matrice de stoechiométrie).
Les coe cientsstoig(A) de la matriceA et deL? peuvent étre négatifs. De
ce fait, nous devons utiliser la signature arithmétique complgig pour écrire
les équations d&2, et ne pouvons donc pas interpréter ces équations sur toute
posarith-StructureR, . Pour éviter ceci, nous pouvons reformuler le systeme d'équa-
tions Lg comme un systemkg de posaith-€quations en evitant les coeients
négatifs comme suit:
N X X
L= react (A)Vnom = prod, (A)Vnom
A2S r2R r2rR

Dé nition 47. La sémantique stable d'un réseau de réact®Bans cinétiquest
sof*(LR), c'est-a-dire, I'ensemble des assignements positifs, qui sont stables pour
R.

Exemple 48.Soit R le réseau de réactions représenté graphiquemeigune
L'ensemble de ses especes 8st= fA;B;Cg et I'ensemble de ses réactions
fri;ro;ra;rs;rsg On peut ainsi inférer les systémes d'équations linéaires équi-
valentes B 2 F . etlr2F

pos-arith '

8 - 8 -

% v3 2vi =0 % 2v; = V3
nggA V4 V2:'O_ LR:§A V2::V4

N vt vs=0 NV = VitV

Puis, on peut réécrire { encore d'une maniére équivalente comme I'équation
matricielle avec des entiers :

Vi
2 0 01 O V2 B
0 1100 vz =0
1 1 00 1 Vs
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Figure 4.4 — Représentation graphique d'un réseau de réactions simple.

(1) A1 C i rp 3 Iy rs
(2) B! C

3 :1 A A 2 0 10 0
(4) 1B B 0 1010
(5) ’c'!- C 1 1 00 1

Figure 4.5 — Le réseau de réactions Figure 4.6 — La matrice de stoechiomé-
de I'exemple simple. trie du réseau de I'exemple simple.

Ici, nous multiplions la matrice de staechiométrie du réseau donnéglee
avec le vecteur de variable pour les réactions dans l'ordre utilisé dans la matrice
de stcechiométrie.

Alternativement, on peut donner aux réseaux de reactlons chimiques sans ciné-
tique une sémantique non déterministe ( , , ),
qui ne sera pas dé nie formellement dans cette thése. L'|dee est de voir chaque
réaction chimique comme une régle de réécriture de solutions chimiques. Etant
donné une solution chimique initiale, cette régle de réécriture dé nie un graphe
de solutions chimiques, obtenu par I'application de regles de réécriture d'une ma-
niere soit synchrone, soit asynchrone. On peut ensuite s'intéresser aux attracteurs
de tels graphes pour savoir s'il est possible ou obligatoire d'y accéder a partir de
la solution chimique initiale.

4.1.2 Avec cinétique

Pour pouvoir contraindre les vitesses des réactions dans un rBseaus
devons ajouter des cinétiques aux réactions. Celles-ci sont des expressions arith-
métiques, avec des variables pour les concentrations des especes. Pour ceci, nous
utiliserons les espéces elles mémes comme variables pour la concentration, et puis



les variables pour les vitesses des réactionR:de
V SIf Vhomir2Rg

Une expression cinétique est une expression arithmégigue
tout assignement: S! R, :

— lavaleur dee est bien dé nie en évitant toute division par zéro, airsi: R

est un singleton, et

— la valeur dee est positive, c'est-a-direes 'R R,

Une expression cinétiqueommek A B ouk = 912=10 exprime une loi
d'action de masse pour une réaction avec réactAnB 2 S et un paramétre
k 2 E arith *

En e et, une expression cinétique posséd@arametre cinétiquenoték, qui
est un descripteur de réel positif non nul. Tout paramétre est vu comme une ex-
pressiorE . formée par combinaison des opérateurs de la signatieet de
ses constantes 0 et 1. Il indique la probabilité qu'a une réaction de se produire.
En biologie systémique, une des problématiques réside dans la détermination de
la valeur de ces parameétres. Une fois interprétésut représente un réel, alors
que sur g il devient I'élément . Son abstraction nous permet d'ignorer ce para-
metre et donc de ne plus avoir besoin de connaitre sa valeur. C'est la motivation
principale de l'utilisation de ces abstractions.

Dé nition 49. Uneréaction avec cinétiquest un quadruplet & (n; s;; S;
€) constitué d'une réaction sans cinétiq(& s;; s;) et d'une expression
cinétique e.
— Unréseau de réactions avec cinétiggst un ensemble ni R de réactions
avec cinétigue, tel que toutes les réactions de R ont un noénatit.

telle que pour

arith ?

La réaction s'écriran{) ;!  ; €, et son expression cinétique est, = e.

Exemple 50.Considérons la réaction simple qui transforme une espece S en une
espece P. En appliquant la loi de Michaelis-Menten a la réaction on obtient la
réaction avec cinétiqueyw,, .. .

(M MKm;Vmax) S! P; (Vmax S):(Km + S)

ou Vinax 2 E ,, est la vitesse maximale calculée en fonction de la concentration
de S et K, 2 E _,, est la constante de Michaelis de I'enzyme qui catalyse la
réaction, elles sont toutes les deux vues comme des parametres.

Le graphe d'un réseau de réactions avec cinétique est dé ni comme pour un
réseau sans cinétique, excepté que les nceuds pour les réactions sont annotés par
I'expression cinétique de la réaction. Un exemple pour le graphe du réseau avec
cinétique de la dégradation enzymatique est donnfgene 4.7. Les lois ciné-
tigues sont toutes des lois de masse-action.
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Figure 4.7 — Graphe du réseau de réactions avec cinétique de la dégradation enzy-
matique , avekq; ko k 1 2 E . les parameétres cinétiques respectifs des réactions
F;ro 0 1.

arith

Exemple 51.Si I'on reprend le réseau de fegure 4.1, il serait possible de I'enri-
chir eny ajoutant une description des cinétiques de chaque réaction en appliquant
la loi d'action de masse. Le réseau avec cinétique de la dégradation enzymatique
deviendrait alors:
(1) E+S! Ckg S E
(1 C! E+S;k; C
2 C! E+Pk C

avec k;k 1;k, 2 E . des parametres respectifs des réactions ; etr,.

arith

La sémantique stable d'un réseau de réactions chimiques avec cindtigtie
obtenue en enrichissant le systeme d'équations linage€haque réaction2 R
donne ainsi I'équation cinétique :

Vihom = CiNy

L'ensemble de toutes les équations de réseau avec cind®igatle systeme

d'équations arithmétiquelSg dé ni comme suit :
N

Er=Lg"Cr oU Cr= Vhom = - cin,
r2R

Pour toute expressiom2 E ondénite 0 laformule existentiell®y:e =

y ydansF

arith ?
arith *

Dé nition @2 La sémantique stable des réseaux de réactions avec cinBtigste
SOR(Er™ o X 0).

Ceci est I'ensemble des solutions réelles positives du systeme d'équations
arithmétiquesEgr. Nous montrons maintenant que degsaricn-€quations inter-
prétées suR. sont su santes pour exprimer cet ensemble de solutions. Dans le
cas des lois de masse-action, cela provient déja du résultat suivant:



Lemme 53. Si R est un réseau de réactions avec cinétique tel que2din
pour toutr2 R, alors :

pos-arith

N
soR(Cg " x 0) = sof(Cg)
x2fv(CR)

Démonstration.ll n'y a pas de di érence dans l'interprétation sur les deux struc-
turesR et R, pour des posarih-€quations et des assignements de variables vers
R..

Autrement dit, comme pour les lois du typdichaelis-Mentenle systeme
d'équationsCr peut étre réécrit dans un systeme avec signatyy&it-

Lemme 54. Pour chaque réseau de réactions avec cinétique, le systemggle
équations g peut étre réécrit en temps linéaire dans un systéme d'équations avec
quanti cateurs existentiels £2 F rosan (€1 QUE
N
soR(Cg " x 0)= sof+(C9
x2fv(CR)

Démonstration.La aim-formulee €= ePpeut se redé nifzz=e enz= e
On peut ainsi se séparer de I'opérateur de soustraction, avegskan-formule
équivalente égale @zz+ €” = e” z = € Dans la méme idée, lauin-formule
e’ = eest équivalente & laposaritn-formule9zz €° = e” z = € On dé nit
un systéme de posarith-€quationsC§ en appliquant ce changement & chagug,-
formule deCr. ORja doncsoR(Cgr) = soR(CY). Pour nir d'aprés le Lemme
ona :soRCH"  encoyx 0 == SOF(CP)

Alternativement, on considére souvent la sémantique déterministe d'un réseau
de réactions avec cinétique qui décrit I'évolution dynamique des concentrations
d'espéce dans le temps. Mais pour nous, les vitesses des réactions et les concentra-
tions sont des fonctions allant du temps vers des réels positifs, donc des fonctions
du typeR. ! R.. Ces fonctions sont contraintes par ¢gstemes d'équations
di érentielles ordinaires (ODEs)jui sont des geriv-€quationsODEg. Syntaxi-
guement, cesgeriv-€quations contiennent les équations arithmétiques Iinélagres
avec signature i, Mmais sémantiqguement, l'interprétation chang®a@R. ! R
pour ajouter I'axe du temps.

N X N
ODE; = A= stoiG(AWVnom N Vnom = CiNy
A2S 2R 2R

Il est facile de voir queéer a les mémes solutions dans la structdre! R que
ODER”" s A= 0.



Figure 4.8 — Graphique représentant I'évolution de la cinétique de la réagiQn
entre deux états stationnaires élients en fonction de la concentration de I'espece
réactantes

Dé nition 55. Lasémantique déterministe Bavec cinétiquest sof-' R(ODEg),
c'est-a-dire, I'ensemble de solutions du systeme d'équations dérivées ordinaires
de R dans la geriy-Structure des fonctions réelles du tyRe! R.

Exemple 56. Si I'on reprend la réaction simple de I'exemple 50 qui transforme
une espéce S en une espece P. En appliquant la loi d'action de masse cette fois-ci,
nous obtenons la réaction avec cinétiqug, :

(MAQS! Pk S

avec k2 E _ . le paramétre cinétique de la réaction.

Le graphe nous permet de représenter I'évolution de la vitesse de la réac-
tion rya, entre deux états stables qui xent la valeur de concentration d'espéce
S, que I'on note $et S,. Sil'on compare la valeur des vitesses a I'état stable
et a I'état stable2, on voit que sa valeur augmente puisque laggdence entre §
et S, augmente. Ceci est un exemple d'application de I'abstractiqrde di é-
rences des états stables. Ici, si S vaiftui représente une augmentation) alors
la valeur abstraite de sa cinétique k¢ S vaudra* également. On voit que le
parameétre, qui est forcément strictement positif, ne change pas la monotonie de la
courbe évolutive, il peut donc étre ignoré lors de I'abstraction deginces. Et
c'est, en eet, ce qu'il se passe en pratique étant donné que toute abstraction de
parametres vaut , il n'ajoutent aucune contrainte au systeme.

4.1.3 Avec cinétique modulo similarité

Deux expressions cinétiques de réaction peuvent étre interprétées modulo si-
milarité relativement a un domaine abstraiR f 3; g Ainsi deux expressions
g2 E sont dites similaires modulo ssi :

posarith

e €,8 :fve[ ve)! don( ):i~e’ =~€%°



De méme, un réseaR de réactions avec cinétique peut étre vu comme un ré-
seau de réactions avec information cinétique partielle, qui décrit tout ré8eau
similaire, c'est-a-dire, pour tout; s;; S; €, €°:

(s s€)2R)9 e(ns;s6)2R"e €
(Ns;; ;6 2R)9 €% (n;s;5€)2R e €

Deux réactions similaires contiennent donc les mémes réactions si on enléve les
expressions cinétiques. Ces deux expressions cinétiques doivent étre similaires
modulo , et non nécessairement égales.

Pour des réseaux de réactioRsavec cinétique, qui sont a interpréter mo-
dulo similarité, nous dé nissons l'abstraction des éliences sous contraintes ci-
nétiques comme suit, o = fv(ER) est I'ensemble des variables Be

N
Dr=f j 2h sol*(Lr)\ SOb(  Vnom = Cin)g

r2R

Tout réseaudr’ similaire a nécessairement la méme abstraction dérdince sous
contraintes cinetiques, puisque les équations arithmétigge® dépendent pas
des cinetiques. Et quepl, (Vo = Cin;) Ne change pas si on remplacie, par
une expression similaire modula

4.2 Cineétique partielle des modi cateurs

En modélisation biologique, on connait souvent les enzymes, qui activent et
accélérent une réaction et les inhibiteurs qui ralentissent une réaction. Par contre,
on connait plus rarement sa cinétique précise.

Il est argumenté dans ( : ), que les expressions cinétiques
des modi cateurs peuvent toujours étre spéci ées modulo similarité comme ci-
dessous. Pour rappeler ceci, nous considérons pour chaque solution chimique
des expressions avec signatilie, ..., qui modélisent les cinétiques possibles
dans le cas o8 contient des activateurs, des accélérateurs, ou des inhibiteurs res-
pectivement.

Act(s) = %Azs ASA
ACqS) = ~ pgs(1+ AW
Inh(s) = inh(" x5 S(A)A)

Notons que celles-ci sont des expressions avec signagsygin, COmme nous
y avons permis le symbolah. Cela évite tout probleme posé par la division par
zeéro pour |'opérateur de division (qui n'est pas admis @§aritnh). Nous dé nis-
sons la cinétique d'expression avec activatersiccélérateurs; et inhibiteurs



Mod(si; 25 S3) = Acds)  Acl(sy)  Inh(ss)

Notons que les valeurs des expressigeg0), Act(0) et Inh(0), interprétées
surR ouR., valent toujours 1, il en va donc de méme p&wd(0; O; 0).

4.3 Réseaux avec cinétigues partielles: le langage de
modélisation

Un langage de modélisation pour des réseaux de réactions avec information
cinétique partielle a été proposé dans ( , ), et nous allons I'évoquer
ci-dessous.

L'objectif est de spéci er pour chaque réaction d'un réseau, ses réactants, pro-
duits, activateurs, accélérateurs et inhibiteurs, ainsi qu'une expression cinétique
pour capter la dépendance des réactions.

Dé nition 57. Uneréaction avec cinétique partielst un sixuplet = (n; s;; S;
S35 S4; Ss5) tel que(n; s;;'sp) est une réaction sans cinétique g s; ss 2 Sol des
solutions chimiques.

Nous appelleronact = sz la solution des activateuracG = s4la solution des
accélérateurdnhi, = s la solution des inhibiteurs. Une réaction avec cinétique
partielle, qui ne sera pas candidatekaeck-out décrit la réaction chimique avec
cinétigue modulo similarité suivante :

(N)s1! s;Act(s) Mod(ss; s4; Ss)

Pour modéliser le fait qu'une réactiorsoit candidate pour uknock-outnous
considérons des nouvelles variables booléeop@sV pour chaque réaction2
R. Cette variable sera utilisée dans la cinétique de la réaction comme suit :

(N s1! s0 Act(s;)) Mod(ss; s4; )

Sio, = O alors la réaction ne sera pas active, elle aura ainsi une vitessg =
0. Si par contrep, = 1, la réactionr sera activée avec la méme vitesse qu'une
réaction qui n'est pas candidate pourlnock-out oy, = Act(s;) Mod(Ss; S5 Ss)-

Nous nous intéressons aux réseaux de réactions avec des ux d'entrée et de
sortie. Ceux-ci seront utiles, en modélisation, pour connecter un sous-réseau du
métabolisme avec d'autres, ou encore pour décrire la dépendance du réseau a son
contexte, autrement dit son milieu d'expérimentation en laboratoire.

Pour cette raison, nous pouvons considérer pour chaque e8p2c8 une
nouvelle variablex, représentant la vitesse du ux d'entrée Aeet une variable



ya pour la vitesse du ux de sortie d&. Le ux d'entrée sera contrdlé par I'envi-
ronnement. Pour représenter cela, sa vitesse ne sera pas contrainte et on aura :

(in-A) 0! A;Vipa

L'équation pour la vitesse de chaque ux d'entrée est dgpa = Via, CE qui
n'impose aucune contrainte. Les ux de sortie seront quant a eux contrélés par
le réseau lui-méme, en suivant une cinétique similaire a la loi de masse d'action,
c'est-a-dire :

(outA) Al 0;A

La vitesse du ux de sortie satisfera dopg = A modulo similarité. En résumé,
nous considérons I'ensemble de variables suivant :

V' = fVhom: Onom J I 2 RY [ A; Vin-a; Voura ] A2 Sg

Dé nition 58. Un réseau de réactions avec cinétique partiefeun quadruple

P = (R I;0; K), tel gue R est un ensemble ni de réactions avec cinétique par-
tielle, chacune avec un nom dirent, 1O S sont des sous-ensembles nis d'es-
péces, et les éléments de KR sont des réactions candidates pour un knock-out.

Les éléments d&K R sont les réactions qui sont des candidate&rueck-
out Le réseau avec cinétique partieRedé nit un réseau avec cinétique modulo
similarité unique :

sim(P) = f(nom)react! prod,;Act(react) Mod(act;acg;inhi;)jr 2 RnKg
[ f(nom)react! prod;o Actlreact) Mod(act;acg;inhi;)jr 2 Kg
[ f({n-A)O! AvihajA2lg
[

f (outA) A! 0;AjA20g

L'ensemble de toutes les variables d'un rés@ade réactions avec cinétique
partielle est :

V(P) = (Lsimp)) [ V(Csingp))

Les abstractions de dérences pour le réseau de réactions avec information
cinétique partielld® doivent donc appartenir a I'ensemble d'assignements suivant
ouV = fv(P) :

N
R2 .
Dp=h sol(Lsimp)\ SOL°(Csimpy* O 2f+; Q)
r2K

Ici, la formuleo; 2 f+; g est un raccourci pour la disjonction=+ o, = . Cela
exprime le fait que la réactionest candidate pour uknock-out par conséquent
la variableo, peut soit étre réduite a 0 en casldwck-out soit rester a 1 lorsque
la réaction n'est pas altérée. La signature de cette formule,gstin[don( ¢)].



4.4 Syntaxe graphique

A n de représenter I'ensemble des variables d'un réseau de réactions avec ci-
nétique partielle, des régles de syntaxe graphigue ont été mises en place. Ainsi on
utilisera les notations suivantes:

Une espécd 2 S est représentée par un roQ. Une réactiom, est représentée
par une boite gri. Dans le cas ou la réaction est candidate polmatk-out

elle est représentée par une boite orange d"kecomme il a été expliqué aupa-
ravant, concernant une réactiof) on va pour chaqué 2 S réactant de cette re-
action dessiner une eche orientéedlgersr, et labellisée pareact(S),; et pour
chaque espece 2 S produit de la réaction, une éche labellisée gaod, (P)

allant der,, versP sera représentée. Pour rappel, le label n'est présent que dans le
cas oureact(S) > 1 et respectivemergrod (P) > 1. La réaction transformant le

réactantA en produitB sera donc représentée comme Q [n] O
Le ux d'entréein-A pour une especA 2 S est représentée par un rond gris en-

touré de pointillés et est reliéAapar une eche continue . Le ux
de sortie nomméut-A pour une especA 2 S est représenté par un rond gris

entouré de pointillés et est reliéva.a par une éche continue
Concernant les modi cateurs, I'activation, I'accélération et I'inhibition A& S

surr 2 N seront représentés respectivemen@f 'ﬂ

O’ o O, etO’ o ". Dans la section suivante, nous pouvons Voir avec
la figure un exemple de représentation graphique d'un réseau de réactions

avec cinétique partielle. Une simpli cation sur les réactions noQ§M|:|,
est la simpli cation de deux réactions celle qui prodbiet celle qui la dégrade.

Nous utiliserons cette notation dorénavant, elle permet d'alléger le réseau en
ne rendant pas explicite la réaction de dégradation qui sera nécessaire pour respec-
ter I'équilibre du systeme notamment en ce qui concerne la régulation. &nla
présence des geénes régulateurs reste en interne et ils ne peuvent pas étre des en-
trées du systéeme. lls sont considérés présents en continu et deudakioutpeut
stopper leur activité. De ce fait, ils doivent tous avoir une réaction de production
et une de dégradation pour étre représentés correctement. C'est le cas par exemple
de qui est produit et dégradé par la réactigret respectivement 14, dans
le réseau de réactions représenté dafiglae



4.5 Exemple du réseau de regulatio®llv  Leu

Avant de montrer I'application de la formalisation que nous venons de mettre
en place, nous allons voir le sens biologique du réseau de réguidtion Leu

4.5.1 Modélisation biologique

Reprenons l'explication faite pour la partie du métabolisme de la biosynthése
de la leucine chez la bactéie subtilis Intéressons nous plus particulierement a
l'opéronilv  leu qui encode des enzymes responsables de la production de leu-
cine, a savoir que sa surproduction sera notre cible pour la prédiction. Cet opéron
est régulé par le promotei, e, Toute cette information est contenue dans la
réactionrg.

La réactionr,, sous I'in uence de , et qui représentent
I'activité des sites de xation de respectivement , et , permet
I'activation du promoteur qui est responsable de la production de leucine.
Les protéines et sont les espéces d'entrée du réseau, leur ajout a
partir du contexte est représenté par et , et leur dégradation par
respectivements; etrs,. Ces deux protéines jouent un role dans la régulation de
la dégradation de la leucine par l'inhibition de la réactignLa protéine
est exprimée et dégradée par la réactigret respectivement 14

Il est connu de la littérature, que la transcription au niveau du promoteur
Piv Leu €St inhibée par lors de sa xation sur celui-ci. C'est pourquoi la
réactionr, est introduite, elle active le site de liaison du promoteur pour
Cela déclenche le ralentissement de la réaatjost, de ce fait, ralentit I'activité
du promoteur.

Cette liaison de au site de liaison du promoteur peut étre bloquée lorsque
est lié au promoteur. C'est pourquoi il est modélisé que ralentit la
réactionr |
L'action du promoteulP;, e, €St aussi réprimé par la leucine au niveau

de la boiteT AT A Cela est capturé par le contr6le négatif de sur la réaction
Io.

La protéine , tout comme , réprimee l'activité du promoteur en se
xant au site de liaison avec la réactioms.

Indépendamment, la protéine accentue la transcription de I'odéron
leu en se xant dessus, ce qui accélére la réactianLa xation de est
représentée par la réactiop De plus, I'accélération de la réaction par I'ac-
tivation du site de liaison est inhibée lorsque est actif. Ces deux
sites de liaison peuvent se lier I'un a l'autre en formant une boucle d'ADN. Ce
phénomeéne est capturé par l'inhibition de la réactigpar



94 Réseaux de réactions avec cinétique partielle

4.5.2 Modélisation formelle
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<
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Figure 4.9 — Représentation graphique du réseau de réaction avec cinétique par-

tielle Py, Leu pour la régulation du promoteufPey.

(1) 0! BScog;00 CodY inh(CcpAh)
(1) BSoay! 0;BScoay
(2) OI F)Ilv Leu; inh(BSCodY"' I—eU+ BSanA) (1+ BSCCpA)
( 2) I:)Ilv Leu! O; P||V Leu
(7) 0! BSya;07 TnrA
( 7) BSanA! O; BSanA
(9) 0! BScopn CecpA inh(BSr, )
( 9) BSCcpA! O; BSCCpA
(51) CodY! 0;CodY
(52) TnrAl 0; TnrA
(14) 0! CcpA;ou
( 14) CcpAl 0;CcpA
(8) F)IIv Leu! I—eU;RIv Leu
(in-CodY) 0! CodY;Viycogy
(in-TnrA) 0! TnrA; Vintna
(outLed Leu! O;Leu

Figure 4.10 — Réseau de réactiosisn( P, Ley) avec cinétique modulo similarité.

Dans cet exemple, pour modéliser la régulation du promoteuivde Leu



Vi = 0y inh( ) V=

V, = inh( +Leu+ ) Vo=
1+ ) V7 =07
V7= Vo = inh( )
Vo= Vs1 =
Vsp = Vig = O14
Vi =C Vg = Og
Vin-CodY : Vin-CodY Vin-Tnra = Vin-TnrA
VoutLeu =

Figure 4.11 — Systeme de contraintes non linéaires de similarité cinéligye,,:
des posarith[dON( 6)]-€quations a interpréter suk.

Leu: VoutLeu = V8 CCpAl  V 14= Vi
CodY:  Vs1= Vin-cody TnrAT Vs2 = Vintnea
BScoay: V1=V Piv Leu: V2+Vg=Va
BStha: V7=V BScepa: Vg= Vg

Figure 4.12 — Systeme d'équations linéailes,, ., de posariti-€quations a I'etat
stable, a interpréter sig;.

dans la bactériB. subtilis nous dé nissons le réseau de réactions avec cinétique
pal’tie"e I:)Ilv Leu — (RPHV Lew IPIIv Lew OPIIv Leus KPIIv Leu) ou :

S =flLey , , ; , ;
especes.

Reiv teu= frar 1o 2,171 70T9)T o) T51;T52, 7141 14 7ggest I'ensemble

des réactions avec cinétique partielle données graphiquement dansda

lpiy Leu=f : gest I'ensemble des espéces en entrée.

Opriv Lew = fLeugest I'ensemble des espéces en sortie.

Kpiv Leu = fr1; a4 r7; rggest I'ensemble de réactions candidates poknieck-out

; gl'ensemble des

Nous pouvons voir danBgure la dé nition du modele sous la forme
d'un réseau de réactiorssm(P, Ley) avec cinétique modulo similarité. Et sa re-
présentation graphique est donnée pdigare 4.9. En appliquant le formalisme
mis en place nous obtenons donc le systeme de contraintes non linéaires de simi-
larité cinétiqueCp,, ., avec lafigure , et le systéme d'équations linéaires
Lr,, . d€ posarith-€quations a I'état stable avecflgure



4.6 Exemple de réseau métabolique

La syntaxe graphique a été enrichie de quelques notations permettant de gar-
der les modéles lisibles et d'ajouter des informations. Tout d'abord, nous pouvons
voir que les especes possedent une couleur. Cette couleur dépend du type de re-
présentation que I'on souhaite faire. En jaune on retrouve les métabolites, en bleu
les protéines et en marron les especes dites arti cielles qui représentent des com-
plexes, comme par exemple le promoteur d'un opéron ou un site de liaison. On

aura donc les notations respectives suivar()so, etO. De plus, la produc-

tion de certaines espéces dans un réseau est essentielle, leur absence entrainant
un dysfonctionnement dans le systeme biologique représenté. On peut représen-
ter cette contrainte de facon graphique en entourant I'espéce concernée de rouge

comme suit O Il est aussi possible d'intégrer des espéces arti cielles (des
clusters de protéinggjui représentent un groupe de protéines participant a une

méme réaction. Par exemple, ave , On représente toutes les protéines
générées par l'opéron . Et pour garder les graphes lisibles méme avec les ré-
seaux de grande taille, nous utilisons dpht-pointsqui relient di érentes copies

de la méme espéce. Par exemple, nous voyons que I'eQe est relié a sa

copie‘l\_,'\ . Il n'y a pas de diérence entre I'espéce et sa copie, cela allége
juste la lecture en évitant d'entrecroiser trop d'arcs. Il est également possible de
creer deedgeclustersqui sont des points permettant de relier les arcs partageant
le méme eet. A titre d'exemple, les arcs d'activation de et sur les
réactions ,g; '3 €t rzs sont partagés a l'aide d'un edgecluster. Avec I'utilisation
de ces diérents sucres syntactiques, la lecture s'en trouve facilitée.

Ce formalisme a été mis en place pour permettre I'étude et la modélisation
de réseaux bien plus complexes et plus grands. La gure suivante nous donne la
représentation graphique du réseau de réactions représentant une partie du méta-
bolisme de la bactériB. subtilisavec sa régulation. Il s'agit de la voie de synthese
des acides aminés branchés : valine, leucine et isoleucine.

Sa description a été faite dans les travaux précédents, nous allons en reprendre
la traduction ici.

Production de Leucine, Valine et Isoleucine
Si nous regardons uniquement les espéces intermédiaires qui produisent les sor-

ties, a savoir pour lle par la réactiomyg, pour par la réactiomsze,
et pour par la réactionys. Ces trois réactions doivent étre activées par
, Ce qui revient a étre activées soit par aveesoit avecds.

Ily a également les réactions inverses rs, etrzs avec des activateurs dérents



: les protéines et . Les espéces intermédiaires : peuvent

aussi étre transformées en par les réactionssg,rz; etras.

peut ensuite sortir dans le contexte pour servir a la biosynthése d'acides gras.

Cela est régulé par Bkl. La création de , et lle a partir de, ,

est toujours associée a une transformation paralléle de en , et les ré-

actions inverses sont couplées a la transformation inverse de en . Le
entre par le cycle de biosynthese du glutamate du contexte et peut lui

sortir dans le contexte (il sera utile par exemple dans le cycle TCA). Les espéces
intermédiaires, quant a elles, sont produites comme suit:estiproduit a partir

de parr »7, est produit a partir de paso et a partir de par
r33. est produit a partir de pay;. Et entre dans le contexte par la
voie de biosynthése de la thréonine (qui est liée a la voie glycolytique par la voie
de biosynthese de l'aspartate). peut lui entrer via la voie glycolytique dans le
contexte. active la conversion de en . (un cluster de et
) et activent la transformation de en Keiles protéines

et (un cluster de , et ) forment une succession de réac-
tions justi ant la transformation de Kgen . Les génes des protéines ,

et sont localisés dans le méme opéron, donc ils sont sous la

dépendance du méme promoteur

Régulation
Les expressions des ddrentes enzymes impliquées dans la production des acides
aminés branchés, présentées juste au-dessus, sont caractérisées par les réactions

suivantes r,, pour ; I'o5 pour ; 23 pour ; T24 poOUr ; I'3g pour
;T 37 pour ;T 11 pour Bkl;rqo pour ;T 47 pour etr 46 pour
. Toutes ces réactions d'expressions sont contrdlées par un complexe de ré-
gulation. En e et, nous considérons les protéines , , et qui

ont des fonctions de régulation et sont exprimées respectivement par les réactions
r4, 15 16, 12 €1r13. Les réactions d'expression de ces régulateurs peuvent étre
liées a di érents facteurs du contexte que nous ne modélisons pas ici. vient
du contexte et peut étre dégradé par la réaatipnCe métabolite augmente I'af-
nité de a son site de liaison, de méme pour et lle. L'expression de

, et sont dépendants de leur propre promoteur et leur expression
est sous-régulée par au niveau de la transcription. Cela est illustré par les
réactiong ,y, r o5 €tr4 respectivement. est désactivé par lle et avget
r,,. La transcription des protéines , , et commence avec
I'activation de leur promoteur qui contrlle les réactionsr o4, ra7 €trag
respectivement. Sa régulation est représentée par la réagidrest dépendante
de plusieurs mécanismes décrits plus tard. De plus, il y a une sous-régulation
de par , et désactive également par la réactipn es
protéines et reposent sur l'action de deux promoteurs dont l'activité est



représentée par l'acteur . Une partie n'est pas régulée via la réagtion
et l'autre est impactée positivement par et sous-régulée par et
comme lillustre la réactioms. Bien que non régulée au niveau transcriptionnelle,
la protéine est activée par lle et Val, ce qui est modélisé par l'introduction
de deux produisant les réactiansetr 3. La protéine , exprimée par

r 46, €St sous-régulée par . Il n'y a pas de régulation connue pour qui
est exprimée paryz.



4.6 Exemple de réseau métabolique 99

inThri— [Fe-------{liEs [l — (@) —inGip
\ 7 21 o el : o Y -

/ b R
77 .. ' : | 24 |0—- \(P”V Lelbwﬂ
- S~ E ¢

Tb
*@eﬁm- = @

I
1
L] [
1
|

L .
B ;
- _o|12 X
ey TnrA
Y r
B )| @
)
> 1
\\\ l\‘L
N ls I---

<vvaA+ngE
'6'u'tm(5'>'<'c')G|u

Figure 4.13 — Representaﬂon graphlque d'une partie du métabolisme de la bacté-
rie B. subtilisavec sa régulation.



4.7 Modes élémentaires

A l'aide du calcul des modes élémentaires d'un réseau de réactions décrit for-
mellement en section , 0N peut obtenir la description des ux métaboliques
d'un réseau.

Comme nous avons pu le voir, en étudiant un réseau métabolique a I'état sta-
tionnaire on obtient une équation linéaire matriciélle = 0, oUA représente sa
matrice de stcechiométrie gtun vecteur de variables distinctes représentant ses
especes. Notre ensemble de réactions étant irréversibles nous cherchons a trouver
I'ensemble de valeur des variablesylsatis ants le cone de ux :

CF=fy2R." j Ay = Og

la Proposition 17, nous avons vu que cette équation linéaire matricielle inférée
Ay = 0 est équivalente sUR, au systemé@x: Ex = ny.

En e et, chaque point dans le cO6¢ peut s'exprimer comme une combinai-
son linéaire non négative de SRsEFMs.

Un mode élémentaire est le plus petit sous-ensemble de réactions qui se trouve
a I'état stable ainsi toute espece produite dans ce ux, sera consommeée dans les
mémes proportions. Au cours de cette these, nous avons développé un module
permettant la visualisation de ces ux dans la représentation graphique de nos
réseaux de réactions faite par I'outil graphique existant. On peut, par exemple, voir
avec lafigure I'ensemble des ux métaboliques du réseau vu précédemment
qui sont chacun représentés par une couleuérdinte.
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Figure 4.14 — Modéle du métabolisme de la bact@&iesubitilis Leu
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Chapitre

Prediction de changements de réseau

Dans cette section, nous présenterons le probleme étudié dans cette these:
le calcul d'une maniére exacte de l'abstraction deséiences de réseaux
de réactions avec information cinétique partielle. Pour ceci, nous rever-
rons en premier lieu les travaux mis en place par I'équipe BioComp ting
pour la predlctlon de changements de réseaux (
) ), qui motivent cet ObJeCtIf lls po ent
les fondements des réseaux de réactions qui nous intéressent ainsi que
leur algorithme de prédiction qualitative via I'abstraction approximative
de John et la programmation par contraintes sur des domaines nis. L'ap-
proximation de John peut étre améliorée par des heuristiques dont nous
allons aborder le principe. Elle sera appliquée a d'autres heuristiques au
cours de cette thése. Nous démontrerons l'intérét de ces algorithmes avec
un exemple de prédiction sur un réseau biologique, la surproduction d'un
métabolite la leucine qui est un acide aminé branché utilisé lors de la
production de la surfactine (un peptide non ribosomique) par la bacté-
rie B. Subtilis. Nous discuterons nalement I'outil développé par I'équipe
BioComputing dont le but principal est de faire la prédiction de change-
ments de réseau.

Sommaire




|
st G @)

Figure 5.1 — Explication de la prédiction du changement d'in YXcoqy =# pour
obtenir la ciblevgyt ey =" .

5.1 Raisonnement intuitif

Commencons par voir I'explication intuitive de I'approche pour prédire com-
ment surproduire la leucine dans le modéle e, représenté graphiquement
par lafigure 4.9. Les changements de modéles que nous admettons sont une aug-
mentation ou une réduction des vitesses des ux d'entrées de et .
Sachant que la leucine est produite uniquement a partir,de.Ppar la réac-
tionrg, pour atteindre notre cible, a savoir augmenter la concentration de leucine,
il faut augmenter le taux de cette réaction. Cela est fait en augmentant l'activité de



Figure 5.2 — Explication de la prédiction du changement d'in yxna =# pour
obtenir la ciblevoytLeq =" .

. Pour ce faire, il y a 3 possibilités qui consistent a diminuerded'inhibi-
tion d'un des trois inhibiteurs , ou , OU Une autre en augmentant
I'e et d'accélération de . Sachant que I'on veut augmenter la production
de , il n'est pas dans notre intérét de diminuer sa concentration, cette solution
n'est donc pas a prendre en compte. Pour cette augmentation de l'activation du
site de liaison , 0N peut soit réduire I'activité de son inhibiteur £, ou
augmenter la concentration de son activateur . Etant donné que , n'a
pas de ux d'entrée, nous n'avons pas la main sur ce changement il peut donc étre
enlevé des solutions.

Avec ces informations on en arrive a vouloir réduire l'activité de-%ou
celle de . Sil'on ne considere que les changements de ux, les prédictions
d'un changement seront :

— une augmentation du ux d'entrée de
— une augmentation du ux d'entrée de

Pour illustrer cette explication intuitive, nous pouvons voir la représentation
graphigue de deux solutions avedilgure 5.1, et lafigure 5.2, correspondant a
une augmentation du ux d'entrée de ou respectivement de



5.2 Abstraction de di érences exacte

L'abstraction de diérences , nous sera utile pour prédire des changements
d'un réseau de réactions avec information cinétique partiellea cible du chan-
gement sera spéci €e par une formdle2 F .., qui sera a interpréter
en . En patrticulier, la cible peut contenir des egalites comme :

_:II
VoutLeu =

pour dire que la vitesse du ux de sortie dleu doit étre augmentée. La cible
permet aussi de restreindre les valeurs abstraites que peuvent prendre les variables

de ux d'entrée en incluant des contraintes de la forme :
N

Vina 2F ;#"0
A2|

On peut aussi exprimer la contrainte sur les knock-outs qui a été présentée aupa-
ravant, elle s'écriradonc : A
Onom 2 ;40
r2K
Les abstractions de dérences pour le réseau de réactions avec information
cinétique partielld® avec ces contraintes cibl@sdoivent donc appartenir a I'en-

semble d'assignements suivant,\6& fv(P) [ fv(T) :
N

De(T)=h SOC%(LsirT(P))\ SOl (Csimp) *  Onom 2 ;+g"T)

r2K

Pour la prédiction de changement, nous ne nous intéresserons qu'a la valeur
desvariables de controlelé nies :

controlgP) = fopom jr 2 Kg[fvinajA 219

Les autres variables dep(T) peuvent étre projetées, elles sont donc quanti-
ées existentiellement. Les valeurs des variables de controR gt contrélées
a l'extérieur du résea®. Par exemple, par un knock-out de géne qui éteint la
réaction représentant I'expression du gene, ou par des changements du milieu.
Ainsi, les projections de ces abstractions deédéences sur les variables de
contrble, dont on veut xer les valeurs avec les contraiftesont décrites ainsi :

ngontmIe(T) =f jconoigpy ] 2 Dp(T)g

Lintérét de cette projection est qu'elle réduit considérablement le nhombre
d'assignements de dérences abstraites, ce qui rend le calcul de la prédiction
réalisable en temps de calcul.



Ainsi, pour tout sous-ensemble ni d'expressionsS E _...idon( ¢ €t
n 2 N nous dé nissons une formule de sosarnldon )] -

N N
#X;S) N =ger : X2S
X0 X x2X0
iXY=n+1

disant qu'il n'y a pas plus da expressions inclues daixsqui sont égales a des
expressions d8. Sil'on souhaite, par exemple, que le nombre maximum de chan-
gements de variable de contréle soit égal a 2, alors pour les variables de contréle

noms des candidats au knock-out.

Les variables candidates pour un knock-out sont colorées en orange clair sur
la représentation graphique du modele. Si lorsque 'omtge une solution une
réaction est sélectionnée pour un knock-out, elle sera colorée en orange foncé.

Exemple 59. Si I'on reprend I'exemple du réseau,P e, les contraintes ad-
ditionnelles nécessaires pour la prédiction Aehangements a appliquer pour
surproduire I'espéce Leu sont :

T = Vincoav2f ;#"9g % in ows fCodYTnrAg 21
N Vinta 2T #M0
Noop2f 549 % knockout candidated; 7; 14; 89 2Kp,, ..,
Noor2f +d
Noow2fos+g
N oog2f ;+g
N #(foy; 07 014; Og; Vin-cody; Vin-TnraQ f+,#,"0) 2 % at most 2 changes
N Vout-Leu =" % overproduction target

Pour faire une prédiction exacte, nous aimerions résoudre le probleme algo-
rithmique Abstraction Exacte dé nie en figure . Ce probleme demande de
calculerDLPM!(T) pour un résea® et une cibleT donnés.

La résolution de ce probléeme exact n'est pas trivial, étant donné que I'en-
semble des solutions réelles d'un systeme linéaire est in nie, et donc il en va de
méme pour I'ensemble de solutimﬁg(Lsmp)).

En e et, il n'est pas possible de générer toutes ces solutions en premier lieu,
puis de les abstraire ensuite. Pour éviter ce probleme algorithmique, il a été pro-
posé de surapproximer l'abstraction exacte.



entrées:
— un réseau de réactions avec cinétique partiellet
— une cibleT 2 F sosarmldon )"
sortie:
chjontrole(T)

Figure 5.3 — Le probleme algorithmiqueb&traction Exacte.

entrees:
— unréseau de réactions avec cinétique partkellet
— une cibleT 2 F rosarmldon( )"
sortie:

\Y
sol ¢(9Vn controlgP): Lsimp)” Csimp)™ 12k Onom 2 f 5 +9”T)

Figure 5.4 — Le probleme algorithmiquepproximation delohn

5.3 Approximation de John

Nous rappelons par la section , queest bien une posarit[don( 6)]-

structure. Une premiére surapproximationhde sol\sz(Lsm(p)) est donc donnée
par le Théoréme 34 de John. Ainsion a:

2
h, soff (Lame)  SOL*(Lsimp))

En se basant sur cette surapproximation, nous considérons le probleme algo-
rithmique Approximation delohn enfigure . Etant donné un rése&uet une
cibleT 2F idon( ¢ Il S@gitde calculer dans la structure nie; I'ensemble

de solutions de la formule :
N

9V n controlgP): Lsimp)  Csimp)®  Onom 2f ;+g " T
r2K

L'ensemble de ces solutions est une surapproximatiodS&°'%(T) qui sera cal-
culé par I'Approximation exacte

5.4 Programmation par contraintes a domaine ni

La programmation par contraintes a domaine ni ( )
permet d'énumérer I'ensemble des solutions d'untormule de la logique du
premier-ordre sur une-structure a domaine ni. Pour voir cela, il faut noter
gue les relations de la-structure peuvent étre spéci ées par des tables. De plus,
comme le domaine de lastructure est ni, des quanti cateurs existentiels peuvent



étre réécrits en disjonctions et les quanti cateurs universels en conjonctions. Nous
utiliserons le langage MiniZinc ( : ) pour écrire les contraintes, et
le solveur Gecode ( , ) pour leur résolution. La syntaxe de Mini-
Zinc est proche du raisonnement mathématiques et rend son utilisation plus facile.

Par consequent, tout&osaritn[dON( ¢)]-formule du premier-ordre peut étre
résolue dans lapgsaritn[dON( 6)]-structure nie ¢ avec l'utilisation d'un solveur
de contrainte a domaine ni.

Les problemes de satisfaction de contraintes, ou de formules de logique de
premier-ordre, sont des problémes durs d'un point de vue de complexité. Le pro-
bleme de satis abilité de contraintes conjonctives booléennes est NP-complet, et
le probleme de satis abilité de formule booléenne de logique de premier ordre
est PSPACE-complet. La complexité devrait étre similaire pour des contraintes ou
formules sur la posaritn[don( g)]-structure .

Méme si elle est dure dans le pire des cas, la programmation par contraintes
nous donne de bons résultats pour les cas qui nous intéressent, mais ce n'est pas
le cas en général. C'est pourquoi il est important de réduire le nombre de valeurs
possibles pour les variables, comme par exemple, par I'ajout de la contrainte du
type #(;S) n, qui pose une limite maximale sur le nombrele variables de
X autorisées a prendre des valeurs danB est également important de réduire
le nombre de variables libres, comme le fait la restriction de variables de contrdle
avec la quanti cation existentielle dans I'approximation de Johfigure

5.5 Reésoudre des contraintes a dérences sur ¢

Pour résoudre des contraintes adtiences, il faut donc d'abord dé nir dans
le langage MiniZinc notre structure; avec le domaine abstradion( ¢) = f
;" # ;%5 +0. Linterprétation de chaque symbole dgysaritn doit étre spéci €e,
on voit que le prédicaabstractSumTablpermet d'identi er chaque élément de
la tablesumTablecomme un élément satisfaisant la relation de somme abstraite.
Le prédicatabstractSunguant a lui permet de mettre en relation les 3 variables
qui lui sont passées en paramétre. Nous ne les verrons pas ici mais nous donnons
aussi la dé nition en terme de contraintes de I'accélération (abstractAccelerator),
I'inhibition (abstractinhibitor), le produit (abstractProduct) et les constantes.

Atitre d'exemple, 'équatiorv; = o7+ devient en MiniZinc la contrainte
relationnelle :

constraint abstractSuimy V7)),
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Figure 5.5 — Dé nition de l'opérateur abstrait de somme egdans le langage
MiniZinc.

5.6 Des solutions de contraintes a la prédiction

Nous allons voir comment sont utilisés les ensembles de solutions des contraintes
adi érence pour faire un raisonnement qualitatif sur les réseaux de réactions avec
information cinétique partielle.

5.6.1 Algorithme

Actuellement pour faire nos prédictions, nous ne nous intéressons qu'aux so-
lutions qui ont un seul changement (non nul). Pour faire de la prédiction de
single knock-out de génes, nous nous intéressons uniguement aux solutions qui
appliguent comme unique changement un knock-out.

L'algorithme de prédiction a la forme :

entrée :

— Un réseau de réactiois

— Un ensemble de contraintes cibles

sortie:

— Un ensemble de prédictions

Avec 'approximation de \J/ohn, nous résolvons le systeme @rdncesol ¢(9Vn
controlgP): Lsimp) ™ Csimp) ™ 12k Or 2 f ;+g”~T) avec un solveur de contraintes
a domaine ni.

A titre d'exemple, pour savoir quels changements sur les ux d'entrée du ré-
seauPy, ey permettent d'engendrer une augmentation du ux de sortie de Leu,



nous devons interpréter les contraintes &dences inférées a partir du réseau sur
6, que nous retrouvons avecfigure et lafigure , et les contraintes
cibles décrites dans I'exemple 59. Nous ajoutons la contrainte:

#(fo1;07;014;08gf+9 O

aT pour indiquer qu'il n'y a pas de knock-out de réaction autorisée. Puisqu'on
ne s'intéresse qu'aux changements de ux d'entrées, les variables de contrdle
conservées apres projection sur les solutions abstraites seront donc ici les variables

Vin-CodY et Vin-TnrA-

Vin-CodY | Vin-TnraA
#

#

Figure 5.6 — Ensemble de solutions abstraites calculé a partir de I'ensemble de
contraintes avec cible inféré du résey e, SUr .

Lafigure nous donne I'ensemble de solutions générées.

Une ligne représente une solution, et pour chaque colonne on a une valeur
qui est associée a la variable concernéeyviiGioqy, €tVi,.tnra. Chaque ligne sera
ensuite interprétée en prédiction. Ici il y a 2 solutions donnant 2 prédictions, a
savoir une diminution de , Ou une diminution de

Une fois l'analyse faite, on peut représenter une solution générée directement
sur le graphe en annexant chaque noeud (espéces et réactions) par la valeur de
qui lui est assignée.

Nous pouvons voire la représentation graphique d'une solution avée la
gure pour laquelle les deux entrées diminuent.

En prenant les solutions minimales, notre algorithme nous dit que pour avoir
une augmentation deeu les deux solutions existantes sont une diminution de
Vin-Tnra OU UNE diminution d®i,.cogy-

5.6.2 Exemple d'application

Si I'on applique une fois de plus I'heuristique approximative de John, pour
2 changements maximum, feyure donne la table de solutions pour les 11
meilleures prédictions. On y retrouve bien les changements expliqués précédem-
ment, seul ou combiné, a savoir le knock-out de la réactiair- et les diminu-
tions des UXVin.cody €t Vin-Tnra.

Sil'on prend les changements minimaux, la prédiction se restreint 4 premiéres
solutions, ou aux 2 premiéres si I'on ne s'intéresse qu'au single knock-out.



01 07 Og 014 Vin-cody Vin-TnrA
+
+
#
#
# #
+ #
+ #
+ "
+ #
+ #
+ "

Figure 5.7 — Table des 11 meilleures solutions de I'heuristique approximative de
John.

5.7 Heuristiques

A n d'améliorer la précision de I'approximation, des heuristiques ont été mise
en place. Elles partagent la méme idée qui est I'ajout de contraintes linéaires au
systéme de départ avant de faire son interprétation abstraite.

5.7.1 Réécriture

Si I'on considere un réseau de réactions avec cinétique parigfieur obte-
nir ces contrainte§, il su t d'appliquer un algorithme de Gauss sur le systeme
linéaireLgim(P), on aG = Gauss$Lgin(P)) . On obtient donc I'algorithme suivant :

entrée

— un réseau de réactions avec cinétique partillet

— unecibleT 2F . o o1-

sortie: v

sol ¢(9V n controlgP): Lsine) * Csimp) * 12k O 2T ;+g T " G)

Cependant, cette heuristique reste faible comme l'algorithme de Gauss n'est
appligué qu'une fois sur un seul ordre du systeme linéaire. Des contraintes ad-
ditionnelles seraient obtenues si I'on appliquait le Gauss sur le systéme avec un
ordre di érent sur les équations. Sur les réseaux simples vus jusqu'a présent cette
heuristique n'améliore pas les résultats. Sil'on regarde a présent le réseau de réac-
tions représentant une partie plus large du métabolisme de la bactérie B. Subtilis,
on voit que le nombre de solutions pour une prédiction de 2 changements maxi-
mum dans le but d'augmenter la leucine passe de 292 solutions dont 16 doubles



knock-outs avec la méthode approximative de John a 249 dont 14 doubles kno-
ckouts. Cette approche permet donc de réduire un peu le nombre de fausses solu-
tions sans rajouter de dérence en terme de temps de calcul.

5.7.2 Conséquences immédiates des modes elémentaires

Basée sur le méme principe d'ajout de contraintes, une autre heuristique a été
mise en place au cours de cette these. Ces contraintes additionnelles reposent sur
I'étude des ux dans la partie métabolique du réseau de réactions, et met en lien
les variables de ux d'entrée et de ux de sortie selon les ux qui les traversent.

Si on dé nit une variables, ou 0 i navecn les nombre de modes élé-
mentaire, pour chaque mode élémentaire du réseau, nous pouvons décrire chaque
réaction du réseau comme la somme des modes qui la composent, et créer de
nouvelles équations mettant en lien les ux d'entrée et de sortie par leur décom-
position. En analysant la décomposition en ux métabolique, on voit que I'on a
I'égalité Vin.ciu = Voutoxociu Car ces variables ont toutes les deux les 5 méme ux
qui les décrivent. On note aussi QieThr = 41 = 7. Ces 3 égalités forment I'en-
semble de contraintes additionnelles, netén obtient ainsi I'algorithme suivant:

entrée

— un réseau de réactions avec cinétique parthllet

— unecibleT 2F o o-

sortie: v

sol ¢(9V n controlgP): Lsinp) * Csimp) * 12k O 2F ;49 T~ F)

Cependant, le nombre de conséquences engendrées méme si elles sont essen-
tielles ne sont pas susantes pour donner de réelles améliorations. Et,esi I'on
regarde les solutions qui sont générées pour la prédiction qui a été faite avec I'heu-
ristique précédente, on obtient 250 solutions dont 16 knockouts. Cela améliore
I'approximation de John, mais n'est toujours pas satisfaisant. Nous verrons par
la suite qu'une contribution majeure de cette thése repose sur |'étude des modes
élémentaires utilisés d'une autre fagon.

5.8 Prédiction pour la surproduction de surfactine

Cette analyse qualitative est mise en application sur un vrai modele biolo-
gique, l'objectif étant de prédire quels changementsotuer sur la bactérie B.
Subtilis pour qu'elle surproduise la surfactine, un peptide non ribosomique, en
grande quantité. Dans un article de ( ), il a été prouvé qu'une
augmentation de la production de leucine, qui est un précurseur de la surfactine,
amenée a une augmentation de la production en surfactine. L'augmentation de
la production de surfactine est donc notre cible. Le réseau de réactions qui a été



modélisé pour I'étude de I'approximation de John représente une partie du méta-
bolisme de la bactérie avec sa régulation. Il s'agit de la chaine des acides aminés
. isoleucine, leucine et valine. Nous retrouvons dans sa représentation graphique
sur la partie en haut a droite le sous-résau e, que nous avons expliqué en
détail juste au dessus.

Nous ajoutons la possibilité de dé nir une contrainte abstraite lorsque qu'une
especes est essentielle pour imposer que sa valeur ne tombe jamais a zéro. Au-
trement dit une formule du type < f+;*; g.

D'apres la table de solutions retournées lors de I'approximation de John, pour
la prédiction de single knock-out du réseau de réactions représentant le cycle car-
bone des acides aminés branchés, nous avons la prédiction qu'une des variables
parmi I'ensemble qui suit doit étre stoppée par un knock-out :

fO1; 03; 04; 07; 010; 011; 012; 013; O14; O15; O16; O37; O38; O40; Os6; 0470

On retrouve un résumé du comparatif avec les heuristiques dans la table ,
il représente le nombre de solutions obtenues pour I'analyse de ce réseau lors
de la prédiction de 1 changement avec l'approximation de John et les 2 autres
heuristiques présentées précédemment. On voit que ces heuristiques permettent
d'améliorer un peu les prédictions.

5.9 Loutil BioComputing's Reaction-networks

Les travaux eectués par I'équipe BioComputing pour la prédiction de chan-
gements de réseaux ( : )\( , )( , )
ont abouti a la mise en place d'un outil : BioComputing's Reaction-networks. Bien
gue cet outil n'ait pas encore d'interface adapté pour une utilisation externe, il est
complet.

Cet outil permet de modéliser des réseaux de réactions avec le langage que
nous avons présenté en section et dituer des prédictions de changements
via la méthode approximative de John.

Il prend en entrée un chier XML décrivant un réseau de réactions, et un autre
contenant les contraintes cibles. A 'aide de la sémantique stable, I'ensemble des
contraintes a diérences est traduit en MiniZinc puis résolu par le solveur GeCode.

De plus par une transformation XSLT, I'outil produit la représentation gra-
phique des réseaux sous le format LaTeX par l'utilisation de la librairie Tikz. Les
syntaxes graphiques et XML, étant équivalentes il est également possible d'in-
férer la syntaxe XML a partir d'une représentation graphique. L'outileodonc
une sortie LATEX compléte contenant le détail concernant le réseau de réactions
. sa représentation graphique, I'ensemble de contrainteséuatices issues de la



sémantique stable et les contraintes cibles additionnelles; et les résultats de la pré-
diction sous forme de table comme nous l'avons vu et quelques prédictions sont
représentées graphiguement également.

Lors de cette thése nous verrons que nous avons étendu cet outil en y ajoutant
et intégrant un module permettant la représentation graphique de ux, ainsi qu'un
module pour chaque nouvel algorithme développé, & savoir, I'algorithme exact et
I'neuristique EFM-conséquences.
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Figure 5.9 — Table de solutions pour la prédiction de single knock-out pour le
réseau de réactidreuavec l'approximation de John.

John| Flux | Réécriture
Knock outs| 16 14 14
Solutions 25 | 23 23

Figure 5.10 — Comparatif des algorithmes pour la prédiction de double knock-out
du réseau de réactions représentant le cycle carbone des acides aminés.
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Chapitre

Abstraction booléenne de systeme
mixte reel

Dans ce chapitre, nous présentons la premiere contribution en montrant
gu'il est possible de calculer exactement I'abstraction booléenne de sys-
teme mixte. Nous verrons qu'il fournit un environnement permettant le
calcul d'abstractions nies de systémes linéaires d'équations, en se pen-
chant plus particulierement sur le calcul de l'abstraction de signes de
systémes linéaires d'équations.

Sommaire

6.1 Introduction

Les systémes d'équations linéaires sont utilisés en interprétation abstraite pour
abstraire la semanthue de programmes avec des opérations arithmétiques (
, ; , ). En biologie des systemes, les systemes
d'équations linéaires sont utilisés pour décrire les ux d'un réseau réactions a



I'état stationnaire ( : ; : ). Les deux
applications soulévent une question tres similaire sur le calcul de I'abstraction
d'un systeme linéaire d'équations.

Pour l'analyse de programme basée sur l'interprétation abstraite ( : )s
on peut se demander par exemple si la valeur d'une vanatiédes un programme
est strictement positive lorsque la valeur d'une autre variabdst. Cette question
concerne l'abstraction de signes d'un ensemble de solutions réelles d'un systeme
d'équations linéaires (qui lui-méme est abstrait de la sémantique du programme).
L'abstraction de signelss: R!' f  1;0; 1gsatisfait :

S 1 sir > 0;
hs(r) = 3 hs(r)= 1 sir<Q;
hs(0)=0  sinon.

En blologle des systémes ( ; , ; ,

, ) on peut vouI0|r savoir si pour un réseau de ux, un
ux X d0|t augmenter (resp. diminuer) si un autre yXe fait. Cette question
concerne l'abstraction des dirences d'une paire de solutions réelles positives
d'un systeme d'équations. Nous montrerons dans le chapitre suivant que le calcul
de cette abstraction peut se ramener a un probleme d'abstraction booléenne d'un
systeme étendu.

Dans les deux cas, le calcul de ces abstractions de systémes d'équations li-
néaires peut se ramener a un probleme d'abstraction booléenne de systemes mixtes,
nous reviendrons sur cela plus tard. En admettant cela, si nous souhaitons calcu-
ler exactement ces abstractions pour des systemes d'équations linéaires, il faut
montrer que l'abstraction booléenne d'un systeme mixtehgsxact. C'est le
fondement de la problématique de ce chapitre.

Dans un premier temps, nous montrons que n'importe quelle équation linéaire
de matrice d'entier&\x=0 peut étre transformée en undormule R.-équivalente
qui est quasi-positive et quasi-triangulaire et amsexacte. Cette transformatlon
est basée sur le calcul des modes elementalres (

, ) qui peut étre falt en
pratique par dlerentes I|bra|r|es venant de la géomeétrie algorithmique (
, ). La conversion peut prendre un temps exponentiel dans le pire des
cas, mais se comporte bien en général.

La correction de la conversion est due au fait que ledgebreR. et B per-
mettent la division unique par un nombre naturel non nul.

Dans un second temps, nous introduisons les systégiesxte, qui géné-
ralisent les systemes linéaires d'équations, avec les équations polynomiales po-
sitives p=0 et les inéquationgp, 0 ou le polyndmep n'a pas de terme constant.
Nous montrons ensuite que les systemmesnixtes peuvent étre convertis en une



formule hg-exacte elle aussi. Pour faire cela, nous étendons les résultats de la pre-
miere étape en introduisant la notion déormuleshg-invariantes, qui englobent
les équations polynomialgs=0 et les inéquationp, 0 pour tout polynéme positif
p sans terme constant.
Nous verrons ensuite la dculté du calcul de I'abstraction de signe d'un
systéme d'équations linéairesavec les méthodes existantes, cela se formalise
hs soR( ). A noter que I'ensemblsoR( ) ne peut pas étre énuméré puisqu'il
est in ni. A la place nous pouvons énumérer I'ensemble d'assignement de signe
VI f 1;0;1gqui est ni. De plus, pw’squehg(x) = 1 est équivalent a
X< 0ethg(x) = 1a0< x, le systetme ., hs(X) = (X) est équivalent a
un systéme d'équations linéaires et d'inéquations strictes. La satis abilité d'un tel
systeme peut étre décidée en temps exponentiel ( : ). Cependant, cette
méthode n'est pas faisable en pratique étant donné que le nombre d'assignements
de signe croit exponentiellement avec le nombre de variables. Donc la question
est de savoir s'il existe un algorithme plus eace pour calculdns soR( ).
Ainsi dans un troisieme temps, nous réécrivons les systenssformules
0 hg-mixtes, en décomposant chaque variable en deux variables représentant son
signe, et en se basant sur les deux premieres étapes. De cette fagon, I'abstrac-
tion de signesis soR( ) peut étre calculée a partir de I'abstraction booléenne
hs soR( 9 = soP( 9.Ilsu tensuite de calculer I'ensemble de solutions boo-
léennessoP( 9 avec la programmation par contraintes a domaine ni.
L'approche de réécriture basée sur les résultats autour des sysigmedes
a été utilisée ( , ) pour faire le calcul de I'abstraction deg-di
rencesh , : R.2 I f* ;# g, et, pour un ra nement avec une-structure nie a
6 éléments, comme nous le verrons dans le chapitre suivant. Cela montre que les
résultats présentés dans ce chapitre fournissent un environnement permettant le
calcul de di érentes abstractions nies de systemes linéaires d'équations.

6.2 Exemple d'analyse de programme

Nous illustrons nos résultats en appliquant I'abstraction de signes pour I'ana-
lyse de programme basée sur l'interprétation abstraite. Nous considérons l'implé-
mentation Pythorfigure de la fonctionntegral : R? ! Rayecf :R! R
Un appeintegral (a; step calcule I'approximation de I'intégraleoaf (X)dxavec
un passtep Linterprétation abstraite appliquée a ce programme avec un domaine
abstrait peut produire la formule du premier ordpgga  Suivante :

(throw_exceptior= 1 () a<0) "™ (do_recursiorF 1 () step a”
aec = a step” step.. = step



def integral(a: float, step: float):
if a< 0: raise ValueError('This should never happen')
if step> a:
return 0
else:
return step = f(a) + integral(a step, step)

R
Figure 6.1 — Function Python approximant I'intégra[)éf (X)dxpour une fonction
donnéd : R! R.

Cette formule utilise les variables suivantdspw_exceptiomui est vraie au deé-
clenchement d'une exceptiodp_recursiongui est vraie quand un appel récursif
est fait; les deux variableg,., step,. représentent les parametres passés récursi-
vement dntegral

Pour savoir si une exception serait levée, nous sommes intéressés par l'abs-
traction de signe pour cette formute  soR( integral ). Selon le Théoreme John
( , ), cette abstraction peut étre sur-approximéeP@rnegra )
qui elle peut étre calculée par la programmation par contraintes a domaine ni.
Cependant, cette approximation ne releve pasagd@eut étre strictement néga-
tive quanddo_recursionest vraie, aussi, cette condition n'est pas atteinte par le
programme. A l'inverse, cela est correctement re été par I'abstraction de son in-
terprétation abstraites SOF( inegra ), QUi peut étre calculée en le convertissant
en un systembg-mixte qui est ensuite résolu avec les méthodes citées ci-dessus.

6.3 Exactitude de I'abstraction

Le Théoréme de John 34 sur la surapproximation montre que lI'ensemble de
solutions sur le domaine abstraitl ( ) est une approximation par abstraction
de I'ensemble concret de solutiohgsof( )) pour n'importe quelle abstraction
h:S! d'une structure concrete vers une abstraite et n'importe quelle formule
du premier ordre . On dit que esth-exact si méme I'égalité tient.

Dé nition 60 (Exactitude) Soith: S'! une -abstraction, une -formule et
V V (). estdite hexacte seloV sih(sof( )) = sol,( ): estdite hexacte
si est h-exacte selovi ( ).

L'objectif suivant est d'étudier la préservation dehl@exactitude par les opé-
rateurs logiques. La principale dculté est le fait que ld-exactitude n'est pas
préservée par conjonction. Néanmoins, comme il sera montré plus tard, elle est
préservée par disjonction et quanti cation existentielle.

Montrons que ld-exactitude est préservée par I'ajout de variables. Pour cela,

il faut supposer que I'abstractidmest surjective, ce qui sera le cas de toutes les
abstractions d'intérét.



Lemme 61(L'extension de variables préserve l'exactitud8pit h: S ! une
-abstraction qui est surjective, 2 F une formule, etV V ( ). Alors la h-
exactitude de implique la h-exactitude de selon V.

Démonstration.Cela suit le fait que les solutions d'une formule peuvent étre éten-
dues arbitrairement aux variables qui n‘apparaissent pas librement dans la for-
mule, comme évoqué dans la Propositionqui suit.

Proposition 62. N'importe quel aectation de variables : V ! satisfait
2h SOE( )SSi V() 2h SO'S( )

Dans un sens, soit2 h sof( ). Alorsil existe 2 sof( )telque =h

PuisqueV il découle que jy () 2 soF( ). De plus y(y=h j()donc
V() 2h SO|S( )

Dans l'autre sens, soityy(y 2 h  sof( ). Alors il existe 2 sof( ) tel
que ¢y = h . Pour n'importe quely 2 V nV( ) soits, 2 domS) tel
queh(s)) = (y). Une telle valeur existe puisqieest surjective. On dé nit ° =

[y=s,jy 2 VnV( )]. PuisqueV il suitque °2 sof( ).Deplus, =h ¢
donc 2h sof( ).

Pour le cas de la disjonction, une propriété de I'union, qui échoue pour l'in-
tersection, est nécessaire.

Lemme 63. Soit V un ensemble de variables,&® R, un sous-ensemble d'ac-
tations du type VI dom(S) eth: S'! une -abstraction. h (Ri[ Ry) =
h Ri[ h R

Démonstration.Ce Lemme vient des équivalences suivantes :

2h (Rl[ Rz) , 9 ZR]_[ RN =h
.9 :( 2R_ 2R)A =h
L9 :( 2RA =h ) ( 2RA =h )
. 2h R_ 2h R
. 2h R[h R

Proposition 64. La disjonction de formules h-exactes est h-exacte.

Démonstration.Soit ; et , des formules non négativésexactes. Soiv =
V(1)[V (). LeLemme 61 montre que, et , sont aussh-exactes selol,
c'est-a-dire, pour 2 f1; 2g:

h sof( i) = sol,()



La h-exactitude de la disjonction; _ , peut a présent étre montrée comme suit :

h sof(1_ 2) = h (sof( 1)[ sof( 2))
= h sof( 1)[ h sof( ,) parleLemme
= sol,( 1) [ sol,( 2) parh-exactitude des; selonV
= sol (1_ 2)

Lemme 65(La projection se propage avec l'abstractioRpur n'importe quelle
-abstraction h: S ! , sous-ensemble R d'actations du type M S, et
variable x2V:h (R = «(h R).

Démonstration.Pour tout : V! dom(S)onobtienth () =h jnixg=
(h )janxg: x(h )

Proposition 66 (La quanti cation préserve |'exactitudePour n'importe quelle
-abstraction surjective h S ! et formule9x: 2 F ,si est h-exacte alors
9x: est h-exact.

Démonstration.Soit  h-exact. Par dé nition esth-exact selorv. Puisqueh
est supposée surjective, le Lemme implique questh-exact selorV [ xg
(indépendamment du fait queapparait librement ou non dang Ainsi :

h( x(soP( )))
((N(soF( ))) by Lemma

«(sol () since is h-exact
sol (9x: )

h(soF(9x: ))

La partie qui suit étudie la-exactitude des systémes fortement triangulaires
de -équations, sous la condition ghesst une abstraction entrealgebres avec
division unique.

Lemme 67 (Propriété singleton)Si S est une-algébre, e2 E ,et :v.! S
un a ectation de variables, alors I'ensembtes * S est un singleton.

Démonstration.Par induction sur la structure des expressioas:
Casdes constantes?2 f0; 1g L'ensemble~cs : S = fcSgest un singleton.
Casdes variablex 2 V. L'ensemble~xs : S = f (x)gest un singleton.
Case; eoue;;e,2E et 2 +; g.

- &% = fs 59525265



L'ensemble est un singleton puisque;* ‘S et ~e¢ S sont des singletons par
hypothése d'induction. Cela engendre le fait queS £ est aussi un singleton
puisques est une -algébre

Une -algebre est une-structure avec la propriété singleton. Saéla fonc-
tion qui associe chaque singleton a I'élément qu'il contient.

Dé nition 68. Une -structure S a la division unique, si elle satisfait la formule
du premier-ordre8x:9=y: ny = x pour tout nombre naturel 8 N n fOg

Il est clair que les -algebresR, et B ont la division unique. Pour chaque
éléments du domaine de la structu@avec la division unique et chaque nombre
natureln 2 N n fOg on dénote pag l'unique élément dé (y) j 2 soF(ny =

2; =3

Lemme 69.Soit 2 F une -formule etS une-algébre avec la division unique.
Pour chague nombre naturel non nul n, chaque variabteVy ( ), et expression
e2 E avec

elg(~es ' S)

sof( "ny=g=f [y= 1j 2sof()g

Démonstration.On xe de fagcon arbitraire : v ! dom(S). PuisqueS est une

-algébre,~es S est un singleton et V( ), elg(~e= * S) est dé ni de fagon
unique. De plusS a la division unique, d'od’”*'%;S est un élément ddom(S)
bien dé ni. Ainsi et puisque/ <V , [y:%] est I'unique solution de I'équa-
tion ny = equi étend .

Cas“ ". Soit 2sof( ),y<V(),et [re'e("e';s)] est une solution day = e,

il suit que [y=2%="2)] est une solution de ~ ny = e.
Cas* " Soit 2 sof( ny = e). Puisque [y=2%=")] est I'unique solution
de 'équationny = e qui étend ®= |, , il suit que (y) = ¥4=2) gou =

Ty=4= 1 avec °2 sof( ).

Proposition 70. Soit 2 F une formule, n, Oun nombre naturel, @ E une
-expression aveg ety<v etla -abstraction h: S'! avec S et

deux -algeébres avec la division unique. Puis sest h-exact, cela implique que
A e = ny est h-exact.



Idées de la preuve.ll peut étre montrer qué(ele(~es ' S)) = elg~e" ’ ) et
h(?) = @ Donc:

h f [y‘e'e(*" )]j 2 soP( )g par le Lemme
f(h )[y:h(e'e(*‘ NH]j 2sof()g élémentaire

f [y=h(2*=2 ))] i 2sol()g h-exactitude de
f =] 2 g0l ()g

f [y="9=—)]j 2sol()g
sol ( ~ e=ny) par le Lemme

h sof( " e=ny)

Démonstration.Soite 2 E une -expression.

Proposition 71. Pour chaque : V! R, avecV V (e): h(elg~e* %)) =
elg(~e 7 ).

Pour chaque : V()! Sle Théoréme 34 sur 'lhomomorphisme entraine
h(~es'S) ~es" ' . PuisqueS et sont toutes deux des-algébres, les en-
sembles-e+ S et~e" ¢ sont tout deux des singletons par le Lemme 67, ainsi
h(eleg(~e» © 5)) = elg(~e*" © )

it FE) = e
Proposition 72. Pour chaque € don(S) etn, 0unnombre naturel : {§) = =2.

PuisqueS est supposée avoir la division uniqus= 2 est bien dé ni comme

l'unique élément delom(S) tel quep +S{Z +S§“ S. A|n5| h([s +S i+ §°) =

h(s) et puisqueh est un homomorphlsme il découle qu(eso) + + h(i)

h(s). Comme est supposée avoir la division unique , cela |mpI|que losd) =
h(s)
.
La Proposition peut a présent étre démontrée avec ces deux Propositions. Soit
h-exacty <V ( ),etV(e) V (). Il faut montrer que ™ ny = e esth-exact

aussi:

h f [y—e'e("e':s)]j 2 sof( )g par le Lemme
f(h )[y=h(e'e(~e' Nj 2 sof( )g élémentaire

f [y=h(e&=2) ))] j 2sol()g h-exactitude de

f [rh(e'e(* »] j 2sol()g par la Proposition

fy=2=""J)1j 2sol ()g par la Proposition
sol ( ~e=ny) par le Lemme

h sof( " e=ny)



Proposition 73. Soith: S'! une -abstraction entre -algébres avec divi-
sion unique. Chaque systeme fortement triangulaire -@guations a coecients
naturels est h-exact.

Idées de la preuvePar induction sur le nombre d'équations et la Proposition

Démonstration.Chaque systeme d'equations fortement triangulaire a la forme
Ane = nyounetn , Osontdes naturels gt esti-frais pourtout1 i n.

La preuve est par induction sar Dans le cas = 0, la conjonction est égal a
true qui esth-exact carh(sols(\fue)) = h([]) = sol (true). Dans le cas > O,

par hypothese d' mductlon or{/aJ 1eJ = n;y; esth-exact. Comma; , 0 avec la
Proposition 70 on & = nyy; * ;€ = njy; esth-exact.

Notons que la Proposition 73 reste vraie pour les systémes triangulaires qui ne
sont pas fortement triangulaires. A voir dans la prochaine section (Théoreme
et Proposition 83) car cela requiert érents arguments.

Théoréme 74(Exactitude) Les systémes polynomiaux quasi-positifs fortement
triangulaires sont B-exacts.

Démonstration.Les -algébresR. et B ont la division unique, la Proposition
peut donc s'appliquer.

Le Théoréme des modes élémentaires 15 montre que n'importe quelle équa-
tion matricielle d'entiersAx = 0 estR.-équivalente a un systéme d'équations
linéaire quasi-positif fortement triangulaire. Le Théoréme 74 est donc appliqué
pour obtenir le corollaire suivant.

Corollaire 75. Chaque équation matricielle d'entiers peut étre convertie en temps
au plus exponentiel en uneformule h-exacteR,-équivalente.

Ce corollaire permet de calculer hg-abstraction d'une équation matricielle
d'entiers en calculant leB-solutions de la formuldR,-équivalentehg-exacte.
Pour calculer les abstractions entre structures sans division unique les résultats
doivent étre consolidés.

6.4 Invariance de |'abstraction

Le probléme principal de ce chapitre est que la conjonction de deux formules
h-exactes peut ne pas étneexacte. La situation change quand en supposant la
notion deh-invariance pour au moins une des deux formules.



Dé nition 76 (Invariance) Soith: S'! une -abstraction etV V un sous-
ensemble de variables. Un sous-ensemble Rettations de variable de type
V! dom(S) est dit h-invariant ssi :

8:; %:V!I domS):( 2R*h =h °3 P922R)
Une -formule est dites h-invariante si sont ensemble de solutiony spl'est.

L'importance de la notion d'invariance pour l'exactitude de la conjonction —
qui est formalisée par la Proposition 83 — vient du Lemme suivant :

Lemme 77.Si soit R ou R est h-invariantalors: h (Ri\ R))=h R\ h R

Démonstration.Une des inclusions est indépendante de l'invariance.

h (RR\VR) = fh | 2R 2Rsg
fh j 2Rg\fh | 2Rxg
= h R]_\ h Rz

Pour l'autre, il faut supposer sans perte de généralitéRjuesth-invariant. Soit

2h R\ h Ry, Alorsilexiste ;2R;et ,2Rytelsque =h ;=h .
Parh-invariance deRr; il résulte que ; 2 R,. Alors ; 2 R\ Ry, et ainsi, 2
h (R\ R)

La suite fournit une caractérisation algébrique de-lavariance. Etant donné
une -abstractionh : S ! , et un ensembl® d'a ectations de variable a
dom( ), il est possible de dé nir la décomposition gaucheRleespectivement
ah comme I'ensemble d'aectations de variabledon(S) suivant :

h R =deff Jh 2Rg

NaturellementR h (h R). Linclusion inverse caractérise lainvariance de
R.

Lemme 78(La caractérisation algébriqud)n sous-ensemble R d'actations de
variable du type M dom(S) est h-invariant pour une -abstraction h: S'!
ssih (h R R.

Démonstration.”) ”. Soit R hrinvariantet 2h (h R). Alors il existe °2 R
tel queh =h O Lah-invariance de&R implique ainsi que 2 R.
“( ".Supposonsqub (h R) R Soit; °:V! donmS)telsqueh =h O
et 2R Il faut montrer que °2 R.

Depuish =h Oet 2Rilsuitque °2h (h R)etdonc °2 Rcomme
requis.



Lemme 79 (L'extension de variables préserve l'invarianc&pit h une abstrac-
tion surjective et R un sous-ensemble de fonctions du t§pe don(S) et V un
sous-ensemble de variables disjoint d® $i R est h-invariant alors extR) est
h-invariant aussi.

Démonstration.Ceci découle directement de la caractérisation deitevariance
du Lemme 78 et les deux Propositions suivantes :

Proposition 80. Si h est surjective alors hexf(R) = ext,(h R).
Cecivientden exf(R)=fh | 2exf(Rg=ext,(th °j °2Rgoula
surjectivité deh est utilisée en derniére étape.

Proposition 81. h ext,(R) = exf(h R’ pour chaque sous-ensemblé d@
fonctions du type ¥1  don( ).

h ext,(R) = f :V[ V!l domS)jh 2ext,(R)g
= f V[ V!l dom(S)jh 2Ry
= ext(f °: V%! domS)jh °2RYy
= ext(h R
Lemme 82.Soith: S'! une -abstraction surjective, une -formule, et

V V (). Lah-invariance de entraine la h-invariance de sg( ).

Démonstration.Ceci vient de la cylindri cation, Lemme 61, et du fait que I'ex-
tension de variables préservehanvariance comme montré dans le Lemme

Proposition 83(L'exactitude est préservée par la conjonction en présence de I'in-
variance) Soit h une -abstraction surjective. Si; et , sont des -formules
h-exactes et; ou ; est h-invariant alors la conjonction; * , est h-exacte.

Démonstration.Soit ; et , des -formulesh-exactes. On suppose sans perte de
généralité que; esth-invariante. Soiv = . PuisqueV ( ) VI'ensemble
sof( ») esth-invariant aussi par le Lemme 82. On peut montrer qué ; est
h-exact comme suit:

h soP( 1" ) = h (sof( 1)\ sof( 2)

h sof( 1)\ h sof( ) parleLemme

sol,( 1)\ sol,( 2) parh-exactitude des; selonV
sol (17 2)



L'objectif suivant est de montrer que les formuleswvariantes sont closes par
conjonction, disjonction, négation et quanti cation existentielle. Les deux pre-
mieres propriétés viennent des deux propriétés algébriques de la décomposition
de I'abstraction qui suivent.

Lemme 84. Pour chaque -abstraction h: S! |, chague sous-ensemble d'af-
fectations du type V dom(S) R; et R, et V un sous-ensemble de variables:
— h (Rl\ Rz):h Rl\ h Rz.
—h R[R)=h R[ h R.

Démonstration.Le cas de l'union vient directement des dé nitions:

h (Ri[ R) f jh 2R[ Rg

f Jh 2R1_h 2Rzg

f ih 2Rg[f jh 2Rg
h R[ h R

Le cas de l'intersection est symétrique:

h (Rl\ Rz) = f Jh ZR]_\ Rzg

f Jh ZRlAh 2Rzg

f jh 2Rg\f jh 2Rg
h R\ h R,

Lemme 85(L'intersection et I'union préservent l'invariancepoit h: S'! une
-abstraction. Alors l'intersection et I'union de deux sous-ensembles h-invariants
R, et R d'a ectations de variable du type MV don(S) est h-invariant.

Démonstration.Ceci découle de la caractérisation algébrique issue du Lemme
de l'invariance, En combinaison avec les propriétés algébriques de la composition
et de la décomposition donnée par les Lemmes 63, 77, et

Lemme 86(La projection se propage avec la décomposition gauche)

h xR = xh R

Démonstration.Pour tout : V! dom( )ona

h x() =h jVnfxg
= (h )janxg
= x(h )



Proposition 87 (L'invariance est préservée par conjonction, disjonction, et quanti-
cation). Sih est une abstraction surjective alors la classe de formules du premier-
ordre h-invariantes est close sous conjonction, disjonction, et quanti cation exis-
tentielle.

Démonstration.Soith : S ! une -abstraction.

Casde la conjonction: Soit; et , h-invariants ety = . Par le Lemme
les ensemblesof( 1) etsof( ) sont tout deuk-invariants, et par le Lemme
leur intersection I'est aussi. Ainsi :

h (h soP( 1" 2)) =h (h (soff( 1)\ sof( 2))
sof5( 1)\ sof( 2) parh-invariance
=soP( 1" ) et Lemme

Par le Lemme 78 dans l'autre sens, cela implique qut , esth-invariant.
Casde la disjonction: Analogue au cas de la conjonction.
Casde la quanti cation existentielle:

h (h soP(@x 1)) =h (h  x(soP( 1))

h ( «(h soP( 1)) parle _emme

«h (h soP( 1)) parlelLemme
«(SOP( 1)) par h-invariance de;
sof(9x: 1) etle Lemme

Par le Lemme 78, celaimplique q9e: ; esth-invariant

Proposition 88. Soit h une -abstraction surjective. La classe deformulas h-
exactes et h-invariantes est close par la conjonction, disjonction et quanti cation
existentielle.

Démonstration.La cléture de la conjonction vient des Propositions 83 et 87, celle
de la disjonction vient des Propositions 64 et 87, et la quanti cation existentielle
vient des Propositions 66 et

Théoréme 8YInvariance) Chaque équation polynomiale positive-fD telle que
p n'a pas de terme constant egf-Bxacte et g-invariante.

Démonstration.Considérons une équation polynomiale positive O telle que

p n'a pas de &_rme constant et uniqguement des coents positifs. Ainsip a la
forme™ |_;n; =\, X = O wherel 0, etnj;ij; myy > 0.



- . : Vi W, :
Proposition 90. Pour les deux algébres 3B; R.g solS(p = 0) = soF(" |- L, Xjx =
0):

Mik

Le polynome a une valeur 0 ssi tout ses monomes sont nuls, g@lxj.k =
O pour tout 1 | |. Puisque les termes constants sont exclus, nous avons
ij, 0.De plus, nous assumons pour tout polynomesngue 0. Alors pour tout
1 j lildoitexisterl k ijtelquexy= 0.

Proposition 91. L'équation x= 0 est ik-exacte et g-invariante.

Ceci découle directement des dé nitions. Avec ces deux Propositions nous
sommes en position pour prouver le Lemme. Puisque la classe de formules
exactes ehg-invariantes est close par conjonction et disjonction d'apres la Pro-
position 88, il suit de la Proposition ql{réizl _:(":1 Xjx = 0 esthg-exact et
hg-invariant. Puisque cette formule est équivalenteRuia I'équation polyno-
miale d'aprés la Proposition 90, lg-invariance couvrg = 0. Lahg-exactitude
elle aussi la couvre en se basant sur I'équivalence pour les deux struRiuees
B:

hg sof(p=0)

he soff(*!_; _L. Xx=0) parlaProposition 90 potR,
soP("_; Ly X = 0) parhg exactitude
soP(p = 0) par la Proposition 90 poB.

6.5 Abstraction booléenne de systémes mixtes

Dans cette section, nous prouvons notre principal résultat qui est de savoir
comment calculer exactementig-abstraction d'un ensemble &g -solutions de
systemes mixtes.

Dé nition 92. Un systéme mixte est une formule d&ngle la forme9z ~ ©
ou est un systéme linéaire d'équation étune formule du premier ordregh
invariante et l3-exacte.

A noter que les systémes d'équations linéaitgs= 0, avecA une matrice
d'entiers ety une séquence de variables une a une distinctes, n'est pas forcé-
ment hg-exact, siA n'est pas positive. Cependant, n'importe quel systéme li-
néaire d'équations de cette forme ést-equivalent a un systéme polynomial
quasi-positif fortement triangulaire, comme montré dans le Théoréme Modes élé-
mentaires 18. Et un systéme polynomial quasi-positive fortement triangulaire est
prouvé étrehg-exact par le Théoréme Exactitude



Théoreme 93(Principal) Chaque systeme mixte peut étre converti en temps
exponentiel en une-formuleR;-équivalente qui estgaexacte.

Démonstration.Considérons un systéme mixtéx: ( ~ 9% ou est un sys-
téme linéaire d'équations e une formule du premier-ordre qui esg-exacte

et hg-invariante. Selon le Théoréme Modes élémentaires 18, le systeme linéaire
d'équations peut étre transformé en temps exponentiel en forr@mie®ot

est un systeme d'équation linéaires quasi-positif et fortement triangulaire. De tels
systémes d'équations polynomiales shgtexacts par le Théoréme 74, dor®
aussi. La Proposition Invariance 83 montre que la conjoncfien °esthg-exacte
aussi, puisque? était supposée étim;-exacte andg-invariante. Finalement, la
hg-exactitude est préservée par la quanti cation existentielle d'aprés la Proposi-
tion 66, donc la formul®x:9z; % Oesthg-exacte aussi.

Corollaire 94. La hg-abstraction d'un ensemble dg.-solutions d'un systéme
mixte , noté iy sof+( ), peut étre calculé en temps au plus exponentiel en la
taille du systeme.

Démonstration.Etant donné un systeme mixte, nous pouvons appliquer le
Théoréme 93 pour calculer en temps au plus exponentiel une foRméguivalente
qui esthg-exacte. Il est ensuite sisant de calculesof( %9 en temps expo-
nentiel en la taille de . Cela peut étre fait de facon naive, qui est d'évaluer la
formule %- qui peut étre de taille exponentielle — sur I'ensemble desttions
de variables booléens possible — qui peuvent étre exponentiel dans leur nombre.
Pour chaque aectation I'évaluation peut étre faite dans lega&eet cela en temps
exponentiel. L'ensemble du temps requit est ainsi un produit de deux exponentiels,
ce qui reste exponentiel

L'algorithme de la preuve du Corollaire 94 peut étre amélioré pour étre suf-
samment e cace en pratique. Pour cela, les deux étapes avec une complexité
exponentielle dans le pire des cas doivent étre rendues polynomiales pour les ins-
tances particulieres. A noter d'abord que le calcul des modes élémentaires (Théo-
reme 18) est connu pour étre faisable par ordlnateur Plusieurs algorlthmes dans
ce but ont été implémentés ( ,

, ) et appliqués avec succes a des problemes de b|olog|e des
systémes ( : ). La seconde étape exponentielle concerne
I'énumération de tout les actations de variables booléens. Cette énumeération
peut étre évitée en utilisant des techniques de programmation par contraintes pour
calculer I'ensemble de solutios®F( 9. Pour ces systémes mixtes pour lesquels
les deux étapes peuvent étre faites en temps polynomial, nous pouvons calculer



I'abstraction booléenne de I'ensemble de solutions en temps polynomial aussi. La
faisabilité en pratique de cette approche a été démontré récemment avec l'applica-
tion pour la prédiction de knock-outs en biologie des systéemes ( , ),
pour laquelle auparavant seule une sur-approximations pouvait étre calculée.

6.6 Calcul de I'abstraction de signe

Dans cette section, nous montrons comment calculer I'abstraction de signe
hs soF( ) de I'ensemble d&R-solutions d'un systéeme d'équations linéaires
Pour cela, est convertie en une formule du premier-ord?eelon le Théoréme
principal 93. Ainsihs soR( ) peut étre calculé paoP( 9 en temps polynomial.
Dans cette optique, nous faisons d'abord le lien entre I'abstraction de signe et
I'abstraction booléenne, et montrons dans un second temps que cette relation peut
étre dé nie en logique du premier ordre de fagon a pouvoir appliquer le Théoréme
principal pour I'abstraction booléenne.

Dans un premier temps, relions l'abstraction de signe a l'abstraction boo-
Iéenne. Pour cela, chague nombre néelst décomposé en deux nombres po-
sitifs, sa partie négative (r) et sa partie positive (r), tel que sir 0 alors

(r)=0et (r)=r,etsinon (r) = ret (r) = 0. Lafonction de décomposi-
tiondec:R! (fOg R:)[ (R+ f Og estdé nie ci-dessous avec2 R:

decf) = ( (r); ()

Cette fonction est une bijection, elle a donc une fonction inversg dg¢0g
R)[ (R. f09! R,quisatisfaitdeé((r;rp)) =r, rypour toute paire(;r,)
dans son domaine.

Lemme 95(Décomposition) hs = dec' h3 dec

Démonstration.Si r est négatif alors deh3(decf))) = dec'(h3(( r;0))) =
dect((hg( r);0))= hg( r) = hg(r). Sinon sir est positif alors de¢(h3 (dec¢))) =
dec'(h3((0;r))) = dec™((0; ha(r)) = hg(r) = hs(r)

Nous allons d'abord montrer que les formules du premier ordre sur les réels
peuvent étre réécrites de telle sorte que leur interprétation sur les réels positifs est
su sante. Commencons avec une dé nition de la positivité des réels en logique du
premier ordre. Pour chaque variabl@ V nous dé nissons la formulpogx) 2
F par: _

POYX) =gt 9ZX =2 Z

Clairement, si 2 soR(pogXx)) alors (x) 2 R.. Cette formule peut étre
utilisée pour relier le®.-solutions auxk-solutions de formules particuliéres.



Dé njtion 96. Une formule 2 F est ditea domaine posititi a la forme
yav( o Pogy) de méme pour toute formulé®pour laquelle9x: “®est une
sous-formule de.

Lemme 97. Toute formule a domaine positif2 F satisfait sof*( ) = soR( ).

Démonstration.Par induction sur la structure des formules. L'étape d'induction
est directement due au fait qpedy) impose la positivé de la valeur ge

Nous montrons ensuite comment faire des formules du premier ordre a do-
maine positif en se basant sur la décomposition de nombres réels en deux nombres
positifs présentée auparavant. Nous xons deux générateurs de variables fraiches

, VIV . Pourchagu 2 V, lintention est que (X) représente la
partie positive dex et (X) sa partie négative. Nous conserverons les invariants
quex = (X (X) et (X (X) = 0. De plus, soit : V!V 2tel que

) =( (¥; (X)pourtoutx2 V.

Proposition 98 (Positivité) Pour chaque formule 2 F nous pouvons calculer
en temps linéaire de€ ) 2 F tel que:
N
dec sof()=f 2 ()j 2sof(dec( )" (X)  (X)=0)g
X2V ()

De plus, si est un systéeme d'équations linéaires, alors ecest un systeme
mixte .

Démonstration.Nous pouvons supposer sans perte de généralité que toutes les
équations de sont applaties, c'est-a-dire, de la forme= x; + %o, X = X1 Xy,
x=0,oux=1.

Nous dé nissons les formules déc); de®( ) 2 F pour toute formule
dansF avec des équations aplaties récursivement comme ceci :

dec(9X ) =get9 (X):9 (X):dec( )™ (X (€9] =0
N pog (X)) poq (X))
dec( " 9 =g4erdec( )" dec( 9
dec(: ) =qer: dec( )
dec(X= X1+ X2) =ger (N + (X)+ (%)
= () () ()
dec(X= Xy X)) =get ()+ (X1) (X)+ (X)) (%)
= (X () ()T (X)) (%)
dec(x=0)=ger (X = (X
dec(X=1)=ger (X = (X+1



La réécriture pour les équations avec multiplication s'appuie sur la loi de distribu-
tivité. Nous utilisons aussi les inverses pour I'addition dans la structure des réels.
Soit
N
ded( ) = dec( )" () (=07 pog (x)" pog (X))

X2V ()

Nous pouvons montrer par induction sur la structure des formules que toutes for-
mules def{( ) sont & domaine positif et satisfont desoR( ) =f 2 ()] 2
soR(ded( ))g La Proposition vient, aveR, au lieu deR, du Lemme 97 et de la
positivité de domaine de d¥c)

Théoréme 99(Calcul de I'abstraction de signefour chaque systéme d'équation
linéaire 2 F , il est possible de calculer en temps au plus exponentiel une
formule °2 F telle que :

hs sof()=fly=( ) ( Miy2V (i 2sof( g

Qémonstration.Soit 2 F unsysteme d'équations linéaires. La formule dex*

wv()y (X (X) = 0 est un systeme mixte par la Proposition de positivé

, hous pouvons donc appliquer le Théoreme principal 93. Ainsi, nous pouvons
calculer en temps au plus exponentiel une fornRileéquivalente ° qui esthg-
exacte.

hs soR( )
=dec’ hi dec soR() par le Lemme
=dect h3 f 2 N2 sof(dec( )™ par la Proposition

v (9 (=0)g o o
=dect h3 f 2 (9] 2sof(9g avec °du Théoréme 93 principal
=fdec!® 2 (9] 2soP(9g parhg-exactitude de °

=fly=C ) ( Miy2V(9j 2soP( g pardé nition de det



Chapitre

Calcul exact des abstractions de
di érences

Ce chapitre montre comment les problemes d'abstraction déreinces
de systeme d'équations lin€aires sur les domaingst ¢ sont traduits
en questions d'abstraction booléenne de systemes enrichis mixtes. Le ma-
tériel présenté au chapitre précédent permet ainsi de montrer qu'il est
possible de calculer ces abstractions exactement. Cela permettra de pré-
senter les algorithmes exactes pouret .

Sommaire

7.1 Introduction

Les heuristiques qui ont été proposées auparavant, et celle présentée dans le
chapitre 8, ne contiennent pas toutes les conséquences avec le systeme abstrait,



c'est-a-dire qu'elles ne calculent pas l'abstraction exacte du systéme linéaire en
géeneral.

Intuitivement, cela se produit car I'approche prend pour acquis que le raison-
nement abstrait est basé sur le systeme linéaire a |'état stationnaire, ce qui nous
ramene a I'équation matriciell&x = 0 oUA est la matrice de stcechiométrie asso-
ciée au réseau métaboliquexetst I'ensemble des ux métaboliques représentant
les variables du systemes. Cependant, il est facile de noter que dés quedles di
rences concretes sont introduites dans le raisonnement, il n'y a plus un, mais bien
2 systemes linéaires a considérer:auantles changements d'environnement, et
un apres Ce qui donne un systeme pour chaque valeur des pairs représentant un
changement concret. Pour faire simple, nous devons considérer une grande équa-
tion matricielle incluant les deux systémesga"= 0 et AxaP"¢s= Q.

Cette idée est le point de départ du développement de la contribution majeure
de ce these présentée dans ce chapitre. Nous présentons donc dans ce chapitre,
une méthode pour le calcul exacte de I'abstraction d'un systéme linéaire, que nous
appelons l'algorithmexact

Dans ces algorithmes, propre g et g, il s'agit de caractériser les abstrac-
tions de di érence de I'ensemble de solutions d'un systeme linéaire d'équations.
On montre comment le caractériser par I'ensemble de solutions de formules du
premier-ordre interprétées sur la structure BieNe sachant pas comment trou-
ver une formulen -exacte et équivalente comme celle fournit par le Théoreme
pour le cas de l'abstraction booléenne, nous utilisons ce Théoréme pour trouver un
caractérisation booléenne nie des abstractions démince. Pour ce faire, nous
allons fortement nous appuyer sur les propriétés de dé nition dans la logique du
premier-ordre des tuples, commencons donc par l'introduire.

Cette méthode donne une bonne mesure pour étudier la qualité de nos heuris-
tiques. Il sera intéressant de voir que I'heuristique présentée par la suite et cette
méthode exacte, repose toutes les deux sur la réécriture d'un systeme linéaire via
l'utilisation de leurs modes élémentaires. La élience clé entre les deux mé-
thodes réside sur le choix du systeme linéaire utilisé initialement pour calculer
ces modes.

7.2 Exact s-abstraction

Nous commencons avec lg-abstraction, nous donnons en premier lieu les
di érentes étapes menant a sa caractérisation par un ensemble de solutions de for-
mules du premier-ordre interprétées sur la structure Bii€uis nous présentons
la logique mixteB [ 3 qui permet de traiter également les contraintes cibles ad-
ditionnelles. Ainsi, nous pourrons présenter le théoreme présentant I'algorithme
capable de résoudre 'abstraction des@tences avec contraintes pduy.



Figure 7.1 — Deux exemples de projection sur la diagonge= projgz(xl) et

Y2 = prOJ'f_f(xZ)-

7.2.1 Systémes linéaires

Nous décomposons d'abord l'abstractibn, en I'abstraction booléennles
et la projection sur la diagonale &t dé nie par le systéme mixte darfs?,
contenant une équation non positive linéaire et une équation a produit nul, qui
est donc non linéaire mais positif comme dé ni ci-dessous. Pour chaque paire de
variablesx;y 2 V on dé nit:

Proja(Xy) Zaer 1)+ 2(y) = 200+ 1N” 1Y) 2y) =0

La fonction de projection sur la diagonabeojgz est illustrée de facon géo-
métrique sur ldigure 7.1. La valeur dey détermine le signe et la distance de la
valeur dex par rapport a la diagonale.

Pour les points sous la diagonale leur distance est prise avec la projection
horizontale, et pour les points au-dessus de la diagonale la distance est prise verti-
calement. Pour chaque solution2 soIRz(projG(x; y)), certains composants de

(y) doivent étre égal a zéro puisque (y) 2( (y)) = 0. Les autres com-
posant doivent étre égalja;( (X))  2( (X)) puisque 1( (X)) 2 (X)) =

1( () 2( (¥)- Ainsi:

proj® = f(r;r%;0;r° r)jr r%g

[_f((r;ro);(r r%0)jr %

Lemme 100.projGR3 est une fonction totale du tyg® ! R2 qui satisfait h, =
h2  proj.

Démonstration.Par dé nition proj,~ est une relation binaire s&2. Cette rela-
tion binaire est une fonction totale qui satisfait I'équation du Lemme comme le
décrit I'équation qui précede le Lemme.



Pour chaque dé nition du premier-ord@: V™! F 2 nous avons dé nidans
la Section une dé nition du premier-ordpeoj.,™(G) : V™ ! F 2 qui décrit
I'application de fonction dé nie paproj; auxm composants de la relation de nie
parG.

Lemme 101.Pour chaque dé nition du premier-ordre GV ™| F 2 et séquence
y2Vv™
projg™  2-s0f*(G(y)) = 2-sof* (proj"(G)(¥)))

Démonstration.Ce Lemme est une conséquence du fait nm;':GR% dé nit une
fonction totale par le Lemme et une propriété générale des dé nitions du
premier-ordre énoncé par la Proposition de la Section 3.5. Pour assouplir la
lecture de cette thése nous trouverons cette section en n de chapitre. Pour I'ap-
plication de la Proposition nous choisisséns- projg : V2IF 2" =1,
k=1,n= 2.

Fixons deux générateurs de variables fraiches, : V! V et dé nissons
(X) et "1(x) comme il a été fait auparavant.

Théoreme 102.Pour chaque formule linéaire(l) 2 F avec variables libre$yg
on peut calculer en temps au plus exponentiel une formule conjonctive positive
avec quanti cateurs existentielq (y)) 2 F et variables libred (y)gtelle que :

h, di (sof(Ly) = *(soP( ( ¥))

Démonstration.Le temps pour calculer( (y)) est dominé par le temps de calcul
des modes élémentaires, qui peut étre fait en temps au plus exponentiel.

h, di (sof (L))

Proposition 31 = h ,  sof*(L(y))
Pair FO Proposition 22 = h ; 2-sof(La(y)) with Lo(y) = hL(y)i?
Decomposition Lemma 10G kg proj®  2-sof (Ly(y)))
FO-De nition Lemma =hg  2-sof(proj;™(L2)(Y))
Proposition hi  (sof("(proj."(L2)(Y))))

Proposition
De nition of proj;"(L2(y))

“(hg  sof*("(projg"(L2)(y))))

g sof("(9z: Lo~ M projg(z:yi)))
ouz=1z:::z,frais

1(soB( ( (¥))) ou ( (y)) estune formule
conjonctive B-exacte eR.-gquivalente au
systéme mixt&(9z: Lo(z2) » I, projs(z; Vi)

Théoreme de systeme mixte




A noter quesoP( ( (y))) peut étre calculé par la programmation par contraintes
a domaine ni. Cela méne a un algorithme exact pour calculerstabstraction
du systeme linéaire d'équatiohgy).

7.2.2 Les Structures Mixtes

Pour ajouter un traitement des contraintes cinétiques swu n 2 f3;6g
on considére l'uniorB [ , comme une structure relationnelle, réunissant les
fonctionnalitésdes deux structu®t . Pour cela, on dé nit la signature mixte
par:

o= f+8; B ng[ B[

Ici on réutilise les fonctions binaires d&et ,, comme les symboles de fonction
binaire de M™*©et les valeurs dB|[ ,comme les constantes dg™.

Dé nition 103. Pour chaque n2 f3;6gla structure mixteB [ , est la Mxe
structure avec le domaine mixg&[ , dans lequel tous les symboles d&x*
sont eux-mémes, mais maintenant avec le respect du domaine mixte.

7.2.3 Avec contraintes de diérences

Chagque paire de booléens dd¥31(1; 1) est une abstraction de dirences de
3, et vice versa. Pour résoudre le probléme générakem a besoin d'encapsu-
ler les relations dans la logique du permier-ordre mixteBsir 3. Pour cela, on
considére la fonction partiellgair , (B[ 3)*> (B[ 3) telle que pour tout
Vi;Vo 2B 3

- - (viivp) sivi Bwa=0telque(i;vo) 2 5
pair ,(ViiVa) = indé ni - sinon
Le domaine de cette fonction partielle dst(pair ,) = B?nf(1;1)g= 3. Chaque
paire du domaine est associée a elle-méme. On peut dé nir la relation ternaire
pair , dans la logique du premier-ordre de la structure mi{te 3 par la fonction
Pair ,: V2 VIF .. telle que pour toutes variablgg y,;y 2 V:

3

Pair ,(y1y2Y) =daer (Y1=0"y2=0"y=)
_ h=0"y,=1"y=.)
(Y1=1"y,=0"y= )

Selon la dé nition 37, la dé nition du premier-ordrBair , dé nie en e et la
relation pair , dans la structure mixte, qui epair , = Paing ¢, Dans le but
de gérer les deux entrées pair ,, On considere deux nouveaux générateurs de



variables 1; , : V!V . Rappelons que pour chaque sous-ensenbleV
structureS, et a ectation de variables : 1(V)[ 2(V) ! domS) on dé nit

)V domsS) tel que: (O )(Y) = ( (1) ( 2(y)) pour touty 2 V.
Ensuite on dé nit pour chaque dé nition du premier-ordde V2" I F _ _une

dé nition du premier-ordrePair™ (G) : V"I F -, telle quePairms(G)(yi décrit
3

une application d@air , a tous les composants des solutiongzgg) pour toute

séquence de variablgs= y;::Ym:

Am
Pairms(G)(y) =9 (y):G( ()~ Pair ,( 1(yi); 2(i):¥1)

i=1

Lemme 104.Soitm2 N, G : V2" I F _ _une dé nition du premier-ordrey
une séquence de variables €¢) = 1(y) ze(y).

(soP(G( MN\f :fyg! sg=sofl :(Pair™,(G)(y))

Déemonstration.La fonctionpair , associe toutes les paires de booléens ga
elles-mémes, alors qu'elle reste indé nie pour tout les éléments ge B)?n 3.
Ainsi :

HsoP(G( (\F :fyg! sg=pair ;. (sofl *(G( (¥)))

La composition avec les fonctions partiellggr , sur la droite est dé nie dans la
Section 2.1. Comme ennonce ici, la compositar , est dé nie seulement
pour les fonctions totalestelles quean( ) dom(pair ,) = 3. Donc une fonc-
tion totalepair ,  peut appartenir a la partie droite de la composition seulement
si  satisfait cette condition.

La Proposition 41 sur les dé nitions du premier-ordre affes Pair , : V 2
VIF .. Mmontre que:

3

Pair®. > “(sofl *(G( (y)))) = sofl *(Pair",(G)(y))

Ici, les parameétres sont= 2,k = 1 etn = 1. En combinaison avegair , =
Paing %, ces deux équations cela entraine ce Lemme.

Puisque nous allons travailler sur la structBfe 3, nous avons besoin d'intro-
duire pour chaque formule2 F les formules B et 2 quiimposent I'utilisation
de Bet+B, et respectivement 3 et+ 2 lors de l'interprétation de. Il suit que
soPl 3( B) = soP( ).



Théoreme 105((Résoudre I'Abstraction des Dérences avec Contraintes pour
h ,)). Pour chaque formule linéaire(l) 2 F avec I'ensemble de variables libres
fyg et chaque contrainte @) 2 F [ ,avec I'ensemble de variables libregy et
VvV fyg[fyg= V° on peut calculer en temps au plus exponentiel une formule
sur la signature mixte M2 F .. telle que :

3

soPl s(M)=f vj 2h, sofa(L(y)\ sol3(CH?)g

Démonstration.Sans perte de généralités on peut assumey gug®. Si ce n'est
pas le cas, cela peut étre obtenu naivement en ajoutant poard(ftune équa-
tion redondante(z) = (2) en conjonction avet(y) et C(y%. Une fois que cela
est fait on av® = fyg= fy%y
Par le Théoreme on peut calculer en temps au plus exponentiel une for-
mule ( (y)) 2 F telle que:

h, di (sof(L)= "(sof( ( (¥)))

La formuleM 2 F . peut ensuite étre dé nie comme suit :
3

M =qer OVONV: Pair™ ( ( ())?) A C(Y)

A noter queM peut étre calculé en temps linéaire a partir de(y)) et C(yO).
On a besoin de montrer que la formesatisfait I'équation du Théoréme. Tout
d'abord notons que :

soP( (y)) = soft 2( (y)°)
Le Lemme sur la dé nition du premier-ordre pair , montre que :
*(soPl 2 (PN\F :fyg!  sg= soPl (Pairm( (y)®)
Ainsi :
*(soPt 2( (y))\ soft *(C(y) *)g= sof! *(Pair™,( (y)®)\ sof! *(C(y) *)g
Avec les équations on peut a présent conclure que :

fyvi 2 *(soP( ())\ sol3(C(y))g

f i 2 *(soPl 2( (y)®)\ sofl 3(C(y) *)g

f i 2soPl s(Pair"( (y)®)\ soPl 3(C(y) ®)g
f o) 92 soPl 5(9vonV: Pair™ ( (y)®)” C(y) *)g
sofl 3(M)

=



L'ensemblesoPl 3(M) peut étre calculé par la programmation par contraintes
adomaine ni, puisqud[ 3estune strucuture nie. C'est pourquoile Théoreme
retourne un algorithme pour résoudre le probleme générale de I'abstraction
des di érences avec contraintes pour le cas

7.3 EXxact g-abstraction

Le cas de ¢ suit la méme approche que pouw, mais il est bien plus évolué
dans l'usage des dé nitions du premier-ordre. Il utilise d'ailleurs la caractérisation
booléenne de ;3 dans sa propre caractérisation, il est donc intéressant de traiter le
cas de sz avant celui-ci. Aprés analyse de chacune des étapes de transformation du
systéme, nous pourrons voir le théoreme qui nous donne l'algorithme exact
permettant de résoudre l'abstraction desadences avec contraintes pduy.

7.3.1 Systemes linéaires

Considérons l'abstraction ; comme un élément de laalgébre de fonction
totale dutypdR2 | R2,00 posarith = Flaaritn[ Fiasarin[ Cposaritn. PoUr chacune
des deux fonctiond; f°: R2 | R2, 'addition est dé nie parf +&' R {9(p) =
f(p) +RE f9p) pour chaquep 2 R?, et de fagon similaire pour la multiplication,
elle est dé nie parf ®' R f9(p) = f(p) * fYp). Le Lemme suivant montre que

h , estla somme di , eth3 dans la -algébre.

Lemme 106.h , = h3+h ,ou+ = +RY R

Démonstration.Soit p = (r;r% 2 R2. Nous distinguons les cas pour toutes les
valeurs possibles de (p) 2 &.
Cash ,(p) =". Alors 0<r < rtel queh3(p) = (1;1) eth ,(p) = - (0;1).
Dot (g + h )(p) = (1:2) ="= h (p). R
Cash ,(p) =*. Alors 0=r < r°tel quehi(p) = (0; 1) eth ,(p) = = (0;1).
D'ou (W3 + h ,)(p) = (0;2) =*=h ,(p).

Cash ,(p) =#. Alors 0< r°<r tel queh3(p) = (1;1) eth ,(p) = \ = (1, 0).
D'ou (hg +h ,)(p) = (2,1) =#=h (p). .

Cash ,(p) =+. Alors 0=r°<r tel queh3(p) = (1;0) eth ,(p) = = (1;0).
D'ou (hZ +h ,)(p) = (2,0) =+=h ,(p).

Cash ,(p) = . Alors 0< r = r°tel queh3(p) = (1;1) eth ,(p) = = (0;0).
Dot (g +h ,)(p) = (1;1)= =h ,(p).

Cash ,(p) = . Alors 0=r = r°tel queh3(p) = (0;0) eth ,(p) = = (0;0).

D'outr (h3 + h ,)(p) = (0;0)= =h ,(p).



Soitid-proj¥ : RZ | (R%)? tel que pour chaque 2 R? id-proj R (p) =
(p; projGRz(p)). De plus, nous dé nissons pour chaque fonctignsA! B C
etf :B C! Dlapseudocompositioh g:A! D telle que pourtoua?2 A
((f 9)@) = f( 1(9(a); 2(9(a))). La -abstractiorh3 : RZ2 | B? nous permet
de dé nir (h3)?: (R2)*! (B?)?

Lemme 107(Décomposition) h , = +&  (h2)2  id-proj .

Démonstration.Pour chaque 2 R?, nous avons:

hop = h(p)+7 h3(projs™ (p))
= +”(h2(p); 2 (projs™ (p)))
= +R((M2)A(p; proj® (p)))
= +R((M2)X(id(p); proig™ (p)))
=+ () id-projg™ (p)

On peut dé nir la relation ternair'ml-projGR3 :R2! R? R?dans lalogique
des paires du premier-ordre parproj; : V. V 2! F 2 telle que pour tout
X;¥1;¥22V

id-projg(X; Yi; ¥2) =det X = y1i %~ projg(X; y2)

Nous dé nissons ensuite les applications de fonction dé nieiggroj, en lo-

gique du premier-ordre. Pour pouvoir gérer les deux arguments de sortie, nous
utilisons deux générateurs de variables fraiches, : V!V . Pour chaque dé-
nition du premier-ordreG : V™I F 2 on dé nit une dé nition du premier-ordre
id-proj; M(G) : V2™ I F 2, telle que pour chaque séquence de variapl2s/ ™
etavec (y) = 1(y) 2(y):

Am

id-projg "(G)( ())) =cer Oy: GY) "~ id-proje(v; 1(4); 2(%))

i=1

Lemme 108.

Clvst o) o )

id-projc  2-sof*(G(y)) = 2 2-sof(id-proj; ™(G)( (¥))))



Démonstration.Ce Lemme est une conséquence de la propriété de dé nition en
logique des tuples du premier-ordre que nous pouvons voir dans la Proposition
de la Section 3.5. Ici nous choisissons comme parametres la dé nition du premier-
ordreF =id-proj; :V V2IF ?et'=1,k=2,n=2.

Théoréme 109.Pour chaque formule linéaire(l) avec ses variables libres dis-
tinctes dangy, nous pouvons calculer en temps au plus exponentiel une formule
conjonctive positive avec quanti eurs existentie(s( (y))) 2 F . Celle-ci, avec

ses variables libres dang (y)), esttelle que h di (soF+(L(y))) peut étre cal-
culer en temps polynomial a partir de 861( ( (y)))). De plus :

h di (sof (L)) 2 )
~pairsum . DACPCCAOM +¥ 2 (200) iy 2 fyd
©j 2soP( (( M
Démonstration.Le fait queh , di (sof+(L(y))) peut étre calculé en temps po-
lynomial & partir desoP( 9 vient de I'égalité énoncé dans le Théoréme, donc
cette égalité est ce qu'il faut prouver ici. Sait: V™ ! F  la dé nition du
premier-ordre qui une fois appliquég/getourne la formule linéairk(y).

h di (sof(L(y)))

Proposition 31| = ;1 . sofE(L(y))

Proposition 22/ = h . 2-sof+(Lx(y)) with Ly(y) = hL(y)i?
Dec. Lemma 107=+R  (h2)? | -projGR3 2-sof+(La(y)) )
FO Lemma 10§ = +®  (h2)? [y=( (1(y)): (2]

( j  22-sof(id-projg (L2)( (y)%)
_ ot YA GO 00
- j 2h3 2-sof(id-proj; M(L2)(

:( [y= () +% ()]
j 2h2 2-sof(id-projg "(Lo)( (¥)))

On peut calculer I'abstractidng de I'ensemble de solutions ci-dessus de fagon
similaire au cas des.

) )

hZ  2-sof(id-projg M(L2)( ()
Proposition 26| = ha  “(sof("(id-proj; ™(L2)( (¥)))))
Proposition hg  sof("(id-proj; M(L2)( (V)))))

Def. of id-pro, ™(Lz) '1\(}13 sof+(7(9y: La(y)

A Lpid-projg(yi a(y)s 2(%))))

(soP( A ( )

Théoréme



ou Y ( (y))) estune formule conjonctive équivalente au systégimixte

Nm
“Qy: L) id-projg(yis 1(yi); 2(%1))
i=1

Finalement on obtient :

h di (sof (L))
fy=C 2 Cae) + 2000 iy2fydi 2s0P( ( ( ¥))g

7.3.2 Avec contraintes de diérences

Considérons maintenant la fonction partigilér-sum . (B[ ¢)* (B[ o)
qui associe deux paires de booléens a l'abstraction déreinces en g sous le
sens que pour tolty; b, 2 B2 :

( > 2
. bl +R bz Si bl,b22 B2 etbl +R b22 6
ir-sum (by;by)) = 5, . :
pair-sum (b1302) = 3 he i sinon
En utilisant cette fonction partielle et le Théoréme on peut réécrire
h . di (sof(L(y))) pour chaque systéeme d'équation linédi(@) comme suit,
avec; ; quisontchoisis comme décrit dans le Théoreme :

fly=pair-sum ( 2( (1)) ( (20 iy2fydj 2soP( ( ( ()9

On dé nit ensuite les relations des pairggr-sum  dans la logique des paires du
premier-ordre et mixt8 [ ¢ par la fonctionPair-Sum, : V4 V2 F . telle
6

que pour toutes variablgs; yo; Vs Va;y 2 V ¢

Pair-Sum (y1; Y2; Ya; Ya;y) Zaer (Y1 = 0"y, = 0" y3= 07y, = 0"y =)
=AMy, = 1Ny = 0Ny, = OAV‘)

=1y =0 yz3 = 0Ny, = —_*)
(1= 1My = 1Ny = 0Ny = y ="
(1= 0 My = 1ryg =10y, = =+)

I R RNV ARV OAy =#)

Selon la Dé nition 37, la dé nition du premier-ordrBair-Sum, dé nit bien la
fonction partiellepair-sum _ dans la structure mixte, qui est

pair-sum _ = Pair-Sunf! ¢
6



On continue avec quatre générateurs de variables fraigheg, 1; > : V !
V. Pour chaque dé nition du premier-ord@ : V4™ I F . on dé nit une
dé nition du premier-ordrePair-Sunt (G) : V™ I F i Pour toute séquence
de variablesy = y;:::ym, la formule Pair-SunTs(G)(y) décrit I'application de
la fonction partielle, dé nit parPair-Sum,, sur les paires de paires dé nies par
G( ( (y))), c'est-a-dire :
Am
Pair-Sunt, (G)(y) =9 ( (v)):G( ( (W)~ Pair-Sum,( ( 1()); ( 2(%));¥)
i=1
Lemme 110.
soIB[( s(Pair-Sunt. (G)(y)) )
_ - [y=pair-sum ( 2( ( 1)) 2( ( 20))iy2fyd
- i 2soPl o(G( ( ()

Démonstration.On utilise le fait quepair-sum, = Pair-Sun‘n”E3 ¢ et la propriété
générale de la dé nition du premier-ordre de la Proposition 41 &vedPair-Sum,,
"= 4,k=1etn= 1. Les quatre générateurs de variables fraiches que nous utili-
seronssont; ;ji;j2fl;299

soPl 6(Pair-Sur‘r‘?%3 (G)(Y)) )

:fyg! B[ 6j9 2soPl o(G( ( ()

=PaIrSUM.  gyotyg ()= 2 (1)) X ( o))

Proposition 111.Pour chaque formule( ( (y))) 2 F etcontrainteQy) 2F |
avec les mémes variables libregy et chaque sous-ensemble f ygon peut
calculer en temps linéaire une formule 2/F .. avec f{M) =V telle que :

6

so{B[ s(M) = )
Vi [y=pair-sum ( 2( ( 1(y))); *( ( 2)))) i y 2 fyd;
T M3 250P( ()

f i 2sole(C(y)g

Démonstration.On peut choisiM = 9fyg nV: Pair-Sun’i"G(L(y)) N C(y) e.

Vi oz [y=pair-sum ( 2( ( 1())); 2( ( 2(y))) i y2fyd;

M3 250P( ()

f i 2 sole(C(y)g
soPl s(Pair-Sunf ( (y)g\f v j 2soPl ¢(C(y) ) By Lemma
soPl s(M)

—



Théoreme 112((Résoudre I'Abstraction de Dérences avec Contraintes pour
h ,)). Pour chaque formule linéaire(l) 2 F avec I'ensemble de variables libres
fyg et chaque contrainte @) 2 F, ,avec I'ensemble de variables libregg et
V fyg[fy%g= VPon peut calculer en temps au plus exponentiel une formule sur
la signature mixte M2 F .. telle que :
6

sofl s(M)=f j 2h, sofi(L)\ solg(C(I)g

Démonstration.Comme pour l'abstraction de dérences avec contraintes eg

sans perte de généralité on peut assumelyceg?®. Une fois cela fait on &° =

fyg= fy% Par le Théoréme , 0N peut calculer en temps au plus exponentiel
une formule ( ( (y))) 2 F telle que:

h di (sof(L(y))
= [y:( 2002+ 2( (200 iy2fydi 2s0P( (( (N9

Avec la dé nition depair-sum _ on obtient :

. g (sof (L)) )
iz = [y=zpair-sum ( 2( ( 1(y))); 2( ( 2(y)))) | y 2 fyd;
VI 2 s0P( (( (y))))g

Finalement, a partir de la Proposition , On peut calculer en temps linéaire
une formuleM 2 F . telle que :
6

( i = Dypairsum (20 (1) 2(( ) i y2id;”’
sofl s(M) = VI 2s0P( ()9
\f v 2sol¢(C(y)g

L'ensemblesoPl (M) peut étre calculé par la programmation par contraintes
a domaine ni, puisqudB|[ ¢ estune structure nie. En combinant le Théoreme
et la Proposition on obtient un algorithme pour résoudre le probléme
général pour la cas de;.
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Chapitre

Heuristigue et comparaison

Dans ce chapitre, nous voyons une heuristique pour le calcul de I'in-
terprétation abstraite de réseau de réactions qui repose une fois de plus
sur l'ajout d'équations a notre systéme linéaire avant son abstraction.
Son implémentation permet une comparaison avec l'algorithme exact, et
nous verrons qu'elle n'est pas exacte, mais qu'elle reste tout de méme
une bonne heuristique si I'on compare son temps de calcul avec celui de
I'algorithme exact.

Sommaire

8.1 Heuristique des conséguences a support mini-
mal

Je propose une nouvelle heuristique pour approximer le probléme d'abstrac-
tion de di érence avec contraintes. Nous verrons plus tard que cette heuristique
est exacte si I'on regarde les applications, et requiert peu de temps de calcul en
comparaison avec l'algorithme exact.

Soith: R? | une -abstraction dans unestructure nie . Voyons l'idée
générale des heuristiques existantes (voir ( )) pour approximer
le probleme d'abstraction des dirences avec contraintes . Soit un systeme

linéaire d'équationd. 2 F , une contraint&C 2 F .y et un sous-ensemble



de variables/ V°=V (L)[V (C). Premiérement, il faut calculer un systéeme
linéaire d'équationd ® 2 F qui est une conséquence logiqueldsur R, avec
V (L9 VO Ensuite vient le calcul de I'ensemble de solutions abstraites :

sol (9V: (L~ L°~ Q)

Ceci est fait par l'intermédiaire de la programmation par contrainte a domaine
ni. Avec le Théoréme de John dans le corollaire 35, cet ensemble est une surap-
proximation de la cible du problenfey, j 2 solffg(L) \ sol,(C)g

Le choix de quelleR,-conséquencd® de L a ajouter aL est compliqué.
En général L est une conjonction nie d'équations linéaires qui sont &as
conségquences de Celles-ci sont toutes des combinaisons linéaires des équations
de L. Cependant, il existe une in nité de combinaisons linéaires, et pour obtenir
Ll faut choisir un sous-ensemble ni. _

Une équatiorE 2 F est ditelinéaire si E est de la formanx; + :::ngx =
myy; + :::my;, avec des variables ety; distinctesk;| 0 des nombres naturels
etn;m; > 0 des nombres naturels non nuls.est ditnon trivial si n'y a pas
k = 0 etl = 0. Le support de&E est I'ensemble de ses variables libh$E). E
estnormalisés'il n'existe pas de nombres naturgdsn; : : :n% m2; : : :f tels que
n=p “nPetm =p "mdpourtout;j.

Dé nition 113 ((R.-conséquences linéaire a support minimal)ne équation
linéaire E 2 F est uneR,-conséquence linéaire a support minimal du systeme
d'équations linéaires 12 F si elle satisfait les trois conditions suivantes :
— E est undR,-conséquence non triviale de L,
— il n'existe pas d'autreR,-conséquence non triviale de L avec un support
plus petit que E, et
— E est normalisé.

Naturellement, deuR.-conséquences dérentes dd. ne peuvent pas avoir
le méme support. De ce fait, I'ensemble Be-conséquences de est ni et a
une cardinalité maximale dé"#)i. Etant donné un systéme d'équations linéaires
L 2 F , la conjonction de toutes ld&.-conséquences linéaires a support minimal
s'écrit :
Lmsc2 F

Nous pouvons maintenant voir comment calculgg. a partir deL. Tout
d'abord, nous transformons en temps linédiren une matrice d'entieré telle
quel est équivalente &x = 0, ouV (L) = fxg LesR.-conséquences desont
donc des combinaisons linéaires des ligned.déomme nous souhaitons combi-
ner les lignes dd, et non ses colonnes, nous allons utiliser la matrice transposée
AT. Fixons une séquence de variables fraicdent le nombre est égal au nombre



de lignes. Les combinaisons linéaires des lignes le rowspacg peuvent étre
vues comme l'ensemble de solutions entiéres suivant :

sofF(9y:ATy = 2)

Puisque lgowspaceest le complément orthogonal dullspacede A, sof(Ax =
0), tout vecteur correspond a ulRg-conséquence de doit étre orthogonal a
chaque vecteur daullspace et donc a n'importe quelle base de celui-ci.

Soit A’ une base dunullspacede A, qui peut étre calculer par le biais de
I'algorithme de Gaul3. Leowspaceest ensuite donné par :

sof(A’z = 0)

Puisque nous sommes uniquement intéressé par le sous-ensemble de solutions
de ce systeme qui sont non nulles, normalisées et avec un support minimal, il
s'agit dans ce cas particulier de calculer les modes élémentaires du complément
orthogonal dunullspacede A. |l faut prendre garde a calculer aussi les solutions
non positives pour ce cas.

L'outil habituel de calcul des modes élémentaires peut donc étre utilis® sur
pour calculer ces modes élémentaires “réversibles” ( ). De
maniere équivalente, ce probleme peut se ramener au calcul des direction extrémes
d'un cbne et étre résolu avec n'importe quelle librairie concernant les polytopes
telles que ( ); ( ).

8.2 Reésultats experimentaux

Comparons expérimentalement les trois algorithmes pour surapproximer I'ob-
jectiff vj 2h soRE(L(y))\ sol 3(C(y%))gétant donné un systeme linéaire
d'équationsL(y), des contraintes cinétiqu&{y"), et un ensemble de variables
observabled/. Le premier algorithme applique directement l'interprétation abs-
traite pure &_(y) pour calculersol 8(9V:(L(y) * C(yY)) par la programmation par
contraintes sur un domaine ni odl = fv(L(y)) nV, comme I'énonce le Théoréme

il surapproxime l'objectif. Le second algorithme enrichit le systéme linéaire
L(y) avec ses conséquences linéaires a support minimal, voir la Section 8.1, avant
d'appliquer l'interprétation abstraite.

Le troisieme algorithme est 'algorithme exact qui découle du Théoréme

Les résultats expérimentaux sont synthétisés dafiguee 5.1. La premiére
instance véri e nos attentes sur le réseau métabolique simple contenant un cycle,
voir lafigure , Sans contrainte cinétiqgue\et fX; Ygreprésente les variables
observables. L'algorithme exact montre qu'il y a 6 solutions abstraites, une pour



Réseau Type Abstr. pure| Support min. | Exact
Interpr. | Conséquences

Cycle simple figure ) | solutions 19 6 6
suproduction de Leucine knockouts 16 14 14
solutions 292 228 228
Contre-exemple solutions 10000 4454 4374

Figure 8.1 — Prédictions pour I'analyse de réseaux de ce papier, obtenu respective-
ment par l'interprétation abstraite pure, I'heuristique basée sur les conséquences
a support minimale et I'algorithme exact.

chaque valeur deg. L'heuristique avec les conséquences linéaires a support mini-
mal trouve exactement les mémes 6 solutions abstraites. Et en appliquant l'inter-
prétation abstraite pure on trouve 19 solutions abstraites (sur les 36 assignements
possibles), c'est donc une grande surapproximation.

La seconde instance a I'échelle traite de la surproduction de la Leucine avec
le réseau de la Figuifeggure . L'heuristique et I'algorithme exact produisent
le méme résultat avec 226 solutions abstraites, alors que pour l'interprétation abs-
traite pure 292 solutions abstraites ont été trouvées. Ainsi, les deux nouveaux
algorithmes enlévent les 2 mémiesok-outsinvalides qui étaient retournés par

I'algorithme de base de l'interprétation abstraite pure.
Cependant, I'heuristique avec les consé-

guences a support minimal n'est pas tou-
jours exacte : Nous avons trouvé un contre
exemple, donné sur la droite, qui surap-
proxime légerement I'ensemble de solutions
exactes.

D'un autre coté, l'algorithme (heuristique)
avec lesEFM-consequencesst bien plus ra-
pide que l'algorithme exact —pour référence
sur la surapproximation de la Leucine, on
met 5 minutes au lieu de 5 heures — tout en
restant équivalent dans la plupart des cas.



Chapitre

Conclusion et perspectives

L'objectif principal de cette thése était de pouvoir proposer un algorithme qui
calcule de facon exacteabstraction de systémes linéaians le but d'améliorer
I'approche qualitativegpour la prédiction d&knock-outs de génesui entrainent
une surproduction d'un métabolite cible pour un organisme donné.

Conclusion

Pour ce faire, nous avons introduit la notion dabstraction en utilisant des
homomorphismes entre-structures relationnelles. Cela a permis de considérer
des abstractions de dérences comme des homomorphismes destructureR?
vers des -structures nies.

Puis, nous avons développé deshniquede logique du premier-ordre, qui
permettent de décomposer des abstractions dé&relnces dans l'abstraction boo-
léenne et des applications de fonctions dé nies en logique du premier-ordre.

Une premiére avancée essentielle a été de montrer formellement qu'il était
possible de réécrire daystemes mixteomme des formulesxactegour I'abs-
traction booléenne. Cette réécriture est basée sur une application non triviale des
modes élémentaires.

Une autre contribution importante est le développement de I'heuristique a sup-
port minimal, qui consiste en une application des modes élémentaiedie de
la premiére, et la comparaison de la précision de I'heuristique a support minimal
avec l'algorithme exacte.

Ces deux algorithmes montrent la méme précision pour les applications exis-
tantes. Par contre, cette heuristique est plusaee en temps de calcul, elle ne
prend que quelques minutes la ou l'algorithme exact mettra quelques heures.

Pour montrer cela, nous avons implanté l'algorithme exact et I'heuristique a
support minimal, et nous les avons intégrés a I'outil Reactions-network de I'équipe
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Perspectives

Premierement, il serait intéressant de reer les abstractions de dirence
vers un traitement plus quantitatif. Dans ce cas, il faudrait des systémes de ré-
actions chimiques avec des informations cinétiques plus quantitatives également.
Il serait possible, par exemple, de préciser les types de cinétique. Concernant le
ra nement des abstractions, on peut penser a des méthodes par intervalles.

Deuxiemement, étre en mesure de prédire des knock-outs multiples aurait un
grand impact, comme de telles prédictions ne peuvent pas &Eeesn vivo
compte tenu de la combinatoire du probleme. Cependant, I'obtention de telle capa-
cité demanderait une augmentation de la précision des algorithmes de prédiction
existants conséquente.

Troisiemement, méme si l'algorithme exact calcule les abstractions @e di
rences sans perte, il est possible d'imaginer I'ajout de contraintes supplémentaires
pour améliorer les prédictions de l'algorithme. Ou alors, on peut chercher a trou-
ver des cibles plus pertinentes, comme par exemple, comment supprimer tous les
feedbacks négatif$ans la régulation du métabolite a surproduire.

Et nalement, les algorithmes mis en place devraient étre testés sur d'autres
modeles biologiques pour avoir plus de retours expérimentaux. Cela nécessite la
modélisation de réseaux s'intéressant a d'autres métabolites ou micro-organismes,
ou encore a développer des applications dans d'autres domaines, tel que la santé
par exemple.
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