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Introduction

Nous sommes depuis plus de deux décennies dans I'ére du big data dont 'émergence a été facilitée par d’'im-
portantes évolutions technologiques. La capacité de stockage en particulier a été considérablement augmentée,
passant du mégaoctet dans les années 1990 au gigaoctet dans les années 2000 pour atteindre aujourd’hui le téra-
octet [28,[72]. Une conséquence directe est la quantité de plus en plus démesurée de données qu'’il est possible de
rendre accessible publiquement. Parallelement, en biologie, 'avénement du séquengage haut débit a entrainé une
baisse significative du colt de séquencage et ainsi une nette augmentation du nombre de séquences déterminées
(’ADN ou d’ARN). A titre d’exemple, alors qu'il fallut dix ans et plusieurs milliards de dollars pour le premier sé-
quencgage du génome humain, il suffit désormais d’une semaine et de quelques milliers de dollars pour aboutir au
méme résultat. Lessor d’approches pluridisciplinaires a considérablement accéléré le traitement et I'analyse de ces
données en impliquant notamment les mathématiques et I'informatique (modélisation, algorithmique, ...). Ainsi, les
20 derniéres années ont vu une augmentation trés importante des données associées aux séquences biologiques.
Sont notamment concernées la biologie moléculaire (compréhension des mécanismes de réplication de ’ADN, de
transcription d’ADN en ARNm, de traduction d’ARNm en protéines), la biologie structurale (structures d’ARN, struc-
tures protéiques, ...), la génétique (mutations, phylogénie, ...), la médecine (associations genes-maladies, cibles

thérapeutiques, ...).

Acces aux données biologiques. Regrouper et organiser ces données sont donc devenus des enjeux tres im-
portants pour la mise a disposition et I'approfondissement des connaissances. De nombreuses bases de données
biologiques sont créées pour tenter de répondre a ce besoin. Le journal Nucleic Acids Research (NAR), qui en
répertorie chaque année une part importante, comptabilise plus d’'un millier de références dont 89 nouvelles pour
la seule année 2021 [77]. Mais ces nouvelles données biologiques ne sont pas seulement trés nombreuses, elles
sont aussi de natures diverses a plusieurs niveaux [31]. Elles sont a la fois hétérogenes (séquences nucléiques et
protéiques, interactions entre entités biologiques, lien entre génes et maladies, conformation 3D d’ARN et protéines,
variants génétiques...) et dépendantes de contextes biologiques (pathologie, espéce, étape du développement...).
Pour répondre a cette problématique, les bases de données biologiques s’organisent en deux types : les bases

généralistes constituées selon la nature des données a stocker et les bases de données spécialisées autour de



thématiques biologiques. La modélisation des objets biologiques varie parfois beaucoup d'une base a I'autre, et les
données sont associées a des degrés de qualité variables. Les bases de données "thématiques" garantissent sou-
vent une plus grande fiabilité des données par rapport aux bases généralistes, grace notamment a une vérification
manuelle du contenu. La contrepartie est que la quantité d’'information peut étre insuffisante et qu'il faut parfois la
compléter en utilisant d’autres bases.

La diversité et la complémentarité des bases de données biologiques a de ce fait rendu indispensable I'utilisation
de portails permettant un acces centralisé a ces nombreuses données hétérogenes, au point que des organisations
gouvernementales sont dédiées a cette tache depuis une vingtaine d’années : le National Center for Biotechnology
Information (NCBI) aux Etats-Unis d’Amérique, le European Bioinformatics Institute (EBI) en Europe et la DNA Data
Bank of Japan (DDBJ) au Japon.

Ces portalils tirent profit de la complémentarité des bases de données et de I'abondance des données en ex-
ploitant des références établies entre elles & deux niveaux. Premiérement, des références croisées sont établies
entre entités de bases de données différentes. Ainsi, tel qu'illustré par I'extrait d’une fiche d’'une base de données
génétique en Figure [1] la fiche d’'un géne codant une protéine contient un lien vers 'entrée correspondant a cette
protéine au sein d'une base de données protéique. Deuxiémement, les éléments d'une méme base de données
peuvent étre connectés entre eux grace a des algorithmes. Par exemple, en consultant une séquence nucléotidique,
on a la possibilité de retrouver celles qui lui "ressemblent". De la méme maniére, a partir d’un article, on peut trouver
d’autres articles provenant de la méme base de données portant sur le "méme" sujet grace a une étude sémantique
des entrées (mots en commun, fréquence et proximité de ces mots, ...). Lorsqu’un utilisateur interroge une base
de données avec un mot clé, une analyse de texte est également a I'oeuvre : le mot clé est recherché dans les
différentes entrées de la base permettant un tri par pertinence. Par exemple, interroger la base de données Gene

du NCBI [66] avec pour mot clé un nom de maladie permet d’établir des associations génes-maladies.

Utilisation de mots-clés synonymes pour enrichir I'information apportée par une base de données. Avec
la recherche de mots clés au sein des fiches apparait une problématique récurrente en biologie : comment faire
lorsque des travaux de recherche utilisent des dénominations différentes pour désigner un méme géne ou une
méme maladie ? Une conséquence de ce probléme est qu'une analyse sémantique au sein d’'une base de données
de génes peut aboutir a des résultats trés différents en fonction de la dénomination choisie pour lancer la recherche.

Prenons I'exemple de médecins qui s’interrogent sur les genes les plus impliqués dans le cancer du sein. Pour
cela, ils vont interroger la base de données Gene du NCBI avec le mot clé Breast cancer (les premiers résultats
de cette requéte sont visibles en Figure[2). La base de données renvoie une liste de 19567 génes dont 4433 pour
I'espéce humaine classés par ordre de pertinence. Nous pouvons voir sur la Figure [2]que le géne BRCA2 apparait
en premiére position, le gene BRCAT en deuxiéme position et ainsi de suite. La pertinence d’'un géne donné vis-

a-vis du mot clé (Breast Cancer pour notre exemple) est déterminé par le NCBI par le nombre de fois que le mot
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BRCA1 BRCA1 DNA repair associated [ Homo sapiens (human) ]

Gene ID: 872, updated on 27-Sep-2020

~| Summary

Official Symbol
Official Full Name
Primary source

BRCAL HGNC
BRCAL DNA repair associated HGNC
HGNC:HGNC:1100

See related EnsemblENSG00000012048 MIM:113705
Gene type protein coding
RefSeq status REVIEWED
Organism Homo sapiens
Lineage Eukaryota; Metazoa; Chordata; Craniata; Vertebrata; Euteleostomi; Mammalia; Eutheria; Euarchontaglires; Primates; Haplorrhini; Catarrhini; Hominidae; Homa
Also known as  IRIS; PSCP; BRCAI; BRCC1; FANCS; PNCA4; RNF53; BROVCAL; PPP1R53
Summary This gene encodes a 190 kD nuclear phosphoprotein that plays a role in maintaining genomic stability, and it also acts as a tumor suppressor. The BRCAL gene coniains 22 exons spanning about 110

kb of DNA. The encoded protein combines with other tumor suppressors, DNA damage sensors, and signal transducers to form a large multi-subunit protein complex known as the BRCAL-associated
genome surveillance complex (BASC). This gene product associates with RNA polymerase |1, and through the C-terminal domain, also interacts with histone deacetylase complexes. This protein thus
plays a role in transcription, DNA repair of double-stranded breaks, and recombination. Mutations in this gene are responsible for approximately 40% of inherited breast cancers and more than 80% of
inherited breast and ovarian cancers. Alternative splicing plays a role in modulating the subcellular localization and physiological function of this gene. Many alternatively spliced transcript variants,
some of which are disease-associated mutations, have been described for this gene, but the full-length natures of only some of these variants has been described. A related pseudogene, which is also
located on chromosome 17, has been identified. [provided by RefSeq, May 2020]

Broad expression in testis (RPKM 5.2), lymph node (RPKM 3.3) and 23 other tissues See more

mouse all

Expression
Orthologs

~' General protein information &|[7

Preferred Names
breast cancer type 1 susceptibility protein

Names
BRCAL/BRCA2-containing complex, subunit 1
Fanconi anemia, complementation group S
RING finger protein 53
breast and ovarian cancer susceptibility protein 1
breast cancer 1, early onset
early onset breast cancer 1
protein phosphatase 1, regulatory subunit 53
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FIGURE 1 — Extrait de la fiche d’annotation du gene BRCAT1 au sein de la base de données Gene du NCBI.

clé est présent dans la fiche du géne. Il existe un cas de figure particulier : des génes peuvent partager une méme
position dans un classement, ils sont alors considéré ex-aequo en terme de pertinence.

Malheureusement ce systeme est biaisé en raison du probléme de nomenclature soulevé plus haut. Ainsi, en
pratique, il est fréquent que certains genes trés pertinents et donc théoriquement attendus en téte de liste se
retrouvent mal classés voire absents du classement retourné. Afin de pallier ce probleme, les médecins interrogent
la base de données a plusieurs reprises en utilisant différentes dénominations synonymes de la maladie qu’on
appelle reformulations. Ainsi, le géne MUCT qui apparait en positon 170 en utilisant le mot clé Breast cancer se
trouve dans le top-10 lorsqu’on utilise la reformulation Breast carcinoma ou encore Malignant neoplasm of breast.
Il est important de noter que les différents classements de génes obtenus ne contiennent pas le méme nombre
de génes (6129 pour Breast carcinoma dont 3321 pour I'espéce humaine par exemple) et que I'ensemble des

génes contenus dans les "plus petits" classements ne sont pas nécessairement inclus dans I'ensemble des génes
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Gene v | Breast cancer
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Homo sapiens (4433)
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_ ) ) Salmo salar (61)

|_| BRCA2 BRCAZ2 DNA repair associated Chromosome 13, BRCC2, BROVCA2, FACD, FAD, 600185 Oncorhynchus tshawytscha (53)

ID: 675 [Homo sapiens (human)] NC_000013.11 FAD1, FANCD, FANCD1, GLM3, All other taxa (14383)
(32315508..32400268) PNCAZ2, XRCC11 More...

) BRCAL BRCA1 DNA repair associated Chromosome 17, BRCAI, BRCC1. BROVCAL, FANCS, 113705

ID: 672 [Homo sapiens (human)] NC_000017.11 IRIS, PNCA4, PPP1R53, PSCP, -
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ID: 101928292 coding RNA 1488 [Homo NC_000011.10 Search details _

sapiens (human)] (69485561..69493543) breast cancer[ALL Fields] AND
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ID: 7015

transcriptase [Homo sapiens

NC_000005.10

PFBMFTL, TCS1, TP2, TRT, hEST2,

(human)] (1253167..1295068, hTRT

complement)

FIGURE 2 — Résultat de la requéte "Breast Cancer" en interrogeant la base de données Gene du NCBI.

contenus dans les "plus grands classements". En revenant a 'exemple du géne MUCT, il est absent des résultats
lorsqu’on utilise la reformulation Cancer of the breast.

Le probleme est que les maladies peuvent avoir de nombreuses reformulations, aboutissant donc a de nombreux
classements de plusieurs centaines voire milliers de genes différents. Il est alors complexe pour les médecins de
savoir quels génes étudier en priorité. Imaginons un cas de figure caricatural mais tout a fait possible pour illustrer la
difficulté de considérer plusieurs classements : le gene A est devant le géne B dans une majorité de classements, B
est avant C dans une majorité de classements, et C est avant A dans une majorité de classements. Choisir un gene
parmi ces trois pour une étude expérimentale s’avere étre un probléme complexe. Lagrégation de classements

apporte des réponses a de tels problémes.

Méthodes d’agrégation de classements. Lagrégation de classements consiste a partir de plusieurs classements
en entrée et a calculer un classement dit consensuel censé représenter au mieux les points communs entre les
classements d’entrée. Cette problématique intéresse depuis des siécles. Un manuscrit écrit par le majorquin Ramon
Llull daté de la fin du Xllle siécle et intitulé 'De arte eleccionis’ a été récemment découvert [33]. Ce manuscrit
présente certains concepts et méthodes d’agrégation de classements considérés comme majeurs aujourd’hui.
Une méthode trés utilisée dans le cadre de l'agrégation de classements est la méthode Kemeny-Young qui
consiste a déterminer un classement aussi proche que possible des classements d’entrée, en minimisant une
fonction de distance appelée distance de Kendall-r. Un tel classement est appelé classement consensuel optimal

ou médiane. Ce probléme est connu pour étre NP-difficile si le nombre de classements est pair et supérieur ou

égal a 4 [20, [44] ou impair et supérieur ou égal a 7 [12]. La complexité du probléme pour les cas ou le nombre de
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classements est égal a 3 ou 5 est encore inconnue et fait I'objet de travaux théoriques (par exemple, [70]).

Si I'agrégation de classements intéresse aujourd’hui plusieurs domaines dont I'algorithmique [2} 13, [12, [19] 20],
les bases de données [46, 47, /48], la physique [73, [74], |a biologie et la bioinformatique [32, [61], 64, [80], elle a été
initialement étudiée dans un contexte d’élections ou les électeurs étaient invités a classer 'ensemble des candidats
par ordre de préférence [34}39]. Or, les classements obtenus dans ce contexte particulier d’élections sont tres dif-
férents des classements obtenus en biologie. D’'une part, dans le contexte d’élections en théorie du choix social, on
considére que les classements sont complets (chaque votant doit trier 'ensemble des candidats) et sans égalités
(un votant ne peut pas mettre deux candidats ex-aequo) [9), [26] [34, [36] [39]. En conséquence, la majorité des tra-
vaux théoriques ne s’appliquent qu’a ces classements particuliers [2} (3, [19] 20}, 34, 136}, 137} 138, [39, 58, 67, 69], [70] et
sont donc inutilisables avec des classements incomplets et/ou avec égalités comme c’est le plus souvent le cas en
biologie. D’autre part, dans le contexte d’élections, on a généralement beaucoup de classements et peu d’éléments
dans chaque classement (beaucoup de votants et peu de candidats). En biologie le probléme est généralement
orthogonal : on se retrouve avec quelques dizaines de classements dont chacun peut contenir plusieurs milliers
d’entités biologiques (génes, protéines, ...). Or, le parameétre a I'origine de la difficulté du probleme d’agrégation de
classements est le nombre d’éléments a trier. Ainsi, I'utilisation d’algorithmes exacts sur des données biologiques
est compromise, ces derniers ne permettant pas de calculer un classement consensuel optimal en un temps rai-
sonnable s’il y a plus de quelques dizaines d’éléments a trier. Il est donc fondamental de concevoir des heuristiques
capables de calculer un classement consensuel de bonne qualité en un temps raisonnable.

Premiére contribution. Notre premiere contribution est donc de présenter une heuristique capable de gérer
des données biologiques réelles (possiblement incomplétes et avec égalité). Une des étapes de cette heuristique
consiste a diviser le probléme initial en sous-problemes indépendants rendant possible I'utilisation d’algorithmes
exacts [7}8]. Cette heuristique fait I'objet d’une évaluation quantitative sur un grand nombre de données biologiques
massives afin d’évaluer, entre autres, sa capacité a partitionner le probleme initial en de nombreux sous-problemes

[7.18] et d’une évaluation qualitative s’'intéressant a la pertinence biologique des classements consensuels calculés.

Robustesse du classement consensuel renvoyé. Un autre probléme est alors soulevé : certains jeux de don-
nées peuvent avoir un trés grand nombre de classements consensuels optimaux parfois trés différents. Dans un tel
cas, la position des éléments dans le classement consensuel, bien que ce dernier soit optimal, n’est pas robuste.
Un enjeu trés important dans le cadre des données réelles est ainsi de fournir a I'utilisateur des indicateurs sur la
robustesse du classement consensuel renvoyé afin qu'il soit averti du degré de confiance qu’il peut avoir vis-a-vis
de ce classement.

Deuxiéme contribution. Notre deuxiéme contribution est de s’attaquer au probléme de la non-unicité d’'un
classement consensuel optimal. Plus précisément, nous présentons un algorithme capable de mettre en avant des

points communs entre tous les classements consensuels optimaux. Lutilisateur peut ainsi juger la robustesse du
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classement consensuel qui lui est renvoyé afin d’évaluer le niveau de confiance qu’il peut avoir vis-a-vis du résultat

[7,18]. Cet algorithme a lui aussi été évalué sur des jeux de données biologiques.

Données réelles et classements incomplets Se confronter a des données réelles implique également de se
poser des questions qualitatives sur ces données. En particulier, dans le contexte d’agrégation de classements,
il est Iégitime de se demander comment les éléments manquants dans un classement doivent étre interprétés
vis-a-vis de ceux présents.

Pour illustrer cette interrogation, reprenons le cas de I'agrégation de classements de genes issus des reformu-
lations d’une maladie puis considérons un contexte biologique différent.

Premier cas d’utilisation : reformulations synonymes de maladies. Pour rappel, les classements issus des
reformulations peuvent étre incomplets sans pour autant que 'ensemble des génes contenus dans les "plus petits
classements" soient inclus dans I'ensemble des génes contenus dans les "plus grands classements”. En utilisant
la reformulation Cancer of the breast, le géne MUC1 est absent de la liste retournée alors que le géne MDM2 est
présent. On peut en déduire que le mot clé Cancer of the breast n’existe pas dans la fiche de MUCT alors qu'’il est
présent dans la fiche de MDM2. |l parait alors raisonnable de considérer que, vis-a-vis du mot clé Cancer of the
breast, MDMZ2 doive étre considéré comme plus pertinent que MUCT. On préférera donc pénaliser un géne absent
d'un classement, afin de ne pas metire en avant des génes sans aucune pertinence réelle. On retrouve cette
interprétation des données manquantes dans d’autres contextes, notamment dans certains systémes électoraux
modernes ou les électeurs peuvent classer jusqu’a trois candidats par ordre de préférence (c’est le cas des élections
présidentielles au Sri Lanka par exemple). Dans ce contexte, il est raisonnable de considérer qu’un électeur préfere
les candidats classés que les candidats non classés. Les candidats absents d’un bulletin doivent donc étre pénalisés
vis-a-vis des candidats présents sur le bulletin, au risque sinon de faire élire un candidat ne reflétant pas du tout les
préférences des électeurs.

Deuxieme cas d’utilisation : les classements issus d’expériences multi-omiques. Intéressons nous mainte-
nant a un second cas d’utilisation possible en biologie : 'agrégation de données issues d’expériences multi-omiques.
Ces expériences permettent d’'observer des entités biologiques de natures différentes (génes, ARN et protéines)
mais complémentaires. Les expériences impliquant les protéines aboutissent a des classements potentiellement
incomplets puisque des protocoles expérimentaux excluent certaines protéines de la mesure. Ce cas d’utilisation
est ainsi tres différent du précédent mettant en jeu les reformulations synonymes de maladies. En effet, dans le
cas des expériences multi-omiques, les absences sont dues a un biais de protocole et ne doivent surtout pas étre
interprétées comme un signe de non pertinence : pénaliser I'absence peut avoir pour conséquence de passer a
cbté de protéines particulierement importantes pour le phénomeéne biologique étudié. Les éléments présents et les
éléments absents sont incomparables. Cette interprétation des données manquantes est retrouvée dans d’autres

contextes, par exemple dans celui des plateformes de films que les utilisateurs peuvent noter. Méme le plus ciné-
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phile des utilisateurs n'aura vu qu’une petite proportion des films a disposition dans la base de données. Si un film
n’a pas été noté par un utilisateur, on ne peut pas en conclure que cet utilisateur I'a trouvé pire que le film qu’il a le
plus mal noté. Pénaliser les éléments absents reviendrait a favoriser les films les plus regardés au lieu de favoriser
les films les plus appréciés. De la méme maniére, dans un contexte universitaire ou des étudiants choisissent des
matieres optionnelles, on ne peut pas considérer que les étudiants qui n'ont pas choisi une option ont moins bien

réussi 'examen que les étudiants inscrits a I'option et donc présents a I'examen.

Troisieme contribution. Notre troisiéme contribution est de présenter un modele dont les paramétres per-
mettent d’intégrer un regard qualitatif sur les données, en permettant notamment de choisir la fagon dont les élé-
ments manquants dans un classement doivent étre pénalisés vis-a-vis des éléments présents. Ce modéle englobe
les méthodes de I'état de I'art capable de gérer les classements incomplets. Nous avons adapté les algorithmes
utilisés dans le cadre des classements complets pour intégrer les parametres du modele, ainsi que les méthodes
correspondant aux deux premieres contributions. Une étude axiomatique en lien avec la théorie du choix social est
également présentée, ainsi que son utilisé vis-a-vis du point de vue algorithmique. Le modéle est évalué sur des

jeux de données réels de différentes natures ainsi que sur des jeux de données synthétiques.

Ce mémoire de thése s’organise de la fagon suivante :

e Le Chapitre [1| décrit formellement le probléme d’agrégation de classements dans le cadre des classements
complets.

e Le Chapitre [2| dresse un état de 'art des principaux algorithmes utilisés dans le cadre de I'agrégation de
classements, explicite le lien entre certains de ces algorithmes et la théorie du choix social, et présente les
différentes méthodes actuellement utilisées pour gérer I'agrégation de classements incomplets.

e Le Chapitre [3| présente deux algorithmes congus pour étre utilisés sur des classements incomplets et avec
égalités issus de données biologiques réelles. Le premier, ParCons, est une heuristique basée sur un par-
titionnement du probléme initial en sous-problémes indépendants permettant dans de nombreux cas de
calculer un classement consensuel optimal sur des données biologiques massives. Le deuxieme, ParFront,
s’attaque au probleme de la non-unicité du classement consensuel optimal en mettant en évidence des points
communs entre tous les classements consensuels optimaux. Ce chapitre décrit également ConQuR-BioV2,
un outil en ligne destiné aux biologiques et médecins dans lequel les méthodes décrites sont implémentées.
La qualité des algorithmes présentés est évaluée sur un grand nombre de jeux de données biologiques.

e Le Chapitre [4 présente un modele paramétré permettant de gérer les classements incomplets en apportant
un regard qualitatif sur les données, ainsi qu’'une étude axiomatique de ce modele inspirée de la théorie du
choix social. On y explicite la maniére par laquelle les algorithmes utilisés pour I'agrégation de classements
complets peuvent étre adaptés au modéle. Ce chapitre décrit également CoRankCo, un outil en ligne per-

mettant de calculer des classements consensuels y compris lorsque les classements sont incomplets et avec
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égalités. Le modéle est évalué sur un grand nombre de jeux de données réels (jeux de données biologiques)
et synthétiques (notes d’étudiants a l'université).

e Pour terminer, nous dressons une conclusion des travaux présentés et présentons les perspectives.
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Chapitre 1

L'agregation de classements : definition

du probleme
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Agréger l'information donnée par plusieurs classements est une problématique qui intéresse de nombreuses

communautés. Dans cette section nous définissons dans un premier temps certains termes liés aux classements
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avant de présenter formellement le probleme de I'agrégation de classements au sens de la méthode Kemeny-
Young [59,186]. Nous commencgons par le cas ou les classements sont complets et sans égalités avant de présenter
I'agrégation de classements complets avec égalités possibles. Le cas des classements incomplets est au coeur de

nos contributions et sera développé lors des chapitres suivants.

1.1 Les classements

Dans cette section, nous présentons quelques définitions générales liées a la notion de classement.

1.1.1 Une définition générale de classement

Nous commencons par définir formellement ce qu’est un classement d’'un ensemble U (U correspond a /'univers

des éléments a classer).

Définition 1.1.1 (Classement d’'un ensemble U). Un classement (ranking) r d’un ensemble U est une liste de

sous-ensembles de U deux a deux disjoints appelés buckets. Plus formellement,

r = [31,327...731,] (11)

b
avecB;NB; =0,V1<i#j<bet|JB, CU.
=1

=

Exemple 1 (Exemples de classements). Soit 'ensemble U = {A, B,C, D}. Des exemples de classements de U

sont présentés en Table[1.1] :

r1 = [{A},{B}, {D}, {C}]
T2 = [{A>B}’ {D},{C}]
rs = [{C}, {A}]

T4 = [{B,C,D}]

TABLE 1.1 — Exemples de classements de U = {A, B,C, D}

Par contre, [{A},{B, E},{C},{D}] nest pas un classement de U car E ¢ U. Par ailleurs, [{A},{B},{A, D},{C}]

n’est pas un classement de U car I'élément A de U apparait deux fois ({A} N {A,D} #0).

Nous définissons maintenant ce qu’est la position d’'un élément dans un classement.

Définition 1.1.2 (Position d’'un élément dans un classement). Soitr = [By, Bo, ..., By] un classementde U, x € U
un élément de U et i I'entier tel que x € B;. La position de x dans r, notée r[z], est définit comme suit :

rlel =1+ 32 [Bjl.

1<j<i
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Pour illustrer cette notion, nous considérons le classement r, de la Table[1.1] On peut voir que les éléments A
et B partagent la position 1 tandis que I'élément D est en position 3.

1.1.2 Différentes caractéristiques pour les classements

Un classement peut étre complet, incomplet, sans égalités, avec égalités.

Définition 1.1.3 (Classement complet, classement incomplet). Le classement r est dit complet si et seulement si
b

\U B; = U. Dans le cas contraire, r est dit incomplet.

i=1

Parmi les exemples de classements présentés en Table r1 et ro sont complets alors que r3 et ry sont
incomplets.

Définition 1.1.4 (Classement sans égalités, classement avec égalités). Le classement r est dit sans égalités si et

seulement si pour tout i entre 1 etb on a |B;| = 1. Dans le cas contraire, r est un classement avec égalités.
Pour rappel, b est le nombre de buckets.

Parmi les exemples de classements présentés en Table r1 et r3 sont sans égalités alors que r, et r4 sont
avec égalités.

Enfin, nous définissons le domaine d’un classement, noté dom(r), comme I'ensemble des éléments présents
dans le classement r. Une définition formelle est donnée ci-dessous.

Définition 1.1.5 (Domaine d'un classement). Le domaine d’un classement r = [B;, Ba,
défini de la maniere suivante :

..., By, noté dom(r), est
b
dom(r)= | B;

i=1

Terminologies synonymes. Un classement de U complet et sans égalités est également appelé permutation
de U. En anglais, on trouve régulierement les dénominations linear order ou total order.

Notations. Dans I'ensemble de cette thése, U désignera I'ensemble des éléments a trier. Selon le contexte, les
éléments de U peuvent désigner par exemple des génes, des candidats a une élection, des films.

Pour un ensemble U, on notera P(U) I'ensemble des permutations de U, C(U) I'ensemble des classements

complets de U (avec ou sans égalités), Z(U) 'ensemble des classements sans égalités de U, A(U) 'ensemble des
classements de U (complets ou incomplets, avec ou sans égalités).

Un classement complet, en anglais ranking with ties, est parfois appelé weak order ou partial ranking [47]. Ce

dernier terme est ambigu et peut également faire référence aux classements incomplets (par exemple dans [44]).
Remarque sur le nombre de classements complets d’un ensemble U. Etant donné un ensemble U de taille

n, le nombre de permutations de U est égal a n!. Le nombre de classements complets avec ou sans égalités de U

correspond au n — ieme nombre de Fubini (également appelé n — ieme nombre de Bell ordonné) et a pour valeur
4 !
approchée TR -
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1.1.3 Positions relatives des éléments dans un classement

Définition 1.1.6 (Avant, Aprés, A égalité). Soientr un classement et = # 1y deux éléments appartenant au domaine
de r. On dira que x est avant y dans r, noté x <, y, ssir[z] < r[y]. De la méme maniére, on dira que x est aprés
y dans r, noté x -, y, SSi y est avant x dans r. Enfin, on dira que x est a égalité avec y dans r, noté x =, y, ssi

r[xz] = r[y|. Dans le cas contraire, on notera x #,. y.

1.2 Agrégation de permutations selon la méthode Kemeny-Young

Plusieurs méthodes ont été décrites dans le cadre de I'agrégation de permutations [36, 39, 59, [79]. Dans cette
thése, nous nous intéresserons particulierement a la méthode Kemeny-Young visant & minimiser une mesure de

distance.

1.2.1 Distance de Kendall-r

Lobjectif de I'agrégation de classements est de calculer un classement dit consensuel qui soit le plus proche
possible de la liste de classements que I'on cherche a agréger. La distance de Kendall-r est une fonction inté-
ressante puisqu’elle prend en entrée deux permutations et renvoie une distance entre ces deux permutations. Elle
correspond au nombre de paires d’éléments dont I'ordre relatif est inversé entre les deux permutations. Sa définition

formelle est donnée ci-dessous.

Définition 1.2.1 (Distance de Kendall-7). Soient v, et ro deux permutations d’un ensemble U. La distance de

Kendall-r entre r1 et rq, notée d(r1,r2), est définie de la maniére suivante :

d(ri,r2) = |{(z,y) €U 1 2 <, y Ay <y, 2} (1.2)

Cette distance a pour valeur 0 si et seulement si r; et ro sont identiques. La valeur maximale est atteinte si et
seulement si les deux permutations sont miroir 'une de l'autre (par exemple [{A},{B},{C}] et [{C},{B}, {4}]).
Dans ce cas, la distance est égale au nombre de paires d’éléments distincts de U a savoir W

Remarque sur la distance de Kendall-7 : Si on voit les deux permutations comme deux tableaux d’entiers,
la distance de Kendall-r est égale au nombre d’échanges que ferait I'algorithme du tri a bulles pour passer du
premier au deuxieme tableau. Ainsi, cette distance est également appelée en anglais bubble sort distance. Par
ailleurs, si les éléments de U sont renommés de sorte que la premiére permutation devienne [{1},{2},...,{|U|}],
cette distance peut étre également vue comme le nombre d’inversions dans la deuxiéme permutation. Compter

les inversions est un probléme bien connu dans la littérature. Lalgorithme naif consistant a regarder chaque paire

d’éléments a une complexité ©(|U|?). Une bien meilleure version de complexité O(|U| xlog |U|) inspirée du tri fusion
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est couramment utilisée [44]. Le meilleur algorithme a ce jour (plus complexe et trés peu utilisé en pratique) a une

complexité O(|U| x 1/log |U|) [29].

Exemple 2 (Calcul de distance de Kendall-7). Soit une premiére permutation r, = [{A},{C},{B},{D}] et une
deuxieme permutation ro = [{B},{C},{A},{D}]. Prenons I'exemple de la paire (A, B). On voit que A est avant B
dans ry alors que A est apres B dans r,. Cette paire induit donc une pénalité de 1. En revanche, si on regarde la
paire (A, D), on voit que A est avant D dans r, et dans ry. Cette paire n’induit donc aucune pénalité. Au final, en

répétant ce processus pour toutes les paires d’éléments de U = {A, B,C, D}, on obtient :

d(r1,72) = 14,8y + L(a,0) + 0a,p) + 1(B,0c) + O(B,D) + O(C,D) = 3

1.2.2 Le score de Kemeny

Le score de Kemeny est une mesure permettant d’évaluer a quel point une permutation r est représentative
d’'une Iiste de permutations R. Cette mesure correspond a la somme des distances de Kendall-7 entre r et chaque

permutation dans R.

Définition 1.2.2 (Score de Kemeny). Le score de Kemeny entre une permutation r et une liste de permutations R,

noté S(r, R), est défini comme suit :

S(r,R) =" d(r,r;) (1.3)

ri€ER

Exemple 3 (Calcul du score de Kemeny). On considere pour cet exemple une liste R = [rq,rq,13,74] constituée
des quatre permutations suivantes :

r = [{A}. {C}.{D},{B}]

ra = [{B}, {A}.{C}.{D}]

rs = {A}, {B},{D},{C}]

ra = [{B},{D},{C},{A}]

On considére maintenant la permutation suivante : r = [{B},{A},{D},{C}] (faisant office de classement
consensuel possible pour R) . En utilisant la définition du score de Kemeny, on obtient :

S(r,R) =d(r,r) +d(r,ro) +d(r,rs3) +d(r,ry) =44+ 14+1+2=28.

Intérét du score de Kemeny.
Le score de Kemeny permet d’évaluer a quel point une permutation r est éloignée d’'une liste de permutations

R. Ainsi, plus le score de Kemeny est bas, mieux la permutation r représente R.

1. On préfére utiliser une liste plutét qu'un ensemble, car I'ordre des permutations peut avoir de I'importance pour certaines méthodes
d’agrégation de classements que I'on trouve en théorie du choix social. Une méthode d’agrégation de classements dont I'ordre des permutations
n’a pas d’importance est dite anonyme [26].
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Revenons a I'Exemple [3| et considérons maintenant une deuxieme permutation s = [{C},{D}, {4},{B}]. La
question est maintenant de savoir laquelle des permutations r ou s représente le mieux la liste R. Ona S(r,R) =8
et S(s,R) =2+5+4+4 = 15. Comme S(r, R) < S(s,R), on peut en conclure que r est une permutation plus

représentative de R que s.

1.2.3 Classement consensuel optimal

Un classement consensuel optimal, également appelé médiane, est une permutation »* minimisant le score de

Kemeny. Une définition formelle est donnée ci-dessous.

Définition 1.2.3 (Classement consensuel optimal). Soit U un ensemble et R une liste de permutations de U. Un

classement consensuel optimal, noté r*, est une permutation de U respectant la propriété suivante :

vr e P(U),S(r*,R) < S(r, R) (1.4)

Remarque sur la non-unicité d’'un classement consensuel optimal. Il est important de noter qu’il peut y
avoir plusieurs classements consensuels optimaux pour une méme liste de permutations. Dans le contexte de
I'agrégation de permutations, il peut y avoir autant de classements consensuels optimaux que de permutations de

U & savoir |U|![]

Exemple 4 (Exemples de classements consensuels optimaux). Les classements consensuels optimaux pour la
liste de classements R de 'Exemple[3 sont au nombre de quatre :
ri = [{A}ABYACHADY, 5 = {A} {B} {D}, {C}], 5 = {B}, {A}, {C}, {D}] etrj = [{B}, {A}, {D}. {C}].

Le score de Kemeny associé est de 8.

Terminologies synonymes. Le classement consensuel optimal est également appelé en anglais optimal Ke-
meny ranking [2, 5, [14], 19], optimal aggregation [44], optimal solution [3, 55, (67, (78] ou encore médiane (median

ranking) [32].

1.2.4 Complexité du probleme

Savoir s’il existe un classement consensuel dont le score de Kemeny est inférieur ou égal a un entier k£ donné
est un probléme NP-difficile lorsque le nombre de permutations dans la liste R est pair et supérieur ou égal a 4 et
que le nombre d’'éléments de I'ensemble U est supérieur ou égal a 4 [20},144]. Ce probléme est facile si le nombre de
permutations est de 2. Une publication récente montre que le probléme d’agrégation de classements est également

NP-difficile lorsque le nombre de permutations est supérieur a 7 [12]. La complexité du probléme dans le cas ou le

1. C’est le cas si, par exemple, R = [r1, 2] avec r1 et ro deux permutations miroir I'une de l'autre.
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nombre de permutations est égal a 3 ou 5 est encore ouvert. Des heuristiques et algorithmes d’approximation sont

présentés dans le Chapitre

1.3 Adaptation pour les classements avec égalités

Cette section présente une généralisation de la méthode Kemeny-Young définie par Fagin et al. [47] permettant

que les classements d’entrée contiennent des égalités.

1.3.1 Distance de Kendall- généralisée avec pénalité p

Fagin et al. ont généralisé la distance de Kendall-7 pour permettre d’obtenir une distance entre deux classements
complets pouvant contenir des égalités. Cette fonction de distance posséde un parameétre réel noté p correspondant

au codt de création ou de rupture d’'une égalité.

Définition 1.3.1 (Distance de Kendall-r généralisée avec pénalité p). La distance de Kendall-rau généralisée avec
pénalité p entre deux classements r, et ro, complets de U, notée GP(rq,r2) avec p €0, 1] est définie de la maniére

suivante :

GP(ri,me) = [{(z,y) €U i 2 <, y Ay <y, o} +p* |{(z,y) €U 2 = yAT <y yVa <, yAz =, y}| (1.5)

Ainsi, pour une paire d’éléments distincts (z,y) de U et deux classements r; et ro, il y a trois colts possibles :
e 1siz <, yety=<,,xzoualorssiy<,, xetz <,,y.
e psiz <, yetzx <,,youalorssiz %, yetz=,, y.

e 0 pour tous les autres cas.

Exemple 5 (Calcul de distance de Kendall-~ généralisée). Soit U = {A, B, C, D}, et deux classements complets
r1 = [{A, B},{C},{D}], re = [{B},{C},{A},{D}]. Prenons I'exemple de la paire (A, B). On voit que A est a égalité
avec B dans r, alors que A est aprés B dans rs. Cette paire induit donc une pénalité de p. Si on regarde la paire
(A, D), on voit que A est avant D dans r, et dans ro. Cette paire n’induit donc aucune pénalité. Enfin, en regardant
la paire (A, C), on voit que A est avant C dans r, alors que A est aprés C dans ry. Cette paire induit une pénalité
de 1. Au final, en répétant ce processus pour toutes les paires de U, on obtient :

GP(r1,72) = p(a,B) + La,c) + 04,0y + Os,c) + 05,0y + Oc,py = 1+ p. En particulier, on a G*(r1,r2) = 2 et
G 5(ry,m9) = 1.5.
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1.3.2 Score de Kemeny généralisé avec pénalité p

Sur le méme principe que le score de Kemeny, étant donné un classement complet r et une liste de classements
complets R, le score de Kemeny généralisé avec pénalité p correspond a la somme des distances de Kendall-+

généralisée entre r et chaque classement de R.

Définition 1.3.2 (Score de Kemeny généralisé avec pénalité p). Le score de Kemeny généralisé avec pénalité p
entre un classement complet r et une liste de classements complets R, noté S?(r, R) avec p €]0, 1], est défini de la

maniéere suivante :

SP(r,R) =Y G*(r,r;) (1.6)

rER
Comme le score de Kemeny, le score de Kemeny généralisé avec pénalité p permet d’évaluer a quel point un

classement complet unique (classement consensuel) représente bien une liste de classements.

Exemple 6 (Calcul de score de Kemeny généralisé). On considére pour cet exemple la liste R = [ri,73,73,74
constitué des quatre classements complets suivants :

r = [{A},{B,C D}]

ra = [{B},{A,C},{D}]

rs = [{A},{B},{C., D}]

ra = [{B},{D},{A,C}]

On considére maintenant le classement complet suivant : r = [{B},{A, D},{C}]. En utilisant la définition du
score de Kemeny généralisé avec pénalité p, on obtient :

SP(r,R) = GP(r,r1) + GP(r,ra) + GP(r,r3) + GP(r,rg) = (1+4%p) + (1 +2xp)+ (1 +2%p) +2p =34+ 10*p.

1.3.3 Classement consensuel optimal

Un classement consensuel optimal, également appelé médiane, est un classement complet »* minimisant le

score de Kemeny. Plus formellement, nous définissons un classement consensuel optimal de la maniére suivante :
Définition 1.3.3 (Classement consensuel optimal). Soit U un ensemble, R une liste de classements complets de U
etp €]0, 1]. Un classement consensuel optimal, noté r*, est défini de la maniére suivante :

Vr e C(U),SP(r*,R) < SP(r,R) (1.7)

A nouveau, il est important de noter qu'’il peut y avoir plusieurs classements consensuels optimaux pour une

méme liste de classements. On peut aisément construire des jeux de données pour lesquels chaque classement
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complet de U est un classement consensuel optimal pour Rﬂ

Exemple 7 (Exemple de classements consensuels optimaux). En prenant p = 1, les classements consensuels
optimaux pour la liste de classements R de I'Exemple[6 sont au nombre de deux :

ry = [{A}, {B},{C, D}] etr5 = [{B}, {A},{C, D}]. Le score associé est de 9.

En prenant p = 0.5, les classements consensuels optimaux pour la liste de classements R de I'Exemple|[6 sont
au nombre de trois :

ri = [{A},{B},{C,D}|, rs = [{B},{A},{C,D}] etri = [{A, B},{C, D}]. Le score associé est de 8.

1.3.4 Complexité de I’agrégation de classements avec égalités

Lagrégation de classements avec égalités est un probléeme NP-difficile lorsque p = 1 [23]. La démonstration tient
dans le fait qu’avec p = 1, les classements consensuels optimaux d’une liste de permutations sont nécessairement

des permutations (on revient au probléme d’agrégation de permutations).

1.3.5 D’autres généralisations aux classements complets

La généralisation de la méthode Kemeny-Young pour les classements complets avec égalités présentée dans
[53] est équivalente a un facteur 2 prés a la distance de Kendall-r généralisée avec pénalité p de Fagin et al. en
prenant p = 0.5. En effet, dans [53], le colt de créer/rompre une égalité a un colt de 1 tandis qu’une inversion a
un colt de 2. Enfin, Truchon a également proposé une maniére de considérer les égalités dans les classements
d’entrée lorsque I'on veut un classement consensuel sans égalités [83]. La méthode proposée revient a utiliser la
distance de Kendall-r généralisée avec pénalité p de Fagin et al. en prenant p = 1 mais en contraignant que r (le

classement consensuel) soit sans égalités.

1.4 Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons posé les bases pour nous permettre de comprendre le probléeme d’agré-
gation de classements. Nous avons commencé par donner une définition formelle au terme "classement" suffisam-
ment générique pour couvrir les concepts de classement avec ou sans égalités ainsi que classement complet ou
incomplet.

Nous avons alors défini le probleme d’agrégation de classements tel qu’il a été formalisé initialement, c’est-a-

dire dans le cas ou les classements dont on cherche un consensus sont complets et sans égalités (permutations).

1. Avec par exemple p = 1 et U = {A, B,C}, il suffit de prendre R = [r1,r2,7r3] avec r1 = [{A},{B},{C}], r2 = [{C},{B},{A}] et
r3 = [{A, B, C}]
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Cette version du probléme est celle que I'on rencontre dans la majorité des travaux publiés sur I'agrégation de
classements et que I'on utilise en particulier dans la communauté théorie du choix social.

Nous avons ensuite présenté la généralisation du probléme aux classements avec égalités. Cette généralisation
introduit un parameétre réel p €]0, 1] qui correspond au co(t de création/rupture d’égalité. On peut s’interroger sur les
conséquences du choix de la valeur de p sur le classement consensuel calculé lorsque I'on considére des données

réelles. Des éléments de réponse seront donnés dans le Chapitre [4]
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Résumé du Chapitre

Ce chapitre nous a permis de poser formellement le probleme d’agrégation de classements. Nous avons commencé
par définir un classement comme une liste de sous-ensembles [By, Bs, ..., By| (appelés buckets) deux a deux
disjoints d’un ensemble U de départ qui correspond aux éléments a classer.

Nous avons donné une définition aux concepts de classement complet ('union des sous-ensembles B; est égale a
U), classement incomplet ('union des sous-ensembles B; est strictement incluse dans U), classement avec égalités
(au moins un bucket est de taille strictement supérieure a 1) et classement sans égalités (tous les buckets sont de
taille 1) qui seront utilisés tout au long de ce mémoire de thése. Par souci de simplification, lorsque les classements
sont complets et sans égalités, on parlera de permutation.

Deux éléments sont dits a égalité (ex aequo) s’ils sont dans le méme bucket. Un élément x est avant un élément y
si le bucket contenant = est avant le bucket contenant y dans la liste.

La position d’un élément x vaut 1 + le nombre d’éléments positionnés avant x dans le classement.

La distance de Kendall-r permet de mesurer la distance entre deux permutations de U. Sa valeur correspond au
nombre de paires d’éléments de U dont I'ordre relatif est inversé entre les deux permutations. Pour rappel, l'ordre
relatif de deux éléments x et y est inversé entre deux permutations r; et ry si x est avant (resp. apres) y dans r;
alors que z est aprés (resp. avant) y dans rs.

Dans sa version classique, le probléme d’agrégation de classements consiste a partir d’'une liste de permutations
de U et a déterminer, parmi 'ensemble de toutes les permutations de U, celle(s) qui minimise(nt) le score de
Kemeny défini comme la somme des distances de Kendall-r avec les permutations de départ. Ces permutations
sont alors appelées classements consensuels optimaux ou médianes. Le probléme est connu pour étre NP-difficile
dans la majorité des cas [20} [44]. Le parameétre a I'origine de la difficulté de ce probléme n’est pas le nombre de
permutations mais le nombre d’éléments a trier (le nombre d’éléments de U).

Le probléme d’agrégation de classements a été généralisé aux classements complets avec égalités par Fagin et al.
[47]. Ces derniers ont défini la distance de Kendall-~ généralisée avec parameétre p. Cette distance mesure I'éloigne-
ment entre deux classements complets avec ou sans égalités. La valeur de p correspond au co(t de création ou de
rupture d’égalité : il s’agit de la pénalité lorsque deux éléments sont a égalité dans un seul des deux classements.
Dans ce contexte, le probleme d’agrégation de classements consiste a partir d’'une liste de classements complets
(avec ou sans égalités) et de déterminer parmi I'ensemble des classements complets de U celui ou ceux qui
minimise(nt) le score de Kemeny généralisé avec pénalité p (défini comme la somme des distances de Kendall-7
généralisée avec les classements complets de départ). Le probleme est au moins aussi difficile que dans le cas des

permutations pour une valeur de p égale a 1 [23].
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Chapitre 2

L’agrégation de classements : Etat de I'art

Sommaire
2.1 Algorithmique pour l'agrégation de classements| . . . . . . . ... ... .. ..., 31
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[2.3.2  Généralisations de la distance de Kendall-7 et du score de Kemeny| . . . . . . . .. ... .. 46
2.4 Conclusion : enjeux pour 'agrégation de classements|. . . . . . ... ... ........ 50
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Le probléme d’agrégation de classements a été essentiellement étudié sous deux aspects : 'aspect axiomatique
qui intéresse particulierement la théorie du choix social [9] et l'aspect algorithmique [44]. Ces deux
aspects sont trés complémentaires et ces deux communautés s’inspirent 'une de l'autre. D’'un c6té on trouve des
ouvrages de référence en théorie du choix social avec une étude poussée sur les aspects algorithmiques et com-
binatoires [9] [26]. De I'autre coté, certains articles de la communauté algorithmique s’intéressent a des problémes
de complexité récurrents en théorie du choix social ou ou utilisent des critéres d’équité (fairness criteria) de

la théorie du choix social pour concevoir des algorithmes [19], [78]. Les critéres d'équité permettent de caractériser
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les méthodes d’agrégation de classements. Un exemple de critére est le critére de majorité qui stipule que si un

candidat (élément de U) est premier dans une stricte majorité de classements, alors il doit remporter I'élection.

Calculer un classement consensuel optimal (au sens de minimiser le score de Kemeny) est un probléme NP-
difficile dans de nombreux cas [12, [20} 44], ce qui explique l'intérét réciproque des communautés théorie du choix
social et algorithmique. Le paramétre qui rend le probléme difficile est le nombre d’éléments a classer. Par contre,
le probléme est polynomial en fonction du nombre de classements [12, 20, [44]. Un pan de la recherche algorith-
mique consiste a concevoir des algorithmes exacts aussi rapides que possible [5] [11] [30] [35] [38] 69], 78] [84]. En
pratique, ces algorithmes exacts permettent de calculer un classement consensuel optimal lorsque le nombre d’élé-
ments a classer est de I'ordre de quelques dizaines. Dans un contexte de systeme électoral en théorie du choix
social, ces algorithmes sont utilisables puisque le nombre de candidats a classer est généralement trés petit par
rapport au trés grand nombre d’électeurs qui classent ces candidats. En revanche, dans d’autres contextes comme
l'interrogation de bases de données biologiques, on se retrouve avec le probléme orthogonal c’est-a-dire peu de
classements mais plusieurs milliers d’éléments a classer. Dans un tel cas, les algorithmes exacts sont impossibles
a utiliser. Afin de réduire leur temps d’exécution, des techniques de réduction d’espace ont été proposées [17, 83].
Elles consistent le plus souvent a diviser le probleme initial en sous-problemes indépendants. On trouve aussi des
techniques de réduction d’espace qui consistent a déterminer des ordres relatifs entre certains éléments dans les
classements consensuels optimaux sans pour autant aboutir a un partitionnement [68], 69]. Ces techniques de ré-
duction d’espace peuvent néanmoins s’avérer inefficaces sur de nombreuses instances pour lesquelles il est trés
important de pouvoir calculer rapidement un classement consensuel de bonne qualité, aussi proche que possible
d’'un classement consensuel optimal. Ainsi, un enjeu majeur est de concevoir des algorithmes d’approximation et
des heuristiques fiables permettant de renvoyer un classement consensuel de bonne qualité en un temps raison-
nable. De nombreux algorithmes d’approximation et heuristiques sont classiquement utilisées dans le cas ou les

classements sont complets et sans égalités [2, 13, 136, 139, 146].

Si calculer un classement consensuel optimal est un enjeu important, le simple critere d’optimalité au sens
du score de Kemeny ne suffit pas a garantir la représentativité d’un classement consensuel vis-a-vis d’une liste
de classements (a quel point un classement consensuel permet de mieux rendre compte des points communs et
différentes entre les classements d’entrée qu’un autre classement consensuel). En effet, méme lorsqu’un jeu de
données est suffisamment petit pour qu’un algorithme exact soit utilisé, le nombre de classements consensuels
optimaux renvoyé peut étre gigantesque. Les auteurs de [74] calculent 'ensemble des classements consensuels
optimaux qu’ils transforment en un classement consensuel unique en regardant la position de chaque élément dans
chaque classement consensuel optimal. Cette méthode n’est pas applicable sur des jeux de données biologiques
contenant plusieurs centaines voire milliers d’éléments en raison du temps d’exécution nécessaire pour une telle
approche. Un enjeu est donc de trouver des points communs entre les différentes solutions optimales sans les

calculer de facon exhaustive.
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Enfin, un autre probleme important a considérer est la gestion des classements incomplets avec égalités. Pour
la gestion des égalités, le modele de Fagin et al. [47] (voir Section fait consensus. A l'inverse, il n'y a pas de
consensus dans la littérature quant a une "bonne" fagon de généraliser la méthode Kemeny-Young aux classements
incomplets. En conséquence, de nombreuses méthodes co-existent [4, [17, (19, 24, 44| [78] sans pour autant que
leurs cas d’utilisation sur des données réelles soient explicités. Il est donc tres difficile de savoir dans quels cas une
généralisation donnée est plus pertinente qu’une autre. De plus, on ne trouve ni algorithme exact ni technique de ré-
duction d’espace dans le cas ou les classements sont incomplets avec égalités. Les heuristiques proposées comme
BioConsert [24] et GRASP [4] n’offrent aucune garantie quant a la qualité du classement consensuel renvoyé et ne
peuvent servir que pour une généralisation donnée du score de Kemeny (celle publiée avec I'heuristique).

Dans la Section 2.1} nous commencerons par présenter I'agrégation de classements a travers un prisme algo-
rithmique en présentant les algorithmes exacts ainsi que les algorithmes d’approximation et heuristiques les plus
couramment utilisés dans ce cadre. La Section [2.2/décrit des méthodes de partitionnement permettant de diviser le
probléme initial en sous-probléemes indépendants ainsi que les liens étroits entre ces techniques de partitionnement
et la théorie du choix social. Dans la Section [2.3] nous présenterons les différentes méthodes utilisées dans la

littérature pour gérer les classements incomplets. Nous conclurons cet état de I'art dans la Section|2.4

2.1 Algorithmique pour I’agrégation de classements

De nombreux algorithmes existent pour répondre au probléme de I'agrégation de classements. Ces algorithmes
sont majoritairement congus pour gérer les permutations mais certains peuvent parfois étre adaptés pour une uti-
lisation dans un spectre plus large. Nous verrons d’abord qu’une représentation des classements d’entrée par
un graphe permet de faire le pont entre le probléeme d’agrégation de classements et un autre probléme algorith-
mique récurrent en théorie des graphes : le weighted feedback arc set problem. Nous présenterons ensuite des
algorithmes exacts pour I'agrégation de permutations, puis nous ferons le point sur des techniques de réduction
d’espace utiles pour réduire le temps nécessaire aux algorithmes exacts. Nous discuterons ensuite du lien étroit
entre les techniques de réduction d’espace et deux particulierement importants de la théorie du choix social. En-
fin, nous présenterons certaines heuristiques dont l'intérét reste entier lorsque, méme couplés aux techniques de
réduction d’espace, les algorithmes exacts ne permettent pas de calculer un classement consensuel en un temps

raisonnable.

2.1.1 Représentation des permutations a I’aide de graphes

Lutilisation d’algorithmes & base de graphes est classique dans le cadre de I'agrégation de permutations [44, 58]

(classements complets sans égalités). Lidée générale est de partir d’'une liste de permutations et de passer du
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probleme d’agrégation de permutations a un probléme de graphes bien connu. Pour ce faire, il faut construire le

graphe orienté pondéré défini ci-dessous.

Définition 2.1.1 ([58])). Soit G = (V, A) le graphe orienté pondéré tel que :
e V = U (autrement dit les sommets sont les éléments a classer).
e (x,y) € A si et seulement si I'élément x: est avant I'élément y dans une stricte majorité de permutations.
e le poids de (x,y) € A correspond a la différence entre le nombre de permutations telles que = est avanty et

le nombre de permutations telles que y est avant x.

Remarque. Intuitivement, on peut voir le poids d’'un arc comme le nombre minimal de classements qu’il faudrait
ajouter pour faire disparaitre cet arc. Afin d’illustrer le lien entre permutations et graphes, nous présentons une liste

de 3 permutations de 4 éléments en Table [2.1] ainsi que le graphe associé en Figure[2.1]

r = [{A},{B},{C},{D}]
ra = [{A},{C},{D},{B}]
rs = [{A}, {D}, {B},{C}]

TABLE 2.1 — Exemple de liste de 3 permutations de 4 éléments

FIGURE 2.1 — Graphe représentant les permutations de la Table

Le graphe obtenu (Figure comporte un cycle formé par les éléments B, C, D. Lexistence de ce cycle est
liée a la possibilité d’avoir a la fois B avant C, C avant D et D avant B dans une stricte majorité de classements.
Or, il est impossible de construire un classement consensuel plagant a la fois B avant C, C avant D et D avant B.
Trouver un classement consensuel optimal revient a rendre le graphe acyclique en retirant un ensemble d’arcs dont
la somme des poids est minimale. En effet, retirer un arc permet de résoudre des conflits, forcant ainsi un ordre. Le
prix a payer pour retirer un arc correspond au poids de I'arc. Par exemple, retirer I'arc de D vers B dans le graphe
présenté en Figure[2.1|permet de de supprimer le cycle formé par A, B, C rendant 'ensemble du graphe acyclique.
Cette opération a un co(t de 1 ce qui correspond au poids de 'arc (D, B).

Ce probléme correspond au trés célébre weighted feedback arc set problem [44] 59, [60]. Ainsi, tous les travaux

en théorie des graphes concernant le weighted feedback arc set problem sont directement utilisables dans le cadre
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de l'agrégation de permutations. Claire Kenyon-Mathieu et al. [60] ont par exemple présenté plusieurs schémas
d’approximation en temps polynomial pour le weighted feedback arcset problem [60]. Dans [35], les graphes sont
utilisés pour borner le score de Kemeny minimal. Par ailleurs, un algorithme a base de graphe a également été
proposé par Betzler et al. [19] et sera discuté dans la Section

Malheureusement, le graphe G présenté dans la Définition [2.1.1) ne permet de considérer ni les classements
avec égalités, ni les classements incomplets. La prise en compte des égalités nécessite en effet de redéfinir I'en-
semble des arcs du graphe afin de pouvoir représenter le cas ou I'ordre relatif le moins colteux pour une paire (z, y)
dans un classement consensuel serait I'égalité. Considérons dans un premier temps une liste R de permutations
de U et deux éléments x et y de U. On peut se demander s'il est plus intéressant de placer = avant y ou y avant
x dans le classement consensuel (indépendamment des autres éléments). Pour ce faire, comparons le nombre de
permutations plagant = avant y, qu'on appelle ici k1, et le nombre de permutations plagant y avant x, qu’on appelle
ici k2. Lidée est donc de regarder quelle(s) valeur(s) est/sont minimale(s) parmi k; et k.

Puisque les classements sont ici sont des permutations, il n’y a que trois possibilités :

e k1 > k2 :dans ce cas on place un arc de x vers y avec un poids de k1 — k2.
e k1 < k2 :dans ce cas on place un arc de y vers x avec un poids de k2 — k1.
e k1 = k2 :dans ce cas on ne place aucun arc entre x et y.

Considérons maintenant une liste de classements complets avec égalités R’ et considérons une paire (x,y)
d’éléments. Appelons respectivement k1, k2 et k3 le nombre de classements de R’ tels que x est avant y, y est
avant x et  est a égalité avec y dans les classements de R’. Lobjectif est a nouveau de regarder quelle(s) valeur(s)
est/sont minimale(s) parmi k1, k2 et k3. Dans ce cas, on ne dénombre pas moins de 7 possibilités (les valeurs

minimales ont été mises en gras) :

o k1 < k2 <Ek3
o k2 < k1 <k3
e k3 <kl <k2
e ki =k2 < k3
e k2 =k3 < k1
e k1 =k3 < k2
e ki =k2=k3

Généraliser le graphe présenté en Définition pour les classements avec égalités n’est pas trivial étant
donné le nombre de nouveaux cas a prendre en compte. Nous apportons un élément de réponse a ce probléme au
Chapitre

De la méme maniéere, si les classements de R’ peuvent également étre incomplets, il faut alors s’intéresser au
nombre de classements tels que z est présent et y est absent, au nombre de classements tels que y est présent et

x est absent, et au nombre de classements tels que z et y sont absents. Il devient difficile pour un graphe de faire
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ressortir 'ensemble de ces informations pourtant primordiales.

2.1.2 Algorithmes exacts

Nous avons vu dans la Sous-section que représenter les permutations a I'aide du graphe présenté pré-
cédemment (voir Définition permet I'utilisation dans le contexte d’agrégation de classements d’algorithmes
initialement congus pour répondre au weighted feedback arcset problem (exacts ou non). Nous allons maintenant
présenter des algorithmes exacts congus spécifiquement pour le probléme d’agrégation de classements. Deux ap-
proches sont trés majoritaires dans ce cadre : la programmation linéaire en nombre entiers et les algorithmes de

type séparation et évaluation.

Programmation linéaire en nombre entiers (PLNE)

Une maniéere classique et naturelle de concevoir un algorithme exact pour calculer un classement consensuel
optimal (ou plusieurs classements consensuels optimaux) est la programmation linéaire en nombres entiers. Dans
le cas du probleme d’agrégation de permutations, la formulation présentée a plusieurs reprises dans la littérature

[5,123,168| [78] est rappelée en Table 2.2]

minimize Z#yeU Qu=y *by o+ Qyzz xbyy (1)
subjectto b, € {0,1},Ve #yecU 2)
bm,y + by,x =1 (3)
bm,y S ba:,z + bz,ys Vl’ # y 7é z (4)

TABLE 2.2 — Algorithme exact en PLNE pour le probléme d’agrégation de permutations.

La ligne (1) correspond a la fonction objectif & minimiser. Pour chaque paire d’éléments (z,y), on définit b,
comme le booléen qui vaut 1 si et seulement si x est avant y dans le classement consensuel et @,~, comme le
nombre de fois ou = est avant y dans les classements d’entrée. La fonction objectif se décompose comme une
somme sur les paires (x,y) d’éléments du colt induit par le positionnement relatif de = et y dans le classement
consensuel considéré. Si dans le classement consensuel = est avant y (respectivement y est avant z), le co(t
induit par cette paire correspond au nombre de classements en désaccord avec cet ordre a savoir le nombre de
classements tels que y est avant x (respectivement x est avant y).

La ligne (2) impose que les b, , (& savoir "b avant y") soient des variables binaires.

La ligne (3) impose que pour toute paire d’éléments (z,y), soit on place = avant y soit on place y avant x dans
le classement consensuel.

Enfin, la ligne (4) correspond a l'inégalité triangulaire : si on a placé x avant z et z avant z, alors z est placé
avant y.

A nouveau, la prise en compte des égalités et des classements incomplets n’est pas gérée par cette formulation.

Il est donc important de généraliser ces équations afin de les rendre compatibles dans un cadre plus général incluant
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les classements avec égalités et les classements incomplets. Une tentative de généralisation a été proposée dans
[25] pour gérer les classements complets avec égalités. Cependant, elle contient une erreur que nous corrigerons

dans le Chapitre

Algorithmes de type séparation et évaluation

Les algorithmes de type séparation et évaluation (branch and bound en anglais) sont frequemment utilisés pour
le probleme d’agrégation de permutations [37, [38, [67), [69]. Ces algorithmes utilisent des connaissances sur les
bornes supérieures du probleme de minimisation afin d’éliminer des familles de solutions dont on sait qu’elles ne
peuvent pas étre optimales. Par exemple, les auteurs de [67] se servent des travaux de [35] sur le calcul de bornes
pour le score de Kemeny minimal pour leur algorithme exact branch and bound.

Les auteurs de [37] ne se basent pas directement sur le score de Kemeny pour leur algorithme exact branch and
bound, mais cherchent a maximiser la somme des coefficients de corrélations de Kendall [45] apés avoir montré

que ce probléme est équivalent a celui de minimiser le score de Kemeny.

Les algorithmes exacts ne peuvent étre utilisés que sur de petites instances. Quel que soit le type d’algorithme
exact considéré, leur utilisation n’est plus possible dés lors que le nombre d’éléments a trier dépasse quelques

dizaines d’éléments pour des raisons de temps d’exécution

2.1.3 Algorithmes d’approximation et heuristiques

Les algorithmes exacts étant difficilement utilisables sur des jeux de données contenant plusieurs centaines
d’éléments comme c’est souvent le cas en biologie, il est alors nécessaire de se servir d’algorithmes d’approximation
et d’heuristiques. Cette sous-section passe en revue les heuristiques principalement utilisées dans le cadre de

I'agrégation de classements.

KwikSort : un algorithme diviser pour régner

Lalgorithme KwikSort congu par Ailon et al. [3] est une 2— approximation pour le probleme d’agrégation de
permutations : le score de Kemeny d’un classement consensuel renvoyé par cet algorithme est au pire deux fois
plus élevé que le score de Kemeny d’un classement consensuel optimal. Cet algorithme est randomisé et son
fonctionnement est inspiré du tri rapide.

Remarque. Dans le meilleur des cas, les pivots choisis ont systématiquement séparé en deux groupes de méme
taille les éléments restant a trier. La complexité est alors ©(n * log, n) ou n est le nombre d’éléments de U. Dans

le pire des cas, les pivots choisis ont systématiquement induit deux sous-ensembles dont 'un des deux est vide.

1. Il est possible d’aller jusqu’a une centaine d’éléments pour un algorithme de programmation linéaire en nombres entiers utilisant un solveur
commercial comme Cplex ou Gurobi [19]
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C’est le cas si, a chaque fois, le pivot choisi est le premier ou le dernier élément parmi ceux restant. La complexité
est alors ©(n?).

Bien que cet algorithme soit une 2—approximation de la méthode Kemeny-Young, son ratio d’approximation
devient 1! lorsqu'il est utilisé conjointement avec I'algorithme Pick a Perm également congu par Ailon [3]. Ce dernier

consiste a choisir comme classement consensuel la permutation de R qui minimise le score de Kemeny avec R.

Recherche locale

Lalgorithme BioConsert présenté dans [32] est une heuristique de recherche locale. Cette heuristique a été
comparée aux autres heuristiques et algorithmes d’approximation de I'état de I'art et a fourni les classements
consensuels de meilleure qualité lors d’'un banc d’essai effectué par Brancotte et al. [25] sur des jeux de données
réels et synthétiques contenant des égalités.

Le principe de cette heuristique est le suivant : on part de chaque classement d’entrée et pour chaque élément
on effectue un des deux mouvements possibles suivants si et seulement si ce mouvement améliore le score de
Kemeny :

e déplacer I'élément dans un bucket existant

e déplacer I'élément dans un nouveau bucket
On effectue ces mouvements jusqu’a ce qu’on ne puisse plus effectuer de tels mouvements capables de diminuer
le score de Kemeny. Le meilleur classement parcouru est ainsi retourné.

Lalgorithme GRASP [43] est une autre heuristique gloutonne de type recherche locale, dont le fonctionnement
est treés proche de BioConsert. La différence principale est que GRASP est un algorithme randomisé contrairement

a BioConsert qui est déterministe.

Borda, Copeland et Schulze : des systéemes électoraux a part entiére

Les méthodes Borda [39] Copeland [36] et Schulze [79] sont trois systemes électoraux qui prennent en en-
trée une liste de classements et renvoient un classement consensuel des candidats. Bien qu’étant des systémes
électoraux a part entiére, les méthodes Borda et Copeland sont utilisées comme heuristiques pour I'agrégation
de classements au sens de la minimisation du score de Kemeny (méthode Kemeny-Young). La méthode Schulze,
introduite plus récemment, est beaucoup moins utilisée dans ce contexte mais présente I'avantage d’étre axio-
matiquement proche de la méthode Kemeny-Young [26] (I'ensemble des critéres d’équité respectés par les deux
méthodes est tres proche).

Les méthodes Borda, Copeland et Schulze consistent a associer un score a chaque élément a classer. Le
classement consensuel renvoyé correspond au tri par ordre décroissant de score des éléments.

Soient R = [r1, 79, ..., ] UNE liste de permutations de U contenant n éléments et = € U. On appelle Bor(x) le
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score associé a z par la méthode Borda. On a : Bor(z) = Y_i", n—r;[z] (pour rappel, r;[z] est la position de = dans
r;). En d’autres termes, Bor(x) est la somme du nombre de candidats classés aprés x dans chaque classement

d’entrée auquel on a retiré 1.

lllustration 2.1.1. Considérons une liste R = [r1, 12, 13,74, 75| CONstituée des cinq permutations suivantes :
r = [{A}{B},{C}]
ry = [{A}, {B}, {C}]
rs3 = [{A}, {B},{C}]
ra = [{C}, {B},{A}]
rs = {C}, {B}, {A}]
OnaBor(A)=2+2+2+0+0=6, Bor(B)=1+1+14+24+2=7etBor(C) =0+0+0+2+2=4. Ainsi, le

classement consensuel obtenu estr = [{B}, {A}, {C}].

Soient R une liste de permutations de U et = € U. On appelle Cop(x) le score associé a z par la méthode
Copeland. On a : Cop(z) = w(x) — I(z), avec w(x) correspondant au nombre d’éléments y tels que z est avant y
dans une stricte majorité de classements et I(z) correspondant au nombre d’éléments y tels que y est avant = dans
une stricte majorité de classements.

Si on considére la méme liste de permutations que pour la méthode Borda, on obtient Cop(A) = 2—0 = 2 puisque
A est avant B dans une stricte majorité de classements et avant C' dans une stricte majorité de classements tandis
gu’aucun élément n'est avant A dans une stricte majorité de classements. On a également Cop(B) = 1 -1 =
0 puisque B est avant C' dans une stricte majorité de classements mais aprés A dans une stricte majorité de
classements. De la méme maniere, on a Cop(C) = 0 — 2 = —2. Ainsi, le classement consensuel obtenu est
r = [{A}, {B}, {C}]. Ce classement consensuel est différent de celui obtenu par la méthode Borda.

La méthode Schulze utilise la construction de graphes ainsi que des algorithmes de calcul du plus court chemin
afin d’associer son score a chaque élément. Les détails de cette méthode sont présentés dans [79].

Calculer les scores associés a chaque élément de U est de complexité ©(n*m) par la méthode Borda, ©(n?xm)
pour la méthode Copeland et ©(n?+m) pour la méthode Schulze (n étant la taille de U a savoir le nombre d'éléments

a classer et m la taille de R a savoir le nombre de classements).

2.1.4 Récapitulatif des différents algorithmes utilisés pour I'agrégation de classements

Pour conclure cette section, nous présentons un tableau rassemblant les différents algorithmes utilisés dans le

cadre de I'agrégation de classements.

1. Concevoir des algorithmes exacts en PLNE et Branch and Bound pour gérer les classements avec égalités et les classements incomplets
nécessite une formulation tres différente des algorithmes exacts pour les permutations.
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Algorithme Classements avec égalités (voir [25]) | Généralisable aux données manquantes
ExactPLNE [35] non non
ExactBNB [38] non non’

KwikSort [3] oui oui
MEDRank [46] oui non
Pick-A-Perm [3] oui non

RepeatChoice [2] oui non
BioConsert [32] oui oui
Borda [39] oui non
CopelandMethod [36] oui oui
SchulzeMethod [79] oui oui

TABLE 2.3 — Algorithmes couramment utilisés dans le cadre de I'agrégation de classements

Inconvénients des algorithmes d’approximation et heuristiques

Les heuristiques, par essence, n’offrent aucune garantie quant a la qualité du classement consensuel retourné
dans le sens ou ces méthodes ne permettent pas de savoir si son score associé est proche ou au contraire trés
éloigné du score d’'un classement consensuel optimal. Les algorithmes d’approximation quant a eux ont un ratio
d’approximation trés élevé [3| [2] et peuvent donc aboutir a des classements consensuels dont le score de Kemeny
bien supérieur au score d’un classement consensuel optimal, ou ne s’adaptent pas aux classements avec égalités
[60]. Le banc d’essai présenté dans [25] montre que ces algorithmes d’approximation fournissent des classements
consensuels de qualité inférieure a BioConsert a la fois sur les jeux de données réels et synthétiques utilisés. Par
ailleurs, le ratio d’approximation des algorithmes d’approximation n’a été démontré que pour les permutations. Ces
algorithmes sont donc de simples heuristiques lorsqu’ils sont adaptés pour gérer les classements avec égalités.

Sur des classements incomplets avec égalité contenant plusieurs centaines d’éléments, il est trés difficile d’éva-
luer la qualité du classement consensuel. En effet, les algorithmes exacts ne permettent pas de calculer un classe-
ment consensuel en un temps raisonnable et de plus il n’y a pas d’algorithme d’approximation dans ce cadre. Nous
allons voir dans la section suivante que des techniques de partitionnement étroitement liées a la théorie du choix

social offrent une solution intermédiaire entre algorithmes exacts et heuristiques.

2.2 A linterface entre algorithmique et choix social : les techniques de

partitionnement

Nous avons vu dans la section précédente que les algorithmes exacts sont trop lents s’il y a beaucoup d’éléments
a classer et que les heuristiques ne permettent pas d’évaluer la qualité du classement consensuel renvoyé. Une
solution classiquement utilisée pour pallier ces problémes est de diviser le probléme initial en sous-problémes
indépendants de sorte que que la simple concaténation d’un classement consensuel optimal de chaque sous-

probléme forme un classement consensuel optimal pour le probléme de départ.
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Plusieurs techniques de partitionnement présentes dans la littérature et détaillées dans cette section permettent

un tel partitionnement.

2.2.1 Truchon et le critéere de Condorcet étendu

Truchon définit le Critere de Condorcet étendu dans [83] permettant de partitionner le probléme de départ en
sous-problémes indépendants pour un nombre impair de classements. Comme son nom l'indique, ce critére est
une extension du critére de Condorcet défini dans la Sous-section Notons que Truchon permet les égalités

dans les classements d’entrée et considere que le colt de rompre une égalité est égal a 1.

Définition 2.2.1. Critére de Condorcet étendu et partition de Truchon [83]

Truchon définit le critére de Condorcet étendu de la maniére suivante. Soit R une liste contenant un nombre
impair de classements complets de U et 7 = [11, ..., T}] une partition ordonnée de U telle que Vi < j etV (z,y) €
T; x T;, x est avant y dans une majorité de classements. Alors, Vi < j etV¥(z,y) € T; x T},  est avant y dans tout

classement consensuel optima Une telle partition sera appelée partition de Truchon.

Reprenons nos trois permutations présentées en Table On voit que A est avant tous les autres éléments
dans une stricte majorité de classements. Ainsi, 7 = [{A},{B, C, D}] est une partition de Truchon. On peut en
déduire que A est avant B, C et D dans toutes les solutions optimales.

Il est important de préciser que méme si les classements de départ peuvent contenir des égalités, I'objectif de
Truchon est de rompre ces égalités afin de produire une permutation de U. Il est donc intéressant de se demander
si le critére de Condorcet étendu peut étre utilisé dans un cadre plus large, comme par exemple la distance de
Kendall-r généralisée avec pénalité p (voir Définition et [47]).

Les auteurs de [19] déterminent une partition de Truchon en calculant les composantes fortement connexes d’'un

graphe. La complexité de cet algorithme est O(|R| = |U|?).

2.2.2 Les éléments propres
Betlzer et al. définissent dans [17] le concept d’éléments propres (non-dirty elements) en proportion q.

Définition 2.2.2. Un élément x est dit propre en proportion q si pour tout élément y # x, soit x est avant y dans
une proportion de classements supérieure ou égale a q, soit y est avant x dans une proportion de classements

supérieure ou égale a q.

Cas q = 0.75. Les auteurs montrent que si x est un élément propre en proportion 0.75, alors tous les éléments

placés avant  dans au moins 75% des permutations sont placés avant x dans tous les classements consensuels

2. Truchon considére dans [83] une adaptation du score de Kemeny équivalente au score de Kemeny avec pénalité p de Fagin et al. [47] en
prenantp = 1.
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optimaux et tous les éléments placés aprés x dans au moins 75% des permutations sont placés aprés x dans tous
les classements consensuels optimaux. Ceci permet donc de calculer une partition ordonnée de U en trois parties
[B1, Bs, Bs] avec B; correspondant a 'ensemble des éléments placés avant = dans au moins 75% des permutations,
B, = {«} et B3 correspondant a I'ensemble des éléments placés aprés = dans au moins 75% des permutations.
Intuitivement, si un élément y est avant = dans au moins 75% des permutations et qu’un élément = est apreés x dans
au moins 75% des permutations, alors y est nécessairement avant z dans au moins la moitié des permutations.

Cas q = 2/3. Betlzer et al. ont également démontré dans [17] que si = est un élément propre en proportion %
alors il existe un classement consensuel optimal r* tel que tous les éléments placés avant x dans au moins % des
permutations sont placés avant = dans r* et tous les éléments placés aprés x dans au moins % des permutations
sont placés aprés = dans r*.

Si l'objectif est de calculer un classement consensuel le plus rapidement possible, ce critere sera préféré au
précédent. En effet, un élément propre en proportion 0.75 est nécessairement un élément propre en proportion %
mais la réciproque n’est pas nécessairement vraie. Les éléments propres en proportion % sont donc susceptibles
de partitionner en un plus grand nombre de parties. Cependant, il est tout a fait possible que des classements
consensuels optimaux ne respectent pas le partitionnement obtenu avec les éléments propres en proportion 2.

Cette méthode de partitionnement n’est donc pas a utiliser si I'objectif est de mettre en lumiére des points communs

entre 'ensemble des classements consensuels optimaux.

Il est intéressant de noter que d’une part le critére de Condorcet étendu et d’autre part le critere de Betzler pour
le cas ¢ = 0.75 ont le méme objectif a savoir calculer une partition ordonnée des éléments a trier telle que tout clas-
sement consensuel optimal respecte cette partition. Nous montrerons dans le Chapitre [3|que ces deux critéres sont
complémentaires. En effet, certains jeux de données peuvent étre partitionnés par le critére de Condorcet étendu
mais pas par les éléments propres tandis que d’autres peuvent au contraire étre partitionnés par les éléments

propres mais pas par le critéere de Condorcet étendu.

Ces techniques de partitionnement sont particulierement intéressantes a coupler aux algorithmes exacts afin de
réduire leur temps d’exécution lorsque le nombre d’éléments a trier est grand. Si chague sous-probléme obtenu est
de taille suffisamment petite pour qu’un algorithme exact soit utilisé, un classement consensuel optimal est alors
obtenu. Malheureusement, ces techniques de partitionnement souffrent de deux défauts majeurs. Nous verrons
dans le Chapitre [3| que le critere de Condorcet étendu et les éléments propres en proportion 75% permettent
rarement un partitionnement en de nombreux sous-problémes sur les jeux de données réels. Par ailleurs, aucune
méthode de partitionnement décrite dans cette section n’est compatible avec la distance de Kendall-r généralisée
pour les classements avec égalités. A notre connaissance, aucune n’a été adaptée pour les classements incomplets

avec égalités.
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2.2.3 Lien entre techniques de partitionnement et criteres d’équité en théorie du choix

social

Nous avons vu dans la Sous-section le critére de Condorcet étendu. Comme son nom lindique, ce critére
est une extension du critere de Condorcet qui est tres couramment cité en théorie du choix social (au point que les
systémes électoraux sont dit de Condorcet s'ils respectent ce critére). Plus généralement, I'étude axiomatique qui
intéresse la communauté théorie du choix social permet de caractériser le comportement des différentes méthodes
d’agrégation de classements. Si la méthode considérée pour cette thése est appelée méthode Kemeny-Young en
théorie du choix social, il est important de préciser que d’autres méthodes d’agrégation de classements existent
et correspondent a différents systémes électoraux (méthode Copeland, regle de Borda, ...). Les criteres d’équité
permettent alors de caractériser mathématiquement ces différentes méthodes d’agrégation de classements. Nous
allons nous focaliser sur deux critéres d’équité qui ont un intérét tout particulier dans le cadre de la recherche
de classement consensuel optimal au sens du score de Kemeny : le LIIA pour Local Independance of Irrelevant
Alternatives [85] et le critére de Condorcet. Plus précisément, nous allons voir que le L//A fait du critére de Condorcet

une technique de partitionnement du probléme de départ en sous-problémes indépendants.

Partitionnement et "Indépendance locale des alternatives non pertinentes”

Le critére d’équité appelé Local Independence of Irrelevant Alternatives abrégé LIIA et traduit en francgais par In-
dépendance locale des alternatives non pertinentes est un critére d’équité qui est respecté par la méthode Kemeny-

Young dans le cas ou les classements dont on cherche un classement consensuel sont des permutations de U [86].

Propriété 2.2.1. Soit un sous-ensemble S C U de k éléments tel que les éléments de S correspondent aux k
premiers ou k derniers éléments dans un classement consensuel optimal r*. Soientr’ le classement r* duquel seuls
les éléments de S ont été conservés et R’ la liste de classements de S correspondant a la liste de classements R
dont seuls les éléments de S ont été conservés. Autrement dit, r' est la projection de r sur S et R’ est la projection

de R sur S. Alors, 1’ est un classement consensuel optimal pour R'.

lllustration 2.2.1. Pour illustrer le LIIA, prenons une liste R = [rq,r2,13,74] COnstituée des quatre permutations
suivantes :

r = [{A}{C} {D}.{B}]

r2 = {B}, {A},{C} {D}]

rs = {A}, {B}, {D},{C}]

ra = {B},{D},{C}, {A4}]

Un algorithme exact nous indique que r* = [{A}, {B},{C},{D}] est un classement consensuel optimal. Reti-

rons maintenant I'élément D de ce dernier. On obtient v’ = [{A},{B},{C}]. Grace au LIIA, on sait que r' est un
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classement consensuel optimal pour la liste R' = [r{,r4,r5, )] constituée des quatre permutations suivantes (les
mémes que précédemment, mais les D ont été retirés) :

r = [{ANL{CHAB}]

ry = [{B}, {A}{C}]

ry = [{A}{B},{C}]

ry = [{B}{C}, {4}]

Une conséquence directe du LIIA est la suivante. Prenons S C U de taille & et supposons qu’une condition
suffisante permette d’établir qu’il existe un classement consensuel optimal r* pour R tels que I'ensemble des k
premiers éléments de r* soit égal a S (on n’a pas besoin de connaitre I'ordre des éléments de S dans r*). Appelons
R, la liste de classements correspondant a R dont seuls les éléments de S ont été conservés et R la liste de
classements correspondant a R dont tous les éléments de S ont été retirés. Alors, concaténer un classement
consensuel optimal de R; et un classement consensuel optimal de R, fournit un classement consensuel optimal
pour R. Ainsi, grace au LIIA, toute propriété garantissant qu’il existe un classement consensuel optimal commengant
par un sous-ensemble de U donné permet de partitionner R en deux sous-problémes indépendants.

Le fait que la méthode Kemeny-Young respecte le LIIA garantit également qu’il n’existe aucun algorithme polyno-
mial permettant de trouver I'élément en premiere position d’'un classement consensuel optimal sur n'importe quelle
instance (a moins que P = NP). En effet, si un tel algorithme existait, il suffirait de trouver ce premier élément,
de le retirer de R, puis de recommencer récursivement a chercher le premier élément pour le "nouveau R" et ainsi
de suite. Ainsi, le classement consensuel optimal se construirait pas a pas, et on obtiendrait donc un classement

consensuel optimal par un algorithme polynomial.

Partitionnement et "Critére de Condorcet"

Le critere de Condorcet est un critére fondamental pour caractériser un systeme de vote Nous en donnons la

définition ci-dessous.

Définition 2.2.3 (Critere de Condorcet [34], vainqueur de Condorcet). Soit R une liste de permutations de U (en-
semble de candidats a une élection). S’il existe un candidat x € U tel que pour tout autre candidaty # x € U onax
avant y dans une stricte majorité de classements, alors x est le vainqueur de I'élection. Un tel candidat est appelé

vainqueur de Condorcet.

Si ce critére a été défini dans un contexte de théorie du choix social, le fait qu’une méthode respecte (ou non)
le critere reste évidemment valide quel que soit le contexte. La méthode Kemeny-Young respecte le critere de
Condorcet : s’il y a un vainqueur de Condorcet, il est nécessairement en premiére position dans tous les clas-

sements consensuels optimaux [26]. Le critere de Condorcet établit donc une condition suffisante pour trouver le

3. Un systéme électoral respectant le critere de Condorcet est appelé extension de Condorcet.
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vainqueur d’une élection ou plus généralement I'élément qui arrive en premiére position de tout classement consen-

suel optimal.

Ce critére combiné au LIIA offre donc une méthode de partitionnement : trouver un vainqueur de Condorcet
permet de partitionner R en deux sous-problémes indépendants R; et R, : R correspond & R auquel on n’a gardé
que I'élément = dans les classements et R, correspond a R auquel on a retiré = de tous les classements. Le LIIA
garantit que le fait de retirer = des classements de R ne changera pas I'ordre relatif des autres éléments dans le(s)

classement(s) consensuel(s) optimal/optimaux.

lllustration 2.2.2. Pour illustrer le critere de Condorcet, prenons une liste R = [ry, 12, r3,74] CONstituée des quatre
permutations suivantes :

r = [{C},{A},{D},{B}]

ro = [{A}{B},{C},{D}]

rs = [{A}, {B},{D},{C}]

ra = [{B},{D},{A},{C}]

On peut voit que A est avant B dans une stricte majorité de permutations (r1, ro, r3), A est avant C' dans une
stricte majorité de permutations (ro, r3, r4) €t A est avant D dans une stricte majorité de permutations (ry, r2, r3).
L'élément A est donc un vainqueur de Condorcet. On a donc la garantie que tous les classements consensuels
optimaux commencent par A et que concaténer [{ A}] avec un classement consensuel optimal au sous-probléme
R = [r}, 14,4, 1] ci-dessous donne un classement consensuel optimal pour R :

= [{C},{D},{B}]

5 = {B}L{C}{D}]
5 = {BL{D}{CH]
ry = [{B}{D}.{C}]

<

<

Notons que dans I'lllustration il suffirait d’intervertir A et D dans r; pour que A ne soit plus un vainqueur
de Condorcet : A ne serait plus avant D dans une stricte majorité de permutations (il n’y a donc aucun vainqueur
de Condorcet dans ce cas la).

Nous avons vu de quelle maniere les criteres d’équité de la théorie du choix social peuvent étre utilisés pour
définir des techniques de partitionnement permettant de diviser le probléme initial en sous-problémes indépendants.
Il est important de préciser que si la méthode Kemeny-Young respecte le LIIA et le critere de Condorcet qui sont a
l'origine des techniques de partitionnement, le respect de ces criteres n’est pas prouvé dans un contexte plus large

que celui des permutations.
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2.3 Gestion des données manquantes

Nous avons vu dans la section précédente qu’il existe de nombreux algorithmes et plusieurs techniques de
réduction d’espace pour le probléme d’agrégation de permutations. Or, lorsque les classements dont on souhaite
déterminer un classement consensuel sont incomplets ou contiennent des égalités, il n’est plus possible d’utiliser
la distance de Kendall-7 et le score de Kemeny tels qu'ils ont été définis initialement (voir Définitions[1.2.7]et[1.2.2).
En conséquence, de nombreux travaux de recherche se focalisent sur les classements complets et sans égalités
2,13, 5,12, 13, 18], [19, 21} [38] [60} 62]. Pour autant, de nombreux jeux de données sont incomplets et contiennent
des égalités. Nous avons vu dans le Chapitre [1| que le modéle de Fagin et al. permet de gérer les égalités. Ce
modele est trés couramment utilisé dans la littérature. Pour la gestion des données manquantes, la situation est
différente. Les auteurs de [6] ont adapté le coefficient de corrélation de [45] pour les classements incomplets. Pour
I'agrégation de classements au sens de Kemeny, on trouve deux familles de méthodes permettant de gérer les
données manquantes : d’'une part celles consistant a rendre artificiellement complets des classements qui ne le
sont pas a l'origine et d’autre part celles consistant a adapter le score de Kemeny. |l se trouve que de nombreuses
adaptations du score de Kemeny ont été proposées [4], (17, 24, [44]. Nous allons d’abord étudier les méthodes
consistant a rendre complets des classements qui ne le sont pas, puis nous nous intéresserons aux adaptations du
score de Kemeny.

Afin d'illustrer les différentes méthodes, les deux classements ci-dessous seront réutilisés tout au cours de cette

section.

r=[{C}{B}]
s = [{B}, {4}, {C}, {D}]

TABLE 2.4 — Exemples de deux classements r et s de U = {A, B, C, D}. Le classement r est incomplet puisque A
et D sont manquants.

2.3.1 Projection et unification

Nous nous intéressons ici a une premiére catégorie de méthodes permettant de gérer les classements in-
complets. Les méthodes présentées ici consistent a rendre artificiellement complets des classements a 'origine

incomplets. Ces méthodes sont au nombre de deux : projection et unification.

Projection

La projection est une des deux méthodes utilisées dans la littérature pour rendre complets des classements qui

ne le sont pas [19]. Intuitivement, elle consiste a retirer des classements d’entrée tous les éléments qui ne sont pas
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présents dans chaque classement d’entrée. Une définition plus formelle est donnée ci-dessous.

Définition 2.3.1. La projection est une méthode consistant a prendre en entrée une liste R = [ry,r2,...,7.] dem
classements possiblement incomplets de U et de renvoyer une liste R’ = [r},r},...r] de m classements complets
de U’ telle que :

o U = D dom(r;).

e Vi<m,Ve#yelU, =<, y=r=<y.

e Vi<m,Vex#yelU, v=,y=1=y.

lllustration 2.3.1. Considérons la liste de classements R = [r1, 12, 13] avec

r = [{C, D}, {B}],

ra = [{B},{C}H{E},

rs = [{A}, {B,C},{D}].

On peut observer que les classement r, etr, sont incomplets puisque A y est absent alors qu'il est présent dans
r3. De la méme maniére, ro est incomplet puisque A et D sont manquants. On observe que seuls les éléments B

et C sont présents dans chaque classement. Appliquer la technique de projection revient a calculer R’ = [r, 5, r4]

avec
rr=[{C}L{B},
ry = [{B},{C}],
ry = [{B,C}].

Cette méthode a été utilisée par Betzler et. al sur des jeux de données réels, en particulier des résultats de
courses de F1 et des résultats de requétes sur des moteurs de recherche [19].

Linconvénient majeur de cette méthode est la perte d’'information qui en découle. En effet, un coureur absent

d’'une seule course de F1 n’apparaitra pas dans le classement consensuel méme s'il a fini premier de toutes les

autres courses.

Unification

Lunification consiste a rendre complets les classements d’entrée en ajoutant a la fin de chaque classement
incomplet un bucket d’unification contenant 'ensemble des éléments absents du classement.

Une définition plus formelle est donnée ci-dessous.

Définition 2.3.2. Lunification est une méthode consistant a prendre en entrée une liste R = [ry,rs,...,Ty] de

classements possiblement incomplets de U et de renvoyer une liste R' = [r},r},...r],] de classements complets de

tm

U telle que pour touti < m onar, =r; sidom(r;) =U etr, =r; U (U\dom(r;)) sinon.

Cette technique a été utilisée dans [78] et [32].
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lllustration 2.3.2. Considérons la liste de classements R = [r1, 12, 1r3] avec

r = [{4},{C, D}],

re = {B}{C}],

rs = [{A},{B,C}, {D}].

On peut observer que le classement r1 est incomplet puisque B y est absent (alors qu’il est présent dans r
et rs). De la méme maniere, ro est incomplet puisque A et D sont manquants. Le classement r3 est en revanche
complet. Appliquer la technique d’unification sur R revient a considérer la nouvelle liste de classements R, =
[r],ry, 4] avec

= [{A}LA{C D} {Bh],

ry = [{B},{C}, {A, D},

rh = [{A}, {B,C},{D}] = r3 (pas de changement puisque r; est déja complet).

Pour insister sur le fait que r} et r, sont issus de classements initialement incomplets, leurs buckets d’'unification

portent un v en indice.

Utilisation des techniques de projection et d’unification sur des jeux de données Une fois les classements
rendus complets par projection ou unification, les techniques d’agrégation de classements complets peuvent s’ap-
pliquer. Linconvénient majeur de cette méthode est qu’elle nécessite deux hypothéses fortes sur les données pour
pouvoir I'appliquer. D’une part il faut considérer que les éléments manquants sont moins pertinents que les élé-
ments présents vis-a-vis d’un classement et d’autre part il faut considérer que I'ensemble des éléments absents
sont d’'une non-pertinence équivalente puisque tous les éléments manquants se retrouvent a égalité dans un méme
groupe d’unification.

Sur I'exemple de classements incomplets présentés en Table on obtient aprés unification que le score de

Kemeny généralisé (avec pénalité p) S?(r,s) = 1(a,c) +pPa,p) + 1(B,c) =2+p

2.3.2 Généralisations de la distance de Kendall- et du score de Kemeny

Nous nous focalisons maintenant sur une deuxiéme catégorie de méthodes permettant de gérer les classements
incomplets. Les méthodes présentées ici consistent a généraliser la distance de Kendall-r définissant ainsi une
nouvelle mesure de dissimilarité entre deux classementsﬂ Certaines de ces généralisations prennent également

en compte les égalités et d’autres non.

4. Les mesures définies ne sont généralement pas des distances au sens mathématique du terme
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Mesure de Kendall-~ induite

Dwork et al. définissent la mesure de Kendall-r induite qui calcule une mesure de dissimilarité entre deux
classements. Cette mesure (qui n’est pas une fonction de distance puisqu’elle ne respecte ni I'identité ni I'inégalité
triangulaire) s’appligue aux classements incomplets sans égalités. Le principe est de calculer la distance de Kendall-
7 entre les deux classements pris en argument mais en ne considérant que les paires d’éléments présents dans les

deux classements. La définition formelle est donnée ci-dessous.

Définition 2.3.3 (Mesure de Kendall-7 induite [44])). La mesure de Kendall-r induite entre deux classements incom-

plets sans égalités r1 et ry notée J(r1,r2) est définie de la fagon suivante :

J(r1, ) = {(z,y) € (dom(r1) Ndom(re))? : @ <y, YAY <y, T} (2.1)

Par exemple, pour les classements de la Table ona.J(r,s) = 1(p,c) = 1. Pour cette mesure, on ne considére
en effet que les éléments communs a r et s. La mesure de Kendall-r induite est donc équivalente a la distance de
Kendall-r pour les deux classements suivants :

' =[{C}{B}]

s’ = [{B},{C}]

Définition 2.3.4 (Score de Kemeny induit). SoitU I'ensemble des éléments a trier. Le score de Kemeny induit entre
une permutation r de U et une liste R de classements sans égalités de U (complets ou incomplets) noté S (r, R)

est défini de la fagon suivante :

S'(r,R) =Y J(r,r) (2.2)

ri€R
Cette définition a été reprise par Betzler et al. dans [17] sous le nom de Kemeny score with incomplete votes.
Notons que si pour la mesure de Kendall-r induite comme pour la technique de projection il est question de
considérer seulement les éléments en commun, les deux techniques restent trés différentes I'une de l'autre. En
effet, lors du calcul du score de Kemeny induit entre r et R, une méme paire d’éléments peut étre ignorée pour
certains classements d’entrée mais étre considérée pour d’autres classements d’entrée. Les éléments absents de
certains classements sont ici considérés et apparaissent dans le classement consensuel final contrairement a ce

qui est obtenu par la technique de projection.

Pseudo-distance de Kendall-r généralisée

Une autre généralisation de la distance de Kendall-r appelée pseudo-distance de Kendall-r généralisée[f] a

été définie par Brancotte et al. dans [24]. Cette pseudo-distance consiste a utiliser la technique d’unification mais

5. Une pseudo-distance respecte le critere de symétrie ainsi que I'inégalité triangulaire mais pas l'identité.
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sans considérer que les éléments du bucket d’unification sont nécessairement ex-aequo. Notons que cette pseudo-

distance reprend également le modéle proposé par Fagin et al. [47] pour traiter les égalités.

Définition 2.3.5 (Pseudo-distance de Kendall-r généralisée [24]). Soient U I'ensemble des éléments a trier, v, et
ro deux classements de U, u(r1) le bucket d’unification de r, (possiblement vide), u(r2) le bucket d’unification de
ro (possiblement vide) et p € [0, 1]. La pseudo-distance de Kendall-r généralisée, notée NP (r1,r2), est définie de la

maniéere suivante :

Np(rlaTQ) :|{($,y) € U2 Y <r1 Uu(ry) y/\y <7"2Uu(r2) .13‘
+pxl(e,y) €U iz =, y Az gulr)Vy & ulr)) Az Zp, yl (2.3)

tp*|(z,y) €U ra =, y Az Eulra) Vy & ulre)) Az #, y}

lllustration 2.3.3. Reprenons les classements r et s de la Table On a NP(r,s) = 1(p,c) + 1a,cy = 2. Pour
cette mesure, on considére que les éléments absents de r sont "virtuellement" a la fin de r; mais sans supposer
d’ordre entre eux. Ainsi, il faut une pénalité de 1 entre A et C dans la mesure ou C est (virtuellement) avant A dans
r alors que A est avant C dans s. Par contre, il n’y a pas de pénalité due a la paire (A, D) puisque ni A ni D ne sont

présents dans r.

Linconvénient de cette formulation décrite dans [24] est qu’elle nécessite que les classements soient passés
par le processus d’unification afin de les rendre complets vis-a-vis de U. Les auteurs présentent cette pseudo-
distance comme un moyen de réduire le biais induit par le processus d’unification qui positionne artificiellement des
éléments a égalité. En effet, en considérant cette pseudo-distance, une paire d’éléments a égalité dans un seul des
deux classements induira un co(t nul si la relation d’égalité est au sein du bucket d’unification.

A partir de cette pseudo-distance, Brancotte et al. ont également généralisé le score de Kemeny entre une liste

de classements R et un classement consensuel r.

Définition 2.3.6 (Score de Kemeny associé a la pseudo-distance de Kendall-r généralisée). Le score de Kemeny
associé a la pseudo-distance de Kendall-r généralisée entre une liste de classements R et un classement consen-

suel r noté MP(r, R) est défini de la maniere suivante :

MP(r,R) = NP(r,r;) (2.4)

™ ER
Lheuristique BioConsert est adaptée [24] pour étre rendue compatible avec la pseudo-distance de Kendall-tau
généralisée.
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Distance de Kendall-7 étendue

Plus récemment, la distance de Kendall-r étendue a été définie par Aledo et al. [4]. Cette mesure (qui n'est
pas une fonction de distance puisqu’elle ne respecte ni l'identité, ni I'inégalité triangulaire) permet de gérer les

classements incomplets avec égalités. Cette mesure est une extension de la mesure de Kendall-7 induite [44] (voir

Définition [2.3.3).

Définition 2.3.7 (Distance de Kendall-r étendue [4]). La distance de Kendall-r étendue entre deux classements ry

etrq, notée B(ry,r2), est définie de la maniére suivante :

B(r1,72) = [{(x,y) € (dom(ry) Ndom(r2))? : & <p, YA Y <y T} (2.5)

Si les auteurs n'ont pas adapté explicitement le score de Kemeny a la distance de Kendall- étendue, ils défi-
nissent le probleme d’agrégation de classements incomplets comme la recherche du (des) classement(s) minimi-
sant la somme des distance de Kendall-r étendue avec chaque classement en entrée. Pour plus de clarté dans les

chapitres suivants, nous définissons le score de Kemeny étendu ci-dessous.

Définition 2.3.8 (Score de Kemeny étendu). Le score de Kemeny étendu entre un classement complet r de U et

une liste de classements R, noté H (r, R) est défini de la maniére suivante :

H(r,R)=>_ B(r,r) (2.6)
r,€R
SiI'équation[2.5]s’écrit de la méme maniére que I'équation[2.1] elles n’ont pas été définie dans le méme contexte.
En effet, la premiére a été pensée pour gérer des classements sans égalités alors que cette derniére gére les

classements avec égalités et considere que le colt de créer / rompre une égalité est nul.

Lheuristique GRASP est adaptée dans [4] pour la rendre compatible avec la distance de Kendall-+ étendue.

Nous avons vu que plusieurs adaptations du score de Kemeny existent dans la littérature. Ces différentes adap-
tations donnent un résultat différent sur les mémes classements pris en exemple. Erick Moreno-Centeno et Adolfo
Escobedo proposent dans [71] une étude axiomatique permettant de savoir si une adaptation de la distance de
Kendall-r pour les classements incomplets respecte certaines propriétés comme la commutativité ou 'inégalité tri-
angulaire. Malgré ces travaux, il est trés difficile de savoir quelle adaptation il est préférable de choisir sur un jeu de
données réel contenant des classements incomplets avec égalités. De plus, ces adaptations ne sont pas associées
a des propriétés mathématiques permettant d’utiliser des techniques de réduction d’espace, et aucun algorithme
exact n’a été proposé pour 'une d’entre-elles. Enfin, trés peu d’heuristiques ont été congues pour répondre au

besoin d’agrégation de classements incomplets.
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2.4 Conclusion : enjeux pour I’agrégation de classements

Faciliter I'utilisation d’algorithmes exacts est un véritable enjeu pour lesquels plusieurs travaux de recherche
ont abouti a des résultats. En effet, des techniques de partitionnement permettent de diviser le probléme initial en
sous-problémes indépendants. Ces techniques ont néanmoins deux défauts majeurs. Premiérement, elles ne sont
définies que sur des classements complets [83], voire uniquement sur des permutations [19,/20]. Deuxiémement, les
conditions suffisantes permettant le partitionnement sont strictes et permettent peu de partitionner en pratique. Un
premier enjeu est donc de trouver des conditions suffisantes plus souples et adaptés aux classements incomplets
permettant de mieux partitionner efficacement les jeux de données avec données manquantes. Lobjectif est ici de
fournir rapidement un classement consensuel de qualité.

Par ailleurs, les heuristiques de I'état de I'art ne fournissent aucune information quant a la qualité du classement
consensuel renvoyé. Les algorithmes d’approximation ont un ratio d’approximation trop élevé pour que le classe-
ment consensuel renvoyé soit nécessairement de bonne qualité. Le deuxiéme enjeu est donc de développer des
heuristiques capables de fournir des indicateurs quant a la fiabilité du classement consensuel calculé.

Une troisiéme problématique peu étudiée dans la littérature est celle concernant la non-unicité du classement
consensuel optimal. Il est pourtant trés important pour un utilisateur de savoir a quel point le classement consensuel
renvoyé est robuste, en particulier sur les premiers éléments du classement consensuel. Le troisieme enjeu est donc
de trouver des propriétés mathématiques permettant de rendre compte des points communs entre les solutions
optimales.

Enfin, la gestion des classements incomplets pose probleme pour deux raisons. Premierement, plusieurs mé-
thodes existent pour étendre la méthode Kemeny-Young aux classements incomplets sans qu’un utilisateur puisse
étre informé des conséquences que peut avoir le choix d’'une méthode plutét qu’une autre sur le classement consen-
suel calculé ou sur le temps d’exécution des algorithmes. Deuxiemement, aucune propriété mathématique n’est
associée a ces différentes méthodes, ne rendant possible que I'utilisation d’heuristiques dont la fiabilité est incon-
nue. Le quatrieme et dernier enjeu est de définir un modéle associé a des propriétés mathématiques et englobant
les différentes méthodes d’agrégation de classements incomplets. Le but est ici double : fournir a 'utilisateur un
guide lui permettant de choisir la méthode la plus adaptée a ses besoins et proposer des algorithmes permettant

de renvoyer un classement consensuel de qualité.

Dans le Chapitre[3] nous généralisons une technique de réduction d’espace pour la pseudo-distance de Kendall-
T généralisée et nous nous attaquons au probléme de la multiplicité des classements consensuels optimaux. Le
Chapitre [4] présente un modeéle pour les classements incomplets incluant les différentes généralisations du score
de Kemeny présentées dans ce chapitre ainsi qu’un cadre algorithmique et axiomatique associés a ce modele. Ces

contributions sont évaluées sur un grand nombre de jeux de données réels et synthétiques.
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Résumé du Chapitre

Dans ce chapitre nous avons rappelé le lien trés étroit entre le probleme d’agrégation de permutations et le weighted
feedback arcset problem, probléme treés classique en théorie des graphes [44] |59 [60] qui consiste a rendre un
graphe acyclique en retirant des arétes dont la somme des poids doit étre minimale.

Tous les travaux concernant le weighted feedback arcset problem sont directement utilisables pour I'agrégation
de permutations. Ce lien entre les deux problémes n’est plus valable sur les classements avec égalités ou les
classements incomplets.

Pour résoudre le probleme d’agrégation qui est NP-difficile, plusieurs algorithmes exacts ont été proposés
[5 111 130l [35] [38], (69, 78], [84]. Les plus courants sont basés sur de la programmation linéaire en nombre entiers
ou sur une approche de type séparation et évaluation. En pratique, ces approches ne peuvent pas étre utilisées
lorsque le nombre d’éléments a trier est supérieur a quelques dizaines. En conséquence, plusieurs algorithmes
d’approximation et heuristiques ont été concgus [2, 13, 132, 136} 139! 146, [79]. Ces méthodes souffrent de deux inconvé-
nients majeurs : elles n’offrent pas ou que trés peu de garanties sur la qualité du classement consensuel renvoyé
(les ratios d’approximation des algorithmes d’approximation sont élevés) et la grande majorité ne considérent que
les classements complets. Trois heuristiques ont un statut particulier : Borda, CopelandMethod et SchulzeMethod
qui correspondent a des systémes électoraux et n'ont pas été congues pour calculer un classement consensuel au
sens de la minimisation du score de Kemeny. Les deux premiéres sont néanmoins trés couramment utilisées dans
ce contexte 25 144], 56].

Les critéres d’équité de la théorie du choix social offrent alors des outils pour aider au calcul de classements consen-
suels de bonne qualité dans le cadre des permutations. Celui appelé LIIA (indépendance locale des alternatives non
pertinentes) garantit que si on retire les k premiers éléments d’'un classement consensuel optimal, ce qu'il reste de
ce classement est un classement consensuel optimal pour les classements de départ dont on a retiré ces mémes
éléments. Ce critére est étroitement lié au critere de Condorcet étendu [83] et aux éléments propres [17] : le fait
de les associer permet de partitionner le probléme initial en sous-problémes indépendants. Ces deux méthodes de
partitionnement ne sont définies que dans le cadre de I'agrégation de classements complets.

Nous avons également fait un état de 'art des méthodes existantes pour gérer les classements incomplets. On
les divise en deux familles : celles qui consistent a rendre artificiellement complets les classements qui ne le sont
pas et celles qui généralisent le score de Kemeny. Dans la premiere famille, on trouve la projection qui consiste
a retirer des classements tous les éléments qui ne sont pas présents dans chaque classement [19] et I'unification
qui consiste a ajouter a la fin de chaque classement incomplet un bucket d’unification contenant tous les éléments
manquants [32, [78]. Dans la deuxieme famille, plusieurs généralisations ont été proposées [4], 17, 24, |44] mais la
pertinence de leur utilisation sur des données réelles n’a pas été démontrée. Aucun algorithme exact ni aucune

technigue de réduction d’espace n’ont été publiées pour ces généralisations du score de Kemeny.
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Chapitre 3

Partitionnement a base de graphes et

critere de robustesse
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous plagons dans un contexte biologique précis dans lequel les classements sont
possiblement incomplets et avec égalités. Nous considérons pour ce chapitre le score de Kemeny généralisé a la
pseudo-distance [24] (voir Définition [2.3.6) qui a été définie pour ce contexte [24]. Nous commengons par décrire le

contexte biologique considéré pour ce chapitre, puis nous résumons les contributions algorithmiques apportées.

3.1.1 Contexte biologique

Les contributions de ce chapitre seront illustrées a travers le cas d’utilisation présenté en introduction corres-
pondant a la recherche de genes impliqués dans une maladie donnée. Lorsqu’on interroge les bases de données
biologiques de référence pour trouver les genes les plus impliqués dans une maladie donnée, on obtient des classe-
ments de génes trés différents selon la dénomination choisie pour la maladie d’intérét (le nombre de génes renvoyés
est différent, un méme géne peut étre positionné tres differemment d’'une reformulation a 'autre, ...). Partons d’'une
maladie et considérons ses différents synonymes (par exemple : breast cancer, breast carcinoma, mammary can-
cer, ...). Pour chague synonyme, le classement des genes les plus pertinents est obtenu en interrogeant la base
de données Gene du NCBI. Il est alors intéressant d’utiliser 'agrégation de classements puisque cela permet d’ob-

tenir un classement a partir de I'information apportée par I'ensemble des reformualations synonymes. Ainsi, si un
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géne impliqué dans une maladie est trés peu (ou pas) associé a une reformulation, il peut quand méme étre bien
positionné dans le classement consensuel.
Si les méthodes présentées dans ce chapitre sont utilisables dans différents contextes, elles ont un intérét
particulier dans ce contexte biologique qui souffre de trois problémes majeurs exposés au chapitre précédent.
e Probleme 1 : le nombre de genes a classer est généralement trés grand et il n’y a pas de technique de
réduction d’espace pour les classements incomplets. Il est donc impossible de se servir d’algorithmes exacts.
e Probleme 2 : dans ce contexte, I'adaptation du score de Kemeny utilisée pour gérer les classements incom-
plets avec égalités est le score de Kemeny adapté a la pseudo-distance [24] (Définition . Lheuristique
BioConsert est la seule qui a été adaptée pour cette pseudo-distance. Or, elle ne fournit aucune garantie
quant a la qualité des classements consensuels renvoyés.
e Probleme 3 : le nombre de classements consensuels optimaux peut étre trés élevé, posant alors le probléme

de la représentativité d’'un classement consensuel unique vis-a-vis du jeu de données.

3.1.2 Contributions

Ce chapitre reprend nos contributions pour répondre aux problémes listés ci-dessus. Ces contributions sont
publiées dans [7] et [8]. Pour répondre aux deux premiers problémes soulevés, nous avons congu et développé
ParCons, une méthode a base de graphes permettant de calculer rapidement des classements consensuels sur
des jeux de données de trés grande taille en les décomposant en des jeux de données beaucoup plus petits et in-
dépendants ou des algorithmes de qualité (éventuellement exacts) peuvent étre utilisés. Par ailleurs, pour répondre
au troisieme probléme, nous avons congu et développé ParFront, un algorithme capable d’établir des frontieres
entre des groupes de genes de telle sorte que leur ordre relatif dans 'ensemble des classements consensuels
optimaux soit inviolable. Ces frontieres donnent donc a I'utilisateur des informations sur la robustesse des positions
des génes dans le classement consensuel calculé.

Les algorithmes ParCons et ParFront ont été implémentés dans I'outil ConQuR-BioV2 afin de les rendre dispo-
nibles pour la communauté des Sciences de la Vie.

Dans ce qui suit, la Section présente un exemple repris tout le long du chapitre pour illustrer les différents
concepts et algorithmes décrits. La Section décrit une maniére de représenter les classements d’entrée en se
focalisant sur les paires d’éléments, propice a l'utilisation de graphes. La Section définit un nouveau graphe
adapté au score de Kemeny généralisé a la pseudo-distance (Définition |2.3.6)) utilisé dans ce contexte. La Section
présente ParCons répondant aux probléemes 1 et 2. La Section présente ParFront répondant au probléme 3.
La Section[3.7]décrit ConQuR-BioV2, I'outil en ligne dans lequel I'ensemble des méthodes décrites dans ce chapitre
sont implémentées. La Section [3.8| correspond a une évaluation quantitative des algorithmes ParCons et ParFront

sur des jeux de données biologiques correspondant au contexte décrit dans la sous-section précédente. La Section
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[3.9)correspond a une évaluation qualitative des classements consensuels calculés par ParCons. Cette évaluation
utilise des gold standards obtenus a partir de la base de données Orphanet qui est une encyclopédie de référence

en ce qui concerne les maladies rares. Enfin, la Section dresse les conclusions de ce chapitre.

3.2 Exemple et intuition quant aux enjeux

Les classements obtenus dans notre contexte de recherche de génes impliqués dans une maladie donnée ont
des caractéristiques particulieres. Aprés avoir présenté une liste de classements nous servant d’exemple tout au
long de ce chapitre, nous nous servons de cet exemple pour donner une intuition de la maniére dont (i) les génes
peuvent étre divisés en sous-groupes facilitant ainsi le calcul d'un classement consensuel, (ii) on peut évaluer la

robustesse du classement consensuel obtenu.

3.2.1 Un exemple inspiré par les données biologiques

Lexemple présenté en Table est inspiré des données biologiques décrites dans la Section . U est
ici 'ensemble {A, B, ..., I} correspondant aux génes d’intérét pour une maladie donnée et les différents classe-
ments correspondent aux classements des génes les plus liés a chaque reformulation synonyme de cette maladie
lorsqu’on interroge la base de données Gene du NCBI. Afin de mimer au mieux les données biologiques, les clas-
sements présentés sont incomplets et avec égalités. Par exemple, les génes D et E sont a égalité dans ry, rs, 75,
re¢. Le classement r5 est incomplet car les génes F, G et H y sont manquants. Les buckets d’unification ont été

représentés en gris a la fin des classements incomplets.

Tt [{D,E},{Fh{]},{A},{B},{C}, }

r2 = [{D7 E}’ {F}7 {I}’ {A}a {B}7 {C}v {G}7 {H}]

r3 = [{E}a {D}7 {B}a {C}’ {A}’ {F}’ {I}’ {G}> {H}]

Ty = {{D]n {EY AL ABLACYH{A} {H} {F},{G}]
[

s : {I}v{DvE}v{C}a{A}v{B}a }
{1}.{D, E}.{C}, {A},{B},{H}, ]

Tre i—

TABLE 3.1 — Exemple simplifié de classements incomplets obtenus en interrogeant la base de données Gene du
NCBI avec plusieurs synonymes d’'une méme maladie.

3.2.2 Une premiére intuition quant au calcul du classement consensuel

Actuellement, aucune méthode ne permet de partitionner un tel probléme en sous-problémes puisque les tech-
niques de partitionnement décrites dans la Section ne sont pas définies sur les classements incomplets.
Nous donnons dans cette sous-section des intuitions quant & la maniére dont un classement consensuel de

bonne qualité peut étre calculé avec 'idée de partitionner le probléme initial en sous-problémes. On peut remarquer
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en particulier trois points particulierement intéressants.

Premiérement, D et E sont devant les génes A, B, C, F, G, H, I dans une stricte majorité de classements. En
conséquence, un classement consensuel raisonnable devrait alors placer D et E aux deux premieres positions.

Deuxiemement, I est avant A, B, C, G, H dans une stricte majorité de classements et avant F' dans une
majorité de classements : un classement consensuel raisonnable devrait alors placer I avant {A, B,C, F,G, H}.
Troisiemement, A, B et C sont toujours placés avant G et H. De plus, A, B et C sont placés avant F dans la
majorité des classements. Encore une fois, un classement consensuel raisonnable devrait placer A, B, C avant F,
GetH.

Cette toute premiére analyse permet de mettre en évidence la présence de quatre groupes de genes distincts.
Appelons groupe 1 celui de D, E, groupe 2 celui de I, groupe 3 celui de A, B, C et groupe 4 celuide F, G, H.

Inspectons maintenant ces quatre groupes plus en détail pour tenter de classer les genes au sein des différents

groupes.

Groupe 1 (D et E). Comme indiqué ci-dessus, D et FE sont a égalité dans une stricte majorité de classements.

On peut conclure qu’avoir D et E a égalité dans le classement consensuel semble étre un choix judicieux.

Groupe 2 (I). Comme I est seul dans son groupe, classer ce gene au sein de ce groupe est trivial.

Groupe 3 (A, B et C). Analysons ces genes par paires. Dans une stricte majorité de classements (4 contre 2),
A est avant B. Il peut donc sembler naturel d’avoir A avant B dans un classement consensuel. Cependant, le
probléme suivant se produit : B est avant C' dans une stricte majorité de classements (4 contre 2) et C est avant A
dans une stricte majorité de classements (4 contre 2). Il est pourtant impossible de satisfaire les trois contraintes A

avant B, B avant C et C avant A en méme temps. Aucun classement consensuel trivial ne ressort de ce groupe.

Groupe 4 (F, G et H). Dans une stricte majorité de classements, F est avant G (4 contre 2). A nouveau, il peut
sembler naturel d’attendre F avant G dans un classement consensuel. A l'inverse, il existe une "relation d’indiffé-
rence" pour la paire {F, H} : dans la moitié des classements F' est avant H et dans la moitié des classements H
est avant F. Par conséquent, dans ce cas, I'ordre relatif entre ' et H sera d’'une certaine maniére arbitraire. La
situation est similaire pour G et H. Enfin, placer F' avant G semble étre un choix fiable, et placer H avant F', entre
F et G ou aprés G semblent étre des choix équivalents.

Nous verrons dans la Section que [{D, E}, {I},{B},{C},{A},{F},{G},{H}] est un classement consen-
suel optimal selon le score de Kemeny généralisé a la pseudo-distance [24] (voir Définition pour la liste de

classements de cet exemple.
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3.2.3 Intuition quant a I’évaluation de la robustesse des classements consensuels

Comme vu ci-dessus, la position de H semble avoir plus de flexibilité que la position de D et E. En fait
{D,E}, {I},{B},{C},{A},{H},{F},{G}] est un autre classement consensuel optimal possible. Un algorithme
exact naif énumérant tous les classements consensuels possibles indique qu’il y a un total de 9 classements
consensuels optimaux pour cet exemple. La mise en évidence des points communs entre classements consensuels
optimaux est donc particulierement importante pour fournir & I'utilisateur une information sur les génes robustes,
c’est-a-dire les génes dont les positions ne varient pas beaucoup dans I'ensemble des classements consensuels
optimaux.

Nous verrons dans la Section que le fait d’avoir D et E avant tous les génes restants dans une stricte
majorité de classements nous permet de dire que D et E sont positionnés avant A, B,C, F,G, H, I dans tous les
classements consensuels optimaux. Afin de formaliser ce concept, nous avons défini le concept de frontiére dans
la Section [3.61

Lintuition donnée dans cette section est qu’en regardant les génes paire par paire, il est possible de diviser ces

genes en sous-groupes formant ainsi des sous-problémes. La section suivante formalise cette intuition.

3.3 Représentation des classements par paires d’éléments

Lexemple présenté a abouti au partitionnement des éléments en quatre groupes. Ce partitionnement effectué
a la main est basé sur une analyse paire par paire des éléments. Malheureusement, la formulation du score de
Kemeny généralisé a la pseudo-distance présentée dans [24] (voir Définition ne permet pas de rendre compte
immeédiatement de I'impact d’'une paire d’éléments donnée sur le score d’'un classement consensuel. Aprés avoir
introduit des définitions préliminaires dans la Sous-section|3.3.1] nous proposerons dans la Sous-section une
formulation alternative pour le score de Kemeny généralisé a la pseudo-distance permettant de mesurer I'impact
de chaque paire d’éléments sur le score final. Enfin, nous utilisons dans la Sous-section cette formulation
alternative et présentons une matrice indiquant pour chaque paire (x,y) d’éléments le colt des différents ordres
relatifs possibles dans le classement consensuel. Cette matrice est particulierement utile aux algorithmes ParCons

et ParFront présentés dans les sections suivantes de ce chapitre.

3.3.1 Définitions préliminaires

Dans lintroduction de ce chapitre, nous avons observé certains points communs entre les classements d’entrée
pour déterminer intuitivement de quelle maniére le probléme initial pouvait étre partitionné. En fait, la question a se
poser est la suivante : étant donné une paire d’éléments (z,y), quel est le colt de placer = avant y, y avant z ou

x a égalité avec y dans le classement consensuel vis-a-vis du score de Kemeny généralisé a la pseudo-distance ?
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Nous définissons ci-dessous les fonctions be fore et tied permettant de calculer ces codts.

Définition 3.3.1 (beforeP(x,y)). Soient x et y deux éléments de U, R une liste de classements et p € [0,1]. La
fonction be fore? (x,y) mesure le colit de mettre x avanty dans un classement consensuel selon la pseudo-distance

de Kendall-r généralisée. Elle a pour valeur :

beforeP(z,y) ={r € R:y <,z V (z ¢ dom(r) ANy € dom(r)}| @)

+p*x|{reR:x=, y}

D’apres la définition de before?(x,y), pour calculer le co(it de mettre = avant y dans le classement consensuel,
on ajoute une pénalité de
e 1 pour chaque classement positionnant y avant = ou dans lequel y est présent et x absent

e p pour chaque classement positionnant x et y a égalité

lllustration 3.3.1. Prenons la paire (D, E) de notre exemple. Dans quatre classements, D et E sont a égalité
et dans un classement, E est avant D. Il n’y a aucun classement tel que E est présent et D absent. Ainsi,
before?(D, E) = 1+ 4 % p correspond au colit de positionner D devant E dans le classement consensuel.

De la méme maniére, on peut voir que beforeP(E, D) = 1+ 4 x p. Le cout de placer le géne D avant le géne E

dans le classement consensuel est donc le méme que celui de placer E avant D.

Définition 3.3.2 (tied?(z,y)). Soientx ety deux éléments de U, R une liste de classements etp < [0,1]. La fonction
tiedP(x,y) mesure le colt de mettre x ety a égalité dans un classement consensuel selon la pseudo-distance de

Kendall-r généralisée. Elle a pour valeur :

tied? (z,y) =p=* |{r € R: (x € dom(r) Vy € dom(r)) Nz %, y}| (3.2)

D’aprés la définition de tied?(x,y), pour calculer le colt de mettre = et y a égalité dans le classement consen-
suel, on ajoute une pénalité de p pour chaque classement ne positionnant pas x et y a égalité (en excluant les

classements pour lesquels x et y sont tous les deux absents).

lllustration 3.3.2. Reprenons la paire (D, E) de notre exemple. Dans quatre classements D et E sont a égalité,
dans un classement E est avant D et dans un classement D est avant E. Ainsi, tied?(D, E) = p x 2 correspond au
colit de positionner D et E a égalité dans le classement consensuel.

Enfin, nous définissons min?(x,y) comme étant le colt du positionnement relatif le moins colteux pour la paire
(2,9).
Définition 3.3.3 (min?(z,y)). Soientx ety deux éléments de U, R une liste de classements etp € [0, 1]. La fonction

minP(x,y) mesure le codt du positionnement relatif le moins codteux pour la paire (x,y). Elle a pour valeur :

59



min® (z,y) = min(beforeP (x,y), before? (y, x), tied? (z,y))) (3.3)

lllustration 3.3.3. Pour la paire (D, E), onabefore(D,E) =1+4xp, before(E,D) =1+4xp ettied(D,E) = 2xp.
Sion prend par exemple p = 1 ou p = 0.5, on obtient qu’il est plus intéressant de mettre D et E a égalité plutét que

D avant E ou E avant D.

3.3.2 Nouvelle formulation du score de Kemeny associé a la pseudo-distance

Ces fonctions préliminaires permettent une nouvelle formulation pour le score de Kemeny généralisé a la
pseudo-distance. Cette formulation permet de calculer le score en effectuant une somme sur les paires d’éléments

a trier. Ainsi, 'impact de chaque paire sur le calcul du score est rendu plus visible.
Notation. Nous notons &2(U) I'ensemble des paires non ordonnées de U .

Définition 3.3.4 (Score de Kemeny associé a la pseudo-distance de Kendall-r généralisée, nouvelle formulation).
Le score de Kemeny associé a la pseudo-distance de Kendall-r généralisée entre un classement ¢ qui est un
classement complet de U (classement consensuel) et une liste R de classements de U, noté MP?(c, R), est défini

de la maniere suivante.

MP(e,R)= > ME(z,y) (3.4)
(z,y)e2(U)

avec MP (z,y) =
o before?(x,y) six estavanty dans c
e beforeP(y,x) siy est avant x dans c

o tiedP(x,y) siz ety sont & égalité dans c

Pour la suite de ce chapitre et afin d'illustrer les différentes étapes qui vont suivre sur des exemples concrets,
nous posons p = 1 ﬂ Ainsi, nous écrirons M (c, R) pour M*(c, R), before(x,y) pour beforet(z,y), tied(x,y) pour
tied! (z,y) et min(z,y) pour min!(x,y).

Tous les résultats qui suivent restent valables pour n'importe quelle valeur de p.

3.3.3 Matrice des colts par paires

Aprés avoir défini before(z,y) (respectivement tied(x,y)) comme étant le colt de placer = avant y (respective-

ment z a égalité avec y) dans le classement consensuel, nous obtenons la matrice de colt des éléments par paires

= Ce choix, bien que récurrent dans la littérature, est arbitraire et sera discuté au chapitre suivant.
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en calculant pour chaque paire d’éléments (x,y) les valeurs respectives de be fore(x,y), before(y, z), tied(z,y) et

min(z,y).

lllustration de la matrice des colits des éléments par paires. La Table représente la matrice des colts
des éléments par paires sur I'exemple présenté Table Dans un souci de lisibilité, toutes les paires ne sont pas

représentées. Pour chaque paire représentée, les colits minimaux sont représentés en gras.

TABLE 3.2 — Fragment de la matrice de colt des éléments par paires pour I'exemple de la Table

x | y | before(x,y) | before(y,z) | tied(xz,y) | min(z,y)
D|E 5 5 2 2
D|F 0 6 6 0
A|B 2 4 6 2
A|C 4 2 6 2
B|C 2 4 6 2

F |G 1 4 5 1

I | F 3 3 6 3
G| H 2 2 4 2

On peut remarquer un lien trés fort entre cette matrice et les intuitions présentées dans la Sous-section
sur le calcul du classement consensuel. Considérons un élément x parmi ceux du groupe 1 (D, E) et un géne y
parmi ceux d'un autre groupe. On peut observer si on compléte la Table que le colt de mettre = avant y est
plus bas que le colt de mettre y avant = ou z a égalité avec y (autrement dit, be fore(x, y) = min(z,y)). On observe
également que tied(D, E) = min(D, E) alors que before(D, E) > min(D, E) et before(E, D) > min(D, E). Nous
pouvons en conclure qu'il est strictement moins colteux de mettre a égalité D et E dans un classement consensuel
plutét que d’avoir D avant E ou E avant D.

Ceci explique intuitivement que I'on retrouve D et E a égalité et en téte dans les classements consensuels
optimaux.

Cette matrice nous permet de connaitre le ou les ordres relatifs préférentiels pour chaque paire d’éléments. Cette
vision par paires nous permet de représenter la liste de classements dont on cherche un classement consensuel par
un graphe orienté dont la présence d’un arc d’'un élément x vers un autre élément y dépend de la ou des positions

relatives les moins colteuses pour la paire (z, y).

3.4 Un nouveau graphe pour représenter les classements

Cette section a pour objectif de définir un graphe dont les composantes fortement connexes correspondent
au partitionnement en sous-problémes indépendants du probléme de départ. Nous démontrerons dans la section
suivante que la concaténation d’un classement consensuel optimal de chaque sous-probléme suivant un ordre

facile a déterminer nous fournit un classement consensuel optimal pour le probléme de départ, répondant ainsi aux
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problemes 1 et 2 présentés en introduction de ce chapitre.

Dans la Sous-section|3.4.1] nous définissions G ., un graphe défini a partir de la matrice des co(ts par paires per-
mettant ainsi de représenter les classements d’entrée de fagon pertinente vis-a-vis du score de Kemeny généralisé
a la pseudo-distance et donc du contexte biologique présenté en introduction de ce chapitre. La Sous-section (3.4.2
définit G¢ le graphe des composantes de G. dont la propriété d’étre acyclique le rend propice au partitionnement.

3.4.1 (. : graphe compatible avec le score de Kemeny généralisé a la pseudo-distance

Définition du graphe des éléments G.

Nous définissons G, le graphe des éléments dont I'objectif est de fournir une représentation condensée de
la matrice de colt par paires présentée en Table Ses sommets sont les éléments a classer et pour chaque
paire d’éléments (z,y), les arcs dépendent des colts minimaux parmi be fore(x,y), before(y, z) et tied(x,y). Plus
précisément, une absence d’arc de x vers y signifie intuitivement qu’il est raisonnable d’avoir y avant = dans un clas-
sement consensuel car cette absence d’arc signifie que be fore(y, z) est minimal. Notons qu'il n’y a pas obligation
que before(y, x) soit 'unique colt minimal pour la paire (z,y).

La définition formelle de G. est donnée ci-dessous.
Définition 3.4.1 (G., graphe des éléments). G. = (V,, A.) est le graphe orienté tel que
o V. =U
o A, ={(x,y) € V2 :before(y,z) > min(x,y)}.
Soit une paire d’éléments (z, y). La Table des arcs de G. (Table[3.3) récapitule les différentes possibilités menant
aun arc de x vers y ou de y vers .

TABLE 3.3 — Table des arcs de G. : arcs de G, selon la positon de min(x,y) dans la matrice des colts par paires.

’ before(x,y) \ before(y, ) \ tied(x,y) \ dans G, ‘
=min(x,y) | > min(z,y) | > min(z,y) | = —vy
>min(z,y) | =min(Xy) | >min(z,y) | =<y
>min(z,y) | > min(z,y) | =min(X,y) TSy
=min(x,y) | > min(z,y) | = min(Xy) T =y
>min(z,y) | =min(x,y) | =min(X,y) T4y
=min(x,y) | =min(x,y) | > min(x,y) Ty
=min(x,y) | =min(x,y) | = min(x,y) Ty

lllustration. La Figure [3.7]correspond au graphe G. pour notre exemple.

Les cycles dans G. : témoins de "conflits".

Les arcs orientés de G, donnent une idée de quels éléments on voudrait voir avant les autres dans le classement

consensuel. En effet, quand il y a un arc de = a y mais pas d’arc de y a z, alors before(z,y) = min(z,y) #
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FIGURE 3.1 — Graphe des éléments G. pour I'exemple de la Table Les arcs gris avec sources/cibles multiples
indiquent la présence d’'un arc de chaque sommet de chaque source vers chague sommet de chaque cible (par
exemple, il y a un arc depuis chague sommet de (D, E) vers chaque autre sommet, mais il n’'y a pas d’arcde I a
F).

before(y, z) (voir Table des arcs de G., Table . Cependant, il est impossible de suivre chaque arc de G. pour
construire un classement consensuel : certains cycles de G. rendent impossible la construction d’un classement
car ils sont incompatibles avec la contrainte de transitivité. Pour reprendre le graphe G. présenté en Figure
suivre I'arc de A vers B indique qu’on place A avant B, suivre I'arc de B vers C' indique qu’on place B avant C' et
suivre I'arc de C vers A indique qu’on place C avant A. |l est donc impossible de suivre ces trois arcs.

Pour obtenir un graphe acyclique, nous allons calculer le graphe des composantes fortement connexes de G..

3.4.2 G°:graphe des composantes fortement connexes de G.

Cette sous-section rappelle quelques définitions de la théorie des graphes, puis explique pourquoi il est utile de
calculer les composantes fortement connexes de G..

Rappelons qu'une composante fortement connexe (CFC) d’un graphe orienté G = (V, A) est un sous-ensemble
V' de V (éventuellement V' lui-méme) tel que (i) pour deux sommets quelconques (z,y) de V', il existe un chemin
de z &y, et (i) V' est maximal pour (i) c’est-a-dire qu’il n’y a pas de sous-ensemble V"' de V telque V' c V" et V"

respecte (i).

Définition 3.4.2 (G°, graphe des composantes fortement connexes de G.). On note G¢ = (V°, A°) le graphe des
composantes fortement connexes de G c’est-a-dire le graphe orienté tel que :

e V¢ est 'ensemble des composantes fortement connexes de G..

o (c;,cj) € A° si et seulement s’il y a au moins un élément x de c; et un élément y de c; tel que (x,y) est un

arc de G..

Le calcul des composantes fortement connexes de G. peut étre effectué avec 'algorithme des composantes

fortement connexes de Tarjan de complexité O(|V.| + |A¢|) [82].
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Par définition, G¢ est un graphe dirigé acyclique (DAG). Par conséquent, il existe au moins un tri topologique de
G¢. Pour rappel, un tri topologique d’'un DAG G = (V, A) est une partition ordonnée 5 = [T}, T, ..., ;] de V telle
que pour chaque i < j, z € T;, y € Tj, on a (y,x) ¢ A. |l peut y avoir plusieurs tris topologiques pour un méme
graphe dirigé acyclique. Notons qu’un tri topologique peut étre calculé avec 'algorithme de Kahn de complexité
O(IV] + |A]) [57].

lllustration. La Figure [3.2] représente G le graphe des composantes fortement connexes de G. pour notre
exemple (Table 3.7). Le calcul des CFC de G. permet la décomposition de I'ensemble des génes a trier en 6
ensembles : {D, E} (groupe 1), qui ne doivent pas étre séparés car ils sont a égalité dans une stricte majorité de
classements, {I} (groupe 2), {A, B, C} (groupe 3) qui forment une incompatibilité difficile a résoudre, et enfin {F'},

{G} et {H} qui correspondent au groupe 4 que I'on a pu morceler en trois nouveaux sous-groupes.

—

ST/
cs = {F}

FIGURE 3.2 — G, le graphe des composantes fortement connexes de G..

Intérét de G¢. Les sommets du graphe G¢ forment une partition des génes a trier. On peut le voir ainsi comme
une décomposition du probléme initial en sous-problémes. Puisque G° est acyclique, on peut en calculer au moins
un tri topologique. Cela permet de classer ces ensembles de génes avec un co(t minimal vis-a-vis de la fonction de

score a minimiser (puisque les arcs de G, sont construits selon des colts minimaux).

3.5 Utilisation du graphe G pour calculer un classement consensuel

Lobjectif de cette section est d'utiliser le graphe G¢ pour aboutir au calcul d’un classement consensuel. Nous
commengons par démontrer dans la Sous-section que la partition des éléments formée par les sommets
de G° définit des sous-problémes indépendants répondant ainsi au probléme 1. Dans la Sous-section [3.5.2, nous
présentons ParCons, notre algorithme capable de renvoyer un classement consensuel de qualité en un temps

raisonnable répondant ainsi au probléme 2.
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3.5.1 Propriété fondamentale de G°

La propriété de G° présentée dans cette section peut étre exploitée pour partitionner le probléme initial en plu-
sieurs sous-problémes permettant de calculer un classement consensuel de bonne qualité en un temps raisonnable.
En effet, si les sous-problemes obtenus sont de taille suffisamment petite, il devient possible d’utiliser un algorithme
exact pour obtenir un classement consensuel optimal pour le sous-probléme considéré.

Commencgons par définir deux points de vocabulaire.

Définition 3.5.1 (Respect d’'une partition ordonnée par un classement consensuel). On dira qu'un classement
consensuel c respecte une partition ordonnée T = [Ty, Tz, ...,T}] de U si et seulement si pour toutes les paires

d’éléments (z,y) telles que x € T;, y € T; eti < j alors x est avanty dans c.

lllustration 3.5.1. Considérons le tri topologique suivant pour le graphe G¢ :
T= [{D7E},{I},{A,B,C},{F},{H},{G}].
Le classement consensuel c = [{D, E}, {1}, {A}, {B},{C},{F'},{H},{G}] respecte T.
Alinverse, le classement consensuel c = [{D, E}, {A}, {I},{B},{C},{F},{H}, {G}] ne respecte pas T puisque

A est avant I dans c alors que le sous-ensemble contenant A est aprés le sous-ensemble contenant I dans T.

Notation. On notera R(T;) la projection de R sur T; c’est-a-dire la liste de classements R dont tous les éléments
absents de T; ont été retirés.

lllustration. Prenons comme point de départ la liste de classements R de notre exemple. Considérons ¢; la com-
posante fortement connexe de G. qui contient D et E. Alors, on obtient que R(c1) = R({D, E}) = [r, g, 5, Ty, 5, Tg)

oury = [{D, EY], ry := [{D, EY], ry = { B}, {D}], vy := [{D}, {E}], 75 := {D, B}, v := [{D, E}].

Propriété 3.5.1 (Propriété de concaténation). Soit 7 = [T1,T5, ..., Ty] un tri topologique de G° et y; un classement

consensuel optimal pour R(T;). La concaténation p;.us . . . ux, €St un classement consensuel optimal pour R.

Démonstration :

Soit 1 la concaténation g0 . .. pur €t ¢ un classement consensuel quelconque. Nous prouvons que u est
un classement consensuel optimal en montrant que M (u, R) < M (¢, R). Pour rappel, M correspond au score
de Kemeny associé a la pseudo-distance de Kendall-~ généralisée (voir Equation .

Le score M est présenté dans I'équation|3.4/comme une somme sur (z,y) € & (U). Dans un premier temps,
pour chaque entier i de 1 a k, considérons les paires (z,y) d’éléments telles que x et y appartiennent tous les
deux a T;. Ces paires induisent un co(t inférieur pour . que pour ¢ puisque p; est un classement consensuel
optimal pour R(T;). Regardons maintenant les paires (z,y) d’éléments telles que = et y appartiennent a des
parties différentes de 7. Supposons que z € T;, y € T; avec i < j (la preuve est similaire si ¢ > j). Comme

T; est avant T; dans .7, il n’y a pas d’arc de y a = dans G.. Par construction de G., on peut conclure que
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before(z,y) = min(x,y). En d’autres termes, le colt induit par (x, y) dans u ne peut pas étre supérieur au coit
induit par (z,y) dans ¢. On peut donc conclure que M (u, R) < M (¢, R) c’'est-a-dire que p est un classement

consensuel optimal.

Corollaire 3.5.1. Pour tout tri topologique & = [T1, ..., Ty de G¢, il existe un classement classement consensuel

optimal qui respecte 7.

Remarque. La propriété de concaténation prouve l'existence d’'un classement consensuel optimal respectant un
tri topologique donné. Pour autant, il peut exister un classement consensuel optimal qui ne respecte aucun tri

topologique. Un exemple est donné ci-dessous.

ri= [{ALABYADACTH B} {F} C £
r2:= [{ALABYAD}ACH B {F} \ /
rs = [{B} {1 {D}, {C} {A} {E} A E

s 1= {C}’ {A}v {B}7 {E}7 {F}’ {D}
{CHA{AL{B} {E} {F}.{D}

{A} B} D} A{CYHA{E} {F}]

1
| |

ra = [{B},{C}. {4}, {F}.{D}.{E}]
[ ] / \
[ ]

Te ‘=

{A4,B,C} ———  {D,E,F}

TABLE 3.4 — A gauche : exemple de liste de classements (en haut) et un classement consensuel optimal (en bas).
A droite, le graphe G. (en haut) et son graphe des composantes G¢ (en bas). Le classement consensuel optimal ne
respecte pas I'unique tri topologique de G¢ puisque D est avant C dans le classement consensuel optimal.

Inspectons les classements présentés dans la Table[3.4

Il'y a deux composantes fortement connexes a savoir {A,B,C} et {D, E, F}. En effet, aucun élément parmi
{D, E, F} ne peut atteindre un élément de {A, B,C'}.

Par ailleurs, [{ A}, {B}, {C}] est un classement consensuel optimal pour le sous-probléme induit par {A, B,C}
et [{D},{E},{F}] est un classement consensuel optimal pour le sous-probléeme induit par {D, E, F}. Comme C
qui est le dernier élément de [{ A}, {B},{C}] n‘a pas d’arc vers D qui est lui le premier élément de [{D},{E},{F}],
alors C et D peuvent étre intervertis dans le classement consensuel optimal [{A},{B},{C},{D},{E},{F}]. En
définitive, [{A},{B},{D},{C},{E},{F}] est également un classement consensuel optimal bien qu’il ne respecte

aucun tri topologique de G°.

Une conséquence directe du Corollaire est que le nombre de tris topologiques donne un minorant du

nombre de classements consensuels optimaux.

Corollaire 3.5.2. Le nombre de tri topologiques du graphe G°¢ est inférieur ou égal au nombre de classements

consensuels optimaux.

Le lien avec le probléme 3 est trés fort. Plus le nombre de tris topologiques est élevé, plus le nombre de clas-

sements consensuels optimaux I'est aussi. |l devient alors difficile pour un classement consensuel, méme optimal,
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d’étre fortement représentatif de 'ensemble des classements d’entrée.
Une conséquence directe de la propriété de concaténation est que les différents sous-problemes R(T}), R(T3),
..., R(Ty) peuvent étre traités indépendamment. Cette observation conduit naturellement a I'algorithme ParCons

que nous présentons maintenant.

3.5.2 Un algorithme de partitionnement pour I’agrégation de classements

Gréce a la propriété de concaténation, nous savons qu’avoir un classement consensuel optimal pour chaque
sous-probléeme obtenu grace a G° garantit I'obtention d’'un classement consensuel optimal pour le probleme initial.
Pour répondre au probléme 2, il faut maintenant étre capable de calculer un classement consensuel pour chaque
sous-probléme ainsi obtenu. La question est donc maintenant de savoir comment traiter les éléments dans chaque
CFC de G.. Deux cas peuvent étre envisagés. Si (cas 1), pour toute paire d’éléments (z,y) dans la CFC on
a tied(z,y) = min(z,y), alors le classement placant tous les éléments de la CFC a égalité est un classement
consensuel optimal pour le sous-probleme considéré.

Sinon (cas 2), un algorithme auxiliaire de calcul de classement consensuel doit étre utilisé afin d’obtenir un
classement consensuel pour le sous-probleme considéré. Si la CFC est de petite taille, on utilise un algorithme
exact. Dans le cas contraire, on utilise une heuristique ou un algorithme d’approximation.

Lalgorithme ParCons décrit la procédure aboutissant a un classement consensuel. Il est important de noter que
le résultat du classement consensuel renvoyé peut dépendre des algorithmes auxiliaires utilisés pour résoudre les
sous-problémes. En particulier, si un algorithme exact a été appelé pour chaque sous-probléme, alors le classement
consensuel renvoyé par ParCons est nécessairement optimal.

lllustration. Retournons vers notre exemple afin de construire pas a pas un classement consensuel tel que le fait
l'algorithme ParCons. Un tri topologique possible pour G¢ est : [c1, ¢2, 3, ¢5, cg, c4] C'est-a-dire [{D, E}, {I},{A, B,C},
{F}AGH{H})

Compte tenu de cet ordre, il est désormais possible de construire rapidement plusieurs parties du classement
final consensuel de R. En effet, on sait que : (i) [{D, E}], (i) [{I}], (i) [{F}], (iv) [{G}] et (v) [{H}] sont des
classements consensuels optimaux pour les sous-problémes induits respectivement par (i) ¢, (ii) ¢, (iii) c5, (iv) cg
et (v) ¢4 (cas 1).

Méme si positionner les genes A, B et C dans le classement consensuel les uns par rapport aux autres n’est
pas trivial (cas 2), on peut déja affirmer qu'il existe un classement consensuel optimal dans lequel (i) D et E sont a
égalité en premiére position; (ii) I est placé en position 3; (iii) A, B et C partagent les positions 4, 5 et 6 sans qu’on
sache en dire plus pour le moment (iv) F' est en position 7; (v) G est en position 8 et (vi) H est en position 9.

Supposons maintenant que I'algorithme utilisé pour résoudre le sous-probléme induit par cs renvoie comme

classement consensuel [{ A}, {B}, {C}]. Alors, le classement consensuel obtenu pour notre exemple est le suivant :
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Algorithme 1 : ParCons : Procédure a base de graphe calculant un classement consensuel a 'aide d'un
pré-traitement et d’'un algorithme auxiliaire.

Input : R : set of rankings
begin

M <« PairwiseCostMatrix(R)
G. + ComputeGraphGe(M)

/* Calcul du graphe des CFC de G, */
G¢ «+ CFC(G,)

/* Calcul d’un tri topologique T = [T},...,Tk] de G¢ */
topolSortGe + TopologicalSorting(G°)

/* Nombre de parties dans T */

nbCFCGe < numberCFCofGe
consensus < EmptyListOfSets()
/* Pour chaque composante fortement connexe de G, */
for i < 1 to nbCFCGe do
/* Si on trouve une paire d’éléments dont le colit de les mettre & égalité n’est pas
minimal, on crée le sous-probléme induit par la CFC considérée et on fait appel a
un algorithme auxiliaire pour calculer un classement consensuel du sous-probléme
*/
if Jvl # v2 in topolSortGeli] with tied(vl, v2) > min(vl, v2) then
subProblem <+ Copylnput(R)
Retire de subProblem tous les éléments absents de topolSortGeli]
subConsensus < auxiliaryAlgo(subProblem)
Ajoute chaque bucket de subConsensus a consensus
/* Si toutes les paires d’éléments de la CFC considérée peuvent &tre mises a égalité
avec un colit minimal, on le fait et on n’a alors pas besoin d’algorithme
auxiliaire */
else
L Ajoute topolSortGe[i] & consensus

Result : consensus (classement consensuel)
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[{D, E},{I},{A},{B}.{C},{G}, {F},{H}].

Lalgorithme ParCons permet donc de partitionner le probléme initial en sous-problémes indépendants y com-
pris lorsque les classements d’entrée sont incomplets ou contiennent des égalités. Cet algorithme répond donc au
probleme 1 évoqué en introduction de ce chapitre. La propriété de concaténation associé a ParCons offre des ga-
ranties plus solides qu’une simple heuristique quant au score associé au classement consensuel renvoyé répondant
ainsi au probléme 2. Pour autant, le probleme 3 reste entier. En effet, un des corollaires de cette section précise
qu’il y a au moins autant de classements consensuels optimaux qu'il n’y a de tris topologiques de G¢. Sur des
jeux de données réels, ce nombre peut étre trés élevé. Dans un tel cas, il est donc essentiel de savoir si certaines
"zones" du classement consensuel renvoyé sont particulierement fiables dans le sens ou elles sont particulierement

représentatives des classements d’entrée.

Complexité de I'algorithme ParCons

La construction de la matrice des colts par paires (Sous-section est de complexité O(|R| = |U|?). En
effet, pour chaque paire (z, y) d’éléments, on doit connaitre leur position relative dans les classements de R afin de
déterminer les valeurs de be fore(z,y), before(y, x) et tied(zx,y). La construction du graphe G, se fait conjointement
a la construction de la matrice, et étant donnée une paire (z,y) ainsi que les valeurs de be fore(z,y), before(y, x) et
tied(z,y), savoir s'il y a un arc de z vers y et/ou de y & x est de complexité O(1).

Le calcul des composantes fortement connexes de G. (algorithme de Tarjan [82]) est de complexité O(|V.| +
|A.|), c'est a dire O(|U|?) au pire.

Le calcul du tri topologique de G¢ (algorithme de Kahn [57]) est également de complexité O(|V.| + |A4.|), C'est &
dire O(|U|?) au pire.

Lalgorithme de partitionnement du probléme initial en sous-problémes indépendant est donc de O(|R| * |U|?).

3.6 Frontiéres et partitionnement robuste

Alors que la Section [3.5| était consacrée au probléme du calcul efficace d’un classement consensuel, cette sec-
tion se concentre sur le probleme de la non unicité du classement consensuel optimal. Lobjectif est de rendre
compte de points communs entre tous les classements consensuels optimaux afin qu’un utilisateur puisse juger
de la pertinence du classement consensuel qui lui est renvoyé. Alors que ce probléeme a un trés fort intérét pra-
tique, trés peu de travaux de recherche s’y sont attaqués, et, de ce que nous savons, les classements incomplets
n’ont encore jamais été considérés sur cette problématique. Les auteurs de [73] suggerent de calculer 'ensemble
des classements consensuels optimaux puis de calculer un classement consensuel des classements consensuels
optimaux en utilisant une méthode de type Borda qui renvoie nécessairement un classement consensuel unique.

Linconvénient de cette méthode est que sur de nombreuses instances, il est impossible de calculer ne serait-ce
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qu’un classement consensuel optimal. Notre objectif est donc de déterminer des points communs entre tous les
classements consensuels optimaux sans les calculer. Pour ce faire, nous introduisons la notion de frontiére afin
d’identifier les zones robustes dans le classement consensuel retourné. Plus précisément, il est question de trou-
ver des entiers f1, fa,... tels que 'ensemble des éléments dont la position est inférieure a f; est identique dans
tous les classements consensuels optimaux quelque soit 7. Les frontieres permettent donc de mettre en évidence
pour l'utilisateur des groupes d’éléments dont la présence avant d’autres groupes d’éléments peut étre considérée
comme particulierement justifiée. Une conséquence directe est la capacité a trouver des éléments dont la position
varie trés peu voire pas du tout dans tous les classements consensuels optimaux. Aprés avoir défini formellement
la notion de frontiére, nous présentons une premiere méthode de calcul de frontieres basée sur un nouveau graphe
dont la définition est proche de G.. Dans un deuxieme temps, nous présentons I'algorithme ParFront qui calcule
des frontiéres en combinant I'information apportée par le graphe G, et le nouveau graphe. Enfin, nous montrons

que toutes les frontiéres calculées a partir de la premiére méthode sont également trouvées par ParFront.

3.6.1 Notion de frontiere

Lobjectif de cette section est de rendre compte de points communs entre tous les classements consensuels
optimaux. Pour ce faire, nous introduisons la notion de frontieére dont nous donnons une définition formelle ci-

dessous.

Définition 3.6.1 (Frontiere). Soient R une liste de classements, €* = [c},c5, .. ] la liste des classements consen-
suels optimaux pour R et k un entier. k est une frontiére pour R si et seulement si : {z € U : ¢;[z] <k} ={x € U :

cile] <k}, Vi g

Une frontiére est donc un entier k tel que 'ensemble des éléments constituant le top-% est identique dans tous

les classements consensuels optimaux.

3.6.2 Graphe robuste des éléments G, et premiére condition suffisante pour le calcul de

frontieres

Dans la Section[3.5]de ce méme chapitre, nous avons utilisé le graphe G. afin de concevoir un algorithme de cal-
cul de classements consensuels basé sur une technique de partitionnement. Les CFCs de G, ordonnées selon un
tri topologique forment une partition ordonnée des éléments a trier telle qu’il existe au moins un classement consen-
suel optimal respectant la partition obtenue. Dans cette section, nous définissions un second graphe étroitement
lié au premier. La différence majeure est que les CFCs de ce nouveau graphe, ordonnées selon un tri topolo-

gique, forment une partition ordonnée des éléments a trier telle que tous les classements consensuels optimaux

respectent la partition obtenue.

70



Définition 3.6.2 (Graphe robuste des éléments G,.). Soit G, = (V,., A,.) le graphe orienté tel que :
o V. =U

o A, ={(x,y) € V2:x#yA(before(y,x) > before(z,y) V before(y, x) > tied(z,y)}.

Arcs dans le graphe robuste des éléments. Dans G,., il n’y a pas d’arc de x a y si et seulement si be fore(y, x)
est I'unique minimum pour la paire {x,y} (comparé a be fore(y, x) et tied(x, y)). En d’autres termes, pour une paire
{z, y}, nous pouvons distinguer trois cas :
e cas 1:before(x,y) est 'unique minimum. Il y a alors un arc de = a y et aucun arc de y a z.
e cas 2 : before(y,z) est 'unique minimum. Il y a alors un arc de y a x« et aucun arc de = a y.
e cas 3 :sionne setrouve nidans le cas 1 nidans le cas 2, alorsilyaalafoisunarcderayetunarcdey
ax.
La Table des arcs de G, (Table récapitule les différentes possibilités menant a un arc de = vers y ou de y
vers x dans le graphe G,. Les arcs de G, sont également rappelés afin de mettre en paralléle les arcs de G, et

ceux de G,..

TABLE 3.5 — Relation entre la position de min(x,y) et les arcs dans G, et G,

’ before(x,y) \ before(y,x) \ tied(z,y) \ dans G, \ dans G, ‘

= min(x,y)

>min(z,y) | >min(z,y) | ©—y Ty
>min(z,y) | =min(Xy) | >min(z,y) | =+ y Ty
> min(z,y) | > min(z,y) | = min(Xy) TSy TSy
=min(x,y) | > min(z,y) | =min(x,y) TSy T —y
>min(z,y) | =min(x,y) | =min(X,y) TSy Ty
=min(x,y) | =min(x,y) | > min(z,y) | 2SSy Ty
=min(x,y) | =min(x,y) | = min(x,y) TSy Ty

Remarque. La Table des arcs de G, (Table[3.5) montre que I'ensemble des arcs de G. est inclus dans I'ensemble

des arcs de G,..

Différences entre les arcs de G, et ceux de G..

Intéressons-nous maintenant aux différences entre les arcs de G, et ceux de G, en reprenant notre exemple
Table [3.1]et sa matrice des colts par paires associée en Table[3.2] On peut voir que le codt de mettre F avant I est
identique au co(t de mettre I avant F' qui est lui-méme inférieur au colt de mettre F' et I a égalité dans le classement
consensuel. Pour le graphe G., cela se traduit par une absence d’arc de I a F et de F' a I. En effet, 'objectif du
graphe G, est de partitionner en un maximum de sous-problémes tout en conservant la garantie d’étre sur la piste
d’'un classement consensuel optimal. Vis-a-vis de cet objectif, il y a une indifférence entre le fait de mettre I avant F'
ou F avant I dans le classement consensuel. Cette indifférence se matérialise par une absence totale d’arc entre

les deux éléments. A l'inverse, le graphe robuste G, doit représenter les points communs entre tous les classements
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FIGURE 3.3 — Graphe robuste des éléments G,. pour 'exemple de la Table Les arcs gris avec sources/cibles
multiples indiquent la présence d’'un arc de chaque sommet de chaque source vers chaque sommet de chaque
cible (par exemple, il y a un arc depuis chaque sommet de (D, E) vers chaque autre sommet). Les arcs en pointillés
représentent les arcs de G, qui ne sont pas présents dans G..

consensuels optimaux. Léventualité de voir F devant I ou I devant F' dans un classement consensuel optimal fait
que dans ce graphe, les deux éléments sont liés par un arc aller-retour symbolisant 'absence d’une "relation avant"
qui serait plus légitime que les autres ordres relatifs possibles. Ainsi, dans G,., pour une paire d’éléments (z,y), le
seul moyen qu'il n’y ait pas d’arc aller-retour est que le colt de mettre x avant y ou y avant = soit I'unique minimum
pour cette paire. Si le colt le plus faible est de les mettre a égalité comme pour la paire (D, E) ou qu’il y a une
indifférence entre deux positions relatives qui ont le méme colt minimal comme pour la paire (F,I), alors on a un

arc aller-retour.

Graphe des composantes fortement connexes de G, et frontiéres

Considérons maintenant G¢ le graphe des CFC de G,.. Ce graphe a des caractéristiques remarquables. En effet,
G¢ est un DAG complet puisque pour toute paire de sommets (z,y) de G.. il y a forcément un arcde z a y ou de y
a z (ou les deux). Une conséquence directe est que G¢ a un unique tri topologique.

La Figure [3.4]représente G¢ pour 'exemple de la Table[3.1]

c1 = {DE}

¢s = {ABCFGHI}

FIGURE 3.4 — G¢, le graphe des composantes fortement connexes de G,..

Intérét de G¢. Nous donnons maintenant une intuition de la raison pour laquelle G¢ apporte une information
complémentaire & G¢. Prenons pour cela deux sommets de G¢ a savoir deux CFCs distinctes de G,.. Comme par
hypothése ce sont deux CFCs distinctes, soit il n’y a aucun arc de la premiére composante fortement connexe vers

la seconde, soit il N’y a aucun arc de la seconde composante fortement connexe vers la premiéere. Si on regarde
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le graphe G¢ Figure [3.4] ainsi que le graphe G, Figure 8.3 on observe qu'il n’y a aucun arc de la composante
{A,B,C,F,G,H, I} vers la composante {D, E}. D’aprés la Table [3.5, on peut en conclure qu'il est strictement
moins colteux de mettre n'importe quel élément de {D, E} avant n'importe quel élément de {A,B,C,F,G,H, I}
(par rapport au co(t de le mettre aprés ou a égalité) dans le classement consensuel. Cette observation nous permet

d’aboutir a la propriété fondamentale de G¢ a I'origine de frontieres.

Propriété 3.6.1 (Propriété fondamentale de G¢). Tous les classements consensuels optimaux respectent I'unique

tri topologique J, = [Ty, ..., Ty] de G¢.

Démonstration : Considérons un classement consensuel ¢ qui ne respecte pas 7. et montrons que ¢ n’est pas
optimal. A partir de ¢, nous construisons un classement consensuel ¢ comme suit : nous prenons d’abord les
éléments de T dans le méme ordre relatif que dans ¢, puis nous ajoutons les éléments de 7> dans le méme
ordre relatif que dans ¢, et nous répétons cette opération pour les éléments de T3 jusqu’a Tj. Par construction,
¢’ respecte 7, donc ¢’ est différent de c¢. Maintenant, comparons M (¢, R) et M (¢/, R) en utilisant I'équation (3.4
Chaque paire d’éléments (x,y) telle que z et y sont dans le méme ordre relatif dans ¢ et ¢’ induit le méme
codt pour ¢ et ¢’. Considérons maintenant les paires (z,y) telles que z et y ne sont pas dans le méme ordre
relatif dans ¢ et ¢’ (il existe au moins une telle paire puisque ¢ ne respecte pas 7). Par construction de ¢/, x
et y sont dans différents groupes de .7. Autrement dit, = et y sont dans deux CFCs différentes de G,.. Posons
xz €T, ety € T, avec i < j. Comme T; est avant T}, il N’y a pas d’arc de y vers x dans G,. Par construction

de G, on peut conclure que before(z,y) = min(x,y), before(y,z) > min(z,y) et tied(z,y) > min(x,y). En

conséquence, M(c,r) > M(c, R) c’est-a-dire que ¢ ne peut pas étre un classement consensuel optimal.

lllustration 3.6.1. Revenons a la Figure[3.4 représentant G< pour notre exemple. On peut conclure gréce a la pro-
priété fondamentale de G¢ que dans tous les classements consensuels optimaux, les génes D et E sont positionnés

avant tous les autres génes. On a donc une frontiere en position 2.

Le graphe G¢ nous permet donc de calculer des frontiéres mettant ainsi en avant des points communs entre

tous les classements consensuels optimaux sans avoir a les calculer.

3.6.3 Combiner G, et G, pour trouver plus de frontieres

Cette sous-section introduit I'algorithme ParFront qui combine l'information apportée par le graphe des éléments
G. et le graphe robuste des éléments G, afin de calculer un ensemble de frontiéres incluant celles obtenues par G,

uniquement.
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Notion d’arc robuste

)

Lobjectif de I'algorithme ParFront est de calculer comme précédemment une partition ordonnée P = [Py, P, ...
P;] de 'ensemble des éléments a trier telle que tous les classements consensuels optimaux respectent P. Nous
montrons également dans cette sous-section que la partition obtenue grace a ParFront est en fait un raffinement
de la partition 7 présentée dans la Propriété 3.6.1] (pour toute paire d’éléments (z,y) telle que = € Fi], y € T[]
avec i < j, il existe i/ < j’' telsque x € Py ety € Py).

Reprenons le graphe des éléments G, et la Table des arcs de G, (Table qui fait le lien entre les arcs de
G, et les valeurs de before(z,y), before(y, x), tied(x,y) et min(x,y). Le seul moyen pour qu’il y ait un arc de z a
y sans qu’il n’y ait d’arc de y a = est que le colt de mettre x avant y dans le classement consensuel soit 'unique
minimum pour la paire (z,y). Un tel arc de x vers y est informatif dans la mesure ou si on ne considére que cette

paire, il n’y a aucune ambiguité sur le fait que = doit étre avant y. Ces arcs seront appelés arcs robustes.

Définition 3.6.3 (Arc robuste). Soit G, = (V,., A,) le graphe robuste des éléments. On dira que l'arc (z,y) € A, est

robuste si et seulement si (y,x) ¢ A,.

Autrement dit, (x, y) est un arc robuste si et seulement si les trois conditions suivantes sont réunies :
e before(x,y) = min(x,y)
o before(y,z) > min(z,y)
o tied(z,y) > min(x,y)

Il est important de noter que tous les arcs robustes sont des arcs de G. également.

Nous allons maintenant utiliser le graphe G, combiné a la notion d’arc robuste afin de calculer une partition P
raffinant la partition .7, de la Propriété permettant ainsi de calculer un ensemble de frontiéres incluant celles
obtenues par 7.

Exemple d’arcs robustes dans G.. Presque tous les arcs du graphe G. représenté en Figure[3.1|sont robustes.

Les exceptions sont les arcs (D, E) et (E, D). En effet, pour ces derniers, I'ordre relatif le moins colteux est I'égalité.
Notation. Dans la suite de ce chapitre, 'ensemble des arcs robustes sera noté Z%.. Les arcs qui ne sont pas %
seront appelés arcs non robustes.

Théoreme des arcs robustes

Le graphe G, dont on distingue les arcs robustes des arcs non robustes fournit une condition suffisante pour
qu’une partition P soit respectée par 'ensemble des solutions optimales. Cette condition suffisante est donnée par

le théoréme ci-dessous.

Théoréme 3.6.1 (Théoreme des arcs robustes). Soient G, = (V., A.) le graphe des éléments et P = [Py, Ps, ..., Px]

une partition ordonnée de V, telle que
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o [1.]Vi< j,Vx € P,Vy € P, (y,x) ¢ A, et
° [ZJVZ, VY € PZ,Vy € Pi+1, (x,y) € %fz

Alors tous les classements consensuels optimaux respectent P.

Démonstration :

Considérons un classement consensuel ¢ qui ne respecte pas P et montrons que ¢ n'est pas optimal. A
partir de ¢, nous construisons un classement consensuel ¢’ de la maniére suivante : nous prenons dans un
premier temps les éléments de P; dans le méme ordre relatif que dans ¢, puis nous ajoutons les éléments
de P, dans le méme ordre relatif que dans c¢. Nous répétons I'opération pour les éléments de Ps, ..., jusqu’a
P,.. Par construction, ¢’ respecte P, donc ¢’ est différent de c. Maintenant, comparons M (c, R) et M(c', R) en
utilisant I'équation [3.4] page 60. Chaque paire d’éléments (z,y) telle que x et y sont dans le méme ordre relatif
dans c et ¢ induit le méme co(t pour c et .

Considérons maintenant les paires (z, y) telles que = et y ne sont pas dans le méme ordre relatif dans c et
¢ (il'y a au moins une telle paire puisque ¢ ne respecte pas P contrairement a ¢’). Par construction de ¢/, = et
y sont dans différents groupes de P. Supposons = € P; et y € P; avec i < j. Alors par hypothése sur P, il n'y
apas d'arc de y a x dans G., c’est-a-dire be fore(x,y) = min(x,y). Par conséquent, le colt induit par (x,y) est
inférieur pour ¢’ que pour c.

De plus, puisque y € P; estavant x € P, dans ¢, il existe i < k < j et z € Py, 2’ € P41 tel que 2’ soit avant
z dans c¢. Mais par construction de ¢/, =z est avant 2’ dans ¢'. Par les hypothéses du théoreéme, (z, 2') € #Z., donc
before(z,2') est 'unique minimum pour la paire (z,2’). On en déduit que M. (z,2") < M.(z,2").

Au final, on a M. (z,y) < M.(z,y) pour chaque paire (z,y) et il y a une inégalité stricte pour au moins une

paire. Nous pouvons donc conclure que M (¢, R) > M (¢, R), c’est-a-dire que ¢ n’est pas optimal.

Rappelons que nous avons défini une frontiere comme un entier & tel que 'ensemble des k premiers éléments
est le méme dans tous les classements consensuels optimaux. Une partition ordonnée P = [Py, P, ..., P;] satis-
faisant les conditions du théoréme des arcs robustes (Théoreme permet d’obtenir un nombre de frontieres
correspondant au nombre de parties de P (les frontiéres sont les sommes cumulées des tailles des parties de P).

Lobjectif est maintenant de trouver une partition avec autant de parties que possible et satisfaisant les conditions
du théoréme des arcs robustes.

Notons qu’il n’est pas possible de trouver une partition satisfaisant a la fois ces conditions et ayant plus de parties
que le nombre de composantes fortement connexes de G.. En effet, item 1. du théoréme des arcs robustes est
satisfait si et seulement si un tri topologique de G¢ correspond a une partition plus fine que la partition P (chaque
partie de P est I'union de composantes fortement connexes de G. ordonnées selon un tri topologique).

Pour trouver une partition avec autant de parties que possible satisfaisant aux conditions du Théoréme [3.6.1]
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nous commengons par un tri topologique de G¢ (satisfaisant ainsi la condition 1), et fusionnons a plusieurs reprises

des parties lorsque la condition 2 n’est pas satisfaite. C’est ce que fait I'algorithme ParFront ci-dessous.

ParFront, algorithme de calcul de frontiéres

Une implémentation de ParFront est donnée en Algorithme [2|

Algorithme 2 : ParFront : retourne les frontiéres obtenues par le Théoréme (3.6.1

Input : T = [T}, ..., T}] : liste des composantes fortement connexes de G. selon un tri topologique, Re :
ensemble des arcs robustes de G.

begin
/* Partie 1 : calcul de la partition ordonnée P */
P+« T /+ P est une copie de T. Ainsi, P satisfait la condition 1. */
141
while i < size(P) do
/* Vérification de la condition 2 entre P[i] et P[i+1] */
if 3x € P[i],y € Pli + 1], (z,y) ¢ Re then
Pli] + P[i|UP[i+ 1] /* fusion de P[i] et P[i+ 1] */
supprime P[i + 1]
i < max(i —1,1) /* retour en arriére d’un pas pour i */
else
L 141+ 1/* avance d’un pas */
/* Partie 2: utilisation de P pour calculer les frontiéres */
frontiers < emptyList()
frontier <0
for i «+ 1to size(P) do
frontier « frontier + size(PJi])
L ajoute frontier & frontiers

Result : Liste d’entiers (position des frontieres)

Remarque. LAlgorithme ParFront peut étre utilisé de deux maniéres différentes. Tout d’abord, I'utilisateur peut
vouloir obtenir un classement grossier des éléments. Dans ce cas, ParFront peut étre exécuté seul pour fournir un
classement grossier robuste (la partition ordonnée P). Alternativement, I'utilisateur peut vouloir obtenir un classe-
ment total «sensible a la robustesse» des éléments. Dans ce cas, ParFront est exécuté apres ParCons pour fournir

un classement consensuel avec des frontieres solides.

Dans ce qui suit, nous montrons que le résultat de ParFront est optimal dans le sens ou il fournit 'unique partition
qui a le plus grand nombre de parties parmi celles satisfaisant les hypothéses du théoreme.
Dans un premier temps, nous rappelons qu’une partition ordonnée P = [Py, ..., P;] est un raffinement d’'une

autre partition ordonnée P’ = [Py, ..., P;] si toute partie de P’ est une union de parties consécutives de P.
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Propriété 3.6.2. La partition donnée par I'Algorithme [3 satisfait les hypothéses du théoréme des arcs robustes
(Théoréme . De plus, cette partition est un raffinement de toutes les autres partitions qui satisfont ces hypo-

théses.

Notons que cette propriété implique que le résultat de ParFront est indépendant du tri topologique donné en

entrée (en effet si P raffine P’ et P’ raffine P, alors P = P’).

Démonstration : On appelle partition-frontiére une partition ordonnée P satisfaisant les conditions du théoréme
des arcs robustes (Théoreme [3.6.1).

La preuve est en deux parties : premiérement, nous prouvons que l'algorithme ParFront donne une partition-
frontiere, puis nous affirmons que c’est un raffinement de toute partition-frontiére.

Pour la premiére partie, nous prouvons d’abord la condition 1 : a aucun moment de I'algorithme il n’y a un
arc entre un élément de P[j] et un élément de P[i], avec j < . En effet, ceci est vrai a l'initialisation de P
(puisque nous partons d’un tri topologique), et n’est pas invalidé par la fusion de parties consécutives. De plus,
pendant la boucle while, la condition 2 est satisfaite pour chaque paire P[j], P[j + 1], ou j est plus petit que la
valeur courante de . En quittant la boucle quand i = size(P), la condition 2 est alors satisfaite pour chaque
paire P[i], P[i + 1], donc ParFront produit une partition-frontiére.

Pour la seconde partie, notons tout d’abord qu’a aucun moment de I'algorithme il ne peut y avoir de chemin
d’'un élément de P[j] vers un élément de P[i], avec i < j (c’est une conséquence de la condition 1). Nous
appelons cette propriété la propriété de chemin. Nous considérons maintenant une partition frontiere P’, et
montrons par récurrence qu’en tout point de I'algorithme, P est un raffinement de P’. En effet, P commence
par T et T est un raffinement de P’ (sinon P’ violerait la condition 1). Nous montrons maintenant qu’a chaque
fois que P est modifié, le résultat reste un raffinement de P’. Si P est modifié, cela signifie qu’il y a des ¢ et des
(z,y) tels que = € Pli],y € Pli+ 1], (z,y) ¢ Z.. Puisque P est un raffinement de P’, il existe des (3, j') tels
que PJ[i] C P'[j] et P[i + 1] C P’[§']. Notre but est de montrer que j = j : lors de la fusion de P[i] et P[i + 1],
le résultat est toujours un raffinement de P’.

Dans l'objectif d’aboutir a une contradiction, supposons que j # j'. Nous avons j < j’ (sinon, puisque
P’ satisfait la condition 2, il y aurait un chemin de y a x, ce qui est exclu par la propriété de chemin). Si
j' = j+1, alors P’ viole la condition 2 (en effet nous avons supposé (z,y) ¢ %.). Donc j+1 < j’. On considére
z € P'[j + 1] : il existe un chemin robuste (en fait un arc) de = a z et un chemin robuste de z a y, donc a
partir de la propriété de chemin, z ne peut pas étre dans une partie strictement avant = dans P (c’est-a-dire
pas avant P[i]), ni dans une partie strictement aprés y (pas aprés P[i + 1]). Donc z est soit dans P[i] soit dans
P[i + 1], c’est a dire soit dans la méme partie de P que « soit dans la méme partie de P que y. Cela contredit
I'hypothése de récurrence, car au début de cette étape P est un raffinement de P’ et z n’est pas dans la méme

partie de P’ que x ou y. Nous avons obtenu la contradiction souhaitée, montrant que lors de la fusion de P[]
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et P[i + 1], le résultat est toujours un raffinement de P’. On en conclut que P reste un raffinement de P’ tout
au long de l'algorithme.

Au final, I'algorithme produit une partition-frontiére qui est un raffinement de chaque autre partition frontiere :

ainsi, il donne une partition frontiére de taille maximale, qui est unique.

Complexité de I'algorithme ParFront

Pour rappel, ParFront part du tri topologique des composantes fortement connexes de G¢ et fusionne ou non
des CFC contigués.

On suppose qu’on a déja calculé la matrice des codts et le tri topologique de G¢ (ce qui est bien le cas sion a
d’abord lancé I'algorithme ParCons). Pour rappel, la complexité de ces pré-calculs est O(|R| = |U|?).

Lalgorithme ParFront fusionne deux CFCs contigués si et seulement si il existe = appartenant a la premiére CFC
et y appartenant a la CFC suivante tels que (z,y) n’est pas un arc robuste.

Chaque paire d’éléments de U est inspectée au pire une fois, et savoir si (z,y) est un arc robuste est de
complexité constante. Chaque paire d’éléments de U est effectivement inspectée une fois dans le cas ou toutes les
CFCs sont de taille 1 et que pour tout ¢, on se rend compte que la CFC i fusionne avec la CFC i + 1 a la derniere
vérification d’existence d’arc robuste. On remarque également que le nombre de déplacements d’éléments dans
une autre CFC ne peut pas dépasser le nombre de vérifications d’arcs robustes. La complexité au pire (sans les

pré-calculs) est au final de O(|U|?). Si on intégre les pré-calculs, la complexité est alors O(|R| * |U|?).

3.6.4 Comparaison avec I'état de I'art

Bien que nous n’ayons connaissance d’aucun travail ayant pour but d’aider les utilisateurs a repérer des do-
maines robustes au sein des classements consensuels optimaux, certains travaux précédents, notamment [19] et
[83], ont introduit des algorithmes pour partitionner les éléments a trier de sorte que tous les classements consen-
suels optimaux respectent la partition obtenue. Ces travaux ont ainsi défini des concepts qui peuvent étre repensés
en termes de frontiéres.

Dans cette section, nous montrons que les frontiéres calculées par ParFront incluent toutes celles qui peuvent

étre trouvée grace aux travaux de [19] et [83] décrits dans notre état de I'art (voir Section et repris ci-apres.

Candidats propres

Betzler et al. [19] ont défini le concept d’élément propre en proportion 0.75) (non-dirty candidates for 0.75). |l
s’agit d’'un élément x tel que pour tout élément y # z, soit « est devant y dans au moins 75 % des classements

d’entrée, soit y est avant = dans au moins 75% des classements d’entrée. Betzler et al. ont prouvé que :
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o tous les éléments placés avant z dans au moins 75 % des classements sont placés avant = dans tous les
classements consensuels optimaux.

o tous les éléments placés aprés = dans au moins 75 % des classements sont placés apres = dans tous les
classements consensuels optimaux.

Ce théoreme a été démontré dans le cas ou les classements en entrée sont des permutations d’'un méme
ensemble mais il est facile de démontrer que ce théoréme reste vrai pour les classements complets avec égalité en
considérant le score de Kemeny généralisé avec p = 1 (voir Définition[1.3.2).

Le fait de trouver un élément propre aboutit donc a une partition ordonnée des éléments a trier Z = [B1, B, Bj]
constituée des trois parties suivantes :

e B; est 'ensemble de tous les éléments placés avant z dans au moins 75% des classements d’entrée
e By ={x}
e Bj est 'ensemble de tous les éléments placés aprés = dans au moins 75% des classements d’entrée

Nous considérons donc la procédure suivante : s’il y a un élément propre x, on calcule dans un premier temps
B, et Bs puis on cherche récursivement les candidats propres de B, et Bs. En effet, un élément de B; peut étre
propre pour B; méme s'il ne I'est pas pour By U Bs U Bs.

Cette procédure est déterministe : I'ordre dans lequel on sélectionne les candidats propres n’a pas d’'incidence
sur la partition finale. En effet, on remarque que si un élément est un élément propre dans B; U Bs U Bs, alors |l
reste un élément propre dans B; ou Bs.

On note # = [By, Bo, ..., By la partition obtenue aprés la procédure récursive.

Propriété 3.6.3. Toutes les frontiéres données par la partition % (éléments propres) sont également données par

la partition P calculée par ParFront (Algorithme[3).

Démonstration : La Propriété[3.6.2]indique que la partition P obtenue par ParFront raffine toute partition satisfai-
sant les hypothéses du Théoréme [3.6.1] Il suffit donc de prouver que % respecte les hypothéses du théoréeme
des arcs robustes (Théoreme [3.6.1).

Premiérement, prouvons que % respecte la condition 1 du Théoréme Soiti < j, x € By, y € B;. Soit
z I" élément propre qui sépare x et y (= peut étre x ou y). Puisque i < j, nous savons que soit = = z, soit = est
avant z dans au moins 75 % des classements. De méme, nous savons que soit y = z, soit z est avant y dans au
moins 75% des classements. Dans tous les cas, nous avons x avant y dans au moins 50% des classements,
donc before(x,y) = min(x,y), c'est-a-dire (y,x) ¢ A.. Ainsi & respecte I'hypothése 1 du théoreme des arcs
robustes.

Deuxiémement, prouvons que % respecte la condition 2 du Théoreme [3.6.1] Soiti < b, z € B;, y € B;41.

Par construction de B, soit = est un élément propre par rapport a B;_1 U B; U B;.1, S0it y est un élément propre
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par rapport a B; U B; 11 U B; 2. Dans les deux cas, x est avant y dans 75 % des classements, soit (z,y) € Z.

donc # respecte la condition 2 du théoreme des arcs robustes. On en conclut que P raffine 2.

Critére de Condorcet étendu

Truchon prouve dans [83] que pour un nombre impair de classements complets (pouvant avoir des égalités),
tous les classements consensuels optimaux respectent toute partition ordonnée 2" = [X;, X2, ..., Xi| tel que Vi < j,
Vr € X;, Vy € X;, x est avant y dans une majorité de classements. Ce théoréme est connu sous le nom de Critére
de Condorcet étendu. Notons que Truchon fixe p = 1 pour le colt de créer ou rompre une égalité.

On peut étendre ce résultat pour qu’il reste vrai pour un nombre pair de classements.

La condition suivante est donc vraie : tout classement consensuel optimal respecte toute partition ordonnée

2 =[X1,Xo,..., Xi] telle que Vi < j, Vo € X;, Yy € X, « est avant y dans une stricte majorité de classements.

Remarque. Lorsque le nombre de classements est impair, pour toute paire d’éléments (x,y), on a forcément x
avant y dans une stricte majorité de classements ou y avant x dans une stricte majorité de classements. Truchon
n’a donc pas besoin de préciser que la relation de préférence soit stricte. Lorsque nous étendons son théoreme pour

un nombre pair de classements, il est obligatoire de préciser que les relations de préférence doivent étre strictes.

On considere maintenant que 2" est la partition maximale (maximale en nombre de parties) respectant la

condition ci-dessus.

Propriété 3.6.4. Toutes les frontieres données par la partition 2 (Critere de Condorcet étendu) sont également

données par la partition P calculée par ParFront (Algorithme[3).

Démonstration : Prouvons que 2" respecte les deux conditions du théoréme des arcs robustes (Théoréme
. Tout d’abord, posons i < j, z € X;, y € X;. Par hypothése, z est avant y dans une stricte majorité
de classements. On obtient before(x,y) < before(y,x) et before(x,y) < tied(x,y), soit (y,z) ¢ A. et en
conséquence 2" respecte I'nypothése 1 du théoréme des arcs robustes. De plus, comme before(z,y) est le

minimum unique, (z,y) € Z.. Ainsi 2 respecte I'hypothése 2 du théoréme des arcs robustes. On peut conclure

que P raffine 2.

Graphe robuste des éléments

Considérons maintenant le graphe robuste des éléments (Définition [3.6.2). La Propriété indique que tous
les classements consensuels optimaux respectent I'unique tri topologique 7 = [T}, T, ..., T}] du graphe des com-

posantes fortement connexes de G,..
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Propriété 3.6.5. Toutes les frontieres données par la partition 7 (composantes fortement connexes du graphe

robuste) sont également données par la partition P calculée par ParFront (Algorithme[3).

Démonstration : Nous montrons que .7 respecte les hypothéses du théoreme des arcs robustes. Tout d’abord,
soiti < j, z € X;, y € X;. Comme .7 est un tri topologique du graphe des composantes fortement connexes
de G,, z et y sont dans différentes composantes fortement connexes de G, et nous avons (y,x) ¢ A,. Par dé-
finition de A,., puisque (y,z) ¢ A, alors nécessairement be fore(z,y) est 'unique minimum pour la paire (z,y),
c’est-a-dire (z,y) € %Z.. Nous pouvons conclure que .7 respecte I'hypothése 2 du théoréme des arcs robustes.

De plus, puisque before(z,y) = min(z,y), on a (y,x) ¢ A.. On obtient donc que .7 respecte I'hypothése 1 du

théoréme des arcs robustes. Au final, P raffine .7.

Nous avons considéré des travaux ayant défini des concepts qui peuvent étre repensés en termes de frontieres
et prouvé que si une frontiere est trouvée par une des méthodes citées ci-dessus, alors elle est également trouvée
par ParFront. A notre connaissance, ParFront est donc actuellement I'approche la plus générale capable d'identifier

des régions robustes dans le classement consensuel.

En complément de I'algorithme ParCons permettant de calculer un classement consensuel de qualité en un temps
raisonnable, I'algorithme ParFront est capable de calculer des frontieres mettant ainsi en avant certaines zones du

classement consensuel qui peuvent étre considérées comme particulierement robustes.

3.7 Nouvelle version de ConQuR-Bio

Les algorithmes ParCons et ParFront décrits dans les sections précédentes ont été implémentés dans I'outil en
ligne ConQuR-BioV2 que nous décrivons dans cette section. Cet oultil utilisé par la communauté des Sciences de
la Vie est disponible a I'adresse suivante : http://conqur-bio.Iri.fr.

Nous commencons par présenter le logiciel ConQuR-Bio développé par Bryan Brancotte et publié dans [24].
Nous mettons ensuite en avant les changements apportés au logiciel ayant abouti a la publication de ConQuR-

BioV2 [8].

3.7.1 Le logiciel ConQuR-Bio

Le but de ConQuR-Bio (initialement introduit dans [24]) est de fournir une liste de génes associés a une maladie
(exprimée sous la forme de mot-clé par les utilisateurs). ConQuR-Bio exploite le fait que les noms de maladies

peuvent avoir différents synonymes. Chaque synonyme est associé a une liste différente de génes qui est récupérée
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par ConQuR-Bio afin de fournir aux utilisateurs un classement consensuel des génes d’'intérét pour la maladie

considérée.

Description de I'architecture de ConQuR-Bio. Larchitecture de ConQuR-Bio, décrite dans la Figure est

composée de trois modules principaux.

ConQuA-
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FIGURE 3.5 — Architecture de 'outil ConQuR-Bio

Le premier module - le module de reformulation - prend comme entrée w, le mot-clé utilisateur (par exemple
"breast cancer") et génére un ensemble de synonymes de w ({s1, ..., s, }). Les synonymes sont générés gréce a
une utilisation automatique de 'UMLS Metathesaurus [22] qui interroge cing bases de données décrites ci-dessous
et sélectionnées avec nos collaborateurs biologistes pour fournir des synonymes pour les noms de maladies.

o MeSH (Medical Subject Headings) [65] contient un grand ensemble de mots-clés médicaux car il a été congu
pour indexer les mots-clés associés aux publications médicales dans PubMed.

e SNOMED CT (SNOMED Clinical Terms) [81] est un ensemble de termes médicaux fournissant des syno-
nymes et des définitions utilisés dans la littérature et les rapports cliniques.

e Les deux derniéres versions de la Classification Internationale des Maladies (CIM-9-CM et CIM-10-CM)
[75] [76], ont été développées par I'Organisation Mondiale de la Santé. La CIM-9-CM est le systéme officiel
d’attribution de codes aux diagnostics et aux procédures d’utilisation des hépitaux (aux Etats-Unis et en
Europe). La CIM-10-CM contient des codes supplémentaires pour les causes de mortalité.

e L’héritage mendélien en ligne chez I’humain (OMIM) [52] contient un catalogue trés riche de toutes les mala-
dies génétiques connues du génome humain.

Le deuxiéme module - le module d’interrogation - prend le mot-clé utilisateur et la liste des synonymes fournis

par le module de reformulation et envoie une requéte a la base de données Gene du NCBI par mot-clé et syno-
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nyme. Pour chaque mot-clé (et synonyme), Gene du NCBI fournit la liste de génes associée. Dans la Figure
gl™,...,gn" est la liste des génes associée au mot-clé w. Chaque liste de génes est classée par le NCBI par ordre
décroissant du nombre d’occurrences du mot-clé (ou du synonyme) dans la fiche du géne. En conséquence, le
module d’interrogation produit plusieurs listes triées de genes (une par mot-clé et synonyme).

Le troisieme module - le module d’agrégation de classements - prend un ensemble de listes de genes et

utilise I'algorithme BioConsert (décrit dans la Sous-section [2.1.3) pour calculer un classement consensuel.

Limites de ConQuR-Bio. Si ConQuR-Bio a été utilisé par plusieurs membres de la communauté des Sciences de
la Vie, il souffrait de deux faiblesses majeures : (i) le nombre d’éléments obtenus en réponse a une requéte (génes
associés a un mot-clé) augmentait constamment, il y avait donc un besoin crucial d’'une approche capable d’évoluer
tout en n’utilisant pas systématiquement I'heuristique BioConsert; (ii) ConQuR-Bio a été utilisé pour fournir de
nouvelles pistes de recherche pouvant par la suite étre confirmées par des expériences biologiques ; les médecins
utilisant cet outil ont exprimé la nécessité d’avoir des indicateurs sur la robustesse associée aux positions des
éléments dans le classement consensuel fourni. En effet, BioConsert est une heuristique qui ne repose que sur
une méthode de recherche locale. Par essence, elle est incapable de fournir a I'utilisateur des indices sur la qualité

et/ou la robustesse des classements consensuels calculés.

3.7.2 ConQuR-BioV2 : prise en compte des retours des biologistes

Modifications apportées. ConQuR-BioV2 apporte une réponse aux deux limites formulées au paragraphe pré-
cédent en introduisant deux nouvelles fonctionnalités clés : (i) le module d’agrégation de classements a été entié-
rement reconstruit afin d’intégrer I'algorithme ParCons et (ii) l'interface utilisateur a été adaptée afin de matérialiser

par un trait en gras les différentes frontiéres calculées par ParFront.

Intérét de ConQuR-BioV2. Nous considérons ici un cas réel d'utilisation de ConQuR-BioV2, basé sur la re-
cherche de génes liés au Syndrome de Williams, un trouble présentant des manifestations cliniques de diverses
natures dont des anomalies cardiaques et un retard mental. Le syndrome de Williams est une maladie rare (environ
1 naissance sur 7500) nommée par plusieurs dénominations parfois trés différentes dans la littérature (par exemple,
«Beuren Syndrome», « Hypercalcemia Supravalvar Aortic Stenosis »). Selon Orphanet (orphanet.org), la source
d’'information de référence sur les maladies rares, huit génes sont connus pour étre également fortement associés
a la maladie, a savoir (par ordre alphabétique), BAZ1B, CLIP2, ELN, GTF2l, GTF2IRD1, LIMK1, RCF2 et TBL2.
Dans I'exemple fourni en Figure l'utilisateur a considéré le mot-clé Williams Syndrome pour lequel 18 sy-
nonymes ont été trouvés. La liste ordonnée des génes et des frontiéres peut étre visualisée par I'utilisateur (les

frontieres sont matérialisées par des traits gras).
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A7 EIF4H (ID:7458)  eukaryotic translation initiation factor 4H
A3 LAT2 (ID:7462)  linker for activation of T cells family member 2
L9 CLIP2 (ID:7461) CAP-Gly domain containing linker protein 2
10 IBL2 (ID:26608)  transducin beta like 2

FIGURE 3.6 — Interface de ConQuR-BioV2 et classement consensuel obtenu pour le mot clé (maladie) "Williams
Syndrome".

Notons que le nom de la maladie est automatiquement coloré en vert car il est reconnu comme terme MeSH.
Ensuite, le module de reformulation a été exécuté et, comme indiqué sur le c6té droit de I'interface, a obtenu 18
reformulations de I'UMLS (soit 18 dénominations alternatives). Enfin, le classement consensuel des génes a consi-
dérer est fourni a I'utilisateur. La position de chaque gene dans le classement d’origine de la base de données Gene
du NCBI, c’est-a-dire le classement fourni par le NCBI avec le mot-clé utilisateur (ici « Williams Syndrome »), est
donnée a titre indicatif. Lorsque ConQuR-BioV2 a classé le géne plus haut (respectivement, plus bas) que le NCBI,
une fleche verte vers le haut (respectivement une fleche rouge vers le bas) est affichée; lorsque ConQuR-BioV2
a fourni un géne que NCBI ne fournit pas, un soleil jaune s’affiche (I'affichage de ces informations n’est pas une

nouveauté de ConQuR-BioV2).

Un examen plus approfondi des résultats montre deux points trés intéressants.

e les 8 genes particulierement liés a la maladie selon Orphanet ont été renvoyés par ConQuR-BioV2 alors que
NCBI n’a pas renvoyé le géne TBL2;
e le top-5 (respectivement, top-10) des génes renvoyés par ConQuR-BioV2 contient 4 (respectivement, 6)
génes également renvoyés par Orphanet alors que NCBI ne renvoie que 2 de ces genes dans son top-10.
Un dernier point a noter est l'information offerte par les frontieres : ConQuR-BioV2 fournit aux utilisateurs quatre
frontieres en position 4, 5, 6 et 7. Ces frontiéres indiquent que les génes ELN, MLXIPL, GTF2I, BAZ1B doivent étre
considérés en priorité, puis GTF2IRD1, puis BUD23 et enfin EIF4H.

Lintégration des algorithmes ParCons et ParFront dans ConQuR-BioV2 permet de fournir aux médecins et
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biologistes des informations précieuses quant a la robustesse du classement consensuel renvoyé. Nous observons
que le classement consensuel associé a la requéte "Williams Syndrome" met en avant plus de genes considérés par
Orphanet comme particulierement associés a cette maladie que le classement du NCBI ne prenant pas en compte
les reformulations. La section suivante est dans la continuité de cette observation : elle a pour objet d’évaluer

quantitativement et qualitativement les algorithmes ParCons et ParFront.

3.8 Evaluation quantitative des algorithmes ParCons et ParFront

Cette section est dédiée a I'évaluation (quantitative) de I'efficacité des techniques algorithmiques introduites
dans ce chapitre respectivement relatives a (i) l'introduction d’'un algorithme de partitionnement ParCons permettant
d’optimiser le calcul d’'un classement consensuel et a (ii) I'introduction d’'une technique de calcul de frontieres par

I'algorithme ParFront mettant en évidence les points communs d’une liste de classements consensuels optimaux.

3.8.1 Jeux de données considérés

Nous considérons ici un ensemble de jeux de données relatifs aux données constituées de classements de
geénes associés a des maladies (cas d'utilisation décrit en Sous-section[3.1.1). Chaque jeu de données du Dataset
décrit ci-dessous est constitué d’'une liste de classements. Chacun d’entre eux correspond aux classements des

geénes les plus pertinents vis-a-vis d’'un nom de maladie donnée, ou d’'un de ses synonymes.

Dataset 1 (reformulations synonymes de maladies). Le Dataset[1| est constitué d’'un ensemble de 1 354 noms
de maladies ayant au moins 3 reformulations synonymes dans la terminologie MeSH (c’est-a-dire des noms de
maladie pour lesquels il existait au moins 3 noms synonymes de la maladie) et étant associés (toutes refomulations
confondues) a au moins 100 genes dans la base de données Gene du NCBI. Sur ces 1 354 noms de maladie, le
nombre de reformulations se situe entre 3 et 120 avec une moyenne de 11.5 et le nombre de genes impliqués se
situe entre 100 et 1 557, avec une moyenne de 295. La méthode utilisée pour obtenir les différentes reformulations

est détaillée dans la Section|3.7 de ce chapitre.

Le Dataset [] nous sert donc a évaluer l'efficacité des algorithmes ParCons et ParFront. Dans ce contexte bio-
logique, c’est le score de Kemeny généralisé a la pseudo-distance (Définition qui est utilisé [7, 8| 24]. Les
algorithmes utilisés ici sont donc les algorithmes décrits dans la Sous-section [4.3.3|qui sont compatibles avec cette
adaptation du score de Kemeny pour gérer les données manquantes : KwikSort [3], Copeland Method [36], BioCon-
sert [32], et I'algorithme exact basé sur de la PLNE dans le cadre du partitionnement avec ParCons (I'algorithme
exact a été concu dans un cadre plus général et est décrit au chapitre suivant dans la Sous-section |4.3.1).

Lévaluation des algorithmes ParCons et ParFront est segmentée en cing expériences publiées dans [8].

85



Nous avons évalué dans un premier temps la capacité de I'étape de partitionnement a positionner des éléments
a leur place définitive dans le classement consensuel, sans I'aide d’algorithmes auxiliaires. Pour rappel, si le fait de
mettre a égalité tous les genes d’'un méme sous-probléme forme un classement consensuel optimal pour le sous-
probléme considéré, on considére que le partitionnement a classé les génes sans I'aide d’'un algorithme aukxiliaire.
C’est le cas, en particulier, des sous-probléemes consistant a classer un unique géne.

Nous nous sommes ensuite intéressés a la taille des sous-problémes nécessitant I'utilisation d’un algorithme
auxiliaire afin d’évaluer la capacité a utiliser un algorithme exact plutdét qu’une heuristique. Nous avons également
comparé la qualité des heuristiques listées ci-dessus que nous avons généralisées pour prendre en compte le score
de Kemeny généralisé a la pseudo-distance, ainsi que leur temps d’exécution. Enfin, nous avons évalué la capacité
de l'algorithme ParFront a calculer des frontieres pertinentes et comparé le nombre de frontieres obtenues avec les

autres méthodes de I'état de l'art.

3.8.2 Evaluation de ParCons sur des données biologiques

Les expériences 1 a 3 évaluent la capacité de ParCons a partitionner le probléme initial en sous-problémes,

ainsi que la capacité a utiliser un algorithme exact.

Expérience 1 : évaluation de la capacité de ParCons a partitionner. La premiére expérience consiste a évaluer
limpact du partitionnement dans le calcul du classement consensuel. Les Figures([3.7|et[3.8)montrent qu’'une grande
quantité de génes peut étre classée par la phase de partitionnement sans avoir besoin d’utiliser un algorithme
auxiliaire.

Plus précisément, la Figure montre que dans 396 jeux de données, 100 % des genes sont placés dans
le classement consensuel en utilisant uniquement le partitionnement (c’est-a-dire qu'un classement consensuel
optimal est trouvé). De plus, dans 665 jeux de données, plus de 80 % des genes sont placés dans le classement
consensuel par le partitionnement uniqguement (ce nombre est obtenu en considérant les parties 100 % et 80-99 %
de la Figure [3.7] avec 665 = 269 + 396 jeux de données).

Pour obtenir la Figure [3.8] nous avons sommé sur les 1354 jeux de donnés le nombre de génes mis a leur place
définitive dans le classement consensuel par (i) le partitionnement, (ii) un algorithme exact, (iii) une heuristique. Le
résultat est le suivant : 67,5 % des genes sont placés dans le classement consensuel en utilisant uniquement le
partitionnement. Pour information, le nombre total de génes est de 269 564.

Pour classer les éléments qui n’ont pas pu étre mis a leur place définitive dans le classement consensuel par le
partitionnement (les 32.5 % de génes restants), il y a deux possibilités.

La premiére consiste a favoriser, lorsque cela est possible, I'utilisation d’un algorithme exact. Lavantage est la

garantie que le classement consensuel calculé pour le sous-probléme considéré est optimal. Linconvénient est que
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396
100 %
249
40-59 %
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60-79 % 80-99 %

FIGURE 3.7 — Nombre de jeux de données pour lesquels la proportion de génes placés dans le classement consen-
suel par le partitionnement uniqguement (sans appel a un algorithme auxiliaire) est dans les proportions suivantes :
(0-39%, 40-59%, 60-79%, 60-99%, 100%).

Heuristic

28.0 %

~ Exact 4.5 %

Partitioning

67.5 %

FIGURE 3.8 — Nombre total de genes placés dans le classement consensuel par le partitionnement, un algorithme
exact et une heuristique.

si le nombre de génes est trop important (la composante connexe du graphe contient trop d’éléments, voir Section
[3.5.1), alors le temps de calcul est bien trop élevé.

La deuxiéme possibilité consiste a utiliser une heuristique. Linconvénient est ici 'absence d’information quant a
la qualité du classement consensuel renvoyé.

Lexpérience suivante évalue la capacité a se servir de I'algorithme exact, autrement dit la capacité a partitionner

le probléme initial en des sous-problémes de petite taille.

Expérience 2 : capacité a utiliser I’'algorithme exact. En pratique, ParCons utilise I'algorithme exact pour calcu-
ler un classement consensuel associé a un sous-probléme si le nombre de génes a classer dans le sous-probléme

est inférieur a 80 (la composante fortement connexe en question contient moins de 80 génes). Cela garantit que le
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classement consensuel final peut étre renvoyé a I'utilisateur dans un délai raisonnable (quelques secondes).

PRI G Heuristic needed

29.2 % at least once

39.6 %

Partitioning and
exact algorithm only

31.2%

FIGURE 3.9 — Proportion de jeux de données telle que le partitionnement a été utilisé seul (classement consensuel
optimal), le partitionnement et un algorithme exact ont été utilisés, sans heuristique (classement consensuel op-
timal), une heuristique était nécessaire pour au moins un sous-probléme (classement consensuel éventuellement
non optimal).

La Figure [3.9] présente la proportion de jeux de données pour lesquels le classement consensuel fourni a
I'utilisateur a été obtenu en utilisant (i) le partitionnement uniquement (cf Expérience 1), (ii) le partitionnement et
algorithme exact (sans utilisation d’une heuristique), (iii) le partitionnement et une heuristique. Notons que (i) et (ii)
fournissent un classement consensuel optimal. Grace a I'algorithme exact, un classement consensuel optimal a été
trouvé dans 60,4 % des jeux de données (29,2 + 31,2) c’est-a-dire pour 818 jeux de données. Pour information, un
total de 287 531 génes (représentant 72 % du nombre total de génes) a pu étre positionné par le partitionnement
ou un algorithme exact. La Figure [3:9]indique qu’une heuristique doit étre utilisée pour 39,6 % des jeux de données,
a savoir pour 536 jeux de données.

Déterminer la meilleure heuristique a choisir est donc une question clé. En effet, pour les 39,6 % jeux de données
nécessitant une heuristique, il est important de choisir une heuristique dont les résultats donnent de bons résultats

en pratique. Cette question est donc considérée dans I'expérience suivante.

Expérience 3 : banc d’essai des heuristiques, avec et sans partitionnement. Lexpérience consiste a calculer
pour chacun de ces algorithmes le score de Kemeny généralisé a la pseudo-distance du classement consensuel
obtenu ainsi que le temps d’exécution pour parvenir au calcul du classement consensuel.

Conditions de I’expérience. Les expériences ont été menées en utilisant un quadruple dual-core processor
Intel Core 2.9GHz avec 32GB de mémoire vive. Le code source est implémenté en Java 1.8.0. Chaque mesure de
temps est précédée d’'un temps de chauffe permettant d’assurer que toutes les classes sont déja chargées dans la
JVM. Aucun algorithme n’a utilisé de multi-threading.

Afin d’évaluer la qualité des classements consensuels obtenus, nous avons considéré une mesure classique-

88



ment utilisée dans ce cadre : le gap [5} [78]. Cette mesure consiste a normaliser le score de Kemeny associé au
classement consensuel ¢ afin de montrer son éloignement vis-a-vis du score de Kemeny qu’on obtiendrait avec un

algorithme exact renvoyant un classement consensuel optimal ¢*.

Définition 3.8.1. Soit R une liste de classements et ¢* un classement consensuel optimal. Le gap est défini de la

maniéere suivante.

gap(c, R) = J\JZI((CC*’#R)) -1

Remarque. Le gap (qui est une valeur positive ou nulle) vaut 0 si et seulement si le classement consensuel renvoyé

est optimal.

Si un classement consensuel ¢; a un gap plus bas qu’un autre classement consensuel ¢, ¢a veut dire que c¢; est

de meilleure qualité que c,.

Le probléme est que les jeux de données biologiques contiennent généralement trop d’éléments pour calculer
un classement consensuel optimal avec un algorithme exact. Dans ce cas, nous utilisons comme référence le
classement consensuel avec le score le plus bas (donc celui de meilleure qualité) obtenu par une heuristique. Nous

notons ce classement c¢* et utilisons alors le m-gap [25] défini ci-dessous.

Définition 3.8.2. Soit R une liste de classements et ¢t un classement consensuel pris comme référence (possible-
ment non optimal). Le m-gap est défini de la maniére suivante.

m-gap(c, R) = jpsns — 1

Remarque. S’il se trouve que ¢t est optimal, alors m-gap(c, R) = gap(c, R).

Dans cette expérience, nous comparons le m — gap et le temps de calcul des trois heuristiques mentionnées en
début de section sur les 1 354 datasets. Pour 60.4 % de nos jeux de données, le m—gap est égal au gap puisque
nous avons un classement consensuel optimal d’aprés les expériences précédentes.

La Table [3.6]fournit les résultats du banc d’essai que nous avons effectué. Deux points doivent étre remarqués.
e Premierement, I'utilisation de la phase de partitionnement permet d’augmenter la qualité des algorithmes
rapides sans impacter leur temps de calcul de maniére significative pour I'utilisateur. Plus précisément, le m—
gap (dont la valeur se rapproche de 0 lorsque la qualité du classement consensuel augmente) de KwikSort a
été diminué de 47,0 % et le m-gap de CopelandMethod a été diminué de 59 %. Le temps de calcul reste trés
raisonnable (moins d’'une seconde pour KwikSort et CopelandMethod avec le processus de partitionnement).

e Deuxiemement, I'utilisation du partitionnement permet de réduire le temps de calcul des algorithmes de
haute qualité, tout en améliorant leur qualité. Plus précisément, le temps de calcul de BioConsert a été réduit

de 65 % tandis que son m — gap a été réduit de 30 %.
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Heuristique | m-gap moyen | Temps moyen | Temps maximal \

CopelandM ethod 1.14* 1072 13 ms 695.5 ms
ParCons avec 6.74 1073 60 ms 1.4s
CopelandM ethod

KuwikSort 1.30 * 1072 3ms 19.6 ms
ParCons avec 6.83*10°° 19 ms 983 ms
KwikSort

BioConsert 461*10°° 207 ms 9.7s
ParCons avec 3.23*10°° 72 ms 294 s
BioConsert

ParCons avec

exact(SCC < 80) 2.41*10°° 1.0s 20.5s
et BioConsert < 5s dans 93% des datasets

TABLE 3.6 — Banc d’essai : comparaison de la qualité des classements consensuels renvoyés (m-gap) et du temps
de calcul. Pour rappel, un classement consensuel de meilleure qualité est associé a un m—gap plus proche de 0.

Sur la base de ces expériences, ConQuR-BioV2 exécute systématiquement I'algorithme exact et BioConsert en
paralléle. Si I'algorithme exact fournit un classement consensuel en moins de 5 secondes, ce résultat est utilisé.

Sinon, c’est le résultat de BioConsert qui est utilisé.

3.8.3 Evaluation de ParFront sur des données biologiques

Les expériences 4 et 5 ont pour objectif d’évaluer la capacité de ParFront a calculer des frontiéres sur des
données biologiques pour lesquelles les frontieres sont attendues en début de classement ainsi que de comparer

ParFront avec les autres méthodes de I'état de I'art.

Expérience 4 : capacité a calculer des frontiéres. Les frontieres ont été présentées et définies dans la Sous-
section Pour rappel, il s’agit d’'un entier positif dont la valeur que I'on note « indique que 'ensemble des
éléments constituant le top — x de tous les classements consensuels optimaux est le méme.

Les frontieres ont été définies pour aider les utilisateurs a évaluer la confiance qu’ils peuvent avoir vis-a-vis du
classement consensuel renvoyé. Les frontieres trouvées au début du classement (premiéres positions) présentent
un intérét particulier car la plupart des utilisateurs se focalisent principalement sur les premiers genes du classement
consensuel.

Trois points ressortent de cette expérience.

e Tout d’abord, 73 % de nos jeux de données ont une frontiére en position 1, c’est-a-dire que pour 73 % des
maladies, c’est le méme géne qui est en premiére position dans tous les classements consensuels optimaux.

e Ensuite, on peut voir sur la Figure [3.10] qui fournit le nombre moyen de frontiéres entre 1 et k que nos jeux
de données ont en moyenne 10 frontiéres pour k = 50.

e Enfin, on observe également sur la Figure[3.70|que le nombre moyen de frontiéres entre les positions 1 et &

diminue lorsque k augmente : I'apparition de nouvelles frontiéres est un événement qui semble se raréfier a
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mesure que I'on avance dans les classements consensuels.
De tels résultats sont particulierement intéressants car ils démontrent la capacité de ParFront a calculer des

frontiéres utiles a l'utilisateur dans des cas d’utilisation réels.

10 [ |

mean number of frontiers

(1= | | | | | | | | | | | -
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

values of k&

FIGURE 3.10 — Nombre moyen de frontiéres entre 1 et k, k allant de 1 a 50 (tous les jeux de données ont été
considérés).

Expérience 5 : capacité a calculer des frontiéres que les autres méthodes de I'état de I’art n’arrivent pas a
calculer. Dans cette nouvelle expérience dédiée aux frontiéres, nous considérons 'ensemble des jeux de données
du Dataset 1 et comparons le nombre de frontiéres obtenues par ParFront avec le nombre de frontieres obtenues
par les éléments propres (NDE) de Betzler [19], le critére de Condorcet étendu (ECC) [83] et le graphe robuste
des éléments (RGE) [7]. Dans un souci d’équité, nous avons considéré les classements unifiés afin de rendre les
classements complets : si un géne x est présent dans un classement r alors qu’un autre géne y est manquant dans
r, NOUS avons considéré que x est avant y dans r. Cette considération augmente le nombre de frontiéres trouvées
par les méthodes ECC et NDE avec lesquelles nous nous comparons.

Pour rappel, la propriété[3.6.3|déclare que ParFront trouve nécessairement toutes les frontieres données par les
méthodes NDE, ECC et RGE (ceci est prouvé dans la Section [3.6.4).

Cette expérience vise a quantifier combien de frontieres supplémentaires peuvent étre obtenues en utilisant
ParFront par rapport aux autres méthodes.

Le résultat, présenté dans la Figure est particulierement intéressant. En effet, ParFront trouve 1,6 fois
plus de frontieres que la méthode RGE que vous avons publiée dans [7], presque 15, 7 fois plus de frontiéres que
la méthode ECC (Extended Condorcet Criterion, Truchon [83]) et 134, 7 fois plus frontieres que la méthode NDE
(Non-Dirty Elements, Betzler et al. [17]).

Autre fait intéressant, la Figure [3.11] montre également que bien que la méthode NDE fournit beaucoup moins

de frontiéres que les méthodes ECC et RGE, NDE est capable de trouver des frontiéres qui ne sont ni trouvées par
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ECC, ni trouvées par RGE. Pour rappel, elles sont nécessairement obtenues par ParFront.

ParFront
(total = 42966)

0 RGE [7]

(total = 27 509)

o ECC [83]
(total = 2734)

NDE [18]

‘-‘s (total = 319)

65 27 227

FIGURE 3.11 — Diagramme de Venn indiquant le nombre de frontieres obtenues par chacune des quatre méthodes
suivantes : NDE (éléments propres, Betzler et al. [18]), critere de Condorcet étendu Truchon [83], RGE (graphe
robuste des éléments, [7]) et ParFront.

Cette série d’expériences montre la pertinence des algorithmes ParCons et ParFront dans le cadre de I'agré-
gation de classements incomplets avec égalités. D’'une part, grace au partitionnement, un classement consensuel
optimal a été trouvé pour 60 % des jeux de données biologiques massifs pour un temps moyen d’attente de I'ordre
de la seconde (par jeu de données). Lutilisation de ParCons couplé a un algorithme exact pour les sous-problémes
de petite taille et I'heuristique BioConsert pour les sous-problémes de grande taille donne des résultats particuliere-
ment bons du point de vue du score de Kemeny. D’autre part, le Théoréme sur lequel est basé ParFront permet
de calculer beaucoup plus de frontiéres sur les jeux de données biologiques considérés dans ces expériences que

les autres méthodes de I'état de l'art.

3.9 Intérét de I’agrégation de classements pour les données biologiques

Alors que les expériences de la section précédente permettent d’évaluer les différents algorithmes mis en jeu
sous le prisme de la méthode Kemeny-Young (score de Kemeny, adapté ici pour gérer les égalités et les classements
incomplets), I'objectif de cette section est d’évaluer a quel point I'utilisation des synonymes (et donc I'utilisation de
I'agrégation de classements) par le logiciel ConQuR-BioV2 permet de fournir un classement de génes pertinent vis-
a-vis de la maladie d’intérét. Nous nous intéressons donc ici a la pertinence biologique des classements calculés.

Les expériences présentées dans cette section ont été publiées dans [8].
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3.9.1 Jeux de données considérés et gold standards

Pour les besoin des expériences présentées tout au long de cette section, nous nous sommes servis de la base
de données Orphanet qui est une référence mondiale en ce qui concerne les maladies rares.

Présentation d’Orphanet.

Orphanet est un portail spécialisé dans les maladies rares créé en France en 1996. Son objectif est de faciliter
le diagnostic et la prise en charge des maladies rares grace a une base de données publique, permettant ainsi
de regrouper de nombreuses informations importantes concernant ces maladies orphelines (génes associés, mé-
dicaments, essais cliniques, centres de prise en charge, ...). Linformation contenue sur ce portail de référence est
considérée par la communauté biologique, bio-informatique et médicale comme particuliérement fiable en terme de
qualité.

La Figure[3.72]montre un extrait de la page correspondant a la maladie rare "Leucémie myéloide chronique" sur

la base de données Orphanet.

Leucémie myéloide chronique

Définition

La leucémie myéloide chronique (LMC) est le syndrome myéloprolifératif le plus fréquent, représentant 15 a 20%
de tous les cas de leucémie.

ORPHA:521

Niveau de classification : Pathologie
Synonyme(s): Hérédité: Non applicable UMLS: C0023473
LMC

figed'apuaritf‘an: Adulte, Petite MeSH: -

(i S I t ] enfance, Enfance, Adolescence
eucémie granulocytique chronique
& v a GARD: 6105

Leucsmi Slogs hroni CiM-10: C921
eucémie myélogéne chronigue ModDRAY 10005013

OMIM: 608232
Prévalence: 1-9/100 000

Résumeé

Epidémiologie

Son incidence annuelle a été estimée a1a 1,5 cas pour 100 000 personnes, et sa prévalence a 1sur17 000.

Description clinique

La maladie évolue typiguement en trois phases : une phase chronique (LMC-PC), une phase d'accélération (LMC-PA) et

une phase de leucémie aigué ou crise blastique (LMC-CB). La majorité des patients est diagnostiquée durant la phase
chronique et peut étre soit asymptomatique (le diagnostic étant fait suite @8 une numeération sanguine de routine) soit

FIGURE 3.12 — Extrait de la page correspondant a la maladie rare "Leucémie myéloide chronique" sur la base de
données Orphanet

Alors que la base de données Gene du NCBI peut renvoyer un classement de plusieurs milliers de génes pour

une maladie donnée, la base de données équivalente sur Orphanet ne renvoie que quelques génes d’intérét (entre 0
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et 30) sans les classer. Les génes associés a la leucémie myéloide chronique dans la base de données d’Orphanet

sont visibles en Figure[3.13]

Accueil »Maladies rares »Génes

Rechercher un gene

‘ Nom de géne ‘

() Champ obligatoire

© Nom de géne Nom de maladie
MIM géne MIM maladie
3 Résultat(s)

> ABL proto-oncogene 1, non-receptor tyrosine kinase - ABL1

> BCR activator of RhoGEF and GTPase - BCR

> RUNX family transcription factor1 - RUNX1

FIGURE 3.13 — Génes associés a la maladie rare "Leucémie myéloide chronique" dans la base de données d’Or-
phanet

Ainsi, cette base peut jouer le role de gold standard et permettre d’évaluer la qualité des classements consen-

suels obtenus par nos approches.

Dataset 2 (Reformulations synonymes de maladies avec gold standard). Le Dataset[d est un ensemble de 234
Jjeux de données formé d'un sous-ensemble du Dataset[1l Nous avons retenu parmi les 1354 jeux de données du
Dataset[1| ceux qui correspondent a des maladies rares et pour lesquels nous disposions d’au moins un géne connu

dans Orphanet qui soit également présent dans la base de données Gene du NCBI.

Il est intéressant de noter qu’Orphanet fournit des informations sur la raison pour laguelle un gene est associé a
une maladie. Les informations fournies nous permettent de considérer trois catégories de génes : (i) les génes de
catégorie 1 qui sont fortement associés a la maladie, ils correspondent a des cibles thérapeutiques ou mutation(s)
germinale(s) ou somatique(s) pathogéne(s) affectant la fonction du géne, (ii) les génes de catégorie 2 correspondent
aux génes qui ont un impact sur les manifestations clinique de la maladie ou sont utilisés pour surveiller I'évolution
de la maladie, (iii) les génes de la catégorie 3 sont les génes "candidats" pour lesquels une mutation est suspectée
d’entrainer la maladie ou les génes jouant un réle dans les ré-arrangements chromosomiques potentiellement

impliqués dans la maladie.

94



3.9.2 Résultats obtenus par ConQuR-BioV2 par rapport a Gene du NCBI

Cette série d’expériences vise a comparer le classement consensuel fourni par la base de données Gene du
NCBI avec notre approche basée sur I'agrégation de classements qui utilise les reformulations des noms de ma-
ladies. Pour ce faire, nous utilisons comme référence la base de données d’Orphanet qui, comme indiqué dans la
sous-section est particuliérement fiable.

Dans I'expérience (a), on se concentre sur les jeux de données. Lobjectif est de déterminer lequel de ConQuR-
BioV2 et du NCBI fournit le plus de génes du gold standard dans son top-20.

Dans I'expérience (b), on somme le nombre de genes appartenant au gold standard obtenus dans tous les
top-20 des classements consensuels de ConQuR-BioV2 et des classements du NCBI.

Lexpérience (c) s’intéresse a déterminer laquelle des deux méthodes présente le plus "précocement” dans son
top-20 un géne du gold standard.

Toutes ces expériences ont également été menées en considérant le top-10, le top-30 et le top-40 plutét que le
top-20 et en considérant uniquement les génes de catégorie 1, ou les génes de catégories 1 et 2. Dans tous ces
cas, les résultats obtenus étaient trés similaires aux résultats présentés. Pour éviter les redondances, ils ne seront

pas présentés.

Expérience (a) : Qui de ConQuR-BioV2 ou du NCBI fournit le plus de génes du gold standard? La Figure
3.14] montre que ConQuR-BioV2 trouve un nombre strictement plus élevé de génes du gold standard dans son
top-20 que le NCBI dans 23,1 % des jeux de données tandis que le NCBI trouve un nombre strictement plus élevé
de genes du gold standard dans son top-20 que ConQuR-BioV2 dans seulement 3,8 % des jeux de données.

Il est intéressant de remarquer que dans 96,2 % des jeux de données (73,08 % + 23,08 %, correspondant a 225
jeux de données), ConQuR-BioV2 trouve le méme nombre ou un nombre strictement supérieur de genes du gold

standard dans son top-20 que le NCBI.

Expérience (b) : Nombre total de génes du gold standard. La Figure [3.15|fournit le nombre total de génes du
gold standard (additionné sur tous les jeux de données) obtenus dans le top-20 de ConQuR-BioV2 et du NCBI :
ConQuR-BioV2 contient 1,27 fois plus de génes du gold standard que le NCBI. De plus, le nombre de génes
trouvés par ConQuR-BioV2 uniquement est deux fois plus important que le nombre de génes trouvés par le NCBI
seulement. Enfin (non représenté sur la figure), on peut ajouter que le NCBI ne trouve aucun géne du gold standard

dans 44 jeux de données alors que ce n’est le cas que dans 12 jeux de données pour ConQuR-BioV2.

Expérience (c) : Rang du géne du gold standard le mieux positionné. La derniére expérience se focalise sur

la position du géne le mieux classé du gold standard pour chacune des deux méthodes. La Figure montre que
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ConQuR-BioV2

23.1%

Ex-aequo NCBI 3.8 %

73.1 %

FIGURE 3.14 — Nombre de jeux de données tels que (i) le top-20 de ConQuR-BioV2 contient strictement plus de
génes du gold standard que le top-20 du NCBI, (ii) le top-20 du NCBI contient strictement plus de genes du gold
standard que le top-20 de ConQuR-BioV2,(iii) ConQuR-BioV2 et le NCBI contiennent autant de génes du gold
standard dans leur top-20 (Ex-aequo).

le géne le mieux classé du gold standard retourné par ConQuR-BioV2 est classé strictement mieux que le géne le
mieux classé du gold standard retourné par le NCBI dans 26,5 % des jeux de données.

Il est intéressant de noter gréce a la Figure [3.16|que le géne le mieux classé de ConQuR-BioV2 appartenant au
gold standard est classé de fagon similaire ou mieux classé que le géne le mieux classé de NCBI appartenant au
gold standard dans 91 % des jeux de données.

Ces expériences mettent en évidence que I'agrégation de classements rendue possible par I'utilisation des
reformulations synonymes des maladies permet d’améliorer significativement le classement renvoyé par rapport au

classement du NCBI ne se servant pas des reformulations synonymes.

3.10 Conclusion

Extraire de l'information a partir des requétes sur les dénominations synonymes d’'une méme maladie aboutit
au probleme d’agréger des classements qui sont non seulement incomplets (des genes sont associés a certains
synonymes et pas a d’autres) mais également avec égalités (deux génes peuvent étre aussi pertinents I'un que
l'autre vis-a-vis d’'un synonyme donné et donc positionnés au méme rang). Nous avons abordé ce probléme en
utilisant le score de Kemeny généralisé a la pseudo-distance défini pour les besoins de ce cas d'utilisation dans
[24]. Nos contributions sont rappelées ci-dessous.

Nous avons tout d’abord congu et implémenté I'algorithme ParCons capable de diviser le probléme de départ
en sous-problémes. Il est alors possible d’appeler sur ces sous-problémes un algorithme exact s’il y a moins de 80
éléments, et une heuristique sinon. Cela a été rendu possible par notre représentation des classements d’entrée

par un graphe dit graphe des éléments, graphe dont on a démontré que les composantes fortement connexes triées
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350

314

231

116

Ex-aequo ConQuR-BioV2 NCBI

FIGURE 3.15 — Somme sur tous les jeux de données du nombre de genes du gold standard (i) dans le top-20
de ConQuR-BioV2 et du NCBI, (ii) dans le top-20 de ConQuR-BioV2 uniquement, (iii) dans le top-20 du NCBI
uniquement.

ConQuR-BioV2

26.5 %

NCBI 9.0 %

Ex-aequo

64.5 %

FIGURE 3.16 — Nombre de jeux de données tels que la position du premier géne appartenant au gold standard
dans le top-20 du classement consensuel est (i) meilleure que (ConQur-BioV?2), (ii) moins bien que ConQuR-BioV2,
ou (iii) similaire (Ex-aequo) a la position du premier géne du NCBI appartenant au gold standard.

selon un ordre topologique représentent des sous-problemes indépendants.

Le second algorithme que nous proposons, I'algorithme ParFront, répond au probléme de la non-unicité d’un
classement consensuel optimal en fournissant & l'utilisateur un indice quant au niveau de confiance qu’il peut avoir
envers le classement consensuel calculé. Nous avons pour cela défini le concept de frontiéres : si I'entier k est une
frontiere, alors 'ensemble des k premiers éléments est identique pour tous les classements consensuels optimaux.
Notre approche inclut toutes les frontiéres obtenues par les éléments propres de Betzler et al. [17] et le critére de
Condorcet étendu [83], et nous avons observé expérimentalement que le nombre de frontiéres que nous calculons

est bien supérieur a celui obtenu par ces deux derniéres méthodes.

La pertinence de notre approche a été montrée en I'appliquant sur plus d’'un millier de jeux de données biolo-
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giques de grande taille. Un classement consensuel optimal a été trouvé pour plus de 60 % des jeux de données.
Par ailleurs, sur les jeux de données correspondant a des maladies rares pour lesquels un gold standard est fourni
par Orphanet, notre méthode a fréquemment mis en avant des génes d’'intérét qui étaient mal classés sans la prise
en compte des synonymes par I'agrégation de classements.

Les algorithmes ParCons et ParFront ont été implémentés dans I'outil en ligne ConQuR-BioV2 disponible a

'adresse suivante : http://conqur-bio.lri.fr/.

De nombreuses perspectives sont possibles pour faire suite a ces travaux, nous en dégageons deux ici.

Une premiere perspective est de compléter 'approche des frontiéres par d’autres indicateurs de confiance
concernant la flexibilité de la position des éléments dans les classements consensuels optimaux. Deux approches
complémentaires sont envisageables. Une premiére serait d’exploiter les différents tris topologiques du graphe des
composantes fortement connexes issu du graphe des éléments. Pour rappel, & chaque tri topologique correspond
au moins un classement consensuel optimal distinct. Les tris topologiques sont donc susceptibles de mettre en
avant des éléments dont la position dans les classements consensuels optimaux varie particulierement, auquel cas
une mise en garde pourrait étre donnée a l'utilisateur. Une deuxiéme approche serait de généraliser la méthode a
base de bootstrap présentée dans [51] sur les classements incomplets avec égalités afin de calculer des intervalles
de confiance sur la position des éléments dans le classement consensuel. Lintérét de cette derniere méthode est sa
capacité a évaluer a quel point de petits changements dans les classements de départ sont susceptibles d’induire
des changements importants dans les classements consensuels optimaux.

La seconde perspective porte sur I'évaluation de la pertinence des classements consensuels renvoyés par notre
approche. Nous souhaitons d’une part étudier de fagon plus approfondie les caractéristiques des jeux de données
sur lesquels nos approches sont efficaces, en reproduisant les expériences menées dans ce chapitre sur des
données biologiques de natures différentes ou sur des jeux de données réels non biologiques. D’autre part, une
perspective pluridisciplinaire importante vise a évaluer nos résultats en fonction de 'adéquation des génes renvoyés
dans les premiéres positions par ConQur-BioV2 et les annotations associées a ces genes. Dans le cas ou aucun

gold standard (comme Orphanet) n’est disponible, cela peut offrir un moyen de quantifier la pertinence des résultats.
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Résumé du Chapitre

Les classements issus de données biologiques que I'on considére dans ce chapitre sont incomplets (certains élé-
ments sont présents dans certains classements et absents d’autres) et avec égalités (certains éléments peuvent
étre ex-aequo dans certains classements). Nous avons utilisé le score de Kemeny généralisé a la pseudo-distance
défini dans dans [24] pour les besoins du cas d’utilisation considéré ici.

Nous avons établi, grace a une représentation des classements de départ par un graphe, une propriété suffisante
permettant de partitionner le probléme de départ en sous-problémes indépendants : la concaténation d’'un clas-
sement consensuel optimal de chaque sous-probléme forme un classement consensuel optimal pour le probleme
de départ. Nous avons alors congu l'algorithme ParCons dont la premiére étape consiste a diviser le probleme de
départ en sous-problémes et dont la deuxiéme étape consiste a appeler un algorithme auxiliaire pour calculer un
classement consensuel pour les sous-problémes non triviaux (de taille supérieure ou égale a 3). Lorsque la taille
du sous-probleme est petite (en pratique, inférieure a 80), un algorithme exact est utilisé. Pour les sous-problemes
de grande taille, il est nécessaire d’appeler une heuristique.

Nous avons également défini le concept de frontiéres de la maniére suivante : un entier & est une frontiére si et
seulement si 'ensemble des éléments du top-k est le méme dans tous les classements consensuels optimaux. Une
frontiére est donc un indicateur de robustesse : elle garantit que tous les éléments du top-k sont devant tous les
autres éléments dans tous les classements consensuels optimaux. En considérant un sous-ensemble des arcs du
graphe des éléments appelés arcs robustes, nous avons congu et implémenté I'algorithme ParFront permettant de
calculer plus de frontiéres que n’importe quelle autre méthode de I'état de I'art. Nous avons démontré en particulier
que ParFront retrouve toutes les frontiéres obtenues par les éléments propres de Betzler et al. [17] et le critere de
Condorcet étendu [83], et observé expérimentalement que le nombre de frontiéres obtenues par notre approche
est bien supérieur a celles obtenues par ces deux derniéres méthodes sur nos jeux de données biologiques.
ParCons et ParFront ont été évalués sur 1354 jeux de donnés réels de grande taille (entre 100 et 1557 éléments)
correspondant au contexte biologique considéré. ParCons a permis qu’un classement consensuel optimal soit
trouvé pour 60 % des jeux de données.

Enfin, nous avons montré I'intérét d’utiliser I'agrégation de classements pour ce cas d’utilisation biologique en consi-
dérant un gold standard. En prenant comme référence la base de données Orphanet dont les informations sont
considérées comme trés fiables, nous avons pu conclure que les top-20 des classements consensuels renvoyés
par ParCons contiennent plus de genes connus pour étre fortement liés aux maladies considérées que les top-20
des classements obtenus par la base de données Gene du NCBI qui n’utilise pas les synonymes (et le premier géne
du gold standard qui apparait dans le classement consensuel renvoyé par ConQuR-BioV2 est mieux positionné que
le premier géne du gold standard qui apparait dans le classement consensuel renvoyé par Gene).

Les algorithmes ParCons et ParFront ont été implémentés dans I'outil en ligne ConQuR-BioV2 disponible a 'adresse

suivante : http://conqur-bio.lri.fr/. 99
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Chapitre 4

Modele géeneéral pour I’agregation de

classements incomplets
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4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous nous sommes intéressés a un contexte biologique précis : l'utilisation de
reformulations synonymes d’'une méme maladie dans le but de déterminer les génes les plus pertinents vis-a-vis
de cette maladie. Les techniques d’agrégation de classements ont été utilisées dans ce contexte pour la premiere
fois dans [24]. Dans cet article, pour pallier le probléeme des données manquantes, Brancotte et al. ont défini et
utilisé la pseudo-distance de Kendall-r généralisée (voir Définition [2.3.5) qui est une généralisation de la distance
de Kendall-r aux classements complets avec égalités. Or, plusieurs autres méthodes ont été proposées dans la

littérature pour I'agrégation de classements incomplets [4, [44] [78].

4.1.1 Plusieurs méthodes pour gérer les données manquantes

Différentes alternatives pour gérer les classements incomplets existent dans la littérature et peuvent étre divi-
sées en deux groupes : celles qui consistent a rendre artificiellement complets des classements qui ne I'étaient pas
initialement [19, [78] et celles qui consistent a généraliser la distance de Kendall-r et/ou le score de Kemeny afin
de les rendre compatibles avec les classements incomplets. La mesure de Kemeny induite [44] (Définition [2.3.3), la
distance de Kendall-r étendue [4] (Définition et la pseudo-distance de Kendall-~ généralisée appartiennent
ainsi au deuxiéme groupe de méthodes. Un utilisateur devant agréger des classements incomplets peut légitime-
ment se demander quelle méthode choisir parmi celles-ci. Sont-elles équivalentes en terme de qualité ou certaines

méthodes valent-elles mieux que d’autres ?
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4.1.2 Comparaison des méthodes

Les différentes méthodes pour gérer les classements incomplets sont parfois trés différentes les unes des autres.
Pour Tillustrer, comparons le score de Kemeny étendu [4] (Définition avec le score de Kemeny généralisé a
la pseudo-distance [24] (Définition [2.3.6). Considérons un classement d’entrée tel qu'un élément = y est présent et
un élément y en est absent.

Pour la premiére méthode, seules sont considérées les paires (z, y) telles que z et y sont tous les deux présents
dans les deux classements a comparer. Ainsi, le co(t de mettre = avant y, = aprés y, = a égalité avec y dans
le classement consensuel sera nul. Pour la deuxi€éme méthode, en revanche, le fait de mettre y avant = dans le

consensus va entrainer un co(t de 1.

Cette illustration met en évidence que ces deux adaptations du score de Kemeny sont différentes. On peut
supposer que le choix de l'une ou l'autre de ces adaptations peut avoir un impact important sur le classement

consensuel qui sera calculé.

4.1.3 Besoin d’apporter un regard qualitatif sur les données

Finalement, la question qui se pose est |la suivante : comment doivent étre considérés les éléments manquants
vis-a-vis des éléments présents ? Selon le contexte, la réponse peut étre différente.

Prenons le cas d’'un étudiant inscrit a l'université qui n’a pas choisi une option. Il n’y a pas lieu de le comparer
vis-a-vis de cette option avec les étudiants qui ont suivi 'option. Dans un tel cas, les éléments présents sont in-
comparables avec les éléments absents. En particulier, les étudiants non inscrits a une option ne doivent pas étre
considérés comme "derniers" de I'option. A l'inverse, dans le contexte du chapitre précédent, lorsqu’un géne est
absent d’un classement, on peut conclure que la base de données I'a jugé non pertinent vis-a-vis de la requéte. On
peut donc légitimement le considérer comme moins pertinent que les génes présents.

Nous allons montrer dans ce chapitre que c’est un regard qualitatif sur les données qui permet de choisir quelle

adaptation du score de Kemeny est la plus adaptée a un contexte donné.

4.1.4 Besoin d’un cadre algorithmique pour les classements incomplets

Les généralisations du score de Kemeny aux classements incomplets avec égalités ne sont pas associées a
un algorithme exact. De plus, les méthodes de partitionnement et plus généralement les techniques de réduction
d’espace présentées au Chapitre [2| ne s’appliquent pas sur les classements incomplets. En définitive, seules des
heuristiques sont utilisées dans le cadre de 'agrégation de classements incomplets avec égalités. Or, un utilisateur

a besoin de savoir & quel point le classement consensuel est de bonne qualité et robuste.
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4.1.5 Contributions

Pour répondre aux besoins explicités précédemment, nous présentons un modele paramétré incluant les adap-
tations du score de Kemeny citées précédemment et permettant d’apporter un regard qualitatif sur les données.
Ce regard qualitatif permet de choisir des parametres adaptés a un contexte donné, et ainsi de considérer une
généralisation du score de Kemeny pertinente vis-a-vis de ce contexte. Nous avons également congu un algorithme
exact générique et généralisé plusieurs heuristiques pour le cadre de I'agrégation de classements incomplets. Les
algorithmes ParCons et ParFront présentés au chapitre précédent ont en particulier été adaptés pour étre utilisés
au sein de ce modele. Nous avons étudié axiomatiquement notre modéle en nous basant sur les criteres d’équité de
la théorie du choix social. Ce cadre générique a été implémenté dans un outil en ligne appelé CoRankCo. Plusieurs
expériences ont été menées sur des jeux de données de natures différentes afin d’évaluer le modele. Les travaux

présentés dans ce chapitre font I'objet d’'un article en cours de rédaction.

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante. La Section présente notre modele pour gérer les clas-
sements incomplets incluant les méthodes citées précédemment et permettant d’en concevoir de nouvelles. Les
parameétres de ce modéle permettent de gérer des jeux de données issus de contextes trés différents (données
biologiques, bulletins de vote, classements de films, ...). La Section propose des algorithmes utilisables pour
ce modele, dont un algorithme exact et plusieurs heuristiques. La Section étudie le modéle d’un point de vue
axiomatique en énongant les conditions nécessaires et suffisantes sur les paramétres du modele pour respecter
certains axiomes importants de la communauté théorie du choix social. La Section présente CoRankCo, I'ou-
til en ligne dans lequel le modéle présenté en Section |4.2] et les algorithmes présentés en Section [4.3| ont été
implémentés. Enfin, la Section évalue le modéle a travers plusieurs expériences sur des jeux de données de

différentes natures.

Notation. Dans ce chapitre, nous utiliserons réguliérement la notation suivante trés utilisée en théorie du choix

social : pour un ensemble X, X <> correspondra a |J X*.
i>1

4.2 Modele pour I'agrégation de classements incomplets

Lobjectif de cette section est de présenter un nouveau modéle pour I'agrégation de classements incomplets
incluant la méthode d’unification ainsi que les différentes généralisations du score de Kemeny présentées dans
la Section Le modéle proposé ci-dessous permet également de concevoir d’autres généralisations du score
de Kemeny aux classements incomplets avec égalités. Lintérét d'un tel modéle est entre autres de permettre la

conception d’'algorithmes utilisables quelque soit la généralisation choisie.
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4.2.1 Définition du modele

Nous détaillons ici les paramétres du modele correspondant aux différentes pénalités qui vont étre sommées
afin d’obtenir le score de Kemeny adapté aux classements incomplets. Ce modele comporte plusieurs parametres.
Deux d’entre eux correspondent au paramétre p du modéle de Fagin et al. [47] et correspondent au colt de créer
ou de rompre une égalité (ces colts peuvent étre différents dans le modéle que nous présentons contrairement au
modeéle de Fagin).

Dans le modele de Fagin, pour chaque paire d’éléments (x,y) du classement consensuel telle que z et y sont
a égalité, il faut payer p pour chaque classement d’entrée tel que = et y ne sont pas a égalité (rupture d’égalité).
De la méme maniere, pour chaque paire (z,y) d’éléments tels que = et y ne sont pas a égalité dans le classement
consensuel, il faut payer p pour chaque classement d’entrée tel que x et y sont a égalité (création d’égalité).

Ce modele est une référence pour la gestion des égalités, mais n’est pas utilisable lorsque les classements
d’entrée sont incomplets. Or, gérer proprement les classements incomplets est particulierement complexe. En effet,
le nombre de cas a traiter (donc de pénalités possibles) est beaucoup plus important que dans le cas des clas-
sements complets avec égalités. Les différents cas possibles sont détaillés ci-dessous, et les pénalités associées
correspondent aux paramétres de notre modéle.

Méme si les classements d’entrée sont incomplets, le classement consensuel noté ici ¢ doit étre complet par
définition. En conséquence, pour toute paire (z,y) d’éléments de U, on a 3 possibilités :

e 1 est avant y dans ¢, noté z <. y.
e y est avant x dans ¢, noté y <, x.
e 1 et y sont a égalité dans ¢, noté = =, y.

Contrairement au classement consensuel, un classement d’entrée r peut étre incomplet. En conséquence, pour
toute paire (x,y) d’éléments de U, on a cette fois 6 possibilités :

e 1 est avant y dans r, noté z <, y.

y est avant x dans r, noté y <, x.

x et y sont a égalité dans r, noté = =, y.

x est présent et y est absent, noté x ¢, y.

y est présent et x est absent, noté y o, x.
e 1 ety sont tous les deux absents.

Lidée du modéle est la suivante : pour une paire (z,y) d’éléments de U, on va associer une pénalité pour chaque
ordre relatif possible dans le classement consensuel ¢ et chaque ordre relatif possible dans le classement d’entrée
r. Notons que = <. y et y <. = peuvent étre rassemblés en un seul et méme cas car ils sont symétriques.

Ainsi, nous définissons deux vecteurs B et T tels que B € RS et T € RS. Le vecteur B (pour before) va contenir

les pénalités associées aux paires (z,y) telles que z est avant y dans le classement consensuel. Le vecteur T'
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(pour tied) va contenir les pénalités associées aux paires (z,y) telles que z et y sont a égalité dans le classement
consensuel. Les pénalités sont explicitées dans la Table .1} Nous pouvons par exemple voir dans cette Table que si
un élément z est avant un autre élément y dans le classement consensuel alors que dans un classement d’entrée r
onazxo,y (z présent dans r alors que y est absent), la pénalité a payer est B[4] c’est a dire la valeur correspondant

a la quatrieme composante du vecteur B.

TABLE 4.1 — Table des pénalités du modéle

o ce C(U) <,y r=,y
T =y B[] Ay
Y <r X B|2] T[2]
=y B3] T3]
TorY Bl4] T[4]
yor® B[] T5]
x & dom(r) Ny & dom(r) || B[6] T6]

Nous définissons maintenant le Score de Kemeny S5:T) avec vecteurs de pénalité B et T, permettant de
mesurer a quel point un classement consensuel ¢ représente bien une liste de classements R au vu des pénalités

choisies.

Définition 4.2.1 (Score de Kemeny S(5:7) avec vecteurs de pénalité B et T'). Nous définissons le score de Kemeny

SB.T) avec vecteurs de pénalité B et T de la maniére suivante : pour tout (c, R) € C(U) x A(U)<>,

1
SED(e,R) = Y (B.AL) + 5% D (1.0 (4.1)
w#_i/EU E#_ZIEUU
=0y T=c1

avec QOF, le vecteur (wf,,,wi.,,wit Wl Wl wib), avec

wh,, =H{r e R:x <, y}| soit le nombre de classements de R tels que = est avanty,

. wfzy = |{r € R: x =, y}| soit le nombre de classements de R tels que x ety sont a égalite,
. wf@ = |{r € R: x o, y}| soit le nombre de classements de R tels que x est présent alors que y ne l'est pas,

e wit=|{r € R:ax &dom(r) Ny & dom(r)}| soit le nombre de classements de R tels que ni x ni y ne sont
présents.

ou (B, Qﬁ y) (respectivement (T, Qf; 4)) correspond au produit scalaire de B (respectivement T') avec in "

Intuitivement, la valeur de (B, Qf;y) représente le colit de placer = avant y dans le classement consensuel ¢
vis-a-vis de R, et la valeur de (T, Qf@) représente le colit de mettre a égalité x et y dans le classement consensuel
c vis-a-vis de R.

Le choix du coefficient 1/2 est motivé par le fait que pour deux éléments distincts = et y tels que = =. y, on a

aussi y =. z. Ce coefficient 1/2 nous assure ainsi que la situation = =, y ne soit bien comptée qu’une seule fois.
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Notation. Afin d’améliorer la lisibilité des formules et calculs, nous utiliserons les notations suivantes. Pour une
paire (x,y) d’éléments distincts de U, nous définissons :

e before(x,y) = (B,QF,) le colt de placer z avant y dans le classement consensuel c vis-a-vis de R.

o tied(z,y) = (T,QF,) le codt de mettre a égalité = ety dans le classement consensuel c vis-a-vis de R.

o min(z,y) = min(before(x,y),before(y, x), tied(x,y)) le colt du placement relatif le moins cher pour la paire

(z,9).

Un algorithme implémenté en python permettant de calculer S(Z-7) de fagon efficace est donné en annexe. Cet
algorithme est une généralisation de celui inspiré du tri fusion permettant de calculer le score de Kemeny avec une
complexité O(|R| * |U| * log |U]).

Nous définissons maintenant la notion de fonction Kemeny compatible. Lidée principale est d’ajouter des res-

trictions sur les valeurs des coefficients afin d’éviter des situations non souhaitables.

Définition 4.2.2 (fonction Kemeny compatible). On dit qu’'une fonction f: dom(f) — R, est une fonction Kemeny
compatible (KCF) si P(U) x P(U)<> C dom(f) C C(U) x A(U)<> et s'il existe B, T € R, tels que

e () B[1] =T[3] =0,

e (ii) B[2] >0,

o (i) T[1] = T[2],

o (iv) T[4] = T[5),
et tels que f(c, R) = SBT) (¢, R) pour tout (c, R) € dom(f).

Une KCF est donc une fonction qui prend en entrée un classement consensuel (classement complet de U)
ainsi gu’une liste de classements de U et renvoie un réel correspondant au score du classement consensuel vis-
a-vis de la liste de classements. Plus ce score est élevé, moins le classement consensuel est représentatif des
classements d’entrée. Une KCF n’a pas besoin d’étre définie sur les classements incomplets ou les classements
avec égalité mais se doit malgré tout d’étre définie au moins sur 'ensemble des jeux de données correspondant a
des permutations.

On peut voir gu’une KCF respecte un certain nombre de contraintes. La restriction (i) garantit qu’aucune pénalité
n'est appliguée pour une paire (z,y) si leur ordre relatif est le méme entre le classement consensuel ¢ et un
classement d’entrée r. Au contraire, la restriction (ii) garantit qu'une pénalité est appliquée si z <. y tandis que
y =, x. Intuitivement, en prenant B[2] = 1, on retombe sur le score de Kemeny classique si les classements
d’entrée sont complets et sans égalités (les autres coefficients n‘ont alors pas d’incidence). Enfin, les restrictions
(iii) et (iv) sont deux conditions nécessaires et suffisantes pour garantir que tied(z,y) = tied(y, ).

Il est intéressant de noter que de maniére analogue (i) au score de Kemeny qui somme la distance de Kendall-r
entre le classement consensuel et chaque classement d’entrée, (ii) au score de Kemeny généralisé qui somme la

distance de Kendall-r généralisée avec pénalité p entre le classement consensuel et chaque classement d’entrée,
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(iii) au score de Kemeny induit qui somme la distance de Kendall-r induite entre le classement consensuel et chaque
classement d’entrée (et ainsi de suite), le calcul de S(Z-T) (¢, R) peut se décomposer en une somme sur chaque

classement r de R.

Notation. Dans la suite de ce chapitre, pour un classement r et deux éléments x ety de U, nous notons 1, ,, la
fonction qui renvoie 1 si x <, y et 0 dans le cas contraire. Plus généralement, nous notons 1, la fonction qui renvoie

1 sia est vrai, et 0 dans le cas contraire.

Propriété 4.2.1. Soit f = S(B:T)(c, R) une fonction Kemeny compatible. Alors, il existe une fonction g telle que pour

fout (¢, R) € dom(f), ona

fle,R) =" gle,r). (4.2)

reR

Démonstration : D’apres la Définition 4.2.2} on sait que V(c, R) € dom(f),

fleR) = 3 (BOk) + %* S (1,08,

c#yelU c#yelU
z<cyY T=cyY
1
= Z 1o,y * (B, ny> + 5 1=, % (T, ny>
c#yelU

Par définition de B, T et Qﬁy (voir Table , Définition et Définition |4.2.2), on obtient :

f(ca R) = Z Z 1m<cy * (ly-<rI * B[ﬂ + ]-IEry * BB] + 11<>ry * BM] + lyorz * B[5} + lwidom(r)/\ygédom(r) * B[G])
reER  xFyeU

1
+ 2 k Ly=_q * (1a:-<7~y Vy=<rz ¥ ARIES loo,yvyo,a * T4] + Lagdom(r) A ygdom(r) * T6])

= > D Lewey (L # B2+ Loz * BI3 + Luo,y # BUA]+ Lyo,s % BIS] + Logaom(rinygdom(r) * BIE])
z#yelU reR

1
+ 5 * ]-acECy * (1x<ry Vy=<,pz ¥ T[l] + lacory V yorx ¥ T[4] + ]-acidom(r) A ygdom(r) * T[GD

avec

g(c, R) = Z 1:1:<cy * (1y<rx * B[2] + lery * B[3] + lr<>ry * B[4] + 1y<>r96 * B[5] + lredom(r)/\yedom(r) * B[GD
c#yeU

1
+ 5 * 1xECy * (1w—<,‘y Vy<px ¥ T[l] + 1w<>ry Voyorx ¥ T[4] + 1m¢d0m(r) A y¢dom(r) * T[6])
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Cette fonction g sera appelée fonction auxiliaire de f.

Nous définissons maintenant la notion de classement consensuel optimal dans le cadre du modéle proposé :

Définition 4.2.3 (classement consensuel optimal). Soit R une liste de classements (possiblement incomplets) et
soit f une KCF. Un classement consensuel optimal de R par rapport a f est un classement complet c tel que

(¢, R) € dom(f) et f(¢, R) < f(r, R) pour chaque classement complet r tel que (r, R) € dom(f).

En d’autres termes, un classement consensuel optimal de R par rapport a une KCF f est un classement complet
tel qu’aucun autre classement complet ne peut mieux représenter R vis-a-vis de f. Comme pour les permutations

et des classements complets avec égalités, un classement consensuel optimal n’est pas nécessairement unique.

Nous voulons par ailleurs gérer le cas ou un utilisateur exigerait que le classement consensuel soit sans éga-
lités en plus d’étre complet (c’est souvent le cas dans un contexte d’élection ou on souhaite qu’il y ait un unique

vainqueur). Nous définissons donc les ¢-consensus optimaux :

Définition 4.2.4 (¢-classement consensuel optimal). Soit R une liste de classements (possiblement incomplets) et
soit f une KCF. Un (¢-classement consensuel optimal de R par rapport a f est un classement = € P(U) tel que

(m, R) € dom(f) et f(m,R) < f(o, R) pour chaque o € P(U) tel que (o, R) € dom(f).

En d’autres termes, un ¢-classement consensuel optimal est une permutation de U tel qu’aucune autre permuta-
tion de U ne peut mieux représenter R vis-a-vis de f. Il peut y avoir plusieurs ¢-classements consensuels optimaux

pour une méme liste de classements d’entrée.

Notation. Dans les sections suivantes, nous notons respectivement My et Ay I'ensemble de tous les classements

consensuel optimaux et {-consensus optimaux de R vis-a-vis de f.

4.2.2 Geénéricité du modele

Nous montrons maintenant que ce cadre englobe le score de Kemeny défini sur des permutations (Définition
11.2.2), la généralisation de Fagin et al. pour gérer les égalités (Définition[1.3.2), la technique d’unification pour rendre
artificiellement complets des classements qui ne le sont pas (Définition [2.3.2) mais également les généralisations

du score de Kemeny pour les classements incomplets présentées dans la Section du Chapitre [2| (Définitions

2.3.4,[2.3.6,[2.3.8).

Propriété 4.2.2. Le score de Kemeny (Définition[1.2.2) et le score de Kemeny avec pénalité p (Définition[1.3.2) sont
des KCFs.
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Démonstration : Dans la mesure ou le score de Kemeny avec pénalité p est une généralisation du score de
Kemeny, nous montrons simplement que S? le score de Kemeny avec pénalité p dont le domaine de définition
est C(U) x C(U)<*> est une KCF.

Soient B = (0,1,p,0,0,0) et T = (p,p,0,0,0,0). Soit & 'ensemble de toutes les paires non ordonnées de

U. Soit (¢, R) € dom(S?). Nous savons que :

1
S(B=T>(c, R) = Z before(x,y) + 5* Z tied(x,y)

r#yeU sAYey
=y r=ey
_ Z 1*|{,'nER:y_<Tx}|+p*|{T€RZ$ETy}‘
r#yelU
<Y
1
t5% > pr({reRia <y}l +[{re Ry =<, a})
zAYyeU
T=cyY
r#yceU reR
<Y
1
+5* Z Zp * (Lo<,y + 1y<,a)
z#yeU reR
T=cY
reR xAycU
T<cY
1
+ 3% Z Z P (Loz,y + 1y<,.a)
re€R xAycU
T=cY

= Z|{(x,y) €Uz < YNy <m 2} +px|{(2,9) EU? i =0, yAT <0y YV T <, YAT =p, Y}
reR

= SP(c,R)

Remarque. La fonction auxiliaire de la KCF correspond ici a la distance de Kendall-r (Définition dans le cas
ou la KCF est équivalente au score de Kemeny (Définition et a la distance de Kendall-r généralisée avec

pénalité p (Définition dans le cas ou la KCF est équivalente au score de Kemeny généralisé (Définition[1.3.2).

Propriété 4.2.3. Le score de Kemeny induit (Définition[2.3.4) et le score de Kemeny étendu (Définition|2.3.8 ) sont
des KCFs.

Démonstration : Dans la mesure ou le score de Kemeny étendu est une généralisation du score de Kemeny
induit (le deuxiéme gére les égalités ce que ne fait pas le premier), nous montrons simplement que le score de
Kemeny étendu dont le domaine de définition est C'(U) x A(U)<> est une KCF.

Soient B = (0,1,0,0,0,0) et T = (0,0,0,0,0,0). Soit (¢,R) € dom(H) = C(U) x A(U)<>. Nous savons
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que :

1
S(B,T)(C7 R) = Z before(x,y) + 5* Z tied(z,y)

z#yelU z#£yeU
r<cY T=cY

Z 1x|{r e R:y <, z}

c#yelU
z<cyY

D <

z#yceU reR
r<cyY

E E 1oz yny=<.a

reRxz#ycU

= Z|(r,y) € (dom(r) Ndom(c))? : x <, y Ay <. x|
reR

= H(c,R)

Nous observons que les coefficients de T sont tous nuls. En effet, le score de Kemeny étendu ne compte que
les désaccords stricts. Cette mesure n’est donc pas pertinente si I'on autorise les égalités dans le classement
consensuel : le classement mettant tous les éléments a égalité est nécessairement optimal avec un score de 0
(et le seul cas ou il y a un autre classement consensuel optimal est celui ou les classements d’entrée sont tous
identiques). Par contre, cette mesure peut trés bien étre utilisée dans le cas ou I'on veut forcer que le classement

consensuel soit sans égalités (une permutation), ce qui est bien le cas dans [4].

Ainsi, a la place du score de Kemeny étendu, nous considérerons dorénavant le score de Kemeny généralisé
induit défini dans les travaux de thése de Bryan Brancotte [23] qui rassemble le score de Kemeny induit de Dwork et
al. [44] défini sur les classements incomplets sans égalités et le score de Kemeny généralisé avec paramétre p de

Fagin et al. [47] défini sur les classements complets avec égalités. La définition de ce score est donnée ci-dessous.

Définition 4.2.5 (Score de Kemeny généralisé induit). Soitp €]0, 1]. Le score de Kemeny généralisé induit entre un

classement complet c et une liste de classements R, noté I”(c, R), est défini de la maniére suivante.

IP(¢, R) = SBT)(¢,R) avec B = (0,1,p,0,0,0) etT = (p, p,0,0,0,0) (4.3)

Discussion : coefficients et données. En regardant de plus prés les coefficients du score de Kemeny géné-
ralisé induit, on se rend compte que les pénalités associées aux éléments manquants (B[4] a B[6] et T'[4] a T[6])
sont toutes nulles. En conséquence, si on a x avant y dans le classement consensuel, il n’y aura aucune pénalité si
dans un classement d’entrée on a y présent et = absent. Labsence de z, ici, n’est pas pénalisée vis-a-vis de y. En

terme de données, cela veut dire que le score de Kemeny généralisé induit semble a premiére vue inapproprié s'il
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est pertinent de considérer qu’un élément absent d’'un classement est moins important ("virtuellement" moins bien
classé) qu’un élément présent dans ce méme classement.

Reprenons le contexte du Dataset[7] (reformulations de maladies). Les classements sont ceux renvoyés par la
base de données Gene du NCBI qui, étant donnée un nom de maladie, renvoie une liste de génes associés a cette
maladie. Dans ce contexte, si un géne est absent d’'un classement, il est raisonnable de considérer que la base de
donnée a considéré que ce gene est moins pertinent vis-a-vis de la maladie que les génes retournés. Utiliser le
score de Kemeny généralisé induit parait ici non pertinent.

Reprenons maintenant le deuxieme contexte biologique discuté en introduction de ce mémoire de thése (deuxiéme
cas d'utilisation, page 14). Dans certaines expériences, les conditions expérimentales font que les protéines hydro-
phobes ne peuvent pas étre détectées. Pour autant, leur impact peut étre réel. Dans un tel cas, on ne veut pas
pénaliser 'absence d’un élément puisque son absence peut étre due aux simples conditions expérimentales, sans
lien avec la pertinence de I'élément en question vis-a-vis du classement. Dans un tel contexte, I'utilisation du score

de Kemeny généralisé induit parait beaucoup plus pertinent.

Propriété 4.2.4. Le score de Kemeny généralisé & la pseudo-distance (Définition[2.3.6) est une KCF.

Démonstration : On montre en utilisant le méme principe que pour la preuve de la proposition[4.2.3]et que pour la
preuve de la proposition que le score de Kemeny généralisé & la pseudo-distance est égal a S(5-7) (¢, R)
avec B =(0,1,p,0,1,0) et T = (p,p,0,p,p,0) pour tout (¢, R) € dom(H) = C(U) x A(U)<*>°. Nous ne donnons
donc pas les détails. Le lien entre le score de Kemeny généralisé a la pseudo-distance et les valeurs de B et

T est d’ailleurs explicite au regard des définitions [3.3.1] [3.3.2] et [3.3.4]

Discussion : coefficients et données. Cette fois, on peut voir qu'une pénalité de 1 est a payer si I'on veut
mettre x avant y dans le classement consensuel alors que dans le classement d’entrée r on a seulement y et pas
x. Ce colt est le méme que celui d’'une inversion : la pénalité est identique que I'on ait y avant = ou y et pas z.
On considére donc ici que les éléments présents sont plus importants vis-a-vis du classement d’entrée que les
éléments absents.

Nous verrons dans la Section[4.6|que cette pseudo-distance est pertinente pour certains cas d'utilisation comme
les reformulations synonymes de maladies, mais pas sur d’autres cas d'utilisation pour lesquels les éléments man-

quants ne doivent pas étre pénalisés vis-a-vis des éléments présents.

Remarque sur la technique d’unification. Pour rappel, la technique d’'unification consiste a rendre artificielle-
ment complets des classements qui ne le sont pas en ajoutant a la fin de chaque classement incomplet r; un bucket
d’unification correspondant a 'ensemble U\dom/(r;). Cette technique permet alors d’utiliser la distance de Kendall-~

généralisée avec pénalité p définie sur les classements complets.
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En fait, utiliser la technique d’unification revient a choisir les vecteurs de pénalités suivants sur les classements
d’entrée incomplets :

e B=(0,1,p,0,1,p)

e T'= (p,p,0,p,p,0)

En effet, supposons que z soit avant y dans le classement consensuel c. Prenons un classement d’entrée que
I'on appelle r. En regardant le vecteur B, on peut faire les observations suivantes :

e La pénalité est identique (et nulle) si = est avant y dans r ou si = est présent et y est absent dans r. C’est en
adéquation avec 'unification puisque les éléments absents sont rajoutés a la fin du classement (donc aprés
les éléments présents).

e La pénalité est identique (et de valeur 1) si y est avant x dans r ou si y est présent et = est absent dans r.
C’est encore une fois en adéquation avec I'unification pour la méme raison qu’au point précédent.

e La pénalité est identique (et de valeur p) si = et y sont a égalité dans r ou si x et y sont tous deux absents
de r. C’est en adéquation avec l'unification puisque deux éléments absents se retrouvent a égalité dans le
méme bucket d’unification.

Un raisonnement analogue avec les valeurs du vecteur T permet de s’assurer que la technique d'unification
peut étre remplacée par l'utilisation des vecteurs B et T ci-dessus. Lintérét est de conserver les classements
sous leur forme originelle sans avoir a retenir pour chaque classement si son dernier bucket est un bucket

d’unification ou non.

Suite a cette remarque, nous définissons ci-dessous le score de Kemeny unifiant.

Définition 4.2.6. Soitp € [0,1]. Le score de Kemeny unifiant entre un classement consensuel ¢ et une liste de

classements R, noté F?(c, R), est défini de la maniére suivante :

FP(¢,R) = SBT) avec B = (0,1,p,0,1,p)etT = (p, p,0,p, p,0). (4.4)
Les vecteurs de pénalité des différentes KCFs de la littérature sont rappelés en Table [4.2]
Nom domaine de définition vecteur B vecteur T
Score de Kemeny P(U) x P(U)<> (0,1,0,0,0,0) (0,0,0,0,0,0)
Score de Kemeny généralisé avec pénalité p C(U) x C(U)<> (0,1,p,0,0,0) | (p,p,0,0,0,0)
Score de Kemeny unifiant C(U) x A(U)<> (0,1,p,0,1,1) | (p,p,0,p,p,0)
Score de Kemeny induit PU) x Z(U)<> (0,1,0,0,0,0) (0,0,0,0,0,0)
Score de Kemeny généralisé a la pseudo-distance C(U) x A(U)<> (0,1,p,0,1,0) | (p,p, 0,p,p,0)
Score de Kemeny étendu P(U) x A(U)<*> (0,1,0,0,0,0) | (0,0,0,0,0,0)
Score de Kemeny généralisé induit C(U) x A(U)<> (0,1,p,0,0,0) | (p,p,0,0,0,0)

TABLE 4.2 — Vecteurs de pénalité pour les KCFs de Ia littérature. Les coefficients en gras sont ceux qui ne sont pas

arbitraires compte tenu du domaine de définition de la KCF considérée.
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Nous avons montré dans cette sous-section que la classe de KCF englobe les différentes méthodes de I'état
de 'art permettant de gérer les classements incomplets avec égalités. Nous avons également donné une premiere
intuition que les coefficients doivent étre choisis en fonction du contexte d’application dans la mesure ou la présence
ou I'absence de pénalité peut s’interpréter en terme de pertinence des éléments absents des classements vis-a-vis

des éléments présents.

4.2.3 Classes d’équivalence et complexité

Nous avons vu dans la section précédente que toutes les KCFs n’ont pas le méme domaine de définition. Par
exemple, le score de Kemeny induit n’est pas défini s’il y a des éléments a égalité dans les classements d’entrée.
Le score de Kemeny généralisé avec pénalité p, lui, n’est pas défini si les classements d’entrée sont incomplets.
D’autres KCFs sont définies quelques soient les caractéristiques des classements d’entrée. De plus, deux KCFs
peuvent étre associées a des vecteurs de pénalités trés proches. Par exemple, le score de Kemeny adapté a la
pseudo-distance (Définition et le score de Kemeny unifiant (Définition ne différent que d’un coefficient
sur les douze.

Lobjectif de cette sous-section est de mettre en évidence des classes d’équivalences liées aux vecteurs de
pénalité. Nous allons ainsi établir des conditions suffisantes sur les parametres du modele permettant de savoir
que deux KCFs sont égales entre elles a une constante multiplicative prés sur un sous-ensemble de leur domaine
de définition. Nous nous intéresserons plus précisément aux conditions pour que deux KCFs soient équivalentes

lorsqu’on ne considere que des permutations et lorsque I'on ne considére que des classements complets.
Equivalence des KCFs

Nous donnons pour commencer une définition d’équivalence pour deux KCFs.

Définition 4.2.7. Deux KCFs f et g sont équivalentes sur 2" x % <> avec 2 pouvant étre P(U) ou C(U) et
% pouvant étre P(U), C(U) ou A(U) si et seulement s'il existe k € R tel que f(¢,R) = k * g(c, R), pour tout
(¢,R) € &' x &<,

Question : A quelles conditions sur les vecteurs de pénalités deux KCFs sont équivalentes lorsque R est
une liste de permutations de U et que le classement consensuel doit étre une permutation de U ?
Dans le cas des permutations, il est intéressant de voir que toutes les KCFs sont identiques a une constante

multiplicative pres et sont donc équivalentes. Elles sont donc en particulier toutes équivalentes au score de Kemeny.

Propriété 4.2.5. Toutes les KCFs sont équivalentes sur P(U) x P(U)<%.

114



Démonstration : Soient f = S(B1) et g = $B"T") deux KCFs. Soit k =

(U)<°°, autrement
dit les classements de R sont des permutations de U. On a alors Qf;y[i] = 0 pour tout ¢ > 3. Par ailleurs, en
utilisant la Définition [4.2.2] nous obtenons B[1] = 0. Par ailleurs, en utilisant I'’équation (4.1), on obtient que

pour tout c € P(U) :

ZB[ 2]« Q[ f* ZT 1+ 97, [2)).

z#yeU z#yeU
r<cY T=cY

Puisque c € P(U),iln’y apasde = # y € U tels que = =, y. En conséquence,

> B2« Qf [2].

rF#yelU
T=<cY

De la méme maniére, pour g, on obtient

gle, By = > B'2«QF [21= > kxB2]«QF, 2] =k f(c,R),

c#yeU cF#ycU
<Y r=<cY

Intuitivement, si ¢ est une permutation de U, alors il N’y a aucune paire d’éléments a égalité. Ainsi, le vecteur
T ainsi que les coefficients B[3] et B[6] deviennent inutiles pour le calcul de SZ7)(c, R). De plus, les classements
étant complets, les coefficients B[4], B[5] et B[6] n’interviennent pas non plus dans le calcul de SZ:7)(c, R). Il ne
reste donc plus que les coefficients B[1] et B[2]. Le premier étant nécessairement nul selon la définition d’'une KCF,
la relation d’équivalence devient naturelle.

Une conséquence directe de la propriété ci-dessous est que si R est une liste de permutations, alors deux KCFs

distinctes auront le méme ensemble de ¢-consensus optimaux.
Corollaire 4.2.1. Soient f et g deux KCFs. SiR € P(U)<>, alors Ay = A,.

Si les classements d’entrée sont des permutations, alors deux KCFs auront nécessairement le méme ensemble
de /-consensus optimaux. Par contre, 'ensemble des consensus optimaux peuvent étre différents. Prenons un cas
simple oU R = [r1,72,73] avec . = ro = [{A},{B}] et r5 = [{B},{A4}]. Il y a un unique ¢-consensus optimal pour
R a savoir [{ A}, {B}]. Par contre, si la premiére KCF a valeur de T[1] = 1 et une deuxiéme KCF a une valeur de
T[1] =0, la premiere a [{ A}, { B}] comme unique classement consensuel optimal alors que la deuxiéme a [{ A, B}]

comme unique classement consensuel optimal.

Question : A quelles conditions sur leurs vecteurs de pénalités deux KCFs sont équivalentes lorsque R
est une liste de classements complets de U ?

Il est maintenant naturel de se demander a quelles conditions deux KCFs sont équivalentes sur C(U) x C(U) <>
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Comme pour le cas des permutations, intuitivement, il faut une relation de proportionnalité entre les vecteurs de

pénalité des deux KCFs sur les coefficients qui jouent un réle dans le calcul du score S(Z7)(c, R).

Propriété 4.2.6. Soient f = S(B-T) et g = S(B"T") deux KCFs. f et g sont équivalentes sur C(U) x C(U)<> si et
seulement si il existe k € R tel que B[2] = k x B'[2], B[3] =k B'[3] etT[1] =k« T'[1].

Démonstration : Soit k£ € R tel que B[2] = k x B'[2], B[3] = k « B'[3] et T'[1] = k « T'[1]. Soit R € C(U)<"°. Les
classements de R sont donc complets. Autrement dit, %, [i] = 0 pour tout i > 4.
Gréce a la Définition [4.2.2) nous obtenons B[1] = T'[3] =0 = B'[1] = T'[3], T[1] = T[2] et T'[1] = T'[2]. De

plus, avec I'équation (4.1)), on sait que pour tout ¢ € C(U), on a :

fle,R)= > B2]=QF [2]+ B3]« QF [3]

c#yeU
r<cyY

o S0 T (QF, 1]+ 0F [2))

z#yeU
T=,y

= Y kxB'[2xQF 2|+ kB3] xQF, [3]

z#yelU
=<y

1
+3% > kT[] (QF, 1]+ QF,[2])
az;éEyGyU

(Y. B21+0f 21+ B3]+ QF 3]

cz#yeU
<Y

7* ZT’ S+ QF [2)))

| =

+

=kxg(c,R).

On obtient que f et g sont équivalentes sur C(U) x C(U)<
Supposons maintenant que f et g sont équivalentes sur C(U) x C(U)<*. Alors, il existe k € R tel que
f(e,R) = kxg(c,R) pour tout (¢, R) € C(U) x C(U)<>®
Soit c1 = [{z},{y}], c2 = [{z,y}], R1 = [c1], R2 = [[{y}, {=}]] et R3 = [e2] (R2 contient un seul classement
qui est [{y},{z}]).Ona:
e f(c1,Ro) = B[2] et g(c1, Ry) = B'[2)]
e f(c1,Rs) = B[3] et g(c1, R3) = B'[3]
o flcy, Ry) =TI[1] et g(ca, Ry) = T'[1]
Alors, B[2] = k x B'[2], B[3] = k » B'[3] et T[1] = k x T'[1].
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Question : A quelles conditions sur les vecteurs de pénalités d’'une KCF avons-nous la garantie que les
classements consensuels optimaux d’une liste de permutations de U sont des permutations de U ?

Nous présentons maintenant une condition suffisante sur les vecteurs de pénalités de la KCF permettant d’'as-

surer que si les classements d’entrée sont des permutations de U, alors les classements consensuels optimaux de

R sont également des permutations de U.

Propriété 4.2.7. Soit f = S(Z:T) une KCF telle que

SiR e P(U)<>, alors My C P(U).

Démonstration : Nous allons montrer que pour tout ¢ € C(U)\P(U) (c est donc un classement avec au moins une
paire d’éléments a égalité), il est impossible que ¢ soit un classement consensuel optimal. Soient l1,1; € P(U)
deux permutations de U telles que, pour tout = # y € U, les conditions suivantes soient respectées :

e r <. y=x =< yetx <y, y.
o z=cy= (li(z)—h(y)*(l2(x) —l2(y)) <O
(ordre relatif de x et y est inversé entre I; et I si x et y sont a égalité dans c). Il est facile d’obtenir [; et I, :
pour chaque bucket de ¢ contenant au moins deux éléments, on choisit un ordre linéaire arbitraire pour I; et
son miroir pour [5.
Nous allons montrer que soit I; soit I, représente mieux R que c vis-a-vis de f.

Soit A =2x f(e, R) — f(I1, R) — f(l2, R). Alors, par construction de [; et I,
A= Z 2« tied(x,y) — before(x,y) — before(y, x)

Notons que before(y,z) = ((B[2], B[1], B[3], B[5], B[4], B[6]), %, ). De plus, comme R € P(U)<>, on a

QX [i] = 0 pour tout i > 3, nous obtenons donc :

A= Q[+ (2T[1] - B[] - B[2) + Q7 [2] = (2T(2] — B1] - B[2])

rT=cY

Puisque f est une KCF, nous savons que B[1] =0 et T[1] = T'[2].
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En définissant N = [{x £y € U : © =. y et = <, y}| nous obtenons :

A= Z 27[2] = (QF ,[1] + QF [2]) — B2](QF,[1] + QF [2])

= N« (2T[2] #|R| — B[2] * |R|) = N * |R| * (2T[2] — B[2]) > 0.

En conclusion, f(c,R) > f(l1,R) ou f(c, R) > f(l2, R), ce qui montre bien que ¢ & M.

Il est également possible de montrer que dans le cas particulier (considéré par Fagin dans [47] pour les classe-
ments complets avec égalités) ou T[2] = @, alors il existe au moins un classement consensuel optimal qui soit

une permutation de U.

Propriété 4.2.8. Soit f = S(Z:T) une KCF telle que

T[2] = @.

SiR € P(U)<%, alors il existe . € My tel que n € P(U).

Démonstration : Nous allons montrer que pour tout ¢ € C(U)\P(U) (c est donc un classement avec au moins
une paire d’éléments a égalité) tel que c est un classement consensuel optimal, il est possible de construire un
classement consensuel optimal qui soit une permutation de U. Soient I;,ly € P(U) deux permutations de U
telles que, pour tout = # y € U, les conditions suivantes soient respectées :

e r <. y=>x <, yetx <, y.
e v =cy= (l(z)—h(y)*(l2(x) —l2(y)) <O
(ordre relatif de x et y est inversé entre I; et I si x et y sont a égalité dans c). Il est facile d’obtenir [; et I, :
pour chaque bucket de ¢ contenant au moins deux éléments, on choisit un ordre linéaire arbitraire pour I; et
son miroir pour [5.
Nous allons montrer que soit I; soit I, représente R aussi bien que c vis-a-vis de f.

Soit A =2x f(e, R) — f(I1, R) — f(l2, R). Alors, par construction de [ et I,

A= Z 2« tied(x,y) — before(x,y) — before(y, x)

Notons que before(y,z) = ((B[2], B[1], B[3], B[5], B[4], B[6]), % ). De plus, comme R € P(U)<>, on a

QF[i] = 0 pour tout i > 3, nous obtenons donc :
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A= QF [1] = (2T[1] — B[] — B[2]) + Q% ,[2] « (2T'[2] — B[1] — B[2])

T=cY

Puisque f est une KCF, nous savons que B[1] =0 et T[1] = T'[2].

En définissant N = [{x Ay € U : = =, y et x <, y}| nous obtenons :

A= Z 2T[2] = (QF [11 + QF [2]) — B2](QF 2] + Q. [2])

= N=x*(2T[2] % |R| — B[2] *|R|) = N = |R| * (2T[2] — B[2]) = 0.

Or, comme ¢ est un classement consensuel optimal par hypothése, on a f(¢,R) < f({1,R) et f(¢,R) <

f(2, R). En conclusion, f(c, R) = f(l1, R) et f(c, R) = f(l2, R). Ceci montre bien que [; et I, permutations de

U, sont des classements consensuels optimaux.

Conséquences des propriétés et[4.2.8|sur la complexité du probléme.
Une conséquence de la Propriété est que le probléeme d’agrégation de classements incomplets est NP-

difficile dés lors que la KCF considérée respecte la condition 7[2] > 22

. Cependant, certaines KCF ne sont pas
définies sur les classements avec égalités, et donc le coefficient T'[2] n’est pas défini de maniere unique (il ne sera

jamais utilisé). Nous obtenons le corollaire ci-dessous.

Corollaire 4.2.2. Soit f une KCF de domaine de définition dom(f). S’il existe g = SBT) une KCF telle que les
conditions suivantes sont réunies :

e g équivalente a f sur dom(f)

o T[2] > M

alors calculer un classement consensuel optimal qui minimise f est un probleme NP-difficile.

Démonstration : Supposons que T[2] > %. Si R € P(U)<*, alors nous savons d’apres la Propriété m
que tout classement consensuel optimal est une permutation de U. Ainsi, en utilisant la proposition [4.2.3} le

probléme est identique a celui de minimiser le score de Kemeny qui est connu pour étre NP-difficile [12,120} 44].

lllustration 4.2.1. Soit f = S%T) une KCF définie sur P(U)x A(U)<*> avec B = (0,1,0,0,0,0) etT = (0,0,0,0,0,0).

Rien n’indique que le probléeme d’agrégation de classements soit NP-difficile puisque nous n’avons pas T[2] > @.

Pour autant, le domaine de définition de f indique que le classement consensuel renvoyé est nécessairement
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une permutation de U. f est donc équivalente & ¢ = SB"T") sur le méme ensemble de définition avec B’ =
(0,1,0,0,0,0) et T = (100, 100,0,0,0,0) (les coefficients T'[1] et T'[2] ne seront jamais utilisés en pratique puisque
le classement consensuel n'a pas d’égalités). Ainsi, trouver des classements consensuels optimaux minimisant f

est bien NP-difficile.

Corollaire 4.2.3. Soient f = 5(57) etg = S(B"T) deux KCFs telles que T[2] > Z& et T'[2] > R SiR € P(U)<*,

alors My = M,.

Démonstration : On sait par la proposition que les classements consensuels optimaux de f et g sont des
permutations, autrement dit My = Ay et M, = A,. Par le Corollaire|4.2.1}, on obtient que Ay = A,. En définitive,
My = M,.

Nous avons mis en évidence dans cette sous-section des classes d'équivalence permettant de savoir si deux
KCF différentes peuvent retourner la méme liste de classements consensuels optimaux selon les caractéristiques
des classements d’entrée. Ces classes d’équivalence ont également permis d’'établir une condition suffisante pour
que le probléme d’agrégation de classements soit NP-difficile. Ce résultat montre l'intérét de développer des algo-
rithmes (i) capables de gérer n'importe quelle KCF et (ii) efficaces pour obtenir rapidement un classement consen-

suel de bonne qualité.

4.3 Algorithmes pour I’agrégation de classements incomplets

Le but de cette section est de présenter des algorithmes utilisables dans le modeéle présenté dans la Section 4.2
Nous commencgons par présenter un algorithme exact de type Programmation Linéaire en Nombre Entiers (PLNE)
compatible avec n'importe quelle KCF. Nous déclarons ensuite que les méthodes de partitionnement capables de
diviser le probléme initial en sous-problémes plus petits présentés dans [7, [19] peuvent étre généralisées pour
n’importe quelle KCF. Enfin, nous présentons des généralisations de certaines heuristiques classiquement utilisées

dans le contexte des classements complets au cadre des KCFs.

4.3.1 Un algorithme exact en PLNE

Nous avons congu un algorithme exact en PLNE compatible avec n’importe quelle KCF f = S(BT), Lalgo-
rithme prend en entrée une liste de classements ainsi que les vecteurs de pénalité (B, T') et renvoie un classement
consensuel optimal vis-a-vis de f.

Dans un premier temps, nous calculons pour toutes les paires (z,y) d’éléments les valeurs de before(x,y),

before(y, z) et tied(z,y). La partie PLNE de I'algorithme est présentée ci-dessous.
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minimiser Doweybefore(z,y) * by + before(y,z) x by, + tied(z, y) *
sous les contraintes b, , € {0,1}, b, , € {0,1}, t,, € {0,1}, Vo <y
by +byz+tey=1Ve<y
bx,y + by,z + tmin(y,z),maw(y,z) - bm,z < ]-, Va 7é Yy 7& z 7& z
bx,y + tmin(fc,y),mam(z,y) + by,z - bz,z <1,Vz # Y 7é z 7é T
loy Tty —tz. <L, Ve <y<z

La premiére contrainte force les variables b, ,, b, . et t,, a étre pseudo-booléennes. Leur valeur est de 1 si et
seulement si, respectivement, x est avant y , y est avant x et = est a égalité avec y dans le classement consensuel.
La deuxiéme contrainte stipule que dans le classement consensuel ¢, pour une paire donnée (z,y), soit = est
avant y, soit y est avant x, soit z et y sont a égalité.
Enfin, les trois derniéres contraintes correspondent a des contraintes de transitivité vis-a-vis du classement
consensuel qu’on cherche a calculer. Ces contraintes explicitées ci-dessous sont valables pour tout z, y, z € U :
¢ La troisieme contrainte indique que si = est avant y et que y est avant z ou a égalité avec z, alors = est avant
Z.
e La quatriéme contrainte indique que si = est avant y ou a égalité avec y et que y est avant z alors = est avant
Z.
e La cinquieme contrainte indique que si = est a égalité avec y et que y est a égalité avec z, alors = est a

égalité avec =[]

4.3.2 Méthodes de partitionnement

Etant donné la complexité du probléme, en pratique, les algorithmes exacts ne peuvent pas étre utilisés s'il y
a plus de quelques dizaines d’éléments dans U. Comme nous I'avons vu dans le Chapitre [3] il est possible pour
la KCF utilisée dans [24] d'utiliser des méthodes basées sur des graphes pour diviser le probléme initial en sous-
problémes, calculer un classement consensuel optimal des sous-problemes puis les concaténer pour obtenir un
classement consensuel optimal pour le probleme initial. En fait, le graphe des éléments défini dans le chapitre

précédent (Définition [3.4.1) peut étre généralisé pour n’importe quelle KCF.

Définition 4.3.1 (G., graphe des éléments dans le contexte d’'une KCF). Soit G. = (V., Ae) le graphe orienté tel
que :
o V. =U

o A, ={(x,y) € V2 :before(y,z) > min(z,y)}

La différence entre cette définition de G, et celle présentée dans le chapitre précédent est que la définition de
before(z,y) et tied(x,y) a changé. En effet, dans le chapitre précédent, before(z,y) et tied(x,y) ne dépendaient

que du parameétre réel p du modele de Fagin et al. [47] tandis qu’ici be fore(z, y) et tied(z,y) dépendent des vecteurs

1. tg,, N'est défini que si z < y, d’ou le fait que I'on impose z < y < z.
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de pénalité B et T de la KCF.

De la méme maniére, on peut généraliser la définition d’arc robuste (voir Définition [3.6.3) pour n’importe quelle

KCF.

Définition 4.3.2 (Arc robuste dans le contexte d’'une KCF). SoitG. = (V,, A.) le graphe des éléments. On dira que

l'arc (z,y) € A. est robuste si et seulement si tied(x,y) > min(z, y)ﬂ
La proposition ci-dessous est toujours valable dans le contexte des KCFs :

Propriété 4.3.1. Soit R une liste de classements, G. le graphe des éléments, G. le graphe des composantes
fortement connexes de G. (voir Définition[3.4.2) et T = [T, ..., Tx] un tri topologique de G (voir Sous-section|3.4.2).
Soit u; un classement consensuel optimal pour R(T;) (pour rappel, R(T;) correspond a la projection de R sur T;).

La concaténation pi.ps. . . . . 1. est un classement consensuel optimal pour R.

De la méme maniere que pour la propriété ci-dessus, le théoreme des arcs robustes (Théoreme [3.6.1) reste

valable dans le cadre des KCFs.

Théoréme 4.3.1 (Théoreme des arcs robustes). Soient G. = (V., A.) le graphe des éléments, %. I'ensemble des
arcs robustes de G. et P = [Py, P, ..., P;] une partition ordonnée de V, telle que

o [1.]Vi< j,Vx e P, VyePj,(y,x)¢ A, et

o [2.]Vi,Vz € P;,Vy € Piy1, (z,y) € Ze.

Alors tous les classements consensuels optimaux respectent P.

Les preuves de la Propriété [4.3.1]et du Théoréme [4.3.1] sont exactement les mémes que celles de la proposition
et du Théoreme A nouveau, seules les définitions de before(x,y) et tied(x,y) ont changé. Intuitive-
ment, si les preuves sont identiques alors que la définition de be fore(z, y) et tied(x,y) ont changé, c’est parce que
les preuves de la proposition [3.5.1| et du Théoréme [3.6.1| ont été rédigés avec des métafonctions before(z,y) et
tied(z, y) correspondant a la KCF utilisée tout au long du Chapitre[3} mais en n’utilisant que des arguments valables
quelque soit la KCF utilisée.

Nous montrerons dans le chapitre suivant que l'utilisation de cette méthode de partitionnement peut réduire
drastiquement le temps de calcul d’'un classement consensuel optimal. Cependant, si 'une des composantes for-
tement connexes de G, contient plus de quelques dizaines d’éléments, il n’est pas possible d’utiliser un algorithme
exact pour le sous-probléme associé en raison de sa taille. Dans cette situation, I'utilisation d’'une heuristique est

alors nécessaire. Il est donc important de proposer des heuristiques capables de fonctionner sur les KCFs.

1. Le fait que (z,y) soit un arc de G. implique déja que before(y,x) > min(z,y). On a donc que (x,y) est robuste si et seulement si le
co(t de placer z avant y dans le classement consensuel est strictement inférieur au colt de n'importe quel autre positionnement relatif pour la

paire (z,y).
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4.3.3 Adaptation des heuristiques de Kemeny pour les KCFs

Plusieurs heuristiques sont classiquement utilisées dans le cadre de 'agrégation de permutations. Plusieurs
d’entre elles comme KwikSort [3], CopelandMethod [36], BioConsert [32], Borda [39], MedRank [46], Pick -A-Perm
[3] ont été généralisées dans [25] pour gérer les classements avec égalités. Parmi elles, certaines sont facilement
adaptables pour gérer n'importe quelle KCF (et donc une véritable diversité de contextes possibles pour les données
manquantes) tandis que d’autres ne le sont pas. Fondamentalement, les heuristiques basées sur des comparaisons

par paires peuvent facilement étre généralisées aux KCFs.

Généralisation des heuristiques basées sur des comparaisons par paires

KwikSort. KwikSort [3] est une 2—approximation dans le contexte de I'agrégation de permutations. C’est un
algorithme de type diviser pour régner inspiré de l'algorithme de tri rapide (d’ou son nom). Il est défini dans [3]
et adapté par [25] pour gérer les égalités. Dans 'adaptation de [25], le principe est le suivant : on commence par
sélectionner un élément pivot, puis chaque élément restant y doit étre placé (i) dans le groupe de gauche si y
est avant le pivot dans une majorité de classements, (ii) dans le groupe de droite si le pivot est avant y dans une
majorité de classements, et (iii) dans le méme groupe que le pivot si le pivot et y sont a égalité dans une majorité
de classements. Ensuite, on répéte cette procédure de maniére récursive sur le groupe de gauche et le groupe
de droite. Afin d’adapter KwikSort au contexte des KCFs, il suffit que I'élément y soit dans le groupe de gauche
si before(y, pivot) = min(pivot,y), dans le groupe de droite si before(pivot,y) = min(pivot,y) et dans le méme
groupe que le pivot si tied(pivot,y) = min(pivot,y). Ainsi, seront dans le groupe de gauche les éléments dont
le colt d’étre positionnés avant le pivot dans le classement consensuel est minimal, dans le groupe de droite les
éléments dont le colt d’étre positionnés aprés le pivot dans le classement consensuel est minimal, et enfin dans le
méme groupe que le pivot les éléments dont le colt d’étre positionnés a égalité avec le pivot dans le classement
consensuel est minimal. Le pseudo-code est donné dans I'Algorithme 3]

Méthode Copeland. De la méme maniére, la méthode Copeland [36] peut étre généralisée pour s’adapter a
n’importe quelle KCF. Dans sa version originelle, on associe un score a chaque élément. Le score d'un élément x
donné est le nombre d’éléments que x "bat en duel" (dans le contexte d’'une élection) moins le nombre d’éléments
qui battent x en duel. Pour s’adapter au contexte des KCFs, on considere maintenant que le score associé a
un élément « est le nombre d’autres éléments y tels que be fore(xz,y) est strictement inférieur a before(y,z) et a
tied(x,y) moins le nombre d’éléments y tels que before(y, x) est strictement inférieur & before(x,y) et a tied(z,y).
La traduction de "z bat y en duel" dans notre contexte de KCF se traduit par le fait que le co(t de mettre x avant y
est strictement inférieur au col(t de mettre y avant x et = a égalité avec y. Comme dans [25], deux éléments dont
le score final est identique se retrouvent a égalité dans le classement consensuel. Le pseudo-code de I'algorithme

CopelandMethod dans sa version KCF est donnée dans I'Algorithme [4]
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Algorithme 3 : KwikSort généralisé aux KCFs

B W N =

© 0O N O g B~ W N =
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Input : R : Liste de classements, B : vecteur réel de taille 6, T : vecteur réel de taille 6
Algorithme KwikSort (R : Liste de classements, B et T : vecteurs réels de taille 6)
consensus « EmptyListOfSets()
U + SetOfDistinctElementsIinR(R)
KwikSortAux (U, consensus)
return consensus
Result : classement consensuel

Procedure KwikSortAux (R : Liste de classements, U : ensemble, consensus : liste d’ensembles, Bet T :
vecteurs réels de taille 6)

p « PivotAleatoire(U)
gauche «+ EmptySet()
centre « EmptySet()
droite «+ EmptySet()
ajouter p a centre

fory#pecUdo

beforePY «+ before(p, y, B, T)

beforeYP «+ before(y, p, B, T)

tiedPY « tied(p, y, B, T)

if beforeYP < beforePY and beforeYP < tiedPY then
| ajouter y a gauche

else if beforePY < beforeYP and beforePY < tiedPY then
| ajouter y a droite

else
| ajouter y a centre

end

end

if length(gauche) > 0 then
| KwikSortAux(R, gauche, consensus, B, T)

ajouter centre a la fin de consensus

if length(droite) > 0 then
| KwikSortAux(R, droite, consensus, B, T)
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Algorithme 4 : CopelandMethod généralisé aux KCFs

© 0o o 0 A~ W N =

[ Y
w N - O
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consensus « EmptyListOfSets()
U « ListOfDistinctElementsInR(R)
S + Array(size=size(U), values=0)
for i «+ 1 to size(U) - 1do

for j « i+ 1to size(U) do

S[i]=S[i]+1
S[il=S[j]-1
S[i1=S[i]-1
S[il=S[j]+1

end

trier U selon les valeurs de S
bucket +— EmptySet()

k<0

scoreActuel «+ S[0]

while k < length(U) do

if S[k] # scoreActuel then

bucket +— EmptySet()
scoreActuel <+ S[k]
ajouter U[k] a bucket
k=k+1

end

ajouter bucket a consensus
return consensus

end

desult : classement consensuel

ajouter bucket a consensus

Input : R : Liste de classements, B : vecteur réel de taille 6, T : vecteur réel de taille 6
Algorithme CopelandMethod (R : Liste de classements, B et T : vecteurs réels de taille 6)

(beforeXY, beforeYX, tiedXY) «+ computeCostRelativePositions(U[ i ], U[j], R, B, T)
if beforeXY < beforeYX and beforeXY < tiedXY then

else if beforeYX < beforeXY and beforeYX < tiedXY then
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BioConsert. BioConsert est une heuristique de type recherche locale publiée dans [32]. Elle a été initialement
congue pour prendre en compte les classements complets avec égalités (basé sur le score de Kemeny généralisé).
Lidée est de partir d’'un ou plusieurs classements complets (classements d’entrée possiblement unifiés s'ils sont
incomplets ou classements consensuels produits par d’autres algorithmes) et d’effectuer un certain nombre de
déplacements d’éléments si ces mouvements permettent de diminuer le score de Kemeny (donc d’améliorer le
classement consensuel).

Pour un élément = € U, les deux mouvements ci-dessous sont autorisés.

e déplacer x dans un bucket déja existant.
e déplacer x dans un nouveau bucket.

A chaque étape, toutes les positions ou x peut étre déplacé sont testées : s’il y a k buckets, il y a k—1 possibilités
de déplacer = dans un bucket existant et k + 1 positions pour créer un nouveau bucket.

Lalgorithme s’arréte lorsque plus aucun déplacement autorisé ne permet de diminuer le score de Kemeny.

En pratique, cet algorithme peut étre codé selon plusieurs choix d’'implémentation selon 'ordre dans lequel les
possibilités de déplacement sont explorées.

Le pseudo-code présenté en Algorithme [5| décrit 'implémentation a partir de laquelle les expériences de la
Section[4.6 ont été effectuées.

La différence entre la version native de BioConsert, basée sur le score de Kemeny généralisé et la version
de BioConsert proposée ici et utilisable sur n’importe quelle KCF est que la recherche de mouvements pertinents
dépend des vecteurs de pénalité B et T. Des optimisations ont été proposées dans [23] et s’adaptent parfaitement

aux KCFs.

Généralisation d’heuristiques non basées sur des comparaisons par paires

Les méthodes positionnelles comme Borda [39] et MedRank [46], ne peuvent pas étre facilement généralisées
a n'importe quelle KCF car elles se concentrent sur les positions des éléments a classer dans les classements

d’entrée et ne peuvent pas, par essence, gérer l'infinité de valeurs possibles de parametres pour les KCFs.

Pick-A-Perm Pick-A-Perm [3] consiste a choisir un classement d’entrée et a le renvoyer comme classement
consensuel. Selon les variantes, le choix peut étre effectué au hasard ou bien on peut choisir le classement d’entrée
qui minimise le score de Kemeny avec R.

Cet algorithme ne s’applique pas aux KCFs car les classements d’entrée peuvent étre incomplets ce qui n’est
pas compatible avec la définition du classement consensuel.

Bien que ces heuristiques ne puissent pas s’adapter a toutes les KCFs, il peut arriver gu’elles puissent s’adapter

a certaines KCFs de I'état de 'art. Par exemple, si la KCF est équivalente au processus d’'unification (voir Définition
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Algorithme 5 : BioConsert généralisé aux KCFs

© N O G A WN =
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Input : R : Liste de classements, B : vecteur réel de taille 6, T : vecteur réel de taille 6
Algorithme BioConsert (R : Liste de classements (unifiés si incomplets), B et T : vecteurs réels de taille 6)
U «+ SetOfDistinctElementsInR(R)
minScore « score(R[1], R)
forr in R do
amelioreClassement (r, U, B, T)
scoreR <« score(r, R)
if scoreR < minScore then
consensus < r
minScore < scoreR
end
return consensus

Procedure amelioreClassement (r : classement, U : ensemble, consensus : liste d’ensembles, Bet T :
vecteurs réels de taille 6)

deplacementPertinent < True
while deplacementPertinent do
deplacementPertinent < False
for x € U do
bucketX «+ getPositionBucket(x, r)
nbBuckets < getNbBuckets(r)
i + bucketX+1
while i <= nbBuckets and not deplacementPertinent do
if diminueScoreChangementBucket(x, i, B, T) then
changeBucket(x,i)
deplacementPertinent «— True
i+
end
i + bucketX-1
while i >= 1 and not deplacementPertinent do
if diminueScoreChangementBucket(x, i, B, T) then
changeBucket(x,i)
deplacementPertinent «— True
-1
end
i «+ bucketX
while i <= nbBuckets and not deplacementPertinent do
if diminueScoreAjoutBucketPourXApres(x, i, B, T) then
ajouteBucketPourXApres(x,i)
deplacementPertinent «— True
i+
end
i «+ bucketX
while i >= 1 and not deplacementPertinent do
if diminueScoreAjoutBucketPourXAvant(x, i, B, T) then
ajouteBucketPourXAvant(x,i)
deplacementPertinent «— True
-1
end
end
end
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4.2.6), les classements d’entrée peuvent étre unifiés. En conséquence, toutes les heuristiques capables de gérer

des classements complets avec égalités sont utilisables.

Borda Nous expliquons maintenant comment Borda [39] peut étre généralisé pour la KCF définie par Dwork
et al. dans [44] c’est-a-dire au score de Kemeny induit (Définition [2.3.4). Cette KCF considére que les éléments
manquants ne sont pas comparables avec les éléments présents dans un classement donné. En conséquence,
avec cette KCF, un élément n’est pas pénalisé lorsqu’il n’est pas présent dans un classement. Borda consiste a
calculer un classement consensuel en fonction de la somme des positions de chaque élément dans les classements
d’entrée. Une maniére naturelle de généraliser Borda pour cette KCF est de calculer pour chaque élément sa
position moyenne en ne considérant que les classements d’entrée dans lesquels I'élément est présent. Ensuite, le

classement consensuel est calculé en triant les éléments par ordre croissant du score ainsi obtenu.

MedRank Comme I'heuristique Borda, MedRank [46] peut étre utilisée sur des classements incomplets dans
certains cas que nous allons expliciter. Lidée de cette heuristique, sur des permutations, est d’associer a chaque
élément = un score correspondant au plus petit k tel que z apparait dans le top-k d’au moins 50% des classements.
Dans le classement consensuel final, les éléments sont alors rangés par ordre croissant de score. Cet algorithme a
été adapté pour les classements avec égalités dans [25].

Voyons maintenant comment cet algorithme peut étre adapté a certaines KCFs. Si la KCF correspond au score
de Kemeny unifiant (Définition |4.2.6)), il suffit d’appliquer un processus d’unification et d'utiliser I'algorithme décrit
dans [25] (généralisation de MedRank aux classements avec égalités). Si la KCF correspond au score de Kemeny
induit (Définition [2.3.4), comme pour I'algorithme Borda, il faut adapter la définition du score associé a un élément
. Comme I'absence d’un élément dans un classement ne doit pas porter préjudice a cet élément, nous proposons
que le score de z soit le plus petit entier k tel que = est présent dans le top-k d’au moins la moitié du nombre de

classements dans lesquels il apparait.

4.4 Axiomatisation du modeéle présenté

Jusqu’ici, le probléme d’agrégation de classements a été vu sous le prisme de la méthode Kemeny-Young
consistant a chercher le classement consensuel qui minimise le score de Kemeny [59]. Initialement, ce probléme
a été défini dans un contexte d’élections : I'ensemble U correspond a 'ensemble des candidats a I'élection et les
classements d’entrée correspondent aux votes des électeurs tenus de classer 'ensemble des candidats par ordre
de préférence. Pour déterminer le résultat de I'élection et en particulier désigner le vainqueur, plusieurs méthodes
d’agrégation de classements sont possibles (elles correspondent & des systémes électoraux). La méthode Borda

[39], la méthode Copeland [36], la méthode Schulze [79] sont ainsi des alternatives a la méthode Kemeny-Young
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pour calculer un classement consensuel. Ce sont les criteres d’équité qui permettent de comparer les méthodes
d’agrégation de classements entre-elles. Par exemple, la méthode Borda ne respecte pas le majority criterion[T]
mais respecte le consistency criterionE] tandis que la méthode Kemeny-Young respecte le majority criterion mais
ne respecte pas le consistency criterion. Dans cette section, nous nous focalisons sur trois criteres d’équité par-
ticulierement importants : le critere de majorité, le critere de Condorcet et I'indépendance locale des alternatives
non pertinentes (local independance of irrelevant alternatives) généralement appelé LIIA. Le critere de majorité et
le critere de Condorcet sont intéressants puisqu’ils déterminent chacun une condition suffisante permettant dans le
cadre de la méthode Kemeny-Young de partitionner le probléme initial en sous-problemes indépendants. Le critéere
de Condorecet fait d’ailleurs partie des criteres d’équité les plus cités dans la littérature (par exemple, [9, (19, 26} [49])
et est a la base du critére de Condorcet étendu [83] permettant de calculer une partition ordonnée respectée par
tous les classements consensuels optimaux. Le LIIA est fondamental puisqu’il assure qu’une condition suffisante
permettant de trouver les premiers éléments d’un classement consensuel optimal peut étre utilisée récursivement
sur les éléments restants. Lobjectif de cette section est d’'une part d’établir des liens entre le respect de ces critéres
et les vecteurs de pénalité B et T' du modeéle présenté au début de ce chapitre (ce probléme reste ouvert pour de
nombreux autres critéres d’équité) et d’autre part de montrer que selon la nature des données, il est possible de

vouloir ne pas respecter certains de ces critéres.

4.4.1 Lemmes préliminaires

Lobjectif de cette sous-section est de présenter et de démontrer un certain nombre de lemmes particulierement
utiles a la section suivante. Lidée générale de ces lemmes est la suivante : étant donnés deux éléments x et y de U
et indépendamment des autres éléments de U, est-il plus intéressant vis-a-vis de la KCF a minimiser de positionner
x avant y, y avant z ou z a égalité avec y dans le classement consensuel ?

Le premier lemme s’intéresse aux deux questions suivantes :

o quelle est la différence de colt entre le fait de positionner x avant y et le fait de positionner y avant = dans le
classement consensuel ?
e quelle est la différence de colt entre le fait de positionner = avant y et le fait de positionner x a égalité avec

y dans le classement consensuel ?

Lemme 4.4.1. Soit S'®:T) une KCF. Alors, pour tout z,y € U et R € A(U)<*®,ona:

before(x,y) — before(y,x) = B[2] * (ny[Q] — ny[l}) 45)
+(B[5] - B[4)) * (24, [5] — Q7 [4]).

1. Un systeme électoral respecte le majority criterion si un candidat qui est premier dans une stricte majorité de classements est nécessai-
rement le vainqueur de I'élection.

2. Un systéme électoral respecte le consistency criterion si pour toute paire (R, R2) de liste de classements de U telle que I'ensemble des
vainqueurs pour R; est égal a 'ensemble des vainqueurs pour Rz, 'ensemble des vainqueurs de R; | J R2 est "conservé".
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Par ailleurs, nous avons également :

before(z,y) — tied(z,y) = > QI [i] = (Bi] — T[i)). (4.6)
1<45<6

Démonstration : Par définition de 2 (cf Définition|4.2.1), ona Q[ = (QF [2], QF [1],QF [3],QF [5],QF, [4], QF [6]).
Ainsi, QF — QR = (QF [1] - QF [2] QF [2] - QF [1],0,QF [4] — QF [5],QF [5] — QF [4],0).

De plus, S(ZT) étant une KCF, par définition on a B[1] = 0. Nous obtenons donc I'équation

Léquation|4.6| n’est qu’une opération algébrique élémentaire.

Il est intéressant de constater que la différence de co(t entre le fait de positionner = avant y et le fait de position-
ner y avant x dans le classement consensuel ne dépend que de trois parameétres réels parmi les douze définissant

une KCF : B[2], B[4] et BJ5].

Remarque. On peut remarquer que tied(z,y) — tied(y, x) vaut nécessairement zéro puisque le colt de mettre x a

égalité avec y est le méme que celui de mettre y a égalité avec x.

Les deux lemmes suivants présentent des conditions suffisantes sur les vecteurs B et T garantissant que si
dans une stricte majorité de classements d’entrée on a = <, y ou z ¢, y (z avant y ou = présent et y absent),
alors le colt de placer x avant y dans un classement consensuel (qu'il soit optimal ou non) est plus petit (donc plus
intéressant) que le colt de placer y avant = ou de mettre = a égalité avec y.

Le premier de ces lemmes donne une condition permettant d’assurer que le col(t de positionner un élément x

avant un élément y est strictement plus petit que le colt de positionner y avant z.

Lemme 4.4.2. Soit f = S®T) une KCF telle que B[2] = B[5] — B4] et soitx # y € U. Si 3,c¢y 4y O [i] >

z,y

Zje{2,5} Qﬁy[]] , alors before(x,y) < before(y,x).

Démonstration : Soit A = before(x,y) — before(y, x). En utilisant (4.5), on obtient :

A= B[] *(QF,[2] - o [1])
+ (B[5] — B4]) (@ [5] - Q7 [4])

= B[2] = (QF,[2] — QF 1] + QF [5] — QF [4]) < 0.

z,y

Le second de ces lemmes donne une condition permettant d’assurer que le colt de positionner un élément x
avant un élément y est strictement plus petit que le colt de positionner = & égalité avec y. Lintuition derriére ce

lemme est la suivante : si par exemple les colts T'[1] et T'[4] sont suffisamment élevés (on considere ainsi 'ensemble
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P, = {1,4}), le colt de mettre a égalité z et y dans le classement consensuel va augmenter significativement
chaque fois que z est avant y ou que x est présent et y absent dans un classement d’entrée. On obtient que si dans
une stricte majorité de classements d’entrée on a = <, y ou x <, y, alors, le positionnement relatif le moins onéreux
dans le classement consensuel ¢ pour la paire (z,y) est z <. y. (Pour autant = ne sera pas forcément devant y
dans le classement consensuel optimal, car d’autres éléments situés entre eux peuvent imposer un classement

contradictoire). En généralisant a n'importe quel ensemble P, C {1,2,3,4,5,6}, on obtient le lemme suivant :

Lemme 4.4.3. Soit f = SBT) une KCF et soit x ety deux éléments distincts de U. Soit P = {1,2,3,4,5,6}, et
considérons P, et P, deux sous-ensembles disjoints de P.
Si les conditions suivantes sont verifiées :

— mun(T[i] — B[i]) > 0,

e Py
— min(T(i] - Bli) > mag(BY) - T1j),

- ZiePl ny[l] > ZjePz Qﬁym’
— ngPlng,Qﬁy[k] :0;

alors be fore(x,y) < tied(z,y).

Démonstration : Supposons que -, p Q1 [i] > 35, p, F [5]. Soit A = before(z,y) — tied(z,y). En utilisant
(4.6), on obtient :

A=Y QF i+ (Bl - TH) + Y QF, 5]+ (Bl - T

i€Py JEP,
= > Q&+ (Bl] - Tl) - Y QF, [0 « (T[] - Bli).
JjEP2 i€ Py

Soit Ay = min(T(i] — Bi]) et A, = maz(B[j] - T(j]). Alors

D Q8L+ (TH] = Bli) > Avx ) Q]

i€P i€P

et

> Qf i1+ (Bl - T[] < Az = Y QF [4].

JjEPS jEP>

De plus comme A; >0, Ay > Ay et 3-,cp QF [i] > -, p, QF [j] , on obtient bien A < 0.

Revenons sur I'intuition associée a ce lemme. Lensemble P comprenant les nombres entiers de 1 a 6 représen-
tant les six possibilités présentées Table [4.1] pour deux éléments z et y dans un classement d’entrée r (z avant y, «
aprés y, ..., z et y absents). Les cas n’apparaissant jamais dans les classements d’entrée ne se retrouvent ni dans

Py, nidans P;. A l'inverse, tous les cas représentés au moins une fois dans R doivent étre soit dans P, soit dans
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P,. Dans Py, on va avoir les entiers i tels que les T'[;] — BJi] sont élevés (les cas défavorables a I'égalité). Si ces cas
sont majoritaires dans les classements d’entrée, alors le colt de mettre x a égalité avec y va étre supérieur a celui

de mettre x avant y.

Les deux lemmes ci-dessous mettent en avant un phénomene intéressant. En effet, ils présentent des conditions
suffisantes sur les vecteurs de pénalité qui permettent d’obtenir le comportement suivant : un élément = de U est
I'unique premier dans une stricte majorité de classements, mais x n’est unique premier dans aucun des classements
consensuels optimaux. En premiére approche, on pourrait penser que ce comportement n’est pas souhaitable.
Cependant dans le cas des données manquantes, on verra par la suite que ce comportement peut étre souhaitable
ou non, suivant l'interprétation des données manquantes.

Ces deux lemmes sont énoncés dans le cas particulier ou I'ensemble U n’a que deux éléments. lls serviront a

construire des contre-exemples pour montrer que certains critéres ne sont pas respectés.

Lemme 4.4.4. Supposons que U contienne uniquement deux éléments. Autrement dit, on considere que U =
{X,Y}. Soit f = SBT) une KCF telle que B[2] # B[5] — B[4]. Alors, il existe R = [ry, ... ) € A(U)<> tel que
— QF y[3] = QF 1 [6] = 0, en particulier, X etY ne sont jamais a égalité,
— Y14} f v li > %!

— [{X},{Y}] nest pas un classement consensuel optimal de R vis-a-vis de f.

Démonstration :
Comme U = {X,Y}, il y a seulement trois classements consensuels possibles : ¢; = [{X},{Y}], ca =

{Y},{X}] etes =[{X,Y}]. En utilisant la Définition f(c1, R) = before(x,y) et f(ca, R) = before(y,x).

Supposons que B[2] # B[5] — B[4]. Isolons les deux cas possibles.

Cas 1: BJ2] < B[5] — B4]. Nous construisons R de sorte que R contienne [{X},{Y}]t+ 1foiset [{Y}] ¢
fois, alors

QL = (t+1,0,0,0,¢,0).

Par construction, m = 2t + 1 et

> 9kl > %
ie{1,4}

Soit Ay = before(z,y) — before(y,x) = f(c1, R) — f(ca, R). En utilisant 'équation (4.5), nous obtenons que

Ay = —B[2]%(t+1)+B[5] — B[))

— #(B[5] - B[4] - B[2]) — B[2].
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Donc A; > 0 est équivalenta t > . Ainsi pour t assez grand, ¢; n’est pas optimal pour R.

B[5] - B[4] - B[2]
Cas 2 : B[2] > B[5]— B[4]. Nous construisons alors R de sorte que R contienne [{X}] ¢+1 foiset [{Y},{X}]
t fois, alors

Q% y =1(0,t,0,t+1,0,0).

Par construction,

. m
Z Q§7y[2} > 5
1€{1,4}

Soit Ay = before(z,y) — before(y, z). A nouveau, par I'équation (4.5), nous obtenons

As

t« B[2] 4+ (B[5] — B[4]) * (-t — 1)

t(B[2] + B[4] — B[5]) + B[4] — B[5].

B[5] — B[4]
B[2] + B[4] — B[5]
B[5] < B[4], on peut prendre n’importe quelle valeur positive pour t).

Donc A, > 0 est équivalent a ¢ >

. Ainsi pour ¢ assez grand, ¢; n’est pas optimal. (Quand

Dans les deux cas, on a pu construire une liste de classements R vérifiant les conditions du lemme.

Une adaptation du score de Kemeny couramment utilisée répond aux conditions initiales du lemme : il s’agit

du score de Kemeny induit (Définition [2.3.4) associé a la mesure de Kendall-r induite (Définition [2.3.3) définie

par Dwork et al. dans [44]. Nous avons vu dans la Sous-section que cette adaptation du score de Kemeny

est pertinente lorsqu’on ne veut pas considérer qu’un élément absent d’'un classement donné est moins pertinent

vis-a-vis de ce classement que les éléments qui y sont présents. Ainsi, si un élément = est premier dans une
stricte majorité de classements mais que y est absent de ces classements (incomparables) et que dans les autres

classements c’est y qui est avant z, alors on veut gu’a la fin ce soit y qui se retrouve avant = dans les classements

consensuels optimaux.

Le lemme ci-dessous est dans la méme idée que le précédent : Si on prend P, = {1,4} dans ce lemme, on a

un élément x qui est 'unique premier dans une stricte majorité de classements mais qui n’est unique premier dans

aucun des classements consensuels optimaux.

Lemme 4.4.5. Soit P = {1,2,3,4,5,6}, et P, et P, deux sous-ensembles disjoints de P. Supposons U = {X,Y},

et soit f = S(B-T) une KCF telle que Uel%)n(ﬂi] — BJi]) < né‘}ax(BU] — T[4]). Alors il existe R € A(U)<* tel que
(3 1 J 2

4 ZiePl Qg,y[i] > Zj€P2 Qg,y[j]’

o Vk ¢ PLUPy, Q} ,[k] =0, et

o [{X},{Y}] nest pas un classement consensuel optimal de R vis-a-vis de f.
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Démonstration : A nouveau, les trois seuls classements consensuels possibles sont ¢; = [{X},{Y}], 2 =
{Y} {X}]etes = [{X, Y}
En utilisant la Définition[4.2.1] on obtient

f(e1, R) = before(x,y) and f(cs, R) = tied(x,y).

Les classements possibles sur U sont :

ro= [{XHAY3, re=[{YEAX}, rs=[{X,V}],

(X3, ms=[{Y} et re=[]

T4

Donc pour toute liste de classements R, pour tout i, Q?}’Y[z’} est le nombre de fois que le classement r; est dans
R.

Prenons oy € P tel que T[o;] — Blay] = nngn(T[i] — BJi]), et prenons ay € P, tel que T[as] — Blas] =
1€P,

7@6;;5(3[1‘] = T[j])-

Nous construisons alors R afin qu'il contienne ¢ fois r,,, et ¢t + 1 fois r,, . Par construction, on obtient que

YRyl =t+1>t= Qf [
i€Py JEP>
et que Q% , [k] = 0 pour les k & P, U P.
Posons A = before(x,y) — tied(z,y) = f(c1, R) — f(cs, R). Par 'équation (4.6), on obtient que

A = Oyl min(T[i] — Bli]) + QF y[ao] * maz(Blj] = T15))

= (t4 1) *min(T[i] — B[i]) + t * max(B[j] — T[j])-

i€P; JEP>

Donc ) —?;Q}(T[i] — Bli])
>0 e t> min(T(i] = Bil) + mag(Bj] - T[]

Ainsi pour t assez grand, ¢; n’est pas optimal pour R.

4.4.2 Définitions préliminaires

Dans les sections suivantes, nous reprenons plusieurs critéres d’équité fréquemment utilisés en théorie du choix
social : le critere de majorité (majority criterion), le critere de Condorcet (Condorcet criterion), et 'indépendance

locale des alternatives non pertinentes (local independance of irrelevant alternatives criterion). Pour chacun de ces
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trois critéres, nous regardons a quelles conditions sur les valeurs des vecteurs B et T' (voir modele présenté en
Section ce critére est respecté.

Pour rappel, R = [r1, ..., ] est une liste de classements, B et T sont deux vecteurs réels de taille 6, f = S(Z-7)
est une KCF et M/ représente I'ensemble des classements consensuels optimaux de R vis-a-vis de f.

Les criteres d’équité ont été initialement définis dans un contexte ou les classements d’entrée sont des permu-
tations et ou le classement consensuel est unique (ce qui est le cas pour les méthodes Borda, Copeland, Schulze,
...). Or, non seulement une KCF est capable de prendre en entrée des classements incomplets avec égalités, mais
en plus on peut avoir plusieurs classements consensuels optimaux. Afin de prendre en compte ces spécificités,
nous donnons quelques définitions préliminaires. On dira ainsi que :

¢ un candidat = € U est un vainqueur fort si pour tout c € My ety e U\{z} onax <. y;
e un candidat z € U est un vainqueur possible s’il existe ¢ € M/ tel que = <. y, pour tout y € U\{z};
e un candidat « € U est préféré (respectivement strictement préféré) par un électeur i si « € r;[1] (respective-

ment si r;[1] = {z}).

4.4.3 Critere de majorité

Le critere de majorité stipule que si un candidat est strictement préféré par une stricte majorité d’électeurs, alors
ce candidat doit gagner I'élection.
Dans notre contexte, on dira qu’'une KCF respecte ce critére si et seulement si lorsqu’un candidat est strictement

préféré par une stricte majorité d’électeurs, alors c’est un vainqueur fort de I'élection.

Théoréme 4.4.1. Une KCF S(B-T) respecte le critére de majorité sur C(U) x A(U)<* si et seulement si
— BJ[2] = B[5] — B[4] et

— ié?fﬁ}(m — BJi]) > jeﬁggﬁ}wm = T'[j])-

Démonstration : Nous montrons que les deux conditions sont nécessaires par contraposition dans le cas parti-
culierou U = {X,Y}; la généralisation & n'importe quel U se fait en remplagant Y par tous les éléments de
U\ {X} mis a égalité.

Commengons par supposer que B[2] # B[5] — B[4]. Dans ce cas, selon le Lemme [4.4.4} il existe R =
(ri,...,rm) € A(U)<> tel que

> 0yl >3
1€{1,4}

mais [{X},{Y}] &€ My, donc X n’est pas un vainqueur fort de I'élection.

Supposons maintenant que min (T[i] — B[i]) < maz (B[j] — T[j]). Selon le Lemme |4.4.5] il existe
i€{174} j6{2a37576}
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R e P(U)<* tel que
Yoookyll> Y 0%yl

i€{1,4} j€{2,3,5,6}
mais [{X},{Y}] € My, donc X n’est pas un vainqueur fort de I'élection.

Maintenant, prouvons que les deux conditions sont suffisantes. Supposons que B[2] = B[5] — B[4] et
in (T|1) — Bli]) > Blj] —T[j])-
Ly (T = Bl 2 - maz  (Blj] = T0])

En vue d'utiliser le Lemme[4.4.3] on commence par montrer que 'n%m}(T[i] — BJi]) > 0, c’est-a-dire T[1] >
€1,

Bl1] et T'[4] > B[4]. Par définition d’'une KCF (Définition[4.2.2), B[1] = 0, B[2] > 0, T'[1] = T'[2] et T[4] = T'[5].

Donc si T'[1] < B[1] alors T[2] < 0 d’ou B[2] — T'[2] > 0. Si T'[4] < B[4], comme B[5] — B[4] = B[2] > 0on a
B[5] > T[4] = T[5] d’'ou B[5]—T[5] > 0. Dans les deux cas, j€£g§’6}(3[j]—T[j]) > 0d’ou igﬁ'ﬁ}(T[i]—B[z’]) > 0.
Nous devons montrer qu'un candidat w € U qui est strictement préféré par une stricte majorité de votants
est un vainqueur fort de I'élection.
Soit R = [r1,...,7m] tel que w est strictement préféré par m; votants et non strictement préféré par ms
votants avec m; > ms.
Soit ¢ = [Py, ..., P;] un classement consensuel de R (i.e. un classement complet de U) tel que P, # {w}, et
soit7 > 1 tel que w € P;. On va montrer que ¢ n’est pas optimal. Considérons le classement complet ¢’ tel que :
— 1] = {w}, et
— pour chaque z,y € U\{w}, x <. y si et seulement si z <. y.
On peut noter que la différence entre c et ¢’ est que les éléments qui sont a égalité avec w dans ¢ (autrement

dit, P,\{w}) sont classés aprés w dans ¢, et que les éléments qui sont classés avant w dans ¢ (autrement dit,

V = |J P;) sont classés aprés w dans ¢’. Soit A = f(¢/, R) — f(c, R). En utilisant la Définition 4.2.1

7<i

A= Z before(w,y) — tied(w,y) + Z before(w,y) — before(y, w).
yeP;\{w} yev

Par le Lemme|4.4.3] on obtient que pour chaque y € U\{w},
before(w,y) — tied(w,y) < 0,
et par le Lemme[4.4.2] on obtient que
before(w,y) — before(y, w) < 0.

Onadonc f(¢, R) < f(c, R), autrement dit, ¢ ne peut pas étre un classement consensuel optimal de R vis-a-vis

de f. Ainsi P, = {w} pour tout classement consensuel optimal, c’est-a-dire w est un vainqueur fort.
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Corollaire 4.4.1. Une KCF S'Z:T) respecte le critére de majorité sur C(U) x C(U)<> si et seulement si

T = iggg}(B[i] = TTi]).

Démonstration : A nouveau, nous montrons la nécessité par contraposition dans le cas particulier ou U =
{X,Y}. Supposons que

T[] < zgfgg}(B[z] —TIi]).

On sait que T[1] = T[1] — BJ1] puisque B[1] = 0 d’apres la Définition Selon le Lemme il existe
R e A(U)<* tel que

— Qf v [1]1 > 0F v 2] + QF , [3],

— QF y[4] = Q% y[5] = Q% [6] = 0 c’est-a-dire R € C(U)<*,

— [{X},{Y}] n’est pas un classement consensuel optimal de R vis-a-vis de f.
Les deux premiers points impliquent que X est strictement préféré par une stricte majorité d’électeurs, tandis
que le dernier implique que X n’est pas un vainqueur fort. En conséquence, le critére de majorité n’est pas
satisfait sur C(U) x C(U)<.

Supposons maintenant que T[1] > max (B[i] — T[i]). Soit & € R tel que a > maz{T[1],T[2]} (donc

1€{2,3}
o > T[2] — B[2]}). Soit f' = S(B"T") une KCF telle que

B’ = (B[1], B[2), B[3],0, B[2],0) et T' = (T[1],T[2], T[3], &, o, ).

Alors B'[2] = B'[5] — B'[4]. De plus min (I'[i] — B'[i]) = min{T[1],a} = T[] et maz (B'[j] — T'[j])

ie{1,4} j€{2,3,5,6}
max{B[2] —T|2], B[3] — T3], B]2] — a, —a} = max{B[2] — T[2], B[3] — T'[3]} < T[1]. Donc ig{mm}(T’[z’] —B'[i]) >

B'[j] — T'[4]).
jegggﬁ}( (7] [7])

Par le Théoréme [4.4.1} on obtient que f’ respecte le critere de majorité sur C(U) x A(U)<°, et donc

1 respecte le critere de majorité sur C(U) x C(U)<*. De plus, par la Proposition 4.2.6} pour chaque (c, R) €

C(U)xCU)<>*,ona f(c¢,R) = f'(c, R). En conséquence, f respecte le critere de majorité sur C(U)xC(U)<>.

4.4.4 Critere de Condorcet

Le critére de Condorcet stipule que si un candidat w bat chaque autre candidat au sens d’un duel a la majorité

stricte (w est alors appelé vainqueur de Condorcet), w devrait gagner I'élection. Dans notre contexte, nous stipulons
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qu’une KCF respecte ce critere si et seulement si un candidat w est un vainqueur fort de I'élection des que

m

Vy #w e U.

On va montrer que les KCF qui respectent le critére de Condorcet sont exactement les mémes que celles qui

respectent le critére de majorité.

Théoréme 4.4.2. Une KCF S(B-T) respecte le critére de Condorcet sur C(U) x A(U)<> si et seulement si
— BJ[2] = B[5] — B[4] et
—_ in (T[] — Bli]) > Blj| —Tlj)).
ig{qg}( [i] = Bli]) > emaz [l = T5))
Démonstration : Pour prouver que les conditions sont nécessaires, nous procédons une fois de plus par contra-
position dans le cas particulier ou U = { X, Y }. Supposons d’abord que B[2] # B[5]— B[4]. Par le Lemme4.4.4]
il existe R = [r1,...,r,] € A(U)=> une liste de classements telle que >, (; 4 Q% y[i] > % mais [{ X}, {Y}]

¢ M; c’est a dire que X n’est pas un vainqueur fort. La premiére condition est donc nécessaire.

Supposons maintenant que min (T[i| — B[i]) < maz (B[j] — T[j]). Par le Lemme |4.4.5] il existe R €
ie{1,4} j€{2,5,6}

A(U)=* une liste de classements telle que 3°,; 4 Q% yli] > > ic(2,3,5.6) Q% y1j] (donc Dic(1,4) Q% yli] >

%), mais [{X},{Y}] € My, c'est a dire que X n’est pas un vainqueur fort. La deuxiéme condition est donc
également nécessaire.

Pour prouver que les conditions sont suffisantes, on repend exactement les mémes étapes que pour la

preuve du Theoréme[&.4.1|pour montrer que si B[2] = B[5]— B[4] et min (T[i]— B[i]) > maz (B[j]—T[j]),
i€{1,4} j€{27315’6}

alors un candidat w € U tel que Qff [1] 4+ Q%  [4] > 2 pour chaque y € U \ {w} est un vainqueur fort.

w,y

Corollaire 4.4.2. Une KCF SB:T) respecte le critére de Condorcet sur C(U) x C(U)<> si et seulement si

T[] > ig}gg}@[i] — TIi]).
Démonstration :
Nous montrons que la condition est nécessaire par contraposition dans le cas particulierot U = {X,Y}; la
généralisation a n’importe quel U se fait en remplagant Y par tous les élements de U \ {X} mis a égalité.
Supposons que T[1] < ig%gfg}(B[i] — TT[é]). On sait que T[1] = T[1] — B[1] puisque B[1] = 0 d’aprés la
Définition [4.2.2] Selon le Lemme[4.4.5] il existe R € A(U)<* tel que
— Qg},y[l] > Q?y[?] + Q?},Y[?)],

— QF [4] = Q% y[5] = Q% y[6] = 0, c’est-a-dire R € C(U)~*,
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— [{X},{Y}] n’est pas un classement consensuel optimal de R vis-a-vis de f.
Les deux premiers points impliquent que Qﬁ‘}’y[l] +Q§7y[4] > % Vy # X € U, tandis que le dernier implique que
X n’est pas un vainqueur fort. En conséquence, le critére de Condorcet n’est pas satisfait sur C(U) x C(U)<°°.
Réciproquement, supposons que T[1] > iQ};{%}(B[i] — T[i]). Soit & € R tel que o > maz{T[1],T[2]}.

Soit f/ = S(B"T") une KCF telle que B’ = (B[1], B[2], B[3],0, B[2],0) et T’ = (T[1],T[2],T[3], a, o, ). Alors
B'[2] = B'[5] — B'[4]. De plus min (T'[i] — B'[i]) = min{T[1],a} = T[] et maz (B'[j] — T'[j]) =

ie{1,4} j€{2,3,5,6}
max{B[2] — T[2], B[3] - T3], B]2] — a, —a} = max{B[2] — T[2], B[3] — T'[3]} < T[1]. Donc Z_ggm}(T’[i] —B'[i]) >

_ g@gms 6}(B’[j] —T'|j])- Par le Theoreme [4.4.2] ' respecte le critére de Condorcet sur C'(U) x A(U)<*°. Donc
(2386

/' respecte le critére de Condorcet sur C(U) x C(U)<*°. De plus, par la Propriété 4.2.6| f(c,R) = f'(c, R)
Y(e, R) € C(U) x C(U)<*. On peut conclure que f respecte le critere de Condorcet sur C(U) x C(U)<.

Conséquences pour des scores classiques

En revenant sur la Table qui récapitule les valeurs des vecteurs pour les KCFs de la littérature, on peut
conclure que le score de Kemeny S? avec le parametre de pénalité p défini par Fagin et al. [47] respecte le critere
de majorité et le critere de Condorcet si et seulement si p > 0.5.

Par ailleurs, le sore de Kemeny généralisé a la pseudo-distance (Définition[2.3.6) et le score de Kemeny unifiant
(Définition [4.2.6) respectent ces deux critéres tandis que le score de Kemeny généralisé induit (Définition [4.2.5) ne

respecte aucun de ces deux criteres.

Remarque. Le score de Kemeny, lui, respecte bien ces deux critéres. En effet, méme si dans la Table on
observe que son coefficient B[4] et son coefficient B[5] sont nuls, ces coefficients ont été choisis arbitrairement (et
donc ne sont pas en gras dans la Table[4.2) vu qu'ils ne rentrent jamais en compte dans les calculs étant donné le
domaine de définition du score de Kemeny (P(U) x P(U)<>°). Le score de Kemeny est équivalent (sur son domaine
de définition) a toute KCF S'ZT) telle que B[2] = 1. En particulier, le score de Kemeny est équivalent (sur son
domaine de définition) au score de Kemeny généralisé a la pseudo-distance qui respecte le critére de majorité et le

critere de Condorcet.

Nous allons maintenant discuter du fait que le respect de ces criteres n’est pas une fin en soi. En effet, ces
criteres ne sont pas pertinents dans n’importe quel contexte. Une KCF les respectant et une ne les respectant
pas peuvent donc étre complémentaires, la premiéere étant alors pertinente sur certains jeux de données (certains

contextes) et la deuxieme sur d’autres jeux de données (d’autres contextes).

Dans quel cas peut-on vouloir ne pas respecter ces critéres ?
S'il parait a premiére vue raisonnable de respecter ces critéres, dans certaines situations, on va volontairement
vouloir les laisser de cété. Reprenons I'exemple des données multi-omiques dans lesquelles certaines protéines

n’apparaissent pas dans certains classements d’entrée puisque leur hydrophobie n’a pas permis leur dosage. Nous
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avons a faire a un biais expérimental qui empéche la visibilité de certains éléments. Pour rappel, dans cette situation,
un élément absent est incomparable avec un élément présent. Ainsi, le fait d’étre premier dans une stricte majorité
de classements ne suffit pas a garantir la premiére place dans les classements consensuels optimaux. Il faut
prendre en compte, pour chaque paire d’éléments, le nombre de classements dans lesquels les deux éléments
sont présents.

De la méme maniére, lorsque des utilisateurs classent des films par ordre de préférence, il est fort probable que
chaque utilisateur n’ait pas vu tous les films a classer. Ainsi, les films non vus par un utilisateurs ne peuvent pas
étre comparés avec les films vus. Ainsi, si un film a été vu par trés peu d’utilisateurs mais a été trés bien classé par
ceux qui I'ont vu, ce film peut légitimement prétendre a une premiére place dans le classement consensuel.

Ainsi, il peut étre important dans certains contextes de s’abstraire du critére de majorité et du critére de Condor-

cet, en particulier lorsque I'objectif est de mettre en avant une perle rare.

4.4.5 Geénéralisation du critere de Condorcet

Une KCF peut respecter ou ne pas respecter le crtitére de Condorcet selon les valeurs des vecteurs de pénalité
B et T (voir Theoreme[4.4.2). Mais si nous modifions la définition de "majorité d’électeurs”, nous obtenons un critére

respecté par n'importe quelle KCF.

Propriété 4.4.1. Soit un candidatw € U. SiVy € U\{w}, before(w,y) < before(y,w) etbefore(w,y) < tied(y,w),

alors w est un vainqueur fort.

Démonstration : Soit ¢ = [Py, ..., Px] un classement complet tel que P; # {w}. Soit i > 1 tel que w € P;. Soit
¢ =[P|,..., P[] le classement complet tel que :

— P/ ={w}, et

— pour chaque paire z,y € U\{w}, z <. y si et seulement si x <./ y.

On peut noter que la différence entre c et ¢’ est que les éléments qui sont a égalité avec w dans ¢, a savoir
P;\{w}, sont classés aprés w dans ¢, et que les éléments qui sont classés avant w dans ¢, a savoir V = J P},

7<i
sont classés apres w dans ¢’. En posant A = f(¢/, R) — f(¢, R) et en utilisant la Définition|4.2.1} on obtient

A = Z before(w,y) — tied(w, y)
yePi\{w}
+ Z before(w,y) — before(y,w) <0,
yev

puisque before(w,y) < before(y,w) et before(w,y) < tied(y, w) pour chaque y € U\{w}. En conséquence,

c ne peut pas étre un classement consensuel optimal. On en conclut que pour tout classement consensuel

optimal ¢, ¢[1] = {w}, i.e. w est un vainqueur fort.
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Dans cette généralisation, on perd le lien entre I'idée de gagner une élection et celle d’étre avant les autres
candidats dans une stricte majorité de classements. Intuitivement, si on est capable de trouver un candidat w tel
que le colt de mettre ce candidat avant n’importe quel autre candidat y est le colt minimal pour la paire (w, y), alors

w Se retrouve en premiére position de tous les classements consensuels optimaux.

4.4.6 Indépendance locale des alternatives non pertinentes

En théorie du choix social, le terme alternative désigne un élément de I'ensemble U a savoir un candidat dans
ce contexte d’élections.

La méthode Kemeny-Young ne respecte pas un des critéres les plus cités en théorie du choix social a savoir le
critere d'indépendance des alternatives non pertinentes. Young propose alors dans [86] une version "locale" de ce
critere, cette fois respectée par la méthode Kemeny-Young.

Une méthode d’agrégation de classements respecte le critere d'indépendance locale des alternatives non perti-
nentes (LIIA) si les conditions suivantes sont respectées :

e si le candidat z € U qui est en derniére position du classement consensuel est supprimé des classements
d’entrée, alors la position relative des candidats restants dans le nouveau classement consensuel ne change
pas (en particulier, le gagnant ne change pas),

e sile candidat w € U qui est en premiére position du classement consensuel est supprimé des classements
d’entrée, alors la position relative des candidats restants dans le nouveau classement consensuel ne change
pas (la position de chaque candidat restant est simplement réduite de 1 dans le nouveau classement consen-
suel).

Dans notre contexte, on dira qu'une KCF respecte ce critére si, pour toute liste de classements R et toute
classement consnesuel optimal [Py, ..., P;] de R, les deux conditions suivantes sont vérifiées :

e siles éléments dans P, sont supprimés , alors [Py, ..., P,_1] est un classement consensuel optimal pour la
nouvelle liste de classements

e si les éléments dans P; sont supprimés, alors [P, ..., P;] est un classement consensuel optimal pour la

nouvelle liste de classements.

Théoréme 4.4.3. Pour tous B, T € RS, S(B:T) respecte le critére d’indépendance locale des alternatives non perti-

nentes (LIIA) sur C(U) x A(U)<%°.
Démonstration : Soit f = S(BT), ¢ = [Py, ..., Py] un classement consensuel optimal de R vis-a-vis de f, U’ =

U\Py, R’ la projectionde R sur U’ etcy, = [P, ..., P},] € C(U").

Soit ¢ = [Py, P, ..., P},] un classement consensuel de R (¢’ est complet). Posons A = f(c,R) — f(¢, R),
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alors A < 0 puisque c est un classement consensuel optimal pour R (Définition [4.2.3). Nous savons que

1
A= E before(z,y) + 3 E tied(z,y)
c#yeU zF#ycU
Ty =y

— Z before(x,y)—% Z tied(z,y)

c#yelU c#yelU
<Y T=crY

Comme pour chaque =,y € P, x =, y et x = y, Nous pouvons ignorer les paires d’éléments de P; dans

le calcul de A :
1 . 1 .
A= g before(x,y) + 3 E tied(z,y) — g before(x,y) — 3 E tied(z,y)
x#yeU’ x#yeU’ x#yeU’ x#yeU’
r<cY T=cY <Y T=yY

f([P2,...,Pe],R') — f(co, RY)

Comme A < 0, on peut conclure que f([Pz, ..., Px], R') < f(c2, R') pour tout ¢ € C(U’). Donc [P, ..., Py
est un classement consensuel optimal pour R'.

Par un raisonnement analogue, [P, ..., P,_1] est un classement consensuel optimal pour la projection R’

de RsurU' =U\ F.

Utilisation du LIIA.

Le critere LIIA garantit qu’aprés le calcul d’'un classement consensuel optimal, les premiers éléments (respecti-
vement derniers éléments) conservent leur ordre relatif si les éléments les moins intéressants (respectivement les
plus intéressants) sont supprimés des classements d’entrée.

Ce critére est intéressant dans certaines situations concrétes, par exemple pour envisager des expériences
biologiques dans le but d’étudier I'importance de certains génes liés a une maladie donnée. Si les chercheurs qui
meénent les expériences ne veulent pas considérer les génes du premier bucket du classement consensuel optimal
(qui seraient déja tres étudiés), ils peuvent directement considérer les génes du deuxiéme bucket. |l n’y a pas besoin
de retirer des classements d’entrée les génes de ce premier bucket et de relancer le calcul. On obtient le méme
résultat si les chercheurs veulent supprimer les derniers génes du classement consensuel (dans I'’hypothése que
leur présence semble non pertinente).

Par ailleurs, le LIIA est un critéere trés utile lors de la conception d’algorithmes. En effet, supposons que pour
un R donné une condition suffisante nous garantisse que dans au moins un classement consensuel optimal, I'élé-
ment = est seul en premiére position (le critére de Condorcet est une condition suffisante qui va dans ce sens).
Gréce au LIIA, le probléme initial se divise en deux sous-problémes dont le premier consiste & trier I'élément = seul

et le deuxiéme consiste a trier les éléments restants. Pour étre plus exact, il faut que la condition suffisante per-
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mette d’isoler 'ensemble des éléments des k premiers (ou derniers) buckets d’au moins un classement consensuel

optimal. Ainsi, le LIIA est trés corrélé a I'algorithme de partitionnement ParCons décrit dans le Chapitre [3]

4.5 CoRankCo : plateforme pour I'agrégation de classements

Lensemble des concepts présentés dans ce chapitre a été implémenté dans une plateforme en ligne que nous
présentons maintenant. Lobjectif de cette plateforme est de permettre le calcul de classements consensuels pour
des jeux de données incomplets avec égalités, avec la possibilité de choisir sa KCF a travers les vecteurs de

pénalité.

4.5.1 Présentation du logiciel

Nous présentons ici la plateforme CoRankCo (Consensus Ranking Computation) développée pendant la these.
La partie algorithmique représente 3126 lignes de code python pour 19 classes. Linterface utilisateur et la gestion
des bases de données ont été gérées par Bryan Brancotte. CoRankCo a été implémenté en python 3.6 et utilise
le framework Django offrant ainsi une interface Web aux utilisateurs, accessible sur https://corankco.lri.fr.
Tous les jeux de données, les résultats des exécutions et les informations utilisateur sont stockés dans une base de

données présentée en Figure[4.1]

4.5.2 Utilisation du logiciel

La Figure[4.2)présente l'interface utilisateur de CoRankCo. Celle-ci peut étre présentée en trois parties distinctes

détaillées ci-dessous.

Les jeux de données

Les utilisateurs peuvent utiliser les jeux de données présents dans la base (s'ils sont publics c’est-a-dire visibles
et utilisables par tous les utilisateurs), saisir leurs jeux de données dans la base s’ils ont un compte (en choisissant
si le jeu de données est public ou non), ou bien rentrer manuellement les classements a agréger dans un champ
texte. Dans tous les cas, un jeu de données doit étre présenté comme décrit ci-dessous.

e Les classements sont séparés par un passage a la ligne. Chaque classement peut étre étiqueté par un nom
suivi de " :=".

e Aprés le " :=" si le classement est étiqueté, ou en début de ligne sinon, un premier “[* signifie le début du
classement .

e Chaque bucket commence par un “[* et se termine par un "]". Au sein d’un bucket, les éléments sont séparés

par une virgule. Un bucket ne peut pas étre vide.
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FIGURE 4.1 — Base de données de 'outil CoRankCo
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e Les buckets sont séparées par une virgule.

e Un "]" avant un passage a la ligne indique la fin du classement.

Par exemple,
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CoRankCo | Home Datasets Distances  About
CoRankCo : Consensus Ranking Computation

Dataset (type your dataset)

r1 := [[A, CL[B. DL[E]] Stats
12 := [[A]D].[B.EL(C]] n

13 := [[B.D].[C1[ALIE]]

r4 = [[BLIC[A.D]} m

Not complete

Format:
One ranking per line

Aranking should have the structure "X = LIST (X is the name of the ranking)

LIST must have the structure [BUCKET, ..., BUCKET]

BUCKET must have the structure [element, .., element] (the elements of the bucket should not contain [, ] and .}

Select from database

Results

Show 10 v entries

Algo Dataset 4 Duration (ms) Distance

+ Normalization (Nore,

+ Distance (Generalized induced Kendall-tau measure,

+ Algorithms (Exact Aigorithm)

+ Computation settings

Search:

Consensus

Exact Algorithm typed 38.628 14

(81, [CI. [Al. [DI. [ET}
(B, D1, [C], [A], [E]
[[A]. [B. DI. [C]. [E]

Showing 1 to 1 of 1 entries

FIGURE 4.2 — Interface utilisateur de I'outil CoRankCo

r1 = [[A, B], [C], [E]]
r2 := [[D, B], [Al]

correspond a un jeu de données comportant deux classements. Le logiciel affiche automatiquement trois carac-

téristiques du jeu de données écrit manuellement : le nombre d’éléments, le nombre de classements, et complet ou

incomplet.

Il est également possible de choisir des jeux de données contenus dans la base de données. La plateforme
contient ainsi les jeux de données utilisés lors des expériences présentées dans le Chapitre [4.6] ainsi que des jeux
de données de votes de la base de données publique preflib https://www.preflib.org/. Les parseurs permettant

de saisir les jeux de données dans un format adapté ont été implémentés par Kenyu Kobayashi pendant un stage

de troisieme année de licence.

Les paramétres pour le calcul de classement consensuel

Previous

La seconde partie, permettant de paramétrer le classement consensuel, contient différents panels.

e Panel de normalisation : Ce premier panel permet de sélectionner la normalisation du jeu de données par
projection ou unification. Nous rappelons que la projection (Définition [2.3.1) consiste a retirer des classe-
ments les éléments qui ne sont pas présents dans chaque classement et que I'unification (Définition [2.3.2)

consiste a ajouter a la fin de chaque classement incomplet un bucket d’unification contenant I'ensemble des

éléments manquants.

e Panel distance : Ce panel permet de choisir le score de Kemeny que I'on souhaite considérer pour le calcul
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de classement consensuel. Si un algorithme choisi (voir ci-dessous) n’est pas compatible avec le score de
Kemeny considéré, le calcul de classement consensuel n’a pas lieu.

Les adaptations les plus courantes du score de Kemeny aux classements incomplets sont accessibles a tous
les utilisateurs et les coefficients des vecteurs B et T' associés sont rappelés. Si un utilisateur veut utiliser
des coefficients différents, il lui faut alors se créer un compte et ajouter la distance voulue dans la base en
indiquant les coefficients des vecteurs de pénalité B et T'.

e Panel algorithmes : Ce panel permet de sélectionner le ou les algorithmes qui vont étre utilisés pour cal-
culer le classement consensuel. Sont aujourd’hui disponibles les douze algorithmes suivants : BioCo, Bio-
Consert, BordaCount, ParCons, CopelandMethod, ExactAlgorithm, ExactAlgorithmPreprocessing, KwikSort,
MEDRank, Pick-a-Perm, Repeat Choice, SchulzeMethod. Les algorithmes BioCo, BioConsert, BordaCount,
CopelandMethod, KwikSort, MedRank, Pick-A-Perm et Repeat Choice sont décrits dans [25]. Les adapta-
tions pour les données manquantes sont décrites dans la Section (4.3

e Panel computation settings : Ce dernier panel permet d’ajouter des parameétres liés a I'exécution de I'algo-
rithme. Il est par exemple possible de demander une mesure plus précise du temps d’exécution des algo-
rithmes. Ainsi, pour un algorithme et un jeu de données, le calcul est relancé autant de fois que nécessaire

pour que le temps d’exécution atteigne deux secondes. Le temps affiché est alors le temps moyen de calcul.

Remarque. Lalgorithme ExactAlgorithm correspond a I'algorithme exact décrit dans la Sous-section[4.3.1] Limplé-
mentation a été faire de sorte que I'algorithme renvoie 'ensemble des classements consensuels optimaux. Le temps
de calcul peut étre long si le nombre d’éléments dépasse quelques dizaines. A contrario, I'algorithme ExactAlgo-
rithmPreprocessing utilise la décomposition en composantes fortement connexes décrite dans la Section[3.5 Cette
version de l'algorithme exact renvoie ainsi un unique classement consensuel optimal. Il est généralement beaucoup
plus rapide que le précédent et peut dans certains cas étre utilisé sur des jeux de données contenant plus d’une
centaine d’éléments. Il est difficile d’estimer le temps de calcul de ce dernier qui peut étre trés variable pour un
méme nombre d’éléments a classer. En effet, le temps de calcul est trés dépendant de la taille des composantes

fortement connexes calculées par I'algorithme ParCons.

Résultats du calcul de classement(s) consensuel(s)

Pour chaque jeu de données sélectionné et chaque algorithme choisi, le(s) classement(s) consensuel(s) sont
calculés et affichés. Certains algorithmes ont la possibilité de renvoyer plusieurs classements consensuels, tous
équivalents en terme de score de Kemeny. Pour chaque algorithme et chaque jeu de données, le score de Kemeny

associé aux classements consensuels calculés et le temps d’exécution de I'algorithme sont affichés.

lllustration 4.5.1. Sur la Figure[4.2, on peut voir que I'algorithme exact a renvoyé une liste de trois classements

consensuels optimaux : [[B], [C], [A], [D], [E]], [[B, D], [C], [A], [E]] et][A], [B, D], [C], [E]]. Le score associé a chacun
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de ces classements consensuels est de 14.

4.5.3 Un package python pour I’'agrégation de classements incomplets avec égalités

En plus de l'outil en ligne CoRankCo avec interface graphique, nous avons implémenté et mis a disposition
de la communauté le package python CoRankCo présenté a I'adresse suivante : https://pypi.org/project/
corankco/. Ce package peut étre installé sur n'importe quel systeme d’exploitation. Sur Linux, son installation
passe par I'exécution de la commande pip3 install —user corankco dans le terminal. Comme pour la version web,
ce package python permet d’agréger des classements incomplets et avec égalité. Les vecteurs B et T' du modéle
présenté dans la Section [4.2] peuvent étre choisis librement. Ce package est en fait une version de CoRankCo sans
base de données et ne nécessitant pas de connexion internet. Son objectif est de permettre aux développeurs de
faire tourner localement les algorithmes sans devoir gérer une base de données ou une interface graphique. Il est
a noter que certaines informations sont disponibles en plus de celles affichées sur la version web : une heuristique
comme ParCons peut par exemple avertir 'utilisateur que le classement consensuel renvoyé est nécessairement

optimal si aucune heuristique n’a été utilisée, et afficher le découpage en composantes fortement connexe.

4.6 Evaluation du modele : influence du choix de la KCF

Cette section s’intéresse a I'évaluation du modele paramétré présenté dans ce chapitre. Pour démontrer la
pertinence de notre démarche dans I'explicitation et la formalisation de notre modéle, nous mettons en évidence
l'impact des choix de valeurs des parameétres sur les résultats obtenus au niveau des classements consensuels.
Nous nous intéresserons ensuite a l'influence des parametres sur la capacité a partitionner le probléme initial en

sous-problémes par I'algorithme ParCons introduit au Chapitre [3

4.6.1 Jeux de données considérés

Pour les expériences de cette section, nous considérons le Dataset[1| et le Dataset|d définis dans les sections

et[3.9ainsi que deux Datasets supplémentaires que nous décrivons ci-dessous.

Dataset 3 (Dataset notes d’étudiants a I'université). Le Dataset[3 correspond & un ensemble de jeux de données
synthétiques que nous avons générés et qui sont inspirés de jeux de données réels. Nous considérons les notes de
promotions d’étudiants universitaires. Chaque promotion est formée de deux parcours d’étudiants distincts (i) 280
étudiants qui suivent 14 unités d’enseignement a choisir parmi 17 unités proposées et (ii) 20 étudiants qui suivent

9 unités d’enseignement a choisir parmi ces mémes 17 uniteés.
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Pour chaque étudiant, les unités suivies parmi les 17 ont été choisies uniformément au hasard. Les notes (valeurs
comprises entre 0 et 20 comme dans le systéeme frangais) ont été obtenues suivant une loi normale :
N (Ustandards O2andara) POUr lES 280 étudiants avec pisiandara = 10 €t o2, jurg = 25.

N (fispecials T2peciar) POUT l€s 20 étudiants avec pispeciar = 16 €t a2,,.;,, = 16.

Si une note générée dépasse 20, nous la remettons a 20 et si elle est inférieure a 0 nous la remettons a 0.

On peut observer que les étudiants issus du deuxieme parcours réussissent particulierement bien leurs examens :
la moyenne des étudiants de ce groupe a une forte probabilité de se trouver aux alentours de 16 alors que la

moyenne des étudiants du premier groupe a une forte probabilité de se trouver aux alentours de 10.

Nous avons ainsi généré les notes de 1 000 promotions de 300 étudiants (280 pour le groupe 1 et 20 pour le
groupe 2). Chacun des 1000 jeux de données obtenus est composé de 17 classements d’étudiants : pour chaque

unité d’enseignement, les étudiants 'ayant suivie ont été classés par ordre décroissant de note.

Dataset 4 (Dataset classements synthétiques). Le Dataset[4 est un ensemble de 1000 jeux de données purement
synthétiques. Chaque classement de ce jeu de données a été généré en simulant une chaine de Markov dont les
états sont des classements et des transitions permettent de passer d’'un classementr = [G1, G, ...,G4] (ot les G;
désignent les buckets) a un autre en déplacant un élément. Les régles pour les transitions sont décrites ci-dessous.
Nous prenons x € U. Deux cas sont possibles :
e Supposons d’abord que x ¢ dom(r). Alors, avec une probabilité de 0,2 nous ajoutons un nouveau bucket
contenant x au début de r.
e Supposons maintenant que x € dom(r). Notons G; le bucket contenant x. L'élément x peut étre :
— décalé de G; vers un nouveau bucket entre G,; et G;_, sauf si |G;| =1
— passé de G; a un nouveau bucket entre G; et G; 1 a moins que |G;| < 2
— décalé de G; aG;_1 a moins que i =1
— décalé de G; a G;11 amoins que i = g ou |G;| = |Gi+1] =1
— Ssupprimé de r
Chaque mouvement a la méme probabilité de 0,2 de se produire.
Cette chaine de Markov a été concue pour étre irréductible et apériodique, ce qui implique qu’elle converge vers
une distribution limite unique lorsque le nombre d’étapes tend vers l'infini. De plus, puisque la probabilité de tout
mouvement est égale a la probabilité du mouvement inverse, cette distribution limite est uniforme, c’est-a-dire que

chaque classement a exactement la méme probabilité que les autres.

Considérons maintenant un ensemble de k classements identiques, et simulons la chaine de Markov simultané-

ment sur chacun d’eux, pendant un nombre fixe d’étapes. Plus le nombre d’étapes est élevé, plus les différences
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entre les classements de départ vont croitre. Si k est tres grand, 'ensemble des classements sera proche d’'un
ensemble généré uniformément. Ainsi ce procédé permet de générer des listes de classements ou la dissimilarité
peut varier en fonction du nombre d’étapes. Plus exactement, plus on fait de pas, plus I'indépendance grandit pour

les classements vis-a-vis du classement initial.

Nous avons d’abord créé 1000 jeux de données identiques ou une unique permutation de 300 éléments est ré-
pétée 17 fois. Ensuite, nous avons modifié les jeux de données en utilisant le processus décrit ci-dessus. Nous

avons effectué un total de 3000 mouvements dans chaque jeux de données par pas de 300 mouvements.

4.6.2 Interprétation des éléments manquants a travers la différence B[5] - B[4]

Dans cette premiéere série d’expériences, nous faisons varier la valeur de B[5] — B[4] et étudions I'impact de
cette différence sur le classement consensuel renvoyé. Nous considérons ici le Dataset[1] (données biologiques,
reformulations de maladies) et le Dataset[3 (notes d’étudiants a I'université).

Les coefficients B[4] et B[5] sont des paramétres particulierement intéressants dans une KCF car ils sont direc-
tement liés a l'interprétation des données manquantes. Plus précisément B[4] (respectivement B[5]) correspond au
le colt de placer x avant y dans le classement consensuel pour chaque classement d’entrée tel que x est présent
alors que y est absent (respectivement y est présent alors que x est absent).

En conséquence, lorsque les éléments manquants doivent étre considérés comme moins importants que les
éléments présents dans les classements d’entrée, il est nécessaire de mettre B[4] < BI5]. Au contraire, lorsque
les éléments manquants ne peuvent pas étre considérés comme moins importants que les éléments présents (par
exemple non comparables), alors il faut mettre B[5] = B[4]. La différence B[5] — B[4] indique a quel point les

éléments manquants doivent étre pénalisés vis-a-vis des éléments présents.

Supposons d’abord que BI[5] — B[4] = 1. Dans cette situation, avoir « avant y dans le classement consensuel
alors que y est présent et que z est absent dans un classement d’entrée a un co(t identique a celui d’une inversion.
Avec un raisonnement analogue, une différence B[5] — B[4] > 1 peut étre vue comme une sur-pénalisation des
éléments manquants vis-a-vis des éléments présents et une différence 0 < B[5] — B[4] < 1 peut étre vue comme
une sous-pénalisation des éléments manquants vis-a-vis des éléments présents.
Notez qu’une valeur B[4] > BI5] reste possible mais semble "exotique" si I'on veut considérer des jeux de

données réels. De telles valeurs ne seront pas considérées ici.

Dans cette série d’expériences, nous considérons les Datasets 1 et 3. Nous faisons varier la différence B[5] — B[4]

en fixant la valeur de B[4] a 0 tout en changeant la valeur de B[5] de 0 a 6. Nous posons également T[4] =
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T[5] = B[4] pour éviter la création d’égalités artificielles dans les classements consensuels. Les coefficients fixes et

variables de (B, T') de cette expérience sont rappelés dans la Table

Bo[1]1] 0 |B[BI]O
T{11]0|B[5]| BBl |0

TABLE 4.3 — Vecteurs de pénalité considérés pour les expériences (i), (ii) et (iii).

Remarque. Les expériences ci-dessous ont également été effectuées pour des valeurs différentes de B[4]. Nous
avons observé que pour deux paires de parametres (B[4]1, B[5]1) et (B[4]2, B[5]2) telles que B[5], — B[4]; = B[5]a—
Bl4], les résultats étaient rigoureusement identiques. Ceci s'explique en grande partie grace au Lemmel[4.4.1] : pour
une liste de classements R fixée et deux éléments x + y de U, la différence de colt entre le fait de placer x avant y

et le fait de placer y avant x: dans le classement consensuel ne dépend que de B|2] et de la différence B[5] — B[4].

Expérience (i) : lorsque les absences doivent étre pénalisées.

Pour cette expérience, on se focalise sur le Dataset[7]correspondant aux données biologiques de reformulations
de maladies.

Pourquoi les éléments manquants doivent étre pénalisés ?

Comme les classements sont fournis par une méme base de données biologiques (la base de données Gene
du NCBI), il est logique de considérer que si un géne n’est pas retourné, c’est qu'’il est moins pertinent vis-a-vis de
la maladie considérée que les génes retournés. En conséquence, une KCF pertinente doit avoir B[4] < BI5].

Résultat attendu. Nous nous attendons dans cette expérience a ce que poser B[4] = BI[5] induise un classe-
ment consensuel d’'une moins bonne qualité que si 'on pose B[4] < BI[5].

Evaluation de la qualité des classements consensuels. Comme dans la Section I'évaluation de la qualité
des classements consensuels dans ce contexte utilise les gold standards fournis par la base de données Orphanet.
On va donc comparer le nombre de géenes du gold standard présents dans le top-20 de la base de données Gene
du NCBI avec le nombre de génes du gold standard dans le top-20 des classements consensuels obtenus par
les différentes KCF dont la différence B[5] — BJ4] varie. Plus précisément, on dit que ConQuR-BioV2 bat le NCBI
(respectivement NCBI bat ConQuR-BioV?2) si la KCF considérée aboutit a un classement consensuel dont le top-20
contient strictement plus (respectivement strictement moins) de génes du gold standard que le NCBI.

Résultats de I’expérience.

Les résultats sont présentés en Figure[4.3]

De fagon intéressante, lorsque B[5] = B[4], ConQuR-BioV2 bat le NCBI sur 34 jeux de données seulement alors
que le NCBI bat ConQuR-BioV2 sur 77 jeux de données. Cela signifie que la qualité des classements consensuels

fournis par ConQuR-BioV2 est médiocre puisque I'utilisation des synonymes a abouti & une diminution de la qualité
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du top-20 par rapport au NCBI qui n'utilise pas les synonymes. En comparaison, lorsque B[5] — B[4] = 1, ConQuR-
BioV2 bat le NCBI dans 55 jeux de données alors que le NCBI bat ConQuR-BioV2 dans seulement 8 jeux de
données. De plus, si la valeur de B[5] — B[4] est trop faible (c’est-a-dire, dans cette expérience, B[5] — B[4] = 0.1),
alors ConQuR-BioV2 bat le NCBI mais moins significativement. Enfin, les résultats varient trés peu une fois qu’un

seuil a été atteint (0.3 dans notre expérience).
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FIGURE 4.3 — Nombre de jeux de données du Datasettels que ConQuR-BioV2 bat le NCBI moins le nombre de
jeux de données tels que le NCBI bat ConQuR-BioV2 en fonction de la valeur de B[5] — B[4].

Conclusions de I’expérience. Les conclusions de cette expérience peuvent étre résumées de la fagon suivante.
Tout d’abord, comme prévu dans ce contexte ou les éléments manquants doivent étre pénalisés vis-a-vis des
éléments présents, le choix d’'une KCF qui ne va pas dans ce sens entraine le calcul de classements consensuels
de mauvaise qualité. Deuxiémement, l'idéal est de faire des choix francs pour éviter le risque de sous-pénaliser
les éléments manquants. Enfin, il n’est pas nécessaire de choisir des coefficients "exotiques" : des multiples de
0.5 semblent suffisants pour rendre compte de la nécessité de pénaliser les éléments manquants vis-a-vis des

éléments présents.

Expérience (ii) : quand les éléments manquants ne doivent pas étre pénalisés vis-a-vis des éléments pré-

sents.

Cette expérience se focalise sur le Dataset[3 Ce Dataset correspond aux étudiants séparés en deux groupes :
un groupe de 280 étudiants qui suivent 14 unités d’enseignement parmi les 17 proposées et un groupe de 20
étudiants qui ne suivent que 9 unités d’enseignements parmi 17. Pour rappel, les étudiants du deuxiéme groupe on
des notes généralement supérieures aux étudiants du premier groupe.

Pourquoi les éléments manquants ne devraient pas étre pénalisées vis-a-vis des éléments présents ?
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Ici, le contexte est tres différent du précédent. Les étudiants qui ont les meilleures notes sont les étudiants
inscrits dans un plus petit nombre d’'UE. Dans ce contexte, si un étudiant n’est pas inscrit dans une UE, il n’est
pas comparable aux étudiants inscrits car il n’est pas évalué pour cette UE. Ainsi, les éléments manquants du
classement ne doivent pas étre pénalisés vis-a-vis des éléments présents.

Résultat attendu. Ici, les attentes sont a 'opposé de I'expérience précédente : B[5] = BJ4] devrait fournir un
meilleur classement consensuel que B[5] > B[4].

Evaluation de la qualité des classements consensuels.

La qualité du classement consensuel obtenu est évaluée a l'aide du classement des étudiants selon leur
moyenne générale : nous comptons le nombre d’étudiants dans le top-20 du classement consensuel qui sont éga-
lement dans le top-20 du classement obtenu en considérant leur moyenne générale.

Résultats de I'expérience. Les résultats sont fournis en Figure [4.4]
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FIGURE 4.4 — Nombre moyen (sur les jeux de données du Dataset [3) d’étudiants dans le top-20 du classement
consensuel qui sont également dans le top-20 du classement obtenu en considérant la moyenne générale en
fonction de la valeur B[5] — B[4].

Lorsque B[5] = B[4], c’est-a-dire que les éléments absents d’'une UE ne sont pas pénalisés, prés de 19 étudiants
en moyenne sont a la fois dans le top-20 du classement consensuel et dans le top-20 du classement obtenu
en considérant la moyenne générale des étudiants. Ce nombre diminue significativement avec 'augmentation de
B[5] — B[4] jusqu’a une valeur inférieure a 1 lorsque B[5] — B[4] > 1.

Conclusions de I’expérience. A nouveau, les résultats obtenus sont conformes aux attentes. Pénaliser les
éléments manquants dans un contexte ou cela n’a pas de sens se traduit par le calcul d’'un classement consensuel

de trés mauvaise qualité alors que mettre des coefficients pertinents concernant le contexte conduit au calcul d’un
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classement consensuel de bonne qualité.
Les expériences (i) et (ii) ont bien mis en évidence I'importance cruciale de considérer le contexte lorsque I'on
veut agréger des classements incomplets, afin de comprendre l'origine des données manquantes et de choisir une

adaptation pertinente du score de Kemeny.

Expérience (iii) : quantifier la dissimilarité des classements consensuels.

La troisieme expérience utilise le Dataset[4a savoir les jeux de données synthétiques de plus en plus dissimi-
laires obtenus a 'aide des chaines de Markov.

Objectif de I'expérience.

Dans cette nouvelle expérience, nous utilisons le Dataset[4 afin d’évaluer la différence entre les classements
consensuels obtenus en posant B[5] — B[4] = 1 (ce qui était pertinent dans I'expérience (i) mais pas dans I'ex-
périence (ii)) et B[5] — B[4] = 0 (ce qui était non pertinent dans I'expérience (ii) mais pas dans I'expérience (i)).
Rappelons que dans ce Dataset, les classements d’entrée sont initialement tous identiques. Nous avons effectué
un nombre croissant de pas dans la chaine de Markov détaillée dans la Sous-section[4.6.1]dans le but d’'augmenter
la dissimilarité. Lobjectif est ici d’étudier 'impact du nombre de pas dans la chaine de Markov sur la dissimilarité
des classements consensuels obtenus.

Résultat attendu. On s’attend a ce que la dissimilarité des classements consensuels obtenus avec B[5]—B[4] =
1 et B[5] — B[4] = 0 augmente avec le nombre de pas dans la chaine de Markov. En effet, si les classements sont
trés similaires (peu de pas), le classement consensuel ne devrait pas beaucoup varier. Au contraire, une augmen-
tation du nombre de pas devrait augmenter la dissimilarité des classements d’entrée et donc induire davantage de
divergences entre les deux classements consensuels obtenus.

Evaluation de la dissimilarité entre deux classements consensuels. La dissimilarité entre deux classements
consensuels est évaluée en divisant le nombre de paires d’éléments de U telles que leur ordre relatif est différent
entre les deux classements consensuels par le nombre total de paires d’éléments U.

Résultats de I’expérience. Les résultats de cette expérience sont fournis en Figure

Nous pouvons observer que lorsque le nombre de pas est petit (< 300 soit exactement |U]), le classement
consensuel obtenu est identique entre les deux KCFs. Pour 2 100 pas, a savoir 7 « |U|, une moyenne de 33 % de
paires ne sont pas dans le méme ordre relatif entre les deux classements consensuels.

Conclusion de I'expérience. Un nombre méme peu élevé de pas dans la chaine de Markov peuvent induire
des différences significatives entre les classements consensuels obtenus par les KCFs considérant B[5] — B[4] =1

et B[5] — B[4] = 0.

Conclusion des expériences (i), (ii) et (iii).
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FIGURE 4.5 — Proportion moyenne (sur les jeux de données du Dataset de paires dont I'ordre relatif est différent
entre les deux classements consensuels obtenus a partir de deux KCFs différentes en fonction du nombre de pas
dans la chaine de Markov.

Cette série d’expériences met en avant I'impact des coefficients B[5] et B[4] sur les classements consensuels
calculés lorsque les classements d’entrée sont incomplets. En particulier, ces expériences montrent que sur des
jeux de données réels comportant des classements d’entrée incomplets, il est primordial de comprendre les rai-
sons pour lesquelles certains éléments sont absents de certains classements. Selon que I'absence d’un élément
puisse étre interprétée comme une "non pertinence de I'’élément vis-a-vis du classement” (géne non associé a une
reformulation de maladie) ou d’'une "incapacité a comparer I'élément avec d’autres éléments" (étudiants non inscrits
a une unité d’enseignement), la valeur de B[5] — B[4] a un fort impact sur le classement consensuel calculé. Elle
doit étre positive dans le premier cas (B[4] a 0 et B[5] a 1 semblent étre pertinents) et nulle dans le deuxieme
(B[4] = B[5] = 0). Un mauvais choix aboutit a un classement consensuel de trés mauvaise qualité, parfois méme a

I'opposé de ce qui est théoriquement attendu.

4.6.3 Influence des vecteurs de pénalité sur la capacité a partitionner

Partitionner le probléme initial en sous-problémes indépendants est un défi important puisque c’est ce qui per-
met I'utilisation d’un algorithme exact lorsque le nombre d’éléments est trop élevé. Nous nous intéressons ici a la
capacité de notre algorithme ParCons a partitionner le probléme initial en de nombreux sous-problémes selon les

valeurs des vecteurs de pénalité. Les expériences décrites ici font I'objet d’'un article en cours de rédaction.

Intuitivement, s’il y a une position ¢ dans les vecteurs telle que T'[i] est trop petit par rapport a BJi|, on va aug-
menter le nombre de paires pour lesquelles la relation de préférence est I'égalité et ainsi augmenter la connexité du

graphe. Il sera en conséquence plus difficile de partitionner le probléme initial en de nombreux sous-problémes.
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Influence de B[6] sur le partitionnement.

B|[6] est un parametre qui demande une attention particuliére, nous en détaillons les raisons ci-dessous.

Interprétation de B[6]. Ce paramétre correspond au co(t a payer si I'on veut placer un élément z avant un
autre élément y dans le classement consensuel pour chaque classement d’entrée tel que z et y sont tous les deux
absents. Ce parameétre est le seul qui différencie le score de Kemeny unifiant (Définition et le score de Kemeny
généralisé a la pseudo-distance (Définition [2.3.6). Les vecteurs de pénalité sont indiqués dans la Sous-section
Dans le premier cas, les éléments absents sont "virtuellement" placés ex-aequo a la fin du classement (pour
simuler le comportement de la technique d’unification sans avoir a modifier les classements d’entrée). Une relation
x <. y dans le classement consensuel ¢ nécessite donc de payer un colt pour "rompre" I'égalité dans le classement
d’entrée si x et y sont absents. Dans le deuxiéme cas, au contraire, on considére que les éléments absents n'ont
pas de raison d’étre ex aequo. En conséquence, les classements d’entrée tels que z et y sont tous les deux absents
n’induisent pas de co(t pour la paire (z,y).

Intuition quant a I'influence de BI[6] sur la capacité de ParCons a partitionner le probleme initial en sous-
problémes. Considérons une paire x # y € U. Dans le graphe G, (Définition a la base du partitionnement,
il y a alafois un arc de x vers y et un arc de y a x si et seulement si la relation la moins colteuse est uniquement
celle de mettre z et y a égalité dans le classement consensuel. Un tel cas de figure a tendance a diminuer le
nombre de composantes fortement connexes du graphe (donc le nombre de sous-problemes) puisqu’il augmente
sa connexité. Lorsque des classements d’entrée sont tres incomplets comme c’est le cas pour les jeux de données
du Dataset le fait de choisir une valeur de 1 plutoét que 0 pour B[6] va augmenter le colt des relations "avant"
pour de nombreuses paires, sans augmenter le colt des relations "égalité". On s’attend donc a ce que le nombre

de sous-problémes soit beaucoup plus petit avec B[6] = 1 qu’avec B[6] = 0.

Expérience (iv) : variations de B[6] et nombre de sous-probléemes obtenus par ParCons. Pour cette expé-
rience, on utilise le Dataset[1] correspondant aux jeux de données biologiques (reformulations de maladies). Cette
expérience a été menée en utilisant le code source du logiciel ConQuR-BioV2 contrairement aux autres expériences
qui ont été menées en utilisant le code source du logiciel CoRankCo. On fait varier le paramétre B[6] de 2 a 0 par
pas de 0.1. Etant donnée une valeur de B|[6], pour chaque jeu de données, on divise le nombre moyen de sous-
problémes obtenus par le nombre d’éléments (nombre maximal possible de sous-probléemes que 'on peut obtenir).
On associe alors a B[6] la moyenne des valeurs ainsi calculées. Plus cette moyenne est proche de 1 (respective-
ment de 0), plus (respectivement moins) I'algorithme ParCons a pu partitionner le probléme initial en de nombreux
sous-problemes. Les coefficients fixes et variables de (B, T') de cette expérience sont rappelés dans la Table

Le résultat est présenté en Figure

Résultat de I'expérience. On observe sur la Figure [4.6|que la capacité de ParCons & partitionner le probléme

initial en sous-problémes décroit lorsque B[6] augmente. En effet, lorsque B[6] = 0, le nombre de sous-problémes
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FIGURE 4.6 — Influence de B[6] sur la capacité a partitionner le probléme initial en sous-problémes : moyenne sur
'ensemble des jeux de données du Dataset [1| du nombre de sous-problémes obtenus par I'algorithme ParCons
divisé par le nombre d’éléments en fonction de B[6].

obtenus correspond en moyenne a 72% du nombre d’éléments. Ce chiffre tombe a 11% lorsque B[6] = 0.5 et a 3%
lorsque B[6] =

Conclusion de I'expérience.

Limpact de B[6] est particulierement flagrant sur la capacité de ParCons a diviser le probléme initial en sous-
problemes. Une valeur de 0 permet un partitionnement en de nombreux sous-problémes, mais cette capacité a
partitionner décroit trés vite lorsque B[6] augmente. La qualité du classement consensuel vis-a-vis du score associé
devient alors difficile a évaluer dans la mesure ou la quasi-totalité des éléments sont placés dans le classement
consensuel par une heuristique. Une étude plus approfondie sur les données valide I'intuition décrite ci-dessus : le
nombre de paires d’éléments dont le co(t le moins onéreux est celui de les mettre a égalité croit fortement avec la

valeur de BI6].

Influence du vecteur T sur la capacité a partitionner.

Nous avons rappelé lors de I'expérience précédente que si pour deux éléments = £ y, le colt du positionnement
relatif le plus faible correspond (uniquement) a la relation d’égalité, la connexité du graphe G. augmente ce qui a
pour conséquence de diminuer nos chances d’obtenir un grand nombre de composantes fortement connexes. Or, le
vecteur T' correspond aux colts de mettre deux éléments = et y a égalité dans le classement consensuel selon les
positionnements relatifs de = et y dans les classements d’entrée. On peut facilement imaginer que des coefficients

trop faibles dans le vecteur T' vont tendre a favoriser les égalités, réduisant ainsi la capacité de ParCons a diviser le
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probléme initial en sous-problémes.

Expérience (v) : influence de T'[1] et T'[2] sur le nombre de sous-problémes obtenus par ParCons. Comme
dans I'expérience précédente, nous utilisons le Dataset[7|correspondant aux données biologiques. On fait ici varier
T[1] et T[2]. Ces valeurs correspondent au colt a payer, si 'on veut mettre = et y a égalité dans le classement
consensuel, pour chaque classement d’entrée tel que x est avant y ou y avant x. Pour rappel, par définition d’'une
KCF, on a T'[1] = T[2]. Nous faisons varier T'[1] de 0 a 1 par pas de 0.1 (les valeurs de T'[4] et T'[5] sont fixées a
1). A nouveau, on regarde le nombre moyen de sous-problémes obtenus normalisé par le nombre d’éléments. Les

coefficients fixes et variables de (B, T') de cette expérience sont rappelés dans la Table

Bj| o | 1 |1]0]1]0
T|TA]|TA]|0 1|10

TABLE 4.5 — Vecteurs de pénalité considérés pour I'expérience (v)
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FIGURE 4.7 — Influence de T'[1] et T'[2] sur la capacité a partitionner le probléme initial en sous-problémes : moyenne
sur 'ensemble des jeux de données du Dataset[f]du nombre de sous-problémes obtenus par I'algorithme ParCons
divisé par le nombre d’éléments en fonction de T'[1] = T'[2].

Résultat de I'expérience. Les résultats sont présentés en Figure[4.7] On voit que le nombre de sous-problémes
augmente avec T'[1] ce qui est en adéquation avec le résultat attendu. Cependant, on observe que méme avec
T[1] = 0, on garde un nombre de sous-probléemes plutét important. Ce résultat est, cette fois, moins attendu.

Hypothése pour expliquer le résultat de I’expérience. Le fait que le nombre de sous-problemes reste relative-
ment élevé méme avec des valeurs nulles pour T'[1] et T'[2] peut s’expliquer. En effet, les données biologiques sont
particulierement incomplétes. Les parametres T[4] et T'[5] (colt a payer si 'on veut mettre « et y a égalité dans le
classement consensuel pour chaque classement d’entrée tel que x ou y est présent mais pas les deux) étant fixés
a 1, ils peuvent compenser les faibles valeurs de T[1] et T'[2] et ainsi maintenir des colts élevés pour les égalités,

ce qui est propice a un plus grand nombre de composantes fortement connexes pour G..
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4.6.4 Conclusions des expériences menées

Plusieurs points ressortent de ce chapitre et sont listées ci-dessous.

e Le choix des parametres du modéle est particulierement important si les classements a agréger corres-
pondent a des données réelles. Dans un tel cas, il convient de comprendre les raisons pour lesquelles les
classements sont incomplets afin de choisir des paramétres pertinents. En particulier, la valeur de B[5] — B[4]
doit étre nulle si les éléments manquants sont incomparables avec les éléments présents. Une valeur de 1
est conseillée pour les cas ou les éléments manquants doivent étre considérés comme moins pertinents que
les éléments présents.

o |l est préférable de faire des choix francs. Des pénalités strictement supérieures a 0 mais proches de 0
aboutissent a des résultats de qualité moyenne.

e Choisir une KCF pertinente vis-a-vis du contexte est d’autant plus important que les jeux de données sont
dissimilaires.

e Certains paramétres comme BI6], T'[1] (égal a T'[2]) et T'[4] (égal a T'[5]) ont une influence sur la capacité de
ParCons a partitionner le probléme initial en sous-problémes. Des valeurs trop basses pour les valeurs de T
par rapport aux valeurs de B (pour un méme indice) ont tendance a favoriser les égalités, augmentant ainsi

la connexité du graphe des éléments (Définition [3.4.1).

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit un modéle paramétré par deux vecteurs de pénalité de taille 6 qui inclut
les principales adaptations du score de Kemeny aux classements incomplets que I'on peut trouver dans la littéra-
ture (en particulier les adaptations définies dans [4}, (17}, (19| 24] 44! [78]) ainsi que le score de Kemeny généralisé
de Fagin et al. pour les égalités [47] mais également d’en concevoir de nouvelles. Nous avons appelé KCF (pour
fonction Kemeny compatible) une fonction rentrant dans le cadre de notre modeéle, et démontré que les adaptations
du score de Kemeny citées précédemment sont des KCFs. Le choix des valeurs des parametres est lié au sens
que I'on veut donner aux données manquantes. Le contexte lié aux données et en particulier la raison pour laquelle
certains éléments sont manquants dans certains classements est un élément clé pour guider l'utilisateur vers le
choix des parameétres. Par exemple, on ne choisira pas les mémes vecteurs de pénalité selon que les classements
correspondent a des films notés par des utilisateurs sur une plateforme ou a des génes associés a une maladie.
Dans le premier cas, parmi 'ensemble des films disponibles, un utilisateur ne note que les films gqu’il a déja vision-
nés, rendant impossible la comparaison entre les films qu’il a noté et les films non notés. Dans le deuxiéme cas, un
géne absent d’un classement signifie que ce géne est considéré comme non pertinent vis-a-vis du nom de maladie

utilisé pour la requéte.
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Une étude axiomatique de ce modeéle, inspirée par les critéres d’équité de la théorie du choix social, met en avant
que certaines valeurs de parameétres peuvent offrir des garanties. En particulier, certains de ces criteres comme
le critére de Condorcet et le LIIA couramment utilisés dans le cadre des classements complets et sans égalités
peuvent étre redéfinis en utilisant les parametres du modeéle, aboutissant a des techniques de partitionnement du
probléme initial en sous-problemes indépendants sur les classements incomplets et avec égalités.

Les algorithmes classiquement utilisés dans le cadre de I'agrégation de classements et compatibles avec le
modele paramétré ont été adaptés, tout comme I'ensemble de nos contributions du Chapitre [3| (en particulier les
algorithmes ParCons et ParFront qui ont été généralisés a n'importe quelle KCF). Un outil en ligne, CoRankCo, a
été créé afin que les utilisateurs puissent calculer un classement consensuel pour des classements possiblement
incomplets et avec égalités en choisissant leur algorithme ainsi que le vecteur de pénalité le plus adapté au contexte.
Un package python du méme nom a également été développé et mis a disposition de la communauté scientifique.

Une évaluation du modéle a permis de constater que la qualité des classements consensuels renvoyés par
ConQuR-BioV2 est due (entre autres) a I'adéquation entre le contexte biologique et le choix du score de Kemeny
adapté a la pseudo-distance. En effet, alors que ConQuR-BioV2 renvoie des classements de genes qui corres-
pondent mieux a une réalité biologique que la base de données Gene du NCBI (voir Section [3.9), nous avons
montré a travers une expérience qu’un mauvais choix de vecteurs aboutit au calcul d’un classement consensuel de
plus mauvaise qualité que le classement obtenu par la base de données Gene du NCBI qui ne se sert pas des re-
formulations. Plus généralement, les expériences menées avec les logiciels ConQuR-BioV2 et CoRankCo montrent
que l'utilisation d’une adaptation du score de Kemeny (donc une KCF) pour les données manquantes peut aboutir
a des résultats d’'une piétre qualité si le contexte expliquant les données manquantes n’est pas pris en compte.
Ainsi, les valeurs des vecteurs de pénalité du modele défini au Chapitre [4| ont une influence trés importante sur la
qualité du résultat. Nous avons enfin pu observer que la capacité de ParCons a partitionner le probléme initial en
sous-probléemes est également dépendante de certaines valeurs de ces coefficients. Les valeurs de T'[2], T'[4], T'[5]
et T'[6] ne doivent pas étre trop faibles par rapport & B[2], B[4], B[5] et B[6] au risque de ne plus pouvoir partitionner

le probléme initial en sous-problémes.
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Résumé du Chapitre

De nombreux jeux de données réels correspondent a des classements incomplets et avec égalités. Plusieurs gé-
néralisations du score de Kemeny ont été proposées [4], 17,19, 24 44| [78]. Le probleme est de savoir, étant donné
une liste de classements, quelle généralisation choisir parmi celles citées. En effet, aucune information n’est donnée
quant aux caractéristiques des données qui rendent pertinentes I'utilisation de ces différentes généralisations. Par
ailleurs, ces généralisations ne sont pas associées a un algorithme exact ou a des propriétés susceptibles d’amener
une heuristique a calculer un classement consensuel de bonne qualité.

Pour répondre a ces enjeux, nous avons défini un modele paramétré permettant d’apporter un regard qualitatif
sur les données. Plus précisément, les parametres du modéle sont deux vecteurs réels B et T de taille 6 dont le
premier (respectivement le deuxiéme) correspond aux colts pour chaque paire d’éléments (z,y) telle que z est
avant y (respectivement x est a égalité avec y) dans le classement consensuel des 6 situations suivantes pour un
classement d’entrée r : x est avant y, x est aprés y, = est a égalité avec y, = est présent et y absent, x est absent et
y présent, x et y sont absents. Nous avons appelé KCF (Kemeny Compatible Function) une "fonction d’agrégation”
qui rentre dans le cadre de notre modéle et avons démontré que les généralisations du score de Kemeny citées au
paragraphe précédemment sont des KCFs (les vecteurs de pénalités associés & chacune ont été déterminés).

Sur les aspects algorithmiques, dans le but de fournir a I'utilisateur un classement consensuel de bonne qualité en
un temps raisonnable, nous avons (i) congu et implémenté un algorithme exact en PLNE, (ii) généralisé 'ensemble
des contributions du chapitre précédent a notre modéle afin d’utiliser ParCons et ParFront sur n’importe quelle
KCF, (iii) généralisé plusieurs heuristiques couramment utilisées dans le cadre de I'agrégation de classements pour
qgu’elles considéerent les vecteurs de pénalité du modéle. Les heuristiques basées sur des comparaisons par paires
comme BioConsert [32], KwikSort [3] et Copeland [36] s’adaptent naturellement au modéle, tandis que d’autres
heuristiques comme Borda [39], MedRank [46] ne peuvent s’adapter qu’a certaines KCFs bien déterminées.

Nous avons également fait une étude axiomatique de notre modéle en déterminant des conditions nécessaires
et suffisantes sur les vecteurs de pénalités pour que le critére de majorité, le critére de Condorcet et le critére
d’'indépendance locale des alternatives non pertinentes particulierement importants dans la théorie du choix social
soient respectés. Lintérét de respecter ou non ces critéres a été mis en lien avec les données réelles.

Des expériences ont été menées sur des données biologiques et synthétiques pour évaluer le modéle et ont abouti
a deux enseignements principaux. Premiérement, il est pertinent de choisir une valeur de 1 pour B[5] — B[4] si les
éléments absents doivent étre pénalisés vis-a-vis des présents, et 0 sinon. Plus les classements sont dissimilaires
etincomplets, plus la valeur B[5] — B[4] influe sur le classement consensuel calculé. Deuxiémement, les paramétres
BI6], T'[1] et T'[2] ont une influence sur la capacité de ParCons & partitionner le probléme initial en sous-problémes.
Loutil en ligne CoRankCo a été implémenté (https://corankco.lri.fr/). Il permet a un utilisateur d’agréger des

classements incomplets et avec égalités. Un package python du méme nom est également disponible.
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Conclusion

Nous sommes partis d’un besoin réel exprimé par nos collaborateurs biologistes et médecins, besoin rencontré
dans leur tache de recherche d’information : celui de rendre compte des points communs et des différences entre
plusieurs classements de génes obtenus en interrogeant une méme base de données. Plus précisément, lorsqu’un
médecin ou un biologiste cherche a connaitre les genes les plus associés a une maladie donnée, il doit utiliser
plusieurs synonymes de la maladie d’intérét pour faire apparaitre bien positionnés certains genes connus pour
étre étroitement liés a la maladie [24]. Il est alors difficile de conclure quant aux genes les plus impliqués face a
I'information apportée par plusieurs classements (possiblement quelques dizaines dans ce contexte) de plusieurs
milliers de genes. Une difficulté supplémentaire est que les classements peuvent contenir des égalités (certains
génes peuvent étre ex aequo dans un classement, par exemple s’ils sont d’égale importance vis-a-vis de la maladie)
et étre incomplets (certains génes ne sont présents que dans certains classements).

Nous nous sommes alors intéressés a la problématique d’agrégation de classements en considérant la mé-
thode Kemeny-Young [59, 186] qui consiste a déterminer un classement consensuel de score de Kemeny minimal.
Ce probleme NP-difficile dans la majorité des cas [12,120, 144] intéresse de nombreuses communautés, en particulier
la communauté algorithmique [3} 117,144, 169] et la communauté théorie du choix social [9, (10 126]. Ces deux commu-
nautés sont a l'origine de la grande majorité des résultats théoriques majeurs concernant ce probleme [17, 83, 86].
Un objectif récurrent est de concevoir des techniques de réduction d’espace [69], consistant le plus souvent a parti-
tionner le probléme de départ en sous-problémes indépendants [17,83]. Ces méthodes sont souvent utilisées pour
diminuer le temps d’exécution d’un algorithme exact, mais sont rarement suffisantes sur des instances de grande

taille. En conséquence, de nombreux algorithmes d’approximation et heuristiques sont utilisés [2} 13}, 132, 136, [39, 46].

Capacité a gérer les classements avec égalités et les classements incomplets. La majorité de ces heuris-
tiques et algorithmes d’approximation ont été concus pour les classements complets et sans égalités [2, 13, [36, 139,
46]. lls ont été adaptés dans [25] 23] pour gérer les classements avec égalités. Bien que plusieurs adaptations du
score de Kemeny aient été proposées pour gérer les classements incomplets [4, [17] 124} 144], aucune n’est asso-
ciée a des techniques de partitionnement ou & d’autres résultats théoriques permettant de calculer un classement

consensuel optimal sur des instances de grande taille. Seules des heuristiques sont utilisées [4, 24], et n’apportent
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par essence aucune garantie sur la qualité des classements consensuels calculés.

Premiére contribution : une heuristique basée sur une technique de partitionnement en sous-problémes in-
dépendants. Notre premiere contribution publiée dans [7, [8] est d’avoir établi une condition suffisante permettant
de partitionner le probléme initial en sous-problémes indépendants de sorte que la concaténation d’'un classement
consensuel optimal de chaque sous-probleme forme un classement consensuel optimal pour le probléme de départ.
Cette propriété repose sur la représentation en graphe des classements de départ. Nous avons implémenté I'al-
gorithme ParCons dont la premiére étape consiste a effectuer le partitionnement en sous-problémes. La deuxiéme
étape consiste a appeler un algorithme exact sur les sous-problémes non triviaux dont la taille permet de le faire (en
pratique, moins de 80 éléments), ou a appeler une heuristique pour les sous-problémes de grande taille. Plusieurs
expériences ont montré I'efficacité de ParCons sur un ensemble de 1354 jeux de données biologiques de grande
taille (entre 100 et 1557 éléments) : un classement consensuel optimal a été trouvé sur 60 % des jeux de données,
dont la moitié n’a eu besoin que du partitionnement (tous les sous-problemes obtenus étaient triviaux). Nous avons
également montré la pertinence de notre approche en utilisant des gold standards : la base de données Orphanet
spécialisée dans les maladies rares fournit pour une maladie donnée un ensemble (généralement petit) de génes
connus pour étre particulierement associés a une maladie donnée. Nous avons observé a travers plusieurs expé-
riences que le classement consensuel renvoyé par ParCons met mieux en avant ces genes que le classement de la
base de données Gene du NCBI n’utilisant pas les reformulations synonymes. Lalgorithme ParCons est implémenté
dans l'outil en ligne ConQuR-BioV2 destiné aux médecins et biologistes et dont le fonctionnement est décrit dans

la Section

Perspectives de cette premiére contribution. Nous dégageons deux perspectives principales a cette premiere
contribution. La propriété de concaténation (Propriété a la base de I'heuristique ParCons garantit que conca-
téner un classement consensuel optimal de chaque sous-probléme forme un classement consensuel optimal pour
le probléme de départ. Ces sous-problémes sont obtenus en calculant les composantes fortement connexes du
graphe des éléments (Définition qui représente les classements d’entrée.

Partitionner les composantes fortement connexes. Une premiére perspective est d’établir de nouvelles
conditions suffisantes, plus souples, qui permettraient de partitionner le sous-probleme formé par une unique com-
posante fortement connexe en plusieurs sous-problémes. Trouver de telles propriétés serait particulierement utile
dans la mesure ou plusieurs jeux de données biologiques parmi les 1354 qui ont servi a notre étude expérimentale
ont abouti au calcul d’'une seule composante fortement connexe.

Définir d’autres graphes. Par ailleurs, dans le graphe des éléments, un arc de z vers y veut dire que le
positionnement relatif le moins colteux pour la paire (z,y) dans le classement consensuel n'est pas de mettre y

avant z. Un tel arc peut correspondre & trois situations différentes : le colt du positionnement relatif le plus bas
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peut étre celui de mettre = avant y, x a égalité avec y, ou les deux. Représenter des classements incomplets avec
égalités par un graphe dont la définition des arcs est différente pourrait apporter des informations complémentaires

qu’il serait intéressant d’exploiter.

Deuxieme contribution : donner a I'utilisateur un indicateur de robustesse du classement consensuel.
Notre deuxieme contribution, publiée dans [8], est d’avoir établi une condition suffisante capable de mettre en
évidence des points communs entre tous les classements consensuels optimaux. Plus précisément, nous calcu-
lons a I'aide du graphe des éléments une partition ordonnée des éléments a trier telle que tous les classements
consensuels optimaux respectent (au sens de la Définition|3.5.1) cette partition. Cette derniere détermine des fron-
tieres : une frontiére en position % indique que I'ensemble des éléments constituant le top-k est le méme pour tous
les classements consensuels optimaux. Nous avons implémenté I'algorithme ParFront dans ConQuR-BioV2 afin de
rendre ces frontieres visibles pour la communauté biologique et médicale. En effet, 'information apportée par les
frontieres peut étre particulierement utile a I'utilisateur qui aura une confiance plus élevée dans les choix de genes
a explorer si des frontiéres apparaissent aux premiéres positions du classement consensuel renvoyé. Notre étude
expérimentale a montré que les classements issus de reformulations synonymes des maladies permettent d’obtenir
un nombre de frontiéres non négligeable, en particulier aux premiéres positions. Nous avons également démontré
que notre approche permet de calculer toutes les frontiéres obtenues par les éléments propres [17] et le critére de
Condorcet étendu [83], et observé expérimentalement que nous obtenons beaucoup plus de frontieres qu’avec ces

deux derniéres méthodes.

Perspectives de cette deuxiéme contribution. Un inconvénient de notre approche est qu’elle repose sur une
condition suffisante. Ainsi, sur certaines instances pour lesquelles il y a un seul classement consensuel optimal,
elle ne permet de calculer aucune frontiere. Or, sur ces instances, il est tout aussi important d’indiquer a I'utilisateur
si le classement consensuel renvoyé est fiable ou non. De plus, les frontieres ne permettent pas de savoir s'il
suffirait de modifier Iégérement les classements d’entrée pour aboutir au calcul d'un classement consensuel trés
différent. Il serait particulierement utile pour le biologiste de savoir a quel point les premiers éléments du classement
consensuel ont une position robuste vis-a-vis de petites modifications dans les classements d’entrée. Par ailleurs,
le logiciel ConQuR-BioV2 repose sur la recherche de synonymes d’'une maladie donnée. Or, les médecins sont
susceptibles de vouloir refuser certains synonymes s'ils leurs paraissent peu pertinents. A nouveau, la question de
savoir a quel point le classement consensuel peut étre robuste vis-a-vis de la perte d’'un ou plusieurs classements
se pose.

Utiliser des outils statistiques. Une piste a étudier pour tenter de répondre a ces problémes est d’utiliser
des outils statistiques afin de calculer des intervalles de confiance sur la position des éléments. Des méthodes

bootstrap ont déja été utilisées sur des classements complets et sans égalités [51, 87]. Il serait intéressant d’étudier
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a quel point le modele utilisé dans ce cadre peut se généraliser aux classements incomplets et avec égalités. Nous
avons débuté son investigation lors d’'un stage de M2 co-encadré avec Marie-Anne Poursat du LMO (Laboratoire
de Mathématiques d'Orsay) et les résultats préliminaires obtenus sur des permutations sont encourageants. Par
ailleurs, de nombreux travaux en apprentissage statistique concernent I'agrégation de classements [1}, 27 142, [63]
et peuvent étre utilisés dans le but de quantifier I'incertitude. Lutilisation de foréts aléatoires peut aider a calculer un
score d’'importance associé a un élément [50, [54], reflétant le niveau de confiance qu’on peut avoir en sa position
dans le classement consensuel.

Exploiter I'information apportée par les tris topologiques. Enfin, les tris topologiques du graphe des com-
posantes fortement connexes que 'on calcule peuvent également donner des informations quant a la robustesse
du classement consensuel renvoyé. En effet, nous avons montré que chaque tri topologique est associé a un clas-
sement consensuel optimal distinct. Considérons une composante fortement connexe du graphe des éléments qui
serait en troisieme position d’'un premier tri topologique et en cinquantiéme position d’'un deuxiéme tri topologique,
on saurait alors que les éléments qui la constituent ont une position qui n’est pas du tout robuste dans le classement

consensuel renvoyé.

Troisieéme contribution : un modeéle pour gérer les classements incomplets. Notre troisieme contribution
concerne la gestion des classements incomplets et fait I'objet d’un article en cours de rédaction. Nous avons congu
un modele paramétré incluant les différentes généralisations du score de Kemeny de la littérature pour gérer les
classements incomplets [4], 19| 17, 24} [44] [78] et les classements avec égalités [47], et permettant d’en concevoir
de nouvelles. Une fonction rentrant dans le cadre de notre modéle est appelée KCF (pour fonction Kemeny compa-
tible). Lintérét de ce modele est d’apporter un regard qualitatif sur les données et particulierement sur 'interprétation
des données manquantes, palliant le manque d’information concernant les cas d’utilisation des généralisations du
score de Kemeny de la littérature. Il est en effet possible, entre autres, de décider a quel point les éléments man-
quants doivent étre pénalisés vis-a-vis des éléments présents étant donné le contexte associé aux données. Les
adaptations [4,[19,[17, [24] 44 78] n’étant associées a aucune technique de réduction d’espace ni aucun algorithme
exact, nous avons alors concu et implémenté un algorithme exact en programmation linéaire en nombre entiers
capable de renvoyer I'ensemble des classements consensuels optimaux quelle que soit la KCF considérée (quelles
que soient les valeurs choisies pour les parametres), et généralisé plusieurs heuristiques pour qu’elles prennent en
compte les parametres du modéle. En particulier, les méthodes présentées au Chapitre [3| (les algorithmes ParCons
et ParFront) ont été généralisées pour étre utilisées dans le cadre de ce modele. Une étude axiomatique a été
effectuée en déterminant des conditions nécessaires et suffisantes sur les valeurs des vecteurs pour que certains
criteres d’équité de la théorie du choix social soient respectés. Ces critéres ont été mis en lien avec les données
réelles. Une étude expérimentale a été menée afin d’évaluer le modéle proposé. Nous avons montré, entre autres,

qu’avec une généralisation du score de Kemeny non pertinente vis-a-vis du contexte des reformulations synonymes
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de maladies, le classement consensuel renvoyé par ConQuR-BioV2 devient tres souvent moins bon que celui ren-
voyé par la base de données Gene du NCBI pour le méme mot-clé choisi. Un lien a également été établi entre
certains parametres du modeéle et la capacité de ParCons a partitionner le probleme principal en sous-problémes.
Pour terminer, nous avons implémenté 'outil en ligne CoRankCo (https://corankco.lri.fr/) permettant a un
utilisateur d’agréger des classements incomplets et avec égalités. Un package python du méme nom est également

disponible.

Perspectives de cette troisieme contribution. Les perspectives sont nombreuses pour cette contribution qui fait
I'objet d’un article en cours de rédaction. Tout d’abord, I'intégralité des perspectives associées aux deux premieres
contributions sont également des perspectives pour cette troisieme contribution. En effet, il serait particulierement
utiles que les futurs travaux associés aux perspectives décrites précédemment puissent prendre en compte la

généricité du modéle présenté ici. D’autres perspectives sont envisagées.

Approfondir I’évaluation du modeéle. Deux parameétres n'ont pas fait I'objet d’expériences. Le premier (res-
pectivement le deuxiéme) correspond au colt a payer pour placer un élément x a égalité avec un autre élément y
dans le classement consensuel lorsque dans un classement d’entrée, un des deux éléments est absent (respecti-
vement z et y sont tous les deux absents). Des expériences pourraient par exemple mettre en avant le lien entre
les données manquantes, les valeurs de ces parameétres et la capacité de ParCons a partitionner le probléme initial

en sous-problémes.

Compléter I'étude axiomatique. Les criteres d’équité de la théorie du choix social peuvent avoir une impor-
tance majeure pour le calcul de classements consensuels. Nous avons établi des conditions nécessaires et suffi-
santes pour plusieurs d’entre eux mais d’autres critéres d’équité mériteraient d'étre étudiés dans le cadre de notre
modele. On peut en particulier citer le Pareto criterion (si dans tous les classements d’entrée on a x avant y, alors
x doit étre avant y dans le classement consensuel), Monotonicity (si un élément x voit sa position améliorée dans
certains classements sans que les autres éléments ne soient déplacés, alors la position de = dans le classement
consensuel ne peut pas empirer) et le Consistency (si on divise les classements d’entrée en deux groupes et que
'ensemble des éléments en premiere position est identique pour les deux sous-groupes, alors cet ensemble doit

étre conservé si I'on réunit les sous-groupes).

Intégrer les techniques de réduction d’espace de Robin Milosz [68]. Robin Milosz et Sylvie Hamel ont établi
des techniques de réduction d’espace qui permettent de garantir, lorsque certaines conditions nécessaires sont
respectées, qu'un élément = est avant un autre élément y dans tous les classements consensuels optimaux. Ces
travaux publiés dans [69] ont été menés sur des classements complets et sans égalités. Intégrer ces techniques de
réduction d’espace pourrait diminuer le temps d’exécution de notre algorithme exact sur des instances de grande

taille.
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Perspective générale : travailler sur des données réelles de natures différentes. Les classements de génes
issus des reformulations de maladies ont certaines particularités qui peuvent jouer un réle important pour I'obtention
de frontieres. Par exemple, ces jeux de données contiennent généralement peu d’éléments a égalité. Regarder le
nombre de frontieres que I'on obtient sur des jeux de données de nature différente permettrait de mieux caractériser
les jeux de données sur lesquels nos approches sont efficaces. Nous explicitons ci-dessous deux cas d’utilisation
qu’il serait pertinent de considérer.

Données multi-omiques. Nous souhaitons investiguer davantage les techniques d’agrégation de classements
dans un autre contexte biologique : les classements issus d’expériences multi-omiques qui considérent des entités
de natures différentes (géne, ARN ou protéine). Nos collégues biologistes et bioinformaticiens Gaélle Lelandais et
Thomas Denecker (Institut de biologie intégrative de la cellule, 12BC) utilisent ce type de données sur la problé-
matique de l'identification des genes sous-tendant ’homéostasie du fer chez la levure Candida glabrata [40] 41].
Les différents classements obtenus correspondent a des conditions expérimentales différentes (variation de la tem-
pérature et de la concentration en fer dans le milieu, variation du pH). Les éléments sont classés selon un critere
statistique (p-valeur, logFC, nombre de lectures cartographiées). Par exemple, plus I'expression d’'un géne a été
modifiée dans une condition expérimentale donnée par rapport a une condition témoin, plus la valeur absolue du
logFC associé au géne est grande. Lutilisation des techniques d’agrégation de classements pourrait permettre de
combiner l'information apportée par les différents classements donc les différentes conditions expérimentales et
ainsi mettre en évidence des entités particulierement impliquées dans le processus biologique étudié. Il faut veiller
a l'impact des biais expérimentaux dans la comparaison des classements obtenus. En effet, un protocole expé-
rimental de dosage protéique basé sur l'affinité avec 'eau ne permettra pas de repérer la présence de protéines
hydrophobes. Ces protéines seront ainsi absentes des classements quelque soit leur concentration et leur réle dans
le métabolisme. Pourtant, I'expression du géne codant la protéine pourra étre mis en évidence par séquencage des
ARN. Dans ce contexte, il estimportant de ne pas pénaliser les éléments manquants vis-a-vis des présents puisque
les données manquantes sont dues a un biais de protocole.

Des premiers résultats encourageants ont été obtenus dans le cadre du stage de Master 2 de Joffrey Benoist qui
a appliqué des techniques d’agrégation de classements sur les classements issus des expériences multi-omiques.
Lors de leurs expériences, nos collégues avaient identifié 214 génes clés dans 'homéostasie du fer pour un en-
semble de 637 génes considérés. Lapplication d’'une technique d’agrégation de classements a abouti au calcul d’un
classement consensuel prometteur : 72 de ces génes clés ont figuré dans le top-100.

Données issues de notes d’utilisateurs sur des plateformes. Si I'on souhaite sortir du cadre de la bioinfor-
matique, on pourrait étudier le cas des plateformes sur lesquelles les utilisateurs sont invités a donner des notes
(généralement entre 0 et 5, par pas de 0.5 ou de 1). C’est par exemple le cas des plateformes contenant des
bases de données de films/séries. Les données fournies par Netflix dans le cadre du prix Netflix [15] (accessibles

publiquement) pourraient étre intéressantes a étudier dans le cadre de I'agrégation de classements. Dans un tel
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contexte, chaque classement est associé a un utilisateur et les éléments dans un classement donné sont les films
notés par l'utilisateur. Ces classements ont deux particularités : (i) les égalités sont trés nombreuses puisque le
nombre de notes possibles est restreint et (ii) les classements sont particulierement incomplets puisqu’'un méme
utilisateur a vu un tres petit nombre de films par rapport au nombre de films disponibles. |l serait intéressant de
regarder si certains paramétres du modele présenté au Chapitre 4 permettent d’aboutir & des classements consen-
suels de bonne qualité sur de tels jeux de données, et si ces caractéristiques particulieres ont une influence sur les

algorithmes ParCons et ParFront.
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Annexe A

Calcul efficace de S'5-T) (Définition [4.2.1)

Cette annexe a pour but de donner une intuition sur le fonctionnement d’un algorithme permettant de calculer
efficacement le score de Kemeny généralisé au modéle paramétré présenté dans le chapitre [4] (voir Définition4.2.7).
Cet algorithme étend celui qui calcule le score de Kemeny avec une complexité O(|R| = |U| * log(|U|) inspiré du tri

fusion (utilisation de I'algorithme permettant de compter le nombre d’inversions dans un tableau d’entiers) [44].

Pour rappel, le score de Kemeny SB:T) avec vecteurs de pénalité B et T est défini de la maniére suivante

(Définition(4.2.1) : pour tout (¢, R) € C(U) x A(U)<,

1
SED(e,R)= ) (B, + 5+ >, (1) (A.1)
m#gEU zAyeU
<Y T=clY

avec QFf

R R R R_, R, R
le vecteur (wyZ,, wy'sy, Wisy, Wy'g Wy 'z Wy )» AVEC

e wi,, =|{r € R:xz <, y}| soit le nombre de classements de R tels que = est avant y,
o wi = |{r € R:x =, y}| soitle nombre de classements de R tels que = et y sont a égalité,

T=y T

7 = {r € R:z o, y}| soitle nombre de classements de R tels que = est présent alors que y ne l'est pas,

wy?
o wii ={r € R:a & dom(r) Ny & dom(r)}| soit le nombre de classements de R tels que ni z ni y ne sont

présents.

ou (B, Q§y> (respectivement (T, ijy)) correspond au produit scalaire de B (respectivement T') avec ny

Les paragraphes ci-dessous ont pour objectif de donner une intuition sur la maniére de calculer efficacement la

valeur de S(B:1)

Remarque. Pour que les calculs présentés ci-dessous soient visuellement homogenes avec le code python

donné a la fin de cette annexe, nous faisons commencer ici les listes et vecteurs a I'indice 0.
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Etant donné un classement consensuel ¢ = [co, c1,...,co—1] CONtenant b buckets et une liste de classements R,
pour calculer S(ZT) (¢, R), on va calculer les deux vecteurs réels S; et S, de taille 6 définis de la maniére suivante :

S1= Y uryev QF, €t Sy = Sapyer QF . Onaalors ST (c,R) = (B, S1) + & (T, Sa).

Lastuce ;;inettant de calculerglyet S, est la suivante : chaque classement r de R va étre transformé de sorte
que chaque élément de chaque bucket de r soit remplacé par la position de son bucket dans le classement ¢ (pour
rappel, ¢ est un classement consensuel donc complet). De plus, pour tout entier 0 < ¢ < b — 1, on va retenir les
informations suivantes :

e le nombre d’éléments de U \ dom(r) placés avant les éléments de ¢;.
e le nombre d’éléments de U \ dom(r) placés aprés les éléments de ¢;.

e le nombre d’éléments de U \ dom(r) qui font partie de ;.

lllustration. Soit R une liste de classements, ¢ = [{A}, {B,C, F,G},{D},{E}, {H}] un classement consensuel et

r=[{D},{A, G, H},{C, F}] un classement de R. On observe que deux éléments de U n’apparaissent pas dans r :
B et E. Pour calculer la valeur de Y, .,cu Q2 ,, on va considérer la liste de listes suivante : ' = [[2],[0,1,4], [1,1]].
En effet, D est dans le bucket de ¢ dfi;a%ce 2, A dans le bucket de ¢ d’indice 0, G dans le bucket de ¢ d’indice 1
et ainsi de suite. Pour la suite des calcul, il est important que toutes les listes de r’ soient triées. La complexité de
cette opération est O(|U]| * log |U|) en utilisant un tri fusion.

Le tableau T3[0...b — 1] ci-dessous donne, pour tout entier 0 < i < b — 1, le nombre d’éléments de U \ dom(r)
placés avant les éléments de ¢; : [0,0,1,1,2].

Le tableau T3[0...b — 1] ci-dessous donne, pour tout entier 0 < i < b — 1, le nombre d’éléments de U \ dom(r)
placés apres les éléments de ¢; : [2,1,1,0,0].

Le tableau T3[0...b — 1] ci-dessous donne, pour tout entier 0 < ¢ < b — 1, le nombre d’éléments de U \ dom(r)
qui font partie de ¢; : [0,1,0,1,0].

Notation. Pour une liste L d’entiers et un entier k, on note respectivement card(L < k), card(L > k) et card(L =

k) le nombre d’éléments de L qui sont respectivement supérieurs, inférieur et égaux a k.

Intuition pour le calcul de S(5:7)(c, R).
Afin d'illustrer la fagon dont les vecteurs S; et Se peuvent étre obtenus, nous allons montrer comment calculer
la part d’'un classement » € R dans le calcul final des vecteurs S; et S>. Nous ne nous intéresserons pas au calcul
de S51[0] ni de S2[2] dans la mesure ou ces valeurs n’interviennent finalement pas pas dans le calcul du score de

Kemeny (pour rappel, pour que SZ7) soit une fonction Kemeny compatible, on doit avoir B[0] = 0 et T'[2] = 0).

(i) Calcul de la valeur de S;[1] et de S2[0] + S2[1] induite par » € R. On sait que S;[1] est la somme pour chaque

classement r de R du nombre de paires d’éléments (z, y) tels que x est avant y dans le consensus et y est avant
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dans r. De plus, S2[0] + S2[1] est la somme pour chaque classement » € R du nombre de paires d’éléments (z,y)
tels que z est a égalité avec y dans le consensus et x est avant y ou y est avant x dans r.

Le calcul de S;[1] et de S5[0] + S[1] s’effectue pendant la procédure de fusion de listes. Soient L; et L, deux
listes triées contenant respectivement n; et n, éléments. On suppose que L, provient de la fusion des listes r'[u] a
r'[v], v > u, et que Lo provient de la fusion des listes »'[v + 1] a r'[w], w > v + 1. Par construction, les éléments de

L, sont avant les éléments de L, dans r. Ainsi, si un élément de L, est plus petit qu’'un élément de L1, on en déduit

qu’il y a une inversion. La valeur de S;[1] induite par r € Rvaut: >  card(Ls < Ly[i]). De la méme maniére,
0<i<ni—1
la valeur de S3[0] 4+ S2[1] induite par » € Rvaut Y.  card(L2 = Ly[i]). Les listes étant triées, I'algorithme de
0<i<ni—1

fusion permet de calculer ces valeurs avec une complexité linéaire.

(ii) Calcul de la valeur de S;[2] induite par » € R. On sait que 5;[2] est la somme pour chaque classement
r € R du nombre de paires d’éléments (z,y) tels que = est avant y dans le consensus et z et y sont a égalité dans
r. On sait que deux éléments a égalité dans r sont nécessairement dans la méme liste de »’. Il faut donc sommer
pour chaque liste L de ' le nombre de paires d’éléments distincts de L (en tenant compte des redondances). Au
final, la valeur de S;[2] induite par r € R est donnée par la formule suivante : > card(L > L[i]). A

Ler' 0<i<size(L)—1
nouveau, du fait que les listes sont triées, la complexité de ce calcul est linéaire.

(iii) Calcul de la valeur de 5, [3] et S} [4] induite par r € R. On sait que S, [3] (respectivement S} [4]) est la somme
pour chaque classement » € R du nombre de paires d’éléments (z,y) tels que z est avant y dans le consensus et
x est présent et y absent (respectivement = est absent et y absent) dans r. On sait que chaque entier k de chaque
liste L de r’ est associé a un élément x € U présent dans r. Pour rappel, k est l'indice du bucket contenant z
dans le classement consensuel. Comme le nombre d’éléments qui sont manquants dans r et placés aprés = dans
le consensus est donné par T5[k|, nous en déduisons que la valeur de S;[3] induite par r € R est donnée par la
formule suivante : > > Th[k]. Par un raisonnement analogue, nous obtenons que la valeur de S;[4] induite par

Ler' kel

r € R est donnée par la formule suivante : > > Ti[k]. Ce calcul est de complexité linéaire.
Ler' kel

(iv) Calcul de la valeur de S, [5] induite par r € R. On sait que S} [5] est la somme pour chaque classementr € R
du nombre de paires d’éléments (z,y) tels que = est avant y dans le consensus et « et y sont absents de r. Les
paires a considérer sont donc nécessairement dans des buckets distincts du classement consensuel. Pour rappel,
pour tout ¢, T3[:] donne le nombre d’éléments dans le bucket i du classement consensuel qui ne sont pas dans r. En
conséquence, la valeur de Sy [5] induite par r € R estdonnée par la formule suivante : >~ (Tsi]x >, T5[j]).

0<i<b—1 i+1<5<b—1
Ce calcul est de complexité linéaire.

(v) Calcul de la valeur de S;[5] induite par » € R. On sait que S>[5] est la somme pour chaque classement

r € R du nombre de paires d’éléments (z,y) tels que z et y sont a égalité dans le consensus et z et y sont absents
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de r. Pour rappel, pour tout i, T5[i] donne le nombre d’éléments dans le bucket i du classement consensuel qui
ne sont pas dans r. Il faut donc sommer le nombre de paires de k éléments pour tous les k appartenant a T5[i].
En conséquence, la valeur de S»[5] induite par » € R est donnée par la formule suivante :  >° w Ce

0<i<b—1
calcul est de complexité linéaire.

(vi) Calcul de la valeur de S5[3] + S2[4] induite par r € R. On sait que S2[3] + S2[4] est la somme pour chaque
classement r € R du nombre de paires d’éléments (z,y) tels que z et y sont a égalité dans le consensus et il
y a exactement un présent dans r parmi {z,y}. Pour rappel, pour tout i, T3[i] donne le nombre d’éléments dans
le bucket i du classement consensuel qui ne sont pas dans r. |l s’agit ici de sommer pour chaque bucket du
classement consensuel le produit du nombre d’éléments présents et du nombre d’éléments absents dans r. On
appelle size(c;) la taille du bucket a I'indice i dans le classement consensuel. La valeur de S2[3] + S2[4] induite par
r € R est alors donnée par la formule suivante : o ;b 1(size(ci) — T5[4]) =« T3[i]. Ce calcul est de complexité linéaire.

Le code ci-dessous est I'implémentation en python de I'algorithme de calcul de S(57) présenté dans cette annexe.

Il s’agit d’un extrait du code source du logiciel CoRankCo présenté dans la section 4.5

from typing import Dict, List, Set

from numpy import zeros, vdot, ndarray, sort, asarray, cumsum, concatenate

class KemenyComputation:
def __init__(self, b_vector: ndarray or List, t_vector: ndarray or List):
self.__b_vector = asarray(b_vector)
self.__t_vector = asarray(t_vector)
def kemeny_score(self, consensus: List[List or Set[int or str]l],

rankings: List[List or Set[List or Set[int or str]]]) -> float:

# hashmap : keys = elements of dom(consensus) and values = bucket id of associated element
mapping_elem_consensus_id_bucket = {}

id_bucket = 0

for bucket_consensus in consensus:
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for elem_consensus in bucket_consensus:

mapping_elem_consensus_id_bucket[elem_consensus] = id_bucket

id_bucket += 1

# initialisation of sums s_1 and s_2.

mimnn

s_1 (resp. s_2) must contatin the number of patirs of elements (z,y) such that z < y

(resp. = is tied with y) in the consensus and

rank
rank
rank
rank
rank

rank

mnnn

s_2 =

# the

0:

1:

T

T

;T

<y in input rankings

> y in input rankings

15 tied with y in input rankings

15 present and y 1s missing in input rankings
15 missing and y is present in input rankings

and y are missing in input rankings

zeros(6, dtype=int)

zeros(6, dtype=int)

cost induced by each ranking

for ranking in rankings:

cost_ranking = self.__cost_by_ranking(

)

consensus, mapping_elem_consensus_id_bucket, ranking

s_1 += cost_ranking[0]

s_2 += cost_ranking[1]

return vdot(s_1, self.__b_vector) + vdot(s_2, self.__t_vector)

@staticmethod

def

__cost_by_ranking(consensus: List[List or Set[int or str]],

mapping_elem_consensus_id_bucket: Dict[int or str, int],

r: List[List or Set[int or str]]) -> tuple:

nb_buckets_consensus = len(consensus)

s_1 =

zeros (6, dtype=int)
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s_2 = zeros(6, dtype=int)

# t_3[t] is the number of elements in consensus[i] missing in input ranking 7

t_3 = zeros(nb_buckets_consensus, dtype=int)

missing_elements = set(mapping_elem_consensus_id_bucket.keys())

domain_ranking = set()

# r_prime 1s the following list of arrays : each element of each bucket of r becomes the
# number of the bucket where this element is in the consensus ranking (mapping dict)

r_prime = []

for bucket in r:

bucket_mapped = []

for element in bucket:
bucket_mapped. append (mapping_elem_consensus_id_bucket.get (element))
missing_elements.remove(element)
domain_ranking.add(element)

# the arrays must be sorted for the merging procedure

r_prime.append(sort(asarray(bucket_mapped), kind='mergesort'))

# getting values of t_1, t_2 and t_3.
# t_1[t] <s the number of elements missing in 7T and before the bucket ¢ in the consensus
# t_2[t] s the number of elements missing in 7 and after the bucket ¢ in the consensus
for element in missing_elements:

id_bucket_consensus = mapping_elem_consensus_id_bucket [element]

t_3[id_bucket_consensus] += 1

# t_1 1s the cumulated sum of (t_3 with a 0 added as first element and without the
# last element)

t_1 = cumsum(concatenate((zeros(1), t_3[:-1]1)))

# t_2[1] = nb of missing elements in r - sum on j < % (t_3[7])

t_2 = len(missing_elements) - cumsum(t_3)
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nmnn

computation of s_1[3]

To get the number of pairs of elements (z,y) such that = < y in consensus and T s
present and y missing in r, we use t_2 : each integer k of r_prime is the bucket d
of a present element = in r. As the number of missing elements of T placed

after = in consensus ts t_2[k], we increment the wvalue of s_1[3] by t_2[k] for each

k of r_prime.

computation of s_1[4]
To get the number of pairs of elements (z,y) such that =z < y in consensus and T %S
missing and y present in 7T, we use t_1 : each integer k of r_prime ts the bucket
1d of a present element x= in r. As the number of missing elements of ranking
placed before z in consensus is t_1[k], we increment the wvalue of s_1[4] by t_1[k]
for each k of r_prime.
nwnn
for bucket in r_prime:

for elem_r_prime in bucket:

s_1[3] += t_2[elem_r_prime]

s_1[4] += t_1[elem_r_prime]

nb_missing_remaining = len(missing_elements)

nnn

computation of s_1[2]

To get the number of pairs of elements (z,y) such that © < y in consensus and = ts tied
with y tn r, we use r_prime. The value of s_1[2] is the number of distinct pairs of
r_prime that is the sum of the product ( cardinal of each distinct value x in T_prime *

the number of elements higher than x in r_prime).

nnn

for i in range(len(r_prime)):
# increments s_1[2]
s_.1.2 =0

cursor = 0
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bucket_i_r = r_primel[i]
bucket_size_r = len(bucket_i_r)
while cursor < bucket_size_r - 1:
repetition = 1
while cursor < bucket_size_r - 1 and bucket_i_r[cursor] == bucket_i_r[cursor + 1]:
repetition += 1
cursor += 1
cursor += 1
s_1_2 += repetition * (bucket_size_r - cursor)

s_1[2] += s_1_2

nnn

computation of s_1[5] induced by ranking
To get the number of pairs of elements (z,y) such that © < y in consensus and = and y are
both missing in r, we use t_3 : t_3[i] gives the number of elements in bucket 7 of

consensus that are not in r. This number must be multiplied by the sum of t_3[7], 5 > 4

computation of s_2[5] induced by ranking
To get the number of pairs of elements (z,y) such that z s tied with y in consensus and
z and y are both missing in 7, we use t_3 again. This number is the sum on % of the number

of pairs of t_3[i] elements

computation of s_2[3] + s_2[4] induced by ranking (s_2[3] and s_2[4] induce same costs).
To get the number of pairs of elements (z,y) such that z is tied with y in consensus
and (z is present whereas y tS missing or T tS missing whereas y is present in 1),
we use t_3 again. This number is the sum on % of the number of pairs (z,y) of elements
in the bucket 7 of consensus such that = is present and y %S missing.
for i in range(len(consensus)):

# increments s_1[5], s_2[3] + s_2[4], s_2[5]

nb_missing_elements_in_bucket_i_consensus = t_3[i]

if nb_missing_elements_in_bucket_i_consensus > 0:

# increments s_1[5]

nb_missing_remaining -= nb_missing_elements_in_bucket_i_consensus
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s_1[5] += nb_missing_remaining * nb_missing_elements_in_bucket_i_consensus

# increments s_2[3] (could be s_2[4] as well, they represent the same
# cases / same penalty)
s_2[3] += (len(consensus[i]) - nb_missing_elements_in_bucket_i_consensus) * \

nb_missing_elements_in_bucket_i_consensus

if nb_missing_elements_in_bucket_i_consensus > 1:
# increments s_2[5]
s_2[5] += nb_missing_elements_in_bucket_i_consensus * (

nb_missing_elements_in_bucket_i_consensus - 1) / 2

KemenyComputation.__mergesortlike(r_prime, O, len(r_prime) - 1, s_1, s_2)

return s_1, s_2

O@staticmethod
def __mergesortlike(r_prime: List[ndarray], left: int, right: int, s_1: ndarray,
s_2: ndarray) -> ndarray:
# 1f input ranking is empty
if not r_prime:
return asarray([])
# case end of recursion
if right <= left:
return r_prime[right]
# divide problem into two sub-problems of same size and merge
else:
middle = (right - left) // 2
begin = middle + left + 1
return KemenyComputation.__merge(KemenyComputation.__mergesortlike(
r_prime, left, middle + left, s_1, s_2),
KemenyComputation.__mergesortlike(
r_prime, begin, right, s_1, s_2),

s_1, s_2)



O@staticmethod
def __merge(left: ndarray, right: ndarray, s_1: ndarray, s_2: ndarray):

res = zeros(len(left) + len(right), dtype=int)

n = len(left)
m = len(right)
i=0
j=0
k=0

while i < n and j < m:
nb = left[i]

nb2 = right[j]

# mo inversion

if nb < nb2:
res[k] = nb
k+=1
i+=1

# inversion

elif nb > nb2:

s_1[1] +=n - i

res[k] = nb2
k += 1
jaet

# here, case where two elements were tied in the consensus and not tied in r

else:

cptl = 0

cpt2 = 0

while i < n and left[i] == nb:
res[k] = nb
k+=1
i+=1
cptl +=
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while j < m and right[j] == nb:
res[k] = nb
k+=1
je=
cpt2 += 1
# cptl repetitions of nb and cpt2 repetitions of nb2 with nbl = nb2 :
# nbl * nb2 number of pairs of elements (z,y) such that z tied with y in
# consensus and not tied in T
s_2[0] += cptl * cpt2
# number of added inversions

s_1[1] += cpt2 * (n - 1)

while i < n:
res[k] = left[il]
k +=1
i+=1

while j < m:
res[k] = right[j]
k +=1

et

return res
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