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ABSTRACT

The aim of observability studies and observer design is to reconstruct the state of a dynamic
system using the measurements available. In particular, the Kalman filter algorithm is considered.
This widely-studied and used observer exists in several versions : for linear or nonlinear systems, for
discrete, continuous or even continuous-discrete time, in the stochastic or deterministic framework.
However, Most of the time, these observers are used with the assumption that the measurements
provided by the sensors are synchronous. Most of the time, this assumption can be far from the
physical reality, in particular when dealing with robotic systems.

In this memoir, an observer tailored for nonlinear continuous-discrete asynchronous systems is
presented. These systems are made of a continuous state equation and a multirate sampled output
equation. Based on the existing high-gain Extended Kalman Filter for continuous nonlinear systems
and continuous-discrete nonlinear systems with synchronous outputs, we develop an ad-hoc formalism
and design an observer with a deterministic point of view. Its convergence is proven analytically and

illustrated by an application on a mobile robotic system.






RESUME

L'étude de l'observabilité et la synthése d’observateur ont pour vocation la reconstruction de
Iétat d’'un systéme a 'aide des mesures regues. Ces derniéres n’apportent généralement qu’une
connaissance partielle de cet état. Le filtre de Kalman est un observateur particuliérement étudié et
employé. Plusieurs versions existent, adaptées aux systemes linéaires ou non linéaires, en version
discréte, continue voire continue-discrete, dans le cadre stochastique ou déterministe. Ces observateurs
reposent cependant sur ’hypothése que les mesures fournies par les capteurs sont synchrones. Or,
cette supposition est assez éloignée de la réalité physique, notamment des problémes étudiés en
robotique.

Nous proposons dans ce manuscrit un observateur adapté aux systémes non linéaires continus-
discrets asynchrones. Nous entendons par cela des systemes dont I'état est continu et les sorties
échantillonnées a des fréquences différentes. En nous basant sur le Filtre de Kalman Etendu grand-gain
existant pour les systémes non linéaires continus et continus-discrets synchrones, nous développons un
formalisme et construisons un observateur en adoptant un point de vue déterministe. Sa convergence

est prouvée analytiquement et illustrée par une application sur un systéme robotique mobile.
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INTRODUCTION GENERALE

La théorie du contrdle est une discipline visant a étudier les systemes commandés, c’est a dire, les
systémes dynamiques sur lesquels il est possible d’agir en appliquant un contrdle. Afin de modéliser,
surveiller ou contréler de tels procédés, il est souvent nécessaire d’en connaitre les propriétés internes.
Or, il est rarement possible de mesurer I'intégralité de ces données uniquement gréace a des capteurs,
que ce soit en raison des propriétés intrinséques du systéme considéré ou du cofit élevé des capteurs.
De plus, ces derniers peuvent ne pas fournir de mesures fiables, par exemple en raison du bruit de
mesure. Des lors, 'usage d’un observateur, dont le but est d’obtenir une connaissance interne, et donc

cachée, a partir de mesures externes et connues, prend toute son importance.

Avant toute chose, il est d'usage de décrire un procédé physique a I'aide d'un ensemble de variables
significatives que nous nommons état du systéme et que nous notons x. Nous considérons les systemes
de la forme suivante :

x(6) = f(t,x(t)
x(0) =x,

€8]

ou f est une application de I x X et xy € X, avec I un intervalle de R et X un sous ensemble de R".
L'existence de la variable x(t) solution du systéme (1) peut étre prouvée sous certaines hypothéses

de régularité grace au théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Ce systéme, appelé systéme dynamique, est composé d’une ou plusieurs équations différentielles et
de la donnée de la valeur initiale que prend I'état du systeéme. Il nous permet de mieux comprendre
le procédé modélisé, de nous interroger sur son évolution et éventuellement d’en prendre le controle.
Par cela, nous entendons que le systéme dépend d’'un paramétre externe sur lequel il est possible
d’agir afin de 'amener d’un état initial donné a un état final souhaité. De tels systémes sont appelés

systémes de controle, ou systémes commandés et sont généralement de la forme suivante :

x(t) =f(t,x(t),u(t)) avec x(0)=xg
y(t) =h(t,x(t))

(2)



2 Introduction générale

ol f est une application de I x X x U,q4,,, h est une application de I x X et x, € X avec I est un
intervalle de R, X est un sous ensemble de R", et U q,, * est un sous ensemble de R™. Le paramétre
u(t) est le contréle (ou entrée) sur lequel nous pouvons agir afin de commander le systéme. La variable
x(t) est I’état du systéme et la sortie y(t) est le vecteur de mesure. C’est ce dernier qui nous donne
des informations sur I'évolution du procédé, nous permet de mieux le comprendre et de savoir quel
est 'effet du contrdle u(t) qui y est appliqué.

Afin de pouvoir commander ou superviser un systeme, il est généralement nécessaire de connaitre
son état x(t). Cependant, comme nous I'avons mentionné plus haut, nous n’avons connaissance que
du contrdle u(t) et de la mesure y(t). Nous nous proposons de construire une estimation x(t) de
I’état x(t) sur la base de ces données. C’est sur cet aspect de la théorie du contrdle que se concentre
cette these.

Nous pourrions simplement résoudre un tel systeme en exploitant son état initial. Néanmoins, cette
donnée est généralement indisponible. Notons de plus que malgré I'effort apporté a la fiabilité de
la modélisation, cela ne suffit généralement pas a inverser le probléme et entraine notamment des

difficultés en termes de stabilité numérique. Nous procédons alors en deux étapes.

* Nous étudions le vecteur y(t) et nous nous assurons que I'état x(t) du systéme (2) et son état
initial x, peuvent étre déduits de la connaissance de y(t). En d’autres termes, nos observations
suffisent-elles a savoir ce qui se passe réellement au sein du systéme? Si tel est le cas, le
systéeme (2) est dit observable. Sinon, le systeme n’est pas observable. La conception d’'un
observateur n’est alors plus possible en utilisant les techniques classiques et cela va au dela du

cadre de cette these 2.

* Une fois I'observabilité vérifiée, nous pouvons utiliser les mesures disponibles ainsi que la
dynamique du systéme afin d’estimer sa variable d’état. L'état initial étant inconnu, I'objectif est
de reconstruire I’état du systeme (2) a partir d’un état initial erroné et arbitrairement choisi :

I'algorithme permettant d’estimer ’évolution du systéme est appelé observateur.

Le travail de recherche ici décrit, a été réalisé au sein des laboratoires LIS et COSMER. Nous intro-
duisons un formalisme permettant de modéliser les systemes continus-discrets a mesure asynchrones,
un observateur adapté a ce type de systémes ainsi qu'une preuve de sa convergence. Notre choix
s’est porté sur le filtre de Kalman étendu grand gain, dans le cadre déterministe, dans la lignée des

observateurs déja proposés dans [4, 5] pour des systémes continus et continus-discrets & mesures

1. Pour tout contréle u € L2 (I, Ign,), la trajectoire associée x,(.) est définie sur un intervalle maximal [0, t,(u)[, ot
t,(u) e R* U {+o0}. Sit,(u) < +o0 alors la trajectoire explose en t,(u) (théoréme d’accompagnement ou d’explosion).
Pour tout T > 0, T € I, on note U,,,,, 'ensemble des contrdles admissibles sur [0, T], c’est-a-dire 'ensemble des contrdles
tels que la trajectoire associée soit bien définie sur [0, T], autrement dit T < t,(u). [1]

2. Au sujet de certaines classes de systémes non observables, cf. [2, 3].



synchrones. Le second volet de cette these, plus appliqué, présente, apres une illustration sur un
modele de bateau simulé, d’implémenter cet observateur sur un systéme non simulé, en I'occurrence

un robot mobile. Ces résultats ont donné lieu a trois publications :

* A. Feddaoui, N. Boizot, E. Busvelle and V. Hugel,
Kalman Filter for Linear Continuous-discrete Systems with Asynchronous Measurements, CDC
2017

* A. Feddaoui, N. Boizot, E. Busvelle and V. Hugel,
High-gain extended Kalman filter for continuous-discrete systems with asynchronous measure-

ments, International Journal of Control, 2018

* A. Feddaoui-Papin, N. Boizot, E. Busvelle and V. Hugel,
Continuous-Discrete High-Gain Extended Kalman Filter for Mobile Robots with Asynchronous
Outputs, ICSC 2019

Ce manuscrit de these est concu de la maniere suivante :

* le premier chapitre détaille les notions importantes a sa compréhension. Nous y traitons
notamment d’observabilité, de formes normales d’observabilité et d’observateurs. Quelques
articles portant sur le traitement des mesures asynchrones en robotique ou sur les observateurs

pour systemes a mesures asynchrones y sont relatés;

* le second chapitre en est le pivot et porte sur une adaptation du filtre de Kalman dans sa
version déterministe, pour des systéme continus-discrets a mesures asynchrones. La preuve de

convergence de cet algorithme y est développée;

* le troisiéme et dernier chapitre propose trois applications de I'algorithme. La premiére est un
exemple académique et illustratif simple, la seconde est une simulation et la troisiéme est

réalisée en utilisant les données d’un robot mobile.
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1.1 Observabilité 7

Ce premier chapitre introduit les notions utiles a la compréhension de ce manuscrit et propose une
bibliographie des recherches menées sur les observateurs continus-discrets asynchrones. La Section
1.1 propose différentes définitions de 'observabilité et introduit la forme normale d’observabilité.
Cette partie prend ses sources dans divers ouvrages et articles. Nous nous sommes notamment basés
sur [6, 7, 4, 8, 1]. La Section 1.2 traite quant a elle des observateurs et décrit le formalisme grand-gain
pour les observateurs de type Luenberger ou Kalman. La Section 1.3.1 présente ensuite ce qui motive
ce travail de recherche. Enfin, nous achevons ce premier chapitre par la Section 1.3.2 dans laquelle
nous définissons les systémes continus-discrets asynchrones et résumons trois articles représentatifs
[9-11]. Ces derniers proposent un observateur pour un systéme a mesures asynchrones, chacun de

ces articles ayant une approche différente du probléme.

I.1 Observabilité

I.1.1 Généralités

Considérons un systéme dynamique continu contrélé de la forme suivante :

x(t) =f(x(t),u(t)) avec x(0)=x,
y(t) =h(x(t))

=)

\

ou:

— x(t) est le vecteur d’état prenant ses valeurs dans un compact X C R",

— u € L°°(R,U,q,,) est 'ensemble des fonctions mesurables essentiellement bornées dans U, 4,,, C

R™, L°°(R,U,q4,,) est appelé espace des entrées ou espace des controles,

— y € L°°(R,R") est 'ensemble des fonctions mesurables a valeurs dans R, L°°(R,R") est

appelé espace des sorties ou espace des mesures,
— f et h sont deux fonctions ! de classe C*° telles que f : X X Uyg,, — R eth: X — R,
q adm

Nous désignerons par systémes linéaires les systéemes de la forme :

x(t) =A(t)x(t)+B(t)u(t) avec x(0)=x,

(Zc,lin)
y(t) =C(0)x(t)+ D(t)u(t)

1. Notons que dans ce chapitre, f peut dépendre ou non du temps. Nous n’écrirons pas cette dépendance afin d’alléger
les notations.
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ou x(t) e R",u(t) € R™, y(t) € R" et A,B, C et D sont des matrices dépendant ou non du temps et
définies respectivement dans M, (R), M, , (R), M, ,(R) et M,, , (R). Siles matrices A, B, C et D
ne dépendent pas du temps, on dira que le systeme (% ;;,,) est invariant en temps.

Afin d’aborder la notion d’observabilité d’'un systéme, il est important de définir I'indistinguabilité
d’une paire d’états.
Définition 1 (Indistingabilité [12]).

Une paire (xg,x,) € X x X est indistinguable pour le systéme (%) si
Yu € L (R, Uggm), Yt = 0,h(x,(t,x0)) = h(x,(t, x3))

Un état x| est indistinguable de x si la paire (xq, x;) est indistinguable.

En d’autres termes, si x est indistinguable de x;, il n’est pas possible, a partir de la connaissance

des sorties, de savoir si I'état initial était x, ou x;.

eci nous mene a une premiere définition de ’observabilité.
C définition de I'ob bilit

Définition 2 (Observabilité).
Un systéme (%) est observable (resp.en x) si il n‘admet aucune paire indistinguable non triviale (resp.

aucun état indistinguable de x).
Cela est équivalent a la définition suivante :

Définition 3 (Observabilité).

Soit Uapplication état-sortie associée au systeme (X.) :

PXy : X — L(R*,R™)

xo — ¥ (.)-

Le systeme (%) est observable si, pour chaque u(.) € Uyqm, Uapplication état-sortie PXy,  est injective.

Cette derniére définition fait intervenir la notion d’injectivité. Or cette propriété est peu stable et

est difficile & mettre en pratique [4]. Il suffit en effet de constater que bien que I'application x — x>

3 — ex pour tout £ > 0. Afin de

soit injective, ce n’est pas le cas de I'application perturbée x — x
pallier cette objection, J.-P Gauthier et I. Kupka ont introduit 'observabilité infinitésimale qui exige
I'injectivité de I'application état-sortie PXy, . d’une part, et I'injectivité de toutes les applications
tangentes de 126 d’autre part. Définissons dans un premier temps la premiére variation d’'un

systeme.

Définition 4 (Premiére variation de (%.)).

Lapplication PXy,  est différentiable par rapport a x,. Soit donc TPXy,_,|x, cette différentielle.
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Lapplication TPXy, ,|x, peut également étre vue comme Uapplication état-sortie d’un autre systéme

TXsy, que U'on nomme premiere variation de (=) :

x(t) = fx(t),u(t))
(TX5) {&(t) =D.f(x(t),u(t)E
y(t) =D, h(x(t),u(t))&

ol
- (x,8) € TX est létat de TXy,,
- D,h est la différentielle de h par rapport a x,
- D,.f est Uapplication tangente de f.

Définition 5 (Observabilité infinitésimale).
Le systéme (%) est dit uniformément infinitésimalement observable si, pour chaque u(.) € L°°(R*, U, 4,,.),
chaque x, € X, Uapplication tangente TPXy, ,|x, est injective. Cela équivaut a ce que Uapplication

état-sortie TPXy, _,, de la premiére variation de (%) soit injective.

Un autre type d’observabilité, a également été introduit par J.-B Gauthier et I. Kupka. Il s’agit de
I'observabilité différentielle. Elle a ’'avantage d’étre vérifiable de maniere pratique. Introduisons tout

d’abord les jets d’ordre k.
Définition 6 (Jets d’ordre k).

Les jets d’ordre k, que Uon note ju, d’une fonction lisse u au point t = 0 sont définis par
j*u = (u(0),2(0), ...,u*1(0)).

Nous définissons également les jets j*y d’ordre k qui sont I’ extension des jets j*u d’ordre k a Uappli-

cation état-sortie : pour une fonction lisse u et pour tout xy € X,

i*y = (¥(0),3(0), ..., y*(0)).

Définition 7 (Observabilité différentielle).

- Le systéme (%,) est dit différentiellement observable d’ordre k, si pour tout j*u, Uapplication

¢k2 . X — R

Xo'—’jk}’

est injective.
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- Le systeme (X,) est dit fortement différentiellement observable d’ordre k, si pour tout jku,

Uapplication

T, 0 X — RO
k,jku

xo— j*y

est une immersion 2 injective.

Dans la pratique, les définitions de I'observabilité et de 'observabilité infinitésimale sont difficiles

a vérifier. Uobservabilité différentielle est celle que nous utiliserons et que nous prouverons pour les

applications du Chapitre III. D’un point de vue pratique, nous procéderons de la maniere suivante

[7]:

. Nous considérons le vecteur de sortie y(t) dont I’expression est connue pour tous les temps

t=0.

. Le vecteur de sortie est dérivé un certain nombre de fois jusqu’a ce que ’état du systeme x(t)

puisse étre déduit de la connaissance de y(t), de ses dérivées successives ainsi que du contrdle

u(t).

. Nous avons donc trouvé une extension des jets d’ordre k du systéme (X.) (cf Définition 6) qui

soit injective. Par conséquent, le systeme est différentiellement observable.

Considérons le théoreme suivant :
Théoréme 8 ([4]).
Pour un systéme analytique (3,), (c'est a dire, avec f et g réelles analytiques — autrement dit de
classe C®, [13]), les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) (%,) est observable pour toute entrée réelle analytique;
(b) (,) est observable pour toute entrée de classe L°°.

Nous pouvons alors en déduire, a supposer que le systéme soit analytique, qu’il est L°°- obser-

vable. Etant donné que nos entrées appartiennent a L°°(R,U,4,,), 'observabilité est prouvée.

I1.1.2 Forme normale d’observabilité

Dans cette partie, nous présentons la notion de forme normale d’observabilité. Cette structure

est particuliérement importante dans le sens ou elle détermine la construction d’un observateur

grand-gain (cf. Chapitre II). A condition que le systeme étudié soit observable, peut-il toujours étre

2. ¢]§jku est une immersion si toutes ses applications tangentes T, q&fi},ku sont de rang plein en chaque point.
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présenté sous une forme canonique ? Sinon, quels sont les critéres requis ? L'étude se décompose en
deux cas : le cas générique 3 ot1 le nombre de sorties est strictement supérieur a celui des entrées, et

le cas non générique ou le nombre de sorties est inférieur ou égal a celui des entrées.

I.1.2.1 Le cas générique

Nous considérons les systemes dont le nombre de sorties est strictement supérieur a celui des
entrées et nous notons S = {% = (f,h)} 'ensemble des systémes contrélés de la forme (3.). Dans
cette situation, 'observabilité différentielle forte est une propriété générique.

Théoréme 9 (cf [4]).

1. Lensemble des systémes fortement différentiellement observables d’ordre 2n + 1 est résiduel dans S.

2. Lensemble des systémes analytiques fortement différentiellement observables d’ordre 2n + 1 qui

sont également L°°-observables est dense dans S.

Ce théoréme a la conséquence suivante :
Théoréme 10 (cf [14]).
La propriété suivante est générique sur S :
Soit k = 2n + 1. Pour une fonction u(.) suffisamment lisse, posons j*u(t) = (u(t),u(t),...,u*I()).
Choisissons un sous-ensemble I' de X ouvert relativement compact et arbitrairement large, et une borne

arbitraire pour le contréle u et ses dérivées successives (i, ...,u*). Alors, les applications

Dp sy X(O = (0, 3(0), ..., yED(0)

sont des immersions injectives lisses qui associent les trajectoires du systéme (%) (restreintes a T') a celles

du systéme suivant :

p
y =%
21 =29

| : (L.1)
Z—1 = %

\Zk = (21, .. 21,1, ..., u®),

Le systéeme (1.1) est appelé forme normale d’'observabilité de (Z.).

D’apres le Théoreme 10, a condition de se placer sur un sous ensemble compact suffisamment

large, et a condition que le nombre de sorties soit strictement supérieur a celui des entrées, le systéme

3. Un sous-ensemble est dit générique sil contient un sous ensemble résiduel. Un sous-ensemble de S est dit résiduel sil
est une intersection dénombrable de sous ensembles ouverts denses.
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(%) peut étre réécrit sous une forme normale d’observabilité et 'état x(t) du systéme (%.) peut étre

reconstruit a partir de ’état z(t) du systeme (I.1).

I.1.2.2 Le cas non-générique

Dans le cas ot le nombre de sorties est inférieur ou égal a celui des entrées, I'observabilité
différentielle du systeme n’est plus une propriété générique. D’apres J.P Gauthier et I. Kupka dans [4],
des résultats généraux pour tout d, > d, > 1 sont difficiles a obtenir. Il est uniquement traité dans
[4]le casoud, =1 et d, > 1 ainsi que deux exemples pratiques pour lesquels d, = d, = 2. De plus,
seuls les cas ou d, =1,d, =2 et d, = 3 sont abordés dans l'article [15]. Ces études et la possibilité
d’un résultat plus général étant éloignés du sujet principal de cette theése, nous ne mentionnerons que
le casoud, =1etd, > 1, tel qu'il est étudié dans [4] et repris dans [7].

Notons de plus que les exemples traités dans ce manuscrit comporteront plus de sorties que d’entrées.

Les systémes considérés seront a rapprocher des résultats de la section (1.1.2.1).

Lorsque n, =1

Définissons tout d’abord le drapeau canonique de distributions D(u).

Définition 11 (Drapeau canonique de distributions).

- Soit un systeme (X) = (f,h) € S. Le drapeau canonique de distributions D(u) est défini comme
suit :
D(u) ={D%w) > D' (u)>--- > D" (u)}

Dw) = Ker(d,h) (1.2)
D*(u) =D u)nKer(d,Lkh)

ot le contréle u(t) est considéré comme fixé.

- Si les distributions D'(u) sont de rang constant n—i — 1 et sont indépendantes de u(.), alors D(u)

est un drapeau canonique uniforme.

Le théoréme suivant établit un lien entre la propriété d’un systéme de posséder un drapeau canonique

uniforme — propriété fortement non générique [4] — et son caractére observable.

Théoréme 12 (cf. [7, 16]).
Le systéme (3.) posséde un drapeau canonique uniforme si et seulement si, pour tout x° € X, il existe un

voisinage de coordonnées de x°,(V,o, x) tel que dans ces coordonnées, la restriction de (.) a V,o peut
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étre écrite de la maniére suivante :

y =h(x].5u)
Xq = f1(x1, x5,u)
Xy = fo(xq, X5, X3,U)

i , (13)

X‘n—l :fn—l(‘xl:x2>"'z Tln,u)

).Cn :fn(x17x2>"'ann:u)

i=1,..,n—1 ne s'annulent jamais sur Vyo X Uygm-

Un systéme sous la forme (I.3) est infinitésimalement observable, observable et différentiellement
observable [7].

En résumé, nous voyons apparaitre une représentation caractéristique de I'observabilité d'un
systeme non linéaire contrdlé, que nous appellerons forme normale d'observabilité. En nous limitant a
des systémes a une seule sortie afin d’alléger les notations de ce chapitre, cette forme canonique sera

écrite de la maniére suivante :

x(t) =A(t))x(t)+ b(x(t),u(t)) avec x(0)=x,
(=) (1.4)
y(£) = C(u(t))x(t)

avec
- x(t) e X CR™, X compact,
-y()eR
- u(t) € Uyg,, € R™ borné.

Les matrices A(u(t)) et C(u(t)) sont définies par :

0 ayt) -~ 0
0
A= (u(t))
ap, (u(t
0 0 0

et C®)=(a@®) 0 - o),
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avec 0 < a,, < a;(u(t)) < ay, pour tout u(t) €Uyg, eti=1,...,n.

Le champ vectoriel b(x(t),u(t)) est a support compact et a pour expression :

by (x;(t),u(t))
b
b(X(t),u(t)) — 2(x1(t),)fz(t),u(t))
bn(x(t), u(t))

La matrice Jacobienne Dy (x,u) de b(x,u) est quant a elle bornée supérieurement et le champ vectoriel

b(x,u) est Lipschitzien.

I.2 Observateur

I1.2.1 Définition

Dés lors que nous souhaitons agir sur un systeme, il peut étre nécessaire de connaitre son état
x(t). Or, seuls le controle u(t) et la mesure y(t) sont généralement connus. L'objectif d’'un observateur
est donc le suivant : considérant un systeme (3.), trouver une estimation x(t) de x(t) a partir de la
connaissance de u(7) et y(7) pour 0 < 7 < t.

Un tel probléme se pose lorsque I'application h n’est pas inversible. Il est possible d’estimer x(t)
par feedback (ou rétroaction). Notons tout d’abord que si ’état initial x(0) nous était donné, x(t)
serait parfaitement connu en intégrant la premiére équation de (X.). L'idée sur laquelle repose le
feedback est que si x(0) nous est inconnu, nous pouvons tenter de corriger dynamiquement Xx(t)
obtenu de I'intégration de (3.) a partir d’'un état initial X(0) arbitraire et trés probablement erroné.
Pour cela, nous calculons l'erreur h(x(t)) — y(t) et obtenons X, 'estimation de x, en résolvant le

systéme suivant :

£(t) = FR(O),ult)) + k(t,h(t,x(t))—y(t)) avec k(t,0)=0.

Ce systéme auxiliaire définit un observateur. De maniére générale, un observateur répondra a la

définition suivante :

Définition 13 (Observateur [6]).

Considérant le systéme (X.), un observateur est donné par un systéme auxiliaire :

X(t) =FX(0),u(t),y(t),t)
x(t) =HX(t),u(t),y(t),t)

1.5)
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tel que :
1. 2(0)=x(0)=x(t) =x(t),Vt = 0;
2. ||x(t)—x(t)|| = O lorsque t — o0,

Si (ii) est vérifié pour tout x(0) et x(0), Uobservateur est a convergence globale.
Si (i) est veérifié et que la convergence est exponentielle, Uobservateur est dit a convergence exponentielle.
Si (ii) est vérifiée et que la vitesse de convergence peut étre réglée, alors l'observateur est dit d convergence

arbitraire.

I.2.2 Formalisme grand-gain

De nombreux observateurs pour des systemes non linéaires existent mais ne proposent qu’une
convergence locale. Garantir la convergence globale d'un observateur non linéaire peut s’avérer ardu.
Le formalisme grand-gain, décrit ci-dessous a travers deux résultats principaux de cette théorie, repose

sur la notion de forme normale d’observabilité et propose une réponse a ce probléme.

1.2.2.1 Observateur de type Luenberger

Considérons le systeme (ZIC\’ ) défini par le systéeme d’équations (I.4), pour lequel nous supposons
que tous les a; sont égaux a 1, avec i = {1, ...,n}.

Un observateur de type Luenberger grand-gain prend la forme suivante [4] :

% = AR + b(&,u) —Kg(C% — y(1)) (L6)

ol 6 > 1 est un réel donné, Ky = Ay>K est le gain de 'observateur, Ay est une matrice diagonale telle
que
Ag = —dlag(OIdd , Gzldd yeees QNIdd )
Y Y Y

et K est telle que la matrice A—KC est stable.

Le théoréme suivant nous renseigne au sujet de la convergence de cet observateur :

Théoréme 14.

[4] Pour tout a > 0, il existe un 0 > 1 suffisamment grand tel que
V(xo, o) € X x X, [|%(t) = x ()| < k(8)e " [| %o — xoll,

pour un certain polynéme k de degré n, ou x(t) et x(t) décrivent les solutions a linstant t de l'observateur

(1.6) et du systéme (X.) dont les état initiaux sont X, et x,.
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Notons que nous désignerons par 'expression observateur de type Luenberger, les observateurs dont
le gain est calculé hors ligne, a la différence des observateurs de type Kalman que nous introduisons

ci-dessous.

1.2.2.2 Observateur de type Kalman

Contrairement aux observateurs de type Luenberger décrits précédemment, et pour lesquels le
gain Ky est calculé hors ligne, celui du filtre de Kalman dépend d’une matrice S(t) solution d’'une
équation de Riccati. Cette dernieére dépend de la dynamique du systéme et de I'estimation en cours et
est elle méme mise a jour en méme temps que la variable d’estimation X.

Considérons le systéme (Z]ICV ) défini par le systeme d’équations (I1.4). Soient Q et R deux matrices
symétriques définies positives de dimensions respectives n x n et n,, x n,,. Soit Dy(x,u) la matrice
Jacobienne de b(x,u) par rapport a x. Soient Qy = 0%(Ap)*Q(Ay) ! avec 8 > 1 un réel positif et

la matrice Ay de la forme

1 0 0
1
Agz 0 0 0
0o .. o0 (O

Le filtre de Kalman étendu grand gain est défini par le systéme d’équations ci-dessous * :

Z—’; =A% + b(%,u)—S(t)"'C'R7I(Cx — y(1))
.7)
% — _(A+Dy(£,1))'S — S(A+ Dy(%,w)) + CR1C—5Q,S

Les deux matrices Qg et Ry, dont la construction est liée a la forme normale d’observabilité
caractérisent le filtre de Kalman étendu grand gain. Le paramétre constant 6 est le parametre grand
gain. Ces deux matrices peuvent étre considérées comme des parametres de réglage de 'observateur.
Une autre facon de considérer ces matrices découle de l'interprétation de la dynamique dans le cadre
stochastique : il s’agit alors de matrices de covariance des bruits d’état et de mesure [17].

Notons que nous parlons d’observateur grand-gain lorsque le parameétre 6 est supérieur a 1. Si 6
valait 1, nous aurions affaire au filtre de Kalman étendu (et non étendu grand gain). Dans ce cas,
contrairement au filtre de Kalman étendu grand gain pour lequel la convergence exponentielle est

globale [4], la convergence n’est généralement que locale [16, 7].

4. Notons que les équations habituelles font intervenir une matrice de covariance P. Afin de faciliter les calculs, nous
avons fait le choix de considérer plutdt la matrice d’information S = P™*



[.3 Systémes a mesures asynchrones ou multi-fréquences 17

Le théoreme suivant, également prouvé dans [4] aborde la convergence du filtre de Kalman

étendu grand gain.

Théoréme 15.

Pour 0 > 1 suffisamment grand et pour tout T > 0, le filtre de Kalman étendu (1.7) satisfait pour t >

(5)-+(5)

pour des fonctions continues et positives k(T), w(T), u(T).

|

ll2(6) —x(O)]| < 6™~ Lk(T) e~ (Be(M-uM)(t=3)

Le travail de recherche présenté dans ce manuscrit se situe dans le cadre de la théorie grand-gain
exposée ci-dessus. Nous nous intéressons plus particuliérement aux systémes continus-discrets a

mesures asynchrones présentés dans la Section suivante.

1.3 Systemes a mesures asynchrones ou multi-fréquences

1.3.1 Robotique

L'une des motivations de ce travail de recherche, réalisé au sein des laboratoires LIS (Laboratoire
d’Informatique et Systémes) et COSMER (COnception de Systémes Mécaniques et Robotiques), est
I'estimation de trajectoire de robots mobiles ou sous-marins. En effet, les mesures de ces derniers
sont généralement asynchrones, c’est a dire que les sorties de ces systemes n’ont pas le méme pas
d’échantillonnage, et le pas d’échantillonnage n’est pas forcément constant.

Afin de motiver cette étude plus avant, nous détaillerons plus particulierement les articles [18] et
[19] pour lesquels les auteurs font usage du filtre de Kalman, le premier étant orienté vers la robotique
mobile et le second s’intéressant au controle de drones aériens. Avant cela, I'exemple suivant, issu de

[20] et illustrant la problématique de la perte d’observabilité due a I’asynchronicité, est reproduit :

Exemple 16.
Considérons le cercle unité Il = {(a, b)eR%a?+ b= 1}, lensemble X =TI x R™ x R™™ et le systéme

(%), défini sur X °, comme suit :

r.).('l = —XoX4
= e Y1 = X1X3
{ 2 e Yo = XoX3 (2)
.).('3 = 0
. Y3 = X4
X4 == 0

5. Notons que X n’est pas un compact.
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ot x3(0) > 0 et x4(0) > 0.

1. Que ce soit dans le cadre continu ou discret, le systéme (X)) est observable. En particulier,

2, .2 20,2, .2 2
yity; =x3(x1+x2)=x3

nous permet de calculer x5. Ainsi, y; et y, sont suffisants pour calculer x; et X.

2. Si (X)) est un systéme asynchrone, alors il devient non-observable puisque certaines valeurs de x4(0)
rendent x5 indistinguable. En effet, si nous supposons que y, et y, sont mesurés alternativement
avec une période d’échantillonnage homogéne At pouvant étre arbitrairement petite, Uétat de (%)

est de la forme :

fx1 = cos (x4t + Cl)

X9 = sin (X4f + Cl)

X3:C2

| X4 = Cs

Si la période d’échantillonnage est choisie telle que x4(0)At = % + 2k alors :

(}’1(0) = x3cos(Cy)
¥o(At) = x3cos(C;)

{ y1(2At) = —x5cos(C;)
¥5(3At) = —x3cos(C;)

Dans ce cas, il est donc impossible de distinguer x5 de C;.

Dans leur article [18], M. Blain, S. Lemieux et R. Houde implémentent un filtre de Kalman discret
afin d’estimer la position et 'orientation d'un ROV (Remotely Operated underwater Vehicle ©). Le
systéme de navigation du robot étudié est composé de plusieurs capteurs dont un systéme acoustique
et un Doppler. Le systeme acoustique fournit la position XYZ d’un sonar monté sur le sous-marin.
Seules les coordonnées XY sont utilisées. Quant au Doppler, il fournit les vitesses linéaires en XYZ
du sous marin. Les auteurs précisent que la vitesse d’acquisition du Doppler est environ douze fois
plus élevée que celle du capteur de position acoustique. Lorsque les deux capteurs fournissent leur

mesures en méme temps, le filtre de Kalman estime la position du robot. Cependant, onze fois sur

6. En francais : Véhicule sous-marin télécommandé
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douze, seules les données du Doppler seront disponibles. Les auteurs levent le probléme en intégrant

les données du Doppler afin d’actualiser I'estimation de la position.

De la méme maniére, dans leur article [19], P-J. Bristeau, E. Dorveaux, D. Vissiére et N. Petit
implémentent un filtre de Kalman étendu afin de d’estimer 1’état d’un hélicoptere expérimental de
modele réduit, muni de capteurs bon marché. Les données proviennent de plusieurs capteurs dont un
magnétometre, un barometre, un GPS et une centrale inertielle. Chaque capteur a sa propre fréquence
d’acquisition et aucune mesure, excepté celles fournies par la centrale inertielle, n’est horodatée de
maniére fiable. La centrale inertielle fait donc office d’horloge de référence et fournit des informations

de temps fiables. La datation des données se fait en plusieurs étapes :

— achaque fois qu'une mesure issue d’un capteur autre que la centrale inertielle fait son apparition,
le micro-controleur mesure le temps écoulé depuis la derniére mesure fournie de la centrale

inertielle;

— ce laps de temps est ajouté au temps de la centrale inertielle ainsi qu’a une trame regroupant
diverses informations : les données collectées par les différents capteurs, 'horodatage absolu
réalisé par I'horloge interne de la centrale inertielle, un horodatage relatif associé a chaque

capteur;

— un filtre de Kalman étendu est implémenté afin d’estimer I'état du systéme. Le vecteur de
mesures fourni par le micro-contréleur a I'unité de calcul est composé de données asynchrones.
La mise a jour de I'estimation est réalisée par le filtre de Kalman a une fréquence de 75 Hz
(fréquence de 'IMU). Etant donné que les autres capteurs n’ont pas la méme fréquence, leur

sorties sont interpolées afin d’étre disponibles aux mémes instants que les mesures de I'IMU.

Pour finir cette sous-section, citons quelques références complémentaires, notamment [21] qui
traite d’'un probléme de positionnement global, [22] qui se penche sur des procédés chimiques ou
[23] sur la concentration de biomasse dans un bioréacteur. De méme, et c’est ce qui nous concerne le
plus ici, les articles [24, 25] s’intéressent tout comme [18] a la robotique sous-marine.

Ceci nous ameéne a la section suivante ou nous décrivons le formalisme des systémes a mesures

asynchrones, et plus précisément, ceux dont I'état est continu et les mesures sont discrétes.
1.3.2 Observateur pour un systeme continu-discret asynchrone

1.3.2.1 Systéme continu-discret et asynchronicité des mesures

Pour commencer, notons que nous nous intéresserons désormais a des systémes sous une forme

normale d’observabilité.
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Par systémes continus-discrets, nous désignons les systémes de la forme suivante :

x(t) =Au(t))x(t)+ b(x(t),u(t)) avec x(0)=x, .
(=)

Y o = CeXy

- x(t),u(t) ainsi que la matrice A(u(t)) et le champ vectoriel b(x(t),u(t)) sont les mémes que

ceux du systéme (1.4). L'état évolue donc continiment par rapport au temps;;

- les mesures ne sont plus données de maniere continue mais suivant une subdivision du temps

{Tk}ken;

- Xy est la valeur de x a I'instant 7 et y; est le vecteur contenant les mesures disponibles en 7.

Des observateurs ont déja été proposés pour ce type de systémes, notamment dans [26-29, 5]. En
particulier, I'article [5] donne une preuve de la convergence du filtre de Kalman étendu grand gain

adaptatif pour les systemes continu-discret a mesures synchrones.

Notons qu’il est logique de considérer un systéme a mesures asynchrones comme un systéme a
sorties discretes. Cependant, afin d’alléger les notations de ce chapitre, nous ne formaliserons pas ce
type de systémes dans cette sous-section et ils seront présentés dans le Chapitre II.

Parmi les articles proposés pour des systémes a mesures asynchrones, citons notamment les articles [9],
[10] et [11]. Le premier aborde le cas linéaire continu, le second le cas non linéaire continu-discret et
le dernier propose un observateur pour un systeme a état et sorties discrets. Des différences notables
apparaissent entre ces articles et ce que nous proposons. En particulier, si I'article [11] fait usage de

I'habituel filtre de Kalman discret, les deux autres proposent des observateurs de type Luenberger.

L’article [30] souligne le fait qu’il existe trois manieres différentes d’aborder le probleme de
I'estimation de I'état d’'un systéme a état continu et a mesures discretes. La premiére consiste a
modéliser la dynamique du systéme tout en la supposant discréte, puis d’appliquer un estimateur
concu pour des systémes a état discret. Il s’agit de 'approche choisie dans [11]. Une autre facon
de procéder est de relever les mesures discretes dans I'espace des fonctions continues a I'aide, par
exemple, d’une régression polynomiale. Cette approche peut étre trouvée dans [9]. Enfin, il est
possible de modéliser la dynamique de I'état du systeme de maniere continue et de conserver les
mesures discrétes. L'estimateur utilisé est alors spécialement congu pour ce type de systémes. Il s’agit
du choix que font les auteurs de [10]. C’est également celui que font H. Zhang, M.V, Basin et M. Skliar
dans leur article [30] et ce sera notre point d’attaque. Intéressons nous a présent aux observateurs

proposés dans les articles que nous venons de citer.
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I.3.2.2 Article de M. Moarref et L. Rodrigues

Dans 'article [9] publié en 2014 par M. Moarref et L. Rodrigues, un observateur de type Luenberger
est proposé pour I'estimation de I'état d’un systeme linéaire dont les sorties sont échantillonnées de

maniére non homogene. Le systéme de contrble considéré est le suivant :

x(t) =Ax(t)+Bu(t)
(1.8)
y(t) = Cx(t)+ Du(t)

olx €eR™, yeR"Y,uecR™ etAB,C,D sont des matrices de dimensions appropriées. L'estimateur

que les auteurs souhaitent employer est I'observateur continu de Luenberger de gain L :

£(t) =Ax(t)+Bu(t)—L(y(t)—[Cx(t)+ Du(t)])
=AX(t) +Bu(t)— LCe(t) (1.9)
é =(A+ LC)e(t)

ol e(t) = x(t)—x(t) est I'erreur commise sur 'estimation de x(t). L'observateur choisi par M.Moarref
et L.Rodrigues est parfaitement adapté a un systéme dont I’état et les sorties sont continus. Or, le
vecteur de sortie est mesuré grace a différents capteurs. Les auteurs modélisent les capteurs sous la
forme d’échantillonneurs-bloqueurs. Ils associent pour cela a chaque mesure y;(t),i € {1,...,m} un
capteur S! et une subdivision du temps s;'( avec0 < e < s;; 1 —s,l; < 7!, pour tout k € N. Le nombre 7'
désigne ici I'intervalle maximal entre deux prises de mesures par le capteur S'. Les auteurs font le
choix d’exprimer les mesures discrétes sous la forme de fonctions continues. Nous nous trouvons donc
dans la deuxieéme situation décrite par I’article [30]. Le temps écoulé depuis qu’un capteur donné a

fourni sa derniére mesure est décrit par la fonction en dents de scie p'(t) définie par
pi(t) = t—s,i(, pour te€ [s,i(,s;;ﬂ[.

La Figure 1.1 issu de l’article [9] permet de mieux comprendre comment sont congues les subdivisions

de temps.

Les sorties étant échantillonnées et asynchrones, elles sont interpolées de la maniere suivante :

O =[yi(t—p*(t)...y (t—p™(N].

Les matrices C et D ainsi que les vecteurs x(t),(t) et y(t) sont calculés ainsi :
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FIGURE 1.1 — Les fonctions en dent de scie p!(t), p?(t) et p(t) pour un systéme a deux sorties
asynchrones avec p(t) = minp'(t) pouri € {1,2} [9].
L
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— C = diag[C;,C,,...,Cy] ol les C; représentent la ligne de la matrice C correspondant a la

sortie y;,
— D =diag[D;,D,,...,D,,] ot les D; sont construits comme les C;,
— x(O)=[x(t—p'(t))...x"(t = p™(6))7,
— a(t) = [u'(t—p'(t))...u'(t = p™(1))7,
— y(t) = Cx(t)+ Du(t).
L'observateur adapté a la structure échantillonnée et asynchrone des sorties du systeme (1.8) s’écrit

donc

£(t) =A%(t) +Bu(t)—LC&(¢)
(1.10)
e(t) =(A+LC)e(t)

avec
— x(0)=[X(t—p'(t)... &' (t—p™(1))7,
— e(t)=[e'(t—p'(1)...e'(t —p™(t)].
Les auteurs démontrent que sous certaines hypothéses et a condition qu'un certain nombre d’inégalités
matricielles soient vérifiées, la convergence de 'observateur (I.10) est exponentielle.

Outre le fait que nous proposons un observateur non linéaire, des différences existent entre les

résultats de cet article et ceux que nous présentons dans cette thése :

— la principale différence réside dans le choix de ne pas considérer les sorties telles qu’elles sont

vraiment, a savoir échantillonnées, et de les étendre a I'espace des fonctions continues;

— le choix du type d’observateur différe également. Etant donné qu’ils considérent un systéme
linéaire et indépendant du temps, les auteurs ont fait le choix d’'un observateur de type Luenber-
ger. Nous n’avons pas retenu cette option qui n’est pas cohérente avec I'estimation d’un systéme

non linéaire.

1.3.2.3 Article de Y. Shen, D. Zhang et X. Xia

Dans l'article [10] datant de 2017, Y. Shen, D. Zhang et X. Xia ont proposé un observateur continu
grand gain pour une classe de systémes non linéaires a sorties multiples. Le pas d’échantillonnage de
ces sorties n’est pas uniforme et ces derniéres peuvent étre transmises en présentant un retard. Le

systeme considéré est de la forme suivante :

x(t)  =Ax(t)+B(x(t),u(t))

y(©) =C(®)x(t) =[Cix'(t),...,Crx™(D)]"

(I.11)
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N

ol
— x(t) € R" est 'état du systéme , u(t) € R? en est le controle et y(t) € R™ en est la sortie.

— La partie linéaire du systeme s’écrit sous la forme de m blocs de taille A;, i = 1...,m et Z A;=n.
i

La matrice A a donc la structure suivante :

A=diag(A,,...,A,)

avec
0 1 0
0 0
Ai=
1
0O ... 0 O

— La matrice C s’écrit C = diag(Cy, ..., Cp) avec C; =[1,0,...,0];4y,

— B(x(t),u(t)) = [b (x(t),u(t)T,...,b™(x(t),u(t))"]" ou le i®™ élément de bi(.), que l'on

note bj.(.) est supposé Lipschitzien et a la structure suivante :

b;(x(t),u(t)) = b;.(xl(t), . ..,xi_l;xi(t), . ..,x;(t);u(t)),

pour tout 1 <i<metl<j<A;. Ceci confére au systeme une structure cascadée.

Le i®™¢ bloc du systeme (I.11) ci dessus est donc donné par ’équation suivante :
Xt = A;x (6) + bi(x(6), u(t)) (1.12)

Les auteurs supposent que le systéme dispose de m capteurs auxquels sont associés m subdivisions

i . 2 . l 9 l
de temps {{tk} kZO}i:l_..m' Les mesures arrivent donc a ces instants t, auxquels s’ajoute un retard 7}
inconnu mais borné.

Lobservateur associé au i¢™ bloc de x(t) et proposé dans I’article prend la forme suivante :

%= AZU() + bI(R(0),u(t)) + diag (Llal, L2d},. ..,L?ia;i) el(th) (113)

o iy i g i P — o0 (4 ai (1i )
avec j = 1,2,...,A;, t € [tk-l-Tk, st +Tk+1), k = 0 et e; (tk) = X (tk) —X] (tk) est l'erreur
commise sur 'estimation de I'état du systeme (I1.12). Enfin, a;. et L; > 1 sont des réels positifs et L;
est le parameétre de gain de I'observateur.
Les auteurs prouvent qu’a condition de borner les variables a§, Lf et le temps écoulé entre deux

mesures successives d'une méme sortie, 'observateur converge exponentiellement. Cet observateur
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est celui se rapprochant le plus du notre. Nous pouvons noter quelques différences dont le choix d’'un
gain fixe contre une structure de type Kalman dans notre cas. De plus, nous mettons en avant dans
notre algorithme la notion de capteurs regroupant 'ensemble des sorties toujours disponibles au

méme instant, ce qui nous permet de prendre en compte d’éventuelles corrélations entre ces sorties.

1.3.2.4 Article de L.P Yan, B.S. Liu et D.H. Zhou

Dans leur article [11] paru en 2005, L.P. Yan, B.S. Liu et D.H. Zhou proposent d’utiliser le filtre
de Kalman dans sa version probabiliste discréte sur un systéme a état discret et mesures discrétes
et asynchrones. Le modeéle a notamment été repris dans l'article [31] par S. Safari, E Shabani et D.
Simon. Le systeme dynamique que I'on considére est muni de N capteurs et vérifie les équations
suivantes :

X(N,k+1) =A(K)x(k) +w(k)
2(i, k) = C(i,)x(, k) +v(i,k), i=1,2,...,N

(1.14)

— x(N,k) € R™! est la variable d’état du systéme a l'instant indicé par k sur la subdivision de

temps N et x(i, k) € R™! est la variable d’état au k°™ temps de la i*™ échelle de temps.

— x(N,0) est la valeur initiale du vecteur d’état et vérifie :

E(x(N,0)) = Xo
E(x(N,0) —x0)(x(N,0) —x)" =Py

— A(k) € R™™ est la matrice du systeme (1.14) et C(i, k) € R%*" est la matrice de mesure.

— w(N, k) € R™! et v(i, k) € R%*! sont des bruits blancs gaussiens indépendants entre eux et

indépendants de x(N, 0)

— 2(i,k) € R%*1 (g; < n) est la k*™ mesure observée grice au capteur i avec un échantillonnage
S;.

Le systéme est composé de N capteurs. A chacun d’eux est associé une subdivision du temps. Il
est a noter que le capteur d’indice N posséde la plus haute fréquence d’échantillonnage. Les auteurs
demandent de plus que I’échantillonnage de ce capteur d’indice N soit uniforme. Les autres capteurs
ont un taux d’échantillonnage moins fin et éventuellement non uniforme.

I existe donc N suites (S;)p1,. v] de mesures telles que

Siyp1=n;S; avec j=1,...N—-1 (1.15)
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avec n; un entier positif connu.
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FIGURE 1.2 — Trois subdivisions associées a trois capteurs sont représentées ici. On remarque que
I'échantillonnage de S; est plus grossier que ceux de S, ou S;. De plus I'échantillonnage de S5 est le
seul a étre régulier [31].

Afin d’expliciter au mieux la démarche des auteurs, considérons un exemple de systeme a trois
sorties telles que représentées sur la Figure 1.2. Grace a la relation (I.15), nous écrivons S5 = 25, et
S, = 38;. Cela signifie que dans un bloc de données (noté Data block sur la Figure 1.2), la subdivision
S; contiendra deux fois plus de points que la subdivision S, et la subdivision S, contiendra trois fois
plus de points que la subdivision S;. La subdivision S; comptera donc six fois plus de points que la
subdivision S; . Par conséquent, nous savons qu’a l'arrivée de la premiere sortie de la subdivision
S,, il est possible que la sortie correspondant a S5 soit déja apparue deux fois. De méme, lorsque la
deuxiéme occurrence de la sortie associée a S, apparait, il se peut que S; nous ait donné sa quatrieme
occurrence. Enfin, lorsque la troisiéme et derniére mesure associée a S, apparait, la sixieme mesure
de S; devrait nous parvenir. Il en va de méme pour S;. Les auteurs procedent a une uniformisation
des subdivisions S; et S, afin de les caler au mieux sur S; dont 'échantillonnage est régulier et dont
la dynamique d’état est décrite par 'équation (I.14) .

Deux cas se présentent : celui ou la subdivision S, est effectivement tres proche de la ré-uniformisation
des mesures, auquel cas 'approximation des x(2, k), k € N est trés proche de leur valeur exacte. Ou
bien, comme cela est représenté sur la Figure 1.2, 'approximation de x(2, k) en certains points de S,
est tres différente de sa valeur réelle. En effet, nous notons que la premiere occurrence de la deuxiéme
sortie (en bleu) est comprise entre la troisieme et la quatriéme occurrence de S; et non entre la

premiére et la seconde occurrence de S; comme le prétend 'approximation. De méme la seconde
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occurrence de S, est comprise entre la quatriéeme et la cinquiéme occurrence de S5 et non entre la
troisiéme et la quatriéme occurrence de S;. Cependant, méme si les deux premiéres occurrences de
S, sont mal approximées car elles arrivent trop tard dans le Bloc 1, nous savons que pour que la
troisiéme occurrence de S, appartienne également au premier bloc de temps, il est évident qu’elle
doit étre proche des temps 5 et 6 de S5. L'état du systeme au troisiéme point de S, est donc a priori

bien approximé.

Lapproximation de I'état du systéme pour les subdivisions de temps 1 et 2, pour les blocs suivants se
fait de la méme maniére. Ce découpage du temps en blocs rigides permet d’obtenir une structure
relativement homogene des subdivisions 1 et 2 et une approximation de I’état du systéme proche de

la réalité pour au moins une occurrence sur trois de la subdivision S,.
Notons que plus la subdivision considérée est grossiere, moins 'approximation de I’état sera fiable.

Cette approche permet d’estimer les sorties z(i, k) du systéme pour tout i = 1,2,...,N. Pour finir, les
auteurs proposent grace a cette approximation une représentation d’état du systéme et estiment son

évolution grace au filtre de Kalman dans sa version discrete.

De maniere générale, pour un systéme a N capteurs, il est important de remarquer que le systéme
(1.14) décrit uniquement I’évolution de la variable d’état pour 1’échelle de temps N. Ces équations
ne sont pas applicables pour x(i,k),i = 1,...,N — 1. Comme nous l'avons expliqué dans 'exemple
ci-dessus, I'un des objectifs de cet article est de reformuler les équations (I.14) afin qu’elle s’appliquent
atout x(i,k), i=1,2,...N.

A cette fin, les auteurs font le choix d’aborder l'irrégularité de I’échantillonnage des mesures en
uniformisant I’échantillonnage de chaque capteur. Pour ce faire, en notant que la relation (I.15)
implique que le paramétre ny_; associé a la subdivision la plus fine Sy est un multiple de tous les

autres parameétres n;, la quantité suivante est définie :

—1

Mi = | | n]'.
j=i
La variable d’état pour la subdivision S, est calculée de maniere a suivre un échantillonnage uniforme

et devient alors : i
M1

: 1 ~
x(i,k)~ — Z x(N,kM; —m)
M; “~—=
m=0
L'intérét de cet article réside dans la maniere dont a été traitée 'asynchronicité des mesures. Nous
notons cependant que I'approche des auteurs implique une certaine rigidité du modele. En effet, bien

que Iéchantillonnage des sorties ne soit pas homogene, les auteurs imposent une certaine régularité
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des mesures par Bloc de données. Cette régularité n’est que partielle puisqu’elle ne perdure pas sur
une fenétre glissante mais elle reste tout de méme une hypothese assez forte. De plus, 'hypothése
que I’échantillonnage de la subdivision d’ordre le plus élevé soit homogene nous semble quelque peu

contraignante.

Nous achevons ici ce premier chapitre introduisant les notions utiles a la compréhension du
sujet ainsi qu'une présentation d’articles abordant la question de l'estimation de I’état de systémes a
mesures asynchrones. Le chapitre suivant constitue le pivot de ce manuscrit et propose un observateur

adapté aux systemes continus-discrets asynchrone ainsi que la preuve de sa convergence.
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Ce chapitre constitue le socle de ce manuscrit et introduit un observateur adapté aux systémes
continus-discrets a mesures asynchrones ainsi qu'une étude de convergence. Dans la Section II.1
de ce chapitre, nous proposons une modélisation des systémes a mesures asynchrones ainsi qu'une
adaptation du filtre de Kalman grand-gain et sa preuve de convergence (cf. [32]). Cette démonstration
n’est possible qu’a la condition d’avoir prouvé qu’une certaine matrice intervenant dans les équations
de l'algorithme est bornée. Cette étude fait 'objet de la Section II.2. Pour finir, la Section I1.3 propose
une version du filtre de Kalman grand-gain continu-discret asynchrone pour des systémes linéaires et

donne une bréve démonstration de sa convergence (cf. [33]).

II.1 Systemes non linéaires

I1.1.1 Position du probleme

Considérons un systéme continu multi-sorties, non-linéaire et observable sous la forme normale

d’observabilité suivante ! :

x(t)= Au(r))x(t)+ b(x(7),u(r)) avec x(0)=x,
y(r)= C(v)x(7)

=)

La variable d’état x(7) est définie dans un ensemble compact X de R", la sortie y(7) est définie
dans R et le vecteur u(7) appartient a U, 4,, C R™ et est borné pour tous temps. La variable d’état

est décomposée en n, sous-vecteurs de la maniere suivante :

Y

x1(7)

x(t)=

xp, (7)

ot, pour tout i € {1,...,n,}, x;(7) est dans le sous ensemble compact &; C R". Les entiers n;, i €
1,...,n,} sont tels que la somme de tous les n; vaut n, la dimension de I’état x(t) du systéme (X.).
y q i y c

Chaque sous-vecteurs x;(7) est associé a la i°™ sortie y'(7) et s’écrit :

x}(7)
xi(t)=

x;'(7)

1. Afin d’alléger les notations, nous avons fait le choix de nous affranchir de certaines dépendances en temps. Cependant,
A(u(t)) et b(x(7),u(r)) pourraient également s’écrire sous la forme de A(u(7), t) et b(x(7),u(7), 7).
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La dynamique des x;(7) est donnée par le systeme :

xi(7) = Ai(r))x;(7) + bi(x(7),u(7))
yi(r) = C'(u(®)x;(1)

* A;(u) et C'(u) sont, respectivement, des matrices de dimensions (n; x n;) et (1 x n;) de la forme :

0 aiz(u) 0
0
Ai(w) =
a;(u)
0 0 0
et Ci(u)Z(ail(u) o -- 0),

o, pour tout i € {1,...,n,} et j € {1,...,n;}, u € Uy, 0 < ap, < Ia{(u)l < ay. De plus, nous
supposons que les éléments de la matrice C' sont différentiables au moins une fois et ont leur

dérivée bornée dans le temps 2.

* b;(x,u) est un champ vectoriel a support compact, dont les éléments appartiennent a C* et
i p pp p PP

dont le dernier élément peut dépendre de la totalité de I'état de (=.) :

[ blhw )
b3 (x},x2,u)
bi(x,u)=

Tli—l 1 Tli—].
b," (x;,.x;" ,u)

\ bl'.“(x, u) )

Nous supposons que, pour tout i, D, b;(x, u), la matrice Jacobienne de b;(x,u), calculée par
rapport a x, est majorée par L, > 0. Par conséquent, b;(x,u) est Lipschitzienne par rapport a x

(uniformément par rapport a u) : ||b;(x;(t),u) — b;(%;(¢),w)|| < Ly ||x;(t) — %;(t)]l.

2. Bien que restrictive, cette condition est nécessaire afin de pouvoir appliquer le lemme 29 a une matrice C variant en
temps.
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Pour finir, la dynamique globale du systéme (%) est donnée par

A, 0 -+ 0
0o . . 0
Aw) =| ,
0 0 Ay,
by(x,u)
b(x,u) = : ,
by, (x,u)

et C(u) = diag[Cl, e, C”Y].

Nous associons a (2,) le systéme continu-discret asynchrone suivant :

x(t)= A(u(7))x(t)+ b(x(7),u(r)) avec x(0)=x, =)
y(t) = Coox(Ti) e

Nous entendons par continu-discret que I'état du systéme (X.4,) dépend continiment du temps
tout comme I'état du systeme (3.), mais que le vecteur de sortie y est discret : les mesures ne sont pas
disponibles pour tous les temps t € R, mais pour certains 7, appartenant a une subdivision du temps.
De plus, ces mesures sont asynchrones, c’est a dire que pour des sorties issues de plusieurs capteurs
physiques, ces sorties n’apparaissent pas forcément toutes au méme instant et leur échantillonnage

n’est pas uniforme.

Afin de généraliser au mieux les résultats, le caractére asynchrone des mesures ne sera pas
modélisé par rapport a chacune des sorties mais nous regrouperons ensemble les sorties toujours

disponibles au méme instant.

1. Désignons par capteur un sous-ensemble non vide s; C {1,...,n,}. Nous associons a chaque
capteur s; un vecteur y®)(7) = { yi(r) : je 51'}- Nous notons n, le nombre de capteurs, avec
0<ng<n, 3. Tout au long de ce chapitre, nous supposerons que 'ensemble de tous les capteurs
de (X.44) forme une partition de 'ensemble {1,...,n,}. Nous admettrons de plus qu'un capteur
est constitué d’'un ensemble successif d’indices, moyennant une ré-indexation des sorties et des

variables d’état.

3. Une extension possible de cette étude serait de considérer le cas ot certaines mesures seraient redondantes, c’est-a-dire
ol plusieurs capteurs fourniraient une méme mesure dans des conditions distinctes.
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. Une subdivision du temps {s

La matrice de sortie correspondant au capteur s; sera notée CGi), de dimensions (]s;] x n) et
définie comme suit :

y(5i)(T) — C‘(5i)x(T).
(@
k
globale {7} }ren est définie par :

}keN est associée a chaque capteur s;, et la subdivision de temps

g

{Thdeen = U {sgi)}leN

i=1
ol les éléments communs a plusieurs subdivisions {sl(l)} ne sont pris en compte qu’'une seule

fois.

®

. Par construction, pour chaque Ty, il existe au moins un capteur s; tel que s;* = T, pour un

certain indice [. Soit o 'ensemble de ces indices :

o) = {i e {1,...,n.}|]31 €N tel que sl(i) = Tk}.

11 est probable que I'indice [ mentionné plus haut différe de I'indice k, et ne soit pas le méme

d’un capteur a l'autre. Aussi, pour tout i € oy, ll((l) représente l'indice [ € N tel que sl(l) =T.

La matrice C,, associée a I'ensemble o est la matrice de dimensions (Zieak ;| x n) qui

correspond aux sorties disponibles & Iinstant 7, et construite a partir des matrices C),i € o

Co_k = C(5i)
iGO'k

Par conséquent, le vecteur de sortie disponible a I'instant 7, est défini par :

Y =y(7) = Co, x(74).

I1.1.2 Définition du filtre de Kalman grand gain asynchrone

Le filtre de Kalman grand-gain continu-discret asynchrone est défini en deux parties :
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1. deux équations de prédiction pour T € [T;_;, Tx[, k € N*, avec pour valeurs initiales z](i)l
().
Sk1s

et

2. deux équations de correction a I'instant 7.
Notations :
— 2(7) est 'état estimé pour tout T € [Ty_1, Tkl

— z](:) est I’état estimé a I'instant 7, a l'issue d’une étape de prédiction et avant une étape de
correction;;

(+)

(+)
2L k

est I'état estimé a l'instant 7, a l'issue d'une étape de correction. Ainsi, z, "~ est 'état estimé

initial pour le nouvel intervalle de prédiction [Ty, Tjyq[-

Equations de prédiction

2(1)= A(wz(t)+ b(z,u)

. (01)
S(t) = —(A(u)+Dyb(z,u))’ S(7) = S(7) (A(w) + D, b(z,u)) — (SQeS)(7)
Equations de correction
- B 5) ()Y L (s, () _ 6O [ (O _ G
5= 57 -5 ZC( ) (Re ) (C( Y5 = )(Sl(f)_sl;(f))—l)
i€o
©) ) k (s)) @M _ @ ©2)
+ - s;.)/ EDAN i [ i
s = 57+ > c'(RS) C(ﬁl)(slg)—sls)_l)

i€oy

Les équations de prédiction (O;) ont pour objectif d’estimer I'état du systeme entre deux prises de
mesures. La dynamique du systéeme est prise en compte et fait intervenir une matrice Qg décrivant le
bruit présent dans le systéme. A I'issue d'une prédiction, lorsque arrive une mesure, I'état estimé issu
des équations (O;) est corrigé a I'aide des équations (O,). Ces équations font intervenir quant a elles
une matrice R(;") contenant le bruit de mesure. A un instant 7, donné, une correction est réalisée
par rapport a chaque mesure yIEE") disponible a cet instant et ’erreur entre chaque mesure et son
estimation est pondérée par le temps écoulé depuis la derniére fois que la sortie en question a été
mesurée.

Les matrices Qg et Rgi) peuvent dépendre du temps * & condition que les contraintes (I1.1)-(I.2)
soient vérifiées et elles sont de la forme

. 1
Qe=06A1QA™! et R(;l) = 55(51')1{(505(50

4. Cette dépendance en temps n’est pas écrite de maniere explicite dans les équations de I'observateur afin d’alléger les
notations.
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N

ou:

— Q et R6 sont des matrices symétriques définies positives, de dimensions respectives (n x n) et

(]s;] x |s;]) et définies dans les sous-ensembles compacts suivants

gld <Q<qld avec 0<qg<q (I1.1)

r;Id <R <7, Id avec 0<r,<T (11.2)

— 806 et A sont deux matrices diagonales construites en posant tout d’abord la quantité n* =

max(ng,n,,..., nny) et un scalaire fixé 6 > 1 puis en définissant :

. . 1 1
A=d1ag[A1,...,Any] avec Ai:dlag[@n*—ni""’ 9n*—1i|

et 5(5i)=diag|:{9"*_"i :je(sl-)}].

Pour finir,
R =diag[R®",...,REW)]

et

Ry = diag [Rgl), e ,RS“)} ,

ou bien, de maniére équivalente :
Ry = L 6R&
o

avec § = diag[5(51), e, 5(5"s):|.
Remarque 1.
Bien que les définitions de A et & puissent paraitre inutilement complexes, elles sont nécessaires afin de
simplifier les calculs a venir, et permettent notamment de conserver la constante de Lipschitz du champ

vectoriel b(x,u), en dépit du changement de variable réalisé au début de la preuve de convergence (cf.
Section I1.1.3).

La valeur initiale de 'observateur est formée de 1’état initial estimé z(0) € X C R" et de S(0) une
matrice symétrique définie positive réelle de dimensions (n x n).

Nous proposons le théoreme de convergence suivant :

Théoreme 17.

Considérons le systéme continu-discret a mesures asynchrones (X.4,) construit a partir d’'un systéme
continu non-linéaire observable (%) et vérifiant les hypothéses énoncées ci-dessus. Soient x(1) € R" et
y(7) € R™ les vecteurs d’état et de sortie de (2.4,)- Soit ng > 1 un entier tel que y(7) soit composé de n,

sous-vecteurs. Pour un indicei € {1,...,n,} donné, la dimension du sous-vecteur de y(7) correspondant est
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notée n; et une subdivision du temps, éventuellement non-uniforme, notée {Slil)}keN indique lorsqu’une

mesure est disponible. Pour chaque i, élément 5t© dénote le pas d’échantillonnage maximal de la

subdivision du temps {s](f)}keN.

Le filtre de Kalman étendu grand-gain asynchrone adapté au systéme (X.4,) est donné par les équations
(01)-(O,) et son état est noté z(7) € R™

Alors, pour tout T > 0, il existe des constantes positives K; > 0,K, > 0,K3 > 0,6y > 1 et u; > 0, pour
i=1,...,n, tels que pour tout 0 > 0, et 05tV < ., Uinégalité suivante est vraie pour tout T > % :

(5)-+(5)

T
2
92(”*_1)K16(K2 —0K3)(7 — 5)

l12(7) = x(D)II* < (11.3)

avec n* = max {n;}.
ie{1,...,n,}

I1.1.3 Preuve de convergence

Cette section est dédiée a la preuve de convergence de I'observateur (0;)-(0,). Elle repose sur
I'analyse de la dynamique de 'erreur £(7) = 2(7) — x(7) commise sur 'estimation et est divisée en

deux parties : la préparation de la preuve et la convergence exponentielle.

Préparation de la preuve

Considérons tout d’abord le changement de variables suivant :

— X =Ax,
— Z=Ag,
— £=Ac¢

Nous définissons également
— b(.,u)=Ab(A™L,0),
— D, b(,u)=AD,b(A™ . u)A,
— S=A"lsAa™L.
Lemme 18.
[4]
1. Le champ vectoriel b(%,u) a la méme constante de Lipschitz que b(x,u).
2. La matrice Jacobienne Dxf)(fc, u) a la méme borne que D, b(x,u).

3. Nous avons également les relations suivantes :
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— AA=0AA, et AN =OATIA;
_ 6(51')_1C(5i)A_1 — C(ﬁi);

— ATICEYREDT CEY AL = eI RET ¢,

Ce changement de variables nous permet de nous affranchir de la dépendance en 6 des ma-
trices R(;i) et Qy. Grace aux propriétés mentionnées dans le Lemme 18, les équations (0,)-(0,) de

Pobservateur deviennent :

()= 60AW:E(T)+b(E W)

. ) o y o (@)
S(r)= —(6AW)+D,b(z,u)) §—8(0A() + D, b(2,u)) — 65Q3
() _ )
Zk = Zk
05 ST @Y REI ¢ (35 _ (1) (s(? —s{) ) 3
! k iezg;( ( k ) zl(() 1}5)_1 D)
s _ () () pls) ™ AGs) [ (D _ (D
3P = 87+0 > ceRE (sz“) szﬁ)_l)
\ €0y k k

Afin de mener la preuve a bien, nous souhaitons borner tous les éléments de 6A(u) + DXB(E, u),
indépendamment de 6. Cela est vérifié pour la borne inférieure puisque 6 > 1, mais la borne
supérieure ne peut étre obtenue aussi facilement. Nous répondons a cette question grace a une
reparamétrisation en temps.

Soit 7 tel que T = O7. Cela entraine la modification suivante sur les subdivisions {7 }rey €t

{Sl(j)}keN pour tout i € {1,...,n,} : T = 07y, et s",(j) = Gs](f) pour tout k € N. De plus, nous notons

2(7) =2(7).

Lobservateur se réécrit & présent sous la forme de deux systémes d’équations (O;)-(0,) :

[ dz(7 1.
E@ ) + b
dt 0 1)
dS(%) I DI (2 R W !
— =—(A(a)+ —-D,b(z,u) | S—S| A() + =D, b(z,i) | —SQS
dt 0 0
() _ () _ )T () ()™ () () _ mem L) _ D
Z0= 3 =S, IEZU: C¥/R¥ C (zk x(rk)) Sl,ﬂ” Sl,(f)—l
X _
{ (+) =) (s) pls)™ ~(s) [ (D) (1) (©2)
C al— . )T . =1 =1
s = & +Zcﬁl RED ¢ (szgﬂ_szg)_l)
\ i€o
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Convergence exponentielle

La suite de la preuve repose sur 'étude d’une fonction de Lyapunov.
Définition 19.
Soit x, un point d’équilibre du systéeme (%.). Une fonction de Lyapunov pour (%.) dans un voisinage de
X, est une fonction V définie dans un voisinage de x, telle que
— V(x) > 0 pour tout x # x,
- V(xe) =0

— V est une fonction différentiable et ses dérivées sont continues et telles que V < 0.

Celle que nous retenons ici est V(&(%)) = (¢’S&)(%). A condition que S(7) reste symétrique définie
positive pour tout T € R, alors V(&) > 0 pour tout £ # Ogn.. Aussi, apres avoir énoncé un théoreme
(il sera prouvé dans la section I1.2) assurant la stabilité de la matrice S, nous calculerons la dérivée

temporelle de V(&) afin de démontrer la convergence exponentielle de 'observateur proposé.

Théoréme 20.

Soit Uéquation de Riccati de l'observateur continu-discret asynchrone (07)-(0,), c’est a dire le systéme

d’équations
dS(z o
—(_T ) _ —A’'S—SA-SQS
e (1L.4)
c(+) _ g(=) () p(s) ™ (s) [ D) _ (D) :
P = 87+ cERE (slm 51(1‘)_1)
iEO'k k k

avec A = A(i) + éDxf)(i,ﬂ) et (A, C), une paire observable de matrices dépendant du temps. Nous
supposons que tous les éléments des matrices A et C appartiennent a L°° ([0, T ], R), et sont uniformément
bornés par un scalaire B > 0 par rapport a la norme L .

De plus, tous les éléments de C sont différentiables au moins une fois et leur dérivée est bornée dans le
temps. Alors, S(7) est bien définie et est symétrique définie positive pour tout temps. En outre, pour tout
T > 0, il existe des constantes u; > 0, i € {1,...,n,} et 0 < a < 3, telles que, pour toutes subdivisions

(i) NOREG) g e (g
{sk }keN avec (sk _Sk—l) < u;, lUinégalité suivante est vérifiée :
ald <S(%) < BId pourtout T>T

Les constantes a et 3 sont indépendantes de 0 ainsi que des subdivisions de temps.

Démonstration. La preuve est détaillée dans la section II.2 de ce chapitre. O
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\ o , d
Reprenons a présent 'étude de convergence de I'observateur, en calculant FV(e) :
7

%(f) = i_(é—)‘c)(f):A(ﬂ)é+%(b(é,ﬁ)—b(ic,ﬂ)) (I1.5)
av._. d(&'S¢)
E(e) = —5 (7)

= [A(%)é(f)+%(E(é,u)—fo(ic,u))] S&(7) (IL.6)

1) [—(A(u) + 20,50 S(2) — S()AW + £ Dy(a, u))—(§Q§)(f)] 8(7)

+&'(%)S(%) [A(f)g‘(%) + %(5(2, u)— b(x, u))]

= % (&'S) (b(z,@) — b(x,@) — D, b(z,0)é) — (£5QS¢&) (I.7)
Déterminons ensuite I'expression de V(+) i.e. V(7;) aprés une étape de prédiction :
£P = 2 x(7))
= AO=5ET Y 6 (RY) 6 @O -5 (8 -5, )5z

iEO'k

_ g A(s:) Rls) ™ @) [ _ 5 =)
= [1d=3 > CEIRED gl S0 =50, )| &

iEO'k

Ainsi, a l'instant T, nous obtenons :

v = @5
/
= () [1d=5+) > ¢ (RY) c,gﬁﬂ(-l(;}) fgg 1) Si(+)
leO’k
- () () EYECIFG! -
x | 1d =8 ()7 D ¢e) (R ) o (51@ o 1) ()
lGUk
_ - 5 =(s1) (7050 ) () D
= 8;/{(—)[51{("‘)_2@( (Rk) Gy (lo) Sl(i)_l)
iGO’k
() (Rle) ) (D) (l) (s)’ o) (L) LD e (a1
- e (B) e (-0 )+ e (B) e (5D -, s
l€0'k lGO'k

(s)’ (5) () [ D @
DWUCHRCHCERITS

lEO’k
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= 5([Sk(+) =2 (5 (1) = 5() + (Sk (1) = 5k() Se(H) ! (Si(+) =S () ] & (=) (1.8)
= () [SOS(H) S &)
= &) [5OGO EE)

La seconde équation du systéme (O,) nous permet d’écrire que :

SO _ g | g () Rl o) (0 _ 0 ) | g
50755 = 87 |80+ D R gl (5 050, )| 5%

ie(Tk
= 3074507 S eI Re Cm(—(o 50 )g(—)‘l

l(l) l(l)_l
leO’k

()

Afin de pouvoir employer le lemme d’inversion matricielle 31 rappelé dans ’Annexe A, il est nécessaire
d’exprimer la somme de matrices désignée par 'expression (x) comme un produit de matrices. Tout

d’abord, notons :

=diag[{R®) :i € oy }] et 1, = dlag[{( Z((ll)) sl((ll)) 1)Id ie ok}]
La somme intervenant dans (x) peut s’exprimer sous forme de matrices par bloc comme ceci :

St Re- C(ﬁ)((l) Eo) ) ¢, R\, C,,

l(l) l(l) O Ok
€0y

Par définition, I;_est inversible, et en faisant appel > au Lemme 31 :

[50750507 T = [397 4897 ¢) R, 650 ]

ok

— 3O - s e )7
= 807 —cl (Ry 51 +C 87 CL ) Gy,

Ok~ 0o
Nous obtenons donc le systéme suivant, pour tout k € N :

%(é): 2(&'8)[b(z,a) — b(x,u) — D, b(z,0)€] — (85QS¢) pour T €[Ti_y, Tl

- B -1 o
Vk(+)= (E’Se)g()—ek)C’ (R I'+c, S() C’) Cgkeli) pour T =7y

Ok 0oy

5. Notons que les matrices R, et I;: commutent. En effet, par définition, a chaque bloc de la matrice R, correspond
un bloc de la matrice I;kl composé du produit d’'une matrice identité avec un parameétre constant.
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Puisque b(., ) est Lipschitzienne dans son premier argument (uniformément par rapport 3 i) et que

D, b(., 1) est supérieurement bornée :

|b(2,@) — b(x,@1) — Do b(z,0)|| < Lyllz— x|+ LylI]l
= 2Ll

Le Théoréme 20 garantissant que S est bornée pour des temps supérieurs a un certain T > 0 fixé,

ainsi que les contraintes sur la matrice Q énoncée en (II.1), entrainent alors :

d _
%(é) < (%ng —ag) (¢'Sé).

5 4
Puisque S(7) est définie positive, la dérivée de V(&) est négative lorsque 0 est choisi tel que aﬁLb -
a

aq < 0. De plus, il est aisé de démontrer que Vk(+) < Vk(_) pour tout k € N. En effet :

) _ ) =Y 1 a(—)! P
v =vO -7 ¢, (Ro 151 +C, 57 Cy/) o B

O™ oy

()

-1

Puisque les matrices S(7) et R, I o, Sont symétriques définies positives pour tout temps, la matrice

(¢) est au moins semi-définie positive et :
Vk(+) = (5’55)2“ < (5/5'&_‘)5(_) pour tout k €N (11.9)

Ceci prouve la convergence asymptotique de 'observateur. En outre, cette convergence est exponen-

tielle. En effet, soit T, = rlpin{%k : %), > T}, alors pour 7 €]T, 7}[ :
eN

(£'S8)(%) (£58)(T)+ (gng — ac_]) J (£'S&)(v)dv
T

- i _
< (&38)(T)elrd a1 (I1.10)
ou (I1.10) découle du Lemme de Gronwall.

Alinstant T € [Ty, Ty41[, I'inégalité (I1.10) est vraie en remplacant T par 7. Gréce a la relation (I1.9),

nous montrons par itération que (I1.10) est vraie pour tout 7 > T, indépendamment des subdivisions

{gl(ci) }keN et {%g) }keN'
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Puisque £(T) = £(7), l'inégalité (I1.10) devient :

lee <P

_ 2 _

T B_ _I T
Pllal 2| el#reb-vaa)=—5 pour tout T > —
a 0 0

Pour finir, en utilisant la définition de £(7) = A™'é(7), et puisque ||A7!| < 8" ! et ||A|| < 1, nous

(@)l

I1.2 Borne de la solution de I’équation de Riccati

concluons que :

e(4Lb§—9a2)(T—%)

lle(D)II* < 92(”*_1)2 pour tout T >

|~

La preuve du théoréme 20 se divise en deux parties.

— Dans un premier temps, pour un T* > 0 donné, nous prouvons I'existence d'une borne supérieure
pour les temps supérieurs a T*. Ici, le principal argument de preuve repose sur la régularité de
S, et la borne dépend du pas maximal de la subdivision de temps {7 }xen quelles que soient

les subdivisions sous-jacentes {s'(l)} .
k JkeN

— Dans un second temps, nous prouvons l'existence d’'une borne inférieure pour des temps plus
grands que T, > T™*. Dans cette seconde partie, le résultat découle de I'observabilité du systeme
continu (X.) a partir duquel (2.4,) est construit et nécessite que les subdivisions {s"(l)}k N

S

k
aient un pas de temps suffisamment petit.

La valeur T qui apparait dans le Theoréme 20 est simplement T = T,.

Dans un premier temps, nous supposerons qu’il existe une solution définie positive S(%) sur un
petit intervalle de temps, ce qui est assuré grace au critére de Sylvester. Nous montrerons ensuite que
cet intervalle peut en réalité étre étendu a R™.

I1.2.1 Borne supérieure

Afin de prouver que SIE’L) est supérieurement bornée pour des temps plus grands que T*, rappelons

que si S est une matrice symétrique semi-définie positive, alors nous avons S < Tr(S)Id.

Lemme 21.
[34].
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G as i. = -
Soit S : [0, T[— S,, une solution de 7= —A S —SA—SQS. Alors, pour presque tout T € [0, T[ :
T

— Amin(Q)

i_Tr(S) < —a(Tr(5(%)))? +2bTr(5(%)) ou no 1
dt b =supTr (A (’E)A(’E‘))2

Démonstration. D’apres les propriétés de la trace —cf. Annexe A :
d - d -
—Tr(S(z))=Tr (—S(T))
dt dr

=—Tr(A'S)—Tr(S.A)—Tr(SQS)
< 2|Tr(SA)|—Tr(5QS)

< 2\/ Tr(S'S )\/ Tr(A’A)—Tr(SQS) par définition de la norme de Frobenius
< 2(Tr(A A)Y2(Tr(8))V? - Tr(5QS)
< 2sup(Tr(A’ ANY?Tr(8) — Tr(3QS) car S est symétrique définie positive

T

Or, puisque S est symétrique définie positive, Tr(SQS) > gTr(S )? avec ¢ = min x'Qx = A,,,(Q), la
n x|[=1

[l
plus petite valeur propre de Q. Nous obtenons donc I'inégalité suivante :

;—TTr(S(T)) < 2sup(Tr(A’ ANY2Tr(S) — %Tr(g)2
< bTr(S)—aTr(S5)?
avec a = Am%@ et b =supTr (.A/(f)A(%))% O

Lemme 22 ([34]).
Soient a et b deux constantes positives. Soit x : [0, T[— R* (éventuellement T = +00) une fonction

absolument continue satisfaisant pour presque tous 0 < T < T, l'inégalité suivante :
x(7) < —ax?(7)+ 2bx(7)

Les racines de —aX? + 2bX sont % et 0. La solution x(T)est telle que :
x(7) < max{x(O), Za—b} pour tout T € [0, T[

De plus, si x(0) > za—b alors, pour tout T €]0, T[, nous avons les deux inégalités suivantes :

(I1.11)
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2bxoe?”
axg(e2b7—1)+2b

x(7) < (I1.12)

2b 2b
Démonstration. Supposons que x(7) > — et définissons 'ensemble E = {t € [0, T]: x(7) > —} #
a a

2b 2b
{@}. Soit Ja, B[, une composante connexe de E tel que a > 0. Si § = T alors x() > — et x(a) = —.
a a

Si B < T alors x(f3) = 2b = x(a). Dans les deux cas, x(a) < x(f8).

Soit F = {7 €]a, B[ tgl que x(t)> 0}.

F est de mesure positive, i.e. F n’est pas vide. En effet, supposons que ce ne soit pas le cas, alors x
serait décroissante pour tout T compris entre a et 5 et x(a) > x(f3) ce qui n’est pas possible. Il existe
donc au moins un élément 7 €]a, B[ telle que x soit croissante.

Cependant, pour tout 7 €]a, B[C E, x(7) > =, alors —ax? 4 2bx < 0 pour tout
a

2b

x(7) > ==. Donc x(7) £ —ax?(t) + 2bx(7) < 0 et T n’appartient pas a F pour tout T €]a, B[C E.
a

Il y a donc une contradiction, ce qui implique que soit a = 0, soit E = (§, ce qui revient a dire que

2b
x(7) < — pour tout T, et il est alors immédiat que x(7) < max {x(O), % .
a

2b
Sia=0alors E=[0,7,[,7; > 0 et x(7) < max(x(0), —) pour T > 7, etona:
a

x(1) < —ax?(1)+2bx(1)=_ a —x(r)+% x(1) <0,
>0 < 2b a

—_——
<0

2b
>T>O

pour tout 0 < 7 < 1,. Ceci implique que x est décroissante sur [0, T;[ (i.e. x(7) < x(0)). On en

2b
déduit que x(7) < max (x(O), —) , pour tout 7 € [0, T[.
a

N 2b 2b
Supposons a présent que x, > — et donc que x(7) > — pour tout 7 € [0, 7[.
a a

x(t)<a (2a—b —X(T))X(T), ie *()

Notons que
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dx - —2b
soit ii In X = dr = i > a (X 1’ —q
2w "\ 2 )| T3 TR D) B

Intégrons par rapporta 7 :

a
. X a X
ie. In >at— +ln( )
b
( _27) 2b Xo— %
X

X
= T % exp(2b7) (11.13)

2b
Or, x(7) > - donc

x
2b

X ——
a

On en déduit que > exp(2b7),

ie. x> (x — %) exp(2bt) =x exp(ZbT)—% exp(2b7)
a a

—_—
<x(1—exp(2b7))

2b 1 2b exp(2b7t)
<—— 2bt)}——— = ——————
T a exp( T)l—exp(ZbT) a 1—exp(2b7)

e )
a 1—exp(2b7)

2,2 1
T a a 1—exp(2b7)

Nous obtenons l'inégalité (I1.11). D’autre part, en reprenant (I1.13) :

x> (x— %) X0 5 exp(2bT)
a

Xg — v
2b
= x (1 __Xo 5 exp(ZbT)) >—— Xo 53 exp(2bT)
X0~ @ Xo— 7
2b
Xo— —2b

= x< 0 a T ( ) XOZb exp(2b7)

xo(1—exp(2b7))— T exp(2bt) \ @ Jxo—=-
N 2bxgexp(2b7) Xo

x < % > 1.
axg(exp(2bt)—1)+2bexp(2bT) xo— 22 exp(2b71)
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O

Soit r = sup (Tr (C () R i ))) D’apres 'équation (I1.4) et les lemmes précédents, démontrer
ik

que S est supérieurement bornée revient a prouver que x,(f), solution de
d
d_x = —ax?+2bx
T
+ _ .= () D) (I1.14)
= O S (1 —1)
ico, - 1 k

est bornée pour tout 7, > T, k € N, indépendamment des subdivisions choisies.

Ceci meéne au Lemme 23.

Lemme 23.

La solution de U'équation (11.14) vérifie l'inégalité suivante :

2b 2b 1

X(T)S;‘F:m#‘flsrf,

pour tout T > 0, avant ou aprés un pas de discrétisation.

Démonstration. La borne (II.11) entraine :

(+)_2b 2b 1 (-(i) (i) )
X S ——t ———-——+7r S 5—S .
1 a a eZb‘rl -1 i;‘l lgt) lgl)—l

k
Notons yj = rZ Z (El((?) —51((?) 1) et I'inégalité précédente se réécrit :
j=liec, > k ko

(h2b, 20 1
MU S e (IL.15)
Nous remarquons que (II.15) mene a I'inégalité ci dessous :

2b 2b 1
_+_

a a e2b71—1

+n,rTq. (I1.16)

Généralisons cette inégalité pout tout k € N. Afin de procéder ainsi et obtenir une majoration des

xl.(+) de la forme (II.16) par récurrence, il est nécessaire dans un premier temps que les inégalités

(+)
2

soient de la forme (II.15) et non de la forme (II.16). En effet, majorer x, ~ en utilisant 'expression

(+)
2

(I1.16) et donc le terme n, r 7; entrainerait une sur-majoration de x,," ° et 'impossibilité de majorer

les x,(<+), k > 2 par une expression de la forme (II.16).
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Reformulons la borne (I1.12) comme suit [T, T,] :

O b 2b x§+) _ % 2bx§+)62b(%2—%1)
R T = i . (I.17)
a a x{ (eZb(Tz—Tl) — 1) +2  ax (eZb(Tz_Tl) - 1) +2b

Nous souhaitons remplacer x§+) par la borne supérieure proposée en (II.15).
Nous définissons la fonction
2bxe?b®

h(x) = ax (e2bT —1)+2b’

dont la dérivée par rapport a x est

e?b72p [ax(ebe -1+ 2b] —a(e??™ —1)xe?b72b
[ax(e2bT — 1)+ 2b]?
ebe(zb)Z
[ax(e2b? —1)+2b7]?

H(x) =

Puisque la dérivée est positive pour tout T > 0, nous pouvons remplacer x par sa borne supérieure

donnée dans I'expression (I1.17) :

2b 2b 1
O o 2 2b (2242l — 4y ]2
E—
a a[RpB_d )Pt —1)+ 2
< 2b+2b2b 1 1
I R e P 1 G Ve
2b X1
b, 2b £, —7 b’
T N [T R

Nous bornons inférieurement le dénominateur du dernier terme par :

|:2b 2b 1

- - 2b _ 2b
av a8y 2b(T,—71) __ <7 “7
a 7 o2b 1 +)(1:|(e 2771 1) >

a a

ainsi que le dénominateur du second par :

26 2b 1 2b(2sts) 2b _[2b 2b 1 S 2b
-, =__ - — | =4 =__ - T—T1) _ -
|:a+a62bf1—1+){1](e 1+a - a+ae2bfl—1 (e 1—i_a

Nous simplifions également par (2b/a) ces deux termes :

o _ 2b 26 1 1
X2 < —+4+— b7 + X1
a  a e —1([1+ 57—=](e2027) —1) + 1)
2b 2b 1
< —+4+— — = — + X1

a a e2bTa — 2b7T; 4 2bT; ]
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Nous obtenons alors :

(+) 2b 2b 1 () _ (D)
X5 ? + 7 o2b7, _ 1 +x+r Z Slg") _51;0-1

€0,y

IA

2b 2b 1

e ————+ 1,
q a1 X2

- 0 _ (D 0 _ D
wvee zo=r( 2 (50=50_ )+ 3 (400,
€0,y

i€o,

IA

=T, pouri € 02,5'( )

. s . —(i) i
En exploitant la définition des o, notons que pour i € 04,5 0
2

1
@)
ll
i)
@)
. k
des quatre sous-ensembles suivants :

= T,, et ainsi
de suite pour tout i € o,k €N, §l( = T1. Al'instant 7,, pour un capteur s; donné, i appartient a 'un
1. (on] N 09,
2. %] \ 01,

3. O']_\O'z,

4. {1,...,n,}\ o; \ o,.
Considérons le premier cas, aveci € 0, N 0oy :

— Soit Ag) défini par A(zi) = max{l € N tel que sl(i) < 1,}, alors )L(zi) =2;

— Rappelons que les indices l,(f) sont tels que
_J); 0] @ _
or=1i€{1,...,n}I[ €Ntelques ; =71y,

0]
lk

L) )= ) _ ) _ )
alors, slg) =35, =Ty, = slﬁ” =35

(1) ) _ = _
> lg)—l 00— 0

= f]. ets’ =
0]
19-1

— Les sorties associées au capteur s; interviennent dans I'expression de y, sous la forme suivante :

@
Ay

D) _ D) () _ D _ () _ D)
’”[(519)‘31&”—1)*(szgﬂ“*zgﬂ—l)] = 2,5 -5):

j=1

De la méme maniére, en nous penchant sur le cas i € o, \ 0, nous trouvons :
@0 _ 1 {0 _:0_ = D _ ) _q.
— A, =1, S =5 = T,, et Sw_, =% = 0;
2 2

— Dans ce cas, la contribution du capteur s; a y, est de la forme :

20

2
0 _ D — <) _ D
r (slgi) _5150_1) = rZ(Sj _Sj—l)'

j=1
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Considérons a présent le troisiéme cas, lorsque i € 0; \ 0. Nous obtenons :

AP =10 =0 =2, e =50 =0
1 1

— La contribution du capteur s; a y, prend alors la forme :

@)
AZ

D) _ ) _ s _ <
’”(lm Slgo_l) = "Z(*%‘ Sj— 1)

j=1

Pour finir, lorsque i € {1,...,n,} \ 0, \ 0, c’est a dire lorsque le capteur s; ne donne de mesure ni a

l'instant 7, ni a I'instant T,, nous écrivons :

— Ag) 0 et nous posons sl((l)) —sl((ll)) 0;
A
— Par convention, lorsque A() 0, nous considérons que la somme Z(s';l) 50 ) 0. D’ou
j=1
0 _ ) () _ {D & () _ D)
i (i (i (i _ (i (i
0= [( g Szgf>)+(sz;°‘sz;f>)] - rzl(sf 1)
]:

Nous trouvons donc que les sorties associées au vecteur s; apparaissent toujours dans 'expression de

% sous la forme :

2P

D050, (I.18)

j=1
et y peut étre reformulé comme :

n, Ay

S

ro=r 2. > (30— ) <rnt,.

i=1 j=1

Par conséquent,

IA

(l)

(+) 2b 2D 5

) a Tt a ezzm2 121:( ) (IL.19)
J

i=

2b 2b 1 _
7 + ;m +rn,Ty.

IA
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Nous pouvons généraliser par induction les expressions (I1.18) et (I1.19) a tout k € N\ {0}. Pour cela,

O]

nous définissons A(ki) =max{l € N tel que s;* < 74} et, lorsque A( D= = 0, nous utilisons la convention

20
k . .
Z(S_gl) —5521) =0. Celameéne 3 :
j=1
ng )’(l)
Xk = fZ Z (_(8 '(3 1) = ZZ(S(” (1)1) < rngTy, (I1.20)
j=lieoy i=1 j=1

2b 2b 1
(+) <—+——
a a e¥ti-1
De plus, cette inégalité peut étre étendue pour tout T > 0, avant et aprés une correction.

et X, +rngTp.

- 2b 2b 1
x( )<—+?ezbf_1+rn37 O
Lemme 24 ([34]).
Définissons les fonctions
_ 2b 2b 1 i
o(1) = 7 + o o2 1 +n,rT,
2bxqe?b*
Yy (T) = 0 +n,rt.

axg (e2b7—1)+2b
Il existe g > O tel que ¢(T) est une fonction décroissante pour T €]0, u . De méme existe ., (x) > 0
tel que 1) (7) est une fonction décroissante pour T € [0, uy,(xo)].

En outre, la borne ., (x,) croit lorsque x, augmente.

, . . . 2b 2b 1 _
Démonstration. 1) Soit ¢p(T) = — + ———=——+n,r7.
a a e2b®—1
2b  2be??
L= 2

a (e2b7—1)2
—4b2e25% + nyra(e?b —1)?

a(e2bt —1)2
. angr(e?%)? — (4b? + 2an,r)e?®® + an,r
B a(e2b® —1)2
an,rX? —(4b% + 2an,r)X + anyr .
=— ( ) . avec X =e?t
aX —1)2

Soit le polynéme P(X) = an,rX2—(4b% +2an,r)X +an,r. Son discriminant A = 16b2(b2 +rn,a)
est positif et P possede donc deux racines X f et Xg) . La somme et le produit de ces racines étant
positifs, on en déduit que X f et X ;p sont positives, avec X f’ <X 2¢ , et que P(X) est décroissant sur
x?,x21.
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De plus

¢ _ 2rnga + 4b% — y/(2rnga + 4b2)2 — 4(rn,a)>?
¢ =

2rn,a
Vv (2rnga +4b2)2 — 4(rnga)? + 4(rnya)? — +/(2rnsa + 4b2)2 — 4(rnga)?
2rnsa
< v (2rnga + 4b2)2 — 4(rnga)? + /4(rnsa)? — +/(2rnga + 4b2)2 — 4(rn,a)?
- 2rnga

< v 4(rnga)? 1 = g2bx0

2rnsa

5

et

2rnga +4b? + \/(2rnya + 4b2)2 —4 2
X§)= rnga v/ (2rnga ) (rnga) o

2rnsa

Puisque P(X) est décroissant sur [1,X2¢ lc[Xx ¢,X§’ 1, il découle des calculs précédents que ¢ est
décroissante pour T €]0, ug ] avec ugy =In (Xg’) /2b.

2bxye?b®

2) D’autre part, soit T)= -
) P Vi (7) axy(e2b®—1)+2b

+n,rT.

b%xe?% (axg(e?F —1)+2b)  2byxge??® x 2abxye?b*

d .. 4
T2 (D)=

- - +n,r
(axo(e2b® —1)+ 2b)>2 (axo(e2b® —1)+ 2b)>2 s

B a?x2n,r(e?")? . (8b3xo —4ab®x% —2a®x2n,r + 4abxgn,r)e*t*

 (axy(e2b® —1) + 2b)2 (axo(e2b® —1)+ 2b)>2

2,.2 2
ax“xgngr +4b“n;r —4abxgngr

(axq(e2b™ —1) + 2b)2
a?x2ngr(e**)? + xo(axo — 2b)(4b* + 2arn,)e?® + n,r(ax, — 2b)>
- (axo(e2b™ —1) + 2b)2 ’

Soit le polynome
PX) = azx(z)nser + xo(axy —2b)(4b% + 2arny )X + nyr(axy —2b)2.
Son discriminant A = x2(ax —2b)*(4b* + 2n,ra)* — 4n?r?a®x}(ax, — 2b)?* est positif et comme

précédemment, nous montrons que le produit et la somme des racines de P sont positifs en utilisant

2b
le fait que xy > — (cf. Lemme 22). Le polynome P est donc de signe négatif sur l'intervalle [X w,X ;/) ].
a
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De plus,

b — xo(axy —2b)(4b% +2n,ra) — \/xg(axo —2b)2(4b2 + 2n,ra)? — 4n52r2a2xg(ax0 —2b)?

! 2n,ra2x;
B \/x(z)(axo —2b)2(4b2 + 2n,ra)? + 4n52r2a2x(2)(ax0 —2b)2— 4n52r2a2x(2)(ax0 —2b)2
2n,rax;
B \/xg(axo —2b)2(4b2 + 2n,ra)? — 4n52r2a2x§(ax0 —2b)2
2nsra2x§
2720222 —9p)2
< \/4nsr a xo(axZO 2b) _axg—2b _ 1_& <1=e2bx0
2n,ra2x; axo axo
et
XV — xo(axy —2b)(4b% + 2n,ra) + \/xg(axo —2b)2(4b2 + 2n,ra)? —4n2r2a?xj(axo —2b)2
2 2n,ra2x}
- ax3(4b® +2ngra) + \/x(z)(axo —2b)2(4b2 + 2n,ra)? — 4n2r2a2x3(ax, — 2b)2
- 2n,rax;

_4a b2x2 + 2a®x3n,r + \/xg(axo —2b)2(4b2 + 2n,ra)? — 4n2r2a2xj(axy — 2b)2

2
0

. 4ab2x3 + \/x(z)(axo —2b)2(4b2 + 2n,ra)? — 4n52r2a2x§(ax0 —2b)2

2
0

2n,rax

=1

>1
2n,ra?x

Puisque P(X) est négatif sur I'intervalle ]1,X ;p l1c[X w,X ;p ], 1a fonction 1/1;0(%) 'est également sur
\ In(x})
10, iy (x0)] 0t oy (x0) = b

Assurons nous a présent que u.;(x,) est une fonction croissante en x.

et Y, (7) est donc décroissante sur cet intervalle.

xo(axo—2b)(4b% + 2n,ra) + \/xg(axo —2b)2(4b2 + 2n,ra)? — 4n52r2a2x(2)(ax0 —2b)?

P
X5 (xg) =
2 (¥o) 2n,rax;
2 2
(a - %) (4b% + 2n,ra) + \/(a - %) (4b2 +2n4ra)? —4n2r2a? (a — %)
B 2n,ra?
2
B (a - %) (4b% + 2n,ra) + \/(a - %) [(4b2 +2n,ra)? — 4n2r2q? ]
B 2n,ra?
__A++B
=

* Par définition de r et ng, le dénominateur C est positif.
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. (a - i—é’) est une fonction croissante de x,, donc A I'est également.

* Le terme de droite de B est positif tandis que celui de gauche est une fonction croissante de x,.

B l'est donc également.

Xy
On en déduit que X ;p (xo) est une fonction croissante de x et puisque w,;(xo) = Z—bz’ la borne
Wy (x) T'est également. O

Lemme 25 ([34]).
Considérons Uéquation de Riccati (11.4) ainsi que les hypothéses du Theoréme 20. Soit T* > 0 fixé. Il

existe deux scalaires 35 > 0 et u > O tels que
5 < p,1d

pour tout T* < Ty, k €N, pour toutes subdivisions {5,&1)}1{&1\], {Tr}ren telles que T — Ty < u. Cette

borne reste vraie durant les intervalles de prédiction.

Démonstration. Soit T* un scalaire arbitrairement fixé. Nous définissons

2b 2b 1
kY *
B(T*) = - +—a ST 1 +n,rT*.

D’apres le Lemme 23, x(T*) < B(T*) indépendamment du choix de la subdivision {7 };ex-
Soit u la plus grande valeur telle que les fonctions ¢ (7) et Y p(7+)(7) du lemme précédent sont toutes

deux décroissantes sur I'intervalle ]0, u]. Notons que u dépend de B(T*).

Nous affirmons que 85 = B(T*) + n,ru est solution du probleme.
En effet, soit une subdivision du temps {7 }rey telle que T, — T;_; < u pour tout k € N. Montrons

tout d’abord que si x;.(+) < B, alors x;41(+) < fB.

1. Si x (+) < Za—b alors, d’aprés le Lemme 22, x;1(—) < max(%,xk(ﬂ) = Za—b Dol Xp4q <

2b
= +ngru < fBy.

2. Six(+) = % , et x;(+) < B(T*), nous utilisons de nouveau le Lemme 22 pour obtenir I'inégalité

X1 (4) < max(%, xk(+)) < B(Tx). Cela entraine que xj,1(+) < B(T*) 4+ n,ru = f3,.

= a>°

3. Sixp(+) > 22, et x.(+) = B(T*), alors, d’aprés le Lemme 22, X, < Yy (T +1—7Ty). D’apres
le Lemme 24, cette fonction est décroissante et de la remarque précédente, nous obtenons

X1 (), (0) < By

Soit k € N tel que T4 < T* < 7). Montrons que x(+) < f3,.
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1. Si T* €]0, 7], puisque u est tel que la fonction ¢ (7) soit décroissante sur [0, T;[C [0, u], il
découle du Lemme 23 :

x1(+) < ¢(T1) < P(T7) < B,
2. siT;_q > 0, alors, par définition, x(Tx) < B(T*). D’apres (II.14) et le Lemme 22, nous trouvons :

2b 2b
— si x(T*) £ — alors x;(—) < — < B(T"),
a a

2b dx
— sinon, si x(T*) > —, alors e est négatif d’apres ’équation (I1.14), x est décroissante et
a T

Dans les deux cas, x;(+) < B(T*) + ungr = f,.

Pour conclure, il existe deux constantes positive 3, et u telles que S;(+) < f,Id pour tout T) >

T*, k € N. Cela est vérifié pour toute subdivision {7,};cy, telle que T; — 7,_; < u, pour tout i. O

I1.2.2 Borne inférieure

Démontrons a présent que S(T) est également inférieurement borné pour les temps plus grands
quun T, > T* fixé.
Lemme 26.

[34, 4] Soit S : [0, T[— S,, (éventuellement avec T = +00), une solution de

%]

=—A'(7)5 —8A(7)-5Q3.

Q..|Q
Qi

Alors, pour tout A € R*, et pour tout T € [0, T[ :

S(7) = e pa(7,0)509(7,0)

e : S(v)QS / .21
+2 f e‘“‘%a(iv)(sw)—W)«pa(f,v)dv, (20
0
dea(T,8) o
ot @q(7,s) est telle que : 17 = TA@e(5s)
(Pa(S,S) = Id

Démonstration. Considérons une équation de la forme

dd—fx(%) =—A ()X —XA(T)—XQX. (IL.22)
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d
pq(7T,s) est la résolvante du systéme d_: =—Axetlona:
d a(%,s) ! -
g:l—_ = —A(T)p.(T,s)
T
(Pa(srg) = Id

Cherchons une solution de (I1.22) de la forme X(T) = goa(%,s)h(%)ap;(%,s).

dX_(d
dz

d
== —apa(f,s))h(f)ap;(f,s) T (5, )R(E) (Ew;(f,s))
+ wa(f,s)j—?(f)w;(f,s)
T
= A 0 (T,)h(D)p(T,5) — @a(T,5)h(T)¢! (%,5) A
+ wa(f,s)j—}f(f)w;(f,s)
T

=-AX(T)—X(T)A+ cpa(f,s)j—Z(%)go;(%,s).
Donc cpa(%,s)%(f)cpé(%,s) =F(7)et

h(E) =h0)+ 5 97 (v, )F(9;Y (v,5)dv
=h(0) + fof @als, VIF(V)p! (s, v)dv.

Puisque X (T) = ¢,(7,5)h(T)p.(T,s), alors ¢,(s,0)X(0)¢.(s,0) = h(0).

Par conséquent :

T

X(7) = 9a(7,9)h(0)p (T,5) + a(T,5) (f

@a(s, VIF(W) ¢! (s, V)dV) ©q(T,5)
0

T

= 9a(7,5)p(s, 00X (0)¢; (s, 0) 0 (7,5) +J @a(T,VIF(V)p, (%, v)dv
0

:<Pa(f,0)X0(P;(f,0)+f (T, VIFWM@, (T,v)dv.
0

Posons § = e**S pour un A € R* quelconque. L'équation différentielle associée a S est alors :

d gcay_ 22z 22 dS
77 (T)=2e™"S+e 77

= A8(7)— A'8(7) - 8(D)A— e 8(7)QS(7)
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Cette équation est de la forme (I1.22), avec F(T) = AS(T)—e*78QS.

Nous obtenons donc

S(T) = 9o (%,0)8(0)p,(%,0) +J Pa(F,[A8() —e™8Q8 ] ¥l (%, v)dv,
0

d’ou )

! SQSs

S(%) = ¢a(7,0)Sepl (%,0)e*" + A f e My (7,7) [s — T] @ (%, v)dv.

0

Lemme 27 ([34, 4]).

Soit S : [0;e(S)[— S,, une solution maximale semi-définie positive de
d - r. - _
—S=—-AS5—-SA—-SQs.
dt
Si 5(0) = S, est définie positive

e(S) = + 00 et S(T) est définie positive pour tout T > 0.

Démonstration. Supposons que S ne soit pas toujours définie positive. Soit
0 = inf(7 tel que S(7) ¢ S,,,(+)).
En d’autres termes, S(7) € S,,(+) pour tout 7 € [0, 8[. D’aprés le Lemme 21,

%Tr(g) < —aTr(8)*+2bTr(S).

_ 2b
Cette inégalité combinée au Lemme 22, entraine que Tr(S) < max(Tr(SO), —) et
a

15| = V/Tr(s2) < VTr(8)2=Tr(8) < max(Tr(So), %)

Choisissons un scalaire A tel que A > |Q| max(Tr(So), za—b) et appliquons le Lemme 26 :
i 3(£)Q3(%)

e—“f—”%oa(f,v)(é(f)— -

$(%) = e, (7,0)5(0)p!(%,0) + f ) @/ (%,v)dv.

0

Fixons T = 6, alors S(8) = (I) + (II) avec

(1) =e90,(0,0)5,¢.(6,0),
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5(6)Q5(6)

0
(In = J e M0 (6,v) (3(9)—
0 A

) @, (0,v)dv.
(I) est défini-positif.
(IT) dépends de (_ - %) qui peut se réécrire sous la forme de Vs (I d— M) Vs puisque

S(%) est définie positive pour tout 0 < T < 6. Par conséquent, la positivité de (II) dépend de

(I d— @) . En utilisant la définition de A, nous obtenons

V3QV/s
vSQvs <Id.
A

Nous en déduisons que (II) est définie positive, tout comme S(8). Ceci est en contradiction avec
la définition de 0 qui est le plus petit temps 7 tel que S(T) = S(0) n’est pas définie positive. Par
conséquent, S(7) est toujours définie positive dés lors que S l'est.
Considérons une subdivision arbitraire du temps {7;};cn+, €t j € N. Supposons que S i(+) est symé-
trique définie positive. Alors S i+1(+) est également symétrique définie positive, ce qui prouve le
résultat par récurrence.

O

Remarque 2.
Par conséquent, la solution de U’équation de Riccati associée au systéme continu-discret asynchrone est
définie positive pour tout temps, et le Lemme 25 est également valide pour tous les temps. La fin de cette
section est consacrée a la démonstration de Uexistence d’une borne inférieure de la forme ald, avec a un
scalaire positif.

50

D’apres le Lemme 26, et pour un A > 0 fixé, s’écrit :

S = e, (71,0)50 ¢, (71,0)

T1 C q
A _ . S(MRS(v)\ .
+2 f e %a(r],v)(sm— | PalF1v)dY
0
+ 3 R e (s'((?) 50 ) (I.23)
i€o, h h
A l'instant 7,, la formule du Lemme 26 entraine :
§§+) = e_x(fz_fl)%’a(’f'z, f1)§§+)<ﬁ;(fzj 71)

% G S

CA(fa _ - S(MRS(v)\ .
+7LJ_ e M2 V)LPa(Tz,V)(S(V)—T ¢o(T2,v)dy
1
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() ps) ™ ) [ D) _ (D
+ > cERE ¢ (Szg') Sz;f>_1)'

i€o,

En remplacant S’g” par 'expression obtenue en (I1.23), Sgﬂ devient :
85 = e 209,(72, 00500, (75, 0)

+AJ< ’ e—l(fz—V)wa(fz’ ) (S(v) _ ‘w
0

A ) SD;(FL-—Z, V)dv

+e—k(fz—f1)(pa(fzj %) Z C(ﬁi)/R(gi)71C(5i) (gl((ll)) _S-(i) ) 90;(%2: )
1

€0y lgi)_l
(s1) pls)™ (sy) [ (D) _ (D)
+ > cERE cle (sl(i) Sz@_l)'
i€y 2 2

En réitérant cette procédure, nous obtenons I'expression de S (+) pour tout k :

59 = e, (7, 0)5p, (T, 0)

Ty = =
. - S S /
+lf e_l(fk_v)apa(fk, V) (S(v) — W) ¢, (T, v)dv (11.24)
0
£ = = / 1 i i
$ DTSN (7,2 RO €O (5,7 (Sf&% —5‘58_1)'
J J

j=lieo;
Cette derniére équation est de la forme S;.(+) = (I) + (IT) + (II1).

(I) Puisque S, est définie positive, (I) est au moins semi-définie positive

_ S5(»)QS
(IT) Choisissons A > f3q, alors (S ) — W) est définie positive et (II) est au moins semi-

définie positive.

Intéressons nous a présent au terme (I1I) et montrons que cette quantité est bornée inférieurement

pour tout T > T*.

Soient© :
1. Iinstant 0 < p < T telque 7). —p =T, ;

2. Tindice Ag) tel que Ag) =max{leN: §l(i) < p} qui existe dés lors que T > T,.

6. p est défini par rapport a k et doit étre interprété comme p;, étant donné que nous avons besoin que nos bornes
restent valides pour tout 7, assez grand. Cette derniére notation ne sera cependant pas employée afin de ne pas perdre en
lisibilité.
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En utilisant la relation (I1.20) qui apparait dans le Lemme 23, le terme (I1I) se réécrit ainsi :

n, 2,(1)

(IH)_ZZ (75 )%(f S(z))C(S)R(s) C(E)SO ( zL, §§i))(§§i) _51)1)

i=1 j=1

Etant donné que chaque terme de la somme (I11) est une matrice symétrique semi-définie positive,

nous écrivons :

. A(’)
@23 Y g, (2, 0) RO O, (5, 50) (- 50,).
=130

Gréace aux propriétés de la résolvante ,, I'inégalité ci-dessus peut étre reformulée, avec a(7) =

a(tT+p):

n, A(l)

(“”>Z Z o) s (7 —p, $0 ) o R gl
Lj=a041
R I IC ]

Si nous notons yu; le pas de temps maximal dune subdivision {si

k}keN’ nous remarquons que

0 _
A 7= - . . _ g . , .
e (T" ¥ ) > o MTtw), Puisque R 01 est défini dans un ensemble compact, il est nécessaire de

borner I'expression suivante :

A
Z Z ¥a (Tk_s(l(?)’ ¢ — (1(3))C(5)C(5)“P (Tk—s((?)’ 51) _(2))(551)_5521)'
i=1._ 0 r r Tk

j= Yk +1

Redéfinissons les subdivisions de la maniére suivante :

— soit s(l) §O _p, avec s(()l) =0 pour tout i € {1,...,n};
]+Ap

— chaque nouvelle subdivision {§§i)} possede ks) + 1 éléments, avec kgf) = A(ki) — Ag). D’ou,

HON0

k‘” SA(‘) p pour touti € {1,...,n.};

— nous définissons la subdivision {T } comme étant {T } U{ (l)} Les éléments appartenant a

plusieurs subdivisions ne sont comptabilisés qu'une seule f01s
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Nous pouvons donc démontrer que (IIT) est inférieurement borné si nous parvenons a prouver que

n, kO

ZZ%( T80 ¢’ ety (1,,50) (59 -0, (I1.25)

i=1 j=1

l’est, pour toutes subdivisions {T } et { (l)} , i€{1,...,n,}, dont le pas de temps maximal est noté u,.
Soit Y;(7,s) = (a,od 1(?,5)) , qui correspond a la résolvante du systéme x = A(7T)x(7T). Puisque

Ya(T,8)= wafl(s, 7), (I1.25) peut se réécrire comme ceci :

ng k(l)

Geaa(T) = 5D, (59, 1.) € cloapy (59,1, ) (590 =59, ) (I1.26)

i=1 j=1

Cette derniére quantité définit le Grammien d’observabilité continu-discret asynchrone associé a un
instant T* > 0. C’est gréce a lui que nous pouvons démontrer que la matrice S; solution de 'équation
de Riccati est inférieurement bornée. Dans ce qui suit, nous montrons qu’a condition que les pas de
temps soient suffisamment petits, la matrice G.4,(T,) est aussi proche que souhaité du Grammien

d’observabilité en temps continu. Pour cela, nous faisons appel aux deux lemmes qui suivent.

Lemme 28 ([4]).

Soit ¥,(7,s) la résolvante du systéme non-stationnaire observable suivant :

x(t)= A(™)x(7)
y(r)= C(r)x(7)
ot tous les éléments des matrices A et C appartiennent a L°° ([0, T],R), et sont uniformément bornés

par rapport a la norme L par un scalaire positif B> 0. Pour un T > 0, le Grammien d’observabilité

continu est défini par :

T
G.(T) = f Y. (v, T)C Capg(v, T)dv (11.27)
0
Alors, il existe des scalaires positifs 0 < a < b qui dépendent de B et de T uniquement, tels que

ald < G.(T) < bId

Lemme 29.
Soit m(t), t € [0, T], une matrice symétrique de dimensions (n x n), différentiable au moins une fois.
Soit  une constante positive et {7 j} ey, une subdivision arbitraire de [0, T ] telle que T;— 7T ;_; < u, pour

tout j €N, avec T = 0 et Ty 'élément maximal de la subdivision tel que T — T} < u. Nous supposons
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que tous les coefficients de m(t) ont leur dérivée bornée dans le temps.

Alors
T k
f m(v)dv— > m(%))(%;— %) < (KT + L) 1d,
0 j=1
ou L = sup||m(7)||,, avec ||.||5 la norme de matrice induite par la norme euclidienne, K = g Il?laz(( m}( (1) ),
% L7 ’

avec iy ;(7) Uélément de la ké™e ligne et de la [°™ colonne de la matrice m(7).

Démonstration. La preuve de ce lemme se base principalement sur celle du Lemme 3.11 de l'article
[34], avec de petites différences détaillées dans la Remarque 3. Soit M (t) la matrice primitive de m(t),
c’est a dire, la matrice dont les éléments sont les primitives de ceux de m(t). Nous avons I'égalité

suivante :

T k T
f m(v)dv:M(T)—M(O)=Z[M(%j)—M(fj_1)]+f m(v)dv.
0 T

j=1 k

Nous pouvons procéder a un développement de Taylor-Lagrange sur chaque élément M, :

= . 2
M (Timq) = My (7)) + (T — T) my(T;) + %mkz(gkl,il

ol &y ; € [T;—1,T;]. Cela entraine la relation :

k k k k (f'—l _%')2
ZM(fi—ﬂ =ZM(fi)+Zm(’?i)(’fi—1 _fi)'i'Z(%%i):
i=1 i=1 i=1 i=1

avec (%) = g (Exe,i)-
Par conséquent

T

k k k
m)dv— > m(2)(F;—F1) = YL IM(8)—M(F)]— D (5, — F)m(F) + f m(v)dv
i=1 i=1

i=1 ) rer o _
J m(v)dv—Z(%iﬁi)zi’H-‘B

Tk
i=1
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Nous utilisons a présent la définition d’inégalité matricielle afin de borner supérieurement 8. Soit x

un élément non nul de R" :

: S (B — 70 1, -2
x _Z(Tml) x = _EZ((Ti_l_Ti) xi)%ix)

i=1 i=1

1 k

< 3 ((Tl =) Z|Xk||9% |kt |Xz|)

i=1 k,l

1 k

< Euril’ﬁf((lmllkl)(;’fl 1 ) lekall
1 k

< = R 2+ 2
segp (o) (35— )5 (Zm o

n 2
< wu—max{|R;lq )T ||x]]”.
ey max (1Rl )T Il

Bornons maintenant la matrice . Puisque m(%) est symétrique, pour un © € R* fixé, m(7) <
|lm(7)|l,Id ou |.||5 est la norme matricielle induite par la norme euclidienne, i.e. ||m(7)|l, =

sup|lm()xl.

llxlz
Ainsi,
T
J m(%) < supllm(%)ll uId.
T g
Ces deux bornes supérieures nous permettent de conclure. O

Les deux lemmes qui précédent nous permettent de parachever la preuve.

Lemme 30.

Considérons Uéquation de Riccati (11.4), ainsi que les hypothéses données dans le Théoréme 20. Soit
T, > T™ fixé.

Alors, il existe des constantes u; > 0, i € {1,...,n,}, et ay > 0 telles que, pour toutes les subdivisions
{s‘,ﬁ”}keN {Tr}ren avec ( 50— (121) < Wi

a,ld < §1(<+) dés lors que Ty > T,.
Démonstration. Rappelons’équation (I1.26), du Grammien d’observabilité continu-discret asynchrone
alinstant T* >0 :
ng ng k(l)

cha(T*)=ZG£2a(T)_ZZ¢ (A(l) T,)clV ey, (A(l) )(A(z) A(?l)'

i=1 i=1 j=1
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Considérons également le Grammien d’observabilité continu G.(T*), défini dans le Lemme 28, et qui

peut s’écrire :

nS nS
G.(T,) = Zwa(% T*)C(Si) C(ﬁi)wa(v’ T.)= Z GEI)(T*)'
i=1 i=1
D’apres le Lemme 29, pour tout i € {1, ...,n,}, il existe des constantes L > 0 et K; > 0 telles que :
GO(T,)—GW (T,) < (K T, + L)Id. (I1.28)
Appliquons le Lemme 28 sur G.(T,) :
ald < G.(T,)

nS nS nS
i (1) (@)
< >60T)->160 1)+ Y 6P (T)
i=1 i=1 i=1

nS nS
> 60T+ D> K T, + L)Id.
i=1

i=1

IA

D’ou .
[a—Zui(Ki T, + L):| Id < Gpy(T)).
i=1
Par conséquent, si tous les u; sont tels que (a — Z:z L ui(K T, + L)) > 0, alors, indépendamment de

la structure des subdivisions {5 et {7 , il existe un a, positif tel que :
k S ren kSkeN 2P q

ay1d <51

Cette borne est également valable durant les intervalles de prédiction. O

Remarque 3 (Erratum pour [34].).

La raison pour laquelle nous proposons le Lemme 29 plutét que de simplement réutiliser le Lemma 3.11
de [34 ] vient du fait que le Lemme 29 aurait du étre démontré également dans [34 ]. En effet, Uerreur
suivante — bien que n’invalidant pas le principal résultat de Uarticle et étant corrigée par le Lemme 29 —
a été commise dans [34].

La fin de la Proposition 3.12, qui correspond au Lemme 30 du présent article repose sur la relation
suivante

ald < G(T*) < G(T"+¢€) pour €>0 (11.29)

En nous penchant a nouveau sur la définition du Grammien d’observabilité (11.27), nous constatons que

Uargument de G.(.) joue un réle a la fois dans la borne supérieure d’intégration, mais également dans la
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définition de la matrice résolvante 1 ,. De ce fait, les intégrandes de G.(T*) et de G.(T* + ¢) ne sont pas
les mémes fonctions, ce qui implique que I1.29 n’est pas toujours vraie.

Cependant cette erreur est résolue par la méthode employée dans 'équation (I1.28) ci-dessus.

I1.3 Cas particulier : les systémes linéaires

Bien que chronologiquement, nous ayons traité le cas non-linéaire [35] apres le cas linéaire [33],
ce dernier peut-étre vu comme un cas particulier découlant du premier. I'étude de la convergence du
filtre de Kalman pour des systemes linéaires continu-discrets a mesures asynchrones repose également
sur le Lemme 20 sans qu’aucune modification ne soit a y apporter. En effet, comme nous le verrons
dans la section I1.3.2, ’équation de Riccati est sensiblement la méme dans les cas linéaire et non
linéaire.

Contrairement a ce qui a été proposé dans l'article [33] présenté au CDC 2017, nous avons souhaité
dans ce manuscrit généraliser la preuve a des capteurs multi-sorties. Dans l'article [33], les corrections
étaient réalisées par rapport a chaque sortie et la matrice R était nécessairement diagonale. Dans ce
chapitre, les capteurs pourront étre associés a un groupement de sorties et la matrice R, a I'instar de

celle proposée dans le cas non-linéaire présenté ci-dessus, aura la possibilité d’étre diagonale par bloc.

I1.3.1 Position du probleme

Soit
x(t)= A(t)x(t)+B(7t)u(r), avecx(0)=x,

y(r)= C(7)x(7)

D
un systéme linéaire continu avec T € R*,x(7) € R", y(7) € R, u(t) € R™ et A € M,x,, B €
Mrxn,,C € ///nym . Nous supposons que le systéme (Zi) est observable dans le sens classique (cf. par
exemple [36]), que les éléments de A(7), B(7) et C(7) sont dans L°°(R™,R) et sont uniformément
bornés par une constante B > 0. De plus, nous supposons que tous les éléments de C(7) sont dérivables
au moins une fois et que leur dérivée est bornée dans le temps ’.

Ce systéme est associé au systéme linéaire continu-discret a mesures asynchrones décrit ci-dessous.

x(t)= A(t)x(t)+B(7)u(r), withx(0)=x, |
(cha)
Y= Co X

\

ou

7. De la méme facon que dans le cas non-linéaire, cette condition est nécessaire dans I'application du Lemme 29 lorsque
la matrice C varie en temps
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— a chaque capteur s; est associé une subdivision de temps {sl(;)} xens 1 € {1,...,n,} et un vecteur

yG)(t) = {y/(7): j €s;}. Lentier n, désigne le nombre de capteurs.

— la subdivision de temps globale {7}y est définie par :

n, )
{Tideen = 1 Hens
i=1

ol chaque élément appartenant a plusieurs subdivisions {s,El)}keN n’apparait qu’une seule fois;

— 0} est un ensemble et l,({l) est un indice défini comme suit

o.={ief{1,..,n}3 Z,((i) € N tel que sl((ll)) =175
k

— X = x(7y) et y; est défini a l'aide de la matrice C,, = CIEI) , ol C,Ei) est 13 i°™ ligne

' i€0
de C(ty), et donc ylgl) = C,El)xk. En d’autres termes, C,, est composée des lignes de C(7y)
correspondant aux sorties mesurées a l'instant 7y, et y; € RI9l,

I1.3.2 Filtre de Kalman pour un systéme linéaire

Le filtre de Kalman continu-discret asynchrone est défini en deux parties pour tout k € N :

1.

deux équations de prédiction définies pour tout T € [T;_;, T«[ et ayant pour valeurs initiales
o (+) +)
X etS 3,

2. deux équations de correction a I'instant 7.

Nous notons
— X(t) l'état estimé pour tout T € [T_;, Ti[,

)%IE_) I’état estimé a la fin d’'une étape de prédiction et avant une étape de correction,

— )“cl(f) I’état estimé apres une étape de correction. Notons que )“cl(f) est également |’état estimé

initial du nouvel intervalle de prédiction [Ty, Tj41[.

Equations de prédiction

()= A(7)%(7)+B(1)u(r)
(K1)

. (I1.30)
S(t)= —A(1)S(7)—S(1)A(T) —(SQS)(7)
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Equations de correction

L) _ o)

Xk X

O (5 (s [ A() 0 () (50) ((i) () )
=S C "R C'x, "=y A

(K2) ¢ eza:k R (G- A) 5 TR0 (IL31)

) _ o™ () 507 A D D

S = S +ch Ri" G (Sl(n_slm_l)

i€oy k k

En d’autres termes, les corrections sont effectuées par rapport a chaque capteur s; fournissant des
mesures a l'instant 7, et sont pondérées par le temps écoulé depuis la derniére fois que ce capteur

spécifique a fourni une mesure

Nous supposons que Q et R sont des matrices symétriques définie positive. En particulier, R est
une matrice diagonale par bloc. Ces deux matrices se trouvent dans un sous-ensemble compact de la

forme :

gId <Q<qld, avec0<g<§,

r.1d < Rgfi) <r;Ild, avecO<r,<r,

ol Rgfi) est le i®™ bloc de la diagonale de la matrice R. En outre, nous supposons que S(0) est une

matrice symétrique définie positive choisie dans un compact.

I1.3.3 Preuve de convergence

De méme que dans le cas non-linéaire, la preuve de convergence est plutét immédiate des lors
que le Lemme 20 a été prouvé. Notons qu’il suffirait de se reporter a la Section I1.1.3 afin de prouver
la convergence de I'algorithme dans le cas linéaire, les deux preuves étant tres similaires. Cependant,
afin que cette Section I1.3.3 se suffise a elle-méme, la preuve de convergence est détaillée ci-apres. Le
lecteur s’intéressant uniquement a la démonstration dans le cas linéaire pourra s’y référer sans avoir

a chercher des éléments de preuve ailleurs.

Nous allons prouver ici que I'état estimé X (7) calculé par le filtre de Kalman (11.30)-(I1.31) converge
vers x(7), létat réel de (Zi 4q)- Pour ce faire, nous définissons I'erreur d’estimation (1) = (X —x)(7),

et nous sous intéressons a la fonction de Lyapunov V(&(7)) = (¢’Se)(7).
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Nous calculons :

é(7y) (% —x)(7) =A(1)e(7) (11.32)
€(+)

¢ 2 —x(7)

— () (™ (s1) p(s) 7 [ A(s) 2 () (s1) o _ 0
= X ' —x(t)—S; ch R, (C‘k X =y ) Slii)_sl,(f)—l

i€oy

- =

O () ps) ™ (s () [ (@ _ (D
—Sk Z G R G (S0 TS0, )
i€oy k k
Cette derniére équation peut étre réécrite de maniére plus compacte grice aux notations suivantes.
Tout d’abord, soit I;, la matrice diagonale ci-dessous, avec m; = |0 :

() _ (@) 0

S :
(i1) (i1)
L L1

O :
(img) (i)
Gimy) 7 img)

lk k

1

De plus, la matrice R,;, est définie de la méme maniere que C,, :
R, = diag[{RSi) RS ok}] .

Notons R;i = R;iI o,- Cette derniere matrice est bien définie puisque I, est clairement inversible
grace a la définition d’une subdivision de temps. L'équation ci-dessus peut alors étre reformulée :

e = s jolg, 6, (1.33)

Ok Ok

Il est a présent nécessaire de calculer la dérivée de V(¢) par rapport au temps, ainsi que I'expression
de V(¢) apres une étape de correction.
Pour 7 € [Ts_1, Tkl :
d de’'Se
—V(e) =
dt (2) dt
= £'Se+¢'(Se+S¢)

= ¢/A'Se+¢'(—A'S—SA—SQS)+¢'SAe
= —¢'SQSe.
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A linstant 7,

(e'se)(+) = e[s7—2c, RjlC,,
+ ¢, R'C, s clL R 1cak]e,E‘) (I1.34)
)

1
= e [sT7sMsTT] el (I1.35)

ou la transition entre (I1.34) et (II.35) découle de (I1.31) réécrite sous la forme :

SI(<+) S( ) C R—lc

Ok Ok

En utilisant de nouveau (I11.31) :

Mg L) L O gl g
S s =5 5O ¢! Role,, s

Ok Ok
Le lemme d’inversion matricielle (cf. Lemme 31, Annexe A) entraine

[ s s ]‘1

=[sO" +s7 ¢, Rc, s T

oy ox Ok"k

O _c (7 O )
S ¢l (Ro, +Co, ST CL ) Gy,

(E/Se)§<+) =(£’S€)(k_)
(3 Y -
ecl (Rak+C0kSk cak) Cy, &8

de'Se 1y~ _(e'sqse)()

drt

A Tinstant T, le second terme de 'expression de droite de (I1.36) est semi-défini positif, puisque S(7)

est défini positif pour tout T € R* d’aprés le Lemme 20. Par conséquent,
(6‘/58)§<+) < (8/88)5:).

. dv o . o \
Puisque Ir < 0 est décroissante sur l'intervalle [T;_;, T[ pour tout k € N, ainsi qu’apres un pas de
T

) dv , .
temps discret, nous en concluons que I < 0 pour tout T € R*. Par conséquent, ¢ = (X —x)(t) =0
T

est un point asymptotiquement stable.
De plus, cette convergence est exponentielle. En effet, grace au Lemme 20 :

de’Se

(T) = —(¢'SQSe)(7)
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< —ag(e'se)(7)
e'Se(t) < (€'Se)(0)e "
e < Eiecoypes

Nous avons proposé dans ce chapitre une adaptation du filtre de Kalman étendu grand-gain pour
des systémes a mesures asynchrones et nous avons prouvé sa convergence. Celle-ci est possible dés lors
que la matrice S solution de I'’équation de de Riccati intervenant dans les équations de I’algorithme est
inférieurement et supérieurement bornée. Ces bornes, difficiles a quantifier, dépendent de constantes
de Lipschitz et de bornes de compacité. Elles permettent cependant d’affirmer qu’a condition que
les mesures ne soient pas trop distantes les unes des autres dans le temps — c’est a dire que le pas
maximal d’échantillonnage de chaque capteur ne doit pas étre trop grand—, il est possible de choisir
un gain 6 suffisamment grand tel que I'algorithme converge vers zéro — i.e. tel que I'erreur entre
I’état estimé fourni par 'observateur et 1’état réel du systeme tende vers zéro. Nous étudierons dans

le chapitre suivant quelques mises en pratique de cet algorithme.



CHAPITRE III

APPLICATIONS
III.1 Exemple académique . . ... ... ... . it 73
III.2 Application de l'algorithme a un systeme 2D en simulation . . . ............ 76
II1.3 Application a un systéme robotique mobile 2D . . . . ... ... .............. 87
II1.3.1 Présentation de la plateforme expérimentale . . . . .. ... .......... 87
I11.3.2 Calibration et vérité terrain . . . . ... .. ... ..ttt .. 87
II1.3.3 Détectiondesbalises . ... ...... ... ..., 89

I11.3.4 Estimationde la trajectoire. . . . . ... ... ... ... ... ..., 90







I11.1 Exemple académique 73

Ce chapitre a pour objectif de présenter des applications de notre adaptation du filtre de Kalman
pour des systémes continus-discrets asynchrones. La Section III.1 expose un exemple académique
simple et permet de mieux appréhender les notations introduites dans le chapitre précédent. La
Section III.2 propose une application a un systeme 2D en simulation. Pour cela, nous simulons a
l'aide du logiciel Matlab la trajectoire d'un bateau dans le plan et en proposons une estimation pour
un état initial choisi arbitrairement. Les mesures utilisées sont construites de toutes pieces afin de
reproduire le signal détecté par un capteur d’angle embarqué et sont par construction asynchrones et
alternées. La Section III.3 propose de transposer cette étude a un systéme robotique mobile 2D et de
se confronter a la réalité physique. Bien que le robot soit modélisé par les mémes équations que le
bateau de la Section III.2, la principale difficulté réside dans le traitement des mesures. Pour les deux
expériences menées sur ce robot, le filtre de Kalman continu-discret asynchrone est implémenté hors

ligne et sa convergence illustrée.

II1.1 Exemple académique

Afin de mieux comprendre les notations employées dans le chapitre précédent et introduire les ap-
plications en simulation et sur robot des Sections III.2 et II1.3 de ce chapitre, un exemple académique
est proposé ici. Nous considérons dans cette section un systeme linéaire a quatre états et a deux
sorties, construit de telle maniere que le systéme est observable lorsque nous obtenons des mesures

des deux sorties simultanément, mais qui cesse de I’étre lorsqu'une seule sortie est disponible.

Les équations d’état sont les suivantes :

-1 1 0 0
() = 0 cos(t) O sin(t) () L1
0 0 -1 1
0 —sin(t) O cos(t)
= A(t)x(t).

Le vecteur de sorties y(t;) € R? est donné par :

1 000
0 01O
= CX(tk).

y(tx) x(tg) (111.2)
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Afin d’illustrer la convergence de notre observateur continu-discret asynchrone, nous faisons
le choix de ne pas obtenir ces deux mesures aux mémes instants. Les mesures correspondant a
la premiere composante du vecteur de sortie nous sont données par un capteur noté s; et celles
correspondant a la seconde ligne, par un capteur s,. Chacun de ces capteurs posséde sa propre

subdivision de temps.

Léchantillonnage de ces capteurs n’est pas uniforme et a été généré en modifiant un échantillon-
nage régulier — de période de 0.3 pour la sortie y()(t), et 0.25 pour la sortie y®(t) — de maniére
aléatoire. Le pas d’échantillonnage maximum obtenu est de 0.41 pour la subdivision {sl(cl)} ken, de
0.40 pour la subdivision {s,(f)}keN et le pas maximal de la subdivision de temps globale {7} };<x €st
quant a lui égal a 0.35. La Figure III.1 met en évidence la structure de ces trois subdivisions. Elle
illustre notamment la construction des o;. En effet, a un instant 7, donné — les 7 sont lisibles en
abscisse — , 'ordonnée des points colorés ayant la méme abscisse que 7 constituent les éléments de

Og-

Ensembles des o}

251
2 -
)
L 15¢
S
)
Q
S
Q0
5)) 1ir @ ® ® ® ® ® O ® ® o
05
O 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Temps et subdivision {7}

FIGURE III.1 — Ensemble des o, et subdivisions : chaque point correspond a une sortie mesurée.
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Ce schéma nous indique qu’a l'instant 7, seule la mesure du premier capteur est donnée. L'en-
semble o contient donc I'indice 1. Nous notons o, = {1} et T; = sgl). A l'instant 7,, seule la sortie
2 intervient. Donc 04 = {2} et 7, = 552). A T'instant 73, nous constatons que les deux sorties sont
disponibles. Cela se traduit par 03 = {1,2} et 753 = sgl) = sgz). Nous voyons apparaitre un décalage
entre les indices de la subdivision globale {7 }.ey et les subdivisions {sl(ci)}keN, i €{1,2}. Cestce
décalage qui a motivé la création de subdivisions associées aux capteurs et leur dissociation de la
subdivision 7.

La Figure IIL.2 représente les courbes des sorties y((t), et y(2)(t), continues et échantillonnées, les
courbes continues n’étant tracées qu’a titre indicatif.

D’apres [36, 37], il est aisé de de s’assurer que le systeme continu composé des équations (II1.1)-(II1.2)
est observable ! 2. Cependant, 'observabilité est perdue dés lors que la matrice C(t) est réduite & une
seule de ses deux lignes.

La Figure II1.3 illustre le résultat d’'une simulation de 'observateur asynchrone linéaire. L'état
initial du systéeme est x(0) = (1,1,1,1). L’état initial de 'observateur est fixé a x(0) = (3,4,5,6).

Nous choisissons les matrices Q et R égales a I'identité.

1. D’apres [36], Chapitre 6, si les matrices A et C sont réelles analytiques sur un intervalle Z =[o, 7] et si t, € Z est un
point arbitrairement choisi sur cet intervalle alors 'observabilité du systéme sur Z est équivalente a

Co(to)
rang Gilto) =n pour un certain k,
C(to)
avec
Go(t) :=C(1)
et p
Cin(t) :=—Ci(A(t) — (1)
pourt €Z.
1 0 0 O
o = co=(5 o 1 o
d
Gt) = —Go(A() — - Golt)
-1 1 0 0
_ 1 0 0 O 0 cos(t) 0 sin(t)| (-1 1 0 O
- 0 0 1 O 0 0 -1 1 “\o0o o0 -1 1)
0 —sin(t) O cos(t)
1 0 0 O
La matrice Co(to) _|° o 1o est de rang plein et le systéme continu composé des équations (III.1)-(III.2)
Cy(to) -1 1 0 0
0O 0 -1 1

est donc observable.
2. En particulier, d’apres les notations de [37], 'index d’observabilité vaut 2.
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3 T T T T T T
Mesure continue y1 (t)
251 Mesure discréte y' (t) |
Mesure continue y2(t)
2r Mesure discréte y2(t) | |
151 7
8 |
o]
® 05 7
0 [ -
051 7
Ak i
_1 -5 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7

Temps

FIGURE III.2 — Sorties mesurées (les sorties continues sont données a titre indicatif).

Afin de débuter I'expérience avec une matrice S(0) adéquate, nous avons tout d’abord exécuté I'obser-
vateur pour une matrice S(0) égale a la matrice solution de I'’équation de Riccati algébrique a I'instant
t = 0. Cette procédure nous a fourni une matrice solution de I’équation de Riccati stabilisée qui est

celle utilisée en tant que S(0) dans notre expérience.

II1.2 Application de I’algorithme a un systeme 2D en simulation

Pour cette simulation, nous considérons un bateau évoluant dans un espace délimité par deux

balises que nous nommons A et B (cf. Figure II1.4). Nous notons :

- X7, le repere orthonormé centré en A dont 'axe des abscisses A] est donné par la direction du

vecteur directeur de la droite reliant la balise A a la balise B,
- (x4, xz)/ € R? la position du bateau par rapport au repére X",

- le définit 'axe des abscisses du référentiel lié au bateau,
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4 5 6 7
T T T
1 1 j
0 1 2 3 4 5 6 7
10 T T T T T T
Etat réel
5r Etat estimé |
O - -
1 e e 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7

FIGURE III.3 — Convergence de I'état estimé vers I'état réel du systéme.

- v €R est l'orientation du bateau , i.e. 'angle formé par les axes A7 et le, représentés sur la

Figure II1.4a,

/ 7 \
- X =(x1,%,,7) €R3 Iétat du systéme >,

Chacune des balises émet un signal détecté par un capteur d’angle embarqué. Ce dernier consiste
en une cavité orientée en rotation qui guide le signal jusqu’a un capteur électronique. Ainsi, le signal
émis par une balise donnée est détecté lorsque la cavité orientée est sur la droite bateau-balise
correspondante 4. Ce mécanisme fournit une mesure de 'angle formé par I'axe le et la droite bateau-
balise. De plus, nous supposons que le signal émis par la balise A fournit la distance entre la balise A

et le bateau.

3. L’angle y est exprimé en radians. Cependant, puisqu’il s’agit d'une simulation, il n’est pas vraiment pertinent de
préciser les unités de x; et x,
4. Droite bateau-balise : il s’agit de la droite passant par (xl,xz)/ et le centre de la balise en question.
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La dynamique du bateau est modélisée par le systeme de controle suivant :

x1(t) = v(7)cos(y(7))
XZ(T) = (1) Sin(Y(T)) (ZBateau)
()= u(r)

ol u(t) et v(7) correspondent respectivement a la vitesse linéaire et a la vitesse de rotation données

en entrée.

Les équations de sortie sont les suivantes

p1(7)= arctan (ig;) +mT—y

p1(1) = V(x(7)+ y(7))? (II1.3)

y(7) )+n—y

po(T)= arctan (x(r) i

oll ¢, est I'angle entre I'axe le et la droite qui relie le bateau a la balise A = (0,0), p; est la distance
du bateau a la balise A et ¢, est 'angle que forme le bateau avec la balise B = (xp,0).

Afin de simplifier les équations de sortie, le systeme est réécrit sous la forme de deux systémes en
coordonnées polaires, I'un centré sur la balise A et 'autre centré sur la balise B — cf Figure II.4. Nous

définissons les angles a; et a, ainsi que les distances p; et p, comme suit :
* x; =pycos(a) et xo = pysin(ay),
* X1 =Xg+ pycos(a,) et xy = pysin(ay).
La dynamique du bateau ainsi que son vecteur de sortie y(t) s’expriment alors en fonction de

a1, 03,01 OU P.

X= pjcosa;—p;QSina; =vcosy

S . o $1 Tta;—y
y= p;sina; —pja;cosa; =vsiny

<_ _ o et y(t)=|p; [(£)= P1

X = pPyC08Qy— PylsySina, =vcosy b, Tta,—y
ty: Pasinay — pyQyCOSaA, = VSiny

Calculons la valeur de aq, &5, 01 et p,. Tout d’abord, nous savons que p; = +/x2+ y2. Donc,

) 1 . .
p1= 5(2xx +2yy)
1
2 2 s 2
pi(cos? ay +sin“a;)

=vp;(cosa;cosy +sina; siny)
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=vcos(a; — 7). (111.4)

Remplacons a présent p; par (II1.4) dans les expressions de x et y.

X= pjcosa;—pjQ;Sina; =vcosy

y = p;sina; —p;a;cosa; =vsiny

pisina;d; = —vcosy+vcos(a; —y)cosa,
=
picosa;d; = vsiny—vcos(a; —y)sina,
ppsina;a; = —vcosy+vcos?agcosy +vcosaysinaysiny ((RD)]
p1cosa;d; = vsiny—vcos®a;cosysina; —vsina;siny

—vcosy(cos® a; — 1) + vsinay siny cosa,

L) & d, = :
p1sinay

—vcosysin® a; +vsinay siny cosa,

p18inoy
v . .
=—/[—cosysina; +sinycosa;]
P1
Vo,
=—sin(y — a;).
P1

De la méme maniére, nous obtenons

pa= —vcos(az—7)

. Vo,
Ay = —sin(y —ay).
2

Dans ces nouvelles coordonnées, la dynamique du bateau ainsi que son vecteur de sortie y(t)

s’expriment comme suit :
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&= —sin(y—ay)
P1
p1= veos(y —ay) b1 T+a;—y
v
{ar= —sin(y—ay) et y(O=|p|= P1 : (IIL.5)
P2
. (D) T+ay—Y
P2 = veos(y —ay)
r= u
21 é1
Exprimons le systeme sous une forme normale d’observabilité. Pour cela, posons | z, | = | p;
23 ¢

Alors, en notant que y —a; =T —32; €ty —ay =T —323 :

2 =a—y+m7
v .
=—sin(r—z))—y+7
13)
122 =p1=veos(m—z,)
2'33 =a2—)f+7't

Vo,
=—sin(n—z3)—y+mn
P2

ol g, s'exprime en fonction de z;, 2, et z; grace a la formule d’Al-Kashi. Soit £ = z; —z; I'angle que

forme le bateau avec les balises A et B. La formule d’Al-Kashi entraine :

distancef‘B = pf + p% —2p1pycosé

= x§ =z§+p§—222p2cos§
= p§+z§—x§—222cos§p220

S A= 42% cos? & —4(23 —xlzg) = 4(x§ —zg sin? &)

: ) : ) — 2_ 202
La distance p, peut alors prendre I'une des deux formes suivantes : py; = 25 c0s & — 4/ x5 — 25 sin” &

OU P99 = 325C0SE + 4/ xé — zé sin? £. Afin que p, soit toujours positive, nous faisons le choix de retenir
I'expression p, ,. En effet, p, ; n’est une quantité positive que si z, > xg, ce qui n’est pas toujours
garanti. Nous posons donc gy = py 9 = 2508 + xé —z% sin & qui est toujours positif & condition

que le bateau évolue dans 'espace défini dans la Figure III.4.

La forme normale d’observabilité du systéme (II1.5) que nous obtenons est la suivante :
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v sin(z;)
% -, ¢

23
2, | = —vcos(z;) . =N
5 v sin(z3)

P2(21,22,23)
Puisque notre objectif est d’estimer la trajectoire du bateau, il est indispensable de s’assurer que

le systéme (X pq.0qu) €St Observable. A cette fin, montrons qu’il est possible de trouver un changement

de coordonnées transformant (Xy) en (Zpgrequ)-

En effet la position exacte du bateau peut étre obtenue de la connaissance de ¢, ¢, et p; (plus

exactement, de la connaissance de ¢, — ;). L'orientation du bateau en découle assez facilement.
Vérifions que le systéme est observable, i.e. que nous retrouvons la position du bateau (x, y, 0)

dans le repére cartésien grace a la connaissance de (21, 25, 23). Les distances p1, p, €t R correspondent

respectivement aux rayons des cercles de centre A, B et C ol C est le centre du cercle circonscrit au

triangle A-B-Bateau. Les coordonnées (x., y) de ce point C sont donc variantes en temps.

2 _ 2 2
Z,= X"ty

ﬁ% = (x—xp)*+(y—yp)?
ch = (x—xc)*+(y—yc)?

2 _ 2, .2 — [2_ 2 o
zy = Xx“+y“=x=,/z5—y? sinoussupposons que x >0,

i.e. si le robot ne traverse pas 'axe X7,
153 = (\/ Zg —-y? _XB)Z + (J’_J’B)z
RE= (yz5—y2—xc)*+(y—yc)

3= x*+y*=>x=,/22-y2
2
S\ po= fr2—y? +x5—24/z2—y2xp+y +yi—2y Y (L2)
2
RL= fz2—y2 +x2—24/22—y2xc+y*+y2i—2yyc (13)

xc(L2) —xg(L3)

2 2 2 2 2 2, _ ~2 2
== 25X¢c + XcXg—2YYpXc+ YgXc —25Xp —XpXp +2YYcXp — YoXp = P2 Xc —RiXp
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2 2 2 2 2 2 ~ 2 2
= 2¥(yexp —YpXc) = +25Xc —XcXg — YpXc +35Xp + XpXo + yoxp + P2 X¢ —RCxB

2 2 2 2 2 2 ~ 2 2
_ZZXC_XCXB_yBxC +2;2XB+XBXC +yCXB+p2 XC—RCXB
=y = ) (I11.6)
2(ycxg — yBxc)

avec

>

_(yp—yattan&(x,+xp) xa,B+tan&(ys+ yp)
(x¢,yc) =

2tan & 2tan&
et
R :(J’B—J’A+tan§(xa+XB))2+(XB_XA+'[3H‘£(J’A+J’B))2
¢ 2tan§ 2tan§
1
+ ——(YaXp — YBXa) — XaXp — YaYp-
tan &

Les quantités p,, x¢, ¥c et R dépendent donc uniquement de la position des balises A et B ainsi que
des variables 21, 2,,25. D’apres 'expression (I11.6), y(t) peut donc étre déduit de I’état du systéme

sous la forme normale d’observabilité (Xy). L'égalité x = 4/ zé — y2 permet d’obtenir x(t) a partir de

L ) X = pj;cosa, y
y(t) et de z5(t). Pour finir, étant donné que , nous calculons a; = arctan (—) et
y= pisinoy X

puisque z; = m + a; — ¥, nous obtenons y(t) aisément. Le systéme étudié est donc observable.
Cependant, sans la mesure des deux angles ¢; et ¢, a un instant donné, 'observabilité est perdue. Etant
donné que le capteur d’angle et de distance est en rotation, les mesures obtenues sont nécessairement
asynchrones. L'algorithme proposé dans cette thése peut donc étre employé afin d’estimer la trajectoire
du bateau.
Les sorties du systeme (III.5) ci-dessus sont décomposées sous la forme de deux capteurs « virtuels »
ayant chacun une période d’échantillonnage différente : d'une part, s; = {1, 2} regroupant les mesures
¢, et p; et d’autre part, s, = {3} correspondant a la mesure ¢,.
Nous considérons la trajectoire du bateau représentée sur la Figure IIl.5a. La vitesse du bateau (i.e.
v(7)) est maintenue constante excepté lorsque T € [5, 10] pour lesquels v(7) est augmenté a une
valeur constante supérieure. L’état initial du systéme est X(0) = (1, 6, 1) et I'état initial de 'observateur
est arbitrairement choisi dans les coordonnées normales®. La valeur initiale de S(0) solution de
I’équation de Riccati est paramétrée en résolvant une équation algébrique de Riccati utilisant les
informations disponible a I'instant t = 0.

La trajectoire estimée est comparée a la trajectoire réelle du bateau sur la Figure III.6. Nous

savons que plus le gain O est élevé, plus la convergence de l'observateur est rapide. Nous avons

5. Il en résulte que I’état estimé initial manque de consistance par rapport au probleme physique, ce qui rend la tache
plus ardue pour 'observateur.
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réalisé différentes simulations pour différentes valeurs de 6. Comme cela est attendu par la théorie,
nous avons constaté une convergence plus rapide pour un parametre de grand gain plus élevé. La
Figure III.6a illustre cela a travers deux estimations pour deux valeurs différentes de 6. Lors des
simulations, nous avons noté que 'observateur ne parvient pas a converger pour une valeur de grand
gain égale a 1. Ceci est en accord avec la théorie qui prouve uniquement la convergence locale du
filtre de Kalman étendu. La Figure III.6b met en valeur les performances de 'observateur lorsqu'un
bruit additif est injecté dans le vecteur de sortie. Nous utilisons un bruit gaussien ® coloré par un
filtre discret du premier ordre, et illustré dans la Figure III.5b. En raison de la sensibilité au bruit bien
connue des observateurs grand-gain, nous n’avons considéré que la plus faible valeur du parametre
grand-gain lors de cette seconde expérience. Il pourrait étre intéressant d’étudier ce compromis entre
lefficacité de convergence du filtre de Kalman étendu grand gain pour des systemes continu-discrets a
mesures asynchrones et sa robustesse par rapport au bruit de mesure. Cette étude pourrait étre réali-

sée a l'aide d’'un schéma adaptatif pour le parameétre de grand gain, dans 'esprit des articles [5, 38, 39].

Pour finir, nous présentons dans la troisieme et derniere partie de ce chapitre une application en
robotique mobile. Dans le cadre de cette expérience, nous utilisons un robot 2D non holonome dont

la mission est de naviguer sur un terrain plat comportant deux balises cylindriques .

6. De déviation standard égale a 0.1 radian pour les mesures d’angle, et de 1 unité pour les mesures de distance. Cette
valeur nous a semblé significative pour un angle en radian. Pour ce qui est de la distance, cette déviation nous a paru
conséquente pour le capteur de distance. Ce choix a été motivé par les observations suivantes :

¢ la transformation non linéaire permettant d’exprimer la trajectoire en coordonnées cartésiennes a partir des
coordonnées normales est davantage sensible aux variations d’angle qu’aux variations de distance,

¢ lors des expériences menées en conditions réelles (cf Section II1.3), nous avons constaté que les mesures de distances
sont moins fiables que les mesures d’angles.
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(a) Notations (coordonnées cartésiennes).

(b) Notations (coordonnées polaires) .

FIGURE III.4 — Schéma de pose du bateau
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(b) Estimation de la trajectoire avec injection de bruit dans les mesures —cf. Figure III.5b.

FIGURE III.6 — Estimation de la trajectoire du bateau pour différents gains, avec et sans bruit de
mesure



I11.3 Application a un systéme robotique mobile 2D 87

II1.3 Application a un systeme robotique mobile 2D

II1.3.1 Présentation de la plateforme expérimentale

Le Turtlebot3 Waffle est un petit robot mobile produit par Robotis (cf. [40]) et dont les dimensions
sont données dans la Figure.II.7. Il est équipé d’'un ordinateur mono-carte Intel Joule™570x et d’'un
micro-controleur 32-bit ARM Cortex-M7. La trajectoire de ce robot est modélisée par les équations de
la voiture de Reeds-Shepp ” proposées dans la Section III.2. Les mesures obtenues grace & un LIDAR 8
sont utilisées pour I'implémentation de 'observateur et les capteurs d’'odométrie nous fournissent la
vérité terrain. De plus, le robot tourne sous le systeme d’exploitation ROS (cf. [41]). Les commandes
sont transmises par le biais d’un script python interprétant soit des instructions générées par un
joystick, soit des instructions préalablement programmées. Pour chaque expérience, les données du
LIDAR, 'odométrie et les commandes sont enregistrées dans un journal (fichier .bag). Ce journal est

ensuite converti en une série de fichiers .csv qui sont traités afin d’étre exploités par 'observateur °.

Le LIDAR que nous avons retenu est un RPLIDAR A2, produit par Slamtec[42], & mi chemin entre
le LIDAR LDS-01 d’entrée de gamme fourni avec le robot et un LIDAR de la marque SICK, haut de
gamme mais bien trop cofiteux dans le cadre de notre expérience. Le LIDAR a été placé au milieu
de T’axe des roues '° afin de pouvoir utiliser le modele de la voiture de Reeds-Shepp. Sa précision
a été vérifiée grace a une série d’expériences faisant intervenir des balises de différents diametres
et de différents matériaux. En comparant les distances mesurées a I'aide d’'un metre ruban et celles
fournies par le LIDAR, nous avons mis en évidence un biais moyen de 1 cm, ayant une variance de

1.5 cm, sur les mesures de distance.

I11.3.2 Calibration et vérité terrain

Avant de pouvoir mener et valider une expérience, nous nous sommes assurés que le robot était

bien calibré. A cette fin, les points suivants ont été vérifiés :
* le zéro de 'odométrie correspond bien a la pose initiale du robot,
* le LIDAR est bien calibré et rend les mesures d’angles et de distance attendus

* la trajectoire issue de 'odométrie est en accord avec celle filmée par une caméra bien calibrée.

7. Le modele de la voiture de Reeds-Shepp ou unicycle décrit le déplacement d’un robot muni de deux roues motrices
et possédant éventuellement un certain nombre de roues folles assurant sa stabilité. Le Turtlebot3 Waffle vérifie cette
description. Afin de valider ce choix de modélisation, des expériences ont été menées et ont notamment permis d’associer
les vitesses linéaire et angulaire transmises au robot aux parameétres u et v du modeéle de la voiture de Reeds-Shepp.

8. Light Detection And Ranging

9. Par commodité et pour la mise au point, 'observateur est utilisé hors-ligne.

10. Sur la Figure II1.7, il s’agit de l'intersection des deux lignes bleues en pointillés.
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FIGURE II1.7 — Turtlebot3 Waffle (source : [40])

Pour ce faire, nous avons mené les expériences suivantes :

* Afin de valider les distances rendues par le LIDAR, nous avons comparé des mesures prises
par le LIDAR avec des mesures réalisées a 'aide d’'un metre ruban. En utilisant des balises
métalliques d'un demi centimetre de diameétre situées a 21 centimetres du centre du LIDAR,
la distance mesurée rendue était en moyenne de 22.06 centimeétres. La distance minimale
mesurée était de 20.6 centimeétres et la distance maximale mesurée était de 23.5 centimetres.
Notons que ni le robot, ni les balises n’avaient bougé durant 'expérience et que les distance
auraient dii étre bien plus homogénes. En utilisant des balises en carton blanc, plus larges, de
sept centimetres de diameétre, et en supposant que la mesure a retenir est la plus petite distance
d’une suite successive de mesures pour un tour donné, la distance rendue par le capteur était
de 25.8 centimétres au lieu de 23 centimeétres. Cependant, avec ces balises-ci, 'erreur était la

méme a chaque tour de LIDAR.

* Des balises ont été placées a 90 et 270 degrés par rapport a la direction privilégiée du Turtlebot.
Nous avons enregistré les données LIDAR tout en laissant le robot a I'arrét. Nous avons mis
en évidence un biais compris entre 59.6 degrés et 62.87 degrés en utilisant des balises de sept
centimétres de diameétre et un biais compris entre 61.023 et 63.93 degrés avec des balises d'un

demi centimeétre.
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* Deux balises ont été posées de part et d’autre du robot, dans la continuité de I'axe reliant les
deux roues, a égale distance du centre et nous ont permis de nous assurer que le LIDAR est

bien centré sur 'axe des roues.

* La vérité terrain est fournie grace aux données d’odométrie que nous avons validé a 'aide d’une
caméra filmant la scéne du dessus. Apres une étape de calibration de la caméra se basant sur le
modele du sténopé, la trajectoire du robot a été extraite des données vidéo. Pour une trajectoire
carrée de 82 cm de coté, les graphes issus des données vidéo et des données d’'odométrie restent

dans un ruban d’une largeur de 0.5 cm.

Remarque 4.

Notons qu’afin d’étre aussi précis que possible, la pose du robot et des balises a été réalisée a U'aide d’'un
niveau laser formant une croix orthogonale. Initialement effectuées avec un LIDAR LDS-01, les expériences
réalisées ont montré que ce capteur manque de fiabilité, en particulier sur la mesure des distances, avec
parfois des erreurs de mesure de Uordre de plus de 9%. Toutes les données traitées sont issues du LIDAR le

plus fiable que nous ayons a notre disposition, le RPLIDAR A2.

I11.3.3 Détection des balises

Afin d’obtenir des mesures de distance plus fiables, nous avons opté pour des balises J11 ! de 19.9
centimetres de diametre, et avons placé leur bande réfléchissante de sorte a ce qu’elles soient balayées
par le LIDAR. Puisque ce dernier a une résolution de un degré, 359 mesures sont prises par tour.
Lorsqu’il balaie une balise, celle-ci est détectée plusieurs fois, et ce nombre peut varier d'un tour a un
autre. Si le robot restait immobile, ces mesures successives d'une méme balise prendraient la forme
d’un arc de cercle. Cependant, bien que le robot soit en mouvement, nous faisons I’hypothese que cet
arc de cercle n’est pas trop déformé étant donnée la vitesse peu élevée du robot — dans le cas de notre
premiére expérience, la vitesse linéaire est de 0.08 meétre/seconde et la vitesse de rotation s’éleve a
0.316 radian/seconde et dans le cas de la seconde expérience, la vitesse linéaire maximale est de
0.17 metre/seconde et la vitesse de rotation maximale atteint 1.259 radian/seconde. Par conséquent,
un algorithme de curve fitting (ajustement de courbe) est utilisé afin de reconstruire le centre des
balises, de déterminer I'angle correspondant et d’étiqueter chaque mesure de maniére a savoir a quelle
balise correspond chacune d’elles. Les mesures d’angles incohérentes avec les détections précédentes
sont tout simplement supprimées. Cette approche donne de meilleurs résultats que nos premieres
tentatives qui consistaient a ne conserver sur une série de mesures successives d'une balise que la

distance la plus courte au robot et a additionner cette distance au rayon de la balise concernée, ou

11. 1l s’agit de balises utilisées pour la sécurité routiére afin de matérialiser les zones interdites a la circulation (cf. Figure
11.11).
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encore 'approche qui consistait a prendre la moyenne des angles que forme la direction privilégiée
du robot avec la droite le reliant a cette balise. La méthode retenue nous permet également de
discriminer les balises des artefacts, ainsi que cela est illustré sur les Figures II1.8 et II1.9. Ces dernieres
représentent chacune trois courbes rouge, bleue et noire. Les courbes rouge et bleue correspondent a
la position des deux balises au fil du temps lorsque nous nous placons dans le référentiel du robot.
Les courbes et points noirs illustrent les obstacles repérés par le LIDAR qui ne sont pas cohérents avec
la position attendue des balises. Notons que les expériences ont été réalisées dans des conditions de
laboratoire. Ainsi, il était aisé de labelliser chacune des balises, puisque nous savions laquelle serait
détectée en premier. Cependant, sans cette connaissance, la technique consistant a reconstruire le
centre d’'une balise donnée peut étre utilisée afin de discriminer deux balises, a conditions que leur

diametre soit suffisamment différent 'un de 'autre.
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FIGURE III.8 — Sorties pour des instructions prédéfinies : reconstruction du vecteur de sortie et
suppression des artefacts (en noir)

I11.3.4 Estimation de la trajectoire

Deux expériences sont présentées dans cette section et débutent par la pose du robot entre deux balises
J11 que nous notons A et B. Nous faisons évoluer le robot de maniére a ce qu’il ne traverse pas 'axe
des balises AB (cf. Figures II1.10 et I11.11). Dans la premiére expérience, le robot suit des instructions
en boucle ouverte prédéfinies dans un script Python et créant une trajectoire se rapprochant d’'un carré

—i.e. la courbe en tirets noirs sur la Figure II1.12—, avec une vitesse linéaire de 0.08 métre/seconde
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FIGURE II1.9 — Sorties pour des instructions données par un joystick : reconstruction du vecteur de
sortie et suppression des artefacts (en noir)

et une vitesse angulaire de 0.316 radian/seconde. Dans la seconde expérience, le robot est controlé
a laide d’un joystick. La trajectoire erratique qui en découle est représentée par la courbe en tirets
noirs de la Figure II1.14. La vitesse linéaire maximale du robot est alors de 0.17 meétre/seconde et sa
vitesse angulaire maximale s’éléve a 1.259 radians/seconde. Les parametres de I'observateur ont été

choisis empiriquement comme ceci :
* 0 = 2.5 pour la premiere expérience, 6 = 1.5 pour la seconde;
* Q=107%Id,;
« RV =1d, etR® =1.

Les trajectoires estimées sont représentées en rouge sur les Figures II1.12 et I11.14 dans l'espace
physique. De plus, les Figures II1.13 et II1.16 soulignent I'erreur commise entre I’état estimé dans sa
forme normale d’observabilité et les angles ¢, p; et ¢, issus des données d’odométrie.

Notons que sur la Figure II1.12, la courbe rouge rejoint la courbe noire aprés un début de trajectoire
en ligne droite. Ceci correspond a l'instant auquel le robot, aprés avoir roulé en ligne droite et tourné

a gauche, commence a rouler droit de nouveau.

Ces deux expériences mettent en évidence 'efficacité de convergence de notre observateur. Nous
notons cependant une convergence moins bonne pour la variable z, durant la premiére expérience.
Nous supposons que cela est di a une erreur de modéle. D’autre part, nous notons sur la Figure I11.12

des difficultés de convergence sur la premiére ligne droite de la trajectoire. Cela est probablement dii
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non pas au manque d’efficacité de 'observateur mais au changement de variables permettant de passer
des coordonnées normales aux cordonnées cartésiennes. Ce changement de variable est fortement
non linéaire et entraine d’importantes déformation de distances. D’autre part, concernant la seconde
expérience, nous constatons une divergence locale en début d’expérience, tout particuliérement
autour de l'instant t = 12 secondes pour la variable z,. Cela correspond au moment ou I'angle 6
décroit fortement et que le robot s’éloigne de la balise A. De nouveau nous attribuons cela a la forte
non linéarité du plongement permettant d’obtenir la forme normale d’observabilité. Cela peut étre
également d{i a une moins bonne observabilité sur les trajectoires rectilignes orientées le long d'une
droite passant par une balise. Il serait intéressant d’étudier I'estimation que nous obtiendrions en
mesurant p, au lieu de p; voire p; et p, a la fois. Notons qu’il s’agit 1a d’une faiblesse liée a ce type
d’observateurs : la difficulté de trouver une forme normale d’observabilité d’une part, et les erreurs
numériques que cela engendre, d’autre part, constituent deux de ses défauts.

En conclusion, ce chapitre présente trois applications, de la plus simple a la plus compliquée. Le
premier exemple, académique, illustre la convergence de 'observateur pour un systeme linéaire. La
seconde simulation montre I'application de 'observateur dans sa version non linéaire sur le modele de
la voiture de Reeds-Shepp, avec et sans bruit. Pour finir, nous avons utilisé 'observateur sur un systéme
robotique mobile 2D également modélisé par les équations de la voiture de Reeds-Shepp. La forme
normale d’observabilité ayant déja été trouvée pour la seconde application, la difficulté principale
réside dans le traitement des sorties. Les résultats obtenus globalement satisfaisants permettent

d’illustrer la convergence de I'algorithme proposé dans le chapitre précédent.
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FIGURE II1.10 — Schéma de 'expérience (vue du dessus)

FIGURE III.11 — Turtlebot3 Waffle et balises J11
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Lestimation de I'état d’'un systéme robotique mobile requiert un formalisme adapté a ses sorties
asynchrones. Il est en effet peu probable que ses capteurs — le LIDAR, les capteurs d’odométrie ou
I'IMU par exemple — fournissent toutes leurs mesures aux mémes instants. La littérature met en
évidence que les observateurs utilisés pour les applications en robotique sont généralement concus
pour des systemes dont les mesures sont synchrones, et les sorties sont alors traitées de maniere a ce
quelles se rapprochent de données synchrones — notamment par une intégration des sorties ou par
interpolation. Notre approche est différente et consiste a introduire un observateur ne nécessitant pas
une transformation des sorties et prenant en charge I'asynchronicité des capteurs. I’observateur que
nous avons développé est un observateur de type Kalman qui a ’avantage, dans sa version linéaire,

d’étre optimal.

Le filtre de Kalman étendu, utilisé quant a lui pour les systemes non linéaires, est un tres bon
observateur local mais sa convergence n’est pas prouvée globalement. Nous nous sommes orientés
pour cette raison vers le formalisme grand-gain. I’observateur que nous proposons consiste en une
adaptation du filtre de Kalman étendu grand-gain. Ce dernier, étudié dans [7, 4] pour des systemes non
linéaires continus ou continus-discrets a mesures synchrones, a 'avantage de converger globalement

dés lors que le parameétre de grand-gain choisi est suffisamment élevé.

Ce manuscrit de thése détaillait la conception d’'un observateur pour des systemes non linéaires a
mesures asynchrones et proposait a la fois une étude théorique de convergence et un volet applicatif.
L'objectif du premier chapitre de ce manuscrit était de rappeler les notions importantes au sujet de
I'observabilité d’un systeme et de la théorie des observateurs, en particulier le formalisme grand-gain.
Une bibliographie portant sur l'utilisation des observateurs dans le domaine de la robotique ainsi
qu'une bréve revue des observateurs concus pour des systémes a mesures asynchrones ont été propo-
sées.

Dans le second chapitre a été introduit un formalisme pour les systémes continus discrets a me-
sures asynchrones. Les équations de notre observateur ont ensuite été détaillées et sa convergence
prouvée analytiquement. La démonstration reposait sur '’étude d’une fonction de Lyapunov grace

a laquelle nous montrions que 'erreur entre ’estimation X et I’état x du systéme convergeait vers
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zéro. L'argument principal de cette preuve résidait dans I'existence de bornes supérieure et inférieure
pour la matrice S solution de I'’équation de Riccati du filtre de Kalman. En réalité, toute la difficulté
de prouver la convergence de I'algorithme se trouvait dans la démonstration de I’existence de ces
deux bornes. Nous avons de plus noté qu’a mesure que nous dégénérons les sorties d’'un systeme —
sorties discretes synchrones [7] et non plus continues [4], sorties discrétes asynchrones et non plus
synchrones dans le cas de cette thése —, la difficulté de démontrer I'existence de ces bornes s’accroit,
tout comme la complexité des équations du filtre de Kalman.

De plus, nous avons mis en évidence qu’a condition que le systeme continu associé au systeme
continu-discret asynchrone que nous considérons soit observable, alors ce dernier I’est également
dés lors que chacune de ses sorties est disponible assez fréquemment. Cette fréquence minimale
d’apparition des sorties est quantifiée par une borne qui dépend notamment de la borne inférieure du
grammien continu ainsi que de la dérivée d’un produit matriciel entre la matrice C, la résolvante du

systeme et leurs transposées respectives.

Le Chapitre 3, pour finir, détaillait le volet applicatif de cette thése. Nous avons illustré la conver-
gence de notre algorithme en trois étapes. Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés
a un systeme linéaire simple et académique. L'intérét de cet exemple était d’illustrer clairement le
formalisme introduit dans le chapitre précédent et de tester une premiere fois la convergence de
I'observateur sur un cas simple. La seconde application était une simulation mettant en scéne un
bateau évoluant sur une surface délimitée par deux balises. Enfin, la troisiéme application constituait
I'un des objectifs initiaux de ce travail de recherche et consistait a estimer hors ligne la trajectoire

d’un systéme robotique.

Un certain nombre de perspectives s’offrent a nous, d’ordre pratique, d’'une part, et théorique de

I'autre. Concernant I'aspect expérimental, il serait intéressant de :

* comparer nos résultats a ceux que nous obtiendrions si nous considérions le cas ol les sorties
sont les angles formés par la direction privilégiée du robot avec la direction apparente des
deux balises, ainsi que la distance du robot a la balise B. En particulier, cela pourrait améliorer
I'estimation de la trajectoire le long du premier déplacement en ligne droite de la premiére

expérience que nous avons menée avec des instructions prédéfinies,

* comparer nos résultats a ceux que nous obtiendrions si nous considérions le cas ol les sorties
sont les angles formés par la direction privilégiée du robot avec la direction apparente des deux

balises, ainsi que la distance du robot aux deux balises A et B,

» étudier la question dans le cas de deux sorties angulaires uniquement. Cela permettrait de

s’affranchir de mesures de distance trés bruitées. Cependant cela impliquerait de se reposer



101

avantage sur le modéle mathématique et donc sur une forme normale d’observabilité fortemen
d tag 1 del thématique et d f le d’ob bilité fort t

non linéaire,
* embarquer 'observateur sur le robot mobile afin d’évaluer ses performances en temps réel,

* tester cet observateur sur un robot sous-marin. La difficulté serait de passer d’une approche
bidimensionnelle avec trois variables d’état (position dans R2 et orientation) A un environnement
tridimensionnel avec un minimum de six variables d’état (position dans R®, roulis, tangage,
lacet) et gérer différents capteurs - la vérité au sol ne pouvant plus étre obtenue en utilisant les

capteurs d’odométrie.
L’aspect théorique, enfin, pourrait étre développé. Nous gardons a 'esprit les extensions suivantes :

* considérer le cas ou certaines mesures seraient redondantes, c’est-a-dire lorsque plusieurs

capteurs fournissent une méme mesure dans des conditions distinctes,

* considérer un parametre de grand-gain adaptatif tel que proposé dans [5] ou un parametre de

grand-gain différent pour chacun des capteurs,

 étudier notre formalisme avec d’autres approches. Citons notamment 'approche par LMI
(Inégalité matricielle linéaire)[43, 44], 'approche enhanced high-gain [45], le formalisme

hybride [46] et 'approche Luenberger [47],

» étudier les conditions d’observabilité des systémes a datations incertaines et proposer une
extension de I'observateur. Nous entendons par systémes a datations incertaines des systémes
continus-discrets pour lesquels les instants de prise de mesures ne sont pas connus avec exacti-
tude. Ce cas de figure est relativement fréquent lorsque l'information délivrée par les capteurs
est transmise sur un réseau de capteurs dont les protocoles n’assurent pas toujours une véritable

transmission temps-réel.






ANNEXE A

GENERALITES SUR LES MATRICES

Un certain nombre de propriétés matricielles sont employées tout au long de ce manuscrit. Elles
sont regroupées dans cette annexe et proviennent de [7, 48]. Nous supposerons la matrice A de

dimensions n x n :

Norme matricielle
— Pour toute matrice A, ||All, = sup ||Ax||, désigne la norme induite par la norme euclidienne.
llx]l2=1

Nous noterons ||S|| pour plus de simplicité.

— Pour toute matrice A, |A| = 4/ T,.(A’A) définit la norme de Frobenius. Notons que si A est
symétrique alors |A| = 4/ T,.(A2).
— [lAll < JAl < vnl|All.

— Si A est symétrique alors A < ||A||Id < |A|Id.

Trace

— SiAet B sont deux matrices de dimensions (n x n), alors |T,.(AB)| < +/T.(A’A)+/ T,(B’B).

— Si A est une matrice symétrique semi-définie positive de dimensions (n x n), alors T,(A%) <
T, (A).

— Si A est une matrice symétrique semi-définie positive de dimensions (n x n), alors Tr(AZ) >
1
—T,(A).
n

— Si A est une matrice symétrique semi-définie positive de dimensions (n x n), alors T, (AQA) >

gTr(A)2 avec q = ”rrlllin x'Qx et Q symétrique définie positive.
n x|[=1

— Par conséquent, si A est une matrice symétrique semi-définie positive de dimensions (n x n),

alors il existe [, m < 0 tels que [||A|| < T.(A) < m||A||.
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Le lemme suivant sera utilisé dans le Chapitre II.

Lemme 31 (Lemme d’inversion matricielle).

Soit M une matrice symétrique définie positive et R une matrice inversible. Alors

(M+MC'RcM)yt=M"'1-C'(R+CcMC)HC.
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Abstract

The aim of observability studies and observer design is to reconstruct the state of a dynamic
system using the measurements available. In particular, the Kalman filter algorithm is considered.
This widely-studied and used observer exists in several versions : for linear or nonlinear systems, for
discrete, continuous or even continuous-discrete time, in the stochastic or deterministic framework.
However, Most of the time, these observers are used with the assumption that the measurements
provided by the sensors are synchronous. Most of the time, this assumption can be far from the
physical reality, in particular when dealing with robotic systems.

In this memoir, an observer tailored for nonlinear continuous-discrete asynchronous systems
is presented. These systems are made of a continuous state equation and a multirate sampled
output equation. Based on the existing high-gain Extended Kalman Filter for continuous nonlinear
systems and continuous-discrete nonlinear systems with synchronous outputs, we develop an ad-hoc
formalism and design an observer with a deterministic point of view. Its convergence is proven

analytically and illustrated by an application on a mobile robotic system.

Resumé

L'étude de I'observabilité et la synthése d’observateur ont pour vocation la reconstruction de I'état
d’un systéme a I'aide des mesures recues. Ces derniéres n’apportent généralement qu'une connaissance
partielle de cet état. Le filtre de Kalman est un observateur particulierement étudié et employé.
Plusieurs versions existent, adaptées aux systemes linéaires ou non linéaires, en version discrete,
continue voire continue-discrete, dans le cadre stochastique ou déterministe. Ces observateurs
reposent cependant sur 'hypothese que les mesures fournies par les capteurs sont synchrones. Or,
cette supposition est assez éloignée de la réalité physique, notamment des problemes étudiés en
robotique.

Nous proposons dans ce manuscrit un observateur adapté aux systémes non linéaires continus-
discrets asynchrones. Nous entendons par cela des systemes dont I’état est continu et les sorties
échantillonnées a des fréquences différentes. En nous basant sur le Filtre de Kalman Etendu grand-gain
existant pour les systemes non linéaires continus et continus-discrets synchrones, nous développons un
formalisme et construisons un observateur en adoptant un point de vue déterministe. Sa convergence

est prouvée analytiquement et illustrée par une application sur un systeme robotique mobile.



	Page de garde
	Abstract
	Resumé
	Remerciement
	Nomenclature
	Table des figures
	Introduction générale
	I Observabilité, observateurs et état de l'art
	I.1 Observabilité
	I.1.1 Généralités
	I.1.2 Forme normale d'observabilité
	I.1.2.1 Le cas générique
	I.1.2.2 Le cas non-générique


	I.2 Observateur
	I.2.1 Définition
	I.2.2 Formalisme grand-gain
	I.2.2.1 Observateur de type Luenberger
	I.2.2.2 Observateur de type Kalman


	I.3 Systèmes à mesures asynchrones ou multi-fréquences
	I.3.1 Robotique
	I.3.2 Observateur pour un système continu-discret asynchrone
	I.3.2.1 Système continu-discret et asynchronicité des mesures
	I.3.2.2 Article de M. Moarref et L. Rodrigues
	I.3.2.3 Article de Y. Shen, D. Zhang et X. Xia
	I.3.2.4 Article de L.P. Yan, B.S. Liu et D.H. Zhou



	II Filtre de Kalman étendu grand gain pour un système à mesures asynchrones
	II.1 Systèmes non linéaires
	II.1.1 Position du problème
	II.1.2 Définition du filtre de Kalman grand gain asynchrone
	II.1.3 Preuve de convergence

	II.2 Borne de la solution de l'équation de Riccati
	II.2.1 Borne supérieure
	II.2.2 Borne inférieure

	II.3 Cas particulier : les systèmes linéaires
	II.3.1 Position du problème
	II.3.2 Filtre de Kalman pour un système linéaire
	II.3.3 Preuve de convergence


	III Applications
	III.1 Exemple académique
	III.2 Application de l'algorithme à un système 2D en simulation
	III.3 Application à un système robotique mobile 2D
	III.3.1 Présentation de la plateforme expérimentale
	III.3.2 Calibration et vérité terrain
	III.3.3 Détection des balises
	III.3.4 Estimation de la trajectoire


	Conclusion générale
	A Généralités sur les matrices
	Bibliographie
	Quatrième de couverture

