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Résumé

Cette thèse est un travail autour de la problématique de la prédiction des coe�cients thermoélec-

triques dans les alliages métalliques multicomposants, qui est né d’un besoin d’un acteur industriel

de la métallurgie : l’entreprise APERAM. Ces travaux de recherche reposent sur deux grandes ap-

proches.

La première est une étude, par les calculs ab initio, d’un alliage binaire de métaux de transition :

le palladium-argent. Di�érentes méthodes sont utilisées pour chercher à prédire le comportement

du coe�cient de Seebeck en fonction de la composition de l’alliage et deux résultats principaux

sont mis avant. Premièrement, les calculs montrent que l’aire de la surface de Fermi du système

joue un rôle déterminant dans le signe et l’allure qualitative du pouvoir thermoélectrique, ce qui ne

semblait pas évident lorsque Sir Nevill Francis Mott a rédigé sa Théorie sur les Propriétés des Métaux
et des Alliages en 1936. Ce modèle de référence, établi à l’époque par Mott sans pouvoir béné�cier de

l’atout des calculs numériques qui sont accessibles aujourd’hui, considérait en e�et que le coe�cient

de Seebeck des métaux de transition pouvait être expliqué essentiellement en étudiant les transitions

des électrons s vers les états d (appelées transitions s-d). Deuxièmement, la méthode quantique

de Kubo-Greenwood s’est montrée être la plus e�cace pour prédire le coe�cient de Seebeck et

mériterait d’être renforcée par la prise en compte des interactions électron-phonon négligées dans

cette thèse.

La seconde approche de ces travaux de recherche utilise une méthode semi-expérimentale pour dé-

crire l’évolution du pouvoir thermoélectrique d’alliages multicomposants constitués d’une dizaine

d’éléments, dont des impuretés. Des mesures expérimentales ont permis d’appliquer la relation de

Gorter-Nordheim et de mettre en évidence le poids de chaque constituant vis-à-vis de la variation

du coe�cient de Seebeck. Cette méthode permet de prendre en compte l’in�uence des impuretés

et, déjà, de savoir quels éléments surveiller en priorité pour mieux contrôler le pouvoir thermoélec-

trique d’un alliage lors de son procédé de production industrielle.
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Abstract

This thesis describes a work on the issue of the prediction of the thermoelectric coe�cients in the

multicomponent metallic alloys. This was originally the need of a company from the metallurgy

industry : APERAM. These research e�orts are based on two major approaches.

The �rst one is a study, with ab initio calculations, of a binary alloy of transition metals : the

palladium-silver. Di�erent methods are used to try to predict the behavior of the Seebeck coe�-

cient depending on the composition of the alloy and two main results are put forward. First of all,

the calculations show that the area of the Fermi surface of the system plays a crucial role in the

sign and the qualitative shape of the thermopower, which was not obvious when Sir Nevill Francis

Mott wrote his Theory of the Properties of Metals and Alloys in 1936. This reference model, set at

the time by Mott without having access to the numerical calculations that exist today, was indeed

considering that the Seebeck coe�cient of the transition metals could be explained by studying the

transitions of the s electrons to the d states (called s-d transitions). Secondly, the Kubo-Greenwood

quantum method proved to be the most e�cient one to predict the Seebeck coe�cient. This method

could be improved by taking into account the electron-phonon interactions, which is not the case

in the present work.

The second approach in this thesis uses a semi-experimental method to describe the evolution of

the thermopower of multicomponent alloys which contain ten elements, including impurities. Ex-

perimental measurements were used to take into account the in�uence of theses impurities and to

know which elements to monitor in priority in order to better control the thermopower of an alloy

during its industrial production process.
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Introduction générale

Ce travail de thèse a été réalisé suite à un besoin d’un acteur industriel du secteur de la sidérurgie,

l’entreprise APERAM. Spécialisée dans l’acier inoxydable, l’acier électrique et les aciers spéciaux,

elle mène une activité de recherche intense notamment dans le domaine des alliages métalliques.

Son intérêt est grand à l’égard de l’impact de la composition des alliages sur leurs performances

thermoélectriques car les domaines d’application sont nombreux : aérospatial, automobile, énergie

(pétrole, gaz) ou électroménager. C’est dans ce cadre que la collaboration entre cette société et le

laboratoire Modélisation Matériaux pour la Métallurgie du CEA-LITEN a pu être lancée, donnant lieu

à la mise en place de cette thèse.

Le but de cette collaboration est de chercher à comprendre la physique sous-jacente aux variations

des coe�cients thermoélectriques qui apparaissent quand la composition d’un alliage métallique est

modi�ée. Les alliages considérés sont multicomposants, c’est-à-dire constitués d’un alliage binaire

en présence d’une multitude d’impuretés. La réponse à cette question pourra permettre à APERAM

de guider ses opérations industrielles pendant l’élaboration de ses alliages a�n d’en contrôler le pou-

voir thermoélectrique (par exemple par l’ajout de certains éléments particuliers), voire d’imaginer

de nouveaux alliages présentant de meilleures performances thermoélectriques.

La recherche sur la conductivité électrique et le pouvoir thermoélectrique des solutions solides mé-

talliques a été très active dans les années 50 et 60. La majorité des avancées théoriques de la physique

de ces systèmes date de cette époque et a été en partie développée par des scienti�ques embléma-

tiques tels que Friedel, Nordheim, Mott ou Kondo [Ziman, 1960]. Les méthodes numériques ont

commencé à se développer dès la �n des années 80 et pendant les années 90, grâce à l’augmentation

de la puissance informatique.

La première approximation faite dans ce travail de thèse sera de considérer que les alliages traités

sont purement désordonnés. Ils sont de base nickel-chrome et les autres éléments sont en quantité

tellement inférieures au pourcentage atomique de nickel et de chrome qu’ils sont considérés comme

des impuretés qui n’in�uent pas sur la structure crystallographique de l’alliage. On a en e�et environ

85 % de nickel et 15 % de chrome contre des quantité d’impuretés allant de 0.2 % à 1.85 %, soir une

di�érence de 1 à 2 ordres de grandeur.
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De plus, les composants des alliages étudiés appartiennent à la famille des métaux de transition ce

qui implique un comportement physique particulier. Contrairement aux métaux alcalins ou aux

métaux nobles pour lesquels, respectivement, les couches d sont vides ou complètement remplies,

les métaux de transition possèdent en e�et une couche d partiellement remplie et voient donc leurs

propriétés de transport dominées par les électrons de cette couche d. Ce remplissage partiel peut

induire des propriétés magnétiques pour certains métaux qu’il faudra prendre en compte dans les

simulations numériques, ce qui complique la tâche et augmente le temps de calcul : il est par exemple

au moins doublé si l’on prend en compte le spin.

Di�érentes approches ont été menées dans ce travail de thèse. La première a été d’utiliser les ré-

sultats d’une campagne de mesures expérimentales e�ectuées conjointement dans les laboratoires

d’APERAM et du CEA et de mettre en place une méthode de prédiction des coe�cients thermoélec-

triques basée sur la relation classique de Gorter-Nordheim. Cette méthode, qui utilise des mesures

expérimentales, ne permet cependant pas de comprendre les processus physiques responsables des

évolutions des performances thermoélectriques des alliages.

Le seconde approche a été d’utiliser les méthodes « premiers principes », également appelées ab
initio, qui sont quant à elles basées exclusivement sur les lois fondamentales de la physique de la

matière condensée, sans recourir à des ajustements empiriques. Ces méthodes permettent donc de

comprendre la physique qui entre en jeu dans les phénomènes qui nous intéressent - les variations

incomprises des coe�cients thermoélectriques - à travers les lois e approximations considérées.
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Première partie

Cadre théorique
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Cette première partie décrit le cadre théorique dans lequel s’est déroulé ce travail de thèse. Elle in-

troduit les notions et les formalismes essentiels à l’interprétation des résultats présentés en seconde

partie.

Le premier chapitre rappelle les théories mises au point pour décrire les propriétés de transport

des métaux et des alliages métalliques. Les approches classique, semi-classique et quantique sont

successivement abordées à travers di�érents modèles descriptifs et di�érentes approximations.

Le deuxième chapitre présente la théorie de la fonctionnelle de la densité et quelques-unes de ses

approximations qui ont été utilisées dans cette thèse, puis il détaille les deux formalismes utilisés

pour le calcul des coe�cients thermoélectriques : celui de Boltzmann et celui de Kubo-Greenwood.
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Chapitre 1

Le transport électronique dans les métaux

Les propriétés de transport d’un métal découlent de l’étude de la di�usion des particules qui trans-

portent l’énergie (thermique ou électrique) au sein du métal. Elles sont généralement obtenues avec

la résolution d’une équation de transport dépendant directement de la distribution des particules

qui constituent le système considéré, qui permet d’en extraire les conductivités thermique et élec-

trique. L’expression de cette équation de transport dépendra du cadre dans lequel on se place pour

résoudre le problème ainsi que des approximations introduites.

Si le système est considéré d’un point de vue classique ou semi-classique il est courant d’utiliser le

formalisme de Boltzmann. Dans une approche fondamentalement quantique il est possible d’utiliser

le formalisme de Kubo-Greenwood.

1.1 Le formalisme de Boltzmann

1.1.1 La fonction de distribution des électrons dans un métal : rappels
théoriques

Avant de parler du formalisme de Boltzmann il est préférable d’introduire la notion de fonction de
distribution des porteurs de charge et de rappeler brièvement quelle est son origine. Sa place est en

e�et centrale dans l’équation de Boltzmann.

Le modèle de Drude [Drude, 1900, Ashcroft and Mermin, 1976] est une théorie de la conduction mé-

tallique qui repose sur une approche classique des phénomènes, avec des approximations simples :

elle permet d’introduire une première fonction de distribution classique des porteurs de charge. Le

21



métal est vu comme un gaz d’électrons, ce qui permet d’appliquer la théorie cinétique des gaz et

ainsi d’estimer grossièrement ses propriétés conductrices.

Cinq approximations élémentaires sont considérées dans cette théorie :

1. l’approximation des éléctrons indépendants, qui consiste à négliger les interactions électron-

électron entre chaque collision,

2. l’approximation des électrons libres, qui consiste à négliger les interactions électron-ion entre

chaque collision,

3. les collisions ont uniquement lieu entre les électrons et les ions, ce qui consiste à négliger les

collisions entre électrons,

4. chaque collision a une probabilité de se produire qui vaut 1/τ , où τ est un temps caractéris-

tique de collision,

5. l’équilibre thermique du gaz d’électrons est uniquement maintenu par les collisions elles-

mêmes.

Dans ce cadre, comme pour un gaz classique, la distribution des vitesses des électrons à l’équilibre

à la température T correspond à la distribution de Maxwell-Boltzmann :

fMB (v) = %

(
m

2πkBT

)3/2

e
−mv2/2kBT

(1.1)

avec v la vitesse de groupe des électrons, % leur densité locale et m leur masse.

Le modèle de Sommerfeld [Sommerfeld, 1928, Ashcroft and Mermin, 1976] reprend ensuite le mo-

dèle de Drude en y ajoutant le principe d’exclusion de Pauli ce qui permet d’introduire une seconde

fonction de distribution, plus précise. Ainsi, la distribution des électrons à l’équilibre au sein du

métal doit obéir à une nouvelle statistique basée sur ces nouvelles considérations quantiques, celle

de Fermi-Dirac :

fFD (v) =
(m/~)3

4π3

1

e
( 1
2
mv2−µ)/kBT + 1

(1.2)

où µ est le potentiel chimique.

Le modèle de Bloch [Ashcroft and Mermin, 1976], en�n, est un modèle semi-classique qui reprend le

modèle de Sommerfeld en considérant cependant que les électrons ne sont plus libres mais soumis

à un potentiel périodique dû aux ions : on les appelle alors des électrons de Bloch (ou ondes de Bloch
en raison de la dualité onde-corpuscule). Ce modèle repose sur la connaissance de la structure de

bande du métal considéré (d’où le quali�catif semi-classique) qui est directement liée aux niveaux
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d’énergie εn (k) des électrons associés aux bandes n et aux vecteurs d’onde k. Il permet d’a�ner

encore l’expression de la fonction de distribution des porteurs de charges.

Ainsi, les solutions stationnaires de l’équation de Schrödinger en présence du potentiel périodique

ionique seront appelés niveaux de Bloch et la fonction de distribution des électrons à l’équilibre suit

maintenant la distribution de Fermi-Dirac suivante :

fFD (εn (k)) =
1

e
(εn(k)−µ)/kBT + 1

(1.3)

Les vitesses des électrons sont quant à elles dé�nit comme suit :

vn (k) =
1

~
∂εn (k)

∂k
(1.4)

1.1.2 L’équation de Boltzmann

Dans le formalisme de Boltzmann [Ashcroft and Mermin, 1976], les propriétés de transport d’un

métal peuvent être déduites de sa structure de bande et sont les manifestations d’un phénomène

hors équilibre. La fonction de distribution fFD des électrons à l’équilibre devient donc une fonction

de distribution hors équilibre et sera notée g. On cherche à connaître son expression à l’instant t,

sachant sa valeur à l’instant t− dt.

Entre deux collisions ce sont les équations du mouvement semi-classiques qui déterminent le mou-

vement des électrons :

ṙ = vn (k) =
1

~
∂εn (k)

∂k
(1.5)

~k̇ = −e [E (r, t) + vn (k) ∧B (r, t)] = F (r,k) (1.6)

où E est le champ électrique, B est le champ magnétique et F est la force électromagnétique appli-

quée au système.

En ignorant les collisions entre t − dt et t on obtient l’expression de l’équation de Boltzmann
[Ashcroft and Mermin, 1976] :

∂g

∂t
+ v

∂g

∂r
+ F

1

~
∂g

∂k
=

(
∂g

∂t

)
coll

(1.7)
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Dans cette équation, les termes de gauche sont appelés termes de dérive et le terme de droite terme
de collision.

1.1.3 L’approximation du temps de relaxation

On se place toujours dans l’approximation des électrons indépendants. Les interactions électron-

électron sont donc négligées et dominées par la di�usion par les impuretés (qui sont considérées

comme des centres de di�usion localisés). La périodicité du réseau est conservée.

Dans l’équation de Boltzmann le terme de collision peut être exprimé dans le cadre de l’approxima-

tion du temps de relaxation. Cette approximation consiste encore à considérer que chaque électron

subit une collision durant un intervalle de temps dt avec une probabilité dt/τ , où τ est un temps

caractéristique de collision appelé temps de relaxation. Dans la suite, ce temps de relaxation sera

considéré comme ne dépendant que du vecteur d’onde k et de l’indice de bande n et sera noté τ .

Ce phénomène de collisions non corrélées se poursuit jusqu’à ce que le système atteigne un état

d’équilibre thermodynamique local, ce qui induit les deux hypothèses suivantes.

1. La distribution des électrons après la collision est indépendante de la distribution des élec-

trons hors équilibre avant la collision. Cette hypothèse traduit le fait que l’information qui

concerne la con�guration locale hors équilibre du système est détruite à chaque collision.

2. La distribution des électrons après la collision correspond à la distribution des électrons avant

la collision si celle-ci est la distribution d’équilibre fFD à la température locale T . Cette hy-

pothèse signi�e que, pour toute température, l’équilibre thermodynamique du système est

maintenu grâce à ces collisions.

Le terme de collision de l’équation de Boltzmann (1.7) s’exprime donc comme le taux de variation

de la fonction de distribution des électrons hors équilibre g autour de la distribution à l’équilibre

fFD, durant l’invervalle de temps τ .

(
∂g (r,k, t)

∂t

)
coll

= − [g (r,k, t)− fFD (k)]

τ
(1.8)

Par conséquent, l’expression de l’équation de Boltzmann dans l’approximation du temps de relaxa-

tion devient l’équation linéaire suivante.

∂g

∂t
+ v

∂g

∂r
+ F

1

~
∂g

∂k
= − [g (r,k, t)− fFD (k)]

τ
(1.9)
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1.1.4 Un premier coe�cient de transport : la conductivité électrique

En courant continu, la loi d’Ohm [Ohm, 1827] locale s’écrit :

je = σE (1.10)

avec je la densité totale de courant électrique, E le champ électrique et σ la conductivité électrique

que l’on exprime comme ci-après.

σ =
ρe2τ

m∗
(1.11)

avec ρ la densité électronique, e la charge élémentaire, τ le temps de relaxation et m∗ la masse

e�ective.

Dans une approche semi-classique, la densité de courant électrique je dans une bande n peut se

dé�nir comme une intégrale sur la Zone de Brillouin de la vitesse de groupe vn (k) des électrons et

de leur fonction de distribution gn (k) comme suit.

je = −e
∫
ZB

dk

4π3
vn (k) gn (k) (1.12)

En reprenant l’équation de Boltzman dans l’approximation du temps de relaxation (1.9), en l’absence

de champ magnétique on obtient l’équation suivante.

− [g (r,k, t)− fFD (k)]

τ
=
∂g

∂t
+ vn (k)

∂g

∂r
+−eE (r, t)

1

~
∂g

∂k
(1.13)

En régime stationnaire, l’équation se réduit comme suit.

− [g (r,k, t)− fFD (k)]

τ
= −eE (r, t)

1

~
∂fFD
∂k

(1.14)

⇐⇒ g (r,k, t) = fFD (k) + eτE (r, t)
1

~
∂fFD
∂k

(1.15)

De plus, en considérant que le champ électrique E est in�nitésimal, il est possible de linéariser

l’équation précédente et d’obtenir l’équation suivante.
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g (r,k, t) ' fFD

(
k + eτE (r, t)

1

~

)
(1.16)

Ainsi, l’expression semi-classique de la densité de courant électrique (1.12) peut aussi être approxi-

mée comme suit.

je ' −e
∫
ZB

dk

4π3
vn (k)

(
fFD (k) + eτE (r, t)

1

~
∂fFD
∂k

)
(1.17)

Or le système considéré est supposé être isoptrope, d’où :

vn (−k) = −vn (k)

ce qui implique que

∫
ZB

dk

4π3
vn (k) fFD (k) = 0

et par conséquent

je ' −e
∫
ZB

dk

4π3
vn (k) eτE (r, t)

1

~
∂fFD
∂k

Or

∂fFD
∂k

=
∂fFD
∂ε

∂ε

∂k
=
∂fFD
∂ε

~vn (k)

d’où

je ' −e2E (r, t)

∫
ZB

dk

4π3
vn (k) vn (k) τ

(
−∂fFD

∂ε

)
ε=εn(k)

(1.18)

Dans cette approche, la conductivité σ est un tenseur qui est la somme des contributions de chaque

bande telle que :

σ =
∑
n

σ(n)
(1.19)
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Ainsi, en assemblant les équations 1.10 et 1.18 la conductivité électrique σ(n)
prend la forme sui-

vante.

σ(n) = e2

∫
dk

4π3
τvn (k) vn (k)

(
−∂fFD

∂ε

)
ε=εn(k)

(1.20)

1.1.5 Un deuxième coe�cient de transport : la conductivité thermique

En l’absence de �ux de matière, la loi de Fourier [Le Roy, 1897] locale stipule que la densité de

courant thermique jq est proportionelle au gradient de température ∇T :

jq = −κ∇T (1.21)

On peut réécrire cette loi sous la forme suivante :

jq = κT 2∇ (1/T ) (1.22)

Le coe�cient de proportionnalité κ est la conductivité thermique et est de signe positif car le courant

thermique est de sens opposé au gradient de température.

Dans une approche semi-classique, la densité de courant thermique jq dans une bande n s’exprime

en fonction du vecteur d’onde k, de la vitesse de groupe vn (k) des électrons, de leur fonction de

distribution gn (k), de leur énergie εn (k) et de l’énergie de Fermi EF du système :

jq =

∫
ZB

dk

4π3
[εn (k)− EF ] vn (k) gn (k) (1.23)

1.2 Les coe�cients phénoménologiques d’Onsager

En recourant aux relations de réciprocité d’Onsager [Onsager, 1931a, Onsager, 1931b, Casimir, 1945],

correspondant à ce qui est parfois appelé quatrième principe de la thermodynamique, qui lient les

densités de courant thermique et électrique aux forces thermodynamiques sous la forme d’une com-

binaison linéaire, on peut obtenir une nouvelle expression des coe�cients de transport.

De manière générale, lorsque j processus di�érents interagissent entre eux, ces relations donnent :
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J =
∑
j

LijXj (1.24)

avec J qui représente un �ux, Xj qui représente une force thermodynamique généralisée etLij qui

sont les coe�cients phénoménologiques d’Onsager.

Ainsi cela donne en l’absence de champ magnétique :

je = L11Eχ +L12 (−∇T )

jq = L21Eχ +L22 (−∇T )
(1.25)

où Eχ est un champ électrochimique résultant du champ électrique E et du gradient du potentiel

chimique µ tel que

Eχ = E +
∇µ

e
(1.26)

et ∇T est le gradient thermique qui intéragit avec Eχ.

Les matrices Lij sont dé�nies telles que


L11 = L(0)

L21 = TL12 = −1
e
L(1)

L22 = 1
e2T

L(2)

(1.27)

où la grandeur L(α)
s’écrit

L(α) =

∫
dε (ε− µ)α

(
−∂fFD

∂ε

)
σ (ε) (1.28)

dans laquelle apparaît une fonction de transport σ (ε) dé�nie comme

σ (ε) = e2

∫
dk

4π3
τvn (k) vn (k) δ (ε− εn (k)) (1.29)
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Il est ensuite intéressant de réaliser un développement de Sommerfeld [Ashcroft and Mermin, 1976,

Sommerfeld, 1928] des équations 1.27 autour de la valeur ε ≈ EF (où EF est l’énergie de Fermi)

a�n de faire apparaître directement le tenseur de conductivité électrique σ dans les équations, ce

qui donne le système suivant.


L11 = σ (εF ) = σ

L21 = TL12 = −π2

3e
(kBT )2 ∂σ(ε)

∂ε

∣∣∣
ε=EF

L22 = π2

3e2
k2
BTσ

(1.30)

En prenant le cas où la densité de courant électrique est nulle et en utilisant les équations 1.25 ainsi

que la loi de Fourier on obient :

κ = L22 − L
12L21

L11 = L22 +O

(
kBT

EF

)2

(1.31)

où κ est le tenseur de conductivité thermique.

1.3 L’e�et Seebeck

Dans un métal, en l’absence de courant électrique, lorsqu’un gradient thermique est créé, il y a une

apparition d’un déplacement électronique dans le sens opposé au gradient thermique. Les électrons

étant des particules chargées, ce déplacement de charges crée un courant électrique de sens opposé.

Ainsi petit à petit les électrons s’accumulent sur une paroi de l’échantillon ce qui �nit par former à

un champ électrique de sens opposé au courant électrique qui a provoqué cette accumulation.

Ce champ électrique de sens opposé au gradient de température est appelé champ thermoélectrique
et constitue l’e�et Seebeck [Seebeck, 1826]. Il s’écrit comme suit :

Eχ = S∇T (1.32)

où la grandeur S correspond au pouvoir thermoélectrique ou coe�cient Seebeck.

1.3.1 Exprimer le pouvoir thermoélectrique : la formule de Mott

Les équations 1.25 avec les coe�cients d’Onsager couplées à l’équation 1.32 permettent l’expression

suivante du coe�cient Seebeck :
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S =
L12

L11 (1.33)

Le développement de Sommerfeld réalisé ci-dessus, dont le résultat apparaît dans les équations 1.30,

permet d’aboutir à une expression du pouvoir thermoélectrique dans l’approximation du temps de

relaxation, en absence de champ magnétique. Cette expression prend le nom de formule de Mott
[Mott and Davis, 1971] :

S = −π
2

3

k2
BT

e

1

σ

∂σ (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=EF

(1.34)

Cette formule peut aussi s’écrire sous la forme suivante :

S = −π
2

3

k2
BT

e

∂ lnσ (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=EF

(1.35)

1.3.2 Exprimer le pouvoir thermoélectrique : la formule de Ziman

En exprimant la fonction de transport σ (ε) en fonction du libre parcours moyen Λ et de l’aire de

la surface de Fermi A telle que

∂ lnσ (ε)

∂ε
=
∂ ln Λ (ε)

∂ε
+
∂ lnA (ε)

∂ε
(1.36)

On peut utiliser la formule de Mott (1.35) et en déduire une nouvelle expression du coe�cient

Seebeck qui porte le nom de formule de Ziman [Ziman, 1960] :

S = −π
2

3

k2
BT

e

(
∂ ln Λ (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=EF

+
∂ lnA (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=EF

)
(1.37)

Ainsi, on observe expérimentalement une valeur négative au coe�cient Seebeck, si et seulement si

l’inégalité suivante est vrai :

∂ ln Λ (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=EF

+
∂ lnA (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=EF

> 0 (1.38)
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Or Ziman explique que plus les électrons seront énergétiques, plus ils seront di�cilement di�usés

et donc plus leur libre parcours moyen sera grand. Ceci implique que le premier terme de l’inégalité

1.38 soit positif :

∂ ln Λ (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=EF

> 0 (1.39)

Par conséquent, l’inégalite 1.38 dépend de la valeur de la dérivée logarithmique de la surface de

Fermi :

∂ lnA (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=EF

(1.40)

Ce terme, quant à lui, dépend directement de la forme de la surface de Fermi et donc de la nature

des porteurs de charge.

Ziman montre en e�et que, dans le cas d’un modèle d’électron s, si l’on augmente la taille de la

surface de Fermi, tant que celle-ci est contenue dans la première Zone de Brillouin, alors les porteurs

sont des électrons et la dérivée logarithmique de la surface de Fermi (1.40) est positive, ce qui donne

un Seebeck négatif (situation 1 dans la �gure 1.1). En revanche, quand la surface de Fermi atteint

les frontières de la première Zone de Brillouin, la masse e�ective dynamique des porteurs de charge

devient négative et la dérivée logarithmique de la surface de Fermi (1.40) devient négative (situations

2 et plus dans la �gure 1.1). Si l’on continue d’augmenter la surface de Fermi, le second terme de

l’inégalité 1.38 va �nir par compenser le premier et l’inégalité s’inversera, changeant le signe du

pouvoir thermoélectrique (1.37) qui devient positif.

La �gure 1.1 suivante illustre des surfaces de Fermi de di�érentes tailles d’une structure cubique

face centrée, selon le modèle des liaisons fortes.
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Figure 1.1 – Surfaces de Fermi d’une structure cubique face centrée selon le modèle des liaisons fortes
[Christian Gruber, 2008]

La dérivée des vitesses des électrons (1.4) permet de visualiser ce changement de signe de la masse

e�ective dynamique des porteurs de charge :

1

~
∂vn (k)

∂k
=

1

~2

∂2εn (k)

∂k2
(1.41)

or si

εn (k) =
~2k2

2m∗
(1.42)

alors

1

~
∂vn (k)

∂k
=

1

m∗
(1.43)
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Dans le cas général, la masse e�ective dynamique m∗ devient cependant un tenseur dépendant

de plusieurs directions, indiquant que la particule pourra être plus ou moins accélérée dans des

directions privilégiées.

Cette masse e�ective devient négative quand les particules sont ralenties, ce qui se produit lorsque

l’on se rapproche des bords de la Zone de Brillouin.

1.3.3 Exprimer le pouvoir thermoélectrique : la relation de Gorter-Nordheim

Dans l’approximation du temps de relaxation la règle de Matthiessen [Ashcroft and Mermin, 1976,

Ziman, 1960] stipule que les temps de relaxation τi des di�érentes sources de di�usion physique-

ment distinctes (par exemple, dans un alliage, la di�usion par l’élément de base, par les éléments

d’addition ou par des impuretés) sont reliés comme ci-après.

1

τtotal
=
∑

sources

1

τi
(1.44)

Ainsi, d’après l’expression 1.11 on peut obtenir une relation entre la résistivité totale et les résisti-

vités électriques dues aux di�érentes sources de di�usion.

ρtotal =
m∗

ne2τtotal
=
∑

sources

m∗

ne2τi
=
∑

sources

ρi (1.45)

Dans le cas d’un alliage composé d’une base et de plusieurs éléments d’addition, cette relation peut

se réécrire comme il suit :

ρtotal = ρ0 +
∑
i

ρi (1.46)

avec ρtotal la résistivité totale, ρ0 la résistivité électrique idéale du solvent métallique pur et ρi les

résistivités électriques des impuretés i, correspondant aux di�érentes sources de di�usions des élec-

trons de conduction.

Si maintenant on pose A = π2

3

k2BT

e
alors la formule de Mott (1.34) peut aussi s’écrire
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S = −A
σ

∂σ (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=εF

(1.47)

ou bien

S =
A

ρ

∂ρ (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=εF

(1.48)

En appliquant ensuite la règle de Matthiessen (1.46) l’équation précédente donne :

S =
A

ρ

(
∂ρ0 (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=εF

+
∑
i

∂ρi (ε)

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=εF

)
(1.49)

=
1

ρ

(
A
∂ρ0 (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=εF

+
∑
i

A
∂ρi (ε)

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=εF

)
(1.50)

=
1

ρ

(
ρ0 A

∂ lnρ0

∂E

∣∣∣∣
ε=εF

+
∑
i

ρiA
∂ lnρi
∂E

∣∣∣∣∣
ε=εF

)
(1.51)

=
1

ρ

(
ρ0s0 +

∑
i

ρisi

)
(1.52)

avec s0 le pouvoir thermoélectrique caractéristique du solvent métallique pur et si les pouvoirs

thermoélectriques caractéristiques des impuretés i.

La formule (1.52) prend le nom de relation de Gorter-Nordheim [Nordheim and Gorter, 1935] et

peut s’écrire sous la forme

S =
1

ρ

(
ρ0s0 +

∑
i

cirisi

)
(1.53)

avec

ρi = ciri
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ci étant la concentration de l’élément i et ri étant la résistivité électrique caractéristique de l’élément

i.

1.3.4 Exprimer le pouvoir thermoélectrique : la formule de Kubo-Greenwood

Dans le cas d’une di�usion élastique, c’est-à-dire lorsqu’on ne considère ni la di�usion par les vibra-

tions du réseau, ni la di�usion électron-électron, la formule de Kubo [Kubo, 1957] peut se simpli�er

en une équation à une particule et aboutir à une formule qui donne la composante diagonale (no-

tée arbitrairement comme la direction zz) de la fonction de transport σzz (ε) en courant continu,

en l’absence de champ magnétique : c’est la formule de Kubo-Greenwood [Greenwood, 1958,

Fan et al., 2018] exprimée ci-dessous.

σzz (ε) =
πe2~

Ω
Tr [vzδ (ε−H) vzδ (ε−H)] (1.54)

où vz est la vitesse de groupe des particules, H est un Hamiltonien du système et δ () et la distribu-

tion de Dirac.

Si l’on introduit les fonctions de Green retardée GR (ε) et avancée GA (ε) telles que

GR (ε) =
1

ε+ iη +H
GA (ε) =

1

ε− iη +H
avec η −→ 0+

(1.55)

alors on peut exprimer la distribution de Dirac de l’équation 1.54 en fonction de ces dernières.

δ (ε−H) =
i

2π

[
GR (ε)−GA (ε)

]
(1.56)

Il est alors possible de réécrire la formule de Kubo-Greenwood de la manière suivante.
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σzz (ε) =
πe2~

Ω
Tr

[
vz

i

2π

[
GR (ε)−GA (ε)

]
vz

i

2π

[
GR (ε)−GA (ε)

]]
(1.57)

=
πe2~

Ω
Tr

[
v2
z

4π2

[
GR (ε)−GA (ε)

] [
GR (ε)−GA (ε)

]]
(1.58)

=
πe2~

Ω
Tr

[
v2
z

4π2

[
GR (ε)GR (ε)−GR (ε)GA (ε)−GA (ε)GR (ε) +GA (ε)GA (ε)

]]
(1.59)

Or les fonctions de Green retardée et avancée commutent comme suit.

GR (ε)GA (ε)−GA (ε)GR (ε) =
1

(ε+ iη +H) (ε− iη +H)
− 1

(ε− iη +H) (ε+ iη +H)

(1.60)

=
1

ε2 + η2 +H2 + 2εH
− 1

ε2 + η2 +H2 + 2εH
(1.61)

= 0 (1.62)

Donc la formule 1.59 se simpli�e comme suit.

σzz (ε) =− πe2~
Ω

Tr

[
v2
z

4π2

(
GR (ε)GR (ε)− 2GR (ε)GA (ε) +GA (ε)GA (ε)

)]
(1.63)

Par ailleurs que les parties imaginaires des fonctions de Green GR (ε) et GA (ε) s’expriment de la

façon suivante.
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ImGR (ε) =Im

(
1

ε+ iη +H

)
(1.64)

=Im

(
ε+H − iη

(ε+H − iη) (ε+H + iη)

)
(1.65)

=Im

(
ε+H − iη

(ε+H)2 − (iη)2

)
(1.66)

=Im

(
ε+H − iη

(ε+H)2 + η2

)
(1.67)

=− η

(ε+H)2 + η2
(1.68)

ImGA (ε) =Im

(
1

ε− iη +H

)
(1.69)

=Im

(
ε+H + iη

(ε+H − iη) (ε+H + iη)

)
(1.70)

=Im

(
ε+H + iη

(ε+H)2 − (iη)2

)
(1.71)

=Im

(
ε+H + iη

(ε+H)2 + η2

)
(1.72)

=
η

(ε+H)2 + η2
(1.73)

En posant A = πe2~
Ω

, il devient alors possible de réécrire l’équation 1.63 après quelques lignes de

calcul :
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σzz (ε) =−A · Tr
[
v2z
4π2

(
GR (ε)GR (ε)− 2GR (ε)GA (ε) +GA (ε)GA (ε)

)]
(1.74)

=−A · Tr

[
v2z
4π2

(
1

(ε+ iη +H)
2 − 2

1

(ε+ iη +H) (ε− iη +H)
+

1

(ε− iη +H)
2

)]
(1.75)

=−A · Tr

[
v2z
4π2

(
(ε+H − iη)2 − 2 (ε+H + iη) (ε+H − iη) + (ε+H + iη)

2

(ε+H − iη)2 (ε+H + iη)
2

)]
(1.76)

=−A · Tr

[
v2z
4π2

(
(ε+H)

2 − 2iη (ε+H)− η2 + (ε+H)
2
+ 2iη (ε+H)− η2 − 2 (ε+H)

2 − 2η2

(ε+H − iη)2 (ε+H + iη)
2

)]
(1.77)

=−A · Tr

[
v2z
4π2

(
−4η2

(ε+H − iη)2 (ε+H + iη)
2

)]
(1.78)

=−A · Tr

v2z
π2

 −η2(
(ε+H)

2
+ 2iη (ε+H)− η2

)(
(ε+H)

2 − 2iη (ε+H)− η2
)
 (1.79)

=−A · Tr

[
v2z
π2

(
−η2

(ε+H)
4
+ 2η2 (ε+H)

2
+ η4

)]
(1.80)

=−A · Tr

v2z
π2

 −η2(
(ε+H)

2
+ η2

)2

 (1.81)

=−A · Tr

[
v2z
π2

(
−η

(ε+H)
2
+ η2

· η

(ε+H)
2
+ η2

)]
(1.82)

=−A · Tr
[
v2z
π2

(
ImGR (ε) ImGA (ε)

)]
(1.83)

La formule de Kubo-Greenwood prend donc aussi la forme suivante.

σzz (ε) = −e
2~
πΩ

Tr
[
v2
zImG

R (ε) ImGA (ε)
]

(1.84)
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Conclusion du chapitre

Le calcul des coe�cients de transport est donc directement liée à l’obtention de la structure de bande

du système. Le choix de la méthode pour calculer cette dernière va donc déterminer les approxima-

tions sur lesquelles reposent les valeurs des coe�cients calculés.

Dans le chapitre suivant sera présentée la théorie de la fonctionnelle de la densité, une méthode qui

permet justement d’obtenir des propriétés des systèmes électroniques, telles que les structures de

bandes, grâce à des calculs dits « premiers principes » ou ab initio.
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Chapitre 2

La théorie de la fonctionnelle de la densité
(DFT) : une approche ab initio

On interprète un métal ou un alliage métallique comme un système à N particules (noyaux et élec-

trons) dont on cherche à calculer l’énergie E0 de l’état fondamental. Pour ce faire il faut accéder à

la fonction d’onde ψ0 (r1, r2, . . . , rN) associée à cet état, laquelle est obtenue grâce à une résolu-

tion de l’équation de Schrödinger. Néanmoins ces N corps qui évoluent au sein du métal subissent

di�érentes interactions qui complexi�ent énormément le problème et rendent la résolution exacte

de cette équation impossible à l’heure actuelle, elle demanderait en e�et de résoudre un système

d’environ 1023
équations. Il a donc été nécessaire de développer des approximations pour parvenir

à des solutions acceptables en termes de précision et de temps de calcul.

Les méthodes ab initio permettent de prédire les résultats directements induits par les théories

scienti�ques. Ainsi, leur utilisation couplée à des comparaisons avec des résultats validés ou expé-

rimentaux rend compte de la pertinence des modèles et des postulats considérés dans l’étude des

phénomènes physiques, et en améliore la compréhension.

La théorie de la fonctionnelle de la densité permet de résoudre un problème à N corps par le biais

de la mécanique quantique, d’accéder à des structures de bande et par conséquent de calculer des

valeurs ab initio des coe�cients de transport. C’est un outil qui utilise la résolution de l’équation

de Schrödinger grâce à une méthode auto-cohérente et à quelques approximations rigoureusement

choisies, sans recourir au moindre ajustement empirique.

2.1 Le problème à N corps

L’équation de Schrödinger stationnaire s’écrit sous la forme suivante :
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Ĥψ = Eψ (2.1)

où Ĥ est l’opérateur hamiltonien, E l’énergie totale du système et ψ sa fonction d’onde.

L’hamiltonien Ĥ représente toutes les forces qui agissent sur la fonction d’onde et peut s’exprimer

en fonction de celles-ci :

Ĥ = T̂e + T̂n + V̂n−n + V̂e−n + V̂e−e (2.2)

avec T̂e et T̂n respectivement les opérateurs énergie cinétique des électrons et énergie cinétique

des noyaux puis V̂n−n, V̂e−n et V̂e−e respectivement les opérateurs énergie potentielle d’interaction

noyau-noyau, noyau-électron (attraction) et électron-électron (répulsion).

Ces opérateurs sont détaillés ci-après, où Zi représente le numéro atomique de l’élément i.

T̂e =− ~2

2me

∑
i

∇2
i (2.3)

T̂n =− ~2

2mn

∑
j

∇2
j (2.4)

V̂n−n =
1

2

∑
i 6=j

ZiZje
2

|ri − rj|
(2.5)

V̂e−n =
1

2

∑
i,j

Zie
2

|ri − rj|
(2.6)

V̂e−e =
1

2

∑
i 6=j

e2

|ri − rj|
(2.7)

L’équation de Schrödinger (2.1) est di�cilement soluble voire insoluble en l’état dès qu’il y a plus de

deux particules. La première approximation qui vise à simpli�er le problème est donc l’approximation
de Born-Oppenheimer.
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2.2 L’approximation de Born-Oppenheimer

Cette approximation [Born and Oppenheimer, 1927] consiste à considérer que les noyaux sont �xes

par rapport aux électrons, en raison de la très grande di�érence de masse entre ces deux types de

particules. Cela revient à parler de réarrangement adiabatique du système suite aux mouvements

des noyaux.

L’énergie cinétique des noyaux est donc négligée devant celle des électrons et l’énergie potentielle

d’interaction noyau-noyau devient une constante qui disparait des calculs si on la considère comme

une nouvelle origine des énergies.

Ainsi l’équation 2.2 se simpli�e :

Ĥ = T̂e + V̂e−n + V̂e−e (2.8)

La partie critique réside dans le calcul de l’opérateur V̂e−e, inextricable sans quelques approxima-

tions.

2.3 L’approximation Hartree-Fock

En considérant les électrons comme indépendants, rechercher des fonctions propres ψH de Ĥ sous

la forme de produit des orbitalesψi (ri), comme l’avait initialement proposé Hartree [R. Hartree, 1928],

telles que

ψH (r1, . . . , rN) =
N∏
i=1

ψi (ri) (2.9)

implique la résolution de N équations de Schrödinger à une particule telles que

(
T̂e + V̂e−n + V̂moy

)
ψH = EHψH (2.10)

avec V̂moy l’opérateur associé au potentiel moyen auto-cohérent Vmoy qui matérialise les interactions

coulombiennes électron-électron tel que

Vmoy (r) =

∫
R3

dr′
ψ2
H (r′)

|r − r′|
(2.11)
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Malheureusement cela revient à violer le principe d’exclusion de Pauli [Pauli, 1940] qui stipule que

la fonction d’onde multiélectronique doit changer de signe à chaque permutation des coordonnées

de deux électrons : c’est une condition d’antisymétrie qu’il convient de respecter.

Dans l’approximation de Hartree-Fock [Slater, 1951], les interactions électron-électron sont prises

en compte et on ne considère plus que la fonction d’onde s’exprime sous la forme de l’équation 2.9

mais plutôt sous la forme d’un déterminant de Slater :

ψHF (r1, . . . , rN) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ1 (r1) · · · ψN (r1)

.

.

.

.
.
.

.

.

.

ψ1 (rN) · · · ψN (rN)

∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.12)

Sous cette forme, les fonctions d’onde ψHF respectent bien la condition d’antisymétrie.

Dans ce déterminant, les fonctions ψi (ri) sont solutions d’un système de N équations de Schrö-

dinger à une particule, appelées équations de Hartree-Fock (2.13).

(
T̂e + V̂e−n + V̂moy − Ech

)
ψHF = EHFψHF (2.13)

Dans ces équations apparaît un terme d’énergie d’échange Ech qui est dûe au caractère indiscernable

des électrons. Ce terme correctif intervient sur le potentiel moyen Vmoy pour prendre en compte

l’e�et du principe d’exclusion de Pauli sur les interactions coulombiennes électron-électron. Elle

correspond à la di�érence qui réside entre l’énergie de Hartree-Fock EHF et l’énergie E0 de l’état

fondamental du système, laquelle di�érence est dûe au fait que la répulsion coulombienne électron-

électron a été surévaluée avec la méthode de Hartree. Cette énergie d’échange est donc négative :

Ech = E0 − EHF < 0 (2.14)

Les équations de Hartree-Fock sont des équations intégro-di�érentielles couplées qui demandent

chacune une résolution avec une méthode itérative, dite auto-cohérente, dans laquelle chaque fonc-

tion propre calculée sera injectée de nouveau dans l’équation de Hartree-Fock jusqu’à ce que la

convergence des résultats soit su�samment acceptable.
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2.4 Les théorèmes de Hohenberg et Kohn

2.4.1 Le principe variationnel

Une fonctionnelle est une application dé�nie dans un espace vectoriel de fonctions qui à toute fonc-

tion de son ensemble de départ associe un scalaire. Ainsi l’énergie moyenne du système est donnée

par la fonctionnelle E appliquée à la fonction d’onde ψ :

E [ψ] =

〈
ψ
∣∣∣Ĥ∣∣∣ψ〉
〈ψ | ψ〉

(2.15)

Le principe variationnel indique que pour accéder à l’énergie de l’état fondamental E0 il su�t de

minimiser l’énergie moyenne comme suit

E0 = min
ψ

〈
ψ
∣∣∣Ĥ∣∣∣ψ〉 (2.16)

où les fonctions d’onde ψ sont normalisées, c’est-à-dire

〈ψ | ψ〉 = 1 (2.17)

2.4.2 Le premier théorème

Dans un système de N particules la densité électronique ne (r) est dé�nie comme

ne (r) =

∫
. . .

∫
|ψ (r1, . . . , rN)|2 dr1 · · · drN (2.18)

La normalisation du problème permet de simpli�er la formule comme suit

∫
ne (r) dr = N (2.19)

Si l’on considère un potentiel extérieur local dans lequel sont plongées ces N particules, alors la ré-

solution de l’équation de Schrödinger appliquée à ce système soumis à un potentiel extérieur permet
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d’obtenir une fonction d’onde de l’état fondamental (ou plusieurs dans le cas d’un état dégénéré) de

laquelle il est ensuite possible d’extraire la densité électronique de l’état fondamental n0 (r).

En 1964 Hohenberg et Kohn [Hohenberg and Kohn, 1964] ont montré que cette méthode pouvait

être inversée et qu’il su�sait donc de connaître la densité électronique n0 (r) pour calculer les

propriétés de l’état fondamental du système.

Hohenberg et Kohn ont dé�ni également un opérateur F̂HK qui correspond à l’hamiltonien du

système sans potentiel extérieur tel que

F̂HK = T̂e + V̂e−e (2.20)

Ainsi, l’énergie totale E est une fonctionnelle de la densité qui, appliquée à la densité électronique

ne (r), donne le scalaire

E [ne (r)] = F̂HK [ne (r)] +

∫
Ve−n (r)ne (r) dr (2.21)

2.4.3 Le second théorème

Hohenberg et Kohn ont ensuite montré que l’énergie de l’état fondamental E0 correspond de nou-

veau, d’après le principe variationnel, à une minimisation de la fonctionnelle de la densité à l’état

fondamental qu’est l’énergie moyenne E [ne (r)], ce qui s’exprime comme suit.

E0 = min
n
{E [ne (r)]} (2.22)

= min
n

{
F̂HK [ne (r)] +

∫
Ve−n (r)ne (r) dr

}
(2.23)

2.5 Les équations de Kohn-Sham

A�n de faciliter l’approximation de l’hamiltonien F̂HK , Kohn et Sham [Kohn and Sham, 1965] ont

proposé de le réécrire en considérant que le système comprend en fait Ne électrons indépendants

plongés dans un potentiel e�ectif Veff qui s’exprime de la façon suivante.

Veff (r) = VHartree (r) + Vxc (r) + Ve−n (r) (2.24)
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VHartree représente le potentiel de Hartree (qui correspond à un potentiel d’interaction électron-

électron), associé à une fonctionnelle (énergie) de Hartree EHartree comme suit.

VHartree (r) =
δEHartree [ne (r)]

δne (r)
(2.25)

=

∫
R3

ne (r′) dr′

|r − r′|
(2.26)

Vxc est le potentiel d’échange-interaction dé�ni en fonction d’une énergie d’échange-corrélation

Exc comme

Vxc (r) =
δExc [ne (r)]

δne (r)
(2.27)

L’opérateur F̂HK se réécrit de la manière suivante.

F̂HK = T̂0 + EHartree + Exc (2.28)

T̂0 est alors l’opérateur d’énergie cinétique pour les électrons sans interactions,

T̂0 [ne (r)] = min
ψ

〈
ψ
∣∣∣T̂e [ne (r)]

∣∣∣ψ〉 =
〈
ψ [ne (r)]

∣∣∣T̂e [ne (r)]
∣∣∣ψ [ne (r)]

〉
(2.29)

=− ~2

2me

∑
i

∫
drϕ∗i (r)∇2ϕi (r) (2.30)

où ϕi sont les orbitales d’un système d’électrons sans interactions.

EHartree est l’énergie de Hartree dé�nie comme l’énergie de répulsion électrostatique telle que

EHartree [ne (r)] =
1

2

∫ ∫
ne (r)ne (r′)

|r − r′|
drdr′ (2.31)

et Exc est une énergie d’échange-corrélation qui reste à estimer.

Si l’on reprend les équations 2.21, 2.22 et 2.28, pour obtenir E0 il s’agit donc de trouver ne (r) telle

que l’énergie E [ne (r)] soit minimale. Cela revient à résoudre l’équation suivante.
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δE [ne (r)]

δne (r)
=
δT̂0 [ne (r)]

δne (r)
+
δEHartree [ne (r)]

δne (r)
+
δExc [ne (r)]

δne (r)
+
δV̂e−n [ne (r)]

δne (r)
(2.32)

=
δT̂0 [ne (r)]

δne (r)
+ VHartree (r) + Vxc (r) + Ve−n (r) (2.33)

Les équations de Schrödinger à une particule à résoudre sont les équations de Kohn-Sham et se

déduisent :

ĤKSϕi (r) = εiϕi (r) (2.34)

où les orbitales ϕi sont les fonctions propres de l’hamiltonien de Kohn-Sham ĤKS associées aux

énergies εi de Kohn-Sham. Cet hamiltonien s’exprime de la façon suivante.

ĤKS [ne (r)] = T̂0 [ne (r)] +

∫
Veff (r)ne (r) dr (2.35)

= T̂0 [ne (r)] + EHartree [ne (r)] + Exc [ne (r)] + V̂e−n [ne (r)] (2.36)

La densité électronique de l’état fondamental n0 (r) exprimée dans l’expression 2.18 peut se réécrire

grâce à la théorie de Kohn-Sham :

n0 (r) =
∑
i

|ϕi (r)|2 (2.37)

Les équations 2.24, 2.34 et 2.37 sont auto-cohérentes et nécessitent donc une résolutions itérative.

L’approche de Kohn-Sham a donc simpli�é un problème qui demandait de trouver l’expression de

la fonctionnelle E [ne (r)] (2.21) pour en faire un nouveau problème dans lequel l’inconnue est la

fonctionnelle Exc [ne (r)].

Accéder à une expression de cette énergie d’échange-corrélation demande néanmoins de nouvelles

approximations.

2.6 L’approximation de la densité locale (LDA)

L’approximation de la densité locale développée par Kohn et Sham [Kohn and Sham, 1965] consi-

dère que l’on peut obtenir l’énergie d’échange-corrélation ELDAxc d’un système inhomogène à partir
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d’une somme de quantités homogènes locales εxc,0 dans des portions in�nitésimales. Cette approxi-

mation est donc d’autant moins valable que la densité électronique varie rapidement. Elle permet

d’obtenir une valeur approchée de la fonctionnelle d’échange-corrélation ELDAxc telle que

ELDAxc =

∫
ne (r) εxc,0 (r) dr (2.38)

où εxc,0 est l’énergie d’échange-corrélation par électron, considéré comme appartenant à un gaz
d’électrons homogène de densité ne (r)

εxc,0 (r) = εx (r) + εc (r) (2.39)

L’énergie εx est alors l’énergie d’échange de Dirac [Dirac, 1930]

εx (r) = −3

4

(
3

π

)1/3

ne (r) (2.40)

et εc est l’énergie de corrélation qui peut être obtenue à partir d’un calcul stochastique

[Ceperley and Alder, 1980].

2.7 La méthode de Korringa-Kohn-Rostoker (KKR)

L’équation de Schrödinger (2.1) peut aussi être résolue en remplaçant les fonctions d’onde par des

fonctions de Green G. Elle s’écrit alors de la manière suivante.

(
Ĥ − E

)
G (r − r′) = δ (r − r′) (2.41)

G (r − r′) correspond à la fonction de Green qui décrit la propagation de la particule libre de la

position r à la position r′. Les grandeurs physiques comme la densité électronique ou l’énergie

totale peuvent alors directement être déduites de cette fonction de Green.

La forme intégrale de l’équation de Schrödinger s’écrit ensuite comme suit, avec U le potentiel

agissant sur le système.

ψk (r) =

∫
dr′G (r − r′)U (r′)ψk (r′) (2.42)
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2.7.1 L’approximation du potentiel cohérent (CPA)

Les alliages étudiés dans cette thèse sont considérés comme étant désordonnés. Dans un tel alliage,

le potentiel dans lequel est plongé le système n’est pas périodique et les grandeurs comme la densité

d’états et la fonction de Green sont calculées en faisant une moyenne sur toutes les con�gurations

possibles. L’énergie de chaque site du système peut prendre une valeur εX associée à l’atome X avec

une probabilité pX correspondant à la concentration en l’atome X.

L’approximation du potentiel cohérent [Tsukada, 1972] représente les choses di�éremment et consi-

dère le système comme un milieu composé de sites e�ectifs identiques associés à un potentiel e�ectif

(le potentiel cohérent). L’énergie de chaque site prend la même valeur εCPA correspondant à une va-

leur e�ective : c’est une théorie de champ moyen qui permet d’accéder aux moyennes des grandeurs

comme la densité d’états et la fonction de Green. Cela permet de résoudre rapidement les équations

de Kohn-Sham, appliquées aux sites e�ectifs, dans le cadre de la théorie de la fonctionnelle de la

densité.

Ainsi, au lieu de créer des supercellules, c’est-à-dire des mailles plus grandes que la maille élémen-

taire du système, pour chercher à représenter un alliage désordonné, il su�t d’une maille élémen-

taire du système pour e�ectuer les calculs ab initio aboutissant notamment aux valeurs des fonctions

de Green.

La méthode des fonctions de Green de Korringa-Kohn-Rostoker dans l’approximation du poten-

tiel cohérent (KKR-CPA) [Stocks et al., 1978, Swihart et al., 1986] est donc e�cace pour étudier les

propriétés électroniques des systèmes désordonnés comme les alliages métalliques. Elle permet de

prédire les résistivités dues aux impuretés et les coe�cients de Seebeck des alliages avec une bonne

précision [Oshita et al., 2009, Stopa et al., 2006] à condition cependant d’arriver à accéder correc-

tement aux valeurs des fonctions de Green du système. Cette dernière condition est d’autant plus

di�cile à atteindre que le nombre de constituants du système est élevé : le calcul ab initio du poten-

tiel cohérent est d’autant plus long que le nombre d’éléments constituant l’alliage est grand.

2.8 Application de la théorie de la fonctionnelle de la den-
sité au calcul des coe�cients thermoélectriques : détails
pratiques

Pour utiliser la théorie de la fonctionnelle de la densité et calculer le pouvoir thermoélectrique il

est nécessaire de représenter le système étudié avec une maille primitive caractéristique du réseau
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crystallin (appelée aussi cellule unité) ou bien une maille plus grande, contenant plusieurs mailles

primitives (appelée aussi supercellule).

Ensuite, il convient d’utiliser les propriétés électronique du système obtenues grâce à la théorie

de la fonctionnelle de la densité à travers un formalisme particulier : celui de Boltzmann ou de

Kubo-Greenwood. Ces deux formalismes sont présentés ci-dessous.

2.8.1 Calcul par le formalisme de Boltzmann

Grâce au code Alloy Theoretic Automated Toolkit (ATAT) il est possible de géné-

rer une supercellule particulière qui prend le nom de structure spéciale quasi-aléatoire
(SQS) [van de Walle and Ceder, 2002, van de Walle and Asta, 2002, van de Walle et al., 2002,

van de Walle, 2009, van de Walle et al., 2013]. La méthode, présentée ci-dessous, a l’avantage d’être

facilement complétée par une approche de Boltzmann qui donne de bons résultats pour les calculs

de coe�cients thermoélectriques, comme nous le verrons dans la partie 2.

Une fois que la maille SQS est créée, elle peut être utilisée par le code Vienna Ab initio Simulation
Package (VASP) [Kresse and Hafner, 1993, Kresse and Hafner, 1994, Kresse and Furthmüller, 1996a,

Kresse and Furthmüller, 1996b] qui calcule la structure électronique de l’alliage en utilisant la théo-

rie de la fonctionnelle de la densité.

En�n, le code Boltzmann Transport Properties 2 (BoltzTraP2) [Madsen et al., 2018] permet de calculer

les coe�cients thermoélectriques en utilisant le formalisme de Boltzmann détaillé dans le chapitre

un.

Les structures spéciales quasi-aléatoires (SQS)

Pour décrire le désordre structurel d’un alliage dans le cadre d’un calcul ab initio, il est possible de

construire une supercellule en plaçant aléatoirement les atomes de l’alliage sur chacun des sites de

la maille. En augmentant le nombre d’atomes dans la supercellule il est ainsi possible d’améliorer la

description statistique de l’alliage désordonné, au prix d’un temps de calcul accru. En utilisant cette

méthode, la précision des calculs se trouve �nalement limitée par la puissance de calcul disponible

par l’expérimentateur.

A�n de contourner ce problème, Zunger, Wei, Ferreira et Bernard ont mis au point en 1989 la mé-

thode des structures spéciales quasi-aléatoires [Zunger et al., 1990]. Cette méthode place les atomes

spéci�quement sur certains sites de la maille de manière à reproduire les fonctions de corrélation

d’un alliage désordonné de substitution. Ici encore, la précision du calcul augmente avec le nombre
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d’atomes dans la supercellule et se retrouve limitée par la puissance de calcul. Cependant, pour un

nombre d’atomes équivalent dans la supercellule la précision sera meilleure avec la méthode SQS

qu’avec la méthode aléatoire du paragraphe précédent.

Par exemple, pour un alliage binaire AxB1−x dans une con�guration γ, chaque site occupé par un

atome A ou B est dans un premier temps associé à une variable de spin Ŝ prenant respectivement

la valeur -1 ou +1, comme illustré dans la �gure 2.1.

A B B

BB

B B

B

A

A

AA A

A

A

A -1 +1 +1

+1+1

+1 +1

+1

-1

-1

-1

-1-1

-1

-1

-1

Figure 2.1 – Supercellule de l’alliage binaire AxB1−x associée aux variables de spin

Ensuite, l’agencement général de tous les atomes A et B est discrétisé en �gures particulières de

deux atomes ou plus, comme illustré dans la �gure 2.2.

-1 +1 +1

+1+1

+1 +1

+1

-1

-1

-1

-1-1

-1

-1

-1

Figure 2.2 – Quelques �gures particulières (paires d’atomes en marron et triplés d’atomes en bleu et
orange) dans la supercellule de l’alliage AxB1−x

Chaque �gure f particulière est associée à un couple (k,m) où k correspond au nombre d’atomes
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et m correspond à la distance entre ces derniers. La fonction de corrélation Πf,γ de la �gure f , dans

la con�guration γ de l’alliage, est alors dé�nie comme le produit des variables de spin de la �gure :

Πf,γ = ±1 (2.43)

La moyenne de cette fonction de corrélation sur toutes les �gures f de symétrie équivalente du

réseau est notée Πf,γ et la moyenne de cette dernière sur toutes les con�gurations γ possibles est

notée

〈
Πf,γ

〉
.

La construction d’une structure spéciale quasi-aléatoire se fait alors en générant une nouvelle su-

percellule dans laquelle seulement quelques sites seront occupés par des atomes A ou B. Ces der-

niers seront placés de telle façon que la fonction de corrélation de la structure SQS

〈
Πf,γ

〉
SQS

se

rapproche le plus possible de la fonction de corrélation d’un alliage binaire AxB1−x parfaitement

aléatoire

〈
Πf,γ

〉
Random

qui prend théoriquement la valeur suivante [Zunger et al., 1990].

〈
Πf,γ

〉
SQS
→
〈
Πf,γ

〉
Random

= (2x− 1)k (2.44)

Dans le code de calcul ATAT, le placement sélectif des atomes de la structure spéciale quasi-aléatoire

est réalisé grâce à un algorithme de Monte-Carlo [van de Walle et al., 2013]. Parfois, il est possible

de ne jamais trouver de SQS « parfaite », pour laquelle l’égalité entre les fonctions de corrélation

est atteinte. Dans ce cas, il faut alors arrêter le calcul lorsqu’on considère que la convergence est

su�sante et utiliser la dernière supercellule qui a été générée.

Cette méthode a l’avantage, contrairement à l’approche KKR-CPA présentée dans la section pré-

cédente, de prendre en compte les éventuels e�ets de déplacements atomiques qui pourraient se

produire dans des systèmes commes des alliages désordonnés : une fois la structure SQS générée, il

est en e�et possible de relaxer la position des atomes de la maille en utilisant un code de calcul ab
initio qui minimise les forces interatomiques.

Ainsi, la méthode des structures spéciales quasi-aléatoire permet d’accéder à une excellente ap-

proximation d’un système désordonné avec seulement quelques dizaines d’atomes par maille, ce

qui réduit grandement les temps de calcul en comparaison de ceux de l’approche KKR-CPA qui de-

mandent généralement un recours à des supercellules de plusieurs centaines d’atomes par maille

[Abrikosov et al., 1998].

L’algorithme du code BoltzTraP2 (BTP2)

Dorénavant, on simpli�era les notations suivantes :
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
εn (k) = εnk

τn (εn (k)) = τn (εnk) = τnk

vn (k) = vnk

(2.45)

Le code de calcul BoltzTraP2 interpole dans un premier temps la structure de bandes générée par

VASP dans le but d’en obtenir une expression analytique [Madsen and Singh, 2006]. L’avantage de

cela est double : il est possible d’augmenter à souhait le nombre de points k dans la structure de

bandes pour a�ner les calculs suivants (pourvu que la puissance informatique à disposition soit

su�samment grande pour faire les calculs) et il n’y a pas besoin de garder en mémoire les données

très lourdes que représentent les fonctions d’onde générées par le code ab initio.

Pour réaliser cette interpolation, BoltzTraP2 réalise un développement en séries de Fourier de l’éner-

gie des quasi-particules ainsi que de leur gradient [Madsen et al., 2018]. De cette interpolation sont

extraites les vitesses des paquets d’ondes vnk telles que

vnk =
1

~
∂εnk
∂k

(2.46)

εnk étant l’énergie d’une quasi-particule.

Puis il calcule la fonction de transport (1.29) dans l’approximation du temps de relaxation. Ainsi la

nouvelle fonction de transportσBTP2 (ε) s’exprime comme suit, où vnk�vnk est le produit tensoriel

des vitesses de groupe vnk.

σBTP2 (ε) =

∫
dk

4π3
τnkvnk � vnkδ (ε− εnk) (2.47)

Il est possible de choisir l’approximation utilisée pour le calcul de cette fonction de transport, c’est-

à-dire de décider comment BoltzTraP2 considère le temps de vie τnk lors de l’intégration sur les

points k. Initialement, c’est l’approximation du temps de relaxation constant qui est prise en compte,

c’est-à-dire que τnk est considéré constant. L’expression 2.47 se simpli�e alors comme suit.

σBTP2 (ε) = τ

∫
dk

4π3
vnk � vnkδ (ε− εnk) (2.48)
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Ces approximations seront vues plus en détail dans le chapitre suivant.

Ensuite cette fonction est intégrée pour obtenir la grandeur L(α)
(1.28) dé�nissant les coe�cients

de transport généralisés (ou coe�cients de Onsager).

L(α) = e2

∫
dε (ε− µ)α

(
−∂fFD

∂ε

)
σBTP2 (ε) (2.49)

Ainsi comme il a été vu dans les expressions 1.25 et 1.27, les valeurs des densités de courant élec-

trique et thermique sont ensuite déduite comme suit.

je = L(0)E +− 1
eT
L(1) (−∇T )

jq = −1
e
L(1)E + 1

e2T
L(2) (−∇T )

(2.50)

En�n, les coe�cients de transport thermoélectriques sont calculés comme dans le chapitre un à

partir des expressions des densités de courants, ce qui donne les équations suivantes.


σ = L(0) = e2

∫
dε
(
−∂fFD

∂ε

)
σBTP2 (ε)

S = − 1
eT

L(1)

L(0) = − 1
eT

∫
dε(ε−µ)(−∂fFD

∂ε )σBTP2(ε)∫
dε(−∂fFD

∂ε )σBTP2(ε)

(2.51)

2.8.2 Calcul par le formalisme de Kubo-Greenwood

Dans ce cadre, la conductivité électrique et le coe�cient de Seebeck du matériau sont calculés en

se basant sur la formule de Kubo-Greenwood qui est rappelée ci-dessous. Ccomme dans l’équation

1.84, on considère seulement la composante diagonale, que l’on nomme ici σKubo−Greenwood (ε).

σKubo−Greenwood (ε) = −e
2~
πΩ

Tr
[
v2
zImG

R (ε) ImGA (ε)
]

(2.52)

La grandeur L(α)
(1.28) dé�nissant les coe�cients de transport généralisés prend cette fois-ci la

forme suivante.
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L(α) = e2

∫
dε (ε− µ)α

(
−∂fFD

∂ε

)
σKubo−Greenwood (ε) (2.53)

Puis, les coe�cients de transport thermoélectriques sont donc encore calculés comme dans la sec-

tion précédente à partir de l’expression des densités de courant (2.51).


σ = L(0) = e2

∫
dε
(
−∂fFD

∂ε

)
σKubo−Greenwood (ε)

S = − 1
eT

L(1)

L(0) = − 1
eT

∫
dε(ε−µ)(−∂fFD

∂ε )σKubo−Greenwood(ε)∫
dε(−∂fFD

∂ε )σKubo−Greenwood(ε)

(2.54)

Il est ensuite possible d’utiliser un code tel que Full-Potential Local-Orbital minimum-basis (FPLO)

qui se base sur la méthode KKR-CPA dans l’approximation de la densité locale (LDA) et qui calcule la

fonction de Green du système. En implantant quelques modi�cations dans le code source il est alors

possible d’accéder aux parties réelle et imaginaire de cette fonction de Green (la partie imaginaire

correspond aussi à la fonction spectrale) qui se retrouvent dans le membre de droite de l’expression

2.52.
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Conclusion du chapitre

Tous les outils nécessaires pour obtenir une valeur numérique des coe�cients de transport ther-

moélectriques d’un alliage multicomposant (de taille raisonnable par rapport à la puissance infor-

matique de calcul disponible pendant cette thèse) dans le cadre du formalisme de Boltzmann ou de

Kubo-Greenwood, en l’absence de champ magnétique, sont maintenant à disposition.

Les concepts théoriques étant rassemblés dans cette première partie du manuscrit, il convient main-

tenant d’aborder les réalisations pratiques de ces travaux de thèse. Dans la deuxième partie de ce

manuscrit seront ainsi présentés les résultats d’une études sur les alliages de palladium-argent,

des composés amplement présents dans la littérature qui permettront de comparer di�érentes ap-

proches de calcul des coe�cients thermoélectriques avec des résultats �ables. Puis, c’est une der-

nière approche, en partie expérimentale, qui sera abordée : celle-ci se focalise sur des alliages in-

dustriels utilisés par APERAM.
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Deuxième partie

Prédiction du pouvoir thermoélectrique
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Cette partie concerne l’application des di�érentes théories et approximations présentées précedem-

ment aux alliages de palladium-argent et aux alliages de base nickel.

Le troisième chapitre présente les méthodes et approches qui existent pour étudier les phénomènes

thermoélectriques dans les alliages de palladium-argent et particulièrement celles qui ont été mises

à l’épreuve dans ces travaux. Les résultats obtenus sont discutés et les enseignements à en tirer sont

mis en avant.

Le quatrième et dernier chapitre de ce manuscrit abordera en�n une application des alliages thermo-

électriques : les thermocouples. Les travaux expérimentaux menés pendant cette thèse autour d’une

méthode de calcul du coe�cient Seebeck prenant en comptes toutes les composants des alliages, y

compris les impuretés, seront présentés et discutés.
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Chapitre 3

Calculer le pouvoir thermoélectrique de
l’alliage PdxAg1−x

L’alliage de palladium-argent a été beaucoup étudié dans la littérature et il existe aujourd’hui des

résultats robustes et nombreux sur ses caractéristiques thermoélectriques. Il est ainsi possible de

tester de nouvelles méthodes de calcul de coe�cients thermoélectriques en les appliquant à des

alliages de palladium-argent, c’est ce qui a été réalisé dans cette thèse.

Après un rappel historique des avancées théoriques portant sur le calcul des coe�cients thermo-

électriques des alliages métalliques, les résultats de quatre approches principales menant au calcul

du pouvoir thermoélectrique seront présentés dans l’ordre suivant :

1. le modèle des bandes rigides, dans un premier temps, et la bonne allure globale de ses résultats

malgré des valeurs très éloignées de l’expérience,

2. la formule de Kelvin, dans un deuxième temps, et son approximation trop grossière malgré

le recours à des valeurs très précises de densités d’états,

3. la formule de Mott, ensuite, et ses résultats meilleurs mais insu�sants pour permettre une

prédiction su�samment précise du pouvoir thermoélectrique,

4. la formule de Kubo-Greenwood, �nalement, et ses résultats encourageants mais limités par

la puissance de calcul à disposition dans ces travaux.

Des discussions seront ensuite menées sur la con�guration électronique de l’alliage PdxAg1−x et

sur la validité du modèle de Mott.

En�n, une projection vers des potentielles directions futures vient clore ce chapitre, montrant les

pistes envisagées, et parfois amorcées, pour continuer ces travaux.
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3.1 Historique du problème dans les alliages métalliques de
transition

Le palladium et l’argent sont des métaux de transition et leurs caractéristiques thermoélectriques

ont commencé à être étudiées et théorisées dès 1935 par Sir Nevill Mott, qui s’intéressait alors aux

liens entre les propriétés de transport et les structures électroniques des systèmes désordonnées tels

que les alliages métalliques.

Le modèle de Mott

Sir Nevill Mott développe donc un modèle dès 1935 [Mott, 1935] où il postule, d’une part, que la

conduction électrique dans les alliages de métaux de transition est réalisée essentiellement par la

di�usion (scattering) des électrons dans les bandes s (les électrons dans les bandes d étant trop lents

par rapport à ces derniers) et, d’autre part, que cette conduction électrique est limitée par la di�usion

due aux transitions d’électrons entre les bandes s et d (appelés transitions s-d).

Figure 3.1 – Densités d’états des bandes s et d du nickel et du cuivre, les zones grisées correspondant
aux états occupés [Mott, 1935]
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Ainsi, comme on le voit sur la �gure 3.1, la grande densité d’états des bandes d des métaux de

transition (par comparaison avec la densité d’états des bandes s) a pour e�et d’entrainer une plus

grande di�usion (scattering) des électrons dans les bandes s par les états d localisés dans les atomes

de palladium que par les autres états s, ce qui permet à Mott de proposer une expliquation à la

di�érence entre les parties gauche (riche en or) et droite (riche en palladium) de la �gure 3.2.

Mott montre en e�et [Mott, 1936] que la formation d’un alliage PdxAu1−x, en ajoutant de l’or pur

dans du palladium pur, fait augmenter le nombre d’électrons de valence dans l’alliage qui vont être

di�usés par les états d du palladium. Ce processus fait augmenter le pouvoir thermoélectrique en

valeur absolue tant qu’il reste su�samment de trous dans les bandes d. Lorsque la bande d est pleine,

alors l’ajout d’or aura pour e�et de ramener le pouvoir thermoélectrique vers la valeur du coe�cient

Seebeck absolu de l’or, et donc sa valeur absolue se mettra à diminuer. Une analyse identique est

applicable aux alliages de palladium-argent en remplaçant l’or par l’argent.

Figure 3.2 – Pouvoir thermoélectrique observé des alliages PdxAu1−x à 273 K [Mott, 1936]

Mott introduit aussi le modèle de bandes rigides en 1936 [Mott and Jones, 1936] qui permet de re-

présenter simplement les alliages comme des métaux purs plus ou moins dopés : ainsi dans un

alliage de palladium-argent, l’ajout d’argent fera augmenter le nombre d’électrons dans la bande s
du palladium pur (et vice-versa).

Les bases de la théorie de Mott étant posées, de futurs travaux portant sur les structures électro-

niques des métaux de transition sont ensuite venus con�rmer et améliorer ce modèle.

Con�rmations et améliorations du modèle de Mott
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En 1958, Friedel étudie les structures électroniques des alliages de métaux de transition

[Friedel, J., 1958] et met aussi en avant leurs bandes d incomplètes (�gure 3.3). Il décrit aussi les

états liés virtuels [Friedel, J., 1958, Friedel, J., 1962] qui apparaissent lors de l’introduction d’impu-

retés dans un métal, un phénomène connu à l’époque notamment dans les gaz avec la di�usion des

électrons par les atomes du gaz. Cette description permet de considérer les électrons de conduction

comme des électrons libres.

Figure 3.3 – Densités d’états des bandes s (bande de conductibilité) et d du nickel, les zones grisées
correspondant aux états occupés, EM est l’énergie de Fermi [Friedel, J., 1958]

Quatre ans plus tard, en 1962, Coles, Taylor et Jones éto�ent le modèle de Mott basé sur des bandes

rigides grâce à des mesures de densités d’états au niveau de Fermi ainsi que de résistivités électriques

[Coles et al., 1962].

Puis, en 1965, Dugdale et Guénault [Dugdale and Guénault, 1966] reprennent les travaux de Coles,

Taylor et Jones et abandonnent le modèle des bandes rigides car ils montrent que les bandes des

alliages doivent forcément changer avec la composition atomique.

Trente ans plus tard, malgré quelques corrections, la théorie de Mott reste donc le modèle de réfé-

rence pour expliquer les phénomènes de conduction dans les alliages de métaux de transitions. A

cette époque, cependant, de nouveaux outils sont en développement et vont permettre de jeter un

regard nouveau sur la physique de Mott : ce sont les calculs dits « de premiers principes », c’est-à-

dire les calculs ab initio.

Modèles de calculs ab initio : exploiter un nouveau calcul des structures électroniques

Les calculs ab initio se sont développés dans la seconde partie du XX
e

siècle et ont permis de calcu-

ler directement les structures de bandes électroniques des alliages métalliques et ainsi de tester de
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nouveaux postulats pour développer de nouvelles méthodes de calcul des coe�cients thermoélec-

triques.

En 1976, Butler utilise par exemple la méthode des fonctions de Green KKR-CPA [Butler, 1976] à

une dimension pour calculer les densités d’états d’alliages de métaux de transitions. A une époque

où aucun calcul KKR-CPA n’a encore pu être réalisé à trois dimensions en raison de di�cultés

informatiques, Butler pense que l’étude d’un tel modèle simpli�é à une dimension permettra de

mieux comprendre le calcul KKR-CPA et d’aboutir à des conclusions qualitatives sur le sujet. Il met

ainsi en évidence l’in�uence sur la conduction électrique de l’hybridation des bandes s-p avec les

bandes d ainsi que des états liés virtuels qui avaient été décrits par Friedel quatorze ans plus tôt

[Friedel, J., 1958, Friedel, J., 1962].

Grâce à la méthode KKR-CPA, il devient aussi possible de calculer directement des fonctions spec-

trales : c’est ce que font Pindor et ses collègues en 1980 lorsqu’ils étudient les variations du temps

de vie des électrons à partir des fonctions spectrales d’alliages de PdxAg1−x [Pindor et al., 1980]. Ils

mettent également en évidence l’in�uence non négligeable des hybridations des bandes s-p avec les

bandes d sur les phénomènes de conductions.

Figure 3.4 – Fonction spectrale de l’alliage Pd0,8Ag0,2 au niveau de Fermi dans le plan ΓXWKWX
[Pindor et al., 1980]

Le modèle de Mott est aussi passé au crible avec cette même méthode KKR-CPA et se retrouve

con�rmé qualitativement pour le palladium en 1981 par Pinski, Allen et Butler [Pinski et al., 1981].
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Ces derniers montrent en e�et que la di�usion (scattering) des électrons dans les bandes s par les

états d localisés est bel et bien un phénomène dominant dans le cadre de la conduction électrique.

En 1982, ce sont Stock et Butler qui con�rment partiellement le modèle de Mott suite à des calculs de

fonctions spectrales avec la méthode KKR-CPA [Stocks and Butler, 1982]. Leurs calculs de vitesse de

groupe et temps de vie des alliages PdxAg1−x di�èrent cependant de ceux du modèle et remettent en

cause l’approximation des bandes rigides utilisée par Mott. Ils supposent aussi que le caractère très

étroit de la densité d’états des bandes d implique un e�et de renormalisation des vitesses de groupe

et temps de vie qui est plus important dans les alliages riches en palladium que dans ceux riches en

argent, ce qui peut expliquer la forme de la �gure 3.2. Ces deux mêmes auteurs montrent ensuite en

1984 qu’au niveau de Fermi, une des bandes des alliages PdxAg1−x possède une vitesse de groupe

relativement plus grande que les autres bandes et que ces bandes correspondent respectivement aux

bandes s et d du modèle de Mott [Butler and Stocks, 1984]. Néanmoins, ils montrent aussi que les

électrons les plus rapides correspondent au contraire majoritairement aux bandes d pour les alliages

riches en palladium.

Modèles de calculs ab initio : la méthode de Kubo

En 1986, c’est en utilisant la formule de Kubo, grâce encore à l’approche KKR-CPA, que Swihart,

Butler, Stocks, Nicholson et Ward calculent des résistivités électriques d’alliages de métaux de tran-

sition qui s’avèrent très proches des valeurs expérimentales [Swihart et al., 1986]. Leur méthode

s’applique aux cas où les bandes d’énergie ne seraient plus dé�nissables, rendant de fait la résolu-

tion du problème par l’équation de Boltzmann impossible.

Puis, en 2009, Oshita, Yotsuhashi, Adachi et Akai utilisent une approximation (1.3.4) de la formule

de Kubo, la formule de Kubo-Greenwood, pour comparer les coe�cients thermoélectriques obtenus

avec des calculs ab initio et des mesures expérimentales [Oshita et al., 2009]. Ils utilisent à nouveau

l’approche KKR-CPA en s’intéressant aux alliages métalliques et montrent que l’in�uence du temps

de relaxation associé à chaque orbitale est primordiale pour aboutir à des résultats su�samment

proches des valeurs expérimentales.

Modèles de calculs ab initio : la formule de Kelvin

Un an plus tard, en 2010, Peterson et Shastry s’attaquent au problème de la détermination des

coe�cients thermoélectriques, dans un matériau de manière générale, en utilisant la thermody-

namique. Ils expriment notamment, comme Heikes et Mott avant eux [Austin and Mott, 1969,

Chaikin and Beni, 1976], le coe�cient Seebeck en fonction de la variation d’entropie du système

et en déduisent la formule de Kelvin qui est prise à température constante. Cette nouvelle formule

donne des résultats comparables aux autres approximations de la formule de Mott, pour un système

avec des électrons libres di�usés par des impuretés [Peterson and Shastry, 2010].
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3.2 L’hypothèse de la solution solide désordonnée

Les calculs de ce chapitre étant réalisés pour des températures de 273 K et 1000 K, le diagramme de

phase suivant [Karakaya, 1988] permet d’une part de s’assurer que les alliages de palladium-argent

étudiés sont bien des solutions solides, c’est-à-dire des alliages binaires à une seule phase. Les zones

« (Ag,Pd) » et « L » correspondent en e�et respectivement à une solution solide et une solution

liquide, entre lesquelles s’étend une étroite zone de coexistence solide et liquide.

Figure 3.5 – Diagramme de phase de l’alliage de palladium-argent expérimental (carrés blancs) et
calculé (lignes noires) à pression atmosphérique [Karakaya, 1988]

Bien qu’il ait d’autre part été montré théoriquement que les alliages de PdxAg
1-x pourraient en fait

présenter une structure ordonnée à basse température avec des traces d’ordre à courte distance qui

persisteraient aux plus hautes températures, celle-ci n’a pas encore observée expérimentalement

[Müller and Zunger, 2001]. L’explication probable qui est avancée par Müller et Zunder est que la

température de transition entre la phase désordonnée et la phase ordonnée de cet alliage est de
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l’ordre de 300 K, soit bien en dessous du solidus. Par conséquent, l’alliage se �gera en solution solide,

et sa structure gardera son état désordonnée, avant même que des traces d’ordre n’apparaissent.

Ainsi, il fait sens de considérer que les alliages de palladium-argent étudiés dans ce chapitre sont

bien des solutions solides désordonnées.

Par ailleurs, le procédé qu’utilise APERAM pour fabriquer ses alliages est composé d’une coulée du

matériau fondu suivi d’une trempe : cet enchainement �ge la structure de la matière rapidement

et réduit ainsi la probabilité que des zones ordonnées se forment dans le matériau. Les alliages

industriels étudiés dans le chapitre suivant - qui sont au coeur de la problématique industrielle de

cette thèse - peuvent donc aussi être considérés comme des alliages désordonnés, ce qui con�rme

la pertinence de l’hypothèse de la solution solide désordonnée sur laquelle est basée ce chapitre de

calculs théoriques.

3.3 Le modèle des bandes rigides dans l’approximation du temps
de relaxation constant : un bon moyen de comprendre la
forme de la courbe

Le modèle des bandes rigides de Mott [Mott and Jones, 1936] permet de tracer une courbe du coef-

�cient de Seebeck, dans l’approximation du temps de relaxation constant, en fonction du nombre

d’électrons ajoutés (ou retirés) dans une maille élémentaire du métal pur. En pratique, dans les mo-

délisations suivantes, l’ajout ou le retrait d’électron est reproduit faisant varier le niveau de Fermi.

Les deux �gures suivantes montrent ces résultats à 1000 K, à partir d’une maille élémentaire de

45 × 45 × 45 points k. Les oscillations observées dans la partie gauche décroissante de chaque

courbe ne sont que des artéfacts de calcul.
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Figure 3.6 – Coe�cient de Seebeck en fonction des électrons ajoutés à la maille de l’argent pur (en
haut) et du palladium pur (en bas) à 1000 K
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Ainsi, les deux courbes précédentes peuvent être comparées aux valeurs expérimentales du coe�-

cient Seebeck à 1000 K [Ho et al., 1993] comme sur la �gure suivante. Le passage de 0 à -1 électron

supplémentaire par rapport à l’argent pur (ou de 1 à 0 électron pour le palladium pur) qui est opéré

ci-dessus dans la �gure 3.6, correspond à un passage de 0 % à 100 % de palladium tel qu’a�ché dans

la �gure 3.7.

Figure 3.7 – Pouvoir thermoélectrique de l’alliage PdxAg1−x en fonction de la teneur en palladium,
dans le modèle des bandes rigides et expérimentalement, à 1000 K

Il apparait premièrement que le pouvoir thermoélectrique avec le modèle des bandes rigides basé

sur celles du palladium pur (courbe verte et petits cercles pleins) prend des valeurs décalées (vers

valeurs négatives) par rapport aux valeurs du pouvoir thermoélectrique avec le modèle des bandes

rigides basé sur celles de l’argent pur (courbe verte et petits cercles vides).

Deuxièmement, il apparait que les variations des courbes du modèle des bandes rigides rendent

assez bien compte de l’allure générale de la courbe expérimentale : l’augmentation de la teneur

en palladium de l’alliage PdxAg1−x en partant de l’argent pur induit en e�et une diminution du

pouvoir thermoélectrique jusqu’à une valeur minimum sitée aux alentours du mélange équimolaire

(Pd0.5Ag0.5) puis une augmentation du coe�cient de Seebeck jusqu’au palladium pur.
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Une analyse similaire à celle de l’alliage de palladium-or de la section 3.1 conduit à dire que l’ajout

d’argent ici remplit progressivement les bandes d de l’alliage jusqu’à ce qu’elles soient complète-

ment remplies : c’est le mélange équimolaire Pd0.5Ag0.5. Tant qu’il reste des trous dans les bandes d,

alors le pouvoir thermoélectrique augmente en valeur absolue. Puis, au-delà du mélange équimo-

laire, l’ajout d’argent fera diminuer le coe�cient de Seebeck jusqu’à atteindre la valeur du pouvoir

thermoélectrique de l’argent.

La �gure 3.8 suivante illustre des surfaces de Fermi du palladium et de l’argent pour di�érentes

valeurs du potentiel chimique (µ) en hartree. Ces surfaces ont été calculées avec le modèle des

bandes rigides et le code BoltzTraP2.

Pour le palladium, les bandes d sont en violet et rouge et les bandes s sont en marron. On observe

bien qu’au niveau de Fermi (µ = 0 Ha) les bandes d ne sont pas complètement remplies. L’ajout

d’argent au palladium pour former l’alliage PdxAg1−x est représenté par une augmentation du po-

tentiel chimique tel qu’on le voit sur les représentations successives de la zone de Brillouin, jusqu’à

atteindre la valeur correspondant à environ 0.08 Ha sur la �gure. Cet ajout remplit progressivement

les bandes d qui �nissent par disparaître de la surface de Fermi.

Pour l’argent, les bandes d sont en rouge et vert et les bandes s sont en violet. On observe bien

également que le niveau de Fermi se situe dans les bandes s car dans la dernière �gure correspondant

au potentiel chimique de 0 Ha, toutes les bandes d ont disparu. L’ajout de palladium pour former

l’alliage PdxAg1−x est maintenant représenté par une diminution du potentiel chimique jusqu’à

atteindre la valeur correspondant à environ -0.11 Ha sur la �gure. Cet ajout vide progressivement

les bandes d (ou ajoute des trous) qui �nissent par apparaître dans la surface de Fermi.

 

Figure 3.8 – Surfaces de Fermi du palladium (en haut) et de l’argent (en bas) suivant le modèle des
bandes rigides
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L’analyse de Ziman (1.3.2) sur le lien entre l’évolution de la surface de Fermi et celle du pouvoir

thermoélectrique peut être menée ici.

L’ajout, par exemple, d’argent au palladium pur, pour former un alliage PdxAg1−x, augmente l’aire

de la surface de Fermi des bandes s et diminue celle des bandes d. Ce processus met en jeu deux

contributions distinctes au pouvoir thermoélectrique : celle des bandes s qui diminue le coe�cient

de Seebeck et celle des bandes d qui l’augmente. Le minimum du coe�cient de Seebeck correspond

à peu près au moment où disparaissent la surface de Fermi des bandes d et sa contribution positive

au pouvoir thermoélectrique.

Ce modèle des bandes rigides surestime cependant la contribution positive des bandes d vis-à-vis

de celle des bandes s en raison du fait que les temps de vie des électrons ne sont pas pris en compte.

Ces temps de vie ne sont e�ectivement pas les mêmes pour les électrons s et d, ce qui sera abordé

dans la section 3.9.1. Cette surestimation des bandes d explique la valeur positive du coe�cient de

Seebeck du palladium pur obtenue ci-dessus (3.7) et qui ne correspond pas à la réalité.

Le calcul du pouvoir thermoélectrique avec le modèle basique des bandes rigides permet donc déjà

d’expliquer la forme générale de la courbe expérimentale, malgré des valeurs assez éloignées de

l’expérience. Des méthodes plus précises sont donc nécessaires a�n d’obtenir des résultats plus

quantitatifs.

3.4 La formule de Kelvin : une première approximation

3.4.1 Présentation de la méthode

La première approximation qui a été utilisée avec la méthode des structures spéciales quasi-aléatoires

est celle de la mobilité électronique constante. Il s’agit ici de considérer que le produit vnkvnkτnk est

uniforme (il sera noté τv2
). Ainsi, la fonction de transport σ (ε) (1.29) se réduit à une forme bien

plus simple

σ (ε) = τv2
∑
n

∫
δ (ε− εnk)

dk

8π3
(3.1)

dans laquelle apparait la densité d’états D(ε).
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D(ε) =
∑
n

∫
δ (ε− εnk)

dk

8π3
(3.2)

Celle-ci est directement proportionnelle à la fonction de transport de telle façon que

σ (ε) = τv2D(ε) (3.3)

En reprenant la méthode des coe�cients de Onsager (1.33) on exprime alors le pouvoir thermoélec-

trique de la manière suivante :

SK =
L12

L11
(3.4)

=− 1

eT

L(1)

L(0)
(3.5)

=− 1

eT

∫
dε (ε− µ)

(
−∂fF

∂ε

)
σ (ε)∫

dε
(
−∂fF

∂ε

)
σ (ε)

(3.6)

=− 1

eT

∫
D(ε) (ε− µ)

(
∂f
∂ε

)
dε∫

D(ε)
(
∂f
∂ε

)
dε

(3.7)

Cette formule 3.7 est appelée loi de Kelvin et a l’avantage de ne dépendre que de la densité d’états

pour récupérer les informations nécessaires au calcul du pouvoir thermoélectrique.

Or la densité d’états d’un alliage de type PdxAg1−x peut être calculée directement par un calcul ab
initio avec VASP, à partir d’une supercellule SQS. Ci-dessous, dans la �gure 3.9, voici un exemple de

structure spéciale quasi-aléatoire de l’alliage Pd0,2Ag0,8 avec 60 atomes dans la supercellule : soit

12 atomes de palladium (en bleu) et 48 atomes d’argent (en gris).
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Figure 3.9 – Illustration d’une structure spéciale quasi-aléatoire de l’alliage Pd0,2Ag0,8 avec 60 atomes
par maille

Comme nous pouvons le voir sur les graphes suivants (3.10, 3.11 et 3.12), la densité d’états calculée

avec VASP, avec une structure SQS de 60 atomes, a une allure très proche des valeurs expérimen-

tales : elle est donc exploitable pour appliquer cette nouvelle approximation qu’est la loi de Kelvin.

Figure 3.10 – Densité d’états de l’alliage Pd0,6Ag0,4 : valeurs expérimentales (spectrométrie photoélec-
tronique X [Hüfner et al., 1973]) en noir, calculs avec VASP en rouge
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Figure 3.11 – Densité d’états de l’alliage Pd0,9Ag0,1 : valeurs expérimentales (spectrométrie photoélec-
tronique X [Hüfner et al., 1973]) en noir, calculs avec VASP en rouge

Figure 3.12 – Densité d’états de l’alliage Pd0,3Ag0,7 : valeurs expérimentales (spectrométrie photoélec-
tronique X [Hüfner et al., 1973]) en noir, calculs avec VASP en rouge

Même si l’allure générale de la densité d’états calculée par VASP suit les valeurs expérimentales,

ses oscillations sont très intenses et risquent de donner des coe�cients de Seebeck avec une grande

variance. Il est donc judicieux de lisser ces courbes a�n d’adoucir les variations du pouvoir thermo-

électrique liées à celles du niveau de Fermi. L’existence de ces oscillations provient de la densité du

maillage de la zone de Brillouin, qui est limitée par la puissance de calcul disponible : le lissage de

ces courbes ne représente donc pas une perte d’informations physiques mais plutôt une correction

appliquée à des artéfacts de calcul.
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Les deux graphes suivants (�gure 3.13) montrent la densité d’états de l’alliage PdxAg1−x lissée avec

un �ltre de Savitzky-Golay [Savitzky and Golay, 1964] (en vert) et des �ltres de Gauss avec di�érents

écarts types, appelés « sigma », (en niveaux de rouge).

Le �ltre �nalement choisi pour les calculs est un �ltre de Gauss avec un écart type de 3 états/eV.
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Figure 3.13 – Densité d’états de l’alliage Pd0,2Ag0,8 en bleu avec un �ltre de Savitzky-Golay (en vert)
et di�érents �ltres gaussiens (en nuances de rouge). La �gure du bas est un grossissement de celle du
haut.
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3.4.2 Présentation des résultats

L’utilisation de la formule de Kelvin présente donc l’avantage d’obtenir le coe�cient de Seebeck

directement à partir de la densité d’états, obtenue de manière très précise avec VASP. Elle donne les

résultas suivants.

Figure 3.14 – Pouvoir thermoélectrique de l’alliage PdxAg1−x en fonction de la teneur en palladium
avec la formule de Kelvin

Les valeurs du pouvoir thermoélectrique avec la formule de Kelvin se montrent très éloignées des

valeurs expérimentales, leur signe étant notamment positif. Ce comportement, pour le moins éloi-

gné de la réalité expérimentale, du coe�cient de Seebeck calculé selon l’approximation de la formule

de Kelvin est étudié plus en détail dans la section suivante.

3.4.3 Analyse de la formule de Kelvin

Un moyen de véri�er la validité de la formule de Kelvin (3.7) est d’étudier la relation 3.3, entre la

densité d’états et la fonction de transport, sur laquelle elle est basée.

Sur les �gures 3.15 et 3.16 ci-dessous deux zones ont pu être délimitées : une zone dans laquelle la

densité d’état projetée sur les orbitales s est majoritaire (« s orbitals » en vert à droite) et une zone
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dans laquelle la densité d’état projetée sur les orbitales d est majoritaire (« d orbitals » en rouge à

gauche).

La �gure 3.15 suivante a�che la fonction de transport (en rouge), calculée à partir d’une supercellule

SQS de 60 atomes avec BoltzTraP2, et la densité d’états totale (en noir), calculée à partir d’une

supercellule SQS de 60 atomes avec VASP, d’un alliage de palladium-argent avec 20% de palladium

et 80% d’argent.

Figure 3.15 – Fonction de transport et densité d’états de l’alliage Pd0,2Ag0,8

La région dans laquelle laquelle les valeurs de la fonction de transport sont les plus élevées cor-

respond à un transport électronique plus grand et se situe dans les orbitales s. Cela signi�e que les

porteurs de charge de cet échantillon de Pd0,2Ag0,8 sont majoritairement des électrons de la couche

s.

La �gure 3.16 qui suit a�che, elle, la fonction de transport (en rouge), calculée à partir d’une super-

cellule SQS de 60 atomes avec BoltzTraP2, et la densité d’états totale (en noir), calculée à partir d’une

supercellule SQS de 60 atomes avec VASP, d’un alliage de palladium-argent avec 90% de palladium

et 10% d’argent.
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Figure 3.16 – Fonction de transport et densité d’états de l’alliage Pd0,9Ag0,1

La région dans laquelle laquelle les valeurs de la fonction de transport sont les plus élevées cor-

respond encore aux orbitales s. Ainsi les porteurs de charge de cet échantillon de Pd0,9Ag0,1 sont

encore majoritairement des électrons de la couche s. Cependant, la valeur de la fonction de trans-

port dans les orbitales d est légèrement plus élevée ici (où le palladium est majoritaire) que sur la

�gure précédente (où l’argent était majoritaire). Cela signi�e que les électrons d du palladium sont

davantage porteurs de charge que ceux de l’argent.

On observe que dans les deux cas les deux courbes de la fonction de transport et de la densité d’états

ne sont pas proportionnelles. La relation 3.3 ne s’applique donc pas ici, la formule de Kelvin est donc

inadaptée dans notre cas et ne constitue pas une méthode recevable.
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3.5 La formule de Mott dans l’approximation du temps de re-
laxation constant (CRTA) : des premiers résultats convain-
cants

3.5.1 Présentation de la méthode

Dans un deuxième temps, le pouvoir thermoélectrique a été calculé avec le code BoltzTraP2 en

utilisant l’approximation du temps de relaxation constant, c’est-à-dire pour τnk = τ constant. La

méthode SQS a été utilisée pour reproduire les résultats expérimentaux [Guénault, 1974] de l’évo-

lution du pouvoir thermoélectrique d’un alliage de palladium–argent en fonction de la teneur en

palladium.

Une première étude de convergence par rapport au nombre de points k dans la (première) zone de

Brillouin a donné les résultats de la �gure 3.17.

Trois calculs ont d’abord été menés avec trois di�érentes tailles de grille dans la zone de Brillouin :

8×8×8 points k (courbe verte), 12×12×12 points k (courbe orange) et 15×15×15 points k (courbe

violette) ; la puissance de calcul nécessaire pour utiliser une taille de grille encore plus importante

dépassant les ressources disponibles. Les résultats sont superposés avec une courbe expérimentale

publiée par Taylor et Coles en 1956 [Taylor and Coles, 1956] (en noir).

Logiquement, la courbe avec 12 × 12 × 12 points k se rapproche bien mieux de la courbe expéri-

mentale que la courbe avec 8 × 8 × 8 points k car la précision de l’échantillonnage de la zone de

Brillouin est meilleure. La courbe avec 15×15×15 points k en revanche est très proche de la courbe

avec 12 × 12 × 12 points k (seul le point à 90 % de palladium varie nettement) ce qui montre une

convergence des résultats en fonction du nombre de points k.
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Figure 3.17 – Pouvoir thermoélectrique de l’alliage PdxAg1−x en fonction de la teneur en palladium,
dans l’approximation du temps de relaxation constant, avec di�érents échantillonages de la zone de
Brillouin

3.5.2 Présentation des résultats

La méthode de l’approximation du temps de relaxation constant permet de s’a�ranchir du problème

de la détermination du temps de relaxation des électrons, c’est donc la première méthode étudiée à

présent.

La courbe du coe�cient Seebeck en fonction de la concentration en palladium, dans l’approximation

du temps de relaxation constant, sur un maillage de 15× 15× 15 points k dans la zone de Brillouin,

est présentée sur la �gure suivante. Elle est superposée avec la courbe expérimentale publiée par

Taylor et Coles en 1956 [Taylor and Coles, 1956] (en noir) et une seconde courbe expérimentale

publiée par Guénault en 1974 [Guénault, 1974] (en rouge).

La di�érence entre ces deux courbes expérimentales est que la première (Taylor et Coles) a été

réalisée à 273 K quand la seconde (Guénault) a été réalisée à basse température, entre 1.5 K et 9

K, zone où la di�usion par les phonons est négligeable [Guénault, 1974], puis ramenée à 273 K :

les résultats du travail de Guénault donnant le coe�cient de Seebeck par unité de température,
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ramener ces résultats à 273 K revient à les multiplier par 273. Cette opération est possible car la

formule de Mott (1.35) s’applique et montre que le pouvoir thermoélectrique est proportionnel à la

température.

La courbe de Guénault exprimée à 273 K n’est donc valide que si la di�usion par les phonons est

e�ectivement négligeable devant les autres formes de di�usion à 273 K, ce qui n’est pas le cas a
priori. La di�érence entre la courbe de Taylor et Coles et celle de Guénault tient donc peut-être de

la négligence de la di�usion par les phonons à 273 K.

Figure 3.18 – Pouvoir thermoélectrique de l’alliage PdxAg1−x en fonction de la teneur en palladium,
dans l’approximation du temps de relaxation constant (CRTA) et selon les valeurs expérimentales de
Taylor et Coles et de Guénault, à 273 K

On observe que les valeurs calculées sont plus proches des valeurs expérimentales de Taylor et Coles

dans la zone où l’argent est majoritaire (à gauche) que dans celle où il est minoritaire (à droite). Or,

en remarquant que les deux courbes expérimentales sont bien plus proches l’une de l’autre dans la

partie concentrée en argent que dans la partie concentrée en palladium, il est vraisemblable de sup-

poser que l’impact des interactions électron-phonon est plus important dans les alliages où le pal-

ladium est majoritaire. Par conséquent il est possible que la négligence de ces interactions favorise

la plus grande di�érence qui est observée entre les valeurs calculées et les valeurs expérimentales

dans cette zone concentrée en palladium.

D’autre part, dans la �gure 3.19 ci-dessous, la courbe expérimentale à 1000 K (en bleu), obtenue par

Ho, Bogaard, Chi, Havill et James en 1993 [Ho et al., 1993], a permis de se rendre compte que la
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forme générale de la courbe reste la même lorsque la température augmente. Le minimum présent

autour du point correspondant à 50 % de palladium sur la courbe expérimentale apparait simplement

décalé vers la zone riche en palladium, autour du point correspondant à 60 % de palladium, par

rapport aux courbes expérimentales à 273 K.

La courbe obtenue par le calcul, dans l’approximation du temps de relaxation constant sur un

maillage de 15×15×15 points k dans la zone de Brillouin, à 1000 K (en jaune), présente quant à elle

un minimum autour du point correspondant à 70 % de palladium. Tout comme la courbe calculée à

273 K, elle s’éloigne bien plus de la courbe expérimentale pour les alliages riches en palladium que

pour les alliages riches en argent.

Figure 3.19 – Pouvoir thermoélectrique de l’alliage PdxAg1−x en fonction de la teneur en palladium,
expérimentalement et dans l’approximation du temps de relaxation constant, à 273 K et à 1000 K

Ces résultats donnent déjà une vision qualitative mais rudimentaire de l’évolution du pouvoir ther-

moélectrique en fonction de la concentration en palladium. Les valeurs du coe�cient de Seebeck

restent cependant trop di�cilement prédictibles car elle sont encore trop éloignées des valeurs ex-

périmentales pour les alliages riches en palladium. Il est donc nécessaire de se pencher sur une autre

approximation que celle du temps de relaxation constant.
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3.6 La formule de Mott dans l’approximation du libre par-
cours moyen constant (CMFP) : une description insu�-
sante

3.6.1 Présentation de la méthode

Dans un troisième temps, le pouvoir thermoélectrique a été calculé avec l’approximation du libre

parcours moyen constant stipulant que le produit vnkτnk est uniforme et représenté le libre par-

cours moyen noté λ. Cette approximation implique que le temps de relaxation τnk soit inversement

proportionnel à la vitesse de groupe vnk.

Or cette condition ne correspond pas à ce qui est observé sur les structures de bandes et fonctions

spectrales des alliages de palladium-argent.

La �gure 3.20 montre par exemple la structure de bandes du palladium pur avec les caractères

orbitalaires. Les électrons des bandes d présentent des vitesses de groupe globalement inférieures

aux vitesses de groupe des électrons des bandes p et s, en témoignent les di�érences de pentes des

courbes associées.
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Figure 3.20 – Structure de bande du palladium pur avec les caractères orbitalaires

La �gure 3.21, quant à elle, montre la fonction spectrale d’un alliage riche en palladium (Pd0,9Ag0,1)

calculée avec le code Full-Potential Local-Orbital minimum-basis (FPLO), basé sur la méthode KKR-

CPA (présentée dans le chapitre deux). Les largeurs de bande qui apparaissent plus ou moins selon

les bandes sont inversement proportionnelles au temps de vie des électrons et donc au temps de

relaxation τnk.

Ainsi, par comparaison avec la �gure précédente il est possible de se rendre compte que les bandes

d sont associées à des temps de relaxation plus petits que ceux des bandes s et p.

89



Figure 3.21 – Fonction spectrale de l’alliage Pd0,9Ag0,1

Par conséquent, la comparaison des bandes d et s-p des alliages de palladium-argent semble montrer

que le temps de relaxation n’est pas inversement proportionnel à la vitesse de groupe, tel qu’il est

présenté dans l’approximation du libre parcours moyen constant. C’est en e�et presque l’inverse

qui semble se produire : le temps de relaxation a l’air croissant en fonction de la vitesse de groupe.

3.6.2 Présentation des résultats

Le graphe suivant donne le pouvoir thermoélectriques des alliages de palladium-argent dans l’ap-

proximation du libre parcours moyen constant, avec les mêmes valeurs expérimentales, à 273 K.
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Figure 3.22 – Pouvoir thermoélectrique de l’alliage PdxAg1−x en fonction de la teneur en palladium
dans l’approximation du libre parcours moyen constant (CMFP) et selon les valeurs expérimentales de
Taylor et Coles et de Guénault, à 273 K

On remarque que l’approximation du libre parcours moyen constant décrit légèrement mieux la

partie de la courbe des alliages riches en palladium que l’approximation du temps de relaxation

constant mais reste assez éloignée de la réalité expérimentale. Sur la partie de la courbe des alliages

riches en argent la description est en revanche moins bonne qu’avec l’approximation du temps de

relaxation constant.

On note également que le point correspondant à une composition de 50 % d’argent et 50 % de

palladium renvoie à un coe�cient de Seebeck positif, ce qui est surprenant. Cette zone équimolaire

présente comme une discontinuité du pouvoir thermoélectrique. Une explication probable serait de

remarquer que les alliages concentrés en palladium ont des bandes d dans leur surface de Fermi,

contrairement aux alliages concentrés en argent qui n’ont que des bandes s. Or l’aire des surfaces de

Fermi des bandes s et d sont très di�érentes (3.8) ce qui induit que la variation de l’aire de la surface

de Fermi des alliages riches en palladium est très di�érente de celle des alliages riches en argent.

Donc, d’après la formule de Ziman (1.37), Cela se traduit par des pentes di�érentes de la courbe du

pouvoir thermoélectrique. La rencontre de ces deux parties de courbe se fait dans une zone qui peut

s’apparenter à une discontinuité.

Cette méthode n’est donc clairement pas acceptable pour prédire l’évolution du pouvoir thermo-

électrique de l’alliage PdxAg1−x en fonction de la concentration en palladium. Il est par conséquent
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nécessaire de se tourner vers la troisième et ultime approche ab initio de ces travaux de thèse :

l’utilisation de la formule de Kubo-Greenwood.

3.7 La formule de Kubo-Greenwood : la meilleure approxi-
mation

3.7.1 Avant-propos : la méthode KKR-CPA avec le code FPLO

Pour calculer le coe�cient de Seebeck et la conductivité électrique en utilisant la formule de Kubo-

Greenwood il était d’abord prévu d’utiliser le code FPLO dont il avait été nécessaire de modi�er le

code source a�n de :

— créer un maillage régulier qui couvre la zone de Brillouin pour l’intégration et contrôler sa

taille ;

Figure 3.23 – Maillage généré dans la zone de Brillouin

— réaliser l’intégration seulement sur la surface de Fermi, ce qui réduit le nombre total de points

sur lesquels e�ectuer l’intégration, la taille du �chier de données et donc le temps de calcul ;

— calculer la valeur de la fonction de Green seulement pour les bandes les plus importantes, ce

qui réduit aussi la taille du �chier de données et le temps de calcul ;

— extraire les parties réelle et imaginaire de la fonction de Green pour chaque bande.
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Ensuite, la conductivité électrique et le coe�cient de Seebeck du matériau étaient calculés en se

basant sur la formule de Kubo-Greenwood. Le code python réalisant le calcul avait été parallélisé

a�n de maximiser sa vitesse d’exécution.

Malheureusement la méthode ne s’est pas avérée concluante et a été mise de côté car elle provo-

quait de trop nombreux problèmes pratiques de debugging et de traitements post-simulation très

chronophages. De plus les résultats se sont avérés instables.

3.7.2 Présentation de la méthode �nalement utilisée

Une seconde méthode permettant de calculer le pouvoir thermoélectrique avec la formule de Kubo-

Greenwood 2.8.2 a été utilisée à partir, cette fois-ci, de calculs utilisant le code VASP. Le protocole

suivi pour aboutir aux coe�cients thermoélectriques a été, pour chaque alliage, le suivant :

— on crée une supercellule avec un nombre d’atomes �xé d’une seule espèce (par exemple 100

% de palladium) et un paramètre de maille égal à celui de l’alliage recherché (par exemple

l’alliage Pd0,8Ag0,2) ;

— on crée plusieurs con�gurations di�érentes (donc plusieurs supercellules) en remplaçant

aléatoirement des atomes de l’espèce de base (dans notre exemple il s’agit du palladium)

par des atomes de la seconde espèce (dans notre exemple il s’agit de l’argent) ;

— on calcule les structures de bande et les vitesses de groupe de tous ces systèmes avec VASP,

en utilisant un maillage centré autour du point Gamma ;

— on déplie les bandes obtenues grâce au code BandUP [Medeiros et al., 2014,

Medeiros et al., 2015] ;

— on moyenne les grandeurs calculées (densité d’états, fonction spectrale, fonction de transport,

vitesse de groupe) ;

— on calcule les coe�cients thermoélectriques avec la formule de Kubo-Greenwood et les gran-

deurs moyennées sur toutes les con�gurations.

A la di�érence de la méthode KKR-CPA ou de la méthode des structures spéciales quasi-aléatoires, le

caractère aléatoire du système est ici représenté par les di�érentes con�gurations des supercellules

qui sont calculées pour chaque alliage et moyennées. On pourra jouer sur le nombre de con�gura-

tions di�érentes a�n d’avoir de meilleures statistiques.

Il est à noter que le calcul de VASP s’établissant non pas sur une maille primitive mais sur une

supercellule plus grande, les bandes qui sont calculées se retrouvent repliées sur elles-mêmes. Il est

donc nécessaire de les déplier avant de les exploiter pour en extraire les grandeurs utilisées dans la

formule de Kubo-Greenwood.

93



3.7.3 Présentation des résultats

La formule de Kubo-Greenwood donne les résultats suivants qui ont été obtenus pour un calcul de

30 con�gurations di�érentes par alliage, avec une intégration sur une zone de Brillouin dont la taille

est de 15× 15× 15 points k.

Figure 3.24 – Pouvoir thermoélectrique de l’alliage PdxAg1−x en fonction de la teneur en palladium
avec la formule de Kubo-Greenwood, à 273 K

Les valeurs du pouvoir thermoélectrique sont plutôt bonnes, par comparaison avec les autres mé-

thodes, pour les alliages riches en argent, mais restent toutefois éloignées de l’expérience dans les

alliages riches en palladium.

Ci-dessous (3.25), les di�érences entre l’ensemble des pouvoirs thermoélectriques de l’alliage

PdxAg1−x calculés et les valeurs expérimentales ont été tracées en fonction de la teneur en palla-

dium. Ce graphe permet de comparer directement la proximité entre les valeurs prédites par chaque

modèle et les valeurs mesurées expérimentalement : plus les valeurs prédites sont proches des va-

leurs expérimentales et plus les valeurs des di�érences a�chées ci-dessous se retrouvent proches

de 0.
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Figure 3.25 – Di�érences entre les pouvoirs thermoélectriques calculés et mesurés de l’alliage PdxAg1−x
en fonction de la teneur en palladium, à 273 K

Dans l’ensemble, les valeurs prédites par la méthode de Kubo-Greenwood apparaissent ainsi plus

proches des valeurs expérimentales que celles des autres modèles.

Cette méthode de Kubo-Greenwood est néanmoins limitée par la puissance de calcul qui ne permet

pas d’utiliser des supercellules plus grandes et donc d’obtenir une meilleure convergence : les ré-

sultats présentés ci-contre subissent en e�et encore des variations jusqu’à plus ou moins 5 µV/K à

chaque nouveau calcul.

3.8 La densité d’états électroniques de l’alliage PdxAg1−x et le
rôle de son orbitale d

Les �gures 3.26 et 3.27 ci-dessous montrent des densités d’états d’alliages PdxAg1−x projetées sur

certaines orbitales des atomes de palladium et d’argent (s et d) a�n d’isoler d’interpréter leur contri-

bution.
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Cependant les calculs de VASP donnant ces densités d’états étant basés sur la méthode des ondes
augmentées par projecteurs (projector augmented waves, PAW) qui intègre la fonction d’onde sur

des sphères centrées sur les positions des atomes. Comme tout l’espace n’est pas compris dans ces

sphères, la projection de la densité d’états sur des orbitales délocalisées (qui s’étendent donc sur

tout l’espace) occasionnera une perte d’information et la somme des densités d’états projetées sur

ces orbitales sera inférieure à la densité d’états totale : c’est le cas ici des orbitales s (et des orbitales

p qui ne sont pas a�chées ici mais qui présentent des valeurs de densité d’état du même ordre

de grandeur que les orbitales s). Les orbitales localisées (occupant seulement un espace autour de

l’atome) seront donc moins concernées par cette perte d’information : c’est le cas ici des orbitales

d.

Ainsi les valeurs (en nombres d’états par électronvolt) que l’on lit sur la �gure pour les orbitales

s (courbes rouge et verte) apparaissent faibles (environ 1 eV) par rapport à la valeur de la densité

d’états totale (environ 20 eV) car ce sont des valeurs de densités d’états projetées.

Lorsque l’argent est majoritaire dans l’alliage, le niveau de Fermi se situe encore dans l’orbitale s,
comme on le voit sur la �gure 3.26 ci-dessous où il correspond à l’abscisse 0 eV, et coupe la densité

d’états totale (DOS) au niveau des orbitales s du palladium et de l’argent. La courbe noire représente

la densité d’état totale de l’alliage PdxAg1−x.

Figure 3.26 – Densité d’états totale (en noir) et orbitales s et d de l’alliage PdxAg1−x pour 20% de
palladium

Par contre lorsque le palladium devient majoritaire dans l’alliage le niveau de Fermi se situe dans
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l’orbitale d, comme on le voit sur la �gure 3.27 ci-dessous. Dans ce cas-là on remarque que la pente

de la densité d’états au niveau de Fermi est bien plus forte que dans le cas précédent, donc une

légère variation du niveau de Fermi engendre une plus grande variation de la valeur de la densité

d’états. Or d’après la formule de Mott (1.34) le pouvoir thermoélectrique dépend directement de la

densité d’états à travers l’expression de la dérivée logarithmique de la fonction de transport. Donc

cette plus grande variation de la DOS autour du niveau de Fermi peut se matérialiser par une plus

grande variation du pouvoir thermoélectrique.

Ainsi la sensibilité du pouvoir thermoélectrique aux valeurs du niveau de Fermi est potentiellement

bien plus grande dans la partie « palladium » de la courbe que dans la partie « argent », ce qui peut

expliquer l’écart plus important que l’on observe avec les valeurs expérimentales.

Figure 3.27 – Densité d’états totale (en noir) et orbitales s et d de l’alliage PdxAg1−x pour 80% de
palladium

L’évolution de la densité d’états en fonction du pourcentage de palladium que l’on voit sur le graphe

suivant permet d’apprécier le décalage progressif du niveau de Fermi (à 0 eV) par rapport à la pente

de la DOS.
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Figure 3.28 – Densité d’états de l’alliage PdxAg1−x en fonction de la teneur en palladium

3.9 Directions futures

3.9.1 Extraction du temps de vie des électrons

A�n d’améliorer les résultats obtenus avec l’approximation du temps de relaxation constant, il est

possible de chercher à calculer, pour chaque bande, le temps de vie des électrons du système en

fonction de l’énergie et du vecteur d’onde et de l’utiliser comme temps de relaxation τ nk dans

l’expression de la fonction de transport, rappelée-ci dessous (3.8). Cela est cohérent puisque le temps

de relaxation est dé�ni de telle sorte que la probabilité pour qu’un porteur de charge subisse une

collision pendant un intervalle de temps in�nitésimal dt vaut dt/τ nk. La suite du calcul du pouvoir

thermoélectrique se fait par le formalisme de Boltzmann comme détaillé dans la section 2.8.1 ; les

vitesses de groupe présentes dans la fonction de transport étant notamment extraites à partir de

l’interpolation des bandes d’énergies.

σ (ε) =

∫
dk

4π3
τ nkvnk � vnkδ (ε− εnk) (3.8)

Le temps de vie des électrons peut se calculer, pour un alliage PdxAg1−x de composition donnée, en

extrayant les largeurs de bande autour du niveau de Fermi à partir de la fonction spectrale obtenue
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avec la méthode KKR-CPA, à travers le code FPLO : le temps vie correspond en e�et à l’inverse de

ces largeurs de bandes.

La �gure 3.29 ci-dessous représente par exemple la fonction spectrale de l’alliage de palladium-

argent composé à 90% de palladium et 10% d’argent, selon de quelques points de haute symétrie (Γ

noté G, X, W, K, L et U).

Figure 3.29 – Diagramme de bandes (FPLO) de l’alliage Pd0,9Ag0,1

Par une interpolation de cette fonction spectrale il est possible d’extraire les largeurs de bandes à

partir du calcul d’une lorentzienne centrée sur la valeur maximale de la fonction spectrale. La valeur

de cette largeur de bande, pour chaque bande, dépendra de l’énergie et du vecteur d’onde.

Cependant, les valeurs de la fonction spectrale qui ont le plus de poids sur le pouvoir thermoélec-

trique sont centrées autour du niveau de Fermi en énergie, en raison du terme

(
−∂fFD

∂ε

)
dans la

grandeur L(α)
, rappelée ci-dessous (3.9), qui lie la fonction de transport σ (ε) aux coe�cients phé-

noménologies d’Onsager.

L(α) =

∫
dε (ε− µ)α

(
−∂fFD

∂ε

)
σ (ε) (3.9)
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Aussi, il est intéressant, car cela réduit la quantité de données à traiter et donc le temps de calcul, de

limiter l’extraction des largeurs de bandes aux valeurs se situant dans un intervalle restreint autour

du niveau de Fermi.

Ci-dessous, la �gure 3.30 illustre, de façon incomplète, l’extraction qui peut être faite des largeurs

de bande dans un intervalle d’une largeur de 0,1 eV autour du niveau de Fermi.

Figure 3.30 – Diagramme de bandes (FPLO) de l’alliage Pd0,9Ag0,1

Cette �gure a été réalisée en interpolant plusieurs bandes de la fonction spectrale calculée par la

méthode KKR-CPA (représentée sur la �gure 3.29) avec une lorentzienne ; les largeurs de bandes

sont indiquées en orange.

Cette illustration de l’extraction des largeurs de bande est néanmoins rigoureusement incorrecte

car l’interpolation de la fonction spectrale doit se faire sur toute la zone de Brillouin et non sur

quelques points de haute symmétrie comme c’est le cas ici. Il y a en e�et une perte d’information

considérable en restreignant de la sorte l’ensemble des vecteurs d’onde.

Cela étant dit, il apparait tout de même intéressant de chercher à récupérer, grâce à cette méthode

d’extraction des largeurs de bandes basée sur l’approche KKR-CPA, les valeurs du tenseur du temps

de relaxation τ nk qui échappent à l’approche de Boltzmann dans l’approximation du temps de re-

laxation constant. Cela permettrait de véri�er l’impact du temps de vie des électrons sur le pouvoir
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thermoélectrique et, si cet impact s’avère non négligeable, de prédire avec une plus grande précision

ce coe�cient de Seebeck dans l’approximation du temps de relaxation.

Les électrons des bandes d ont un temps de vie inférieur à celui des électrons des bandes s et p,

l’étude de la fonction spectrale d’un alliage de palladium-argent permet de s’en rendre compte : la

structure de bandes avec les caractères orbitalaires (3.20) permet en e�et de situer les bandes et le

diagramme de bandes (3.29) permet de visualiser les temps de vie.

Ainsi, l’approximation du temps de relaxation constant, qui ignore de fait les di�érentes valeurs

qu’il pourrait prendre, aura pour e�et de sous-évaluer la valeur du temps de relaxation dans les

alliages dont le niveau de Fermi est situé dans une bande d (donc les alliages riches en palladium)

par rapport à sa valeur dans les alliages dont le niveau de Fermi est situé dans une bande s-p (donc

les alliages riches en argent).

3.9.2 Discussion sur la validité du modèle de Mott

La formule de Ziman 1.37, exprimant le pouvoir thermoélectrique SZiman en fonction du libre par-

cours moyen Λ et de l’aire de la surface de Fermi A, est rappelée ci-après.

SZiman = −π
2

3

k2
BT

e

(
∂ ln Λ (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=EF

+
∂ lnA (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=EF

)
(3.10)

Or le libre parcours moyen s’exprime comme le produit du temps de relaxation τ nk et de la vitesse

de groupe vnk :

Λ (ε) = τ nk (ε) vnk (ε) (3.11)

La formule de Ziman peut donc être réécrite comme suit.
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SZiman =− π2

3

k2
BT

e

(
∂ ln (τ nk (ε) vnk (ε))

∂ε

∣∣∣∣
ε=EF

+
∂ lnA (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=EF

)
(3.12)

=− π2

3

k2
BT

e

(
∂ ln τ nk (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=EF

+
∂ ln vnk (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=EF

+
∂ lnA (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=EF

)
(3.13)

=− π2

3

k2
BT

e

(
∂ ln τ nk (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=EF

+
∂ ln (vnk (ε)A (ε))

∂ε

∣∣∣∣
ε=EF

)
(3.14)

=− π2

3

k2
BT

e

(
∂ ln τ nk (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=EF

+
∂ lnG (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=EF

)
(3.15)

La nouvelle grandeur G s’exprime comme le produit de la vitesse de groupe vnk et de l’aire de la

surface de Fermi A :

G (ε) = vnk (ε)A (ε) (3.16)

En se plaçant dans l’approximation du temps de relaxation constant, la dérivée logarithmique du

temps de relaxation s’annule et la formule 3.15 se simpli�e et prend la forme suivante.

SCRTA = −π
2

3e
k2
BT

∂ lnG (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=EF

(3.17)

Ainsi, en utilisant les formules 3.15 et 3.17 il est possible d’aboutir à l’expression suivante du temps

de relaxation τ nk en fonction de SZiman et SCRTA :

∂ ln τ nk (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=EF

=
SZiman − SCRTA

A
(3.18)

avec A = −π2

3e
k2
BT .

En faisant l’approximation que l’expression de Ziman du pouvoir thermoélectrique est e�ective-

ment égale au coe�cient de Seebeck accessible par l’expérience, il est possible de mesurer expéri-

mentalement SZiman. Puis, à partir de calculs ab initio et du formalisme de Boltzman il est possible
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de calculer numériquementSCRTA. Par conséquent, la dérivée logarithmique du temps de relaxation

devient accessible par cette combinaison de méthodes, ce qui permet de véri�er par l’expérience la

validité de l’hypothèse du temps de relaxation constant.

Par ailleurs, Mott suppose, dans son modèle appliqué aux métaux de transitions

[Mott and Jones, 1936], que l’in�uence de l’aire de la surface de Fermi sur la fonction de

transport σ (ε) est négligeable devant la variation de la densité d’états des bandes d. Cette dernière

est de plus proportionnelle à l’inverse du temps de relaxation τ nk (ε) puisque Mott considère que

la conduction électrique dans les alliages de métaux de transition est réalisée essentiellement par

les transitions s-d (3.1). Par conséquent, d’après Mott, l’essentiel de l’information concernant le

signe et l’allure du pouvoir thermoélectrique des métaux de transition doit être présent dans le

temps de relaxation τ nk (ε).

Or, les résultats des calculs du pouvoir thermoélectrique des alliages de palladium-argent dans l’ap-

proximation du temps de relaxation constant (3.5.2) ont montré que l’in�uence de l’aire de la
surface de Fermi est loin d’être négligeable. Ces résultats ont e�et permis de prévoir non seule-

ment le signe, mais aussi la forme de la courbe du coe�cient de Seebeck de manière qualitative,

sans tenir compte de la variation du temps de relaxation.
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Conclusion du chapitre

L’étude des phénomènes thermoélectriques dans les métaux de transition est un vieux problème

qui garde encore son lot de mystères. Le modèle de Mott developpé dès 1935 est encore un modèle

de référence et les outils numériques modernes permettent, grâce aux calculs ab initio, d’en véri�er

la validité.

Si elles présentent encore de nombreux axes d’approfondissements, les méthodes de calcul des co-

e�cients thermoélectriques, par le biais de l’approche de Kubo-Greenwood ou de Boltzmann, pré-

sentées dans ce chapitre donnent des résultats intéressants en terme de tendances qualitatives. Si le

calcul précis de coe�cients est encore hors de portée, ces méthodes peuvent néanmoins être utiles

pour comparer les performances thermoélectriques propres de di�érents alliages.

De plus, les calculs ab initio menés dans l’approximation du temps de relaxation constant ont permis

de réfuter l’hypothèse de Mott concernant le pouvoir thermoélectrique des métaux de transition et

de mettre en évidence le fait que la forme de la surface de Fermi n’est pas négligeable mais, au

contraire, permet d’expliquer le signe ainsi que la forme générale de la courbe du coe�cient de

Seebeck en fonction de la concentration.

En�n, certaines perspectives présentées dans la dernière section de ce chapitre seraient à pour-

suivre a�n d’améliorer les modèles utilisés dans ces travaux de thèse. Le modèle semi-classique de

Boltzmann mériterait ainsi des investigations supplémentaires sur le temps de vie des électrons. Le

modèle quantique de Kubo-Greenwood, quant à lui, gagnerait à prendre en compte la contribution

des interactions électron-phonon.

Ce chapitre clôture l’étude des coe�cients thermoélectriques des alliages de palladium-argent. Le

chapitre suivant, le dernier de cette thèse, sera centré sur les alliages de base nickel dans la métallur-

gie. Il présentera les résultats de la partie appliquée de cette thèse, en détaillant la méthode mise en

oeuvre pour tenter de prédire le pouvoir thermoélectrique des alliages de base nickel utilisés dans

les thermocouples de type N en fonction de tous leurs constituants, y compris les impuretés.
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Chapitre 4

Les alliages de base nickel dans la
métallurgie

Une application industrielle majeure des alliages thermoélectriques est la conception de thermo-

couples, un domaine de prédilection pour l’entreprise APERAM qui est à l’origine de cette thèse.

Le besoin partagé par cette entreprise a concerné particulièrement les alliages de base nickel, ser-

vant à fabriquer des thermocouples de type N utilisés par exemple dans l’aérospatiale le nucléaire

et destinés à des utilisations dans des environnements soumis à de hautes températures (plusieurs

centaines de degrés celsius).

Cet ultime chapitre est l’occasion de présenter, après une brève introduction sur les thermocouples,

la deuxième partie de ces travaux de thèse, qui a vu la mise en place de mesures expérimentales

accompagnées de nouvelles modélisations.

4.1 Les thermocouples

Les thermocouples sont des dispositifs thermoélectriques qui permettent de mesurer des tempé-

ratures en convertissant de l’énergie thermique en énergie électrique grâce à l’e�et Seebeck. Leurs

applications sont généralisées : de l’environnement domestique au monde industriel, en passant par

le milieu scienti�que, ils équipent des systèmes répondant à des cahiers des charges variés en terme

de conditions (température, pression, tenue mécanique, etc...) d’application.
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4.1.1 Le fonctionnement des thermocouples

Ces capteurs de température sont d’abord constitués d’une jonction de deux matériaux A et B de

pouvoirs thermoélectriques opposés dont les extrémités seront soumises à des températures T1 et

T2 tel que présenté dans la �gure ci-dessous.

Matériau AT1
T2

Matériau B

Figure 4.1 – Jonctions des matériaux A et B soumises à deux températures T1 et T2 di�érentes

Dans ce circuit fermé, la di�érence de température (T1−T2) aux bornes des matériaux A et B va créer

au sein de chaque matériau un �ux de chaleur, ce qui provoque une di�usion des porteurs de charge

et donc une di�érence de densité électronique : c’est l’apparition du courant thermoélectrique dû à

l’e�et Seebeck.

Lorsqu’à présent ce circuit est ouvert comme dans la �gure 4.2, une accumulation de charges va

avoir lieu aux bornes non reliées du circuit (des charges positives d’un côté et des charges négatives

de l’autre) qui sont toutes deux à la même température T3 intermédiaire comprise entre T1 et T2 :

cela crée une di�érence de potentiel à ce niveau mesurable par la tension V sur le schéma.

Matériau A T2

Matériau B

V

- +

Matériau B

T3

T1

T3

Figure 4.2 – Circuit ouvert avec jonction des matériaux A et B soumises à deux températures T1 et T2

di�érentes
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Cette tension V étant proportionnelle à la di�érence de température (T1−T2), il devient possible de

mesurer la températureT2 avec un tel dispositif en mesurant la tension V, dès lors que la température

T1 est connue, grâce à la formule suivante.

V = (SB − SA) (T1 − T2) ⇐⇒ T2 = T1 +
V

(SA − SB)
(4.1)

En modi�ant légèrement le montage thermoélectrique de la �gure 4.2 on obtient la représentation

pratique d’un thermocouple.

Matériau BMatériau A

T2

T1T1
- +

V

Figure 4.3 – Thermocouple constitué des matériaux A et B reliés par des jonctions de température T1

et T2

Les deux matériaux A et B ne sont donc joints qu’à une de leurs deux extrémités, laquelle est portée

à une température T2 inconnue. Les deux autres extrémités des matériaux A et B sont reliées à un

dispositif de mesure de tension placé dans un milieu de température T1.

4.1.2 Les di�érentes classes de thermocouples

Il existe di�érentes classes de thermocouples en fonction des matériaux qui les constituent. La ten-

sion, ou force électromotrice, mesurée à l’aide du thermocouple varie de façon non-linéaire en fonc-

tion de la température mesurée et dépend du pouvoir thermoélectrique de chaque matériau consti-

tuant le thermocouple. Ainsi, chaque type de thermocouple sera utilisé dans une certaine plage de

température préférentielle.

La �gure 4.4 permet de visualiser des di�érences de variations de force électromotrices (FEM) de

quelques classes notables de thermocouples.
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— Les thermocouples de type N : constitués de deux alliages de base nickel qui sont le NiSil

(nickel associé majoritairement au silicium et au magnésium) et le NiCroSil (nickel associé

majoritairement au chrome et au silicium). Ces alliages ont été utilisés pour des mesures

expérimentales pendant ces travaux de thèses, dont les résultats sont présentés dans le cha-

pitre suivant. La résistance à la corrosion sous haute température de ces thermocouples est

par exemple supérieure à celle des thermocouples de type K.

— Les thermocouples de type K : constitués de deux alliages de base nickel qui sont le Chro-

mel (nickel associé au chrome) et l’Alumel (nickel associé majoritairement à l’aluminium, au

manganèse et au silicium).

— Les thermocouples de type T : constitués de cuivre et de Constantan (alliage de cuivre et

de nickel).

— Les thermocouples de type E : constitués de deux alliages de base nickel qui sont le Chro-

mel et le Constantan. Ces thermocouples possèdent les FEM les plus élevées de cette liste.

— Les thermocouples de type J : constitués de fer et de Constantan.

— Les thermocouples de type B : constitués de deux alliages de platine-rhodium di�érents.

Ces thermocouples possèdent une moins bonne précision que les autres de cette liste pour

des températures inférieures à 600 °C, ce qui se comprend en remarquant la pente de la courbe

associée sur la �gure 4.4. Plus la pente de la courbe est faible et moins la force électromotrice

varie avec la température, ce qui fait en e�et diminuer la précision de la mesure.

— Les thermocouples de type R : constitué d’un alliage de platine-rhodium (13 % de rhodium)

et de platine.

— Les thermocouples de type S : constitué d’un alliage de platine-rhodium (10 % de rhodium)

et de platine.
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Figure 4.4 – Forces électromotrices des thermocouples de type E, J, K, N, R, S, T, B en fonction de la
température mesurée [Engineering ToolBox, 2003]

4.2 Prédire le pouvoir thermoélectrique : l’approche de Gorter-
Nordheim

En parallèle des calculs ab initio présentés dans le chapitre trois de ce manuscrit, des travaux portant

sur l’application de la relation de Gorter-Nordheim pour calculer le pouvoir thermoélectrique ont

été menés en étroite collaboration avec l’entreprise de métallurgie APERAM.

APERAM a realisé une série de mesures du pouvoir thermoélectrique et de la résistivité électrique

de plusieurs échantillons d’un même alliage multicomposant particulier, de base nickel-chrome, en
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fonction de variations de composition de l’ordre du pourcentage atomique, le procédé de fabrication

de ces échantillons restant le même. Ces mesures ont été partiellement reproduites puis complétées

sur un instrument présent au CEA-LITEN (la ZEM-3) : cette seconde série de mesure est venue

con�rmer la justesse des valeurs expérimentales qui ont ensuite été utilisées pour tester la validité

du modèle théorique de Gorter-Nordheim.

Ensuite, la relation de Gorter-Nordheim a été appliquée sur ces séries de données en e�ectuant une

régression linéaire pour ajuster les valeurs de résistivité électrique caractéristique et de pouvoir

thermoélectrique caractéristiques de chaque élément qui étaient inconnues.

4.2.1 Le dispositif de mesure

L’instrument de mesure des coe�cients thermoélectriques (pouvoir thermoélectrique et résistivité

électrique) utilisé au CEA-LITEN se présente de la manière suivante (4.5).

Figure 4.5 – Représentation schématique de l’appareil de mesure de coe�cients thermoélectriques : la
ZEM-3 [Advance Riko, 2020]

L’échantillon dont on cherche à mesurer les coe�cients thermoélectriques (sample) est positionné

entre deux électrodes inférieure et supérieure (current electrodes). Pour calculer le coe�cient de

Seebeck, l’échantillon est chau�é à une certaine température par une source de chaleur située dans

le bloc inférieur (lower block). Le bloc supérieur qui participe également au maintient de l’échantillon
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ne possède pas de source de chaleur, par conséquent il apparaît un gradient de températeur au sein

d’échantillon. Deux thermocouples connectés en partie haute (proche du bloc supérieur) et basse

(proche du bloc inférieur) de l’échantillon viennent ensuite mesurer les températures en ces points

(respectivement sample temperature T1 et sample temperature T2) ainsi que la di�érence de potentiel

(ou force électromotrice) qui apparait entre eux (dE) du fait de l’e�et thermoélectrique. Le coe�cient

de Seebeck est alors calculé en prenant le rapport de cette di�érence de potentiel dE sur la di�érence

de température T1 - T2.

Pour mesurer la résistivité électrique, les deux électrodes inférieure et supérieure sont connectées à

une source de courant électrique constant (constant current power supply) qui provoque une nouvelle

di�érence de potentiel aux bornes de l’échantillon : la di�érence entre cette nouvelle di�érence de

potentiel et la force électromotrice thermoélectrique dE est notée dV. La résistivité électrique de

l’échantillon est alors calculée avec la méthodes des 4 pointes en prenant le rapport de la di�érence

de potentiel dV sur l’intensité du courant constant qui traverse l’échantillon.

Ce dispositif correspond en fait au schéma de la �gure 4.2 dans lequel le matériau A correspond à

l’échantillon (sample), le matériau B correspond aux électrodes (current electrodes) et les tempéra-

tures T1 et T2 correspondent respectivement aux températures du bloc supérieur (sans source de

chaleur) et du bloc inférieur (avec une source de chaleur). Les thermocouples qui viennent mesurer

les températures sur l’échantillon (sample temperature T1 et sample temperature T2) correspondent,

eux, au schéma 4.3.

4.2.2 Application de la relation de Gorter-Nordheim

La relation de Gorter-Nordheim dérivée dans le chapitre un de ce manuscrit (1.53) est rappelée

ci-dessous,

S =
1

ρ

(
ρ0s0 +

∑
i

cirisi

)
(4.2)

avec ρ la résistivité totale de l’échantillon, ρ0 la résistivité électrique idéale du solvent métallique

pur, s0 le pouvoir thermoélectrique caractéristique du solvent métallique pur, ci la concentration de

l’élément i, ri la résistivité électrique caractéristique de l’élément i et si le pouvoir thermoélectrique

caractéristique de l’impureté i.

Les données expérimentales d’APERAM, con�rmées par de nouvelles mesures e�ectuées au CEA-

LITEN pendant cette thèse, ne donnent pas directement les valeurs caractéristiques de coe�cient
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Seebeck ou de résistivité électrique. Il y a cependant su�samment d’information dans ces données

pour déduire ces valeurs caractéristiques grâce à des calculs matriciels.

Calcul des résistivités électriques caractéristiques

Les données expérimentales rassemblent les mesures e�ectuées sur 34 échantillons, chacun com-

posé de 10 éléments di�érents. La résistivité électrique totale ρ d’un de ces échantillons s’exprime

comme suit.

ρ =
∑
i

ciri (4.3)

L’ensemble des données expérimentales permet donc de dé�nir un vecteur
−→ρ de 34 lignes rassem-

blant les résistivités totales des 34 échantillons, un vecteur
−→r de 10 lignes rassemblant les résistivités

électriques caractéristiques des 10 éléments ainsi qu’une matrice X de 34 lignes et 10 colonnes ras-

semblant toutes les concentrations des 10 éléments des 34 échantillons. On peut donc réécrire la

formule 4.3 sous la forme matricielle suivante.

−→ρ = X · −→r (4.4)

Dans cette formule 4.4 la seule inconnue est le vecteur
−→r . Si la matrice X avait été carrée, il aurait

su�t de l’inverser et d’en faire le produit avec le vecteur
−→ρ pour en déduire la valeur du vecteur

−→r . Ici, le système est surdéterminé car il y plus d’échantillons que d’éléments composant chaque

échantillon et donc plus d’équations que d’inconnues.

Si la matrice X n’est donc pas inversible, il est quand même possible de calculer la matrice pseudo-
inverse de Moore-Penrose X+

[Penrose, 1955], de 10 lignes et 34 colonnes, qui véri�era l’égalité

suivante :

X+ ·X = X ·X+ = I (4.5)
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où I est la matrice identité.

La matrice pseudo-inverse de Moore-Penrose correspond à une généralisation du concept de matrice

inverse. Elle permet de trouver une solution à un système surdéterminé {A}, de la forme A·−→x =
−→
b ,

pour lequel on souhaite tenir compte de toutes les équations de manière équitable. La résolution

s’e�ectue en utilisant la méthode des moindres carrés pour minimiser l’expression

∥∥∥A · −→x −−→b ∥∥∥.

Cette méthode associe alors le système surdéterminé {A} à un système déterminé {B} dont la

solution correspond à une pseudo-solution du système {A}.

Ainsi, on trouve la solution suivante à l’équation 4.4.

−→r = X+ · −→ρ (4.6)

Calcul des pouvoir thermoélectriques caractéristiques

Dans l’équation 4.2, la seul inconnue qui reste maintenant est la valeur des coe�cients si, les pou-

voirs thermoélectriques caractéristiques de chaque élément composant les échantillons. Cette équa-

tion peut aussi s’exprimer sous forme matricielle si l’on prend en compte toutes les données expé-

rimentales, ce qui donne :

−→
S = M · −→s (4.7)

où

−→
S est un vecteur de 34 lignes rassemblant les pouvoirs thermoélectriques des 34 échantillons,

−→s
est un vecteur de 10 lignes rassemblant les pouvoir thermoélectriques caractéristiques des 10 élé-

ments et M une matrice de 34 lignes et 10 colonnes rassemblant les concentrations des 10 éléments

des 34 échantillons multipliées par les résistivités caractéristiques de chaque élément et divisées

par les résistivités totales de chaque échantillon. Tous les termes Mi,j de la matrice M ont donc la

forme suivante :

Mi,j =
xi,jri
ρj

(4.8)
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où les termes xi,j sont les termes de la matrice X des concentrations en chacun des 10 éléments

pour chacun des 34 échantillons.

Ainsi, pour trouver la valeur de l’inconnue
−→s on applique à nouveau la méthode de la matrice

pseudo-inverse, ce qui donne :

−→s = M+ ·
−→
S (4.9)

où M+
est la matrice pseudo-inverse de la matrice M.

Calcul du coe�cient Seebeck

Maintenant que les valeurs caractéristiques de pouvoir thermoélectrique et de résistivité électrique

sont connues, il est possible de calculer une valeur théorique du coe�cient Seebeck d’un échantillon

à partir des concentrations en chacun de ses éléments, avec la relation de Gorter-Nordheim (4.2).

Les valeurs expérimentales de résistivité électrique qui ont été utilisées sont celles mesurées à 300

K (la température ambiante) : les résultats obtenus ne sont donc seulement valables qu’à 300 K, sauf

si l’approximation de la résistivité électrique constante en fonction de la température est appliquée.

Dans la �gure suivante, sont présentées les valeurs calculées avec la relation de Gorter-Nordheim

du coe�cient Seebeck à 300 K des 34 échantillons d’APERAM, par rapport aux valeurs mesurées

expérimentalement.
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Figure 4.6 – Coe�cient de Seebeck calculé avec la loi de Gorter-Nordheim par rapport au coe�cient
de Seebeck mesuré, à 300 K

Cette �gure 4.6 permet d’apprécier la validité du modèle de Gorter-Nordheim. Considérant que

cette distribution de donnée suit une loi normale, sur ce même graphe sont tracés les intervalles

de con�ance dans lesquels on retrouve 68 % et 95 % de la population. On y lit que le coe�cient de

Seebeck calculé se situe à ± 0,24 µV/K de la valeur mesurée dans 95 % des cas et à ± 0,23 µV/K de

la valeur mesurée dans 68 % des cas.

A partir de ce modèle de Gorter-Nordheim, il est possible de mettre en évidence les éléments les plus

in�uents sur la variation du pouvoir thermoélectrique de l’alliage. Ainsi, sur le graphe suivant sont

tracées les variations de chaque élément de l’alliage nécessaires pour faire augmenter le pouvoir

thermoélectrique total d’une valeur arbitraire de 10 %.
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Figure 4.7 – Variations de compositions pour augmenter le coe�cient de Seebeck de 10 %

Les noms réels des éléments entrant dans la composition des échantillons étant cachés pour des

raisons de con�dentialité industrielle, il sont remplacés par des chi�res allant de 1 à 9. Le dixième

élément est le nickel et constitue, avec le chrome, la base de tous les alliages pris en échantillon : on

considère donc que sa concentration ne varie pas.

La �gure 4.7 montre que certains éléments in�uent beaucoup plus sur la variation du pouvoir ther-

moélectrique de l’échantillon que d’autres. Ce genre d’information peut s’avérer très intéressante

pour des industriels qui cherchent à mieux contrôler le coe�cient Seebeck de leurs alliages multi-

composants.

4.2.3 Axes d’amélioration de la méthode de Gorter-Nordheim

Dans les 34 échantillons considérés, les éléments 5 et 6 (4.7) varient jusqu’à 500 fois moins que les

autres, ce qui a pour e�et d’augmenter considérablement le risque d’erreur sur le calcul de leur

résistivité électrique caractéristique et leur pouvoir thermoélectrique caractéristique. On peut rai-

sonnablement envisager de refaire une nouvelle série de mesure en les faisant varier davantage pour

obtenir un résultat plus robuste.

De plus, la dépendance en température de la résistivité électrique est importante au-delà de 20

K comme on peut le voir sur la �gure 4.8 ci-dessous. Sa prise en compte permettrait d’améliorer

le modèle et ses prédictions sur des plages étendues de température : des mesures de résistivité

électrique en fonction de la température ont été commencées pendant cette thèse dans ce but mais

118



n’ont pas pu être terminées par manque de temps. C’est là une direction à poursuivre pour améliorer

ce modèle de Gorter-Nordheim.

Figure 4.8 – Variations de la résistivité électrique des alliages de palladium-argent en fonction de la
température [Ho et al., 1983]
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Conclusion du chapitre

La connaissance du coe�cient Seebeck des alliages utilisés pour fabriquer les thermocouples est

donc nécessaire pour calculer les températures recherchées en fonction des force électromotrices

mesurées par les thermocouples. Cependant, la production industrielle de ces alliages ne peut pas

garantir une pureté parfaite de ces derniers. Les éléments d’impuretés présents dans les alliages

des thermocouples modi�ent alors les courbes de force électromotrices idéales telles que celles de

la �gure 4.4. Cette imprécision, si elle n’est pas contrôlée, peut nuire à la bonne conformité des

thermocouples produits vis-à-vis des normes en vigueur, ce qui devient un problème industriel non

négligeable.

Il apparaît donc nécessaire de connaître le coe�cient Seebeck de ces alliages industriels qui

contiennent des impuretés. Il apparaît aussi stratégique de comprendre l’évolution de ce coe�cient

Seebeck en fonction de l’évolution de la composition de ces alliages, en tenant compte des impure-

tés. La production industrielle des alliages introduit en e�et des impuretés dans des quantités qui

sont amenées à varier de façon parfois incontrôlée.

Pour calculer le pouvoir thermoélectriques des alliages métalliques multicomposants, la méthode

de Gorter-Nordheim présente des résultats intéressants, mettant en avant les in�uences di�érentes

de certains éléments sur la variation du pouvoir thermoélectrique des alliages multicomposants.

Néanmoins cette méthode demande du temps pour e�ectuer les mesures expérimentales nécessaires

pour extraire les résistivités électriques et pouvoirs thermoélectriques caractéristiques de la formule

de Gorter-Nordheim.

Elle est encore perfectible, notamment en faisant davantage varier la concentration de certains élé-

ments, en augmentant le nombre d’échantillons mesurés ou en prenant en compte la variation de la

résistivité électrique avec la tempétature. Cependant, cette méthode de Gorter-Nordheimelle promet

de bonnes prédictions sur les tendances induites par les modi�cations de composition des solutions

solides étudiées, même si elle ne permet pas de comprendre les mécanismes physiques qui in�uent

directement sur les variations du pouvoir thermoélectrique.
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Conclusion générale

Ce travail de thèse s’est articulé autour d’un problème vaste de la physique du solide. Émanant d’un

besoin industriel avéré, la question principale qui a guidé ces recherches a été de comprendre les rai-

sons physiques de l’évolution du pouvoir thermoélectrique d’un alliage métallique multicomposant

en fonction de sa composition chimique.

Pour avancer dans cette problématique il a été nécessaire de �xer un cadre restreint à ces travaux,

lequel s’est axé autour de deux pôles. Le premier a consisté à mener une étude basée sur des calculs

ab initio sur l’alliage de palladium-argent, un alliage de métaux de transition particulièrement bien

décrit dans la littérature. Le second a consisté à se servir de mesures expérimentales pour appro-

cher directement les coe�cients thermoélectriques des alliages multicomposants et leur comporte-

ment en fonction des variations de compositions. Ces deux pôles se distinguent par deux approches

théoriques fondamentalement di�érentes mais se complètent pour faire avancer la problématique

générale.

D’un côté, la description d’un alliage binaire (PdxAg1−x) à partir des premiers principes a permis,

grâce aux calculs numériques, de mettre en évidence une grandeur directement liée à l’évolution du

coe�cient de Seebeck : l’aire de la surface de Fermi. Cette dernière est négligée dans le modèle de

référence qui est celui de Mott appliqué aux métaux de transitions : cette théorie, établie dès 1935

sans pouvoir recourir aux outils informatiques dont nous disposons aujourd’hui, expliquait en e�et

les variations du pouvoir thermoélectrique essentiellement avec les transitions s-d.

Parmi tous les modèles étudiés pour tenter de prédire le pouvoir thermoélectrique, celui de Kubo-

Greenwood s’est avéré être le plus prometteur et laisse présager de meilleures prédictions futures

à condition d’avoir accès à de plus grandes puissances de calcul ou d’éto�er le modèle en prenant

en comptes les interactions électron-phonon négligées jusqu’ici. Néanmoins, la limitation de cette

approche ab initio se situe dans le traitement des impuretés : ces éléments présents en quantité

in�me dans les alliages multicomposants d’APERAM ont des concentrations de plusieurs ordres de

grandeurs inférieures à celles utilisées dans les di�érents modèles ab initio.

De l’autre côté, la description approchée des alliages multicomposants avec le modèle de Gorter-

Nordheim, couplée à des mesures expérimentales réalisées sur ces mêmes alliages, a permis de
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mettre au point une méthode pour isoler la contribution de chaque élément de l’alliage sur le pouvoir

thermoélectrique. Aussi petite soit-elle, la concentration de chaque impureté de l’alliage est prise

en compte dans un tel modèle.

Ces résultats permettent déjà à APERAM, acteur industriel collaborateur de cette thèse, de répondre

partiellement à son besoin initial : la connaissance des composants les plus in�uents sur le coe�cient

de Seebeck au sein d’un alliage permet d’améliorer le contrôle de ce coe�cient pendant les procédés

de production industrielle. Cette méthode voit aussi deux pistes d’amélioration qui lui permettront

d’améliorer sa précision : faire davantage varier les éléments de composition des alliages pendant les

mesures diminuerait l’erreur statistique et prendre en compte la dépendance réelle en température

de la résistivité électrique diminuerait la grossièreté de l’approximation. Néanmoins, la limitation

de cette approche se situe dans le recours obligatoire aux mesures expérimentales qui nécessitent du

temps pour être conduites mais aussi de la matière et de l’énergie pour fabriquer chaque échantillon.

Ce dernier point laisse entrevoir une troisième piste d’amélioration : celle de recourir aux calculs

ab initio pour générer les coe�cients thermoélectriques caractéristiques de chaque élément dont a

besoin la relation de Gorter-Nordheim pour calculer le coe�cient de Seebeck d’un alliage.

A partir de tous ces résultats et ces perspectives de poursuite des travaux, le cadre initial dans lequel

ont été conduites ces recherches peut être revu, voire élargi, et de nouvelles directions se dessinent

autour de la vaste problématique de la prédiction des coe�cients thermoélectriques dans les alliages

métalliques multicomposants.
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