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Chapter 1

Introduction

1.1 Présentation du cadre du mémoire

1.1.1 Char(G) comme espace dual de G

Etant donné un groupe localement compact G, un problème fondamental est
l’étude de ses représentations unitaires. Une première étape dans cette étude
est la détermination de son espace dual Ĝ c’est-à-dire l’espace des classes
d’équivalence de ses représentations irréductibles unitaires. Ce programme
a été réalisé (du moins de manière partielle) pour de nombreuses classes de
groupes de Lie (groupes semi-simples, nilpotents,etc...). Cependant, pour
les groupes discrets G il y a une obstruction de principe à la détermination
de Ĝ. En effet, si G n’est pas virtuellement abélien alors Ĝ n’est pas un
espace borélien standard (pour une structure borélienne natuelle sur Ĝ).
Ceci signifie que Ĝ n’est pas classifiable. Dans l’optique de remplacer Ĝ par
un autre espace dual, E. Thoma ( [Tho64c]) a initié l’étude de l’ensemble
Char(G) des caractères d’un groupe discret

Définition 1.1.1 (Traces, Caractères). (i) Une fonction ϕ : G → C est
appelée trace sur un groupe discret G si

• ϕ est définie positive, c’est-à-dire, pour tout λ1, ..., λn ∈ C et tout
g1, ..., gn ∈ G, on a

n∑
i,j=1

λiλjϕ(g−1
j gi) ≥ 0,
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• ϕ est centrale, c’est-à-dire, ϕ(hgh−1) = ϕ(g) pour tout g, h ∈ G,
et

• ϕ est normalisée, c’est-à-dire, ϕ(e) = 1.

(ii) L’ensemble Tr(G) des traces sur G est un ensemble compact convexe
de la boule unité de `∞(G) muni de la topologie ∗-faible. Soit Char(G)
l’ensemble des points extrémaux dans Tr(G).

Ainsi, par la théorie de Choquet, tout élément ϕ ∈ Tr(G) se décompose
comme une intégrale sur l’espace Char(G) des caractères sur G. On pourra
alors regarder Char(G) comme un espace dual de G que l’on appellera dual de
Thoma de G. Pour un groupe abélien A, le dual de Thoma Char(A) coïncide
avec le groupe dual Â de A. Pour un groupe finiG, le dual de Thoma Char(G)
est l’ensemble des traces normalisées des représentations linéaires complexes
irréductibles ; ainsi, il est bien connu, Char(G) détermine complètement Ĝ.

1.1.2 Liens entre caractères et algèbres de von Neu-
mann

On rappelle qu’à toute fonction de type positif normalisée on peut associer
un triplet GNS (πϕ,Hϕ, ξϕ) constitué d’une représentation cyclique unitaire
πϕ de G sur un espace de Hilbert Hϕ et d’un vecteur cyclique unitaire ξϕ tel
que

ϕ(g) = 〈πϕ(g)ξϕ, ξϕ〉, pour tout g ∈ G.

Soit M une algèbre de von Neumann finie munie d’une trace τ fidèle et
normale, et soit π : G→ U(M) un homomorphisme tel que π(G)′′ = M . On
remarque que, si on pose ϕ = τ◦π ∈ Tr(G), alors avec la notation précédente,
l’application πϕ(g) 7→ π(g) s’étend en un isomorphisme Mϕ →M d’algèbres
de von Neumann.

Un homomorphisme π : G → U(M) pour un facteur fini M tel que
π(G)′′ = M sera appelé une représentation factorielle finie de G. On dit que
deux telles représentations π1 : G → U(M1) et π2 : G → U(M2) sont quasi-
équivalentes s’il existe un isomorphisme Φ : M1 → M2 tel que Φ(π1(g)) =
π2(g) pour tout g ∈ G. Alors l’application ϕ 7→ πϕ induit une bijection entre
Char(G) et l’ensemble des classes de quasi-équivalence de représentations
factorielles finies de G.
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1.1.3 Lien entre caractère et sous-groupes distingués
aléatoires

Soit G un groupe discret. On définit :

Sub(G) = {H ⊂ G : H est un sous-groupe de G}

l’ensemble des sous-groupes de G. En identifiant un sous-groupe avec sa
fonction indicatrice, on peut voir Sub(G) comme partie de l’espace produit
{0, 1}G, qui est compact pour la topologie produit. La conjugaison donne
une action de G sur Sub(G) par homéomorphisme.

Définition 1.1.2 (IRS). Un sous-groupe distingué aléatoire (ou IRS pour
invariant random subgroup) de G est une mesure de probabilité G-invariante
sur la tribu des boréliens de Sub(G).

Exemple 1. (i) Soit N un sous-groupe distingué de G. La mesure de
Dirac δN est une IRS.

(ii) Soit G y (X,µ) une action préservant la mesure de G sur un espace
probabilisé (X,µ). Soit l’application

Φ : X → Sub(G), x 7→ Gx

où Gx est le stabilisateur de x ∈ X dans G. La mesure de probabilité
Φ∗(µ) sur Sub(G) est G-invariante et défini donc une IRS de G.

Un lien entre IRS et trace sur G a été montré une première fois dans
[VK81]

Proposition 1.1.3. [VK81] Soit µ une IRS sur G. Soit ϕµ : G→ R définie
par

ϕµ(g) = µ ({H ∈ Sub(G)|g ∈ H}) .
Alors ϕµ ∈ Tr(G).

Proof. Comme µ est G-invariante, il est clair que ϕµ est G-invariante. Il
s’agit donc de montrer que ϕµ est de type positif. Pour tout g ∈ G, on a

ϕµ(g) = µ ({H ∈ Sub(G)|g ∈ H}) =

∫
Sub(G)

1H(g)dµ(H).

Ceci montre que ϕµ est limite ponctuelle de combinaisons convexes de
fonctions indicatrices de sous-groupes de G. Comme une telle fonction 1H
est de type positif, ϕµ est de type positif.
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1.2 Résultats principaux du mémoire
La description du dual de Thoma a déjà été étudiée dans la littérature pour
certains groupes. Nous citerons ici les résultats de E.Thoma dans le cas du
groupe symétrique infini (voir [Tho64a]), de Kirillov dans le cas du groupe
général linéaire (voir [Kir65]) ou encore de B. Bekka dans le cas des groupes
SLn(Z) pour n ≥ 3 (voir [Bek07]). L’objet de ce mémoire est d’étudier
Char(G) pour G un groupe algébrique général sur le corps Q des rationnels
(ou plus généralement sur un corps de nombres).

1.2.1 Caractères de groupes unipotents.

Soit Un le groupe des matrices triangulaires supérieures unipotentes n×n sur
Q pour n ≥ 1. Alors Un est le groupe des Q-points d’un groupe algébrique
sur Q et son algèbre de Lie est l’algèbre de Lie un des matrices triangulaires
supérieures strictes. L’application exponentielle exp : un → Un est une
bijection, et, par la formule de Campbell-Hausdorff, il existe une application
polynomiale P : un×un → un telle que exp(X) exp(Y ) = exp(P (X, Y )) pour
tout X, Y ∈ un. On note log : Un → un l’application inverse de exp.

Soit u une algèbre de Lie nilpotente sur Q. Alors par les théorèmes de
Ado et Engel, u peut être vue comme une sous-algèbre de un pour un certain
n ≥ 1. Alors exp(u) est un sous-groupe algébrique de Un.

Soit U le groupe des Q-points d’un groupe algébrique sur Q unipotent,
c’est-à-dire, un sous-groupe algébrique de Un pour un certain n ≥ 1. Alors
u = log(U) est une sous-algèbre de un et exp : u→ U est une bijection (pour
cela voir [Mil17, Chap.14]).

Nous étudierons dans un premier temps le cas des groupes unipotents
à l’aide des techniques utilisées dans [CPJ94]. Soit donc U un groupe al-
gébrique unipotent sur Q d’algèbre de Lie u. Soit û le dual de Pontrjagin
de u, c’est-à-dire le groupe des caractère unitaires du groupe additif u. Pour
tout u ∈ U , l’automorphisme de U donné par conjugaison avec u induit un
automorphisme Ad(u) de l’algèbre de Lie u donné par la propriété

exp(Ad(u)(X)) = u exp(X)u−1 pour tout X ∈ u.

Pour tout u ∈ U , l’automorphisme Ad(u) induit un automorphisme
Ad∗(u) de û donné par la propriété

Ad∗(u)(λ)(X) = λ(Ad(u−1)(X)), ∀X ∈ u,∀λ ∈ û
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A tout λ ∈ û on associe le sous-ensemble pλ des éléments X ∈ u tels que

λ(Ad(x)(tX)) = λ(tX) pour tout x ∈ U, t ∈ Q

Le théorème suivant donne une description complète de Char(U) :

Théorème 1.2.1. [Description des caractères de groupes unipotents sur Q]
Soit U un groupe algébrique unipotent sur Q d’algèbre de Lie u. Soit

λ ∈ û. Soit ϕλ : U → C définie par

ϕλ(x) =

{
λ(X) si x = expX, avec X ∈ pλ

0 sinon

Alors on a :

• Char(U) = {ϕλ|λ ∈ û}

• Soit λ1, λ2 ∈ û, alors ϕλ1 = ϕλ2 si et seulement si Ad∗(U).λ1 =
Ad∗(U).λ2. On dira alors que λ1 et λ2 ont la même quasi-orbite sous
l’action co-adjointe Ad∗.

La description (i) de Char(U) donnée au théorème 1.2.1 apparait égale-
ment dans [CM84]. Notre preuve a été trouvée de manière indépendante. Le
point (ii) est nouveau et permet une description de Char(U) en terme de
quasi-orbites à la Kirillov.

L’aspect novateur de notre travail a été de l’utiliser pour relier Char(U)
à des mesures de probabilité sur le groupe dual û de (u,+).

Dans la suite on note :

• Prob(û) l’ensemble des mesures de probabilité sur la tribu des boréliens
de û,

• pour un groupe G agissant sur û, Prob(û)G le sous ensemble de Prob(û)
des mesures de probabilités sur û invariantes par l’action induite de G,

• Prob(û)Gerg les mesures dans Prob(û)G qui sont ergodiques.

On rappelle que la transformée de Fourier-Stieltjes F est une bijection
entre Prob(û) et l’ensemble convexe des fonctions de type positif normalisées
sur u.

Alors on a :
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Théorème 1.2.2. Soit U un groupe unipotent sur Q d’algèbre de Lie u.
Alors l’application

Prob(û)Ad∗(U)
erg → Char(U), µ 7→ F(µ) ◦ log

est une bijection où F(µ) est la transformée de Fourier-Stieltjes de µ.

Ceci nous permettra d’aborder le résultat principal de ce mémoire qui
portera sur les groupes algébriques généraux.

1.2.2 Groupes algébriques sur Q

Soit G un groupe algébrique sur Q général. Soit G = LU une décomposition
de Lévi de G, où U , le radical unipotent de G, est un groupe algébrique
unipotent et L est un groupe algébrique réductif sur Q.

A tout λ ∈ û on associe les sous-ensembles kλ,pλ de u et Lλ de L suivants
:

• kλ est l’ensemble des éléments X ∈ u tels que

λ(Ad(g)(tX)) = 1 pour tout g ∈ G, t ∈ Q

• pλ est l’ensemble des éléments X ∈ u tels que

λ(Ad(g)(tX)) = λ(tX) pour tout g ∈ G, t ∈ Q

• Lλ est l’ensemble des g ∈ L tels que Ad(g)(X) ∈ X + kλ pour tout
X ∈ u.

Voici le résultat principal du mémoire :

Théorème 1.2.3. [Description des caractères d’un groupe algébrique sur Q]
Soit G le groupe des Q points d’un groupe linéaire algébrique connexe

sur Q. Supposons que G est engendré par ses sous-groupes à un paramètre
unipotents. Soit G = LU une décomposition de Lévi de G. Pour λ ∈ û et
ϕ ∈ Char(Lλ), on définit Φ(λ,ϕ) : G→ C par :

Φ(λ,ϕ) =

{
ϕ(g1)χλ(u) si g = g1u avec g1 ∈ Lλ, u ∈ Pλ
0 sinon

On a alors Char(G) = {Φ(λ,ϕ)|λ ∈ û, ϕ ∈ Char(Lλ)}
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On remarquera que les groupes Lλ apparaissant dans le théorème 1.2.3
sont semi-simples. Ainsi notre résultat ramène la détermination de Char(G)
pour un groupe algébrique général engendré par des unipotents au cas où G
est semi-simple. Le résultat suivant permet de se ramener au cas simple :

Théorème 1.2.4. Soient G1, G2 des groupes discrets. Alors

Char(G1 ×G2) = {ϕ1 ⊗ ϕ2|ϕ1 ∈ Char(G1), ϕ2 ∈ Char(G2)}.

Pour un groupe algébrique simple G sur un corps infini k il a été démontré
que Char(G) = 1G ∪ {χ̃|χ ∈ Ẑ} où Z est le centre (fini) de G dans les cas
suivants :

• G = SLn(k), n ≥ 3, ou GLn(k), n ≥ 2 (Kirillov [Kir65]),

• G = SL2(k) (Peterson-Thom [PT16]),

• Les groupes dits de Chevalley (Ovcinnikov [Ovc71]).

Tous ces résultats ont été généralisés dans [Bek19] au cas où G est le groupe
des k-points d’un groupe algébrique simple sur un corps infini sous l’hypothèse
que G est engendré par ses sous-groupes unipotents à un paramètre.

Exemple 2. Soit le groupe G = SL2(Q)nH3(Q), où H3(Q) est le groupe de
Heisenberg de dimension 3 surQ et défini par H3(Q) = {(x, y, z)|x, y, z ∈ Q}
avec pour loi :

(x, y, z)(x′, y′, z′) = (x+ x′, y + y′, z + z′ +
1

2
(xy′ − x′y)).

Et l’action de SL2(Q) sur H3(Q) est donnée par

g.(x, y, z) = ((g(x, y), z) pour tous g ∈ SL2(Q), (x, y, z) ∈ H3(Q)

où (x, y) 7→ g(x, y) est l’action linéaire standard de SL2(Q) sur Q2.
Alors ϕ ∈ Char(G) si et seulement si ϕ est de l’une des formes suivantes

:

(i) ϕ est le relevé à G d’un caractère de SL2(Q) = G/H3(Q),

(ii) ϕ = 1Z où Z est l’ensemble des éléments (0, 0, z) ∈ H3(Q) du centre de
G.
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(iii) ϕ : g 7→

{
ψ(g) si g ∈ Z
0 sinon

où ψ ∈ Ẑ.

Or par [PT16, Theorem 2.4] Char(SL2(Q)) = {1} ∪ {ψ̃|ψ ∈ Ĉ} où C =
{Id,−Id} est le centre de SL2(Q).

Ainsi finalement

Char(SL2(Q)) = {1Z} ∪ {ψ̃|ψ ∈ Z} ∪ {1} ∪ {ψ̃ ◦ p|ψ ∈ Ĉ}

Exemple 3. Soit L le groupe des Q-points d’un groupe algébrique semi-
simple sur Q engendré par ses sous-groupes unipotents à 1-paramètre. Soit
π : L→ GL(V ) une représentation irréductible et fidèle de L dans un espace
vectoriel sur Q de dimension finie. Soit le groupe G = Ln V . Alors

Char(G) = {δe} ∪ Char(G)

Ainsi, soit n pair et soit l’espace vectoriel Vn+1 = Q[X, Y ]n des polynômes
homogènes de degré n. Et soit l’action de SL2(Q) y Vn+1 par

g.P (X, Y ) = P (aX + bY, cX + dY ), pour tous g ∈ SL2(Q), P ∈ Vn+1

où a, b, c, d sont tels que g−1 =

(
a b
c d

)
.

Alors Char(SL2(Q) n Vn+1) = {δe} ∪Char(SL2(Q)) = {δe} ∪ {1} ∪ {ψ̃ ◦
p|ψ ∈ Ĉ}. Où C = {Id,−Id} est le centre de SL2(Q).

1.2.3 Sur la preuve du Théorème 1.2.3

La démonstration du théorème se fera alors en 4 étapes.
Etape 1 : On montrera dans un premier temps la proposition suivante

Proposition 1.2.5. Soit ϕ : G→ C. si ϕ ∈ Char(G) alors ϕ|U ∈ Char(U,G)
c’est-à-dire que ϕ|U est extrémale parmi les traces sur U invariantes par G.

Etape 2 : Puis, à l’aide du travail effectué dans la partie sur les carac-
tères de groupes nilpotents nous démontrerons le Théorème 1.2.2 et nous en
déduirons le corollaire suivant

Corollaire 1.2.6. Il existe une bijection entre Char(U,G) et Prob(û)Gerg.
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Nous sommes ainsi conduits à l’étude de mesures de probabilité sur û
G-invariantes. La proposition suivante nous ramènera à l’étude de probabil-
ités invariantes par l’action d’un groupe algébrique sur Q engendré par des
unipotents sur les solénoïdes adéliques :
Proposition 1.2.7. Soit E un espace vectoriel sur Q de dimension finie.
Le choix d’une base de E définit un isomorphisme de groupe topologiques
Ad/Qd → Ê, qui est équivariant pour l’action de GLd(Q) sur Ad/Qd déduite
de l’action a 7→ g−1ta sur Ad (pour g ∈ GLd(Q), a ∈ Ad) et l’action duale
de GL(E) sur Ê. Cet isomorphisme induit une bijection

Prob(Ad/Qd)G
′

erg → Prob(Ê)Gerg,

pour tout sous groupe G de GL(E), où G′ est le sous-groupe de GLd(Q)
correspondant à G.

Etape 3 : Nous utiliserons le théorème de Ratner sur la classification de
mesures invariantes sur des espaces homogènes S-adiques pour démontrer le
résultat-clé suivant.
Théorème 1.2.8. Soit G(Q) un groupe algébrique sur Q engendré par ses
sous-groupes à un paramètre unipotent. Soit µ une mesure de probabilité
G(Q)-invariante ergodique sur les sous-ensembles boréliens de X = Ad/Qd.
Il existe un couple (a, V ) composé d’un point a ∈ Ad et d’un sous-espace
vectoriel G(Q)-invariant V de Qd tel que

µ = mux+Y ,

où µx+Y est l’image de la mesure de Haar normalisée µY par l’application
X → X donnée par la translation par x avec x = ϕ(a) et Y = ϕ(V (Q)) et
où ϕ : Ad → X la projection canonique. De plus a peut être choisi tel que
l’ensemble {g(a)− a|g ∈ G(A)} est dense dans V (A).

Etape 4 : Le Théorème 1.2.8, en combinaison avec la Proposition 1.2.7 et
le Corollaire 1.2.6, nous permettra de décrire Char(U,G). A partir de celle-ci
et à l’aide d’arguments supplémentaires, nous en déduirons celle de Char(G)

1.2.4 Trou spectral pour ses sous-groupes de transfor-
mations affines de solénoïdes

Les solénoïdes ont fait l’objet d’une étude antérieure indépendante concer-
nant un problème de propriété de trou spectral pour l’action de groupes agis-
sant sur ces solénoïdes. Rappelons qu’un solénoïde est un groupe abélien,
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compact, connexe X et dont le dual de Pontrjagin X̂ est un groupe (discret)
de type fini. On note Aut(X) le groupe des automorphismes continus de X
et Aff(X) = Aut(X)nX le groupe des transformations affines continues sur
X. Il s’agira, sur un solénoïde X muni de la mesure de Haar µ, d’étudier
à quelle condition l’action d’un sous-groupe dénombrable de Aff(X) sur X
possède la propriété de trou spectral. Le cas des tores ayant déjà été traité
par [BG15] nous généraliserons dans une première partie ce résultat aux cas
des solénoïdes à l’aide du théorème suivant qui donne une caractérisation
complète de ces sous-groupes

Théorème 1.2.9. Soit X un solénoïde muni de la mesure de Haar nor-
malisée µ et Γ un sous-groupe dénombrable de Aff(X). Soit pa : Aff(X) →
Aut(X) la projection canonique. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) l’action Γ y (X,µ) n’a pas la propriété de trou spectral,

(ii) l’action pa(Γ) y (X,µ) n’a pas la propriété de trou spectral,

(iii) il existe un sous solénoïde propre pa(Γ)-invariant Y de X tel que l’image
de Γ dans Aff(X/Y ) est un groupe moyennable,

(iv) il existe un sous-solénoïde propre pa(Γ)-invariant Y de X tel que l’image
de Γ dans Aff(X/Y ) est un groupe virtuellement résoluble.

L’idée de la preuve sera d’étudier les mesures invariantes sur des pro-
duits d’espaces vectoriels en différents corps et de mesures invariantes sur les
espaces projectifs associés.
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Chapter 2

Préliminaires

2.1 Corps p-adiques et adèles
Soit P l’ensemble des nombres premiers. Soit Qp le corps des nombres p-
adiques pour p ∈ P , et soit Zp le sous-anneau des entiers p-adiques. On
rappelle que Qp est un corps localement compact et que Zp est un sous-
anneau compact et ouvert de Qp. On notera Q∞ = R.

Soit une partie finie S de P ∪ {∞} contenant ∞ ; on pose QS =
∏
p∈S

Qp.

SoitA =
′∏
p

(Qp,Zp) l’anneau des adèles, on rappelle queA est le produit

restreint des Qp relativement aux Zp; c’est-à-dire,

A = ∪S(QS ×
∏
p/∈S

Zp),

où S parcourt l’ensemble des parties finies de P ∪ {∞} contenant ∞.
On munit chaque sous-groupe (QS ×

∏
p/∈S

Zp) de la topologie produit. La

topologie de A est définie par : U ⊂ A est ouvert si et seulement si son
intersection avec (QS×

∏
p/∈S

Zp) est ouvert pour chaque S. Avec cette topologie,

A est un anneau localement compact.

Soit un entier d ≥ 1, on a Qd
S =

∏
p∈S

Qd
p et Ad =

′∏
p

(Qd
p,Z

d
p).
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2.2 Groupe dual de Qp et de A.

On rappelle que l’on peut identifier R̂ avec R via l’application R → R̂,
y 7→ ey donnée par ey(x) = exp(2πixy). On rappelle également que l’on
peut identifier Q̂p avec Qp via l’application Qp → Q̂p, y 7→ χy donnée par

χy(x) = exp(2πi{xy}), où {x} =
−1∑
j=m

ajp
j est la partie fractionnaire d’un

nombre p-adique x =
∞∑
j=m

ajp
j pour des entiers m ∈ Z et aj ∈ {0, ..., p − 1}

(voir [BdlHV08, §D.4]).
Pour une partie finie S de P ∪{∞} contenant∞, on peut donc identifier

Q̂S avec QS, via l’application

QS → Q̂S, y = (yp)p∈S 7→ ey,

définie par
ey(x) = ey∞(x∞)

∏
p∈S,p6=∞

χyp(xp)

pour x = (xp)p∈S ∈ QS. Comme χyp est trivial sur Zp, pour yp ∈ Zp,

on obtient une identification de Â avec A par l’isomorphisme de groupes
topologiques

A→ Â, y 7→ ey,

défini par
ey(x) = ey∞(x∞)

∏
p∈P

χyp(xp)

pour x = (xp)p∈P ∈ A.
Pour tout entier d ≥ 1, on obtient ainsi des identifications

Q̂d
S
∼= Qd

S et Âd ∼= Ad.

2.3 Solénoïdes
On rappelle qu’un solénoïde est un groupe abélien, compact, connexe X,
dont le dual de Pontrjagin X̂ est un groupe (discret) de type fini. De manière
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équivalente : un solénoïde est un groupe abélien, compact, connexe de di-
mension topologique finie (voir [HR63, Theorem 23.18]).

Les solénoïdes sont caractérisés en terme de leur groupe dual de Pontr-
jagin comme suit. On rappelle que le rang (aussi appelé rang de Prüfer)
d’un groupe abélien A est le cardinal d’un sous-ensemble linéairement in-
dépendant maximal de A. Un groupe abélien compact X est un solénoïde
si et seulement si X̂ est un groupe abélien de rang fini et sans torsion ;
quand c’est le cas, la dimension topologique de X coïncide avec le rang de
X̂ (voir [HR63, Théorème (23.18)]).

Soit X un solénoïde. Soit d ≥ 1 le rang de X̂. Comme X̂ est sans torsion,

VQ := X̂ ⊗Z Q

est un Q-espace vectoriel de dimension d et on peut voir X̂ comme un sous-
groupe de VQ via le plongement

X̂ → VQ, χ 7→ χ⊗ 1.

(Comme, évidemment, tout sous-groupe de Qd est un groupe abélien sans
torsion de rang fini, on voit que les solénoïdes sont exactement les groupes
duaux de sous-groupes de Qd pour certains d ≥ 1.)

Nous aurons besoin plus tard de plonger X̂ dans des espaces vectoriels sur
divers corps locaux. Le corps Q peut être vu comme un sous-anneau discret
et cocompact de l’anneau localement compact A via la projection diagonale

Q→ A, q 7→ (q, q, ...).

Pour p ∈ P ∪ {∞}, on pose

Vp = VQ ⊗Q Qp.

Alors Vp est un espace vectoriel sur Qp de dimension d et VQ peut être
vu comme un sous-espace de Vp pour tout p ∈ P ∪ {∞}.

Soit une base B de VQ fixée contenue dans X̂. Alors B est une base de Vp
sur Qp pour tout p ∈ P ∪ {∞}. Pour p ∈ P , soit Bp le Zp-module engendré
par B dans Vp. Le produit restreint

VA = V∞ ×
∏
p∈P

(Vp,Bp)
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est un anneau localement compact et VQ s’injecte diagonalement comme un
sous-groupe discret et cocompact de VA (pour cela, voir [Wei74, Ch. IV]).

Suite à cette discussion, on peut voir X̂ comme un sous-groupe de VQ qui
est lui-même identifié à un sous-groupe discret et cocompact de VA. Comme
le groupe dual de VQ ∼= Qd peut être identifié à Ad/Qd (voir partie 2.3.2), on
observe que X est un quotient du solénoïde adélique Ad/Qd de dimension d.

Soit S une partie finie de P ∪ {∞} contenant ∞. On identifie Z[1/S] à
un sous-anneau cocompact discret de QS par le plongement diagonal

a 7→ (a, . . . , a) ∈ QS.

L’application produit identifie alors Z[1/S]d à un sous-anneau cocompact
discret de Qd

S. On définit alors le solénoïde S-adique Xd
S = Qd

S/Z[1/S]d.
On identifie à présent Q à un sous-anneau cocompact discret de A via le

plongement diagonal
a 7→ (a, a, . . . , ) ∈ A,

l’application produit identifie alors Qd à un sous-anneau cocompact discret
de Ad. On définit alors le solénoïde adélique Xd = Ad/Qd.

2.4 Dual de Z[1/S]d et dual du solénoïde S-
adique Xd

S = Qd
S/Z[1/S]

d

Soit S comme auparavant. Soit e ∈ Q̂S non trivial avec e = 1 sur Z[1/S].
Alors l’application Φ : Xd

S 7→ Ẑ[1/S]d donnée par :

Φ(a)(q) = e(
d∑
i=1

aiqi),

pour a = (a1, . . . , ad) + Z[1/S]d ∈ Xd
S et q = (q1, . . . , qd) ∈ Z[1/S]d, est

bien définie et est un isomorphisme de groupes topologiques. On a donc une
identification de Ẑ[1/S]d avec Xd

S.
Par dualité, on identifie X̂d

S avec Z[1/S]d; de manière plus précise, l’application
Φ : Z[1/S]d → X̂d

S définie par

Φ(q)(a+ Z[1/S]d) = e(
d∑
i=1

aiqi),
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pour a = (a1, . . . , ad) ∈ Qd
S et q = (q1, . . . , qd) ∈ Z[1/S]d est un isomorphisme

de groupes topologiques.

2.5 Dual de Qd et dual du solénoïde adélique
Xd = Ad/Qd

Soit e ∈ Â non trivial avec e = 1 sur Q. L’application Φ : Xd → Q̂d donnée
par

Φ(x)(a) = e(
d∑
i=1

aiqi),

pour a = (a1, . . . , qd) + Qd ∈ Xd et q = (q1, . . . , qd) ∈ Qd, est bien définie et
est un isomorphisme de groupes topologiques. On a donc une identification
de Q̂d avec Xd.

Par dualité, on peut identifier X̂d avec Qd; de manière plus précise,
l’application Φ : Qd → X̂d définie par

Φ(q)(a+ Qd) = e(
d∑
i=1

aiqi),

pour a = (a1, . . . , ad) ∈ Ad et q = (q1, . . . , qd) ∈ Qd, est un isomorphisme de
groupes topologiques.

2.6 Automorphismes de solénoïdes
Soit X un solénoïde.

Nous nous intéressons maintenant aux automorphismes de X̂. Tout θ ∈
Aut(X̂) s’étend, de manière unique, en un automorphisme θ̃ de VQ = X̂⊗ZQ
défini par

θ̃(χ⊗ n/m) = θ(nχ)⊗ (1/m) pour tout χ ∈ X̂, n/m ∈ Q.

On peut donc identifier Aut(X̂) avec un sous-groupe GL(VQ). Ainsi
Aut(X̂) s’injecte diagonalement en un sous-groupe discret du groupe locale-
ment compact GL(VA) ∼= GLd(A), qui est également le produit restreint

GL(VA) = GL(V∞ ×
∏
p∈P

(GL(Vp), GL(Bp)).
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On rappelle que Vp est le Qp-espace vectoriel Vp = VQ ⊗Q Qp. Soient
p1, ..., pr des premiers distincts et S = {p1, ...pr}∪ {∞}. Soit Aut(X̂)Z[1/S] le
sous-groupe de tous les θ ∈ Aut(X̂) tels que

θ(Bp) = Bp pour tout p ∈ P \ {p1, ..., pr}.

Alors Aut(X̂)Z[1/S] peut être identifié comme un sous-groupe deGLd(Z[1/S])
et s’injecte diagonalement comme un sous-groupe discret du groupe locale-
ment compact

GL(V∞)×GL(Vp1)× ...×GL(Vpr).

On spécialise aux cas particuliers :

• Le groupe des automorphismes du solénoïde S-adiqueXd
S = Qd

S/Z[1/S]d

s’identifie à GLd(Z[1/S]); dans cette identification, l’action de GLd(Z[1/S])
sur Xd

S est induite de son action naturelle sur chaque Qd
p; l’action duale

de Aut(X) = GLd(Z[1/S]) sur X̂d
S
∼= Z[1/S]d est celle induite par la

transposée de l’action naturelle sur Qd.

• le groupe des automorphismes du solénoïde adélique Xd = Ad/Qd

s’identifie à GLd(Q); dans cette identification, l’action de GLd(Q) est
celle induite de son action naturelle sur chaque Qd

p; l’action duale de
Aut(Xd) = GLd(Q) sur X̂d ∼= Qd est celle induite par la transposée de
l’action naturelle sur Qd.
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Chapter 3

Propriété de trou spectral et
ergodicité forte pour les groupes
de transformations affines de
solénoïdes

3.1 Introduction
Soit X un groupe compact et Aut(X) le groupe des automorphismes continus
de X. On note :

Aff(X) := Aut(X) nX

le groupe des transformations affines de X, c’est-à-dire les applications
de la forme :

X → X, x 7→ x0θ(x)

pour un θ ∈ Aut(X) et x0 ∈ X. Soit µ la mesure de Haar normalisée de
X. Par invariance par translation et unicité de la mesure de Haar, chaque
transformation de Aff(X) conserve µ.

Pour un groupe Γ et un homomorphisme Γ → Aff(X), il existe donc au
moins une mesure de probabilité préservée par Γ. L’étude de l’ergodicité
de telles actions est un thème classique depuis Halmos [Hal43] et Kaplansky
[Kap49], dans ces deux cas Γ = Z est engendré par un automorphisme de
X. L’étude de la caractérisation de l’ergodicité d’une action Γ y (X,µ)
par automorphisme sur un groupe compact arbitraire a été faite dans [KS89,
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Lemme 2.2] . La proposition suivante fournit une caractérisation précise de
l’ergodicité pour des actions par des transformations affines dans le cas où
X est de plus abélien et connexe.

Proposition 3.1.1. Soit X un groupe compact abélien connexe et µ la mesure
de Haar normalisée sur X. Soit Γ ⊂ Aff(X) un groupe dénombrable. soit
pa : Aff(X)→ Aut(X) la projection canonique. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) L’action Γ y (X,µ) n’est pas ergodique

(ii) Il existe un sous-groupe fermé connexe pa(Γ)-invariant Y de X tel que
l’image de Γ dans Aff(X/Y ) est un groupe fini.

L’objet principal de ce chapitre est la propriété de trou spectral pour
l’action Γ y (X,µ).

Remarque 3.1.2. i) On rappelle que la représentation de Koopman πX
associée à l’action Γ y (X,µ) est la représentation unitaire πX : Γ →
U(L2(X,µ)) donnée par :

(πX(γ)f)(x) = c(γ−1, x)1/2f(γ−1x) pour tous f ∈ L2(X,µ), x ∈ X

où c(γ, x) =
dγµ

µ
(x) la dérivée de Radon-Nikodym de la mesure image

γµ par rapport à µ.

ii) On rappelle que l’action Γ y (X,µ) est ergodique si et seulement si
il n’existe pas de vecteur invariant non nul dans le sous-espace πX(Γ)-
invariant L2

0(X,µ) = (C1X)⊥ des fonctions de moyenne nulle.

iii) On dit que l’action Γ y (X,µ) a la propriété de trou spectral si il n’y
a pas de vecteurs presque invariant dans L2

0(X,µ) c’est-à-dire, s’il n’y a
pas de suite de vecteurs unitaires fn dans L2

0(X,µ) telle que

lim
n
‖ πX(γ)fn − fn ‖= 0 pour tout γ ∈ Γ.

Lorsque l’on prend un groupe compact non-abélien spécifiqueX, il n’existe
en général pas de caractérisation connue des sous-groupes dénombrables Γ
de Aff(X) tels que Γ y (X,µ) a la propriété de trou spectral. En effet, cela
est déjà généralement un problème difficile de trouver un sous-groupe Γ de X
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pour lequel l’action de Γ par translation sur X a la propriété de trou spectral
(pour un résultat récent dans le cas X = SU(d) voir [BG12]).

On caractérise ci dessous (Théorème 3.1.3) les actions par transformations
affines Γ y (X,µ) avec la propriété de trou spectral pour un solénoïde X,
dans le même esprit que la caractérisation de l’ergodicité dans la Proposition
3.1.1. Ce résultat généralise [BG15, Théorème 5] , où une caractérisation
analogue a été donnée pour le cas d’un tore X = Td.

On rappelle qu’un solénoïde X est un groupe abélien compact connexe
de dimension finie (voir Section 2.3).

Exemple 4. Comme exemples de solénoïdes de dimension d nous pouvons
citer :

• le tore Td = Rd/Zd,

• le solénoïde p-adique Xd
p où p est un nombre premier,

• plus généralement, le solénoïde S-adique Xd
S où S est une partie finie

de P ∪ {∞} contenant ∞;

• le solénoïde X = A/Q; tout solénoïde de dimension d est un quotient
de Xd.

Dans un certain sens le plus grand solénoïde de dimension d est donné
par le solénoïde Ad/Qd où A est l’anneau des adèles sur Q.

Voici le résultat principal de ce chapitre. On rappelle, qu’étant donnée
une propriété P , un groupe a virtuellement la propriété P s’il possède un
sous-groupe d’indice fini avec la propriété P . Un sous-solénoïde X est un
sous-groupe fermé connexe de X.

Théorème 3.1.3. Soit X un solénoïde muni de la mesure de Haar nor-
malisée µ et Γ un sous-groupe dénombrable de Aff(X). Soit pa : Aff(X) →
Aut(X) la projection canonique. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) l’action Γ y (X,µ) n’a pas la propriété de trou spectral

(ii) l’action pa(Γ) y (X,µ) n’a pas la propriété de trou spectral

(iii) il existe un sous solénoïde propre pa(Γ)-invariant Y de X tel que l’image
de Γ dans Aff(X/Y ) est un groupe moyennable
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(iv) il existe un sous-solénoïde propre pa(Γ)-invariant Y de X tel que l’image
de Γ dans Aff(X/Y ) est un groupe virtuellement résoluble.

La preuve du théorème 3.1.3 est une extension au cas adélique des méth-
odes de [BG15], et est basée sur l’étude de moyennes invariantes appropriées
sur des espaces vectoriels sur des corps locaux de dimension finie et sur les
mesures invariantes associées sur les espaces projectifs associés.

La propriété de trou spectral est reliée à un autre renforcement de l’ergodicité.

Définition 3.1.4. On rappelle que l’action d’un groupe dénombrable Γ par
transformations préservant la mesure sur un espace probabilisé (X,µ) est
fortement ergodique (voir [Sch81]) si toute suite (An)n de sous-ensembles
mesurables de X, qui est asymptotiquement invariante (c’est-à-dire qui est
tel que lim

n
(µ(γAn 4 An) = 0 pour tout γ ∈ Γ), est triviale (c’est-à-dire,

lim
n
µ(An)(1− µ(An)) = 0).

Remarque 3.1.5. Il est facile de voir que la propriété de trou spectal im-
plique l’ergodicité forte (l’implication réciproque est fausse en général, voir
[Sch81, Exemple 2.7]).

De plus, si Γ est un groupe dénombrable moyennable, alors aucune ac-
tion de Γ préservant la mesure d’un espace probabilisé non atomique n’est
fortement ergodique (voir [Sch81, Théorème 2.4]).

Le corollaire suivant est donc un conséquence directe du théorème 3.1.3.

Corollaire 3.1.6. Soit X un solénoïde et Γ ⊂ Aff(X) un groupe dénom-
brable. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) l’action Γ y (X,µ) a la propriété de trou spectral,

(ii) l’action Γ y (X,µ) est fortement ergodique.

Il est intéressant de remarquer que l’équivalence (i) et (ii) du Corollaire
3.1.6 reste vraie pour les actions par translation sur un groupe compact
général X (voir [AE12, Proposition 3.1]).

On peut améliorer le résultat du Théorème 3.1.3 dans le cas des solénoïdes
S-adiques. Pour un sous-ensemble A de Gld(K) pour un corps K, on note
At = {gt|g ∈ S} l’ensemble des transposées des matrices de A.

Théorème 3.1.7. Soit S une partie finie de P ∪ {∞} avec ∞ ∈ S. Soit Γ
un sous-groupe de Aff(Xd

S) ∼= GLd(Z[1/S]) n Xd
S. Les propriétés suivantes

sont équivalentes :
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(i) l’action Γ y (Xd
S, µ) n’a pas la propriété de trou spectral,

(ii) il existe un sous-espace linéaire non nul W de Qd qui est invariant
sous pa(Γ)t ⊂ GLd(Q) et tel que l’image de pa(Γ)t dans GL(W ) soit un
groupe virtuellement abélien.

Des exemples d’actions de groupes sur des solénoïdes avec la propriété de
trou spectral sont fournies par la conséquence immédiate du Théorème 3.1.7
suivante :

Corollaire 3.1.8. Pour une partie partie finie S de P∪{∞} avec∞ ∈ S, soit
Γ un sous-groupe de GLd(Z[1/S]). On suppose que Γ n’est pas virtuellement
abélien et que Γ agit de manière irréductible sur Qd. Alors l’action de Γ par
automorphisme sur Xd

S a la propriété de trou spectral.

Remarque 3.1.9. Le Corollaire 3.1.8 généralise [FS99, Theorem 6.8] dans
lequel le même résultat est prouvé sous l’hypothèse plus forte que Γ agit de
manière irréductible sur Rd.

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit. Dans une première partie,
on établit et rappelle des faits préliminaires qui seront nécessaires dans les
preuves de nos résultats. Puis dans un second temps nous nous intéresserons
aux preuves du Théorème 3.1.3, du Théorème 3.1.7 et de la Proposition 3.1.1.

3.2 Résultats préliminaires

3.2.1 Réduction au cas des automorphismes

Soit X un groupe abélien compact muni de la mesure de Haar normalisée µ
et Γ un sous-groupe dénombrable de Aff(X). Le but de cette sous-section
est de réduire l’étude de la propriété de trou spectral pour Γ y (X,µ) à
celle de l’action pa(Γ) y (X,µ) où pa : Aff(X) → Aut(X) est la projection
canonique.

Soit X̂ le groupe dual de Pontrjagin de X, qui est un groupe discret. Le
groupe Aut(X) agit par dualité sur X̂, donnant lieu à une action à droite
X̂ × Aut(X)→ X̂ donnée par

χθ(x) = χ(θ(x)) pour tous θ ∈ Aut(X), χ ∈ X̂, x ∈ X.
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La transformée de Fourier F : L2(X,µ)→ `2(X̂), donnée par

(Ff)(χ) =

∫
X

f(x)χ(x)dµ(x) pour tous f ∈ L2(X,µ), χ ∈ X̂,

est un isomorphisme d’espaces de Hilbert. La représentation de Koopman de
Aff(X) sur L2(X,µ) correspond sous F à la représentation unitaire πX de
Aff(X) sur `2(X̂) donnée par

πX(γ)(ξ)(χ) = χ(x)ξ(χθ) pour tous ξ ∈ `2(X̂), χ ∈ X̂ (∗)

pour γ = (θ, x) dans Aff(X) = Aut(X) n X. On observe que L2
0(X,µ)

correspond via F au sous-espace `2(X̂ \ {1X}) de `2(X̂).

Proposition 3.2.1. Soit X un groupe abélien compact muni de la mesure
de Haar normalisée µ et soit Γ un sous-groupe dénombrable de Aff(X) tel
que l’action Γ y (X,µ) n’a pas la propriété de trou spectral. Alors l’action
pa(Γ) y (X,µ) n’a pas la propriété de trou spectral.

Proof. On réalise la représentation de Koopman πX sur `2(X̂) comme ci-
dessus. Comme Γ y (X,µ) n’a pas la propriété de trou spectral, il existe
une suite (ξn)n≥1 de vecteurs unitaires dans `2(X̂ \ {1X}) tels que

lim
n
‖ πX(γ)ξn − ξn ‖= 0,

ainsi par l’équation (∗),

lim
n

∑
χ∈X̂

|χ(x)ξn(χθ)− ξn(χ)|2 = 0

pour tout γ = (θ, x) ∈ Γ.
Pour n ≥ 1, on pose ηn = |ξn|. Alors ηn est un vecteur unitaire de

`2(X̂ \ {1X}) et, pour tout γ = (θ, x) ∈ Γ, on a

‖ πX(θ)ηn − ηn ‖2 =
∑
χ∈X̂

||ξn(χθ)| − |ξn(χ)||2

=
∑
χ∈X̂

||χ(x)ξn(χθ)| − |ξn(χ)||2

≤
∑
χ∈X̂

|χ(x)ξ(χθ)− ξn(χ)|2

=‖ πX(γ)ξn − ξn ‖2
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Par conséquent, (ηn) est une suite presque πX(pa(Γ))-invariante et donc
pa(Γ) y (X,µ) n’a pas la propriété de trou spectral.

3.2.2 Moyennes invariantes, mesures invariantes et ac-
tions linéaires

Soit X un espace topologique localement compact.

Définition 3.2.2. • Une moyenne sur X est une fonction linéaire posi-
tive M sur l’espace Cb(X) des fonctions continues bornées sur X telle
que M(1X) = 1.

• Soit Γ un groupe et Γ y X une action de Γ par homéomorphisme sur
X. Une moyenne Γ-invariante est une moyenne M qui est invariante
par l’action induite de Γ sur Cb(X).

Remarque 3.2.3. Si Y est un autre espace topologique localement compact
et Φ : X → Y est une application continue, la moyenne image Φ∗(M) de
M par Φ est la moyenne sur Y donnée par Φ∗(M)(f) = M(f ◦ Φ) pour
f ∈ Cb(Y ).

Le lemme suivant est bien connu et facile à démontrer :

Lemme 3.2.4. Soient X, Y des espaces respectivement localement compact
et compact. Soient Γ y X et Γ y Y des actions du groupe Γ par homéomor-
phisme sur X et Y . Soit Φ : X → Y une application continue Γ-équivariante.
Supposons qu’il existe M une moyenne invariante sur X. Alors Φ∗(M) est
donnée par l’intégration contre une mesure de probabilité Γ-invariante µ sur
Y .

Proof. Comme Φ∗(M) est une forme positive linéaire sur C(Y ) et comme Y
est compact, il existe, par le théorème de représentation de Riesz, une mesure
de probabilité µ sur Y telle que∫

Y

f(x)dµ(x) = Φ∗(M)(f) pour tout f ∈ C(Y )

Comme Φ∗(M) est Γ-invariante, la mesure µ est Γ-invariante.
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Soit k un corps local (c’est-à-dire, un corps non discret localement com-
pact) et V un espace vectoriel de dimension finie sur k. Alors V est un espace
vectoriel localement compact et GL(V ) est un groupe localement compact,
pour la topologie induite par k. C’est la seule topologie que nous consid-
érerons sur GL(V ) dans ce qui suit (à l’exception du Lemme 3.2.7).

Tout sous-groupe Γ de GL(V ) agit par homéomorphisme sur l’espace
projectif P(V ). Un outil indispensable pour notre preuve des Théorème
3.1.3 et 3.1.7 est la considération de mesures de probabilité Γ-invariantes
sur P(V ), un thème initié dans [Fur76]. La proposition suivante résume
les principales conséquences de l’existence d’une telle mesure. Différentes
variantes de cette proposition sont déjà apparues à différents endroits (voir
par exemple [BG15,FS99]) mais pas sous la forme exacte dont nous aurons
besoin.

Pour un groupe G, on note [G,G] le sous-groupe engendré par les com-
mutateurs de G.

Proposition 3.2.5. Soit V un espace vectoriel sur un corps local k de di-
mension finie, et soit G un sous-groupe fermé de GL(V ). Supposons qu’il
existe une mesure de probabilité G-invariante sur les sous-ensembles boréliens
de P(V ) qui n’est pas supportée par un sous-espace projectif propre. Alors il
existe un sous-groupe G0 de G d’indice fini tel que [G0, G0] est relativement
compact dans GL(V ). En particulier, le groupe localement compact G est
moyennable.

Proof. Soit ν une mesure de probabilité borélienne G-invariant sur P(V ).
Comme dans la preuve de [BG15, Lemme 11] ou de [FS99, Théorème 6.5(i)],
il existe un nombre fini de sous-espaces vectoriels V1, ..., Vr de V et un sous-
groupe G0 d’indice fini de G avec les propriétés suivantes :

• ν est supportée par la réunion des sous-espaces projectifs correspon-
dants aux Vi ;

• G0 stabilise Vi pour tout i ∈ {1, ..., r} ;

• l’image de G0 dans PGL(Vi) est relativement compacte pour tout i ∈
{1, ..., r}.

Comme l’image du sous-groupe des commutateurs [G0, G0] dans GL(Vi)
est contenue dans SL(Vi), il s’ensuit que l’image de [G0, G0] dans GL(Vi) est
relativement compacte pour tout i ∈ {1, ..., r}. Comme ν n’est pas supportée
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par un sous-espace projectif propre, le sous-espace vectoriel engendré par
V1 ∪ ... ∪ Vr coïncide avec V . Ceci implique que [G0, G0] est relativement
compacte dans GL(V ). Ainsi, G0 et donc G est moyennable.

Un autre ingrédient dont nous aurons besoin est le résultat suivant qui
est démontré dans [BG15, Proposition 9 et Lemme 10], où le cas k = R est
considéré ; les arguments de la preuve sont valables sans changement pour
n’importe quel corps local k.

Proposition 3.2.6. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un
corps local k et soit G un sous-groupe de GL(V ). Il existe un plus grand
sous-espace vectoriel G-invariant V (G) de V tel que l’adhérence de l’image
de G dans GL(V ) est un groupe localement compact moyennable. De plus,
on a V (G) = {0} pour l’espace quotient V = V/V (G).

Nous aurons également besoin du lemme suivant. Rappelons qu’un groupe
est linéaire si il peut être vu comme un sous-groupe de GLn(k) pour un cer-
tain corps k.

Lemme 3.2.7. Soit Γ un groupe linéaire. Supposons que Γ est fini-par-
abélien (c’est-à-dire, Γ est une extension finie d’un groupe abélien). Alors Γ
est virtuellement abélien (c’est-à-dire, Γ est abélien-par-fini).

Proof. On peut supposer que Γ est un sous-groupe de GLn(k) pour un corps
algébriquement clos k. D’après les hypothèses il existe un sous-groupe fini
distingué de Γ contenant [Γ,Γ]. En particulier [Γ,Γ] est fini.

Soit G ⊂ GLn(k) l’adhérence de Γ pour la topologie de Zariski. Comme
[Γ,Γ] est fini, [Γ,Γ] est un sous-groupe Zariski fermé de G. Il s’ensuit que
[G,G] = [Γ,Γ] et donc que [G,G] est fini. En particulier, [G0, G0] est fini, où
G0 est la composante Zariski connexe de G. Cependant, [G0, G0] est connexe
(voir [Hum75, Proposition 17.2]). Ainsi, [G0, G0] = {e}, c’est-à-dire G0 est
abélien. Soit Γ0 = Γ ∩G0. Alors Γ0 est un sous-groupe d’indice fini de Γ et
Γ0 est abélien.

On remarque que le lemme précédent n’est pas nécessairement vrai pour
des groupes non linéaires : soit V un espace vectoriel de dimension infinie
sur un corps fini F de caractéristique différente de 2 et ω : V × V → F une
forme symplectique sur V . Soit Γ le groupe de Heisenberg associé, c’est-à-
dire, Γ = V × F avec la loi (v, λ)(w, β) = (v + w, λ + β + ω(v, w)). Alors Γ
est fini-par-abélien mais n’est pas virtuellement abélien.
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3.3 Preuves des Théorèmes 3.1.3,3.1.7 et Propo-
sition 3.1.1.

3.3.1 Preuve du Théorème 3.1.3

Proof. La Proposition 3.2.1 montre que (i) implique (ii). Le fait que (iii)
implique (i) provient d’un résultat général : une action préservant la mesure
d’un groupe dénombrable moyennable sur un espace probabilisé non atom-
ique (Y, ν) n’a jamais la propriété de trou spectral (voir [dJR79, Theorem 2.4]
ou [Sch81, (2.4) Theorem]). Comme Γ, qui est isomorphe à un sous-groupe
de GLd(Q), est un sous-groupe linéaire sur un corps de caractéristique zéro,
(iii) implique (iv) par le théorème de Tits [Tit72]. Il reste donc à montrer
que (ii) implique (iii). On procèdera en différentes étapes.

• Première étape. Supposons qu’il existe un sous-solénoïde propre pa(Γ)-
invariant Y de X tel que l’image ∆ de pa(Γ) dans Aut(X/Y ) est
moyennable. On affirme qu’alors l’image de Γ dans Aff(X/Y ) est
moyennable.

En effet, l’image de Γ dans Aff(X/Y ) est un sous-groupe de ∆n(X/Y ).
Comme X/Y est abélien, ∆ n (X/Y ) est moyennable (en tant que
groupe discret) et l’affirmation s’ensuit.

A la vue de cette première étape, on supposera dans la suite de la
discussion que Γ ⊂ Aut(X). Par dualité, on peut également voir Γ

comme un sous-groupe de Aut(X̂). Dans ce qui suit, on écrit 0 pour
l’élément neutre dans X̂ au lieu de 1X̂ .

• Deuxième étape. On affirme qu’il existe une moyenne Γ-invariante sur
X̂ \ {0}.
En effet, comme Γ y (X,µ) n’a pas la propriété de trou spectral, ceci
découle de l’argument standard suivant : il existe une suite (ξn)n≥1 de
vecteurs unitaires dans `2(X̂ \ {0}) tel que

lim
n
‖ πX(γ)ξn − ξn ‖2= 0 pour tout γ ∈ Γ,

pour la représentation de Koopman πX associée (voir preuve de la
proposition 3.2.1). Alors ηn := |ξn|2 est un vecteur unitaire dans
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`1(X̂ \ {0}) et

lim
n
‖ πX(γ)ηn − ηn ‖1= 0 pour tout γ ∈ Γ.

Toute limite ∗faible de (ηn)n dans l’espace dual de `∞(X̂ \ {0}) est une
moyenne Γ-invariante de X̂ \ {0}.

Soit d le rang de X̂. Comme dans la partie 2.2.3 précédente, on plonge
X̂ dans l’espace vectoriel VQ = X̂⊗ZQ sur Q de dimension d ainsi que
dans les espaces vectoriels Vp = VQ ⊗Qp sur Qp de dimension d pour
p ∈ P∪{∞}, où P est l’ensemble des nombres premiers et où Q∞ = R.
De même, on identifie Aut(X̂) avec un sous-groupe de GL(VQ).

On fixe une moyenne Γ-invariante M sur X̂ \ {0}, que l’on voit comme
une moyenne sur X̂ et on écrit M(A) au lieu de M(1A) pour un sous-
ensemble A de X̂.

• Troisième étape. Soit p ∈ P ∪ {∞}. On affirme que

M(X̂ ∩ Vp(Γ)) = 1,

où Vp(Γ) est le sous-espace vectoriel Γ-invariant de Vp défini dans la
Proposition 3.2.6.

La preuve de cette affirmation est semblable à la preuve de [BG15,
Proposition 13], dont nous reprenons ici les principaux arguments. Sup-
posons par l’absurde que M(X̂ ∩ Vp(Γ)) < 1. Nous avons donc

t := M(X̂ \ Vp(Γ)) > 0.

Alors une moyenne Γ-invariante M1 est définie sur X̂ \ Vp(Γ) par

M1(A) =
1

t
M(A) pour tout A ⊂ X̂ \ Vp(Γ).

Considérons l’espace vectoriel quotient Vp = Vp/Vp(Γ) avec la Γ-action
induite. L’image de X̂ \ Vp(Γ) par la projection canonique j : Vp →
Vp ne contient pas {0}. Ainsi, M1 := j∗(M1) est une moyenne Γ-
invariante sur Vp\{0}. Par le Lemme 3.2.4, la moyenne image deM1 sur
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l’espace projectif P(Vp) définit un mesure de probabilité Γ-invariante ν
sur P(Vp).

Soit W l’espace vectoriel engendré par l’image inverse de supp(ν) dans
Vp. AlorsW 6= {0} et ν n’est pas supportée par un sous-espace projectif
propre dans P(W ). La Proposition 3.2.5 montre que l’adhérence de
l’image de Γ dans GL(W ) est un groupe moyennable. Il s’ensuit que
Vp(Γ) 6= {0}. Ce qui contredit la Proposition 3.2.6.

Soit P = {p1, p2, p3, ...} une énumération de l’ensemble P des entiers
premiers.

• Quatrième étape. On affirme que, pour tout n ∈ N, on a

X̂ ∩ V∞(Γ) ∩
n⋂
i=1

Vpi(Γ) 6= {0}.

En effet, par la troisième étape, on aM(X̂ \{0}∩Vp(Γ)) = 1 pour tout
p ∈ {p1, ..., pn} ∪ {∞}. Par additivité finie de M , il s’ensuit que

M

(
X̂ \ {0} ∩ V∞(Γ) ∩

n⋂
i=1

Vpi(Γ)

)
= 1;

ce qui prouve l’affirmation.

En fixant une base B de VQ sur Q contenue dans X̂, et en notant Bp le
Zp-module engendré par B dans Vp pour p ∈ P , on considère le groupe
localement compact GL(VA), qui est le produit restreint de GL(Vp) par
rapport aux groupes compacts GL(Bp) (voir partie 2.2.3).

Pour p ∈ P∪{∞}, soit Gp l’adhérence de l’image de Γ dans GL(Vp(Γ)).
On pose

G :=

(
G∞ ×

∏
p∈P

Gp

)
∩GL(VA).

• Cinquième étape. On affirme queG est un sous-groupe fermé moyennable
de GL(VA).

En effet, pour tout n ≥ 1, on pose

Hn := G∞ ×
n∏
i=1

Gpi ×Kn,
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où Kn est le groupe compact
∏
i>n

(Gpi ∩GL(Bpi)). Alors (Hn)n est une

suite croissante de sous-groupes ouverts de G et G =
⋃
n≥1

Hn. Il est clair

que tout Hn est un sous-groupe fermé de GL(VA). Par conséquent, G
est localement compact et ainsi un sous-groupe fermé de GL(VA).

Pour montrer que G est moyennable, il suffit de montrer que tout Hn

est moyennable (voir [BdlHV08, Proposition G.2.2]). Ceci est en effet
le cas, car chaque Gp est moyennable par définition de Vp(Γ) et car Kn

est compact.

Pour tout n ∈ N, on note W n le Q-espace vectoriel engendré par

X̂ ∩ V∞(Γ) ∩
n⋂
i=1

Vpi(Γ).

• Sixième étape. On affirme qu’il existe N ∈ N tel que W n = WN pour
tout n ≥ N .

En effet, (W n)n≥1 est une suite décroissante de sous-espaces vectoriels
de VQ. Par la quatrième étape, on a dimQW

n > 0 pour tout n ≥ 1.
Par conséquent, il existe N ∈ N tel que dimQW

n = dimQW
N pour

tout n ≥ N et l’affirmation s’ensuit.

On pose W := WN et on observe que W est Γ-invariant.

• Septième étape. On affirme que l’image de Γ dans Aut(X̂ ∩ W ) est
moyennable.

En effet, W est un sous-espace vectoriel de VQ et est contenu dans
chaque Vp(Γ). D’une part, sous l’injection diagonale, G ∩ GL(W ) est
un sous-groupe discret de G, car le voisinage

U ×
∏
p∈P

(Gp ∩GL(Bp))

de e dans G a une intersection triviale avec GL(W ), pour un voisinage
suffisamment petit U de e dans G∞. D’autre part, G ∩ GL(W ) est
moyennable, par la cinquième étape. Il s’ensuit que l’image Γ̃ ⊂ G ∩
GL(W ) de Γ dans GL(W ) est moyennable. L’image de Γ dans Aut(X̂∩
W ) est un quotient de Γ̃ et est donc moyennable.
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Soit

Y := (X̂ ∩W )⊥ =
{
x ∈ X|χ(x) = 1 pour tout χ ∈ X̂ ∩W

}
,

l’annulateur dans X du sous-groupe X̂ ∩W de X̂.

• Huitième étape. On affirme que Y est un sous-solénoïde propre Γ-
invariant de X et que l’image de Γ dans Aut(X/Y ) est moyennable.

En effet, Y est clairement un sous-groupe fermé Γ-invariant de X et
Y 6= X car X̂ ∩W est non trivial, par la quatrième étape. De plus,
le groupe dual Ŷ de Y , qui est isomorphe à X̂/(X̂ ∩ W ), est sans
torsion : en effet, si χ ∈ X̂ est tel que nχ ∈ W pour un entier n ≥ 1,
alors χ ∈ W , car W est un sous-espace Q-vectoriel. Comme, de façon
évidente, Ŷ a un rang fini, il s’ensuit que le groupe compact Y est un
solénoïde.

Par la septième étape, l’image de Γ dans Aut(X̂ ∩W ) est moyennable.
Comme, Aut(X/Y ) est isomorphe à Aut(X̂∩W ) par dualité, il s’ensuit
que l’image de Γ dans Aut(X/Y ) est moyennable.

3.3.2 Preuve du Théorème 3.1.7

Proof. On doit seulement montrer que (i) implique (ii). On pose X := Xd
S

pour S = {p1, ..., pr} ∪ {∞} et soit Γ un sous-groupe de Aff(Xd
S). Comme

dans la preuve du Théorème 3.1.3, on peut supposer que Γ ⊂ Aut(X).
On rappelle (voir §2.4) qu’on peut identifier X̂ avec le sous-anneau discret

Z[1/S]d de
Qd
S = Rd ×Qd

p1
× ...×Qd

pr ,

et Aut(X̂) avec le sous-groupe discretGLd(Z[1/S]) deGLd(QS), avec l’action
duale de γ ∈ Aut(X) sur Qd

S donnée par transposition matricielle.
Comme dans la preuve du Théorème 3.1.3, il existe une moyenne Γ-

invariante M sur X̂ \ {0}. Soit W un sous-espace vectoriel non nul de
VQ = X̂ ⊗Z Q de dimension minimale avec M(W ) = 1. Alors W est Γ-
invariant, par Γ-invariance de M . On affirme que l’image de Γ dans GL(W )
est un groupe virtuellement abélien.
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En effet, on fixe p ∈ S. On poseWp = W ⊗QQp et soit Gp l’adhérence de
l’image de Γ dans GL(Wp). Soit µp la mesure de probabilité Gp-invariante sur
P(Wp) qui est la mesure image de M sous l’application W \ {0} → P(Wp).
Alors µp n’est pas supportée par un sous-espace projectif propre de Wp : si
W ′ est un sous-espace Qp-vectoriel de Wp avec µp([W ′]) = 1, où [W ′] est
l’image de W ′ dans P(Wp) alors M(W ′ ∩W ) = 1 et donc W ′ ∩W = W , par
minimalité de W , et donc W ′ = W ⊗Q Qp = Wp.

Par la Proposition 3.2.5, il existe donc un sous-groupe d’indice fini Hp de
Gp dont le sous-groupe des commutateurs [Hp, Hp] est relativement compact.

On pose G = G∞ ×
r∏
i=1

Gpi . Comme dans la preuve du Théorème 3.1.3,

l’image Γ̃ de Γ dans G est discrète. Alors Γ̃0 := Γ̃ ∩
r∏
i=1

Hpi est un sous-

groupe d’indice fini dans Γ̃ et son commutateur [Γ̃0, Γ̃0] est fini. Comme
Γ̃0 ⊂ GL(W ) est linéaire, il s’ensuit par conséquent par le Lemme 3.2.7 que
Γ̃0 et donc Γ̃ est virtuellement abélien. Ce qui conclut la preuve du Théorème
3.1.7

3.3.3 Preuve de la Proposition 3.1.1

Proof. Soit Γ un sous-groupe de Aff(X). Supposons qu’il existe un sous-
groupe propre fermé Y tel que l’image Γ de Γ dans Aff(X/Y ) soit finie.
Comme X est compact et connexe, X = X/Y est un groupe non-trivial
compact et connexe. Il est facile de voir qu’il existe deux sous-ensembles de
X ouverts non vides Γ-invariants qui sont disjoints. Les préimages U et V
de ces ensembles dans X sont des sous-ensembles ouverts Γ-invariants non
vides et disjoints. Comme le support de la mesure de Haar µ de X coïncide
avec X, on a µ(U) 6= 0 et µ(V ) 6= 0. Par conséquent, Γ y (X,µ) n’est pas
ergodique.

Réciproquement, supposons que Γ y (X,µ) n’est pas ergodique. Comme
X est connexe, X̂ est sans torsion. Comme dans les parties précédentes,
on voit X̂ comme un sous-groupe de l’espace Q-vectoriel (éventuellement de
dimension infinie) VQ = X̂ ⊗Z Q. On réalise la représentation de Koopman
associée πX de Γ dans `2(X̂) comme dans la partie 3.2.1. Par non-ergodicité
de l’action, il existe un vecteur Γ-invariant non nul ξ ∈ `2(X̂ \ {0}). Ainsi,
on a (voir équation (∗) de 3.2.1)
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χ(x)ξ(χθ) = ξ(χ) pour tous ξ ∈ `2(X̂), χ ∈ X̂, (∗∗)

pour tout (θ, x) ∈ Γ.
On pose η := |ξ|. Alors η 6= 0 et l’équation (∗∗ ) montre que η est pa(Γ)-

invariant. Soit χ0 ∈ X̂ \ {0} tel que η(χ0) 6= 0. Comme η ∈ `2(X̂) et comme
η 6= 0, il s’ensuit que la pa(Γ)-orbite de χ0 est finie.

Soit W l’espace vectoriel engendré par la pa(Γ)-orbite de χ0 dans VQ
et soit Y := (X̂ ∩ W )⊥ l’annulateur de X̂ ∩ W dans X. Alors Y est un
sous-groupe pa(Γ)-invariant de X et Y 6= X car χ0 6= 0.

De plus, Ŷ ∼= X̂/(X̂ ∩W ) est sans torsion, par conséquent Y est connexe
: en effet, si χ ∈ X̂ est tel que nχ ∈ W pour un entier n ≥ 1, alors χ ∈ W
car W est un sous-espace Q-vectoriel.

On affirme que l’image de Γ dans Aff(X/Y ) est un groupe fini. En ef-
fet, comme la pa(Γ)-orbite de χ0 est finie, on peut trouver un sous-groupe
distingué Λ dans pa(Γ) d’indice fini qui fixe χ0. On pose

Γ0 := p−1
a (Λ) ∩ Γ.

Alors Γ0 est un sous-groupe distingué d’indice fini dans Γ.
Soit γ = (θ, x) ∈ Γ0. L’équation (∗∗ ) montre que χ(x) = 1 pour tout

χ dans la pa(Γ)-orbite de χ0 et par conséquent pour tout χ ∈ X̂ ∩W . En
utilisant l’équation (∗) de la partie 3.2.1, il s’ensuit que Γ0 agit trivialement
sous la représentation de Koopman πX/Y sur `2(X̂/Y ) = `2(X̂ ∩W ) associée
à l’action de Γ sur X/Y . Ainsi, l’image de Γ0 dans Aff(X/Y ) est finie.
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Chapter 4

Traces sur les groupes discrets et
algèbres de von Neumann

4.1 Définition et premières propriétés.
Soient Γ, G des groupes discrets et supposons que G agit par automorphismes
sur Γ. On considère les fonctions de type positif sur Γ qui sont invariantes
par G. De telles fonctions ont été étudiées dans [Tho64c] et [Tho64b].

Définition 4.1.1. (i) Une fonction ϕ : Γ → C est appelée trace G-
invariante si :

• ϕ est de type positif, c’est-à-dire, pour tout λ1, ..., λn ∈ C et tout
γ1, ..., γn ∈ G, on a

n∑
i,j=1

λiλjϕ(γ−1
j γi ≥ 0,

• ϕ(g(γ)) = ϕ(γ) pour tout γ ∈ Γ et tout g ∈ G,
• ϕ est normalisée, c’est-à-dire, ϕ(e) = 1.

On note Tr(Γ, G) l’ensemble des traces G-invariantes sur Γ. Dans le
cas où G = Γ et Γ agit sur lui-même par conjugaison, on écrit Tr(Γ) au
lieu de Tr(Γ,Γ).

(ii) L’ensemble Tr(Γ, G) est un ensemble compact convexe dans la boule
unité de `∞(Γ) muni de la topologie ∗faible. Soit Char(Γ, G) l’ensemble
des points extrémaux dans Tr(Γ, G).
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(iii) Les fonctions ϕ ∈ Char(Γ, G) seront appelées caractères G-invariants
sur Γ et sont caractérisées par la propriété suivante : si ψ est une
fonction de type positif G-invariante sur Γ qui est dominée par ϕ (c’est-
à-dire, ϕ − ψ est une fonction de type positif), alors ψ = λϕ pour un
λ > 0.

La preuve de la proposition suivante est immédiate. On remarque que
si N est un sous-groupe distingué de Γ et G-invariant, alors G agit par
automorphismes sur le groupe quotient Γ/N .

Proposition 4.1.2. Soit N un sous-groupe G-invariant de Γ.

(i) Supposons de plus que N est un sous-groupe distingué de Γ et soit p :
Γ → Γ/N la projection canonique. Pour tout ϕ ∈ Tr(Γ/N,G), on a
ϕ ◦ p ∈ Tr(Γ, G).

(ii) Avec N comme en (i), l’image de l’application

Tr(Γ/N,G)→ Tr(Γ, G), ϕ 7→ ϕ ◦ p

est
{
ψ ∈ Tr(Γ, G)|ψ|N = 1N

}
.

(iii) Avec N comme en (i), on a ϕ ∈ Char(Γ/N,G) si et seulement si ϕ◦p ∈
Char(Γ, G).

4.2 Fonctions de type positif normalisées et triplets
GNS

Soit ϕ une fonction de type positif normalisée sur Γ. On rappelle (voir
[BdlHV08, Theorem C.4.10]) qu’il existe un triplet appelé triplet GNS
(π,H, ξ) associé à ϕ, constitué d’une représentation cyclique unitaire de G
sur un espace de Hilbert H avec un vecteur cyclique unitaire ξ tel que :

ϕ(γ) = 〈π(γ)ξ, ξ〉 pour tout γ ∈ Γ.

Le triplet (π,H, ξ) est unique au sens suivant : si (π′,H′, ξ′) est un autre
triplet GNS associé à ϕ, alors il existe un unique isomorphisme d’espaces de
Hilbert U : H → H′ tel que

Uπ(γ)U−1 = π′(γ) pour tout γ ∈ Γ et Uξ = ξ′
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Les traces invariantes sur un sous-groupe de Γ peuvent être induites en
des traces invariantes sur Γ.

Pour une fonction ψ : Y → C définie sur un sous-ensemble Y d’un
ensemble X, on note ψ̃ : X → C donnée par

ψ̃(x) =

{
ψ(x) si x ∈ Y,
0 si x /∈ Y

.

Proposition 4.2.1. Soit N un sous-groupe G-invariant de Γ et ψ ∈ Tr(N,G).
Alors ψ̃ ∈ Tr(Γ, G). De plus, si σ est une représentation GNS de N asso-
ciée à ψ, alors la représentation GNS de Γ associée à ψ̃ est équivalente à la
représentation induite IndΓ

Nσ.

Proof. Posons ϕ = ψ̃. Il est évident que ϕ est G-invariant. Le fait que ϕ
soit une fonction de type positif peut être directement vérifié à partir de
la définition d’une telle fonction (voir [HR70, 32.43]). Comme le but est
d’identifier la représentation GNS associée à ϕ, nous utiliserons une autre
preuve pour ce fait.

Soit (σ,K, η) un triplet GNS associé à ψ. Soit π = IndΓ
Nσ réalisée sur

H = `2(Γ/N,K), comme dans [Fol95, Remark 2, §6.1]. Soit ξ ∈ H défini par
ξ(N) = η et ξ(γN) = 0 si γ /∈ N . Alors ϕ(γ) = 〈π(γ)ξ, ξ〉 pour tout γ ∈ Γ
et ξ est un vecteur cyclique pour π. Ainsi (π,H, ξ) est un triplet GNS pour
ϕ.

Dans la suite, nous utiliserons de manière cruciale et à maintes reprises
le lemme élémentaire suivant.

Lemme 4.2.2. Soit Γ un groupe discret, ϕ une fonction de type positif sur
Γ telle que ϕ(e) = 1. Soit γ ∈ Γ. On suppose qu’il existe une suite yn ∈ Γ
telle que

1. les yn sont 2 à 2 distincts,

2. ϕ(y−1
n ym) = 0 pour tout n 6= m,

3. ϕ(γ) = ϕ(yn) pour tout n.

Alors ϕ(γ) = 0.
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Proof. Soit (π,H, ξ) le triplet GNS associé à ϕ. Alors 1) et 2) montrent que
la suite π(y−1

n )ξ est une suite infinie de vecteurs orthogonaux 2 à 2 et qu’elle
est donc faiblement convergente vers 0 dans H.

En effet

〈π(ym)ξ, π(yn)ξ〉 = 〈π(y−1
n )π(ym)ξ, ξ〉 = ϕ(y−1

n ym) = 0.

Par 3), il s’ensuit que

ϕ(γ) = ϕ(yn) = lim
n
〈π(yn)ξ, ξ〉 = 0.

Corollaire 4.2.3. Soient ϕ ∈ Tr(Γ) et γ ∈ Γ. Supposons qu’il existe une
suite (xn)n≥1 dans Γ telle que

ϕ([xn, γ]−1[xm, γ]) = 0 pour tout n 6= m,

où [xn, γ] = x−1
n γxnγ

−1. Alors ϕ(γ) = 0.

Proof. Posons yn = [xn, γ]γ; alors, par hypothèse et par invariance de ϕ, on
a ϕ(y1

nym) = 0 pour tous n 6= m. Comme

ϕ(γ) = ϕ(x−1
n γxn) = ϕ([xn, γ]γ) = ϕ(yn)

pour tout n, on conclut avec le Lemme 4.2.2

4.3 Fonctions de type positif et algèbres de von
Neumann

Nous allons étudier les traces sur les groupes discrets au moyen des algèbres
de von Neumann engendrées par leurs représentations GNS.

Proposition 4.3.1. Soit G un groupe discret et Γ un sous-groupe distingué
de G. Soit ϕ ∈ Tr(Γ, G) et soit (π,H, ξ) un triplet GNS associé à ϕ. Alors
il existe une représentation unitaire g 7→ Ug de G sur H avec les propriétés
suivantes :

• Ugπ(γ) = π(g−1γg)Ug pour tous g ∈ G et γ ∈ Γ, et
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• Ugξ = ξ pour tout g ∈ G.

Proof. Soit g ∈ G. Soit la représentation unitaire πg de Γ sur H définie par
πg(γ) = π(gγg−1) pour tout γ ∈ Γ. Comme ϕ est G-invariante, le triplet
(πg,H, ξ) est un autre triplet GNS associé à ϕ. Par conséquent, il existe un
unique opérateur Ug : H → H tel que

Ugπ(γ) = π(g−1γg)Ug, pour tout γ ∈ Γ et Ugξ = ξ.

L’unicité de Ug implique que Ug1g2 = Ug1Ug2 . En effet,

Ug1Ug2π(γ) = Ug1π(g2γg
−1
2 )Ug2

= π(g1g2γg
−1
2 g−1

1 )Ug1Ug2

et Ug1Ug2ξ = ξ. Ainsi Ug1Ug2 vérifie les mêmes conditions que Ug1g2 ; il
s’ensuit que Ug1g2 = Ug1Ug2 , par unicité. L’application g 7→ Ug est donc bien
une représentation.

La proposition suivante caractérise l’extrêmalité d’une trace invariante en
termes d’algèbres de von Neumann.

Proposition 4.3.2. Soient G un groupe discret et Γ un sous-groupe distingué
de G. Soit ϕ ∈ Tr(Γ, G). Soient (π,H, ξ) un triplet GNS associé à ϕ et
g 7→ Ug la représentation de G sur H comme dans la Proposition 4.3.1.
Soit Mϕ la sous-algèbre de von Neumann de L(H) engendrée par π(Γ) ∪
{Ug|g ∈ G}. Pour tout T ∈ L(H) avec 0 ≤ T ≤ I, soit ϕT défini par
ϕT (γ) = 〈π(γ)Tξ, Tξ〉 pour γ ∈ Γ. Alors T 7→ ϕT est une bijection entre
{T ∈ M′

ϕ|0 ≤ T ≤ I} et l’ensemble des fonctions de type positif sur Γ
qui sont G-invariantes et qui sont dominées par ϕ. En particulier, on a
ϕ ∈ Char(Γ, G) si et seulement siM′

ϕ = CI.

Proof. Comme il est bien connu, T 7→ ϕT est une bijection entre {T ∈
π(Γ)′|0 ≤ T ≤ I} et l’ensemble des fonctions de type positif sur Γ qui sont
dominées par ϕ (appliquer [Dix77, Proposition 2.5.1] à l’∗-algèbre C[Γ], avec
le produit de convolution et l’involution donnée par f ∗(γ) = f(γ−1) pour
f ∈ C[Γ]).

Par conséquent, il suffit de vérifier que, pour T ∈ π(Γ)′ avec 0 ≤ T ≤ I,
la fonction ϕT est G-invariante si et seulement si T ∈ {Ug|g ∈ G}′.
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Soit T ∈M′
ϕ avec 0 ≤ T ≤ I. Pour tout g ∈ G, on a

ϕT (gγg−1) = 〈π(gγg−1)Tξ, Tξ〉
= 〈Ugπ(γ)Ug−1Tξ, Tξ〉
= 〈π(γ)TUg−1ξ, TUg−1ξ〉
= 〈π(γ)Tξ, Tξ〉
= ϕT (γ),

pour tout γ ∈ Γ. Ainsi ϕT est invariante par conjugaison.
Réciproquement, supposons que ϕT est G-invariante pour T ∈ π(Γ)′ avec

0 ≤ T ≤ I. Soit g ∈ G. Pour tout γ ∈ Γ, on a

ϕUg−1TUg(γ) = 〈π(γ)Ug−1TUgξ, Ug−1TUgξ〉
= 〈π(γ)Ug−1Tξ, Ug−1Tξ〉
= 〈Ugπ(γ)Ug−1Tξ, Tξ〉
= 〈π(gγg−1)Tξ, Tξ〉
= ϕT (gγg−1) = ϕT (γ).

Ainsi, Ug−1TUg est un multiple scalaire de T , par unicité de T . Comme Ug est
unitaire, il s’ensuit que Ug−1TUg = T pour tout g ∈ G. Ainsi, T ∈M′

ϕ.

Nous allons maintenant appliquer la Proposition 4.3.2 dans le cas Γ = G.
Nous aurons besoin du résultat général suivant de la théorie des algèbres de
von Neumann (pour la preuve, voir Théorème 3 du Chap.1, §6 dans [Dix69])

Fait :Soit τ une trace normale et fidèle sur une algèbre de von Neumann
M. Pour T dans le centre Z(M) deM avec 0 ≤ T ≤ I, soit τT : M→ C
définie par τT (S) = τ(ST ) pour tout S ∈ M. L’application T 7→ τT est une
bijection entre {T ∈ Z(M)|0 ≤ T ≤ I} et l’ensemble des traces normales
τ ′ sur M dominées par τ (c’est-à-dire, telles que τ ′(S) ≤ τ(S) pour tout
S ∈M avec S ≥ 0).

Corollaire 4.3.3. Soit ϕ ∈ Tr(Γ) et soit (π,H, ξ) un triplet GNS associé à
ϕ.

(i) La forme linéaire T 7→ 〈Tξ, ξ〉 est une trace fidèle et normale sur π(Γ)′′.

(ii) Le commutant M′
ϕ de Mϕ coïncide avec le centre de l’algèbre de von

Neumann π(Γ)′′ engendrée par π(Γ). En particulier, ϕ ∈ Char(Γ) si et
seulement si π(Γ)′′ est un facteur.
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Proof. (i) On vérifie immédiatement que τ , défini comme ci-dessus, est une
trace sur π(Γ)′′. Il est clair que τ est normal. Soit T ∈ π(Γ)′′ tel que
τ(T ∗T ) = 0. Alors ‖ Tπ(γ)ξ ‖2= τ(π(γ)T ∗T )π(γ)) = 0, c’est-à-dire ,
Tπ(γ)ξ = 0 pour tout γ ∈ Γ; par conséquent T = 0 car ξ est un vecteur
cyclique pour π. Ainsi τ est fidèle.

(ii) Remarquons tout d’abord que, pour tout γ ∈ Γ, on a

Uγπ(x)Uγ−1 = π(γxγ−1) = π(γ)π(x)π(γ−1) pour tout x ∈ Γ,

où γ 7→ Uγ est la représentation de Γ définie dans la Proposition 4.3.1.
Ainsi, on a UγTUγ−1 = π(γ)Tπ(γ−1) pour tout T ∈ π(Γ)′′ Il s’ensuit
que le centre π(Γ)′′ ∩ π(Γ)′ de π(Γ)′′ est contenu dansM′

ϕ.

Réciproquement, soit T ∈ M′
ϕ vérifiant 0 ≤ T ≤ I. Par la Proposition

4.3.2, ϕT est une fonction de type positif Γ-invariante dominée par
ϕ. L’extension canonique de ϕT à π(Γ)′′ est une trace normale τT sur
π(Γ)′′. Ainsi, par le résultat rappelé ci-dessus, τT = τS pour un unique
S ∈ π(Γ)′ ∩ π(Γ)′′ avec 0 ≤ S ≤ I. Ceci montre que ϕT = ϕS. Comme
T et S appartiennent tous les deux à π(Γ)′, il s’ensuit que T = S. Donc,
T ∈ π(Γ)′ ∩ π(Γ)′′. Il s’ensuit queM′

ϕ est contenu dans π(Γ)′ ∩ π(Γ)′′.

Etant donnée une trace invariante sur Γ, il existe deux sous-groupes in-
variants de Γ qui joueront un rôle important par la suite.

Proposition 4.3.4. Soit ϕ ∈ Tr(Γ). On définit :

Kϕ = {γ ∈ Γ|ϕ(γ) = 1} et Pϕ = {γ ∈ Γ||ϕ(γ)| = 1}

Alors :

(i) Kϕ et Pϕ sont des sous-groupes fermés distingués de Γ avec Kϕ ⊂ Pϕ.

(ii) Pour x ∈ Pϕ et γ ∈ Γ, on a ϕ(xγ) = ϕ(x)ϕ(γ), en particulier la
restriction de ϕ à Pϕ est un caractère unitaire Γ-invariant de Pϕ.

(iii) On suppose que Γ est un sous-groupe distingué d’un groupe discret G
et que ϕ ∈ Char(Γ, G). Alors le sous-groupe Z(G)∩Γ est contenu dans
Pϕ, où Z(G) est le centre de G.
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Proof. Soit (π,H, ξ) un triplet GNS associé à ϕ. En utilisant le cas d’égalité
de Cauchy-Schwarz, il est clair que

Kϕ = {γ ∈ Γ|π(γ)ξ = ξ} et Pϕ = {γ ∈ Γ|π(γ)ξ = ϕ(γ)ξ}.

Les affirmations (i) et (ii) proviennent de ce fait.
Soit ϕ ∈ Char(Γ, G) et z ∈ Z(G) ∩ Γ. Alors π(z) commute avec π(γ)

pour tout γ ∈ Γ et avec Ug pour tout g ∈ G, où g 7→ Ug est la représentation
de G associée à ϕ comme dans la Proposition 4.3.1. Par la Proposition 4.3.2,
π(z) est un multiple scalaire de I et par conséquent z ∈ Pϕ.

Corollaire 4.3.5. Soit ϕ ∈ Char(Γ) alors ϕ(zx) = ϕ(z)ϕ(x) pour tout z ∈
Z(Γ)

Le résultat suivant concerne la restriction d’un caractère d’un groupe G
à un sous-groupe distingué de G et jouera un rôle crucial dans la suite ; ce
résultat a été démontré dans [Tho64c, Lemma 14]. Nous en donnons une
preuve plus transparente et plus courte, basée sur le lien établi plus haut
entre caractères et algèbres de von Neumann.

Théorème 4.3.6. Soit G un groupe discret, N un sous-groupe distingué de
G et ψ ∈ Char(G). Alors ψ|N ∈ Char(N,G).

Proof. Soit (π,H, ξ) un triplet GNS associé à ψ. Posons ϕ := ψ|N et soit
K le sous-espace vectoriel fermé de H engendré par {π(x)ξ|x ∈ N}. Alors
(π|N ,K, ξ) est un triplet GNS associé à ϕ.

Soit g 7→ Ug la représentation de G sur H associée à ψ comme dans la
Proposition 4.3.1. Comme Ugπ(x)Ug−1 = π(gxg−1), et Ugξ = ξ pour tous
g ∈ G, x ∈ N , le sous-espace K est invariant par Ug pour tout g ∈ G. La
représentation de G sur K associée à ϕ est donc g 7→ Ug|K.

Par la Proposition 4.3.2, il suffit de montrer que M′
ϕ = CI, où Mϕ

est la sous-algèbre de von Neumann de L(K) engendrée par {π(x)|K|x ∈
N} ∪ {Ug |K|g ∈ G}.

Soit T ∈ M′
ϕ vérifiant 0 ≤ T ≤ I. Posons η := Tξ. On remarque que

Ugη = η pour tout g ∈ G, car T commute avec tout les Ug. Considérons la
fonction linéaire τ ′ sur π(G)′′ donnée par τ ′(S) = 〈Sη, η〉 pour S ∈ π(G)′′.
On affirme que τ ′ est une trace normale sur π(G)′′. En effet, il est clair que

42



τ est normale; de plus, pour g, h ∈ G, on a

τ ′(ghg−1) = 〈π(ghg−1)Tξ, Tξ〉
= 〈π(h)TUg−1ξ, TUg−1ξ〉
= 〈π(h)Tξ, Tξ〉 = τ ′(h).

Soit τ ′′ := τ + τ ′, où τ est la trace fidèle sur π(G)′′ définie par ϕ, comme
dans le Corollaire 4.3.3. Alors τ ′′ est une trace fidèle et normale sur π(G)′′

et τ ′′ est dominée par τ et τ ′. Comme π(G)′′ est un facteur, il s’ensuit que
τ et τ ′ sont toutes les deux proportionnelles à τ ′′. Par conséquent, il existe
λ > 0 tel que τ ′ = λτ . En particulier, on a

〈π(x)Tξ, Tξ〉 = 〈π(x)
√
λξ,
√
λξ〉 pour tout x ∈ N.

Comme T ∈ (π(N)|K)′ et 0 ≤ T ≤ I, il s’ensuit que T =
√
λIK.

Le résultat suivant ramène la description des caractères d’un produit de
groupes à celle de ses facteurs ; il a été démontré dans [Tho64c] et nous en
donnons une preuve plus transparente et plus courte.

Théorème 4.3.7. Soient Γ1,Γ2 des groupes discrets. Alors

Char(Γ1 × Γ2) = {ϕ1 ⊗ ϕ2|ϕ1 ∈ Char(Γ1), ϕ2 ∈ Char(Γ2)}.

Proof. Posons Γ := Γ1 × Γ2.
Pour i = 1, 2, soit ϕi ∈ Char(Γi). Démontrons que ϕ := ϕ1 ⊗ ϕ2 ∈

Char(Γ). Soit (πi,Hi, ξi) un triplet GNS associé à ϕi. Alors (π,H, ξ) est un
triplet GNS associé à ϕ où π est la représentation produit tensoriel π1 ⊗ π2

sur H = H1 ⊗ H2 et ξ = ξ1 ⊗ ξ2. Par la Proposition 4.3.3, il faut montrer
que π(Γ)′′ est un facteur. Pour cela, il faut prouver que l’algèbre de von
Neumann M engendrée par π(Γ)′′ ∪ π(Γ)′ coïncide avec L(H). Ceci est en
effet le cas: π(Γ)′′ contient π1(Γ1)′′⊗I et I⊗π2(Γ2)′′, π(Γ)′ contient π1(Γ1)′⊗I
et I ⊗ π2(Γ2); par conséquent M contient M1 ⊗M2, où Mi est l’algèbre
de von Neumann engendrée par πi(Γi) ∪ πi(Γi)′. Comme ϕi ∈ Char(Γi), on
aMi = L(Hi). AinsiM contient l’algèbre de von Neumann engendrée par
{T1 ⊗ T2|T1 ∈ L(H1), T2 ∈ L(H2}, c’est-à-dire L(H).

Réciproquement, soit ϕ ∈ Char(Γ). Soit (π,H, ξ) un triplet GNS associé
à ϕ. Par la Proposition 4.3.3,M := π(Γ)′′ est un facteur.

Pour i = 1, 2, on poseMi := π(Γi)
′′, où on identifie Γi avec le sous-groupe

correspondant de Γ. On affirme queM1 etM2 sont des facteurs. En effet,
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commeM1 ⊂ M′
2, le centreM1 ∩M′

1 deM1 est contenu dansM′
2 ∩M′

1.
CommeM1 ∪M2 engendreM, il s’ensuit queM1 ∩M′

1 est contenu dans
M′ et donc dansM∩M′. Par conséquentM1 ∩M′

1 = CI, carM est un
facteur. Ainsi,M1, et de façon similaireM2 sont des facteurs.

On rappelle que M a une trace fidèle et normale τ donnée par τ(T ) =
〈Tξ, ξ〉 pour T ∈ M. La restriction τ (1) de τ à M1 est une trace fidèle
et normale sur M1. Pour tout T2 ∈ π(Γ2)′ avec 0 ≤ T2 ≤ I et T 6= 0,
soit τ (1)

T2
la forme linéaire positive et normale définie sur M1 donnée par

τ
(1)
T2

(T1) = τ(T1T2) pour T1 ∈M1. Pour T1, T
′
1 ∈M1, on a

τ
(1)
T2

(T1T
′
1) = τ(T1T

′
1T2) = τ(T1T2T

′
1) = τ(T ′1T1T2) = τ

(1)
T2

(T ′1T1).

Ainsi, τ (1)
T2

est une trace normale sur M1. Il est clair que τ (1)
T2

est dominée
par τ (1). Comme M1 est un facteur, il s’ensuit par le résultat cité avant le
Corollaire 4.3.3 qu’il existe un scalaire λ(T2) ≥ 0 tel que τ (1)

T2
= λ(T2)τ (1),

c’est-à-dire,
τ(T1T2) = λ(T2)τ(T1) pour tout T1 ∈M1.

En prenant T1 = I, on voit que λ(T2) = τ(T2). Il s’ensuit que

τ(T1T2) = τ(T1)τ(T2) pour tous T1 ∈M1, T2 ∈M2

et en particulier ϕ = ϕ1 ⊗ ϕ2, pour ϕi = ϕ|Γi .

On rappelle (voir Proposition 4.1.2) que, quand N est un sous-groupe
distingué d’un groupe G, on peut identifier Char(G/N) avec le sous-ensemble
{ϕ ∈ Char(G)|ϕ|N = 1} de Char(G). Le résultat suivant est une conséquence
immédiate de la Proposition 4.3.7.

Corollaire 4.3.8. Soient Γ,Γ1, ...,Γr des groupes discrets et soit p : Γ1 ×
...× Γr → Γ un homomorphisme surjectif. Alors

Char(Γ) = {ϕ = ϕ1 ⊗ ...⊗ ϕr|ϕ|N = 1 et ϕi ∈ Char(Γi), i = 1, ..., r},

où N est le noyau de p. En particulier, pour ϕ ∈ Char(Γ), on a

ϕ(g1...gn) = ϕ(g1)...ϕ(gn)

pour tout gi ∈ p({e} × ...× Γi × ...× {e}).
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Chapter 5

Caractères de groupes unipotents

5.1 Traces invariantes sur les groupes abéliens
Soit A un groupe abélien discret

Définition 5.1.1. On rappelle que le dual de Pontrjagin Â deA est l’ensemble
des morphismes de groupes continus A → U. C’est un groupe abélien com-
pact. Alors Tr(A) est l’ensemble des fonctions de type positif normalisées
sur A et Char(A) = Â.

Définition 5.1.2. • On écrit Prob(Â) pour l’ensemble des mesures de
probabilité régulières sur les ensembles boréliens de Â.

• Pour µ ∈ Prob(Â), on note F(µ) : A → C la transformée de Fourier-
Stieltjes de µ, donnée par

F(µ)(a) =

∫
Â

χ(a)dµ(χ) pour tout a ∈ A.

Alors, par le théorème de Bochner (voir par exemple [HR70, §33]), l’application
F : µ 7→ F(µ) est une bijection entre Prob(Â) et Tr(A).

Soit G un groupe agissant par automorphismes sur A. Alors G agit
par automorphismes continus sur Tr(A) et Â = Char(A), via l’action duale
donnée par ϕg(a) = ϕ(g−1(a)) pour ϕ ∈ Â, g ∈ G, a ∈ A. Soit (g, µ) 7→ g∗µ

l’action induite de G sur Prob(Â); ainsi, g∗µ est l’image de µ ∈ Prob(Â) sous
l’application χ 7→ χg.

45



Définition 5.1.3. Soit Prob(Â)G le sous-ensemble de Prob(Â) constitué des
mesures de probabilité G-invariantes, et notons Prob(Â)Gerg les mesures dans
Prob(Â)G qui sont ergodiques.

Proposition 5.1.4. Soient A un groupe abélien discret et G un groupe agis-
sant par automorphismes sur A. La transformée de Fourier-Stieltjes F :
Prob(Â)→ Tr(A) se restreint en des bijections F : Prob(Â)G → Tr(A,G) et
F : Prob(Â)Gerg → Char(A,G).

Proof. L’affirmation provient du fait que F : Prob(Â) → Tr(A) est une
application affine G-équivariante et que Prob(Â)Gerg est l’ensemble des points
extrémaux dans l’ensemble compact convexe Prob(Â)G.

5.2 Groupes algébriques unipotents
Soit Un le groupe des matrices triangulaires supérieures unipotentes n × n
pour n ≥ 1. Alors Un est le groupe des Q-points d’un groupe algébrique sur
Q et son algèbre de Lie est l’algèbre de Lie un des matrices triangulaires
supérieures strictes. L’application exponentielle exp : un → Un est une
bijection et par la formule de Campbell-Hausdorff, il existe une application
polynomiale P : un×un → un à coefficients dansQ telle que exp(X) exp(Y ) =
exp(P (X, Y )) pour tous X, Y ∈ un. On note log : Un → un l’application
inverse de exp.

Soit u une algèbre de Lie nilpotente sur Q. Alors par les théorèmes de
Ado et Engel, u peut être vue comme une sous-algèbre de un pour un certain
n ≥ 1. Alors exp(u) est un sous-groupe algébrique de Un.

Soit U le groupe des Q-points d’un groupe algébrique sur Q unipotent,
c’est-à-dire un sous-groupe algébrique de Un pour un certain n ≥ 1. Alors
u = log(U) est une sous-algèbre de un et exp : u→ U est une bijection (pour
cela voir [Mil17, Chap.14]).

Pour tout u ∈ U , l’automorphisme de U donné par conjugaison avec u
induit un automorphisme Ad(u) de l’algèbre de Lie u donnée par la propriété

exp(Ad(u)(X)) = u exp(X)u−1 pour tout X ∈ u.

On observe qu’une fonction ϕ sur U est centrale (c’est-à-dire invariante
sur les classes de conjugaison de U) si et seulement si la fonction ϕ ◦ exp sur
u est Ad(U)-invariante.
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5.3 Résultat principal
Soient U un groupe unipotent algébrique sur Q et u son algèbre de Lie. Soit
û le dual du groupe abélien (u,+).

On rappelle que U agit par la représentation adjointe Ad sur u. L’action
coadjoint Ad∗ de U est l’action duale de U sur û.

Pour λ ∈ û, on pose

kλ = {X ∈ u|λ(Ad(u)(tX)) = 1 pour tous u ∈ U, t ∈ Q}

et
pλ = {X ∈ u|λ(Ad(u)(tX)) = λ(tX) pour tous u ∈ U, t ∈ Q}.

Alors kλ et pλ sont des idéaux de u et kλ ⊂ pλ.
On rappelle que la quasi-orbite de λ ∈ û sous l’action coadjointe Ad∗ de

U est l’adhérence de son orbite Ad∗(u)λ dans û.
Voici le résultat principal de ce chapitre.

Théorème 5.3.1. Soit U un groupe unipotent algébrique sur Q et u son
algèbre de Lie. Pour λ ∈ û, soit ϕλ : U → C définie par

ϕλ(x) =

{
λ(X) si x = expX,X ∈ pλ

0 sinon.

Alors on a :

(i) Char(U) = {ϕλ|λ ∈ û}.

(ii) Pour λ1, λ2 ∈ û, on a ϕλ1 = ϕλ2 si et seulement si λ1 et λ2 ont la même
quasi-orbite sous l’action coadjointe Ad∗ de U .

Par conséquent, l’application

Φ : û→ Char(U), λ→ ϕλ

induit une bijection
Φ̃ : û/Ad∗ → Char(U).
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5.4 Preuve de la partie (i) du Théorème 5.3.1.
Pour démontrer le Théorème 5.3.1 nous aurons besoin du lemme technique
suivant :

Lemme 5.4.1. Soient M et N deux sous-groupes d’un groupe nilpotent
non abélien G tels que M est distingué et Z(G) ⊆ N . Si M ) N alors
il existe un élément x ∈ M \ N tel que (x,G) ⊂ N et (x,G) 6= {e}, où
(x,G) = {xgx−1g−1|g ∈ G}.

Proof. Soit M (0) = M ; on définit M (k) de manière récursive par M (k+1) =
(M (k), G) pour tout k ∈ N. Comme M est distingué, on a M (k) ⊆ M
pour tout k. Ainsi on a M (n) ⊆ N pour un certain n 6= 0 minimal car
G est nilpotent. Ainsi (M (n−1), G) ⊆ N mais M (n−1) * N . Soit alors
x ∈ M (n−1) \ N . Comme Z(G) ⊂ N , on a x /∈ Z(G) et le sous-ensemble
(x,G) de N est donc 6= {e}.

Soit U un groupe algébrique unipotent sur Q d’algèbre de Lie u. On
rappelle que si i est un idéal de u, alors l’algèbre de Lie quotient u/i est une
algèbre de Lie nilpotent sur Q. Le groupe nilpotent correspondant U/ exp i
est un groupe algébrique unipotent sur Q. Si on désigne par

ρ : U → U/ exp(i) et ρ′ : u/u/i

les projections canoniques, on a exp ◦ρ′ = ρ ◦ exp, où exp : u → U et
exp : u/i → U/ exp i sont les applications exponentielles. On a également
ρ′(Ad(u)X) = Ad(ρ(u))ρ′(X) pour tous u ∈ U et X ∈ u.

Soit ϕ ∈ Tr(U). Soit Pϕ et Kϕ définit par la Proposition 4.3.4. Alors
pour tout x ∈ Pϕ on a (x, U) ⊂ Kϕ où (x, U) = {xyx−1y−1, y ∈ U}

Montrons que les fonctions ϕλ qui apparaissent dans le Théorème 5.3.1
sont bien des éléments de Tr(U).

Lemme 5.4.2. Soit λ ∈ û et ρ′ : u → u/kλ l’application canonique. Alors
on a :

(i) pλ = ρ′−1(z(u/kλ)), où z(u/kλ) est le centre de u/kλ.

(ii) ϕλ ∈ Tr(U).
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Proof. Notons ρ : U → U/ exp kλ l’application canonique.
Preuve de (i) : Pour X ∈ u, on a

X ∈ ρ′−1(z(u/kλ))⇔ ρ′(X) ∈ z(u/kλ)

⇔ Ad(ρ(u))ρ′(X) = ρ′(X), ∀u ∈ U
⇔ ρ′(Ad(u)X) = ρ′(X), ∀u ∈ U
⇔ Ad(u)X −X ∈ kλ, ∀u ∈ U
⇔ Ad(u)tX − tX ∈ kλ, ∀u ∈ U, t ∈ Q

⇔ λ(Ad(u)tX) = λ(tX) ∀u ∈ U, t ∈ Q

⇔ X ∈ pλ.

Preuve de (ii) : Il est clair que ϕλ(e) = 1. Comme uxu−1 = exp(Ad(u)X)
pour tous x = expX et u ∈ U , ϕλ est invariante par conjugaison. Il suffit
donc de montrer que ϕλ est de type positif.

Comme λ = 1 sur kλ, on a λ = λ′ ◦ ρ′ pour un λ′ ∈ û/kλ. Par (i), on a
donc ϕλ = ϕ′ ◦ ρ pour la fonction ϕ′ : U/ exp kλ → C définie par

ϕ′(x) =

{
λ′(X) si x = exp(X) pour X ∈ Z(u/kλ)

0 sinon.

Comme la restriction de λ′ à z(u/kλ) est un caractère unitaire de z(u/kλ),

la fonction ˜λ′|z(u/kλ) est de type positif sur u/kλ par la Proposition 4.2.1.
De plus la restriction de exp à z(u/kλ) est un isomorphisme de groupes exp :
z(u/kλ)→ Z(U/ exp kλ), où Z(U/ exp kλ) est le centre de U/ exp kλ. Il s’ensuit
que ϕ′ = ˜λ′|z(u/kλ) ◦ log est une fonction de type positif sur U/ exp kλ. Par
conséquent, ϕλ = ϕ′ ◦ ρ est une fonction de type positif sur U .

Preuve de (i) du Théorème 5.3.1
Etape 1 :
On va montrer que, pour tout ϕ ∈ Char(U), il existe λ ∈ û tel que

ϕ = ϕλ. On montre ce résultat par récurrence forte sur la dimension n de
u. Le cas n = 1 étant trivial, on suppose que n > 1 et que l’assertion est
vraie pour tout groupe algébrique unipotent sur Q dont l’algèbre de Lie est
de dimension < n.

Soit ϕ′ = ϕ|Z(U) la restriction de ϕ au centre Z(U) de U . Alors, par le
Corollaire 4.3.5, ϕ′ ∈ Ẑ(U). Deux cas se présentent :
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(i) Soit il existe un sous-espace vectoriel non nul k du centre z(u) de u tel
que ϕ′ est trivial sur exp k.

(ii) Soit il n’existe pas de sous-espace vectoriel non nul k de z(u) tel que ϕ′

est trivial sur exp k.

Supposons dans un premier temps qu’il existe un sous-espace vectoriel
non nul k ⊆ z(u) tel que ϕ′ est trivial sur exp k. Ainsi ϕ est trivial sur
exp k. La sous-algèbre de Lie k est contenue dans le centre de u et est donc
un idéal de u. Ainsi K = exp k est un sous-groupe distingué de U . Alors
U/K est un groupe algébrique unipotent sur Q d’algèbre de Lie u/k. Soient
ρ : U → U/K est ρ′ : u→ u/k les projections canoniques.

Par la Proposition 4.1.2, il existe donc ϕ1 ∈ Char(U/K) tel que ϕ = ϕ1◦ρ.
Ainsi, par l’hypothèse de récurrence appliquée à U/K, il existe θ ∈ û tel que
Pθ = Pϕ1 et ϕ1 = ϕθ.

Soit alors λ ∈ û défini par λ(X) = θ(ρ′(X)). On veut montrer que ϕ = ϕλ.
On sait déjà que ϕ = ϕ1 ◦ ρ = ϕθ ◦ ρ.

On a

ϕ(expX) = ϕθ(exp ρ′(X)) =

{
θ(ρ′(X)) si ρ′(X) ∈ pθ

0 sinon

et

ϕλ(expX) =

{
λ(X) si X ∈ pλ

0 sinon

Ainsi il faut vérifier que pθ = ρ′(pλ) et que sur cet ensemble θ = λ ◦ ρ′
or ce dernier point est vérifié par définition. Il suffit donc de vérifier que
pθ = ρ′(pλ).

Soit X ∈ pλ. Alors

λ(Ad(y)(tX)) = λ(tX), ∀t ∈ Q, y ∈ U

c’est-à-dire
θ ◦ ρ′(Ad(y)(tX)) = θ ◦ ρ′(tX) = θ(tρ′(X))

Comme ρ′(Ad(y)(tX)) = Ad(yK))(tρ′(X)), on a bien

θ(Ad(yK))(tρ′(X)) = θ(tρ′(X)),∀t ∈ Q, yK ∈ U/K,

c’est-à-dire X ∈ pθ. Donc ρ′(pλ) ⊂ pθ. On montre de même que pθ ⊂ ρ′(pλ).
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Ainsi on a bien ϕ = ϕλ.
On suppose maintenant qu’il n’existe pas de sous-espace vectoriel non nul

k de z(u) tel que ϕ′ est trivial sur exp k. On va montrer qu’alors Pϕ = Z(U)
(on rappelle que Pϕ = {u ∈ U ||ϕ(u)| = 1}; voir Proposition 4.3.4) et que
toute extension λ ∈ û de (ϕ ◦ exp)|z(u) à u vérifie pλ = z(u).

On commence par remarquer que Z(U) ⊂ Pϕ, par le Corollaire 4.3.5.
Supposons par l’absurde, que Pϕ 6= Z(U). Alors par le lemme 5.4.1 avec
N = Z(U), M = Pϕ, il existe x ∈ Pϕ \ Z(U) tel que (x, U) est un sous-
ensemble 6= {e} de Z(U). Pour tout u ∈ U on a

ϕ(xux−1u−1) = ϕ(x)ϕ(ux−1u−1) = ϕ(x)ϕ(x−1) = 1,

car ϕ|Pϕ est un caractère unitaire de Pϕ. Ainsi ϕ est trivial sur (x, U) =
exp([X, u]) pour X = log x. Comme le sous-espace vectoriel [X, u] est non
trivial, ceci contredit l’hypothèse de départ. Ainsi nécessairement Pϕ =
Z(U).

Soit maintenant λ ∈ û tel que λ = ϕ ◦ exp sur z(u). Par le Lemme 5.4.2
plus haut, ϕλ ∈ Char(U). De plus ϕλ coïncide avec ϕ′ sur Z(U). Alors en
appliquant de nouveau le Lemme 5.4.1 avec N = Z(U) et M = Pλ = exp pλ,
on déduit comme plus haut que Pλ = Z(U). Ainsi Pλ = Pϕ = Z(U) et ϕλ et
ϕ coïncident sur Z(U). Il ne reste plus qu’à montrer que ϕ = 0 en dehors de
Z(U).

Nous allons montrer le fait plus général suivant : soit ϕ ∈ Tr(U) (donc
non nécessairement extrémale) telle que Z(U) = Pϕ et telle qu’il n’existe pas
de sous-espace vectoriel non nul de z(u) sur lequel ϕ ◦ exp est trivial ; alors
ϕ = 0 sur U \ Z(U).

En effet, soit Zn la suite centrale ascendante de U définie par Z1 =
centre(U) et si pn : U → U/Zn est la projection naturelle sur U/Zn alors
Zn+1 = p−1

n (centre(U/Zn)).
Alors U étant unipotent cette suite est finie : il existe un n0 tel que

U = Zn pour tout n ≥ n0. Il ne reste plus qu’à montrer que ϕ(x) = 0 pour
tout n > 1 et tout x ∈ Zn \ Z1.

Nous allons montrer ce résultat par récurrence sur n ≥ 2. Soit x ∈ Z2\Z1.
Comme il n’existe pas de sous-espace vectoriel non nul de z(u) sur lequel
ϕ ◦ exp est trivial, on peut trouver y ∈ U tel que ϕ([x, y]) 6= 1.

Comme ϕ(x) = ϕ([x, y]x) et comme [x, y] ∈ Z(U) ⊂ Pϕ, on a

ϕ(x) = ϕ([x, y])ϕ(x)

51



Il s’ensuit que ϕ(x) = 0, car ϕ([x, y]) 6= 1.
Supposons le résultat vrai pour n > 1 regardons le cas n + 1. Alors si

n ≥ n0 le résultat est direct : Zn = Zn+1 = U . Sinon soit x ∈ Zn+1 \ Zn
alors il existe une suite (yk)k ⊂ U tel que xk = [yk, x] ∈ Zn sont 2 à 2
distincts et x−1

k′ xk /∈ Z1 pour tout k 6= k′. Alors par hypothèse de récurrence
ϕ(x−1

k′ xk) = 0. Ainsi par le Corollaire 4.2.3 ϕ(x) = 0 ce qui conclut la preuve.
Etape 2 :
Soit λ ∈ û. On va montrer que ϕλ est un point extrémal de Tr(U). On

procède par récurrence sur la dimension n de U . La cas n = 1 étant trivial,
on suppose l’assertion vraie pour tous les groupes unipotents de dimension
< n.

Soient ϕ1, ϕ2 ∈ Tr(U) et t ∈]0, 1[ tel que

ϕλ = tϕ1 + (1− t)ϕ2.

La restriction de ϕλ à Pλ = exp pλ est un caractère unitaire de Pλ et les
restrictions de ϕ1 et ϕ2 à Pλ sont des fonctions de type positif normalisées
sur Pλ. Il s’ensuit que ϕ1 et ϕ2 coïncident avec ϕλ sur Pλ.

Dans un premier temps, supposons qu’il existe un sous-espace vectoriel
non nul k de z(u) sur lequel ϕλ ◦ exp |k est trivial. Alors ϕλ, ϕ1 et ϕ2 peu-
vent être considérés comme des éléments de Tr(U/ exp k). Par hypothèse de
récurrence, on conclut que ϕ1 = ϕ2 = ϕλ et donc ϕλ ∈ Char(U).

Supposons maintenant qu’il n’existe pas de sous-espace vectoriel non nul
k de z(u) tel que ϕλ ◦ exp |k est trivial. Alors, comme on l’a vu dans l’Etape
1, on a Pλ = Z(U). Comme ϕ1 et ϕ2 coïncident sur Z(U), on a donc aussi
Pϕ1 = Z(U) et Pϕ2 = Z(U). De nouveau, par ce qui a été prouvé dans
l’Etape 1, on a ϕ1 = 0 et ϕ2 = 0 sur U \ Z(U). Donc ϕ1 = ϕ2 = ϕλ et
ϕλ ∈ Char(U).

5.5 Preuve de la partie (ii) du Théorème 5.3.1.

Il ne nous reste plus qu’à montrer que ϕλ = ϕλ′ si et seulement si Ad∗(U)λ =
Ad∗(U)λ′. Pour cela on va montrer la proposition suivante et le résultat en
découlera immédiatement.

Par la suite, la loi de û sera notée additivement ; de plus en identifiant
(u,+) à Qn au moyen d’une base, on identifiera également û au solénoïde
adélique An/Qn (voir Section 2.5).
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Proposition 5.5.1. Soit λ ∈ û alors Ad∗(U).λ = λ+ p⊥λ .

Pour cela on va déterminer Ad∗(U)λ pour λ ∈ û. On va montrer dans
un premier temps que cette quasi-orbite est plate, c’est-à-dire qu’il existe un
sous-solénoïde V de A/Q tel que la quasi-orbite de λ est λ + V. Dans un
deuxième temps, on montrera que V = p⊥λ .

5.5.1 Les quasi-orbites sont plates

On observera qu’un sous-groupe fermé V du solénoïde adélique An/Qn est
un sous-solénoïde si et seulement si V ⊥ est un sous-espace vectoriel de Qn ∼=
Ân/Qn (voir Lemme 6.2.9) ; dans ce cas, on a V ∼= Ak/Qk pour un certain
k 6= n.

On montre ici la proposition suivante :

Proposition 5.5.2. Soit λ ∈ û. Alors Ad∗(U)λ est "plat" c’est-à-dire qu’il
existe un sous-solénoïde V de û = An/Qn tel que la quasi-orbite de λ est
λ+ V

Nous aurons besoin du lemme suivant.
Soit P (Qk,A/Q) le Q-espace vectoriel des polynômes en k-variables ra-

tionnelles avec coefficients dans A/Q.

Lemme 5.5.3. Soit {p1, ..., pn} un ensemble linéairement indépendant de
polynômes dans P (Qk,A/Q) sans terme constant. Alors l’image de Qk par
(p1, ..., pn) est dense dans (A/Q)n.

Pour la preuve voir [CPJ94, Lemma 5].
Le lemme suivant traite du cas de polynômes dans P (Qk,A/Q) qui ne

sont plus nécessairement indépendants.

Lemme 5.5.4. Soit {p1, ..., pn} un ensemble de polynômes dans P (Qk,A/Q)
sans terme constant. Alors l’adhérence de l’image de Qk par p := (p1, ..., pn)
est un sous-solénoïde V de (A/Q)n. Plus précisément, V est le sous-groupe
de (A/Q)n annulé par K = kerTp, où Tp est l’application Q-linéaire donnée
par

Tp : Qn → P (Qk,A/Q), q = (q1, ..., qn) 7→ q · p =
n∑
i=1

qipi.
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Proof. Lorsque K est trivial alors les polynômes sont linéairement indépen-
dants ainsi ils vérifient les hypothèses du lemme précédent le résultat est
donc vérifié avec s = n.

Supposons maintenant que K = kerTp est non nul. Alors K est un sous-
espace vectoriel de Qn. Donc K⊥ est un sous-solénoïde de An/Qn. Ainsi,
on peut identifier K⊥ à (A/Q)n−s pour un entier s ≤ n. On remarque que
p(Qk) ⊂ K⊥. On doit donc montrer que p(Qk) est dense dans K⊥.

Soit W un sous-espace vectoriel supplémentaire de K dans Qn et soit
{q(1), ..., q(n−s)} un base de W . Soit

π : K⊥ → (A/Q)n−s, α = (α1, ..., αn) 7→ (q(1) · α, ..., q(n−s) · α).

On considère alors l’application

π ◦ p : Qk → (A/Q)n−s.

Les composantes de π ◦ p forment un ensemble indépendant de polynômes
sans terme constant. Par le Lemme 5.5.3, π◦p(Qk) est dense dans (A/Q)n−s.

Montrons que π est un homéomorphisme ; ceci impliquera que p(Qk) est
dense dans (A/Q)n−s = K⊥ et terminera la preuve.

L’application π est injective ; en effet, soit α ∈ K⊥ tel que q(i) · α = Q
pour tout i ∈ {1, ..., n− s} ; alors, comme α ∈ K⊥, on a q ·α = Q pour tout
q ∈ Qn et donc α = 0 dans (A/Q)n.

L’application π est surjective ; en effet, l’image de K⊥ contient π ◦ p(Qk)
qui est dense. Cette image est fermée car K⊥ est compact et π est continue.
Ceci conclut la démonstration.

Preuve de la Proposition 5.5.2.
Comme dit plus haut, on identifie (u,+) à Qn et û à (A/Q)n.
Soit λ ∈ û. Il existe un entier N ≥ 1 tel que pour tous (x1, ..., xn) ∈ Qn

et x = exp(x1, ..., xn) ∈ U, on a

Ad∗(x)λ = λ+
N∑
k=1

(ad∗)k(x1, ..., xn)

k!
λ = λ+

N∑
k=1

pk(x1, ..., xn),

Où les pk sont applications polynomiales de Qn à valeurs dans (A/Q)n,
sans terme constant.

Le Lemme 5.5.4 montre alors que Ad∗(U)λ = λ+V pour un sous-solénoïde
V de (A/Q)n.
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5.5.2 Preuve de la Proposition 5.5.1

Proof. Par la Proposition 5.5.2 on sait que l’adhérence dans û de la quasi-
orbite de λ notée additivement est λ + V avec un sous-solénoïde V de û ∼=
An/Qn.

Montrons dans un premier temps que Ad∗(U)λ ⊂ λ+ p⊥λ . En effet soient
W ∈ pλ et Y ∈ u. Alors

Ad∗(exp(−Y ))λ(W ) = λ(Ad(expY )W ) (5.5.1)
= λ(W ) (5.5.2)

par définition de pλ. Ainsi Ad∗(U)λ ⊂ λ+ p⊥λ .
Montrons maintenant la réciproque.
Par ce qui précède, V est le sous-groupe fermé de û engendré par Ad∗(U)λ−

λ et V ⊂ pλ. Il faut donc montrer que p⊥λ ⊂ V . Par dualité, il suffit pour
cela de montrer que V ⊥ est contenu dans pλ. Soit X ∈ V ⊥ et soit t ∈ Q.
Comme V ⊥ est un sous-espace vectoriel, on a tX ∈ V ⊥ et donc

(Ad∗(u)λ− λ)(tX) = 1,

c’est-à-dire
λ(Ad(u)tX) = λ(tX)

pour tout u ∈ U . Ceci montre que X ∈ pλ et conclut la preuve.

Preuve de (ii) du Théorème 5.3.1

Proof. Soient λ, λ′ ∈ û. La Proposition 5.5.1 montre que λ et λ′ ont les mêmes
quasi-orbites si et seulement si

λ+ pλ = λ′ + pλ′ .

Supposons que λ+pλ = λ′+pλ′ . Alors λ′ = λ+λ1 pour un λ1 ∈ p⊥λ .Montrons
que pλ = pλ′ . Soit x ∈ pλ. Comme λ1 ∈ p⊥λ et comme pλ est un idéal de u,
on a λ1(Ad(u)(tX)) = 1 et donc

λ′(Ad(u)(tX)) = λ(Ad(u)(tX))λ1(Ad(u)(tX)) = λ(Ad(u)(tX))

pour tout u ∈ U et t ∈ Q. Ceci implique que X ∈ pλ′ . De manière
symétrique, si X ∈ pλ′ , alors X ∈ pλ. On a donc pλ = pλ′ . Comme, de
plus, λ|pλ = λ′|pλ′ , on a ϕλ = ϕλ′ .
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Réciproquement, supposons que ϕλ = ϕλ′ . Alors, par définition, on a
pλ = pλ′ et λ|pλ = λ′|pλ′ . Ceci implique que

λ+ p⊥λ = λ′ + p⊥λ′ .

5.6 Traces sur U et traces invariantes sur u

On reprend les notations de la Section 5.5 : soit U un groupe algébrique
unipotent sur Q d’algèbre de Lie u. Nous allons maintenant considérer
l’ensemble Tr(u,Ad(U)) des traces sur le groupe additif (u,+) qui sont in-
variante par l’action adjointe Ad de U sur u. On a l’analogue suivant du
Théorème 5.3.1.

On rappelle que, si ψ est une fonction de type positif sur un sous-groupe
de u, alors son extension triviale ψ̃ à u est une fonction de type positif sur u.

Théorème 5.6.1. Soit U un groupe unipotent algébrique sur Q et u son
algèbre de Lie. Alors on a :

(i) Char(u,Ad(U)) = {λ̃|pλ |λ ∈ û}.

(ii) Pour λ1, λ2 ∈ û, on a λ̃1|pλ1 = λ̃2|pλ2 si et seulement si λ1 et λ2 ont la
même quasi-orbite sous l’action coadjointe Ad∗ de U .

Par conséquent, l’application

û→ Char(u,Ad(U)), λ 7→ λ̃|pλ

induit une bijection
û/Ad∗ → Char(u,Ad(U)).

Proof. La preuve du Théorème 5.6.1 est similaire à celle du Théorème 5.3.1
:

Preuve de la partie (i) :soit ψ ∈ Char(u,Ad(U)) ; alors ψ′ = ψ|z(u) est un
caractère unitaire de z(u). Soit λ ∈ û une extension de ψ′ à u. On montre
que ψ = λ̃|pλ par récurrence sur la dimension de u. S’il existe un sous-espace
vectoriel non nul k de z(u) tel que ψ′ est trivial sur k, on peut considérer que
ψ′ ∈ Char(u/k,Ad(U/ exp k)) et on conclut par hypothèse de récurrence.
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S’il n’existe pas de sous-espace vectoriel non nul de z(u) sur lequel ψ′ est
trivial, alors on montre avec les mêmes arguments que ceux du Théorème
5.3.1 (en utilisant la version du Lemme 5.4.1 pour les algèbres de Lie nilpo-
tentes) que pλ = z(u) et que ψ = 0 sur u\z(u). Soit λ ∈ û. Alors λ̃|pλ est une
fonction de type positif sur u et est clairement U -invariante. Les mêmes argu-
ments que ceux du Théorème 5.3.1 montrent que λ̃|pλ est un point extrémal
de Tr(u,Ad(U)).

La preuve de la partie (ii) est également la même que celle pour la partie
(ii) du Théorème 5.3.1.

Corollaire 5.6.2. Soit U le groupe des Q-points d’un groupe algébrique sur
Q unipotent. Soit ϕ : U → C. Alors ϕ ∈ Tr(U) si et seulement si ϕ ◦ exp ∈
Tr(u,Ad(U)). Ainsi l’application

Tr(u,Ad(U))→ Tr(U), ψ 7→ ψ ◦ log

est une bijection.

Proof. Pour λ ∈ û, on a
ϕλ ◦ exp = λ̃|pλ .

Les Théorèmes 5.3.1 et5.6.1 montrent alors qu’on a ϕ ∈ Char(U) si et seule-
ment si ϕ ◦ exp ∈ Char(u,Ad(U)).

Comme chaque élément de Tr(U) (respectivement de Tr(u,Ad(U))) est
une limite simple de combinaisons convexes de fonctions de Char(U) (respec-
tivement de Char(u,Ad(U))) , l’assertion en découle.

Soit G un groupe agissant par automorphisme sur U . Tout g ∈ G induit
un automorphisme X 7→ g(X) de u donné par la propriété

exp(g(X)) = g(exp(X)) pour tout X ∈ u.

Alors G agit par automorphismes sur û, action induite par l’action duale.
Comme l’application ψ 7→ ψ ◦ log est tautologiquement G-équivariante, le

résultat suivant est une conséquence immédiate du Corollaire 5.6.2 et de la
Proposition 5.1.4. Le résultat suivant jouera un rôle crucial dans la preuve
des résultats du Chapitre 6.

Corollaire 5.6.3. Soit U ayant les hypothèse de la Proposition 5.6.2 et soit
G un groupe agissant par automorphismes sur U . Supposons que l’image de
G dans Aut(U) contiennent Int(U).
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(i) L’application

Char(u, G)→ Char(U,G), ψ 7→ ψ ◦ log

est une bijection

(ii) L’application

Prob(û)Gerg → Char(U,G), µ 7→ F(µ) ◦ log

est une bijection.

Nous aurons plus tard besoin du lemme élémentaire suivant.

Lemme 5.6.4. Soit U vérifiant les hypothèses de la Proposition 5.6.2 et
g ∈ Aut(U). Soit N un sous-groupe distingué de U . Pour X ∈ u, l’ensemble

A := {t ∈ Q| exp(−tX) exp(g(tX)) ∈ N}

est un sous-groupe de Q.

Proof. On observe tout d’abord que 0 ∈ A. Soient t, s ∈ A. Alors

exp(−(t− s)X) exp(g((t− s)X))

= exp(sX) exp(−tX) exp(g(tX)) exp(g(−sX))

= exp(sX) exp(−tX) exp(g(tX)) exp(g(−sX)) exp(sX) exp(−sX)

= exp(sX) [exp(−tX) exp(g(tX)) exp(g(−sX)) exp(sX)] exp(−sX)

= exp(sX)
[
exp(−tX) exp(g(tX))(exp(−sX) exp(g(sX)))−1

]
exp(−sX)

Comme N est un sous-groupe distingué de U , il s’ensuit que t− s ∈ A.
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Chapter 6

Caractères de groupes algébriques

6.1 Enoncé du résultat principal.
Soit G le groupe des Q-points d’un groupe algébrique connexe sur Q. Soit
G = LU une décomposition de Levi de G. Où U est le radical unipotent de
G et L est un groupe algébrique réductif sur Q. Le groupe U est un groupe
algébrique unipotent. L’algèbre de Lie u de U est une algèbre de Lie sur Q et
l’application exponentielle : u→ U est un morphisme de variétés algébriques
bijectif. Pour tout g ∈ G, l’automorphisme de U donné par conjugaison par
g induit un automorphisme Ad(g) de l’algèbre de Lie u de U .

Soit û le dual de Pontrjagin de u. A tout λ ∈ û on associe les sous-
ensembles kλ,pλ de u et Lλ de L suivants :

• kλ est l’ensemble des éléments X ∈ u tels que

λ(Ad(g)(tX)) = 1 pour tout g ∈ G, t ∈ Q;

• pλ est l’ensemble des éléments X ∈ u tels que

λ(Ad(g)(tX)) = λ(tX) pour tout g ∈ G, t ∈ Q;

• Lλ est l’ensemble des g ∈ L tels que Ad(g)(X) ∈ X + kλ pour tout
X ∈ u.

Alors kλ et pλ sont des idéaux Ad(G)-invariants de u, Kλ = exp(kλ) et
Pλ = exp(pλ) sont des sous-groupes algébriques connexes G-invariants de U ,
et Lλ est un sous-groupe algébrique distingué dans L. De plus,
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χλ : Pλ → S1, exp(X) 7→ λ(X)

est un caractère unitaire G-invariant de Pλ qui est trivial sur Kλ.
Soit G le groupe des points Q-rationnels d’un groupe algébrique sur Q.

Un sous-groupe à un paramètre unipotent de G est un sous-groupe de G de
la forme {u(t)|t ∈ Q}, où u : Q → G est un homomorphisme rationnel non
trivial.

On peut alors énoncer le résultat principal de ce mémoire :

Théorème 6.1.1. Soit G le groupe des Q-points d’un groupe linéaire al-
gébrique connexe sur Q. Supposons que G est engendré par ses sous-groupes
à un paramètre unipotents. Soit G = LU une décomposition de Levi de G.
Pour λ ∈ û et ϕ ∈ Char(Lλ), on définit Φ(λ,ϕ) : G→ C par :

Φ(λ,ϕ) =

{
ϕ(g1)χλ(u) si g = g1u avec g1 ∈ Lλ, u ∈ Pλ
0 sinon

.

(i) On a Char(G) = {Φ(λ,ϕ)|λ ∈ û, ϕ ∈ Char(Lλ)}

(ii) Soient λ1, λ2 ∈ û et ϕ1 ∈ Char(Lλ1), ϕ2 ∈ Char(Lλ2). Alors Φ(λ1,ϕ1) =
Φ(λ2,ϕ2) si et seulement si λ1 et λ2 ont la même quasi-orbite sous l’action
coadjointe Ad∗ et si ϕ1 = ϕ2.

Remarque 6.1.2. (i) Dans le cas où G est unipotent, c’est-à-dire G = U
on retrouve la description de Char(G) du chapitre 5.6

(ii) L’hypothèse selon laquelle G est engendré par ses sous-groupes à un
paramètre unipotents est équivalente à l’hypothèse selon laquelle la com-
posante de Levi L de G est semi-simple et L+ = L, où L+ est le sous-
groupe de L défini comme dans [BT73, §6]; une condition nécessaire
pour avoir l’égalité L+ = L est que tout sous-groupe normal algébrique
simple non trivial de L soit anisotropique (c’est-à-dire, a un Q-rang
≥ 1). Il est connu que L+ = L quand L est simple ou quasi-simple
(voir [Ste16, Lemma 64]).

On peut reformuler le Théorème 6.1.1 en terme de représentation facto-
rielle de G. On rappelle qu’une représentation factorielle d’un groupe G
est une représentation unitaire π de G sur un espace de Hilbert H telle que
la sous-algèbre de von Neumann π(G)′′ de L(H) est un facteur; π est dite de
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type fini si π(G)′′ est un facteur fini. On notera Facfin(G) l’ensemble des
classes d’équivalence des représentations factorielles de type fini de G, pour
la relation de quasi-équivalence (voir [Dix77, Chap. 6, Chap. 17]).

Le résultat suivant provient directement du Théorème 6.1.1 à l’aide de la
Proposition 4.2.1.

Théorème 6.1.3. Soit G = LU comme dans le Théorème 6.1.1.

(i) Pour tout λ ∈ û et pour toute représentation factorielle σ de type fini
de Lλ, la représentation induite π(λ,σ) := IndGLλPλχλσ est une représen-
tation factorielle de type fini de G et on a

Facfin(G) =
{
π(λ,σ)|λ ∈ û, σ ∈ Facfin(Lλ)

}
où on identifie π(λ,σ) et σ avec leur classes de quasi-équivalence.

(ii) Soient λ1, λ2 ∈ û et σ1 ∈ Facfin(Lλ1), σ2 ∈ Facfin(Lλ2). Alors π(λ1,σ1) =
π(λ2,σ2) si et seulement si λ1 et λ2 ont la même quasi-orbite sous l’action
co-adjointe Ad∗ et si σ1 et σ2 sont quasi-équivalentes.

Dans le cas où G est simple le résultat suivant a été démontré dans
[Bek19].

Théorème 6.1.4. Soit G le groupe des Q-points d’un groupe algébrique con-
nexe sur Q quasi-Q-simple. Supposons que G est engendré par ses éléments
unipotents. Alors

Char(G) =
{
χ̃|χ ∈ Ẑ

}
∪ {1G} ,

où Z est le centre de G.

6.2 Preuve du Théorème 6.1.1.

6.2.1 Restriction au radical unipotent.

Soit G le groupe des Q-points d’un groupe algébrique linéaire connexe sur Q
et soit G = LU une décomposition de Levi de G.

Soit ψ ∈ Char(G). Posons ϕ := ψ|U . Par la Proposition 4.3.6, ϕ ∈
Char(U,G). Ainsi par le Corollaire 5.6.3, ϕ = F(µ) ◦ log pour un unique
µ ∈ Prob(û)Gerg où u est l’algèbre de Lie de U .
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On veut déterminer l’ensemble Prob(û)Gerg. Soit b1, ..., bd une base de u
sur Q. On fixe un caractère unitaire non trivial e de A qui est trivial sur Q.
Pour tout a = (a1, ..., ad) ∈ Ad, soit λa ∈ û défini par

λa(x) = e(
d∑
i=1

aiqi) pour tout x =
d∑
i=1

xibi ∈ u.

L’application a 7→ λ se factorise en un isomorphisme de groupes topologiques

Ad/Qd → û, a+ Qd 7→ λa

(voir Theorem 3 dans Chap.IV, §3 de [Wei74]). Ainsi û peut être iden-
tifié avec le solénoïde adélique Ad/Qd. On regarde maintenant comment se
transpose l’action de GL(u) sur û via cette identification.

Posons Q∞ = R. Alors GLd(Q) ⊂ GLd(Qp) agit de manière usuelle sur
Qd pour tout p ∈ P ∪ {∞}, l’action diagonale induite de GLd(Q) sur Ad

conserve donc le réseau Qd, donnant donc une action (à gauche) de GLd(Q)
sur Ad/Qd.

Soit θ ∈ GL(u) et soit A ∈ GLd(Q) sa matrice selon la base b1, ..., bd. On
peut vérifier que

λa ◦ θ = λAta pour tout a ∈ Ad.

Ainsi, pour résumer la discussion précédente.

Proposition 6.2.1. Le choix d’une base de u définit un isomorphisme de
groupes topologiques Ad/Qd → û, qui est équivariant pour l’action de GLd(Q)
donné par la transposé inverse de la matrice sur Ad/Qd et l’action duale de
GL(u) sur û. Cet isomorphisme induit une bijection

Prob(Ad/Qd)G
′

erg → Prob(û)Gerg,

pour tout sous groupe G de GL(u), où G′ est le sous-groupe de GLd(Q)
correspondant à G.

6.2.2 Mesures de probabilité invariantes et adhérence
d’orbites sur les solénoïdes S-adiques

Fixons un entier d ≥ 1 et soit S un sous-ensemble fini de P ∪ {∞} avec
∞ ∈ S. On rappelle que

Qd
S :=

∏
p∈S

Qd
p
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et que Z[1/S] est le sous-anneau de Q engendré par 1 et {1/p|p ∈ S∩P}.
Alors Z[1/S] s’injecte diagonalement en un sous-anneau discret et cocompact
de Qd

S.
Soit G un sous-groupe algébrique de GLd défini sur Q. Pour tout sous-

anneau R d’une extension de Q, on note G(R) le groupe des éléments de G
à coefficients dans R et de déterminant inversible dans R. En particulier,
G(Q) = G ∩GLd(Q). Le groupe produit

G(Qs) :=
∏
p∈S

G(Qp)

est un groupe localement compact et agit sur Qd
S de manière évidente.

Le groupe G(Z[1/S]) s’injecte diagonalement comme un sous-groupe discret
de G(QS). Comme G(Z[1/S]) préserve Z[1/S]d, cela donne une action de
G(Z[1/S]) sur le solénoïde S-adique

XS := Qd
s/Z[1/S]d.

Un sous-groupe à un paramètre unipotent de G(QS) est un sous-groupe
de G(QS) de la forme {(up(tp))p∈S|tp ∈ Qp, p ∈ S} pour des sous-groupes à
un paramètre unipotents {up(t)|t ∈ Qp} de G(Qp) pour p ∈ S.

On cherche à décrire les mesures de probabilité G(Z[1/S])-invariantes
sur XS ainsi que les adhérences d’orbites de points de XS. Nos résultats
seront déduits de théorèmes de Ratner caractérisant les mesures invariantes
ergodiques et les adhérences d’orbites pour les groupes de Lie S-adiques
engendrés par des éléments unipotents (voir [Rat95] et [MT94]); en fait,
nous aurons besoin de la version plus précise des résultats de Ratner dans le
cas S-arithmétique de [Tom00].

Mesures de probabilité invariantes.

Soit Y un sous-groupe fermé deXS et pour x ∈ XS, on note µx+Y ∈ Prob(XS)
l’image de la mesure de Haar normalisée µY par l’application XS → XS

donnée par la translation par x.
Soit V un sous-espace vectoriel de Qd. On note V (Qp) le sous-espace

vectoriel de Qd
p engendré par V pour p ∈ S. Alors V (QS) :=

∏
p∈S

V (Qp) est

un sous-espace de Ad et V (Z[1/S]) := V ∩Z[1/S]d est un réseau cocompact
de V (QS). Ainsi, V (QS)/V (Z[1/S]) est un sous-solénoïde de XS, c’est-à-dire
un sous-groupe fermé et connexe de XS.
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Proposition 6.2.2. Supposons que G(QS) est engendré par ses sous-groupes
à un paramètre unipotents. Soit µ une mesure de probabilité G(Z[1/S])-
invariante ergodique sur les sous-ensembles boréliens de XS . Il existe un
couple (a, V ) constitué d’un point a ∈ Qd

S et d’un sous-espace vectoriel G(Q)-
invariant de Qd avec les propriétés suivantes :

(i) g(a) ∈ a+ V (QS) pour tout g ∈ G(QS) ;

(ii) µ = µx+Y , où x et Y sont les images de a et V (QS) dans XS.

Proof. On considère le produit semi-direct G̃ := G(QS) n Qd
S, donné par

l’action naturelle de G(QS) sur Qd
S. Alors G̃ est un groupe localement

compact contenant Γ̃ := G(Z[1/S]) n Z[1/S]d comme sous-groupe discret.
Comme G(QS) est engendré par des éléments unipotents, il n’existe par de
morphisme non trivial G→ GL1 défini sur Q. Il s’ensuit que Γ := G(Z[1/S])

a un covolume fini dans G(QS) (voir [Bor63, Theorem 5.6]) et donc que Γ̃

est un réseau S-arithmétique dans G̃.
On utilise maintenant la "technique de suspension" de [Wit94] pour obtenir

une mesure de probabilité G(QS)-invariante et ergodique µ̃ sur G̃/Γ̃.
On plonge XS comme sous-espace de G̃/Γ̃ ; observons que l’action de

G(Z[1/S]) par automorphismes sur XS devient l’action de G(Z[1/S]) par
translation sur G̃/Γ̃ sous ce plongement.

On considère µ comme une mesure de probabilité G(Z[1/S])-invariante
sur G̃/Γ̃ qui est supportée par l’image de XS. Soit µ̃ la mesure de probabilité
sur G̃/Γ̃ définie par

µ̃ =

∫
G(QS)/Γ

tg(µ)dν(gΓ).

où ν est l’unique mesure de probabilité G(QS)-invariante sur G(QS)Γ et
tg(µ) est l’image de µ par la translation par g. Alors µ̃ est G(QS)-invariante
et est ergodique sous cette action.

Par le raffinement [Tom00, Theorem 2] du théorème de Ratner, il existe
un sous-groupeQ-algébrique L de G, un sous-espace vectoriel L(Q)-invariant
V de Qd, un sous-groupe d’indice fini H de L(QS) n V (QS) et un élément
g ∈ G̃ avec les propriétés suivantes :

• G(QS) ⊂ Hg := gHg−1;

• H ∩ Γ̃ est un réseau dans H;
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• µ̃ est l’unique mesure de probabilité Hg-invariante sur G̃/Γ̃ supportée
par HggΓ̃/Γ̃.

Comme G̃ = G(QS) n Qd
S, il existe g

′ ∈ G(QS) tel que g′g = a ∈ Qd
S.

Alors G(QS) ⊂ Ha et, comme µ est G(QS)-invariante, µ̃ coïncide avec la
mesure de probabilité Ha-invariante supportée par HaaΓ̃/Γ̃. On peut donc
supposer ci-dessus que g = a ∈ Qd

S.
L’image ta−1(µ̃) de µ̃ par la translation par a−1 coïncide avec l’unique

mesure de probabilité H-invariante sur G̃/Γ̃ supportée par HΓ̃/Γ̃.
Remarquons que G(QS) ⊂ Ha implique que

g(a)− a ∈ V (QS) pour tout g ∈ G(QS),

où on écrit g(a) pour gag−1.
Soit

p : G̃/Γ̃→ G(QS)/Γ

l’application naturelle G(QS)-invariante. On a

ta−1(µ̃) =

∫
G(QS)/Γ

ta−1tg((µ))dν(gΓ). (∗)

et ta−1tg((µ))(p−1gΓ/Γ) = 1 pour tout g ∈ G(QS). Donc, la formule (∗ )
fournit une décomposition de ta−1(µ̃) en intégrale sur G(QS)/G(Z[1/S]) de
mesures de probabilité supportées par les fibres de p.

Maintenant, sachant que ta−1(µ̃) est la mesure de probabilitéH-invariante
supportée par HΓ̃/Γ̃, on peut effectuer une seconde décomposition de ta−1(µ̃)
sur G(QS)/Γ. Les mesures supportées par les fibres de p dans cette dernière
décomposition sont des translatées de la mesure de Haar normalisées µY
de l’image Y de H ∩ Qd

S dans XS
∼= Qd

SΓ̃/Γ̃. Par unicité, il s’ensuit que
ta−1(µ) = µY , c’est-à-dire, µ = µx+Y , où a est l’image de x dans XS (pour
plus de détails, voir la preuve du Corollaire 5.8 dans [Wit94]).

Pour finir la preuve, observons que, comme V (QS) est divisible, il n’a
pas de sous-groupe propre d’indice fini et donc H ∩ Qd

S = H ∩ V (QS) =
V (QS).

Les couples (x, Y ) comme dans la Proposition 6.2.2 pour lesquels µx+Y

est ergodique sont caractérisés par le résultat général suivant.
Pour un groupe compact X, on note Aut(X) le groupe des automor-

phismes continus de X et Aff(X) = Aut(X) nX le groupe des transforma-
tions affines de X.
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Proposition 6.2.3. Soient G un groupe dénombrable, X un groupe abélien
compact et α : G → Aut(X) une action de G par automorphismes sur X.
Soit x0 ∈ X et soit Y un sous-groupe fermé connexe de X tel que x0 + Y est
G-invariant. Alors Y est G-invariant et αg(x0) − x0 ∈ Y pour tout g ∈ G.
De plus, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) µx0+Y n’est pas ergodique sous la restriction de l’action de G à x0 + Y ;

(ii) il existe un sous-groupe propre fermé et connexe Z de Y et un sous-
groupe d’indice fini H de G tel que αh(x)−x ∈ Z pour tous x ∈ x0 +Y
et h ∈ H;

(iii) pour tout x ∈ x0 + Y , l’ensemble {αg(x) − x|g ∈ G} n’est pas dense
dans Y ;

(iv) il existe un sous-ensemble A de x0 + Y avec µx0+Y (A) > 0 tel que
{αg(x)− x|g ∈ G} n’est pas dense dans Y pour tout x ∈ A.

Proof. Le fait que Y soit G-invariant et que αg(x)− x ∈ Y pour tout g ∈ G
est évident.

L’application t : x0 +Y → Y donnée par la translation par −x0 entrelace
l’action α de G sur x0 + Y avec l’action β : G→ Aff(Y ) par transformation
affine de Y , donnée par

βg(z) = αg(z) + αg(x0)− x0 pour tous g ∈ G, z ∈ Y.

De plus, l’image de µx0+Y sous t est la mesure de Haar µY sur Y .
Supposons que l’action β n’est pas ergodique. Alors il existe un sous-

groupe propre fermé connexe Z de Y qui est invariant sous l’action α de G
et un sous-groupe d’indice fini H de G tel que l’image de H dans Aff(X/Y ),
pour l’action induite par β, est triviale (voir Proposition 3.1.1). Cela signifie
que αh(x)− x ∈ Z pour tous x ∈ x0 + Y et h ∈ H. Ainsi, (i) implique (ii).

Supposons que (ii) soit vérifiée et soit x ∈ Y . Alors l’image de {αg(x)−
x|g ∈ G} dans Y/Z est finie. Cependant, comme Y est connexe, Y/Z a un
indice infini dans Y et donc {αg(x)−x|g ∈ G} n’est pas dense dans Y . Ainsi,
(ii) implique (iii).

Le fait que (iii) implique (iv) est évident. Supposons que β est ergodique.
Comme le support de µY est Y , pour µY -presque tout y ∈ Y , la β(G)-orbite
de y est dense dans Y , c’est-à-dire, {αg(x)−x|g ∈ G} est dense dans X pour
µx0+Y -presque tout x ∈ x0 + Y . Ainsi, (iv) implique (i).
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Nous aurons besoin d’une description des mesures de probabilitéG(Z[1/S])-
invariantes (non nécessairement ergodiques) sur XS. Pour cela, on adapte
pour notre problème certaines idées de [MS95, §2], où de telles descriptions
ont été données dans le cas de groupes de Lie réels.

On note H l’ensemble des sous-espaces vectoriels G(Q)-invariants V de
Qd. Pour V ∈ H, on définit N (V, S) ⊂ Qd

S l’ensemble des a ∈ Qd
S avec les

propriétés suivantes :

• g(a) ∈ a+ V (QS) pour tout g ∈ G(Z[1/S]) et

• ϕ({g(a)− a|g ∈ G(Z[1/S])}) est dense dans ϕ(V (QS)).

Lemme 6.2.4. Pour V,W ∈ H, on a ϕ(N (V, S)) ∩ ϕ(N (W,S)) 6= ∅ si et
seulement si V = W .

Proof. Supposons que ϕ(N (V, S)) ∩ ϕ(N (W,S)) 6= ∅. Alors, il existe a ∈
N (V, S) et b ∈ Z[1/S]d tels que a + b ∈ N (W,S). Il s’ensuit que ϕ({g(a)−
a|g ∈ G(Z[1/S])}) est un sous-ensemble dense de ϕ(V ) et de ϕ(W ). Par
conséquent, ϕ(V (QS)) = ϕ(W (QS)). Cela implique que leR-espace vectoriel
V (R) est contenu dans W (R) +Z[1/S]d et donc dans W (R), par connexité.
Par conséquent, V ⊂ W . De même, on a W ⊂ V .

On peut maintenant donner une description des mesuresG(Z[1/S])-invariantes
finies sur XS.

Proposition 6.2.5. Supposons que G(QS) est engendré par ses sous-groupes
à un paramètre unipotents et soit µ ∈ Prob(XS) une mesure de probabilité
G(Z[1/S])-invariante sur XS. Pour V ∈ H, on note µV la restriction de µ
à ϕ(N (V, S)).

(i) On a
µ(
⋃
V ∈H

ϕ(N (V, S))) = 1;

de plus, µV (ϕ(N (V ′, S)) = 0 pour tous V, V ′ ∈ H avec V ′ 6= V donc on
a une décomposition

µ =
⊕
V ∈H

µV .
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(ii) Soit V ∈ H tel que µV 6= 0. Alors µV est G(Z[1/S])-invariante. De
plus, si

µV =

∫
Ω

νV,ωdω

est une décomposition de µV en composantes G(Z[1/S])-invariantes er-
godiques νV,ω, alors, pour tout ω ∈ Ω, on a νW,ω = µxω+Y , où Y =
ϕ(V (QS)) et xω = ϕ(aω) pour un aω ∈ N (V, S).

Proof. Soit

µV =

∫
Ω

νωdω

une décomposition de µ en mesures de probabilité G(Z[1/S])-invariantes er-
godiques νω sur XS .

Fixons tous les ω ∈ Ω. Par la Proposition 6.2.2, il existe aω ∈ Qd
S et

Vω ∈ H tels que g(aω) ∈ aω+Vω(QS) pour tout g ∈ G(Z[1/S]) et vω = µx+Yω ,
où Yω = ϕ(Vω(QS)) et xω = ϕ(aω). Comme µxω+Yω est ergodique, il existe
un sous-ensemble Aω de xω + Yω avec µxω+Yω(Aω) = 1 tel que la G(Z[1/S])-
orbite de x est dense dans xω +Yω pour tout x ∈ Aω (voir Proposition 6.2.3).
Il est clair que x ∈ ϕ(N (Vω, S)) pour tout x ∈ Aω.

Il s’ensuit que νω(ϕ(N (Vω, S)) = 1 pour tout ω ∈ Ω et par conséquent
µ(
⋃
V ∈H

ϕ(N (Vω, S)) = 1. Comme les sous-ensembles mesurables ϕ(N (V, S))

de XS sont mutuellement disjoints (6.2.4) et comme H est dénombrable, on
a une décomposition en somme directe

µ =
⊕
V ∈H

∫
ω:Vω=V

νωdω

et µV =

∫
ω:Vω=V

νωdω avec νω = µxω+Y où Y = V (QS) et xω = ϕ(aω) pour

un certain aω ∈ N (V, S).

Adhérences d’orbites.

On étudie maintenant la description des adhérences d’orbites de points dans
XS. On rappelle que ϕ : Qd

S → XS est la projection canonique.

Proposition 6.2.6. Supposons que G(QS) est engendré par ses sous-groupes
à un paramètre unipotents. Soient a ∈ Qd

S et x = ϕ(a) ∈ XS. Il existe un
sous-espace vectoriel G(Q)-invariant V de Qd avec les propriétés suivantes :
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(i) g(a) ∈ a+ V (QS) pour tout g ∈ G(QS);

(ii) l’adhérence de la G(Z[1/S])-orbite de x dans XS coïncide avec x +
ϕ(V (QS)).

Proof. Comme dans la preuve de la Proposition 6.2.2 on considère le produit
semi-direct G̃ = G(QS) nQd

S et on injecte XS comme sous-ensemble fermé
de G̃/Γ̃, où Γ̃ = G(Z[1/S]) n Z[1/S]d.

Par la version [Tom00, Theorem 1] du théorème de Ratner sur les ad-
hérences d’orbites, il existe un sous-groupe Q-algébrique L de G, un sous-
espace vectoriel L(Q)-invariant V de Qd et un sous-groupe d’indice fini H
de L(QS) n V (QS) avec les propriétés suivantes :

• G(QS) ⊂ Ha := aHa−1;

• H ∩ Γ̃ est un réseau dans H;

• l’adhérence G(QS)x de la G(QS)-orbite de x est Hax, c’est-à-dire,
aHΓ̃/Γ̃.

On affirme que
G(Z[1/S])x = G(QS)x ∩XS.

En effet, il suffit de montrer queG(QS)x∩XS est contenu dansG(Z[1/S])x.
Posons Γ = G(Z[1/S]) et Λ = Z[1/S]d. On choisit un domaine fonda-

mental Ω ⊂ G(QS) pour G(QS)/Γ qui est un voisinage de e et un compact
fondamental K ⊂ Qd

S pour Qd
S/Λ.

Soit y = b + Λ ∈ Ĝ(QS)x ∩ XS. Alors, il existe une suite gn ∈ G(QS)
telle que lim

n
(gn, e)x = y. On écrit gn = ωnγn pour ωn ∈ Ω et γn ∈ Γ et

γn(a) = kn + λn pour kn ∈ K et λn ∈ Λ. Alors

(e, b)Γ̃ = lim
n

(gn, e)x = lim
n

(ωn, e)(γn, γn(a))Γ̃

= lim
n

(ωn, e)(e, kn)Γ̃ = lim
n

(ωn, ωn(kn))Γ̃.

D’une part, il s’ensuit que lim
n
ωnδn = e pour certains δn ∈ Γ. Ainsi pour n

grand, on a ωnδn ∈ Ω et, comme ωn ∈ Ω, on a δn = e, c’est-à-dire lim
n
ωn = e.
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D’autre part, comme K est compact, on peut supposer que lim
n
kn = k ∈ K

existe. Ainsi on a lim
n

(ωn, ωn(kn)) = (e, k) et donc b+ Λ = k + Λ et

b+ Λ = lim
n

(kn + Λ) = lim
n

(γn(a) + Λ),

c’est-à-dire, y = b+ Λ ∈ G(Z[1/S])x.
On a (

aHΓ̃/Γ̃
)
∩XS = ϕ(a+H ∩ V (QS))

et, comme dans la preuve de la Proposition 6.2.2 H ∩ V (QS) = V (QS), ce
qui conclut la preuve.

6.2.3 Mesures de probabilité invariantes et adhérence
d’orbites sur les solénoïdes adéliques.

Nous passons maintenant à la description de mesures de probabilité invari-
antes et des adhérences d’orbites sur le solénoïde adélique X = Ad/Qd. Le
résultat suivant a été démontré dans [BF20] comme conséquence de la Propo-
sition 6.2.5

Théorème 6.2.7. Supposons que G(Q) est engendré par ses sous-groupes à
un paramètre unipotents. Soit µ une mesure de probabilité G(Q)-invariante
ergodique sur les sous-ensembles boréliens de X = Ad/Qd. Il existe un cou-
ple (a, V ) constitué d’un point a ∈ Ad et d’un sous-espace vectoriel G(Q)-
invariant V de Qd tel que

µ = µx+Y

pour x = ϕ(a) et Y = ϕ(V (Q)). De plus, a peut être choisi tel que l’ensemble
{g(a)− a|g ∈ G(Q)} est dense dans V (A).

L’analogue du théorème précédent pour les adhérences d’orbite est égale-
ment démontré dans [BF20] comme conséquence de la Proposition 6.2.6

Théorème 6.2.8. Supposons que G(Q) est engendré par ses sous-groupes
à un paramètre unipotents. Soient a ∈ Qd et x = ϕ(a) ∈ X. Il existe
un sous-espace vectoriel G(Q)-invariant V de Qd tel que l’adhérence de la
G(Q)-orbite de x dans X coïncide avec x+ ϕ(V (A)).
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6.2.4 Caractères invariants sur Qd.

Soit G un sous-groupe algébrique de GLd défini sur Q. A l’aide de la trans-
formée de Fourier on donne maintenant la versions duale du Théorème 6.2.7
et terme de caractères G(Q)-invariants sur Qd.

On rappelle (voir la Section 6.2.1) que, après le choix d’un caractère
unitaire non trivial e de A qui est trivial sur Q, on peut identifier Q̂d avec
X = Ad/Qd via l’application GLd(Q)-équivariante

X → Q̂d, a+ Qd 7→ λa,

où
λa(q) = e(〈a, q〉) pour tout q = (q1, ..., qd) ∈ Qd,

et 〈a, q〉 =
d∑
i=1

aiqi pour a ∈ Ad.

Par la dualité de Pontrjagin, l’application

q 7→ (a+ Qd 7→ λa(q))

est un isomorphisme GLd(Q)-équivariant entre Qd et le groupe dual X̂ de
X. L’annulateur d’un sous-ensemble Y de X dans Qd ∼= X̂ est

Y ⊥ =
{
q ∈ Qd|λa(q) = 1 pour tout a+ Qd ∈ Y

}
.

Si Y est un sous-groupe fermé, alors l’application

q + Y ⊥ 7→ (a+ Qd 7→ λa(q))

est un isomorphisme entre Qd/Y ⊥ et Ŷ .
On aura besoin de la caractérisation des sous-solénoïdes de X suivante.
On rappelle que ϕ est la projection Ad → X.

Lemme 6.2.9. Soient Y(X) l’ensemble des sous-groupes fermés connexes
de X et Gr(Qd) l’ensemble des sous-espaces vectoriels de Qd. L’application
V → ϕ(V (A)) est une bijection GLd(Q)-équivariante entre Gr(Qd) et Y(X)
et l’application Y 7→ Y ⊥ est une bijection GLd(Q)-équivariante entre Y(X)
et Gr(Qd).
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Proof. Il est clair que ϕ(V (A)) ∈ Y(X) et que ϕ(W (A)) 6= ϕ(V (A)) pour
tous V,W ∈ Gr(Qd) tels que V 6= W .

Soit Y ∈ Y(X). Alors Ŷ est sans torsion (voir Theorem 23.18 dans
[HR79]), c’est-à-dire, Qd/Y ⊥ est sans torsion. Il s’ensuit que Y ⊥ est un
sous-espace vectoriel de Qd, c’est-à-dire, Y ⊥ ∈ Gr(Qd). On a

Y = (Y ⊥)⊥ = {a ∈ Qd ∈ Ad|λa(q) = 1 pour tout q ∈ Y ⊥}
= {a+ Qd ∈ Ad|λa(tq) = 1 pour tous q ∈ Y ⊥, t ∈ Q}
= {a+ Qd ∈ Ad|e(t〈a, q〉) = 1 pour tous q ∈ Y ⊥, t ∈ Q}
= {a+ Qd ∈ Ad|〈a, q〉 ∈ Q pour tout q ∈ Y ⊥}.

Pour le sous-espace vectoriel

V := {a ∈ Qd|〈a, q〉 ∈ Q pour tout q ∈ Y ⊥}

de Qd, on a Y = ϕ(V (A)). Ainsi les applications

Gr(Qd)→ Y(X), V 7→ ϕ(V (A))

et
Y(X)→ Gr(Qd), Y 7→ Y ⊥

sont des bijections.

Pour a ∈ Ad, soit Pa le sous-espaceQ-vectoriel engendré par {g(a)−a|g ∈
G(Q)}⊥; ainsi

Pa =
⋂

g∈G(Q),t∈Q

{q ∈ Qd|λg(a)(tq) = λ(tq)}

=
⋂

g∈G(Q)

{q ∈ Qd|〈g(a)− a, q〉 ∈ Q}

et Pa est un sous-espace vectoriel G(Q)-invariant de Qd. On définit χa :
Qd → C par

χa(q) =

{
λa(q) si q ∈ Pa
0 sinon

.

On remarque que χa est G(Q)-invariant et est de type positif (voir 4.2.1)
c’est-à-dire, χa ∈ Tr(Qd, G(Q)).

On rappelle que deux points x, y ∈ X appartiennent à la même G(Q)-
quasi-orbite si leur G(Q)-orbites ont la même adhérence dans X.
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Théorème 6.2.10. Supposons que G(Q) est engendré par ses sous-groupes
à un paramètre unipotents. L’application

Ad → Tr(Qd, G(Q)), a 7→ χa

a Char(Qd, G(Q)) comme image et se factorise en une bijection

X/ ∼→ Char(Qd, G(Q)),

où X/ ∼ est l’espace des G(Q)-quasi-orbites dans X = Ad/Qd.

Proof. IdentifionsQd avec X̂, la transformée de Fourier deX est l’application

F : Prob(X)→ Tr(Qd)

donnée par

F(µ)(q) =

∫
X

λa(q)dµ(a+ Qn) pour tous µ ∈ Prob(X), q ∈ Qd.

On rappelle (voir Proposition 5.1.4) que F se restreint en une bijection

F : Prob(X)G(Q)
erg → Char(Qd, G(Q)).

Soit a ∈ Ad. Par le Lemme 6.2.9, il existe un sous-espace vectoriel G(Q)-
invariant V de Qd tel que Y ⊥ = Pa pour Y = ϕ(V (A)).

Soit µ = µx+Y pour x = ϕ(a).

• Première étape. On affirme que F(µx+Y ) = χa.

En effet, pour tout q ∈ Qd, on a

F(µx+Y )(q) =

∫
Y

λa+b(q)dµY (b+ Qd)

= λa(q)

∫
Y

λb(q)dµY (b+ Qd).

Or,
∫
Y

λb(q)dµY (b + Qd) = 0, chaque fois que b + Qd 7→ λb(q) est un

caractère non trivial de Y , par relations d’orthogonalité. Ceci prouve
l’affirmation.
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• Deuxième étape. On affirme que χa ∈ Char(Qd, G(Q)). Par la première
étape, il suffit de montrer que µx+Y est ergodique.

Supposons par contradiction que µx+Y n’est pas ergodique. On observe
que G(Q) est connexe (pour la topologie de Zariski) et n’a donc pas
de sous-groupe d’indice fini propre. Ainsi, par la Proposition 6.2.3, il
existe un sous-groupe propre fermé connexe Z de Y tel que g(x+ y) ∈
x+y+Z pour tous g ∈ G et y ∈ Y . Par le Lemme 6.2.9, on peut écrire
Z = ϕ(W (A)) pour un sous-espace Q-vectoriel propre G(Q)-invariant
W de V . Ainsi, on a g(x) − x ∈ ϕ(W (A)) pour tout g ∈ G. Ceci
implique que

ϕ(W (A))⊥ = Pa = Y ⊥ = ϕ(V (A))⊥,

ce qui donne une contradiction car W 6= V .

• Troisième étape. On affirme que l’adhérence de la G(Q)-orbite de x
coïncide avec x+ Y .

En effet par le Théorème 6.2.8, il existe un sous-espace vectoriel G(Q-
invariant W de Qd tel que l’adhérence de la G(Q)-orbite de x ∈ X
coïncide avec x+ϕ(W (A)), c’est-à-dire, g(x)−x ∈ ϕ(W (A)) pour tout
g ∈ G. Comme dans la deuxième étape, cela implique que W = V .

• Quatrième étape. On affirme que Char(Qd, G(Q)) = {χa|a ∈ Ad}.
En effet, cela provient du Théorème 6.2.7 et des deux premières étapes.

• Cinquième étape. Soit a1, a2 ∈ Ad. On affirme que χa1 = χa2 si et
seulement si x1 = ϕ(a1) et x2 = ϕ(a2) appartiennent à la même G(Q)-
quasi-orbite.

En effet, on remarque que Pg(a) = Pa et χg(a) = χa pour tous a ∈ Ad

et g ∈ G(Q). Il s’ensuit que χa1 = χa2 si x1 et x2 appartiennent à la
même quasi-orbite.

Réciproquement, on suppose que χa1 = χa2 . Ainsi Pa1 = Pa2 et λa1 =
λa2 sur Pa1 . Ainsi Y1 = Y2, où Yi = P⊥ai pour i = 1, 2, et x1 − x2 ∈ Y1.
Par conséquent, x1 + Y1 = x2 + Y2, et donc, par la troisième étape, x1

et x2 appartiennent à la même quasi-orbite.
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6.2.5 Conclusion de la preuve du Théorème 6.1.1.

Soient G vérifiant les hypothèse du Théorème 6.1.1, G = LU une décompo-
sition de Levi de G, et u l’algèbre de Lie de U .

Soit ψ ∈ Char(G).

• Première étape. Posons ϕ := ψ|U ◦ exp. On affirme qu’il existe λ ∈ û
tel que ϕ coïncide avec l’extension triviale à u de la restriction de λ à
pλ, où pλ est le sous-espace vectoriel G-invariant de u donné par

pλ = {X ∈ u|λ(Ad(g)(tX)) = λ(x) pour tous g ∈ G, t ∈ Q}.

En effet, par ce qui a été dit en sous-section 6.2.1, ϕ ∈ Char(u, G).
L’affirmation s’ensuit donc par le Théorème 6.2.10.

• Deuxième étape. On affirme que

ψ(exp(X)g) = ψ(exp(X))ψ(g) pour tous g ∈ G,X ∈ pλ.

En effet, comme

|ψ(exp(X))| = |ψ(X)| = |λ(X)| = 1

pour tout X ∈ pλ, l’affirmation provient de la Proposition 4.3.4.ii.

• Troisième étape. Pour tous g ∈ G et X ∈ u, on a

ψ(g) = ψ(exp(−X) exp(Ad(g)(X))g).

En effet, on a

ψ(g) = ψ(exp(−X)g exp(X))

= ψ(exp(−X) exp(Ad(g)X))g).

On rappelle que

kλ = {X ∈ u|λ(Ad(g)(tX)) = 1 pour tous g ∈ G, t ∈ Q};

on observe que Kλ = exp kλ est en général strictement contenu dans
Kψ ∩ U où

Kψ := {g ∈ G|ψ(g) = 1}.
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Soit
Gλ = {g ∈ G|Ad(g)(X) ∈ X + kλ pour tout X ∈ u}.

Supposons que Gλ 6= G et soit g ∈ G \ Gλ. Remarquons que ceci
implique que λ 6= 1u. On fixe X ∈ u tel que Ad(g)(X)−X /∈ kλ. Soit

A := {t ∈ Q| exp(−tX) exp(Ad(g)(tX)) ∈ Kψ}.

Par le Lemme 5.6.4. A est un sous-groupe de Q.

• Quatrième étape. On affirme que A 6= Q.

En effet, supposons par contradiction, que A = Q. Alors

exp(−tX) exp(Ad(g)(tX)) ∈ Kψ pour tout t ∈ Q.

Par la formule de Campbell-Hausdorff, il existe Y1, Y2, ..., Yr ∈ u tels
que

exp(−tX) exp(Ad(g)(tX)) = exp

(
r∑

k=1

tkYk

)
pour tout t ∈ Q,

où Y1 = Ad(g)(X)−X. On a alors

λ(
r∑

k=1

tkYk) = 1 pour tout t ∈ Q.

En identifiant u avec Qd via une bases {X1, ..., Xd}, le caractère λ de
u est donné pour un certain a = (a1, ..., ad) ∈ Ad par la formule

λ(
d∑
i=1

qiXi) = e(
d∑
i=1

aiqi) pour tous (q1, ..., qd) ∈ Qd

pour un caractère unitaire non trivial e de A qui est trivial sur Q (voir
sous-section 6.2.1). Il s’ensuit que

e

(
r∑

k=1

tk

(
d∑
i=1

aiqk,i

))
= 1 pour tout t ∈ Q.
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où (qk,i)
d
i=1 sont les coordonnées de Yk dans {X1, ..., Xd}. Ceci implique

que
d∑
i=1

aiqk,i ∈ Q pour tout k = 1, ..., r. En effet, sinon l’image de

l’ensemble {
r∑

k=1

tk

(
d∑
i=1

aiqk,i

)
|t ∈ Q

}
}

serait dense dans A/Q (voir [BM16, Theorem 5.2]) et cela contredirait
la non-trivialité de e.

En particulier, on a
d∑
i=1

aiq1,i ∈ Q et comme Y1 = g(X)−X, on obtient

λ(Ad(g)(tX)− tX) = 1 pour tout t ∈ Q. Ainsi, Ad(g)(X)−X ∈ kλ et
c’est une contradiction.

• Cinquième étape. Soit g ∈ G \Gλ. On affirme que ψ(g) = 0.

En effet, soit X ∈ u et A ⊂ Q comme dans l’étape quatre ; Posons

B := {t ∈ Q| exp(−tX) exp(Ad(g)(tX)) ∈ Pψ}

Alors A ⊂ B et, par le Lemme 5.6.4 une fois de plus, B est un sous-
groupe de Q. Deux cas peuvent arriver.

– Premier cas : A ( B. Alors, il existe t ∈ Q tel que

exp(−tX) exp(Ad(g)(tX) ∈ Pψ \Kψ.

Alors en utilisant les étapes deux et trois, on a

ψ(g) = ψ(exp(−X) exp(Ad(g)(X)))ψ(g)

et par conséquent ψ(g) = 0, car ψ((exp(−X) exp(Ad(g)(X))) 6= 1.

– Second cas : A = B. Alors B est un sous-groupe propre de Q,
par l’étape quatre. Alors, B est d’indice infini dans Q et on peut
trouver une suite infinie (tn)n≥1 dans Q telle que tn− tm /∈ B pour
tout n 6= m.
Posons

un := exp(−tnX) exp(g(tnX)), pour tout n ≥ 1.
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Pour n 6= m, on a

unu
−1
m = exp(−tnX) exp(g((tn − tm)X)) exp(tmX)

= exp(−tmX)(exp(−(tn − tm)X) exp(g((tn − tm)X))) exp(tmX);

comme exp(−(tn − tm)X) exp(g((tn − tm)X) /∈ Pψ et comme Pψ
est un sous-groupe distingué de U , on a donc unu−1

m /∈ Pψ et par
conséquent

ψ(unu
−1
m ) = 0 pour tous n 6= m,

par la première étape.
Comme un coïncide avec le commutateur [exp(tnX), g] dans G, il
s’ensuit par le Lemme 4.2.3 que ψ(g) = 0.

Il reste donc à déterminer la restriction de ψ à Gλ.

Comme ψKλ = 1Kλ , on peut voir ψ comme un caractère du groupe
algébrique G/Kλ, et on peut donc supposer que Kλ = {e}. Alors
Gλ est le centralisateur de U dans G et est un sous-groupe algébrique
connexe distingué de G. Soit Gλ = L1U1 une décomposition de Levi de
Gλ. Comme U1 est un sous-groupe caractéristique unipotent de Gλ on
a U1 ⊂ U . De plus, L1 est un sous-groupe algébrique semi-simple de
G et donc L1 est contenu dans un sous-groupe de Levi de G. Comme
deux sous-groupes de Levi de G sont conjugués (voir [Mos56]) on peut
supposer que L1 ⊂ L, c’est-à-dire, L1 = L.

• Sixième étape. On affirme qu’il existe ϕ1 ∈ Char(Lλ) tel que

ψ(gu) = ϕ1(g)ψ(u) pour tous g ∈ Lλ, u ∈ U.

En effet, comme Lλ est un sous-groupe algébrique distingué de L et
comme L est semi-simple, on peut trouver un sous-groupe distingué M
de L qui centralise Lλ et tel que L = LλM . Alors G = LλMU , et MU
centralise Lλ. Ainsi l’affirmation, vient de la Proposition 4.3.7 (voir
également le Corollaire 4.3.8).

• Septième étape. Soit λ ∈ û, ϕ1 ∈ Char(Lλ) et Ψ(λ,ϕ1) : G → C définit
comme dans le Théorème 6.1.1. On affirme que ψ := Φ(λ,ϕ1) ∈ Char(G).

En effet il est clair (voir Proposition 4.2.1) que ψ ∈ Tr(G). On écrit

ψ =

∫
Ω

ψωdν(ω)
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comme une intégrale sur un espace probabilisé (Ω, ν) avec ψω ∈ Char(G)
pour tout ω.

Alors ϕ := ψ|U ◦ exp coïncide avec l’extension triviale à u de la re-
striction de λ à pλ, où pλ est défini comme ci-dessus. Il s’ensuit par le
Théorème 6.2.10 que ϕ ∈ Char(u, G). Ceci implique que la restriction
de ψω à U coïncide avec ψ|U pour (ν-presque) tout ω.

Soit ω ∈ Ω. La cinquième étape appliquée à ψω ∈ Char(G), montre que
ψω = 0 sur G \ Gλ, où Gλ est défini comme ci-dessus. Par la sixième
étape, également appliquée à ψω, il existe ϕω1 ∈ Char(Lλ) tel que

ψω(gu) = ϕω1 (g)ψ(u) pour tous g ∈ Lλ, u ∈ U.

Comme résultat, on a

ϕ1 =

∫
Ω

ϕω1dν(ω)

Comme ϕ1 ∈ Char(Lλ), il s’ensuit que ϕω1 = ϕ1 et par conséquent
ψω = ψ pour (ν-presque) tout ω. Ceci montre que ϕ ∈ Char(G).

• Huitième étape. Soient λ1, λ2 ∈ û et ϕ1 ∈ Char(Lλ1), ϕ2 ∈ Char(Lλ2).
On affirme que Ψ(λ1,ϕ1) = Ψ(λ2,ϕ2) si et seulement si λ1 et λ2 ont la
même adhérence de G-orbite et ϕ1 = ϕ2.

En effet, posons ψi = Ψ(λi,ϕi) pour i = 1, 2. Par le Théorème 6.2.10,
ψ1|U = ψ2|U si et seulement si les adhérences desG-orbites de λ1 et de λ2

coïncident. Alors kλ1 = kλ2 et par conséquent Gλ1 = Gλ2 . L’affirmation
provient de ces faits.
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Chapter 7

Exemples

On se propose à présent d’étudier quelques exemples.
Le lemme suivant sera très utile pour la suite.

Lemme 7.0.1. Soit un groupe G vérifiant les hypothèses du Théorème 6.1.1.
Soit X ∈ u. Alors X ∈ pλ si et seulement si Ad(g)(X) −X ∈ kλ pour tout
g ∈ G

Proof. En effet soit X ∈ pλ alors

λ(Ad(g)(tX)) = λ(tX) pour tous g ∈ G, t ∈ Q

ainsi

λ(Ad(g′)Ad(g)(tX)) = λ(Ad(g′g)(tX)) = λ(tX) = λ(Ad(g′)(tX))

pour tous g, g′ ∈ G, t ∈ Q
Donc

λ(Ad(g′)(t(Ad(g)(X)−X))) = 1 pour tous g, g′ ∈ G, t ∈ Q

Soit Ad(g)(X)−X ∈ kλ pour tout g ∈ G.
Réciproquement si Ad(g)(X)−X ∈ kλ pour tout g ∈ G alors

λ(t(Ad(g)(X)−X)) = 1 pour tous t ∈ Q, g ∈ G

Soit
λ(tAd(g)(X)− tX) = 1 pour tous t ∈ Q, g ∈ G

et donc λ(Ad(g)(tX) = λ(tX) pour tous t ∈ Q, g ∈ G.
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7.1 Groupes unipotents.

7.1.1 Groupe de Heisenberg.

Soit H3(Q) le groupe de Heisenberg de dimension 3 sur Q, c’est-à-dire, le
groupe de Lie dont l’algèbre de Lie h est engendré sur Q par les éléments
{A,B,C} où [A,B] = C. Ainsi H3(Q) est défini par :

H3(Q) = Q3 avec la loi (x, y, z)(x′, y′, z′) = (x+x′, y+y′, z+z′+
1

2
(xy′−x′y)).

Le centre de H3(Q) est Z = {(0, 0, z), z ∈ Q}.

Proposition 7.1.1. Soit ϕ : H3(Q) → C alors ϕ ∈ Char(H3(Q)) si et
seulement si ϕ est de l’une des formes suivantes :

(i) ϕ est le relevé à H3(Q) d’un caractère unitaire du groupe abélien H3(Q)/Z

(ii) ϕ = ψ̃ où ψ ∈ Char(Z) = Ẑ.

Preuve de la proposition 7.1.1. Par le Théorème 5.3.1 il suffit d’étudier les
éléments de ĥ. Ainsi soit λ ∈ ĥ. Alors par la preuve de cette proposition soit
il existe un sous-espace non trivial de z sur lequel λ est trivial soit pλ = z.
Or z = V ect(Z) étant de dimension 1, s’il existe un sous-espace non trivial
de z c’est nécessairement z tout entier.

On a donc

(i) soit λ|z = 1 alors ϕλ est le relevé à H3(Q) d’un caractère unitaire du
groupe abélien H3(Q)/Z

(ii) soit pλ = z et donc ϕλ = λ̃|z

7.1.2 Groupe nilpotent sur 3 générateurs libre de pas 2.

Soit n3,2 l’algèbre de Lie libre nilpotente d’ordre 2 sur Q, n3,2 est une algèbre
de Lie de dimension 6 qui peut être réalisée comme suit. Posons V1 = V2 = Q3

et définissons un crochet de Lie sur l’espace vectoriel n3,2 = V1 ⊕ V2 par

[(X1, Y1), (X2, Y2)] = (0, 2(X1 ∧X2)) pour tout X1, X2, Y1, Y2 ∈ Q3,
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où X1 ∧X2 est le produit vectoriel classique sur Q3. Alors le centre de n3,2

est V2.
Soit N3,2 = exp(n3,2) le groupe de Lie unipotent connexe et simplement

connexe correspondant. Le groupe N3,2 est V1 ⊕ V2 muni de la loi

(x1, y1)(x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2 + x1 ∧ x2) pour tout x1, x2, y1, y2 ∈ Q3;

l’application exp : n3,2 → N3,2 est alors l’identité.
Pour une partie P de V2, on notera P⊥ l’orthogonal pour le produit

scalaire usuel de P dans V2.

Proposition 7.1.2. Soit ϕ : N3,2 → C alors ϕ ∈ Char(N3,2) si et seulement
si ϕ est de l’une des formes suivantes :

1. ϕ = χ̃, où χ ∈ Ẑ est tel qu’il n’existe pas de sous-espace vectoriel V de
dimension ≥ 2 de Z sur lequel χ est trivial ;

2. il existe un sous espace P de dimension 2 de V2, δ ∈ P̂⊥ et χ ∈ Ẑ tels
que

ϕ((x, y)) =

{
δ(x)χ(y) si x ∈ P⊥

0 sinon
;

3. ϕ = χ ◦ p où p : N3,2 → N3,2/Z la projection et χ ∈ V̂1.

Preuve de la Proposition 7.1.2. Soit λ ∈ n̂3,2.

• Première étape. On affirme que

{Ad((x, y))(X0, Y0), (x, y) ∈ N3,2} = (X0, Y0 +X⊥0 )

où X⊥0 est l’orthogonal de Vect(X0) dans Q3.

En effet, pour (X0, Y0) ∈ n3,2 et (x, y) ∈ N3,2,

Ad((x, y))(X0, Y0) = (X0, Y0 + x ∧X0).

• Deuxième étape. On affirme que (X, Y ) ∈ pλ si et seulement si (0, X⊥) ∈
kλ. En effet par le Lemme 7.0.1 si (X, Y ) ∈ pλ alors Ad((x, y))(X, Y )−
(X, Y ) ∈ kλ pour tout (x, y) =∈ N3,2. Ainsi par l’étape précédente
(0, X⊥) ⊂ kλ.
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• Troisième étape. Soit λ ∈ n3,2 alors on affirme que kλ et pλ vérifient
l’une de ces conditions.

– kλ ∩ V2 = {0}, pλ = V2

– kλ ∩ V2 = D une droite, pλ = V2

– kλ ∩ V2 = P un plan, pλ = (P⊥, V2)

– kλ ∩ V2 = V2,pλ = u.

En effet kλ ∩ V2 est un sous-espace de V2 et par l’étape précédente pλ,
contenant V2, peut être définie directement à partir de kλ.

• Quatrième étape. On affirme que si l’on est dans l’un des deux premiers
cas nécessairement kλ ∩ V1 = {0}. Et si kλ ∩ V2 = P un plan alors
kλ ∩ V1 = {0} ou D = P⊥.

En effet s’il existe X ∈ V1 tel que (X, 0) ∈ kλ alors par la deuxième
étape (0, X⊥) ⊂ kλ avec X⊥ un espace de dimension 2.

On obtient donc finalement les cas suivants :

1. kλ = {0} alors pλ = z = V2

2. kλ = (0, D) D une droite de V2 alors pλ = z = V2,

3. kλ = (0, P ) P un plan de V2 alors pλ = (P⊥, V2)

4. kλ = (D,P ) avec P = D⊥, D une droite dans Q3 alors pλ =
(D, V2)

5. kλ = (0, V2) alors pλ = n3,2

6. kλ = (D, V2), D une droite de Q3 alors pλ = n3,2

7. kλ = (P, V2), P un plan de Q3 alors pλ = n3,2

8. kλ = n3,2 alors pλ = n3,2

• Cinquième étape. On observe que

– dans les cas 1 et 2, ϕλ = χ̃, χ ∈ Ẑ, tel qu’il n’existe pas de sous-
espace vectoriel V de dimension ≥ 2 de Z tel que χ|V = 1 ;

83



– dans les cas 3 et 4, on remarque qu’alors il existe un sous-espace
vectoriel P de dimension 2 de V2, δ ∈ P⊥ et χ ∈ Ẑ tel que χ|P ≡ 1
tels que

ϕ((x, y)) =

{
δ(x)χ(y) si (x ∈ P⊥

0 sinon

– dans les cas 5 à 8, V2 ⊂ kλ. Alors ϕλ|V2 ≡ 1, c’est-à-dire ϕλ est le
relevé à N3,2 d’un élément de Char(N3,2/V2) = Char(V1) = V̂1.

7.2 Groupes algébriques.

7.2.1 Radical abélien.

Soit Vn un espace vectoriel de dimension n et G un groupe semi-simple engen-
dré par ses sous-groupes à 1 paramètre unipotents. On suppose que Gy Vn
de manière irréductible et fidèle. Alors

Char(Gn Vn) = {δe} ∪ Char(G)

Proof. On remarque dans un premier temps que Vn étant un espace vectoriel
donc un groupe abélien on pourra confondre Vn et vn.

Supposons queG agisse de manière irréductible sur Vn, alors les seuls sous-
espaces vectoriels G-invariants de Vn sont {0} et Vn. Soit λ ∈ V̂n, alors, kλ et
pλ étant des sous-espaces vectoriels G-invariants de Vn, on a nécessairement

kλ = {0} ou Vn

et
pλ = {0} ou Vn

Or on remarque que, par le Lemme 7.0.1, si kλ = {0}, alors nécessairementpλ =
{0}.

Ainsi il n’y a que deux cas possibles :

(i) soit kλ = pλ = {0} et alors nécessairement Lλ = {eG} et donc ϕλ = δe

(ii) soit kλ = pλ et alors Lλ = G et donc ϕλ|Vn ≡ 1, autrement dit ϕλ est le
relevé à Gn Vn d’un élément de Char(G).
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Exemple 5. Soit l’espace vectoriel Vn+1 = Q[X, Y ]n des polynômes ho-
mogènes de degré n. Et soit l’action de SL2(Q) y Vn+1 par

g.P (X, Y ) = P (aX + bY, cX + dY ), pour tous g ∈ SL2(Q), P ∈ Vn+1

où a, b, c, d sont tels que g−1 =

(
a b
c d

)
.

Alors cette action est irréductible (voir [Heu10]). Ainsi

Char(SL2(Q) n Vn) = {δ} ∪ Char(SL2(Q))

7.2.2 Radical Heisenberg.

Soit le groupe G = SL2(Q) n H3(Q) où l’action de SL2(Q) sur H3(Q) est
donnée par

g.(x, y, z) = (xg, yg, z) pour tous g ∈ SL2(Q), (x, y, z) ∈ H3(Q)

où
(
xg
yg

)
:= g

(
x
y

)
.

Proposition 7.2.1. Soit ϕ : G → C, alors ϕ ∈ Char(G) si et seulement si
ϕ est de l’une des formes suivantes :

(i) ϕ est le relevé à G d’un caractère unitaire de SL3(Q)

(ii) ϕ = 1Z

(iii) ϕ = ψ̃ où ψ ∈ Ẑ \ {1}

Preuve de la Proposition 7.2.1. Par le Théorème 6.1.1 il s’agit dans un pre-
mier temps d’étudier les éléments de ĥ.

Ainsi soit λ ∈ ĥ. On affirme qu’alors trois cas se présentent à nous.

• kλ = {0}, pλ = z et Lλ = {I2};

• kλ = z, pλ = z et Lλ = {I2};

• kλ = h, pλ = h et Lλ = SL2(Q).
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En effet l’action de SL2(Q) sur Q2 \ {(0, 0} étant transitive nécessaire-
ment, kλ étant stable par action de G, si kλ contient un élément n’appartenant
pas à z, nécessairement kλ = h. Ainsi soit kλ est un sous-espace vectoriel de
z soit h.

De plus

• si kλ = {0} ou si kλ = z par le Lemme 7.0.1 nécessairement, étant donné
l’action de SL2(Q) sur H3(Q), pλ = z et Lλ = {I2}

• si kλ = h il est clair que pλ = h et Lλ = SL2(Q)

Ainsi les trois cas précédents nous montrent que les caractères de G sont
bien ceux donnés dans la Proposition 7.2.1.

7.2.3 Radical nilpotent libre de pas 2.

On remarque que, pour une matrice A ∈ GL3(Q), on a

A(X) ∧ A(Y ) = (detA)(At)−1(X ∧ Y ) pour tous X, Y ∈ Q3

Soit N3,2 comme dans 7.1.2.
Le groupe des automorphismes Aut(N3,2) de N3,2 est le sous-groupe de

GL6(Q) des matrices gA,B de la forme

gA,B =

(
A 0
B (detA)(At)−1

)
avec A ∈ GL3(Q) et B ∈ M3(Q). Pour cela voir [BG15, Exemple 35]. Nous
nous intéresserons au cas où B = 0 et A ∈ SL3(Q).

Proposition 7.2.2. Soit G = SL3(Q) n N3,2. Soit ϕ : G → C. Alors
ϕ ∈ Char(G) si et seulement si ϕ est de l’une des formes suivantes.

1. ϕ = δ0,

2. ϕ = 1V2

3. ϕ = ψ◦p où p : G→ Sl3(Q) la projection canonique et ψ ∈ Char(Sl3(Q))

Preuve de la Proposition 7.2.2. Soit λ ∈ n̂3,2 alors 3 cas se présentent à nous
:
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(i) kλ = {0}, pλ = {0}, Lλ = {I3}

(ii) kλ = V2, pλ = V2, Lλ = {I3}

(iii) kλ = n3,2, pλ = n3,2, Lλ = SL3(Q)

En effet

(i) si kλ = {0} alors par la Proposition 7.0.1, (X, Y ) ∈ pλ si et seulement
si Ad(g)(X, Y ) − (X, Y ) = 0 pour tout g ∈ G en particulier pour
g = (A, (0, 0)) cela donne

(AX −X,tA−1Y − Y ) = (0, 0) pour tout A ∈ Sl3(Q)

Ainsi nécessairement (X, Y ) = (0, 0) et donc pλ = {0}. Enfin si A ∈ Lλ
alors (AX,tA−1Y ) = (X, Y ) pour tout (X, Y ) ∈ n3,2 donc A = I3 et
Lλ = {I3}. Ainsi ϕ = δ0

(ii) Si il existe Y 6= 0 tel que (0, Y ) ∈ kλ et si pour tout X 6= 0, on a
(X, Y ) /∈ kλ pour tout Y ∈ Q3 alors

{Ad(A)(0, Y ), A ∈ Sl3(Q)} = {(0,tA−1), A ∈ Sl3(Q)} = V2 \ {0}

Ainsi kλ = V2 De plus soit (X, Y ) ∈ pλ alors par la proposition 7.0.1
Ad(g)(X, Y )− (X, Y ) ∈ kλ, en particulier pour g = (A, 0) on a

(AX −X,tA−1Y − Y ) ∈ kλ = V2 pour tout A ∈ SL3(Q)

Soit AX −X = 0 pour tout A ∈ Sl3(Q) et donc X = 0. Ainsi pλ = V2.
Enfin A ∈ Lλ si et seulement si (AX,tA−1Y ) ∈ (X, Y ) + kλ ainsi AX =
X pour tout X ∈ Q3 soit A = I3. Ainsi Lλ = {I3}. Ainsi ϕ = 1V2 .

(iii) Si il existe X 6= 0 tel qu’il existe Y tel que (X, Y ) ∈ kλ. Alors par
l’action adjointe de N3,2 sur n3,2 (X, Y +X⊥) ⊂ kλ et kλ étant un sous
espace, il existe un Y ′ 6= 0 tel que (0, Y ′) ∈ kλ et donc par ce qui précède
V2 ∈ k. De plus par l’action adjointe de Sl3(Q) sur n3,2 (AX,tA−1) ∈ kλ
pour tout A ∈ Sl3(Q) et donc (AX, V2) ∈ kλ pour tout A ∈ Sl3(Q).
Ainsi finalement kλ = n3,2. Dans ce cas nécessairement pλ = n3,2 et
Lλ = SL3(Q). Ainsi ϕ = ψ ◦ p où p : G → Sl3(Q) la projection
canonique et ψ ∈ Char(Sl3(Q))
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Titre : Caractères de groupes algébriques sur Q et mesures invariantes sur les solénoïdes. 

Mots clés : algèbres d’opérateurs, théorie ergodique, groupes algébriques, solénoïdes, trou 
spectral, caractères. 

Résumé : Cette thèse comporte deux parties 
dans lesquelles les mesures de probabilités 
invariantes sur les solénoïdes jouent un rôle 
majeur. Les solénoïdes (c’est-à-dire les groupes 
abéliens compacts connexes de dimension 
topologique finie) sont des généralisations 
naturelles des tores usuels. 
Dans la première partie, nous étudions les 
groupes de transformations affines de 
solénoïdes ; nous obtenons une condition 
nécessaire et suffisante pour que l’action d’un 
tel groupe possède un trou spectral quand le 
solénoïde est muni de la mesure de Haar. 
Dans la deuxième partie nous étudions les 
traces et caractères des groupes algébriques 
sur le corps des nombres rationnels.  
Les traces d’un groupe dénombrable sont des 

fonctions de type positif sur le groupe qui sont 
invariantes par conjugaison. Les caractères 
(c’est-à-dire les traces qui sont 
indécomposables dans un certain sens) sont 
des généralisations des caractères usuels des 
représentations de dimension finie et 
interviennent en théorie des algèbres 
d’opérateurs ainsi que dans l’étude des sous-
groupes distingués aléatoires. 
Nous commençons par classifier ces 
caractères dans le cas des groupes unipotents. 
Puis nous étendons cette classification au cas 
des groupes algébriques généraux, à l’aide de 
l’étude du cas unipotent et de la détermination 
des mesures invariantes sur les solénoïdes 
adéliques. 

Title : Characters of algebraic groups over Q and invariant measure on solenoids. 

Keywords :  algèbres d’opérateurs, théorie ergodique, groupes algébriques, solénoïdes, trou 
spectral, caractères. 

Abstract : This thesis is divided in two parts in 
which the invariant probability measures on 
solenoids play a major role. The solenoids (that 
is a compact finite dimensional connected 
abelian group) are a natural generalization of 
the usual torus. 
In the first part, we will study the action of 
groups on a solenoid by affine transformation; 
we obtain a necessary and sufficient condition 
for the action of such a group to have the 
spectral gap property when the solenoid is 
provided with the Haar measure. 
In the second part we will study the trace and 
characters of algebraic groups over the field of 
rational numbers. 

The trace of a countable group are function of 
positive type on the group which are invariant 
under conjugation. The characters (that are the 
indecomposable traces in a certain way) are 
generalization of the usual characters of finite 
dimensional representations and intervene in 
the theory of operator algebra and in the study 
of invariant random subgroups. 
We begin with the classification of this 
characters in the case of unipotent groups.Then 
we extend this classification to general algebraic 
groups, using the study of the unipotent case et 
the establishment of the invariant measure on 
adelic solenoids. 




