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Abstract

In this thesis, we are interested in the autonomous navigation of robotic systems, particu-
larly quadrotor UAV systems. We have focused on the problems related to the generation of
optimal trajectories and the design of robust control to ensure tracking.

In the first part of the thesis, a new method for generating trajectories is proposed. This
method is based on the direct-collocation technique, differential flatness and Bézier curves.
Differential flatness is used to reduce the number of parameters of the optimization prob-
lem. Bézier curves are used to approximate the flat outputs. The direct-collocation method
transforms the problem of infinite optimization into a problem of nonlinear programming
with finite dimension. The suggested methodology allows solving complex problems of
calculating optimal trajectories in a fast, simple and efficient way, because the number of
parameters will be considerably decreased, exceeding a reduction rate of 60 %.

In the second part of the thesis, we put forward robust control to parametric uncertainties
and external disturbances. Using flatness, the nonlinear system is transformed into a linear
Brunovsky canonical form, for which it is easier to create a state feedback controller. To
consider the parametric uncertainties and the external disturbances affecting the system, we
propose an algorithm which uses the sliding mode and active disturbance rejection control.
The simulation results show that the considered approach permits eliminating the effect of
total disturbances and reducing the effect of chattering while ensuring the required degree of
robustness.

For unknown disturbances with significant variations affecting both the system and the mea-
surements, we are interested in the last part of the thesis in developing new flatness control
based on an interval observer.

Keywords: Optimal trajectory generation, flatness, robust control, tracking trajec-
tory, interval observer, quadrotor.



Résumé

Dans cette theése nous nous sommes intéressés a la navigation autonome des systemes
robotiques et particulierement pour les systemes UAV, cas d’un quadri-rotor. Nous nous
sommes focalisés sur les problemes li€s a la génération des trajectoires optimales et la
conception des commandes robustes assurant la poursuite.
Dans une premiere partie de la these, une nouvelle méthode de génération de trajectoires a
été proposée. Cette méthode est basée sur la technique de collocation directe, la platitude
différentielle et les courbes de Bézier. La platitude différentielle a été utilisée pour réduire le
nombre de parametres du probleme d’optimisation. Les courbes de Bézier sont utilisées pour
approximer les sorties plates. La méthode de collocation directe permet de transformer le
probleme d’optimisation infinie en un probleme de programmation non linéaire de dimension
finie. La méthodologie proposée permet de résoudre des problemes complexes de calcul
des trajectoires optimales d’une maniere rapide, simple et efficace, puisque le nombre de
parametres sera réduit d’une fagon considérable qui dépasse un taux de réduction de 60 %.
Dans la seconde partie de la these, nous avons proposé une commande robuste par platitude
qui assure le suivi de la trajectoire proposée en présence d’incertitude paramétrique et de
perturbation externe. En utilisant la platitude, le systeme non linéaire est transformé en un
systeme linéaire commandable sous la forme de Brunovsky, pour lequel il est plus facile de
trouver un bouclage de rétroaction. Pour tenir compte des incertitudes paramétriques et des
perturbations externes affectant le systéme, nous avons proposé un algorithme qui utilise le
mode glissant et le controle actif par rejet des perturbations. Les résultats de simulation ont
prouvé que I’approche considérée permet d’éliminer 1’effet des perturbations et de réduire
I’effet de broutement tout en assurant le degré de robustesse demandé.
Pour le cas des perturbations inconnues a variations significatives affectant aussi bien le
systeme que les mesures, nous nous sommes intéressés dans la derniere partie de la these a
développer une nouvelle commande par platitude basée sur I’observateur par intervalle.
Mots-clés: Génération de trajectoire optimale, platitude différentielle, commande
robuste, poursuite de trajectoire, observateur par intervalles, quadrirotor.



Introduction Générale

Le développement de plates-formes robotiques volantes connait un essor croissant depuis
quelques années grace a la possibilité d’embarquer des cartes de commande performantes
et rapides capables d’exécuter une masse de calcul considérable. Ces robots volants sont
connus sous le nom de drones ou UAV (Unmanned Aerial Vehicle). Parmi lesquels nous
pouvons citer les drones MALE (Moyenne Altitude Longue Endurance), les quadrirotors, les
micros drones et les nano drones.

Le quadrirotor, qui est le sujet de notre application, est un aéronef qui possede certains
avantages en comparaison aux hélicopteres classiques. A cause de sa symétrie, ce véhicule
est dynamiquement élégant, facile a modéliser et a construire. Malgré ces avantages, le
quadrirotor est classé dans la catégorie des systemes volants les plus complexes vu qu’il est
sous actionné et fortement non linéaire. Cette complexité induit une grande difficulté dans la
conception de la commande.

En robotique, on est souvent amené a devoir générer des trajectoires pour permettre a un
robot mobile ou un drone de se déplacer d’un état initial a un état final. La génération
de trajectoire est un sujet souvent traité. Il existe donc pas mal d’algorithmes différents
permettant de réaliser une telle tiche comme les méthodes déterministes [Hart et al., 1968],
les méthodes probabilistes [Siméon et al., 2000] etc. Cependant, ces méthodes n’utilisent pas
la dynamique du systeme dans leurs stratégies de résolution du probléme de la génération
des trajectoires.

Au début des années quatre vingt-dix, Fliess et son équipe [Fliess et al., 1992] ont introduit
une nouvelle vision de I’inversion dynamique des systemes non linéaires, basée sur la notion
de platitude différentielle. Ce concept établit une relation d’équivalence entre un systeme
non linéaire et un systeme linéaire commandable [Charlet et al., 1989] dont les dimensions

d’état ne sont pas nécessairement identiques.



8 Introduction Générale

La platitude prouve tout son intérét dans le cadre de génération et de poursuite de trajectoire.
En effet, dans un systeme plat, I’état et la commande se déduisent directement a partir de
la sortie plate. Ainsi, une commande en boucle ouverte est obtenue permettant de déplacer
un systeme d’un état initial a un état final sans avoir a intégrer des équations différentielles.
Ce résultat est tres important car nous pouvons déterminer implicitement une trajectoire
physiquement réalisable pour n’importe quel systeme plat.

Afin de répondre aux besoins industriels, les trajectoires générées par la commande par
platitude en boucle ouverte doivent tenir compte de quelques contraintes et criteres de per-
formance comme, les obstacles, le temps, 1I’énergie etc. Nous parlons donc de probleme de
génération de trajectoires optimales.

La génération des trajectoires optimales pour les systemes robotiques est un sujet théorique
difficile d’un intérét pratique avéré. Le probleme de ce dernier est défini comme un probleme
de commande optimale [Sussmann, 1996] qui ne possede pas de solution analytique connue,
bien que sa formulation soit relativement facile. Dans la littérature, il existe principalement
deux grands courants méthodologiques de résolution du probleme de commande optimale.
Les méthodes dites indirectes qui se basent sur 1’utilisation du principe du maximum de
Pontryagin [Pontryagin, 1985] et les méthodes directes [Von Stryk & Bulirsch, 1992] qui
formulent le probleme en termes de programmation paramétrique non linéaire. Malgré
I’efficacité de ces méthodes, la dimension du probleme d’optimisation reste grande et peut
poser certains problemes aux algorithmes de résolution. Réduire la dimension de probleme
d’optimisation par élimination de quelques contraintes ne peut pas €tre une bonne idée car
les systemes robotiques imposent beaucoup de contraintes nécessaires pour 1’efficacité de
leur tache industrielle. Donc la question qui se pose c¢’est comment développer un algorithme
qui génere des trajectoires optimales pour les systeémes robotiques d’une maniere rapide et
sans négliger aucune contrainte imposée par le cahier de charge.

Pour remédier a ce probleme, nous présentons une approche pour résoudre rapidement le
probleme de génération des trajectoires optimales pour les systeémes non linéaires plats.
Cette approche est basée sur la platitude différentielle pour diminuer I’espace dimensionnel
de problemes d’optimisation, les courbes de Bézier pour approximer les trajectoires et la
méthode de collocation pour transformer le probleme de commande optimale en un probleme
d’optimisation non linéaire (NLP).

Bien que la commande par platitude optimale en boucle ouverte soit efficace, elle trouve des
difficultés d’implantation pratiques, du fait qu’elle a besoin de la connaissance complete du
modele dynamique. En effet, cette commande est basée sur des modeles exacts qui ne tiennent
pas compte des perturbations externes et d’incertitudes de modélisation affectant le systeme.

D’ou le besoin de I’intégration d’un bouclage de rétroaction robuste dans la commande par
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platitude pour la poursuite de trajectoire. Pour ce faire, différentes lois de commande robuste
ont été associées a la commande par platitude. Citons, entre autres, les travaux de [Lavigne
et al., 2001] [Hagenmeyer & Delaleau, 2003],[Zerar et al., 2004],[Hagenmeyer & Delaleau,
2010], [Ryu & Agrawal, 2011],[Chen et al., 2016]. Parmi ces travaux, nous nous intéressons
aux approches basées sur la platitude et la commande par mode glissant.

Le principe de la commande par mode glissant [Slotine et al., 1991] consiste a forcer
le systtme a converger vers une surface choisie dite de glissement, qui vérifie une dy-
namique désirée de I’erreur en présence des incertitudes paramétriques et des perturbations
externes. La commande par mode glissant contient un terme discontinu qui peut entrainer un
phénomene de broutement ou chattering en anglais.

Pour remédier au probléme du broutement, plusieurs méthodes ont été proposées comme
la méthode de couche limite qui consiste a remplacer la fonction de commutation par une
approximation continue. Bien que la minimisation de broutement par la méthode de couche
limite soit tres efficace, la robustesse obtenue par la discontinuité de la commande par mode
glissant sera fortement réduite. D’autre part, la mise en ceuvre de la commande par platitude
en boucle fermée a besoin de la connaissance exacte et a chaque instant des valeurs des
sorties plates et leurs dérivés. Il est a noter ici que quelques variables d’état subissent des
perturbations externes ou parfois ne sont pas accessibles pour la mesure, ceci rend leurs
estimations indispensables.

Pour résoudre ces problemes, nous proposons de combiner la commande par platitude
basée sur le mode glissant avec la méthode de contrdle actif par rejet des perturbations
(ADRC) fondée par [Han, 1995]. La méthode ADRC repose sur le bon fonctionnement
de I’observateur a état étendu (ESO) [Gao & Hung, 1993] qui estime 1’état complet du
systeme et un état supplémentaire représentant la somme des incertitudes paramétriques et
les perturbations externes, regroupée dans la perturbation totale. L’ observateur a état étendu
est incapable d’estimer les perturbations inconnues a variations significatives affectant le
systeme et les mesures. Dans ces conditions, la commande robuste proposée ne peut pas
assurer le suivi de trajectoire de référence.

Pour surmonter ces limitations, nous proposons une nouvelle loi de commande de suivi basée
sur le concept de platitude et I’observateur par intervalle. La méthodologie proposée permet
de garantir le suivi de trajectoire de référence du systeme non linéaire dans un intervalle bien
précis malgré I’existence des perturbations inconnues a variations significatives affectant le
systeme et les mesures.

Le manuscrit de these est structuré en quatre chapitres comme suit :

- Le premier chapitre présente un état de 1’art sur les drones et les méthodes de génération

de trajectoires optimales.
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- Le deuxieéme chapitre présente une nouvelle méthode de génération de trajectoires opti-
males qui se base sur la technique de collocation directe, la platitude différentielle et les
courbes de Bézier. La méthodologie proposée permet de résoudre des problemes com-
plexes de calcul de trajectoire optimale pour les systemes robotiques, particulicrement le
quadrirotor, d’'une maniere rapide, simple et efficace. La méthodologie proposée dans le
deuxieme chapitre est publiée dans les articles [Abadi et al., 2017, Abadi et al., 2019b].

- Le troisieme chapitre présente deux stratégies de commandes par platitude robuste. La
premiere est la commande par platitude basée sur le mode glissant, notée FSMC et la deux-
ieme est la commande par platitude basée sur le mode glissant et le controle actif par rejet
des perturbations, notée FSADRC. Ensuite nous appliquons ces deux commandes robustes
de suivi sur un modele dynamique du quadrirotor comprenant des incertitudes paramétriques
et des perturbations externes et nous interprétons les résultats. La commande robuste par
platitude basée sur I’ADRC est publiée dans [Abadi et al., 2020c]. La commande robuste par
platitude basée sur le mode glissant est publiée dans [Abadi et al., 2018]. La méthodologie
proposée dans le chapitre I1I représente une combinaison des commandes publiées dans ces
deux articles.

Le quatrieme chapitre s’intéresse a la conception d’une nouvelle commande de suivi pour
le systeme non linéaire plat dans le contexte d’erreurs inconnues mais bornées ou les signaux
mesurés, les parametres du systéme et les perturbations sont supposées bornées et appartenir
a des intervalles déterminés a priori. La méthodologie proposée permet de garantir le suivi
de trajectoire de référence du systeéme non linéaire plat dans un intervalle bien précis malgré
I’existence des perturbations inconnues a variation significative affectant le systeme et les
mesures. Nous détaillerons la nouvelle loi de commande basée sur le concept de platitude
et I’observateur par intervalle pour un modele de quadrirotor incertain. La commande par
platitude basée sur 1’observateur par intervalle est publiée dans les articles [Abadi et al.,
2019a, Abadi et al., 2020a].

Pour illustrer I’efficacité des approches proposées, les résultats théoriques présentés dans les

chapitres II, III et IV sont appuyés par des simulations numériques.
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I.1 Introduction

L’exploration autonome des plateformes robotiques aériennes présente un intérét croissant
car elle permet la réalisation de tiches nombreuses et diverses, comme des missions militaires,
le recueil d’informations, la surveillance de zone, le transport, etc. Le quadrirotor peut
explorer des zones inaccessibles pour les robots terrestres. Cependant, il est sous-actionné
et fortement non linéaire. Ces inconvénients présentent un probleme pour générer des
trajectoires optimales pour ce dernier.

Le probleme de génération de trajectoires optimales est habituellement formulé comme
un probleme de commande optimale [Sussmann, 1996]. Un tel probléme ne connait pas
encore de solution analytique exacte. Cependant de nombreuses méthodes numériques
sont disponibles dans la littérature [Rao, 2009]. Nous pouvons classer I’ensemble de ces
travaux en deux catégories : les méthodes indirectes qui utilisent le principe du maximum de
Pontryagin [Pontryagin, 1985] et les méthodes directes [Von Stryk & Bulirsch, 1992] qui
formulent le probleme en termes de programmation paramétrique non linéaire.

La platitude différentielle est une propriété structurelle d’une classe de systeémes dynamiques,
ou il est possible d’exprimer tous les états et les commandes du systeme en fonction d’une
variable spécifique et de ses dérivées. Cette variable est connue sous le nom de sortie plate.
La platitude trouve tout son intérét dans le cadre de génération et de poursuite de trajectoire.
En effet, une commande en boucle ouverte est obtenue permettant de déplacer un systeme
d’un état initial a un état final sans avoir a intégrer des équations différentielles. Ce résultat
est trés important car nous pouvons déterminer implicitement une trajectoire physiquement
réalisable pour n’importe quel systeme plat.

Dans ce chapitre, nous commencons par présenter un état de 1’art général sur les drones et la
modélisation dynamique de quadrirotor. Ensuite, nous détaillerons le concept de la platitude
différentielle. Enfin, nous présenterons un état de I’art sur les méthodes de génération de

trajectoires optimales.

1.2 KEtat de I’art sur les drones

Les débuts des drones sont principalement dans le domaine militaire. Un premier drone
a été réalisé et expérimenté avec succes en France en 1932 i Etampes par un ingénieur
et un capitaine Francgais. Apres quelques années, en 1938, I’armée allemande a décidé
de le développer, mais sous forme des bombes planaires et antichar. Durant la guerre du
Vietnam, les américains ont utilisé les drones (Firebee) pour la localisation des rampes de

lancement des missiles sol-air par 3500 missions. En 1991, lors de la guerre du Golfe, les
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américains ont fait appel au drone (Pioneer) pour la surveillance jour et nuit, 1’acquisition des
objectifs ainsi que pour les réglages de I’artillerie. On peut citer aussi le drone (Hunter) qui a
successivement assuré la surveillance des réunions du G8 a Evian en 2003 et les cérémonies
de célébration du 60 eme anniversaire du débarquement allié en Normandie en 2004. Pour
ce qui est du transport de personnes par drones sans pilotes, Dubai vient d’autoriser des
essais du drone taxi de la société chinoise Ehang, annonant méme désirer que 25 % de ses
transports urbains soient autonomes des 2030, en commencgant par des bus et des voitures.
Ce drone Ehang 184 pesant 300 kg est capable de transporter 100 kg (un passager et ses
bagages) pendant 26 minutes, a une vitesse moyenne de 100 km/h.

Dans les paragraphes suivants, nous classons les drones selon leur taille.

I[.2.1 Les drones HALE (Haute Altitude Longue Endurance)

Figure 1.1 — Global Hawk RQ-4B (USA-Allemagne).

Les drones HALE sont de grandes tailles, lourds et rapides. Ils sont chargés de missions
de surveillance a haute altitude. Ils sont caractérisés par une autonomie élevée pouvant
atteindre les 30 heures. Exclusivement employé en militaire, ce type de drone peut assurer la
permanence du renseignement et ces observations peuvent servir a I’estimation des dommages
de combat. Il existe des HALE géostationnaires pouvant servir pour la radiodiffusion
(télévision), télécommunications mobiles et environnement (incendies) mais qui ne sont
toujours pas entrés en action. Parmi les drones Hale, on cite le Global Hawk RQ-4B présenté

par la figure 1.1

I.2.2 Les drones MALE (Moyenne Altitude Longue Endurance)

Les drones appartenant a cette catégorie sont destinés aux militaires et ne peuvent &tre

intégrés au trafic civil. Ils sont de la taille d’un avion d’arme classique. L’exemple cité
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ci-dessous , Predator figure 1.2, a été déployé par les Américains en Afghanistan en 2001.
Ce type de drone peut remplacer les équipages humains pour la reconnaissance aérienne a
risque. Les drones MALE représentent une premiere application tirée des recherches pour
le développement de drones de combat. Vu que ces appareils ne sont, pour le moment,
destinés qu’aux applications militaires, la présence d’un humain est nécessaire (décision de

tir, annulation de mission. .. ).

Figure 1.2 — Predator

I.2.3 Les drones tactiques a moyenne endurance (MAME)

Les drones tactiques évoluent sur une zone d’étendue limitée, employés principalement en
militaire. Ils servent principalement comme outil de reconnaissance et de robotisation du
champ de bataille dans le but de réduire les pertes (principalement humaines). Les drones
tactiques sont faciles a transporter et a utiliser (encombrement réduit et facilité d’adaptation
aux conditions de la mission), ce qui les rend incontournables. Par contre, ils sont vulnérables
a cause de leur faible autonomie, vitesse réduite et vol a basse altitude. Parmi les drones
tactiques, on cite le Shadow-200-RQ-7B présenté par la figure 1.3

I.2.4 Les mini drones

Les mini drones sont des robots volant de taille réduite qui sont utilisés en militaire. Ces
drones commencent a intéresser de plus en plus les privés car ils ne sont pas soumis aux
mémes restrictions de circulation dans I’espace aérien civil en comparaison avec les drones

de catégories supérieures. La plupart des drones de ce type sont équipés de logiciels de
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Figure 1.3 — Shadow-200-RQ-7B (USA)

commandes simples avec des capteurs souvent photographiques (appareils photos, Camés-
copes...).

Le Novadem présenté par la figure 1.4 est un mini drone destiné a la prise de vue et les
mesures aériennes pour les experts de 1’inspection et la photographie. Ce drone apporte une
solution performante et siire pour I’inspection visuelle, I’'inspection infrarouge, les photos
haute résolution et la vidéo aérienne. Il permet entre autres d’identifier les pathologies du
béton, détecter les fissures, et effectuer des relevés techniques.

Figure 1.4 — Novadem U130
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I.2.5 Les micros drones

Les micros drones sont des drones ayant des tailles variant du centimetre a quelques dizaines
de centimetres et caractérisés par une faible charge. Comme application des micros drones
dans le domaine civil, on cite la surveillance des grandes surfaces ou les couloirs des métros.
Selon les militaires, le micro drone est adapté a la déportation de la vue d’un fantassin pour
lui permettre d’emprunter un itinéraire slir en permettant de détecter d’éventuelles menaces
comme les tireurs embusqués et les soldats ennemis en approche. Parmi les micros drones,

on cite le drone insecte présenté par la figure 1.5.

Figure L.5 — Drone insecte

1.3 Analyse de la modélisation dynamique d’un quadriro-

tor

Le type de drone considéré dans les travaux de cette these est de type Mini drone appelé
quadrirotor. Le schéma du quadrirotor est donné par la figure [.6. Comme son nom 1I’indique,
il se compose de quatre moteurs situés aux extrémités d’une armature qui n’est autre que
deux axes en croix. Le modele dynamique complet d’un quadrirotor est relativement difficile
a établir et nécessite une étude mathématique assez poussée. Il existe différentes manieres
pour définir les équations dynamiques d’un quadrirotor. Parmi les modélisations fréquentes
dans la littérature, nous choisissons celle qui considere le quadrirotor comme étant un corps
rigide. D’apres [Hamel et al., 2002], cette modélisation particuliere nécessite les hypotheses

suivantes :
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3
La. 1

Figure 1.6 — Schéma de quadrirotor.

- La matrice d’inertie est diagonale.

- Les hélices sont supposées rigides pour pouvoir négliger I’effet de leur déformation lors de
la rotation.

- Le repere 1i€ a cette structure est généralement supposé confondu avec son centre de gravité.
- La portance de chaque moteur est proportionnelle au carré de la vitesse de 1’hélice.

Nous présenterons dans ce paragraphe I’espace d’évolution de quadrirotor, les équations
de mouvement de translation et de rotation de quadrirotor ainsi que son modele dynamique
complet.

I.3.1 Choix des coordonnées

L’étude du mouvement d’un quadrirotor évoluant dans 1’espace, requiert la connaissance
de sa position et de son orientation. Cette localisation nécessite la définition de deux reperes ,
le premier est le repere de base R, = {0, ey, ey, ez} lié a la terre (supposé galiléen), le second
est le repere local R, = {Oq, X, Y, z} attaché au centre de masse O, du quadrirotor.
Le quadrirotor est un robot volant a six degrés de liberté, trois translations suivant les axes

(x,y, z) et trois rotations (¢, 6, {), autour respectivement des axes (x, y, z). Les translations
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du quadrirotor sont les coordonnées cartésiennes (x,y,z) du centre de masse O, dans le
repere inertiel. Les rotations du quadrirotor sont décrites par trois rotations consécutives a
travers trois angles qui s’appellent les angles d’Euler. L’ orientation du systéme de référence
attachée au quadrirotor R, = {Oq, X, Y, z} par rapport au systeme de référence inertiel lié a la
terre R, = {O, ey, ey, ez} est décrite suivant la combinaison des trois rotations consécutives

suivantes :
— Une rotation autour de I’axe x d’un angle ¢ avec: -5 <¢ < J
— Une rotation autour de I’axe y d’un angle 6 avec : =3 <6 < 7

— Une rotation autour de I’axe z d’un angle ¢ avec : —m <y <«

Les matrices relatives a ces transformations sont :

I 0 0 cos6 0 sin @
R(x,¢)=| 0 cos¢p —sing |[,R(y,0)=]| O 1 0 1.
0 sing cos¢ —-sinf 0 cosf @)
cosy —siny 0
R(z,y) =| siny cosy O
0 0 1

Ou R(x, ¢) est une matrice de rotation orthogonale d’angle ¢ autour de Ox, R(y, 6) est une
matrice de rotation orthogonale d’angle 6 autour de Oy et R(z, ) est une matrice de rotation

orthogonale d’angle y autour de Oz.

1.3.2 Equations de mouvement de translation

Selon les équations de Newton-Euler [BELLAHCENE, 2013], I’équation dynamique du

mouvement de translation peut étre obtenue comme suit :
mpq +mge, = Ruge, + F; (L.2)

Telle que :

- P, = [x,y,z]" estle vecteur de position qui définit les coordonnées du centre de gravité du
quadrirotor dans le repere inertiel R,.

- m est la masse de quadrirotor.

- g est 'accélération de gravité.
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- e, est le vecteur unitaire le long de I’axe z défini comme suit :
eZ = [0’ Oa I]T (1'3)

- R, est la matrice de transformation qui permet de passer du repere local vers le repere

inertiel, cette matrice est donnée par :
R, = R(z,¥) * R(y,6) * R(x, $) (1.4)

- ug; est la force de portance appliquée aux quadrirotors donnée par :

4
g = ) Ty (L5)

i=1

Avec T,; (i = 1,2, 3,4) est la force de sustentation de chaque rotor, telle que :

Tyi = bywy, (1.6)

Ou b, est la constante de portance dépendante des propri€tés aérodynamiques des hélices et
wy; est la vitesse de rotation du rotor (vitesse de 1I’hélice).
-F, =[F,,Fy,F .-]” sont les forces de résistance a I’avancement qui dépendent éssentielle-

ment des vitesses de translation suivant les trois axes, et qui sont données par :

—kp O 0
Fi=| 0 —ky O |P, (L7)
0 0 - kle

Ou kg, kg1 5 ki, sont les coeflicients de résistance a I’avancement respectivement suivant
les axes x, y et z.

Introduisant les équations (I.3), (I.4), (I.5) et (I.7) dans I’équation (I.2), I’équation dynamique
de mouvement de translation est obtenue comme suit :

.. Z?:l Tqi . . . kftx .
X= T(Cos(w) sin(f) cos(¢) + sin(¢) sin(y)) — m X
4 .
y= %(sin(dz) sin(6) cos(¢) — cos(@) sin(¥)) — %y (1.8)
Z?:l Tqi kftz .

Z=———(cos(f)cos(¢)) —g — —2
m m
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1.3.3 Equations de mouvement de rotation

Selon [Zheng et al., 2014], I’équation dynamique de mouvement de rotation du quadrirotor
est définie comme suit :

JoQy=-QANJQ+7p— Ty 1.9)
Tel que :
- A est le produit verctoriel.
-Q, = [Qyr, Qgy, Q17 est le vecteur vitesses de rotation du quadrirotor exprimées dans le

repere R,. Ce dernier est éxprimé dans le repere inertiel comme suit :

Q. ) 0 0
Q,=| Qy |=]| 0 [+R(x,¢)| & |+Rx,HR(>,0)| 0 (1.10)
Q. 0 0 Y

Apres calcul, Q, peut €tre écrit sous la forme :

¢
Q,=M,| 6 (I.11)
v
Avec
1 0 -—s6
M, =10 c¢ s¢pcb (1.12)
0 —s¢ cocl

La plupart des cas étudiés dans la littérature travaillent avec un modele simplifié du quadriro-
tor. Dans notre cas, nous allons procéder de méme i.e; on considere le cas de petits an-
gles, alors la fonction sin est prise égale a 0, et la fonction cos est prise égale a 1, ceci
nous permet d’avoir que M, = I3. D’apres I’équation (I.12), nous pouvons déduire que :
(D Qs Q" = (6,0,

- J, estla matrice d’inertie diagonale donnée par :

I, 0 0
0

J, =0 (1.13)
0

o I~

IZ
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- 74 représente le vecteur des moments développés par le quadrirotor dans son propre repere,
il est donné par :
l((Tys — Tp)
7= 1,(Tiz—Ty) (1.14)
(T + Ty =Ty +Tp)

Ou [, est la distance entre le centre de masse du quadrirotor et I’axe de rotation du rotor.

- T, - moment résultant des frottements aérodynamiques, il est donné par :

Kfax¢2

Tm = vaaye2 (115)
Kfazl.pz

Ou kfag, krag 5 kray Teprésentent les coeflicients des frottements aérodynamiques .
Le terme Qq A J 8, est donné par [Derafa et al., 2006] :

oI, — I.)
Q,AJQ, =| dil. - 1) (1.16)
¢9(1x - Iy)

En remplagant J,, 7y, 7,, et le terme Q, A J,€, par leur expression donnée par les équations
(1.13), (I.14), (I.15) et (I.16) dans I’équation (1.9), nous obtenons les équations différentielles

définissant le mouvement de rotation de quadrirotor suivant :

L L1, .2
¢ = 9‘#( Ji ) + I_(_TqZ + Tq4) - Kfax¢
L —L >
0 = dy( i )+ I—(—qu + Ty3) — Koyt (1.17)
y y
. L-L 1 -2
lﬁ = ¢9( I ) + I_(_qu + Tq2 - Tq3 + Tq4) - Kfazw
z z

1.3.4 Modele dynamique complet de quadrirotor

Pour simplifier la présentation du systeme de quadrirotor, les entrées de commande du

systeme u,1, Ugg, Ugg €t Uy sont exprimées en fonction des forces de portance T, Ty, Ty3 et
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T,4 comme suit :

Ugl 1 1 1 1 qu
0o -1 0 11||T
Hae | _ a2 (L18)
" -1 0 1 0 || 7,
gy 11 -1 1|71,

Par conséquent, nous pouvons tirer des équations (1.8), (I.17) et (I.18), le modele dynamique
complet qui régit la dynamique du quadrirotor :

. Uy . . . kftx .
X= ;(cos(z//) sin(6) cos(¢) + sin(¢) sin(y)) — - X
. uql . . . kfty .
y= E(Sm(lﬁ) sin(f) cos(¢) — cos(y) sin(¢)) — Pl
.. uql kftz .
7 = —/(cos(f) cos(¢)) —g — —z
m m

a . L= l . (1.19)

¢ = 6’70( I ) + I_uqu - Kfax¢

R A A ,

0= qﬁ(ﬂ( Iy ) + I—Zqu - Kfaygz

N My N 1 .

¥ = $O(=——) + gy — Kpae®

Ou X, = [X, £, 9,2, 2,3, $,0,0,4, 1" et Uy = (g1, Uyp, tge, Ugy]” représentent les vecteurs
des états et des commandes virtuelles du quadrirotor.

1.4 Le concept de la platitude différentielle

La propriété de platitude d’un systeme a été€ proposée et développée, a partir de 1992, par
M. Fliess, J. Lévine, P. Martin et P. Rouchon [Fliess et al., 1993, Fliess et al., 1995]. Cette
propriété, qui permet de paramétrer de facon tres simple le comportement dynamique d’un
systeme, est basée sur la mise en évidence d’un ensemble de variables fondamentales du
systeme, appelées sorties plates. Ce point de vue, comme nous allons le voir, a des multiples
et intéressantes conséquences relativement a la commande des systemes.
En premier lieu, cela permet de remettre au centre de la commande d’un processus la notion
de trajectoire que le systeme doit exécuter, c’est-a-dire que le mouvement demandé a un
systeme doit avant tout étre réalisable par ce systeme. Cela permet ainsi d’éviter de nombreux
problemes auxquels sont confrontés les automaticiens. L’une des premieres étapes de la
commande par platitude consiste alors a générer une trajectoire désirée adéquate qui tient
compte implicitement du modele du systeme.
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En deuxieme lieu, cette commande permet de transformer un systéme non linéaire en un
systeme linéarisé connu sous la forme canonique de Brunovsky ce qui facilite la conception
d’un contrdle par bouclage permettant la poursuite de trajectoire désirée. Cette caractéristique
a encouragé les chercheurs a utiliser les propriétés de la platitude dans plusieurs domaines
d’application, comme par exemple la commande des systemes hydrauliques [Jing et al.,
2018], la commande des moteurs [Rigatos, 2015], pilotage automatique des robots mobiles
[Boubezoula et al., 2018] ou des drones [Faessler et al., 2017].

1.4.1 Définition de la platitude
Considérons le systeme non linéaire suivant :
x(1) = f(x(2), u(n)) (1.20)

Ou x(r) € R" est le vecteur d’état, u(r) € R™ est ’entrée et f est une fonction réguliere de
classe C*. Le systeme non linéaire défini par I’équation (1.20) est considéré comme un
systeme plat si, et seulement si, il existe un vecteur F(¢) € R™ tel que :

F(f) = Ep(x(0), u(?), it(t), ..., u(t)®) (I.21)
x(t) = T1(F@), F(t), EQ0), ..., F()"™D) (1.22)
u(t) = To(F @), F(0), E@©), ..., F()™) (1.23)

Ou Zp, I'y et I'; sont des fonctions régulieres, ¢ et r sont deux entiers finis. Le vecteur F(¢)
qui apparait dans cette définition s’appelle la sortie plate du systeme. Par I’introduction des
fonctions I'; et I';, on peut déduire que le comportement dynamique du systeme donné par
I’équation (1.20) peut étre décrit par le comportement dynamique de la sortie plate.

1.4.2 Platitude et linéarisation

Un systeme non linéaire plat par bouclage dynamique endogene est équivalent, a un
systeme linéaire commandable [Charlet et al., 1989]. La construction du bouclage dynamique

endogene se base sur la technique de la linéarisation par difféomorphisme et bouclage statique.

I1.4.2.1 Linéarisation par difféomorphisme et bouclage statique

Pour le systeme dynamique donné par I’équation (I1.20), le probleme de linéarisation par

difféomorphisme et bouclage statique consiste a trouver un changement de coordonnées (un
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difféomorphisme de classe C* ) donné par :
£=0Q>x), Q0)=0 (1.24)

Et un bouclage statique d’état de la forme :
u(t) = ar(x) + a1 (x)v(r) (1.25)

Avec a;,(0) = 0 et a;(x) est une fonction inversible. Apres un bouclage et un changement de

coordonnées, nous obtenons un systeme linéaire commandable de la forme :
&(n) = A&(D) + Bv(0) (1.26)

Ou A et B sont deux matrices, £(¢) est 1’état associé a la nouvelle entrée de commande v(¢) du
systeme linéaire équivalent donné par 1’équation (1.26). Ce bouclage est dit statique car nous
pouvons passer de I’entrée v(¢) a I’entrée u(r) réciproquement sans intégrer des équations

différentielles grace aux équations suivantes :

%m:@w+mQMﬂ (1.27)

(1) = —aa(x) a1 () + ()~ ()

1.4.2.2 Linéarisation par bouclage dynamique endogene

Un systeme dynamique donné par (I.20) est linéarisable par bouclage dynamique s’il

existe un bouclage dynamique endogene défini par :

(1.28)

Ww(t) = ai(x(1), w(t), v(t)); w(r) € R
u(®) = by (x(®), wt), v(0)); V(1) € R

Ou w(z) est I’état du compensateur, v(¢) est la commande du systeme augmenté, a; et b;
sont deux changements de coordonnées définies par un difféomorphisme & = Z(x(f), w(z)) €

R4 tel que le systeme augmenté défini par I’équation suivante :

( x0) ] _ ( Fx(0), b(x(e), w(D), V(1)) 129)
(@) ) ale(o), wn), v()
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puisse étre linéarisable par bouclage statique, c’est-a-dire qu’il peut se mettre sous la forme

de Brunovsky donnée par 1’équation (1.30) :

Fl'(t) = vi(2)
F (1) = va(1)
: (1.30)

Fo (1) = vu(®)

Ou r; est I’indice de commandabilité associé a F;
Notons qu’a travers le bouclage dynamique endogene, le modele linéaire obtenu est équivalent
a un systeme plat. Apres avoir défini la notion de platitude, nous allons montrer 1’apport

essentiel de la platitude pour la planification et la poursuite de trajectoires.

1.4.3 Platitude et planification de trajectoire

Considérons le systeme non linéaire donné par (1.20). Le probleme de la planification de
trajectoires consiste a trouver une trajectoire t — (x(1), u(t)) pour t € [to,t7] qui vérifie
I’équation (I1.20) ainsi que les conditions initiales et finales définies par 1’équation suivante :

x(fo) = Xo, u(to) = uo (1.31)

X(l‘f) = Xy, M(If) = Uy

Ce probleme est généralement relativement épineux car il nécessite une résolution itérative.
Pour une commande u, fixée, nous intégrons les équations du systeme a partir des conditions
initiales pour évaluer la solution a I’instant final ¢, puis nous donnons une procédure pour
choisir une commande ¢ — u;(#) qui rapproche les conditions finales des conditions voulues,
et ainsi de suite. La solution a ce probleme nécessite alors la résolution numérique des
équations différentielles.

Comme indiqué précédemment, la propriété de la platitude permet d’avoir une relation
directe entre les trajectoires des sorties plates et celles de 1’état et des entrées de commande
du systeme. En effet, a partir des trajectoires des sorties plates de références F,(¢) et de leurs
dérivées successives, nous pouvons en déduire la trajectoire de 1’état de référence x,(¢) et

celles des commandes nominales correspondantes u,(¢) de la maniere suivante :
x4(t) = T{(F (1), F4(D), ..., F71(0)) (1.32)

ug(t) = To(F (), Fy(2), , ..., Fi(1)) (1.33)
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Espace d’état

- (F(t).F(ty)on F (1)
\ Espace des

sorties plates _—

Figure 1.7 — Génération de trajectoires dans 1’espace des sorties plates

Ainsi, la planification de trajectoires consiste donc a définir une trajectoire continue
t — F4(t) au moins r + 1 fois dérivable sur [#y, 7] qui satisfait les conditions initiales et
finales de (F,(¢), F4(?), ...,, F "(1)). Les trajectoires générées dans I’espace des sorties plates
peuvent €tre converties en trajectoires dans I’espace d’état par les relations (1.32) et (I.33).
et sans qu’aucune intégration numérique ne soit nécessaire (voir figure 1.7). Comme par
ailleurs la trajectoire t — F,(¢) ne doit vérifier aucune équation différentielle, nous pouvons

simplement la construire par interpolation polynomiale.

.44 Commande par platitude de suivi

Concernant le probleme de planification de trajectoires, les informations demandées sont le
modele dynamique et le temps. Ainsi, a ce niveau, la commande développée est en boucle
ouverte car elle n’utilise pas des informations obtenues au fur et a mesure du fonctionnement
du systeme. Lorsque la dynamique du systeme est parfaitement établie et si les perturba-
tions externes n’ont pas un grand effet sur le systeéme, la commande en boucle ouverte, va
nous permettre d’atteindre 1’objectif désiré. Par contre, si la modélisation n’est pas assez

précise ou trop perturbée, la commande en boucle ouverte doit étre complétée par une loi
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d’asservissement pour fermer la boucle. Si1’état du systeme est bien mesuré a chaque instant,
nous pouvons calculer I’écart entre la trajectoire réellement parcourue et la trajectoire de
référence et nous déduisons une loi de commande "en boucle fermée" permettant de min-

imiser cet écart. Ainsi, la connaissance de 1’équation (I.23) conduit a proposer la commande

u(t) = To(F(t), F()(0), ..., F™' (1), (1)) (1.34)
ou v(¢) est une nouvelle commande. Lorsque % est localement inversible, cela conduit au
systeme découplé :

F'(t) =v(r) (1.35)

Ce résultat est a comparer a la linéarisation et au découplage par bouclage des systemes non
linéaires qui sont toujours conditionnés par la stabilité des zéros du systeme. En effet, nous
obtenons ici un découplage et une linéarisation inconditionnelle. Cependant, il est évident

qu’un bouclage supplémentaire de stabilisation est nécessaire. Ce bouclage est défini par :

r—1

v(t) = Fi) = > ki(F(t) = Fi(0) (1.36)
j=1

J

Avec k; est une matrice diagonale de gains. Les gains sont choisis de sorte que toutes les
racines du polyndme de la matrice soient a partie réelle négative.

La commande par platitude en boucle fermée permet a la sortie plate F(#) de suivre la
trajectoire continue F,(¢) avec une erreur qui tend asymptotiquement vers z€ro. La dynamique
de I’erreur de poursuite est définie par les gains de commande dont le choix permet d’obtenir

les poles qui correspondent au modele de poursuite désiré.

I.5 Meéthode de génération de trajectoires optimales

Fondamentalement, un probleme de génération de trajectoire optimale peut étre formulé
comme un probleme de commande optimale. Cette section se focalise sur la résolution de
tels problemes. Il existe principalement deux grands courants méthodologiques de résolution
du probleme de commande optimale. Les méthodes indirectes et les méthodes directes. Dans

ce paragraphe, nous expliquons les principes de ces deux méthodes.
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I.5.1 Méthode indirecte

Les méthodes indirectes sont basées sur le principe du maximum de Pontryagin [Pontryagin,
1985] qui donne des conditions nécessaires d’optimalité. Le qualificatif indirect vient du
fait que nous allons exploiter des variables supplémentaires, appelées états adjoints, dont
certains possedent une dynamique. L’ obtention d’une solution au probleme passe alors par la
détermination de ces états adjoints.

Considérons le systeme non linéaire régi par I’équation différentielle suivante :

x(1) = f(x(@), u(n) (1.37)

Ou x(r) € R" et u(r) € R™ représentent 1’état et ’entrée de commande du systeme.

Le probléme de commande optimale (PCO) consiste a déterminer 1’état x(¢) et la commande
u(t) qui permet a la fois :

- de vérifier la dynamique du systéme donné par I’ équation (1.37)

- de vérifier les conditions initiales et finales sur les profils temporels de 1’état et de la

commande :

x(ty) = xo, u(ty) = ug

(1.38)
x(ty) = xp, ulty) = uy

- de satisfaire des contraintes imposées au systeme défini comme suit :

Ci(x(2), u()) 2 0 (1.39)
- d’optimiser un critere de colit :
i
J(x(1), u(n)) = f (x(1), u())dt, € R (1.40)
4]

Ou ¢ est une fonction de cofit.
Soit H le Hamiltonien associé au probleme d’optimisation précédent, défini par [Pontryagin
etal., 1974] :

H(x(®), u(t), p(0), 1) = p@)" (f(x(2), u(®)) + (x(t), u(t)) (1.41)

Avec p(t) = (po(?), pi(?), ....., pm(?)) est un vecteur connu sous le nom des états adjoints.

Pontryagin [Pontryagin, 1985] a montré que trouver une solution optimale au sens du critére
J donné par I’équation (1.40) respectant la dynamique du systeme donné par I’équation
(I.37), les conditions initiales et finales données par les équations (I.38) et les contraintes
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données par I’équation (1.39) équivaut a trouver une trajectoire t — (x(t), u(z), p(t)) telle que
le Hamiltonien associé a H soit minimale vis-a-vis de toutes les entrées de commande. 11

énonce alors le principe du maximum suivant :
' (1) = min H(x(1), u(?), p(1), 1) (1.42)

ou * désigne le terme optimal. Les conditions nécessaires d’optimalité sont formées par :

- Les équations adjointes :

o0H
ox*

p(0) = ——=&"®,u’®), p (1), 1) (1.43)

- Les équations de controle :
o & O, p7(0),1) =0 (1.44)

Afin d’expliquer mieux le principe de la méthode indirecte. Nous considérons le systeéme

suivant :

X(1) = x(t) + u(®) + 1 (1.45)

L’ objectif est de chercher 1’état x*(¢) et la commande u*(¢) qui permet de satisfaire la dy-
namique du systeme donnée par 1’équation (1.45), vérifier les conditions initiales sur les

profils temporels de 1’état et de la commande choisies comme suit:
x(0) =0,u(0)=0 (1.46)
et de minimiser le critere défini par :
If
J(x(2), u(t)) = f x(t) + u* (1) dt (1.47)
0

La fonction Hamiltonien correspondante au probleme de commande optimale est donnée par

I’équation suivante :

H(x(0), u(t), p(t), 1) = x(t) + u*(2) + p()x(r) + p(tyu(t) + p(2) (1.48)
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L’application directe du principe du maximum de Pontryagin nous donne I’équation de

commande suivante :

OH(x(1), u(?), p(1), 1)
ou*

=0 cequidonne2u*(t) + p(t) =0 (1.49)

D’ou I’expression de la commande optimale en fonction de 1’état adjoint sera exprimée

comme suit : |
u(t) = —Ep(t) (1.50)

En appliquant la condition d’optimalité (I1.43), nous obtenons I’équation différentielle de
I’état adjoint suivant :

pt) = -p) -1 (1.51)

La résolution de I’équation différentielle (I.51), donne 1’état adjoint suivant :
p(H)y=e“" -1 (1.52)

Avec Co est une constante. D’apres les équations (1.50) et (I.52), nous obtenons :

1 - Co—t
W) = —— (1.53)
2
La constante Co = 0, vu que u(0) = 0. Par conséquent, I’expression finale de la commande

optimale est définie par : | t
— e_

2
Pour obtenir I’expression de I’état x*(#) correspondante a la commande optimale, il suffit

u'(t) = (I.54)

d’intégrer I’expression de la commande optimale donnée par I’ équation (I.54) dans la dy-
namique du systeme donné par I’équation (I1.45) et résoudre 1’équation différentielle de 1’état
obtenu.

Le probleme de commande optimale traité dans cet exemple sera compliqué si nous consid-
érons des conditions finales sur les profils temporels de I’état et de la commande. Ainsi, le
principe du maximum de Pontryagin nous conduit a un systeme différentiel a deux équations
et a une condition initiale et une condition finale, en d’autres termes a la résolution d’un
probleme aux deux bouts.

L’ écriture du principe du maximum de Pontryagin pour des problemes de commande opti-
male avec contraintes sur I’état est en général délicate. Lorsque le probleme aux deux bouts
est écrit, la résolution est aussi difficile puisque 1’on ne connait pas la valeur initiale de 1’état
adjoint. Pour la déterminer, les méthodes utilisées sont des méthodes de tir simple [Trent
et al., 2004] ou multiples [Diedam & Sager, 2018].
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En résumé, les méthodes indirectes possedent une bonne précision numérique, mais elles sont
tres sensibles au choix de la condition initiale et nécessitent une étude théorique préalable
sur les variables adjointes. Ceci limite 1’utilisation de ces méthodes pour la génération de
trajectoires des systemes robotiques fortement non linéaires comme les quadrirotors.

I.5.2 Méthode directe

Le principe de la méthode directe est de discrétiser la commande u(¢) et I’état x(¢) afin de
transformer le probleéme de commande optimale considéré en un probleme de programmation
non linéaire avec contraintes de dimension finie. Le probleme obtenu peut alors €tre résolu
avec des solveurs classiques pour les problemes d’optimisation non linéaires avec contraintes.
Nous reprenons la formulation générale de probleme de commande optimale (PCO) définie
dans le paragraphe précédent. Ce probleme a résoudre revient alors a :

min J(x(t), u(t
min (x(0), u(1))

respectant
x(t) = f(t, x(1), u(r)) (1.55)
Ci(x(®),u(®) >0
x(to) = xo  x(ty) = xy
u(to) = uo  ulty) = uy

PCO

Le principe de la méthode directe pour résoudre le PCO donné par I’équation (I1.55) est décrit

par quatre étapes :

leére étape :

La premicre €tape de la méthode directe revient a partitionner I’espace-temps [y, 7s] en N

segments équidistants, tel que :
(%o, [f] - [ty = T0, T1, T2eeeee, TN = l‘f] (1.56)

avec 7; = i%, i = 0,....., N, sont appelés points de collocation. Ce sont les points ou
les contraintes de probléme d’optimisation sont vérifiées. On note par z. les variables du
probléeme d’optimisation qui sont choisies comme étant les valeurs des états et des commandes

aux points de collocation, 7;,i =0, ....., N, tels que :

Ze = [X0, X1, ooy XN, Ug, Ups ooy UN] (I.57)
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Le choix de nombre des points de collocation est treés important pour définir la taille de
probleme d’optimisation. En effet, un grand nombre de points de collocation augmentera la
précision de la solution optimale, mais conduira a obtenir une dimension forte du probleme
d’optimisation, ce qui compliquera la tiche de résolution. Ainsi, le nombre de points de
collocation est choisi de maniere que les contraintes soient satisfaites a tout instant, et le
temps de calcul nécessaire pour résoudre le probleme d’optimisation reste dans une plage
raisonnable. Généralement, il n’existe pas de regle pour satisfaire ces deux conditions. Selon
Louembet [Louembet et al., 2009], il faut au moins choisir les points de collocation afin que

les contraintes soient vérifiées a une fréquence d’un point par seconde.

2 eme étape :

La deuxieme étape consiste a utiliser les méthodes d’intégration numérique afin de discrétiser
le probleme de commande optimale (PCO) donné par 1’équation (I.55) et obtenir un probleme
d’optimisation non linéaire, en anglais nonlinear programming (NLP). En effet, la dynamique
globale du systeme x(¢) = f(t, x(t), u(t)) est remplacée par un ensemble de contraintes, devant
étre satisfaites en chaque point de collocation. Ces derniers peuvent étre évalués a I’aide des
différentes techniques d’intégration implicite telles que la méthode trapézoidale [Hammer
& Hollingsworth, 1955], la méthode de Hermite-Simpson [Dickmanns & Well, 1975], la
méthode de Runge-Kutta [Butcher, 1976] ou encore la méthode de Gauss-Lobatto [Herman &
Conway, 1996]. Par exemple, en utilisant la méthode d’intégration trapézoidale, le probleme

d’optimisation donné par I’équation (I.55) sera converti en un NLP de la maniere suivante :

min J(x(0), u()) min 320" B + i)
x(1),u(t
Zc
respectant respectant
x(t) = £(x(1), u(t)) Xl = X + 2 (fon + fi) (1.58)
C(x(t),u(®) 20 Cizo) =20
PCO (x(0), u(1)) L NLP 1(2e)
x(to) = xo  x(tf) = xy x(to) = xo  x(ty) = xny = Xy
u(ty) = uo Lt(l'f) =Uus u(ty) = up M(lf) = Uy = Uy

aveck = 0,..., N=1, 2. = [X0, X1, .0, Xy, U, Ui, .oy un ], T = J(X(Ti), u(Ti), fio = f(x(i), u(ty)),
X, = x(1y) et u, = u(ty).

3eme étape :

La troisieme étape consiste a résoudre le probleme de programmation non linéaire obtenu en
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utilisant un solveur adéquat. Parmi les solveurs de programmation non linéaire existant, nous
citons le solveur Fmincon [Branch & Grace, 1996] , le solveur SNOPT [Gill et al., 2005] , le
solveur KNITRO [Nocedal, 2006].

Nous allons choisir pour notre probleéme de programmation non linéaire le solveur Snopt. Ce
solveur est créé par des chercheurs de I’Université de Californie et il est utilisé dans plusieurs
progiciels d’optimisation de trajectoire, comme, Copernicus et ASTOS (AeroSpaceTrajectory
Optimisation and Software). Généralement, Snopt est bien adapté pour traiter les problemes
de grande dimension comprenant plusieurs centaines de variables et de contraintes.

La résolution du probléeme de programmation non linéaire nous permet d’obtenir les solutions
optimales des trajectoires des états et des commandes a chaque point de collocation comme
suit :

* k ok ok
Xps X[ s Xyueroey Xy (1.59)

Uy, Uy Uy Uy (1.60)

4eme étape :

Une fois les solutions optimales pour les états et les commandes sont obtenues a chaque
point de collocation, une trajectoire continue passant par ces derniers sera définie. On parle
donc de probleme de I’interpolation. Plusieurs méthodes d’interpolation existent dans la
littérature telle que la méthode de Spline linéaire, méthode de Spline cubique, méthode de
Spline quadratique, méthode d’interpolation de Lagrange, etc. La méthode d’interpolation
choisit dépend du choix de la méthode d’intégration. Pour plus de détails, le lecteur peut se
référer a [Kelly, 2017].

Pour bien mettre en oeuvre la méthode directe représentée par ces quatre étapes, on propose

I’exemple suivant du pendule inversé.

Exemple: pendule inversé :

Le pendule inversé [Riedmiller et al., 2007] est composé de deux éléments (Figure 1.8).
Le premier élément est un chariot libre en translation le long d’un rail de guidage. Le
deuxieme élément est un pendule pesant solidaire du chariot et libre en rotation. On note
par g; la position du chariot, g, I’angle du pendule par rapport a la verticale, u,, la force de
commande qui s’excerce sur le chariot, m,; la masse du chariot, m, la masse du pendule, /, la

longueur du pendule, g la gravité, x, = [q1, g2, g1, ¢,]" le vecteur d’état de pendule inversé et

par X, = f(x,,u,) = [§1,¢2. 1, G2)" sa dynamique.
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Le modele mathématique du systeme pendule inversé est donné par [Pati, 2014] :
HP

Force de
commande

Figure 1.8 — Schéma de pendule inversé

. Lmosin(@)gn® + u, + mageos(qr)sin(qy) L61)
"= my + mo(1 — cos?(q2) '

. L,mycos(q2)sin(q2)qn* + u,cos(qa) + (my + my)gsin(q,)
G = — 5 (L.62)
Lymy + 1,my(1 — cos*(q2))

Le probleme de commande optimale considérée consiste a chercher les trajectoires t —
(41,92, 41, G2, up) qui minimisent 1’énergie entre [0, 2s] :

2
7= f 2 dr, (1.63)
0
en respectant les conditions initiales et finales suivantes :

q1(0) =0 712) =1
q2(0) =0 ¢@2)=n
q10)=0 q12)=0
¢2(0) =0 ¢(2) =0

(1.64)
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et les contraintes sur les trajectoires suivantes :

-2m<q <2m

20N <u, <20N

1.65)

Nous allons résoudre le probleme de commande optimale de pendule inversé par la méthode
directe en appliquant les quatre étapes expliquées précédemment. Comme premiere étape,
nous pouvons choisir 11 points de collocation pour subdiviser I’espace-temps [fy, /], tel que

t—>[19=0,71=02,7,=04,......, 710 = 2] (1.66)

On note par z,, les variables du probleme d’optimisation de pendule inversé, tels que :

ip = [xpO’ Xpls Xp2s eeees Xp10s Up0s Upls Up2s oeeey Mplo] (1.67)

En utilisant la méthode trapézoidale, on se ramene a un probleme de programmation non
linéaire (NLP) de la forme :

. k=9 hi /. 2 2
ngn k=0 3 (U + 1 y)

respectant

Xp(k+1) = Xpi + %(fp(kﬂ) + Jpr)
2 <qu<?2 (1.68)

20 < 1y < 20
Xp0 = [q10, G205 G10, 401" = [0,0,0,0]"

Xp10 = [q110, 42105 G110 G2101" = [1,7,0,0]1"

avec k = 0,...,9, xp = [quks Gar> Q1 Gk1" for = (1> Gk Gk Gkl Pe = Ter — 76 = 0.2.
Les parametres de pendule inversé sont choisis tels que : m; = 1kg, my, = 0.3 kg et
I, = 0.3 m. Le solveur Snopt est utilisé pour résoudre le probleme non linéaire donné par
I’équation (1.68).

L étape finale pour obtenir les trajectoires optimales pour les états et la commande de pendule
inversé consiste a I’interpolation des solutions obtenues par le solveur Snopt. Lorsque la
méthode trapézoidale est utilisée pour discrétiser le probleme de commande optimale, les
méthodes d’interpolation de spline linéaire et cubique sont utilisées pour I’interpolation des
trajectoires des états et de commande de pendule inversé. La figure 1.9 et la figure 1.10

montrent les trajectoires optimales des états et de commande de pendule inversé.
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Figure 1.9 — Les trajectoires optimales des états

D’apres les figures 1.9 et 1.10, nous remarquons I’effacité de la méthode directe pour la

résolution de probleme de commande optimale de pendule inversé.

I.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un €tat de 1’art sur les drones. Puis nous avons
détaillé le modele de quadrirotor qui sera le centre d’intérét dans la theése. Dans la deuxieme
partie de chapitre, nous avons présenté un état de 1’art sur les méhtodes de génération de
trajectoire sans contraintes et le concept de platitude différentielle et ses propriétés. Enfin,
nous avons présenté les méthodes de génération de trajectoires optimales rencontrées dans la

littérature.
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e Trajectoire de commande optiamle
Les solution optimales de commande au point de collocation

p

commande u

temps]s]

Figure 1.10 — Trajectoire optimale de commande de pendule inversé

Ce tour d’horizon des différents travaux réalisés dans le domaine de la génération de tra-
jectoires optimale permet de positionner nos travaux et de justifier les orientations suivies
par la suite. Dans le chapitre suivant, nous allons utiliser les propriétés de la platitude pour

proposer une nouvelle méthode de génération de trajectoire optimale.
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II.1 Introduction

Dans le premier chapitre, nous avons présenté les méthodes directes et indirectes qui
peuvent résoudre le probleme de génération de trajectoires optimales pour les systemes
robotiques. Les méthodes directes ne nécessitent pas 1I’emploi des conditions nécessaires
d’optimalité comme les méthodes indirectes et elles sont donc robustes et faciles a utiliser
lorsque I’application devient complexe. Cependant, la dimension du probleme d’optimisation
est grande et peut poser certains problemes aux algorithmes d’optimisation non linéaires.
Générer des trajectoires optimales pour le quadrirotor est un probleéme compliqué car ce
dernier possede beaucoup de variables d’état et de commande. Les méthodes directes ont été
utilisées pour générer des trajectoires pour les quadrirotors dans [Cowling et al., 2010] et
[Kahale et al., 2014]. Néanmoins, ces méthodes ont été appliquées sur des modeles simplifiés
et avec un nombre limité de contraintes.

La simplification de probleme d’optimisation de trajectoire par élimination de quelques con-
traintes ne peut pas €tre une bonne idée car cela peut limiter 1’utilisation de quadrirotor dans
des applications précises. Donc, nous cherchons a exploiter un outil qui permet de simplifier
le probleme d’optimisation sans faire aucune hypothese sur la dynamique du systéme et les
contraintes de trajectoires. En effet, pour répondre a ces exigences, nous allons utiliser le
concept de platitude pour résoudre le probleme de génération de trajectoire optimale.

Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle méthode de génération de trajectoires op-
timales qui se base sur la technique de collocation directe, la platitude différentielle et les
courbes de Bézier. La méthodologie proposée permet de résoudre des problemes com-
plexes de calcul de trajectoire optimale pour les systemes robotiques d’une maniere rapide,
simple et efficace. Ensuite, nous appliquerons la méthodologie proposée dans ce chapitre
pour résoudre un probleme du guidage d’un quadrirotor.

I1.2 Méthode de génération de trajectoires optimales pro-
posée

Dans ce paragraphe, nous proposons une nouvelle méthode de génération de trajectoires
optimales basée sur la platitude, les courbes de Bézier et la méthode de collocation directe.
La platitude sert a transformer le probleme de commande optimale dans 1’espace des sorties
plates afin de réduire le nombre de variables d’optimisation. Les courbes de Bézier sont
utilisées pour approximer les sorties plates. La méthode de collocation directe permet de

transformer le probleme d’optimisation infinie en probleéme de programmation non linéaire
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de dimension finie. Finalement, le probléme obtenu est résolu par le solveur Snopt dans le

but d’avoir les valeurs optimales des parametres des courbes de Bézier.

I1.2.1 Probleme de commande optimale dans I’espace des sorties plates

L’utilisation de la platitude dans le cadre de 1’optimisation de trajectoires consiste a
transcrire le probleme de commande optimale donné par 1’équation (I.55) dans I’espace
des sorties plates, et a optimiser non plus les profils des états et des commandes, mais
uniquement les profils des sorties plates. Ainsi, les variables de décision du probleme de
commande optimale sont alors définies par le vecteur des sorties plates et de leurs dérivées,
noté F(t) = [F(t), F(1), ...., F"(?)].

Une fois la contrainte dynamique donnée par I’équation (1.37) intervenant dans le probleme
de commande optimale enlevée grace a la propriété de platitude du systeme, et en réécrivant
les contraintes données par 1’équation (I.39) et la fonctionnelle de colit donnée par 1’équation
(1.40) en fonction des sorties plates et de leurs dérivées, le PCO donné par 1’équation (I1.55)

sera converti en un probleme de commande optimale plate (PCOP) de la maniere suivante :

min J(x(2), u(t)) minJ(F (1))
x(),u(?) F(t)
respectant respectant
x(1) = f(x(1), u(®)) IL1)
pco) CHDul) 2 0 _, pep) Fl)=Fo Fliy) =Fy
x(ty) = xo X(tf) = Xy C(F() =0

u(ty) = up I/t(tf) = Uy

Avec C,(F (1)) représente les contraintes du probléme d’optimisation qui dépendent de la
sortie plate et ses dérivées. Comme les sorties plates dénotent une description minimale
du comportement du systeme, le nombre de variables de décision pour le PCOP a été
considérablement réduit ce qui facilite la tache de résolution de probleme d’optimisation.

I1.2.2 Approximations des sorties plates

Pour obtenir des trajectoires réalisables, nous devons définir toutes les sorties plates avec
des fonctions appropriées. De nombreuses courbes peuvent étre utilisées pour approximer la
sortie plate comme les séries de Fourier [Nandi & Singh, 2019], les polyndmes, les courbes
B-spline [De Boor et al., 1978]. En plus de réduire le nombre de variables pour le probleme
de génération de trajectoires, il est utile de pouvoir aisément choisir le degré de continuité de
la courbe (classe C"), sans ajouter de nouvelles contraintes, puisque 1’état x(¢) et la commande

u(t) se déduisent des sorties plates F () et de ses dérivées jusqu’a I’ordre r.
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Quoique les polyndmes puissent étre une bonne solution pour ces problemes car ils sont
facilement évaluables et différentiables. Cependant, ils nécessitent un nombre important de
parametres si I’horizon de planification est grand ou le probleme d’optimisation considéré
comporte beaucoup de contraintes. Donc, 1’objectif ici est d’utiliser une famille tres riche de
courbe dépendant d’un nombre suffisant de parametres pour pouvoir satisfaire les différentes
contraintes.

Parmi les solutions, on peut utiliser les courbes de Bézier. L’intérét de la courbe de Bézier
pour la paramétrisation des sorties plates est multiple. Elle permet d’établir simplement
la classe de continuité sur la trajectoire avec un nombre raisonnable de variables et sans
contrainte supplémentaire. De plus, elle présente une forte courbure, ce qui facilite la
modification de la courbe par déplacement d’un minimum de points. Ainsi, il est possible de

décrire chaque sortie plate F;(¢) par des courbes de Bézier de degré d; telles que :

d;i

Fiy= ) Bia,;, t€lto,tfi=1.,m (I1.2)
=0

Ou «;; sont les points de controle de la sortie plate F;(), qui représentent les nouvelles
variables de probleme d’optimisation, et B;”'(t) sont des polyndmes de Bernstein d’ordre d;,
définies par :

d;! (lf—l di-j t—1

: : (— 1.3
‘]‘(dl—‘])‘ tf—lo tf—to ( )

Bi(1) =

L’ordre de polyndmes de Bernstein d; doit €tre sélectionné avec soin pour représenter précisé-
ment la trajectoire de la sortie plate tout en maintenant I’efficacité des calculs. De maniere
générale, augmenter I’ordre de polyndmes de Bernstein d; permet d’avoir plus de flexibilité
pour la trajectoire, mais cela conduit aussi a plus de points de contrdle, ce qui complique
le probleme d’optimisation. Par conséquent, le choix du parametre d; est un compromis
entre obtenir des trajectoires flexibles avec une grande continuité et utiliser un petit nombre
de parametres pour résoudre facilement le probleme d’optimisation. La paramétrisation
des sorties plates par des courbes de Bézier permet de transformer le probleme décrit par

I’équation (II.1) en un probleéme de programmation semi-infinie défini par :
minJ (@)

respectant

¢ o _ (I1.4)
{ F(t,a)=F, F(;a)=F,

C(F(t,@)) >0
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@ = (@105 ceoes A1y s X205 wevs X2l 5 ovves Ayl s --es Ug, ) €SE 1€ VEcteur des parametres de contrdle
des trajectoires (I1.2). Le probleme d’optimisation donné par 1’équation (I.4) donné par
I’équation est semi-infini car les variables d’optimisation sont en nombre fini mais elles

doivent vérifier les contraintes de la trajectoire sur un continuum temporel.

I1.2.3 Transformation en un probleme de programmation non linéaire

Apres avoir exprimé les trajectoires de la sortie plate a I’aide des courbes de Bézier, le
probleme de commande optimale donné par 1’équation (I1.4) peut se transformer en un prob-
leme de programmation non linéaire. La résolution numérique du probleme d’optimisation

nécessite une discrétisation du temps. Soit
[, lf] - [tg = T9, T1, T2eeeee, TN = ff] (IL.5)

une subdivision uniforme de [7y, ;] ou N est un entier non nul choisi selon le nombre de
points de collocation. Pour chaque point de collocation 7y, k = O, ..., N , le critere ainsi
que les contraintes sont vérifiées. Afin de discrétiser le probleme de programmation semie
infinie (I1.4), chaque sortie plate F;(¢), i = 1,...,m, est évoluée aux points de collocation

T =(T0, T1s eeee , Ty) comme suit :

[Fl(T()), FI(T()), ceees F;l (To), F](Tl), Fl(Tl), cenes FII (Tl), ........ s F](TN), Fl(TN), cees FII (TN)]
[FZ(TO), FZ(TO), cenes F;Z(TQ), Fz(Tl), Fz(Tl), ceeny F;z(’l'l ), ........ s Fz(TN), Fz(TN), ooy F;z(TN)]

[Fm(TO)a Fm(TO)a ceeey F:,T(TO)’ Fm(T1)9 Fm(Tl)a cevey Frrr:n(Tl)’ ceeey Fm(TN)’ Fm(TN)a (X3 F;;"(TN)]
(I1.6)

En se basant sur 1’équation (II.6), nous obtenons le probléme de programmation non linéaire

de dimension finie suivant :

minJ(@)
respectant (I1.7)
{c@=>0

Avec C,(@) représente les contraintes de probleme d’optimisation qui dépend des parametres
de contrdle donnés par 1’équation (II.2). Finalement, nous utilisons le solveur Snopt pour

résoudre le probleme donné par 1’équation (IL.7).
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I1.3 Génération de trajectoires optimales pour un quadriro-

tor

Dans cette section, nous allons appliquer la méthode expliquée dans le paragraphe précédent

pour générer des trajectoires optimales pour un quadrirotor.

I1.3.1 Définition de probléme d’optimisation

Dans cette section nous considérons les hypotheses suivantes :
- Les coeflicients de résistance a I’avancement kg, ks, , ks, sont négligables.
- Les coeflicients des frottements aérodynamiques kyqy, krq9 €t K74y sont négligables.
- ’angle de tangage ¥ = 0.

Le modele simplifié du quadrirotor sera donné par :

L Ugl
¥ = —(sin(6) cos(¢))
m

§ = —L (- sin())
m

u

5= qu(cos(@) cos(p)) — g (I1.8)
l

¢ = I_q”q¢

L

6="2u 0
L

Les paramétres de quadrirotor sont choisis tels que : m = 0.5 kg, I, = I, = 0.002 kg.m?, Iz =
0.004 kg.m?*, 1, =03 m,g =9.81 m.s™>.
L’espace de travail considéré dans notre probleme d’optimisation est une salle dont les

dimensions sont données par :
0<x<10,0<y<150<z<15 (1.9)

L’espace de travail contient aussi des obstacles de géométries différentes, connus a priori
(forme et emplacement). Pour tenir compte de ces obstacles, nous devons les modéliser et
I’intégrer dans les contraintes du probleme d’optimisation. La plupart des travaux dans la
littérature ont défini algébriquement les obstacles en utilisant la méthode de p-norme [Harada
et al., 2013, Abadi et al., 2019b] comme suit :

<~ Zob

obs(x,y,7) = (x — Xob W+ (

Y = Yob
a b

)+ ( )P =1 (I1.10)
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Ou x,5, Yous Zo» TEPrésente le centre de 1’obstacle, a est la distance entre le centre de I’obstacle
et la frontiere limite de I’obstacle pour la direction x, b est la distance entre le centre de
I’obstacle et la frontiere limite de 1’obstacle pour la direction y, ¢ est la distance entre le
centre de 1’obstacle et la fronticre limite de 1’obstacle pour la direction z.

Nous avons considéré six obstacles, trois cylindres et trois blocs rectangulaires. Pour définir le
modele de bloc rectangulaire, il suffit de choisir p = 10. Les modeles des blocs rectangulaires

sont définis par les équations suivantes :

0b31(x,3,2) = (F—=) 4 ()04 (F 0y (IL11)
ai 1 C1

0bs(x,3,2) = (F2) 4 ()0 4 (FEY 0y (IL12)
ar 2 2

0bs3(x,y,2) = (2310 4 (y_bﬂ)“w(m)m—l (IL13)
as 3 C3

Avecay =ay =2,a3=3,by =by=by=l,c; =c2=¢3 =5, Xob1 = 2,Yop1 = T, 2001 = 5,
Xob2 = 8, Yob2 =T, Zob2 = S, Xop3 = T, Yob3 = 3, 2003 = 5.
Pour définir le modele de cylindre, il suffit de choisir p = 2. Les modeles des cylindres sont

définis par les équations suivantes :

— Xob4 2

0bsi(x,y,2) = (——y2 4 (2 ‘by by (A2 (IL14)
ay 4 Cq

obss(x,y,7) = (X x"bs) + _by ob3y2  (ET Sy (IL15)
as 5 Cs

obse(x, y,7) = (2—2ety2 YT Yooy (X7 Zed6yy (I1.16)
(253 bg Ceo

Avec ay = as = ag = by = bs = bg = 0.9,¢c4 = 5 = 6 = 5, Xopa = 2, Voot = 3, 2004 = 5,
Xobs = 3, Yobs = 10, Zops = 5, Xone = 3, Yobs = 9, Zove = 5.

L’environnement de travail contenant les obstacles est décrit par les figures I1.1 et 11.2.

La contrainte qui signifie que n’importe quel systeme aérien peut éviter les obstacles donnés

par les équations (II.11-I1.16) est défini comme suit :
obsi(x,y,z) >0 i=1.6 (I1.17)

La contrainte d’évitement d’obstacle donnée par I’équation (I1.17) ne tient pas compte de

rayon de courbure du quadrirotor lors de son mouvement. Alors, afin d’assurer plus de
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sécurité, nous intégrons un entier R, a cette contrainte telle que :
obsi(x,y,2) >R, i=1..6 (I1.18)

Pour notre probleme d’optimisation, nous allons choisir comme critere de performance le
jerk. Le jerk traduit le taux de variation de 1’accélération par unité de temps. Ce terme est
utilisé comme critere caractérisant la douceur d’une trajectoire ( smoothness). Plus sa valeur
maximale est faible, plus la trajectoire sera considérée comme douce et par conséquent peu
contraignante pour le systtme dynamique. Selon [Yu et al., 2016], le critere jerk pour le

quadrirotor est défini entre [#, #,] comme suit:
If
J= f (%2 + 5% + 792t (11.19)
1o

Le probleme d’optimisation consiste a chercher I'état X; et la commande U, optimale
correspondante qui permet, de vérifier la dynamique du systeéme donné par 1’équation (IL.8),
de satisfaire les conditions initiales X,(0) = [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0] et les conditions
finales X,(5) = [5,0,11,0,0,0,0,0,0,0,0,0], de respecter les dimensions de I’espace de
travail données par I’équation (II.9), de respecter les contraintes d’évitement d’obstacle
données par 1’équation (II.18) et de minimiser le critere jerk donné par 1’équation (I1.19).

Mathématiquement, le probleme d’optimisation pour le quadrirotor se résume comme suit :
qunllj? fOS(')'c'2 + 3% + 72t
respectant
11.8
X,(0)=10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] (I1.20)
X,(5) =15,0,11,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
0<x<10,0<y<150<z<15
obsi(x,y,7) >20.1 i=1,2,3,4,5,6

I1.3.2 Résolution de probleme d’optimisation

Dans cette section, nous appliquons la méthode proposée dans la section II.2 pour ré-
soudre le probleme de commande optimale pour le quadrirotor décrit dans le paragraphe
précédent. Afin de simplifier le probleme d’optimisation, nous allons exploiter la propriété
de platitude pour le quadrirotor. Le mode¢le dynamique de quadrirotor décrit par (I1.8) est
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différentiellement plat et admet le vecteur F, = [F i1, Fpo1, F 31, Fgar]l = [x,y,2,¢¥] comme

sortie plate. Alors, il est possible d’exprimer successivement toutes les variables d’état et de

commande de quadrirotor comme fonctions des sorties plates et de leur dérivée comme suit :

Fll

6 = arctan(———)
gt Fq3l
-F
¢ = arcsin( ! )
\/an +EL 4+ (g + Fp)?

Ugr = m\/F‘?U + F;Zl + (g + Fq31)2

lq .F.qll Fqll-F.qM ﬁqllﬁzﬁl Fqll(j';q?sl)z
o = e - L g SR ot
y 8t L3t (g+ Fp31) (g + Fgp1) (g+ Fp1)
ml, (g1 F o1 — ugi F 1) (ug: wfusl - m2F§21)
Ugp = " )_
1 I, ufll(u:‘;l - m2F§21)
mlq((uquqZI - uql.F;qu)(uql \,(uzl - m2F‘§2]))
m +
I, ”51(”31 - m2F§21)
mlq((uql(uél(uél - m2F§21)1/2(uq11§iq1 —m*F 1 F 1))
Iy ”21(”51 - mzﬁjm)

I1.21)

(11.22)

(I1.23)

(I1.24)

(IL.25)

L’utilisation de la propriété de platitude pour le quadrirotor permet de transformer le probleme

d’optimisation donné par 1’équation (I1.20) en un probleme de commande optimale équivalent

qui s’écrit, dans 1’espace des sorties plates, sous la forme :

min fos('}'?f,11 + Foy + Foy)dt
q respectant

1121 - 11.25
Fy0) = Fai(5) = Fy(5) = Fy(5) = Fo(5) = 0
Fo1(5) =5, Fp(5) =11
0<F;1 £10,0<Fp <150 Fp3 <15
obsi(Fy1,Fp1,Fg31) 201 i=1,2,3,4,5,6

(11.26)
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Avec Fy = [Fyits oo Fgits Fopts e, F 21, Fiats s F i

Afin d’obtenir le nombre nécassaire des parametres de contrdle pour résoudre le probleme
d’optimsation (I1.26), nous choisissons pour les sorties plates Fyi1, Fyp; et F 31, les courbes
de Bézier d’ordre 11 telles que :

11 11 11
Fon =) B'(a, . Fpi() = ) Bl'a, ,Fpi = ) Bl'(Da,;1€[0,5] (127
Jj=0 j=0 j=0

OU @y = [@x0,@x1,eemees Xx11,Qy0, Ayl ey Ayl 1, A0, Ao oo, A1 ] €SE 1€ VECteur des parametres
de controle pour les sorties plates Fyi1, Fpo1 et Fi, B}l(t) sont des polyndmes de Bernstein
d’ordre 11, définies par :

11! 5-t

B0 = w5 () (11.28)

Nous choisissons les points de collocation tels que les contraintes soient vérifiées a une

fréquence d’un point par seconde comme suit :
‘T-q = [Oa 17 2’ 35 47 5] (11.29)

Pour chaque point de collocation , les sorties plates F,i;(2), Fp1(2) et F3,(¢) sont évoluées
aux points de collocation 7, = [0, 1,2, 3,4, 5] comme suit :

[F11(0), Fg11(0), ..., F1(0), Fou1 (1), Fyri(1), ceoey Fyy (1), o F115), Fg1(5), ... Fy (5)]
[F21(0), Fg21(0), ..., F11(0), Fop1 (1), Fga1(1), eevos Fpp (1), ey F 1 (5), Fi1(5), ... F (5)]
[F31(0), Fg31(0), ..... F 31 (0), Fyzi(1), Fg3i(1), ooy Fy (1), oo F31(5), Fg31(5), ... F 3, (5)]

(I1.30)

Apres avoir évolué les fonctions de Bézier aux points de collocation, nous obtenons le NLP
suivant :

min J(@,)
¥

respectant (1131)
{ Coa=0

Avec C,(a,) représente les contraintes de probleme d’optimisation qui dépendent de parametre
de contrdle a,.
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La résolution du probleme d’optimisation (I[.31) par le solveur Snopt permet d’obtenir les
parametres de contrdle suivants :

Ayo = Uyl = Ax2 = Ax3 = Ay = Ayl = Ay = Ay3 = A0 = Ay] = Az10 = X711 = 0,a,4 = 19.55,

@5 = =56.8, a6 = 76.2, 0,7 = =241, a8 = @x9 = @10 = @x11 = 5, @4 = 0.69, @y5 = 25.5,

3
Il

—10.18,Cl’y7 = 346, ayg = 9, @y = Ay10 = Ay11 = 11,0’12 = 1.4,az3 = 3.9,0/Z4 = 303,

2.28, 6 = 0.13, @7 = 8.48, a5 = 6.06, a0 = 8.58

N
[
I

(I1.32)

Le nombre de variables pour le probleme d’optimisation (I.31) est défini par : (le nombre
des sorties plates pour le systeme de quadrirotor multiplié par le nombre des parametres de
contrdle pour chaque courbe Bézier) soit 3 * 12 = 36. Par contre, lorsque nous utilisons les
méthodes directes ou indirectes existant dans la littérature pour résoudre le méme probleme
d’optimisation de trajectoire de quadrirotor, le nombre de variables d’optimisation est défini
par : (le nombre de variables d’états et de contrdles pour le quadrirotor multiplié par le
nombre de points de collocation) soit (3 + 10) * 6 = 78. Ainsi, cette importante réduction du
nombre de variables d’optimisation, comparée a d’autres méthodes conventionnelles, nous
permet d’obtenir une solution plus rapide au niveau temps considéré par les solveurs pour
résoudre le probleme d’optimisation.

Le temps CPU nécessaire pour résoudre le probleme d’optimisation (II.31) est environ de
1.3 s. Une large gamme des conditions initiales a été considérées pour que le processus

d’optimisation convergera vers la solution optimale.

La figure I1.3 et la figure II.4 montrent le mouvement optimal en jerk pour le quadriro-
tor en 2D et 3D. Les figures (I1.5-11.9) montrent les trajectoires optimales des €tats et des

commandes de quadrirotor.

D’apres les figures (I1.5-11.9), nous remarquons I’efficacité de la méthode de génération de
trajectoires optimales proposée pour la résolution de probleme de commande optimale de
quadrirotor. D’autre part, les résultats de simulation montrent que considérer le Jerk comme
un critere de performance permet d’obtenir des trajectoires lisses qui réduisent la difficulté
de concevoir des lois de commande.
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Figure I1.3 — Trajectoire optimale en jerk du quadrirotor en 2D

0O o

Figure I1.4 — Trajectoire optimale en jerk du quadrirotor en 3D
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Figure IL.5 — Trajectoires optimales des positions du quadrirotor
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Figure I1.6 — Trajectoires optimales des vitesses du quadrirotor
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II.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé une technique d’optimisation de trajectoires
basées sur les courbes de Bézier, la platitude et la méthode de collocation. L’avantage princi-
pal de cette approche par rapport aux techniques existantes est que le probleme de commande
optimal initial est transcrit dans un cadre géométrique par 1’utilisation de la propriété de
platitude du modele. Ceci conduit a un nouveau probleme de commande optimale dépourvue
de contraintes dynamiques et pouvant étre résolu plus rapidement que dans 1’espace d’état.
Nous avons appliqué avec succes la méthode de génération de trajectoires optimales dévelop-
pées au cas du guidage d’un quadrirotor. L’espace de travail considéré dans notre probleme
d’optimisation est une salle qui possede des obstacles de géométries différentes, connus a
priori (forme et emplacement). Pour tenir compte de ces obstacles, nous avons intégré les
modeles algébriques des obstacles obtenus par la méthode p-norme dans les contraintes du

probleme d’optimisation.
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III.1 Introduction

Il existe toujours une différence entre le modele mathématique de procédé et la réalité. Cette
différence est die a des phénomenes environnementaux négligés lors de modélisations et des
erreurs de précision des valeurs de parametres du modele. La question qui se pose donc c’est
comment obtenir les performances souhaitées malgré la présence des dynamiques négligées
dans le modele du processus.

Dans le chapitre précédent, nous avons vu ’efficacité de la platitude dans le cadre de généra-
tion de trajectoires optimales. En effet, a partir de la connaissance des trajectoires optimales
des sorties plates, une commande en boucle ouverte est calculée permettant de déplacer un
systeme d’un état initial a un état final en satisfaisant quelques contraintes et en minimisant
un critere de performance.

La présence des perturbations externes et d’incertitudes de modélisation nécessite 1’ intégration
d’un bouclage de rétroaction robuste dans la commande par platitude pour la poursuite de
trajectoire. Pour ce faire, différentes lois de commande robuste ont été associées a la com-
mande par platitude. Citons, entre autres, les travaux de [Lavigne et al., 2001] [Hagenmeyer
& Delaleau, 2003],[Zerar et al., 2004],[Hagenmeyer & Delaleau, 2010], [Ryu & Agrawal,
2011],[Chen et al., 2016]. Parmi ces travaux, nous nous intéressons aux approches basées sur
la platitude et la commande par mode glissant.

Le principe de la commande par mode glissant consiste a forcer le systeme a converger
vers une surface choisie dite de glissement, qui vérifie une dynamique désirée de I’erreur en
présence des incertitudes paramétriques et des perturbations externes. Le choix des surfaces
de glissement concerne leur nombre ainsi que leurs formes en fonction de 1’application et de
I’objectif visé. La combinaison de la propriété de platitude et de techniques basées sur les
modes glissants implique des propriétés de découplage entrées/sorties et une linéarisation
dynamique et robuste. Cependant, ces performances sont obtenues au prix de certains incon-
vénients.

La commande par mode glissant contient un terme discontinu qui peut entrainer un phénomene
de broutement ou chattering en anglais. Les principales raisons a 1’origine de ce phénomene
sont les limitations des actionneurs ou les retards de commutation au niveau de la commande.
Cet inconvénient n’altere théoriquement en rien les performances mais il peut se révéler
dommageable pour certains composants du systeme (actionneur, éléments mécaniques,...).
Ainsi, les principales contributions sur les commandes par modes glissants au cours de ces
dernieres années concernent la diminution du chattering.

Pour remédier au probléme du broutement, plusieurs méthodes ont été proposées comme la

méthode de couche limite qui consiste a remplacer la fonction de commutation par une ap-
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proximation continue. Néanmoins, selon [HEDJAR et al., 2002] I’atténuation de phénomenes
de broutement par la méthode de couche limite, bien que tres efficace, est obtenue au dépend
de la robustesse qui s’en trouve ainsi réduite, ceci élimine 1’avantage essentiel de I’utilisation
de la commande par mode glissant. En plus du probléme du broutement, la mise en ceuvre
de la commande par platitude en boucle fermée a besoin de capteurs permettant de donner a
chaque instant les valeurs des sorties plates et ses dérivés. A cause d’absence de capteur ade-
quats, il arrive souvent que certaines variables d’état d’un systeme ne soient pas accessibles
a la mesure.

Pour cela, nous proposons de combiner la méthode par platitude basée sur le mode glissant
avec la méthode de controle actif par rejet des perturbations (ADRC) fondée par [Han,
1995]. La méthode ADRC repose sur le bon fonctionnement de 1’observateur a état étendu
(ESO) qui estime 1’état complet du systeme et un état supplémentaire représentant la somme
des incertitudes paramétriques et les perturbations externes connues par la perturbation totale.
En effet, cet état étendu estimé en ligne avec I’ESO est utilisé dans le signal de commande
afin d’éliminer les perturbations totales agissant sur le systeme.

L’association de I’ADRC, le mode glissant et la platitude nous permettent d’obtenir une
nouvelle commande robuste et lisse. Cette nouvelle commande, notée FSADRC, a pour
avantage d’optimiser le nombre de capteurs nécessaires pour mesurer 1’état du systeme,
d’éliminer les effets des perturbations totales sur le systeme et d’atténuer le phénomene de
broutement par la méthode de couche limite sans perdre la robustesse obtenue grace a la
discontinuité de la commande par mode glissant.

Dans ce chapitre, nous détaillerons deux stratégies de commandes par platitude robuste.
La premiere est la commande par platitude basée sur le mode glissant, notée FSMC et
la deuxieme est la commande par platitude basée sur le mode glissant et I’ADRC, notée
FSADRC. Ensuite nous appliquons ces deux commandes robustes sur un modele dynamique
du quadrirotor comprenant des incertitudes paramétriques et des perturbations externes et

nous interprétons les résultats.

III.2 Synthese de régulateur robuste par platitude basé

sur la commande par mode glissant

La classe des modeles considérés tout le long de ce chapitre est :

X =f0)+ X &%) u (11L.1)
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Ou x = [x1, X2, ooy X, )7 € R est le vecteur d’état, u = [uy, un, ....., ). € R™ est le vecteur
des commandes. f(x) et g;(x) sont des champs de vecteur lisse.

Le modele donné par I’équation (III.1) trouve 1égitimité du fait que tous les robots mobiles
notamment les quadrirotors vérifient cette forme. En tenant compte des incertitudes qui

peuvent affecter le systeme, le modele donné par 1’équation (II1.1) prend la forme suivante :

&= f0) + DIV &) i+ Af () + TV Agix) i (I11.2)

Avec Af(x), Ag;(x) sont des champs de vecteur qui représentent les parametres négligés de
systeme.

Soit F = [Fy, F», ....., F,,]7 € R™le vecteur des sorties plates. Soit Fy = [Fg1, Fypyeveey Fym]?
le vecteur de trajectoire de référence correspond au vecteur de sortie plate F.

L’ objectif est de proposer une loi de commande telle que le vecteur de sortie plate F' suit par-

faitement le vecteur de trajectoire désirée F; malgré I’existence des incertitudes de modele.

Perturbations Paramétres

externes incertains
Consigne \
. . c:r;'lgee Sortie plate
Génération Commande |l | e - F
Systeme
des par iy >
. . . + non linéaire
trajectoires platitude Ve
de référence Terme
correctif
Régulateur de
suivi robuste
A
Terme
discontinu
11:0.- + 1. F
S?rtiej plate Sortie plate
désirée

Figure III.1 — Schéma global de la commande FSMC appliquée sur un systeme non linéaire plat perturbé en
boucle fermée

La commande suggérée dans ce paragraphe est décrite par schéma global donné par la figure
III.1. Cette commande est composée de deux parties : une partie basée sur la platitude et une
partie comportant un régulateur par mode glissant utilisé pour la rétroaction.

Pour calculer la commande par platitude linéarisante, il suffit de dériver successivement les
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sorties plates du systeme certain (III.1) jusqu’a avoir une relation directe entre les commandes

et les dérivées des sorties plates. Soit :
F' = A.(x) + B,(x)u (IIL.3)

Avec r est défini comme étant la somme de tous les degrés relatifs obtenus et doit étre
. PR 7 ~ P) N T
inférieur ou égal a I’ordre du systeme, F" = [F YL F ,C;”] , A(x) et B.(x) sont deux
matrices contenant les états nominaux de systemes et leur dérivé.
Si la matrice de découplage B,(x) n’est pas singulicre, I’expression de la commande par

platitude linéarisante uy est définie par :
up = B'(x)(F" — A(x)) (I11.4)

Selon [Slotine et al., 1991], lorsque la consigne est une trajectoire de référence, le vecteur de

surface de glissement est défini par la forme suivante :

-1 -2

Tr = [0, T2 ooy O]’ = €V + Kp0pe"™ + , + Kye, (I1L.5)
Ou K, = [K,1, Ky, ....., Ky—2)] est le vecteur des matrices diagonales (m X m) des gains de
commande par mode glissant et e, = [e,1, €2, ....... seoml! = [F1—Fp,Fo—Fp, .y Fyy—F )"

est le vecteur des erreurs de suivi. Les gains de la commande par mode glissant sont choisis
tels que le polyndme caractéristique de 1’erreur de suivi soit un polynéme Hurwitz.

Pour déterminer la condition d’attractivité, considérons la fonction de Lyapunov suivante :
V,=050" (I11.6)

Une condition nécessaire et suffisante, appelée condition d’attractivité, pour que le vecteur
de surface de glissement o, converge vers 0 est défini par 1’inégalité suivante :

o0, <0 (111.7)

Pour vérifier la condition (I11.7), il faut que le vecteur de surface de glissement et son dérivé

soient de signes contraires tels que :

o, =—-W; sgn(o,) (IIL.8)
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Avec W, = [Wy, W, ....., Wy, ] représente le vecteur des gains de commutation et sgn est la

fonction signe. La dérivée temporelle de la fonction de surface de glissement est définie par :
=" + Kyr0e" ™ + i, + K e, (I11.9)

D’apres les équations (I11.8) et (II1.9), nous obtenons :
e + Ky ™V + . + Kye, = —W,sgn(o,) (I11.10)

On note par v le nouveau terme de rétroaction par mode glissant, d’apres 1’équation (111.10),
ce dernier est défini par :

Ve = Fl = Kyp2" ™D — . — Ky e, — Wysgn(a,) IIL.11)

En remplacant F" par v, dans la commande (II1.4), nous obtenons la commande FSMC
suivante :

Ursmc = B;l(x)(F:g — Kyl ™" — ... = K&, — Wsgn(o,) — A,(x)) (IL.12)

r

Pour atténuer les effets des incertitudes de modele, généralement dans la littérature, on choisit
W, suffisamment grand. Bien que ce choix permette d’obtenir une convergence en temps fini
vers la surface de glissement ainsi que les propriétés de robustesse vis-a-vis des perturbations,

il provoque le phénomene de broutement Figure 1II.2. Pour réduire ce phénomene , nous

broutement

\*

Trajectoire

~

A
I
o

Figure IIL.2 — Le phénomene de broutement.
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45a(0,)

_ a-:

Figure II1.3 — Fonction saturation

remplacons la fonction signe par la fonction saturation Figure II1.3 définie telle que :

I si lo)| < ay
Sat(o,){ " (II1.13)
sgn(o,) si lo| > ay

Avec ay est la largeur du seuil de la fonction de saturation.
Plus la variable a; est grande, plus I’approximation diverge de la fonction signe, et donc ¢’est

meilleur pour la réduction du chattering, mais détriment de la conservation de la robustesse.

III.3 Synthese de régulateur robuste par platitude basé
sur la commande par mode glissant et la commande

par rejet actif des perturbations

Pour compenser la réduction de robustesse dii par la fonction saturation, nous allons
combiner la commande FSMC avec la méthode de commande active par rejet des perturba-

tions (ADRC). Le schéma global de cette méthode sera donné comme I’indique la figure
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(IIL.4). En utilisant la platitude, le systeme non linéaire est transformé en un systeme linéaire

Perturbations Paramétres

externes incertains
Consigne \
- c;rrlgee Sortie plate
Génération Commande |lz ADRC - F
Systeme
des par me >
iactoi ; + non linéaire
trajectoires platitude Vo
de référence Torme
correctif

Régulateur de
suivi robuste

=il

discontinu

Observateur 3
etat étendu

Fool.F

Sortie plate
désirée

Sortie plate

Figure I11.4 — Schéma global de la commande FSADRC appliquée sur un systeme non linéaire plat perturbé
en boucle fermée

commandable sous la forme de Brunovsky, pour lequel il est plus facile de créer un bouclage
de rétroaction. Puisque les systemes non linéaires sont soumis a des incertitudes, les sys-
temes linéarisés obtenus sont affectés par des perturbations appelées perturbations totales qui
regroupent les effets des parametres incertains et des perturbations externes sur le modele
de systeme non linéaire. Les états des systemes linéarisés et les perturbations totales sont
estimés par un observateur a état étendu. En se basant sur les estimations de 1’observateur,
les sorties plates et leurs dérivées sont remplacées par leurs estimations dans le bouclage
v,. D’autre part, un nouveau terme est ajouté a ce bouclage afin de compenser I’effet des
perturbations totales.

Lorsque nous dérivons successivement les sorties plates du systeme incertain (II1.2), la
relation directe entre les commandes et les dérivées des sorties plates données par I’équation
(I11.3) sera définie telle que :

F' = A,(x) + B,(x)u + C.(x) + D,(x)u (I11.14)
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Avec C,(x) et D,(x) sont deux matrices contenant les éléments des états nominaux, les
parametres négligés et leurs dérivées.
En remplacant la commande par platitude en boucle ouverte donnée par 1’équation (111.4)

dans le systeme (III.14), nous obtenons le systeme linéarisé incertain suivant :

F'=v+n (III1.15)

Avec
n = D,(X)B.(x)"'v + C,(x) = D,(x)B,(x)"'A,(x) (II1.16)
ouv=1[vi,Va, ... ,vn]! représente le vecteur de bouclage et 7 = [171, 72, ...... ,m]’ représente

le vecteur des incertitudes totales contenant les parametres incertains et les perturbations
externes affectant le systeme linéarisé.
Soit le vecteur d’état étendu défini par chaque sortie plate et ses dérivées augmentées par la

perturbation totale :
Xe = [Xets Xeas onrens Xe(rys Xeray)]” = [Fy Fy ey FTym]" (I11.17)

L’équation (III.15) peut se mettre sous la forme suivante :

Xel = Xe2
Xe2 = Xe3
(II1.18)
Xer = Xe(r+1) TV
Xere1) = 1]
Ye = Xel
La forme matricielle du systeme (II1.18) est donnée par :
X, =Ax,+ B, +E, (II1.19)
Avec
0 1 0 0 0
A, = B, = E, =
0 0 1 % 0
0 0 n

(r+1)x(r+1) (r+1)x(1) (r+1)x(1)
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L’ observateur a état étendu pour le systeme (II1.19) est construit sous la forme suivante :

%, =A%, + B, + L,Co(x, — %) (1I1.20)
Avec X, = [Xo1, Xo2y veeen ,)?e(,),)?e(,+1)]T, C. =1[1,0,.....,0] de dimension (1) X (r + 1) et L, =
[A1, A2y ey At 1)]T représente le vecteur des matrices diagonales des gains de 1’observateur.

D’apres I’équation (I11.19) et (II1.20), la dynamique d’erreur de 1’observateur a état étendu
est définie par :
é,=He,+E, (IIL.21)

Avec

H, = A, — LCo, 20 = [8015 8025 0r 2o(rys Letrany]T = [Xet = Rols Xer = Rers vvor Xer = Kors Xe(ri1) —
Regren]”.

D’apres Yang [Yang & Huang, 2009], si les gains d’observateur sont choisis tels que la
matrice H, est de Hurwitz et si la perturbation totale 7 ou sa dérivée 7 est bornée alors la
dynamique de I’erreur de I’observateur a état étendu est stable au sens EBSB (Entrée Bornée
Sortie Bornée). Afin d’assurer une stabilité asymptotique pour I’erreur (I11.21), il faut que la
perturbation totale soit constante ou son taux de variation négligable.

Une fois les perturbations totales sont estimées, nous allons pouvoir les rejeter en ajoutant un
terme de compensation au bouclage v,, d’ou le terme (disturbance rejection) dans le nom
ADRC. En se basant sur les estimations d’observateur a état étendu donné par 1’équation
(I11.20), nous proposons un terme de bouclage robuste vs4prc qui combine les avantages de
I’ ADRC et le mode glissant, défini tel que :

A r=1 A A ~
VSADRC — F(ri - Ks(r_z)err T e - Kﬂer - Wssgn(O'r) —-n (11122)
N N N N 7> - r A A(r—1 A(r=2
Avec e, = [8,1, 8, ...... s erm]T =[F1—Fq,F,—Fg, ..., Fm_de]T’ gy = eS’r )+Ks(r—2)e§’r )+
v + K2,

En remplacgant v, par vgaprc dans la commande (II1.12), nous obtenons la commande par

platitude basée sur I’ADRC et le mode glissant, notée par F'S ADRC, suivante :

ursapre = B, ()(F) = K-8, ™ — oo = K&, — Wysgn(6,) — i — A(x))  (111.23)

Etude de stabilité :

Soit la fonction de lyapunov :

V, = 0o (I11.24)
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La dérivée temporelle de la fonction de lyapunov est définie par :
Vo=0,0,=0(F = F)+ K€"V + oo, + K e,) (I11.25)
En remplacant F" par son expression définie par 1I’équation (III.15) , nous obtenons
Vo=0,(v+n—F)+ Ky 2e"™D + +K1é,) (I11.26)
En remplacant v par vgaprc dans I’équation (I11.26), nous obtenons :
V, = 0, (F" = Kyr28," " — .. = Kué, — Wysgn(6,) — i + 1 — F' + Kypel " + ... + Kqé,)

= 0 (K@ = 2,0 D) 4 .+ Ky (e, — &) + 1 — ) — Wysgn(6,))
= O-r(Ks(r—Z)(F(r_l) - ﬁ(r_l)) +..+ KSI(F - ﬁ) +n - ﬁ - WsSgn(é-r))

= _(&r + g, — OA'r)Wngn(OA'r) + (&r + g, — &r)(Ks(r—Z)(F(r_l) - ﬁ'(r—l)) + ..
+Ka(F = F)+n—-1)

< _&rWsSgn(é-r) + Ws |o-r - a-rl + (|a-r| + |O-r - é\-rl)(Ks(r—Z) |F(r_1) - ﬁ(r_l)| + ..
Kt [(F = B+ 1n = )

< =W 10,1+ Wilor, = 01+ (0] + oy = 3, DKy [0 = FOD 4.
K |(F = P +1n = )

(I11.27)

Vue la convergence de 1’observateur par état étendu, les fonction F — F,....., F"~D — F0-D,

n — fetd, — o, . Par conséquent V, < -W,|6,] <0

1114 Etude par simulation

Dans ce paragraphe, nous allons appliquer la commande par platitude basée sur le mode
glissant, noté FSMC et la commande par platitude basée sur le mode glissant et I’ADRC,
noté FSADRC, sur un modele de quadrirotor incertain en comparant les résultats obtenus.
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II1.4.1 Conception de la commande par platitude basée sur le mode

glissant pour un modéle incertain de quadrirotor

Dans la littérature, beaucoup de chercheurs [Aguilar-Ibéiiez et al., 2012, Faessler et al.,
2017, Fethalla et al., 2018] ont choisi le modele donné par 1’équation (II1.28) pour décrire le
comportement de quadrirotor.

o M . . .
¥ = -L(cosysinfcos ¢ + siny sin @)

$ = “L(siny sin 6 cos ¢ — cos Y sin ¢)

m

7= "(cosfcosp) — g

m

$ = 00" + Fugy (I11.28)
0= ¢’W(%) + %qu

= go( Iy,_zlx) + Ilzuqlﬁ

Y, =[xy z9]"

Quelle que soit la méthode utilisée pour obtenir un modele mathématique de quadrirotor,
il existe toujours un compromis entre la simplicité du modele et son aptitude a décrire
I’ensemble des phénomenes qui le caractérise. Ainsi, un nouveau modele de quadrirotor qui
prend en compte les incertitudes paramétriques et les perturbations externes doit étre défini.
Soit A,, et Al, les variations paramétriques de la masse m et la distance entre le centre du
quadrirotor et I’axe de rotation du rotor [,. Soit dy, d,, d;, dg4, dy et d, les perturbations
externes affectant les positions [x, y, z] et les angles d’Euler [¢, 0, ¢/] de quadrirotor.

Le modele de quadrirotor infecté par les incertitudes paramétriques et les perturbations
externes est décrit par :

. Ugl . . .
X = m+—"Am(cos¢/s1nécos¢ + siny sin @) + d,

y = —L—(siny sinf cos ¢ — cos Y sin¢) + d,

Z= #‘im(cos@cos@ -g+d.

$ = Op(2) + Ly, + d, (I11.29)
6 = ¢l//( IXI_IZ) + [q-;Alq Ugg + dg
y y

U = PO + Futgy + dy

Y, =[xyzy]"
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La dynamique de la position x peut étre définie comme suit :

X = Hat (coswsm9c05¢+sm¢sm¢)+d
m+
A . .
i((:os Y sin @ cos ¢ + siny sin ¢) — L(cos W sin @ cos ¢ + siny sin @) + d,
m m(m + A,,)

(111.30)

La dynamique de la position y peut étre définie comme suit :

G . o 3 . d =
y mT A (siny sin 6 cos ¢ — cos Y sin @) + d,
Ugr , . . . u IA
—(siny sin @ cos ¢ — cos ¥ sin ¢p) — ————(siny sin 6 cos ¢ — cos Y sin @) + dy
m ( + Am)
(I1L.31)
La dynamique de la position z peut étre définie comme suit :
: = cos@cos@)—L — g+ d. = “LeosO)cos@) - g + d. - cosO)cos@)—n
Z=cos c0s¢5m+A g+ mcos cos(@) — g cos(B)cos(p G+ Am)
(1I1.32)

En se basant sur les équations (II1.30), (II1.31), (I11.32), le modele (I11.29) peut étre défini
comme suit :

i = ~IH(cos yrsin 6 cos ¢ + siny sin @) — (cos ¢ sin 6 cos ¢ + siny sin ¢) m?’z‘]fz’l”) tds
y = 2(sin sin 6 cos ¢ — cos ¥ sin @) — (sinyy sin 6 cos ¢ — cos y sin ¢) m(’leJfAm’”) +d,
Z = “L(cos B cos ¢) g + (—cosfcos ¢) m(,‘;,lJrfm) +d;
¢ ew( ’)+ uq¢+ uq¢+d¢

1) qu +dy
Y, = [x,y, Z, l//]T

(111.33)
Dans ce paragraphe, nous allons concevoir la commande par platitude basée sur le mode
glissant pour le modele incertain de quadrirotor donné par 1’équation (II1.33).
Afin de déterminer la commande par platitude en boucle ouverte, nous considérons le modele
de quadrirotor donné par I’équation (II1.28). Ce dernier est différentiellement plat et admet le

vecteur Fy = [Fyi1, Fp1, F 1, Fq41]T = [x,y,z,¥]" comme sortie plate. Alors, il est possible
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d’exprimer successivement toutes les variables d’état et de commande de quadrirotor en

fonctions des sorties plates et de leurs dérivées comme suit :

Fql 1€0S(F ga1) + sin(F g4 )qul

0 = tan™'( .. ) (111.34)
g+ Fupi
sin(F 4 E ,11—cos(F ) F
6 = sin\( (“ g41) (.].11 ( q4.1.) q21) (I11.35)
\/an + Foy + (g + Fisn)?
g = m A2+ F2 4 (g Fp))? (I11.36)
L. .. L—-1

Ugp = l—’e — PF = 1 (I11.37)

q q

I,. L -
Ugp = l—¢ - GFq41 ] (III38)

q q
Uy = LEu — $0(L, — 1) (I11.39)

Les commandes u,, et u,y dépendent de dérivées quatricmes des sorties plates Fyi1, Fyo;
et Fy3;. Cependant, la commande u,; ne dépend que des dérivées temporelles de second
ordre de Fg1, Fy et Fy3;. Ce probleme expose évidemment un obstacle pour trouver
une relation directe entre le vecteur d’entrée de commande U, = [ug1, gy, Ugo, uq,/,]T et
les dérivées des sorties plates Fyi1, F1,F 31 et Fgy. Par conséquent, la réalisation d’une
linéarisation par bouclage statique pour le systeme non linéaire de quadrirotor sera impos-
sible. Pour surmonter ce probleme, les commandes u,; et it, sont considérées comme
un état supplémentaire pour le modele de quadrirotor (III.28). Dans ce cas, les nou-
veaux vecteurs d’état et de commande pour le modele de quadrirotor (I11.28) sont définis
par X, = [x,%,5,,2,%, ¢, ¢ 6’ 0,4, ug, i1 et U, = [ilg1, tgg, Ugo, Ugy]” - On note par
J, = <1 =Dy S Sy =)

Nous derlvons Fyi1, F 21 Fog et F 441 jusqu’a apparaitre les entrées de commande iy, U4,

Ugp €t Ugy. Ainsi, nous constatons que le terme de la commande de quadrirotor n’apparait que
dans la dérivée quatrieme des sorties plates. Soit :

Fén Ugl
Farl_ a4 B, " (II1.40)
Fy31 Ugg
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f qx gqxl gqxl gqx3 gqx4
Jay ol 8qy2 &q3 &y
avec A, =|"?|,B, =" ay ay qy
fqz 8qz1 8qz2 8q:3  8q4
Jau Eqy1 8qu2 8qu3  8qu4

Ug . .. .. .. . .. ..
q 2 2
fox = ?[—W CySoCy — YOS, CoCy — YPsyS9Ss — YOsycocy — O cysgcy — pOCyCoSy + QY Sy SeSs—
. > 5 . > . .
dOcyCosy — P CySeCy — WSy Sy + 2pcycy — ¢ sy sy + Johdeycoco + Jphb(—cyss59 + CpSy)+

.. i, , . . .
JyOP(=syCps9 + spCy)] + #[—wswswqﬁ + Ocycocy — PCySeSs + Yy Sy + PsyCyl
(I11.41)

q 2 2
Joy = — =¥ sy s0cy + Ybcycocy — Ydcysesy + Ylcycocy — 07 Sy59cs — POSyCoSs — PYcy s9Ss—

.. .0 9 .. 2 .. ..
¢QS¢CQS¢ - ¢ Sy SeCe + lﬁ CySe + 2¢¢S¢C¢ + ¢ Cy Sy + J9w¢S¢C¢C9 - J¢W0(S¢S¢S9 + C¢C¢/)+
2u

JyOd(cycyso + S45y)] + Wq[wcwsg% + 05,CoCy — DSy SeSy + WSy Sy — PCyCyl
(111.42)
_ Ugl 2 12 .. .. . . 2l;tq1 . .
Joz = ;[—9 CoCo — P CyCo + 2005055 — Joysgcy — JoOcysy] + 7[—9s9c¢, — ¢cpsy]
(I11.43)
fo = J,00 —l[csc+ss] —lqu—ql[—css + 54Csl —lqu—ql[csc]
q = Jy ’gqxl—m ySeCy T SyS¢l, 8gx2 = ml, yS9Sp T SyCql, 8qx3 = ml, yS6Cs 1
(111.44)
lql/tql 1 lquql
8 = ] [—sySeCg + CySsl, 81 = %[swsw(p —CySpls 8qy2 = W[_Stﬁs@% —cycy] (IIL45)
Z X
Lug, Lu, lyug
83 = ;—qu[sw@%],gm = ;—Z[cwsé;% + 5y89l 81 = —[eoCyl, g2 = ;—i[—CeS¢]
(I11.46)
lqlxtql 1
ng3 = m_l[_secqb]a ng4 = gwl = ng = gl//3 = 07 gl//4 = I_a (III47)

y z
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Selon Fang [Fang et al., 2008], la matrice B, n’est pas singuliere si les conditions suivantes

sont respectées :

Hypothese III.1 La commande de I’altitude doit étre stictement positive ug > 0
Hypothese I11.2 Les Angles d’Euler sont définis tels que :
—-90° <6<90°-90° < ¢ <90°,-90° < ¢ < 90° (I11.48)

D’apres 1’équation (I11.40), nous pouvons déduire la loi de commande par platitude en boucle

ouverte pour le quadrirotor, noté Up,, comme suit :

it F
“rao) ot | DR g, (I1.49)
UFq0 Fq31
UFqy Fq4l

On note par Foy = [Fyix, Foay, Foazn F qdw]T le vecteur de trajectoires de référence pour le
vecteur des sorties plates F, = [F i1, Fp1, F31, Fq41]T.

On note par 0y = [0F,,,0F 4 0F,q0F,,]1" le vecteur de surface de glissement pour le
quadriotor. Les surfaces de glissement or,,,, 0F,,,, OF,, €t 0F,, sont choisies comme des

fonctions des erreurs de poursuite telles que :

Try = €q1 +Baéq + Braég + Prieg (I11.50)
Trp = €q2 + Byl + Byaég + Byieg (IIL.51)
Tra = €3+ Baégs + Poly + Baegs (111.52)

OFu = €qa + Byregp (II1.53)

Avec eq = Fgui = Foax s eqp = Fp1 — Foay s e3 = Fg1 — Fyaz €t egq = Fya1 — Fay. Bas Bras
B3, Byt By2, By3s Bei, By Bes €t By sont les gains de la commande FSMC de quadrirotor. Ces
gains sont choisis tels que :

$*+ Bas® + Bas + B = (5 + wyy)’ (IIL.54)

S+ B3+ Bras + By = (5 + wgyy)’ (IL.55)

¥+ Bas® + Boas + By = (5 + Wye)? (I11.56)
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S+ By1 = (s + wyys) (II1.57)

OU weys = [Wyrs, Ways, Wyzs» Ways] TEPrésente le vecteur des parametres de la commande FSMC
de quadrirotor. Cette méthode de sélection conduit a ce que toutes les racines du polyndéme
caractéristique de I’erreur de poursuite soient placées a —w,,,. Ainsi w,,; devient le seul

parametre de réglage de la commande. Par identification, nous pouvons déduire les gains de

la commande FSMC pour le quadrirotor comme suit :

— )3 _ 3 _ 3 _ 2 _ 2
Bxl - wqm’Byl - wqysale - qusaBXZ - quxSa By2 - 3wqysa (III 58)
5 .
Bz2 = 3a)qzs’ Bx3 = 3(-qus’ By3 = 3wqys,Bz3 = 3quS7Bl//1 = Wqys

Afin de rendre la surface de glissement o, = 0 attractive, cette dernic¢re est obligée de

satisfaire la dynamique suivante :
0q=—Wyisgn(oy),i=1.4 (II1.59)

Avec Wy, i = 1..4, représentent les gains de commutation de la commande FSMC pour le
quadrirotor. D’apres les équations (II1.50-1I1.53) et (II1.59), nous obtenons :

- sqlSign(O-Fqn) = ‘é.ql +:Bx3.é.ql +:8x2éql +ﬁxléql (IH6O)
- Sq2Sigl’l(0'Fq21) = .é‘qz +ﬁy3.é‘q2 +ﬁ)72éq2 +ﬁyléq2 (IH61)
- sq3Sign(O-Fq31) = ’é.q3 +ﬁz3.é.q3 +:822éq3 +:821éq3 (HI62)

— Wigusign(or,,) = €u + By1ég (IIL.63)

D’apres les équations (II1.60-111.63), nous obtenons les bouclages de stabilisation basés sur
le mode glissant comme suit :

Vagxs = .F.qll = qux _ﬁx3-é.ql _ﬁx2éq1 _ﬁxléql - qulsgn(O-Fqll) (I11.64)
Vays = .F.qZI = .F.qdy _ﬁy3.é.q2 _ﬁy2éq2 _ﬁyléqZ - W.quSgn(O-Fq21) (III65)
Vagzs = .F'qzs = .F.qdz _ﬁz3.é.q3 _ﬁZZéq3 _,leéq3 - qu3Sgn(0-Fq31) (HI'66)

Vays = Fql//s = quw _ﬁwléq4 - qu4sgn(0-Fq41) (IML.67)

En remplacant F 'qu, F o1, F et F 441 par les bouclages donnés par les équations (II1.64-
I11.67) dans la commande par platitude (I11.49), nous obtenons la commande FSMC appliquée
sur le quadrirotor comme suit :
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i/lFSMqu qux _ﬁx?&‘é.ql _ﬁxléql _ﬁxléql - qulsgn(o-Fqn)

UFsMCqe — B_1 quy _IBy3 eq2 _ByZéqZ _ByléqZ - quZSgn(o-qun) _ B_lA (IH 68)
UFSsMCqo 1 quz - Bz € _ﬁz26q3 _ﬁzleqS - qu3sgn(O-Fq31) 1

UFS MCqy Foya — Byr€ga — Wigasgn(or,,)

La simulation de la commande FSMC appliquée sur le modele du quadrirotor (I11.33) est

faite par les données et les parametres suivants :

Les parameétres de quadrirotor :

m = 0.5kg, I, = 0.002 kg.mz, I, = 0.002 kg.mz, Iz = 0.004 kg.mz, l, = 03m,g =
9.81 m.s~2.

Les données de la commande FSMC :

Les valeurs des parametres pour la commande FSMC sont choisies telles que: wyys = wyys =
Wyrs = 2 rad/s, et wy,s = Srad/s. Alors les valeurs des gains de la commande FSMC de
quadrirotor sont déduites selon les équations (III.58) comme suit : 8,1 = By1 = B,1 = 8,80 =
By = B3 = 12,83 = B3 = B3 = 6, By1 = 5. Les valeurs des gains de commutation sont
choisies telles que: Wy,1 = Wypo = W3 = 20, Wiy = 10.

La simulation est réalisée avec une trajectoire hélicoidale définie comme suit :
Foix = cos(t), Fyay = sin(t), Fgq, = 0.5, F gy, = 1.7 + 0.8¢ (111.69)

Dans cette simulation, nous considérons que le quadrirotor part d’une condition initiale
incertaine X,(0) = [2,0,1,0,1,0,0,0,-0.1, 0,0, 0] et que la variation paramétrique de m et
de [, est de 50 %. En plus, nous supposons que le quadrirotor est soumis a des rafales de
vent définies selon [Fethalla et al., 2018] comme suit :

de=d, =15+ 2.5sin(41),d, = 1.5 (II1.70)

dy = 2.5sin(41), dy = dy = sin(0.1t) (II1.71)

La figure II1.5 présente la commande FSMC appliquée au modele incertain de quadrirotor.
La figure II1.6 montre les résultats de la simulation de suivi du quadrirotor en 3D. Les figures
II1.7 et II1.8 présentent les trajectoires désirées et réelles ainsi que I’erreur de poursuite

lorsque nous appliquons la commande FSMC sur le modele incertain de quadrirotor.
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Figure IIL.5 — Entrées de commande de quadrirotor
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Figure II1.6 — Comportement des trajectoires de quadrirotor en 3D
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Figure II1.7 — Comportement des trajectoires de quadrirotor suivant x, y et z
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D’apres les figures (I11.6, I11.7, I11.8), nous constatons que I’intervention de la commande
FSMC par le biais du terme discontinu dii aux modes glissants, élimine 1’effet des incertitudes
et préserve la stabilité et les performances du schéma de commande globale de la boucle
fermée. Cependant d’apres la figure IIL.5, nous remarquons I’existence de phénomene de
broutement dans les signaux de commande FSMC ce qui influe sur le comportement du
systeme. En effet, nous pouvons déduire que le FSMC est une commande robuste dont la
portée pratique est tres limitée. D’ou le besoin de concevoir une commande qui diminue le

phénomene de broutement et garde 1’avantage de robustesse induit par le mode glissant.

I11.4.2 Conception de la commande par platitude basée sur le mode
glissant et le controle par rejet actif des pertubations pour un

modele incertain de quadrirotor

Lorsque nous dérivons Fyi1, Fyo1, Fy31 et Fugy jusqu’a apparaitre les entrées de commande

g1, Uggp, Ugp €T Uy, NOUS Obtenons la relation suivante :

Fan i1 itg1

F u u

P =aA,+B, Y| +c,+D,| Y (I11.72)
F 431 Ugg Ugg

F g41 Ugy Ugy

Ou A, et B, sont deux matrices définies dans la section (III.4.1). C, et D, sont deux matrices
contenant les éléments des états nominaux et les parametres négligés de quadrirotor. Ces

matrices sont définies comme suit :

Cyx dqxl dqx2 dqx3 dqx4
C, = Cqy D, = Aoyt dgyr  dgys  dgys (I11.73)
qu dqzl dqzl dqz3 dqz4
Cqp Ay dgo dgys  dgya
ug Am .g .. .. .. " ..
Cox = —m[—dl CSoCy — YOSy CoCy — YPSySeSs — YOsy,cocy — 07 CysoCy — POCyCoSy+
sy 5055 — POCyCoSy — BCysaCs — W5y Ss + 2idycy — B sy 55 + (Jolrd + dg)cycscot
(o + di)( )+ (Jy09 +dy )X y - —alm
+dy)(— + + +dy)(— + - [- +
o0 + dg)(—CySp80 + CpSy w00 + dy)(=5yCy59 + SpCy G + Am) Yy Socy

Ocycocs — deysesy + ey sy + dsycs) + dy
(I11.74)
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uqlAm 9 .. .. .. 2 ..
Cqy = —m[—w SySeCy + Wlcycocy — Ypcysgsy + Ylcycocy — 675y 59Cs — PO, CoSs—
PUrcy 5955 — POSyCoSs — B 5y 50Cs + WPy Sy + 20dsycy + dcy sy + (Jolid + dg)sycsco—
.. .. ZI;tqlAm .
(J¢lﬁ9 + d¢)(S¢S¢S9 + C¢C¢) + (Jl/,9¢ + dw)(clﬁC(pSg + S¢S¢)] — m[$C¢S9C¢+
Qsl/,ch,p — Sy SeSy + Usysy — deycyl + d;,
(II1.75)
g1 Am - 2 .. . .
Cqz = —m[—g CyCo — [0} CyCy + 20¢S9S¢, — (Jg(pl/l + dg)S9C¢ - (J¢Qlﬂ + d¢)C9S¢]
2l:tq1Am . . .
—m[—9S9C¢ - ¢CQS¢] + dz
(I11.76)
Am Al,Am ug
dqxl = —m[cwswq; + S¢S¢],dqx2 = —m[—cw&;s,ﬁ + S¢C¢] (IH77)
Al,Am g, [ Id Al,Am ug, [ | 1178
x3 = — s x4 = = - + .
B3 T nGn + Aml, O T T+ Amy, - Ve T R (IL.78)
Am Al,Am u,,
dqyl = —m[SwSQC(p — Cl/,S¢], dqy2 = —n/l(nj_'_—mnq)lx[—SwSQS(/, - C(/,Cd,] (III79)
Al,Am ug, [ 1.d Al,Am ug [ : 111,50
nN=-——— . e + .
o3 m(m + Am)I, Sycocol, Aoy m(m + Am)I, CydeCo T Syde ( )
Am Al,Am ug
do = vd,y=——2—9 [- II1.81
w =t Am) [cocq], dy2 v — Am)lx[ CoSp] ( )
Al,Am g,
43 = [=SoCo)s dozs = dgy, = dgy, = dgyy = dgy, = 0,¢qy =dy,  (111L82)

_m(m + Am)I,

On note par v, = [Vyx, Vyy» Vgzs Vau)” le terme de bouclage de stabilisation pour le quadrirotor.
En appliquant la commande par platitude (I11.49) aux systemes (II1.72), nous obtenons quatre

systemes de Brunovsky incertains tels que :

Fqll :FqIZ Fq21 :Fq22
Fo,=F Fo=F
pBr,{ TP PBF,{ % (IIL.83)
Fgi3 = Fyu4 Fp3 = Fya
Fq14 = Vgx T Ngx Fq24 = Vgy T gy
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PBF,

Avec

Fpa1=Fp
Fpo=Fg
F3 = F
Fq34 = Vgz T Mgz

Mg = [Mgxs Ngys Mgz nqw]r

Fu =F
PBF,| T (IIL84)
Faar = Vay + Mgy
= D,B,'v, +(C,— D,B,'A)) (111.85)

Ou 14, Ngy» Mgz €t 14, représentent les perturbations totales affectant les quatre systémes

découplés. Ces dernieres perturbations sont supposées bornées.

Nous considérons Fyis = 14y , Fps = gy, Fy35 = 114, €t F a3 = 174, comme des états étendus
pour les systemes (II1.83-111.84). Dans ce cas, les systemes (I11.83-111.84) sont réécrits sous

cette forme :

Fqll = Fq12

Fqu = Fq13

Fu3=Fu

Fq14 = FqlS + Vyx
qlS - hqx’h ﬁqx

qu = 411

Fp1=F

Fp=F

Fu3 = F 4

Fua = Fps+ v,

Fq35 - hqz’h ﬁqz

Yqz = 1'g31

Les systemes (I11.86-111.87) peuvent étre mis sous forme matricielle telle que :

Fuo = ApeF gx + Byvgr + Egihyy

Yo = CyiFyy

qu = A‘D’F‘]}' + quvqy + E‘D’hqy

Yyy = CyyFyy

Fq21 = Fq22
Fupo =Fps
Fos=F
S (I11.86)
Fq24 = Fq25 + Vay
q25 - h qy» h ﬁqy
Yy = Foo
Fq4l = Fq42
F"“ = P ¥ Vo (I11.87)
q43 = hays hgy = Tlgy
Yoy = Fonr
(I11.88)
(111.89)
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Fy=AuF, + Byvy + Ezhy

(I11.90)
Yqz = ququ

Foy = AgFay + Byvay + Eyhgy (1L91)

qu// = quFql//

Avec

Foo = [Fy1, Foo, Fyiss Fua, sl Fyy = [Fop1s F ooy Fopss Fpoas Fips)”, Fyo = [F a1, F o,
F33, Faas Fips), Fuy = [Foar, Fya, Fpasl”.

01000 0]
00100 010 0 0
Ap=Ap=Ar=[0 0 0 1 O[,Ay,=[0 0 1|, By =By =B,.=|0|,By=]1],
00001 000 1 0

0 0000 0,

o
0 0
Coe=Cpy=Cq=[1 00 0 0].Cpy=[1 0 0] Epe=E,y=Ep.=|0|.Ey=|0|
0 1

1

Les observateurs a état étendu (ESO) pour les systemes (II1.88-I11.91) sont définis comme
suit :

Fye = AgeF g + Byovgy + A Co(F e — F ) (I11.92)
Foy = AyFyy + Byes + AyCoy(Fyy — F ) (I11.93)
Foo = AP+ Bvge + 2Co(Fye = Fro) (111.94)
Fos = AqF oy + Byvey + A4uCos(Foy — F ) (111.95)

avec
A A A A A A T A A A A A T A& _ A A
qu - [Fqll’FqIZanl?:’ Fql4’Fq15] > qu - [FqZI’FqZZa Fq23,Fq24’ Fq25] > qu - [Fq31an32,

Fus3, Epaas Epsl”, Fpy = [F a1, Fonns Fua3]”s Agx = [Agats Aguas Adguss Aguts Agus]” s

Agy = [Agy1; Agy2, Agy3, Agyas Aqu]T’ Agz = [Agats g2, Agz3s Agss ﬂqu]T’ Agy = [Agy1; Agyo, /lqtb?’]T'
D’apres Gao [Gao, 2006], les gains des observateurs a état étendu (I11.92-111.95) sont choisis
tels que :

87+ A1 St + Agas® + A3 s™ + Ageas + Agus = (S + Wyro) (111.96)
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$¥ + A1t + Apas” + Apas” + Apas + Agys = (5 + Wgyo) (111.97)
§ 4 g1 ST+ s + Ayas™ + AgaaS + Ags = (5 + Wyg) (111.98)
5 4 Aggr15” + Agas + Agys = (5 + Wygo)’ (111.99)

Ol Wyx; Weyos Wz €L Wy, soNt les parametres des observateurs a état étendu (II1.92-111.95).
A partir des équations (I11.96-I11.99), nous pouvons calculer les gains des observateurs 2 état
étendu comme suit :

Agxt = 50qr0s Ayt = 5Wgy0s Ayt = SWz0s Az = 1002, Appn = 1002, 40 = 10w

qxo’ qyo’ qzo°
gy = 100, A3 = 1002, Ays = 100, Agus = 550 Agya = S35 Ages = 50,
qx3 — gxo> “tqy3 qyo> g3 — qzo> “tqx4 — gxo> “tqy4 — gyo? tqz4 — qzo°
_ 5 _ 5 _ 5 _ _ 2 —_ .3
/qu5 - wqx()a /1qy5 - wqyo’ /1L]Z5 - qua’ /lqwl - 30‘)4'#0’ /lqu - 3wq¢/0’ /1‘7‘//3 - (J)qwo.
(I11.100)

Les états utilisés dans le bouclage de rétroaction donné par les équations (I111.64-111.67)
ne peuvent pas €tre mesurés avec précision. Ainsi, ils sont remplacés par ces estimations
données par les quatre observateurs (I11.92-111.95). De plus, les perturbations totales 7,,
1y, 1, et i, sont remplacées par ces estimations afin de faciliter leurs compensations. Par
conséquent, un nouveau bouclage de rétroaction robuste peut étre développé en utilisant les

résultats des estimations des quatre observateurs (I11.92-111.95) comme suit :

Vaxsr = .F.qu _ﬂx:a"é'ql _IBXZ;éql _ﬁxléql - qulsgn(é-x) - ﬁqx (IIIlOl)
Vaysr = F gty = B3 € o — Brabyp — Briégr — Wi sgn(dy) — figy (1I1.102)
Vyzsr = 'F.qdz _ﬁz3.é.q3 _ﬂZZécﬂ _ﬁzlézﬁ - qu3sgn(a-z) - ﬁqz (111103)

Vausr = Faay = Bu18gs — Wigasgn(6y) — flgy (111.104)

A A A A

avec 8,1 = Fyi1 — Fyax, 80 = Fo1 — Fay , 63 = Fyz1 — Fygz et egs = Fyu1 — Fuay.

En intégrant le bouclage robuste donné par les équations (II1.101-111.104) dans la commande
par platitude (I11.49), nous obtenons la commande FSADRC appliquée sur le modele incertain
de quadrirotor (II1.33) comme suit :

lFS ADRC1 F gix — B3 .é'ql _ﬁXZéql _ﬁxléql — Wy158n(G ) — fyx

UFSADRCO| _ p1 F gay = By :é:qz — B2y — Byl — Wiasgn(&,) — fiyy _ By
UFSADRCO | Fga: = B3 gz — Bbys — Puays — Wigasgn(6-) — Ay, e
UFS ADRCY F qdy —,Bwléq4 = Wigasgn(Gy) — flgy

(IIT.105)
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Afin de réduire I’effet de phénomene de broutement, nous remplacons la fonction sgn pour

chaque surface de glissement par la fonction sat comme suit :

Zx ] < dy
sat(oy) = { o S0 S (IIT.106)
Sgn(o-x) A/ |0-X| > axs
_la si |on] < ays 111.107
sat(oy) = _ (III.107)
sgn(oy) Si |0'y| >y
ﬁ Sl |O-Z| S aZS
sat(o,) =4 % (II1.108)
Z .
sgn(oy)  silo| > ay
_ Z_(Z Si |O'l/,| < Ays
sat(oy) = . (IT1.109)
sgn(oy) si |0'¢,| > Ay,

Avec ay, ays, az et ay, sont les largeurs du seuil pour les fonctions de saturation sat(o ),
sat(oy), sat(o,) et sat(o,). Les valeurs des gains de la commande FSARDC sont les mémes
valeurs des gains pour la commande FSMC.

Les parametres I’observateur a état étendu sont choisies telles que: Wy, = Wgyo = Wyzo =
6 rad/s et wyy, = 15 rad/s. Alors les valeurs des gains de I’observateur a €tat étendu sont
déduites selon les équations (II1.100) comme suit : Ay = Agy1 = Agz1 = 30, Agp2 = Agyp =
Agn = 360,253 = Ag3 = Ayz = 2160, Ags = Agya = Agas = 6480, A4s = Agys = Agis =
TT76, Agyr = 45, Ay = T75, Agys = 3375.

Les valeurs des gains de commutation sont choisies telles que : Wy,; = W = W3 = 0.2 et
Wy = 0.1. Les valeurs des largeurs du seuil des fonctions Sat sont choisies comme suit :
Agsx = Agsy = Agsz = Agsy = L.

Dans cette simulation, nous considérons les mémes trajectoires de référence et les mémes
conditions de robustesse choisies dans le paragraphe précédent.

La figure II1.9 présente la commande FSADRC appliquée au quadrirotor incertain.

Les performances de suivi des trajectoires li€es a cette simulation sont illustrées sur les
figures (II1.10, III.11, III.12 ). La figure 1II.13 illustre I’estimation de la perturbation totale
n, par I’observateur a état étendu.

Les résultats de simulation montrent une bonne performance de poursuite de trajectoires
pour tous les états de quadrirotor. En effet, nous remarquons lorsque nous appliquons la
commande FSADRC sur le modele incertain de quadrirotor, d’abord que le phénomene de
broutement induit par la fonction de commutation sgn est presque inexistant, par 1’utilisation
des fonctions sat a la place de la fonction sgn. Aussi, nous constatons une bonne robustesse

par rapport aux incertitudes de modeles et aux conditions initiales incertaines.
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Commande de I'altitude de quadrirotor [N]

Commande de tangage de quadrirotor [N.m]
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Figure II1.9 — Entrées de commande de quadrirotor.
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Figure III.10 — Comportement des trajectoires de quadrirotor en 3D.
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y[m]

z[m]

x[m]

4 . .

= FSADRC
3 |= = =Trajectoire de référence

30

2+ 1
3F 4
4+ g
5 . . . . .
0 5 10 15 20 25
tempss]
8 T T

= FSADRC
= = =Trajectoire de référence

2+ .
4+ 1
0 5 10 15 20 25 30
tempss]
15 T T
= FSADRC
= = =Trajectoire de référence
10 4 1
5t 1
2
v
.
.
.,
’
’
.
0 | | | | |
0 5 10 15 20 25 30

tempsl[s]

ex[m]

0.8

0.6

04

ey[m]

0.2

0.2

ez[m]

0 5 10 15 20 25 30
tempsl[s]
— FSADRC
0 5 10 15 20 25 30
tempsls]

0 5 10 15 20 25 30

temps|s]

Figure III.11 — Comportement des trajectoires de quadrirotor suivant x, y et z.



II1.4 Etude par simulation 85
0.2 : ; :
— Fsionc
0.15 |= = =Trajectoire de référence g
02 1
01 1
g £ of f
s 3
-0.1 1
021 1
015 J
02 | | | | | 03 | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
tempss] tempsls]
0.2 T T 2 T
= FSADRC
0.15 |= = = Trajectoire de référence g 1k |
o
—_ =-r 1
] 8
= s
© 5t 1
-3 4
015} ] 4r ]
02 | | | | | 5 | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
tempss] tempsls]
30 T T 2 T
— reonc
= = =Trajectoire de référence 1k |
25¢ ;!
o
20 1
5 gIf ]
st ] £
5 FE ]
10 1
P 3r 1
s
s
|- L 4
5 P -4 1
4
'
v
0 | | | | | 5 | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
tempsl[s] temps|s]

Figure II1.12 — Comportement des trajectoires de quadrirotor suivant ¢, 6 et ¢ .



86

Chapitre III. Commande robuste par platitude

ax

Perturbation totale réelle 7

qz

Perturbation totale réelle 7

T T T T T T T T T 14 T T T T T T T T T

= Perturbation totale éstimée Perturbation totale éstimée
= = = Perturbation totale réelle 13 |= = = Perturbation totale réelle

Perturbation totale réelle oy

4 | | | | | | | | | 5 | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 45 5 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
temps[sec] temps|[sec]
10 T 5 T
= Perturbation totale éstimée = Perturbation totale éstimée
95 |~ = = Perturbation totale réelle 4 4t |~ = = Perturbation totale réelle q
9 5
2
85 8
o
<
8 2
c
o
7.5 ]
£
2
7 &
6.5
6 | | | | | | | | | 3 | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5 0 5 10 15 20 25 30
temps|sec] temps([sec]

Figure II1.13 — Estimation des perturbations totales affectant les systemes de Brunovsky



II1.5 Conclusion 87

Pour effectuer une comparaison quantitative entre les performances des commandes FSADRC
et FSMC, I’intégrale de I’erreur absolue (IAE) est utilisée comme indicateur de performance
des boucles de régulation. Le tableau I1I.1 donne les IAEs pour les positions et les angles

d’Euler de quadrirotor.

Tableau III.1 — Indicateur de performance IAE

Etat | IAE de ESMC | TAE de FSADRC
X 0.2367 0.01
y 0.3823 0.025
z 0.265 0.0533
g 0.31 0.0185
p 0.35 0.112
v 0.25 0.04

Les résultats du tableau indiquent clairement la différence entre les deux contrdleurs
vis-a-vis au rejet de perturbations car la commande FSADRC a donné le minimum IAE
comparant par rapport a la commande FSMC. D’apres les résultats de la premicre et la
deuxieme simulation, nous pouvons déduire que la fonction de rejet de perturbations permet
a I’utilisateur de traiter le systeme considéré avec un modele plus simple, car les effets
négatifs de I’incertitude de modélisation sont compensés en temps réel. De ce fait, I’opérateur
n’a pas besoin d’une description analytique précise du systéme, car nous pouvons supposer

que les parties inconnues de la dynamique sont les perturbations internes de modele.

III.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le développement d’une commande par platitude
robuste pour les systeémes non linéaires perturbés. La commande par platitude nous a permis
de transformer le systeme non linéaire sous une forme canonique pour laquelle s’applique un
régulateur de suivi robuste basé sur le mode glissant et ’ADRC. Afin de montrer I’efficacité
de la commande FSADRC proposée, nous avons commandé un modele de quadrirotor
incertain par deux commandes différentes la FSMC et la FSADRC. Ensuite, nous avons
établi les résultats de comparaisons par simulation pour ces deux commandes. Les résultats
de simulation montrent 1’efficacité de la commande FSADRC qui améliore les performances
du vol en présence de la variation des parametres du systeme et des perturbations externes
de vent. Nous remarquons aussi que les signaux de la commande FSADRC sont lisses et
physiquement réalisables. En conclusion, la commande FSARDC représente une solution
pratique et efficace pour la résolution de probleme de suivi de trajectoire de référence pour

les systémes non linéaires contenant des incertitudes de modele.
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IV.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, une commande par platitude basée sur le mode glissant et
le controle actif par rejet des perturbations (ADRC) a été proposée pour les systemes non
linéaires incertains. " ADRC repose sur le bon fonctionnement de 1’observateur a état étendu.
Ce dernier est incapable d’estimer les perturbations inconnues a variations significatives
affectant le systeme et les mesures. Dans ces conditions, la commande robuste proposée ne
peut pas assurer le suivi de trajectoire de référence.

Ces dernieres années, les méthodes ensemblistes basées sur 1’analyse par intervalle ont
significativement progressé d’un point de vue fondamental. Elles ont également montré leur
intérét dans de nombreux domaines, a savoir : synthese des lois de commande [Maniu, 2014],
streté de fonctionnement [Sallak, 2007], estimation [Ramdani, 2005, Meslem, 2008], etc.
L’introduction de la théorie ensembliste par intervalles, pour la résolution de ces problemes,
est particulierement intéressante puisqu’elle fournit des résultats garantis sous réserve de
validité des hypotheses sur les bornes et sur le modele utilisé.

Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle loi de commande de suivie basée sur le
concept de platitude et de I’observateur par intervalle. La méthodologie proposée permet de
garantir le suivi de trajectoire de référence du systeme non linéaire dans un intervalle bien
précis malgré 1’existence des perturbations inconnues affectant le systeme et les mesures.
Dans les paragraphes suivants, nous présentons le contexte général des observateurs inter-
valles. Ensuite, nous détaillerons la nouvelle loi de commande basée sur le concept de

platitude et de 1’observateur par intervalle pour un modele de quadrirotor incertain.

IV.2 Observateur par intervalle

Les observateurs par intervalles sont des estimateurs d’état garantis introduits par [Gouzé
et al., 2000]. En se basant sur la connaissance des limites supérieures et inférieures des
conditions initiales et des incertitudes, deux observateurs peuvent étre développés pour
produire des limites supérieures et inférieures des variables d’état de systeme a chaque
instant. Ces bornes permettent d’avoir un tube qui contient toutes les estimations d’état de
systeme malgré I’existence des incertitudes inconnues affectant le systeme et les mesures. La
technique d’observation par intervalle a été largement utilisée dans plusieurs applications tel
que [Meslem & Ramdani, 2011, Lamouchi et al., 2018, Zhang & Yang, 2018, Hammouche
et al., 2018, Li et al., 2020, Huang et al., 2020]. Cette technique donne la possibilité de
considérer le cas des perturbations inconnues et de valeur importante ou certaines méthodes

classiques d’estimation d’état ne peuvent pas résoudre ce genre de situation.
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Pour expliquer les étapes de la construction d’un observateur intervalle, nous choisissons de
présenter un cas relativement simple qui est celui des systémes partiellement linéaires avec

retour de sortie défini tel que :

{ X =Ax+ ¢(y) av.1)

() = Cx
Avec x € R" et y € R? représentent I’état et la sortie de systeme, respectivement. ¢ :
R, x R? — R" est un champ de vecteurs non linéaires par rapport au vecteur de sortie y.
L’ observateur intervalle développé dans [Gouzé et al., 2000] pour le systeme (IV.1) nécessite
les hypotheses suivantes :

Hypothese IV.1 La paire (A, C) est détectable.

Hypothese IV.2 [l existe un gain L tel que la matrice (A — LC) soit Hurwitz et Metzler

(c’est-a-dire que ses éléments non diagonaux sont non négatifs).

Hypothese IV.3 1l existe deux champs de vecteur connus ¢ et ¢ mesurables par rapport au

temps et Lipschitziennes, telles que :

() < P < $()

Sous les hypotheses (IV.1), (IV.2) et (IV.3). Les bornes inférieures et supérieures pour
le systeme (IV.1) sont calculées a 1’aide de deux observateurs basés sur une structure de
Luenberger décrite par :

X =AX+¢() + LC(x — X)
X=Ax+¢(y) + LC(x - x) Iv.2)
x(0) < x(0) < x(0)

On considere I’erreur d’observation supérieure et inférieure e, = x —xete = x—x. La

dynamique de I’erreur d’observation supérieure et inférieure est donnée par :

e, =He, +11,
IV.3)
éx = Hxéx + Ex

Avec H, = A - LC.T1, = ¢(y) — ¢(y) and I, = ¢(y) — ¢(y) -
D’apres les hypotheses (IV.2) et (IV.3), la matrice A — LC est supposée Metzler et les termes
I, et IT, sont positifs. Alors, e et e, sont toujours non négatifs. Par conséquent, I’€tat x est
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borné comme suit :
x<x<X (IV.4)

La construction des observateurs par intervalle pour le systeme (IV.2) nécessite le calcul
d’un gain L tel que la matrice A — LC soit simultanément stable et Metzler. En général,

cette condition n’est pas toujours satisfaite. Par exemple, lorsqu’on considere les valeurs des

L
b

matrices suivantes :

1 =05
0 -2

A=

]C:[l 0L, L=

Nous obtenons :

1-1;, =05
A-LC =

) -2

Il est clair qu’il n’existe pas de gain L garantissant la propriét€ Metzler de la matrice
(A = LC). Pour remédier a ce probleme, plusieurs méthodes ont ét€ proposées a savoir la
méthode de changement de coordonnées invariantes dans le temps [Raissi et al., 2012], la
méthode de changement de coordonnées variant dans le temps [Mazenc & Bernard, 2011]
et la méthode de décomposition du systeme en deux systemes positifs couplés [Meslem &
Ramdani, 2011, Cacace et al., 2014]. Les observateurs par intervalle développés dans ce
chapitre seront basés sur la méthode de changement de coordonnées invariantes dans le temps
[Raissi et al., 2012]. On considere le systeme suivant :

Iv.s)

X=Ax+p
y=Cx

Avec x € R" et y € R? représente 1’état et la sortie de systéme, respectivement. A(n, n) et
C(p, n) sont deux matrices. p € R” représente la perturbation affectant le systeme tel qu’il
existe deux vecteurs connus p et p qui satisfont p < p < p.

L’ approche proposée par Raissi dans [Raissi et f;]., 2012] consiste a trouver un changement
de base z = T'x tel que la matrice E = T(A — LC)T~! soit Hurwitz et Metzler. Si on considere
le changement de base z = T'x, le systeme (IV.5) est défini comme suit :

(IV.6)

;=TAT 'z+ W
y=CT 'z

Avec W = Tp.
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L’ observateur par intervalle associé a (IV.6) apres la transformation z est donné par :

TAT'Z+TLCT '(z-2)+ W
= TAT_lg +TLCT '(z - )+ W av.n
2(0) < z(0) < z(0)

~|
I

129

avec W=T"o-T p,W=T"p-Tp, T* =max(T,0), T" =T+ -T.
Les erreurs d’estimation sont maintenant définies dans la nouvelle base par : e, = 7 — z,

e, = z— z. Leurs dynamiques sont données par :

e.=Ee,+W-W
e.=Fe +W-W
e, [ w

(IVv.8)

avec E=T(A-LC)T™".
Une fois I’observateur par intervalle est calculé dans la nouvelle base z, I’intervalle qui

englobe 1’état dans la base d’origine x sera déduit comme suit :

X=M7-Mz
X=Mz-M7Z

Iv.9)

avec M = T™', M* = max(M,0), M~ = M* — M.
Lorsque la fonction p est multipliée par la matrice 7" et la matrice 7, les deux relations
suivantes seront établies :

T*B <Tp<Tp (IV.10)

T p<Tp<Tp AV.11)

La différence entre ces deux dernieres relations conduit a :
T+/_) —Tp<T'p-T p<T'p- T p (Iv.12)
La relation (IV.12) peut étre réécrite sous cette forme :
W<W<W (IV.13)

Etant donné que la matrice E est supposée Metzler et les termes W — W et W — W sont

positifs, donc e_ et e, sont toujours non négatives. Par conséquent, I’état z est borné comme
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suit :
Z<z<Z (Iv.14)

La procédure de calcul de la matrice de changement de base T est donnée par le lemme IV.1.

lemme IV.1 [Raissi et al., 2012] Soit une matrice A — LC € R™" et une matrice R; € R™"
ayant les mémes valeurs propres pour une matrice de gain L € R™P. §’il existe deux vecteurs
e; € R et e, € R tels que les paires (A — LC, e)) et (R;, e;) sont observables, alors, il
existe une matrice non singuliere T € R™" tel que la matrice T(A — LC)T~" est Metzler et

Hurwitz. Cette matrice est définie comme suit :

T=S55'S, (IV.15)
avec
(]
€
Sy = JSy=| (IV.16)
. 62R'Il_1
le1(A = LCY™

Une procédure simple pour choisir R; peut étre proposée pour le cas de valeurs propres
réelles (non nécessairement simples). Par exemple, si la paire (A, C) est observable, nous
pouvons déterminer un gain L tel que (A — LC) possede des valeurs propres réelles. On
choisit alors une matrice R; sous une forme triangulaire inférieure avec les valeurs propres
de (A — LC) sur la diagonale et des éléments non négatifs en dehors de cette diagonale.

On considere un systeme incertain décrit par :

X = Ax + B(p1, p2)f(x)u(?)
y=Cx

av.ar)

Ou x € R? est le vecteur d’état, £(x) = x;x, est une fonction non linéaire, u € R, est une

entrée positive, P, Spi < Pis p,<p2< D, sont des parametres incertains,

2 0 0 -2pi
A= 1 -4 AB)|,C=[1 0 0],B(pi,p)= 0
-1 -3 -4 P2

avec p = 448, p, =6.12, p,= 3.2, p, = 3.6, u(t) = 1 + sin(2t).
La paire (A, C) n’est pas observable et il n’existe aucun gain L tel que la matrice(A — LC)
soit Metzler, ce qui rend la construction de I’observateur par intervalle impossible. Pour
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=[3 0 0]",lamatrice (A — LC) est stable et posséde les valeurs propres —1, —4 + V/3i.
Pour trouver un changement de base, il est nécessaire de construire une matrice R; stable et

Metzler avec les mémes valeurs propres que (A — LC).

-a b O
Lamatrice R, =| 0 —a b |possede les valeurs propres b — a, —a — 0.5b + 0.5b V3,
b 0 -a

nous avons donc choisi b = 2 et a = 3. Les paires (A — LC, e;) et (R}, e;) sont observables
poure; =[1 O 1],e;=[1 1 O0]. Donc

0.158 0.866 0.5
T=5;'S;,=| 0842 -0866 05
0.658 0 -1

IV.3 Conception de la commande de suivi garantie pour

un modele incertain de quadrirotor

Dans ce paragraphe, nous allons concevoir la loi de commande par platitude basée
sur 1’observateur par intervalle, noté GBTC, pour le cas d’un quadrirotor soumis a des
incertitudes inconnues mais bornées.

Le modele général d’un quadrirotor possédant des incertitudes paramétriques et subissant

des perturbations externes et des bruits de mesure est donné par :

& = “L(cosy sin @ cos ¢ + sin ¥ sin @) — (cySocy + w%)m +d,

§ = “L(siny sin 6 cos ¢ — cos yr sin @) — (sy59cy — Cwst/))m +dy

5=t ~(cos 6 cos qb) g + ( cec(,,)m(r"’:fAmm) +d,

¢ = 91#( ’) +3 ”qaﬁ +3 Mq¢ +dy (IV-18)
0= ¢¢’ “qe +dy

Y, = [x, Vs 2 l//]T +[61, 62,63, 041"

Ou A,, et Al, représentent les variations paramétriques de met [, , d, = [d,, dy., d, dy, dp, dy]"
et o, = [01, 02,03, 04]" représentent les vecteurs des perturbations externes et des bruits de
mesure affectant le quadrirotor.

La masse du quadrirotor m, la distance entre le centre de masse du quadrirotor et 1I’axe de
rotation du rotor [, les perturbations externes d, et les bruits de mesure ¢, sont supposés
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inconnus et bornés tels que :
m=Ap Sm<m+Aply—Aly<ly<ly+Aly, d <d; <dg, §,<6,<5, (IV.19)

Avecd , d, g, et 8, sont les valeurs limites inférieures et supérieures de d, et 8,.

La commande proposée dans ce paragraphe se compose de deux parties, une partie basée
sur la platitude du systeme et une partie comportant un bouclage basé sur I’observateur par
intervalle.

En reprenant le méme algorithme de la commande FSADRC pour le modele de quadritotor
donné par 1’équation (IV.18), les systemes de Brunovsky incertain (II1.83-111.84) seront
définis comme suit :

Fg1 = Fyi2

Fao=Fg3

Fos= Fo (IV.20)
Fq14 = Vgx + Ngx

Yo =Fy1+0p

Fp1=Fum

Fyo = Fps

Fos = Fp avai

Fopa = vgy + 14y

Yqz = Fqgl + 6,12

Fp1=Fyn
Fy = Fps
Fq33 = Fq34 (IVZZ)

Fq34 = Vg + Ngz

Yq3 = Fq31 + 6q3

Fq41 = Fq42
Foir = Vay + T (IV.23)
Yo = Foa1 + 0

Ol v, = [Vyx, Vgy» Vgzs Vay]” représente le vecteur de bouclage de stabilisation pour le quadriro-

tor et 7, = [Myx> Ngys Ngzs Naw]” représente le vecteur des perturbations totales contenant les
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perturbations externes et les parametres incertains affectant le quadrirotor. Les systemes

donnés par les équations (IV.20-1V.23) peuvent &tre mis sous la forme matricielle suivante :

Fql = Aquql + Bql(vqx + qu)

(IV.24)
qu = quFql + 641
qu = ququ + qu(qu + T’qy) (IV.25)
YqZ = CqZFqZ + 6‘]2
Fp=ApF5+ Bpa(vg +1,.) (IV.26)
Yq3 = Cq3Fq3 + 5,]3
Fuy = ApF o+ Bu(yy + 1) aIV.27)

Yq4 = Cq4Fq4 + 5q4

Avec Fql = [Fqn,Fqlz,qu,qu]T,qu = [qul,quz,qua,quzt]T,Fq3 = [Fq3]’Fq32,Fq33an34]T’
Fu = [Fuu, Ful.

0 1

AqleqZZAtﬂ: 0 0

aAq4 = ’ Bql = BqZ = Bq3 =

S O O =
S © = O
S = O O

Cp=Cp=Cp=[1 0 0 0[.Cu=[1 0]
La conception des observateurs par intervalle pour les systemes (IV.24-1V.27) nécessitent les
hypotheses suivantes :

Hypothese IV.4 Les paires (Ay1,Cy1), (Ag2, Cp2),(Ags, C3) et (Ag, Cps) sont détectables.

Hypotheése IV.5 Les incertitudes totales et les bruits de mesure sont inconnus mais bornés

tels que :
< <7 < <n < <n < <7 1v.2
qu = Ngx = Tgxs qu = Ngy = Ngys qu = Nz = Nyz» qu = Ny = Ngy ( 8)
éql < 6q1 < Sql’é(ﬂ < (5,12 < 542’@]3 < 5,13 < 5‘13’(—5114 < 5q4 < 5,14 (IV.29)

Sous les hypotheses (IV.4) et (IV.5), des observateurs par intervalle pour les systemes (IV.24-
IV.27) sont donnés par [Abadi et al., 2019a] :

~ |-

ql = Aqlfql + Bqlvqx + ququ(Fql - Fql) + Bqlﬁqx + qugql
qu = Aqlqu + Bqlvqx + qucq](Fql - qu) + Bqlﬂqx + qué(ﬂ (IV30)

F0)<Fu0)<F, 0)
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hi'j .

Q= Aq2Fq2 + quvqy + quch(qu - Fqg) + quﬁqy + qung
qu = AqZEq2 + quvqy + qucqz(qu - qu) + qugqy + quéql (IV31)

F ,(0) < Fi(0) < F2(0)

Fq3 = Aq3fq3 + Bq3qu + Lq3Cq3(Fq3 — Fq3) + quﬁqZ + Lq35q3

Eq3 = Aq3Eq3 + Bq3qu + Lq3Cq3(Fq3 — Eq?)) + Bq3ng + Lq3(_5q3 (IV32)
Eq3(0) < FqS(O) < Fq3(0)

|-

g4 = Aq4fq4 + Bq4vq¢, + Lq4Cq4(Fq4 - Fq4) + Bq4ﬁqu + Lq45q4
F oy =AuF  + Buvy + LuCou(Fu — F ) + Bun  +Lad,, (IV.33)

F 4(0) < Fuu(0) < Fpa(0)

Pour la synthese de I’observateur, il faut utiliser la méthode par changement de coordonnées
qui consiste a calculer des matrices T, Ty, T3 et T4 telles que les matrices E,; = Ty1(Ag1 —
qucql)Tq_ll» Ep = Tp(Ap - qucqz)Tq_zl, E; = Ty(Ap — Lq3Cq3)Tq_31 et By = Tyu(Agy —
L.C q4)Tq‘41 soient Hurwitz et Metzler. La procédure de calcul des matrices T, T, Ty3 €t
T4 est donnée par le lemme IV.1.
Soit les changements de base définis par Z,; = T, 1Fy1, Zp = TpFp, Z = TpFg et
Zg = TyF . Grace a ces changements de base, les systemes (IV.24-1V.27) peuvent €tre
réécrits par :

Zy = quAqqu—llqu + Ty Byjvgx + Ty Byt

(IV.34)
qu = quTq_llqu + 6q1
Zp=TpAp Tq_zl Zp + TpBopvgy + TypByptlgy
et (IV.35)
Yqz = ququ Zqz + 6q2
Zq3 = Tq3Aq3Tq_3IZq3 + quququ + Tq3Bq377qz
~lote (IV.36)
Yq3 = Cq3Tq3 Zq3 + 6q3
Zgs = T44A44Tq_412€l4 + TuBgavay + TgaBganlgy (IV.37)
Yq4 = Cq4 Tq_41 Zq4 + 6,14
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Les observateurs par intervalle des systemes (IV.34-1V.37) sont donnés par :

N

o1 = EjZy + TyuByuvg, + T} BTl — Tq‘qulgqx + TyLp Yy + TyLyid,

Zy =EpZ, +TypByvy: + T;Bqlﬂqx T Byngx + Tl Y + TynLpd,, (IV.38)
Z31(0) =T Fg1(0) = T, F,, (0)

Z,(0)=T}F (0) = T, Fyu(0)

Zqz — quzqz + quBq2vqy + T(;’quzﬁqy - T‘I_ZBqZqu + ququ Yq2 + quququ

Zq2 = EpZy + TpBpvey + T;2Bq2ﬂqy ~TpBely + TolpYe + Teled, (IV.39)

Zp(0) = T}HF(0) = T, F ,(0)

Zqz(()) = T;'Zqu(O) - Tq_zqu(O)

Zq3 — Eq3zq3 + Tq3Bq3qu + T;—3Bq3ﬁqz - Tq_3Bq3qu + Tq3Lq3 Yq3 + Tq}Lq35(13
Zy=EpZs+TpBpvg: + TpBan, = TBpmy + TpLo Yo + T Liad,s (IV.40)
Z;500) = T;}F 3(0) =T, F ;(0)

Zq3(0) = T;3E(13(0) - Tq_3fq3(0)

N

g4 = EqaZgs + TyaBoavay + T/ Bl — ToyBoun |+ TouLysYos + TyaL 04

Zq4 = Eq4Zq4 + TuBgavgy + T;4Bq4ﬂqw h T‘J_“Bq“ﬁq‘” T Talga¥ou + Tq4Lq4éq4 (Iv.4r)
244(0) = T;4Fq4(0) ~TuE 40

Z,,(0) = T}F ,(0) = T, F 1u(0)

Avec E;1 = Ty1(Ag1 — ququ)Tq‘ll, Ep=TpAp— LqQqu)Tq‘l, Ep=Tp(Apz— Lq‘g(,“q3)Tq‘31
et gy = Tyu(Ags — Lq4Cq4)Tq‘41.

Les états supérieurs et inférieurs des systemes originaux donnés par les équations (IV.24-
IV.27) sont déduits comme suit :

- _ +5 .
I_V‘” = MpZa = MuZ,, (IV.42)

E41 = M;1241 -M,Zy

Foo = M2 = M2y (IV.43)
Fp,= Mgzng ~M,Zp
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Fog3 = M;3Zq3 - M;3Z¢ﬁ

. _ (Iv.44)
Fia=MpZ,;—-MzZgs

Fos = M;4Zq4 - M;4Z¢

_ ~ (IV.45)
Fou=MuZ, —M,Z
avec My = T,!, M} = max(My,0), My, = M}, = My, My = T}, M}, = max(Myp, 0),

gL’ L
M(;Z = M(;Z - qu, ng, = Tq_:’,l, M;r3 = max(ng,O), M;3 = M;—3 - ng, Mq4 = Tq_41’

M;4 = max(My,0), M, = M;4 - M.
Les erreurs d’estimation pour chaque observateur par intervalle sont définies dans les nou-

velles bases par : e, = qu - Zy, e = Zg — qu, ep = le - Zp, en = Zp — Zqz,
es3 = Zﬁ - Zg, e =2~ qu eg = Z]4 - Zg, ey =Ly~ Zq 4~ Leurs dynamiques sont
données par :
en = Eqe, +11
ab = Taltal Tl (IV.46)
ey = Eqe, +10,
en=Enen+11
@ T ete e (IV.47)
€= Epe, +1,
e =Eqes+11
@7 Eete T e (IV.48)
€3 = Epes+ 1,
e = Ee +11
@ T Tadte T (IV.49)

€ = Eqe g + 10,

Avec

qu = T;Bqlﬁqx - Tq_ququx - quBqlnqx + ququ(gql - 6q1)’
qu = quBqlnqx + Tq_qulﬁqx - T‘-;IBqlﬂqx + ququ(éql - éql)’
qu = T;Zquﬁqy - Tq_ZBqZqu - ququl]qy + ququ((qu - 6&12)’
ng = TpBpng + TpBpn,, - Tt;quZqu + Tq2Lq2(fq2 —9,);
Hq3 = T;3Bq3ﬁqz - Tq_3Bq3QqZ - TqSBq377qz + TqSLq3(5q3 - 6q3)a

Hq3 = Tq3Bq377qz + T,]_3Bq3ﬁqz - T;3Bq3ﬂqz + Tq3Lq3(6q3 - éq3)’

ﬁq4 = T;4Bq4ﬁq¢ - Tq_4Bq4Qq " - Tq4Bq477q¢/ + Tq4Lq4(5q4 - 6q4)a
Hq4 = TgaBgangy + Tq_4Bq4ﬁqw - T;4Bq4ﬂq¢ + TgaLya(6gs — éq4)'

Les fontions IT 40 ng, Hq3, II o 1,1, g, ﬁq3 et I1,4 sont globalement lipshitziennes, alors

pour qu <Zjy<Zy, Zqz <Zp< le, Zq3 <Zp<Zg, Zq4 <Zu< Zq4 et pour une norme
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sous-multipliative choisie ||.||, il existe des constantes positives m,j;, j = 1.4, i = 1..6, telles

que :

ITgll < 7l Zgs = Zgill + 722,y = Zall + 713 (IV.50)
IILL, I < Tl Zgy = Zgll + mgisllZ, = Zall + 716 (IV.51)
”ﬁqZH < 7rq21||2q2 —Zpll+ mllZ ) = Zpall + 423 (IV.52)
ILL, |l < Tl Zgp — Zpll + mgsllZ , = Zaoll + 726 (IV.53)
Il < 74311 Zg3 — Zgsll + mg32llZ 5 = Zgll + 7g33 (IV.54)
ILL,1l < T3l Zys — Zsll + g3slZ 5 = Zgsll + 7g36 (IV.55)
Tl < mgaillZgs — Zgall + mg32llZ 4 = Zgall + 7g43 (IV.56)
ILL, Il < 7Tq44||zq4 = Zgall + 7gasl1Z g = Zgall + gas (IV.57)

Etant donné que les matrices E,; , Ep, E 3 et Eyy sont postives et les fonctions qu ﬁql,

I, Hgp, IT 5, Tgs, I, et Tl sont positives, nous pouvons déduire que les dynamiques des

erreurs d’observation e,1, e, €,3, €4, €

€, ng, gq3 et gq4 sont positives.

Théoreme IV.1 [Zheng et al., 2016] S’il existe des matrices symétriques définies positives

Py, Py, Py, Py, Qq, Op, Qg3 et Qg et des entiers g1, 1y, U3 el [ telles que les
inégalités matricielles suivantes sont vérifiées :

[ET P, + PyEgy + i P2+ 2200 + Oy P,
Z17 9q q q 1 a4 q q
o i |20, (IV.58)
gl g |
[EL P, + PpEsp + upP? + 221, + O P,
» @ e 1 | <0, (IV.59)
q1 Hq2 |
—Eg,’P(ﬁ + Pq3Ez3 +/~lq3P£213 + Ziilq:; + Qq3 Pq3-
= q.
b 1, [ S0, (IV.60)
q3 Hq3
[EL, Py + PyuEzy + ugaP? + 2214 + Qu Pl
T q q
. ¢4 s | S 0, av.el)
(14 rq4 A

Avec Ezy = diag(Ey1, E), Ez = diag(Ep, Ep), Ezz = diag(Ep, E3), Ezs = diag(Eg, Eg4),

— — — — _ 2 2 2 2 2 2 — 2
Iql - Iq2 - Iq3 - 14’ Iq4 - 12, Yq1 = 2 max(ﬂqll, ﬂqu’ 7Tq139 ﬂ'q14, ﬂq15’ ﬂ-qm)’ Y2 = 2 max(ﬂqu

> 2 2 2 2 _ > 2 2 2 2 2 _ 2
ﬂq22’Hq23’ﬂ-q24’7rq25’7rq26)’ Y3 =2 max(”q31’”q32’”q33’”q34’”435’7Tq36) el yg =2 max(nq41,

2 .2 2 2 2 . -
7Tq42’”q43’”q44’77q45,77q46)' Alors, les variables qu, Zqz , Zq3, Zq4, Zg, Ly, Zg3 et Zy, sont
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bornées pour tout t > 0.

Finalement, la bornitude de qu, Zqz, Zq?a’ Zq4, Zy, Zqz, Zy et 214 impliquent la méme

propriété pour Zy1, Zp, L3 et Zy,.

Pour prouver la stabilité de 1’erreur d’observateur par intervalle pour la position x, nous
rappelons la preuve définie dans [Zheng et al., 2016] qui montre que les variables qu etZ,
sont bornées.
Soit la fonction de Lyapunov :

Vobsx = €, Pyieq (IV.62)

—T
Avec e, = (eql,

du systeme (IV.46) peut étre réécrite comme suit :

g;)T et P,y est une matrice symétrique définie positive. L’erreur d’estimation

éql = EZleql + qu (IV63)

T

Avec Ez = diag(Eq, Ep), Ty = [I1,,

Lyapunov est définie par :

H;]T. La dérivée temporelle de la fonction de

Vobsx = €01 (E Pyt + PgiEz1)eqr + 2} Pyl (IV.64)
1

< e\ (E}, Py + PpEz)eq + pgiey Pieg + ﬂ—lnn,ﬂn2 (IV.65)
q

Selon le corollaire 1 défini dans [Zheng et al., 2016], il existe une constante positive y,; telle

que :

I 1° < ygilleal + 1) (TV.66)
avec y,; = 2 ma)c(ﬂ;l " nfﬂz, ﬂfm, ﬂ;l " 71215, ném). L’ équation (IV.65) peut étre définie comme
suit :

‘ Yq1
Vobe < 651 (E;qu + quEZl +/Jq1P(31 + /.l_qllql)eql + Yq1 (IV67)
q

S’il existe des matrices symétriques définies positives P, et Q,; et un scalaire positif I'y; tel
que I’'inégalité matricielle donnée par I’équation (IV.58) est satisfaite, I’équation (IV.67) est

définie comme suit :
Vobsx < eZ(_qu)eql + Yq1 (IV68)

Ce qui implique que les variables Z, et Zﬂ sont bornées pour tout r > 0. Finalement, la
bornitude de Z et qu implique la méme propriété€ pour Z,; .

La preuve de la bornitude de Zq ” Z]z, Z

Z s fq3, Z, et Zq4 est similaire a celle de Z, et Z,] .

Une fois nous avons calculé les observateurs par intervalle pour les systemes (IV.24-1V.27),

nous choisissons le centre des intervalles obtenus comme estimation robuste de vecteur de
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sortie plate F, et ses dérivés tels que :

E +F1 F +F2 F +F3 F +F4
gl q —q2 q —q43 q ,qu4 _ —q4 : q (IV69)

qu1: 2

aqu2: aquSZ

En utilisant les estimations robustes données par I’équation (IV.69), nous proposons les
nouveaux bouclages suivants :

qux = qux - kx4-é.mql — kx3émql — kxzémql — kxlemql (IV70)
Vigy = F .qdy — kya € g2 — ky3€mp — kpémgp — ky1emgp (IV.71)
Vimgz = F 'qu - kz4'é'mq3 - kz3émq3 - kzzémq3 - kzlequ (IV.72)

Vingy = qul// - k¢2émq4 - kz//l €mga (IV73)

Avec €mgl = qull - qux » €mg2 = qu21 - quy » €mg3 = quSl - quz et Cmg4 = qu41 - qul,//'
kyi, ko ki3y ks, kyts ko, ki3, kya, ko1y ko, ks, ko, kyy et kyo sont les gains de la commande
GFTC de quadrirotor. Ces gains sont choisis tels que :

st kst + koSt +kas + kg = (s + wg,)’ (IV.74)
st ks + kst + ks + k= (s + wg)’ (IV.75)
st kst +hast Hkas+ky = (s + wy)’ (IV.76)

5%+ kyas + ki = (s + wgy) (IV.77)

Ol wy = [Wyx, Wgy, Wy, Wyy] TEprésente le vecteur des parametres commande GFTC de

quadrirotor. Par identification, nous pouvons déduire les gains comme suit :

4 4 4 3 ) ; .
kxl = w,,, kyZ = Wy Kzl = Wy, ka = 4wqxaky2 = 4wqy’ kZZ - 4qu,kX3 - 6wqx’ (IV78)
2 2 : |
ky3 = 6a)qy’ kz3 = 6a)qz, kx4 = 4wqx’ ky4 = 4Cl)qy, KZ4 = 4qu’ kwl - wa//, sz - zwaﬁ

En remplacant F 'qn, F @21» 'F.q31 et F 441 par les bouclages donnés par les équations (IV.70-
IV.73) dans la commande par platitude (II1.49), nous obtenons la commande GFTC de

quadrirotor comme suit :
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uGBTC] qux - kx4 emql - kx3émq1 - kaémql - kxlemql
UGBTC | F gty = kya €mga — kya3lmga — kyplmgr — kyiemg -
P _ Bql T ogdy ¥y q Y i q ¥ ' q y1&mq _BqlAq (IV.79)
UGBTCH F qdz kz4 e mg3 kz3emq3 - kzZemq3 - kzlemq3
UGprcy qulp - k¢2émq4 - klﬁlemq4

Pour montrer I’efficacité de I’algorithme de la commande proposée, nous présentons deux
cas de simulations selon I’amplitude des incertitudes considérées.

Nous choisissons les mémes parametres de quadrirotor des chapitres précédents. Ces derniers
sont définis tels que :

m = 05kg, I, = 0.002 kg.mz, I, = 0.002 kg.mz, Iz = 0.004 kg.mz, l, = 03m,g =
9.81 m.s2.

Pour les deux simulations, les trajectoires de référence choisies pour chaque sortie plate sont
définies telles que :

11 11 11 11
Foax= ) B\ (0, Foay = ) Bj'ay;, Fu: = > B\ (0, Fuay = Y B} (a1 €[0,10]
=0 Jj=0 =0

j=0
(IV.80)
Avec B}l(t) = j!(llllij)g(%)”_j(é)j WAy = Uy = Ao = ag = 0,ay = 24-55’a'x5 =
—61.5,ax6 = 72.6,Qx7 = _21-7,ax8 = Ay9 = Ax10 = Ay11 = 10, Ay = Ay = Ay =
ay3; = 0, Ayg = 14.55,Q’y5 = —11.5,ozy6 = —10.2,(1’y7 = 3.8,Q’y8 =y = Ay10 = Ayl = 10,

@,y = qz = O,Cl’zz =03 = Oy = A5 = Qg = A7 = Ay = A9 = 3, a0 = A1 = 0,

Qyo = Ay = 0, Qyo = Ay3 = Ayg = Agys5 = Aye = Ay = Ayg = Ayg = 2, Qy10 = Ayl = 0.

Nous considérons que le quadrirotor part d’un €tat initial incertain X,(0) = [1,1,1,1,1,2,2
,2,2,2,2,2].

Les parametres de la commande GFTC sont choisies telles que @ wye = wyy = Wy, =
2rad/s,wy = 5 rad/s. Alors les valeurs des gains de la commande GFTC sont déduites
d’apres les équations (IV.78) comme suit : ky = ky = k1 = 16,k = kyp = k3 =32,k3 =
ky = K3 =24,k = kyy = kyy =8, ky1 =25, kyp = 10.

Les gains L, = Lp = L = [30,335,1650,3024]" et L4 = [31,240]" sont obtenus par la
méthode de placement des poles p.,. = [-6,—-7,—8,-9]" et p, = [-15,-16]". Ces choix

permettent de diagonaliser les matrices Ay —L;1Cy1, App—LpCpo, Az —L3Cyz et Ays—LyuCoa.
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-0.0640 0.0320 -0.0160 0.0080
0.5265 -0.1755 0.0585 -0.0195
-1.0240 0.2560 —0.0640 0.0160
0.5625 —0.1125 0.0225 -0.0045

Les matrices de passage T,1 = Tp = T3 = 10° =

-15 -1
16 -1
Metzler et Huriwtz.

et Tq4 =

] sont calculés tels que les matrices E,;, E,» E 3 et E 4 sont des matrices

IV.3.1 Incertitudes modérées

Dans cette simulation, on considere que 1’état initial de quadrirotor X,(0), les parametres
incertains m et [,, les perturbations externes d, et les bruits de mesures ¢, sont bornés tels
que :

X, (0) =[-2,-2,-2,-2,0,0, -4, -4, -4, -4, -4, -4]", X,(0) = [4,4,4,4,2,4,8,8,8,8,8,8]".

(IV.81)

m=04Kg m=06Kg, [ =02ml,=04m, (IV.82)
d,=d =d =-05d,=d,=d,=-02,d,=d,=d. =05, dy=dy = dy =02

(IV.83)

8,=0,=0,=-0.1,6,=-0.3,0; =6, =03 = 04,64 = 0.2. (IV.84)

Les résultats de simulation des états de quadrirotor sont donnés par les figures IV.1, IV.2, IV.3
et IV.4. La figure IV.5 présente I’entrée de commande GFTC appliquée au modele incertain
de quadrirotor (IV.18).

Les résultats de simulation montrent que 1’observateur par intervalle permet d’encadrer
la valeur réelle des états de quadrirotor malgré la présence de parametres incertains, des
perturbations externes et des bruits des mesures. D’autre part, nous remarquons une bonne
performance de poursuite de trajectoires pour tous les états de quadrirotor. Dans le paragraphe
suivant, nous allons tester cette performance lorsque nous considérons des valeurs limites

importantes des incertitudes affectant le quadrirotor.
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Figure IV.1 — Comportement des trajectoires de quadrirotor suivant les positions x, y et z.
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Figure I'V.2 — Comportement des trajectoires de quadrirotor suivant les vitesses v,, v, et v;.
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Figure I'V.4 — Comportement des trajectoires de quadrirotor suivant les vitesses angulaires de wg, wg et wy
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IV.3.2 Incertitudes importantes

Dans cette simulation, on considere que 1’état initial de quadrirotor X,(0), les parametres

incertains m et [, les perturbations d,, et les bruits des mesures 6, sont bornés tels que ;

Xq(o) = [_27 _27 _27 _27 07 07 _47 _4, _47 _47 _4, _4]T7 Xq(o) = [47 47 47 47 27 47 87 87 87 87 87 S]T'

(IV.85)

m=03Kg, m=07Kg, [ =01m, I, =05m, (IV.86)
d,=d =d =-25d,=d,=d,=-12,d,=dy=d. =25, dy=dy =dy =12

(IV.87)

§,=0,=0,=-05,0,=-08,6, =6, =03 =0.7,6, = 09. (IV.88)

Les résultats de simulation des états de quadrirotor sont donnés par les figures IV.6, IV.7,
IV.8 et IV.O.

Les résultats de la deuxieme simulation montrent que la taille de I’intervalle estimée a
augmenté par rapport a la taille d’intervalle estimée obtenue dans la simulation 1. Malgré
cet inconvénient, on constate que le quadrirotor se déplace toujours dans un intervalle précis
contenant la trajectoire de référence en présence des incertitudes inconnues et de valeur

importante de limite.

IV.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le développement d’'une commande par platitude
basée sur I’observateur par intervalle pour un modele incertain de quadrirotor. La commande
par platitude transforme le systeme non linéaire de quadrirotor soumis a des perturbations
inconnues mais bornées a des systemes linéaires incertains. L’ observateur par intervalle est
appliqué au systeme linéarisé incertain afin de générer un intervalle contenant tous les états
possibles du systéme en présence des incertitudes. Le centre de I’intervalle obtenu est choisi
comme estimation ponctuelle robuste pour le systeme incertain. Ainsi, un nouveau terme de
bouclage basé sur les estimations robustes est congu. Ce terme de rétroaction est intégré dans
la commande par platitude donnant naissance a la nouvelle commande de suivi garantie.
Les résultats de simulation montrent que la commande GFTC garantit le suivi de trajectoire
de référence malgré I’existence des incertitudes inconnues de valeurs importantes affectant le
quadrirotor.
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Figure IV.6 — Comportement des trajectoires de quadrirotor suivant les positions x, y et z.
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Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a la génération des trajectoires optimales et
la conception des commandes robustes permettant de surmonter le probleme de poursuite
pour le quadrirotor. L’ exploration autonome des plateformes robotiques aériennes présente
un intérét croissant car elle permet la réalisation de tiches nombreuses et diverses, comme
des missions militaires, le recueil d’informations, la surveillance de zone, le transport, etc.
De nouvelles techniques avancées ont été développées dans le cadre de notre theme de
recherche. Nous citons en particulier ’utilisation de la commande par mode glissant, le
controle actif par rejet des perturbations, 1’observateur par intervalle et 1’intégration du
concept de la platitude différentielle.

Fondamentalement, la génération de trajectoires optimales pour les systemes robotiques est
formulée comme un probleme de commande optimale. Bien que les méthodes directes util-
isées pour résoudre le probleme d’optimisation soient efficaces, elles trouvent des difficultés
d’implantation pratiques, du fait que la dimension du probleme soulevé est tres grande.
Notre premiere contribution consiste a développer (chapitre 2) une nouvelle méthode de
génération de trajectoires optimales. Cette méthode est basée sur la technique de collocation
directe, la platitude différentielle et les courbes de Bézier. La platitude différentielle a été
utilisée pour réduire le nombre de parametres du probleme d’optimisation. Les courbes de
Bézier sont utilisées pour approximer les sorties plates. La méthode de collocation directe
permet de transformer le probléme d’optimisation infinie en un probléme de programmation
non linéaire de dimension finie. La méthodologie proposée permet de résoudre des prob-
lemes complexes de calcul des trajectoires optimales d’'une manicre rapide, simple et efficace,
puisque le nombre de parametres sera réduit d’une fagon considérable qui dépasse un taux de
réduction de 60 %.

La méthode de génération de trajectoires optimales proposée dans le deuxieéme chapitre a
été testée pour le cas du guidage d’un quadrirotor. L’espace de travail considéré était une
salle 3D qui contient des obstacles de géométries différentes, connue a priori (forme et em-

placement). Pour tenir compte de ces obstacles, nous avons intégré les modeles algébriques
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des obstacles obtenus par la méthode p-norme [Abadi et al., 2017] dans les contraintes du
probléme d’optimisation.

La commande par platitude obtenue pour générer des trajectoires optimales révele ses limites
lorsque le modele de systeme possede des incertitudes paramétriques ou le systeme subit
des perturbations externes. Plusieurs types de commandes robustes ont été associées a la
commande par platitude, telle que la commande par mode glissant. L’ inconvénient majeur de
cette approche est que la diminution du phénomene de broutement se fait au détriment de la
robustesse de I’algorithme de commande, apporté par le terme discontinu du mode glissant.
D’autre part, 1a mise en ceuvre de la commande par platitude en boucle fermée a besoin de la
connaissance exacte et a chaque instant des valeurs des sorties plates et leurs dérivées. Il est
a noter ici que quelques variables d’état peuvent avoir des incertitudes ou ne sont parfois pas
accessibles pour la mesure, ceci rend leurs estimations indispensables.

Notre deuxieme contribution dans cette these consiste a proposer (chapitre 3) une nouvelle
commande robuste aux incertitudes paramétriques et aux perturbations externes assurant
le suivi d’une trajectoire donnée. Cette méthode est basée sur la platitude différentielle
qui transforme le systeme non linéaire en systeme linéaire commandable sous la forme de
Brunovsky. Pour tenir compte des incertitudes, nous avons proposé un bouclage basé sur
le mode glissant et le controle actif par rejet des perturbations. Nous avons considéré deux
cas de simulation afin d’effectuer une étude comparative. Dans la premiere simulation, nous
avons résolu le probleme de poursuite en présence des incertitudes et perturbations externes
par la commande par platitude basée sur le mode glissant. Nous remarquons 1’existence d’un
phénomene de broutement qui rend la mise en ceuvre de 1’algorithme de commande tres
délicat. Dans la deuxieéme simulation, nous avons proposé d’intégrer le principe de controle
actif par rejet des perturbations (ADRC) avec la méthode par platitude basée sur le mode
glissant.

La méthode ADRC repose sur le bon fonctionnement de 1’observateur a état étendu (ESO)
qui estime 1’état complet du systeme et un état supplémentaire représentant la somme des
incertitudes paramétriques et les perturbations externes connues par la perturbation totale.
Pour le bon fonctionnement de 1’algorithme, il est souhaitable de considérer des perturbations
du type constant ou de variation tres négligeable. Les résultats de simulation ont prouvé que
1I’approche proposée permet d’éliminer ’effet des perturbations totales et de réduire 1’effet de
broutement tout en assurant le degré de robustesse demandé.

Pour le cas des perturbations inconnues a variations significatives affectant aussi bien le sys-
teme que les mesures, la commande robuste proposée précédemment est incapable d’assurer
le suivi de la trajectoire de référence. Notre troisieme contribution (chapitre 4), consiste

a développer une nouvelle commande pour les systemes non linéaires plats soumis a des
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perturbations inconnues mais bornées de bornes connues. L’approche proposée utilise la
méme structure que celle de la commande établie précédemment sauf au niveau du terme de
bouclage. En effet, la commande par platitude transforme le systeéme non linéaire soumis a des
perturbations inconnues mais bornées a des systemes linéaires incertains. L’ observateur par
intervalle est appliqué au systeme linéarisé incertain afin de générer un intervalle contenant
tous les états possibles du systeme en présence des incertitudes. Le centre de 1’intervalle
obtenu est choisi comme estimation ponctuelle robuste pour le systeme incertain. Ainsi,
un nouveau terme de bouclage basé sur les estimations robustes est con¢u. Ce terme de
rétroaction est intégré dans la commande par platitude donnant naissance a la nouvelle
commande de suivi garantie.

La commande proposée dans le quatrieme chapitre a été testée pour résoudre le probleme
du suivi de trajectoire d’un quadrirotor soumis a des perturbations inconnues a variation
significative. Les résultats de simulation montrent que la commande par platitude basée sur
I’observateur par intervalle garantit le suivi de trajectoire de référence malgré 1’existence
des incertitudes inconnues de valeurs importantes affectant le quadrirotor. Il est a noter que
tous les algorithmes établis dans cette these peuvent €tre étendues pour le cas général des
systemes robotiques. En effet, nous avons testé tous les algorithmes pour le cas d’un robot
mobile différentiel.

Comme premiere perspective pour cette theése, il serait intéressant de procéder a une évalua-
tion expérimentale en mettant en ceuvre tous les algorithmes développés dans cette these sur
une plateforme expérimentale qui tienne compte des différentes conditions atmosphériques
réelles.

Comme deuxieme perspective, nous pourrions nous en inspirer de I’article [ Yong et al., 2019],
pour développer une nouvelle commande par platitude a rejet de perturbation basée sur les
observateurs par intervalle. En effet, si nous arrivons a compenser 1’effet des perturbations
inconnues a variations significatives affectant le systéme, la taille de 1’intervalle d’estimation
obtenue par I’observateur par intervalle serait petite. Par conséquent, comme nous réduirons
la taille de I’intervalle d’estimation, nous pourrions obtenir un meilleur suivi des trajectoires
de référence pour les systemes robotiques.

Comme troisieme perspective, il sera tres intéressant de considérer des obstacles de géométrie
et d’emplacement inconnus. Pour ce faire, des capteurs et des systemes de vision seront
nécessaires pour déterminer la position et la géométrie des obstacles. Par conséquent, nous
pourrons développer un guidage pratique pour les systemes robotiques dans un environnement

réel et dynamique.
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