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Introduction

Un peu de contexte

Dans le contexte actuel de globalisation, la notion de crise semble étre un theme
récurrent. Ces crises, qu’elles soient d’origine naturelle (tsunami, inondation, trem-
blement de terre...) ou humaine (chute d’un indice boursier, accident nucléaire...)
ont toutes en commun un impact important sur des populations. Il est donc naturel
de vouloir comprendre et prévoir de tels phénomenes. Ces événements ont pour autre
point commun d’étre rares, au sens de survenir avec une faible probabilité, et par
conséquent sont peu observés. La modélisation de tels évenements est ainsi rendue
difficile par la faible fréquence, voire I’absence, d’observation.

Ce dernier point rend leur étude complexe car, la ou les statistiques liées a la loi
des grands nombres et au théoréme central limite arrivent a tirer de I'information des
nombreuses observations autour de la moyenne et ainsi arrivent a rendre compte des
évenements courants, elles échouent a comprendre le comportement des évenements
rares et éloignés de la moyenne. Il parait alors nécessaire de développer une nouvelle
approche pour mieux comprendre ces éveénements, rares et intenses, que ’on appelle
extrémes.

Cette théorie des valeurs extrémes se concentre, non pas sur ’étude de la moyenne
empirique, mais sur I’étude du maximum d’un échantillon. Similairement a la théo-
rie normale avec son théoreme central limite, elle met en évidence une loi, ou plutot
une famille de lois qui permettent d’approcher le comportement des extrémes. Ces
lois, qui modélisent les queues de distribution, permettent 1’extrapolation au-dela
des données observées, et ainsi d’entrevoir les valeurs extrémes, ainsi que leurs fré-
quences, sans la nécessité d’en avoir été témoin. Certains attribuent les prémices

de cette théorie a N.Bernouilli au début du XVIII-éme siecle [62] mais elle ne sera
formalisée que deux siecles plus tard par Fisher et Tipett [41], Gnedenko [45] ou
encore Gumbel [49]. De nos jours, la théorie des valeurs extrémes connait de nom-
breuses applications. Bien que, suivant les travaux de Gumbel [48], les extrémes
soient historiquement tres liés a I'hydrologie ([47], [21], [67]) ils sont également mis
en application dans d’autres domaines comme en climatologie [76], en météorologie
[44], actuariat [73] ou en finance [39]. Ce dernier point est aussi une conséquence
de l'investigation du lien entre extrémes et séries temporelles [74]. La théorie des
valeurs extrémes ne s’applique pas uniquement dans le cadre de la prédiction de
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catastrophes, Einmahl et Magnus se sont intéressés aux limites des records en athlé-
tisme [36] alors que Einmahl et al. ont cherché a explorer les limites de la longévité
humaine [37]. On pourra se référer a la monographie [72] pour plus d’exemples.
Parmi toutes ces applications, certaines se concentrent sur I’estimation de quantiles
[79]. C’est-a~dire si on se donne un niveau de risque «, par exemple o = 1%, quelle
serait la valeur qui correspondrait a une fréquence de dépassement de 1% ? Lorsque
le niveau de risque est petit, plus petit que l'inverse du nombre de données, ce
quantile est dit extréme. C’est dans ce contexte que s’inscrit le présent manuscrit.

Principaux objectifs

Un des enjeux de cette théorie est 'estimation de quantiles extrémes. C’est-a-dire,
considérons une variable Y € R pouvant représenter le niveau d’'un cours d’eau, le
prix d’une action, la pression dans un réacteur, et dépendant de plusieurs covariables
représentées par X € R? qui peuvent étre autant de propriété topologique du terrain,
ou de détérioration de matériel. Notre objectif est d’estimer, pour une configuration
des covariables x € R?, le quantile conditionnel ¢ qui est défini par

P(Y>qX=2)=a
avec « tres petit (tendant vers 0).

Dans le présent manuscrit, nous étudions un modele permettant d’estimer cette
quantité ¢q. Ce modele est appelé modéle des queues proportionnelles et revient essen-
tiellement a faire deux hypotheses sur F' et F), qui sont respectivement les fonctions
de répartition de Y et de Y sachant X = .

La premiere hypothese est celle qui donne son nom au modele.
Hypothese 1 :

1-F
lim x(y)

y—>ool—7F(y) = o(z) uniformément en x € R,

La seconde est une hypothese de variation réguliere provenant directement du cadre
d’étude de la théorie des valeurs extrémes.

Hypothese 2 :
Fe(1-1L
lim —( tu) =u"

t—00 e (1 _ %)

avec I~ 'inverse généralisée de F' et v > 0.

Les travaux présentés ici concernent ’étude d’estimateurs de v, o, appelé fonc-
tion skedasis, et également de sa version intégrée. Ensemble, ces estimations nous
permettent de construire et d’étudier un estimateur du quantile extréme condition-
nel.

Ces estimateurs permettent également de fournir un test de validation pour notre
modele, dont le niveau et la puissance seront étudiés empiriquement par simulation.



Une approche par couplage

La méthode que nous utilisons pour de nombreuses preuves est une approche
par couplage. On appelle couplage entre deux mesures de probabilité P et () tout
couple (Xp, Xg) tel que Xp ~ P et Xg ~ Q.

La définition du modele des queues proportionnelles nous amene a considérer un
modele limite. C’est un modele "idéal", qui satisfait les Hypotheses 1 et 2 pour tout
y > 0ett >0, et non pas uniquement asymptotiquement. L’idée du couplage réside
dans le fait que le modele limite est plus simple a étudier et, si les deux modeles sont
assez proches, ils pourraient avoir un comportement similaire. Cette méthodologie
consistera alors en I'établissement d'un couplage entre la loi P de (X,Y) et la loi
P* du modele limite. Ainsi I’étude du modele des queues proportionnelles sera fait
en deux étapes :

1. Les résultats sont d’abord établis pour le modele limite a I'aide de méthodes
liées au processus empirique. Nous pouvons alors établir, par exemple, la nor-
malité asymptotique des estimateurs pour le modele limite en exhibant des
classes de Donsker.

2. Les propriétés que ’on souhaite établir pour le modeéle des queues proportion-
nelles sont alors transférées du modele limite a notre modele en construisant un
couplage satisfaisant de "bonnes propriétés de proximité". Cette notion, floue
a ce moment de lecture, de "bonne proximité" est un des sujets importants
abordé en parcourant ces pages.

Ainsi la notion de distance entre P et P* est centrale dans cette approche. Dans
un premier temps, nous avons créé explicitement un couplage (X,Y) ~ P (satisfai-
sant les hypotheses du modele des queues proportionnelles) et (X*,Y™*) ~ P* proche
au sens ou les quantités P(X # X*) et su;l)]IP’(Y > y) —P(Y > y)| convergent vers 0

y>

de fagon controlée. Avec cette construction nous avons pu montrer la convergence de
Iestimateur d’un quantile extréme. Cette approche est tres liée aux processus empi-
riques. En effet, la proximité du couplage nous permet de construire deux processus
empiriques (un sur chaque échantillon) qui seront eux-mémes assez proches pour
converger vers la méme limite. Ceci a cependant été fait au prix d’une hypothese
légerement plus restrictive que des hypotheses plus classiques.

C’est pourquoi, dans un second temps, nous avons porté notre intérét sur le
couplage optimal. Cette notion provient de l’aspect probabiliste de la théorie du
transport optimal, un couplage optimal étant un couplage minimisant la distance
L? entre les variables. En d’autres termes, cela revient a considérer la distance de
Wasserstein entre P et P*. Les hypotheses du modele des queues proportionnelles
permettent de déduire des bornes pour ce type de distance.

Dans le cadre de cette approche par couplage, nous avons étudié des proprié-
tés générales des distances de Wasserstein, et particulierement des distances entre
mesures empiriques. Ces propriétés sont réparties entre les chapitres 6 et le cha-
pitre 7, ce dernier contient les résultats pour la distance entres mesures empiriques



pondérées conditionnées par les données utiles dans ’étude du bootstrap. Bien que
nous appliquions ces résultats dans le contexte des extrémes, ce sont des résultats
généraux qui ne sont pas cloisonnés a cette théorie. Ceci laisse espérer que cette
approche soit applicable dans d’autres champs des statistiques.

Plan détaillé de la thése

Ce manuscrit s’organise en six chapitres répartis en deux parties. La premiere
partie contient le contexte détaillé des extrémes dans lequel évolue cette these ainsi
que les outils utiles a sa rédaction. Dans la seconde partie sont présentées les contri-
butions.

e Le premier chapitre présente la théorie des valeurs extrémes univariées réelles.
Il contient I'étude de la distribution du maximum d’un échantillon ainsi que
celle des exces au-dessus d’un seuil et les caractérisations des distributions
limites et leurs domaines d’attractions. Ensuite, deux estimateurs de I'indice
des valeurs extrémes sont introduits, I'estimateur de Hill et I'estimateur des
moments pondérés (Probability Weighted Moments). Naturellement, étant né-
cessaires a la construction des précédents estimateurs, les statistiques d’ordre
sont introduites et également utilisées pour définir des estimateurs des quan-
tiles, estimateur de Weissmann et I'estimateur GPD (pour Generalized Pareto
Distribution). Ce chapitre se termine sur une présentation du modele des ez-
trémes hétéroscédastiques, modele qui a servi d’exemple pour définir le modele
des queues proportionnelles.

e Le second chapitre contient les outils que nous utilisons pour ’étude du mo-

dele limite. Nous commencons par rappeler divers moyens d’établir des conver-
gences faibles de suites de mesures et détaillons la méthodologie pour faire fi
des problémes de mesurabilité inhérents aux processus empiriques. Ces derniers
tiennent une place importante dans ce chapitre, il est possible d’y retrouver
les principaux ingrédients servant a établir leurs convergences. C’est dans ce
contexte que sont abordées les classes de fonctions de Donsker ainsi que celles
de Vapnik—@ervonenkis. Il est aussi question de processus empiriques sur des
échantillons bootstrap ainsi que de convergences faibles conditionnelles.
Ce chapitre fait également mention de la notion de variation réguliere au pre-
mier et second ordre, notion qui est intimement liée aux extrémes. Nous y
présentons principalement les bornes de Potter et de Drees qui fournissent des
bornes pour les queues de distribution.

e Le troisieme chapitre concerne le transport optimal. On y définit espaces et
distances de Wasserstein. Certaines propriétés topologiques de ces espaces ainsi
que des exemples et cas particuliers utiles a ce manuscrit y sont également
recensés. Nous présentons également la notion de convergence dans ces espaces
ainsi que la forme duale de la distance de Wasserstein. La seconde moitié de
ce chapitre est dédiée aux liens entre cette métrique et les statistiques ainsi
qu’a son lien avec les mesures empiriques.
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e Le premier chapitre de la seconde partie concerne I’étude du modele des queues

proportionnelles a ’aide d'un couplage explicite et une approche processus em-
piriques. Ce chapitre correspond a un article publié dans Georgian Mathema-
tical Journal Le premier résultat concerne l'estimation par 'approche Peaks
Qver Threshold de ~ ainsi que de la version intégrée de 0. Ces deux quantités
sont estimées respectivement a ’aide de 'estimateur de Hill et par la fonction
de répartition empirique des concomitants, et nous établissons la normalité
jointe des deux estimateurs ainsi que leur indépendance asymptotique. Ce ré-
sultat est établi pour un seuil quelconque, ce au prix d'une hypothese plus
contraignante que celles pour 'estimateur de Hill classique.
Cependant, dans ce modele, 'estimation des quantiles nécessite d’estimer di-
rectement o, nous proposons alors un estimateur a noyau construit sur un
tableau triangulaire. Ce qui nous permet d’estimer les quantiles a I'aide d'un
estimateur plug-in faconné a partir d’'un estimateur de Weissman. Nous démon-
trons alors que ces deux estimateurs sont asymptotiquement normaux pour un
seuil choisi déterministe.

e Le pénultieme chapitre se concentre sur la méthode de couplage optimal et

son application en théorie univariée des valeurs extrémes. Le résultat le plus
important de ce chapitre établit que la distance de Wasserstein entre les lois de
mesures empiriques est la méme que celle entre les distributions qui ont généré
les échantillons. De plus, nous établissons, dans le contexte des extrémes , que
la distance de Wasserstein entre la loi des exces et une distribution de Pareto
peut étre explicitement calculée et converge vers 0.
Nous illustrons ensuite cette approche en montrant qu’elle permet d’établir des
résultats de convergence d’estimateurs comme 'estimateur de Hill, I'estima-
teur des moments pondérés ou encore celui de Weissman. Cette méthode nous
permet également de traiter le cas de la présence de biais pour 'estimateur de
Hill et fonctionne également avec I’approche Block Mazxima des extrémes. Ce
chapitre a un article soumis pour publication.

e Le dernier chapitre retourne au modele des queues proportionnelles, mais traité
avec le couplage optimal. Il correspond a un travail en cours au moment ou
ces lignes sont écrites.

Nous montrons qu’il est de nouveau possible d’exprimer la distance en Wasser-
stein entre la loi du modele et la loi limite explicitement. Ce qui nous permet
d’établir la normalité jointe des estimateurs de v et de la version intégrée
de o sous des conditions standard, mais également d’étendre ce résultat a la
présence de biais. Nous proposons également une version bootstrap de ce théo-
reme.

Avec 'objectif de proposer une méthode de validation du modele, nous pro-
posons de tester si v est constant. Nous étudions alors une statistique de
test qui compare les valeurs de I'estimateur de v a ce méme estimateur mais
construit sur des sous-échantillons. Nous établissons ensuite, sous I’hypothese
de constance de v, la convergence en loi de cette statistique vers le méme pont
brownien que les deux résultats précédents. Ainsi, méme si cette loi limite reste
inconnue car elle dépend des parametres du modele, nous pouvons estimer le
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niveau et la puissance du test empiriquement. Nous proposons alors une étude
de ce test par simulations.
Listes des publications

e Extreme quantile regression in proportional tail framework : accepté
dans Georgian Mathematical Journal.

e The coupling method in extreme value theory : soumis, en révision
mineure pour Bernoulli Journal, arXiv :1912.03155.

e Analysis of proportional tail model with optimal coupling : article en
préparation.

12



Premiere partie

Le terrain de jeux
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Fondamentaux de la théorie des valeurs extréemes

La théorie des valeurs extrémes nait en 1928 lorsque Léonard Tippett, alors cher-
cheur pour la British Cotton Industry Research Association, cherche a améliorer la
solidité de tresses de coton. Le chercheur britannique s’apercoit alors que la solidité
de la tresse est contrdlée par celle de la plus forte des fibres. Les statistiques clas-
siques fournissent alors peu de réponses car elle se focalisent sur le comportement
de la moyenne, ou de la somme, d’un échantillon et non de son maximum.

Le but devient, pour un échantillon (X7, ..., X)) de réels, d’étudier le compor-
tement asymptotique de M,, := max(Xy,...,X,). A Dinstar de la théorie normale,
Tippett cherche deux suites d’entiers (a,)nen €t (by)nen et une loi limite G telles que
a, M, + b, convergerait en loi vers la loi G. Fisher et Tippett résolvent cette question
et mettent en lumiere trois régimes possibles pour le maximum [41]. Des résultats
similaires sont obtenus par Gnedenko [45] en 1943. Gumbel formalise ensuite cette
théorie dans son livre Statistics of extremes [49].

Des évenement tels que le raz de marée qui frappa les Pays Bas en 1953 ont
demandé une autre approche des extrémes. En effet, dans ’espoir de construire une
digue pour protéger les cotes des vagues, on s’intéresse non seulement au maximum
possible mais également a la probabilité de dépasser un certain seuil, ici la hauteur
de la digue. Il s’agit alors de I'estimation de quantiles élevés, méme de quantiles a
des niveaux non observés. Les pionniers dans cette approche sont Balkema et De
Haan [3], qui étudient la convergence de la loi des exces vers une distribution de
Pareto, ainsi que Pickands [68].

Dans la pratique, les deux différents points de vue vont conduire a deux maniéres
bien distinctes de construire des estimateurs. Intuitivement, pour étudier le compor-
tement du maximum d’un échantillon ou d’exces au-dela d’un seuil élevé, les observa-
tions proches de la moyenne (et a fortiori les plus petites) semblent donner peu d’in-
formations. C’est pourquoi les estimations sont faites a ’aide de sous-échantillons
d’évenements extrémes. Les deux précédentes approches fournissent chacune une
méthode de sélection d’échantillon extrémal. Le point de vue de Tippett et Fisher
conduit a subdiviser I’échantillon en k£ blocs de méme effectif, et dans chaque bloc
on choisit la plus grande observation. Cette approche est appelée Block Maxima
(BM). Quant a celui de Balkema et de Haan, le sous-échantillon est construit en
choisissant les observations qui sont supérieures a un certain seuil donné, ou alors
les k plus grandes observations, ce qui revient a se donner un seuil aléatoire égal
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a la (k + 1)—eéme plus grande observation. Cette approche est appelée Peak over
Threshold (PoT).

Ces différentes approches et méthodes, sont détaillées dans les monographies de
de Haan et Ferreira [22] et Beirlant et al [4]. Aujourd’hui la théorie des valeurs
extrémes a trouvé sa place dans de nombreux domaines comme I’hydrologie, la mé-
téorologie, 'assurance, la finance et la géologie pour n’en citer que quelques uns.

2.1 Comportement des extrémes

Domaines d’attraction du maximum

Soient (X7,...,X,) n copies indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d)
d’une variable aléatoire réelle X définie sur un espace probabilisé (2, .4,P) ayant
pour fonction de répartition F. Ici, on munit R de sa tribu Borélienne B(R).

La compréhension du comportement asymptotique de M,, vient de I’étude de la
fonction F™, qui n’est autre que la fonction de répartition du maximum. En effet, le
caractere i.i.d des X; nous fournit, pour tout = € R,

P(M, <z)=F"(z).

Une premiere remarque sur le comportement de M, est que, considérant xp =
sup{z|F(z) < 1} la borne supérieure du support de F,

P
M, — x
nn—>oo Fs

ol —— désigne la convergence en probabilité. Cette convergence ne fournit pas
d’informations satisfaisantes sur la limite de M,,. Cette limite en probabilité, sans
information sur la vitesse permet, par exemple, d’estimer xr, mais pas de déduire
un intervalle de confiance. L’analyse plus minutieuse de la limite du maximum passe
par la notion de domaine d’attraction.

Définition 2.1. Soit G la fonction de répartition d’une variable aléatoire Z. On
dit que F appartient au domaine d’attraction de G, ce que 'on note F' € D(G),
s’il existe deux suites de réels (a,)nen > 0 et (by)nen telles qu’en tout point = de
continuité de G on ait,

lim F"(ap,z + by) = G(x).

n—oo

On a ainsi I’équivalence,
M, — b,
FeDG & —— SN Z,

o od s )
ou — désigne la convergence en loi.

Remarque 2.1. On définit ici le domaine d’attraction du mazimum d’un échan-
tillon. Mais en s’appuyant sur la relation min(Xy, ..., X,) = —max(—X1,...,—X,),
on définit également le domaine d’attraction pour le minimum. Tout ce qui suit,
énoncé en terme de maximum, est également vrai pour le minimum.
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Tippett, Fischer et Gnedenko ont montré que les fonctions GG, qui satisfont la
Définition 2.1, ne peuvent pas étre quelconques. Par la suite, Jenkinson en fournit
une paramétrisation [56).

Théoréme 2.1 (Tippett et Fischer (1928), Gnedenko (1943)). Supposons F' € D(G)
avec G non dégénérée. Il existe alors trois constantes réelles a, b et v telles que
G(x) = G,(az + b) pour tout x € R avec

G, (z) = exp (—(1 + ’y:l:)’””) , 14+y2>0.
Lorsque vy = 0, le coté droit de 'équation précédente est a interpréter comme exp (e~%).

Les fonctions G, sont appelées distribution GEV (pour Generalized Extreme
Value). Le parametre v est appelé indice des valeurs extrémes. Cet indice est de
premiere importance car il contient les informations sur la queue de distribution de
F. On peut classifier les distributions GEV en fonction du signe de v en trois classes
qui ont chacune leurs propriétés propres :

e Cas v > 0 : Le domaine d’attraction de G. avec v strictement positif est
appelé domaine d’attraction de Fréchet. Une distribution F' dans ce domaine
possede une borne supérieure de son support infinie et une queue a décroissance
polynomiale. La distribution GEV associée a ce domaine est du méme type
que la loi de Fréchet défini par,

P, (z) =exp (—x’1/7> 1,50, z€R.

C’est-a-dire que les deux distributions ne different que d’'un parametre de
position et d’échelle, ainsi F' € D(G,) si et seulement si F' € D(®.,,). On peut
caractériser I’appartenance a ce domaine d’attraction grace au comportement
asymptotique de F, plus précisément en observant ses variations.

Théoréme 2.2. Une fonction de répartition F' appartient au domaine d’at-
traction d’une distribution GEV G avec v > 0 si et seulement si xp est infini
et si pour tout r € R

lim 1= Flix) Ftz) =z,
t=oo 1 — F(t)
Dans ce cas, on dit que la queue de distribution F' := 1 — F est & variation

réguliere d’indice —1/7, voir Section 3.4 pour plus de détails sur les fonctions
a variations régulieres.

Parmi les distributions appartenant au domaine d’attraction de Fréchet on
notera par exemple la distribution de Fréchet, de Student, de Fisher et la loi
de Pareto (ainsi que la distribution de Pareto généralisée). Ces deux dernieres
sont de grande importance en extréme car elles sont directement en lien avec la
distribution des exces. Les distributions dont la fonction de répartition appar-
tient au domaine d’attraction de Fréchet sont également appelées distributions
a queues lourdes.
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e Cas v = 0 : Le domaine d’attraction de G, avec v nul est appelé domaine
d’attraction de Gumbel. Une telle distribution peut avoir une borne supérieure
de son support finie ou infinie, dans les deux cas la décroissance de la queue
de distribution sera exponentielle. La distribution GEV est du méme type que
la distribution de Gumbel

A(z) = exp (—e‘m> , x€eR.

De méme que pour le domaine d’attraction de Fréchet, on peut caractériser
I’appartenance au domaine de Gumbel avec les variations asymptotiques de
F.

Théoreme 2.3. Une fonction de répartition F' appartient au domaine d’at-
traction d’une distribution GEV G., avec v = 0 si et seulement si, pour tout
r € R,

1—F(t+zf(t)) 733

li =
Sar 1 F(1) “

avec f une fonction bien adaptée.

Nous pouvons faire deux remarques importantes sur cette caractérisation. Pre-
mierement, cette caractérisation ne dépend pas de la finitude de x car en effet,
lorsque l'indice des valeurs extrémes est nul, ce point peut étre fini comme in-
fini. Deuxiemement, le terme "adapté" du précédent théoreme peut paraitre
flou, il est a comprendre comme "une fonction qui permet a la convergence
d’avoir lieu", ce qui n’est pas une explication beaucoup plus précise. Concre-
tement, on sait que si la convergence du Théoreme 2.3 a lieu pour un certain
f alors elle a également lieu pour la fonction

i T —F(s))ds
RS 10

Cette fonction est bien définie car dans ces conditions, la quantité [ (1 —
F(s))ds est finie. On peut ainsi toujours choisir f = f pour tester I'apparte-
nance au domaine d’attraction de Gumbel avec ce théoreme.

Les lois logistiques, normale, gamma ou encore exponentielles appartiennent
au domaine d’attraction de Gumbel

e Cas v < 0 : Le domaine d’attraction de G, avec v strictement négatif est
appelé domaine d’attraction de Weibull. Une distribution appartenant a ce
domaine a une borne supérieure du support finie et une queue a décroissance
polynomiale. Le domaine d’attraction de laa distribution GEV associée est le
méme que celui d’'un loi de Weibull négative, défini par

U, (z) =exp (—(—a:)_lh) l.<o+ 150, z€R
On caractérise également ce domaine d’attraction avec le théoreme suivant :
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Théoreme 2.4. Une fonction de répartition F appartient au domaine d’at-
traction d’une distribution GEV G avec v < 0 si et seulement si xp est fini
et si pour tout x € R,

1— F(zp —tx)

li =g/
01— Flap—1)

Parmi les lois dans le domaine d’attraction de Weibull on retrouve par exemple
les lois uniformes ou les lois beta.

Ces résultats permettent de caractériser chacun des domaines d’attractions possible,
cependant ils présupposent la connaissance du signe de ~ car les ratios a étudier
ne sont pas les mémes dans les trois cas. De plus, ces caractérisations permettent
d’établir que F' € D(G,) pour un certain v mais ne fournissent pas les suites (a,)nen
et (bp)nen de la définition 2.1, indispensables a ’élaboration d’un théoreme limite
pour le maximum de I’échantillon. Pour passer outre ce probleme, il est nécessaire
d’introduire les fonctions quantiles.

Définition 2.2. Soit F' une fonction de répartition.

1. On appelle fonction quantile de F', que I'on note F'<°, la fonction définie pour
tout t € [0, 1] par
F<(t) .= inf{z|F(x) > t}.

2. On appelle fonction quantile de queue de F', la fonction définie pour tout ¢ > 1

par .
U(t) =k (1) = (1_1F(t>> .

La fonction quantile est également appelée inverse généralisée ou encore pseudo-
inverse. Dans le cas ou F' est continue et strictement monotone la fonction quantile
coincide avec I'inverse, mais ce n’est pas vrai en toute généralité. Plus précisément,
pour t € [0,1] on a F'o F* (t) > t avec égalité si et seulement si ¢ est dans I'image
de F. On a alors que I'égalité est fausse uniquement lorsque F' n’est pas continue
en [ (p). Pour z € R, on a F'* o F(z) < z, il n'y a pas égalité si et seulement si
x est sur la partie intérieure, ou sur 'extrémité droite, d'un plat de F. La fonction
quantile de queue nous permet une nouvelle fois de caractériser I'appartenance a un
domaine d’attraction, mais sans pré-requis sur la connaissance du signe de 7.

Théoreme 2.5. Soient F' une fonction de répartition de fonction quantile de queue
U ety € R. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. 1l existe deux suites de constantes réelles (ap)nen > 0 et (by)nen telles que

tli)mF”(anx +0b,) =G, (x), 1+~zx>0.

2. 1l existe une fonction a, strictement positive, telle que pour tout x > 0,

Ulte) -U(t) 27 —1
Jim ) - (2.1)

Lorsque vy = 0 la partie droite de [’équation est a comprendre comme log(x).
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De plus, le premier point est vrai avec b, := U(n) et a, := a(n). 1l est également
possible de fournir une expression explicite pour le fonction a

~U(t) siy >0
AU() - () si =0
fg(t)(l—F(s))ds

—F @) sty < 0.

La condition (2.1) du point 2 est appelée condition des valeurs extrémes du
premier ordre, ou simplement condition du premier ordre s’il n’y a pas d’ambiguité.
Par la suite, c’est cette condition qui caractérisera 'appartenance a un domaine
d’attraction. Si le signe de l'indice des valeurs extrémes est connu, ou si on s’y
restreint, on peut simplifier la condition du premier ordre.

Théoreme 2.6. 1. Si~y >0, alors la condition du premier ordre (2.1) est équi-
valente a U(ta)
x
: — Y
Jlim 0@ =27, x>0. (2.2)

2. Si v < 0, alors la condition du premier ordre est équivalente a U(oco) :=
limU(t) < oo et
t—00
lim U(oo) — Ultx) _
t—oo U(oo) — U(t)

’y-

Loi des exceés

Une autre approche des extrémes d’un phénomene est de regarder le comporte-
ment au-dessus d’un seuil, généralement élevé, que 'on appelle u. C’est-a-dire que
I'on s’intéresse & une quantité de la forme P(X > u + z|X > w), il s’agit de le pro-
babilité de dépasser le seuil v de la quantité x sachant que 'on est déja au-dessus
du seuil. En termes de loi, nous étudions donc £(X — u|X > u). Les assertions du
théoreme 2.5 sont également équivalentes a l'existence d’une fonction a telle que

L= Ft+af(t)
e 1— F(t)

= (14+y2)"Y, 14~z>0,

avec la fonction f qui peut étre choisie comme t — a(1/(1 — F(t))). Ce qui nous
donne déja le candidat pour la loi limite de tels dépassements de seuil. En effet on
peut écrire

- Flutafw) Plutaf(w) p(X-u_ u
1-Fu) PX>u) P(fw>>LX>>'

Il apparait alors que la limite dans ce point 4 joue un roéle essentiel dans la compré-
hension du comportement des exces (renormalisés). La loi ayant pour fonction de
répartition

Hy(z):=1—(14~2)™7 1+4+52>0

est appelée loi de Pareto généralisée (ou GPD pour Generalized Pareto Distribution).
Siy = 0 cette fonction de répartition est a comprendre comme Hy(z) = 1—exp(—z).
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Théoréme 2.7. [Balkema et de Haan (1974), Pickands (1975)] Soient F' une fonc-
tion de répartition de fonction quantile de queue U ety € R. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

1. Il existe deux suites de constantes réelles (an)nen > 0 et (by)nen telles que

tli)mF"(anx +b,) =Gy(x), 14~z >0.

2. 1l existe une fonction strictement positive f telle que

) X —u
ullglFP<f(u) >x|X>u>:1—H7(m), 14~z > 0.

Ce théoreme établit ’équivalence entre I’appartenance a un domaine d’attrac-
tion, c’est-a-dire que le maximum suit asymptotiquement une GEV, et le fait que
les comportement des exces est approché par une distribution de Pareto généralisée.
Les deux approches, point de vue du maximum ou des exces, sont donc équivalentes.
En outre, elles sont toutes deux équivalentes a la condition du premier ordre. Cette
équivalence s’arréte au premier ordre, nous verrons plus tard, que si on considere les
vitesses dans les convergences des points 1 et 3 du théoreme 2.7, I’équivalence entre
les approches est perdue.

Au-dela de I’équivalence entre les approches, on remarque que les limites, que
ce soit la GPD, la GEV ou méme la limite dans la condition du premier ordre,
sont toutes paramétrées par le méme nombre 7. L’indice des valeurs extrémes carac-
térisant également les queues de distribution, ce parametre apparait comme étant
central dans cette théorie. Il sera alors de premiere importance de savoir 1’estimer.

Dans le cas ou l'on saurait que 7 est strictement positif, on peut simplifier, a
I'image de la condition du premier ordre, I'expression du comportement des exces.
En effet, le théoréeme 2.2 donne

1 — F(tu)

. -1 -1/
= F() fIP’(u X>:U]X>u) — x /7.

U— 00

Dans le cas v > 0 la distribution GPD comme loi limite des exces est remplacée par
une loi Pareto. Il s’agit de la loi ayant pour fonction de répartition = — /7, cette
loi est appelée plus précisément, loi de Pareto d’indice 1/. Dans ce cas, on peut
énoncer une version simplifiée, adaptée au cas Fréchet, du théoreme précédent.

Théoreme 2.8. Soient F' une fonction de répartition de fonction quantile de queue
U et v> 0. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. I eziste deux suites de constantes réelles (an)nen > 0 et (by)nen telles que

}E&Fﬂ(a”x +b,) = G,(x) = exp (—:17_1/7) 1,50, z€R.

2. Pour tout x > 0,

y Ultx)
e U(t)

=z

3. Pour tout x > 0,
lim P (u’lX > x| X > u) =g~

U—00
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Comportement des statistiques d’ordre

Précédemment, nous nous sommes intéressés au maximum et aux éléments au-
dessus d’un seuil. Ce seuil peut étre déterministe ou aléatoire. Dans la pratique, la
plupart des résultats se concentrent sur le cas du seuil aléatoire. Plus précisément,
le seuil choisit est le (k 4 1)éme plus grand élément de 1’échantillon observé. 11 est,
dans ce contexte, utile d’introduire la notion de statistique d’ordre.

Définition 2.3. Soient (Xi,- -, X,) un échantillon et k un entier compris entre 1
et n. La keme statistique d’ordre est la k-iéme plus petite valeur de ’échantillon.
On la note X;.,,.

On a donc, avec ces notations,
Xl:nSXQ:n S San S SXn:n

et X, = max(Xy, -+, X,). Il est possible de retrouver une étude détaillée des
statistiques d’ordre dans l'ouvrage de David et Nagaraja qui leur est consacré [19].
On peut par exemple y retrouver ’expression de la densité de la k-ieme statistique
d’ordre d’un échantillon i.i.d de densité f et de fonction de répartition F. Cette
densité est donnée par

M Pl — F@) ().

ka:n(x) = (k; — 1)'(n — /{E)

Dans le présent manuscrit nous nous intéressons plus particulierement au compor-
tement de certaines statistiques d’ordre. Celle de la forme X,,_j., ou k := k(n) est
une suite qui dépend de n telle que

k — oo et E — 0.
n—oo n n—oo
Une telle suite est dite intermédiaire. Dans la pratique, le seuil choisi pour étudier les
estimateurs construits a partir de sous-échantillons de valeurs extrémes est X, ...
Il est alors naturel de commencer a étudier ces statistiques d’ordre. La normalité des
statistiques d’ordre ne peut étre établie sous la condition du premier ordre. Dans un
premier temps nous pouvons considérer le comportement de ces statistiques d’ordre
sous les conditions dites de Von Mises. Conditions, qui sont des conditions suffisantes
d’appartenance a un domaine d’attraction.

Théoréme 2.9. Soit F' une fonction de répartition telle que F" existe et que F’
soit strictement positive dans un voisinage (d gauche) de xp. Alors, si

lim (1 ;,F>/(t) =7

t—xp
alors F' appartient au domaine d’attraction de G..

Ces conditions sont bien plus fortes et restrictives que la condition du premier
ordre, et ne sont pas équivalentes a I’appartenance aux domaines d’attraction. Mais
elles permettent d’établir le résultat suivant :
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Théoréme 2.10. Soient F' satisfaisant auzx conditions du Théoréme 2.9 et k = k(n)
une suite intermédiaire, alors

avec N ~ N (0,1) la loi normale centrée réduite.

Par exemple, si on spécifie ce théoreme avec des variables aléatoires de Pareto
d’indice 1. On obtient alors

Si nous voulons étendre les résultats précédents a un cadre plus général, la condition
du premier ordre n’est plus suffisante. Cette condition peut étre interprétée comme
un développement asymptotique de U au premier ordre en l'infini, pour de nombreux
résultats il est indispensable de pousser ce développement un ordre plus loin. C’est
ce qu’on appelle la condition du second ordre.

Définition 2.4. La distribution F', ou de maniere équivalente la fonction quantile
de queue U, est dite satisfaisant la condition du second ordre §’il existe une fonction
strictement positive a, une fonction A ne changeant pas de signe et tendant vers 0
en l'infini telles que

- al) v
Jim — H(z), z>0,

avec H une fonction qui n’est pas un multiple de (z7 — 1)/~.

Les fonctions a et A sont appelées respectivement fonctions auxiliaires du premier
et second ordre. Comme A tend vers 0, il est clair que la condition du second ordre
implique I'appartenance au domaine d’attraction de G.,. Ainsi, cette fonction A peut
étre interprétée comme la vitesse de convergence vers 0 dans la condition du premier
ordre. Par définition, la fonction H ne peut pas étre identiquement nulle, mais il est
possible d’aller plus loin dans la caractérisation de cette limite.

Théoréeme 2.11. Soit F' une fonction satisfaisant la condition du second ordre de
la Définition 2.4. Alors il existe une fonction a positive et une fonction A de signe
constant tendant vers 0 ainsi qu’'un réel p < 0 tels que

Ultz)-U®t)  z7—1

. a(t) o R VAR Ty LA |
tliglo A =0, ,(z):= /1 s7 /1 v’ “duds, x> 0. (2.3)
De plus,
Alt
im (tz) = z°
Les fonctions a et A ne sont pas nécessairement les mémes que celles de la Définition

2.4,
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Nous pouvons réécrire la fonction limite comme

1 e — 1 7T—1
\I!%p(x):<x 1 ) x> 0.

P Y+ v
Les cas avec v ou p nul sont a interpréter comme suit,
éﬁbwﬂ—@f)QPZO#v

2 —log(r))  sip#£0=7
log(z)? sip=0=n.

=D =2 =

Dorénavant, la condition des valeurs extrémes du second ordre sera toujours a en-
tendre au sens de P'Equation (2.3). Le parameétre p est alors appelé parametre du
second ordre.

Dans le cas ou F' est une distribution a queue lourde, on peut énoncer une condition
du second ordre simplifiée.

Théoreme 2.12. Soit F' une fonction de répartition d’indice des valeurs extrémes
~v > 0. Sl existe une fonction Ay ne changeant pas de signe telle que

Ultz)
1i Ul(t)
i Ag(t)

= K(x), x>0,

avec K non identiquement nulle, alors il existe une fonction A ne changeant pas de
signe, convergeant vers 0, possiblement différente de Ay et un réel p < 0 tels que
Ulte)
lim 2@ v o xf =1
tooo A(t) p

, = >0. (2.4)

Remarque 2.2 (Exemple 2.3.11 dans [22]). Lorsque ~y est strictement positif il
est commun de travailler plutot avec la condition (2.4) qu’avec la condition (2.3)
cependant les deux conditions ne sont pas équivalentes. Par exemple, pour U(t) =
Y+ 1487 avec vy > 0 et v+ p < 0, la condition (2.4) est satisfaite avec A(t) ~ t=7
alors que la condition (2.3) est satisfaite pour A(t) ~ t? = o(t™7). Ce qui signifie
que 'approximation par une GPD est meilleur que l’approrimation Pareto.

Ainsi, sous cette condition du second ordre, il est possible de réétablir la normalité
asymptotique des statistiques d’ordre.

Théoréme 2.13. Soit F' une fonction de répartition satisfaisant la condition du
second ordre (2.3) avec v € R et p < 0. Alors, pour k = k(n) une suite intermédiaire
telle que T}grgoJEA(n/k) existe et est finie, on a

Xn-tn —U <%> i) N(07 1)‘
a (%)

n—oo
La question de I’équivalence entre les méthodes BM et PoT au second ordre,
établie au premier ordre par le Théoreme 2.7, a été bien clarifiée en 2003 par Drees et

Vk
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al. [31]. Commengons par préciser 1’équivalence entre les deux approches au premier
ordre. La premiere chose a remarquer, est que les expressions 2.1 et 2.3 sont plus
adaptées a 'approche Peak over Threshhold. Dans I’approche Block Maxima, il est
plus commode de considérer ces équations avec la fonction U remplacée par V,
définie par
1
V(t)=F(e77).

Ainsi les deux expressions de la condition du premier ordre sont

Ultr) -U(@) 27 —1

t—o0 aPoT(t) o 0%

, >0

et
Vite) —V(t 7 —1
lim (tz) ®) = , x>0.
t—o0 agm (t) ol
Ces deux conditions sont équivalentes au sens ou, si I'une est vraie alors I'autre est
vraie également, et dans ce cas ap,r = apgy.

La question est alors celle de ’équivalence entre

Ultz)-U(t)  a7—1

. apor(t) Yo
,}i{& APoT(t) - \IJ%PPoT (%), x>0
et
V(te)-V(t)  z7-1
. ap(t) v
}LI& ABM(t) - \Ij'YvPBJ\/I (ZL“) x> 0.

Si la condition du second ordre est vraie avec U alors, sous réserve que V' soit
une fonction a variations régulieres étendues au deuxiéme ordre (notion détaillée en
section 3.4), la condition du second ordre en V' est aussi vraie avec Ay et apy
obtenus par transformation explicite de Ap,r et apyr et ppy = max(ppor, —1). La
réciproque est également vraie.

2.2 Estimation des parametres

Etant une quantité de grande importance, il y a de nombreux estimateurs de
I'indice des valeurs extrémes. Parmi tous, le plus célebre est certainement 1’estima-
teur de Hill. Cet estimateur, introduit par Hill en 1975 [50], est défini avec les k plus
grandes statistiques d’ordre comme suit

1&E X, i1
~H n—i+1l:n
=—>"1 — .
T k i=1 °8 ( ;(n—k:n )

Cet estimateur est valable uniquement pour estimer v > 0, mais a ’avantage de
s’exprimer simplement.

Déja sous la condition du premier ordre, il est possible d’établir la consistance
de cet estimateur.

Théoréeme 2.14. Supposons F' € D(G,) avec v > 0. Soit k = k(n) une suite

intermédiaire. Alors
+H P
Te oh 7

n—oo
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De plus, si nous ajoutons une condition supplémentaire a la suite k, une réci-
proque a ce théoréme est également vraie. En effet, si k est une suite intermédiaire
telle que k(n +1)/k(n) — 1 et 47 5 4 >0, alors F € D(G,).

Un tel résultat de convergence de probabilité ne permet pas d’obtenir d’inter-
valles de confiance et ainsi d’étre pratiquement utilisable. La nécessité de condition
de second ordre apparait de nouveau.

Théoréme 2.15. Supposons que F' satisfasse la condition du second ordre (2.3)

avecy >0 et p <0, ou de maniére équivalente (2.4). Soit k une suite intermédiaire
telle que VEA(n/k) — X € R, alors

VRGE =) 8 (22
Dans ce théoreme, A dans le terme de biais est fini, et la fonction A, qui est
la vitesse dans la condition du second ordre 2.4 est de signe constant et tend vers
0 en l'infini. On peut également noter que cet estimateur est sans biais lorsque
VEA(n/E) — 0. C’est également le cas lorsque la convergence de U(tz)/U(t) vers
27 est plus rapide que toute puissance.

Théoreme 2.16. Soit F' telle que pour tout x > 0 et tout 5 >0 on a

e (1)

alors Vk (ﬁ,f — 7) 4 N (0,72).

Nous avons pu voir que 'estimateur de Hill ne peut que estimer ~ s’il est stric-
tement positif, il est donc nécessaire de construire un estimateur pour estimer ~
négatif ou nul. C’est pour estimer un tel indice des valeurs extrémes qu’en 1985,
Hosking et al. [53] ainsi que Hosking et Wallis [52] en 1987, introduisent et utilisent
des estimateurs des moments pondérés (PWM pour Probability Weighted Moment).
Cette méthode consiste a considérer les moments pondérés d’une distribution de Pa-
reto généralisée a laquelle on ajoute un facteur d’échelle o > 0. C’est-a-dire de la
forme

x\ T
H,,(x):=1- (1 —}—7) , 1+~y=>0.
o o

Les moments pondérés d’une variable aléatoire X avec pour fonction de répartition
F, introduits originellement par Greenwood et al [46] en 1979, sont les quantités

My = E(XPF(2)"(1 = F(x))°)

pour p, r et s des entiers. Pour 'estimation de v et o on s’intéresse particulierement
a deux moments pondérés de H, ,, précisément
o o

et Ml,o,l = —0—.
1—7y 2(2 =)

Pour s’assurer de l'existence de ces moments, nous considérons que F' € D avec
b
v < 1. Ce qui n’est pas une restriction en soi car le but ici est d’estimer un =

Moo =
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négatif ou nul. Les expressions de M; o et M; o1 nous permettent alors d’exprimer
les parametres de la GPD comme
M0 2M p,0Mi 0,1

=2 et o= :
Mi o0 —2Mipo Mi o0 —2Mipq

Ainsi, l'estimation de 7 (jointe & celle de o) releve de l'estimation des moments
pondérés. On estime les moments M, o 5, pour s € R par

R 1 k N}
Mk’, . kz<1_k’> (Xn H—ln_Xn Kn)

Dans cette notation pour 'estimateur, les indices p et r de la définition de moments
pondérés n’apparaissent plus. En effet, ils sont considérés comme fixes, valant 1
et 0, cela allege la notation. Dans le cadre de l’estimation de 7 et o, nous nous
intéressons uniquement aux estimateurs Mk,o et Mk,l- L’étude du comportement
de tels estimateurs est détaillée par Hosking dans sa monographie [54]. Ainsi, les
estimateurs par moments pondérés sont construits comme suit

(,ylfWM AII:WM) — (2 L My _ A2Mk,0Mli,1 )
Mo — 2My1 My — 2N,

On peut alors établir la convergence jointe de ces deux estimateurs.

Théoréme 2.17. Supposons que F' ait des excés exactement GPD avec v < 1/2,
alors, pour k = k(n) une suite intermédiaire on a,

VE(FEM — 4, 68"M — o) =L N(0,V)

k—o0
avec
(1=7)(2=7)*(1—7+27?) (2=7)(=2467=T7*+2+%)
Vo= (1-29)3=2y) 1-27)(3-27) '
(2= (—2+6v=T7°+27%)  (31—947+1027>—1267°+1447*—8075+16+5)
(1-27)(3-27) (1-27)(3-27)

Ce théoreme est valable pour les distributions ayant des exces exactement Pareto,
mais nous pouvons tout de méme établir un théoréme limite pour ces estimateurs
sous les conditions des valeurs extrémes du premier et second ordre. Nous allons
nous restreindre pour ce théoréeme au cas ou o = 1, ce qui n’est pas a proprement
parler une restriction, car nous retrouvons ainsi I'expression de H., comme loi limite
des exces.

Théoréme 2.18. Supposons F' € D(v) avec v < 1 et soit k = k(n) une suite
intermédiaire. Alors,

PWM é‘-]fWM
WM S e a(n/k) koo

De plus, si F' satisfait la condition du second ordre 2.3 avec v < 1/2 et que k est
telle que VEA(n/k) — X fini, alors
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avec .
m((l—)\)@—”a—ﬁ) sip <0
B :={ (A ) sip=0=#ry
et V' la matrice déﬁm’e dans le Théoréeme 2.17.

Ces deux précédents estimateurs sont ceux utilisés dans mes travaux de these,
cependant il en existe d’autres. Par exemple, 'estimateur de Pickands [68] valable
pour tout v € R, l'estimateur du maximum de vraisemblance [30] valable pour
v > —1/2 ou encore I'estimateur des moments [25] valable pour tout v € R.

Le Théoréme 2.17 établit que lorsque les exces sont renormalisés, 67" est un

estimateur asymptotiquement normal de a(n/k).

2.3 Estimation de quantiles extrémes

Comme mentionné dans I'introduction, un des enjeux de la théorie des valeurs
extrémes est I'estimation de quantiles élevés. On appelle quantile d’ordre 1 — «, avec
a € [0,1] la quantité

qg(a) = F~(1—a).
Un quantile est dit extréme, non seulement si « est petit, mais si & = a(n) = a,
dépend de la taille de I’échantillon et tend vers 0. Ainsi, reformulé en termes de
fonction quantile de queue, notre intérét est ’estimation de

q(an) =U <1)

Qn

avec o, — 0.

On a déja donné une réponse pour une forme particuliere de «,,. En effet, pour
a, = k/n avec k une suite intermédiaire, on a ¢(a,) = U(n/k). Dans ce cas, si
F satisfait la condition du second ordre alors X,, ., est un estimateur asymptoti-
quement normal du quantile d’apres le Théoreme 2.13. Plus généralement, on peut
estimer le quantile d’ordre «, par F{ (1 — ay,), avec F,, la fonction de répartition
empirique, définie par

:lZ]IXz'SZM r € R.

Cependant, lorsque «,, < 1/n ce type d’estimateur estimera toujours le quantile
par la plus grande statistique d’ordre, ie le maximum. Il apparait alors nécessaire
d’extrapoler la queue de distribution pour pouvoir estimer convenablement un tel
quantile extréme. La construction des estimateurs présentés ici vient de 'hypothese
du premier ordre via I'’heuristique suivante. On sait que si F' € D(G,), pour ¢ grand,
on a

Ulte) -U(@l) 27 —1

a(t) v

Ainsi, en prenant t = n/k et x = k/na,, la précédente approximation devient

o (5) =0 () e ()0
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Nous voyons ici apparaitre naturellement, de la condition du premier ordre, un
estimateur de ¢(ay,) = U(1/a,). En effet, nous avons déja vu que X, ., est un
estimateur asymptotiquement normal de U(n/k). Nous connaissons aussi plusieurs
estimateurs pour 7. En conséquence, pour obtenir un estimateur de ¢(«,) il ne
manque plus qu'un estimateur a(n/k) de a(n/k). On peut, par exemple, choisir
GEWM qui est donné par le Théoréme 2.17. On considére alors I'estimateur, appelé

estimateur GPD,
ke
§PP () = X pom + 0 <Z> <nan2yn -1

avec a(n/k) un estimateur de a(n/k) et 4, un estimateur de ~.
Théoreme 2.19. Supposons

1. F satisfait la condition du second ordre avec p <0 (ou p=0 siy<0)

2. k = k(n) est une suite intermédiaire telle que VEA(n/k) =0 € R

3. na, = o(k) et log(nay,) = o(Vk) lorsque n — oo

4. An et a(n/k) sont des estimateurs tels que, sous les conditions précédentes,

A &(n/k) . ank:n - U(n/k> d
VK (7” Ytk T a(n/k) ) 2 (A

avec (I'; A, N) un vecteur de loi normale avec espérance et matrice de cova-
TIANCe CONNUES.

On a alors, lorsque n — oo

Vk ~GPD
o

\ i
v q (Oén) - Q(an)) i> '+ min(O, ’y)zN — mjn(o’ ,7>A Hlln(O, 7)

~ min(0,7) +p’

k/(nom)
Uy = a(n/kz)/ s7 M og(s)ds.
1

Les hypotheses de ce théoreme paraissent assez classiques au vu des énoncés des
théorémes précédents, a I'exception de I'hypothese 3). Cette hypothese est propre a
I'extrapolation de la queue de distribution. La partie na,, = o(k) signifie que 'on
estime bien un quantile extréme alors que log(na,) = o(vk) impose une limite &
I'extrapolation. C’est-a-dire si «,, décroit trop vite vers 0 et que le quantile sera en
conséquence trop loin du maximum observé, alors on aura besoin de trop extrapoler
la queue de distribution pour avoir un estimateur efficace.

Lorsque ~ est strictement positif la condition du premier ordre est simplifiée,
il est alors possible d’en déduire une autre approximation du quantile. C’est cette
considération qui a poussé Weissman a proposer un autre estimateur [86]. L’heuris-
tique précédente appliquée avec la condition 2.2 nous donne

()= () ()
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De cette facon, seule I'estimation de 7 est nécessaire pour estimer un quantile dans
le régime des queues lourdes. Etant donné un estimateur 4, de «, on peut estimer
le quantile d’ordre 1 — «, par

R k 7n
qw(an) = Xn—k:n ( ) .

nay,

Théoréme 2.20. Supposons F' € D(G,) avec v > telle que
1. F satisfait la condition du second ordre 2.4 avec p < 0
2. k = k(n) est une suite intermédiaire telle que VkA(n/k) — X\ lorsque n — 0o
3. nay, = o(k) et log(nay,) = o(Vk) lorsque n — oo
4. An est un estimateur de vy tel que, sous les conditions précédentes,
V(@ =7) =5 T

avec I' une loi normale d’espérance et variance connues (pouvant dépendre de
v etp).

On a alors, lorsque n — 00,

vk (qw(an)
log (ﬁ) q(an)

Par exemple, comme 'estimateur de Hill satisfait les hypotheses de ce théoreme,
on retrouve 'estimateur de Weissman :

~H
E o\
Xn—k:n (na )

qui est asymptotiquement normal. Bien que cet estimateur de Weissman est plus
simple a définir et a étudier que son homologue GPD, il possede le désavantage d’étre
moins performant. En effet, le rapport des deux vitesses de convergence (Weiss-
man/GPD) est de 'ordre de (na,/k)? qui tend vers 0 sous les hypotheése du théo-
reme 2.20. Ainsi, lorsque v est strictement positif, I'estimateur GPD converge plus
rapidement que l'estimateur de Weissman.

—1>i>r.

2.4 Extrémes Hétéroscédastiques

Une hypothese de travail classique et confortable est de considérer les échan-
tillons que l'on étudie sont i.i.d. Mais en pratique cette hypothése peut étre mise
en défaut, soit par une structure de dépendance sur les variables, soit parce que les
variables peuvent avoir des lois différentes. Le premier car a été étudié par exemple
par Hsing [55] ou Drees et Rootzen [33]. C’est dans le second contexte, c’est a dire
celui d’échantillons indépendants mais d’observations tirées selon des lois différentes
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qu’en 2016 Einmahl, de Haan et Zhou [35] proposent le modele des extrémes hété-
roscédastiques pour estimer l'indice des valeurs extrémes.

Ils considérent n variables aléatoires (Xl(”), ..., X)) respectivement de fonc-
tion de répartition £, 1,..., F, , qui partagent toutes la méme borne supérieure du
support zp. L’hypothese principale de ce modele est I'existence d'une fonction F,

partageant 1 méme borne supérieure du support xr et une fonction ¢ positive définie

sur [0, 1], telles que
. 1—=F,(x) i

RS 1 - F(x) ‘ (n) ’ (2:5)
uniformément et n € N et 1 < ¢ < n. Cette fonction ¢, qui peut étre choisie
comme d’intégrale 1, est appelée fonction skedasis. Cette fonction skedasis renseigne
sur la tendance des extrémes, plus exactement sur la tendance de leur fréquence
d’apparition. La seconde hypothese du modele, celle qui concerne plus directement
les extrémes, est de se placer dans le contexte des distributions a queues lourdes et
de supposer la condition du premier ordre (2.2) pour F. Ainsi v > 0, 2 est infini et
I'ensemble des fonctions de répartition F,,; appartiennent au domaine d’attraction
d’une méme GEV d’indice des valeurs extrémes v. En conséquence, la convergence

Ultx)
i U(t)

o

est également vraie en remplacant U par U, ;(t) := F,;(1 —1/t).
Pour étudier ce modele, il est naturel de s’intéresser a ’estimation des parametres
v et c. Cependant, comme la version intégrée de c,

C(s) == /OS c(u)du, s€10,1],

est plus facile a estimer, on préfere estimer cette fonction plutot que c. L’estimation
de cette fonction skedasis intégrée est néanmoins intéressante car elle permet de
construire des tests sur C' et par conséquent ¢ et ainsi de reconnaitre une tendance
des extrémes. Les estimateurs de 7y et C' sont construits avec les statistiques d’ordre
Xg;), ..., X" et sont définis par

1 & X0,
k k ; ( X( )

n—kmn
pour estimer +, il s’agit de 'estimateur de Hill classique et par

R 1 [ns]
Chn(s) := P Zl ]lXi(n)>X7(,,n_)k;n’

la fonction de répartition empirique pour estimer C, ou |ns] désigne la partie entiere
de ns.

Pour établir la normalité asymptotique de ces deux estimateurs, il est nécessaire
d’imposer d’autres conditions au modele. La premiere est 1’existence de deux fonc-
tions A; et A,, tendant toutes deux vers 0 a l'infini telles que

o) e
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et

A\ a:’y o _ 1
lim -2 =272 (2.7)
im0 Ag(t) P
avec p < 0.
La seconde condition concerne les variations de la fonction skedasis
lim VE sup |e(u) — ¢(v)] = 0. (2.8)

T Ju—v|<1/n

Sous ces conditions, il est possible de déduire le théoreme suivant :

Théoréme 2.21. Supposons (2.6), (2.7) et (2.8). Soit k = k(n) une suite intermé-
diaire telle que VEA,(n/k) — 0 et VEAy(n/k) — 0 alors, sous une construction de
Skorokhod, on a

sup [VE(Cu(s) = C(s)) = B(C(s)| =2 0 p.s

0<s<1 n—oo

et
VEGE =) — No p.s,

avec N une variable aléatoire normale centrée réduite et B un pont brownien stan-
dard. De plus, B et N sont indépendants.

Des détails sur la représentation de Skorokhod sont donnés en section 3.1.

Remarque 2.3. Si l'on souhaite s’affranchir de cette construction, ce théoréme
peut étre interprété comme la convergence en loi de V/k(Cy(s) — C(s)) vers B dans
(L2(R), [|-llc) 0t B est un C-pont Brownien ainsi que la convergence en loi de
VEAFF —7) vers N avec N ~ N(0,7?) avec N et B indépendants.

Ce modele permet également 'estimation des quantiles de F,,; a partir de ceux
de F. En effet, pour a € [0, 1], on peut déduire de I'hypothese (2.5) la relation

w=1= R (0 (3)) 2 (5) (-7 (0:(3)):
o n a
On peut alors en déduire une approximation du quantile de F},; au niveau 1 — «,
(1) i (2
! a

Il est alors possible d’estimer ce quantile par

‘. (k@(@ /n)>ﬁ5 |

no

Cette estimation releve de I'estimation de ¢, qui n’est pas précisée dans ce modele.
En revanche Einmahl et al. préconise 'utilisation d’un estimateur a noyau [57] pour
estimer cette fonction skedasis.
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Boite a outils

Les résultats précédents, ainsi que d’autres liés a I’étude des extrémes, sont établis
a l'aide de la théorie des processus empiriques. Plus particulierement a la conver-
gence faible de ces processus construits a ’aide d’un échantillon i.i.d et pouvant étre
indexés par un vaste choix d’ensembles ou de fonctions. Historiquement, le premier
résultat concerne un processus empirique particulier, qui n’est autre que la fonction
de répartition empirique sur R centrée et normalisée a 1’échelle du théoreme central
limite. En 1952, Donsker établit alors que, lorsque la taille de 1’échantillon croit
vers l'infini, ce processus converge vers un pont Brownien [28]. Ce résultat avait été
conjecturé par Doob en 1949 [29] suite a une remarque de Bachelier. Aujourd hui
nous savons établir des résultats similaires pour bien d’autres classes de processus
empiriques. Les résultats classiques sont recensés dans les ouvrages [61] ou [82].

3.1 Convergence faible

Avant de nous intéresser au comportement asymptotique de processus empi-
riques, intéressons nous d’abord a la notion de convergence en loi dans un espace
métrique.

Soit (E,d) un espace métrique, on munit cet espace de sa tribu Borélienne £.
Soient (fin)nen et p des mesures de probabilité sur (E, ). La convergence en loi se
définit de la fagon suivante.

Définition 3.1. On dit que u,, converge faiblement vers p, ce que l’'on note P, KR P,

lorsque
|t — [ ran,
E n—oo Jp

pour tout f € Cy(E), ou Cp(E) désigne 'ensemble des fonctions continues et bornées
sur b.

Soient (Z,)nen €t Z des variables aléatoires a valeurs dans E. On dit que Z,
converge en loi (ou en distribution) vers Z, lorsque pour tout f € Cy(E)

E(f(Zn)) =2 E(f(2)),

n—oo
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. . . L d

ce qui correspond a la convergence faible de leurs distributions. On le note Z,, — Z. 11
existe plusieurs caractérisations de la convergence faible, certaines sont rassemblées
dans le célebre théoreme Portmanteau.

Théoréme 3.1 (Théoreme 2.1 dans [9]). Soient (i, )nen €t p des mesures de pro-
babilité sur un espace séparable (E,E). Les assertions suivantes sont équivalentes

1. ,uniu.

2. pun(f) = p(f) pour toute fonction f bornée et uniformément continue.

co

lim supp, (F) < p(F) pour tout fermé F.

n—oo

E N

: ligglfun(G) > w(QG) pour tout ouvert G.

5. pn(A) = pu(A) pour tout ensemble de p-continuité A.

Dans un souci de concision, on notera pu(f) pour désigner [ fdu. Un ensemble
de p-continuité est un ensemble avec une frontiere de p-mesure nulle.

L’exemple le plus célebre de convergence en distribution est le théoréme central
limite démontré par Laplace en 1809. Dans ce manuscrit nous utiliserons I'une de
ses nombreuses extensions, le théoreme de Lindeberg-Levy. Ce théoreme concerne
les tableaux triangulaires, c¢’est-a-dire les échantillons dont les lois peuvent changer
avec n. Ce phénomene peut naturellement se produire dans le contexte des extrémes
car 'attention est portée sur des échantillons d’observations conditionnées au dé-
passement d’un seuil v, choisi.

Théoréme 3.2 (Lindeberg-Levy, Théoréme 27.2 dans [8]). Pour tout n > 1, soit

(Z(n), e Zﬁ?) un échantillon indépendant (de loi pouvant changer avec n) tel que
pour tout 1 < k <r,,

E(Z7) =0 et ow=E((2")) <o

Si pour tout € > 0

7\ 4p —
lim 232 /ZWPM Y ap =0, (3.1)

k—00

avec 82 =Y, 02, alors

722

Sn =1

avec N ~ N(0,1).

La condition de Lindeberg (3.1) peut étre remplacée par la condition dite de
Lyapounov, sur les moments de Z\™ (Théoreme 27.3 dans [8]).
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Problémes de mesurabilité

Dans la théorie des processus empiriques, il est courant d’étre amené a considérer
des objets pouvant étre non mesurables. C’est typiquement le cas d’une application
de (92, A,P) vers un espace métrique (F,d) (non séparable) qui rend les boules
mesurables mais pas tout les boréliens.

Exemple 3.1 (Exercice 3 page 48 dans [82]). Soit Z : [0,1] — D([0,1]) défini
par Z(s) = 1j1). L’ensemble D([0,1]) désigne l'ensemble des fonctions continues
d droite et limite a gauche (Cadlag) que l'on munit de la norme uniforme ||||oc. Si
lon munit [0,1] de sa tribu Borélienne alors lapplication Z n’est pas Borélienne.
Car tout sous-ensembles S C [0, 1] est limage réciproque par Z de l’ensemble ouvert

U B avec By la boule ouverte de centre 151y et de rayon 1/2. Si Z était Borélienne
ses

alors tous les sous-ensembles de [0, 1] seraient Boréliens, ce qui n’est pas le cas.

Cet exemple met en exergue le fait que le processus empirique uniforme, c’est-
a-dire I'application ¢ — L7 iy, —t pour t € [0,1] and (X;)7, iid de loi
uniforme sur [0, 1], peut ne pas étre Borel mesurable dans (D([0,1],[|||s)- I est
donc nécessaire de d’étendre la notion de convergence faible pour de tels objets.
Pour ce faire, nous utiliserons "approche d’Hoffmann-Jgrgensen [51].

Soit (€2, A,P) un espace probabilisé. Soit Z une application de € dans R =
[—00, +00], on appelle espérance extérieure (ou intégrale extérieure) de Z la quantité

E*(Z) :=inf {E(U) : U > Z, U mesurable telle que E(U) existe} .
On définit également la probabilité extérieure d’un sous-ensemble B de §2 par
P*(B) :=inf {P(A): BC A, Ac A}.

Ces notions coincident avec ’espérance et la probabilité dans le cas ou Z et B sont
mesurables.

Remarque 3.1. Pour toute application Z : Q +— R, inf {U > Z, U mesurable} est
toujours atteint pour un certain Z* mesurable. Ainsi, si B(Z*) existe on a E*(Z) =
E(Z*). De plus, cet élément est unique au sens de l’égalité presque stre.

On définit également I'espérance intérieure et la probabilité intérieure par

E.(Z) :==sup{E(U) : U < Z, U mesurable telle que E(U) existe}, et
P.(B):=sup{P(A): AC B, Aec A}.

On a alors les identités suivantes E.(Z) = —E*(—Z) et P,(B) = 1 — P*(2 — B).

Ce concept d’espérance extérieure permet de généraliser la notion d’espérance a
des applications non mesurables tout en conservant certaines propriétés de 1’espé-
rance. Par exemple, pour Z et Y deux applications de Q dans R on a [E*(Z) — E*(Y)| <
E*(|Z — Y]). Cependant il est important de rester prudent car certaines propriétés
sont perdues. Ainsi 'espérance extérieure perd son caractere linéaire, mais reste
sous-additive, c¢’est-a-dire que 'on a toujours E*(Z +Y) < E*(Z) +E*(Y) avec éga-
lité si 'une des deux applications est mesurable. Parmi les résultats courants qui se
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trouvent modifiés pour I'espérance extérieure, on peut également citer le théoreme
de Fubini. Il reste toujours, pour une application Z définie sur €2y x 25, I'inégalité
Ei(E3(Z)) < E*(Z) mais I’égalité est perdue tant que Z n’est pas mesurable.
Armé de 'espérance extérieure, il est maintenant possible de définir la convergence
faible pour des objets non mesurables.

Définition 3.2. Soit (£2,,.4,,, P,),>1 une suite d’espaces probabilisés et Z,, : €, —
E des applications a valeurs dans un certain espace métrique £ (les applications Z,
ne sont pas nécessairement Boréliennes). La suite Z,, converge faiblement vers une
mesure Borélienne L si

E*(f(Z,) — / FAL, pour tout f € Cy(E).

n—o0

On le note Z, 4.

Comme l'espérance extérieure dépend de l'espace probabilisé, les E* de la dé-
finition précédente dépendent de n. Cependant on peut supposer, sans perdre de
généralité, que tout les Z,, sont définis sur le méme ensemble €2 := lngn muni de

n

la tribu produit. Ainsi, la définition de E* ne dépend plus de n. On entend alors
E*(f(Z,)) au sens de E*(f(Z,) o p,) avec p, la projection coordonnée de 2 dans
Q2,,. Ceci ne change en rien la définition de la convergence faible car les projections
coordonnées sont des applications dite parfaites. C’est-a-dire, pour une application
T définie sur €2, (T op,)* = T* op,,. Pour plus de précisions sur ces applications, on
peut se référer a [82] page 10.

Remarque 3.2. Comme —f € Cy(E) dés que f € Cy(E), lorsque Z, % L la
relation E,(Z) = —E*(—Z) nous fournit

E.(f(Z0)) — E*(f(Z2)) — 0.
Une suite vérifiant cette derniere propriété est dite asymptotiquement mesurable.

Théoréme 3.3 (Théoreme Portmenteau, Théoreme 7.6 dans [61]). Les assertions
sutvantes sont équivalentes

1. 7, % L.

2. liminf P.(Z, € G) > L(G) pour tout ouvert G.

n—oo

3. limsup P*(Z, € F) < L(F) pour tout fermé F.

n—oo

4. lirginf E.(f(Z,) > [ fdL pour toute fonction f minorée et semi-continue
n oo
inférieurement.

5. limsup E*(f(Z,)) < [ fdL pour toute fonction f majorée et semi-continue
n—oo

supérieurement.

6. lim P*(Z, € B) = limP.(Z, € B) = L(B) pour tout Borélien B de L-

n—oo n—oo
continuité.
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7. liminf E.(f(Z,)) > [ fdL pour toute fonction f Lipschitz, bornée et positive.

n—oo

De plus, si L admet un support séparable les assertions précédentes sont également
équivalentes a

sup
feEBLy

E'(f(Z,) - [ fL

— 0
n—oo
L’ensemble BL; est I'’ensemble des fonctions 1-Lipschitz bornées par 1.

On sait que la convergence en loi de variables aléatoires est impliquée par la
convergence presque stire et que la réciproque est fausse. Cependant il est toujours
possible de représenter une convergence faible avec une convergence presque siire
sur un espace ad hoc.

Théoréme 3.4 (Théoreme de représentation de Dudley, Théoreme 1.10.4 dans [82]).
Soient (Z,)n>1 une suite d’applications définies sur (2, A,P) d valeurs dans un
espace métrique (E,d) et Z une application borélienne. Si Z, 4 7 alors il eiste
un espace probabilisé (', A',P') et des applications (Z!) et Z' définies sur ' et a
valeurs dans E telles que

1. "convergence presque uniforme :" Pour tout e > 0, il existe A € A’ tel
que P'(A) >1—¢c etsup d(Z),,2') — 0
A

2. "égalités en loi :" E*(f(Z))) = E*(f(Z,)) pour toute fonction f bornée et
pour tour n, relation également vraie pour Z et Z'.

Ainsi si on a Z, % Z pour des variables aléatoires (i.e les Z, sont mesurables)
alors on a Z, 2% 7' avec L(Z,) = L(Z!) et L(Z) = L(Z') mais Z, et Z, ne sont pas
définies sur le méme espace probabilisé. C’est cette construction qui est mentionnée
dans le Théoreme 2.21 pour énoncer un résultat de convergence presque stire.

Remarque 3.3. En [’absence de Borel mesurabilité, la notion de convergence presque
sure perd toute sa force, et n’est pas équivalente a la convergence presque uniforme
(contre-exemple 1.9.4 page 54 dans [82]).

Stabilité de la convergence faible

Maintenant que la notion de convergence faible est définie, nous pouvons nous
poser la question de sa stabilité. Il vient directement de la définition 3.1 la stabilité
de la convergence au travers d’applications continues.

Théoréme 3.5 (continuous mapping, Théoreme 1.3.6 dans [82]). Soient (Z,,)nen et
Z des variables aléatoires a valeurs dans E et g une application continue de E dans

un espace métrique H. Si Z, % Z alors g(Z,) < g(Z).

Les hypotheses de ce théoreme peuvent étre affaiblies. En effet, pour établir le
résultat il suffit que Z soit presque stirement un point de continuité de g. De plus, il
est possible d’étendre ce théoreme en considérant une suite de fonctions convergeant
convenablement vers une telle fonction g.
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Théoréme 3.6 (extended continuous mapping, Théoreme 1.1.11 dans [82]). Soient
E,CFE g,:E, —Hetg: Fy CE — H tels que, si z, — 2z avec z, € E, pour
toutn > 1 et z € Ey alors gn(zn) — g(z). Soient Z,, des variables aléatoires prenant
respectivement leurs valeurs dans E,, et Z une variable aléatoire Borélienne a support

séparable prenant ses valeurs dans Ey. Alors, si Z, % Z ona 9n(Zy) 4 9(Z)

Les Théoremes 3.5 et 3.6 sont également valables pour les convergences en pro-
babilité et presque siire. De plus ces théorémes sont valables pour des Z,, non mesu-
rables, auquel cas la convergence faible est a entendre avec la définition par espérance
extérieure.

Théoréme 3.7 (Delta méthode, Théoréme 3.1 dans [81]). Soient ¢ : E, C RF
R™ une application différentiable en un point 6 de R¥, (Z,),>1 une suite de variables
aléatoires a valeurs dans E, et Z une variable aléatoire a valeurs dans RE. Si

ro(Z, —0) -5 Z

n—oo

pour une suite de nombres r,, — 0o, alors

ra(9(Zy) = 0(0)) =5 y(2).

n—o0

@y désigne la matrice Jacobienne de ¢ en 6.

Ce résultat est, dans la pratique, utile pour établir des normalités asymptotiques
d’estimateurs. Cependant, la théorie des processus empiriques est par nature de
dimension infinie. C’est pourquoi la delta méthode doit étre étendue a ce cadre. Il
existe plusieurs notions de dérivation dans les espaces de Banach, celle qui permet
de généraliser la delta méthode est la dérivation au sens de Hadamard.

Définition 3.3. Soit ¢ une application définie sur £, un sous-ensemble d'un espace
normé E et a valeurs dans un espace normé H et considérons 6 un élément de FE.
¢ est dite Hadamard différentiable en 6 s’il existe une application linéaire ¢}, de F
dans H telle que, pour tout h € F et toute suite h; — h,

H<P(9 +thy) — ¢(0)
/

— gp’g(h)H — 0.

t
I —0

La convergence étant prise lorsque ¢ décroit vers 0. Si cette propriété ne peut pas
étre vérifiée pour tout h dans E mais seulement sur un sous-ensemble Fj, alors

vy existe uniquement sur ce sous-ensemble et ¢ est dite Hadamard différentiable
tangentiellement a Ej.

Lorsque I'objectif est d’établir une convergence faible, I’ensemble Fy correspondra
au support de la loi limite.

Théoréme 3.8 (Delta méthode fonctionnelle, Théoreme 20.8 dans [81]). Soient F et
H deux espaces normés et ¢ : E, C ' — H une application Hadamard différentiable
en 6 tangentiellement a Ey. Considérons également (Z,)n,>1 des variables aléatoires

38



a valeurs dans E, et Z une variable aléatoire a valeurs dans Fy, telles que pour une

certaine suite de nombres r,, tendant vers linfini, r,(Z, — 6) 4 7. Alors

ru((Za) = 9(0)) 5 @4(2).

De plus, si ¢ est Hadamard différentiable sur E tout entier alors

ra(p(Zn) — @(0)) = ©p(rn(Zn — 0)) + op(1).

3.2 Processus empiriques

Dans cette section, nous nous concentrons sur la convergence (faible) d'un type
particulier de processus, les processus empiriques. Dans toute cette section nous
considérons (X7, ..., X,,) un échantillon i.i.d dans un espace X muni d’une tribu A4,
de distribution commune P. On appelle mesure empirique associée a 1’échantillon
(X1,...,X,) la mesure

1

ou 0, désigne la masse de Dirac en x.
Soit F une collection d’applications de X dans R, toutes de carré P-intégrable.
On appelle processus empirique indexé par F 'application

frorGof =vn(P, - P)f = (f(Xi) = Pf).

1

n

-

(2

Pour f € F fixé, on sait déja que
Guf % N (0, P(f = Pf)?).

On souhaite ici trouver des conditions pour établir un résultat similaire mais uni-
forme en f € F. Pour montrer un tel résultat nous supposons que pour tout z € X

sup |f(z) — Pf| < oc.
fer

Dans un tel cas G,, peut étre interprété comme un "élément aléatoire" de ¢°°(F),
c’est-a-dire une application de €2 vers £°°(F). Le résultat auquel on cherche a aboutir
peut étre exprimé en une condition sur la classe F.

Définition 3.4. Une classe de fonctions F est appelée classe de Donsker (ou P-
Donsker) si

G, %G, dans (®(F),

avec G une mesure borélienne séparable dans (*°(F).

Comme c’est le cas pour le processus empirique on confondra communément le
processus G avec sa loi.
Le théoréme centrale limite multivarié nous donne le seul candidat possible en
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tant que limite G. Il s’agit d’un processus Gaussien de moyenne 0 et de fonction de
covariance donnée par

E(Gf1Gf2) =Pfifo— PfiPfs.

Ce processus est appelé le P-pont Brownien.

Exemple 3.2. En 1952, Donsker établit que la classe {1)_ 4, x € R} est Donsker
et que le processus empirique uniforme indexé par cette classe converge vers le pont
Brownien standard (i.e de covariance cov(Bs, By) = min(s,t)—st pour 0 < s,t < 1).

La propriété de Donsker dépend de la "taille" de la famille F. Cette taille est
évaluée en termes de controle de nombres de recouvrement par des boules ou des
"crochets". Les détails sont rassemblés dans les sections 2.2 et 2.5 de [82]. Dans le
présent manuscrit, nous nous intéressons a un certain type de classes de fonctions, les
classes V' C'. Bien que le caractere V C' d’une classe ne soit pas équivalent au caractere
Donsker, il permet d’exhiber des classes de Donsker (sous réserve de finitude de
certains moments) et est souvent plus facile & manipuler.

Les classes de Vapnik-Cervonenkis (V)

Soient C un ensemble de sous-ensembles de X et {z1,...,z,} un ensemble de
n points de X'. On dit que C préléeve un sous-ensemble E C {z1,...,x,} §'il existe
C € C tel que E = CN{x1,...,2,}. On dit que C pulvérise {xy,...,z,} si C peut
prélever chacun des 2" sous-ensembles de {zi,...,z,}. On appelle dimension VC

(ou indice V'C') de la classe C, noté V(C), le plus petit entier n tel que C ne pulvérise
aucun ensemble de taille n.

Définition 3.5. Une collection C d’ensembles mesurables est appelée classe de
Vapnik-Cervonenkis d’ensembles (ou classe VC' d’ensembles) lorsque sa dimension
V' est finie.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité on parle seulement de classe VC au lieu de classe
V' d’ensembles.

Les ensembles de la forme | — oo, z] pour z € R sont des classes VC. En effet
cette classe ne peut pas pulvériser un ensemble de la forme {x1, 22} avec 7 < x5 car
il est impossible de prélever {xs}. Sa dimension V(' est alors égale a 2. De méme,
les quadrants de R? forment également un classe VC.

Remarque 3.4. Le caractere VC' d’une classe d’ensembles est stable avec les opé-
rations ensemblistes usuelles. Par exemple, la classe des unions d’ensembles de deux
classes VC' est une classe VC' d’ensembles. C’est également le cas pour l'intersec-
tion, le passage au complémentaire, ['image injective ou encore ['image réciproque.
Une liste plus ezhaustive est fournie par le Lemme 2.6.17 dans [82].

Nous avons jusqu’ici considéré des classes V' C' constituées d’ensembles. Pour pou-
voir établir des théorémes de Donsker (Convergence faible de processus empiriques
vers un mouvement Brownien) il sera aussi nécessaire d’établir le caractere VC de
classes de fonctions.

Soit f : X — R. On appelle sous-graphe de la fonction f le sous-ensemble de

X x R défini par
{(z,t): t < f(z)}.
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Définition 3.6. Une collection F de fonctions de X dans R est appelée classe V C-
sous-graphe si ’ensemble des sous-graphes des fonctions de F forme une classe VC'
d’ensembles de X' x R.

Il vient alors directement que les indicatrices d’ensembles VC' forment des en-
sembles V C-sous-graphes. De plus, a I'image des classes VC d’ensembles, les classes
V C-sous-graphes sont stables par certaines opérations sur les fonctions, comme par
exemple 'addition, la multiplication ou la composition. D’autres propriétés de sta-
bilité des classes V' sont recensées dans le Lemme 2.6.18 dans [82].

Ces classes V' nous fournissent un moyen de vérifier si une classe est Donsker,
mais il est nécessaire de rajouter une hypothese sur les moments.

Définition 3.7. On appelle enveloppe de F la fonction

F:xzeXw—sup |f(x)]
feF

Dans cette définition F' n’est pas nécessairement un élément de F et n’est pas
nécessairement mesurable.

Théoréme 3.9. Soit F une classe VC-sous-graphe de fonctions mesurables d’en-
veloppe F. Alors F est P-Donsker pour toute mesure de probabilité P telle que
P*F? < oo.

Mesure empirique dans le contexte des extrémes

Dans le cadre des extrémes, nous serons amenés a considérer des mesures em-
piriques construites sur un sous-échantillon sélectionné a partir d’une condition sur
les observations. Concretement, dans 'approche Peaks over Threshold nous nous in-
téressons & la mesure empirique construite sur le sous-échantillon {Y;, Y; > Y, ..}
pour un certain k. Dans le présent manuscrit, nous nous intéressons en particulier a
I'estimation de quantiles conditionnels. Ainsi, considérons deux variables aléatoires
X a valeurs dans X et Y a valeurs dans R définies sur des espaces probabilisés.
Considérons également ((X1,Y1),...,(Xn,Ys)) n copies i.i.d générées avec la loi de
(X,Y). Les estimateurs que nous souhaitons étudier sont construits a partir des
(X;,Y;) pour lesquels Y; > Y, ... Ce qui revient a considérer la mesure empirique

suivante .

1
Mogi=7 > Sy

=1

Yi>Yn_kin

Proposition 3.1. Soity > 1 et (Y1, ..., Y;) un échantillon i.i.d de loi £ (X, Y)Y > y)
et considérons la mesure empirique

. 1.k
].__[k’y = % Zl(s(j(“ﬁ)
1=
Alors, si la fonction de répartition de Y est continue, on a
E (Hn,k’Yn—k:n = y) = E (ﬁk,y) .
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La continuité de F', la fonction de répartition de Y, est nécessaire pour établir ce
résultat. Bien que ce soit le cas dans le contexte du présent manuscrit il est possible
de s’en affranchir. En effet, le probleme lorsque F' n’est pas continue est la potentielle
présence d’ex-aquo pour les Y; ce qui induit que le sous-échantillon ((X;,Y;)|Y; >
Y, —kn)i; peut ne pas étre de taille k. Il faut donc réordonner 'échantillon (X, Y;),
pour casser les égalités. Ce qui peut étre fait par le procédé suivant :

1. Considérons un échantillon (y,...,y,) généré avec la loi de Y.
2. On génere un échantillon (n;)"; i.i.d uniformément distribué sur [0, 1].

3. Pour tout ¢ € {1,...,n} on pose U;(y;) = F~(y;) + nP(Y = y;). En notant
F~(y;) la limite a gauche de F' au point ;.

4. On considere alors le vecteur (Ry, . .. R,,) qui sont les rangs de (U1 (v1), - - -, Un(Yn))
qui est presque stirement sans égalité. On redéfinit alors II,, , comme

1 n
z Y xv-
i=1
Ri>Ry_kin

On a alors, pour (Y;)", iid, que (U;), = (U;(Y;))’, est ii.d, uniformément
distribué sur [0, 1] et tel que pour tout i € {1,...,n}, F<(U;) = Y; presque siirement.
De cette fagon les échantillons (Y;)"; et (U;)!; sont presque siirement ordonnés de
la méme maniere. Ainsi, la Proposition 3.1 peut étre réécrite en remplacant Y par
une variable uniforme U et en comprenant y > 1 comme F*< (1—1/u) avec u € [0, 1].
On obtient ainsi le méme résultat en s’affranchissant de la continuité de F.

3.3 Bootstrap et processus empiriques

On s’intéresse ici aux processus empiriques construits sur des échantillons boots-

trap eux-méme construits a partir d’un échantillon (X7, ..., X,,). Soient ({15, ..., &un)
des variables aléatoires réelles que nous appellerons poids. On définit la mesure em-
pirique pondérée (pondérée par les poids (&1, ..., &nn)) PAr

1.7
]P)E,n = E Zgz,néXz
=1

Si on choisit les poids i.i.d alors [P¢ ,, n’est plus une mesure de probabilité. Pour éviter
cet écueil, on suppose que " | &, = n presque stirement, les poids ne sont alors pas
indépendants. Nous portons notre attention sur des poids positifs et échangeables,

c’est-a-dire que ({1, ..., 6nn)) 4 (§o(1)ns - - - »&o(n),n) POUT toute permutation o de
{1,...,n}.

Remarque 3.5. Le cadre classique du bootstrap discuté par Efron [3]] ot ’échan-
tillon bootstrap est construit par tirage avec remise dans l’échantillon observé corres-
pond au cas ot le vecteur des poids ({1, ..., &nn) suil la loi multinomiale M(n, 3)
avec a = (1/n,...,1/n). Ce bootstrap empirique est investigué dans le contexte des
extrémes par Resnick [75] dans sa section 6.4.
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On définit ensuite le processus empirique bootstrap par
G&,n = \/ﬁ (Pf,n - gnPn> = Z gzn fn 5X,7

avec &, désignant la moyenne des &in- Comme dans le cas du processus empirique
classique, on cherche alors a obtenir la convergence faible de G¢, vers un proces-
sus Gaussien dans (*°(F) pour une certaine classe de fonctions F. Ce processus
empirique bootstrap dispose de deux sources d’aléas, I’échantillon et les poids. For-
mellement, nous avons déja mentionné que tous les X; pouvaient étre considérés
comme définis sur un méme espace (€2, .4, P) (quitte a considérer 'espace, la tribu
et la mesure produit), ainsi nous pouvons de fagon similaire considérer que pour
chaque n > 1, les vecteurs (&1, - .., &nn) sont tous définis sur un méme espace pro-
babilisé (Z,G, Q). De cette fagon, le processus empirique bootstrap est défini sur
(Qx Z, A% G, P®Q). Le but étant d’obtenir des tests de validation, ces proces-
sus seront couramment étudiés a échantillon fixé et les poids seront la seule source
d’aléa. Nous étudions donc la convergence faible de G¢, conditionnellement aux
données. On note E¢(Gg ) Uespérance en & avec (X7, ..., X,) fixé.

Définition 3.8. On dit que la suite G¢,, converge faiblement conditionnellement
vers G si G¢,, est asymptotiquement mesurable et si

sup [E¢(h(Gen)) — E(h(G))| = 0.

he BLy

Pour établir ce type de convergence, il n’est pas suffisant d’établir que la classe
de fonctions F soit Donsker. Il est nécessaire d’ajouter des conditions tant sur les
poids que sur la classe de fonctions. On suppose alors que

sup|[é1.n - &n (3.2)

1 N _
—=E (lrgag\gm gn\> 0, (3.3)
= ; (6 —8&) B >0 (3.4)

La "norme" dans la condition (7.7) est définie par

= [ VP(el > 2)az

ce n’est pas rigoureusement une norme mais nous pouvons l'utiliser pour définir une
topologie plus faible que celle induite par la norme L?*(P). Quant & la condition sur
la classe F, il est question de mesurabilité.

Définition 3.9. Une classe F de fonctions mesurables définies sur (€2, A, P) est dite
mesurable (ou P-mesurable) si I'application

ieif(Xi>

=1

(X1,...,X,) — sup
fer

est mesurable dans la tribu complétée de (2", A", P") pour tout n et tout (ey, ..., e,) €
R™.
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Si F contient un sous-espace G dénombrable tel que pour toute fonction f € F
il existe une suite (g,),>1 C G telle que g, converge simplement vers f, alors F est
P-mesurable pour tout P. Ceci s’applique aux familles d’indicatrices d’intervalles de
R ou de quadrants de R? qui sont les principales familles que nous allons considérer
dans ce manuscrit.

Théoréme 3.10 (Théoreme 3.6.13 dans [82]). Soit F une classe de Donsker de
fonctions mesurables telle que ’ensemble

Fo={f-g: f.g€F, P(f—g—P(f-9)* <}

est mesurable pour tout § > 0. Supposons que pour tout n > 1, les poids (&1, - - - s Enn)
sont positifs, échangeables, indépendants de (X1,...,X,) et tels que les conditions

(3.2), (3.3) et (3.4) soient satisfaites. Alors

sup |E¢(h(Gep)) — E(R(cG))| 50 et Ge . est asymptotiquement mesurable.
he BLy

Ici, G désigne la limite du processus empirique G,, indexé par F.

Dans le cas du bootstrap d’Efron, les poids (14, - .., &,n) sont multinomiaux de
parametres n et (1/n,...,1/n). Les conditions (3.2), (3.3) et (3.4) sont alors vérifiées
pour ¢ = 1. Ainsi pour toute classe F de fonctions mesurables d’enveloppe finie on
a JF est Donsker si et seulement si G¢,, converge faiblement conditionnellement vers

G.

3.4 Variations régulieres

L’étude des extrémes est intrinsequement liée a la considération de fonctions a
variations régulieres, leur analyse est donc fondamentale dans la compréhension de
phénomenes extrémes.

En effet, que ce soit par I'intermédiaire de la fonction U dans la condition du
premier ordre (2.2) ou de la fonction auxiliaire du second ordre A, les fonctions
a variations régulieres apparaissent de maniere récurrente dans les caractérisations
liées au comportement des extrémes. Plus précisément, la condition du premier ordre
(2.2) établit I'équivalence entre "F' € D," et "U est a variation réguliere d’indice
au premier ordre". De plus les conditions de variations régulieres sont utilisées pour
étudier le biais des estimateurs.

Cette section recense les définitions et résultats liés aux variations régulieres
utilisées dans ce manuscrit. Les résultats ainsi présentés sont essentiellement des
bornes qui permettent de controler les vitesses de convergence dans les différentes
expressions des conditions du premier et second ordre. Pour une revue plus détaillée
du sujet, on peut se référer a la monographie de Bergham et al. [10] ou a 'appendice
B dans [22].

Variations réguliéres

Définition 3.10. Soit f une fonction Lebesgue mesurable, a valeurs réelles et stric-
tement positive dans un voisinage de I'infini. Alors f est dite a variations régulieres
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a I'infini 8’il existe a € R tel que

fn)
SRm

On le note f € RV,.

Les variations régulieres considérées ici sont toutes en l'infini, ainsi le terme 'a
I'infini" de la définition précédente est sous-entendu. De plus, « est appelé indice des
variations régulieres, on parle ainsi de variations régulieres d’indice «. Les fonctions
a variations régulieres d’indice 0 sont appelées fonctions a variations lentes.

Des que la limite de f(tx)/f(t) est finie alors les variations régulieres sont le seul
comportement possible pour les fonctions satisfaisant le préambule de la Définition
3.10.

Théoreme 3.11. Soit f une fonction réelle mesurable au sens de Lebesque et stric-
tement positive sur un voisinage de l'infini telle que

lim f(tz)
L0

existe et est fini pour tout x appartenant a un ensemble de mesure de Lebesgue
strictement positive. Alors, il existe a € R tel que f € RV,.

Sans ajouter d’hypotheses a la définition de variations régulieres, il est possible
de donner plus de détails sur la convergence de f(tz)/f(t). Déja, la convergence
(3.5) est uniforme sur les compacts de R.

Théoréme 3.12. Soit f € RV, alors la convergence (3.5) est vraie uniformément
en x € [a,b] pour tout 0 < a < b < 0.

Les possibles cas de convergence non uniforme sont donc en 0 et en l'infini,
cependant il est possible de controler la vitesse de convergence en 'infini grace aux
bornes de Potter [69].

Proposition 3.2 (Potter (1942)). Soient f € RV, et 61, 62 > 0. Alors il existe t,
(dépendant de §y et d3) tel que pour tout t > to, tx > to, on a

f(tx)
()

(1 —dp)x min <x52, x’52> < < (1 + 01)x“ max (x‘sQ, :U"SQ) :

On peut remarquer que la réciproque est également vraie. Ainsi si une fonction
satisfait la propriété précédente alors elle est a variations régulieres d’indice a. On
utilise parfois ce résultat sous une autre forme, plus compacte, due a H. Drees [30]
qui énonce que |f(tx)/f(t) — % < emax (:CO‘+‘5, xo‘_5), pour tout €, § > 0 et t assez
grand.
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Variations réguliéres étendues

Pour étendre la notion de variations régulieres il est possible de faire le parallele
avec le taux de variation
flz+h)— f(z)

h

Ordinairement, on étudie ce taux a x fixé avec h tendant vers 0, mais ici on s’intéresse
plutot au comportement de ce taux lorsque x tend vers l'infini a A fixé. Une géné-
ralisation de la définition 3.10 serait alors ’existence d’'une fonction a, strictement
positive telle que

o L102) = O

existe et est finie pour tout = > 0.
t—o0 a(t)

On sait alors que si une telle limite existe dans R alors elle est nécessairement de la
forme
7 —1

c , x>0avecc#0etyeR,
Y

ou clog(x), qui correspond au cas v = 0. De plus, il est toujours possible de choisir
une fonction a € RV,

Définition 3.11. Soit f une fonction réelle mesurable. La fonction f est dite a
variations régulieres étendues s'il existe une fonction a : R, — Ry et un réel v € R
tels que pour tout x > 0 on a

fl) -~ f() a1
= a(t) v

(3.6)

On le note f € FRV ou f € ERV,,. La fonction a est appelée fonction auxiliaire de
f.

Lorsque 7 = 0 la partie droite de I’équation est a comprendre comme log(x). Par-
fois, ces fonctions a variations régulieres étendues d’indice 0 sont dites appartenant
a la classe II, ce qu'on note f € Il ou f € I1(a).

Ainsi la classe II correspond aux fonctions a variations régulieres étendues d’in-
dice 0. En ce sens, la classe II étend celle des fonctions a variations lentes.
Comme dans le cadre des variations régulieres non étendues, il est possible de donner
plus d’informations sur les convergences précédentes.
Théoréme 3.13. Soit f € 11, la convergence (3.6) a liew uniformément en x € [a, b]
pour tout 0 < a < b < o0.

A I'image du théoreme de Drees pour les fonctions a variations réguliéres, on

dispose d’un controle sur la distance avec la limite dans le cadre des fonctions dans
ERV.

Théoréme 3.14 (Drees (1998)). Soit f € ERV,. Pour tout € et § > 0 il existe ty
tel que pour tout t, tx >ty on a

fltz) = f(t) a7 -1
ao(t) ¥

£ (), ¥>0
ap(t) == ¢ —v(f(c0) = f(t)), <O
ft)y—t71[5 f(s)ds, v=0.
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Variations réguliéres au second ordre

Dans cette section, il est question de quantifier les vitesses de convergence de la
définition 3.11. C’est-a-dire de s’intéresser a des limites de la forme

fz)—f@) _ 27—1
lim a(t) i

o AL

Stadtmiiller et de Haan [23] montrent que si, pour des fonctions a et A strictement
positives, une telle limite existe, est finie et n’est pas un multiple de (27 — 1)/ alors
elle est nécessairement de la forme

v 1 [* 1
c / s / u”*duds
1 1

avec c € Ret p <0. De plus A € RV, et

a(tz) o
Jim 4~ ! = cx” v -1

t—o0 A(t) ¥

Définition 3.12. Une fonction f est dite a variations réguliéres au second ordre (ce
qui est noté f € 2ERV ou f € 2ERV,, ,) s'il existe deux fonctions, a strictement
positive et A de signe constant, telles que pour tout x > 0

Moo .
. a(t - —
tllglo A(t) = /1 s 1/1 W duds = ¢y (),

avec p < 0.
On appelle p parametre du second ordre.

Cette fois encore, il est possible de borner la distance entre le ratio et la limite
dans un voisinage de l'infini.

Théoréme 3.15 (Drees (1998)). Soit f € 2ERV,, ,. Pour tout e, 6 > 0 il existe ty,
dépendant de € et 0, tel que pour tout t, tx > ty,

f(ta:)(—{(t) _ozr—1
; ao(t Y Y+p+8 L y+p+o
i Y| S emax (3707,

avec les fonctions ag et Ay adéquatement choisies.
De plus, Ay € RV, et

ao(tz)
ao(t) z7 'yxp -1

Aty T

< emax (:EVJ”’J“‘;, $7+p+5) )

Les fonctions ag et Agy sont respectivement équivalentes a a et A. Elles ont des
expressions explicites, dépendantes de v, p et f, que 'on peut trouver dans [22]
Theorem B.3.10 page 392-393.

Il existe une forme simple de variations régulieres au second ordre qui releve de la
définition classique des variations réguliéres et non de celles étendues. Soit f € RV
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pour un certain v € R. Supposons qu’il existe une fonction A, de signe constant,
telle que la limite
ftz) 7Y
lim £~
t—o0 A(t) ’
existe et n’est pas constante. Alors 'application t — t~7f(t) est a variations régu-
lieres étendues. On a alors

x>0

[(tx)

i 2@ _
e A(R) p

AR T

, x>0

avec p < 0. On dit alors que f est a variations régulieres au second ordre. Ce que
I'on note f € 2RV ou f € 2RV, ,.

48



Couplage optimal

Nombre de résultats de théorie des valeurs extrémes, notamment ceux présen-
tés en section 2, reposent sur la théorie des processus empiriques. Un des travaux
présentés dans cette these a été de proposer une nouvelle approche basée sur une
méthode de couplage, outil important en théorie des probabilités ([64, 80]), qui a
connu un essor important lors des dernieres décennies. Ces arguments de couplage
sont formalisés a 'aide de la notion de distance de Wasserstein, notion introduite
et étudiée, par exemple, dans les livres de Villani [83] ou Ambrosio et al [1]. Ces
ouvrages traitent de la notion de distance de Wasserstein tant dans le contexte de
mesure de probabilité que dans le cadre général du transport optimal introduit par
Monge en 1781 [2] ensuite développé par Kantorovich [58, 59]. L’article de Pana-
retos et Zemel [66] et les références qu’il contient permettent de donner une vue
d’ensemble de 'utilisation de ce formalisme dans le contexte des statistiques.

Dans cette section, nous considérerons un espace métrique (X', d) que 'on munit
de sa tribu Borélienne B(X). On notera également M(X) I'ensemble des mesures
de probabilité sur (X, B(X)).

4.1 Couplage optimal et distance de Wasserstein

Principales définitions et propriétés

Un couplage entre deux mesures de probabilité P, P, € M(X) est un couple
de variables aléatoires Xy, X5, a valeurs dans X et défini sur un espace probabilisé
commun, tel que X; ~ P, et Xy ~ P5.

Définition 4.1. On définit la distance de Wasserstein d’ordre p € [1,+o00] entre
deux mesures P; et P, € M(X) par

Wo(Pr, Py) = inf {[|d(X1, Xa)l|1r : X1~ P, Xo ~ Paf.

Lorsque (X, d) est complet et séparable, il existe un couplage qui atteint I'infi-
mum de la définition de la distance de Wasserstein. C’est-a-dire il existe (X, X»)
tel que W, (P, P) = ||d(X1, X2)||zr. Un tel couplage est appelé couplage optimal.
Dans certains cas, il est possible d’expliciter cette distance de Wasserstein. Cepen-
dant ce calcul explicite est impossible dans une majorité des cas.
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Exemple 4.1. o Pourx ety e X, Wy(d,,0,) = d(z,y). Dans ce cas, la distance
ne dépend pas de p, mais ce n’est pas la réegle en général.

e Considérons Py et P, € M(R) avec Fy et Fy leurs fonctions de répartition
respectives. Alors, pour p < oo

1/p
WP Py = ([ 1) - B ()l au)

et st p = 00,
Weo(Pr, P2) = sup |Ff (u) — F5 (u)].
O<u<1
La distance de Wasserstein définie en 4.1 n’est pas a proprement parler une
distance sur l'espace M(X). En effet, elle peut prendre la valeur oo il est donc
nécessaire de restreindre ’espace pour avoir une distance bien définie.

Définition 4.2. On appelle espace de Wasserstein d’ordre p le sous espace de M(X)
W, (X) = {P € M(X): [ d(w, w0 P(dr) < oo}
X

avec xro un point arbitraire dans X'. L’espace ainsi défini ne dépend pas du choix de
I'origine xy.

La distance W), est finie sur W,, elle y est donc bien une distance. Ce qui fait
alors de (W, (X'), W,) un espace métrique. Cet espace peut étre vu comme l'ensemble
des probabilités avec un moment d’ordre p fini.

Exemple 4.2. o Soit X = RY muni de sa norme euclidienne. Alors, lorsque
p < 00,

W, (RY) = {P e MR : [ |lal"P(ds) < oo} .
R
Lorsque p = oo alors W,(R%) est I’ensemble des mesures a support borné.

e On a vu que (W,(X),W,) est un espace métrique, ainsi il est possible de consi-
dérer Uespace de Wasserstein W,(W,(X)). On appelle cet espace l’espace de
Wasserstein au second ordre. Un élément P € W,(W, (X)) peut étre vu comme
la distribution d’une mesure de probabilité aléatoire 11 sur X. La condition
d’intégrabilité pour l'appartenance a l’espace de Wasserstein de second ordre
se traduit alors comme

E (/X d(x,a:o)pﬂ(dx)> < 00.

On construit alors naturellement une distance de Wasserstein (au second ordre),
que l'on note W2 entre Py et Py € W,(W,(X)) défini par

W Py, Py) o= inf {[Wy (I, 1)1 2 Ty ~ Py, Ty ~ Py
pour p € [1,00].
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e Dans certains cas, il peut étre utile de munir [ ’espace X de la distance d définie
par d(z,y) = L,z,y, x, y € X. L'espace (X, d) n’est alors plus séparable. On ne
peut donc pas garantir 'existence d’un couplage optimal. Néanmoins, d’autres
formes de couplage nous permettent d’obtenir des informations sur la distance
de Wasserstein alors définie par

Wp(Pl,Pg) = 1nf{P(X1 7£ XQ) : Xz ~ Pia 1= 1,2}

Le couplage qui nous sera utile ici est un couplage mazimal défini par rapport
a la distance en variation totale. On appelle distance en variation totale entre
deux mesures de probabilité Py, et Py sur X la distance définie par

”Pl_PQHTV = sup ‘Pl(B)—P2(B)‘-
B borélien de X

Cette distance en variation totale vérifie une propriété de couplage optimal.

Proposition 4.1. Soient P, et Py deux mesures de probabilité sur X. Il existe
un couplage (X1, Xy) entre Py et Py tel que

[P = Ballrv = P(X; # Xo).

A Pimage des espaces L? les espaces de Wasserstein sont également emboités. Si
p < q alors W, < W, ainsi on a l'inclusion W, (X) C W,(X). La distance W est la
plus souple de toutes alors que W, est la plus restrictive.

Propriétés topologiques

Avant d’aller plus avant dans la description des distances et espaces de Wasser-
stein, il est important de s’intéresser a la caractérisation de la convergence dans ces
espaces.

Définition 4.3. Soit (P,)nen une suite dans W,(X) et P € W,(X). On dit que P,
converge vers P dans W,(X) (ou au sens de Wasserstein) si W,(P,, P) — 0

Le théoreme suivant caractérise la convergence au sens de Wasserstein.
Théoréme 4.1. Soient (X,d) un espace Polonais et p € [1,00[. Soit (P,)nen une
suite dans W,(X) et P € W,(X). Alors, pour un xo € X (donc tous), les assertions

suivantes sont équivalentes.

1. P, converge vers P dans W,(X).
2. Py 5 P et [yd(z,w0)"Po(de) — [y d(z, 20" P(d).

3. Pour toute fonction continue ¢ telle que |p(x)| < C(1+d(x,z0)?, C € R, on
a [y pdP, = [y @dP.
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Ainsi la convergence vers 0 de la distance de Wasserstein implique la convergence
des moments mais également la convergence faible au sens de la section 3.1. Par
conséquent, pour montrer la convergence en distribution de variables aléatoires, il
suffit d’établir que la distance de Wassertein entre les distributions tend vers 0.
Il est également possible de comparer le comportement asymptotique de suites de
mesures.

Proposition 4.2. Soient (X, d) un espace Polonais, p € [1,00], (Py)nen €t (Pf)nen
deux suites dans Wy(X) et P € W,(X). Alors si Pf converge faiblement vers P et
Wy(Py, P) — 0 alors P, converge faiblement vers P.

Un autre avantage a munir W,(&X') de la distance W, est qu’il peut alors hériter
de certaines propriétés de (X, d).

Théoréme 4.2. e Si (X,d) est un espace complet (resp. complet séparable)
alors (W,(X), W,), pour p € [1,00], est également complet(resp. complet sépa-
rable). De plus, toute mesure de probabilité sur X peut étre approchée par une
suite de mesures de probabilité a support fin.

o Si(X,d) est compact alors il en est de méme pour (W, (X), W,).

Bien que 'espace de Wasserstein hérite de I'espace sous-jacent sa compacité, ce
n’est pas le cas pour la compacité locale.

Dualité de Kantorovich-Rubinstein

La distance de Wasserstein peut étre caractérisée en termes de couplage optimal.

Wpr.Q) =t { [ de.yruldedy): peL(PQ)]

avec I'(P, @) I'ensemble des mesures sur X' x X qui admettent P et () comme lois
marginales. Ici nous nous intéressons a une autre caractérisation, une définition duale
grace a un supremum sur un ensemble de fonctions tests. Considérons ’ensemble

Q,(d) défini par
Q,(d) = {(, ) € Cp(X) X Co(X) = ¢(x) —P(y) < dP(z,y), x, y € X}

avec Cp(X) 'ensemble des fonctions continues et bornées sur X' a valeurs dans R.

Théoréme 4.3 (dualité de Kantorovich). Soient (X, d) un espace Polonais et p €
[1,00[. Soient P et Q) deuz mesures de probabilité sur X, on a alors

wir.Q = s ([ 0aQ- [ var)
(¢0) € Qp(d) /X &
Cette expression peut étre étendue & un cadre plus général (détaillé dans le
théoréme 5.10 dans [83]). Le cas de la distance de Kantorovich-Rubinstein W; est
singulier vis-a-vis de cette dualité.

Théoréme 4.4 (Dualité de Kantorovich-Rubinstein). Soient P et Q@ € W,(X), on
a alors

WiP.Q) = swp {[ ¢dP- [ v
H<p||L7,pS1 X X

ot ||ol|Lip = sup% avec @ une fonction Lipschitz.
zy
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4.2 Applications aux statistiques

L’utilisation principale que nous avons de cette approche par couplage est ’étude
du comportement asymptotique de divers estimateurs. Considérons un estimateur 0,
d’un certain parametre #. L'utilisation direct de cette méthodologie pour montrer la
normalité asymptotique de 0,, est d’établir, pour un certain p € [1, co[, la convergence
vers 0 de W,(P S (6n—0) Py) avec Py une loi normale. Dans certain cas il est méme
possible de donner une borne explicite pour la distance de Wasserstein, avec la
méthode de Stein [77] dans le cas du théoréme centrale limite par exemple.

Proposition 4.3. Soient P et P* € W,(X) et f une application Lipschitz. On a
alors, pour p € [1, o0],

WP(PO f_lap* Of_1> < ||f||Lipr(P7 Pr).

La proposition 4.2 suggere, pour établir la convergence en loi d’un estimateur, de
coupler I’échantillon d’étude avec un autre échantillon qui sera plus facile a étudier.
Ce couplage doit étre réalisé de sorte a ce que la distance en Wasserstein entre les
lois des estimateurs tende vers 0. Il faut alors étre capable de contréler la distance
en Wasserstein entre deux suites de mesures empiriques. Une des contributions de ce
manuscrit concerne la distance de Wasserstein entre deux échantillons et I'utilisation
de cette méthodologie pour I'étude d’estimateurs.

Considérons deux échantillons iid (Xy,...,X,) et (X7,..., X)) générés res-
pectivement a partir des loi P et P* € W,(X). Nommons II,, et II} les mesures
empiriques construites sur ces échantillons, a savoir

I, := 125)(1. et II := 125)@.
i =1

n .-

Ces mesures étant aléatoires, on notera leurs loi Py, et P qui sont des éléments
de W, (W, ().

Remarque 4.1. Les deux mesures II,, et I} sont boréliennes. Cela résulte de la
continuité de ’application

©: xn — W,(X)

n
(X1, ..., T) — %Zéxl

En effet, pour tous (x1,...,x,) et (Y1,...,Yn) € X, on peut écrire

Wp <n§:153%7 nz;d%) = nin 7zd<xi7ya(i))7

aEG(n)TLiZl

avec &(s) lensemble des permutations de {1,...,n}. Il s’ensuit le fait que ¢ est
Lipschitz.

Théoréme 4.5 (Bobbia, Dombry, Varron). Si (X,d) est complet et séparable et
p € [1,00[ alors
W (Pu,, Puy ) = W, (P, P*).
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De nombreux estimateurs peuvent étre construits comme image de mesures em-
piriques. De plus si cette image est une image par une application Lipschitz, la
proposition précédente nous incite a considérer les distances de Wasserstein entre
mesures empiriques. Ce résultat peut étre étendu au cas des mesures empiriques
pondérées, mesures qui interviennent dans le cadre du bootstrap par exemple. Soit
(&1, . ..,&,) des poids positifs tels que Y- & = n. Soient

1 & 1<
ng = g E fléxl et 7*175 = E E 615)(1*
i=1 i=1

les mesures empiriques pondérées.

Théoréme 4.6 (Bobbia, Dombry, Varron). Si (X, d) est complet et séparable, p €
[1,00] et > & =n. Si (&), sont indépendants de (X;)I, et (X)), alors
n,&)

W (Pu, ., P, ) = W,(P, P").

On a également

W (PH"’§|(X1""’X“)’PHZ,H(X* X;i)) = Wp(P, P7).

1se0es

Dans tous ces cas, la distance entre les mesures empiriques est controlée par
celle entre les lois qui ont générées les échantillons. Ainsi le controle de la distance
de Wasserstein entre les lois des estimateurs repose alors entierement sur le contréle
des lois sous-jacentes.
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Extreme quantile regression in proportional tail
framework

Résumé

The model of heteroscedastic extremes initially introduced by Einmahl et al.
(JRSSB, 2016) describes the evolution of a non stationary sequence whose extremes
evolve over time. We revisit this model and adapt it into a general extreme quan-
tile regression framework. We provide estimates for the extreme value index and the
integrated skedasis function and prove their joint asymptotic normality. Our results
are quite similar to those developed for heteroscedastic extremes but with a different
proof approach emphasizing coupling arguments. We also propose a pointwise es-
timator of the skedasis function and a Weissman estimator of conditional extreme
quantiles and prove the asymptotic normality of both estimators.

5.1 Introduction and main results

5.1.1 Framework

One of the main goals of extreme value theory is to propose estimators of ex-
treme quantiles : given an i.i.d. sample Y7,...,Y, with distribution F', one wants to
estimate the quantile of order 1 — «, defined as ¢(«,) := F* (1 — o), with a;, = 0
as n — oo and

FT(u):=inf{z e R: F(x) > u}, u e (0,1)

denotes the quantile function. The extreme regime corresponds to the case when
a, < 1/n in which case extrapolation beyond the sample maximum is needed.
Considering an application in hydrology, these mathematical problems correspond
to the following situation : given a record over n = 50 years of the level of a river,
can we estimate the 100-year return level 7 The answer to this question is provided
by the univariate extreme value theory and we refer to the monographs by Coles
[17], Beirlant et al. [5] or de Haan and Ferreira [22] for a general background.

In many situations, auxiliary information is available and represented by a cova-
riate X taking values in R? and, given z € R, one wants to estimate g(a,|z), the
conditional (1 — ay,)-quantile of Y with respect to some given values of the covariate
X = x. This is an extreme quantile regression problem. Recent advances in extreme

o7



quantile regression include the works by Chernozhukov [15], El Methni et al. [38] or
Daouia et al. [18].

In this paper we develop the proportional tail framework for extreme quantile
regression. It is an adaptation of the heteroscedastic extremes developed by Einmahl
et al. [35], where the authors propose a model for the extremes of independent but
non stationary observations whose distribution evolves over time, a model which can
be viewed as a regression framework with time as covariate and deterministic design
with uniformly distributed observation times 1/n,2/n, ..., 1. In our setting, the co-
variate X takes values in R? and is random with arbitrary distribution. The main
assumption, directly adapted from Einmmahl et al. [35], is the so called proportio-
nal tail assumption formulated in Equation (7.1) and stating that the conditional
tail function of Y given X = x is asymptotically proportional to the unconditional
tail. The proportionality factor is given by the so called skedasis function o(x) that
accounts for the dependency of the extremes of Y with respect to the covariate X.
Furthermore, as it is standard in extreme value theory, the unconditional distribu-
tion of Y is assumed to be regularly varying. Together with the proportional tail
assumption, this implies that all the conditional distributions are regularly varying
with the same extreme value index. Hence the proportional tail framework appears
suitable for modeling covariate dependent extremes where the extreme value index
is constant but the scale parameter depends on the covariate X in a non parametric
way related to the skedasis function o(z). Note that this framework is also considered
by Gardes [43] for the purpose of estimation of the extreme value index.

Our main results are presented in the following subsections. Section 5.1.2 consi-
ders the estimation of the extreme value index and integrated skedasis function in
the proportional tail model and our results of asymptotic normality are similar to
those in Einmahl et al. [25] but with a different proof emphasizing coupling ar-
guments. Section 5.1.3 considers pointwise estimation of the skedasis function and
conditional extreme quantile estimation with Weissman estimators and state their
asymptotic normality. Section 5.2 develops some coupling arguments used in the
proofs of the main theorems, proofs gathered in Section 5.3. Finally, an appendix
states a technical lemma and its proof.

5.1.2 The proportional tail model

Let (X,Y) be a generic random couple taking values in R? x R. Define the
conditional cumulative distribution function of Y given X = z by

Fi(y) =P <y|X =z), ye R, z €R".
The main assumption of the proportional tail model is
1-F
. = (y)
vl — FO(y)
where F? is some baseline distribution function and where ¢ is the so-called skedasis
function following the terminology introduced in [35]. By integration, the uncondi-
tional distribution F' of Y satisfies
1-F
lim 7@)
PRI FO(y)

= g(x) uniformly in 2 € R?, (5.1)

- /R o(2)P x (dz).
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We can hence suppose without loss of generality that F' = F° and that [ ocdPyx = 1.
We also make the assumption that F' is of 1/y-regular variation

1—F(y) =y "y), y € R,

with ¢ slowly varying at infinity. Together with the proportional tail condition (7.1)
with F' = F°, this implies that F, is also of 1/y-regular variation for each z € R,
namely This is a strong consequence of the model assumptions. In this model, the
extremes are driven by two parameters : the common extreme value index v > 0 and
the skedasis function o(-). Following [35], we consider the usual ratio estimator (see,
e.g., [65, p. 198]) for v and we propose a non-parametric estimator of the integrated
(or cumulative) skedasis function

C(z) = /{ugx} o(u)Px(du), z€R%

where u < x stands for the componentwise comparison of vectors. Note that - putting
aside the case where X is discrete - the function C' is easier to estimate than o, in
the same way that a cumulative distribution function is easier to estimate than a
density function. Estimation of C' is useful to derive tests while estimation of o will
be considered later on for the purpose of extreme quantile estimation.

Let (X;,Y:)1<i<n be i.i.d copies of (X,Y’). The estimators are built with obser-
vations (X;,Y;) for which Y; exceeds a high threshold y,. Note that, in this article,
(¥, nen can be deterministic or data driven. For the purpose of asymptotics, y,,
depends on the sample size n > 1 in a way such that

y, —+ oo and N, — oo in probability,

with N, := >>1" | Liy,5y 3 the (possibly random) number of exceedances. The ex-
treme value index v > 0 is estimated by the ratio estimator

1 & Y;
YV = — > 1 |1y .
’y anz::l Og <yn> {Y:L>Y'n}
The integrated skedasis function C' can be estimated by the following empirical
pseudo distribution function

1

Cu@) 1= 3" Lo, 512012 @ € B

n =1

When Y is continuous and y,, := Y, _, . is the (k, + 1)-th highest order statistic,
then N,, = k and %, coincides with the usual Hill estimator.
Our first result addresses the joint asymptotic normality of 4,, and C),, namely

Un (é"(%z - s(')> 2w, (5.2)

where W is a Gaussian Borel probability measure on L>*(R?) x R, and v, — oo
is a deterministic rate. To prove the asymptotic normality, the threshold y, must
scale suitably with respect to the rates of convergence in the proportional tail and
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domain of attraction conditions. More precisely, we assume the existence of a positive
function A converging to zero and such that, as y — oo,

et U(.;(Fy()y) - 1| =0 (A <F§y)>> , and (5.3)
it =0 (4 (7)) -

with F(y) := 1—F(y) and F,(y) := 1— F,(y). Our main result can then be stated as
follows. At the reading of the present article, the reader shall probably notice that the
domain {z > 1/2} in (5.4) can be replaced by any domain {z > ¢} for some ¢ €]0, 1].

Theorem 5.1. Assume that assumptions (5.3) and (5.4) hold and that y,/y, — 1
in probability for some deterministic sequence y, such that p, := F(y,) salisfies

pn— 0, np, =00 and ap, “A(1/pn) = 0 for some e > 0.

Then, the asymptotic normality (7.6) holds with

Up = /np, and W £ (ﬁ) ,

with B a C-Brownian bridge on R? and N a centered Gaussian random variable
with variance v? and independent of B.

By C-Brownian bridge, we here mean a centered Gaussian process on R¢ with co-
variance function

cov(B(z), B(z')) := y 1)— o 21 1)—00,21dC — C(z)C(2").

Remark : Theorem 7.1 extends Theorem 2.1 of Einmhal et al. [35] in two directions :
first, it states that their estimators and theoretical results have natural counterparts
in the framework of proportional tails. We also could go past their univariate de-
pendency i/n — o(i/n) to a multivariate dependecy z — o(z), x € R% Second, it
shows that general data-driven thresholds can be used. Those extensions come at
the price of a slightly more stringent condition upon the bias control. Indeed, their
condition /k,A(n/k,) — 0 corresponds to our condition /np, “A(1/p,) — 0 with
e = 0. We believe that this loss is small in regard to the gain on the pratical side : the
threshold y,, in (9, C’n) can be data-driven. Take for example y,, := Y}, . .,, which
is equivalent in probability to y, := F* (1 — k,/n) is k, — 00. As a consequence,
Theorem 7.1 holds for this choice of y,, if

k 14 n
k . d/k Al — .
n — 00, n—>0,an n (kn>—>0

An example where (5.3) and (5.4) hold :

The reader might wonder if a model imposing (5.3) and (5.4) is not too restric-
tive for modeling. First, note that condition (5.4) has been well studied as the se-
cond order condition holding uniformly over intervals (see, e.g., [22, p. 383, Section
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B.3],[42],[32]). A generic example of regression model where (5.3) and (5.4) hold is
as follows : take a c.d.f H fulfilling the second order heavy tail condition (5.4) on
any domain {z > c¢}. Then assume that the laws of Y | X = z obey a location scale

model in the sense that
y — p(z)
F, =H|—F"1,
) (A@))

for some functions () and A(-) that are uniformly bounded on R?. Then, since
1 — A(z)u(x)/y — 1 uniformly in = as y — oo, condition (5.4) entails

F,
sup (y)

z€Rd W N 1‘ = O(A(1/H(y)), as y — oo.

Integrating in x gives H(y) = 0F(y) as y — oo for some 6 > 0, which yields (5.3)
with the choice of o(-) := §A(-)}/7.

5.1.3 Extreme quantile regression

In this subsection, we restrict ourselves to the case where y,, is deterministic i.e.
Yn = Yn according to the notations of Theorem 7.1. We now address the estimation
of extreme conditional quantiles in the proportional tail model, namely

Q(O‘n|x> = F;;_(l - O‘n)a

for some x € R? that will be fixed once for all in this section, and for a sequence
a, = O(1/n). To that aim, we shall borrow the heuristics behind the Weissman
estimator [86], for which we here write a short reminder. It is known that F' € D(G.)
is equivalent to

Ultz)

tlgcr)lo 0 =27, for each z > 0,

with U(t) = F* (1 — 1/t), t > 1. Recall that p, = F(y,). Since U is of y-regular
variation, the unconditional quantile ¢(«,) := F* (1 — «,) is approximated by

o) = U1 p) e o (22)

leading to the Weissman-type quantile estimator
~ \ In
A DPn
an) =y, | — ] .
q(om) =y (%)

Where p,, := %2?21 1¢y;>y,} is the empirical counterpart of p,,.
Now going back to quantile regression in the proportional tail model, it is readily
verified that assumption (7.1) implies

Op

()
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This immediately leads to the plug-in estimator

N A CGn _ Pn0n(2) "
o) =4 (5725) = (252

where 6,,(x) denotes a consistent estimator of o(x).

In the following, we propose a kernel estimator of o(z) and prove its asympto-
tic normality before deriving the asymptotic normality of the extreme conditional
quantile estimator (o, |z). The proportional tail assumption (7.1) implies

i Fo(yn)
ol) = nl%oo F(yn) '

We propose the simplest kernel estimator with bandwidth A, > 0

it Lo xi <y Liyisya)
i1 Lje—xi|<ha}

as an estimator of F,(y,), while the denominator is estimated by p,,. Combining the
two estimators yields

(1) 1= izt WXt} Lyiog)
Dot Lo X <hnt 2oie1 L{yisyn}

Our next result states the asymptotic normality of 6, (x). The more general case
of a random threshold is left for future works.

Theorem 5.2. Take the notations of Theorem 7.1, and let h,, — 0 be deterministic
and positive. Assume that

npahiy = 00, \fnpahd A (1/p,) = 0.

Assume that the law of X is continuous on a neighborhood of x. Also assume that
o is continuous and positive on a neighborhood of v € R?, and that some version f
of the density of X also shares those properties. Then, under assumption (5.3), we

have
X Z o(x)
\/npnhd <an(a:) — a(:z:)> N <0, f(@) .

The asymptotic normality of the extreme quantile estimate §(a,|z) is deduced
from the asymptotic normality of 4,, and &,(z) stated respectively in Theorem 7.1
and 5.2. This is stated in our next theorem, which has to be seen as the counterpart
of [22, p.138, Theorem 4.3.8] for conditional extreme quantiles. Also see [65, p. 170,
Theorem 9.8] for a similar result when log(p,/a,) — d € R.

Theorem 5.3. Under assumptions of Theorems 7.1 and 5.2, if \/hdlog(p,/an) —

oo we have o)
npn qlom|x & )
log(pn/ o) log (q(an|x)) —N <0’7 ) :
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The condition \/hd log(p, /) requires the bandwidth to be of larger order than
1/log(pn/cm) so that the error in the estimation of o(x) is negligible. As a conse-
quence of Theorem 5.3, the consistency

loulz) v,
i)

That condition seems to state a limit for the extrapolation : a,, cannot be too small
or one might lose consistency.

5.2 A coupling approach

We will first prove Theorem 7.1 when y,, is deterministic (i.e y, = y,). In this
case N, is binomial (n, p,). Moreover N, /np, — 1 in probability since np,, — oc.
A simple calculus shows that (7.1) entails, for each A Borel and ¢t > 1 :

Y [e'e]
P (y >t,Xe A|Y > y) —>/ /Ay’lha(:ﬂ)dyPX(dx), as 'y — 00, (5.5)
t

defining a "limit model" for (X,Y/y), the law
P* :=o(x2)Px ® Pareto(1/7)

with independent marginals. Fix n > 1. Using the heuristic of (5.5), we shall build an
explicit coupling between (X, Y/y,) and the limit model P*. Define the conditional
tail quantile function as U,(t) := F (1 — 1/t) and recall that the total variation
distance between two Borel probability measures on R? is defined as

HPI_PQH ‘= Ssup ‘P1<B)_P2(B)‘-
B Borel

This distance is closely related with the notion of optimal coupling detailed in
[64]. The following fundamental result is due to Dobrushin [26].

Lemme 5.1 (Dobrushin, 1970). For two probability measures Py and P, defined on
the same measurable space, there ezist two random variables (Vi,Vs) on a probability
set (2, A, P) such that

Vin P, Vo~ By and ||PL— Byl =P(Vi # V).

This lemma will be a crucial tool of our coupling construction, which is described
as follows.

Coupling construction : Fix n > 1. Let (E;,)1<i<n be i.i.d. Bernoulli random
variables with P(E;,, = 1) = F(y,) and (Z;)1<i<, i.i.d. with distribution Pareto(1)
and independent from (E;,,)1<i<n.

For each 1 <7 < n construct ()N(i,n,f/ivn,X?k Y ) as follows.

,n) T i,n

> If Ei,n = 1, then
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> Take X, ~ Px|y>y,, X}, ~ o(x)Px(dr) on the same probability space,
satisfying P(X,, # X)) = IPxjysy, — o(x)Px(dr)||. Their existence is
guaranteed by Lemma 5.1.

> Set S;;',n = UXz,n(ﬁ)’ }/:n = ynZ;y

» If £, =0, then

> Randomly generate ()Z'i’n, }7“1) ~ Pxyyv<y,-
> Randomly generate (X7, .Y}, /yn) ~ o(z)Px(dz) ® Pareto(1/7v).

The following proposition states the properties of our coupling construction, which
will play an essential role in our proof of Theorem 7.1.

Proposition 5.1. For each n > 1, the coupling (X@n,};i?n,X:n,Y;jn)lgign has the
following properties :
1. (f(i,n,f/m)lgign has the same law as (X;,Yi)1<i<n-

8. (X7, Y icicn and (Eip)i<i<n are independent. Moreover, (Y )i<i<n are

,ny tin

i.i.d, and independent from (X;,, X7,).

4. There exists M > 0 such that

max Lt _ 1| < MA(1/p,) and (5.6)
By 1 Fim
P (X1 # X{a|Ein =1) < MA(1/py), (5.7)

where A is given by assumptions (5.3) and (5.4).
Démonstration. To prove Point 1, it is sufficient to see that
LK Vil = 1) = LKV > 1)
Since Uy (2/(1 — Fi(yn))) <y ifand only if 1 — (1 — Fy(y,))/z < F.(y) we have, for
Y= Yn:

o0 dz
A Lw.r0-rewon<n 3

[ dz
- 1 {1-(1=Fz(yn))/2<Fz(y)} 22
_/1 1 dt
ey RO R ()
B dt Fu(y) — Fu(yn)

Fow) 1= Fo(yn) 1= Fo(y,)
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with the second equality given by the change of variable t = 1 — (1 — F,.(y,))/z. We
can deduce from this computation that, for a Borel set B and y > y,,

. A
Xln n

o dz
- /xeB /1 Lo zr0-Feanzut 2 52 dPx|y>y, ()

B Fo(y) — Fro(yn)
= ees 1= ol DX ()

= IP’(Y < y]Y > Yp, X = x)dPX|Y>yn(x)
zeB

=P(X € B,Y <y|V > y).

This proves Point 1. Points 2 and 3 are immediate.
Point 4 will be proved with the two following lemmas.

Lemme 5.2. Under conditions (5.3) and (5.4), we have

a2t (z) =0 (4 () s

sup sup
2>1/2 z€RP

Démonstration. According to assumptions (5.3) and (5.4), there exists a constant
M such that

1
o :;(y) _ 1‘ < MA <_> , uniformly in z € R?, and

F(y) F(y)
F(zy) 1 . :
= i | MA (F@))’ wniformlyin = = 172 o

From the definition of U, we have

Ux(’L) = Iy (1_@)

Fa(y) z _
= inf{wE]R:Fx(w) >1-— Fzz(y)}
_ . Fo(w)
= mf{wER.zE(y)gl}.
Hence for any w~ < w™ one has :
—_— 7 (-
z‘f(w)<1<z f(w):>Ux<_Z )G[w,w*}. (5.9)
Fi(y) Fa(y) Fa(y)

Now write e(y) := MA(1/F(y)) and choose w* := 27y (1 & 4v¢e(y)), so that one can
write

Fo(w™) _ . o(@)F(w™)(1-e(y))
Fa(y) ci(z())( )1(1+€(y))
> i g (L = dye(y)))
> 2L P(y)(1 - ey)) (27(1 — 4ye(y)) 7, by (5.8)
2 _
> U0 (1 — dye(y)) ™.
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A similar computation gives

Fo(w?) _ (1+€())’
Fo(y) = 1—¢y)

As a consequence the condition before '=" in (5.9) holds if

1 1 — 2\ 7 1 2\ 7
4y > max{l— <<€(y>>> ; <(+€(Z/))> _1},
€(y) 1+ €(y) 1—e(y)
But a Taylor expansion of the right hand side shows that it is 3y + o(1) as y — co.
This concludes the proof of Lemma 5.2. [

(1+ dye(y)) 7.

Applying Lemma 5.2 with 2z := Z; and y := y,, gives

*

max }(m - 1‘ =0(A(1/pn)).

B n=1|Y;

in

Now by construction of (X, X{,) when Ey, =1, we see that (5.7) is a conse-
quence of the following lemma.

Lemme 5.3. Under conditions (5.3) and (5.4), we have

IPxyvoy Pl =0 (4 (1)) wsy 0

Démonstration. For B € R?, we have

IP(X € BlY > y) — /Ba(m)PX(dxﬂ

F.(y)P
_ fB a:(}/) X(d:[) _/ 0($)Px(dw)
F(y) B
< = — Px(d
<[5 — ot Px)
1
=O(A|[=—]], by (5.3)
[+ (75
O
This prooves (5.7) and hence concludes the proof of Proposition 5.1.
O

5.3 Proofs

5.3.1 Proof of Theorem 7.1

Change of notation : Since, for each n the law of (X}-,n, ffi,n)i=1
shall confound them with (X;,Y;);=1. ., to unburden notations.

.....

.....
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Proof when y, = y, is deterministic

Fix 0 < e < 3 and 0 < 3 < £/(2y). We consider the empirical process defined
for every x € R% and y > 1/2 as

Gn(2,y) = /npa(Fu(2,y) — F(z,y)), with

1

F(z,y) := FZ]I{XiSw}]l{Yi/yn>y}Ei,m and
n4=1

F(x,y) == Cla)V;(y) = Q (] — 00, z]x]y, +ocl) ,

where V,(y) := y~1/7 for y > 1 and V,(y) := 1 otherwise.

Note that neither [F nor any realisation of IF,, is a cumulative distribution function
in the strict sense, since they are decreasing in y. Their roles should however be seen
as the same as for c.d.f. Now denote by L>#(R? x [1/2, 00[) the (closed) subspace
of L®(R? x [1/2,00() of all f satisfying

[ flloos == sup  |y”f(a,y)] < oo,
z€R y>1/2
f(oo,y) :=  lim f(z,y) exists for each y > 1,

{y — f(oo,y)} is Cadlag (see e.g. [9] p. 121).

Simple arguments show that G,, takes values in L™ (R? x [1/2, 00]).
First note that C,, — C' and #%,, — v are images of G,, by the following map .

p: PR x [1/2,00]) — L®(RY) x R
f = ({z e fl@, D), Ty (oo y)dy) .

and remark that ¢ is continuous since § > 0. By the continuous mapping theorem,
we hence see that Theorem 7.1 will be a consequence of

G, 5 W in L¥?(R% x [1/2, c0|), (5.10)
where W is the centered Gaussian process with covariance function

cov(W (a1, y1), W(wa, 1)) = Clar Awa)Va () A Vs (o) = Clan)C () V(1) Vi (32),

and where z1 A x5 is understood componentwise.

The proof is divided into two steps. In step 1 we prove (5.10) for the counterpart
of G, that is built on the @ sample (X7, Y’ )i<i<n. Our proof relies on standard
argument from empirical processes. In step 2 we use the coupling properties of
Proposition (5.1) to deduce (5.10) for the original sample (X;,Y;)1<i<n-

Step 1 : Define

x 1 &
F.(z,y) == FZH{XZSQC}H{YZ-”‘”/yn>y}Ei,n T € Rd, y>1/2.

ni=1
The following proposition is a Donsker theorem in weighted topology for G} :=

Vi (F;, — ).
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Proposition 5.2. If (5.3) and (5.4) hold, then
G* 5 W, in LP(R? x [1/4, 00]).

Démonstration. Write §,(A) =1 if z € A and 0 otherwise.
Since (X7, Y%, )i<i<n is independent of (Ej,,)1<i<n, Lemma 5.6 entails the following

equality in laws
Z 5 Yi*n Z 5 Yz*n ’
( i,n’ U’;L ) ( 4N’ yn )

where v(n) ~ B(n, p,) is independent of (X* Y Vi<i<n-

,n) TN

Since (X7,,, Y /yn) ~ @ and since 1/( ) 5 00, v(n)/np, — 1 and v(n) independent

7,mn7 Z?’L

of (X* Y )i<i<n, We see that G, 4 W will be a consequence of

,Mm)? m,n

vk (; ;1{@3%)} —F(, .)) “Dhsoe W in LP (R x [1/4, o0,

where the (U;, V;) are i.i.d. with distribution ). Now consider the following class of
functions on R¢ x [1/4, 00|

Fp = {f:c,y F(uy0) = YL ooy (W) 1y oo (v), 2 € Ry > 1/4}.
Using the isometry :

L¥F(RY x [1/4,00[) — L>(Fp)
g = {V:foy—g(x,9)},

it is enough to prove that the abstract empirical process indexed by Fjs converges
weakly to the @)- Brownian bridge indexed by F3. In other words, we need to verify
that Fj3 is @)-Donsker. This property can be deduced from two remarks :

1. Fp is a VC-subgraph class of function (see, e.g, Van der Vaart and Wellner
[82], p.141). To see this, note that

Fs C {fxys,z F (U, 0) = 21 (oo (W) gy 0o (v), 2 € RY, s € [1/4,00[, 2 € R}

which is a VC-subgraph class : the subgraph of each of its members is an
hypercube of R4+2,

2. Fp has a square integrable envelope F'. This is proved by noting that for fixed
(u,v) € R? x [1/4, 0.

Fu,0) = sup  y*P L (u)l)y of(v) = 0?7
zeR?, y>1/4

as a consequence F? is Q-integrable since § < (2)7!

This concludes the proof of Proposition 5.2. O]
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Step 2 : We show here that the two empirical processes G,, and G}, must have
the same weak limit, by proving the next proposition.

Proposition 5.3. Under Assumptions (5.3) and (5.4), we have

sup Y’ /mpa|Fi(z,y) — Fu(z, y)| = op(1).

z€RL, y>1/2
Démonstration. Adding and subtracting
ﬁ 1
Fn(xay) = 7ZH{X <x}]1{YZ*n/yn>y}Ezn
” i=1
in |F,(z,y) — F:(z,y)|, the triangle inequality entails, almost surely

F(z,y) — (2, )]
=|F, (33 y) — B (z,y) + Fh(z,y) — Fj(z,9)|

n
=1 un

<7Z’]1{X <z} _]l{X* <z}‘]1{Y* . }Ei,n
Yy

"‘72“1 (Yisy} {Y;n>y}|]l{Xi<x}Ei,n

n’L 1 Yn i
1 n
SFZE{XHAXZ*”}]I v * Ei,n + Z‘]l Y; v * ’E’L,n
ni=1 ' { ;;L">y} NniA { T >y}

Let us first focus on the first term. Notice that

z€R, y>1/2

Yn

sup Nn Zﬂ{x #X:n}]l{y* }Ez,n
=1 >

= sup 21{X¢X* }ﬂ{w }En

y>1/2 ™
va"pn n
< sup =% | max 1. Ein | 2 1ix,2xx yEin.
Nn i—1 Y] ) h g i,n ’
yZl/Q 1=1,..., 7y7‘;n>y =1 !

Now notice that

max - sup yﬁ]lu Yy /yn](y)Ez,n
i=L...n 5179

v \ B
= max (=] E;,.
i=1,...,n \ Yn ’

By independence between Ej,, and Y}, /y,, Lemma 5.6 in the Appendix gives

B B
max E;, = max
i=l..,n \ Y, ’ i=1,..,v(n) \ Yp

sup max y’1 . Ein
y>1/2 i=1,...,n LY




where Y%, /9, in the right hand side have a Pareto(1/v) distribution, whence

*

0\ B
max <};Zn"> E;, = Op(v(n)?) = Op((np,)™). (5.11)

Moreover, writing A,, := A(1/p,) one has

E (Z ]l{Xi;éX;n}Ei,n) = nppAn,

=1

which entails

1 n
Lixaxs +Esn = Op(1). 5.12
e Z; xarxz 1 B, p(1) (5.12)

As a consequence

* ﬁ n
npn, Yin
Nm< ) B (Z“{W%}E*")

,,,,,

Un i=1
Py VAR - 1 Zn:]l - y
= 7y max : n ; * in | A/ NPnAnp
N, i=1..n \ y, T\ npR Ao (XX, } 1, p

= Op(1)Op((np,)?")Op(1)\/np, Ay, by (5.11) and (5.12)

€
= op(1), by assumption of Theorem 7.1, and since vy < 3
Let us now focus on the convergence
sup yﬁw/npnizn: 1y, -1,
z€RY, y>1/2 Nni= s {Zjnn

We deduce from Proposition 5.1 that, almost surely, writing €, := M A,, :

Y Yin Y;
(1 - En)iEi,n S ’ Ei,n S (1 + En)iEi,n-

Yn Yn Un

Which entails, almost surely, for all y > 1 :

L2 > (14 n)y e >

Ei,nll{y* } S Ei,nll{ﬁ>y S Ei,n]l{Y* (l_en)y}a

implying

Yn Yn

]1 Y; - ]1 * E’L’n S ]1 * - ]1 * E’L’,TL'
{5y {Yyn">y} 7 {Yi‘">(1—en)y} {Yi‘">(1+en)y}

This entails

8 1y
sup Y /mpnys 2 | Lpvio v — 1y Ein
z€RY, y>1/2 Nn =1 {y7>y} %>y
< sup  yP/mp,|F (oo, (1 — en)y) — Fioo, (14 €,)y)| -
r€RL y>1/2
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Consequently we have, adding and substracting expectations :

1 n
;
su /NPy — 1,v —1 v E;,
z€R4, 521/2y b Nn; {5>v} {ij;f>y}| ’
< s |G- e)y) = Gr((1+ en)y) (5.13)
z€RL, y>1/2
/b s, Y (Vo (1= en)y) = Vo (1 + €)y)), (5.14)
y=z

where we wrote G (y) := G (00, y).
We will first prove that (5.14) converges to 0. For, y > 1 we can bound

Y (Vo (1= en)y) = Vo((1+ €)y))
<y’ Il —((1+ Gn)y)_l/7|]l{(1—en)y<1}
+ P11 = e)y) ™ = (1 + €))L ga—enys1)- (5.15)

In the first term of the right hand side we can write, since (1 —¢,)y < 1,

Y= (14 A)y) - ey<ny

<y — (14 An) T <y
<y = )T = (4 A) T ey
< 4y 'e,, since B —1/v < 0.

The second term of (5.15) is bounded by similar arguments, from where :

npn sup P V(1= en)y) = Vo (1 + en)y)]

TERE, y>1/2

< 8y M /np,An,

which converges in probability to 0 by assumptions of Theorem 7.1.
We will now prove that (5.13) converges to zero in probability. By Proposition 5.2,
the continuous mapping theorem together with the Portmanteau theorem entail :

Ve > 0,Yp >0, lim P ( sup  ¢°|GE((1—8)y) — GL((1+8)y)| > &?)

y>1/2,6<p

§P< wp y WL = d)y) — W((L+8)y)| > ) 7

y>1/2,6<p

where W (y) := W (oo, y) is the centered Gaussian process with covariance function

cov(W(y1), W(y2)) := Vo (y1) A Vo (y2) = Vi) Vs (y2), (91, 92) € [1/4, 00

With Proposition 5.2 together with the continuous mapping theorem, we see that
the proof of Proposition 5.3 will be concluded if we establish the following lemma.

Lemme 5.4. We have

sup ¢ [W((1=8)y) = W((1+0)y)| — 0.

y>1/2,6<p
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Démonstration. Let By be the standard Brownian bridge with B, identically zero
n [1,00[). W has the same law as {y — Bo(y~"/7)} (see [78], p. 99), from where

sup P |[W((1—d8)y) — W((1+d)y)

y>1/2,6<p
£ sup y? [Bo(((1—0)y) ") = Bo(((1+ 0)y) "1/
y>1/26<p
< sup  y A ‘]B%O (1 =6)"ry) —Bo((1 + 5)_1/”3/)‘ , almost surely.
0<y<2,6<p

Since By < 1/2 the process By is a.s-5y-Holder continuous on [0, +oo[. Consequently,
for an a.s finite random variable H one has with probability one :

sup  y~ P [Bo((1 —6)""7y) — Bo((1 + )y

0<y<2,6<p
< supy N1 —p) = (14 p) Py H
0<y<2
= 20 —p) =201 +p) VP H
= (4%)&7[{_

]

The preceding lemma concludes the proof of Proposition 5.3, which, combined with
Proposition (5.2), proves (5.10). This concludes the proof of Theorem 7.1 when

Yo = Un- O
Proof of Theorem 7.1 in the general case.

We now drop the assumption y, = vy, and we relax it to = £ 1 to achieve the
proof of Theorem 7.1 in its full generality. We shall use the results of §5.3.1. Define

1 n
Zﬂ{Xigm}]l{Yi/ypy} and

Vv
Fo(z,y) == =
,_El]l{ifi>yn} =1

Gu(w,y) = v/7n (Ian(iv,y) - F(l’,y)) :

Now write u,, := % From §5.3.1, we know that

(én,un) 24 (W, 1) in Dx]0, +o0], where D := L8 (R% x [1/2, 00]).

Moreover, as pointed out in Lemma 5.4, W almost surely belongs to

\ga(:c,y) — 90<x7y/)’
DO—{gOGL‘X”B( 1/2,00[),  sup <0y
[ [ z€RY 1y ' >1/2 ‘y - yllﬁfy

Consider the followings maps (g, )nen and g from D to L>F(R? x [1, 0ol)

F(.,u.)+ ipn o U
Gn (@, u) — /npy, (M;’u; n gzgm i) —IF(.,.)) , and
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g: (g, u) —ut/” (gp(.,u.) — (o0, u)F(., ))

Notice that G,, = gn(én,un) and g(W,1) = W. The achievement of the proof of
Theorem 7.1 hence boils down to making use of the extended continuous mapping
theorem (see, e.g Theorem 1.11.1 p. 67 in [82]) which is applicable to the sequence
(gn, G,,) provided that we establish the following lemma

Lemme 5.5. For any sequence @, of elements of D that converges to some ¢ € Dy,
and for any sequence u, — 1 one has gn(¢n,un) — g(p,1) in L=>P(R? x [1, 00]).
Here, convergence in L°P(RY x [1,00]) is understood as with respect to || - ||, the
restriction of || - ||oos to R X [1, 00].

Démonstration. For fixed (z,y) € R? x [1/2,00[ and n > 1, we have, writing ¢, :=
(npn) Y%

|9n (Pn, un) (2, y) — g(0, 1)(z,9)|

l F(IL‘, uny) + tn@n(l‘a uny)
F(00, ) + tnpn(00, uy)

— F(z, y)) - (so(x,y) — (00, 1)F(z, y))‘ :

tn

Now elementary algebra using F(z, yu,,)/F (oo, u,) = F(z,y) shows that

F(2, uny) + tapn (@, uny) Fz,y)
F (00, ty,) + thpn (00, uy) ’

1+1¢, gz]:FnSv;luny)
= F(ZE: y) ( (pj(o’or:i)) -1
1+, 20—

" F(oco,un)

=F(x,y) ((1 + tnm> (1 - tnu}ﬂgpn(oo,un)(l + en)> (1+0,(z,y)) — 1)

F(z, uny)
_ ©n (T, Uny) 1/v
= F(z,y) (tn <W —u,/ SOn(OOaUn)) + Rn(%!/)) :

with €, — 0 a sequence of real numbers not depending upon x and y, and with

gpn(a:, ung)

F(o.y) (14 €n).

Ry (2,y) = tau)"0n(00, un)en + (tatuy) ") pn (00, uy)
This implies that

||gn(§0na un) - 9(90, 1)” S Bl,n + BQ,n TL BS,n + B4,m

where the four terms By ,,, ..., By, are detailed below and will be proved to converge
to zero as n — 00.
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First term

By =luy/ on( un.) — (., )|
<uron () = @ulestn.) + [l@n(, un.) — ()|
=" = L[| @n(, wn )| + 11n (s tn) — (-, )|
<|up" = lpn (s un )| + 19n (-, un-) — (- un.)|
+ [l un) = @() |l
<Juy/” = llpn (s i) || + 1P| lon (@, ) = @(2,9) 005
+ H30|Un - U|ﬂ77

where H, := sup{|ly — /| """|o(z,y) — p(z,vy')|,z € R% y,y > 1/2} is finite since
¢ € Dg. The first two terms converge to 0 since uw,, — 1 and ¢, — ¢ in D. The
third term converges to zero since H,, is finite.

Second term

Ba = (uy " 0n(00, wn) — (00, 1))F|
< (I "pn (00, 1n) = pn (00, un)| + pn(00, un) — (00, 1)]) [
But ||F|| is finite since Sy < ¢ < 1/2, from where By,, — 0 by similar arguments as

those used for B; .
Third term

Bsp ::||u71/790n(oo,un)6n15‘|| < |u71L/7907L(OO>un)| X |en] x [|F|.
Since ||F|| is finite, since [ul/ 7, (o0, u, )] is a converging sequence, and since |e,,| — 0,

we deduce that Bs,, — 0.
Fourth term
X (o (- un.)|]-

Bin—=(1+ yeny)‘ (bt 20, (00, )P 1)

< (14 [eal) | (twtl (00, 1)

Since ¢, — ¢ in L®P(R? x [1/2,00][), the same arguments as for Bs, entail the
convergence to zero of By,,. O

5.3.2 Proof of theorem 5.2

Let z € R?, which will be kept fixed in all this section. To prove the asymptotic
normality of 6,,(x) we first establish the asymptotic normality of the numerator and
the denominator separately. Note that we don’t need to study their joint asymptotic
normality, because only the numerator will rule the asymptotic normality of 6, (x),
as its rate of convergence is the slowest.

Proposition 5.4. Assume that (pn)n>1 and (hy)n>1 both converge to 0 and satisfy
np,ht — 0. We have
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1 - 1{‘Xi_$|§hnaYi>yn} —P (’XZ _ ZE" S h'na Yz > Yn)

\/mz':1 o(z)f(z)

4 N(0,1),  (5.16)

1 S Igx- —P(X; —z| < hy
3 Lixielsin) (1Xi — 2| < hn) 4 A(0.1), and (5.17)
= F()
1 n
> (Lvsyay = pa) S N(O,1). (5.18)

VAL S

Démonstration. Note that (5.18) is the central limit theorem for binomial(n, p,) se-
quences with p,, — 0 and np,, — oo, while (5.17) is the well known pointwise asymp-
totic normality of the Parzen-Rosenblatt density estimator. The proof of (5.16) is
a straghtforward use of the Lindeberg-Levy Theorem (see, e.g [8], Theorem 27.2 p.
359). First define

7 MiXimalzh Yoy, — P (X — 2] < b, Y > y,)
| rpahd\Jo(2) f(x)

and remark that E (Z;,,) = 0. Moreover we can write,

E (1{|Xi—x\ghn,n>yn}) = Jp@n PYi > yal|Xi = 2)Px(dz)
I ()P Px(dz)  (a)
o(z) f(x)pahiy,  (b)

Q&

where (a) is a consequence of the uniformity in assumption (5.3), while equivalence
(b) holds by our assumptions upon the regularity of both f and ¢ in Theorem 5.2.
We conclude that sup{|nVar (Z;,) — 1|, i =1,...,n} — 0. Note that we can invoke
the Lindeberg-Levy Theorem if for all € > 0, we have

This convergence holds since the set {Z;,, > ¢} can be rewritten

{|1{|Xix<hn,Y¢>yn} - P(|Xl - w| < h,,Y; > Yn)| > 8\/U($)f(x)\/npnhg} )

which is empty when n is large enough, since np,h% — oco. This proves (5.16). [

Now, writing

) p— Zit1 Lja—xi|<hn} Lvioy)
2?21 ]l{Yi>Yn} Z?:l ]l{\:v—Xi|<hn}

Y
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we have

P(X—2[<hn,Y >y,) f(@)a(z) ¥
) 1 pnhz + npnh% ZEIZZ,TL

oplx) = -
w 1+ A7 P(X—al<hn) | [1(@) s~
miil Ln h% h%' ,Mn
P . e P(|X; — x| < hy)

e f(x)y/nhd

gt Ly —Po
o npy,

, and

Now write

7l = b @)

Since f is continuous and bounded away from zero on a neighbourhood of x we have

A . o, (@) F(2) (1 + £01) ,/ et S 2o

Ty a S
\/npni:1 7,1 f( + 5712 % ; 2,n

with |e,1] V |en2| = 0. Now a Taylor expansion of the denominator gives

1

on(z) = n (Uh (z) + E :Zzn
1 : " npnhdf
1+ o i;lZl’n

1

LS 1
g (l i) & G e ( nh:if(w)>> |

By similar arguments, remarking that (nh?)~! = 0<(npnhﬁ)_1) we have, by (5.16)
and (5.17) :

R o() 1
onlz) = - on, (T ———— Zin+o0 )
- L+ Jipni:1 imn ( e npnhi, f(2 )Z T (Vnpnhﬁ))

Moreover, with one more Taylor expansion of the denominator, we have, by (5.18),

Y =op (x 70(> 0 .
on(x) = op, () + npnhd f(x )ZZHZ—'— P(W)’

which entails



n
The asymptotic normality of ) Z,,, gives
i=1

Vi (6,(x) — 0w, (2)) B N (0, ‘;Eg) .

The proof is achieved by noticing that assumption (5.3) entails

/ _ P(X —2[ < h, Y >y,)
2P >y, X € B(w, ha)) o

=0 ( np,ht A (l/pn)> — 0.

5.3.3 Proof of theorem 5.3

For sake of clarity, we first express conditions (5.3) and (5.4) in terms of the tail
quantile function U : we have, uniformly in =z,

‘Uz(l/o‘") - 1‘ = O(A,) and

Ulo(x)/an)

where A, := A(1/p,). Start the proof by splitting the quantity of interest into four
parts,

o (ft) s (2 (2522)')

U(1/an)

e 1| =0

—tog (Y Ao (22) 4 4 og(oue) + 5o 2

n

Moreover we can see that
o8 <q<§/:|x> @)) s <UU(<11//Z)> <Z>>

Then, we write

A/ NPn lOg <Q(an|w)> — le + QQ,n -+ QS,n —+ Q4,n7 with
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Q1n ::log%n) log (U(l/pn) (pn)7> :

Q2,n =/ npn(’s/n - 7)7

Qun = O (% log (6 () + log (W)) |

AL Dn

Qun i=———F—Anlog (p) :
log(pn/O‘n)

First, condition (5.4) entails

Ve (U(1pa) pn”_>
Qg o) (U(l/an>< ) -

Qp,
v (U«an/pnwan) () - 1>
log(pn/cn) U(l/an) Qn
—_ v rn Vnp”O(An)_
10g<pn/an)
Since a,, = o(p,), we see that log(p,/a,)~t — 0 together with \/np,A, — 0 entails
that QL" — 0.

Second, we know by Theorem 7.1 that Qs 4 N(0,72).
Now ()3, is studied remarking that

log (UWO‘”)) — log (IWW> +log <0( ) U1/an) ) — ylog(o(x)).

Us(1/ ) Us(1/ ) z)U(o(z)/an)
Together with (5.3) and (5.4), one has
U(l/om) | _
og (22 ) = 0,) = 3 o(o(0)

Consequently
npn npn A A
Qs = —7—0(A, +<%log on(z)) — vlog(o(x >
= Toglpufan) O Tog(p, fa,) O8] = log(o ()
Hence, the asymptotic behavior of ()3 ,, is ruled by that of 4, log(5,,(x)) —7 log(o(x)),
which we split into
(9 — ) log(Gn(2)) + 71og(6,(x)) — vlog(o(z)).
Now Theorem 7.1 entails that

log(@n() . _
log(pn/ozn) \/E(’Yn '7) — 0.

Moreover Theorem 5.2 together with the delta-method show that

N2 )(7 log(6,(x)) — vlog(o(x)))

log(pn/om
\/ npnhg

= Taoatp o)1 220 7 lomo @) o

78



Finally, using the notation introduced in the proof of Theorem 5.2, we have

IR <%> _\/ﬂ)l . (1 \/Tll_nizﬁn>

log(pn/ ) Pn)  log(pn/an P
1
o)
TR DI (e
%0,

which proves that Q4 £ 0 since Yn 5 .

5.4 Appendix

Lemme 5.6. For fized n > 1, let (Yi)1<i<n be a sequence of i.i.d. random variables
taking values in (X,X). Let be E = (E;)1<i<n a n-uple of independent Bernoulli
random variables independent from Y;. Write

k
i=1
Then we have
n % v(n)
Z(SYZ.EQ = Zdyﬂ (5.19)
i=1 i=1

where the equality in law is understood as on the sigma algebra spanned by all Borel
positive functions on (X, X). Moreover if the (Y;) are almost surely positive, then

max V,E;Z max Y, (5.20)

Démonstration. Note that (5.19) is exactly Khinchin’s equality (see [65, p. 307,
(14.6)]). We shall now prove (5.20). e € {0,1}", and let g be real measurable and
positive function. Since the variables (Y;)1<;<, are i.i.d and independent from E we
have, for any given permutation o of [1,n],

< <
(1/17 7Yn) = (3/1’ '-‘7Yn)|E:e = (YJ(1)7 '--7Ya(n))’E:e

by exchangeability. Now define o by

iej 1f61:1
o(k):=4{ =" . 1<i<n.
n— Y (1—ej)ife;=0
j=1

Write s(e) := Z s(e;) for the total number of ones in (ey, ..., e,,). By construction, the
=1

indices ¢ for which e; = 1 are mapped injectively to the set of first indices [1, s(e)],
while those for which e; = 0 are injectively mapped into [s(e) + 1,n]. Since e has
fixed and non random coordinates, we have

<
(Sflela ceey Ynen)|E:e — (Ya(1)€17 L) Yo(n)en)‘E:e-
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Hence
max Yie; |p—. max Ye;

i=1,...,n i=1,...,n

AN

max Yo (;)€q (i)

i=1,...,n

AN

max Yo‘(i) (a)

i=1,...,s(e)

Z

= max Y (b)
i=1,...,s(e)

Z

= max Y; ’E:e
i=1,...,s(e)

Z

2 max Vi [pee,
i=1,...,s(E)

where (a) holds because e,(;y = 0 for i > s(e) by construction and the Y; are a.s.
positive, while (b) is obtained by noticing that F.(Y,(1), ..., Yo(m)) £ F.(Y1,...,Y,)
with

Fo:(y1,y .y yn) — max ;.

i=1,...,s(e)

Unconditioning upon F gives (5.20) O.
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The coupling method in extreme value theory

Résumé

A coupling method is developed for univariate extreme value theory, providing an
alternative to the use of the tail empirical/quantile processes. We emphasize the Peak-
over-Threshold approach that approximates the distribution above high threshold by
the Generalized Pareto Distribution (GPD) and compare the empirical distribution
of exceedances to the empirical distribution associated with the limit GPD model.
Sharp bounds for their Wasserstein distance in the second order Wasserstein space are
provided. As an application, we recover standard results on the asymptotic behavior
of the Hill estimator, the Weissman extreme quantile estimator or the probability
weighted moment estimators, shedding some new light on the theory.

6.1 Introduction

The purpose of extreme value theory (EVT) is to make statistical inference on
the tail region of a probability distribution, e.g. assess rare event probabilities or
high order quantiles. In the extreme regime of interest, only a limited number of
observations are usually available and classical non parametric methods break down
due to the lack of relevant data. To circumvent this issue, extreme value theory
assumes some kind of regularity in the tail of the distribution that makes extrapola-
tion possible and allows to exploit moderately high observations for inference in the
extreme regime. In the univariate setting, this results in semi-parametric methods
where the distribution tail is approximated by a parametric model such as the ge-
neralized extreme value (GEV) or generalized Pareto (GP) distribution. Therefore,
EVT is essentially an asymptotic theory where the statistical analysis focuses on k
extreme observations in a sample of size n, for an intermediate sequence k = k(n)
satisfying k — oo and k/n — 0 as n — oo.

In the Peak-over-Threshold (PoT) method, the k largest order statistics are
considered ; suitably rescaled, they follow approximately the GP distribution and the
probability weighted moment (PWM) or maximum likelihood (ML) are classically
used to estimate the tail parameters and extreme quantiles (see e.g. [30], [22] Section
2.3). In the block maxima (BM) method, the data sample is divided into & blocks of
size m = |n/k| and the suitably rescaled block maxima follow approximately a GEV
distribution whose parameters can again be estimated with PWM or ML method
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[40, 13, 14, 27]. In both cases, one has to deal with the fundamental misspecification
inherent with EVT : the extreme sample follows only approximately the limiting
model (GEV or GP). This framework also raises the difficult practical issue of the
choice of the effective sample size k : larger values of k£ provide a smaller estimation
variance, but also a poorer approximation by the limit model leading to a higher
estimation bias. There is a rich literature on methods for threshold selection and
bias reduction but we do not address these issues in the present paper. For a general
background on extreme value statistics, the reader should refer to the monographs
by [5] or [22].

Many results in EVT rely on the theory of empirical processes and use the tail
empirical process or the tail quantile process. The purpose of the present paper is
to develop an alternative approach emphasizing coupling arguments between the
effective extreme sample and an ideal sample from the limiting model. Using the
formalism of Wasserstein spaces, we obtain quantitative results measuring the qua-
lity of the approximation of the pre-limit model by the limiting model. As a first
illustration, we give (in the unbiased case) a simple and elegant proof of the asymp-
totic normality of the celebrated Hill estimator [50] together with a non asymptotic
upper bound for the Wasserstein distance to Gaussianity, see Corollary 6.3.

The philosophy of the coupling method in EVT is that, in the limit GP or GEV
model, the behavior of the statistic of interest is often much simpler to analyze.
The corresponding result in the PoT or BM framework taking into account the
misspecification inherent to EVT is often much more difficult to prove and usually
requires involved empirical process theory with weighted norms. We present here how
the coupling method can be used to carry over the result from the limit model to the
pre-limit model using Wasserstein distance estimates, which works quite smoothly
under Lipschitz assumptions. To be more specific, the asymptotic normality of the
Hill estimator for Pareto random variables is a straightforward application of the
central limit theorem. The PWM based estimators in the GEV and GP models
were considered by [53] and [52] respectively and their analysis relies on the general
theory of L-estimation for i.i.d. samples. Using the coupling method, these results
can be carried over to the PoT or BM framework quite easily, offering an original
and conceptually important point of view.

Let us mention that the last decades have seen a fast development of the use of
coupling methods, Wasserstein spaces and optimal transport in statistics. The reader
should refer to the excellent review by [66] and the reference therein. In this paper,
we see how these insightful and powerful notions apply successfully in EVT. Our
approach share similarities with the results in total variation obtained by [70, 71]
under stronger assumption of absolute continuity of the underlying distribution. In
a multivariate setting and with a very different perspective, optimal transport for
heavy tailed multivariate distribution is considered by [24].

The structure of the present paper is as follows. In Section 6.2, we introduce the
required background on coupling theory and Wasserstein spaces. Then, in a general
framework not related to EVT, we state in Theorem 6.1 the equality of the Was-
serstein distance (in the second order Wasserstein space) between the distributions
of the empirical measures of two i.i.d. samples with the same size and the Wasser-
stein distance (in the first order Wasserstein space) of the underlying distributions
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generating the samples. The proof uses elementary coupling arguments together
with the more subtle Kantorovitch duality [83, Chapter 5|. We believe this result is
quite powerful and may find application in many different situations. In Section 6.3,
we see how it applies to EVT, mostly in the PoT framework, and introduce some
background on EVT. In Section 3.2, for the sake of clarity, we first consider the
heavy-tailed case and provide a sharp estimate between the empirical measure of
observations above high-threshold and the empirical measure associated with i.i.d.
Pareto observations (Theorem 6.2). Statistical consequences for the Hill estimator
and Weissman extreme quantile estimates are discussed in Corollaries 6.3 and 6.4.
Further extensions are considered in Section 3.3 : the asymptotic regime where bias
occurs, the generalization to all domain of attractions and some results in the BM
framework. All the proofs are gathered in Section 4.

We finally introduce some notations used throughout the paper. Given two real-
valued sequences (u,),>1 and (v,)>1, the notation u,, = o(v,) (respectively u,, =
O(v,)) means that u, = €,v, for some sequence (g,),>1 converging to 0 (resp.
bounded). Similarly, given two sequences of random variables (U, ),>1 and (V},)n>1,
the notation U,, = op(V,) (resp. U, = Op(V,)) means that U, = ¢,V,, for some
sequence of random variables (g,,),>1 converging to 0 in probability (resp. bounded in

probability). The notations 2 and -% stand respectively for equality in distribution
and convergence in distribution. All random variable are defined on some underlying
probability space (§2, F,P) and for p € [1,00], we denote by || - ||z» the usual norm
on LP(Q, F.P).

6.2 Coupling and sampling

We introduce some background on coupling theory and Wasserstein spaces as
well as general results about coupling and sampling. More precisely, we evaluate the
Wasserstein distance between the empirical distributions of two independent and
identically distributed (i.i.d.) samples and between statistics thereof.

In the following, we consider a metric space (X, d) endowed with its Borel o-
algebra B(X'). We denote by M(X) the set of probability measures on (X, B(&X))
and by d, the Dirac mass at x € X.

6.2.1 Background on coupling and Wasserstein spaces

The coupling method has long been an important tool in probability theory, see
e.g. the monographs by [64] and [80]. A coupling between two probability measures
Py, Py € M(X) is a pair of X-valued random variables X7, X5 defined on a common
probability space and such that X; ~ P; and Xy ~ P, where the notation X ~ P
means that the random variable X has distribution P. This notion of coupling
is crucial in the definition of the Wasserstein distance which is a powerful tool in
statistics ; it is for instance central in the analysis of the bootstrap by [7]. We provide
below some basic properties of Wasserstein spaces, more details are to be found in
[83].

The Wasserstein distance of order p € [1, 00] between two probability measures
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P, P, € M(X) is defined by
W, (Py, Py) = inf{||d(X1,X2)||Lp X, ~ Py, Q= 1,2}.

When (X, d) is complete and separable, the infimum in this definition is achieved
and there exist optimal couplings, i.e. couplings (X, X3) such that W,(P, ) =
|d(X1, X2)||». The Wasserstein space of order p is defined as the set of probability
measures

W, (X) = {P e M(X) : /Xd(xg,m)pP(dx) < oo},

where zog € X denotes some origin, i.e. some fixed point whose choice is irrele-
vant. Note that (W,(X), W,) is itself a metric space, which is complete and sepa-
rable if both p € [1,00) and (X, d) is itself complete and separable. Also note that

W,(P,, P) — 0 is equivalent to the convergence in distribution P, 4 op together
with the convergence of moments

/ d(z0, )" Py (dz) — / d(zo, 2" P(dz)  for some (all) z € X.
X X

Example 6.1. When X = R? is endowed with the Euclidean norm, the Wasserstein
space of order p < oo simply consists of all probability measures with finite moment
of order p, i.e.

W, (RY) = {P e M(RY) - /R |z P(dz) < oo}.

For p = 00, W4 (R?) is the set of probability measures with bounded support. In ge-
neral, the Wasserstein distance between probability measures on R? cannot be compu-
ted explicitly, except in the unidimensional case. When d = 1, optimal couplings are
provided by the probability integral transform. For P € M(R), the random variable
X = F(U) has distribution P, where F'* denotes the quantile function of P and
U a random wvariable with uniform distribution on [0,1]. Using obvious notations,
Xy = FfF(U) and Xy = F5 (U) is hence a coupling between Py, P, € M(R) and it
turns out that this coupling is optimal so that

1/p
W,(Py, Py) — (/ P (u ;<u>|pdu) . ifpel o)
and Weo(P1, P2) = sup,e 1) [F1 (u) — F5~(u)].

Example 6.2. Given a metric space (X,d), the Wasserstein space (W, (X), W,) is
also a metric space so that we can iterate the construction and consider the second
order Wasserstein space W,(W,(X)). An element P € W,(W,(X)) can be seen as
the distribution of a random measure I1 on (X, d) satisfying the integrability condi-
tion E [ [y d(zo, z)PII(dx)] < co. In the next section, we will consider the empirical
distribution of random samples so that random measures and second order Wasser-

stein spaces will naturally arise. The Wasserstein distance on W,(W,(X)) is denoted
by WS and defined by

W (P1,Pa) = inf { W, (I L) : T P i = 1.2},

Note that [63] have considered second order Wasserstein spaces when discussing
Wasserstein barycenters for random measures.
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6.2.2 Wasserstein distance between empirical distributions

Consider two i.i.d. samples Xy,...,X,, and X7,..., X}, with size n > 1, taking
values in (X,d) and with distribution P and P* respectively. The corresponding
empirical distributions are defined by

1 n
Z(Sxi and HZ:*Zé-X’f
' nia
These are random measures on (X, d) satisfying

E[ /X d(mo,x)pHn(dx)] _ /X d(zo, 2)P P(dz).

and similarly with IT} and P*. The expectation is finite if and only if P € W,(X) and,
according to Example 6.2, the distribution of Il,,, denoted by Py, is then an element
of the second order Wasserstein space W,(W,(X)). The following Theorem states
that the Wasserstein distance between the distributions of the empirical measures
I1,, and II} is equal to the Wasserstein distance between the distributions P and P*
that have generated the samples.

Theorem 6.1. Assume (X, d) is complete and separable. Let p € [1,00) and P, P* €
W,(X). Then,

w2 <Pnn, PH;;) = W,(P, P*). (6.1)
Remarque 6.1. As will be stated in the proof, the inequality
w2 (Pnn, PH;;) < W, (P, P*)

always holds true, even with p = oo, and relies on elementary coupling arguments.
The assumptions p < oo and (X,d) complete and separable are required for the
converse inequality whose proof uses the Kantorovitch duality from optimal transport,

see [83, Chapter 5].

Remarque 6.2. Theorem 6.1 can be generalized to samples with random size or
weighted samples with random weights. Consider (X;);>1 and (X[)i>1 sequences of
i.i.d. random variables with distribution P and P* respectively. Let (w;);>1 be a
random sequence of non-negative weights summing up to 1 and independent of the
sequences of observations (X;);>1 and (X[ );>1. The weighted empirical distributions
are defined by
II = Zwidxi and II" = ZwiéXZ
i>1 i>1

and are random elements in W,(X'). Then, Theorem 6.1 still holds and the proof
1s readily adapted. The case of a sample with random size N corresponds to w; =
1/N fori < N and w; = 0 otherwise. Multinomial weights naturally appear when
considering bootstrap procedures.
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6.2.3 Wasserstein distance between sample statistics

In many cases, one is interested in statistics S, = S(Xi,...,X,) and S} =
S(X1, ..., X}). Due to the exchangeability of i.i.d. samples, it is natural to consider
symmetric statistics that can be written as a functional of the empirical distributions,
that is S, = S(II,,) and S, = S(II}) — the same letter S is used without risk of
confusion. The following corollary of Theorem 6.1 provides a simple upper bound
under a natural Lipschitz condition.

Corollary 6.1. Letp € [1,00] and P, P* € W,(X). Let (Y, p) be a metric space and
St W,(X) = Y be a Lipschtiz functional with Lipschitz constant Lip(S). Then, the
statistics S, = S(I1,,) and S! = S(II%) satisfy

W, (Psn, PSZ> < Lip(S)W, (P, P*),
where the Wasserstein distance in the left-hand side is taken on the space Wy())

and Lip(S) = sup,, ., p(S(m1), S(m2)) /Wy (71, m2).

In extreme value theory, important examples of Lipschitz statistics are the mo-
ments and probability weighted moments, as stated in the next proposition.

Proposition 6.1. i) Letp € [1,00] and q € [1,p] finite. For arbitrary fized point
zg € X, consider the moment functional defined, for m € W,(X), by

S(m) = (/Xd(:vg,x)qﬁ(dx)>l/q.

Then, S : W,(X) — R is Lipschitz with Lip(S) = 1.

it) Let p € [1,00], q € [1,p] finite and r,s > 0. Consider the probability weighted
moment functional defined, for m € W,(R), by

S(m) = ( / ' P () (1 — u)sdu)l/q

with F~ the quantile function of m. Then, S : W,(R) — R is Lipschitz with
Lip(S) < 1.

6.3 Wasserstein distance estimates in extreme va-
lue theory

6.3.1 Background on univariate extreme value theory

Two main approaches exist in univariate extreme value theory : the Block Maxima
(BM) method and the Peaks-over-Threshold (PoT) method. The Fisher-Tipett-
Gnedenko theorem [41, 45] is the basis of the BM method and states that, if a
distribution F satisfies

F™(ay - +b,) % G(-) (6.2)
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for some non-degenerate limit distribution G' and normalizing sequences a,, > 0 and
b, € R, then, up to location and scale, the limit distribution G is necessarily equal
to an extreme value distribution G, defined by

G (z) = exp(—(1 +~x)™7), 14~z >0, (6.3)

The parameter v € R is called the extreme value index. The case v = 0 corresponds
to the limit as v — 0 and Gy is the Gumbel distribution Gy(x) = exp(—exp(—z)).
The link with block maxima is that Equation (6.2) is equivalent to the convergence
of the rescaled maximum
an1<max Xl-—bn> 4G asn— 0,

1<i<n
with X1,..., X, i.i.d. random variables with common distribution F. When Equa-
tion (6.2) holds, we say that F belongs to the max-domain of attraction of G, noted
F € D(G).

The characterization of the domain of attraction of G, is due to [45] in the case

v # 0 and to [20] in the case v = 0 : F' € D(G,) if and only if the tail quantile
function U(t) = F* (1 —1/t), t > 1, satisfies the first order condition

Ulte) -U(t) 27 —1

tllglo ) = x>0, (6.4)

for some positive normalizing function a.

The Peaks-over-Threshold method focuses on exceedances over a high threshold,
that is observations of X ~ F satisfying X > wu for u closed to the right endpoint
z* = sup{z : F(xz) > 1}. The Balkema-de Haan-Pickands Theorem [3, 68] states
that the first order condition is also equivalent to the convergence

1—F(u+ f(u)z)

' — —1/7
UILIQ T~ o) =1+~yz)", 1+~vz>0, (6.5)

for some positive function f. A possible choice is f(u) = a(1/(1 — F(u))). In terms
of exceedances, this writes

PX—u
f(u)

where H., is the Generalized Pareto (GP) distribution

Ny ) as u — ¥, 6.6
[ X>u Y

Hy(zx)=1—(1+~z)""" 14~z >0. (6.7)

In the framework of regular variation theory, the study of rates of convergence
usually relies on second-order regular variation, see [22, Chapter B.3]. The so-called
second-order condition reads

Ultz)-U(t) _ z7—1

. a(t) v
tlggo A(t) - qj%p(£>’ xr > 07 (68)
where p < 0 is the second order parameter, the normalizing function A is regu-

larly varying at infinity with index p, eventually negative or positive and such that
lim; o A(t) = 0 and

U ,(z) = /f s7t /18 u’tduds. (6.9)
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6.3.2 Analysis of the Peak-over-Threshold method

We analyze the PoT method and, for the sake of clarity, we consider first the
case v > 0. One can then take a(t) = yU(t) so that the first order condition (6.4)
simplifies into standard regular variation

Ultx)
oo U()

=27, = >0. (6.10)

Equation (6.6) stating the convergence in distribution of normalized exceedances to
the GP distribution is equivalent to

Piixx>u N P,, asu— oo, (6.11)

with P,(z) =1 — 2% = > 1, the Pareto distribution with index v =1/ > 0. It is
then standard to work under the simpler second order condition

—x7 p_
4T 1

v Al p

x> 0. (6.12)

Note that conditions (6.8) and (6.12) are not equivalent as the following simple
example shows : for U(t) =7 + 1+ 7+ with v > 0 and v+ p < 0, condition (6.12)
holds with A(t) ~ ¢t~7 while (6.8) holds with A(t) ~ ¢” = o(t~") for a suitable choice
of a, meaning that the GPD approximation is better than the Pareto one.

Pareto approximation of exceedance above high threshold

We consider the rate of the convergence (6.11) in the Wasserstein space and
compare the exceedance distribution P,-1x|x>, to the Pareto distribution F, in
W([1,00)). Because the Pareto distribution has finite moments of order p < a only,
we introduce the logarithmic distance

d(z,2") = |log(x) —log(x")|, x,2' € [1,00). (6.13)

We will see below that this distance is also convenient for analyzing the behavior of
the Hill estimator and the Weissman quantile estimator.
Let tg > 1 be such that U(ty) > 0. For t > ty, we define

o) U P 4z /p .
A (t) = (fl ‘log zwg(tz) ;%) if p € {1, 00), (6.14)
! SUp,~4 ’10g 553) it p = oo.

Without loss of generality, we can assume that the random variable X ~ F'is given
by X = U(Z) where U(t) = F* (1 — 1/t) is the tail quantile function of X and Z
follows a standard unit Pareto distribution.

Proposition 6.2. Let p € [1,00] and consider the Wasserstein space W,([1,0))
with underlying distance (6.13).

i) Fort > t,
WP(PU(t)*1X|Z>t7 Pa) = Ap(t)
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ii) If p < o0 and F € D(G,) with v > 0, then the function A, is bounded on
[to, 00) and such that lim; . A,(t) = 0.

itt) If the second-order condition (6.12) holds, then

0 | zP— z Up .
A (t <f1 711)%2) if p € [1,00),
lim p()—c()'— ’ :
v A PV T 1/]p] if p= oo and p <0,

+00 if p=o00 and p = 0.

Remarque 6.3. We discuss the link between X and Z. Conditioning with res-
pect to X is more natural but conditioning w.r.t. Z is mathematically much more
convenient. When F is continuous on R, the two coincide since we have {X >
Ut)} ={Z > t}. When F is not continuous at U(t), the conditioning event writes
{X>UW)}={Z2>1/1=FU(t)"))} with F(x~) the left limit of F' at x. Then the
conditioning event {Z > t} is not measurable with respect to the o-field generated
by X but it can be recovered introducing an extra-randomness. Let W be uniform
on [0,1] and independent of X and consider V = F(X) + (F(X) — F(X7))W and
Z =1/(1-V). ThenV has a uniform distribution on [0, 1] and satisfies X = F* (V).
It follows that Z has a standard unit Pareto distribution and satisfies X = U(Z) so
that the conditioning event {Z > t} can be written in terms of X and an auziliary
random variable W .

Approximation of the empirical distribution of exceedances

Peaks-over-Threshold inference uses the fact that the GP distribution is a good
approximation for the distribution of exceedances above high threshold and all the
statistics of interest are built using only observations above high threshold. It is
customary to use a random threshold equal to the order statistic of order n — k
so that the exceedances are the k top order statistics. In a first approach, a statis-
tical procedure is often studied on the limiting model itself, that is assuming the
exceedances are exactly Pareto distributed. This amounts to neglecting the misspe-
cification inherent to extreme value theory. The error made in this approximation
can be quantified by the Wasserstein distance between the empirical distributions.

Let Xi,..., X, be an ii.d. sample with distribution ¥ € D(G,), v > 0 and
denote by X, < ... < X, , the order statistics. Define the empirical distributions
of exceedances above threshold X, 11_j, by

1 k
Hn,k = E Z 5Xn+1—i,n/Xn—k,n'
=1

We compare this empirical distribution to II; = %Zle 0x;, where the sample
X7, ..., X} is ii.d. with Pareto distribution P,.

Without loss of generality, we can assume that X; = U(Z;) with Z;,..., 2,
i.i.d. random variables with standard unit Pareto distribution with order statistics
Zig < o < Zpp We denote by Py, 1z, , .= the conditional distribution of I,
given Z,_r, = t and compare it to P+ in the second order Wasserstein space
W,o(W,([1,00))) where [1,00) is equipped with the logarithmic distance.
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Theorem 6.2. Let p € [1,00).

i) Let ty > 1 be such that U(ty) > 0, then
W, (Pnn,k|zn_k,nt,Pn;) = A(1), =1,

with A, defined in Equation (6.14).

ii) If F € D(G,) and k = k(n) is an intermediate sequence, that is k(n) — oo
and k(n)/n — 0 as n — oo, then

WZSQ) (Pnn,klzn—k,n’ Pn;) — 0 in probability.

i) If the second order condition (6.12) holds, then

Wi (Pt Pry ) = () A/B)(1 -+ 0p (1),

with c,(p) defined in Proposition 6.2.

Remarque 6.4. Following Remark 6.3, the conditioning with respect to X,,_j,, s
more natural, since X, is observed while Z,_y,, is not. Note that X,y , = U(t)
is equivalent to 1/(1 — F(U(t)7)) < Zp—kn < 1/(1 — F(U(t))). In the case F is
continuous at U(t), this conditioning event is equal to Z, ., = t. When F is not
continuous at U(t), the conditioning event Z,,_y., =t can be expressed in terms of
Xn—kn and an auziliary random variable W.

When X is positive and bounded away from 0, integration with respect to the
threshold Z,,_j, provides the following upper bound for the Wasserstein distance
between P, , (unconditional distribution) and Py:. We denote by f3,, the density
of the Beta distribution with parameter (p, q).

Corollary 6.2. If X is positive and bounded away from 0, then

1\ dt

Wp(2) (PHn,ka PH*,;) < /1 Ap(t)ﬂn—k,k+1 (1 — t> th

If furthermore F' € D(G,) and k = k(n) is an intermediate sequence, then
WP(Q) (PHM, PHZ) —0 asn — oo.

The assumption X > 0 is not as restrictive as it may seem and is required
because the exceedances X, 1_in/Xn_k, are ill defined when the threshold X,,_j ,,
is non positive. However, it is always possible to apply Corollary 6.2 to the censored
variables X/ = max(X;, 1). We have X,,_;,, > 1 with high probability for large n and
then the censoring does not affect the exceedances over threshold X,,_j ,, showing
that the effect of censoring is negligible in the limit.
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The Hill estimator and Weissman quantile estimates

Using the previous results, we analyze the Hill estimator [50]

N -
Ynk = % Z log<Xn+17i,n/Xn7k,n)
=1

and compare it to the corresponding estimator in the limit Pareto model

2k 1 : *
T = % ZIOng‘ :
i=1

The random variables log(X ) being i.i.d. with mean ~ and variance 42, the central
limit theorem implies VE(3; — 7) N N(0,7?) as n — oo. Using our bound on
W (Py,, | Zo_n» Pmr), We deduce the asymptotic normality of the Hill estimator
Ank and we even obtain a non asymptotic quantitative estimate for the Wasserstein
distance to the Gaussian distribution.

Corollary 6.3. Let 1 < p < oo and tg > 1 such that U(tg) > 0. For 1 <k <n and
t 2 tO;

(44 34/2/m)y
- VE

Corollary 6.3 implies that the Hill estimator is asymptotically normal and asymp-
totically independent of the threshold X,,_; , as soon as k — oo and \/EAp(Zn_km) —
0 in probability. Under the second order condition (6.12) and with Proposition 6.2
at hand we retrieve the classical condition vkA(n/k) — 0 for asymptotic normality
without bias.

For a € (0,1), let g(a) = F< (1 — «) be the quantile of order 1 — . In order to
estimate an extreme quantile ¢(ca,) with «,, = O(1/n), [86] proposed to extrapolate
from the intermediate quantile ¢(k/n) thanks to regular variation :

W (Pt e N(O,57)) < VEA(D) +

o) = alh/) 2 ) ) ()

ko,

This leads to Weissman extreme quantile estimate

R k @n,k
Q(an) = Xn—k,n < ) .

noy,

Corollary 6.4. Let 1 < p < oo. Assume the second order condition (6.12) holds
with p < 0. Let k = k(n) be an intermediate sequence and o,, = o(k/n). Then, as
n — 0o,

WPt gaten 7, N(0.9)) = On(VEA(/4) + 1/ V)

q(an)

where v, = log(k/(noy,))/VE.
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When vkA(n/k) — 0, we deduce the asymptotic normality

v1o q(an)
lgq(an)—>N( 7).

Setting 21_,/> the Gaussian quantile of order 1 — /2, we obtain
1 q —21-u/ 'AYn,kvn 21w/ 'A}/n,kvn — o
Tim P(glan)/d(an) € [emrmmsinemn grmwsinin] ) =1 —y,

This confidence interval for ¢(c,) with asymptotic level 1—u is valid for any sequence
o, = o(k/n) but it is accurate only if v, — 0, or equivalently log(nay,)/vk — 0. We
retrieve the fact that the Weissman extreme quantile estimator is consistent if and
only if log(na,)/vk — 0 . This excludes arbitrary small value of o, and provides a
limit for extrapolation. When log(na,)/vk — 0, the delta-method can be used to
recover the standard asymptotic normality

vgl(Q(O‘“) — 1) ~4 N(0,7%),
q(an)
see Theorem 4.3.8 and Corollary 4.3.9 in [22].

6.3.3 Extensions

Dealing with the bias

The asymptotic normality of the Hill estimator is classically considered under
the second order condition (6.12) with the intermediate sequence k = k(n) satisfying
VEA(n/k) — XA € R. The next theorem extends the previous results to cover this
case as well. We define the empirical measure

M, = Z 6

(X*¥)P/7—1Y\ k> Lt >1,
B (tran &)

with X7, ..., X} ii.d. with Pareto distribution FP,. The empirical measure II, j is
the same as in Theorem 6.2.

Theorem 6.3. Assume F' satisfies the second order condition (6.12). Let p € [1,00)
and ty > 1 such that U(tg) > 0. Fort > to,

W]SZ) (Pnn,k|an,n:t7 PHZ,t>

% U(zt) 2P —1
< [Th “log (14 At )
<) ’ngvU(t) og (1+40) p

If k = k(n) is an intermediate sequence, then

W, (Pm%,kVNZM”,N(\/EA(n/k)b(p), 72)) = 0p(1/VE) + 0p(VEA(n/))

00 zP—1dz

with bias given by b(p) = J7° = =5

rdz

»2

= o(A(?))-

Under the condition vVEA(n/k) — A, the asymptotic normality of the Hill esti-
mator follows straightforwardly :

VE@nk —7) 5 N(b(p),7),
with 4, , asymptotically independent of the threshold X,,_ .
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Analysis of the case 7 < 1 and probability weighted moments

We consider the theory for all domain of attractions, i.e. without the simplifying
assumption v > 0. Let X7,..., X, be an i.i.d. sample with distribution ¥ € D(G,),
v € Rand X7,..., X} beiid. with GP distribution H,. In view of Equation (6.6),
we compare the empirical distributions

k n
Hn,k = Z (55(7”17“1 and H;; = Z 5X1*

i=1 =1
where )N(nﬂ,m = (Xnt1-in — Xn—kn)/f(Xn—rn). We focus on the case v < 1 to
ensure that the GP distribution H, defined by Equation (6.7) has a finite mean.
Then H, € W,([0,00)) for all p € [1,1/~;) with 74 = max(0,~) and the convention
1/0 = oo. When focusing on the PWM estimator of the extreme value index, the
restriction v < 1 is sensible because it is required for consistency. We define the

function
00 — Y —
A’(t):(/ ’U(zt) uit) 2"-1
P 1 a(t) ol
Theorem 6.4. Assume F' € D(G,) withy <1 and let p € [1,1/7).

t>1.

pd;;)l/p

22

i) (convergence to the GP distribution) In the Wasserstein space W,([0, 00)),
Wp(P(X—U(t))/a(t)\Z>t7 H’Y) = A;(t) —0 ast— oo.
Under the second order condition (6.8),
AL (t) ~ (v, p)A(t), ast — oo,
o ~ . 1/p
with ¢,(7,0) = ( 720 (apatar)
ii) (PoT method) In the second order Wasserstein space W([0, 00)),
W1§2) (Pnn,kznk,'rzzt’ PH;;) - A;(t)

If k = k(n) is an intermediate sequence and the second order condition (6.12)

holds, then
WP(Q) (PHn,kIan,na PHZ) = c;(’y,p)A(n/k)(l + op(1)).
Following [52] (see also [5] Chapter 5.3), the PWM estimators
~ 1 k i\ S
Mk,n,s = - Z (]. — ) (Xn—l—l—i,n — Xn—k,n)7 s=0,1,
k= k

are used to estimate the GP parameters after a suitable transformation. We define
also the non-observed and rescaled statistic



that we compare with the PWM estimators of the limit GP model

N lfj(l Z)X 0,1

= — —_ = . S =
k,s k P k i,k y Ly
with X7, < --- < Xj the order statistics of the GP sample. The estimation of y
relies on the following relations : for H ~ H, , having a GP distribution with shape
v < 1 and scale o0 > 0, it holds

g o
or equivalently
9 mo d 2m0m1
=2 — an O = ——.
i mo — 2m1 mo — 2m1

This suggests the estimators
(&iZVMa &iZVM) = g(Mk’,n,Oa Mk’,n,l) (615)

where g(z,y) = (2 — /(x — 2y), 2zy/(x — 2y)).

Corollary 6.5. In the Wasserstein space W,(R?),

!/
Wp <P(Mk,n,s)s=0,1|znk,nzt, P(M/:S)SOJ) S Ap(t)

As a consequence, if F € D(G,) with v < 1/2 satisfies the second order condi-
tion (6.8) and k = k(n) is an intermediate sequence such that VkA(n/k) — 0,
then

\/E<Mk,n,0 — My, Mk,n,l - m1) i N(07 F)

and
A~ PWM

(@(@;;ZVM — ).k <f&kk) - 1)) 4 (O, 5)

as n — oo, with the covariance matrices I' and ¥ respectively given by [54, Equation

(5.3) p.28] and [22, Theorem 3.6.1].

Analysis of the block maxima method

We discuss shortly the block maxima method to demonstrate that our results for
the PoT method can be extended to the BM case as well. We assume F' € D(G.)
so that the block maxima converge in distribution, that is Equation (6.2) holds
with GEV limit distribution G, given by (6.3). We introduce the function V(t) =
F<(e7V%), t > 0, so that X = V(Z) has distribution F if Z has a unit Fréchet
distribution. It is convenient since, for m > 1, the distribution of V(mZ2) is equal to
the distribution F of the the block maxima with size m. Note that the functions
U and V are asymptotically equivalent so that the first order condition (6.4) can be
formulated equivalently with U replaced by V. However, when it comes to second
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order condition, the conditions for U and V' are not equivalent, see [31] and the
discussion in the appendix there. The second-order condition for V' reads

V(tz)—V(t) oz —1
. a(t)
thJEO A(t) ==, ,(r), >0, (6.16)

with A regularly varying with index p < 0 and ¥, , defined in Equation (6.9).
Consider X1, ..., X,, an i.i.d sample with distribution F' and, for m > 1 and k£ =
|n/m], the block maxima

Mi = max (X] — bm)/am, 1 < 1 < k.

(i—1)ym+1<j<im
Consider also M, ..., M} and i.i.d sample with GEV distribution G.,. We compare
the empirical measures

1 1&
Hn,m = E Z 6(Mi_bm)/am and Hz = % Z 5Xz*
=1

=1

in the second order Wasserstein space W ([0, 00)) and define

oo z) — 27— 1/ z e
AN(t) = </0 ‘V(’f i@)ww - 1‘ el/zj2> s, (6.17)

We focus in the following theorem on the case v < 1 that is useful for the analysis
of probability weighted estimators. The case v > 0 could easily be analysed with
the logarithmic distance similarly as in Theorem 6.2 .

Theorem 6.5. Let v <1 andp € [1,1/7v4).
i) In the Wasserstein space W,([0,00)),

WP<P(M1bm>/avav> = A,(m), m=1

Consequently, in the second order Wasserstein space Wz()Q)([O, 00)),
Wp@) (Pnnqm, Pnz) = A;’(m), 1 S m S n.

it) If F has a finite left endpoint and satisfies the first order condition (6.4) and
if m =m(n) — oo, then

WZEQ) <Pnn,ma PHZ) — 0 asn — oo.

i) If furthermore the second order condition (6.16) is satisfied, then

Wi (Pa,.o Py ) = ) AGm) (14 0p(1), s = oo,

1
with Cg(’}’,ﬂ) — (f(;x’ III%p(z)Pe—l/z%> /P.

Probability weighted moments in the BM method can then be analyzed similarly
as in the PoT method with similar results as in Corollary 6.5.
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6.4 Proofs

6.4.1 Proofs related to Section 6.2

Proof of Theorem 6.1. The case W,(P, P*) = 0 is trivial because we have then
P = P* so that the two samples have the same distribution P, = P and
WP(Q)(PHH, Pri:) = 0. We assume in the sequel that W,(P, P*) > 0.

Proof of the upper bound WZSQ)(PHW Pr:) < W, (P, P*).

For the sake of generality, we consider p € [1,00] and do not assume the metric
space (X, d) to be complete and separable. Let ¢ > 0 and (X, X*) be a coupling
between P and P* such that

1d(X, X |r < (14 &)Wy (P, PY).
Taking i.i.d copies (X1, X7), ..., (Xn, X) of (X, X*), we obtain the coupling

==Y 6z L1, and ﬁ;:iz(s@in
i=1

i=1

For fixed w, define (Z,,7;) = (X, (w), X (*(w)) with ¢ uniformly distributed on
{1,...,n}. Clearly Z, ~ II,,(w) and Z* ~ II*(w) so that

Wy (I (w), I, (@) < [[d(Zes Z5) || 1o (6.18)
In the case 1 < p < oo, Equation (6.18) yields
1/p
W01, 1) < 100Zen Z2)]ar = (2350, X )

and we deduce

S 1/p
W (P, Br;) < [E(W, (L, TT,)")]

e (1 ZdXZ,X)ﬂl/p

=1

IN

— [E((x, X))
< (14 ¢)W,(P, P").
In the case p = +o0, Equation (6.18) yields similarly
W (Tl (), T () < 1 Za, Z2) 1 = max d(Ks(w), K7 ()

1<i<n

and we get

WOO(PH PH;‘L) < ||Woo(f‘[n7ﬁ*)||L°°

n?

<

1<i<n

max d(X;, X}
L

< [|d(X, X2
< (1+¢e)Ww(P, P7).
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In both cases, we obtain the announced upper bound by letting € — 0.

Proof of the lower bound W » (Pr,, Pr;) > W,(P, P*).

We assume now the metric space (X, d) to be complete and separable and p € [1, 00).
We first consider the case p = 1. By the Kantorovich-Rubinstein duality [60, 83,
Remark 6.5],

Wi(P.P*) =sup | pd(P—P")

with the infimum taken over all 1-Lipschitz functions ¢ : X — R. Hence, for all
e > 0, there exists a 1-Lipschitz function ¢ : X — R such that

/X od(P— P*) > (1 — &)Wi(P, P*). (6.19)

Define the map ¢ : Wi (X) — R by @*(7) = [y pdr. The integral is well defined
because ¢ is Lipschitz and 7 € W, (X). We prove below that (* is 1-Lipschitz : for
1, T € Wi(X) and (Z, Z2) a coupling between 7, and o,

() = ¢H(m) = [ pd(m —m) = Elp(Z) - o(2)]
whence, since ¢ is 1-Lipschitz,
|0 (m1) — ¢*(m2)| < Ellp(Z1) — p(Zo)]] < Eld(Z1, Zs))-
Taking the infimum over all couplings (7, Zs), we get
[P (m1) — ()| < Wiy, m2),

proving that ¢f is 1-Lipschitz. Using the Kantorovich-Rubinstein duality again, we
deduce

Wi (Pnn, Pn;;) > / ¢*d(Py, — Pu:), (6.20)
Wi (X)

where the right hand side equals
[ ¢ aPn, = Piy) = E[@H(IL) - (L)
Wi (X)

_ [1 zn: H(X,) — + Zn: so(Xf)}

“E[p(X) - p(X7)]
— /Xgpd(P— PY). (6.21)

Equations (6.19), (6.20) and (6.21) together entail
W& (Py,, Pr) > (1— &)Wi(P, P*).

We obtain the announced lower bound by letting ¢ — 0.

We now consider the case p € (1, 4+00). By the Kantorovich duality [83, Theorem
5.10(i)], for all € > 0 there exist functions ¢ € L'(X, P) and ¢ € L'(X, P*) such
that

(,O(l’)—'(ﬂ(y) Sdp(‘x:y)a x,yEX,
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and
<odP—/ dP* > (1 — &)W2(P, P¥).
/X Xw ( 8) p( )

Define the functions ¢, 1* : W,(X) — R by ¢*(7) = [y ¢ dr and ¥*(7) = [, ¢ dr.
We have ¢f € L'(W(X), Py,) and

/W(X) ©'dPy, = E[p*(I1,)] = E{l Z:Z: (p(Xi):| = E[p(X)] = /X odP.

Similarly, ¢¥* € L*(W(X), Pu:). Furthermore, for m,m € W,(X) and (Z1,2Z) a
coupling between 7 and 7y, we have

oH(m1) — H(ma) = E[p(Z1) — ¢(Z2)] < BldP(Z1, Z5)),

and, taking the infimum over all couplings,
F (1) — (M) < WP(my, o).

We deduce, by the Kantorovich duality,

W®(Py,, P, )P > / o APy, — / APy
WX W (X)

_/ gde /1/zdP*

(1 —e)Wh(P, P).
Letting € — 0, the announced lower bound follows. O

Proof of Corollary 6.1. Let (fIn,fI;‘L) be a coupling between Py, and P:. Since
(S(11,,), S(II%)) is a coupling between Ps, and Ps;,

W,(Ps,, Ps:) < E[p(S(IL,), S(IT%))?]/?
< Lip(S)E[W,,(IL,,, I *]*/7.

Taking the infimum in the right hand side over all couplings between Py, and Py,
we get
W, (Ps,, Ps;) < Lip(S)W? (Pu,, P).

P
Theorem 6.1 finally entails W,(Ps, , Ps:) < Lip(S)W,(P, P*). O

Proof of Proposition 6.1. Proof of point i) : let m; and 7y € W,(X) and (X3, X3) be
a coupling between m; and 7. By the triangle inequality,
[S(m) = S(m2)| = |lld(wo, X1)|| e — [|d(wo, X2)]| 1o
< [[d(z0, X1) — d(z0, X2)|| La
< [Jd(X3, X5) || e

Taking the infimum in the right hand side, we get

[S(m1) = S(m2)| < We(m, ma) < Wiy(mi, 72).
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Moreover, for m = d,, and my = 9, with z # o, we have S(m) = 0, S(m) =
d(zg,x) > 0 and W,(my,m) = d(zo, ). Hence |S(my) — S(ma)| = W,(m,m) and
Lip(S) = 1.

Proof of point ii) : Let m; and my € W,(X). By the triangle inequality for the
Li-norm, we have

1S(m1) — S(m2)| < (/01 F(u) — F (u)]7(1 — u)surdu)l/q.

For all u € [0, 1], we have (1 —u)*u” < 1. We deduce, using the explicit expression
of the Wasserstein distance on the real line (see Example 6.1),

1 1/q
1S(m) = S(r) < ([ 175 (0 = B (w]du)
S Wq(’]rb/ﬂ?) S Wp(’]rl77r2)'

6.4.2 Proofs related to Section 6.3

Proof of Proposition 6.2. Proof of i). We begin with the proof of Equation (6.14) by
giving the expression of the Wasserstein distance on X' = [1, 00) with logarithmic
distance d given by (6.13). Because the logarithm is an isometry between ([1, 00), d)
and ([0, 00), ds) with dy the usual Euclidean distance, the Wasserstein distance bet-
ween probability measures P; and P, on (X, d) is equal to the Wasserstein distance
between the image measures P, olog™" and Py olog™" on (R, dy). Using the explicit
form of the Wasserstein distance on R recalled in Example 6.1, we deduce

1 1/p
Wy o) = ([ log F-(w) — log Fi- ()] du) "

with F}~ and F;~ the quantile functions of P, and P; respectively. Introducing the
change of variable z = 1/(1 —u) and the tail quantile functions U;(t) = F;~(1—1/t),
1 =1,2, we get
| Ui(z)
WP P = [
e = ([ os 5

Similarly, in the case p = 0o, we obtain

=1 (6.22)

p dZ)l/p

Ul(Z)

W (P, Py) = sup |log F{ (u) — log Fy (u)| = sup
UQ(Z)

u€(0,1) z>1

log

Specializing these formulas when Py = Py)-1x|z>: and P, = F,, we obtain Equa-
tion (6.14) because

and Us(z) = 27.

To check the first equality, one can use the fact that, given Z > t, Z has the
same distribution as tZ so that X/U(t) = U(Z)/U(t) has the same distribution as
Utz)/U(t).
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Proof of ii). We next consider the properties of A, when F' € D(G,), or equivalently,
under the first order condition (6.10). Since the function U is regularly varying at
infinity with order v > 0, Potter’s bounds [22, Proposition B.1.9 p. 366] imply that,
for all 6 > 0, there exists t; > 1 such that

(1—-6)27°< utz)

< U0 < (1+46)2° forallt>t, and z > 1. (6.23)

This implies that, for p € [1,00), A,(t) defined by Equation (6.14) is bounded for
t > t1. On the other hand, the monotonicity of U implies that, for ¢ € [to, 1],
Ap(t) < [ max (‘ log Z[j(;(tgg) " Zggffl)) p) 4, whence A, is bounded on [tg, 00).
Furthermore, the first order condition (6.10) implies

U(zt) P
= f 11 1.
z’YU(t)’ 0 for all z >

o
Applying the dominated convergence theorem, with the dominating function provi-
ded by Potter’s bound (6.23), we deduce lim;_,o, A,(t) = 0.

Proof of iii). We finally consider the asymptotic behavior of A, under the second
order condition (6.12). With the auxiliary function f(z) =log (U(2)/z"), z > 1, the
ratio A,(t)/A(t) can be rewritten as

Ap(t) ( 100 f2)—r@|P % 1/p for 1 S p < o0,
- RO (6.24)
A(t) Sup,~, ‘W for p = oo.
From the second order condition (6.12), the function f satisfies, as t — oo,
U(tz) U(tz)
fz) = f) s (Fi) ol -1 -
A(t) A(t) At) P

In the terminology of [22, Definition B.2.3], the function f is of extended regular
variations at infinity with index p < 0. Equations (6.24) and (6.25) together suggest

A { (4

SUP;>1

P dz
z2

zP—1

p
z2P—1

1
)/p for 1 < p < o0,

(6.26)

for p = oo.

To justify the limits in Equation (6.26), we use Theorem B.2.18 p.383 in [22] :
possibly replacing A by an asymptotically equivalent function, we can assume that
for arbitrary €, > 0, there exists ¢y such that

‘f(tZ) — @) -1
A(t)

<zt forallt>ty, z> 1. (6.27)
P

In the case p = [1,00), the limit (6.26) is a consequence of the dominated conver-
gence Theorem where the pointwise convergence is given by Equation (6.25) and the
dominating function by Equation (6.27).

In the case p = oo and p < 0, the right hand side in Equation (6.27) can be made
arbitrary small uniformly in z > 1 by choosing ¢ and ¢ small enough (note that
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2%+P < 1for §+p < 0 and z > 1). This is enough to justify the limit (6.26) and the
value of the limit is 1/|p|.
In the case p = 0o and p = 0, Equation (6.27) implies

f(tz) = [(@t)
A(t)

> log(z) — e2°

For arbitrary M > 0, one can choose z > 1 large enough and ¢, > 0 small enough
so that the right hand side is larger than M for t > ty. Then, for t > t,,

As(t) | f(t2) — f(1)
a@) T AW | =4
proving lim; ., A (t)/A(t) = 0. O

Proof of Theorem 6.2. Proof of i). For a random variable Z with standard unit Pa-
reto distribution, the conditional distribution of Z given Z > t is equal to the distri-
bution of tZ. We deduce that the conditional distribution of the & top order statistics
(Zn—kt1ms - -+ Znn) given Z, ., =t is equal to the distribution of (tZl,k, . ,tZM)
with Zl,k <. < Zk,k: the order statistics of an i.i.d. sample Zl, e 7, with stan-
dard unit Pareto margins. As a consequence, the conditional distribution of II,, j
given Z,_r, =t is equal to the distribution of

I, ==Y 6%, with X; =U(tZ;)/U(t).
Theorem 6.1 implies

W (Pnn,uznk,n:ta PH;) = Wy(Pg, Po) = A4,(1).

Proof of ii). For an intermediate sequence k = k(n), Z,_j, converges to oo in
probability as n — co. By Proposition 6.2, A, has limit 0 at infinity and it follows

e ( Pa s pnz> — Ay(Zn_in) > 0 in probability.

Proof of iii). By Proposition 6.2 point i), the second order condition implies
A, (t) ~ cp(p)A(t) as t — oo. On the other hand, for an intermediate sequence
k=kn), Znkn = (n/k)(1 + op(1)) as n — oo. Combining the two results, we
deduce

Wi (Pt stz Py ) = AplZa-ton) = calp) Al /1)1 + 0p(1))

]

Proof of Corollary 6.2. When X is positive and bounded away from 0, the equality
Wp(2)<PHn,k|Zn—k,n:t’PHZ) = A,(t) holds for all ¢ > 1. Integrating with respect to
the distribution of Z,,_x, and using the convexity of the Wasserstein distance [83,
Theorem 4.8], we deduce

= 1\ dt
w2 <Pnn,k, PH;;) <E[A)(Zn_ikn)] = /1 Ap(8) Bk it (1 _ t> at
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The last equality holds since Z,,_ ,, has density 3, x+1(1—1/t)/t?. For an interme-
diate sequence k = k(n), Z,—x, — o0 in probability and Proposition 6.2 ii) implies
that A,(Z,—rn) — 0 in probability. Since A,(¢) is bounded, E[A,(Z,—rn)] — 0
whence the Wasserstein distance converges to 0. [

Proof of Corollary 6.53. By the triangular inequality,

Wy <P VEGE ) Zo =t N (0, 72))
2
< W (Px/E(%,k—wZn_k,n:t:Pﬁ(ﬁ,’;—ﬂ) + W (P\/E(’yz—’y)7‘/\/(077 ))-
The first term is estimated by Corollary 6.1 with 4, = S(IL, %), 45 = S(II;) and
S :W,([1,00)) — R given by ¢(7) = [;7®log(z)r(dz). Proposition 6.1 with zy =1

and d(z, z) = log(x) implies that S is Lipschitz with Lip(S) = 1 and together with
Theorem 6.2 this yields

Wp (P’an,k|an,n_t7 Pﬁ;,k) S Llp(S)Wp(2) (Pnn,k|an,n_t7 PH;;) = Ap<t)
A change of variable entails

e (P VG g Zn =t T ﬂ(@;—v)) < VEA().

The second term is handled using the central limit theorem in Wasserstein distance
derived from Stein’s method, see [77]. We write

k
\/E(’AYZ —) = Z:Xz with Xi = (log(X}) — )/~

<

k

An application of [77, Theorem 3.2] yields

1/2

k k
W, (Pkl/gzk_ 1. N0, 1)) < kKN EBIXGP A+ /2/mk (ZEX{*)
i=1 i=1 =1

=(4+3 2/7r)\/1E,

where the constants E|X;[> = 4 and EX}! = 9 are casily computed since X; is
a centered standard exponential random variable. With a change of variable, we
deduce

WP NO)) < (31272 (6.29)

]
Proof of Corollary 6.4. We write

4(a)
q(an)
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with

= \/E(%k - ),

-1 ank,n
)
11T =v; log (k/ (”g("l);;(i)(n/ k)

The first term does not depend on Z,_j, while the second and third terms are
measurable with respect to Z,_j, and can be treated as constant, yielding

Wp<pvn110g 22“">an’N(0’72)) < WP<P\/E(@Z—V)’N(O’72)> + 11+ 111

an)

The asymptotic behavior of the first term is given by Corollary 6.3 together with
Proposition 6.2 i) :

W, (P etz NO, ﬁ) — Op (VEA(/k) + 1/VE).

The second term can be handled seeing that X, i, = U(Z,—kn) wWith Z,,_¢, =
7(140p(1)). This implies

U(ank,n)

Un/k)

_U—l U<Zn—k,n) . o

=t (el =1) o)

= 0 ((Zu-rh /) Op(An/1)) ) (1 + op(1)

= op (VEA(n/k)),

IT = v, log

where the third line relies on the second order condition (6.12).
The third term is deterministic and satisfies

1 [ (B/(naw))"U(k/n)
11T = v, ( Tiay !

(k/ (nawm))” —
p

)+ o)

=, ! <A(n//~c)
= op (\/EA(n/k)) :

H (1o

where the second equality relies on [22, Theorem 2.3.9.] and on the fact that k/(na,) —
oo and p < 0. O

Proof of Corollary 6.5 . First note that Mkm,s and ]\7[,;‘75 for s = 0, 1 are the weighted
probability moments associated with the empirical measures II,, ; and 11} respecti-
vely. According to Proposition 6.1 i), the weighted probability moment functional
S (with ¢ =1, r =0 and s = 0,1) is 1-Lipschitz so that Corollary 6.1 implies

2
P(M:’S)S()J) S W]S ) (PHn,k‘ank,n:h PHZ) .

Mk,n,s)S:O,l ‘Zn—k,n:t’

W, (P(
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Under the assumption vAA(n/k) — 0, Theorem 6.4 ii) entails

W, (p St o slZnns PR M,;S—ms)”,l) = Op (VEA(n/K)) — 0.
[54, Equation 5.3] states the joint asymptotic normality of M§70 and M,jl :
Vk (M,j’o —mo, M, — ml) L N(0,T)  as k — oo.

Then Lemma 1 in Supplement A implies the joint asymptotic normality of Mk,n,o
and M1 :

Vk (Mk,n,o — Mo, Mk,m — ml) LN N(0,T) ask — oo.

In view of Equation (6.15), the asymptotic normality of (3", VM) follows by

the delta method, see e.g. van der Vaart [81], Theorem 3.1 p.26). Since ¢ is infinitely
differentiable on R*\{(z,y),x = 2y} and (v, 1) does belong to this set, we can apply
the delta method and deduce

VE(GEM 60 = (4,1))
:\/E (g<Mk,n,07 Mk,n,l) - g(mo, ml)) i> d9(7,1)(N),

with dg(,1) the derivative of f at (v,1) and N ~ N(0,%). We conclude the proof
by noting that dg,.1)(V) £ N(0,T). O
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6.5 Supplementary material

Proof of Theorem 6.3. Similar arguments as in the proof of Theorem 6.2 imply

W]Sz) (PHn,k|an,n=t7 PHZ,t) = Wp <PU(t)1XZ>t, PX*(1+A(t)(X*)p/’Y—1))
P

where X* ~ P,. Introducing a random variable Z with standard unit Pareto distri-
bution and the coupling
U(tz)
U(t)

zZP — 1>
~ *VP/Y 149
p X*(l-l—A(t)%)

~ PU(t)*1X|Z>t and Z7 <1 + A(t)
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we deduce, similarly as in Equation (6.22),

oo Ul(zt) 2P — 1\ [Pdz\ /P
(2) . _ hd
W2 (Pt P ) < (|18 S5 = 1ow (1 40 =5)[5)
Equation (6.27) with f(z) = U(z)/z” implies
U(zt) 2P — 1‘
— At < elA(t)]PT
log e — AW —| <elA(n)*
and, with x — 2z? <log(1+ z) < z for x > —1/2, we deduce
rF—1 2P — 12

‘ log ZZ(UZ(tt)) — log (1 + A(t) :

Taking the LP-norm and € > 0 being arbitrary, we see that

)’ < e|A(t)]270 + 2A(1)?

WIQ) (PHn,kIan,n:ta PHZJ =o0(A(t)) ast— 0.
With the same notations as in the proof of Corollary 6.3, we compare

G = [ log(@)Iu(de) and 57, = [ log(@)IT,(da).
By Corollary 6.1,

2
W <Px/E(%,k—w)|Zn_k,n’ Px/E(&;;t—v)) = \/EWIS )(Pﬂn,klzn—k,wpﬂz,t)'
On the other hand,

VR =) = VRGE =) + 3 los (1440 2 1),

The first term is compared to A/(0,~?) thanks to Equation (6.28) :

o\ A+327
Wp(Pm&sz(OW))S\/E-

The second term is compared to vkA(t)b(p). Using the triangle inequality and
r—2x? <log(l+x) <z for x > —1/2, we get

H\/_Zlog< 1) - VEAW@H)|
R ), -,
_ o(VEA().

The last line is a consequence of the law of large numbers in LP norm. Combining
the different estimates, we get

Wo (Pt e N (VEAW@B(2). 1) ) = O/VE) + o(VEA(D)

and the asymptotic normality of the Hill estimator with bias Ab(p) follows if & — oo
and VEA(n/k) — \.
O
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Proof of Theorem 6.4. Proof of i). The structure of the proof is the same as the
proof of Proposition 6.2. The tail quantile function of Px_t(1))/a@)r>¢ 1S given by
(U(tz) = U(t))/a(t), z > 1 and the tail quantile function of the GP distribution by
(27 —1)/7. The explicit expression of the Wasserstein distance given in Example 6.1
yields

Wy (P<XU(t>>/a<t>T>t» Hw) = Al(t).

The convergence of A}, to 0 is a consequence of the dominated convergence Theorem
with the domination condition provided by Drees’s Theorem (Theorem B.2.18 p.383
in [22]) : for all €,§ > 0, there exists ¢ > 0 such that

‘U(tz) -U@t) -1
a(t) g

where 207+9P /22 is integrable on [1, +00) for yp < 1 and § small enough.
Under the second order condition (6.8),

, . P B 1/p . U
ilf((;) = (/1 (;) — </1 \I/%p(z)pz_2dz> / :

The convergence is proved using the dominated convergence theorem with domi-
nating function provided by [22], Theorem B.3.10 p.392 : for ,0 > 0, there exists
t' > 0 such that

‘ <exT Z>1t>t,

U(zt)=U(t) 27—1

a(t) v

A(t)

U(zt)-U(t) 271

a) 4

<e TP p > 1t >t

and the function z(F7+9)P />2 is integrable on [1,+o00) for (7 + p)p < 1 and § small
enough.

Proof of ii). The conditional distribution of the k top order statistics (Z,—k+1.n, - - - s Znn)
given Z,_j, =t is equal to the distribution of (tZl,k, . ,tZM) with ZLk < ... <
Zk,lc the order statistics of an i.i.d. sample Zi,...,Z, with standard unit Pareto

margins. We deduce that P, , 2 —¢ is equal to the distribution of

n—k,n
I, = - Z% with X; = (U(tZ;) — U(t))/a(t).
Theorem 6.1 implies
Wp@) <PHn,k|an,n=t’ PHZ) < WP(PX> Hw) = A;o(t)
because Py = Px—u(t))/a(t)|T>t-
Under the second order condition (6.8), the first point of this theorem yields

AL (t) ~ c, (v, p)A(t). Since Z,,_pn = n/k(1+0p(1)) and A} is regularly varying, we
deduce

WISQ) (Pnn,klznk,n, Pr[z) = A (Zn-kn) = (7, p)A(n/k)(1 4 0p(1)).
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Proof of Theorem 6.5. The proof is similar to the proof of Proposition 6.2.
Proof of i). The explicit form of the Wasserstein distance on R recalled in Example 6.1
implies

W, (P, P,) = (/ |FE (u) — FF (u )]pdu)l/p

for all probability measures P;, P, on R with quantile functions F;~, F;~ respecti-
vely. Introducing the change of variable z = —1/log(u) and the functions V;(t) =
F(e7/Y),i=1,2, we get
_1,,dz

W,(Pi, Py) = (/ Vi(2) = Va(2)P eV ZQ)
When Py = Py, —b,.)/a, i the distribution of the normalized block maxima and
P, = G, is the GEV distribution, we get Vi(z) = (V(mz) — V(m))/a(m) and
Vo(m) = (27 — 1)/, yielding

1/
*|V(mz) — V(m) zv—1|”6_1/zdz> ’

Py G = [ [ - 2

=Al(m), m>1.

~2

Theorem 6.1 then implies, in the second order Wasserstein space WZ()Q)([O, o0)),
WI§2)(PHn7m,PH2> IAZ(m), 1 <m <n.

Proof of ii). We prove that if F' € D(G,) with v < 1 and p € [1,1/74), then
Aj(m) — 0 as m — oo. By Drees Theorem (see e.g. [22], Theorem B.2.18 p.383),
the first order condition implies that for all £, > 0, there exists mq such that

’V(mz) —V(im) -1
a(m) g
We deduce that

‘ < emax(27, 2770, m > mg, mz > my.

/00 V(imz)—V(m) 27-1 pe—l/z%
mo/m a(m) vy 22

< P /Oo max(z“*‘s)p, 2(7—5)13)
0

—1/z2~ dz

22’
where the last integral is finite for § small enough because yp < 1. On the other
hand, the contribution of the interval [0,m/mg] to the integral defining A7(m) is

upper bounded as follows. We use the assumption that F' has a finite left end point
so that V' is bounded by M on [0, 1], whence

/mo/m V(mz) —V(m) -1 pe_l/z%
0 a(m) Y 2?

< op-1 /mo/m ( 2M ) 671/Zdz . 1/mo/m
0 a(m) 22 0

2

27 —1 ‘p 671/2%

Y z
_ 2p—1(2M)pe_m/mo N 2p_1 /mo/m 21— 1 pe_l/zg
a(m)p 0 Y 22
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Combining these estimates, we get
Al(m)P = O(e?) + O(a(m) Pe™™/™) 4 o(1).

Since a is regularly varying with index «, a(m)Pe™™/™ — 0 as m — oo. Letting
m — oo and € — 0, we obtain the convergence A7 (m) — 0.
Proof of iii). We have

Agm)\* _ /°°
A(m) 0
and the second order condition (6.16) suggests the limit
Al(m)\? o0 . .dz
() = [T nore =S = g

The limit is justified as follows. Drees theorem (see [22], Theorem B.3.10 p.392)
implies that for €, > 0, there is my > 1 such that

p 1/p 1/

o0 dz 00 dz\ """
—1/24% _ -1/z27~
(/mo/m © ) Z2 ) </mo/m \Ij"/,p(z>pe ) 22 >

00 dz\'”
<e (/ max(zp('””‘s), Zp(w+p5))€1/22>
0 z

p

V(imz)-V(m)  27-1
242

a(m) v

A(m)

22’

V(mz)—V(m) 27—1

a(m) Y

A(m)

where the last integral is finite for § small enough because yp < 1 and p < 0. On
the other hand, the contribution of the interval [0, mo/m] to the integral vanishes
as m — oo because

mo/m V(imz)-V(m)  27-1
J
Z7 — 1‘p6_1/zdz

a(m) g2l
<o 2M pe—m/mo + > / o
- a(m)A(m) A(m)P Jo ol 22

A(m)
We deduce that A7(m) ~ c;(v, p)A(m) as m — oo. O

Lemme 6.1. Let (X, d) a polish space. Let (Pp,)nen and (P))nen be two sequences
in W(X) and P € W(X). If P! converge weakly to P and W,(P,, P¥) — 0 then P,
converge weakly to P.

p
—1/zd’Z
)
z

— 0.

Démonstration. Let f be a real valued bounded Lipschitz function. Let £ > 0 and
consider (X,, X}) a coupling between P, and P’ such that
[d(Xn, Xp)l[r < (1 + )Wy ( P, P7).
Since W, (P, P¥) — 0 as n — oo, ||[d(X,,, X}})||z» — 0 and also P[d(X,,, X})] — 0.
As a consequence, writing Lip(f) for the Lipschitz constant of f,
E[l f(Xn) — fF(X})]] < Lip(f)E[d(Xn, X3)]. (6.29)

Since P* % P, we have Ef(X?) — Ef(X) where X ~ P and Equation (6.29)
implies Ef(X,,) = Ef(X). Since f is an arbitrary bounded Lipschitz function, we
conclude by the Portmanteau Theorem that X, converges weakly to X as n — oo,

that is P, % P. O
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Analysis of proportional tail model with optimal
coupling.

Ce chapitre correspond a un article en cours d’élaboration, il porte sur une géné-
ralisation du modele "heteroscedastic extremes" détaillé dans le premier chapitre, afin
de traiter le cadre de la regression quantile extréme. Contrairement au chapitre 4,
nous développons une approche par couplage optimal moins centrée sur les processus
empiriques pour traiter le probleme. Dans cette approche, il est nécéssaire d’apporter
quelques légeres modifications a la définition du modele des queues proportionnelles,
nous représenterons donc le modele pour mettre en valeur ces changements. Nous
présentons également une méthode de validation par bootstrap. Cette méthode de
validation repose sur un résultat dont la preuve est en cours de finalisation. En effet
nous avons décelé une faille dans la démonstration quelques jours avant ’envoi du
présent manuscrit. C’est pourquoi ce resultat est, dans ce chapitre, présenté sous la
forme d’une conjecture.

7.1 Analysis of a proportional tail model

7.1.1 The proportional tail model

We consider i.i.d. copies (Xj, Y;)1<i<n of (X, Y), with real-valued response Y € R
and Révalued predictor X. Following [35] the proportional tail model consists in
two main assumptions. The first is about the conditional cumulative distribution
functions

Fi(y) =P <ylX =z), ye R, z € R".

Assumption 1. The conditional cumulative distributions functions F, and the
unconditional distribution F' of Y satisfy

1—-F
ylLIIyl*l_;((;/)) := ¢(x) uniformly in x € R?, (7.1)

where o is the so-called skedasis function, and y* denote the upper endpoint of F.
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Moreover, we assume that there exists ¢, such that
0<e,<o(z)<e', zeRe (7.2)
The second assumption, is made upon the tail distribution of the response Y.

Assumption 2. F' belongs to the domain of attraction of some extreme value
distribution G, with v > 0.

Under this assumption, F is heavy tailed with index o = v~ > 0. This assump-
tion can be characterized by the extreme value condition.

Ulte)
Jim 0w Y, x>0, (7.3)

with U the tail quantile function defined as U(t) = F*< (1—1/t),t > 1,and F* (p) =
inf{z € R: F(z) > q}, 0 <p <1, the quantile function.

Remarque 7.1. Because F' belongs to the domain of attraction of G with a positive
7, the upper endpoint y* is infinite and the condition 7.1 implies that F, € D(G.)
for all x € R The extreme value index v does not depend on the predictor value
X =ux.

7.1.2 Parameter estimation

We remind the estimators of the extreme value index and of the integrated
skedasis function defined in chapter 5. The integrated skedasis function C' defined
as

is estimated by

N -
Ch(z) : E Lyvisv, pn s Xi<a} = Z]l{ Xns1-p<ar T R’
i:l

=1

with X(;) denoting the concomitant order statistics, that is X(;) is the covariate which
correspond to Y;.,, and the notation u < x denotes the componentwise comparison
of vectors. The classical Hill estimator of the extreme value index v is defined as

Z lo ( n+1l—i: n)
Y —kn
In these notations, the dependency on k is implicit, since we will set k := k(n) an

intermediary sequence depending on n, namely : k(n) —7 00 and @ — 0.
n o0 n o0

The understanding of the asymptotic behaviors of C, and A Tequires a more detailed
description for the rates of convergence in equations (7.1) and (7.3). We define two
non increasing functions A,,,, and A.;; which are the rates of convergences. Write
Aprop for

() 1

o(z)F(y')
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with F:= 1 — F and F, := 1 — F, the tail functions. Assertion (7.1) is equivalent
to lim A,,,(y) — 0. In extreme value theory, rates of convergence are usually
Y—00

formulated in the form of second order assumption : we assume that U satisfies

U(zy) Y
lim CW 2 (7.5)
y=too Acui(y) p

with p < 0 the so called extreme value second order parameter. We moreover consider
the function A := max(Aezt, Aprop) Which will lead rates of convergence in the model.
We are interested in both consistency and asymptotic normality of C, and 4 An. The
C-Brownian bridge B is defined as the centered Gaussian process with covariance

cov(B(z1), B(x3)) = C(x1 A x3) — C(21)C(22), 1,75 € R

Theorem 7.1. Under assumptions (7.1) and (7.5), for a sequence k = k(n) satis-
fying k — +o0, % — 0 and VEA (%) — 0, we have

(RO (W) o

where N ~ N(0,~v?), B is a C-Brownian bridge and N and B are independent.

Addendum 7.2. If we replace the condition vkA (ﬂ) — 0 in the previous theorem
by VEkAew ( ) — X eRand VE kAprop ( ) — 0 then the convergence (7.6) hold with
N ~ N(\b(p),~v?) with b(p) = [ e Ld2  Jap 0(2)"PPx(dx). Moreover, B and N

remain independent.

Remarque 7.2. This theorem extends Theorem 2.1 in [35], since they establish a
similar result with p =1, A =0 and Px = U([0,1]).

7.1.3 Model validation

We address here the question of validation of the proportional tail model. Since
Equation (7.1) together with (7.3) imply that v does not depend on the covariate
X, it is relevant (and easier) to test whether the extreme value index - is constant
in z. In that sense, we consider the difference between several Hill estimators build
on sub-samples, and the global one. We define, for every u € R¢,

1 i n+l—imn ~
” : %Z (10 ( Yn . ) _’y”> ]I{X(n-u—i)ﬁu}'

Conjecture 7.1. Under assumptions (7.1) and (7.5), for a sequence k = k(n)
satisfying k — +o0, % — 0 and VKA (%) — 0, we have

\/EAI‘(') —5 B(), in L (RY).

Yn k—o0

111



When the covariate X is real valued, the distribution of || B||ga is stochastically
bounded by the Kolmogorov-Smirnov distribution. We can use the Kolomogorov-
Smirnov test to check whether v is constant over R?. On the opposite, for d > 2, the
supremum of the C-Brownian bridge depends on the unknown function C' and does
not have a simple form. For this reason, we use a bootstrap procedure to estimate
the distribution of B and provide p-values for our validation procedure.

More precisely, let (&,,)1<i<k be exchangeable non negative random variables such
that E(&,;) = 1 for all i = 1,..., k. We moreover assume that 3% &, = k with
probability one.

Example 7.1. We consider mainly the two following cases

e The Efron’s bootstrap [34] is the case when the weights are multinomially dis-
tributed with parameters k and (1/k,...,1/k). This corresponds to the case
of a bootstrap sample built by drawing with replacement k observations in the
sample (Xni1-i), Ynsi—im)1<i<k and (§n4)1<i<k s the number of times where
(Xnt1-i)s Ynr1—in) 15 Tedrawn.

e The Bayesian bootstrap : let (g,,;)¥_, be i.i.d exponential variables with para-
meter 1, independent from the data, and consider define

5n,i

- 1<i<k
% D=1 En,j

gn,i :
We define the bootstrap estimators as

~ 1.k
Cen(2) == I ;&z,ﬂl{x(nﬂing}, r € RY,

with X(;) denoting the concomitant order statistics, and

1 i Yn+17i'n
o) n-= 7 E n, 1 - |-
e kji:lg 4708 < Yn—k:n )

The asymptotic normality of those bootstrap estimators is formulated in terms of
conditional weak convergence. Roughly speaking, this conditional weak convergence
is the convergence in distribution of (é&n,‘y&n) conditional on the data and with
randomness induced by the bootstrap weights.

Following the notation of [82], we said that a process G¢,, (depending on (&,.)¥,
and on the data (X(n,iﬂ),Yn_iH:n/Yn_k:n)f:l) converge weakly conditionally to &
to a tight limit G, noted G¢, «? G, if

sup |E¢(h(Gen)) — E(h(G))| 50 and

heBL1

Ee(h(Gep))* — Ee(h(Ge,))s — 0, for all h € BLy,

where BL; is the set of 1-Lipschitz functions that are uniformly bounded by 1,
and where E¢(X)* and E¢(X), are inner and outer measurable cover functions. The
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notation E; means that the expectation is taken respectively to £ with the data fixed.
In order to obtain a weak conditional convergence result for (Ce,, — Cy, Je.n — Jn)
we need to assume more conditions on the weights. We define the norm

I¢haa = [ VE(El > 2)da,

and we assume that

sup||1,n — 121 < 00, (7.7)
n>1
1
ﬁE (lfgfé\fi,n - 1|> — 0, (7.8)
1 i 2 P 9
S (=1 D0, (7.9)

Note that the Efron and Bayesian bootstrap in Example 7.1 satisfy those assump-
tions with ¢ = 1.

Theorem 7.3. Let (&1, ..,&k) be non negative exchangeable random variables,
independent of (X;,Y:)1<i<n, Satisfying condition (7.7), (7.8) and (7.9) such that
LS &ui = 1. Under assumptions (7.4) and (7.5), for a sequence k = k(n) satis-

fying k — +oo, % — 0 and VEA (%) — 0, we have
Yenm — In 3 cN
where N ~ N(0,~%), B is a C-Brownian bridge and N and B are independent.

Note that in our framework, Bayesian bootstrap is of particular interest, since
log (Ys1—in/Yn—kn) follow the Exp(1) distribution when Y, 11/ Yok is exactly
Pareto(1) distributed. Consequently, for 1 < < k,

log () _les () 4
Shalg(z) T

This equality in distribution remains true with Y, 1.,/ Y,k following a Pareto(a)
distribution. The parameter « is a scale parameter of log (Y,,11_in/Yn_kn), hence it
is canceled out in the ratio. Consequently, in this exact Pareto(a) model, we have

(VER) o (VE (Cert = o)

Tn

In order to propose a validation procedure for the proportional tail model, we
build a test based on the bootstrap. Consider the statistics

VER).

T, := sup -
Tn

ucRd
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Under the proportional tails model assumptions, Theorem 7.1 entails that T, 4

sup |B(u)|, this is what we test to validate the model. The p — value of the test is
u€Rd
based on R bootstrap replications of

T¢ = sup\/E‘CA’g’n(u) — CA’n(u)’

ueRd

with (5;71‘)19—5;@ are weights satisfying the conditions of Theorem 7.3 for 1 <r < R.
Since T,, and T¢ have the same weak limit, the purpose of the test is to use R
bootstrap replications of Ty to approximate a quantile of sup |B| and to compare it
to the observed value of T;,. The p — value of this test is given by

1 R
p — value := = Z ]l{ngTn}.
r=1

For fixed a, say o = 5% or 1%, we say that the model is valid with confidence level
1 —a, if p —value > a.

7.1.4 Coupling arguments for the proof

In this section we use the same notations as in Chapters 5 and 6.

Similarly to Chapter 6, we consider the empirical measure of exceedances above
threshold Y,,_x.

1 k
Hn,k = % Zg(X(n+1_ Yn+17i:n)7

=1 RE Yn—kin

where X(;) denote the concomitant order statistics.

In order to analyze the proportional tail model, the Wasserstein distance of order p
considered here is defined on the space of observations (R? x [1, +00), d) with metric
d defined as

d((w1,11), (22,92)) = Loy a0y + |log(y1) — log(y2)|, 1,22 € Rd, Y1, Y2 € [1,+00).

The counterpart of Proposition 6.2 in the context of regression involves the dis-
tribution of (X,U(¢t)"'Y)|Y > U(t). The construction of a coupling between this
distribution and the limit distribution P* is closely related with the following lemma.

Lemme 7.1. Let y > 1 and ()2'1, }71), ey (X'k, ffk) be an i.i.d sample with distribution
L(X, Y)Y >y). Consider the empirical measure

- 1k
Hkvy = % ZE(&,YQ)'

i=1
We have ~
ﬁ(Hk’t> = E(Hn,k|ynfk:n = y)

This lemma provides a simple representation of the empirical measure of excee-
dances conditional on the threshold : it is equal to the distribution of the empirical
measure of i.i.d. observations with the suitable distribution.
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Proposition 7.1. Let p € [1,00), we consider the Wasserstein space W,(R? x
[1,400)) with the underlying distance d and let ty > 1 such that U(ty) > 0.

1. Fort > to, under conditions (7.1) and (7.3),

lim W, (Px,u@)-1y)ysuv), P7) = 0.

t—o00

2. If we assume moreover the second order conditions (7.5), then
Wo(Pixuw-1v)ysuw: P7) = O(A(t)), ast— oo.

7.1.5 Approximation of empirical measures

We compare the empirical measure II,, ;, with

1k
M= 2> e
i=1
where X7,..., X} are i.i.d with density o(z)Px(dz) and, independently, Y, ..., Y;*
are i.i.d with Pareto distribution P,.
Theorem 7.4. Assume F' is continuous. Let p € [1,00),

1. For t > to such that U(ty) > 0, under assumptions (7.1) and (7.3), with
k= k(n) an intermediary sequence,

W,SZ)(PH%HYH,M, Pr:) — 0 in probability.
2. Moreover, if we assume (7.5) we have

WZSZ)(PH%HY”?,C:”, PHZ> =0 <A (Z)) in probability.
In order to prove Addendum 7.2, which extends Theorem 7.1 to the case where
the Hill estimator is biased, We compare also the empirical measure II,, , with the
empirical measure II} , defined by

1 k

* JR—

Hk,t - 7: :6 (y*yp/v—1
BT (v (e (e ) ) &

Fr(U(1)) P

), E>1,t>1

with X7, ..., X} ii.d with distribution o Px and Y7, ..., Y} i.i.d with Pareto distribu-
tion P,.

We consider, in this case, the asymptotic normality of the Hill estimator with in-
termediary sequence k = k(n) satisfying vk Ae (n/k) — X € Rand VEA,,op(n/k) —
0.

Theorem 7.5. Let p € [1,00). Assume that F' satisfies the second order assumptions
(7.1) and (7.5) with moreover Aprop = 0(Aear). Then,
Wp(2) (Pnn,k|ynfk:n:U(t)’ PHZyt) = O(Ae-zt(t))

ast — o0o.
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7.1.6 Bootstrap

In this section we address a question of independent interest, namely a version
of Theorem 6.1 for bootstrap empirical measures. The followings results are useful
in our context of model validation since it consists in an important tool of the proof
of Theorem 7.3.

Let two samples (71, ..., Zy) and (Z7, ..., Z{) in a separable and complete space X
endowed by a distance d. We build empirical measures on these samples,

1& 1
Q:%Z(Szl and Q*:%Zézj
i=1 1=1

We now consider (&, ..., &) random variables taking values in (0, +o00) with expec-
tation 1 and independent of (Zy, ..., Zy) and (Z7, ..., Z}}) satisfying > & = k almost
surely. With these variables we can define bootstrap versions of ) and Q* :

1 1 g
Qe = - > &bz, and Q= T > &by
i=1 i=1

Since bootstrap theorems involve conditional weak convergence, we consider the
data (Z1,...,2Zx) and (Z7,...,Z}) as fixed. It follows that @, Q* € W,(X) are
deterministic measures, while Q¢, Qf € ngz)(X ) are random measures.

Lemme 7.2. Let (Zy, ..., Zy,) and (Z7, ..., Z};) be fived. Assume moreover that £ 3 & =
1. Forp € [1,00), we have

Wi (Poe, Poz) = Wy(Q, Q7).

This lemma allows us to transfer bootstrap results from the limit model with
distribution P* to the model with exceedances above threshold.

7.2 Simulation study

7.2.1 Level control

The data generating process

We consider n realisations (z;, y;)"; of i.i.d copies (X,Y) € R*xR with n = 5000
or 10000. In each simulation X is drawn uniformly on [0, 1], and Y is built as follows :
Consider

o T = (x(1)71=(2)) e [0’ 1]2 s 6($(1)+$(2>)/2

and v = 1/4. We define Y := o(X)Y, with Y, a random variable chosen among the
following three possibilities :

e Pareto : Yy = U™ with U ~ U(][0, 1])
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e Fréchet : Yy = —log(U)™ with U ~ U([0, 1])

o Burr: Yo = /(1/(1 - U)Y/C) — 1) with U ~ U([0,1])

In those three first situations, v is the extreme value index of Y; which belongs to
the domain of attraction of Fréchet distribution. With any of those choices for Yy,
(X,Y) follows the proportional tails model.

Our estimators are built with the ratio k/n extreme observations chosen as 10% and

20% of the total sample size. We compute the empirical quantile of \/E(CA’gn —Ch)
by bootstrap (Bayesian and Efron) with 1000 repetitions.

The simulations

The following table presents the proportion of acceptances over 1000 replications
for the test.

TABLE 7.1 — Bayesian bootstrap

o 5% 1%
n 5000 10000 5000 10000
k 500 1000 1000 | 2000 500 1000 | 1000 | 2000

Pareto | 0.949 | 0.96 | 0.949 | 0.95 | 0.988 | 0.983 | 0.988 | 0.985
Frechet | 0.939 | 0.965 | 0.962 | 0.949 | 0.988 | 0.99 | 0.989 | 0.99
Burr | 0.953 | 0.967 | 0.952 | 0.952 | 0.981 | 0.991 | 0.988 | 0.989

TABLE 7.2 — Efron bootstrap

a 5% 1%
n 5000 10000 5000 10000
k 500 1000 | 1000 | 2000 500 1000 | 1000 | 2000

Pareto | 0.94 | 0.949 | 0.95 | 0.949 | 0.994 | 0.989 | 0.99 | 0.991
Frechet | 0.964 | 0.962 | 0.956 | 0.955 | 0.991 | 0.987 | 0.987 | 0.991
Burr | 0.956 | 0.953 | 0.949 | 0.942 | 0.992 | 0.993 | 0.991 | 0.992

The observed level over 1000 replications is 95% (respectively 99%) when a = 5%
(respectively o = 1%) for the both bootstrap. Moreover, belonging to the domain
of attraction of Pareto distribution rather than being exactly Pareto has no effect
and does not deteriorate the level of this test.

Note that, since VEA,(.) /%, and vk (CA’gn() - én()> have the same weak limit,
we can compute p-values for this test. With the knowledge of p-values, we can
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deduce the level since we validate the model as soon as the p-value is greater than
a. The following histogram presents the distribution of 1000 p-values obtained for
the sample of size n = 5000, £ = 1000 with Fréchet distribution for the extremes
(this corresponds to the orange tile on the table 7.1).

Fi1GURE 7.1 — Distribution of p-values under H
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As expected, for sample for which proportional tails model is valid, the p-values are
uniformly distributed.

7.2.2 Power study

The data generating process

The purpose of this section is to study the power of this test. To do this, we
modify the model introduced in Section 7.2.1. Consider, v : x = (2 21) ¢
v+ e(z® + 23) /2 and choose the variable Y; among the following possibilities :

e Pareto : Yy = U779 with U ~ U([0,1])

e Fréchet : Yy = —log(U)™"X9) with U ~ U([0,1])

o Burr : Yy =/(1/(1 - U)/® X)) — 1) with U ~ 4([0,1])
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For z € [0,1]* and a fixed ¢, y(x,¢) is the extreme value index of Y given X = z.
In this framework, the extreme value index may depend on z. This dependency is
driven by the choice of ¢. If ¢ = 0, 7 do not depend on z. Consequently, those
samples satisfies the proportional tail model assumptions, this corresponds to the
framework of Section 7.2.1. Conversely, if € # 0, we are building samples which
depart from the proportional tail model.

The power of the test is estimated with e = 0.1, —0.1 and 1. With those values of ¢
we are ensured that Y; keeps belonging to the a domain of attraction of Fréchet.

The simulations

TABLE 7.3 — Bayesian bootstrap with ¢ = 0.1

o 5% 1%
n 5000 10000 5000 10000
k 500 | 1000 | 1000 | 2000 | 500 | 1000 | 1000 | 2000
Pareto | 0.821 | 0.639 | 0.651 | 0.371 | 0.931 | 0.836 | 0.857 | 0.606
Frechet | 0.803 | 0.546 | 0.588 | 0.239 | 0.917 | 0.768 | 0.795 | 0.443
Burr | 0.749 | 0.588 | 0.614 | 0.301 | 0.917 | 0.799 | 0.786 | 0.515
TABLE 7.4 — Bayesian bootstrap with ¢ = 0.5
o 5% 1%
n 5000 10000 5000 10000
k 500 | 1000 | 1000 | 2000 | 500 | 1000 | 1000 | 2000
Pareto | 0.543 | 0.255 | 0.257 | 0. 37 | 0.748 | 0.484 | 0.508 | 0.123
Frechet | 0.54 | 0.306 | 0.267 | 0.056 | 0.785 | 0.555 | 0.505 | 0.152
Burr | 0.574 | 0.266 | 0.253 | 0.048 | 0.803 | 0.494 | 0.548 | 0.146
TABLE 7.5 — Bayesian bootstrap with ¢ = 1
a 5% 1%
n 5000 10000 5000 10000
k 500 | 1000 | 1000 | 2000 | 500 | 1000 | 1000 | 2000
Pareto | 0.102 | 0 [0.005| O 0.29 | 0.005 | 0.024 | 0
Frechet | 0.064 0 0 0 |0.204 0 0.006 | 0
Burr 0 0 0 0 0 0 0 0
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TABLE 7.6 — Bayesian bootstrap with ¢ = —0.1

a 5% 1%
n 5000 10000 5000 10000
k 500 | 1000 | 1000 | 2000 | 500 | 1000 | 1000 | 2000
Pareto | 0.53 | 0.254 | 0.276 | 0.041 | 0.78 | 0.516 | 0.5 | 0.137
Frechet | 0.571 £ 0.309 | 0.273 | 0.047 | 0.786 | 0.547 | 0.515 | 0.172
Burr | 0.566 | 0.268 | 0.26 | 0.037 | 0.79 | 0.536 | 0.54 | 0.138
TABLE 7.7 — Efron bootstrap with e = 0.1
« 5% 1%
n 5000 10000 5000 10000
k 500 | 1000 | 1000 | 2000 | 500 | 1000 | 1000 | 2000
Pareto | 0.813 | 0.683 | 0.64 | 0.386 | 0.945 | 0.837 | 0.844 | 0.642
Frechet | 0.797 | 0.56 | 0.584 | 0.209 | 0.928 | 0.759 | 0.822 | 0.479
Burr | 0.772 | 0.584 | 0.581 | 0.302 | 0.9 | 0.801 | 0.809 | 0.538
TABLE 7.8 — Efron bootstrap with ¢ = 0.5
a 5% 1%
n 5000 10000 5000 10000
k 500 | 1000 | 1000 | 2000 | 500 | 1000 | 1000 | 2000
Pareto | 0.205 | 0.005 | 0.024 0 0.474 1 0.046 | 0.077 0
Frechet | 0.144 0 0.004 | 0 |0.377 | 0.011 | 0.051 0
Burr 0.01 0 0 0 |0.054 0 0.001 0
TABLE 7.9 — Efron bootstrap with e = 1
a 5% 1%
n 5000 10000 5000 10000
k 500 | 1000 | 1000 | 2000 | 500 | 1000 | 1000 | 2000
Pareto | 0.088 | 0.002 | 0.01 0 [0.317 | 0.003 | 0.012 | O
Frechet | 0.057 0 0.03 0 |0.221 0 0.007 | 0
Burr 0 0 0 0 0 0 0 0
TABLE 7.10 — Efron bootstrap with ¢ = —0.1
Q 5% 1%
n 5000 10000 5000 10000
k 500 | 1000 | 1000 | 2000 | 500 | 1000 | 1000 | 2000
Pareto | 0.56 | 0.262 | 0.25 | 0.043 | 0.801 | 0.488 | 0.502 | 0.154
Frechet | 0.561 | 0.28 | 0.274 | 0.046 | 0.762 | 0.532 | 0.52 | 0.16
Burr | 0.585 | 0.288 | 0.284 | 0.046 | 0.796 | 0.497 | 0.497 | 0.153

120




Note that there are two factors which influence the power of the test. The power
increases with k, the number of extremes. Moreover, the power also increases with
le|. We can also remark again that there is no difference on the power between
distribution belonging the domain of attraction of Fréchet or being exactly Pareto.

The following histograms present the distribution of p-values for the Fréchet
model but when ¢ # 0, that is for a sample which fails the proportional tail model.

FIGURE 7.2 — Distribution of p-values under H;
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We see that the distribution of p-values concentrates around zero as || grows. This
traduces the fact that the power of the test tends to 1 as |¢| increases.
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7.3 Proofs

7.3.1 Proofs related to section 7.1.4

Proof of Lemma 7.1. Consider (Z;,Y;)1<i<n 1.i.d copies of (Z,Y) Z = (X,Y) €
X :=R? x R. Moreover consider a measurable map ¢ from (X x R, B(X ® B(R)) to
any measurable space. We finally define the empirical measures define

1 n
H?{? = %Z]l{Y;J>Yn—k:n}5ﬁp(Xi7Yn—k:n)7
=1

and for each y € R,
k

~ 1
g .
Hk,y T %Z‘Sw(zi,y)

=1

where Z; are ii.d with law L(Z|Y > v).
With those definition, we prove the Lemma 7.1 showing

L (Yo =) = £ (1T},

and specializing with the function ¢ : (Z,Y) — Z.
For fixed y € R, write p, the law of Hivy, namely

1 k
i=1

Let A € W,(X) and B be Borel, the proof consists in showing the following equality,

P ((]1 Z 680(Zi7yn_k:n)7yn—k::n) S (A, B)) = /prn_k<A)Pyn_k:n(dy) (7.11)

i€ly, i

where [, denotes the set of the indexes 1 < ¢ < n such that Y¥; > Y,,_., We start
by computing the joint distribution of Hi and Y, k... Given a sample (y1,...,Yn)
having no ties (since F' is assumed continuous), there exists a unique o € &,, which
orders (yi, ..., yn). Hence, since (Y7, ...,Y,) has almost surely no ties, we have

1
P (k Z 5S0(Zi7Yn—k:n) eANY, ., € BNndlo st Yoy <. < Yg(n)>

1€l

1 n
=P ( Z 550(Zi7Yn—k:n) cANY,_1, € BN3lo st Yg(l) <. < Ya(n))

k i=n—k+1

1 n
= Z P ( Z 590(Zi7yn7k:n) e ANY, ., € BNst Yg(l) < ... < Yg(n))

ceS, k i=n—k+1

:n!]P’(

T =

Z 5@(Zi7Ynfk:n) E A m Ynfk:n e B m }/1 < ... < Yn> .
i=n—k+1
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The last probability can be written as

/ n ]l{% Z?:n—k+1 5Lp(zi’yn7k:n)EA}]]‘{ynfk:neB}]l{yl<'~<yn}HPZaY<dZ’L'7 dyl) (712>

i=1

For a fixed y,,_r we have

n—k—1
Jzn—r—1 Ty« <y, i} '1:[1 PZ,Y(Ziayi) = PV <..<Yok1<VYnu)

F(ynfk)n7k71
(n—k—1)!

Hence (7.12) is equal to

PY(dynfk)-

M 1 n 1 ﬁ Pzy(dz;, dy;)
5 (n—k—1) i (D it Ooesm ) €AY {Un—k<e<un} z,y \d%;, AY;

i=n—k+1
(7.13)
Seeing that

Lyor<eocont = Lynpa<eosyad_ I L Dgnon<y)

the integral between brackets in 7.13 is equal, for fixed ¥, _, to

P

| =

Z 5W(Zi7ynfk:n) cEANYi>n—k Y, >y, s NY, g1 < ... < Yn)
i=n—k+1

|

=
| =
[~]

5S0(Zi7yn—k:n) € AN Yok < ... < Yn‘VZ >n—FkY;, > yn_k) IP)(Y; > yn_k)k

i=n—k+1
1 n - ~
=F E Z 54;’(21‘7971719;”) cAN Yn*k‘i’l <...< Yn) ]P)(Y; > y”*k)k
i=n—k+1
1 n - ~
=P r 2 15W(Zi7ynfk:n) EANY, g1 <. < Yn) (1= F(yo-s))
i=n—k+

The second equality holds because £(Z;,Y;) = L((Z;,Y;/y)|Y; > y). Moreover, we
have

i=n—k+1

1 & ~ ~
IED (k Z 690(Zi7ynfk:n) € A N Yn_k+1 << Yn)

1 & 3
= (k > OulZivain) € A) P (Yn—k+1 <. < Yn>

i=n—k+1
1
:pyn—k (A) E

Combining those identifications we can see that the right hand side probability in
(7.11) is

/B pyn—k(A)k:!(n_n;{:_l)!F(yn—k)n_k_l(l — F (Y1) Py (dyns)
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which can be simplified into

/pyn k Vo gen (AY).-

This concludes the proof.
m

Remarque 7.3. This proof use the fact that the sample (Yy,...,Y,) had almost
surely no ties. Nevertheless, the result can be extended to the case where F is not
continuous using the ties breaking algorithm given at the end of Section 3.2.

Proof of Proposition 7.1. 1. Define, for t > tq,

/ / oo Us(2/Fo(U(1)))
Rd 2U(t)
Let a fixed t > t,. Consider (X,Y) and (X*, Y*) such that X ~ Px|ysu) and

X* ~ 0 Px satisfy the maximal coupling (Lemma 5.1) and with Y, Y* built as
follows. Given X = 7 and X* = z*, consider Z a standard unit Pareto random

% and Y* = Z7 with v = 1/a. Consequently

(X’, }7) and (X*,Y™) is a coupling between P(x 7()-1y)z>: and 0 Px ® P,. The
triangular inequality for the LP-norm entails
(X, V), (XY ) |e < [ gpx-llee + [[Tog(Y) — log(Y™)| s
<P(X # X7+ [[log(Y) = log(Y")]|
< 1Pxizs¢ = o Pxlly + | log(Y) — log(Y")||»-

P s 1/p
?PX|Y>U(t) (dl‘)) . (7.14)

variable and set Y =

This leads to

WP(P(X,U(t)—lY)|Z>taUPX ® P, )
< || Pxizo1 — o Pl + [ og(Y) — log(Y™") | 1o

By construction, we can see that

[ log(¥")—log(¥’ rm:<@/ ’ ( Z@%U»>

Introducing this quantity in the previous inequality, we have

dz

1/p
PX|Y>U(t>(dx)> :

Wy (Pox.v-1v)y >0, 0(x) Px (dz)@ Py) < Ap(t)+]| Pxjysy (dz)—o () Px (dz)|| 147,

The quantity ||Pxjysy(dz) — o(x)PX(dx)H;/‘? converge to 0 by Lemma 7.8.
Moreover, the Lemma 7.6 entails that A, has the same asymptotic behavior

0= (L ke (i)
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The extreme value condition (7.3) implies

| UG/BU®) |
: ’10g sz<1/px<U<t>>>‘ =0

Furthermore, Potter’s bounds (see e.g. [22] Proposition B.1.9) give a t; > 0
such that for t > t;

U(z/F:(U(t))
U1/ F(U(1)))

This implies an integrable bound for ’10g (%) ‘p and the convergence

of A}, to zero follows from the dominated convergence theorem.

t—+o0

‘ < max((1 — &)z, (1 +¢)2°).

2. In order to make equations easier to read, we denote by ¢, := F,(U(t)).
The first point of this Theorem together with assumption that A, = 0(Acst)
entail that we can conclude this proof by showing that A,(t) = O(Aeu(?)).
Moreover, using the decomposition (7.20) we can see that lim A, (t)/A...(t) =
lim A}, (t)/Aczt(t). The rest of the proof is focused on the study of asymptotic
behavior of A} /Acyi. With the auxiliary function f(z) = log(U(z)/27), consider

the ratio
Al _ (e |fele) it )" &= ”p
emt t /Rd/ emt t) (dx) .
As a consequence of Lemma 7.7,
(1) o | FGle) — fe)| d w
+(1) /IRd/ At (1/01) ?leym(t)(dx)

dz p
2 PX|Y>u(t) (d$)> .

too | f(z/or) — flen) |
</Rd/ ‘ ::t 1/%@

The second order assumption (7.5) entails that, in the terminology of [22], f
is of extended regular variation at infinity with index p. Consequently, we can
use Theorem B.2.18 p.383 in [22] to get, for an arbitrary &, § > 0, there exists
to such that

|f zfo) — flo) 20 —1
emt th) P

<zt forallt>tg,z> 1. (7.15)

Then, the convergence of A7 (t)/Ac(t) to 0 is a consequence of the dominated

convergence theorem with dominating function provided by Equation (7.15).
O

Proof of Theorem 7.4. 1. For a random variable Z with standard unit Pareto
distribution, the random variable % has the same distribution as

Y given Y > U(t) and X = z € R% We deduce that the joint conditio-
nal distribution of k top order statistics together with concomitant statistics
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((X(n,kJrl), Yn—k+1:n/Yn—k:n>7 R (X(n), Ynn/Yn—kn)) giVen Yn—k’:n = U(t) is the
same as ((X(l), Y. k) - (X(k), ffk;k)) with Y; = w build with an i.i.d
unit Pareto sample (Zy, ..., Z;,) and (X1, ..., X;,) are k ‘copies of a random va-
riable X ~ ~ Px|ysuw-. This way, we build a sample (Xl,Yl) (Xk,f/k) with
L(X,Y) = L(X,Y|Y > U(t)). As a consequence of Lemma 7.1, the condi-
tional distribution of I, given Y, ., = U(t) is equal to the distribution

of
. 1.k
Hkvt = E Z E(Xuf/z)
i=1
Consequently, Theorem 2.3 in [11] together with Proposition 7.1 entail
<Wp(Pxum-1v)ysv: 0 Px @ Pu)
<A () + | Pxysua — o Px |l
We know moreover that Y,,_., L oo for the intermediary sequence k. Conse-

quently, we have 1/F(Y,_p.,) — oo. By Proposition 7.1 and Lemma 7.8 we
get a constant M such that

W]:EQ)(PH , Prz) < M Aoy (1) F (Yo )+ Ay (1/F(Yy_:)) — 0 in probability.

n,k‘Yn,k )

2. This point is straightforward in view of the previous inequality together with
Proposition 7.1.
O

Proof of Theorem 7.5. Introducing, for t > ty, the quantity
Ua 2/ Fe(U(1)) y e

> T 2U@) dz
1 20 -“p d
fu T AL/ E )| 2 ¥ ]

with the same arguments as in the proof of Theorem 7.4 we have, for t > to,

We can remark that the asymptotic behavior of || Pxjys, — JPX||1T/‘I,) is known since
we can apply Lemma 7.8 and A,,,, = 0(A.;:). Consequently the knowledge of the

asymptotic behavior of WIEQ) (Pnn,k|yn—k:n:U(t)7 PHZJ only relies on A,;. Using the
same decomposition as in Equation (7.20) in the proof of Proposition 7.1, we can
see that A, has the same asymptotic behavior as

U(z/Fx(U(1)) P 1/p

AU/ F (U (1) dz
= p q
o = /Rd/ 1+Am(1/F( (t)))zﬂ 1| L2 x|z>t(d7)

Theorem B.2.18, p.383 in [22] used with the function f : z + log(U(z)/27) implies,

U(z/Fy(u(t))) - 2 —1 - ot
‘log Z’YU(l/Fw(U(t))) — Aeat(1/FL(U(2))) P <e|Aent(1/F(U(1)))]2 6’
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and, with x — 22? <log(1+ z) < z, for z > —1/2, we deduce

U(z/Fy(u(t))) _ 2P —1
o LD oy (/)|
< 5’Aext(1/ﬁx(U(t)))|Zp+6 + 2Aewt(1/ﬁx(U(t>))2 pr_ :

Now, taking the LP-norm and € being arbitrary, we get A} (t) = o( At (1/F,(U(1))))
as t — oo. Whence the result. O

Proof of Lemma 7.2. Let (Qg, QZ) be a coupling between P, and PQE‘ Consequently,
W;£2)<Pan Fo; )P < E(W,(Qe, QZ)”) We deduce from Theorem 4.4 that

Wy(Qe. Qe =sup [ @ — [ pdQe

Where the previous supremum is taken over (y,%) continuous and bounded satis-
fying
plr) —¥(y) < d(z,y), =yed. (7.16)

Taking expectations, we have

E(W,(Qe, Qg ) < — de Z;, Z7), and hence

=1

1/p
W( )(PQ§7PQ ( Zd ZHZ*>> :WP(QaQ*)

=1

For the converse inequality, there exist to continuous bounded function ) and ¢
fulfilling 7.16 and such that

k
W@ = [ vd@ — [ pdQ = > 0(:0) - ez
i=1

Now define

e W, (X) > R and ¢f: W,(X) » R
I [yedl T [yd

127



Since these are Lipschitz functions, we can write

W@ (P Poe) > ﬁdP*—/ ‘P,
» (Poc, Par) 2 wmw Q% iy ¥ 0

> B ([ vdq; - [ vdq)

L& . N
= E Z¢(zz> @(zl) = Wp(Qa Q )p
=1
O
7.3.2 Proofs related to section 7.1.2
Proof of Theorem 7.1. Define the estimators on the limit model,
. 1&E
C;; = EZ]I{XZ_*SQC}, and
i=1
1 k
Ve = %Zlog (Y7
i=1
In virtue of Lemma 18 in [11] it is enough to show that
WolP /5@ ()-c)an—Waorn=v(0 PVRG (- 03-) 7 0 (7.17)

because VE(Cr(.) —C(.), 41 —7) converges in distribution to (B, N) as a straightfor-
ward consequence of the central limit Theorem and the theory of empirical processes
for i.i.d samples.

Note first that CA’: and 4 respectively depend only upon X* and Y* which are
independent, so that the weak convergence of the couple is equivalent to the weak
convergence of the two margins. Since Y* have a Pareto distribution with parameter
a, log(Y*) admit a exponential distribution with parameter . So the convergence
of Vk(4f — ) to a normal distribution is due to the usual central limit theorem.
And, according to Theorems 2.5.2 and 2.6.7 of [82], the point is to show that the
class of functions {f; : © — L(_so (), t € R?} is a Vapnik-Chervonenkis class with
square integrable envelope. Which is clear.

In order to prove equation (7.17), consider L>°(R?) x [1,+00) endowed with the
distance D defined as

D((f1,31), (f2:92)) = sup|fa(x) — fo(2)] +[log(y1) — log(y2)].

z€R4

We remark that (C,,(.) — C(.), % — 7) and (C:(.) — C(.),4; — ) are obtained res-
pectively as images of II,, ;, and II} by the map

O: W,(X) — L”(Rd) X [1,400)
II = (te fRdx[1;+oo) ]lzgtn(dxa dy), fRdx[1;+oo) log(y)II(dz, dy)).
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We prove that ® is Lipschitz which, together with the Point 2 of Theorem 7.4,
implies equation (7.17). Consider II; and Il € W,(X) and ((X1,Y1), (X2,Y2)) a
coupling between II; and IIy, we have

D(p(ITy), ¢(I13)) = ng!P(Xl <z)—P(Xy <)+ Ellog(Y1) — log(Y2)|

< P(Xy # Xy) + E|log (Y1) — log(Y2)|
< E(d((Xy1, Y1), (X1, Y1)))-

Taking the infimum over all coupling we have
D(p(ILy), p(Ilz)) < Wi(Ily, ITz) < W, (11, IT3).
So @ is 1-Lipschitz and this entails
Wo(P g @, ()-c0) Vo =@y DVE@: 0-cO5p-1) < VEW, (Pt 15, =0 Pry)
and so goes to 0 when n grows to infinity. O]

Proof of Addendum 7.2. All the notations used in this proof are the same as in the
proof of Theorem 7.4. Moreover, consider

G = [ g, (dy) and Cp(@) [ Lue Il (du) @ € R

Since the function ® defined in the proof of Theorem 7.4 is Lipschitz, by Corollary
6 in [11] we know that

2
WP(P\/E(@\T}—C,%—«/)’ P\/E(é\;k_cﬁ;;t_’y)) < \/EWP( )(Pﬂn,k\Yn—k:nv PHZJ)'

By definition of IT}; and IT} , we have C, = Cn,t. Consequently, we prove the theorem
if we show the convergence in distribution of

\/E(C‘,;t_c’ ’?Z,t_v) — \/E(O 07 ,Yk ) ( \/_ Zlog (1 + Aext(l/FX ( ( )))pr—l)) .

We know that \/E(CA’;; — C,A; — ) converge in distribution to a Gaussian process
(B, N') with B a C-Brownian bridge and N’ ~ N(0,7?). We compare the second
term with vk Aee (t)E(0(X)~?)b(p). Using the triangular inequality and log(1+z) —
r < 2% we get

zf -1
p

Lt A1) Fx (U (1)) )—@Am@m(a(xr@b(p)

=
-

Lp

< 1k > (Aext(l/FXi(U(t)))Zipp_ 1)
*‘1;«-2;“%41/@ UON L - VEALOEG (X))




Since o is bounded, by Lemma 7.7, there exists M > 0 such that
L& (20 -1
‘ 322 ( p )

Where ?(1) is uniform in z € R%. Moreover, by Lemma 7.7, we have

k

5 (At Pt m»”;ﬁz

< M\/_Aeact

(1 +o(1))

Lpr Lp

= O(\/EAeact (t))

MFZAMU&<<m”‘Vw@%ﬁmwmﬂwm
= VEAlt) 320000+ g0) 2 Bl (X))

Introducing the quantity 1 % SF  o(X;)7?b(p), the triangular inequality entails

H;zﬂxrm+gmﬂjl—MNMﬂwm
< fion (0 g2t < 00|+ 3o - Be(n )

We know by assumption (7.2) that there exists a constant M > 0 such that

S )

1k Zp—l
P

F e (g E w0 |

t p

Lp

i

(t)(l).

Lr

The law of large numbers entails the convergence to zero of this term, as well as the
following convergence to 0 :

[ 35000 - Blo00)

Collecting the rates of convergence we get,

Wp (P\/E(an—c7’?k—7)’ Py ®N(\/EAe:vt(t>b(p)7’y2)> = kgm<¢%Aext(t)) + O (O(l))

k—+oo 't
Consequently the result follows when ¢t = n/k with k an intermediate sequence such

that VkAey(k/n) — A O

7.3.3 Idea of the proof of Conjecture 7.1

The aim of this section is to prove Conjecture 7.1 and to use it to derive a test
procedure for the validation of the proportional tail model. We start writing Ay in
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terms of empirical process G, = vk (I, — P) with P := 0Px ® P,. Following
the definition of Ay, it is natural to consider G,, ; as a process indexed by the class
of functions

Fi={f,:(z,y) e R x [1,00) > log(y) 1 (—oo,u (), u € R4}

and to study the weak convergence of this process in L*(F). The process G, is
not centered, this bias is voluntarily introduced in order to make the coupling with
the empirical process G} := vk (IIf, — P) easier. This time, this process built upon
the limit Pareto sample is well centered.

Lemme 7.3. Forany 1 <k <n andu € R?, we have

1

G ii(9)Gn (]1(_00714) (7.18)

where g : (z,y) € R x [1,+00) — log(y).

Formally, the indicator in this lemma should be the application (z,y) € R? x
[1,+00) + L(_oou(z) but we write it as an indicator of a subset of R? for more
clarity.

Démonstration. We compute the right hand side of Equation (7.18) for u € RY. We
start noticing that G, (g]l(_oo,u] — V(oo — C’(u)g) worth

;z > log (YY) Loz —VE (10() + 7 (Calw) = C(w)) + Clu)(3r = 7))

Moreover,
VE Gor(9)Gnp (1 sem) = VE (Culu) = C(w) (51 — 7).
Now, noticing that
AC(u) + 7 (Cult) = Cw)) + Cw) (i = 7) + (Cul) = Cw) (1 = 7) = Culu)i

the right hand side in (7.18) is

1 k Yn —in ~ A
7k > log ( YHk > | e VEC, (u)3r = VEAR(u).
i=1 n—kmn

Lemme 7.4. For every sequence k := k(n) such that 1 < k <n and k — oo,
. d
G, — G
k—o00

with G the centered Gaussian process in L (F) with covariance function

cov (G(f1),G(f2)) = P(fife) — P(f1)P(f2), fi, f2€F.
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Démonstration. Following [82], this result is proved showing that F is a Donsker
class. Consequently, it is enough to hold that F is a VC-subgraph class of functions
with square integrable envelop (see e.g. [82] for more details). The class F can be
rewrite as {fg, g € G} with

G :={gu: (7,y) € R x [1,00) = 1(_oo(z), u € R}

which is a VC-subgraph class as a collection of indicators of cells of R? (Example
2.6.1 in [82]). Consequently, F is a VC-subgraph in virtue of Lemma 2.6.18 in [82].
Moreover, for every f € F,

flz,y) <log(y), ze€RY y>1,
and q
1 dP:/ log2(y) =L = 242 < 0.
/RDX[LOO) 08 1 08 (y)yl/'v v o0
0

The last Lemma needed to achieve the proof of Conjecture 7.1 is a coupling
result between G,, ;, and Gj, which allows us to say that G, , and G have the same
weak limit.

Since G, and Gj are seen as elements of L>°(F) the coupling construction
involves the consideration of the Wasssertein distance over L*(F) endowed by the
metric

|G = GallF = sup G1(f) = Go(f)l,  Gr, Gz € L¥(F).
S

Such a supremum is not measurable in general, but it is the case for |G, — G} || .
Since the two empirical processes are centered by the same probability measure, this
is a consequence of the measurability of

sup |(IL, x — II;) (f)]-
feF

The measurability of this supremum can be obtained as a particular case of a pro-
perty of the class F. We say that a class F is measurable if

n

Zeif(XiaY;)

=1

(X1,Y1),...,(X,,Y,)) — sup
feF

is measurable (on a completion of the underlying probability space) for all n and all
(e1,...,6e,) € R". Indeed, considering the countable class of functions

Q:={g,: (z,y) e R x [1,00) > log(y) 1 (—oo(), u € Q7,

the class F is measurable since each function f € F there exists a sequence g, € Q
such that g, (z,y) — f(z,y) for all (z,y) € R? x [1,00) (Example 2.3.4 in [82]). A

such sequence (g,,, )m>1 is built with a sequence (t,,)m>1 C Q¢ converging to u by
density, so this sequence do not depend on (z,y). And the point-wise convergence of
(9u,, )m>1) holds since all function in F are component-wise cad-lag (this particular
type of measurable classes are called point-wise measurable classes). Consequently,
taking the definition of measurable class with all (e;)?_; equal to 1/n for every n,
we get the measurability of |G, — Gi|#.
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Lemme 7.5 (Lemma to be corrected). For p € [1,00) and for every 1 < k <n we
have

E (|Gni — Gill7) < VEW? (Py, . P;) -

Since F is not only constituted of 1—Lipschitz functions, the proof of this result
is not as direct as we expected. Actually, this result may not be true stated in that
way, but a similar is certainly true if we replace F by the set

Far = {fu: (2,y) € R? x [1, 00) == min(log(y), M) (-ceu(), u € RS,

with M > 0. The following sketch of proof present how to combine those lemmas to
prove the Conjecture 7.1. Of course, this proof should include a corrected version of
Lemma 7.5.

Sketch of proof of Conjecture 7.1. The expected coupling Lemma 7.5 gives us that
Gy, and Gj, have the same weak limit.
Consequently, writing G,,, = G, — G + G}, Lemma 7.4 and Slutsky’s lemma
together imply

G = G, in L(F).

Consequetly we get for u € R?

\}EG@)G (L) = O (iﬁ) |

Introducing all those convergences in the expression of Ay given by Lemma 7.3, we
have,

(\/EAk(u)) BN (G (g]l(_oo,u] — V(o) — C’(u)g))

u€RY k—oo

(7.19)

ueRd

Then we can identify the limit computing the covariance function. For fixed uy, us €
R?, consider the covariance

cov(g(Y™) L (oo, (X7) = YL (o0, (X7) — Clur)g(Y™),
I )L (o0,us) (X)) = YL (mo0us (XT) — Cu2)g(Y™))
with (X*,Y*) ~ 0Px ® P1/,. Seeing that X* and Y* are independents, for u € R4

E(1(—oou(X*)) = C(u), E(log(Y*)) = v and that E(log*(Y*)) = 27% we easily
deduce the following expression of (7.19) :

Y(C(ur A ug) — Cur)C(uz)),

which is the covariance function of (yB(u)),cge With B the C-Brownian bridge.
Moreover, exactly under the assumptions of this Theorem 7.1, 4, is a consistant
extimator of v > 0. This leads, by Slutsky’s lemma,

(VES) ) (B

’3/]? k—o0
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7.3.4 Bootstrap and proof of Theorem 7.3

The aim of this section is to study the bootstrap procedure with respect to the
Wasserstein distance in order to have asymptotic normality of bootstrap version of
estimators of v and C. The bootstrap empirical process is defined as

Gg,n = \/E (Hg}n’k — Hn,k)

where the Il; ,, i, is the bootstrap empirical measure

Yn+1—i:n)'
Yn—k:n

1k
IT == ;
Enk L ; gn’lg(X(aniy
The assumption about the empirical mean of the weights entails that this bootstrap
empirical measure is actually an probability measure.

Her =7 ;5"»1'5@:%*)

with (X}, Y;*)1<i<r a sample drawn with the distribution of the limit Pareto model.

That is, with X7, ..., X i.i.d with density o(z)Px(dx) and, independently, Y}*, ..., Y}
i.i.d with Pareto distribution P,.

Proposition 7.2. Assume F' is continuous and p € [1,00),

sup [Ee(h(Me pp — ) — Ee(A(Ilg ), — 113))[ = Op (A(n/k)) .

heBLy

Proof of Proposition 7.2 . The Kantorovich duality (Theorem 4.4) leads to

* * 2
D [Ee(A(Me =Tl ) ~Ee (Mg =T1) < W (Prtg 1, a1@ ¥ Fitg 17120
1

(2
dability. Since W is the more stringent of all Wasserstein distances, we can replace

Wl(Q) for any distance WIEQ) with p > 1 in the previous inequality. Moreover, condi-
tionally to D, the measures II,, ; and I} are constant elements of W,(R? x [1, c0).
Consequently we have

where ©,, ;, denote the sample (X(,11-i), Yat1—im/ Yn—km, X, ¥;")1<i<x for more rea-

WzSQ) (Png,n,k_nn,k‘(Qn,k)ynfk,:n)7 Pﬂz,k—H;;I@n,k) SWp(Z) (Pnf,n,k‘(Qn,k:Ynfk,:n)’ pngk@n,k)
+Wp (Hn,k> Hlt;) :
We know by Lemma 7.2 that
2 *
WIE ) (PHE,n,k‘(Dn,kyYn—k,:n)7 PHE,]JDTL,IQ) = WP (Hn,lw Hk) N

Taking the expectation with respect to ©,,; we get

2 2

W (Png,n,kfnn,wnfk,mv PH;,;H;) <WP (Pnn,lenfk:mPHz) :

Point 3) of Theorem 7.4 entails

1
2 _
WZS ) (Pﬂgyn,kfﬂn’k\Yn,kma PHEJC—H;;) - OP <A€It <F,<Y L )>> .

The result follows by taking the expectation with respect to Y,,_g.p. O
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Proof of Theorem 7.3. Considering that v/k(Cepn(-) — Cn(-), Fem — An) is the image
of G¢,, by the 1-Lipschitz map ® defined in the proof of Theorem 7.1 by

B W(X) — Lo(RY x [1,+00)
II = (t = fRdX[l;—i—oo) ]IZStH(d'Ta dy)? fRdX[l;—l—oo) 10g<y)H(d$, dy)>7

this proof is done by showing G¢,, " ¢ G with G the Borel tight limit of G,,. Denoted

the bootstrap empirical process upon the limit Pareto model by
Gg, =V (I, — 1;)
we have by Proposition 7.2

sup [Ee((Ge..)) — B(c G)] < sup [Ee(h(G)) — E(GE,)

heBL1
— sup [E¢(h(G,,)) — E(c G)|
heBL
1
VhkAe | 27— | - Ee(h(Gg,,)) — E(c G)|.
B t<F(Y7L—kn)> hi%lzll 5( ( 13 )) (C )‘

Moreover, for all h € BLy, E¢(h(Geyp))* — E¢(h(Gep)). is equal to
Ee(7(Ge )" —Ee(h(Gg )" +Ee (G )« —Ee (G ) )t Ee (G )" —Ee (A(G 1))

The two first differences are both converging to 0 in probability. As a consequence
of Lemma 1.2.2 in [82] we have

[Be(A(Gen))® — Be(h(GE,)"| < Ee (|M(Gen) — B(GE,,)|)
<Ee (VEW, (e pp — Mop, Tz, — T17))
This upper bound converges to zero to infinity by Proposition 7.2. The case of the

second defference is straight forward remarking that E¢(7), = —E¢(—7")* for any
random element 7'. After those considerations it appears that, if G, «? ¢ G then

Gen i G. Theorem 3.6.13 of [82] entails the result since the two classes of functions
Jo= {fw,y : (u,v) = ]l{ugsc}]l{v>y}7 T e Rd7 Yy e [1700)}
and

Fs={g—1f f,g€F, oPx @ Po(f —g—0Px ® Ps(f — g9))* < 6°}

are respectively Donsker and measurable for every > 0. We have seen that F is a
Donsker class in the proof of Theorem 7.1. The measurability of Fjy is a consequence
of a classical results which mention that the classes constituted with indicators of

intervals or orthants are always measurables.
]
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7.4 Appendix

7.4.1 About proportional tail model

Lemme 7.6. Assuming U continuous,

1. Under assumptions (7.1), (7.2) and (7.3) we have, as t — o0

2. If moreover we assume (7.5) with Aprop = 0(Aeqt), we have

U(+/E(U1) U=/ F(U(1)) 1 g
0 UQ/EU®) (”tgoo(’qm(a(v(t)))))’ <K

Démonstration. For the sake of clarity, we write ¢, = F,(U(t)) during this proof.
This proof is based on the following decomposition

Us(2/Fx(U(1) _ o) U(L/Fo(U(H)  Ua(z/Ea(U(H)) U(z/Fo(U(1))
u(t) Ux(1/F(U(#)  o(z)U(z/FUR))) UL/F(U(1))

This equality hold since U is continuous. Consequently, it is the same for U, for each
r € RY and we can write U(t) = U,(1/F,(U(t))).

(7.20)

1. We can bound first the two first ratios in the right hand side. Let € > 0, using
the proportional tail assumption (7.1) we get the existence of yy > 1 such that,
for y > vy and every z € R,

U((1 —e)o(x)y) < Usly) SU((1+e)a(x)y).

Moreover, since U satisfies the first order extreme value condition, U is regu-
larly varying with index ~. Consequently we can apply the Potter’s bounds
(p.367 in [22]), which entail for all 6 > 0 the existence y; > 1 such that,

(1 =) N °U(y) <UNy) < (1 +)NTU(y), forally >y, Ay > 1.

Consider y such that y > max(yp,y;) and (1 — €)o(x)y > y;. Combining the
previous inequalities, we get,

y—5+1 - Us(y) HS+1
(1—¢) o+ o(x) I < m <(1+¢) +4 0(x)5.

Since tlim 1/F,(U(t)) = 400, we can set y = 1/F,(U(t)) in those inequalities,
for t large enough,

e UU/EU©)
R S A))

136

< (14 )P+ g(2).



Moreover, for z > 1, the same bounds hold replacing y by z/F,(U(t)) and
conserving the same ty. Those specified bounds together with the decomposi-
tion (7.20) give

UG/ FU(1) (1)~ o(a)™> _ Uu(z/E(U(1)))
SUEUER) et = 200
U(z/Fo(U (1) (1+2)H o (a)?
S DURUE) 1-ep1

Together with assumption (7.2), the Point 1 follows letting ¢ — 0.

. Now, condition (7.1) taken with y = 2/, entails the existence of a constant
M > 0 such that,

( Fz/) (1 + MAy., (;) ) ) h

Fu(=/01) <z/got> - (““’“F (z/¢1) (1 ~ MAproy (@)))

Since z > 1, as A is decreasing at infinity, we have A (z/¢;) < A(1/¢1).
Consequently, we have

_ 1 -1
(s (14004, (1))
1 _ 1\\) "
< gy < (e (1304 (1))
Taking the inverse in those inequalities we have,
(G (1m0 (3] ) 0) <02 ()
Pt Pt Pt
<U ( <1 L MA,, (1)) a@)) .
Pt Pt

Furthermore we can deduce from second order assumption, for ¢ large enough,
there exists a constant M’ > 0 such that,

(1= M Ay () 27U(t) S U(tz) < (14 M Azt (1)) 27U (2).

We can choose M = M’ without loss of generality. After what, we can deduce,

(1= 004 (2)) (1= 214y (;)) @) U2/ 00) < Uule/0)

< (1 + M Acay (;)) (1 + MApop (;))70(9:)7U (z/¢1)
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This leads, since A.,; is decreasing, to

o () e (2)) =582
(R [ )

Introducing those bounds in (7.20), we get

Us/p) (1= MAc (£)) (1= MApap (2)) _ Ua(2/U(2/00)
U/er) (14 MAear (L)) (14 MApro, (é))7 U(t)
) )
)

Uls/pr) (14 MAeat () (14 Mo ()
U/0) (1= M At (1)) (1~ My (1))

Since Aprop) = 0(Aext, those inequalities together with a Taylor expansion
entail
Un(z/U(z/ ) _ Ulz/) (1 o ( A <1>>> |
U(t) U(1/r) o

Lemme 7.7. Under assumptions (7.1), (7.2) and (7.5) with U continuous, uni-
formly in x € R?, we have

]

Démonstration. The main assumption (7.1) of proportional tail model entails F, (U (t)) ~
o(z)F(U(t)) = o(z)/t. Moreover, Theorem 2.3.3 in [22] implies that A.,; is regu-
larly varying with index p if (7.5) hold. Consequently, Theorem B.1.4 in [22] entails,
recalling that o is bounded away from zero at infinity,

L Aw(tfo()

. . d
o) A () , uniformly in x € R

These two considerations yield the result. O]

7.4.2 About maximal coupling

The following lemma show that Equation (5.7) keep valid in the framework of
optimal coupling. Moreover, we get an additional precision in the fact that the bound
can be established with the function A but also with A,,,,. This precision will be
necessary in the biased case.

Lemme 7.8. Under Assumption (7.1) we have
[ Pxjy>y(dz) — o(2)Px(dz)[[rv = O (Apop (y)) , asy — oo

138



Proof of Lemma 7.8. For A € B(R?), the conditional probability can be written as

(XGAY>y)
PY >y)

Py jysy(A) = / Fo(y) Px(dz).

Since o is bounded, Assumption (7.1) entails that there exist, M > 0 such that

‘Fx(y) —o(2)| < MApop(y), y>1,2€R%
F(y)
Hence, we have
— fA Fu(y) Px (dz)
|P(X € AlY >y) — [qo(2)Px(dz)] = IW — Jao(x)Px(dz)]
< |29 o(a) Py(da)
= MAPTOP( ).

Taking the supremum over A € B(R?), we have, by definition of the total variation
distance
IL(X]Y > y) = oPx|lrv < MApop(y)

which concludes the proof. O
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Perspectives

Cette section présente les extensions prévues de ces travaux.

e La premiere extension sera traitée dans un avenir proche, car elle constitue la
suite du dernier chapitre tel qu’il sera soumis sous forme d’article.
Nous souhaitons comprendre le comportement du modele des queues propor-
tionnelles lorsqu’une des coordonnées de X n’a pas d’effet sur les extrémes.
Et ainsi fournir un test permettant de vérifier si une coordonnée a en effet un
impact sur les extrémes.

e Notre estimateur plug-in des quantiles a été étudié uniquement dans le cas ou
le seuil est déterministe, cependant il est plus classique de considérer Y, g.x.
Il serait donc bienvenu d’étudier notre estimateur avec un tel seuil.

e Le troisieme point est nécessaire a la réussite du second et fait écho au pre-
mier. Notre estimateur du quantile requiert ’estimation de o, ce qui nous
pousse alors naturellement vers des problématiques d’estimation de densité.
Notre estimateur présente deux principales lacunes que I’on pourrait chercher
a combler. La premiere est que, comme l'estimateur du quantile, I’estimateur
a noyau proposé est construit a partir d’un seuil déterministe et il faudrait
donc étudier le seuil aléatoire qui est souvent préféré. L’autre problématique
est celle de la dimension. En effet, notre estimateur a noyau souffre du fléau
de la dimension qui fait chuter la qualité de ’estimation lorsque la dimension
de la covariable est grande. Ceci pose des problemes important en fonction
du domaine d’application. Une solution possible serait d’utiliser des méthodes
lies aux foréts aléatoires [6]. Un objectif théorique est de donner des résul-
tats de convergences pour un estimateur construit avec des foréts particulieres,
comme les foréts honnétes [84], [85] ou les foréts uniformes [16], qui sont plus
simples a étudier que les foréts originales de Breiman [12]. Un estimateur de
la densité basé sur ces dernieres pourrait tout de méme étre étudié et comparé
aux précédents par simulation.

e Une fois un tel estimateur mis au point, il serait alors intéressant de le comparer
aux estimateurs existant et de le mettre a I’épreuve sur des jeux de données
réelles.
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Résumé :

Dans le travail présenté dans ce manuscrit, nous développons deux méthodes
de couplages pour la régréssion quantile extréme. Nous considérons des variables
aléatoires Y € R et X € R? et nous voulons estimer le quantile de niveau 1 — o de
Y sachant X = z. Ce probleme est étudier dans le régime des extrémes, c’est-a-dire
que « tend vers 0.

Dans cette étude, nous introduisons le modele des queues proportionnelles, ins-
piré du modele des extrémes hétéroscédastiques de Einmahl, de Hann et Zhou. Ce
modele reviens a supposer que Y admet une distribution a queue lourde et que la
queue de distribution de Y sachant X = x est asymptotiquement proportionnel a
la queue de Y non conditionnelle. Nous proposons alors des estimateurs des diffé-
rents parametres de ce modele ainsi qu'un estimateur du quantile conditionnel, ces
estimateurs sont ensuite étudié avec deux méthodes de couplage.

La premiere méthode repose sur le couplage de processus empiriques et se concentre
sur l'estimation des parametres du modele ainsi que 'estimation du quantile. La se-
cond méthode est quant a elle relié au transport optimal et repose sur 'utilisation
des propriétés des distance de Wasserstein. Cette seconde approche nous permet
d’estimer les parametres du modele avec la présence de biais ainsi que de développer
une procédure de validation.

Abstract :

In this work, we develop two coupling approaches for extreme quantile regression.
We consider i.i.d copies of Y € R and X € R% and we want an estimation of the
conditional quantile of Y given X = x of order 1 — « for a very small o > 0.

We introduce the proportional tail model which is strongly inspired by the hete-
roscedastic extremes developped by Einmahl, de Haan and Zhou. We assume that
Y has an heavy tail with extreme value index v and that the conditional tail of Y
given X = z is asymptotically proporional to the unconditional tail. We propose
and study estimators of both model parameters and conditional quantile with are
studied by coupling methods.

The first method is based on coupling of empirical processes while the second
is related with optimal transport. Even if we establish the asymptotic normality of
parameters estimators with both methods, the first is focused on the proper quantile
estimation whereas the second is more focused on the estimation of v in presence of
bias and the elaboration of a validation procedure for our model.

Moreover, we also develop the optimal coupling approach in the general case of
univariate extreme value theory.
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