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Résumé

Nous introduisons la notion de régularité par niveaux pour des langages de traces
de Mazurkiewicz et nous considérons des systémes reconnaissables de réécriture de
traces, a contextes réguliers par niveaux (RTL). Nous prouvons qu’un automate
dont le graphe sous-jacent est le graphe de réécriture d'un systeme RTL et dont les
ensembles de sommets initiaux et finaux sont réguliers par niveaux (automate RTL),
est mot-automatique. En particulier, la théorie du premier ordre d'un automate RTL
est décidable. Ensuite, nous prouvons que, enrichi de la relation d’accessibilité, un
automate dont le graphe sous-jacent est déplié concurrent d’un graphe fini concurrent
et dont les ensembles de sommets initiaux et finaux sont réguliers par niveaux, est
RTL. En particulier, la théorie du premier ordre avec accessibilité d'un tel automate
est décidable. Par ailleurs, il est bien connu que la théorie du premier ordre avec
accessibilité du graphe de réécriture suffixe d’un systeme de réécriture de termes clos
(graphe GTR) est décidable. Nous mettons en évidence divers dépliés concurrents
de graphes finis concurrents qui ne sont pas des graphes GTR. L’arbre du quart
de la grille infinie est un exemple de tel déplié. La classe des dépliés concurrents
des graphes finis concurrents constitue ainsi une classe de DAG mot-automatiques,
dont la théorie du premier ordre avec accessibilité est décidable et qui contient des
graphes non GTR.

Nous définissons pour les automates de traces (automates dont les sommets sont
des traces de Mazurkiewicz) deux opérations que sont la synchronisation par ni-
veaux et la superposition par niveaux et nous montrons que si une famille 7 d’au-
tomates de traces est fermée pour ces opérations, alors pour tout automate déter-
ministe H € F, les langages acceptés par les automates déterministes de F qui
sont longueur-réductibles en H forment une algebre de Boole; la longueur dune
trace étant donnée par la longueur de sa forme normale de Foata, un automate de
traces G est longueur-réductible dans un automate de traces H, s’il existe un mor-
phisme de G dans H préservant la longueur. Ensuite, nous montrons que la classe
des automates suffixes de traces a contextes réguliers par niveaux, qui n’est que
I’extension aux traces de Mazurkiewicz des automates suffixes de mots, satisfait ces
propriétés de fermeture. Nous appelons réseau de Petri généralisé un automate suf-
fixe de traces sur un alphabet de dépendance pour lequel la dépendance est réduite
a I’égalité. Nous montrons alors que la sous-famille des réseaux de Petri généralisés
satisfait également les propriétés de fermeture ci-dessus. Cela conduit notamment a
diverses algebres de Boole de langages acceptés par des réseaux de Petri généralisés

déterministes.
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Abstract

We introduce the notion of level-regularity for Mazurkiewicz trace languages and
we consider recognizable trace rewriting systems with level-regular contexts (RTL
system). We prove that an automaton for which the underlying graph is the rewriting
graph of a RTL system and for which the sets of initial vertices and final vertices
are level-regular (RTL automaton), is word-automatic. In particular, the first-order
theory of a RTL automaton is decidable. Then, we prove that, enriched with the
reachability relation, an automaton for which the underlying graph is the concurrent
unfolding of a finite concurrent graph, and for which the sets of initial vertices and
final vertices are level-regular, is RTL. In particular, the first-order theory with
the reachability predicate of such an automaton is decidable. Besides, it is known
that this property also holds for ground term rewriting graphs (GTR graph). We
highlight various concurrent unfoldings of finite concurrent graphs that are not GTR
graphs. The infinite quarter grid tree is such an unfolding. The class of concurrent
unfoldings of finite concurrent graphs is therefore a class of word-automatic graphs
for which the first-order theory with the reachability predicate is decidable and that
contains some non GTR graphs.

We define the operations of level-length synchronization and level-length super-
position of trace automata (automata for which vertices are Mazurkiewicz traces)
and we prove that if a family F of trace automata is closed under these operations,
then for any deterministic trace automaton H € F, the languages accepted by the
deterministic trace automata belonging to F and that are length-reducible to H,
form a Boolean algebra; the length of a trace being the length of its Foata normal
form, a trace automaton G is length-reducible to a trace automaton H if there exists
a length-preserving morphism from G to H. Then, we show that the family of trace
suffix automata with level regular contexts, the extension of word suffix automata
to Mazurkiewicz traces, satisfies these closure properties. We define a generalized
Petri net as a trace suffix automaton over a dependence alphabet for which the
dependence is reduced to the equality and we show that the subfamily of genera-
lized Petri nets also satisfies the closure properties above. In particular, this yields
various Boolean algebras of word languages accepted by deterministic generalized
Petri nets.
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Chapitre 1

Introduction

Ce travail s’inscrit dans I’étude structurelle des automates infinis de présenta-
tion finie [46]. Cette notion d’automate infini est le résultat notamment de la mise
en rapport des notions de langages, de graphes infinis de présentation finie et de
logiques, que nous allons rappeler.

Langage

Les langages réguliers, algébriques, contextuels et récursivement énumérables
forment une hiérarchie croissante de familles de langages, définie par Chomsky a
partir de grammaires de complexité croissante [13]. Les propriétés de fermeture
de ces langages ont été étudiées. Par exemple, la classe des langages contextuels ou
bien celle des langages réguliers forment une algebre de Boole, c’est-a-dire une classe
de langages stable par intersection et par complémentation. En revanche, celle des
langages algébriques (ou encore celle des langages récursivement énumérables) n’est
pas stable par complémentation et de nombreux travaux ont permis de mettre en
évidence des sous-classes de langages algébriques stables par complémentation |1}
35, 16, 12|, comme par exemple I'algebre de Boole des langages d’automates a pile
visibles |1].

Par ailleurs, il est possible d’associer a chacune des classes de langages définies
dans la hiérarchie de Chomsky, une classe de machines abstraites reconnaissant les
langages de cette classe. Par exemple, les langages algébriques sont les langages
reconnus par les automates a pile, ou encore les langages contextuels sont ceux
reconnus par les machines de Turing linéairement bornées |34, 23]. Etant donnée
une machine abstraite, on peut considérer son graphe des configurations, dont les
arcs sont donnés par les transitions de la machine entre deux configurations. Un
mot est alors reconnu par la machine s’il étiquette un chemin acceptant dans son
graphe des configurations, ¢’est-a-dire un chemin dont la source est une configuration
initiale et dont le but est une configuration finale.

Cela suggere de considérer la notion d’automate infini, c¢’est-a-dire de graphe
infini muni d’ensembles de sommets initiaux et finaux, et de s’intéresser aux langages
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des mots acceptés par cet automate, c’est-a-dire précisément les langages de mots
qui étiquettent un chemin dont la source est un sommet initial et dont le but est un
sommet final.

Graphe infini de présentation finie

Dans ce manuscrit, les graphes que 1'on considere sont orientés, arc-étiquetés
et simples au sens ou il n’y a pas plusieurs arcs de méme source, méme but et
méme étiquette. Les graphes que 1'on considére sont potentiellement infinis, c¢’est-
a-dire que ’ensemble des sommets et des arcs sont potentiellement dénombrables.
Cependant, ils restent de présentation finie. De maniere informelle, cela signifie qu’ils
peuvent étre décrits par une quantité finie d’information (par exemple un systéme
de réécriture). En particulier, ’ensemble des étiquettes apparaissant dans le graphe
est fini.

On peut définir, pour chaque niveau de la hiérarchie de Chomsky, une classe
d’automates potentiellement infinis acceptant précisément les langages appartenant
au niveau considéré. C’est ainsi que les langages réguliers sont acceptés par les
automates finis, les langages algébriques sont acceptés par les automates suffixes de
mots (le graphe des configurations d'un automate a pile est un exemple d’automate
suffixe de mots et un automate suffixe de mots est essentiellement le graphe des
configurations d’un automate a pile) [9], les langages contextuels sont les langages
acceptés par les automates rationnels [41] et les langages récursivement énumérables
sont les langages acceptés par les graphes des transitions des machines de Turing
étiquetées [11].

Les classes d’automates considérés ci-dessus sont définies, a priori, de maniere
concrete, dans le sens ou ’on dispose d'un nommage explicite des sommets du graphe
sous-jacent. Par exemple, un automate suffixe de mots est le graphe de réécriture
d’un systéme de réécriture de mots, muni d’ensembles de sommets initiaux et fi-
naux qui sont des langages réguliers de mots. Une autre facon de définir des classes
intéressantes de graphes infinis est de procéder par transformations de graphes. Di-
verses transformations ont été étudiées comme par exemple le dépliage, la structure
arborescente ou encore les substitutions inverses. Notons que pour chacune d’elles,
les transformés de graphes isomorphes restent isomorphes. Il se trouve que les auto-
mates suffixes de mots sont précisément les graphes obtenus par application inverse
de substitutions rationnelles aux dépliés des graphes finis |[10]. Les transformations
logiques sont d’autres transformations intéressantes.

Logique

Chacune des logiques considérées dans ce travail, est la donnée d’une relation de
satisfaction entre un ensemble de formules et une classe de structures. Dans ce ma-
nuscrit, on s’intéressera a la logique du premier ordre (FO), a la logique du second
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ordre monadique (MSO), ainsi qu’a des logiques intermédiaires en termes d’expres-
sivité, et notamment a la logique du premier ordre avec accessibilité (FO[Reach]).

Il est bien connu que la logique FO, ou I'on ne s’autorise a quantifier que sur
des sommets de la structure, ne permet d’exprimer que des propriétés locales. La
logique MSO, en permettant de quantifier sur des parties de la structure, est bien
plus expressive. Par exemple, la connexité dans les graphes est exprimée par une
formule MSO. De nombreux travaux ont pour objectif de déterminer des structures
(ici des automates) dont la théorie relativement a une logique L donnée est décidable.
Autrement dit, on essaie de déterminer des structures pour lesquelles il existe une
procédure effective qui calcule les énoncés de L satisfaits par la structure.

C’est ainsi que Rabin a montré dans [40] que la théorie du second ordre mona-
dique de I'arbre binaire infini est décidable. Notons que, précédemment, Biichi avait
montré dans [3] que la théorie du second ordre monadique de la demi-droite définie
par la relation successeur, est décidable. Des lors que la théorie MSO d’un graphe G
est décidable, la théorie MSO de tout graphe qui en est MSO-interprétation, c¢’est-
a-dire dont les arcs sont obtenus a partir de ceux de G comme satisfaisant certaines
MSO-formules, reste décidable. La théorie MSO de tout automate suffixe de mots
est ainsi décidable. En effet, Muller et Schupp ont montré dans [33] que le graphe des
configurations d’un automate a pile est MSO-interprétation de I’arbre binaire infini.
Plus généralement, et comme Courcelle a montré dans [15] que le dépliage depuis
un sommet MSO-définissable préserve la décidabilité de la logique MSO, Caucal a
défini une hiérarchie de graphes, la hiérarchie a pile, dont I'une des propriétés re-
marquable est que la MSO-théorie de tout graphe lui appartenant est décidable [8].
Le premier niveau de cette hiérarchie est constitué des MSO-interprétations des dé-
pliés des graphes finis et le niveau n > 1 est constitué des MSO-interprétations des
dépliés du niveau précédent. D’autres caractérisations de cette hiérarchie existent,
que ce soit en terme de transformations de graphes ou en terme de présentations
concretes [b]. De plus, diverses extensions de cette hiérarchie ont été obtenues |14}
37]. En général, ces extensions ne préservent pas la décidabilité de la logique MSO.
L’une de ces extensions, la hiérarchie arbre-automatique, consiste en une hiérarchie
de graphes dont la FO-théorie reste cependant décidable : chaque niveau est obtenu
a partir d’'un générateur du niveau correspondant de la hiérarchie a pile par inter-
prétation a ensembles finis. Une interprétation a ensembles finis d'un graphe G n’est
qu'une FO-interprétation du graphe des parties finies de G |14, |37].

Point de départ de notre travail : le quart de la grille infinie

Le quart de la grille infinie n’appartient pas a la hiérarchie a pile car sa théorie
MSO n’est pas décidable. En effet, le probleme indécidable de I'arrét des machines
de Turing s’y réduit. Cependant, la FO[Reach]-théorie du quart de la grille infinie
est décidable [17]. Ce résultat provient du fait que :

— le quart de la grille infinie est concrétement présentable comme le graphe de

réécriture suffixe d'un systéme de réécriture de termes clos (graphe GTR)

3
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— tout graphe GTR, enrichi de la relation d’accessibilité, appartient au pre-
mier niveau de la hiérarchie arbre-automatique ; en particulier, la FO[Reach]-
théorie d’un graphe GTR est décidable.

Ce résultat constitue le point de départ de notre travail. En effet, se pose la
question de pouvoir mettre en évidence, par transformations de graphes,
des sous-classes de graphes du premier niveau arbre-automatique dont la
FO[Reach]-théorie reste décidable. Ce questionnement est aussi motivé par des
résultats obtenus par Morvan dans [4] que nous allons rappeler.

Morvan a notamment considéré les graphes rationnels (il existe un graphe ration-
nel dont la FO-théorie n’est pas décidable), dont une sous-classe est constituée des
graphes mot-automatiques; un graphe est mot-automatique si chacune de ses rela-
tions est acceptée par un transducteur synchronisé fini. Un graphe mot-automatique
appartient au premier niveau arbre-automatique et sa FO-théorie est donc décidable
[21]. Cependant, la FO[Reach]-théorie d'un graphe mot-automatique peut ne pas
étre décidable. Il se trouve que le quart de la grille infinie est un DAG (directed
acyclic graph) mot-automatique mais qu’il existe des DAG rationnels dont la FO-
théorie n’est pas décidable. Il se pose donc la question de pouvoir mettre
en évidence, par transformations de graphes, une classe de DAG mot-
automatiques dont la FO[Reach|-théorie est décidable.

Traces de Mazurkiewicz

Le quart de la grille infinie peut étre présenté concretement comme le graphe des
configurations d’un systeme a deux compteurs, que 1’on peut incrémenter de maniere
indépendante. Une notion permettant de décrire plus généralement le comportement
non-séquentiel de systemes concurrents est celle de traces de Mazurkiewicz [28]. Dans
ce travail, on introduit notamment la notion de régularité par niveau de langages
de traces. Un langage de traces est régulier par niveaux si I’ensemble des formes
normales de Foata de ses éléments constitue un langage régulier de mots. Nous
observerons que la régularité par niveaux est une notion de reconnaissabilité (dans
le monoide des traces) plus faible que celle définie dans un monoide quelconque par
Eilenberg [19].

Plan et contributions

Les contributions feront ’objet des chapitres 5 et 6.

Dans le chapitre 2, on rappelle diverses notions préliminaires utiles pour la lecture
du manuscrit.

Dans le chapitre 3, on rappelle divers résultats concernant la hiérarchie de lan-
gages définie par Chomsky, les automates infinis et les transformations de graphes.

Dans le chapitre 4, apres avoir rappelé diverses notions de base concernant les
traces de Mazurkiewicz, on introduit la notion de régularité par niveau de langage
de traces.



Dans le chapitre 5, on présente une premiere contribution [27]. Nous considé-
rons des systemes reconnaissables de réécriture de traces, a contextes réguliers par
niveaux (RTL). Nous prouvons que tout automate dont le graphe sous-jacent est le
graphe de réécriture d’un systeme RTL et dont les ensembles de sommets initiaux et
finaux sont réguliers par niveaux (automate RTL), est mot-automatique. En particu-
lier, la FO-théorie d’un automate RTL est décidable. Nous prouvons également que
le probleme de la vacuité du langage accepté par un automate RTL est indécidable.
Ensuite, nous prouvons que la FO[Reach]-théorie de tout automate dont le graphe
sous-jacent est le déplié concurrent d’un graphe fini concurrent et dont les ensembles
de sommets initiaux et finaux sont réguliers par niveaux, est décidable. Le quart de
la grille infinie est le déplié concurrent d’un graphe fini concurrent. Nous mettons
également en évidence divers graphes finis concurrents dont les dépliés concurrents
ne sont pas des graphes GTR (contrairement au quart de la grille infinie), dont nous
avons déja rappelé que la FO[Reach]-théorie était décidable. Un exemple de tel dé-
plié est I’arbre du quart de la grille infinie. Ainsi, la classe des dépliés concurrents
des graphes finis concurrents constitue une classe de DAG mot-automatiques dont
la FO[Reach]-théorie est décidable.

Dans le chapitre 6, on présente une deuxiéme contribution [26]. Nous considérons
des automates de traces. Leurs sommets sont des traces de Mazurkiewicz et les
langages acceptés sont bien des langages de mots. Ici, la longueur d’une trace étant
donnée par la longueur de sa forme normale de Foata, nous dirons qu’un automate de
traces G est longueur-réductible en un automate de traces H, s’il existe un morphisme
de G dans H préservant la longueur. Nous définissons pour les automates de traces
deux opérations que sont la synchronisation par niveaux et la superposition par
niveaux et nous montrons que si une famille 7 d’automates de traces est fermée pour
ces opérations, alors pour tout automate déterministe H € F, les langages acceptés
par les automates déterministes de F qui sont longueur-réductibles en H forment une
algebre de Boole. Nous montrons ensuite que la classe TrSuffix des automates suffixes
de traces a contextes réguliers par niveaux satisfait ces propriétés de fermeture. La
classe TrSuffix est 'extension aux traces des automates suffixes de mots. Dans ce
chapitre, nous appelons réseau de Petri généralisé un automate suffixe de traces
sur un alphabet de dépendance pour lequel la dépendance est réduite a 1’égalité. Il
s’agit d'une notion plus générale que celle des réseaux de Petri usuels, dont nous
discuterons. Nous montrons alors que la sous-famille TrSuffix’*"! C TrSuffix des
réseaux de Petri généralisés satisfait également les propriétés de fermeture énoncées
ci-dessus. Cela conduit notamment a diverses algebres de Boole de langages acceptés
par des réseaux de Petri généralisés déterministes.






Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Préliminaires ensemblistes

2.1.1 Ensembles

L’ensemble vide est noté &. L’ensemble des entiers naturels est noté N. L’en-
semble des entiers relatifs est noté Z.

Etant donné un ensemble F, I'ensemble des parties (respectivement ’ensemble
des parties finies) de F est noté P(E) (respectivement p(FE)).

Les opérations d’union, d’intersection, de complémentation et de produit d’en-
sembles sont définies de maniere usuelle. Etant donné un ensemble E. le complé-
mentaire d'une partie P de E (dans E) sera notée E \ P.

Le cardinal de E sera noté card(FE).

Un vecteur d’entiers naturels (respectivement d’entiers relatifs) de dimension
p € N est un élément de NP (respectivement ZP).

2.1.2 Relations n-aire

Soit n > 1. Une relation n-aire R est une partie de F; x --- x E,, ou E, ..., E,
sont des ensembles. Si By = --- = E,, on dit que R est une relation n-aire sur F.

Si R est une relation binaire (2-aire), alors le domaine et 1'image de R sont
définis respectivement par :

Dom(R) = {e1 € Ei| ey € Ey (e1,e2) € R}
Im(R) = {es € Ex|deg € Ey (e1,e2) € R}

Si R est une relation binaire sur un ensemble E, rappelons que :
— R est réflexive si

Ve € F (e,e) € R

— R est symétrique si

Vee EVfeE ((e,f)eR — (f.e) eR)

7
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— R est anti-symétrique si
Vee EVfeE(((e,f)eR AN (f,e) €R) — e=f)
— R est transitive si
Vee EVfe EVge E (((e,f)e R N (f,g) €eR) — (e,9) ER)

Une relation d’équivalence R sur E est une relation binaire réflexive, symétrique
et transitive. La classe d’équivalence de x € E pour R est

[z] ={y € E'| (z,y) € R}
Le quotient E/R de E par R est alors 'ensemble des classes d’équivalences :
E/R :={[x] |z € E}

Une relation d’ordre (partiel) sur E est une relation binaire réflexive, anti-
symétrique et transitive.
Dans la suite, pour une relation binaire R, on notera eR f au lieu de (e, f) € R.

2.1.3 Fonctions

Les fonctions considérées ici sont a priori partielles.
Une fonction f est une relation binaire telle que

/

((Iay>€f A (xvy/)6f> — Y=y

Si (z,y) € f, alors y est 'unique image de x par f et est notée f(x).

Si la fonction f est une partie de Fy x Es, alors on dira que f est une fonction
de E; dans F5 et on écrira [ : By — F».

Etant donné un ensemble P, la restriction de f a P est la fonction

fir ={(z,y) € f |z e P}

Les notions de fonction injective, surjective et bijective sont définies de maniere
usuelle :
— f est injective si

Ve, o' € By (f(z) = f(2') — z=2)

— f est surjective si
VyEEg ELIEEl f(:r:):y

— f est bijective si f est injective et surjective.
Une application f de E, dans Es est une fonction de F; dans Es telle que

Dom(f) = Ey

8
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2.2 Monoides

2.2.1 Généralités

Soit E un ensemble. Une opération interne op dans E est une application de
E x E dans E. L'image par op de (z,y) € E X E est notée z op y. L'opération op
est associative si (x op y) op z =z op (y op z) pour tous z,y,z € E.

Un élément neutre pour op est un élément e € E tel que pour tout x € FE,
e op x =x op e = x. Une opération a au plus un élément neutre.

Un monoide est un couple (M, op), ou M est un ensemble et op est une opération
interne dans M vérifiant :

— op est associative,

— op possede un élément neutre noté 1.
L’opération interne op est appelée produit du monoide (M, op). S’il n’y a pas d’am-
biguité, le produit de deux éléments z,y € M est noté plus simplement zy.

Dans la suite, on s’autorisera ’abus qui consiste, étant donné un ensemble M,
de parler du « monoide M » si I'opération interne sur M est connue ou s’il n'y a
pas d’ambiguité sur cette opération.

Etant donnés deux monoides M; et My, une fonction f de M; dans My est un
morphisme de monoides si

— () = 1y

— pour tous m,m’ € My, f(mm’) = f(m)f(m').
Si de plus f est bijective, on dit que c¢’est un isomorphisme de monoides.

Sous-monoide, monoide engendré par une partie

Soit N une partie de M telle que
le NetVee NVye Nazye N

Alors le couple (N, OP| N x ») est un monoide. Un tel monoide est un sous-monoide
de M.

Soit P une partie de M. L’ensemble des sous-monoides de M contenant P est
stable par intersection. Le monoide engendré par P dans M est le plus petit sous-
monoide de M contenant P. Un monoide M est finiment engendré s’il existe une
partie finie P telle que le monoide engendré par P dans M est précisément M.

Exemple 2.2.1. Soit £ un ensemble. L’ensemble des parties de £ muni de 'opéra-
tion d’union est un monoide d’élément neutre la partie vide. L’ensemble des parties
finies de F est un monoide finiment engendré par ’ensemble des singletons de F.

2.2.2 Monoide libre

Un alphabet est un ensemble fini de lettres.
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Soit ¥ un alphabet. Un mot u sur ¥ est une suite finie d’éléments de >3, notée
U= Uy ... Uy, ol |u| est la longueur ou taille de u. Le mot vide est la suite de taille
0, noté . On note ¥* I'ensemble des mots sur ¥ et X+ := ¥*\ {¢} 'ensemble des
mots sur ¥ distincts du mot vide. Pour tout a € ¥ et tout u € ¥*, on note |ul, le
nombre d’occurences de la lettre a dans w.

Etant donné deux mots u = uy ... u,, et v = vy ...v,, leur concaténation, notée
uw, est le mot sur ¥ défini par :

UV = U ... UpU1 .+ . Uy

Muni de la concaténation, >* est un monoide d’élément neutre ¢ et engendré par X,
appelé monoide libre sur .
Un langage de mots sur X est une partie de X*.

2.2.3 Monoide des relations binaires sur un ensemble

Etant données des relations binaires R et Ry sur E, leur composée, notée R R,
est la relation binaire sur £ définie par :

RiRy:={(e,9) € E*[F fe E((e.f) €R1 A (f.9) € Ro)}

La relation Idg := {(e,e) € E* | e € E} est élément neutre pour I'opération de
composition. Muni de la composition, I’ensemble des relations binaires sur £ est un
monoide.

2.2.4 Monoide produit

Soit (Mi,0pyy,) et (Mz,0p,,,) deux monoides.
Le monoide produit de M, par M, est le monoide (M; x Ma, 0Py, waz,)s Ol I'opé-
ration interne op,y, ., est définie pour tous (@1, x2), (Y1, y2) € My x M, par

($1,$2) OP My x My (yhyz) = ($1 OPwnp, Y1,T2 Oy, y2)

2.2.5 Monoide quotient

Soit (M, op,,) un monoide. Une congruence = sur M est une relation d’équiva-
lence sur M telle que

(T1 =220 N W =) — T1yh = T2y

Le monoide quotient de M par = est le monoide (M/ E,OpM/E), ou l'opération
interne op, /= est définie pour tout [z], [y] € M/ = par

[z] opar/= ] == [zy]
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2.2.6 Parties rationnelles, parties reconnaissables

Un langage du monoide M est une partie de M.
Le produit de concaténation de deux langages L, et Ly de M est le langage L Loy
défini par
LlLQ = {l’lfbg | xr1 € Ll,IQ € LQ}

En particulier, L& = @L = @ pour tout langage L de M.

Etant donné z € M et un langage L de M, le produit de L par le langage
singleton {x} (respectivement le produit du langage singleton {z} par L) est noté
plus simplement Lx (respectivement zL).

Observons que P(M), muni du produit de concaténation de langages, est un
monoide d’élément neutre le langage singleton {1}.

Soit L un langage de M. Les puissances de L sont définies en posant : L° := {1}
et pourn>1, L" := L" 'L,

L’étoile de L est le langage L* de M défini par :

LY = U L"

n=0

Ainsi L* est le plus petit langage contenant LU{1} et fermé par produit. Il s’agit
du sous-monoide de M engendré par L.

Un langage L de M est rationnel s’il appartient au plus petit ensemble Rat(M)
des parties de M qui satisfait les conditions suivantes :

— Rat(M) contient la partie vide & ainsi que les singletons de P(M);

— Rat(M) est fermé par union, produit et étoile. Autrement dit, si Ly, Ly €

Rat(M), alors Ly Lo, L1 Lo, L} € Rat(M).

Un langage rationnel de M peut étre décrit a 1'aide d’une ezpression rationnelle sur
M. I’ensemble ExpRaty, des expressions rationnelles sur M est défini par induction
de la maniere suivante :

ExpRaty == @ |z | (e1+e€2) | (e1-€2) | (€*) | (z déerit M)

Rappelons a présent la notion de reconnaissabilité au sens d’Eilenberg pour les
parties d’'un monoide [19]. Un langage L de M est reconnaissable s'il existe un
monoide fini N et un morphisme de monoides ¢ : M — N tel que L = ¢~ [¢[L]].

Théoreme 2.2.2 ([29]). Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. M est finiment engendré,
2. tout langage reconnaissable de M est rationnel,

3. l’ensemble M est un langage rationnel de M.

11
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Langages réguliers de mots

Dans le cas du monoide libre >*, les parties rationnelles et les parties reconnais-
sables coincident.

Théoréme 2.2.3 (Kleene). Soit 3 un alphabet. Un langage de ¥-mots L C 3 est
rationnel si et seulement s’il est reconnaissable.

Un langage rationnel (ou reconnaissable) de mots est dit régulier. Notons Reg(2*)
la classe des langages réguliers de Y-mots.

Résiduation et reconnaissabilité

Etant donné un langage L C M et t € M, le résidu a droite (respectivement le
résidu a gauche) de L par t, noté Lt~! (respectivement ¢t 1L), est

Lt™':={s€ M |ste L} (respectivement t 'L := {s € M | ts € L})

Proposition 2.2.4. Les assertions suivantes sont équivalentes
1. L est reconnaissable,
2. lensemble {t 'L |t € M} des résidus a gauche de L est fini,
3. lensemble {Lt™ |t € M} des résidus a droite de L est fini.

Considérons un alphabet ¥ et 7 : ¥* — M un morphisme surjectif. La pro-
position suivante montre que la reconnaissabilité d'un langage d’'un monoide est
équivalente a la régularité de I’ensemble des Y-codages de ses éléments.

Proposition 2.2.5. L est reconnaissable si et seulement si 7~ 1[L] est régulier.

2.3 Structures relationnelles, logiques

2.3.1 Définition d’une structure relationnelle

Une signature relationnelle o est un ensemble de symboles de relation R, chacun
muni d’une arité a(R), un entier naturel. Une o-structure relationnelle A est la
donnée d’un ensemble A, son domaine, et pour chaque R € o, d’une relation a(R)-
aire sur A (I'interprétation de R dans 21), c’est-a-dire d’une partie R* C A%,

Exemple 2.3.1. Le corps des nombres réels R est une structure relationnelle sur
la signature relationnelle 0 = {0, 1,4, x}, ot 0 et 1 sont des constantes, ¢’est-a-dire
des symboles d’arité nulle, 4+ et x sont des symboles d’arité 3. L’interprétation du
symbole 0 (respectivement du symbole 1) est le nombre réel 0 (respectivement le
nombre réel 1). L'interprétation du symbole + (respectivement du symbole x) est
I'ensemble des triplets de nombre réels (x,y, z) tels que z = = + y (respectivement
z=x Xy).

12
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2.3.2 Logique du premier ordre (FO)

On commence par définir les formules de la logique du premier ordre relativement
ao.

On suppose que I'on dispose d’un ensemble V; = {x, x1, 29,y, 2, ...} de variables
du premier ordre, qui seront interprétées par des éléments du domaine et de symboles
logiques que sont les connecteurs —, A et le quantificateur 3.

Les formules de la logique du premier ordre (FO-formules) sont définies récursi-
vement a partir des FO-formules atomiques.

— Les FO-formules atomiques sont : R(x1,...,Zqr)) ol R € 0.

— Si ¢ et ¥ sont des FO-formules, alors (¢ A1), =¢ et Fz¢ sont des FO-formules.

Les variables libres de R(x1, ..., %qr)) SOt 1, ..., Ta(r). Les variables libres de
® A1 (respectivement —¢) sont celles de ¢ et de ¥ (respectivement ¢). Les variables
libres de Jx¢ sont celles de ¢, a I'exception de la variable x. On note ¢(z1, ..., z,)
une FO-formule dont les variable libres figurent parmi les variables zy,...,x,. Un
FO-énoncé est une FO-formule sans variable libre.

On définit a présent la sémantique des FO-formules. Plus précisément, on définit
une relation de satisfaction entre les FO-formules ¢(z1, ..., z,) et les couples (2, v),
ou 2 est une o-structure de domaine A et v : V; — A une valuation. Cette relation
de satisfaction sera notée |=.

Soit 2 une o-structure et v une valuation.

— (L,v) E R(z1,...,2qm)) st (v(21),...,v(Tam)) € BY
— @) E(@ny)si (@) Edet (A ) E0
— (Q[,y) ):_‘Qb si (Qluy) I7£¢
— (A, v) | Jzé sl existe un élément a € A de sorte que (2,) E ¢, ou

V' (x) =aet v (y) =v(y) pour tout y # .
La théorie du premier ordre (FO-théorie) de 2 est I'ensemble des FO-énoncés satis-
faits par 2.

Dans la suite, au lieu d’écrire (2, v) = ¢(x1,...,2,), ou v(z;) = a; (1 < i< n),

on s’autorisera l'abus d’écriture 2 = ¢(ay, . .., a,).

Exemple 2.3.2. Reprenons I'exemple du corps des nombres réels R, vu comme une
{0, 1, +, x }-structure relationnelle. On dispose de :

(R,v) =Ty x x y =1 ot v(x) est n'importe quel nombre réel non nul

ou x X y = 1 est un raccourci d’écriture pour x(z,y,1). En revanche, si v(z) = 0,
alors

(Ryv) gz xy=1
et méme

Rv)E-TJyaxy=1

13
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2.3.3 Logique du second ordre monadique (MSO)

On enrichit le langage du premier ordre en supposant que 'on dispose d'un
ensemble V, = {X, X1, X5, Y, Z, ...} de variables du second ordre monadique (qui
seront interprétées par des parties du domaine) et du symbole €.

Les formules de la logique du second ordre monadique (MSO) sont obtenues
d’abord en ajoutant aux formules atomiques du premier ordre les formules de la
forme x € X, ensuite en ajoutant aux formules du premier ordre le cas suivant
X ¢, ou ¢ est une formule de la logique du second ordre monadique.

Une valuation est dorénavant une fonction v définie sur V; U Vs, qui a une
variable du premier ordre associe un élément du domaine A et a une variable du
second ordre monadique associe une partie de A.

On étend de manieére usuelle la notion de variable libre aux variables monadiques
du second ordre.

La relation de satisfaction est alors étendue de la maniére suivante :

— (A,v) Ere Xsiv(r) € v(X)

— (2, v) | 3X ¢ s'il existe une partie P C A telle que (2, ) = ¢, our/(X) = P

et les restrictions de v/ et v coincident sur V; U W, \ {X}.

La théorie du second ordre monadique (MSO-théorie) de 2 est 'ensemble des
MSO-énoncés satisfaits par 2.

Si I'on restreint les interprétations des variables monadiques du second ordre
aux parties finies du domaine, alors on définit la logique du second ordre monadique

faible (WMSO).

Exemple 2.3.3. L’ensemble des entiers naturels N est une structure relationnelle
sur {0, S}, ou le symbole 0 est interprété par 'entier naturel 0 et le symbole binaire
S par I'ensemble des couples d’entiers naturels consécutifs SN = {(n,n+1) | n € N}.
Considérons la formule du second ordre monadique ¢ définie par

d(Z)==3Fz(z€Z N T2 (S(2,2") N =2 €2))

On a
(N,v) | ¢(2)

ou v(Z) est 'ensemble vide ou bien n’importe quelle section finale de N, ¢’est-a-dire
une partie de N de la forme P, = {n € N | n > a}, avec a € N.

Dans la suite, on s’autorisera, comme a 'accoutumée, a faire usage du quan-
tificateur supplémentaire V ainsi que des connecteur supplémentaire — et V. En
particulier, on utilisera les raccourcis d’écriture suivants :

— Vx ¢ pour -~ dz — ¢

— (¢ V $) pour - (6 A =)

— (¢ — ) pour = (¢ A = ¥).
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2.4 Graphes

2.4.1 Définition, généralités

Les graphes que 1'on considere sont orientés, arc-étiquetés et simples au sens ou
il n’y a pas plusieurs arcs de méme source, méme but et méme étiquette.

Soit A un alphabet. Un A-graphe G sur un ensemble V' (de sommets), est une
partie de V' x A x V d’ensemble de sommets

Ve ={veV|aINw (w,\v) € Gou (v,\,w) € G}
et d’ensemble d’étiquettes
Ac={reA|TvweV (v,\\w) € G}

Le graphe G est fini si son ensemble de sommets Vi est fini.

Le degré sortant (respectivement le degré entrant) d’un sommet vy € Vg est
d*(vg) = card({w | IN,w (vo, \,w) € G}) (respectivement d~(vg) := card({w |
A\ w (w, A\, v9) € G})). Le degré d'un sommet vy € Vi est

d(vo) = d ™ (vo) + d~ (vo)

Le graphe G est de degré fini si le degré de chacun de ses sommets est fini et de
degré borné s’il existe un entier naturel M tel que chacun de ses sommets soit de
degré inférieur ou égal a M.

Un graphe G est une structure relationnelle, encore notée abusivement G, rela-
tivement a la signature relationnelle {Ey | A € A} U {=} : son domaine est V¢,
I'interprétation du symbole binaire = est naturellement la relation binaire d’égalité
sur les sommets de GG

=% ={(v,v) |veVg}

et pour chaque A € A, l'interprétation de E, dans G est la relation binaire E§
définie par
ES = {(v,w) | 3A (v, A w) € G}

Un élément (v, \,w) € G est un arc. Son étiquette est A, sa source est v et son

but est w. La notation v %) w (ou v LN lorsque G est sous-entendu) signifie
(v, A\, w) € G. La notation v - w signifie qu’il existe A € Ag tel que v % w ou bien
w %) v.

La restriction de G a P C Vg est

Gip = {(v, A w) | (1, A w) € G A v,we P)
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Le graphe G est déterministe si pour tout A € A

WdwAvdu) — w=u
G G

Exemple 2.4.1. Un graphe déterministe GG satisfait le FO-énoncé suivant.

A Ve @Gy @Hyre>y) — y=1)
AeAG
Un chemin dans G de source v et de but w, étiqueté par un mot A\;... A\, € A*,
est une suite finie de la forme v 2—1> V1 ve . U %) w, avec v = w pour k = 0.

AL - . . ,
Nous notons v —15—'1) w pour signifier I'existence d’un tel chemin. Etant donné un

langage de A-mots L, nous noterons également v é) w pour signifier qu’il existe un
mot appartenant a L qui étiquette un chemin dans G de source v et de but w.
Une boucle (dans G) en v € Vi est un chemin de la forme v % v.

Si G est fini, alors pour tous v, w € Vg, le langage des A-mots qui étiquettent les
chemins de source v et de but w

Lv,w::{uEA*]v%w}

est régulier.

On écrit v % w 8’1l existe un mot u € A* tel que v %) w. Notons G, le A U {x}-
graphe défini par G, = GU {(v,*,w) | v % w}. Le graphe G, est obtenu a partir
de GG en ajoutant la relation d’accessibilité.

Un isomorphisme f entre (G, P) et (H,Q), ou G et H sont des A-graphes et P
(respectivement () est une partie de Vi (respectivement Vi), est une bijection de
Vi sur Vg telle que

[PI=Q et (v 2w f(0) 2 f(w)

Graphes connexes, arbres, DAG

Un graphe G est connexe si pour tous sommets distincts v, w € Vi, il existe un
chemin de source v et de but w dans le graphe {(v, A\, w) | v % w ou w % v}

Un arbre est un graphe connexe qui vérifie les propriétés suivantes :

— il existe un sommet, appelé racine, qui n’est but d’aucun arc

— tout sommet est but d’au plus un arc.

Un DAG est un graphe tel que tout sommet n’est pas source d’'un chemin non
vide dont le but est lui-méme.
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Graphes avec e-arc

On pourra aussi étre amené a considérer des graphes dont les arcs sont étiquetés
par le mot vide et a en considérer I'e-fermeture. Plus précisément, soit ¢ € A une
étiquette et G un graphe. L’e-fermeture de G est le graphe noté G~ défini par

65::{U$w|/\€/\,v%w}

2.4.2 Logique du premier ordre avec accessibilité (FO[Reach])

Etant donné un graphe G, le graphe G, est une structure relationnelle relati-
vement a la signature de G enrichie du nouveau symbole binaire %. Ce nouveau
symbole est interprété dans GG par sa relation d’accessibilité.

La théorie du premier ordre avec accessibilité de G (FO[Reach]-théorie de G),
est la théorie du premier ordre de G,.

Exemple 2.4.2. Soit G un graphe. Il existe un sommet de G a partir duquel on
peut atteindre un sommet sans successeur si et seulement si G satisfait le FO[Reach]-
énoncé suivant
dr Jy (z >y A /\—|E|y’y1>y’)
AEA

Les formules de la logique du premier ordre avec accessibilité rationnelle sont
obtenues en ajoutant aux formules atomiques du premier ordre les formules de la
forme = % y, ou L est un langage rationnel sur X et en étendant la relation de
satisfaction de la maniére suivante : (G,v) = 2 % y s'il existe un mot u € L tel
que v(z) % v(y). La théorie du premier ordre avec accessibilité rationnelle de G

(FO[Rat]-théorie de G) est 'ensemble des FO[Rat]-énoncés satisfaits par G. Voir la
proposition [3.3.32]
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Chapitre 3

Etat de 'art

3.1 Langages

3.1.1 Grammaires, hiérarchie de Chomsky

Systéme de réécriture de mots

Un systéeme de réécriture de mots P sur un alphabet X est un ensemble fini de
couples (I,r) € ¥*. Un élément (I,7) € P est une production de P dont les membres
gauche et droit sont respectivement [ et r. La production (I,r) pourra étre notée
[ — r. La relation de réécriture - définie par P est :

== {(ulv,urv) | (I,r) € P N u,v € X"}

La relation de dérivation définie par P est la cloture réflexive et transitive de -
pour la composition, notée ?*.

Une production (I, r) est croissante si |I] < |r|

Grammaires

Une grammaire G est un quadruplet G = (T, N, S, P), ou

— T et N sont deux alphabets disjoints;

— S € N est un symbole initial, appelé axiome de la grammaire G ;

— P est un systeme de réécriture de mots sur I’alphabet TUN dont les membres

gauches contiennent au moins un symbole appartenant a N.

Les symboles appartenant a T (respectivement N) sont dits terminaux (respective-
ment non-terminauz). Le langage L(G) engendré par la grammaire G est ’ensemble
des mots (terminaux) engendrés par G, c’est-a-dire ’ensemble des mots u € T* qui
peuvent étre dérivés a partir de S selon P :

L(G) ={ueT"| S?* u}
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S o aSb g aaSbb 5 aaaSbbb _

Y Y

5 ab aabb aaabbb ___

F1GURE 3.1 — Relation de réécriture d’'une grammaire

Exemple 3.1.1. Considérons la grammaire G donnée par T' = {a,b}, N = {S} et
P = {(S,¢),(S,aSb)}. Le langage de cette grammaire est L(G) = {a™b" | n > 0}.
Voir la figure |3.1

— Les langages engendrés par grammaire constituent la classe RE des langages
récursivement énumérables.

— Les langages engendrés par les grammaire dont les productions sont crois-
santes, a l’exception possible de la production (.S, ) dont I'occurence dans P
implique, cependant, que le non-terminal S n’apparait dans aucune produc-
tion appartenant a P, constituent la classe C'xt des langages contextuels.

— Les langages engendrés par les grammaires dont le membre gauche de toute
production est un symbole non-terminal, constituent la classe Alg des lan-
gages algébriques.

— Les langages engendrés par les grammaires dont les productions sont de la
forme (X, uY’) ou bien (X, u), ou X, Y € N et u € T*, constituent la classe
Rat des langages rationnels.

Exemples de langages

Langage rationnel Les langages rationnels sont aussi les langages engendrés par
les grammaires dont les productions sont de la forme (X, Ywu) ou bien (X, u), ou
X, YeNetueT™.

Le langage {a™ba™ | m,n > 0} est le langage de la grammaire ({a, b}, {5, X'}, S, P),
ou P est le systeme de réécriture constitué des regles suivantes :

S — aS
S — bX
X = aX
X — ¢
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Langage algébrique Pour tout entier naturel n non nul, notons A, 'alphabet
défini par A, := {ai,...,a,,6a1,...,a,}. Le langage de Dyck (sur n paires de pa-
renthéses) D,, est le langage de la grammaire (A4,,{S, X}, S, P), ou le systéme de
réécriture P est constitué des productions suivantes :

S — SX
S — €
X — alSaT

X - a,5a,

Proposition 3.1.2. Pour tout entier naturel n non nul, le langage de Dyck D,, est
un langage algébrique, non rationnel.

Le théoreme suivant montre que les langages de Dyck constituent un générateur
des langages algébriques.

Morphisme alphabétique Un morphisme alphabétique ¢ de X} dans ¥ est un
morphisme de 37 dans 35 tel que |¢(a)| < 1 pour tout a € ¥;.

Théoréme 3.1.3 (Chomsky, Schiitzenberger). Un langage L est algébrique si et
seulement s’il existe un entier naturel non nul n, un morphisme alphabétique ¢ et
un langage rationnel K tel que L = ¢(D,, N K).

Langage contextuel Les langages {a"b"c" | n > 0}, {a®*" | n > 0} ou encore
L = {ww | w € X7} sont des langages contextuels non algébriques. Le langage L
est le langage de la grammaire dont ’ensemble des terminaux est X, ’ensemble des
non terminaux est {X, |a € ¥} U {Y,|a€ X} U {Z,|a € X} U {S}, le symbole
non-terminal initial est S et 'ensemble des productions est I'union sur (a,b) € %2
de 'ensemble des régles suivantes :

S = aSX,
S = Y, Z,
Z. Xy — XpZ,
Y. Xo — Y2,
Ly — a
Y, — a

Le mot aabcaabc appartient bien au langage de la grammaire définie ci-dessus :

S —=* aabS Xy X, X, — aabY . Z . Xy X, X, —* aabY X, X, X, Z. —
aabY, Zy X, X 2. —* aabY X, X, v 2. —* aabY .2, 2,77, —* aabcaabe
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Langage récursivement énumérable Rappelons d’abord que le probleme de
lappartenance d’'un mot a un langage contextuel est uniformément décidable. Ce
rappel permet de fournir un exemple de langage récursivement énumérable non
contextuel. En effet, soit (G;);eny une énumération des grammaires des langages
contextuels et (z;);ey une énumération des 3-mots. Le langage des Y-mots {z; |
x; ¢ L(G;)} est un langage récursivement énumérable, non contextuel.

3.1.2 Propriétés de fermeture

Substitution Soient Y et ¥y deux alphabets. Une substitution o de ¥; dans X,
est une application de ¥} dans P(23) telle que : o(g) = {€} et pour tous X;-mots u
et v, o(uv) = o(u)o(v). Il s’agit précisément d’un morphisme de %7 dans P(33%).

L’image d’un langage L de Y;-mots par la substitution o est le langage de >o-
mots o[L] défini par

Morphisme non effagant Un morphisme de monoides f : ¥] — X3 est non
effagant si pour tout Xi-mot u # ¢, f(u) est distinct du mot vide e.

Miroir Soit w = a; . ..a, un X-mot. Le mot miroir de w est w® :=a,, ... a;. Soit
L C ¥* un langage de mots. Le langage miroir de L est ’ensemble des mots miroirs
des mots de L.

Le tableau ci-dessous rappelle les différentes propriétés de fermeture de chacune
des classes de langages définies par Chomsky:.

fermée par RE | Cxt | Alg | Rat
Union oui | oui | oui | oui
Intersection oui | oui | non | oui
Complémentation non | oui | non | oui
Concaténation oui | oui | oui | oui
Etoile oui | oui | oui | oui
Intersection avec un langage rationnel | oui | oui | oui | oui
Miroir oui | oui | oui | oui
Substitution oui | non | oui | oui
Morphisme oui | non | oui | oui
Morphisme non effacant oui | oui | oui | oui
Morphisme inverse oui | oui | oui | oui

Remarque 3.1.4. Tout langage récursivement énumérable est image par un mor-
phisme alphabétique (effacant) d’un langage contextuel.
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3.2 Automates (infinis)

3.2.1 Définitions

Un automate est la donnée d’un graphe ainsi que de sommets initiaux et finaux.
Fixons deux couleurs {i,0}. Soit A un alphabet. Un A-automate A est de la
forme

G U {¢} xIg U {0} x Fg

ou G est un A-graphe et I (respectivement Fg) 'ensemble des sommets initiauz
de G (respectivement I'ensemble des sommets finaux de G), est une partie de V.

L’automate A est une structure relationnelle relativement a la signature relation-
nelle étendue {E) | A € A} U {¢,0}. Son domaine et I'interprétation de ses symboles
binaires sont ceux du graphe sous-jacent G et U'interprétation de ¢ (respectivement
0) est la partie I (respectivement F).

L’automate A est un automate déterministe si son graphe sous-jacent G est
déterministe et Ig est réduit a un singleton. On note alors i¢ son unique sommet
initial. Etant donnée une famille 7 d’automates, on note Fge la sous-famille de F
constituée des automates déterministes.

Un chemin dans A est un chemin dans son graphe sous-jacent. Il est acceptant si
sa source est un sommet initial et son but est un sommet final. Le language accepté
par A est ’ensemble des étiquettes de ses chemins acceptants.

Exemple 3.2.1. Soit L C ¥* un langage de mots. L’automate des résidus de L
défini par :

{wL % (ua) 'LlaeS,ueX} U {i} x{L} U {o}x{u'L]ecu 'L}
est un automate déterministe qui accepte L.

Dans les paragraphes a[3.2.5] on donne pour chacune des classes de langages
définies dans la hiérarchie de Chomsky, une ou plusieurs familles d’automates dont
les langages acceptés sont exactement les langages de la classe considérée.

3.2.2 pour les langages réguliers

Proposition 3.2.2. Les langages rationnels sont acceptés par les automates finis.

Rappelons qu'un langage est rationnel si et seulement si I’ensemble de ses résidus
a gauche est fini. En particulier, 'automate des résidus d'un langage accepté par un
automate fini est fini. Cette propriété de fermeture par résiduation de la famille des
automates acceptant les langages rationnels (i.e., la famille des automates finis) ne
sera plus vérifiée dans le cas des langages algébriques.
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3.2.3 pour les langages algébriques

La machine abstraite automate a pile.

Considérons un systeme de réécriture P sur un alphabet A, vérifiant les conditions

ci-dessous.

— L’alphabet A est 'union disjointe d’un alphabet @), 'ensemble des états, et
d’un alphabet > = T'U N, ou T est 'alphabet d’entrée et N l'alphabet de
pile (observer que T et N ne sont pas nécessairement disjoints).

— Des éléments ¢; € (), L € N et une partie F' C () sont spécifiés; il s’agit
respectivement de 1'état initial, du fond de pile ou lettre (de pile) de départ
et de 'ensemble des états finaux.

— Les productions sont étiquetées et de la forme

zp 5 uq avec 2 € N.p,q € Q,ue N*,a e TU{e}

Un automate a pile est 'automate défini a partir d’un tel systeme de réécriture
par

{wzp = wuq | zp = ug € P,w € N*} U {1} x {Lg;} U {o} x N*F

Un automate a pile déterministe est un automate a pile qui vérifie que pour tout
(2,p) € N x Q,

1. soit zp est membre gauche d'une production étiquetée par €, et dans ce cas
zp n’est membre gauche d’aucune production étiquetée par a € T,

2. soit zp n’est membre gauche d’aucune production étiquetée par ¢, et dans ce
cas pour chaque lettre a € T', zp est membre gauche au plus d’une production
étiquetée par a € T

Proposition 3.2.3. Les automates a pile acceptent les langages algébriques.

Automates suffixes de mots

Un graphe de réécriture suffize de mots est une union finie de graphes de la forme
W(u = v)
ou W est un langage rationnel de mots, a est une étiquette, u, v sont des mots et
Wu = v) = {wu = wu|we W}
Un automate suffixe de mots est un automate de la forme
GU{i}xI UA{o}xF
ou G est un graphe de réécriture suffixe de mots, I et F' sont des langages rationnels.
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1p Llap La%p
L @ o o -
o @® o ® -
1q lag 1a?q

FIGURE 3.2 — Un automate suffixe de mots.

Proposition 3.2.4. [10] Les automates suffizes de mots acceptent les langages al-
gébriques.

Exemple 3.2.5. Voir la figure pour I'automate suffixe de mots H défini par

H:=la*(pSap) U La"(p 2 q) U La*(wq S q) U {1} x {Lp} U {0} x {Lq}

Le langage accepté par H est L(H) = {a"bc" | n > 0}.

Exemple 3.2.6. L’automate des résidus du langage algébrique suivant :
L=a"{b"c"|n>0} U {a"" | n>0}d

n’est pas un automate suffixe de mots. Voir la figure [3.3

3.2.4 pour les langages contextuels

Automates rationnels

Un A-graphe est rationnel s’il existe un alphabet ¥ tel que pour tout A € Ag,
'ensemble des couples EY est une partie rationnelle du monoide produit ¥* x 3*.
En particulier, Vz C ¥*. Un A-automate est rationnel si son graphe sous-jacent
est rationnel et que 'ensemble de ses sommets initiaux (respectivement finaux) est
un langage rationnel de ¥-mots. En fait, un graphe rationnel est un graphe dont
chacune des relations E{ (A € Ag) est reconnue par un transducteur fini.

Transducteur de mots

Soit ¥ un alphabet. Un transducteur fini de ¥-mots est un (X* x ¥*)-automate
fini.
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oO——>0—>0——> 0 >

~
Q

a b d c

_— @ —— 3

FIGURE 3.3 — L’automate des résidus d’un langage algébrique

Exemple 3.2.7. Soit n > 0 et (ug, uy, ..., u,) et (v, v1, .. .,v,) deux suites finies de
Y-mots de longueur n. Le transducteur Tp,s suivant accepte les couples de Y-mots
de la forme (ugug, - .. u;,,, Vovsy - .. v;,), 00 1 < iy, ... 40, < netm > 0. Voir la figure

B4l

Trost == {(p, (1o, v0),0)} U {(q, (us,v:),q) |1 <i<n} U {t} x{p} U {0} x{q}

Nous reprendrons cet exemple pour montrer notamment que la théorie du premier
ordre d'un graphe rationnel n’est pas décidable en général.

(ui,v;)

(uo,v0) W

P @ > @ 4
o

FIGURE 3.4 — Un transducteur de mots.

Théoréme 3.2.8 ([32]). Les langages contextuels sont acceptés par les automates
rationnels.
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3.2.5 pour les langages récursivement énumérables
Machine de Turing étiquetée

Une machine de Turing étiquetée M est un uplet (Q,3, P,f, A), ou @ est un
ensemble fini d’états, > est I'alphabet d’entrée que I'on suppose disjoint de @), P est
I’alphabet de la bande de travail, § ¢ P est un symbole n’appartenant pas a P, A
est un systeme de réécriture (étiqueté) dont les regles de réécriture sont de la forme

pA L qB6

oup,qeQ, A, Be PU{t},de{+,—}etaeXU{e}

Posons P, := P U {fi}. Une configuration de M est de la forme |ulp[v], ou p € @
et Ju| (respectivement [u[) désigne le plus grand suffixe (respectivement préfixe) de
u dont la premiere lettre (respectivement la derniere lettre) soit distincte de f. Plus
précisément, et par induction pour tout mot u € Py

[ful == u A Ju] :=Ju] siu(l) 28 et [ull:= [ul A [ul=usi u(lu]) # §

Le graphe des configurations de M est

T(M) = {Ju]p[Av[=]ud]q[v] | pA % gB+,u,v € Pﬁ*}

U {uClplAo[SJulg[CBo[ | pA % gB.C € Bouv e P}

Le graphe des configurations de M est un graphe avec e-arcs.
Etant donné un ensemble rationnel de configurations C' C (Q U P;)*, I'automate
des transitions de M restreint a C' est

T(M,C):=T(M) U {1} xI U {o} x F

ou I (respectivement F') est un ensemble fini de configurations initiales (respective-
ment finales) de M.

Proposition 3.2.9 ([11]). Les automates des transitions des machines de Turing

acceptent les langages récursivement énumérables.

3.2.6 Langages déterministes

Proposition 3.2.10. Tout langage rationnel est reconnaissable par un automate
fini déterministe.

Il suffit pour un langage rationnel donné de considérer son automate des résidus.
Considérons le cas des langages algébriques. Un langage algébrique est détermi-
niste s’il est accepté par un automate a pile déterministe.
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Proposition 3.2.11. La classe des langages algébriques déterministes est stricte-
ment incluse dans celle des langages algébriques.

Rappelons quelques propriétés de fermeture des langages algébriques détermi-
nistes.

Proposition 3.2.12. La classe des langages algébriques déterministes est fermée par
complémentation, morphisme inverse et résidu a droite par un langage rationnel.

Cependant, la classe des langages déterministes algébriques n’est pas fermée par
union, intersection, concaténation, étoile et miroir.

Dans le cas des langages contextuels, une notion de machine linéairement bornée
non déterministe (non rappelée dans ce manuscrit) a été définie par Kuroda dans
[23]. Les langages contextuels sont précisément les langages reconnus par les ma-
chines linéairement bornées [23]. En fait, la notion de machine linéairement bornée
déterministe a ét¢ initialement définie par Myhill dans [34]. C’est une question encore
ouverte, posée par Kuroda dans [23], que de déterminer si tout langage contextuel
est reconnaissable par une machine linéairement bornée déterministe.

Enfin, mentionnons que toute machine de Turing étiquetée peut étre transfor-
mée en une machine de Turing étiquetée déterministe. Tout langage récursivement
énumeérable est ainsi reconnaissable par un automate déterministe.

3.2.7 L’algebre de Boole des langages algébriques visibles

Dans ce paragraphe, nous rappelons divers résultats issus de [1] concernant les
langages d’automates a pile visibles.

Soit (171,To,T1) un triplet d’alphabets disjoints. Un tel triplet sera appelé al-
phabet visible. Pour définir la notion d’automate a pile visible sur (7_1, Ty, T ), nous
reprenons les notations introduites dans le paragraphe|3.2.3|a propos des automates
a pile.

Un automate da pile visible sur (T_1, Ty, T1) est automate a pile, défini a partir
d’un systeme de réécriture dont ’alphabet d’entrée T" est T 1 U Ty U T et dont les
productions ne sont pas étiquetées par € et satisfont les conditions suivantes :

— les productions étiquetées par a € T} sont de la forme : zp = yxq

— les productions étiquetées par a € Ty sont de la forme : zp % yq

— les productions étiquetées par a € T_; sont de la forme : zp = ¢ ou bien

1p 3 1g
oux,y,z€ N,pqgeQ

Un automate a pile visible est déterministe si son graphe des configurations ’est.

Un langage d’automate a pile visible sur (T_1, Ty, T1) est un langage accepté par
un automate a pile visible sur (7_4, Ty, T1).

Soit (T, Ty, T}) et (T?,,T¢,T?) deux alphabets visibles. Un renommage de
(T, Tg, T}) vers (T2, T2, T?) est un morphisme

f(THuT uTH — (T?, UTZ UTH*
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tel que f[Th] C f[T2], fIT5] € fIT5] et f[TV] € SITY].

Théoréme 3.2.13. [1|] La classe des langages d’automates a pile visibles sur (T_1, Ty, T1)
est fermée par union, intersection, concaténation, étoile de Kleene, complémentation
et renommage.

La fermeture par complémentation repose sur le fait que tout langage d’automate
a pile visible est accepté par un automate a pile visible déterministe.

Caractérisation logique des langages d’automates a pile visibles relative-
ment a un alphabet visible

Rappelons d’abord que tout mot w = w(1)...w(n) sur un alphabet 3 est une
structure relationnelle (que 1’on s’autorise encore a noter w) relativement a la signa-
ture relationnelle {E, | a € ¥} U{<}, ou < est un symbole binaire et 'arité de tout
E, (a € ¥) est 1. Le domaine de w est {1,...,n}, I'interprétation de tout symbole
E, (a€X)est £, ={i|1<i<n,w; =a} et interprétation du symbole binaire
<est <Y ={(i,j) |1 <i<j<n}

Rappelons que :

Théoréme 3.2.14 (Biichi). Les langages rationnels de S-mots sont les langages
MSO[E, | a € ¥} U {<}]|-définissables.

Les langages d’automates a pile visibles peuvent étre caractérisés d'un point
de vue de la logique. Nous allons expliciter cette caractérisation. Pour ce faire, on
enrichit tout mot sur un alphabet visible d’une relation d’imbrication.

Soit w = w(1)...w(n) un mot sur (7_4, Ty, T1). Une position 1 < ¢ < n du mot
w est une position d’appel (respectivement de retour) si w; € T (respectivement
w; € T_1). La position 7 est une position interne si i n’est ni une position d’appel,
ni une position de retour, c¢’est-a-dire w; € Ty.

La relation d’imbrication de w est ’ensemble des couples (i, j) tels que j est une
position de retour de w et i est la plus grande position d’appel strictement inférieure
a j. Le mot w est alors une structure relationnelle relativement a la signature

0(T-1,To,Th) *— {Ea | acT UTyU Tl} U {<7 M}
ou u est un symbole binaire dont 'interprétation p* est la relation d’imbrication.

Théoréme 3.2.15. (1] Les langages d’automates a pile visibles relativement a [’al-
phabet visible (T_1, Ty, T1) sont les langages MSO[o(r_, 1, 1)) -définissables.

Exemple 3.2.16. Considérons I’alphabet visible ({c}, {b}, {a}). La formule logique
ci-dessous exprime que toute position d’appel 7 admet une position de retour j
correspondante, c’est-a-dire telle que (4, j) appartienne a la relation d’imbrication.

Vo (a(z) — Jy (cy) A ple,y)))
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Exemple 3.2.17. Le langage {a"ba" | n > 0}, bien qu’algébrique, n’est pas un
langage d’automate a pile visible quels que soient les choix possibles pour a et b en
termes de position d’appel, de retour ou interne.

3.2.8 Langages des réseaux de Petri

Dans la littérature, différents types de langages de réseaux de Petri on été consi-
dérés [16, 20, |38, 47], selon que la fonction d’étiquetage est injective ou non, ou
encore qu’elle permet des e-transitions (i.e., des transitions étiquetées par le mot
vide ) ou non, ou encore que ’ensemble des sommets finaux est fini ou bien égal
a I'ensemble des sommets accessibles. En général, les différentes investigations se
concentrent sur les propriétés de fermeture de ces langages [20] et sur leurs relations
par rapport aux autres familles de langages classiques apparaissant dans la hiérar-
chie de Chomsky 47, 42| 24]. Par ailleurs, il est aussi bien connu que la régularité
(respectivement l'algébricité) des langages de systémes d’addition de vecteurs (un
modele équivalent a celui des réseaux de Petri d’un point de vue de 'accessibilité)
dont la fonction d’étiquetage est injective et n’autorise pas d’e-transition est déci-
dable [47] (respectivement [42, [24]). Enfin, notons que si certains types de langages
de réseaux de Petri sont fermés par union et par intersection, la complémentation
reste problématique.

Dans ce paragraphe, la fonction d’étiquetage des réseaux de Petri considérés
n’est pas nécessairement injective mais n’autorise pas d’e-transition. On rappelle
alors une caractérisation logique des langages acceptés par ces réseaux de Petri (voir
le théoreme . Ceux-ci ne forment pas une algebre de Boole. Dans le chapitre @
de ce manuscrit, on considérera une notion de réseau de Petri généralisé dont les
langages acceptés forment une algebre de Boole.

Etant donnés deux vecteurs d’entiers naturels vy et vo, de méme dimension p € N,
on écrira v; < vy si v1(i) < ve(i) pour tout ¢ € {1,...,p}.

Soit A un ensemble fini de couples de vecteurs d’entiers naturels de méme di-
mension p > 1 et [ : A — ¥ une fonction d’étiquetage de ces couples par des lettres
appartenant a un alphabet X.

Le réseau de Petri étiqueté de dimension p défini a partir du couple (A, 1) est le
graphe G 4 sur I’ensemble des vecteurs d’entiers naturels de dimension p, défini par

Gy = {va—al—i—ag\UENP,alév,(abCLz)EA}

Un langage de réseau de Petri est un langage accepté par un automate dont le
graphe sous-jacent est un réseau de Petri et qui possede un unique sommet initial
et un ensemble fini d’états finaux.

Exemple 3.2.18. Considérons le réseau de Petri étiqueté défini a partir de :

)

a a b c c

J PG GG () ()

=

OOOoO+—
oOoO—=OH
[e=]eslenjen)g)
OO
QOO
OO~ O
OoO—O—O
—OO0O
—=O0oO
—OOoOO0O



3.2. AUTOMATES (INFINIS)

>, il accepte le langage

[elelele) g
—OO0oO

Muni du sommet initial ( ) et du sommet final (
{a"b"c" | n > 0}
Voir la figure
1 2 5

a a b c c

3 4

FIGURE 3.5 — Un réseau de Petri.

Pour donner une caractérisation logique des langages de réseaux de Petri, on
commence par étendre la signature des X-mots par deux nouveaux symboles binaires
relationnels du second-ordre <, et =, dont on va préciser I'interprétation.

Plus précisément, dans ce paragraphe, une signature relationnelle o est un en-
semble de symboles de relation du premier ordre ou bien du second ordre. Chaque
symbole de relation (du premier ordre ou du second ordre) possede une arité qui
est un entier naturel. Une structure relationnelle 2l relativement a cette notion de
signature relationnelle étendue est obtenue comme précédemment mais en ajou-
tant 'interprétation des symboles relationnels du second ordre, c’est-a-dire en spéci-
fiant pour chaque symbole relationnel du second ordre .S, une relation a(S)-aire sur
P(A), out A est le domaine de 2(. On note S* l'interprétation de S. Par conséquent,
S%CP(A)AS),

Précisons a présent ce que sont les formules de la logique du second ordre mona-
dique relativement a o (MSO[o]-formules). Les formules atomiques sont de la forme
x € X ou bien R(x1,...x4r)) ou bien S(Xi,... X)) ot R (respectivement S)
est un symbole relationnel du premier ordre (respectivement un symbole relation-
nel du second ordre) et ou X; (i € {1,...,a(S)}) peut aussi bien étre un symbole
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de variable du second ordre monadique ou un symbole relationnel du second ordre
unaire. Rappelons, en effet, que 'interprétation dans une structure relationnelle d’'un
tel symbole est une partie du domaine de la structure considérée.

1. Les formules atomiques sont des formules.
2. Si ¢ et 1) sont des formules, alors (¢ A1) et —¢ sont des formules.
3. Si ¢ est une formule, alors dz¢ est une formule, ou x est une variable du
premier ordre.
4. Si ¢ est une formule, alors X ¢ est une formule.
Une MSO[o]-formule est dite du premier ordre si elle est obtenue en n’appliquant
que les trois premieres regles ci-dessus.
Un ¥-mot w = wy ... w, (n > 0) est une structure relationnelle relativement a
la signature relationnelle o, constituée
— des symboles du premier ordre {F, | a € ¥} U {<} dont Iinterprétation a
déja été précisée précédemment,
— du symbole relationnel du second ordre <, dont I'interprétation <’ est 'en-
semble des couples (P, Q) € P({1,... ,n})2 de parties de {1,...,n} telles que
pour tout entier naturel 0 < m < n

card(PN{l,...,m}) <card(@N{l,...,m})

— du symbole relationnel du second ordre =4, dont l'interprétation =g’ est 'en-

semble des couples (P, Q) € P({1,... ,n})2 de parties de {1,...,n} telles
que
(P,Q) € < et card(P) = card(Q)

Ainsi oy :={E, | a € I} U{<}U{<,, =4}
Exemple 3.2.19. Considérons A; = {a;1,a1}. Un Aj-mot w = wy ... w, appartient
au langage de Dyck Dy si et seulement si {i <n|w; =a1} =, {i <n|w;=ar}.

Théoréme 3.2.20 ([36]). Les X-langages de réseaux de Petri sont les langages
définissables par un MSO[oy|-énoncé de la forme 3X;...3X,¢, oun > 0 et ¢ est
une formule du premier ordre.

Corollaire 3.2.21. La classe des langages des réseaux de Petri est stable par inter-
section et par union.

Donnons quelques exemples de langages de réseaux de Petri ainsi que les formules
qui les caractérisent. Pour ce faire, on s’autorisera, comme a 'accoutumée, a faire
usage des symboles logiques supplémentaires —, «—, V. On s’autorisera aussi le
raccourci z =y pourz <y AN y<zetx<ypour (z<y N nx=y).

Exemple 3.2.22. Le langage L = {a"b™ | n > 0} est un langage de réseau de Petri
défini par le MSO-énoncé suivant

(By =g Ea N V& Yy (Ba(z) A Ey(y)) — 2 <y))
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Exemple 3.2.23. Le langage contextuel L = {a"b*"c" | n > 1} est un langage de
réseau de Petri défini par le MSO-énoncé suivant

ElBl E'BQ (Bl =g Ea/\Ec =g BQ/\BQ =g Bl AVz (Eb(i[f) — (.TEBl\/LEE Bg))
AVuVeVyVz (Ej(u) N\e € X NyeY NE(2)) — u<zANz<yAy<z))

Plus généralement :
Proposition 3.2.24 ([39]). Les langages des réseaux de Petri sont contextuels.

Exemple 3.2.25. Le langage L = {w € ¥ | w # w’}, ot w! est le mot miroir de
w, est un langage de réseau de Petri défini par le MSO-énoncé suivant

3X Y dx dy
Vz((zeX+—2<2) A (2€Y 0 y<2) ANY =X A\ Eiz) A = Eu(y))

a€y

Proposition 3.2.26 (]|22|). Le langage algébrique des palindromes L = {w € X7 |
w = w?} n'est pas un langage de réseau de Petri.

Propriétés de fermeture des langages de réseaux de Petri

La proposition [3.2.26] et I'exemple [3.2.25] montrent que la classe Cpeyi des lan-
gages des réseaux de Petri n’est pas stable par complémentation.

Plus généralement, le tableau ci-dessous rappelle quelques propriétés de ferme-
ture de cette classe de langages [39)].

fermée par Chetri
Union oui
Intersection oui
Complémentation non
Concaténation oui
Etoile non
Intersection avec un langage rationnel oui
Miroir oui
Substitution non
Substitution finie oui
Morphisme oui
Morphisme inverse oui
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3.3 Transformations de graphes et logiques

Un probleme important en vérification automatique consiste a déterminer (ou
a étendre) des classes de graphes infinis dont la théorie relativement a une logique
donnée est décidable.

Une premiere approche consiste a considérer de judicieuses transformations de
graphes, comme par exemple la transformation de structure arborescente (qui pré-

serve la décidabilité de la logique du second ordre monadique) ou bien les interpré-
tations logiques.

3.3.1 Structure arborescente et dépliage

FI1GURE 3.6 — Dépliage.

Définition 3.3.1 (Dépliage). Soit G un graphe et r € Vi I'un de ses sommets. Le
déplié Unfold(G,r) de G a partir de r est le graphe dont les arcs sont de la forme

U2 Ulv, A\, w)
ou U est un chemin de source r et de but v dans G et v % W.
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Exemple 3.3.2. Soit Gy := {(p,a,q),(q,a,q),(q,b,7),(p,b,s)}. Voir la figure
pour le déplié de G a partir de p.

Théoréme 3.3.3 (|15]). Le dépliage depuis un sommet MSO-définissable préserve
la décidabilité de la logique du second ordre monadique.

Une autre transformation de graphes qui préserve la décidabilité de la logique du

second ordre monadique est celle de structure arborescente, définie par Muchnick
[43].

Définition 3.3.4 (Structure arborescente). Soit G un graphe et § € A\ Ag. La
structure arborescente de G par le symbole f, notée Treegraph,(G), est définie par :

Treegraph, (G) = {(wu, \,wv) [w € V& A (u,A\,v) € G}
U {(wu,t, wuu) |w e Vi, u e Vgt
Voir la figure pour un exemple de structure arborescente.

Théoréme 3.3.5 (|48]). La transformation de structure arborescente préserve la
décidabilité de la logique du second ordre monadique.

FIGURE 3.7 — La structure arborescente du triangle.

3.3.2 Interprétations logiques et substitutions

Soit 31, 29 C A deux ensembles d’étiquettes et L une « logique ».

Définition 3.3.6 (L-interprétation logique). Une L-interprétation Z de ¥ vers 3y
est la donnée d'une L[{E, | a € ¥;}]-formule §(x), et pour chaque A € 35, d’'une
LH{E, | a € ¥1}]-formule ¢y (z,y), ou x et y sont des variables du premier ordre.
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Soit G un Yj-graphe. L'interprétation Z appliquée a G est le Yo-graphe Z(G)
défini par :

@) ={vdw| Gl orv,w) A §v) A d(w)}

Exemple 3.3.7. L’ensemble des formules suivantes constitue une MSO-interprétation.
— 0(z) = (z=2)

— du(r,y) = v >y

— Pp(z,y) = x Loy

— Qo(z,y) = 3t Dt A By At

ott 2 %5 ¢ est un raccourci d’écriture pour la formule aChemin(z,t) explicitée ci-

apres et qui traduit le fait que z et ¢ sont respectivement source et but d’un chemin

étiqueté par un mot non vide appartenant a a*. D’abord, observons que la formule

intermédiaire

aClose(X) =V Vy (z € X ANz S y) — yeX)

exprime intuitivement que la partie X est fermée par les arcs étiquetés par a. Ensuite,

nous pouvons expliciter la formule aChemin(z, ) dont z 2, ¢ est un raccourci -
aChemin(z,t) =3z (2 2 A VX ((z € X A aClose(X)) — t € X))

Voir la figure pour l'application de cette MSO-interprétation a Unfold(Gy, p).

Proposition 3.3.8. Toute MSO-interprétation préserve la décidabilité de la logique
du second ordre monadique.

Transduction monadique

Observons que I’ensemble des sommets d'un graphe obtenu par interprétation
logique est inclus dans I’ensemble des sommets du graphe dont il est interprétation :
une interprétation logique ne permet pas d’augmenter le domaine du graphe sur
lequel elle s’applique. Pour dépasser cette restriction, on peut considérer la notion
de transduction monadique.

Soient K et Y deux alphabets disjoints.

La transformation de (K,X)-copie s’applique aux X-graphes. A un Y-graphe G,
elle associe le (X U K)-graphe G’ défini par :

G=G U {vh (vk)|veVekeK)
Définition 3.3.9 (Transduction monadique). Une transduction monadique 7 =

(K,T) de ¥; vers ¥y est une transformation de (K, X;)-copie suivie d’'une MSO-
interprétation Z de 1 U K vers Y.
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|

O <—0
O <—20
O <—0

MSO-interprétation

|

O =<—-0
O =<—-0

FIGURE 3.8 — Une MSO-interprétation de Unfold(Gy, p).

Proposition 3.3.10. La transformation de transduction monadique préserve la dé-
cidabilité de la logique du second ordre monadique.

Les transformations de structure arborescente et de transduction monadique sont
les principales transformations préservant la décidabilité de la logique du second
ordre monadique.

Substitution inverse

Nous allons maintenant considérer une autre transformation qui s’appuie sur la
notion de substitution.

Soit G un 3;-graphe. Notons ¥; un ensemble d’étiquettes disjoint de ¥; et en
bijection avec celui-ci. L'image de A € ¥; est notée \. Le graphe GG est alors obtenu
a partir de G en ajoutant les arcs inverses :

G=G U {Uiu|u%>v}
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/\

M\
// S\

[ ] [ ] [ ]
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
A B a b
C
_—

FI1GURE 3.9 — Une substitution rationnelle appliquée a un arbre binaire infini marqué.

Une substitution A de 3y vers ¥, U X, appliquée & G de maniére inverse, est le
Y9-graphe

hHG) = {ui>1)|uL~/\)>v}
€

Une substitution de ¥, vers ¥ est dite rationnelle (respectivement finie) si pour
tout A € X4, h(A) est un langage rationnel (respectivement fini).

Exemple 3.3.11. (Substitution rationnelle inverse) On applique la substitution

rationnelle définie par h(a) = CA et h(b) = CA'#B a l'arbre binaire infini marqué
suivant :

(ubuAdlue{A B U{uduBluc{A,BYlu{feSelu{uS ulue 47}
Voir la figure [3.9]

Exemple 3.3.12. (Substitution rationnelle inverse) On applique la substitution
rationnelle définie par h(c) = §A+4A ¥BAB & I'arbre binaire infini marqué suivant :

{uiuA lue{A,B}*} U {uuB|ue{A By} U {uLu |u € A*BA™}
Voir la figure [3.10| pour le graphe obtenu.
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/NN
AN

®oe——0——> 0 -

F1GURE 3.10 — Une substitution rationnelle appliquée a un arbre binaire infini mar-
qué.
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f

=N
7SN
VAYWAA SA A\

[ ] [ [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
B A b a

e S

F1GURE 3.11 — Le quart de la grille infinie comme substitution inverse de 1’arbre
binaire.

Exemple 3.3.13. Soit h la substitution définie par h(a) = {B"$AB™ | m > 0} et
h(b) = B. La substitution h appliquée a I’arbre binaire infini marqué

{(uduAdlue{A,B}} U {uuB|ue{A, BV} U {e5e)

fournit le quart de la grille infinie sur {a,b}. Observons que h n’est pas une substi-

tution rationnelle. Voir les figures et

FIGURE 3.12 — Le quart de la grille infinie.

Une substitution rationnelle inverse est un cas particulier de MSO-interprétation,
et on peut appliquer la proposition [3.3.8|
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Proposition 3.3.14. Les substitutions rationnelles inverses préservent la décidabi-
lité de la logique du second ordre monadique.

3.3.3 Graphe des parties

Définition 3.3.15 (Graphe des parties d’un graphe). Soit G' un graphe. Le graphe
Parties(G) des parties de G est

Parties(G) :={P S Q| P CQCVs} U {{v} 3 {w} | v,w e Vg,v ? w}

Le graphe des parties finies de G est la restriction de Parties(G) a o(Vg).

Voir la figure [3.13
[ ]
v ./ \. vg

Graphe des parties

{v1,v2} {v1,v2,v3} {v1,v3}

{v1}

/[

{2} @ ® (v}

NG —>@———> @

/

N

[ ]
{v2,v3}

C
FIGURE 3.13 — Graphe des parties (finies) d’un graphe.
Définition 3.3.16 (Interprétation a ensembles finis). Un graphe H est interpréta-

tion a ensemble finis d'un graphe G si H est FO-interprétation du graphe des parties
finies de G.

S
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Observation 3.3.17. Soit G un graphe dont la WMSO-théorie est décidable et H
une interprétation a ensembles finis de G. Alors la FO-théorie de H est décidable.

3.3.4 Hiérarchies de graphes
Hiérarchie a pile

Les transformations de graphes présentées dans la partie précédente permettent
de définir la hiérarchie a pile, une hiérarchie de graphes dont la théorie du second
ordre monadique est décidable. Les graphes considérés ici, le sont a isomorphisme
pres : nous ne distinguons pas deux graphes isomorphes.

Définition 3.3.18. La hiérarchie a pile Cy C C; .. .est définie comme suit. Le pre-
mier niveau Cy est constitué des graphes finis. Chaque niveau supérieur C, .1 est
constitué des substitutions rationnelles inverses des dépliés des graphes du niveau
précédent C,.

Comme le dépliage depuis un sommet MSO-définissable et la MSO-interprétation
préservent la décidabilité de la logique du second ordre monadique, on en déduit la
proposition suivante.

Proposition 3.3.19. Tout graphe appartenant a la hiérarchie a pile a une MSO-
théorie décidable.

La robustesse de la hiérarchie a pile est notamment illustrée par le fait que
des transformations, a priori plus générales que celles utilisées dans la définition
précédente, ne permettent pas d’obtenir plus de graphes, a isomorphisme pres.

Proposition 3.3.20 ([5]). Soit n > 1. Les graphes du niveau n de la hiérarchie
pile sont les M SO-interprétations des dépliés du niveau précédent.

Il se trouve que chaque niveau de la hiérarchie a pile peut également étre décrit
a partir d'un générateur, qui ne sera autre que I’arbre binaire infini pour le niveau 1
et les structures arborescentes itérées de celui-ci pour les niveaux supérieurs. Notons
T, arbre binaire infini défini par

Ty :={u " ud|ue{AB}} U {uuB|uc{AB}}

Soit (#;)ien € (A\ {A, B})" une suite d’étiquettes distinctes de A et B et distinctes
deux a deux. On définit pour tout n > 0, la structure arborescente itérée n fois de
I’arbre binaire infini, notée Treegraph™(T3), par : Treegraph®(T3) := T, et pour tout
n =1,

Treegraph”(T5) := Treegraph, (Treegraph” ' (13))

Voir la définition B.3.4]
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Exemple 3.3.21. Voir la figure[3.14] pour la structure arborescente de ’arbre binaire
infini. Celui-ci est générateur du niveau 2 de la hiérarchie a pile.

Une premiere facon d’obtenir le niveau n de la hiérarchie a pile a partir du
générateur Treegraph™ '(T3) est de procéder par transduction monadique.

Proposition 3.3.22. Soit n > 1. Les graphes du niveau n de la hiérarchie a pile
sont les transductions monadiques de Treegraph™ ' (T5).

Observons également que chaque niveau de la hiérarchie a pile est fermé par
MSO-interprétation.

Exemple 3.3.23. Soit T} = {u = wa | u € {a}*} la demi-droite. Sa structure
arborescente Treegraphﬁ(Tl) appartient au niveau 2 de la hiérarchie a pile. Voir la
figure [3.16| pour un automate dont le graphe sous-jacent est MSO-interprétation de

Treegraph,(11) (voir la figure [3.15).

~~~~~~ e e
- |
e
e
///
.,,,,,::::: ,,,,,, . . ,,,,,,,,,,,,,,
¢ <
.,,,,,::::: ,,,,,, . . ,,,,,,,,,,,,,,

FIGURE 3.15 — Une MSO-interprétation de Treegraph, (77 ), la structure arborescente
de la demi-droite (voir I'exemple [3.3.23)).

On peut aussi procéder par substitutions rationnelles inverses des marquages
rationnels du générateur.

Un marquage rationnel d’'un 3;-graphe G par un symbole f ¢ ¥; selon un langage
rationnel L C (3; U X;)* et depuis un sommet r € Vg est le graphe f(G, r) défini
par

t0(G,7r) == {(v,0) = (w,0) | v % w} U {(v,0) EN (v,1) | r % v}

Proposition 3.3.24. Soitn > 1. Les graphes du niveau n de la hiérarchie a pile sont
les substitutions rationnelles inverses des marquages rationnels de Treegraph™ ' (T3)
depuis sa racine.
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® ® ® o
0

[ ] [ ] [ ] (]

[ ] [ ] [ ] ®

® ® [ ] [ ]

FIGURE 3.16 — Un automate dont le langage accepté est {a"b"c"d" | n > 0} (voir

Iexemple |3.3.23)).

Hiérarchie arbre-automatique

La hiérarchie arbre-automatique [14] est une hiérarchie de graphes dont la théorie
du premier ordre est décidable : chaque niveau est constitué des interprétations a
ensembles finis des arbres du niveau correspondant de la hiérarchie a pile.

3.3.5 Substitutions inverses de ’arbre binaire infini

Dans cette partie, on considere I’arbre binaire avec arcs retours
Ty={uSur|ue{ab} ze{abl} U furSu|ue{ab) zec{ab}}

ainsi que la classe de ses marquages rationnels depuis la racine, ¢’est-a-dire la classe
des graphes de la forme f7(T5,¢), ou L € Rat({a,b,a,b}*)

On décrit diverses classes de graphes rencontrés précédemment (et appartenant
au premier niveau arbre-automatique) de la fagon uniforme suivante : étant donnée
une famille F' de langages, ou F' C P({a,b,a,b}*), et notant Fx P'ensemble des
substitutions h de la forme A : ¥* — F', on considere la classe & des Y-graphes
obtenus par application inverse des substitutions appartenant a Fy aux marquages
rationnels depuis la racine de 75

G = {hil(ﬂL(Tg,&T)) | h € Fy,, L € Rat 2*}
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Il se trouve que les graphes obtenus par substitution finie inverse de l'arbre
binaire avec arcs retours sont exactement les graphes suffixes de réécriture de mots.
Notons Fin la classe des langages finis de {a, b, @, b}-mots.

Théoreme 3.3.25. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. G € Gy,

2. G est isomorphe a un X-graphe de réécriture suffize de mots.

Considérons a présent la famille Rat({a,b,a@,b}*) des langages rationnels de
{a,b,a, b}-mots.

Commencons par définir la notion de graphe d’un systéeme reconnaissable de
réécriture de mots. Un tel graphe est une union finie de graphes de la forme :

WU % V)
ou W, U et V sont des langages rationnels de mots, a est une étiquette et
WU SV)={wu S wv|weWuelUwveV}

Exemple 3.3.26. Un exemple de graphe d'un systéme reconnaissable de réécriture
de mots est donné par la demi-droite des entiers naturels, munie de son ordre usuel.
Voir la figure [3.17] et considérer le systeme reconnaissable de réécriture de mots
suivant : .

(e 2% 1) U z*(e = o¥)

FIGURE 3.17 — Demi-droite des entiers naturels munie de son ordre usuel.
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Théoreme 3.3.27. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. G € Gppi(apaby)

2. G est isomorphe a un Y-graphe d’un sytéme reconnaissable de réécriture de
mots.

3. G appartient au niveau 1 de la hiérarchie a pile.

Graphes rationnels

Un langage linéaire est le langage d’une grammaire dont les productions sont de
la forme :
X — couX — uYv

ol u,v sont des mots terminaux et X et Y sont des lettres non-terminales. En
particulier, un langage linéaire est un langage algébrique.

Notons Lin la famille des {a,b,d,b}-langages linéaires et Lin C Lin, la sous-
famille engendrée par des grammaires algébriques dont le membre droit de toute
production est ¢ ou bien uXv, ou u € {a@,b}*, v € {a,b}* et X est une lettre
non-terminale.

Théoréme 3.3.28 ([31]). Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. G e Q5m

2. G est isomorphe a un X-graphe rationnel.

A présent, considérons la question de la décidabilité du probleme de satisfaction
de la logique du premier ordre pour les graphes rationnels.

Proposition 3.3.29. Le probléme de la satisfaction pour un graphe rationnel donné
d’une formule du premier ordre donnée est indécidable.

En effet, on peut y réduire le probléeme (indécidable) de correspondance de Post
(P.C.P.). Rappelons qu'une instance de ce probléme est la donnée d’une suite de
couples de mots (sur un alphabet contenant au moins deux lettres) (u;,v;) (i €
{0,...,n}) et que la question posée est : existe-t-il une suite 0 < 41,49, ...,%, <N
telle que

UUsy - - - U, = VoU4y - .. U; ?

m m

Associant a une instance de P.C.P. le transducteur décrit dans 'exemple [3.2.7, on
constate que résoudre P.C.P. revient a déterminer si le graphe rationnel défini par
ce transducteur satisfait ’énoncé du premier ordre : 3s s - s (ol a est I'étiquette
de la relation définie par le transducteur).

Cependant, si I'on se restreint aux arbres rationnels, on obtient un résultat positif
de décidabilité de la logique du premier ordre.

Proposition 3.3.30 (|4]). La théorie du premier ordre d’un arbre rationnel est
décidable.
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1,1)

(
(0,0)

FIGURE 3.18 — Un transducteur pour un arbre rationnel sur I'alphabet {A,0,1}.

Exemple 3.3.31. Voir les figures et pour un exemple de transducteur
définissant un arbre rationnel.

Le résultat précédent est difficilement généralisable tant d'un point de vue de
I'expressivité de la logique que d’un point de vue structurel, comme le montrent les
deux propositions suivantes (voir le paragraphe pour un rappel concernant la
logique du premier ordre avec accessibilité rationnelle).

Proposition 3.3.32 ([4]). Il existe un arbre rationnel dont la théorie du premier
ordre avec accessibilité rationnelle n’est pas décidable.

Proposition 3.3.33 (|4} 46]). 1l existe un DAG rationnel dont la théorie du premier
ordre n’est pas décidable.

Dans le chapitre [5] nous mettrons notamment en évidence une sous-classe de
DAG rationnels dont la théorie du premier ordre avec accessibilité est décidable.
Voir la figure [3.20]
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3.3. TRANSFORMATIONS DE GRAPHES ET LOGIQUES

A A0 A00 A000
o—— >0— ———>0—————>@0 — — — — — —
° e 0 ® 00 ® 000
[ ] ® 01 ® 001
® 10 ® 010
() ® 011
11 i
® 100
® 101
® 110
® 111
a b

—_— 3

FIGURE 3.19 — Un arbre rationnel.
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Graphes rationnels

—

|

| . o @s
quart de la grille infinie

|

|

|

|

|

{

mot-automatiques

DAGs

arbres

D FO-théorie décidable

D FO[Reach]-théorie décidable

FIGURE 3.20 — Vers une classe de DAG mot-automatiques (voir la définition [5.2.6))
dont la FO[Reach|-théorie est décidable.
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Chapitre 4

Traces et régularité par niveaux

Dans ce chapitre, nous commengons par rappeler quelques généralités a propos
des traces de Mazurkiewicz. Ensuite, nous considérons la notion de langage de traces
régulier par niveaux : un langage de traces est régulier par niveaux si I’ensemble des
formes normales de Foata de ses éléments constitue un langage régulier de mots. On
observera, en particulier, qu'un langage de traces reconnaissable (voir paragraphe
2.2.6)) est régulier par niveaux mais que la réciproque n’est pas vraie.

4.1 Généralités

Soit ¥ un alphabet.

Une relation de dépendance D sur ¥ est une relation binaire réflexive et symé-
trique. La paire (X, D) est appelée alphabet de dépendance. Le complémentaire de D
est la relation d’indépendance I := 3*\D. Notons =p la plus petite des congruences
= de X* telle que

(a,b) e I = ab=ba

La (X, D)-trace d'un mot w € ¥* est sa classe d’équivalence pour la relation d’équi-
valence =p. Elle est notée [w].

Observons que deux Y-mots =p-équivalents ont la méme longueur. La longueur
d’une trace t est la longueur de n’importe quel mot lui appartenant et est notée [¢|.

Le monoide quotient ¥*/ =p est appelé monoide de traces de I'alphabet de
dépendance (X, D) et est noté M(X, D). Ainsi le produit du monoide de traces est
défini pour tout [ul, [v] € M (3, D) par [u][v] = [uv].

Le graphe de Cayley de M (X, D) est

Cayley s py = {t = tla] |t € M(%,D),a € X}

Exemple 4.1.1. Supposons que ¥ = {a,b,c} et I = {(a,c), (¢c,a), (b,c), (¢, b)}. Voir
la figure .1 pour Cayley /(s p)-
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B ,:;;,20 .- _®
.’/ 4/\‘; 4{/4 \
e b _  _f_ 5

FIGURE 4.1 — Le graphe de Cayley d’un monoide de traces (voir I'exemple {4.1.1]).

La relation binaire de préfixité C sur M (X, D), définie par t C ¢’ si et seulement
sl existe s € M (3, D) telle que ts = t/, est un ordre partiel.

Notons Totaly, := ¥ x ¥ la relation de dépendance totale sur ¥ et Idy, := {(a, a) |
a € ¥} la relation d’égalité. Remarquons que dans le cas ou D = Totaly, le monoide
de traces M (X, D) s’identifie au monoide libre >*.

Forme normale de Foata

Considérons I'alphabet fini Ip := {A C ¥ | Va; # as € A (ay,ay) € I} des parties
indépendantes de ¥, et notons II;, : I}, — M(X, D) le morphisme canonique défini
par

(@) =[] et ;,({ar, - ,an}) =a1...a,] (n>1)

Etant donné P C Ip, notons Ilp la restriction de II;, a P*. Un P-mot U code la
trace Ip(U).
Considérons la relation binaire > sur I, := Ip \ {@} définie par :

A> B < Vbe B dae AaDb
Notons F C I, I'ensemble des mots sur I,," qui sont des [>-chemins :
F:={A4 .. A, |AD> -->A,n=>0}
Le morphisme surjectif II;, n’est pas injectif. En effet, supposons par exemple que
Y ={a,b} et I ={(a,b),(b,a)}, alors I}, ({a,b}) = I, ({a}{b}).

La proposition suivante montre que toute trace peut se coder par un unique
I5-mot appartenant a F.
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N
a J @) 0

C b

—/

FIGURE 4.2 — La forme normale de Foata de [acbdab] (voir I'exemple [4.1.3)).

Proposition 4.1.2 (Forme normale de Foata). Soit t € M(X, D). Il eziste un
unique I-mot [tlg = A1--- Ay, € F (p > 0), la forme normale de Foata de t, tel
que Iy, (A Ap) =1t.

Exemple 4.1.3. Supposons que ¥ = {a,b,c,d} et
D =1dx U {(a,b),(b,a),(a,d),(d,a),(b,c),(c,b)}
En particulier, alc, bld, cId. La forme normale de Foata de t = [acbdab] est
[t]e = {a, c}{b, d}{a}{b}
(voir la figure [£.2)).

Dans la suite et étant donnée une trace ¢, notons ||¢|| la longueur de sa forme
normale de Foata.
L’ensemble des formes normales de Foata F est accepté par un automate fini.

Lemme 4.1.4. L’ensemble F des formes normales de Foata est un langage régulier
de I},"-mots.

Démonstration. L’ensemble F est accepté par 1'/-automate fini Ap suivant :
— 1454 A€ I;
— A5 B:A>B
— le sommet initial est L ¢ I,
— tous les sommets sont finaux (méme L).

Reconnaissabilité

Un (3, D)-language de traces est une partie de M (X, D). Si £ est un langage de
traces, alors J £ = {w € ¥* | [w] € L} est un langage de ¥-mots. Si L est un langage
de mots, alors [L] est le langage de traces défini par [L] := {[w] € M(X,D) | w € L}.
En particulier, [JL] = £ et U[L] D L. Précisément, U[L] = {w | I’ € L w =p w'}.

Les notions de résiduation et de produit de langages ont été définies pour un
monoide quelconque au paragraphe [2.2.6]
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Exemple 4.1.5. Supposons que ¥ = {a,b} et D = Idy. En particulier alb. Le
résidu a gauche par [ab] de £ = {[ab], [abaa], [aaa], [aabbb]} est :

[ab] 'L = {&, [aa], [abb]}
Le produit & droite de £ par [a] est :
L[a] = {[aab], [aaaab], [aaaa], [aaabbb]}
La classe des langages de traces reconnaissables est notée Rec(M (3, D)).

Proposition 4.1.6 ([18]). Rec(M (X, D)) est une algébre Boole fermée par conca-
ténation.

Remarque 4.1.7. Si D = %2, alors Rec(M (X, D)) = Reg(Z*).

Rappelons diverses caractérisations des langages reconnaissables de traces (voir
le paragraphe [2.2.6)).

Proposition 4.1.8. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. L est reconnaissable,
2. lensemble {t 'L |t € M(X, D)} des résidus a gauche de L est fini,
3. Uensemble {Lt™' |t € M(X, D)} des résidus a droite de L est fini.

Considérons un alphabet fini P et 7 : P* — M (X, D) un morphisme surjectif. Par
exemple, P pourrait étre ¥, I, ou Ip. Pour une trace ¢, si nous voyons 7~ !(¢) comme
I’ensemble de ses P-codages, la proposition suivante montre que la reconnaissabilité
d’un langage de traces est équivalente a la régularité de I’ensemble des P-codages
de ses éléments.

Proposition 4.1.9. £ € Rec(M (3, D)) si et seulement si 7=1(L) est régulier.

Corollaire 4.1.10. £ € Rec(M (X, D)) si et seulement si |JL est un langage régu-
lier.

4.2 Reégularité par niveaux

Le langage de traces [(ab)*], ou alb, n’est pas reconnaissable puisque son union,
I'ensemble des mots sur {a, b} avec le méme nombre d’occurrences de a et b, n’est pas
régulier. Néanmoins, I'ensemble {a, b}* des formes normales de Foata de ses éléments
est régulier. Cela suggere de considérer une notion plus faible de reconnaissabilité.

Définition 4.2.1. £ C M(X, D) est régulier par niveaux si le langage (de mots)
[L]F est régulier.
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Puisque [£L]p = II;}(£) N'F, tout langage de traces reconnaissable est régulier
par niveaux. Notons également que tout langage de traces régulier par niveaux est
une partie rationnelle du monoide M (X, D). Notons LevelReg(M (X, D)) la classe
des langages de traces réguliers par niveaux du monoide de traces M (X, D).

Proposition 4.2.2 (|27, [2]). LevelReg(M (X, D)) est une algébre de Boole.

Démonstration. Observons qu’étant donnés deux langages de traces réguliers par
niveaux L£q et Lo, I'ensemble des formes normales de Foata de leur intersection
(respectivement I’ensemble des formes normales de Foata du complémentaire de L)

est [£1 N Lylp = [L1]r N [L2]F (respectivement [EWF = [L1]¥). La proposition
est donc conséquence du fait que la classe des langages réguliers forme une algebre
de Boole. O]

La classe LevelReg(M (X, D)) n’est cependant pas close par concaténation [27].

Exemple 4.2.3. Considérons la concaténation des deux langages de traces [(ab)*]
et [(bc)*], avec D = {(a,a), (b,b), (¢,c)}. L’ensemble des formes normales de Foata
de ses éléments

g ([(ab)*] - [(be)])
= {{a,b.c}*{b,c}{0}" [ k = 0} U {{a, b, c}*{a, b} {b}" | k > 0}

n’est pas régulier.
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Chapitre 5

Dépliage concurrent d’un graphe
fini concurrent

5.1 Introduction

Comme on peut y réduire le probleme de I’arrét des machines de Turing, la MSO-
théorie du quart de la grille infinie n’est pas décidable. Le quart de la grille infinie
n’appartient donc pas a la hiérarchie a pile et n’est pas, en particulier, le déplié d'un
graphe fini.

Néanmoins, comme il s’agit d’'un graphe de réécriture suffixe de termes clos
(graphe GTR), sa FO[Reach]-théorie est décidable (paragraphe [p.4)). En effet, un
graphe de réécriture suffixe de termes clos (graphe GTR), muni de la relation d’ac-
cessibilité est arbre-automatique et sa FO[Reach]-théorie est donc décidable [17]. En
fait, méme la théorie du premier ordre étendue par l'opérateur de fermeture transi-
tive pour les relations définissables au premier ordre du quart de la grille infinie reste
décidable [49]. Mais considérons maintenant ’arbre du quart de la grille infinie : tout
sommet du quart d’une grille infinie est source d’un arc étiqueté par un nouveau
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symbole et dont le but est 'origine d’'un nouveau quart de grille infinie et ainsi de
suite (paragraphe [5.4)). Nous montrerons que sa FO[Reach]-théorie est décidable et
que néanmoins il n’est pas un graphe GTR.

En fait, nous nous intéressons, plus généralement, a une classe de graphes qui
modélisent les exécutions de systémes concurrents. Pour ce faire, nous considérons
les traces de Mazurkiewicz.

Soit un systeme reconnaissable de réécriture de traces, c’est-a-dire un ensemble
fini de regles de la forme U - (V EN W) ou U, V, W sont des langages de traces
reconnaissables sur un monoide de traces M (3, D), A une étiquette. Considérons

son graphe de réécriture : ’ensemble des arcs de la forme ts A 1 tel qu’il existe
une régle de rééeriture U - (V 3 W) avec t € U, s € V, & € W. Si D est la
relation totale, alors un tel graphe est au premier niveau de la hiérarchie a pile
car il s’agit d'un graphe de réécriture d’un systeme reconnaissable de réécriture de
mots. Si D est I’égalité, alors il s’agit d’une notion plus générale de réseau de Petri,
dont on discutera dans le chapitre suivant. Dans tous les cas, nous montrerons
qu'un automate dont le graphe sous-jacent est graphe de réécriture d’un systéme
reconnaissable de traces et dont les ensembles de sommets initiaux et finaux sont
réguliers par niveaux (automate RTL), est mot—automatiquelﬂ, méme si les contextes
des regles de réécriture ne sont supposés que réguliers par niveaux.

La théorie du premier ordre d'un automate RTL est donc décidable. Nous mon-
trerons également que le probléme de la vacuité du langage accepté par un automate
RTL n’est pas décidable car I'on peut y réduire le probleme (indécidable) de I'arrét
des machines de Minsky a deux compteurs.

Nous montrerons que la FO[Reach]-théorie du déplié concurrent d’un graphe
fini concurrent a partir de tout sommet est décidable, en montrant qu'un tel déplié
enrichi de la relation d’accessibilité, est un graphe RTL. Cela étend un résultat de
Madhusudan [25] sur la décidabilité de la théorie du premier ordre des structures
d’événements trace-régulieres |[45]. Nous observerons que le quart de la grille infinie
ainsi que son arbre sont des dépliés concurrents de graphes finis concurrents. Nous
en déduirons, plus généralement, que la FO[Reach]-théorie de tout automate dont le
graphe sous-jacent est un déplié concurrent d’un graphe fini concurrent et dont les
ensembles de sommets initiaux et finaux sont réguliers par niveaux, est décidable.

Nous définirons I’arbre d’un graphe et nous montrerons que si ’arbre d’un graphe
est graphe de réécriture suffixe d’un systeme de réécriture de termes clos, alors il
est finiment décomposable par taille. Si un graphe est finiment décomposable par
taille, alors il appartient au premier niveau de la hiérarchie a pile. Par conséquent,
la classe des dépliés concurrents des graphes finis concurrents contient des graphes
non GTR mais dont la FO[Reach]-théorie est décidable. L’arbre du quart de la grille
infinie est un exemple de tel graphe.

Les résultats de ce chapitre ont été publiés dans [27].

1. Un graphe est mot-automatique si chacune de ses relations est reconnaissable par un trans-
ducteur synchronisé fini.
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5.2 Systeme de réécriture de traces

Les graphes au premier niveau de la hiérarchie a pile sont les graphes de réécriture
des systemes reconnaissables de réécriture de mots. Un tel systeme est un ensemble
fini de regles (de réécriture) de la forme U-(V — W), ou U (le contexte), V et W sont
des langages réguliers. Dans la suite, nous considérons des systémes reconnaissables
de réécriture de traces, a contextes réguliers par niveaux (RTL) et membres gauches
et droits reconnaissables. Nous prouvons qu'un automate, dont le graphe sous-jacent
est graphe de réécriture d’un tel systeme et dont les ensembles de sommets initiaux
et finaux sont réguliers par niveaux, est mot-automatique, en codant ’ensemble de
ses sommets par leurs formes normales de Foata.

Définition 5.2.1. Un systéme reconnaissable R de réécriture de traces a contextes
réguliers par niveaux (RTL) sur M (X, D) est la donnée d’un ensemble fini de regles
(de réécriture) de la forme

u-v3w)
ouU € LevelReg(M (X, D)), V,W € Rec(M (X, D)) et A € A.

Le graphe de réécriture Grg du RTL R est le A-graphe sur M (3, D) défini par
Grg = {[uv] D [uw] |3 U-VIW) eR, [u] €U, [v] €V, [w] € W}

Remarque 5.2.2. Observons qu’'une regle de réécriture de la forme U - ([¢] 2 e])
conduit dans le graphe de réécriture Grg a des boucles étiquetées par A sur toutes
les traces appartenant a U.

Un automate de systéme reconnaissable de réécriture de traces a contextes régu-
liers par niveaur (automate RTL) sur M (X, D) est un automate de la forme

G U {4} xI U {o}xF

ou G est le graphe de réécriture d'un systeme RTL sur M (3, D) et I (respectivement
F) est un langage régulier par niveaux sur M (X, D) de traces initiales (respective-
ment finales).

Exemple 5.2.3. Supposons que D = {(a,a), (b,b)} et considérons le RTL suivant :

[(a+)] ([e] = [a])

[(a+0)] - ([e] > )

(b)) - ([e] = [€])

Son graphe de réécriture est le quart de la grille infinie avec une boucle étiquetée
par le symbole f sur chaque sommet de sa diagonale (voir la figure [5.1)). Sa théorie
du second ordre monadique n’est pas décidable car le quart de la grille infinie y est
MSO-interprétable. En particulier, il n’appartient pas a la hiérarchie a pile.
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a b f

FIGURE 5.1 — La diagonale du quart de grille infinie (exemple [5.2.3))

Exemple 5.2.4. Supposons que D = {(a,a), (b,b),(c,c)} et considérons le RTL
suivant :

[(abe)*] - ([e] = [abe])

[(abe)* (ac)*] - ([b] = [e])

[(abe)*(ac)*] - ([ac] = [e])

Son graphe de réécriture (voir la figure n’appartient pas a la hiérarchie a pile
car sa théorie du second ordre monadique n’est pas décidable. En effet, le quart de
la grille infinie y est MSO-interprétable ; considérer la MSO-interprétation suivante.

— d(x)= (z=12x)

— oz, y)= (z 5y Vv Iz (zimc Ay z2))

7 ¢b(xay> - yi>:L’

Cependant, remarquons que sans les arcs intérieurs étiquetés par ¢ (en pointillés
pour la figure , ce graphe appartient au niveau 2 de la hiérarchie a pile : il est
substitution rationnelle inverse de la structure arborescente de la demi-droite (voir

I'exemple [3.3.23] et les figures et 3.16]).

Avant d’énoncer le principal résultat de ce paragraphe (théoréeme [5.2.11)), com-
mencons par rappeler quelques définitions élémentaires a propos des graphes mot-
automatiques.

Automates mot-automatiques. Soit ¥ un alphabet and § ¢ ¥ un nouveau
symbole. La synchronisation de deux -mots, © = a;...a,, et v = by...b,, est le
(X U {f})*mot u ® v defini par

u®uv = (a1, b1) ... (ag, bp)(Thr1, Yes1) - - - (Tk, Y ), o0k = min(m, n), K = max(m,n)
et pour tout k < i < K, (x;,y;) = (8,0;) si k =m et (z,y;) = (a;, 1) sinon.
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FIGURE 5.2 — Le graphe de réécriture d'un RTL (exemple |5.2.4))

Etant donné un langage L de (X U {t})?>-mots u®uv, on peut considérer la relation
binaire {(u,v) € ¥* X ¥* | u ® v € L}. Le lemme suivant montre que le domaine et
I'image d’une telle relation restent des langages réguliers.

Lemme 5.2.5. Si un langage L de (X U {#})*-mots u @ v est régulier, alors les
langages {u € ¥* | v € ¥* u®@uv € L} et {v € ¥* | Ju € ¥* u®@wv € L} sont
réquliers.

La notion d’automate mot-automatique est rappelée dans la définition suivante.
Intuitivement, un automate mot-automatique est un automate dont les relations
binaires peuvent étre codées par des langages de mots synchronisés réguliers et dont
les ensembles de sommets initiaux et finaux sont réguliers également.

Définition 5.2.6. Un A-automate G est mot-automatique s’il existe un alphabet X,
un langage régulier de Y-mots Ly, et une bijection v : Ly, — Vg tel que v ![Ig]
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FIGURE 5.3 — Le quart de la grille infinie est mot-automatique (exemple [5.2.7)).
L’ensemble de ses sommets est codé par le langage A*B*.

et v1[Fg| soient réguliers et pour chaque A € A, le langage des mots synchronisés
Ly={v(s)@vi(t)]s %> t} est régulier.

Exemple 5.2.7. Le quart de la grille infinie est mot-automatique. Voir la figure

B3l

Le résultat suivant repose essentiellement sur les propriétés de fermeture des
langages réguliers.

Théoréme 5.2.8 ([21]). La théorie du premier ordre d’un automate mot-automatique
est décidable.

Remarque 5.2.9. D’apres le lemme [5.2.5] on peut supposer dans la définition précé-
dente que v est une bijection d'un langage régulier de mots sur un sur-ensemble de
I’ensemble des sommets de G : un A-automate G est mot-automatique si et seulement
g'il existe une bijection v : L — V, ot L € Reg(X*) et V' 2 Vg telle que v~1[Ig]
et v71[Fg| soient réguliers et pour chaque A € A, le langage de (X U {#})%-mots
Ly={vs)ov ()]s % t} est régulier.

Remarque 5.2.10. Le langage de (I, U {#})*mots {[s]r @ [t]|r | s,t € M (3, D)} est
régulier. Cela résulte du lemme et du fait plus général que si Lq et Ly désignent
deux langages réguliers de mots, alors leur ®-produit L; ® Ly := {u; @ ug | uy €
Lq,us € Ly} est régulier.
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Le théoréme suivant résulte notamment du codage de toute trace par sa forme
normale de Foata.

Théoreme 5.2.11. Un automate RTL est mot-automatique.

Le théoreme [5.2.11], que nous démontrerons ci-apres, n’est plus garanti si ’'on
suppose que les membres gauches et droits des regles de réécriture sont réguliers par

niveaux (voir la remarque [5.2.17)).

Corollaire 5.2.12. La théorie du premier ordre d’un automate RTL est décidable.

Corollaire 5.2.13. Le graphe de réécriture d’un systéme RTL est mot-automatique
et sa théorie du premier ordre est décidable.

Afin de démontrer le théoreme nous énongons une propriété cruciale de
compatibilité entre concaténation et forme normale de Foata.

En général, [st]|p et [s|p[t]F peuvent étre distincts. En effet, supposons que
D = {(a,a),(b,b)}. Si s = [a] et t = [ab], alors [s]g = {a}, [t]r = {a,b} et
[st]g = {a,b}{a}. Cependant, le lemme suivant montre une forme de compatibilité
entre concaténation et forme normale de Foata.

Lemme 5.2.14. Soit s,t € M(X, D) tels que [s|p = A1+ Ay (p = 0) et [st]p
Bi---B,,. Alors m > p, A; C B; pour chaque 1 < i < p et HID((Bl \ A1) - (Bp
Ap)Bp+1 T Bm) =t.

/II

U

Démonstration. Par récurrence sur la longueur de t.

Exemple 5.2.15. Considérons la relation de dépendance

D= Id{a7bvc7d} U {(CL, b), (b7 a>a (a7 d): (da a)}

et les traces s = [ab] et t = [cd]. On a alors [s]p = A1 A avec Ay = {a} et Ay = {b}.
On a également [t|gp = {c,d} et [st|lrp = B1By avec By = {a,c} et By = {b,d}.
Ainsi

7, ((Bu\ A1) (B2 \ Ag)) = Iy, ({ep{d}) = t

Dans la suite, pour [s|p = A;---A, (p = 0) et t € M(3, D), notons [s]g || t le
langage de Ip-mots By -« B, (m > p) tel que A; C B; pour chaque 1 < i < p et
I, ((B1\ A1) -+ (By\Ap)Bpi1- - Bi) = t. Donc [st|g € [s]F || t, d’apres le lemme
ci-dessus.

Exemple 5.2.16. Supposons que D = {(a,a),(b,b)} et considérons s = [aba| et
t = [abl]. Alors [s]p = {a,b}{a} et

[sT [| £ = {a,bH{a}&" ({a} @™ {b} + {b}&"{a} + {a,b})@" U {a,b}{a,b}&"{a} 2"
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Démonstration du théoréme[5.2.11. Soit R un systéme reconnaissable de réécriture
de traces a contextes réguliers par niveaux, I (respectivement F') un langage régulier
par niveaux de traces initiales (respectivement finales). D’aprés la proposition m
et le lemme |4.1.4] IIg est une bijection du langage régulier F sur M (X, D) D Vg -
Observons d’abord que comme I et F' sont réguliers par niveaux, les langages de
mots [z'[[] et [Ig'[F] sont réguliers. Il nous reste donc & montrer que pour chaque
A € A, le langage de (Ip U {t})*-mots

Ly = {[[)[e]]r @ [[ul[w]]r | [u] €U, [0] € V. [w] € W, U- (V2 W) € R}

est régulier.
Soit U-(V 2 W) une régle appartenant a R. Montrons que le langage de (Ip U {#})*
mots {[[u][v]|r®@[[u][w]]r | [u] € U, [v] € V, [w] € W} est régulier. D’apres le lemme
et la remarque (Iintersection de deux langages régulier est un langage
régulier), il suffit de montrer que le langage de (Ip U {#})*mots de la forme X QY tel
qu’il existe [u] € U, [v] € V et [w] € W tel que X € [[u]]r || [v] et Y € [[u]lF || [w],
est régulier. Pour cela, considérons des Ip-automates A, A et Az (dont les uniques
états initiaux sont notés respectivement i, , i 4, et i4,) qui acceptent respectivement
{[ulp | [u] € U}, I 1(V) et I} (W) et définissons le (Ip U {f})*-automate suivant :
— Détat initial est (i4,,74,,745)
— le (Ip U {#})*graphe est donné par

AUB/AUC , , , N A _, B._ ., C._,
p,qr) ———— . ¢,7"):p—=p,q¢—=4q,r—r
.Al A2 -A3

par) 2% (L 1) pe Fa U{L) g Do dor Do
(pa,r) L5 (L, Lr') ip€ FayU{L}, g€ Fa, 7 ,% !
(LLor) 25 (Ll e S

(pa,7) 25 (L,q/, 1) s p € Fay U{L}, 7 € Fay, g A£> q

B/t B
(Lia L) == (Ldl):q—>d
— Densemble des états finaux est F = {(p,q,r) | p € Fay U{L},q € Fu,,r €
FA3}U{(J_,J_,T’) | TEFAg}U{(J—chaJ—) | qGFAQ}'
O]

Remarque 5.2.17. Supposons que D = {(a,a), (b,b),(c,c)} et considérons la regle
de réécriture suivante : [(ab)*|([e] — [(bc)*]). Rappelons que [(ab)*] et [(bc)*] sont
réguliers par niveaux mais pas reconnaissables. Le graphe de réécriture de cette regle
de réécriture n’est pas mot-automatique pour le codage de I’ensemble de ses sommets
par leurs formes normales de Foata. En effet, compte tenu de la proposition [5.2.5]
cela impliquerait que Ig' ([(ab)*] - [(be)*]) soit régulier. Ce qui n’est pas le cas (voir
4.2.3)).
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Nous allons montrer que 1’on peut coder une machine de Minsky a deux comp-
teurs par un automate RTL et que l'arrét d’'une telle machine est équivalent a la
non-vacuité du langage accepté par celui-ci.

Proposition 5.2.18. Le probléme de la vacuité du langage accepté par un automate
RTL est indécidable.

Avant de prouver la proposition ci-dessus, faisons quelques rappels a propos des
machines de Minsky a deux compteurs.

Une machine de Minsky de longueur n a deux compteurs est une suite de n
instructions. La n-iéme instruction est une instruction spéciale qui arréte la machine

et pour chaque k € {1,...,n — 1} la k-iéme instruction est de la forme
k: c:=c+1;goto(j) (Incr(e, 7))
ou

k: if ¢ # 0 then ¢ := ¢ — 1;goto(j) else goto(l) (Decr(c,j,1))

ou j,l €{1,...,n} et c est I'un des deux compteurs.

Une configuration de M est un triplet (k,cq,¢2) € {1,...,n} x Nx N, ou k est le
numéro de I'instruction, et ¢, et ¢ les contenus des deux compteurs. La configuration
initiale est (1,0,0). Un calcul est une suite de configurations depuis la configuration
initiale et telle que deux configurations successives respectent les instructions de la
machine. Le probleme de I'arrét est : étant donné une machine de Minsky a deux
compteurs, un calcul fini arréte-t-il la machine ?

Théoréme 5.2.19 (Minsky). Le probleme de 'arrét d’une machine de Minsky a
deux compteurs est indécidable.

Démonstration de la proposition[5.2.18 Soit M une machine de Minsky de longueur
n a deux compteurs. Si ¢ désigne I'un des deux compteurs de la machine, alors on
note ¢ l'autre compteur. Considérons alors 'automate RTL G, défini ci-apres.

— Y :={l, 1y,a,b1,...,n}
— La relation de dépendance D sur 3 est donnée par :
D =1dy U{(Ly,a),(a,L,),(Ls,b), (b, Ly)}
— Pour chaque k € {1,...,n — 1} les regles de réécriture sont :
— [Lalpa® (K] B [ef]) G € {1,....n}, c € {a,b})
si la k-iéme instruction est Incr(c, 7)
— [LaLoa b )([ck] 5 [1]) et [Lae)([Lek] 5 [Lol))
(4,le{l,...,n}, ce{a,b})

si la k-iéme instruction est Decr(c, j,1).
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— L’ensemble des traces initiales est réduit au singleton {[L,1,1]}.
— Les traces finales sont de la forme [ L, 1,a*b*n].

La trace initiale code la configuration initiale de M et les traces finales codent
les configurations finales. Les traces accessibles depuis la trace initiale sont de la
forme [L,Llpa*b*k] (K € {1,...,n}). Une configuration (k,ci,c2) de la machine

M, accessible depuis la configuration initiale, est précisément codée par la trace

c1 €2
/_/H

[Lolpa...ab...bk]. La machine M s’arréte si et seulement si
Gu |32 3y ((z) A o(y) Az y)

Autrement dit, la machine M s’arréte si et seulement si le langage accepté par Gy
est non vide. N

5.3 Déplié concurrent d’un graphe concurrent

La notion d’automate fini concurrent a été introduite initialement dans [44] en
tant que systeme de transitions asynchrone. Dans ce paragraphe, nous considérons
notamment la notion de dépliage concurrent d’un graphe concurrent et nous mon-
trons que la FO[Reach]-théorie du déplié concurrent d'un graphe fini concurrent a
partir de tout sommet, est décidable. Pour ce faire, nous montrons qu’un tel déplié,
enrichi de la relation d’accessibilité, est un graphe RTL. Plus généralement, nous en
déduirons que la FO[Reach]-théorie de tout automate dont le graphe sous-jacent est
un déplié concurrent d’un graphe fini concurrent, et dont les ensembles de sommets
initiaux et finaux sont réguliers par niveaux, est décidable.

Soit (X, D) un alphabet de dépendance et I = %2\ D.

5.3.1 Graphes concurrents

Définition 5.3.1. Un YX-graphe G est un graphe D-concurrent si
— (G est un graphe déterministe

— ((a7b)€fetpa7f’>Q) — pbjﬁq'

Un Y-automate G est D-concurrent s’il possede un unique état initial et si son
graphe sous-jacent est D-concurrent.

Observation 5.3.2. Un automate concurrent est, en particulier, un automate déter-
ministe. Réciproquement, tout automate déterministe est un automate concurrent
relativement a la relation de dépendance totale sur 'alphabet d’étiquetage de ses
arcs.

Observation 5.3.3. Soit £ C M(X, D) un langage de traces. L’automate Res(L, %)
des résidus de £ par %, défini par :
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— le Y-graphe {[u] 'L % [ua] 'L | u € ¥*,a € 3}
— D’état initial £
— les états finaux [u] 'L tels que [¢] € [u] 'L,

est un Y-automate D-concurrent qui accepte |J L.

Exemple 5.3.4. Voir la figure pour 'automate infini des résidus du langage non
reconnaissable [(ab)*] (ol a et b sont indépendants).

Exemple 5.3.5. Soit £ C M(3, D) un langage de traces. L’automate défini par :
— le graphe de Cayley de M (3, D)
— Détat initial [¢]
— l’ensemble des états finaux £

est un Y-automate D-concurrent qui accepte J L.

[ab]*.[a’] [ab]"[a] [ab]* [ab]".[0] [ab]*.[b°]

FIGURE 5.4 — Res([(ab)*], X) (observation et exemple [5.3.4)

En combinant la proposition et I'observation [5.3.3] la reconnaissabilité d'un
langage de traces correspond a celle d'un automate fini concurrent.

Proposition 5.3.6. Un langage de traces L est reconnaissable si et seulement s’il

existe un Y-automate D-concurrent fini G tel que U L = L(G).

5.3.2 Le déplié concurrent d’un graphe concurrent

Définition 5.3.7. Le D-déplié (concurrent) Unfp (G, i) d'un X-graphe D-concurrent
G depuis un sommet i € Vg, est le X-graphe D-concurrent défini par :

Unfp(G,i) = {[u] = [ua] |u € X", a €X,i =5}

Définition 5.3.8. Le D-déplié (concurrent) Unfp(G) d'un E-automate D-concurrent
G, est le Y-automate D-concurrent défini par

Unfp(G) ;= Unfp(G,ig) U {¢} x{[e]} U {o} x [L(G)]

L’exemple suivant permet d’observer que tout graphe de Cayley d’un monoide
de traces est déplié concurrent d’un graphe fini concurrent.
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Exemple 5.3.9. Le Y-graphe a un seul sommet

{p5placx}

est D-concurrent. Son D-déplié concurrent depuis p est Cayley (s, p)- Sa FO[Reach]-
théorie est décidable d’apres le théoreme ci-dessous. En particulier, le quart de la
grille infinie, Cayley y(fq4), est un déplié concurrent d’'un graphe fini concur-
rent.

Id{a,b}) )

Dans l'exemple suivant, on introduit 'arbre du quart de la grille infinie comme

graphe de Cayley d’un certain monoide de traces. En particulier, I’arbre du quart
de la grille infinie (voir la définition [5.4.7)) est déplié concurrent d’un graphe fini
concurrent.

Exemple 5.3.10 (Arbre du quart de la grille infinie). L’arbre du quart de la grille
infinie (sur {a,b}) (voir le paragraphe est Cayley s, py pour ¥ = {a, b, c} et

D = IdZ U {(a’ C), (Cu CL), (bu C)a (C7 b>}
Voir la figure [5.5

Avant d’énoncer le résultat principal de ce paragraphe, rappelons que le déplié
d’un graphe fini est un arbre régulier, dont la théorie du second ordre monadique
est décidable (puisque le dépliage depuis un sommet MSO-définissable préserve la
décidabilité de la théorie du second ordre monadique). Ici, la transformation de
graphes de dépliage concurrent que nous considérons est susceptible de s’appliquer
a une sur-classe stricte de celle des graphes finis déterministes.

Théoreme 5.3.11. 5i G est un graphe fini D-concurrent, alors pour tout i € Vg,
la FO[Reach]-théorie de Unfp(G, i) est décidable.

D’une fagon générale, on ne sait pas si le dépliage concurrent préserve la décida-
bilité de la FO[Reach]-théorie.

Démonstration du théoréme[5.3.11. Considérons le ¥ U {*}-automate

UIlfD(G, l)* = UIlfD(G) U {[u] X [u'v] | u,v € Z*,Z %}

Le graphe Unfp(G, i), est le graphe de réécriture du systéme reconnaissable de
réécriture de traces ci-apres.

[ U Liy)([e] = [a]), a€eX et Va:{veVGw%}

’UEVa

[Lio)(le] = [Uuevg Lowl)

Le corollaire [5.2.12] permet de conclure. O
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FI1GURE 5.5 — L’arbre du quart de la grille infinie

Corollaire 5.3.12. La FO[Reach]-théorie d’un automate dont le graphe sous-jacent
est un déplié concurrent d’un graphe fini concurrent et dont les ensembles de som-
mets initiaux et finauxr sont réguliers par niveauz, est décidable. En particulier, la
FO[Reach]-théorie du déplié concurrent de tout automate fini concurrent est déci-

dable.

Démonstration. Un tel automate, muni de la relation d’accessibilité, est un automate
RTL (voir la démonstration du théoréme précédent). Le corollaire [5.2.12| permet de

conclure. O

Remarque 5.3.13. La théorie du premier ordre avec accessibilité reconnaissable
(FO[Rec]) d'un X-automate G est la FO-théorie de I'automate

GU{pZq|p qlu €L, LeRec(M(E, D))}

On peut renforcer le dernier corollaire et montrer que si G est un graphe fini D-
concurrent, alors pour tout i € Vi, la FO[Rec|-théorie de I'automate dont le graphe
sous-jacent est Unfp (G, 1) et dont les ensembles de sommets initiaux et finaux sont
réguliers par niveaux, est décidable. En effet, observons que chaque FO[Rec]-énoncé
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Ln

ne contient qu'un nombre fini de formules atomiques x LN Yooy T =y (n = 1).
Et

X L; u .
Unfp(G,9)U{p = q|p—q[u]l € Lj,j€{l,....,n}}

est le graphe de réécriture du RTL donné par ’ensemble des regles de réécriture
ci-apres.

(U Lio) ([e] > [a)), a€ S et Vo={veVa|vS)

Lio] (1] 2 Waero Lowl N£5) 5 € (L.},

Compte tenu de I'exemple |5.3.9] observons que la décidabilité de la FO[Rec]-
théorie du graphe de Cayley d’un monoide de traces se déduit de la décidabilité de
la FO-théorie d'un graphe RTL. La remarque suivante montre la réduction inverse.

Remarque 5.3.14. Tout graphe de réécriture d’un systéeme RTL (a contextes recon-
naissables) sur un monoide de traces M (X, D) est FO[Rec]-interprétation du graphe
de Cayley de ce monoide de traces. En effet, observons que 1’élément neutre est
FO-définissable :
neutral(z) = A ~ 3t t Sz
acx

Ensuite, pour chaque regle de la forme U - (V — W) (ou U, V, W € Rec(M (X, D))),
il suffit de considérer la formule

d(z,y) =3 Iz (neutral(i) A i L zrzD oAz y)

5.3.3 Structure d’événements trace-réguliére

Dans [25], Madhusudan montre que la FO-théorie d’une structure d’événements
trace-réguliere est décidable. Pour cela, il montre que ’ensemble des sommets et
les relations d’un tel graphe peuvent étre codés par un langage de traces sur un
alphabet de dépendance judicieux. Notons que compte-tenu de la niveau-régularité
des contextes, cette technique ne permet pas de montrer que la FO-théorie d'un
graphe RTL est décidable.

Une trace t = [ay---a,] € M(X, D) est premiére si 'ensemble {1,...,n}, par-
tiellement ordonné par la relation E définie par ¢ si et seulement si i < j et a;,Da;,
possede exactement un élément maximal.

Soit £ C M (X, D) un langage de traces. Notons prime(L) 'ensemble des traces
premieres appartenant a L.

Définition 5.3.15. La structure d’événements ES définie par L est le {<, £, (Ag)aes }-
graphe sur prime(£) défini par :
—t Sttt
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— t 5 W € prime(L)(tZ ¢V I 7))}

— t A—“> t : I’élément maximal de ¢ est a.

Théoréme 5.3.16 (|25]). Si L € Rec(M(X, D)), alors la FO-théorie de ES est
décidable.

Démonstration. Une trace t € Viuns, (Res(c,x)). €St premiere si et seulement si £ n’est
pas le successeur de deux sommet distincts de Unfp(Res(L, X)).. Puisque cette der-
niere propriété est FO-définissable, la structure d’évenements £S . peut étre obtenue
par FO interpretation de Unfp(Res(L, X)), dont la FO-théorie est décidable.  [J

5.4 Arbre de graphe

Dans ce paragraphe, nous considérons les graphes de réécriture suffixe de sys-
temes de réécriture de termes clos (graphe GTR). La FO[Reach]-théorie d'un tel
graphe est décidable [17]. Nous définissons une notion d’arbre de graphe et nous
prouvons que si I'arbre d’un graphe est un graphe GTR, alors il est finiment décom-
posable par taille. Par conséquent, 'arbre du quart de la grille infinie, défini comme
le déplié concurrent d’un graphe fini concurrent (exemple [5.5)), n’est pas un graphe
GTR, bien que sa FO[Reach]-théorie soit décidable.

5.4.1 Graphes de réécriture suffixe d’un systeme de réécri-
ture de termes clos (graphes GTR)

Une position est un élément de 'ensemble N* des mots finis sur N. Notons C
I'ordre préfixe sur N*. Soit F' un alphabet gradué (chaque symbole dans F' possede
une arité appartenant a N). Un terme t sur F' est une fonction partielle ¢ : N* — F
dont le domaine, Dom(t), a les propriétés suivantes :

— Dom(t) # @

— Dom(t) est fermé par préfixe

— Yu € Dom(t), si l'arité de t(u) est n (n > 0), alors {j | uj € Dom(t)} =

{1,...,n}.

La taille d'un terme t est le nombre de ses noeuds, c’est-a-dire le cardinal de
Dom(t). Le sous-terme de t & la position u, notée t} u, est le terme sur F' défini par :

— Dom(t] u) = {v € N* | uv € Dom(¢)}

— Yo € Dom(t] u), (t u)(v) = t(uv).

Siu € Dom(t) et s est un terme, alors t[u <— s] est le terme obtenu a partir de ¢ en
remplagant le sous-terme t] u par s :

s(w) si v =uw et w € Dom(s)
t(v) si v € Dom(t) et u £ v

tu + s](v) = {

71



CHAPITRE 5. DEPLIAGE CONCURRENT D’UN GRAPHE FINI
CONCURRENT

tlu

FIGURE 5.6 — Le contexte d'un terme ¢ a la position u

FIGURE 5.7 — Un contexte

Si t est un terme sur F et v € Dom(t), alors le contexte de t d la position u est le
terme t[u < x] sur F' U {2}, ol z est une constante (i.e. Varité de z est 0).

Un contexte C sur F est un terme sur F' U {x}, = constante, tel qu’il existe une
unique position uc € Dom(C') pour laquelle C(ug) = x. Si t est un terme sur F,
alors le terme C[t] sur F' est défini par C[t] := Cluc < t]. La taille |C] d’un contexte
C sur F' est le nombre de ses noeuds moins 1 (voir les figures et .

Un systeme de réécriture de termes clos R est un quadruplet R = (F, 3, R, 1),
ou :

— F est un alphabet gradué

— X est un alphabet (d’étiquetage)

— R = U R,, ou pour chaque a € X, R, est un ensemble fini de regles (de

acyx
réécriture) de la forme s = s’ avec s et s’ des termes distincts sur F

— 4 est un terme initial sur F.

On écrit :

—t %) t' il existe une position p € Dom(t) et une régle s = s’ € R, tel que

tlp=sett =tlp+«+ ]

— t = ' lorsqu’il existe a € ¥ tel que ¢ §> t

— §> pour la cloture réflexive et transitive de o

Le graphe suffize Grg de R est le X-graphe défini par
L a. 47 - %
Grgr .—{t?t |z?t,a€2}

Un graphe est dit graphe suffixe d'un systéme de réécriture de termes clos (graphe
GTR) s’il est isomorphe au graphe suffixe d'un systéeme de réécriture de termes clos.
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Remarque 5.4.1. Les graphes GTR n’ont pas de boucle puisque les membres gauches
et droits de chaque régle appartenant au systeme de réécriture sont distincts.

Exemple 5.4.2. Soit 'alphabet gradué F' := {a, b}, ot le symbole a (respectivement
le symbole b) est d’arité 0 (respectivement d’arité 2). On considere le systeme de
réécriture de termes clos (F,{r}, R,a), ou R n’est constitué que de la seule régle
a = b(a,a). Voir la figure pour son graphe suffixe. Observons qu’il n’est pas de
degré borné.

b/b\a o
/\
‘___
o /\./\ -
\//\/\
.___
/\
/\ ¢ ---

FI1GURE 5.8 — Un graphe GTR dont le degré n’est pas borné.

Exemple 5.4.3. Le quart de la grille infinie est un graphe GTR (voir la figure [5.9).

Dans [17], Dauchet et Tison montrent qu'un graphe GTR muni de la relation
d’accessibilité est arbre automatique. La FO[Reach]-théorie d'un tel graphe est donc
décidable.

Théoréme 5.4.4 (|17)). La FO[Reach]-théorie d’un graphe GTR est décidable.

5.4.2 Décomposition finie d’un graphe

On commence par rappeler la définition de la frontiére d’un sous-graphe (relati-
vement au graphe dont il est une partie).
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1 1
e f —— -—-—
/N /N 7\
a b g b g b
1 1
a g
2 1
, a
2
l \
1 g f
a —>
M /7N AN RN
R a g 1 g g 1 g
2 g I > 1 —_— I - -
b —> i b a b b
a
2 2
'\
f
7\ 7\ 7\
a g 1 g 1 g
| —_— | —_— | _
g g ! g
1 1 1
b b “

FIGURE 5.9 — Le quart de grille infinie est un graphe GTR.

Définition 5.4.5. Soit G un graphe et H C G un sous-graphe de G. La frontiere
de H (dans G) est Fr(H) = Vy N Vg_p.

La frontiere de H est I’ensemble des sommets de H qui sont incidents a un arc
dans G — H (voir la figure |5.10)). En particulier, Fr(H) = Fr(G — H).
Soit Grg un graphe GTR. Pour chaque n > 0, on note

G,:={s 5 teGrr||s|] <noult| <n}
Selon la définition [5.4.5, la frontiere de Grgr —G),, est
Fr(G,) ={s€Vag |ls|Zn A Irt(rl<n<|t] A r—s

t)}

GI"R

Voir la figure [5.11]
Et la frontiere d’une composante connexe K de Grg — G, est

Fr(K) = Fr(Grg — G,,) N Vg
La frontiere de K est constituée des sommets de K incidents a un arc de G,,.
Le graphe Grg est finiment décomposable par taille si
dec := {(K,Fr(K)) | K composante connexe de Grg —G,,,n > 0}

est d’indice fini pour la relation d’isomorphisme.
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F1GURE 5.10 — La frontiére d’un sous-graphe H de G.

FIGURE 5.11 — La frontiere de GG,, dans Grg.
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° -0 -0  ---
0 1l 2
° - o -0  ---
10 11 12
Y
° -0 -0  ---
00 Oll 02,
) - @ -0  ---
010 011 012
" | | |
) - o -0  ---

FIGURE 5.12 — L’arbre de la demi-droite.

Théoréme 5.4.6 ([7]). Si un graphe est finiment décomposable par taille, alors il
appartient au premier niveau de la hiérarchie a pile. En particulier, sa MSO-théorie
est décidable.

5.4.3 Arbre de graphe et décomposition finie

Définition 5.4.7. Soit G un X-graphe et py € Viz. Etant donné un nouveau symbole
c ¢ X, Varbre de G a partir de pg est le X U {c}-graphe Tree(G, pg) défini par

Tree(G, po) = {up = uq | u € Vi, p % q} U{u = upy |ue Vi)

Exemple 5.4.8. Voir la figure pour l'arbre de la demi-droite.

Remarque 5.4.9. Le graphe Tree(G, pg) est c-déterministe :

(v ——— v et v ——— 1) => v} = 1y
Tree(G,po) Tree(G,po)

Remarque 5.4.10. Le graphe Tree(G,py) est un arbre si et seulement si G est un
arbre.
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Remarque 5.4.11. Soit (3, D) un alphabet de dépendance, G un ¥-graphe fini D-
concurrent et py € V. Le ¥ U {c}-graphe défini par G U {p = po | p € Vio} est
D.-concurrent, avec D, = D U {(a,b) | a,b € XU {c} A(a =cVb=c)} Son
D -déplié a partir de py est Tree(Unfp (G, po), po)-

Théoréme 5.4.12. Si Tree(G, pg) est un graphe GTR, alors Tree(G, po) est finiment
décomposable par taille.

La MSO-théorie du quart de la grille infinie est indécidable. C’est aussi le cas
de la MSO-théorie de I’arbre de ce dernier. En combinant le théoreme [5.4.12] et le
théoreme [5.4.6] on en déduit le corollaire ci-dessous.

Corollaire 5.4.13. L’arbre du quart de la grille infinie n’est pas un graphe GTR.

5.4.4 Démonstration du théoréme (5.4.12

Lemme 5.4.14. Soit G un X-graphe et pg € V. S’il existe un systéme de réécriture
de termes clos R = (F, %, R, 1) tel que Tree(G, po) soit isomorphe a Grr, alors pour
tout terme t € Vg, il existe une plus petite position u; (pour lordre préfize C) a
partir de laquelle t est incident a une réécriture dans Grg.

Démonstration du lemme[5.4.14 11 suffit de montrer que s’il existe des positions
incomparables u' et u” a partir desquelles t est incident a des réécritures, alors il
existe une position v, ou v C «' et v C u”, a partir de laquelle ¢ est incident a une
réécriture.

Notons €' (respectivement e”) 1'étiquette de la réécriture dont ¢ est incident a
partir de la position u’ (respectivement u”). Rappelons que

Tree(G, po) := {up = ug | v € VG, p = ¢} U{u = upo | u € Vi}

ou ¢ ¢ ¥.. Nous allons montrer que ¢ ¢ {¢’, €”}. Puisque «’ et «” sont incomparables
et compte tenu de la remarque il existe deux chemins entre deux sommets
distincts de Grg, étiquetés par €’e” et €”¢’, chacun d’eux sans boucle (voir la figure
.13). Cela n’est possible dans Tree(G, py) que si ¢ ¢ {¢/,e”}. En effet,

— {¢/,¢"} C {c} est impossible & cause de la remarque [5.4.9]

— ¢ =cet e €3 (oulinverse ¢’ = c et € € X)) est impossible car ¢ et ¢’ ne

commutent pas dans Tree(G, po).

Mais il existe une position v a partir de laquelle le terme t est incident a une
réécriture etiquetée par c¢. Compte tenu du point précédent, la position v doit étre
comparable aux positions v’ et u”. Puisque u' et u” ne sont pas comparables, on en
déduit que v E v/ et v C u”. O

Démonstration du théoréme[5.4.19 Soit R = (F, %, R,i) un systéme de réécriture
de termes clos tel que Tree(G, pg) soit isomorphe & Grg. Nous devons montrer que

dec := {(K,Vk NVg,) | K composante connexe de Grg —G,,n > 0}
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’

t t t
t/ t” tl t// t/ t//
1 ! 1"
° ° °

FIGURE 5.13 — Chemins dans Grg entre deux sommets distincts, étiquetés par e’e”
et e’e

’
e e

t —-—-— ¢ ﬁt”
u

est d’indice fini. Soit § := max{||d| — |g|| | ¢ = d € R} et M := max{|g|,|d| | g >
d € R}. Nous allons montrer que pour chaque composante connexe K dans dec, il
existe une position ugx et un contexte Ck tels que

— pour tout terme t € Vi, ugx € Dom(t) et C est le contexte de ¢ & la position

UK (t = CK[t\L UK])

— pour tout terme ¢ € Fra,g (K), [t ux| < M + 9.
Ensuite la partie finie de I’ensemble fini des termes de taille au plus M + ¢, obtenue
a partir de Frg,g (K) en supprimant le contexte Cp, est caractéristique du type
d’isomorphie de (K, Frg, (K)). En effet, pour K € dec, soit K := {s | Ckls] €
Fra (K)}. Si K = K/, alors (K, Fray, (K)) et (K, Fray, (K')) sont isomorphes via
CK[S] — CK/ [S]

Soit K € dec et n > 0 tels que K soit une composante connexe de Grgr —G,,.

Remarquons que pour tout ¢ € Fra,, (K), n < [t| < n+ 4. En particulier, Frg,, (K)
est fini.
Soit my := min{|t| | t € Vk}. Donc n < myg. Considérons tx € Vi tel que
|ti| = mg. Puisque tx n’est pas un sommet isolé dans K, il existe une position a
partir de laquelle tx est incident a une réécriture dans K. Soit ug le plus petit préfixe
de cette position tel que |tx| ug| < M. Le terme tx peut étre écrit tx = Ck [t uk],
avec Cg un contexte.
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Nous allons montrer que tout terme ¢t € Vi est défini a la position ux et que le
contexte de t a la position ug est Cg. Il suffit de montrer I'affirmation suivante.

Affirmation 1. Soitt € Vi. La position ug est un préfize de toute position da partir
de laquelle le terme t est incident a une réécriture dans K.

Soit t € Fras (K). Rappelons que n < [t| < n+ . Puisque |t] uk| = [t| — |Ck],
on en déduit que [t} ug| < n+ 0 — |Ck| < mg + 0 — |Ck|. Mais mg — |Ck| =
ltd uk| < M. Par suite |t} ux| < M + 0.

[

Démonstration de laffirmation[1 Supposons (comme c’est le cas pour le terme ty)
qu’il existe une position u a partir de laquelle un terme ¢ est incident a une réécriture
dans K telle que ux C u et que le contexte de t a la position ug soit C'x. Nous allons
montrer que si v est une position a partir de laquelle ¢ est incident a une réécriture
dans K, alors ux C v. Puisque K est connexe, 'affirmation sera prouvée.

D’abord, remarquons qu’il n’existe pas de position p plus petite que ux a partir
de laquelle ¢ est incident a une réécriture (dans Grr) : puisque t € Vi et tx (qui
est de taille minimale dans V) ont le méme contexte Ck, on a |t} ux| > |[txl uk]
et donc |t} p| = |txd p| > M. On en déduit que s'il existe une position p & partir
de laquelle ¢ est incident a une réécriture et telle que p et u sont comparables, alors
ug & p.

Ensuite, considérons la plus petite position u; a partir de laquelle le terme t est
incident a une réécriture (lemme . D’apres le point précédent, on a ux C uy C
u. Donc uyx C v. O

5.5 Conclusion

Nous avons montré qu'un automate RTL est mot-automatique et en avons dé-
duit que sa théorie du premier ordre est décidable. Nous avons aussi montré que
le probleme de la vacuité du langage accepté par un tel automate n’est pas déci-
dable. De plus, nous avons montré que la FO[Reach|-théorie du déplié concurrent
d’un automate fini concurrent est décidable. Enfin, nous avons montré que la classe
des dépliés concurrents des graphes finis concurrents n’est pas incluse dans celle
des graphes GTR. En particulier, la classe des dépliés concurrents des graphes finis
concurrents constitue une classe de DAG mot-automatiques non incluse dans celle
des graphes GTR et dont la FO[Reach]-théorie est décidable.

En résumé, nous avons étendu le premier niveau de la hiérarchie a pile qui est
constitué des graphes de réécriture des systemes reconnaissables de réécriture de
mots aux graphes RTL. Rappelons que les graphes du premier niveau de la hiérarchie
a pile sont les interprétations monadiques des arbres réguliers (i.e., les dépliés des
graphes finis) et qu'un arbre régulier déterministe n’est que le déplié concurrent d’un
graphe fini déterministe pour la relation de dépendance totale. Nous avons observé
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qu'un graphe RTL est FO[Rec]-interprétation du graphe de Cayley du monoide de
traces sous-jacent (voir la remarque qui est lui méme le déplié concurrent
d’un graphe fini concurrent. Deux questions se posent. D’abord, on peut se demander
si réciproquement, une FO[Rec]-interprétation d’un déplié concurrent d’un graphe
fini concurrent est un graphe RTL, alors que ’analogue de cette réciproque est vraie
dans le cas des mots. Ensuite, on peut se demander si la transformation de dépliage
concurrent préserve la décidabilité de la FO[Reach]-logique.
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Chapitre 6

Algebres de Boole de langages de
mots

6.1 Introduction

Une algebre de Boole de langages de mots sur un alphabet donné est une famille
de langages fermée par intersection et par complémentation. La mise en évidence
d’algebres de Boole de langages est notamment utile en vérification automatique.
Par exemple, le fait que la théorie du premier ordre de tout graphe mot-automatique
est décidable repose sur les propriétés de fermeture des langages réguliers par pro-
jection et par les opérations booléennes : a toute relation définie par une formule du
premier ordre correspond de maniere effective un langage régulier et le probleme de
la satisfaction par le graphe d’un énoncé donné se réduit au probleme de la vacuité
du langage régulier correspondant. S’il est bien connu que la famille des langages
réguliers ou celle des langages contextuels forme une algebre de Boole, il est aussi
bien connu que ce n’est pas le cas de la famille des langages algébriques. Toutefois,
diverses sous-familles de langages algébriques formant une algebre de Boole ont été
mises en évidence [30, 35, 6], comme par exemple l'algebre de Boole des langages
visibles relativement & un alphabet visible [1].

Dans ce chapitre, nous considérons des automates de traces. Leurs sommets
sont des traces de Mazurkiewicz |18] mais les langages acceptés restent bien des
langages de mots. Définissant la longueur d’une trace comme étant la longueur de
sa forme normale de Foata, nous montrons comment obtenir diverses algebres de
Boole a partir de toute famille F d’automates de traces fermée par deux opérations,
que sont la synchronisation par niveaux et la superposition par niveaux (théoréme
6.3.17)). Ces opérations garantissent la fermeture respectivement par intersection et
complémentation des langages acceptés. Plus précisément, nous montrons que pour
tout automate déterministe H € F, la classe des langages acceptés par les automates
déterministes appartenant a F et qui sont longueur-réductibles en H forment une
algebre de Boole de langages (de mots).
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Ensuite nous appliquons le théoreme précédent a la famille TrSuffix des auto-
mates suffixes de traces a contextes réguliers par niveaux. Nous montrons que cette
famille satisfait les conditions de fermeture énoncées ci-dessus.

Enfin, nous montrons que la sous-famille TrSuffix"*"™ des automates suffixes de
traces sur des monoides de traces dont la relation de dépendance est 1’égalité satisfont
aussi les conditions de fermeture énoncées ci-dessus. Nous appelons réseau de Petri
généralisé un tel automate. Il s’agit d’une notion de réseau de Petri plus générale
que celle présentée dans le deuxieme chapitre. En effet, si dans un réseau de Petri
usuel, une transition (vy, v2) (v; et ve vecteurs d’entiers naturels de méme dimension
p) peut s’appliquer a tout vecteur d’entiers naturels v (de dimension p), pourvu que
v—w; reste un vecteur d’entiers naturels, pour la notion de réseau de Petri généralisé
introduite, ce ne sera pas le cas. En effet, ici, un vecteur d’entiers naturels est
codé par une trace (sur un alphabet de dépendance dont la relation de dépendance
est I’égalité) et celle-ci ne sera source d’'une transition que si 'un de ses préfixes
appartient & un certain contexte (un langage de traces) qui sera supposé régulier par
niveaux. Un réseau de Petri généralisé sera également muni d'un ensemble régulier
par niveaux de sommets finaux. Nous obtenons donc diverses algebres de Boole de
langages de mots acceptés par de tels réseaux de Petri généralisés déterministes.

Les résultats de ce chapitre ont été publiés dans [26].

6.2 Préliminaires

6.2.1 Morphisme d’automates

Soit T" un alphabet.
Un morphisme f d’un T-automate G dans un T-automate H est une application
f Vo — Vy telle que

u%vﬁf{u)%f@) et (c,u) € G= (¢, f(u)) € H (c€ {i,0})

Si un tel morphisme existe, nous écrivons G ENYZ4 (ou plus simplement G — H)
et nous disons que G est (f-)reductible dans H. Les automates G et H sont f-

-1
isomorphes 8’il existe une bijection f : Vg — Vg telle que G LuetHISG
Lemme 6.2.1. Soient G' et H des automates. Si G — H, alors L(G) C L(H).

On fixe une application | | : V'— N, qu’on appelle longueur. Un morphisme f
préserve la longueur si | f(v)| = |v| pour n'importe quel v € V. Si un tel morphisme

existe, nous disons que G est longueur-réductible dans H et nous écrivons G i)g H
(ou plus simplement G —, H). Les automates G et H sont longueur-isomorphes s’il
existe un morphisme f préservant la longueur et tel que G et H soient f-isomorphes.
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Exemple 6.2.2. Considérons I'arbre binaire infini
Ty = {Ku % Kua|u € {a,b}*} U {Ku Kub|ue {a,b}*}
U {(, K)} U {o} x K{a,b}"
et 'automate (visible)
Vis({c}, @, {a,b}) = {LT" 2% 1T [n >0} U {LT" S LT [n>1}
U{LS 1 U {t LD} U {o} x{LT"|n=>0}

L’automate Ty est longueur-réductible dans Vis({c}, @, {a, b}). Voir la figure

T Vis({c}, @, {a,b})
o YL
/\ ‘
a b a,b c
Y
- - - - - ______________U.LT
a,b c
Kab v 5
.————.——.————Q ——————————— |

o o

FIGURE 6.1 — Ty est longueur-réductible dans Vis({c}, &, {a,b}) (Exemple [6.2.2)).

La résiduation et la multiplication a droite des langages de traces par une trace
préserve la régularité par niveaux.

Lemme 6.2.3. Soit L € LevelReg(M (X, D)) ett € M(X, D). Les langages de traces
Lt~ et Lt sont réguliers par niveaux.

Démonstration. Pour la premieére assertion, observons que pour tout [a;...a,] €
M(X,D), on a
Llay...a,) = Lla,) ™ ... Jai]™" (n>0)

Dong, il suffit de prouver que pour tout a € X, L[a]™! reste régulier par niveaux.

Soit A un automate acceptant L(A) = [£]p. L’automate suivant accepte [L[a] ™ |p.
A A
— @=L :p2a
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— AT p et At
e

—

—A{(p, L) | p € L4} sont les sommets initiaux.
—A{(p, M) |peFa} U{(p,L)|TqgeFyp % q} sont les sommets finaux.

(¢, T): p—>qeth€A zla

Pour la seconde assertion, il suffit également de montrer que pour tout a € X, L[a]
est régulier par niveaux. C’est une conséquence du fait que [L[a]]r est I'intersection
de F (qui est régulier par niveaux d’apres le lemme [4.1.4]) et du language accepté
par I’automate suivant :

*OWFML@W%Q

—(J_,p)M)
(Tp) (T,q) : p%qethEA,xla

*(l;p)jTipeFA

— {L} x I4 sont les sommets initiaux.
— {T} x F4 U {T} sont les sommets finaux.

(T,q) :p%qetheA, zla

]

Etant donné un langage de mots L, notons Pref(L) := {u | 3 v uv € L} 'en-
semble des préfixes des éléments de L. A partir du lemme suivant, on déduit no-
tamment que ’ensemble des préfixes des formes normales de Foata d’un langage (de
traces) régulier par niveaux est un langage (de mots) régulier.

Lemme 6.2.4. Soit L € LevelReg(M (X, D)). Alors

II;, (Pref [L]r) € LevelReg(M (X, D))

6.2.2 Algebres de Boole a partir des automates suffixes de
mots

Dans ce paragraphe, nous rappelons comment diverses algebres de Boole de lan-
gages algébriques déterministes sont obtenues a partir de la famille Stack des auto-
mates suffixes de mots [12].

Etant donné un langage L de T-mots, une famille non vide de langages F est
une algebre de Boole relative a L si Ly C L, L — Ly € F et Ly N Ly € F pour tout
Ly, Ly € F. Observons que si F est une algebre de Boole relative a L, alors L € F.

Dans [12], Caucal et Rispal montrent comment obtenir diverses algebres de Boole
de langages algébriques déterministes.

Théoréeme 6.2.5 ([12]). Soit H un automate suffive de mots déterministe dont le
mot vide n'est pas un sommet. Alors la classe des langages Recétackdet(H) ={L(G) |
G € Stackqe;, G —¢ H} est une algébre de Boole relative o L(H).
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T 1UTy To To To
L o Ti OO T ﬁO Th ﬁ@
EEE——
1 T, 1T T, 172 T4 LT3

FIGURE 6.2 — L’automate a pile visible universel Vis(T_1, T, T1).

Le théoreme précédent permet de retrouver ’algebre de Boole des langages d’au-
tomates a pile visibles en terme de longueur-réduction d’automates.

Soit (141, Ty, T1) un alphabet visible. L’automate a pile visible universel relati-
vement a (11, Ty, T1) est Pautomate Vis(T_q, Ty, T1) défini par

Voir la figure

Vis(T_1, To, Th) = |J LTS T)U |J LT e D)
AeTy AETy
U U LTH(T 390 U LD U} x {1} U{o} x {LT*}
AET_4 AET_4

Proposition 6.2.6. Les langages (algébriques) acceptés par les automates suffizes
de mots qui sont longueur-réductibles en Vis(T_1, Ty, T1) forment ’algébre de Boole
des langages d’automates a pile visibles relativement a (T_1, Ty, T}).

6.2.3 Automates suffixes de traces avec contextes réguliers
par niveaux

Nous considérons a présent la famille TrSuffix des automates suffixes de traces
avec contextes réguliers par niveaux. Cette famille est une extension aux traces des
automates suffixes de mots (un automate suffixe de mots est un automate suffixe de
traces sur un monoide de traces dont la relation de dépendance est totale).

Un automate suffixe de traces avec contextes réguliers par niveaux est de la
forme :

G= |J Wilu % v) U {1} xZg U {0} x Fg

1<i<n

ou W;, Zs;, Fo € LevelReg(M (3, D)), u;,v; € M(X,D), a; € T et

Wi(u; 25 v;) = {wiu; 25 wiv; | w; € Wit (1 <i < n)

a;

. Le langage de traces W; est le contexte de la régle de réécriture Wi(u; — v;)
(1 <i < n). Notons TrSuffix la famille des automates suffixes de traces.

Exemple 6.2.7 (Arbre du quart de la grille infinie). L’arbre du quart de la grille
infinie est un exemple d’automate suffixe de traces. Voir la figure [5.5| et 'exemple

B.3.10
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Les automates suffixe de traces pour des relations de dépendance totales sont les
automates suffixes de mots. Donc, les langages réguliers et les langages algébriques
sont acceptés par les automates suffixes de traces. D’un autre coté :

Proposition 6.2.8. Les langages acceptés par les automates suffixes de traces sont
contextuels.

Démonstration. On a montré dans le chapitre précédent quun automate suffixe
de traces est mot-automatique. Or les automates mot-automatiques acceptent les
langages contextuels [41]. O

6.2.4 Réseau de Petri généralisé

Un réseau de Petri généralisé G sur un alphabet X est un automate suffixe de
traces sur M (%, Ids). Notons TrSuffix"*" la famille des réseaux de Petri généralisés.
La famille TrSuffix"*™ est une sous-famille de TrSuffix.

Exemple 6.2.9. Soit (71, Ty, T1) un triplet d’alphabets finis disjoints. L’automate
suffixe de traces Vis™mVSack(r 7y Ty) sur M({T}, {(T, T)}) défini ci-dessous est
un réseau de Petri généralisé. Observons qu’il est longueur-isomorphe a 1’ automate
suffixe de mots Vis(7T_y, Ty, T1 ). L'algebre de Boole Rec, 4 ot (VighetrVStack(p | Ty 1))
(voir le théoréme est la famille des langages d’automates a pile visibles rela-
tivement a (T_1, Ty, T1) ([1])-

vists S 7, ) = U (T 2 (T O U (T4 2 6)

AeTy AeTy

O U MM > D v U Tl = ) U {ed x {[T]} U {0} x [T7]

AET_4 AeT_q

Dans 'exemple précédent, la variation de longueur entre deux sommets adjacents
est au plus 1. Ce n’est plus le cas dans I'exemple suivant qui montre, en particulier,
comment associer a un réseau de Petri au sens usuel, un réseau de Petri généralisé
acceptant le méme langage .

Exemple 6.2.10. Considérons le réseau de Petri suivant

A= {((),(5)), ((5), (1)), ((8), ()}

ainsi que I'automate G 4 sur N2, défini par

GA = {UM)Q)—Q1+G2|UEN2,CL1<’U,(CL1,G2)€A}

oul: A— T est la fonction d’étiquetage qui associe le terminal b a ((3),(1)) et
((3),(3)) et le terminal a & ((9),(3)). L'automate G4 est isomorphe au réseau de
Petri généralisé sur 'alphabet {z,y} défini par les régles suivantes

M([y] # [ea]) U M([e] = [oy]) U M([e] 2 [waa])
ou M désigne le monoide de traces M ({z,y},Id,,y). Voir la figure[6.3]
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de Petri généralisé

un meéme réseau

FIGURE 6.3 — Diverses représentations d’

(Exemple [6.2.10)).
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6.3 Synchronisation et algebres de Boole

Dans ce paragraphe, nous montrons comment obtenir diverses algebres de Boole
de langages de mots a partir de la famille TrSuffix (théoréme . En fait, cela
sera déduit d'un résultat plus général. Plus précisément, nous définissons la syn-
chronisation par niveaux et la superposition par niveaux de deux automates de
traces (définitions et [6.3.9), et nous montrons (voir le théoréme [6.3.17)) que si
une famille F d’automates de traces est close par ces deux opérations, alors pour
tout automate déterministe H € F, la famille des langages acceptés par les auto-
mates G € F longueur-réductibles dans H, forment une algebre de Boole relative
au langage accepté par H. En effet, nous montrons préalablement que sous certaines
conditions (lemmes [6.3.7 et [6.3.16]), la synchronisation (respectivement la superpo-
sition) par niveaux de deux automates G et H (respectivement d'un automate G
sur un automate H) accepte U'intersection L(G) N L(H) (respectivement la diffé-
rence L(H) — L(G)). Nous montrerons enfin que la famille TrSuffix est fermée par
synchronisation et superposition par niveaux.

Soit M (34, Dy) et M (29, Do) des monoides de traces tels que ¥ N Yy = &.

Soit s € M (X, Dy) et t € M (3, Dy).

Définition 6.3.1. La synchronisation s || ¢t de s et t est le produit st dans le monoide
de traces M(X; U X9, Dy U Ds).

Définition 6.3.2. La synchronisation par niveaux s ||= ¢t de s et ¢t est s || ¢ si
||Is|| = [|t]] et n’est pas définie sinon.

Nous définissons aussi s ||> t:=s ||t si ||s]| = ||t| et s|<t:=s|t si [s] <
£
Etant donnés £1 C M (X4, Dy) et Lo € M(%5, Dy), nous définissons

,Cl || £2 = {tl || to | t € £1,t2 € EQ}

L= Lo:={t1 ||=ta | t1 € L1,t3 € L3}
Li|s Lo :=A{t1||sta|t1 € Ly,t2 € Lo}
Lill< Lo:={t1 |l< ta| t1 € L1,12 € Lo}
Ces langages de traces synchronisées restent réguliers par niveaux si £ et L, le sont.

Lemme 6.3.3. Soit £, € LevelReg(M (31, Dy)) et Ly € LevelReg(M (X3, Ds)). Les
langages de traces suivants sont réguliers par niveaur : Ly || Lo, L1 ||s Lo, L1 ||< Lo,

Ly |- Lo.

Démonstration. Soit A; un automate tel que L(A;) = [L;|r (i € {1,2}). Le langage
accepté par I'automate ci-dessous est Ly || £o. Si 'on retire les transitions des lignes
3,4, 5 et 6, le langage accepté est alors £ ||= Lo.

Si 'on retire les transitions des lignes 5 et 6 (respectivement des lignes 3 et 4), le
langage accepté est alors £y || La(respectivement £y ||< La).
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AU A A A
L. (p1,p2) Lo (q1,2) : ;1 A—? q1 et po A—? q2

2. (p1,p2) Al (L, L) j—? ¢ et p2 j—? Q@ et q1 € Fy, et g2 € Fy,
3. (p1,p2) A, (g1, L) : ;1 j—1> q1etpa € Fuy U {1}
4 (1) 2 (L L) spr b et g€ Fay U {L}
5. (p1,p2) 2 (L) pr € Fa, U {1} et py j—? a2
A

A
6. (L,p2) = (L, L) i po A_? 42 €t g2 € Fa,
7. 14, X I, est I'ensemble des sommets initiaux

8. (L, 1) est 'unique sommet final.

]

Si un langage de traces synchronisées est régulier par niveaux, alors ses projec-
tions le sont également. Explicitons ce qu’est une telle projection. Pour i € {1, 2},
notons i := 3 — i et considérons le morphisme 7; de M(X; U ¥y, D; U Dy) dans
M (%;, D;) défini par m;([a]) = [a] sia € ¥; et m;([a]) = [¢] sia € ;. Etant donné ¢ €
M (31 U Yo, D1 U Dy), il existe un unique couple (t1,t3) € M (X1, D1) x M (35, Dy)
tel que t = t1t5. Ce couple est donné par t; = m1(t) et to = mo(t).

Lemme 6.3.4. Soit £ € LevelReg(M (X, U Xy, Dy U Dy)). Alors
mi(L) € LevelReg(M (3;, D;)) (i € {1,2})
Démonstration. Soit A un automate tel que L(A) = [L]p. L’automate suivant
accepte [m;(L)]F.
*pﬁq:p%‘:‘g g, A€ Ip, Belp
— I 4 est 'ensemble des sommets initiaux.

— F4 est 'ensemble des sommets finaux.

]

A présent, introduisons la synchronisation par niveaux de deux automates. Il
s’agit d'un automate dont les sommets sont les synchronisations par niveaux des
sommets de ces automates.

Définition 6.3.5. Soient (G; et (G5 des automates de traces respectivement sur
M (34, Dy) et M (X2, Ds). Leur synchronisation par niveaux G ||= G est 'automate
de traces sur M (X1 U Xo, D1 U Dy) défini par

Gy ||= Gq = {pl H: D2 2 q1 H: q2 |P1 GL1> qi, P2 Gi2> QQ}
U {¢} x (g, 1= Ig,) U {o} x (Fa, = Fa,)
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Le lemme suivant montre que G ||= Gy est m-longueur-réductible vers G;.
Lemme 6.3.6. G, ||= G2 =5, G; (i € {1,2}).

Démonstration. Soit i € {1,2} et p1 ||= p2 = q1 ||= @ € Gy ||= Ga. Alors m;(p; ||=
p2) = pi Gi> ¢ = mi(q1 ||= g2). De maniere similaire, si (¢,p1 ||= p2) € G ||= Gs

(c € {¢,0}), alors (¢, mi(p1 [|= p2)) = (e, pi) € Gy Et [|mi(p1 [|= p2)|| = [lpsll = |Ip1 [|=

Si deux automates sont longueur-réductibles en un méme automate déterministe,
alors 'intersection de leurs langages acceptés est accepté par leur synchronisation
par niveaux.

Lemme 6.3.7. Si H est un automate de traces déterministe tel que G1 —, H et
G2 —y H, alors L(G1 ”: Gg) = L(G1> N L(GQ)

Démonstration. Soit u € L(G1) N L(G3) un mot. D’apres le lemme [6.2.1, puisque
G171 —¢ H, il existe un chemin acceptant étiqueté par u dans H. Puisque H est
déterministe, ce chemin est unique. Alors, pour deux chemins acceptant u dans G,
et GGa, les suites de longueur des sommets de ces chemins sont identiques car elles sont
identiques a la suite des longueurs du chemin acceptant u dans H. Par conséquent, u
étiquette un chemin acceptant dans G ||= Go. L’autre inclusion est immédiate. [

Si deux automates déterministes sont longueur-réductibles en un méme troisieme,
alors leur synchronisation par niveaux est aussi déterministe.

Lemme 6.3.8. 5i G, Gy et H sont des automates de traces déterministes tels que
Gi —¢ H (i € {1,2}), alors Gy ||= Gy est un automate déterministe.

Démonstration. Notons ig, (respectivement i) 'unique sommet initial de G; (res-
pectivement H) (¢ € {1,2}). Puisque G; —, H (i € {1,2}), nous avons ||ig, || =
llig,||- Donc I'unique sommet initial de G ||= Gq est i, ||= ig,-

De plus, puisque G et Gy sont déterministes, il ne peut pas y avoir dans G ||= G
deux arcs distincts de méme source étiquetés par la méme lettre. O

Nous allons maintenant définir 'opération de superposition par niveaux G J/* H
d’automates de traces. Appliquée a des automates déterministes, et si G —, H, on
montrera que la superposition par niveaux G J/* H reste longueur-réductible en H
et accepte le langage différence L(H) — L(G) (lemme [6.3.16)).

La superposition par niveaux considérée ici a 'avantage de préserver le degré
borné. En effet, nous considérerons des familles d’automates de degré borné et pour
y dégager des algebres de Boole, on demandera a ces familles d’étre closes par
superposition par niveaux.

Etant donné un langage de mots L et un mot u, on écrit u C L si u est un préfixe
d’un mot dans L. Un automate de traces est [g]-libre si [¢] n’est pas un sommet.
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Définition 6.3.9. Soient G et H des automates de traces [¢]-libres sur respective-
ment M (X, Dq) et M (35, Dy) et § ¢ 37 U Xy, La superposition par niveaux de G
sur H est Pautomate de traces G J* H sur M (32, U {#} U Sy, Dy U {(#,1)} U Dy)
défini par

G H:=

D {pll=s=>al=tlporas—t}

U {e} x (e = In)

U {o} x (Vo — Fo) ||= Fr)

Udpll=s=plil It ]1s =t sl < [Itll,p € Ve, -3p' (0 o p" APl = 112D}

)

)

)

) Udpll=s=alll ll=t s -t llsll > litllp € Vo, =3p'(p 2 o APl =116, TaTr E [ple}
6) U {plt] ll<s = pll 1] s >t sl < litll, [p1e E [Velr}

) UApl] ll< s = plil ll< t1s -t lIsll > [, [ple E [Volr}

) Ul ll< s = alt) =t [s = & llsll > (Il NIt < lIplll] [pTe E [Valr, [q]e € [ple}

2) U {o} x ({plt] l< s | [plr E [Volr, s € Fiu})

Donnons quelques explications a propos de cette définition. D’abord, observons
qu’il y a deux types de sommets : ceux pour lesquels la lettre f apparait et les
autres. Ensuite, observons que les arcs entre les sommets ne comportant pas de
sont ceux de G ||= H. Notons que les arcs aux lignes (4) et (5) sont les seuls entre
sommets comportant la lettre § et ceux n’en comportant pas et que ces arcs quittent
I'ensemble Vi _p des sommets ne comportant pas de f. Par conséquent, une fois
qu'un chemin quitte Vig_g, il n’y retourne jamais.

Etant donné t € M (X, U {f} U Xy, D; U D,), on note par 7 (t) (respectivement
mo(t)) Punique trace dans M(X; U {#}, D1) (respectivement M (3, Ds)) telle que
t= Wl(t)ﬂg(t).

Pour chaque arc s % t et chaque sommet z de G /¥ H, se projetant sur H en
s (i.e., my(x) = s), il existe un arc x G/;;”; y avec y se projetant en H sur t (i.e.,
mo(y) = t). Puisque d’autre part, tout sommet initial de H est relevé en un sommet
initial de G' J/* H (ligne (2) et (10)), on en déduit que tout chemin initial dans H
(un chemin initial est un chemin dont la source est un sommet initial) se releve en
un chemin initial dans G J/* H.

Lemme 6.3.10. Tout mot qui étiquette un chemin initial dans H étiquette aussi un
chemin initial dans G JJ* H.

Enfin, notons que I'on préserve le fait que la longueur par niveaux de tout sommet
est donnée par celle de sa composante dans H (voir lemme [6.3.12). En particulier, la
longueur par niveaux de la premieére composante d’un sommet n’est pas plus grande
que celle de sa deuxieme composante.
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Il ne sera pertinent de donner des précisions a propos des sommets finaux de
G //* H que sous des hypotheéses supplémentaires sur G et H (lemme|6.3.12] corollaire

6.3.14] et lemme [6.3.16)).

Exemple 6.3.11. Considérons 'automate décrit dans ’exemple L’unique
sommet initial de Ty J/* Vis({c}, @, {a,b}) est K |- L. Les sommets finaux de T, //*
Vis({c}, @, {a,b}) sont ceux ayant un f. Voir la figure pour la restriction de
Ty ¥ Vis({c}, @, {a,b}) aux sommets accessibles a partir du sommet initial et co-
accessibles a partir des sommets finaux.

Lemme 6.3.12. G /* H =, H.

Démonstration. v —— w = mo(v) %) mo(w) et (c,v) € GJFH = (c,m(v)) €

GJiH

H (c € {¢,0}).
Pour tout sommet v || s € Vg puy avec (v,s) € M(X; U {f}, D1) x M(X3, Ds),
nous avons |[v]| < ||s]|. Donc ||v || s|| = |Is||. On en déduit que my préserve la
longueur. [

D’apres le lemme L(G J* H) C L(H). Autrement dit, si un mot étiquette
un chemin acceptant dans G //* H, alors il étiquette aussi un chemin acceptant dans
H. La réciproque n’est pas vraie en général comme nous le verrons dans le lemme
0.5.16l

La superposition par niveaux préserve le déterminisme.

Lemme 6.3.13. Si G et H sont déterministes, alors G J|* H est déterministe.

Observons que 'automate décrit aux lignes (1), (2) et (3) (définition est la
synchronisation par niveaux de H et de 'automate obtenu a partir de GG en inversant
la finalité des sommets (un sommet non final dans G est déclaré final et vice-versa).
D’apres le lemme [6.3.7] et puisque H —, H, on en déduit le corollaire ci-dessous.

Corollaire 6.3.14. Si G et H sont déterministes, G —, H et w est un mot qui
étiquette un chemin initial dans G ||= H, alors w € L(G) <= w ¢ L(G J* H).

Exemple 6.3.15. Donnons un exemple de superposition par niveaux G /* H, ou G
et H sont déterministes et G —, H. On considere

G = Vis(@,9,{a}) \ {o} x {LT?* |n >0}

et H un automate longueur-isomorphe a Vis({b}, @, {a}), de sorte que G et H soit
des automates de traces sur des monoides de traces disjoints. Voir la figure [6.5( pour
G /* H (automate obtenu & partir de G en inversant la finalité a été noté G).

La superposition par niveaux accepte la différence.
Lemme 6.3.16. Si G et H sont déterministes et G —, H, alors L(G JJ* H) =
L(H) - L(G).
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FIGURE 6.4 — Superposition par niveaux de T3 sur Vis({c}, @, {a, b}) (voir 'exemple

G50,
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FIGURE 6.5 — Superposition par niveaux de la demi-droite sur Vis({b}, &, {a}) (voir

I'exemple [6.3.15)).
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Démonstration. D’apres les lemmes [6.3.12] et le corollaire [6.3.14], il reste a
montrer que tout mot w € L(H) — L(G) qui n’étiquette pas un chemin initial dans
G ||= H est accepté par G J/* H. L unique chemin initial dans 'automate déterministe
G /¥ H étiqueté par w est acceptant puisque son but est de la forme p[t] ||< s (s € Fy)

et qu'un tel sommet est final dans G J/* H (ligne (9) dans la définition 6.3.9). O

Appliquons les lemmes [6.3.7 et [6.3.16] A partir de n’importe quelle famille d’au-
tomates de traces fermée par synchronisation par niveaux et superposition par ni-
veaux, nous obtenons diverses algebres de Boole de langages de mots a partir des
automates déterministes de cette famille.

Théoréme 6.3.17. Soit F une famille d’automates de traces fermée par synchro-
nisation par niveaux et superposition par niveaur avec H € Faey et [g]-libre. Alors
la classe de langages Recﬁrdet(H) = {L(G) | G € Faet, G —¢ H} est une algébre de
Boole relative a L(H).

Démonstration. Soient G1, Gy € Fyet tels que Gy —¢ H et Gy —, H. Nous suppo-
sons que G, Go et H sont deux a deux sur des monoides de trace disjoints.

Nous avons L(H) — L(G,) = L(G; J/* H) pour un certain symbole #, Gy J/* H est
déterministe et Gy J/* H —¢ H. Donc L(H) — L(G)) € Recffdet(H).

De plus L(G1) N L(G2) = L(G; ||= G2), G ||= G est déterministe et Gy ||=
Gy —¢ H. Donc L(G1) N L(G») € Rec’, (H). O

Montrons que le théoreme [6.3.17| s’applique a la famille TrSuffix. On commence
par la fermeture par synchronisation par niveaux.

Proposition 6.3.18. La famille TrSuffix est fermée par synchronisation par ni-
Veaus.

Démonstration. D’abord, observons qu’étant donné G, Gy € TrSuffix, 'ensemble
des sommets initiaux de Gy ||= G5 est régulier par niveaux d’aprés le lemme [6.3.3]
En effet, la synchronisation par niveaux de langages réguliers par niveaux reste
régulier par niveaux. Ensuite, puisque 'opération de synchronisation par niveaux
est distributive par rapport a l'union, il suffit de supposer que G; (respectivement

Gy) est de la forme Wi(u; % v1) sur M (3, D;) (respectivement Ws(us LN vg)
sur M (3y, D)) avec W; € LevelReg(M (X;, D;)), ui,v; € M(2;, D;) (i € {1,2}). Si
a # b, alors G ||= G2 = @. Supposons a = b. Nous allons montrer que

Gill=Gy={pill=p2 > q1 ||= ¢z | p1 GL1> q1, P2 GL; ¢}
est égal a
G ((W1u1 H: W2u2)(u1 H u2)71 N (lel ||: W2U2)(U1 H v2)*1) (ul || U2 . U1 || U2)

Voir la figure [6.6]

95



CHAPITRE 6. ALGEBRES DE BOOLE DE LANGAGES DE MOTS
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FI1GURE 6.6 — Un arc dans la synchronisation par niveaux de deux automates suffixes

de traces (démonstration de la proposition [6.3.18]).

Puisque
(W1u1 ”: W2u2)<u1 ” Uz)il N (W1U1 H: WQ’UQ)(Ul || ,02),1 c LevelReg(M(Zl U 22, D1 U Dg))

d’apres les lemmes [6.2.3] [6.3.3] et la proposition [£.2.2] cela prouvera la proposition.

Montrons que G ||= G2 = G.

(2)

Soit t(uy || uz) 5 t(vy || v2) € G avec t € Wiuy ||l= Whua)(uy || u2)™t N
Wiy ||= Whva)(vy || ve) 1. Tl existe wy, w] € W et wa, wh € Wy tel que t(uy || ug) =
wiy [|= waug = (wr || wa)(uy || uz) et t(vy [| v2) = wivr [= whve = (wy || w)(vr |
v2). Donc (un monoide de traces est simplifiable a droite) (wy || wq) = (w] || wh) =t
et on déduit que w; = w) et wy = wh. Par conséquent t(u; || uz) = t(vy || v2) €
G ||= Go.

(<)

Soit p1 ||= p2 5 ¢ = @2 € Gy ||= Ga. Nous avons p; ||= pa = wiuy ||= wouy =

(wi || wa)(wr || u2) et 1 ||= g2 = wivy ||= wave = (wy || wo)(v1 || v2), avec wy € Wi
et wy € Wh. Ainsi (wy || wa) € Wiuy [|= Waug)(uy || ug) ™" 0 (Wiwy ||= Wavg) (v, ||
v) tetprlepe 2@ ll= e -

Remarque 6.3.19. Soit Wj(u; = v;) (i € {1,2}) un automate suffixe de traces tel
que la variation par niveaux de Wj(u; — v;) soit constante : pour chaque i € {1,2},
il existe un entier ¢; tel que pour tout w; € W;, ||wv;|| — ||w;w|| = &;. Alors

51 % 62 - Wl(ul i) U1> H: WQ(’UQ i> ’UQ) =
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Le lemme suivant montre qu’étant donné un langage de traces régulier par ni-
veaux L et un entier positif §, I’ensemble des arcs de source t € L et de but la trace
obtenue a partir de ¢ en supprimant le suffixe de longueur § de sa forme normale de
Foata, est un automate suffixe de traces.

Lemme 6.3.20. Soit L un langage de traces régulier par niveaux, & un entier positif
et a un terminal. Le {a}-automate G3* :== {p % q | p € L, [q]¥ C [plr. |Ip]| = |la| =
0} est un automate suffize de traces.

Démonstration. L’automate G%* est égal &

GI: U H[D([,C—IF(Al...A(s)_l)(H[D(Al...A(;) i) [E])

Al...A(;EF

(C) Soit p & ¢ € G%*. 1l existe A;...As € F tel que [q]rd; ... A5 = [p]¥.
Donc I, ([q]rA;1 ... As) = U, ([¢]e)I, (A1 ... As) = 1, ([p]r) = p avec [q]F €
[L]g(A; ... As)7! (puisque [q]pA; ... As = [plr € [L]r). Et 111, ([¢]r) = ¢. On en
déduit que p % g € G.

(D) Soit Ay...A; € FetUe [L]p(Ar...As)" 1. Alors

H]D(U)H]D(Al Ag) = H]D(UAl...A(;) eL

Et
MLz, (U (Ar - As) | = [T, (U) || = 0

Donc 1T, (U), (A; ... As) 2 T, (U) € G -

Remarque 6.3.21. La conclusion du lemme [6.3.20] peut étre renforcée de la facon
suivante : 'automate G%f& ={p S qlt] | pe€ L lqlr C [plrllpll — llgl] = 0} est
un automate suffixe de traces, ou f est une nouvelle lettre (la lettre § n’apparait
dans aucune trace appartenant a £) et est indépendante de toute lettre dont elle est

distincte. En fait, c’est ce dernier énoncé qui sera utilisé dans la démonstration de
la proposition [6.3.23]

Dans le but de prouver la fermeture de TrSuffix par superposition par niveaux,
nous montrons que toute regle de réécriture dans un automate suffixe de traces peut
étre décomposée en regles dont la variation niveau-longueur reste constante.

Lemme 6.3.22. Soit H un automate suffize de traces de la forme Z(x % y). Alors
il existe Zy,...,2, (n = 0) tel que Z2 = UpccnZi €t pour chaque 0 < i < n,
lzyll = llz2ll = |2yl = lz’z]| pour tout z,2" € Z;.

Avant de prouver ce lemme, nous rappelons la définition de synchronisation
lettre-a-lettre de deux mots (voir la page [60). Soit ' un alphabet et § ¢ T’ un
nouveau symbole. La synchronisation de deux I'-mots, u = a;...a,, et v =">01...0b,,
est le (I' U {#})*mot v ® v défini par
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u®v = (a1,b1) ... (ag, bp)(Thr1, Yes1) - - - (Tk, Y ), o0k = min(m, n), K = max(m,n)
et pour tout k < i < K, (x;,y;) = (8,b;) si k =m et (z,y;) = (a;, 1) sinon.

Si un language L de (T U {f})*mots u ® v est régulier, alors ses projections, a
savoir les langages {u e I'" | w e [ u®@v e L} et {v el™ |ue ™ u®@v e L},
sont réguliers.

Démonstration du lemme[6.3.23. D’abord montrons que 1'ensemble {||zy| — ||zz|| |
z € Z} est borné.
Soit z € Z. D’apres le lemme [5.2.14] ||zy|| < [|z]] + |y| et ||zz|| = ||z]|. Donc

Izl = [lz2]| < [yl De facon similaire, —|z[ < ||zy[| — [2]|.
Ensuite, nous avons & vérifier que pour chaque i tel que —|z| < i < |y, le langage
Z,:={z€ Z||zy|| — ||zx| = i} est régulier par niveaux.

Puisque H est mot-automatique pour le codage de ’ensemble de ses sommets
par leurs formes normales de Foata, le langage {[zx|r ® [2y]|F | 2 € Z} est régulier.
On en déduit que le langage

Li:={[zz]p | 2 € Z, [[2y|| — [|z2[| = i}
est également régulier. Donc Z; = (I, (L;))z~" est régulier par niveaux d’apres le
lemme [6.2.3] O

Proposition 6.3.23. La famille TrSuffix est fermée par superposition par niveauz.

Démonstration. Puisque G J/* (HiUH,) = G J* H; U G JJ* Hy, il suffit de considérer

G = 1U< Wi(ui =5 v;) U {1} x Ig U {0} x Fg sur M(X1,D;) et H= Z(z %
<isn

y) U {t} x Iy U {o} x Fg sur M(%s, Ds). Nous supposons que la variation par

niveau des régles W;(u; = v;) (1 < i < n) et Z(x = y) est constante et est égale

respectivement a J; et dg.

Nous montrons que les ensembles de sommets initiaux et finaux de G J/* H cor-
respondent a des langages réguliers par niveaux. Ensuite nous montrons que les
ensembles d’arcs constituant G J* H (définition peuvent étre décrits comme
des automates suffixes de traces avec contextes réguliers par niveaux. Dans chacun
des cas, la régularité par niveaux des langages de traces considérés (pour les sommets
initiaux, les sommets finaux et les contextes des régles de réécriture) sera assurée
par la proposition [4.2.2] et les lemmes [6.2.3] [6.2.4] [6.3.3] [6.3.4]

Commencons par considérer les ensembles de sommets initiaux et finaux.

L’ensemble de sommets initiaux I ||= Iy et 'ensemble de sommets finaux (Vg —
F¢) ||= Fu sont réguliers par niveaux.

L’ensemble de sommets finaux {p[t] ||< s | [p]r C [Va]r,s € Fy} et 'ensemble
des sommets initiaux {[8] || s | s € Iy, ~(3p € I ||p|]| = ||s]|)} sont égaux respective-
ment aux langages de traces I, (Pref([Ve|r))[t] < Fret [8] || (g — m(Ig ||= 1n)),
qui sont réguliers par niveaux.

Considérons & présent 1'ensemble des arcs de G J* H.

98



6.3. SYNCHRONISATION ET ALGEBRES DE BOOLE

Le sous-graphe suivant de G /¥ H
{l=5)=(@l=0)1prZast

correspond & J Wi(u; =5 v;) ||= Z(x = y), qui est un automate suffixe de traces
1<i<n

d’apres la proposition [6.3.18

Ensuite nous avons a identifier les sommets du synchronisé a partir desquels la
synchronisation par niveaux n’est plus possible.
Affirmation 2. Soit L := {wu; | 1 <i < n,a; =a,w € W;,0; = dg}. Alors L est

a

réqulier par niveauz et {p ||z za | p € Vg,z € Z,-3r(p =z 7 Al = [lzyll)} =
(Vo—1L)||= Zz.

Nous admettons temporairement l'affirmation précédente pour finir la démons-
tration. Cette affirmation sera prouvée juste apres.

Nous distinguons deux cas selon le signe de dy et considérons les sous-graphes
correspondants de G JJ* H.

Cas 1 :6g =0

Les sous-graphes suivants de G JJ* H :

{pll=s =l t]s 2t llsll < lltllp € Vo, ~Gp'(p o 0" AP =116}

et
{plt] ll< s = plal I ¢ [s =t sl < [ [ple E [Volr}
sont égaux respectivement aux automates suffixes de traces
(Ve = L) |- Z2)2™") (= = ylt])
et

(I, (Pref ([Valp)) ] < Z2) ) (z 2 y)

Cas 2 : 05 <0
Le sous-graphe suivant de G /¥ H :

{pll=s=qlil lI=t1s > t.llsll > lItl,p € Ve, ~G'(p > 2" AllPI = 1)), [q]r ©
[p]r} est égal &

U (Ve le(r A ) DM (A1 As,) 5 () |- 2 5y

qui est un automate suffixe de traces. En effet (voir la remarque [6.3.21)), il s’agit
de G(,g’f Ly ll= Z(x % y), qui est un automate suffixe de traces d’apres la proposition
0.0. 1
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FIGURE 6.7 — Un arc de G J/* H (démonstration de la proposition [6.3.23))

Le sous-graphe suivant de G J* H :
{plt] ll< s = plE < t1s - tlIsll > [[£], [ple © [Vale} est égal &

(@, (Pref(Valo)lE] ll< Zx)a™" N ([, (Pref(Vale)lE] < 29)y ") (z % y)

Le sous-graphe suivant de G /J* H :
{plf ll< s = gt =t [ s = & llsll > el [1E] < p[El, [ple € [Velr, [q]r E [ple}
est égal a

U (Brr™ 0 B)(r | == [e] || [4])

reM(X1,D1),|lr||<—0xH

ot By = (I, (Pref([Va|p)) ] [« Z2) 27" et By = (ILy, (Pref([Var))[H] 1= Zy) y~".
Voir la figure [6.7]
Dans chacun des cas, il s’agit d’'un automate suffixe de traces.
[

Démonstration de Uaffirmation[d. Le langage de traces L est régulier par niveaux
d’apres la proposition et le lemme|6.2.3] Par suite, il suffit de montrer que pour
tout p € Vi pour lequel il existe z € Z tel que ||p|| = ||zx]|,

peELl «— Iy (p%w’ AP = llzyll)
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(=) Nexiste 1 <i<netweW, tel que a; = a, p=wu; et 6; = dg.

Donc p = wuy; % wv; et [Jw|| = ||zy]|-
(<) llexiste 1 < i < ntel quea; = aetw € W, tel que p = wu; et ||w;|| = ||zy]|.
Par suite, §; = ||wv;|| — ||wu;|| = ||zy|| — ||zz] = 0g. On en déduit que p € L.

]
Appliquons le théoréme et les propositions [6.3.18 et [6.3.23)].

Théoréme 6.3.24. Soit H un automate suffize de traces déterministe et [g]-libre.
Alors Rec%sufﬁXdet(H) ={L(G) | G € TrSuffixge, G —¢ H} est une algébre de Boole
relative a L(H).

6.4 Réseau de Petri généralisé

D’aprés le théoréme [6.3.17, et comme nous allons prouver que TrSuffix™®™ est
fermée par synchronisation par niveaux et superposition par niveaux, nous obtenons
diverses algebres de Boole acceptées par des réseaux de Petri généralisés détermi-
nistes.

Théoréme 6.4.1. Soit H € TeSuffixiy" [¢]-libre. Alors Rechg,gren (H) = {L(G) |
G € TrSuffix,s™ G —, H} est une algébre de Boole (relative d L(H)).

Démonstration. D’apres le théoreme [6.3.17] il suffit de montrer que TrSuffix”*™ est
fermée par synchronisation par niveaux et superposition par niveaux. Considérons
G1, Gy € TrSuffix™™ avec Gy sur &1, Gy sur Xo, $1 N 3y = & et # ¢ ¥ U Y.
Ensuite, observons que G ||= Gy (respectivement G J/* G3) est un automate suffixe
de traces sur 3y U Xy (respectivement sur ¥y U {#} U Xs). O

Exemple 6.4.2. L’algebre de Boole RechrSufﬁxgsgri (Vistetrvstack (g5 o5 £4})) est Dal-
gebre de Boole des langages réguliers sur 1'alphabet singleton {a}.

Exemple 6.4.3. Il est bien connu que le langage algébrique L = {a"ba"™ | n > 0}
n’est pas un langage accepté par un automate a pile visible [1]. Considérons le réseau
de Petri généralisé G sur {L,a,b} défini par

G = [(La) L]([] > [e])) U [b(La)*L]([e] % [La]) U [(La)*L*]([a] = [L])
U {e} x [Lb] U {o} x [L*]

Le langage accepté par GG vérifie
L = L(G) € Rechyg s (ViP5 (e} (b}, {a})

Voir la figure [6.8]
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O . e e """ 0 -
o o o o
L 1 | |
! ! I I
: ! | |
| 'b b b
3 4
b 52 J_2 1_3
1 a a a
X J > @ > @ > @ -
'0 J_2' J‘3'
Lo a @ )
o
[ ] 4@
13 a
o
o
J_S
a b C
B —

FIGURE 6.8 — Un automate suffixe de traces qui accepte {a"ba™ | n > 0} (exemple
6.4.3).
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FIGURE 6.9 — Un automate suffixe de traces qui accepte {a™b"c" | n > 0}* (exemple
6.4.4).

Exemple 6.4.4. 1l est bien connu que le langage L = {a"b"c" | n > 0}* n’est
pas algébrique. Il s’agit d’'un langage contextuel. Considérons le réseau de Petri
généralisé G sur {L,a,b} défini par

G = [(Lab)*L]([e] & [Lab]) U [(Lab)*(La)" L]([B] 2 [¢]) U [(La)*L]([La] = [¢])
U {e} x AL} U {o x {[L]}

Le langage accepté par G vérifie

L = L(G) € Rechg s (ViS5 {c} (b} {a}))

Voir la figure
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Chapitre 7

Conclusion

Dans ce manuscrit, nous avons exploité la notion de traces de Mazurkiewicz afin
d’appréhender la structure d’automates infinis décrivant les exécutions de systemes
concurrents. Un tel automate infini est, par exemple, le quart de la grille infinie ou
encore l'arbre du quart de la grille infinie. Plus généralement, nous nous sommes
intéressés aux graphes de réécriture de systemes reconnaissables de réécriture de
traces (graphes RTL). Ceux-ci ne constituent que Iextension aux traces de Mazur-
kiewicz des graphes de réécriture de systemes reconnaissables de réécriture de mots
dont la MSO-théorie est décidable.

Un premier travail a consisté a considérer les automates RTL d'un point de vue
de la logique. Nous avons notamment montré que la théorie du premier ordre d’un
automate RTL restait décidable. Nous avons également mis en évidence la sous-classe
des dépliés concurrents de graphes finis concurrents :

— elle constitue plus généralement une classe de DAG mot-automatiques dont

la FO[Reach]-théorie (et méme la FO[Rec|-théorie) est décidable,

— il existe des dépliés concurrents de graphes finis concurrents qui ne sont pas

graphes de réécriture suffixe de systémes de réécriture de termes clos (graphes
GTR), dont il est bien connu que la FO[Reach]-théorie est décidable.

Dans un deuxiéme travail, nous nous sommes concentrés sur les automates suf-
fixes de traces d’un point de vue des langages qu’ils acceptent. Rappelons qu'un
automate suffixe de traces est un graphe RTL dont les membres droits et gauches
des regles de réécriture sont des mots. Rappelons également que nous avons ap-
pelé réseau de Petri généralisé un automate suffixe de traces sur un monoide de
traces dont la relation de dépendance est 1'égalité. Nous avons montré que pour
tout automate suffixe de traces déterministe (respectivement réseau de Petri géné-
ralisé déterministe) H, la classe des langages acceptés par les automates suffixes de
traces déterministes (respectivement les réseaux de Petri généralisés déterministes)
qui sont longueur-réductibles dans H, forment une algebre de Boole de langages. En
fait, cela est la conséquence d’un résultat plus général que nous avons montré et qui
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permet de dégager diverses algebres de Boole de langages a partir de toute famille
d’automates de traces fermée par synchronisation et superposition par niveaux.

Un premier prolongement a ce travail consisterait a mieux comprendre « les
systemes concurrents de niveau 2 », c’est-a-dire ceux qui étendent le niveau 2 de la
hiérarchie a pile. Plus précisément, comme les graphes de la hiérarchie a pile sont
précisément les graphes de transitions des automates a pile d’ordre supérieur (au
sens large), se pose donc la question d’'un modele équivalent dans le cas des traces de
Mazurkiewicz. Un deuxieme prolongement consisterait a expliciter diverses algebres
de Boole obtenues, ou encore d’en dégager d’éventuelles propriétés de fermeture
supplémentaires.
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