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Introduction

Les débris spatiaux sont des objets artificiels mais non opérationnels en orbite autour de la
Terre comme des fragments d’anciens satellites, de navettes ou de fusées. Généralement, ils
sont issus de désintégrations opérées de maniere volontaire ou bien causées de maniere acciden-
telle (collision). Depuis une cinquantaine d’années, leur nombre augmente de maniére continue
et exponentielle telle que décrit par le syndrome de Kessler [1]. Ces débris représentent ainsi
une menace pour ’ensemble des satellites fonctionnels et par conséquent pour I'activité hu-
maine. De par leur potentielle dangerosité, il apparait donc comme un défi majeur d’étre
capable de les détecter, d’estimer leur dynamique, ou encore de les classifier, et ceci a des
fins de catalogage. Pour y parvenir, des systemes de détection et de mesure radar dédiés a la
surveillance spatiale ont notamment été congus et déployés sur le sol terrestre. Par I’émission
d’une onde électromagnétique qui est rétrodiffusée par les cibles d’intérét, ils nous fournissent
des informations indirectes associées a ces cibles. A titre d’exemple, certains radars calculent
la distance sol-cible ainsi que les angles d’arrivée de I'onde rétrodiffusée. Ces données fournies
séquentiellement peuvent ainsi étre utilisées pour réaliser un pistage des débris observés, c’est
a dire estimer au cours du temps leur position et leur vitesse.

Dans le cadre de cette these, nous nous intéressons a un scénario précis : deux objets orbitaux
se rencontrent et entrent en collision. A I'issue de cet événement, les débris résultant de ces
deux objets sont tres proches entre eux et forment un amas compact. Par conséquent, il parait
opportun d’estimer la dynamique de ces débris non pas individuellement mais plutot dans leur
ensemble.

Les systemes de surveillance actuels possedent des capteurs de trés haute résolution. Par
exemple, un systeme radar moderne peut détecter un débris de tres petite dimension (inférieure
a 50 m). Néanmoins, 'amas que nous cherchons a caractériser présente une dimension
supérieure a la résolution du systeme considéré et donne lieu a plusieurs détections donc
plusieurs observations radar. Ce type de cible est communément appelé cible étendue : sa des-
cription nécessite de prendre en compte, en plus de ses parametres dynamiques, son étendue
spatiale.

Ainsi, les questions qui se posent naturellement sont : comment décrire I’étendue de ’amas et
comment réaliser le pistage de ce type de cible 7 La maniére la plus pertinente de caractériser
la dispersion spatiale de I’amas est de proposer une modélisation paramétrique de sa forme.
Etudier ’évolution de la cible au cours du temps revient alors a estimer les parametres du
modele considéré en plus de la dynamique de son centroide. Dans des applications terrestres,
les objets étendus que l'on cherche a modéliser et pister peuvent étre représentés par des
formes géométriques simples. Par exemple, la forme d’un véhicule peut étre modélisée par un
rectangle, celle d’un avion par une ellipse ou une fusion de plusieurs ellipses. Dans ces cas
précis, les parameétres utilisés peuvent étre les dimensions (longueur, largeur, demi-axe) de
ces figures. Lorsque 'objet étendu admet une forme plus complexe alors des paramétrisations
plus avancées existent. En particulier, des méthodes de pistage fondées sur des approches
bayésiennes permettent d’estimer récursivement les parametres dynamiques ainsi que les pa-
rametres de forme & partir de filtres de Kalman étendu. En particulier, nous savons que
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les distributions gaussiennes donnent lieu a des réalisations qui se répartissent de maniere
ellipsoidale. Par conséquent, ce type de modélisation se préte bien & des objets de forme ellip-
tique et donnant lieu a des mesures réparties en leur volume. Dans notre application, ’amas
de débris se modélise durant les premiers instants par une forme elliptique mais rapidement les
trajectoires des débris s’infléchissent sous 'effet de la force de gravitation, ce qui entraine une
distorsion de I’amas. Un enjeu est alors d’obtenir une paramétrisation de I’étendue de I’amas
prenant en compte cette courbure. De maniere analogue, nous pouvons donc nous demander
si des modeles probabilistes permettant de générer des réalisations prenant une forme courbée
existent.

Une solution est de considérer des lois de probabilités sur des espaces non euclidiens et plus
précisément sur des variétés. Ces structures relativement abstraites, issues de la géométrie
différentielle, sont des espaces dont chaque élément est contraint par ses propriétés intrinseques.
Un exemple assez parlant physiquement de variété est une hypersphére. Dans le cas tridimen-
sionnel, elle contient ’ensemble des points de R? contraint par la propriété de norme unité.
Dans notre contexte, la forme courbée de 'amas assure que chacun de ses éléments évolue
sur un espace contraint. Dans cette these, nous nous focalisons sur une variété différentielle
particuliere nommée groupe de Lie. En particulier, le groupe de Lie SE(3) permet de décrire le
mouvement des objets étendus a la fois en termes de rotation et de translation. De plus, pour
une loi de probabilité définie sur cet ensemble, I'incertitude sur les parametres de translation
prend la forme d’une bananoide.

Les contributions majeures de cette these sont de trois ordres :

e La premiere est de définir un nouveau modéle des mesure radar et de I’amas, considéré
comme une cible étendue, assurant une dispersion des réflecteurs adaptée a la forme
de celui-ci. Ce modele est basé sur une représentation sur groupe de Lie dans laquelle
les débris sont supposés distribués selon une loi gaussienne concentrée.

e La seconde est de proposer, a partir de ce modele, un nouvel algorithme permettant
de réaliser au cours du temps l'estimation des parametres cinématiques et de forme de
I’amas de débris. Les grandeurs d’intéréts sont exprimées sur des groupes de Lie bien
spécifiques afin de permettre leur estimation conjointe. A cet effet, nous proposons une
variante du filtre de Kalman étendu itéré sur groupe de Lie. Il s’agit d’'un algorithme
de filtrage adapté pour des variables d’état et d’observations évoluant sur ces espaces.
Il peut étre vu comme une généralisation du filtre de Kalman étendu itéré classique,
dans lequel la distribution a posteriori est approchée par une distribution gaussienne
concentrée. Le probleme d’estimation est alors résolu a chaque instant en identifiant
les parametres de cette dernieére par optimisation.

e Une derniére contribution de cette these est d’évaluer théoriquement les performances
d’estimation de notre algorithme. En effet, lorsque nous estimons des parametres via un
certain modeéle, il est pertinent de quantifier ’erreur minimale atteignable en utilisant ce
dernier. Dans un cas euclidien, cette information est fournie par les bornes de Cramér-
Rao fréquentiste et bayésienne. Pour des parameétres évoluant sur variétés, il existe des
bornes d’erreur minimales dites intrinseques et nous proposons d’en définir une dans
un contexte bayésien appropriée aux modeles que nous avons défini sur groupe de Lie.

Ce manuscrit est organisé de la maniere suivante :

Le chapitre 1 est dédié a la présentation des débris spatiaux ainsi qu’aux motivations de leur
catalogage. Les principales méthodes de 1’état de I’art pour le pistage d’une cible ponctuelle et
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d’une cible étendue sont ensuite présentées. Les approches modélisant dans un premier temps
I’objet étendu par une ellipse et dans un second temps par une forme convexe étoilée, sont
ainsi détaillées.

Le chapitre 2 présente la théorie des groupes de Lie et en particulier la généralisation des
méthodes d’optimisation et de filtrage a ces espaces contraints. A ce titre, il est d’abord intro-
duit aussi bien des outils d’analyse que le formalisme probabiliste sur groupe de Lie. Puis, les
principales méthodes d’optimisation hors-ligne et de filtrage récursif intrinseques aux groupes
de Lie sont introduites.

Le chapitre 3 est dédié aux contributions théoriques et algorithmiques. Dans un premier
temps, deux nouveaux modeles sont proposés, définis sur groupe de Lie, pour décrire d’une
part 'amas et d’autre part les mesures radar. Puis, un algorithme d’optimisation sur groupe
de Lie pour l'estimation des parametres de 'amas, fondé sur ces modeles, est mis en place.
Enfin, cet algorithme est généralisé dans un contexte récursif par un filtre de Kalman étendu
itéré modifié sur groupe de Lie. En particulier, sont présentés les résultats de simulation de
ces algorithmes obtenus pour un amas de débris a un instant précis puis lorsqu’il se disperse
au cours du temps.

Le dernier chapitre fournit une contribution théorique dans laquelle nous proposons une nou-
velle borne d’erreur de type Cramér-Rao intrinseque dans un contexte bayésien. Cette borne
est d’abord développée dans un cadre générique puis spécifiée dans le cas du groupe de Lie
SE(3). Elle est en particulier mise en oeuvre dans le cadre du modeéle d’observation proposé.
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Chapitre 1

Débris spatiaux : enjeux et méthodes

de surveillance
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L’objectif de ce chapitre est de présenter la problématique des débris spatiaux. Il résume no-
tamment les différents systémes et techniques employés pour pouvoir assurer leur surveillance.
Dans un premier temps, des généralités sur les débris sont présentées et le danger de leur pro-
lifération est mis en évidence & travers des exemples. Dans un second temps, ’enjeu de leur
catalogage est pointé. A ce titre, les modeles dynamiques d’évolution des débris ainsi que les
systemes radar permettant de les observer sont détaillés. Enfin, les algorithmes de pistage
permettant leur suivi sont rappelés, aussi bien dans un contexte de cible ponctuelle que de

cible étendue.

1.1 Débris spatiaux : généralités

1.1.1 Contexte

Depuis plusieurs décennies, la mise en orbite de satellites joue un réle central dans 'activité
humaine. En effet, les programmes spatiaux sont motivés par des objectifs tres variés : les
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satellites de télécommunications permettent de relayer de I'information d’un émetteur jusqu’a
un récepteur, les satellites de navigation permettent de localiser un utilisateur sur la surface
terrestre ou encore, les satellites d’observation permettent de fournir des images de la Terre
pouvant étre utilisées dans diverses applications (météorologie, biologie, géographie,...). Ils
sont devenus aujourd’hui essentiels, que ce soit dans les domaines civils ou militaires.
Durant ces derniéres années, de par la recrudescence du nombre de satellites en orbite, plu-
sieurs collisions avec divers engins spatiaux (missiles, lanceurs,...) se sont produites et ont
abouti a la création de petits fragments de ces objets. Ils sont nommés débris spatiaux et sont
définis de maniere générale comme ’ensemble des objets artificiels inactifs en orbite terrestre
[2]. IIs peuvent étre aussi bien des morceaux d’anciens satellites que des petites particules
chimiques et sont donc treés hétéroclites. A titre d’exemple, nous pouvons citer la collision
récente, survenue en 2009, entre les satellites de télécommunication Iridium-33 et Kosmos-
2251, en orbite basse au dessus de la Sibérie qui en a généré pres de 600 morceaux [3].

1.1.2 Menace de la prolifération

En raison de 'imprévisibilité de leurs apparitions et de la difficulté a déterminer leurs tra-
jectoires, les débris spatiaux représentent une menace de premier ordre [4][5]. En effet, leur
collision avec un satellite peut non seulement aboutir & son dysfonctionnement mais également
engendrer la création d’un nouvel amas de débris. Ce scénario répété a plusieurs reprises
pourrait entrainer une croissance exponentielle de leur nombre. Si ce dernier devenait trop
important, il pourrait devenir compliqué voire impossible pour ’ensemble des satellites en
orbite d’éviter un impact avec un nouveau débris. Cette hypothése envisagée est connue sous
le nom de syndrome de Kessler [1]. Les observations récentes corroborent ce risque : le nombre
de débris ne cesse de croitre et nourrit donc des inquiétudes dans la communauté spatiale.

Monthly Number of Objects in Earth Orbit by Object Type
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FIGURE 1.1 — Evolution du nombre de débris depuis 50 ans, source : NASA Orbital Debris
Program Office.

Les débris de grande dimension sont le plus souvent des satellites inactifs, qui sont généralement
de taille variant entre 10 cm et 10 m. Lorsqu’ils entrent en collision avec un autre objet, ils se
fragmentent et peuvent générer de nouveaux débris, généralement de taille plus petite mais en
nombre plus important. Il existe également des débris de taille infime, issus essentiellement de
résidus de missiles ou de fusées. Nous pouvons citer en particulier les gouttelettes de liquide
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de refroidissement ou les micro-particules provenant de moteurs de fusées (0.1 mm a 3 cm).
Deux solutions ont été envisagées afin de limiter leur prolifération qui dépendent de leur di-
mension. Ainsi, renforcer la protection des satellites suffit a les protéger de I'impact des débris
de petite taille, qui sont les moins dangereux. Néanmoins, ce n’est pas une solution pour les
débris de plus grande taille, il n’existe pas actuellement d’autre moyen que de tenter de les
éviter, par exemple en réalisant une manoeuvre du satellite menacé. Pour y parvenir, il est
donc nécessaire de prédire leurs trajectoires pour étre capable d’anticiper leurs déplacements.

1.1.3 Catalogage et systemes de surveillance spatiaux

L’objectif du catalogage est de déterminer I’évolution dynamique des débris a partir d’un
réseau de capteurs situé a la surface terrestre. Ainsi, prédire leurs positions futures permet de
prendre une décision afin d’éviter d’éventuelles collisions. Les capteurs utilisés génerent des
informations fournies a des algorithmes de pistage, afin d’en déduire ’estimation des trajec-
toires des débris. Dans notre application, nous nous focalisons sur des débris en orbite basse,
généralement situés a une altitude de 'ordre de 1000 km par rapport au sol terrestre.

De par les enjeux liés a la prolifération des débris, des systémes de détection dédiés a la
surveillance spatiale ont été largement développés par la plupart des grandes puissances mon-
diales. Il s’agit principalement de systemes d’antennes radars. Des dispositifs optiques tels
que des télescopes sont également utilisés mais pour 'observation de régions lointaines. Les
Etats-Unis possedent un réseau de surveillance permettant de sonder l'intégralité de l'or-
bite terrestre. Dans le cas d’orbites basses, les systemes radars utilisés sont basés sur des
réseaux d’antennes a commande de phase. Il en existe plusieurs répartis dans différentes zones
géographiques et ils ont des capacités de détection de treés haute performance. Le radar FPS-85
[6] (illustré en figure 1.2), mis en service en février 1959, est congu et dédié a la surveillance de
Pespace. Le radar FPS-108 [7] (illustré en figure 1.3), déployé en 1977 pour le pistage de cibles
ballistiques, est également utilisé pour cette tdche. Plus récemment, la technologie radar a
bande S, fondée sur I’émission d’onde électromagnétique allant de 2 & 4 GHz, a été développée
dans le cadre du projet Space Fence, de 'US Air force (illustré en figure 1.4). Cette nouvelle
génération de systémes radars, déclarée opérationnelle le 28 mars 2020, est capable de pister
un nombre d’objets bien plus important que les anciens dispositifs.

— | P —

b
FIGURE 1.2 — Radar FPS-85 (Eglin, Flo- FIGURE 1.3 — Radar FPS-108 désigné
ride, Etats-Unis), source : cmano-db.com. sous le nom de Cobra Dane (Iles

Aléoutiennes, Alaska, Etats—Unis) ,
source : technologiemedia.net.
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FIGURE 1.4 — Sytéme radar du projet Space Fence (Kwajalein Atoll, Tles Marshall)
Source : Spacenews.com.

Il existe également des systémes de surveillance au niveau européen comme le radar Tracking
and Imaging Radar (TIRA) mais dont les performances de détection en terme de précision
ne peuvent concurrencer les systémes américains. Le systéme radar francais Grand Réseau
Adapté a la VEille Spatiale GRAVES [8] (illustré en figure 1.5), développé par 1'Office Na-
tional d’Etudes et de Recherche Aerospatiale (ONERA) est 'unique systéme européen ac-
tuellement en place permettant de détecter et de cataloguer des débris en orbite basse et
rivaliser avec les méthodes de catalogage américaines. Il est de type bistatique (fondé sur
deux antennes différentes en émission et en réception) et émet une onde électromagnétique de
maniere continue. Par ailleurs, il fournit une information de type angulaire et Doppler mais
pas d’information de distance.

FIGURE 1.5 — Radar GRAVES (Montseugny, France),
source : www.theagilityeffect.com.

La Russie possede également un programme pour la surveillance spatiale. Il est constitué d’un
ensemble de plusieurs radars et est connu historiquement sous le nom de OS-1.

1.2 Systemes d’observation des débris

Comme souligné dans la partie 1, la majorité des systémes de surveillance spatiale sont des
systemes radars. Cette partie a donc pour objet de présenter succinctement leur principe. En
particulier sont décrites la forme du signal radar regu, et la maniére dont le systeme en extrait
des informations, a travers les différents traitements réalisés a la réception.
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1.2.1 Principe général d’un systéeme radar

Un systeme radar moderne est un réseau d’antennes émettant une onde électromagnétique
afin de déterminer la position et la vitesse d’un objet en mouvement [9][10]. Pour y parvenir,
une antenne émettrice envoie une onde électromagnétique dans une direction de 1’espace. La
fréquence d’émission peut se situer par exemple dans les bandes L [1 - 2] GHz et S [2 - 4]
GHz. Lorsque 'onde rencontre un obstacle, une fraction de son énergie, liée a l'interaction
onde/matiére, est réfléchie dans la direction du radar. Le signal retourné, nommé écho radar,
va alors é&tre regu et traité afin d’en déduire des informations sur ’obstacle rencontré. Si I’an-
tenne de réception n’est pas celle qui a servi a ’émission, alors le radar est dit bistatique.
Nous nous placons dans ce cadre par la suite.

Pistage
de la cible
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FIGURE 1.6 — Principe général d’un systeme radar bistatique.

La forme du signal émis dépend du type de radar. Il peut étre continu, continu modulé en
fréquence ou constitué d’une série d’impulsions.

Comme illustrée en figure 1.6, les caractéristiques de 1'onde rétrodiffusée sont étudiées dans
un repere associé au radar, en utilisant généralement un systéme de coordonnées sphériques.
Ainsi, la cible en ligne de mire du radar peut étre localisée a partir de sa distance par rapport
au centre du radar ainsi que par deux angles, dits d’élévation et d’azimuth. Quatre parametres
sont classiquement mesurés :

— Le premier fournit la distance radar-cible R et son calcul est réalisé a partir de la
mesure du temps de trajet aller-retour du signal réfléchi par la cible 7. Compte tenu
de la vitesse de propagation des ondes dans l'espace ¢, la relation qui lie les deux
parametres est :

R=—. (1.1)
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— Le second et le troisieme sont les deux angles d’arrivée de I’écho (élévation 6 et azimuth
¢) qui sont obtenus grace a la directivité de ’antenne radar.

— Le quatriéme fournit le décalage de fréquence Doppler, qui permet d’en déduire une
mesure de la vitesse radiale v, de la cible a partir de la formule :

2 v,

S (1.2)

fa=

ou A est la longueur d’onde de 'onde émise.

AZ

FIGURE 1.7 — Représentation des coordonnées de la cible dans le repere radar sphérique.

Le traitement de ’écho a la réception nécessite deux principales étapes afin d’aboutir a 1’es-
timation des parametres d’intérét (position et vitesse), comme illustré sur la figure 1.6 :

— D’étape de traitement du signal radar dans laquelle plusieurs actions sont réalisées :

e premiérement, le contraste entre le plancher de bruit inhérent au récepteur radar
et le niveau de 1’écho de cible est amélioré par un filtrage adapté. Cette étape
permet d’atténuer le bruit galactique et le bruit thermique lié aux composants
radio-fréquences du récepteur.

e A partir de I’écho filtré, un seuil est déterminé et associé a une probabilité de
fausse alarme donnée. Lorsque I’écho d’une cible est supérieur a ce seuil, elle est
alors détectée par le radar.

— L’étape de traitement de I'information : en présence d’une détection, le radar génere un
plot constitué des mesures (distance, angles, fréquence Doppler) dépendant du type de
radar. Ce plot est associé a une piste (nouvelle ou déja existante), représentant un objet
détecté. Par la suite, il alimente un algorithme de pistage fournissant une estimation
de la trajectoire de cette piste.

1.2.2 Traitement a la réception

1.2.2.1 Expression du signal radar
Lorsque 'onde émise est réfléchie par une cible, I’écho radar peut s’exprimer comme une

version atténuée et retardée du signal envoyé. Dans le cas ou aucune cible n’est rencontrée

par 'onde, il consiste uniquement en un bruit de réception. Ainsi, si nous notons s(t) le signal
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émis a l'instant ¢, 'expression du signal re¢u a 'instant ¢ est [11] :

y(t) a(t)s(t —7) exp(—j (27(fe+ fa)t +¢)) + n(t) siune cible est en vue

(1.3)

= n(t) sinon

Dans cette formule, plusieurs termes apparaissent :
— le coefficient «(t) représente l'atténuation de la puissance émise en réception. Elle est
due & de nombreuses causes (portée du signal, puissance des antennes) et s’écrit de la

ocP, A
at) =/ (Mﬁf)) Rz © (1.4)

Cette équation comporte plusieurs quantités physiques :

maniére suivante [11] :

P.(t) (W) correspond a la puissance de I'onde émise.

G est le gain de 'antenne supposé le méme en émission et en réception. Sa valeur
dépend notamment de la position angulaire du faisceau radar.

R(t) (m) est la distance entre le centre du radar et la cible.
o (m?) correspond & la surface équivalente radar de la cible. Cette quantité ca-

ractérise sa capacité a rétrodiffuser 'onde émise.

— Le terme exponentiel fait apparaitre la fréquence du signal porteur f., la phase a ’ori-
gine du signal 1 ainsi que la fréquence Doppler f;. Cette derniére modifie la fréquence
de 1’écho.

— n(t) correspond a un bruit thermique provenant de ’électronique des composants du
systeme ainsi qu’au bruit galactique. Il peut se modéliser par un bruit gaussien dont la
puissance s’écrit P, = ky T B, avec kj la constante de Boltzmann (J .K_l), B, la bande
passante du récepteur radar (Hz) et T sa température (K).

1.2.2.2 Filtrage adapté et échantillonnage du signal regu

Ala réception, ’écho recu est tout d’abord démodulé. Ensuite, un filtrage adapté est réalisé
afin d’atténuer le bruit pouvant étre induit par les composants électroniques du systeme [9].
L’allure du signal filtré dépend du type d’impulsion émise. Pour pouvoir étre traité, le signal
est ensuite échantillonné a une certaine cadence : cette discrétisation s’effectue d’un point de
vue temporel mais également d’un point de vue spatial puisque la cible est décrite par une dis-
tance ainsi que deux angles dans le repere radar. Comme il est possible de faire correspondre
un temps a une distance via la formule (1.1), échantillonner temporellement est équivalent a
discrétiser en distance le segment radar/cible. La capacité du senseur a échantillonner ’axe
distance ainsi qu’angulairement permet alors de constituer un ensemble de cellules tridimen-
sionnelles pouvant contenir ou non des cibles et appelées cases de résolution radar. Elles
définissent la notion de résolution en distance et angulaire du radar qui traduit sa capacité a
distinguer deux cibles proches entre elles aussi bien temporellement que spatialement [12][13].
La résolution en distance dépend explicitement de la bande spectrale B (Hz) occupée par le
signal en sortie du filtre adapté : .
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Nous remarquons alors qu’elle est d’autant plus précise que la largeur spectrale du signal émis
sera étroite.

Les résolutions angulaires dépendent des dimensions physiques du panneau radar, ainsi que
de \. Si L correspond a la longueur du panneau et H a sa hauteur, il vient :

(592@

65\

Repeére radar

g . .
Résolution
distance 0D 5

Résolution
azimuth d¢

y

Echantillon
de I’écho

FiGURE 1.8 — Illustration des cases radars et de I’échantillonnage spatio-temporel.

Selon leur dimension, les objets réfléchissant le signal radar peuvent occuper une ou plusieurs
cases radar, ils sont respectivement dits ponctuels ou étendus. Dans le cas ot deux cibles sont
trés proches entre elles, elles sont dites non résolues si I’échantillonnage n’est pas suffisamment
précis pour pouvoir les distinguer sur deux cases distances : I’écho recu ne peut étre associé a
deux cibles différentes.

Cibles distinguables Cibles indistinguables
— échantillons sur — échantillons superposés sur
deux cases différentes deux cases
> > Sl
[e | @ | | e | | el @ |
Echantillons selon Cible étendue
laxe distance (m) — deux échantillons associés

a une méme cible.

FIGURE 1.9 — Hlustration des différentes configurations de cibles sur I’axe distance.

Dans le cas d’une cible ponctuelle, le signal échantillonné apres filtrage adapté peut se représenter
dans une direction angulaire donnée sous la forme de M échantillons dans un vecteur s =
[s1,...,sn]" ot M correspond au nombre de cases distance.

1.2.2.3 Détection d’une cible

A partir de la puissance du bruit, il est possible de définir un critere afin de décider si le signal
recu provient d’une cible. Il est basé sur un test statistique dans lequel il est supposé que Hg
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correspond a ’hypothese ”cible non présente” et H; a 'hypothese ” cible présente”.

Le plus connu est celui de Neyman-Pearson [13]. Il consiste & comparer le rapport des vrai-
semblances du signal recu s sous ces deux hypotheses a un certain seuil. Si la vraisemblance
associée a I'hypothese Hi est supérieure a celle de 'hypothese Hg multiplié par le seuil, Hq
est acceptée et une cible est bien détectée.

. p(silH1) o

si. ———= > ¢ = H; est acceptée, Vie {1,..., M 1.8
P(siHo) { } (1.8)

sinon Hg est acceptée. (1.9)

Il est possible de montrer que cette comparaison est équivalente a comparer la puissance du
signal en sortie du filtre & un certain seuil ez [10].

si |si|®> > €3 = H1 est acceptée Vi€ {1,...,M} (1.10)
sinon |s;|* < e = Ho est acceptée Vi € {1,..., M} (1.11)

ou €9 s’écrit en fonction de la probabilité de fausse alarme et de la variance du bruit thermique
P, :
€2 = P, log(Ptq) (1.12)

p(s|H1)

p(s[Ho)

Probabilité
de fausse alarme

Y
| | ./// | | .
-2 0 €19 4 6 8 valeurs

seuil de !
détection du signal s

FIGURE 1.10 — Illustration de la détection radar : la vraisemblance du signal regu dépend de
I’hypothese considérée.

Néanmoins, I’hypothese d’un bruit de puissance connue est souvent restrictive et peu réaliste.
De plus, celle-ci a tendance a varier spatialement et temporellement et ne peut étre considérée
comme étant la méme selon la case radar. Dans ce cas, la détection se fait de maniére adap-
tative. La puissance du bruit, pour chaque case, peut étre estimée par exemple en faisant une
moyenne de la puissance des cellules radars voisines. Cette méthode est connue sous le nom
de Détection d Tauzx de Fausse Alarme constant [9)].

1.2.3 Génération des mesures

Dans le cadre des radars & surveillance spatiale, nous nous intéressons exclusivement aux
mesures de distance et d’angles d’arrivée dont nous détaillons le principe de génération.
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1.2.3.1 Mesure de la distance

En présence d’une cible, le maximum du signal échantillonné apres filtrage adapté, s’il a
dépassé le seuil de détection, est atteint & un temps correspondant au retard de 1’écho 7. Il
est alors possible d’estimer celui-ci en récupérant la valeur de ’axe des temps correspondant
a Péchantillon maximal. Grace a la formule (1.1), U'estimation de la distance peut alors étre
obtenue.

120

T
1

1
[€————— Pic maximal

100

Magnitude (dB)

.
o 05 1 15 2
Secondes (s) %10

FIGURE 1.11 — Principe de mesure du retard sur le signal filtré.

Néanmoins, la valeur du retard peut potentiellement se situer entre deux échantillons, ce
qui engendre une incertitude sur sa mesure. Pour améliorer la précision de son estimation, il
existe des méthodes combinant plusieurs échantillons dans ’estimation. La méthode dite du
centroide moyenne un ensemble d’échantillons autour de I’échantillon maximal. Cette valeur
est alors interpolée pour en déduire une estimation de la distance cible/radar. Il est démontré
que ’écart-type minimal atteignable peut étre approché par la formule de Woodward [11] :

5D
o‘ = ———
R 16v2rB

ou r correspond au rapport signal a bruit du signal filtré. Cette valeur sera utilisée dans les
simulations du chapitre 3.

(1.13)

1.2.3.2 Mesure des angles d’arrivée

Pour estimer les angles d’arrivée (élévation et azimuth), le systéme doit déterminer la direction
dans laquelle le faisceau de ’onde recue pointe. Il existe deux principales méthodes pour
obtenir des mesures plus précises :

— la méthode dite du sequential lobing. Le principe est de déterminer une valeur précise
des angles d’arrivée en utilisant I'information issue de la position prédite de la cible.
Le radar pointe son antenne dans deux nouvelles directions situées symétriquement
de part et d’autre de la direction prédite. La direction donnant lieu a un signal recu
de plus forte puissance est supposée plus proche de la direction réelle de la cible. Ce
processus peut étre réitéré pour ajuster séquentiellement la mesure de ’angle d’arrivée.
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Pointage vers
la direction prédite (6, ¢)

Pointage vers

Pointage vers

(0480, + 6¢)

FIGURE 1.12 — Principe du sequential lobing (sur un plan en deux dimensions) : antenne
corrige sa direction vers le lobe de plus forte amplitude (ici le lobe en bleu).

Cependant, cette approche séquentielle est sensible aux fluctuations d’amplitude im-
pulsion a impulsion.

— Dans le cadre de radars & mono-impulsion, la méthode dite de la comparaison d’impul-
sion est une alternative plus robuste basée sur le principe d’écartométrie [11]. Dans ce
cas, le panneau radar est décomposé en quatre sous-panneaux ou 1’écho regu se divise
en quatre “sous-signaux” complexes {s;(t)}{_; comme illustré sur la figure 1.13. Trois
signaux sont alors définis :

— un signal “somme” s’écrivant :

4
se= Y si, (1.14)
i=1
— un signal des différences verticales :
Sp = (81 + 83) — (SQ + 84), (1.15)
— un signal des différences horizontales :

s¢ = (s1+52) — (83 + s4). (1.16)

27



Chapitre 1. Débris spatiaux : enjeux et méthodes

Direction de
lantenne radar

Longueur L

Panneau radar

Sous-panneau 1 .--%

Hauteur H

Sous-pannéau 3

Sy, =81+ 82+ 83+ 84
s9 =51+ 52— (834 54)
8¢:81+53*(82+54)

FIGURE 1.13 — Principe de la mesure des angles d’arrivée par comparaison d’impulsion.

Chacun de ces signaux étant complexe, ils peuvent étre divisés en une partie réelle I et une
partie imaginaire @ :
sy 1(t) = a(t) cos(¢) +ws sy = at) sin(y) + wx g (1.17)
s0.1(t) = at) o cos() + wor  soq(t) = al®)m sin(®) +whg  (118)
s00(t) = oty cos() + wor  s0.0(t) = alt)my sin() +wsg  (119)
ou 1 est la phase a l'origine de 1’équation (1.3), 1y, et 7, correspondent respectivement au
rapport du gain de réception de sg(t) et de s4(t) avec le gain de réception de sx(t). wy, 1,ws @,

we,1, We,Q,We,1 Wy o sont des bruits supposés blancs gaussiens.
Une approximation des angles d’arrivée peut alors étre obtenue par les formules suivantes :

771193
~ 1.2
o (1.20)
¢ ~ nhk¢3 (1_21)

ou 3 et ¢3 correspondent aux angles d’arrivée du faisceau d’onde dont ’amplitude est atténuée
de 3 dB par rapport & son maximum. k est un facteur compris entre 1 et 2 [11]. Les incertitudes
sur les deux angles mesurés peuvent alors étre quantifiées et approchées par les formules de
Woodward données par :

65 A

gp e 0N 1.22

T H16v2r (122)
65 A

gy 0N 1.23

T L16v2r (123)
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1.2.3.3 Modele de mesure

A partir des formules de changement de systéme entre les coordonnées cartésiennes et les
coordonnées sphériques, il est possible d’en déduire les relations entre les mesures (R, 6, ¢) et
(z,y,2) les coordonnées de la cible dans un repére local attaché au radar comme montré sur
la figure 1.7. En intégrant les incertitudes sur chaque composante, nous obtenons les mesures

entachées d’erreurs suivantes :

R=+a?2+y>+22+bp (1.24)

+ by (1.25)

z
0 =arcos | ———
(x/:z:2 + 92 +z2>

¢ = arctan (%) + by (1.26)

ou bg, by et by sont des bruits blancs gaussiens centrés respectivement de variance 012[2, 03 et
2
T

1.3 Modele dynamique des débris
1.3.1 Systéme de représentation spatiale

L’ensemble des débris spatiaux évolue en orbite autour de la Terre, et au méme titre que
les satellites, leur mouvement est déterminé par les lois de la mécanique classique [14]. Plus
précisément, les lois de Kepler stipulent que tout corps en orbite terrestre suit une trajectoire
elliptique dont la Terre est 'un des foyers. Le mouvement des objets en orbite peut étre décrit
dans deux principaux référentiels cartésiens :

— le référentiel géocentrique : son origine est le centre de masse de la Terre et ses trois axes
pointent vers des étoiles lointaines apparaissant fixes. L’axe z est en particulier dirigé
suivant l'axe de rotation de la Terre. Ainsi, tout objet fixe sur le sol est en rotation
selon ce repére, a une vitesse de rotation correspondant a celle de la Terre. Dans le
systéme international, il est communément nommé Earth-Centered Inertial (ECI).

— Le référentiel terrestre correspond au repére dont ’origine est également au centre de
la Terre mais dont les trois axes sont liés au globe terrestre. Son axe z coincide avec
celui du repere ECI. Les axes x et y sont situés sue le plan de ’équateur : I'axe x est
localisé a l'intersection avec le méridien de Greenwich. Chacun de ces axes se déplace
selon la rotation de la Terre, et par conséquent, tout objet sur le sol terrestre parait
immobile dans ce repére. Il est donc en rotation par rapport au référentiel géocentrique.
Son appellation dans le systéme international est Earth-Centered Farth-Fized (ECEF).
Dans notre application, nous utiliserons ce référentiel puisque le systéme radar est fixé
a la surface de la terre.

Il est également possible d’exprimer les coordonnées d’un objet a partir d’un systeme géodésique
mondial nommé WGES84. Dans ce systéeme, un point en orbite terrestre est localisé par ses
coordonnées géographiques que sont sa latitude, sa longitude et son altitude. Les systemes
géodésiques sont particulierement utilisés pour la navigation inertielle pour identifier la posi-
tion d’un mobile.
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1.3.2 Définition du modele de trajectoire

Dans cette partie est défini le modele de mouvement d’un débris & partir des équations de la
mécanique classique. En particulier, le principe fondamental de la dynamique (PFD) s’exprime
sous la forme d’une équation différentielle dont la résolution permet de déterminer 1’évolution
de la position et de la vitesse du débris au cours du temps.
Nous savons qu'un objet orbital au sens général, peut étre soumis a deux types de forces :
I'attraction gravitationnelle et les forces de frottements. Dans le cas ou son altitude se situe
entre cent et mille kilometres, les frottements peuvent étre considérés comme négligeables.
Pour déterminer le modele de trajectoire, nous supposons que l'orbite est exprimée dans le
référentiel ECEF. Comme ce dernier est en rotation constante, il ne peut étre considéré comme
galiléen. Cette rotation induit alors la présence de deux forces supplémentaires dans le PFD
que sont la force de Coriolis ainsi que la force d’entrainement.
Si nous notons R(O, e, ey, e;) le référentiel ECEF et P le centroide du débris, considéré ici
comme ponctuel et de masse m, sa position est représentée par le vecteur OP(t) = p(t) =
[2(t), y(t), 2(t)] " et son vecteur vitesse est v(t) = [vx(t),vy(t),vz(t)]T dans ce repere. En
supposant le débris ponctuel, ’'application de la seconde loi de Newton nous permet d’écrire
que :

ma(P/R)(t) =F(t) + Fe(t) + Fe(t) (1.27)

Dans cette équation fondamentale, quatre termes interviennent :

— a(P/R) définit 'accélération du point P dans le référentiel R.
— F(t) correspond a la force gravitationnelle. Elle modélise I’attraction terrestre que subit
I’objet en orbite et s’écrit explicitement :

GMm
(@(t)® + y(O) + 2(£)2)2 P

ou G est la constante gravitationnelle de la Terre et M sa masse.

F(t) = — (t) (1.28)

— F¢(t) est la force d’entrainement s’écrivant :

F.(t)=-m (a(O/R) + % AP(t)+ QLALA p(t)) (1.29)

ou 2 = Qe, représente le vecteur vitesse de rotation de la Terre et a(O\R) représente
I’accélération relative du point O. Cette expression est treés générique et se simplifie
dans notre contexte. En effet, puisque la vitesse de rotation est constante, nous avons
ds2
— = 0. Par ailleurs, 'accélération relative de O est également nulle puisque O,

I’origine du repére, ne se déplace pas. Il s’ensuit :
F.(t)=—-m (QAQADP(L)) (1.30)

— F.(t) correspond a la force de Coriolis. Elle admet une expression plus simple et fait
uniquement intervenir la vitesse de rotation de la Terre, sa masse et la vitesse de
translation du débris :

F.(t) = -—2mQAv(t), (1.31)

La combinaison des équations (1.28), (1.30) et (1.31) nous permet de réécrire la seconde loi
de Newton comme une égalité entre I’accélération et une fonction non linéaire dépendant de
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p(t), G, m et Q@ = Qe, . Plus précisément, nous obtenons :

a(t) = f(p(t),v(t),G, ) (1.32)
I GM z(t) i
02 z(t) + QQUy(t) - (2(t)2 +g§\?2 (+>Z(t)2)3/2
_ y(t
f(p(t),v(t),G,Q) = D2 y(t) — 2Quy(t) — @2+ g0 + 2002 (1.33)
_ GM z(t)
! (x(t)? +y(t) + 2(t)2)3/2 1

Comme les variables d’intérét sont la position ainsi que la vitesse, il est judicieux de réécrire
Pexpression (1.33) sous forme vectorielle.

U _ g 1) (1:349)

o x(t) = [p(t)T,v(t)T] " et £u(x(t) = [v()T, E(p(t), v(t), G, )] .

Cette formule décrit donc une équation différentielle non linéaire dont la variable & déterminer
x(t) contient le vecteur position ainsi que le vecteur vitesse. Néanmoins, le modele établi ci-
dessus ne prend pas en compte les éventuelles perturbations non modélisables analytiquement.
A ce titre, nous pouvons citer I’attraction lunaire ou les vents solaires. Elles peuvent étre vues
comme des incertitudes sur le modele physique et modélisable par un bruit aléatoire agissant
sur ’'accélération et la vitesse. Le modele incertain s’écrit alors :

d’;f) — £,(x(t)) + b(t) (1.35)
ou b(t) est un bruit gaussien centré de matrice de covariance Q(t). Cette matrice de cova-
riance représente donc l'incertitude sur le modele.

A des fins de mise en oeuvre numérique, il est nécessaire de discrétiser cette équation différentielle.
Pour y parvenir, il est d’abord possible de linéariser f, a I'ordre 0, de sorte a se ramener a
la résolution d’une équation différentielle linéaire. Ainsi, le modele d’évolution discret de x(t)
peut étre déduit par échantillonnage temporel de la solution de celle-ci, selon le procédé décrit
dans 'annexe C :

x(tk) = x(tk—1) + fa(x(tk—1)) T + b(tx) T (1.36)

ou T correspond & la période d’échantillonnage et t;, au k**™¢ echantillon temporel. Il est
intéressant de remarquer que cette approximation a 'ordre 1 est équivalent a effectuer une

résolution de I’équation différentielle par un schéma d’Euler explicite.
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FIGURE 1.14 — Trajectoires simulées de deux débris spatiaux dans le repere ECI pour 7' = 0.1s
et de vitesses initiales [6.10%, —103,5.103] ms™?!.

En observant la figure 1.14, nous constatons que les débris décrivent une trajectoire elliptique
dans le repere ECI conformément au mouvement décrit par les lois de Kepler.

1.3.3 Simulation de la trajectoire d’'un amas de débris

A présent, nous nous intéressons 4 simuler I'évolution dynamique d’un ensemble de débris dont
le nombre est suffisamment important et qui sont suffisamment proches les uns des autres pour
étre considéré comme un amas.

Nous supposons un scénario dans lequel chacun des débris est issu d’une collision entre deux
engins spatiaux conduisant a leur éclatement. Les débris générés se dispersent spatialement :
ils sont expulsés dans des directions aléatoires de ’espace a partir du lieu de la collision.

Les débris ont des vitesses différentes qui déterminent la forme que prendra ’amas. Ce com-
portement peut se représenter statistiquement par un ensemble de positions et de vitesses
tirées selon une distribution gaussienne de premier parametre le lieu de la collision et une vi-
tesse de 8km s ™! respectivement. Le second parametre, I’écart-type, représente les dispersions
en vitesse et en position des différents débris. Ainsi, le nuage initial de débris aura une forme
caractéristique de type ellipsoidale.

Nous supposons que la collision a lieu en orbite basse, donc a une altitude de l'ordre de
1000 km. Comme précédemment, la période d’échantillonnage est prise a T = 0.1s et la fenétre
de simulation est suffisamment longue pour observer I’évolution de I’amas au cours de l'orbite.
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FIGURE 1.15 — Evolution des trajectoires d’'un amas de débris pour N = 500 débris et une
dispersion initiale de 50 km.
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FIGURE 1.16 — Evolution des trajectoires d’'un amas de débris pour N = 500 débris et une
dispersion initiale de 500 km.

Sur les figures 1.15 et 1.16 est représentée I’évolution d’un amas de débris pour deux scénarios :
le premier pour une dispersion initiale en position de 'ordre de 50 km dans chaque direction,
le second en supposant celle-ci plus élevée, de 'ordre de 500 km. Néanmoins, pour chacun
des deux cas, l'altitude initiale du centre de I'amas est fixée & 1000 km. Par 'effet de la force
gravitationnelle, ’amas va avoir tendance a évoluer en prenant une forme spécifique.

En effet, lors des premieres secondes de simulation, le nuage de débris a une forme elliptique
compacte et plutot stable. Puis au bout de quelques minutes, chacun des débris vient a suivre
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une trajectoire qui lui est propre et dépend de son vecteur vitesse initial. Il s’ensuit alors que
le nuage elliptique se tord et s’étire pour prendre une forme courbée.
Durant les premiers instants, la trajectoire képlerienne étant presque linéaire, le nuage ne
subit pas encore l'effet de courbure die a la gravitation. A mesure que la non linéarité du
modele s’accentue, ’amas se courbe sous 'effet de la gravitation. Par ailleurs, son étendue
s’accroit. Il est également intéressant de remarquer que cette forme caractéristique apparait
plus rapidement lorsque la dispersion en position de ’amas initial est plus élevée, donc lorsque
I'incrément de vitesse de chaque débris est plus grande.
Ce comportement observé, déja pointé dans différentes études [15][16], est fondamental et
fondateur pour la suite de notre travail car il va nous permettre de motiver les modélisations
et algorithmes mis en place. En effet, ce type de forme courbée est représentatif d’un ensemble
de points contraints a évoluer sur un espace appelé groupe de Lie, dont nous discuterons dans
le chapitre suivant.
D’un point de vue radar, lorsque ’amas de débris commence & se disperser, il forme un
ensemble compact s’étendant sur plusieurs cellules de résolution. Par conséquent, il ne parait
pas judicieux de le traiter comme un ensemble d’objets mais plutét comme une cible étendue
pouvant étre caractérisée par deux types de parametres :

— les parametres de son centre de gravité : sa position, son orientation et sa vitesse,

— un parametre d’étendue caractérisant sa géométrie ainsi que sa dispersion spatiale.

1.4 Pistage de débris spatiaux

L’objectif de cette partie est de rappeler les fondements des principales approches de la
littérature permettant de réaliser le pistage d’un ou d’un ensemble de débris spatiaux. Dans
un premier temps, un contexte de cible ponctuelle est considéré, lorsque le systeme radar ob-
serve un unique débris. Dans un second temps, le formalisme des méthodes de pistage d’objets
étendus est présenté, lorsque le radar génére plusieurs mesures associées a un seul objet, ce
qui sera le cas dans notre application.

1.4.1 Pistage d’une cible ponctuelle

1.4.1.1 Présentation du filtre bayésien

Une cible ponctuelle est un objet qui génere a chaque instant une unique mesure capteur. Ainsi,
elle est détectée dans une unique cellule de résolution capteur. L’objectif du pistage est alors
d’estimer dynamiquement ses parameétres cinématiques (position, vitesse, accélération,...) a
laide d’un algorithme dédié a ce type de tache.
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Détection
a l'instant k& — 1.

Détection
h l'instant k.

Estimation position
+ vitesse cible a l'instant k

R N

Algorithme
RECEPTEUR de pistage

DETECTEUR |
{..., Mesure & k — 1, Mesure & k }

FIGURE 1.17 — Hlustration du pistage d’une cible ponctuelle.

Les parametres de la cible peuvent étre décrits a l'instant k par un vecteur dit d’état x; € RP
contenant sa position, sa vitesse et potentiellement son accélération et les dérivées d’ordre
supérieur. Connaissant un modele d’évolution dynamique incertain, appelé modele a priori,
décrit par une densité de probabilité de transition p(xx|xx_1), ainsi que le modele imparfait
d’observation du capteur prenant la forme d’une vraisemblance p(z|xy), avec zx € R™ un
ensemble de mesures, il est possible d’estimer récursivement ’état de la cible par le processus
de filtrage bayésien.

Il consiste a déterminer la distribution a posteriori des variables inconnues sachant les ob-
servations de l'instant initial a I'instant courant notée p(xx|z1.x) ou z1.x = {2z1,...,25} [17].
Une estimation a posteriori des parametres d’intérét peut alors en étre déduite, par exemple
en prenant la moyenne de cette loi. Pour prévenir une augmentation de la charge calculatoire
au cours du temps, le calcul est réalisé séquentiellement de sorte a obtenir une expression
récursive de la loi courante & partir de la loi a posteriori précédente.

R -

Distribution initiale *(Distribution  I'instant k-1 , :
p(xo0) i P(Xk-1|2Z1:6-1) Etape de prédiction,

1

1

i Densité de transition
E P(xk|xk-1)

1

A

Distribution prédite :
Cp (xk|zj”‘l) Etape de correction®

1
Vraisemblance i
p(zk|xk) :

- " ----------------------------------------- -,
= 1
k=k+ Distribution a l'instant &
P(%k|21:x)

]

FI1GURE 1.18 — Principe du filtre bayésien.

La mise a jour de la densité a posteriori est effectuée en deux étapes dont ’enchainement est
représenté en figure 1.18.
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e La premiére étape, dite de prédiction, détermine la distribution prédite p(xx|z1.x—1)
grace a la formule de Chapman-Kolgomorov :

P(Xk|21:6—1) = / P(Xk|Xk—1) P(Xp—1|Z1:6—1)dXp—1, (1.37)

X _1€ERP

e la seconde, appelée étape de correction, met a jour la distribution prédite en utilisant
I'information apportée par la mesure au travers de la régle de Bayes :

P(zk[xk) p(Xk|21:5-1) (1.38)

P\Xk|Z1:k) =
(xklz14) P(Zk|Z1:5—1)

Par souci de concision, nous utilisons par la suite les notations py_1jx—1(Xk—1) = p(Xk—1]Z1:4-1),
Prfk—1(Xk) = p(Xk|Z1:6-1) €t pr(Xr) = p(Xk|Z1:1)-

1.4.1.2 Filtre bayésien analytique : le filtre de Kalman

Généralement, les expressions du filtre bayésien ne peuvent pas étre calculées analytique-
ment, sauf si les modeles d’état et d’observations présentent certaines propriétés. Si le modele
d’évolution est linéaire gaussien, il vient que :

X =Frxp_1+ v (139)

ou F}; se nomme la matrice de transition représentant 1’évolution entre x;_; et xi, et vi ~
N(0,Qf) est un bruit blanc supposé gaussien de matrice de covariance Q. Si la méme
hypothese de linéarité et de gaussianité est supposée pour le modele d’observation, il peut
s’écrire sous la forme suivante :

zr = Hp x; + ng (1.40)

ou n; ~ N(0,Ry) est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance Ry. Selon ces deux
modeles, la vraisemblance ainsi que la densité de transition sont gaussiennes : p(zj|xx) =
N (z; Hy xi, R) et p(xg|xx—1) = N (xx; Fr xx_1, Qk). De plus, les bruits d’état et de mesure
sont supposés indépendants.

Dans ce cas, les équations du filtrage bayésien (1.37) et (1.38) permettent d’en déduire que
la distribution a posteriori est également gaussienne de moyenne Xy;, et de matrice de cova-
riance Py;. Ainsi, déterminer cette distribution est équivalent a déterminer ses moments du
premier et du second ordre. Les étapes de prédiction et de correction fournissent directement
{Xijk—1, Prjp—1} issues de pyp_1(xx) ainsi que {Xp, Py} issues de py(xx). Ces équations
définissent une itération du filtre de Kalman [18].

A D’étape de prédiction, nous avons :

Xpk—1 = FrXp_1p-1 (1.41)
Pyt =Fr Py Y + Q (1.42)

ott {Xp_1jk—1, Pp_1jk—1} sont les parametres de py_q|p—1(Xk—1)-
L’étape de correction fournit :

Ko = Xplo—1 + K (21 — HpXppo—1) (1.43)
Prr = (I — K Hy) Prygy (1.44)
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ou Ki =Py H] S,;l définit le gain du filtre et Sy = Ry +Hy Pyjp_q H, est la matrice de
covariance de I'innovation définie par 1, = zp — Hy, Xj—1. Cette derniére contient 'informa-
tion nouvelle apportée par la mesure courante zy par rapport a la mesure prédite Hy, Xp5_1.
Le gain représente la confiance qu’on peut lui accorder.

1.4.1.3 Filtres bayésien approchés

Les hypotheses du filtre de Kalman supposent que les modeéles sont linéaires. En pratique, ce
n’est pas toujours le cas, puisque les trajectoires d’objet peuvent suivre des dynamiques non
linéaires. De plus, les modeles physiques des capteurs sont généralement aussi plus complexes
comme établi dans le cas d’un systéme radar. Par conséquent, leurs expressions mathématiques

sont généralement plus génériques et peuvent prendre la forme suivante :
xp = fi(xp—1) + Vi Vi ~ N(O, Qr) (1.45)

z, = hg(xx) + 0y n; ~ N(0,Ry,) (1.46)

ou fr, : RP — RP et hy, : RP — R™ sont deux fonctions non linéaires.

Les méthodes d’approximation analytiques du filtre bayésien ont pour objectif d’approcher
la distribution a posteriori par une distribution paramétrique, généralement une distribution
gaussienne. Il en existe plusieurs dans la littérature :

e Les méthodes d’approximation du premier ordre sont fondées sur une linéarisation des
modeles par un développement de Taylor-Young, et aboutissent a une variante du filtre
de Kalman : le filtre de Kalman étendu (FKE).

e Des méthodes d’approximations du second ordre existent. En particulier, le central
différence Kalman Filter (CDKF') est fondé sur une interpolation polynomiale de Ster-
ling au second ordre des modeles [19].

e Des méthodes numériques peuvent également étre appliquées pour en déduire par si-
mulation une approximation de la distribution a posteriori. Nous pouvons citer en
particulier les méthodes grid-based qui sont de type déterministes, les méthodes de
Monte-Carlo séquentielles connues sous le nom de filtre particulaire et basées sur un
échantillonnage stochastique [17]]20].

e Des méthodes fondées sur la transformée sans parfum existent et définissent le filtre de
Kalman sans parfum (FKSP) [21]. Il utilise un petit nombre d’échantillons choisis de
facon déterministe afin d’approcher les lois d’intéréts par des distributions gaussiennes.

e Dans le cas ou la non-linéarité des modeles est conservée, il est possible d’obtenir une
approximation gaussienne de la distribution a posteriori grace a un autre variante du
filtre de Kalman : le filtre de Kalman étendu itéré (FKEI) [22].
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Distribution
Pk|k
Pk|k—> ;;Th Approximation
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FIGURE 1.19 — Approximation gaussienne.

x Filtre de Kalman étendu :

Le FKE approche la loi de transition ainsi que la vraisemblance par deux distribution gaus-
siennes centrées respectivement autour de points de linéarisations des fonctions fj et hy. De
plus, la distribution a posterior: a 'instant k-1 est approchée par une distribution gaussienne.
Les points de linéarisations généralement considérés sont le parametre X;_q;—1 de la distri-
bution pj_qx—1, pour f; et le parametre Xy, (xx—1) de la distribution py,_1(xx) pour hy.
Les matrices de covariance sont alors obtenues a partir des matrices jacobiennes issues de ces
deux approximations. Plus formellement, les modeles (1.45) et (1.46) se linéarisent sous les
formes suivantes :

Xk = f(Xp—1p—1) + Ig, (X6 — Xp—1jp—1) + Vi (1.47)

2y, ~ hy(Xpp—1) + In, (Xe — Xpp—1) + 0, (1.48)

ou Jg, et Jp, correspondent aux matrices jacobiennes respectivement de fj, calculée en xj,_1j5_1
et de hp en Xy_1. p(zr/xk) et p(xp|xx—1) s’approchent ainsi respectivement par
N (zr; b (Xgjp—1) + Iy, (X6 — Xgj—1), Re) et N (xp; fo(Rp—1jp—1) + Jg, (X6 — Xp—1jk—1), Qi)-
Ces deux approximations fournissent en sortie de ’étape de prédiction et de correction deux

distributions gaussiennes. Ainsi, a ’étape de prédiction, nous avons :

Prefk—1(Xk) = N (%3 Xie—1, Prejr—1) (1.49)

avec :
Kplh—1 = T (Xp—1jp—1) (1.50)
Pip—1=Jg Proip1Jf + Qu (1.51)

L’étape de correction aboutit a :

Profie (Xk) = N (X X, Projic) (1.52)

avec :
Kplk = Xpglo—1 + Ki (Ze — e (Xgp—1)) (1.53)
Prp =10 —-KgJIn,) Py (1.54)
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{Kk =Py Jn, St (1.55)
Sk = Jn, Prpp_1J5, + Ry (1.56)

Nous remarquons que les équations du FKFE sont similaires a celle du FK puisque les mémes

hypotheses gaussiennes sont utilisées pour le calcul de pyx(Xx) et ppjr—1(Xx)-

x Filtre de Kalman sans parfum :

Tout comme le FKF, le FKSP est un filtre approchant la distribution a posteriori par une
distribution gaussienne. Néanmoins, dans ce cas, les statistiques de cette distribution sont
obtenues en utilisant une transformation non linéaire, nommée Unscented Transform (UT)
[23]. I1 est alors prouvé que cette méthode revient a approcher a 'ordre deux les modeles en
utilisant des différences finies afin d’approcher les jacobiennes et les dérivées d’ordre supérieur
[24]. L’idée est d’utiliser des points d’intéréts, nommés sigma points, représentatifs de la dis-
tribution a posteriori précédente, et de les propager a travers les fonctions non linéaires de
I’état et de la mesure pour en déduire une approximation de la moyenne et de la covariance
des distributions de prédiction et de correction. Les moments d’ordre 1 et 2 de celles-ci sont
obtenus en moyennant ces sigma points pondérés par des poids calculées de sorte & minimiser
Perreur d’estimation [21].

~.
Fonction -,
NAPCRTIEN
non linéaire

O Sigma points O Sigma points de
de la distribution prédite : —— la distribution corrigée:
supposée gaussienne approchée par une gaussienne

FIGURE 1.20 — Principe de la transformée sans parfum.

x Filtre particulaire :

Communément appelé filtre de Monte-Carlo, ou méthode de Monte-Carlo séquentielle, ce filtre
réalise une approximation de la distribution a posteriori a 'instant courant par un ensemble
pondéré d’échantillons, appelés particules. Ils sont générés selon une loi de proposition et les
poids qui leur sont attribués permettent de corriger 1’écart entre cette derniere et la loi cible.
Ce procédé est nommé dans la littérature échantillonnage d’importance [25]. En appliquant
séquentiellement cette approche, les équations du filtre bayésien peuvent s’écrire de maniere
approchée. Toutes les intégrales définies peuvent alors étre remplacées par des sommes ef-
fectuées sur les vecteurs d’état des particules.

e L’étape de prédiction peut étre vue comme celle permettant d’échantillonner les parti-

cules.
e L’étape de correction permet de mettre a jour les poids par introduction de I'informa-

tion de vraisemblance.
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L’estimation de I’état est finalement obtenu comme une moyenne pondérée des particules
avec chacun des poids. La matrice de covariance de 'erreur d’estimation est obtenue par le
méme procédé. Au bout de quelques itérations de ’algorithme, il est montré que la variance
des poids devient trés grande. Par conséquent, une unique particule sera associée a un poids
égal a 1 et toutes les autres seront assorties d’'un poids nul. Pour pallier ce probleme dit
de dégénérescence, une étape de ré-échantillonnage des particules est effectuée de sorte a
conserver uniquement les particules de poids non négligeables, et a affecter a chacune un
poids équiprobable.

Nous n’entrerons pas en détails dans les explications théoriques puisque les méthodes de
filtrage par simulation de Monte-Carlo n’interviendront pas explicitement dans nos travaux.
Pour des explications plus précises et plus détaillées, le lecteur peut se référer a [20][26].

* Filtre de Kalman étendu itéré :

Le FKEI est une amélioration du FKE permettant d’obtenir une approximation de py;—1(xx)
et de pyr(xx) plus précise [22][27]. Il détermine une approximation gaussienne directe de
Prjk—1(Xx) et de pypi(xx) dans laquelle la non-linéarité des modeles est préservée. Les modes
de ces deux distributions sont alors utilisés comme moyennes respectives des deux approxi-
mations. Puis, deux linéarisations au premier ordre autour de ces modes sont alors réalisées
pour en déduire une estimation des deux matrices de covariance par une approximation de
Gauss-Laplace [28]. De par les non-linéarités des modeles, trouver le mode de ces distributions
n’est pas réalisable analytiquement. Il doit étre déterminé numériquement par minimisation
d’un critere des moindre carrés non-linéaire. Par conséquent, le probléme d’estimation devient
un probléme d’optimisation quadratique non-linéaire et peut étre résolu par l'algorithme de
Gauss-Newton [29]. Les deux étapes du filtre se réécrivent alors en deux étapes d’optimisation
que nous proposons de détailler.

A Détape de prédiction, le critére A optimiser est fondé sur la distribution jointe du couple
{xk,xk—1}. D’apres la regle de Bayes :

P(Xk, Xi—1|21:5—1) = P(Xk|Xk—1) P(Xp—1|Z1:6-1) (1.57)
— ———

N (X —13%k—1|k—1,Pr—1]k—1)

L’approximation gaussienne de py;—; est alors obtenue en supposant que la loi jointe est
gaussienne, puis en la marginalisant selon x;_1.

Sous cette hypothése, déterminer le mode de la loi jointe est équivalent a déterminer sa
moyenne. La moyenne de la loi prédite XZ\ w—1 de prx—1 peut alors étre obtenue a partir de
la moyenne {XZ\ k1> Xzill _1) de la distribution jointe. Quant a elle, la matrice de covariance
peut étre obtenue & partir de la matrice de covariance P du couple {xj,xx_1}. En effet, la
matrice de covariance de Xj est la sous-matrice de P® correspondant a son bloc diagonal haut.
Dans un premier temps, l’objectif est donc de résoudre :

{XEp—1, Xh—1 g} = _ argmax  p(Xp, Xp—1]Z1:5-1) (1.58)
X ERP X1, 1 ERP
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D’apres 1’équation (1.57), cette distribution peut se réécrire :
1 2 1 2
Pk, Xp—1|z1:-1) o exp | =5 [Jxk — fx(xp-1)llq, | exp | =5 [Xe—1 = Xpapprllp, ),y
(1.59)

Par passage au logarithme, la fonction exponentielle s’élimine et nous obtenons :

1 1 R
log p(xk, Xp—1]2Z1:6-1) = C1 + 5 |3k — fr(xk-1) G, + 5 X1 = X aellp, ., (1.60)

ou C1 € R est une constante. Par conséquent, le probleme de maximisation défini par
Péquation (1.58) peut se réécrire comme un probléme de minimisation :

{Xkjk—1:Xj—1k—1} =  argmin — log p(Xg, Xi—1|Z1:6—1) (1.61)
XL ERP X, 1 ERP

. 1/~ . 5 3 R )
= argmin - (||xp — fr(Xk— + |Zpeq — Xp 10 >
ammin o (1 Rl IR = el

(1.62)

Les solutions a ce probleme d’optimisation sont triviales et s’écrivent :
Xfo—1h—1 = Rh—1jk—1 (1.63)
Xe—1 = fe(Xg—15-1) = Xgjp—1 (1.64)

Pour trouver la matrice de covariance de la loi jointe, une approximation de Gauss-Laplace
est utilisée. Elle repose sur un développement au premier ordre de la quantité a l'intérieur du

terme quadratique. Plus précisément, en notant :

J(Xp, Xp_1) = — log p(xp, Xk _1]Z1.6-1) = || (XK, Xk_1)]|?, (1.65)

un développement a ’ordre 1 de la fonction ¢ aux points Xifu ey €t Xz‘ 1 nous fournit que :

1
P(Xpy Xg—1) =X €xp <—2 | (xp, xp—1) + T 6m\|]23k> (1.66)
1
x exp (—25; JB I 530) (1.67)

avec Jg la matrice jacobienne de ¢ calculée en x2| ey €t

0, = |:Xk — Xz\kfpxkfl — XZ—l\k—l} , (1.68)
Qx 0

B = . (1.69)
0 Pr_qpa

Par conséquent, la matrice de covariance de la loi jointe peut étre approchée par J ; B,:l Jo.
En récupérant le bloc diagonal haut de cette matrice, nous obtenons la covariance associée a
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Dk i—1(xx) & partir de quelques manipulations matricielles élémentaires :
T
Prp—1=Jg Pro1p—1Jg, + Qr (1.70)
ou Jg, est la matrice jacobienne de fj, calculée en XZ\ b1

A D'étape de correction, les hypotheéses de bruit gaussien combinées avec I’équation de mise a
jour du filtre bayésien optimal (1.38) nous permettent d’écrire le logarithme de py,(xx) :

1 1 R
Ingk\k(Xk) =Cy+ 9 ||zx — hk(Xk)H%{k + 3 x5 — Xk|k—l‘|%’k‘k,1 (1.71)

ou (5 € R est une constante. Le mode est donc obtenu en résolvant le probléme d’optimisation
suivant :

Xjx = argmin — log pyx(Xk) (1.72)
X €ERP

Contrairement & ’étape de prédiction, la solution n’est pas triviale et peut étre obtenue en
appliquant un algorithme d’optimisation. Comme le le critére (1.71) est de type moindres
carrés non linéaires, un algorithme de Gauss-Newton est généralement mis en oeuvre pour sa
minimisation. Cet algorithme converge vers un point critique, et sous condition de convexité
de la fonction, il correspond & son minimiseur. A chaque itération, nous pouvons montrer que
litéré courant s’écrit [22] :

0 = sy + KL (= (g (x D)+ 31 (s — x1))) (1.73)

ou Jgi correspond a la matrice jacobienne de hj calculée en x| et Kg) correspond &

“I’équivalent” du gain de Kalman calculé a 'itération [ :
l l l l _
K;(f) =Ppir1 (Jﬁli)T (ng,)c Pr k-1 (Jﬁl,)c)T +Ry)"! (1.74)

La matrice de covariance est alors obtenue de la méme maniére que précédemment : par une
approximation de Gauss-Laplace autour du mode de la distribution corrigée.

1.4.1.4 Remarques sur le pistage d’une cible ponctuelle

Le pistage d’une cible ponctuelle est adapté a un scénario dans lequel une seule cible est
observée par le systeme radar. En pratique, les méthodes présentées ne seront pas pertinentes
dans notre application puisque nous nous focalisons sur un amas de débris qui peut étre vu
comme un ensemble de plusieurs cibles. Néanmoins, le formalisme des méthodes de filtrage
et d’optimisation basées sur le FKFI nous servira de référence pour proposer des algorithmes
adaptés a notre contexte.

1.4.2 Pistage d’une cible étendue

Comme brievement décrit dans la section (1.2.2.2), une cible étendue est une cible donnant
lieu & plusieurs mesures capteur a chaque instant. Dans le cas d’un systéme radar, elle géneére
des échos dans plusieurs cases de résolution.
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Ainsi, lorsqu’une détection est réalisée sur plusieurs cases radars, cela signifie que plusieurs
mesures provenant de différentes régions de 1'objet vont étre traitées. Les points de 'objet
dont elles sont issues sont nommés réflecteurs : leur nombre et leur position dépendent en
particulier de la surface équivalente radar des différentes parties de I'objet.

Dans ce contexte, pister uniquement le centroide d’une cible n’est pas suffisant pour la décrire :
un second jeu de parameétres doit étre défini afin de caractériser I’étendue et la forme de I’objet.

@ Centroide.

Réflecteurs
a l'instant k.

Cible étendue

RECEPTEUR

DETECTEUR

Echantillons selon
I'axe distance (m) I .\L ‘\I lelo I I/.J/. I

zp = {Zk,17-~~7Zk,nk}

FIGURE 1.21 — Représentation simplifiée de la génération de mesures issues d’une cible
étendue pour un systeme radar.

Ces parametres peuvent caractériser son contour, dans un cas bidimensionnel, ou son volume
dans un cas tridimensionnel. Si 'objet est supposé présenter une forme géométrique parti-
culiere alors ils peuvent donner ses dimensions.

Les méthode de pistage d’une cible étendue se divisent principalement en deux classes d’al-
gorithmes [30] :

— la premiere s’appuie sur une représentation de ’objet sous forme d’une matrice aléatoire.
Sous I’hypothese qu’il est ellipsoidal, il peut en effet étre caractérisé a la fois par la
position de son centroide et par une matrice semi-définie positive représentant conjoin-
tement son orientation et son étendue [30][31][32] .

— La seconde classe modélise 'objet également par la position de son centroide, mais
son étendue est décrite de fagon plus générique comme une forme de type convexe-
étoilée [30][33][34] afin de traiter des cibles plus variées géométriquement. Le parametre
d’étendue est alors représenté par une fonction radiale correspondant a la distance entre
le centroide de I'objet et les points de son contour.

1.4.2.1 Modélisation par des matrices aléatoires
Cette approche est fondée sur une représentation de I'objet étendu par deux parametres que

sont le vecteur d’état du centroide ainsi qu'une matrice aléatoire caractérisant son étendue
[31][32]. Les réflecteurs obtenus peuvent alors se modéliser comme des points dispersés selon
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une distribution gaussienne de matrice de covariance cette matrice d’étendue. Le support de
cette loi caractérise ainsi la forme de 'objet par une ellipse.

Sous certaines hypotheses, les auteurs de [31] développent une variante du filtre de Kalman
approchant la distribution jointe a posteriori de I’état du centroide et de la matrice d’étendue
par une distribution Gaussienne- inverse Wishart en mettant a profit la structure conjuguée
de ce type de distribution. Les estimateurs de ces deux parameétres sont obtenus a partir de
la moyenne jointe de cette distribution.

Forme vraie

Centroide pg

Approximation ®
elliptique Réﬂectce)ur Xki
paramétrée par Xy Dr et Xk
. :
Systeme o7 Algorlthme
d’observation " Mesures {Zk’i}?:1 7 type Kalman

FIGURE 1.22 — Illustration de ’approche matrice aléatoire.

A chaque instant k, le centroide est décrit par le vecteur d’état py € R? contenant ses pa-
rametres dynamiques, et I’étendue par une matrice symétrique définie positive X € RP*P,
Nous notons Z* I’ensemble des réflecteurs fournis par le capteur de I'instant initial & I'instant
k et zj, = {21, }.*, I'ensemble des ny réflecteurs a l'instant k.

De maniere similaire au filtre de Kalman, ’objectif de I’approche est de déterminer une ex-
pression analytique de la distribution a posteriori p(py, Xy|Z¥) s’écrivant :

p(Pr, Xk 25) = p(pr| Xk, 2) p(Xy| 2") (1.75)

Cette expression est fondée sur :
— une estimation récursive gaussienne de p(pg|Xg, Z¥) :

p(Pk|Xk, 2F) = N (pr; Br, P © Xy (1.76)

ot ® représente le produit de Kronecker [31] et Py, la matrice de covariance associée
a une des composantes du repere de référence ou est étudié le mouvement.
— une approximation inverse Wishart de p(Xy|Z¥) :

P(Xk|2") = IW (Xies v Xie) (1.77)
Ou Vg, €t Xkl , correspondent aux deux parameétres de la loi caractérisant 1’étendue de
I’'objet.

La méthode est classiquement divisée en deux étapes de prédiction et de correction dont nous
proposons de détailler briévement les principes.
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° Etape de prédiction :

L’étape de prédiction consiste a déterminer la distribution prédite du couple {pg, Xy} grace

a son modele d’évolution défini par les distributions p(Xy|Xx—1) et p(pPr|Pr—1, Xk)-

S’il est supposé que l’évolution de X n’a pas d’impact sur la loi de de pp_i, alors
p(Pr_1|Xk, ZF 1) ~ p(pr_1|Xp_1, Z2¥71). 1l est possible de montrer que les densités prédites

s’écrivent sous la forme suivante :

p(Pk\XbZk_l):/ dp(Pk\XmPk—l) p(Pr-1|Xp-1, Z2¥1)  dpa(pr-1)  (1.78)
PrL—1€ER

=N(Pr-1;Pk—1)k-1,Pr—1]k—1)

p(Xy|Z2F1) = / P(Xp|Xk-1) p(Xp—1|2F7h) dpoxr(Xg—1)  (1.79)
Xj_1ERPXP —

~IW (X ki1 k-1 Xk — 1]k —1)

Le vecteur d’état du centroide est supposé suivre un modele linéaire gaussien et 1’évolution
de I’étendue est modélisée par une loi de Wishart sous les formes suivantes :

pPr = (Fr OL,) pr—1+ v vi ~N(0,Qx © Xy) (1.80)
X
Xp~W <5k|kz 1) 5;1> (1.81)
N Xk—l . . . Xk—l .
ot W Opjr—1, = | est la loi de Wishart de parametre dgx_; et ———. v est un bruit
Okfk—1 Oklk—1

blanc et Qj représente la matrice de covariance des composantes du bruit selon I'un des axes
du repere de référence pour le mouvement.

L’étape de prédiction préservant le caractere Inverse Wishart-Gaussien de la loi jointe, les
équations (1.78) et (1.79), impliquent alors que les distributions prédites s’écrivent sous la

forme :

{p(PkIXk, ZF) = N (pr; Prje—1: Prjp—1 © Xi) (1.82)
P(XZF71) 2 IW(X s g1, Xif—1) (1.83)

Pk|k—1 €t Prjx_1 sont obtenus selon les équations de predlctlon classiques du filtre de Kalman.
Vglk—1 €t Xk‘k 1 dépendent explicitement de vg_yj,_q et Xk 1)k—1 selon les formules décrites
dans [31].

° Etape de correction :

A T’étape de correction, les données capteurs sont injectées a travers ’ensemble des mesures
réflecteurs z;, issues de I'objet étendu afin d’en déduire une expression de p(pg, Xx| Z¥).
Elles sont supposées suivre le modele gaussien de dispersion suivant :

zr; = (Hy ©L,) pr+ sk sk ~ N(0,X) (1.84)
—_———

Hy,

ou Hj, est une matrice de projection conservant la partie position de py et sj; est supposé

étre un bruit blanc.
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Selon ce modele, il est possible de montrer que la vraisemblance jointe des mesures x peut se
factoriser comme suit :

U X
p(zk| X, Pr) x N (Zk§ Hy, p, nk) W(Zy;np — 1, Xy,) (1.85)
- 1 2k
ol zy = — Y 2z, correspond a la moyenne des mesures courantes et Zj correspond a leur
ki=
matrice de covariance empirique :
1 &
2= > (2 —2) (i —2) (1.86)
i=1

Cette écriture particuliere permet d’obtenir une expression factorisée de la distribution a
posteriori. En effet, en utilisant le fait qu’elle peut se décomposer comme suit :

PPk, Xi| 2F) o< p(zi|pr, Xi) p(Pr, Xi| 2571, (1.87)

la substitution de (1.85) dans (1.87) permet d’obtenir la forme suivante :

P(Pr, Xk 27) o< N (Drs P Prjie) IV (X, Viiis Xigie) (1.88)
ou :
1
g1 = Hp Py HY + - (1.89)
Ky =Py H s;‘ifl (1.90)
Prjk = Prjp—1 + (Ki © 1) (2 — Hy Pryp_1) (1.91)
Xk = Xgjg—1 T Nyjp—1 + Zg (1.92)
Vklk = Vk|k—1 T Nk (1.93)
Niko1 = @y (2 — Hibpjp1) (21 — HPryp—1) (1.94)

La distribution a posteriori du couple (px, Xy) étant une loi inverse Wishart-Gaussienne, un
estimateur a posteriori est obtenu en calculant sa moyenne fournie par ’expression :

A~

Xklk
Vgl =P — 1
E(prl2*) = P (1.96)

E(Xy|2F) = (1.95)

Remarques sur ’approche matrice aléatoire

e Dans [35], une amélioration de I’approche de [31] est proposée afin de considérer la
présence d’un bruit capteur dans le modele d’observation des réflecteurs.

e Un des principaux défauts de cette méthode est qu’elle restreint la classe de cibles a
reconstruire a avoir une forme elliptique ou du moins approchable par une ellipse. Cette
hypothese est assez restrictive, en particulier dans notre application dans laquelle les
formes d’amas étudiés ne respectent pas ces conditions. Dans le cas d’objets avec une
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forme plus complexe, cet algorithme admet ainsi des limites et aboutit a des formes
estimées peu représentatives de la cible inconnue.

e Pour prendre en compte une forme plus irréguliere, une amélioration de cette méthode
a été proposée dans [36] ou l'objet peut étre paramétrisé par un ensemble de plu-
sieurs ellipses. Néanmoins, cette paramétrisation suppose de connaitre ou d’estimer
leur nombre et dépend des applications considérées.

1.4.2.2 Modélisation comme des formes convexes étoilées

Pour pouvoir pister des objets avec des formes plus diverses que des formes elliptiques, il est
possible de considérer qu’ils respectent la propriété convexe-étoilée.

Une forme convexe-étoilée est une forme convexe par rapport & un certain point en son
intérieur. Plus formellement, soit £ un ensemble quelconque, et a un point de E. Cet en-

semble est dit convexe étoilée si et seulement si :
Vee E, {(1-t)a+tzx|te[0,1]} CE (1.97)

A ce titre, une cible étendue sera convexe-étoilée si tout segment compris entre son centroide
et un point quelconque en sa surface ou en son volume est contenu dans 1’objet. En particulier,
ce genre représentation est adapté a des formes plus complexes comme celles des avions ou des
voitures [37]. Les méthodes de pistage d’'une cible étendue convexe-étoilée sont donc fondées
sur une représentation analytique de cette derniere comportant :

— la position de son centroide pg, et potentiellement ses composantes cinématiques (vi-
tesse, accélération,...),

— une courbe paramétrée par un vecteur aj, représentant la distance radiale entre les
points du contour et le centroide. De par ’évolution de la forme de ’objet au cours du
temps, a; est un parameétre dynamique.

Il est également possible de considérer une modélisation non paramétrique des distances ra-
diales de 'objet grace au formalisme des processus gaussiens. Si l'incertitude jointe sur ag
et pp est représentée par une distribution gaussienne, alors un filtre de Kalman étendu peut
étre mis en oeuvre pour en déduire une estimation a partir de ’ensemble des mesures des
réflecteurs [30]. En effet, ces derniéres peuvent étre modélisées a travers une fonction non
linéaire dépendant a la fois de ay, de pir mais également de la position angulaire du réflecteur
par rapport a un repere de référence attaché a I’'objet comme illustré sur la figure 1.23.

Repere de
référence Zk i

Mesures {zj; }"
= Q(Pk, ak)

Algorithme de
type Kalman

pr et ag

FIGURE 1.23 — Modélisation et pistage d’une forme convexe étoilée : ¢y, ; correspond a l’angle
d’orientation du réflecteur zj ; et r;; a la distance entre le centroide py et zj ;.
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Dans le cas bidimensionnel, chaque réflecteur sur le contour de ’objet peut étre décrit selon
le modele d’observation suivant :

Zk; = Pk + CkiThy +Dg; Vi € {1, cee nk} (1.98)

ol ny ; est le bruit d’observation supposé gaussien de matrice de covariance Ry ; et cj ; est le

vecteur d’orientation unitaire s’écrivant :

Zii — Pk

= " 1.99
T2 — bl (1.99)

Ck.i

i correspond a la distance radiale entre la mesure 7 et p; et dépend en particulier de I’angle
d’orientation ¢y, ; et du vecteur a;. Le modele peut étre rendu plus flexible dans le cas ot des

mesures sont situées au sein de ’objet, nous avons alors :
Zki = Pk + Ok, Ckyi Tks T Nk Vi € {1, - ,nk} (1.100)

ol g, € [0, 1] est un parametre aléatoire. Dans [38], il est montré que gy ; peut étre approché
par une réalisation d’une distribution gaussienne.

Il reste a définir un modele suffisamment générique pour la distance radiale. Différentes ap-
proches ont été présentées qui sont explicitées ci-apres.

e Représentation fondée sur les hypersurfaces aléatoires

Dans cette approche initialement proposée dans [33], idée est de tirer parti de la 27-
périodicité des distances radiales pour les approcher par un développement en série de Fourier
tronqué d’ordre noté ci-apres Np. Ainsi pour tout angle ¢y ; :

i = m(dp;) | ay (1.101)

ou le vecteur de forme a; contient les coefficients de Fourier et
T

1
m(¢y;) = i,cos(qﬁk,i), sin(@k.i), - - -, co8(Np ¢pi),sin(Np ¢ ;)| . Par conséquent, le modele
de mesure peut s’écrire :
Zi; = Pk + m(gbk,i)T apcCp; +ng; Vi € {1, o ,nk} (1.102)

et l'objectif est d’estimer la distribution a posteriori jointe de [p;,ag]. Il est a noter que
I’ensemble des angles d’orientations sont des variables inconnues. Pour pallier ce probleme, il
existe plusieurs possibilités :

— elles peuvent étre incorporées au probleme d’estimation. Par conséquent, 1’état a esti-

mer est le vecteur x; = [p;cr, ag, (ks ¢k7nk]T] ! . Ce probléeme devient néanmoins
délicat en raison de son caractére mal-posé.
— Elles peuvent étre prédites a chaque itération de ’algorithme a partir des mesures et
du centroide estimé.
Un défaut majeur de cette approche est sa sensibilité au nombre de coefficients considérés.
En effet, selon le type d’objet a pister, celui-ci peut étre difficile a déterminer et aboutit a
des estimations de faible qualité. Dans [39], une généralisation de cette approche est proposée

pour des cibles en trois dimensions mais limitée a des formes cylindriques.
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e Représentation fondée sur les processus gaussiens

L’approche générique présentée dans le cas bidimensionnel dans [38] propose de modéliser
les distances radiales au centroide de l'objet & l’aide d’un processus gaussien. Ce type de
modele appartient a la classe des représentations dites bayésiennes non paramétriques qui
présentent la particularité d’étre définies sur des espaces de dimension infinie.
D’apres la définition fournie par [28][40], un processus gaussien est un processus aléatoire
{f(u)}yera tel que toute combinaison de points qui en est extraite est un vecteur gaussien.
Il est caractérisé par deux parametres :

— p(u) est une fonction dans R? dans R et définit sa fonction moyenne,

— k(u,u’) définit son noyau ot u’ est une variable d’“entrée” quelconque. Il correspond

a lintercovariance entre f(u) et f(u’).

Il peut étre noté sous la forme :

f~GP(u(u), k(u,u’)) (1.103)
Connaissant N entrées [uy,...uy]' du processus, le vecteur f = [f(uy),..., f(uy)]' est alors
un vecteur gaussien s’écrivant :
f~N(p,K) (1.104)
ou :
= [p(w), ..., puy)] (1.105)
K], ; = w(ui,u;) V(i,j) €{1,...,N} (1.106)

Pour le probléme considéré, il est supposé que chaque distance radiale suit le modele suivant :
Tk = (i) + e eri ~ N(0,02) (1.107)

ou f est une réalisation d'un processus gaussien ayant pour entrée I’angle d’orientation ¢y ;

e

et pour sortie une quantité représentant la distance entre le ¢*™¢ réflecteur et le centroide a

une erreur pres modélisée par le bruit e ;. Le processus se représente donc sous la forme :

[~ GP(ro, K¢k, brj)) Vi # j (1.108)

La moyenne r, permet de quantifier la distance moyenne entre le centroide et ’ensemble des
points du contour de l'objet. Le noyau du processus &(¢.i, ¢r ;) permet de caractériser la
similarité entre la sortie f(¢x;) et une sortie quelconque f(¢y ;).

Classiquement, il existe plusieurs noyaux pouvant étre utilisés, chacun possédant leur par-
ticularité. Un choix judicieux est d’en considérer un permettant de prendre en compte la

2
K(Pryi» ry) = 0F exp | — P (1.109)

périodicité des angles d’orientations :

Les parameétres de ce noyau ont chacun une signification propre :
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— o est un parametre d’échelle, il permet de quantifier la dispersion des distances radiales
de 'objet considéré.
— [ est un parameétre de précision permettant de déterminer & partir de quel écart angu-
laire f(¢y ;) et f(¢x ;) deviennent faiblement corrélées.
Pour pister un objet étendu a partir de processus gaussiens, un ensemble de Nj angles test

g
¢i; = 271, e ,qﬁfc’ Nk] est défini. L’objectif est de déterminer, conjointement avec les pa-

rametres du centroide, une estimation des valeurs du processus fi, = | f( }‘/“), o J( ’,; Nk)]
et par suite, des distances radiales des points du contour correspondant aux angles considérés,
a partir des mesures réflecteurs.

Il est possible d’y parvenir de maniere analytique : dans le cas ou le modele d’évolution du
centroide est gaussien, un algorithme de type Kalman peut étre mis en oeuvre dans lequel la

distribution a posteriori des parametres joints conserve une structure gaussienne.

Modele de mesure

zi; = Wy (£, P, Ok i) + Npei _‘

Variante
du filtre
de Kalman
Angles tests {g], ;}1 l
. N
avec rayons inconnus { f( fm)}f\fl {f (40} iZet pr

FI1GURE 1.24 — Méthode de pistage d’un objet étendu fondée sur des processus gaussiens.

Formellement, le probleme d’estimation consiste a déterminer une expression récursive de la
distribution jointe p(xy|z1.x) ou xi = [ka,f,;r]T. Pour ce faire, il convient tout d’abord de
réécrire le modele d’observation. A partir du modele du processus gaussien, il est possible
de déterminer la “vraisemblance” de 7; sachant ’ensemble des valeurs test fj. Un résultat
classique permet d’exprimer la loi conditionnelle p(ry, ;|f;). Il s’ensuit :

_ f T r r ~2
rii = (K (@) fe+ehy ks~ N(0,52,) (1.110)

Le vecteur kf(m,i) ainsi que la variance du modele &,% , sont obtenus en utilisant les propriétés
de la moyenne et de la covariance d’une distribution conditionnelle gaussienne :

{kf(¢k,i) = K(¢%, 01.) " k(D r.i) (1.111)
Givi = K(Phis Phi) + 07 — (P, dri) T K(@, d1) ™" k(B bri) (1.112)
avec

{k(ﬁbi;,sbk,i) = [0k 1, 0ki)s - KDy Ok)] (1.113)
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Ainsi, en substituant l'expression (1.110) dans (1.98), il est obtenu le modéle d’observation
gaussien suivant pour chaque réflecteur :

Zk; = hy(xg) + €L € ~ N(O, f{kﬂ) (1.115)

ot hy, et € ; sont calculées de la maniere suivante :

.
hy(xx) = pr + (kf(¢k,i)) fi chi (1.116)
€k,i = €} Chyi T Ny (1.117)
Ry = Ry + 67, cricy, (1.118)

En supposant de plus un modele d’évolution gaussien sur fj [38] ainsi qu'un modeéle d’évolution
sur pg, un filtre de Kalman étendu classique peut étre mis en oeuvre afin de déterminer une
approximation gaussienne de p(x|z1.x)-

Remarques sur 'approche processus gaussiens

e Tout comme pour I'approche hypersurface aléatoire, les angles d’orientations sont in-
connus et doivent étre prédits.

e Le formalisme de la méthode peut étre également adapté afin de prendre en compte
des mesures & 'intérieur de la forme. Les équations d’observations sont alors modifiées
en intégrant le parametre gy ; de I’équation (1.100).

e Dans [41], cette approche est généralisée dans le cas d’objets en trois dimensions. Une
paramétrisation en coordonnées sphériques est alors considérée et les angles d’orienta-
tions correspondent & des couples d’élévation et d’azimuth {¢y ;, 0k ;};*,. Le processus
gaussien admet donc deux entrées sous la forme f(v), avec v = [¢, H]T. Les fonde-
ments théoriques de la méthode restent les mémes que dans le cas bidimensionnel mais

le noyau du processus est fonction de deux vecteurs v et ' :

k(v,7) = 0% exp (Cl(gl;”) (1.119)

avec :

/ /

d(v,v) = <arcos(cos(¢) cos(¢ ) cos(f) cos(f ) +

cos(¢) cos(¢ ) sin(6) sin(8') + sin(¢) sin(¢/))>2 (1.120)

1.5 Conclusions du chapitre

Ce chapitre nous a permis de présenter les différents outils instrumentaux et algorithmiques
permettant de caractériser les débris spatiaux.

En particulier, leur modele dynamique, leur modele d’observation, ainsi que leurs méthodes
de pistages associées ont été présentés. Ces concepts sont primordiaux et vont nous servir
dans le cadre des développements théoriques et algorithmiques des prochains chapitres.
Dans le chapitre suivant, nous nous intéressons a présenter des concepts mathématiques tout
aussi importants reliés a la théorie des groupes de Lie. En effet, de par la géométrie particuliere
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des amas de débris, une modélisation sur groupe de Lie de ’amas nous permettra de capturer
de maniere intrinseque leur forme.
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Chapitre 2

Généralités sur les groupes de Lie
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Ce chapitre est consacré a la présentation des groupes de Lie, qui sont des ensembles mathéma-
tiques qui joueront un réle fondamental dans nos travaux. En effet, leur formalisme nous per-
mettra de modéliser la géométrie d’'un amas de débris spatiaux comme décrit dans la suite
du manuscrit. Par conséquent, estimer sa forme pourra se reformuler comme un probléeme
d’inférence sur groupe de Lie. Il apparait ainsi nécessaire de détailler leurs principales pro-
priétés sur lesquelles nous nous appuierons afin de développer de nouvelles méthodes de pistage
dans les chapitres suivants.

Dans la premiere partie de ce chapitre, des fondements théoriques sont présentés : en parti-
culier, la géométrie différentielle, I’analyse et I'intégration sont abordées.

Dans une deuxiéme partie, nous nous intéressons a définir des statistiques et incertitudes sur
groupe de Lie : I'utilisation de distributions de probabilité sur groupe de Lie est en particu-
lier motivée. Ensuite, les modeles statistiques introduits découleront naturellement sur une
présentation des principaux algorithmes d’estimation sur groupe de Lie.
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2.1 Concepts fondamentaux
2.1.1 Définitions générales

Un groupe de Lie G est défini comme un ensemble mathématique possédant les propriétés
d’un groupe ainsi que d’une variété différentielle [42].

De par sa structure de groupe, G' est muni d’une loi de composition interne associative. De
plus, au sens de cette loi, il existe un élément neutre défini de sorte que chaque élément du
groupe posseéde un inverse.

La structure de variété implique que G est un espace topologique localement homéomorphe
a un espace vectoriel. La propriété de différentiabilité induit par ailleurs que 'opération de
groupe et l'inversion sont différentiables. Autrement dit, il est possible de calculer la dérivée et
I'intégrale de la composition de deux éléments ou de I'inverse d’un élément. A titre d’exemple,
les groupes de Lie matriciels sont des groupes de Lie pour lesquels la loi de composition est
l'opérateur multiplication de matrices et le neutre correspond & la matrice identité. Dans la
suite de notre travail, nous nous focaliserons exclusivement sur ce type de groupes.

Comme G est une variété différentielle, il est possible de définir un espace tangent en tout
point. Celui-ci est un espace vectoriel, noté TxG en X € G, et dont la dimension définit la
dimension de la variété. La structure de groupe devient alors particulierement intéressante car
elle permet de définir une application de ’espace tangent en un point X a ’espace tangent
en un point Y [42][43]. Celle-ci, nommée application tangente, est définie de deux maniéres
en raison, dans le cas général, de la non-commutativité du groupe. L’application tangente a
gauche est définie a partir de I'opération de groupe a gauche comme suit :

LYy + TxG —  TyG

(2.1)
V — YX'Vv
De maniére analogue, ’application tangente & droite s’écrit :
Ly : TxG — 1IyG
XY (2.2)

V = VXly

Ces fonctions permettent de définir la notion d’invariance d’un champ de vecteurs. Notons T¢,
le fibré tangent, qui correspond a ’ensemble tous les espaces tangents de GG. Formellement,
un champ de vecteur est une application différentiable C(.) de G dans le fibré tangent T, qui
a chaque point de la variété associe un vecteur tangent.

Supposons un élément du champ de vecteurs en X, noté C'(X), et un élément du champ de
vecteurs en I noté C(I), le champ de vecteurs C' est dit invariant d gauche si et seulement si :

C(X) = Lix(C(I)) = XC(I) (2.3)
Cette propriété d’invariance induit alors une correspondance entre l’espace tangent en X et

I’espace tangent en I. Il est par conséquent possible d’associer tout point de 73G un point de
Tx G via 'opération fo ou LFX.
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TiG

Cc(l)y€ T;G

Groupe de Lie G

FIGURE 2.1 — Relation entre T1G et Tx G & travers l'opérateur Lity.

2.1.2 Algebre de Lie

Comme vu dans la partie précédente, un champ de vecteurs C invariant ¢ gauche dépend
uniquement de sa valeur en I'identité C'(I). Ainsi, il est pertinent de s’intéresser aux propriétés
de I'espace tangent a ’identité. Cet espace, que nous notons g, se nomme algébre de Lie. Cela
implique qu’il existe une application reliant tout point de g & un point de G. Elle est obtenue
en considérant une courbe paramétrée X(¢) définie sur R et a valeurs dans G. La dérivée

¢

temporelle de cette courbe correspond physiquement a une “vitesse” donc a un élément sur

son espace tangent. Il s’ensuit alors la relation suivante :
dX(t)

= aX(t) avec aX(t) € Tx)G et a€g (2.4)

Sous condition que X(0) = I, la solution & cette équation différentielle s’écrit alors :
X(t) = Expg(at) (2.5)

ou Exp; est appelé exponentielle de groupe. Cette application permet ainsi de relier un point
de T'algébre a un point du groupe. Dans notre cas, comme nous considérons des groupes de
Lie matriciels, elle correspond directement & l’exponentielle de matrice classiquement définie

par :
+oco

Expq(a) = Z % Vacg (2.6)

n=0
Nous voyons qu’il est possible d’associer a chaque point de g un élément de GG, néanmoins,
relier inversement un point de G a un point de g n’est pas toujours possible. En effet, cela
viendrait & supposer que l'application Exps(.) est une bijection entre G et g ce qui n’est
généralement pas le cas. Dans le cas ou nous nous plagons sur un sous-ensemble ouvert A de
G situé au voisinage de I, il est tout de méme possible de définir ’application Log, comme

sa réciproque locale par :

Loga(A) = 3~ (-1t L=A)

n=1

VA€ A (2.7)

n
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Par conséquent, si a est un élément de g, alors Log,(Exps(a)) = a si et seulement si a se
situe au voisinage de ’élément Log(I) = 0.

Comme g est un espace vectoriel dont nous notons m la dimension, il est possible de définir un
isomorphisme allant de R™ & g. Cet isomorphisme est noté [.]3}, et son isomorphisme inverse,
allant de g & R™, est noté [.]%. Si nous décomposons un élément a € R™ dans une base
canonique {e;}!";, nous obtenons :

m
a= Zai €e; (28)
=1

Par conséquent, 'image de a par [.]; notée a = [a]g correspond & un élément de g et peut
s’écrire :

m
a= Z aiEi (2.9)
i=1

avec {E;}™, une base canonique de g telle que E; = [e;];3. Inversement, nous obtenons que
s —a

Ainsi, chaque élément X de G au voisinage de 'identité peut se réécrire au travers de ces
deux nouvelles applications. En notant Expg:(.) = Expg([.]3) et Logh(.) = [Logg ()], la
relation entre X et son élément associé a € R™ peut s’écrire X = Expgi(a) et réciproquement
a = Log/(X) .

Algebre de Lie g

Espace euclidien R”
0m><‘1 a
0n><n ‘

a = [alg a = [dlg

Groupe de Lie G € R™"

Logs(X)

FIGURE 2.2 — Relation entre I'espace euclidien R™, 'algebre de Lie g et le groupe de Lie G.

2.1.3 Exemples de groupe de Lie

Les groupes de Lie sont des structures relativement abstraites mais nombre de groupes de Lie
matriciels se retrouvent dans diverses applications réelles.
— Le groupe de Lie le plus trivial est R™ muni de la loi additive “+”. En effet, cet espace
respecte toutes les conditions d’un groupe et d’une variété différentielle.
— Le groupe de Lie SO(n) nommé special orthogonal est le groupe des matrices de rotation
dans un espace de dimension n. Il s’écrit :

SO(n) ={P e R PP =1,|P| =1}. (2.10)

Dans R? ou R3, il définit I’orientation d’un objet dans un repére et est particulierement
nn-—1

utilisé en robotique et en vision par ordinateur. Sa dimension est égale a m = (2)
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et son algebre de Lie correspond a I’ensemble des matrices antisymétriques :
so(n) = {[w]x|w € R}, (2.11)

ou w est le vecteur de 'espace euclidien R™ isomorphe & I’élément de I'algebre [w]x

et [.]x est Popérateur permettant de créer une matrice antisymétrique a partir d’un
© 1. T

vecteur euclidien. Pour m = 3 et w = [wy, w2, ws] , nous avons alors :

0 —w3 Wy
[Wlx = | ws 0 —wi|- (2.12)
— w2 w1 0

— Le groupe de Lie SE(n) correspond au produit semi-direct entre SO(n) et R™ :
P x

SE(n)=(¢A= P e SO(n),xeR" ;. (2.13)
0 1

Si n = 3, il correspond a ’ensemble des rotations et des translations possibles pour un

n(n+1
objet rigide en trois dimensions. Sa dimension de variété est égale a (;_) et son
algebre de Lie se représente par ’ensemble des matrices suivantes :
Wlx u n(n—1) n
se(n) = weR ,u€e R" 5. (2.14)
0 1

Physiquement parlant, les éléments de ’algebre modélisent des vecteurs vitesses. En
effet, w représente la vitesse de rotation instantanée associée a la rotation P, et u la
vitesse de translation instantanée associée a la position x.

Il est intéressant de remarquer que (R™, +4) est un cas particulier de SE(n), pour une
matrice de rotation égale a l'identité. En effet, tout x € R™ peut se réécrire sous la
forme matricielle suivante :

X = . (2.15)
0 1

— Le groupe R™ muni de la loi multiplicative “x” est également un groupe de Lie
possédant la propriété de commutativité. Dans ce cas, les fonctions exponentielle et
logarithme sont en bijection puisqu’elles représentent celles classiquement connues dans
le cas scalaire. Son algebre de Lie s’écrit alors naturellement :

R = {a € Rla = log(b),b € R™™} (2.16)
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2.1.4 Opérateurs de non-commutativité

2.1.4.1 Adjoint de groupe

Généralement, un groupe de Lie n’est pas commutatif. Néanmoins, il existe un opérateur
permettant de permuter deux éléments selon la loi de multiplication. Il est nommé opérateur
adjoint et se présente comme une application définie sur g et agissant sur X € G, a travers la

formule suivante :

Ad)G(:g—>g

(2.17)
p — XpX!
Cet opérateur admet les deux propriétés suivantes :
— il a une structure d’homéomorphisme, ce qui signifie que :
Adg (AdS (n)) = Adg v (n) ¥X, Y €G,Vyeg (2.18)

— Il est R-linéaire, ce qui implique que :

Ad% (an + B3) = a Ad% (n) + BAdK(3) VX € G,Y(n,3) € g>.V(a, B) € R (2.19)

Un opérateur équivalent peut étre défini sur R™. En mettant & profit la linéarité de I'opérateur
Ad§ et des opérateurs [.] et [.], il est possible de définir une application sous la forme :

R™ — R™
(2.20)

a — [X([a]p)X 1 =Ade(X)a

Q<

Selon cette définition, Adg(.) est une matrice appartenant a R™*™. En se servant du fait que,
X Expg(a) X~ = Expp(XaX 1), I'égalité dans (2.20) aboutit a :

X Expg(a) = Expg(Adg(X)a) X VX € G,Va e R™ (2.21)

et permet de représenter la non-commutativité directement sur le groupe.

Exemples d’adjoints :

— Pour un groupe de Lie commutatif, il est aisé de vérifier que Adg(X) est la matrice
identité, VX € G.

— Pour G = SO(3), l'adjoint en un élément R se représente par lui-méme, autrement
dit : AdSO(B) (R) =R.

— Pour G = SE(3) pour lequel chaque élément s’écrit :

; (2.22)
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il se représente par la matrice :

P 0 "
Adg(X) = € RS, (2.23)
x|xP P

2.1.4.2 Adjoint sur I’algebre

La non-commutativité du groupe implique une non-commutativité de ’algébre. Par conséquent,
cette propriété peut étre caractérisée également sur cet espace a travers un autre opérateur
adjoint défini en tout point y de g par :

ady, : g — ¢

(2.24)
D — <an>
ou < .,.> définit le crochet de Lie qui vérifie :
V(a,b) €g, <a,b>=ab—ba (2.25)

Tout comme 'opérateur adjoint de groupe, il peut étre étendu sur ’espace vectoriel R™ par
I’application :
R™ — R™
(2.26)
b — [< [l [blg >1% = ado(a)b

ol adg(.) définit une matrice dans R™*"™.

Pour un groupe de Lie commutatif, ab = ba et la matrice adg(.) = 0.
De maniére générale, la forme de cet opérateur peut étre déterminée en utilisant une base de
R™. En effet, connaissant une base {e;}/" ;, nous pouvons écrire que :

a= Zaiei Va € R™ (227)
i=1

L’opérateur adg étant linéaire, nous avons alors :
m
adg(a) =Y ajadg(e;) (2.28)
i=1

Ainsi, ’adjoint en tout point a de R™ peut étre déterminé & partir de chaque élément de la
base.
Pour certains groupes de Lie, le calcul de adg(e;) est réalisable [43] :

— Pour G = SO(3), il est possible de montrer que adg(e;) = E; Vi € {1,2,3} ou {E;}}_,
est une base de so(3).
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— Pour G = SE(3), ces quantités peuvent s’écrire a partir de la méme base {E;}3_; :

E, 0 E; 0 E; 0

adg(er) = adg(e2) = adg(es) = (2.29)
0 E; 0 E, 0 E;
0 0 0 0 0 0

adg(eq) = adg(es) = adg(eg) = . (2.30)
E, 0 Es 0 E; 0

Par ailleurs, il est intéressant de noter la relation entre Adg() et adg(.) donnée par la formule :
Ada(Expl(a) ) = Explada(a). (2.31)

Elle s’avere utile selon si nous raisonnons dans le groupe de Lie ou l’espace euclidien qui lui

est localement isomorphe.
2.1.4.3 Formules de Baker-Campell-Hausdorff

Les groupes de Lie étant généralement non commutatifs, il s’ensuit que dans le cas général :
Expg(a) Expa(b) # Expi(a+Db) . (2.32)

Par conséquent, déterminer 1’élément z € R™ vérifiant Exp(i(a) Expg(b) = Expg(z) n’est
pas trivial. Les formules de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) fournissent une solution analy-
tique & ce probleme. Elles sont au nombre de deux et ont été établies dans [44]. La premiere
formule s’écrit a ’ordre un :

Log(Expgy(—a) Expg(a+b) ) = ¢a(—a) b+ O(|[b|?). (2.33)

Dans cette formule apparait une quantité nommée matrice jacobienne a gauche de groupe

s’écrivant :
“+o00

adg(a)"
a) = B 2.34
n=0
Elle correspond a la dérivée dite a gauche de 'exponentielle de groupe dont nous détaillerons
la définition dans la section suivante.
La seconde formule relie deux éléments a et b de la manieére suivante :

Logl,(Expgy(a) Expg(b) ) =b + 1 (b)a+ O(la]?). (2.35)

Elle fait apparaitre 'inverse de la matrice jacobienne a gauche du groupe ¥ s(.) et s’écrit a
I’aide d’une série entiere de I'opérateur adjoint pondéré par les nombres de Bernoulli {Bn};fi%
[45] :

+o0 n
Ye(a) =) B"ajlﬁ(a). (2.36)
n=0
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Il est intéressant de noter que lorsque G est un groupe de Lie commutatif, alors 14(.) et ¢ (.)
sont égales a la matrice identité de par la nullité de adg(.). Par conséquent, les formules BCH
s’écrivent : Expgi(a) Expg(b) = Expg(a+b).

2.2 Dérivation et intégration
2.2.1 Dérivées d’ordre 1

Nous nous intéressons dans cette partie a la généralisation sur groupe de Lie de la formule de
dérivation classique sur un espace Euclidien. Nous savons que si f : R™ — R, alors sa dérivée
directionnelle classique est fournie par :

Of(x+th)

dhf(x) = ot 0
t—

vVt € R Vh € R™. (2.37)

Par conséquent, si nous supposons l'existence d’une fonction ¢ : G — G’ , ot G et G sont deux
groupes de Lie de dimensions respectives m et p, nous aimerions pouvoir définir quelle est la
signification mathématique de différencier par rapport un élément du groupe G. Une premiere
possibilité pour un groupe de Lie matriciel est d’en vectoriser chaque élément, et de dériver
par rapport a chaque composante. Néanmoins, cette méthode n’est pas intrinseque au sens ou
elle ne prend pas en compte la géométrie du groupe, ce qui peut poser des difficultés théoriques
lorsque que nous cherchons & conserver les propriétés de celui-ci dans des algorithmes.

Une autre possibilité est alors de conserver sa géométrie en passant par sa représentation
sur lalgebre de Lie. En effet, 'incrément de dérivation h classiquement utilisé dans un cas
euclidien, peut étre directement défini dans le cas d’un groupe de Lie en passant par sa
représentation euclidienne. L’opération x + h peut alors étre généralisée par une opération
de groupe a travers la fonction exponentielle sous la forme “X Exp((h) ” ou “Expg(h) X”
puisque cette opération peut étre définie a droite ou a gauche dues aux propriétés de G'. De
cette maniere, la ”dérivée d droite de g par rapport a X” se détermine par la formule [46] :

@R B 8Logé, (9(X) ' (X Expg(h) )

dX o h e R™. (2.38)

h=0

Cette dérivée est également connue sous le nom de jacobienne a droite de g. De méme la

dérivée a gauche s’écrit sous la forme :

dg b OLogl (9(Bxpf(h) X)g(X)~)

dX oh

h e R™ (2.39)

nommée jacobienne da gauche de g.

Lorsque g est une fonction a valeurs dans RP (p > 1) muni de l'opération “ + 7, ce qui
sera généralement notre cas, I'opérateur Logé,(.) devient l'identité. De plus, 'opération
g(X)~1 g(X Expg(h) se transforme en g(X Expg(h) ) — g(X). Ce dernier terme s’éliminant
par dérivation, nous alors faisons apparaitre la définition des dérivées de Lie Eg(x) et Eﬁx)
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respectivement d droite et d gauche de g en X [47] :

0g(X Expi(h m
L) = ( ahG( ) h € R™, (2.40)
h=0
0g(Expp(h) X m
Ll = ( ai( ) X) h € R™. (2.41)
h=0

2.2.1.1 Lien entre différentielle et dérivée

Considérons f : G — G’ est une fonction différentiable et X € G. Soit 17 un champ de vecteurs
et X (t) une courbe paramétrée telle que X (0) = X et X(0) = n(X), alors 'application linéaire
[48] :

TxG — Tf(X)G/ (2 42)
R e

est appelée la différentielle de f en X et dfx (1) est un vecteur tangent & G’ en f(X). Si f
est & valeurs réelles alors dfx (n) est un réel et nous notons 7 f la fonction :

G —- R

X = (nf)X)=dfx(n)

(2.43)

que nous notons de fagon simplifiée n f = df (n).

2.2.2 Dérivées d’ordre 2

Classiquement, sur un espace euclidien, une dérivée au second ordre d’une fonction a valeurs
réelles est définie a partir d’une dérivation de la dérivée premiere.

Sur un groupe de Lie, la dérivée premiére d’une fonction a valeurs réelles, qui correspond a la
dérivée de Lie, vit sur un espace tangent. Par conséquent, cette définition ne peut se généraliser
directement car elle reviendrait & comparer la dérivée de la fonction en deux points différents
donc sur deux espaces tangents distincts.

Pour pallier ce probleme, il est nécessaire d’introduire la notion de différentiation selon un
champ de vecteurs grace a la définition de la connezxion affine.

2.2.2.1 Connexion affine

Soit G un groupe de Lie et C*°(G, T) 'union des champs de vecteurs sur G. Une connexion
affine est une application bilinéaire V de C*(G,Tg) x C*(G,Tg) dans C*°(G,T) définie
par [48][49][50] :

C®(G,Tg) x C=(G,Tg) — C®(G,Tc) (2.44)

(a,b) — Vab
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Cette application admet deux propriétés fondamentales pour toute fonction f : G — R
infiniment différentiable V(a,b) € C*(G,Tg) x C>*(G, 1¢) :

{vfab = fVab (2.45)
Va(fb)=df(a)b+ fVab (2.46)

df (a) correspond a la différentielle de f calculée en a au sens de la définition (2.43). Il est a
noter que la seconde formule est connue sous le nom de formule de Leibniz.

Comme expliqué dans [48], il est possible de la mettre a profit pour obtenir une expression
reliant une connexion affine et une dérivée d’ordre deux. Cette formule implique alors que :

df (ab) = df*(a)b + df (Vab) (2.47)

— Le terme a gauche de ’égalité correspond a la différentielle de f calculée en ab et
s’écrit d’apres (2.43) :
df (ab) = (ab) f (2.48)

— Dans le premier terme a droite de 1’égalité, nous faisons apparaitre une quantité cor-
respondant a la dérivée covariante de f au sens de la connexion V et qui peut étre vue
comme une généralisation de la dérivée seconde.

— Le second terme fait apparaitre la différentielle de f appliquée a la connexion Vb et
peut s’écrire, d’apres (2.43) :

df (Vab) = (Vab) f (2.49)

Par conséquent, la dérivée covariante de f s’écrit explicitement en fonction de a, b et de la
connexion V, sous la forme d’un opérateur H(.)

(G, Tg) x C®(G,Tg) — C¥(G,Tg) (2.50)

(a,b) —  H(a,b)

vérifiant :

H(a,b) = (ab — V,b) f (2.51)

2.2.2.2 Hessienne sur groupe de Lie

Comme G est un groupe de Lie, tout champ de vecteur est caractérisé par sa réalisation dans
I’algebre de Lie. Ainsi, il existe des connexions affines spécifiques admettant des propriétés
inhérentes a sa structure de groupe plutot qu’a sa structure de variété. Elle se nomment
connexions de Cartan-Schouten [51][52]. Il peut en étre définies trois qui ont la propriété
commune d’étre invariantes a gauche par I'action de groupe. De méme, nous pouvons en
définir trois qui sont invariantes par I’action & droite. Une connexion est invariante a gauche
si elle vérifie la propriété suivante :

X V.b=Vxsb VX €G, V(a,b)cg’ (2.52)
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Nous nous focalisons sur la connexion de Cartan-Schouten symétrique définie pour deux
éléments sur g par :

Vab:%<a,b> V(a,b) € ¢* (2.53)

Selon cette connexion, 'opérateur Hx (.) peut alors s’écrire sur g x g, d’aprés (2.51) :
H(a,b) = (ab— % <a,b>) f(X) (2.54)
:%(auba)fo{) VX € G,Y (a,b) ¢ g2 (2.55)

et il est montré [48] qu’il peut se réécrire sous la forme :
H(a,b) =a' HX)b VX € G,V (a,b) € g? (2.56)
ou :

o 0
)= o1 g (XExpg (hr) Expg(hy) ) VX € G V(hy, hy) € (R™)? (2.57)
1 2 h1=0,hy=0

H(X
ou m est la dimension de G. Cet opérateur nous permet donc de définir une matrice hessienne
sur le groupe en considérant une double dérivée & travers la fonction exponentielle et admet-
tant la propriété de symétrie. En accord avec [47] et [48], il est alors possible de réaliser un
développement de Taylor-Young sur groupe de Lie selon la formule suivante :

F(XExpie)) = F(X) + LEx) e+ e HX) e+ O(el?) VX G, Ve cR™  (2.58)

2.2.3 Intégration sur groupe de Lie

Dans les deux paragraphes précédents, nous avons pu définir des techniques permettant de
différencier une fonction définie sur groupe de Lie a I'ordre un et deux. Comme nous souhaitons
travailler dans nos travaux avec des distributions de probabilité, il parait naturel de s’intéresser
a la maniere de les intégrer.

Un groupe de Lie est un ensemble mesurable, par conséquent, il est possible de définir une
mesure de groupe y(.) permettant de réaliser une intégration a partir d’une fonction définie sur
groupe de Lie & valeurs dans R sous la forme [y f(X) p(dX). Sil existe une paramétrisation
globale de groupe notée g : G — R™ | qui associe & tout élément du groupe un élément sur
R™, alors une intégrale sur groupe de Lie peut s’effectuer de la maniere suivante :

F(X) p(dX) = / £(9(@)) [ba(@)lda. (2.59)

XeG qeR™

ot ¢ € R est une constante de normalisation et d(.) définit la mesure de Lebesgue sur R™.
Dans certains cas particuliers, la jacobienne d gauche ¢(.) définie par (2.34) est connue : il
est alors possible d’en déduire une expression analytique de cette intégrale. Néanmoins, elle
est non triviale de maniere générale.

Il existe des groupes de Lie particuliers dit unimodulaires vérifiant de bonnes propriétés
d’intégration et particulierement 'invariance par composition a droite ou a gauche et par
inversion. Dans notre application, les groupes de Lie que nous utilisons respectent tous les
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propriétés d’'unimodularité. Par conséquent, nous proposons de définir les outils d’intégration
sur ces groupes spécifiques.

2.2.3.1 Mesure de Haar et fonction modulaire

Nous recherchons une mesure respectant des propriétés d’invariance par multiplication a droite
ou d gauche. Ainsi, elle généralise la mesure de Lebesgue sur espace euclidien, qui est invariante
par translation.

Soit G un groupe de Lie et une fonction f € Co(G), ou Co(G) est 'ensemble des fonctions
continues sur G a support compact, définissons de plus P(G) une tribu borélienne de G et
pa () : P(G) — RT une mesure borélienne sur G.

ui(.) définit une mesure de Haar d gauche si la propriété suivante est vérifiée :

FOYX) o(dX) = [ F(X) na(aX). (2.60)

XeG XeG

Ceci implique qu’elle est invariante par multiplication ¢ gauche. Elle permet alors de définir
la forme linéaire suivante allant de C¢(G) dans R par :

f— FOY XY Hpug(dX) (2.61)
XeG

et vérifiant également cette propriété d’invariance. Nous avons alors :

[ XY Yua@x) = AY) [ fX0ua(ax) (2.62)
Xe@ Xe@

ou application A : G — R est appelée fonction modulaire de G, et s’écrit par définition :
pa(AY) = A(Y) ua(A) VAePG) VY € G. (2.63)
A permet donc de définir la notion de groupe de Lie unimodulaire. En effet, ¢’est un groupe

pour lequel la mesure de Haar devient bi-invariante (invariante d gauche et a droite) et A(.)
est égale a 1. Par conséquent, I'intégrale (2.62) s’écrit pour tout groupe de Lie unimodulaire :

/ FY XY V) g (dX) = / (X (dX). (2.64)
Xe@ Xe@

2.2.3.2 Intégration sur groupe de Lie unimodulaire
Les groupes de Lie unimodulaires présentent un intérét lorsque nous cherchons a intégrer sur
un groupe de Lie étant le produit direct de deux autres groupes de Lie.

Supposons G et Go deux groupes de Lie et la fonction f : G1 x G — R. Nous définissons
Iintégrale de f sur G = G1 x G2 par :

- F(X)p(dX) (2.65)
XeG1 xGa
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Dans un cadre générique, cette intégrale s’écrit [53] :

I— / F(X1, X0) A, (Xa) i (dX1) piy (X) (2.66)
X1€G1,X2€6G2

Par définition, lorsque G est unimodulaire, la mesure pg,(.) est bi-invariante et Ag,(.) est
égale a 1. L’expression de l'intégrale se simplifie alors :

= / (X, Xo) o (dX1) piy (dX2) (2.67)
X1€G1,X2€G2

et apparait comme une intégrale séparable en X; et Xo, si f l'est également, ce qui est
intéressant d’un point de vue calculatoire.

Par ailleurs, la propriété d’unimodularité permet de définir une formule d’intégration par
parties sur groupe de Lie. Définissons f1 : G — RP et fo : G — RP deux fonctions intégrables
selon une mesure de Haar. Si les dérivées de Lie de f1 et fo sont bornées par deux fonctions
intégrables, il est possible de montrer que [47] :

(X)L xy ne(dX) = — LE x) F2(X) pg (dX) (2.68)
XeG XeG

2.3 Statistiques et incertitudes
2.3.1 Définir une distribution sur variété

Pour décrire statistiquement une variable définie sur un groupe de Lie, par exemple a des fins
de résoudre des problemes d’estimation, il est nécessaire de lui associer une distribution de
probabilité.

Formellement, elle peut étre définie par une fonction p(X) vérifiant :

p(X) >0 VX eG, (2.69)

| pne(dx) =1 (2.70)
XeG

Une des difficultés dans la définition d’une distribution sur variétés est de parvenir a don-
ner un sens a ses caractéristiques et en particulier a ses moments. En effet, les opérations
usuelles utilisées en statistiques euclidiennes ne peuvent pas étre directement généralisées sur
variétés. Par conséquent, elles doivent étre redéfinies en fonction des lois de composition et dis-
tances propres au groupe de Lie considéré. Il est par exemple possible d’obtenir une définition
géométrique du moment d’ordre un a travers la moyenne de Fréchet [54]. Elle est définie
comme étant le point Y d’une variété M minimisant un critére dépendant d’une distance
intrinseque d :

Y = argmin / d(Y,X)*p(X) pupq (dX) (2.71)
YeM XeM

ou paq est une mesure sur M.
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2.3.2 Etat de ’art des distributions sur variétés

Dans la littérature, il existe nombre de distributions définies sur des groupes de Lie et plus
généralement sur des variétés différentielles. En effet, des lois de probabilités adaptées a la
structure de ces espaces ont été construites pour répondre a des objectifs variés souvent dans
des contextes d’estimation de parametres.

Dans [55], une distribution gaussienne sur variété riemannienne est définie comme la dis-
tribution maximisant l’entropie d’une variable aléatoire. Selon ce principe, une distribution
gaussienne riemannienne et admettant une forme analytique a été proposée sur la variété des
matrices de covariance [56].

Il existe également des distributions établies dans un cadre non “gaussien”. Sur les variétés de
Stiefel : la distribution de Bingham-Langevin ainsi que la distribution de Bingham-Fisher ont
récemment fait 'objet d’une attention particuliere pour caractériser des variables respectant
des propriétés d’orthogonalité [57][58] .

Sur groupe de Lie, nous pouvons citer la distribution de Von Mises-Fisher qui est largement
utilisée sur les groupes SO(2) et SO(3), afin de modéliser un point aléatoirement reparti sur
une sphere [59]. Sur SO(2), il est également possible de définir une distribution gaussienne

périodique sur 'angle de rotation associé a ce groupe [60].

2.3.3 Distribution gaussienne sur groupe de Lie

2.3.3.1 Définition générale

Les distributions décrites précédemment, soit ne sont pas adaptées aux groupes de Lie au
sens ou elles ne prennent pas en compte leurs propriétés algébriques, soit sont dédiées a des
groupes de Lie particuliers. Idéalement, nous aimerions avoir acces a une distribution qui peut
s’appliquer a tout groupe de Lie matriciel indifféremment de sa structure. Dans le cadre de ce
manuscrit, nous nous intéressons a une densité particuliere nommée distribution gaussienne
concentrée sur groupe de Lie. Celle-ci, formalisée par [61][62], est pertinente a plusieurs points
de vue :

— elle est définie comme la distribution a deux parametres sur un groupe de Lie G de
dimension m, réalisant le maximum d’entropie sous contraintes d’égalité sur ces derniers
notés p € G et P € R™*™_ Selon [47], nous pouvons l'obtenir en résolvant le probléme
d’optimisation suivant :

p=—argmin [ log f(X)/ (X)n(dX) (2.72)
f Xeq
sous contraintes que :
[ Lob(n™X) p(X)pc(dX) = O (2.73)
XeG
P [ Logs(uX) Logs(u™ X) " p(X)pc(dX). (2.74)
€

— Les deux parametres p et P de la distribution peuvent s’apparenter a une moyenne et
une covariance, bien que selon le groupe de Lie considéré, ils ne peuvent étre rigoureu-

sement considérés comme tels.
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— FElle admet des propriétés de symétrie et d’invariance par multiplication.
Il est possible de montrer que la distribution gaussienne concentrée a gauche s’écrit [63] :

1 _
pOY) = AHY ) exp (5 [Logb(u VI ) Y € (2.75)

avec : 1
V2 [¢a(~Logg (k1Y) ) P ¢g(~Logg (1Y) )T

L’opérateur ||.||? fait référence a la distance de Mahalanobis et |.| & P'opérateur déterminant

AL(Yv P’) =

d’une matrice.
De maniere équivalente, nous pouvons définir une distribution gaussienne concentrée a droite
sous la forme suivante :

pOY) =AY ) exp (g ILogs (Y I ) Y € G (2.76)
avec . 1
V@27)™ [ (~Logé(Y 1) ) P ¢ (~Logl (Y u=1) )|

Au voisinage de p, nous pouvons approcher ¢¢(—Logh (Y pu™1) )P ¢ (—Loglh (Y p~t) ) par
P et 'équation (2.75) devient :

AR(Yv p) =

1 1
Y)~———  exp|—=||Logl(p 'Y 2>,VY6G 2.77
pY) = e e (5 Lomi(u YOl .17

Un échantillon de cette distribution peut étre généré a partir d’'un vecteur aléatoire gaussien
appartenant a R™ ou m est la dimension du groupe. Le principe est le suivant : soit un
vecteur distribué selon une loi gaussienne de moyenne nulle et de matrice de covariance P,
sa projection sur le groupe grace a la fonction Expgi(.) crée une matrice aléatoire X dont la
distribution correspondante est de parametres I et P.
Par laction de groupe, il est possible de multiplier X @ gauche ou d droite par un élément
noté u, afin d’en déduire une nouvelle variable Y de nouveau paramétre de moyenne .

— La multiplication @ gauche va induire que Y = p Expgi(€) suit une distribution gaus-

sienne concentrée a gauche telle que Y ~ /\/'é(u, P),

— celle @ droite que Y = Expgi(€) p suit une distribution gaussienne concentrée a droite.
telle que Y ~ Nf(u,P).
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6NN(OmX17P)

Rm

G

F1GURE 2.3 — Construction d’un échantillon Y selon une distribution gaussienne concentrée
a gauche sur un groupe de Lie G a partir d’un échantillon gaussien sur R™.

2.3.3.2 Régions d’incertitude sur SFE(3)

Une partie des développements présentés dans les chapitres suivants s’appuie sur les propriétés
du groupe de Lie SE(3), aussi étudions-nous particulierement la loi gaussienne concentrée sur
ce groupe. Nous nous intéressons plus particulierement a un nuage de points généré selon une
loi concentrée a droite car ce formalisme permet d’appréhender plus facilement 'influence des
différents parametres sur la forme du nuage. Supposons qu'un ensemble {Zz}f\; ; d’échantillons
soient obtenus tels que :

Z; = Expgp)(e) M € ~N(0,X) (2.78)
ou :
M- |V P (2.79)
0 1
et :

Ri = EXPQO@) (’l“l) P;

Exng(?))(ei) = (2.80)

0 1

3. caractérise la variance en rotation et en translation sur ’espace vectoriel isomorphe a
I’algebre de Lie. r; correspond a la partie rotationnelle de €; et p; a la projection sur le groupe
de sa partie en translation.

Ce modele permet d’identifier M comme le barycentre d droite du nuage de points {Z;} ;.
Il est caractérisé par son orientation R et par sa position p, et vérifie :

N
> Logips)(ZiM™') ~0 (2.81)
=1
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lorsque N tend vers l'infini.
En raison de 'action a droite de M sur chaque échantillon Expg E(g)(Gi) , la partie translation
de Z;, notée z; peut s’écrire de la maniere suivante :

z; = R;p + pi- (2.82)

Chaque échantillon z; est donc obtenu en pivotant la position du barycentre selon la rotation
R,; puis en appliquant une translation de p;. Cet effet, dit de “bras de levier”, entraine une
dispersion spécifique des réalisations sous forme de “bananoide”, comme déja observée dans
diverses études [64].

— Comme la rotation SO(3) possede trois degrés de libertés, la courbure de la forme peut
étre définie selon trois axes. Elle est prépondérante selon un certain axe si la variance
d’une des trois composantes rotationnelles de €; est plus élevée que les deux autres.

— Son étendue dépend de l'ordre de grandeur de p : en effet, plus ses coordonnées sont
grandes, plus leffet de bras de levier sera important.

— Sa largeur est caractérisée directement par le parametre p;, puisque 1’écart-type en
translation sur ’algeébre de Lie permet de quantifier ’écart entre le centroide p et les
points du bord du nuage.

Sur les figures 2.4 et 2.5, sont représentées les réalisations des composantes en translation
de {Zi}f\il avec N = 1000. Pour chacun de ces nuages, la position du barycentre est prise
a [10,10,10] m et la variance en translation fixée & 0.12m?. Sur la figure 2.4, la variance en
rotation selon l'axe z est égale & 0.22 rad?, alors que la variance en rotation selon 'axe z est
supérieure sur la figure 2.5, égale & 0.52 rad?.
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; 10 . 10 9
X-axis (m) 515 Y-axis (m) X-axis (m) Sa W Y-axis (m)
Ficure 2.4 — Nuage de points ob- Ficure 2.5 — Nuage de points ob-
servé pour R,; échantillonnée selon une servé pour R,; échantillonnée selon une
distribution gaussienne concentrée sur distribution gaussienne concentrée sur
SO(3) de matrice de covariance Xp = SO(3) de matrice de covariance Xp =
diag ([0.2%,0.12,0.1%]). diag ([0.5%,0.12,0.1%]).
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2.4 Algorithmes d’estimation

2.4.1 Algorithmes d’optimisation

2.4.1.1 Etat de l’art

Un des aspects importants de notre travail est de pouvoir estimer des parameétres évoluant
sur des groupes de Lie. Comme la résolution d’un probleme d’estimation peut souvent étre
reformulée comme la minimisation d’un critere d’erreur, il apparait naturel de s’intéresser a
la maniere d’optimiser des parameétres contraint par la structure de groupe.

De manieére générale, les solutions analytiques sont difficiles & obtenir et il est souvent nécessaire
de résoudre le probleme en réalisant des approximations ou bien en utilisant des algorithmes
itératifs.

Dans la littérature, nombre de travaux se sont intéressés a la maniere de minimiser un critére
sur groupe de Lie par l'utilisation de méthodes numériques [65]. L'objectif des algorithmes
dédiés est de réaliser une mise a jour intrinséque des parametres tout en s’assurant que le
critére a minimiser décroit bien au cours des itérations. Ils sont classiquement basés sur un
calcul de direction de descente et construisent une suite d’itérés a partir d’une direction cal-
culée sur 'espace tangent et reprojetée sur le groupe a travers une rétraction [49].

x (1) Chemin
(x(l))—l x (1+1)

Calcul de la direction x(H‘l)

de descente a0
sur R™ ~ Mise'a jour
. ..par Exp/\ (6tt1)
s+1) & P PG ( )
Espace euclidien

isomorphe a ’algebre

Groupe de Lie G

FIGURE 2.6 — Représentation géométrique de la mise a jour d’un parametre par un algorithme
d’optimisation sur groupe de Lie.

Une premiere possibilité est de mettre & profit la structure de variété riemannienne du groupe
de Lie. La littérature sur ce sujet est riche [49]. Ainsi, des généralisations des algorithmes du
gradient, de Newton et de Gauss-Newton ont été proposées dans [66][67][68]. Ces algorithmes
trouvent initialement leur intérét dans le domaine du traitement du son, des images texturées
et des signaux biomédicaux ou les parametres inconnus présentent souvent des structures
spécifiques. A titre d’exemple, nous pouvons citer ’espace des matrices de covariance pouvant
caractériser un ensemble de données mesurées par un électroencéphalogramme [69].

Alternativement, il est possible de considérer des algorithmes dédiés aux groupes de Lie et
qui prennent en compte leurs propriétés géométriques. Les premiers travaux d’optimisation
dans ce contexte sont apparus dans la décennie 1990. Ils consistent a imposer que la solution
recherchée vérifie les contraintes du groupe en utilisant des multiplicateurs de Lagrange [70] .
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Par la suite, des algorithmes de type Newton intrinseque ont été développés, sur groupe de
Lie compact dans un premier temps [65], puis pour des groupes non compacts dans un second
temps [48][71]. Des approches de type Gauss-Newton ont plus récemment été proposées pour
des familles de fonctions cofit quadratique, dans un premier lieu, pour une application sur les
groupes de Lie SO(n) et Sim(n) [72][73], puis sur des groupes de Lie plus génériques [63].
Le développement d’algorithmes sur groupe de Lie a trouvé sa motivation initialement dans
le domaine de la séparation de sources [74]. En effet, les matrices & optimiser doivent souvent
respecter des contraintes d’orthogonalité et appartiennent au groupe de Lie SO(n) dans le cas
ou elles sont carrées. Plus récemment, les applications ou des contraintes géométriques doivent
atre vérifiées sont devenues nombreuses. A titre d’exemple, nous pouvons citer les domaines
de la vision par ordinateur, de la robotique ainsi que du médical. Dans ces exemples, il est
d’intérét de déterminer la pose d’une caméra ou d’un robot, ou encore le mouvement contraint
d’une bactérie [75][76]. Ils peuvent étre décrits comme des matrices appartenant aux groupes
de Lie SE(2) ou SE(3) et estimées & partir de capteurs fournissant des mesures d’orientation
et de translation.

Dans le cadre de nos travaux, nous désirons manipuler des groupes de Lie non compacts,
notamment le groupe de Lie SE(3). A cette fin, une attention particuliere est accordée aux
algorithmes de Newton et de Gauss-Newton. Les principes sont détaillés ci-dessous.

2.4.1.2 Algorithme de Newton sur groupe de Lie (LG-N)

Soit G un groupe de Lie non compact de dimension m et J : G — R une fonction continue et
différentiable a 'ordre deux, nous souhaitons déterminer le minimiseur de la fonction J :

X = argmin J(X) (2.83)
XeG

Le processus itératif de Newton [48] consiste & construire la suite d’itérés {XV},cy telle que :
X = XOExpp (80+D) (2.84)

ot 6!*1) € R™ peut étre calculée comme la quantité minimisant une approximation & 'ordre
deux de la fonction J a itération [. Plus précisément,

8+ = argmin J(XY Exp) () ) (2.85)
dcR™

ot J(XW ExpA(d) ) s'écrit

J(XO Expp(8) ) = J(XD) + (cR

T
J(X(,))) 6+50 HX) (2.86)

R
J(X®)

J en XU et dont les expressions ont été préalablement définies dans les équations (2.40) et

avec L et H(X(l)) correspondant respectivement aux dérivées d’ordre un et deux de

(2.57). Si la hessienne est inversible, nous pouvons en déduire que la solution & ce probleme
de minimisation s’écrit sous la forme :

§ = —EX) T L x0))- (2.87)
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Dans [48], il est prouvé que cette suite converge quadratiquement, sous certaines conditions
[71], vers un point critique p de J, vérifiant :

LY, =0 (2.88)

2.4.1.3 Algorithme de Gauss-Newton sur groupe de Lie (LG-GN)

L’algorithme de Gauss-Newton peut étre vu comme un cas particulier de 1’algorithme de
Newton lorsque le critere a minimiser s’écrit sous la forme d’une somme de fonctions au carré.
Cette méthode présente 'avantage de ne pas nécessiter le calcul de dérivées secondes.

Supposons une fonction J : G — R, continue et différentiable, définie selon la forme positive

suivante :

J(X) = [e(X)]15% (2.89)

ot G est de dimension m, € : G — R? (d > 1) est une fonction continue et différentiable, et
3’ est une matrice définie positive.

Nous cherchons a construire une suite d’itérés {X(l) }ien sous la méme forme que précédemment.

(I+1)

Par un développement limité a 'ordre 1 de g, la direction de descente & est également

calculée de maniere optimale et correspond & la solution du probléeme d’optimisation :

8+ = argmin [|e(XW) + JY 8|15 (2.90)
dcR™

()

ou J¢’ correspond a la matrice jacobienne a droite de € :

_ 9e(XWExpg(9) )
J. = 55 -~ (2.91)

Nous pouvons alors montrer par les opérations de dérivations usuelles qu’elle s’écrit :
o) = (310 21301 51051 (x 0, (2.92)

Tout comme ’algorithme de Newton, cette méthode converge sous certaines conditions [72]
vers un point critique de J.

2.4.2 Algorithmes de filtrage

2.4.2.1 Etat de l’art

Pour estimer des parametres dynamiques a partir d’observations arrivant séquentiellement,
il est nécessaire d’utiliser des algorithmes de filtrage récursif. Dans un cadre classique eu-
clidien, ces algorithmes s’inscrivent généralement dans un formalisme bayésien en intégrant
une information a priori sur les parametres. Ils fournissent des intervalles de confiance sur
les estimateurs obtenus. Lorsque les grandeurs d’intéréts évoluent sur groupe de Lie, il existe
également dans la littérature des méthodes de filtrage permettant d’intégrer dynamiquement
des contraintes a priori sur le groupe.
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Comme pour les algorithmes d’optimisation, les premiéres méthodes d’estimation récursive
ont été proposées sur variété riemannienne [48]. Elles ont été en particulier mises & profit dans
des problemes ol des matrices de covariances sont inconnues et ont besoin d’étre estimées
récursivement tout en conservant leur caractére semi-défini positif. Ainsi, un filtre particu-
laire sur variété riemannienne est développé dans [77] qui permet d’estimer un état évoluant
sur espace euclidien conjointement avec les matrices de covariance des bruits de modeles. 11
existe également des méthodes séquentielles permettant de prendre en compte les contraintes
d’orthogonalité des parametres dynamiques : a cette fin un filtre particulaire sur variété de
Stiefel est proposé dans [57].

Dans le cas spécifique des groupes de Lie, les travaux en filtrage sont plus nombreux en raison
de leurs vastes applications, que ce soit en vision par ordinateur, pour estimer récursivement la
pose d’une caméra ou d’un robot, ou en navigation inertielle, pour déterminer les orientations
locales d’'un mobile en déplacement. Des solutions algorithmiques généralisant les équations
classiques du filtre de Kalman ont notamment été proposées. L’objectif de ces méthodes est
ainsi d’approcher les modeles non-linéaires a ’aide d’un développement limité a I’ordre un sur
groupe de Lie afin d’obtenir des expressions analytiques et aisées a mettre en oeuvre.

Dans 'article fondateur [78], un filtre de Kalman est présenté. Il repose sur un modele d’état
directement défini sur groupe de Lie. Ce filtre est intrinséque au sens o1, a chaque instant, les
parametres estimés appartiennent au groupe. Nommé Invariant Kalman Filtering, il permet
d’estimer des parametres dont les modeles d’évolution respectent des propriétés d’invariance
et de symétrie. Il est a noter en particulier que les équations de ce filtre sont obtenues en mi-
nimisant une erreur d’estimation intrinseque et ne sont pas établies dans un cadre bayésien.
Ainsi, cet algorithme ne vise pas explicitement a calculer des distributions a posteriori. 1l a
en particulier prouvé son efficacité pour estimer les orientations locales d’un objet suivi par
un systeme radar [79].

Il existe également des filtres fondés sur un formalisme probabiliste bayésien. En particulier,
dans [63], un filtre de Kalman étendu ainsi qu’un filtre de Kalman étendu itéré sur groupe
de Lie (Extended Kalman Filtering et Iterated Extended Kalman Filtering) sont développés a
partir du des distributions gaussiennes concentrées, de maniere analogue aux FKE et FKEI
standards présentés au chapitre 1. Dans ce cadre, un filtre d’information sur groupe de Lie
est également décrit dans [80].

Des méthodes basées sur des transformées sans parfum ou sur des approches particulaires ont
finalement été proposées : en particulier, un filtre sans parfum sur groupe de Lie est décrit dans
[81] et un filtre particulaire intrinséque est mis en oeuvre dans [82], dans le cadre spécifique
du groupe de Lie SE(3).

Dans la suite du paragraphe, nous proposons de détailler les approches analytiques fondées
sur le filtre de Kalman, qui nous serviront de références pour la suite de nos travaux.

2.4.2.2 Filtre de Kalman invariant (IKF)

Soit G un groupe de Lie, et X(t) € G C R™ " la matrice contenant ’ensemble des parameétres
a estimer a l'instant ¢ qui est supposée satisfaire le modele d’évolution suivant :

‘Ddct(t) = £(X(t) + X(H) W(t) (2.93)
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ot f; : G — Tx(;)G est une fonction non linéaire de X(t) et W(t) est une matrice de bruit
aléatoire appartenant a T1G. 1l est également requis que la fonction f; vérifie la propriété
d’invariance suivante :

f,(AB)=Af,(B)—Bf(A) + f,(I)B, V(A,B) € G x G. (2.94)

Supposons qu’'une observation euclidienne y; € R"™ soit disponible a 'instant de mesure g,
sous la forme linéaire suivante :

vk = X(tk) di + ng (2.95)

ou di € R" est un vecteur connu représentant une entrée du modele et ny est un bruit blanc
gaussien.
L’objectif de 'IKF' est d’estimer récursivement X; = X(¢;) a partir des 'ensemble des ob-
servations de l'instant initial & Uinstant courant {yi,...,yx}. Pour y parvenir, l'algorithme
procede en deux étapes :
— D’étape de prédiction consiste a déterminer, a chaque instant ¢, 1’état X(t)* vérifiant
I’équation différentielle suivante :

dX()~ oo
o = (X)) (2.96)

sous la condition initiale X(tk_l) = Xk71|k71‘
— A linstant de mesure t;, I’étape de correction fournit I’état estimé Xk‘ L, €n supposant
qu'il s’écrit en fonction de I'état prédit Xy, = X(tx)~ sous la forme :

Xk|k = Xk\k—l Expg | Kk X,;é_l yi — dg (2.97)
N—

Vecteur d’innovation

avec K une matrice de gain pouvant étre déterminée grace a I'équation de Riccati
[83]. Celle-ci est fondée sur 1’étude de la propagation au fil des itérations des erreurs
d’estimation dans ’algebre de Lie. Soit la matrice d’erreur intrinseque d gauche entre
I’état réel et I’estimé recherché définie par :

e = X5 Xl (2.98)

D’apres ’équation précédente, il est possible de montrer que :
—1 R
77£|k = 77£|k—1 Expgy (Kk ((77£|k1> dy —di + X;‘iil nk>) (2.99)

ou nﬁ‘ w1 ©st la matrice d’erreur de prédiction X,;l Xk‘k_l. En utilisant le fait que

né‘ w1 est suffisamment petit, il est ensuite possible d’écrire que :

M1 = Expi(erp—1) (2.100)
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Pareillement, en notant nﬁ = Expg(ek‘ &) , il s’ensuit que :

1 ~
€rlk ~ €pr—1 + Ki <(n£k_1) dp —di + X,;‘}C_l nk) . (2.101)

Une linéarisation a ’ordre un de (77£| k_1> sous la forme :

(ngl,H)‘l ~ T+ [egp1] (2.102)
fournit alors que :
exre ~ €1 + K (— [er_1]p di + Xh1 %) (2.103)
Par conséquent, I’équation de propagation de I'erreur s’écrit :
Erlk =~ €xp—1 + Ki (— [€k|k—1]g dy + X;;ﬁg_l ny) (2.104)

et la matrice de covariance de l'erreur peut alors étre calculée, conjointement avec le gain,
selon I’équation de Riccati.

2.4.2.3 Filtre de Kalman sur groupe de Lie : approche bayésienne

Les filtres de Kalman sur groupe de Lie proposés dans [63] et [84] se fondent sur une ap-
proche bayésienne, de maniére analogue au FKFE classique. Plus précisément, ’objectif de ces
méthodes est d’obtenir une expression récursive de la distribution a posteriori des parametres
d’intérét en 'approchant par une distribution gaussienne concentrée. Elles s’appliquent & une
large classe de modeles et sont adaptées pour des observations prenant leurs valeurs sur un
groupe de Lie.

Tout comme dans le cas classique euclidien, nous pouvons en différencier deux principales :

— Le filtre de Kalman étendu sur groupe de Lie (LG-FKEFE), approchant la distribution a
posteriori en linéarisant les modeles au premier ordre.

— Le filtre de Kalman étendu itéré (LG-FKEI) pour lequel les parametres de la distribu-
tion gaussienne concentrée sont obtenus par résolution d’un probleme d’optimisation
sur groupe de Lie.

Contrairement a I'IKF, ces algorithmes sont formulés a temps discret.

e Filtre de Kalman étendu sur groupe de Lie

Considérons une matrice aléatoire Xy évoluant au cours du temps sur un groupe de Lie G de
dimension m. De plus, considérons une observation Zj appartenant & un groupe de Lie G de
dimension m/’.

Le LG-FKE se fonde sur les modeles dynamiques et d’observation suivants :

Xy = X1 Expg (Q(Xp-1) + Vi), vi ~ N(0,Qp) (2.105)

Zj, = hy(Xy) Expg(ng) , ng ~N(0,Ry) (2.106)
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ol :G = R™et hy, : G — G sont deux fonctions différentiables et potentiellement non
linéaires.

L’objectif est d’approcher récursivement la distribution a posteriori p(Xy|Zy.;) & chaque ins-
tant k par une distribution gaussienne concentrée sous la forme :

P(Xk|Zk) ~ NEXy; Xk|ka Pk) (2.107)

Par conséquent, ce probléme revient a déterminer récursivement les parametres {Xk‘ i Prji}-
Il est a noter qu’il est également possible de décrire cet algorithme par 1'utilisation d’une
distribution gaussienne d droite. Par souci de cohérence, nous garderons par la suite le forma-
lisme a gauche.

Au méme titre que le FKFE, le LG-FKFE procede classiquement en deux étapes :

— 1’étape de prédiction consiste & approcher la distribution prédite par la distribution
NEXy; Xk|k_1, Pjjx—1) construite a partir de la distribution précédente
NEXy; Xk—1|k—1a Pj_1jk—1) et du modele d’évolution (2.105).

Le moment du premier ordre Xy, est déterminé en propageant I'état précédent selon le

modele d’évolution non bruité :
Xiho1 = Xp_1j5-1 ExpS(QXp_15-1) ) (2.108)

Le moment du second ordre Py;_; est mis a jour en mettant a profit la relation liant les
erreurs précédente et prédite, projetées sur ’espace vectoriel isomorphe a 'algebre. Ces deux
erreurs s’écrivent respectivement :

€k—1|k—1 = Logé(Xg_ll‘k_l X) (2.109)

exi—1 = Logl (X _y Xi) (2.110)

En utilisant la premiere formule BCH (2.33), il est montré qu’elles sont liées par la formule

suivante :
€rk—1 = Fr€p_1jki—1 + b <_Q(Xk—1\k:—1)) Vi, + O (IIVil?, l€k—1pe-11%) (2.111)
ou :
Fi = Ade(Expy(QU—Xg_1jp-1) ) + ¢a(Q=Xg_1j4-1)) Ck, (2.112)
C, — aﬁ(xk—uk(;(lsEXP/é((s) ) (2.113)
5=0

Comme Py;,_; correspond a la matrice de covariance de €g;_1, nous obtenons, en négligeant
les termes d’ordre supérieur a deux :

T 3 3 T
Pup—1 =FrPr1p1 Fiy + oo (—2UXp15-1)) Qk P (—2X—1j5-1)) (2.114)
— L’étape de mise a jour consiste a approcher la distribution a posteriori a partir de

I’approximation de la distribution prédite. Pour y parvenir, une mise a jour de I’erreur
sur ’algebre de Lie est obtenue par linéarisation a ’ordre un du modele d’observation.
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Apres projection sur l'espace euclidien localement isomorphe & 'algebre de Lie de (2.106), il
vient que :
z,, = Hy, €klk—1 + ng (2.115)

avec

OLogl (hy, (X1 Exp(8) )~ Z
— 0g ¢ (he (X 315 xpg(6) )™ Zy) (2.116)

7, = Logy (hi (Xype—1) ' Zi,) (2.117)

En mettant & profit le fait que p(Zp|€p—1,%1,.-.,2Zr—1) = N(Zp; Hyp €p—1, Ri) et que

plep—11Z1, .-, Z—1) = N(ekm,l; 0, Py—1), nous pouvons en déduire que :
Pekje-11Z1, - . Z) = N(€gjp—1; My, Py ) (2.118)
avec :
Kp = Py H (Hy Py H +Ry) ™! (2.119)
my, = Kj 2, (2.120)
wre = (T— Kp Hy) Pryy (2.121)

Afin d’obtenir 'approximation gaussienne concentrée désirée, il est nécessaire de reparamétriser
I’erreur afin qu’elle soit centrée. En effet, a cette étape du raisonnement, 1’état vrai et ’état

estimé sont reliés comme suit :
X = X1 Expgy (€gjp—1) (2.122)

OU €1 est a moyenne non nulle. En se servant du fait que, €1 = My; + €xx OU €y est
un vecteur aléatoire gaussien centré, il est possible d’écrire que :

X = Xpu Exp(egr)  avec e ~ N (0, Pyy) (2.123)

ou :
X = Xpj—1 Expg (my) | (2.124)
Pyje = ¢g(—my) Py Bo(—my) " (2.125)

Comme €, est centrée, nous en déduisons que :

P(X| Ziak) = N& (Xis Xy Prji)- (2.126)

o Filtre de Kalman étendu itéré

Tout comme le LG-FKE, cet algorithme se fonde sur une approximation gaussienne concentrée
de la distribution a posteriori. Néanmoins, la linéarisation des modeles s’effectue de maniere
itérative en reformulant les deux étapes de I'algorithme comme deux problémes d’optimisation
selon le méme principe que le FKEI standard détaillé dans le chapitre 1.
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Ainsi, a chaque étape, un critére d’optimisation est défini et minimisé, revenant a déterminer
le maximiseur des distributions a posteriori. En mettant a profit que les critéres s’écrivent
comme la norme d’une fonction vectorielle, il est possible de les optimiser en appliquant un
algorithme de Gauss-Newton, tel que décrit dans la sous-section (2.4.1). La solution obtenue
peut alors étre utilisée afin d’approcher le moment d’ordre deux selon une méthode de Gauss-
Laplace sur groupe de Lie.

Pour développer les équations de I’algorithme, le modele d’évolution est supposé s’écrire sous

la forme suivante :
Xy = f(Xp_1) Exp(vi)  avec vy ~ N(0,Qy) (2.127)

et le modele d’observation vérifie I’équation (2.106).
L’algorithme comporte a chaque instant les deux étapes classiques d’un filtre.

— L’objectif de I'étape de prédiction est d’approcher la distribution prédite p (Xx|Z1.5-1),
par une loi gaussienne concentrée notée ./\/'é/(Xk; X,ﬂk,l, Pk|k,1).

Suivant [63] et [85], cela est équivalent & approcher p(Xy, Xi_1|Z1.x—1) par une distribution
gaussienne concentrée puis a marginaliser selon X;_1. Le moment d’ordre un de cette distri-
bution jointe, assimilé a son maximiseur, est calculé en minimisant le critére suivant :

(Xt Xi1jer} = argmin |Logli (£:(%) ' X)
X, X

N -1 .
Log <<Xk—1|k—1) X)

ou Xjp_1jx—1 €t Pg_qjr_1 sont les parametres de la distribution a posteriori estimée a I'instant

b
Qp
2
, (2.128)

Pr 1jk—1

+!

précédent p(Xp_1]z1:4-1) = NE(Xi-1; Xp_1jp—1, Pro1js-1)-

La solution XL” p_q est triviale et est égale a 1'état estimé précédent Xk;—u b1

*
k|k—1

I’équation dynamique privée de bruit :

Concernant X il peut étre obtenu en propageant l'état estimé précédent a travers

X}Z\kq = fk(Xk—uk—l)- (2.129)

Il est utilisé comme premier parametre de la distribution prédite : Xkl b_1 = X’é' b1

Une approximation de Gauss-Laplace sur groupe de Lie de la distribution jointe, comme
expliqué en annexe (B.3.2.1), permet d’obtenir une approximation de sa matrice de covariance.
Il est alors possible de montrer qu’elle s’écrit sous la forme suivante :

T —1

P; = DI (2.130)
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ou Fj, correspond a la matrice jacobienne a droite de fi, calculée en Xk_” s—1 et obtenue selon
I’équation (2.38) :

P, 0 (Logé(fk(xk1|k1));;fk(xk1k1 Expg(9))) (2.131)

5, = Q o (2.132)

0 Pr 1jk-1

La matrice de covariance de la distribution prédite est alors obtenue en conservant le bloc
gauche-haut de P7. Nous en déduisons :

Pip1=FrPr_ip1 Fy +Q (2.133)

— L’étape de correction permet de déterminer une approximation de la distribution a
posteriori fournie par :

P(Xk|Zok) ~ NEXy; Xk|ka Pk) (2.134)

Xk‘ & est & nouveau obtenu en calculant le maximiseur de p(Xg|Z1.x), puis une approximation
de Gauss-Laplace est effectuée pour en déduire Py
Le critére d’optimisation est déterminé en utilisant la régle de Bayes. En effet, nous avons :

P(Z | Xy) p(X|Z1:1—1)

P(Xy|Zy.g) = D Za\Zrr) (2.135)
L’anti-logarithme de p(Xy|Z1.;) peut alors s’écrire :
2 . -1 2
— 2 logp(Xk|Z1x) = C + HLogé/ ((hk(Xk))il Zk)‘ g, T ‘ Log(; <<Xk|k—1> Xk) .
(2.136)

ou C' € R est une constante.
Par conséquent, le parametre Xy, est obtenu en résolvant le probleme d’optimisation suivant :

Log; ((Xk|k1) - X>

grace a l'algorithme de Gauss-Newton sur groupe de Lie. Comme expliqué dans la partie

2

Xk = argmin [Logdy ((hi(X)) ™" Zy) H;k + ‘ o (2.137)

Prir—1

(2.4.1.3), a chaque itération [ de lalgorithme, la mise a jour de I’état Xg) s’écrit :
XD = XD Expp(60+D) (2.138)
avec 60D calculée selon équation (2.92) :
sU+D — (J(Z)ngl J(l))_1 JOT s le (X](Cl)) (2.139)
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dans laquelle :

Ry 0
3. = )
0 Prr_1
T 5 -
50 0 (Logé/ <hk(Xg) Expg(6) )*1Zk>> o <Logé ((Xklk—l) Xl(v) Exp(6) ))

00 ’ 00

6=0
e(x{) = [Logg, ((hk(xg)))_l zk>

, ul
, Log¢, <<Xk|k1) X;i”) ] :

Il est intéressant de remarquer que chaque itération de cette procédure d’optimisation revient

T

a réaliser une mise a jour de I’état & la fagon d’un filtre de Kalman étendu mais en utilisant
a chaque fois un nouveau point de linéarisation, raffinant ainsi I’approximation de I’équation

)

: , 5 ., L) N
d’observation. Par conséquent, Xy, est estimée par la valeur de X,(€ ou L correspond a la

dernieére itération de 'algorithme de Gauss-Newton.
En réalisant un développement limité a 'ordre un de e (Xj) en Xk, il est obtenu 'approxi-
mation suivante de la distribution a posteriori

. -1 2
Logg (Xk\k) Xk ;
2(HL))—1

avec H(M) = (J LTy -1] (L)). Par identification avec l’expression d’une distribution gaus-

1
P (Xg|Zy.k) o< exp <—2 '

sienne concentrée, le parameétre de covariance est alors donné par :
Py, =2 (HP)L
Par conséquent, I’approximation gaussienne concentrée s’écrit finalement :

P(Xk|Za) ~ NE(Xp; X 2 (HD) 1), (2.140)

2.5 Conclusions du chapitre

Dans ce chapitre, les principales notions théoriques et algorithmiques sur les groupes de Lie
nécessaires pour introduire les contributions de ce travail de these ont été présentées. Nous
nous sommes ainsi attachés a présenter les différents concepts avec le niveau suffisant de détails
pour pouvoir les manipuler rigoureusement sans trop alourdir la lecture.

En effet, les notions introduites sont d’intérét majeur car elles vont nous servir de références
dans le chapitre suivant, pour proposer un modele ainsi que deux algorithmes sur groupe de
Lie permettant de caractériser et de pister un amas de débris spatiaux.

Par ailleurs, les éléments d’intégration et de dérivation vont nous permettre par la suite de
proposer une borne de Cramér-Rao bayésienne sur groupe de Lie.
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Chapitre 3

Modeles et algorithmes sur groupe
de Lie pour le pistage d’un amas de

débris spatiaux
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Dans ce chapitre, nous nous appuyons sur les concepts introduits dans le chapitre 2 pour
proposer une modélisation des amas de débris spatiaux adaptée a leur dispersion observée
en chapitre 1. Plus précisément, nous les considérons comme des objets étendus de forme
incurvée qui peuvent étre efficacement décrits par des parametres définis sur des groupes de
Lie. A partir de cette représentation, deux algorithmes sont développés pour estimer dans un
contexte statique puis dynamique les caractéristiques d’un amas.

— Le premier algorithme que nous proposons est de type statique : son objectif est d’es-
timer a un instant donné la forme et la position du centroide de I'amas. Il est fondé
sur une méthode d’optimisation de type Newton sur groupe de Lie.

— Le deuxieme met a profit des modeles d’évolution de ces parametres au cours du temps
pour réaliser un pistage de 'amas. La mise a jour récursive des estimations peut étre
décrite comme une variante de 'algorithme LG-FKEIL
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Le chapitre est organisé de la maniéere suivante :

— premierement, en s’inspirant des méthodes de pistage d’objets étendus de 1’état de
I’art, nous proposons de définir des modeles de dispersion de ’amas et d’observation,
prenant en compte sa configuration géométrique a travers une représentation sur le
groupe de Lie SE(3).

— Ensuite, les algorithmes d’estimation et de pistage proposés et fondés sur ce modeéle
sont présentés et détaillés.

— Dans une derniere partie, ces algorithmes sont testés et validés sur deux scénarios
permettant de simuler I’évolution d’un amas de débris. Le premier est directement
fondé sur les modeles proposés alors que le second repose sur un modele physique et
permet de s’assurer de la pertinence de ces derniers.

3.1 Modélisation de ’amas comme une cible étendue sur groupe

de Lie

3.1.1 Démarche proposée

Pour pister un amas de débris, nous proposons d’adapter les méthodes de cibles étendues de
facon a prendre en compte sa forme géométrique. En effet, dans notre contexte d’applica-
tion, les différents morceaux de débris sont proches entre eux et de nombre importants, par
conséquent, une approche multi-cibles, par exemple fondée sur les ensembles finis aléatoires
[86], ne serait pas pertinente. Bien qu’il soit ellipsoidal & l'issue de sa formation, il tend a
s’incurver progressivement au cours du temps. La figure 3.1 illustre ce phénomene mis en
évidence dans le chapitre 1. Ainsi, de maniere similaire a 'approche fondée sur les matrices
aléatoires, nous supposons que 1’étendue de I’amas est paramétrisée par une matrice de cova-
riance représentant la dispersion des réflecteurs en son sein.

= 10°
10 + Amas de débris
Trajectoire du centroide
8
6
4
— 2
g 0
5
M B
-4
-6
-8
-5
«10° ol I '
Y-axis(m) 5 0.5 -1 -1.5

- 05
—axis(im) w107

FIGURE 3.1 — Trajectoire d’'un amas de débris se courbant sous l’effet de la force de gravita-
tion. L’amas est représenté toutes les 2000 secondes.

Néanmoins, contrairement a cette méthode, modéliser la distribution des débris par une loi
gaussienne, ou un mélange de lois gaussienne n’apparait pas une approche pertinente. Dans
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le premier cas, la courbure de ’amas ne serait pas prise en compte, et dans le second cas,
le nombre de parametres a estimer serait conséquent et se poserait la question du choix de
I'ordre.
Une contribution de cette these est de proposer un modeéle aléatoire de I’amas intrinsequement
adapté a sa forme et dépendant d’un nombre réduit de parametres. Il est fondé sur I'obser-
vation que la répartition spatiale des débris est similaire a celle d’un ensemble d’échantillons
statistiques obtenus sur le groupe de Lie SE(3).
Contrairement aux approches classiques, nous proposons ainsi de définir un modele de cible
étendue de type matrice aléatoire sur SE(3) permettant de prendre en compte :

— la géométrie de la forme, en particulier par la définition de son étendue & travers une

matrice de covariance intrinseque sur SFE(3) et d’un centroide géométrique.
— la répartition des observations capteurs dans cette forme spécifique.

3.1.2 Modele de dispersion des réflecteurs

Afin de modéliser la dispersion des réflecteurs au sein de ’amas, nous proposons de nous
appuyer sur le formalisme des distributions gaussiennes concentrées. En effet, comme observé
dans le chapitre 2, les échantillons issus de ce type de distribution forment, apres projection
sur R3, un nuage de points courbé et de forme similaire & celles observées sur la figure 3.1.

Repere local

attaché au centroide
Enveloppe

de 'amas

Centroide

°
Débris
o

Repeére
terrestre

FIGURE 3.2 — Modélisation géométrique de ’amas de débris.

A un instant k£ donné, les objets a 'intérieur de I’amas ne sont pas tous détectés par le capteur
radar : seuls nj d’entre eux réfléchissent fortement le signal radar. L’idée clé de notre approche
est que ces derniers, appelés réflecteurs, peuvent étre étre obtenus de la maniére suivante :

Epi ~ Néps) (LSk), Vie{l,...,n} soit (3.1)
Ey; = Exng@)(ek,i) avec €;,; ~ N (0,S) (3.2)
ou la matrice de covariance S;. est une matrice de forme qui détermine la courbure et ’étendue
de la dispersion des débris. Elle joue un roéle crucial dans la caractérisation de I’amas.
Les positions des réflecteurs dans un repere local B attaché a I’amas correspondent alors a la

partie translation des {Ej;}*, : nous les notons {px; 5},
Afin de prendre en compte la dynamique de ’amas, ce dernier doit étre modélisé dans un
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repere terrestre 1. En appliquant les formules de changement de repére, nous obtenons :

PriT = RrBiPrip +pPr Vi {l,...,n} (3.3)

ou le couple {Ryp i, pxr} définit les parametres du centroide. Ainsi, Rrp ) est la matrice de
rotation entre le repere terrestre et le repere local et py a sa position dans le repeére T
Ce modele peut alors se réécrire de maniére compacte sur le groupe de Lie SE(3) sous la

forme :
Zk,i = MkEkﬂ' Vi € {1, ey nk} (34)
et :
Rrer Pr
M, = (3.5)
0 1
Ri; Prir
Zy,; = (3.6)
0 1
ou Ry ; correspond a la matrice de rotation du i*me réflecteur. I convient de noter qu’elle

n’est pas directement observable et n’a pas nécessairement de sens physique. Il s’agit ici d’une

variable latente qui nous sert a construire notre modele.

3.1.3 Modele d’observation

Le systéme d’observation, un radar dans notre étude, fournit uniquement des mesures relatives
a la position des débris. En prenant en compte 'incertitude sur chaque mesure, le modele
d’observation des réflecteurs peut alors s’écrire :

2 = I(Zy;) + 0y (3.7)
ot II est une fonction allant de SE(3) & R? et ny; est le bruit de mesure associé au m®
réflecteur : il est supposé centré gaussien et de matrice de covariance Uy.

— Dans le cas oll nous supposons que les mesures {zj ; };*; sont en coordonnées cartésiennes,
alors II est une fonction permettant de conserver la partie translation de Zj ; égale a
Pk,i,T-

— Si des mesures radar de distance et d’angles sont disponibles, alors I s’écrit comme la
composition de deux transformations permettant de successivement :

e convertir les coordonnées des réflecteurs dans le repere local du radar a travers une
matrice de changement de repere,

e transformer les positions cartésiennes en coordonnées sphériques telles que définies
par les équations (1.24), (1.25) et (1.26).
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L Rotation des échantillons
- s dans le repere T'
N + translation

'~
Approximation
gaussienne concentrée
: repere B

Forme vraie

Centroide
géométrique py

°
Réflecteurs py ;
o
Approximation
gaussienne concentrée

: repere T’ , Tran_sformation
7+ bruit de mesure

Systéme

.

.

¢ Mesures {zy; }
d’observation { kﬂ}zzl

N

FiGURE 3.3 — Représentation géométrique du modele proposé : la multiplication a gauche
permet de transporter les réflecteurs sur une forme courbée approchant la forme vraie.

3.1.4 Illustrations du modeéle

Le modeéle proposé est illustré a travers la génération de deux ensembles
d’échantillons.

Premiérement, nous avons simulé un ensemble d’échantillons {Z;}¥ |, avec N = 2000, selon
notre modele en considérant une multiplication d gauche égale a I’identité. Ensuite, nous avons
pu isoler les échantillons en positions en conservant les composantes de translation de SE(3),
puis les représenter en rouge sur la figure (3.4). Nous observons qu’ils sont géométriquement
centrés en 0, ce qui est consistant avec le modéle puisque ce point correspond au centroide
géométrique du nuage de points ainsi généré.

Nous avons également obtenu de nouveaux échantillons {Zz}fil en multipliant chaque Z;
obtenu précédemment par la matrice :

.
s
Expio (|7:0.0]) [500 500 500]

0 1

(3.8)

Cette opération implique que chaque échantillon rouge sur la figure (3.4) subit une rotation
T
d’angle — selon l'axe des z suivie d’une translation de 500 m selon chaque axe. L’ensemble

résultant de ces transformations est représenté par les échantillons bleus également sur la
figure (3.4).
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FIGURE 3.4 — Exemples de formes générées selon le modele (3.7).

Dans un second temps, nous avons généré un nuage de points présentant les caractéristiques
d’un amas de débris spatiaux. A ce titre, nous avons considéré une matrice de covariance de
forme fournissant une étendue spatiale, réaliste et cohérente avec celle observée sur la figure
d’expansion de I'amas. Par conséquent, le paramétre d’étendue de la matrice de covariance
S}, a été fixé & un ordre proche de 105m. Le modele d’observation (3.7) nous a ainsi permis de
générer 10 réflecteurs bruités avec une matrice de covariance de bruit Uy, prise égale a 103 I5.
Ils sont représentés sur la figure 3.5 de méme que I'enveloppe de I'amas.

x10°
Forme
27 e Réflecteurs
1.8+ @ Position du centroide
. ——=Repere B
1.6 -
=14~
N 1.2
o
]
< 1
0.8 4
0.6 4
5
04 —
10
” 1 - x10°
f : 27 15 ,
10 Axe Y (m) Axe X (m)

FIGURE 3.5 — Dispersion des réflecteurs générés selon les modeles (3.4) et (3.7).

3.1.5 Probléme d’estimation considéré

Selon notre modele, la dispersion des réflecteurs est donc décrite par deux parameétres incon-
nus :

87



Chapitre 3. Modeles et algorithmes sur groupe de Lie pour le pistage d’'un amas de débris
spatiaux

— la matrice :

R p
M, = | 0P PR e sE@3) (3.9)

0 1

décrivant le centroide inconnu.
— la matrice S; paramétrisant la forme inconnue et appartenant a ’ensemble des matrices

symétriques définies positives.
Pour caractériser I’amas de débris, nous définissons donc un probléme inverse ot les inconnus
sont concaténés dans la matrice Ay = blkdiag (My, Sg).
Nous constatons premierement que l’espace des matrices symétriques définies positives n’est
pas un groupe de Lie mais admet néanmoins une structure naturelle de variété riemannienne.
Ainsi, il pourrait étre possible de réaliser ’estimation de S; conjointement avec celle My en
utilisant des algorithmes d’estimation dédiés puisque SE(3) est une variété riemannienne.
Néanmoins, cette approche n’est pas consistante avec le modele proposé : en particulier la
forme caractéristique que nous pouvons générer est due a la géométrie de SFE(3) en tant que
groupe et non en tant que variété.
Pour pallier ce probleme, nous proposons de “contraindre” S a s’écrire comme un ensemble
d’éléments sur groupe de Lie afin de proposer un formalisme unifié d’estimation.
Une solution est alors de décomposer S sur une base de vecteurs propres selon la forme :

S: = P] D, P;. (3.10)

Selon cette décomposition, Py est une matrice vérifiant les propriété suivantes :

{ Py =1 (3.11)
PP/ =1 (3.12)

et est donc un élément du groupe de Lie SO(6).
Concernant Dy, ses propriétés impliquent qu’elle vit sur I’ensemble des matrices diagonales a
valeurs positives Dg(R™*) :

dq
Dg(R™) =({D = Vie{l,...6},d; >0 (3.13)

de

Cet ensemble est en bijection avec ’espace produit (R+*)6 = R™ x ... x R™ qui est un
groupe de Lie comme nous ’avons énoncé dans le chapitre 2. Par conséquent, Dg(R™*) en est
également un et il admet en particulier la propriété de commutativité.

Ainsi, le probleme d’estimation de Aj peut se réécrire globalement comme un probleme
d’inférence sur le groupe de Lie produit G = SFE(3) x SO(6) x Dg(R™) ou la variable a
estimer s’écrit :

Xk = blkdiag(Mk,Pk,Dk) (3.14)
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3.2 Estimation statique des parametres de ’amas

Dans un premier temps, nous nous intéressons a estimer les parametres d’un amas, c’est-a-dire
sa position et sa forme, & un instant donné, a partir des mesures capteur. A cette fin, nous
définissons un algorithme d’optimisation.
Le choix de travailler premierement dans un contexte statique est lié a deux arguments :
— il permet d’introduire des concepts et résultats qui seront réinvestis dans l'algorithme
de pistage,
— de plus, il présente un intérét théorique a travers la borne de Cramér-Rao sur groupe
de Lie que nous proposerons dans un contexte statique dans le chapitre 4.
Par conséquent, dans la section explicative de cet algorithme, I’indice k est omis de sorte que
I'ensemble des variables {S, Xy, My, Py, Dy, Uy, Zy;, 214, ni} est remplacé par I’ensemble
{S, X, M, P,D, U, Z;, z;, n}.
Pour estimer ’ensemble des parametres de ’amas, nous mettons un oeuvre un algorithme de
type Newton - Gauss-Newton qui est une variante des algorithmes proposés par [72], dont
nous détaillons le principe ci-dessous.

3.2.1 Estimateur a posteriori

Comume les variables paramétrisant I’amas sont définies sur des groupes de Lie, nous proposons
de réaliser leur estimation dans un contexte bayésien permettant d’intégrer une contrainte a
priori sur chacune d’entre elles.

Notre objectif est ainsi de déterminer la distribution a posteriori de X dont nous aimerions
extraire un estimateur. Déterminer ’espérance de cette distribution est un probleme délicat
puisque cette quantité n’est pas définie de maniere triviale comme sur un espace euclidien.
Comme nous 'avons vu dans le chapitre 2, elle est fondée sur une distance sur SE(3). Alter-
nativement, nous proposons de chercher un estimateur de type maximum a posteriori :

X = argmax p(X|z), (3.15)
XeG
ou z = {z;}]",. Dans le modele proposé, un aspect important a prendre a compte est la

présence des variables Z = {Z;} , appartenant a SE(3) x ... x SE(3) = SE(3)" qui in-

n produits direct de SE(3)
terviennent dans le modele direct. Elles n’ont pas de sens physique et servent uniquement a

définir proprement la représentation sur groupe de Lie. Ce sont donc des variables de nui-
sances car elles “interférent” entre les observations et les inconnues. Par conséquent, obtenir
la distribution de p(X]z) nécessite le calcul de la vraisemblance marginalisée p(z|X) de la
maniere suivante :

p(z|X) = p(2|Z) p(Z|X) psp()n (dZ) (3.16)
ZeSE(3)"

oll figp(3)» est une mesure de Haar sur SE(3)".

89



Chapitre 3. Modeles et algorithmes sur groupe de Lie pour le pistage d’'un amas de débris

spatiaux
@} Observations

[ 7\ Variables
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FIGURE 3.6 — Représentation hiérarchique du probleme d’estimation

L’intégrale (3.16) n’est pas calculable analytiquement et difficilement approchable par une
distribution paramétrique. Pour pallier ce probléme, nous proposons d’estimer ces variables
au méme titre que nos parametres d’intéréts et de considérer I’ensemble des variables inconnues
sous la forme X# = blkdiag(M, P, D, Z) appartenant au groupe de Lie produit GZ = SF(3) x
SO(6) x Dg(R™™) x SE(3)"™ de dimension my. Plus précisément, nous cherchons a déterminer
un maximiseur de la distribution a posteriori p(X#|z) noté :

X% = argmax p(X%|z), (3.17)
XZecGZ

L’expression peut alors s’écrire de maniere plus détaillée, en utilisant la régle de Bayes.
En effet, par indépendance conditionnelle des {z;}} ; et des {Z;}! ; et selon le modele
hiérarchique illustré en 3.6, nous pouvons montrer que :

p(X%|z) <Hp (2i|Zs) p -]M,P,D)) p(M,P,D) . (3.18)
N —’

termes a priori

Détaillons a présent chacun de ces termes.

3.2.1.1 Expression de la vraisemblance

D’apres le modele (3.4), les variables {Z;}!" ;, conditionnellement & M et S, sont distribuées
sous une loi gaussienne concentrée & gauche, soit :

P(Zi[M, S) = Ny o) (Zi: ML S). (3.19)

En mettant & profit ’équation (3.10), cette distribution peut se réécrire, au voisinage du
maximum a posteriori, en fonction de M, P et D :

1 1 _
p(Z;/M, P, D) = T D exp (—2 ||Logg s (M~ zi)ui,TDP) , (3.20)
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ou m = 6. Les {Z;}} , étant supposés mutuellement indépendants conditionnellement aux
variables inconnues, la distribution de Z|M, P, D s’écrit :

n
p(ZIM,P,D) = [[ p(Z:/M, P, D) (3.21)
i=1
_ 1 1 S Vv -1 2
— = exp —QE;HLogSE(?))(M Z)|hpp |, (3.22)
1=

6
(2m)mn (H d;)
7j=1

ou les {dj}?zl correspondent aux composantes diagonales de D. Ce sont donc des variables
inconnues qui sont a estimer.

Concernant la vraisemblance des mesures {z;}!" ;, nous en déduisons d’apres I’équation (3.7)
qu'il s’agit d’une loi gaussienne multivariée sur R3, soit :

p(Zi’M,P,D,ZZ‘) :N(Zi;H(Zi),U) (3.23)
1
X exp <—2 ||z — H(ZJH%) . (3.24)
De la méme fagon, comme les z = {z;}_; sont mutuellement indépendants conditionnellement
a Z, il vient que :
n

p(2|Z) = [ [ p(=:|Z:) (3.25)

i=1

 exp (—; > Iz — H(&-)H%) : (3.26)
=1

3.2.1.2 Expression des a priori

Il reste a définir les lois a priori des parametres inconnus qui sont tous définis sur des
groupes de Lie. Nous choisissons de facon générique de les représenter par des lois gaus-
siennes concentrées sur leurs ensembles de définition respectifs. Ainsi, la méthode d’estimation
développée dans le cas statique se transposera simplement au cas dynamique.

Nous supposons que M, P et D sont indépendants, par conséquent :

p(M, P, D) = p(M) p(P) p(D). (3.27)

Nous choisissons donc une loi a priori gaussienne concentrée sur SO(6) pour P ainsi qu'une
loi gaussienne concentrée sur Dg(R1*) pour D :

{p(P) = Né/O(ﬁ)(P; Kp, Qp) (3.28)
p(D) :N1%6(R+*)(D§ND7QD)' (3.29)

Il est & noter que la distribution gaussienne concentrée sur Dg(R1*) peut étre vue comme une
généralisation de la loi log-normale sur ((R™*) x).
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Concernant le paramétre M, nous décrivons son incertitude a priori également par une dis-
tribution gaussienne concentrée sur SE(3) :

P(M) = Ny (M pag, Qua)- (3.30)

3.2.2 Calcul de ’estimateur par un algorithme d’optimisation

Afin de maximiser p(X?#|z), nous proposons de nous intéresser & la minimisation de son anti-
logarithme — logp(X#|z), de la méme maniére que illustré dans [28]. Par conséquent, nous
définissons la fonction de minimisation suivante :

J(X?) = =2 log p(X?|z) (3.31)
et nous cherchons désormais a résoudre le probleme d’optimisation suivant :

XZ = a;zgng? J(X%). (3.32)
S

Nous constatons alors que le critere J admet une structure particuliere.
e Premieérement, nous constatons que le logarithme de la distribution (3.20) peut s’écrire
comme un terme quadratique dépendant de M, P et D. En effet, nous avons :

Log¥ sy (M ' Z) b pp = D™/ P Logl (M1 Z) ||? (3.33)

Ainsi, cette écriture se préte bien a la mise en place d’un algorithme d’optimisation de
type Gauss-Newton.

e De plus, de par la présence des composantes diagonales de D en facteur dans (3.22), la
log-vraisemblance des mesures ne peut s’écrire comme une norme vectorielle au carré
contrairement aux autres termes intervenant dans J.

Par conséquent, nous pouvons le décomposer de la maniére suivante :

J(X%) = Jng(D) + J,M,P,D,Z) |, (3.34)
N — R ——

Partie non quadratique  Partie norme vectorielle
ou :

Tng(D) =n ) log(d)) (3.35)

(112 = TH(Z) I + D72 P Loglsy (M~ Z:) |13)

-1

Jq(Ma Pa D7 Z) = Z
=1
+ |!L0g§E(3) (kayr M)

18, + Loggo) (mp P) G, + [Logh, g+ (up D) [y, (3.36)

Par sa structure de norme vectorielle, J, peut se réécrire en faisant intervenir une fonction
différentiable € : GZ — R™Z telle que :

JQ(M’P)sz) = HET(M,P,D,Z)H%:(] (337)
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e(M,P,D,Z) = [@(Z)T, ¥(X,2)T, Log ((Xp)—1 X) T]T. (3.38)

Détaillons les différents composantes de cette fonction.
Les fonctions ® et ¥ s’écrivent :

®(Z) = [¢(z1,zl)T,...,¢(zn,zn)T]T, (3.39)
avee ¢(z;, Z;) = z; — TL(Z;), Vi€ {1,....n}.
W(X,2) = [W(X,Z0) . (X, Z) ], (3.40)
Finalement ; ¥ (X, Z;) = D~1/2 P Loggps(M ™1 Z;), Vie{l,...,n}.

Xp = blkdiag(pys, p, wp) (3.41)
z:q = blkdlag(lnxn ® U7 16n><6n7 QM; QPa QD) (342)

ou blkdiag(.) correspond a l'opérateur prenant en entrée un ensemble de matrices et retournant
en sortie une matrice bloc diagonale. Ainsi, le critére se réécrit de manieére plus compacte :

6
J(X7)=n> log(d;) + |e(M,P,D, Z)||3;, . (3.43)
j=1

Cette fonction est différentiable mais néanmoins difficile & minimiser analytiquement. Nous
proposons donc mettre en place une procédure numérique afin de pouvoir approcher son mi-
nimiseur ou du moins un point critique. A cette fin, un algorithme d’optimisation intrinseque
sur groupe de Lie est considéré.

La structure semi-norme vectorielle du critéere implique qu’il n’est pas possible d’appliquer
directement un algorithme LG-GN. Un algorithme LG-N pourrait étre employé mais il n’as-
surerait pas que la matrice hessienne conserve son caractére défini ou semi-défini positif.
Nous proposons alors d’utiliser la structure particuliere du critére afin de mettre en oeuvre
un algorithme de Newton modifié et adapté a celle-ci.

De maniere similaire au LG-N classique défini dans le chapitre 2, nous cherchons a obtenir
une suite d’itérés {X#®}N  sous la forme :

AU AU I+1
X2 = XZ0) exph, (601 (3.44)
ou a chaque itération [, une direction de descente optimale 5(Zl+1) peut étre obtenue classi-
quement en minimisant une approximation & 'ordre 2 de .J(X4®) expgz (9)). Dans notre cas,
nous allons déduire une direction de descente optimale adaptée dont nous détaillons mainte-
nant le calcul.

e Calcul de la direction de descente optimale

Comme nous venons de voir, nous souhaitons déterminer une approximation a ’ordre deux du
critére afin de calculer une direction de descente optimale. D’apres [47], toute fonction deux
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fois différentiable a valeurs dans R admet un développement limité de Taylor-Young a 1’ordre
2 et il est possible d’obtenir une approximation de J,4 notée jnq sous la forme :

- T 1
Tng(XPVExD(8) ) = Tng(XZ0) 4 (L8 o)) 6+ 50 Ho(X*0)s  (3.45)

ol L’? (x2() et H,y(X? (1)) correspondent respectivement & la dérivée de Lie & droite et & la
ng

hessienne sur groupe de Lie de J,, calculée en X2 gelon I'équation (2.51).

Ainsi, nous proposons de chercher la descente 5(Zl+l) € R™Z minimisant la somme :
e d’un développement direct & 'ordre 2 de J,,,(X#() exppz(0)) selon I'équation (3.45).
e d’une approximation a I'ordre 2 de Jj;, notée J,,, obtenue par développement de Taylor

a lordre 1 de e(X?4® explz(d)) & la maniére de la méthode de Gauss-Newton :

T (XZ0 Exp), (8)) = |le(xZ0) + 30" 81, (3.46)

ouJ 5:” correspond 4 la matrice jacobienne sur groupe de Lie de & calculée en XZ()

o _ aé‘(XZ(l) Expgz (5) ) (3 47)
€ 85 .
6=0
La somme de ces deux approximations aboutit alors a ’estimation suivante de J :
J(X?O Exp) (8)) = J(XZD) + (£ T lstaDs 4
( xpGz(9) = J(XZ0) + (L gzw)) 6+ 567 HY S, (3.48)
avec :
.
HY = H,,(X?0) +230 =130, (3.49)
[
LB oy = LR oy +238 B1e(XZ0), (3.50)

La direction de descente optimale est obtenue en minimisant la quantité (3.48) par rapport a

4. De par sa forme quadratique, cela est équivalent a déterminer un point critique annulant

sa dérivée. Si HS) est inversible, nous en déduisons alors que :

S (Hf}>> = (£§(Xz<z>)> . (3.51)
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Algorithme 1 : Algo-Newton Pseudo-code de I'algorithme de Newton proposé.
Entrées : Paramétre initial XZ(©) = blkdiag(M©), P(©) D) Z©) mesures z, critere

J(z,.), nombre maximum d’itérations L.

tant que 1 <[ < L faire
e Approximation du critere :

J e dng 4,

e Calcul de la direction de descente optimale :

G(ZIH) — argrflnin (jq(., X2 Expgz (0) + jnq(., X2 Expgz (6))
e Mise a ji)euﬂf" :Z

X241 L xZ0) Expgz(d(ZlH));

ol [+1;

retourner X (L)

3.2.2.1 Remarques sur ’approche

e La formule (3.49) assure la semi-définie positivité de Hf]l) puisque, comme détaillé dans

)

I'annexe (C), H,% est une matrice nulle. Ainsi, 6(Zl+1 est garantie d’étre une direction
de descente.

e En pratique, le nombre d’itérations sera assez faible : une stabilité du critére d’optimi-
sation s’observe aux alentours de 10 itérations pour les scénarios de test considérés en
partie (3.4).

e La méthode proposée ne garantit pas qu’il y ait convergence vers un minimum global.
En effet, le critere a optimiser n’est pas convexe et peut présenter plusieurs minimums

locaux.

3.3 Algorithme de pistage de ’amas

Afin de suivre I’évolution temporelle de la forme et du centroide de ’amas, nous proposons
maintenant de mettre en place un algorithme de pistage permettant d’estimer récursivement
les parameétres My, Py et Dy grace & des mesures réflecteurs z1., = [{z1:}21, - -, {Zri}iy]
obtenues suivant les modeles (3.4) et (3.7).
De maniére analogue a l’approche de [31], nous considérons une variante du filtre de Kalman
ou la distribution jointe a posteriori de I’état du centroiet de la matrice d’étendue est sup-
posée prendre une forme paramétrique : nous proposons plus précisément d’approcher cette
distribution par une distribution gaussienne concentrée sur le groupe de Lie produit associé
a ’ensemble de tous les parametres inconnus.
Afin d’identifier les moments de celle-ci, nous mettons en oeuvre un algorithme LG-IEKF
admettant trois différences fondamentales par rapport a ’algorithme proposé dans [63] :

— Il considere a chaque instant plusieurs mesures liées a la dispersion des réflecteurs.

— Il prend en compte la présence de variables de nuisances.

— L’étape de correction est fondée sur 'optimisation d’un critére modifié non quadratique

telle que décrite dans la section (3.2). La matrice de covariance de la loi a posteriori
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d’intérét est par conséquent déterminée par une approximation de Laplace et non de
Gauss-Laplace.
Afin de décrire les différentes étapes de 'algorithme, nous devons d’abord définir les modeles
d’évolution régissant la dynamique des différents parameétres a pister. Comme la position du
centroide de I’amas change au cours du temps, sa trajectoire dépend de sa vitesse, en accord
avec le modele d’évolution décrit dans le chapitre 1. Par conséquent, cette derniére doit étre
intégrée au probleme d’estimation.

3.3.1 Modeles d’évolution

3.3.1.1 Modéle d’évolution du centroide

Nous avons vu dans le chapitre 2 en section (1.3) que la trajectoire d’un débris, dont l'altitude
est suffisamment élevée, est déterminée principalement par la force gravitationnelle. Nous
supposons que c’est également le cas pour le centroide de I’amas.

Si nous notons vi, sa vitesse a 'instant &k, pg étant sa position, son évolution dynamique peut
se réécrire, grace a (1.36) selon les deux équations aux différences suivantes :

Pr = Pi1+TEH(Vi1)+Wpk, (3.52)

fp(Pr—1,VE—1)

vii = Vi—1 + T (Pr—1,Vi—1) + Wo i, (3.53)

ﬁ;(pk—lzvk—l)

avec

fp(kal) = Vg_1, (354)
GM

fo(Pr-1,Vi-1) = —QAQAPL_1 —2Q AV, — W Pk—1-

(3.55)
Nous rappelons, dans ces deux formules, que 1" correspond a la période de discrétisation du
modele continu, {2 au vecteur vitesse de rotation de la Terre, M a sa masse et G a la constante
gravitationnelle.

Les vecteurs w), ;, and w, ;, représentent respectivement les bruits de position et de vitesse. Ils
sont supposés centrés et gaussiens. Ils modélisent, non seulement, les perturbations physiques
dues aux forces agissant sur 'amas et qui n’admettent pas d’expressions analytiques (vents
solaires, attraction lunaire, ...) mais également les erreurs introduites par la discrétisation du
modele.

De par la corrélation entre la position et la vitesse, il apparait nécessaire d’introduire cette
derniere dans le probleme d’estimation. Par conséquent, la matrice inconnue My doit étre
augmentée avec le vecteur vitesse v, € R3. Pour obtenir une représentation unifiée sur groupe
de Lie, nous nous servons du fait que R? peut étre considéré comme un cas particulier du
groupe SE(3) lorsque la matrice de rotation est égale a la matrice identité. Nous considérons
donc un état augmenté du centroide sur le groupe SE(3) x R? prenant la forme :
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M, O6x6
My = Isxg v |
044
O1x3 1

ou My, est la matrice appartenant a SE(3) et définie par I’équation (3.5). Pour modéliser
la dynamique de la matrice d’orientation Ryp ) incluse dans My, nous optons pour une
marche aléatoire sur le groupe SO(3) permettant de prendre en compte le fait qu’elle n’est pas
constante au cours du temps mais varie lentement. Ce type de modele d’évolution généralise
les marches aléatoires classiques euclidiennes et a déja été utilisé dans diverses études. Rrp
vérifie alors :

Rrp ) = Rrpp-1 Expgom) (Wr k) (3.56)

ou Wpg est un vecteur gaussien centré.
De cette maniére, en concaténant les équations (3.52), (3.53) et (3.56), le modele d’évolution
global peut se réécrire sous la forme compacte suivante :

My, = £ (M}_,) Expg(wy), (3.57)
avec : ) )
Rrp g1 £(Pr_1,Vi_1) O3x3 0343
01«3 1 O1x3 01x3
flg ( 11;71) = -
03x3 033 Isys £, (Pr—1,Vi-1)
01x3 01x3 01x3 1

T
et wy, = {wg it B(WR,k)Wka7 ng} ou B(wp ) est une matrice dépendant de wg i, s’écrivant
[87] :
(1 —cos(|wrill) Wil  (Iwrkll —sin(|wrl) [Wril%
W rxI? [wrkl?

B(wgpy) =1+ (3.58)

Si la matrice de covariance de wg j, prend de faible valeurs, ce qui est le cas pour des variables

angulaires, alors B(wpg ) peut étre raisonnablement approchée par la matrice identité. Il
T

5 . ~ T T T . L , .

s’ensuit que wg ~ Wei Woi Wo ke : ce vecteur est gaussien, centré et de matrice de

covariance notée Wy.

Il est a noter qu’il aurait été également possible de définir un état augmenté sur le groupe
SO(3) x RS en considérant d’une part Rypx sur SO(3) et d’autre part le couple (pg, Vi)
sur RS, Dans ce cas, le modele d’observation de ’amas aurait di étre légérement modifié, en
introduisant une fonction permettant de transformer un élément de SO(3) x R? en un élément
de SE(3) .
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3.3.1.2 Modéle d’évolution de la matrice d’étendue

Pour garantir que Sy, présente les propriétés d’une matrice de covariance, une solution est d’as-
sujetir Dy, et Py, & évoluer sur leurs groupes de Lie de définition. A nouveau, nous considérons
des marches aléatoires. Elles prennent la forme :

D, = Dk—lEngﬁ(RJr*)(‘ka), (3.59)
P, = PkflEngO(G)(GPk), (360)

avec €p, et ep, deux bruits d’évolution caractérisant les deux marches aléatoires. Ils sont
supposés centrés et gaussiens.

3.3.1.3 Modele d’état augmenté

Du fait de la prise en compte de la vitesse, I’état a estimer est différent de I’approche statique
et s’écrit X¥ = blkdiag(MY, Py, Dy) . Il appartient au groupe Gx = SE(3) x R3 x SO(6) x
Dg(R**) de dimension mx.
Pour faciliter la présentation de notre algorithme de pistage, il parait judicieux de réécrire un
modele augmenté concaténant les modeles d’évolution de chacune des variables. Nous avons
alors :

7 =6(X7_1) Exp/G\X (wy) avec wj ~ N(0,W}) (3.61)

ou f,(Xy_,) = blkdiag([f¢(Mjy_,), Pr—1,Di_1]) et w} regroupe 'ensemble des bruits d’¢tat.

3.3.2 Description de I’algorithme de pistage

Dans cette sous-section, nous présentons les principes théoriques de ’algorithme de pistage
proposé. L’objectif visé est d’approcher la distribution de I’état augmenté X7 sous la forme :

P (XFlz1k) ~ N& (X5 Xppe Sh)- (3.62)

Pour y parvenir, nous procédons classiquement en deux étapes :
— D’étape de prédiction, qui est menée de maniere équivalente a celle du LG-FKEI,
— D’étape de correction, dont nous proposons une formulation spécifique due a la forme du
critere a optimiser et prenant en compte la présence des variables latentes
Zy, = {Zy;}*,. Enfin, la matrice de covariance est approchée autour de I'optimum
grace a une méthode de Laplace sur groupe de Lie.

3.3.2.1 Etape de prédiction

En accord avec le modele d’état augmenté (3.61), I’étape de prédiction considérée est exacte-
ment la méme que celle de 'algorithme LG-FKEI classique, et nous approchons la distribution
prédite sous la forme :

p(Xjlz1h1) = N (X XY Ship)- (3.63)
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Comme expliqué dans le chapitre 2 & travers 1’équation (2.127), les parametres de la distribu-
tion jointe sont calculés en minimisant le critére suivant :

- 2
{XZik—l’XZLI} = argmin HLogéX (fk(X)_l X) H :
X, X Wi

. -1 .
Logéx ((X};ukl) X)

ou XZ_” 1 €t ZZ_” 1 sont les parametres de la distribution a posteriori a I'instant précédent.

2
, (3.64)

v
k—1]k—1

.

b

Celle-ci vérifie :
p(Xj—1lz1:k-1) = N’(%X( k-1 };_uk_l, 11;_1|1<;_1)' (3.65)

En accord avec les développements du chapitre 2, il vient que :
Xz|k—1 = fk(XZ_1\k_1) = Xz,‘z_l (3.66)
2:1Ié|k—1 = Fk 21];_1‘]@_1 F];r + Wq]; (367)

avec : ) )
9 (Logl (Bu(XY_y ) B(XY_ 0y Exply (8))
0o

Fi =

3.3.2.2 Etape de correction

A Tlinstar du LG-F KFEI V'étape de correction est fondée sur une approximation de la distri-
bution a posteriori sous la forme gaussienne concentrée décrite par I’équation (3.62).

De maniere similaire a I'approche statique, la spécificité de notre algorithme est que les va-
riables de nuisances Zj = {Zj;};*, sont intégrées dans le probléeme d’estimation et nous
cherchons a estimer le nouvel état :

X7 = blkdiag(MY, Py, Dy, Zy,) (3.69)

appartenant au groupe G% = Gx x SFE(3)™. Nous proposons alors d’estimer la distribution
a posteriori de XZ’Z :
4 Z . 0,2 Z

ou XZ’li est obtenu par résolution du probléme d’optimisation défini par :

XZ’lf = argmin J(k)(XZ’Z) (3.71)
X7 eG%

ol J&) <XZZ> = -2 logp(XZ’Z|Z1:k)-

La regle de Bayes appliquée au modele hiérarchique définie sur la figure 3.6, fournit de maniere
analogue au cas statique :

(X7 21.) o p(zk|Zy) p(Zi|Xp7) p(X0 7 |214-1), (3.72)
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ou la différence fondamentale dans ce cas est que les variables M}, P} et Dy sont corrélées a
posteriori de sorte que leur loi jointe de prédiction n’est pas séparable.
Le critere d’optimisation s’écrit alors de la maniére suivante :

6 ng
TPy = e 3 Toglds) + 3 (1 (2nis Ziea) I, + 190X, Zi) 3) +
=1 =1

vost ((Xip) i)

ou C € R est une constante, les {dk,z'}?zl correspondent aux composantes diagonales de Dy
et ¢ : SE(3) = R3 et 4 : G)Z< — R% sont deux fonctions différentiables. J*) peut donc se
réécrire sous la forme :

2
+ +C, (3.73)

v
klk—1

>

v,z v,z
J®) (Xk ) — J®) (D) + I (Xk ) (3.74)
< g(k) .. . , (k) (02 2
ou Jy ’ s’écrit comme une norme vectorielle au carré He (X, )‘ ’2a avec :
k|k—1
1 ul
v,z ) 7V N v

007 — (20T X 20) Lo, (X)X ) ] (3.75)
2%“671 - blkdlag(Uk & Inankv IﬁnkXGnk7 z‘kfl) (376)

et ® et ¥ sont les fonctions définies par les équations (3.39) et (3.40).

Pour résoudre le probleme d’optimisation, nous déployons ’algorithme de Newton proposé
dans la section précédente fondé la direction de descente optimale fournie par 1’équation
(3.51).

En effet, étant donné que le critére a optimiser est similaire a celui de I’équation (3.43), les
jacobiennes et les hessiennes entrant en jeu ont les mémes expressions. Elles sont détaillées
dans l'annexe B.

Nous pouvons alors en déduire, au bout de L itérations de l’algorithme, une solution XZ’Z(L)
proche d’un point critique du critere et vérifiant :

ch ~ 0 3.77

J(X2 2Ly (3.77)

Ce point critique est utilisé en tant que premier parameétre de 'approximation gaussienne
concentrée de sorte que lef = XZ’Z(L) . L’algorithme d’optimisation étant intégré dans 1’étape
de correction du filtre, il est important de souligner qu’il bénéficie de sa convergence. Par
conséquent, peu d’itérations sont nécessaires.

Pour identifier la covariance, nous décrivons maintenant I’approximation de Laplace.

3.3.2.3 Approximation de Laplace

Contrairement a I’algorithme LG-FKEI classique, il n’est pas possible d’effectuer une approxi-
mation de Gauss-Laplace pour en déduire la matrice de covariance estimée ZZ‘ i
Nous proposons d’utiliser une approximation de Laplace qui est fondée sur un développement
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de Taylor-Young & l’ordre 2 du critére J®*),
Comme présenté dans la partie (3.2.2), il peut s’approcher en X K k sous la forme :

T
PO = SO + () Lo (550) 7 x07) 0

Xilk)
L (ogy, (%27 xv7 ! H(X"7)Log¥, ( (X27)  xv7 3.78
9 \9%8az K|k k ( k|k) O8aqz |k k (3.78)

ol Ei 2 et H(Xk‘ k) correspondent respectivement a la dérivée de Lie et a la hessienne sur
k|k

groupe de Lie de J®) calculées en Xk| pe

Puisque £ _ vz, =~ 0, I'équation précédente peut se réécrire :
J(XY)
JE(X0Z) ~ gk (X L xv2) " xv? ! H(X"7) LogY, ((X%7) " x4
(Xp7) =~ (X k|k) OgGZ ( k|k:> k (Xir) O8aqz ( k|k> k

(3.79)

"7y = —21og p(X07|z1.1) , il s'ensuit une approximation

En se servant du fait que J®)(X
gaussienne concentrée de la distribution a posteriori sous la forme :

1 vz\ "1 2
14 (XZ’Z|Z1:I<:) X exp (—2 ' Logé)z( ((lef> XZ’Z> - ) .
2(H(X 7))~

Par conséquent :

Z Z, zZ Z
p (Xg |z1:k> ~ Nk (X7 X s, (3.80)
avec par identification :
oz 0\ "1
= =2 (HXD) (3.81)

Pour obtenir la distribution a posteriori de XY, il est nécessaire d’extraire les variables latentes

de p (XZ’ZIZM)
Pour y parvenir, nous devons :
— conserver uniquement la partie correspondant aux composantes X dans la moyenne
et la covariance de X Z , notées respectivement ch| p €6 27 Kk
— approcher la dlstr1but10n de X7 par :

P(XElz1n) = NG (X3 X i) (3.82)
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Algorithme 2 : Pseudo-code de I’algorithme de pistage proposé.

Entrées : Xo\ov 0/0° Wi {2k, }i5 1Y (N : nombre d’instants)
k=1
tant que k£ < N faire
— Etape de prédiction
. Propagation de I'état (centroide + forme) :
Xijk—1 £ (X}, F1jk—1)
e Propagation de la covariance associée :
T
X1 < Fe2p g Fy + Wi
— Etape de correction
e Intégration des variables latentes dans les inconnus :
Z .
X;“ = blkdiag (X}, Zy)
e Mise a jour des parametres selon l’algorithme (1) :
z
{lek,H( )} + Algo-Newton({zj;}*, k‘k )
e Approximation de Laplace :

v,Z @\~
=7 2 (H)
e Extraction des composantes de 1’état :

[s1,51] = size(X})

Xk‘k <—Xk|k [1:s1,1:81];
Z
DN EZU@ [1:mx,1:mx];
L > k=k+1

retourner {Xk\k}k 11X |k}k 1
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Forme et
centroide initiaux

=

N ; P Modele d'évolution sur
Parametres de I'amas initiaux
N ) H SE(3) x R3 x SO(6
X’(L))‘O = (M’L Polo,Dolo) ( ) ( )

ofo° x Dg (IR+*)
L ENTREES
=z === Sy m R R E Emm R R R R m R R mmm = b
Forme et ' Etat prédit n !
> et - . Yk
centroide prédits : {X2|k71’Pk|k—1} ‘ Mesures capteur {z ; }. ", :
lmimimimi=o- ¢. ......................... Y J
ekl Algorithme

d’optimisation |«
(Newton modifié)

SORTIES
1
= — v :
Forme et 1 :cat corrige |Varia|2|es latentes ;
et L v v Nk 2
centroide corrigés 1 {Xk|k’Pk|k} {Z i}, :
1

Forme vraie

FIGURE 3.7 — Architecture de I’algorithme proposé.

3.4 Validation expérimentale des algorithmes

Dans cette section, nous mettons en oeuvre les deux algorithmes proposés afin d’évaluer leur
performances. Chacune des deux méthodes est testée sur deux scénarios.

Elles sont premieérement appliquées a un scénario ou les caractéristiques de ’amas ont été
obtenues directement par simulation du modele proposé sur groupe de Lie. Ensuite, il est
considéré un scénario ou la géométrie de ’amas résulte directement de son modele physique
d’évolution. Ce cas de figure permet d’étudier la pertinence de la paramétrisation sur groupe
de Lie considérée.

Pour valider I'intérét de I'approche proposée, elle est comparée & une méthode de 1’état de
Part [38] dédiée au pistage d’une cible étendue quelconque. Un algorithme fondé sur les pro-
cessus gaussiens est considéré car ils sont plus génériques que les modeles a base de matrices
aléatoires.

3.4.1 Définitions des métriques d’estimation

Dans cette premiere partie, nous proposons de mettre en place les différentes métriques uti-
lisées afin d’évaluer quantitativement les performances des algorithmes. En particulier, nous
introduisons la notion de métrique intrinseque sur groupe de Lie et de distance de Hausdorff.
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3.4.1.1 Meétrique intrinséque sur groupe de Lie

Classiquement, il est possible d’évaluer les performances d’un algorithme d’estimation en utili-
sant des métriques usuelles telles que des normes euclidiennes. En effet, si X est un estimateur
quelconque d’un parametre x € R™, alors 'erreur commise e peut s’écrire sous une forme
additive :

X=X+e, (3.83)

et :
lefl = [lx —%]. (3.84)

Dans le cadre de notre approche, les parameétres évoluent sur groupe de Lie : par conséquent,
il semble nécessaire de définir une métrique prenant en compte la géométrie de leurs ensembles
de définition.

Supposons un groupe de Lie matriciel G de dimension m, alors la relation entre une matrice
inconnue X € G et un estimateur X peut s’écrire :

X = XExp)(e) (3.85)

ou le terme d’erreur sur l'espace vectoriel isomorphe a ’algebre de Lie, e € R™ vérifie, a
condition d’étre suffisamment petit :

e =Logl(X'X). (3.86)

Par conséquent, une possibilité d’évaluation de l'erreur intrinseque entre X et X est de
considérer la norme suivante :

E = ||Log&(X ™' X) | (3.87)

Il est également possible de considérer que le parametre et son estimé s’écrivent selon une
relation d’erreur obtenue d droite :

X = Expp(e') X (3.88)
et l'erreur intrinseque d droite peut étre définie par :
E' = ||Logl(X X7 |I. (3.89)

Dans le cas du groupe de Lie G = SO(3), il est possible de montrer que (3.87) correspond
a la distance géodésique entre X et X [55]. Toutefois, elle ne respecte pas généralement la
définition d’une distance, particulierement pour le groupe de Lie SE(3). Malgré cela, elle
admet un sens physique et peut se comprendre comme la “différence” entre deux éléments
d’un groupe reprojetée sur son espace euclidien associé. De plus, elle est cohérente avec les
critéres d’erreurs considérés dans nos algorithmes, hérités de ’expression de la loi gaussienne
concentrée.
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Déplacement intrinseque sur G :
écart ||Log (X1 X)||

Groupe de Lie Déplacement plat™
G C Rx" distance euclidienne

X =X

FIGURE 3.8 — Représentation géométrique de 1’écart intrinseque.

Dans le cadre de nos évaluations, nous proposons alors d’utiliser cette métrique d’erreur et de
considérer en particulier lerreur d gauche définie par ’équation (3.87). A partir de celle-ci,
nous pouvons définir une Erreur quadratique moyenne (RMSE) intrinseque a posteriori sur
groupe de Lie et permettant, de maniére analogue au cas euclidien, de mesurer la qualité de
X. Elle peut s’écrire :

E = Eyzx) (|ILogh(X ' X) ||?) (3.90)

= / / ILogh(X 1 X) 202, X)us(dZ, dX) (3.91)
XeG JZeG

ot Z désigne les observations qui sont définies sur un groupe de Lie G'. E est l'opérateur
espérance classique, S est le groupe de Lie produit sur lequel évolue le couple (Z, X) et ug
est une mesure de Haar sur S.

Elle peut donc étre approchée par Monte-Carlo sous la forme :

E

12

ZHLOgG (X-1X@) |3 (3.92)

ou chaque estimateur X(i), avec i = 1,..., N, est calculé a partir de réalisations différentes
des bruits de modéles.

3.4.1.2 Meétrique de comparaison de forme

Lorsque nous cherchons a évaluer nos algorithmes, nous avons besoin en particulier de déterminer
les performances d’estimation de ’étendue de I’amas.

Comme nous venons de voir précédemment, 1’équation (3.87) permet de calculer une erreur
intrinseque. Dans le cadre de notre approche le couple (Pg, Dy) caractérise directement la
géométrie de 'amas. Soient Dk‘k et Pk|k des estimateurs respectivement de Dy et Py, les
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erreurs intrinseques sur Py et Dj définies par :

Ep, = HLOgg*O(fj)(P;;lf’Mk) | (3.93)
Ep, = HLOgég(R-‘r*)(D];l]ij) | (3.94)

sont de bons indicateurs de la qualité de la reconstruction de la forme.

Cette erreur est uniquement interprétable au sens de notre modele sur groupe de Lie. Par
conséquent, si nous désirons comparer les performances de notre approche avec notre ap-
proche avec une méthode présentant une modélisation différente fondée sur un autre jeu de
parameétres, alors ces métriques d’erreur ne peuvent pas étre utilisées.

Pour pallier ce probléme, nous proposons d’utiliser une distance générique permettant direc-
tement de comparer la forme de deux nuages de points et permettant de quantifier les erreurs
de reconstruction en comparant les positions des différents points des nuages.

e Distance de Hausdorf :

La distance de Hausdorff est une distance permettant de quantifier la similarité entre deux
nuages de points. Elle est régulierement utilisée dans la littérature afin de mesurer le degré de
ressemblance entre deux images en comparant les valeurs de niveaux de gris des pixels [88].
Formellement, elle peut étre vue comme une quantité calculant 1’“écart” entre deux ensembles
St et Sy :

DH(Sl, 52) = max({d(Sl, b)|b S SQ}) (3.95)

ou d(A,b) = min({d(a,b)|a € A}) et d est une distance classique.
Lorsque S; et So sont inclus dans R3, il est possible d’utiliser la distance euclidienne telle que
¥(a,b) € (R*)?,d(a,b) = [la — b]|..

DY(S1, $2) = max{dy, d», d3}

FIGURE 3.9 — Principe du calcul de la distance de Hausdorff dans le cas ou deux ensembles
S1 et Sy sont constitués de 3 points.

e Utilisation pratique : protocole de comparaison

Afin de comparer les reconstructions des formes obtenues, nous proposons d’utiliser cette
distance de sorte a :
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— calculer un écart entre le nuage des points prédit selon notre approche avec un nuage
de points généré selon le vrai modele.
— calculer ’écart entre un nuage des points prédit selon une approche alternative avec le
nuage de points vrai.
Selon notre méthode, la forme est paramétrisée par la matrice de covariance S; et les points
prédits sont obtenus en :

1. générant N, éléments prédits selon le modele (3.4) en utilisant la matrice estimée Sy,
comme matrice de covariance et 1’état estimé M, comme centroide,

2. conservant la partie position des éléments obtenus pour obtenir un ensemble de points
. N, , P
{ZGar k,i};t) représentant géométriquement la forme.

Comme notre approche permet de générer des points prédits a l'intérieur de l'amas, la
méthode a laquelle nous souhaitons nous comparer, celle fondée sur les processus gaussiens,
doit également prendre en compte cet aspect.

En reprenant les notations du chapitre 1, nous pouvons a partir de chaque estimation du
vecteur des distances radiales fj, = [ fk,l, e fk Nt}, générer N, points prédits selon le modele

suivant :
ZGP,k,j,l = f)k =+ Ok, fk,j Ck,j Vi € {1, Ceey Nl} Vj € {1, Ceey Nt} avec gk, ~ U [0, 1] (396)
Nous obtenons ainsi IV; points échantillonnés uniformément sur le segment [P, Pr + fi,j Ck.

de sorte que N; Ny = Np,.
La métrique d considérée est la distance euclidienne classique.

(] iGdL,k,i — H<Zk,z) @® Zgpk,jl ® Points de la
Zi,i ~ Nsp)y (M, Sy)

forme vraie

= Calcul distance de Hausdorft

entre @ et @ et entre @ et @

FI1GURE 3.10 — Comparaison des points prédits aux points issus de la forme vraie.

3.4.2 Mise en oeuvre de ’algorithme statique
Dans cette partie, nous proposons de tester les performances de notre méthode a travers

des simulations effectuées sur des données simulées selon notre modele puis selon le modele
physique.
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3.4.2.1 Premier scénario

e Simulation des données

Nous considérons dans ce protocole un ensemble de mesures réflecteurs générées de maniere
hiérarchique a partir du modele a priori et du modele d’observation proposé.
La matrice de forme vraie S est alors simulée :

— en échantillonnant D selon N 50(6)(“ Dy 2D)

— en échantillonnant P selon N 56 (R*Jr)(u pyXp)

— puis en calculant S=PT DP.
De la méme maniére, M est échantillonné directement selon N, élE(S) (tars Xnr).
Les réflecteurs {Z;}7"_; sont obtenus en substituant M et P et D dans le modele(3.4).
De plus, nous supposons que les observations sont directement les mesures de position des
réflecteurs. Par conséquent, la fonction IT récupere directement la partie translation de chaque
Z,.
Enfin, la matrice de covariance du bruit de mesure est déterminée de sorte que ses valeurs
correspondent aux incertitudes obtenues pour des mesures radars de distance et d’angles d’ar-
rivée fournies par les équations (1.24), (1.25) et (1.26). Elle peut par exemple étre calculée
a partir d’une transformée sans parfum permettant de déterminer 'incertitude propagée a

travers la non-linéarité de ces mesures radars.

o Réglages de l'algorithme

Les distributions a priori gaussiennes concentrées sur P et D définies selon les équations (3.28)
et (3.29) doivent générer des couples (P, D) donnant lieu & des nuages de points suffisamment
courbés.

— Les parametres pup et pup peuvent étre vus comme ceux caractérisant une forme

“moyenne” a priori.
— Leurs incertitudes respectives Qp et Qp autorisent des formes “banane” plus ou moins
éloignées de cette forme moyenne.

Lorsque nous construisons ce type a priori, il est a noter que ’écart entre les valeurs propres
de la partie orientation de D et celles de sa partie position est significatif. En particulier, nous
constatons qu’elles peuvent étre trés petites en orientation (de Iordre de 1077 rad? ) et trés
grande en position (de I'ordre de 10°m?), dii & l'effet de bras de levier. Par conséquent, nous
construisons un couple de parametres (Qp, Qp) prenant en compte cet aspect : les valeurs
d’incertitude en orientation sont prises de I'ordre de grandeur de 10~7 rad? et celles en position
de l'ordre de 10% m?.
L’a priori sur le centroide M peut étre divisé en un a priori sur son orientation et sur sa
position. Ils sont conjointement distribués selon une loi gaussienne concentrée sur SE(3).
La composante rotationnelle de pj, est prise égale au vecteur nul afin d’obtenir une rota-
tion moyenne égale a l'identité. Sa partie en translation est obtenue a partir d’une valeur a
priori correspondant & une altitude de 10 m, dans le repére ECEF, et représentant une valeur
physique cohérente pour une position d’un amas en orbite basse. Leurs incertitudes sont quan-
tifiées par une matrice de covariance diagonale de valeurs 10~% rad? et 10* m? respectivement
sur les trois composantes en orientation et en translation.

e Initialisation
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Afin de mettre en oeuvre l'algorithme proposé, nous devons choisir judicieusement les pa-
rametres initiaux M,, P, et D,.

— Nous construisons une matrice S, dont la partie orientation est déterminée en considérant
une erreur aléatoire sur la partie orientation des matrices vraies P et D. La partie po-
sition est initialisée a partir de la matrice de covariance empirique de ’ensemble des
réflecteurs. Une décomposition classique en valeurs propres et vecteur propres permet
d’obtenir les deux initialisations P, et D,.

— Concernant M,, sa position initiale peut étre obtenue a partir de la moyenne empirique
des mesures réflecteurs et son orientation initiale peut étre déterminée par les vecteurs
propres d’une analyse en composante principales sur le nuage de points généré par la
matrice de forme a priori.

— Les matrices initiales Z, sont déterminées en considérant que chacune d’entre elles
possede une matrice de rotation égale a la rotation a priori du centroide et que la
partie position correspond a la position bruitée du réflecteur associé.

Les principaux parameétres de simulation sont précisés dans le tableau (3.1).

Nombre de parametres inconnus my =27

Nombre de réflecteurs n =10

Nombre d’itérations ng = 12

Nombre de simulations de Monte- | IV, = 50

Carlo

Covariances a priori Qp=diag([10~7,1077,10~ ", 10°,10°, 10]
Qp = 1074diag([17 1,1,1,1, 1])

TABLEAU 3.1 — Parameétres de simulation de I’algorithme.

e Résultats de simulation obtenus
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FIGURE 3.11 — Forme et centroide reconstruits a la premiere itération.
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FIGURE 3.12 — Forme et centroide reconstruits a la derniere itération.

Le comportement de I'algorithme peut d’abord étre vérifié d’un point de vue visuel : des points

prédits ainsi que des points vrais sont simulés a partir des modeéles (3.4) et (3.7) dépourvus du

bruit capteur, en utilisant respectivement la matrice vraie S et la matrice estimée S. Ils sont

ensuite triangulés afin d’obtenir une représentation compacte des formes vraie et estimée.

e Sur la figure 3.11, nous affichons la forme théorique superposée a la forme initiale obte-

nue a la premiere itération de ’algorithme. Nous représentons également les centroides
vrai et initial. Nous constatons que la forme initiale est de type ellipsoidale puisque la
matrice de covariance de forme est initialisée & partir de mesures euclidiennes.

Sur la figure 3.12, nous représentons les mémes formes a la derniere itération. Nous
constatons alors que l’estimation est visuellement de tres bonne qualité, puisque la
forme prédite ainsi que le centroide se superposent presque parfaitement a la forme et
au centroide théorique. La géométrie est en particulier tres bien reconstruite.

Pour valider qualitativement ces observations, nous pouvons évaluer les performances de 1’al-
gorithme en :

—
—

tracant le critere d’optimisation au cours des itérations,
calculant les erreurs intrinseques sur P, D et M.

Sur la figure 3.13, nous avons représenté le critére d’optimisation défini par I’équation
(3.43) au fil des itérations. Nous constatons sa décroissance puis sa convergence au
bout de 5 itérations ce qui confirme le bon comportement de notre algorithme.

Sur les figures 3.14 et 3.15, nous avons tracé les erreurs moyennes, pour chaque X &€
{M,P,D}, grice a la RMSE définie selon I’équation (3.92), et ceci pour N, réalisations
a chaque itération de l'algorithme. Nous observons que ces erreurs obéissent au méme
comportement que le critéere d’optimisation : elles décroissent puis convergent vers une
valeur fixe au bout de 6 a 7 itérations. Par conséquent, elles permettent de confirmer
la stabilité et la convergence de 1’algorithme.
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FIGURE 3.13 — Evolution du critere d’optimisation au cours des 8 premieres itérations.
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FIGURE 3.14 — Evolution de la RMSE intrinseque sur My, au cours des itérations.
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FIGURE 3.15 — Evolution de la RMSE intrinseque sur Dy, et P au cours des itérations.

3.4.2.2 Simulation selon le modéle physique

A présent, nous considérons que 'amas que nous cherchons a reconstruire est entiérement

déterminé par le modele de gravitation et non plus par simulation des modeles proposés. Pour
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y parvenir, nous générons un amas de débris que nous faisons évoluer au cours du temps selon
le modele (1.3.2) du chapitre 1, puis nous récupérons ensuite son enveloppe.

=< 10%

Axe des Z (m)

1 M
23 10

-8 -
6 -4 -6
Axe des™YQm) Axe des X (m) x1 0°

FIGURE 3.16 — Enveloppe de 'amas considéré pour le test de 'algorithme.

Les réflecteurs de I’amas sont obtenus en échantillonnant aléatoirement sur I’ensemble des
points du nuage. Nous considérons que peu de mesures sont disponibles et nous fixons leur
nombre a 10.

Dans le cadre de ce scénario, nous supposons que les mesures correspondent a des mesures
radars d’angles d’arrivées et de distances associées a chacun des réflecteurs. Cette non-linéarité
est prise en compte dans la définition de IT qui s’écrit sous la forme d’un opérateur :

Im: SEGB) — RS
(3.97)
X = hrad(Prad (AXB_prad))

ou P,..q correspond a la matrice de passage du repére terrestre au repére radar.

Prad €st la position du radar dans le repere terrestre et h,,q est la fonction qui permet de
transforme des coordonnées cartésiennes en coordonnées sphérique dont chaque composante
s’écrit grace aux équations (1.24), (1.25) et (1.26).

Enfin, A € R3** ¢t B € R**! sont deux matrices permettant de prélever la partie translation
d’un élément de SE(3). L’incertitude sur chaque mesure est alors déterminée selon les formules
de Woodward définies a travers les formules (1.13), (1.22) et (1.23) et leurs valeurs sont données
dans le tableau (3.2).

Incertitude en distance o, = 150m
Incertitude en élévation op = 0.8°
Incertitude en azimuth oy =0.3°

TABLEAU 3.2 — Incertitudes de mesures.

e Intégration d’un a priori de forme
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Nous considérons, comme précédemment, un a priori de sorte que les valeurs propres associées
a la matrice de forme a priori ont des valeurs trés petites en orientation et tres grandes en
translation.

De plus, nous constatons que 1’étendue de ’amas est de Pordre de 10m? de maniére similaire
a la forme simulée précédemment. Ainsi, les valeurs des incertitudes associées aux covariances
Qp et Qp sont calculées pareillement.

o Résultats de simulation obtenus
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FIGURE 3.17 — Forme estimée a l'itération initiale superposée a la forme de l'amas et aux
réflecteurs.
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FIGURE 3.18 — Forme reconstruite selon un premier angle de vue.

113



Chapitre 3. Modeles et algorithmes sur groupe de Lie pour le pistage d’'un amas de débris
spatiaux

x10°
6 [ Forme vraie
Forme estimée

4 ! ® Réflecteurs

2
B
=0
N
é
o2
%
<

4

6

8

5\”?—’—/'——"/\
A 0-12 10 -8 ) A G
Axe des Y (1) i Axe des X (m) %108

FIGURE 3.19 — Forme reconstruite selon un second angle de vue.
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FIGURE 3.20 — Forme reconstruite selon un troisieme angle de vue.

114



Chapitre 3. Modeles et algorithmes sur groupe de Lie pour le pistage d’'un amas de débris
spatiaux

=
o
[N
=Y
T
L

=
o
[
=
T
L

Valeurs du critere

1012 L 4

2 4 6 8 10 12 14
Nombre d’itérations

1010

FIGURE 3.21 — Evolution du critere d’optimisation au cours des itérations.

Sur la figure 3.17, nous représentons la forme initiale estimée & partir de la matrice de cova-
riance des réflecteurs. Les figures 3.18, 3.19 et 3.20 montrent ’estimation de la forme obtenue
sous trois vues différentes afin de vérifier la bonne reconstruction en termes d’orientation,
d’étendue et de courbure. Nous constatons que ’algorithme est en capacité de retrouver la
géométrie de I'amas et particulierement la courbure grace a la combinaison de I'information
des mesures avec 'information a priori de forme.

La convergence de ’algorithme peut étre validée en tragant le critere d’optimisation en figure
3.21. De par les fortes non-linéarités introduites par la jacobienne des mesures radar com-
binées avec celles de I'opérateur Exp”(.) , le critére a tendance a décroitre assez doucement
pour converger au bout d’une dizaine d’itérations (précisément 12). Néanmoins, son allure
globale est cohérente en termes de décroissance et de convergence.

3.4.3 Mise en oeuvre de ’algorithme de pistage

A travers cette section, nous nous intéressons désormais a simuler et tester ’algorithme de
pistage décrit par le pseudo-code 2.

A Dinstar du cas statique, deux scénarios sont ainsi considérés. Dans une premiere partie,
nous supposons que I’amas est généré selon les modeles d’évolution. Dans une seconde partie,
les débris constituant ’amas sont supposés évoluer indépendamment les uns des autres selon
le modele de gravitation.

3.4.3.1 Premier scénario

e Protocole de simulation

Dans cette série d’expériences, nous simulons I’évolution de I’amas de débris selon le modéle
d’état proposé par ’équation (3.61). A cet effet, nous supposons une durée de simulation de
15s. Il est & noter que cette valeur est en réalité trop petite pour que 'amas puisse se courber
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a partir de son modele dynamique. nous la fixons ainsi a des fins de validation de I'algorithme
mais ajustons les hyperparametres de fagon a générer des bananoides.

e Les parametres de forme Dy et P sont déterminés par les équations aux différences
(3.59) avec une étendue spatiale initiale de 10* m3 et une distorsion réaliste générée se-
lon 'axe des abscisses. La matrice initiale S, = POT D, P, est obtenue selon le processus
décrit dans la sous-section (3.4.2.1).

e La trajectoire du centroide est gouvernée par les équations (3.52) et (3.53). Concernant
sa matrice d’orientation, elle est supposée invariante au cours du temps et générée selon
(1.24).

e Les écarts-types des bruits de modele sont résumés dans le tableau (3.3).

Position op=1m

Vitesse op =10 Tms T

Orientation or = 103 rad

Forme Dy, op, = [1072,107%,107°,1,1,1]
Forme Py op, = 107311551

TABLEAU 3.3 — Ecarts—types des bruits des modeles d’état.

A T'instant initial, le centroide est supposé étre localisé & une altitude de 10°m avec une vitesse
initiale de 7.10% ms~!. Cet ordre de grandeur est consistant avec le rayon orbital considéré.
Les mesures réflecteurs sont supposées étre disponibles chaque seconde et le nombre ny de
réflecteurs a l'instant & est supposé distribué selon une loi de Poisson de moyenne 10. Quant
aux mesures, elles sont calculées selon les équations (3.4) et (3.7) avec un écart-type de bruit
égal a 25m, obtenu en projetant les incertitudes en angle et distance radar fournies par les
formules de Woodward sur des coordonnées cartésiennes.

Erreur initiale sur Dy Expg6R+* ([0.5,0.5,0.5, 500, 500, 500])
Erreur initiale sur Py E}<;p§o(6)(10_2 1i5%1)
Erreur initiale sur Mg Exp} @) [1073,1073,1072, 350, 350, 350 )

Nombre d’itérations de I'algorithme de | n;; =5

Newton

TABLEAU 3.4 — Parametres de ’algorithme.

Finalement, 1’algorithme est initialisé comme indiqué dans le tableau (3.4). Il est & noter que
puisque les mesures sont dix fois moins fréquentes que la période d’échantillonnage du modele
d’état, ’étape de prédiction de 'algorithme est répétée dix fois.

e Remarques sur le cotit calculatoire

Le nombre de parameétres intrinseques a estimer a chaque instant est égal a 30 qui est la
dimension de Gx. De plus, a 'issue de 1’étape de prédiction, nous devons prendre en compte
la présence de n; variables cachées, chacune de dimension 6. Nous nous retrouvons ainsi avec
6 ng + 30 inconnus, aboutissant a un probléme d’estimation en grande dimension.

D’un point de vue numérique, nous mettons a profit le faible nombre de mesures ainsi que
la parcimonie des matrices jacobiennes afin de réduire le cotlit calculatoire en particulier en
termes d’inversion matricielle. L’étape de mise a jour est ainsi fondée sur un algorithme de
Newton efficace et rapide de 'ordre de 0.08s.
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e Performance et stabilité

Pour évaluer les performances d’estimation, nous avons visualisé au cours du temps 1’évolution
de la forme et de la position du centroide reconstruits.
Sur la figure 3.24, nous observons que :
— l'algorithme arrive a recouvrer rapidement la position du centroide (au bout de 5
secondes),
— les formes de 'amas estimée et véritable coincident également assez rapidement. Plus
précisément, la courbure de la forme est retrouvée au bout de 5 secondes.
Nous validons ces résultats numériquement en tracant les erreurs intrinseques moyennes
pour My, Dy et Py. Elles sont représentées sur les figures 3.22 et 3.23 et calculées pour
50 réalisations de Monte-Carlo. Nous constatons alors que les erreurs d’estimation se sta-
bilisent en peu d’itérations. Les valeurs finales pour la matrice de forme ainsi que pour les
parametres du centroide, en particulier, sont tres proches de zéro. Ces résultats corroborent
les observations précédentes.
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FIGURE 3.22 — Evolution de 'erreur d’estimation intrinseque sur Mj, au cours du temps.
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FIGURE 3.23 — Evolution de l'erreur d’estimation intrinseque sur P et Dj au cours du
temps.
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FIGURE 3.24 — Evolution des formes et de la trajectoire du centroide estimées superposées
aux formes et trajectoires du centroide vraies.

e Robustesse et comparaison

Dans cette partie, nous proposons d’explorer la robustesse de notre approche et de la com-
parer avec les performances obtenues avec I’approche fondée sur les processus gaussiens. En
particulier, nous nous intéressons a étudier I'influence du degré de distorsion ainsi que de
I'étendue de 'amas. A cette fin, nous introduisons deux parameétres, notés s (m) et a (rad).
Ils permettent de construire une matrice de forme Sy, de sorte que I’ensemble des points générés
selon (3.4) se dispersent plus ou moins loin avec une courbure variée.

— Le premier parameétre s controle I’étendue de ’amas et correspond a ’ordre de grandeur
utilisé afin de générer le bras de levier.

— « est un parametre angulaire controlant la distorsion de la forme a travers les compo-
santes en rotation de Dy,.

5 e
x10 [ Forme générée pour a= (.2
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FIGURE 3.25 — Formes générées selon notre modele pour différentes valeurs de a et s = 10° m.
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FIGURE 3.26 — Formes générées selon notre modele pour différentes valeurs de s et o =
0.3 rad.

Pour étudier leur impact, nous faisons varier ces parameétres.

— Pour chacun d’eux, nous simulons un amas initial que nous faisons ensuite évoluer
selon (3.61). Le méme modele d’évolution que pour notre méthode a été utilisé pour
la cinématique du centroide. Hormis la forme originelle, les parametres de simulation
sont réglés comme dans le scénario (3.4.3.1).

— Ensuite, notre méthode et celle fondée sur les processus gaussiens sont appliquées pour
pister I’amas.

— Les distances de Hausdorff sont alors calculées pour les deux approches selon le proto-
cole décrit dans la section (3.4.1.2). Elles sont moyennées a partir de 50 simulations de
Monte-Carlo et sur toute la trajectoire de 'amas : nous les avons représentées sur les
figures 3.27 et 3.28.

150 T T T

—o— Approche processus gaussiens
—o— Notre approche

Distance de Hausdorff (m)

0 I . I . .
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Coefficient de distorsion (rad)

F1GURE 3.27 — Distance de Hausdorff moyenne en fonction de a pour notre approche et
I'approche fondée sur les processus gaussiens pour s = 102 m.
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FiGURE 3.28 — Distance de Hausdorff moyenne en fonction de o pour notre approche et
I'approche fondée sur les processus gaussiens pour s = 10% m.

Sur la figure 3.27, la distance de Hausdorff augmente plus rapidement pour la méthode a base
de processus gaussiens quand le parametre de distorsion devient plus grand. Ce comportement
est d’autant plus marqué lorsque le parametre s prend une grande valeur comme observée sur
la figure 3.28. Les causes de ces observations sont les suivantes :
— premierement, la modélisation par des processus gaussiens suppose que ’objet étendu
a pister est convexe étoilé. Cette condition n’est en réalité plus respectée lorsque la
courbure devient trop importante.
— Deuxiémement, notre approche introduit une information a priori sur la géométrie de
la forme qui améliore significativement sa reconstruction quand un faible nombre de
mesures (10 en moyenne dans ces scénarios) est disponible.

e Remarques

Pour la mise en oeuvre de I’approche fondée sur les processus gaussiens, nous avons supposé
que le vecteur des distances radiales fj, évolue selon une marche aléatoire, de la méme maniere
que les parameétres de la matrice d’étendue du modele sur groupe de Lie :

f,=fi_1+n; ng~N(0,Q%) (3.98)

ou la matrice de covariance du bruit d’état Qf dépend du noyau du processus x défini
selon (1.119). De cette fagon, en comparaison de la représentation sur groupe de Lie, nous
n’introduisons pas d’informations supplémentaires sur la dynamique du contour de I’amas.
Les seuls hyperparameétres jouant un réle clé dans la précision de ’estimation sont 0]20 et |
de I’équation (1.119). Afin de s’assurer que cette méthode n’est pas désavantagée, ils ont été
estimés de maniére a maximiser la vraisemblance par rapport aux mesures initiales comme
expliqué dans [28]. Pour cela, une méthode classique de descente de gradient est appliquée.

3.4.3.2 Second scénario : simulation selon le modeéle gravitationnel

e Protocole de simulation

120



Chapitre 3. Modeles et algorithmes sur groupe de Lie pour le pistage d’'un amas de débris
spatiaux

A présent, nous considérons que I’évolution de 'amas est directement gouvernée par le modele
de gravitation : par conséquent, chaque débris suit le modele d’évolution défini par I’équation
(1.36). A cet effet, les positions et les vitesses initiales de ces derniers sont échantillonnées selon
une distribution gaussienne multivariée dont la covariance détermine la forme ellipsoidale du
nuage initial. Ainsi, le centroide euclidien initial de ’amas est confondu avec son centroide
géométrique. Les valeurs des parametres permettant de simuler ’amas initial sont présentées
dans le tableau (3.5).

Altitude 10%m
Longitude —0.6°
Latitude 44°
Vitesse 810°m s !
Nombre de débris simulés 2000

TABLEAU 3.5 — Parametres physiques de ’amas initial.

Chacun des débris évolue indépendamment selon les équations (3.52) et (3.53) ou les écart-
types des bruit de modeéles sont fixés au mémes valeurs que pour le scénario précédent.

Le temps de simulation est pris relativement grand, égal a ¢ = 3000 s, de sorte a pouvoir
étudier le comportement a long terme des approches & comparer. A chaque instant de mesure,
le nombre de réflecteurs détectés par le capteur radar est choisi comme une réalisation d’une
loi de Poisson de moyenne 10. Ils sont tirés aléatoirement parmi les débris dans un rayon de
100 km autour du centroide et nous supposons qu’ils sont disponibles avec une période fixée
a 1s. L’écart-type du bruit de mesure est pris égal a 25 m.

e Parametres de ’algorithme

Les paramétres initiaux de I’algorithme sont obtenus & partir des caractéristiques de la forme
initiale de I’amas :
e premieérement, la matrice de forme est construite comme la matrice de covariance des
mesures et la position du centroide est obtenue a partir de leur moyenne.
e Ensuite, la matrice d’orientation du centroide est initialisée aléatoirement en considérant
une réalisation d’une distribution gaussienne concentrée sur SO(3).
e Enfin, les orientations des mesures sont initialisées en introduisant une erreur sur cette
matrice d’orientation afin de générer des orientations dispersées autour d’une orienta-
tion moyenne pour chaque réflecteur.

e Analyse comparative

Sur les figures 3.29 et 3.30, les formes estimées et vraies de I’amas sont représentées pour
notre méthode ainsi que pour ’approche a base de processus gaussiens, respectivement a cing
instants : ¢ = 1000, 1800, 2200, 2600, et 3000 s. Nous pouvons remarquer que :
e lorsque sa forme reste relativement ellipsoidale, globalement jusqu’a ¢t = 1800 s, les
deux méthodes ont des performances similaires.
e Néanmoins, quand le degré de distorsion et I’étendue de ’amas augmentent, entre 1800 s
et 3000 s, notre modélisation permet de mieux capturer son enveloppe contrairement a
I’approche par processus gaussiens. En effet, cette derniére tend a sous-estimer ’étendue
et aplatir la forme : elle échoue a reproduire sa courbure.
Pour quantifier les performances de reconstruction, nous calculons les distances de Hausdorff
moyennes entre les amas vrais et estimés tout au long de la trajectoire. Pour y parvenir, 50

121



Chapitre 3. Modeles et algorithmes sur groupe de Lie pour le pistage d’'un amas de débris
spatiaux

simulations de Monte-Carlo sont une nouvelle fois utilisées. Il est a noter que cette métrique
prend en compte non seulement 'erreur en forme mais également en position du centroide.
Les erreurs obtenues sont tracées sur la figure 3.31. En accord avec 'observation visuelle, elles
sont plus élevées pour 'approche fondée sur les processus gaussiens et augmentent au cours du
temps, au fur et a mesure que la courbure de I’amas devient plus prononcée et que son étendue
spatiale croit. Nous remarquons en particulier la consistance par rapport aux résultats établis
dans la sous-section (3.4.3.1) sur I'influence de la courbure et de ’étendue.

t = 1600 s
\ \ t = 2200 s

/ t= 2600 s

=

Formes estimées
* Réflecteurs
Formes vraies

6 =
4

t = 1000 s

Axe des Z (m)

-2
-4 _ ‘ \\
-6 -

- - .
= 10° K ~10°%

Axe des X (m) -12 Axe des Y (m)

FIGURE 3.29 — Formes estimées superposées aux formes vraies pour différents instants :
notre approche.

Formes estimeéees
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Formes vraies

t = 2200 s

8
&6
4+ t = 1000 s
2
(0]

=3 =1
_acf t — 1800 s
= el
= — 2600 s
- _2_ﬁtﬁﬁ s

=& =]

-6 -

o
> 1
< 10°% 3 =108

Axe des X (m) Axe des Y (i)

F1cUrRE 3.30 — Formes estimées superposées aux formes vraies aux mémes instants : ap-
proche processus gaussiens.
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F1GURE 3.31 — Représentation des distances de Hausdorff moyennées en fonction du temps.

Comme indiqué dans la section (3.4.3.1), les hyperparametres de la méthode fondée sur les
processus gaussiens ont été obtenus en maximisant la vraisemblance des mesures. Cependant,
ce choix ne garantit pas de fournir une distance de Hausdorff minimale entre les formes vraies
et estimées. Pour étudier leur impact, nous avons mise en oeuvre la méthode pour différents
couples {of,l} tout en conservant les mémes parametres de simulation de ce scénario. Les
distances de Hausdorff moyennées sur le temps et sur 50 réalisations de Monte-Carlo corres-
pondant a différentes trajectoires de 'amas sont représentées sur la figure 3.32.

%108

N w IS
3] w w N w 4]
f | J [ |

Distance de Hausdorff (m)

S}
|

wn
N

300 250 200 150 100 50 0 l
or

FIGURE 3.32 — Distances de Hausdorff obtenues pour différentes valeurs de o comprises
entre 1 et 300 et [ entre 0 et 1. Le point bleu correspond a la distance de Hausdorff obtenue
en déterminant les parametres au sens du maximum de vraisemblance.

Nous observons, d'une part, qu’elles admettent un minimum égal & 1.92 10 m pour un couple
(aj*c,l*) = (50,0.11), et d’autre part, que la distance de Hausdorff associée au maximum de
vraisemblance est proche de ce minimum et vaut 2.01 10 m. Cela valide la pertinence de ce
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dernier. Enfin, quelles que soient les valeurs des hyperparametres, notre méthode surpasse
I'approche concurrente avec une distance de Hausdorff égale & 1.34 10 m.

e Limites de ’approche

Cette approche donne de bons résultats sur nos scénarios considérés, mais reste néanmoins
sensible aux parameétres a priori considérés dans ’algorithme. En effet, selon ’amas considéré,
le réglage des hyperparametres peut entrainer des problemes numériques. Ainsi, cela nécessite
de définir des parameétres ayant des ordres de grandeurs parfois tres faibles (de lordre de
10~7). En particulier, si 'ordre de grandeur de I’étendue de la forme & estimer est trés grand,
ces parameétres peuvent prendre des valeurs tres proches de zéro et poser des problemes de
conditionnement des matrices. Ils apparaissent notamment pour inverser la matrice hessienne.
Lorsque la dispersion de 'amas devient treés grande, un pistage de type cible étendue ne serait
par conséquent pas forcément judicieux et un pistage multi-cibles pourrait étre considéré afin
d’estimer individuellement les trajectoires de chaque débris de 'amas.

3.5 Conclusions du chapitre

Dans ce chapitre, les premieres contributions, en termes de modélisation et algorithmie ont été
présentées. Nous avons proposé une nouvelle représentation d’état de type matrice aléatoire
sur SE(3) permettant de prendre en compte la configuration géométrique particuliere de
I’amas de débris. Selon ce modele, il est ainsi décrit par une matrice de covariance modélisant
sa forme et un état sur SE(3) modélisant son centroide géométrique.

Ensuite, deux algorithmes d’estimation ont été détaillés afin de déterminer une estimation de
ces parametres.

Le premier est un algorithme hors-ligne, réalisant ’estimation de maniere statique et inspiré
d’un algorithme de Newton. Il est adapté a la structure de notre modele d’observation.

Le second est un algorithme de pistage récursif, fondé sur notre modele sur groupe de Lie. Il
se présente comme une variante du LG-FKEI permettant de prendre en compte 1’évolution
de 'amas au cours du temps et dans lequel la mise a jour des parametres & chaque instant
est obtenue grace a 'algorithme 1.

Nos analyses expérimentales permettent d’observer leur bon comportement ainsi que des per-
formances satisfaisantes en particulier en terme de reconstruction de I’étendue de 1’objet.

La comparaison avec une méthode de I’état de ’art nous a permis de justifier que cette ap-
proche est plus adaptée géométriquement pour estimer les caractéristiques de ce type d’amas.
Il peut étre délicat d’interpréter 'ordre de grandeur des erreurs obtenues. A cet effet, nous
nous intéressons dans le chapitre suivant aux calcul de bornes sur 'erreur d’estimation pour

des problémes formulés sur groupe de Lie.
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L’objectif de ce chapitre est de s’intéresser a la maniere de quantifier les erreurs d’estimation
d’un algorithme estimant des parametres évoluant sur groupe de Lie. Dans le cadre de nos
expériences, nous avons été capables d’évaluer des erreurs moyennes intrinseques d’estimation.
Nous avons constaté que ces erreurs ont un bon comportement car elles convergent vers une
faible valeur proche de zéro. Néanmoins, la question que nous pouvons légitimement nous poser
est “quelle est la plus petite valeur atteignable de I'erreur selon les modeles utilisés ?”. Elle
admet une réponse dans le cadre de I'estimation sur espace euclidien a travers les bornes de
performance et en particulier la borne de Cramér-Rao et la borne de Cramér-Rao bayésienne.
Sur groupe de Lie, qui plus est dans un cadre bayésien, il n’est pas trivial de pouvoir calculer
une borne d’erreur a partir d’une erreur d’estimation de type intrinseque.

Notre contribution dans ce chapitre est de proposer une nouvelle borne d’erreur bayésienne
sur groupe de Lie minorant l’erreur moyenne d’estimation intrinseque définie par (3.92).
Dans la premiere partie du chapitre, un rappel sur les bornes de performances sur espace
euclidien est effectué.

Ensuite, les bornes de performances déja existantes sur variétés riemanniennes et sur groupe
de Lie sont rappelées.

Enfin, la derniere partie du chapitre est consacrée a la présentation et aux détails théoriques
de la borne proposée. Elle est validée sur un scénario d’estimation du centroide géométrique
d’un amas de débris.
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4.1 Etat de l’art des bornes de performance
4.1.1 Etat de I’art des bornes euclidiennes

Classiquement, lorsque nous cherchons a estimer un parametre euclidien, il est pertinent de
déterminer l'erreur d’estimation moyenne minimale commise selon un certain modele d’ob-
servation de ce parametre. Les bornes de performance d’un estimateur sont naturellement
apparues dans des contextes d’inférence dans des applications diverses [89] au milieu du 201¢™®
siecle. La premiere borne proposée a été développée par C. Rao et H. Cramér sous le nom bien
connu de borne de Cramér-Rao [90]. Dans un contexte fréquentiste ot le parameétre inconnu
n’est pas probabilisé, elle fournit un minorant sur ’erreur d’estimation moyenne quadratique
d’un parametre dans le cas ou son estimateur est non biaisé. Une expression généralisée
peut en étre obtenue grace a la borne de Battacharya [91]. Dans un contexte bayésien, il est
nécessaire de prendre en plus en compte 'information a priori introduite sur la parametre
inconnu. une famille de bornes spécifiques, nommée Ziv-Zakai [92], a plus récemment été
développée permettant de définir des erreurs minimales atteignables sur des problemes de
détection en traitement du signal. Une deuxiéme famille de bornes bayésiennes fondée sur le
principe d’inégalité sur la covariance, nommée Wess- Weinstein, existe également et a abouti a
la proposition de la borne de Wess- Weinstein ainsi que de la borne de Cramér-Rao bayésienne
[93][94].

Selon les contextes d’applications, des améliorations hybrides de ces bornes ont été également
développées, dans le cas ou le parametre inconnu présente une partie aléatoire et une autre
déterministe [95]. Dans la suite de cette section, nous nous intéressons plus précisément a
rappeler la borne de Cramér-Rao que nous nous attachons a généraliser sur groupe de Lie.

4.1.1.1 Borne de Cramér-Rao fréquentiste

Supposons qu’un parametre 6 € RP soit inconnu et qu’un ensemble d’observations {z1,...,zyx}
distribuées selon la vraisemblance p(z|@) soit disponible. Notons de plus 8, un estimateur
fréquentiste et non biaisé de 0 vérifiant la propriété :

/OGRP (e - é) p(2|6) dz = 0. (4.1)

L’erreur quadratique moyenne s’écrivant :
E =By (19 - 01), (4.2)

vérifie :
E>tr(J7h), (4.3)
ou :

9”log p(z|6)
J = —Ep0) < 920 > :

correspond & la matrice d’information de Fisher de 6. tr correspond a l'opérateur trace de

(4.4)

matrice et tr (J _1) est appelée la borne de Cramér-Rao paramétrique.
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4.1.1.2 Borne de Cramér-Rao bayésienne

Supposons désormais que le parameétre 6 est aléatoire et distribué selon une loi a priori p(@).
Pour tout estimateur a posteriori 6,, I’erreur moyenne quadratique jointe s’écrit :

Ey = Eyr0) (116 - 6,1 (4.5)

Il est démontré dans [20] qu’elle vérifie I'inégalité suivante :

Ey > tr (Ep(z\e) (Ve log p(z,0) Vg log p(z, B)T)) (4.6)

ou Vglogp(z,0) correspond au gradient de logp(z,0) en 6. Si p(@) converge suffisamment
vite vers 0 lorsque @ prend de grandes valeurs, alors :

Ey > tr(3,) (4.7)

ou Jy correspond & la matrice d’information de Fisher jointe s’écrivant :

0? 10gp(z,0)> (4.8)

Jy = *Ep(zv‘?) < 920

e Lorsque 'estimateur considéré est la moyenne a posteriori, la borne est atteinte car il
est optimal au sens de la minimisation de l'erreur (4.5).

e Il est également proposé dans [20] une borne de Cramér-Rao récursive prenant en
compte des modeles dynamiques sur les parameétres inconnus. Dans le cas ot les modeles
sur les parametres et les observations sont linéaires gaussiens, I’expression récursive est
la trace de la matrice de covariance calculée récursivement par le filtre de Kalman. De
plus, elle est atteinte.

4.1.2 Etat de lart des bornes de performances sur variétés

Comme décrit dans le chapitre 2, estimer un parametre évoluant sur variétés est devenu
crucial dans diverses applications en traitement du signal, en robotique ou dans le domaine
biomédical [49][55][66][96]. Pour le résoudre, plusieurs algorithmes dédiés prenant en compte
les contraintes géométriques de ces ensembles de définition ont été développés sur variétés
riemanniennes et sur groupe de Lie [70]. Pour évaluer leurs performances, il est capital de
pouvoir déterminer, comme dans le cas euclidien, 'erreur d’estimation moyenne minimale
théorique pouvant étre atteinte. Il se pose alors naturellement la question de déterminer des
bornes de performances d’estimation sur des structures de types variétés.

Afin d’y parvenir, plusieurs difficultés doivent étre traitées :

— premierement, la métrique euclidienne classique n’est pas adaptée pour le calcul d’er-
reurs d’estimation sur variétés. Par conséquent, des métriques intrinseques doivent étre
considérées.

— Deuxiémement, les calculs a effectuer aboutissent & des intégrales de densité de proba-
bilité qui ne sont pas définies selon la mesure de Lebesgue.

— Enfin, de maniere analogue au cas euclidien, il est nécessaire de définir une dérivée du
second ordre, qui dépend de la connexion affine utilisée.
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Dans la littérature, des généralisations des bornes de performance fréquentistes ont été pro-
posées et mises en oeuvre pour des estimateurs supposés non biaisés. A ce titre, une borne de
Cramér-Rao paramétrique sur variété riemannienne est développée dans [97] qui admet une
expression analytique dans le cadre de variétés d’intérét comme ’ensemble des matrices de
covariance ou les variétés de Grassmann [98]. Une modification de cette borne est par ailleurs
introduite en particulier dans le cadre des distributions elliptiques. Ces distributions sont
décrites par des matrices de dispersion inconnues et contraintes a évoluer sur I'espace des ma-
trices symétrique et semi-définies positives [99]. A cet effet, des métriques propres aux variétés
des covariances peuvent étre utilisées comme la métrique log-euclidienne ou la métrique de
Rao-Fisher, cette derniére définissant une distance géodésique [100].

Dans le cadre spécifique des groupes de Lie, des bornes fréquentistes ont également été pro-
posées dans la littérature. Comme il n’est pas trivial de définir une distance sur un groupe
de Lie, une métrique d’erreur intrinséque est définie directement sur l’algebre de Lie [101].
Dans un cadre générique, une borne de Cramér-Rao paramétrique est mise en place dans [101]
qui fournit une expression analytique pouvant s’appliquer sur tout groupe de Lie matriciel.
En particulier, cette borne est montrée étre un cas particulier de la borne de [97] lorsque la
métrique considérée sur le groupe est bi-invariante, ce qui est le cas du groupe SO(3). Dans
[102], une borne de Cramér-Rao est déterminée plus spécifiquement pour des observations
issues de distributions symétriques et concentrées obtenues sur groupe de Lie.

Dans un cadre bayésien et particulierement pour le cas du groupe SO(n), une métrique in-
trinseque de Hilbert-Schmidt permettant de quantifier les erreurs est mise en place et aboutit
a la définition d'une borne de Hilbert-Schmidt bayésienne sur SO(n) [103].

A notre connaissance, il n’existe pas dans la littérature de borne de type Cramér-Rao générique
sur groupe de Lie se placant dans un contexte bayésien.

4.2 Proposition d’'une borne de Cramér-Rao sur groupe de Lie
4.2.1 Motivations

Les bornes de Cramér-Rao fréquentistes proposées par [101] et [102] ne sont pas adaptées si :
— les observations vivent sur groupe de Lie. En effet, dans le cas de [101], les observations
sont supposées prendre leurs valeurs sur un espace euclidien, ce qui n’est pas forcément
le cas dans diverses applications en particulier lorsque des mesures de rotations et de
translations sont disponibles et vivent sur SE(3).
— Le contexte est bayésien et le parametre inconnu est aléatoire.
— Le groupe de Lie considéré est non compact. En effet, les bornes proposées sont établies
dans un cadre compact et ne sont donc pas applicables a des groupes comme SE(3).
Pour prendre en compte ces trois aspects, nous proposons de mettre en place une borne de
Cramér-Rao :
e dans un contexte bayésien,
e applicable a tout groupe de Lie et considérant des observations sur groupe de Lie.
La borne que nous proposons est obtenue en s’inspirant de la démonstration de la borne
bayésienne euclidienne établie dans [104].
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F1GURE 4.1 — Construction d’une borne bayésienne sur groupe de Lie dans le cas ou les
observations et le parametre inconnu vivent sur le méme groupe de Lie.

Une des difficultés est le calcul d’intégrales de densités de probabilité que nous pouvons définir
par rapport a une mesure de groupe, comme la mesure de Haar.

Pour la pallier, nous proposons de considérer le développement de la borne dans un cadre
matriciel et unimodulaire. Ce choix se justifie par le fait que la plupart des groupes de Lie
physiques respectent cette propriété (contrairement a celle de compacité) et que cette derniére
permet d’effectuer des calculs d’intégration plus avancés. En particulier, il est possible de faire
apparaitre des quantités intuitives en utilisant les propriétés d’invariance de mesure et une
intégration par parties sur groupe de Lie, comme décrit dans la section (2.2.3.2).

4.2.2 Expression générale

Afin de développer notre borne, nous considérons une matrice aléatoire inconnue X apparte-
nant a un groupe de Lie G unimodulaire. Elle est distribuée a priori selon la densité dénommée
p(X). De plus, nous supposons l'existence d’un ensemble d’observations indépendantes Z =
{Zy,...,Z,}, ou chaque Z; appartient & un groupe de Lie unimodulaire noté G’, distribué
selon la vraisemblance p(Z|X). Par ailleurs, nous considérons X un estimateur a posteriori de
X.

Théoréme 1. Notons E,,; Uerreur intrinséque moyenne entre X et X dont nous rappelons
qu’elle s’écrit :

i — / / |Logli (X1 X) |1? p(Z, X)pgrxc(dZ, dX) (4.9)
ZcG'™ JXeG

Elle vérifie l'inégalité suivante :

Ejn > tr <Ep(z,x) (wG (Logg(x—l X) )) PE,zx) <¢G (Logg(x—l X) >T>) (4.10)

ou :
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e Yo (Log\é(X_1 X) ) correspond a la matrice jacobienne a gauche inverse de G calculée

en Logl (X1 X) dont expression a été donnée par I'équation (2.36).

e P correspond a l'inverse de ’espérance de la hessienne sur groupe de Lie de —log p(Z, X)
définie par 'équation (2.51). Elle peut étre vue comme une matrice d’information de
Fisher sur groupe de Lie et s’écrit :

-1
S (4.11)
€1=0,e2=0

o 0
P =-E,zx) (861 96, log p (Z,XExpg(el) Expé(eg) )

4.2.2.1 Démonstration

Pour démontrer cette inégalité, nous nous inspirons de la démonstration de la borne de
Cramér-Rao a posteriori classique. Nous définissons dans un premier temps le vecteur aléatoire
suivant :
Log& (X! X)
€= | dlogp(Z, X Exp(ex) )
aEX

(4.12)

ex=0

Nous calculons ensuite sa matrice de corrélation afin de construire une matrice dont I'un des
blocs fait apparaitre la matrice de I’erreur d’estimation moyenne intrinseque. En effet, si nous

considérons la matrice :

R=E (e eT) , (4.13)

nous voyons qu’elle peut s’écrire par bloc sous la forme :

B0y dy)  E(d3x VxLp')

R — (4.14)
E(VxLpdl] E(VxLpVxLp')
ou :
84 = Log(X™' X) (4.15)
A
VxLp = 2loer(Z, XExpg(ex) ) (4.16)
8(':X ex=0

Comme R est semi-définie positive, son complément de Schur I'est également. Par conséquent :
T T ! T
tr (E (55( 55<)) > tr (E (55( VxLp ) E (vpr VxLp ) E (vpr 55()) (4.17)

Cette formule nous permet d’obtenir une inégalité sur la matrice d’erreur E (65( 5;) . Néanmoins,
le terme de droite n’admet généralement pas d’expression analytique et (4.17) n’est donc pas
directement applicable a un probléeme d’estimation.

Ainsi, il semble judicieux de 'expliciter de sorte & obtenir une expression analytique faisant
intervenir des quantités que nous sommes capables d’évaluer. Nous constatons que cette borne
fait apparaitre deux calculs d’ intégrale : [E (VXLp 5;) et E (VXLp VprT). Par conséquent,
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nous allons nous intéresser au calcul explicite de chacune d’entre elles, en utilisant les pro-
priétés d’invariance d’intégrale sur groupe de Lie unimodulaire rappelées dans la sous-section
(2.2.3.1) du chapitre 2. En particulier, ces propriétés vont nous permettre de mettre a profit

la formule d’intégration par parties sur groupe de Lie.

1) Caleul de E (vpr 5)2) :

Par construction et par propriétés d’'unimodularité, nous savons que :

dlog p(Z, X Expl)
S B
eGgm S

Log/ (X1 X)T
Dex OgG( )

ex=0

p(Z,X) Aq(X) perm(dZ) per (dX) (4.18)

Comme X est unimodulaire, Ag(X) =1 et d’apres ’équation (2.64) :

/ dlog p(Z, X Expg(ex) )
Xe@

Log/ (X1 Xx)T
dex OgG( )

EXIO

P(Z, X) e (AL (dX) (4.19)

E (VxLpéy) :/Z )
e m

Une maniére de s’affranchir de la log-vraisemblance est de remarquer que :

810gp(Z,XEng(eX) ) Bp(Z,XExpg(eX) )

1
— p (Z,X Expg(ex) )

86)( ex=0 aEX ex=0 e=0
(4.20)
Z,X Exp
_ I(Z X Expe(ex) ) p(Z,X)"! (4.21)
(%X ex=0
En substituant (4.21) dans (4.19), nous obtenons :
0 p(Z, X Exp) (e 1
E(vpra)T() - / / o : pe(ex)) Logl (X1 X)T jig(dX) piem (dZ)
zZea'm JXea €X ex=0
(4.22)

En supposant que p est une densité de probabilité bornée, nous pouvons effectuer une intégration
par parties sur groupe de Lie, selon le procédé de la démonstration de 1’équation (12.14) de
[47] et de (2.68). Nous obtenons alors :

. T
OLogk(Exph(ex) X 1X
ZeG'" JXeG dex ex=0

e (dX) pem (dZ) (4.23)

A ce stade du calcul, nous ne pouvons pas faire plus de simplifications dans le cas général.
Néanmoins, nous nous plagons sous I'hypotheése ou la distribution a posteriori p(X|Z) est
relativement peu étalée, ce qui est vérifié notamment si le nombre n d’observations est grand.
Dans ce cas, I’estimateur X, par définition obtenu & partir de p(X|Z), se trouve a une “dis-
tance” raisonnable des réalisations correspondant & une valeur non négligeable de p(X||Z).
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£aiblegll
écart

Groupe de Lie
G

FIGURE 4.2 — Représentation du support de la distribution a posteriori p(X|Z) sur G :
lestimateur X est représenté en vert. Xy et Xo correspondant & des réalisations selon p(X|Z).

Par conséquent, ¥ X de densité de probabilité p(X|Z) non négligeable, X1 X peut s’écrire :
X' X = Exp)(Logh (X' X)) (4.24)
Ainsi, en utilisant la seconde formule BCH (2.35), nous obtenons :
Log; (Expy(ex) X' X) = Logd(X ™' X) + g (Logh(X ™ X)) ex + O ([lex|?)
Soit en dérivant par rapport a € :

OLog: (Expg(ex) X' X)
Oex

= ¢ (Logh(X 1 X)) (4.25)

ex=0

En remplagant cette équation dans (4.23), il vient que :

B(Vxipag) = [ [ 0@ X0 (Logb (X)) g (42) pe(dX)

~|E (sz (Logg(X*l X))T> (4.26)

Par transposition, nous obtenons naturellement que :

E (55( VXLpT) ~|E (1/;(; (Logg(x—l X))) (4.27)

2) Calcul de E (VxLpVxLp')
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Cette quantité s’écrit sous la forme d’une intégrale :

E (VXLPVXLPT> _ / / alogp(Z,XExp/C\;(el) ) Glogp(Z,XEng(eg) ) T
ZcG'™ JXe@ Oeq €1=0 o€ €2=0
P2, X) i (dX) icon (42) (4.28)

Nous pouvons développer cette expression en appliquant (4.21) par exemple au terme dépendant
de €y puis en permutant les intégrales et les dérivées selon 'équation (12.14) de [47] :

o 9 o
(VprVpr ) 9e. s UZE&W /XGGIng(27XEXpG(El))
p(Z, X Expg(€2) ) pe(dX) pugrm (dZ) | |e;=0,e5—0 (4.29)

Il est a noter que cette inversion est possible si p est supposée bornée et tend vers zéro lorsque
X prend de grandes valeurs.
Par le changement de variable X = X Exp/(€2) et par invariance de pg(.), nous obtenons :

o 0 ~
E(VprVpr ) Ser U / log p(Z, X Expg;(—e€2) Expg(er) )
€1 €2 |Jzeam Jxea
p(2,X) paldX) g (42)| =020 (4.30)
Nous avons alors :
E (Vpr Vpr / / 67 T log p(Z, X Expgy(€1) Expgy(en) )
ZeG'™ JXeq U€1 O€2 €1=0,e2=0
p(Z,X) pe(dX) pem (dZ) (4.31)
Soit :
T 0 0 A A
E (VXLP VxLp ) = =-E|( 5~ 5 1logp(Z, X Expg(e1) Expg(e2) ) (4.32)
O€1 D€y €1=0,e2=0

Nous aboutissons donc a une expression de I'intégrale, dépendant uniquement de la hessienne
de la log-vraisemblance par rapport a X, soit :

E(VxLpVxLp') = —E (H (X)) (4.33)
H(X) = 9e; 8(22 log p(Z, X Expgs(€1) Expgi(€a)) (4.34)

€1=0,e2=0

En remplagant les équations (4.26), (4.27) et (4.33) dans (4.17), nous obtenons alors I’équation
(4.10).

4.2.3 Hypotheses sur X et expression approchée de la borne

A travers 'équation (4.10), nous obtenons une inégalité sur la RMSE intrinseque d’estimation.
Cependant, elle n’est pas directement exploitable pour deux raisons :
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e La matrice jacobienne inverse 1 ;(.) n’admet pas d’expression analytique dans un cadre
général.

e L’erreur intrinseque intervient dans les deux membres de 'inégalité.
Pour tenter de réduire dans un premier temps la difficulté du probléme et obtenir une expres-
sion analytique, nous proposons d’effectuer une approximation raisonnable et réaliste de la
matrice jacobienne inverse.
En utilisant de nouveau le fait que p(X|Z) est peu étalée, ¥, peut étre approchée par un
développement limité & ’ordre 1. Ainsi, nous avons :

Ve (Logg(X*l X)) ~T— %addLogé(X’l X)) (4.35)

En substituant cette formule dans ’expression de la borne, nous obtenons que le terme a
droite de I’équation (4.10), noté erq s’écrit :

1 1

fonction dépendant de E;,+
ou :
1~ T 1~
A =PE (adG(Logg(X— X))) +E (adG(Logg(X— X))) P (4.37)
N . T
B=E <adG(Logg(X—1 X))> PE (adG(Logg(x—l X))) (4.38)

En raison de la semi-définie positivité de P, le terme B 'est également et sa trace est donc
positive. Par conséquent, E;,; est bornée par la quantité elLG s’écrivant :

1
eho =tr <P -3 A) . (4.39)

Nous proposons d’utiliser I'inégalité obtenue afin d’en déduire une formule analytique dans le
cas de groupes de Lie d’intérét, en particulier les groupes SO(3) et SE(3), qui interviennent
dans notre application.

4.2.4 Expression analytique

Résultat préliminaire :

Soit A une matrice symétrique de taille n X n et B une matrice antisymétrique, alors :

tr(AB) =tr (BA) =0 (4.40)

4.2.4.1 Cas de SO(3)

Dans le cas du groupe SO(3), la matrice adg(.) est antisymétrique, par conséquent :

adg(a) = —adg(a)’ VaeR? (4.41)
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Ainsi, la trace de A est nulle puisque la trace d’une matrice antisymétrique multipliée par
une matrice symétrique, qui est une propriété de P, est de trace nulle d’apres (4.40).
Par conséquent, 'inégalité de Cramér-Rao proposée sur SO(3) s’écrit alors directement sous

la forme :
Eip > tr (P) = —E (tr (H)) (4.42)

Cette borne est obtenue en négligeant les termes de courbure dans (4.35). Cela revient
a considérer que SO(3) est localement commutatif au voisinage de l'identité et donc en
Logt (X~ X) .

4.2.4.2 Cas de SE(3)

Pour déterminer une borne spécifique sur SE(3), nous proposons premieérement de mettre a
profit 'expression de son adjoint en Logg B(3) (X1 X) , qui admet la structure suivante :

A1 | Ogxe
adSE(g) (a) = . (4.43)
Ay | Aq
ott a = Logg ) (X X) et
A1 = [aR]X (444)
As = [ay], (4.45)

avec ar € R? qui correspond au sous-vecteur des composantes rotationnelles de a et a, a celui
des composantes en translation.

Comme I’adjoint s’écrit sous forme d’une représentation par blocs, nous décomposons la ma-
trice P sous la méme forme :

P.| P,
P = . (4.46)

P3| Py

En raison de la symétrie de P, P; et P4 sont deux matrices également symétriques apparte-
nant & R3*3 et Py et P3 sont deux matrices définies telles que P; =P;

e Cas d’une matrice P diagonale

Si la matrice P est diagonale, alors nous montrons aisément que :
tr (E(A)) =0 (4.47)

En effet, la matrice A est de trace nulle car elle est calculée en effectuant le produit d’une
matrice antisymétrique, de trace nulle, par une matrice diagonale.
Par conséquent, la borne d’erreur s’écrit plus simplement dans ce cas :

b = tr(P). (4.48)

L’expression est alors la méme que dans le cas de SO(3).
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e Cas d’une matrice P quelconque

Dans cette partie, nous réarrangeons l’inégalité obtenue pour Ej;,; et mettons a profit les
propriétés de SE(3) pour en déduire une borne explicite.

Théoreme 2. Si P est une matrice non diagonale, une borne de Cramér-Rao intrinséque sur
SE(3) s’écrit sous la forme :

2
2 2
D) = (—\/;a NI (P)) (4.49)

ou o = tr (P3 P;)

Démonstration :

Afin de démontrer ce théoreme, nous transformons 'inégalité (4.10) s’écrivant sous la forme :
Eint > 9(Eint) (4.50)

ou g : R — R est une fonction continue, en une inégalité du type :
f(Eint) >0 (4.51)

ou f : R — R est une fonction continue dont nous cherchons a déterminer une expression
explicite. L’étude des propriétés de f nous permet alors d’extraire la borne de performance
recherchée.

Pour y parvenir, nous détaillons premiérement le calcul de adgp(s) (Logg (X1 X) )P et
P adgp(s) (Logg (X1 X) )T afin d’obtenir une expression explicite de g(Eipn).

En utilisant les équations (4.45) et (4.46) nous obtenons que :

Vo1 < APy A, Py
adsp(3)(Loga(X™ X)) )P = (4.52)
AP+ A1 P3| AoPo+ A Py
) P,A] | P1A] +PyA]
P ads s (Log(X 1 X)) T = ! 2 - (4.53)
P; Al |[P3sA] +P,A]
La matrice A; = adgps)(Logd (X1 X))P+P adgp3) (Logd (X! X)) T s’écrit alors :
AP +PA] P Ay +PyA] + APy
A, = (4.54)
AP +P3A + A1 P3 APy + A Py +P3A] + PLA]
En récupérant la trace de cette matrice, nous obtenons que :
tr(Ay) = tr (Al P +P Al + AyPy+ A P, + PsA] + P,y AI) (4.55)
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Cette expression peut se simplifier, en effet :
— A1 = —AlT7 par conséquent tr (A1 P,+P; AlT) = tr (A1 P,+ Py AlT) = 0, d’apres
(4.40) puisque P et P4 sont symétriques.
— Py = P;r, par conséquent tr (A2 P>+ Ps A;—) = 2tr (Az P;)r)
Nous en déduisons finalement que :

tr (E (Ay)) = 2tr (E (As) Pg) (4.56)

Comme A = E (Aj), nous obtenons que le membre de droite de I'inégalité (4.50) s’écrit :

9(Eint) = tr (P —E (A) P] ) (4.57)

Afin d’obtenir une borne explicite, nous cherchons & faire disparaitre du terme de droite
I’erreur intrinseque Ejp;.

Pour y parvenir, nous mettons a profit I'inégalité de Cauchy-Schwartz sur I’espace des matrices
carrées de taille 6 x 6. Nous avons alors :

)tr (a>P] )\ < \Jir (A2 A]) \/tr (P5PY) (4.58)

Par monotonie de I'opérateur E, nous obtenons que :

_E <\/tr (A, A;)> Vir (PsP]) < —tr (E (As) PQ) (4.59)

Ainsi, le terme & gauche fait apparaitre I’erreur moyenne sur les composantes en translation
de a. En effet, il est possible de voir que tr (A A ) = 2 ||a,||%. Par conséquent :

— V2E (|ay|) y/tr (PsP]) < —tr (IE (As) P3T) (4.60)
Pour faire apparaitre la quantité E;,; = E (HaHQ), nous nous servons de deux choses :

1. La quantité —E (||a,||) peut étre minorée en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz
sur ’espace des variables aléatoires réelles :

E(lapll) < /E(llap]?) (4.61)

2. La quantité —E (||a,||?) peut étre également minorée par puisque E (||a[|?) > E (||ay|?).
Nous obtenons finalement ’'inégalité suivante :

~V2E([alP)a < —/2E (Ja]2) a < ~vV2aE (Jay]) < ~tr (E(A2) P{) o (4.62)

a=/tr (P3P]). (4.63)

Ceci nous permet, d’apres I’équation (4.57), d’en déduire une inéquation sur 'erreur sous la

E (lla]?) > tr (P) — vV2a VE (Jal]?) (4.64)

ou :

forme :
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Par conséquent, nous constatons que v/ Ej,; vérifie 'inégalité h(v/E;p:) > 0 avec h une fonction
quadratique et convexe s’écrivant :

h(z) =2 +V2az —tr (P) (4.65)
Par définition, son discriminant s’écrit alors :
A =2a*+4tr (P) (4.66)

Des lors que P est une matrice non nulle, ce discriminant est strictement positif et A admet

donc deux racines :

n=-C0 S () (4.67)
9 2
g = _\f2a + % +tr (P) (4.68)

Par définition, x; est négative, puisqu’elle est la somme de deux termes négatifs. xo est positive
. e o?

puisque —- +tr (P) > -

Il s’ensuit ainsi que h(z) > 0Vx € |—o0,z1] U [x2,+00[ car h est une fonction convexe.

Comme /E;,; est positive, elle appartient & l'intervalle [z2, +00[. Notre borne sur Fj,; est
donc directement 3 et nous en déduisons :

Vaa | [a ’

Ty > () .
L4

— borne

explicite

Valeurs possibles de v/ Ejp;

FIGURE 4.3 — Polynéme fonction de \/Ej,; : la borne sur SE(3) est fournie par x3.

4.3 Mise en oeuvre sur le modele d’observation proposé

Dans cette partie, nous proposons de mettre en oeuvre la borne de Cramér-Rao pour un
probléme d’inférence sur SE(3) dans lequel la vraisemblance et la loi a priori sont des distri-
butions gaussiennes concentrées.
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Plus précisément, nous nous plagons dans le cadre du modele développé dans le chapitre 3
mais en supposant que les mesures sur SFE(3) sont directement disponibles. Un ensemble d’ob-
servations mutuellement indépendantes Z = {Z;,...,Z,} dispersé selon une forme courbée
est disponible et appartient au groupe de Lie SE(3)". Nous rappelons qu’elles se représentent

selon le modele d’observation suivant :
Z; = MExpgp3 () e ~N(0,8) Vie {1,...,n} (4.70)

ot M est supposé inconnu et aléatoire, défini sur SFE(3). Il représente le centroide géométrique
de la forme. Nous rappelons que le modele a priori de M peut s’écrire sous la forme :

M = M, Expgp (em) em ~N(0,Zn) (4.71)

Nous cherchons donc a en déduire 'erreur d’estimation minimale atteignable sur le parametre
M.

Afin d’obtenir une expression analytique de la borne, 'unique quantité a calculer est la hes-
sienne sur groupe de Lie H(M) permettant d’en déduire la matrice d’information de Fisher
sur groupe de Lie définie par I’équation (4.34). En mettant a profit la régle de Bayes, cette

matrice peut se décomposer en deux termes :

HM)=  HzM)  + Hy(M) (4.72)

Terme de vraisemblance  Terme a prior:

ou :
o d A A
Hz(M) = —— ——log p(Z|M Expg(€1) Expg(e2) ) (4.73)
861 862 €1=0,e2=0
o 0 A A
Hyi(M) = — — log p(M Expg(€1) Expg(e2) ) (4.74)
861 862 €1=0,e2=0
La matrice d’information de Fisher s’écrit a ’aide de ces deux variables sous la forme :
P = — (E(Hz(M)) + E (Hp(M))) ™ (4.75)

et la borne donnée par 1'équation (4.49).

4.3.1 Expression de E(Hz(M) :

Comme chaque Z; est distribuée selon une gaussienne concentrée de parametres M et S, de
par leur indépendance, nous pouvons écrire :

1< -
logp(Z|M) = C1 — 5 > _ [|Loggps) (M~ Zi) [I3. (4.76)
1=1
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Nous avons alors, V (€1, €) € RO :

log p(Z|M EngE(g)(El) Expl(e2) ) =

2

_
C1 = 5 3 |[Logdue (MExpis (e) Expilez) )" 2) | (4.77)
=1

Comme €7 et €3 sont deux incréments qui vont tendre vers zéro, nous pouvons écrire que

Expg E(g)(el) Exng(g)(eg) = Expg (€1 + €2) . Par conséquent, 1’équation précédente prend
la forme suivante :

log p(Z|M Exng@)(el) EXPQE(:),)(@) ) =
1 & B 2
G — ) Z HLOggE(s) (EngE(S)(_ (€1 + €2)) M Z)) Hs (4.78)
=1
Nous avons alors, en accord avec la seconde formule BCH : :

Logpes) (Expspe (— (1 + €2)) M1 Z;) = Loggps(M ' Zi) — gpe)(umzi) (€1 + )+
O(H61+€2H2) (4.79)

avec: 8rz; = Logy B(3) (M~ Z,;) . Par conséquent, en différenciant deux fois (4.78) par rapport
a €1 et €5 en accord avec 1’équation précédente, nous obtenons :

Hz(M) = — Z Yope) (Orzi) ST Yspe) (0nzi) (4.80)

D’ou :

E(Hz(M)) = — ; E <¢SE(3)(5MZ¢)T st 'QDSE(g)((sMZi))
Posons fy, ., (.) la fonction ¢SE(3)(.)T S—! Ysps) (). Par définition de E, nous avons :

E(H Z /Z By (LOBSM ™ 20) ) p(ZIM) oy (42) (4.81)

En posant le changement de variable a; = Logg E(3)(M71 Z;) , il en vient que :
n
E(Hz(M)) = — Z/ ! fsm (@) N (Opx1, S) pre (da;) (4.82)
. a; €RP

== By, (@) (4.83)

i=1

Ainsi, E(Hz(M)) correspond directement a I'espérance de fy, , (a;) sous une distribution
gaussienne euclidienne centrée.

Néanmoins, cette expression ne peut pas étre développée, en raison de la non-linéarité de
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Ysp(s) (). Pour pallier ce probleme, nous utilisons le fait que ¥ gp3)(.) peut étre raisonnable-
ment approchée a I'ordre 1. Plus précisément, cette approximation s’écrit :

N 1
Ysu(3)(0mzi) = Toxe — 5 adsp(s) (9nzi) (4.84)
Et E(Hz(M)) peut alors étre approchée par :
B(Hz(M)) = —nE ($6(0nz)" 8™ a(6uz)) (4.85)

Ainsi, cette approximation nous améne a calculer deux quantités : E(adgps)(ai)) et
E(adsp(s) (a;)" adgg3y(ai)). Pour y parvenir, nous décomposons a dans sa base canonique
et naturelle :

6
a; = Z amej (4.86)
7=1

ot {e;}9_; est la base canonique de RS. Par linéarité de I'opérateur adgp(s)(.), nous avons
ainsi :

adSE(?, al Z Qg5 adSE ) (487)
Par définition de a; ~ N (0,S), E(a;) = 0, d’on, par passage a I’espérance, nous obtenons :

E (adgsp s (ai)) = Osxe (4.88)
Pour obtenir une expression de E(adgps) (a;)" adg £(3)(&:)), nous nous servons du fait que :
6

adspe) (i) " adsps)(a;) Z aij adgps) (€)) Z aik adgps)(er) (4.89)

Par passage a I'espérance, les coefficients de S, E (a; j a;x) = (S);x V(j, k) € {1,...,6}? vont
ainsi intervenir, soit :

6
E (adspe)(ai)?) =Y Y (S)kadspe)(er) adsp)(er) (4.90)
j=1 k=1

Nous aboutissons alors a :

6 6
E(Hz(M)) = — [0S~ + 5 PIPP I (4.91)

en rassemblant les équations (4.88) et (4.90), en développant ’équation, puis en conservant
uniquement les termes d’ordre 2. Ay est un tenseur de dimension 6 X 6 x 6 x 6 tel que,

V(i k) € {1,...,6}%:

(Az);, = (8)jkadsp (e;) " S™" adgps) (ex) (4.92)
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4.3.2 Expression de E (Hy(M))

De maniére analogue, Y(e1,e2) € (R%)2, nous pouvons écrire le logarithme de la loi a priori
en MEXp@E(S)(el) Exng(S)(eg) :

log p(M EngE(S) (€1) EngE(?))(EQ) ) =
1 B 2
C1 = 5 |[Logéag (M MExpSpe (e) Explp(e)) | (4.93)
Comme précédemment, le terme a l'intérieur de la norme peut étre développé, et cela en
supposant que Exng(?))(el) Exng(?))(eg) = EXp@E(3)(61 + €2) . Néanmoins, cela nécessite

de faire apparaitre l'opérateur Adgg(s) (.) de sorte & pouvoir appliquer la méme formule BCH.
Plus précisément, nous avons :

Logps) (Mgt MExp§ ;) (e1) Expgp)(e2) ) =
Log s (EXp§ s (Adsps (M, ' M) (€1 + €2)) M, ' M)
= 80 + Ysp(3)(00) Adsp) (M, ' M) (e1 + €2) + O(|le1 + & [*)  (4.94)

ol d, = LoggE(g)(M(jl M). Le terme précédent peut étre intégré dans ’équation (4.93). En
différenciant deux fois, nous aboutissons & :

Hy (M) = —Adgps(My ' M) " $sp0)(80) T By Yape) (80) Adgpe (M ' M) (4.95)

Nous avons alors, apres quelques simplifications décrites en annexe D et en conservant uni-
quement les termes d’ordre 2 :

11 T 1
E(Hm(M)) = -E <§3M1 — 5 0dsE() (80)° =3/ — o 3 adSE(S)(60)2> (4.96)
6 6
1
= N —3 Z Z (Apm + AMQ)j,k (4.97)
7j=1k=1

ou A1, Ao sont des tenseurs de dimension 6 X 6 X 6 X 6 tels que :

(An1)jp = (Bm)jk adsp) (ej)" adspes(er)” B3/ V(i k) €{1,...,6}° (4.98)
(Am2)j, = S0 (Ba)jk adspe (e;) adspsy(er) ¥V (5,k) € {1,...,6}? (4.99)

Finalement, en rassemblant (4.91) et (4.97), nous obtenons une expression globale de P sous
la forme :

6

6 6 6
DD (Az)n+ 2y ;ZZ A+ An)j, (4.100)

j=1 k=1 j=1 k=1

»P\;?

et la borne peut alors étre obtenue selon I’équation (4.49).
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4.3.2.1 Remarques sur la borne

e Cette borne est obtenue de maniere approchée mais permet de considérer des termes
non négligeables inhérents a la structure géométrique de SE(3).

e La matrice d’information de Fisher résultante est approchée, par conséquent, la pro-
priété de semi-définie positivité peut ne pas étre respectée. Néanmoins, en raison de
I’ordre de grandeur des valeurs des tenseurs Az, A et Apso plus faible que celui des

valeurs de S et 3, cette propriété sera valable numériquement.

4.3.3 Simulations

Afin d’illustrer numériquement la borne établie dans le cas de SE(3), nous proposons de
considérer une version simplifiée du probleme d’estimation que nous avons établi dans le cha-
pitre 3. Plus précisément, la matrice d’étendue S est supposée connue et les orientations de
chaque réflecteur sont disponibles. Par conséquent, le probleme d’estimation peut s’écrire sous
la forme d’un probléme d’optimisation quadratique et peut classiquement étre résolu par un
algorithme LG-GN.

Notre objectif est double : comparer d’une part 'erreur moyenne d’estimation de notre ap-
proche avec la borne théorique et d’autre part, étudier le comportement de cette borne selon
les caractéristiques des données.

L’erreur moyenne d’estimation intrinseque est approchée par une méthode de Monte-Carlo.
Les estimés sont obtenus a partir de différentes réalisations de 1’état et des observations si-
mulées selon les équations (4.70) et (4.71). Afin d’approcher statistiquement le mieux possible
I’espérance théorique, un grand nombre de réalisations est considéré. La borne proposée est,
quant a elle, calculée numériquement selon la formule décrite par (4.100), qui repose sur une
approximation a l'ordre 1 de la jacobienne inverse, conformément a (4.35).

Les valeurs des parametres de simulation sont précisés dans le tableau (4.1), les variables S et
3 sont par ailleurs testées pour différentes valeurs en fonction des simulations considérées.
Les réglages algorithmiques pour le test de la méthode de Gauss-Newton sont donnés dans le
tableau (4.2).

Nombre d’observations n =10 a 100

Nombre de simulations Monte | Nr = 500

Carlo

Moyenne a priori M, Exng(?))([O.l, 0.1,0.1, 100, 100, 100])

TABLEAU 4.1 — Parametres de simulation.

Erreur d’initialisation sur M | ey = exng(?’) ([0.1;0.1;0.1; 105 10; 10))
Nombre d’itérations LG-GN np = 10

TABLEAU 4.2 — Réglages algorithmiques.
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e Influence du nombre d’observations

Dans cette série d’expériences, nous fixons S et 3, et faisons varier le nombre d’observa-
tions. S est simulée de sorte a obtenir des réflecteurs dispersés sur une étendue de 'ordre de
10° m.

1200

1000 b

—o— Erreur intrinseque moyenne sur M
800 - —o— Borne proposée

600

400

200

0 . . .
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Nombre d’observations

FIGURE 4.4 — Evolution de la borne proposée superposée a l’erreur moyenne quadratique
pour Nr = 500 réalisations et X, = diag ([0.1,0.1,0.1, 100, 100, 100]).

Nous observons premiérement que la borne admet un comportement cohérent puisqu’elle
minore 'erreur quelque soit le nombre d’observations considéré. De plus, cette borne admet
un comportement asymptotique similaire & celui de ’erreur, en se stabilisant pour un grand
nombre d’observations.

e Influence des parameétres a priori

Nous nous intéressons également au comportement de la borne lorsque ’a priori sur les com-
posantes de translation de M, évolue. Comme précédemment, S est fixée avec une étendue
de 'ordre de 10° m.

450 T T T T T T T

400 |- | —©— Borne proposée
&— Erreur intrinséque moyenne

0 . . . . . . .
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Variance a priori (m?)

FIGURE 4.5 — Evolution de la borne proposée superposée a I’erreur moyenne quadratique en

fonction de la variance a priori pour n = 50 et avec une covariance en rotation a priori égale
a diag ([0.1,0.1,0.1]).
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Lorsque la dispersion a prior: prend de grandes valeurs, l'erreur d’estimation a tendance
a logiquement se dégrader. Nous observons que la borne conserve une cohérence en termes

d’évolution. En effet, elle garde la méme allure que ’erreur tout en la minorant.

e Influence de la distorsion de la forme

Afin d’étudier 'influence des parameétres sur notre borne, nous nous intéressons désormais
a modifier la matrice de forme en faisant varier son parametre de distorsion, décrit dans
le chapitre 3. Ce parametre agissant sur la courbure de la forme, il traduit les propriétés
géométriques de SE(3). Par conséquent, nous proposons d’étudier son influence en compa-
rant notre borne bISE(3) a la borne obtenue dans le cas ou les termes d’ordre supérieur a 1
sont négligés c’est a dire lorsque la jacobienne inverse est approchée par I'identité. La borne
a Dordre 0 s’écrit alors :

Dps = tr (St + 2317 (4.101)

800

700

—o—Borne approchée 4 'ordre 0]
—o— Borne approchée a l'ordre 2
—#— Erreur intrinseque moyenne ||

650

600

550 -/

500 I 1 I I I I I I
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Distorsion (rad)

FIGURE 4.6 — Evolution de la borne proposée en fonction de la distorsion avec n = 50, Nr =
500 et X = diag ([0.1,0.1,0.1,100, 100, 100]) superposée a l’erreur moyenne quadratique.

e Premierement, nous constatons que les deux bornes sont trés proches entre elles lorsque
le degré de distorsion est proche de zéro. Cette situation correspond & une forme avec
une tres faible courbure.

e Au contraire, lorsqu’il prend de grandes valeurs, I’écart entre les deux bornes augmente.
Ainsi, lorsque la forme devient trés distordue, 'approximation a l'ordre 0 n’est plus
valide et la borne n’est plus conservative. Par conséquent, comme observée sur la figure
4.6, 'erreur moyenne devient plus petite qu’elle.

Nous pouvons en déduire que notre borne est bien plus adaptée pour des parametres appar-
tenant & SE(3), en particulier lorsque les termes d’ordre supérieur a 0 dans les expressions
développés des opérateurs de groupe de Lie sont non négligeables. Comme 0% B(3) e considere
pas la structure géométrique de SE(3), elle devient alors faussée et s’éloigne de b}g B(3)"
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4.4 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons proposé une nouvelle contribution théorique qui est une borne
de Cramér-Rao bayésienne sur groupe de Lie.

Dans un premier temps, une inégalité sur lerreur intrinseque moyenne d’estimation a été
établie dans un cadre générique de groupes de Lie matriciels unimodulaires. Ensuite, nous
nous sommes intéressés en particulier aux groupes de Lie SO(3) et SE(3) afin d’en déduire
une expression spécifique de la borne. Nous avons ensuite appliqué cette borne a notre modele
d’observation d’amas développé dans le chapitre 3. Cette mise en oeuvre numérique nous a
ainsi permis de valider la cohérence et les propriétés de la borne proposée.

Une perspective directe de ce travail serait de considérer dans le probleme d’estimation,
premiérement, la présence des variables de nuisances et, deuxiemement, 'intégration des
parametres de forme de ’amas. Nous pourrions ensuite en déduire une borne d’erreur sur
I’ensemble des parametres modélisant I’amas. Cependant, prendre en compte ces variables
supplémentaires suppose de considérer un modele a priori hiérarchique qui complique 'ex-
pression de la borne.
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Conclusions

Cette these porte sur le pistage de débris spatiaux qui sont des objets artificiels et non fonc-
tionnels en orbite autour de la Terre, et dont le nombre ne cesse d’augmenter. Dans ce cadre,
nous nous sommes intéressés a mettre en place un modeéle ainsi que des algorithmes pour
estimer conjointement la position du centroide et la forme d’'un d’amas de débris spatiaux
évoluant en orbite basse autour de la Terre.

Une premiere contribution a été de traiter 'amas comme une cible étendue. Si un systéme
radar est utilisé pour la surveillance spatiale, il occupe en effet plusieurs cellules de résolution.
Afin de déterminer ses caractéristiques, il a donc été nécessaire de définir des parametres
décrivant non seulement son centroide mais également sa forme. Nous avons alors proposé de
modéliser celle-ci a partir d’'une matrice aléatoire en s’inspirant de 'approche développée par
[31].

Afin de prendre en compte la géométrie de ’amas dont ’évolution est gouvernée par la force de
gravitation selon le modele classique képlerien, nous avons proposé de reformuler le probleme
d’estimation des caractéristiques de I’amas comme un probléme d’inférence sur groupe de
Lie. En effet, les débris tendent a se disperser sous forme de bananoide, ainsi que nous avons
pu l'observer en simulation, de maniére similaire a des échantillons distribués selon des lois
gaussiennes sur concentrées sur SFE(3). Les groupes de Lie sont des structures mathématiques
élégantes sur lesquelles les calculs classiques d’intégration, de dérivation et statistiques peuvent
étre mis en place tout en considérant leurs propriétés géométriques.

Une seconde contribution de ce travail a été de définir un modele d’état et un modele d’ob-
servation donnant lieu a des mesures radar dont la répartition spatiale épouse la forme de
lamas. Pour y parvenir, le formalisme des distributions gaussiennes concentrées sur SE(3)
nous a permis de définir un modele intrinseéque sur ce groupe de Lie et générant des mesures
se dispersant selon la maniere souhaitée.

Par la suite, un algorithme d’estimation, dans un contexte statique, a premierement été mis en
place. Il est fondé sur ’algorithme de Newton sur groupe de Lie dans lequel une contribution
a été de modifier le calcul de descente afin d’obtenir une mise a jour efficace numériquement et
adaptée a la structure du critere a optimiser. Plus précisément, notre approche assure que la
matrice hessienne intervenant dans le calcul de 'incrément & chaque itération est semi-définie
positive.

Ensuite, une version récursive a été développée, fondée sur un filtre de Kalman étendu itéré
sur groupe de Lie. A Tinstar de I’algorithme statique, une contribution a été de prendre en
compte la présence de variables cachées, les propriétés du critere a optimiser, ainsi que la
présence de plusieurs mesures, issues de différentes parties de la cible étendue, a chaque étape
de l'algorithme. En particulier, une approximation de Laplace sur groupe de Lie a été mise
en oeuvre afin de prendre en compte la structure non quadratique du critere d’optimisation a
I’étape de correction.

Ces algorithmes ainsi que le modele ont été validés numériquement a travers des simulations
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selon des scénarios réalistes quant a I’évolution physique des débris. Les performances de 1’al-
gorithme de pistage ont en particulier été testées et comparées a une méthode de 1’état de I'art
dédiée aux cibles étendues basée sur les processus gaussiens, permettant de pister des objets
de forme quelconque. Il s’est révélé plus efficace en terme de reconstruction de la géométrie
de I'amas.

Une derniére contribution de ce manuscrit a été de proposer une borne de performance
bayésienne sur groupe de Lie. Cette borne est a notre connaissance la premiere établie dans
un cadre bayésien et considérant la présence d’observations sur groupe de Lie. Elle a d’abord
été étudiée pour les groupes de Lie matriciels unimodulaires. Ensuite, elle a été explicitée
dans le cas des groupes de Lie que nous manipulons dans notre application physique, plus
précisément SO(3) et SE(3). Finalement, elle a été déterminée de maniére analytique et mise
en oeuvre dans le cadre de notre modele d’observation d’'un amas de débris.

Perspectives

Les perspectives de ce travail sont multiples que ce soit d’'un point de vue théorique ou
algorithmique.

Premierement, I’algorithme de pistage proposé pourrait étre robustifié en prenant en compte la
présence de données aberrantes. Un critere de décision fondée sur un fenétrage statistique
intrinseque sur groupe de Lie pourrait ainsi étre mis en place. La difficulté serait de calculer
des frontieres de décision relatives a des probabilités de fausse alarme prédéfinies.

Par ailleurs, un amas occupe plusieurs cases de résolution non nécessairement contigués du
systéme radar. Pour aider a sa détection, il serait possible d’appliquer une approche de type
“track before detect” [105]. Cette méthode permet classiquement d’améliorer les performances
de détection radar a partir des résultats du pistage. En accord avec notre modele d’observation,
un modele statistique sur groupe de Lie pourrait étre ainsi proposé mais se poserait néanmoins
la question de la complexité calculatoire.

De plus, lorsque 'amas s’avere trop étendu et que les différents débris sont suffisamment
éloignés les uns des autres, un pistage multi-cibles pourrait étre mis en oeuvre. Par conséquent,
nous pourrions nous demander comment déterminer un seuil a partir duquel l'algorithme de
pistage d’une cible étendue ne serait plus pertinent et un pistage de type multi-cibles devrait
étre considéré. Le choix du seuil serait a nouveau difficile a définir puisqu’il reposerait sur une
statistique de test définie sur un groupe de Lie et dont la distribution ne pourrait pas aisément
étre explicitée. Ensuite, dans ce cadre multi-cibles, des méthodes fondées sur les ensembles
finis aléatoires pourraient étre mises en places puisqu’elles ont montré leur efficacité dans
diverses applications, a travers le filtre probability density hypothesis et le filtre multi-Bernoulli
[106][86]. Les parametres fournis par la sortie de ’algorithme sur groupe de Lie devraient étre
injectés dans celui fondé sur les ensembles finis aléatoires. Dans ce contexte, un point délicat
est l'initialisation de cette méthode puisqu’elle est fondée sur une paramétrisation différente.
Dans le cas ou plusieurs amas de débris sont observés simultanément, un pistage étendu multi-
cibles pourrait également étre mis en place en combinant le formalisme des groupes de Lie et
des ensembles finis aléatoires. L’ensemble des paramétres d’'un amas appartenant au groupe
de Lie SE(3) x SO(6) x Dg(R**) pourrait alors étre vu comme un élément d’un ensemble fini
aléatoire. Cependant, les mises en oeuvre des algorithmes de type ensembles finis aléatoires
sont fondées sur des approximations par mélange de gaussiennes ou mesures empiriques qu’il
conviendrait de généraliser.

D’autres perspectives concernent la borne de Cramér-Rao sur groupe de Lie que nous avons
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développée. Dans ce manuscrit, la borne a été appliquée & un probleme d’estimation simplifié
avec un état appartenant a SFE(3). Afin de la rendre plus réaliste et cohérente avec notre
probleme de pistage de débris, il serait pertinent de la déterminer :

— dans le cas ou la matrice de forme est supposée inconnue. De par la structure du
modele proposé, il serait néanmoins difficile d’obtenir une expression analytique de la
borne associée a 1'état SFE(3) x SO(6) x Dg(R™™). De plus, la gestion des variables
latentes devrait étre aussi prise en compte dans les développements calculatoires. Une
procédure de type Monte-Carlo pourrait alors étre utilisée pour obtenir une approxi-
mation numérique mais nécessiterait un cofit calculatoire assez conséquent.

— dans un cadre récursif : une borne de Cramér-Rao en ligne pourrait alors étre mise
en place afin de la comparer aux performances obtenues par I'algorithme de pistage
de ’amas. De la méme maniere que pour notre borne, elle pourrait étre développée en
utilisant la démonstration récursive de la borne de Cramér-Rao euclidienne a posteriori
en ligne proposée par [94] et [104].

A travers notre modele, nous pourrions également proposer des généralisations des bornes
d’erreurs classiques. Ainsi, il serait possible de mettre en place une borne de Ziv-Zakai ou une
borne de Wess-Weistein sur groupe de Lie. Les propriétés conservatives des ces bornes pour-
raient étre préservées en considérant des métriques d’erreurs différentes comme une pseudo-
métrique bi-invariante [107]. Néanmoins, les difficultés calculatoires en particulier en termes
d’intégration et de dérivation, seraient toujours présentes.
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Annexe A

Résolution et discrétisation d’une

équation différentielle

Sommaire
A.1 Casclassique linéaire . . ... .. ... ... ... 000, 151
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A.1 Cas classique linéaire

Considérons un vecteur d’état x(¢) (avec ¢ € R) modélisé par une équation différentielle

linéaire matricielle :

x(t) = Fx(t) + n(t) (A.1)

avec :
e F la matrice d’état.
e n(t) un terme additif pouvant étre un bruit .

La solution générale s’écrit alors :
x(t) = eF L a(t) (A.2)

ot a(t) est une fonction du temps a déterminer.

a - Résolution :

La méthode de la variation de la constante nous permet de déterminer cette fonction. Nous
en déduisons alors que la solution sous la forme :

t
x(t) = eF? (a(tg) +/ e Fn(t) dt’) (A.3)
to
Ot tg est un instant quelconque.

b - Discrétisation :
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En discrétisant I’équation (A.3) entre les instants tx_; et ¢, nous obtenons :

x(ty) = ¥tk (a(tkl) + /ttk e Fin(t) dt) (A.4)

k—1

que 'on peut écrire également :

x(ty) = ¥ T x(tp_1) + / " eF =t n(¢) dt (A.5)

te—1

ouT =ty — tip_1 est la période d’échantillonnage. Un développement limité & ’ordre 1 de la
matrice exponentielle nous permet d’approcher la solution par :

x(ty) = (I + FT)x(ty_1) + / " (I +F(t — t)n(t)dt (A.6)

tp—1

Finalement, 1’équation discréte approchée a ’ordre 1 s’écrit :

Xp = ka—l + ny (A?)

avec

=51
I

F+1IT
(A.8)

ng = [/* (I+F (t —t)n(t)dt

A.2 Cas non linéaire

Considérons maintenant le probléeme ou le vecteur d’état x(t) est régi par une équation
différentielle non linéaire du type :

x(t) = f(x(t)) + n(t) (A.9)
ou f est une fonction non linéaire de x.

liére méthode

La discrétisation et la linéarisation sont réalisées en prenant l'intégrale de I’équation (A.9),
entre les deux instants discrets t;_1 et f;. Autrement dit, nous obtenons :

/ " x()dt = / " (1)) + n(t)) dt (A.10)

tk—1 te—1

Pour calculer l'intégrale de droite dans (A.10), nous devons alors approcher f o x et n par
rapport a la variable ¢.
e Approximation da l'ordre O :
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Nous approchons f o x etn par leur valeur en t;_1 soient f(x(tx_1)) et n(tx_1). L’équation
(A.10) devient alors :

| x(t) = x(tx 1) + £(x(te 1)) T+ n(t) T| (A1)

e Approximation da l'ordre 1 :

Nous linéarisons a l'ordre 1 f o x en considérant comme point de linéarisation t;_1, soit :

f(X(t)) = f(X(tk_l)) + fo(tkfl) ).((tk_l) (t — tk—l)
ou Vi, ,) correspond a la jacobienne de f calculée en X(tg—1)-

En utilisant 1’équation (A.10), nous obtenons alors :

x(ty) = x(tp—1) + £(x(tk—1)) T + Vi, ) X(te—1) 7: +n(ty) T (A.12)
= (fo(tk—l) 1: + D) x(tp—1) + £(x(tx—1)) T +n(ty) T (A.13)

2iéme méthode

La deuxieme méthode consiste & faire directement une linéarisation de I’équation (A.9) puis
de résoudre et discrétiser I’équation différentielle linéarisée selon la méthode de la partie I.
Autrement dit, ’équation (A.9) devient :

(1) = £(x(tx1)) + Vs, ((t) = x(t51)) + n(t) (A.14)

soit :
x(t) = Vigw, ) x(t) +f(x(tr-1)) — Vi@, x(te-1)) +n(t) (A.15)

D’apres (A.6), x(t) s’écrit apres discrétisation , a t =ty :

lk
x(ty) = V0T x(ty ) +/ eVixe=n) (1) (£ (x(t = 1)) = Vi) x(t — 1) +n(t)) di

tp—1
(A.16)
Comme précédemment, nous pouvons approcher la matrice exponentielle :
e Par un développement limité a ’ordre 2 dans le premier terme soit : eV T —
I+ Vi, )T+ Vi, ) 5
e Par un développement limité a l’ordre 1 dans le second terme soit : Ve (e=T)
I+ Vi, T

Ces deux approximations nous permettent d’obtenir ’équation suivante :

T2
X(tk) = (I + fo(tk—l) T+ fo(tk—l) 2> X(tk_l) (Al?)
tg
+/ (I + Vi, T) Ex(te-1)) = Vi, _,) x(tk-1)) + n(t)) dt (A.18)
tk—1

153



Annexe A : Résolution d’une équation différentielle non linéaire

Soit apres intégration et simplification :

X(tk) - (fo(tk—l)

T2

2

+ D) x(te-1) + £(x(te-1)) T+ n(te) T
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Annexe B

Calculs usuels sur groupe de Lie
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B.1 Calculs usuels de dérivéede Lie. . . . . . ... ... ... ... 155
B.2 Calcul de hessienne sur groupede Lie . ... ............ 158
B.3 Approximation de Gauss-Laplace et Laplace . . ... ... .. ... 158
B.3.1 Rappels dans le cas euclidien . . . . . ... ... ... ... .. ... 158
B.3.2 Surgroupedelie . . .. ... ... ... 159
B.1 Calculs usuels de dérivée de Lie

Dans cette section, nous illustrons les définitions de dérivées proposées en chapitre 2 en les

appliquant sur des fonctions usuelles définies sur groupe de Lie.

e Fonction a valeurs dans un groupe :

Considérons la fonction f définie par :

!

f:R™ &5 G

(B.1)
T = Expl(7)
Sa dérivée d droite est définie par :
aLO \// Ex /\/h _1EX /\/ T+h
go (Expyy (h) Py ( ) (B.2)
oh o

correspondant a la dérivée a droite de 'exponentielle de groupe. De maniere analogue,
sa dérivée a gauche est définie par :

6Logé, (Expg, (Tt +h) Exp/G\, (h) 1)

o (B.3)

h=0

correspondant a la définition de ¢/ (7) introduite dans le paragraphe précédent a
travers la premiere formule BCH.
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Annexe B : Calculs usuels sur groupe de Lie

e Fonction a valeurs dans R :

Supposons désormais une fonction f définie sur un sous-ensemble A d’un groupe de
Lie matriciel G au voisinage de l'identité, a valeurs dans R et représentant la norme

au carré du logarithme de l'inverse :

f A = R (B.4)

X = [Logg(X~H) |7

Nous nous intéressons au calcul de sa dérivée de Lie a droite. D’apres ’équation (2.40),
et en utilisant le fait que (X Exp(dx) )™t = Expg(—dx) X1, il est possible d’écrire

que :
0 f(X Expa ox

o DX Espyg (6%)) .

f(X) 96x

5x=0
En substituant f par son expression, nous obtenons alors :

on_ Olllogt(Bxpl(—bx) X | B0)

F(X) 96x

ox=0

Une maniere de développer cette expression est d’utiliser une des formules BCH. En
effet, comme A est un voisinage de l'identité, nous pouvons écrire que X = Expé(a)
avec a € R™ (m étant la dimension de G), alors la seconde formule BCH (2.35) nous
fournit :

Log(Expgy(—dx) X71) = Logh(X™h) — g (Logh(X™1) ) ox, (B.7)

ot 9 (Logl(X 1) ) est la jacobienne @ gauche inverse du groupe calculée en Log (X 1) .
Ainsi, cette expression prise au carré peut étre développée :

ILogd: (Expg(—0x) X1 |* = [Logd(X™") ||* — 2Logdi(X™") "9 (Logh (X)) 0x

+8x Ya(Logh(X ™)) " he(Logh(X1) ) ox. (B.8)

La dérivée de Lie s’obtient alors en dérivant cette expression quadratique par rapport
a dx et en la calculant en dx = 0 :

Lix) = ~2%¢(Logh(X™1) )" Logh(X™) . (B.9)

e Fonction a valeurs dans RP :

Considérons un ultime exemple ot la fonction f est définie sur G = SE(3) de la maniére

suivante :
f SE(3) — RS
R p (B.10)
X = — Rp
0 1
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Sa dérivée de Lie a droite peut étre calculée selon la formule précédente :

of (X EngE (0x))

R (3)

[’g(X) = Dox (B.11)
ox=0

Comme SE(3) est en produit semi-direct avec SO(3) et R3, 'incrément de dérivation
dx peut étre séparé en un incrément associé a la dérivation selon R, et un incrément
associé a celle de p. Par conséquent, nous devons dériver partiellement selon chacun
des deux termes. La fonction étant & valeurs dans R®, nous allons calculer des quantités
correspondant a des matrices jacobiennes de dimension 6 x 6. En remplacant f par son
expression, la dérivée de Lie selon R s’écrit alors :

ORExpy oR) P
8y = so( (r) (B.12)
9IX) | g 06 R
dp=
et la dérivée de Lie selon p :
OR p Expjs(d,)
LE = RP (B.13)
], = =
Le calcul de [[,5‘( X)]R nous amene a :
ORExp’ orR) P
{ R ] _ so(3)(0R) (B.14)
9 X) R OO R
6r=0
R OExp% Or) P
= so(01) (B.15)
AR
S5=0
= [RE;p,...,RE,p] (B.16)
ott {E;}Y_, est une base de s0(3). Concernant [L’ﬁ X)] , IOUS avons :
P
OR p Expps ()
LEA = RP (B.17)
R 0
_ IR +9) (B.18)
99, 3,=0
=R (B.19)
Par conséquent, la dérivée de Lie de f est la matrice jacobienne suivante :
RE;p,...,RE,p] R} (B.20)
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Annexe B : Calculs usuels sur groupe de Lie

B.2 Calcul de hessienne sur groupe de Lie

A titre d’exemple, nous pouvons reprendre I'exemple de la fonction f de la sous-section
précédente définie par :

f: A = R
(B.21)
X = |Logg(XH) |7
Le calcul de hessienne peut étre effectuée en utilisant la formule (2.57) :
v A A —1y) |12
x) _ OLoBb(XExplen) Expies) ) )) | 522
861 862 €1=0,e2=0

Comme €3 et €3 ont des valeurs proches de zéro, nous pouvons écrire que Expév(el +e) =
Exp(i(e1) Expgi(€2) et le calcul de la hessienne se ramene a :

_ O||Logg (X Expg(er +€2) ) 1)) |I?
361 862

H(X) (B.23)

€1=0,e2=0

De plus, en utilisant la seconde formule BCH, nous pouvons écrire de maniere développée le

terme a l'intérieur du carré :
Logé (X Expgy(€1 + €2) ) 1)) = Logh(X™") — tpg(Logh(X™1) ) (€1 + €2) (B.24)

Par conséquent, en prenant la norme au carré de cette expression nous obtenons que :
_ 2 _ _ _
[Logd (X Expgi(er + €2) )71) || = [Log(X™1) || = 2Logd(X™") T b (Logd(X71) )

(e14€2) + (e1+€2)  Pa(Logt(X ")) $g(Logh(X ) ) (e + €) (B.25)

Une dérivation successive de cette quantité par rapport a €; et €3 et calculée pour € = €2 =0
aboutit a une formule explicite de la Hessienne :

H(X) = 24 (Log (X)) " pa(Logh(X71) ) (B.26)

B.3 Approximation de Gauss-Laplace et Laplace

B.3.1 Rappels dans le cas euclidien

B.3.1.1 Approximation de Gauss-Laplace

Considérons une densité de probabilité p : R™ — R de forme inconnue pouvant s’écrire de la

maniere suivante :

p(x) =~ a exp (— [ ¢(x)[*) (B.27)

ol ¢ : R — R™ est une fonction continue et différentiable et a une constante dans R*T*.
L’approximation de Gauss-Laplace consiste a effectuer un développement de Taylor-Young a
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Annexe B : Calculs usuels sur groupe de Lie

Pordre 1 de ¢ afin d’obtenir une approximation gaussienne de p. Plus précisément nous avons :
P(x) ~ ¢(x) + Jx (x — X) (B.28)

ot J4 est la jacobienne de ¢ calculée en %x. Si X est un point critique de @2, alors p peut
étre approchée par :

p(x) >~ a exp (—H¢(§() +J5 (x— )2)\\2) (B.29)

Comme X est un point critique les termes en x — %, d’ou :

1
, —= (x—%) P71 (x—%)
p(x) ~a exp 2 (B.30)
N oy . 1 T -1 , v .
ou o est une constante positive et P = 5 (J < J x) . Par conséquent, p(x) peut s’écrire sous
la forme :
p(x) ¥ N(x;%,P) (B.31)

B.3.1.2 Approximation de Laplace
Considérons désormais une densité de probabilité plus générique s’écrivant sous la forme :
p(x) = a exp (—J(x)) (B.32)

ou J est une fonction continue et deux fois différentiable et a € R. L’approximation de Laplace
consiste a approcher a ’ordre J a partir d’'un point X :

J(x)=J&) +VJ (x—x)+ %(f{ - x)"H(x —x) (B.33)

o VJ et H sont respectivement le gradient et la hessienne de J calculée en X.
Si x est un point critique de J, son gradient est nul, et p peut s’approcher par :

px) = exp (-5 (xR H (x5 ) (B.34)

ol o > 0 est une constante soit :

p(x) = N(x;%,H ™) (B.35)

B.3.2 Sur groupe de Lie

B.3.2.1 Approximation de Gauss-Laplace

Considérons désormais une distribution de probabilité définie sur un groupe de Lie G s’écrivant :

p(X) = a exp (—[¢(X)[?) (B.36)
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ou ¢ : G — R™ est une fonction différentiable.
Comme dans le cas euclidien, I’idée est d’approcher par un développement limité a ’ordre 1

la fonction ¢ :
d(X) =~ ¢(X) + T Logts (X1 X) (B.37)

ou Jg4 est la jacobienne sur groupe de Lie de ¢ en X :

0 (X Expp(6) )

Jo = 9o

) (B.38)
6=0

De maniére analogue au cas euclidien, si X est un point critique de [|¢(X)]|2, alors cette
derniére peut étre approchée par un développement limité & 'ordre 2 par :

lp(X)|* = [[¢(X)||* + Loge (X" X) T I, Jg Loghy(X ™' X) (B.39)
et p(X) approchée par :

B(X) = a exp ([ @(X) + Ig Log(X ™ X) |I?) (B.40)

= o exp (—Logg(X—l X) T3] 34 Logl(X~" X) ) (B.41)

avec o = a exp (—Hd)(X)HQ), :d Par conséquent, p peut étre approchée par une distribution

gaussienne concentrée a gauche sous la forme :
p(X) = NG(X: X, P) (B.42)

avec P = (Jg J¢)_1.

N —

B.3.2.2 Approximation de Laplace

Considérons désormais que X € G de dimension m suit une densité de probabilité plus

générique s’écrivant sous la forme :
P(X) = o exp (—J(X)) (B.43)

ou J est une fonction continue et deux fois différentiable. L’approximation de Laplace consiste
a développer a 'ordre 2 J a partir d’'un point X :

N T A 1 N A
J(X) = J(X)+ (,cR x)> Logl (X1 X) + §L0gé(X_1 X) "THLogl (X 1X)  (B.44)

J(
ou :
0J (X Exp) (e m
5?(5() = ( e ale)) avec € € R (B.45)
e=0
0 0 &
H= — ——J(XExpa(e1) Expl(ez) ) VY (e, €) € (R™)?. (B.46)
861 862 €1=0,e2=0
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Annexe B : Calculs usuels sur groupe de Lie

Si X est un point critique de J, sa dérivée de Lie est nulle, et p peut s’approcher par :
p(X) _ Oé/ exp_% Log(X~1X) T HLogl (X1 X) (B47)

soit :
p(X) = NE(X; X, HT) (B.48)
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Annexe C

Calculs des dérivées du critere

d’optimisation

Sommaire
C.1 Calcul de la jacobienne de e(X'7) . .. .o v it i e 162
C.2 Calcul de la dérivée de Lie et de la hessienne de an(XZ’Z) ..... 165

C.1 Calcul de la jacobienne de s(XZ’Z)

La jacobienne globale J¢ est construite a partir des matrices jacobiennes obtenues selon chaque

parametre.

e Jacobienne de ¢(.,Zy;)

Nous rappelons que Zy,; € SE(3). Par définition de la jacobienne sur groupe de Lie, nous

avons :
8¢(-7 Zk,i EngE(g) (5Z))
Jd’z,q: — 96, (C.1)
87z=0
Il s’ensuit :
8(Zk,i - H(Zk,z’ EXPQE(;;)(dZ)))
J¢Z,i = aaZ (Cz)
87z=0
 O(=AZy; Expgp;)(z) B) (C3)
- 967, '
5Z:0
ou :
{ A = [I3, 03]
B = [0;43, 1]T
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Annexe C : Calculs des jacobiennes du critére d’optimisation

Pour obtenir une expression analytique, nous introduisons {Gl}il”:l, une base de vecteurs de
se(3) (avec p = 6). La dérivée de A Zy; Exp@E(3)(5z) B en 7 lorsqu’il tend vers O est alors
donnée par :

Ainsi, cela implique :

o, =— [A Z;G1B|...|AZ; GPB]- (C.5)

e Jacobienne de ¥ (X}, Z; ;) selon M}, P, et Dy,

Elle est donnée par :

Jyx, = [JMU,ivJP,iaJD,i:| (C.6)
ou Jmv i, Jp; et Jp; sont les matrices jacobiennes respectivement selon My, Py, et Dy,.
1) Jacobienne selon Mj, :

Premierement, la jacobienne selon My, notée Jni; est calculée. Ensuite, elle est complétée
par des valeurs nulles afin d’obtenir Jygv ;.

M,i — 8(5M

om=0

A(D,"* Py LogY ) (Expips (—0n) My Zi,,)

20
=0
0 (D2 Py Logl e (M; Zps) + D2 Py o)
- 20m 6
Mm=0
= -D.'*Pp,. (C.7)
Ainsi :
Ingei = [-D,;l/2 Pk,om} . (C.8)

2) Jacobienne selon Py, :

811b (Xk7 Pk Expgo((‘,) (JP)7 Dka Zk,l)
0op

Jp,; =

op=0
B (D,; 2 Py Expo s (0p) Logk s (M ! zk,i)>
3 0p

Sp=0
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Nous considérons {E;}{_, une base de vecteurs de s0(6) (avec g = 15). Ainsi, nous avons :

JP,i — [D,;l/2 P.E; LOgéE(?))(Mkfl Zkﬂ)’ -

(C.10)
—1/2 _
..|D;"? P By LogY s (M| z,m-)}
3) Jacobienne selon Dy,
O (X, Pr, D Exp)y vy (0D), Zig
Jp, = ( 55 Dugeer) (OD): 2 (C.11)
b 5p=0
A 1 —1/2 v -1
B d6p
op=0
A 1
0 EXPDG(R+*)(_§ dp) 1
Notons que (0n) =3 Y;; ou Y;; est une matrice de taille 6 x 6
D/
(6p),=0

ou toutes les entrées valent zéro a l'exception de 1’élément [ de la diagonale. Par conséquent,

nous avons :

1. _
Jp =~ ;diag <Dk 2Py, Loglp s (M ! z,w)) . (C.12)

e Jacobienne de (X}, Z;;) selon Z;;

O (X, Pr, Dy, Zi i Expgp 3 (02))
J¢z,i = 06y

dz=0
0 (D Pi Lol ) (M Zici Expl s (62) )
00z

87=0
) (D,;l/ * P Loglips) (M;, ! Zi) + D, ° Py, 5z)
967

12

6z=0

= D;1/2 P;. (0'13)
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R -1
¢ Jacobienne de Logy; ((X}é“c_l) XZ)

~ 1
dLog, <(X;; 1) XpExpg (ax)>
26x

J,=
ox=0

A -1
G (Loggx ((X;;k_l) Xk> +TLogl, (Expg,(ax))>
d0x

~

Sx=0
= I30x30 (C.14)

e Jacobienne globale

Par concaténant les jacobiennes calculées, nous obtenons que la jacobienne globale J. de
dimension (9 ng + 30) x (6 ny, + 30) s’écrit :

J¢z,1
037, %30
L ¢Z,nk n
Js = J"f’x,l J¢Z’1 (C.15)
J’l»bX,nk L QpZ:"k .
I30x30 030%6n; |

C.2 Calcul de la dérivée de Lie et de la hessienne de an(XZ’Z)

e Calcul de la dérivée de Lie

Ji) (Dy) = i Y log(dyj) (C.16)
j=1

La dérivée de Lie a droite de J,q(Dy) peut naturellement étre calculée de la maniere suivante :

0 (n ‘i1 log(d; exp(dﬂ))
R{ 7(k) _ j=
LA )] = o (C.17)
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Comme log et exp correspondent respectivement aux fonctions logarithmes et exponentielles
sur 0, 4o00[ et sur R, nous obtenons :

6 6 6
ng Zlog(dk,j exp(dj)) = ny Zlog(dm) + ng Zdj Vi ed{l,...,6} (C.18)

j=1 j=1 j=1

Ceci implique alors que :

0 (nk ZG: log(dy, ; eXp(CZz')))
=t =y, Vie{l,...,6} (C.19)

et :
LRI (D)) = [ng, .. oni] " (C.20)

e Calcul de la hessienne

Par définition de la hessienne sur groupe de Lie, chaque entrée H,,;; la matrice H,, la
définissant s’écrit :

6 - ~
d (nk > log(dy,; exp(d;) eXp(dz))>
an,i,l =

=1
’ S (C.21)
od; 0d;
d;=0,d;=0
Or :
log(dx.j exp(d;) exp(dy)) = log(dy) + (di +d) V(1) € {1,...,6>  (C.22)
Par conséquent, une dérivation successive selon d; et dj fournit :
H;; = 0. (C.23)
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Annexe D

Compléments sur le calcul de la borne

de Cramér-Rao

Sommaire

D.1 Rappel de la démonstration de la borne de Cramér-Rao a poste-

TIOTE (4.7) v v o i e e e e e e e e e e 167
D.2 Détails du calculde E(Hz(M)) . . . .. oo v v v v v 168
D.3 Détails du calculde E(Hp(M)) o v v v v v v v it v i o e 169

D.1 Rappel de la démonstration de la borne de Cramér-Rao

a posteriori (4.7)

Soit @ € R™ un vecteur aléatoire de loi p(@) et z une observation distribuée selon p(z|@).

Considérons le vecteur aléatoire :
¢ = (D.1)

dont la matrice de corrélation s’écrit :

C M

E (d) d)T) “ o e (D.2)
M =E (Vglog p(z,0)7 (0 — 0)) (D.3)
C=E ((é —6)(0 - e)T) (D.4)
pl— (Vglogp(z,e) (Vglogp(z,O)T) (D.5)
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Annexe D : Compléments sur le calcul de la borne de Cramér-Rao

En supposant que p(€) tend vers zéro lorsque 0 tend vers I'infini, il en est déduit par intégration
par parties que :

M =M, — /Ip(z, 0) dz do (D.6)
=—E(I) (D.7)
=1 (D.8)
ou : 6
[My];; = H/p(za 0) (0; — 0;) dz dai] 91-] 5 =0 (D.9)
et :
O_;=1[01,...,0i_1,0is1,....00]" (D.10)

En utilisant le méme argument, il est obtenu que :

P! = _/p(z,O) VoV logp(z, 8)dz do (D.11)

=E (—Az logp(z,ﬂ)) (D.12)

Comme E (¢) ¢>T) est une matrice semi-définie positive, son complément de Schur I’est également.
Par conséquent :

tr (C ~M'p! M) >0 (D.13)

Comme M =T et tr (C) = E,(, o) (HO — épH2>, nous obtenons ainsi 'inégalité (4.7).

D.2 Détails du calcul de E (Hz(M))

D’apres I’équation (4.85), nous savons que :
Hz(M) = ~E ($6(0uz) " S~ e (duzi)) n (D.14)
Le développement limité a I'ordre 1 de ) gp(3) (dar2:) est fourni par :

1
Vsu) (Omzi) =1 - 5 adsp) (dn2zi) (D.15)

Par conséquent, Hz(M)) peut s’écrire :

1 T 1
Hz(M) ~ (I — B adSE(g) (6MZ’L> s <I — 5 adSE(g)(sMZi) (D.16)
_ 1 _ _
~ 8§ - 5 <adSE(3)(5MZi)T ST +s! adSE(g)(5MZi)) (D.17)
1 _
+7 adgps)(8nzi) " 87" adspe)(6zi) (D.18)
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En prenant I'espérance de cette fonction, il en vient que les termes en adgp(s) (0arzi) s'annulent
et nous obtenons alors I’expression (4.91).

D.3 Détails du calcul de E (Hpy(M))

D’apres I’équation (4.95), nous savons que :
Hy (M) = —Adsps (Mg ' M) 55 (80) T 23/ sp)(80) Adspe) (M, M) (D.19)

Nous savons d’apres [43] que :
Adgp(3) (M, M) = expm (adSE(S) (LOggE(?))(M;l M) )) : (D.20)
Par conséquent, Adg E(g)(Mo_l M) peut étre approchée a l'ordre 1 par :
Ads s (M; ' M) ~ I + ads (LoggE(g) (M1 M) ) (D.21)

Comme nous savons que :

1 _
Vo) (do) =1— 3 adgp(3) (LogﬁE(g,)(Mo M) ) (D.22)

nous en déduisons que Hyp(M) peut étre approchée sous la forme :

1

T T
Hy (M) ~ — (I + adgp) (LoggE(g)(Mgl M) )) <I — 5 adspg (LoggE(3)(M;1 M) ))

by (I + adsp(s) (LOggE(B) (M, M) )) <I - % adsp(3) (LOggE(Z&)(M; 'M) ))

(D.23)
En développant cette formule, nous obtenons :
1 _ 2 _
Hy (M) =1 - adsp,) <L0g§E(3)(Mo ‘M) ) -
1 ™2
3 (adSE(g) (LogéE@)(Mo_l M) ) > ¥/ + terme d’ordre 4 (D.24)

En décomposant Logg E(3) (M, M) dans une base de R® puis en passant a 1’espérance, nous
obtenons alors ’expression (4.97).
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Titre : Méthodes statistiques fondées sur les groupes de Lie
pour le suivi d’'un amas de débris spatiaux

Résumé : Dans le contexte de la surveillance spatiale, nous nous intéressons a un amas
de débris évoluant en orbite autour de la Terre et observé par un capteur radar. Il est alors
constaté que ’ensemble de ses réflecteurs prépondérants se disperse selon une forme “bana-
ne” due au mouvement contraint par les lois de Kepler. Cette répartition est représentative
d’échantillons gaussiens concentrés sur le groupe de Lie SE(3) et peut étre complétement
caractérisée par une matrice de covariance inconnue. Nous proposons dans cette thése une
reformulation originale sur groupe de Lie du modele d’observation de ’amas. Ce dernier est
alors modélisé comme une cible étendue caractérisée par sa forme et et son centroide cette
maniere, nous reconsidérons l’estimation de sa forme et de son centroide comme un probléeme
d’inférence sur variété. Sa géométrie est ainsi intrinsequement prise en compte. Deux al-
gorithmes sur groupes de Lie sont alors proposés afin d’estimer respectivement de manieére
statique et dynamique les parametres de 'amas. Dans une premiere partie, I’enjeu de la sur-
veillance spatiale et les principales méthodes de pistage de débris sont rappelés. Dans une
seconde partie, les fondements des groupes de Lie sont présentés. La troisieme partie est axée
sur les contributions de la theése et propose un modele et deux algorithmes d’estimation de
la forme et du centre de gravité d’un amas qui sont ensuite testés sur différents scénarios de
simulation. La derniére partie est consacrée a une contribution théorique dans laquelle est
mise en place une borne d’erreur d’estimation bayésienne sur groupe de Lie.

Mots-clés : débris spatiaux, pistage de cible étendue, groupe de Lie, filtrage bayésien,
optimisation sur groupe de Lie.

Title : Lie group-based statistical methods for tracking a cluster
of space debris

Abstract : In the context of space surveillance, we are interested in a cluster of debris
evolving in orbit around the Earth and observed by a radar sensor. It is then observed that the
debris spreads out taking a bananoid shape due to their movement constrained by Kepler’s
laws. This distribution is representative of concentrated Gaussian samples on the Lie group
SE (3) and can be completely characterized by an unknown covariance matrix. We propose
in this thesis an original reformulation of the cluster observation model on Lie groups. The
latter is then modeled as an extended target characterized by its shape and its centroid. In
this way, we reconsider its estimation as a manifold inference problem. The geometry of the
cluster is thus intrinsically taken into account. Two algorithms on Lie groups are then propo-
sed in order to estimate respectively statically and dynamically the parameters of the cluster.
In the first part of the manuscript, the issue of space surveillance is underlined and the main
methods for tracking debris are recalled. In a second part, the foundations of Lie groups are
presented. The third part focuses on the contributions of the thesis and proposes a model and
two algorithms for estimating the shape and centroid of a cluster which are then tested on
different simulation scenarios. The last part is devoted to a theoretical contribution in which
is proposed a bound for Bayesian estimation error on Lie groups.

Keywords ¢ space debris, extended target tracking, Lie group, Bayesian filtering, opti-
mization on Lie group.
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