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Abstractþ

Thisþ thesisþ focusesþ onþ multi-objectiveþ optimizationþ problemsþ arisingþ whenþ runningþ scientificþ
applicationsþ onþ highþ performanceþ computingþ platformsþ andþ streamingþ applicationsþ onþ em-
beddedþ systems.þ Theseþ optimizationþ problemsþ areþ allþ provenþ toþ beþ NP-complete,þ henceþ ourþ
effortsþ areþ mainlyþ onþ designingþ efficientþ heuristicsþ forþ generalþ cases,þ andþ proposingþ optimalþ
solutionsþ forþ specialþ cases.þ

Someþ scientificþ applicationsþ areþ commonlyþ modeledþ asþ rootedþ trees.þ Dueþ toþ theþ sizeþ ofþ
temporaryþ data,þ processingþ suchþ aþ treeþ mayþ exceedþ theþ localþ memoryþ capacity.þ Aþ practicalþ
solutionþ onþ aþ multiprocessorþ systemþ isþ toþ partitionþ theþ treeþ intoþ manyþ subtrees,þ andþ runþ
eachþ onþ aþ processor,þ whichþ isþ equippedþ withþ aþ localþ memory.þ Weþ studiedþ howþ toþ partitionþ
theþ treeþ intoþ severalþ subtreesþ suchþ thatþ eachþ subtreeþ fitsþ inþ localþ memoryþ andþ theþ makespanþ
isþ minimized,þ whenþ communicationþ costsþ betweenþ processorsþ areþ accountedþ for.þ

Then,þ aþ practicalþ workþ ofþ treeþ schedulingþ arisingþ inþ parallelþ sparseþ matrixþ solverþ isþ
examined.þ Theþ objectiveþ isþ toþ minimizeþ theþ factorizationþ timeþ byþ exhibitingþ goodþ dataþ
localityþ andþ loadþ balancing.þ Theþ proportionalþ mappingþ techniqueþ isþ aþ widelyþ usedþ approachþ
toþ solveþ thisþ resource-allocationþ problem.þ Itþ achievesþ goodþ dataþ localityþ byþ assigningþ theþ
sameþ processorsþ toþ largeþ partsþ ofþ theþ taskþ tree.þ However,þ itþ mayþ limitþ loadþ balancingþ inþ
someþ cases.þ Basedþ onþ proportionalþ mapping,þ aþ dynamicþ schedulingþ algorithmþ isþ proposed.þ
Itþ relaxesþ theþ dataþ localityþ criterionþ toþ improveþ loadþ balancing.þ Theþ performanceþ ofþ ourþ
approachþ hasþ beenþ validatedþ byþ extensiveþ experimentsþ withþ theþ parallelþ sparseþ matrixþ directþ
solverþ PaStiX.þ

Streamingþ applicationsþ oftenþ appearþ inþ videoþ andþ audioþ domains.þ Theyþ areþ character-
izedþ byþ aþ seriesþ ofþ operationsþ onþ streamingþ data,þ andþ aþ highþ throughput.þ Multi-Processorþ
Systemþ onþ Chipþ (MPSoC)þ isþ aþ multi/many-coreþ embeddedþ systemþ thatþ integratesþ manyþ
specificþ coresþ throughþ aþ highþ speedþ interconnectþ onþ aþ singleþ die.þ Suchþ systemsþ areþ widelyþ
usedþ forþ multimediaþ applications.þ Lotsþ ofþ MPSoCsþ areþ batteries-operated.þ Suchþ aþ tightþ
energyþ budgetþ intrinsicallyþ callsþ forþ anþ efficientþ scheduleþ toþ meetþ theþ intensiveþ computationþ
demands.þ Dynamicþ Voltageþ andþ Frequencyþ Scalingþ (DVFS)þ canþ saveþ energyþ byþ decreasingþ
theþ frequencyþ andþ voltageþ atþ theþ priceþ ofþ increasingþ failureþ rates.þ Anotherþ techniqueþ toþ
reduceþ theþ energyþ costþ andþ meetþ theþ reliabilityþ targetþ consistsþ inþ runningþ multipleþ copiesþ
ofþ tasks.þ Weþ firstþ modelþ applicationsþ asþ linearþ chainsþ andþ studyþ howþ toþ minimizeþ theþ en-
ergyþ consumptionþ underþ throughputþ andþ reliabilityþ constraints,þ usingþ DVFSþ andþ duplicationþ
techniqueþ onþ MPSoCþ platforms.þ

Then,þ inþ aþ followingþ study,þ withþ theþ sameþ optimizationþ goal,þ weþ modelþ streamingþ ap-
plicationsþ asþ series-parallelþ graphs,þ whichþ areþ moreþ complexþ thanþ simpleþ chainsþ andþ moreþ
realistic.þ Theþ targetþ platformþ hasþ aþ hierarchicalþ communicationþ systemþ withþ twoþ levels,þ
whichþ isþ commonþ inþ embeddedþ systemsþ andþ highþ performanceþ computingþ platforms.þ Theþ
reliabilityþ isþ guaranteedþ throughþ eitherþ runningþ tasksþ atþ theþ maximumþ speedþ orþ triplicationþ
ofþ tasks.þ Severalþ efficientþ heuristicsþ areþ proposedþ toþ tackleþ thisþ NP-completeþ optimizationþ
problem.þ
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Résuméþ

Cetteþ thèseþ seþ concentreþ surþ lesþ problèmesþ d’optimisationþ multi-objectifsþ survenantþ lorsþ deþ
l’exécutionþ d’applicationsþ scientifiquesþ surþ desþ plates-formesþ deþ calculþ hauteþ performanceþ etþ
desþ applicationsþ deþ streamingþ surþ desþ systèmesþ embarqués.þ Cesþ problèmesþ d’optimisationþ
seþ sontþ tousþ avérésþ NP-complets,þ c’estþ pourquoiþ nosþ effortsþ portentþ principalementþ surþ laþ
conceptionþ d’heuristiquesþ efficacesþ pourþ desþ casþ générauxþ etþ surþ laþ propositionþ deþ solutionsþ
optimalesþ pourþ desþ casþ particuliers.þ

Certainesþ applicationsþ scientifiquesþ sontþ généralementþ modéliséesþ commeþ desþ arbresþ en-
racinés.þ Enþ raisonþ deþ laþ tailleþ desþ donnéesþ temporaires,þ leþ traitementþ d’uneþ telleþ arborescenceþ
peutþ dépasserþ laþ capacitéþ deþ laþ mémoireþ locale.þ Uneþ solutionþ pratiqueþ surþ unþ systèmeþ mul-
tiprocesseurþ consisteþ àþ partitionnerþ l’arborescenceþ enþ plusieursþ sous-arbres,þ etþ àþ exécuterþ
chacunþ d’euxþ surþ unþ processeur,þ quiþ estþ équipéþ d’uneþ mémoireþ locale.þ Nousþ avonsþ étudiéþ
commentþ partitionnerþ l’arbreþ enþ plusieursþ sous-arbresþ deþ sorteþ queþ chaqueþ sous-arbreþ tienneþ
dansþ laþ mémoireþ localeþ etþ queþ leþ makespanþ soitþ minimisé,þ lorsqueþ lesþ coûtsþ deþ communicationþ
entreþ lesþ processeursþ sontþ prisþ enþ compte.þ

Ensuite,þ unþ travailþ pratiqueþ d’ordonnancementþ d’arbresþ apparaissantþ dansþ unþ solveurþ
deþ matriceþ clairseméeþ parallèleþ estþ examiné.þ L’objectifþ estþ deþ minimiserþ leþ tempsþ deþ fac-
torisationþ enþ présentantþ uneþ bonneþ localisationþ desþ donnéesþ etþ unþ équilibrageþ deþ charge.þ
Laþ techniqueþ deþ cartographieþ proportionnelleþ estþ uneþ approcheþ largementþ utiliséeþ pourþ ré-
soudreþ ceþ problèmeþ d’allocationþ desþ ressources.þ Ilþ réaliseþ uneþ bonneþ localisationþ desþ donnéesþ
enþ affectantþ lesþ mêmesþ processeursþ àþ deþ grandesþ partiesþ deþ l’arborescenceþ desþ tâches.þ Cepen-
dant,þ celaþ peutþ limiterþ l’équilibrageþ deþ chargeþ dansþ certainsþ cas.þ Baséþ surþ uneþ cartographieþ
proportionnelle,þ unþ algorithmeþ d’ordonnancementþ dynamiqueþ estþ proposé.þ Ilþ assouplitþ leþ
critèreþ deþ localisationþ desþ donnéesþ pourþ améliorerþ l’équilibrageþ deþ charge.þ Laþ performanceþ
deþ notreþ approcheþ aþ étéþ validéeþ parþ deþ nombreusesþ expériencesþ avecþ leþ solveurþ directþ àþ
matriceþ clairseméeþ parallèleþ PaStiX.þ

Lesþ applicationsþ deþ streamingþ apparaissentþ souventþ dansþ lesþ domainesþ vidéoþ etþ audio.þ
Ilsþ seþ caractérisentþ parþ uneþ sérieþ d’opérationsþ surþ leþ streamingþ deþ donnéesþ etþ unþ débitþ élevé.þ
Deþ telsþ systèmesþ sontþ largementþ utilisésþ pourþ lesþ applicationsþ multimédias.þ Deþ nombreuxþ
MPSoCþ fonctionnentþ surþ piles.þ Unþ budgetþ énergétiqueþ aussiþ serréþ nécessiteþ intrinsèquementþ
unþ calendrierþ efficaceþ pourþ répondreþ auxþ demandesþ deþ calculþ intensives.þ Laþ miseþ àþ l’échelleþ
dynamiqueþ deþ laþ tensionþ etþ deþ laþ fréquenceþ (DVFS)þ peutþ économiserþ deþ l’énergieþ enþ dimin-
uantþ laþ fréquenceþ etþ laþ tensionþ auþ prixþ d’uneþ augmentationþ desþ tauxþ deþ défaillance.þ Uneþ
autreþ techniqueþ pourþ réduireþ leþ coûtþ énergétiqueþ etþ atteindreþ l’objectifþ deþ fiabilitéþ consisteþ
àþ exécuterþ plusieursþ copiesþ deþ tâches.þ Nousþ modélisonsþ d’abordþ lesþ applicationsþ sousþ formeþ
deþ chaînesþ linéairesþ etþ étudionsþ commentþ minimiserþ laþ consommationþ d’énergieþ sousþ desþ
contraintesþ deþ débitþ etþ deþ fiabilité,þ enþ utilisantþ DVFSþ etþ laþ techniqueþ deþ duplicationþ surþ lesþ
plates-formesþ MPSoC.þ

Ensuite,þ dansþ uneþ étudeþ suivante,þ avecþ leþ mêmeþ objectifþ d’optimisation,þ nousþ modélisonsþ
lesþ applicationsþ deþ streamingþ sousþ formeþ deþ graphesþ série-parallèle,þ plusþ complexesþ queþ deþ
simplesþ chaînesþ etþ plusþ réalistes.þ Laþ plate-formeþ cibleþ disposeþ d’unþ systèmeþ deþ communi-
cationþ hiérarchiqueþ àþ deuxþ niveaux,þ ceþ quiþ estþ courantþ dansþ lesþ systèmesþ embarquésþ etþ lesþ
plates-formesþ informatiquesþ hautesþ performances.þ Laþ fiabilitéþ estþ garantieþ parþ l’exécutionþ
desþ tâchesþ àþ laþ vitesseþ maximaleþ ouþ parþ laþ triplicationþ desþ tâches.þ Plusieursþ heuristiquesþ
efficacesþ sontþ proposéesþ pourþ résoudreþ ceþ problèmeþ d’optimisationþ NP-complet.þ
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Chapterþ 1þ

Introductionþ

Toþ understandþ andþ solveþ complexþ problems,þ scientificþ computingþ isþ nowadaysþ aþ criticalþ
wayþ forþ researchþ inþ manyþ fields,þ forþ instanceþ biological,þ physicalþ andþ socialþ science.þ Someþ
experimentsþ inþ theseþ areasþ mayþ beþ tooþ long,þ tooþ expensiveþ orþ evenþ tooþ dangerousþ toþ runþ
inþ laboratory,þ simulationsþ throughþ computerþ softwareþ insteadþ provideþ anþ alternativeþ solu-
tion.þ Scientificþ computing,þ alsoþ knownþ asþ numericalþ analysis,þ concernsþ aboutþ theþ designþ
andþ analysisþ ofþ algorithmsþ forþ solvingþ mathematicalþ problemsþ thatþ ariseþ inþ modelingþ phys-
icalþ processes.þ Withþ theþ everþ increasingþ amountþ ofþ datasetsþ generatedþ byþ instruments,þ itþ
demandsþ anþ intensiveþ computingþ powerþ toþ haveþ resultsþ withþ higherþ resolutionþ andþ higherþ
accuracyþ inþ aþ reasonablyþ shortþ time.þ Achievingþ thisþ goalþ isþ notþ trivial.þ

Parallelþ andþ distributedþ computingþ systemsþ haveþ beenþ anþ essentialþ infrastructureþ forþ sci-
entificþ computingþ forþ aþ longþ time.þ Commodityþ processorsþ areþ groupedþ intoþ clusters,þ thenþ
theseþ clustersþ areþ connectedþ byþ aþ networkþ toþ formþ aþ supercomputer,þ seeþ examplesþ listedþ onþ
Top500þ [þ82þ].þ Scientificþ computingþ applicationþ usuallyþ hasþ theþ formþ ofþ aþ graph:þ eachþ nodeþ
representsþ aþ task,þ andþ edgesþ amongþ tasksþ representþ dataþ dependencies.þ Executionþ ofþ suchþ
scientificþ applicationsþ canþ beþ seenþ asþ aþ traversalþ ofþ nodes.þ Sayþ theþ executionþ startsþ fromþ theþ
sourceþ node.þ Afterþ theþ execution,þ outputþ ofþ theþ sourceþ thenþ willþ beþ sentþ toþ itsþ successors.þ
Eachþ successorþ canþ startþ itsþ ownþ workloadþ afterþ theþ outputþ fileþ isþ received,þ thisþ processþ
continuesþ towardþ terminalþ nodes.þ Thisþ graphþ exhibitsþ whichþ tasksþ canþ beþ executedþ simul-
taneouslyþ andþ whichþ dataþ theyþ needþ toþ access.þ Sinceþ task’sþ sizeþ andþ dataþ dependenciesþ areþ
explicitlyþ showed,þ task-basedþ schedulingþ paradigmþ hasþ beenþ widelyþ acceptedþ inþ highþ perfor-
manceþ computingþ (HPC)þ domain.þ Forþ instance,þ variousþ runtimeþ systems,þ e.g.,þ StarPUþ [þ8þ],þ
Quarkþ [þ93þ],þ andþ SuperMatrixþ [þ24þ]þ areþ designedþ basedþ onþ it.þ Partitioningþ theþ graphþ andþ
mappingþ subgraphsþ ontoþ clustersþ haveþ theþ potentialþ toþ reduceþ executionþ timeþ dramaticallyþ
throughþ executingþ parallelþ partsþ simultaneously.þ Inþ addition,þ theþ powerþ ofþ CPUþ (Centralþ
Processingþ Units)þ hasþ beenþ increasedþ twiceþ everyþ 18þ monthsþ inþ theþ pastþ decades,þ followingþ
Moore’sþ law.þ Butþ memoryþ size,þ speedþ ofþ readþ from/writeþ toþ differentþ levelsþ ofþ memory,þ andþ
networkþ bandwidthþ didn’tþ increaseþ atþ theþ sameþ rate.þ Theþ gapþ stillþ exists.þ Henceþ runningþ
outþ ofþ memory,þ lowþ IOþ bandwidth,þ andþ high-latencyþ ofþ dataþ transferþ betweenþ clustersþ couldþ
beþ bottlenecksþ forþ highþ performanceþ goal.þ Dedicatedþ schedulingþ andþ mappingþ algorithmsþ areþ
indispensableþ forþ runningþ scientificþ applicationsþ onþ massivelyþ parallelþ computingþ platformsþ
effectivelyþ andþ efficiently.þ

Applicationsþ mentionedþ aboveþ areþ usuallyþ executedþ inþ aþ modeþ calledþ batch.þ Scientistsþ
haveþ allþ theþ rawþ data,þ andþ expectþ aþ finalþ resultþ fromþ theþ application.þ Applicationsþ inþ batchþ
modelþ areþ lengthyþ butþ notþ timeþ sensitive.þ Onþ theþ contrary,þ anotherþ sortþ ofþ applications,þ
namedþ streamingþ applications,þ areþ fastþ andþ time-sensitive.þ Streamingþ dataþ isþ continuouslyþ
generatedþ fromþ scientificþ programs,þ forþ instance,þ dataþ flowþ fromþ allþ fourþ experimentsþ inþ
Largeþ Hadronþ Colliderþ isþ anticipatedþ toþ beþ 25GB/sþ [þ22þ].þ Streamingþ applicationsþ motivateþ
partþ ofþ thisþ work.þ Streamingþ applicationsþ areþ definedþ asþ applicationsþ thatþ processþ datasetsþ
thatþ arriveþ atþ aþ givenþ rateþ continuously.þ Asþ datasetsþ continuouslyþ enter,þ theþ applicationþ
hasþ toþ handleþ themþ inþ (near)þ realþ time,þ otherwiseþ theþ systemþ fails.þ Aþ classicalþ exampleþ isþ
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self-drivingþ carsþ whereþ multipleþ sensorsþ transferþ datasetsþ continuouslyþ toþ theþ centralþ controlþ
unit,þ andþ itþ hasþ toþ beþ ableþ toþ judgeþ inþ aþ veryþ shortþ timeþ ifþ thereþ isþ aþ collisionþ inþ frontþ ofþ theþ
carþ orþ itþ shouldþ accelerateþ toþ avoidþ aþ congestion,þ otherwiseþ itþ mayþ causeþ anþ accident.þ Theþ
wholeþ applicationþ isþ keptþ runningþ withþ aþ highþ throughputþ andþ hasþ toþ beþ highlyþ reliable.þ

Streamingþ applicationsþ areþ alsoþ veryþ commonþ inþ imageþ andþ videoþ processing,þ e.g.þ H264þ
decoderþ [þ85þ],þ MRIþ [þ52þ],þ andþ CTþ [þ91þ],þ computingþ platformsþ areþ oftenþ mobileþ devicesþ inþ theseþ
scenarios.þ Itþ canþ beþ representedþ asþ taskþ graphsþ asþ well.þ Thisþ graphþ providesþ theþ possibilityþ ofþ
automaticþ parallelismþ asþ itþ givesþ theþ compilerþ moreþ roomþ toþ optimizeþ theþ programþ throughþ
aþ finerþ grainþ parallelism.þ Itþ favoursþ aþ computingþ platformþ withþ manyþ processingþ elementsþ
andþ aþ desiredþ power/performanceþ ratioþ [þ15þ].þ

Multiprocessorþ System-on-Chipsþ (MPSoC)þ composedþ ofþ hundredsþ ofþ processorsþ coresþ
areþ adoptedþ widelyþ forþ streamingþ applicationsþ asþ itþ achievesþ anþ intensiveþ computingþ powerþ
withoutþ overwhelmingþ growthþ inþ powerþ consumption.þ Coresþ areþ equippedþ withþ theirþ ownþ
localþ memoryþ andþ areþ connectedþ tightlyþ byþ anþ interconnectionþ fabricþ inþ MPSoC,þ theþ real-
timeþ performanceþ areþ moreþ likelyþ toþ beþ guaranteedþ asþ resourcesþ conflictþ amongþ tasksþ areþ
reducedþ andþ elements’þ behaviorsþ areþ moreþ predictableþ [þ90þ].þ MPSoCþ inþ mobileþ devicesþ areþ
oftenþ battery-operated.þ Toþ fitþ theþ tightþ energyþ budgetþ andþ heatþ control,þ sophisticatedþ powerþ
management,þ suchþ asþ Dynamicþ Voltageþ andþ Frequencyþ Scalingþ (DVFS)þ isþ proposedþ toþ reduceþ
cores’þ executionþ voltageþ whenþ theyþ areþ handlingþ light-weightþ tasks.þ Atþ theþ sameþ time,þ
theþ smallþ sizeþ ofþ featureþ devicesþ andþ theþ lowþ operatingþ voltageþ makeþ processingþ elementsþ
vulnerableþ toþ radiation-inducedþ soft-errors.þ Whenþ aþ soft-errorþ hitsþ aþ core,þ theþ tasksþ runningþ
onþ itþ needþ toþ beþ re-executed,þ whichþ incursþ furtherþ energyþ costþ andþ mayþ evenþ violateþ theþ
throughputþ goal.þ Hence,þ givenþ throughputþ andþ reliabilityþ constraints,þ howþ toþ achieveþ aþ fault-
tolerantþ scheduleþ thatþ minimizesþ theþ energyþ consumptionþ forþ runningþ streamingþ applicationsþ
onþ MPSoCþ platformþ isþ becomingþ aþ majorþ challenge.þ

Thisþ manuscriptþ exploresþ task-basedþ schedulingþ arisingþ inþ scientificþ computingþ domainþ
andþ streamingþ domains.þ Scientificþ computingþ onþ large-scaleþ parallelþ computingþ platformsþ
needsþ toþ fullyþ takeþ advantageþ ofþ resources,þ henceþ workloadþ balance,þ lowþ IOþ and/orþ memoryþ
consumptionþ areþ stillþ ofþ aþ greatþ concern.þ Theþ firstþ partþ ofþ thisþ manuscriptþ revisitsþ theseþ clas-
sicalþ topicsþ andþ proposesþ someþ promisingþ approaches.þ Anotherþ subjectþ consideredþ isþ runningþ
streamingþ applicationsþ onþ battery-operatedþ mobileþ devices.þ Indeed,þ variousþ sensorsþ andþ easyþ
accessþ ofþ internetþ makeþ streamingþ applicationsþ runningþ onþ mobileþ devicesþ prevalent.þ Theþ
goalþ inþ designingþ schedulingþ algorithmsþ forþ streamingþ applicationsþ isþ power/performanceþ
ratioþ insteadþ ofþ performanceþ only.þ Theþ secondþ partþ ofþ thisþ manuscriptþ studiesþ task-basedþ
schedulingþ ofþ streamingþ applicationsþ toþ achieveþ aþ highþ throughputþ andþ lowþ energyþ consump-
tion.þ Theþ mainþ contributionsþ ofþ eachþ chapterþ areþ summarizedþ below.þ

•þþ Chapterþ 2:þ Partitioningþ tree-shapedþ taskþ graphsþ forþ distributedþ platformsþ withþ limitedþ
memoryþ [þJ1þ]þ [þC4þ].þ
Underþ thisþ background,þ theþ firstþ workþ ofþ thisþ manuscriptþ isþ toþ scheduleþ aþ tree-shapedþ
taskþ graphþ ontoþ aþ homogenousþ parallelþ platformþ withþ aþ limitedþ memoryþ size.þ Theþ
tree-shapedþ taskþ graphþ comesþ fromþ factorizationþ ofþ sparseþ matrixþ [þ63þ],þ inþ whichþ mostþ
ofþ theþ elementsþ areþ zeros.þ Sparseþ matrixþ arisesþ inþ dealingþ withþ partialþ differentialþ
equations,þ whichþ areþ veryþ commonþ inþ scientificþ orþ engineeringþ applications.þ Dueþ toþ
theþ irregularþ sizeþ ofþ edgesþ andþ nodes,þ aþ differentþ executionþ orderþ ofþ tasksþ mayþ haveþ
aþ hugeþ differenceþ onþ memoryþ consumption.þ Theþ traversalþ withþ minimumþ memoryþ
consumptionþ hasþ beenþ extensivelyþ studiedþ andþ someþ polynomialþ algorithmsþ haveþ beenþ
proposedþ byþ [þ61þ]þ andþ [þ50þ].þ Inþ theþ caseþ thatþ aþ minimumþ memoryþ consumptionþ exceedsþ
localþ memoryþ capability,þ aþ goodþ wayþ toþ solveþ thisþ problemþ isþ toþ partitionþ theþ treeþ intoþ
manyþ connectedþ subtreesþ andþ mapþ eachþ subtreeþ ontoþ aþ processor.þ Chapterþ 2þ exploresþ
howþ toþ partitionþ theþ treeþ suchþ thatþ eachþ subtreeþ fitsþ intoþ localþ memoryþ andþ theþ totalþ
executionþ timeþ isþ minimized.þ

•þþ Chapterþ 3:þ Improvingþ mappingsþ forþ sparseþ directþ solvers:þ aþ trade-offþ betweenþ dataþ
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localityþ andþ loadþ balancingþ [þC2þ].þ
Inþ theþ workþ mentionedþ inþ theþ previousþ chapter,þ weþ limitþ aþ processorþ toþ beþ assignedþ
toþ onlyþ aþ subtree.þ Ifþ aþ processorþ canþ beþ assignedþ toþ twoþ orþ moreþ subtrees,þ thenþ dataþ
transferþ betweenþ themþ willþ beþ saved.þ Inþ thisþ chapter,þ weþ focusþ onþ mappingþ subtreesþ
ontoþ processorsþ withþ aþ givenþ partition.þ Theþ aimþ isþ toþ reduceþ theþ executionþ timeþ andþ
keepþ aþ goodþ data-localityþ insteadþ ofþ anþ acceptableþ memoryþ consumption.þ Tree-shapedþ
taskþ graphsþ areþ utilizedþ inþ parallelþ sparseþ directþ solversþ toþ expressþ parallelism.þ Oneþ ofþ
theþ pre-processingþ stagesþ ofþ sparseþ directþ solversþ consistsþ ofþ mappingþ computationalþ
resourcesþ (processors)þ toþ theseþ tasks.þ Theþ objectiveþ isþ toþ minimizeþ theþ factorizationþ
timeþ byþ exhibitingþ goodþ dataþ localityþ andþ loadþ balancing.þ Theþ proportionalþ map-
pingþ techniqueþ isþ aþ widelyþ usedþ approachþ toþ solveþ thisþ resource-allocationþ problem.þ Itþ
achievesþ goodþ dataþ localityþ byþ assigningþ theþ sameþ processorsþ toþ largeþ partsþ ofþ theþ tree.þ
However,þ itþ mayþ limitþ loadþ balancingþ inþ someþ cases.þ Inþ thisþ chapter,þ weþ proposeþ aþ dy-
namicþ mappingþ algorithmþ basedþ onþ proportionalþ mapping.þ Thisþ newþ approach,þ namedþ
Steal,þ relaxesþ theþ dataþ localityþ criterionþ toþ improveþ loadþ balancing.þ Theþ heuristicþ weþ
proposedþ isþ implementedþ andþ validatedþ inþ theþ PaStiXþ sparseþ directþ solver.þ

•þþ Chapterþ 4:þ Reliability-awareþ energyþ optimizationþ forþ throughput-constrainedþ applica-
tionsþ onþ MPSoCþ [þC3þ].þ
Thisþ chapterþ aimsþ atþ reachingþ anþ energyþ efficient,þ highþ throughputþ andþ reliabilityþ
schedulingþ ofþ streamingþ applicationsþ thatþ haveþ theþ formþ ofþ aþ linearþ chainþ onþ MPSoC.þ
Dueþ toþ limitedþ energyþ budget,þ itþ isþ hardþ toþ guaranteeþ thatþ applicationsþ onþ MPSoCþ
canþ beþ accomplishedþ onþ timeþ withþ aþ requiredþ throughput.þ Theþ situationþ becomesþ evenþ
worseþ forþ applicationsþ withþ highþ reliabilityþ requirements,þ sinceþ extraþ energyþ willþ beþ
inevitablyþ consumedþ byþ taskþ re-executionsþ orþ duplicatedþ tasks.þ Theþ failureþ rateþ ofþ
coresþ isþ modeledþ asþ aþ functionþ ofþ operatingþ frequency/voltage.þ Basedþ onþ Dynamicþ
Voltageþ andþ Frequencyþ Scalingþ (DVFS)þ andþ taskþ duplicationþ techniques,þ thisþ chapterþ
presentsþ aþ novelþ energy-efficientþ schedulingþ model,þ whichþ aimsþ atþ minimizingþ theþ over-
allþ energyþ consumptionþ ofþ MPSoCþ applicationsþ underþ bothþ throughputþ andþ reliabilityþ
constraints.þ Theþ goalþ isþ toþ decideþ whichþ tasksþ toþ duplicate,þ andþ atþ whichþ frequencyþ toþ
operateþ eachþ task.þ

•þþ Chapterþ 5:þ Reliableþ andþ energy-awareþ mappingþ ofþ streamingþ series-parallelþ applica-
tionsþ ontoþ hierarchicalþ platformsþ [þR1þ,þ C1þ].þ
Inþ aþ followingþ work,þ detailedþ inþ Chapterþ 5þ,þ theþ streamingþ applicationþ isþ modeledþ asþ
aþ series-parallelþ graphþ (SPG),þ whichþ coversþ aþ largerþ extentþ ofþ streamingþ applicationsþ
thanþ linearþ chains.þ Toþ limitþ theþ complexityþ ofþ theþ problem,þ weþ relaxþ aþ littleþ theþ relia-
bilityþ target.þ Runningþ atþ theþ maximumþ speedþ causesþ veryþ fewþ errors,þ whichþ isþ accept-
ableþ [þ64þ].þ Indeed,þ asþ shownþ inþ Chapterþ 4þ,þ soft-errorsþ notþ necessarilyþ causeþ throughputþ
violationþ sinceþ tasksþ canþ takeþ advantageþ ofþ idleþ timeþ slotsþ andþ catchþ upþ later.þ Thenþ
weþ focusþ onþ schedulingþ ofþ SPGþ ontoþ aþ platformþ withþ hierarchicalþ communicationsþ soþ
thatþ aþ highþ performanceþ andþ lowþ powerþ budgetþ canþ beþ metþ atþ theþ sameþ time.þ Theþ
questionþ weþ needþ toþ answerþ isþ whichþ tasksþ shouldþ beþ mappedþ ontoþ theþ sameþ core,þ andþ
ontoþ whichþ core,þ ifþ theyþ needþ toþ beþ triplicatedþ onþ threeþ differentþ coresþ orþ runningþ atþ
theþ maximumþ speedþ onþ oneþ core.þ

9þ



Chapterþ 2þ

Partitioningþ tree-shapedþ taskþ graphsþ forþ
distributedþ platformsþ withþ limitedþ
memoryþ

Thisþ studyþ isþ basedþ onþ aþ previousþ workþ [þ50þ],þ whichþ studiedþ theþ complexityþ ofþ memoryþ
minimizingþ treeþ traversalþ inþ aþ two-levelþ memoryþ system,þ andþ howþ toþ reduceþ theþ volumeþ ofþ
Input/Outputþ inþ anþ out-of-coreþ execution.þ Basedþ onþ theþ exactþ in-coreþ traversalþ algorithmþ
proposedþ inþ [þ50þ],þ weþ targetþ aþ multiprocessorþ systemþ inþ whichþ eachþ processorþ hasþ itsþ ownþ localþ
memory.þ Theþ goalþ isþ toþ minimizeþ theþ makespanþ underþ theþ memoryþ constraint.þ Weþ provedþ
thatþ thisþ problemþ isþ NP-completeþ andþ proposedþ someþ heuristics.þ Preliminaryþ resultsþ haveþ
beenþ publishedþ atþ PDPþ 2018þ [þC4þ].þ Thenþ weþ extendedþ itþ byþ proposingþ someþ newþ heuristics.þ
Extensiveþ simulationsþ withþ differentþ settingsþ onþ realþ treesþ arisingþ inþ theþ contextþ ofþ sparseþ
matrixþ solversþ showþ thatþ theseþ newþ heuristicsþ areþ moreþ general,þ intuitiveþ andþ effectiveþ thanþ
thoseþ proposedþ before.þ Theþ extendedþ workþ hasþ beenþ publishedþ atþ TPDSþ [þJ1þ].þ

2.1þ Introductionþ
Parallelþ workloadsþ areþ oftenþ modeledþ asþ directedþ acyclicþ graphsþ ofþ tasks.þ Weþ aimþ atþ schedul-
ingþ someþ ofþ theseþ graphs,þ namelyþ rootedþ tree-shapedþ workflows,þ ontoþ aþ setþ ofþ homogeneousþ
computingþ platforms,þ soþ asþ toþ minimizeþ theþ makespan.þ Suchþ tree-shapedþ workflowsþ ariseþ
inþ severalþ computationalþ domains,þ suchþ asþ theþ factorizationþ ofþ sparseþ matricesþ [þ29þ],þ orþ inþ
computationalþ physicsþ codeþ modelingþ electronicþ propertiesþ [þ57þ].þ Theþ verticesþ (orþ nodes)þ
ofþ theþ treeþ typicallyþ representþ computationþ tasks,þ andþ theþ edgesþ betweenþ themþ representþ
dependencies,þ inþ theþ formþ ofþ outputþ andþ inputþ files.þ

Inþ thisþ chapter,þ weþ considerþ out-trees,þ whereþ thereþ isþ aþ dependencyþ fromþ aþ nodeþ toþ eachþ
ofþ itsþ childþ nodesþ (theþ caseþ ofþ in-treesþ isþ similar).þ Forþ suchþ out-trees,þ eachþ nodeþ (exceptþ theþ
root)þ receivesþ anþ inputþ fileþ fromþ itsþ parent,þ andþ itþ producesþ aþ setþ ofþ outputþ filesþ (exceptþ leafþ
nodes),þ eachþ ofþ themþ beingþ usedþ asþ anþ inputþ byþ aþ differentþ childþ node.þ Allþ itsþ inputþ file,þ
executionþ dataþ andþ outputþ filesþ haveþ toþ beþ storedþ inþ localþ memoryþ duringþ itsþ execution.þ Theþ
inputþ fileþ isþ discardedþ afterþ execution,þ whileþ outputþ filesþ areþ keptþ forþ theþ laterþ executionþ ofþ
theþ children.þ

Theþ potentiallyþ largeþ sizeþ ofþ theþ outputþ filesþ makesþ itþ crucialþ toþ findþ aþ traversalþ thatþ
reducesþ theþ memoryþ requirement.þ Inþ theþ caseþ whereþ evenþ theþ minimumþ memoryþ requirementþ
isþ largerþ thanþ theþ localþ memoryþ capacity,þ aþ goodþ wayþ toþ solveþ theþ problemþ isþ toþ partitionþ theþ
treeþ andþ mapþ theþ partsþ ontoþ aþ multiprocessorþ computingþ systemþ inþ whichþ eachþ processorþ hasþ
itsþ ownþ privateþ memoryþ andþ isþ responsibleþ forþ aþ singleþ part.þ Partitioningþ makesþ itþ possibleþ
toþ bothþ reduceþ memoryþ requirementþ andþ toþ improveþ theþ processingþ timeþ (orþ makespan)þ
byþ doingþ someþ processingþ inþ parallel,þ butþ itþ alsoþ incursþ communicationþ costs.þ Onþ modernþ
computerþ architectures,þ theþ impactþ ofþ communicationsþ betweenþ processorsþ onþ bothþ timeþ andþ
energyþ isþ nonþ negligible,þ furthermoreþ inþ sparseþ solversþ itþ canþ beþ theþ bottleneckþ atþ evenþ aþ
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smallþ coreþ countsþ [þ76þ].þ Theþ problemþ ofþ schedulingþ aþ treeþ ofþ tasksþ onþ aþ singleþ processorþ withþ
minimumþ memoryþ requirementþ hasþ beenþ studiedþ before,þ andþ memoryþ optimalþ traversalsþ
haveþ beenþ proposedþ [þ62þ,þ 50þ].þ Theþ problemþ ofþ schedulingþ suchþ aþ treeþ onþ aþ singleþ processorþ
withþ limitedþ memoryþ isþ alsoþ discussedþ inþ [þ50þ]:þ inþ caseþ ofþ memoryþ shortage,þ someþ inputþ filesþ
needþ toþ beþ movedþ toþ aþ secondaryþ storageþ (suchþ asþ aþ disk),þ whichþ isþ largerþ butþ slower,þ andþ
temporarilyþ discardedþ fromþ theþ mainþ memory.þ Theseþ filesþ willþ beþ retrievedþ later,þ whenþ theþ
correspondingþ nodeþ isþ scheduled.þ Theþ totalþ volumeþ ofþ dataþ writtenþ toþ (andþ readþ from)þ theþ
secondaryþ storageþ isþ calledþ theþ Input/Outputþ volumeþ (orþ I/Oþ volume),þ andþ theþ objectiveþ isþ
thenþ toþ findþ aþ traversalþ withþ minimumþ I/Oþ volumeþ (þMinIOþ problem).þ

Inþ thisþ work,þ theþ platformþ isþ homogeneous,þ asþ allþ processorsþ haveþ theþ sameþ computingþ
powerþ andþ theþ sameþ amountþ ofþ memory.þ Inþ theþ caseþ ofþ memoryþ shortage,þ ratherþ thanþ
performingþ I/Oþ operations,þ weþ sendþ someþ filesþ toþ anotherþ processorþ thatþ willþ handleþ theþ
processingþ ofþ theþ correspondingþ subtree.þ Ifþ theþ treeþ isþ aþ linearþ chain,þ thisþ willþ onlyþ slowþ downþ
theþ computationþ sinceþ communicationsþ needþ toþ beþ paid.þ However,þ ifþ theþ treeþ isþ aþ forkþ graph,þ
itþ mayþ endþ upþ inþ processingþ differentþ subtreesþ inþ parallel,þ andþ henceþ potentiallyþ reducingþ
theþ makespan.þ Weþ proposeþ toþ partitionþ theþ treeþ intoþ partsþ thatþ areþ connectedþ components,þ
suchþ thatþ eachþ partþ correspondsþ toþ aþ treeþ (whichþ isþ embeddedþ inþ theþ wholeþ taskþ tree).þ Theþ
timeþ neededþ toþ executeþ suchþ aþ partþ isþ theþ sumþ ofþ theþ timeþ forþ theþ communicationþ ofþ theþ
inputþ fileþ ofþ itsþ rootþ andþ theþ computationþ timeþ ofþ eachþ taskþ inþ theþ part.þ Theþ MinMakespanþ
problemþ thenþ consistsþ inþ dividingþ theþ treeþ intoþ partsþ thatþ areþ connectedþ components,þ eachþ
partþ beingþ processedþ byþ aþ separateþ processor,þ soþ thatþ theþ makespanþ isþ minimized.þ Theþ
memoryþ constraintþ statesþ thatþ weþ mustþ beþ ableþ toþ processþ eachþ partþ withinþ theþ limitedþ
memoryþ ofþ aþ singleþ processor.þ

Theþ mainþ contributionsþ ofþ thisþ chapterþ areþ theþ following:þ
•þþ Weþ formalizeþ theþ MinMakespanþ problem,þ andþ inþ particularþ weþ explainþ howþ toþ expressþ

theþ makespanþ givenþ aþ decompositionþ ofþ theþ treeþ intoþ connectedþ components;þ
•þþ Weþ proveþ thatþ MinMakespanþ isþ NP-complete;þ
•þþ Weþ designþ severalþ polynomial-timeþ heuristicsþ aimingþ atþ obtainingþ efficientþ solutions;þ
•þþ Weþ evaluateþ theþ proposedþ heuristicsþ throughþ aþ setþ ofþ simulations.þ
Theþ remainderþ ofþ thisþ chapterþ isþ organizedþ asþ follows.þ Weþ firstþ giveþ anþ overviewþ ofþ

relatedþ workþ inþ Sectionþ 2.2þ.þ Thenþ weþ formalizeþ theþ modelþ inþ Sectionþ 2.3þ.þ Inþ Sectionþ 2.4þ,þ weþ
showþ thatþ MinMakespanþ isþ NP-complete.þ Allþ theþ heuristicsþ areþ presentedþ inþ Sectionþ 2.5þ,þ
andþ theþ experimentalþ evaluationþ isþ conductedþ inþ Sectionþ 2.6þ.þ Finally,þ weþ summarizeþ ourþ
workþ inþ Sectionþ 2.7þ.þ

2.2þ Relatedþ workþ

Asþ statedþ above,þ rootedþ treesþ areþ commonlyþ usedþ toþ representþ taskþ dependenciesþ forþ scien-
tificþ applications.þ Forþ instance,þ inþ denseþ linearþ algebraþ librariesþ suchþ asþ SuperMatrixþ [þ23þ]þ
andþ Parallelþ Linearþ Algebraþ forþ Scalableþ Multicoreþ Architecturesþ (PLASMA)þ [þ20þ],þ theþ de-
pendenciesþ betweenþ tasksþ areþ wellþ identified,þ leadingþ toþ anþ efficientþ asynchronousþ parallelþ
executionþ ofþ tasks.þ However,þ inþ sparseþ linearþ algebra,þ schedulingþ treesþ isþ moreþ difficultþ be-
causeþ ofþ enormousþ tasks’þ amountþ andþ theirþ irregularþ weightsþ [þ56þ].þ Liuþ [þ63þ]þ givesþ aþ detailedþ
descriptionþ ofþ theþ constructionþ ofþ theþ eliminationþ tree,þ itsþ useþ forþ Choleskyþ andþ LUþ fac-
torizationsþ andþ itsþ roleþ inþ multifrontalþ methods.þ Inþ [þ61þ],þ Liuþ introducesþ twoþ techniquesþ forþ
reducingþ theþ memoryþ requirementþ inþ post-orderþ treeþ traversals.þ Inþ theþ subsequentþ workþ [þ62þ],þ
theþ post-orderþ constraintþ isþ droppedþ andþ anþ efficientþ algorithmþ toþ findþ aþ possibleþ orderingþ
forþ theþ multifrontalþ methodþ isþ given.þ Buildingþ uponþ Liu’sþ work,þ [þ50þ]þ proposedþ aþ newþ exactþ
algorithmþ forþ exploringþ aþ treeþ withþ theþ minimumþ memoryþ requirement,þ andþ studiedþ howþ toþ
minimizeþ theþ I/Oþ volumeþ whenþ out-of-coreþ executionþ isþ required.þ Theþ problemþ ofþ generalþ
taskþ graphsþ handlingþ largeþ dataþ hasþ alsoþ beenþ identifiedþ byþ Ramakrishnanþ etþ al.þ [þ72þ],þ whoþ
proposeþ someþ simpleþ heuristics.þ Theirþ workþ wasþ continuedþ byþ Bharathiþ etþ al.þ [þ14þ],þ whoþ
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developþ geneticþ algorithmsþ toþ scheduleþ suchþ workflows.þ
Severalþ recentþ studiesþ haveþ consideredþ parallelþ sparseþ matrixþ solvers,þ andþ theyþ haveþ

investigatedþ techniquesþ andþ algorithmsþ toþ reduceþ communicationþ andþ executionþ timesþ onþ
differentþ systemsþ (sharedþ memory,þ distributed).þ Kimþ etþ al.þ [þ56þ]þ proposeþ aþ two-levelþ taskþ
parallelismþ algorithm,þ whichþ firstþ partitionsþ theþ treeþ intoþ manyþ subtrees,þ andþ thenþ furtherþ
decomposesþ subtreesþ intoþ regularþ fine-grainedþ tasks.þ Inþ thisþ work,þ theþ schedulingþ ofþ execut-
ingþ tasksþ ofþ theþ firstþ levelþ isþ handledþ byþ OpenMPþ dynamically,þ whichþ howeverþ mayþ causeþ
anþ arbitrarilyþ badþ memoryþ consumption.þ Inþ aþ laterþ work,þ Kimþ etþ al.þ [þ55þ]þ takeþ memoryþ
boundþ intoþ considerationþ throughþ Kokkos’sþ [þ37þ]þ dynamicþ taskþ schedulingþ andþ memoryþ man-
agement.þ Agulloþ etþ al.þ [þ2þ]þ alsoþ takeþ advantageþ ofþ two-levelþ parallelismþ andþ discussedþ theþ
easeþ ofþ programmingþ andþ theþ performanceþ ofþ theþ program.þ Targetingþ atþ distributedþ mem-
oryþ systems,þ Saoþ etþ al.þ [þ76þ]þ partitionþ theþ treeþ intoþ twoþ levels,þ aþ commonþ ancestorþ withþ itsþ
children,þ andþ thenþ replicateþ theþ ancestorþ toþ processorsþ thatþ areþ inþ chargeþ ofþ children;þ bothþ
communicationþ timeþ andþ makespanþ areþ reducedþ byþ thisþ method,þ atþ theþ expenseþ ofþ aþ largerþ
memoryþ consumption.þ

Partitioningþ aþ tree,þ orþ moreþ generallyþ aþ graphþ intoþ separateþ subsetsþ toþ optimizeþ someþ
metricþ hasþ beenþ thoroughlyþ studied.þ Graphþ partitioningþ hasþ variousþ applicationsþ inþ par-
allelþ processing,þ complexþ networks,þ imageþ processing,þ etc.þ Generally,þ theseþ problemsþ areþ
NP-hard.þ Exactþ algorithmsþ haveþ beenþ proposed,þ whichþ mainlyþ relyþ onþ branch-and-boundþ
frameworkþ [þ58þ],þ andþ areþ appropriateþ onlyþ forþ veryþ smallþ graphsþ andþ smallþ numberþ ofþ result-
ingþ subgraphs.þ Aþ largeþ varietyþ ofþ heuristicsþ andþ approximationþ algorithmsþ forþ thisþ problemþ
haveþ beenþ presented.þ Someþ ofþ themþ directlyþ partitionþ theþ entireþ graph,þ suchþ asþ spectralþ
partitioningþ thatþ usesþ eigenvectorþ fromþ Laplacianþ matrixþ toþ inferþ theþ globalþ structureþ ofþ aþ
graphþ [þ34þ,þ 33þ],þ geometricþ partitioningþ thatþ considersþ coordinatesþ ofþ graphþ nodesþ andþ pro-
jectionþ toþ findþ anþ optimalþ bisectingþ planeþ [þ79þ,þ 68þ],þ streamingþ graphþ partitioningþ thatþ usesþ
muchþ lessþ memoryþ andþ time,þ appliedþ mainlyþ inþ bigþ dataþ processingþ [þ81þ].þ Theirþ resultsþ canþ beþ
iterativelyþ improvedþ byþ differentþ typesþ ofþ strategies:þ node-swappingþ betweenþ adjacentþ sub-
graphsþ [þ54þ,þ 42þ,þ 75þ],þ graphingþ growingþ fromþ someþ carefullyþ selectedþ nodesþ [þ31þ,þ 77þ],þ randomlyþ
choosingþ nodesþ toþ visitþ accordingþ toþ transitionþ probabilitiesþ [þ65þ].þ Aþ multi-levelþ schemeþ thatþ
consistsþ ofþ contraction,þ partitioningþ onþ theþ smallerþ graphsþ andþ mappingþ backþ toþ theþ originalþ
graphþ andþ improvement,þ canþ giveþ aþ highþ qualityþ resultsþ inþ aþ shortþ executionþ timeþ [þ19þ].þ Forþ
aþ conciseþ reviewþ ofþ graphþ partitioning,þ seeþ [þ19þ].þ

Whenþ focusingþ onþ treesþ ratherþ thanþ generalþ graphs,þ theþ balancedþ partitioningþ problemþ
isþ stillþ difficultþ [þ39þ].þ Itþ isþ APX-hardþ toþ approximateþ theþ cutþ sizeþ withinþ anyþ finiteþ factorþ
ifþ subtreesþ areþ strictlyþ balanced,þ someþ studiesþ henceþ approximateþ theþ cutþ sizeþ asþ wellþ asþ
theþ balance,þ knownþ asþ bicriteria-approximationþ [þ6þ].þ Whenþ near-balanceþ isþ allowed,þ treeþ
partitioningþ isþ promising.þ Feldmannþ andþ Foschiniþ [þ40þ]þ giveþ aþ polynomial-timeþ algorithmþ
thatþ cutsþ noþ moreþ edgesþ thanþ anþ optimalþ perfectlyþ balancedþ solution.þ

Comparedþ toþ theþ classicalþ graphþ partitioningþ studies,þ whichþ tendþ towardsþ balancedþ par-
titionsþ (subgraphsþ withþ approximatelyþ theþ sameþ weight),þ ourþ problemþ considersþ aþ moreþ
complexþ memoryþ constraintþ onþ eachþ component,þ whichþ makesþ theþ previousþ workþ onþ graphþ
partitioningþ unsuitableþ toþ findþ aþ goodþ partitioningþ strategy.þ

2.3þ Modelþ

Weþ considerþ aþ tree-shapedþ taskþ graphþ τ ,þ whereþ theþ verticesþ (orþ nodes)þ ofþ theþ tree,þ numberedþ
fromþ 1 toþ n,þ correspondþ toþ tasks,þ andþ theþ edgesþ correspondþ toþ precedenceþ constraintsþ amongþ
theþ tasks.þ Theþ treeþ isþ rootedþ (nodeþ r isþ theþ root,þ whereþ 1 ≤ r ≤ n),þ andþ allþ precedenceþ
constraintsþ areþ orientedþ towardsþ theþ leavesþ ofþ theþ tree.þ Noteþ thatþ weþ mayþ similarlyþ considerþ
precedenceþ constraintsþ orientedþ towardsþ theþ rootþ byþ reversingþ allþ schedules,þ asþ outlinedþ
inþ [þ50þ].þ Aþ precedenceþ constraintþ i→ j meansþ thatþ taskþ j needsþ toþ receiveþ aþ fileþ (orþ data)þ fromþ
itsþ parentþ i beforeþ itþ canþ startþ itsþ execution.þ Eachþ taskþ i inþ theþ rootedþ treeþ isþ characterizedþ
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byþ theþ sizeþ fi ofþ itsþ inputþ file,þ andþ byþ theþ sizeþ mi ofþ itsþ temporaryþ executionþ dataþ (andþ forþ
theþ rootþ r,þ weþ assumeþ thatþ fr = 0).þ Aþ taskþ canþ beþ processedþ byþ aþ givenþ processorþ onlyþ ifþ allþ
theþ task’sþ dataþ (inputþ file,þ outputþ files,þ andþ executionþ data)þ fitþ inþ theþ processor’sþ currentlyþ
availableþ memory.þ Moreþ formally,þ letþ M beþ theþ sizeþ ofþ theþ mainþ memoryþ ofþ theþ processor,þ
andþ letþ S beþ theþ setþ ofþ filesþ storedþ inþ thisþ memoryþ whenþ theþ schedulerþ decidesþ toþ executeþ
taskþ i.þ Noteþ thatþ S mustþ containþ theþ inputþ fileþ ofþ taskþ i.þ Theþ processingþ ofþ taskþ i isþ possibleþ
ifþ weþ have:þ

MemReq(i) = fi +mi +
∑

j∈children(i)

fj ≤M −
∑

j∈S,j 6=i

fj,

whereþ MemReq(i) denotesþ theþ memoryþ requirementþ ofþ taskþ i,þ andþ children(i) areþ itsþ childrenþ
nodesþ inþ theþ tree.þ Intuitively,þ M shouldþ exceedþ theþ largestþ memoryþ requirementþ overþ allþ
tasksþ (denotedþ asþ MaxOutDeg inþ theþ following),þ soþ asþ toþ beþ ableþ toþ processþ eachþ task:þ

MaxOutDeg = max
1≤i≤n

(MemReq(i)) ≤M.

However,þ thisþ amountþ ofþ memoryþ isþ inþ generalþ notþ sufficientþ toþ processþ theþ wholeþ tree,þ asþ
inputþ filesþ ofþ unprocessedþ tasksþ mustþ beþ keptþ inþ memoryþ untilþ theyþ areþ processed.þ

Taskþ i canþ beþ executedþ onceþ itsþ parent,þ denotedþ parent(i),þ hasþ completedþ itsþ execution,þ
andþ theþ executionþ timeþ forþ taskþ i isþ wi.þ Ofþ course,þ itþ mustþ fitþ inþ memoryþ toþ beþ executed.þ
Ifþ theþ wholeþ treeþ fitsþ inþ memoryþ andþ isþ executedþ sequentiallyþ onþ aþ singleþ processor,þ theþ
executionþ time,þ orþ makespan,þ isþ

∑n
i=1 wi.þ Inþ thisþ case,þ theþ taskþ schedule,þ i.e.,þ theþ orderþ inþ

whichþ tasksþ ofþ τ areþ processed,þ playsþ aþ keyþ roleþ inþ determiningþ howþ muchþ memoryþ isþ neededþ
toþ executeþ theþ wholeþ treeþ inþ mainþ memory.þ Whenþ tasksþ areþ scheduledþ sequentially,þ suchþ aþ
scheduleþ isþ aþ topologicalþ orderþ ofþ theþ tree,þ alsoþ calledþ aþ traversal.þ Oneþ canþ figureþ outþ theþ
minimumþ memoryþ requirementþ ofþ aþ taskþ treeþ τ andþ theþ correspondingþ traversalþ usingþ theþ
workþ ofþ Liuþ [þ62þ]þ orþ theþ workþ ofþ Mathiasþ [þ50þ].þ Weþ denoteþ byþ MinMemory(τ) theþ minimumþ
amountþ ofþ memoryþ necessaryþ toþ completeþ taskþ treeþ τ .þ

Theþ targetþ platformþ consistsþ ofþ p identicalþ processors,þ eachþ equippedþ withþ aþ memoryþ ofþ
sizeþ M .þ Theþ aimþ isþ toþ benefitþ fromþ thisþ parallelþ platformþ bothþ forþ memory,þ byþ allowingþ theþ
executionþ ofþ aþ treeþ thatþ doesþ notþ fitþ withinþ theþ memoryþ ofþ aþ singleþ processor,þ andþ alsoþ forþ
makespan,þ sinceþ severalþ partsþ ofþ theþ treeþ couldþ thenþ beþ executedþ inþ parallel.þ Theþ goalþ isþ
thereforeþ toþ partitionþ theþ treeþ workflowþ τ intoþ k ≤ p partsþ τ1, . . . , τk,þ whichþ areþ connectedþ
componentsþ ofþ theþ originalþ tree.þ Hence,þ eachþ partþ τi isþ itselfþ aþ tree.þ Weþ referþ toþ theseþ
connectedþ componentsþ asþ subtreesþ ofþ τ .þ Noteþ thatþ τ canþ alsoþ beþ viewedþ asþ aþ treeþ madeþ ofþ
theseþ subtrees.þ Suchþ aþ partitionþ isþ illustratedþ onþ Figureþ 2.1þ,þ whereþ theþ treeþ isþ decomposedþ
intoþ fiveþ subtrees:þ τ1 withþ nodesþ 1,þ 2,þ andþ 3;þ τ2 withþ nodesþ 4,þ 6,þ andþ 7;þ τ3 withþ nodeþ 5;þ τ4 withþ
nodeþ 8;þ andþ τ5 withþ nodeþ 9.þ Weþ requireþ thatþ eachþ subtreeþ τi canþ beþ eachþ executedþ withinþ
theþ memoryþ ofþ aþ singleþ processor,þ i.e.,þ MinMemory(τ`) ≤ M ,þ forþ 1 ≤ ` ≤ k.þ Weþ areþ toþ
executeþ suchþ k subtreesþ onþ k processors.þ Letþ root(τ`) beþ theþ taskþ atþ theþ rootþ ofþ subtreeþ τ`.þ Ifþ
root(τ`) 6= r,þ theþ processorþ inþ chargeþ ofþ treeþ τ` needsþ toþ receiveþ someþ dataþ fromþ theþ processorþ
inþ chargeþ ofþ theþ treeþ containingþ parent(root(τ`)),þ andþ thisþ dataþ isþ aþ fileþ ofþ sizeþ froot(τ`).þ Thisþ
canþ beþ doneþ withinþ aþ timeþ froot(τ`)

β
,þ whereþ β isþ theþ availableþ bandwidthþ betweenþ eachþ coupleþ

ofþ processors.þ
Weþ denoteþ byþ alloc(i) theþ setþ ofþ tasksþ includedþ inþ subtreeþ τ` rootedþ inþ root(τ`) = i,þ andþ

byþ desc(i) theþ setþ ofþ tasks,þ notþ inþ alloc(i),þ thatþ haveþ aþ parentþ inþ alloc(i):þ

desc(i) = {j /∈ alloc(i) | parent(j) ∈ alloc(i)}.

Theþ makespanþ canþ thenþ beþ expressedþ withþ aþ recursiveþ formula.þ Letþ MS(i) denoteþ theþ
timeþ (orþ makespan)þ requiredþ toþ executeþ theþ wholeþ subtreeþ rootedþ inþ i,þ givenþ aþ partitionþ
intoþ subtrees.þ Noteþ thatþ theþ wholeþ subtreeþ rootedþ inþ i mayþ containþ severalþ subtreesþ ofþ theþ
partitionþ (itþ isþ τ forþ i = r).þ Theþ goalþ isþ henceþ toþ expressþ MS(r),þ whichþ isþ theþ makespanþ
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Figureþ 2.1þ –þ Treeþ partitionþ andþ recursiveþ computationþ ofþ makespan.þ

ofþ τ .þ Weþ haveþ (recallþ thatþ fr = 0 byþ convention):þ

MS(i) =
fi
β

+
∑

j∈alloc(i)

wj + max
k∈desc(i)

MS(k).

Weþ assumeþ thatþ theþ wholeþ subtreeþ τ` isþ computedþ beforeþ initiatingþ communicationþ withþ itsþ
children.þ

Theþ goalþ isþ toþ findþ aþ decompositionþ ofþ theþ treeþ intoþ k ≤ p subtreesþ thatþ allþ fitþ inþ theþ
availableþ memoryþ ofþ aþ processor,þ soþ asþ toþ minimizeþ theþ makespanþ MS(r).þ Figureþ 2.1þ exhibitsþ
anþ exampleþ ofþ suchþ aþ treeþ decomposition,þ whereþ theþ horizontalþ linesþ representþ theþ edgesþ cutþ
toþ disconnectþ theþ treeþ τ intoþ fiveþ subtrees.þ Subtreeþ τ1 isþ executedþ first,þ afterþ receivingþ itsþ
inputþ fileþ ofþ sizeþ f1 = 0,þ andþ itþ includesþ tasksþ 1,þ 2þ andþ 3.þ Then,þ subtreesþ τ2 andþ τ3 areþ
processedþ inþ parallel.þ Theþ finalþ makespanþ forþ τ1 isþ thus:þ

MS(1) =
f1
β

+ w1 + w2 + w3 +max(MS(4),MS(5)),

whereþ MS(5) recursivelyþ callsþ max(MS(8),MS(9)),þ sinceþ τ4 andþ τ5 canþ alsoþ beþ processedþ
inþ parallel.þ

Forþ convenience,þ weþ alsoþ denoteþ byþ Wi theþ sumþ ofþ theþ weightsþ ofþ allþ nodesþ inþ theþ subtreeþ
rootedþ inþ i (hence,þ forþ aþ leafþ node,þ Wi = wi):þ

Wi = wi +
∑

j∈children(i)

Wj.

Weþ areþ nowþ readyþ toþ formalizeþ theþ optimizationþ problemþ thatþ weþ consider:þ

Definitionþþ 1þþ (þþMinMakespanþþ).þþ Givenþ aþ taskþ treeþ τ withþ n nodes,þ aþ setþ ofþ p processorsþ
eachþ withþ aþ fixedþ amountþ ofþ memoryþ M ,þ partitionþ theþ treeþ intoþ k ≤ p subtreesþ τ1, . . . , τk
suchþ thatþ MinMemory(τi) ≤M forþ 1 ≤ i ≤ k,þ andþ theþ makespanþ isþ minimized.þ

Givenþ aþ treeþ τ andþ itsþ partitionþ intoþ subtreesþ τi ,þ weþ considerþ itsþ quotientþ graphþ Q givenþ
byþ theþ partition:þ verticesþ fromþ aþ sameþ subtreeþ areþ representedþ byþ aþ singleþ vertexþ inþ theþ
quotientþ tree,þ andþ thereþ isþ anþ edgeþ betweenþ twoþ verticesþ u→ v ofþ theþ quotientþ graphþ ifþ andþ
onlyþ ifþ thereþ isþ anþ edgeþ inþ theþ treeþ betweenþ twoþ verticesþ i→ j suchþ thatþ i ∈ τu andþ j ∈ τv.þ
Noteþ thatþ sinceþ weþ imposeþ aþ partitionþ intoþ subtrees,þ theþ quotientþ graphþ isþ indeedþ aþ tree.þ
Thisþ quotientþ treeþ willþ beþ helpfulþ toþ computeþ theþ makespanþ andþ toþ exhibitþ theþ dependenciesþ
betweenþ theþ subtrees.þ

2.4þ Problemþ complexityþ

Theoremþþ 1þþ.þþ Theþ (decisionþ versionþ of)þ MinMakespanþ problemþ isþ NP-complete.þ

Proof.þ First,þ itþ isþ easyþ toþ checkþ thatþ theþ problemþ belongsþ toþ NP:þ givenþ aþ partitionþ ofþ theþ
treeþ intoþ k ≤ p subtrees,þ weþ canþ checkþ inþ polynomialþ timeþ thatþ (i)þ theþ memoryþ neededþ forþ
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Figureþ 2.2þ –þ Treeþ ofþ instanceþ I2 usedþ inþ theþ NPCþ proof.þ

eachþ subtreeþ doesþ notþ exceedþ M ,þ andþ thatþ (ii)þ theþ obtainedþ makespanþ isþ notþ largerþ thanþ aþ
givenþ bound.þ

Toþ proveþ theþ completeness,þ weþ useþ aþ reductionþ fromþ 2-partitionþ [þ43þ].þ Weþ considerþ anþ
instanceþ I1 ofþ 2-partition:þ givenþ n positiveþ integersþ a1, . . . , an,þ doesþ thereþ existþ aþ subsetþ I
ofþ {1, . . . , n} suchþ thatþ

∑
i∈I ai =

∑
i/∈I ai = S/2,þ whereþ S =

∑n
i=1 ai.þ Weþ considerþ theþ

2-partition-equalþ variantþ ofþ theþ problem,þ alsoþ NP-complete,þ whereþ bothþ partitionsþ haveþ
theþ sameþ numberþ ofþ elementsþ (þ|I| = n/2,þ andþ thus,þ n isþ even).þ Furthermore,þ weþ assumeþ
thatþ n ≥ 4,þ sinceþ theþ problemþ isþ trivialþ forþ n = 2.þ Fromþ I1,þ weþ buildþ anþ instanceþ I2 ofþ
MinMakespanþ asþ follows:þ

•þþ Theþ treeþ τ consistsþ ofþ n+2 nodes,þ andþ itþ isþ describedþ onþ Figureþ 2.2þ:þ itþ isþ aþ forkþ graphþ
(aþ rootþ withþ n+ 1 children).þ Theþ weightsþ onþ edgesþ representþ theþ sizeþ ofþ inputþ filesþ fi,þ
andþ theþ computationþ timeþ andþ memoryþ requirementsþ areþ indicatedþ respectivelyþ byþ wi

andþ mi (þ0 ≤ i ≤ n+ 1,þ whereþ root = 0).þ

•þþ Forþ 1 ≤ i ≤ n,þ wi = S − ai,þ mi = M −
∑i

j=1 aj,þ andþ fi = ai.þ

•þþ Forþ theþ lastþ child,þ wn+1 = 0,þ mn+1 = S/2,þ andþ fn+1 = M − S.þ

•þþ Forþ theþ root,þ wroot = 0,þ mroot = 0,þ andþ froot = 0.þ

•þþ Theþ makespanþ boundþ isþ Cmax = (n+ 1)S
2
.þ

•þþ Theþ memoryþ boundþ isþ M = Cmax + S + 1.þ

•þþ Theþ bandwidthþ isþ β = 1.þ

•þþ Theþ numberþ ofþ processorsþ isþ p = n
2
+ 1.þ

Considerþ firstþ thatþ I1 hasþ aþ solution,þ I,þ suchþ thatþ I ⊆ {1, . . . , n} andþ |I| = n/2 (i.e.,þ I
containsþ exactlyþ n/2 elements).þ Weþ executeþ sequentiallyþ rootþ andþ taskþ n+1,þ plusþ theþ tasksþ
inþ I,þ andþ weþ payþ communicationsþ andþ executeþ inþ parallelþ tasksþ notþ inþ I.þ Weþ canþ executeþ
eachþ ofþ theseþ tasksþ inþ parallelþ sinceþ thereþ areþ n/2 + 1 processorsþ andþ exactlyþ n/2 tasksþ notþ
inþ I.þ Sinceþ weþ haveþ cutþ nodesþ notþ inþ I,þ thereþ remainsþ exactlyþ filesþ ofþ sizeþ S/2 inþ memory,þ
plusþ f2n+1 = M −S,þ andþ toþ executeþ taskþ n+1,þ weþ alsoþ needþ toþ accommodateþ m2n+1 = S/2,þ
henceþ weþ useþ exactlyþ aþ memoryþ ofþ sizeþ M .þ Weþ canþ thenþ executeþ nodesþ inþ I startingþ fromþ
theþ rightþ ofþ theþ tree,þ withoutþ exceedingþ theþ memoryþ bound.þ Indeed,þ onceþ taskþ n + 1 hasþ
beenþ executed,þ thereþ remainsþ onlyþ someþ ofþ theþ fi = ai’sþ inþ memory,þ andþ theyþ fitþ togetherþ
withþ mi inþ memory.þ Theþ makespanþ isþ thereforeþ n

2
S − S

2
forþ theþ sequentialþ partþ (executingþ

allþ tasksþ inþ I),þ andþ eachþ ofþ theþ tasksþ notþ inþ I canþ beþ executedþ withinþ aþ timeþ S (sinceþ β = 1),þ
allþ ofþ themþ inþ parallel,þ henceþ aþ totalþ makespanþ ofþ (n − 1)S

2
+ S = Cmax.þ Hence,þ I2 hasþ aþ

solution.þ
Considerþ nowþ thatþ I2 hasþ aþ solution.þ First,þ becauseþ ofþ theþ constraintþ onþ theþ makespan,þ

root andþ taskþ n+1 mustþ beþ inþ theþ sameþ subtree,þ otherwiseþ weþ wouldþ payþ aþ communicationþ
ofþ M − S = Cmax + 1,þ whichþ isþ notþ acceptable.þ Letþ I beþ theþ setþ ofþ tasksþ thatþ areþ executedþ
onþ theþ sameþ subtreeþ asþ rootþ andþ taskþ n+1.þ I containsþ atþ leastþ n

2
tasks,þ sinceþ theþ numberþ ofþ
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processorsþ isþ n
2
+ 1.þ Ifþ I containsþ moreþ thanþ n

2
tasks,þ thenþ theþ makespanþ isþ strictlyþ greaterþ

thanþ (n
2
+1)S − S forþ theþ sequentialþ part,þ plusþ S forþ allþ otherþ tasksþ doneþ inþ parallel,þ thatþ isþ

(n
2
+ 1)S > Cmax.þ Therefore,þ I containsþ exactlyþ n

2
tasks.þ

Theþ constraintþ onþ makespanþ requiresþ thatþ n
2
S−

∑
i∈I ai+S ≤ Cmax,þ andþ henceþ

∑
i∈I ai ≥

S
2
.þ Afterþ executingþ root,þ theþ filesþ remainingþ inþ memoryþ areþ theþ filesþ fromþ tasksþ inþ I andþ fn+1,þ

sinceþ otherþ filesþ areþ communicatedþ toþ otherþ processors.þ Asþ longþ asþ fn+1 isþ inþ memory,þ noþ
taskþ ofþ I canþ beþ executedþ dueþ toþ theþ memoryþ constraint,þ henceþ toþ executeþ taskþ n + 1,þ theþ
memoryþ constraintþ writesþ

∑
i∈I ai + M − S + S

2
≤ M ,þ henceþ

∑
i∈I ai ≤

S
2
.þ Therefore,þ weþ

mustþ haveþ
∑

i∈I ai =
S
2
,þ andþ weþ haveþ foundþ aþ solutionþ toþ I1.þ

2.5þ Heuristicþ strategiesþ
Inþ thisþ section,þ weþ designþ polynomial-timeþ heuristicsþ toþ solveþ theþ MinMakespanþ problem.þ
Theþ heuristicsþ workþ inþ threeþ steps:þ (1)þ partitionþ theþ treeþ intoþ subtreesþ inþ orderþ toþ minimizeþ
theþ makespan,þ withoutþ accountingþ forþ theþ memoryþ constraint;þ (2)þ partitionþ subtreesþ thatþ
doþ notþ fitþ inþ memory,þ i.e.,þ suchþ thatþ MinMemory(τi) > M ;þ (3)þ ensureþ thatþ weþ doþ haveþ
theþ correctþ numberþ ofþ subtrees,þ i.e.,þ mergeþ someþ subtreesþ ifþ thereþ areþ moreþ subtreesþ thanþ
processors,þ orþ furtherþ splitþ subtreesþ ifþ thereþ areþ extraþ processorsþ andþ theþ makespanþ canþ beþ
reduced.þ Weþ nowþ detailþ theþ threeþ steps,þ focusingþ onþ makespan,þ thenþ memory,þ thenþ numberþ
ofþ processors.þ

2.5.1þ Stepþ 1:þ Minimizingþ theþ makespanþ

Inþ theþ firstþ step,þ theþ objectiveþ isþ toþ splitþ theþ treeþ intoþ aþ numberþ ofþ subtrees,þ eachþ processedþ
byþ aþ singleþ processor,þ inþ orderþ toþ minimizeþ theþ makespan.þ Weþ willþ considerþ theþ memoryþ
constraintþ onþ eachþ subtreeþ atþ theþ nextþ stepþ (Sectionþ 2.5.2þ).þ

Weþ firstþ considerþ theþ caseþ whereþ theþ treeþ isþ aþ linearþ chain,þ andþ proveþ thatþ itsþ optimalþ
solutionþ usesþ aþ singleþ processor.þ

Lemmaþþ 1þþ.þþ Givenþ aþ treeþ τ suchþ thatþ allþ nodesþ haveþ atþ mostþ oneþ childþ (i.e.,þ itþ isþ aþ linearþ
chain),þ theþ optimalþ makespanþ isþ obtainedþ byþ executingþ τ onþ aþ singleþ processor,þ andþ theþ
optimalþ makespanþ isþ

∑n
i=1wi.þ

Proof.þ Ifþ moreþ thanþ oneþ processorþ isþ used,þ allþ tasksþ areþ stillþ executedþ sequentiallyþ becauseþ ofþ
dependencies,þ butþ weþ furtherþ needþ toþ accountþ forþ communicatingþ theþ fi’sþ betweenþ processors.þ
Therefore,þ theþ makespanþ canþ onlyþ beþ increased.þ

Moreþ generally,þ ifþ theþ decompositionþ intoþ subtreesþ formþ aþ linearþ chain,þ asþ definedþ below,þ
thenþ theþ subtreesþ mustþ beþ executedþ oneþ afterþ theþ other,þ noþ parallelismþ isþ exploitedþ andþ
unnecessaryþ communicationþ mayþ occur.þ

Definitionþþ 2þþ (Chain).þþ Givenþ aþ treeþ τ ,þ itsþ partitionþ intoþ subtreesþ τi andþ theþ resultingþ quotientþ
treeþ Q,þ aþ chainþ isþ aþ setþ ofþ nodesþ u1, . . . uk ofþ Q suchþ thatþ ui isþ theþ onlyþ childþ ofþ ui−1 (þi > 1).þ

Therefore,þ havingþ severalþ subtreesþ asþ aþ linearþ chainþ canþ onlyþ increaseþ theþ makespan,þ
comparedþ toþ anþ executionþ ofþ theþ wholeþ treeþ onþ aþ singleþ processor.þ

Weþ nowþ proposeþ fourþ heuristicsþ thatþ aimþ atþ minimizingþ theþ makespan,þ andþ henceþ avoidþ
havingþ linearþ chainsþ ofþ subtrees.þ

Two-levelþ heuristicþ

Theþ firstþ heuristic,þ SplitSubtreesþ isþ adaptedþ fromþ [þ38þ],þ whereþ theþ goalþ wasþ toþ reduceþ
theþ makespanþ whileþ limitingþ theþ memoryþ inþ aþ shared-memoryþ environment.þ Itþ createsþ aþ
two-levelþ partitionþ withþ oneþ connectedþ componentþ containingþ theþ root,þ executedþ firstþ onþ aþ

16þ



Algorithmþ 1þ SplitSubtreesþ (þτ, p)þ
1:þþ forþ allþ nodesþ i ∈ τ doþ
2:þþ MS(i) = Wi +

fi
β
;þ

3:þþ endþ forþ
4:þþ PQ0 ← {r};þ (theþ priorityþ queueþ consistsþ ofþ theþ treeþ root)þ
5:þþ seqSet← ∅;þ
6:þþ MS0 = MS(r);þ
7:þþ s← 1;þ (splittingþ rank)þ
8:þþ whileþ head(PQs−1) isþ notþ aþ leafþ doþ
9:þþ i← popHead(PQs−1);þ

10:þþ seqSet← seqSet ∪ {i} ;þ
11:þþ PQs ← PQs−1 \ {i} ∪ children(i);þ
12:þþ ifþ |PQs| > p− 1 thenþ
13:þþ Letþ S denoteþ theþ |PQs| − (p− 1) smallestþ nodes,þ inþ termsþ ofþ Wi,þ inþ PQs;þ
14:þþ elseþ
15:þþ S = ∅;þ
16:þþ endþ ifþ
17:þþ MSs =

∑
i∈seqSetwi +

∑
i∈SWi +maxk∈PQs\S(MS(k));þ

18:þþ s← s+ 1;þ
19:þþ endþ whileþ
20:þþ selectþ splittingþ s∗ thatþ leadsþ toþ theþ smallestþ MSs∗ ;þ
21:þþ returnþ PQs∗ ;þ

singleþ processorþ (andþ calledþ theþ sequentialþ set),þ followedþ byþ theþ parallelþ processingþ ofþ p− 1
independentþ subtrees.þ Inþ theþ contextþ ofþ sharedþ memory,þ thisþ heuristicþ hasþ beenþ provenþ theþ
two-levelþ partitionþ withþ bestþ makespanþ [þ38þ,þ Lemmaþ 5.1].þ Weþ adaptþ itþ toþ ourþ context,þ inþ
orderþ toþ takeþ communicationsþ intoþ account.þ

Theþ SplitSubtreesþ heuristicþ reliesþ onþ aþ splittingþ algorithm,þ whichþ maintainsþ aþ setþ ofþ
subtreesþ andþ iterativelyþ splitsþ theþ subtreeþ withþ theþ largestþ makespan.þ Initially,þ theþ onlyþ
subtreeþ isþ theþ wholeþ tree.þ Whenþ aþ subtreeþ isþ split,þ itsþ rootþ isþ movedþ toþ theþ sequentialþ setþ
(denotedþ seqSet)þ andþ allþ itsþ childrenþ subtreesþ areþ addedþ toþ theþ currentþ setþ ofþ subtrees.þ
Algorithmþ 1þ formalizesþ theþ heuristic,þ inþ whichþ theþ currentþ setþ ofþ subtreesþ isþ storedþ inþ aþ
priorityþ queueþ PQ sortedþ byþ non-increasingþ makespan:þ MS(i) = Wi +

fi
β

(whichþ accountsþ
forþ communications).þ Weþ assumeþ thatþ theþ firstþ elementþ ofþ PQ isþ alwaysþ theþ elementþ thatþ
hasþ theþ greatestþ makespan.þ

Forþ aþ givenþ stateþ ofþ theþ algorithmþ (i.e.,þ aþ partitionþ ofþ theþ treeþ betweenþ seqSet andþ subtreesþ
inþ PQ),þ weþ considerþ theþ followingþ mapping:þ theþ p−1 largestþ subtreesþ inþ PQ (inþ termsþ ofþ totalþ
computationþ weightþ W )þ areþ allocatedþ toþ distinctþ processors,þ whileþ theþ remainingþ subtreesþ
areþ processedþ byþ theþ sameþ processorþ inþ chargeþ ofþ theþ sequentialþ set.þ Noteþ thatþ allþ theseþ
nodesþ (þseqSet plusþ theþ smallestþ subtreesþ ofþ PQ)þ formþ aþ connectedþ componentþ ofþ theþ originalþ
tree:þ seqSet isþ aþ connectedþ componentþ containingþ theþ root,þ andþ eachþ rootþ ofþ aþ subtreeþ inþ
PQ hasþ itsþ parentþ inþ seqSet.þ

Weþ iterativelyþ considerþ theþ solutionsþ obtainedþ byþ theþ successiveþ splittingþ operationsþ andþ
finallyþ selectþ theþ oneþ withþ theþ bestþ makespan.þ Weþ stopþ splittingþ subtreesþ whenþ theþ largestþ
subtreeþ inþ PQ isþ indeedþ aþ leaf.þ Thus,þ thereþ areþ atþ mostþ n iterations,þ henceþ theþ algorithmþ
isþ polynomial.þ Theþ algorithmþ returnsþ theþ setþ ofþ nodesþ thatþ areþ theþ rootþ ofþ aþ subtree,þ whichþ
correspondsþ toþ aþ cutþ ofþ theþ tree,þ i.e.,þ theþ setþ ofþ edgesþ thatþ areþ cutþ toþ partitionþ theþ treeþ intoþ
subtrees.þ
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Figureþ 2.3þ –þ Twoþ casesþ whereþ SplitSubtreesþ isþ suboptimal.þ Dashedþ edgesþ representþ theþ
solutionþ ofþ SplitSubtreesþ,þ plainþ edgesþ giveþ theþ optimalþ partition.þ

Improvingþ theþ SplitSubtreesþ heuristicþ

Thereþ areþ twoþ mainþ limitationsþ ofþ SplitSubtreesþ.þ First,þ itþ producesþ onlyþ aþ two-levelþ
solution:þ inþ theþ providedþ decomposition,þ allþ subtreesþ exceptþ oneþ areþ theþ childrenþ ofþ theþ
subtreeþ containingþ theþ root.þ Inþ someþ cases,þ asþ illustratedþ onþ Figureþ 2.3þ,þ itþ isþ beneficialþ toþ
splitþ theþ treeþ intoþ moreþ levels.þ Inþ theseþ examples,þ weþ haveþ p = 7 processors.þ Nodeþ labelsþ
denoteþ theirþ computationalþ weightsþ (þ10 forþ allþ nodes,þ exceptþ threeþ ofþ themþ perþ tree),þ andþ
thereþ areþ noþ communicationþ costs.þ Theþ horizontalþ dashedþ linesþ representþ theþ edgesþ cutþ inþ
theþ solutionþ ofþ SplitSubtreesþ,þ whileþ solidþ linesþ representþ theþ optimalþ partition.þ Onþ theþ
exampleþ ofþ Figureþ 2.3þ(a),þ aþ two-levelþ solutionþ cannotþ achieveþ aþ makespanþ betterþ thanþ 40.þ
Ifþ theþ cutþ wasþ madeþ atþ aþ lowerþ level,þ theþ makespanþ wouldþ beþ evenþ greater.þ Itþ isþ howeverþ
possibleþ toþ achieveþ aþ makespanþ ofþ 33 byþ cuttingþ atþ twoþ levels.þ

Theþ secondþ limitationþ isþ theþ possiblyþ tooþ largeþ sizeþ ofþ theþ firstþ subtree,þ containingþ theþ
sequentialþ setþ seqSet.þ Sinceþ itsþ executionþ isþ sequential,þ itþ mayþ leadþ toþ aþ largeþ resourceþ waste.þ
Thisþ isþ forþ instanceþ theþ caseþ inþ theþ exampleþ ofþ Figureþ 2.3þ(b),þ whereþ theþ optimalþ two-levelþ
solutionþ hasþ aþ sequentialþ setþ whoseþ executionþ timeþ isþ 31,þ whileþ furtherþ parallelismþ couldþ haveþ
beenþ used:þ theþ optimalþ solutionþ cutsþ thisþ sequentialþ setþ inþ orderþ toþ minimizeþ theþ makespan.þ

Toþ addressþ theseþ limitations,þ weþ designþ aþ newþ heuristic,þ ImprovedSplitþ (seeþ Algo-
rithmþ 2þ),þ whichþ improvesþ uponþ SplitSubtreesþ byþ buildingþ aþ multi-levelþ solution.þ Sinceþ
weþ aimþ atþ furtherþ cuttingþ theþ treeþ toþ obtainþ aþ multi-levelþ solution,þ ImprovedSplitþ doesþ notþ
setþ aþ limitþ onþ theþ numberþ ofþ subtreesþ inþ aþ firstþ step,þ butþ ratherþ triesþ toþ createþ asþ manyþ sub-
treesþ asþ possible,þ whileþ theþ makespanþ canþ beþ improved.þ Itþ isþ initiallyþ calledþ withþ T = τ ,þ andþ
firstþ callsþ SplitSubtreesþ withþ noþ restrictionþ onþ theþ numberþ ofþ subtrees:þ p isþ setþ toþ +∞.þ
Then,þ ImprovedSplitþ recursivelyþ triesþ toþ splitþ theþ sequentialþ setþ andþ theþ largestþ childrenþ
subtreesþ (subtreesþ whoseþ rootsþ areþ inþ PQ),þ untilþ theþ makespanþ cannotþ beþ furtherþ reducedþ
(again,þ withþ noþ restrictionþ onþ theþ numberþ ofþ subtrees).þ

Finally,þ onceþ allþ splitsþ haveþ beenþ done,þ ifþ thereþ areþ moreþ subtreesþ thanþ processors,þ someþ
ofþ themþ areþ mergedþ withþ aþ callþ toþ Mergeþ (whichþ willþ beþ explainedþ inþ Sectionþ 2.5.3þ),þ withoutþ
accountingþ forþ theþ memoryþ constraintþ (callþ withþ infiniteþ memory).þ Theþ useþ ofþ AlreadyOptSet
ensuresþ thatþ ImprovedSplitþ isþ calledþ atþ mostþ onceþ onþ eachþ node.þ Theþ makespanþ compu-
tationþ inþ theþ repeatþ loopþ hasþ aþ complexityþ inþ O(n),þ andþ theþ loopþ hasþ atþ mostþ n iterations.þ
Therefore,þ weþ getþ aþ complexityþ inþ O(n2) forþ aþ callþ toþ ImprovedSplitþ,þ withoutþ theþ finalþ
callþ toþ Mergeþ,þ henceþ aþ complexityþ inþ O(n3) forþ theþ n calls.þ Noteþ thatþ Mergeþ doesþ notþ
doþ anythingþ whenþ p = +∞,þ sinceþ thereþ areþ enoughþ processors,þ andþ duringþ eachþ recursiveþ
callþ toþ ImprovedSplitþ,þ Mergeþ isþ calledþ withþ p = +∞,þ henceþ hasþ noþ effect.þ Theþ com-
plexityþ ofþ theþ finalþ Mergeþ isþ inþ O(n3),þ asþ weþ doþ notþ considerþ theþ memoryþ constraintþ (seeþ
Sectionþ 2.5.3þ).þ Theþ finalþ complexityþ ofþ ImprovedSplitþ isþ thusþ O(n3).þ

ASAPþ heuristicþ

Theþ mainþ ideaþ ofþ thisþ heuristicþ isþ toþ parallelizeþ theþ processingþ ofþ treeþ τ asþ soonþ asþ possible,þ
byþ cuttingþ edgesþ thatþ areþ closeþ toþ theþ rootþ ofþ theþ tree.þ ASAPþ usesþ aþ nodeþ priorityþ queueþ PQ
toþ storeþ allþ theþ rootsþ ofþ subtreesþ produced.þ Nodesþ inþ PQ areþ sortedþ byþ non-increasingþ Wi’sþ
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Algorithmþ 2þ ImprovedSplitþ (þT ,þ p)þ
1:þþ PQ← SplitSubtreesþ(T,+∞);þ
2:þþ AlreadyOptSet ← ∅;þ
3:þþ τi isþ theþ subtreeþ ofþ T rootedþ inþ i;þ
4:þþ τseq = T \ ∪i∈PQ {τi};þ
5:þþ Cp ← ∅;þ Ctemp ← ∅;þ
6:þþ repeatþ
7:þþ i← popHead(PQ);þ W ←MS(i);þ
8:þþ ifþ i ∈ AlreadyOptSet thenþ break;þ
9:þþ Ctemp ← ImprovedSplitþ(τi,+∞);þ (partitionþ subtreesþ ofþ parallelþ parts)þ

10:þþ Addþ i toþ AlreadyOptSet ;þ
11:þþ Recomputeþ MS(i) withþ theþ newþ cutþ Ctemp ;þ
12:þþ ifþ MS(i) < W thenþ Cp ← Cp ∪ Ctemp ;þ
13:þþ Insertþ i intoþ PQ (sortedþ byþ non-increasingþ makespan);þ
14:þþ untilþ MS(i) ≥ W orþ head(PQ) = i
15:þþ Cs ← ImprovedSplitþ(τseq,+∞);þ (partitionþ seq.þ set)þ
16:þþ C ← PQ ∪ Cp ∪ Cs ;þ
17:þþ ifþ p < |C|+ 1 thenþ Mergeþ(T,C, p,+∞);þ
18:þþ returnþ C

(recallþ thatþ Wi isþ theþ totalþ computationþ weightþ ofþ theþ subtreeþ rootedþ atþ nodeþ i).þ Iteratively,þ
theþ heuristicþ cutsþ theþ largestþ subtree,þ ifþ itþ hasþ siblings,þ untilþ thereþ areþ asþ manyþ subtreesþ asþ
processorsþ (seeþ Algorithmþ 3þ forþ details).þ Therefore,þ itþ createsþ aþ multi-levelþ partitionþ ofþ theþ
tree.þ Itþ selectsþ theþ partitionþ thatþ hasþ theþ minimumþ makespan.þ

Atþ thisþ point,þ weþ mightþ haveþ chainsþ ofþ subtreesþ (asþ definedþ above),þ whichþ increasesþ
theþ makespanþ comparedþ toþ aþ sequentialþ executionþ ofþ theseþ subtrees.þ Figureþ 2.4þ providesþ
anþ exampleþ whereþ thisþ happens:þ theþ makespanþ isþ 11+2+12+2+10+(2+10)þ =þ 49,þ sinceþ theþ
threeþ leafþ tasksþ ofþ weightþ 10þ areþ executedþ inþ parallel.þ Fourþ unitsþ ofþ communicationþ timeþ
couldþ howeverþ beþ savedþ byþ executingþ allþ otherþ nodesþ onþ theþ sameþ processor,þ reachingþ aþ
makespanþ ofþ 45þ andþ usingþ onlyþ fourþ processors.þ

Toþ avoidþ thisþ shortcoming,þ ASAPþ thenþ buildsþ theþ quotientþ treeþ inþ which,þ exceptþ theþ root,þ
otherþ nodesþ thatþ haveþ noþ siblingsþ areþ elementsþ ofþ chains.þ Theirþ inputþ edgesþ areþ thereforeþ
restored,þ i.e.,þ subtreesþ areþ mergedþ intoþ aþ singleþ subtreeþ soþ thatþ thereþ areþ noþ moreþ chains,þ andþ
therefore,þ thisþ leavesþ someþ processorsþ idle.þ Theseþ idleþ processorsþ willþ beþ used,þ ifþ possible,þ toþ
improveþ theþ makespan,þ duringþ theþ lastþ stepþ ofþ theþ heuristics,þ seeþ Sectionþ 2.5.3þ.þ

2.5.2þ Stepþ 2:þ Fittingþ intoþ memoryþ

Afterþ partitioningþ aþ treeþ intoþ manyþ subtreesþ byþ SplitSubtreesþ,þ ImprovedSplitþ,þ orþ
ASAPþ,þ weþ proposeþ threeþ heuristicsþ inþ thisþ sectionþ toþ checkþ eachþ subtree’sþ minimumþ memoryþ
requirementþ andþ furtherþ partitionþ thoseþ suchþ thatþ MinMemory(τi) > M .þ
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Figureþ 2.4þ –þ Exampleþ showingþ thatþ aþ chainþ alwaysþ wastesþ processors.þ Nodeþ labelsþ representþ
theirþ weight.þ Allþ edgesþ haveþ weightþ 2,þ andþ p = 6.þ Redþ nodesþ denoteþ subtrees’þ rootsþ asþ
determinedþ byþ ASAPþ.þ
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Algorithmþ 3þ ASAPþ (þτ, p)þ
1:þþ PQ← childrenþ ofþ theþ rootþ ofþ τ ,þ sortedþ byþ non-increasingþ Wi’s;þ
2:þþ s = 0;þ Cs ← {rootþ ofþ τ};þ (þs isþ theþ step)þ
3:þþ Letþ MSs beþ theþ makespanþ ofþ τ withþ partitionþ Cs;þ
4:þþ repeatþ
5:þþ ifþ PQ isþ emptyþ thenþ break;þ
6:þþ i← popHead(PQ);þ
7:þþ insertþ Children(i) intoþ PQ;þ
8:þþ ifþ i isþ notþ theþ onlyþ childþ ofþ itsþ parentþ thenþ
9:þþ s← s+ 1;þ

10:þþ Cs ← Cs−1 ∪ {i};þ (theþ edgeþ weþ justþ cut)þ
11:þþ Letþ MSs beþ theþ makespanþ ofþ τ withþ partitionþ Cs;þ
12:þþ endþ ifþ
13:þþ untilþ |Cs| = p;þ
14:þþ selectþ stepþ s∗ thatþ minimizesþ MSs∗ ;þ
15:þþ constructþ theþ quotientþ treeþ Q fromþ τ andþ Cs∗ ;þ
16:þþ forþ allþ nodesþ i ofþ Q doþ
17:þþ ifþ nodeþ i hasþ onlyþ oneþ childþ thenþ
18:þþ removeþ inputþ edgeþ ofþ i’sþ childþ fromþ Cs∗ ;þ
19:þþ endþ ifþ
20:þþ endþ forþ
21:þþ returnþ Cs∗ ;þ

FirstFitþ heuristicþ

Weþ firstþ noteþ theþ proximityþ ofþ thisþ problemþ withþ theþ MinIOþ problemþ [þ50þ].þ Inþ thisþ problem,þ
aþ similarþ treeþ hasþ toþ beþ executedþ onþ aþ singleþ processorþ withþ limitedþ memory.þ Whenþ theþ
memoryþ shortageþ happens,þ someþ dataþ haveþ toþ beþ evictedþ fromþ theþ mainþ memoryþ andþ writtenþ
toþ disk.þ Theþ goalþ isþ toþ minimizeþ theþ totalþ volumeþ ofþ theþ evictedþ dataþ whileþ processingþ theþ
wholeþ tree.þ Inþ [þ50þ],þ sixþ heuristicsþ areþ designedþ toþ decideþ whichþ filesþ shouldþ beþ evicted.þ Inþ
theþ correspondingþ simulations,þ theþ FirstFitþ heuristicþ demonstratedþ betterþ results.þ Itþ firstþ
computesþ theþ traversalþ (permutationþ σ ofþ theþ nodesþ thatþ specifiesþ theirþ executionþ sequence)þ
thatþ minimizesþ theþ peakþ memory,þ usingþ theþ providedþ MinMemoryþ algorithmþ [þ50þ].þ Givenþ
thisþ traversal,þ ifþ theþ nextþ nodeþ toþ beþ processed,þ denotedþ asþ j,þ isþ notþ executableþ dueþ toþ
memoryþ shortage,þ weþ haveþ toþ evictþ someþ dataþ fromþ theþ memoryþ toþ theþ disk.þ Theþ amountþ
ofþ freedþ memoryþ shouldþ beþ atþ leastþ Need(j) = (MemReq(j) − fj) −Mavail,þ whereþ Mavail

isþ theþ currentlyþ availableþ memoryþ whenþ weþ tryþ toþ executeþ nodeþ j.þ Inþ thatþ case,þ FirstFitþ
ordersþ theþ setþ S = {fi1 , fi2 , . . . , fij} ofþ theþ dataþ alreadyþ producedþ andþ stillþ residingþ inþ mainþ
memory,þ soþ thatþ σ(i1) > σ(i2) > · · · > σ(ij),þ whereþ σ(i) isþ theþ stepþ ofþ processingþ nodeþ i inþ
theþ traversalþ (þfi1 isþ theþ dataþ thatþ willþ beþ usedþ forþ processingþ theþ latest)þ andþ selectsþ theþ firstþ
dataþ fromþ S untilþ theirþ totalþ sizeþ exceedsþ orþ equalsþ Need(j).þ

Weþ considerþ theþ simpleþ adaptationþ ofþ FirstFitþ toþ ourþ problem:þ theþ finalþ setþ ofþ dataþ
F thatþ areþ evictedþ fromþ theþ memoryþ definesþ theþ edgesþ thatþ areþ cutþ inþ theþ partitionþ ofþ theþ
tree,þ thusþ resultingþ inþ |F |+ 1 subtrees.þ Thisþ guaranteesþ thatþ eachþ subtreeþ canþ beþ processedþ
withoutþ exceedingþ theþ availableþ memory,þ butþ mayþ leadþ toþ numerousþ subtrees.þ

LargestFirstþ heuristicþ

Forþ ourþ problem,þ weþ wantþ toþ endþ upþ withþ aþ totalþ ofþ notþ moreþ thanþ p subtreesþ fromþ theþ
originalþ treeþ (oneþ subtreeþ perþ processor),þ andþ sinceþ weþ mayþ haveþ alreadyþ createdþ p subtreesþ
inþ Stepþ 1þ (Sectionþ 2.5.1þ),þ weþ doþ notþ wantþ toþ createþ tooþ manyþ additionalþ subtrees.þ Otherwise,þ
subtreesþ willþ haveþ toþ beþ mergedþ inþ Stepþ 3þ (Sectionþ 2.5.3þ),þ possiblyþ resultingþ inþ anþ increaseþ
ofþ makespan.þ Therefore,þ weþ proposeþ aþ variantþ ofþ theþ FirstFitþ strategy,þ whichþ ordersþ theþ
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setþ S ofþ candidateþ dataþ toþ beþ evictedþ byþ non-increasingþ sizesþ fi,þ andþ selectsþ theþ largestþ dataþ
untilþ theirþ totalþ sizeþ exceedsþ theþ requiredþ amount.þ Thisþ mayþ resultþ intoþ edgesþ withþ largerþ
weightsþ beingþ cut,þ andþ thusþ anþ increasedþ communicationþ time,þ butþ itþ isþ likelyþ toþ reduceþ theþ
numberþ ofþ subtrees.þ Thisþ heuristicþ isþ calledþ LargestFirstþ.þ

Immediatelyþ heuristicþ

Finally,þ weþ proposeþ aþ thirdþ andþ lastþ heuristicþ toþ partitionþ aþ treeþ intoþ subtreesþ thatþ fitþ
intoþ memory.þ Asþ forþ theþ previousþ heuristic,þ weþ startþ fromþ aþ minimumþ memoryþ sequentialþ
traversalþ σ.þ Weþ simulateþ theþ executionþ ofþ σ,þ andþ eachþ timeþ weþ encounterþ aþ nodeþ thatþ isþ
notþ executableþ becauseþ ofþ memoryþ shortage,þ weþ cutþ theþ correspondingþ edgeþ andþ thisþ nodeþ
becomesþ theþ rootþ ofþ aþ newþ subtree.þ Weþ continueþ theþ processþ forþ theþ remainingþ nodes,þ andþ
thenþ recursivelyþ applyþ theþ sameþ procedureþ onþ allþ createdþ subtrees,þ untilþ eachþ ofþ themþ fitþ inþ
memory.þ Thisþ heuristicþ isþ calledþ Immediatelyþ.þ

2.5.3þ Stepþ 3:þ Reachingþ anþ acceptableþ numberþ ofþ subtreesþ

Nowþ thatþ weþ haveþ firstþ minimizedþ theþ makespan,þ andþ thenþ madeþ sureþ thatþ eachþ subtreeþ
fitsþ inþ localþ memory,þ weþ needþ toþ checkþ howþ manyþ subtreesþ haveþ beenþ generated.þ Duringþ
thisþ step,þ weþ eitherþ decreaseþ theþ numberþ ofþ subtreesþ ifþ itþ isþ greaterþ thanþ theþ numberþ ofþ
processorsþ p,þ orþ weþ increaseþ itþ byþ furtherþ splittingþ subtreesþ ifþ weþ haveþ idleþ processorsþ andþ
theþ makespanþ mayþ beþ improved.þ

Decreasingþ theþ numberþ ofþ subtreesþ

Ifþ thereþ areþ moreþ subtreesþ thanþ processors,þ someþ ofþ themþ haveþ toþ beþ merged,þ andþ theþ resultedþ
subtreesþ shouldþ alsoþ fitþ inþ localþ memory.þ

Forþ subtreesþ thatþ areþ leavesþ andþ haveþ onlyþ oneþ sibling,þ mergingþ onlyþ theirselvesþ toþ theirþ
parentsþ willþ leadþ toþ aþ chain,þ whichþ wastesþ processors.þ Thus,þ theyþ areþ alsoþ mergedþ withþ theirþ
siblings.þ Inþ allþ combinationsþ thatþ fitþ inþ memory,þ weþ greedilyþ mergeþ subtreesþ thatþ leadþ toþ
theþ minimumþ increaseþ inþ makespan.þ Weþ computeþ theþ increaseþ inþ makespanþ asþ follows.þ Weþ
denoteþ theþ subtreeþ toþ beþ mergedþ asþ nodeþ i ofþ theþ quotientþ tree.þ Sometimesþ (whenþ i isþ notþ
onþ theþ criticalþ path),þ MS(i) canþ beþ increasedþ withoutþ changingþ theþ finalþ makespanþ MS(r).þ
Weþ defineþ di asþ theþ slackþ inþ MS(i),þ thatþ is,þ theþ thresholdþ suchþ thatþ MS(r) isþ notþ impactedþ
byþ theþ increaseþ ofþ MS(i) upþ toþ MS(i) + di.þ Itþ canþ beþ recursivelyþ computedþ fromþ theþ root:þ
di = dt +MS(k)−MS(i),þ inþ whichþ t isþ i’sþ parentþ inþ theþ quotientþ treeþ andþ k isþ theþ siblingþ
ofþ i thatþ hasþ theþ maximumþ makespan.þ Forþ theþ root,þ dr isþ setþ toþ 0.þ

Weþ thenþ computeþ theþ increaseþ ofþ makespanþ ofþ mergingþ i toþ itsþ parentþ t inþ theþ quotientþ
treeþ asþ follows.þ Weþ firstþ estimateþ theþ increaseþ ∆t ofþ MS(t).þ Ifþ i isþ aþ leafþ andþ hasþ onlyþ oneþ
sibling,þ denotedþ j,þ theþ increaseþ inþ makespanþ ofþ theirþ parentþ t isþ ∆t = Wi +Wj −max(fi

β
+

wi,
fj
β
+ wj).þ Forþ otherþ subtrees,þ theþ makespanþ ofþ t beforeþ theþ mergeþ isþ MS(t) = ft

β
+Wt +

max(MS(k),MS(i)),þ andþ afterþ mergingþ i toþ t,þ MS(t) = ft
β
+Wt+Wi+max(MS(k),MS(j)),þ

whereþ j isþ theþ childþ ofþ i thatþ hasþ theþ maximumþ makespan.þ Therefore,þ theþ increaseþ ofþ MS(t)
isþ ∆t = Wi + max(MS(k),MS(j)) − max(MS(k),MS(i)).þ Finally,þ takingþ theþ slackþ intoþ
consideration,þ theþ increaseþ ofþ MS(r) isþ ∆t − di.þ

Thisþ algorithmþ isþ formalizedþ asþ Algorithmþ 4þ.þ Thereþ areþ initiallyþ atþ mostþ n subtrees,þ andþ
weþ decreaseþ thisþ numberþ byþ oneþ orþ twoþ atþ eachþ step,þ henceþ theþ algorithmþ runsþ inþ polynomialþ
time.þ

Increasingþ theþ numberþ ofþ subtreesþ

Ifþ thereþ areþ moreþ processorsþ thanþ subtrees,þ weþ mayþ beþ ableþ toþ furtherþ reduceþ theþ makespanþ
byþ splittingþ someþ ofþ theþ subtrees.þ Givenþ aþ treeþ τ andþ aþ partitionþ C,þ SplitAgainþ firstþ buildsþ
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Algorithmþ 4þ Mergeþ (τ, C, p,M)

1:þþ Constructþ theþ quotientþ treeþ Q accordingþ toþ τ andþ C;þ
2:þþ shortage← p− |C| − 1;þ (amountþ ofþ processors’þ shortage)þ
3:þþ r ← rootþ ofþ τ ;þ
4:þþ whileþ shortage > 0 doþ
5:þþ forþ allþ nodesþ i ofþ Q exceptþ theþ rootþ doþ
6:þþ ifþ subtreeþ i isþ aþ leafþ andþ hasþ onlyþ oneþ siblingþ thenþ
7:þþ ∆i ← estimationþ ofþ increaseþ inþ MS(r) ifþ subtreeþ i andþ itsþ siblingþ areþ mergedþ withþ

theirþ parent;þ
8:þþ mi ← subtreeþ madeþ ofþ i,þ itsþ siblingþ andþ theirþ parentþ fitsþ inþ memoryþ sizeþ M ;þ
9:þþ elseþ

10:þþ ∆i ← estimationþ ofþ increaseþ inþ MS(r) ifþ mergeþ subtreeþ i withþ itsþ parent;þ
11:þþ mi ← subtreeþ madeþ ofþ i andþ itsþ parentþ fitsþ inþ memoryþ sizeþ M ;þ
12:þþ endþ ifþ
13:þþ endþ forþ
14:þþ setþ S ← {i s.t.þ mi = true};þ
15:þþ j ← combinationþ inþ S thatþ hasþ theþ minimumþ ∆i;þ
16:þþ ifþ subtreeþ j isþ aþ leafþ andþ hasþ onlyþ oneþ siblingþ thenþ
17:þþ mergeþ subtreeþ j andþ itsþ siblingþ withþ theirþ parent;þ shortage = shortage− 2;þ
18:þþ elseþ
19:þþ mergeþ subtreeþ j withþ itsþ parent;þ

shortage = shortage− 1;þ
20:þþ endþ ifþ
21:þþ endþ whileþ

theþ quotientþ treeþ Q toþ modelþ dependenciesþ amongþ subtrees,þ andþ findsþ itsþ criticalþ path.þ Aþ
criticalþ pathþ isþ aþ setþ ofþ nodesþ ofþ Q thatþ definesþ theþ makespanþ ofþ τ .þ Inþ theþ exampleþ ofþ
Figureþ 2.5þ,þ theþ criticalþ pathþ consistsþ ofþ threeþ nodesþ ofþ theþ quotientþ tree.þ Eachþ subtreeþ onþ
theþ criticalþ pathþ isþ aþ candidateþ toþ beþ cutþ intoþ twoþ (orþ three)þ partsþ byþ cuttingþ someþ edges.þ
Theþ setþ L (blackþ nodesþ inþ Figureþ 2.5þ)þ containsþ theþ nodesþ whoseþ inputþ edgeþ couldþ beþ cut.þ
Ifþ theþ subtreeþ isþ aþ leafþ inþ theþ quotientþ tree,þ weþ alwaysþ splitþ intoþ threeþ parts,þ otherwiseþ weþ
wouldþ createþ aþ chainþ andþ onlyþ increaseþ theþ makespan.þ Atþ eachþ step,þ weþ greedilyþ selectþ theþ
optionþ (withinþ nodesþ ofþ L)þ thatþ hasþ theþ maximumþ potentialþ decreaseþ inþ makespanþ ofþ τ .þ Weþ
computeþ theþ potentialþ makespanþ decreaseþ asþ follows:þ letþ i beþ theþ nodeþ whoseþ inputþ edgeþ isþ
consideredþ toþ beþ cut.þ Itþ currentlyþ liesþ inþ theþ subtreeþ τt rootedþ atþ nodeþ t.þ Afterþ cuttingþ theþ
inputþ edgeþ ofþ nodeþ i,þ itþ producesþ aþ newþ subtreeþ τi ofþ weightþ Wi.þ

Theþ makespanþ ofþ τt afterþ cuttingþ isþ givenþ by:þ

max(MS(t)−Wi,Wt +
fi
β

+ max
τj∈Children(τi )

MS(j)),

whereþ MS(j) isþ theþ makespanþ ofþ aþ subtreeþ rootedþ atþ j beforeþ cuttingþ anyþ newþ edge.þ Indeed,þ

a

Figureþ 2.5þ –þ Exampleþ toþ illustrateþ SplitAgainþ:þ greenþ areasþ surroundedþ withþ dottedþ lineþ
belongþ toþ theþ criticalþ path;þ blackþ nodesþ areþ candidatesþ toþ beþ cutþ afterþ lineþ 5þ (setþ L).þ
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eitherþ theþ criticalþ pathþ doesþ notþ includeþ τi,þ orþ itþ nowþ includesþ theþ communicationþ toþ τi andþ
theþ makespanþ ofþ theþ largestþ childrenþ ofþ τi inþ theþ newþ quotientþ tree.þ Noteþ thatþ ifþ theþ childþ ofþ
τt thatþ isþ inþ theþ criticalþ pathþ isþ alsoþ aþ childþ ofþ τi (forþ instance,þ inþ Figureþ 2.5þ,þ whenþ weþ tryþ toþ
cutþ theþ inputþ edgeþ ofþ nodeþ a),þ theþ makespanþ willþ onlyþ beþ increased,þ andþ henceþ weþ willþ neverþ
cutþ edgeþ i.þ

Theþ decreaseþ ofþ theþ makespanþ ofþ τt whenþ cuttingþ theþ inputþ edgeþ ofþ nodeþ i isþ thusþ givenþ
by:þ

∆i = min(Wi,MS(t)−Wt −
fi
β
− max

τj∈Children(τi )
MS(j)).

Ifþ weþ cutþ twoþ edgesþ inþ theþ lastþ subtreeþ onþ theþ criticalþ path,þ sayþ i andþ j,þ theþ makespanþ afterþ
cuttingþ isþ

MS(t)−Wi −Wj +max(
fi
β

+Wi,
fj
β

+Wj),

andþ theþ decreaseþ ofþ MS(t) is:þ

∆i = min(Wj −
fi
β
,Wi −

fj
β
).

Thisþ processþ isþ repeatedþ untilþ thereþ areþ noþ moreþ idleþ processorsþ orþ noþ furtherþ decreaseþ inþ
makespan.þ Itþ isþ formalizedþ inþ Algorithmþ 5þ.þ

Algorithmþ 5þ SplitAgainþ(τ, C, p)

1:þþ Computeþ theþ quotientþ treeþ Q andþ itsþ criticalþ pathþ CriPat ;þ
2:þþ n← p− 1− |C|;þ (numberþ ofþ idleþ processors)þ
3:þþ whileþ n ≥ 1 doþ
4:þþ L← nodesþ ofþ subtreesþ onþ CriPat;þ
5:þþ Removeþ fromþ L theþ rootsþ ofþ subtrees;þ
6:þþ forþ allþ nodesþ i inþ L doþ
7:þþ ifþ i isþ inþ theþ lastþ subtreeþ onþ CriPat andþ n ≥ 2 thenþ
8:þþ Letþ j beþ theþ largestþ siblingþ ofþ i,þ inþ termsþ ofþ W ;þ
9:þþ Ci ← inputþ edgesþ ofþ nodesþ i andþ j;þ

10:þþ elseþ
11:þþ Ci ← inputþ edgeþ ofþ nodeþ i;þ
12:þþ endþ ifþ
13:þþ ∆i ← makespanþ decreaseþ whenþ edgesþ inþ Ci areþ cut;þ
14:þþ endþ forþ
15:þþ k ← theþ nodeþ inþ L whichþ leadsþ toþ theþ largestþ ∆k;þ
16:þþ ifþ ∆k ≥ 0 thenþ
17:þþ C ← C ∪ Ck;þ (cutþ edgesþ inþ Ck)þ
18:þþ n← n− |Ck|;þ
19:þþ Recomputeþ Q andþ CriPat ;þ
20:þþ elseþ
21:þþ break;þ
22:þþ endþ ifþ
23:þþ endþ whileþ
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2.6þ Experimentalþ validationþ throughþ simulationsþ

Inþ thisþ section,þ weþ compareþ theþ performanceþ ofþ theþ proposedþ heuristicsþ onþ aþ wideþ rangeþ
ofþ computingþ platformþ settings.þ Weþ evaluateþ theþ resultsþ ofþ theþ threeþ stages:þ partitionþ
forþ reducingþ makespan,þ fittingþ inþ theþ memoryþ constraintþ andþ constraintþ onþ theþ numberþ ofþ
processors.þ

2.6.1þ Datasetþ andþ simulationþ setupþ

Theþ datasetþ containsþ assemblyþ treesþ ofþ aþ setþ ofþ sparseþ matricesþ obtainedþ fromþ theþ Universityþ
ofþ Floridaþ Sparseþ Matrixþ Collectionþ.þ Weþ selectedþ squareþ matrices,þ whoseþ numberþ ofþ rowsþ isþ
betweenþ 2×104 andþ 106,þ andþ whoseþ numberþ ofþ non-zerosþ perþ rowþ isþ atþ leastþ 2.5,þ andþ theþ totalþ
numberþ ofþ non-zerosþ isþ atþ mostþ 5× 106.þ Theseþ 76þ matricesþ wereþ firstþ orderedþ usingþ AMDþ orþ
MeTiS,þ thenþ theþ correspondingþ eliminationþ treesþ wereþ built,þ andþ relaxedþ nodeþ amalgamationþ
wasþ performedþ onþ theseþ treesþ (seeþ [þ50þ]þ forþ moreþ detailsþ onþ thisþ construction).þ

Toþ testþ theþ heuristicsþ proposedþ above,þ weþ onlyþ keptþ treesþ whoseþ MinMemoryþ isþ largerþ
thanþ itsþ MaxOutDeg.þ Thisþ correspondsþ toþ 31þ treesþ inþ theþ dataþ set,þ comingþ fromþ 22þ matrices.þ

Toþ compareþ theþ performanceþ ofþ theþ proposedþ heuristicsþ inþ differentþ environments,þ andþ
sinceþ theseþ treesþ exhibitþ veryþ differentþ numberþ ofþ nodesþ (fromþ thousandsþ toþ severalþ millions),þ
weþ haveþ selectedþ threeþ differentþ processorþ toþ nodeþ ratiosþ (PNR):þ theþ numberþ ofþ processorsþ
p canþ beþ setþ toþ 1e− 04,þ 0.001,þ orþ 0.01þ timesþ theþ treeþ sizeþ n (whileþ ensuringþ p ≥ 3).þ Weþ alsoþ
considerþ threeþ scenariosþ forþ theþ relativeþ costþ ofþ computationsþ vs.þ communications.þ Givenþ
aþ tree,þ weþ selectþ theþ communicationþ bandwidthþ β suchþ thatþ theþ averageþ communicationþ toþ
computationþ ratioþ (CCR),þ definedþ asþ theþ totalþ timeþ forþ communicatingþ allþ dataþ dividedþ byþ
theþ totalþ computationþ time,þ isþ eitherþ 0.1,þ 1þ orþ 10.þ

Weþ considerþ twoþ scenariosþ forþ theþ memoryþ constraint:þ (i)þ inþ theþ looseþ scenario,þ theþ
memoryþ boundþ forþ eachþ processorþ isþ setþ toþ MinMemory ,þ henceþ thereþ isþ noþ memoryþ con-
straint;þ (ii)þ then,þ theþ strictþ scenarioþ setsþ theþ memoryþ boundþ toþ MaxOutDeg ,þ theþ minimumþ
memoryþ neededþ toþ processþ anyþ singleþ task.þ Theþ sequentialþ treeþ traversalþ usedþ inþ FirstFitþ,þ
LargestFirstþ andþ Immediatelyþ isþ givenþ byþ MinMem asþ describedþ inþ [þ50þ],þ whichþ hasþ aþ
minimumþ memoryþ cost.þ Allþ codesþ andþ treesþ canþ beþ foundþ onþ github.com/gouchangjiangþ.þ

2.6.2þ Stepþ 1:þ Minimizingþ theþ makespanþ

Theþ resultsþ ofþ heuristicsþ forþ reducingþ makespanþ onþ differentþ computingþ scenariosþ areþ shownþ
onþ Figureþ 2.6þ.þ Weþ considerþ allþ combinationsþ ofþ CCRsþ andþ PNRs,þ andþ weþ normalizeþ theþ
makespanþ ofþ SplitSubtreesþ,þ ImprovedSplitþ,þ andþ ASAPþ toþ theþ makespanþ obtainedþ
withþ aþ sequentialþ executionþ ofþ theþ tree,þ denotedþ byþ Sequenceþ.þ Hence,þ aþ smallerþ ratioþ
indicatesþ aþ betterþ relativeþ performance.þ Noteþ thatþ thereþ isþ noþ memoryþ constraintþ inþ thisþ
step,þ henceþ Sequenceþ returnsþ aþ validþ solution,þ usingþ onlyþ oneþ processor.þ

Asþ expected,þ allþ heuristicsþ areþ betterþ thanþ theþ referenceþ sequentialþ scheduleþ Sequenceþ:þ
theþ makespanþ isþ reducedþ byþ atþ leastþ 45%þ onþ moreþ thanþ 50%þ ofþ theþ cases.þ Withþ moreþ proces-
sors,þ theyþ behaveþ evenþ betterþ thanþ Sequenceþ,þ fourþ timesþ betterþ onþ moreþ thanþ 50%þ ofþ theþ
cases.þ Increasingþ theþ numberþ ofþ processorsþ generallyþ allowsþ toþ reduceþ theþ makespan,þ exceptþ
forþ SplitSubtreesþ.þ Allþ heuristicsþ behaveþ betterþ thanþ SplitSubtreesþ forþ allþ CCRþ values.þ
Also,þ noteþ thatþ ImprovedSplitþ alwaysþ surpassesþ ASAPþ withþ fewþ processorsþ (PNR=þ1e−04
orþ 0.001).þ

Figureþ 2.6þ presentsþ theþ numberþ ofþ subtreesþ thatþ areþ generatedþ comparedþ toþ theþ numberþ ofþ
processorsþ provided.þ Onlyþ ImprovedSplitþ takesþ fullyþ advantageþ ofþ processorþ resourcesþ inþ
allþ cases.þ SplitSubtreesþ usesþ allþ processorsþ onlyþ withþ fewþ processorsþ (PNR=þ1e− 04)þ andþ
notþ withþ moreþ processorsþ becauseþ itþ onlyþ splitsþ inþ twoþ levels.þ Forþ instance,þ forþ PNR=þ0.01,þ
SplitSubtreesþ usesþ 16%þ ofþ theþ processorsþ onþ moreþ thanþ 50%þ ofþ theþ cases.þ ASAPþ usesþ
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Figureþ 2.6þ –þ Makespanþ (top,þ normalizedþ toþ Sequenceþ)þ andþ numberþ ofþ generatedþ subtreesþ
(bottomþ)þ afterþ Stepþ 1þ withþ differentþ CCRsþ andþ PNRs.þ

muchþ fewerþ processorsþ thanþ ImprovedSplitþ,þ usingþ onlyþ halfþ ofþ theþ processorsþ inþ aroundþ
50%þ ofþ theþ cases.þ

2.6.3þ Stepþ 2:þ Fittingþ intoþ memoryþ

Atþ theþ endþ ofþ Stepþ 1,þ someþ subtreesþ mayþ exceedþ theþ maximumþ availableþ memoryþ M whenþ
weþ considerþ theþ strictþ memoryþ scenario.þ Asþ expected,þ thereþ areþ lessþ subtreesþ notþ fittingþ intoþ
memoryþ whenþ thereþ areþ manyþ processors,þ sinceþ subtreesþ areþ smaller,þ andþ alsoþ whenþ usingþ
ImprovedSplitþ,þ sinceþ itþ generatesþ moreþ subtrees,þ andþ henceþ smallerþ subtrees.þ Theþ subtreesþ
thatþ doþ notþ fitþ intoþ memoryþ areþ furtherþ decomposedþ withþ eitherþ FirstFitþ,þ LargestFirstþ
orþ Immediatelyþ,þ soþ thatþ allþ subtreesþ fitþ inþ memoryþ atþ theþ endþ ofþ thisþ step.þ Weþ mayþ thenþ
haveþ moreþ subtreesþ thanþ processors,þ andþ Stepþ 3þ willþ laterþ mergeþ subtreesþ ifþ needed.þ

Inþ orderþ toþ assessþ theþ performanceþ ofþ theþ heuristicsþ fromþ Stepþ 2,þ weþ executeþ themþ inþ theþ
strictþ memoryþ scenarioþ bothþ onþ theþ originalþ treeþ (þSequenceþ,þ i.e.,þ noþ heuristicþ fromþ Stepþ 1þ isþ
used)þ andþ afterþ runningþ theþ heuristicsþ fromþ Stepþ 1.þ Weþ reportþ theþ averageþ ratioþ ofþ numberþ
ofþ subtreesþ toþ processorsþ NtoP,þ andþ theþ averageþ percentageþ ofþ gainþ onþ executionþ timeþ

ETþ = 100×
(
1− MS 2

∞
MS 1

)
,

whereþ MS 2
∞ isþ theþ makespanþ afterþ Stepþ 2þ withþ anþ infiniteþ numberþ ofþ processorsþ (sinceþ
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CCRþ Heuristicþ
PNRþþ

1e-04þþ 0.001þþ 0.01þþ
NtoPþþ ETþþ NtoPþþ ETþþ NtoPþþ ETþþ

0.1þ

FirstFitþ

ASAPþþ 1.34þþ 7%þþ 0.52þþ 4%þþ 0.42þþ 0%þþ
ImprovedSplitþþ 1.81þþ 7%þþ 1.10þþ 2%þþ 1.00þþ 0%þþ
SplitSubtreesþþ 1.66þþ 8%þþ 0.70þþ 0%þþ 0.33þþ 0%þþ
Sequenceþþ 1.49þþ 13%þþ 0.20þþ 13%þþ 0.02þþ 13%þþ

LargestFirstþ

ASAPþþ 1.59þþ 8%þþ 0.52þþ 4%þþ 0.42þþ 0%þþ
ImprovedSplitþþ 2.03þþ 8%þþ 1.10þþ 0%þþ 1.00þþ 0%þþ
SplitSubtreesþþ 1.86þþ 10%þþ 0.71þþ 0%þþ 0.33þþ 0%þþ
Sequenceþþ 2.17þþ 13%þþ 0.28þþ 13%þþ 0.03þþ 13%þþ

Immediatelyþ

ASAPþþ 5.97þþ 9%þþ 0.91þþ 6%þþ 0.43þþ 2%þþ
ImprovedSplitþþ 5.55þþ 5%þþ 1.39þþ 0%þþ 1.00þþ 0%þþ
SplitSubtreesþþ 5.13þþ 9%þþ 0.97þþ 4%þþ 0.33þþ 0%þþ
Sequenceþþ 6.24þþ 18%þþ 0.90þþ 18%þþ 0.09þþ 18%þþ

1þ

FirstFitþ

ASAPþþ 1.34þþ 7%þþ 0.51þþ 4%þþ 0.40þþ 0%þþ
ImprovedSplitþþ 1.81þþ 7%þþ 1.09þþ 2%þþ 1.00þþ 0%þþ
SplitSubtreesþþ 1.66þþ 8%þþ 0.70þþ 0%þþ 0.33þþ 0%þþ
Sequenceþþ 1.49þþ 13%þþ 0.20þþ 13%þþ 0.02þþ 13%þþ

LargestFirstþ

ASAPþþ 1.59þþ 8%þþ 0.51þþ 4%þþ 0.40þþ 0%þþ
ImprovedSplitþþ 2.07þþ 9%þþ 1.10þþ 4%þþ 1.00þþ 0%þþ
SplitSubtreesþþ 1.86þþ 10%þþ 0.71þþ 0%þþ 0.33þþ 0%þþ
Sequenceþþ 2.17þþ 13%þþ 0.28þþ 13%þþ 0.03þþ 13%þþ

Immediatelyþ

ASAPþþ 5.97þþ 9%þþ 0.90þþ 6%þþ 0.41þþ 2%þþ
ImprovedSplitþþ 5.61þþ 5%þþ 1.38þþ 1%þþ 1.00þþ 0%þþ
SplitSubtreesþþ 5.13þþ 9%þþ 0.97þþ 4%þþ 0.33þþ 0%þþ
Sequenceþþ 6.24þþ 18%þþ 0.90þþ 18%þþ 0.09þþ 18%þþ

10þ

FirstFitþ

ASAPþþ 1.34þþ 6%þþ 0.48þþ 3%þþ 0.34þþ -1%þþ
ImprovedSplitþþ 1.75þþ 10%þþ 1.09þþ 4%þþ 0.99þþ 0%þþ
SplitSubtreesþþ 1.64þþ 7%þþ 0.67þþ -1%þþ 0.33þþ -1%þþ
Sequenceþþ 1.49þþ 12%þþ 0.20þþ 12%þþ 0.02þþ 12%þþ

LargestFirstþ

ASAPþþ 1.97þþ 7%þþ 0.48þþ 3%þþ 0.34þþ -1%þþ
ImprovedSplitþþ 2.02þþ 11%þþ 1.10þþ 7%þþ 0.99þþ 0%þþ
SplitSubtreesþþ 1.84þþ 10%þþ 0.68þþ -1%þþ 0.33þþ -1%þþ
Sequenceþþ 2.17þþ 12%þþ 0.28þþ 12%þþ 0.03þþ 12%þþ

Immediatelyþ

ASAPþþ 5.97þþ 8%þþ 0.87þþ 5%þþ 0.35þþ 2%þþ
ImprovedSplitþþ 6.08þþ 4%þþ 1.38þþ 1%þþ 0.99þþ 0%þþ
SplitSubtreesþþ 5.11þþ 8%þþ 0.94þþ 3%þþ 0.33þþ 0%þþ
Sequenceþþ 6.24þþ 17%þþ 0.90þþ 17%þþ 0.09þþ 17%þþ

Tableþ 2.1þ –þ Afterþ Stepþ 2,þ NtoPþ isþ theþ ratioþ ofþ numberþ ofþ subtreesþ toþ processors,þ andþ ETþ isþ
theþ gainþ onþ executionþ time.þ
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splittingþ subtreesþ inþ Stepþ 2þ mayþ generateþ moreþ subtreesþ thanþ availableþ processors),þ andþ
MS 1 isþ theþ makespanþ afterþ Stepþ 1.þ Ifþ ETþ isþ positive,þ itþ meansþ thatþ theþ newþ makespanþ isþ
better,þ andþ theþ partitionþ isþ feasibleþ onlyþ ifþ NtoPþ isþ smallerþ thanþ orþ equalþ toþ 1.þ

Tableþ 2.1þ presentsþ allþ results,þ forþ theþ threeþ heuristicsþ ofþ Stepþ 2þ (þFirstFitþ,þ Largest-
Firstþ andþ Immediatelyþ)þ andþ theþ fourþ possibilitiesþ forþ Stepþ 1.þ Overall,þ FirstFitþ generatesþ
theþ smallestþ amountþ ofþ subtrees,þ henceþ thereþ isþ moreþ chanceþ thatþ thisþ heuristicþ willþ succeedþ
toþ mapþ allþ subtreesþ toþ processorsþ whileþ fittingþ inþ memory.þ LargestFirstþ hasþ closeþ resultsþ
inþ termsþ ofþ subtrees,þ andþ itþ isþ interestingþ toþ seeþ thatþ itþ canþ reduceþ theþ makespanþ evenþ moreþ
thanþ FirstFitþ.þ Immediatelyþ generatesþ muchþ moreþ subtrees,þ andþ inþ someþ casesþ itþ isþ ableþ
toþ furtherþ decreaseþ theþ makespan,þ butþ notþ always.þ Theþ executionþ timeþ ofþ FirstFitþ andþ
LargestFirstþ couldþ beþ worseþ thanþ makespanþ ofþ Stepþ 1þ whenþ communicationþ isþ expen-
siveþ (i.e.þ CCR=þ10),þ sinceþ creatingþ additionalþ subtreesþ toþ fitþ intoþ memoryþ mayþ generateþ
expensiveþ communications.þ Inþ conclusion,þ FirstFitþ isþ theþ bestþ choiceþ whenþ processorsþ areþ
limitedþ (PNR=þ1e − 04),þ LargestFirstþ andþ Immediatelyþ areþ alsoþ goodþ optionsþ whenþ
manyþ processorsþ (PNRþ≥ 0.001)þ areþ available.þ

Inþ theþ looseþ scenario,þ allþ subtreesþ fitþ inþ memoryþ andþ henceþ Stepþ 2þ doesþ notþ doþ anything,þ
andþ inþ theþ following,þ weþ applyþ LargestFirstþ,þ FirstFitþ orþ Immediatelyþ forþ Stepþ 2þ
seperatelyþ inþ theþ strictþ scenario.þ

2.6.4þ Stepþ 3:þ Reachingþ anþ acceptableþ numberþ ofþ subtreesþ

Inþ thisþ section,þ weþ examineþ theþ performanceþ ofþ Mergeþ andþ SplitAgainþ,þ whichþ areþ de-
signedþ forþ reducingþ theþ numberþ ofþ subtreesþ soþ thatþ weþ haveþ enoughþ processors,þ orþ forþ furtherþ
optimizingþ theþ makespanþ ifþ thereþ areþ someþ remainingþ processors.þ Asþ seenþ inþ Tableþ 2.1þ,þ Im-
provedSplitþ isþ theþ heuristicþ generatingþ theþ mostþ subtreesþ whenþ combinedþ withþ Largest-
Firstþ,þ andþ henceþ itþ requiresþ toþ mergeþ someþ subtreesþ toþ obtainþ aþ feasibleþ solution.þ Theþ
otherþ heuristicsþ leaveþ manyþ processorsþ idleþ whenþ thereþ areþ manyþ processorsþ (PNR=0.001þ orþ
PNR=0.01),þ andþ weþ mayþ beþ ableþ toþ furtherþ improveþ theþ makespanþ byþ usingþ SplitAgainþ
inþ theseþ cases.þ

Figureþ 2.7þ showsþ theþ performanceþ ofþ SplitAgainþ orþ Mergeþ.þ Weþ compareþ theþ makespanþ
afterþ Stepþ 3þ toþ theþ executionþ timeþ thatþ wasþ achievedþ atþ theþ endþ ofþ Stepþ 2þ (withþ anþ infiniteþ
numberþ ofþ processors),þ usingþ LargestFirstþ,þ FirstFitþ,þ orþ Immediatelyþ duringþ Stepþ 2þ
(strictþ memoryþ scenario),þ withþ CCR=0.1.þ Eachþ tileþ inþ theþ figureþ representsþ aþ testingþ case,þ
andþ Fþ representsþ aþ failure,þ i.e.,þ weþ wereþ notþ ableþ toþ obtainþ aþ solutionþ withþ lessþ subtreesþ thanþ
processors.þ Asþ expected,þ theþ lessþ processors,þ theþ moreþ failuresþ weþ have.þ Sinceþ Sequenceþ
didþ nothingþ inþ Stepþ 1,þ itþ startsþ fromþ aþ sequentialþ executionþ ofþ theþ treeþ andþ henceþ itþ obtainsþ
importantþ gainsþ inþ makespanþ afterþ usingþ SplitAgainþ inþ Stepþ 3.þ SplitAgainþ alsoþ allowsþ usþ
toþ improveþ theþ makespanþ withþ ASAPþ andþ SplitSubtreesþ.þ Asþ notedþ before,þ Improved-
Splitþ usuallyþ generatesþ moreþ subtreesþ thanþ processorsþ afterþ Stepþ 2,þ andþ henceþ weþ mustþ
useþ Mergeþ toþ obtainþ aþ feasibleþ solution,þ asþ wellþ asþ forþ otherþ heuristicsþ whenþ thereþ areþ fewþ
processorsþ (PNR=1e-04).þ Weþ observeþ someþ failuresþ inþ theseþ cases,þ inþ particularþ whenþ usingþ
ImprovedSplitþ,þ whileþ ASAPþ andþ Sequenceþ succeedþ inþ mostþ cases.þ

Overall,þ theþ failureþ rateþ afterþ Stepþ 3þ isþ 7.26%þ whenþ usingþ LargestFirstþ atþ Stepþ 2.þ
Comparedþ toþ usingþ LargestFirstþ,þ usingþ FirstFitþ hasþ lessþ casesþ whoþ hasþ anþ increaseþ inþ
makespanþ (i.e.,þ lessþ redþ rectangles).þ Theþ correspondingþ failureþ rateþ isþ 7.26%,þ theþ sameþ asþ
usingþ LargestFirstþ.þ Usingþ Immediatelyþ atþ Stepþ 2,þ asþ shownþ inþ Figureþ 2.7cþ,þ thereþ areþ
moreþ failuresþ thanþ usingþ LargestFirstþ orþ FirstFitþ.þ Evenþ usingþ Sequenceþ atþ Stepþ 1þ
andþ PNRþ= 0.001,þ itþ mayþ fail.þ Overall,þ theþ failureþ rateþ isþ 14.52%þ forþ usingþ Immediatelyþ,þ
twoþ timesþ largerþ thanþ usingþ LargestFirstþ.þ

Stillþ inþ theþ strictþ memoryþ scenario,þ weþ finallyþ compareþ theþ makespanþ ofþ allþ ourþ heuristicsþ
toþ FirstFitþ,þ sinceþ itþ isþ aþ simpleþ adaptationþ fromþ [þ50þ].þ Indeed,þ FirstFitþ isþ likelyþ toþ giveþ
aþ feasibleþ solutionþ inþ mostþ cases,þ sinceþ itþ consumesþ leastþ processors,þ asþ shownþ inþ Tableþ 2.1þ.þ
Furthermore,þ weþ considerþ theþ heuristicþ Selectþ,þ whichþ runsþ allþ possibleþ heuristicsþ atþ Stepþ 1þ
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(a)þ Useþ LargestFirstþ atþ Stepþ 2þ

(b)þ Useþ FirstFitþ atþ Stepþ 2þ

(c)þ Useþ Immediatelyþ atþ Stepþ 2þ

Figureþ 2.7þ –þ Increaseþ orþ decreaseþ ofþ makespanþ afterþ Stepþ 3.þ Fþ representsþ failures.þ CCR = 0.1.þ
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(a)þ useþ LargestFirstþ atþ stepþ 2.þ
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(b)þ useþ FirstFitþ atþ stepþ 2.þ
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(c)þ useþ Immediatelyþ atþ stepþ 2.þ

Figureþ 2.8þ –þ Finalþ makespanþ (usingþ Stepþ 1þ heuristicþ followedþ byþ aþ Setpþ 2þ heuristicþ andþ
SplitAgainþ/þMergeþ)þ normalizedþ toþ FirstFitþ.þ
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(followedþ byþ aþ heuristicþ ofþ Stepþ 2þ (þLargestFirstþ,þ FirstFitþ orþ Immediatelyþ),þ andþ thenþ
SplitAgainþ orþ Mergeþ),þ andþ keepsþ theþ bestþ solutionþ forþ eachþ inputþ tree.þ Thisþ allowsþ usþ toþ
analyzeþ whetherþ thereþ isþ atþ leastþ oneþ heuristicþ thatþ outperformsþ othersþ inþ allþ situations.þ

Figureþ 2.8þ presentsþ theþ finalþ makespanþ obtainedþ afterþ allþ threeþ steps,þ excludingþ casesþ onþ
whichþ noþ solutionþ wasþ found.þ Recallþ thatþ failureþ ratesþ canþ beþ foundþ inþ Figureþ 2.7þ.þ Weþ firstþ
illustrateþ theþ resultsþ withþ usingþ LargestFirstþ atþ stepþ 2.þ Overall,þ ImprovedSplitþ isþ theþ
bestþ heuristicþ whenþ thereþ areþ aþ fewþ processorsþ (PNR=1e-04),þ butþ otherþ heuristicsþ outperformþ
itþ inþ severalþ cases,þ sinceþ Selectþ isþ evenþ betterþ achievingþ aþ makespanþ 2.5 timesþ fasterþ thanþ
theþ referenceþ FirstFitþ.þ Withþ moreþ processors,þ ASAPþ isþ slightlyþ better,þ inþ particularþ forþ
PNR=0.001.þ Skippingþ Stepþ 1þ (þSequenceþ)þ givesþ reasonableþ resultsþ asþ soonþ asþ thereþ areþ manyþ
processorsþ (PNR=0.01,þ orþ evenþ PNR=0.001),þ whichþ showsþ thatþ theþ heuristicsþ fromþ Stepþ 3þ
(þSplitAgainþ andþ Mergeþ)þ areþ veryþ efficientþ inþ theseþ casesþ (inþ particularþ SplitAgainþ).þ
Withþ PNR=0.01,þ allþ heuristicsþ achieveþ aþ makespanþ fourþ timesþ smallerþ thanþ theþ reference,þ
inþ average.þ Noteþ thatþ weþ mayþ getþ aþ makespanþ worseþ thanþ theþ referenceþ onþ someþ cases,þ
inþ particularþ withþ Sequenceþ andþ SplitSubtreesþ (1.39þ orþ 1.26þ timesþ worseþ thanþ theþ
makespanþ fromþ FirstFitþ),þ butþ theseþ outlierþ casesþ areþ avoidedþ byþ usingþ Selectþ.þ

Whenþ usingþ FirstFitþ atþ stepþ 2,þ theþ biggestþ differenceþ isþ thatþ theþ makespanþ ofþ Se-
quenceþ (followedþ byþ SplitAgainþ/þMergeþ inþ stepþ 3)þ isþ worseþ thanþ usingþ LargestFirstþ
atþ stepþ 2,þ whenþ thereþ areþ aþ fewþ processorsþ (PNR=þ1e− 04).þ Whenþ usingþ Immediatelyþ atþ
stepþ 2,þ resultsþ areþ slightlyþ differentþ thanþ withþ LargestFirstþ,þ andþ overall,þ ASAPþ becomesþ
theþ bestþ solution,þ thenþ followedþ byþ ImprovedSplitþ andþ Sequenceþ.þ Whenþ thereþ areþ aþ fewþ
processorsþ (PNRþ= 1e−04),þ noþ heuristicþ alwaysþ winþ overþ theþ others,þ sinceþ theþ medianþ ofþ Se-
lectþ isþ aroundþ 0.08þ lowerþ thanþ theþ others.þ Excludingþ failureþ cases,þ theþ finalþ makespanþ usingþ
Immediatelyþ atþ Stepþ 2þ isþ slightlyþ betterþ thanþ whenþ usingþ LargestFirstþ.þ Thisþ isþ moreþ
obviousþ whenþ thereþ areþ fewþ processorsþ (PNRþ= 1e−04):þ comparedþ toþ usingþ LargestFirstþ,þ
ASAPþ decreasesþ 8%þ inþ averageþ whenþ usingþ Immediatelyþ.þ

Ofþ course,þ Selectþ isþ alwaysþ theþ bestþ pick,þ butþ itþ mayþ comeþ atþ theþ priceþ ofþ aþ higherþ
schedulingþ time,þ sinceþ itþ impliesþ toþ runþ allþ fourþ variants.þ Weþ reportþ theþ executionþ timesþ inþ
Figureþ 2.9þ.þ Toþ easeþ theþ reading,þ weþ plotþ theþ schedulingþ timeþ (inþ minutes)þ andþ numberþ ofþ
nodesþ inþ theþ treeþ onþ logarithmicþ scaleþ axes.þ Weþ firstþ discussþ theþ resultþ withþ usingþ Largest-
Firstþ atþ stepþ 2.þ ASAPþ andþ Sequenceþ areþ theþ fastestþ heuristics,þ andþ itþ isþ interestingþ toþ
noteþ thatþ ASAPþ canþ sometimesþ beþ evenþ fasterþ thanþ Sequenceþ,þ evenþ thoughþ Sequenceþ
doesþ notþ doþ anythingþ inþ Stepþ 1:þ theþ treeþ obtainedþ atþ theþ endþ ofþ Stepþ 1þ withþ ASAPþ hasþ thenþ
aþ fasterþ schedulingþ timeþ forþ Stepsþ 2þ andþ 3þ thanþ startingþ fromþ theþ originalþ tree.þ Asþ expected,þ
ImprovedSplitþ takesþ moreþ timeþ thanþ SplitSubtreesþ,þ sinceþ itþ refinesþ theþ solutionþ fromþ
SplitSubtreesþ toþ cutþ inþ severalþ levels.þ Itþ hasþ toþ beþ notedþ thatþ veryþ longþ schedulingþ timesþ
(aboveþ 10þ minutes)þ onlyþ happenþ forþ veryþ largeþ treesþ (aboveþ 100.000þ nodes),þ exceptþ forþ aþ
fewþ extremeþ cases.þ Overall,þ runningþ Selectþ isþ onlyþ slightlyþ longerþ thanþ ImprovedSplitþ,þ
sinceþ theþ schedulingþ timesþ ofþ allþ otherþ heuristicsþ areþ smallþ inþ comparisonþ toþ theþ oneþ ofþ Im-
provedSplitþ.þ Theþ sameþ conclusionþ holdsþ forþ theþ caseþ whenþ usingþ FirstFitþ atþ stepþ 2.þ
Whenþ usingþ Immediatelyþ atþ stepþ 2,þ theþ onlyþ differenceþ toþ usingþ LargestFirstþ isþ thatþ
Sequenceþ becomesþ theþ fastestþ oneþ whenþ PNRþ= 0.01.þ Finally,þ noteþ thatþ differentþ processorþ
toþ nodeþ ratiosþ (PNR)þ onlyþ slightlyþ impactþ theþ schedulingþ timeþ (seeþ Figureþ 2.10þ forþ detailedþ
results).þ

Toþ summarize,þ weþ recommendþ usingþ Selectþ withþ LargestFirstþ atþ stepþ 2,þ unlessþ theþ
schedulingþ timeþ isþ veryþ importantþ orþ theþ treeþ isþ veryþ large,þ inþ whichþ casesþ ASAPþ isþ aþ goodþ
optionþ forþ Stepþ 1þ (efficientþ makespanþ obtainedþ withþ aþ fastþ executionþ ofþ theþ heuristic).þ

Finally,þ weþ presentþ resultsþ inþ theþ looseþ memoryþ scenario,þ whereþ theþ memoryþ boundþ forþ
eachþ processorþ isþ setþ toþ MinMemory ,þ henceþ thereþ isþ noþ memoryþ constraint.þ Inþ thisþ case,þ weþ
onlyþ considerþ theþ useþ ofþ Stepþ 1þ directlyþ followedþ byþ Stepþ 3.þ Theþ referenceþ heuristicþ becomesþ
SplitSubtreesþ,þ whichþ wasþ directlyþ adaptedþ fromþ ideasþ fromþ [þ38þ],þ resultingþ inþ aþ two-levelþ
splitþ ofþ theþ tree.þ

Figureþ 2.11þ reportsþ theþ finalþ makespan,þ afterþ applyingþ oneþ heuristicþ ofþ Stepþ 1þ followedþ byþ
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Figureþ 2.9þ –þ Logarithmicþ schedulingþ timeþ inþ minutesþ ofþ differentþ allocationþ policies,þ allþ
followedþ byþ SplitAgainþ orþ Mergeþ.þ
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Figureþ 2.10þ –þ Logarithmicþ schedulingþ timeþ inþ minutesþ ofþ differentþ allocationþ policies,þ allþ
followedþ byþ SplitAgainþ orþ Mergeþ.þ
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Figureþ 2.11þ –þ Finalþ makespanþ ofþ eachþ Stepþ 1þ heuristicþ followedþ byþ SplitAgainþ,þ normalizedþ
toþ SplitSubtreesþ inþ theþ looseþ memoryþ scenario.þ

SplitAgainþ.þ Indeed,þ atþ theþ endþ ofþ Stepþ 1,þ thereþ areþ alwaysþ lessþ subtreesþ thanþ processors.þ
Withþ fewþ processorsþ (PNR=1e-04),þ thereþ isþ littleþ roomþ forþ improvementþ overþ theþ two-levelþ
partitioningþ ofþ theþ tree.þ However,þ whenþ theþ numberþ ofþ processorsþ increase,þ SplitAgainþ
achievesþ goodþ resultsþ inþ usingþ availableþ processorsþ toþ reduceþ theþ makespan,þ evenþ withoutþ
goingþ throughþ aþ heuristicþ fromþ Stepþ 1þ (þSequenceþ variant).þ Usingþ onlyþ SplitAgainþ onþ
theþ originalþ treeþ isþ aþ goodþ optionþ inþ thisþ case.þ

Figureþ 2.12þ –þ Increaseþ orþ decreaseþ ofþ makespanþ afterþ Stepþ 3,þ inþ theþ looseþ memoryþ scenario.þ
CCRþ= 0.1.þ

Figureþ 2.12þ showsþ theþ performanceþ ofþ SplitAgainþ,þ afterþ heuristicsþ ofþ Stepþ 1,þ noþ heuris-
ticsþ ofþ Stepþ 2þ isþ usedþ sinceþ theþ localþ memoryþ isþ setþ asþ MinMemory .þ Obviously,þ thereþ isþ noþ
failureþ case.þ Indeed,þ heuristicsþ ofþ Stepþ 1þ guaranteeþ thatþ noþ moreþ subtreesþ areþ generatedþ thanþ
processors.þ Makespanþ isþ decreasedþ byþ SplitAgainþ onþ mostþ casesþ exceptþ ImprovedSplitþ,þ
asþ itþ alwaysþ takesþ fullyþ advantageþ ofþ processors,þ leavesþ noþ idleþ processorsþ forþ improvement.þ

Finally,þ Figureþ 2.13þ reportsþ theþ executionþ timesþ ofþ aþ heuristicþ ofþ Stepþ 1þ followedþ byþ
SplitAgainþ.þ Sequenceþ isþ theþ fastestþ one,þ thenþ closelyþ followedþ byþ ASAPþ.þ Improved-
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Figureþ 2.13þ –þ Logarithmicþ schedulingþ timeþ inþ minutesþ ofþ differentþ allocationþ policies,þ allþ
followedþ byþ SplitAgainþ,þ inþ theþ looseþ memoryþ scenario.þ

Splitþ stillþ takesþ farþ moreþ timeþ thanþ SplitSubtreesþ.þ Selectþ isþ onlyþ slightlyþ longerþ thanþ
ImprovedSplitþ.þ

2.7þ Chapterþ summaryþ
Weþ haveþ studiedþ aþ treeþ partitioningþ problem,þ targetingþ atþ aþ multiprocessorþ computingþ sys-
temþ inþ whichþ eachþ processorþ hasþ itsþ ownþ localþ memory.þ Theþ treeþ representsþ dependenciesþ
betweenþ tasks,þ andþ itþ canþ beþ partitionedþ intoþ subtrees,þ whereþ eachþ subtreeþ isþ executedþ byþ
aþ distinctþ processor.þ Theþ goalþ isþ toþ minimizeþ theþ timeþ requiredþ toþ computeþ theþ wholeþ treeþ
(makespan),þ givenþ someþ memoryþ constraints:þ theþ minimumþ memoryþ requirementþ ofþ travers-
ingþ eachþ subtreeþ shouldþ notþ beþ moreþ thanþ theþ localþ memoryþ capacity.þ Weþ haveþ provedþ thatþ
theþ problemþ above,þ MinMakespan,þ isþ NP-complete,þ andþ weþ haveþ designedþ severalþ heuris-
ticsþ toþ tackleþ it.þ Weþ proposeþ aþ three-stepþ approach:þ (i)þ minimizeþ theþ makespan;þ (ii)þ fitþ intoþ
memoryþ ifþ needed;þ andþ (iii)þ makeþ sureþ thatþ weþ haveþ lessþ subtreesþ thanþ processors,þ andþ useþ
asþ manyþ processorsþ asþ requiredþ toþ furtherþ minimizeþ theþ makespan.þ

Extensiveþ simulationsþ demonstrateþ theþ efficiencyþ ofþ theseþ heuristicsþ andþ provideþ guide-
linesþ aboutþ theþ heuristicsþ thatþ shouldþ beþ used.þ Withoutþ memoryþ constraint,þ theþ heuristicþ
fromþ Stepþ 3,þ SplitAgainþ,þ isþ efficientlyþ splittingþ theþ treeþ toþ minimizeþ theþ makespan,þ andþ
achievesþ resultsþ 1.5þ timesþ betterþ thanþ theþ referenceþ heuristic,þ SplitSubtreesþ,þ whenþ thereþ
areþ manyþ processorsþ availableþ (processorþ toþ nodeþ ratioþ PNRþ≥ 0.001).þ Whenþ thereþ areþ mem-
oryþ constraints,þ oneþ mustþ makeþ sureþ thatþ eachþ subtreeþ fitsþ intoþ memory,þ andþ theþ referenceþ
heuristicþ isþ FirstFitþ,þ whichþ partitionsþ theþ treeþ forþ memory.þ Inþ thisþ case,þ usingþ theþ bestþ
combinationþ ofþ aþ heuristicþ ofþ Stepþ 1,þ aþ heuristicþ toþ fitþ intoþ memory,þ andþ finallyþ SplitSub-
treesþ orþ Mergeþ,þ allowsþ usþ toþ drasticallyþ improveþ theþ makespanþ (twoþ toþ fourþ timesþ better,þ
dependingþ onþ theþ processorþ toþ nodeþ ratio).þ Theþ useþ ofþ ASAPþ inþ Stepþ 1þ mayþ beþ selectedþ forþ
aþ smallerþ schedulingþ time,þ sinceþ ImprovedSplitþ mayþ leadþ toþ aþ smallerþ makespan,þ butþ atþ
theþ priceþ ofþ aþ longerþ schedulingþ time.þ

Buildingþ uponþ theseþ promisingþ results,þ anþ interestingþ directionþ forþ futureþ workþ wouldþ beþ
toþ considerþ partitionsþ thatþ doþ notþ necessarilyþ relyþ onþ subtrees,þ butþ whereþ aþ singleþ processorþ
mayþ handleþ severalþ subtrees.þ Also,þ thisþ workþ canþ beþ extendedþ toþ generalþ directedþ acyclicþ
graphsþ ofþ task,þ whileþ weþ haveþ restrictedþ theþ approachþ toþ treesþ soþ far.þ
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Chapterþ 3þ

Improvingþ mappingþ forþ sparseþ directþ
solvers:þ Aþ trade-offþ betweenþ dataþ
localityþ andþ loadþ balancingþ

Thisþ workþ isþ theþ resultþ ofþ aþ collaborationþ withþ Grégoireþ Pichon,þ Mathieuþ Faverge,þ andþ Pierreþ
Rametþ fromþ INRIAþ Bordeauxþ toþ solveþ aþ taskþ treeþ mappingþ problem,þ arisingþ inþ aþ parallelþ
sparseþ matrixþ solverþ –þ PaStiXþ.þ Theþ numericalþ factorizationþ canþ beþ describedþ asþ aþ traversalþ
ofþ computationalþ tree.þ Oneþ ofþ theþ pre-processingþ phasesþ isþ toþ mapþ theþ nodesþ ontoþ theþ
processorsþ ofþ theþ targetþ architecture.þ Inþ thisþ phase,þ twoþ schedulingþ algorithmsþ haveþ reverseþ
strengthsþ andþ drawbacks.þ Theþ firstþ one,þ namedþ PropMapþ,þ showsþ aþ goodþ data-localityþ butþ
aþ badþ loadþ balanceþ (someþ processorsþ areþ idleþ sometimes).þ Theþ secondþ one,þ All2Allþ,þ takesþ
fullyþ advantageþ ofþ processorsþ butþ inducesþ aþ largeþ amountþ ofþ dataþ movementþ andþ aþ highþ timeþ
complexity.þ Ourþ goalþ isþ toþ proposeþ aþ solutionþ thatþ reducesþ theþ idleþ timeþ andþ preservesþ aþ
goodþ data-localityþ andþ aþ lowþ complexity.þ

Fromþ theþ perspectiveþ ofþ scheduling,þ thisþ workþ isþ aboutþ mappingþ aþ treeþ ofþ tasksþ ontoþ
processorsþ inþ aþ sharedþ memoryþ settingþ and/orþ aþ distributedþ setting.þ Inþ Chapterþ 2þ,þ theþ treeþ
isþ partitionedþ intoþ manyþ small-sizedþ subtreesþ suchþ asþ toþ fitþ theþ localþ memoryþ capacity,þ andþ
weþ restrictþ aþ processorþ toþ handleþ onlyþ aþ subtree.þ Inþ thisþ work,þ thisþ limitþ isþ released,þ aþ
processorþ canþ handleþ manyþ subtrees.þ Dataþ movementsþ betweenþ twoþ subtreesþ canþ beþ savedþ
ifþ theyþ areþ mappedþ ontoþ theþ sameþ processor.þ Theþ goalþ inþ thisþ chapterþ isþ henceþ toþ reduceþ
theþ executionþ timeþ byþ takingþ fullyþ advantageþ ofþ parallelþ platformsþ (i.e.,þ reduceþ idleþ timeþ ofþ
processors)þ andþ reducingþ theþ dataþ movementþ betweenþ processors,þ sinceþ itþ isþ timeþ expensive,þ
especiallyþ inþ aþ distributedþ setting.þ Fromþ theþ practicalþ pointþ ofþ view,þ thisþ workþ couldþ beþ seenþ
asþ anþ applicationþ ofþ treeþ schedulingþ inþ aþ realþ parallelþ software.þ Theþ roleþ ofþ taskþ treesþ andþ
howþ doþ weþ estimateþ theþ executionþ timeþ ofþ theþ solverþ byþ simulationsþ ofþ processingþ theþ treeþ
onþ aþ parallelþ platformþ areþ presentedþ inþ detail.þ Thisþ workþ hasþ beenþ publishedþ atþ Euro-Parþ
2020þ [þC2þ].þ

3.1þ Introductionþ
Forþ theþ solutionþ ofþ largeþ sparseþ linearþ systems,þ weþ designþ numericalþ schemesþ andþ softwareþ
packagesþ forþ directþ parallelþ solvers.þ Sparseþ directþ solversþ areþ mandatoryþ whenþ theþ linearþ
systemþ isþ veryþ ill-conditionedþ forþ exampleþ [þ29þ].þ Therefore,þ toþ obtainþ anþ industrialþ softwareþ
toolþ thatþ mustþ beþ robustþ andþ versatile,þ high-performanceþ sparseþ directþ solversþ areþ mandatory,þ
andþ parallelismþ isþ thenþ necessaryþ forþ reasonsþ ofþ memoryþ capabilityþ andþ acceptableþ solutionþ
time.þ Moreover,þ inþ orderþ toþ solveþ efficientlyþ 3Dþ problemsþ withþ severalþ millionþ unknowns,þ
whichþ isþ nowþ aþ reachableþ challengeþ withþ modernþ supercomputers,þ weþ mustþ achieveþ goodþ
scalabilityþ inþ timeþ andþ controlþ memoryþ overhead.þ Solvingþ aþ sparseþ linearþ systemþ byþ aþ directþ
methodþ isþ generallyþ aþ highlyþ irregularþ problemþ thatþ providesþ someþ challengingþ algorithmicþ
problemsþ andþ requiresþ aþ sophisticatedþ implementationþ schemeþ inþ orderþ toþ fullyþ exploitþ theþ
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Figureþ 3.1þ –þ Aþ workflowþ composedþ ofþ sequentialþ preprocessingþ steps,þ parallelþ factorizationþ
andþ solveþ stepsþ inþ PaStiXþ.þ

capabilitiesþ ofþ modernþ supercomputers.þ

Thereþ areþ twoþ mainþ approachesþ inþ directþ solvers:þ theþ multifrontalþ approachþ [þ5þ,þ 36þ],þ andþ
theþ supernodalþ oneþ [þ46þ,þ 74þ].þ Bothþ canþ beþ describedþ byþ aþ computationalþ treeþ whoseþ nodesþ
representþ computationsþ andþ whoseþ edgesþ representþ transferþ ofþ data.þ Inþ theþ caseþ ofþ theþ
multifrontalþ method,þ atþ eachþ node,þ someþ stepsþ ofþ Gaussianþ eliminationþ areþ performedþ onþ aþ
denseþ frontalþ matrixþ andþ theþ remainingþ Schurþ complement,þ orþ contributionþ block,þ isþ passedþ
toþ theþ parentþ nodeþ forþ assembly.þ Inþ theþ caseþ ofþ theþ supernodalþ method,þ theþ distributedþ
memoryþ versionþ usesþ aþ right-lookingþ formulationþ which,þ havingþ computedþ theþ factorizationþ
ofþ aþ supernodeþ correspondingþ toþ aþ nodeþ ofþ theþ tree,þ thenþ immediatelyþ sendsþ theþ dataþ toþ
updateþ theþ supernodesþ correspondingþ toþ ancestorsþ inþ theþ tree.þ Inþ aþ parallelþ context,þ weþ canþ
locallyþ aggregateþ contributionsþ toþ theþ sameþ blockþ beforeþ sendingþ theþ contributions.þ Thisþ canþ
significantlyþ reduceþ theþ numberþ ofþ messages.þ Independentlyþ ofþ theseþ differentþ methods,þ aþ
staticþ orþ dynamicþ schedulingþ ofþ blockþ computationsþ canþ beþ used.þ Forþ homogeneousþ parallelþ
architectures,þ itþ isþ usefulþ toþ findþ anþ efficientþ staticþ scheduling.þ

Inþ orderþ toþ achieveþ efficientþ parallelþ sparseþ factorization,þ asþ shownþ inþ figureþ 3.1þ,þ weþ
performþ theþ threeþ sequentialþ preprocessingþ phases:þ

1.þþ Theþ orderingþ step,þ whichþ computesþ aþ symmetricþ permutationþ ofþ theþ initialþ matrixþ
suchþ thatþ theþ factorizationþ processþ willþ exhibitþ asþ muchþ concurrencyþ asþ possibleþ whileþ
incurringþ lowþ fill-in.þ

2.þþ Theþ blockþ symbolicþ factorizationþ step,þ whichþ determinesþ theþ blockþ dataþ structureþ ofþ
theþ factorizedþ matrixþ associatedþ withþ theþ partitionþ resultingþ fromþ theþ orderingþ phase.þ
Fromþ thisþ blockþ structure,þ oneþ canþ deduceþ theþ weightedþ eliminationþ quotientþ graphþ
thatþ describesþ allþ dependenciesþ betweenþ column-blocks,þ asþ wellþ asþ theþ supernodalþ elim-
inationþ tree.þ

3.þþ Theþ blockþ scheduling/mappingþ step,þ whichþ consistsþ inþ mappingþ theþ resultingþ blocksþ
ontoþ theþ processorsþ accordingþ toþ aþ 1Dþ schemeþ (i.e.þ byþ supernode)þ forþ theþ lowerþ partþ
ofþ theþ tree,þ andþ accordingþ toþ aþ 2Dþ schemeþ (i.e.þ byþ blocks)þ forþ theþ upperþ partþ ofþ theþ
tree.þ Duringþ thisþ mappingþ phase,þ aþ staticþ optimizedþ schedulingþ ofþ theþ computationalþ
andþ communicationþ tasks,þ accordingþ toþ modelsþ calibratedþ forþ theþ targetþ machine,þ canþ
beþ computed.þ

Whenþ theseþ preprocessingþ phasesþ areþ done,þ theþ computationþ onþ theþ actualþ data,þ thatþ isþ theþ
numericalþ factorization,þ canþ startþ parallelly.þ

Theþ optimizationþ problemþ thatþ needsþ toþ beþ solvedþ atþ theþ scheduling/mappingþ stageþ isþ
knownþ toþ beþ NP-hard,þ andþ isþ usuallyþ solvedþ usingþ aþ proportionalþ mappingþ heuristicþ [þ70þ].þ
Thisþ mono-constraintþ heuristicþ inducesþ idleþ timesþ duringþ theþ numericalþ factorization.þ Inþ
thisþ chapter,þ weþ extendþ theþ proportionalþ mappingþ andþ schedulingþ heuristicþ toþ reduceþ theseþ
idleþ times.þ Weþ firstþ detailþ inþ Sectionþ 3.2þ proportionalþ mappingþ heuristicþ withþ itsþ issuesþ
andþ relatedþ work,þ beforeþ describingþ theþ originalþ applicationþ inþ theþ contextþ ofþ theþ PaStiXþ
solverþ [þ47þ]þ inþ Sectionþ 3.3þ.þ Then,þ inþ Sectionþ 3.4þ,þ weþ explainþ theþ introducedþ solutionþ beforeþ
studyingþ itsþ impactþ onþ aþ largeþ setþ ofþ testþ casesþ inþ Sectionþ 3.5þ.þ Conclusionsþ areþ presentedþ inþ
Sectionþ 3.6þ.þ
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3.2þ Relatedþ workþ
Amongþ differentþ mappingþ strategiesþ thatþ areþ usedþ byþ bothþ supernodalþ andþ multifrontalþ
sparseþ directþ solvers,þ theþ subtreeþ toþ subcubeþ mappingþ [þ44þ]þ andþ theþ proportionalþ mappingþ [þ70þ]þ
areþ theþ mostþ popular.þ Theseþ approachesþ consistþ ofþ treeþ partitioningþ techniques,þ whereþ theþ
setþ ofþ resourcesþ mappedþ onþ aþ nodeþ ofþ theþ treeþ areþ splitþ amongþ disjointþ subsets,þ eachþ mappedþ
toþ aþ childþ subtree.þ

Theþ proportionalþ mappingþ methodþ performsþ aþ top-downþ traversalþ ofþ theþ eliminationþ
tree,þ duringþ whichþ eachþ nodeþ isþ assignedþ aþ setþ ofþ computationalþ resources.þ Allþ theþ resourcesþ
areþ assignedþ toþ theþ rootþ node,þ whichþ performsþ theþ lastþ task.þ Then,þ theþ resourcesþ areþ splitþ
recursivelyþ followingþ aþ balancingþ criterion.þ Theþ setþ ofþ resourcesþ dedicatedþ toþ aþ nodeþ areþ splitþ
amongþ itsþ children,þ proportionallyþ toþ theirþ weightþ orþ anyþ otherþ balancingþ criterion.þ Thisþ
recursiveþ processþ endsþ atþ theþ leavesþ ofþ theþ tree,þ orþ whenþ entireþ subtreesþ areþ mappedþ ontoþ aþ
singleþ resource.þ

Theþ originalþ versionþ ofþ theþ proportionalþ mappingþ [þ70þ]þ computesþ theþ splittingþ ofþ resourcesþ
dependingþ onþ theþ workloadþ ofþ eachþ subtree,þ butþ moreþ sophisticatedþ metricsþ canþ alsoþ beþ
used.þ Inþ [þ71þ],þ aþ schedulingþ strategyþ wasþ proposedþ forþ tree-shapedþ taskþ graphs.þ Theþ timeþ forþ
computingþ aþ parallelþ taskþ (forþ instanceþ atþ theþ rootþ nodeþ ofþ theþ eliminationþ tree)þ isþ consideredþ
asþ proportionalþ toþ theþ lengthþ ofþ theþ taskþ andþ toþ aþ givenþ parallelþ efficiency.þ Thisþ methodþ
wasþ provenþ efficientþ inþ [þ12þ]þ forþ aþ multifrontalþ solver.þ Theþ proportionalþ mappingþ techniqueþ isþ
widelyþ usedþ becauseþ itþ helpsþ reducingþ theþ volumeþ ofþ dataþ transfersþ dueþ toþ itsþ dataþ locality.þ
Inþ addition,þ itþ allowsþ usþ toþ exhibitþ bothþ treeþ andþ nodeþ parallelism.þ

Noteþ thatþ alternativeþ solutionsþ toþ theþ proportionalþ mappingþ haveþ beenþ proposed,þ suchþ
asþ theþ 2Dþ block-cyclicþ distributionþ ofþ SuperLUþ [þ60þ],þ orþ theþ 1Dþ cyclicþ distributionþ ofþ sym-
PACKþ [þ51þ].þ Inþ theþ latter,þ theþ nonþ load-balancedþ solutionþ isþ compensatedþ byþ aþ complexþ andþ
advancedþ communicationþ schemeþ thatþ balancesþ theþ computationsþ inþ theþ nodesþ toþ getþ goodþ
performanceþ resultsþ outþ ofþ thisþ mappingþ strategy.þ

Asþ statedþ earlier,þ sparseþ directþ solversþ commonlyþ useþ theþ proportionalþ mappingþ heuristicþ
toþ distributeþ supernodesþ (aþ fullþ setþ ofþ columns,þ i.e.,þ 1Dþ distributionþ thatþ shareþ theþ sameþ
rowþ pattern)þ ontoþ theþ processors.þ Noteþ thatþ eachþ supernodeþ canþ beþ splitþ intoþ smallerþ nodesþ
toþ increaseþ theþ levelþ ofþ parallelism,þ whichþ modifiesþ theþ originalþ supernodesþ treeþ structureþ
asþ shownþ inþ Figureþ 3.2þ.þ Thisþ heuristicþ providesþ aþ setþ ofþ candidateþ processorsþ forþ eachþ
supernode,þ whichþ isþ thenþ refinedþ dynamicallyþ whenþ goingþ upþ theþ tree,þ asþ inþ MUMPSþ [þ4þ]þ orþ
PaStiXþ [þ47þ],þ withþ aþ simulationþ stageþ thatþ affectsþ aþ singleþ processorþ amongþ theþ candidates,þ
whileþ providingþ aþ staticþ optimizedþ scheduling.þ Theþ proportionalþ mappingþ stage,þ byþ itsþ
construction,þ mayþ howeverþ introduceþ idleþ timeþ inþ theþ scheduling.þ Thisþ isþ illustratedþ onþ
Figureþ 3.3þ.þ Theþ tenþ candidateþ processorsþ ofþ theþ rootþ nodeþ areþ distributedþ amongþ theþ twoþ
sonsþ ofþ weightþ respectivelyþ 4þ andþ 6.þ Theþ Ganttþ diagramþ pointsþ outþ theþ issueþ ofþ consideringþ
aþ singleþ criterionþ heuristicþ toþ setþ theþ mapping:þ noþ workþ isþ givenþ toþ processorþ p9 dueþ toþ theþ
lowþ levelþ ofþ parallelismþ ofþ theþ rightþ node,þ whereasþ itþ couldþ benefitþ toþ theþ leftþ node.þ

3.3þ Descriptionþ ofþ theþ applicationþ
Atþ aþ coarse-grainþ level,þ theþ computationþ canþ beþ viewedþ asþ aþ treeþ T whoseþ nodesþ (orþ vertices)þ
representþ supernodesþ ofþ theþ matrix,þ andþ whereþ theþ dependenciesþ areþ directedþ towardsþ theþ
rootþ ofþ theþ tree.þ Aþ supernodeþ isþ aþ setþ ofþ contiguousþ columnsþ withþ theþ sameþ rowþ pattern.þ
Becauseþ sparseþ matricesþ usuallyþ representþ physicalþ constraintsþ andþ thanksþ toþ theþ nestedþ
dissectionþ usedþ toþ orderþ theþ matrix,þ nodesþ atþ theþ bottomþ ofþ theþ treeþ areþ usuallyþ smallþ andþ
nodesþ atþ theþ topþ areþ muchþ larger.þ Eachþ supernodeþ isþ itselfþ aþ smallþ DAGþ (Directedþ Acyclicþ
Graph)þ ofþ tasksþ asþ illustratedþ onþ Fig.þ 3.2þ.þ Aþ moreþ refinedþ viewþ showsþ thatþ theþ dependenciesþ
betweenþ twoþ supernodesþ consistþ ofþ dependenciesþ betweenþ tasksþ ofþ theseþ supernodes.þ Anotherþ
wayþ toþ putþ itþ isþ thatþ theþ computationþ isþ describedþ asþ aþ DAGþ ofþ tasks,þ tasksþ areþ partitionedþ
intoþ supernodes,þ andþ theþ quotientþ graphþ ofþ supernodesþ isþ theþ treeþ T (withþ someþ transitivityþ
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edges).þ Noteþ thatþ withþ 1Dþ distribution,þ asþ targettedþ here,þ theþ DAGþ withinþ canþ alsoþ beþ seenþ
asþ aþ treeþ withþ dependenciesþ towardþ theþ roots.þ Thus,þ inþ thisþ study,þ weþ willþ useþ eitherþ nodesþ
orþ supernodesþ toþ denoteþ theþ verticesþ ofþ theþ treeþ T asþ theyþ canþ beþ usedþ interchangeably.þ

Thisþ structureþ inþ twoþ levelsþ allowsþ usþ toþ bothþ reduceþ theþ costþ ofþ theþ analysisþ stageþ byþ
consideringþ onlyþ theþ firstþ level,þ whileþ increasingþ theþ parallelismþ levelþ duringþ theþ numericalþ
factorizationþ withþ finerþ grainþ computations.þ

Weþ denoteþ byþ root(T ) theþ nodeþ atþ theþ rootþ ofþ treeþ T ,þ andþ byþ wi theþ computationalþ weightþ
ofþ theþ nodeþ i,þ forþ 1 ≤ i ≤ n:þ thisþ isþ theþ totalþ numberþ ofþ operationsþ ofþ allþ tasksþ withinþ nodeþ i.þ
Also,þ parent(i) isþ theþ parentþ ofþ nodeþ i inþ theþ treeþ (exceptþ forþ theþ root),þ andþ child(i) areþ theþ
childrenþ nodesþ ofþ i inþ theþ tree.þ Givenþ aþ subtreeþ Ti ofþ T (rootedþ inþ root(Ti)),þ Wi =

∑
j∈Ti

wj

isþ theþ computationalþ weightþ ofþ thisþ subtree.þ
Asþ statedþ above,þ eachþ nodeþ i ofþ theþ treeþ isþ itselfþ madeþ ofþ ni ≥ 1 tasksþ i1, . . . , ini

,þ whoseþ
dependenciesþ followþ aþ directedþ acyclicþ graphþ (DAG).þ Eachþ ofþ theseþ tasksþ isþ aþ linearþ algebraþ
kernelþ (suchþ asþ matrixþ factorization,þ triangularþ solveþ orþ matrixþ product)þ onþ blockþ matrices.þ
Hence,þ givenþ aþ nodeþ i andþ itsþ parentþ j = parent(i) inþ theþ tree,þ onlyþ someþ ofþ theþ tasksþ ofþ i
needþ toþ beþ completedþ beforeþ j isþ started,þ whichþ allowsþ someþ pipeliningþ inþ theþ processingþ ofþ
theþ tree.þ

Whenþ runningþ onþ aþ parallelþ platformþ withþ aþ setþ P ofþ p processors,þ nodesþ andþ tasksþ areþ
distributedþ amongþ availableþ processingþ resourcesþ (processors)þ inþ orderþ toþ ensureþ aþ goodþ load-
balancing.þ Ifþ nodeþ i isþ executedþ onþ alloc[i] = k processors,þ itsþ executionþ timeþ isþ fi(k);þ thisþ
timeþ dependsþ onþ wi andþ onþ theþ structureþ ofþ theþ DAGþ ofþ tasks.þ

Followingþ theþ structureþ ofþ theþ application,þ theþ mappingþ isþ doneþ inþ twoþ phases:þ theþ firstþ
phase,þ detailedþ inþ Sectionþ 3.3.1þ,þ consistsþ inþ usingþ theþ Proportionalþ Mappingþ algorithmþ [þ70þ]þ
toþ computeþ aþ mappingþ ofþ nodesþ toþ subsetsþ ofþ processors.þ Theþ secondþ phase,þ detailedþ inþ
Sectionþ 3.3.2þ,þ refinesþ thisþ mappingþ byþ allocatingþ eachþ taskþ ofþ aþ nodeþ i toþ aþ singleþ processorþ
ofþ theþ subsetþ allocatedþ toþ i inþ theþ firstþ step.þ

3.3.1þ Coarse-grainþ loadþ balancingþ usingþ proportionalþ mappingþ

Theþ proportionalþ mappingþ processþ followsþ theþ sketchþ ofþ Algorithmþ 6þ.þ First,þ allþ processorsþ
areþ allocatedþ toþ theþ rootþ ofþ theþ tree.þ Then,þ weþ computeþ theþ totalþ weightþ ofþ itsþ subtreesþ (i.e.,þ
theþ sumþ ofþ theþ weightþ ofþ theirþ nodes),þ andþ allocateþ processorsþ toþ subtreesþ soþ thatþ theþ loadþ
isþ balanced.þ Then,þ weþ recursivelyþ applyþ theþ sameþ procedureþ onþ eachþ subtree.þ

Apartþ fromþ balancingþ theþ loadþ amongþ branchesþ ofþ theþ tree,þ theþ proportionalþ mappingþ isþ
knownþ forþ itsþ goodþ dataþ locality:þ aþ processorþ isþ allocatedþ toþ nodesþ ofþ aþ singleþ pathþ fromþ aþ leafþ
toþ theþ rootþ node,þ andþ onlyþ toþ nodesþ onþ thisþ path.þ Thus,þ theþ dataþ producedþ byþ aþ nodeþ andþ
usedþ byþ itsþ parentsþ mostlyþ stayþ onþ aþ singleþ processor,þ andþ noþ dataþ transferþ isþ madeþ exceptþ
forþ theþ necessaryþ redistributionþ ofþ dataþ inþ theþ upperþ levelsþ ofþ theþ tree.þ Thisþ isþ particularlyþ

intra-node

dependency

inter-node

dependency

supernode

task

Figureþ 3.2þ –þ Structureþ ofþ theþ computation:þ treeþ ofþ supernodes,þ eachþ supernodesþ beingþ madeþ
ofþ severalþ tasks..þ
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Figureþ 3.3þ –þ Illustrationþ ofþ proportionalþ mapping:þ eliminationþ treeþ onþ theþ left,þ andþ Ganttþ
diagramþ onþ theþ right.þ Basedþ onþ aþ singleþ weightþ criterion.þ Onþ theþ left,þ theþ eliminationþ treeþ
presentsþ aþ singleþ nodeþ withþ 10 potentialþ candidatesþ andþ twoþ sonsþ ofþ respectiveþ costsþ ofþ 4 andþ
6.þ Onþ theþ right,þ theþ associatedþ Ganttþ diagramþ forþ theseþ twoþ nodesþ withþ theþ regularþ weightþ
mapping.þ

Algorithmþ 6þ Proportionalþ mappingþ withþ integerþ numberþ ofþ processorsþ
functionþ PropMapInt(treeþ T, setþ P ofþ processorsþ):þ
Allocateþ allþ processorsþ inþ P toþ theþ rootþ ofþ treeþ T
Forþ eachþ subtreeþ Ti ofþ T ,þ computeþ itsþ totalþ weightþ Wi

Findþ subsetsþ ofþ processorsþ Pi suchþ thatþ max(Wi/|Pi|) isþ minimalþ andþ
∑
|Pi| = |P |

Forþ eachþ subtreeþ Ti ofþ T ,þ callþ PropMapInt(Ti, Pi)

interestingþ inþ aþ distributedþ context,þ whereþ communicationsþ amongþ processorsþ areþ costly.þ
However,þ theþ mappingþ algorithmþ 7þ suffersþ aþ majorþ problemþ whenþ usedþ inþ aþ practicalþ

context,þ becauseþ theyþ forbidþ allocatingþ processorsþ toþ moreþ thanþ oneþ childþ ofþ aþ node.þ First,þ
someþ nodes,þ especiallyþ leaves,þ haveþ veryþ smallþ weightþ andþ severalþ ofþ themþ shouldþ beþ mappedþ
onþ theþ sameþ processor.þ Second,þ allocatingþ integerþ numbersþ ofþ processorsþ toþ nodesþ createsþ
unbalancedþ workloads,þ forþ example,þ whenþ threeþ processorsþ haveþ toþ beþ allocatedþ toþ twoþ
identicalþ subtrees.þ Allþ implementationsþ ofþ theþ proportionalþ mappingþ tackleþ thisþ problemþ
(includingþ theþ firstþ oneþ inþ [þ70þ]).þ Forþ example,þ theþ actualþ implementationþ inþ PaStiXþ,þ asþ
sketchedþ inþ Algorithmþ 7þ,þ allowsþ “borderþ processors”þ toþ beþ sharedþ amongþ branches,þ andþ keepsþ
trackþ ofþ theþ occupationþ ofþ eachþ processorþ toþ ensureþ load-balancing.þ Itþ firstþ computesþ theþ totalþ
timeþ neededþ toþ processþ theþ wholeþ tree,þ andþ setsþ theþ initialþ availabilityþ timeþ ofþ eachþ processorþ
toþ anþ equalþ shareþ ofþ thisþ totalþ time.þ Wheneverþ someþ (fractionþ ofþ a)þ nodeþ isþ allocatedþ toþ aþ
processor,þ itsþ availabilityþ timeþ isþ reduced.þ Hence,þ ifþ aþ processorþ isþ sharedþ onþ twoþ subtreesþ
T1, T2,þ theþ workþ allocatedþ byþ T1 isþ takenþ intoþ accountþ whenþ allocatingþ resourcesþ forþ T2.þ Noteþ
alsoþ thatþ duringþ theþ recursiveþ allocationþ process,þ theþ subtreesþ areþ sortedþ byþ non-increasingþ
totalþ weightsþ beforeþ beingþ mappedþ toþ processors.þ Thisþ allowsþ usþ toþ groupþ smallþ subtreesþ
togetherþ inþ orderþ toþ mapþ themþ onþ aþ singleþ processor,þ andþ toþ avoidþ unnecessaryþ splittingþ ofþ
processors.þ

3.3.2þ Mappingþ refinementþ afterþ theþ coarse-grainþ mappingþ

Afterþ allocatingþ nodesþ ofþ theþ treeþ toþ subsetsþ ofþ processors,þ aþ preciseþ mappingþ ofþ eachþ taskþ
toþ aþ processorþ hasþ toþ beþ computed.þ Inþ PaStiXþ,þ thisþ isþ doneþ byþ simulatingþ theþ actualþ
factorization,þ basedþ onþ theþ predictionþ ofþ bothþ theþ runningþ timesþ ofþ tasksþ andþ ofþ theþ timeþ
neededþ forþ dataþ transfers.þ Theþ refinedþ mappingþ processþ isþ detailedþ inþ Algorithmþ 8þ.þ Thanksþ
toþ theþ previousþ phase,þ weþ knowþ thatþ eachþ taskþ canþ runþ onþ aþ subsetþ ofþ processorsþ (theþ
subsetþ associatedþ toþ theþ nodeþ itþ belongsþ to),þ calledþ candidateþ processorsþ forþ thisþ task.þ Weþ
associateþ toþ eachþ processorþ aþ readyþ queue,þ containingþ tasksþ whoseþ predecessorsþ haveþ alreadyþ
completed,þ andþ aþ waitingþ queue,þ withþ tasksþ thatþ stillþ haveþ someþ unfinishedþ predecessor.þ Atþ
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Algorithmþ 7þ Proportionalþ mappingþ withþ sharedþ processorsþ amongþ subtreesþ
functionþ ProportionalMappingShared(treeþ T, numberþ ofþ processorsþ p):þ
forþ eachþ processorþ k = 1, . . . , p doþ
avail_þtime[k] =

∑
i∈T wi/p

endþ forþ
Callþ PropMapSharedRec(T, 1, p)

functionþ PropMapSharedRec(subtreeþ T, indicesþ first_þproc, last_þproc):þ
ifþ last_þproc = first_þproc thenþ

Mapþ allþ nodesþ inþ subtreeþ T toþ processorþ first_þproc
avail_þtime[first_þproc] = avail_þtime[first_þproc]−

∑
i∈T wi

elseþ
Mapþ nodeþ r = root(T ) toþ allþ processorsþ inþ first_þproc, . . . , last_þproc
forþ eachþ k = first_þproc, . . . , last_þproc doþ
avail_þtime[k] = avail_þtime[k]− wr/(last_þproc − first_þproc)

endþ forþ
next_þproc ← first_þproc
Sortþ theþ subtreesþ ofþ T byþ non-increasingþ totalþ weightþ
forþ eachþ subtreeþ Ti inþ thisþ orderþ doþ
cumul_þtime ← 0
wsubtree ←

∑
j∈Ti

wj

first_þproc_þfor_þsubtree ← next_þproc
whileþ cumul_þtime < wsubtree doþ
new_þtime_þshare ← min(wsubtree − cumul_þtime, avail_þtime[next_þproc])
cumul_þtime ← cumul_þtime + new_þtime_þshare
avail_þtime[next_þproc]← avail_þtime[next_þproc]− new_þtime_þshare
ifþ avail_þtime[next_þproc] = 0 thenþ next_þproc ← next_þproc + 1

endþ whileþ
PropMapSharedRec(Ti, first_þproc_þfor_þsubtree, next_þproc)

endþ forþ
endþ ifþ

theþ beginningþ ofþ theþ simulation,þ eachþ taskþ isþ putþ inþ theþ waitingþ queueþ ofþ allþ itsþ candidateþ
processorsþ (exceptþ tasksþ withoutþ predecessors,þ whichþ areþ putþ inþ theþ readyþ queueþ ofþ theirþ
candidateþ processors).þ Queuesþ areþ sortedþ byþ decreasingþ depthþ ofþ theþ tasksþ inþ theþ graphþ
(tasksþ withoutþ predecessorsþ areþ orderedþ first).þ Theþ depthþ consideredþ hereþ isþ anþ estimationþ
ofþ theþ criticalþ pathþ lengthþ fromþ theþ taskþ toþ theþ rootþ ofþ theþ treeþ T .þ

Aþ readyþ timeþ isþ associatedþ bothþ toþ tasksþ andþ processors:þ
•þþ Theþ readyþ timeþ RP [k] ofþ processorþ k isþ theþ completionþ timeþ ofþ theþ currentþ taskþ beingþ

processedþ byþ k (initializedþ withþ 0).þ
•þþ Theþ readyþ timeþ RT [i] ofþ taskþ i isþ theþ earliestþ timeþ whenþ i canþ beþ started,þ givenþ itsþ inputþ

dependencies.þ Thisþ isþ atþ leastþ equalþ toþ theþ completionþ timeþ ofþ eachþ ofþ itsþ predecessors,þ
butþ alsoþ takesþ intoþ accountþ theþ timeþ neededþ forþ dataþ movement,þ inþ caseþ aþ predecessorþ
ofþ i isþ notþ mappedþ onþ theþ sameþ processorþ asþ i.þ Theþ readyþ timeþ ofþ tasksþ withþ non-startedþ
predecessorþ isþ setþ toþ +∞.þ

3.3.3þ Discussionþ onþ theþ choiceþ ofþ theþ mappingþ algorithmþ

Sinceþ theþ preciseþ mappingþ ofþ eachþ taskþ isþ onlyþ decidedþ duringþ theþ mappingþ refinementþ phase,þ
oneþ canþ useþ aþ differentþ mappingþ strategyþ toþ computeþ theþ setþ ofþ candidate.þ Oneþ extremeþ
choiceþ consistsþ inþ puttingþ allþ processorsþ inþ theþ setþ ofþ candidatesþ ofþ allþ tasks.þ Thisþ method,þ
calledþ Allþ toþ Allþ mapping,þ hasþ twoþ drawbacks:þ

•þþ Theþ timeþ neededþ forþ theþ simulationþ phaseþ canþ beþ veryþ longþ whenþ theþ numberþ ofþ
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Algorithmþ 8þ Preciseþ schedulingþ andþ mappingþ usingþ simulationþ
forþ allþ taskþ i doþ

Ifþ i isþ aþ leaf,þ putþ i inþ theþ readyþ queueþ ofþ everyþ processorþ inþ candidate(i),þ otherwiseþ putþ
itþ inþ theþ waitingþ queue.þ

endþ forþ
whileþ allþ tasksþ haveþ notþ beenþ mappedþ doþ

Forþ eachþ processorþ k,þ considerþ theþ tripletþ 〈i, k, t〉 whereþ i isþ theþ firstþ taskþ inþ theþ readyþ
queueþ ofþ processorþ k andþ t isþ theþ startingþ timeþ ofþ i onþ k (þt = max(RT [i], RP [k]))þ
Considerþ F ,þ theþ setþ ofþ allþ suchþ tripletsþ
Selectþ theþ tripletþ 〈i, k, t〉 inþ F withþ theþ smallestþ t (ifþ ties,þ chooseþ theþ oneþ withþ largestþ
depth)þ
Scheduleþ taskþ i onþ processorþ k atþ timeþ t
Updateþ theþ readyþ timesþ ofþ processorþ k andþ ofþ theþ successorsþ ofþ i onþ allþ theirþ candidateþ
processorsþ
Updateþ theþ readyþ queueþ andþ waitingþ queueþ ofþ processorþ k,þ asþ wellþ asþ ofþ candidatesþ
processorsþ ofþ successorsþ ofþ i

endþ whileþ

processorsþ andþ tasksþ areþ large,þ sinceþ itsþ complexityþ isþ O(npC),þ whereþ C isþ theþ sizeþ
ofþ theþ largestþ candidateþ set.þ

•þþ Theþ dataþ localityþ ofþ theþ obtainedþ allocationþ mightþ beþ veryþ bad:þ tasksþ fromþ theþ sameþ
supernodeþ mayþ beþ mappedþ onþ remoteþ processors,þ inducingþ aþ largeþ amountþ ofþ dataþ
movementþ andþ contentionþ onþ communications.þ

Theþ taskþ allocationþ basedþ onþ theþ proportionalþ mappingþ algorithmþ doesþ notþ haveþ theseþ
drawbacks:þ theþ setþ ofþ candidateþ perþ taskþ isþ limited,þ andþ theþ obtainedþ dataþ localityþ isþ veryþ
good,þ asþ discussedþ above.þ However,þ itsþ hardþ constraintþ onþ candidateþ setþ sometimesþ createsþ
loadþ unbalance:þ becauseþ ofþ theþ limitedþ parallelismþ inþ someþ supernodes,þ someþ processorsþ fromþ
itsþ allocatedþ subsetþ mayþ beþ idle.þ Thisþ resultsþ inþ aþ longerþ timeþ neededþ toþ processþ allþ tasksþ ofþ
thisþ supernodes,þ whichþ inþ turnþ causesþ idleþ timeþ inþ otherþ branches,þ whenþ theþ processingþ ofþ
itsþ siblingsþ haveþ completedþ butþ theþ parentþ supernodeþ cannotþ startþ beingþ processed.þ

3.4þ Proposedþ mappingþ refinementþ

Ourþ objectiveþ isþ toþ correctþ theþ potentialþ loadþ imbalanceþ (andþ thusþ idleþ times)þ createdþ byþ theþ
proportionalþ mapping,þ asþ outlinedþ inþ Sectionþ 3.2þ,þ butþ withoutþ impactingþ tooþ muchþ theþ dataþ
locality.þ Weþ proposeþ aþ heuristicþ basedþ onþ workþ stealingþ [þ16þ]þ thatþ extendsþ theþ refinedþ mappingþ
phaseþ (seeþ Algorithmþ 8þ)þ usingþ simulationþ (seeþ Algorithmþ 9þ).þ Intuitively,þ weþ proposeþ thatþ ifþ
theþ simulationþ predictsþ thatþ aþ processorþ willþ beþ idle,þ thisþ processorþ triesþ toþ stealþ someþ tasksþ
fromþ itsþ neighbors.þ

Inþ theþ proposedþ refinement,þ weþ replaceþ theþ updateþ ofþ theþ readyþ andþ waitingþ queuesþ ofþ
theþ lastþ lineþ inþ Algorithmþ 8þ byþ aþ callþ toþ UpdateQueuesWithStealing (Algorithmþ 9þ).þ Forþ eachþ
processorþ k,þ weþ firstþ detectþ ifþ k willþ haveþ someþ idleþ time,þ andþ weþ computeþ theþ durationþ d
ofþ thisþ idleþ slot.þ Thisþ happensþ inþ particularþ whenþ theþ readyþ timeþ ofþ theþ firstþ taskþ inþ itsþ
waitingþ queueþ isþ strictlyþ largerþ thanþ theþ readyþ timeþ ofþ theþ processorþ (þRT [i] > RP [k])þ andþ
readyþ queueþ isþ empty.þ Wheneverþ bothþ queuesþ areþ empty,þ theþ processorþ willþ beþ idleþ forever,þ
andþ thusþ d isþ setþ toþ aþ largeþ value.þ Then,þ ifþ anþ idleþ timeþ isþ detectedþ (theþ readyþ queueþ isþ
emptyþ andþ d isþ aþ positiveþ value),þ aþ taskþ isþ stolenþ fromþ aþ neighborþ processorþ usingþ functionþ
StealTask .þ Otherwise,þ theþ readyþ andþ waitingþ queuesþ areþ updatedþ asþ previously:þ theþ tasksþ
ofþ theþ waitingþ queueþ thatþ willþ beþ freedþ beforeþ theþ processorþ becomesþ availableþ areþ movedþ toþ
theþ readyþ queue.þ
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Algorithmþ 9þ Updateþ readyþ andþ waitingþ queuesþ withþ taskþ stealingþ
functionþ UpdateQueuesWithStealing(nb.þ ofþ proc.þ p, switchþ IsSharedMem):þ
forþ k = 1 toþ p doþ

ifþ waiting_þqueuek 6= ∅ thenþ
Letþ i beþ theþ firstþ taskþ inþ waiting_þqueuek
d← RT [i]−RP [k]

elseþ
d← +∞

endþ ifþ
ifþ ready_þqueuek = ∅ andþ d > 0 thenþ
StealTask(k, p, d, IsSharedMem)

elseþ
Letþ i beþ theþ firstþ taskþ inþ waiting_þqueuek
whileþ RT [i] ≤ RP [k] doþ

Moveþ taskþ i fromþ waiting_þqueuek toþ ready_þqueuek
Letþ i beþ theþ firstþ taskþ inþ waiting_þqueuek

endþ whileþ
endþ ifþ

endþ forþ

functionþ StealTask(proc.þ k, proc.þ nb.þ p, idleþ timeþ d, switchþ IsSharedMem):þ
ifþ IsSharedMem = false thenþ

setþ Sk ← {k − 1, k + 1, k − 2, k + 2};þ setþ S ← ∅
forþ j = 1 toþ 4 doþ

ifþ Sk[j] ≥ 0,þ Sk[j] < p,þ Sk[j] isþ inþ theþ sameþ clusterþ asþ k andþ |S| < 3 thenþ
addþ Sk[j] toþ S

endþ ifþ
endþ forþ

endþ ifþ
ifþ IsSharedMem = true orþ S isþ emptyþ thenþ

setþ S ← {k − 1 (mod p), k + 1 (mod p)}
endþ ifþ
Buildþ theþ setþ O withþ theþ firstþ elementþ ofþ eachþ readyþ queueþ ofþ processorsþ inþ S
Letþ o beþ theþ taskþ ofþ O withþ minimumþ RT [o]
ifþ RT [o] < RP [k] + d,þ thenþ insertþ o intoþ ready_þqueuek
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Whenþ stealingþ tasks,þ weþ distinguishþ betweenþ twoþ cases,þ dependingþ whetherþ weþ useþ sharedþ
orþ distributedþ memory.þ Inþ sharedþ memory,þ theþ twoþ possibleþ victimsþ ofþ theþ taskþ stealingþ
operationþ areþ theþ twoþ neighborsþ ofþ processorþ k,þ consideringþ thatþ processorsþ areþ arrangedþ inþ
aþ ring.þ Inþ theþ caseþ ofþ distributedþ memory,þ weþ firstþ tryþ toþ stealþ fromþ twoþ neighborþ processorsþ
withinþ theþ sameþ cluster,þ thatþ is,þ withinþ theþ setþ ofþ processorsþ thatþ shareþ theþ sameþ memory.þ
Stealingþ toþ aþ distantþ processorþ isþ consideredþ onlyþ whenþ clustersþ areþ reducedþ toþ aþ singleþ
element.þ Onceþ stealþ victimsþ areþ identifiedþ (setþ S),þ weþ considerþ theþ firstþ taskþ ofþ theirþ readyþ
queuesþ andþ selectþ theþ oneþ thatþ canþ startþ asþ soonþ asþ possible.þ Ifþ theþ taskþ isþ ableþ toþ startþ
duringþ theþ idleþ slotþ ofþ processorþ k (andþ thusþ reduceþ itsþ idleþ time),þ itþ isþ thenþ copiedþ intoþ itsþ
readyþ queue.þ

3.5þ Experimentalþ resultsþ

Experimentsþ wereþ conductedþ onþ theþ Plafrimþ1þ supercomputer,þ andþ moreþ preciselyþ onþ theþ
mirielþ cluster.þ Eachþ nodeþ isþ equippedþ withþ twoþ Intelþ Xeonþ E5-2680v3þ 12-coresþ runningþ
atþ 2.50 GHzþ andþ 128 GBþ ofþ memory.þ Theþ Intelþ MKLþ 2019þ libraryþ isþ usedþ forþ sequentialþ
BLASþ kernels.þ Anotherþ sharedþ memoryþ experimentþ wasþ performedþ onþ theþ crunchþ clusterþ
fromþ theþ LIPþ2þ,þ whereþ aþ nodeþ isþ equippedþ withþ fourþ Intelþ Xeonþ E5-4620þ 8-coresþ runningþ
atþ 2.20 GHzþ andþ 378 GBþ ofþ memory.þ Onþ thisþ platform,þ theþ Intelþ MKLþ 2018þ libraryþ isþ
usedþ forþ sequentialþ BLASþ kernels.þ Theþ PaStiXþ versionþ usedþ forþ ourþ experimentsþ isþ basedþ
onþ theþ publicþ gitþ repositoryþ3þ versionþ atþ theþ tagþ europar2020.þ

Inþ theþ following,þ theþ differentþ methodsþ usedþ toþ computeþ theþ mappingþ areþ compared.þ Allþ
toþ All,þ referredþ toþ asþ All2Allþ,þ andþ Proportionalþ mapping,þ referredþ toþ asþ PropMapþ,þ areþ
availableþ inþ theþ PaStiXþ library,þ andþ theþ newlyþ introducedþ methodþ isþ referredþ toþ asþ Stealþ.þ
Whenþ theþ optionþ toþ limitþ stealingþ tasksþ intoþ theþ sameþ MPIþ isþ enabled,þ weþ referþ toþ itþ asþ
StealLocalþ.þ Inþ allþ theþ followingþ experiments,þ weþ compareþ theseþ versionsþ withþ respectþ toþ
theþ All2Allþ strategy,þ whichþ providesþ theþ mostþ flexibilityþ toþ theþ schedulingþ algorithmþ toþ
performþ loadþ balance,þ butþ doesþ notþ considerþ dataþ locality.þ Theþ multi-threadedþ variantþ isþ
referredþ toþ asþ SharedMem,þ whileþ forþ theþ distributedþ settings,þ pMþt standsþ forþ p MPIþ nodesþ
withþ t threadsþ each.þ Allþ distributedþ settingsþ fitþ withinþ aþ singleþ node.þ

Inþ orderþ toþ makeþ aþ fairþ comparisonþ betweenþ theþ methods,þ weþ useþ aþ setþ ofþ 34þ matricesþ
issuedþ fromþ theþ SuiteSparseþ Matrixþ collectionþ [þ28þ].þ Theþ matrixþ sizesþ rangeþ fromþ 72K toþ 3M
ofþ unknowns.þ Theþ numberþ ofþ floatingþ pointþ operationsþ requiredþ toþ performþ theþ LLt,þ LDLt,þ
orþ LU factorizationþ rangesþ fromþ 111 GFlopsþ toþ 356 TFlops,þ andþ theþ problemsþ areþ issuedþ
fromþ variousþ applicationþ fields.þ Tableþ 3.1þ listsþ theseþ matrices.þ

Communications.þ Weþ firstþ reportþ theþ relativeþ resultsþ inþ termsþ ofþ communicationsþ
amongþ processorsþ inþ differentþ clustersþ (MPIþ nodes),þ whichþ areþ ofþ greatþ importanceþ forþ theþ
distributedþ memoryþ version.þ Theþ numberþ andþ theþ volumeþ ofþ communicationsþ normalizedþ
toþ All2Allþ areþ depictedþ inþ Fig.þ 3.4þ.þ Oneþ canþ observeþ thatþ allþ threeþ strategiesþ largelyþ
outperformþ theþ All2Allþ heuristic,þ whichþ doesþ notþ takeþ communicationsþ intoþ account.þ Theþ
numberþ ofþ communicationsþ especiallyþ explodesþ withþ All2Allþ asþ itþ mainlyþ movesþ aroundþ
leavesþ ofþ theþ eliminationþ tree.þ Thisþ createsþ manyþ moreþ communicationsþ withþ aþ smallþ volume.þ
Thisþ confirmsþ theþ needþ forþ aþ proportional-mapping-basedþ strategyþ toþ minimizeþ theþ numberþ
ofþ communications.þ Bothþ numbersþ andþ volumesþ ofþ communicationsþ alsoþ confirmþ theþ needþ
forþ theþ localþ stealingþ algorithmþ toþ keepþ itþ asþ lowþ asþ possible.þ Indeed,þ Stealþ generatesþ 6.19þ
timesþ moreþ communicationsþ onþ averageþ thanþ PropMapþ,þ whileþ StealLocalþ isþ asþ goodþ
asþ PropMapþ.þ Noteþ theþ exceptionþ ofþ theþ 24M1þ caseþ whereþ Stealþ andþ StealLocalþ areþ

1þhttpsþ:þ/þ/þwwwþ.þplafrimþ.þfrþ
2þhttpþ:þ/þ/þwwwþ.þens-þlyonþ.þfrþ/þLIP/þ
3þhttpsþ:þ/þ/þgitlabþ.þinriaþ.þfrþ/þsolverstackþ/þpastixþ

43þ

https://www.plafrim.fr
http://www.ens-lyon.fr/LIP/
https://gitlab.inria.fr/solverstack/pastix


Kindþþ Matrixþþ Arith.þþ Fact.þþ N NNZA

2d/3dþ

PFlow_742þþ dþþ LLt 742 793 18 940 627
nd24kþþ dþþ LLt 72 000 28 715 634
lap120þþ dþþ LLt 1 728 000 6 868 800
Bump_2911þþ dþþ LLt 2 911 419 65 320 659

Computationalþ fluidþ dynamicsþ

StocF-1465þþ dþþ LLt 1 465 137 11 235 263
atmosmodlþþ dþþ LU 1 489 752 10 319 760
atmosmoddþþ dþþ LU 1 270 432 8 814 880
RM07Rþþ dþþ LU 381 689 37 464 962

Dnaþþ electrophoresisþþ cage13þþ dþþ LU 445 315 7 479 343

Electromagneticsþ
dielFilterV3clxþþ zþþ LU 420 408 16 653 308
fem_hifreq_circuitþþ zþþ LU 491 100 20 239 237
dielFilterV2clxþþ zþþ LU 607 232 12 958 252

Magnetohydrodynamicsþþ matr5þþ dþþ LU 485 597 24 233 141

Materialsþ 3Dspectralwave2þþ zþþ LDLh 292 008 7 307 376
3Dspectralwaveþþ zþþ LDLh 680 943 30 290 827

Modelþ reductionþ

boneS10þþ dþþ LLt 914 898 28 191 660
CurlCurl_3þþ dþþ LDLt 1 219 574 7 382 096
bone010þþ dþþ LLt 986 703 36 326 514
CurlCurl_4þþ dþþ LDLt 2 380 515 14 448 191

Optimizationþþ nlpkkt80þþ dþþ LDLt 1 062 400 14 883 536

Structuralþ

ldoorþþ dþþ LLt 952 203 23 737 339
inline_1þþ dþþ LLt 503 712 18 660 027
sparsineþþ dþþ LDLt 50 000 1 548 988
Flan_1565þþ dþþ LLt 1 564 794 59 485 419
ML_Geerþþ dþþ LU 1 504 002 110 879 972
audikw_1þþ dþþ LLt 943 695 39 297 771
Fault_639þþ dþþ LLt 638 802 14 626 683
Hook_1498þþ dþþ LLt 1 498 023 31 207 734
Transportþþ dþþ LU 1 602 111 23 500 731
Emilia_923þþ dþþ LLt 923 136 20 964 171
Geo_1438þþ dþþ LLt 1 437 960 32 297 325
Serenaþþ dþþ LLt 1 391 349 32 961 525
Long_Coup_dt0þþ dþþ LDLt 1 470 152 44 279 572
Cube_Coup_dt0þþ dþþ LDLt 2 164 760 64 685 452

Tableþ 3.1þ –þ Setþ ofþ real-lifeþ matricesþ issuedþ fromþ Theþ SuiteSparseþ Matrixþ Collectionþ [þ28þ]þ
(exceptþ matr5þ andþ lap120),þ sortedþ byþ familyþ andþ numberþ ofþ operations.þ
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Figureþ 3.4þ –þ MPIþ communicationþ numberþ (topþ)þ andþ volumeþ (bottomþ)þ forþ theþ threeþ methods:þ
PropMapþ,þ Stealþ,þ andþ StealLocalþ,þ withþ respectþ toþ All2Allþ.þ

identical.þ Noþ localþ taskþ canþ beþ stolen.þ Theseþ conclusionsþ areþ similarþ whenþ lookingþ atþ theþ
volumeþ ofþ communicationþ withþ aþ ratioþ reducedþ toþ 1.92 betweenþ Stealþ andþ PropMapþ.þ

Dataþ movements.þ Fig.þ 3.5þ depictsþ theþ numberþ andþ volumeþ ofþ dataþ movementsþ normal-
izedþ toþ All2Allþ andþ summedþ overþ allþ theþ MPIþ nodesþ withþ differentþ MPIþ settings.þ Theþ dataþ
movementsþ areþ definedþ asþ aþ writeþ operationþ onþ theþ remoteþ memoryþ regionþ ofþ otherþ coresþ ofþ
theþ sameþ MPIþ node.þ Noteþ thatþ accumulationsþ inþ localþ buffersþ beforeþ send,þ alsoþ calledþ fan-inþ
inþ sparseþ directþ solvers,þ areþ alwaysþ consideredþ asþ remoteþ write.þ Thisþ explainsþ whyþ allþ MPIþ
configurationsþ haveþ equivalentþ numberþ ofþ dataþ movements.þ Asþ expected,þ proportionalþ map-
pingþ heuristicsþ outperformþ All2Allþ byþ aþ largeþ factorþ onþ bothþ numberþ andþ volume,þ whichþ
canþ haveþ anþ importantþ impactþ onþ NUMAþ architectures.þ Comparedþ toþ PropMapþ,þ Stealþ
andþ StealLocalþ areþ equivalentþ andþ haveþ respectivelyþ 1.38x,þ andþ 1.32x,þ largerþ numberþ
ofþ dataþ movementsþ onþ averageþ respectively,þ whichþ translatesþ intoþ 9%,þ andþ 8% ofþ volumeþ
increase.þ Noteþ thatþ inþ theþ sharedþ memoryþ case,þ StealLocalþ behavesþ asþ Stealþ asþ thereþ
isþ onlyþ oneþ MPIþ node.þ
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Figureþ 3.5þ –þ Sharedþ memoryþ dataþ movementsþ numberþ (topþ)þ andþ volumeþ (bottomþ)þ withinþ
MPIþ nodesþ forþ PropMapþ,þ Stealþ,þ andþ StealLocalþ,þ withþ respectþ toþ All2Allþ.þ

Simulationþ cost.þ Fig.þ 3.6þ showsþ theþ simulationþ costþ inþ secondsþ (durationþ ofþ theþ refinedþ
mappingþ viaþ simulation)þ onþ theþ top,þ andþ thatþ ofþ PropMapþ,þ Stealþ andþ StealLocalþ withþ
respectþ toþ All2Allþ onþ theþ bottom.þ Fig.þ 3.7þ showsþ theþ originalþ simulatedþ factorizationþ timeþ
obtainedþ withþ theseþ heuristicsþ andþ aþ normalizedþ version.þ Noteþ that,þ forþ theþ sakeþ ofþ clarity,þ
someþ largeþ outliersþ areþ removedþ fromþ theþ topþ subfigureþ ofþ Fig.þ 3.7þ.þ Asþ statedþ inþ Sectionþ 3.2þ,þ
theþ All2Allþ strategyþ allowsþ forþ moreþ flexibilityþ inþ theþ scheduling,þ henceþ itþ resultsþ inþ aþ
betterþ simulatedþ timeþ forþ theþ factorizationþ inþ average.þ However,þ itsþ costþ isþ alreadyþ 4xþ largerþ
forþ thisþ relativelyþ smallþ numberþ ofþ cores.þ Fig.þ 3.6þ showsþ thatþ theþ proposedþ heuristicsþ haveþ
similarþ simulationþ costþ toþ theþ originalþ PropMapþ,þ whileþ Fig.þ 3.7þ showsþ thatþ theþ simulatedþ
factorizationþ timeþ getsþ closerþ toþ All2Allþ,þ andþ canþ evenþ outperformþ itþ inþ extremeþ cases.þ
Indeed,þ inþ theþ 24M1þ case,þ Stealþ outperformsþ All2Allþ dueþ toþ badþ decisionsþ takenþ byþ theþ
latterþ atþ theþ beginningþ ofþ theþ scheduling.þ Theþ badþ mappingþ ofþ theþ leavesþ isþ thenþ neverþ
recoveredþ andþ inducesþ extraþ communicationsþ thatþ explainþ thisþ difference.þ Inþ conclusion,þ
theþ proposedþ heuristic,þ StealLocalþ,þ managesþ toþ generateþ betterþ schedulesþ withþ aþ betterþ
load-balanceþ thanþ theþ originalþ PropMapþ heuristic,þ whileþ generatingþ smallþ orþ noþ overheadþ
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onþ theþ mappingþ algorithm.þ Thisþ strategyþ isþ alsoþ ableþ toþ limitþ theþ volumeþ ofþ communicationsþ
andþ dataþ movementsþ asþ expected.þ
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Figureþ 3.6þ –þ Finalþ simulationþ costþ inþ secondþ (topþ)þ andþ simulationþ costþ ofþ PropMapþ,þ Stealþ
andþ StealLocalþ,þ normalizedþ toþ All2Allþ (bottomþ).þ

Factorizationþ timeþ forþ sharedþ memory.þ Fig.þ 3.8þ presentsþ factorizationþ timeþ andþ itsþ
normalizedþ versionþ inþ aþ sharedþ memoryþ environment,þ onþ bothþ mirielþ andþ crunchþ machines.þ
Noteþ thatþ weþ presentþ onlyþ theþ resultsþ forþ Stealþ,þ asþ StealLocalþ andþ Stealþ behaveþ
similarlyþ inþ sharedþ memoryþ environment.þ Forþ theþ sakeþ ofþ clarity,þ someþ largeþ outliersþ areþ
removedþ fromþ theþ topþ subfigureþ ofþ Fig.þ 3.8þ.þ Onþ mirielþ,þ withþ aþ smallerþ numberþ ofþ coresþ
andþ lessþ NUMAþ effects,þ allþ theseþ algorithmsþ haveþ almostþ similarþ factorizationþ time,þ andþ
presentþ variationsþ ofþ aþ fewþ tensþ ofþ GFlop/sþ overþ 500GFlop/sþ inþ average.þ Stealþ slightlyþ
outperformsþ PropMapþ,þ andþ bothþ areþ slowerþ thanþ All2Allþ respectivelyþ byþ 1% andþ 2%
inþ average.þ Onþ crunchþ,þ withþ moreþ coresþ andþ moreþ NUMAþ effects,þ theþ differenceþ betweenþ
Stealþ andþ PropMapþ increasesþ inþ favorþ ofþ Stealþ.þ Bothþ remainþ slightlyþ behindþ All2Allþ,þ
respectivelyþ byþ 2% andþ 4%;þ indeed,þ All2Allþ outperformsþ themþ sinceþ itþ hasþ theþ greatestþ
flexibility,þ andþ communicationsþ haveþ lessþ impactþ inþ aþ sharedþ memoryþ environment.þ
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Figureþ 3.7þ –þ Estimatedþ factorizationþ timeþ inþ secondþ (topþ),þ andþ thatþ ofþ PropMapþ,þ Stealþ,þ
andþ StealLocalþ,þ normalizedþ toþ All2Allþ (bottomþ).þ

3.6þ Chapterþ summaryþ
Inþ thisþ chapter,þ weþ revisitþ theþ classicalþ mappingþ andþ schedulingþ strategiesþ forþ sparseþ directþ
solvers.þ Theþ goalþ isþ toþ efficientlyþ scheduleþ theþ taskþ graphþ correspondingþ toþ anþ eliminationþ
tree,þ soþ thatþ theþ factorizationþ timeþ canþ beþ minimized.þ Thus,þ weþ aimþ atþ findingþ aþ trade-
offþ betweenþ dataþ localityþ (focusþ ofþ theþ traditionalþ PropMapþ strategy)þ andþ loadþ balancingþ
(focusþ ofþ theþ All2Allþ strategy).þ First,þ weþ improveþ uponþ PropMapþ byþ proposingþ aþ refinedþ
(andþ optimal)þ mappingþ strategyþ withþ anþ integerþ numberþ ofþ processors.þ Next,þ weþ designþ aþ
newþ heuristic,þ Stealþ,þ togetherþ withþ aþ variantþ StealLocalþ,þ whichþ predictsþ processorþ idleþ
timesþ inþ PropMapþ andþ assignsþ tasksþ toþ idleþ processors.þ Thisþ leadsþ toþ aþ limitedþ lossþ ofþ
locality,þ butþ improvesþ theþ loadþ balanceþ ofþ PropMapþ.þ

Extensiveþ experimentalþ andþ simulationþ results,þ bothþ onþ sharedþ memoryþ andþ distributedþ
memoryþ settings,þ demonstrateþ thatþ theþ Stealþ approachþ generatesþ almostþ theþ sameþ numberþ
ofþ dataþ movementsþ thanþ PropMapþ,þ henceþ theþ lossþ inþ localityþ isþ notþ significant,þ whileþ itþ leadsþ
toþ betterþ simulatedþ factorizationþ times,þ veryþ closeþ toþ thatþ ofþ All2Allþ,þ henceþ improvingþ
theþ loadþ balanceþ ofþ theþ schedule.þ
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Figureþ 3.8þ –þ Factorizationþ timeþ (topþ),þ andþ thatþ ofþ PropMapþ andþ Stealþ,þ normalizedþ toþ
All2Allþ (bottomþ),þ onþ mirielþ andþ crunchþ.þ Whiteþ diamondsþ representþ meanþ values.þ
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Chapterþ 4þ

Reliability-awareþ energyþ optimizationþ
forþ throughput-constrainedþ applicationsþ
onþ MPSoCþ

Thisþ chapterþ isþ aþ jointþ workþ withþ Mingsongþ Chenþ andþ Tongquanþ Weiþ fromþ ECNUþ (Shanghai,þ
China).þ Comparedþ toþ applicationsþ consideredþ inþ previousþ twoþ chapters,þ streamingþ applica-
tionsþ inþ thisþ chapterþ areþ representedþ asþ taskþ graphsþ asþ well,þ butþ theyþ areþ moreþ timeþ sensitive.þ
Thatþ isþ toþ say,þ theþ systemþ hasþ toþ runþ atþ aþ highþ speedþ toþ meetþ theþ throughputþ bound,þ oth-
erwise,þ theþ systemþ fails.þ Theyþ areþ oftenþ runningþ onþ embeddedþ systems,þ whichþ haveþ aþ tightþ
energyþ budgetþ becauseþ ofþ theirþ size-limitedþ batteries.þ Therefore,þ schedulingþ streamingþ ap-
plicationsþ onþ theseþ platformsþ bringsþ upþ aþ multi-objectiveþ optimizationþ problem:þ minimizingþ
energyþ consumptionþ underþ performanceþ andþ reliabilityþ constraints.þ Weþ provedþ thatþ variantsþ
ofþ thisþ multi-criteriaþ problemþ areþ NP-hard,þ andþ weþ proposedþ someþ efficientþ heuristics.þ Thisþ
workþ hasþ beenþ publishedþ atþ ICPADSþ 2018þ [þC3þ].þ

4.1þ Introductionþ
Manyþ streamingþ applicationsþ inþ areasþ suchþ asþ Internetþ ofþ Thingsþ (IoT),þ augmentedþ real-
ity,þ andþ robotics,þ increasinglyþ requireþ highþ performanceþ onþ embeddedþ processingþ platforms.þ
Theþ threeþ mainþ criteriaþ areþ i)þ computationalþ performance,þ expressedþ asþ theþ throughputþ ofþ
theþ application;þ ii)þ reliability,þ i.e.,þ mostþ dataþ setsþ mustþ beþ successfullyþ computed;þ andþ iii)þ
energyþ efficiency.þ Thisþ isþ mainlyþ because:þ i)þ someþ applicationsþ suchþ asþ audio/videoþ codingþ
orþ deepþ learning-basedþ inferenceþ areþ delay-sensitive,þ henceþ throughputþ shouldþ beþ properlyþ
guaranteed;þ ii)þ emergingþ safety-criticalþ applicationsþ suchþ asþ self-drivingþ vehiclesþ andþ tactileþ
internetþ imposeþ extremelyþ stringentþ reliabilityþ requirementsþ [þ41þ];þ andþ iii)þ devicesþ onþ whichþ
streamingþ applicationsþ areþ runningþ areþ oftenþ battery-operated,þ henceþ systemsþ shouldþ beþ
energy-efficient.þ

Inþ orderþ toþ meetþ allþ theseþ designþ constraints,þ MPSoCþ isþ becomingþ aþ newþ paradigmþ thatþ
enablesþ effectiveþ andþ efficientþ designþ ofþ streamingþ applications.þ Byþ integratingþ multipleþ
coresþ togetherþ withþ anþ interconnectionþ fabricþ (e.g.,þ Network-on-Chip)þ asþ communicationþ
backbone,þ MPSoCþ (e.g.,þ OMPAþ fromþ Texasþ Instrumentsþ andþ NORMADICþ fromþ STMicro-
electronics)þ canþ beþ tailoredþ asþ multipleþ application-specificþ processorsþ withþ highþ throughputsþ
butþ lowþ energyþ consumptionþ [þ15þ,þ 90þ].þ

Asþ oneþ ofþ theþ mostþ effectiveþ powerþ managementþ techniques,þ Dynamicþ Voltageþ andþ Fre-
quencyþ Scalingþ (DVFS)þ hasþ beenþ widelyþ usedþ byþ modernþ MPSoCsþ [þ25þ].þ Byþ properlyþ loweringþ
theþ processingþ voltagesþ andþ frequenciesþ ofþ dedicatedlyþ mappedþ tasks,þ DVFSþ enablesþ stream-
ingþ applicationsþ toþ beþ carriedþ outþ withþ aþ reducedþ energyþ consumption,þ whileþ ensuringþ aþ givenþ
throughput.þ However,þ scalingþ downþ voltagesþ andþ frequenciesþ ofþ processorsþ generatesþ seriousþ
reliabilityþ problems.þ Variousþ phenomenaþ suchþ asþ highþ energyþ cosmicþ particlesþ andþ cosmicþ
raysþ mayþ causeþ theþ changeþ ofþ binaryþ valuesþ heldþ byþ transistorsþ withinþ CMOSþ processorsþ byþ
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mistake,þ resultingþ inþ notoriousþ transientþ faultsþ (i.e.,þ softþ errors).þ Alongþ withþ theþ increasingþ
numberþ ofþ transistorsþ integratedþ onþ aþ chip,þ theþ susceptibilityþ ofþ MPSoCþ toþ transientþ faultsþ
willþ increaseþ byþ severalþ ordersþ ofþ magnitudeþ [þ96þ].þ Inþ otherþ words,þ theþ probabilityþ ofþ incorrectþ
computationþ orþ systemþ crashesþ willþ becomeþ higherþ dueþ toþ softþ errors.þ

Toþ mitigateþ theþ impactþ ofþ softþ errors,þ checkpointingþ andþ taskþ replicationþ techniquesþ haveþ
beenþ widelyþ usedþ toþ ensureþ systemþ reliabilityþ [þ45þ,þ 80þ].þ Tasksþ canþ beþ replicatedþ ifþ theyþ doþ
notþ haveþ anþ internalþ state,þ thisþ increasesþ theirþ reliabilityþ asþ itþ isþ extremelyþ unlikelyþ toþ haveþ
errorsþ onþ twoþ orþ moreþ copies.þ Althoughþ checkpointingþ andþ taskþ replicationþ techniquesþ areþ
promisingþ onþ enhancingþ theþ systemþ reliability,þ frequentþ utilizationþ ofþ suchþ fault-toleranceþ
mechanismsþ isþ veryþ timeþ orþ resourceþ consuming,þ whichþ willþ inþ turnþ costþ extraþ energyþ andþ de-
gradeþ theþ systemþ throughput.þ Clearly,þ theþ MPSoCþ designþ objectivesþ (i.e.,þ energy,þ reliabilityþ
andþ throughput)þ areþ threeþ contradictoryþ requirementsþ whenþ weþ needþ toþ decideþ theþ voltageþ
andþ frequencyþ levelþ assignmentsþ forþ tasks.þ Althoughþ thereþ existþ dozensþ ofþ approachesþ thatþ
canþ effectivelyþ handleþ theþ trade-offþ betweenþ energyþ andþ reliabilityþ issues,þ fewþ ofþ themþ con-
siderþ theþ throughputþ requirementþ inþ addition,þ seeþ Sectionþ 4.2þ.þ Hence,þ givenþ throughputþ andþ
reliabilityþ constraints,þ howþ toþ achieveþ aþ fault-tolerantþ scheduleþ thatþ minimizesþ theþ energyþ
consumptionþ forþ aþ specificþ DVFSþ enabledþ MPSoCþ platformþ isþ becomingþ aþ majorþ challengeþ
forþ designersþ ofþ streamingþ applications.þ

Toþ addressþ theþ aboveþ problem,þ thisþ chapterþ proposesþ aþ novelþ schedulingþ approachþ thatþ
canþ generateþ energy-efficientþ andþ softþ errorþ resilientþ mappingsþ forþ streamingþ applicationsþ onþ
aþ givenþ MPSoCþ platform.þ Itþ makesþ followingþ threeþ majorþ contributions:þ

1.þþ Weþ proposeþ aþ novelþ modelþ thatþ canþ formallyþ expressþ bothþ performanceþ andþ reliabilityþ
constraintsþ forþ mappingþ applicationsþ onþ MPSoCs,þ byþ boundingþ theþ expectedþ periodþ
(forþ performance)þ andþ theþ probabilityþ ofþ exceedingþ theþ targetþ expectedþ periodþ (forþ
reliability).þ

2.þþ Weþ proveþ thatþ withoutþ performanceþ andþ reliabilityþ constraints,þ theþ problemþ isþ polyno-
miallyþ tractable,þ whereasþ addingþ bothþ constraintsþ resultsþ inþ anþ NP-completeþ problem.þ

3.þþ Weþ designþ andþ evaluateþ novelþ taskþ schedulingþ heuristicsþ forþ reliability-awareþ energyþ
optimizationþ onþ MPSoCs,þ whichþ enforceþ theþ constraintsþ andþ aimþ atþ minimizingþ theþ
energyþ cosumption.þ

Theþ remainderþ ofþ thisþ chapterþ isþ organizedþ asþ follows.þ Relatedþ workþ areþ discussedþ inþ Sec-
tionþ 4.2þ.þ Weþ thenþ formalizeþ theþ applicationþ modelþ andþ optimizationþ problemþ inþ Sectionþ 4.3þ.þ
Sectionþ 4.4þ studiesþ theþ complexityþ ofþ theþ problemþ variants,þ andþ inþ particularþ provesþ thatþ theþ
completeþ versionþ ofþ theþ problemþ isþ NP-complete.þ Toþ quicklyþ achieveþ efficientþ mappings,þ Sec-
tionþ 4.5þ presentsþ theþ detailsþ ofþ ourþ heuristicþ approaches.þ Sectionþ 4.6þ conductsþ theþ evaluationþ
ofþ ourþ approachesþ onþ bothþ realþ andþ syntheticþ applications.þ Finally,þ Sectionþ 4.7þ concludesþ
andþ providesþ directionsþ forþ futureþ work.þ

4.2þ Relatedþ workþ

Toþ satisfyþ theþ intensiveþ computingþ powerþ demand,þ insteadþ ofþ increasingþ theþ frequencyþ ofþ
aþ singleþ core,þ highþ performanceþ isþ achievedþ inþ MPSoCþ throughþ dozensþ orþ evenþ hundredsþ ofþ
small-sizedþ cores,þ whichþ areþ connectedþ byþ aþ high-speedþ communicationþ infrastructure.þ Forþ
instance,þ AsAp2þ [þ86þ]þ consistsþ ofþ 164 identicalþ programmableþ processorsþ withþ independentþ
clockþ domains.þ CoreVA-MPSoCþ [þ10þ]þ consistsþ ofþ aþ Network-on-Chipþ (NoC)þ interconnectþ thatþ
couplesþ severalþ processorþ clusters.þ Withinþ eachþ cluster,þ severalþ coresþ areþ tightlyþ coupledþ viaþ
aþ bus-basedþ interconnect.þ Theseþ MPSoCsþ areþ especiallyþ designedþ forþ streamingþ applica-
tions,þ e.g.,þ digitalþ signalþ processing,þ multimediaþ processing,þ andþ autonomousþ navigations,þ inþ
embeddedþ andþ energy-limitedþ systemsþ [þ86þ,þ 10þ].þ
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Throughputþ maximizationþ problemþ hasþ beenþ aþ subjectþ ofþ continuingþ interestþ asþ theþ
demandsþ forþ MPSoC-enabledþ highþ performanceþ computingþ drasticallyþ increase.þ Zhangþ etþ
al.þ [þ95þ]þ optimizedþ theþ throughputþ inþ disruptionþ tolerantþ networksþ viaþ distributedþ workloadþ
dissemination,þ andþ designedþ aþ centralizedþ polynomial-timeþ disseminationþ algorithmþ basedþ onþ
theþ shortestþ delayþ tree.þ Liþ etþ al.þ [þ59þ]þ specificallyþ consideredþ stochasticþ characteristicsþ ofþ taskþ
executionþ timeþ toþ tradeþ offþ scheduleþ lengthþ (i.e.,þ throughput)þ forþ energyþ consumption.þ Aþ
novelþ Monteþ Carloþ basedþ taskþ schedulingþ isþ developedþ toþ generateþ aþ staticþ scheduleþ thatþ canþ
maximizeþ theþ expectedþ throughputþ withoutþ incurringþ aþ prohibitivelyþ highþ timeþ overheadþ [þ97þ].þ
Albersþ etþ al.þ [þ3þ]þ introducedþ anþ onlineþ algorithmþ toþ furtherþ maximizeþ throughputþ withþ parallelþ
schedules.þ Qiþ etþ at.þ [þ83þ]þ proposedþ twoþ Integerþ Linearþ Programmingþ formulationsþ withþ anþ
explicitþ emphasisþ onþ avoidingþ potentialþ communicationþ contentionþ inþ schedulingþ aþ DAG.þ Inþ
theirþ work,þ duplicationþ ofþ tasksþ allowsþ toþ easeþ theþ communicationþ overheadþ andþ toþ mini-
mizeþ theþ scheduleþ length.þ Wayneþ etþ al.þ [þ53þ]þ presentedþ aþ novelþ simulated-annealingþ basedþ
partitioningþ algorithmþ toþ mapþ streamingþ applicationsþ ontoþ aþ hierarchicalþ MPSoC.þ However,þ
reliabilityþ issuesþ areþ notþ consideredþ inþ theseþ works.þ

Reliabilityþ canþ beþ achievedþ byþ reservingþ someþ CPUþ timeþ forþ re-executingþ faultyþ tasksþ
dueþ toþ softþ errorsþ [þ96þ].þ Marwedelþ etþ al.þ presentþ aþ representativeþ setþ ofþ techniquesþ inþ [þ67þ]þ
thatþ mapþ embeddedþ applicationsþ ontoþ multicoreþ architectures.þ Theseþ techniquesþ focusþ onþ
optimizingþ performance,þ temperatureþ distribution,þ reliabilityþ andþ faultþ toleranceþ forþ variousþ
models.þ Dongarraþ etþ al.þ [þ35þ]þ studiedþ theþ problemþ ofþ schedulingþ taskþ graphsþ onþ aþ setþ ofþ
heterogeneousþ resourcesþ toþ maximizeþ reliabilityþ andþ throughput,þ andþ proposedþ aþ through-
put/reliabilityþ tradeoffþ strategy.þ Wangþ etþ al.þ [þ89þ]þ developedþ aþ look-aheadþ geneticþ algorithmþ
toþ optimizeþ bothþ theþ systemþ reliabilityþ andþ throughputþ forþ distributedþ workflowþ application.þ
Wangþ etþ al.þ [þ88þ]þ proposedþ replication-basedþ schedulingþ forþ maximizingþ systemþ reliability.þ
Theþ proposedþ algorithmþ incorporatesþ taskþ communicationþ intoþ systemþ reliabilityþ andþ max-
imizesþ communicationþ reliabilityþ byþ searchingþ allþ optimalþ reliabilityþ communicationþ pathsþ
forþ currentþ tasks.þ Theseþ worksþ exploreþ theþ reliabilityþ ofþ heterogeneousþ multicoreþ processorsþ
fromþ variousþ aspects,þ andþ presentþ efficientþ reliabilityþ improvementþ schemes,þ however,þ theseþ
worksþ doþ notþ investigateþ theþ energyþ consumedþ byþ MPSoCs,þ whichþ interplaysþ withþ systemþ
reliability.þ

Extensiveþ researchþ effortþ hasþ beenþ devotedþ toþ reduceþ energyþ consumptionþ ofþ DVFS-
enabledþ heterogeneousþ multi-coreþ platformsþ consideringþ systemþ reliability.þ Zhangþ etþ al.þ [þ94þ]þ
proposedþ aþ novelþ geneticþ algorithmþ basedþ approachþ toþ improveþ systemþ reliabilityþ inþ addi-
tionþ toþ energyþ savingsþ forþ schedulingþ workflowsþ inþ heterogeneousþ multicoreþ systems.þ Inþ [þ80þ],þ
Spasicþ etþ al.þ presentedþ aþ novelþ polynomial-timeþ energyþ minimizationþ mappingþ approachþ
forþ synchronousþ dataflowþ graphs.þ Theyþ usedþ taskþ replicationþ toþ achieveþ load-balancingþ onþ
homogeneousþ processors,þ whichþ enablesþ processorsþ toþ runþ atþ aþ lowerþ frequencyþ andþ consumeþ
lessþ energy.þ Vilchesþ etþ al.þ [þ87þ]þ consideredþ mappingþ streamingþ applicationþ ontoþ aþ hetero-
geneousþ embeddedþ systemþ thatþ consistsþ ofþ multi-coreþ CPUþ andþ on-chipþ GPU.þ Assigningþ
theþ sameþ taskþ toþ aþ CPUþ orþ aþ GPUþ leadsþ toþ differentþ executionþ speedsþ andþ synchronizationþ
overheads.þ Aþ twoþ stepsþ frameworkþ isþ proposedþ toþ adaptivelyþ findþ theþ optimalþ throughputþ
orþ energy,þ orþ aþ trade-offþ ofþ both:þ aþ trainingþ phaseþ followedþ byþ aþ runningþ phase.þ Theþ aimþ ofþ
theþ trainingþ phaseþ isþ toþ collectþ energyþ costþ andþ executionþ speedþ ofþ theþ basicþ mappingþ andþ
toþ decideþ theþ optimalþ configuration.þ Inþ [þ69þ],þ Onnebrinkþ etþ al.þ mappedþ eachþ taskþ toþ aþ pro-
cessingþ elementþ ofþ aþ heterogeneousþ MPSoCþ andþ selectedþ itsþ executionþ frequencyþ soþ thatþ theþ
energyþ costþ isþ minimizedþ underþ givenþ makespanþ andþ fixedþ mappingþ constraints.þ Inþ [þ27þ],þ Dasþ
etþ al.þ proposedþ aþ geneticþ algorithmþ toþ improveþ theþ reliabilityþ ofþ DVFS-basedþ MPSoCþ plat-
formsþ whileþ fulfillingþ theþ energyþ budgetþ andþ theþ performanceþ constraint.þ However,þ theirþ taskþ
mappingþ approachþ triesþ toþ minimizeþ coreþ agingþ togetherþ withþ theþ susceptibilityþ toþ transientþ
errors.þ Haqueþ etþ al.þ consideredþ inþ [þ45þ]þ theþ problemþ ofþ achievingþ aþ givenþ reliabilityþ targetþ
forþ aþ setþ ofþ periodicþ real-timeþ tasksþ runningþ onþ aþ multicoreþ systemþ withþ minimumþ energyþ
consumption.þ Theþ proposedþ frameworkþ explicitlyþ takesþ intoþ accountþ theþ coverageþ factorþ ofþ
theþ faultþ detectionþ techniquesþ andþ theþ negativeþ impactþ ofþ DVFSþ onþ theþ rateþ ofþ transientþ
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faultsþ leadingþ toþ softþ errors.þ
Althoughþ aboveþ worksþ exploreþ variousþ techniquesþ toþ saveþ energy,þ toþ theþ bestþ ofþ ourþ

knowledge,þ noneþ ofþ theþ aboveþ worksþ considersþ systemþ throughputþ inþ additionþ toþ reliabilityþ
andþ energy.þ Ourþ approachþ isþ thusþ theþ firstþ attemptþ toþ modelþ bothþ reliability,þ performanceþ
andþ energyþ forþ workflowþ schedulingþ inþ MPSoC.þ

4.3þ Modelsþ andþ optimizationþ problemsþ

Weþ considerþ theþ problemþ ofþ schedulingþ aþ pipelinedþ workflowþ ontoþ aþ homogeneousþ multi-
coreþ platformþ thatþ isþ subjectþ toþ failures.þ Theþ goalþ isþ toþ minimizeþ theþ expectedþ energyþ
consumptionþ forþ executingþ aþ singleþ dataset,þ givenþ someþ constraintsþ onþ theþ expectedþ andþ
worst-caseþ throughputþ ofþ theþ workflow.þ Inþ theþ followingþ subsections,þ weþ detailþ howþ toþ modelþ
applications,þ platforms,þ failures,þ energyþ cost,þ periodþ (whichþ isþ theþ inverseþ ofþ theþ throughput),þ
andþ howþ toþ formallyþ defineþ theþ optimizationþ problem.þ

4.3.1þ Streamingþ applicationsþ –þ linearþ chainþ

Weþ focusþ onþ linearþ chainþ workflowþ applications,þ whereþ taskþ dependenciesþ formþ aþ linearþ
chain:þ eachþ taskþ requestsþ anþ inputþ fromþ theþ previousþ task,þ andþ deliversþ anþ outputþ toþ theþ
nextþ task.þ Thereþ areþ n tasksþ T1, . . . , Tn.þ Furthermore,þ theþ applicationþ isþ pipelined,þ i.e.,þ
datasetsþ continuouslyþ enterþ throughþ theþ firstþ task,þ andþ severalþ datasetsþ canþ beþ processedþ
concurrentlyþ byþ differentþ tasks.þ Suchþ applicationsþ areþ ubiquitousþ inþ processingþ ofþ streamingþ
datasetsþ inþ theþ contextþ ofþ embeddedþ systemsþ [þ49þ].þ

Weþ assumeþ thatþ theþ initialþ dataþ residesþ inþ memory,þ andþ theþ finalþ dataþ staysþ inþ memory.þ
Taskþ Ti isþ characterizedþ byþ aþ workloadþ wi,þ andþ theþ sizeþ ofþ itsþ outputþ fileþ toþ theþ nextþ taskþ oi,i+1,þ
asþ illustratedþ inþ Fig.þ 4.1þ (exceptþ forþ theþ lastþ task).þ Inþ theþ example,þ weþ haveþ w1 = 2,þ w2 = 5,þ
w3 = 4,þ andþ o1,2 = 3,þ o2,3 = 1.þ Onceþ theþ firstþ datasetþ reachesþ taskþ T3,þ whileþ itþ isþ processedþ
byþ T3,þ datasetþ 2 isþ transferredþ betweenþ T2 andþ T3,þ datasetþ 3 isþ processedþ byþ T2,þ datasetþ 4
isþ transferredþ betweenþ T1 andþ T2,þ andþ datasetþ 5 isþ processedþ byþ T1.þ Atþ theþ nextþ period,þ allþ
datasetþ numbersþ areþ incrementedþ byþ one.þ

oj−1,j oj,j+1 oj+1,j+2
wj wj+1

0 3 1 0
2 5 4

T1 T2 T3

Figureþ 4.1þ –þ Linearþ chainþ workflowþ application.þ

4.3.2þ Platformsþ

Theþ targetþ platformsþ areþ embeddedþ systemsþ composedþ ofþ p homogeneousþ computingþ cores.þ
Eachþ coreþ canþ runþ atþ aþ differentþ speedþ withþ aþ correspondingþ errorþ rateþ andþ anþ energyþ con-
sumption.þ Ifþ taskþ Ti isþ executedþ onþ aþ coreþ operatingþ atþ speedþ s(i) andþ ifþ itþ isþ notþ subjectþ toþ
aþ failure,þ itþ takesþ aþ timeþ wi

s(i)
toþ executeþ aþ singleþ dataset.þ

Weþ focusþ onþ theþ mostþ widelyþ usedþ speedþ model,þ theþ discreteþ model,þ whereþ coresþ haveþ aþ
discreteþ numberþ ofþ predefinedþ speeds,þ whichþ correspondþ toþ differentþ voltagesþ atþ whichþ theþ
coreþ canþ beþ operating.þ Switchingþ isþ notþ allowedþ duringþ theþ executionþ ofþ aþ givenþ task,þ butþ
twoþ differentþ executionsþ ofþ aþ taskþ canþ beþ executedþ atþ differentþ speeds.þ Theþ setþ ofþ speedsþ isþ
{sminþ = s1, s2, . . . , sk = smaxþ}.þ Theþ continuousþ modelþ isþ usedþ mainlyþ forþ theoreticalþ studies,þ
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andþ letþ theþ speedþ takeþ anyþ valueþ betweenþ theþ minimumþ speedþ sminþ andþ theþ maximumþ
speedþ smaxþ.þ

Allþ coresþ areþ fullyþ interconnectedþ byþ aþ NoC.þ Theþ bandwidthþ β isþ theþ sameþ betweenþ anyþ
twoþ cores,þ henceþ itþ takesþ oi,i+1

β
forþ taskþ Ti toþ communicateþ aþ datasetþ toþ taskþ Ti+1.þ Theþ NoCþ

enablesþ coresþ toþ communicateþ simultaneouslyþ withþ othersþ whileþ theyþ areþ computing,þ i.e.,þ
communicationsþ andþ computationsþ canþ beþ overlapped.þ Therefore,þ whileþ taskþ Ti isþ processingþ
datasetþ k,þ itþ isþ receivingþ theþ inputþ forþ datasetþ k − 1 fromþ theþ previousþ task,þ andþ sendingþ
theþ outputþ forþ datasetþ k + 1 toþ theþ nextþ task.þ Hence,þ theseþ operationsþ overlap,þ andþ takeþ
respectivelyþ aþ timeþ oi−1,i

β
andþ oi,i+1

β
.þ

Weþ followþ theþ modelþ ofþ [þ48þ,þ 17þ],þ whereþ coresþ areþ equippedþ withþ aþ router,þ andþ onþ whichþ
thereþ areþ registers.þ Weþ canþ useþ theþ registersþ toþ storeþ intermediateþ datasets,þ henceþ havingþ
buffersþ betweenþ cores.þ Ifþ datasetsþ areþ alreadyþ storedþ inþ theþ inputþ bufferþ ofþ aþ core,þ andþ ifþ thereþ
isþ emptyþ spaceþ inþ theþ outputþ buffer,þ thenþ theþ coreþ canþ processþ aþ datasetþ withoutþ havingþ toþ
waitþ forþ theþ previousþ orþ nextþ core.þ

4.3.3þ Failureþ modelþ andþ duplicationþ

Embeddedþ systemþ platformsþ areþ subjectþ toþ failures,þ andþ inþ particularþ transientþ errorsþ causedþ
byþ radiation.þ Whenþ subjectþ toþ suchþ errors,þ theþ systemþ canþ returnþ toþ aþ safeþ stateþ andþ repeatþ
theþ computationþ afterwards.þ Accordingþ toþ theþ workþ ofþ [þ98þ],þ radiation-inducedþ transientþ
failuresþ followþ aþ Poissonþ distribution.þ Theþ faultþ rateþ isþ givenþ by:þ

λ(s) = λ0e
d smaxþ−s
smaxþ−sminþ ,

whereþ s ∈ [sminþ, smaxþ] denotesþ theþ runningþ speed,þ d isþ aþ constantþ thatþ indicatesþ theþ sensitivityþ
toþ dynamicþ voltageþ andþ frequencyþ scaling,þ andþ λ0 isþ theþ averageþ failureþ rateþ atþ speedþ smaxþ.þ
λ0 isþ usuallyþ veryþ small,þ ofþ theþ orderþ ofþ 10−5 perþ hourþ [þ7þ].þ Therefore,þ weþ canþ assumeþ thatþ
thereþ areþ noþ failuresþ whenþ runningþ atþ speedþ smaxþ.þ Weþ canþ seeþ thatþ aþ veryþ smallþ decreaseþ ofþ
speedþ leadsþ toþ anþ exponentialþ increaseþ ofþ failureþ rate.þ

Theþ failureþ probabilityþ ofþ executingþ taskþ Ti (withoutþ duplication)þ onþ aþ processorþ runningþ
atþ speedþ sk isþ thereforeþ fi(sk) = λ(sk)

wi

sk
.þ Ifþ anþ errorþ strikes,þ weþ resumeþ theþ executionþ byþ

readingþ theþ datasetþ againþ fromþ localþ memoryþ (i.e.,þ theþ inputþ hasþ beenþ copiedþ beforeþ executingþ
theþ task,þ weþ re-executeþ theþ taskþ onþ theþ copy),þ andþ thisþ re-executionþ isþ doneþ atþ maximumþ
speedþ soþ thatþ noþ furtherþ errorþ willþ strikeþ theþ sameþ datasetþ onþ thisþ task.þ Weþ assumeþ thatþ theþ
timeþ toþ prepareþ re-executionþ isþ negligible.þ Still,þ thisþ slowsþ downþ theþ wholeþ workflowþ sinceþ
otherþ tasksþ mayþ needþ toþ wait.þ

Weþ proposeþ toþ duplicateþ someþ tasksþ toþ mitigateþ theþ effectþ ofþ failuresþ andþ haveþ aþ reliableþ
execution.þ Thisþ meansþ thatþ twoþ identicalþ copiesþ ofþ aþ sameþ taskþ areþ executedþ onþ twoþ distinctþ
cores,þ bothþ coreþ runningþ atþ theþ sameþ speed.þ Inþ thisþ case,þ ifþ aþ failureþ occursþ inþ onlyþ oneþ copy,þ
weþ canþ keepþ goingþ withþ theþ successfulþ copy.þ However,þ itþ mayþ increaseþ theþ energyþ costþ andþ
communicationþ cost.þ Similarlyþ toþ oneþ executionþ atþ theþ maximumþ speed,þ weþ assumeþ thatþ anþ
errorþ onþ aþ duplicatedþ taskþ isþ veryþ unlikelyþ (i.e.,þ atþ leastþ oneþ copyþ willþ beþ successful),þ andþ
henceþ fi(sk) = 0 ifþ Ti isþ duplicated.þ

Letþ mi = 1 ifþ taskþ Ti isþ duplicated,þ andþ mi = 0 otherwise.þ Letþ sk beþ theþ speedþ atþ whichþ
Ti isþ processed.þ Theþ failureþ probabilityþ forþ Ti isþ thereforeþ fi(sk) = (1−mi)λ(sk)

wi

sk
,þ i.e.,þ itþ isþ

zeroþ ifþ theþ taskþ isþ duplicated,þ andþ λ(sk)wi

sk
otherwiseþ (theþ instantaneousþ errorþ rateþ atþ speedþ

sk timesþ theþ timeþ toþ executeþ taskþ Ti).þ
Ifþ weþ doþ notþ accountþ forþ communications,þ theþ expectedþ executionþ timeþ ofþ taskþ Ti runningþ

atþ speedþ sk is:þ
ti =

wi

sk
+ fi(sk)

wi

smaxþ
.

Indeed,þ withþ duplication,þ atþ leastþ oneþ executionþ willþ beþ successful,þ whileþ withþ aþ singleþ execu-
tion,þ ifþ thereþ isþ aþ failure,þ weþ re-executeþ theþ taskþ atþ maximumþ speedþ andþ thereþ areþ noþ furtherþ
failures.þ
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Figureþ 4.2þ –þ Communicationsþ withþ taskþ duplication.þ

Ifþ aþ taskþ isþ duplicated,þ thisþ impliesþ thatþ furtherþ communicationsþ mayþ beþ done,þ butþ
theyþ willþ occurþ inþ parallel.þ Ifþ Ti isþ duplicated,þ bothþ processorsþ pi andþ p′i onþ whichþ Ti isþ
executedþ areþ synchronized,þ andþ onlyþ oneþ ofþ themþ obtainingþ aþ correctþ resultþ willþ doþ theþ
outputþ communicationþ (toþ oneþ orþ twoþ processors,þ dependingþ onþ whetherþ Ti+1 isþ duplicatedþ
orþ not),þ seeþ Fig.þ 4.2þ forþ differentþ possibleþ configurations.þ Theþ synchronizationþ costþ isþ assumedþ
toþ beþ negligible.þ

4.3.4þ Energyþ

Weþ followþ aþ classicalþ energyþ model,þ seeþ forþ instanceþ [þ11þ],þ whereþ theþ dissipatedþ powerþ forþ
runningþ atþ speedþ sk isþ s3k,þ andþ henceþ theþ energyþ consumedþ forþ aþ singleþ executionþ ofþ taskþ Ti

runningþ atþ speedþ sk isþ wi

sk
× s3k = wis

2
k.þ Weþ furtherþ accountþ forþ possibleþ failuresþ andþ dupli-

cation,þ henceþ obtainingþ theþ expectedþ energyþ consumptionþ forþ Ti runningþ atþ speedþ sk forþ oneþ
dataset:þ

Ei(sk) = (mi + 1)wis
2
k + fi(sk)wis

2
maxþ.

Indeed,þ ifþ taskþ Ti isþ duplicatedþ (þmi = 1),þ weþ alwaysþ payþ forþ twoþ executionsþ (þ2wis
2
k)þ butþ

thereþ isþ noþ energyþ consumedþ followingþ aþ failure,þ whileþ withoutþ duplicationþ (þmi = 0),þ weþ
accountþ forþ theþ energyþ consumedþ byþ theþ re-executionþ inþ caseþ ofþ aþ failure.þ

Weþ assumeþ thatþ theþ energyþ consumedþ byþ communicationsþ andþ buffersþ isþ negligibleþ com-
paredþ toþ theþ energyþ consumedþ byþ computations,þ seeþ [þ48þ].þ Therefore,þ theþ expectedþ energyþ
consumptionþ ofþ theþ wholeþ workflowþ toþ computeþ aþ singleþ datasetþ isþ theþ sumþ ofþ theþ expectedþ
energyþ consumptionþ ofþ allþ tasks.þ

4.3.5þ Periodþ definitionþ andþ constraintsþ

Inþ thisþ chapter,þ eachþ taskþ isþ mappedþ ontoþ aþ differentþ processor,þ orþ aþ pairþ ofþ processorsþ whenþ
duplicated,þ andþ differentþ tasksþ areþ processingþ differentþ datasets.þ Inþ steady-stateþ mode,þ theþ
throughputþ isþ eitherþ constrainedþ byþ theþ taskþ withþ theþ longestþ executionþ time,þ orþ byþ theþ
longestþ communicationþ time,þ whichþ isþ slowingþ downþ theþ wholeþ workflow.þ Theþ timeþ requiredþ
betweenþ theþ executionþ ofþ twoþ consecutiveþ datasetsþ correspondsþ toþ thisþ bottleneckþ timeþ andþ
isþ calledþ theþ period.þ Itþ isþ theþ inverseþ ofþ theþ throughput.þ

Inþ thisþ work,þ weþ areþ givenþ aþ targetþ periodþ Ptþ,þ henceþ theþ targetþ throughputþ isþ 1
Ptþ

.þ Thisþ
correspondsþ forþ instanceþ toþ theþ rateþ atþ whichþ datasetsþ areþ produced.þ Weþ considerþ twoþ
differentþ constraints:þ i)þ ensureþ thatþ theþ expectedþ periodþ isþ notþ exceedingþ Ptþ,þ henceþ theþ
targetþ becomesþ aþ bound,þ and/orþ ii)þ ensureþ thatþ theþ probabilityþ ofþ exceedingþ theþ targetþ Ptþ

forþ aþ givenþ datasetþ isþ notþ greaterþ thanþ probatþ.þ Thisþ secondþ constraintþ correspondsþ toþ real-
timeþ systems,þ whereþ aþ datasetþ isþ lostþ ifþ itsþ executionþ exceedsþ theþ targetþ periodþ Ptþ,þ andþ theþ
probabilityþ probatþ (þ0 ≤ probatþ ≤ 1)þ expressesþ howþ manyþ lossesþ areþ tolerated.þ Ifþ probatþ = 1,þ
thereþ isþ noþ constraint,þ whileþ probatþ = 0 meansþ thatþ noþ lossesþ areþ tolerated.þ

Recallþ thatþ theþ objectiveþ isþ toþ minimizeþ theþ expectedþ energyþ consumptionþ perþ datasetþ ofþ
theþ wholeþ workflow.þ Someþ tasksþ mayþ beþ duplicated,þ andþ eachþ taskþ mayþ runþ atþ aþ differentþ
speed.þ Theþ communicationþ betweenþ twoþ consecutiveþ tasksþ Ti andþ Ti+1 takesþ aþ constantþ timeþ
oi,i+1

β
,þ andþ itþ mustþ fitþ withinþ theþ targetþ period.þ Therefore,þ weþ assumeþ thatþ forþ allþ 1 ≤ i < n,þ

oi,i+1

β
≤ Ptþ.þ
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Figureþ 4.3þ –þ Anþ instanceþ illustratesþ faultþ toleranceþ withþ buffers.þ Rectanglesþ withþ roundedþ
cornersþ representþ tasksþ runningþ onþ differentþ processorsþ andþ otherþ rectanglesþ betweenþ themþ
representþ buffers.þ Onlyþ buffersþ in-useþ areþ depicted.þ Datasetsþ areþ labeledþ byþ colors.þ errorþ
andþ re-exeþ representþ respectivelyþ anþ errorþ happenedþ andþ theþ re-executionþ afterwards.þ Theþ
verticalþ dashedþ linesþ indicateþ theþ startþ orþ endþ ofþ aþ period.þ Communicationþ isþ notþ depictedþ
here.þ

Weþ assumeþ inþ thisþ sectionþ thatþ theþ setþ ofþ duplicatedþ tasksþ isþ know:þ weþ setþ mi toþ 0 orþ 1 forþ
eachþ taskþ Ti.þ Furthermore,þ letþ s(i) beþ theþ speedþ atþ whichþ taskþ Ti isþ executed,þ forþ 1 ≤ i ≤ n.þ

Inþ Sectionþ 4.3.5þ,þ weþ firstþ considerþ theþ caseþ withoutþ failuresþ andþ expressþ theþ periodþ inþ thisþ
case.þ Then,þ weþ expressþ theþ expectedþ periodþ whenþ theþ platformþ isþ subjectþ toþ failures.þ Noteþ
thatþ weþ assumeþ thatþ thereþ isþ aþ sufficientþ numberþ ofþ buffersþ betweenþ cores,þ soþ thatþ aþ failureþ
doesþ notþ necessarilyþ impactþ theþ period,þ givenþ thatþ theþ coresþ haveþ accessþ toþ datasetsþ storedþ
inþ buffers,þ andþ canþ useþ emptyþ buffersþ toþ storeþ outputþ datasets.þ Finally,þ weþ explainþ howþ toþ
computeþ theþ probabilityþ thatþ aþ datasetþ exceedsþ theþ targetþ periodþ Ptþ.þ

Periodþ withoutþ failuresþ

Inþ theþ caseþ withoutþ failures,þ theþ periodþ isþ determinedþ byþ theþ bottleneckþ taskþ computationþ
orþ communication:þ Pnfþ = max1≤i≤n

{
wi

s(i)
,
oi,i+1

β

}
.þ

Weþ denoteþ byþ L theþ setþ ofþ tasksþ whoseþ executionþ timeþ isþ equalþ toþ Pnfþ,þ i.e.,þ L ={
Ti| wi

s(i)
= Pnfþ

}
.þ Ifþ theþ bottleneckþ timeþ Pnfþ isþ achievedþ byþ aþ communication,þ thisþ setþ mayþ beþ

empty.þ

Expectedþ periodþ

Weþ considerþ thatþ eachþ processorþ isþ equippedþ withþ threeþ orþ moreþ buffers,þ twoþ ofþ themþ holdingþ
anþ inputþ (resp.þ output)þ datasetþ beingþ receivedþ (resp.þ sent),þ andþ theþ otherþ buffersþ areþ usedþ
forþ storingþ intermediateþ datasets:þ aþ bufferþ isþ filledþ whenþ theþ taskþ isþ completed,þ butþ theþ
followingþ processorþ isþ notþ yetþ readyþ toþ receiveþ theþ nextþ datasetþ (i.e.,þ theþ outputþ bufferþ isþ stillþ
inþ use).þ Weþ considerþ theþ periodþ inþ steady-state,þ afterþ theþ initializationþ hasþ beenþ done,þ i.e.,þ
allþ processorsþ areþ currentlyþ workingþ onþ someþ datasets.þ

Theþ setþ ofþ tasksþ L isþ emptyþ ifþ theþ computationþ timeþ forþ allþ tasksþ isþ strictlyþ smallerþ thanþ
theþ periodþ Pnfþ.þ Whenþ subjectþ toþ aþ failure,þ tasksþ notþ inþ L canþ useþ dataþ storedþ inþ buffersþ andþ
processþ datasetsþ atþ aþ fasterþ paceþ thanþ theþ period,þ untilþ theyþ haveþ caughtþ upþ withþ theþ timeþ
lostþ dueþ toþ theþ failure.þ

Figureþ 4.3þ providesþ anþ example,þ whereþ theþ taskþ T2 runningþ onþ processorþ 2,þ whichþ isþ notþ
inþ L,þ failedþ onþ theþ greenþ dataset.þ Atþ theþ beginningþ ofþ theþ nextþ period,þ theþ taskþ T3 runningþ onþ
processorþ 3 canþ readþ theþ inputþ fromþ theþ bufferþ andþ itþ continuesþ atþ aþ periodþ smallerþ thanþ Pnfþ

untilþ itþ hasþ caughtþ up,þ andþ theþ overallþ periodþ remainsþ Pnfþ.þ
However,þ errorsþ inþ tasksþ ofþ L areþ impactingþ theþ period,þ andþ therefore,þ ifþ suchþ aþ taskþ isþ

subjectþ toþ aþ failure,þ theþ re-executionþ timeþ isþ addedþ toþ theþ period.þ Theþ expectedþ periodþ canþ
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thereforeþ beþ expressedþ asþ follows:þ

Pexpþ = Pnfþ +
∑
i∈L

fi(s(i))
wi

smaxþ
. (4.1þ)þ

Indeed,þ theþ periodþ Pnfþ isþ achievedþ whenþ thereþ isþ eitherþ noþ failure,þ orþ aþ failureþ inþ aþ taskþ
notþ inþ L.þ Inþ caseþ ofþ aþ failureþ whileþ executingþ aþ taskþ Ti inþ L,þ theþ periodþ isþ Pnfþ +

wi

smaxþ
,þ andþ

thisþ happensþ withþ aþ probabilityþ fi(s(i)).þ Asþ discussedþ before,þ weþ assumeþ thatþ thereþ isþ noþ
failureþ duringþ re-execution,þ andþ thatþ theþ probabilityþ ofþ havingþ twoþ failuresþ whileþ executingþ
aþ singleþ datasetþ isþ negligible.þ

Noteþ thatþ thisþ formulaþ alsoþ holdsþ whenþ someþ tasksþ areþ duplicated.þ Ifþ taskþ i ∈ L isþ
duplicatedþ (þmi = 1),þ itþ willþ neverþ failþ andþ henceþ itsþ periodþ willþ beþ Pnfþ.þ Inþ thisþ case,þ fi(s(i)) =
0 byþ definition,þ henceþ theþ formulaþ remainsþ correct.þ

Boundingþ theþ probabilityþ ofþ exceedingþ theþ periodþ boundþ

Forþ theþ secondþ constraint,þ weþ focusþ onþ theþ actualþ periodþ ofþ eachþ dataset,þ ratherþ thanþ theþ
expectedþ period,þ andþ weþ estimateþ theþ probabilityþ atþ whichþ theþ periodþ ofþ aþ datasetþ exceedsþ Ptþ.þ
Weþ considerþ thatþ Pnfþ ≤ Ptþ,þ otherwiseþ theþ boundþ canþ neverþ beþ reached,þ andþ theþ probabilityþ
isþ alwaysþ one.þ

Theþ actualþ period,þ denotedþ byþ Pactþ,þ isþ aþ randomþ variableþ thatþ rangesþ fromþ Pnfþ toþ
max1≤i≤n

(
wi

s(i)
+ wi

smaxþ

)
.þ Weþ defineþ theþ setþ ofþ tasksþ thatþ mayþ exceedþ theþ targetþ periodþ Ptþ

inþ caseþ ofþ failures:þ

Sexcessþ =

{
Ti |

wi

s(i)
+

wi

smaxþ
> Ptþ

}
.

Therefore,þ ifþ aþ failureþ strikesþ aþ taskþ inþ Sexcessþ onþ aþ givenþ dataset,þ theþ targetþ periodþ Ptþ

mayþ notþ beþ metþ forþ thisþ dataset.þ Anþ errorþ happensþ onþ taskþ i withþ probabilityþ fi(s(i)).þ Sinceþ
failuresþ areþ independent,þ theþ periodþ ofþ aþ datasetþ willþ notþ exceedþ theþ boundþ ifþ andþ onlyþ ifþ noþ
taskþ inþ theþ setþ Sexcessþ hasþ aþ failure,þ i.e.,þ thisþ happensþ withþ aþ probabilityþ

∏
Ti∈Sexcessþ

(1−fi(s(i))).þ
Hence,þ theþ probabilityþ ofþ exceedingþ theþ boundþ isþ givenþ by:þ

P (Pactþ > Ptþ) = 1−
∏

Ti∈Sexcessþ

(1− fi(s(i))) ≈
∑

Ti∈Sexcessþ

fi(s(i)), (4.2þ)þ

consideringþ thatþ theþ failureþ probabilitiesþ areþ small,þ andþ thatþ fi(s(i))× fj(s(j)) = 0 forþ anyþ
1 ≤ i, j ≤ n.þ Thisþ approximationþ isþ inþ lineþ withþ theþ assumptionþ thatþ weþ doþ notþ considerþ
twoþ consecutiveþ failuresþ inþ aþ sameþ task.þ

Finally,þ theþ secondþ constraintþ thatþ weþ consider,þ afterþ theþ oneþ onþ theþ expectedþ periodþ
describedþ above,þ isþ toþ boundþ theþ probabilityþ ofþ exceedingþ theþ targetþ periodþ Ptþ byþ theþ targetþ
probabilityþ probatþ:þ

P (Pactþ > Ptþ) ≤ probatþ.

4.3.6þ Optimizationþ problemþ

Theþ objectiveþ isþ toþ minimizeþ theþ expectedþ energyþ consumptionþ perþ datasetþ ofþ theþ wholeþ
workflow,þ andþ weþ considerþ twoþ constraints.þ Theþ goalþ isþ toþ decideþ whichþ tasksþ toþ duplicate,þ
andþ atþ whichþ speedþ toþ operateþ eachþ task.þ Moreþ formally,þ theþ problemþ isþ definedþ asþ follows:þ

(þMinEnergyþ).þ Givenþ aþ linearþ chainþ composedþ ofþ n tasks,þ aþ computingþ platformþ withþ p ho-
mogeneousþ coresþ thatþ canþ beþ operatedþ withþ aþ speedþ withinþ setþ S,þ aþ failureþ rateþ functionþ f ,þ
andþ aþ targetþ periodþ Ptþ,þ theþ goalþ isþ toþ decide,þ forþ eachþ taskþ Ti,þ whetherþ toþ duplicateþ itþ orþ notþ
(setþ mi = 0 orþ mi = 1),þ andþ atþ whichþ speedþ toþ operateþ itþ (chooseþ s(i) ∈ S),þ soþ thatþ theþ totalþ
expectedþ energyþ consumptionþ isþ minimized,þ underþ theþ followingþ constraints:þ
i)þ Theþ expectedþ periodþ Pexpþ shouldþ notþ exceedþ Ptþ;þ
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ii)þ Theþ probabilityþ ofþ exceedingþ theþ targetþ periodþ Ptþ shouldþ notþ exceedþ theþ targetþ probabil-
ityþ proba tþ.þ

Noteþ thatþ ifþ thereþ isþ aþ taskþ k suchþ thatþ Ptþ <
wk

smaxþ
orþ Ptþ <

ok,k+1

β
,þ thenþ thereþ isþ noþ solutionþ

sinceþ theþ targetþ periodþ canþ neverþ beþ met.þ
Ifþ Ptþ isþ largeþ enough,þ theþ problemþ willþ notþ beþ constrainedþ sinceþ inþ allþ solutions,þ theþ

expectedþ periodþ willþ alwaysþ beþ underþ theþ targetþ period.þ Thisþ isþ theþ caseþ forþ Ptþ ≥ max( wi

sminþ
+

wi

smaxþ
) andþ Ptþ ≥ max(

ok,k+1

β
).þ Inþ thisþ case,þ eachþ taskþ runningþ atþ theþ slowestþ possibleþ speed,þ

andþ beingþ re-executedþ afterþ aþ failure,þ willþ notþ exceedþ Ptþ.þ Thisþ problemþ withoutþ constraintsþ
isþ denotedþ asþ MinEnergy-NoCþ.þ

Weþ alsoþ considerþ theþ particularþ casesþ whereþ onlyþ oneþ orþ theþ otherþ constraintþ matters.þ
MinEnergy-PerCþ isþ theþ problemþ whereþ weþ doþ onlyþ considerþ theþ firstþ constraintþ onþ theþ
expectedþ periodþ (i.e.,þ setþ probatþ = 1),þ whileþ MinEnergy-ProbaCþ isþ theþ problemþ whereþ weþ
doþ onlyþ focusþ onþ theþ probabilityþ ofþ exceedingþ theþ targetþ period,þ i.e.,þ weþ doþ notþ considerþ Pexpþ.þ

4.4þ Complexityþ analysisþ

4.4.1þ Withoutþ errorsþ

Whenþ theþ workflowþ isþ freeþ ofþ errors,þ aþ taskþ Ti runningþ atþ speedþ si takesþ exactlyþ aþ timeþ
wi

si
,þ andþ consumesþ anþ energyþ ofþ wis

2
i .þ Hence,þ toþ minimizeþ theþ energyþ consumption,þ oneþ

mustþ useþ theþ smallestþ possibleþ speedþ suchþ thatþ theþ targetþ periodþ isþ notþ exceeded,þ henceþ
si = max

{
wi

Ptþ
, sminþ

}
inþ theþ continuousþ case.þ Sinceþ weþ considerþ discreteþ speeds,þ theþ optimalþ

speedþ forþ taskþ Ti isþ thereforeþ theþ smallestþ speedþ largerþ thanþ orþ equalþ toþ wi

Ptþ
withinþ theþ setþ ofþ

possibleþ speeds.þ Thisþ isþ trueþ forþ allþ tasks,þ henceþ theþ problemþ canþ beþ solvedþ inþ polynomialþ
time.þ

4.4.2þ Withoutþ constraintsþ

Weþ considerþ theþ MinEnergy-NoCþ problem,þ andþ proposeþ theþ BestEnergyþ algorithmþ
toþ optimallyþ solveþ thisþ problem.þ Theþ ideaþ isþ toþ useþ theþ speedþ thatþ minimizesþ theþ energyþ
consumptionþ forþ eachþ task,þ sinceþ weþ doþ notþ haveþ anyþ constraintþ aboutþ exceedingþ theþ targetþ
period.þ Forþ eachþ task,þ eitherþ weþ executeþ itþ atþ thisþ optimalþ speed,þ orþ itþ mayþ beþ evenþ betterþ (inþ
termsþ ofþ energyþ consumption)þ toþ duplicateþ itþ andþ runþ itþ atþ theþ smallestþ possibleþ speedþ sminþ.þ

Theoremþþ 2þþ.þþ MinEnergy-NoCþ canþ beþ solvedþ inþ polynomialþ time,þ usingþ theþ BestEnergyþ
algorithm,þ bothþ forþ theþ discreteþ andþ forþ theþ continuousþ energyþ model.þ

Proof.þ Givenþ aþ taskþ ofþ weightþ w executedþ atþ speedþ s withoutþ duplication,þ theþ energyþ con-

sumptionþ isþ E(s) = w × s2 + λ0w
2s2maxþ

e
d smaxþ−s
smaxþ−sminþ

s
.þ Theþ (continuous)þ speedþ thatþ minimizesþ

thisþ energyþ consumptionþ canþ beþ obtainedþ byþ derivingþ E(s):þ

E ′(s) = 2ws−
(
λ0w

2s2maxþ

s2
+

λ0dw
2s2maxþ

s(smaxþ − sminþ)

)
e
d smaxþ−s
smaxþ−sminþ .

E ′(s) isþ aþ monotonicallyþ increasingþ function,þ andþ weþ letþ s∗ beþ theþ speedþ suchþ thatþ E ′(s∗) = 0,þ
henceþ E(s∗) isþ minimum.þ

Ifþ theþ taskþ isþ notþ duplicated,þ forþ MinEnergy-NoCþ-þContþ,þ theþ optimalþ speedþ isþ soptþ =
max{s∗, sminþ}.þ Inþ theþ discreteþ caseþ MinEnergy-NoCþ-þDiscþ,þ soptþ isþ simplyþ theþ speedþ thatþ
minimizesþ theþ energyþ consumption,þ henceþ soptþ = argminþs∈{sminþ,...,smaxþ}{E(s)}.þ

Now,þ ifþ theþ taskþ isþ duplicated,þ weþ assumeþ thatþ itþ willþ notþ beþ subjectþ toþ error,þ henceþ theþ
energyþ consumptionþ atþ speedþ s isþ 2ws2.þ Therefore,þ itþ isþ minimumþ whenþ theþ taskþ isþ executedþ
atþ theþ minimumþ speed,þ andþ theþ correspondingþ energyþ consumptionþ isþ 2ws2minþ (bothþ inþ theþ
discreteþ andþ continuousþ case).þ
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BestEnergyþ isþ aþ greedyþ algorithmþ thatþ setsþ theþ speedþ ofþ eachþ taskþ atþ soptþ (notþ usingþ
duplication),þ andþ thenþ greedilyþ assignsþ remainingþ processorsþ toþ tasksþ thatþ wouldþ gainþ mostþ
fromþ beingþ duplicatedþ (ifþ any),þ seeþ Algorithmþ 10þ.þ Itþ isþ easyþ toþ seeþ thatþ itþ isþ optimal,þ sinceþ
anyþ otherþ solutionsþ couldþ onlyþ haveþ aþ greaterþ energyþ consumption.þ

Algorithmþ 10þ –þ BestEnergyþ (þn, p)þ
1:þþ forþ i = 1 toþ n doþ
2:þþ Computeþ soptþ(i) forþ taskþ Ti,þ theþ speedþ thatþ minimizesþ energyþ consumptionþ ifþ Ti isþ notþ

duplicated;þ
3:þþ si ← soptþ(i),þ mi ← 0;þ
4:þþ gi ← E(si)− 2wis

2
minþ (Possibleþ gainþ inþ energyþ ifþ Ti isþ duplicated);þ

5:þþ endþ forþ
6:þþ Sortþ tasksþ byþ non-increasingþ gi,þ Tj isþ theþ taskþ withþ maxþ gi;þ
7:þþ pav ← p− n (Numberþ ofþ availableþ processors);þ
8:þþ whileþ gj > 0 andþ pav > 0 doþ
9:þþ mj ← 1,þ sj ← sminþ,þ pav ← pav − 1;þ

10:þþ j ← theþ indexþ ofþ nextþ taskþ inþ theþ sortedþ list;þ
11:þþ endþ whileþ
12:þþ returnþ < si,mi >;þ

4.4.3þ Withþ theþ probabilityþ constraintþ

Weþ nowþ proveþ thatþ theþ decisionþ versionþ ofþ MinEnergy-ProbaCþ isþ NP-complete.þ Inþ theþ
decisionþ versionþ ofþ MinE-Decþ,þ theþ goalþ isþ toþ findþ anþ assignmentþ setþ ofþ speedsþ suchþ thatþ
theþ probabilityþ ofþ exceedingþ theþ targetþ periodþ Ptþ doesþ notþ exceedþ probatþ,þ andþ suchþ thatþ theþ
energyþ consumptionþ doesþ notþ exceedþ aþ givenþ energyþ thresholdþ Etþ.þ Theþ proofþ isþ basedþ onþ aþ
reductionþ fromþ theþ Partitionþ problem,þ knownþ toþ beþ NP-completeþ [þ43þ].þ Theþ ideaþ isþ toþ haveþ
onlyþ twoþ possibleþ speeds,þ andþ oneþ mustþ decideþ atþ whichþ speedþ toþ operateþ eachþ task.þ Weþ setþ
asþ manyþ processorsþ asþ tasks,þ soþ thatþ noþ duplicationþ canþ beþ done.þ

Theoremþþ 3þþ.þþ MinE-Decþ isþ NP-complete,þ evenþ whenþ duplicatingþ tasksþ isþ notþ possible.þ

Proof.þ Weþ firstþ checkþ thatþ MinE-Decþ isþ inþ NP:þ givenþ aþ speedþ forþ eachþ task,þ itþ isþ easyþ toþ
verifyþ inþ polynomialþ timeþ whetherþ theþ boundsþ onþ theþ failureþ probabilityþ andþ onþ theþ energyþ
consumptionþ areþ satisfied.þ

Theþ proofþ ofþ completenessþ isþ basedþ onþ aþ reductionþ fromþ theþ Partitionþ problem,þ knownþ toþ
beþ NP-completeþ [þ43þ].þ Weþ considerþ anþ instanceþ I1−Parþ ofþ 2-partition:þ givenþ n positiveþ integersþ
a1, . . . , an,þ doesþ thereþ existþ aþ partitionþ ofþ {1, . . . , n} intoþ twoþ subsetsþ I1 andþ I2 (þI1 ∪ I2 =
{1, . . . , n} andþ I1 ∩ I2 = ∅)þ suchþ thatþ

∑
i∈I1 ai =

∑
i∈I2 ai = S/2,þ whereþ S =

∑n
i=1 ai?þ

Weþ letþ ∆ = max aj/min aj.þ Weþ buildþ anþ instanceþ I2−MinEþ ofþ MinE-Decþ asþ follows:þ

•þþ Theþ workflowþ isþ madeþ ofþ n tasks,þ ofþ sizeþ w1 = a1, . . . , wn = an,þ toþ beþ processedþ onþ
p = n coresþ (noþ duplicationþ isþ possible).þ

•þþ Thereþ areþ onlyþ twoþ possibleþ speeds,þ sminþ = s1 = 1,þ andþ smaxþ = s2 = 2∆.þ

•þþ Theþ failureþ rateþ functionþ forþ theseþ speedsþ isþ givenþ byþ f(s1) = 1/S andþ f(s2) = 0.þ

•þþ Weþ setþ theþ targetþ periodþ toþ Ptþ = miniwi,þ theþ boundþ onþ theþ probabilityþ ofþ exceedingþ
Ptþ toþ probatþ = 1/2,þ andþ theþ boundþ onþ theþ energyþ toþ Etþ = 2∆2(S + 1) + S/2.þ

Weþ firstþ assumeþ thatþ thereþ isþ aþ solutionþ (I1, I2) toþ instanceþ I1−Parþ.þ Forþ theþ MinE-Decþ
problem,þ weþ setþ allþ tasksþ Ti withþ i ∈ I1 toþ speedþ s1 = 1,þ andþ allþ tasksþ Ti withþ i ∈ I2 toþ speedþ
s2 = 2∆.þ Givenþ theþ targetþ period,þ weþ checkþ thatþ Sexcessþ = I1:þ
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•þþ Forþ anyþ taskþ inþ I1,þ weþ haveþ wi/s1 + wi/smaxþ > wi ≥ minwj = Ptþ.þ

•þþ Forþ anyþ taskþ inþ I2,þ weþ haveþ wi/s2 + wi/smaxþ = 2wi/(2∆) = wi minwj/maxwi ≤
minwj = Ptþ.þ

Thus,þ theþ probabilityþ ofþ exceedingþ Ptþ isþ givenþ byþ∑
i∈I1

f(s1)wi/s1 = 1/S
∑
i∈I1

wi = 1/S × S/2 = 1/2 = probatþ,

whichþ satisfiesþ theþ constraintþ onþ theþ probability.þ Then,þ weþ computeþ theþ energyþ ofþ theþ
obtainedþ solution:þ

E =
∑
i∈I1

(wis
2
1 + f(s1)wis

2
maxþ) +

∑
i∈I2

wis
2
2

= S/2(1 + 4∆2/S) + S/2 · 4∆2 = Etþ,

whichþ satisfiesþ theþ boundþ onþ theþ energy.þ Hence,þ weþ haveþ foundþ aþ solutionþ toþ I2−MinEþ.þ
Weþ thenþ assumeþ thatþ I2−MinEþ hasþ aþ solution.þ Weþ denoteþ byþ I1 theþ setþ ofþ tasksþ runningþ

atþ speedþ s1,þ andþ byþ I2 theþ others,þ runningþ atþ speedþ s2.þ Asþ outlinedþ below,þ onlyþ tasksþ inþ I1
contributeþ toþ theþ probabilityþ ofþ exceedingþ Ptþ,þ andþ itsþ boundþ writes:þ∑

i∈I1

f(s1)wi/s1 ≤ 1/2

Withþ s1 = 1 andþ f(s1) = 1/S,þ thisþ givesþ
∑

i∈I1 wi ≤ S/2.þ Theþ boundþ onþ theþ energyþ writes:þ∑
i∈I1

(wis
2
1 + f(s1)wis

2
maxþ) +

∑
i∈I2

wis
2
2 ≤ 2∆2(S + 1) + S/2∑

i

wis
2
1 +

∑
i∈I1

wi/Ss
2
maxþ +

∑
i∈I2

wi(s
2
2 − s21) ≤ 2∆2(S + 1) + S/2

S +
∑
i∈I1

wi/Ss
2
maxþ +

∑
i∈I2

wi(4∆
2 − 1) ≤ 2∆2(S + 1) + S/2

∑
i∈I2

wi(4∆
2 − 1) ≤ 2∆2(S + 1)− S/2−

∑
i∈I1

wi/Ss
2
maxþ∑

i∈I2

wi(4∆
2 − 1) ≤ 2∆2(S + 1)− S/2∑

i∈I2

wi(4∆
2 − 1) ≤ S/2(4∆2 − 1) + 2∆2

∑
i∈I2

wi ≤ S/2 +
2∆2

4∆2 − 1

Sinceþ 2∆2/(4∆2−1) < 1 asþ soonþ asþ ∆ ≥ 1 andþ allþ wi’sþ areþ integers,þ thisþ givesþ
∑

i∈I2 wi ≤ S/2.þ
Togetherþ withþ

∑
i∈I1 ≤ S/2,þ thisþ provesþ thatþ I1, I2 isþ aþ solutionþ toþ I1−Parþ,þ whichþ concludesþ

theþ proof.þ

4.5þ Heuristicsþ
Weþ startþ withþ basicþ heuristicsþ thatþ willþ beþ usedþ asþ baseline.þ Thenþ weþ designþ heuristicsþ
aimingþ atþ boundingþ theþ expectedþ period,þ andþ finallyþ heuristicsþ forþ boundingþ theþ probabilityþ
ofþ exceedingþ theþ targetþ period.þ Exceptþ baselineþ heuristics,þ allþ othersþ areþ designedþ inþ twoþ
flavours,þ oneþ forþ theþ moreþ realisticþ caseþ ofþ discreteþ speed,þ andþ theþ otherþ forþ theþ caseþ ofþ
continuousþ speed.þ

60þ



4.5.1þ Baselineþ heuristicsþ

Weþ firstþ outlineþ theþ baselineþ heuristicsþ thatþ willþ serveþ asþ aþ comparisonþ point,þ butþ mayþ notþ
satisfyþ theþ constraints.þ First,þ theþ BestEnergyþ algorithmþ describedþ inþ Sectionþ 4.4.2þ isþ
providingþ aþ lowerþ boundþ onþ theþ energyþ consumption,þ butþ sinceþ itþ meansþ thatþ manyþ tasksþ
areþ runningþ atþ theþ minimumþ speed,þ weþ expectþ theþ periodþ toþ beþ large,þ andþ itþ mayþ wellþ exceedþ
theþ bound.þ

Anotherþ simpleþ solutionþ consistsþ inþ havingþ eachþ taskþ executedþ atþ theþ maximumþ speedþ smaxþ.þ
Weþ referþ toþ thisþ heuristicþ asþ MaxSpeedþ (seeþ Algorithmþ 11þ).þ

Algorithmþ 11þ –þ MaxSpeedþ (þn, p)þ
1:þþ forþ i = 1 toþ n doþ
2:þþ si ← smaxþ,þ mi ← 0;þ
3:þþ endþ forþ
4:þþ returnþ < si,mi >;þ

Theþ thirdþ baselineþ heuristic,þ DuplicateAllþ (seeþ Algorithmþ 12þ),þ duplicatesþ allþ tasks,þ
assumingþ thatþ thereþ areþ twiceþ moreþ processorsþ thanþ tasksþ (þp ≥ 2n),þ andþ theþ correspondingþ
speedsþ forþ eachþ tasksþ usedþ inþ thisþ caseþ areþ theþ onesþ derivedþ inþ Sectionþ 4.4.1þ.þ Indeed,þ thereþ
willþ notþ beþ anyþ errorsþ inþ thisþ case,þ andþ weþ aimþ atþ respectingþ theþ targetþ periodþ Ptþ.þ

Noteþ thatþ bothþ MaxSpeedþ andþ DuplicateAllþ willþ alwaysþ satisfyþ theþ bounds,þ sinceþ
thereþ willþ beþ noþ errors,þ andþ henceþ theþ expectedþ periodþ isþ equalþ toþ theþ periodþ withoutþ failure.þ
However,þ bothþ heuristicsþ mayþ leadþ toþ aþ largeþ wasteþ ofþ energy.þ Theyþ provideþ anþ upperþ boundþ
onþ theþ energyþ consumptionþ whenþ usingþ aþ naiveþ approach.þ

4.5.2þ Boundingþ theþ expectedþ periodþ

Inþ thisþ section,þ weþ focusþ onþ theþ constraintþ onþ theþ expectedþ period,þ henceþ targetingþ theþ
MinEnergy-PerCþ problem.þ

Heuristicþ Thresholdþ

Theþ Thresholdþ heuristicþ aimsþ atþ reachingþ theþ targetþ expectedþ periodþ Ptþ (seeþ Algorithmþ 13þ)þ
inþ discreteþ speedþ option.þ Theþ firstþ stepþ consistsþ inþ settingþ allþ taskþ speedsþ toþ theþ smallestþ
speedþ suchþ thatþ wi

si
≤ Ptþ.þ Ifþ Pexpþ isþ stillþ largerþ thanþ Ptþ,þ thenþ oneþ ofþ theþ tasksþ withþ largestþ

durationþ (þwi

si
)þ isþ duplicated:þ thisþ allowsþ Pnfþ toþ beþ smallerþ thanþ Ptþ andþ constantþ fromþ thisþ

momentþ on.þ Noteþ thatþ inþ theþ specialþ caseþ ofþ aþ communicationþ timeþ reachingþ Ptþ,þ thereþ isþ noþ
needþ toþ duplicateþ aþ taskþ toþ haveþ Pnfþ = Ptþ.þ

Fromþ Equationþ (þ4.1þ)þ,þ Pexpþ = Pnfþ +
∑

j∈L fj(s(j))
wj

smaxþ
.þ Weþ madeþ sureþ thatþ Pnfþ isþ smallerþ

thanþ orþ equalþ toþ Ptþ.þ Inþ orderþ toþ makeþ Pexpþ ≤ Ptþ,þ eachþ taskþ Ti ofþ L hasþ toþ beþ eitherþ
runþ atþ aþ higherþ speedþ (whichþ removesþ itþ fromþ L),þ orþ duplicatedþ (whichþ setsþ f(s(i)) toþ 0).þ
Weþ greedilyþ duplicateþ tasksþ forþ whichþ duplicationþ costsþ lessþ energy,þ untilþ thereþ remainsþ noþ

Algorithmþ 12þ –þ DuplicateAllþ (þn, p)þ
1:þþ ifþ p ≥ 2n thenþ
2:þþ forþ i = 1 toþ n doþ
3:þþ chooseþ si asþ theþ smallestþ possibleþ speedþ soþ thatþ wi

si
≤ Ptþ;þ

4:þþ mi ← 1;þ
5:þþ endþ forþ
6:þþ returnþ < si,mi >;þ
7:þþ elseþ
8:þþ returnþ failure;þ
9:þþ endþ ifþ
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moreþ processors.þ Then,þ weþ speedþ upþ otherþ tasks.þ Finally,þ weþ useþ theþ sameþ techniqueþ asþ
inþ BestEnergyþ toþ attemptþ toþ reduceþ againþ theþ energyþ ofþ non-duplicatedþ tasks:þ ifþ theþ
minimumþ speedþ s forþ energyþ consumptionþ isþ largerþ thanþ theþ actualþ speedþ si ofþ aþ taskþ Ti,þ itsþ
speedþ isþ increasedþ toþ s.þ

Algorithmþ 13þ –þ Thresholdþ (þn, p)þ
1:þþ forþ allþ tasksþ Ti doþ
2:þþ si ← theþ smallestþ speedþ suchþ thatþ wi

si
≤ Ptþ,þ mi ← 0;þ

3:þþ endþ forþ
4:þþ pav ← p− n (numberþ ofþ availableþ processors);þ
5:þþ ifþ Ptþ > max(ok

β
) andþ pav ≥ 1 thenþ

6:þþ Selectþ aþ taskþ Tk withþ largestþ durationþ (breakþ tieþ byþ selectingþ oneþ withþ smallestþ wk),þ
setþ mk ← 1 andþ pav ← pav − 1;þ

7:þþ endþ ifþ
8:þþ ifþ Pexpþ > Ptþ thenþ
9:þþ Q← {tasksþ ofþ L withþ mi = 0};þ

10:þþ forþ allþ tasksþ Tj inþ Q doþ
11:þþ s← theþ smallestþ speedþ thatþ isþ largerþ thanþ sj;þ
12:þþ gj ← wj ∗ (s2 + fj(s)s

2
max − 2s2j) (Possibleþ gainþ inþ energyþ ifþ Tj isþ duplicated);þ

13:þþ endþ forþ
14:þþ Sortþ tasksþ ofþ Q byþ non-increasingþ gi;þ
15:þþ forþ allþ taskþ Tj inþ Q doþ
16:þþ ifþ pav > 0 thenþ
17:þþ mj ← 1,þ pav ← pav − 1;þ
18:þþ elseþ
19:þþ sj ← theþ smallestþ speedþ thatþ isþ largerþ thanþ sj;þ
20:þþ endþ ifþ
21:þþ endþ forþ
22:þþ endþ ifþ
23:þþ forþ allþ taskþ Ti withþ mi = 0 doþ
24:þþ Computeþ theþ speedþ s thatþ minimizesþ Ei(s);þ
25:þþ ifþ si < s thenþ
26:þþ si ← s;þ
27:þþ endþ ifþ
28:þþ endþ forþ
29:þþ returnþ < si,mi >;þ

Heuristicþ ThresholdCþ isþ basedþ onþ theþ sameþ ideasþ butþ designedþ forþ theþ caseþ whenþ
continuousþ speedsþ areþ available.þ Inþ theþ firstþ step,þ tasksþ speedsþ areþ initializedþ toþ theþ speedsþ
whichþ makesþ wi

si
= Ptþ.þ Thenþ duplicateþ aþ specificþ taskþ toþ makeþ Pnfþ = Ptþ.þ Afterþ it,þ weþ speedþ upþ

tasksþ inþ L orþ duplicateþ them.þ Weþ proceedþ similarlyþ asþ inþ Thresholdþ,þ exceptþ thatþ insteadþ
ofþ choosingþ theþ speedþ whichþ isþ immediatelyþ aboveþ theþ currentþ one,þ weþ ratherþ increasingþ theþ
speedþ byþ someþ parameterþ ∆s.þ

Thisþ parameterþ shouldþ beþ carefullyþ set:þ aþ tooþ smallþ increaseþ ofþ speedþ ∆s willþ leadþ toþ aþ veryþ
smallþ gapþ betweenþ theþ actualþ executionþ timeþ ofþ theþ taskþ andþ theþ bottleneckþ communicationþ
orþ computationþ timeþ soþ thatþ inþ theþ eventþ ofþ aþ taskþ failure,þ itþ willþ takeþ manyþ periodsþ toþ catchþ
upþ andþ noþ failureþ shouldþ hitþ theþ sameþ taskþ duringþ thatþ time.þ

Heuristicþ Closerþ

Theþ previousþ Thresholdþ orþ ThresholdCþ heuristicþ usesþ duplication:þ atþ leastþ oneþ taskþ
isþ duplicatedþ (inþ orderþ toþ fixþ Pnfþ),þ whichþ requiresþ spareþ processors.þ Weþ proposeþ anotherþ
heuristicþ thatþ doesþ notþ haveþ thisþ requirement.þ Inþ theþ Closerþ heuristicþ (seeþ Algorithmþ 14þ),þ
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afterþ settingþ allþ taskþ speedsþ toþ theþ smallestþ onesþ soþ thatþ wi

si
≤ Ptþ,þ weþ increaseþ theþ speedþ

ofþ allþ tasksþ inþ L whileþ Pexpþ > Ptþ byþ scalingþ allþ tasksþ simultaneously:þ weþ setþ aþ coefficientþ
andþ makeþ sureþ thatþ forþ eachþ task,þ itsþ speedþ isþ notþ smallerþ thanþ coef × s′i,þ whereþ s′i isþ theþ
initialþ speedþ ofþ Ti.þ Theþ coefficientþ isþ graduallyþ increasedþ untilþ Pexpþ ≤ Ptþ.þ Finally,þ weþ useþ theþ
sameþ techniqueþ asþ inþ BestEnergyþ toþ attemptþ toþ furtherþ reduceþ theþ energyþ consumptionþ
ofþ tasks.þ

Algorithmþ 14þ Closerþ (þn, p,∆s)þ
1:þþ forþ allþ tasksþ Ti doþ
2:þþ s′i ← theþ smallestþ speedþ suchþ thatþ wi

si
≤ Ptþ,þ mi ← 0;þ

3:þþ endþ forþ
4:þþ Setþ coef ← 1;þ
5:þþ whileþ Pexpþ > Ptþ doþ
6:þþ coef ← coef +∆s;þ
7:þþ forþ allþ tasksþ Ti ofþ setþ L doþ
8:þþ si ← theþ smallestþ speedþ thatþ isþ notþ smallerþ thanþ coef × s′i;þ
9:þþ endþ forþ

10:þþ endþ whileþ
11:þþ forþ allþ taskþ Ti doþ
12:þþ Computeþ theþ speedþ s thatþ minimizesþ Ei(s);þ
13:þþ ifþ si < s thenþ
14:þþ si ← s;þ
15:þþ endþ ifþ
16:þþ endþ forþ
17:þþ returnþ < si,mi >

Heuristicþ CloserCþ isþ theþ straightforwardþ adaptationþ ofþ Closerþ forþ theþ caseþ ofþ contin-
uousþ speeds.þ Inþ aþ firstþ step,þ tasksþ speedsþ areþ setþ asþ s′i soþ thatþ wi

s′i
= Ptþ.þ However,þ inþ Lineþ 8þ

ofþ itsþ counterpart,þ si isþ setþ toþ theþ speedþ si whichþ exactlyþ equalsþ toþ coef × s′i insteadþ ofþ theþ
smallestþ discreteþ speedþ thatþ isþ notþ smallerþ thanþ coef × s′i.þ

4.5.3þ Boundingþ theþ probabilityþ ofþ exceedingþ Ptþ

Inþ thisþ section,þ weþ designþ aþ heuristicþ focusingþ onþ theþ constraintþ onþ theþ probabilityþ ofþ ex-
ceedingþ Ptþ,þ thusþ forþ theþ MinEnergy-ProbaCþ problem.þ

BestTradeþ (seeþ Algorithmþ 15þ)þ aimsþ atþ findingþ theþ bestþ tradeoffþ betweenþ energyþ con-
sumptionþ andþ theþ probabilityþ ofþ exceedingþ Ptþ.þ Weþ considerþ forþ eachþ taskþ twoþ criticalþ speeds:þ

•þþ sic isþ theþ speedþ suchþ thatþ wi/s
i
c + wi/smaxþ = Ptþ;þ itþ correspondsþ toþ theþ minimumþ speedþ

thatþ aþ taskþ canþ takeþ withoutþ belongingþ toþ theþ Sexcess set;þ

•þþ sid = wi/Ptþ isþ theþ minimumþ speedþ thatþ canþ beþ assignedþ toþ aþ task:þ ifþ itþ isþ setþ toþ aþ
smallerþ speed,þ itsþ durationþ willþ alwaysþ exceedþ theþ targetþ period.þ

Theþ ideaþ ofþ theþ algorithmþ isþ firstþ toþ setþ allþ tasksþ toþ theþ smallestþ speedsþ thatþ areþ notþ
smallerþ thanþ theirþ sic speed.þ Forþ someþ tasks,þ thisþ mightþ beþ equalþ toþ theirþ minimumþ speedþ
(theþ smallestþ possibleþ speedþ notþ smallerþ thanþ sid).þ Inþ thisþ case,þ thereþ isþ noþ roomþ forþ reducingþ
speedþ againþ withoutþ exceedingþ theþ targetþ period.þ Forþ otherþ tasks,þ weþ sortþ themþ byþ non-
increasingþ weight:þ tasksþ withþ higherþ weightsþ contributeþ theþ mostþ toþ theþ energyþ dissipationþ
andþ areþ thusþ firstþ slowedþ down:þ weþ selectþ theþ taskþ Ti withþ theþ largestþ weight,þ reduceþ itsþ
speedþ toþ theþ minimumþ possibleþ speedþ notþ smallerþ thanþ wi/Ptþ.þ Weþ continueþ withþ theþ tasksþ
ofþ smallerþ weight,þ untilþ P (Pactþ > Ptþ) ≥ probatþ.þ Atþ last,þ ifþ P (Pactþ > Ptþ) > probatþ,þ weþ justþ
undoþ theþ lastþ moveþ toþ makeþ P (Pactþ > Ptþ) < probatþ.þ
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Weþ thenþ considerþ duplication:þ ifþ duplicatingþ aþ taskþ Ti (andþ settingþ itsþ speedþ toþ theþ
smallestþ speedþ thatþ isþ notþ smallerþ thanþ sid)þ isþ beneficialþ comparedþ toþ theþ currentþ solutionþ
(andþ ifþ aþ processorþ isþ available),þ theþ taskþ isþ duplicated.þ

Algorithmþ 15þ BestTradeþ (þn, p)þ
1:þþ Weþ assumeþ allþ weightsþ areþ differentþ (þwi 6= wj forþ i 6= j);þ
2:þþ forþ j = 1 toþ j = n doþ
3:þþ sj ← smallestþ possibleþ speedþ notþ smallerþ thanþ wj/(Ptþ − wj/smaxþ),þ mj = 0;þ
4:þþ endþ forþ
5:þþ Sreduce ← tasksþ thatþ haveþ possibleþ speedsþ betweenþ wj/Ptþ andþ wj/(Ptþ − wj/smaxþ);þ
6:þþ sortþ tasksþ ofþ Sreduce byþ non-increasingþ weight;þ
7:þþ k = 1;þ
8:þþ whileþ P (Pactþ > Ptþ) < probatþ doþ
9:þþ Reduceþ speedþ ofþ k-thþ taskþ inþ Sreduce toþ theþ smallestþ thatþ isþ notþ smallerþ thanþ wk/Ptþ;þ

10:þþ k = k + 1;þ
11:þþ endþ whileþ
12:þþ ifþ P (Pactþ > Ptþ) > probatþ thenþ
13:þþ setþ speedþ ofþ (k-1)-thþ taskþ inþ Sreduce toþ theþ smallestþ thatþ isþ notþ smallerþ thanþ wk/(Ptþ −

wk/smaxþ);þ
14:þþ endþ ifþ
15:þþ pav ← p− n (Numberþ ofþ availableþ processors);þ
16:þþ forþ j = 1 toþ j = n doþ
17:þþ sd ← theþ smallestþ speedþ thatþ isþ notþ smallerþ thanþ wj/Ptþ;þ
18:þþ ifþ 2wjs

2
d < wjs

2
j + fj(sj)wjs

2
maxþ andþ pav > 0 thenþ

19:þþ duplicateþ Tj,mj = 1, sj = sd, pav ← pav − 1;þ
20:þþ endþ ifþ
21:þþ endþ forþ

Asþ weþ didþ inþ BestTradeþ,þ forþ continuousþ speedþ model,þ weþ stillþ tryþ toþ keepþ theþ bestþ
tradeoffþ betweenþ increaseþ inþ probabilityþ andþ decreaseþ inþ energyþ forþ BestTradeCþ,þ butþ
nowþ coresþ canþ setþ speedþ exactlyþ toþ tasks’sþ criticalþ speeds.þ Firstþ weþ setþ allþ tasks’þ speedþ toþ
sic = wi/(Ptþ − wi/Ptþ).þ Then,þ tasksþ withþ higherþ speedsþ (whichþ areþ theþ oneþ withþ theþ highestþ
weights)þ areþ firstþ slowþ down:þ weþ carefullyþ decreaseþ theþ speedþ ofþ allþ fasterþ tasksþ toþ theþ nextþ
criticalþ speed.þ Wheneverþ theþ reductionþ crossesþ theþ criticalþ speedþ sic ofþ someþ taskþ Ti,þ thisþ taskþ
isþ includedþ inþ theþ setþ ofþ tasksþ currentlyþ beingþ slowedþ (þSexcessþ).þ Weþ makeþ sureþ thatþ noþ taskþ
isþ assignedþ aþ speedþ smallerþ thanþ itsþ sid:þ suchþ tasksþ areþ removedþ fromþ Sexcessþ andþ putþ intoþ
Sfine,þ toþ rememberþ thatþ theirþ speedþ cannotþ beþ reducedþ anymore.þ Weþ stopþ whenþ theþ targetþ
probabilityþ isþ exceeded:þ then,þ allþ theþ tasksþ thatþ wereþ stillþ inþ Sexcessþ areþ acceleratedþ toþ reachþ
theþ exactþ targetþ probability.þ Finally,þ weþ dealþ withþ duplicationþ asþ inþ theþ discreteþ case.þ

4.6þ Experimentalþ validationþ throughþ simulationsþ

Inþ thisþ section,þ weþ evaluateþ allþ proposedþ algorithmsþ throughþ extensiveþ simulationsþ onþ bothþ
realþ applicationsþ andþ syntheticþ ones,þ inþ theþ caseþ ofþ discreteþ andþ continuousþ speeds.þ Forþ
reproducibilityþ purposes,þ theþ codeþ isþ availableþ atþ github.com/gouchangjiangþ.þ

Givenþ aþ computingþ platformþ andþ anþ application,þ weþ setþ theþ targetþ periodþ Ptþ andþ proba-
bilityþ probatþ soþ thatþ allþ assumptionsþ madeþ inþ theþ modelþ areþ true:þ

•þþ Whenþ allþ tasksþ areþ executedþ withþ theþ minimumþ speedþ sminþ,þ theþ maximumþ failureþ rateþ isþ
notþ largerþ thanþ 10−2.þ Withþ suchþ aþ failureþ rate,þ theþ failureþ ofþ twoþ copiesþ ofþ aþ duplicatedþ
taskþ isþ veryþ unlikely,þ andþ theþ approximationþ inþ Equationþ (þ4.2þ)þ holds.þ
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Algorithmþ 16þ BestTradeCþ (þp, n)þ
1:þþ Weþ assumeþ allþ weightsþ areþ differentþ (þwi 6= wj forþ i 6= j).þ
2:þþ forþ j = 1 toþ j = n doþ
3:þþ sj ← wj/(Ptþ − wj/smaxþ),þ mj = 0
4:þþ endþ forþ
5:þþ i← 0,þ Sreduce ← ∅,þ
6:þþ Sortþ tasksþ byþ non-increasingþ weight,þ suchþ thatþ w1 > w2 > . . . > wn

7:þþ whileþ P (Pactþ > Ptþ) < probatþ doþ
8:þþ i← i+ 1,þ Sfine ← ∅
9:þþ Putþ taskþ Ti intoþ Sreduce

10:þþ sc ← wi+1/(Ptþ − wi+1/smaxþ)
11:þþ sd ← wi/Ptþ

12:þþ forþ allþ taskþ Tj inþ Sreduce doþ
13:þþ ifþ max(sc, sd) < wj/Ptþ thenþ
14:þþ Removeþ Tj fromþ Sreduce ,þ putþ itþ inþ Sfine

15:þþ sj ← wj/Ptþ

16:þþ elseþ
17:þþ sj ← max(sc, sd)
18:þþ endþ ifþ
19:þþ endþ forþ
20:þþ endþ whileþ
21:þþ Computeþ s suchþ thatþ ifþ si = s forþ tasksþ inþ Sreduce andþ ifþ si = max(s, wi/Ptþ) forþ tasksþ inþ

Sfine,þ thenþ weþ haveþ P (Pactþ > Ptþ) = probatþ
22:þþ forþ allþ taskþ Ti inþ Sreduce ,þ taskþ Tj inþ Sfine doþ
23:þþ si ← s, sj ← max(s, wj/Ptþ)
24:þþ endþ forþ
25:þþ pav ← p− n;þ (Numberþ ofþ availableþ processors)þ
26:þþ forþ allþ taskþ Ti doþ
27:þþ ifþ 2wi(

wi

Ptþ
)2 < wis

2
i + fi(si)wis

2
maxþ andþ pav > 0 thenþ

28:þþ duplicateþ Ti:þ mi ← 1;þ si ← wi/Pt;þ pav ← pav − 1
29:þþ endþ ifþ
30:þþ endþ forþ
31:þþ returnþ < si,mi > andþ Sreduce

•þþ Whenþ allþ tasksþ areþ processedþ withþ speedþ smaxþ,þ theþ maximumþ failureþ rateþ isþ notþ largerþ
thanþ 10−4,þ whichþ meansþ thatþ theþ failureþ ofþ aþ taskþ runningþ atþ maximumþ speedþ isþ veryþ
unlikely.þ

•þþ Ptþ shouldþ notþ beþ smallerþ thanþ anyþ taskþ durationþ whenþ runningþ atþ maximumþ speed,þ
otherwise,þ thereþ isþ noþ wayþ toþ meetþ theþ targetþ period:þ Ptþ ≥ max(wi)

smaxþ
.þ

Weþ setþ Ptþ = a+κ∗ (b−a),þ whereþ a = max(wi/smaxþ, oi) andþ b = max(wi/sminþ +wi/smaxþ, oi):þ
a (respectivelyþ b)þ isþ theþ maximalþ timeþ spentþ onþ aþ taskþ (eitherþ onþ computationþ orþ onþ com-
munication),þ whenþ runningþ atþ theþ maximumþ (resp.þ minimum)þ speed.þ Thisþ way,þ Ptþ isþ neverþ
smallerþ thanþ a,þ whichþ satisfiesþ theþ thirdþ conditionþ above.þ Similarly,þ weþ avoidþ theþ caseþ Ptþ ≥ b,þ
inþ whichþ theþ targetþ isþ tooþ loose,þ asþ evenþ theþ minimumþ speedþ canþ achieveþ it.þ Aþ smallþ κ leadsþ
toþ aþ tighterþ targetþ period.þ Underþ theþ aboveþ threeþ conditions,þ weþ setþ κ toþ valuesþ fromþ 0.05
toþ 0.95,þ byþ incrementþ ofþ 0.01.þ Theþ targetþ probabilityþ isþ setþ toþ probatþ = 0.05 forþ syntheticþ
applicationsþ andþ probatþ = 0.01 forþ realþ applications.þ

Weþ useþ theþ resultþ ofþ heuristicþ BestEnergyþ describedþ inþ Sectionþ 4.4.2þ asþ aþ comparisonþ
basis,þ asþ itþ givesþ theþ minimumþ energyþ consumptionþ ofþ theþ systemþ withoutþ anyþ constraint.þ
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Possibleþþ frequency/voltageþþ Normalizedþþ speedþþ Failureþþ rateþþ
(þþ×10−6/second)þþ

1.2þþ Ghz/1.3þþ Vþþ 1þþ 1þþ
987þþ Mhz/1.16þþ Vþþ 0.80þþ 2.30þþ
744þþ Mhz/1.03þþ Vþþ 0.61þþ 5.29þþ
502þþ Mhz/0.89þþ Vþþ 0.41þþ 12.18þþ
260þþ Mhz/0.75þþ Vþþ 0.21þþ 28.01þþ
66þþ Mhz/0.675þþ Vþþ 0.055þþ 54.60þþ

Tableþ 4.1þ –þ Configurationsþ ofþ computingþ platforms.þ

4.6.1þ Multi-coreþ embeddedþ systemsþ

Weþ simulateþ aþ multi-coreþ computingþ platformþ withþ 512þ cores.þ Basedþ onþ AsAP2þ andþ Kilo-
Core,þ twoþ state-of-artþ MPSoCsþ describedþ inþ Sectionþ 4.2þ,þ theþ frequency/voltageþ optionsþ areþ
listedþ inþ Tableþ 4.1þ [þ86þ,þ 17þ].þ NoCþ enablesþ extremelyþ fastþ communications.þ Weþ describeþ theþ
valueþ ofþ β togetherþ withþ theþ outputþ (input)þ fileþ sizesþ oi belowþ inþ theþ nextþ subsection.þ Theþ
failureþ rateþ isþ computedþ asþ describedþ inþ Sectionþ 4.3.3þ asþ λ(s) = λ0e

d smaxþ−s
smaxþ−sminþ .þ Basedþ onþ theþ

settingsþ inþ [þ98þ],þ weþ setþ λ0 = 10−6 andþ d = 4.þ

4.6.2þ Streamingþ applicationsþ

Weþ useþ aþ benchmarkþ proposedþ inþ [þ85þ]þ forþ testingþ theþ StreamItþ compiler.þ Itþ collectsþ manyþ
applicationsþ fromþ variedþ representativeþ domains,þ suchþ asþ videoþ processing,þ audioþ processingþ
andþ signalþ processing.þ Theþ streamþ graphsþ inþ thisþ benchmarkþ areþ mostlyþ parametrized,þ
i.e.,þ graphsþ withþ differentþ lengthsþ andþ shapesþ canþ beþ obtainedþ byþ varyingþ theþ parameters.þ
Tableþ 4.2þ listsþ someþ linearþ chainþ applicationsþ (orþ applicationþ whoseþ majorþ partþ isþ aþ linearþ
chain)þ fromþ [þ85þ].þ Someþ applications,þ suchþ asþ time-delayþ equalization,þ areþ moreþ computationþ
intensiveþ thanþ others.þ

Followingþ theþ sameþ idea,þ weþ alsoþ generatedþ syntheticþ applicationsþ inþ orderþ toþ testþ theþ
algorithmsþ onþ largerþ applications.þ Weþ generatedþ 100 groupsþ ofþ linearþ chains.þ Eachþ groupþ
containsþ 3,000þ linearþ chainsþ withþ theþ sameþ numberþ ofþ nodes,þ whichþ rangeþ fromþ 0.01p toþ p
fromþ groupþ toþ groupþ byþ anþ incrementþ 0.01p,þ whereþ p isþ theþ numberþ ofþ cores.þ Theþ weightsþ
ofþ theþ nodesþ wi followþ aþ truncatedþ normalþ distributionþ withþ meanþ valueþ 2,000,þ whereþ theþ
valuesþ smallerþ thanþ 100þ orþ largerþ thanþ 4,000þ areþ removed.þ Theþ standardþ deviationþ isþ 500.þ
Thisþ ensuresþ thatþ theþ executionþ timeþ isþ notþ tooþ longþ soþ thatþ failureþ rateþ isþ acceptable.þ Theþ
communicationþ timeþ (þoi

β
)þ followsþ aþ truncatedþ normalþ distributionþ withþ meanþ valueþ 0.001∗Ptþ,þ

valuesþ thatþ areþ largerþ thanþ Ptþ areþ replacedþ byþ Ptþ.þ Hereþ Ptþ = a+ 0.05 ∗ (b− a).þ

Applicationþþ Sizeþþ Averageþþ node’sþþ weightþþ

CRCþþ encoderþþ 46þþ 14.20þþ
N-pointþþ FFTþþ (coarse-grained)þþ 13þþ 1621.31þþ

Frequencyþþ hoppingþþ radioþþ 16þþ 11815.81þþ
16xþþ oversamplerþþ 10þþ 2157.4þþ

Radixþþ sortþþ 13þþ 179.92þþ
Raytracerþþ (rudimentaryþþ skeleton)þþ 5þþ 142.8þþ

Time-delayþþ equalizationþþ 27þþ 23264.78þþ
Insertionþþ sortþþ 6þþ 475.83þþ

Tableþ 4.2þ –þ Realþ applicationþ examples.þ
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4.6.3þ Simulationþ resultþ

Weþ presentþ bothþ resultsþ onþ syntheticþ applicationsþ andþ onþ realþ applications.þ Onþ eachþ plot,þ
weþ showþ theþ minimum,þ mean,þ andþ maximumþ valuesþ ofþ eachþ heuristic.þ Inþ someþ cases,þ onlyþ
theþ meanþ isþ plottedþ toþ easeþ readability,þ whenþ theþ minimumþ andþ maximumþ doþ notþ bringþ anyþ
meaningfulþ information.þ

Syntheticþ applicationsþ

Fig.þ 4.4þ presentsþ theþ resultsþ ofþ allþ heuristics,þ bothþ inþ termsþ ofþ energyþ consumption,þ andþ inþ
termsþ ofþ constraints,þ whenþ weþ varyþ theþ parameterþ κ,þ henceþ theþ tightnessþ ofþ theþ boundþ onþ theþ
expectedþ period.þ Onþ Fig.þ 4.4aþ andþ Fig.þ 4.4bþ,þ theþ dashedþ linesþ representþ theþ minimum,þ maxi-
mumþ andþ averageþ periodþ bound.þ Allþ chainsþ haveþ 0.5p nodes.þ Apartþ fromþ MaxSpeedþ,þ whichþ
alwaysþ meetsþ theþ bound,þ andþ BestEnergyþ,þ whichþ neverþ meetsþ theþ bound,þ allþ heuristicsþ
succeedþ toþ meetþ theþ boundþ onþ theþ expectedþ period.þ BestTradeþ,þ Closerþ andþ Dupli-
cateAllþ areþ overlappedþ byþ Thresholdþ.þ

Fig.þ 4.4cþ andþ Fig.þ 4.4dþ showþ theþ probabilityþ ofþ exceedingþ theþ periodþ boundþ forþ discreteþ
andþ continuousþ speedþ optionþ respectively,þ andþ theþ dashedþ lineþ isþ theþ targetþ probatþ.þ Inþ bothþ
cases,þ DuplicateAllþ isþ overlappedþ byþ MaxSpeedþ,þ andþ onlyþ BestTradeþ succeedsþ toþ
alwaysþ meetþ theþ bound.þ BestEnergyþ mayþ resultþ inþ aþ probabilityþ ofþ 0þ whenþ κ = 0.95,þ butþ
forþ otherþ valuesþ κ,þ itsþ probabilityþ isþ alwaysþ 1,þ whichþ isþ notþ depictedþ inþ theþ figure.þ Whenþ
discreteþ speedþ optionþ isþ selected,þ Closerþ andþ Thresholdþ giveþ veryþ similarþ results,þ butþ
sometimesþ exceedþ theþ boundþ (whenþ 0.4 ≤ κ ≤ 0.8).þ Fig.þ 4.4dþ alsoþ showsþ thatþ whenþ targetþ
periodþ getsþ larger,þ it’sþ muchþ easierþ forþ allþ heuristicsþ toþ meetþ theþ probabilityþ bound.þ Sinceþ
whenþ k getsþ largerþ thanþ 0.5,þ Ptþ isþ relativelyþ large,þ soþ fewþ tasksþ areþ inþ setþ Sexcessþ.þ

Finally,þ Fig.þ 4.4eþ andþ Fig.þ 4.4fþ depictþ theþ energyþ consumption,þ normalizedþ byþ theþ resultþ
ofþ BestEnergyþ.þ Itþ doesþ notþ includeþ theþ energyþ costþ ofþ heuristicþ MaxSpeedþ,þ whichþ isþ 215þ
timesþ largerþ thanþ BestEnergyþ.þ Closerþ,þ Thresholdþ andþ BestTradeþ areþ veryþ closeþ
toþ eachþ otherþ inþ thisþ setþ ofþ simulationsþ forþ discreteþ speedþ option,þ soþ someþ ofþ themþ areþ over-
lapped.þ Theþ mostþ energyþ savingþ heuristicþ isþ Closerþ,þ thenþ closelyþ followedþ byþ BestTradeþ,þ
thenþ Thresholdþ forþ continuousþ speedþ cases.þ DuplicateAllþ consumesþ significantlyþ moreþ
energyþ thanþ theþ otherþ heuristics.þ Fig.þ 4.4fþ alsoþ demonstratesþ thatþ givenþ aþ largerþ periodþ
target,þ ourþ heuristics’þ performanceþ getþ closeþ toþ BestEnergyþ andþ theþ differenceþ betweenþ
themþ isþ smallerþ inþ continuousþ speedþ cases.þ Overall,þ bothþ figuresþ showþ thatþ BestTradeþ
isþ theþ bestþ heuristicþ forþ theseþ applications:þ itþ allowsþ usþ toþ alwaysþ meetþ bothþ theþ expectedþ
periodþ boundþ andþ theþ probabilityþ bound,þ andþ itþ offersþ similarþ energyþ performanceþ asþ otherþ
heuristics.þ Thresholdþ andþ Closerþ areþ alsoþ goodþ options,þ howeverþ theyþ oftenþ exceedþ theþ
probabilityþ bound.þ

Fig.þ 4.5þ illustratesþ performanceþ ofþ theþ heuristicsþ forþ energyþ consumptionþ andþ theþ twoþ
constraints,þ asþ aþ functionþ ofþ nodesþ toþ coresþ ratio.þ Givenþ anþ amountþ ofþ cores,þ aþ largerþ
ratioþ correspondsþ toþ chainsþ withþ moreþ nodes.þ κ isþ setþ toþ 0.4 inþ theseþ simulations.þ Inþ
Fig.þ 4.5aþ andþ Fig.þ 4.5bþ,þ theþ dashedþ linesþ representþ theþ minimum,þ maximumþ andþ averageþ
periodþ bound.þ Onþ theseþ figures,þ allþ heuristicsþ exceptþ BestEnergyþ alwaysþ meetþ theþ targetþ
periodþ bound.þ BestTradeþ,þ Closerþ,þ DuplicateAllþ andþ Thresholdþ overlap,þ exceptþ
forþ theirþ definitionþ domain:þ DuplicateAllþ producesþ aþ validþ allocationþ onlyþ forþ aþ ratioþ ofþ
nodesþ toþ coresþ smallerþ thanþ orþ equalþ toþ 0.5,þ andþ Thresholdþ requiresþ toþ duplicateþ atþ leastþ
oneþ node.þ Onlyþ BestTradeþ andþ Closerþ areþ definedþ forþ theþ wholeþ rangeþ ofþ theþ ratio.þ

Fig.þ 4.5cþ andþ Fig.þ 4.5dþ showþ theþ probabilityþ ofþ exceedingþ theþ periodþ boundþ forþ discrete-
and þþ continuousþ speedþ respectively,þ whereþ theþ dashedþ lineþ isþ theþ targetþ probability.þ Onlyþ
BestTradeþ canþ meetþ theþ probabilityþ boundþ forþ allþ ratios.þ Inþ theþ casesþ ofþ discreteþ speed,þ
Thresholdþ andþ Closerþ giveþ veryþ similarþ resultsþ asþ BestTradeþ,þ exceptþ onþ largeþ ratiosþ
(i.e.,þ largeþ chains),þ whereþ theyþ exceedþ theþ bound.þ Inþ theþ casesþ ofþ continuousþ speed,þ Closerþ
canþ meetþ theþ probabilityþ boundþ whenþ theþ ratioþ isþ smallþ (i.e.,þ smallþ chains).þ Theþ probabilityþ
forþ DuplicateAllþ andþ MaxSpeedþ isþ alwaysþ zero.þ
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Finally,þ Fig.þ 4.5eþ andþ Fig.þ 4.5fþ depictþ theþ energyþ consumptionþ asþ aþ functionþ ofþ theþ chainþ
sizes.þ MaxSpeedþ isþ againþ tooþ largeþ toþ beþ included.þ Inþ theþ casesþ ofþ discreteþ speed,þ theþ energyþ
costþ ofþ BestTradeþ isþ theþ sameþ asþ Closerþ andþ theyþ areþ closeþ toþ Thresholdþ.þ Asþ theþ sizeþ ofþ
theþ chainsþ increases,þ theþ energyþ consumptionþ ofþ otherþ heuristicsþ getþ closeþ toþ BestEnergyþ,þ
andþ theþ differenceþ betweenþ themselvesþ alsoþ getþ smaller.þ Inþ theþ casesþ ofþ continuousþ speed,þ
exceptþ BestEnergyþ,þ theþ mostþ energyþ savingþ heuristicþ isþ Closerþ,þ thenþ closelyþ followedþ byþ
BestTradeþ,þ thenþ Thresholdþ.þ Onceþ again,þ Fig.þ 4.5þ showsþ thatþ BestTradeþ isþ theþ bestþ
optionþ forþ allþ constraints.þ

Realþ applicationsþ

Fig.þ 4.6þ showsþ theþ performanceþ ofþ theþ heuristicsþ onþ realþ applications,þ asþ aþ functionþ ofþ κ.þ Inþ
Fig.þ 4.6aþ andþ Fig.þ 4.6bþ,þ theþ dashedþ lineþ representsþ theþ averageþ periodþ bound.þ Allþ heuristicsþ
exceptþ BestEnergyþ meetþ theþ periodþ target.þ BestTradeþ,þ DuplicateAllþ,þ Closerþ andþ
Thresholdþ giveþ veryþ similarþ resultsþ andþ thusþ overlapþ inþ Fig.þ 4.6aþ.þ BestTradeþ isþ partiallyþ
coveredþ byþ Thresholdþ andþ DuplicateAllþ isþ coveredþ byþ Thresholdþ,þ inþ Fig.þ 4.6bþ.þ

Forþ probabilityþ bound,þ asþ shownþ inþ Fig.þ 4.6cþ andþ Fig.þ 4.6dþ,þ onlyþ BestTradeþ alwaysþ
meetþ theþ target.þ DuplicateAllþ andþ MaxSpeedþ bothþ giveþ aþ probabilityþ ofþ 0 asþ before.þ
Closerþ andþ Thresholdþ sometimesþ exceedþ theþ targetþ probabilityþ byþ aþ largeþ factor.þ Fi-
nallyþ Fig.þ 4.6eþ andþ Fig.þ 4.6fþ showþ theþ energyþ requiredþ byþ eachþ heuristics.þ Inþ thisþ setting,þ
BestTradeþ isþ theþ mostþ energyþ savingþ heuristic,þ closelyþ followedþ byþ Closerþ.þ Thresholdþ
requiresþ moreþ energy,þ andþ DuplicateAllþ evenþ more.þ Notþ surprisingly,þ MaxSpeedþ isþ theþ
heuristicþ thatþ costsþ theþ mostþ energy,þ aroundþ 254 timesþ largerþ thanþ BestEnergyþ (soþ itþ isþ
notþ includedþ inþ Fig.þ 4.6eþ andþ Fig.þ 4.6fþ).þ Thisþ showsþ thatþ BestTradeþ isþ theþ bestþ heuristicþ
alsoþ forþ realþ applications.þ

4.7þ Chapterþ summaryþ
Inþ thisþ chapter,þ weþ haveþ studiedþ theþ problemþ ofþ optimizingþ theþ energyþ consumptionþ ofþ linearþ
chainþ applicationsþ onþ MPSoCs,þ whichþ haveþ bothþ reliabilityþ andþ performanceþ constraints.þ Weþ
proposedþ aþ newþ modelþ thatþ allowsþ usþ toþ changeþ theþ frequencyþ ofþ theþ coresþ forþ differentþ tasksþ
andþ toþ duplicateþ someþ tasks.þ Itþ takesþ intoþ accountþ bothþ theþ expectedþ period,þ theþ probabilityþ
ofþ exceedingþ theþ periodþ andþ theþ energyþ efficiency.þ Weþ provedþ thatþ minimizingþ theþ energyþ
consumptionþ isþ easyþ withoutþ performanceþ andþ reliabilityþ constraints,þ butþ thatþ theþ problemþ
becomesþ NP-completeþ whenþ addingþ theseþ constraintsþ andþ whenþ consideringþ aþ discreteþ setþ
ofþ possibleþ speeds.þ Weþ thenþ proposedþ severalþ heuristicsþ forþ choosingþ theþ tasks’þ processingþ
speedþ andþ whichþ tasksþ toþ duplicate.þ Oneþ ofþ theþ proposedþ heuristics,þ BestTradeþ,þ isþ ableþ
toþ meetþ bothþ boundsþ onþ theþ expectedþ periodþ andþ onþ theþ probabilityþ ofþ exceedingþ theþ targetþ
period,þ whileþ reducingþ theþ energyþ consumption.þ

Futureþ workþ willþ targetþ moreþ complexþ allocationþ schemes,þ inþ whichþ severalþ tasksþ mayþ beþ
mappedþ onþ theþ sameþ core,þ andþ inþ nextþ chapterþ weþ willþ targetþ aþ moreþ complexþ taskþ graph.þ
Basedþ onþ theþ presentþ results,þ weþ expectþ theþ problemsþ toþ becomeþ evenþ moreþ complex,þ butþ weþ
believeþ thatþ itþ willþ beþ possibleþ toþ reuseþ someþ ideasþ derivedþ fromþ theþ studyþ ofþ linearþ chains.þ
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Figureþ 4.4þ –þ Energyþ costþ andþ constraintsþ onþ syntheticþ applications,þ asþ aþ functionþ ofþ κ.þ
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Figureþ 4.5þ –þ Energyþ consumptionþ andþ constraintsþ onþ syntheticþ applications,þ asþ aþ functionþ
ofþ nodesþ toþ coresþ ratio.þ
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Figureþ 4.6þ –þ Energyþ consumptionþ andþ constraintsþ onþ realþ applications,þ asþ aþ functionþ ofþ κ.þ
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Chapterþ 5þ

Reliableþ andþ energy-awareþ mappingþ ofþ
streamingþ series-parallelþ applicationsþ
ontoþ hierarchicalþ platformsþ

Thisþ chapterþ isþ aþ followingþ workþ ofþ theþ previousþ chapterþ (Chapterþ 4þ).þ Theþ mainþ differencesþ
areþ thatþ theþ taskþ graphsþ ofþ streamingþ applicationsþ areþ moreþ general,þ andþ theþ computingþ
platformþ weþ targetþ consistsþ ofþ aþ two-levelþ communicationþ system,þ whichþ isþ veryþ commonþ
inþ embeddedþ systemsþ andþ inþ HPCþ domain.þ Thisþ workþ hasþ beenþ publishedþ atþ SBAC-PADþ
2020þ [þR1þ,þ C1þ].þ

5.1þ Introductionþ

Streamingþ dataþ isþ continuouslyþ generatedþ fromþ applicationsþ inþ highþ energyþ physicsþ [þ32þ],þ
astronomyþ [þ30þ]þ andþ otherþ scientificþ orþ industrialþ domainsþ [þ26þ].þ Withþ theþ improvementþ ofþ
detectorþ resolution,þ itþ isþ anticipatedþ thatþ theþ dataþ volumeþ willþ dramaticallyþ increase.þ Forþ
instance,þ theþ advancedþ light-sourceþ facilityþ couldþ generateþ 1.9þ PBþ dataþ eachþ yearþ andþ atþ
aþ rateþ ofþ 20þ GB/secþ inþ theþ nearþ futureþ [þ66þ].þ Processingþ theseþ dataþ inþ real-timeþ andþ thenþ
feedbackþ keyþ informationþ toþ decision-makingþ isþ criticallyþ useful,þ evenþ ifþ itþ demandsþ intensiveþ
computingþ power.þ Theþ useþ ofþ large-scaleþ hierarchicalþ platformsþ canþ helpþ parallelizeþ theþ
processingþ ofþ thisþ streamingþ dataþ andþ processþ itþ inþ realþ time.þ Thisþ mayþ alsoþ helpþ reduceþ theþ
overallþ energyþ consumptionþ resultingþ fromþ theþ intensiveþ computingþ properties,þ forþ instanceþ
byþ usingþ DVFS.þ

Mostþ ofþ theþ workflowsþ correspondingþ toþ streamingþ applicationsþ exhibitþ aþ regularþ struc-
ture,þ suchþ asþ linearþ chains,þ trees,þ fork-joinþ graphs,þ orþ generalþ series-parallelþ graphs.þ Forþ
instance,þ theþ majorityþ ofþ theþ StreamItþ benchmarksþ [þ85þ]þ areþ series-parallelþ graphs.þ Hence,þ weþ
focusþ onþ series-parallelþ applicationsþ insteadþ ofþ linearþ chains.þ SPGsþ coverþ aþ farþ largerþ scopeþ
ofþ streamingþ applications,þ thereforeþ ourþ modelþ isþ moreþ generalþ thanþ before.þ Theþ platformþ onþ
whichþ weþ aimþ atþ executingþ suchþ applicationsþ isþ aþ two-levelþ platform,þ whereþ severalþ blocks,þ
eachþ withþ severalþ cores,þ areþ available.þ

Toþ limitþ theþ complexityþ ofþ theþ problem,þ theþ reliabilityþ targetþ isþ relaxedþ inþ thisþ study.þ
Weþ considerþ hereþ aþ reliabilityþ targetþ notþ equalþ toþ 100%,þ butþ insteadþ aþ smallþ percentageþ ofþ
failuresþ isþ acceptable,þ soþ thatþ tasksþ runningþ atþ maximumþ speedþ haveþ aþ sufficientþ reliability.þ
Weþ alsoþ observeþ thatþ triplicatingþ tasksþ andþ performingþ aþ majorityþ votingþ leadsþ toþ aþ suitableþ
reliability.þ Thisþ avoidsþ overwhelmingþ energy-consumingþ onþ applicationsþ thatþ doþ notþ needþ
anþ error-freeþ levelþ ofþ reliability.þ

Thisþ chapterþ makesþ theþ followingþ majorþ contributions:þ

1.þþ Weþ proposeþ aþ formalþ reliabilityþ andþ energy-awareþ modelþ forþ multi-objectiveþ optimiza-
tionþ ofþ allocationþ andþ schedulingþ ofþ streamingþ tasksþ onþ aþ hierarchicalþ platform,þ andþ
proveþ thatþ theþ optimizationþ problemþ isþ NP-hard;þ
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2.þþ Weþ designþ aþ dynamicþ programmingþ approachþ forþ simpleþ linearþ chainsþ ofþ streamingþ
tasks,þ basedþ onþ whichþ allocationþ andþ schedulingþ heuristicsþ forþ theþ generalþ caseþ canþ beþ
built;þ

3.þþ Extensiveþ simulationsþ onþ realþ applicationsþ showþ thatþ ourþ heuristicsþ canþ achieveþ energyþ
savingsþ withoutþ degradationþ ofþ performanceþ andþ reliability,þ asþ comparedþ toþ runningþ
allþ tasksþ atþ theþ maximumþ speed.þ

Asþ aþ followingþ work,þ thisþ chapterþ sharesþ theþ sameþ relatedþ workþ asþ Chapterþ 4þ,þ pleaseþ
referþ toþ Sectionþ 4.2þ.þ Theþ restþ ofþ thisþ chapterþ isþ organizedþ asþ follows.þ Sectionþ 5.2þ formalizesþ
bothþ applicationþ andþ platformþ modelsþ andþ definesþ theþ MinEnergyþ optimizationþ problem.þ
Sectionþ 5.3þ analyzesþ theþ problemþ complexity.þ Sectionþ 5.4þ presentsþ aþ dynamicþ programming-
basedþ solutionþ forþ MinEnergyþ whenþ dealingþ withþ linearþ chainþ applications,þ andþ Sectionþ 5.5þ
proposesþ heuristicsþ forþ generalþ series-parallelþ graphs.þ Sectionþ 5.6þ evaluatesþ theþ proposedþ
algorithms.þ Finally,þ Sectionþ 5.7þ concludesþ theþ chapterþ andþ providesþ directionsþ forþ futureþ
work.þ

5.2þ Modelþ

5.2.1þ Streamingþ applicationsþ –þ SPGsþ

Theþ applicationþ thatþ isþ toþ beþ scheduledþ isþ aþ streamingþ application:þ itþ operatesþ onþ aþ collectionþ
ofþ dataþ setsþ thatþ areþ executedþ inþ aþ pipelinedþ fashion.þ Theþ periodþ ofþ theþ application,þ whichþ isþ
theþ inverseþ ofþ theþ throughput,þ correspondsþ toþ theþ timeþ intervalþ betweenþ theþ arrivalþ ofþ twoþ
consecutiveþ dataþ sets.þ Weþ assumeþ thatþ theþ periodþ ofþ theþ applicationþ (orþ theþ throughput)þ isþ
givenþ byþ theþ applicationþ andþ mustþ beþ enforced.þ Thisþ targetþ periodþ isþ denotedþ byþ Ptþ.þ

Weþ considerþ applicationsþ representedþ asþ aþ series-parallelþ graphþ G = (V , E),þ orþ SPG.þ
Nodesþ ofþ theþ graphþ correspondþ toþ differentþ applicationþ tasks,þ andþ areþ denotedþ byþ Ti,þ withþ
1 ≤ i ≤ n,þ whereþ n = |V| isþ theþ sizeþ ofþ theþ graph.þ Forþ eachþ precedenceþ constraintþ inþ theþ
application,þ sayþ fromþ taskþ Ti toþ taskþ Tj,þ weþ haveþ anþ edgeþ Li,j ∈ E ,þ andþ weþ sayþ thatþ Tj isþ aþ
successorþ ofþ Ti,þ j ∈ Succ(i).þ Forþ 1 ≤ i ≤ n,þ wi isþ theþ computationþ requirementþ ofþ taskþ Ti,þ
andþ forþ eachþ Li,j ∈ E ,þ withþ 1 ≤ i, j ≤ n,þ oi,j isþ theþ volumeþ ofþ communicationþ toþ beþ sentþ fromþ
Ti toþ Tj beforeþ Tj canþ startþ itsþ computation.þ

Anþ SPGþ isþ builtþ fromþ aþ sequenceþ ofþ compositionsþ (parallelþ orþ series)þ ofþ smaller-sizeþ SPGs,þ
asþ illustratedþ inþ Figureþ 5.1þ.þ Theþ smallestþ SPGþ consistsþ ofþ twoþ nodesþ connectedþ byþ anþ edge.þ
Theþ firstþ nodeþ isþ theþ sourceþ ofþ theþ SPGþ whileþ theþ secondþ isþ itsþ sink.þ Whenþ composingþ twoþ
SPGsþ inþ series,þ weþ mergeþ theþ sinkþ ofþ theþ firstþ SPGþ withþ theþ sourceþ ofþ theþ secondþ SPG.þ Forþ
aþ parallelþ composition,þ theþ twoþ sourcesþ areþ merged,þ asþ wellþ asþ theþ twoþ sinks.þ Theþ sourceþ isþ
alsoþ calledþ aþ forkþ node,þ andþ theþ sinkþ aþ joinþ node.þ

Dataþ setsþ arriveþ atþ aþ prescribedþ rateþ Ptþ,þ i.e.,þ aþ newþ dataþ setþ entersþ theþ systemþ everyþ Ptþ

timeþ units,þ andþ weþ mustþ thereforeþ beþ ableþ toþ processþ atþ aþ throughputþ ofþ atþ leastþ 1
Ptþ

.þ Weþ willþ
furtherþ discussþ howþ toþ computeþ thisþ processingþ rateþ inþ Sectionþ 5.2.6þ.þ

5.2.2þ Platformsþ

Theþ computingþ platformþ targetedþ inþ thisþ workþ hasþ c × p homogeneousþ cores.þ Eachþ coreþ
canþ runþ atþ aþ differentþ speed,þ withþ aþ correspondingþ errorþ rateþ andþ powerþ consumption.þ Weþ
focusþ onþ theþ mostþ widelyþ usedþ speedþ model,þ theþ discreteþ model,þ whereþ coresþ haveþ aþ discreteþ
numberþ ofþ predefinedþ speeds,þ whichþ correspondþ toþ differentþ voltagesþ atþ whichþ theþ coreþ canþ
beþ operating.þ Switchingþ isþ notþ allowedþ duringþ theþ executionþ ofþ givenþ tasks.þ Theþ setþ ofþ speedsþ
isþ {þsminþ = s1, s2, ..., sk = smaxþ}.þ

Theþ coresþ areþ organizedþ byþ aþ hierarchicalþ communicationþ system.þ Itþ consistsþ inþ c blocks,þ
eachþ ofþ themþ containingþ p computingþ coresþ thatþ areþ tightlyþ coupledþ byþ aþ low-latencyþ inter-
connectþ fabric.þ Toþ haveþ aþ systemþ withþ hundredsþ ofþ cores,þ blocksþ areþ connectedþ byþ theþ nextþ
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Figureþ 5.1þ –þ SPGþ examples.þ

levelþ network,þ whichþ containsþ theþ route-tablesþ andþ networkþ parityþ checkingþ logic.þ Compu-
tationþ andþ communicationþ canþ henceþ processþ concurrently.þ Theþ bandwidthþ betweenþ twoþ
coresþ inþ theþ sameþ blockþ andþ inþ differentþ blocksþ areþ denotedþ respectivelyþ asþ β1 andþ β2.þ Com-
municationþ amongþ coresþ inþ theþ sameþ blockþ isþ cheaperþ thanþ thatþ amongþ differentþ blocksþ [þ21þ],þ
i.e.,þ β1 >> β2.þ

5.2.3þ Graphþ partitioningþ andþ structureþ ruleþ

Inþ orderþ toþ achieveþ loadþ balanceþ andþ toþ saveþ communication,þ theþ applicationþ isþ partitionedþ
intoþ severalþ connectedþ parts.þ Tasksþ inþ aþ partþ areþ thenþ allocatedþ toþ theþ sameþ coreþ (andþ aþ coreþ
processesþ tasksþ fromþ aþ singleþ part),þ henceþ thereþ isþ noþ communicationþ costþ toþ payþ betweenþ
tasksþ inþ theþ sameþ part.þ

Forþ theþ easeþ ofþ theþ communicationþ pattern,þ sinceþ weþ considerþ series-parallelþ graphsþ
(SPGs),þ weþ aimþ atþ keepingþ theþ SPGþ structureþ whenþ creatingþ parts,þ henceþ theþ structureþ
rule.þ

Definitionþþ 3þþ (Structureþþ rule).þþ Aþ partitionþ ofþ theþ SPGþ followsþ theþ structureþ ruleþ ifþ andþ onlyþ
ifþ eachþ partþ consistsþ eitherþ ofþ (i)þ aþ singleþ task,þ (ii)þ aþ subgraphþ thatþ isþ itselfþ anþ SPG,þ orþ
(iii)þ severalþ tasksþ orþ SPþ subgraphsþ thatþ shareþ theþ sameþ predecessorþ andþ successorþ (thatþ is,þ
aþ parallelþ compositionþ ofþ SPþ subgraphs).þ

Ifþ weþ considerþ aþ simpleþ linearþ chainþ withþ threeþ tasksþ T1, T2, T3,þ thatþ is,þ aþ seriesþ compositionþ
ofþ theseþ tasks,þ toþ beþ mappedþ onþ twoþ cores,þ thisþ ruleþ doesþ notþ allowþ T1 andþ T3 toþ beþ mappedþ
onþ theþ sameþ core,þ whileþ T2 isþ onþ anotherþ core.þ Rather,þ weþ canþ eitherþ keepþ theþ threeþ tasksþ onþ
oneþ core,þ orþ haveþ twoþ consecutiveþ tasksþ onþ aþ coreþ andþ theþ thirdþ taskþ onþ anotherþ core.þ Forþ
suchþ linearþ chains,þ thisþ isþ similarþ toþ intervalþ mappingsþ [þ13þ].þ

Theþ ruleþ forþ parallelþ compositionsþ isþ slightlyþ moreþ intricate:þ considerþ forþ instanceþ aþ simpleþ
fork-joinþ withþ sourceþ Tfork andþ sinkþ Tjoin andþ innerþ tasksþ T1, . . . , Tk,þ asþ depictedþ onþ Fig.þ 5.2þ.þ
Then,þ eitherþ allþ tasksþ ofþ thisþ fork-joinþ areþ inþ aþ sameþ part,þ orþ Tfork andþ Tjoin mustþ bothþ beþ inþ
differentþ parts,þ andþ noneþ ofþ innerþ tasksþ T1, . . . , Tk canþ beþ inþ oneþ ofþ theseþ twoþ parts.þ However,þ
severalþ ofþ themþ canþ beþ groupedþ inþ theþ sameþ part,þ asþ theyþ shareþ theþ sameþ predecessorþ Tfork

andþ theþ sameþ successorþ Tjoin .þ Forþ instance,þ T1 andþ T3 canþ beþ inþ theþ sameþ part,þ whileþ allþ
otherþ tasksþ T2, T4, . . . Tk canþ beþ inþ anotherþ part,þ asþ depictedþ inþ Fig.þ 5.2þ.þ

Aþ parallelþ compositionþ ofþ moreþ complexþ subgraphsþ isþ depictedþ inþ Figureþ 5.3þ betweenþ
tasksþ T1 andþ T16.þ Inþ theþ proposedþ partition,þ twoþ subgraphsþ ofþ theþ parallelþ compositionþ areþ
groupedþ togetherþ (greenþ partition),þ whichþ isþ allowedþ asþ theyþ shareþ theþ sameþ predecessorþ T1

andþ successorþ T15.þ Theþ otherþ subgraphþ ofþ thisþ parallelþ compositionþ isþ splitþ intoþ twoþ parts.þ
Oneþ ofþ them,þ includingþ T2 andþ T3,þ isþ madeþ ofþ twoþ tasksþ sharingþ theþ sameþ predecessorþ andþ
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Figureþ 5.2þ –þ Fork-joinþ graphþ andþ aþ partitionþ followingþ theþ structureþ rule.þ

successor,þ whileþ theþ otherþ oneþ isþ aþ SPþ subgraph.þ Noteþ thatþ byþ construction,þ eachþ partþ ofþ aþ
partitionþ followingþ theþ structureþ ruleþ hasþ eitherþ aþ singleþ sourceþ vertexþ andþ sinkþ vertexþ (inþ
theþ casesþ (i)þ andþ (ii)þ ofþ theþ definition),þ orþ itþ hasþ aþ singleþ predecessorþ andþ aþ singleþ successorþ
(caseþ (iii)).þ
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T13 T14
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T3
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T9

T15 T16

Figureþ 5.3þ –þ SPGþ partitionþ followingþ theþ structureþ rule.þ

Notations.þ Theþ setþ ofþ taskþ indicesþ thatþ areþ mappedþ ontoþ aþ coreþ v isþ denotedþ byþ Cv,þ
andþ allþ theseþ tasksþ areþ executingþ atþ theþ sameþ speedþ S(v).þ Indicesþ ofþ tasksþ thatþ areþ mappedþ
onþ aþ blockþ d ofþ coresþ isþ denotedþ asþ setþ `d,þ andþ itþ isþ theþ unionþ ofþ theþ Cv’sþ forþ allþ coresþ v inþ
blockþ d,þ i.e.,þ `d = ∪v∈dCv.þ

Theþ setsþ Sourcev (resp.þ Sinkv)þ representþ theþ indicesþ ofþ theþ sourceþ verticesþ (resp.þ sinkþ
vertices)þ mappedþ onþ coreþ v.þ Thereþ isþ onlyþ oneþ sourceþ andþ oneþ sink,þ exceptþ forþ parallelþ SPGsþ
mappedþ inþ aþ sameþ part.þ Also,þ weþ defineþ theþ setþ PredC v (resp.þ SuccC v),þ whichþ containsþ
theþ coreþ indicesþ onþ whichþ thereþ areþ tasksþ thatþ sendþ outputsþ toþ tasksþ Ti,þ withþ i ∈ Sourcev
(resp.þ receiveþ inputsþ fromþ tasksþ Ti withþ i ∈ Sinkv).þ Byþ construction,þ eitherþ thereþ isþ onlyþ
oneþ sourceþ andþ oneþ sinkþ (þ|Sourcev| = |Sinkv| = 1),þ orþ thereþ isþ onlyþ oneþ predecessorþ andþ
successorþ task.þ

5.2.4þ Soft-errorsþ andþ triplicationþ

Highþ performanceþ computingþ platformsþ areþ subjectþ toþ failures,þ andþ inþ particularþ transientþ
errorsþ causedþ byþ radiation.þ Inþ ourþ framework,þ weþ canþ chooseþ theþ executionþ speedþ ofþ aþ
core.þ However,þ aþ veryþ smallþ decreaseþ ofþ speedþ leadsþ toþ anþ exponentialþ increaseþ ofþ failureþ
rateþ [þ98þ,þ 99þ].þ Indeed,þ asþ shownþ inþ Chapterþ 4.3.3þ,þ radiation-inducedþ transientþ failuresþ followþ
aþ Poissonþ distribution,þ andþ theþ faultþ rateþ isþ givenþ by:þ

λ(s) = λ0e
d smaxþ−s
smaxþ−sminþ ,

whereþ s ∈ [sminþ, smaxþ] denotesþ theþ runningþ speed,þ d isþ aþ constantþ thatþ indicatesþ theþ sensitivityþ
toþ DVFS,þ andþ λ0 isþ theþ averageþ failureþ rateþ atþ speedþ smaxþ.þ λ0 isþ usuallyþ veryþ small,þ ofþ theþ
orderþ ofþ 10−5 perþ hourþ [þ7þ].þ Therefore,þ weþ canþ assumeþ thatþ theþ applicationþ isþ reliableþ enoughþ
whenþ runningþ atþ speedþ smaxþ,þ andþ thatþ thereþ isþ noþ needþ ofþ re-executionþ [þ9þ].þ

Toþ saveþ energyþ whileþ havingþ aþ reliableþ execution,þ weþ alsoþ proposeþ aþ triplicationþ ofþ tasks:þ
threeþ copiesþ ofþ theþ sameþ taskþ (orþ groupþ ofþ tasks)þ areþ runþ simultaneously,þ andþ aþ majorityþ
votingþ determinesþ theþ correctþ results.þ Suchþ aþ schemeþ mayþ failþ onlyþ ifþ twoþ copiesþ (amongþ
theþ three)þ failþ simultaneously.þ Forþ example,þ onþ theþ processorþ usedþ forþ theþ simulationþ (seeþ
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Sectionþ 5.6þ),þ andþ whenþ consideringþ thatþ theþ failureþ rateþ atþ maximumþ speedþ isþ λ0 = 10−5

faultsþ perþ hour,þ theþ failureþ rateþ atþ minimumþ speedþ isþ 5.46 × 10−4 perþ hour.þ Then,þ theþ
probabilityþ forþ atþ leastþ twoþ copiesþ failingþ is:þ 3 × (5.46 × 10−4)2 = 8.94 × 10−7 failuresþ
perþ hour,þ whichþ isþ muchþ smallerþ thanþ theþ probabilityþ atþ maximumþ speed.þ Weþ continueþ
thisþ exampleþ belowþ toþ showþ thatþ inþ someþ cases,þ triplicationþ succeedsþ toþ reduceþ theþ energyþ
consumption.þ

Therefore,þ afterþ aþ partitionþ ofþ tasksþ isþ doneþ (followingþ theþ structureþ rule),þ inþ orderþ toþ
haveþ aþ reliableþ execution,þ eitherþ weþ executeþ aþ wholeþ partþ onþ aþ coreþ atþ maximumþ speedþ
withoutþ triplicationþ (denotedþ byþ mi = 1 forþ anyþ taskþ Ti inþ theþ part),þ orþ weþ triplicateþ theþ
wholeþ partþ onþ threeþ differentþ coresþ (denotedþ byþ mi = 3 forþ anyþ taskþ Ti inþ theþ part).þ Inþ thisþ
laterþ case,þ theþ executionþ speedþ S(v) usedþ byþ theþ threeþ coresþ isþ setþ toþ theþ minimumþ speedþ
suchþ thatþ S(v)Ptþ ≥

∑
i∈Cv

wi,þ soþ asþ toþ minimizeþ theþ energyþ costþ whileþ respectingþ periodþ
bound.þ Weþ furtherþ enforceþ thatþ theseþ threeþ coresþ mustþ beþ inþ theþ sameþ block,þ sinceþ theyþ
needþ toþ communicate,þ inþ particularþ toþ doþ theþ majorityþ votingþ andþ decideþ whichþ resultþ isþ
correct.þ Noteþ thatþ ifþ aþ partþ isþ triplicated,þ theþ majorityþ votingþ occursþ onlyþ forþ theþ lastþ taskþ
ofþ theþ part.þ

5.2.5þ Energyþ

Weþ followþ aþ classicalþ energyþ model,þ whoseþ powerþ estimationþ errorþ inþ aþ caseþ studyþ isþ atþ
mostþ 9.4%þ onþ average,þ seeþ forþ instanceþ [þ69þ].þ Theþ energyþ consumptionþ ofþ executingþ aþ dataþ
itemþ throughþ allþ tasksþ isþ composedþ ofþ staticþ partþ andþ dynamicþ part:þ E = Es + Ed.þ Theþ
staticþ componentþ representsþ theþ idleþ leakageþ currentþ consumption,þ whichþ isþ modeledþ asþ
Es = Is × Vs × Ptþ × ca,þ whereþ Is andþ Vs denoteþ theþ leakageþ currentþ andþ theþ minimumþ
possibleþ voltageþ ofþ aþ core,þ andþ ca denotesþ theþ actualþ numberþ ofþ coresþ used,þ sinceþ weþ assumeþ
thatþ otherþ coresþ canþ beþ switchedþ off.þ Sinceþ aþ dataþ itemþ arrivesþ everyþ Ptþ timeþ units,þ theþ staticþ
energyþ isþ consumedþ duringþ aþ timeþ Ptþ forþ eachþ task,þ onþ eachþ ofþ theþ ca cores.þ

Forþ aþ singleþ executionþ ofþ taskþ Ti runningþ atþ speedþ s(i),þ theþ dynamicþ componentþ Ei
d isþ

relatedþ toþ theþ operatingþ frequencyþ andþ voltage,þ Ei
d = Cs3(i) × wi

s(i)
= Cwis

2(i),þ inþ whichþ
C denotesþ theþ switchingþ capacitance.þ Theþ supplyþ voltageþ isþ scaledþ inþ almostþ linearþ fashionþ
withþ theþ processingþ frequencyþ [þ45þ].þ Afterþ takingþ triplicationþ intoþ consideration,þ theþ energyþ
costþ ofþ theþ wholeþ applicationþ onþ oneþ dataþ itemþ isþ therefore:þ

E = IsVsPtþca + C
∑

1≤i≤n

miwis
2(i),

whereþ mi = 3 ifþ Ti isþ triplicated,þ otherwiseþ mi = 1.þ Followingþ upþ withþ theþ previousþ example,þ
weþ showþ thatþ triplicatingþ aþ taskþ mayþ costþ lessþ energyþ thanþ runningþ itþ atþ theþ maximumþ speed.þ
Weþ useþ theþ valuesþ usedþ inþ Sectionþ 5.6þ:þ sminþ andþ smaxþ areþ 1.2þ Ghzþ andþ 4þ Ghzþ respectively,þ
staticþ powerþ isþ 2W,þ C = 1.þ Assumeþ thatþ theþ task’sþ weightþ isþ 1.2þ andþ theþ periodþ isþ 1þ second.þ
Theþ energyþ neededþ forþ triplicatingþ itþ atþ sminþ isþ 3 ∗ (2 + 1.2 ∗ 1.22) = 11.184W ,þ whileþ runningþ
itþ atþ smaxþ requiresþ 2 + 1.2 ∗ 42 = 21.2W .þ

Theþ energyþ costþ ofþ theþ communicationþ isþ notþ negligibleþ inþ ourþ model.þ Withinþ aþ block,þ
communicationþ amongþ processorþ coresþ isþ realizedþ throughþ aþ remoteþ memoryþ access.þ Com-
municationþ betweenþ twoþ coresþ ofþ differentþ blocksþ isþ realizedþ byþ routersþ onþ NoC.þ Forþ aþ simpleþ
transferþ ofþ dataþ onþ edgeþ Li,j,þ theþ energyþ costþ canþ beþ representedþ byþ Ec(Li,j) = αi,joi,j,þ whereþ
αi,j isþ theþ energyþ costþ forþ aþ unitþ ofþ dataþ sending.þ αi,j dependsþ onþ whereþ tasksþ areþ located:þ
ifþ taskþ Ti andþ Tj areþ allocatedþ ontoþ theþ sameþ core,þ thenþ αi,j = 0;þ αi,j = α1 > 0 ifþ tasksþ areþ
allocatedþ ontoþ twoþ coresþ ofþ theþ sameþ block;þ otherwiseþ αi,j = α2,þ andþ α1 < α2,þ seeþ [þ92þ]þ forþ
details.þ

Also,þ weþ mustþ considerþ theþ influenceþ ofþ triplication.þ Givenþ Lij ∈ E suchþ thatþ αi,j 6= 0,þ
i.e.,þ Ti andþ Tj areþ mappedþ onþ differentþ cores,þ theþ energyþ costþ alsoþ dependsþ onþ whetherþ Ti

andþ Tj areþ triplicatedþ orþ not.þ First,þ ifþ Ti isþ triplicated,þ itþ doesþ aþ majorityþ votingþ beforeþ theþ
communicationþ occurs:þ twoþ outputsþ fromþ twoþ differentþ coresþ needþ toþ beþ sentþ toþ aþ coreþ inþ

76þ



theþ sameþ block,þ henceþ theþ energyþ costþ isþ (mi − 1)α1oi,j (henceþ thisþ costþ isþ nullþ ifþ mi = 1).þ
Next,þ theþ communicationþ betweenþ Ti andþ Tj mustþ beþ doneþ oneþ orþ threeþ times,þ dependingþ
whetherþ Tj isþ triplicatedþ orþ not,þ withþ aþ costþ mjαi,joi,j.þ

Inþ total,þ theþ energyþ costþ ofþ theþ wholeþ applicationþ onþ oneþ dataþ setþ is:þ

E = IsVsPtþca + C
∑

1≤i≤n

miwis
2(i) +

∑
Li,j∈E|αi,j 6=0

((mi − 1)α1oi,j +mjαi,joi,j).

5.2.6þ Timingþ definitionþ andþ constraintsþ

Theþ actualþ timeþ spentþ byþ tasksþ mappedþ onþ coreþ v is:þ

T (v) = max
(∑

i∈Cv
wi

S(v)
+ (mi − 1)

∑
j∈Sinkv

∑
k∈Succ(j)

oj,k
β1

,

max
u∈SuccC v

∑
j∈Sinkv ,k∈Sourceu

oj,k
βv,u

,

max
u∈PredC v

∑
j∈Sinku,k∈Sourcev

oj,k
βu,v

)
,

whereþ βu,v = βv,u sinceþ communicationþ channelsþ areþ symmetrical,þ βu,v = β1 ifþ u andþ v areþ onþ
theþ sameþ block,þ otherwiseþ βu,v = β2.þ Ifþ tasksþ inþ Cv areþ triplicated,þ thenþ mi = 3,þ otherwiseþ
mi = 1.þ

Theþ firstþ termþ inþ theþ maximumþ isþ theþ executionþ timeþ plusþ theþ timeþ requiredþ forþ majorityþ
votingþ ifþ tasksþ areþ triplicated.þ Indeed,þ inþ thisþ case,þ twoþ copiesþ ofþ allþ outputsþ fromþ taskþ Tj,þ
withþ j ∈ Sinkv,þ needþ toþ beþ sentþ toþ aþ coreþ inþ theþ sameþ block,þ sinceþ theyþ areþ sentþ toþ theþ sameþ
place.þ Theþ communicationþ isþ sequentiallyþ executedþ toþ avoidþ potentialþ contention,þ thusþ theþ
timeþ neededþ isþ twoþ timesþ (þmi − 1 = 2 inþ thisþ case)þ aþ singleþ transfer.þ Theþ secondþ andþ thirdþ
termsþ areþ theþ timeþ neededþ toþ sendþ andþ receiveþ datasets.þ

Toþ executeþ aþ dataþ itemþ throughþ allþ stagesþ ofþ G,þ theþ timeþ takenþ isþ therefore:þ

T (G) = max
1≤v≤cp

T (v).

Inþ orderþ forþ theþ mappingþ toþ beþ valid,þ thisþ hasþ toþ beþ lessþ thanþ orþ equalþ toþ theþ targetþ periodþ

T (G) ≤ Ptþ.

5.2.7þ Optimizationþ problemþ

Theþ objectiveþ isþ toþ minimizeþ theþ expectedþ energyþ consumptionþ perþ datasetþ ofþ theþ wholeþ
workflow,þ whileþ ensuringþ aþ reliableþ executionþ ofþ theþ application.þ Hence,þ eachþ taskþ shouldþ
eitherþ beþ executedþ atþ maximumþ speed,þ orþ triplicated.þ Theþ goalþ isþ henceþ toþ decideþ whichþ
tasksþ toþ groupþ inþ aþ sameþ part,þ whichþ partsþ toþ triplicate,þ atþ whichþ frequencyþ toþ operateþ eachþ
part,þ andþ onþ whichþ coreþ aþ partþ shouldþ beþ executed.þ Moreþ formally,þ theþ problemþ isþ definedþ
asþ follows:þ
(þMinEnergyþ)þ Givenþ aþ series-parallelþ graphþ composedþ ofþ n tasks,þ aþ computingþ platformþ
composedþ ofþ c blocks,þ eachþ equippedþ withþ p homogeneousþ processorþ coresþ thatþ canþ beþ oper-
atedþ withþ aþ speedþ withinþ setþ S,þ anþ intra-blockþ (resp.þ inter-block)þ communicationþ bandwidthþ
β1 (resp.þ β2,þ withþ β1 >> β2),þ andþ aþ targetþ periodþ Ptþ,þ theþ goalþ isþ toþ partitionþ theþ graphþ andþ
decide,þ forþ eachþ part,þ whetherþ toþ triplicateþ itþ orþ not,þ atþ whichþ speedþ toþ operateþ it,þ onþ whichþ
coreþ toþ operateþ it,þ soþ thatþ theþ totalþ expectedþ energyþ consumptionþ isþ minimized,þ underþ theþ
constraintþ thatþ theþ actualþ periodþ T (G) shouldþ notþ exceedþ theþ periodþ boundþ Ptþ (toþ ensureþ re-
quiredþ performance),þ andþ thatþ eachþ taskþ isþ eitherþ executedþ atþ maximumþ speedþ orþ triplicatedþ
(toþ ensureþ reliableþ execution).þ
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5.3þ Problemþ complexityþ
Asþ manyþ partitioningþ problems,þ theþ MinEnergyþ optimizationþ problemþ unsurprisinglyþ turnsþ
outþ toþ beþ NP-complete.þ Weþ establishþ itsþ NP-completeness:þ

Theoremþþ 4þþ.þþ Theþ decisionþ versionþ ofþ MinEnergyþ problemþ isþ stronglyþ NP-complete.þ

Proof.þ First,þ weþ verifyþ thatþ givenþ aþ mappingþ ofþ theþ tasksþ onþ theþ processors,þ itþ isþ possibleþ toþ
verifyþ thatþ (i)þ eachþ partitionþ followþ theþ structureþ rule,þ (ii)þ theþ constraintþ onþ theþ executionþ
timeþ isþ satisfied,þ andþ (iii)þ theþ requiredþ energyþ ofþ theþ mappingþ doesþ notþ exceedþ theþ bound.þ

Toþ proveþ theþ problemþ NP-hard,þ weþ performþ aþ reductionþ fromþ 3-þPartition,þ whichþ isþ
knownþ toþ beþ NP-completeþ inþ theþ strongþ senseþ [þ43þ].þ Weþ considerþ theþ followingþ instanceþ I1
ofþ theþ 3-þPartitionþ problem:þ letþ {a1, . . . , a3m} beþ 3m integers,þ andþ B theþ integerþ suchþ
thatþ

∑3m
i=1 ai = mB.þ Weþ considerþ theþ variantþ ofþ theþ problem,þ alsoþ NP-complete,þ whereþ

∀i, B/4 < ai < B/2.þ Toþ solveþ I1,þ weþ needþ toþ solveþ theþ followingþ question:þ doesþ thereþ existþ aþ
partitionþ ofþ theþ ai’sþ inþ m subsetsþ S1, . . . , Sm,þ eachþ containingþ exactlyþ 3þ elements,þ suchþ that,þ
forþ eachþ Sk,þ

∑
i∈Sk

ai = B?þ Weþ buildþ theþ followingþ instanceþ I2 ofþ MinEnergyþ:þ weþ considerþ
aþ fork-joinþ graphþ asþ depictedþ inþ Figureþ 5.2þ,þ whereþ wfork = wjoin = B,þ andþ wi = ai.þ Theþ dataþ
carriedþ byþ edgesþ areþ assumedþ ofþ negligibleþ size,þ andþ thusþ oi,j = 0 forþ allþ i, j ∈ E .þ Weþ considerþ
aþ platformþ withþ c = 1 blockþ ofþ p = m+2 processors,þ withþ aþ setþ ofþ possibleþ speedsþ reducedþ toþ
aþ singleþ one:þ sminþ = smaxþ = 1.þ Theþ targetþ periodþ isþ Ptþ = B.þ Sinceþ weþ considerþ theþ decisionþ
versionþ ofþ MinEnergyþ,þ weþ setþ aþ boundþ onþ theþ energy:þ E ≤ Is×Vs(m+2)B+C(m+2)B.þ

Assumeþ firstþ thatþ thereþ existsþ aþ solutionþ toþ I1,þ i.e.,þ thatþ thereþ areþ m subsetsþ Sk ofþ 3þ
elementsþ withþ

∑
i∈Sk

ai = B.þ Inþ thisþ case,þ weþ buildþ theþ followingþ mappingþ asþ aþ solutionþ forþ
I2 :þ Tfork andþ Tjoin areþ eachþ mappedþ onþ aþ dedicatedþ processor,þ whileþ forþ eachþ 1 ≤ k ≤ m,þ
theþ 3þ tasksþ Ti withþ i ∈ Sk areþ mappedþ onþ aþ dedicatedþ processorþ (noþ triplicationþ isþ used).þ
Onþ theþ whole,þ theþ mappingþ usesþ m+ 2 processors.þ Weþ verifyþ thatþ theþ computationþ loadþ ofþ
eachþ processorþ isþ B,þ whichþ ensuresþ thatþ bothþ theþ periodþ boundþ andþ theþ energyþ boundþ areþ
met.þ Besides,þ thisþ mappingþ isþ similarþ toþ theþ oneþ depictedþ inþ Figureþ 5.2þ andþ thusþ followsþ theþ
structureþ rule.þ

Reciprocally,þ assumeþ thatþ thereþ existsþ aþ solutionþ toþ problemþ I2,þ thatþ is,þ aþ mappingþ
ofþ tasksþ thatþ respectsþ allþ boundsþ asþ wellþ asþ theþ structureþ rule.þ Weþ noticeþ thatþ theþ totalþ
computationþ loadþ ofþ (m+2)B hasþ toþ beþ perfectlyþ balancedþ onþ theþ m+2 availableþ processorsþ
toþ reachþ theþ periodþ boundþ B,þ andþ thatþ noþ triplicationþ isþ possible.þ Hence,þ Tfork andþ Tjoin (eachþ
ofþ computationalþ weightþ B) mustþ beþ mappedþ onþ dedicatedþ processors,þ whileþ m processorsþ
areþ availableþ toþ computeþ theþ Ti’s.þ Sinceþ wi > B/4,þ eachþ processorþ canþ accommodateþ atþ
mostþ 3 tasks.þ Forþ eachþ ofþ theseþ m processorsþ P1, . . . , Pm,þ letþ Sk beþ theþ setþ ofþ theþ indicesþ ofþ
theþ 3þ tasksþ mappedþ onþ Pk.þ Thanksþ toþ theþ periodþ bound,þ weþ knowþ thatþ

∑
i∈Sk

ai ≤ B andþ
asþ

∑3m
i=1 ai = mB,þ weþ haveþ

∑
i∈Sk

ai = B.þ Hence,þ theþ Sk’sþ formþ aþ solutionþ ofþ I1.þ

Sinceþ theþ problemþ isþ NP-complete,þ weþ firstþ addressþ theþ easierþ problemþ ofþ linearþ chainþ
applicationsþ inþ Sectionþ 5.4þ,þ beforeþ designingþ heuristicsþ forþ theþ generalþ caseþ inþ Sectionþ 5.5þ.þ

5.4þ Dynamicþ programmingþ onþ aþ linearþ chainþ
Ifþ theþ applicationþ isþ aþ linearþ chain,þ weþ proposeþ aþ dynamicþ programmingþ algorithmþ toþ solveþ
MinEnergyþ.þ Accordingþ toþ theþ structureþ rule,þ theþ linearþ chainþ needsþ toþ beþ partitionedþ intoþ
sub-chains,þ eachþ ofþ themþ beingþ assignedþ toþ oneþ orþ threeþ distinctþ cores,þ dependingþ whetherþ
theþ sub-chainþ isþ triplicatedþ orþ not.þ Weþ furtherþ considerþ aþ contiguousþ allocation,þ whereþ allþ
coresþ fromþ aþ sameþ blockþ areþ assignedþ toþ connectedþ sub-chainsþ (formingþ togetherþ aþ largerþ
chain).þ

Weþ considerþ thatþ weþ haveþ c∗ ≤ c availableþ blocks,þ whereþ theþ c∗ − 1 firstþ blocksþ haveþ p
coresþ available,þ andþ theþ lastþ blockþ hasþ p∗ ≤ p coresþ available.þ Weþ expressþ recursivelyþ theþ
minimumþ energyþ costþ ofþ schedulingþ tasksþ T1 toþ Ti ontoþ theþ remainingþ cores.þ Eitherþ allþ theþ
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tasksþ formþ aþ singleþ part,þ orþ weþ createþ aþ partþ withþ tasksþ Tj+1, . . . , Ti andþ recursivelyþ partitionþ
theþ firstþ j tasks.þ

Initially,þ weþ callþ E(n, c, p),þ whichþ partitionsþ theþ wholeþ chainþ withþ allþ blocksþ andþ allþ coresþ
available.þ Theþ recursionþ thenþ writes:þ

E(i, c∗, p∗) = min
{
Em(1, i, c

∗, p∗),

Et(1, i, c
∗, p∗),

min
1≤j<i

{
E(j, c∗, p∗ − 1) + Ec(j, α1, β1, 1) + Em(j + 1, i, c∗, p∗),

E(j, c∗ − 1, p) + Ec(j, α2, β2, 1) + Em(j + 1, i, c∗, p∗),

E(j, c∗, p∗ − 3) + Ec(j, α1, β1, 3) + Et(j + 1, i, c∗, p∗),

E(j, c∗ − 1, p) + Ec(j, α2, β2, 3) + Et(j + 1, i, c∗, p∗)
}}

,

(5.1þ)þ

whereþ Em(i, j, c
∗, p∗) (resp.þ Et(i, j, c

∗, p∗))þ isþ theþ energyþ costþ ofþ executingþ tasksþ betweenþ
Ti andþ Tj included,þ atþ theþ maximumþ speedþ (resp.þ triplicatingþ theþ tasks)þ ifþ thereþ areþ c∗ blocksþ
ofþ coresþ available,þ theþ lastþ oneþ havingþ p∗ coresþ available.þ Also,þ Ec(j, α, β,m) denotesþ theþ
energyþ costþ ofþ transferringþ dataþ ofþ sizeþ oj,j+1 ifþ Tj andþ Tj+1 areþ inþ differentþ parts:þ α andþ β areþ
theþ energyþ costsþ ofþ transferringþ aþ unitþ ofþ dataþ andþ theþ bandwidthþ respectivelyþ (theirþ valuesþ
dependþ onþ whetherþ tasksþ areþ inþ aþ sameþ blockþ orþ not),þ andþ m indicatesþ whetherþ taskþ Tj+1 isþ
triplicatedþ orþ notþ (weþ payþ theþ communicationþ eitherþ threeþ times,þ orþ onlyþ once).þ

Inþ theþ recursiveþ formulaþ E(i, c∗, p∗),þ weþ considerþ allþ possibleþ situations:þ eitherþ theþ sub-
chainþ T1, . . . , Ti isþ mappedþ inþ aþ sameþ part,þ atþ maximumþ speedþ orþ triplicatedþ (twoþ firstþ lines),þ
orþ weþ cutþ theþ chainþ afterþ Tj.þ Inþ thisþ case,þ tasksþ Tj+1, . . . , Tj areþ inþ aþ sameþ part,þ triplicatedþ
orþ not,þ andþ weþ considerþ whetherþ thereþ areþ inþ theþ sameþ blockþ asþ Tj orþ inþ aþ differentþ block,þ
henceþ resultingþ inþ fourþ differentþ cases.þ

Itþ remainsþ toþ expressþ Em,þ Et,þ andþ Ec.þ Forþ Em,þ weþ computeþ theþ energyþ costþ asþ describedþ
inþ Sectionþ 5.2.5þ:þ

Em(i, j, c
∗, p∗) =


+∞ ifþ

∑
i≤k≤j wk > Ptþsmaxþ

orþ p∗ < 1 orþ c∗ < 1,

IsVsPtþ + Cs2max

∑
i≤k≤j wk otherwiseþ.

(5.2þ)þ

Noteþ thatþ theþ energyþ costþ isþ infiniteþ ifþ theþ periodþ boundþ isþ notþ respected,þ orþ ifþ thereþ
isþ noþ availableþ coreþ (þc∗ < 1 orþ p∗ < 1).þ Theþ expressionþ ofþ Et reliesþ onþ ss,þ theþ minimumþ
speedþ amongþ speedsþ atþ whichþ theþ executionþ timeþ ofþ tasksþ betweenþ Ti andþ Tj isþ notþ largerþ
thanþ Ptþ (seeþ Sectionþ 5.2.4þ).þ Weþ addþ theþ energyþ costþ ofþ theþ majorityþ votingþ withinþ theþ sameþ
blockþ (þ2α1oj,j+1),þ seeþ Sectionþ 5.2.5þ.þ Theþ periodþ isþ infiniteþ ifþ thereþ areþ lessþ thanþ threeþ coresþ
available,þ orþ noþ blockþ left,þ orþ ifþ theþ periodþ boundþ cannotþ beþ matched:þ

Et(i, j, c
∗, p∗) =


+∞ ifþ

∑
i≤k≤j wk > Ptþsmaxþ

orþ p∗ < 3 orþ c∗ < 1,

3(IsVsPtþ + Cs2s
∑

i≤k≤j wk) + 2α1oj,j+1 otherwiseþ.
(5.3þ)þ

Finally,þ forþ Ec,þ theþ energyþ isþ infiniteþ ifþ theþ communicationþ timeþ isþ largerþ thanþ theþ period,þ
otherwiseþ itþ isþ computedþ asþ indicatedþ inþ Sectionþ 5.2.5þ:þ

Ec(j, α, β,m) =

{
+∞ ifþ oj,j+1 > βPtþ,

mαoj,j+1 otherwiseþ.
(5.4þ)þ

5.4.1þ Caseþ studiesþ toþ showþ itþ isþ notþ optimalþ

Inþ thisþ section,þ weþ provideþ anþ exampleþ toþ showþ thatþ theþ methodþ proposedþ aboveþ isþ notþ
optimal,þ becauseþ ofþ theþ contiguousþ assignmentþ ofþ blocks.þ Considerþ aþ platformþ withþ c = 2
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blocks,þ eachþ withþ p = 4 cores.þ Eachþ coreþ canþ runþ atþ aþ speedþ inþ setþ S = {1, 2, 4},þ withþ theþ
correspondingþ operatingþ voltageþ inþ setþ V = {1, 2, 4}.þ Theþ characteristicsþ ofþ communicationsþ
on-chipþ areþ givenþ byþ α1 = 1, α2 = 2 (energyþ cost)þ andþ β1 = 2, β2 = 1 (bandwidth).þ Theþ
staticþ energyþ costþ ofþ aþ coreþ ofþ aþ periodþ isþ 1Ptþ (i.e.,þ IsVs = 1),þ constantþ C isþ setþ toþ 1.þ Theþ
applicationþ isþ aþ linearþ chainþ withþ fourþ tasks,þ theþ taskþ weightsþ ofþ T1 toþ T4 areþ {4, 4, 1, 1}
respectively,þ andþ theþ sizeþ ofþ allþ edgesþ areþ 0.1.þ Theþ periodþ boundþ isþ Ptþ = 1.þ

Theþ optimalþ partitionþ andþ mappingþ is:þ breakþ allþ edges,þ eachþ taskþ isþ aþ part.þ Theþ firstþ twoþ
tasksþ areþ runningþ atþ theþ maximumþ speedþ andþ areþ mappedþ ontoþ twoþ differentþ blocks,þ eachþ onþ
aþ core.þ Theþ thirdþ andþ forthþ tasksþ areþ triplicated,þ theyþ bothþ runþ atþ speedþ 1 andþ areþ mappedþ
ontoþ twoþ differentþ blocks,þ eachþ taskþ onþ threeþ cores.þ T2 andþ T3 areþ mappedþ ontoþ theþ sameþ
block.þ Then,þ theþ energyþ costþ isþ 137.1 (energyþ costþ ofþ runningþ tasksþ areþ 64.1, 64.1, 3.9, 3.9 forþ
T1 toþ T4,þ andþ communicationþ energyþ costþ areþ 0.2, 0.3, 0.6 betweenþ them).þ

Theþ optimalþ partitionþ andþ mappingþ proposedþ aboveþ isþ notþ aþ contiguousþ allocation,þ andþ
henceþ itþ willþ notþ beþ consideredþ byþ theþ dynamicþ programmingþ algorithm.þ Indeed,þ sinceþ
triplicationþ ofþ T4 usesþ 3 cores,þ ifþ T3 isþ triplicatedþ asþ well,þ itþ hasþ toþ moveþ toþ anotherþ block,þ
andþ theþ coreþ availableþ inþ theþ blockþ withþ T4 willþ neverþ beþ used.þ Hence,þ thereþ isþ noþ coreþ leftþ
forþ T1 (indeed,þ T2 andþ T1 cannotþ beþ inþ aþ sameþ partþ withoutþ exceedingþ theþ periodþ bound).þ
Theþ minimumþ energyþ costþ byþ theþ dynamicþ algorithmþ isþ 148.4,þ whichþ isþ largerþ thanþ 137.1.þ
Itþ isþ obtainedþ byþ havingþ T1 andþ T2 inþ theþ firstþ block,þ T3 andþ T4 inþ theþ secondþ block,þ andþ byþ
triplicatingþ T4 only.þ

Thereþ areþ evenþ casesþ whereþ noþ contiguousþ allocationþ isþ possible,þ andþ henceþ theþ dynamicþ
programmingþ algorithmþ failsþ atþ findingþ aþ validþ mapping.þ Considerþ forþ instanceþ aþ linearþ chainþ
applicationþ withþ eightþ tasks,þ allþ haveþ weightþ 4,þ edgesþ betweenþ T2 andþ T3,þ T6 andþ T7 haveþ sizeþ
1,þ otherþ edgesþ haveþ sizeþ 2.þ Otherþ configurationsþ areþ theþ sameþ asþ before.þ Eachþ taskþ shouldþ
beþ mappedþ ontoþ aþ differentþ coreþ andþ operatedþ atþ maximumþ speed.þ Tasksþ betweenþ T3 andþ T6

(bothþ included)þ shouldþ beþ mappedþ ontoþ theþ sameþ block,þ otherwiseþ theþ communicationþ timeþ
betweenþ themþ willþ exceedþ theþ period.þ Hence,þ theþ dynamicþ programmingþ algorithmþ cannotþ
findþ theþ solution.þ

5.4.2þ Conditionþ forþ optimalityþ

Forþ tasksþ fromþ T1 toþ Tn,þ ifþ indicesþ ofþ blocksþ atþ whichþ tasksþ areþ assignedþ toþ areþ monotonicallyþ
increasingþ orþ decreasing,þ weþ callþ thisþ mappingþ monotonic.þ Moreþ formally,þ itþ isþ definedþ below:þ

Definitionþþ 4þþ (Monotonicþþ mapping).þþ Inþ aþ monotonicþ mapping,þ forþ anyþ tasksþ Ti andþ Tj withþ
1 ≤ i < j ≤ n andþ blocksþ d andþ f suchþ thatþ i ∈ `d andþ j ∈ `f ,þ thenþ d ≤ f .þ

Lemmaþþ 2þþ.þþ Theþ previousþ dynamicþ programþ producingþ E(n, c, p) findsþ aþ mappingþ whoseþ
energyþ costþ isþ minimalþ amongþ monotonicþ mappings.þ

Proof.þ Weþ proveþ thatþ forþ anyþ i,þ c∗,þ p∗ withþ i ∈ N,þ c∗ ∈ N,þ p∗ ∈ N,þ E(i, c∗, p∗) findsþ aþ mappingþ
whoseþ energyþ costþ isþ minimalþ amongþ monotonicþ mappings.þ Thenþ E(n, c, p) isþ naturallyþ theþ
optimalþ solution.þ

Weþ firstþ proveþ thatþ forþ anþ applicationþ composedþ ofþ aþ singleþ taskþ T1,þ solutionþ givenþ byþ
theþ formulaþ isþ optimal.þ E(1, c∗, p∗) = min(Em(1, 1, c

∗, p∗), Et(1, 1, c
∗, p∗)).þ Theþ solutionþ

returnedþ isþ theþ minimumþ betweenþ theþ energyþ costþ ofþ runningþ T1 atþ theþ maximumþ speedþ onþ
processorþ p∗ ofþ blockþ c∗ andþ thatþ ofþ triplicatingþ T1 atþ theþ speedþ ss onþ processorsþ p∗,þ p∗ − 1,þ
p∗−2 ofþ blockþ c∗.þ Theseþ twoþ situationsþ includeþ allþ possibilities:þ runningþ T1 atþ theþ maximumþ
speedþ onþ aþ coreþ orþ triplicatingþ T1 atþ speedþ ss onþ threeþ cores.þ Sinceþ coresþ andþ blocksþ areþ
homogeneous,þ takingþ anyþ ofþ themþ costsþ theþ sameþ energy.þ Soþ itþ takesþ theþ minimumþ ofþ allþ
possibilities,þ whichþ isþ apparentlyþ theþ optimalþ solution.þ

Thenþ weþ assumeþ thatþ forþ applicationsþ thatþ hasþ atþ mostþ k tasks,þ k ≤ i − 1,þ E(k, c′, p′)
returnsþ anþ optimalþ monotonicþ solution,þ c′ ≤ c∗ andþ p′ ≤ p∗;þ thenþ weþ needþ toþ proveþ thatþ
E(i, c∗, p∗) isþ optimalþ amongþ monotonicþ mappingsþ forþ applicationsþ thatþ haveþ i tasksþ withþ c∗
blockþ andþ p∗ coresþ onþ eachþ block.þ

80þ



Weþ considerþ anþ optimalþ monotonicþ mappingþ Mopt,þ inþ whichþ weþ assumeþ theþ lastþ edgeþ
brokenþ isþ Lj,j+1,þ (þ1 ≤ j ≤ i − 1).þ Thatþ isþ toþ say,þ tasksþ fromþ Tj+1 toþ Ti areþ toþ beþ mappedþ
ontoþ theþ sameþ processor.þ Assumeþ taskþ Tj isþ assignedþ toþ blockþ ct,þ ct ≤ c∗.þ Sinceþ theþ mappingþ
isþ monotonic,þ tasksþ betweenþ Tj+1 toþ Ti canþ useþ onlyþ blockþ ct orþ ct + r,þ r = 1, 2, 3, . . . .þ Thenþ
weþ considerþ allþ possibilitiesþ ofþ mapping.þ

Theþ energyþ costþ ofþ tasksþ betweenþ T1 andþ Tj isþ denotedþ byþ Eleft .þ

•þþ ifþ Tj+1 toþ Ti areþ runningþ atþ theþ maximumþ speedþ onþ aþ processorþ ofþ blockþ ct,þ thenþ
theþ energyþ costþ ofþ thisþ partþ isþ Em(j + 1, i, ct, p

′ + 1),þ theþ communicationþ energyþ costþ
betweenþ Tj andþ Tj+1 isþ Ec(α1, β1, oj,j+1, 1).þ Inþ total,þ theþ energyþ costþ ofþ theþ applicationþ
isþ Em(j + 1, i, ct, p

′ + 1) + Eleft + Ec(α1, β1, oj,j+1, 1);þ

•þþ ifþ Tj+1 toþ Ti areþ runningþ atþ theþ maximumþ speedþ onþ aþ processorþ ofþ blockþ ct + r,þ thenþ
theþ energyþ costþ ofþ thisþ partþ isþ Em(j + 1, i, ct + r, p∗),þ theþ communicationþ energyþ costþ
betweenþ Tj andþ Tj+1 isþ Ec(α2, β2, oj,j+1, 1).þ Inþ total,þ theþ energyþ costþ ofþ theþ applicationþ
isþ Em(j + 1, i, ct + r, p∗) + Eleft + Ec(α2, β2, oj,j+1, 1);þ

•þþ ifþ Tj+1 toþ Ti areþ triplicatedþ onþ processorsþ ofþ blockþ ct,þ thenþ theþ energyþ costþ ofþ thisþ partþ
isþ Et(j+1, i, ct, p

′+3),þ plusþ theþ energyþ costþ onþ communicationþ Ec(α1, β1, oj,j+1, 3),þ theþ
totalþ energyþ costþ isþ Et(j + 1, i, ct, p

′ + 3) + Eleft + Ec(α1, β1, oj,j+1, 3);þ

•þþ ifþ theyþ areþ triplicatedþ onþ processorsþ ofþ blockþ ct + r,þ theþ energyþ costþ ofþ thisþ partþ isþ thenþ
Et(j + 1, i, ct + r, p∗),þ theþ communicationþ energyþ costþ isþ Ec(α2, β2, oj,j+1, 3),þ plusþ theþ
energyþ costþ ofþ tasksþ betweenþ T1 andþ Tj,þ theþ totalþ energyþ costþ isþ Et(j+1, i, ct+ r, p∗)+
Eleft + Ec(α2, β2, oj,j+1, 3).þ

Theþ optimalþ solutionþ isþ amongþ themþ andþ itþ costsþ theþ leastþ energy.þ Asþ assumedþ above,þ theþ op-
timalþ solutionþ ofþ tasksþ betweenþ T1 andþ Tj canþ beþ representedþ asþ E(j, c′, p′),þ Eleft ≥ E(j, c′, p′).þ
Theþ optimalþ solutionþ canþ beþ rewrittenþ as:þ

Eopt = min(Em(j + 1, i, ct, p
′ + 1) + E(j, c′, p′) + Ec(α1, β1, oj,j+1, 1),

Em(j + 1, i, ct + r, p∗) + E(j, c′, p′) + Ec(α2, β2, oj,j+1, 1),

Et(j + 1, i, ct, p
′ + 3) + E(j, c′, p′) + Ec(α1, β1, oj,j+1, 3),

Et(j + 1, i, ct + r, p∗) + E(j, c′, p′) + Ec(α2, β2, oj,j+1, 3)).

Noteþ thatþ coresþ andþ blocksþ areþ homogeneousþ andþ ct ≤ c′ ≤ c∗,þ p′ ≤ p∗,þ henceþ ifþ weþ keepþ theþ
relativeþ placeþ ofþ blocksþ andþ coresþ whereþ tasksþ areþ allocated.þ Thenþ itþ canþ beþ rewrittenþ as:þ

Eopt = min(Em(j + 1, i, c∗, p∗) + E(j, c∗, p∗ − 1) + Ec(α1, β1, oj,j+1, 1),

Em(j + 1, i, c∗, p∗) + E(j, c∗ − 1, p∗) + Ec(α2, β2, oj,j+1, 1),

Et(j + 1, i, c∗, p∗) + E(j, c∗, p∗ − 3) + Ec(α1, β1, oj,j+1, 3),

Et(j + 1, i, c∗, p∗) + E(j, c∗ − 1, p∗) + Ec(α2, β2, oj,j+1, 3)).

Formulaþ E(i, c∗, p∗) considersþ allþ situationsþ above,þ andþ itþ furtherþ includesþ runningþ allþ
tasksþ onþ oneþ coreþ withþ theþ maximumþ speedþ orþ triplicatingþ themþ onþ threeþ coresþ ofþ theþ sameþ
block,þ andþ itþ returnsþ theþ minimumþ ofþ allþ them,þ soþ itþ returnsþ aþ resultþ thatþ isþ notþ largerþ thanþ
theþ optimalþ solution,þ whichþ showsþ thatþ itþ isþ optimal.þ

5.5þ Heuristicsþ forþ series-parallelþ graphsþ
Forþ generalþ series-parallelþ graphs,þ weþ firstþ proposeþ aþ naiveþ baselineþ heuristicþ inþ Sectionþ 5.5.1þ,þ
whichþ willþ beþ usedþ toþ evaluateþ theþ performanceþ ofþ theþ proposedþ sophisticatedþ heuristics.þ
Otherþ heuristicsþ useþ aþ two-stepþ approachþ toþ mapþ theþ SPGþ ontoþ theþ platform.þ Theþ firstþ
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stepþ isþ toþ partitionþ theþ graphþ intoþ manyþ parts,þ andþ theþ secondþ stepþ isþ toþ mapþ theseþ partsþ
ontoþ computingþ resources.þ Weþ proposeþ twoþ heuristicsþ thatþ focusþ onþ partitioningþ theþ graphþ
intoþ manyþ parts,þ andþ selectþ theþ mostþ energyþ efficientþ wayþ ofþ execution,þ whileþ theþ baselineþ
heuristicþ executesþ allþ tasksþ atþ maximumþ speedþ (Sectionsþ 5.5.2þ andþ 5.5.3þ).þ Theþ mappingþ
heuristicþ isþ describedþ inþ Sectionþ 5.5.4þ.þ

5.5.1þ Baselineþ heuristicþ –þ MaxSþ

Weþ firstþ outlineþ aþ baselineþ heuristic,þ MaxSþ,þ thatþ willþ serveþ asþ aþ comparisonþ point.þ Itþ consistsþ
inþ havingþ eachþ taskþ executedþ atþ theþ maximumþ speedþ smaxþ,þ andþ thenþ mappingþ greedilyþ tasksþ
toþ cores.þ Aþ setþ L storesþ aþ depth-firstþ traversalþ ofþ G.þ Atþ eachþ step,þ weþ popþ upþ theþ firstþ nodeþ
fromþ L andþ mapþ itþ ontoþ currentþ coreþ v untilþ totalþ workþ loadþ onþ v,þ

∑
i∈Cv

wi,þ isþ largerþ thanþ
Ptþsmaxþ.þ Toþ respectþ theþ structureþ rule,þ ifþ theþ nodeþ isþ aþ fork,þ weþ mapþ theþ wholeþ fork-joinþ
ontoþ theþ currentþ core,þ otherwiseþ ifþ theþ workloadþ isþ alreadyþ tooþ large,þ weþ mapþ theþ forkþ ontoþ
currentþ core,þ andþ itsþ successorsþ ontoþ otherþ cores.þ Weþ firstþ useþ allþ coresþ ofþ theþ currentþ blockþ
beforeþ usingþ coresþ ofþ theþ nextþ block.þ

Algorithmþ 19þ describesþ thisþ heuristic.þ Weþ startþ fromþ theþ lastþ coreþ p onþ theþ lastþ blockþ c,þ
andþ moveþ toþ theþ nextþ coreþ onþ theþ sameþ blockþ ifþ itþ hasþ any,þ otherwiseþ weþ moveþ toþ theþ coreþ
p onþ nextþ blockþ c− 1.þ

Algorithmþ 17þ NextCore(c∗, p∗)

1:þþ ifþ p∗ > 1 thenþ
2:þþ p∗ ← p∗ − 1;þ
3:þþ elseþ ifþ c∗ > 1 thenþ
4:þþ c∗ ← c∗ − 1,þ p∗ ← p;þ
5:þþ elseþ
6:þþ returnþ < 0, 0, ∅ >;þ
7:þþ endþ ifþ
8:þþ returnþ < c∗, p∗, ∅ >;þ

Algorithmþ 18þ MapNodesOn(Ti, Tj, c, v)

1:þþ forþ allþ nodesþ Tk fromþ Ti toþ Tj doþ
2:þþ setþ mk ← 1;þ
3:þþ putþ Tk intoþ Cv;þ
4:þþ mapþ Tk ontoþ blockþ c andþ coreþ v;þ
5:þþ endþ forþ

5.5.2þ Partitioningþ heuristicþ –þ GroupCellþ

Heuristicþ GroupCellþ partitionsþ theþ graphþ inþ aþ bottom-upþ way.þ Itþ firstþ breaksþ allþ edges,þ
exceptþ (i)þ edgesþ thatþ haveþ aþ largeþ communicationþ costþ thatþ cannotþ beþ doneþ withinþ theþ period,þ
i.e.,þ δi,j ≥ β1Ptþ;þ andþ (ii)þ allþ edgesþ inþ aþ parallelþ compositionþ whenþ oneþ ofþ theþ fork’sþ outputþ
edgesþ orþ join’sþ inputþ edgesþ isþ tooþ large.þ Indeed,þ accordingþ toþ theþ structureþ rule,þ edgesþ insideþ
thisþ parallelþ compositionþ shouldþ notþ beþ broken.þ Forþ eachþ resultingþ part,þ twoþ choicesþ areþ
considered:þ eitherþ runningþ atþ maximumþ speedþ orþ triplicating,þ andþ theþ mostþ energyþ efficientþ
choiceþ isþ selected.þ Partsþ storedþ inþ vectorþ Vmaxs areþ thoseþ thatþ areþ supposedþ toþ runþ atþ theþ
maximumþ speed,þ whileþ otherþ partsþ thatþ areþ supposedþ toþ beþ triplicatedþ areþ inþ Vtrip.þ Forþ
twoþ neighborþ parts,þ ifþ theyþ areþ bothþ inþ Vmaxs,þ mergingþ themþ willþ saveþ theþ energyþ costþ onþ
communication.þ Weþ henceþ mergeþ partsþ inþ Vmaxs ifþ theyþ areþ neighborsþ andþ ifþ theþ mergedþ partþ
fitsþ withinþ theþ periodþ bound.þ Inþ thisþ process,þ weþ respectþ theþ structureþ rule,þ i.e.,þ theþ resultedþ
partþ shouldþ beþ eitherþ anþ SPGþ orþ aþ combinationþ ofþ parallelþ branches,þ seeþ Sectionþ 5.2.3þ forþ
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Algorithmþ 19þ MaxSþ(G, c, p, Ptþ)

1:þþ L← aþ depth-firstþ traversalþ ofþ G;þ
2:þþ b← c;þ v ← p;þ Cv ← ∅;þ Tmapped ← L[1];þ
3:þþ whileþ L isþ notþ emptyþ doþ
4:þþ Ti ← popþ upþ theþ firstþ elementþ ofþ L;þ
5:þþ ifþ Cv 6= ∅ thenþ
6:þþ ifþ Ti isþ notþ aþ successorþ ofþ Tmapped orþ Tmapped isþ aþ forkþ thenþ
7:þþ < b, v, Cv >← NextCore(b, v, Cv);þ
8:þþ ifþ b < 1 thenþ returnþ fail;þ
9:þþ endþ ifþ

10:þþ endþ ifþ
11:þþ ifþ Ti isþ aþ forkþ nodeþ thenþ
12:þþ w ← sumþ ofþ weightþ ofþ allþ nodesþ ofþ fork-joinþ ofþ Ti;þ
13:þþ ifþ w +

∑
j∈Cv

wj > Ptþsmaxþ thenþ
14:þþ ifþ wi +

∑
j∈Cv

wj > Ptþsmaxþ thenþ
15:þþ < b, v, Cv >← NextCore(b, v);þ
16:þþ ifþ b < 1 thenþ returnþ fail;þ
17:þþ endþ ifþ
18:þþ MapNodesOn(Ti, Ti, b, v);þ
19:þþ Tmapped ← Ti;þ
20:þþ elseþ
21:þþ Tj ← joinþ ofþ fork-joinþ ofþ Ti;þ
22:þþ MapNodesOn(Ti, Tj, b, v);þ
23:þþ Tmapped ← Tj;þ
24:þþ removeþ nodesþ ofþ fork-joinþ ofþ Ti fromþ L;þ
25:þþ endþ ifþ
26:þþ elseþ
27:þþ ifþ Ti isþ aþ joinþ nodeþ thenþ
28:þþ < b, v, Cv >← NextCore(b, v);þ
29:þþ endþ ifþ
30:þþ ifþ wi +

∑
j∈Cv

wj > Ptþsmax thenþ
31:þþ < b, v, Cv >← NextCore(b, v);þ
32:þþ endþ ifþ
33:þþ ifþ b < 1 thenþ returnþ fail;þ
34:þþ MapNodesOn(Ti, Ti, b, v);þ
35:þþ Tmapped ← Ti;þ
36:þþ endþ ifþ
37:þþ endþ whileþ
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details.þ Ifþ theþ numberþ ofþ processorsþ requestedþ forþ theþ wholeþ graphþ thenþ exceedsþ theþ capacity,þ
weþ mergeþ partsþ inþ Vtrip,þ startingþ withþ theþ oneþ withþ largestþ inputþ edgeþ weight.þ

Thisþ heuristicþ isþ describedþ inþ Algorithmþ 20þ.þ

Algorithmþ 20þ GroupCellþ(G, c, p, Ptþ)

1:þþ parts ← breakþ allþ edgesþ exceptþ theþ oneþ whoseþ δi,j > β1Ptþ;þ
2:þþ Vmaxs ← partsþ inþ parts forþ whichþ runningþ atþ theþ maximumþ speedþ costsþ lessþ energyþ thanþ

triplication;þ
3:þþ Vtrip ← parts\Vmaxs;þ
4:þþ sortþ Vmaxs byþ anþ non-increasingþ orderþ ofþ inputþ edgeþ size;þ
5:þþ forþ i = 1 toþ i = |Vmaxs| doþ
6:þþ ifþ partþ Vmaxs[i]’sþ predecessorþ isþ alsoþ inþ Vmaxs thenþ
7:þþ ifþ sumþ ofþ weightþ ofþ Vmaxs[i] andþ itsþ predecessorþ ≤ Ptþsmaxþ thenþ
8:þþ restoreþ theþ brokenþ edgeþ betweenþ Vmaxs[i] andþ itsþ predecessor;þ
9:þþ replaceþ Vmaxs[i] byþ theþ combinationþ ofþ Vmaxs[i] andþ itsþ predecessor;þ

10:þþ endþ ifþ
11:þþ endþ ifþ
12:þþ endþ forþ
13:þþ sortþ Vtrip byþ anþ non-increasingþ orderþ ofþ inputþ edgeþ size;þ
14:þþ whileþ |Vmaxs|+ 3|Vtrip| > cp doþ
15:þþ part ← popþ upþ theþ firstþ elementþ ofþ Vtrip;þ
16:þþ mergeþ part intoþ itsþ predecessor;þ
17:þþ endþ whileþ
18:þþ forþ allþ part inþ Vtrip doþ
19:þþ moveþ itþ intoþ Vmaxs ifþ runningþ atþ theþ maximumþ speedþ costsþ lessþ energy;þ
20:þþ endþ forþ
21:þþ forþ allþ tasksþ Ti inþ Vmaxs doþ
22:þþ setþ mi = 1;þ
23:þþ endþ forþ
24:þþ forþ allþ tasksþ Ti inþ Vtrip doþ
25:þþ setþ mi = 3;þ
26:þþ endþ forþ

5.5.3þ Partitioningþ heuristicþ –þ BreakFJ-DPþ

Thisþ secondþ partitioningþ heuristicþ buildsþ uponþ theþ dynamicþ programmingþ algorithmþ thatþ wasþ
designedþ forþ linearþ chains.þ Itþ partitionsþ theþ graphþ inþ aþ top-downþ way.þ First,þ BreakFJ-DPþ
breaksþ allþ inputþ edgesþ ofþ joinþ nodesþ andþ outputþ edgesþ ofþ forkþ nodesþ soþ thatþ resultingþ
partsþ areþ eitherþ linearþ chainsþ orþ singleþ nodes.þ Dynamicþ programmingþ algorithmþ fromþ Sec-
tionþ 5.4þ isþ thenþ calledþ onþ eachþ ofþ themþ withþ theþ sameþ numberþ ofþ coresþ andþ blocksþ givenþ asþ
BreakFJ-DPþ.þ

Noteþ thatþ onþ aþ linearþ chainþ application,þ BreakFJ-DPþ isþ similarþ thanþ callingþ theþ dynamicþ
programmingþ algorithmþ onþ theþ wholeþ chain,þ exceptþ thatþ mappingþ theþ partsþ toþ theþ coresþ isþ
notþ doneþ inþ theþ dynamicþ programþ butþ inþ aþ secondþ step,þ usingþ theþ mappingþ heuristic.þ

Thisþ heuristicþ isþ detailedþ inþ Algorithmþ 21þ.þ

5.5.4þ Mappingþ heuristicþ

Onceþ aþ partitionþ hasþ beenþ returnedþ byþ GroupCellþ orþ BreakFJ-DPþ,þ oneþ stillþ needsþ toþ mapþ
theþ partsþ ontoþ theþ cores.þ Theþ mappingþ heuristicþ firstþ mapsþ partsþ thatþ needþ toþ communicateþ
aþ largeþ amountþ ofþ dataþ onþ aþ sameþ block,þ wheneverþ possible.þ Inþ aþ secondþ step,þ theþ remainingþ
partsþ areþ mappedþ toþ theþ coresþ followingþ theþ topologyþ ofþ theþ graph:þ aþ depth-firstþ traversalþ
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Algorithmþ 21þ BreakFJ-DPþ(G, c, p, Ptþ)

1:þþ setþ L← allþ forkþ andþ joinþ nodesþ ofþ G;þ
2:þþ Parts ← breakþ outputþ edgesþ ofþ forkþ andþ inputþ edgesþ ofþ joinþ inþ L;þ
3:þþ C ← ∅;þ /*edgesþ broken*/þ
4:þþ repeatþ
5:þþ part ← popþ upþ theþ firstþ elementþ ofþ Parts ;þ
6:þþ < i, j >← sourceþ nodeþ andþ sinkþ nodeþ ofþ part ;þ
7:þþ < E,Ccur >← DP(i, j, c, p);þ
8:þþ ifþ E == +∞ thenþ
9:þþ returnþ failure;þ

10:þþ endþ ifþ
11:þþ C ← C ∪ Ccur;þ
12:þþ untilþ Parts isþ emptyþ

ofþ theþ partsþ isþ created,þ andþ partsþ areþ mappedþ inþ thisþ orderþ toþ theþ availableþ cores.þ Allþ coresþ
ofþ theþ currentþ blockþ areþ usedþ beforeþ startingþ usingþ coresþ fromþ aþ newþ block.þ Someþ partsþ mayþ
beþ mergedþ intoþ itsþ predecessorþ orþ itsþ parallelþ partþ whenþ thereþ areþ noþ availableþ cores.þ

Ifþ twoþ partsþ connectedþ byþ anþ edgeþ withþ δi,j > β2Ptþ areþ mappedþ ontoþ differentþ processorþ
blocks,þ theþ communicationþ timeþ willþ violateþ theþ periodþ bound,þ thenþ thisþ mappingþ isþ invalid.þ
MapRankþ takesþ thisþ intoþ considerationþ andþ firstþ mapsþ partsþ thatþ needþ toþ transferþ dataþ ofþ
sizeþ δi,j > β2Ptþ ontoþ theþ sameþ block.þ Aþ partþ mayþ haveþ moreþ thanþ oneþ edgeþ withþ δi,j > β2Ptþ,þ
soþ partsþ connectedþ byþ theseþ edgesþ shouldþ allþ beþ mappedþ ontoþ theþ sameþ block.þ Theyþ areþ
groupedþ intoþ theþ sameþ vectorþ inþ theþ firstþ forþ loopþ ofþ MapRankþ.þ Theseþ vectorsþ areþ storedþ
inþ setþ L.þ Ifþ numberþ ofþ processorsþ neededþ byþ aþ groupþ exceedsþ theþ capacityþ p,þ weþ selectþ theþ
partþ withþ theþ smallestþ computationþ weightþ andþ executeþ itþ atþ theþ maximumþ speedþ onþ oneþ
processor.þ Thisþ processþ isþ repeatedþ untilþ theþ requirementþ fitsþ theþ capacity.þ Accordingþ toþ
theirþ demand,þ partsþ areþ sequentiallyþ assignedþ toþ processorsþ |Sets[bcur]|,þ |Sets[bcur]| + 1 andþ
soþ on.þ MapTopologyþ isþ calledþ afterwardsþ toþ mapþ theþ remainingþ parts.þ

Inþ MapTopologyþ (seeþ Algorithmþ 23þ),þ aþ partþ isþ atþ firstþ mappedþ ontoþ theþ sameþ blockþ
asþ itsþ firstþ predecessor,þ ifþ itþ isþ possible.þ Otherwise,þ itþ willþ beþ mappedþ ontoþ theþ blockþ withþ
theþ closestþ indexþ thatþ hasþ enoughþ cores.þ Ifþ theþ inputþ edgeþ isþ tooþ largeþ toþ communicateþ
betweenþ twoþ blocks,þ andþ currentþ blockþ doesþ notþ haveþ enoughþ cores,þ MapTopologyþ firstþ
triesþ toþ moveþ someþ partsþ alreadyþ mappedþ ontoþ theþ currentþ blockþ toþ theþ nextþ block,þ andþ
thenþ continuesþ theþ mappingþ fromþ theþ nextþ block.þ Ifþ itþ doesþ notþ work,þ MapTopologyþ thenþ
mergesþ linearþ chainsþ alreadyþ mappedþ fromþ theþ smallestþ sizeþ untilþ thereþ isþ enoughþ space.þ

5.6þ Experimentalþ evaluationþ ofþ theþ heuristicsþ

Inþ thisþ section,þ weþ evaluateþ allþ proposedþ algorithmsþ throughþ extensiveþ simulationsþ onþ realþ
applications.þ Forþ reproducibilityþ purposes,þ theþ codeþ isþ availableþ atþ
github.com/gouchangjiang/Stream_HPCþ.þ
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Algorithmþ 22þ MapRankþ(G, C)

1:þþ bcur ← c;þ L← ∅;þ
2:þþ constructþ quotientþ graphþ Q byþ breakingþ edgesþ inþ C;þ
3:þþ initializeþ Sets withþ c emptyþ vectors;þ
4:þþ C ′ ← edgesþ ofþ Q whoseþ δi,j > β2Ptþ;þ
5:þþ forþ i = 1 toþ i = |C ′| doþ
6:þþ < Tp, Ts >← nodesþ connectedþ byþ edgeþ C ′[i];þ
7:þþ ifþ Tp isþ inþ L butþ notþ Ts thenþ
8:þþ pushþ Ts intoþ theþ sameþ vectorþ asþ Tp;þ
9:þþ endþ ifþ

10:þþ ifþ Ts isþ inþ L butþ notþ Tp thenþ
11:þþ pushþ Tp intoþ theþ sameþ vectorþ asþ Ts;þ
12:þþ endþ ifþ
13:þþ ifþ neitherþ Tp norþ Ts isþ inþ L thenþ
14:þþ initializeþ aþ vectorþ withþ them,þ pushþ itþ intoþ L;þ
15:þþ endþ ifþ
16:þþ endþ forþ
17:þþ whileþ L 6= ∅ doþ
18:þþ vec← popþ upþ theþ firstþ vectorþ ofþ L;þ
19:þþ nbr ←

∑
i∈vec mi;þ /*coresþ requested*/þ

20:þþ ifþ nbr > p thenþ
21:þþ sortþ vec byþ anþ non-decreasingþ orderþ ofþ weight;þ
22:þþ idx← 1;þ
23:þþ whileþ nbr > p doþ
24:þþ setþ theþ nodeþ vec[idx] toþ runþ onþ onlyþ oneþ core;þ
25:þþ idx← idx+ 1;þ recaculateþ nbr;þ
26:þþ ifþ idx > |vec| thenþ returnþ failure;þ
27:þþ endþ whileþ
28:þþ endþ ifþ
29:þþ ifþ pþ -þ |Sets[bcur]| < nbr thenþ bcur ← bcur − 1;þ
30:þþ forþ i = 1 toþ i = |vec| doþ
31:þþ ifþ nodeþ vec[i] needsþ 3þ processorsþ thenþ
32:þþ pushþ itþ intoþ vectorþ Sets[bcur] threeþ times;þ
33:þþ elseþ
34:þþ pushþ itþ intoþ vectorþ Sets[bcur];þ
35:þþ endþ ifþ
36:þþ endþ forþ
37:þþ endþ whileþ
38:þþ MapTopologyþ(Q, Sets);þ
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Algorithmþ 23þ MapTopologyþ(Q, Sets)

1:þþ L← aþ depth-firstþ traversalþ ofþ Q;þ
2:þþ repeatþ
3:þþ Ti ← popþ upþ L;þ b← c;þ
4:þþ ifþ Ti hasþ notþ beenþ mappedþ yetþ thenþ
5:þþ ifþ Ti hasþ aþ predecessorþ thenþ
6:þþ bcur ← whichþ blockþ theþ firstþ predecessorþ ofþ Ti mappedþ onto;þ
7:þþ endþ ifþ
8:þþ ifþ p− |Sets [b]| < mi andþ theþ sizeþ ofþ firstþ inputþ edgeþ isþ largerþ thanþ β2Ptþ thenþ
9:þþ h← theþ indexþ suchþ thatþ allþ inputþ edgesþ ofþ Sets[b][h] areþ notþ largerþ thanþ β2Ptþ;þ

10:þþ ifþ h existsþ andþ b > 1 thenþ
11:þþ moveþ elementsþ betweenþ Sets[b][h] andþ theþ endþ ofþ Sets[b] toþ Sets[b− 1];þ
12:þþ b← b− 1;þ
13:þþ elseþ
14:þþ whileþ p− |Sets [b]| > mi doþ
15:þþ partj ← theþ smallestþ partþ ofþ Sets[b] whoþ hasþ onlyþ oneþ predecessorþ thatþ isþ notþ

aþ fork;þ
16:þþ mergeþ partj toþ itsþ predecessorþ andþ removeþ partj fromþ Sets[b];þ
17:þþ endþ whileþ
18:þþ endþ ifþ
19:þþ endþ ifþ
20:þþ whileþ p− Sets [b] ≥ mi andþ b > 1 doþ
21:þþ b← b− 1;þ
22:þþ endþ whileþ
23:þþ ifþ mi == 3 andþ p− |Sets [b]| ≥ 3 thenþ
24:þþ putþ parti intoþ Sets [b] threeþ times;þ
25:þþ elseþ
26:þþ putþ parti intoþ Sets [b];þ
27:þþ endþ ifþ
28:þþ endþ ifþ
29:þþ untilþ L isþ emptyþ
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5.6.1þ Simulationþ setupþ

IDþ Nbrþ
Nodesþ

Nbrþ
Edgesþ

Maxþ
Degreeþ

Maxþ Nodeþ
Weightþ

Minþ
Nodeþ
Weightþ

Maxþ
Edgeþ
Sizeþ

Minþ
Edgeþ
Sizeþ

B10þ 80þ 95þ 2þ 9088þ 8þ 136þ 1þ
B11þ 22þ 38þ 17þ 272þ 96þ 257þ 1þ
B13Dþ 66þ 80þ 2þ 240þ 12þ 16þ 2þ
B13Gþ 214þ 313þ 32þ 36771þ 3þ 1344þ 1þ
B14þ 86þ 108þ 4þ 128þ 12þ 16þ 2þ
B15þ 24þ 38þ 8þ 4864þ 384þ 64þ 8þ
B16þ 197þ 229þ 2þ 1024þ 192þ 96þ 32þ
B20þ 283þ 469þ 32þ 4035þ 4þ 128þ 4þ
B22þ 50þ 62þ 2þ 448þ 192þ 2þ 1þ
B25þ 43þ 54þ 6þ 1434þ 8þ 60þ 1þ
B27þ 85þ 100þ 8þ 11312þ 6þ 64þ 1þ
B2þ 132þ 177þ 12þ 44928þ 6þ 1728þ 1þ
B36þ 97þ 128þ 8þ 128þ 12þ 8þ 1þ
B37þ 110þ 140þ 4þ 128þ 12þ 8þ 1þ
B38þ 24þ 38þ 8þ 4864þ 384þ 8þ 1þ
B3þ 20þ 34þ 15þ 140þ 22þ 15þ 1þ
B40þ 22þ 36þ 8þ 138þ 138þ 8þ 1þ
B44þ 46þ 55þ 2þ 29þ 6þ 2þ 1þ
B45þ 43þ 63þ 9þ 27648þ 72þ 468þ 12þ
B46þ 54þ 93þ 12þ 3528þ 72þ 2592þ 9þ
B47þ 31þ 38þ 2þ 208þ 96þ 16þ 2þ
B49þ 180þ 295þ 32þ 414144þ 96þ 9216þ 16þ
B4þ 12þ 19þ 8þ 579þ 48þ 32þ 1þ
B50þ 165þ 211þ 32þ 3274750þ 259þ 140þ 0þ
B53þ 16þ 19þ 4þ 181500þ 24þ 3300þ 0þ
B56þ 53þ 67þ 12þ 5076þ 332þ 12þ 0þ
B61þ 44þ 45þ 2þ 6541490000þ 3þ 167316þ 1þ
B63þ 234þ 267þ 2þ 3336þ 68þ 256þ 4þ
B65þ 12þ 15þ 4þ 3306þ 8þ 4þ 1þ
B66þ 6þ 7þ 2þ 10þ 6þ 2þ 1þ
B67þ 116þ 151þ 15þ 9105þ 6þ 60þ 1þ
B6þ 170þ 240þ 8þ 126þ 14þ 16þ 2þ
B7þ 152þ 201þ 8þ 128þ 6þ 16þ 1þ
B9þ 57þ 73þ 16þ 65055þ 251þ 1þ 0þ

Tableþ 5.1þ –þ Setþ ofþ streamingþ apps:þ generalþ SPGs.þ

Weþ useþ aþ benchmarkþ proposedþ inþ [þ85þ]þ forþ testingþ theþ StreamItþ compiler.þ Itþ collectsþ manyþ
applicationsþ fromþ variedþ representativeþ domains,þ suchþ asþ videoþ processing,þ audioþ processingþ
andþ signalþ processing.þ 44þ applicationsþ areþ selected,þ inþ whichþ 10þ ofþ themþ areþ chains,þ moreþ
detailsþ canþ beþ foundþ inþ tableþ 5.1þ andþ tableþ 5.2þ.þ

Weþ baseþ ourþ platformþ parametersþ onþ theþ characteristicsþ ofþ theþ Intelþ Skylake-SPþ Proces-
sorþ [þ78þ]:þ theþ possibleþ coreþ frequenciesþ areþ {sminþ = 1.2, 2.1, 2.4, 2.6, 3.0, 3.7 = smaxþ},þ andþ theþ
idleþ powerþ ofþ eachþ coreþ isþ 2.17W.þ Toþ simulateþ applicationsþ withþ variousþ communicationþ toþ
computationþ ratioþ (CCR),þ weþ chooseþ threeþ valuesþ ofþ β1,þ leadingþ toþ aþ CCRþ (definedþ asþ theþ to-
talþ timeþ spentþ onþ communicationsþ overþ theþ totalþ timeþ spentþ onþ computations)þ ofþ 10−4,þ 10−3,þ
orþ 10−2,þ whileþ β2 = β1/16.þ α1 andþ α2 areþ setþ asþ 0.2 andþ 0.8 respectively.þ C inþ sectionþ 5.2.5þ
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IDþ Nbrþ
Nodesþ

Nbrþ
Edgesþ

Maxþ
Degreeþ

Maxþ Nodeþ
Weightþ

Minþ
Nodeþ
Weightþ

Maxþ
Edgeþ
Sizeþ

Minþ
Edgeþ
Sizeþ

B19þ 13þ 13þ 1þ 2464þ 632þ 128þ 128þ
B39þ 4þ 4þ 1þ 1576þ 1104þ 1þ 1þ
B41þ 6þ 6þ 1þ 745þ 96þ 1þ 1þ
B54þ 10þ 10þ 1þ 11360þ 11þ 16þ 1þ
B57þ 13þ 13þ 1þ 208þ 96þ 1þ 1þ
B58þ 5þ 5þ 1þ 19836þ 32þ 2þ 0þ
B5þ 6þ 6þ 1þ 265þ 96þ 16þ 16þ
B60þ 5þ 5þ 1þ 473þ 8þ 1þ 1þ
B64þ 29þ 29þ 1þ 36960þ 12840þ 1920þ 1080þ
B8þ 18þ 18þ 1þ 23þ 6þ 1þ 1þ

Tableþ 5.2þ –þ Setþ ofþ streamingþ apps:þ linearþ chains.þ

isþ setþ asþ 1.þ
Forþ eachþ application,þ weþ setþ theþ periodþ boundþ Ptþ = a+(b−a)/κ.þ Theþ valueþ ofþ a isþ setþ toþ

theþ minimumþ timeþ spentþ onþ aþ taskþ orþ aþ dataþ transferþ atþ speedþ β1 (þa = max(wi/smaxþ,min(δi,j/β1))),þ
whichþ correspondsþ toþ aþ veryþ tightþ periodþ bound.þ Onþ theþ contrary,þ b isþ setþ toþ theþ timeþ neededþ
toþ processþ allþ tasksþ onþ aþ coreþ atþ theþ minimumþ speedþ (þb =

∑
1≤i≤nwi/sminþ),þ correspondingþ toþ

aþ veryþ looseþ periodþ bound.þ Weþ setþ κ toþ valuesþ fromþ 2 toþ 10,þ byþ incrementsþ ofþ 2.þ Noteþ thatþ
itþ mayþ happenþ thatþ anþ applicationþ cannotþ meetþ theþ periodþ bound,þ forþ instanceþ ifþ anþ edgeþ
betweenþ twoþ tasksþ andþ theþ sumþ ofþ computationþ costþ ofþ theseþ tasksþ bothþ cannotþ fitþ withinþ Ptþ:þ
inþ thatþ case,þ allþ heuristicsþ willþ failþ toþ produceþ anþ appropriateþ mapping.þ

Sinceþ someþ heuristicsþ mailþ failþ toþ produceþ anþ acceptableþ mapping,þ forþ eachþ plotþ describedþ
below,þ weþ selectþ aþ subsetþ ofþ applicationsþ onþ whichþ allþ consideredþ heuristicsþ succeedþ toþ produceþ
aþ mapping,þ andþ weþ plotþ theþ averageþ resultþ ofþ theþ heuristicsþ onþ thisþ commonþ subset.þ

5.6.2þ Simulationþ resultsþ

Minimumþ numberþ ofþ coresþ requestþ

Afterþ removingþ theþ casesþ whereþ heuristicsþ doþ notþ findþ aþ validþ solutionþ underþ aþ givenþ numberþ
ofþ blocksþ andþ cores,þ Fig.þ 5.4þ showsþ theþ minimumþ numberþ ofþ coresþ onþ aþ blockþ requestedþ byþ
eachþ heuristic,þ withþ variousþ numberþ ofþ blocksþ provided,þ κ isþ setþ asþ 4,þ aþ medianþ value.þ Onþ
linearþ chains,þ asþ shownþ inþ Fig.þ 5.4aþ,þ dynamicþ programmingþ (denotedþ asþ DPþ),þ MaxSþ asþ
wellþ asþ BreakFJ-DPþ haveþ theþ sameþ performance,þ theyþ requireþ theþ leastþ numberþ ofþ cores.þ
GroupCellþ requiresþ averagelyþ 2.4þ timesþ moreþ coresþ thanþ DPþ.þ Onþ generalþ SPGs,þ asþ shownþ
inþ Fig.þ 5.4bþ,þ BreakFJ-DPþ usesþ farþ moreþ coresþ thanþ GroupCellþ andþ MaxSþ.þ Forþ instance,þ
withþ CCR=þ10−3,þ BreakFJ-DPþ usesþ 5þ timesþ moreþ coresþ thanþ GroupCellþ averagely.þ

Energyþ costþ

Fig.þ 5.5þ andþ Fig.þ 5.6þ depictþ theþ energyþ costþ asþ aþ functionþ ofþ κ,þ whereþ aþ largerþ κ representsþ
aþ tighterþ period,þ withþ differentþ numberþ ofþ blocksþ andþ coresþ given.þ Forþ linearþ chains,þ seeþ
Fig.þ 5.5þ,þ whenþ 2þ blocksþ andþ 2þ coresþ onþ eachþ blockþ areþ given,þ 2,þ 3þ andþ 1þ applicationsþ areþ
consideredþ forþ CCR=þ10−4,þ 10−3 andþ 10−2 respectivley,þ sinceþ atþ leastþ oneþ heuristicþ failþ toþ getþ
aþ validþ mappingþ onþ otherþ applications.þ Theþ numberþ ofþ applicationsþ includedþ areþ 10,þ 8,þ 9þ forþ
CCR=þ10−4,þ 10−3 andþ 10−2 respectivley,þ whenþ 4þ coresþ givenþ onþ eachþ block.þ BreakFJ-DPþ
andþ DPþ reduceþ byþ 33%þ onþ averageþ comparedþ toþ MaxSþ,þ andþ aroundþ 60% whenþ communi-
cationsþ areþ expensive.þ Itþ leadsþ toþ theþ sameþ conclusionþ whenþ 2þ blocks,þ eachþ withþ 8þ coresþ
areþ provided.þ BreakFJ-DPþ andþ DPþ reduceþ theþ energyþ byþ 44%þ onþ averageþ comparedþ toþ
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CCR=1e-04þ CCR=0.001þ CCR=0.01þ
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Figureþ 5.4þ –þ Numberþ ofþ coresþ requestedþ byþ eachþ blockþ withþ differentþ CCR andþ numberþ ofþ
blocksþ provided.þ Noteþ thatþ DPþ isþ onlyþ applicableþ onþ linearþ chains,þ i.e.,þ topþ figure.þ
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CCR=1e-04þ CCR=0.001þ CCR=0.01þ
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BreakFJ-DPþ GroupCellþ DPþ

(a)þ BreakFJ-DPþ,þ GroupCellþ andþ DPþ giveþ theþ sameþ results,þ henceþ onlyþ DPþ isþ visible,þ 2þ coresþ
onþ eachþ block.þ
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(b)þ BreakFJ-DPþ andþ DPþ giveþ theþ sameþ results,þ henceþ onlyþ DPþ isþ visible,þ 4þ coresþ onþ eachþ block.þ

MaxSþ.þ Noteþ thatþ whenþ CCR=þ10−4,þ theþ resultsþ onlyþ includeþ 3þ applicationsþ outþ ofþ 10,þ sinceþ
GroupCellþ failsþ onþ otherþ applicationsþ becauseþ ofþ shortageþ ofþ cores.þ Forþ CCR=þ10−3 andþ
10−2,þ 9þ applicationsþ areþ included.þ

Theþ gainsþ areþ alsoþ veryþ impressiveþ forþ generalþ SPGs,þ seeþ Fig.þ 5.6þ.þ Whenþ 2þ blocks,þ eachþ
withþ 128þ coresþ given,þ bothþ heuristicsþ saveþ moreþ thanþ 50% ofþ energyþ inþ allþ settings,þ withþ
BreakFJ-DPþ beingþ betterþ forþ tighterþ periodsþ andþ largerþ CCRs.þ Noteþ howeverþ thatþ theþ
resultsþ forþ CCR=þ10−2 areþ computedþ onlyþ onþ aþ smallþ subsetþ ofþ applications,þ 6 outþ ofþ 34,þ
sinceþ theþ heuristicsþ failedþ onþ theþ otherþ applications:þ theþ periodþ boundþ couldþ notþ beþ metþ
becauseþ ofþ theþ highþ communicationþ costþ onþ someþ edges.þ Forþ CCR=þ10−3 andþ 10−4,þ 31þ andþ
32þ applicationsþ areþ includedþ respectively.þ

Withþ 2þ blocks,þ eachþ hasþ 64þ coresþ equipped,þ bothþ heuristicsþ alsoþ saveþ moreþ thanþ 50% ofþ
energyþ inþ allþ settings,þ withþ BreakFJ-DPþ beingþ betterþ atþ leastþ 5% inþ mostþ cases.þ 27,þ 20þ
andþ 4þ applicationsþ areþ includedþ forþ CCRþ =þ 10−4,þ 10−3 andþ 10−2 respectively,þ sinceþ atþ leastþ
oneþ heuristicþ doesþ notþ returnþ aþ validþ mappingþ onþ otherþ applications.þ

Withþ 2þ blocks,þ eachþ hasþ 32þ coresþ equipped,þ BreakFJ-DPþ andþ GroupCellþ stillþ out-
weighþ MaxSþ byþ aroundþ 44% whenþ CCR=þ10−4.þBreakFJ-DPþ isþ stillþ slightlyþ betterþ thanþ
GroupCellþ.þ 17,þ 11þ andþ 2þ applicationsþ areþ includedþ whenþ CCR=þ10−4,þ 10−3 andþ 10−2

respectively.þ
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(c)þ BreakFJ-DPþ andþ DPþ giveþ theþ sameþ results,þ henceþ onlyþ DPþ isþ visible,þ 8þ coresþ onþ eachþ block.þ

Figureþ 5.5þ –þ Energyþ consumptionþ onþ linearþ chainsþ relativeþ toþ MaxSþ asþ aþ functionþ ofþ theþ
periodþ boundþ tightnessþ κ.þ
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(a)þ Forþ CCR = 10−2,þ bothþ heuristicsþ giveþ theþ sameþ results,þ 4þ blocks,þ eachþ withþ 32þ coresþ provided.þ
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(b)þ 4þ blocks,þ eachþ withþ 64þ coresþ provided.þ
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(c)þ Forþ CCR = 10−4,þ bothþ heuristicsþ giveþ theþ sameþ results,þ 4þ blocks,þ eachþ withþ 128þ coresþ provided.þ

Figureþ 5.6þ –þ Energyþ consumptionþ onþ generalþ SPGsþ relativeþ toþ MaxSþ asþ aþ functionþ ofþ theþ
periodþ boundþ tightnessþ κ.þ

Failureþ casesþ

Weþ reportþ percentageþ ofþ failureþ casesþ inþ Fig.þ 5.7þ andþ Fig.þ 5.8þ.þ Noteþ thatþ inþ totalþ thereþ areþ
34þ generalþ SPGsþ andþ 10þ linearþ chains.þ Onþ linearþ chains,þ GroupCellþ failsþ moreþ thanþ otherþ
heuristics.þ GroupCellþ,þ DPþ hasþ theþ sameþ numberþ ofþ failureþ casesþ (aroundþ 10% whenþ eachþ
blockþ hasþ 4þ orþ 8þ cores.),þ theyþ areþ coveredþ byþ MaxSþ asþ MaxSþ hasþ aþ slightlyþ moreþ failureþ
casesþ thanþ them.þ

Percentageþ ofþ failureþ casesþ onþ generalþ SPGsþ areþ shownþ inþ Fig.þ 5.8þ.þ BreakFJ-DPþ isþ
theþ oneþ whoþ failsþ moreþ thanþ otherþ heuristicsþ sinceþ itþ requestsþ moreþ cores.þ Asþ oneþ canþ seeþ
thatþ withþ aþ largerþ numberþ ofþ coresþ onþ eachþ blockþ andþ communicationþ isþ notþ soþ expensiveþ
(CCR=þ10−4 orþ 10−3),þ percentageþ ofþ failuresþ casesþ ofþ BreakFJ-DPþ decreaseþ fromþ 0.4 toþ 0.2
andþ thenþ toþ zero.þ Theþ sameþ forþ otherþ heuristics,þ moreþ coresþ onþ aþ block,þ onþ lessþ applicationsþ
theyþ fail.þ Withþ aþ tightþ communicationþ bandwidthþ (CCR=þ10−2)þ andþ aþ tightþ periodþ boundþ
(þ8 ≤ κ ≤ 10),þ moreþ thanþ 50% fail.þ

5.7þ Chapterþ summaryþ
Weþ haveþ addressedþ theþ problemþ ofþ mappingþ streamingþ SPGþ applicationsþ ontoþ aþ hierarchicalþ
two-levelþ platform,þ withþ theþ goalþ ofþ minimizingþ theþ energyþ consumption,þ whileþ ensuringþ per-
formanceþ (aþ periodþ boundþ shouldþ notþ beþ exceeded)þ andþ aþ reliableþ executionþ (eachþ taskþ shouldþ
eitherþ beþ executedþ atþ maximumþ speedþ orþ triplicated).þ Weþ haveþ formalizedþ theþ problemþ andþ
provenþ itsþ NP-completeness,þ andþ providedþ practicalþ solutionsþ buildingþ uponþ aþ dynamicþ pro-
grammingþ algorithm,þ whichþ returnsþ theþ optimalþ contiguousþ mappingþ forþ aþ linearþ chain.þ
Heuristicsþ areþ proposedþ forþ generalþ SPGs,þ andþ theþ BreakFJ-DPþ heuristicþ thatþ buildsþ uponþ
theþ DPþ algorithmþ providesþ significantþ savingsþ inþ termsþ ofþ energyþ consumption,þ withþ moreþ
thanþ 61%þ savings,þ inþ particularþ whenþ theþ periodþ boundþ isþ notþ tooþ tight.þ Withþ tighterþ periodþ
bounds,þ weþ stillþ achieveþ 57%þ savings.þ

However,þ thisþ heuristicþ mayþ failþ withþ limitedþ numberþ ofþ coresþ perþ blocks.þ Inþ thisþ case,þ
ourþ GroupCellþ heuristicþ isþ anþ interestingþ alternative,þ withþ onlyþ aþ slightlyþ greaterþ energyþ
consumptionþ forþ aþ reducedþ numberþ ofþ coresþ used.þ Anþ interestingþ openþ questionþ isþ whetherþ theþ
proposedþ dynamicþ programþ isþ anþ approximationþ algorithm:þ evenþ thoughþ itþ isþ notþ optimalþ inþ
theþ generalþ case,þ itþ worksþ wellþ inþ practiceþ andþ itþ wouldþ beþ interestingþ toþ provideþ aþ guaranteeþ
onþ itsþ performance.þ
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(a)þ Linearþ chains.þ 2þ blocks,þ eachþ withþ 2þ coresþ provided.þ BreakFJ-DPþ,þ DPþ haveþ theþ sameþ numberþ
ofþ failuresþ asþ MaxSþ,þ henceþ theyþ areþ coveredþ byþ MaxSþ sometimes.þ
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(b)þ Linearþ chains.þ 2þ blocks,þ eachþ withþ 4þ coresþ provided.þ BreakFJ-DPþ,þ DPþ andþ GroupCellþ haveþ
theþ sameþ numberþ ofþ failureþ casesþ asþ MaxSþ whenþ CCR=þ10−2,þ henceþ theyþ areþ coveredþ byþ MaxSþ.þ
BreakFJ-DPþ isþ coveredþ byþ DPþ whenþ CCR=þ10−3.þ
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(c)þ Linearþ chains.þ 2þ blocks,þ eachþ withþ 8þ coresþ provided.þ BreakFJ-DPþ,þ DPþ haveþ theþ sameþ numberþ
ofþ failureþ casesþ asþ MaxSþ whenþ CCR=þ10−4,þ henceþ theyþ areþ coveredþ byþ MaxSþ.þ BreakFJ-DPþ andþ
DPþ areþ coveredþ byþ GroupCellþ whenþ CCR=þ10−3.þ

Figureþ 5.7þ –þ Percentageþ ofþ failureþ casesþ onþ linearþ chainsþ asþ aþ functionþ ofþ κ.þ
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(a)þ Generalþ SPGs.þ 4þ blocks,þ eachþ withþ 32þ coresþ provided.þ

CCR=1e-04þ CCR=0.001þ CCR=0.01þ
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(b)þ Generalþ SPGs.þ 4þ blocks,þ eachþ withþ 64þ coresþ provided.þ
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(c)þ Generalþ SPGs.þ 4þ blocks,þ eachþ withþ 128þ coresþ provided.þ BreakFJ-DPþ hasþ theþ sameþ numberþ ofþ
failureþ casesþ asþ GroupCellþ whenþ CCR=þ10−4 andþ 10−3.þ

Figureþ 5.8þ –þ Percentageþ ofþ failureþ casesþ onþ generalþ SPGsþ asþ aþ functionþ ofþ κ.þ
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Chapterþ 6þ

Conclusionsþ

Inþ thisþ thesis,þ weþ studiedþ taskþ mappingþ andþ loadþ balancingþ problemsþ inþ schedulingþ taskþ
graphsþ ontoþ modernþ computingþ platforms,þ rangingþ fromþ systemþ onþ chipsþ toþ distributedþ
clusters.þ Theþ historyþ ofþ usingþ taskþ graphsþ forþ parallelþ programmingþ datesþ backþ toþ 1990sþ [þ73þ].þ
Relyingþ onþ theþ explosionþ ofþ computationþ demandsþ andþ dataþ dependenciesþ ofþ tasksþ byþ taskþ
graphs,þ sophisticatedþ schedulingþ algorithmsþ areþ proposedþ toþ fullyþ exploitþ parallelism,þ task-
basedþ schedulingþ henceþ becomesþ prevalentþ inþ HPCþ todayþ [þ84þ].þ Howþ toþ takeþ fullyþ advantageþ ofþ
multiprocessorþ systemsþ toþ reduceþ theþ makespanþ andþ memoryþ consumptionþ ofþ aþ treeþ ofþ tasksþ
isþ studiedþ inþ Chapterþ 2þ.þ Weþ thenþ revisitedþ inþ Chapterþ 3þ aþ classicalþ task-resourceþ allocationþ
problem,þ andþ proposedþ aþ novelþ dynamicþ schedulingþ algorithmþ thatþ achievesþ betterþ balanceþ
betweenþ data-localityþ andþ load-balancing.þ Mobileþ devicesþ thatþ areþ equippedþ withþ MPSoCsþ
areþ moreþ andþ moreþ commonþ now,þ andþ streamingþ applicationsþ runningþ onþ theseþ platformsþ
demandþ intenseþ computingþ powerþ andþ realþ timeþ performance.þ Butþ theyþ areþ oftenþ battery-
operatedþ andþ size-limited,þ soþ thatþ lowþ powerþ (heat)þ andþ energyþ consumptionþ haveþ toþ beþ
consideredþ asþ well.þ Weþ henceþ studiedþ theþ schedulingþ ofþ SPGsþ underþ aþ tightþ energyþ budget,þ
highþ throughputþ andþ reliabilityþ constraintsþ inþ Chapterþ 4þ andþ Chapterþ 5þ.þ Moreþ detailedþ
conclusionsþ areþ listedþ inþ following.þ

Chapterþ 2þ:þ Partitioningþ tree-shapedþ taskþ graphsþ forþ distributedþ platformsþ withþ
limitedþ memory.þ Weþ studiedþ aþ treeþ partitioningþ problemþ inþ Chapterþ 2þ.þ Computingþ
demandsþ andþ dataþ dependenciesþ ofþ tasksþ areþ exhibitedþ explicitlyþ throughþ thisþ tree-shapedþ
taskþ graph.þ Processingþ theþ treeþ onþ oneþ processorþ mayþ exceedsþ localþ memoryþ capacityþ becauseþ
ofþ theþ hugeþ sizeþ ofþ data.þ Partitioningþ theþ treeþ intoþ manyþ connectedþ subtrees,þ andþ thenþ
processingþ eachþ subtreeþ onþ aþ processorþ equippedþ withþ aþ localþ memoryþ isþ aþ feasibleþ wayþ toþ
reduceþ theþ executionþ timeþ andþ memoryþ requirement.þ Weþ formalizedþ thisþ problemþ andþ provedþ
thatþ itþ isþ NP-complete.þ Severalþ efficientþ heuristicsþ areþ proposedþ toþ tackleþ thisþ problemþ inþ
aþ reasonableþ time.þ Weþ proposedþ aþ three-stepsþ approach:þ 1)þ heuristicsþ atþ theþ firstþ stepþ areþ
focusingþ onþ partitioningþ theþ treeþ soþ asþ toþ reduceþ makespan;þ 2)þ atþ theþ secondþ step,þ heuristicsþ
furtherþ partitionþ subtreesþ thatþ doþ notþ fitþ intoþ localþ memoryþ intoþ smallerþ ones;þ 3)þ atþ theþ finalþ
step,þ someþ heuristicsþ areþ proposedþ toþ mergeþ smallerþ subtreesþ toþ formþ aþ feasibleþ solutionþ ifþ
moreþ subtreesþ areþ generatedþ thanþ theþ numberþ ofþ availableþ processors;þ orþ toþ furtherþ decomposeþ
subtreesþ toþ improveþ theþ makespanþ ifþ thereþ areþ idleþ processorsþ left.þ Simulationsþ onþ realþ taskþ
treesþ demonstratedþ thatþ ourþ heuristicsþ canþ achieveþ upþ toþ 4þ timesþ improvementþ inþ makespanþ
comparedþ toþ aþ referenceþ heuristic.þ

Chapterþ 3þ:þ Improvingþ mappingsþ forþ sparseþ directþ solvers:þ aþ trade-offþ betweenþ
dataþ localityþ andþ loadþ balancing.þ Oneþ ofþ theþ pre-processingþ stagesþ ofþ sparseþ directþ
solversþ consistsþ ofþ mappingþ computationalþ resourcesþ (processors)þ toþ nodesþ ofþ eliminationþ
trees.þ Weþ revisitþ thisþ problemþ inþ Chapterþ 3þ.þ Theþ objectiveþ isþ toþ minimizeþ theþ factoriza-
tionþ timeþ byþ exhibitingþ goodþ dataþ localityþ andþ loadþ balancing.þ Theþ proportionalþ mappingþ
techniqueþ isþ aþ widelyþ usedþ approachþ toþ solveþ thisþ resource-allocationþ problem.þ Itþ achievesþ
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goodþ dataþ localityþ byþ assigningþ theþ sameþ processorsþ toþ largeþ partsþ ofþ theþ eliminationþ tree.þ
However,þ itþ mayþ limitþ loadþ balancingþ inþ someþ cases.þ Weþ proposedþ aþ dynamicþ mappingþ
algorithmþ basedþ onþ proportionalþ mapping.þ Thisþ newþ approachþ relaxesþ theþ dataþ localityþ
criterionþ toþ improveþ loadþ balancing.þ Extensiveþ experimentsþ onþ aþ realþ worldþ sparseþ matrixþ
directþ solverþ PaStiXþ demonstratedþ thatþ ourþ algorithmþ enablesþ aþ betterþ staticþ schedulingþ ofþ
theþ numericalþ factorizationþ whileþ keepingþ goodþ dataþ locality.þ

Chapterþ 4þ:þ Reliability-awareþ energyþ optimizationþ forþ throughput-constrainedþ
applicationsþ onþ MPSoC.þ Schedulingþ streamingþ applicationsþ ontoþ aþ homogeneousþ MP-
SoCþ isþ consideredþ inþ Chapterþ 4þ.þ Theþ streamingþ applicationþ isþ modeledþ asþ aþ linearþ chain.þ
Twoþ metricsþ areþ consideredþ inþ thisþ work:þ 1)þ periodþ bound,þ whereþ dataþ arrivesþ continuouslyþ
atþ thisþ rate,þ theþ wholeþ systemþ hasþ toþ executeþ datasetsþ inþ thisþ boundþ toþ avoidþ congestion.þ
2)þ theþ probabilityþ thatþ theþ actualþ periodþ exceedsþ theþ targetþ periodþ becauseþ ofþ soft-errorsþ inþ
processors.þ Theþ secondþ metricþ correspondsþ toþ aþ realþ timeþ constraint.þ Toþ copeþ withþ radiation-
inducedþ soft-errors,þ weþ proposedþ aþ newþ modelþ thatþ allowsþ usþ toþ changeþ theþ frequencyþ ofþ theþ
coresþ forþ differentþ tasksþ andþ toþ duplicateþ someþ tasks.þ Weþ provedþ thatþ minimizingþ theþ energyþ
consumptionþ isþ easyþ withoutþ performanceþ andþ reliabilityþ constraints,þ butþ thatþ theþ problemþ
becomesþ NP-completeþ whenþ addingþ theseþ constraintsþ andþ whenþ consideringþ aþ discreteþ setþ ofþ
possibleþ speeds.þ Severalþ heuristicsþ areþ proposedþ toþ solveþ thisþ problem,þ inþ bothþ continuousþ
speedþ andþ moreþ realisticþ discreteþ speedþ models.þ Aþ heuristicþ namedþ BestTradeþ canþ meetþ
theþ twoþ boundsþ withoutþ highþ energyþ consumption.þ

Chapterþ 5þ:þ Reliableþ andþ energy-awareþ mappingþ ofþ streamingþ series-parallelþ ap-
plicationsþ ontoþ hierarchicalþ platforms.þ Chapterþ 5þ isþ aþ followingþ workþ ofþ Chapterþ 4þ.þ
Inþ thisþ work,þ streamingþ applicationsþ areþ modeledþ asþ SPGs,þ whichþ areþ moreþ generalþ thanþ
linearþ chains.þ Theþ reliabilityþ boundþ isþ relaxed,þ veryþ fewþ errorsþ thatþ occurþ atþ theþ maximumþ
speedþ isþ acceptable.þ Toþ meetþ theþ tightþ energyþ budgetþ whileþ keepingþ theþ highþ reliability,þ
triplicationþ andþ majorityþ votingþ isþ adoptedþ inþ ourþ model.þ Weþ partitionþ andþ mapþ SPGsþ ontoþ
aþ computingþ platformþ withþ aþ hierarchicalþ communicationþ structure.þ Severalþ coresþ areþ inte-
gratedþ byþ aþ lowþ latencyþ interconnectþ fabricþ inþ aþ block,þ andþ thenþ blocksþ areþ connectedþ byþ aþ
slowerþ interconnection.þ Theþ goalþ isþ toþ minimizeþ theþ energyþ costþ whileþ meetingþ theþ periodþ
boundþ andþ reliabilityþ bound.þ Thisþ problemþ hasþ beenþ provenþ NP-complete.þ Someþ practicalþ
solutionsþ buildingþ uponþ aþ dynamicþ programmingþ algorithmþ perspectives,þ whichþ returnsþ theþ
optimalþ contiguousþ mappingþ forþ aþ linearþ chainþ areþ proposed.þ

Basedþ onþ ourþ workþ mentionedþ before,þ weþ proposeþ someþ furtherþ directionsþ forþ futureþ work,þ
bothþ forþ short-termþ andþ long-term.þ

Short-termþ perspectivesþ

Guaranteeþ performanceþ ofþ heuristics.þ Aþ furtherþ workþ forþ makespanþ minimizationþ
treeþ partitionþ underþ memoryþ constraintþ (Chapterþ 2þ)þ isþ toþ guaranteeþ someþ ofþ theþ heuristicsþ
performanceþ andþ proveþ someþ approximationþ factors.þ Theþ goalþ wouldþ beþ toþ showþ howþ badþ
theþ worstþ caseþ canþ beþ comparedþ toþ theþ optimal.þ Forþ instance,þ forþ theþ problemþ ofþ partitioningþ
treesþ suchþ thatþ subtreesþ fitþ inþ localþ memory,þ aþ guaranteeþ ofþ howþ manyþ subtreesþ theþ heuristicþ
willþ produceþ isþ veryþ usefulþ toþ figureþ outþ ifþ thereþ isþ aþ viableþ partitionþ schemeþ withþ aþ givenþ
numberþ ofþ processors.þ Ifþ theþ heuristicþ returnsþ moreþ subtreesþ thanþ processors,þ sayþ itþ returnsþ
s subtrees,þ andþ weþ haveþ p processors,þ accordingþ toþ theþ ratioþ β betweenþ resultþ fromþ heuristicsþ
andþ fromþ optimal,þ theþ numberþ ofþ subtreesþ requestedþ byþ anþ optimalþ algorithmþ isþ thenþ ( s

1+β
),þ

weþ canþ inferþ thatþ thereþ isþ noþ viableþ partitionþ ifþ ( s
1+β

) > p.þ Atþ theþ sameþ time,þ itþ givesþ aþ
standardþ toþ assessþ theþ absoluteþ performanceþ ofþ heuristicsþ insteadþ ofþ onlyþ comparingþ theirþ
performanceþ toþ eachþ other.þ

Inþ Chapterþ 4þ,þ forþ eachþ constraint,þ weþ proposedþ someþ heuristics.þ BestTradeþ isþ designedþ
forþ meetingþ theþ probabilityþ bound,þ butþ theþ simulationþ resultsþ showþ thatþ itþ alsoþ meetsþ theþ
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periodþ bound.þ Isþ thisþ aþ coincidence?þ Orþ isþ itþ becauseþ thisþ strategyþ isþ alsoþ reasonableþ forþ
achievingþ aþ highþ throughputþ suchþ thatþ theþ periodþ boundþ couldþ alwaysþ beþ meet?þ Weþ alsoþ
wouldþ likeþ toþ proposeþ someþ heuristicsþ thatþ considerþ bothþ constraints.þ

Validateþ ourþ methodþ onþ distributedþ settings.þ Atþ theþ timeþ ofþ writingþ thisþ thesis,þ
PaStiXþ hasþ onlyþ recentlyþ beenþ extendedþ toþ workþ onþ distributedþ settings,þ inþ orderþ toþ assessþ
theþ performanceþ ofþ Stealþ (orþ StealLocalþ)þ onþ theþ numericalþ factorizationþ inþ distributedþ
environments,þ henceþ performingþ furtherþ experimentsþ onþ distributedþ platformsþ isþ naturalþ
whenþ PaStiXþ willþ haveþ stableþ performanceþ onþ distributedþ settings.þ

Dynamicþ programmingþ forþ homogeneousþ architecture.þ Theþ dynamicþ programmingþ
approachþ proposedþ forþ schedulingþ applicationsþ thatþ haveþ theþ formþ ofþ linearþ chainsþ isþ optimalþ
forþ monotonicþ mappingþ (seeþ detailsþ inþ Chapterþ 5þ).þ Toþ applyþ dynamicþ programmingþ methodþ
onþ generalþ SPGs,þ weþ haveþ toþ considerþ theþ relativeþ positionþ ofþ coresþ assignedþ toþ currentþ
taskþ toþ coresþ mappedþ toþ itsþ neighborþ tasksþ (i.e.,þ isþ itþ onþ theþ sameþ coreþ orþ sameþ block,þ orþ
neither)þ andþ ifþ anyþ ofþ themþ areþ triplicatedþ norþ not.þ Itþ makesþ theþ formulaþ ofþ combiningþ
optimalþ solutionsþ ofþ sub-problemsþ veryþ complicated.þ Becauseþ ofþ itsþ complexity,þ weþ gaveþ upþ
onþ applyingþ aþ dynamicþ programmingþ approachþ onþ generalþ SPGs.þ Ifþ theþ computingþ platformþ
isþ formedþ throughþ aþ homogeneousþ communicationþ systemþ (e.g.,þ multi/manyþ coresþ chips),þ
thenþ weþ onlyþ needþ toþ considerþ ifþ twoþ neighborþ tasksþ areþ mappedþ ontoþ theþ sameþ coreþ orþ not.þ
Thenþ withþ aþ dedicatedþ partitioningþ rule,þ forþ example,þ aþ forkþ nodeþ shouldþ beþ mappedþ ontoþ
theþ sameþ coreþ asþ itsþ predecessor,þ theþ dynamicþ programmingþ mayþ beþ applicableþ forþ generalþ
SPGs.þ Inþ conclusion,þ weþ couldþ exploreþ aþ dynamicþ programmingþ approachþ onþ generalþ SPGsþ
forþ aþ homogeneousþ computingþ platform.þ

Long-termþ perspectivesþ

Openþ problemsþ inþ treeþ partitioning.þ Graphþ partitioningþ hasþ beenþ knownþ asþ aþ complexþ
problem,þ extensiveþ endeavorsþ haveþ beenþ devotedþ toþ proposeþ someþ efficientþ solutions.þ Butþ stillþ
lotsþ ofþ openþ questionsþ areþ waitingþ forþ answers.þ Whileþ weþ haveþ focusedþ soþ farþ onþ partitioningþ
treesþ toþ optimizeþ theþ executionþ timeþ underþ memoryþ constraintsþ inþ Chapterþ 2þ,þ someþ otherþ
optimizationþ problemsþ couldþ beþ definedþ inþ thisþ context:þ

•þþ MinMakespanþ:þ minimizeþ theþ makespan,þ i.e.,þ theþ totalþ executionþ time,þ givenþ aþ setþ ofþ
p processorsþ (i.e.,þ weþ mustþ haveþ aþ numberþ ofþ subtreesþ k ≤ p);þ

•þþ MinNbSubtreesþ:þ minimizeþ theþ numberþ ofþ subtreesþ k,þ withoutþ consideringþ theþ makespan.þ

Weþ haveþ alreadyþ provedþ thatþ MinMakespanþ isþ NP-complete.þ Forþ bothþ problemsþ listedþ
above,þ thereþ isþ stillþ aþ lotþ ofþ workþ toþ do.þ Theþ mainþ researchþ objectivesþ canþ beþ summarizedþ inþ
theþ followingþ questions:þ

1.þþ Withoutþ theþ memoryþ constraint,þ i.e.,þ whenþ theþ wholeþ treeþ fitsþ inþ theþ memoryþ M ,þ whatþ
isþ theþ complexityþ ofþ MinMakespanþ?þ Isþ itþ stillþ anþ NP-completeþ problem?þ

2.þþ Isþ MinNbSubtreesþ aþ hardþ problem?þ Howþ canþ weþ findþ theþ minimumþ numberþ ofþ
subtreesþ requiredþ soþ thatþ eachþ subtreeþ fitsþ inþ memory?þ Thisþ amountsþ toþ findingþ theþ
minimumþ numberþ ofþ processorsþ requiredþ toþ executeþ theþ tree.þ

Takingþ advantageþ ofþ heterogeneousþ MPSoC.þ Processingþ elementsþ areþ homogeneousþ
soþ farþ inþ ourþ model,þ theyþ allþ haveþ theþ sameþ characteristics.þ Itþ isþ anticipatedþ thatþ heteroge-
nousþ coresþ andþ acceleratorsþ areþ oneþ ofþ theþ keyþ enginesþ toþ achieveþ performanceþ scalingþ andþ
energyþ efficiencyþ [þ18þ].þ Someþ industrialþ MPSoCþ productsþ likeþ Zynqþ UltraScale+þ [þ1þ],þ provideþ
efficientþ powerþ managementþ throughþ manyþ powerþ islands.þ Multipleþ powerþ domainsþ existþ
onþ theþ chip,þ eachþ withþ itsþ ownþ powerþ managementþ features,þ soþ aþ flexibleþ block-levelþ powerþ
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managementþ canþ beþ achieved.þ APUsþ (Applicationþ Processorþ Units)þ andþ onþ chipþ GPUsþ
(Graphicsþ Processingþ Units)þ areþ inþ full-powerþ domain,þ whereasþ RPUsþ (Real-timeþ Proces-
sorþ Units)þ areþ inþ low-powerþ domain.þ PLþ (Programmableþ Logic)þ hasþ itsþ ownþ specificþ powerþ
domain.þ RPUsþ canþ beþ totallyþ shutþ down,þ thenþ theþ staticþ powerþ ofþ thisþ unusedþ blockþ isþ
eliminated.þ Selectingþ theþ rightþ processingþ elementsþ forþ differentþ tasksþ playsþ aþ keyþ roleþ onþ
powerþ optimization.þ Typically,þ APUsþ areþ favourableþ forþ dataþ processing.þ RPUsþ canþ processþ
someþ real-timeþ eventsþ withþ potentiallyþ lowerþ latencyþ andþ lowerþ staticþ power.þ

Someþ streamingþ applicationsþ consistþ ofþ differentþ typesþ ofþ tasksþ thatþ exhibitþ differentþ
typesþ ofþ operations,þ memoryþ bandwidthþ andþ accessþ patternsþ [þ90þ].þ Weþ expectþ moreþ andþ
moreþ taskþ graphsþ withþ suchþ detailsþ ofþ task’sþ typeþ inþ theþ nearþ future.þ Itþ wouldþ beþ helpfulþ inþ
assigningþ themþ toþ theþ mostþ suitableþ processingþ elementsþ toþ achieveþ aþ highþ performanceþ perþ
watt.þ Givenþ taskþ graphsþ withþ detailsþ inþ task’sþ typeþ andþ aþ highlyþ heterogeneousþ MPSoC,þ anþ
interestingþ directionþ couldþ beþ energyþ minimizationþ underþ performanceþ constraintþ throughþ
theþ selectionþ ofþ theþ bestþ processingþ elementsþ forþ eachþ task.þ
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