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Introduction

La propulsion spatiale à ergols liquides

Un intérêt croissant ne cesse d’être porté au secteur spatial depuis la seconde moitié du XXème

siècle. Celui-ci s’articule aujourd’hui autour de di�érentes missions telles que l’exploration scienti�que,
la conquête spatiale et le lancement de satellites arti�ciels. Quel que soit leur objectif �nal, ces di�é-
rentes missions partagent toutes une nécessité commune : accéder au-delà de l’atmosphère. Pour cela,
le mode de propulsion majoritairement utilisé actuellement est la propulsion chimique. Ce mode de
propulsion est basé sur la troisième loi de Newton, ou principe d’action-réaction, et nécessite l’emport
à la fois d’un combustible et d’un comburant. La combustion de ces deux éléments libère une énergie
chimique importante transformée par la suite en énergie cinétique lors de l’accélération des produits de
combustion par une tuyère, fournissant de ce fait la poussée nécessaire au décollage de l’engin spatial.
Il existe deux catégories de moteurs spatiaux utilisant ce type de propulsion, à savoir :

− les moteurs à propulsion solide constitués d’un bloc de propergol composé à la fois du combus-
tible et du comburant. Le bloc de propergol est percé en son centre par un canal longitudinal
servant de chambre de combustion. La combustion de la surface interne du propergol produit
alors les gaz de combustion qui seront ensuite expulsés par la tuyère. Ce type de moteur a pour
principaux avantages d’être simple à concevoir et de fournir une poussée très importante. Celle-ci
est cependant faiblement modulable et ne peut être stoppée avant la combustion complète du bloc
de propergol. C’est ce type de moteur que l’on retrouve par exemple sur l’étage d’accélération à
poudre (EAP) du lanceur européen Ariane 5 (cf. �gure 1) qui fournit l’essentiel de la poussée au
décollage.

− les moteurs à propulsion liquide. Cette catégorie de moteur fait appel à un couple d’ergols (le
combustible et le comburant) stockés séparément sous forme liquide pour maximiser leur den-
sité et ainsi minimiser le volume des réservoirs de stockage pressurisés. Deux types d’ergols
liquides existent, à savoir les ergols stockables qui ont l’avantage de pouvoir être stockés à tem-
pérature ambiante (e.g. diméthylhydrazine et peroxyde d’azote) et les ergols cryogéniques plus
performants mais associés à des contraintes technologiques plus importantes puisque stockés
à des températures très faibles. Parmi les ergols cryogéniques, le couple le plus performant en
terme d’impulsion spéci�que 1 est le couple oxygène/hydrogène liquides (LOX/LH2). L’hydro-
gène liquide présente cependant une densité assez faible et requiert ainsi un volume de stockage
important. Le méthane liquide (LCH4), plus dense, représente alors une alternative intéressante
à l’hydrogène, malgré son e�cacité moindre 2. Les moteurs à propulsion liquide o�rent une mo-
dularité de poussée et une Isp plus importantes que les moteurs à propulsion solide et sont, pour
certains, réallumables. Ils sont néanmoins plus complexes à concevoir. On retrouve ces moteurs

1. L’impulsion spéci�que (Isp) représente le temps pendant lequel un kilogramme de combustible peut produire une
poussée équivalente à une masse d’un kilogramme dans le champ gravitationnel terrestre.

2. Le moteur Vulcain 2 propulsé par le couple d’ergols LOX/LH2 o�re une Isp d’environ 430 s dans le vide, contre une Isp
de 380 s annoncée pour le moteur Raptor de SpaceX propulsé par le couple LOX/LCH4.

1



Introduction

notamment sur l’étage principal et l’étage supérieur cryotechniques (respectivement EPC et ESC)
du lanceur Ariane 5 (cf. �gure 1).

Les travaux de recherche dans lesquels s’inscrit cette thèse portent sur les technologies mises en œuvre
pour la série de lanceurs Ariane, et plus particulièrement sur les moteurs à ergols cryogéniques. Di�é-
rentes méthodes d’injection existent pour la mise en contact des ergols dans la chambre de combustion.
Cependant, seule l’injection coaxiale sera traitée dans ce mémoire, car il s’agit là de la technologie prin-
cipale retenue pour les lanceurs Ariane.

Figure 1 – Lanceur européen Ariane 5 ECA. Source : Arianespace.

(a) (b)

Figure 2 – Moteurs (a) HM7B et (b) Vulcain 2 du lanceur Ariane 5 ECA. Source : Capcom

Espace.

Les moteurs cryotechniques sont en général associés à des pressions de fonctionnement très variées
au cours de leur cycle de vie, avec notamment un allumage au sol à pression atmosphérique, des points
de fonctionnement nominaux généralement à très haute pression de chambre ou encore des réallumages
hors atmosphère. Selon les valeurs de pression dans la chambre de combustion, les ergols peuvent

2
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Figure 3 – Diagramme des phases de l’oxygène dans l’espace p-T et position des points de

fonctionnement nominaux des moteurs de la série Ariane. Source : Nist.

alors être injectés sous des états thermodynamiques variables en fonction de leurs propriétés critiques.
Plusieurs technologies de fonctionnement existent pour les moteurs cryotechniques, mais seuls les
moteurs à cycle à générateur de gaz et à cycle Expandeur sont traités dans ce mémoire ; la première
architecture étant utilisée par les moteurs HM7B et Vulcain 2 du lanceur Ariane 5 (cf. �gure 2), et la
deuxième étant utilisée par le moteur Vinci qui propulsera dans les prochaines années le deuxième étage
du lanceur Ariane 6. Ces deux architectures di�èrent par la méthode d’entraînement des turbopompes
destinées à alimenter la chambre de combustion en ergols. Néanmoins, leur point commun réside dans
le passage préalable d’une part ou de la totalité du combustible dans un circuit de refroidissement
régénératif autour des parois de la chambre a�n de limiter leur température. Le combustible est ainsi
chau�é à une température supérieure à sa température critique (33 K pour l’hydrogène et 191 K pour
le méthane) et se voit injecté à l’état gazeux ou supercritique selon la pression dans la chambre de
combustion (pression critique de 13 bar pour l’hydrogène et 46 bar pour le méthane). En ce qui concerne
le comburant, sa température en sortie de turbopompe et à l’injection dans la chambre de combustion
reste inférieure à sa température critique (155 K pour l’oxygène). On distingue alors, pour le LOX, deux
états thermodynamiques possibles à l’injection selon la pression dans la chambre de combustion (cf.
�gure 3) :

1. l’état liquide lorsque la pression de chambre est inférieure à la pression critique du comburant
(50 bar pour l’oxygène). On parle alors de régime de fonctionnement subcritique. Ce régime est
associé au démarrage du moteur au sol à pression atmosphérique ou bien hors atmosphère dans le
cas des moteurs réallumables et/ou réutilisables, mais également à des phases de fonctionnement
nécessitant une poussée limitée. Dans le cas du moteur HM7B, ce régime de fonctionnement cor-
respond même au point de fonctionnement nominal. Dans ce régime de fonctionnement, l’écou-
lement en sortie d’injecteur correspond alors à un jet liquide entouré d’un co-courant gazeux ou
supercritique et fait intervenir des phénomènes physiques particuliers comme l’atomisation du
jet, la fragmentation des gouttes ou encore leur évaporation.

2. l’état transcritique lorsque la pression de chambre est supérieure à la pression critique du com-
burant. On parle alors de régime de fonctionnement transcritique. Ce régime est associé au point
de fonctionnement nominal pour la plupart des moteurs (e.g. Vulcain 2 et Vinci). Dans ces condi-
tions, la tension de surface entre les deux �uides injectés devient négligeable, donnant lieu à un
mélange des ergols qui n’est plus contrôlé par l’atomisation du jet dense mais par la turbulence.

L’une des principales di�cultés lors de la conception de moteurs-fusées à ergols liquides est d’assu-
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rer la stabilité de la combustion tout au long de leur cycle de vie, les instabilités de combustion pouvant
mener à l’échec de la mission.

Les instabilités de combustion de haute fréquence

Généralités

On distingue en général trois types d’instabilités de combustion (Barrère et Williams [8]) : les
instabilités intrinsèques liées à la cinétique de combustion elle-même, les instabilités de basse fréquence
liées au couplage entre le processus de combustion dans la chambre et le système d’alimentation en
ergols, et les instabilités de Haute Fréquence (HF), ou instabilités thermoacoustiques. Ces dernières sont
considérées comme les plus dévastatrices et sont issues d’un couplage complexe entre le processus de
combustion des ergols et les �uctuations de pression au sein de la chambre de combustion conduisant à
une augmentation rapide des contraintes mécaniques et thermiques sur les parois du système propulsif
et la plaque d’injection. Les conséquences peuvent être dramatiques, allant d’une perte de performance
du moteur à sa destruction totale, comme le montre la �gure 4 représentant les dégâts causés par des
instabilités de combustion HF à la plaque d’injection du moteur principal SSME de la navette spatiale
américaine et une chambre de combustion testée sur le site Rocket Engine Test Facility de la Nasa en
1958.

(a) (b)

Figure 4 – Dégâts causés par des instabilités de combustion HF à (a) une plaque d’injection

et (b) une chambre de combustion de moteurs à ergols liquides. Source : Nasa.

D’un point de vue théorique, le couplage thermoacoustique à l’origine des instabilités HF est issu
de l’aspect fortement instationnaire de la combustion cryogénique. La turbulence de l’écoulement in-
duit une oscillation répétée des �ammes et une variation locale du taux de dégagement de chaleur Ûq.
À travers la succession périodique de compressions et de détentes des gaz générée par ces ocillations,
la �amme se conduit alors comme une source acoustique capable d’alimenter et d’ampli�er les �uctua-
tions de pression dans la chambre. Le critère le plus utilisé dans le domaine des instabilités de combus-
tion pour évaluer la stabilité d’un système repose sur le principe de Rayleigh [128]. Celui-ci stipule
que le couplage thermoacoustique est susceptible de conduire à une instabilité locale lorsque l’apport
d’énergie acoustique par les �uctuations du taux de dégagement de chaleur Ûq′ intervient en une zone
et un instant où les �uctuations de pression p ′ sont maximales, donc en phase. Ce principe conduit à la
formulation du critère de Rayleigh local qui exprime que la combustion peut être localement instable
si :

Rlocal =
1
T

ˆ

T

p ′ Ûq′ dt > 0, (1)
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avec T un temps de moyenne su�samment long. Dans une chambre de combustion dont on notera le
volumeV , des zones d’ampli�cation et d’atténuation peuvent en réalité coexister et se compenser. Pour
qu’un système puisse globalement être instable, le critère de Rayleigh global stipule :

Rglobal =

ˆ

V

Rlocal dV > 0. (2)

Pour aller plus loin dans la caractérisation de la stabilité d’un système, si l’on néglige l’écoulement
moyen et qu’on considère le dégagement de chaleur moyen nul, on peut écrire le bilan local et instantané
d’énergie acoustique dans le milieu réactif comme (Poinsot et Veynante [124]) :

∂eac
∂t
+ ∇ · f

ac
= sac − dac, (3)

avec 

eac =
1
2
p ′2

c20ρ0
+
1
2ρ0u

′ · u ′,

f
ac
= p ′u ′,

sac =
γ − 1
γp0

p ′ Ûq′,

(4)

où ρ0, p0 et c0 sont respectivement la masse volumique, la pression et la vitesse du son à l’équilibre,
tandis que u ′ est la vitesse acoustique et γ est l’indice adiabatique du milieu. Par ailleurs, eac est la
densité volumique d’énergie acoustique, f

ac
est la densité surfacique de �ux d’énergie acoustique et sac

représente le terme source acoustique volumique provenant de la combustion. Le terme dac représente
quant à lui le terme de dissipation acoustique et est assez di�cile à formuler de façon théorique. D’après
ce bilan, l’énergie acoustique croît localement lorsque sac > ∇ · f ac + dac, i.e. lorsque la combustion
apporte une énergie supérieure à la divergence du �ux acoustique ajoutée au terme de dissipation. En
intégrant sur le volume du système V et une durée T , le bilan d’énergie global moyen s’écrit :

∂Eac
∂t
+ Fac = Sac − Dac, (5)

avec 

Eac =
1
T

ˆ

T

ˆ

V

eac dV dt ,

Fac =
1
T

ˆ

T

˛

V

f
ac
· n dS dt ,

Sac =
1
T

ˆ

T

ˆ

V

sac dV dt ,

Dac =
1
T

ˆ

T

ˆ

V

dac dV dt ,

(6)

où dS est l’élément de surface pour l’intégration des �ux et n le vecteur normal à cette surface. Si l’on
reprend le critère de Rayleigh global (2), la croissance de l’énergie acoustique au sein de la chambre de
combustion intervient alors lorsque Rglobal > γp0/(γ − 1) (Fac +Dac). On démontre ainsi que le critère
de Rayleigh (2) est une condition nécessaire mais non su�sante à l’instabilité du système propulsif. 3

Pour que les �uctuations de pression puissent être ampli�ées par la combustion, il faut non seulement

3. On rappelle que l’écoulement et le dégagement de chaleur moyens ont été négligés pour obtenir ces équations. En
réalité, Brear et al. [14] démontrent que, sans ces simpli�cations, des termes supplémentaires au terme de Rayleigh inter-
viennent. Le critère de Rayleigh reste cependant le critère de stabilité le plus utilisé.
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que les termes p ′ et Ûq′ soient en phase mais également que le dégagement de chaleur par la �amme soit
su�samment élevé pour compenser la dissipation des ondes dans la chambre. 4

Zone linéaire : 
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Figure 5 – Signal temporel de pression caractéristique d’un système propulsif instable (Poin-

sot et Veynante [124]).
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Figure 6 – Schématisation du processus de couplage thermoacoustique.

Dans les moteurs-fusées, les puissances thermiques en jeu sont très importantes (environ 3GW
pour le moteur Vulcain 2 5). Le processus de combustion représente ainsi une source acoustique im-
portante et peut rapidement conduire à l’ampli�cation des �uctuations de pression. À titre d’exemple,
un signal temporel de pression caractéristique d’un système instable est présenté en �gure 5 (Poinsot
et Veynante [124]). On y observe une première zone d’ampli�cation exponentielle contrôlée par des
mécanismes de couplage linéaires. Si les �uctuations de pression ne conduisent pas à la destruction du
moteur, l’ampli�cation se poursuit jusqu’à atteindre un cycle limite contrôlé par des mécanismes non
linéaires. Ce phénomène de saturation peut soit être dû à une croissance de la dissipation des ondes
acoustiques ou à un déphasage des termes p ′ et Ûq′. Dans un moteur cryotechnique, le processus d’am-
pli�cation intervient majoritairement pour les ondes de pression dont les fréquences correspondent
aux modes propres de la chambre de combustion car celle-ci agit comme une caisse de résonance. Les
fréquences associées sont en général de l’ordre du kHz, d’où le terme instabilités de haute fréquence. Par
ailleurs, ce sont en général les modes transverses les plus destructeurs car il s’agit des modes acoustiques
les moins susceptibles d’être amortis par la tuyère (Crocco et Zheng [25]). De façon schématique, le
processus de couplage thermoacoustique est représenté en �gure 6. L’approche théorique précédente

4. Notons que si les �uctuations p′ et Ûq′ sont en opposition de phase, le terme source acoustique peut agir comme un
terme puits conduisant à l’atténuation des ondes acoustiques.

5. Source : groupe Safran
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Cavités acoustiques

Baffles

Figure 7 – Plaque d’injection équipée de ba�les et de cavités acoustiques pour réduire les

�uctuations de pression au sein d’une chambre de combustion (Harrje et Rear-

don [67]).

montre qu’il est assez simple d’évaluer l’in�uence 1 des �uctuations du taux de dégagement de cha-
leur sur les ondes acoustiques. Il est en revanche plus compliqué d’évaluer l’interaction inverse 2 des
�uctuations de pression sur la �amme car celle-ci fait intervenir des mécanismes complexes fortement
couplés et pour certains non linéaires. Par ailleurs, l’interaction 3 - 4 entre l’acoustique et l’écoule-
ment diphasique réactif joue elle aussi un rôle important dans la réponse des �ammes et la stabilité du
système. Ce processus d’interaction dépend du régime d’injection considéré puisqu’il peut notamment
faire intervenir les mécanismes d’atomisation, de fragmentation et d’évaporation dans le cas du régime
subcritique associé à la présence de jets d’oxygène à l’état liquide. Dans le domaine des instabilités de
combustion, le challenge principal réside ainsi dans la compréhension et la formulation de l’in�uence
des ondes acoustiques sur la combustion des ergols à travers les circuits d’interaction 2 , 3 et 4 .

Au cours de la seconde moitié du XXème siècle, la préoccupation principale de la communauté spa-
tiale était de résoudre le plus rapidement possible les problèmes de stabilité rencontrés sur les moteurs
en cours de conception, avec des limitations budgétaires bien moins contraignantes qu’actuellement. À
cette époque, la plupart des progrès dans le domaine ont ainsi été réalisés au moyen d’essais moteurs à
échelle réelle durant lesquels étaient testées de façon répétée des solutions techniques telles que l’ajout
de ba�es ou de cavités acoustiques (cf. �gure 7) pour réduire les �uctuations de pression au sein des
chambres de combustion. L’exemple le plus parlant est celui du programme Apollo pour lequel plus de
2 000 essais ont été e�ectués pour résoudre les problèmes de stabilité de combustion rencontrés sur le
moteur F-1. Un historique exhaustif des essais réalisés lors de ce programme est proposé par Oefelein
et Yang [118]. L’apport de cette approche trial and error à la compréhension des mécanismes physiques
en jeu était en revanche assez faible en raison de l’accès optique et instrumental limité inhérent aux
conditions sévères de fonctionnement des moteurs. Par ailleurs, l’aspect con�dentiel de ces travaux
ne facilitait pas le partage e�cace des connaissances dans le domaine. C’est pourquoi l’intégralité des
connaissances pratiques et théoriques dans le domaine à la �n du XXème siècle a été regroupée dans
di�érents ouvrages publics de référence (Harrje et Reardon [67], Anderson et Yang [3] et Culick
[27]).

Pour continuer à faire progresser les connaissances dans le domaine tout en répondant au besoin
actuel de l’industrie aérospatiale de réduire les coûts de conception des moteurs, une approche à trois
volets a émergé depuis le début du siècle courant, combinant des expériences sur des con�gurations de
laboratoire à échelle réduite, la simulation numérique CFD (Computational Fluid Dynamics) de haute
performance et la modélisation bas-ordre (Poinsot [123]). La modélisation bas-ordre est notamment
utilisée dans l’industrie lors de la conception des moteurs pour prédire la stabilité des systèmes propul-
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sifs à bas coût. Ce type de modélisation, destiné à décrire de façon simple la relation entre les �uctuations
du taux de dégagement de chaleur Ûq′ et les perturbations acoustiques, a été initié par Crocco et Zheng
[25] avec le formalisme n-τ . Il s’agit là d’une approche linéaire reposant essentiellement sur la dé�ni-
tion d’une relation explicite entre les �uctuations du taux de dégagement de chaleur et les variations
de pression du milieu entre un instant t et un instant t − τ , où τ représente le délai entre l’injection
des ergols et leur combustion. Dans cette approche, un paramètre supplémentaire n, également désigné
comme l’indice d’interaction, est considéré pour représenter la sensibilité de la combustion des ergols
aux �uctuations de pression. L’approche n-τ donne lieu à la relation locale suivante :

Ûq′
q
= n

p ′(t) − p ′(t − τ )
p

(7)

où q et p représentent les moyennes temporelles du dégagement de chaleur et de la pression. Mal-
gré une bonne estimation de la croissance initiale exponentielle des �uctuations de pression observée
précédemment en �gure 5, cette approche n’est pas adaptée pour prédire le phénomène de satura-
tion non linéaire caractéristique des instabilités thermoacoustiques. Par conséquent, a�n de prédire les
amplitudes et les fréquences du cycle limite, qui sont des paramètres clés dans la conception d’un sys-
tème propulsif, des approches non linéaires ont été proposées depuis et peuvent être divisées en deux
groupes. La première repose sur l’idée que la combustion est le principal élément non linéaire régissant
le phénomène de saturation. Les approches de ce groupe sont alors basées sur la dé�nition et l’appli-
cation de la fonction descriptive de �amme (FDF), selon laquelle la réponse des �uctuations du taux
de dégagement de chaleur à la modulation acoustique est exprimée en fonction de la fréquence et de
l’amplitude acoustique (Gelb et Vander Velde, Noiray et al. [55, 116]). Au contraire, la clé de voûte
du second groupe est l’idée que les paramètres du cycle limite sont �xés par des non-linéarités acous-
tiques et peuvent être prédits en utilisant l’approche uni�ée de Zinn et Lores [171] (voir aussi Culick
[26]) basée sur la projection du champ de pression sur les modes propres du système et l’utilisation du
modèle n-τ pour décrire l’évolution temporelle des �uctuations de pression de chacun des modes de
façon indépendante.

Malgré leur rapidité d’exécution et le faible coût de calcul associé, ces approches bas-ordre sou�rent
indéniablement d’un faible degré de généralisation puisque les fonctions descriptives de �ammes et les
paramètresn-τ dépendent généralement du cas et des conditions de fonctionnement. Il est alors aujour-
d’hui essentiel de progresser vers une meilleure compréhension des mécanismes de couplage thermoa-
coustiques à l’origine des instabilités de combustion de manière à pouvoir décrire la dépendance de Ûq′
en fonction de p ′ de façon phénoménologique et non plus paramétrique. Puisque l’on a vu précédem-
ment que les mécanismes de couplage dépendent du régime de fonctionnement considéré, notamment
à cause de la di�érence de tension de surface, les di�érents travaux scienti�ques réalisés dans le cas de
régimes trans- et subcritiques sont présentés séparément dans la suite de cette introduction.

Étude des instabilités thermoacoustiques en conditions d’injection transcritiques

Pour progresser dans la compréhension des mécanismes de couplage thermoacoustique au sein des
moteurs-fusées cryotechniques, une approche possible est de réaliser des campagnes expérimentales en
laboratoire sur des con�gurations à échelle réduite. Le coût de fonctionnement de ce type de con�gura-
tion est en e�et moins important que pour des moteurs à échelle réelle. Par ailleurs, l’accès simpli�é à
la chambre de combustion o�re des possibilités de métrologie bien plus importantes. Un certain degré
de complexité doit cependant être conservé a�n d’imposer des conditions de fonctionnement les plus
représentatives possible des moteurs réels, sans quoi certains mécanismes physiques de grande impor-
tance pourraient faire défaut (e.g. interaction �amme-�amme ou �amme-paroi, couplage acoustique
entre la chambre de combustion et le système d’injection des ergols, pression de chambre et puissance
thermique insu�santes, cf. Poinsot [123]).

L’une des con�gurations les plus intéressantes de la littérature dans le domaine est la chambre
de combustion française BHP du banc Mascotte de l’Onera (Habiballah et al. [62]). Il s’agit d’une
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chambre de combustion de section rectangulaire alimentée en oxygène et en hydrogène ou méthane par
un injecteur coaxial isolé sous une pression moyenne maximale de 60 bar. Un des points forts de cette
chambre est la présence d’une fenêtre transparente permettant de visualiser directement la �amme dans
la zone proche du plan d’injection. Une seconde con�guration de grand intérêt associée au banc Mas-
cotte est la chambre de combustion BHP-HRM, cette fois-ci de section circulaire et alimentée en ergols
par 5 injecteurs coaxiaux sous une pression moyenne maximale de 70 bar (Dorey et al. [34]). Malgré
l’absence de fenêtre de visualisation, cette dernière con�guration présente l’avantage de disposer d’une
multitude de thermocouples permettant de mesurer précisément les échanges de chaleur à la paroi de
la chambre. Une troisième con�guration d’intérêt élevé est la chambre de combustion allemande BKD
installée sur le banc P8 du DLR (Gröning et al. [61]). Il s’agit d’une chambre de combustion de section
circulaire alimentée en oxygène et en hydrogène à travers 42 injecteurs coaxiaux et pouvant fonc-
tionner jusqu’à une pression moyenne de 80 bar. Contrairement au BHP, le BKD ne présente aucune
fenêtre de visualisation. L’accès optique à la zone de combustion est assuré par des sondes à �bre op-
tique. Grâce à leurs méthodes de mesures de précision, ces trois chambres de combustion représentent
aujourd’hui l’une des principales sources d’information permettant d’appréhender les mécanismes ré-
gissant la combustion au sein de moteurs cryotechniques. Cependant, les puissances mises en jeu dans
ces con�gurations à échelle réduite sont évidemment bien inférieures à celles associées au moteurs-
fusées (environ 3MW pour le BHP et 80MW pour le BKD, contre 3GW pour le moteur Vulcain 2), ce
qui complique grandement l’obtention de points de fonctionnement naturellement instables.

Des dispositifs d’excitation acoustique ont ainsi été conçus pour permettre l’analyse des méca-
nismes d’interaction entre les �ammes et les ondes acoustiques dans des conditions de fonctionnement
naturellement stables. Dans le cas du régime de fonctionnement transcritique, on retrouve notamment
la chambre de combustion BKH du DLR. Il s’agit ici d’une chambre alimentée en oxygène et en hydro-
gène à travers 5 injecteurs coaxiaux montés en X et pouvant fonctionner sous une pression moyenne
maximale de 60 bar. Un système de roue dentée associée à une tuyère secondaire permet d’exciter les
modes transverses de la chambre et d’atteindre des �uctuations de pression maximales de l’ordre de
18% de la pression moyenne de chambre (valeur crête-à-crête). Cette chambre dispose elle aussi d’une
fenêtre transparente permettant un accès optique direct à la zone de combustion. À travers cette fenêtre,
une caméra à haute cadence d’acquisition assure l’enregistrement de la dynamique d’émission du ra-
dical OH∗ qui est une espèce intermédiaire de la réaction et constitue une méthode de mesure du taux
de dégagement de chaleur local et instantané (cf. Fdida et al. [48] pour une présentation détaillée des
capacités de mesure). Par ailleurs, des capteurs de pression permettent d’opérer une reconstruction des
champs stationnaires de pression et de vitesse acoustiques au sein de la chambre. Ces deux méthodes de
mesure donnent ainsi simultanément accès aux �uctuations de pression et de vitesse ainsi qu’au taux
de dégagement de chaleur relatif et permettent donc de calculer le critère de Rayleigh dans l’intégralité
de la chambre. De cette façon, Hardi et al. [66] montrent notamment un couplage de la �amme à la
fois avec les �uctuations de pression et les �uctuations de vitesse transverse dues au passage des ondes
acoustiques. Une seconde caméra à haute cadence permet quant à elle l’acquisition simultanée de la dy-
namique des �ammes et de l’écoulement d’ergols par ombroscopie. Grâce à cette méthode de mesure,
Hardi et al. [65] montrent que les �uctuations de vitesse transverse dues au passage des ondes acous-
tiques induisent une oscillation périodique des gaz issus du co-courant d’hydrogène et conduisent à
un battement transverse des �ammes. De plus, ces �uctuations de vitesse transverse mènent à l’impact
du gaz ambiant sur le cœur dense d’oxygène injecté à l’état transcritique. Les acquisitions ombrosco-
piques montrent alors l’arrachement transverse de poches denses de LOX à la fréquence d’excitation
acoustique limitant le développement du cœur dense en aval du plan d’injection. Ce mécanisme d’in-
teraction avec les ondes acoustiques conduit au �nal à une réduction de la longueur de chaque cœur
dense et donc des �ammes d’environ 30%. Dans le cas de moteurs-fusées, un tel rétrécissement de la
zone de combustion concentre davantage le dégagement de chaleur, ce qui augmente les contraintes
thermiques sur les injecteurs et les parois de la chambre. Par ailleurs, la concentration des �ammes et
du dégagement de chaleur peut également participer au couplage thermoacoustique selon le déphasage
entre les �uctuations du taux de dégagement de chaleur et les oscillations de pression.
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Une seconde con�guration à échelle réduite de grand intérêt dans l’étude des mécanismes d’interac-
tion entre les �ammes et l’acoustique est la chambre de combustion BHF installée sur le banc Mascotte
et associée au dispositif d’excitation acoustique Vham (Méry et al. [114]). Dans cette con�guration, 5
injecteurs permettent d’alimenter la chambre en oxygène et en méthane à une pression moyenne de
chambre maximale de 60 bar. Le dispositif d’excitation Vham est quant à lui constitué d’une roue den-
tée modulant les débits d’éjection des gaz brûlés à travers les deux tuyères principales, ce qui permet
d’exciter les modes transverses de la chambre jusqu’à des amplitudes de �uctuation de pression de près
de 20% de la pression moyenne (valeur crête-à-crête). Grâce à une mesure à haute cadence des radi-
caux OH∗ et CH∗ ainsi qu’à une visualisation de l’écoulement par rétroéclairage, Méry [112] observe
lui aussi une oscillation périodique importante des ergols et des �ammes sous l’e�et des �uctuations
de vitesse transverse, ainsi qu’une réduction de la longueur des �ammes. Par ailleurs, l’auteur montre
également une déviation signi�cative de la ligne centrale de chaque �amme vers ce qui semble être un
ventre de vitesse acoustique (VAN pour Velocity Anti-Node). 6 Dans le cas du régime de fonctionnement
transcritique, les informations recueillies sur la réponse des �ammes aux �uctuations de vitesse trans-
verse ont permis d’aboutir à la formulation d’un modèle bas-ordre détaillé par Gonzalez-Flesca et al.

[58].

La simulation numérique aux grandes échelles (LES pour Large Eddy Simulation) a elle aussi fait
ses preuves pour l’analyse des instabilités de combustion dans les moteurs-fusées. Par exemple, Selle
et al. [135] démontrent la capacité de divers codes de calculs à reproduire les mécanismes physiques
rencontrés en présence d’instabilités dans la chambre de combustion CVRC de l’université de Purdue
aux États-Unis. Les mécanismes en question sont par exemple le déclenchement des instabilités par une
perturbation acoustique initiale ou le phénomène d’hystérésis entre un comportement stable et instable
lors de la variation de la longueur du système d’injection. Le lecteur est invité à se référer à Yu et al.

[169] pour une description détaillée de la chambre CVRC.

Urbano et al. [155] démontrent quant à eux la capacité de la simulation numérique LES à reproduire
l’écoulement au sein du BKD dans toute sa complexité, du système d’injection à la sortie de tuyère en
passant par la chambre de combustion. Les auteurs reproduisent un premier point de fonctionnement
stable et un second naturellement instable. Malgré l’incapacité du code à restituer l’instabilité naturelle
de ce dernier point de fonctionnement, probablement à cause d’une dissipation excessive des ondes
par le maillage lorsque l’amplitude initiale des oscillations de pression est trop faible, il est démontré
qu’une perturbation violente de pression supérieure à 11% de la pression moyenne permet d’atteindre
un cycle limite représentatif de celui observé expérimentalement. Dans un second article, Urbano et
Selle [154] démontrent à l’aide de post-traitements innovants que les instabilités de combustion dans
le BKD sont issues d’un couplage entre les oscillations de pression et les �uctuations du taux de déga-
gement de chaleur et ne font pas intervenir la réponse des ergols aux �uctuations de vitesse transverse.
Ils montrent ainsi que les �ammes peuvent entretenir ou atténuer les instabilités de combustion selon
leur position dans la chambre et donc dans le champ acoustique.

La chambre de combustion BHF munie de son boîtier d’excitation acoustique Vham a elle aussi été
reproduite par la simulation numérique LES. Malgré une amplitude de �uctuation de pression 40% plus
faible que celle enregistrée expérimentalement dans la chambre, Hakim et al. [64] démontrent dans
leurs travaux la capacité de la simulation numérique à retrouver les mécanismes d’interaction entre
l’acoustique, l’écoulement d’ergols et les �ammes observés expérimentalement par Méry [112] : les
�ammes et les cœurs liquides sont plus compacts en présence des ondes acoustiques et oscillent pé-
riodiquement autour de l’axe d’injection sous l’e�et des �uctuations de vitesse transverse du gaz. Un
aplatissement des �ammes dans la direction de propagation acoustique est également observé. Mal-
gré le fait que cet aplatissement ne pouvait pas être détecté expérimentalement à cause de la direction
d’observation proposée par la fenêtre transparente, ce mécanisme permet d’expliquer l’émission par-
ticulière du radical OH∗ mesurée présentant deux zones plus intenses de part et d’autre de la ligne

6. Le ventre de vitesse acoustique correspond à la position dans le champ acoustique stationnaire où l’amplitude des
�uctuations de vitesse est maximale.
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centrale du jet. Dans un second article, Hakim et al. [63] simulent cette fois-ci une �amme cryogénique
isolée positionnée en un VAN de manière à analyser l’in�uence de la fréquence d’excitation sur la ré-
ponse de l’écoulement réactif. Lorsque la fréquence d’excitation correspond à la fréquence naturelle
du jet de LOX 7, celui-ci présente une forme sinusoïdale proche du battement d’un drapeau. Pour une
fréquence d’excitation supérieure, le jet est droit et présente un mouvement d’oscillation transverse
global sous l’e�et des �uctuations de vitesse du gaz. Ce comportement a également été retrouvé plus
tard par Gonzalez-Flesca et al. [57] dans le cas d’un jet de LOX injecté à l’état transcritique en un
VAN sans écoulement co-courant gazeux. Ces simulations ont d’ailleurs conduit à la formulation d’un
modèle analytique adapté à la reproduction du comportement oscillant du cœur dense sous excitation
acoustique transverse.

L’ensemble de ces travaux expérimentaux et numériques réalisés dans le cas du régime d’injec-
tion transcritique semble ainsi démontrer que la réponse des ergols aux �uctuations de pression et de
vitesse peut jouer un rôle signi�catif dans la réponse �nale de la �amme aux ondes acoustiques (cf.
circuit de couplage 3 - 4 de la �gure 6). Ces mécanismes physiques ne pourraient pas être observés
sur des moteurs-fusées à échelle réelle puisque aucun accès optique n’est alors possible. Par ailleurs, la
simulation numérique peut s’avérer extrêmement intéressante pour compléter les observations réali-
sées expérimentalement et progresser ainsi plus rapidement vers une compréhension des mécanismes
de couplage entre l’écoulement réactif et l’acoustique à l’origine des instabilités HF. La maîtrise de ces
phénomènes physiques permet au �nal d’aboutir à la formulation de modèles simples adaptés à une
approche bas-ordre beaucoup moins coûteuse.

Étude des instabilités thermoacoustiques en conditions d’injection subcritiques

Les travaux réalisés dans le cas du régime d’injection subcritique sont quant à eux moins nombreux.
On a pourtant vu précédemment que ce régime d’injection était associé à des phases de fonctionnement
di�érentes du régime transcritique. Avec l’ambition actuelle de l’industrie spatiale de se diriger vers des
moteurs réallumables et réutilisables, les phases de fonctionnement subcritique telles que l’allumage
hors atmosphère ou en atmosphère raré�ée, ou le fonctionnement stabilisé à bas régime devraient jouer
un rôle de plus en plus important dans le cycle de vie des moteurs. Puisque les mécanismes physiques
en jeu di�èrent grandement de ceux impliqués en régime transcritique, il apparaît essentiel de réaliser
un e�ort de travail tout aussi important pour le régime subcritique.

Dans le cadre du groupement de recherche franco-allemand Rest initié par le Cnes et dédié à l’étude
des instabilités de combustion HF dans les moteurs à ergols liquides, une chambre de combustion spéci-
�que a été conçue. Cette Chambre de Recherche Commune (CRC) de forme cylindrique permet d’étudier
la réponse d’une �amme cryogénique isolée soumise à des ondes acoustiques transverses en régime de
fonctionnement subcritique. À l’instar du BKH, l’excitation acoustique est imposée à l’aide d’une roue
dentée modulant le débit du gaz à travers une tuyère secondaire. L’un des atouts de cette con�gura-
tion réside dans la modularité du positionnement de cette tuyère autour de la chambre, permettant
de faire varier la position relative d’injection au sein du champ acoustique. De la même manière que
pour les études mentionnées précédemment, l’acquisition simultanée des �uctuations de pression dans
la chambre et de l’émission du radical OH∗ permet de calculer le critère de Rayleigh local au cours
du temps. Pour une �amme issue de la combustion LOX/GH2 sous une pression de chambre moyenne
de 10 bar et une amplitude de �uctuation de pression de 20% (valeur crête-à-crête), Knapp et al. [79]
montrent que le couplage entre la �amme et l’acoustique intervient principalement à travers les �uc-
tuations de pression p ′ (cf. circuit de couplage 2 de la �gure 6) malgré une injection e�ectuée proche
d’un ventre de vitesse acoustique, donc d’un nœud de pression. 8 Au contraire, dans le cas d’une �amme

7. La fréquence naturelle du jet central est associée à un Strouhal de 0.36 d’après Gonzalez-Flesca et al. [57], avec le
nombre de Strouhal dé�ni comme St = f Dl /Ul . Dans cette expression, f est la fréquence, Dl le diamètre d’injection du jet
central et Ul sa vitesse débitante.

8. Le nœud de pression correspond à la position dans le champ acoustique où l’amplitude de �uctuation de pression est
nulle. Dans un champ acoustique stationnaire, les ventres de vitesse et les nœuds de pression sont confondus.
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LOX/GCH4 positionnée au même point du champ acoustique, Sliphorst et al. [141] démontrent que le
couplage entre la �amme et l’acoustique intervient majoritairement à travers les �uctuations de vitesse
transverse du gaz (cf. circuit de couplage 3 - 4 de la �gure 6). D’après les auteurs, le temps carac-
téristique de réponse des gouttes de LOX est trop important dans cette con�guration pour permettre
aux �uctuations de vitesse du gaz d’in�uencer leur trajectoire. En revanche, le déphasage entre ces
�uctuations de vitesse et le dégagement de chaleur instationnaire semble correspondre au temps carac-
téristique du mélange entre les deux ergols. Dans le cas particulier de ce point de fonctionnement, les
�uctuations de vitesse transverse transportent en réalité l’oxygène fraîchement évaporé vers le haut
puis le bas de la �amme à la fréquence d’excitation et favorisent ainsi le mélange entre les deux ergols.

La chambre de combustion BHF associée au dispositif d’excitation acoustique Vham permet elle
aussi d’étudier la réponse de �amme en conditions d’injection subcritiques. Dans leurs travaux, Méry
et al. [113] s’intéressent à 5 �ammes LOX/GCH4 sous une pression de chambre moyenne de 26 bar et une
amplitude de �uctuation de pression de l’ordre de 20% (valeur-crête-à-crête). Dans ce cas, les �ammes
positionnées autour d’un VAN répondent de façon similaire aux cas transcritiques sous 60 bar de pres-
sion moyenne, i.e. avec une oscillation transverse des �ammes sous l’e�et des �uctuations périodiques
de vitesse et une réduction signi�cative de leur longueur. De plus, les �ammes semblent être déviées
vers le VAN dont la position varie au cours du temps par modi�cation du champ de pression dans la
chambre. Les �ammes présentent par ailleurs une topologie semblable aux �ammes aplaties observées
par Hakim et al. [64] lors de la simulation numérique d’un point de fonctionnement transcritique.

En ce qui concerne la simulation numérique LES, aucune étude semblable à celles réalisées dans
le cadre du régime de fonctionnement transcritique ne semble exister en subcritique. L’intérêt de ce
type d’approche pour apporter des informations complémentaires sur la réponse de l’écoulement ré-
actif aux ondes acoustiques est pourtant indéniable. C’est précisément la raison pour laquelle l’Onera
travaille depuis plusieurs années sur le développement de méthodes numériques capables de reproduire
les écoulements diphasiques multi-échelles caractéristiques des moteurs à ergols liquides en régime de
fonctionnement subcritique. La présente étude s’inscrit d’ailleurs dans cette stratégie et constitue un
premier pas vers la réalisation de simulations LES �ables de �ammes diphasiques cryogéniques sous
excitation acoustique pour l’étude des instabilités de combustion HF en régime de fonctionnement sub-
critique.

Objectifs de la présente étude

Les travaux présentés dans ce mémoire ont pour objectif de participer au développement de la si-
mulation numérique LES pour l’étude des instabilités de combustion de haute fréquence en conditions
d’injection subcritiques. Dans une logique de complexité croissante et pour permettre une meilleure
compréhension des résultats, nous nous intéresserons en particulier à la reproduction de l’in�uence
d’ondes acoustiques d’amplitude et de fréquence élevées sur le comportement de jets liquides inertes.
Tout au long de ces travaux, nous chercherons à démontrer les capacités de méthodes numériques
existantes à reproduire les mécanismes d’interaction entre la phase liquide et les ondes acoustiques.
Les simulations numériques réalisées permettront par ailleurs de compléter les observations expéri-
mentales antérieures à ces travaux et d’accéder ainsi à une meilleure caractérisation des phénomènes
physiques mis en jeu. Ce dernier objectif constitue un apport important à la démarche de recherche
sur les instabilités de combustion de haute fréquence puisque, dans un cas réactif, l’in�uence des ondes
sur l’écoulement diphasique peut jouer un rôle sur la réponse des �ammes et donc sur la stabilité du
système.

Dans la première partie de ce mémoire, des éléments bibliographiques sont présentés a�n de réunir
un ensemble d’informations nécessaires pour atteindre les objectifs de cette thèse. Nous décrivons tout
d’abord dans le chapitre 1 les mécanismes physiques à l’origine de l’atomisation de jets liquides is-
sus d’injecteurs coaxiaux dans des conditions d’injection représentatives des moteurs à ergols liquides.
Nous présentons ensuite, dans ce même chapitre, un certain nombre d’études expérimentales réalisées
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par le passé par la communauté pour caractériser le comportement de jets liquides face à des ondes
acoustiques de haute amplitude et haute fréquence. L’ensemble des mécanismes de réponse des jets aux
perturbations acoustiques observés expérimentalement devra être reproduit par la simulation numé-
rique au cours de ces travaux. Suite à la présentation détaillée des mécanismes physiques mis en jeu,
les di�érentes méthodes proposées dans la littérature pour la simulation d’écoulements diphasiques
atomisés sont présentées dans le chapitre 2. Cette synthèse bibliographique est d’ailleurs suivie d’une
présentation plus approfondie de la stratégie de simulation retenue par l’Onera et développée au sein
du code Cedre, qui sera utilisé tout au long de ces travaux.

Vient ensuite la présentation détaillée de la démarche de travail suivie au cours de cette thèse. Celle-
ci est divisée en trois parties chacune composée de plusieurs chapitres. Dans la seconde partie de ce
mémoire, des premiers éléments d’évaluation du code Cedre sont apportés pour la simulation numé-
rique d’écoulements diphasiques en présence d’ondes acoustiques de haute amplitude. Le chapitre 3
est consacré à la formulation analytique de la force de radiation acoustique exercée sur des éléments
sphériques représentatifs de gouttes positionnées dans un champ acoustique stationnaire. La particula-
rité de cette formulation réside dans la prise en compte de multiples harmoniques acoustiques dont la
présence est caractéristique de niveaux acoustiques très élevés. Cette nouvelle formulation servira de
référence tout au long de ces travaux. Le chapitre 4, quant à lui, est consacré à la validation du code pour
la simulation de la propagation non linéaire d’ondes acoustiques de haute amplitude. Ces mécanismes
de propagation particuliers doivent être restitués par le code pour assurer une représentation �dèle de
l’ambiance acoustique au sein d’une chambre de combustion d’un moteur à ergols liquides. Ce chapitre
sera également l’occasion d’élaborer une méthodologie d’excitation acoustique adaptée pour imposer
une onde stationnaire dans un domaine de calcul. Dans le chapitre 5, les capacités du code à restituer
le pro�l de pression de radiation acoustique autour d’un obstacle représentatif de la phase liquide ainsi
que la force de radiation qui en résulte sont évaluées. Dans le cas de la phase dispersée, une évolution
des modèles d’interaction entre la phase gazeuse et les gouttes est apportée.

Ces éléments de validation et d’évolution du code nous permettent, dans la troisième partie de ce
mémoire, d’analyser par la simulation numérique le comportement d’un jet liquide atomisé soumis
à une excitation acoustique transverse de haute amplitude. Les mécanismes de réponse de jets men-
tionnés dans l’introduction et plus tard dans la partie I doivent être restitués. Pour s’en assurer, une
con�guration expérimentale de référence est reproduite. Tout d’abord, le chapitre 6 est dédié à la sé-
lection de la con�guration la plus pertinente pour notre étude et à sa présentation détaillée. Suite à
cette sélection, une première partie des résultats de simulation en l’absence d’excitation acoustique est
présentée au chapitre 7 a�n d’illustrer la méthodologie de simulation d’écoulements diphasiques avec
le code Cedre. Le but est de faciliter ainsi la compréhension des analyses e�ectuées au chapitre 8 sur les
résultats de la simulation en présence d’ondes acoustiques. Dans ce huitième chapitre, les données et
observations expérimentales de la littérature sont utilisées comme éléments de validation des méthodes
et modèles numériques utilisés. Notons par ailleurs qu’il s’agit là de la première simulation CFD d’un
jet coaxial liquide/gaz en présence d’une excitation acoustique d’amplitude élevée dans des conditions
d’injection subcritiques représentatives des moteurs à ergols liquides. Cette étude représente ainsi une
toute nouvelle approche pour progresser dans la compréhension de l’in�uence d’ondes acoustiques sur
l’atomisation et la dynamique de la phase liquide dans de telles situations. Les travaux présentés dans
cette partie ont été soumis pour publication (Rutard et al. [132]).

En�n, la partie IV est consacrée à la modélisation simpli�ée du phénomène particulier de la dévia-
tion de la phase liquide par la force de radiation acoustique, observé à la fois dans le cas de jets inertes
et réactifs. Le chapitre 9 concerne dans un premier temps uniquement la déviation de la phase dispersée
par les contraintes acoustiques. La déviation des gouttes enregistrée lors de la simulation numérique
est comparée 1) aux données expérimentales associées à la con�guration retenue et 2) à une modéli-
sation théorique du mécanisme. La déviation du cœur liquide est quant à elle étudiée au chapitre 10.
Une approche simpli�ée est proposée pour estimer rapidement et à moindre coût la déviation du cœur
dense sous l’e�et de la force de radiation acoustique.
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Pour �nir, un certain nombre d’éléments supplémentaires est présenté en Annexes, comme des
éléments de calcul formulés lors de cette thèse pour le post-traitement de la simulation numérique LES,
ou encore la formulation analytique multi-harmonique de la force de radiation acoustique exercée sur
un objet cylindrique représentatif du cœur liquide dans un champ acoustique stationnaire.
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Chapitre 1

Éléments de compréhension des

phénomènes mis en jeu

La première partie de ce mémoire est destinée à fournir un ensemble d’éléments bibliographiques
utiles à la compréhension des enjeux de ces travaux de thèse et des méthodes numériques utili-
sées. Dans le chapitre 1, nous présentons en premier lieu les mécanismes physiques à l’origine
de l’atomisation de jets liquides issus d’injecteurs coaxiaux dans des conditions d’injection re-
présentatives des moteurs à ergols liquides. Ces premiers éléments phénoménologiques nous
permettent ainsi, en deuxième partie de chapitre, d’appréhender plus facilement la réponse de
jets liquides confrontés à des ondes acoustiques de haute amplitude. Un certain nombre d’études
expérimentales réalisées par le passé par la communauté pour caractériser l’in�uence de telles
ondes sur les écoulements diphasiques est présenté. Les résultats et conclusions associés seront
utilisés dans la suite de ce mémoire comme référence de comparaison aux simulations numé-
riques a�n d’évaluer la pertinence des méthodes et modèles retenus pour la simulation d’écoule-
ments diphasiques en présence de perturbations acoustiques. Le chapitre 2 sera d’ailleurs consa-
cré à la présentation des di�érentes méthodes proposées dans la littérature pour la simulation
de tels écoulements, et en particulier de la stratégie de simulation utilisée et évaluée tout au long
de ces travaux.
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Chapter 1 : Éléments de compréhension des phénomènes mis en jeu

1.1 Processus d’atomisation de jets liquides issus d’injecteurs

coaxiaux

1.1.1 Nombres adimensionnels

Les nombres adimensionnels généralement utilisés pour caractériser un jet liquide sont présentés
ici. On utilisera les indices д et l pour faire référence aux écoulements gazeux et liquide respectivement.
La géométrie d’un injecteur coaxial est représentée en �gure 1.1. Le liquide est injecté à travers un canal
cylindrique dont le diamètre de sortie est noté Dl , tandis que l’écoulement co-courant gazeux est issu
d’un canal coaxial de diamètre extérieur Dд et d’épaisseur e .

Ug Ul Ug

Dl

Dg

e

Figure 1.1 – Géométrie d’un injecteur coaxial.

En premier lieu, le nombre de Reynolds Re compare les forces d’inertie aux contraintes de viscosité
à la sortie de l’injecteur. Il existe deux dérivations de ce nombre sans dimension : le nombre Reg associé à
l’écoulement gazeux co-courant et son équivalent Rel caractérisant la phase liquide. Ces deux nombres
sont dé�nis par :

Reg =
ρдUдDh

µд
, (1.1)

et

Rel =
ρlUlDl

µl
, (1.2)

avec ρ la masse volumique du �uide et µ sa viscosité dynamique, tandis que U correspond à la vitesse
d’injection ou vitesse débitante du �uide.Dh correspond au diamètre hydraulique du canal coaxial dé�ni
par 4A/P , avecA l’aire de la section de passage du canal et P le périmètre mouillé de cette section. Dans
le cas d’injecteurs coaxiaux, le diamètre hydraulique vaut Dh = 2e . Le nombre de Reynolds est en partie
utilisé pour caractériser le régime d’un écoulement (laminaire, transitoire ou turbulent).

Le second nombre sans dimension classiquement utilisé est le nombre de Weber, noté We, compa-
rant les forces aérodynamiques à la tension de surface. Celui-ci est dé�ni par :

We =
ρд

(
Uд −Ul

)2
Dl

σ
, (1.3)

avec σ le coe�cient de tension de surface entre les deux �uides. Il est également possible de dé�nir les
nombres de Weber gazeux et liquide comme :

Weg =
ρдU

2
дDl

σ
, (1.4)
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et

Wel =
ρlU

2
l Dl

σ
. (1.5)

Le nombre de Weber gazeux Weg correspond en réalité au nombre de Weber aérodynamique We pour
lequel la vitesse d’injection du liquide est considérée négligeable comparée à la vitesse du gaz.

L’association des nombres Wel et Rel conduit à la dé�nition d’un troisième nombre adimensionnel.
Il s’agit du nombre d’Ohnesorge, noté Oh, comparant les forces de viscosité à la tension de surface.
Celui-ci est dé�ni par :

Oh =

√
Wel
Rel
,

=
µl√
ρlσDl

. (1.6)

Le quatrième nombre sans dimension permettant de caractériser un jet liquide atomisé par un écou-
lement gazeux est le rapport des �ux de quantité de mouvement J formulé comme :

J =
ρдU

2
д

ρlU
2
l

. (1.7)

La combinaison de ces di�érents nombres sans dimension permet également de dé�nir J comme :

J =
Weg

Rel2 Oh2︸    ︷︷    ︸
We

l

=
We(

1 − Ul

Uд

)2
Rel2 Oh2︸    ︷︷    ︸

We
l

. (1.8)

Pour �nir, le rapport de mélange Rm compare les débits massiques des ergols à l’injection :

Rm =
Ûml

Ûmд
. (1.9)

Ce nombre sans dimension n’est généralement utilisé qu’en présence d’écoulements réactifs et est pro-
portionnel à l’inverse de la richesse utilisée dans le contexte des moteurs à combustion interne.

1.1.2 Classi�cation des régimes d’atomisation

Le principe des injecteurs coaxiaux utilisés dans la propulsion liquide consiste à assister l’atomisa-
tion du jet liquide central par l’injection d’un écoulement co-courant gazeux. Le cisaillement entre les
deux �uides conduit en e�et à la déstabilisation du jet liquide dès la sortie de l’injecteur. Les déforma-
tions qui en résultent se propagent alors à la surface du jet et gagnent progressivement en amplitude,
conduisant potentiellement à une éjection de fragments liquides. Il s’agit de l’atomisation primaire du
jet liquide. Lorsque la vitesse d’injection de l’écoulement co-courant est su�sante, les fragments li-
quides ainsi créés subissent eux-mêmes un cisaillement élevé avec la phase gazeuse et vont eux aussi se
déformer et se fragmenter en plus petites structures. Ce processus se poursuit alors jusqu’à atteindre un
équilibre entre la tension de surface et les forces aérodynamiques. On parle cette fois-ci d’atomisation
secondaire ou de fragmentation (Dumouchel [38]). Di�érentes études expérimentales des jets liquides
issus d’injecteurs coaxiaux ont permis d’établir une classi�cation des di�érents régimes d’atomisation
rencontrés. On distingue ainsi six régimes lorsque l’écoulement gazeux ne présente pas de swirl

1 (cf.
�gure 1.2) :

1. Pour une description de l’e�et d’un écoulement gazeux swirlé sur l’atomisation d’un jet liquide, se référer à Lasheras
et Hopfinger [87]
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Shear breakup
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Figure 1.2 – Classi�cation des régimes d’atomisation de jets liquides issus d’injecteurs co-

axiaux. Gauche : Farago et Chigier [45], droite : Baillot et al. [7].

− le régime de Rayleigh axisymétrique. On rencontre ce régime d’atomisation lorsque les vitesses
d’injection des deux �uides sont faibles. Ce régime est caractérisé par un jet liquide cylindrique
à la surface duquel se propagent des instabilités longitudinales. Lorsque l’amplitude de ces in-
stabilités est su�sante, le jet liquide se fragmente en structures liquides de dimension proche du
diamètre d’injection Dl . Le jet présente une symétrie autour de l’axe d’injection.

− le régime de Rayleigh non axisymétrique. Celui-ci est issu d’une transition du régime précédent
pour une vitesse d’injection du co-courant gazeux plus importante. La symétrie du jet est rompue
et celui-ci emprunte une forme sinusoïdale avant de s’atomiser en structures liquides de dimen-
sion légèrement plus faible que le diamètre d’injection Dl .

− le régime de membrane. Dans ce régime, le cisaillement entre les deux �uides conduit le jet liquide
à emprunter une forme de S. L’écoulement gazeux dans les zones de courbure du jet liquide
conduit alors à l’atomisation du liquide en une multitude de gouttes de dimension bien inférieure
au diamètre d’injection Dl .

− le régime d’atomisation par cisaillement, plus généralement mentionné comme shear breakup. La
propagation d’instabilités particulières à la surface du jet liquide conduit à la formation de �ns
ligaments. Ces ligaments sont ensuite fragmentés en de plus petites gouttes sous l’e�et du cisaille-
ment avec l’écoulement gazeux. D’après les travaux de Lasheras et Hopfinger [87], ce régime
correspond à une évolution du régime de membrane pour une vitesse d’injection du liquide plus
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élevée.
− le régime �bre. Ce régime est caractérisé par une vitesse d’injection élevée du co-courant gazeux.

Les contraintes aérodynamiques surpassent alors largement la tension de surface et conduisent
à l’atomisation rapide du liquide en ligaments (�bres) autour et en aval du jet central. Ces li-
gaments se fragmentent ensuite en de très petites gouttes au contact de l’écoulement gazeux à
haute vitesse. Il s’agit du régime d’atomisation mis en jeu dans les moteurs à ergols liquides à
injecteurs coaxiaux.

− le régime �bre superpulsant. Il s’agit d’une transition possible du régime précédent lorsque la
vitesse du co-courant gazeux est augmentée. Lors de ce régime, on observe une pulsation de
l’atomisation du jet issue d’interactions entre celui-ci et des zones de recirculation du gaz en
aval.

Rel

Weg

J

Figure 1.3 – Classi�cation des régimes d’atomisation de jets liquides issus d’injecteurs co-

axiaux en fonction des nombres sans dimensionWeg, Rel et J (issue de Lasheras
et Hopfinger [87] et complétée par Baillot et al. [7]).

Divers auteurs ont souhaité délimiter ces di�érents régimes d’atomisation en fonction de certains des
nombres sans dimension présentés précédemment. En particulier, Farago et Chigier [45] proposent
une carte de régimes en fonction des nombres We et Rel, tandis que Lasheras et Hopfinger [87]
considèrent les trois nombres Weg, Rel et J. La carte proposée par ces derniers auteurs est représentée
en �gure 1.3.

1.1.3 Description des mécanismes à l’origine de l’atomisation du jet liquide

Dans le cas de régimes d’atomisation caractérisés par un rapport de vitesses d’injection élevé entre
les deux �uides (e.g. régime de type �bre dans les moteurs à ergols liquides), Marmottant et Viller-
maux [106] décrivent le scénario d’atomisation primaire du jet liquide de la manière suivante (cf. �gure
1.4) :

1. Une instabilité longitudinale axisymétrique s’établit d’abord à la surface du jet liquide sous l’e�et
du cisaillement entre les deux �uides dès la sortie de l’injecteur. Cette instabilité est associée à
une longueur d’onde notée λ�.
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Cou
pe Coupe
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Figure 1.4 – Illustration des instabilités longitudinale et transverse à la surface d’un jet li-

quide (Marmottant et Villermaux [106]).

2. Le passage de l’instabilité longitudinale déstabilise la surface du jet liquide et conduit ainsi à la
formation d’une instabilité secondaire cette fois-ci transverse dont la longueur d’onde associée
est notée λ⊥.

3. Les protubérances à la surface du jet issues de ces deux types d’instabilités sont accélérées par
l’écoulement co-courant, conduisant alors à la formation de ligaments arrachés par la suite au jet
liquide.

Pour compléter ce scénario, considérons également les étapes suivantes associées au processus de frag-
mentation :

4. Les ligaments arrachés au jet liquide sont déformés et fragmentés sous l’e�et des contraintes aé-
rodynamiques issues du cisaillement avec l’écoulement co-courant gazeux. Cette étape de frag-
mentation conduit à la création de gouttes de taille variable.

5. Les gouttes ainsi formées sont elles-mêmes déformées et fragmentées par les contraintes aéro-
dynamiques jusqu’à atteindre un équilibre avec la tension de surface.

L’instabilité longitudinale de cisaillement

Une illustration des pro�ls de vitesse dans les deux �uides à la sortie d’un injecteur coaxial est
proposée par Marmottant [105] en �gure 1.5. On y observe une couche limite dans chacun des deux
�uides d’épaisseur δд dans le gaz et δl dans le liquide. Ces deux couches limites sont issues des frot-
tements à la paroi au sein de l’injecteur et peuvent être considérées laminaires d’après Marmottant
[105]. Dès la sortie de l’injecteur, le cisaillement entre les deux �uides va conduire à une accélération
des particules du liquide à l’interface et ainsi inverser le pro�l de vitesse dans ce �uide. En revanche, le
cisaillement n’a que peu d’in�uence sur la couche limite au sein du gaz car sa vitesse d’injectionUд est
bien plus élevée.

L’in�uence d’une couche limite sur la stabilité de l’interface entre deux �uides de même densité
a été analysée en premier lieu par Rayleigh [129] (cf. �gure 1.6a). L’analyse en question consiste à
résoudre les équations de l’hydrodynamique pour le système de masse volumique homogène en sup-
posant une faible amplitude de perturbation initiale de l’interface. Cette hypothèse permet de linéariser
les équations et conduit �nalement à la formulation du taux d’accroissement des perturbations initiales.
L’auteur démontre ainsi que l’épaisseur de la couche limite a une in�uence signi�cative sur la stabilité
du système. La situation décrite par Marmottant [105] et illustrée en �gure 1.5 est en réalité plus
complexe puisqu’elle met en jeu deux phases de masses volumiques très éloignées (ρl /ρд ≈ 103 pour
une interface liquide-gaz) et deux couches limites distinctes (une par �uide). Cependant, Villermaux
[158] démontre dans un rapport non publié que l’in�uence de la couche limite dans le liquide sur la
croissance des instabilités à la surface du jet est négligeable par rapport à celle du gaz car la viscosité
du liquide est bien plus élevée. Une analyse de stabilité équivalente à celle de Rayleigh [129] est alors

22



1.1 Processus d’atomisation de jets liquides issus d’injecteurs coaxiaux
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Gaz  Ug

Liquide  Ul

Figure 1.5 – Pro�ls de vitesse à la sortie d’un injecteur coaxial (Marmottant [105]).
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Figure 1.6 – Pro�ls de vitesse considérés pour les analyses linéaires de stabilité deRayleigh

[129] et de Marmottant et Villermaux [106].

réalisée par Marmottant et Villermaux [106] en considérant uniquement la couche limite au sein du
gaz (cf. �gure 1.6b), son épaisseur δд étant dé�nie par :

δд = 7.9e Reg−1/2 . (1.10)

Dans ce cas, les auteurs montrent que l’instabilité longitudinale de cisaillement privilégiée à la surface
du liquide est caractérisée par une fréquence f� ∝ Uc/δд(ρд/ρl )1/2, avecUc la vitesse de convection de
l’ondulation à la surface du jet dé�nie par :

Uc =
Ul
√
ρl +Uд

√
ρд

√
ρl +
√
ρд

. (1.11)

Des expérimentations permettent à Marmottant et Villermaux [106] d’obtenir plus précisément les
relations suivantes :

f� ≈
Uc

1.2δд

(
ρд

ρl

)1/2
, (1.12)

et donc par extension :

λ� ≈ 1.2δд
(
ρl
ρд

)1/2
. (1.13)
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L’instabilité transverse et la formation de ligaments

D’après l’analyse précédente, les ondulations à la surface du jet issues de l’instabilité longitudinale
se propagent le long de l’axe d’injection à une vitesse Uc > Ul . Dans le référentiel du jet liquide, les
ondes de surface de longueur d’onde λ� se propagent ainsi à une vitesseUc -Ul . Au passage de ces ondes,
le liquide subit donc une accélération périodique perpendiculaire à l’axe d’injection à une fréquence fξ
= (Uc −Ul )/λ�. Si l’on note η� l’amplitude des ondes de surface, l’évolution temporelle de l’élévation
de l’interface ξ en un point donné dans le référentiel du liquide peut s’écrire :

ξ = −η� sin (ωξ t). (1.14)

avec ωξ = 2π fξ la pulsation à laquelle oscille la surface. Dans ce cas, l’accélération perpendiculaire à
laquelle est soumis le liquide est formulée par :

дξ =
d2ξ
dt2 = η�ω

2
ξ sin (ωξ t). (1.15)

Dans un cas représentatif des conditions d’injection des moteurs à ergols liquides, la fréquence d’os-
cillation dans le référentiel du jet liquide approche 700Hz (Baillot et al. [7]). Pour une amplitude
d’oscillation typique de 1mm, l’amplitude de l’accélération perpendiculaire de la surface du jet atteint
environ 20 000m · s−2, et est donc bien plus élevée que l’accélération gravitationnelle. Taylor [148] dé-
montre alors que, dans le cas de jets plans, la phase d’accélération vers le liquide conduit à une situation
instable. Le passage des ondes de surface induit alors la formation et l’ampli�cation d’une instabilité se-
condaire cette fois-ci transverse (cf. �gure 1.4). Marmottant et Villermaux [106] formulent, par une
analyse linéaire de stabilité et l’analyse de campagnes expérimentales, la longueur d’onde préférentielle
de cette instabilité comme :

λ⊥ = 2.8δд We−1/3δд

(
ρl
ρд

)1/3
, (1.16)

avec Weδд le nombre de Weber basé sur l’épaisseur de couche limite δд et dé�ni comme Weδд =
ρдU

2
дδд/σl . Comme l’illustre la �gure 1.7, les crêtes issues de cette instabilité transverse sont par la

suite accélérées le long du jet par le cisaillement avec l’écoulement co-courant gazeux. Des protubé-
rances se forment alors puis s’allongent jusqu’à une taille �nale ζ avant d’être arrachées au jet liquide.
Il s’agit là du processus de formation des ligaments.

λ
ζ

Ug

Figure 1.7 – Illustration de la création de ligaments par l’instabilité transverse à la surface

du jet liquide (Marmottant et Villermaux [106]).

La fragmentation des ligaments

Une fois séparés du cœur liquide, ces ligaments continuent d’évoluer au sein de l’écoulement ga-
zeux à haute vitesse. Ainsi, lorsque les contraintes aérodynamiques sont su�samment importantes, les
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ligaments se déforment et se brisent en de multiples gouttes. Il s’agit là du premier niveau de fragmen-
tation. Lors de leurs travaux, Marmottant et Villermaux [106] se sont attachés à évaluer la taille
caractéristique de ces premières gouttes. Pour cela, les auteurs ont mesuré par une méthode de visua-
lisation ombroscopique le volume de l’ensemble des gouttes issues de la brisure d’un grand nombre de
ligaments. La somme de ces volumes, notée ici V0, représente alors le volume initial du ligament au
moment où il est arraché au jet. Les auteurs dé�nissent ainsi la grandeur D0 = (6V0/π )1/3 représentant
le diamètre qu’aurait chaque ligament s’il était rassemblé en une seule goutte sphérique au lieu de se
fragmenter. Il leur est alors possible de tracer la distribution pL(D0) des tailles caractéristiques des liga-
ments issus de l’atomisation primaire du jet. Celle-ci est quasi symétrique et très resserrée autour du
diamètre moyen arithmétique que les auteurs formulent comme :

〈D0〉 ≈ 0.23λ⊥. (1.17)

À partir des mesures précédentes du volume des gouttes issues de la fragmentation des ligaments,
Marmottant et Villermaux [106] (cf. aussi Villermaux et al. [160]) tracent également la distribution
des tailles de gouttes issues d’un ligament de taille donnéeD0. En adimensionnant la taille des gouttesD
par le diamètre caractéristique du ligament pèreD0, les auteurs remarquent que la distributionpB(D/D0)
est quasiment indépendante de la vitesse du co-courant gazeux à l’origine de la fragmentation des
structures liquides. Il s’avère par ailleurs que cette distribution peut être approchée par une distribution
Gamma du type :

pB(D/D0) =
nn

Γ(n) (D/D0)n−1e−nD/D0 , (1.18)

où Γ(n) =
´ ∞
0 tn−1e−t dt est la fonction Gamma. D’après Marmottant et Villermaux [106], la va-

leur moyenne de n se situe autour de 3.5. Par ailleurs, les auteurs mesurent la moyenne arithmétique
〈D/D0〉 :

〈D/D0〉 ≈ 0.4. (1.19)

Puisque la taille initiale des ligaments suit elle-même une distribution donnée pL(D0), la distribution
globale des tailles de gouttes issues de la fragmentation des ligaments est obtenue par une convolution
des deux distributions pL(D0) et pB(D/D0). Marmottant [105] démontre alors que cette distribution
peut être approchée par :

p(D) = 1
〈D〉 e

−D/〈D 〉 . (1.20)

La moyenne de cette distribution globale 〈D〉 représente ainsi le diamètre moyen arithmétique des
gouttes issues de la fragmentation de l’intégralité des ligaments. Aucune corrélation n’est apportée
pour le calcul de 〈D〉.

Dans son rapport non publié, Villermaux [158] s’attache également à décrire la vitesse des gouttes
directement issues de la fragmentation des ligaments. Pour cela, l’auteur suit une approche inspirée de
travaux sur la chute de gouttes de pluie (cf. Villermaux et Eloi [161]). Lors de leur chute, les gouttes
mères sont atomisées sous l’e�et du cisaillement avec l’air ambiant, tout comme le sont les ligaments is-
sus du jet liquide sous les contraintes aérodynamiques dues à l’écoulement co-courant gazeux. Lorsque
les ligaments se brisent, les gouttes ainsi créées possèdent une vitesse intermédiaire entre les vitesses
d’injection des deux �uides. L’auteur a�rme notamment que la direction empruntée par les gouttes est
sensiblement équivalente à celle du gaz, tandis que la norme de leur vitesse est principalement pilotée
par la force de traînée. La vitesse moyenne des gouttes issues de l’atomisation des ligaments suit alors
la relation de similarité suivante :

〈v〉 ∼ CDUд

√
ρд

ρl

D0
D
, (1.21)
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oùCD est le coe�cient de traînée d’une goutte isolée généralement dé�nie par (Schiller et Naumann
[134]) :

CD =



24
Rep

si Rep < 1,

24
Rep

(
1 + 0.15 Re0.687p

)
si 1 ≤ Rep ≤ 1000,

0.445 sinon.

(1.22)

Dans cette expression, Rep est le nombre de Reynolds particulaire dé�ni par :

Rep =
ρд ‖u −v ‖D

µд
, (1.23)

où u etv sont respectivement les vitesses locales du gaz et de la goutte.

La fragmentation des gouttes

Les gouttes créées par la fragmentation des ligaments subissent elles-mêmes les contraintes aéro-
dynamiques sous l’e�et du cisaillement avec l’écoulement co-courant gazeux. Dans ce cas, les gouttes
peuvent elles aussi se fragmenter jusqu’à atteindre une taille pour laquelle les contraintes aérodyna-
miques et la tension de surface se compensent. Di�érents régimes de fragmentation existent selon le
di�érentiel de vitesse entre le milieu extérieur et les gouttes. Pilch et Erdman [122] proposent notam-
ment la classi�cation illustrée en �gure 1.8 selon le nombre sans dimension de Weber appliqué aux
gouttes de diamètre D et de vitesse locale v dans un gaz dont la vitesse est u : We = ρд ‖u −v ‖2D/σ .
Parmi ces régimes, le régime particulier vibrational breakup est en réalité ignoré la plupart du temps
car pour les faibles valeurs de We associées, le processus de fragmentation est très lent comparé au
temps de vie d’une goutte. Sur la base de cette classi�cation, Pilch et Erdman [122] proposent ainsi la
corrélation suivante pour estimer le temps τbr nécessaire à la fragmentation des gouttes :

τbr
τ ∗
=



0 si We ≤ 12,

6(We−12)−1/4 si 12 < We ≤ 18,

2.45(We−12)1/4 si 18 < We ≤ 45,

14.1(We−12)−1/4 si 45 < We ≤ 350,

0.766(We−12)1/4 si 350 < We ≤ 2670,

5.5 sinon,

(1.24)

où τ ∗ est une échelle de temps caractéristique dé�nie comme :

τ ∗ =
D

‖u −v ‖

(
ρl
ρд

)1/2
. (1.25)

Il est également possible de calculer la fréquence caractéristique de fragmentation fbr = 1/τbr. Notons
qu’en réalité, le nombre de Weber critique Wec en dessous duquel la fragmentation n’intervient pas
n’est pas strictement égal à 12. Pour les valeurs de Oh élevées (cf. équation (1.6)), Pilch et Erdman
[122] indiquent en e�et :

Wec = 12(1 + 1.077Oh1.6). (1.26)

En présence d’un jet liquide atomisé par un écoulement co-courant gazeux, Oh est de l’ordre de 10−3.
Il est donc possible, dans ce cas, de considérer la valeur particulière Wec = 12.
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Figure 1.8 – Régimes de fragmentation d’après Pilch et Erdman [122].

Pilch et Erdman [122] formulent également le temps nécessaire τi pour initialiser le processus de
fragmentation comme :

τi
τ ∗
= 1.9(We−12)−1/4(1 + 2.2Oh1.6). (1.27)

Dans le cas présent où Oh est très faible, cette formulation tend vers :

τi
τ ∗
= 1.9(We−12)−1/4. (1.28)

À partir des temps de rupture τbr et τi , Wert [164] propose pour �nir de modéliser le diamètre
moyen de Sauter Df associé à la distribution de la taille des gouttes �lles issues de la fragmentation
d’une goutte mère de diamètre D comme :

Df

D
= 0.32We−1/3

(τbr − τi
τ ∗

)2/3
. (1.29)

27



Chapter 1 : Éléments de compréhension des phénomènes mis en jeu

1.1.4 Propriétés macroscopiques des jets coaxiaux en régime d’atomisation de type

�bre

Longueur du cœur liquide

Il existe plusieurs types de longueur de cœur liquide pour caractériser un jet et la dé�nition donnée
dans la littérature est parfois ambiguë, voire trompeuse. On peut s’intéresser dans un premier temps à
mesurer la longueur instantanée de cœur liquide intact Llc. Celle-ci correspond, à un instant donné, à la
distance depuis le plan d’injection à partir de laquelle toutes les structures liquides sont détachées du jet
principal. Il s’agit donc de la longueur de la phase continue reliée à l’injecteur, i.e. le cœur liquide. Évi-
demment, cette longueur évolue au cours du temps à chaque fois qu’un nouveau fragment est arraché
à l’extrémité du cœur liquide. Il ne s’agit donc pas d’une longueur absolue. Certains auteurs dé�nissent
alors la longueur moyenne de cœur intact, notée ici Llc, comme la moyenne temporelle de Llc. Cette
longueur moyenne permet ainsi d’associer une valeur unique de longueur de cœur liquide pour chaque
point de fonctionnement. C’est cette longueur que mesurent par exemple Eroglu et al. [42] par une
méthode de visualisation ombroscopique. Les auteurs déduisent de ces mesures la corrélation suivante :

LEro
lc

Dl
= 0.66We−0.4 Rel0.6 . (1.30)

Le terme longueur de cœur liquide intact est également utilisé par certains auteurs pour dé�nir ce
que l’on appellera ici la longueur de cœur liquide potentiel. Cette longueur repose sur la mesure de la
probabilité de présence de liquide dans l’espace notée LPP . Pour mesurer cette grandeur, Villermaux
[159] utilise par exemple une technique de �uorescence laser associée à l’ajout d’un colorant particulier
dans le liquide injecté. La concentration moyenne de colorant au cours du tempsC est mesurée le long
de l’axe d’injection et normalisée par la concentration initiale C0 à l’intérieur de l’injecteur. L’auteur
obtient ainsi une mesure en chaque point de l’espace de la probabilité de présence de liquide LPP =C/C0,
dont la valeur est bornée entre 0 et 1. Il dé�nit ensuite la longueur de dilution Lx comme la distance
depuis le plan d’injection à laquelle LPP = x . L’auteur propose �nalement les corrélations suivantes :

LVmx

1.0
Dl
= 6 J−

1
2 ,

LVmx

0.5
Dl
= 12 J−

1
2 . (1.31)

La longueur de cœur liquide potentiel est en réalité associée à la longueur particulière L1.0. Cette lon-
gueur caractérise donc la distance maximale depuis le plan d’injection à laquelle le liquide est présent
à tout instant. Elle n’est ainsi pas équivalente à la longueur moyenne de cœur liquide intact Llc. Pour
des jets liquides présentant une variation temporelle élevée de Llc ou soumis à un battement transverse
important, ces deux longueurs peuvent même être très éloignées l’une de l’autre. Il est intéressant de
noter que Lasheras et Hopfinger [87] retrouvent une corrélation très similaire à la précédente sur la
base de travaux théoriques :

LL&H1.0
Dl
=

6 J− 1
2����1 − Ul

Uд

���� . (1.32)

Dans des travaux plus récents, Leroux et al. [96] proposent quant à eux :

LLrx1.0
Dl
= 10 J−0.3. (1.33)

Angle de spray

L’angle du spray issu de l’atomisation d’un jet liquide est une grandeur qu’il est important de pou-
voir caractériser puisqu’il in�uence directement l’angle d’ouverture de la �amme. Une analyse théo-
rique est notamment proposée par Villermaux [159] pour estimer a priori cet angle en fonction des
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Uξ

U

θ' : angle du spray par rapport à l'axe d'injection

θl

θl : angle entre la surface du cœur liquide et l'axe d'injection

θi : angle du spray par rapport à la surface du cœur liquide

θ

tanθi ~
Uξ

Uc

θi

Figure 1.9 – Illustration de l’analyse théorique de Villermaux [159] pour estimer l’angle de

spray.

conditions d’injection. Dans ces travaux, l’auteur formule de façon théorique la direction d’éjection des
structures liquides lors de l’atomisation primaire du cœur liquide. Selon lui, la direction initiale em-
pruntée par ces structures serait directement déterminée par le rapport entre la vitesse de croissance
radialeUξ des crêtes formées à la surface du jet liquide par les instabilités longitudinales et transverses
et de leur vitesse de convection Uc le long de l’interface. Si l’on note θi l’angle entre la surface du jet
liquide et la direction initialement empruntée par les structures liquides arrachées, on a alors (cf. �gure
1.9) :

tanθi ∼
Uξ

Uc
, (1.34)

avec

Uξ =
dξ
dt ∼ Uд

(
ρд

ρl

)1/2
, (1.35)

où, rappelons-le, ξ est l’élévation de l’interface au passage des instabilités de surface. Si l’on note cette
fois-ci θ l’angle entre l’axe d’injection et la direction suivie initialement par les structures liquides, et
θl l’angle entre l’axe d’injection et la surface du jet liquide, on peut alors écrire :

θ = θi − θl . (1.36)

D’après Villermaux [159], l’angle θi vaudrait environ 45° quelles que soient les conditions de fonction-
nement dès lors que la vitesse d’injection de l’écoulement co-courant gazeux est nettement supérieure
à celle du liquide (i.e. en régime d’atomisation de type �bre). Par ailleurs, l’angle θl peut quant à lui
être évalué grâce à l’estimation de la longueur du cœur liquide. Si l’on utilise la corrélation précédente
(1.31) de Villermaux [159], on obtient alors la corrélation suivante pour l’angle de spray :

θVmx =
π

4 − arctan
(
J 1/2

12

)
. (1.37)
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À partir de données expérimentales, Leroux et al. [96] proposent quant à eux :

θLrx = arctan
(
J 0.3

3

)
. (1.38)

Il est étonnant de remarquer que les deux corrélations précédentes décrivent une évolution opposée
de l’angle du spray en fonction du nombre sans dimension J . En e�et, d’après la relation (1.37), l’angle
diminue lorsque le rapport J augmente, tandis qu’il augmente selon Leroux et al. [96]. Malgré cette
contradiction, les deux corrélations conduisent à un angle équivalent pour un rapport J = 10 représen-
tatif des conditions de fonctionnement mises en jeu dans les moteurs à ergols liquides (θVmx(J = 10) ≈
θLrx(J = 10) ≈ 30°).

Cette synthèse bibliographique relative à l’atomisation de jets liquides sous le cisaillement d’un
écoulement co-courant gazeux met clairement en évidence l’aspect multi-échelle de ce type d’écoule-
ment. Le liquide est d’abord présent sous la forme d’un jet continu dans une zone où l’écoulement est
dit à phases séparées, puis s’atomise progressivement pour former des ligaments dont la taille caracté-
ristique est proche du diamètre du cœur liquide. Dans cette zone, on quali�era l’écoulement de mixte.
Par la suite, le cisaillement opéré par l’écoulement co-courant gazeux conduit à la formation d’un spray
de gouttes de tailles bien inférieures au diamètre du jet. On parle cette fois-ci de phase dispersée. Dans
la suite de ce chapitre, l’in�uence d’ondes acoustiques de haute amplitude sur le comportement de
jets atomisés, des plus grosses aux plus petites structures liquides, est décrite à l’aide d’observations
expérimentales et numériques présentées dans la littérature.

1.2 Comportement de jets liquides inertes atomisés sous excitation

acoustique

L’introduction de ce mémoire a révélé que le comportement des ergols face aux ondes acoustiques
pouvait avoir une in�uence signi�cative sur la réponse des �ammes et la stabilité du système propulsif.
Dans le cadre de l’étude des instabilités de combustion HF, plusieurs équipes de recherche se sont ainsi
intéressées à décrire précisément l’ensemble des mécanismes d’interaction entre des ondes acoustiques
et des jets liquides dans des conditions inertes. L’absence de �amme lors de ces travaux expérimen-
taux facilite grandement l’accès optique à la phase liquide et permet ainsi une meilleure analyse de
sa réponse aux perturbations acoustiques. Pour que les mécanismes de réponse observés soient repré-
sentatifs des écoulements mis en jeu dans les moteurs-fusées, il est impératif de respecter certaines
contraintes comme 1) injecter le liquide selon un régime d’atomisation de type �bre et 2) imposer des
�uctuations de pression d’amplitude de l’ordre de 10% de la pression moyenne de chambre (valeur
crête-à-crête) 2, soit un niveau acoustique de l’ordre de 165 dB dans de l’air à pression atmosphérique.

Dans le domaine, Miesse [109] est l’un des premiers à s’intéresser à l’e�et d’ondes acoustiques
sur des jets liquides. L’auteur démontre notamment lors de ses travaux que les jets libres (i.e. sans
écoulement co-courant gazeux) répondent de façon plus signi�cative à des perturbations acoustiques
transverses que longitudinales. Il observe en particulier une réduction signi�cative de la longueur du
jet liquide une fois soumis aux perturbations acoustiques, mais ne décrit cependant pas le mécanisme
à l’origine de cette atomisation précoce. En présence d’ondes acoustiques transverses, l’auteur observe
également une oscillation du jet dans la direction de propagation des ondes.

De façon similaire, Buffum et Williams [15] étudient par la suite le comportement d’un jet liquide
libre turbulent sous une excitation acoustique transverse de fréquence maximale de 500Hz. Lorsque le
jet liquide est positionné en un ventre de vitesse acoustique (VAN), les auteurs observent une oscillation
transverse du jet liquide dès lors que le niveau acoustique dépasse 130 dB. L’amplitude d’oscillation du

2. Il est généralement fait référence aux instabilités de combustion de haute fréquence dès lors que les oscillations de
pression en jeu dépassent 10% de la pression moyenne de chambre (valeur crête-à-crête) (Hardi et al. [65], Huang et Huzel
[72])
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jet ne devient cependant mesurable qu’à partir de 140 dB et augmente rapidement avec l’intensité d’ex-
citation acoustique. Au-delà de 160 dB, le jet s’atomise. Les auteurs expliquent l’oscillation transverse
du jet par l’action de la force de traînée exercée par le gaz lors du passage des ondes acoustiques. De
plus, il est démontré qu’augmenter le diamètre d’injection du liquide ou sa masse volumique conduit à
une réduction de l’amplitude d’oscillation du jet car la masse de liquide à déplacer est plus importante.
Par ailleurs, une amplitude d’oscillation maximale est obtenue lorsque le temps mis par les particules de
liquide constituant le jet pour parcourir la chambre est égal à la moitié de la période acoustique. En�n,
il est démontré dans cette étude que l’utilisation du coe�cient de traînée classiquement utilisé pour les
cylindres solides soumis à un écoulement stationnaire conduisait à une sous-évaluation de l’oscillation
du jet d’un ordre de grandeur. En e�et, les �uctuations de vitesse issues du passage des ondes acous-
tiques ainsi que le plissement de la surface du jet turbulent induisent une augmentation des contraintes
exercées par le gaz sur le jet.

Plus tard, le laboratoire AFRL de l’Armée de l’Air américaine conçoit un dispositif permettant d’étu-
dier le comportement de jets d’azote liquide libres sous une excitation acoustique transverse de 180 dB
au maximum et une fréquence maximale de presque 5 000Hz. Outre ces impressionnantes caractéris-
tiques acoustiques, le dispositif en question a par ailleurs la particularité de fonctionner à des pressions
et températures variables autour du point critique de l’azote (pN2

c = 34 bar ; T N2
c = 126 K) a�n de per-

mettre une injection du �uide à l’état sub- ou supercritique. Pour une injection en un VAN du champ
acoustique, Chehroudi et Talley [20] observent alors une modi�cation signi�cative de la forme du
jet liquide principalement à l’état subcritique pour une pression proche du point critique. Le jet liquide
est en e�et aplati dans la direction de propagation des ondes et s’élargit au contraire dans la direction
orthogonale. Au-delà d’une longueur d’un ou deux diamètres d’injecteur en aval du plan d’injection,
le jet liquide se transforme ainsi en une nappe caractérisée par une atomisation bien plus importante.
Le dispositif expérimental est par la suite modi�é de manière à permettre l’étude du comportement de
jets coaxiaux constitués d’un écoulement d’azote liquide au centre dont l’atomisation est assistée par
un écoulement co-courant d’azote gazeux. Sous une excitation acoustique équivalente à la précédente
mais à des vitesses d’injection assez faibles, Chehroudi et Talley [19] observent alors cette fois-ci le
jet liquide emprunter une forme sinusoïdale proche du battement d’un drapeau équivalente notamment
à ce qu’obtiennent plus tard Gonzalez-Flesca et al. [57] par la simulation numérique dans le cas d’un
jet libre d’oxygène injecté à l’état transcritique. Aucun aplatissement du jet central n’est en revanche
observé dans ces conditions. Pour des vitesses d’injection plus représentatives des écoulements associés
aux moteurs à ergols liquides, le jet central présente une forme sinusoïdale encore plus prononcée sous
l’e�et des �uctuations de vitesse dues au passage des ondes acoustiques (cf. �gure 1.10). Dès la sortie
de l’injecteur, la phase liquide est alors entraînée périodiquement vers le co-courant gazeux injecté à
haute vitesse, favorisant ainsi le cisaillement entre les deux �uides. Dans ce cas, les auteurs observent
une réduction signi�cative de la longueur du jet liquide central pouvant aller jusqu’à 50% de sa taille
initiale (cf. Chehroudi et al. [21], Davis et Chehroudi [29] ou encore Davis et Chehroudi [28]).

Dans le cadre du groupement de recherche franco-allemand Rest dédié à l’étude des instabilités de
combustion HF dans les moteurs à ergols liquides, le laboratoire du Coria a lui aussi réalisé de nom-
breuses études de jets liquides sous excitation acoustique transverse de haute fréquence. Dans le cas
d’un jet libre soumis à un niveau et une fréquence acoustiques respectifs d’environ 157 dB et 1 000Hz
et positionné en un VAN du champ acoustique, Carpentier et al. [18] observent un aplatissement du
liquide dans la direction de propagation acoustique similaire à ce qu’observaient Chehroudi et Tal-
ley [20]. Ce phénomène d’aplatissement, également observé dans des cas réactifs (e.g. Hakim et al.

[64]), est issu d’après les auteurs des contraintes exercées sur le jet par la pression de radiation acous-
tique. L’aplatissement du jet intervient selon eux lorsque ces contraintes sont su�samment élevées
pour contrer l’e�et de la tension de surface. Dans le cas d’un jet liquide dont l’atomisation est assis-
tée par un écoulement co-courant gazeux, Baillot et al. [7] retrouvent également cet aplatissement
dès lors qu’une valeur seuil d’amplitude acoustique est atteinte (cf. �gure 1.11). Les auteurs dé�nissent
même un nombre adimensionnel et une valeur critique à partir de laquelle le jet peut être déformé.
Ils démontrent ainsi que le diamètre du jet et les niveaux acoustiques considérés lors des travaux de

31



Chapter 1 : Éléments de compréhension des phénomènes mis en jeu

Sens d'augmentation de la
vitesse d'injection du co courant gazeux

(a)

Sens d'augmentation de la
vitesse d'injection du co courant gazeux

(b)

Figure 1.10 – Jets coaxiaux LN2/GN2 pour di�érentes vitesses d’injection (a) sans et (b) avec

excitation acoustique transverse à 3 kHz (Davis et Chehroudi [28]).

Buffum et Williams [15] étaient trop faible pour permettre cet aplatissement. De même, malgré le
niveau acoustique de 180 dB imposé par Davis et Chehroudi [28], les �uctuations de pression rési-
duelles au VAN du champ acoustique étaient trop importantes pour permettre aux ondes de déformer
le jet liquide central. En revanche, Baillot et al. [7] démontrent que l’amplitude de pression néces-
saire à l’aplatissement du liquide dans le cas de jets libres est inférieure aux cas de jets coaxiaux, ce
qui explique pourquoi Chehroudi et Talley [20] ont bien observé le phénomène. Le dispositif expé-
rimental de Baillot et al. [7] est par la suite modi�é de manière à atteindre des niveaux acoustiques
de l’ordre de 166 dB. Cela permet alors à Ficuciello et al. [52] de quanti�er l’in�uence de l’amplitude
d’excitation acoustique sur l’épaisseur de jets en régime d’atomisation de type Rayleigh axisymétrique
(jet initialement cylindrique, cf. �gure 1.2). Dans le cas du régime d’atomisation de type �bre repré-
sentatif des écoulements associés aux moteurs à ergols liquides, l’accès optique au cœur liquide est en
revanche compliqué par la présence de nombreuses gouttes dans le champ de visualisation. Les auteurs
démontrent cependant que pour ce type de régime, les ligaments et gouttes issus de l’atomisation du jet
central sont eux-mêmes soumis aux contraintes de radiation acoustique et peuvent ainsi être déformés
et atomisés par celles-ci. Dans le prolongement de ces travaux expérimentaux, le Coria a également
e�ectué des études théoriques des mécanismes de radiation acoustique de manière à expliquer plus
précisément les observations expérimentales précédentes. Notamment, Baillot et al. [7] formulent de
façon analytique le pro�l de pression de radiation acoustique autour d’une sphère positionnée dans
un champ acoustique stationnaire de longueur d’onde bien supérieure au diamètre de l’objet. Cette
formulation est ensuite reprise et étendue par Ficuciello [51] à des objets cylindriques et sphériques
de dimension quelconque représentant respectivement le jet dense central et une goutte issue de son
atomisation. Pour cela, Ficuciello [51] s’appuie sur les travaux de King [78], Zhuk [170] et Wu et al.

[166] et e�ectue un travail important de clari�cation et de consolidation de leur démarche initiale. Les
formulations analytiques généralisées de Ficuciello [51] permettent alors de démontrer que le pro�l
de pression de radiation acoustique est hétérogène autour de l’objet lorsque celui-ci est positionné en
dehors d’un PAN du champ acoustique, conduisant ainsi potentiellement à l’aplatissement de la phase
dense. L’auteur démontre par ailleurs que la pression de radiation acoustique apparaît dès lors qu’il
existe un di�érentiel de masse volumique entre les deux �uides et ne nécessite pas la présence d’une
tension de surface. La théorie généralisée de Ficuciello [51] peut alors être appliquée à la fois à des cas
sub- et transcritiques pour expliquer le mécanisme d’aplatissement observé expérimentalement dans
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(a) (b)

Figure 1.11 – Aplatissement d’un jet liquide eau/air initialement en régime d’atomisation de

type Rayleigh axisymétrique (Baillot et al. [7]). (a) Sans et (b) avec excitation
acoustique à 159 dB (jet positionné en un VAN). Visualisation dans le plan or-

thogonal à l’axe de propagation acoustique.

Figure 1.12 – Instabilités de Faraday à la surface d’un jet liquide aplati par une onde acous-

tique (Baillot et al. [7]).

des conditions de fonctionnement inertes et réactives.

Les travaux de Carpentier et al. [18] et Baillot et al. [7] démontrent également la formation d’un
réseau d’instabilités à la surface du jet liquide lorsque celui-ci est aplati par les contraintes acoustiques
(cf. �gure 1.12). Ce mécanisme est en réalité semblable à ce qui est observé par Faraday [44] pour
des �lms liquides en contact avec une surface solide vibrante. C’est pourquoi il est fait mention dans
les travaux du Coria d’instabilités de Faraday. Le phénomène est particulièrement visible lorsque le
jet liquide est initialement dans un régime d’atomisation de type Rayleigh axisymétrique et conduit à
l’éjection de �nes gouttelettes dans la direction normale à la nappe (i.e. la direction de propagation des
ondes acoustiques). Par la suite, Ficuciello et al. [52] démontrent que, dans le cas de jets en régime
d’atomisation de type membrane (régime intermédiaire entre le régime de Rayleigh axisymétrique et le
régime de type �bre, cf. �gure 1.2), ces instabilités et l’éjection de gouttes qui en résulte conduisent à une
augmentation de l’angle de spray d’une valeur initiale de 15° à 39° dans la direction de propagation des
ondes acoustiques. Dans la direction orthogonale, les auteurs observent une augmentation de l’angle
plus importante de 17° à 105° qui semble également issue de l’aplatissement du jet, mais sans décrire le
mécanisme qui en est à l’origine. Dans le cas d’un régime d’atomisation de type �bre, l’augmentation
de l’angle est plus faible, avec une variation de 39° à 47° dans la direction de propagation acoustique et
de 40° à 77° dans la direction orthogonale (cf. �gure 1.13).

Lorsque le jet est positionné en un VAN du champ acoustique, Baillot et al. [7] observent également
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(a) 0 dB (b) 166 dB

(c) 0 dB (d) 166 dB

Figure 1.13 – Augmentation de l’angle de spray d’un jet liquide eau/air en régime d’atomisa-

tion de type �bre (Ficuciello et al. [52]). (a-b) Visualisation dans le plan conte-

nant l’axe acoustique et (c-d) dans le plan orthogonal.

une modi�cation signi�cative du processus d’atomisation du cœur liquide. Pour des jets initialement en
régime d’atomisation de type Rayleigh axisymétrique ou membrane, l’aplatissement et les instabilités
de Faraday qui en résultent conduisent à une atomisation précoce du jet liquide et à une réduction
importante de sa longueur. Pour observer le même phénomène en régime d’atomisation de type �bre,
il faut attendre les travaux de Ficuciello et al. [52] pour lesquels les niveaux acoustiques sont plus
élevés. Contrairement aux travaux de Miesse [109] et Davis et Chehroudi [28], la réduction de la
longueur du cœur liquide ne semble pas liée ici à une oscillation transverse de la phase liquide vers les
zones de cisaillement important. Lorsque le jet est positionné au contraire en ventre de pression (PAN
pour Pressure Anti-Node) du champ acoustique, Baillot et al. [7] observent également une modi�cation
importante du processus d’atomisation du jet liquide. Cependant, puisqu’en cette position la pression
de radiation acoustique autour du cœur liquide est homogène, aucun aplatissement n’est observé. Les
auteurs démontrent que ce sont en réalité les �uctuations de pression au sein de l’injecteur, engendrées
elles-mêmes par les �uctuations de pression dans la cavité, qui conduisent à une modulation périodique
du débit d’injection du co-courant gazeux à la fréquence d’excitation acoustique. L’atomisation du jet
liquide est alors promue lors des phases où le débit d’injection du gaz co-courant augmente.

Lorsque le jet liquide est positionné entre un PAN et un VAN du champ acoustique, les travaux
théoriques de King [78], Wu et al. [166] et Ficuciello [51] démontrent également que les contraintes
acoustiques peuvent conduire à une déviation de la phase liquide, qu’il s’agisse du cœur liquide ou des
gouttes. En e�et, le pro�l de pression de radiation acoustique autour du jet ou des gouttes n’est pas
symétrique lorsque le liquide est injecté entre ces deux positions du champ acoustique. Une force ré-
sultante s’exerce ainsi sur la phase dense et conduit dans le cas présent à une déviation vers le VAN le
plus proche. Dans leurs travaux, Carpentier et al. [18] observent ce phénomène pour des jets liquides
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(a) 0 dB (b) 166 dB

Figure 1.14 – Déviation par la force de radiation acoustique d’un jet liquide eau/air en régime

d’atomisation de type Rayleigh axisymétrique (Ficuciello et al. [52]). Visua-
lisation dans le plan contenant l’axe de propagation acoustique.

libres cylindriques et proposent un premier modèle théorique pour évaluer a priori l’amplitude de dé-
viation du jet. Malgré une reproduction qualitative du phénomène, ce modèle ne permet cependant
pas de restituer la déviation du jet de façon précise. Dans le cas de jets liquides dont l’atomisation est
assistée par un écoulement co-courant gazeux, Ficuciello et al. [52] observent eux aussi une déviation
du cœur liquide vers le VAN le plus proche, principalement lorsque le régime d’atomisation corres-
pond à un régime de type Rayleigh axisymétrique (cf. �gure 1.14). Un second modèle est alors proposé
pour estimer l’amplitude de déviation du jet. Celui-ci permet de retrouver des valeurs en accord avec
les mesures expérimentales, excepté lorsque le jet est positionné en un ventre d’intensité acoustique 3

(IAN pour Intensity Anti-Node). En e�et, une portion de l’énergie acoustique est consommée en cette
position pour déformer le cœur liquide, réduisant ainsi la quantité d’énergie disponible pour la dévia-
tion. Baillot et al. [7] retrouvent eux aussi le phénomène de déviation dans le cas de gouttes liquides
issues d’un �lm d’eau disposé sur le toit d’une cavité acoustique. Les trajectoires de ces gouttes sous
l’e�et de la gravité et des contraintes acoustiques démontrent que les structures liquides sont déviées
vers le VAN le plus proche. Si leur vitesse initiale est opposée à la force de radiation acoustique, les
auteurs observent alors les gouttes se diriger d’abord vers le PAN le plus proche, puis ralentir pour �-
nalement faire demi-tour et se diriger vers le VAN. En présence de jets liquides en régime d’atomisation
de type membrane ou �bre, Ficuciello et al. [52] notent par ailleurs un décentrement du spray vers le
VAN le plus proche du point d’injection, ce phénomène étant le plus marqué pour une injection en un
IAN du champ acoustique. Par ailleurs, lorsque le niveau acoustique dépasse 154 dB, le décentrement
augmente de façon exponentielle. Dans un cas réactif, ce processus de déviation peut conduire à une
répartition hétérogène de la phase liquide dans la chambre de combustion et ainsi alimenter localement
les instabilités de combustion HF.

Il existe peu d’autres travaux dédiés à l’analyse de l’in�uence d’ondes acoustiques sur le comporte-
ment de jets coaxiaux représentatifs des moteurs à ergols liquides. Des travaux équivalents ont cepen-
dant été réalisés dans le cadre spéci�que de l’étude des instabilités de combustion de basse fréquence
dans les moteurs aéronautiques. Dans ce type de moteur, la phase liquide, qui correspond cette fois-
ci au combustible, est également atomisée par le cisaillement avec un écoulement co-courant gazeux
à haute vitesse. Il existe un grand nombre de technologies di�érentes pour l’injection des �uides (Le-
febvre [95]). Quel que soit le dispositif retenu, la phase liquide est en général présente dans la chambre
de combustion essentiellement sous la forme d’un brouillard de gouttes. Dans certains cas, une nappe
liquide est présente mais celle-ci est très rapidement atomisée par l’écoulement co-courant. Dans leurs

3. L’intensité acoustique est la puissance par unité de surface transportée par les ondes acoustiques. Elle est dé�nie comme
le produit entre les �uctuations de vitesse et de pression.
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Figure 1.15 – Simulation numérique d’un spray sous excitation acoustique longitudinale

(Achury et Polifke [2]).

travaux, Gajan et al. [54] se sont notamment intéressés à la réponse d’un spray issu d’une injection
swirlée à des ondes acoustiques longitudinales caractéristiques des instabilités de combustion de basse
fréquence. Dans ce cas précis, les ondes acoustiques sont associées à une amplitude de �uctuations de
l’ordre de 2.5% de la pression moyenne de chambre et à une fréquence acoustique d’environ 180Hz
seulement. Par ailleurs, la cavité acoustique est conçue a�n d’imposer un ventre de vitesse acoustique
au centre du spray. Dans ce cas, le passage des ondes acoustiques dans le système d’injection induit une
�uctuation du débit d’injection du gaz co-courant. Le processus d’atomisation de la nappe liquide à la
sortie de l’injecteur est ainsi impacté et engendre une production périodique de gouttes à la fréquence
acoustique. De plus, les �uctuations de vitesse longitudinales du gaz induisent une oscillation de la vi-
tesse de convection des gouttes le long de l’axe d’injection sous l’e�et de la force de traînée, avec une
amplitude plus ou moins élevée selon la taille des fragments liquides. Les plus petites gouttes vont alors
suivre ces oscillations de vitesse et subir ce que Giuliani [56] appelle l’e�et accordéon. Combinées à
la modi�cation périodique du processus d’atomisation de la nappe liquide, ces oscillations de vitesse
vont conduire à une agglomération de gouttes à intervalle régulier le long de l’axe d’injection, avec
une quantité croissante de petites gouttes dans ces agglomérats. Le même phénomène a été observé
expérimentalement par Kumara Gurubaran et Sujith [81] mais aussi numériquement par Achury
et Polifke [2] pour des niveaux acoustiques d’environ 160 dB et une fréquence d’excitation de 240Hz.
Une illustration de la situation étudiée est présentée en �gure 1.15a, tandis que la �gure 1.15b illustre
le phénomène d’agglomération des gouttes. Dans un cas réactif, cela conduit à un apport variable et
hétérogène de combustible à la zone de combustion et peut ainsi in�uencer le couplage thermoacous-
tique. Bien que tous ces travaux ne concernent que la propagation d’ondes acoustiques longitudinales
de basse fréquence, les travaux de Baillot et al. [7] ont démontré que des �uctuations transverses
peuvent elles aussi conduire à une oscillation du débit d’injection du co-courant gazeux lorsque l’injec-
teur est positionné hors d’un VAN du champ acoustique. Dans un cas réactif, la production intermittente
de gouttes par l’atomisation du cœur liquide pourrait donc aussi bien jouer un rôle dans le couplage
thermoacoustique au sein des moteurs à ergols liquides.

Les processus d’interaction entre les ondes acoustiques et la phase liquide mentionnés ci-dessus
constituent un ensemble de phénomènes qui doivent pouvoir être restitués par la simulation numé-
rique si l’on souhaite, à plus long terme, utiliser cet outil pour l’étude des instabilités de combustion HF
en régime d’injection subcritique. Pour cela, il est évidemment nécessaire en premier lieu de pouvoir si-
muler de façon �able la dynamique des jets liquides atomisés en l’absence de perturbations acoustiques.
Les principales approches pour modéliser ce type d’écoulement sont synthétisées dans le chapitre 2.
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Chapitre 2

Méthodes de simulation d’écoulements

diphasiques atomisés

Les mécanismes physiques présentés au chapitre 1 seront utilisés comme référence tout au long
de ces travaux a�n de réaliser une évaluation complète des méthodes numériques utilisées dans
le code Cedre pour la simulation d’écoulements diphasiques représentatifs des moteurs-fusées à
ergols liquides. La principale di�culté associée à la simulation numérique de jets liquides atomi-
sés consiste à formuler une méthode de modélisation à même de décrire l’ensemble des échelles
de l’écoulement diphasique qui soit à la fois robuste, précise et dont le coût de calcul associé soit
raisonnable pour des applications complexes et proches de cas industriels. Dans le chapitre 2,
les principales approches utilisées pour modéliser ce type d’écoulement sont présentées de fa-
çon synthétique et non exhaustive a�n d’en présenter les avantages et inconvénients respectifs.
Cette synthèse est en particulier inspirée des travaux de Le Touze [90] et Odier [117]. Suite
à cette synthèse bibliographique, la stratégie de simulation retenue par l’Onera et développée
dans le code Cedre est présentée de façon détaillée.
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Chapter 2 : Méthodes de simulation d’écoulements diphasiques atomisés

2.1 Synthèse bibliographique

2.1.1 Équations de bilan

Comme nous l’avons vu dans la section précédente, les écoulements diphasiques associés aux jets
liquides atomisés sont constitués d’inclusions liquides de tailles variées au sein d’un milieu gazeux,
les deux phases étant séparées l’une de l’autre par une interface en mouvement. Malgré la présence
potentielle d’inclusions liquides de taille très faible, celles-ci restent bien plus grandes que l’échelle
moléculaire. Dans ce cas, la mécanique des milieux continus s’applique et il est possible de décrire
mathématiquement l’écoulement grâce aux équations de conservation monophasiques appliquées aux
deux phases isolées. Dans le cas simpli�é d’un écoulement inerte constitué de deux phases d’indice
k ne contenant chacune qu’une seule espèce, il s’agit des équations bien connues de Navier-Stokes
compressibles dé�nies pour chaque phase comme :

∂ρk
∂t

+ ∇ · (ρkuk ) = 0,
∂ρkuk
∂t

+ ∇ · (ρkuk ⊗ uk ) = ∇ · (τk − pk I ) + f k ,

∂ρket, k
∂t

+ ∇ ·
[
(ρket, k + pk )uk

]
= ∇ ·

(
τk · uk − J e

t, k

)
+ f k · uk .

(2.1)

Dans ce système d’équations, ρk désigne la masse volumique de la phase k , uk est son vecteur vitesse
et pk sa pression, tandis que f k représente le vecteur des forces volumiques appliquées à la phase k ,
τk est le tenseur des contraintes visqueuses, I est le tenseur identité, ⊗ est le produit tensoriel et ∇ · ()
désigne l’opérateur de divergence. En�n, et, k désigne l’énergie totale spéci�que de la phasek , tandis que
J e

t, k

est le �ux d’énergie totale. Ces équations sont valides en tout point de l’écoulement à l’exception
de l’interface où il existe des sauts de masse, de quantité de mouvement et d’énergie exprimés par les
relations de saut suivantes :

2∑
k=1

ρk (uk −w I ) · nk = 0,

2∑
k=1

[
ρkuk ⊗ (uk −w I ) − (τk − pk I )

]
· nk = Mσ

I ,

2∑
k=1

[
ρket, k (uk −w I ) − (τk − pk I ) · uk + J e

t, k

]
· nk = EσI .

(2.2)

Ici, w I représente le vecteur vitesse de l’interface et nk le vecteur unitaire normal à celle-ci et orienté
vers l’extérieur de la phase k . Mσ

I et EσI désignent quant à eux la quantité de mouvement et l’énergie
associées à la tension de surface au niveau de l’interface. Leur expression fait notamment intervenir le
coe�cient de tension de surface σ et les propriétés géométriques locales de l’interface.

Il existe di�érentes approches pour modéliser ce type d’écoulement : les approches nécessitant
une reconstruction de l’interface et les approches à interface di�use. Dans le cas où la phase liquide
n’est présente que sous la forme de gouttes sphériques de petite dimension, il est également possible
d’utiliser une approche statistique. On présente dans un premier temps les approches conduisant à une
reconstruction de l’interface.

2.1.2 Méthodes de reconstruction de l’interface

La première façon de modéliser les écoulement diphasiques consiste à résoudre les équations de
conservation monophasiques au sein de chaque �uide de façon isolée et, au niveau de l’interface, d’uti-
liser les conditions de saut comme conditions aux limites entre les deux phases. Pour cela, il est nécessaire
de procéder à une reconstruction précise de l’interface de manière à connaître à chaque instant sa posi-
tion et sa forme. Les méthodes associées à une reconstruction de l’interface peuvent être classées selon
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di�érentes familles : les méthodes Lagrangiennes, également appelées méthodes de suivi d’interface
ou front tracking, et les méthodes Eulériennes, également appelées méthodes de capture d’interface ou
front capturing. Quelle que soit l’approche considérée, la reconstruction précise de l’interface à l’inté-
rieur des cellules du maillage permet en théorie une description de toutes les zones de l’écoulement
diphasique et de toutes les échelles de structures liquides, à condition d’imposer un ra�nement de
maillage su�sant. En réalité, le coût élevé de calcul associé conduit à une utilisation très faible de ces
méthodes pour décrire la phase dispersée, excepté dans le cas d’applications académiques (e.g. Luret et

al. [102]). Pour les cas particuliers d’écoulements réactifs, utiliser ce type d’approche pour décrire l’en-
semble de l’écoulement diphasique est inenvisageable car l’évaporation conduit progressivement à des
structures liquides dont la taille tend vers zéro. Par ailleurs, les méthodes de reconstruction d’interface
sont principalement utilisées pour simuler des écoulements incompressibles.

Méthode Lagrangienne de suivi de l’interface

L’approche de suivi d’interface largement développée par Unverdi et Tryggvason [153] (cf. éga-
lement Tryggvason et al. [152]) repose sur un suivi Lagrangien de marqueurs ponctuels advectés par
le champ de vitesse local. Comme le représente la �gure 2.1, les marqueurs distribués sur l’ensemble
de l’interface diphasique dé�nissent ainsi sa position à chaque instant. Une reconstruction de l’inter-
face est nécessaire après l’étape d’advection par une connexion linéaire ou polynomiale des marqueurs.
Cette méthode présente l’intérêt principal d’être très précise puisqu’elle permet de résoudre des carac-
téristiques de l’interface plus petites que la taille des cellules du maillage. La précision de la méthode
dépend cependant en partie du nombre de marqueurs suivis et requiert une redistribution régulière
des marqueurs sur l’interface pouvant conduire à des coûts de calcul importants. Par ailleurs, cette mé-
thode rend di�cilement compte des processus de coalescence et de fragmentation de la phase liquide
(Unverdi et Tryggvason [153]).

Fluide 2

Fluide 1

Grille ixe

Interface

Marqueurs

Figure 2.1 – Illustration de l’approche Lagrangienne de suivi d’interface (Tryggvason et al.
[152]).

Méthodes Eulériennes de capture de l’interface

?? La méthode Vof (Volume Of Fluid) ??

Initialement proposée par Hirt et Nichols [71], cette approche consiste à rajouter aux équations
de Navier-Stokes incompressibles une équation de transport d’un scalaire α représentant la fraction
volumique de liquide. Cette approche Eulérienne permet donc de connaître précisément la quantité de
liquide présente dans chaque cellule du maillage, les valeurs α = 0 et α = 1 étant respectivement asso-
ciées à des zones de gaz pur ou de liquide pur, tandis qu’une valeur de α comprise entre 0 et 1 indique
la présence de l’interface dans la cellule concernée. La position exacte de l’interface au sein de ces cel-
lules mixtes reste cependant inconnue en l’état. Il est alors nécessaire d’avoir recours à une méthode
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Figure 2.2 – Illustration de la méthode de reconstruction d’interface PLIC associée à l’ap-

proche Eulérienne Vof (Odier [117]). Gauche : écoulement d’origine ; droite :

reconstruction PLIC.

de reconstruction de l’interface particulière, la plus utilisée étant la méthode PLIC (Piecewise Linear
Interpolation Construction, cf. par exemple Youngs [168]). Dans un cas 2D, cette méthode consiste à
modéliser l’interface par un segment dont l’orientation et la position au sein de chaque cellule mixte

sont déterminées par la fraction volumique locale de liquide ainsi que par celle des cellules voisines
(cf. �gure 2.2). Dans le cas d’un maillage 3D non structuré, la reconstruction de l’interface est en re-
vanche bien plus complexe. La méthode Vof présente l’avantage d’être conservative en masse et d’être
facilement parallélisable. Pour accroître sa précision, cette méthode peut être combinée à une méthode
d’adaptation de maillage autour de l’interface (cf. par exemple Malik et al. [103], Fuster et al. [53] et
Popinet [126]).

?? La méthode Level Set ??

La seconde méthode de capture d’interface est la méthode Level Set introduite par Osher et Se-
thian [120] (cf. également Sussman et al. [145]). Cette méthode repose initialement sur l’advection
d’une fonction scalaire représentant cette fois-ci la distance signée à l’interface et pouvant être dé�nie
comme : 

φ = 0 à l’interface,
φ > 0 dans le liquide,
φ < 0 dans le gaz.

(2.3)

L’interface est ainsi représentée par les iso-surfaces de valeur nulle. La connaissance de la distance à
l’interface la plus proche est une information supplémentaire par rapport à la méthode Vof et permet
de calculer plus simplement et plus précisément les propriétés géométriques de l’interface. Elle permet
par ailleurs de gérer plus facilement les processus de coalescence et de fragmentation. En revanche,
cette méthode sou�re principalement de non-conservation de la masse. En réponse à ce défaut majeur,
Olsson et Kreiss [119] proposent de remplacer la fonction Level Set signée d’origine par une fonction
tangente hyperbolique. En contrepartie, l’utilisation de cette nouvelle fonction scalaire conduit à des
défauts de robustesse liés à la sensibilité du calcul de la normale à l’interface face aux variations de la
fonction tangente hyperbolique. Desjardins et al. [30] proposent alors une méthode mixte basée sur
la reconstruction de la fonction distance signée d’origine à partir de la fonction tangente hyperbolique
puis le calcul de la normale à l’interface à partir de cette fonction reconstruite. Pour augmenter la
précision de la méthode Level Set et réduire les problèmes de conservation de la masse, il est également
possible, à l’instar de l’approche Vof, d’employer une méthode d’adaptation de maillage autour de
l’interface (cf. par exemple Ngo et Choi [115] et Herrmann [69]).

Méthodes mixtes

?? Combinaison des approches de suivi d’interface et Level Set ??

Il existe également des approches dites mixtes basées sur la combinaison de di�érentes méthodes
a�n de retenir les points forts de chacune d’entre elles. Enright et al. [41] proposent notamment de
coupler la méthode de suivi Lagrangien de l’interface à la méthode Level Set. L’idée de cette approche
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est d’améliorer l’aspect conservatif en masse de la méthode Level Set grâce à la précision naturelle de la
méthode Lagrangienne, tout en conservant la capacité de la méthode Level Set à gérer plus facilement
les processus de coalescence et de fragmentation. Les auteurs proposent de distribuer des marqueurs
ponctuels autour de l’interface et de leur associer une valeur de distance à l’interface et un signe dépen-
dant de la phase. L’interface est quant à elle transportée par une méthode Level Set classique. Lorsque le
signe assigné à une particule change en cours de calcul, cela signi�e que la particule a traversé l’inter-
face et révèle ainsi une mauvaise capture de l’interface par la méthode Eulérienne. L’interface est alors
réajustée de sorte que la particule en question retrouve son signe et sa position relative à l’interface.
De la même manière que pour la méthode Lagrangienne seule, l’ajout, la suppression et la redistribu-
tion des particules au cours du temps autour de l’interface est nécessaire pour assurer la précision de
la méthode. D’après les auteurs, cette méthode démontre des propriétés de conservation de la masse
comparables à la méthode Vof et une précision équivalente à la méthode Lagrangienne classique. Le
coût associé est en revanche élevé et la mise en œuvre sur une con�guration 3D compressible n’est pas
triviale.

?? Combinaison des approches Level Set et Vof ??

Sussman et Puckett [144] introduisent quant à eux une méthode combinant les avantages des
deux méthodes Eulériennes Level Set et Vof. À chaque instant, la fonction Level Set est corrigée pour
correspondre à la distance exacte de l’interface reconstruite par la méthode Vof. L’approche Level Set

assure ainsi une bonne précision de calcul des propriétés géométriques de l’interface tandis que la
méthode Vof assure la conservation de la masse au cours du temps. D’après les auteurs, cette approche
couplée est particulièrement intéressante pour les écoulements présentant d’importants changements
de topologies pour lesquels la méthode Level Set classique peut conduire à une perte de masse de 20%,
contre moins de 1% pour la méthode couplée. Di�érentes applications de cette approche peuvent être
trouvées dans la littérature telles que la simulation de jets Diesel par Ménard et al. [111] et par Shinjo
et Umemura [137].

Un aspect que nous n’avons pas traité jusque là est le lien entre les méthodes de modélisation de
l’interface et la modélisation de la turbulence. En particulier, dans le cas d’une formulation LES (Large
Eddy Simulation), les équations résolues sont �ltrées de manière à ne résoudre que les plus grandes
échelles de l’écoulement captées par le maillage. Dans ce cas, il est important de pouvoir modéliser
l’action des plus petites structures sur l’écoulement. Un nombre signi�catif de travaux est recensé dans
la littérature dans le cas d’écoulements monophasiques, tandis que les cas d’applications aux écoule-
ments multiphasiques sont plus rares. Dans le cas particulier de l’atomisation de jets liquides, il est
possible de se référer à Chesnel et al. [22] qui s’intéressent à la modélisation des termes turbulents
dits de sous-maille et à leur in�uence sur l’évolution de l’interface diphasique modélisée par l’approche
couplée Level Set/Vof présentée à l’instant.

Traitement des discontinuités et des relations de saut

Outre la problématique principale de reconstruction précise de l’interface, les méthodes mention-
nées précédemment nécessitent également de porter une attention particulière au traitement numé-
rique de la discontinuité des variables de part et d’autre de l’interface (densité, pression, ...) et à la
restitution de la tension de surface. Il existe deux méthodes classiques pour traiter ces problèmes :
− la méthode CSF (Continuum Surface Force) introduite par Brackbill et al. [13]. Cette méthode

consiste à étaler l’interface et à lisser les discontinuités associées sur une épaisseur de plusieurs
cellules du maillage à l’aide d’une fonction particulière. Les propriétés de l’écoulement à travers
l’interface s’expriment alors comme une moyenne pondérée par cette même fonction (Odier
[117]). Dans cette approche, la tension de surface, qui est un phénomène purement surfacique,
est reformulée selon un point de vue volumique.

− la méthode Ghost Fluid proposée par Fedkiw et al. [50] qui permet quant à elle de s’a�ranchir de
l’épaississement de l’interface. Dans cette méthode, les variables discontinues sont prolongées de
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manière continue dans des cellules fantômes de chaque côté de l’interface. La discrétisation des
variables est alors plus précise que dans la méthode CSF et la tension de surface est retranscrite
grâce à la connaissance des conditions de saut.

2.1.3 Méthodes de di�usion de l’interface

Modèle général homogénéisé

Le principe de l’approche à interface di�use est de dériver un système d’équations unique valable
dans l’ensemble de l’écoulement diphasique, y compris au niveau de l’interface, à partir d’une homogé-
néisation du système (2.1). Pour une description détaillée de ce procédé d’homogénéisation, le lecteur
est invité à se référer aux travaux de Ishii et Hibiki [75] ainsi que de Drew et Passman [35]. Dans ce
contexte, le modèle le plus général qui puisse être obtenu est le modèle dit à 7 équations initialement
proposé par Baer et Nunziato [5] et étendu par la suite par Saurel et Abgrall [133] grâce à l’in-
troduction de termes de pression, de vitesse et d’énergie totale spéci�que d’interface pI , u I et et, I. Si,
pour simpli�er la présentation du modèle, on ne considère pas les termes di�usifs des équations bilan,
le modèle en question est dé�ni par le système d’équations suivant :

∂αkρk
∂t

+ ∇ · (αkρkuk ) = δkΓI ,

∂αkρkuk
∂t

+ ∇ · (αkρkuk ⊗ uk + αkpk I ) = δku I ΓI + δkF I + pI∇αk ,
∂αkρket, k
∂t

+ ∇ ·
[
(αkρket, k + αkPk )uk

]
= δket, IΓI + δkF I · u I − pI

∂αk
∂t

+ δkQI ,

∂αk
∂t

+ u I · ∇αk = δkAI ,

(2.4)

avec αk la fraction volumique de la phase k et δk = (−1)k . On remarque alors que, contrairement aux
approches précédentes de reconstruction d’interface, aucune relation de saut n’intervient. Il est en
contrepartie nécessaire de modéliser les termes ΓI , F I , QI et AI qui rendent compte des échanges de
masse 1, de quantité de mouvement et d’énergie entre les deux phases à travers l’interface du fait du
déséquilibre entre leurs potentiels chimiques дk , leurs vitesses, leurs températuresTk et leurs pressions.
Une modélisation de ces termes est proposée par Labois [82] :

ΓI = λд

(
д1
T1
− д2
T2

)
, QI = λT (T1 −T2) ,

F I = λu (u1 −u2) , AI = λp (p2 − p1) ,
(2.5)

où les coe�cients λд , λu , λT et λp peuvent être formulés à partir de temps de relaxation relatifs à
chacune des grandeurs д, u, T et p. C’est dans l’expression de ces temps de relaxation que se trouve la
modélisation des phénomènes physiques tels que l’évaporation, les e�ets de la traînée et les transferts
de chaleur.

En ce qui concerne la modélisation des termes de pression et de vitesse d’interface pI etu I présents
dans le système d’équations (2.4), un grand nombre de formulations est proposé dans la littérature. On
peut notamment citer la formulation de Baer et Nunziato [5] :{

u I = u1
pI = p2

, ou
{
u I = u2
pI = p1

. (2.6)

1. Dans la formulation présentée ici où une seule espèce est présente par phase, l’échange de masse à travers l’interface
ne peut intervenir que si les deux phases considérées sont composées de la même espèce dans deux états thermodynamiques
di�érents. Dans le cas contraire, le terme ΓI est nul.
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Une seconde formulation est également proposée par Saurel et Abgrall [133] dans laquelle la vitesse
d’interface est associée à la vitesse du centre de masse du mélange :

u I = Y1u1 + Y2u2,

pI =

2∑
k=1

αkpk ,
(2.7)

avec Yk la fraction massique de la phase k telle que ρYk = αkρk et ρ = α1ρ1 + α2ρ2. Seulement cette
formulation ne permet pas d’assurer une production positive d’entropie dans l’ensemble du système
diphasique. Pour cela, Coqel et al. [23] proposent de conserver la vitesse du centre de masse comme
vitesse d’interface et d’exprimer la pression d’interface par une formulation tenant compte de la tem-
pérature des phases :

u I = Y1u1 + Y2u2,

pI = µp1 + (1 − µ)p2 avec µ = Y2T2/
2∑

k=1
YkTk .

(2.8)

Relaxation du modèle général

Pour simpli�er la modélisation de l’écoulement et réduire le nombre d’équations à résoudre, il est
possible d’e�ectuer certaines hypothèses sur les temps de relaxation introduits précédemment. Mal-
gré la dépendance de ces temps au cas d’application étudié et aux phénomènes physiques rencontrés,
Labois [82] a�rme que les pressions des deux phases relaxent généralement plus rapidement vers
l’équilibre que leurs vitesses, qui elles-mêmes relaxent plus vite vers l’équilibre que les températures.
En dernier lieu, les potentiels chimiques sont en général les grandeurs les plus lentes à relaxer vers
l’équilibre. Sur la base de ce constat, il est possible, selon la précision et le coût de modélisation sou-
haités, de considérer que l’un ou plusieurs de ces temps de relaxation sont nuls et donc de supposer
un équilibre local instantané entre les phases pour les grandeurs associées. De cette hypothèse découle
un ensemble de modèles dérivés synthétisés dans le tableau 2.1. À l’exception du premier modèle dit
à 6 équations, ces modèles dérivés présentent tous l’avantage d’être hyperboliques comme le modèle
général.

Le modèle à 4 équations correspond au modèle retenu actuellement par l’Onera pour la modéli-
sation d’écoulements diphasiques associés aux moteurs-fusées à ergols liquides en conditions d’injec-
tion subcritiques. Ce modèle particulier conduit à un système caractérisé par une unique pression, une
unique température et une unique vitesse pour le mélange diphasique. Il s’agit en réalité du système
d’équations de Navier-Stokes compressibles multi-espèces. Le choix d’une approche à interface di�use
est en partie justi�é par sa capacité naturelle à traiter les écoulements diphasiques compressibles et
potentiellement réactifs. Les modèles à interface di�use ont par ailleurs l’avantage de ne présenter au-
cune di�culté particulière en présence de maillages non structurés et de permettre une parallélisation
massive des calculs. Il s’agit donc d’une approche idéale pour un code multi-physique comme le code
Cedre de l’Onera. Ces méthodes o�rent par ailleurs des possibilités de couplage relativement simples
avec des méthodes spéci�quement adaptées à la modélisation de la phase dispersée.

Un aspect qui n’a pas été traité ici est que la modélisation des transferts interfaciaux, quel que soit
le modèle à interface di�use considéré, requiert dans l’idéal la connaissance de la topologie de l’inter-
face. Or, par dé�nition, le procédé d’homogénéisation conduit à une perte d’information sur les détails
de l’interface. Il est alors possible, pour résoudre cette di�culté, d’ajouter au modèle une équation de
transport de la densité d’aire interfaciale. La résolution de cette équation nécessite de modéliser les
termes de production et de destruction d’interface. Les premiers sont associés au plissement de l’inter-
face par la turbulence, à l’atomisation primaire ou encore à la fragmentation, tandis que la destruction
de l’interface est liée par exemple à l’évaporation et la coalescence. Pour une description détaillée des
enjeux associés à cette équation supplémentaire, le lecteur est invité à se référer par exemple à la thèse
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Nom du modèle Variable relaxée Éqations résolues

Modèle à 7 éqations –

√
2× masse√
2× QDM√
2× énergie√
1× frac. vol.

Modèle à 6 éqations p

√
2× masse√
2× QDM√
2× énergie

Modèle à 5 éqations
p et u

√
2× masse√
1× QDM

(e.g. Murrone et Guillard [110])
√
2× énergie

Modèle à 4 éqations
p, u et T

√
2× masse√
1× QDM

(e.g. Le Touze [90])
√
1× énergie

Modèle à 3 éqations p, u, T et д

√
1× masse√
1× QDM√
1× énergie

Table 2.1 – Hiérarchie demodèles diphasiques obtenus par relaxation dumodèle général (Le

Touze [90]).

de Le Touze [90]. L’ajout d’équations supplémentaires pour le transport de variables géométriques ca-
ractérisant l’aspect local de l’interface est également possible (cf. Essadki et al. [43] et Cordesse et al.

[24]).

2.1.4 Méthodes cinétiques

Que l’on utilise une approche à reconstruction d’interface ou bien à interface di�use, un ra�nement
de maillage important est nécessaire en théorie pour décrire précisément l’intégralité d’un jet liquide
atomisé, y compris la phase dispersée. Le ra�nement requis pour cela est même inenvisageable dans le
cas d’applications industrielles comme la simulation d’un moteur-fusée faisant intervenir plusieurs cen-
taines d’injecteurs. Pour modéliser la zone du spray de l’écoulement diphasique où les gouttes peuvent
être considérées sphériques et su�samment éloignées les unes des autres, il est préférable d’utiliser une
approche spéci�que dite statistique s’appuyant sur un formalisme similaire à l’équation de Maxwell-
Boltzmann dédiée à décrire les écoulements gazeux en zone raré�ée, i.e. lorsque les interactions entre
molécules peuvent être négligées. Dans le cas d’un écoulement diphasique, l’équation à résoudre est
l’équation cinétique de Williams-Boltzmann.

L’équation cinétique de Williams-Boltzmann

L’équation cinétique de Williams-Boltzmann (Williams [165]) décrit l’évolution de la fonction den-
sité numérique de gouttes, ou Number Density Function (NDF), dépendant des variables de temps t , de
position x , de vitesse v , de taille s (diamètre, surface ou volume) et de température θ 2. Si l’on note
la NDF F (t ,x ,v, s,θ ), l’expression mathématique F (t ,x ,v, s,θ ) dx dv ds dθ représente le nombre de
particules dans le volume dx au voisinage du point x à l’instant t , dont la taille est comprise entre s et

2. On suppose ici que la température à l’intérieur des particules est uniforme, ce qui revient à supposer une conductivité
thermique in�nie.
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s + ds , et ayant une vitesse et une température respectivement comprises entre v et v + dv , et entre θ
et θ + dθ . L’équation cinétique régissant l’évolution de F s’écrit :

∂F
∂t
+ ∇x · (vF ) + ∇v · (TF ) +

∂

∂s
(KF ) + ∂

∂θ
(RF ) = Γ +Q, (2.9)

où les opérateurs ∇x · () et ∇v · () désignent respectivement la divergence dans l’espace physique et
dans l’espace des vitesses. Selon cette équation, l’évolution au cours du temps de la NDF en un point
donné de l’espace est issue :

− du transport des gouttes : ∂F
∂t
+ ∇x · (vF ).

− des forces extérieures. Dans le cas de gouttes liquides portées par une phase gazeuse nettement
moins dense, la force de traînée est généralement considérée prépondérante. Dans ce cas T dé-
signe la force de traînée massique.

− des transferts de masse avec la phase porteuse par évaporation et par condensation. La variation
de la taille des gouttes s est ainsi représentée par le terme K .

− des transferts de chaleur avec la phase porteuse conduisant à une variation de la température des
particules représentée par le terme R.

− des processus de fragmentation et de coalescence désignés par les termes sources Γ et Q .
Il est en pratique possible de résoudre cette équation en discrétisant l’intégralité de l’espace des phases,
i.e. l’ensemble des variables (t ,x ,v, s,θ ) dont dépend F . L’utilisation de cette approche est néanmoins
coûteuse et irréaliste dans le cas d’applications industrielles. Pour limiter le coût de calcul associé, il est
alors possible d’appréhender la résolution de cette équation selon deux approches distinctes : l’approche
Lagrangienne et l’approche Eulérienne.

Approche Lagrangienne pour la résolution de l’équation cinétique

L’approche Lagrangienne pour la résolution de l’équation cinétique repose sur le suivi Lagran-
gien des particules en résolvant les équations particulières régissant l’évolution de leur position, taille,
vitesse et température. Suivre individuellement chaque particule aurait évidemment un coût très im-
portant. L’idée de cette approche consiste alors à réduire le nombre d’objets à suivre en regroupant
un certain nombre de particules réelles considérées comme ayant globalement les mêmes positions,
vitesses, tailles et températures à un instant donné sous la forme de particules numériques. Si l’on
considère ici une particule numérique numérotée i , il est possible de relier son poids ωi (t) au nombre
total de particules réelles qu’elle contient à l’instant t . Dans ce cas, la NDF peut s’écrire sous la forme
de diracs comme :

F (t ,x ,v, s,θ ) =
N∑
i=1

ωi (t)δx=x i (t )δv=v i (t )δs=si (t )δθ=θi (t ), (2.10)

où les variables (x i (t),vi (t), si (t),θi (t)) correspondent respectivement à la position, la vitesse, la taille,
et la température des particules réelles contenues dans la particule numérique i à l’instant t . N repré-
sente par ailleurs le nombre de particules numériques considérées. Pour une description détaillée des
méthodes de suivi Lagrangien de gouttes contenues dans un spray, le lecteur est invité à se référer par
exemple à Hijlkema [70]. Pour plus de détails sur la modélisation des processus de fragmentation et de
coalescence grâce notamment à l’utilisation d’algorithmes de Monte-Carlo, il est également possible de
s’appuyer par exemple sur les travaux de O’Rourke [121] et de Ruger et al. [131]. Nous nous conten-
terons ici de synthétiser les di�érents avantages et inconvénients de cette approche Lagrangienne.

Cette approche présente tout d’abord l’avantage d’être parmi les plus précises et les moins di�u-
sives. Par ailleurs, le suivi Lagrangien des gouttes ou des groupements de gouttes conduit à une prise
en compte naturelle des croisements de trajectoires et facilite ainsi la modélisation des processus de
collision. L’un des principaux atouts de cette approche réside également dans le traitement naturel
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de l’interaction de la phase porteuse sur les gouttes grâce à des modèles simples formulés à l’échelle
d’une goutte isolée. En contrepartie, cette approche sou�re des di�cultés habituelles inhérentes aux
méthodes Lagrangiennes telles que le coût de calcul élevé en présence d’un grand nombre d’inclusions
liquides à modéliser ou encore un équilibrage de la charge compliqué dans le cas de calculs massive-
ment parallèles. De plus, l’aspect ponctuel des particules et des termes sources associés nécessite de
procéder à une étape de projection délicate sur la grille eulérienne pour modéliser leur in�uence sur la
phase porteuse.

Approche Eulérienne pour la résolution de l’équation cinétique

L’approche Eulérienne vise quant à elle à réduire la complexité de l’équation cinétique (2.9) de
Williams-Boltzmann en diminuant son nombre de degrés de liberté. Cette approche repose en réalité
sur la résolution d’équations de transport d’un certain nombre de moments de la NDF. On dé�nit ainsi
dans un premier temps la notion de moment. Dans le domaine des statistiques, un momentMk d’ordre
k d’une fonction quelconque f (t) à une seule variable est dé�ni par :

Mk =

ˆ
t
tk f (t) dt . (2.11)

À titre d’exemple, la moyenne d’une fonction (également appelée espérance en probabilité) est à relier
au moment d’ordre 1 de cette fonction, tandis que la variance est à relier au moment d’ordre 2. Dans le
cas de la NDF à plusieurs variables F (t ,x ,v, s,θ ), on désigne parMi, j,k,l,m le moment d’ordre (i, j,k)
selon les trois composantes de vitesse vX , vY et vZ , d’ordre l en taille et d’ordre m en température.
Celui-ci est dé�ni par la relation :

Mi, j,k,l,m(t ,x) =
ˆ
vX

ˆ
vY

ˆ
vZ

ˆ
s

ˆ
θ
viXv

j
Yv

k
Z s

lθmF (t ,x ,v, s,θ ) dθ ds dvZ dvY dvX . (2.12)

Selon cette dé�nition, une équation de transport d’un moment donnéMi, j,k,l,m de la NDF peut être
obtenue en intégrant l’équation cinétique (2.9) comme :

ˆ
vX

ˆ
vY

ˆ
vZ

ˆ
s

ˆ
θ
viXv

j
Yv

k
Z s

lθm Eq. (2.9) dθ ds dvZ dvY dvX . (2.13)

Comme l’énonce par exemple Sibra [139] dans sa thèse, une équation formulée pour un moment d’ordre
n fait elle-même appel à des moments d’ordre supérieur n+1. À moins de connaître une in�nité de mo-
ments, cette approche conduit donc à une perte d’information et par conséquent à un système d’équa-
tions non fermé. A�n de fermer le système à résoudre, il est alors nécessaire de formuler au préalable
certaines hypothèses sur la forme de la NDF. On distingue pour cela deux catégories de méthodes :
1) les méthodes basées sur l’utilisation de techniques de quadrature pour estimer les moments incon-
nus d’ordres les plus élevés en fonction de moments d’ordres inférieurs (on peut évoquer notamment
la méthode QMOM de McGraw [108] mais d’autres méthodes sont décrites plus en détail par Emre
et al. [40]) et 2) les méthodes qui nous intéressent particulièrement dans le cadre de ce mémoire, basées
sur l’établissement préalable d’un système d’équations de conservation dit semi-cinétique. Dans cette
seconde catégorie, la procédure de fermeture s’e�ectue en deux étapes successives.

La première étape consiste à établir le système d’équations de conservation semi-cinétique en ques-
tion. Pour cela, une première hypothèse concernant la forme de la NDF est à formuler. Notamment,
l’hypothèse de Laurent et Massot [88] consiste à découpler les distributions en vitesse, taille et tem-
pérature, en écrivant :

F (t ,x ,v, s,θ ) = ϕn(t ,x , s)fv (t ,x ,v, s)fθ (t ,x , s,θ ), (2.14)

où fv (t ,x ,v, s) et fθ (t ,x , s,θ ) sont les fonctions densité de probabilité de vitesse et température condi-
tionnées par la taille tandis que ϕn(t ,x , s) est la distribution numérique en taille par unité de volume
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dont l’intégrale selon s conduit à la densité numérique de gouttes locale. Cette dernière distribution
s’obtient formellement par l’intégration de la NDF sur les variables vitesse et température (moment
d’ordre 0 en vX , vY , vZ et θ ) :

ϕn(t ,x , s) =M0,0,0,0(t ,x , s) =
ˆ
vX

ˆ
vY

ˆ
vZ

ˆ
θ
F (t ,x ,v, s,θ )dθ dvZ dvY dvX . (2.15)

Si l’on souhaite retenir ce moment parmi les moments à transporter par le système d’équations de
conservation �nal, il est possible de dériver une équation de transport pour ϕn de la même façon que
pour la formulation (2.13) mais en intégrant uniquement selon la vitesse et la température. De la même
façon, on peut dé�nir d’autres moments et les équations de transport associées et ainsi obtenir le sys-
tème semi-cinétique :

∂M
∂t
+ ∇x · F (M) +

∂G (M,K)
∂s

= H (M,T,R, Γ,Q) , (2.16)

oùM est le vecteur des di�érents moments en vitesse et température que l’on souhaite transporter, F
est le vecteur des �ux dans l’espace physique, G est le vecteur des �ux dans l’espace des tailles et H
est une fonction vectorielle issue de l’intégration des termes restants de l’équation cinétique (2.9) selon
la vitesse et la température. En pratique, le choix et le nombre de moments transportés dépendent
en partie des hypothèses réalisées sur la forme des fonctions densité de probabilité fv et fθ et de la
précision souhaitée.

Pour la seconde étape, il est nécessaire de formuler de nouvelles hypothèses cette fois-ci sur la
forme de la distribution en taille ϕn a�n de pouvoir ensuite intégrer le système semi-cinétique (2.16)
sur l’espace des tailles et ainsi obtenir le système d’équations de conservation �nal à résoudre.

?? Hypothèses pour les distributions en température et en vitesse ??

Comme nous venons de l’énoncer, le choix des moments en vitesse et température à transporter
dépend essentiellement des hypothèses formulées sur la forme des distributions normalisées de ces va-
riables fv et fθ . Rappelons que ces distributions représentent la manière dont sont réparties la vitesse
et la température de particules situées à un instant t dans un volume de contrôle autour du point x et
dont la taille est voisine de s . Dans le cas général, si l’on considère que la répartition locale des vitesses
et températures des particules est le résultat de processus aléatoires, alors la représentation des distri-
butions fv et fθ nécessite au minimum la connaissance des moments d’ordre 1 (espérance) et d’ordre 2
(variance). Cependant, le transport des moments d’ordre 2 peut en réalité s’avérer coûteux. Il peut alors
être intéressant, selon la précision de calcul visée, de considérer une dispersion nulle de la vitesse et de
la température autour de leurs valeurs moyennesv et θ pour toutes les particules de taille équivalente
situées au même endroit à un instant donné et ainsi réduire le nombre de moments à transporter pour
ces deux variables (Laurent et Massot [88]). On parle alors d’hypothèse de monodispersion en vitesse
et température. Cette hypothèse se traduit mathématiquement par une NDF exprimée comme :

F (t ,x ,v, s,θ ) = ϕn(t ,x , s)δ
[
v −v(t ,x , s)

]
δ
[
θ − θ (t ,x , s)

]
, (2.17)

où δ [·] est la distribution de Dirac. On comprend bien à la lecture de cette expression, que l’hypothèse
simpli�catrice de monodispersion en vitesse et température conduit à concentrer tout l’e�ort de modé-
lisation de la NDF sur la discrétisation de l’espace des tailles. En contrepartie, cette approche se traduit
par une structure mathématique faiblement hyperbolique et peut conduire à des di�cultés numériques
notamment en cas de croisements de trajectoires puisque, en réalité, les particules n’ont localement
pas la même vitesse (Sibra [139]). Pour corriger ces problèmes, des méthodes basées sur une fermeture
Gaussienne en vitesse ont été formulées de manière à rendre compte de la polydispersion en vitesse. On
peut notamment citer les travaux de Vié et al. [162] qui reposent sur une fonction Gaussienne Aniso-
trope. De nouvelles méthodes numériques dédiées doivent cependant être construites pour le transport
sur des maillages non structurés ainsi que pour des sprays coalescents et évaporants (Dupif [39]).
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?? Hypothèses pour la distribution en taille ??

À l’instar des distributions en vitesse et en température, il est possible de faire l’hypothèse de mono-
dispersion en taille des particules. Cependant, dans le contexte de sprays évaporants, la polydispersion
en taille est un aspect essentiel à modéliser. Pour cela, plusieurs approches de discrétisation de la dis-
tribution en taille des particules existent (cf. �gure 2.3). La première de ces approches est l’approche
multi-classe, ou sampling method en anglais. Celle-ci consiste à discrétiser la distribution en taille des
particules comme une somme de Nc distributions de Dirac, conduisant à la formulation suivante :

ϕn(t ,x , s) =
Nc∑
k=1

nk (t ,x)δ
[
s − sk (t ,x)

]
, (2.18)

où nk (t ,x) et sk (t ,x) sont respectivement la densité numérique et la taille moyenne des particules de
la classe k .
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Figure 2.3 – Discrétisation de la distribution en taille des particules selon les approches (a)

multi-classe, (b) sectionnelle à un moment (OSM) et (c) sectionnelle à deux mo-

ments (TSM) (Le Touze [90]).

Une seconde approche plus précise est l’approche dite sectionnelle. Celle-ci repose sur une discré-
tisation continue par morceaux de la distribution en taille ϕn en prenant en compte un nombre Ns de
sections au sein desquelles la forme de la distribution est déduite d’un ensemble de moments sur la
taille s . Cette approche donne lieu à la formulation suivante pour la distribution en taille :

ϕn(t ,x , s) =
Nc∑
k=1

ϕkn(t ,x , s). (2.19)

Ici, l’intégration sur l’espace des tailles de la distribution ϕkn associée à la section k conduit à la densité
numérique de gouttes nk dans cette section. Selon cette approche, les tailles minimales et maximales de
chaque section k notées respectivement sk−1 et sk sont �gées et les di�érentes sections peuvent échan-
ger de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie au cours des processus d’évaporation, de
fragmentation et de coalescence. Plusieurs options sur la forme de la distribution au sein de chacune
des sections peuvent être trouvées dans la littérature (cf. �gure 2.3). La première de ces options consiste
à représenter ϕkn par une valeur constante dans l’espace des tailles, cette valeur pouvant évidemment
varier d’une section à une autre. On parle alors de méthode de discrétisation à un seul moment, ou One

Size Moment (OSM) en anglais, puisqu’un seul moment en taille est nécessaire pour la reconstruction
des distributions par section (Laurent et Massot [88]). Des méthodes plus précises à deux moments,
Two Size Moment (TSM) en anglais, existent également. Dans ce cas, plusieurs façons de représenter les
distributions par section sont possibles, telles que la représentation exponentielle (cf. Dufour et Ville-
dieu [37]) ou la représentation a�ne (cf. Laurent et al. [89] et Sibra et al. [138] pour son application à
un écoulement réactif). Évidemment, le transport de deux moments en taille pour ces méthodes conduit
à un coût de calcul plus important. Pour des besoins en précision plus importants, il existe même des
méthodes d’ordre élevé comme la méthode EMSM (Eulerian Multi Size Moment) à quatre moments en
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taille développée par Kah et al. [76]. La précision de cette méthode est telle qu’une seule section permet
en théorie de discrétiser la distribution en taille.

Quel que soit le nombre de moments en taille transportés, la connaissance de la forme de la distribu-
tion en taille ϕn permet d’obtenir le système �nal d’équations Eulériennes décrivant la phase dispersée
en intégrant le système semi-cinétique (2.16) sur l’espace des tailles :

ˆ
s

Sys. (2.16) ds . (2.20)

Puisque le système �nalement résolu dépend des hypothèses formulées sur la forme de la distribution
en taille des particules, aucun système en particulier n’est détaillé ici. Le système retenu dans le cadre
de ces travaux de thèse est présenté en détail en section 2.2.2. Malgré cela, il est important de préciser
ici que, quel que soit le nombre de moments en taille transportés, l’approche sectionnelle nécessite de
formuler une hypothèse supplémentaire sur les distributions en vitesse et température des particules de
manière à fermer le système d’équations �nal. Il est en e�et nécessaire de considérer que, dans chaque
section, la vitesse et la température ne dépendent pas de la taille des gouttes. Cette hypothèse est en
réalité plus restrictive que l’hypothèse de monodispersion en vitesse et température puisqu’il ne s’agit
plus seulement de considérer une seule vitesse et une seule température pour une taille de gouttes
donnée, mais pour toutes les tailles d’une section donnée. La NDF initialement formulée par l’équation
(2.17) devient dans ce cas :

F (t ,x ,v, s,θ ) =
Ns∑
k=1

ϕkn(t ,x , s)δ
[
v −vk (t ,x)

]
δ
[
θ − θk (t ,x)

]
, (2.21)

oùvk et θ
k

sont les vitesse et température moyennes d’une section k donnée. On comprend alors par la
présentation de cette dernière hypothèse que la méthode EMSM mentionnée précédemment n’est pas
adaptée à la description de sprays pour lesquels la polydispersion en vitesse (ou en température) est
importante. En e�et, l’intérêt de cette méthode est de pouvoir réduire de façon signi�cative le nombre
de sections à suivre. Du fait de l’hypothèse restrictive de monodispersion par section, une discrétisa-
tion sectionnelle de l’ordre d’une à deux sections pour l’approche EMSM conduit à une reconstruction
peu représentative de la distribution en vitesse de la phase dispersée. Par ailleurs, considérer plus de
sections est �nalement très coûteux en temps de calcul et inabordable pour des simulations sur des
con�gurations industrielles. En réalité, il existe des méthodes particulières pour mieux représenter la
distribution en vitesse dans chaque section. Pour plus de détails, le lecteur est invité à se référer par
exemple à Vié et al. [163] pour une application aux méthodes EMSM.

Problématique des conditions initiales du spray

Malgré les di�érences marquées entre ces deux approches, les méthodes Lagrangienne et Eulé-
rienne de modélisation du spray font face à une problématique commune : l’initialisation du spray à
modéliser. En e�et, avant de pouvoir transporter les gouttes, il est nécessaire de les créer comme elles le
seraient dans la réalité par l’intermédiaire des processus d’atomisation primaire et de fragmentation des
ligaments. Les deux approches mentionnées ici étant basées sur une résolution de l’équation cinétique
(2.9), celles-ci ne sont à première vue pas adaptées à la modélisation de l’écoulement diphasique dans
les zones à phases séparées et mixtes. Dans leurs travaux, Apte et al. [4] optent cependant pour une
méthodologie originale consistant à appliquer le suivi Lagrangien de gouttes dès la sortie de l’injecteur.
Dans ce cas, le jet liquide central est remplacé par l’injection de grosses gouttes dont le diamètre initial
est celui de l’injecteur. Selon une approche basée sur l’analyse de Kolmogorov, les auteurs représentent
l’atomisation du jet liquide par une succession d’étapes de fragmentation des gouttes injectées jusqu’à
atteindre un équilibre entre le niveau de turbulence de l’écoulement gazeux et la tension de surface
exercée sur les gouttes. Malgré la capacité de cette approche à restituer les paramètres de l’écoule-
ment diphasique tels que la longueur du jet central ou bien la taille des gouttes autour de ce dernier, il
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est évidemment impossible de restituer de cette façon la déstabilisation de l’interface du cœur liquide
(Gorokhovski et Herrmann [59]).

Une autre approche a également été suivie par Pourouchottamane et al. [127] dans le cas de jets
issus d’injecteurs de moteurs-fusées cryotechniques. Celle-ci consiste à représenter le cœur liquide par
une condition à la limite �gée à partir de laquelle sont injectées les gouttes. Cette approche ne per-
met évidemment pas non plus de restituer la dynamique du cœur liquide mais présente l’avantage de
simpli�er considérablement la modélisation de l’écoulement diphasique dans le cas de jets à l’état sta-
tionnaire. Il s’agit là de l’approche initialement appliquée dans le code Cedre de l’Onera avant que les
travaux de Le Touze [90] n’aboutissent à une méthodologie de simulation plus complexe reproduisant
la dynamique de l’intégralité des structures liquides. Selon l’approche de Pourouchottamane et al.

[127], les propriétés des gouttes injectées à partir de la condition à la limite représentant le cœur li-
quide doivent être présumées et imposées grâce à des données expérimentales où à des corrélations de
la littérature.

2.1.5 Méthodologies de couplage des di�érentes approches

Nous venons de voir que les méthodes de suivi/capture d’interface ou à interface di�use étaient par-
ticulièrement adaptées à la modélisation des écoulements diphasiques dans les zones à phases séparées
et potentiellement également dans les zones mixtes, mais nécessitaient des maillages bien trop �ns pour
modéliser la phase dispersée. À l’inverse, les méthodes cinétiques sont bien plus adaptées à la modéli-
sation de la phase dispersée mais ne conviennent pas ou peu pour simuler les zones à phases séparées
et mixtes. Pour s’a�ranchir des restrictions associées à chaque approche, divers travaux ont été réalisés
dans le but de proposer des méthodologies de couplage entre les méthodes de suivi/capture/di�usion
d’interface et les méthodes cinétiques.

Tomar et al. [150] proposent par exemple d’utiliser l’approche Vof associée à une méthode d’adap-
tation de maillage pour décrire l’écoulement diphasique dans les zones où les structures liquides sont
les plus grosses et une méthode de suivi Lagrangien de particules pour modéliser la phase dispersée.
Dans ces travaux, le couplage entre les deux méthodes est basé sur une évaluation de la fraction volu-
mique de liquide dans chaque cellule. Une structure liquide indépendante est décrite par un ensemble
de cellules contiguës dont la fraction volumique n’est pas nulle. Dès lors que le volume d’une structure
donnée est inférieur à un critère seuil, la masse de liquide associée ainsi que la quantité de mouvement
sont transférées du solveur Vof au solveur particulaire Lagrangien sous la forme d’une particule sphé-
rique de même volume. Par ailleurs, un transfert inverse est possible dès que des gouttes s’approchent
de l’interface capturée par la méthode Vof. Cette méthodologie de couplage a d’abord été validée par
les auteurs puis appliquée à la simulation d’un jet liquide en régime d’atomisation de type �bre issu
d’un injecteur coaxial. Rappelons néanmoins que les approches à reconstruction d’interface sont prin-
cipalement utilisées pour la simulation d’écoulements incompressibles et non réactifs.

Selon un principe assez similaire, Herrmann [68] (cf. également Herrmann [69]) procède au cou-
plage entre une approche Level Set pour la modélisation des plus grosses structures liquides et une
méthode de suivi Lagrangien de particules pour modéliser la phase dispersée. Une des particularités
de cette méthodologie de couplage réside dans l’utilisation de deux maillages distincts par l’approche
Eulérienne. Un premier maillage non structuré est en e�et utilisé pour résoudre les équations de Navier-
Stokes incompressibles tandis qu’un second potentiellement plus ra�né et cette fois-ci cartésien est uti-
lisé pour résoudre l’équation de transport de la fonction Level Set. Ce dernier maillage est par ailleurs
associé à une méthode d’adaptation de maillage de manière à accroître la précision de capture de l’in-
terface. Le couplage entre l’approche Level Set et le suivi Lagrangien des particules est quant à lui basé
sur l’évaluation du volume et de la forme des structures liquides. Lorsqu’une structure est jugée à la
fois su�samment sphérique et de volume inférieur au volume des cellules du maillage utilisé pour ré-
soudre les équations du �uide, la masse ainsi que la quantité de mouvement du liquide sont transférées
de l’approche Eulérienne au solveur particulaire. À l’instar des travaux de Tomar et al. [150], un trans-
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fert inverse est proposé lorsque les gouttes s’approchent de l’interface. Cette méthodologie de couplage
a pu être appliquée par Herrmann [68] à la simulation de l’atomisation d’un jet liquide turbulent ca-
ractéristique des jets de moteurs Diesel et à la simulation de l’atomisation d’un jet liquide en régime de
type �bre issu d’un injecteur coaxial représentatif des jets de moteurs-fusées cryotechniques par Kim
et Moin [77]. Ces derniers auteurs démontrent alors une très bonne restitution des propriétés du jet
liquide en comparant les résultats aux travaux expérimentaux de Marmottant et Villermaux [106].

Dans la continuation des méthodologies de couplage Euler/Lagrange, Zuzio et al. [172] proposent
quant à eux de coupler une approche hybride Level Set/Vof similaire à celle de Sussman et Puckett
[144] et Ménard et al. [111] pour modéliser les plus grosses structures liquides à une méthode de suivi
Lagrangien de particules pour modéliser le spray. Par ailleurs, une méthode d’adaptation de maillages
cartésiens est employée de manière à accroître la précision de capture de l’interface déjà améliorée par la
combinaison Level Set/Vof. Dans cette approche, le couplage entre les di�érentes zones de l’écoulement
diphasique est réalisé sur la base du niveau de discrétisation de chaque structure liquide. Lorsqu’une
structure est incluse dans moins de huit cellules et peut être considérée comme quasiment sphérique,
alors la masse et la quantité de mouvement du liquide associées sont transférées vers le solveur Lagran-
gien. Si la structure n’est contenue que dans une seule cellule, le critère géométrique ne s’applique plus
et le liquide est automatiquement transféré vers le solveur Lagrangien. Un transfert inverse Lagran-
gien/Eulérien est également disponible, celui-ci étant formulé di�éremment selon la taille des gouttes
impactantes. Lorsque ces gouttes sont très petites vis-à-vis du ra�nement de maillage local, leur masse
et quantité de mouvement sont directement ajoutées au solveur Eulérien. Dans le cas de plus grosses
gouttes, celles-ci sont projetées dans le champ Eulérien par une reconstruction des fonctions Level Set et
Vof associées. Cette méthodologie de couplage a pu être appliquée par Zuzio et al. [172] à la simulation
de l’atomisation d’une nappe liquide.

Il existe également des méthodologies de couplage faisant appel à des méthodes à interface di�use
pour la modélisation des plus grosses structures liquides. Par exemple, Beau [9], puis plus tard Lebas
[92], propose d’associer une modélisation à 4 équations sans prise en compte de la tension de surface
pour décrire l’écoulement diphasique dans les zones à phases séparées à une méthode de suivi Lagran-
gien de particules pour modéliser le spray, principalement pour des applications de jets libres issus
d’injecteurs de moteurs Diesel. Selon cette approche, le couplage entre les deux types de modélisation
est réalisé dans toutes les cellules du maillage associées à une fraction volumique de liquide inférieure
à une valeur seuil, cette fraction volumique traduisant le niveau de dilution de la phase liquide dans le
gaz et l’éloignement des particules �uides les unes des autres. La particularité de cette méthodologie de
couplage est qu’elle repose sur la résolution d’une équation de transport de la densité d’aire interfaciale
qui, associée au volume local de liquide, permet de calculer la taille moyenne des gouttes créées dans
chaque cellule concernée par le transfert Euler/Lagrange par atomisation primaire.

De façon similaire, Zuzio et al. [174] (cf. également Blanchard [11]) proposent eux aussi de coupler
une méthode à interface di�use à une méthode de suivi Lagrangien de particules. Dans un premier
temps, Zuzio et al. [174] procèdent au transfert du liquide du champ Eulérien vers le spray Lagrangien
à travers une surface dé�nie préalablement par l’utilisateur. L’intégralité du liquide traversant cette
surface est transférée vers le solveur Lagrangien par la création de gouttes dont la taille suit une loi
log-normal aux paramètres imposés tandis que la vitesse et le poids des particules numériques sont
calculés de façon à conserver la masse et la quantité de mouvement du liquide lors du transfert. Dans
sa thèse, Blanchard [11] propose une évolution du couplage en basant le transfert entre solveurs sur
une évaluation de la fraction volumique locale de liquide et de son gradient. Dès lors que ces deux
grandeurs sont inférieures à des valeurs seuil imposées par l’utilisateur, l’interface est considérée trop
di�usée pour permettre une description satisfaisante des structures liquides et la masse ainsi que la
quantité de mouvement du �uide sont transférées vers le spray de gouttes. Cette méthodologie de
couplage a pu être appliquée par Blanchard [11] à la simulation de l’atomisation d’une nappe liquide.

Pour �nir, un couplage entre une approche à interface di�use et une méthode Eulérienne de réso-
lution de l’équation cinétique est proposée par Le Touze [90] lors de sa thèse. L’approche à interface
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di�use correspond à une modélisation à 4 équations tandis que le spray est associé à une méthode sec-
tionnelle a�ne pour la discrétisation de l’espace des tailles de gouttes. Le couplage entre les deux types
de modélisation est réalisé dès lors qu’une quantité su�sante de liquide est soumise localement à un ci-
saillement important avec la phase gazeuse. Dans cette approche, les propriétés des gouttes créées lors
du transfert vers le solveur particulaire sont imposées constantes et uniformes à l’aide de corrélations
de la littérature. Par ailleurs, un transfert inverse du spray vers la phase liquide dense est disponible
pour restituer l’impact des gouttes sur le cœur liquide. Cette méthodologie a été appliquée à la simula-
tion d’un écoulement diphasique réactif caractéristique des �ammes issues d’injecteurs coaxiaux dans
les moteurs-fusées cryotechniques en conditions de fonctionnement subcritiques. Il s’agit de l’approche
de modélisation retenue par l’Onera au sein du code Cedre. Ce choix est justi�é notamment par l’as-
pect naturel du couplage Euler/Euler entre les di�érentes zones de l’écoulement diphasique. En outre,
le code Cedre étant destiné à la simulation de con�gurations industrielles complexes, la possibilité
d’appliquer cette méthodologie de couplage à la simulation de cas réactifs sur maillages non structurés
nécessitant une parallélisation massive du calcul la rend particulièrement intéressante.

Cette présentation synthétique des di�érentes méthodes de modélisation d’écoulements dipha-
siques rencontrées dans la littérature permet ainsi de visualiser le cadre dans lequel s’inscrit l’approche
retenue par l’Onera et appliquée au cours de cette thèse. Une description détaillée du code Cedre ainsi
que des méthodes et modèles numériques utilisés est proposée dans la suite de manière à permettre au
lecteur d’appréhender l’ensemble des choix et orientations suivis lors de ces travaux de thèse.

2.2 Stratégie de simulation retenue pour l’étude

La stratégie de simulation d’écoulements diphasiques atomisés instationnaires retenue dans cette
thèse a été formulée et développée par Le Touze [90] et fait aujourd’hui partie intégrante du code Cedre
de l’Onera. Selon cette stratégie, l’écoulement gazeux ainsi que les plus grosses structures liquides sont
décrits à l’aide d’une approche à interface di�use à 4 équations (cf. section 2.1.3), également appelée
approche à �uide localement homogène. Le �uide en question correspond ici à un mélange diphasique
décrit dans chaque cellule du maillage par une seule température, une seule vitesse et une seule pres-
sion et pouvant contenir, selon la zone de l’écoulement considérée, à la fois des espèces gazeuses et
liquides. Parmi les plus grosses structures liquides décrites par cette approche, on retrouve le cœur li-
quide en sortie d’injecteur et, si le ra�nement du maillage le permet, les premiers ligaments issus de son
atomisation. En revanche, comme cela a été mentionné en section 2.1.4, il est inenvisageable de pour-
suivre cette description jusqu’aux gouttes car le coût de calcul associé serait bien trop important. La
modélisation du spray est alors assurée par une approche statistique Eulérienne basée sur le transport
de moments de la NDF. Plus précisément, une méthode sectionnelle d’ordre 2 à reconstruction a�ne
est retenue pour la discrétisation de l’espace des tailles de gouttes. Selon cette approche Eulérienne, le
liquide est supposé se trouver sous forme de gouttes sphériques transportées par la phase gazeuse du
�uide homogène. Au cours du temps, ces gouttes sont susceptibles de se fragmenter. 3

Le couplage entre ces deux approches Eulériennes passe par le transfert de la masse, de la quan-
tité de mouvement et de l’énergie de la phase liquide d’une représentation à phases séparées à une
représentation à phase dispersée à l’aide de termes sources modélisant l’atomisation primaire du jet et
la fragmentation des ligaments. Un transfert inverse est également possible dans le cas où les gouttes
décrites par l’approche statistique impactent le cœur liquide ou des ligaments. On désignera cette si-
tuation par le terme pseudo-coalescence pour la distinguer du mécanisme de coalescence entre gouttes
non considéré ici. La stratégie de couplage est illustrée en �gure 2.4. Les deux approches Eulériennes
mentionnées ci-dessus sont développées au sein du code Cedre sous la forme de deux solveurs dis-
tincts respectivement nommés Charme et Spirée. Nous y ferons cependant référence dans la suite de

3. Dans un cas réactif, les gouttes peuvent également s’évaporer. Ce mécanisme n’est cependant pas décrit ici car la
stratégie de simulation de Le Touze [90] n’est appliquée dans ce mémoire qu’à des écoulements inertes.
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Figure 2.4 – Schématisation de la stratégie de couplage entre le SPS et le DPS pour la simu-

lation d’écoulements diphasiques atomisés avec le code Cedre.

ce mémoire sous le nom de SPS et DPS, pour Separated Phases Solver et Dispersed Phase Solver. Le détail
des équations résolues par chacun de ces solveurs est présenté dans la suite de ce mémoire.

2.2.1 Simulation des zones à phases séparées et mixtes

Système d’équations de conservation

Il a été évoqué en section 2.1.3 que l’approche à interface di�use à 4 équations correspond en réalité
au système d’équations de Navier-Stokes compressibles multi-espèces. Celui-ci se compose des équa-
tions de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie. Ces équations peuvent
être écrites dans le cadre général des écoulements réactifs présentant plusieurs espèces par phase. Ce-
pendant, puisque l’application visée dans ce mémoire concerne les jets liquides évoluant dans un gaz
inerte sous excitation acoustique, nous nous contenterons ici de présenter les équations de conservation
dans le cadre d’écoulements diphasiques inertes ne présentant qu’une seule espèce par phase. L’espèce
gazeuse et l’espèce liquide seront associées respectivement aux indices д et l .

?? Équations de conservation de la masse ??

Le principe de conservation de la masse stipule que la masse totale d’un système fermé est constante
dans le temps. Par conséquent, la variation temporelle de la masse dans un système �uide ouvert tel
qu’une cellule du maillage ne peut être due qu’à la résultante des �ux de masse à travers les frontières
de celui-ci. Dans le cadre de la stratégie de simulation retenue ici, le système �uide concerné par ce
principe correspond à l’union du �uide homogène traité par l’approche à 4 équations et de la phase
dispersée. Selon le point de vue du SPS seul, la masse de liquide n’est en e�et pas conservée puis-
qu’elle peut être transférée au DPS lors de l’atomisation du jet liquide. De même, le phénomène de
pseudo-coalescence peut conduire au transfert inverse de masse liquide du DPS au SPS. Si l’on écrit le
principe de conservation de la masse dans chaque cellule du maillage pour chaque espèce, on obtient
les équations di�érentielles suivantes :

∂ρYд

∂t
+ ∇ ·

(
ρYдu

)
= 0,

∂ρYl
∂t

+ ∇ · (ρYlu) = SM ,

(2.22)

avec Yi la fraction massique de l’espèce i , ρ =
∑

i ρYi la masse volumique du mélange homogène et u
son unique vitesse. Quant au terme SM , celui-ci représente le transfert entre les deux solveurs lors de
l’atomisation du jet ou de l’impact des gouttes sur les plus grosses structures liquides. Évidemment, ce
terme source doit également être considéré dans les équations de conservation de la phase dispersée et
a�ecté d’un signe opposé de manière à conserver la masse totale du système. Notons par ailleurs qu’il
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n’y a ici aucun terme de �ux de di�usion moléculaire car les deux espèces considérées sont associées
à deux phases distinctes non miscibles. Si les deux phases sont mélangées en sous-maille au cours du
calcul, c’est uniquement de manière arti�cielle en raison de la di�usion de l’interface.

?? Équation de conservation de la quantité de mouvement ??

La seconde loi de Newton stipule que, dans un référentiel galiléen, la variation de la quantité de
mouvement d’un système est égale à la résultante des forces qui lui sont appliquées. À l’instar du
principe de conservation de la masse, si l’on ne considère que le système �uide associé au SPS, l’équation
de conservation de la quantité de mouvement s’écrit alors sous la forme :

∂ρu

∂t
+ ∇ · (ρu ⊗ u) = ∇ · (τ − τC − pI ) + ρд + SU , (2.23)

où τ et τC représentent respectivement les contraintes de cisaillement visqueux et de tension de sur-
face, p est l’unique pression du mélange homogène, I désigne la matrice identité, д est l’accélération
gravitationnelle et en�n SU correspond au terme source de transfert de quantité de mouvement par
couplage avec la phase dispersée. Ce terme source doit lui aussi être considéré dans les équations de
conservation de la phase dispersée et a�ecté d’un signe opposé de manière à conserver la quantité de
mouvement totale du système.

Pour modéliser les contraintes de cisaillement visqueux, il est possible de suivre l’hypothèse de
�uide newtonien pour la majorité des �uides usuels. Selon cette hypothèse, le tenseur τ est proportion-
nel à la partie symétrique du tenseur des taux de déformation, notée S, selon la relation :

τ = 2µS + η(∇ · u)I , (2.24)

où µ désigne la viscosité dynamique du mélange et η sa seconde viscosité. En faisant l’hypothèse de
Stokes qui permet de relier ces deux termes, le tenseur des contraintes visqueuses peut s’écrire :

τ = 2µ
[
S − 1

3 (∇ · u)I
]
= 2µD, (2.25)

oùD est le déviateur de la partie symétrique du tenseur des taux de déformation, elle-même s’écrivant :

S = 1
2

[
∇ ⊗ u + (∇ ⊗ u)T

]
, (2.26)

avec (∇ ⊗ u)T le tenseur transposé de ∇ ⊗ u. Pour modéliser la viscosité dynamique de chaque �uide,
il existe di�érentes approches. Dans ce mémoire, la viscosité du gaz est supposée suivre la loi de Su-
therland [146] :

µд(T ) = µ0,д
(
T

T0

)3/2
T0 +TS
T +TS

, (2.27)

dépendant d’une viscosité µ0,д à la température de référenceT0, ainsi que d’une températureTS dite de
Sutherland. En revanche, les cas simulés étant associés à des �uctuations de température négligeables
pour le liquide, sa viscosité µl est considérée constante. Puisque les deux espèces sont mélangées ar-
ti�ciellement dans chaque maille contenant l’interface, leurs viscosités doivent être moyennées pour
modéliser la viscosité du mélange. Pour cela, nous utilisons une moyenne pondérée par la masse de
chaque espèce :

µ(T ) =
∑
i

Yiµi (T ). (2.28)

En ce qui concerne les contraintes de tension de surface τC , rappelons que le modèle à 4 équations
ne permet pas de connaître la position de l’interface diphasique à l’échelle de sous-maille. On utilise
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alors l’approche CSF (Continuum Surface Force) de Brackbill et al. [13], selon laquelle les forces ca-
pillaires sont représentées par une densité volumique de force FC au second membre de l’équation de
conservation de la quantité de mouvement, que l’on peut écrire comme :

FC = σκδInI , (2.29)

avec σ le coe�cient de tension de surface, κ la courbure locale de l’interface et nI sa normale, et δI la
distribution de Dirac portée par l’interface. Puisque l’interface est di�use, on ne connaît a priori ni sa
courbure ni sa normale. Ces grandeurs sont alors modélisées comme :

δInI ≈ ∇αl ; κ ≈ ∇ ·
(
∇αl
‖∇αl ‖

)
, (2.30)

où αl désigne la fraction volumique de liquide et ∇αl son gradient, dont les valeurs sont celles moyen-
nées dans la maille, et dont le calcul ne nécessite pas la connaissance précise de la position de l’interface.
La fraction volumique est liée à la masse volumique ρ du mélange homogène, à la masse volumique
ρl (P ,T ) de l’espèce liquide pure aux pression et température du mélange, et à la fraction massique Yl
de l’espèce liquide par la relation :

αl =
ρYl

ρl (P ,T )
. (2.31)

L’expression ρl (P ,T ) n’est autre que la loi d’état utilisée pour décrire l’espèce liquide et dé�nie plus
loin dans ce mémoire. Pour �nir, il existe une formulation conservative des forces capillaires appelée
CSS (Continuum Surface Stress) faisant apparaître la divergence du tenseur des contraintes capillaires
rencontrée dans l’équation (2.23) :

FC = −∇ · τC , (2.32)

avec τC exprimé comme :

τC = σ ‖∇αl ‖
(
I − ∇αl‖∇αl ‖

⊗ ∇αl‖∇αl ‖

)
. (2.33)

?? Équation de conservation de l’énergie totale ??

L’énergie totale massique du �uide est la somme de son énergie interne massique e et de son énergie
cinétique massique :

et = e +
1
2u · u . (2.34)

L’équation de conservation de l’énergie totale s’écrit :

∂ρet
∂t
+ ∇ · (ρetu) = ∇ ·

[
(τ − τC ) · u − pu

]
− ∇ · J et + ρд · u + SE , (2.35)

où J et est le �ux d’énergie totale, tandis que SE désigne le terme source d’énergie lié aux échanges avec
la phase dispersée. Puisque les deux espèces sont non miscibles, le �ux d’énergie totale s’exprime grâce
à la loi de Fourier comme :

J et = −λ∇T , (2.36)

où λ désigne la conductivité thermique du mélange. Pour l’espèce gazeuse, la conductivité thermique
suit la loi d’Eucken :

λд(T ) = µд(T )
[
cp,д(T ) +

5
4rд

]
, (2.37)
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où rд désigne le facteur de volume du gaz. La capacité calori�que massique à pression constante cp,д(T )
est quant à elle exprimée selon une forme polynomiale dont les coe�cients sont issus de données
de la littérature. Pour l’espèce liquide, puisque les �uctuations de température sont négligeables dans
les cas considérés dans ce mémoire, sa conductivité thermique λl et sa capacité calori�que massique à
pression constante cp,l sont considérées constantes. Comme pour la viscosité, la conductivité thermique
du mélange est �nalement calculée comme la moyenne des conductivités des deux espèces pondérées
par leur masse :

λ(T ) =
∑
i

Yiλi (T ). (2.38)

?? Formulation vectorielle ??

Il est également possible de formuler les équations de conservation présentées précédemment de
façon vectorielle. Pour cela, nous introduisons le vecteur des quantités conservées Q :

Q =
(
ρYд ρYl ρu ρet

)t
, (2.39)

ainsi que le vecteur des variables naturelles U :

U =
(
p T u Yд Yl

)t
. (2.40)

Nous pouvons également dé�nir les vecteurs des �ux convectifs F , des �ux di�usifs φD et des �ux
capillaires φC comme :

F =

©«
ρYдu

ρYlu

ρu ⊗ u + pI
(ρet + p)u

ª®®®®®®¬
= Q ⊗ u + p

©«
0
0
I

u

ª®®®®®®¬
, (2.41)

φD =

©«
0
0
τ

τ · u + λ∇T

ª®®®®®®¬
, (2.42) φC =

©«
0
0
τC

τC · u

ª®®®®®®¬
. (2.43)

Pour �nir, on dé�nit le vecteur des termes sources S comme la somme des vecteurs SG , SL et SF regrou-
pant respectivement les termes sources liés à la gravité, au couplage entre la phase liquide du SPS et la
phase dispersée et au couplage entre le gaz et la phase dispersée :

S =

©«
0
0
ρд

ρд · u

ª®®®®®®¬︸      ︷︷      ︸
SG

+ SL + SF . (2.44)

C’est dans la formulation des vecteurs SL et SF que l’on retrouve les termes sources SM , SU et SE liés au
couplage entre les deux solveurs. La formulation de ces termes sources de couplage est traitée plus tard
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en section 2.2.3. Avec les notations précédemment introduites, le système des équations de conservation
du mélange homogène s’écrit sous la forme vectorielle suivante :

∂Q

∂t
+ ∇ ·

(
F −φD +φC

)
= S . (2.45)

Modélisation de la turbulence

?? Stratégie de simulation numérique de la turbulence ??

En mécanique des �uides, un écoulement est dit turbulent lorsque se forment en son sein des tour-
billons. Ce type d’écoulement est donc caractérisé par une �uctuation de la vitesse du �uide dans le
temps et l’espace. Selon la théorie de la cascade de Kolmogorov [80], un écoulement turbulent pré-
sente un caractère fortement multi-échelles. Dans l’espace spectral, il est classiquement fait mention
de trois échelles caractéristiques (cf. �gure 2.5) :

1. l’échelle intégrale L constituée des plus gros tourbillons. Il s’agit de la zone de production de
l’énergie cinétique turbulente à partir de l’énergie cinétique de l’écoulement moyen.

2. l’échelle inertielle associée au transfert d’énergie des plus gros tourbillons vers les plus petites
structures, autrement dit vers les plus grandes valeurs de longueur d’onde κ. Pour une turbulence
homogène isotrope, on peut montrer que la densité spectrale d’énergie E décroît dans la zone
inertielle en logE(κ) ∝ − 5

3 logκ.
3. l’échelle de KolmogorovηK constituée des plus petites structures tourbillonnaires. À cette échelle,

l’énergie cinétique des tourbillons est progressivement dissipée sous forme de chaleur.
Notons que la théorie de la cascade de Kolmogorov [80], ou théorie de la cascade directe, ne prévoit
pas l’existence d’un transfert inverse d’énergie des petites échelles vers les plus grandes occasionné
par des processus d’appariement et d’enroulement tourbillonnaires. Malgré la démonstration récente
de l’existence d’un tel transfert, son intensité reste toutefois inférieure à celle du transfert direct.

Pour prendre en compte l’ensemble du spectre des échelles de la turbulence lors de simulations
numériques, il existe trois approches principales :

1. la Simulation Numérique Directe (ou DNS pourDirect Numerical Simulation en anglais) repose sur
une résolution de l’ensemble du spectre des échelles de la turbulence et ne nécessite donc aucun
travail de modélisation. Il s’agit cependant d’une approche très coûteuse puisqu’elle nécessite
une discrétisation spatiale et temporelle très élevée pour pouvoir capter l’ensemble des structures
jusqu’à l’échelle de Kolmogorov, ainsi que leur dynamique.

2. la Simulation aux Grandes Échelles (ou LES pour Large Eddy Simulation en anglais) consiste
à résoudre les structures jusqu’à une échelle de coupure κc située dans la zone inertielle. Les
structures de taille inférieure dites de sous-maille n’étant pas résolues, leur e�et sur les grandes
échelles et l’écoulement moyen doit être modélisé.

3. l’approche RANS (pour Reynolds Averaged Navier Stokes en anglais) décrit quant à elle l’écoule-
ment de manière statistique. Les variables de l’écoulement sont décomposées en une composante
moyenne et une composante �uctuante due à la turbulence. Les équations de conservation sont
alors appliquées aux grandeurs moyennes, tandis que l’in�uence des �uctuations sur l’écoule-
ment moyen est modélisé.

L’approche nous intéressant ici est l’approche LES. Celle-ci est donc décrite plus en détail dans la
suite de ce mémoire.

?? Filtrage LES des équations de conservation ??

L’approche LES est basée sur une opération de �ltrage des équations de conservation instanta-
nées présentées précédemment. Le �ltre en question est un �ltre passe-haut dans l’espace physique (ou
passe-bas dans l’espace spectral), ce qui signi�e que les structures turbulentes dont la taille est supé-
rieure à celle du �ltre ∆ sont résolues, contrairement aux structures de sous-maille de taille inférieure.
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Figure 2.5 – Schématisation de la cascade deKolmogorov et des stratégies de simulationDNS,

LES et RANS.

Un modèle de sous-maille doit alors être utilisé pour restituer l’e�et de ces structures non résolues
sur l’écoulement résolu. Le champ �ltré spatialement d’une variable ϕ est noté ϕ tandis que la partie
non résolue est notée ϕ ′. Cette décomposition, nommée décomposition de Reynolds, s’avère cependant
mal adaptée aux cas où la masse volumique ρ est variable et fait apparaître des corrélations di�ciles
à modéliser dans les équations. La décomposition de Favre [46] s’avère alors plus adaptée, avec une
moyenne pondérée par la masse volumique comme :

ϕ = ϕ̃ + ϕ ′′, ϕ̃ =
ρϕ

ρ
. (2.46)

Quel que soit le �ltre utilisé, le �ltrage LES des équations de conservation introduit des termes supplé-
mentaires qu’il est nécessaire de modéliser ou bien de négliger si cela se justi�e.

Cette opération de �ltrage n’est pas détaillée ici, seul le système �nal est présenté. On introduit
d’abord le vecteur Q des quantités conservées �ltrées :

Q =
(
ρỸд ρỸl ρũ ρẽt

)t
, ρ =

∑
i

ρỸi , (2.47)

ainsi que le vecteur Ũ des variables naturelles �ltrées au sens de Favre :

Ũ =
(
p̃ T̃ ũ Ỹд Ỹl

)t
,

∑
i

Ỹi = 1. (2.48)
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On introduit également les vecteurs �ltrés des �ux convectifs F̂ , des �ux di�usifs φ̂D et des �ux capil-
laires φ̂C :

F̂ =

©«
ρỸдũ

ρỸlũ

ρũ ⊗ ũ + pI
(ρẽt + p )̃u

ª®®®®®®¬
= Q ⊗ ũ + p

©«
0
0
I

ũ

ª®®®®®®¬
, (2.49)

φ̂D =

©«
0
0
τ

τ · ũ − J et

ª®®®®®®¬
, (2.50) φ̂C =

©«
0
0
τC

τC · ũ

ª®®®®®®¬
, (2.51)

ainsi que le vecteur des termes sources �ltrés Ŝ formulé comme la somme des vecteurs ŜG , ŜL et ŜF
regroupant respectivement les termes sources �ltrés liés à la gravité, au couplage entre la phase liquide
du SPS et la phase dispersée, et au couplage entre le gaz et la phase dispersée :

Ŝ =

©«
0
0
ρд

ρд · ũ

ª®®®®®®¬︸      ︷︷      ︸
ŜG

+ ŜL + ŜF . (2.52)

Le �ltrage des équations de conservation fait également apparaître des termes croisés entre les parties
résolues et non résolues de di�érentes variables. Ces termes croisés sont non fermés et sont regroupés
sous la forme d’un vecteur de �ux turbulents FT dé�ni par :

φT =

©«

0
0

−ρ
(
ũ ⊗ u − ũ ⊗ ũ

)[
(τ − τ c ) · u − (τ − τ c ) · ũ

]
+

[
(ρẽt + p )̃u − (ρet + p)u

]
ª®®®®®®¬
=

©«
0
0
−τ t

−J tet

ª®®®®®®¬
. (2.53)

Les notations τ t et J tet désignent respectivement le tenseur des contraintes turbulentes et le �ux de
di�usion turbulente de l’énergie totale.

Finalement, le système des équations de conservation �ltrées s’écrit :

∂Q

∂t
+ ∇ ·

(
F̂ − φ̂D −φT + φ̂C

)
= Ŝ . (2.54)

?? Fermeture des termes laminaires ??

Les �ux de di�usion laminaires (par opposition au terme turbulent) sont évalués à partir des va-
riables résolues selon les di�érentes expressions déjà introduites lors de la présentation des équations
de conservation instantanées, et moyennant certaines approximations :

J et ≈ −λ(T̃ )∇T̃ . (2.55)
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De même, les tenseurs �ltrés des contraintes visqueuses et capillaires s’expriment uniquement en fonc-
tion de variables résolues selon les expressions déjà introduites lors de la présentation des équations
de conservation instantanées :

τ = 2µ(T̃ )
[
S̃ − 1

3 (∇ · ũ)I
]
= 2µ(T̃ )D̃, τC = σ (T̃ )‖∇α̃ ‖

(
I − ∇α̃‖∇α̃ ‖ ⊗

∇α̃
‖∇α̃ ‖

)
. (2.56)

Par ailleurs, en toute rigueur, les termes sources de couplage avec la phase dispersée devraient prendre
en compte l’e�et de la turbulence. Cette interaction est cependant complexe à modéliser. Il est donc
supposé que l’expression des termes sources de couplage �ltrés, SM , SU et SE repose uniquement sur
des quantités résolues.

?? Fermeture des termes turbulents ??

Le tenseur des contraintes turbulentes τ t = ρ
(
ũ ⊗ u − ũ ⊗ ũ

)
peut être décomposé en trois contri-

butions : le tenseur de Léonard caractérisant les interactions entre les échelles résolues, le tenseur
croisé correspondant aux interactions entre les échelles résolues et les échelles de sous-maille, et le
tenseur de Reynolds représentant les interactions entre les échelles de sous-maille. En toute rigueur,
la modélisation du tenseur des contraintes turbulentes devrait prendre en compte cette décomposition
triple. Cependant, l’approche généralement retenue consiste à ne prendre en compte que le tenseur
de Reynolds. Par analogie avec la formulation du tenseur des contraintes visqueuses laminaires (2.25),
le tenseur des contraintes turbulentes est considéré, d’après l’approximation de Boussinesq, comme
proportionnel à la partie symétrique du tenseur des taux de déformation �ltrée S̃ :

τ t ≈ 2µt
[
S̃ − 1

3 (∇ · ũ)I
]
− 2
3ρkI = 2µtD̃ −

2
3ρkI , (2.57)

où k désigne l’énergie cinétique turbulente, tandis que µt représente la viscosité turbulente. Pour mo-
déliser ces deux termes, di�érents modèles existent en LES. Le modèle le plus classique est celui de
Smagorinsky [142], selon lequel la viscosité turbulente s’exprime :

µt = ρl
2
√
2D̃ : D̃, l = min(CS∆,κ‖dp ‖), (2.58)

où ∆ désigne toujours la taille du �ltre LES, κ ≈ 0.41 est la constante de Karman, CS ≈ 0.18 est la
constante de Smagorinsky dont la valeur théorique a été initialement proposée par Lilly [100], et dp
est un vecteur permettant d’annuler la viscosité de sous-maille à proximité des parois. L’opérateur
() : () désigne quant à lui le produit tensoriel doublement contracté. L’énergie cinétique turbulente de
sous-maille, notée kSGS , est approchée par :

kSGS ≈
2
0, 3C

2
s∆

2D̃ : D̃. (2.59)

Dans le cadre de cette thèse, le modèle de Smagorinsky est retenu au sein du gaz. En revanche,
aucun modèle n’est utilisé dans les mailles de mélange entre les deux �uides. En e�et, la grande ma-
jorité des travaux dédiés à la turbulence sont consacrés aux écoulements monophasiques et souvent
incompressibles. La validité du modèle de Smagorinsky dans ces mailles de mélange n’est ainsi pas
avérée. Il est alors préférable d’adopter une approche implicite ILES (pour Implicit Large Eddy Simula-

tion en anglais). Avec cette approche, la dissipation physique de l’énergie turbulente par les échelles de
sous-maille n’est pas modélisée. On considère qu’elle est d’une certaine manière déjà contenue dans la
dissipation numérique générée arti�ciellement par les schémas de discrétisation spatiale des équations
de conservation. L’approche implicite est également utilisée au sein du liquide.

En ce qui concerne le �ux de di�usion turbulente d’énergie J tet , celui-ci est modélisé selon une
hypothèse analogue au �ux de di�usion laminaire :

J tet = −λ
t∇T̃ , (2.60)
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où le coe�cient de conductivité thermique turbulent λt est évalué comme :

λt =
µt
0.9

∑
i

Ỹicp,i (T̃ ). (2.61)

Dans la suite de ce chapitre, les notations relatives au �ltrage turbulent sont omises pour favoriser la
clarté des expressions.

Changement de variables et fermeture thermodynamique

?? Algorithme itératif de Newton ??

La résolution du système des équations de conservation nécessite de procéder à chaque itération
du calcul au changement de variables Q(U ) ⇔ U (Q) entre le vecteur des quantités conservées Q
et celui des variables naturelles U . Si l’on suppose les quantités conservées Qn connues à un instant
tn , l’avancement en temps du système (cf. section 2.2.4 relative à l’intégration temporelle) permet de
calculer les quantités conservées contenues dans le vecteur Qn+1 à l’instant tn+1. La connaissance des
quantités (ρYi )n+1, (ρu)n+1 et (ρet )n+1 permet par la suite de déterminer également les variables ρn+1,
Yn+1
i , un+1, en+1t et en+1 grâce aux changements de variables suivants :

ρn+1 =
∑
i

(ρYi )n+1, Yn+1
i =

(ρYi )n+1
ρn+1

,

un+1 =
(ρu)n+1
ρn+1

, en+1t =
(ρet )n+1
ρn+1

, en+1 = en+1t − 1
2u

n+1 · un+1.

(2.62)

Pour déterminer intégralement le vecteur des variables primitives U n+1, il reste cependant à obtenir
les variables naturelles pn+1 et T n+1 à partir de la masse volumique et de l’énergie interne du mélange.
Pour cela, il est fait appel à un procédé itératif de Newton résolvant de manière approchée les formes
di�érentielles suivantes :

dp = ∂p
∂ρ |e

dρ + ∂p
∂e |ρ

de, dT = ∂T
∂ρ |e

dρ + ∂T
∂e |ρ

de, (2.63)

où la notation ∂x/∂y |z représente la dérivée partielle d’une variablex par rapport à une seconde variable
y en considérant la variable z constante. L’algorithme itératif de Newton s’exprime à chaque sous-
itération comme :

p j+1 ≈ p j + ∂p
∂ρ |e

(
ρn+1 − ρ

)
+
∂p

∂e |ρ

(
en+1 − e

)
,

T j+1 ≈ T j +
∂T

∂ρ |e

(
ρn+1 − ρ

)
+
∂T

∂e |ρ

(
en+1 − e

)
.

(2.64)

Les notations • correspondent ici à des grandeurs moyennes pour le mélange homogène calculées à
chaque sous-itération de l’algorithme à partir de p j , T j et Yn+1

i :{
ρ, e,
∂x

∂y |z

}
= f

(
p j ,T j ,Yn+1

i

)
. (2.65)

Les grandeurs Yn+1
i , ρn+1 et en+1 sont �gées au cours de l’exécution de l’algorithme, tandis que les états

p j etT j sont initialisés à pn etT n puis remplacés au début de chaque sous-itération par les valeurs p j+1
etT j+1 précédemment calculées. Lorsque les di�érences |p j+1−p j | et |T j+1−T j | deviennent inférieures
à la précision souhaitée, la convergence est supposée atteinte. L’algorithme est stoppé et les états p j+1
et T j+1 sont a�ectés à pn+1 et T n+1.

61



Chapter 2 : Méthodes de simulation d’écoulements diphasiques atomisés

Pour exécuter cet algorithme, il est donc nécessaire de connaître les dérivées partielles de la pression
et de la température par rapport à la masse volumique et l’énergie interne évaluées pour le mélange
homogène. En pratique, celles-ci sont plutôt exprimées en fonction de dérivées partielles par rapport à
la température et la pression, qui conduisent à des paramètres physiques plus facilement mesurables. Il
est possible, à partir de plusieurs relations thermodynamiques (cf. Le Touze [90] pour plus de détails),
d’exprimer ces dérivées partielles comme :

∂p

∂ρ |e
=

1
∆

∂e

∂T |p
,

∂p

∂e |ρ
= − 1

∆

∂ρ

∂T |p
,

∂T

∂ρ |e
= − 1

∆

∂e

∂p |T
,

∂T

∂e |ρ
=

1
∆

∂ρ

∂p |T
,

(2.66)

où nous avons posé :

∆ =
∂ρ

∂p |T

∂e

∂T |p
− ∂ρ
∂T |P

∂e

∂p |T
> 0. (2.67)

Il reste alors à déterminer les dérivées partielles de l’énergie interne et de la masse volumique par
rapport à la pression et la température. Pour cela, il faut d’abord choisir une modélisation thermodyna-
mique pour chacune des deux phases, puis dé�nir une loi de mélange permettant d’obtenir les valeurs
moyennes •.

??Modélisation thermodynamique de la phase gazeuse ??

Les propriétés thermodynamiques de la phase gazeuse sont modélisées selon la loi d’état des gaz
parfaits. Celle-ci est particulièrement adaptée aux écoulements d’air à pression modérée considérés
dans ce mémoire pour lesquels il est possible de négliger les interactions moléculaires de type Van der
Waals. Cette loi relie la pression, la température et la masse volumique selon la relation suivante :

p = ρдrдT , (2.68)

où la constante rд = R/Mд ne dépend que de la constante des gaz parfaits R = 8.314 J ·mol−1 · K−1 et
de la masse molaire du gaz Mд . Il est alors possible d’établir les relations nécessaires au changement de
variables Q(U ) ⇔ U (Q) (cf. Le Touze [90]) :

∂e

∂T |p
= cp,д(T ) − rд,

∂e

∂p |T
= 0,

∂ρ

∂T |p
= − p

rдT 2 ,
∂ρ

∂p |T
=

1
rдT
,

(2.69)

où, rappelons-le, la capacité calori�que massique à pression constante du gaz cp,д(T ) est exprimée selon
une forme polynomiale dont les coe�cients sont issus de données de la littérature. Par ailleurs, pour
une transformation isentropique, la loi des gaz parfaits conduit à la formulation de la vitesse du son
suivante :

cд =
√
γдrдT . (2.70)

avec γд le coe�cient adiabatique du gaz.

??Modélisation thermodynamique de la phase liquide ??

Pour la phase liquide, les propriétés thermodynamiques sont modélisées selon une loi d’état adaptée
aux liquides compressibles. Elle relie la pression, la température et la masse volumique selon la relation
suivante :

ρl (p,T ) = ρ0
1 + β0(p − p0)
1 + α0(T −T0)

, α0 |T −T0 | � 1, β0 |P − P0 | � 1. (2.71)
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Dans cette relation, ρ0, α0 et β0 désignent respectivement la masse volumique du liquide et ses co-
e�cients thermoélastiques de dilatation isobare et de compressibilité isotherme à l’état de référence
caractérisé par la pression p0 et la températureT0. Notons que cette loi d’état n’est valable que pour de
faibles variations autour de l’état de référence. En ce qui concerne les dérivées partielles de la masse
volumique et de l’énergie interne, on obtient par le calcul :

∂ρ

∂p |T
=

β0ρ0
1 + α0(T −T0)

, (2.72)

∂ρ

∂T |p
= −α0ρ0

1 + β0(p − p0)[
1 + α0(T −T0)

]2 = −α0ρ
1 + α0(T −T0)

, (2.73)

∂e

∂T |p
= cp,l −

p

ρ0

α0
1 + β0(p − p0)

, (2.74)

∂e

∂p |T
=
β0p(1 − α0T0) − α0T (1 − β0p0)

ρ0
[
1 + β0(p − p0)

]2 . (2.75)

Contrairement au gaz, rappelons que la capacité calori�que massique cp,l est considérée constante.
En�n, la vitesse du son s’écrit (cf. Le Touze [90]) :

cl =
1 + α0(T −T0)√

β0ρ0
[
1 + α0(T −T0)

]
− α2

0T /cp,l
. (2.76)

?? Loi de mélange ??

Pour pouvoir résoudre l’algorithme de Newton (2.64), il est nécessaire de dé�nir une loi de mélange
entre les deux phases au sein des mailles contenant l’interface di�use. Cette loi de mélange doit nous
permettre de calculer les dérivées partielles de l’énergie interne et de la masse volumique moyennes
pour le mélange à partir des mêmes dérivées dé�nies pour chacune des phases. Le choix e�ectué dans le
SPS consiste à considérer le mélange comme idéal et donc de négliger les e�ets de mélange. Pour toute
grandeur massique φ, cette hypothèse se traduit par une moyenne pondérée par la masse de chaque
espèce :

φ =
∑
i

Yiφi , φ =

{
cp , cv ,

∂e

∂T |p
,
∂e

∂p |T
, ...

}
, (2.77)

où φi désigne la même grandeur calculée pour l’espèce i . Cette expression permet ainsi d’obtenir, entre
autres, les valeurs moyennes des dérivées partielles de l’énergie interne. En revanche, elle ne permet
pas d’obtenir des grandeurs qui ne sont pas massiques, telles que les dérivées partielles de la masse
volumique. Pour cela, la stratégie adoptée consiste à introduire le paramètre R, dé�ni indépendamment
des lois d’état par :

R = p

ρT
. (2.78)

Dans le cas de la loi des gaz parfaits, cette relation conduit à :

R = r , ∂R
∂p |T

=
∂R
∂T |p

= 0, (2.79)
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tandis que pour la loi d’état de liquide compressible, la relation donne :

R = p

ρ0T

1 + α0(T −T0)
1 + β0(p − p0)

, (2.80)

ainsi que :

∂R
∂p |T

=
1
ρT

1 − β0p0
1 + β0(p − p0)

,
∂R
∂T |p

= − p

ρT 2
1 − α0T0

1 + α0(T −T0)
. (2.81)

Puisque le paramètre R ainsi que ses dérivées partielles sont des grandeurs massiques, la relation (2.77)
peut leur être appliquée :

R =
∑
i

YiRi ,
∂R
∂p |T

=
∑
i

Yi
∂Ri
∂p |T

,
∂R
∂T |p

=
∑
i

Yi
∂Ri
∂T |p

. (2.82)

Il est en�n possible de calculer les valeurs moyennes pour les grandeurs non massiques en les exprimant
en fonction de R et de ses dérivées partielles. Pour la masse volumique du mélange, on a par exemple :

ρ =
p

RT
. (2.83)

Ses dérivées partielles s’écrivent alors (cf. Le Touze [90]) :

∂ρ

∂p |T
=
ρ

p

[
1 − p

R
∂R
∂p |T

]
, (2.84)

(2.85)

∂ρ

∂T |p
= −ρ

T

[
1 + T

R
∂R
∂T |p

]
. (2.86)

L’obtention de ces expressions permet ainsi �nalement de fermer le système des équations de conser-
vation du SPS.

2.2.2 Simulation des zones à phase dispersée

L’approche retenue dans le code Cedre pour la simulation de la phase dispersée est basée sur une
approche Eulérienne pour la résolution d’équations de transport de moments de la fonction densité nu-
mérique de gouttes (NDF). Par l’intégration de l’équation cinétique de Williams-Boltzmann (2.9) selon
les variables vitesse et température, on obtient dans un premier temps le système d’équations semi-
cinétique (2.16) pour lequel les moments transportés de la NDF contenus dans le vecteurM dépendent
des hypothèses réalisées sur la forme des distributions en vitesse et température des gouttes. Dans
le code Cedre l’hypothèse de monodispersion pour ces deux variables est retenue a�n de limiter le
nombre de moments à transporter et donc le coût des simulations. Selon cette hypothèse, toutes les
gouttes de même taille situées dans un même volume de contrôle à un instant donné sont supposées
avoir la même vitesse et la même température. Comme expliqué en section 2.1.4, e�ectuer cette simpli-
�cation conduit à concentrer tout l’e�ort de modélisation de la NDF sur la discrétisation de l’espace des
tailles. Dans ce but, l’approche retenue dans le code est la méthode sectionnelle à deux moments avec
reconstruction a�ne de la distribution en taille de gouttes par unité de volume ϕn . Cette approche pré-
sente l’intérêt d’être compatible avec la description des mécanismes d’atomisation primaire et de frag-
mentation conduisant à une répartition des gouttes sur l’ensemble du spectre des tailles. Par ailleurs,
la méthode de reconstruction a�ne a l’avantage d’être moins chère que l’approche exponentielle tout
en assurant une précision de reconstruction su�sante pour les applications visées dans ce mémoire
(Le Touze [90], Sibra [139]). Les équations résolues par le solveur Eulérien pour la phase dispersée
(DPS pour Dispersed Phase Solver en anglais) sont détaillées dans la suite de ce mémoire directement
sous forme vectorielle.
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Système d’équations de conservation

Les simulations réalisées dans ces travaux de thèse mettent en jeu des écoulements inertes à tempé-
rature quasi constante et homogène. Il est alors possible de ne résoudre aucune équation de conserva-
tion de l’énergie interne. Dans ce cas, le vecteur des quantités conservées qk peut s’écrire pour chaque
section k utilisée pour discrétiser la distribution en taille de gouttes :

qk =
©«
ρk

ρkvk

nk

ª®®¬ , (2.87)

où ρk et nk sont respectivement la masse volumique et la densité numérique de gouttes dans la section
k , tandis quevk représente leur vitesse 4. De ce jeu de variablesqk , il est également possible de calculer
la fraction volumique de gouttes αk ainsi que le diamètre moyen Dk des inclusions dans la section k
comme :

αk =
ρk

ρ0
, Dk =

(
6αk

πnk

)1/3
, (2.88)

où, rappelons-le, ρ0 représente la masse volumique du liquide à la température de référence T0, qui
s’avère correspondre dans la suite de ce mémoire à la température d’injection du liquide. Notons que
le diamètre moyen Dk peut être assimilé à un diamètre statistique de type D30 représentant le diamètre
d’une goutte dont le volume est égal au volume moyen des inclusions contenues dans la section k .
Comme pour le système d’équations de conservation résolu par le SPS, il est ensuite nécessaire de
dé�nir le vecteur des �ux de quantité de mouvement. Pour chaque section k , celui-ci est calculé comme :

qk ⊗ vk =
©«
ρkvk

ρkvk ⊗ vk

nkvk

ª®®¬ . (2.89)

En�n, introduisons les vecteurs des termes sources skG , skL , skF et skB respectivement liés, pour chaque
section k , à la gravité, au couplage entre la phase liquide du SPS et la phase dispersée, au couplage
entre le gaz et la phase dispersée, et aux transferts entre sections du DPS dus à la fragmentation des
gouttes. Tandis que les expressions des vecteurs skL , skF et skB seront détaillées plus tard en section 2.2.3,
le vecteur skG est dé�ni ici comme :

skG =
©«

0
ρkд

0

ª®®®¬ . (2.90)

Avec les notations précédemment introduites, le système des équations de conservation pour une sec-
tion k s’écrit :

∂qk

∂t
+ ∇ ·

(
qk ⊗ vk

)
= skG + s

k
L + s

k
F + s

k
B . (2.91)

Discrétisation de la distribution en taille de gouttes

La résolution du système d’équations de conservation (2.91) repose en grande partie sur la discré-
tisation de la distribution numérique en taille de gouttes par unité de volume ϕn . Dans le cadre de
l’approche sectionnelle avec reconstruction a�ne retenue dans le code Cedre (Sibra [139]), la variable

4. Rappelons que selon l’approche sectionnelle, l’hypothèse de monodispersion en vitesse et température conduit à consi-
dérer une seule vitesse et une seule température pour toutes les tailles d’une section k donnée.
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Figure 2.6 – Illustration des situations possibles pour la reconstruction a�ne de la distribu-

tion numérique en taille de gouttes par section (Sibra [139]).

taille selon laquelle la distribution ϕn est considérée a�ne par morceaux n’est autre que la surface des
gouttes S . Si l’on note Ns le nombre total de sections considérées pour discrétiser ϕn , il est possible
d’écrire à chaque instant et dans chaque volume de contrôle :

ϕn(S) =
Ns∑
k=1

ϕkn(S), (2.92)

oùϕkn représente la distribution numérique en taille des gouttes contenues dans la sectionk . Pour dé�nir
l’expression deϕkn , nous introduisons les termes Sk−1 et Sk représentant respectivement les bornes �gées
minimale et maximale de surface de gouttes de chaque section k . Ces bornes sont représentées sur la
�gure 2.6 illustrant la façon dont sont dé�nies les distributions dans chaque section. Comme on peut
le voir sur cette �gure, les distributions a�nes au sein de chacune des sections sont caractérisées par
deux extremums locaux dont les coordonnées sont notées (Ska , ak ) et (Skb , bk ). Il est important de noter
que, selon cette représentation, les abscisses Ska et Skb ne sont pas obligatoirement égales aux bornes
�xes de la section Sk−1 et Sk . Par conséquent, trois situations peuvent être rencontrées (cf. �gure 2.6) :

(a) ak = 0 et Skb = Sk ,

(b) Ska = Sk−1 et Skb = Sk ,

(c) bk = 0 et Ska = Sk−1.

(2.93)

De façon générale, il est ainsi possible d’exprimer les distributions numériques par section ϕkn comme :

ϕkn(S) =


0 si S ∈ [Sk−1, Ska [ ou S ∈]Skb , Sk [,

ak +
(
bk − ak

) S − Ska
Skb − S

k
a

si S ∈ [Ska , Skb ].
(2.94)

Selon cette approche, il apparaît nécessaire de déterminer à chaque instant et dans chaque volume
de contrôle les paramètres déterminants Ska , Skb , ak et bk . Cependant, ce sont en réalité les quantités nk
et ρk qui sont transportées par le système d’équations de conservation (2.91). Sibra [139] dé�nit dans
ce cas une procédure d’inversion particulière permettant de passer du système (nk , ρk ) au système de
coordonnées (Ska , Skb , ak , bk ). Par dé�nition, nk et ρk peuvent être exprimées comme :

nk =

Skˆ

Sk−1

ϕkn(S) dS, ρk =
ρ0

6
√
π

Skˆ

Sk−1

S3/2ϕkn(S) dS . (2.95)
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Dans le cadre de cette procédure d’inversion, introduisons tout d’abord les paramètres suivants :

∆Sk = Sk − Sk−1,

Sk5/2 =
2
5

(
S5/2k − S

5/2
k−1

)
,

Sk7/2 =
2
7

(
S7/2k − S

7/2
k−1

)
,

Ak = SkS
k
5/2 − S

k
7/2,

Bk = Sk7/2 − Sk−1S
k
5/2,

Ck =
Bk −Ak

2 .

(2.96)

Pour chaque section, nous sommes également amenés à considérer les fonctions suivantes :

f kSa

(
X ,

ρk

nk

)
= 2X 5 + 4

√
SkX

4 + 6SkX 3 +

(
8S3/2k −

6
√
π

ρ0

35ρk

4nk

)
X 2

+

(
10S3/2k −

6
√
π

ρ0

35ρk

2nk

) √
SkX +

(
5S3/2k −

6
√
π

ρ0

35ρk

4nk

)
Sk ,

f kSb

(
X ,

ρk

nk

)
= 2X 5 + 4

√
Sk−1X

4 + 6Sk−1X 3 +

(
8S3/2k−1 −

6
√
π

ρ0

35ρk

4nk

)
X 2

+

(
10S3/2k−1 −

6
√
π

ρ0

35ρk

2nk

) √
Sk−1X +

(
5S3/2k−1 −

6
√
π

ρ0

35ρk

4nk

)
Sk−1.

(2.97)

Selon la situation rencontrée parmi les trois situations illustrées en �gure 2.6, la procédure d’inversion
de Sibra [139] consiste alors à résoudre le système suivant :

(a)


f kSa

(√
Ska ,

ρk

nk

)
= 0 et Skb = Sk

ak = 0

bk =
2nk

Sk − Ska

si 6
√
π

ρ0
ρk >

2nkBk

∆Sk
2 ,

(b)


Ska = Sk−1 et Skb = Sk

ak =
nkBk/∆Sk − 3

√
πρk∆Sk/ρ0

Ck

bk = −n
kAk/∆Sk − 3

√
πρk∆Sk/ρ0

Ck

si 2nkAk

∆Sk
2 ≤

6
√
π

ρ0
ρk ≤ 2nkBk

∆Sk
2 ,

(c)


f kSb

(√
Skb ,

ρk

nk

)
= 0 et Ska = Sk−1

ak =
2nk

Skb − Sk−1
bk = 0

sinon.

(2.98)

Grâce à cette procédure d’inversion, il est donc possible de reconstruire à chaque instant et dans chaque
volume de contrôle la distribution numérique en taille de gouttes par unité de volume à partir des
valeurs de nk et ρk de toutes les sections, puis d’utiliser cette information pour le calcul des termes
sources du système (2.91) dé�nis dans la suite de ce chapitre.
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2.2.3 Modélisation des termes sources

Couplage entre la phase liquide du mélange homogène et la phase dispersée

Les systèmes d’équations (2.45) et (2.91) respectivement liés à la description du mélange homogène
par le SPS et du spray par le DPS, ont mis en évidence des termes sources de couplage entre ces deux
solveurs. Les mécanismes d’atomisation primaire du cœur liquide et de fragmentation des plus gros
ligaments captés par le maillage sont notamment représentés par des transferts de masse, de quantité
de mouvement et d’énergie de la phase liquide décrite par le solveur à interface di�use vers le spray.
Les termes sources liés à ces transferts sont le terme SL présent dans les équations du SPS et le terme skL
présent dans celles du spray. Par ailleurs, des transferts inverses du spray vers la phase liquide du SPS
sont également considérés de manière à modéliser l’impact des gouttes sur les plus grosses structures
liquides introduit précédemment sous le terme pseudo-coalescence.

??Modélisation du transfert par atomisation primaire et fragmentation des ligaments ??

Dans la stratégie de simulation adoptée par Le Touze [90], le transfert de masse entre les deux
solveurs par atomisation primaire et fragmentation des ligaments est formulé comme :

Sa = ρYl faλa (Yl ) , (2.99)

avecYl désignant la fraction massique locale de liquide dans le mélange homogène. Dans chaque volume
de contrôle, le débit d’atomisation est donc proportionnel à ρYl , la masse de liquide par unité de volume,
ainsi qu’à une fréquence caractéristique fa et à une fonction d’e�cacité λa uniquement dépendante de
Yl .

Comme nous l’avons vu dans la section 1.1, le processus d’atomisation de jets liquides issus d’in-
jecteurs coaxiaux dépend principalement du di�érentiel local de vitesse entre l’écoulement co-courant
gazeux et le liquide. Cependant, dans le contexte particulier de la modélisation à interface di�use à 4
équations, le mélange est supposé être localement homogène, et par conséquent n’est décrit que par
une seule vitesse moyenne u. Il est dans ce cas choisi de relier la fréquence caractéristique fa à l’inten-
sité du gradient local de vitesse. Celle-ci peut être évaluée sous di�érentes formes (critère Q , vorticité
ω, etc.), parmi lesquelles Le Touze [90] choisit la fréquence turbulente ft . Dans le cadre de la LES des
écoulements compressibles, cette fréquence est estimée à partir du déviateur de la partie symétrique
du tenseur des taux de déformation (cf. équation (2.26)) :

fa = ft =
√
2D :D. (2.100)

En ce qui concerne la fonction d’e�cacité λa dont dépend la formulation du terme source d’atomi-
sation (2.99), son rôle est d’assurer que le transfert entre les deux solveurs soit réalisé dans des zones
de l’écoulement où le volume occupé par la phase liquide du mélange homogène est faible. En e�et,
puisque le SPS ne tient pas compte du volume occupé par la phase dispersée, tout transfert de masse
entre les deux solveurs résulte inévitablement en une variation de la densité moyenne du mélange, et
par conséquent en une variation de pression parasite. Dans les zones de l’écoulement où la fraction
volumique de la phase gazeuse est signi�cative, la grande compressibilité du gaz conduit à des varia-
tions de pression beaucoup plus faibles que dans le liquide dont la compressibilité est bien plus élevée.
Pour assurer que le transfert de masse entre solveurs n’intervienne que dans des zones contenant peu
de liquide, l’idée est de tirer pro�t du fait que l’interface soit di�use en réalisant le transfert au bord de
la zone de di�usion numérique. La formulation suivante de la fonction d’e�cacité est ainsi retenue :

λa (Yl ) = 1 − tanh
(
4Y 2

l
)
. (2.101)

Sa forme est illustrée en �gure 2.7.

Une fois la masse de liquide à transférer d’un solveur à l’autre déterminée par le terme source
d’atomisation (2.99), il reste nécessaire de modéliser les gouttes ainsi créées au sein du DPS. Dans
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Figure 2.7 – Forme de la fonction d’e�cacité λa en fonction de la fraction massique de li-

quide.

l’idéal, cette modélisation devrait être capable de prédire des distributions à l’échelle de chaque volume
de contrôle, sur la base de considérations locales telles que la forme des structures liquides atomisées
ou le di�érentiel de vitesse avec l’écoulement co-courant gazeux. Cependant, l’hypothèse de mélange
homogène ne permet pas de connaître ces informations locales. À l’heure actuelle, la modélisation de
l’atomisation au sein du DPS est alors réalisée à partir d’une estimation des propriétés moyennes des
gouttes issues directement de l’atomisation du cœur liquide et de la fragmentation des ligaments (cf.
section 6.4.3 pour plus de détail sur cette estimation). On supposera alors que toutes les gouttes créées
sont associées à :

1. un même diamètre moyen Da . Celui-ci peut être assimilé à un diamètre statistique de type D30
représentant le diamètre d’une goutte dont le volume est égal au volume moyen des inclusions
constituant le spray (cf. annexe A pour plus de détail sur les diamètres statistiques). On impose
par ailleurs que le transfert par atomisation se produise toujours vers la même section du DPS.
Puisque la coalescence entre gouttes n’est pas considérée dans ce mémoire, leur taille ne peut
que diminuer au cours du temps sous l’e�et de la fragmentation. La section receveuse est donc
dé�nie comme la dernière section du DPS, notée Ns , contenant les plus grosses gouttes. Notons
qu’il est possible de démontrer assez facilement qu’imposer un diamètre moyen unique tout en
�geant la section receveuse conduit en réalité à imposer une fonction de densité de probabilité
numérique constante et homogène dans l’ensemble des cellules concernées par le transfert entre
solveurs (cf. annexe B pour lire la démonstration).

2. la même norme de vitesse ‖va ‖. La direction du vecteur vitesse reste quant à elle celle du mélange
homogène dans chacune des mailles, ce qui implique :

va = ‖va ‖
u

‖u‖ , (2.102)

où, rappelons-le, u est le vecteur vitesse du mélange dans le SPS.

??Modélisation du transfert par pseudo-coalescence ??

L’impact des gouttes avec les structures liquides décrites par le SPS, processus également appelé
pseudo-coalescence, est lui aussi modélisé par un transfert entre les deux solveurs. À l’inverse du proces-
sus d’atomisation, le transfert associé à la pseudo-coalescence est en revanche opéré depuis les sections
du spray vers la phase liquide du SPS. La formulation du terme source de transfert de masse est très
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similaire à la formulation du terme d’atomisation (2.99) :

skc = ρ
k fcλc (αl ) , (2.103)

avec αl désignant la fraction volumique locale de liquide dans le mélange homogène. Dans chaque
volume de contrôle, le débit d’échange par pseudo-coalescence dans chaque section k est donc pro-
portionnel à ρk , la masse de liquide par unité de volume dans la section, ainsi qu’à une fréquence
caractéristique fc égale en réalité au pas temps d’intégration des termes sources ∆t , et à une fonction
d’e�cacité λc uniquement dépendante de αl .
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Figure 2.8 – Forme de la fonction d’e�cacité λc en fonction de la fraction volumique de li-

quide.

Pour les mêmes raisons que dans le cas de l’atomisation, il est primordial de réaliser le transfert
entre solveurs au sein de volumes de contrôle où la fraction volumique de la phase liquide est la plus
faible possible dans le mélange homogène. Dans le cas contraire, la variation de la densité moyenne du
�uide s’accompagne inévitablement d’une importante variation de pression en raison de la très faible
compressibilité de la phase liquide par rapport à celle du gaz. Cependant, cette contrainte numérique
s’oppose au sens physique du modèle qui demande d’opérer le transfert en présence de beaucoup de
liquide. Un compromis est donc réalisé par la formulation suivante de la fonction d’e�cacité λc :

λc (αl ) = 1 − tanh (−2 logαl ) , (2.104)

dont la forme est illustrée en �gure 2.8.

?? Expression des termes sources SL et skL ??

La formulation des termes de transfert par atomisation (2.99) et de pseudo-coalescence (2.103)
conduit à exprimer les termes sources SL et skL rencontrés dans les équations de conservation des deux
solveurs (2.45) et (2.91) comme :

SL =

©«

0

−Sa +
Ns∑
k=1

skc

−Sava +
Ns∑
k=1

skcv
k

−Sa
[
e0 +

1
2va ·va

]
+

Ns∑
k=1

skc
[
e0 +

1
2v

k ·vk
]

ª®®®®®®®®®®®®¬
, (2.105)
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et

skL =

©«

−skc

−skcvk

− skc
mk

ª®®®®®®®¬
k , Ns , sNs

L =

©«
Sa − sNs

c

Sava − sNs
c vNs

Sa
m(Da)

− sNs
c

mNs

ª®®®®®®¬
, (2.106)

avecmk = ρ0πD
k 3/6 la masse d’une goutte dont le diamètre est égal au diamètre moyen Dk des gouttes

de la section k . De façon équivalente, m(Da) = ρ0πDa
3/6 est la masse d’une goutte dont le diamètre

est égal au diamètre moyen d’atomisation Da . Puisque les écoulements étudiés dans ce mémoire sont
isothermes, la masse volumique et l’énergie interne massique du liquide pur peuvent être considérées
constantes et respectivement égales à ρ0 = ρ(T0) et e0 = e(T0).

Couplage entre la phase gazeuse du mélange homogène et la phase dispersée

Du fait du cisaillement important expérimenté par les gouttes sous l’e�et de l’écoulement co-
courant gazeux, la force de traînée exercée sur les gouttes ne peut pas être négligée. Celle-ci est respon-
sable d’un transfert de quantité de mouvement entre la phase gazeuse du �uide et les gouttes de chaque
section. Si l’on note Fdrag la force de traînée s’exerçant sur une goutte sphérique isolée de diamètre D et
de vitessev évoluant dans un milieu gazeux de masse volumique ρд et de vitesseu, alors elle s’exprime :

Fdrag =
1
8πD

2ρдCD ‖u −v ‖ (u −v) . (2.107)

Le coe�cientCD désigne ici le coe�cient de traînée de la goutte. Pour une goutte sphérique, on utilise
la corrélation de Schiller et Naumann [134] exprimée comme :

CD =



24
Rep

si Rep < 1,

24
Rep

(
1 + 0.15 Re0.687p

)
si 1 ≤ Rep ≤ 1000,

0.445 sinon,

(2.108)

avec le nombre de Reynolds particulaire dé�ni comme :

Rep =
ρдD ‖u −v ‖

µд
, (2.109)

où µд est la viscosité dynamique de la phase porteuse. Pour obtenir la force de traînée moyenne Fk
drag

exercée sur les gouttes d’une section k donnée, il su�t d’intégrer l’expression de la force de traînée
exercée sur une goutte isolée (2.107) sur l’intervalle de taille de la section.

La connaissance de cette force par section permet ensuite d’exprimer les termes sources d’échange
entre la phase gazeuse et les gouttes comme :

SF =

©«

0

0

−
Ns∑
k=1

Fk
drag

−
Ns∑
k=1

Fk
drag
·vk

ª®®®®®®®®®®®®¬
et skF =

©«

0

Fk
drag

0

ª®®®®®®®¬
. (2.110)
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Échanges entre les sections du spray par fragmentation

La fragmentation des gouttes sous l’e�et du cisaillement avec l’écoulement gazeux est modélisée à
l’échelle d’une goutte isolée, puis transcrite dans le formalisme sectionnel, faisant alors intervenir des
transferts entre les di�érentes sections du DPS. Pour e�ectuer ces transferts, trois éléments doivent être
évalués : le temps caractéristique τbr nécessaire à la fragmentation d’une goutte mère isolée de diamètre
D et de vitessev , ainsi que le diamètre moyen Df et la vitesse moyennev f des gouttes �lles créées par
fragmentation. La corrélation (1.24) de Pilch et Erdman [122] est utilisée pour le calcul du temps de
rupture τbr. Dans la suite, nous utiliserons en réalité la fréquence de fragmentation fbr dé�nie comme
l’inverse de τbr. Le diamètre moyen des goutte �lles Df est quant à lui estimé par la corrélation (1.29) de
Wert [164]. Pour �nir, il est supposé que le processus de fragmentation est associé à une dissipation
nulle de la vitesse, de telle sorte qu’il est possible de considérer la vitesse des gouttes �lles v f comme
étant égale à la vitesse de la goutte mèrev .

À ce stade, il reste à formuler le terme source skB qui apparaît dans le système d’équations de conser-
vation (2.91) du DPS. Nous dé�nissons dans un premier temps l’opérateur de fragmentation Γ déjà
rencontré dans l’expression (2.9) de l’équation cinétique de Williams-Boltzmann (Williams [165]). On
rappelle également que F (t ,x ,v, s,θ ) représente la fonction densité numérique de gouttes. Par ailleurs,
la fréquence de fragmentation fbr est elle aussi une fonction de (t ,x ,v, s,θ ). En omettant l’écriture des
dépendances en t , x et θ , Dufour [36] propose la forme suivante pour l’opérateur de fragmentation :

Γ (v, s) =
ˆ

Ωs

fbr (v∗, s∗) F (v∗, s∗) H (s,v, s∗,v∗) ds∗ dv∗ − fbr (v, s) F (v, s) , (2.111)

où H est une fonction représentant le nombre probable de gouttes ayant une taille comprise entre s
et s + ds , une vitesse comprise entre v et v + dv , et qui sont issues de la fragmentation d’une goutte
mère de taille s∗ et de vitesse v∗. De plus, l’espace d’intégration est Ωs = ]s,+∞[ × R3. L’opérateur Γ
modélise donc deux e�ets :
− l’augmentation du nombre de gouttes de taille s en raison de la fragmentation possible de toute

goutte mère de taille s∗ > s ,
− la diminution du nombre de gouttes de taille s en raison de leur propre fragmentation.

Pour exprimer la fonction H , il est possible de découpler les distributions en vitesse et en taille en
écrivant :

H (s,v, s∗,v∗) = дv (s,v, s∗,v∗)дs (s, s∗,v∗) , (2.112)

où дv et дs sont les distributions en vitesse et en taille des fragments issus d’une goutte mère de taille
s∗ et de vitessev∗. En réalité, puisque la vitesse des fragments est supposée être celle de la goutte mère,
la distribution дv s’écrit :

дv (s,v, s∗,v∗) = дv (v,v∗) = δ (v −v∗) . (2.113)

Il reste à postuler la forme de la distribution en taille des fragmentsдs . Dufour [36] propose l’expression
suivante :

дs (s, s∗,v∗) = ϕ1 (s, s∗,v∗) exp [−ϕ2 (s, s∗,v∗)] . (2.114)

L’expression des fonctions ϕ1 (s, s∗,v∗) et ϕ2 (s, s∗,v∗) dépend du choix de la variable taille (surface ou
rayon). Pour fermer ces deux fonctions, Dufour [36] utilise le modèle de Wert [164] (1.29) qui prédit le
diamètre moyen de Sauter des fragments. Pour �nir, les composantes du vecteur source skB qui apparaît
dans le système d’équations de conservation (2.91) du DPS sont obtenues en intégrant l’opérateur de
fragmentation Γ selon la température et la vitesse. Les procédures de calcul de ces intégrales et les
critères de stabilité sont présentés en détail dans la thèse de Dufour [36].
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2.2.4 Méthodes numériques de résolution

Discrétisation spatiale

??Méthode des volumes �nis en approche cell-center ??

La résolution des systèmes d’équations (2.45) et (2.91) respectivement associés au SPS et au DPS
repose sur la méthode des volumes �nis en approche dite cell-center. Celle-ci repose sur une décom-
position du domaine de calcul Ω ⊂ R3, dont la frontière est notée ∂Ω, en un ensemble de volumes
de contrôle également appelés cellules. De manière générale, ces volumes de contrôle correspondent à
des polyèdresVc,i possédant un nombre quelconque de faces, elles-mêmes dé�nies par un nombre quel-
conque de sommets. On note |Vc,i | le volume d’une cellule, et ∂Vc,i l’aire totale de ses faces. Par ailleurs,
V(i) désigne le voisinage par face de l’élémentVc,i, c’est-à-dire l’ensemble des éléments voisinsVc,j par-
tageant une face Si j avec Vc,i. De plus, |Si j | désigne l’aire de la face Si j , et ni j est un vecteur normal à
cette face dirigé vers l’extérieur de la cellule Vc,i. En�n, Bi désigne le barycentre de la cellule Vc,i.

La méthode des volumes �nis consiste à intégrer les systèmes d’équations de conservation (2.45) et
(2.91) sur les volumes de contrôle dé�nis précédemment :

ˆ
Vc,i

∂Q

∂t
dV +

ˆ
Vc,i
∇ · F dV =

ˆ
Vc,i
∇ ·

(
φD −φC

)
dV +

ˆ
Vc,i

S dV ,

ˆ
Vc,i

∂qk

∂t
dV +

ˆ
Vc,i
∇ ·

(
qk ⊗ vk

)
dV =

ˆ
Vc,i

sk dV ,
(2.115)

où sk désigne la somme des vecteurs sources skG + s
k
L + s

k
F + s

k
B . En appliquant le théorème de Green-

Ostrogradski à ce nouveau système, il est possible de relier l’intégrale de la divergence d’un vecteur à
l’intégrale de surface du �ux dé�ni par ce vecteur. Il nous permet d’écrire ici, pour un champ de vecteur
A quelconque, et avec n le vecteur normal extérieur en tout point de la frontière ∂Vc,i :

ˆ
Vc,i
∇ ·AdV =

ˆ
∂Vc,i

A · n dS . (2.116)

De plus, dans l’approche cell-center, les variables sont évaluées au centre des cellules, selon l’approxi-
mation : 

Q i = Q (Bi ) ≈
1
|Vc,i |

ˆ
Vc,i

Q dV ,

qki = qk (Bi ) ≈
1
|Vc,i |

ˆ
Vc,i

qk dV .
(2.117)

La même approximation est utilisée concernant les termes sources :
S

(
Q i

)
≈ 1
|Vc,i |

ˆ
Vc,i

S dV ,

sk
(
qki

)
≈ 1
|Vc,i |

ˆ
Vc,i

sk dV .
(2.118)

En permutant les opérateurs de dérivation et d’intégration temporelle, et en utilisant le théorème de
Green-Ostrogradski, il est possible d’écrire :

|Vc,i |
∂Q i

∂t
+

ˆ
∂Vc,i

(
F −φD +φC

)
· n dS = |Vc,i | S

(
Q i

)
,

|Vc,i |
∂qki
∂t

+

ˆ
∂Vc,i

(
qk ⊗ vk

)
· n dS = |Vc,i | sk

(
qki

)
.

(2.119)
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Puisque chaque cellule Vc,i est polyédrique, il vient ensuite :
|Vc,i |
∂Q i

∂t
+

∑
j ∈V(i)

ˆ
Si j

(
F −φD +φC

)
· ni j dS = |Vc,i | S

(
Q i

)
,

|Vc,i |
∂qki
∂t

+
∑

j ∈V(i)

ˆ
Si j

(
qk ⊗ vk

)
· ni j dS = |Vc,i | sk

(
qki

)
.

(2.120)

À ce stade, on associe à chaque vecteur �ux une fonction de �ux numérique ϕ, dont le but est d’ap-
proximer l’intégrale du �ux sur une face :

ϕC
(
Q i ,Q j ,ni j

)
≈ 1
|Si j |

ˆ
Si j

F · ni j dS,

ϕD
(
Q i ,Q j ,ni j

)
≈ 1
|Si j |

ˆ
Si j

(
φD −φC

)
· ni j dS,

ϕkd

(
qki ,q

k
j ,ni j

)
≈ 1
|Si j |

ˆ
Si j

(
qk ⊗ vk

)
· ni j dS .

(2.121)

La discrétisation en volumes �nis des systèmes d’équations du mélange homogène et d’une section de
la phase dispersée s’écrit donc �nalement :

∂Q i

∂t
+

∑
j ∈V(i)

|Si j |
|Vc,i |

[
ϕC

(
Q i ,Q j ,ni j

)
− ϕD

(
Q i ,Q j ,ni j

)]
= S

(
Q i

)
,

∂qki
∂t

+
∑

j ∈V(i)

|Si j |
|Vc,i |

ϕkd

(
qki ,q

k
j ,ni j

)
= sk

(
qki

)
.

(2.122)

Notons qu’il s’agit ici de la formulation dite semi-discrète de la méthode des volumes �nis. Il reste en-
core à proposer une stratégie d’intégration temporelle (cf. section 2.2.4). Par ailleurs, le système (2.122)
correspond à une formulation d’ordre 1 en espace pour la partie convective des équations. En e�et, les
schémas de �ux ϕD , ϕC et ϕkd prennent pour arguments les valeurs moyennesQ i ,Q j , qki et qkj stockées
aux centres des cellules. A�n de réduire la di�usion numérique, une discrétisation spatiale d’ordre 2
peut être obtenue.

??Méthode de discrétisation spatiale d’ordre 2 ??

Pour permettre une discrétisation spatiale d’ordre 2, la méthode Muscl est utilisée dans le code
Cedre. Cette technique, proposée initialement par van Leer [156], consiste à remplacer dans l’expres-
sion des �ux numériques les valeurs aux centres des cellules par des valeurs reconstruites aux faces,
sans changer l’expression des �ux eux-mêmes. Si l’on note Q i j et Q ji , ainsi que qki j et qkji , les valeurs
reconstruites de part et d’autre d’une face Si j , alors le système (2.122) devient à l’ordre 2 :

∂Q i

∂t
+

∑
j ∈V(i)

|Si j |
|Vc,i |

[
ϕC

(
Q i j ,Q ji ,ni j

)
− ϕD

(
Q i ,Q j ,ni j

)]
= S

(
Q i

)
,

∂qki
∂t

+
∑

j ∈V(i)

|Si j |
|Vc,i |

ϕkd

(
qki j ,q

k
ji ,ni j

)
= sk

(
qki

)
.

(2.123)

Il existe un certain nombre de méthode Muscl di�érentes dans le contexte de l’approche des volumes
�nis. Dans le cadre de ce mémoire, la méthode utilisée est une méthode dite multipente développée par
Le Touze et al. [91]. Le choix de cette méthode est justi�é par le fait qu’elle se révèle plus robuste et
potentiellement plus précise que d’autres méthodes dites monopentes.
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?? Approximation des �ux convectifs ??

L’expression des fonctions de �ux convectifs ϕC et ϕkd associées respectivement au SPS et au DPS
ne dépend pas de l’ordre de la discrétisation spatiale.

Dans le cas du SPS, les équations résolues ne sont autres que les équations d’Euler pour la partie
convective, auxquelles sont ajoutés des termes de di�usion et des termes sources. Les méthodes numé-
riques utilisées pour approximer les �ux convectifs proviennent donc de la littérature classique dédiée
au système des équations d’Euler, qui est par nature strictement hyperbolique. Dans le cadre de la mé-
thode des volumes �nis, la résolution de ce système d’équations met en jeu une projection de la solution
sur des fonctions continues par morceaux. Cela conduit en réalité à résoudre le problème de Riemann
au niveau de chaque face du maillage, avec pour condition initiale :

U (x , t = 0) = U 0(x) =
{
U L si x < 0
U R si x > 0 , (2.124)

U L et U R désignant respectivement les états à gauche et à droite de la face considérée. Il existe une
multitude d’approches pour résoudre ce problème dans le cadre de la méthode des volumes �nis. Celles-
ci ne sont pas présentées ici, mais le lecteur est invité à se référer aux travaux de Toro [151] pour plus
de détail. Au sein du SPS, la formulation des �ux convectifs repose sur des schémas décentrés basés sur
la résolution approchée du problème de Riemann exact. Notamment, l’un des schémas utilisés dans ce
mémoire est le schéma HLLC (Toro [151]) connu pour sa grande robustesse en présence de gradients
importants de masse volumique. Ce schéma assure également une faible dissipation des discontinuités
de contact dans le cas d’écoulements multi�uides. Malgré tout, le schéma HLLC se révèle excessivement
dissipatif en présence d’écoulements à faible nombre de Mach, comme par exemple pour des jets liquides
à faible vitesse d’injection. Pour limiter cette dissipation numérique, une version dite bas-Mach de ce
schéma (HLLC-BM) a ainsi été proposée par Zuzio et al. [173] sur la base des travaux de Li et Gu
[98]. Cette version bas Mach est basée sur l’introduction d’un terme correctif au sein du schéma HLLC,
destiné à s’activer dans les zones à faible nombre de Mach et à dégénérer vers la formulation initiale du
schéma HLLC lorsque la vitesse du �uide augmente. Cette version bas Mach est elle aussi disponible
au sein du code Cedre et est utilisée dans ce mémoire. Pour une description de ces deux schémas, le
lecteur est invité à lire l’annexe C.

Dans le cas du DPS, l’absence de terme de pression dans l’équation de conservation de la quantité
de mouvement conduit à résoudre un système d’équations de nature faiblement hyperbolique. Une des
conséquences directes est le développement possible de zones d’accumulations non physiques de par-
ticules. Contrairement au cas des équations d’Euler, la création de zones de vide est aussi une solution
possible du système. Pour ces raisons, il est impossible d’utiliser les schémas classiques développés pour
les équations d’Euler. Des schémas dédiés présentés par Bouchut et al. [12] sont alors utilisés.

?? Approximation des �ux di�usifs et capillaires ??

Le rôle de la fonction �ux numérique ϕD , introduite par le système d’équations (2.123), est d’ap-
proximer les vecteursφD etφC des �ux di�usifs et capillaires. Or, nous avons vu en section 2.2.1 que les
�ux de di�usion de quantité de mouvement et d’énergie ainsi que les �ux capillaires sont formulés en
fonction des variables d’état U ainsi que de leurs gradients ∇U . Puisque dans la formulation volumes
�nis les �ux de di�usion sont évalués aux faces des cellules, il apparaît nécessaire de procéder à une
interpolation deU et de ∇U au niveau de ces faces. Pour cela, des moyennes pondérées sont calculées
à partir des états et des gradients dans les cellules Vc,i et Vc,j :{

U i j = f
(
U i ,U j

)
,

(∇U )i j = f∇
(
U i ,U j , (∇U )i , (∇U )j

)
.

(2.125)

Dans ces moyennes, la pondération prend en compte les distances respectives à la face Si j des bary-
centres de celluleBi etB j . Pour évaluer la fonctionϕD , il su�t ensuite d’utiliser ces variables interpolées
dans les modèles associés à chaque �ux (cf. section 2.2.1).
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Intégration temporelle

?? Splitting d’opérateurs ??

Une fois les systèmes semi discrétisés (2.122) (discrétisation spatiale d’ordre 1) ou (2.123) (discréti-
sation spatiale d’ordre 2) formulés, il reste à proposer une stratégie numérique d’intégration temporelle
a�n de déterminer les états actualisés à l’instant tn+1 à partir des états au temps précédent tn . Il est en
général possible de considérer une intégration globale de tous les termes des équations. Cependant,
il a été démontré que cette approche n’est pas la mieux adaptée pour les simulations d’écoulements
diphasiques présentant des termes sources raides (Doisneau et al. [33]). Dans ce cas, il s’avère qu’une
intégration découplée des opérateurs de transport et des termes sources de couplage est plus robuste.
On parle alors de splitting d’opérateurs. Cette méthode d’intégration temporelle permet par ailleurs
l’utilisation de pas de temps plus élevés et adaptés à chaque opérateur, et donc de réduire les coûts de
simulation. C’est cette méthode qui est utilisée dans le code Cedre.

?? Avancement en temps ??

Une fois les di�érents opérateurs d’intégration temporelle dé�nis, il reste à spéci�er les schémas
d’avancement en temps utilisés. Le code Cedre dispose d’un certain nombre de schémas explicites et
implicites. Cependant, seuls les schémas explicites sont présentés ici et utilisés dans ce mémoire. La
majorité de ces schémas peut être formulée selon le formalisme générique des méthodes itératives de
Runge-Kutta (Butcher [17]), c’est-à-dire des méthodes à un seul pas, mais éventuellement à plusieurs
étapes 5.

Pour établir une formulation générique de ces schémas, dé�nissons d’abord le système suivant :

∂Q(t)
∂t

= F
[
t ,Q(t)

]
, (2.126)

où Q peut désigner ici le vecteur des quantités conservées du mélange homogène ou celui de la phase
dispersée, et où F

[
t ,Q(t)

]
regroupe tous les termes autres que la dérivée temporelle des systèmes

d’équations de conservation des deux solveurs (�ux et termes sources). L’idée du formalisme de Runge-
Kutta à plusieurs étapes est alors d’intégrer le système (2.126) sur l’intervalle [tn ,tn+1] :

Q(tn+1) = Q(tn) +
tn+1ˆ

tn

F
[
t ,Q(t)

]
dt , (2.127)

en utilisant un schéma d’intégration à s étapes intermédiaires pour calculer l’intégrale. Si l’on note
ϕt (tn ,Qn ,∆tn) la fonction associée à ce schéma, avec Qn = Q(tn) et ∆tn le pas de temps à l’itération n
tel que tn+1 = tn + ∆tn , on peut alors formuler la méthode de Runge-Kutta à s étapes comme :

Qn+1 = Qn + ∆tnϕt (tn ,Qn ,∆tn), (2.128)

avec la fonction ϕt (tn ,Qn ,∆tn) dé�nie par :

ϕt (tn ,Qn ,∆tn) =
s∑
i=1

bik
i (tn ,Qn ,∆tn), (2.129)

ki (tn ,Qn ,∆tn) = F
[
tn + ∆tnci ,Q

n + ∆tn
s∑
j=1

ai, jk
j (tn ,Qn ,∆tn)

]
1 ≤ i ≤ s . (2.130)

5. Une méthode à un pas ne requiert le stockage des variables qu’au seul instant tn , même si éventuellement plusieurs
étapes intermédiaires sont nécessaires a�n d’obtenir l’instant suivant tn+1. Une méthode à plusieurs pas nécessite en revanche
le stockage de plusieurs instants précédents, par exemple tn et tn−1 pour une méthode à deux pas.
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Par dé�nition, nous avons également :

∀i, ci =
s∑
j=1

ai j . (2.131)

Un schéma donné est donc dé�ni par le nombre d’étapes s ainsi que par les coe�cients ai j et bi . On
représentera généralement cela sous la forme d’un tableau, dit tableau de Butcher [17] :

c1 a11 a12 . . . a1s
c2 a21 a22 . . . a2s
...
...

...
. . .

...

cs as1 as2 . . . ass
b1 b2 . . . bs

. (2.132)

Notons que dans le cas des méthodes explicites, la matrice des coe�cients ai, j est strictement triangu-
laire inférieure. Le tableau de Butcher se simpli�e ainsi en :

0
c2 a21
c3 a31 a32
...
...

...
. . .

cs as1 as2 . . . as,s−1
b1 b2 . . . bs−1 bs

. (2.133)

On comprend donc qu’il puisse exister un très grand nombre de schémas aux propriétés di�érentes.
Nous présentons ici les trois schémas explicites utilisés dans ce mémoire :
− le schéma explicite d’Euler à une seule étape et d’ordre 1. Celui-ci est associé au tableau suivant :

0 0
1 . (2.134)

Ce schéma correspond en réalité à une estimation de l’intégrale présente dans l’équation (2.127)
par la méthode des rectangles ;

− le schéma explicite prédicteur-correcteur, également appelé schéma de Runge-Kutta d’ordre 2 ou
simplement RK2. Il s’agit d’un schéma à deux étapes dé�ni par le tableau suivant :

0 0 0
1/2 1/2 0

0 1
; (2.135)

− un schéma explicite de Runge-Kutta d’ordre 3 que l’on appelle plus simplement RK3. Il s’agit d’un
schéma à trois étapes dé�ni par le tableau suivant :

0 0 0 0
1/3 1/3 0 0
2/3 0 2/3 0

1/4 0 3/4

. (2.136)

Il est important de préciser que la stabilité des schémas explicites est conditionnée par un critère de
type CFL (Courant-Friedrichs-Lewy). Le nombre CFL est dé�ni comme :

CFL = (‖u‖ + c) ∆t
∆x
, (2.137)
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où u et c désignent respectivement la vitesse convective et la vitesse du son, ∆t et ∆x étant les pas de
temps et d’espace. Le pas de temps ∆t doit alors respecter :

∆t < CFLmax

∆x

‖u‖ + c , (2.138)

avec CFLmax la valeur maximale admissible du nombre CFL. Cette valeur limite de stabilité dépend du
schéma considéré et de l’ordre de la discrétisation spatiale. Dans le cas d’une discrétisation spatiale
d’ordre 2, on a par exemple généralement CFLmax ≈ 0.5 pour le schéma RK2 et CFLmax ≈ 0.8 pour le
schéma RK3.
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Deuxième partie

Évaluation et développement du code

CEDRE pour la simulation de

mécanismes acoustiques non linéaires
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Chapitre 3

Formulation analytique de la force de

radiation acoustique exercée sur une

sphère rigide soumise à une onde

acoustique multi-harmonique plane et

stationnaire

La deuxième partie de ce mémoire est destinée à évaluer la capacité du code Cedre à restituer
les mécanismes d’interaction entre une onde acoustique d’amplitude élevée évoluant dans un
milieu gazeux et les structures liquides d’un jet atomisé. Tout d’abord, le chapitre 3 est consacré
à la formulation analytique de la force de radiation acoustique exercée sur des gouttes soumises
à un champ acoustique stationnaire composé de plusieurs harmoniques. Cette nouvelle formu-
lation, dont l’importance est démontrée en �n de chapitre, servira de référence tout au long
de ce mémoire et conduira par ailleurs au développement du code. Le chapitre 4 sera quant à
lui consacré à la validation du solveur Navier-Stokes pour la simulation de la propagation non
linéaire d’ondes acoustiques de haute amplitude et à l’élaboration d’une méthodologie d’excita-
tion acoustique pour imposer une onde stationnaire dans un domaine de calcul. Le chapitre 5
présentera quant à lui la stratégie de validation et d’évolution du code Cedre pour la restitution
des mécanismes de radiation acoustique associés à la présence de structures liquides dans un
champ acoustique stationnaire.
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Chapter 3 : Formulation analytique de la force de radiation acoustique exercée sur une sphère rigide
soumise à une onde acoustique multi-harmonique plane et stationnaire

3.1 Introduction

Il a été fait mention en section 1.2 de l’impact signi�catif que pouvait avoir la pression de radiation
acoustique sur les jets liquides atomisés. En général, les travaux relatifs à l’étude de cette pression de
radiation sont réalisés dans le cadre de la lévitation acoustique (e.g. Lierke et al. [99], Yarin et al. [167])
et ne fait intervenir des ondes acoustiques composées que d’une seule fréquence. Selon Leung et al.

[97], l’in�uence des harmoniques issues des non-linéarités acoustiques sur la force de radiation exer-
cée sur un élément sphérique tel qu’une goutte dans une chambre de résonance ne peut être négligée
au-delà de niveaux acoustiques de l’ordre de 150 dB, soit une amplitude crête-à-crête de �uctuation de
pression dans de l’air d’à peine 2% de la pression atmosphérique. Or, dans le domaine de la propulsion
spatiale à ergols liquides, il est généralement fait référence aux instabilités de combustion de haute fré-
quence dès lors que les oscillations de pression en jeu dépassent environ 10% de la pression moyenne de
chambre (valeur crête-à-crête) (Hardi et al. [65], Huang et Huzel [72]). Dans ce cas, les formulations
analytiques de la littérature issues de considérations mono-harmoniques ne peuvent pas s’appliquer. Il
est alors choisi dans ce chapitre de proposer une formulation multi-harmonique de la force de radiation
acoustique exercée sur une sphère rigide représentant une goutte. Cette formulation pourra ainsi être
utilisée comme référence tout au long de ce mémoire. Le même développement est réalisé en annexe
D pour un élément cylindrique plus représentatif du cœur liquide et des plus gros ligaments caracté-
ristiques des jets liquides dont l’atomisation est assistée par un co-courant gazeux. Bien que la force de
radiation acoustique soit généralement intégrée en temps dans la littérature, la nouvelle formulation
multi-harmonique de ce chapitre est présentée sous une forme instantanée de manière à pouvoir être
ensuite utilisée dans le cadre de simulations numériques instationnaires.

Lors des premiers travaux destinés à l’analyse théorique des mécanismes de radiation acoustique,
l’in�uence de la viscosité du milieu ambiant était généralement négligée. C’est par exemple le cas des
travaux de King [78] et Leung et al. [97] qui proposent une formulation analytique de la force de radia-
tion acoustique moyenne sur une période acoustique 〈Frad〉T exercée sur un objet sphérique en présence
d’ondes acoustiques mono-harmoniques se propageant dans un �uide parfait. Des travaux similaires
ont également été réalisés par Zhuk [170] et Wu et al. [166] pour des objets cylindriques. En 1956,
Mawardi [107] a�rme cependant qu’en présence d’objets de dimension non négligeable comparée à
la longueur d’onde acoustique, une part de l’énergie acoustique incidente est dissipée dans la couche
limite autour de cet objet. Une formulation analytique équivalente à celle de King [78] est alors propo-
sée par la suite par Doinikov [32] pour prendre en compte l’in�uence de la viscosité sur les contraintes
acoustiques exercées sur un objet sphérique.

La formulation analytique générale de Doinikov [32] 〈Frad〉DkvT est comparée dans le tableau 3.1 à
la formulation de King [78] 〈Frad〉KingT adaptée aux �uides parfaits. Ces deux formulations sont équi-
valentes lorsque l’épaisseur de viscosité δ est très faible devant le rayon R de la sphère et la longueur
d’onde acoustique λ (cf. cas 1 du tableau), que l’on considère le cas d’une goutte dans un gaz ou d’une
bulle dans un liquide. En revanche, si l’épaisseur de viscosité devient bien plus grande que le rayon
de la sphère (cf. cas 2 du tableau), plusieurs ordres de grandeur peuvent alors séparer les deux ex-
pressions. Il n’est dans ce cas plus possible de négliger les e�ets de la viscosité du milieu sur la force
de radiation acoustique. Dans le cas d’une goutte dont la masse volumique est nettement plus impor-
tante que celle du milieu ambiant, la déviation engendrée par les contraintes acoustiques peut même
changer de sens. Il est alors essentiel de déterminer l’importance qu’a la viscosité du milieu ambiant
dans le cas de moteurs-fusées. Pour cela, nous nous intéressons ici à deux points de fonctionnement
représentatifs des conditions rencontrées dans les moteurs à ergols liquides. Le premier point de fonc-
tionnement PF-Onera (Rutard et al. [132]) n’est autre que celui simulé lors de la troisième partie de
ce mémoire destinée à l’étude des mécanismes de réponse d’un jet diphasique coaxial inerte sous ex-
citation acoustique transverse par la simulation numérique aux grandes échelles. Le deuxième point
de fonctionnement considéré correspond au point de fonctionnement PF2 associé au banc Mascotte
de l’Onera muni du boîtier Vham destiné à l’étude de la réponse de �ammes subcritiques LOX/GCH4
sous excitation acoustique transverse de haute fréquence (e.g. voir Méry et al. [113]). Pour ces deux
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points de fonctionnement, l’épaisseur de viscosité est évaluée et comparée à la taille caractéristique
des gouttes issues de l’atomisation primaire du jet liquide dans le tableau 3.2. D’après celui-ci, les deux
dimensions sont du même ordre de grandeur dans les deux cas. Il est alors di�cile de conclure à propos
de l’e�et de la viscosité du milieu ambiant sur les contraintes acoustiques exercées sur les gouttes dans
les situations qui nous intéressent. Cependant, les travaux expérimentaux de la littérature destinés à
l’étude de jets liquides atomisés sous excitation acoustique semblent tous dévoiler une déviation de la
phase liquide vers le ventre de vitesse acoustique (VAN) le plus proche du point d’injection, que ce soit
dans des cas inertes (e.g. voir Ficuciello et al. [52]) ou réactifs (e.g. voir Méry [112]), ce qui semble
indiquer que l’on se trouve dans le cas où l’épaisseur de viscosité est faible. Pour la formulation multi-
harmonique de la force de radiation acoustique qui suit, notre choix se porte alors naturellement sur
l’approche retenue par King [78] dans un contexte mono-harmonique, qui néglige donc la viscosité du
milieu ambiant.

1 kacR � 1 �
√
2
δ
R 2 kacR �

√
2
δ
R � 1

Goutte dans un gaz 〈Frad〉DkvT = 〈Frad〉KingT |〈Frad〉DkvT | � |〈Frad〉
King

T |
Déviation vers VAN Déviation vers PAN

Bulle dans un liquide 〈Frad〉DkvT = 〈Frad〉KingT |〈Frad〉DkvT | � |〈Frad〉
King

T |
Déviation vers VAN Déviation vers VAN

Table 3.1 – Comparaison des formulations analytiques de la force de radiation acoustique

moyenne autour d’une sphère avec ou sans prise en compte de la viscosité du

milieu ambiant.

δ =
(
ν0
π fac

) 1
2
, c0 et ν0 : épaisseur de viscosité, vitesse du son et viscosité cinématique dans le milieu ambiant.

fac, kac = 2π fac
c0

et λ = c0
fac

: fréquence, nombre d’onde et longueur d’onde acoustiques.

PF-Onera (Rutard et al. [132]) Vham PF2 (Méry et al. [113])

Rayon R [µm]∗ 50 15
Fréquence acoustique fac [Hz]† ≈ 1 000 3 200
Vitesse du son c0 [m · s−1] 346 1 130
Viscosité cinématique ν0 [m · s−1] 1.6 × 10−5 1.8 × 10−5

Épaisseur de viscosité δ [µm] 71 42
kacR [-] 9.1 × 10−4 2.7 × 10−4√
2
δ
R [-] 1 0.5

Table 3.2 – Évaluation de l’épaisseur de viscosité pour des gouttes de rayon R = 50 µm pour

les points de fonctionnement PF-Onera et Vham PF2.

∗ Le rayon utilisé correspond au rayon moyen des gouttes issues de l’atomisation du jet liquide estimé par Marmottant
et Villermaux [106] (cf. section 1.1.3)

† Pour simpli�er, un seul mode acoustique est considéré pour chacun des points de fonctionnement.
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Chapter 3 : Formulation analytique de la force de radiation acoustique exercée sur une sphère rigide
soumise à une onde acoustique multi-harmonique plane et stationnaire

3.2 Notions générales sur la pression et la force de radiation

acoustique

Ficuciello [51] a récemment e�ectué un travail important de clari�cation de la démarche initia-
lement proposée par King [78], Zhuk [170] et Wu et al. [166] a�n de dé�nir de façon analytique la
pression de radiation acoustique autour d’objets sphériques ou cylindriques, ainsi que la force de radia-
tion résultante. Dans la suite de ce chapitre, l’ensemble de sa démarche est par conséquent présentée
et utilisée pour nous permettre d’aboutir ensuite à la formulation recherchée de la force de radiation
acoustique instantanée s’exerçant sur une sphère positionnée dans un champ acoustique composé de
plusieurs harmoniques.

Considérons ici un �uide parfait et compressible dans lequel se propage une onde acoustique. Sans
viscosité, l’équation d’Euler s’applique :

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −∇p

ρ
, (3.1)

avec p la pression du �uide, u sa vitesse et ρ sa masse volumique. Dans le cas où l’amplitude des �uc-
tuations de pression au passage de l’onde acoustique est modérée, il est possible de linéariser certaines
variables autour de l’état de référence d’indice 0 comme l’enthalpie spéci�que h et la pression : h =
h0 +h

′ et p = p0 +p
′. De plus, l’écoulement peut être considéré isentropique. L’enthalpie spéci�que est

alors formulée comme :

dh = dp
ρ
, (3.2)

où encore :

h − h0 =
p̂

p0

dp
ρ
. (3.3)

Il est possible de relier le gradient ∇h au gradient de pression comme :

∇h =
dh
dp∇p,

=
∇p
ρ
. (3.4)

Ainsi, en associant les équations (3.3) et (3.4) à l’équation d’Euler (3.1), on obtient :

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −∇

p̂

p0

dp
ρ
. (3.5)

En considérant l’écoulement comme irrotationnel (∇ ∧ u = 0), il est possible de dé�nir le potentiel de
vitesse ϕ tel que u = −∇ϕ. De plus, l’identité vectorielle suivante est respectée : (u · ∇)u = ∇ (u · u) /2.
L’intégration spatiale de l’équation (3.5) conduit alors à :

− Ûϕ + 1
2q

2 +

p̂

p0

dp
ρ
= f (t), (3.6)

où Ûϕ = ∂ϕ/∂t , q2 = u · u et f (t) est issue de l’intégration et ne dépend que du temps. Pour simpli�er, il
est possible de remplacer ϕ par ϕ +

´
f (t) dt sans changer la relation u = −∇ϕ. Dans ce cas, l’équation

(3.6) devient :

− Ûϕ + 1
2q

2 +

p̂

p0

dp
ρ
= 0. (3.7)
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Selon la formule de Taylor, la partie �uctuante de l’enthalpie spéci�que autour de l’état de référence
peut être approchée par :

h′ =
dh
dp |p=p0

(p − p0) +
1
2
d2h
dp2 |p=p0

(p − p0)2 + o((p − p0)2)

=
p ′

ρ0
− p ′2

2ρ20c20
+ o(p ′2). (3.8)

où c0 =
(
dp/dρ |ρ=ρ0

)1/2 est la vitesse du son dans le milieu à l’état de référence. Selon cette formulation,
l’équation (3.7) peut s’écrire :

p ′ = ρ0 Ûϕ +
p ′2

2ρ0c20
− ρ02 q2 + o(p ′2). (3.9)

Au �nal, si l’on ne conserve que les termes de premier et second ordres, l’équation (3.9) devient :

p ′ = ρ0 Ûϕ +
ρ0

2c20
Ûϕ2 − ρ02 q2. (3.10)

Cette équation, formulée d’abord par King [78] et dont l’obtention a été nettement clari�ée par Ficu-
ciello [51], est un résultat clef sur lequel nous nous appuierons dans la suite de ce chapitre. La pression
de radiation acoustique prad est en e�et dé�nie comme la moyenne temporelle des �uctuations locales
de pression sur une période acoustique T = 1/fac :

prad = 〈p ′〉T =
1
T

T̂

0

p ′ dt . (3.11)

Quelle que soit la nature des ondes acoustiques (progressives ou stationnaires), la distribution de prad
di�ère grandement selon qu’un obstacle se présente sur le parcours des ondes ou non.

Lorsque l’onde acoustique se propage dans un milieu sans obstacle, la moyenne temporelle de Ûϕ est
nulle. La pression de radiation peut ainsi être reformulée :

prad =
〈p ′2〉T
2ρ0c20

− ρ02 〈q
2〉T . (3.12)

Dans ce cas, prad apparaît comme la di�érence entre les énergies acoustiques potentielle et cinétique
moyennes (Lee et Wang [93]). Dans la littérature, la pression de radiation acoustique est fréquemment
associée aux non-linéarités acoustiques car elle peut être négligée lorsque l’amplitude des �uctuations
de pression est très faible. En e�et, dans le domaine de l’acoustique linéaire, il est généralement fait
l’hypothèse que les �uctuations de pression sont su�samment faibles pour ne considérer que le premier
terme d’ordre 1 dans la formulation des �uctuations de pression (3.10). Puisque la moyenne temporelle
de Ûϕ est nulle dans le cas où l’onde acoustique se propage sans rencontrer d’obstacle, cette hypothèse
conduit à une valeur nulle de la pression de radiation acoustique dans l’ensemble du milieu quelle que
soit la nature de l’onde. En revanche, lorsque l’amplitude d’oscillation acoustique est plus importante,
tout en restant su�samment faible pour valider l’hypothèse d’écoulement isentropique, les termes de
second ordre de l’équation (3.10) ne peuvent plus être négligés. Dans ce cas, prad est potentiellement
non nulle, même sans obstacle, et dépend de la nature de l’onde. 1

Dans le cas où un obstacle est positionné dans le champ acoustique, les ondes sont ré�échies à sa
surface, modi�ant ainsi la distribution des �uctuations de pression p ′ à proximité. Si cette distribution

1. Pour compléter cette analyse des propriétés non linéaires de la pression de radiation acoustique, p
rad

est formulée en
annexe E dans le cas d’une onde progressive ou stationnaire sans obstacle.
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est asymétrique, une force de radiation acoustique F rad s’exerce alors sur l’obstacle. Celle-ci est dé�nie
par :

F rad = −
‹

S
p ′n dS, (3.13)

oùn est le vecteur unitaire normal à l’objet orienté vers l’extérieur et S sa surface. Dans le cas où l’objet
est libre, la force de radiation acoustique peut engendrer un déplacement de celui-ci dans la direction
de propagation des ondes acoustiques. Pour formuler cette force de façon analytique, il est nécessaire
de pouvoir exprimer les �uctuations de pression p ′ et donc, d’après l’équation (3.10), le potentiel de
vitesse ϕ.

Si l’on noteU la vitesse de déplacement de l’objet, la dérivée du potentiel de vitesse dans un repère
centré sur l’objet s’exprime :

dϕ
dt =

∂ϕ

∂t
+U · ∇ϕ = Ûϕ +U · ∇ϕ . (3.14)

Par ailleurs, d’après Lamb [84], puisque le �uide reste en contact avec l’objet au cours de son déplace-
ment, la condition à la limite suivante est respectée à sa surface :

U · n = un = −∇ϕ · n, (3.15)

avec un = u · n la composante normale de vitesse du �uide en tout point à la surface de l’objet. Pour
une onde acoustique d’amplitude modérée, le potentiel de vitesse ϕ est solution de l’équation d’onde
acoustique dé�nie par :

∇2ϕ −
(
∂2ϕ/∂t2

)
/c20 = 0. (3.16)

Puisque cette équation est linéaire, le potentiel de vitesse peut être scindé en une contribution incidente
ϕin et une contribution ré�échie à la surface de l’obstacle ϕréf : ϕ = ϕin + ϕréf. À ce stade, le caractère
mono- ou multi-harmonique de l’onde acoustique n’a pas encore été considéré. Dans le cas d’une onde
acoustique composée de Nh harmoniques, le caractère linéaire de l’équation d’onde (3.16) permet éga-
lement de décomposer le potentiel de vitesse en fonction des contributions de chaque mode comme :

ϕ =

Nh∑
i=1

ϕi =

Nh∑
i=1

(
ϕin, i + ϕréf, i

)
. (3.17)

C’est sur la base de cette décomposition que l’on propose dans la suite de ce chapitre de formuler
analytiquement la force de radiation acoustique dans un contexte multi-harmonique. Pour aller plus
loin dans cette formulation, il est néanmoins nécessaire d’e�ectuer une hypothèse quant à la forme de
l’obstacle. Dans la suite de ce chapitre, on considère un objet sphérique soumis à une onde acoustique
plane stationnaire multi-harmonique. Cet objet sphérique représente en réalité une goutte issue de
l’atomisation d’un jet liquide. Rappelons que la même dérivation est réalisée en annexe D pour un
élément cylindrique plus représentatif du cœur liquide et des plus gros ligaments.

3.3 Cas particulier d’un objet sphérique

3.3.1 Formulation de la force de radiation acoustique instantanée

Considérons ici un objet sphérique de rayon R quelconque, positionné dans un champ acoustique
plan stationnaire. La �gure 3.1 dé�nit les référentiels cartésien (O, eX , eY , eZ ) et sphérique (O, er , eθ ,
eφ ) centrés sur l’objet. Dans le cas d’une onde acoustique plane, la distribution spatiale des �uctuations
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X

Y

Z

r

eY

eX
eZ

er

e

e

O

Figure 3.1 – Dé�nition des référentiels cartésien (O, eX , eY , eZ ) et sphérique (O, er , eθ , eφ )
considérés.

de pression à la surface de la sphère suit une symétrie de révolution autour de l’axe acoustique. Si l’on
considère des ondes acoustiques se propageant le long de l’axe eX , l’équation (3.13) donne :

F rad = −2πR2
π̂

0

p ′ cosθ sinθ dθ eX . (3.18)

La force de radiation acoustique induit alors un déplacement de la sphère le long de l’axe acoustique,
soit U = UeX . Comme l’indique King [78], la condition à la limite (3.15) devient ainsi :

−∂ϕ
∂r |r=R

= U cosθ . (3.19)

En combinant les équations (3.10) et (3.18) et en posant µ = cosθ , il est possible d’exprimer la force de
radiation acoustique comme :

Frad = −2πR2
1ˆ

−1

p ′µ dµ,

= −2πR2ρ0

1ˆ

−1

( Ûϕ + 1
2c20
Ûϕ2 − 1

2q
2)µ dµ . (3.20)

Pour évaluer cette force, il apparaît alors nécessaire d’exprimer le potentiel de vitesse. Dans le cas
d’une onde plane se propageant le long de l’axe eX , King [78] exprime le potentiel de vitesse de l’onde
incidente ϕin dans le référentiel (O, eX , eY , eZ ) comme 2 :

ϕin =

Nh∑
i=1

ϕin, i =
1
2

Nh∑
i=1

Ai

(
e− ikac, i(X+h) + eikac, i(X+h)

)
ei(ωi t+ψi ), (3.21)

avec Ai = pac, i/(ρ0 c0 kac, i), pac, i étant l’amplitude des �uctuations de pression du mode acoustique i , ωi
= 2π fac, i sa pulsation, fac, i sa fréquence, ψi sa phase et kac, i = ωi/c0 son nombre d’onde. De plus, t est
le temps, X correspond à la coordonnée le long de l’axe eX et h représente la distance entre le centre
de la sphère et un ventre de pression acoustique (PAN) de référence commun à tous les harmoniques.

Dans un milieu fermé comme une chambre de combustion d’un moteur à ergols liquides, les modes
acoustiques susceptibles de croître par résonance sont ceux dont la fréquence est une des fréquences

2. Cette formulation correspond à un champ acoustique dé�ni par p′(X ) =
Nh∑
i=1
−pac, i sin (ωi t +ψi ) cos (kac, i(X + h)) loin

de l’objet. Proche de l’objet, le champ de pression est en revanche modi�é par l’onde ré�échie.
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propres du système. Dans ce cas, si l’on note fac, 1 la fréquence fondamentale du système, alors la fré-
quence de l’harmonique i est fac, i = i fac, 1. Dans ces conditions, les travaux de King [78] nous permettent
d’exprimer la partie réelle du potentiel de vitesse (composantes incidente et ré�échie incluses) dans le
référentiel (O, er , eθ , eφ ) comme :

R {ϕ} =
Nh∑
i=1
R {ϕi },

=

Nh∑
i=1

[
cosΦi

∞∑
n=0

[
Rn, i (r )Pn(cosθ )

]
+ sinΦi

∞∑
n=0

[
Sn, i (r )Pn(cosθ )

] ]
, (3.22)

avec Φi = ωit + ψi . Pour simpli�er, l’opérateur R {·} sera omis par la suite. Dans cette formulation,
Pn(cosθ ) est le polynôme de Legendre de degré n tandis que les deux fonctions Rn, i (r ) et Sn, i (r ) sont
dé�nies par : 

Rn, i (r ) =
Ai

(kac, ir )n+1
(2n + 1) cos (kac, ih + 1

2nπ )
Fn(kac, ir )
H 2

n (kac, ir )
,

Sn, i (r ) = −
Ai

(kac, ir )n+1
(2n + 1) cos (kac, ih + 1

2nπ )
Gn(kac, ir )
H 2

n (kac, ir )
.

(3.23)

On dé�nit également les fonctions Fn(kac, ir ), Gn(kac, ir ) etHn(kac, ir ) par :{
Fn(kac, ir ) = (kac, ir )2 fn+1(kac, ir ) − nfn(kac, ir ) si n , 1,

F1(kac, ir ) = (kac, ir )2 f2(kac, ir ) − (1 − η) f1(kac, ir ),
(3.24)

{
Gn(kac, ir ) = (kac, ir )2дn+1(kac, ir ) − nдn(kac, ir ) si n , 1,

G1(kac, ir ) = (kac, ir )2д2(kac, ir ) − (1 − η)д1(kac, ir ),
(3.25)

et

H 2
n (kac, ir ) = F 2

n (kac, ir ) + G2
n(kac, ir ), (3.26)

avec η = ρ0/ρ1 le rapport entre les masses volumiques du milieu ρ0 et de l’objet ρ1. En�n, les fonctions
fn(kac, ir ) et дn(kac, ir ) respectent :


fn(kac, ir ) = (−1)n(kac, ir )−n

(
π

2kac, ir

)1/2
J−n− 1

2
(kac, ir ),

дn(kac, ir ) = (kac, ir )−n
(

π

2kac, ir

)1/2
Jn+ 1

2
(kac, ir ),

(3.27)

avec Jν (kac, ir ) la fonction de Bessel de première espèce d’ordre ν .

Il est important de préciser ici que pour aboutir aux expressions (3.21) et (3.22), King [78] a été
contraint de considérer le terme h constant, malgré le fait que ce terme dépende en réalité du temps
puisque l’objet se déplace sous l’e�et de la force de radiation acoustique. De façon implicite, King [78]
considère donc que le déplacement de l’objet au cours d’une période d’oscillation est très petit devant
la longueur d’onde acoustique et peut donc être négligé dans l’expression du potentiel de vitesse. Bien
que cette hypothèse simpli�e l’expression analytique du potentiel de vitesse dans le référentiel (O, eX ,
eY , eZ ), la formulation (3.22) qui en découle présente le défaut de conduire, une fois introduite dans
l’expression (3.20), à négliger l’in�uence du déplacement de l’objet sur la force de radiation acoustique.

88



3.3 Cas particulier d’un objet sphérique

Pour aboutir à une formulation �nale de F rad prenant en compte cette in�uence dans l’hypothèse d’un
faible déplacement de l’objet, King [78] reformule l’équation (3.14) comme :

Ûϕ = dϕ
dt −U cosθ ∂ϕ

∂r
+U

sinθ
r

∂ϕ

∂θ
, (3.28)

et l’intègre dans l’expression (3.20) de la force de radiation acoustique qui devient alors :

Frad = − 2πR2ρ0

1ˆ

−1

dϕ
dt |r=R

µ dµ︸                          ︷︷                          ︸
Fl

− 2πR2ρ0

1ˆ

−1

(
−U µ ∂ϕ

∂r |r=R
+U

µ2 − 1
R

∂ϕ

∂µ |r=R

)
µ dµ︸                                                              ︷︷                                                              ︸

FU

− πR2ρ0

c20

1ˆ

−1

Ûϕ2µ dµ︸                  ︷︷                  ︸
Fϕ

+ πR2ρ0

1ˆ

−1

q2µ dµ︸              ︷︷              ︸
Fq

.

(3.29)

Ainsi, on voit apparaître dans l’expression (3.29) le terme FU représentant une part de l’in�uence du
déplacement de l’objet de vitesseU sur Frad. Notons que cette expression est valable que l’on considère
le terme h constant ou non dans l’expression du potentiel de vitesse ϕ. Les conséquences de considérer
la variation temporelle de h comme négligeable sont détaillées dans la suite de ce chapitre lors du
développement des termes Fl , FU , Fϕ et Fq . Les conclusions associées découlent de discussions réalisées
dans le cadre de la coopération avec le Coria (Baillot et Rutard [6]).

Outre l’aspect multi-harmonique, l’originalité des développements qui suivent réside dans la consi-
dération du caractère instantané des équations. En e�et, c’est en général la moyenne temporelle de la
force de radiation acoustique qui est considérée dans la littérature. Puisque cette nouvelle formulation
multi-harmonique est destinée à être utilisée dans le cadre de simulations numériques instationnaires,
l’aspect instantané des équations ne peut pas être omis ici. Aucune intégration temporelle n’est donc
réalisée.

Formulation analytique de Fl

Le terme Fl de l’équation (3.29) représente la dérivée temporelle du potentiel de vitesse ϕ dans le
référentiel lié à l’objet. De manière à en simpli�er le calcul, King [78] considère que l’in�uence du
déplacement de l’objet sur ce terme est négligeable et qu’il peut être approché à l’ordre 1 par la dérivée
partielle en temps Ûϕ du potentiel de vitesse tout en considérant h constant dans l’expression (3.22). Le
développement du potentiel de vitesse induit alors :

Fl = −2πR2ρ0

1ˆ

−1

Nh∑
i=1

ωi

[
cosΦi

∞∑
n=0

[
Sn, i (R)Pn(µ)

]
− sinΦi

∞∑
n=0

[
Rn, i (R)Pn(µ)

] ]
µ dµ . (3.30)

D’après la dé�nition des polynômes de Legendre, il est possible de prouver la propriété suivante :
1ˆ

−1

Pn(µ)Pm(µ) dµ =


2
2n + 1 si m = n,

0 sinon.
(3.31)

Ainsi, puisque P1(µ) = µ, Fl devient :

Fl =
4
3πR

2ρ0

Nh∑
i=1

ωi
[
sinΦiR1, i (R) − cosΦiS1, i (R)

]
. (3.32)

Fl est donc la somme des contributions d’ordre 1 de chaque harmonique à la force de radiation acous-
tique.
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Formulation analytique de FU

Le terme FU d’ordre 2 permet de tenir compte du déplacement de l’objet lors de l’évaluation de Frad.
Ce terme est donc nul dans le cas d’une sphère immobile. D’après la condition à la limite (3.19), il est
possible d’écrire :

FU = −2πR2ρ0U

1ˆ

−1

(
U µ2 +

µ2 − 1
R

∂ϕ

∂µ |r=R

)
µ dµ,

= −2πRρ0U
1ˆ

−1

(
µ2 − 1

) ∂ϕ
∂µ |r=R

µ dµ . (3.33)

Comme précédemment, ce terme est évalué en considérant h constant dans l’expression (3.22) du po-
tentiel de vitesse. L’in�uence du déplacement de l’objet sur Frad n’est donc prise en compte qu’à travers
la vitesse de déplacement de l’objet U . Une intégration par partie combinée à la propriété (3.31) des
polynômes de Legendre conduit à :

FU = −2πRρ0U
©«
[
(µ2 − 1)µϕ

]1
−1︸            ︷︷            ︸

= 0

−
1ˆ

−1

(3µ2 − 1)︸    ︷︷    ︸
= 2P2(µ)

ϕ dµ
ª®®®®¬
,

= 4πRρ0U
1ˆ

−1

P2(µ)
Nh∑
i=1

[
cosΦi

∞∑
n=0

[
Rn, i (R)Pn(µ)

]
+ sinΦi

∞∑
n=0

[
Sn, i (R)Pn(µ)

] ]
dµ,

=
8
5πRρ0U

Nh∑
i=1

[
cosΦiR2, i (R) + sinΦiS2, i (R)

]
. (3.34)

Le principe fondamental de la dynamique indique :

Frad = −2πR2
1ˆ

−1

p ′µ dµ =ms
dU
dt , (3.35)

avec ms = 4
3πR

3ρ1 la masse de la sphère 3. A�n de formuler la vitesse de déplacement de la sphère U ,
King [78] a�rme qu’il est su�sant de ne considérer que le terme d’ordre 1 des �uctuations de pression
(3.10). L’équation (3.35) conjuguée à la propriété des polynômes de Legendre (3.31) devient alors :

U = −2πR
2ρ0

ms

1ˆ

−1

ϕµ dµ,

= − 3η2R

1ˆ

−1

Nh∑
i=1

[
cosΦi

∞∑
n=0

[
Rn, i (R)Pn(µ)

]
+ sinΦi

∞∑
n=0

[
Sn, i (R)Pn(µ)

] ]
µ dµ,

= −η
R

Nh∑
i=1

[
cosΦiR1, i (R) + sinΦiS1, i (R)

]
. (3.36)

3. Selon Lamb [84], puisque la sphère est en mouvement, un terme supplémentaire s’ajoute au potentiel de vitesse : ϕs =
UR3 cosθ/(2r2). Une fois intégré sur la surface de la sphère, ce terme donne lieu à une force Fs = −m′sdU /dt dans l’équation
(3.35). Dans ce cas,m′s = 2

3πR
3ρ0 peut être vue comme une masse ajoutée à la masse de la sphère. Cependant, puisque ρ0 � ρ1

dans le cas d’une goutte liquide dans un milieu gazeux, cette masse ajoutée peut être négligée ici.
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On obtient alors �nalement :

FU = −
8
5πρ0η

Nh∑
i=1

[
cosΦiR1, i (R) + sinΦiS1, i (R)

] Nh∑
i=1

[
cosΦiR2, i (R) + sinΦiS2, i (R)

]
. (3.37)

Contrairement à Fl , la composante FU contient des termes de couplage entre les di�érents harmoniques
proportionnels à leurs amplitudes respectives.

Formulation analytique de Fϕ

Le terme Fϕ de l’équation (3.29) est un terme d’ordre 2 issu des �uctuations de la densité d’énergie
potentielle acoustique. En décomposant le potentiel de vitesse selon les contributions des di�érents
harmoniques, on a :

Fϕ = −
πR2ρ0

c20

1ˆ

−1

( Nh∑
i=1

Ûϕi
2
+ 2

∑
1≤i<j≤Nh

Ûϕi Ûϕ j

)
µ dµ . (3.38)

D’après l’équation (3.28), il est possible de considérer avec une précision d’ordre 2 :

Ûϕi Ûϕ j ≈
dϕi
dt

dϕ j
dt , (3.39)

ce qui donne lieu à :

Fϕ = −
πR2ρ0

c20

1ˆ

−1

Nh∑
i=1

(
dϕi
dt |r=R

)2
µ dµ︸                                   ︷︷                                   ︸

Fϕ1

−2πR
2ρ0

c20

1ˆ

−1

∑
1≤i<j≤Nh

(
dϕi
dt |r=R

dϕ j
dt |r=R

)
µ dµ︸                                                       ︷︷                                                       ︸

Fϕ2

. (3.40)

Si l’on considère, tout comme pour le terme Fl , que l’in�uence du déplacement de l’objet sur Fϕ est
négligeable, le développement de ϕ selon l’équation (3.22) conduit à :

Fϕ1 = − πR2ρ0

c20

1ˆ

−1

Nh∑
i=1

ω2
i cos2 Φi

( ∞∑
n=0
Sn, i (R)Pn(µ)

)2µ dµ
− πR2ρ0

c20

1ˆ

−1

Nh∑
i=1

ω2
i sin2 Φi

( ∞∑
n=0
Rn, i (R)Pn(µ)

)2µ dµ
+

2πR2ρ0

c20

1ˆ

−1

Nh∑
i=1

[
ω2
i cosΦi sinΦi

∞∑
n=0
Sn, i (R)Pn(µ)

∞∑
m=0
Rm, i (R)Pm(µ)

]
µ dµ .

(3.41)

D’après la dé�nition des polynômes de Legendre, il peut être démontré que :

1ˆ

−1

Pn(µ)Pm(µ)µ dµ =


2(n + 1)
(2n + 1)(2n + 3) = Bn si m = n + 1,

0 sinon.
(3.42)
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Par conséquent, en posant αi = kac, iR, Fϕ1 devient :

Fϕ1 = − 2πρ0
Nh∑
i=1

[
α2
i cos2 Φi

∞∑
n=0
BnSn, i (R)Sn+1, i (R)

]
− 2πρ0

Nh∑
i=1

[
α2
i sin2 Φi

∞∑
n=0
BnRn, i (R)Rn+1, i (R)

]
+ 2πρ0

Nh∑
i=1

[
α2
i cosΦi sinΦi

∞∑
n=0
Bn

(
Sn, i (R)Rn+1, i (R) + Sn+1, i (R)Rn, i (R)

)]
.

(3.43)

Fϕ1 est donc la somme des contributions d’ordre 2 de chaque harmonique liées aux �uctuations de la
densité d’énergie potentielle acoustique.

En ce qui concerne le terme Fϕ2 de l’équation (3.40), le développement du potentiel de vitesse selon
les contributions des di�érents modes acoustiques donne :

Fϕ2 = − 2πR2ρ0

c20

1ˆ

−1

∑
1≤i<j≤Nh

[
ωiωj cosΦi cosΦj

∞∑
n=0
Sn, i (R)Pn(µ)

∞∑
m=0
Sm, j (R)Pm(µ)

]
µ dµ

− 2πR2ρ0

c20

1ˆ

−1

∑
1≤i<j≤Nh

[
ωiωj sinΦi sinΦj

∞∑
n=0
Rn, i (R)Pn(µ)

∞∑
m=0
Rm, j (R)Pm(µ)

]
µ dµ

+
2πR2ρ0

c20

1ˆ

−1

∑
1≤i<j≤Nh

[
ωiωj cosΦi sinΦj

∞∑
n=0
Sn, i (R)Pn(µ)

∞∑
m=0
Rm, j (R)Pm(µ)

]
µ dµ

+
2πR2ρ0

c20

1ˆ

−1

∑
1≤i<j≤Nh

[
ωiωj sinΦi cosΦj

∞∑
n=0
Rn, i (R)Pn(µ)

∞∑
m=0
Sm, j (R)Pm(µ)

]
µ dµ .

(3.44)

D’après la propriété du polynôme de Legendre (3.42), on obtient �nalement :

Fϕ2 = − 2πρ0
∑

1≤i<j≤Nh

[
αiα j cosΦi cosΦj

∞∑
n=0
Bn

(
Sn, i (R)Sn+1, j (R) + Sn+1, i (R)Sn, j (R)

)]
− 2πρ0

∑
1≤i<j≤Nh

[
αiα j sinΦi sinΦj

∞∑
n=0
Bn

(
Rn, i (R)Rn+1, j (R) + Rn+1, i (R)Rn, j (R)

)]
+ 2πρ0

∑
1≤i<j≤Nh

[
αiα j cosΦi sinΦj

∞∑
n=0
Bn

(
Sn, i (R)Rn+1, j (R) + Sn+1, i (R)Rn, j (R)

)]
+ 2πρ0

∑
1≤i<j≤Nh

[
αiα j sinΦi cosΦj

∞∑
n=0
Bn

(
Rn, i (R)Sn+1, j (R) + Rn+1, i (R)Sn, j (R)

)]
.

(3.45)

Contrairement à Fϕ1, la composante Fϕ2 représente les termes de couplage entre les di�érents harmo-
niques proportionnels à leurs amplitudes respectives.

Formulation analytique de Fq

Le terme Fq de l’équation (3.29) est un terme d’ordre 2 issu des �uctuations de la densité d’énergie
cinétique acoustique. L’expression de q2 en coordonnées sphériques est :

q2 = ‖ − ∇ϕ‖2,

=

(
∂ϕ

∂r

)2
+

(
1
R

∂ϕ

∂θ

)2
. (3.46)
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En utilisant cette formulation et la condition à la limite (3.19), le terme Fq de l’équation (3.29) devient :

Fq = πR2ρ0

1ˆ

−1

[
U 2µ2 +

(
1
R

∂ϕ

∂θ |r=R

)2]
µ dµ,

= πρ0

1ˆ

−1

(
∂ϕ

∂µ |r=R

)2
(1 − µ2)µ dµ . (3.47)

En décomposant le potentiel de vitesse selon les contributions de chaque mode acoustique, on a :

Fq = πρ0

1ˆ

−1

Nh∑
i=1

(
∂ϕi
∂µ |r=R

)2 (
1 − µ2

)
µ dµ︸                                         ︷︷                                         ︸

Fq1

+ 2πρ0
1ˆ

−1

∑
1≤i<j≤Nh

[
∂ϕi
∂µ |r=R

∂ϕ j

∂µ |r=R

] (
1 − µ2

)
µ dµ︸                                                            ︷︷                                                            ︸

Fq2

.

(3.48)

D’après l’équation (3.22), le terme Fq1 peut être reformulé :

Fq1 = πρ0

1ˆ

−1

Nh∑
i=1

cos2 Φi

( ∞∑
n=0
Rn, i (R)

∂Pn
∂µ

)2
(
1 − µ2

)
µ dµ

+ πρ0

1ˆ

−1

Nh∑
i=1

sin2 Φi

( ∞∑
n=0
Sn, i (R)

∂Pn
∂µ

)2
(
1 − µ2

)
µ dµ

+ 2πρ0
1ˆ

−1

Nh∑
i=1

[
cosΦi sinΦi

∞∑
n=0
Rn, i (R)

∂Pn
∂µ

∞∑
m=0
Sm, i (R)

∂Pm
∂µ

] (
1 − µ2

)
µ dµ .

(3.49)

D’après la dé�nition des polynômes de Legendre, il est possible de démontrer que :

ˆ 1

−1

∂Pn
∂µ

∂Pm
∂µ
(1 − µ2)µ dµ =


2n(n + 1)(n + 2)
(2n + 1)(2n + 3) = An si m = n + 1,

0 sinon.
(3.50)

Le terme Fq1 s’écrit alors :

Fq1 = 2πρ0
Nh∑
i=1

[
cos2 Φi

∞∑
n=0
AnRn, i (R)Rn+1, i (R)

]
+ 2πρ0

Nh∑
i=1

[
sin2 Φi

∞∑
n=0
AnSn, i (R)Sn+1, i (R)

]
+ 2πρ0

Nh∑
i=1

[
cosΦi sinΦi

∞∑
n=0
An

(
Rn, i (R)Sn+1, i (R) + Rn+1, i (R)Sn, i (R)

)]
.

(3.51)

Fq1 est donc la somme des contributions d’ordre 2 de chaque harmonique liées aux �uctuations de la
densité d’énergie cinétique acoustique.
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En ce qui concerne le terme Fq2 de l’équation (3.48), le développement de ϕ selon les contributions
des di�érents modes acoustiques donne :

Fq2 = 2πρ0
1ˆ

−1

∑
1≤i<j≤Nh

[
[cosΦi cosΦj

∞∑
n=0
Rn, i (R)

∂Pn
∂µ

∞∑
m=0
Rm, j (R)

∂Pm
∂µ

] (
1 − µ2

)
µ dµ

+ 2πρ0
1ˆ

−1

∑
1≤i<j≤Nh

[
[sinΦi sinΦj

∞∑
n=0
Sn, i (R)

∂Pn
∂µ

∞∑
m=0
Sm, j (R)

∂Pm
∂µ

] (
1 − µ2

)
µ dµ

+ 2πρ0
1ˆ

−1

∑
1≤i<j≤Nh

[
[cosΦi sinΦj

∞∑
n=0
Rn, i (R)

∂Pn
∂µ

∞∑
m=0
Sm, j (R)

∂Pm
∂µ

] (
1 − µ2

)
µ dµ

+ 2πρ0
1ˆ

−1

∑
1≤i<j≤Nh

[
[sinΦi cosΦj

∞∑
n=0
Sn, i (R)

∂Pn
∂µ

∞∑
m=0
Rm, j (R)

∂Pm
∂µ

] (
1 − µ2

)
µ dµ .

(3.52)

D’après la propriété des polynômes de Legendre (3.50), on obtient �nalement :

Fq2 = 2πρ0
∑

1≤i<j≤Nh

[
cosΦi cosΦj

∞∑
n=0
An

(
Rn, i (R)Rn+1, j (R) + Rn+1, i (R)Rn, j (R)

)]
+ 2πρ0

∑
1≤i<j≤Nh

[
sinΦi sinΦj

∞∑
n=0
An

(
Sn, i (R)Sn+1, j (R) + Sn+1, i (R)Sn, j (R)

)]
+ 2πρ0

∑
1≤i<j≤Nh

[
cosΦi sinΦj

∞∑
n=0
An

(
Rn, i (R)Sn+1, j (R) + Rn+1, i (R)Sn, j (R)

)]
+ 2πρ0

∑
1≤i<j≤Nh

[
sinΦi cosΦj

∞∑
n=0
An

(
Sn, i (R)Rn+1, j (R) + Sn+1, i (R)Rn, j (R)

)]
.

(3.53)

Contrairement à Fq1, la composante Fq2 représente les termes de couplage entre les di�érents harmo-
niques proportionnels à leurs amplitudes respectives.

Formulation complète de F rad

Puisque l’on a considéré tout au long de ce chapitre le terme h constant dans l’expression du poten-
tiel de vitesse, on obtient au �nal le système d’équations suivant qui n’est valable que pour des vitesses
de déplacement faibles de l’objet considéré :

Système d’équations (3.54)

Frad = Fl + FU + Fϕ1 + Fϕ2 + Fq1 + Fq2,

Fl =
4
3πR

2ρ0

Nh∑
i=1

ωi
[
sinΦiR1, i (R) − cosΦiS1, i (R)

]
,

FU = −
8
5πρ0η

Nh∑
i=1

[
cosΦiR1, i (R) + sinΦiS1, i (R)

] Nh∑
i=1

[
cosΦiR2, i (R) + sinΦiS2, i (R)

]
,
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Fϕ1 = − 2πρ0
Nh∑
i=1

[
α2
i cos2 Φi

∞∑
n=0
BnSn, i (R)Sn+1, i (R)

]
− 2πρ0

Nh∑
i=1

[
α2
i sin2 Φi

∞∑
n=0
BnRn, i (R)Rn+1, i (R)

]
+ 2πρ0

Nh∑
i=1

[
α2
i cosΦi sinΦi

∞∑
n=0
Bn

(
Sn, i (R)Rn+1, i (R) + Sn+1, i (R)Rn, i (R)

)]
,

Fϕ2 = − 2πρ0
∑

1≤i<j≤Nh

[
αiα j cosΦi cosΦj

∞∑
n=0
Bn

(
Sn, i (R)Sn+1, j (R) + Sn+1, i (R)Sn, j (R)

)]
− 2πρ0

∑
1≤i<j≤Nh

[
αiα j sinΦi sinΦj

∞∑
n=0
Bn

(
Rn, i (R)Rn+1, j (R) + Rn+1, i (R)Rn, j (R)

)]
+ 2πρ0

∑
1≤i<j≤Nh

[
αiα j cosΦi sinΦj

∞∑
n=0
Bn

(
Sn, i (R)Rn+1, j (R) + Sn+1, i (R)Rn, j (R)

)]
+ 2πρ0

∑
1≤i<j≤Nh

[
αiα j sinΦi cosΦj

∞∑
n=0
Bn

(
Rn, i (R)Sn+1, j (R) + Rn+1, i (R)Sn, j (R)

)]
,

Fq1 = 2πρ0
Nh∑
i=1

[
cos2 Φi

∞∑
n=0
AnRn, i (R)Rn+1, i (R)

]
+ 2πρ0

Nh∑
i=1

[
sin2 Φi

∞∑
n=0
AnSn, i (R)Sn+1, i (R)

]
+ 2πρ0

Nh∑
i=1

[
cosΦi sinΦi

∞∑
n=0
An

(
Rn, i (R)Sn+1, i (R) + Rn+1, i (R)Sn, i (R)

)]
,

Fq2 = 2πρ0
∑

1≤i<j≤Nh

[
cosΦi cosΦj

∞∑
n=0
An

(
Rn, i (R)Rn+1, j (R) + Rn+1, i (R)Rn, j (R)

)]
+ 2πρ0

∑
1≤i<j≤Nh

[
sinΦi sinΦj

∞∑
n=0
An

(
Sn, i (R)Sn+1, j (R) + Sn+1, i (R)Sn, j (R)

)]
+ 2πρ0

∑
1≤i<j≤Nh

[
cosΦi sinΦj

∞∑
n=0
An

(
Rn, i (R)Sn+1, j (R) + Rn+1, i (R)Sn, j (R)

)]
+ 2πρ0

∑
1≤i<j≤Nh

[
sinΦi cosΦj

∞∑
n=0
An

(
Sn, i (R)Rn+1, j (R) + Sn+1, i (R)Rn, j (R)

)]
.

3.3.2 Formulation de la force de radiation acoustique moyenne

Comme précisé précédemment, c’est en général la moyenne temporelle de la force de radiation
acoustique qui est considérée dans la littérature. Celle-ci est dé�nie par :

〈Frad〉T =
1
T

T̂

0

Frad dt , (3.55)

oùT est la période acoustique, également dé�nie comme l’inverse de la fréquence d’oscillation. Dans le
cas présent, où plusieurs harmoniques de fréquence fac, i = i fac, 1 sont considérés, la période de moyenne
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T est la période acoustique la plus élevée, i.e.T =Tac, 1. D’après le système (3.54), la moyenne temporelle
de la force de radiation acoustique peut s’écrire :

〈Frad〉T =
1
T

T̂

0

(
Fl + FU + Fϕ + Fq

)
dt , (3.56)

= 〈Fl 〉T + 〈FU 〉T + 〈Fϕ1〉T + 〈Fϕ2〉T + 〈Fq1〉T + 〈Fq2〉T . (3.57)

Par ailleurs, puisque chaque mode acoustique constitue un harmonique du mode principal de fréquence
fac, 1, on a :

T̂

0

cosΦi cosΦj dt =
T̂

0

cos
(
(ωi − ωj )t +ψi −ψj

)
+ cos

(
(ωi + ωj )t +ψi +ψj

)
2 dt ,

=


T

2 si i = j,

0 sinon,
(3.58)

T̂

0

sinΦi sinΦj dt =
T̂

0

cos
(
(ωi − ωj )t +ψi −ψj

)
− cos

(
(ωi + ωj )t +ψi +ψj

)
2 dt ,

=


T

2 si i = j,

0 sinon,
(3.59)

T̂

0

cosΦi sinΦj dt =
T̂

0

sin
(
(ωi + ωj )t +ψi +ψj

)
− sin

(
(ωi − ωj )t +ψi −ψj

)
2 dt ,

= 0, (3.60)

et
T̂

0

sinΦi cosΦj dt =
T̂

0

sin
(
(ωi + ωj )t +ψi +ψj

)
+ sin

(
(ωi − ωj )t +ψi −ψj

)
2 dt ,

= 0. (3.61)

On obtient alors au �nal :

〈Fl 〉T = 0, (3.62)

〈FU 〉T = −
4
5πρ0η

Nh∑
i=1

[
R1, i (R)R2, i (R) + S1, i (R)S2, i (R)

]
, (3.63)

〈Fϕ1〉T = − πρ0

Nh∑
i=1

[
α2
i

∞∑
n=0
BnSn, i (R)Sn+1, i (R)

]
− πρ0

Nh∑
i=1

[
α2
i

∞∑
n=0
BnRn, i (R)Rn+1, i (R)

]
,

〈Fϕ2〉T = 0, (3.64)
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3.3 Cas particulier d’un objet sphérique

〈Fq1〉T = πρ0

Nh∑
i=1

[ ∞∑
n=0
AnRn, i (R)Rn+1, i (R)

]
+ πρ0

Nh∑
i=1

[ ∞∑
n=0
AnSn, i (R)Sn+1, i (R)

]
,

et 〈Fq2〉T = 0. (3.65)

D’après ces résultats, la déviation moyenne de l’objet par le mécanisme de radiation acoustique pro-
vient uniquement des termes d’ordre 2 de l’équation (3.10). De plus, les termes de couplage entre har-
moniques s’annulent. En conséquence, la force moyenne exercée sur l’objet sphérique est la somme des
contributions moyennes de chaque harmonique isolé.

Dans le cas mono-harmonique, il est possible de simpli�er les expressions en omettant la notation
i relative aux harmoniques. Dans ce cas, si l’on note α = kacR, la formulation tronquée proposée par
Ficuciello [51] pour n ∈ [0, 2] est bien retrouvée :

〈Frad〉T = πρ0
[
4
5

(
R1(R)R2(R) + S1(R)S2(R)

) (
1 − η − α

2

3

)
− 2
3α

2
(
R0(R)R1(R) + S0(R)S1(R)

)]
. (3.66)

D’après King [78], l’erreur relative sur la valeur de la force de radiation acoustique moyenne engendrée
par cette troncature est inférieure à 0.1% lorsque α = 1. En ce qui concerne la pression de radiation
acoustique autour d’un cylindre, Ficuciello [51] démontre également par une étude de convergence
détaillée que l’erreur de troncature est inférieure à 2% lorsque α < 0.4. Cette approximation semble
donc raisonnable dans le cas d’une sphère dont le rayon est nettement inférieur à la longueur d’onde
acoustique (α � 1). Dans ce cas, il est possible de considérer H 2

n (α) ≈ F 2
n (α) et les simpli�cations

suivantes peuvent être réalisées :
fn(α) =

1 × 3 × ... × (2n − 1)
α2n+1 ,

дn(α) =
1

1 × 3 × ... × (2n + 1) .
(3.67)

On retient alors dans ce cas :
f1(α) =

1
α3 ; f2(α) =

3
α5 ; f3(α) =

15
α7 ,

д1(α) =
1
3 ; д2(α) =

1
15 ; д3(α) =

1
105 ,

(3.68)


F0(α) =

1
α

; F1(α) =
2 + η
α3 ; F2(α) =

9
α5 ,

G0(α) =
α2

3 ; G1(α) =
α2

15 −
1 − η
3 ; G2(α) =

α2

105 −
2
15 ,

(3.69)

et 

R0(R) = A cos (kach) ; S0(R) = −
α3

3 A cos (kach),

R1(R) = −
3α
2 + ηA sin (kach) ; S1(R) =

α6 − 5 (1 − η)α4

5 (2 + η)2
A sin (kach),

R2(R) = −
5α2

9 A cos (kach) ; S2(R) =
α9 − 14α7

1701 A cos (kach).

(3.70)

Ainsi, comme il l’a été démontré par King [78], la force de radiation acoustique moyenne dans un cas
mono-harmonique où α � 1 s’écrit :

〈Frad〉T = πρ0A2α3 sin (2kach)
1 + 2

3 (1 − η)
2 + η . (3.71)
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3.3.3 Démonstration de l’intérêt de la formulation multi-harmonique

L’intérêt de la formulation multi-harmonique (3.54) est démontré ici pour le cas particulier du point
de fonctionnement PF-Onera simulé en troisième partie de mémoire. On considère ici une goutte d’eau
dans un milieu ambiant constitué uniquement d’air (η = 1.2 × 10−3). Le rayon de la goutte R = 50 µm est
représentatif de la taille caractéristique des gouttes issues de l’atomisation primaire du jet liquide. Pour
cette démonstration, nous comparons les forces de radiation évaluées pour deux ondes acoustiques,
l’une mono- et l’autre multi-harmonique. La moyenne temporelle de la force de radiation est évaluée
selon la position de la goutte le long de l’axe acoustique (noté a.a.) grâce à l’équation (3.57), tandis
que son évolution temporelle en un ventre d’intensité (IAN) est évaluée à l’aide du système (3.54).
Les propriétés acoustiques de chacune des ondes sont présentées dans le tableau 3.3. L’amplitude de
�uctuation de pression pour l’onde mono-harmonique est évaluée de manière à conserver l’énergie
acoustique Eac de l’onde multi-harmonique (Eac ∝

∑
i p
′2
rms, i

avec p ′
rms, i

la valeur e�cace des �uctuations
de pression de chaque mode i). L’évolution de la valeur moyenne de la force de radiation acoustique
〈Frad〉T selon la position de la goutte le long de l’axe acoustique est représentée en �gure 3.2a. D’après
celle-ci, la présence de deux harmoniques supplémentaires induit un écart relatif maximal de 9% en X
= 3λ1/20, i.e. entre un IAN et un VAN. La �gure 3.2b représente quant à elle l’évolution temporelle de
la force au cours d’une période acoustique pour une goutte située en un IAN du champ acoustique,
soit la position d’injection retenue pour la simulation réalisée en partie III. On voit sur cette �gure que
Frad est fortement in�uencée par la présence des deux harmoniques supplémentaires, avec un écart
relatif maximal signi�catif de 74% pour Φ1 = 4π/3. On comprend alors l’importance de considérer ces
harmoniques lors de l’évaluation des contraintes acoustiques exercées sur la phase liquide.

Mono-harmonique Multi-harmonique∗

Mode i 1 1 2 3

Fréquence acoustique fac, i [kHz] ≈ 1 ≈ 1 ≈ 2 ≈ 3
Amplitude de pression acoustique pac, i [Pa] 5 241 5 135 887 555
Phaseψi [rad] π π 2.3 1.83

Table 3.3 – Propriétés des ondes acoustiques pour la comparaison des formulations mono-

et multi-harmoniques de la force de radiation acoustique.

∗ Se référer au chapitre 6 pour la dé�nition de cette excitation acoustique.

(a) (b)

Figure 3.2 – Comparaison des formulations mono- et multi-harmoniques de la force de ra-

diation acoustique (a) moyenne le long de l’a.a. et (b) instantanée en un IAN.

Formulation mono-harmonique, formulation multi-harmonique.
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Chapitre 4

Excitation et propagation d’ondes

acoustiques planes avec le code CEDRE

La force de radiation acoustique exercée sur une goutte a été formulée au chapitre 3 selon un
formalisme multi-harmonique adapté à la présence de fortes non-linéarités acoustiques. Le cha-
pitre 4 est quant à lui consacré à la validation de la simulation d’ondes acoustiques stationnaires
de haute amplitude avec le code Cedre. Dans un premier temps, la propagation non linéaire
d’une onde acoustique à travers un guide d’onde est simulée et comparée à la solution analy-
tique. Une méthode d’excitation acoustique pour imposer une onde stationnaire dans une cavité
est ensuite proposée et validée. Les éléments traités dans ces deux chapitres nous conduiront en-
suite, au chapitre 5, à évaluer la capacité du code à restituer les e�ets de la pression de radiation
acoustique sur la phase liquide.

Sommaire

4.1 Solution analytique de la propagation non linéaire d’une onde acoustique plane . . . 100
4.2 Validation de la propagation non linéaire d’une onde acoustique plane par le code

Cedre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
4.3 Validation de la méthode d’excitation pour imposer une onde acoustique stationnaire

avec le code Cedre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
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Chapter 4 : Excitation et propagation d’ondes acoustiques planes avec le code CEDRE

4.1 Solution analytique de la propagation non linéaire d’une onde

acoustique plane

Dans les moteurs-fusées à ergols liquides, les niveaux acoustiques sont su�samment élevés pour
conduire à la déformation des ondes lors de leur propagation. Ce mécanisme, décrit en détail notam-
ment par Goursolle [60], est illustré en �gure 4.1 pour une onde progressive initialement de forme
sinusoïdale. L’onde acoustique est composée d’une phase de détente (p ′ < 0) et d’une phase de compres-
sion (p ′ > 0). Lorsque l’amplitude des oscillations de pression est élevée, la variation de température
du milieu associée conduit à une variation de la vitesse du son non négligeable autour de sa valeur à
l’équilibre c0. La phase de compression, associée à une augmentation locale de la température, va ainsi
se propager à une vitesse plus importante que la phase de détente. On assiste alors à une déformation
de l’onde au cours de sa propagation jusqu’à une distance donnée Lchoc à partir de laquelle se forme un
choc dit faible. Cette distance peut être calculée comme (Blackstock [10]) :

Lchoc =
ρ0c

3
0

ωβpac
, (4.1)

pour des �uctuations de pression initiales d’amplitude pac, de fréquence fac et de pulsation ω = 2π fac,
et avec ρ0 la masse volumique du milieu dans lequel l’onde se propage, c0 la vitesse du son à l’équilibre
et β le coe�cient de non-linéarité. Pour un gaz parfait, ce dernier s’écrit β = (γ + 1)/2, avec γ l’indice
adiabatique. Au-delà de la distance de formation du choc, celui-ci s’amortit progressivement. Dans
l’espace spectral, où l’onde peut être décomposée en une série de Fourier, cette déformation conduit
à un transfert progressif de l’énergie acoustique des petites vers les hautes fréquences. Or, il a été
démontré dans le chapitre 3 que la présence de multiples harmoniques acoustiques pouvait impacter
de façon signi�cative la force de radiation acoustique exercée sur la phase liquide. Il est alors essentiel,
dans le cadre de cette étude, de véri�er que la propagation non linéaire d’ondes acoustiques est bien
restituée par le code Cedre.

t' t' t'

 = 0  = 1  > 1

t'

  >  > 1

Figure 4.1 – Illustration de la déformation d’une onde plane de haute amplitude par les non-

linéarités acoustiques (Blackstock [10]). σ = X/Lchoc, t
′
= t −X/c0.

Pour e�ectuer cette validation, l’approche suivie est tirée des travaux de Langenais et al. [86].
Celle-ci consiste à simuler la propagation d’une onde acoustique plane de haute amplitude initialement
sinusoïdale et à comparer sa déformation à la solution analytique de Blackstock [10] formulée pour
un �uide parfait. Selon cette formulation, les �uctuations de pression après un temps t et à une distance
X de la source acoustique s’expriment :

p ′(X , t) = pac
∞∑
n=1

Bn sin [n (ωt − kacX )], (4.2)

avec

Bn =
2
nπ

Vb +
2

nπσ

π̂

σVb

cos [n (Φ − σ sinΦ)] dΦ et Vb = sin (σVb ), (4.3)
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4.2 Validation de la propagation non linéaire d’une onde acoustique plane par le code Cedre

où kac =ω/c0 est le nombre d’onde acoustique,Vb représente l’amplitude du choc et σ =X/Lchoc. Dans la
zone précédant la formation du choc (σ < 1), l’auteur démontre que cette formulation est équivalente
à la solution analytique de Fubini exprimée comme :

p ′(X , t) = pac
∞∑
n=1

2
nσ

Jn(nσ ) sin [n (ωt − kacX )], (4.4)

où Jn est la fonction de Bessel de première espèce d’ordre n. En revanche, dès lors que le choc est
pleinement formé et présente un amortissement su�sant (σ > 3.5), la formulation (4.2) tend vers la
solution analytique de Fay [47] qui s’écrit :

p ′(X , t) = pac
∞∑
n=1

2
n(1 + σ ) sin [n (ωt − kacX )]. (4.5)

Notons qu’il est possible de tenir compte de l’amortissement de l’onde par la viscosité du milieu en
considérant une décroissance exponentielle des coe�cients Bn au cours de la propagation de l’onde.

4.2 Validation de la propagation non linéaire d’une onde acoustique

plane par le code Cedre

On simule ici la propagation d’une onde acoustique de haute amplitude au sein d’un guide d’onde
parallélépipédique (cf. �gure 4.2). L’excitation acoustique est réalisée en imposant une oscillation de
pression sinusoïdale continue à la condition à la limite d’entrée du domaine à une fréquence de 1 kHz
caractéristique des fréquences en jeu en présence d’instabilités thermoacoustiques dans les moteurs-
fusées. Le niveau acoustique imposé est quant à lui initialement de 168 dB a�n d’assurer la déformation
de l’onde au cours de sa propagation. Par ailleurs, puisque ce sont les modes propres de la chambre de
combustion qui sont ampli�és en présence d’instabilités thermoacoustiques, la propagation de l’onde
est étudiée ici sur une longueur égale à la longueur d’onde λ1 du mode excité. En aval du domaine de
calcul, une condition à la limite de non-ré�exion à pression imposée patm permet de laisser sortir l’onde.
Un coe�cient de ré�exion |R | ≤ 10−3 est imposé pour toute onde acoustique de fréquence supérieure à
1 kHz. La méthode de non-ré�exion utilisée est basée sur une relaxation des états à la limite (cf. annexe
F pour une description des conditions aux limites de non-ré�exion). Dans le cas présent, le coe�cient
de relaxation σrel associé vaut environ 10−7. Les conditions aux limites latérales sont quant à elles des
conditions de glissement (viscosité et vitesse normale à la limite nulles) a�n de s’a�ranchir des e�ets
de parois.

Figure 4.2 – Représentation 3D du domaine de calcul et de sa discrétisation spatiale. Condi-

tion à la limite d’excitation acoustique.

D’après la formulation théorique (4.2) de Blackstock [10], la déformation de l’onde à cette distance
est telle que 99.97% de l’énergie acoustique est contenue dans la gamme de fréquence [1 kHz, 3 kHz], soit
les trois premiers modes acoustiques. A�n de minimiser la dissipation numérique de l’onde lors de son
déplacement, la discrétisation spatiale du domaine est alors dé�nie de façon à assurer une fréquence de
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coupure fc supérieure à 3 kHz. D’après les travaux de Langenais et al. [85], un minimum de 20 points
par longueur d’onde (PPW = 20) est nécessaire pour discrétiser une onde acoustique avec le code Cedre
à l’ordre 2. Après application d’une marge de précaution de 20%, la taille des cellules est imposée ici à
∆ = 0.014 λ1, soit une fréquence de coupure fc = 3 600Hz. 1

Deux schémas de �ux ont été mentionnés en section 2.2.4 pour l’évaluation des �ux convectifs
entre chaque cellule du maillage, à savoir les schémas HLLC et HLLC-BM pour les écoulements à faible
nombre de Mach (cf. annexe C pour plus de précisions sur ces schémas). Ces deux schémas sont compa-
rés ici de manière à déterminer lequel des deux est le plus adapté pour la simulation d’un jet diphasique
sous excitation acoustique de haute amplitude. Les �uctuations de pression à une distance λ1 de la
source acoustique sont tracées en �gure 4.3 pour les deux schémas de �ux. La déformation de l’onde
par les non-linéarités acoustiques y est clairement visible, avec un décalage des extremums de pression
par rapport à la sinusoïde de départ caractéristique du di�érentiel de vitesse du son entre les phases de
compression et de détente. Notons cependant qu’aucun choc n’apparaît puisque, dans ce cas précis, la
longueur de formation de choc reste supérieure à la longueur d’onde λ1 pour des niveaux acoustiques
inférieurs à 176 dB environ (cf. équation (4.1)). Une correspondance quasi parfaite entre les deux pro�ls
et la solution analytique (4.2) est retrouvée, avec un écart relatif maximal de 0.4% de l’amplitude de
�uctuations en Φ1 = π pour les deux schémas de �ux.

Dans l’espace spectral, la comparaison des niveaux acoustiques des trois premiers modes à la so-
lution analytique est e�ectuée en �gure 4.4. Celle-ci révèle un écart relatif croissant avec la fréquence
considérée. Quel que soit le schéma retenu, cet écart est maximal pour le troisième mode, avec une
valeur de 1.35% pour le schéma HLLC et de seulement 0.21% pour le schéma HLLC-BM. Au-delà de la
fréquence de coupure, les écarts à la théorie sont évidemment plus importants mais ne représentent
qu’une in�me part de l’énergie acoustique du signal. Malgré les faibles écarts enregistrés, rappelons
que l’échelle décibel n’est pas linéaire et n’est pas représentative de l’énergie acoustique Eac propor-
tionnelle à

∑
i p
′2
rms, i

, avecp ′
rms, i

la valeur e�cace des �uctuations de pression de chaque mode i . Ainsi, si
l’on compare les valeurs de p ′2

rms, i
des simulations à la solution analytique, un écart relatif d’environ 55%

est obtenu pour le troisième mode acoustique avec le schéma de �ux HLLC contre seulement 7% avec
le schéma HLLC-BM. La version bas mach du schéma de �ux est donc bien plus précise pour décrire le
troisième mode acoustique associé à un faible niveau acoustique et donc à des �uctuations de vitesse
également faibles. Cette conclusion doit cependant être modérée puisque le troisième mode acoustique
ne contient en réalité que 0.2% de l’énergie acoustique totale du signal. Quoi qu’il en soit, il est dé-
montré ici que la propagation non linéaire d’ondes acoustiques de haute amplitude est correctement
reproduite par le code tant que la fréquence de coupure du maillage le permet.

(a) Schéma de �ux HLLC (b) Schéma de �ux HLLC-BM

Figure 4.3 – Fluctuations de pression à une distance λ1 de la source acoustique : solution

analytique, CFD, sinusoïde initiale.

1. La fréquence de coupure est calculée ici comme fc = c0/(PPW ∆).
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4.3 Validation de la méthode d’excitation pour imposer une onde acoustique stationnaire avec le code
Cedre

(a) Schéma de �ux HLLC

(b) Schéma de �ux HLLC-BM

Figure 4.4 – Spectres fréquentiels à une distance λ1 de la source acoustique : solution ana-

lytique, CFD.

4.3 Validation de la méthode d’excitation pour imposer une onde

acoustique stationnaire avec le code Cedre

La propagation non linéaire d’ondes acoustiques ayant été validée dans la section précédente, l’ob-
jectif consiste maintenant à dé�nir une méthode d’excitation acoustique pour imposer une onde sta-
tionnaire au sein du domaine de calcul. Une fois validée, cette méthode d’excitation permettra par la
suite de réaliser la simulation d’un jet diphasique soumis à un champ acoustique stationnaire de haute
amplitude.

Le guide d’onde utilisé précédemment ainsi que la discrétisation spatiale associée sont conservés
pour cette étude. En revanche, la méthode d’excitation proposée ici consiste cette fois à imposer les
mêmes �uctuations de pression en amont et en aval du domaine (cf. �gure 4.5a). Il s’agit d’une méthode
similaire à celle employée par Rey et al. [130] permettant d’injecter deux ondes acoustiques progressives
de même amplitude et à la même phase au sein du domaine. L’interaction de ces deux ondes conduit
à une onde stationnaire d’amplitude égale à la somme des deux ondes progressives, avec des ventres
de pression positionnés aux limites d’excitation et au centre du domaine (cf. �gure 4.5b). Selon cette
méthodologie d’excitation acoustique, une non-ré�exion quasi totale des ondes doit être imposée aux
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(a) (b)

Figure 4.5 – Représentations (a) de la discrétisation spatiale du domaine de calcul et (b) du

champ de p′rms. Conditions aux limites d’excitation acoustique.

conditions aux limites d’excitation (cf. annexe F pour le détail de la stratégie de non-ré�exion retenue
dans le code Cedre). Pour cela, ces conditions aux limites sont toutes deux associées à un coe�cient de
ré�exion identique au cas précédent (|R | ≤ 10−3 pour toute onde acoustique de fréquence supérieure à
1 kHz).

(a) Φ1 = 0 (b) Φ1 =
π

2

(c) Φ1 = π (d) Φ1 =
3π
2

Figure 4.6 – Fluctuations de pression le long de l’axe acoustique au cours du temps : onde

entrante théorique à gauche, onde entrante théorique à droite, onde sta-

tionnaire résultante théorique, HLLC HLLC-BM.

Les �uctuations de pression le long du domaine de calcul résultant de deux ondes progressives op-
posées de 168 dB sont comparées à la solution analytique en �gure 4.6 à di�érents instants pour les deux
schémas de �ux HLLC et HLLC-BM. La solution analytique est obtenue ici en sommant deux ondes de
mêmes amplitude et phase mais de directions de propagation opposées avec la formulation (4.2) de
Blackstock [10]. Sur ces �gures, la déformation croissante des ondes progressives dans l’espace est
bien visible. La présence de multiples harmoniques induites par les non-linéarités acoustiques conduit
alors à des �uctuations de pression résultantes non nulles à Φ1 = 0 et Φ1 = π et à une onde station-
naire légèrement aplatie par rapport à une sinusoïde pure à Φ1 = π/2 et Φ1 = 3π/2. D’un point de vue
quantitatif, l’erreur relative la plus importante est observée aux ventres de vitesse (X = ±λ1/4) et vaut
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4.3 Validation de la méthode d’excitation pour imposer une onde acoustique stationnaire avec le code
Cedre

environ 5% de l’amplitude des �uctuations de pression quel que soit le schéma de �ux considéré. Cette
erreur est considérée su�samment faible pour valider la méthode d’excitation acoustique dé�nie ici et
l’appliquer dans la suite de l’étude.
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Chapitre 5

Simulation des mécanismes de radiation

acoustique avec le code CEDRE

La simulation de la propagation non linéaire d’ondes acoustiques de haute amplitude par le code
Cedre a été validée au chapitre 4. Dans ce cinquième chapitre, on souhaite à présent évaluer la
capacité des deux solveurs SPS et DPS à restituer les mécanismes de radiation acoustique à
l’origine de l’aplatissement et de la déviation de structures liquides sous excitation acoustique.
Dans le cas du solveur dédié à la simulation des phases séparées, on démontre d’abord l’intérêt
d’utiliser un schéma de �ux bas Mach pour l’évaluation des �ux convectifs lorsque le liquide est
soumis à une excitation acoustique transverse. Par la suite, la méthode d’excitation acoustique
proposée au chapitre 4 est appliquée à la simulation d’une sphère rigide positionnée en un ventre
de vitesse puis d’intensité d’une onde acoustique stationnaire de manière à valider la restitution
1) du pro�l de pression de radiation acoustique autour de l’objet et 2) de la force résultante. Pour
compléter ce chapitre, on s’intéressera à la prise en compte des e�ets de la pression de radiation
acoustique sur la phase dispersée par le DPS. Suite à toutes ces étapes de validation, la partie III
de ce mémoire sera dédiée à l’étude du comportement d’un jet liquide atomisé sous excitation
acoustique transverse par la simulation numérique.
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Chapter 5 : Simulation des mécanismes de radiation acoustique avec le code CEDRE

5.1 Validation du solveur dédié aux phases séparées

5.1.1 Choix du schéma numérique pour l’approximation des �ux convectifs

La restitution des mécanismes de radiation acoustique par le SPS dépend avant tout de sa capacité
à restituer le pro�l de pression autour des structures liquides. En présence d’ondes acoustiques dans
les moteurs-fusées, les �uctuations de vitesse transverse du gaz sont associées à des nombres de Mach
relativement faibles 1 de l’ordre de 10−2. Dans les zones en aval du cœur liquide où la vitesse du co-
courant gazeux est réduite mais où subsistent des ligaments, ces faibles valeurs de nombre de Mach
peuvent conduire à une dissipation excessive de la part du schéma numérique utilisé par le solveur
Navier-Stokes pour l’évaluation des �ux convectifs et ainsi détériorer la précision du champ de pression.
C’est notamment le cas du schéma de �ux HLLC (cf. annexe C). Nous allons ainsi démontrer, dans
la suite de ce chapitre, l’intérêt d’utiliser le schéma de �ux bas Mach HLLC-BM pour la simulation
d’écoulements multiphasiques sous excitation acoustique.

On considère, pour cette démonstration, le cas d’un écoulement 2D stationnaire d’air autour d’un
cylindre solide immobile de rayon R symbolisant le jet liquide de nos applications. Pour être repré-
sentatif des vitesses acoustiques rencontrées dans les moteurs-fusées, l’écoulement en champ lointain
est imposé à un nombre de Mach M = 10−2. Puisque l’on s’intéresse ici à la précision des schémas nu-
mériques pour l’évaluation des �ux convectifs, les termes de di�usion des équations de Navier-Stokes
sont ignorés. Cela revient à considérer le �uide parfait et à résoudre les équations d’Euler. Le domaine
de calcul associé à cette étude correspond à un carré de longueur 20R centré sur le cylindre a�n de
s’a�ranchir des e�ets de bords (cf. �gure 5.1). La discrétisation spatiale du domaine comporte une zone
de ra�nement circulaire de rayon 3R autour du cylindre avec une taille caractéristique de cellule ∆ =
0.067R suivie d’une zone de déra�nement progressif jusqu’à une taille ∆ = 2R aux limites du domaine.
La direction de l’écoulement est �xée de droite à gauche à l’aide d’une condition à la limite à vitesse im-
posée à droite et à pression imposée à patm à gauche. Les conditions aux limites restantes correspondent
quant à elles à des conditions de glissement.

Δ = 0.067R

Δ = 2R

 2R

20R

20R

 6R

Figure 5.1 – Représentation du domaine de calcul 2D et de sa discrétisation spatiale.

Pour évaluer la précision des schémas de �ux considérés, la solution numérique est comparée à la
solution analytique formulée dans le cas d’écoulements stationnaires incompressibles (M < 0.3). Dans

1. Le nombre de Mach annoncé est évalué pour le point de fonctionnement Vham PF2 pour lequel les gaz à l’équilibre
ont une masse volumique proche de 2.5 kg ·m−3 et sont associés à une vitesse du son avoisinant 1 100m · s−1. On considère
ici des �uctuations de pression de l’ordre de 10% (valeur crête-à-crête) de la pression moyenne de chambre de 26 bar.
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Y

X

eY

eX
O

r

er

e

Figure 5.2 – Dé�nition des coordonnées cartésiennes (O, eX , eY ) et polaires (O, er , eθ ) consi-
dérées.

ce cas, la réécriture des équations d’Euler conduit à l’équation de Bernoulli :

p +
ρq2

2 = cst

→ p = p∞ +
ρ

2
(
q2∞ − q2

)
, (5.1)

où p et ρ sont respectivement la pression et la masse volumique du gaz tandis que l’on note q2 = u · u
avec u le vecteur vitesse du gaz. L’indice ∞ représente ici les valeurs en champ lointain. Puisque le
�uide ne présente aucune viscosité, l’écoulement peut être considéré comme irrotationnel (∇ ∧ u =
0). Il est alors possible de dé�nir le potentiel de vitesse ϕ tel que u = −∇ϕ. Pour le cas particulier du
cylindre immobile considéré ici, Lamb [84] formule le potentiel de vitesse en coordonnées polaires (cf.
�gure 5.2) comme :

ϕ = q∞

(
r +

R2

r

)
cosθ , (5.2)

Les composantes de vitesse du �uide s’écrivent alors :

ur = −
∂ϕ

∂r
= q∞ cosθ (α − 1) , (5.3)

et

uθ = −
1
r

∂ϕ

∂θ
= q∞ sinθ (α + 1) , (5.4)

avec α = R2/r 2. Puisque q2 =u2r +u
2
θ , les équations (5.1), (5.3) et (5.4) conduisent à formuler le coe�cient

de pression Cp comme :

Cp (r ,θ ) =
p − p∞
1
2ρq

2
∞
,

= 2α cos (2θ ) − α2. (5.5)

Les isolignes de Cp obtenues avec les deux schémas de �ux HLLC et HLLC-BM sont comparées
à la solution analytique en �gure 5.3. Dans le cas du schéma HLLC, les isolignes issues de l’extrados
du cylindre sont comprimées par rapport à la solution analytique tandis qu’un crénelage important est
observé en aval de l’objet, dans la zone de plus faible vitesse du �uide. Dans le cas du schéma HLLC-BM,
les niveaux deCp sont bien mieux représentés sur l’extrados du cylindre et le crénelage en aval de celui-
ci est corrigé. Une imprécision persiste cependant en aval de l’objet où le lobe deCp = 0.8 fait défaut. Si
l’on compare l’erreur absolue ∆Cp = |Cp, num −Cp, théo | entre la simulation et la théorie en �gure 5.4, on
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Figure 5.3 – Isolignes deCp autour du cylindre : théorie, HLLC, HLLC-BM.

voit que les erreurs sont e�ectivement concentrées sur l’intrados et l’extrados du cylindre et en aval de
celui-ci quel que soit le schéma de �ux considéré, avec cependant des niveaux d’erreurs maximaux trois
à quatre fois supérieurs dans le cas du schéma HLLC. Dans les deux cas, les imprécisions s’expliquent
par la di�usion des schémas de type HLLC. Dans le cas d’un �uide parfait, la vorticité dé�nie commeω
=∇∧u est conservée au cours du temps. Puisqu’aucune vorticité n’est injectée en entrée, celle-ci devrait
en théorie rester nulle dans l’intégralité du domaine. Seulement, la di�usion des schémas numériques de
type HLLC est à l’origine d’une viscosité numérique plus ou moins importante qui contribue à invalider
l’hypothèse de �uide parfait. La conservation de la vorticité n’est ainsi plus véri�ée. Dans le cas présent,
la �gure 5.5 représentant la vorticité au sein du �uide met en évidence une production de vorticité aux
parois du cylindre. La vorticité ainsi produite se propage ensuite par convection du �uide et participe
à la déviation de la solution par rapport à la solution analytique. Comme nous le montrons en annexe
C, le schéma HLLC-BM est basé sur l’introduction d’un terme correctif au sein du schéma HLLC. Ce
terme correctif est destiné à s’activer dans les zones à faible nombre de Mach et à dégénérer vers la

Direction 

d'écoulement

Schéma de �ux HLLC

Direction 

d'écoulement

Schéma de �ux HLLC-BM

Figure 5.4 – Champ d’erreur absolue ∆Cp = |Cp, num −Cp, théo |.
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Direction 

d'écoulement

Figure 5.5 – Champ de vorticité autour du cylindre pour le schéma de �ux HLLC-BM.

formulation initiale du schéma HLLC lorsque la vitesse du �uide augmente. Grâce à cette correction, le
schéma corrigé conduit à une dissipation réduite dans les zones de faible vitesse, d’où le niveau d’erreur
réduit.

Il est ainsi démontré que, dans une situation caractéristique de nos cas d’application, le schéma
de �ux HLLC-BM est plus précis pour décrire le champ de pression autour d’un obstacle tel qu’un
jet liquide positionné dans un champ acoustique stationnaire. Associée à la description plus précise
de la propagation non linéaire d’ondes acoustiques de haute amplitude démontrée au chapitre 4, cette
conclusion conduit à retenir le schéma de �ux HLLC-BM dans la suite de ce mémoire.

5.1.2 Restitution du pro�l de pression de radiation acoustique autour d’un obstacle

Lorsqu’un jet liquide atomisé par un co-courant gazeux est positionné dans un champ acoustique
stationnaire, les travaux expérimentaux du Coria (cf. section 1.2) mettent en évidence une déforma-
tion potentielle des structures liquides par la pression de radiation acoustique selon leur position et
leur taille. Dans ses travaux, Ficuciello [51] formule le pro�l de prad autour d’objets cylindriques et
sphériques de rayon R symbolisant des structures liquides positionnées dans un champ acoustique sta-
tionnaire mono-harmonique en l’absence de viscosité. Dans le cas particulier où la dimension de l’objet
est faible devant la longueur d’onde acoustique λ (i.e. κ = 2πR/λ � 1), prad peut être approchée par les
formulations du tableau 5.1. Dans ces expressions, kac = 2π/λ est le nombre d’onde acoustique, h est la
distance entre le centre de l’objet et un PAN du champ acoustique, η = ρ0/ρ1 est le rapport des masses
volumiques des deux �uides et θ est la coordonnée angulaire autour de l’objet (cf. �gure D.1 pour un
objet cylindrique et �gure 3.1 pour un objet sphérique). De plus, p∗

rad
est la pression de radiation acous-

tique normalisée par le facteur P = p2
ac
/(ρ0c20) qui peut être vu comme le double de l’énergie acoustique

moyenne par unité de volume en champ lointain. À titre d’exemple, les pro�ls de p∗
rad
(θ ) pour des ob-

jets cylindriques ou sphériques immobiles situés en un VAN d’un champ acoustique sont reproduits en
�gure 5.6. On peut voir que la pression de radiation acoustique présente des valeurs minimales néga-
tives dans la direction perpendiculaire à l’axe acoustique (θ ≡ π/2 mod π ) entraînant une succion à
la surface de l’obstacle. D’après Ficuciello [51], dans le cas de structures liquides, si la variation de
pression de radiation acoustique autour de l’objet dé�nie comme ∆prad = |prad, max −prad, min | dépasse la
pression de Laplace due à la tension super�cielle, i.e. ∆pLap = σ/R pour un cylindre et ∆pLap = 2σ/R pour
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Objet cylindrique

p∗
rad
(θ ) = prad(θ )

P
=

cos2(kach)
4

+
sin2(kach)
(1 + η)2

(
η2 cos2 θ + (2η − 1) sin2 θ

)
− κ sin(2kach)

2(1 + η)

(
sinθ sin(2θ )(1 − η) + cosθ

)
.

Objet sphérique

p∗
rad
(θ ) = prad(θ )

P
=

cos2(kach)
4

+
9 sin2(kach)
4(2 + η)2

(
η2 cos2 θ + (2η − 1) sin2 θ

)
− κ sin(2kach)

4(2 + η)

(
5 sin2 θ (1 − η) + 3

)
cosθ .

Table 5.1 – Formulationmono-harmonique du pro�l de pression de radiation acoustique au-

tour d’objets cylindriques ou sphériques dans un champ acoustique stationnaire

sans viscosité (Ficuciello [51]).

Figure 5.6 – Pro�ls de pression de radiation acoustique normalisée autour (a) d’un cylindre

et (b) d’une sphère immobiles (R = 1mm; κ = 0.018 ;η = 0). : succion à la surface

de l’objet.

une sphère, alors les contraintes de radiation acoustique conduisent à un aplatissement des structures
et potentiellement à leur atomisation.

Nous souhaitons déterminer dans un premier temps si ce mécanisme peut intervenir dans des con�-
gurations représentatives des moteurs-fusées, notamment pour les plus grosses structures liquides ré-
solues par le SPS. Pour une con�guration donnée où les propriétés acoustiques et d’injection des �uides
sont connues, il est possible d’évaluer a priori la taille caractéristique des structures liquides pour la-
quelle la pression de radiation acoustique s’équilibrerait avec la tension de surface. Deux situations
sont considérées ici : la première est associée aux conditions de fonctionnement PF-Onera (Rutard
et al. [132]) simulées dans la partie III de ce mémoire tandis que la seconde correspond au point de
fonctionnement PF2 du Vham destiné à l’étude de la réponse de �ammes subcritiques LOX/GCH4 sous
excitation acoustique transverse (e.g. voir Méry et al. [113]). Les caractéristiques de ces deux points de
fonctionnement sont présentées dans le tableau 5.2. Pour simpli�er cette étude, seul un mode acous-
tique est considéré pour chacune des con�gurations. De plus, il est supposé en première approximation
que les structures liquides résolues par le SPS sont de forme cylindrique puisqu’il s’agit du cœur liquide
et des plus gros ligaments. Dans ce cas, les contraintes acoustiques parviennent à contrer la tension de
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PF-Onera (Rutard et al. [132])∗ Vham PF2 (Méry et al. [113])

ρ0 - ρ1 [kg ·m−3] 1.187 - 1 000 2.7 - 1 190
σ [N ·m−1] 7.2 × 10−2 1.6 × 10−2†

c0 [m · s−1] 346 1 130
pac [Pa] 5 135 5 × 105

fac [kHz] ≈ 1 3.2
Position IAN VAN

Table 5.2 – Caractéristiques des points de fonctionnement PF-Onera et Vham PF2.

∗ La dé�nition du point de fonctionnement est présentée au chapitre 6.
† Tension de surface mesurée àT = 85 K à la saturation, i.e. pour de l’oxygène liquide entouré de sa propre vapeur. Source :

Nist.

surface pour des diamètres de structures liquides supérieurs à 0.27 Dl pour le cas inerte PF-Onera
et à 1.5 × 10−4 Dl pour le PF2 du Vham. La grandeur Dl représente ici le diamètre d’injection du jet
central associé à chacun des deux points de fonctionnement. Dans les deux cas, il est ainsi fortement
probable que les mécanismes de radiation acoustique puissent déformer le cœur et les plus gros liga-
ments liquides et ainsi participer à leur atomisation. C’est pourquoi la capacité du SPS à restituer les
mécanismes de radiation acoustique est évaluée dans la suite de ce chapitre.

Pour cette étape de validation, on s’intéresse ici à la simulation d’un champ acoustique stationnaire
autour d’une sphère solide immobile positionnée dans un domaine parallélépipédique. La solution ana-
lytique exacte du pro�l deprad autour de la sphère dans une telle situation a été formulée par Ficuciello
[51] comme 2 :

prad(θ ) = − ρ0
4R2

[( ∞∑
n=0
Rn
∂Pn
∂µ

)2
+

( ∞∑
n=0
Sn
∂Pn
∂µ

)2]
sin2 θ

+
ρ0k

2
ac

4

[( ∞∑
n=0
RnPn(µ)

)2
+

( ∞∑
n=0
SnPn(µ)

)2]
(5.6)

+
ρ0η

2R2

[
R1

∞∑
n=0
Rn
∂Pn
∂µ
+ S1

∞∑
n=0
Sn
∂Pn
∂µ

]
sin2 θ + ρ0η

2

4R2
(
R2
1 + S2

1
)
cos2 θ ,

avec µ = cosθ et Pn(µ) le polynôme de Legendre de degré n. Les fonctions Rn et Sn ont d’ores et
déjà été dé�nies au chapitre 3 par le système (3.23). Contrairement à la formulation présentée dans
le tableau 5.1, l’expression (5.6) est valable quelle que soit la dimension de l’objet. Puisque la sphère
est immobile dans le cas considéré ici, les termes de cette expression liés au mouvement de la sphère
doivent être ignorés. En pratique, il su�t pour cela de considérer le rapport de masse volumique entre
les deux �uides η comme étant nul. De manière à pouvoir comparer le pro�l de prad autour de l’objet à
cette solution analytique, les équations résolues par la simulation numérique sont les équations d’Euler
(viscosité du milieu nulle). De plus, la sphère de rayon R = 3mm est positionnée en un VAN de ma-
nière à retrouver une amplitude de pression de radiation acoustique maximale. À l’instar du chapitre
4, l’excitation acoustique est réalisée en imposant les �uctuations de pression aux limites latérales du
domaine de calcul orthogonales à l’axe acoustique, tandis que les limites parallèles et les parois de la
sphère sont associées à des conditions de glissement. La fréquence et le niveau acoustique imposés sont
respectivement de 1 kHz et 152 dB de chaque côté du domaine. À cette amplitude, il reste possible de
négliger la déformation des ondes lors de leur propagation dans la cavité. La discrétisation spatiale du
domaine de calcul est représentée en �gure 5.7. La taille des cellules dans la zone acoustique est dé�nie

2. Une erreur typographique dans la formulation de Ficuciello [51] a été corrigée ici : le facteur ρ0k2ac/(4R2) du second
terme est remplacé par ρ0k2ac/4.
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Figure 5.7 – Représentations (a) 3D et (b) 2D de la discrétisation spatiale du domaine de cal-

cul. Conditions aux limites d’excitation acoustique.

à ∆ = 2.5R et permet d’assurer une fréquence de coupure d’environ 2 300Hz. Le niveau de ra�nement
à la surface de la sphère est quant à lui identique à celui considéré précédemment pour le choix du
schéma de �ux (∆ = 0.067R) mais suit une croissance plus rapide vers la zone acoustique de manière à
optimiser le coût de calcul.

Pour le calcul de la pression de radiation acoustique, la moyenne temporelle des �uctuations de
pression est calculée sur une période acoustique en chaque cellule (cf. équation (3.11)) puis projetée sur
la surface de la sphère. Le champ de prad ainsi obtenu est représenté en �gure 5.8a. On y observe une
zone de dépression autour des coordonnées θ ≡ π/2 mod π caractéristique du VAN. Le pro�l de prad
sur le plan Z = 0 est tracé en �gure 5.8b et comparé à la solution analytique (5.6). La correspondance
des deux pro�ls est quasiment parfaite excepté au minimum de pression où l’écart relatif atteint 2.9%.
Ce faible écart est représentatif de l’erreur quanti�ée précédemment lors du choix du schéma de �ux
et démontre que la précision de celui-ci est su�sante pour retrouver le pro�l de pression de radiation
acoustique autour de l’objet symbolisant ici la phase liquide.

5.1.3 Restitution de la force de radiation acoustique

Lorsque l’objet, qu’il soit sphérique ou cylindrique, est positionné entre un PAN et un VAN du
champ acoustique stationnaire, le pro�l de pression de radiation est asymétrique. Dans ce cas, une force
résultante est exercée sur l’objet. Dans le cas de jets liquides atomisés, il a été démontré par Ficuciello
et al. [52] que cette force pouvait conduire à la déviation progressive des structures liquides vers le
VAN le plus proche (cf. section 1.2). Il est donc important de véri�er la restitution de cette force par le
SPS avant de réaliser la simulation numérique d’un jet sous excitation acoustique. Dans la littérature,
il est majoritairement fait référence à la force de radiation acoustique moyenne dans le temps 〈Frad〉T .
Cependant, l’aspect instationnaire des jets diphasiques sous excitation acoustique nous conduit ici à
nous intéresser également à la force de radiation acoustique instantanée.

Pour valider la restitution de cette force par le SPS, la con�guration simulée est similaire à la pré-
cédente, avec une sphère solide immobile de rayon R = 3mm positionnée dans un domaine parallélé-
pipédique soumis à un champ acoustique stationnaire. La sphère est cependant positionnée en un IAN
du mode acoustique principal a�n de maximiser l’amplitude de la force de radiation acoustique Frad.
Deux simulations sont réalisées, l’une avec une excitation acoustique mono-harmonique et l’autre avec
une excitation multi-harmonique. La discrétisation spatiale du domaine de calcul est alors adaptée avec
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(a)

(b)

Figure 5.8 – (a) Champ de prad à la surface de la sphère positionnée en un VAN. (b) Pro�l de

prad dans le plan Z = 0 : solution analytique, CFD.

une taille de cellule en champ lointain �xée à ∆ = 1.67R, soit une fréquence de coupure de 3 500 kHz
environ (cf. �gure 5.9). La discrétisation spatiale proche de la sphère est en revanche identique au cas
précédent (cf. �gure 5.7). Pour cette étape de validation, la solution analytique multi-harmonique (3.54)
de la force de radiation acoustique formulée au chapitre 3 est utilisée comme référence.

Dans un premier temps, une excitation acoustique mono-harmonique de fréquence 1 kHz est impo-
sée à très faible amplitude (124 dB de chaque côté du domaine) de manière à assurer une absence totale
de déformation des ondes lors de leur propagation. L’évolution temporelle de Frad associée à cette simu-
lation est tracée en �gure 5.10a. Dans ce cas, les solutions numériques et analytiques concordent avec
un écart relatif maximal négligeable de 0.6% pour la valeur instantanée et seulement 0.1% pour la valeur

Δ = 1.67 R

X

Z

Y

λ1

PAN

PAN

PAN
VAN

VAN
IAN

20R

20R

Figure 5.9 – Représentation 3D de la discrétisation spatiale du domaine de calcul. Condi-

tions aux limites d’excitation acoustique.
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(a) (b)

Figure 5.10 – Force de radiation acoustique exercée sur une sphère solide immobile en un

IAN d’un champ acoustique stationnaire. Cas (a) mono-harmonique et (b)

multi-harmonique. Solution analytique, CFD.

moyenne 〈Frad〉T . Une deuxième simulation est réalisée avec cette fois une excitation acoustique multi-
harmonique a�n de démontrer l’impact non négligeable des modes secondaires sur les mécanismes
de radiation acoustique. Deux modes acoustiques sont considérés, le premier étant associé à une fré-
quence de 1 kHz et à un niveau acoustique de 129.8 dB ; le deuxième à une fréquence de 2 kHz et à un
niveau acoustique de 115 dB. Les niveaux acoustiques des deux modes excités sont dé�nis de manière à
conserver la même énergie acoustique que pour le cas mono-harmonique précédent. L’évolution tem-
porelle de Frad associée à ce cas de �gure est tracée en �gure 5.10b. On remarque alors que la présence
du second mode acoustique in�uence de façon signi�cative l’évolution des contraintes appliquées à
l’objet malgré son amplitude 5 à 6 fois plus faible que le mode principal. Dans le cas d’une structure
liquide, on imagine que cela peut avoir un impact sur la dynamique de réponse aux ondes acoustiques
et démontre une nouvelle fois l’intérêt de la formulation multi-harmonique développée au chapitre 3.
En ce qui concerne l’écart à la solution analytique, un écart relatif de seulement 0.6% est noté sur les
valeurs instantanées et moyennes de la force de radiation acoustique. On démontre ainsi la capacité du
SPS et des méthodes numériques associées à restituer les mécanismes de radiation acoustique sur des
objets symbolisant la phase liquide. Leurs e�ets sur la dynamique et l’atomisation d’un jet liquide sont
étudiés par la suite dans la partie III.

5.2 Évaluation et développement du solveur dédié à la phase

dispersée

5.2.1 Restitution de la fragmentation des gouttes par la pression de radiation

acoustique

Tout comme le cœur liquide et les ligaments, les gouttes issues de l’atomisation du jet peuvent être
déformées sous l’e�et de la pression de radiation acoustique. Dans le cas d’un jet diphasique représen-
tatif des moteurs-fusées à ergols liquides, Ficuciello et al. [52] démontrent que cette déformation est
maximale pour une injection en un VAN du champ acoustique et peut conduire à une fragmentation
accrue des gouttes et ainsi modi�er de façon signi�cative la granulométrie du spray. De la même ma-
nière que pour les ligaments, il est possible d’évaluer a priori la taille caractéristique des gouttes pour
laquelle la pression de radiation acoustique s’équilibre avec la tension de surface. Cette évaluation est
réalisée cette fois-ci en considérant les gouttes sphériques avec ∆pLap = 2σ/R et ∆prad évalué selon la
formulation sphérique du tableau 5.1. Dans le cas inerte PF-Onera associé à une injection en un IAN,
l’équilibre entre les contraintes acoustiques et la tension de surface est atteint pour des diamètres de
gouttes de l’ordre de 0.93 Dl . Il semble donc peu probable dans ce cas que la pression de radiation
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acoustique ait un e�et signi�catif sur la forme et le processus de fragmentation des gouttes, celles-ci
ayant une taille bien inférieure à 0.93 Dl . Dans le cas du point de fonctionnement Vham PF2 associé
au banc Mascotte, le diamètre d’équilibre est quant à lui d’environ 5.5 × 10−4 Dl en un VAN. Dans
ce cas, la déformation par la pression de radiation acoustique pourrait bien in�uencer le processus de
fragmentation des gouttes.

Selon la méthodologie de simulation des écoulements diphasiques atomisés retenue dans le code
Cedre, les gouttes représentées selon un point de vue Eulérien par le DPS ont une taille bien inférieure
aux plus petites cellules du maillage. Puisque le couplage entre le milieu ambiant décrit par le SPS
et la phase dispersée n’est réalisé qu’à travers des termes sources spéci�ques au sein des équations de
conservation de masse, de quantité de mouvement et d’énergie, le volume occupé par la phase dispersée
n’est ainsi pas pris en compte par le gaz porteur. Dans ce cas, le pro�l de pression de radiation acoustique
autour de la goutte est inconnu. Le développement d’un modèle spéci�que est donc indispensable si
l’on souhaite pouvoir restituer le processus de fragmentation des gouttes lié à leur déformation par
la pression de radiation acoustique. Puisque ce processus de fragmentation spéci�que n’intervient pas
dans le cas du point de fonctionnement PF-Onera simulé dans la suite de ce mémoire, un tel modèle ne
sera pas nécessaire dans la suite de l’étude. Malgré cela, une première approche est proposée ici pour
la simulation de cas réactifs pour lesquels la pression de radiation acoustique peut jouer un rôle dans
l’atomisation du jet liquide.

O

Z

χ

τ

ξ

g

Figure 5.11 – Représentation de la déformation d’une goutte par la pression de radiation

acoustique (Yarin et al. [167]). Propagation acoustique selon l’axe Z .

Plusieurs auteurs se sont intéressés à la déformation de gouttes initialement sphériques par la pres-
sion de radiation acoustique (e.g. Yarin et al. [167], Lee et al. [94]). Dans le cadre de leurs travaux liés
à la lévitation acoustique, Yarin et al. [167] proposent ainsi une méthode pour évaluer la forme d’une
goutte à l’équilibre dans un champ acoustique stationnaire. Selon cette méthode, la pression interne à
la surface de la goutte suit l’expression p = p0 + prad − σK , où p0 est la pression à l’équilibre dans le
milieu ambiant, σ est la tension de surface entre les deux �uides et K est la courbure de la goutte (néga-
tive pour une surface convexe et positive autrement ; K = 2/R dans le cas d’une sphère). Si l’on néglige
l’écoulement interne à la goutte, l’équation de Bernoulli et plusieurs principes géométriques simples
permettent aux auteurs d’aboutir aux formules suivantes pour le calcul de la forme de la goutte :



dτ
dξ = C +

дZρ1
σ
+
prad
σ
− sinτ

χ
,

dχ
dξ = cosτ ,

dZ
dξ = sinτ ,

(5.7)

avec χ et Z les coordonnées d’un point à la surface de la goutte, ξ la coordonnée curviligne de ce
point le long de la surface, τ l’angle entre l’axe horizontal et la tangente à la surface en ce point et
en�n д l’accélération gravitationnelle (cf. �gure 5.11). En imaginant que l’on connaisse le pro�l des
�uctuations de pression p ′ autour de la goutte à chaque instant, il serait possible de remplacer prad
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par cette variable instantanée 3. En supposant que la déformation des gouttes est in�niment rapide,
un processus itératif sur le système (5.7) permettrait, à partir de là, d’évaluer la forme théorique des
gouttes à chaque instant. Un critère limite sur la forme des gouttes conduisant à leur rupture permettrait
alors de modéliser le processus de fragmentation sous contraintes acoustiques. Cependant, une telle
modélisation nécessiterait avant tout de formuler le pro�l de �uctuation de pressionp ′ autour de gouttes
de géométrie quelconque. En e�et, seule la formulation pour des gouttes sphériques existe actuellement
dans la littérature. Formuler et développer cette modélisation peut être envisagé comme perspectives
de ces travaux de thèse.

5.2.2 Restitution de la force de radiation acoustique sur les gouttes

À l’instar des plus grosses structures liquides, des études expérimentales ont démontré que la force
de radiation acoustique pouvait conduire à une déviation des gouttes lorsque celles-ci évoluent entre un
PAN et un VAN du champ acoustique, que ce soit dans un cas inerte (Ficuciello et al. [52]) ou réactif
(Méry [112]). Rappelons que cette force résulte de l’asymétrie du champ de �uctuation de pression
autour des structures liquides. Cependant, la méthodologie de simulation d’écoulements diphasiques
atomisés retenue ne permet pas en l’état de restituer cette force puisque le pro�l de pression autour des
gouttes est inconnu. Pour restituer la déviation potentielle des gouttes par les contraintes acoustiques,
une modélisation spéci�que doit alors être développée au sein du DPS.

Par le passé, il a été démontré dans la littérature que l’interaction entre plusieurs gouttes d’un spray
pouvait in�uencer la force de radiation acoustique exercée sur celles-ci (Silva et Bruus [140]). En e�et,
en présence d’un spray, les ondes acoustiques sont ré�échies à la surface de chacune des gouttes le
constituant. Chaque goutte voit ainsi une onde incidente constituée en réalité de l’onde initiale en
champ lointain conjuguée à une multitude d’ondes ré�échies par les autres gouttes du spray. Dans ce
cas, l’expression de la force de radiation acoustique exercée sur une goutte isolée ne convient plus.
Il s’agit là d’une situation similaire à ce qui est observé pour l’évaporation de gouttes. En e�et, il a
été démontré que la présence de gouttes voisines pouvait conduire à une réduction importante du
taux d’évaporation d’une goutte par rapport à un cas où celle-ci serait isolée (e.g. Labowsky [83] et
Marberry et al. [104]). L’in�uence de gouttes voisines sur l’évaporation d’une goutte ou la force de
traînée exercée sur celle-ci est d’autant plus grande que la densité du spray est élevée. Pour simpli�er la
formulation de ce premier modèle de force de radiation acoustique au sein du code, il est alors considéré
que la densité du spray est su�samment faible pour négliger les e�ets d’interaction entre gouttes. Cette
hypothèse pourra évidemment être remise en question en fonction des résultats de simulation.

Dans leurs travaux, Mawardi [107] et Doinikov [32] a�rment qu’il est possible de décomposer la
force F exercée sur une goutte soumise à une onde acoustique en une force de radiation acoustique Frad
et une force de traînée Fdrag. En l’état, cette dernière est déjà modélisée grâce aux termes sources (2.110)
SF et skF destinés au couplage entre la phase gazeuse et la phase dispersée. Pour modéliser l’action de
la force de radiation acoustique sur les gouttes de chaque section k du DPS, un terme supplémentaire
Fk
rad

est ajouté comme tel :

SF =

©«

0

0

−
Ns∑
k=1

(
Fk
drag
+ Fk

rad

)
−

Ns∑
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(
Fk
drag
+ Fk

rad

)
·vk
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, skF =

©«

0

Fk
drag
+ Fk

rad

0

ª®®®®®®®¬
. (5.8)

3. Pour rappel, la pression de radiation p
rad

n’est autre que la moyenne temporelle de �uctuations de pression p′ (cf.
équation (3.11))
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Puisque la force de traînée est évaluée à chaque instant du calcul, il est essentiel de modéliser la force
de radiation acoustique selon un point de vue instantané pour assurer une consistance entre les deux
forces. La formulation multi-harmonique instantanée (3.54) développée au chapitre 3 est utilisée ici.
Étant donnée sa complexité, il est choisi, contrairement à la force de traînée, de ne pas intégrer l’ex-
pression sur l’intervalle de taille de chaque section du DPS. Le diamètre moyen Dk de chaque section
(cf. dé�nition (A.2)) est directement utilisé pour l’évaluation du terme Fk

rad
: Fk

rad
= Frad

(
Dk ) nk . La

modélisation de cette force devrait ainsi permettre une meilleure restitution des e�ets des contraintes
acoustiques sur la dynamique du jet liquide simulé en partie III.
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Étude de la réponse d’un jet liquide

atomisé sous excitation acoustique

transverse par simulation numérique

aux grandes échelles
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Chapitre 6

Cas de simulation et spéci�cités

numériques

La partie II de ce mémoire a permis d’évaluer, grâce à des cas numériques simples, la capacité du
code Cedre à simuler la propagation d’ondes acoustiques de haute amplitude et à restituer les
e�ets de la pression de radiation acoustique sur des éléments représentant les structures liquides
d’un jet atomisé. Dans le cas de la phase dispersée, un modèle restituant l’action de la force de ra-
diation acoustique sur les gouttes a été formulé pour des ondes acoustiques multi-harmoniques
puis a été développé au sein du code. Cette troisième partie est destinée à la reproduction et
l’analyse par la simulation numérique du comportement d’un jet liquide atomisé sous excitation
acoustique transverse de haute amplitude. Les travaux présentés dans cette partie ont été soumis
pour publication (Rutard et al. [132]). Le chapitre 6 est dédié à la sélection et à la présentation
de la con�guration simulée. Les conditions de fonctionnement retenues ainsi que les caractéris-
tiques de l’excitation acoustique y sont également présentées en détail, suivies par la mise en
donnée complète des simulations. Par la suite, des résultats sans excitation acoustique seront
exploités au chapitre 7 de manière à illustrer la méthodologie de simulation d’écoulements di-
phasiques avec le code Cedre dans un cas concret. En�n, le chapitre 8 sera dédié quant à lui à
l’analyse des mécanismes de réponse du jet diphasique une fois soumis aux ondes acoustiques.
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Chapter 6 : Cas de simulation et spéci�cités numériques

6.1 Sélection et présentation de la con�guration à simuler

6.1.1 Choix du dispositif expérimental

L’un des objectifs de cette partie est d’évaluer la capacité du code Cedre à reproduire le comporte-
ment de jets liquides atomisés soumis à des ondes acoustiques transverses. Pour cela, il est nécessaire de
sélectionner et reproduire une con�guration expérimentale parmi celles présentées dans la littérature,
dont les résultats serviront de référence lors de la comparaison aux simulations numériques réalisée au
chapitre 8. Pour répondre aux besoins de cette étude, le dispositif retenu doit :
− se restreindre à l’étude de jets inertes. En e�et, nos travaux concernent précisément la repro-

duction par le code des mécanismes d’interaction entre l’acoustique et l’écoulement diphasique,
de manière à pouvoir, à plus long terme, en étudier l’impact sur la combustion et la stabilité des
systèmes propulsifs. Or, la présence de �ammes ainsi que les hautes pressions et températures
associées aux écoulements réactifs semblables à ceux rencontrés au sein de moteurs-fusées à er-
gols liquides compliquent l’accès à tout type d’instrumentation de mesure. Il est donc di�cile
de recueillir des données expérimentales relatives au comportement de la phase liquide dans de
telles conditions. L’absence de combustion est donc souhaitable pour ce type d’analyse.

− permettre une excitation acoustique d’amplitude et de fréquence représentatives des perturba-
tions acoustiques impliquées dans les moteurs en conditions de fonctionnement instable. Tra-
ditionnellement, un point de fonctionnement est considéré instable lorsque les �uctuations de
pression atteignent au minimum environ 10% de la pression moyenne de chambre (valeur crête-
à-crête) (Hardi et al. [65], Huang et Huzel [72]). L’expérience démontre également que, dans les
moteurs-fusées à ergols liquides, la présence de la tuyère induit un amortissement des perturba-
tions plus important pour les modes acoustiques longitudinaux que pour les modes transverses
(Crocco et Zheng [25]). Ces derniers sont ainsi généralement les plus dévastateurs une fois
couplés à la combustion et sont caractérisés par des fréquences de l’ordre du kHz.

− traiter les jets coaxiaux en régime d’atomisation de type �bre, caractéristiques des moteurs-fusées
à ergols liquides en conditions de fonctionnement subcritiques.

− fournir un maximum de résultats quanti�ant la réponse de l’écoulement à l’acoustique de manière
à permettre une comparaison la plus complète possible avec les simulations numériques.

− présenter une géométrie simple a�n de réduire les coûts de calcul. En e�et, une géométrie com-
plexe impose l’utilisation d’un maillage fortement ra�né localement, augmentant ainsi considé-
rablement les temps de restitution. En présence d’injecteurs coaxiaux, la dimension limitante est
généralement l’épaisseur de la lèvre séparant l’injection du gaz de celle du liquide.

Parmi les dispositifs expérimentaux mentionnés en section 1.2, seuls deux d’entre eux semblent
répondre aux exigences listées ci-dessus. Le premier dispositif est celui de Davis et Chehroudi [28],
utilisé pour caractériser le comportement de jets coaxiaux LN2/GN2 en régime d’injection subcritique
soumis à une excitation acoustique transverse d’amplitude pouvant aller jusqu’à environ 14% (valeur
crête-à-crête) de la pression moyenne de chambre de 15 bar. Dans cette con�guration, la position d’in-
jection est �xée au niveau d’un ventre de vitesse acoustique. Le second dispositif d’intérêt est celui de
Ficuciello et al. [52]. Celui-ci met en jeu des jets coaxiaux eau/air injectés dans une cavité acoustique
à pression atmosphérique et présente la particularité de permettre la variation de la position d’injec-
tion le long de l’axe acoustique. Cette modularité rend ce dispositif particulièrement intéressant. En
e�et, la réponse du jet aux perturbations acoustiques dépend principalement de sa position sur l’axe
acoustique. Notamment, le phénomène de déviation transverse du liquide par la force de radiation n’in-
tervient qu’entre les ventres de pression (PAN) et de vitesse (VAN) du champ acoustique et est maximal
aux ventres d’intensité (IAN). La con�guration de Ficuciello et al. [52] présente donc un intérêt par-
ticulier comparé à celle de Davis et Chehroudi [28]. Par ailleurs, l’évolution du dispositif d’excitation
acoustique par rapport aux travaux antérieurs de Baillot et al. [7] permet d’atteindre des niveaux
acoustiques maximaux d’environ 166 dB, soit une amplitude de 11% (valeur crête-à-crête) de la pres-
sion moyenne de chambre. En�n, seul le dispositif de Ficuciello et al. [52] permet de caractériser le
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comportement du spray à travers des mesures ombroscopiques. C’est donc naturellement que ce dis-
positif a été sélectionné pour la suite de nos travaux. Ses caractéristiques sont présentées plus en détail
dans la suite de ce chapitre.

6.1.2 Présentation détaillée du dispositif expérimental retenu

Caméra

Vue A

Y

X

Z

Caméra

Vue B

a.a.

(a)

a.a.

Système
d'injection

Z

X

Hc

Lc

a.a.

(b)

a.a.

Y
X

Wc

Lc

a.a.

Haut parleurs

(c)

Figure 6.1 – Schématisation du dispositif expérimental duCoria. (a) Vue 3D avec représenta-

tion du système d’acquisition par ombroscopie. (b) Vue A contenant l’axe acous-

tique (a.a.). (c) Vue de dessus.

Le dispositif expérimental du Coria associé aux travaux de Ficuciello et al. [52] est schématisé
en �gure 6.1. Celui-ci est constitué d’une cavité acoustique rectangulaire de dimensions Lc ×Hc ×Wc ,
ouverte dans sa largeur. Le dispositif d’excitation acoustique comporte deux paires de haut-parleurs à
compression à membrane situées sur la partie basse des parois latérales de la cavité acoustique. Dans
cette con�guration, les ondes acoustiques se propagent donc selon l’axe X . Le système d’injection,
quant à lui, est positionné sur la partie supérieure de la cavité acoustique, autrement dit son toit. La
direction d’injection correspond ainsi à l’axe vertical Z . Deux con�gurations d’injection peuvent être
étudiées avec ce dispositif : la première consiste en un injecteur unique dont la position peut varier
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Figure 6.2 – Schématisation du système d’injection du Coria (Ficuciello [51]).

le long de l’axe acoustique (noté a.a.), tandis que la seconde est constituée de trois injecteurs reliés à
un même dôme d’injection de manière à étudier le couplage acoustique entre le système d’injection
et la cavité principale. Dans le cas de cette étude, notre attention se porte uniquement sur la première
con�guration. L’injection des �uides se fait alors à l’aide d’un seul injecteur coaxial schématisé sur la
�gure 6.2. Le liquide est injecté au centre par un pitot de diamètre initial Di et de diamètre �nal Dl
après un chanfrein de hauteur h. Le gaz, quant à lui, est injecté par un tube coaxial d’épaisseur e et
de diamètre extérieur Dд . En�n, l’épaisseur de la lèvre séparant l’écoulement liquide de l’écoulement
gazeux est notée δlip. Notons que la sortie de l’injecteur, désignée comme le plan d’injection dans la suite
de ce mémoire, coïncide avec la face interne du toit de la cavité acoustique (pas de recess ou retrait du
pitot central dans l’injecteur).

Le système de mesure principal associé à ce dispositif expérimental s’appuie sur la visualisation
rétro-éclairée à haute cadence de l’écoulement diphasique. Cette technique consiste de façon simpli-
�ée à placer l’objet à visualiser, i.e. le jet liquide dans le cas présent, entre une caméra et une source
de lumière continue. La cadence d’acquisition est de 6 273Hz à une résolution de 800 × 1 280 pixels.
Deux directions de visualisation sont proposées, à savoir la direction de propagation acoustique grâce
à deux accès optiques de part et d’autre de la cavité acoustique (vue B sur la �gure 6.1a), et la direc-
tion orthogonale via les deux ouvertures dans la largeur de la cavité (vue A sur la �gure 6.1a). Après
des post-traitements adaptés, les images ainsi obtenues donnent accès à di�érentes mesures telles que
la mesure de la longueur du cœur liquide ainsi que son épaisseur (uniquement en l’absence de gouttes
dans la ligne de vision), la mesure de l’angle de spray, des mesures granulométriques en champ large ou
rapproché, ou encore la mesure de déviation du cœur liquide et du spray par rapport à l’axe d’injection.

Par ailleurs, des mesures de vitesse du co-courant gazeux sont également réalisées à la sortie de l’in-
jecteur à l’aide d’un système de vélocimétrie laser Doppler (LDV). Ce système de mesure, schématisé
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Figure 6.3 – Schématisation de la méthode de mesure LDV unidirectionnelle.

en �gure 6.3, consiste à croiser deux rayons laser mono-chromatiques, collimatés 1 et cohérents 2 dans
la zone où la vitesse du �uide doit être acquise. Suivant le principe d’interférence d’ondes, le croisement
de ces deux rayons laser forme alors un volume de mesure ellipsoïde présentant un réseau de franges de
haute intensité lumineuse dont la distance df les unes des autres est �xe et dépend principalement de la
longueur d’onde λ associée aux lasers. Une fois le co-courant gazeux ensemencé en particules, celles-ci
vont alors émettre des ondes lumineuses à une fréquence donnée fD au passage des franges. Ce signal
lumineux est ensuite récupéré par un photomultiplicateur. Par ailleurs, la détermination du sens de pro-
pagation des particules est réalisée par dé�lement des franges d’interférence en modi�ant légèrement
la fréquence d’une des deux sources laser d’une valeur ∆f . La composante de vitesse perpendiculaire
aux franges est alors calculée commeu = df (∆f − fD ). Dans le cas du dispositif expérimental du Coria,
deux couples de lasers sont utilisés de manière à acquérir à la fois les composantes de vitesse verticale
et transverse du gaz.

Le dispositif expérimental présenté ci-dessus permet d’étudier une large gamme de conditions d’in-
jection, allant du régime d’atomisation de type Rayleigh axi-symétrique au régime de type �bre. Notre
intérêt se porte cependant uniquement sur ce dernier puisqu’il s’agit du régime d’atomisation caracté-
ristique des moteurs-fusées à ergols liquides. Le point de fonctionnement retenu pour notre étude est
dé�ni dans la suite de ce chapitre.

6.2 Dé�nition des conditions d’injection

Plusieurs points de fonctionnement correspondant à un régime d’atomisation de type �bre ont été
étudiés par le passé au Coria. Les travaux de Ficuciello et al. [52] présentent notamment un point de
fonctionnement dé�ni par un nombre de Reynolds liquide Rel = 3 200 et un nombre de Weber gazeux
Weg = 224. Cependant, la vitesse d’injection du liquide associée à ces conditions de fonctionnement est
considérée trop faible pour permettre un temps de restitution des simulations acceptable. Un nouveau
point de fonctionnement que l’on nomme PF-Onera est donc dé�ni par la suite conjointement avec le
Coria. Pour limiter le temps de restitution des simulations numériques, la vitesse moyenne du liquide
Ul au niveau du plan d’injection est augmentée au maximum des capacités du dispositif expérimen-
tal. Les paramètres thermodynamiques du �uide ainsi que la géométrie d’injection étant �xés, cette

1. Une lumière collimatée est constituée de rayons quasiment parallèles. La dispersion lumineuse au cours de la propa-
gation des rayons est alors réduite au maximum.

2. Deux ondes sont dites cohérentes lorsqu’elles ont un déphasage constant l’une par rapport à l’autre et une fréquence
équivalente.
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PF-Onera BHP A-10 Vham PF2

Espèces Air/eau LOX/GH2 LOX/GCH4

Pression chambre [bar] 1 10 26
Rapport de mélange Rm [-] > 15∗ 2.1 1.3
Rapport des �ux de quantité 4 15 1.9de mouvement J [-]
Nombre de Reynolds ∼ 104 5.5 × 104 3.2 × 104à l’injection du liquide Rel [-]
Nombre de Reynolds ∼ 104 2.0 × 105 1.7 × 105à l’injection du gaz Reg [-]
Nombre de Weber 4.9 × 102† 2.9 × 104‡ 2.7 × 103‡gazeux Weg [-]

Table 6.1 – Données caractéristiques d’injection associées à di�érents dispositifs expéri-

mentaux. Données thermodynamiques : source Nist.

∗ Étant donné l’absence d’oxydant et de combustible dans ce cas inerte, une valeur de substitution est calculée comme le
rapport entre le débit massique d’injection du liquide et celui du gaz. La valeur exacte ne peut être indiquée pour des
raisons de con�dentialité.

† Valeur calculée avec une tension de surface mesurée pour de l’eau en contact avec de l’air à pression atmosphérique et
T = 300 K.
‡ Valeur calculée avec une tension de surface mesurée à T = 85 K à la saturation, i.e. pour de l’oxygène liquide entouré de

sa propre vapeur.

modi�cation induit alors une augmentation de Rel (cf. équation (1.2)), dont la valeur exacte retenue
ne peut être indiquée ici pour des raisons de con�dentialité (ordre de grandeur de 104). En revanche,
une augmentation de la vitesse d’injection du liquide sans changement des conditions d’injection du
co-courant gazeux peut sensiblement modi�er le régime d’atomisation du jet. En e�et, d’après les tra-
vaux de Lasheras et Hopfinger [87], un point de fonctionnement dé�ni par Rel ∼ 104 et Weg = 224
serait à la limite de transition entre un régime d’atomisation de type membrane et un régime de type
�bre (cf. �gure 6.4). Ainsi, de manière à assurer une atomisation en régime �bre, la vitesse d’injection
du co-courant gazeux est elle aussi augmentée. À l’instar du liquide, �xer la vitesse d’injection du gaz
tout en ayant une géométrie d’injecteur donnée revient à �xer la valeur de Weg (cf. équation (1.4)). Ce-
pendant, d’après Ficuciello et al. [52], une augmentation de Weg à amplitude d’excitation acoustique
�xe induit une diminution de la réponse du jet aux perturbations. En e�et, le co-courant gazeux agit
comme une barrière protégeant l’écoulement liquide des ondes acoustiques. Sur la base des travaux
passés du Coria, une valeur maximale est alors dé�nie à Weg = 490. Les caractéristiques du point de
fonctionnement �nalement obtenu sont présentées dans le tableau 6.1.

Pour compléter, il est intéressant de comparer ces nouvelles conditions à des points de fonctionne-
ment dé�nis dans la littérature pour l’étude des écoulements réactifs représentatifs des moteurs-fusées à
ergols liquides. Deux points de comparaison du banc Mascotte sont présentés ici : le point de fonction-
nement A-10 du Boitier Haute Pression (BHP) ainsi que le point PF2 du Vham. Le premier a été dé�ni
de manière à étudier la combustion d’un jet LOX/GH2 isolé en conditions d’injection subcritiques (e.g.
voir Fdida et al. [49]), tandis que le second est destiné à l’étude de la réponse de �ammes subcritiques
LOX/GCH4 sous excitation acoustique transverse de haute fréquence (e.g. voir Méry et al. [113]). Les
caractéristiques de ces deux points de fonctionnement sont elles aussi présentées dans le tableau 6.1.
Pour faciliter leur comparaison, les trois points de fonctionnement mentionnés sont positionnés sur le
diagramme des régimes d’atomisation proposé par Lasheras et Hopfinger [87] et représenté en �gure
6.4. Sur ce diagramme, les iso-lignes de J = 1 et J = 50 sont rajoutées pour chaque �uide et géométrie
associés (cf. équation (1.7)). Ces iso-lignes délimitent respectivement les bornes supérieure et inférieure
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Figure 6.4 – Classi�cation des régimes d’atomisation de jets liquides issus d’injecteurs co-

axiaux en fonction des nombres sans dimensionWeg, Rel et J (issue de Lasheras
etHopfinger [87] et complétée parBaillot et al. [7]). PF-Onera Vham PF2
BHP A-10.

de la zone de régime d’atomisation de type �bre classique, i.e. sans recirculation du gaz en aval du cœur
liquide. On peut voir tout d’abord que le PF-Onera est bien contenu dans cette zone, ce qui est un
point essentiel de la démarche. Si l’on compare ensuite les caractéristiques de ces nouvelles conditions
à celles des points BHP A-10 et Vham PF2, on peut noter des écarts non négligeables sur les ordres de
grandeur de Rel, Reg et Weg. Ces écarts sont dus au fait que l’air et l’eau ont des viscosités plus élevées
que les �uides utilisés dans des con�gurations réactives ; à savoir : GCH4, GH2 et LOX. De même, le
coe�cient de tension super�cielle de l’eau dans l’air est nettement supérieur à celui de l’oxygène li-
quide dans du méthane ou de l’hydrogène gazeux. Par ailleurs, les écarts entre les conditions inertes et
réactives peuvent également être attribués à la di�érence de débit massique d’injection du co-courant
gazeux, beaucoup plus faible dans le cas inerte. En e�et, dans les moteurs-fusées à ergols liquides, le
débit massique de fuel est maximisé pour assurer un rapport de mélange inférieur à la stœchiométrie 3

a�n d’optimiser les performances du moteur. De plus, dans le cas de bancs expérimentaux de labo-
ratoire comme le banc Mascotte, l’écart à la stœchiométrie doit être accentué de manière à limiter
la température des gaz brûlés et ainsi le besoin en refroidissement des parois et hublots. Au contraire,
pour les con�gurations inertes, le débit massique d’air est minimisé a�n de limiter l’e�et barrière du gaz
et ainsi assurer une réponse su�samment importante de l’écoulement aux perturbations acoustiques.
C’est pourquoi le Weg est bien plus faible pour les conditions inertes.

Malgré les nettes di�érences d’ordres de grandeur en terme de Rel, Reg et Weg, le critère primor-
dial déterminant la pertinence du point de fonctionnement inerte dé�ni précédemment est la valeur du
rapport des �ux de quantité de mouvement J. En e�et, les travaux du Coria ont montré dans le passé
que la réponse du jet aux perturbations acoustiques était fortement conditionnée à la fois par le type de
régime d’atomisation associé, mais également par la longueur du cœur liquide (Baillot et al. [7], Ficu-
ciello et al. [52]). Or, J est le paramètre principal déterminant cette longueur en régime d’atomisation
de type �bre (Lasheras et Hopfinger [87]). La valeur de J = 4 associée au PF-Onera est plus proche
de celle associée au point Vham PF2 que de celle du point BHP A-10. Cela est en accord avec l’objectif

3. Le rapport de mélange à la stœchiométrie est de 4 pour le couple LOX/GH2 et de 8 pour le couple LOX/GCH4.
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de ces travaux puisque les mécanismes de réponse de l’écoulement inerte aux ondes acoustiques seront
ainsi représentatifs de ce qui a pu être observé dans le passé pour le point Vham PF2. L’aspect inerte
du PF-Onera permettra même d’étudier plus facilement la réponse de la phase liquide et nous fournira
ainsi de nouvelles informations.

6.3 Dé�nition et caractérisation des perturbations acoustiques

6.3.1 Dé�nition de l’excitation acoustique

Les conditions d’injection étant �xées, il est maintenant nécessaire de dé�nir l’excitation acoustique
à imposer. Comme il l’a été mentionné lors de la sélection du dispositif expérimental à reproduire
numériquement, notre intérêt se porte uniquement sur les perturbations acoustiques transverses de
haute fréquence. Dans le cas du dispositif de Ficuciello et al. [52] retenu pour cette étude, la cavité
acoustique a été dimensionnée de manière à ce que la fréquence d’excitation associée au second mode
acoustique transverse (mode 2T) de la cavité soit de l’ordre du kHz, et soit donc représentative de la
fréquence des ondes acoustiques en jeu lors d’instabilités thermoacoustiques dans les moteurs-fusées.

Les travaux du Coria ont démontré dans le passé que la réponse d’un jet diphasique soumis à de
telles perturbations acoustiques dépendait de sa position sur l’axe acoustique (Baillot et al. [7], Ficu-
ciello et al. [52]). Le choix de cette position est donc primordial pour notre étude et doit permettre
d’observer un maximum de mécanismes de réponse. Cinq positions d’injection sont envisagées ici : les
ventres de pression (PAN), d’intensité (IAN) et de vitesse acoustiques (VAN) associés au mode acous-
tique fondamental 2T, ainsi que les deux positions intermédiaires (PAN-IAN et IAN-VAN). Le ventre
d’intensité acoustique est dé�ni comme la position à laquelle le produit entre les �uctuations de pression
et de vitesse transverse dans la direction d’excitation acoustique est maximal. D’après les travaux passés
du Coria, les di�érents mécanismes de réponse d’un jet sous excitation acoustique transverse suscep-
tibles d’intervenir sont synthétisés dans le tableau (6.2) selon la position d’injection dans le champ
acoustique. Ces mécanismes sont :

− l’aplatissement des structures liquides par la pression de radiation acoustique prad dans le plan
contenant l’axe acoustique. Rappelons que la distribution spatiale de cette grandeur autour du
cœur liquide et des gouttes peut être approximée par les formules du tableau 5.1. Lorsque cette
distribution n’est pas homogène et que l’amplitude des perturbations acoustiques est su�sante,
la structure liquide est aplatie. Ce mécanisme intervient donc à toutes les positions sur l’axe
acoustique excepté au PAN. De plus, il est maximal au VAN, où la di�érence entre le maximum
et le minimum de prad autour du liquide est la plus importante.

− l’augmentation de l’angle de spray dans le plan orthogonal à l’axe acoustique. D’après Ficuciello
et al. [52], ce mécanisme est directement lié à la déformation du cœur liquide par la pression de ra-
diation acoustique. Il survient donc aux mêmes positions sur l’axe acoustique que l’aplatissement
des structures liquides. Il en est de même pour son maximum d’amplitude.

− la déviation des structures liquides par la force de radiation acoustique. En certaines positions
sur l’axe acoustique, l’intégration de prad à la surface d’une structure liquide peut conduire à une
force résultante non nulle. Pour des géométries sphériques ou cylindriques, cette force peut être
formulée selon les équations (3.54) et (D.44), et peut conduire à une déviation de la phase liquide
vers le VAN le plus proche. Ce mécanisme intervient à toutes les positions sur l’axe acoustique
excepté aux PAN et VAN où le pro�l de prad est symétrique. De plus, il est maximal aux IAN.

− l’oscillation transverse du spray. Par frottement, les �uctuations de vitesse transverses du gaz in-
duites par les perturbations acoustiques entraînent les gouttes du spray. Ce mécanisme intervient
à toutes les positions sur l’axe acoustique excepté au PAN, où la vitesse acoustique est nulle à
chaque instant. De plus, il est maximal à la position du maximum de vitesse acoustique, i.e. aux
VAN.
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Puisque l’on souhaite maximiser le nombre de mécanismes de réponse du jet aux ondes acoustiques
tout en assurant des amplitudes de réponse su�santes pour être mesurées, une injection en un IAN
semble être la plus adaptée. Par ailleurs, l’amplitude d’excitation acoustique est imposée au maximum
des capacités du banc expérimental, soit une amplitude des �uctuations de pression d’environ 11 500 Pa
(valeur crête-à-crête). Pour une onde acoustique purement sinusoïdale, cela se traduirait par un niveau
acoustique de 166.2 dB. Le champ acoustique résultant au sein de la cavité est caractérisé dans la suite
de ce chapitre.

PAN PAN-IAN IAN IAN-VAN VAN

Aplatissement des structures liquides 7 3 3 3 3

Augmentation de l’angle du spray 7 3 3 3 3

Déviation des structures liquides 7 3 3 3 7

Oscillation transverse du spray 7 3 3 3 3

Table 6.2 – Synthèse des mécanismes de réponse d’un jet diphasique à des perturbations

acoustiques transverses selon la position d’injection sur l’axe acoustique. 7 ab-

sent ; 3 peut intervenir si niveau acoustique su�sant ; maximum d’amplitude.

6.3.2 Caractérisation du champ acoustique

La caractérisation du champ acoustique expérimental a été réalisée lors de la thèse de Ficuciello
[51] à l’aide de simulations numériques basées sur la résolution de l’équation de Helmholtz (forme
stationnaire de l’équation d’onde (3.16)). Pour ces simulations, une �uctuation de vitesse nulle a été
imposée en condition aux limites pour modéliser les parois de la cavité acoustique, tandis que le système
complet a été placé dans un domaine de simulation plus large de manière à permettre la propagation des
ondes à travers les ouvertures de la cavité. Le champ acoustique obtenu à l’intérieur de cette cavité est
présenté en �gure 6.5. Sur celle-ci, le rectangle gris délimite la zone dans laquelle le champ acoustique
peut être considéré plan et stationnaire. Étant donnée la taille présumée du cœur liquide associé aux
conditions d’injection dé�nies précédemment (ordre de grandeur de 10Dl ), il est possible de considérer
seulement la zone contenue dans ce rectangle lors des simulations numériques à venir, ce qui permettra
de contenir leur coût et de simpli�er le traitement de l’excitation acoustique.

De manière à caractériser précisément les perturbations acoustiques dans cette zone, une mesure
locale des �uctuations de pression a été réalisée par le Coria. Le signal expérimental brut est repré-
senté en �gure 6.6. Les coordonnées du point de mesure sont (X , Y , Z ) = (−Lc/2, 0, Dl ). L’origine étant
placée au centre de la face interne du toit de la cavité acoustique, cela correspond à un PAN localisé
au niveau d’une paroi latérale à une distance Dl du plan d’injection. A�n de réduire les contraintes
mécaniques appliquées aux haut-parleurs, le signal est composé de trois étapes de 300ms chacune :
une première rampe d’amplitude croissante, un plateau d’amplitude nominale d’environ 11 500 Pa (va-
leur crête-à-crête) et une seconde rampe d’amplitude décroissante. Dans la suite de cette étude, nous
souhaitons pouvoir reproduire ces �uctuations de pression le plus précisément possible tout en ne
considérant qu’un nombre minimum d’harmoniques a�n de limiter le nombre de cellules nécessaire à
la discrétisation spatiale du domaine de calcul (cf. discussion sur le calcul de la fréquence de coupure
d’un maillage). Une transformation de Fourier discrète (DFT) appliquée au signal de la �gure 6.6 sur
l’intégralité du plateau central de 300ms révèle que 98.3% de l’énergie acoustique totale du signal est
comprise dans l’échantillon de fréquence [0Hz ; 3 000Hz], plus précisément dans les modes acoustiques
2T, 4T et 6T de la cavité. Les �uctuations de pression de la �gure 6.6 en période nominale peuvent alors
être approximées par :

p ′(t) = −
3∑
i=1

pac, i sin (2π fac, it +ψi ), (6.1)
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Figure 6.5 – Champs 2D expérimental de l’écart type normalisé de la pression au sein de

la cavité acoustique (Ficuciello [51]). (a) Plan de visualisation contenant l’a.a.
(Vue A). (b) Plan de visualisation orthogonal à l’a.a. (Vue B). IAN. Zone

où l’on peut considérer le champ acoustique plan et stationnaire.
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Figure 6.6 – Fluctuations de pression mesurées par le Coria en un PAN latéral de la cavité

acoustique.
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i Mode fac, i [kHz] pac, i [Pa] ψi [rad]

1 2T ≈ 1 5 135 π

2 4T ≈ 2 887 2.3
3 6T ≈ 3 555 1.83

Table 6.3 – Caractéristiques du signal de pression acoustique en un PAN latéral de la cavité.
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Figure 6.7 – Fluctuations de pression en un PAN latéral de la cavité acoustique. Signal ex-

périmental. Reconstruction analytique avec les modes 2T, 4T et 6T.

où pac, i, fac, i etψi sont respectivement l’amplitude, la fréquence et la phase de chaque mode i . Leurs va-
leurs sont déterminées par la DFT précédente et sont fournies dans le tableau 6.3. La �gure 6.7 présente
la comparaison entre le signal expérimental en période nominale et la reconstruction des �uctuations
de pression par la formule (6.1) sur une période acoustique du mode 2T. Sur cette �gure, on véri�e que
les trois modes considérés su�sent à reproduire de façon relativement précise le signal expérimental,
avec une erreur relative maximale d’environ 10%. Il est alors raisonnable de ne considérer que ces trois
modes lors de l’excitation acoustique associée à nos simulations numériques.

6.4 Mise en données des simulations numériques

6.4.1 Dé�nition du domaine de calcul et de sa discrétisation spatiale

Comme détaillé dans la section précédente, notre intérêt lors de cette étude se porte uniquement
sur la zone de la cavité dans laquelle le champ acoustique peut être considéré plan et stationnaire. Le
domaine de calcul associé, de dimensions 64.3Dl × 35.7Dl × 35.7Dl , est représenté en 3D sur la �gure
6.8. L’injecteur coaxial présenté en �gure 6.2 est quant à lui réduit à une hauteur de 1.79Dl de manière à
minimiser les coûts de calcul. La discrétisation spatiale du domaine de calcul est assurée par un maillage
non structuré de 28M de cellules composé de prismes et de tétraèdres. La topologie de ce maillage est
représentée en �gure 6.8.

Une première zone de ra�nement du maillage de forme cylindrique, de hauteur 10.7Dl et de dia-
mètre 2.5Dl est dé�nie à la sortie de l’injecteur. Cette zone est destinée en premier lieu à capter les
instabilités se propageant à la surface du jet liquide responsables de son atomisation. Les dimensions
des instabilités longitudinales et transverses générées par le cisaillement entre les deux �uides peuvent
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Figure 6.8 – Représentation de la discrétisation spatiale du domaine de calcul. (a) Vue 3D en

champ lointain. (b) Vue 2D rapprochée du plan d’injection.
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être estimées respectivement par les relations (1.13) et (1.16) proposées par Marmottant et Viller-
maux [106]. Pour les conditions d’injection associées à cette étude, ces relations aboutissent aux valeurs
suivantes : λ� = 14.0δlip et λ⊥ = 5.6δlip. Par ailleurs, Baillot et al. [7] ont noté la formation d’instabili-
tés de Faraday à la surface du jet liquide sous l’e�et des perturbations acoustiques transverses, pouvant
impacter le processus d’atomisation primaire. La longueur d’onde de ces instabilités peut être estimée
par la formule suivante :

λF =

(
8σπ
ρl f

2
ac

)1/3
, (6.2)

avec σ le coe�cient de tension de surface et ρl la masse volumique du liquide. Cette formulation aboutit
à une valeur de 6.3δlip dans notre cas d’étude si l’on ne considère que la fréquence d’excitation fac, 1
associée au mode 2T de la cavité acoustique. La taille moyenne des cellules dans la première zone de
ra�nement est alors imposée à ∆ = δlip, soit environ six points pour discrétiser la longueur d’onde la
plus petite λ⊥.

Un déra�nement radial progressif est ensuite opéré jusqu’à un second cylindre de même hauteur
et de diamètre 8.9Dl destiné à discrétiser la zone contenant majoritairement la phase dispersée. Dans
cette zone, la contrainte principale repose sur la résolution de l’écoulement gazeux à l’origine du trans-
port et de la fragmentation des gouttes du spray. Pour la simulation numérique aux grandes échelles,
il est généralement accepté qu’au moins 80% de l’énergie cinétique turbulente doit être résolue (Pope
[125]). Cela est d’autant plus important qu’aucun terme turbulent n’est considéré dans les équations
du DPS. Dans ce cas, le rapport entre la taille de �ltre (et donc ici de cellule) ∆ et la dimension de
l’échelle intégrale Lt est estimé à ∆/Lt = 0.083 (Pope [125]). Lors de leurs travaux, Buresti et al. [16]
a�rment qu’au-delà d’une certaine distance du plan d’injection, les tourbillons formés en amont dans
l’écoulement co-courant gazeux autour du jet liquide se rejoignent pour former une turbulence pleine-
ment développée. Sur la base de cette observation, il est alors possible de considérer que les plus gros
tourbillons en aval du jet ont une taille de l’ordre de Dд et donc d’estimer la taille de cellule nécessaire
à 0.083Dд , soit ∆ = 3.5δlip.

Le même raisonnement est appliqué pour la dé�nition du maillage dans l’injecteur. Les dimensions
caractéristiques de Lt associées aux écoulements liquide et gazeux sont respectivement estimées par
le diamètre interne Di de l’injecteur liquide en amont du chanfrein et l’épaisseur e du co-courant ga-
zeux. Les tailles de mailles imposées dans l’injecteur jusqu’au plan d’entrée dans la cavité sont alors de
0.067Di dans le liquide et de 0.1 e dans le co-courant gazeux. Par ailleurs, une évolution progressive de
la taille des mailles entre l’injecteur et la zone de ra�nement du cœur liquide est imposée de manière à
retrouver un total de deux cellules dans l’épaisseur de lèvre de l’injecteur. Il s’agit là d’un nombre insuf-
�sant de mailles pour discrétiser les tourbillons formés au contact des lèvres par le cisaillement entre
les deux �uides. Cependant, ra�ner davantage en cette zone particulière conduirait à un coup de calcul
prohibitif. On sait malgré tout que la taille de ces tourbillons augmente en aval du plan d’injection. La
taille de maille ∆ = δlip imposée dans la zone de ra�nement du cœur liquide permettra donc d’accéder
rapidement à une description su�sante de ces tourbillons en aval de l’injecteur. En ce qui concerne la
discrétisation de l’écoulement au sein de l’injecteur, quatre couches de prismes de dimension ∆/2 sont
rajoutées sur chaque paroi excepté sur la lèvre, induisant ainsi une valeur dey+ de 15 dans l’écoulement
d’air et de 19 dans l’écoulement d’eau. 4

Pour �nir, le reste du domaine de calcul est discrétisé de manière à minimiser la dissipation numé-
rique des ondes acoustiques lors de leur propagation le long de l’axe acoustique. D’après les travaux
de Langenais et al. [85], un minimum de 20 points par longueur d’onde est nécessaire pour discrétiser
une onde acoustique avec le code Cedre à l’ordre 2. Dans le cas de notre étude, la longueur d’onde

4. La grandeur y+ correspond à la distance adimensionnée à la paroi. Elle peut être vu comme le nombre de Reynolds
calculé dans la cellule adjacente à la paroi, avec la taille de la cellule comme dimension de référence. Il est généralement
considéré qu’une valeur y+ ∼ 1 est nécessaire pour assurer une évaluation correcte du frottement à la paroi. Pour une valeur
de y+ > 10-20, l’utilisation d’un modèle de paroi est nécessaire pour restituer le pro�l de vitesse moyenne à la paroi.

135



Chapter 6 : Cas de simulation et spéci�cités numériques

minimale à discrétiser est associée au mode acoustique 6T, soit λ3 = 21.4Dl . Après application d’une
marge empirique de 20%, la taille des cellules dans la zone acoustique est alors imposée à ∆ = 0.89Dl ,
soit 24 points par longueur d’onde du mode acoustique 6T et une fréquence de coupure fc ≈ 3 500Hz
> fac, 3.

6.4.2 Dé�nition des conditions aux limites

Conditions d’injection

Dans la con�guration expérimentale de Baillot et al. [7] reproduite ici par la simulation numé-
rique, les deux �uides s’écoulent dans un tube de longueur 17.9Dl avant d’être injectés dans la cavité
acoustique. A�n de limiter le temps de restitution des simulations numériques, seul un dixième de
cette longueur est reproduit. Les conditions d’injection des deux �uides en amont de l’injecteur cor-
respondent à des conditions aux limites de type entrée subsonique à vitesse imposée. Pour chacun des
�uides, un pro�l de vitesse homogène et constant est imposé. Pour des raisons de con�dentialité rela-
tives à la con�guration expérimentale reproduite, les vitesses débitantes ne peuvent pas être indiquées
ici. Celles-ci sont calculées de façon à respecter les nombres Weg et J à l’injection retenus en section 6.2
(Weg = 490 et J = 4).

En présence d’une excitation acoustique, les travaux de Baillot et al. [7] mentionnés en section
1.2 ont mis en évidence une propagation des ondes acoustiques dans le système d’injection. Puisque
la partie simulée de l’injecteur est plus courte que l’injecteur expérimental, il apparaît nécessaire de
pouvoir assurer la non-ré�exion des ondes au niveau des conditions aux limites d’injection. Pour cela,
un procédé de relaxation est utilisé et présenté en détail en annexe F. Dans le cas présent, il est choisi
d’imposer un coe�cient de ré�exion |R | ≤ 10−3 pour toute onde acoustique de fréquence fac ≥ fac, 1.
Le coe�cient de relaxation σrel associé vaut environ 10−7.

En ce qui concerne les limites latérales et la lèvre de l’injecteur, celles-ci sont associées à des condi-
tions de type parois adhérentes.

Méthode d’excitation acoustique

La méthode d’excitation acoustique retenue ici est similaire à celle proposée et validée en section
4.3 pour imposer un champ acoustique stationnaire au sein du domaine de calcul. Pour obtenir une
onde stationnaire identique à la �gure 6.7, les �uctuations de pression suivantes sont imposées aux
deux conditions aux limites orthogonales à l’axe acoustique :

p ′(t) = −
3∑
i=1

pac, i sin (2π fac, it +ψi ), (6.3)

avec l’amplitude, la fréquence et la phase de chaque mode dé�nies dans le tableau 6.3. Cependant,
contrairement à la cavité acoustique considérée en section 4.3, les limites du domaine parallèles à l’axe
acoustique sont des frontières libres. Il est donc impossible dans le cas présent d’imposer une condition
de glissement à ces limites car cela ne permettrait pas d’évacuer les �uides hors du domaine de calcul.
Par ailleurs, une simple condition à la limite de sortie à pression imposée constante ne serait pas re-
présentative des conditions expérimentales. Il est donc choisi ici d’imposer les �uctuations de pression
résultant de l’excitation acoustique également aux limites parallèles à l’axe acoustique. Seulement, les
hautes amplitudes d’excitation conduisent ici, de la même manière qu’en section 4.3, à une déformation
progressive des ondes au cours de leur propagation le long de l’axe acoustique, ce qui empêche d’im-
poser la simple superposition des deux signaux d’excitation. Il est ainsi nécessaire d’imposer le signal
déformé lors de l’excitation acoustique. Pour cela, la méthodologie suivante est retenue (illustration en
�gure 6.9) :

1. un premier calcul de propagation acoustique dans une cavité parallélépipédique de longueur λ1
est réalisé. De façon identique à la section 4.3, le champ de pression initial au sein du domaine
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Figure 6.9 – Méthodologie d’excitation acoustique pour la simulation MC.

est homogène et les �uctuations de pression dé�nies par l’équation (6.3) sont imposées aux deux
conditions aux limites orthogonales à l’axe acoustique. Les limites parallèles à l’axe acoustique
sont quant à elles associées à des conditions aux limites de glissement. Les �uctuations de pression
dans la cavité sont alors extraites au cours du temps tout le long de l’axe acoustique de manière
à pouvoir les utiliser par la suite. Pour cette étape, deux périodes acoustiques T1 = 1/fac, 1 sont
simulées (comme représenté sur la �gure 6.9) : la première correspond à la période d’établissement
de l’onde stationnaire et la seconde à une période où l’onde est établie.

2. les pro�ls de �uctuation de pressionp ′(X , t) extraits à l’étape précédente sont par la suite imposés
aux frontières libres lors de la simulation du PF-Onera, i.e. aux conditions aux limites latérales
parallèles à l’axe acoustique et à la condition à la limite aval. La limite supérieure est quant à
elle associée à une condition de type paroi adhérente. Lors de la première période d’excitation, le
pro�l de �uctuation de pression extrait au cours de la période d’établissement de la simulation
précédente est utilisé, tandis que le pro�l établi est imposé pour le reste du calcul.

Il est important de préciser que, contrairement aux campagnes expérimentales e�ectuées par le Coria,
les �uctuations de pression sont imposées dès le départ à leur maximum d’amplitude. En e�et, imposer
une rampe d’excitation comme celle représentée en �gure 6.6 nécessiterait des temps de calcul trop
importants pour atteindre le régime établi. Notons également que, de façon identique aux simulations
e�ectuées en section 4.3, il est nécessaire d’imposer une non-ré�exion la plus complète possible des
ondes aux conditions aux limites d’excitation acoustique. Comme pour les conditions aux limites d’in-
jection, un coe�cient de ré�exion |R | ≤ 10−3 est alors imposé pour toute onde acoustique de fréquence
fac ≥ fac, 1.

Comme en section 4.3, cette nouvelle méthodologie est validée en comparant les pro�ls de �uctua-
tion de pression le long de l’axe acoustique à la solution analytique de Blackstock [10]. Cette compa-
raison donne lieu aux �gures 6.10. Une erreur relative maximale de 3% de l’amplitude d’excitation est
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observée au cours d’une période acoustique au niveau des VAN du mode fondamental, validant ainsi la
méthodologie d’excitation acoustique. Notons que la présence de modes acoustiques harmoniques de
phases di�érentes conduit à des �uctuations de pression résiduelles de l’ordre de 1 000 Pa aux VAN du
mode fondamental.

6.4.3 Choix des modèles numériques

Pour cette étude, on applique la stratégie de simulation d’écoulements diphasiques atomisés du code
Cedre. Les modèles et méthodes numériques utilisés sont synthétisés dans le tableau 6.4. Le SPS résout
ainsi les équations de Navier-Stokes compressibles multi-espèces pour la simulation de l’écoulement en
phases séparées tandis que le DPS est consacré à la modélisation du spray via une approche Eulérienne.
La description de la distribution de la taille des gouttes est assurée par une méthode sectionnelle avec
reconstruction a�ne pour laquelle trois sections sont considérées. Leurs bornes sont dé�nies de façon
empirique et sont présentées dans le tableau 6.4. Le couplage two-way entre les deux solveurs est réalisé
à travers les termes sources de traînée, de radiation acoustique, d’atomisation primaire et de pseudo-
coalescence.

Modélisation des contraintes de radiation acoustique sur les gouttes

Comme indiqué en section 5.2.2, un modèle spéci�que a été formulé et développé au cours de ces
travaux a�n de restituer l’action de la force de radiation acoustique sur les gouttes du spray. La force
de radiation acoustique Fk

rad
exercée sur les gouttes de chacune des sections k du DPS est calculée à

partir de la formulation multi-harmonique instantanée (3.54) développée au chapitre 3, et ajoutée au
terme de force de traînée dans l’évaluation des termes sources d’échange entre solveurs SF et skF (5.8).
Le diamètre moyen Dk de chaque section (cf. dé�nition (A.2)) est directement utilisé pour l’évaluation
de Fk

rad
: Fk

rad
= Frad

(
Dk ) nk .

La formulation multi-harmonique (3.54) de la force de radiation acoustique impose d’indiquer en
argument d’entrée du modèle la position d’un ventre de pression (PAN) commun à tous les modes
acoustiques excités de manière à évaluer la distance h entre cette position et les gouttes. Dans le cas du
PF-Onera, le PAN de référence correspond à une des conditions aux limites d’excitation acoustique. De
même, les amplitudes de �uctuation de pression pac, i associées à chaque mode acoustique considéré,
ainsi que leurs fréquences et leurs phases, doivent être indiquées en arguments d’entrée du modèle.
Dans le cas d’une excitation acoustique donnant lieu à un champ stationnaire plan, les fréquences et
phases de chaque mode n’évoluent pas au cours de la propagation des ondes. En revanche, les ampli-
tudes de �uctuation de pression pac, i associées à chaque mode acoustique considéré peuvent évoluer
au cours de la propagation non linéaire des ondes. Pour assurer une évaluation la plus précise possible
de la force de radiation acoustique exercée sur les gouttes, il convient alors d’indiquer en arguments
d’entrée du modèle les amplitudes de �uctuation au PAN le plus proche de la position d’injection du
liquide. Sans cela, l’erreur commise lors du calcul de Frad est d’autant plus grande que la déformation
des ondes est élevée.

Pour le cas particulier du PF-Onera, le jet diphasique est injecté au niveau d’un ventre d’intensité
acoustique (IAN) plus proche du ventre de pression situé au centre de la cavité que des deux ventres
situés aux extrémités (cf. �gure 6.5a). Utiliser les amplitudes de �uctuation de pressionpac, i enregistrées
aux limites d’excitation du domaine pour le calcul de la force de radiation acoustique mène donc à une
imprécision qu’il est nécessaire d’évaluer. Pour cela, une simulation numérique unidimensionnelle de
l’onde stationnaire dans une cavité de même longueur que celle associée au PF-Onera nous permet
d’extraire les amplitudes des trois modes acoustiques considérés (2T, 4T et 6T) au niveau du centre
de la cavité. Les valeurs ainsi extraites sont indiquées dans le tableau 6.5. À partir des ces amplitudes
et de la formulation multi-harmonique (3.54), il est possible d’évaluer la force de radiation acoustique
exercée sur une sphère rigide représentant une goutte isolée située à la position d’injection du jet
associée au PF-Onera, et de la comparer à la force évaluée à partir des amplitudes de �uctuation de
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Solveur phases séparées SPS

Fluide (loi d’état) Phase gazeuse : air
(Gaz parfait ; cf. section 2.2.1)

Phase liquide : eau
(Liquide compressible ; cf. section 2.2.1)

β0 = 5 × 10−10 Pa−1

Modèles
physiques

• Navier-Stokes avec modèle de turbulence de Smagorinsky dans le gaz
(Cs = 0.18) et modélisation implicite de la turbulence dans le liquide

• Terme source d’accélération gravitationnelle (д = 9.81m · s−1)

Discrétisation
spatiale

• Méthode Muscl multipente avec limiteur hybride
• Schéma HLLC bas Mach (HLLC-BM)∗

Intégration
temporelle

• Schéma explicite RK3
• Pas de temps �xe ∆t = 9.635 × 10−9 s (CFLmax = 0.6)

Solveur phase dispersée DPS

Modèles
physiques

• Méthode sectionnelle avec reconstruction a�ne
• 3 sections d’intervalles de diamètre I 1s = [0 ; 50[, I 2s = [50 ; 150[ et

I 3s = [150 ; 300[ (bornes en µm)
• Termes sources de traînée et de radiation acoustique
• Atomisation primaire : Da = 200 µm, ‖va ‖ = 3.5m · s−1 et θa = 300 K
• Pseudo-coalescence et fragmentation
• Terme source d’accélération gravitationnelle (д = 9.81m · s−1)

Discrétisation
spatiale

• Méthode Muscl multipente avec limiteur hybride
• Schéma de Godunov

Intégration
temporelle

• Splitting de Lie
• Schéma explicite RK2 pour le transport
• Schéma Euler explicite pour les termes sources de couplage avec quatre

itérations de relaxation
• Même pas de temps que le SPS

Table 6.4 – Modèles et méthodes numériques pour la simulation du PF-Onera.

∗ Pour des raisons numériques, le schéma de �ux HLLC-BM n’est pas compatible avec les conditions de non-ré�exion. Il a
cependant été démontré aux chapitres 4 et 5 que ce schéma était plus précis que la version HLLC originelle pour nos cas
d’application. Une transition entre ces deux schémas est alors imposée aux limites de la cavité de manière à conserver à
la fois l’aspect non ré�échissant des conditions aux limites et la précision du schéma bas Mach dans la zone de présence
de la phase liquide.
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Mode Fréquence [kHz] Amplitude de p ′ [Pa] Phase [rad]
PAN latéraux PAN central

2T ≈1 5 135 5 131 π

4T ≈2 887 917 2.30
6T ≈3 555 537 1.83

Table 6.5 – Caractéristiques du signal de pression acoustique aux PAN latéraux et au PAN

central de la cavité.

Figure 6.11 – Comparaison de la force de radiation acoustique exercée sur une sphère isolée

en un IAN selon les amplitudes de �uctuation de pression considérées. Noir :

amplitudes d’excitation aux PAN latéraux. Rouge : amplitudes au PAN central

de la cavité.

pression enregistrées aux limites d’excitation du domaine. Le diamètre de la sphère est �xé ici à 100 µm
car il s’agit d’une valeur représentative du diamètre des gouttes observées au cours du PF-Onera. On
montre ainsi en �gure 6.11 que l’in�uence de la déformation des ondes au cours de leur propagation
dans la cavité sur la force de radiation acoustique est négligeable dans le cas du PF-Onera. En e�et,
un écart de seulement 1.5% de l’amplitude maximale de F rad est observé au cours du temps entre les
deux évaluations, et un écart relatif de 0.07% est mesuré entre les moyennes temporelles 〈F rad〉T des
signaux. Dans le cas particulier du PF-Onera, les amplitudes de �uctuation de pression en n’importe
quel PAN de la cavité peuvent donc être utilisées pour l’évaluation de la force de radiation acoustique
exercée sur les gouttes du DPS. Dans un cas associé à des amplitudes de �uctuation de pression plus
élevées, la déformation des ondes au cours de leur propagation non-linéaire pourrait cependant être
plus importante et conduire à une imprécision signi�cative. Dans la mesure où le modèle de force de
radiation acoustique développé au sein du DPS est utilisé, il est ainsi conseillé d’utiliser les amplitudes
de �uctuation de pression évaluées au PAN le plus proche de la position d’injection du jet.

Modélisation de l’atomisation primaire du jet liquide

Dans cette étude, la fragmentation des gouttes est modélisée sans possibilité de coalescence entre
elles. Aucun mécanisme physique n’est alors susceptible de faire croître la taille des gouttes. Or, les
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transferts entre solveurs par atomisation primaire ne se font que vers une seule section du DPS. Par
conséquent, la section receveuse lors de l’atomisation primaire est obligatoirement la section contenant
les gouttes de taille maximale. En l’état, la méthodologie ne permet de postuler qu’un unique diamètre
moyen Da , une seule norme de vitesse moyenne ‖va ‖ et une seule température moyenne θa pour
l’ensemble des gouttes issues de l’atomisation primaire. Les valeurs de ces paramètres sont dé�nies
dans la suite de ce chapitre pour la con�guration étudiée.

?? Dé�nition du diamètre moyen Da ??

Le diamètre moyen des gouttes Da est estimé sur la base des travaux de Marmottant et Vil-
lermaux [106] (cf. section 1.1.3). Ces auteurs ont formulé di�érentes relations permettant notamment
d’estimer la longueur d’onde de l’instabilité transverse λ⊥ générée par le cisaillement entre les écou-
lements liquide et gazeux d’un jet coaxial, ainsi que la taille moyenne 〈D0〉 des ligaments produits à
l’atomisation du jet liquide en fonction des propriétés d’injection. Aucune relation n’est en revanche
proposée pour estimer a priori la valeur du diamètre moyen arithmétique 〈D〉 des gouttes directement
issues de la fragmentation de ces ligaments. Or, c’est cette information qui nous intéresse particulière-
ment pour le calcul du diamètre moyen Da à imposer lors du couplage entre les deux solveurs. L’unique
information fournie par les auteurs concerne la moyenne arithmétique du rapport entre le diamètre des
gouttes issues de la fragmentation d’un ligament particulier et la taille de ce dernier : 〈D/D0〉 ≈ 0.4
(cf. relation (1.19)). Puisque la taille des ligaments D0 suit elle-même une distribution donnée pL(D0),
il n’est en théorie pas possible de formuler 〈D〉 en fonction de 〈D0〉 sur la seule base de la relation
(1.19). Cependant, la distribution pL(D0) est en réalité très resserrée autour du diamètre moyen 〈D0〉
(cf. Marmottant et Villermaux [106]). Une hypothèse simpli�catrice consiste alors à considérer que
tous les ligaments créés par l’atomisation primaire du jet liquide ont une taille unique D0 = 〈D0〉. La
relation (1.19) peut ainsi conduire à l’expression suivante du diamètre moyen arithmétique des gouttes
directement issues de la fragmentation des ligaments :

〈D〉 ≈ 0.4〈D0〉. (6.4)

Cette hypothèse a déjà était réalisée par le passé de façon implicite par Villermaux [158] dans un
rapport non publié et par Le Touze [90] pour estimer le diamètre d’atomisation Da dans le cas parti-
culier du point de fonctionnement BHP A-10 du banc Mascotte. Dans le cas particulier du point de
fonctionnement PF-Onera, on obtient 〈D〉 ≈ 110 µm.

Rappelons que le diamètre 〈D〉 correspond au diamètre moyen arithmétique D10 associé à la distri-
bution de la taille des gouttes issues de la fragmentation des ligaments. Or, le diamètre moyen calculé
dans le DPS à partir de la fraction volumique et de la densité en nombre de gouttes (cf. relation (A.2))
correspond formellement au diamètre statistique volumique D30. Ainsi, le diamètre moyen Da imposé
lors du couplage entre les solveurs doit en toute rigueur correspondre au diamètre moyen volumique
D30 associé à la valeur de 〈D〉. Pour le calcul de ce D30, il est possible de s’appuyer sur la distribution
numérique normalisée p(D) du diamètre des gouttes issues de la fragmentation des ligaments exprimée
par Marmottant [105] (cf. équation (1.20)). Par dé�nition, le diamètre moyen volumique s’exprime
comme :

D3
30 =

ˆ +∞
0

D3p(D)dD
ˆ +∞
0

p(D)dD︸          ︷︷          ︸
=1

. (6.5)

Une succession d’intégrations par parties de cette équation combinée à l’expression (1.20) de p(D)
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)
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+
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0

6 〈D〉2 e−D/〈D 〉dD,

=
[
−
(
D3 + 3D2 〈D〉 + 6D 〈D〉2 + 6 〈D〉3

)
e−D/〈D 〉

]+∞
0
,

= 6 〈D〉3 . (6.6)

Pour la con�guration retenue, un diamètre moyen unique Da de 200 µm est alors imposé lors de l’ato-
misation primaire. Comme il l’est démontré en annexe B, le fait d’imposer à la fois le diamètre moyen
volumique Da ainsi que les bornes inférieure SNs−1 et supérieure SNs de la section atomisante revient
à imposer une distribution numérique normalisée unique et constante de la taille des gouttes lors de
l’atomisation primaire. Cette distribution respecte l’hypothèse de reconstruction a�ne opérée par le
DPS et est donc incompatible avec la forme de distribution exponentielle proposée par Marmottant
[105] (cf. équation (1.20)). Il est alors impossible, avec cette modélisation particulière de l’atomisation
primaire, d’imposer à la fois un diamètre moyen arithmétique et un diamètre moyen volumique respec-
tant les corrélations issues des travaux de la littérature. La distribution numérique normalisée imposée
par le trio (Da , Ska

min
, Ska

max
) = (200 µm, 150 µm, 300 µm) est représentée en �gure 6.12 selon la surface et

le diamètre des gouttes.

(a) (b)

Figure 6.12 – Distribution numérique normalisée de la taille des gouttes imposée lors de

l’atomisation primaire. (a) Représentation suivant la surface et (b) le diamètre

des gouttes.

?? Dé�nition de la vitesse moyenneva ??

Dans notre stratégie numérique, nous faisons l’hypothèse que la direction du vecteur vitesse des
gouttes issues de la fragmentation des ligaments est instantanément relaxée vers celle du �uide porteur
dans chaque maille. Cette hypothèse, justi�ée par les conclusions de Villermaux et Eloi [161], implique
localement :

va = ‖va ‖
u

‖u‖ , (6.7)

avec, rappelons-le, u la vitesse locale du �uide porteur. La norme de la vitesse ‖va ‖, quant à elle, est
unique et estimée a priori. Plusieurs façon de calculer cette norme de vitesse sont proposées ci-dessous.
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En premier lieu, la description phénoménologique de l’atomisation primaire d’un jet liquide issu
d’un injecteur coaxial e�ectuée en section 1.1 a mis en évidence le lien direct entre l’instabilité longitu-
dinale et la formation des ligaments. De façon simpli�ée, il est possible de considérer que ces ligaments
se séparent du cœur liquide à la vitesse de propagation de cette instabilité Uc estimée par la moyenne
des vitesses d’injection des deux �uidesUl etUд pondérées par leurs masses volumiques respectives ρl
et ρд (cf. équation (1.11)). En faisant l’hypothèse que les gouttes directement issues de l’atomisation de
ces ligaments ont la même vitesse, on obtient alors dans notre cas une norme de vitesse ‖va ‖ = Uc =
3.65m · s−1.

En second lieu, la norme de vitesse ‖va ‖ peut être estimée en s’appuyant sur la relation de similarité
(1.21) issue des travaux de Villermaux [158]. Pour simpli�er l’approche, on considère ici cette relation
comme une égalité et on assimile les diamètresd0 etd à leurs moyennes arithmétiques respectives 〈d0〉 et
〈d〉. La relation (1.21) fait intervenir le coe�cient de traînéeCD (cf. équation (1.22)) ainsi que le nombre
de Reynolds particulaire Rep (cf. équation (1.23)). On résout alors le système de manière itérative en
remplaçant la vitesse du gaz par la valeur à l’injectionUд et la vitesse de la goutte par la vitesse moyenne
recherchée ‖va ‖. On obtient �nalement une convergence pour une valeur de 3.46m · s−1. Puisque les
deux méthodes d’estimation de ‖va ‖ fournissent des résultats équivalents, une valeur intermédiaire de
3.5m · s−1 est imposée lors de nos simulations.

?? Dé�nition de la température moyenne θa ??

En�n, la température θa des gouttes issues de l’atomisation primaire du jet liquide est elle aussi
imposée de façon unique. Puisqu’il s’agit d’un écoulement non réactif dans lequel le liquide et le gaz
sont tous deux injectés à température ambianteTatm, aucun échange de chaleur signi�catif n’intervient
entre les deux �uides. La température des gouttes atomisées est donc imposée à θa = Tatm = 300 K.

6.4.4 Élaboration de la stratégie de simulation

Pour �nir, une stratégie d’initialisation particulière est élaborée pour cette étude. Les di�érentes
étapes de cette stratégie sont les suivantes :

1. Une colonne d’eau est initialisée dans l’injecteur liquide avec une vitesse uniforme Ul corres-
pondant à la vitesse d’injection nominale, tandis qu’aucun écoulement n’est imposé au sein du
co-courant gazeux. Cette méthode d’initialisation permet de réduire les contraintes de cisaille-
ment subies par le liquide à l’entrée de la cavité acoustique, notamment au niveau de la lèvre de
l’injecteur où le gradient de fraction volumique peut être localement très important.

2. Lorsque le jet liquide a parcouru une distance équivalente à plusieurs diamètres Dl , et que l’in-
terface diphasique s’est su�samment di�usée au niveau de la lèvre de l’injecteur, l’injection du
co-courant gazeux est alors déclenchée. A�n d’accélérer la déstabilisation du jet liquide par ci-
saillement, la vitesse d’injection du gaz est imposée à une valeur deux à trois fois supérieure à
la vitesse d’injection nominale Uд . Cependant, de manière à éviter la génération d’ondes acous-
tiques lors de l’injection du gaz, cette vitesse est imposée de façon progressive par l’intermédiaire
d’une rampe de vitesse sur un millier d’itérations.

3. Une fois le jet liquide déstabilisé, la vitesse d’injection du gaz est ensuite réduite à sa valeur nomi-
naleUд . Le cisaillement entre les deux �uides est alors nettement réduit, induisant un allongement
du cœur liquide.

4. En�n, le couplage avec le DPS via les termes sources d’atomisation primaire est déclenché. Rappe-
lons que la phase dispersée n’est introduite dans le domaine qu’à partir de ces termes sources. Le
transfert de masse entre les deux solveurs participe alors à son tour à l’épluchage du jet liquide.
Une période transitoire est nécessaire jusqu’à l’établissement de la longueur du cœur liquide
ainsi que des propriétés du spray (diamètres moyens statistiques, fraction volumique, densité en
nombre de gouttes) vers des valeurs d’équilibre.

Au cours de cette phase d’initialisation, une astuce numérique consiste à augmenter arti�ciellement
la compressibilité du liquide a�n de réduire le temps de restitution. En e�et, ce dernier est directement
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6.4 Mise en données des simulations numériques

Air Eau
Prop. réelles Prop. modi�ées

T T0 T T0

γд 1.4 ρ0 [kg ·m−3] ≈1 000
rд [J · kg−1 · K−1] 287.05 α0 [K−1] 3 × 10−4

cд [m · s−1] (cf. éq. (2.70)) 347 β0 [Pa−1] 5 × 10−10 1 × 10−8

cp,l [J · kg−1 · K−1] 4 184
cl [m · s−1] (cf. éq. (2.76)) 1 423 316

Table 6.6 – Calcul de la vitesse du son dans les �uides purs.

lié au pas de temps numérique ∆t , dont la valeur est limitée par le critère de stabilité associé au schéma
d’intégration temporel utilisé. Le nombre de courant CFL dans chaque cellule du maillage est alors
limité par une valeur maximale CFLmax comme :

CFL = (‖u‖ + c)∆t
dc

≤ CFLmax, (6.8)

où c est la vitesse du son dans le mélange et dc est le diamètre du cercle inscrit d’un tétraèdre régulier de
même rapport volume (V ) / surface (A) que la cellule considérée. Celui-ci est alors dé�ni par dc = 6V /A.
Le calcul de la vitesse du son au sein des deux �uides purs est réalisé à l’aide des fermetures thermody-
namiques présentées en section 2.2.1. Le détail de ces calculs pour le cas présent, où la température des
�uides Tatm correspond à la température de référence T0, est fourni dans le tableau 6.6. On y remarque
que la vitesse du son est nettement supérieure au sein du liquide. Par conséquent, le pas de temps
numérique maximal est limité par les cellules de liquide pur. Une manière d’alléger cette contrainte
consiste alors à réduire arti�ciellement la vitesse du son au sein du liquide. D’après l’équation (2.76),
un lien direct existe entre la vitesse du son et le coe�cient de compressibilité isotherme β0 du liquide.
Une augmentation de β0 de sa valeur physique 5 × 10−10 Pa−1 à une valeur de 10−8 Pa−1 permet alors
d’obtenir des vitesses du son équivalentes dans les deux �uides et ainsi de diviser le temps de restitution
par quatre. La valeur du coe�cient β0 doit évidemment être de nouveau imposée à sa valeur initiale
pour atteindre l’établissement �nal de l’écoulement diphasique. Notons que la faible compressibilité du
liquide ainsi que sa faible vitesse d’injection sont les deux paramètres les plus limitants vis-à-vis du
temps de restitution des calculs.

Deux simulations numériques sont ensuite réalisées à partir d’un même instant t0 auquel le champ
diphasique est établi. La première, que l’on nomme MC dans la suite de ce mémoire pour Modulated

Case, est réalisée en imposant l’excitation acoustique dé�nie précédemment dans ce chapitre. Durant
le temps physique simulé, la phase liquide dense et le co-courant gazeux parcourent respectivement
une distance de 5 Dl et 312 Dl , soit environ 0.5 et 29 fois la hauteur du domaine numérique ra�né (cf.
�gure 6.8). Le spray, de vitesse verticale comprise entre Ul et Uд , parcourt quant à lui entre 2.5 et 7.5
fois cette distance selon la taille des gouttes considérées. Le temps physique de simulation correspond
également à 23Tac, avecTac la période acoustique du mode 2T de la cavité. Même si ce temps de simula-
tion n’est pas su�sant pour atteindre la convergence des moyennes associées au cœur liquide, il permet
de réaliser une analyse complète du comportement transitoire du jet à partir du début de l’excitation
acoustique. La moyenne des résultats est quant à elle calculée au maximum sur les 18 dernières périodes
acoustiques simulées a�n de s’a�ranchir de la phase d’établissement du champ acoustique au sein du
domaine de calcul. La seconde simulation numérique, nommée ici NMC pour Non Modulated Case, est
en revanche réalisée sans excitation acoustique et est comparée à la simulation MC pour mettre en
évidence l’in�uence de l’acoustique sur l’écoulement. Le temps physique simulé pour cette simulation
est équivalent à 18Tac, ce qui permet de réaliser une moyenne des résultats sur un temps équivalent
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à la simulation MC. Notons que l’on utilise ici une échelle de temps basée sur le nombre de périodes
acoustiques malgré l’absence d’excitation lors du NMC de manière à faciliter la comparaison entre les
deux simulations. Ces simulations ont nécessité au total plus de 4MhCPU sur 1 008 processeurs Intel
Haswell. Ces calculs ainsi que la phase préalable d’établissement du champ diphasique ont été réalisés
sur le supercalculateur Occigen du Cines grâce aux allocations 2 016-c20 162b7 710 et 2 017-A22B7 710
d’un total de 6.2MhCPU.

Dans le chapitre suivant, une partie des résultats de la simulation NMC est exploitée a�n d’illustrer
la méthodologie de simulation numérique d’écoulements diphasiques avec le code Cedre en l’absence
d’onde acoustique. Cela devrait faciliter la compréhension des résultats du MC présentés au chapitre 8.
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Chapitre 7

Illustration de la stratégie de simulation

de jets diphasiques atomisés

La con�guration expérimentale reproduite pour la simulation numérique d’un jet diphasique
atomisé sous excitation acoustique ainsi que les détails de la mise en donnée ont été présentés
au chapitre 6. Suite à celui-ci, le chapitre 7 est dédié à la présentation d’une sélection de résultats
relatifs à la simulation du jet en l’absence d’excitation acoustique. Il s’agit là d’une façon concrète
d’illustrer la stratégie de simulation d’écoulements liquides atomisés avec le code Cedre dans
un cadre général sans onde acoustique, qui est celui pour lequel cette stratégie a été initialement
formulée. Par ailleurs, des comparaisons aux résultats expérimentaux disponibles du Coria ainsi
qu’à des corrélations issues de la littérature sont réalisées à la �n du chapitre a�n d’apporter des
premiers éléments de validation du code en l’absence d’onde acoustique. Les résultats du cas
modulé transversalement en pression seront quant à eux présentés en détail au chapitre 8.
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7.1 Modélisation de l’atomisation primaire

Le processus d’atomisation primaire du jet liquide est traité numériquement à la fois par le SPS et
par la méthodologie de couplage entre les deux solveurs. Pour commencer, les deux �uides sont injec-
tés au sein du domaine de calcul par l’intermédiaire de l’injecteur coaxial et sont simulés par le SPS.
L’écoulement diphasique résultant est représenté en �gure 7.1 par les champs instantanés de fractions
volumique αl et massique Yl de liquide. Puisque le SPS est basé sur une méthode de di�usion de l’in-
terface, ces champs sont continus. À la sortie de l’injecteur, le jet liquide est soumis à un cisaillement
important opéré par l’écoulement co-courant gazeux injecté à haute vitesse. Pour cette simulation, le
maillage présenté au chapitre 6 est construit de manière à pouvoir discrétiser les instabilités à la sur-
face du jet liquide induites par les contraintes aérodynamiques. Le SPS est par conséquent capable
de restituer la propagation de ces instabilités le long de l’interface diphasique jusqu’à ce que celles-ci
conduisent à l’atomisation primaire du cœur liquide. Le maillage actuel permet également de décrire
les plus grosses structures liquides qui résultent de cette atomisation. Ces structures sont visibles sur
le champ de αl en �gure 7.1a en aval du cœur liquide. Pour assurer la description des gouttes les plus
petites avec le SPS, la discrétisation spatiale nécessaire est inenvisageable. Lorsque la discrétisation spa-
tiale n’est plus su�sante pour décrire localement l’interface diphasique, on observe alors une di�usion
plus importante de celle-ci, comme en aval du cœur liquide sur le champ de Yl en �gure 7.1b. Dans ce
cas, on a alors recours au couplage du SPS avec le DPS.
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Figure 7.1 – Champs 2D (a) de fraction volumique et (b) de fraction massique de liquide au

sein du SPS. Iso-lignes αl = 0.99 et Yl = 0.4.

La méthodologie de couplage du code Cedre est basée sur un transfert local de la masse de liquide
du SPS vers le DPS dans les cellules du domaine présentant à la fois du liquide et un cisaillement
su�sant. Puisque le SPS ne résout que la vitesse moyenne du mélange diphasique, nous n’avons pas
accès au di�érentiel de vitesse entre les deux �uides. L’estimation du niveau de cisaillement entre ces
deux �uides se fait alors à travers l’évaluation de la fréquence turbulente ft qui est une mesure de
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l’intensité du gradient de vitesse local du mélange diphasique (cf. formulation (2.100)). Dans le cas
présent, le champ de vitesse du mélange est représenté en �gure 7.2a. On y observe un écoulement
particulièrement rapide à la sortie du co-courant gazeux qui ralentit au fur et à mesure de sa propagation
dans la cavité. Le liquide étant injecté à une vitesse bien plus faible que celle du gaz (quasiment deux
ordres de grandeur d’écart), l’écoulement central, au sein duquel la fraction massique de liquide est
importante, peut être considéré comme à l’arrêt du point de vue de l’écoulement gazeux. Le calcul de la
fréquence turbulente représentée en �gure 7.2b révèle ainsi une intensité du gradient de vitesse élevée
dans la zone de cisaillement entre l’écoulement gazeux et le jet liquide. Le gradient local de vitesse
conduit donc dans cette zone à un transfert de la masse de liquide du SPS vers le DPS. La distribution
spatiale du terme source d’atomisation primaire Sa lié à ce transfert est représentée en �gure 7.3b.
D’après la formulation (2.99) de ce terme source et plus particulièrement de la fonction d’activation λa
(2.101), le transfert de masse est favorisé pour les valeurs faibles de fraction massique de liquide, i.e. du
côté gazeux de l’interface (Yl < 0.4 sur la �gure 7.3b). Par ailleurs, un transfert de masse inverse du DPS
vers le SPS est assuré a�n de modéliser la coalescence des gouttes du spray avec le cœur liquide ou avec
les plus grosses structures détachées. Ce transfert inverse est opéré pour chaque section du spray à l’aide
du terme source skc (2.103) représenté en �gure 7.3a. Dans le cas présent, la coalescence des gouttes avec
le jet dense est bien plus importante pour les plus grosses gouttes et présente localement des niveaux
d’intensité aussi élevés que ceux de l’atomisation primaire. Combinés l’un à l’autre, les transferts de
masse entre les deux solveurs donnent lieu à un débit d’atomisation net par unité de volume Snet dé�ni
comme :

Snet = Sa −
Ns∑
k=1

skc , (7.1)

dont le champ est représenté en �gure 7.3c. L’atomisation, représentée en rouge sur cette �gure, est
évidemment prépondérante une fois intégrée sur tout le domaine de calcul puisque la phase dispersée
n’est créée que par le transfert de masse entre solveurs. Rappelons que seule la section du spray conte-
nant les gouttes de plus grande taille est alimentée par ce transfert de masse. Il est alors nécessaire de
modéliser leur fragmentation de manière à décrire la polydispersion du spray.

7.2 Modélisation de la fragmentation des gouttes du spray

Le processus de fragmentation modélisé au sein du DPS peut conduire à la création de gouttes de
taille inférieure à la borne minimale de la section contenant la goutte mère. Dans ce cas, un transfert
de masse de liquide entre sections est nécessaire. Le transfert en question peut être réalisé depuis n’im-
porte quelle section vers toute autre section de taille inférieure. Pour l’évaluation des termes sources,
la fréquence de fragmentation ainsi que le nombre et la taille des gouttes créées dépendent essentielle-
ment du nombre de Weber, noté We, caractérisant le rapport entre les forces aérodynamiques et la force
de tension de surface exercées sur les gouttes. Dans le cas présent, les champs de Wek associés à chaque
section k du spray sont représentés en �gure 7.4a. Selon ces résultats, l’inertie ainsi que la taille plus
importantes des gouttes contenues dans la dernière section induisent des valeurs de Wek plus élevées
que dans les autres sections. En particulier, la valeur seuil Wek = 12 à partir de laquelle la fragmentation
des gouttes peut opérer d’après la corrélation (1.24) n’est atteinte qu’au sein de la section des gouttes
les plus grosses. C’est pourquoi seule la fréquence de fragmentation νk

fr
des gouttes contenues dans

cette section est non nulle et représentée en �gure 7.4b. Celle-ci révèle un processus de fragmentation
opérant exclusivement dans une zone proche du plan d’injection où le cisaillement entre l’écoulement
gazeux et les particules est le plus important. Ce processus de fragmentation résulte alors en la création
de gouttes de tailles inférieures et donc potentiellement en un transfert de masse de la section des plus
grosses gouttes vers les deux sections restantes. Le transport de ces nouvelles gouttes soumises elles
aussi à l’écoulement gazeux donne lieu au �nal aux champs de fractions volumiques αk , de densités
particulaires nk et de vitesses de gouttes ‖vk ‖ représentés en �gure 7.5 pour chaque section du spray.
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Figure 7.2 – Champs 2D (a) dumodule de vitesse dumélange diphasique et (b) de la fréquence

turbulente au sein du SPS. Iso-ligne Yl = 0.4.

Ces champs 2D révèlent une fraction volumique (et donc massique) de gouttes nettement plus impor-
tante au sein de la section contenant les plus grosses gouttes, malgré une densité numérique inférieure
d’un ordre de grandeur. De plus, l’inertie des plus grosses gouttes induit une vitesse d’entraînement
plus faible par l’écoulement gazeux. Cette observation est en accord avec les champs de Wek en �gure
7.4 re�étant un di�érentiel de vitesse plus important entre le gaz et les grosses gouttes.

De manière à illustrer l’évolution de la polydispersion du spray créé par l’atomisation du jet liquide,
les distributions numériques instantanées de la taille des gouttes par unité de volumeϕn(D) sont tracées
en �gure 7.6 en deux sondes positionnées dans le spray et représentées sur chacun des champs de la
�gure 7.5 (cf. annexe A pour les détails de calcul de ces distributions). Nous noterons ici X ∗ la coordon-
née sur l’axe X avec le centre de l’injecteur utilisé comme référence. La première sonde, positionnée
à une distance X ∗ = 0.56Dl de l’axe d’injection et Z = 0.82Dl du plan d’injection, révèle une faible
population de gouttes uniquement distribuées dans la section des plus gros objets avec un diamètre
statistique D30 de 200 µm correspondant à la valeur imposée à l’atomisation du jet liquide. Cette sonde
est en réalité positionnée dans une zone de l’interface di�use du cœur liquide concernée uniquement
par le transfert de masse entre solveurs. Plus loin en aval du spray, à une distance X ∗ = 1.51Dl et Z =
5.46Dl , l’atomisation primaire continue d’alimenter la section contenant les plus gros objets, tandis que
la fragmentation des gouttes par l’écoulement gazeux tout au long de leur propagation le long de l’axe
d’injection induit un peuplement des sections inférieures et particulièrement de la plus petite d’entre
elles, résultant ainsi en une distribution bimodale. Ces observations justi�ent a posteriori l’intérêt de
l’approche sectionnelle et de la description continue par morceaux de la distribution numérique de la
taille des gouttes qui permettent de restituer l’évolution de la polydispersion du spray dans l’espace et
le temps.
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Figure 7.3 – Champs 2D (a) du débit massique de pseudo-coalescence de chaque section du

spray (de gauche à droite : petite, moyenne et grande sections), (b) du débit d’ato-

misation primaire et (c) du débit net d’atomisation. Iso-ligne Yl = 0.4.
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Figure 7.4 – Champs 2D (a) du nombre de Weber des gouttes de chaque section du spray (de

gauche à droite : petite, moyenne et grande sections) et (b) de la fréquence de

fragmentation des gouttes contenues dans la plus grande section.
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7.2 Modélisation de la fragmentation des gouttes du spray
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Figure 7.5 – Champs 2D (a) de la fraction volumique, (b) de la densité numérique et (c) du

module de vitesse des gouttes contenues dans chaque section du spray (de gauche

à droite : petite, moyenne et grande sections).
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(a) Sonde 1 (b) Sonde 2

Figure 7.6 – Distributions numériques du diamètre des gouttes aux deux sondes de mesure.

7.3 Comparaison aux résultats expérimentaux

Une comparaison qualitative des résultats numériques au jet observé expérimentalement par le
Coria sans excitation acoustique est e�ectuée en �gure 7.7. L’image expérimentale (cf. �gure 7.7a) est
acquise par ombroscopie. En ce qui concerne l’image numérique (cf. �gure 7.7b), la visualisation de
l’interface diphasique résolue par le SPS nécessite de �xer une valeur seuil de fraction volumique de
liquide puisque l’interface entre le gaz (αl = 0) et le liquide (αl = 1) est di�usée sur plusieurs cellules
du maillage. Les structures liquides résolues par le SPS sont donc représentées sur la �gure 7.7b avec
une iso-surface 3D noire de αl = 0.99, qui sera notée αl, 0.99 par la suite. En ce qui concerne le spray
modélisé par le DPS, la présence de gouttes est représentée par une coupe longitudinale colorée par la
fraction volumique de gouttes totale α tot =

∑
k α

k en échelle de gris.
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Figure 7.7 – Images instantanées (a) expérimentale et (b) numérique de l’écoulement dipha-

sique.

Sur les deux images, le cœur liquide forme une longue structure foncée qui s’étend depuis la sortie
de l’injecteur. Les deux images révèlent des instabilités qui se développent à la surface du jet liquide
sous l’action des contraintes de cisaillement dues à l’écoulement gazeux co-courant. Ces instabilités
entraînent alors le détachement de grandes structures à l’extrémité du cœur liquide qui sont ensuite
convectées le long de l’axe d’injection. La longueur de ce cœur semble équivalente sur les deux images,
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bien qu’il soit di�cile de distinguer la séparation entre celui-ci et les premières structures liquides dé-
tachées en aval sur l’image expérimentale. L’atomisation du jet se traduit également par la création
de petites gouttes tout autour du cœur liquide. Ces gouttes sont convectées en aval par le co-courant
gazeux et se dispersent radialement pour former un jet conique, observé à la fois sur les images expéri-
mentales et numériques. De ces observations, il apparaît que la stratégie de simulation d’écoulements
diphasiques de Cedre est adaptée pour restituer au moins de façon qualitative la topologie macrosco-
pique de l’écoulement liquide. Une évaluation quantitative reste cependant nécessaire. Malheureuse-
ment, la densité importante du spray sur l’image obtenue par ombroscopie empêche toute mesure de la
longueur du cœur liquide dans les conditions de fonctionnement actuelles. Toutefois, les corrélations
expérimentales et théoriques présentées en section 1.1.4 peuvent servir de référence.

Il est possible dans un premier temps de comparer la longueur moyenne de cœur liquide intact à la
corrélation (1.30) de Eroglu et al. [42]. Dans sa thèse, Le Touze [90] présente une méthode de mesure
de la longueur de cœur liquide spéci�que aux jets coaxiaux en régime de type �bre simulés par interface
di�use. Cette méthode de mesure consiste à évaluer le volume total de cellulesV en dehors de l’injec-
teur caractérisées par une fraction volumique de liquide αl supérieure à une valeur seuil donnée. En
considérant que la forme du cœur liquide peut être approchée par un cône, sa longueur est alors estimée
par la relation L = 12V/(πD2

l ). Cette méthode de mesure est bien adaptée aux jets fortement atomisés
e�ectivement coniques comme dans le cas du point de fonctionnement BHP A-10, mais beaucoup moins
adaptée à des jets tels que celui observé en �gure 7.7b avec une forme cylindrique en amont (Z < 3Dl )
et conique en aval (Z > 3Dl ). De plus, une fois soumis au champ acoustique, le cœur liquide tend à
emprunter une forme proche d’une nappe liquide, invalidant ainsi l’hypothèse de jet liquide conique.
Une nouvelle méthode de mesure est donc dé�nie et présentée ici et pourra être appliquée en présence
d’acoustique au chapitre suivant. Comme pour la méthode de Le Touze [90], les cellules du maillage
caractérisées par une fraction volumique de liquide supérieure à une valeur seuil donnée sont isolées.
Selon la valeur seuil αl, x sélectionnée, on obtient alors un ensemble de structures diphasiques plus ou
moins résolues représentant le cœur liquide et les ligaments captés par le maillage. La connaissance des
connectivités entre les cellules contenues dans ces structures permet ensuite d’isoler le cœur liquide
des ligaments en appliquant par exemple la théorie des graphes et plus particulièrement l’algorithme
de Tarjan [147]. La longueur du cœur liquide Llc, x spéci�que à la valeur seuil retenue est en�n esti-
mée par la distance normale au plan d’injection du centre de la cellule la plus éloignée contenue dans
l’iso-volume du cœur liquide, celui-ci étant dé�ni comme la seule structure rattachée à l’injecteur. La
valeur de Llc, x obtenue par la simulation numérique dépend évidemment de la valeur seuil de fraction
volumique considérée. Le rapport entre la moyenne temporelle de Llc, x obtenue par la simulation et
la valeur prédite par la corrélation (1.30) de Eroglu et al. [42] est calculé dans le tableau 7.1 pour les
trois valeurs seuil αl, 1.0, αl, 0.99 et αl, 0.9. Bien que l’écart puisse sembler important, il est en réalité as-
sez di�cile de dé�nir la valeur seuil la plus représentative lorsque l’on utilise une méthode à di�usion
d’interface. Les conclusions sur la base de cette comparaison sont donc limitées.

Valeur seuil αl, x αl, 1.0 αl, 0.99 αl, 0.9

Llc, x/LEro
lc

0.49 0.65 0.74

Table 7.1 – Comparaison des longueurs moyennes de cœur liquide intact obtenues par la

simulation numérique à la corrélation (1.30) de Eroglu et al. [42].

Cette limitation est en revanche moins importante lorsque l’on s’appuie sur les champs moyens
de fraction volumique de liquide, puisque l’opération de moyenne temporelle conduit elle-même à un
champ continu de probabilité de présence de liquide, que l’on utilise une méthode à interface di�use
ou non. On s’attache donc dans un second temps à comparer les longueurs de cœur liquide associées
à di�érentes valeurs de probabilité de présence aux corrélations expérimentales (1.31) de Villermaux
[159] formulées elles aussi sur la base de champs moyens. Pour cette comparaison, le niveau de dilu-
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tion le long de l’axe du jet peut être évalué dans le NMC grâce à la moyenne temporelle de fraction
volumique de liquide αl au sein du SPS. Le champ αl dans un plan de visualisation contenant l’axe d’in-
jection est représenté en �gure 7.8. La moyenne temporelle est réalisée ici sur l’intégralité du temps
physique simulé lors du NMC. De ce champ 2D, il est possible d’évaluer la longueur des iso-lignes αl, 1.0
et αl, 0.5 1. Pour des raisons de con�dentialité, les valeurs de ces longueurs ne peuvent être indiquées
ici. Malgré cela, les résultats LES LNMC

1.0 et LNMC

0.5 sont en bon accord avec les corrélations expérimentales
de Villermaux [159] : LNMC

1.0 = 1.17LVmx

1.0 et LNMC

0.5 = 0.99LVmx

0.5 . Cette comparaison quantitative contribue
donc à la validation de la stratégie de simulation d’écoulements liquides atomisés avec le code Cedre
sans perturbation acoustique. Un accès à des données expérimentales concernant la granulométrie du
spray pourrait cependant permettre une validation quantitative plus approfondie.

Suite à ce chapitre, le chapitre 8 est dédié à l’évaluation de la capacité du code à restituer les e�ets
des ondes acoustiques sur le jet. Pour cela, les résultats des deux simulations NMC et MC sont comparés
entre eux ainsi qu’aux résultats expérimentaux disponibles du Coria.

Figure 7.8 – Coupe longitudinale colorée par αl en échelle de gris et mesure de la longueur

de cœur liquide potentiel sans excitation acoustique. Iso-lignes de αl , 1.0 et

αl , 0.5.

1. Rappelons que la longueur de cœur liquide potentiel mesurée ici à partir des champs moyens de fraction volumique
n’est pas équivalente à la longueur moyenne de cœur liquide intact.
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Chapitre 8

Comportement de l’écoulement

diphasique face aux perturbations

acoustiques

Dans le chapitre 7, un premier aperçu des capacités du code Cedre pour la simulation d’écou-
lements liquides atomisés a été présenté sur un cas concret sans aucune excitation acoustique.
Cette première mise en application permet de mieux appréhender les particularités de la mé-
thodologie de couplage entre les deux solveurs et ainsi de faciliter les analyses à suivre. Dans ce
nouveau chapitre, les deux simulations du jet diphasique avec et sans excitation acoustique sont
comparées l’une à l’autre ainsi qu’aux données expérimentales disponibles. Ces comparaisons
ont pour objectifs a) d’évaluer la capacité du code à restituer les e�ets des ondes acoustiques sur
le jet et b) de progresser dans la compréhension des mécanismes d’interaction entre l’écoulement
et ces ondes. Le chapitre est organisé en trois sections consacrées respectivement à l’analyse 1)
du comportement du cœur liquide, 2) de l’e�et des ondes acoustiques sur les processus d’ato-
misation primaire et de fragmentation des ligaments, et 3) de la réponse du spray ainsi créé. La
déviation potentielle du jet par la force de radiation acoustique sera quant à elle traitée dans la
partie IV destinée à la modélisation simpli�ée du phénomène. Puisque tous les mécanismes de
réponse du jet aux ondes acoustiques ne sont pas indépendants de sa déviation, celle-ci sera tout
de même mentionnée lorsque nécessaire au cours des discussions de ce huitième chapitre.
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Chapter 8 : Comportement de l’écoulement diphasique face aux perturbations acoustiques

8.1 Comportement du cœur liquide sous excitation acoustique

8.1.1 Aplatissement du cœur liquide

La section 1.2 relative au comportement de jets liquides atomisés sous excitation acoustique a mis
en évidence l’existence d’un potentiel aplatissement du cœur liquide par la pression de radiation acous-
tique lorsque celui-ci est positionné en un ventre d’intensité (IAN) du champ acoustique. L’expérience
montre que cet aplatissement peut considérablement impacter le processus d’atomisation primaire et
par conséquent les propriétés granulométriques du spray (Baillot et al. [7], Ficuciello et al. [52]). Par
ailleurs, il a été démontré dans des cas réactifs que cet aplatissement pouvait modi�er la distribution
spatiale de l’oxygène et induire une intensi�cation de la combustion de part et d’autre du jet central,
que ce soit en conditions d’injection sub- ou transcritiques (Méry et al. [113], Hakim et al. [63]). Une
telle modi�cation de la zone de réaction peut considérablement impacter le couplage entre la �amme et
l’acoustique, qui dépend en partie de l’intensité locale de la combustion (cf. discussion à propos du cri-
tère de Rayleigh dans l’introduction de ce mémoire). Il est donc essentiel que la simulation numérique
puisse reproduire ce mécanisme d’aplatissement.

Dans un écoulement diphasique, le rôle de la tension super�cielle est de minimiser la surface de
contact entre l’objet liquide et le milieu ambiant. Or, la surface est minimale pour un jet de section
circulaire. Pour qu’il y ait aplatissement, l’énergie acoustique à laquelle est soumis le jet liquide doit
donc être su�samment élevée pour que les contraintes de radiation acoustique puissent surpasser la
force due à la tension super�cielle. Dans ses travaux, Ficuciello [51] a formulé le pro�l théorique
de pression de radiation acoustique prad autour d’un jet liquide cylindrique localisé dans un champ
acoustique plan stationnaire mono-harmonique. Dans le cas d’un jet liquide dont le rayon R est faible
devant la longueur d’onde acoustique λ (i.e. κ = 2πR/λ � 1), la formulation a d’ores et déjà été
présentée au chapitre 5 dans le tableau 5.1. Cette formulation est rappelée ici :

p∗
rad
(θ ) = prad(θ )

P
=

cos2(kach)
4

+
sin2(kach)
(1 + η)2

(
η2 cos2 θ + (2η − 1) sin2 θ

)
(8.1)

− κ sin(2kach)
2(1 + η)

(
sinθ sin(2θ )(1 − η) + cosθ

)
,

où kac = 2π/λ est le nombre d’onde acoustique, h est la distance entre l’axe d’injection et un PAN du
champ acoustique, η = ρд/ρl est le rapport des masses volumiques des deux �uides et θ est la coor-
donnée angulaire autour du jet liquide (cf. �gure D.1 en annexe D). Dans cette expression, p∗

rad
(θ ) est

le pro�l de pression de radiation acoustique normalisé par le facteur P = p2
ac
/(ρдc2) qui peut être vu

comme le double de l’énergie acoustique moyenne par unité de volume en champ lointain. Dans le cas
présent, où le jet liquide est injecté au niveau d’un IAN (i.e. kach = π/4) et où κ ∼ 10−2, le pro�l de p∗

rad

autour du jet est tracé en �gure 8.1. Puisque P dépend de p2
ac

, il est raisonnable de négliger l’e�et des
harmoniques de faible amplitude pour simpli�er l’analyse. Le pro�l de p∗

rad
n’est alors calculé que pour

le mode 2T de la cavité acoustique. On peut voir sur la �gure 8.1 que la pression de radiation acous-
tique présente des valeurs maximales positives le long de l’axe acoustique (θ ≡ 0 mod π ) entraînant
une compression du jet, et des valeurs minimales négatives dans la direction perpendiculaire (θ ≡ π/2
mod π ) entraînant une succion du liquide. Pour le cas présent, où P ≈ 185 Pa, la variation de pression
de radiation acoustique dé�nie comme ∆prad = |prad, max − prad, min | ≈ 90 Pa dépasse la pression de La-
place due à la tension super�cielle, i.e. ∆pLap = σ/R ≈ 24 Pa. Par conséquent, les contraintes de radiation
acoustique appliquées au cœur liquide surpassent en théorie la force de tension super�cielle. Notons
cependant que, puisque l’injection des �uides est réalisée ici au niveau d’un IAN du champ acoustique,
une part de l’énergie acoustique est employée à dévier le jet liquide. La chute de pression de radiation
acoustique autour du jet liquide est donc en réalité plus faible que ce qu’annonce la théorie. Néanmoins,
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Figure 8.1 – Pro�l théorique de p∗rad autour d’un cylindre liquide positionné dans l’IAN d’un

champ acoustique stationnaire. : compression ; : succion.

la déviation du jet est su�samment faible dans le cas présent 1 pour que l’on puisse négliger son impact
sur l’aplatissement. On s’attend donc ici à ce que le jet liquide soit aplati.

Des mesures de l’épaisseur du jet liquide à partir d’images ombroscopiques sont présentées dans les
travaux de Ficuciello et al. [52] dans le cas de jets dont le régime d’atomisation est de type Rayleigh
axisymétrique. Pour le régime d’atomisation de type �bre, la présence de multiples structures liquides
issues de l’atomisation du cœur liquide peut compliquer la visualisation de ce dernier et ainsi empê-
cher la mesure de son aplatissement. C’est notamment le cas du point de fonctionnement traité dans ce
chapitre. En revanche, cette limitation ne s’applique pas aux simulations numériques puisque l’accès
direct à la fraction volumique de liquide résolue par le SPS permet d’isoler le cœur liquide du reste de
l’écoulement diphasique. Pour cela, comme il l’a été mentionné au chapitre 7, un seuil de fraction volu-
mique doit être dé�ni car la position exacte de l’interface entre les deux �uides n’est pas connue dans
le cas des méthodes à interface di�use. Dans la suite de ce chapitre, la valeur seuil αl, 0.99 est �xée car
celle-ci semble conduire à une longueur de cœur liquide intact comparable aux images expérimentales
(cf. �gure 7.7). L’iso-surface αl, 0.99 représentée en bleu sur la �gure 8.2 illustre donc le cœur liquide
résolu par le SPS sans et avec excitation acoustique. Des coupes de αl transverses à l’axe d’injection
sont ajoutées sur cette �gure de manière à mettre en évidence l’évolution de la forme de la section du
cœur liquide le long de l’axe d’injection. L’interface liquide est progressivement aplatie par les ondes
acoustiques à partir d’une certaine distance du plan d’injection. Par ailleurs, la longueur du jet liquide
est réduite sous l’e�et de l’acoustique, mais ce mécanisme sera analysé plus tard dans ce chapitre (cf.
section 8.1.2). De manière à con�rmer l’aplatissement du cœur liquide observé pour l’instant à un ins-
tant donné du calcul, et a�n de le quanti�er, le pro�l transverse de l’iso-surface αl, 0.99 est extrait à
di�érentes positions Z sur l’axe d’injection. Un critère d’aplatissement f est alors dé�ni par :

f =


a

b
− 1 si a < b

1 − b

a
sinon,

(8.2)

avec a et b les dimensions des projections de chaque pro�l sur les axes Y et X , comme illustré sur
la �gure 8.3. D’après cette dé�nition, f est borné entre −1 et 1. De plus, un aplatissement le long de
l’axe acoustique est caractérisé par f > 0 tandis qu’un aplatissement dans la direction orthogonale est
caractérisé par f < 0. L’évolution temporelle de f est tracée sur la �gure 8.4 en quatre positions le
long de l’axe d’injection (Dl/2, 2Dl , 3Dl et 4Dl ) à la fois pour le NMC et le MC. D’après cette �gure,

1. Cette déviation sera traitée plus en détail dans la partie IV.
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Figure 8.2 – Représentation du cœur liquide par l’iso-surface bleue de αl , 0.99 et des coupes
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8.1 Comportement du cœur liquide sous excitation acoustique

Figure 8.4 – Évolution temporelle du critère d’aplatissement f du cœur liquide à di�érentes

distances Z du plan d’injection. NMC; MC.

l’évolution de f au cours du NMC semble centrée sur une valeur nulle avec toutefois une amplitude
de �uctuation croissante avec la distance Z . Cette évolution re�ète une déformation progressive du jet
liquide sous l’e�et des contraintes aérodynamiques induites par le co-courant gazeux, notamment via
la propagation et la croissance des instabilités de surface. Cependant, puisque l’écoulement diphasique
possède une symétrie axiale en l’absence d’excitation acoustique, la déformation du jet liquide n’est
statistiquement privilégiée dans aucune direction. En ce qui concerne le MC, le jet liquide conserve une
forme cylindrique en sortie d’injecteur (Z = Dl/2) avec un aplatissement quasi nul. En revanche, une
fois su�samment éloignée du plan d’injection, f croît progressivement au cours du temps jusqu’à s’éta-
blir autour d’une valeur strictement positive re�étant un aplatissement du jet liquide dans la direction
de propagation des ondes comme il l’a été observé sur la �gure 8.2b. Par ailleurs, la valeur vers laquelle
s’établit f augmente avec la distance au plan d’injection, traduisant ainsi un aplatissement du cœur
liquide plus intense vers l’aval. L’aplatissement du jet le long de l’axe d’injection est en réalité propor-
tionnel au temps de présence de chaque particule liquide au sein du champ acoustique. Ces résultats
démontrent la capacité de la méthode à interface di�use à reproduire la dynamique d’aplatissement du
jet liquide observée dans la littérature, notamment grâce à la résolution des équations de Navier-Stokes
compressibles par le SPS. Les conséquences de cet aplatissement sur la longueur du cœur liquide sont
traitées par la suite.

8.1.2 Rétrécissement du cœur liquide

En plus de l’aplatissement du cœur liquide, la �gure 8.2 semble mettre en évidence une réduction
de sa longueur. Le rétrécissement du jet liquide a d’ores et déjà été observé par Baillot et al. [7],
majoritairement pour des jets liquides de faiblesWeg et donc faiblement atomisés. Lorsque l’atomisation
du jet est importante, comme c’est le cas pour le régime de type �bre, la mesure de la longueur du
cœur liquide par ombroscopie est compliquée par la présence de multiples structures liquides de tailles
plus ou moins importantes sur la trajectoire optique. C’est pourquoi aucune mesure expérimentale
de longueur n’est présentée dans ce chapitre. En revanche, de la même manière que précédemment,
l’accès direct à la fraction volumique de liquide résolue par le SPS permet d’isoler le cœur liquide du
reste de l’écoulement et ainsi d’en mesurer la taille. Pour quanti�er le rétrécissement du jet liquide
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Figure 8.5 – Évolution temporelle de la longueur de cœur liquide intact. αl , 0.9,

αl , 0.99 αl , 1.0 (noir : NMC; rouge : MC).

sous l’e�et des ondes acoustiques, la méthode de mesure de la longueur instantanée Llc présentée au
chapitre précédent est appliquée pour les valeurs seuil αl, 1.0, αl, 0.99 et αl, 0.9. Les longueurs obtenues
sont tracées au cours du temps sur la �gure 8.5 à la fois pour le NMC et le MC.

Si l’on s’intéresse d’abord au NMC, plusieurs phases de croissance séparées par une chute brutale de
Llc se succèdent à basse fréquence quelle que soit la valeur du critère seuil. Il s’agit là d’un phénomène
déjà observé par Hardi et al. [65] dans des conditions d’injection transcritiques. De façon identique à
ces travaux, le mécanisme de croissance par intermittence résulte ici directement de la déstabilisation
du jet dense par le co-courant gazeux. En e�et, que ce soit dans des conditions d’injection sub- ou
transcritiques, chaque chute de Llc correspond à l’arrachement d’un ligament à l’extrémité du cœur
dense. En �gure 8.6, l’agrandissement d’une image ombroscopique obtenue par le Coria sur la zone
en aval du cœur liquide illustre bien ce mécanisme d’atomisation. Cette rupture à basse fréquence n’a
pas été observée par Le Touze [90] avec l’estimation de la longueur du cône équivalent, ce qui met
en évidence l’intérêt de la nouvelle méthode de mesure. Il est important de préciser que la longueur
Llc tracée en �gure 8.5 dépend en réalité grandement de la valeur seuil αl, x imposée, ce que l’on peut
observer par l’écart entre les di�érentes courbes. En e�et, puisque le SPS est basé sur une méthode à
interface di�use, un fragment liquide venant tout juste d’être arraché au cœur liquide peut encore être
considéré comme connecté à ce dernier pour une valeur seuil de αl, x plus faible. Cela est bien illustré
par la �gure 8.7 représentant le jet liquide avec les deux iso-surfaces αl 0.9 et αl 0.99 pour lesquelles
chaque structure indépendante est colorée di�éremment. C’est pourquoi il est di�cile de dé�nir une
longueur de jet absolue dans le cas des méthodes à interface di�use.

En ce qui concerne le MC, la courbe d’évolution de Llc peut être divisée en deux parties : une
première phase transitoire et une seconde phase établie. La phase transitoire débute dès le début du
calcul, lorsque l’excitation acoustique est initiée, et s’achève après 9 à 13 périodes acoustiques, selon la
valeur seuil imposée. Au cours de cette période, la longueur du cœur liquide suit quasiment la même
évolution que lors du NMC malgré la présence des ondes acoustiques. Après ce premier intervalle
de temps, la longueur du cœur liquide chute soudainement quelle que soit la valeur de αl, x retenue.
Une seconde phase débute alors, durant laquelle le jet liquide semble conserver une longueur réduite
tout en manifestant les mêmes chutes à basse fréquence de Llc que durant le NMC. Si l’on s’intéresse
particulièrement à l’iso-surface obtenue avec un seuil αl, 0.99, la chute de Llc survient après 12 périodes
acoustiques et atteint environ 40% de la longueur initiale. Le rétrécissement du cœur dense sous l’e�et
des perturbations acoustiques est un mécanisme physique connu et déjà observé par Hardi et al. [65] et
Baillot et al. [7] respectivement dans des conditions d’injection trans- et subcritiques. Dans le cas du
régime d’injection transcritique, Hardi et al. [65] associent ce rétrécissement à l’arrachement latéral de
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Ligaments

Figure 8.6 – Agrandissement de la zone en aval du cœur liquide sur une image ombrosco-

pique obtenue par le Coria.

(a) (b)

Figure 8.7 – Illustration de la méthode numérique de mesure de la longueur de cœur liquide

intact pour les iso-surfaces (a) αl , 0.99 et (b) αl , 0.9. NMC à t = 18Tac.

larges poches d’oxygène sous l’e�et du mouvement transverse du gaz autour du jet dense au passage de
l’onde acoustique. Ce mécanisme se répète de façon périodique et favorise grandement le mélange entre
les deux �uides, empêchant ainsi le jet de se développer en aval. En conditions d’injection subcritiques,
cet arrachement transverse n’est pas observé, que ce soit dans le cadre des campagnes expérimentales du
Coria ou des simulations numériques présentées dans ce chapitre. Dans leurs travaux, Hardi et al. [65]
proposent deux critères pouvant jouer un rôle important dans ce mécanisme d’arrachement transverse.
Le premier est le rapport entre la vitesse acoustique et la vitesse d’injection du co-courant : u ′/Uд . Ce
critère représente la compétition entre les perturbations acoustiques et l’in�uence du co-courant gazeux
protégeant le cœur dense des mouvements transverses du gaz. Plus le co-courant est rapide et plus il agit
comme une barrière protectrice vis-à-vis du jet dense. Le second critère in�uençant l’impact de la vitesse
acoustique sur le jet dense est présenté sous la forme d’un nombre de Weber acoustique représentant
l’opposition de la tension de surface 2 aux forces aérodynamiques issues du mouvement transverse
du gaz : Weac = ρдu

′2Dl/σ . Plus le Weac est élevé et plus l’impact de l’acoustique sur le jet dense est
important. Ces deux critères sont évalués dans le tableau 8.1 pour les conditions de fonctionnement
étudiées par Hardi et al. [65] et le PF-Onera. Dans le cas transcritique, la vitesse acoustique est bien
plus importante, la densité du gaz est plus élevée à cause de la pression de chambre de 60 bar et la
tension de surface est très faible. Cela conduit alors à des valeurs supérieures pour les deux critères
considérés comparé au PF-Onera, notamment pour Weac. Le point de fonctionnement transcritique

2. Bien que les travaux de Hardi et al. [65] concernent les conditions d’injection transcritiques, les auteurs considèrent
une tension de surface non nulle dont la valeur a été calculée par Vieille et al. [157] pour un jet de LOX dans de l’hélium à
pression supercritique.
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u ′/Uд Weac

Hardi et al. [65]∗ ≈ 0.3 ≈ 100 000
PF-Onera ≈ 0.1 ≈ 10

Table 8.1 – Comparaison des conditions de fonctionnement de Hardi et al. [65] et du PF-

Onera.

∗ Le point de fonctionnement sélectionné correspond à une injection sous 60 bar d’un couple LOX/LH2.

est donc plus propice à la perturbation du jet central par les �uctuations de vitesse transverse du gaz
que le PF-Onera, ce qui tend à expliquer pourquoi aucun arrachement transverse n’est observé dans
le cas subcritique. La cause du rétrécissement du cœur liquide est donc di�érente dans le cas présent.

Pour comprendre d’où est issue la rupture prématurée du cœur liquide une fois soumis aux ondes
acoustiques, le jet liquide est représenté sur la �gure 8.8 avec une valeur seuil αl, 0.99 pour les deux cas
NMC et MC à deux instants di�érents, le premier précédant la forte chute de Llc (�gure 8.8a) et le second
lui succédant (�gure 8.8b). Pour compléter l’analyse, les pro�ls transverses de l’interface diphasique
sont tracés à une distance Z = 4.5Dl correspondant à la position où intervient la rupture du jet liquide
après environ 12 périodes acoustiques. Il apparaît clairement que le mécanisme d’aplatissement du jet
est en cause dans la rupture du cœur liquide : comme le montrait la �gure 8.4, le jet liquide est aplati
progressivement durant les dix premières périodes acoustiques jusqu’à atteindre une épaisseur quasi
nulle à l’instant t = 11.5Tac (cf. �gure 8.8a) à une distance de 4.5Dl du plan d’injection. Cela conduit
à un détachement prématuré de multiples structures liquides en bout de jet et par conséquent à une
réduction de sa longueur. Une fois coupé, le cœur liquide conserve sa longueur réduite aussi longtemps
que l’excitation acoustique est maintenue. Si l’on considère le champ moyen de fraction volumique de
liquide αl représenté en �gure 8.9a dans le plan de coupe contenant l’axe acoustique, on observe éga-
lement une réduction de la longueur de cœur liquide potentiel de l’ordre de 20% par rapport au NMC.
L’intervalle de temps considéré pour réaliser la moyenne temporelle en présence d’acoustique corres-
pond aux 10 dernières périodes d’excitation, soit l’intervalle au cours duquel la longueur moyenne de
cœur liquide intact est établie d’après la �gure 8.5. L’analyse du champ moyen dans le plan orthogonal
à l’axe acoustique en �gure 8.9b con�rme quant à elle l’aplatissement du jet par la pression de radiation
acoustique, et mène à des estimations de longueurs de cœur liquide similaires à celles réalisées dans
l’autre plan.

Il a été démontré au chapitre 5 que le pro�l de pression de radiation acoustique autour d’un obs-
tacle positionné dans un champ acoustique stationnaire était correctement reproduit par la résolution
des équations de Navier-Stokes compressibles. En complément, la présente section démontre que l’in-
�uence de prad sur le cœur liquide est restituée par la méthode à interface di�use. En particulier, le
phénomène d’aplatissement et la coupure prématurée du jet liquide observés expérimentalement dans
la littérature sont retrouvés. De plus, grâce aux simulations numériques instationnaires, l’analyse du
comportement transitoire du jet sous excitation acoustique révèle un lien direct entre l’aplatissement
du jet et sa coupure et permet ainsi de progresser dans la compréhension des phénomènes physiques
mis en jeu. Ce type d’analyse est primordial dans le contexte d’étude des instabilités de combustion de
haute fréquence puisque, dans un cas réactif, la déformation et la coupure du jet liquide par les per-
turbations acoustiques peuvent fortement impacter la longueur de �amme et la distribution du taux de
dégagement de chaleur et ainsi participer au couplage thermoacoustique. Dans la suite de ce chapitre,
l’in�uence des perturbations acoustiques sur l’atomisation primaire du jet liquide et la formation du
spray est analysée.
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Figure 8.8 – Iso-surfaces deαl , 0.99 accompagnées des pro�ls transverses de l’interface dipha-

sique à une distance Z = 4.5Dl ( NMC; MC).
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Figure 8.9 – Coupes 2D colorées en échelle de gris parαl (a) dans le plan contenant l’a.a. (vue

A) et (b) dans le plan orthogonal (vue B) (MC). Iso-lignes de αl , 1.0 and αl , 0.5.

8.2 In�uence de l’excitation acoustique sur l’atomisation primaire

8.2.1 Analyse du point de vue du solveur à phases séparées

L’objectif principal des injecteurs coaxiaux utilisés dans la propulsion liquide est d’assister l’atomi-
sation du jet central de manière à maximiser la quantité d’interface entre la phase liquide et la phase
gazeuse pour une masse de liquide donnée (Dumouchel [38]). En e�et, plus la surface totale de gouttes
est grande et plus le processus d’évaporation de la phase liquide est intense. Le mélange des deux ergols
est ainsi favorisé et conduit à un dégagement de chaleur important dans un volume le plus faible pos-
sible permettant de maximiser les performances du système propulsif en limitant sa masse. Puisque les
instabilités de combustion de haute fréquence sont causées par le couplage entre les variations du taux
de dégagement de chaleur et les �uctuations de pression, il est essentiel d’analyser l’in�uence des ondes
acoustiques sur l’atomisation du jet liquide. Pour mesurer la quantité d’interface entre deux �uides, on
utilise principalement la notion de densité d’aire interfaciale Σ dé�nie comme la surface de liquide par
unité de volume. Dans le cas des méthodes à interface di�use, la densité d’aire interfaciale résolue est
dé�nie dans chaque celluleVc de volume |Vc | comme la norme du gradient de la fraction volumique de
liquide (Sun et Beckermann [143]) : ΣSPS = ‖∇αl ‖. Selon cette dé�nition, la densité d’aire interfaciale
résolue dans un domaine d’étude Ω de volume |Ω | s’exprime ΣSPS, Ω =

[∑
Vc ∈Ω (‖∇αl ‖|Vc |)

]
/|Ω |.

L’évolution temporelle de ΣSPS, Ω est tracée sur la �gure 8.10 à la fois pour le NMC et le MC. Ici, le
domaine d’étude Ω correspond à la zone de ra�nement cylindrique de diamètre 10.7 Dl présentée en
�gure 6.8b ajoutée au volume de l’injecteur. Puisque les deux cas simulés sont initialisés à partir d’un
écoulement établi, la valeur de ΣSPS, Ω en début de calcul est non nulle. De manière à compléter l’analyse
de la �gure 8.10, les champs 2D de ‖∇αl ‖ dans le plan contenant l’axe acoustique et le plan orthogonal
sont respectivement représentés en �gure 8.11 et 8.12. Dans le cas du NMC, la densité d’aire interfaciale
résolue ne �uctue que très peu autour de sa valeur moyenne (variations inférieures à 3% de la valeur
moyenne). Ces faibles �uctuations sont en fait issues de la déstabilisation du jet liquide et de sa rupture
donnant naissance à des structures liquides plus ou moins larges visibles en aval du jet sur les �gures
8.11a et 8.12a. À l’inverse, dans le cas du MC, ΣSPS, Ω croît progressivement après une période d’exci-
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Figure 8.10 – Evolution temporelle de la densité d’aire interfaciale résolue par le SPS.

NMC; MC.

tation acoustique, soit directement après l’établissement du champ acoustique stationnaire au sein du
domaine de calcul. La densité d’aire interfaciale résolue atteint une valeur maximale après approxima-
tivement 13.5 périodes acoustiques puis décroît progressivement jusqu’à la �n du calcul. La période de
croissance de ΣSPS, Ω s’explique par l’action de la pression de radiation acoustique sur la phase liquide.
En e�et, comme cela peut être observé sur les �gures 8.11b et 8.12b, l’aplatissement du cœur liquide
s’accompagne d’une expansion du jet dans la direction orthogonale à l’axe acoustique et donc en une
augmentation de sa surface. De plus, la rupture du cœur liquide provoquée par cet aplatissement après
environ 12 périodes acoustiques résulte en la création de multiples structures liquides en aval du jet et
participe ainsi elle-même à l’accroissement de la surface totale de liquide dans le domaine. Par ailleurs,
les structures liquides ainsi formées subissent elles-mêmes les contraintes acoustiques favorisant leur
propre rupture. Par conséquent, la densité d’aire interfaciale est censée augmenter continuellement
jusqu’à s’établir autour d’une valeur donnée lorsque les plus petites structures liquides atteignent une
taille permettant l’équilibre entre la pression de radiation acoustique et la tension de surface.

Il est en réalité di�cile d’estimer a priori la taille des fragments à l’équilibre car leur forme, et donc la
distribution de pression de radiation acoustique à l’interface, est inconnue. Pour les conditions de fonc-
tionnement considérées ici, les diamètres d’équilibre pour des structures cylindriques ou sphériques
ont été calculés au chapitre 5 et donnent respectivement Deq, cyl = 0.27Dl et Deq, sph = 0.93Dl . Puisque
dans le cas présent la taille caractéristique maximale des structures liquides correspond au diamètre
d’injection Dl , la pression de radiation acoustique pourrait donc conduire à une rupture signi�cative
des structures cylindriques mais pas sphériques. Sachant que les ligaments issus de la rupture initiale
du cœur liquide ont en réalité une forme intermédiaire, on estime qu’il est possible que ces ligaments
soient aplatis et fragmentés par les contraintes acoustiques. Dans ce cas, l’augmentation de ΣSPS, Ω sur
la �gure 8.10 devrait en théorie être suivie par un plateau, caractéristique de l’équilibre atteint entre la
pression de radiation acoustique et la tension de surface, et non par une phase de décroissance. Cepen-
dant, lorsque l’amplitude des perturbations acoustiques est su�sante, la taille des structures résultant
de la fragmentation par les contraintes acoustiques peut s’avérer trop faible pour permettre une discré-
tisation correcte du liquide par le maillage. Dans ce cas, la fraction volumique de liquide est di�usée et
son gradient local ‖∇αl ‖ décroît. C’est justement ce que l’on observe sur les �gures 8.11c et 8.12c en
aval du jet central, où le gradient de fraction volumique s’est homogénéisé au cours du temps. La chute
de ΣSPS, Ω sur la �gure 8.10 marque ainsi la perte de densité d’aire interfaciale résolue par le maillage
en aval du cœur liquide.

On remarque également en �gures 8.12b et 8.12c une large expansion de la phase liquide dans le
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Figure 8.11 – Champs 2D colorés par ‖∇αl ‖ dans le plan contenant l’axe acoustique (Vue A).
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plan orthogonal à l’axe acoustique comparé au NMC représenté en �gure 8.12a. Ce phénomène est
lui aussi associé à l’aplatissement du cœur liquide par les contraintes acoustiques. En e�et, lorsque
le jet liquide est aplati, Ficuciello et al. [52] ont observé expérimentalement une éjection transverse
de petits fragments liquides dans la direction orthogonale à l’axe acoustique, mais ne proposent pas
d’explication quant à la cause de ce mécanisme 3. Pour expliquer ce comportement, il est proposé ici
de se référer à la description des mécanismes à l’origine de l’atomisation de jets liquides en régime
de type �bre e�ectuée au début de ce mémoire. En particulier, nous nous intéressons à l’analyse de
Villermaux [159] relative à l’angle du spray (cf. section 1.1.4). Dans ses travaux, l’auteur formule de
façon théorique l’angle entre la surface du cœur liquide et la direction d’éjection des structures liquides
issues de l’atomisation primaire du jet. Selon lui, cet angle θi peut être exprimé en fonction du rapport
entre les vitesses de croissance radialeUξ et de convectionUc des instabilités de surface représentées en
�gure 1.9. Puisque ces vitesses dépendent des conditions d’injection des deux �uides et de leurs masses
volumiques (cf. équations (1.35) et (1.11) respectivement), on en déduit que l’angle lui-même peut être
estimé à partir de ces paramètres. Étant donné que les conditions d’injection sont les mêmes pour le
NMC et le MC, il apparaît queθi est inchangé même sous l’in�uence des ondes acoustiques. En revanche,
l’aplatissement du cœur liquide par la pression de radiation acoustique au cours du MC conduit à une
diminution de l’angle θl représenté en �gure 1.9 entre la surface du jet liquide et l’axe d’injection. Il
en résulte ainsi une augmentation de l’angle θ emprunté initialement par les fragments liquides par
rapport à l’axe d’injection. Il est di�cile de quanti�er la diminution de l’angle θl entre la surface du
jet liquide et l’axe d’injection sous l’e�et des contraintes acoustiques car l’approche à interface di�use
ne permet pas de connaître précisément la position de l’interface diphasique. Cependant, les champs
moyens de αl (cf. �gures 7.8 et 8.9b) permettent de proposer une estimation en considérant l’isosurface
particulière αl 1.0. Cette estimation conduit à un angle θl d’environ 8° pour le NMC et proche de 0°
pour le MC. Si l’analyse e�ectuée dans ce paragraphe est correcte, l’aplatissement du cœur liquide par
les ondes acoustiques devrait ainsi, dans le cas présent, induire une augmentation de l’ordre de 10° de
l’angle θ initialement emprunté par les ligaments. La présence de fragments liquides dans une zone
plus large autour du jet central modi�e évidemment l’écoulement co-courant gazeux, qui va lui-même
in�uencer la trajectoire des ligaments sous l’e�et de la force de traînée. L’ensemble de ces mécanismes
pourrait au �nal expliquer l’élargissement du champ de ‖∇αl ‖ observé en �gure 8.12.

L’analyse de la densité d’aire interfaciale au sein du SPS révèle ainsi une modi�cation importante
du processus d’atomisation primaire du jet liquide par les contraintes acoustiques. Il s’agit là de méca-
nismes d’interaction qui ont d’ores et déjà été observés expérimentalement par le Coria sur d’autres
points de fonctionnement. Cependant, la di�usion importante du gradient de fraction volumique de li-
quide en présence d’ondes acoustiques est caractéristique d’un ra�nement de maillage insu�sant pour
discrétiser les fragments liquides ainsi créés. Dans ces zones de forte di�usion, le manque d’informa-
tion concernant la forme et la position exacte de l’interface diphasique ainsi que la prise en compte
d’une vitesse unique pour le mélange sont susceptibles de dégrader l’évaluation des interactions entre
les deux �uides par le SPS, telles que les contraintes de traînée et de radiation acoustique. Il s’agit là
d’une limitation connue des méthodes à interface di�use. Pour quanti�er la quantité de liquide concer-
née, nous dé�nissons empiriquement les zones fortement di�uses par la condition double suivante :
‖∇αl ‖ < 100 et αl < 0.99. Sur la base de cette dé�nition, environ 15% de la masse liquide contenue
dans le domaine Ω est concernée dans le MC, contre seulement 3% dans le NMC. Un moyen d’accroître
la précision de calcul dans ces zones di�uses sans ra�ner le maillage serait de résoudre des équations
de transport de la densité d’aire interfaciale ainsi que des variables géométriques dé�nissant la cour-
bure locale des structures liquides en sous-maille avec une modélisation adaptée des termes sources
liés à la fragmentation induite par le cisaillement visqueux et les contraintes acoustiques. Par ailleurs,
l’utilisation conjointe d’une modélisation à interface di�use à 7 équations (cf. section ) donnant accès à
la vitesse locale de chaque �uide permettrait également d’améliorer l’évaluation de la force de traînée

3. Il est important de noter que ce phénomène est di�érent de l’arrachement de poches denses mentionné précédemment
et observé par Hardi et al. [65] en conditions d’injection transcritiques, puisque celui-ci était dû aux �uctuations transverses
de vitesse du gaz et intervenait dans la direction de propagation acoustique.
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et des �ux convectifs.

8.2.2 Analyse du point de vue du solveur à phase dispersée

La section précédente a démontré la capacité de la méthode à interface di�use à restituer l’in-
�uence des contraintes acoustiques sur l’atomisation primaire du jet central tant que le maillage est
su�samment ra�né pour décrire la topologie des structures liquides et le champ de pression qui les
entoure. Cela étant, l’atomisation primaire n’est pas modélisée uniquement par le SPS dans le code
Cedre. Lorsque les contraintes de cisaillement entre les deux �uides sont su�santes, un transfert de
masse de liquide est opéré du SPS vers le DPS, ce dernier étant adapté au transport de gouttes à l’échelle
de sous-maille tout en conservant un ra�nement de maillage raisonnable. La méthode de couplage entre
les deux solveurs a cependant été initialement formulée pour simuler des jets en l’absence de pertur-
bation acoustique. Ainsi, à l’instar de la section précédente, on s’interroge ici sur la capacité de cette
stratégie de couplage à restituer l’in�uence des contraintes acoustiques sur l’atomisation primaire du
jet liquide.

Figure 8.13 – Distribution f Ûm et fonction cumulative F Ûm massiques de Snet dans le
domaine d’étude Ω. Noir : NMC; rouge : MC.

On dé�nit dans un premier temps le débit massique net d’échange entre les deux solveurs intégré
sur le domaine d’étude Ω comme :

Ûmnet, Ω = |Ω |〈Snet〉Ω =
∑
Vc ∈Ω

Snet |Vc |, (8.3)

où 〈Snet〉Ω est la moyenne spatiale de Snet sur tout le domaine Ω. En considérant les 13 dernières périodes
acoustiques des deux simulations, les valeurs du débit moyen Ûmnet, Ω avec et sans excitation acoustique
sont respectivement de 2.24 g · s−1 et 1.6 g · s−1. Dans le cas présent, les perturbations acoustiques in-
duisent ainsi une augmentation signi�cative de l’atomisation primaire d’environ 40% susceptible, dans
un cas réactif, d’ampli�er le taux de dégagement de chaleur et de favoriser (ou de défavoriser, selon le
déphasage avec les �uctuations de pression) le déclenchement et la croissance d’instabilités de combus-
tion HF. D’après la formulation (2.99) du terme source Sa , une telle intensi�cation du débit massique
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net d’atomisation sur l’ensemble du domaine d’étude Ω ne peut être dû qu’à 1) une augmentation lo-
cale du transfert de masse entre les deux solveurs, et donc du cisaillement entre les deux �uides, ou 2)
une augmentation du volume d’atomisation. De manière à déterminer lequel de ces deux mécanismes
intervient ici, on trace en �gure 8.13 la distribution massique du terme source net moyen par unité de
volume Snet avec et sans excitation acoustique dé�nie par 4 :

f Ûm(Snet) =
d Ûmnet(Snet < x < Snet + dSnet)

dSnet
. (8.4)

D’après la dé�nition (8.3) de Ûmnet, cette distribution représente en réalité le volume total de cellules dont
le débit massique net d’atomisation par unité de volume est compris dans l’intervalle

[
Snet, Snet + dSnet

]
.

Ainsi, si les perturbations acoustiques induisent une augmentation locale du transfert de masse entre
les deux solveurs sans pour autant modi�er l’étendue de la zone d’atomisation primaire, alors la courbe
pleine rouge de la �gure 8.13 devrait correspondre à une translation de la courbe pleine noire suivant
l’axe des abscisses. En revanche, si ces perturbations acoustiques induisent une augmentation du vo-
lume total concerné par le transfert entre solveurs sans impacter le niveau de cisaillement local entre
les deux �uides, alors les deux courbes devraient être liées l’une à l’autre par une translation suivant
l’axe des ordonnées. A�n de compléter l’analyse, on dé�nit la fonction cumulative de f Ûm(Snet) comme :

F Ûm(Snet) =
Snetˆ

−∞

f Ûm(x) dx . (8.5)

Cette fonction est tracée en pointillés sur la �gure 8.13. Elle indique en réalité la contribution de chaque
valeur de Snet au débit massique net total Ûmnet, Ω . En e�et, d’après la dé�nition de la fonction cumulative
F Ûm(Snet), plus la dérivée et donc la pente sont importantes et plus la contribution du terme source Snet
l’est également. Par conséquent, les intervalles de valeurs de Snet contribuant de façon signi�cative au
débit moyen total échangé entre les solveurs sont représentés en gris sur la �gure 8.13. On remarque que
dans ces intervalles, la distribution f Ûm(Snet) du MC est une translation verticale de la distribution sans
excitation acoustique. Cette �gure démontre donc que l’augmentation du débit d’échange moyen Ûmnet

entre le SPS et le DPS sous excitation acoustique est principalement dû à une augmentation du volume
total concerné par cet échange tandis que le niveau de cisaillement moyen entre les deux �uides est
inchangé.

Pour situer ces nouvelles zones d’atomisation issues des contraintes acoustiques, les champs 2D de
Snet sont représentés en �gures 8.14 et 8.15 respectivement dans deux directions de visualisation di�é-
rentes. Par ailleurs, d’après les formulations (2.99) et (2.103) des termes sources d’atomisation primaire
et de pseudo-coalescence, le débit net d’atomisation par unité de volume dépend à la fois de la fraction
massique de liquide Yl et du niveau de cisaillement local, représenté ici par l’intensité du gradient de
vitesse du mélange diphasique. Les �gures 8.14 et 8.15 sont ainsi complétées par les champs 2D de Yl
et ‖u‖ a�n d’appuyer l’analyse des champs de Snet. 5 L’ensemble des champs moyens représentés sur
ces deux �gures est calculé à partir des 13 dernières périodes acoustiques de chaque simulation. Sur
ces �gures, le domaine d’étude Ω contenant le jet liquide est décomposé en trois sous-domaines de
révolution non recouvrants notés 1 , 2 et 3 , de diamètres extérieurs respectifs Dl , 6.4 Dl et 10.7 Dl .
Les �gures 8.14 et 8.15 révèlent d’abord une modi�cation du champ de Snet dans le sous-domaine 1 . En
e�et, contrairement au NMC, le débit massique net d’atomisation est non nul en aval du cœur liquide en
présence d’acoustique. Dans la section précédente, la �gure 8.11 avait mis en évidence dans cette zone la

4. Il est possible d’associer cette distribution à la distribution numérique de la taille de gouttes classiquement utilisée et
dé�nie par fN (D) = dN (D < x < D+dD)/dD, pour laquelle le nombre N et le diamètre D des gouttes seraient respectivement
remplacés par le débit massique net moyen Ûmnet et le débit massique net moyen par unité de volume Snet. Une des particularités
de cette distribution réside dans la présence de valeurs négatives caractérisant le mécanisme de pseudo-coalescence.

5. La formulation de Snet n’étant pas linéaire, sa moyenne temporelle n’est évidemment pas fonction des variables
moyennes Yl et ‖u‖. Celles-ci ne sont représentées ici que dans un but illustratif.
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Figure 8.14 – Coupes contenant l’a.a. (vue A) colorées par Snet, Yl et ‖u‖ de gauche à droite.

(a) NMC, (b) MC. Iso-lignes Yl = 0.4.

présence de structures liquides sous résolues par le SPS issues de la rupture du cœur liquide par la pres-
sion de radiation acoustique. Expérimentalement, la présence de ces structures induirait une surface de
liquide plus grande et favoriserait donc localement l’atomisation du liquide. Numériquement, l’inter-
face entre les deux �uides n’est plus correctement représentée dans cette zone. Cependant, le passage
intermittent des structures liquides ainsi créées résulte en une diminution de Yl en aval du jet (�gure
8.14). Or, d’après la formulation (2.99), le transfert de masse entre solveurs est favorisé dans les zones
de faible fraction massique de liquide, et ce quel que soit le niveau de résolution des structures liquides.
À cisaillement équivalent, l’atomisation primaire en aval du jet liquide est ainsi plus intense pour le
MC. Cependant, de façon similaire, le transfert inverse du DPS vers le SPS représentant la coalescence
des gouttes avec les plus grosses structures liquides est également plus intense dans cette région. De
plus, la vitesse du mélange et par conséquent l’intensité de son gradient sont limités par la présence du
jet liquide en amont qui fait obstacle au gaz. Ainsi, comme le révèle le tableau 8.2, le débit massique net
ÛmMC
net, 1 moyenné en temps et intégré sur toute la région 1 s’avère en réalité quasi nul et ne participe

donc pas à l’augmentation globale du débit d’atomisation dans l’ensemble du domaine Ω en présence
d’ondes acoustiques. Malgré cela, dans un cas réactif, si le débit d’évaporation des gouttes formées par
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Figure 8.15 – Coupes orthogonales à l’a.a. (vue B) colorées par Snet, Yl et ‖u‖ de gauche à

droite. (a) NMC, (b) MC. Iso-lignes Yl = 0.4.

l’atomisation de ces structures liquides est important face au transfert par pseudo-coalescence, la dis-
tribution du taux de dégagement de chaleur pourrait être modi�ée dans cette région et ainsi in�uencer
la réponse des �ammes aux perturbations acoustiques.

En dehors du sous-domaine 1 , on observe une modi�cation du champ de Snet di�érente selon le
plan de visualisation considéré. Dans le plan contenant l’axe acoustique, la �gure 8.14 met en évidence
une légère contraction du débit moyen d’atomisation vers l’axe d’injection dans le cas où le jet est sou-
mis à l’excitation acoustique. Ce phénomène est associé à la rupture du cœur liquide par la pression de
radiation acoustique. En e�et, celle-ci conduit à une augmentation de l’angle θl entre la surface du jet
et l’axe d’injection et donc à la réduction de l’angle initialement emprunté par les ligaments arrachés
transversalement dans ce plan. Le domaine de présence moyenne de la phase liquide est alors réduit.
Puisque le transfert de masse entre solveurs opère aux faibles valeurs de fraction massique de liquide
(Yl < 0.4 sur la �gure 8.14), le champ de Snet est ainsi contracté vers l’axe central du jet. En revanche,
l’e�et inverse est observé dans le plan orthogonal à l’axe acoustique. On observe ainsi sur la �gure
8.15b un élargissement transverse important du champ de Snet. Dans la section précédente, la �gure
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x 1 + 2 + 3 = Ω

ÛmNMC
net, x [g · s−1] −2.44 × 10−2 1.57 5.62 × 10−2 1.6
ÛmMC
net, x [g · s−1] −2.73 × 10−2 1.51 7.54 × 10−1 2.24
( ÛmMC

net, x − ÛmNMC
net, x )/ ÛmNMC

net, Ω −0.2% −3.8% 43.6% 39.6%

Table 8.2 – Débit massique net d’atomisation moyen selon le domaine d’intégration.

8.12 avait mis en évidence dans cette zone l’éjection transverse de structures liquides sous-résolues
par le SPS provoquée par l’aplatissement du jet liquide par la pression de radiation acoustique. Le pas-
sage répété de ces fragments liquides induit ainsi l’élargissement du champ deYl autour du jet dans une
zone où la vitesse du co-courant gazeux est importante (cf. champs de ‖u‖ en �gure 8.15). On peut noter
par ailleurs que le champ de vitesse du �uide est lui-même élargi par la présence de ces fragments li-
quides qui modi�ent considérablement la masse volumique du mélange et font par conséquent obstacle
à l’écoulement co-courant gazeux. Ainsi, puisque le transfert de masse entre solveurs opère aux faibles
valeurs de fraction massique de liquide (Yl < 0.4 sur la �gure 8.15), le champ de Snet s’élargit. En aval
de cette zone (Yl > 0.4), la fraction massique de liquide est plus importante et la vitesse du mélange est
par conséquent réduite. L’atomisation primaire est donc plus faible tandis que la fréquence de collision
entre les gouttes et les structures liquides de taille plus importante augmente, d’où les valeurs négatives
de Snet rencontrées. Au global, l’intégration de Snet sur l’ensemble du sous-domaine 2 révèle un débit
d’atomisation net moyen équivalent pour les deux cas simulés (écart relatif de seulement 4% d’après
le tableau 8.2). L’augmentation globale du débit moyen d’atomisation dans l’ensemble du domaine Ω
en présence d’ondes acoustiques est ainsi essentiellement due à l’éjection de structures liquides dans
le sous-domaine d’étude 3 par les contraintes de radiation acoustique (+44% d’augmentation du débit
moyen d’atomisation dans cette zone). Cela démontre donc que la méthodologie de couplage entre les
deux solveurs est capable, elle aussi, de restituer l’impact des contraintes acoustiques sur le processus
d’atomisation primaire.

À l’instar de la section précédente, il est possible de dé�nir la densité d’aire interfaciale du spray
simulé par le DPS et contenu dans le domaine Ω par : ΣDPS, Ω = SΩ/|Ω |, avec SΩ la surface totale
de gouttes dans le domaine d’étude. En introduisant le volume total de gouttes VΩ , ΣDPS, Ω devient
ΣDPS, Ω = 〈α tot〉Ω SΩ/VΩ , avec 〈α tot〉Ω la fraction volumique de gouttes moyennée sur l’intégralité du
domaine Ω, toutes sections k considérées. De plus, l’introduction du diamètre moyen de Sauter [D32]Ω ,
dé�ni comme le diamètre d’une goutte isolée ayant le même rapportS/V que le spray dans sa globalité,
conduit à 6 :

ΣDPS, Ω = 6 〈α
tot〉Ω
[D32]Ω

. (8.6)

Sur la base de cette dé�nition, l’évolution temporelle de ΣDPS, Ω est tracée sur la �gure 8.16a pour les
deux cas simulés. Dans les deux cas, une chute initiale de ΣDPS, Ω est observée. Cette chute est en réalité
due au rétablissement du coe�cient de compressibilité réel du liquide justi�é au chapitre 6 et réalisé à la
�n du calcul destiné à l’établissement du jet diphasique sans excitation acoustique. Cette modi�cation
des propriétés du liquide a cependant une in�uence mineure sur les résultats des simulations, puisque
l’évolution de ΣDPS, Ω se stabilise rapidement aux alentours de 3m−1 pour le NMC. Si l’on s’intéresse au
MC, on remarque une augmentation progressive de la densité d’aire interfaciale tout au long du calcul.
D’après les �gures 8.16b et 8.16c, cette augmentation est induite par une augmentation de la fraction
volumique de gouttes dans le volume d’étude due à l’intensi�cation de l’atomisation primaire par les
contraintes acoustiques, tandis que le diamètre moyen de Sauter du spray n’évolue que très faiblement.

6. Pour plus d’informations sur le calcul de 〈α tot〉Ω et [D32]Ω à partir des données fournies par le DPS, le lecteur est invité
à lire l’annexe A.
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Figure 8.16 – Évolution temporelle (a) de la densité d’aire interfaciale dans le DPS, (b) de la

fraction volumique totale de gouttesmoyenne et (c) du diamètremoyen de Sau-

ter du spray. NMC; MC.

En conclusion de cette section, il apparaît que la méthodologie de simulation d’écoulements dipha-
siques utilisée lors de ces travaux semble adaptée pour restituer l’in�uence des contraintes acoustiques
sur le processus d’atomisation primaire du jet liquide, que ce soit par le biais de la description fournie
par le SPS ou du couplage entre les deux solveurs Eulériens. Pour autant, une comparaison quantitative
aux campagnes expérimentales du Coria associées au même point de fonctionnement permettra, dans
un futur proche, de valider plus précisément ces conclusions. Dans la suite de ce chapitre, nous nous
attachons à véri�er la capacité du DPS à restituer le comportement des gouttes une fois soumises aux
ondes acoustiques.

8.3 Réponse du spray à l’excitation acoustique

La réponse du spray face aux ondes acoustiques est analysée à travers trois sections distinctes. Nous
nous attachons d’abord à évaluer l’in�uence des ondes sur l’angle d’ouverture du spray. Par la suite,
le couplage acoustique entre le système d’injection et la cavité ainsi que son in�uence sur les gouttes
sera étudiée. En�n, nous analyserons l’oscillation transverse des gouttes sous l’e�et des �uctuations de
vitesse du gaz au passage des ondes acoustiques.
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8.3.1 Angle d’ouverture du spray

Mesures expérimentales

Dans le cas d’un jet liquide en régime d’atomisation de type �bre, les travaux du Coria ont révélé
qu’une onde acoustique d’amplitude élevée était capable de modi�er de façon signi�cative la forme
globale du spray. Pour des vitesses d’injection plus faibles que celles présentées dans ce chapitre, Ficu-
ciello et al. [52] observent un élargissement du spray à la fois dans le plan contenant l’axe acoustique et
le plan orthogonal. Dans le plan contenant l’axe acoustique (cf. �gure 8.17a), l’augmentation de l’angle
d’ouverture du spray pourrait être associée à la formation d’instabilités de Faraday à la surface du li-
quide. En e�et, lorsque le jet liquide initialement cylindrique est aplati par les contraintes acoustiques,
Baillot et al. [7] observent la formation d’un réseau d’instabilités à la surface du jet semblable à ce
qui est observé pour des �lms liquides en contact avec une surface solide vibrante (Faraday [44]). Ces
instabilités conduisent alors à l’éjection de gouttes dans la direction de propagation des ondes acous-
tiques. Les niveaux d’excitation acoustique imposés par Baillot et al. [7] ne sont pas su�sant pour
observer ce type d’instabilité dans le cas de régimes d’atomisation de type �bre. Cependant, puisque
les niveaux d’excitation acoustique imposés par Ficuciello et al. [52] sont plus importants, ces insta-
bilités pourraient être à l’origine de l’augmentation de l’angle du spray observée en �gure 8.17a dans
le plan contenant l’axe acoustique. Dans le plan orthogonal (cf. �gure 8.17b), l’angle du spray est éga-
lement fortement in�uencé par les ondes acoustiques. D’après l’analyse physique présentée en section
8.2.1 et basée sur les travaux de Villermaux [159], il semblerait que ce soit l’aplatissement du cœur
liquide par la pression de radiation acoustique qui conduirait à une éjection de fragments liquides dans
une zone élargie autour du jet, d’où l’augmentation de l’angle de spray observée.

Les mesures de l’angle du spray θ sont réalisées par le Coria à partir d’une série d’images du jet
liquide acquises à haute cadence par ombroscopie. Une image unique est construite en colorant chaque
pixel par le niveau de gris minimal pris par le pixel sur l’ensemble des images acquises en régime établi.
L’enveloppe du spray est alors obtenue par une transformation binaire de cette image, chaque pixel
noir indiquant le passage d’une goutte à un instant donné. Ce principe de mesure est illustré en �gure
8.18. Lors de cette transformation binaire, une valeur seuil maximale doit être imposée sur les niveaux
de gris de manière à ne considérer que les positions traversées par un nombre su�sant de gouttes. Les
mesures d’angles associées au PF-Onera sont présentées en �gure 8.19. En l’absence d’onde acoustique,
l’écoulement est théoriquement symétrique autour de l’axe d’injection. L’écart de 3.4° observé sur la
�gure 8.19a entre les valeurs absolues des angles θ+ et θ− des deux côtés du spray re�ète alors une in-
certitude de mesure relative signi�cative de 10% associée à la méthode de mesure expérimentale. Pour
le MC, seules les mesures de l’angle dans le plan contenant l’axe acoustique (vue A) sont disponibles
lors de la rédaction de ce mémoire. Celles-ci sont présentées en �gure 8.19b. D’après cette �gure, l’angle
de dispersion des gouttes θ− du côté X < Xinj est réduit d’environ 22% sous l’e�et des perturbations
acoustiques tandis que l’angle θ+ du côté X > Xinj n’est réduit que de 3%. Ainsi, contrairement aux ob-
servations e�ectuées par Ficuciello et al. [52] en �gure 8.17a pour des vitesses d’injection plus faibles,
l’angle de spray dans cette direction n’augmente pas sous les contraintes acoustiques, mais semble au
contraire diminuer. Cela laisse donc penser qu’aucune structure liquide n’est éjectée par des instabilités
de Faraday. Dans le cas présent, le cisaillement entre les deux �uides est plus important et joue pro-
bablement le rôle de barrière, empêchant ainsi la formation de telles instabilités à la surface du cœur
liquide. Par ailleurs, la �gure 8.19b semble indiquer une légère dissymétrie en présence des perturba-
tions acoustiques, avec une réduction de l’angle signi�cativement plus importante pourX < Xinj. Cette
dissymétrie peut s’expliquer par deux phénomènes : 1) la contraction du champ de vitesse moyenne ‖u‖
du �uide homogène et du champ de débit net moyen d’atomisation Snet vers l’axe d’injection sous l’e�et
de l’aplatissement du cœur liquide (cf. �gure 8.14), conduisant à la présence de gouttes plus proches de
l’axe d’injection, et 2) une légère déviation du spray par la force de radiation acoustique vers le VAN
le plus proche situé à la droite du jet (Xinj < XVAN). Du côté X < Xinj, les deux phénomènes agissent
dans le même sens, tandis qu’ils s’opposent l’un à l’autre du côté X > Xinj. Cela contribue ainsi à une
réduction plus importante de l’angle de spray pour X < Xinj que pour X > Xinj. L’écart relatif entre
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Figure 8.17 – Mesures expérimentales de la dispersion spatiale d’un spray en régime d’ato-

misation de type �bre et positionné en un VAN (Ficuciello et al. [52]) (Weg =
224 ; Rel = 3200 ; fac = 1015Hz; pac = 12 kPa). (a) Plan contenant l’axe acoustique

(vue A) et (b) plan orthogonal (vue B).
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θ

Minimum + binaire

Figure 8.18 – Principe de mesure expérimentale de la dispersion spatiale d’un spray (Ficu-

ciello et al. [52]).
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Figure 8.19 – Mesures expérimentales par leCoria de l’angle de dispersion spatiale du spray

dans le plan contenant l’a.a. (vue A) pour les conditions PF-Onera.
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8.3 Réponse du spray à l’excitation acoustique

les deux angles θ+ et θ− est cependant de l’ordre de l’incertitude de mesure expérimentale et ne permet
donc pas de con�rmer cette théorie.

Mesures par la simulation numérique

Une méthode de mesure similaire de l’angle de spray est dé�nie pour les simulations numériques
(cf. �gure 8.20). Pour ces mesures, les images ombroscopiques sont remplacées par des champs 2D de
densité numérique de gouttesntot =

∑Ns
k=1 n

k . La transformation binaire de chacune de ces images permet
alors d’obtenir l’enveloppe du spray à chaque instant, sous couvert d’avoir dé�ni au préalable la densité
de gouttes minimale à prendre en compte. L’angle de dispersion des gouttes est alors mesuré au cours
du temps dans les deux directions autour du spray. L’angle mesuré par Ficuciello et al. [52] pour le
PF-Onera peut donc être comparé à la valeur maximale de l’angle numérique au cours du temps. Il est
choisi ici de calibrer la valeur seuil de densité numérique de gouttes de manière à retrouver un angle
de spray sans perturbation acoustique équivalent à la valeur de 26.8° prédite par la corrélation (1.38) de
Leroux et al. [96], puis de conserver cette valeur seuil pour la mesure des angles du MC. Dans le cas
présent, la valeur seuil retenue estntot = 3 × 108m−1. L’angle de 26.8° est un peu éloigné des 32.9° et 29.5°
mesurés expérimentalement en �gure 8.19a, mais rappelons que la méthode de mesure expérimentale
est associée à une incertitude de mesure relative de 10%.
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n
tot [m 3]

Figure 8.20 – Principe de mesure numérique de l’angle de dispersion spatiale d’un spray.

L’évolution temporelle des angles de dispersion du spray dans le plan de visualisation contenant
l’axe acoustique (vue A) est représentée en �gure 8.21 pour le NMC et le MC. Sur cette �gure, aucune
modi�cation de l’angle par les ondes acoustiques n’est observée excepté entre les 19ème et 20ème pé-
riodes acoustiques. Cet écart entre les deux simulations n’est en réalité dû qu’au passage anecdotique
en périphérie du spray d’un paquet de gouttes dont la densité numérique est très proche de la valeur
seuil retenue. La méthode de mesure numérique ne permet donc pas de restituer la réduction de l’angle
observée expérimentalement. Cependant, bien que l’écoulement soit normalement symétrique en l’ab-
sence d’ondes acoustiques, l’écart entre les valeurs absolues des angles extrêmes θmax

+ et θmin

− mesurés
numériquement lors du NMC est de 2.5 degrés, soit un écart relatif de 10%. L’incertitude associée à la
méthode de mesure numérique semble donc aussi signi�cative que celle associée aux mesures expéri-
mentales et ne permet donc pas de conclure à propos de l’in�uence des ondes acoustiques sur l’angle
d’ouverture du spray dans le plan de visualisation contenant l’axe acoustique.

Une seconde méthode de mesure numérique de l’angle de spray est dé�nie de manière à s’a�ranchir
du choix d’une valeur seuil arbitraire sur la densité numérique de gouttes et à réduire l’incertitude de
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Figure 8.21 – (a) Dé�nition et (b) évolution temporelle des angles de dispersion spatiale du

spray dans le plan contenant l’a.a. (vue A). NMC; MC.
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Figure 8.22 – (a) Dé�nition et (b) évolution temporelle des angles de spray pondérés par α tot

dans le plan contenant l’a.a. (vue A). NMC; MC.

mesure associée. Cette seconde méthode de mesure est dé�nie par :

γ+ =

∑
Vc ∈Λ+

γ α tot |Vc |∑
Vc ∈Λ+

α tot |Vc |
, γ− =

∑
Vc ∈Λ−

γ α tot |Vc |∑
Vc ∈Λ−

α tot |Vc |
, (8.7)

où γ correspond à l’angle entre l’axe d’injection et le segment reliant la lèvre de l’injecteur au centre de
chaque cellule du maillage de volume |Vc |, tandis que α tot est la fraction volumique locale de gouttes,
toutes sections k considérées. Λ+ and Λ− sont quant à eux les domaines respectivement associés aux
coordonnées X positives et négatives, avec l’axe d’injection utilisé comme référence. Les angles de
spray γ− et γ+ sont ainsi pondérés par le volume local de gouttes et donc de façon équivalente par leur
masse. L’évolution temporelle des angles de spray γ− et γ+ ainsi mesurés est représentée en �gure 8.22
dans le plan contenant l’axe acoustique. Sur cette �gure, on remarque dans un premier temps que les
�uctuations de l’angle lors du NMC sont moins importantes qu’avec la méthode de mesure précédente,
et permettent ainsi une analyse plus précise de l’e�et des ondes acoustiques sur le spray. En présence
d’ondes acoustiques, ces courbes semblent révéler une légère déviation du spray vers les coordonnées
positives, i.e. vers le VAN le plus proche, tout comme semblaient le montrer les mesures du Coria en
�gure 8.19.
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8.3 Réponse du spray à l’excitation acoustique

En ce qui concerne le plan de visualisation orthogonal à l’axe acoustique (vue B), l’évolution tempo-
relle des angles de dispersion spatiale du spray mesurés numériquement est représentée en �gure 8.23.
On observe sur cette �gure une augmentation progressive de l’angle jusqu’à environ 40°, soit le double
de l’angle mesuré en l’absence d’onde acoustique. Par ailleurs, contrairement au plan de visualisation
précédent, l’in�uence de ces ondes sur l’angle du spray est symétrique. Malgré l’absence de mesures
expérimentales dans ce plan de visualisation pour les conditions PF-Onera, cette évolution correspond
aux observations e�ectuées par Ficuciello et al. [52] en �gure 8.17b pour des vitesses d’injection plus
faibles. Par ailleurs, les mesures de l’angle pondéré par la masse de gouttes représentées en �gure 8.24
corroborent ces observations. L’évolution de l’angle de spray dans ce plan de visualisation est associée
à l’aplatissement du cœur liquide et à l’éjection de fragments liquides qui en résulte. En e�et, comme il
l’a été observé précédemment en �gure 8.15, la zone d’atomisation primaire modélisée par le transfert
entre solveurs s’élargit sous l’e�et du cisaillement entre le co-courant gazeux et ces nouvelles struc-
tures liquides. La convection des gouttes créées dans cette région par le co-courant gazeux lui-même
dévié participe alors à l’augmentation progressive de l’angle de dispersion du spray observée sur la �-
gure 8.23. Une comparaison aux mesures expérimentales sur le plan de visualisation orthogonal à l’axe
acoustique sera toutefois nécessaire à l’avenir pour valider de façon quantitative la reproduction de ce
mécanisme par la simulation numérique.
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Figure 8.23 – (a) Dé�nition et (b) évolution temporelle des angles de dispersion spatiale du

spray dans le plan orthogonal à l’a.a. (vue B). NMC; MC.
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Figure 8.24 – (a) Dé�nition et (b) évolution temporelle des angles de spray pondérés par α tot

dans le plan orthogonal à l’a.a. (vue B). NMC; MC.
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In�uence sur la distribution spatiale des gouttes

L’ouverture de l’angle du spray dans le plan orthogonal à l’axe acoustique a une certaine in�uence
sur la distribution spatiale des gouttes. Pour l’évaluer, le champ 3D de la densité numérique de gouttes
moyennée en temps ntot, toutes sections k considérées, est calculé sur l’intervalle de temps associé aux
18 dernières périodes acoustiques de chaque simulation. Le domaine d’étude Ω est ensuite décomposé
en plusieurs sous-domaines Ωi de même épaisseur dl et de profondeur limitée par le domaine princi-
pal Ω. Une illustration du découpage spatial dans le plan orthogonal à l’axe acoustique est proposée
en �gure 8.25a. Pour chaque sous-domaine Ωi , la densité numérique de gouttes moyenne

〈
ntot

〉
Ωi

est
calculée comme 7 :

〈
ntot

〉
Ωi
=

∑
Vc ∈Ωi

ntot |Vc |∑
Vc ∈Ωi

|Vc |
. (8.8)

La distribution spatiale de cette variable normalisée par la valeur maximale atteinte sans perturbation
acoustique, notée

〈
ntot

〉∗
Ωi

, est tracée en �gure 8.25b dans le plan orthogonal à l’axe acoustique (vue B).
Sur cette �gure, l’axe des abscisses correspond à la distance à l’axe d’injection normalisée par le dia-
mètre d’injection Dl . La distribution moyenne mesurée lors du NMC est symétrique et présente deux
maximums aux coordonnées d’injection du co-courant gazeux, soit Y ∗ = ± 0.63 Dl . La diminution de
la densité numérique de gouttes entre ces deux pics est due à la présence du cœur liquide au centre du
domaine d’étude à l’intérieur duquel aucune goutte ne peut exister. Lors du MC, la forme de la distribu-
tion est radicalement di�érente, avec un pic central et des extrémités non nulles. A�n d’expliquer ces
di�érences, le champ 2D de ntot est représenté en �gure 8.26 dans le plan orthogonal à l’axe acoustique
pour les deux cas simulés. On peut voir que l’augmentation de la densité moyenne de gouttes aux coor-
données |Y ∗ | > 2Dl observée en �gure 8.25b en présence d’ondes acoustiques est due à l’élargissement
du spray par l’éjection de fragments liquides lors de l’aplatissement du cœur liquide. Quant au pic de
densité moyenne de gouttes au centre du domaine observé sur la �gure 8.25b, celui-ci ne semble pas
visible sur le champ 2D de la �gure 8.26.

Pour expliquer la présence de ce pic sous l’in�uence des ondes acoustiques, il est nécessaire d’ana-
lyser les distributions spatiales de densité numérique moyenne de gouttes dans le plan contenant l’axe
acoustique (vue A), ainsi que le champ correspondant de ntot (cf. �gures 8.27b et 8.28). Dans ce plan,
la distribution spatiale des gouttes en l’absence d’onde acoustique est évidemment identique au plan
précédent, du fait de l’axisymétrie de l’écoulement. En revanche, pour le MC, la densité numérique
moyenne des gouttes est plus importante comparée au NMC aux abords des coordonnées d’injection
du co-courant gazeux (0.5 < |X ∗ | < 2.5). C’est justement cette densité numérique élevée qui permet
d’expliquer la présence du pic central sur la �gure 8.25b. Par ailleurs, si l’on s’intéresse au domaine
|X ∗ | > 1.5 du MC, on remarque que la distribution numérique moyenne des gouttes est plus impor-
tante du côté des X ∗ > 0 en présence d’ondes acoustiques. Cela semble re�éter une légère déviation du
spray vers le VAN le plus proche par la force de radiation acoustique, comme il l’a été observé expéri-
mentalement sur ce point de fonctionnement en particulier. Si l’on isole au contraire la distribution sur
l’intervalle |X ∗ | < 1.5, on remarque une nette asymétrie avec cette fois-ci une densité moyenne plus
importante pour X ∗ < 0. Ce comportement asymétrique est également visible sur le champ 2D de la
�gure 8.28b où la densité numérique moyenne de gouttes est plus élevée du côté gauche de l’injecteur.
L’augmentation de la densité particulaire dans cette cette zone en présence d’ondes acoustiques ainsi
que le comportement asymétrique associé sont en réalité dus au couplage entre l’injecteur et les ondes
acoustiques dans la cavité. Ce mécanisme est analysé en détail dans la section suivante.

7. Pour plus d’informations sur le calcul de ntot et
〈
ntot

〉
Ωi

à partir des données fournies par le DPS, le lecteur est invité
à lire l’annexe A.
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Figure 8.25 – Distribution spatiale de la densité numérique moyenne de gouttes normalisée,

toutes sectionsk considérées. (a) Principe demesure et (b) résultats dans le plan

orthogonal à l’a.a. (vue B). NMC; MC.
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Figure 8.26 – Coupes orthogonales à l’a.a. (vue B) colorées par ntot
.
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Figure 8.27 – Distribution spatiale de la densité numérique moyenne de gouttes normalisée,

toutes sectionsk considérées. (a) Principe demesure et (b) résultats dans le plan

contenant l’a.a. (vue A). NMC; MC.
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Figure 8.28 – Coupes contenant l’a.a. (vue A) colorées par ntot
.
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En conclusion, les nombreuses analyses e�ectuées de cette section révèlent un changement impor-
tant dans la topologie du spray en présence d’ondes acoustiques. De façon similaire à ce qui a pu être
observé expérimentalement par le passé sur d’autres points de fonctionnement, le spray s’élargit dans la
direction orthogonale à l’axe acoustique sous l’in�uence de l’aplatissement du cœur liquide, et semble
être dévié vers le VAN le plus proche. Par ailleurs, la masse de liquide atomisé et le nombre de gouttes
ainsi créées sont augmentés. Notons également que l’in�uence des contraintes acoustiques conduit à
une rupture de la symétrie axiale du spray.

8.3.2 Couplage entre le système d’injection et les ondes acoustiques

De façon équivalente aux travaux de Baillot et al. [7] mentionnés en section 1.2, les simulations
numériques réalisées lors de cette thèse ont mis en évidence un couplage important entre le système
d’injection et les ondes acoustiques se propageant dans la cavité. Dans la suite de ce chapitre, ce phé-
nomène de couplage et son in�uence sur l’écoulement diphasique sont étudiés.

Analyse fréquentielle de la réponse de l’injecteur aux ondes acoustiques

Le couplage entre le système d’injection et la cavité acoustique est mis en évidence grâce aux �-
gures 8.29 et 8.30 présentant 1) les évolutions temporelles des débits massiques Ûminj des deux �uides
aux conditions aux limites d’entrée et 2) les DFT associées calculées sur les 18 dernières périodes acous-
tiques de chaque cas (résolution fréquentielle d’environ 55Hz). Sur ces �gures, on observe lors du MC
une �uctuation des débits massiques d’injection des deux �uides aux trois fréquences d’excitation fac, 1,
fac, 2 et fac, 3. Dans la con�guration actuelle, les �uctuations de pression p ′ à la sortie de l’injecteur sont
non nulles puisque l’injecteur est positionné en un IAN du mode acoustique 2T. Ces �uctuations de
pression se propagent alors dans l’injecteur jusqu’à atteindre les conditions aux limites d’entrée situées
en amont, pour lesquelles un coe�cient de ré�exion |R | ≤ 10−3 est imposé pour toute onde acoustique
de fréquence f ≥ fac, 1 (cf. section 6.4.2). D’un point de vue acoustique, ces conditions aux limites
peuvent être considérées quasiment totalement non ré�échissantes, ce qui revient en réalité à repré-
senter le système d’injection comme un canal de longueur in�nie. Au cours de sa propagation dans
l’injecteur, l’onde acoustique est amortie par frottement aux parois 8 et conduit alors à des �uctuations
de pression réduites au niveau des conditions aux limites par rapport aux �uctuations mesurées au
niveau du plan d’injection. La réponse des conditions aux limites à ces �uctuations dépend de leur im-
pédance. L’impédance acoustique Zac(ω) caractérise la résistance d’un système au passage d’une onde
acoustique de fréquence donnée f = ω/(2π ). À l’interface entre deux milieux, que cette interface soit
réelle (e.g. paroi) ou �ctive (e.g. condition à la limite d’entrée/sortie), l’impédance est formulée comme
Zac(ω) = p ′(ω)/(ρcu ′n(ω)), où p ′(ω) et u ′n(ω) sont les �uctuations de pression et de vitesse normale à
l’interface au passage de l’onde acoustique, tandis que ρ et c sont respectivement la masse volumique
et la vitesse du son associées au milieu. Lorsque la condition à la limite est non ré�échissante, l’impé-
dance acoustique est approchée par Zac ≈ 1. Imposer une non-ré�exion quasi totale aux conditions aux
limites revient ainsi à autoriser les �uctuations de la vitesse et donc du débit massique à l’injection des
deux �uides (Selle et al. [136]) que l’on observe sur les �gures 8.29a et 8.30a.

Par ailleurs, si l’on considère que les impédances des conditions aux limites d’entrée du gaz et
du liquide sont égales et que les �uctuations de pression p ′ sont les mêmes dans les deux �uides, la
dé�nition de l’impédance acoustique conduit à :

u ′
inj, g

ρдcд = u ′
inj, l

ρlcl , (8.9)

avec u ′
inj

le terme �uctuant de la vitesse d’injection, les indices д et l étant respectivement associés
au gaz et au liquide. Si l’on multiplie les deux membres de l’équation (8.9) par le produit des valeurs

8. Pour en savoir plus sur la propagation et l’amortissement d’une onde acoustique dans un tube cylindrique, il est possible
de se référer par exemple à Tijdeman [149].
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Figure 8.29 – (a) Évolution temporelle du débit massique d’injection du gaz et (b) DFT asso-
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Figure 8.30 – (a) Évolution temporelle du débit massique d’injection du liquide et (b) DFT
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moyennes des débits d’injection des deux �uides Ûminj, g Ûminj, l, on obtient :

Ûminj, g Ûminj, lu
′
inj, g

ρдcд = Ûminj, g Ûminj, lu
′
inj, l

ρlcl . (8.10)

En introduisant ensuite les valeurs moyennes des vitesses d’injection des deux �uides uinj, g et uinj, l,
ainsi que les parties �uctuantes des débits d’injection Ûm′

inj, g
et Ûm′

inj, l
, on peut alors utiliser la relation

Ûminju
′
inj

= Ûm′
inj
uinj. L’équation (8.10) peut ainsi se réécrire :

Ûm′
inj, g

Ûminj, g

=
ρlcl uinj, l

ρдcд uinj, g

Ûm′
inj, l

Ûminj, l

. (8.11)

Finalement, l’introduction de l’écart type dé�ni comme σx =
√
x ′2 nous permet d’écrire :

σ Ûminj, g

Ûminj, g

=
ρlcl uinj, l

ρдcд uinj, g

σ Ûm
inj, l

Ûminj, l

,

→
σ Ûminj, g

Ûminj, g

≈ 63
σ Ûm

inj, l

Ûminj, l

. (8.12)

Les di�érences de masse volumique, de vitesse du son et de vitesse moyenne d’injection entre les deux
�uides conduisent donc en théorie à une amplitude relative de réponse de l’écoulement gazeux envi-
ron 63 fois supérieure à celle du liquide. D’après les �gures 8.29 et 8.30, le rapport σ Ûminj

/ Ûminj est de
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6% pour le co-courant gazeux contre seulement 0.11% pour le liquide. Cela correspond donc en réalité
à un rapport d’amplitude de 55. La di�érence entre l’estimation théorique et la simulation est proba-
blement issue de l’hypothèse de �uctuations de pression égales dans les deux �uides aux conditions
aux limites d’injection. En e�et, cette hypothèse ne prend ni en compte la modi�cation de l’amplitude
des �uctuations de pression au passage de l’interface diphasique (l’interface étant associée elle aussi à
une impédance acoustique donnée), ni l’amortissement plus important au sein du canal d’injection du
liquide dans lequel la viscosité est plus élevée.

Étant donné l’écart de réponse entre les deux �uides, seule l’in�uence des �uctuations du débit
massique d’injection du gaz sur l’écoulement diphasique est analysée par la suite. Pour cela, quatre
sondes sont positionnées à une distance Z = e du plan d’injection dans l’écoulement gazeux. Pour
rappel, e est l’épaisseur du canal d’injection du co-courant gazeux. Le positionnement de ces sondes
est représenté en �gure 8.31. Les évolutions temporelles des �uctuations de pression ainsi que les DFT
associées réalisées sur les 18 dernières périodes acoustiques du NMC et du MC (résolution fréquentielle
d’environ 55Hz) sont représentées pour chaque sonde sur la �gure 8.32. Lors du MC, on observe pour
les quatre sondes des �uctuations de pression similaires aux fréquences d’excitation acoustique fac, 1,
fac, 2 et fac, 3 induites par le passage des ondes. L’amplitude de �uctuation dépend naturellement de
la position de la sonde le long de l’axe acoustique ainsi que du mode acoustique considéré. Vis-à-vis
du mode acoustique 2T, l’injecteur est positionné en un IAN. Le champ de �uctuation de pression à la
fréquence fac, 1 n’est donc pas symétrique par rapport au plan orthogonal à l’axe acoustique passant par
l’axe d’injection, car l’amplitude de p ′ est plus élevée du côté du PAN que du côté du VAN. Si l’on note
Xi la coordonnée de la sonde i sur l’axe de propagation acoustique, le PAN du mode 2T le plus proche
de l’injecteur est situé en XPAN, 2T < X3. La sonde 3 est donc la plus proche d’un PAN. Ceci explique
pourquoi l’amplitude de p ′ à la fréquence du mode principal fac, 1 est maximale pour cette sonde et
minimale pour la sonde 1. De même, les sondes 2 et 4 étant positionnées sur un même plan acoustique,
les amplitudes de p ′ enregistrées à cette fréquence sont égales. Concernant le mode acoustique 4T,
l’injecteur est au contraire positionné en un VAN. Le champ de �uctuation de pression à la fréquence
f2 est donc symétrique par rapport au plan orthogonal à l’axe acoustique passant par l’axe d’injection,
conduisant ainsi à des amplitudes de �uctuation égales au niveau des sondes 1 et 3. En revanche, les
�uctuations de pression enregistrées aux capteurs 2 et 4 ne sont pas nulles malgré leur positionnement
en un VAN, ce qui re�ète un signal de pression parasite en cette position. En�n, l’injecteur est positionné
en un IAN vis-à-vis du mode acoustique 6T. Cependant, contrairement au mode acoustique principal, le
PAN le plus proche est localisé en XPAN, 6T > X1. L’amplitude de �uctuation de pression à la fréquence
f3 est donc maximale au niveau de la sonde 1 et minimale à la sonde 3.
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Figure 8.31 – Positionnement des sondes pour la mesure de p′ et u ′Z en sortie du co-courant

gazeux.
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Figure 8.32 – Évolutions temporelles des �uctuations de pression aux sondes 1 à 4 (gauche)

et DFT associées (droite). NMC; MC.
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Figure 8.33 – Évolutions temporelles des �uctuations de la composante verticale de vitesse

aux sondes 1 à 4 (gauche) et DFT associées (droite). NMC; MC.
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Les �uctuations de vitesseu ′Z selon l’axe d’injection ainsi que les DFT associées (résolution fréquen-
tielle d’environ 55Hz) sont quant à elles tracées en �gure 8.33 pour chacune des sondes de mesure. En
l’absence d’excitation acoustique, une fréquence caractéristique d’oscillation de u ′Z est observée autour
de 900Hz en chacun des capteurs. Cette fréquence particulière est proche de la fréquence théorique
f� ≈ 1 100Hz des instabilités longitudinales de cisaillement à la surface du jet liquide exprimée par
Marmottant [105] (cf. équation (1.12)). L’oscillation de vitesse u ′Z en l’absence d’excitation acous-
tique pourrait donc être due à une déstabilisation de l’écoulement gazeux à proximité du jet liquide
par la propagation des instabilités de cisaillement à sa surface (Villermaux [159]). La même observa-
tion a été réalisée par Ficuciello [51] pour des vitesses d’injection des deux �uides plus faibles. En
ce qui concerne le MC, le passage de l’onde et les �uctuations de pression associées conduisent à une
�uctuation de la vitesse verticale du gaz à la sortie de l’injecteur. Ces �uctuations de vitesse sont ainsi
retrouvées en chacune des sondes de mesure. De façon équivalente aux signaux de pression, les DFT
des signaux de vitesse révèlent une amplitude d’oscillation dépendant à la fois de la fréquence et de la
position de mesure le long de l’axe acoustique, avec une amplitude maximale de l’ordre de 20% de la
vitesse débitante. Un comportement similaire a été observé par Ficuciello [51] pour un injecteur placé
en un IAN du mode principal, avec des �uctuations de vitesse du gaz asymétriques par rapport au plan
orthogonal à l’axe acoustique passant par le centre de l’injecteur, et d’amplitude maximale de l’ordre
de 40% de la vitesse débitante en sortie d’injecteur.

De manière à faciliter la comparaison des signaux de pression et de vitesse verticale aux quatre
sondes de mesure, la moyenne de phase de ces signaux est évaluée. Cette moyenne est basée sur la
décomposition triple initialement proposée par Hussain et Reynolds [74] stipulant qu’un signal tem-
porel f (t) peut être décomposé en une composante moyenne globale f , une composante moyenne
périodique f̃ (t) et une composante stochastique f̂ (t) 9. Cette décomposition s’écrit :



f (t) = f + f̃ (t) + f̂ (t),

f = lim
T→∞

1
T

T̂

0

f (t) dt ,

f̃ (t) = lim
N→∞

1
N

N∑
n=0

f (t + nτ ) − f .

(8.13)

La moyenne de phase est illustrée en �gure 8.34 : elle correspond à la moyenne des valeurs de f (t)− f à
une phase particulière Φ d’un signal de référence de période τ . Pour une onde acoustique se propageant
dans un écoulement turbulent, ce type de moyenne permet de �ltrer le signal et de supprimer la partie
liée à la turbulence. Dans le cas présent, le signal de référence utilisé est une sinusoïde de période τ =
1/fac, 1 et la phase associée est notée Φ1. Les moyennes de phase des signaux de pression et de vitesse
verticale aux quatre sondes de mesure sont réalisées sur un intervalle de temps correspondant aux 18
dernières périodes acoustiques du MC et sont tracées en �gures 8.35. Sur la �gure 8.35a, les moyennes
de phase de la pression p̃ en chaque sonde sont en phase et ont chacune une forme di�érente liée à leur
composition fréquentielle propre décrite précédemment. Pour les moyennes de phase de la vitesse ũZ ,
les DFT précédentes ont révélé une répartition fréquentielle de l’énergie bien di�érente d’un capteur à
l’autre. Cette répartition conduit à une déformation importante des signaux de ũZ d’une sonde à l’autre
sur la �gure 8.35b et à un décalage temporel de leurs extremums, principalement entre les signaux
des sondes 1 et 3 tandis que les sondes 2 et 4 enregistrent un comportement similaire du gaz. Comme
mentionné plus tôt en section 1.2, l’atomisation de la phase liquide est directement liée à la vitesse de
l’écoulement gazeux en sortie d’injecteur (e.g. Achury et Polifke [2]). On anticipe donc un impact
important des �uctuations de vitesse et du décalage temporel enregistrés sur la formation du spray.

9. La composante stochastique est plus généralement notée f ′(t). Cependant, la notation f̂ (t) est utilisée ici pour ne pas
confondre avec la décomposition linéaire classique f (t) = f + f ′(t). Par ailleurs, il est important de distinguer la notation f̃
de la notation utilisée en section 2.2.1 pour la moyenne de Favre.
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Figure 8.34 – Moyenne de phase d’un signal temporel (Hussain et Reynolds [74]). Courbe

supérieure : signal àmoyenner. Courbe inférieure : signal périodique

de référence.
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Figure 8.35 – Moyenne de phase des �uctuations (a) de pression et (b) de la composante ver-

ticale de vitesse du co-courant gazeux pour le MC. Sonde 1 ; Sonde 2 ;

Sonde 3 ; Sonde 4.

In�uence de la réponse de l’injecteur sur le jet diphasique

Pour étudier l’in�uence du couplage entre le système d’injection et la cavité acoustique sur le pro-
cessus d’atomisation primaire du jet liquide, l’évolution temporelle du transfert de masse entre les
deux solveurs Ûmnet, Ω au sein du domaine d’étude Ω est tracée sur la �gure 8.36 10. Celle-ci révèle une
oscillation importante du débit massique d’échange jusqu’à plus de 350% de sa valeur moyenne. Cela
s’explique par l’évolution périodique du niveau de cisaillement entre les deux �uides sous l’e�et des
�uctuations du débit d’injection du co-courant gazeux. Il s’agit là d’une réponse équivalente à celle
observée lors des travaux de Achury et Polifke [2] dédiés à l’étude de l’in�uence d’ondes acoustiques
longitudinales sur les sprays aéronautiques (cf. �gure 1.15). Dans un cas réactif, la création �uctuante

10. La croissance de Ûmnet, Ω lors de la première période acoustique est due au rétablissement du coe�cient de compressi-
bilité réel du liquide justi�é au chapitre 6 et réalisé à la �n du calcul destiné à l’établissement du jet diphasique sans excitation
acoustique. Tout comme pour la densité d’aire interfaciale ΣDPS, Ω , l’in�uence de cet artefact numérique n’a que peu d’in-
�uence sur l’analyse de la �gure puisque l’évolution de Ûmnet, Ω se stabilise rapidement lors du NMC qui est le cas de référence.
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Figure 8.36 – Évolution temporelle de Ûmnet, Ω ( NMC; MC). Moyenne temporelle du

signal complet ( NMC; MC).Moyenne temporelle du signal sur chaque

période acoustique ( NMC; MC).

de gouttes induira un apport instationnaire de comburant dans la zone de combustion et pourra ainsi
considérablement modi�er le comportement de la �amme et in�uencer le développement d’instabilités
thermoacoustiques. Pour compléter l’analyse, la moyenne temporelle des signaux de Ûmnet, Ω est calcu-
lée sur chaque période acoustique isolée et représentée par des points colorés sur la �gure 8.36. Pour
le NMC, on remarque que la moyenne périodique du signal oscille légèrement autour de la moyenne
temporelle globale calculée en section 8.2.2 sur les 13 dernières périodes acoustiques (cf. tableau 8.2).
Aucune dérive de la moyenne périodique n’est cependant observée, ce qui démontre que le mécanisme
d’atomisation du jet a atteint le régime établi. Pour le MC, il n’y a également aucune dérive d’observée
entre la moyenne périodique et la moyenne globale, malgré le couplage entre le système d’injection et
la cavité acoustique. De cette observation, il est possible de tirer les conclusions suivantes : l’aplatisse-
ment du cœur liquide conduit à l’augmentation du débit moyen d’échange entre solveurs en présence
d’excitation acoustique (cf.démonstration en section 8.2.2), tandis que le couplage entre le système d’in-
jection et la cavité acoustique in�uence fortement la dynamique du débit d’échange autour de cette
valeur moyenne.

À l’instar du processus d’atomisation primaire, la fragmentation des gouttes est elle aussi impactée
par les �uctuations de la vitesse d’injection du co-courant gazeux. Pour s’en rendre compte, les �gures
8.37 et 8.38 représentent respectivement les distributions numériques et volumiques normalisées de la
taille des gouttes

〈
ϕn(D)

〉∗
et

〈
ϕv (D)

〉∗
moyennées en temps et en espace dans le plan contenant l’axe

acoustique (vue A), ainsi que les fonctions cumulatives associées, avec et sans excitation acoustique.
Pour chacune de ces distributions, le calcul est réalisé sur l’ensemble des cellules du maillage à la fois
contenu dans le domaine Ω et intersectant le plan d’étude (cf. annexe A pour une description de la
méthode de calcul). L’indice ∗ signi�e que les courbes sont respectivement normalisées par la densité
numérique et la fraction volumique totales de gouttes contenues dans le plan en l’absence d’excitation
acoustique. L’intervalle de temps considéré ici pour la moyenne temporelle correspond aux 13 dernières
périodes acoustiques de chacun des cas simulés. On remarque sur les �gures 8.37a et 8.38a que les
densités numériques et volumiques de la petite et de la moyenne section du spray sont plus élevées en
présence d’ondes acoustiques. Cette augmentation du nombre et du volume de gouttes dans les deux
plus petites sections du spray peut re�éter deux phénomènes : 1) une augmentation de la quantité de
liquide extraite du jet central par l’atomisation primaire, qui conduit donc, après fragmentation, à un
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nombre de petites et moyennes gouttes plus élevé, ou bien 2) une fragmentation plus forte pour une
quantité initiale de grosses gouttes identique au NMC. Pour déterminer quelle situation est mise en
évidence ici, nous comparons le débit moyen d’échange de masse de liquide entre solveurs dans le plan
d’étude pour le NMC et le MC. Les résultats ne sont pas montrés ici pour alléger l’analyse, mais les
valeurs sont équivalentes à celles obtenues lors d’une analyse similaire e�ectuée en section 8.2.2 sur
les sous-domaines de révolution (cf. �gure 8.14 et tableau 8.2). Dans le plan contenant l’axe acoustique,
le débit massique d’échange entre solveurs est équivalent avec ou sans excitation acoustique. Puisque
la méthodologie numérique de couplage entre le SPS et le DPS repose sur la création de gouttes de
diamètre D30 constant et homogène au sein de la plus grande section du spray, l’analyse réalisée en
annexe B (cf. équations (B.1), (B.2) et (B.3)) indique que le nombre de gouttes créées initialement dans
ce plan par l’atomisation primaire est le même avec ou sans excitation acoustique. L’augmentation du
nombre et du volume de gouttes dans les plus petites sections du spray re�ète ainsi une fragmentation
plus importante des gouttes dans ce plan sous l’e�et du di�érentiel de vitesse plus élevé entre le gaz
et les gouttes à cause de la pulsation du co-courant gazeux. En conséquence de cette fragmentation
plus forte pour le MC, les densités numériques et volumiques des grosses gouttes sont quant à elles
légèrement réduites au pro�t des sections plus petites (cf. �gures 8.37 et 8.38). Au global, l’in�uence
de la réponse de l’injecteur à l’excitation acoustique sur les processus d’atomisation primaire et de
fragmentation conduit à une augmentation du nombre de gouttes de 60% comparé au NMC (cf. �gure

193



Chapter 8 : Comportement de l’écoulement diphasique face aux perturbations acoustiques

0 50 100 150 200 250 300
Diameter [µm]

0

3

6

9

12

15

18

21

24

27

〈 φ
n
(D

)〉 ∗
[m

−
1 ]

×103

D10 = 113 µm |
D20 = 140 µm |
D30 = 157 µm |
D32 = 198 µm |

162 µm
176 µm
185 µm
203 µm

(a)

0 50 100 150 200 250 300
Diameter [µm]

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

〈 F
n(
D
)〉 ∗

[-]

Dn0.1 = 19 µm |
Dn0.5 = 77 µm |
Dn0.9 = 222 µm |
∆n = 2.64 |

31 µm
180 µm
234 µm

1.12

(b)
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plan orthogonal à l’a.a. (vue B) et (b) fonction cumulative normalisée associée.

NMC; MC.

8.37b) et à un volume total de gouttes inchangé (cf. �gure 8.38b) dans le plan contenant l’axe acoustique.
Dans un cas réactif, cela aurait tendance à réduire le temps caractéristique d’évaporation du liquide et
modi�erait ainsi la dynamique de couplage entre la �amme et les ondes acoustiques.

Les mêmes distributions sont tracées en �gures 8.39 et 8.40 dans le plan orthogonal à l’axe acous-
tique (vue B). Dans ce plan, on remarque sur les �gures 8.39a et 8.40a une augmentation du nombre et
du volume moyens des gouttes de plus grande dimension due à l’élargissement de la zone d’atomisation
primaire observé sur la �gure 8.15. Cependant, malgré le nombre plus important de grosses gouttes et
l’oscillation du débit d’injection du co-courant gazeux, le nombre et le volume des gouttes contenues
dans les plus petites sections sont réduits dans le MC. Cela re�ète un a�aiblissement du processus de
fragmentation, probablement dû à l’aplatissement du cœur liquide qui résulte en un évasement et un
ralentissement de l’écoulement co-courant gazeux dans la cavité. Au global, les fonctions cumulatives
des �gures 8.39b et 8.40b révèlent une quantité moyenne de gouttes équivalente dans ce plan avec et
sans excitation acoustique, mais un volume total de gouttes 60% plus élevé pour le MC. Dans un cas
réactif, l’apport de comburant à la zone de combustion serait ainsi augmenté et pourrait fortement ac-
croître la quantité d’énergie dégagée par les �ammes et potentiellement nuire à la stabilité du système,
selon le déphasage entre les �uctuations du taux de dégagement de chaleur et de la pression.

L’in�uence moyenne du couplage entre le système d’injection et la cavité acoustique sur le pro-
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cessus de fragmentation vient d’être illustrée. Il est également important d’analyser l’in�uence de ce
couplage sur la dynamique de fragmentation des gouttes. Comme il l’a été présenté en section 2.2.3, le
processus de fragmentation des gouttes est modélisé dans le DPS par l’intermédiaire de termes sources
d’échange entre les sections du spray. Les propriétés d’échange telles que la fréquence de fragmenta-
tion, le nombre de gouttes produites ainsi que leurs dimensions dépendent toutes du nombre de Weber
local caractérisant le rapport entre les forces aérodynamiques et de tension de surface exercées sur les
gouttes au sein de l’écoulement gazeux. On s’attend ainsi à ce que les �uctuations de vitesse débitante
du co-courant gazeux in�uencent de façon importante la dynamique de production de gouttes par frag-
mentation à proximité du plan d’injection. Pour le véri�er, les champs 2D des moyennes de phase des
�uctuations de vitesse du �uide porteur ũZ , de Weber W̃ek ainsi que de densité numérique de gouttes
ñk sont présentés pour chaque section du spray en �gures 8.41, 8.42 et 8.43 dans le plan contenant
l’axe acoustique, et en �gures 8.44, 8.45 et 8.46 dans le second plan de visualisation. Les moyennes de
phase sont réalisées sur un intervalle de temps correspondant aux 13 dernières périodes acoustiques
de chaque cas simulé. Cet intervalle de temps n’est pas su�sant pour �ltrer l’intégralité des contribu-
tions turbulentes mais permet cependant d’observer nettement la réponse périodique du processus de
fragmentation des gouttes aux �uctuations de vitesse d’injection du gaz. Pour faciliter la lecture du do-
cument et la compréhension des analyses e�ectuées ici, le lecteur est invité à se référer dans un premier
temps aux �gures 8.41 et 8.44 illustrant le comportement des plus petites gouttes du spray.

Dans le plan contenant l’axe acoustique, on observe une pulsation de la vitesse du �uide porteur au
cours du temps due au couplage de l’injecteur avec la cavité acoustique (cf. images de la ligne supérieure
de la �gure 8.41). Cette pulsation est par ailleurs déphasée de chaque côté de l’axe central, résultat direct
du décalage temporel des extremums de ũZ observés aux sondes 1 et 3 positionnées près de la sortie de
l’injecteur en �gure 8.35b. Le di�érentiel de vitesse entre le gaz et les gouttes est par conséquent modi�é,
ce qui résulte en une pulsation similaire duWek (cf. images de la ligne centrale de la �gure 8.41). Puisque
la modélisation de la fragmentation par le DPS est basée sur le nombre de Weber local, la pulsation du
co-courant gazeux conduit dans ce cas à une production de gouttes intermittente et dissymétrique par
rapport à l’axe d’injection (cf. images de la ligne inférieure de la �gure 8.41). Le même mécanisme peut
être observé pour les deux autres sections du spray en �gures 8.42 et 8.43. Si l’on compare les niveaux
de �uctuation pour chaque section, on remarque que c’est la densité numérique de gouttes nk de la
section des plus petites gouttes qui est le plus impactée, avec des �uctuations maximales environ 50
fois plus élevées que pour la section des plus grosses gouttes. En e�et, la section des plus petites gouttes
est alimentée par la fragmentation des gouttes contenues dans l’ensemble des sections du spray.

Dans le plan orthogonal à l’axe acoustique, la �gure 8.44 illustrant le comportement des plus petites
gouttes met également en évidence une pulsation de la vitesse du �uide porteur au cours du temps due
au couplage de l’injecteur avec la cavité acoustique. Les �uctuations ont cependant une amplitude plus
faible que dans le plan présenté précédemment et ne présentent pas de dissymétrie par rapport à l’axe
d’injection puisque les oscillations de pression sont homogènes dans l’ensemble du plan. La pulsation
du co-courant gazeux conduit ici aussi à une pulsation du nombre de Weber local et par conséquent
de la densité numérique de gouttes (cf. images des lignes centrale et inférieure de la �gure 8.44). Dans
ce plan de visualisation, les �uctuations sont symétriques. Le même mécanisme peut être observé pour
les deux autres sections du spray en �gures 8.45 et 8.46, avec cependant une amplitude de �uctuation
de ñk encore une fois plus élevée dans la section des plus petites gouttes.

En conclusion de cette section, le couplage entre le système d’injection et les ondes acoustiques
conduit donc à une modi�cation radicale des processus d’atomisation primaire et de fragmentation des
gouttes. Les propriétés granulométriques du spray sont par conséquent impactées, avec une production
intermittente et hétérogène de gouttes de faible diamètre. Dans un cas réactif, la dynamique de fragmen-
tation des gouttes pourrait signi�cativement modi�er la dynamique d’évaporation de la phase liquide
et ainsi participer au développement d’instabilités thermoacoustiques. C’est pour cette raison qu’il est
en général recherché dans les moteurs-fusées de minimiser le couplage entre le système d’injection et
les modes acoustiques de la chambre de combustion.
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Figure 8.41 – Moyenne de phase des champs 2D deuZ , deWek et denk
dans le plan contenant

l’a.a. (vue A) pour la section des petites gouttes.
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Figure 8.42 – Moyenne de phase des champs 2D deuZ , deWek et denk
dans le plan contenant

l’a.a. (vue A) pour la section des moyennes gouttes.
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Figure 8.43 – Moyenne de phase des champs 2D deuZ , deWek et denk
dans le plan contenant

l’a.a. (vue A) pour la section des grosses gouttes.
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Figure 8.44 – Moyenne de phase des champs 2D deuZ , deWek et de nk
dans le plan orthogo-

nal à l’a.a. (vue B) pour la section des petites gouttes.
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Φ1 = 0 Φ1 =
π

2
Φ1 = π Φ1 =

3π
2

Figure 8.45 – Moyenne de phase des champs 2D deuZ , deWek et de nk
dans le plan orthogo-

nal à l’a.a. (vue B) pour la section des moyennes gouttes.
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Figure 8.46 – Moyenne de phase des champs 2D deuZ , deWek et de nk
dans le plan orthogo-

nal à l’a.a. (vue B) pour la section des grosses gouttes.
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8.3.3 Oscillation transverse des gouttes du spray

Le dernier point abordé dans ce chapitre concerne la réponse du spray à la vitesse acoustique trans-
verse. En raison des mécanismes de compression et de décompression inhérents à la propagation des
ondes acoustiques, le milieu gazeux subit à la fois des �uctuations de pression et de vitesse transverse.
Dans le cas des simulations présentées dans ce chapitre, la vitesse acoustique atteint une amplitude
d’environ 8m · s−1 au point d’injection, i.e. à un IAN du mode acoustique principal. Ces �uctuations de
vitesse conduisent à l’oscillation périodique des gouttelettes autour de l’axe d’injection et peuvent, dans
un cas réactif, contribuer au couplage entre les �ammes et les ondes acoustiques (Méry et al. [113]). Il
est donc primordial que les simulations numériques soient capables de restituer le mouvement trans-
verse du spray. Pour mesurer la réponse du spray à la vitesse acoustique, le domaine d’étude Ω est
découpé en sous-domaines notés Ξ, chacun composé d’un ensemble de cellules intersectant un plan de
coupe de position donnée le long de l’axe d’injection. Pour chacun de ces sous-domaines, la moyenne
spatiale de la vitesse des gouttes dans la direction de propagation acoustique X est calculée comme :

〈vkX 〉αΞ =

∑
Vc ∈Ξ

vkX α
k |Vc |∑

Vc ∈Ξ
αk |Vc |

, (8.14)

où 〈 〉αΞ désigne la moyenne spatiale sur le domaine Ξ pondérée par la fraction volumique locale αk des
gouttes contenues dans la section k (cf. annexe A), tandis quevkX est la vitesse des gouttes suivant l’axe
acoustique X dans chaque cellule de volume |Vc |.

Les signaux de vitesse ainsi que les DFT associées à chaque section du spray sont représentés sur les
�gures 8.47 et 8.48 pour deux plans de coupe de positions respectives Z = 0.2Dl et Z = 2.7Dl . Une dé-
rive moyenne de la vitesse transverse des gouttes de grand diamètre est observée à partir de 18 périodes
acoustiques sur les �gures 8.47 et 8.48. Cette dérive n’est pas traitée ici mais sera analysée en détail dans
la partie IV consacrée à la modélisation simpli�ée de la déviation du jet liquide par la force de radiation
acoustique. De ce fait, les DFT ne sont calculées que sur un intervalle de temps correspondant aux 18
premières périodes acoustiques de chacune des simulations (résolution fréquentielle d’environ 55Hz).
À une distance de 0.2Dl du plan d’injection, les gouttes subissent des oscillations transverses aux trois
fréquences de modulation acoustique, quelle que soit la section du spray considérée. L’amplitude d’os-
cillation des gouttes pour chacun des modes dépend de leur inertie : plus l’inertie des gouttes est grande,
plus l’amplitude du mouvement transverse est faible. Ce mécanisme de réponse est restitué grâce à la
stratégie de couplage entre le gaz et le DPS à travers le terme source de traînée Fk

drag
(cf. section 2.2.3). En

ce qui concerne la tranche positionnée à Z = 2.7Dl , il semble que les gouttes ne répondent pas de ma-
nière signi�cative aux modes acoustiques 4T et 6T. Par ailleurs, l’amplitude d’oscillation à la fréquence
principale fac, 1 est supérieure à celle observée en amont, quelle que soit la taille des gouttes (+300%
pour les petites gouttes ; +100% pour les moyennes et grandes gouttes). Cette di�érence dans l’ampli-
tude de réponse est principalement due au fait que, à cause de leur inertie, les gouttes n’atteignent leur
amplitude maximale d’oscillation qu’après avoir parcouru une certaine distance le long de l’axe d’in-
jection. Les gouttes situées vers l’amont du spray ont donc une amplitude d’oscillation plus faible que
vers l’aval. En complément, le tableau 8.3 présente le déphasage ∆ψ1 de chacun des signaux temporels
à la fréquence du mode acoustique fondamental par rapport aux �uctuations de vitesse transverse du
gaz au point d’injection. À l’instar de l’amplitude d’oscillation, le déphasage semble dépendre à la fois
du diamètre des gouttes considérées et de leur position le long de l’axe d’injection, avec un déphasage
plus important en amont du spray qu’en aval. Puisque la réponse des �ammes dans les moteurs-fusées
dépend directement de la dynamique des gouttes du spray (Méry et al. [113]) et que le couplage ther-
moacoustique dépend en partie du déphasage entre les �uctuations du taux de dégagement de chaleur
local et les �uctuations de pression, ces résultats démontrent l’intérêt majeur de la description de la
polydispersion de la taille des gouttes par le DPS dans le cadre de la reproduction et de l’analyse CFD
des instabilités de combustion.
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Petite
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(a) (d)

Moyenne
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(b) (e)

Grande
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(c) (f)

Figure 8.47 – Signaux bruts et DFT de 〈vk
X 〉

α
Ξ pour chaque section du spray à une distance Z

= 0.2Dl du plan d’injection. NMC; MC.

Petite section Moyenne section Grande section

Z = 0.2Dl 0.93 π 0.87 π 0.84 π
Z = 2.7Dl 0.48 π 0.32 π 0.45 π

Table 8.3 – Déphasage ∆ψ1 des signaux de 〈vk
X 〉

α
Ξ à la fréquence fac, 1 par rapport aux �uc-

tuations de vitesse transverse du gaz au point d’injection.
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Figure 8.48 – Signaux bruts et DFT de 〈vk
X 〉

α
Ξ pour chaque section du spray à une distance Z

= 2.7Dl du plan d’injection. NMC; MC.

8.4 Conclusion du chapitre

Le comportement d’un jet liquide atomisé par un écoulement co-courant d’air face à une excitation
acoustique de haute fréquence et de haute amplitude a été étudié dans ce chapitre à l’aide de simula-
tions numériques aux grandes échelles. La stratégie de simulation de l’écoulement diphasique retenue
est intégrée au code Cedre et se base sur le couplage d’une méthode à interface di�use de type �uide ho-
mogène et d’un modèle cinétique Eulérien reposant sur une approche sectionnelle de la distribution en
taille de gouttes. Cette stratégie de simulation n’avait, jusqu’à présent, jamais été appliquée en présence
d’ondes acoustiques. Or, la réponse du jet liquide à ces ondes peut avoir une in�uence signi�cative sur
le couplage thermoacoustique à l’origine d’instabilités de combustion de haute fréquence. Il est alors
indispensable de s’assurer que la simulation numérique est capable de restituer l’intégralité des méca-
nismes de réponse du jet, et c’est justement l’objectif de ce chapitre. Pour ce faire, l’approche retenue
dans ce chapitre a consisté à reproduire la con�guration expérimentale du Coria associée aux travaux
de Ficuciello et al. [52] et destinée à l’étude de jets liquides sous excitation acoustique transverse. Deux
simulations numériques ont alors été réalisées, l’une sans excitation acoustique et la seconde avec, et
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les résultats ont été comparés entre eux ainsi qu’aux données expérimentales.

L’étude s’est concentrée dans un premier temps sur l’analyse du comportement du cœur liquide
simulé par la méthode à interface di�use. Dans les conditions de fonctionnement étudiées, la présence
d’un grand nombre de gouttes sur les images obtenues expérimentalement par ombroscopie ne permet
malheureusement pas de visualiser le jet central. La littérature montre cependant que les contraintes
acoustiques peuvent, sous certaines conditions, conduire à son aplatissement. Dans le cas présent, la
comparaison des deux simulations avec et sans excitation acoustique a démontré la capacité de la mé-
thode à interface di�use à restituer cet aplatissement. Par ailleurs, une réduction importante de la lon-
gueur du cœur liquide a été observée numériquement. Il s’agit là d’un phénomène connu, que ce soit
dans des conditions de fonctionnement sub- ou transcritiques. Il a cependant été démontré dans ce cha-
pitre que la cause de ce rétrécissement di�ère selon les conditions. Dans le cas transcritique, la littérature
montre que le raccourcissement du cœur central est issu de l’arrachement transverse de poches denses
sous l’e�et des oscillations transverses du gaz. À l’opposé, la simulation numérique du cas subcritique
montre qu’aucune poche liquide n’est arrachée au cœur liquide, car la masse volumique de celui-ci est
trop importante comparée à celle du gaz. Grâce à l’extraction de pro�ls transverses de l’interface di-
phasique le long de l’axe d’injection, il a été démontré que le rétrécissement du jet est en réalité dû à
son aplatissement par la pression de radiation acoustique le conduisant à se rompre prématurément.

L’in�uence des ondes acoustiques sur les mécanismes d’atomisation du jet a été analysée dans un
second temps. Pour les conditions de fonctionnement étudiées, il a été estimé dans ce chapitre que la
déformation par la pression de radiation acoustique pouvait impacter les structures liquides de taille su-
périeure à environ un tiers du diamètre d’injection du jet liquide et conduire à leur atomisation jusqu’à
atteindre un équilibre entre les contraintes acoustiques et la force de tension de surface à l’interface
diphasique. La simulation numérique a alors démontré que ce mécanisme est correctement restitué
par la méthode à interface di�use à condition que la discrétisation spatiale soit su�sante. Dans le
cas contraire, on observe une di�usion du gradient de fraction volumique caractéristique d’une perte
d’information relative à la densité d’aire interfaciale locale. Les mêmes observations ont d’ailleurs été
e�ectuées autour du cœur liquide dans le plan orthogonal à l’axe acoustique. Par le passé, Ficuciello
et al. [52] ont mis en évidence une possible éjection de fragments liquides dans ce plan, que l’on ex-
plique dans ce chapitre comme étant liée à l’aplatissement du cœur liquide. La discrétisation spatiale,
trop faible dans cette zone pour décrire l’interface des petites structures ainsi produites, conduit ainsi
également à une di�usion du gradient de fraction volumique. Il est connu que, dans ces zones de forte
di�usion, le manque d’information concernant la forme et la position exacte de l’interface diphasique
ainsi que la résolution d’une vitesse unique dans chaque maille pour le mélange liquide-gaz sont sus-
ceptibles de dégrader l’évaluation des interactions entre les deux �uides. Malgré cela, il a été démontré
dans ce chapitre que la formulation du terme source de transfert de masse vers le solveur destiné à
la modélisation du spray permettait tout de même de restituer l’augmentation de la masse de liquide
atomisée en présence d’ondes acoustiques. Aussi bien par le biais de la méthode à interface di�use que
par le couplage entre les deux solveurs, la stratégie de simulation d’écoulements diphasiques intégrée
au code Cedre semble alors adaptée pour restituer les e�ets d’ondes acoustiques transverses sur l’ato-
misation de jets liquides. Pour autant, une façon d’améliorer cette stratégie de simulation et d’accroître
la précision de la modélisation des mécanismes d’atomisation pourrait être 1) de résoudre des équa-
tions de transport de la densité d’aire interfaciale ainsi que des variables géométriques dé�nissant la
courbure locale des structures liquides en sous-maille et 2) d’utiliser un modèle à interface di�use à 7
équations donnant accès à la vitesse locale de chaque �uide dans chaque maille.

Dans un dernier temps, l’in�uence des ondes acoustiques sur la dynamique du spray a été analy-
sée. Il a tout d’abord été démontré que la stratégie de couplage entre solveurs permettait de restituer
l’augmentation progressive de l’angle du spray dans le plan orthogonal à l’axe acoustique d’ores et déjà
observée dans la littérature pour d’autres points de fonctionnement, ainsi que son e�et sur la distribu-
tion spatiale des gouttes. Cette étude a par ailleurs été l’occasion de proposer une explication quant à
ce phénomène et de le lier à l’aplatissement du cœur liquide par les contraintes acoustiques. À l’avenir,
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une comparaison quantitative aux mesures expérimentales dans le plan orthogonal à l’axe acoustique
permettra de compléter l’étude. Un couplage important entre le système d’injection et les ondes acous-
tiques dans la cavité a également été mis en évidence, celui-ci ayant déjà été observé expérimentale-
ment. Il a été démontré dans ce chapitre que son in�uence sur l’atomisation du jet et la fragmentation
des gouttes est signi�cative. En e�et, le cisaillement périodique entre le co-courant gazeux et la phase
liquide conduit à une création intermittente et dissymétrique de gouttes. En�n, il a été démontré que
la stratégie de simulation de la phase dispersée par l’approche sectionnelle de la distribution en taille
de gouttes permettait de restituer la dynamique de réponse des gouttes aux oscillations transverses du
gaz selon leur taille. Reproduire cette dynamique est essentielle dans le cadre de l’étude des instabilités
de combustion de haute fréquence puisque le couplage thermoacoustique est directement in�uencé par
le délai de réponse des gouttes aux oscillations de vitesse du gaz.

La comparaison entre les résultats issus des simulations numériques et les données expérimentales
disponibles dans la littérature a ainsi permis de valider la capacité de la stratégie de simulation d’écou-
lements diphasique mise en œuvre à restituer qualitativement l’intégralité des mécanismes de réponse
de jets liquides sous excitation acoustique transverse. Cette étude numérique a de plus été l’occasion
de progresser dans la compréhension de certains de ces mécanismes di�ciles à observer ou à mesurer
lors de campagnes expérimentales. Il restera à l’avenir à assurer la validation quantitative de la simu-
lation numérique, qu’il s’agisse de l’amplitude des phénomènes de réponse aux ondes acoustiques ou
de leur dépendance aux conditions de fonctionnement. Ces travaux ouvrent néanmoins la voie à de
futures études numériques des instabilités de combustion de haute fréquence en conditions d’injection
subcritiques, pour lesquelles il est essentiel de pouvoir restituer l’in�uence des ondes acoustiques sur
l’écoulement diphasique et les �ammes. Tout au long de ce chapitre, il a été choisi de ne pas traiter le
mécanisme particulier de la déviation du liquide par la force de radiation acoustique. Cette déviation a
pourtant bien été observée par le Coria pour le point de fonctionnement dé�ni dans le cadre de cette
thèse et pourrait, dans un cas réactif, in�uencer de façon signi�cative le comportement des �ammes et
leur couplage avec les ondes acoustiques. Pour compléter cette étude, la partie IV y est donc entièrement
consacrée.
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Modélisation simpli�ée de la déviation

de jets liquides atomisés par les

contraintes acoustiques
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Chapitre 9

Mesure et modélisation de la déviation

de la phase dispersée

Dans la partie III de ce mémoire, la simulation numérique aux grandes échelles d’un jet dipha-
sique atomisé sous excitation acoustique transverse a été réalisée. Cette simulation a permis
d’une part de valider la capacité du code Cedre à reproduire le comportement du jet face aux
ondes acoustiques et d’autre part de progresser dans la compréhension de certains de ces mé-
canismes de réponse. Le choix a cependant été fait de ne pas traiter le phénomène particulier
de la déviation de la phase liquide par la force de radiation acoustique et d’y consacrer cette
quatrième partie. Dans un premier temps, la déviation des gouttes du spray par les contraintes
acoustiques est étudiée au chapitre 9. La déviation enregistrée lors de la simulation numérique
est comparée aux mesures expérimentales du Coria, puis une analyse théorique du mécanisme
est réalisée par la suite. La déviation du cœur liquide sera quant à elle étudiée au chapitre 10.
Une approche simpli�ée y sera proposée de manière à modéliser rapidement et à moindre coût
la déviation du cœur dense par la force de radiation acoustique.
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Chapter 9 : Mesure et modélisation de la déviation de la phase dispersée

9.1 Principe de mesure expérimentale de la déviation du spray

Dans la section 1.2 relative au comportement de jets liquides atomisés sous excitation acoustique,
il est fait mention d’une déviation transverse de la phase dense vers le ventre de vitesse acoustique
(VAN) le plus proche en présence d’ondes acoustiques d’amplitude élevée. Comme il l’a été démontré
par Ficuciello [51], cette déviation par la force de radiation acoustique peut intervenir dès lors qu’il
existe un di�érentiel de masse volumique entre les deux �uides et ne nécessite pas l’existence de tension
super�cielle à l’interface les séparant. Une telle déviation peut ainsi opérer aussi bien dans des condi-
tions d’injection sub- que transcritiques. Dans le cas particulier des conditions subcritiques, la force
de radiation acoustique agit à la fois sur le cœur liquide, sur les ligaments et sur le spray. À travers ce
chapitre, nous nous consacrerons à la déviation du spray.

Dans les travaux de Ficuciello [51], la mesure de la déviation du spray est réalisée à partir d’images
ombroscopiques telles que celle présentée en �gure 9.1a. Les images de largeur totale wim sont décom-
posées enm tranches axiales d’épaisseur constante et uniforme ∆w . La distribution spatiale normalisée
du nombre de gouttes par épaisseur de tranche est alors calculée pour un ensemble de 200 images ac-
quises lorsque l’amplitude d’excitation acoustique est maximum. Cette distribution est dé�nie comme :

f (i) = Nd (i)
m∑
j=1

Nd (j)∆w/wim

=
Nd (i)m
m∑
j=1

Nd (j)
, (9.1)

avec Nd (i) le nombre de gouttes parcourant la tranche indicée i au cours de la mesure. Un exemple de
distribution obtenue en régime d’atomisation de type �bre par Ficuciello [51] est présenté en �gure
9.1b. Dans un cas comme celui-ci, la distribution peut être approchée par une fonction Gaussienne
dont il est possible de calculer l’espérance mathématique µ quanti�ant le décentrement du spray sous
l’e�et de la force de radiation acoustique. Ce décentrement peut être mesuré sur l’intégralité de la
fenêtre de visualisation ou bien pour di�érentes positions le long de l’axe d’injection. Dans ce dernier
cas, la première décomposition axiale des images illustrée en �gure 9.1a est combinée à une seconde
décomposition transverse. La grille de mesure ainsi générée permet de mesurer le décentrement du
spray µ à di�érentes distances Z du plan d’injection.
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Figure 9.1 – (a) Exemple de découpage et (b) de mesure de la distribution spatiale du nombre

de gouttes à partir d’images ombroscopiques avec et sans excitation

acoustique (Weg = 224 et Rel = 3000, cf. Ficuciello [51]).

210



9.2 Comparaison des mesures numériques aux mesures expérimentales

Les mesures réalisées par Ficuciello [51] en régime d’atomisation de type �bre ont permis no-
tamment de révéler une dépendance importante de la déviation des gouttes à la position d’injection le
long de l’axe acoustique. De plus, l’auteur démontre que le décentrement µ du spray complet évolue
selon une croissance exponentielle en fonction de l’amplitude d’excitation acoustique lorsque celle-ci
est supérieure à 3 kPa (valeur crête-à-crête).

Dans le cas des conditions de fonctionnement PF-Onera, le décentrement adimensionné du spray
µ/Dl mesuré expérimentalement est tracé en �gure 9.2 selon la position le long de l’axe d’injection.
Sur cette �gure, di�érents intervalles de diamètres de gouttes sont étudiés, leurs bornes variant entre
20 µm et 2mm. De ces mesures, il ressort que la déviation des gouttes ne dépend pas de leur taille pour
ces conditions particulières de fonctionnement. Par ailleurs, le décentrement semble croître de façon
quasi linéaire le long de l’axe d’injection jusqu’à une distance d’environ Z = 16Dl à partir de laquelle
celui-ci reste constant. Il s’agit là d’une particularité importante du point de fonctionnement, qui sera
discutée plus tard dans ce chapitre et le suivant.

Figure 9.2 – Mesure expérimentale du décentrement du spray selon la taille des gouttes (Weg
= 490 et J = 4, cf. Ficuciello [51]). NMC D ∈ [20µm, 2mm] ; MC D ∈
[20µm, 200µm] ; MC D ∈ [200µm, 2mm] ; MC D ∈ [20µm, 2mm].

Dans un cas réactif, la déviation moyenne du liquide peut avoir un impact direct sur l’orientation
de la �amme et son positionnement dans le champ acoustique (cf. Méry [112]) et ainsi in�uencer le
couplage thermoacoustique. Il est alors important de s’assurer que la simulation numérique puisse la
restituer. C’est d’ailleurs la raison pour laquelle un modèle de force de radiation acoustique appliquée
aux gouttes a été préalablement formulé et développé au sein du DPS (cf. chapitre 3). Dans la suite de
ce chapitre, la déviation du spray enregistrée lors des simulations numériques présentées en partie III
de ce mémoire est comparée aux mesures expérimentales du Coria.

9.2 Comparaison des mesures numériques aux mesures

expérimentales

Rappelons que les mesures expérimentales du décentrement du spray présentées précédemment ont
été e�ectuées par le Coria à partir d’images ombroscopiques acquises après établissement de l’écoule-
ment. En revanche, le régime établi n’est pas atteint dans le cas des simulations numériques réalisées
au cours de cette thèse. Pour la mesure du décentrement du spray à partir des résultats CFD, il est donc
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Figure 9.3 – Illustration de la méthode de mesure du décentrement du spray à partir de

champs instantanés de la densité numérique totale de gouttes ntot
.

choisi de se baser sur les distributions spatiales instantanées de la densité numérique totale de gouttes
ntot, ce qui permet d’analyser la phase transitoire de la déviation. Contrairement aux mesures expéri-
mentales, il n’est pas nécessaire de procéder au découpage du champ d’étude. Comme le représente
la �gure 9.3, les distributions sont directement calculées à partir des cellules du maillage intersectant
une ligne de mesure de position donnée le long de l’axe d’injection. Deux exemples de distributions
spatiales instantanées sont présentés en �gures 9.4a et 9.4b respectivement à une distance Z = 4Dl et Z
= 8Dl du plan d’injection. Ces distributions sont ici normalisées par le maximum de densité ntot mesuré
sur chaque ligne de mesure en l’absence d’excitation acoustique. Il ressort de ces �gures que la présence
du mélange homogène simulé par le SPS sur l’axe du jet conduit à une absence de gouttes au centre
des distributions, et ne permet pas ainsi de les approcher par une fonction Gaussienne dont il serait
possible de calculer l’espérance mathématique. Par ailleurs, on remarque une importante dissymétrie
des distributions instantanées de part et d’autre de la position d’injection due non seulement à l’aspect
instationnaire de l’écoulement mais également, pour le MC, au mécanisme de couplage entre les ondes
acoustiques et l’injecteur et à son in�uence sur l’atomisation du jet. En e�et, la section 8.3.2 avait mis
en évidence une production périodique de gouttes de part et d’autre du cœur liquide. Dans ce cas, le
calcul du barycentre du spray pondéré par la densité numérique de gouttes à chaque instant sur une
ligne de mesure parcourant toute la largeur du spray sera immanquablement in�uencé par ce méca-
nisme de couplage. Or, dans le cas des mesures expérimentales de référence, la moyenne temporelle des
distributions spatiales en régime établi tend à annuler l’e�et du couplage injecteur/acoustique sur la
symétrie des distributions et donc sur la mesure du décentrement du spray. Pour pouvoir e�ectuer une
comparaison entre les mesures expérimentales et les résultats CFD, il apparaît alors indispensable de
dé�nir une méthode de mesure numérique capable de ne pas tenir compte de l’e�et de ce couplage sur
la mesure du décentrement du spray. Pour cela, on dissocie à chaque instant les deux côtés de chaque
distribution de manière à ne pas privilégier les zones où la production de gouttes est favorisée par le
phénomène de couplage. La mesure du décentrement de chaque distribution est ainsi e�ectuée selon
une approche similaire à celle employée en section 8.3.1 pour la mesure de l’angle de spray pondéré
par la fraction volumique de gouttes. Chacune des lignes de mesure est d’abord décomposée en deux
sous-ensembles I+ et I− correspondant respectivement aux coordonnées X ∗ = (X − Xinj)/Dl > 0 et
X ∗ < 0. On calcule ensuite le barycentre du spray pondéré par la densité numérique ntot le long de ces
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Figure 9.4 – Distributions spatiales normalisées dentot
à (a)Z= 4Dl et (b)Z = 8Dl . NMC;

MC à t = 23Tac.

sous-ensembles comme :

X ∗+ =

∑
Vc ∈I+

X ∗ ntot |Vc |∑
Vc ∈I+

ntot |Vc |
, X ∗− =

∑
Vc ∈I−

X ∗ ntot |Vc |∑
Vc ∈I−

ntot |Vc |
. (9.2)

On calcule en�n le décentrement moyen du spray sur chaque ligne de mesure comme :

µ =
X ∗+ + X

∗
−

2 . (9.3)

À titre d’exemple, le décentrement adimensionné du spray µ/Dl est représenté en �gure 9.5 en fonction
de la position le long de l’axe d’injection après 23 périodes acoustiques. On y remarque une variation
du décentrement instantané le long de cet axe du fait de l’aspect instationnaire de l’écoulement, avec
des valeurs pouvant même être négatives selon l’instant considéré. Pour simpli�er la comparaison aux
mesures expérimentales, seule la régression linéaire des points de mesure sera alors exploitée par la
suite.

Le décentrement du spray à di�érents instants est comparé aux mesures expérimentales en �gure
9.6. Sur cette �gure, seuls les points de mesure distants au maximum de 11 Dl du plan d’injection
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Figure 9.5 – Déviation instantanée du spray (t = 23Tac) en fonction de la distance au plan

d’injection, toutes tailles de gouttes considérées. Points de mesure, ré-

gression linéaire.
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Figure 9.6 – Déviation instantanée du spray au cours du PF-Onera. Mesures expérimen-

tales : NMC D ∈ [20µm, 2mm], MC D ∈ [20µm, 2mm]. Régressions li-
néaires CFD : MC t = 0, MC t = 8 Tac, MC t = 16 Tac, MC t = 23
Tac.
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NMC pour t ∈ [0,18Tac] MC à t = 23Tac
Toutes sections Petite section Moyenne section Grande section

γsp [°] Moyenne : −0.53 1.6 1.4 1.9
Écart type : 0.44

Table 9.1 – Angle de déviation des gouttes selon leur taille.

sont représentés pour correspondre au domaine d’étude Ω des simulations CFD (cf. �gure 6.8b). On
y observe nettement un décentrement progressif du spray au cours du temps vers le VAN du mode
acoustique principal le plus proche. Ce comportement est similaire à ce qui est mesuré expérimentale-
ment. Néanmoins, l’angle de déviation continue d’évoluer entre 16 et 23 périodes acoustiques, ce qui
démontre que la position du spray n’est pas encore établie. Il n’est ainsi pas possible d’e�ectuer une
comparaison quantitative entre l’angle de déviation calculé après 23 périodes acoustiques et les mesures
expérimentales. Quoi qu’il en soit, la déviation progressive du spray en présence d’ondes acoustiques
permet d’expliquer l’évolution asymétrique de l’angle du spray observée en section 8.3.1 dans le plan
de visualisation contenant l’axe acoustique. On observait en e�et sur la �gure 8.22 une ouverture de
l’angle du côté du VAN et une fermeture du côté opposé à partir d’environ 10 périodes acoustiques. De
même, la déviation progressive du spray permet d’expliquer l’aspect dissymétrique de la distribution
spatiale de la densité numérique moyenne de gouttes observée en section 8.3.1 sur la �gure 8.27, avec
une densité moyenne plus importante vers le VAN le plus proche (X ∗ > 1.5).

À l’instar des mesures expérimentales, on souhaite également analyser l’in�uence du diamètre des
gouttes sur leur déviation. Pour cela, la mesure du décentrement du spray est réalisée cette fois-ci en
remplaçant la densité numérique totale de gouttes ntot par la densité numérique de gouttes nk asso-
ciée à chaque section du DPS dans la formulation (9.2). Les angles de déviation γsp mesurés entre l’axe
d’injection et les régressions linéaires des points de mesure de décentrement sont présentés dans le
tableau 9.1 pour les trois sections du spray en présence d’ondes acoustiques. Pour le NMC, l’informa-
tion par section ne présente pas d’intérêt puisque toutes les gouttes sont censées ne pas être déviées. La
moyenne et l’écart type de l’angle mesuré lors du NMC sur l’intégralité du temps simulé en considérant
la densité numérique totale de gouttes ntot sont alors présentés dans le tableau 9.1. On remarque que
la valeur moyenne n’est pas nulle malgré l’absence d’excitation acoustique, ce qui re�ète un manque
de convergence. En ce qui concerne l’écart type représentatif de la dispersion de l’évolution tempo-
relle de la déviation du spray, nous faisons l’hypothèse que sa valeur en présence d’onde acoustique
est supérieure ou égale à celle enregistrée au cours du NMC. Cette hypothèse se justi�e au regard de
la dynamique oscillatoire imposée au spray par les ondes acoustiques lors du MC (cf. section 8.3.3). On
peut alors utiliser la valeur de l’écart type associée au NMC comme amplitude minimale de �uctuation
de la déviation du spray au cours du temps autour de sa valeur moyenne lors du MC. Puisque le temps
de simulation associé au MC n’est pas su�samment grand pour atteindre l’établissement de l’angle de
déviation des gouttes, la valeur moyenne ne peut pas être calculée. Seule la valeur à l’instant �nal du
calcul t = 23Tac est ainsi présentée pour les trois sections du spray dans le tableau 9.1. On remarque
que l’écart de déviation entre les trois sections modélisées est de l’ordre de l’écart type enregistré sans
excitation acoustique. Il n’est donc pas possible, avec les seules données numériques présentées ici,
de déceler une quelconque in�uence de la taille des gouttes sur leur déviation transverse par la force
de radiation acoustique. Notons cependant que toutes les gouttes dévient vers le VAN le plus proche.
Ces observations semblent être en accord avec les conclusions expérimentales du Coria, mais sont en
revanche en désaccord avec les �gures 8.47 et 8.48 de la section 8.3.3 qui montrait une dérive négative
de la vitesse transverse moyenne des plus grosses gouttes. Cette dérive est caractéristique d’une accé-
lération moyenne vers le ventre de pression acoustique (PAN) le plus proche, contraire à la déviation
mesurée vers le VAN. Pour expliquer ce phénomène et compléter le manque de données obtenues par la
simulation numérique, la suite de ce chapitre est consacrée à la modélisation simpli�ée de la trajectoire
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de gouttes soumises à une excitation acoustique transverse.

9.3 Modélisation simpli�ée de la trajectoire des gouttes

Lorsqu’une goutte liquide est positionnée dans un champ acoustique stationnaire, celle-ci est sou-
mise à trois forces : la force de radiation acoustique F rad due à la ré�exion des ondes sur la goutte, la force
de traînée F drag due aux contraintes de viscosité et la force gravitationnelle Fд . Lorsque la direction de
propagation des ondes acoustiques (ici X ) est orthogonale à la direction de la force gravitationnelle (ici
Z ), le principe fondamental de la dynamique appliqué à la goutte donne :

m
d2X
dt2 = F rad ·X︸  ︷︷  ︸

F
rad

+ F drag ·X︸    ︷︷    ︸
F
drag, X

,

m
d2Z
dt2 = Fд · Z︸︷︷︸

Fд

+ F drag · Z︸   ︷︷   ︸
F
drag, Z

,

(9.4)

oùm = ρlπD3/6 est la masse de la goutte de diamètreD, tandis que Fdrag, X et Fdrag, Z sont les composantes
de la force de traînée F drag suivant les axes X et Z . À partir de ce système d’équations, il est possible
d’isoler chaque force une à une et d’analyser sa contribution à la dynamique des gouttes.

Si l’on isole d’abord la force de radiation acoustique, l’accélération et donc la trajectoire de la goutte
dépendent uniquement du rapport Frad/m. Rappelons que la viscosité de la phase porteuse peut, selon
la taille de la goutte, in�uencer elle-même la force de radiation acoustique (Doinikov [31]). Pour les
conditions de fonctionnement dé�nies dans le cadre de cette thèse, il a cependant été démontré au
chapitre 3 que l’épaisseur de viscosité était su�samment faible devant le rayon des gouttes pour consi-
dérer la force de radiation acoustique indépendante de cette viscosité. Dans ce cas, la force de radiation
peut être formulée par le système (3.54). Puisque les gouttes ont ici un diamètre très faible devant la
longueur d’onde acoustique, la force de radiation acoustique est alors en moyenne proportionnelle à
D3 (cf. équation (3.71)), tout comme leur masse m. En l’absence de traînée, les contraintes acoustiques
conduisent donc à une déviation des gouttes indépendante de leur taille vers le VAN le plus proche.

Au contraire, si l’on isole maintenant la composante de la force de traînée le long de l’axe acoustique,
la dynamique des gouttes varie de façon importante selon leur taille et leur inertie. Pour analyser la
contribution isolée de la traînée selon l’axe de propagation acoustique pour l’intervalle de diamètre
[1 µm, 10mm] caractéristique des structures liquides e�ectivement rencontrées dans les simulations
CFD, l’équation d2X/dt2 = Fdrag, X/m est résolue par la méthode des di�érences �nies. À l’instar du
modèle de traînée utilisé dans le code Cedre, on considère la force de traînée comme :

F drag =
1
8πD

2ρдCD ‖u −v ‖ (u −v). (9.5)

où ρд et u sont la masse volumique et la vitesse de la phase porteuse, tandis que v est la vitesse de la
goutte. Pour modéliser le coe�cient de traînée CD , la corrélation de Schiller et Naumann [134] est
utilisée :

CD =



24
Rep

si Rep < 1,

24
Rep

(
1 + 0.15 Re0.687p

)
si 1 ≤ Rep ≤ 1000,

0.445 sinon,

(9.6)

avec le nombre de Reynolds particulaire dé�ni comme :

Rep =
ρдD ‖u −v ‖

µд
, (9.7)
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où µд est la viscosité dynamique de la phase porteuse. Les trajectoires de trois gouttes d’eau de dia-
mètres 10 µm, 100 µm et 1mm injectées dans de l’air à une vitesse 1 de 3.5m · s−1 et soumises à une
excitation acoustique multi-harmonique identique au cas CFD sont représentées en �gure 9.7a. On re-
marque dans un premier temps une déviation des gouttes vers le PAN le plus proche quelle que soit
leur taille. Pour expliquer ce phénomène, considérons le déplacement d’une goutte durant la première
moitié d’un cycle acoustique. Si la vitesse acoustique est positive, la goutte se déplace alors vers le VAN
le plus proche sous l’e�et de la force de traînée, soit une zone du champ acoustique où l’amplitude
d’oscillation de la vitesse du gaz est plus élevée. Lors de la seconde moitié du cycle acoustique, la vi-
tesse acoustique est négative. La goutte parcourt alors une distance plus grande qu’à l’aller cette fois-ci
vers le PAN le plus proche puisque l’amplitude d’oscillation à laquelle cette goutte est soumise est plus
élevée qu’au départ de la première moitié du cycle acoustique. Le déplacement net à la �n du cycle est
ainsi négatif et conduit à un rapprochement de la goutte du PAN le plus proche. Dans le cas inverse
où la vitesse du gaz est négative lors du premier cycle acoustique, la goutte est initialement déplacée
vers une zone où l’amplitude d’oscillation de la vitesse du gaz est réduite. Lors de la seconde moitié
du cycle, son déplacement dans le sens opposé est ainsi plus faible qu’à l’aller, conduisant également à
un déplacement net vers le PAN le plus proche. Ce mécanisme se répétant à chaque cycle acoustique
est à l’origine de la déviation observée sur la �gure 9.7a. On remarque cependant sur cette �gure que
la dynamique des gouttes di�ère selon leur taille. En e�et, puisque la plus petite goutte a une inertie
plus faible, celle-ci oscille à la fréquence d’excitation acoustique avec une amplitude plus élevée que la
goutte de diamètre 100 µm. Les oscillations de la goutte de diamètre 1mm tendent même à disparaître
tant son inertie est importante. En�n, on remarque également sur la �gure 9.7a que le déplacement
moyen des gouttes dépend lui aussi de leur taille. Pour une meilleure analyse de ce phénomène, le dé-
placement �nal des gouttes à une distance de 22 Dl du point d’injection est tracé en �gure 9.7b pour
toute la plage de taille [1 µm, 10mm]. On voit que le déplacement des gouttes vers le PAN le plus proche
augmente progressivement avec leur taille jusqu’à un diamètre de goutte d’environ 80 µm, puis diminue
pour tendre vers une valeur nulle. En réalité, l’inertie des gouttes conduit à un temps de réponse aux
�uctuations de vitesse du gaz dépendant du diamètre. Selon ce temps de réponse, un déphasage plus
ou moins important s’installe entre la dynamique des gouttes et les oscillations de la vitesse du gaz.
Associé au mécanisme d’aller-retour plus ou moins ample des gouttes, ce déphasage tend à favoriser le
déplacement moyen des gouttes d’un diamètre d’environ 80 µm, tandis que les plus grosses gouttes ont
une inertie trop élevée pour répondre aux �uctuations de vitesse du gaz.

Il est important de préciser que la �gure 9.7 correspond à une solution particulière pour laquelle les
gouttes sont injectées à la phase Φinj = 0 au cours d’un cycle acoustique. Lorsque la phase d’injection
est modi�ée, l’historique de vitesse acoustique expérimentée par la goutte et donc sa trajectoire sont
di�érents. Cependant, quelle que soit la phase d’injection considérée, les conclusions sont identiques
et la déviation des gouttes opère vers le PAN le plus proche. Un deuxième exemple de solution est
donnée pour une phase d’injection Φinj = 3π/2 en �gure 9.8a. Dans ce cas, les gouttes expérimentent
initialement une vitesse acoustique positive les envoyant vers le VAN le plus proche, puis sont progres-
sivement déviées vers le PAN. À la �n du calcul, le déplacement net des plus petites gouttes (cf. �gure
9.8b) est cette fois-ci positif mais continuerait de décroître si le temps simulé était plus élevé. Notons
que cette déviation vers un PAN est en accord avec les observations de Achury et Polifke [2]. Lors
de leurs simulations numériques de gouttes initialement à l’arrêt soumises à un champ acoustique sta-
tionnaire, ceux-ci ont noté une agglomération des structures liquides aux PAN du champ acoustique,
le phénomène dépendant également du diamètre des gouttes. Dans leurs simulations, seules la traînée
et la gravité étaient considérées.

On comprend donc par cette analyse que, dans le cas présent, si l’on tient compte de l’intégralité
des forces exprimées par le système (9.4), la force de traînée va s’opposer à l’action de la force de ra-
diation acoustique avec une contribution dépendant grandement de la taille des gouttes. Par ailleurs,

1. Il s’agit de la vitesse des gouttes imposée au cours des simulations CFD lors du transfert de masse e�ectué vers le DPS
(cf. section 6.4.3).
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(a) (b)

Figure 9.7 – (a) Trajectoires de gouttes soumises uniquement à la force de traînée le long

de l’axe acoustique (Φinj = 0) : D = 10 µm, D = 100 µm, D = 1 mm.

(b) Déplacement des gouttes selon leur taille à une distance Z = 22 Dl du plan

d’injection.

l’accélération des gouttes par la force gravitationnelle ainsi que l’action du co-courant gazeux à travers
la composante Fdrag, Z de la force de traînée vont contribuer à réduire l’angle de déviation des gouttes.
Évidemment, la déviation résultante dépend de plusieurs paramètres tels que la taille des gouttes, l’am-
plitude des ondes acoustiques ou encore la position et la vitesse d’injection du liquide et du co-courant
gazeux. Par exemple, Baillot et al. [7] se sont intéressés à la dynamique de gouttes de diamètre de
l’ordre du millimètre injectées avec une vitesse initiale faible sans co-courant gazeux dans un champ
acoustique transverse. Dans ce cas, les contributions des termes Fdrag, X et Fdrag, Z étaient extrêmement
réduites, conduisant ainsi à une déviation importante des gouttes vers le VAN le plus proche. En re-
vanche, dans le cas des conditions de fonctionnement PF-Onera, puisque la vitesse du co-courant ga-
zeux est élevée et la taille des gouttes de l’ordre de 10 à 100 µm, on peut s’attendre à ce que les termes
Fdrag, X et Fdrag, Z aient une contribution plus importante.

Pour s’en assurer, on résout cette fois-ci le système complet (9.4) par la méthode des di�érences
�nies pour des conditions de fonctionnement caractéristiques du PF-Onera. La �gure 9.9a représente

(a) (b)

Figure 9.8 – (a) Trajectoires de gouttes soumises uniquement à la force de traînée le long de

l’axe acoustique (Φinj = 3π/2) : D = 10 µm, D = 100 µm, D = 1 mm.

(b) Déplacement des gouttes selon leur taille à une distance Z = 22 Dl du plan

d’injection.
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(a) (b)

Figure 9.9 – (a) Modélisation de la trajectoire d’une goutte (Φinj = 0) de diamètre D = 110 µm
( ) et comparaison auxmesures expérimentales de décentrement du spray (Fi-

cuciello [51]) : NMC D ∈ [20µm, 2mm], MC D ∈ [20µm, 2mm]. (b) Évolution
temporelle des composantes de l’accélération de la goutte le long de l’axe acous-

tique : Fdrag, X/m, Frad/m,

(

Fdrag, X + Frad
)

/m.

ainsi la trajectoire d’une goutte d’eau de diamètre 2 110 µm injectée dans de l’air à une vitesse de
3.5m · s−1 et soumise à un co-courant gazeux d’une vitesse 3 de 15m · s−1 ainsi qu’à une excitation
acoustique multi-harmonique identique au cas CFD. On remarque sur cette �gure que la déviation ré-
sultante de la goutte sous l’e�et des contraintes acoustiques est assez faible du fait de l’accélération
des gouttes par le co-courant gazeux. La déviation est par ailleurs orientée dans la direction opposée
aux mesures expérimentales. En e�et, comme le montre la �gure 9.9b pour les deux dernières périodes
acoustiques du calcul, l’accélération Fdrag, X/m issue de la composante de traînée le long de l’axe acous-
tique est nettement plus importante que l’accélération Frad/m issue de la force de radiation acoustique.
Pour cette taille de goutte en particulier, la contribution de la force de radiation est alors négligeable,
conduisant à une déviation vers le PAN le plus proche. Cette observation est en accord avec la dérive
négative de la vitesse transverse moyenne des gouttes observée en �gures 8.47 et 8.48 de la section 8.3.3
mais n’explique pas le décentrement du spray vers le VAN enregistré à la fois expérimentalement et
par les simulations CFD.

Une explication possible pourrait être que ce sont en réalité le cœur liquide et les plus gros ligaments
qui sont déviés vers le VAN. En e�et, on a vu plus tôt que les plus grosses structures ne répondaient
que très peu aux �uctuations de vitesse du gaz (cf. �gure 9.7b). Dans ce cas, la force de trainée ne
s’oppose plus à la force de radiation acoustique, ce qui va entrainer le liquide vers le VAN le plus proche.
Les gouttes étant issues de l’atomisation de ces plus grosses structures liquides, le centre du spray
s’en retrouverait ainsi dévié également. Cela pourrait également expliquer pourquoi le décentrement
mesuré par le Coria ne dépend pas de la taille des gouttes considérées et cesse de croître au-delà d’une
distance de 16 Dl du plan d’injection. À cette distance, les plus grosses structures se sont probablement
su�samment atomisées pour répondre de façon signi�cative à la traînée et être déviées cette fois-ci vers
le PAN. De manière à valider cette théorie, le chapitre suivant est consacré à l’analyse de la déviation
du cœur liquide et des plus gros ligaments par les contraintes acoustiques.

2. Il s’agit du diamètre d’atomisation moyen de type D10 issu de la corrélation 6.4 de Marmottant et Villermaux [106]
appliquée au PF-Onera.

3. Il s’agit de la vitesse moyenne du gaz autour des gouttes mesurée dans le cas CFD.
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Chapitre 10

Mesure et modélisation de la déviation

du cœur liquide

Il a été démontré au chapitre 9 que la déviation transverse du spray observée par l’expérimen-
tation et la CFD ne résultait pas, dans le cas présent, de l’action directe de la force de radiation
acoustique sur les gouttes. Cette déviation pourrait être issue de la réponse du cœur liquide
aux contraintes acoustiques. Pour le démontrer, une approche théorique est proposée dans ce
chapitre 10 de manière à estimer la déviation du cœur liquide à moindre coût et ainsi palier au
manque de mesures expérimentales relatives au comportement du cœur dense dans le régime
d’atomisation de type �bre. Cette approche est par la suite utilisée pour valider la reproduc-
tion par la CFD du mécanisme de déviation du cœur liquide et des plus gros ligaments et pour
démontrer son impact sur le comportement du spray.
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Chapter 10 : Mesure et modélisation de la déviation du cœur liquide

10.1 Première approche : modèle à l’équilibre

Dans ses travaux, Ficuciello [51] s’est attaché à évaluer expérimentalement puis à modéliser la
déviation du cœur liquide sous l’e�et de la force de radiation acoustique. Il introduit pour cela l’angle
de déviation γlc entre l’axe d’injection et la régression linéaire de la ligne centrale du cœur dense (cf. �-
gure 10.1a). Pour modéliser le phénomène, l’auteur considère le cœur liquide comme un cylindre solide
indéformable de diamètre Dl en rotation libre autour du point d’injection. Chaque portion de longueur
unitaire du cylindre est soumise à trois forces extérieures : deux forces surfaciques, l’une de radiation
acoustique F rad et l’autre de traînée F drag, toutes deux orthogonales à l’axe d’injection, et une force
volumique gravitationnelle Fд = ρlπDl

2/4д. De façon générale, les deux forces surfaciques varient pé-
riodiquement au cours du temps et dépendent de la position du liquide le long de l’axe acoustique.
Ficuciello [51] simpli�e cependant le problème à modéliser en supposant l’inertie du cœur liquide
su�samment élevée et sa déviation su�samment lente pour négliger les e�ets de la force de traînée et
des variations temporelles de la force de radiation acoustique. Seule la partie moyenne de cette dernière
est ainsi considérée. Par ailleurs, l’auteur estime la déviation du jet su�samment faible pour négliger
également la variation de cette force due au déplacement progressif du liquide le long de l’axe acous-
tique. La force de radiation acoustique peut ainsi être considérée homogène tout le long du cœur liquide
et être évaluée aux coordonnées d’injection, par exemple par la formulation moyenne (D.54) pour des
jets liquides positionnés dans un champ acoustique mono-harmonique. L’angle de déviation du jet est
�nalement dé�ni comme l’angle atteint lorsque les forces de radiation acoustique et gravitationnelle
s’équilibrent dans la direction normale à l’axe du cœur liquide. Nous nommerons ici cette approche
In�nitely Fast Equilibrium Model (IFEM) et l’angle calculé γ IFEM

lc
. Bien que l’auteur restreigne son ap-

proche au cas particulier pour lequel la gravité agit dans la direction d’injection du liquide, il est en
réalité possible de la généraliser en considérant un angle γд quelconque entre la direction d’injection
et la direction de la force gravitationnelle (cf. �gure 10.1b). On a dans ce cas :

cos(|γ IFEM
lc
|) ‖F rad‖ = sin(|γ IFEM

lc
− γд |)

Fд . (10.1)

On comprend ainsi que cette approche n’est pas adaptée au cas où l’injection se fait horizontalement
(e.g. banc Mascotte) car dans ce cas l’équilibre n’est possible que si ‖F rad‖ =

Fд, et donc que le jet
n’est pas dévié, ou si |γ IFEM

lc
| = π/2, solution évidemment non physique. Il en va de même lorsque la

gravité devient négligeable (e.g. phase de mission loin du champ gravitationnel terrestre). Dans le cas

γlc

(a)

γlc

     IFEM

Frad

Fg

γg

(b)

Figure 10.1 – (a) Dé�nition de l’angle de déviation du cœur liquide par la force de radiation

acoustique (Ficuciello [51]). Ligne centrale du cœur liquide et régres-

sion linéaire. (b) Généralisation de l’approche IFEM de Ficuciello [51] pour

estimer cet angle.
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10.1 Première approche : modèle à l’équilibre

Figure 10.2 – Comparaison entre les mesures expérimentales et le modèle IFEM pour l’esti-

mation de la déviation du cœur liquide en un PAN-IAN (Weg = 9 et Rel = 2000, cf.
Ficuciello [51]). pac, cc = 6 000 Pa : mesures expérimentales, IFEM. pac, cc
= 11 500Pa : mesures expérimentales, IFEMmono-harmonique, IFEM

multi-harmonique.

particulier où γд est nul, on obtient le modèle initialement proposé par Ficuciello [51] :

|γ IFEM
lc
| = arctan

(
‖F rad‖Fд

)
. (10.2)

Pour valider cette approche, Ficuciello [51] compare l’angle de déviation estimé par le modèle à
des mesures expérimentales e�ectuées par ombroscopie dans le cas d’un jet liquide en régime d’ato-
misation de type Rayleigh axisymétrique (Weg = 9 et Rel = 2 000) sous une excitation acoustique de
fréquence principale de 1 kHz et d’amplitude crête-à-crête de �uctuation de pression pac, cc de 6 000 Pa
puis 11 500 Pa. Les résultats de cette comparaison sont présentés en �gure 10.2. Concernant l’amplitude
d’excitation acoustique de 6 000 Pa, celle-ci est su�samment faible pour pouvoir considérer uniquement
le mode acoustique principal dans le calcul de la force de radiation acoustique. Dans ce cas, on remarque
un très bon accord entre le modèle et les mesures expérimentales, que ce soit lors des 300 premières
périodes acoustiques correspondant à la phase transitoire de modulation acoustique et donc de dévia-
tion, ou durant les 300 dernières périodes associées au maximum d’amplitude d’excitation acoustique.
Lorsque la déviation atteint une valeur établie, on enregistre un écart relatif de seulement 4% entre le
modèle et la moyenne calculée sur les 10 derniers points expérimentaux. En ce qui concerne l’excitation
acoustique d’amplitude 11 500 Pa, celle-ci correspond à l’excitation imposée lors du PF-Onera. Dans ses
travaux, Ficuciello [51] ne tient compte que du mode principal pour le calcul de la force de radiation
acoustique. Il a pourtant été démontré au chapitre 6 que l’énergie acoustique contenue dans les modes
4T et 6T n’est dans ce cas pas négligeable devant celle contenue dans le mode principal 2T et doit être
prise en compte dans le calcul de la force de radiation acoustique. L’angle de déviation théorique obtenu
en appliquant la formulation multi-harmonique (D.46) de cette force est ainsi comparé en �gure 10.2
à son équivalent mono-harmonique pour lequel seul le mode principal est considéré. On observe un
bon accord entre la formulation mono-harmonique et les mesures expérimentales une fois l’amplitude
d’excitation acoustique maximale atteinte. On enregistre en e�et un écart relatif de seulement 8% avec
la moyenne calculée sur les 10 derniers points expérimentaux. L’écart s’accentue en revanche lors de la
phase transitoire. Le même comportement est observé dans le cas de la formulation multi-harmonique,
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Chapter 10 : Mesure et modélisation de la déviation du cœur liquide

avec cependant un écart plus important d’environ 20% en phase établie. Il ressort alors de cette compa-
raison 1) que le calcul mono-harmonique donne des résultats plus proches des mesures expérimentales
malgré une formulation multi-harmonique plus �dèle aux modulations acoustiques réellement expéri-
mentées par le jet liquide et 2) que la précision de l’approche IFEM semble décroître avec l’augmentation
de l’amplitude d’excitation acoustique.

De manière à proposer une explication quant aux écarts observés avec les mesures expérimentales,
les principales limitations de l’approche sont énumérées ci-dessous. Dans cette approche :

1. il est fait l’hypothèse que l’équilibre entre la force de radiation acoustique et le poids du cœur li-
quide est atteint instantanément. Cette hypothèse reste valide du moment que l’excitation acous-
tique est imposée progressivement, comme c’est le cas pour les campagnes expérimentales de
Ficuciello [51]. Cependant, plus l’amplitude �nale d’excitation est atteinte rapidement et plus
l’hypothèse d’équilibre instantané est mis en défaut. Cela explique probablement l’écart plus im-
portant entre les estimations du modèle et les mesures expérimentales dans la phase transitoire
pour l’amplitude d’excitation acoustique la plus élevée. Lorsque l’excitation acoustique est im-
posée sans période transitoire, comme c’est le cas dans les simulations numériques de la partie
III, l’hypothèse d’équilibre in�niment rapide n’est plus valide et ne permet donc pas de décrire la
phase transitoire de la déviation du cœur liquide.

2. le cœur liquide est considéré comme un cylindre solide en rotation, ce qui ne permet pas de
prendre en compte la vitesse d’injection du liquide. Or, la prise en compte de cette vitesse d’in-
jection conduirait théoriquement à une réduction de la déviation du liquide, que ce soit avec
l’approche mono- ou multi-harmonique. Dans le cas présent, cela permettrait donc aux résultats
multi-harmoniques d’être plus proches de la courbe expérimentale.

D’après ces conclusions, il semble que l’approche à l’équilibre ne soit pas adaptée à l’estimation de
la déviation du cœur liquide pour le point de fonctionnement simulé en partie III puisque la vitesse
d’injection du liquide est environ quatre fois supérieure à celle associée à la �gure 10.2 et l’amplitude
d’excitation acoustique est établie sans phase transitoire.

Une extension de l’approche à l’équilibre a d’abord été formulée lors de cette thèse dans le but
de permettre la description de la phase transitoire de déviation du jet en toutes circonstances. Dans
cette extension, le cœur liquide est toujours considéré comme un cylindre solide en rotation autour de
son point d’injection. Le calcul de l’angle à l’équilibre est en revanche remplacé par la résolution de
la dynamique de rotation du solide, comparable ici à un pendule dont la masse de la corde n’est pas
négligeable. Cette approche n’est cependant pas présentée dans ce mémoire puisque qu’elle ne permet
pas non plus de prendre en considération la vitesse d’injection du liquide. Pour décrire à la fois la phase
transitoire de déviation du jet et l’impact sur celle-ci de la vitesse d’injection du liquide, une approche
supplémentaire est dé�nie dans la suite.

10.2 Seconde approche : calcul de trajectoire de paquets liquides

La seconde approche envisagée dans ce chapitre pour estimer la déviation du cœur liquide par la
force de radiation acoustique a initialement été proposée par Carpentier et al. [18]. Dans cette ap-
proche, il est considéré que la déviation du cœur liquide et des plus gros ligaments peut être estimée
par le calcul de la trajectoire de disques indéformables de diamètre Dl et d’épaisseur donnée el indépen-
dants les uns des autres et injectés dans le domaine de calcul à une vitesseUl correspondant à la vitesse
débitante du liquide à la sortie de l’injecteur. Cette approche, que nous nommerons ici Independent Disk
Model (IDM), est semblable à l’approche utilisée au chapitre 9 pour estimer la déviation transverse des
gouttes. Les di�érences résident dans la forme imposée aux paquets liquides et dans les forces e�ecti-
vement considérées. En e�et, de façon identique à l’approche IFEM, les e�ets de la force de traînée et
des variations temporelles de la force de radiation acoustique sur la déviation du jet sont négligés ici.
Cette hypothèse n’était pas applicable dans le cas des gouttes car leur inertie beaucoup plus faible les
rend sensibles à ces e�ets. Dans l’approche IDM, la trajectoire des paquets liquides est alors calculée en
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γlc

     IDM

Frad

Fg

γg

el

Dl

Figure 10.3 – Illustration de l’approche IDM pour l’estimation de la déviation du cœur li-

quide par la force de radiation acoustique. Ligne centrale reliant chaque

disque liquide et régression linéaire.

appliquant le principe fondamental de la dynamique en considérant uniquement la force gravitation-
nelle et la force de radiation acoustique moyenne. Après projection sur l’axe d’excitation acoustique X
et l’axe d’injection Z orthogonaux l’un à l’autre, on obtient le système d’équations suivant :

d2X
dt2 =

4
ρlπDl

2 F rad ·X︸  ︷︷  ︸
F
rad

+д sin
(
γд

)
,

d2Z
dt2 = д cos

(
γд

)
,

(10.3)

où F rad et γд représentent toujours respectivement la force de radiation acoustique moyenne par unité
de longueur de cœur liquide et l’angle entre la direction d’injection et la direction suivie par la force
gravitationnelle. L’angle de déviation du cœur liquide γ IDM

lc
est alors dé�ni comme l’angle entre l’axe

d’injection et la régression linéaire de la trajectoire des disques (cf. �gure 10.3).

La résolution du système 10.3 est évidemment triviale dès lors que l’on néglige la variation de F rad

due au déplacement progressif du liquide le long de l’axe acoustique et que l’on connaît a priori l’évo-
lution temporelle de l’amplitude des �uctuations de pression aux coordonnées d’injection. C’est par
exemple le cas dans les travaux de Carpentier et al. [18] ou de Ficuciello [51] pour lesquels l’unique
source acoustique consiste en une excitation forcée (pas de �amme) dont l’amplitude évolue d’abord
linéairement puis se stabilise à une valeur cible. Dans le cas d’une chambre de combustion, l’évolution
temporelle de l’amplitude des �uctuations de pression et donc de la force de radiation acoustique est
en revanche a priori inconnue, notamment en présence d’instabilités thermoacoustiques. C’est pour-
quoi, contrairement à l’approche proposée par Carpentier et al. [18] basée sur la résolution exacte
du système 10.3, il est choisi ici d’évaluer la trajectoire des paquets liquides par di�érence �nie, où
seule la valeur de l’amplitude locale de �uctuation de pression à l’instant courant est requise. Cela
permet par ailleurs de prendre en considération l’évolution de la force de radiation selon la position
de chaque disque liquide le long de l’axe acoustique. Contrairement à l’approche à l’équilibre IFEM
présentée précédemment, l’approche IDM a l’avantage 1) d’être applicable quel que soit l’angle entre
la force gravitationnelle et l’axe d’injection, 2) de considérer l’in�uence de la vitesse d’injection du li-
quide (condition initiale) sur la trajectoire des disques et donc sur la déviation estimée du jet et 3) de
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Figure 10.4 – Comparaison entre les mesures expérimentales et les di�érents modèles d’es-

timation de la déviation du cœur liquide en un PAN-IAN (Weg = 9 et Rel = 2000,

cf. Ficuciello [51]). pac, cc = 6 000 Pa : mesures expérimentales, IFEM,

IDM, IDMcorr. pac, cc = 11 500 Pa (multi-harmonique) : mesures expé-

rimentales, IFEM, IDM, IDMcorr.

permettre la description de la phase transitoire du mécanisme. Notons par ailleurs que cette approche
est également applicable au cas particulier des jets transcritiques puisque la formulation de la force de
radiation acoustique ne dépend aucunement de la tension de surface mais uniquement du gradient de
masse volumique à l’interface diphasique (Ficuciello [51]).

De la même manière que pour l’approche précédente, l’estimation de l’angle de déviation issue du
modèle IDM est comparée aux mesures expérimentales de Ficuciello [51] relatives à un jet liquide
en régime d’atomisation de type Rayleigh axisymétrique (Weg = 9 et Rel = 2 000) sous une excitation
acoustique de fréquence principale de 1 kHz et d’amplitude crête-à-crête de �uctuation de pression
pac, cc de 6 000 Pa et 11 500 Pa. Le point de fonctionnement associé à l’amplitude d’excitation acoustique
la plus faible est noté F1 , tandis que le second associé à l’amplitude la plus élevée est noté F2 . Pour
cette phase de validation, la formulation multi-harmonique (D.46) de la force de radiation acoustique
moyenne est utilisée car elle permet de représenter au mieux les contraintes acoustiques subies par
le jet. Dans le cas mono-harmonique associé à l’amplitude de pression acoustique de 6 000 Pa, cette
formulation est évidemment équivalente à la formulation (D.54) proposée par Ficuciello [51]. Les
résultats de la comparaison sont présentés en �gure 10.4. Concernant le cas de plus faible amplitude
d’excitation acoustique, on observe un écart relatif très important en phase établie d’environ 47% entre
l’estimation IDM et la moyenne calculée sur les 10 derniers points expérimentaux. La même conclusion
s’applique au cas de plus haute amplitude d’excitation avec un écart relatif plus faible mais toujours
élevé d’environ 32%. Sans correction, ce modèle s’avère donc nettement moins précis que l’approche
IFEM de Ficuciello [51] pour les deux points de fonctionnement considérés ici.

Cette sous-évaluation de la déviation des disques liquides a également été mise en évidence par
Carpentier et al. [18] pour d’autres conditions de fonctionnement, notées ici C1 , C2 et C3 . Ces
conditions sont elles aussi associées à un régime d’atomisation de type Rayleigh axisymétrique et sont
détaillées dans la tableau 10.1. À partir de la �gure 10.5 représentant l’angle estimé γ IDM

lc
en fonction de

l’angle expérimental γ exp
lc

, les auteurs démontrent qu’il existe, dans la plage de fonctionnement étudiée,
un coe�cient de proportionnalité que l’on notera a tel que γ IDM

lc
= aγ

exp

lc
qui dépendrait à la fois du

diamètre et de la vitesse d’injection du liquide Dl et Ul mais pas des paramètres acoustiques tels que
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Carpentier et al. [18] Ficuciello [51]
C1 C2 C3 F1 F2

Dl [mm] 2 2 6 ≈ 6 ≈ 6
Ul [m · s−1] 0.35 0.71 0.37 ≈ 0.3 ≈ 0.3
Fréquence acoustique [Hz] [1 300, 1 400] [1 200, 1 350] 1 250 ≈ 1 000 ≈ 1 000
Amplitude acoustique [Pa] [339, 4 525] [339, 4 525] [339, 4 525] 6 000 11 500

Table 10.1 – Conditions de fonctionnement associées aux cas de validation de Carpentier

et al. [18] et Ficuciello [51].

l’amplitude et la fréquence d’excitation. La formulation analytique de ce coe�cient n’est pas déterminée
par Carpentier et al. [18] mais pourrait permettre de corriger le modèle IDM et d’améliorer ainsi sa
précision. Pour cela, l’approche retenue dans ce chapitre consiste à supposer que la dépendance du
coe�cient a en Dl et Ul est linéaire dans la plage de fonctionnement étudiée par Carpentier et al.

[18]. Il est alors possible d’écrire :

a(Ul ,Dl ) =
∂a

∂Ul
Ul +

∂a

∂Dl
Dl + a0. (10.4)

À partir des données du tableau 10.1 et de la �gure 10.5 associées aux trois points de fonctionnement
C1 , C2 et C3 de Carpentier et al. [18], on obtient :

Système à résoudre Solution

Ul Dl a(Ul ,Dl )©«
ª®®®®¬
©«

ª®®®®¬
©«

ª®®®®¬
©«

ª®®®®¬
©«

ª®®®®¬
C1 0.35 2 1 ∂a

∂Ul

=

C1 0.583 ∂a

∂Ul

=

−0.417

C2 0.71 2 1 ∂a

∂Dl
C2 0.433 ∂a

∂Dl
0.077

C3 0.37 6 1 a0 C3 0.883 a0 0.575

. (10.5)

En appliquant cette solution aux points de fonctionnement F1 et F2 de Ficuciello [51] (cf. tableau
10.1), la formulation (10.4) du coe�cient de proportionnalité donne a ≈ 0.9. Cette valeur ne correspond
cependant pas à la valeur de a ≈ 0.6 que l’on retrouve en �gure 10.4 entre le modèle IDM brut et
les mesures expérimentales associées. Les valeurs de Dl et Ul considérées par Ficuciello [51] sont
pourtant très proches de la plage de fonctionnement étudiée par Carpentier et al. [18]. Si l’on conserve
l’hypothèse de linéarité vis-à-vis de ces variables, on en conclut qu’il existe au moins une troisième
variable dont dépend le coe�cient a et dont la valeur di�ère entre les travaux de Carpentier et al. [18]
et Ficuciello [51].

Il est di�cile, avec le peu de données disponibles, de déterminer quelle peut être cette variable.
L’approche pragmatique retenue ici consiste à considérer qu’il s’agit de la position du jet dans le champ
acoustique. Dans le cas de Carpentier et al. [18], où l’injecteur est immobile dans le référentiel lié à
la cavité d’étude, la modi�cation de la fréquence acoustique entre les points C1 , C2 et C3 induit
une variation de la position relative d’injection du liquide dans le champ acoustique. Dans la plage de
fonctionnement étudiée par ces auteurs, cette position reste cependant proche d’un ventre d’intensité
acoustique (IAN), ce qui peut expliquer que le coe�cient de proportionnalité a ne semble pas dépendre
de la fréquence d’excitation sur la �gure 10.5. Dans le cas des deux points de fonctionnement F1 et
F2 considérés par Ficuciello [51], l’injection du liquide est quant à elle réalisée à équidistance d’un
PAN et d’un IAN. Si le coe�cient de correction a dépend réellement de la position du jet dans le champ
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Figure 10.5 – Comparaison entre les mesures expérimentales et le modèle IDM pour l’esti-

mation de la déviation du cœur liquide autour d’un IAN (Carpentier et al.
[18]).

acoustique, cela pourrait donc bien expliquer pourquoi la solution (10.5) ne convient pas aux points
de fonctionnement F1 et F2 . Dans notre approche, on construit alors une grandeur χ dépendant de
la position d’injection Xinj le long de l’axe acoustique. Pour simpli�er l’approche, on considère cette
variable comme linéaire par morceaux avec, de façon identique à l’intensité acoustique elle-même, une
valeur maximale en chaque IAN du mode acoustique principal et nulle au niveau des PAN et des VAN.
L’évolution de la variable χ selon la position d’injection le long de l’axe acoustique est illustrée en
�gure 10.6 et se traduit mathématiquement par :

χ =



2
Xinj mod λ1

4
λ1
4

si Xinj mod λ1
4 ≤

λ1
8 ,

1 − 2
©«
Xinj mod λ1

4
λ1
4

− 0.5
ª®®¬ sinon.

(10.6)

Sa valeur est calculée dans le tableau 10.2 pour les points de fonctionnement considérés par Carpentier
et al. [18] et Ficuciello [51]. En considérant cette nouvelle grandeur dans la formulation (10.4) du
coe�cient a, on peut écrire :

a(Ul ,Dl , χ ) =
∂a

∂Ul
Ul +

∂a

∂Dl
Dl +

∂a

∂χ
χ + a0. (10.7)

Pour résoudre ce nouveau système linéaire, un des deux points de fonctionnement F1 et F2 doit
être utilisé comme quatrième point de référence. On peut cependant remarquer sur la �gure 10.4 que
la valeur de a n’est pas totalement équivalente entre ces deux points (a = 0.542 pour F1 et a = 0.667
pour F2 ). Puisque seul le niveau acoustique di�ère, cela re�ète une dépendance supplémentaire de a en
fonction de l’amplitude de �uctuation de pression. De plus, cette dépendance est non linéaire puisque
aucune in�uence n’a été notée par Carpentier et al. [18] pour des amplitudes plus faibles. En toute
rigueur, cette dépendance devrait être ajoutée à la formulation (10.7). Pour simpli�er le système, il est
cependant supposé ici que l’in�uence de l’amplitude d’excitation peut être négligée dans la plage de
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Figure 10.6 – Illustration de la fonction χ dépendant de la position d’injection Xinj sur l’axe

acoustique.

Carpentier et al. [18] Ficuciello [51]
C1 - 1 350Hz C2 - 1 300Hz C3 F1 F2

Position relative d’injection ≈ IAN ≈ IAN ≈ IAN PAN-IAN PAN-IAN
Fonction position χ [-] 0.879∗ 0.994∗ 0.89∗ 0.5 0.5

Table 10.2 – Valeurs de la fonction position χ associées aux cas de validation deCarpentier

et al. [18] et Ficuciello [51].

∗ L’injecteur étant immobile, c’est la variation de la fréquence d’excitation acoustique qui fait varier la position relative du
jet dans le champ acoustique.

fonctionnement considérée. On fait alors le choix d’utiliser le point de fonctionnement F2 comme
quatrième point de référence puisque celui-ci est associé à une amplitude d’excitation acoustique iden-
tique aux simulations présentées en partie III de ce mémoire. Malgré l’hypothèse simpli�catrice réalisée
sur la dépendance du coe�cient a en fonction de l’amplitude des �uctuations de pression, il nous sera
ainsi possible de comparer l’angle de déviation obtenu lors des simulations LES à l’estimation issue de
l’approche IDM corrigée (IDMcorr). On obtient alors le système suivant à résoudre :

Système à résoudre Solution

Ul Dl χ a(Ul ,Dl , χ )©«

ª®®®®®®®®¬

©«

ª®®®®®®®®¬

©«

ª®®®®®®®®¬

©«

ª®®®®®®®®¬

©«

ª®®®®®®®®¬

C1 0.35 2 0.879 1 ∂a

∂Ul

=

C1 0.583 ∂a

∂Ul

=

−0.593

C2 0.71 2 0.994 1 ∂a

∂Dl
C2 0.433 ∂a

∂Dl
0.076

C3 0.37 6 0.89 1 ∂a

∂χ
C3 0.883 ∂a

∂χ
0.551

F2 ≈ 0.3 ≈ 6 0.5 1 a0 F2 0.667 a0 0.153

. (10.8)

La solution conduit à une estimation corrigée de l’angle de déviation représentée en jaune en �gure
10.4 pour les deux points de fonctionnement F1 et F2 . Pour le point F2 , puisque celui-ci a été utilisé
pour la calibration du modèle, l’approche employée permet évidemment de minimiser l’écart entre
l’estimation et les mesures expérimentales en phase établie. En ce qui concerne le point F1 , le fait de
négliger l’in�uence de l’amplitude d’excitation sur le coe�cient correctif a conduit à un écart relatif de
20 % en phase établie. Cet écart n’est pas négligeable mais reste bien plus faible que sans correction.
Notons de plus que le temps nécessaire à l’établissement de la déviation semble quant à lui correctement
restitué par le modèle pour les deux points de fonctionnement.
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L’approche suivie dans ce chapitre pour corriger le modèle IDM reste imparfaite. La formulation
et la calibration du coe�cient de correction conduisent notamment à remettre en question la validité
de l’approche en dehors de la plage de fonctionnement délimitée par les points de fonctionnement de
Carpentier et al. [18] et Ficuciello [51]. C’est par exemple le cas pour le point de fonctionnement
PF2 du boîtier d’étude expérimental Vham (Méry [112]) pour lequel la vitesse d’injection du liquide
est environ 8 fois supérieure à celle du point F2 . Dans ce cas précis, le coe�cient de correction du
modèle est négatif lorsque le jet est injecté en un IAN, changeant ainsi le sens de la déviation estimée
par le modèle. Bien que fortement limitée, cette approche représente cependant le meilleur compromis
qui puisse être proposé à l’heure actuelle avec le peu de données expérimentales à notre disposition si
l’on souhaite pouvoir à la fois décrire la dynamique d’établissement de la déviation et l’in�uence sur
celle-ci de la vitesse d’injection du liquide. Ainsi, il est décidé dans la suite de ce chapitre, avec toute la
réserve nécessaire, d’appliquer le modèle IDMcorr au PF-Onera. L’estimation de l’angle de déviation du
cœur liquide pourra ainsi être comparée à la déviation réellement observée lors de la simulation LES et
à l’angle de déviation du spray calculé à partir des mesures expérimentales du Coria (cf. chapitre 9).

10.3 Application au PF-Onera

Le diamètre d’injection du liquide ainsi que l’amplitude d’excitation acoustique associés au PF-
Onera sont identiques au point F2 utilisé pour la calibration du modèle IDMcorr. La vitesse d’injection
du liquide est en revanche environ 4 fois plus élevée et la position d’injection correspond non plus à un
PAN-IAN mais à un IAN du mode acoustique principal. En appliquant le modèle IDMcorr à ce point de
fonctionnement, on suppose alors que l’hypothèse de linéarité du coe�cient de correction en fonction
de la vitesse d’injection Ul reste valide.

Rappelons que dans l’approche IDM, les disques liquides ne représentent pas directement le cœur
liquide mais plutôt des paquets liquides indépendants. Dans le cas d’un jet liquide en régime d’ato-
misation de type �bre, la trajectoire de ces disques est donc considérée représentative à la fois de la
déviation du cœur mais également des plus gros ligaments formés en aval de celui-ci. Pour mesurer la
déviation moyenne de ces structures liquides au cours du temps à partir des résultats des simulations
LES, la méthodologie suivante est appliquée. De la même manière que pour la mesure de la vitesse
moyenne d’oscillation transverse des gouttes en section 8.3.3, le domaine d’étude Ω est découpé en
sous-domaines notés Ξ, chacun composé d’un ensemble de cellules intersectant un plan de coupe de
position donnée le long de l’axe d’injection. Pour chacun de ces sous-domaines, la position sur l’axe
acoustique du centre de masse de la phase liquide résolue par le SPS est calculée comme :

XG =

∑
Vc ∈Ξ

X αl ρl |Vc |∑
Vc ∈Ξ

αl ρl |Vc |
, (10.9)

avec αl et ρl la fraction volumique et la masse volumique du liquide dans la cellule Vc de coordonnée
X sur l’axe acoustique. La jonction des centres de masse de chaque sous-domaine Ξ forme ainsi la
projection de la ligne centrale de la phase liquide dans le plan contenant l’axe acoustique. L’angle de
déviation du liquide γCFD

lc
est alors mesuré au cours du temps entre la régression linéaire de cette ligne

centrale et l’axe d’injection (cf. �gure 10.7a). L’évolution de cet angle au cours du temps est représentée
en �gure 10.7b pour le point PF-Onera. On remarque sur cette �gure une oscillation de l’angle γCFD

lc

à la fréquence d’excitation acoustique fac, 1, représentative d’un mouvement transverse périodique du
jet liquide. Dans leurs travaux, Gonzalez-Flesca et al. [57] ont mis en évidence par la simulation
numérique de jets ronds sous excitation acoustique que si la fréquence d’excitation était proche de la
fréquence naturelle du jet, soit un nombre de Strouhal 1 proche de 0.36, la phase dense présentait une

1. Rappelons que le nombre de Strouhal est dé�ni par St = f Dl /Ul , avec f la fréquence, Dl le diamètre d’injection du jet
central et Ul sa vitesse débitante.
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Déviation expérimentale des gouttes IFEM IDM IDMcorr[20µm, 200µm] [200µm, 2mm] [20µm, 2mm]

3.7° 3.53° 3.5° 13.4° 1.44° 3.76°

Table 10.3 – Comparaison de l’angle de déviation de la phase liquide mesuré expérimenta-

lement aux estimations issues de di�érents modèles en régime établi.

forme sinusoïdale proche du battement d’un drapeau. Au contraire, pour une fréquence d’excitation
supérieure, le jet est droit et présente un mouvement d’oscillation transverse global. Dans le cas du PF-
Onera, le nombre de Strouhal du jet liquide calculé à partir de la fréquence d’excitation acoustique fac, 1
est de l’ordre de 10. Il est donc normal de retrouver par la LES un comportement oscillant du jet liquide
dans son ensemble. Cependant, les modèles IFEM et IDM sont tous les deux basés sur une formulation
moyenne de la force de radiation acoustique et ne prennent pas en compte l’e�et de la traînée sur le jet.
Ces modèles ne peuvent donc en aucun cas restituer le mouvement oscillant du jet. Pour permettre une
comparaison du comportement du coeur liquide observé par la LES aux estimations issues des modèles
IFEM et IDM, on souhaite alors s’a�ranchir des oscillations périodiques du signal. Pour cela, on calcule
la moyenne temporelle de l’angle γCFD

lc
pour chaque période acoustique, comme représenté par les

points sur la �gure 10.7b. On remarque ainsi une augmentation progressive de l’angle représentative
d’une déviation de la phase liquide vers le VAN le plus proche. Cette déviation a bien été observée en
�gure 8.14b sur le champ moyen de fraction massique de liquide résolu par le SPS, bien que la moyenne
ne soit pas convergée.

Nous comparons dans un premier temps, dans le tableau 10.3, les angles de déviation issus des
modèles IFEM, IDM et IDMcorr en régime établi aux angles de déviation du spray calculés pour di�érents
intervalles de diamètres de gouttes à partir des mesures expérimentales du Coria. Pour le calcul de
ces angles, les deux points de mesure situés le plus en aval du point d’injection (cf. �gure 9.2) sont
exclus des régressions linéaires. En e�et, ces points situés en dehors du domaine numérique d’étude
Ω (cf. �gure 6.8b) re�ètent une évolution du décentrement du spray bien di�érente des points plus en
amont et fausseraient ainsi la comparaison entre les mesures expérimentales et les résultats numériques.
Plusieurs conclusions peuvent être tirées du tableau 10.3 :

— on observe un écart important entre les estimations issues des approches IDM et IDMcorr. En e�et,
dans le cas présent, la résolution du système (10.8) donne un coe�cient de correction a = 0.38.
En supposant que la correction du modèle soit bien valide pour le PF-Onera, on en conclut que
celle-ci est indispensable pour l’estimation de la déviation des plus grosses structures liquides.

— l’écart relatif entre l’estimation issue du modèle à l’équilibre IFEM de Ficuciello [51] et celle
issue du modèle IDMcorr atteint plus de 250 %. Cela démontre l’importance de prendre en compte
l’in�uence de la vitesse d’injection du liquide sur sa déviation dans des conditions de fonction-
nement proches des moteurs-fusées.

— l’angle de déviation issu du modèle IDMcorr est extrêmement proche des mesures de déviation
du spray issues des données expérimentales du Coria. Il est évidemment impossible de considé-
rer ces mesures expérimentales comme une référence absolue puisqu’il s’agit d’une mesure de
la déviation du spray et non du cœur liquide. La correspondance des résultats tend cependant à
démontrer la validité du modèle IDMcorr pour ce point de fonctionnement et à corroborer l’hypo-
thèse selon laquelle la déviation du spray mesurée par le Coria serait en réalité une conséquence
de la déviation du cœur liquide et des plus gros ligaments. L’inertie de ces derniers est telle que
l’in�uence de la force de traînée sur leur accélération selon les axes d’injection et d’excitation
acoustique est nettement réduite comparée aux plus petites gouttes, induisant une déviation bien
plus signi�cative vers le VAN le plus proche.

Dans un second temps, nous nous intéressons à la comparaison des résultats issus des di�érentes
approches en régime transitoire. L’angle de déviation mesuré à partir des résultats LES ainsi que les
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(a)

(b)

Figure 10.7 – (a)Mesure CFD de la déviation de la phase liquide résolue par le SPS au cours du

PF-Onera : centres de masse, régression linéaire. (b) Évolution tempo-

relle de l’angle de déviation : mesure instantanée, moyenne par période

acoustique.
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Figure 10.8 – Déviation des structures liquides lors du PF-Onera : résultats CFD, IDM,

IDMcorr. Angle expérimental de déviation du spray après établissement (Fi-

cuciello [51]) : D ∈ [20µm, 200µm] ; D ∈ [200µm, 2mm] ; D ∈ [20µm, 2mm].

estimations issues des modèles IFEM, IDM et IDMcorr sont représentés en �gure 10.8, avec en marge
l’angle de déviation expérimental du spray pour di�érents intervalles de diamètres de gouttes. Les
conclusions tirées de cette �gure sont listées ci-dessous :

— tout comme en phase établie, l’écart entre les estimations issues des approches IDM et IDMcorr
est important. L’intérêt de la correction du modèle en est renforcé.

— la déviation du liquide obtenue par la simulation LES suit une évolution temporelle bien plus
proche de celle estimée par le modèle IDMcorr que celle issue du modèle IDM. L’écart qui subsiste
malgré la correction du modèle s’explique d’une part par la sous-estimation du modèle IDMcorr
d’ores et déjà observée en période transitoire en �gure 10.4, mais également par une dé�nition
peu précise du domaine de validité du modèle corrigé. Néanmoins, la correspondance entre les
résultats LES, le modèle IDMcorr et les mesures expérimentales semble démontrer la capacité du
code Cedre à restituer la déviation du jet liquide par la force de radiation acoustique.

— on remarque pour �nir un temps de transitoire élevé d’environ 40 périodes acoustiques d’après
l’approche IDMcorr. Cette période transitoire correspond en réalité au temps nécessaire pour
qu’une particule liquide parcoure la totalité du domaine d’étude Ω. Seul un peu plus de la moitié
de cet intervalle de temps a pu être simulé par la CFD, ce qui explique pourquoi l’angle de dé-
viation du spray �nalement enregistré en section 9.2 est inférieur à l’angle mesuré par le Coria
en régime établi. Étant donné le coût de calcul important associé à ces simulations LES, l’intérêt
d’une approche bas-ordre pour l’estimation du comportement de l’écoulement diphasique face
aux ondes acoustiques est souligné.

D’après le modèle IDMcorr, l’angle de déviation du liquide en phase établie atteint une valeur d’envi-
ron 3.8° dans les conditions de fonctionnement PF-Onera. Pour mieux se représenter cette déviation, la
trajectoire des disques liquides modélisée par l’approche IDMcorr est représentée en �gure 10.9. Comme
on peut le voir sur cette �gure, l’action de la force de radiation acoustique induit un déplacement des
plus grosses structures d’environ 1 Dl en bout de domaine d’étude. Dans les moteurs-fusées à ergols
liquides, les plaques d’injection sont composées de plus de 500 injecteurs répartis sur une faible surface,
ce qui conduit à des �ammes très rapprochées les unes des autres. À titre d’exemple, le banc expéri-
mental BKD présente une distance d’entraxe minimale d’environ 2 Dl entre ses 42 injecteurs (Urbano
et al. [155]). Dans ce cas, un déplacement de l’ordre de 1 Dl des structures liquides tel que celui es-
timé par le modèle IDMcorr pourrait donc conduire à des interactions non linéaires entre �ammes et
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Figure 10.9 – Trajectoire des disques liquidesmodélisée par l’approche IDMcorr (a = 0.38) pour
le PF-Onera : représentation des disques liquides, régression linéaire

de la ligne centrale.

in�uencer le couplage thermoacoustique dans la chambre de combustion. Il semble alors important que
les approches de modélisation bas-ordre puissent prédire ce mécanisme de déviation de jets et son in-
�uence sur la stabilité du système. Pour cela, l’approche IDMcorr semble la plus prometteuse, malgré ses
limitations actuelles, puisqu’elle permet de décrire la dynamique complète du mécanisme et de prendre
en compte l’in�uence non négligeable de la vitesse d’injection du liquide. Notons que la correction du
modèle pour une plage de fonctionnement plus large n’est pas envisagée dans ce mémoire mais reste
indispensable à l’avenir. Pour cela, il serait nécessaire de réaliser la même étude que Carpentier et al.

[18] (cf. �gure 10.5) sur une plage de fonctionnement étendue a�n d’évaluer la dépendance réelle du
coe�cient de correction du modèle en fonction des variablesDl etUl ainsi que de la position d’injection
et de l’amplitude d’excitation acoustique. Ces travaux pourraient aussi bien faire l’objet d’une étude ex-
périmentale que CFD puisque la capacité du code Cedre à restituer les mécanismes d’interaction entre
les ondes acoustiques et la phase liquide a été démontrée tout au long de ce mémoire.
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Cette thèse s’inscrit dans le domaine de la recherche sur les instabilités de combustion de haute
fréquence au sein des moteurs-fusées à ergols liquides en conditions d’injection subcritiques. En parti-
culier, les travaux présentés dans ce mémoire visaient à progresser dans la compréhension de l’ensemble
des mécanismes d’interaction entre les perturbations acoustiques et l’écoulement diphasique in�uen-
çant la réponse des �ammes et la stabilité du système propulsif. Pour cela, nous avons choisi de nous
appuyer sur l’exploitation de simulations numériques LES. La �abilité des outils numériques a d’abord
été véri�ée, avant de procéder à une analyse avancée des résultats de simulations pour en apprendre
davantage sur les mécanismes mis en jeu. Dans une logique de complexité croissante, ces travaux de
thèse ont été consacrés à l’étude de l’in�uence d’ondes acoustiques de haute amplitude et de haute
fréquence sur des jets liquides atomisés inertes. L’absence de combustion a ainsi permis de faciliter
l’interprétation des résultats et l’analyse du comportement de l’écoulement diphasique.

Dans la partie I de ce mémoire, nous nous sommes tout d’abord attachés à fournir une description
des mécanismes physiques à l’origine de l’atomisation d’un jet liquide sous l’in�uence d’un écoulement
co-courant gazeux. Un ensemble d’éléments bibliographiques a pour cela été présenté au chapitre 1.
Ces éléments ont ensuite conduit, dans ce même chapitre, à la présentation synthétique de travaux
expérimentaux réalisés par la communauté scienti�que dans le but de décrire le comportement de jets
liquides sous contrainte acoustique transverse de haute amplitude et haute fréquence. Dans le chapitre
2, ce sont les méthodes numériques existantes pour la simulation d’écoulements diphasiques qui ont été
présentées. En particulier, la stratégie de simulation retenue par l’Onera et utilisée tout au long de cette
thèse a été décrite en détail. Celle-ci fait appel à un couplage entre deux solveurs : un solveur Navier-
Stokes à interface di�use à 4 équations pour la simulation de l’écoulement gazeux et des plus grosses
structures liquides, et un solveur Eulérien basé sur une approche semi-cinétique pour la description du
spray constitué de plus petites inclusions liquides sphériques.

Les trois parties suivantes ont consisté à présenter l’ensemble de la démarche scienti�que suivie
pour répondre aux objectifs de cette thèse. Les travaux présentés dans la partie II visaient à réaliser une
première évaluation des capacités des méthodes numériques retenues pour restituer des mécanismes
physiques particuliers jouant un rôle essentiel dans le comportement de jets liquides sous contrainte
acoustique. Cette première étape a notamment permis de démontrer la capacité du code à décrire la
propagation non linéaire d’ondes acoustiques conduisant à la présence d’harmoniques multiples. L’in-
�uence non négligeable de ces harmoniques acoustiques sur les contraintes exercées sur la phase liquide
a de plus été démontrée pour des amplitudes relatives de �uctuation de pression représentatives de
celles mises en jeu dans les moteurs-fusées en présence d’instabilités thermoacoustiques. Cette consta-
tation nous a alors conduit à formuler de façon analytique la force de radiation acoustique exercée sur
le cœur liquide et les gouttes du spray dans un contexte multi-harmonique et à développer un modèle
spéci�que au sein du solveur dédié au spray pour restituer l’e�et de cette force sur les gouttes lors de
simulations LES.

La partie III de ce mémoire a ensuite consisté à évaluer plus précisément la capacité des méthodes
numériques utilisées à restituer l’ensemble des mécanismes de réponse d’un jet liquide atomisé par
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un écoulement co-courant gazeux une fois soumis à une excitation acoustique transverse de haute
amplitude et de haute fréquence. Pour répondre à cet objectif, une con�guration expérimentale de la
littérature a été sélectionnée au chapitre 6 et a été reproduite par la simulation numérique. Un point de
fonctionnement a spéci�quement été dé�ni pour ces travaux, conjointement avec le Coria, de manière
à étudier un écoulement associé à un régime d’atomisation du liquide représentatif des moteurs-fusées,
tout en limitant le temps de restitution des simulations numériques et en respectant les contraintes
imposées par le dispositif expérimental. La comparaison des résultats numériques aux données expé-
rimentales relatives à ce point de fonctionnement ainsi qu’à des points de fonctionnement similaires a
permis de démontrer, au chapitre 8, la capacité du code à restituer l’in�uence d’ondes acoustiques de
haute amplitude sur des jets liquides atomisés. Les simulations LES ont également permis d’apporter de
nouveaux éléments de compréhension concernant les mécanismes mis en jeu. Les principales conclu-
sions issues de ces simulations sont listées ci-dessous, chaque point correspondant à un mécanisme
d’interaction particulier :

1. Nous avons démontré la capacité de la méthode à interface di�use à restituer l’aplatissement
du cœur liquide par la pression de radiation acoustique. L’accès simpli�é à ce cœur liquide par
rapport aux méthodes expérimentales de mesure a permis de démontrer que la déformation du
jet conduisait à sa rupture prématurée et à la formation de multiples ligaments à son extrémité
aval. La réduction de la longueur du cœur liquide qui en résulte avait été observée par la com-
munauté dans des conditions de fonctionnement transcritiques. Les analyses e�ectuées dans ce
mémoire ont cependant démontré que les mécanismes en jeu sont di�érents en présence d’une
phase liquide.

2. Les simulations LES ont également permis de démontrer la capacité de la méthode de couplage
entre les deux solveurs à restituer l’in�uence des contraintes acoustiques sur les processus d’ato-
misation primaire du jet liquide et de fragmentation des ligaments. En e�et, la méthode à interface
di�use restitue bien la fragmentation des ligaments observée expérimentalement sous l’action de
la pression de radiation acoustique. Lorsque les structures liquides ainsi formées atteignent une
taille trop faible pour pouvoir être discrétisée par le maillage, on observe une di�usion de la frac-
tion massique de liquide. En présence d’un cisaillement su�sant avec l’écoulement co-courant
gazeux, le transfert de la masse de liquide vers le solveur dédié au spray opère alors en périphé-
rie des structures liquides di�uses, et permet ainsi de modéliser l’augmentation du nombre de
gouttes créées observée expérimentalement sur des points de fonctionnement similaires. Il s’agit
là d’un mécanisme qu’il est essentiel de pouvoir reproduire dans le contexte des instabilités ther-
moacoustiques puisque l’augmentation de la masse de liquide atomisée in�uence directement la
réponse des �ammes dans un cas réactif.

3. Sous l’e�et des contraintes acoustiques, un élargissement important de la zone de présence du
liquide a également été observé dans le plan orthogonal à l’axe acoustique, que ce soit pour la
phase liquide transportée par le solveur Navier-Stokes ou pour les gouttes du spray. Il s’agit
là d’un mécanisme d’ores et déjà observé expérimentalement sur des points de fonctionnement
similaires. Le reproduire constitue donc un élément de validation supplémentaire des méthodes
et modèles numériques utilisés. Par ailleurs, une analyse physique du processus d’atomisation
du cœur liquide nous a permis de relier ces observations à l’in�uence de l’aplatissement du cœur
liquide sur l’angle d’éjection des fragments liquides créés par le cisaillement entre l’écoulement
co-courant gazeux et le jet liquide. Dans un cas réactif, l’élargissement de la zone de présence de la
phase liquide peut in�uencer la forme des �ammes et donc modi�er leur réponse aux �uctuations
acoustiques. Reproduire ce comportement est donc essentiel.

4. Dans un quatrième temps, un couplage entre le système d’injection et la cavité acoustique a
été mis en évidence par la simulation numérique. Les �uctuations de pression en entrée d’injec-
teur conduisent à la propagation des ondes dans le conduit d’injection et provoquent ainsi une
modulation du débit d’injection du co-courant gazeux similaire à ce qui a pu être mesuré expéri-
mentalement. Le cisaillement intermittent entre les structures liquides et le gaz conduit alors à la
production périodique de gouttes à la fréquence d’excitation acoustique. Par ailleurs, l’injection
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en un ventre d’intensité acoustique mène à une production de gouttes dissymétrique de part et
d’autre de l’axe d’injection. Ce processus de couplage est spéci�que à l’impédance du système
d’injection et pourrait donc s’avérer di�érent pour d’autres con�gurations.

5. En�n, une analyse de la dynamique du spray a permis de démontrer la capacité de l’approche ci-
nétique Eulérienne à restituer la dynamique de réponse des gouttes aux oscillations transverses
du gaz. En particulier, la méthode sectionnelle de discrétisation de l’espace des tailles de gouttes
présente l’avantage de permettre une restitution des di�érentes amplitudes et phases d’oscilla-
tions des gouttes selon leur taille, à condition de considérer un nombre su�sant de sections.

La partie IV fut quant à elle entièrement consacrée à l’analyse du mécanisme particulier de la dévia-
tion de la phase liquide par la force de radiation acoustique. Une analyse spéci�que de la dynamique des
gouttes réalisée au chapitre 9 a démontré, dans un premier temps, que l’axe central du spray subissait un
décentrement progressif vers le ventre de vitesse acoustique le plus proche. Ce phénomène a également
été observé expérimentalement sur de multiples points de fonctionnement. Par ailleurs, l’e�et de ce dé-
centrement sur la réponse des �ammes dans un cas réactif a également été démontré par le passé sur
le banc Mascotte de l’Onera. Une modélisation simpli�ée du phénomène a cependant démontré que
la contribution de la force de traînée sur la dynamique des gouttes était, dans ce cas précis, opposée à
l’action de la force de radiation acoustique, empêchant ainsi théoriquement les contraintes acoustiques
de dévier le spray. Pour fournir une explication quant à ces observations contradictoires, le chapitre 10
a été consacré à une analyse similaire réalisée cette fois-ci sur la phase liquide transportée par le solveur
Navier-Stokes. L’accès simpli�é à la phase liquide lors de l’exploitation des résultats LES a ainsi permis
de démontrer que les structures liquides déviées par la force de radiation acoustique étaient en réalité
le cœur et les plus gros ligaments, pour lesquels la force de traînée joue un rôle négligeable. C’est ainsi
la déviation de ces plus grosses structures liquides qui conduit dans ce cas précis au décentrement de
l’axe du spray vers le ventre de vitesse acoustique le plus proche.

Dans la suite de ce chapitre, nous avons également cherché à modéliser la déviation du cœur liquide
de façon simpli�ée pour pouvoir, à l’avenir, en restituer l’in�uence sur la réponse des �ammes dans le
contexte de la modélisation bas-ordre des instabilités de combustion de haute fréquence. Un modèle
spéci�que a été formulé sur la base de travaux de la littérature dans le but 1) de restituer l’e�et de la
vitesse d’injection du liquide sur la déviation du cœur et 2) de pouvoir modéliser l’aspect transitoire
de cette déviation. Une comparaison de ce modèle aux données expérimentales a cependant révélé
une précision insu�sante en l’état. La quantité limitée de données expérimentales de référence nous a
alors conduit à proposer une calibration du modèle basée sur des choix pragmatiques. Le modèle ainsi
corrigé de façon empirique a été appliqué à l’estimation de la déviation du cœur liquide pour le point
de fonctionnement spéci�quement dé�ni dans ce mémoire. Cette modélisation nous a en particulier
permis d’analyser le comportement transitoire du mécanisme tout en prenant en compte l’in�uence de
la vitesse d’injection du liquide. Tout comme la simulation LES, le modèle corrobore �nalement le fait
que la déviation du spray provienne à l’origine de la déviation des plus grosses structures liquides par
la force de radiation acoustique.

Les mécanismes de réponse du jet liquide étudiés dans ces travaux par la simulation numérique
correspondent à des mécanismes d’ores et déjà observés expérimentalement par la communauté. Leur
restitution par la simulation LES constitue donc un élément de validation qualitatif des méthodes
numériques utilisées. L’exploitation avancée des simulations a également permis d’analyser certains
phénomènes di�ciles à observer expérimentalement. Les conclusions apportées permettent ainsi de
progresser dans la compréhension et la maîtrise des mécanismes d’interaction entre les perturbations
acoustiques et l’écoulement diphasique in�uençant la réponse des �ammes et la stabilité des systèmes
propulsifs. Malgré l’aspect inerte des écoulements étudiés ici, la similarité du point de fonctionnement
reproduit avec les conditions d’injection rencontrées dans les moteurs-fusées permet d’étendre les ana-
lyses et interprétations réalisées à des cas réactifs.
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Perspectives

Les résultats obtenus au cours de cette étude permettent d’envisager un certain nombre de pers-
pectives, notamment dans le cadre de la simulation LES des instabilités de combustion en conditions
d’injection subcritiques.

1. L’une des raisons pour lesquelles un point de fonctionnement expérimental a spéci�quement été
dé�ni pour ces travaux de thèse consistait à permettre une comparaison précise des résultats de si-
mulation aux données expérimentales du Coria. Une première perspective à ces travaux consiste
à acquérir un plus grand nombre d’informations expérimentales quant au comportement du jet
liquide a�n de compléter la comparaison quantitative. On pourra notamment comparer l’angle de
spray dans la direction orthogonale à l’axe acoustique, e�ectuer des mesures granulométriques
sur l’ensemble du spray et/ou en des points spéci�ques de l’écoulement, ou encore dé�nir une
méthode de mesure expérimentale de la longueur du cœur liquide adaptée au régime d’atomisa-
tion de type �bre. Une étape de validation complémentaire du code de calcul sur la base d’essais
élémentaires en conditions réactives est également à prévoir.

2. Une fois les méthodes numériques validées de façon quantitative, une perspective à ces travaux
de thèse consiste à réaliser des simulations LES d’écoulements diphasiques réactifs sous excita-
tion acoustique a�n d’analyser les e�ets des mécanismes d’interaction entre l’acoustique et la
phase liquide sur le comportement des �ammes. Ces travaux permettraient ainsi de progresser
davantage dans la compréhension des mécanismes de couplage thermoacoustique mis en cause
lors d’instabilités de combustion de haute fréquence.

3. Les simulations numériques ont mis en évidence une atomisation accrue du jet liquide en pré-
sence d’excitation acoustique, conduisant à l’arrachement de fragments liquides de taille trop
faible pour être captés par le maillage. Avec la stratégie de simulation utilisée dans ces travaux,
cela induit une di�usion non négligeable de la fraction massique autour du cœur liquide. Puis-
qu’une seule vitesse caractérise le mélange homogène liquide-gaz dans chaque maille selon l’ap-
proche à interface di�use à 4 équations, la di�usion de la fraction massique est associée à une
perte d’information quant au di�érentiel de vitesse entre les phases. Il en va de même concernant
la forme des structures liquides sous-résolues. Il s’agit là d’un phénomène numérique déjà ob-
servé en l’absence d’excitation acoustique dans la zone de création des ligaments en aval du cœur
liquide. Son in�uence sur l’écoulement est cependant bien supérieure en présence d’excitation
acoustique, la masse de liquide concernée étant plus élevée. La forme des structures liquides et
le di�érentiel de vitesse avec le gaz sont deux informations utiles à la modélisation des proces-
sus d’atomisation et de fragmentation ainsi qu’à la modélisation des contraintes s’exerçant sur
le liquide. Une perspective de développement de la stratégie de simulation actuelle consiste donc
à formuler un modèle à 7 équations donnant accès à la vitesse locale de chacune des phases du
mélange, tout en résolvant des équations de transport pour la densité d’aire interfaciale ainsi que
pour des variables géométriques dé�nissant la courbure locale des structures liquides en sous-
maille.

4. L’expérimentation a montré par le passé que les gouttes pouvaient être déformées par la pression
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de radiation acoustique, de la même façon que le cœur liquide. Lorsque l’amplitude des ondes
acoustiques est su�sante, cette déformation peut même conduire à la fragmentation des gouttes.
Il peut alors être envisagé de développer un modèle de fragmentation des gouttes par la pression
de radiation acoustique. Une piste de recherche a été proposée en section 5.2.1 sur la base des
travaux de Yarin et al. [167], et nécessiterait au préalable de formuler de façon analytique les
�uctuations de pression autour d’une goutte de géométrie quelconque positionnée dans un champ
acoustique plan stationnaire multi-harmonique.

5. Un modèle restituant l’e�et de la force de radiation acoustique sur les gouttes du spray en pré-
sence d’ondes acoustiques constituées d’harmoniques multiples a été formulé et développé au
cours de ces travaux de thèse au sein du solveur dédié à la description de la phase dispersée.
Cette formulation a été e�ectuée sans tenir compte de la viscosité du milieu ambiant. Or, il a été
démontré au chapitre 3 que l’in�uence de cette viscosité sur la force de radiation pouvait être
non négligeable dans certains cas. Une perspective d’évolution consiste donc à généraliser la for-
mulation multi-harmonique de la force de radiation en tenant compte de l’e�et de la viscosité du
milieu ambiant.

6. Les simulations numériques e�ectuées lors de ces travaux ont également mis en évidence un cou-
plage entre le système d’injection et la cavité acoustique. L’in�uence de ce couplage sur l’écou-
lement dépend cependant de l’impédance du système d’injection. Dans le cas de simulations
numériques, l’impédance de l’injecteur est directement pilotée par la nature des conditions aux
limites imposées en entrée du domaine de calcul, et peut s’avérer di�cile à maîtriser. A�n de
s’a�ranchir de ces contraintes numériques, il peut être envisagé de simuler l’intégralité du sys-
tème d’injection jusqu’aux réservoirs de stockage des �uides. Cela dit, le coût de calcul associé
serait bien trop important avec la stratégie de simulation utilisée dans ce mémoire. Une pers-
pective possible est de faire appel à un code de calcul dédié à la propagation acoustique d’ordre
élevé pour simuler les �uctuations de l’écoulement au sein du système d’injection, et de coupler
cette approche à la stratégie de simulation actuelle pour la simulation de l’écoulement diphasique
au sein de la chambre. Un couplage similaire entre ces deux approches de simulation a déjà été
e�ectué par Langenais et al. [85] dans le cadre de la simulation de jets libres supersoniques.

Une autre perspective à ces travaux de thèse s’inscrit dans le contexte de la modélisation bas-ordre
des instabilités de combustion de haute fréquence. La modélisation bas-ordre est un outil utilisé dans
l’industrie lors de la conception des moteurs pour prédire la stabilité des systèmes propulsifs à bas
coût. Le principe de ce type de modélisation et de décrire de façon simple la relation entre les �uctua-
tions du taux de dégagement de chaleur et les perturbations de pression dues aux ondes acoustiques.
L’une des approches possibles est de relier ces deux paramètres à l’aide de modèles pragmatiques is-
sus de constatations physiques e�ectuées à partir d’expérimentations ou de simulations numériques
LES. C’est notamment l’approche suivie par Gonzalez-Flesca et al. [58] à travers le développement
de l’outil Stahf, conçu comme l’assemblage de di�érents modèles bas-ordres dédiés à la modélisation
de phénomènes de couplage spéci�ques entre l’écoulement réactif et les ondes acoustiques. Dans ce
contexte, Gonzalez-Flesca et al. [57, 58] ont notamment développé un modèle particulier pour esti-
mer la dynamique d’oscillation du jet central de LOX sous l’e�et des �uctuations de vitesse transverse
du gaz, et son in�uence sur la dynamique des �ammes. Pour compléter cette approche, une perspec-
tive aux travaux présentés dans ce mémoire consiste à intégrer à l’outil Stahf le modèle de déviation
du cœur liquide par la force de radiation acoustique formulé au chapitre 10, a�n de pouvoir restituer
l’in�uence de cette déviation sur la position et l’orientation des �ammes dans le champ acoustique.
L’avantage de ce modèle est qu’il tient compte de l’e�et de la vitesse d’injection de la phase liquide sur
l’amplitude de déviation tout en permettant de décrire la phase transitoire du mécanisme. Pour pou-
voir appliquer ce modèle dans le cadre de la modélisation bas-ordre, il serait néanmoins nécessaire de
procéder au préalable à sa généralisation, car il n’est actuellement valide que sur une plage de fonction-
nement restreinte. La calibration du modèle a en e�et mis en évidence une dépendance de la déviation
à di�érents paramètres tels que les caractéristiques géométriques de l’injecteur, la vitesse d’injection
du liquide, la position d’injection dans le champ acoustique ou encore l’amplitude des �uctuations de
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pression au passage des ondes acoustiques transverses. Pour étendre le domaine de validité associé à la
calibration du modèle, il semble indispensable d’avoir accès à des données expérimentales supplémen-
taires acquises sur des points de fonctionnement variés. Une fois généralisé, le modèle pourrait être
appliqué à la fois à des régimes de fonctionnement sub- et transcritiques, car la déviation du jet dense
par la force de radiation acoustique ne dépend que de la di�érence de masse volumique entre le �uide
et le milieu ambiant, et aucunement de la tension de surface.
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Annexe A

Caractérisation d’un spray modélisé par

l’approche sectionnelle a�ne

Cette annexe a pour objectif d’introduire diverses notations et méthodes de calcul particulières pour
la caractérisation d’un spray modélisé par l’approche sectionnelle a�ne. En e�et, puisqu’un spray est
dans la réalité constitué d’un ensemble d’inclusions discrètes, la description Eulérienne des gouttes
conduit à prendre certaines précautions lors de l’interprétation des résultats de simulations. Certaines
notations et formulations dé�nies au préalable en section 2.2.2 sont à nouveau dé�nies ici de manière
à faciliter la lecture de cette annexe.

A.1 Traitement de données instantanées et locales

A.1.1 Distributions en taille de gouttes

La résolution du système d’équations de conservation (2.91) donne accès, à chaque instant et dans
chaque cellule Vc du maillage, aux quantités conservées suivantes :

qk =
©«
ρk

ρkvk

nk

ª®®¬ , (A.1)

où, rappelons-le, ρk et nk sont respectivement la masse volumique et la densité numérique de gouttes
dans la section k , tandis quevk représente leur vitesse. De ce jeu de variables, il est possible de calculer
la fraction volumique de gouttes αk ainsi que le diamètre moyen Dk des inclusions dans la section k
comme :

αk =
ρk

ρ0
, Dk =

(
6αk

πnk

)1/3
, (A.2)

avec ρ0 la masse volumique du liquide à la température de référence T0, qui s’avère correspondre dans
ce mémoire à la température d’injection du liquide. Notons que le diamètre moyenDk peut être assimilé
à un diamètre statistique de type D30 représentant le diamètre d’une goutte dont le volume est égal au
volume moyen des inclusions contenues dans la section k .

Excepté pour la densité numérique de gouttes nk , les quantités conservées contenues dans le vec-
teurqk ainsi que la fraction volumique αk sont des quantités di�ciles, voire pour certaines impossibles,
à mesurer expérimentalement. En général, la caractérisation d’un spray passe plutôt par la mesure de
distributions en taille de gouttes. Dans le cas de simulations numériques basées sur l’approche section-
nelle a�ne (Sibra [139]), rappelons que la variable taille selon laquelle la distribution numérique par
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Figure A.1 – Illustration des situations possibles pour la reconstruction a�ne de la distribu-

tion numérique en taille de gouttes par section (Sibra [139]).

unité de volume ϕn est considérée a�ne par morceaux n’est autre que la surface des gouttes S . Avec un
nombre Ns de sections considérées pour discrétiser ϕn , il est possible d’écrire à chaque instant et dans
chaque cellule du maillage :

ϕn(S) =
Ns∑
k=1

ϕkn(S), (A.3)

où ϕkn représente la distribution numérique en taille des gouttes contenues dans la section k . La façon
dont sont dé�nies ces distributions est illustrée en �gure A.1. Sur cette �gure, Sk−1 et Sk représentent
respectivement les bornes �gées minimale et maximale de surface de gouttes de chaque section k ,
tandis que les notations (Ska , ak ) et (Skb , bk ) sont les coordonnées des deux extremums de ϕkn . Selon cette
représentation, les abscisses Ska et Skb ne sont pas obligatoirement égales aux bornes �xes de la section
Sk−1 et Sk . Par conséquent, trois situations peuvent être rencontrées (cf. �gure A.1) :

(a) ak = 0 et Skb = Sk ,

(b) Ska = Sk−1 et Skb = Sk ,

(c) bk = 0 et Ska = Sk−1.

(A.4)

De façon générale, il est ainsi possible d’exprimer les distributions numériques par section ϕkn comme :

ϕkn(S) =


0 si S ∈ [Sk−1, Ska [ ou S ∈]Skb , Sk [,

ak +
(
bk − ak

) S − Ska
Skb − S

k
a

si S ∈ [Ska , Skb ].
(A.5)

Pour déterminer les paramètres déterminants Ska , Skb , ak et bk à partir des quantités nk et ρk , Sibra
[139] dé�nit une procédure d’inversion particulière. Dans le cadre de cette procédure, introduisons tout
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d’abord les paramètres suivants : 

∆Sk = Sk − Sk−1,

Sk5/2 =
2
5

(
S5/2k − S

5/2
k−1

)
,

Sk7/2 =
2
7

(
S7/2k − S

7/2
k−1

)
,

Ak = SkS
k
5/2 − S

k
7/2,

Bk = Sk7/2 − Sk−1S
k
5/2,

Ck =
Bk −Ak

2 .

(A.6)

Pour chaque section, nous sommes également amenés à considérer les fonctions suivantes :

f kSa

(
X ,

ρk

nk

)
= 2X 5 + 4

√
SkX

4 + 6SkX 3 +

(
8S3/2k −

6
√
π

ρ0

35ρk

4nk

)
X 2

+

(
10S3/2k −

6
√
π

ρ0

35ρk

2nk

) √
SkX +

(
5S3/2k −

6
√
π

ρ0

35ρk

4nk

)
Sk ,

f kSb

(
X ,

ρk

nk

)
= 2X 5 + 4

√
Sk−1X

4 + 6Sk−1X 3 +

(
8S3/2k−1 −

6
√
π

ρ0

35ρk

4nk

)
X 2

+

(
10S3/2k−1 −

6
√
π

ρ0

35ρk

2nk

) √
Sk−1X +

(
5S3/2k−1 −

6
√
π

ρ0

35ρk

4nk

)
Sk−1.

(A.7)

La procédure d’inversion de Sibra [139] consiste alors, selon la situation rencontrée parmi les trois
illustrées en �gure A.1, à résoudre le système suivant :

(a)


f kSa

(√
Ska ,

ρk

nk

)
= 0 et Skb = Sk

ak = 0

bk =
2nk

Sk − Ska

si 6
√
π

ρ0
ρk >

2nkBk

∆Sk
2 ,

(b)


Ska = Sk−1 et Skb = Sk

ak =
nkBk/∆Sk − 3

√
πρk∆Sk/ρ0

Ck

bk = −n
kAk/∆Sk − 3

√
πρk∆Sk/ρ0

Ck

si 2nkAk

∆Sk
2 ≤

6
√
π

ρ0
ρk ≤ 2nkBk

∆Sk
2 ,

(c)


f kSb

(√
Skb ,

ρk

nk

)
= 0 et Ska = Sk−1

ak =
2nk

Skb − Sk−1
bk = 0

sinon.

(A.8)

Grâce à cette procédure d’inversion, il est donc possible de reconstruire, à chaque instant et dans chaque
volume de contrôle, la distribution numérique en taille de gouttes par unité de volumeϕn(S) en fonction
de leur surface S . Cependant, on préférera la plupart du temps tracer cette distribution en fonction du
diamètre des gouttes D. De façon générale, il est possible d’écrire :

ϕkn(D)dD = ϕkn(S)dS, avec S = πD2. (A.9)
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En appliquant cette égalité à la formulation (A.5), on obtient :

ϕkn(D) =


0 si D ∈ [Dk−1,D

k
a [ ou D ∈]Dk

b ,Dk [,

2πD
[
ak +

(
bk − ak

) πD2 − Ska
Skb − S

k
a

]
si D ∈ [Dk

a ,D
k
b ],

(A.10)

avec :

Dk−1 =

(
Sk−1
π

)1/2
, Dk =

(
Sk
π

)1/2
,

Dk
a =

(
Ska
π

)1/2
, Dk

b =

(
Skb
π

)1/2
.

(A.11)

Il est également intéressant de pouvoir tracer la répartition du volume de gouttes en fonction de
leur taille. Pour cela, il est possible de dé�nir la distribution volumique en taille de gouttes par unité de
volume ϕkv pour la section k en fonction de ϕkn comme :

ϕkv (D) =
πD3

6 ϕkn(D). (A.12)

Dans le cadre de l’approche sectionnelle a�ne, on peut ainsi écrire :

ϕv (D) =
Ns∑
k=1

ϕkv (D),

=

Ns∑
k=1

πD3

6 ϕkn(D),

=
πD3

6 ϕn(D). (A.13)

Par ailleurs, l’intégrale de ϕn sur l’espace des tailles vaut
´
ϕn(D)dD = ntot =

∑
k n

k , tandis que l’inté-
grale de ϕv vaut

´
ϕv (D)dD = α tot =

∑
k α

k . De plus, les distributions numérique et volumique peuvent
également être tracées sous forme adimensionnée :

fn(D) =
ϕn(D)
∞̂

0

ϕn(D)dD

=
ϕn(D)
ntot

, (A.14)

fv (D) =
ϕv (D)
∞̂

0

ϕv (D)dD

=
D3ϕn(D)

∞̂

0

D3ϕn(D)dD

,

=
D3 fn(D)

∞̂

0

D3 fn(D)dD

. (A.15)

Dans ce cas, fn représente la fonction de densité de probabilité numérique. De façon équivalente et par
abus de langage, il est également fait mention de fv comme de la fonction de densité de probabilité
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volumique. Par dé�nition, les intégrales de ces fonctions valent chacune 1. En�n, il est souvent fait
mention des fonctions cumulatives Fn et Fv dé�nies comme :

Fn(D) =
D̂

0

fn(D)dD =

D̂

0

ϕn(D)dD

ntot
, (A.16)

Fv (D) =
D̂

0

fv (D)dD =

D̂

0

D3ϕn(D)dD

∞̂

0

D3ϕn(D)dD

,

=

D̂

0

D3 fn(D)dD

∞̂

0

D3 fn(D)dD

. (A.17)

A.1.2 Grandeurs moyennes sur l’espace des tailles

À partir des distributions instantanées et locales dé�nies précédemment, il est possible de calculer
la valeur prise en moyenne par certaines grandeurs, notées ici φ(D), sur l’espace des tailles. On parlera
de grandeurs sectionnelles, d’exposant k , pour les grandeurs moyennées sur chaque section du spray,
et de grandeurs globales, d’exposant tot, pour les grandeurs moyennées sur l’ensemble de l’espace des
tailles.

Distinguons tout d’abord deux types de variables pouvant décrire l’état d’un spray représenté par
une approche Eulérienne :
− les variables dites intensives qui ne dépendent pas de la quantité de gouttes présentes localement.

Ces variables sont par exemple la température, la vitesse, le nombre de Weber, le nombre de
gouttes �lles créées par goutte mère lors du processus de fragmentation, etc.

− les variables dites extensives proportionnelles au nombre ou au volume de gouttes présentes lo-
calement. Il s’agira par exemple de la fraction volumique, de la masse volumique ou de la densité
numérique de gouttes, mais également des débits d’atomisation ou de pseudo-coalescence, etc.

Pour une grandeur extensive, sa valeur globale φtot sur l’ensemble de l’espace des tailles n’est autre que
la somme de ses valeurs pour chaque section k du spray :

φtot =
Ns∑
k=1

φk . (A.18)

En revanche, pour une grandeur intensive, la valeur globale φtot correspond à la moyenne statistique de
cette grandeur sur l’ensemble de l’espace des tailles. Pour e�ectuer cette moyenne, deux pondérations
di�érentes peuvent être utilisées :
− une pondération par la distribution numérique en taille de gouttes par unité de volume ϕn(D).

Cette pondération, que l’on distinguera par l’indice |n, permet de calculer la valeur de la grandeur
prise en moyenne par l’ensemble des gouttes du spray, localement et à un instant donné.
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− une pondération par la distribution volumique en taille de gouttes par unité de volume ϕv (D).
Cette pondération, que l’on distinguera par l’indice |α , permet de calculer la valeur de la grandeur
prise en moyenne par le volume de liquide contenu dans le spray, localement et à un instant
donné.

Selon ces deux pondérations, les moyennes statistiques s’écrivent :

φtot|n =

∞̂

0

φ(D)ϕn(D)dD

∞̂

0

ϕn(D)dD

,

=

Ns∑
k=1

Dkˆ

Dk−1

φk (D)ϕkn(D)dD

Ns∑
k=1

Dkˆ

Dk−1

ϕkn(D)dD

,

=

Ns∑
k=1

φk|nn
k

Ns∑
k=1

nk

,

=

Ns∑
k=1

φk|nn
k

ntot
, (A.19)

et

φtot|α =

∞̂

0

φ(D)ϕv (D)dD

∞̂

0

ϕv (D)dD

,

=

Ns∑
k=1

Dkˆ

Dk−1

φk (D)ϕkv (D)dD

Ns∑
k=1

Dkˆ

Dk−1

ϕkv (D)dD

,

=

Ns∑
k=1

φk|αα
k

Ns∑
k=1

αk

,

=

Ns∑
k=1

φk|αα
k

α tot
, (A.20)

où l’on a dé�ni de la même manière les grandeurs intensives sectionnelles φk|n et φk|α par :

φk|n =

Dkˆ

Dk−1

φk (D)ϕkn(D)dD

Dkˆ

Dk−1

ϕkn(D)dD

, (A.21) et
φk|α =

Dkˆ

Dk−1

φk (D)ϕkv (D)dD

Dkˆ

Dk−1

ϕkv (D)dD

, (A.22)

avec, rappelons-le :
Dkˆ

Dk−1

ϕkn(D)dD = nk et
Dkˆ

Dk−1

ϕkv (D)dD = αk . (A.23)

Il est important de souligner que la méthode de pondération (|n ou |α ) utilisée pour évaluer une grandeur
globale intensive φtot|x doit être la même que celle utilisée pour la grandeur sectionnelle associée φk|x .
Notons que, en général, les grandeurs archivées par le solveur à phase dispersée correspondent aux
moyennes statistiques pondérées par la distribution numérique en taille de gouttes pour chaque section,
i.e. φk|n . Cependant, dans le cas de la vitesse ou de la température, dont on considère une valeur unique
par section de spray (φk (D) = cstek ), les deux dé�nitions φk|n et φk|α sont équivalentes et correspondent
aux composantes de la vitesse archivée vk et à la température θk . Pour illustrer ces propos, prenons
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justement l’exemple de la vitesse du spray. Localement et à un instant donné, le vecteur vitesse global
d’un spray pondéré par la densité numérique ou la fraction volumique de gouttes de chaque section
s’écrit (cf. équations (A.19) et (A.20)) :

v tot

|n =

©«

v tot

X |n

v tot

Y |n

v tot

Z |n

ª®®®®®®¬
,

=

©«

Ns∑
k=1

vkX |nn
k

ntot
Ns∑
k=1

vkY |nn
k

ntot
Ns∑
k=1

vkZ |nn
k

ntot

ª®®®®®®®®®®®®®®®®¬

,

=

©«

Ns∑
k=1

vkXn
k

ntot
Ns∑
k=1

vkYn
k

ntot
Ns∑
k=1

vkZn
k

ntot

ª®®®®®®®®®®®®®®®®¬

, (A.24)

v tot

|α =

©«

v tot

X |α

v tot

Y |α

v tot

Z |α

ª®®®®®®¬
,

=

©«

Ns∑
k=1

vkX |αα
k

α tot

Ns∑
k=1

vkY |αα
k

α tot

Ns∑
k=1

vkZ |αα
k

α tot

ª®®®®®®®®®®®®®®®®¬

,

=

©«

Ns∑
k=1

vkXα
k

α tot

Ns∑
k=1

vkYα
k

α tot

Ns∑
k=1

vkZα
k

α tot

ª®®®®®®®®®®®®®®®®¬

, (A.25)

avec vkX , vkY et vkZ les composantes de la vitesse instantanée et locale archivée par le solveur à phase
dispersée pour chaque section du spray.

A.1.3 Diamètres statistiques

À partir des distributions instantanées et locales, il est également possible de calculer un cer-
tain nombre de diamètres moyens, que l’on quali�era plutôt ici de diamètres statistiques pour ne pas
confondre avec les notions de moyennes temporelle et spatiale traitées dans la suite de cette annexe.
Sur la base des distributions numérique et volumique en taille de gouttes par unité de volume ϕn et ϕv ,
on dé�nit les diamètres statistiques Dpq comme :

D
p−q
pq =

∞̂

0

Dpϕn(D)dD

∞̂

0

Dqϕn(D)dD

=

∞̂

0

Dp−3ϕv (D)dD

∞̂

0

Dq−3ϕv (D)dD

, (A.26)
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ou bien, de manière équivalente, en fonction des densités de probabilité fn et fv :

D
p−q
pq =

∞̂

0

Dp fn(D)dD

∞̂

0

Dq fn(D)dD

=

∞̂

0

Dp−3 fv (D)dD

∞̂

0

Dq−3 fv (D)dD

. (A.27)

Dans le cadre de l’approche sectionnelle a�ne, puisque les distributions sont continues par morceaux,
les diamètres Dpq s’expriment comme :

D
p−q
pq =

Ns∑
k=1

Dkˆ

Dk−1

Dpϕkn(D)dD

Ns∑
k=1

Dkˆ

Dk−1

Dqϕkn(D)dD

,

=

Ns∑
k=1

Ikp

Ns∑
k=1

Ikq

, (A.28)

où nous avons dé�ni la variable Ikp comme :

Ikp =

Dkˆ

Dk−1

Dpϕkn(D)dD, (A.29)

et donc :

Ikp =

Dk
bˆ

Dk
a

2πDp+1

[
ak +

(
bk − ak

) πD2 − Ska
Skb − S

k
a

]
dD,

=

Dk
bˆ

Dk
a

2πDp+1akdD +

Dk
bˆ

Dk
a

2π 2Dp+3b
k − ak

Skb − S
k
a
dD −

Dk
bˆ

Dk
a

2πDp+1b
k − ak

Skb − S
k
a
SkadD.

(A.30)

En posant X k = (bk − ak )/(Skb − S
k
a ), on peut alors écrire :

Ikp =
2π

p + 2
(
ak − X kSka

) (
Dk
b
p+2 − Dk

a
p+2

)
+

2π 2

p + 4X
k
(
Dk
b
p+4 − Dk

a
p+4

)
. (A.31)

De manière équivalente, Ikq est formulé par :

Ikq =
2π

q + 2
(
ak − X kSka

) (
Dk
b
q+2 − Dk

a
q+2

)
+

2π 2

q + 4X
k
(
Dk
b
q+4 − Dk

a
q+4

)
. (A.32)

Une seconde catégorie de diamètres statistiques notés Dnx et Dvx peut être considérée. Ces dia-
mètres sont calculés à partir des fonctions cumulatives Fn et Fv comme :

Fn(Dnx ) = x et Fv (Dvx ) = x . (A.33)
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Cela signi�e qu’une fraction x du nombre total de gouttes (ou respectivement du volume total de li-
quide contenu dans ces gouttes) est composé de gouttes ayant un diamètre inférieur à Dnx (ou Dvx
respectivement). À partir de ces diamètres, il est par ailleurs possible de dé�nir les largeurs relatives
(span factors en anglais) ∆n et ∆v des distributions numérique et volumique comme :

∆n =
Dn0.9 − Dn0.1

Dn0.5
et ∆v =

Dv0.9 − Dv0.1
Dv0.5

. (A.34)

A.2 Traitement de données moyennes en temps et/ou en espace

Dans la suite de cette annexe, nous souhaitons formuler les moyennes temporelle et spatiale de
di�érentes grandeurs associées à un spray. Pour cela, nous dissocierons le traitement des grandeurs
extensives du traitement des grandeurs intensives et des diamètres statistiques.

A.2.1 Moyennes de grandeurs extensives

Pour le traitement de grandeurs extensives moyennes, de nouvelles notations sont dé�nies :

φ : grandeur dé�nie dans la cellule Vc de volume |Vc | à l’itération i de pas de temps ∆ti ,

φ : moyenne temporelle arithmétique de φ dans la cellule Vc ,

〈φ〉Ω : moyenne spatiale arithmétique de φ sur le domaine Ω à l’itération i,

〈φ〉Ω : moyenne spatiale arithmétique de φ sur le domaine Ω,

〈φ〉Ω : moyenne temporelle arithmétique de 〈φ〉Ω .

Concrètement, les moyennes temporelle et spatiale arithmétiques sont dé�nies par :

φ =

∑
i

φ ∆ti∑
i

∆ti
, (A.35) et 〈φ〉Ω =

∑
Vc ∈Ω

φ |Vc |∑
Vc ∈Ω
|Vc |
. (A.36)

Il est important de souligner que ces moyennes arithmétiques ne peuvent être appliquées qu’à des
grandeurs extensives, avec φ pouvant cependant être une grandeur sectionnelle (φk ) ou globale (φtot).
Pour les grandeurs intensives, une pondération particulière devra être utilisée (cf. section A.2.2).

Distributions en taille de gouttes

Comme leurs noms l’indiquent, les distributions numérique et volumique en taille de gouttes par
unité de volume, notées respectivementϕn(D) etϕv (D), décrivent la répartition du nombre et du volume
de gouttes sur l’espace des tailles dans chacun des volumes de contrôle. Puisque le nombre et le volume
de gouttes sont deux grandeurs extensives, les moyennes temporelle et spatiale arithmétiques peuvent
être appliquées :

ϕn(D) =

∑
i

ϕn(D)∆ti∑
i

∆ti
, (A.37) ϕv (D) =

∑
i

ϕv (D)∆ti∑
i

∆ti
, (A.38)
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〈ϕn(D)〉Ω =

∑
Vc ∈Ω

ϕn(D) |Vc |∑
Vc ∈Ω
|Vc |

,

=

∑
Vc ∈Ω

ϕn(D) |Vc |

|Ω | , (A.39)

〈ϕv (D)〉Ω =

∑
Vc ∈Ω

ϕv (D) |Vc |∑
Vc ∈Ω
|Vc |

,

=

∑
Vc ∈Ω

ϕv (D) |Vc |

|Ω | , (A.40)

avec |Ω | le volume du domaine Ω. Cela revient donc à calculer, pour chaque diamètre D, le nombre
ou respectivement le volume moyen de gouttes de ce diamètre rencontrées au cours du temps ou dans
un volume donné. Dans le cas d’une approche sectionnelle, puisque les bornes de chaque section Dk−1
et Dk sont �gées, l’expression (A.3) appliquée aux moyennes arithmétiques dé�nies précédemment
conduit également à :

ϕn(D) =
Ns∑
k=1

ϕkn(D), (A.41) ϕv (D) =
Ns∑
k=1

ϕkv (D), (A.42)

〈ϕn(D)〉Ω =

Ns∑
k=1
〈ϕkn(D)〉Ω, (A.43) 〈ϕv (D)〉Ω =

Ns∑
k=1
〈ϕkv (D)〉Ω . (A.44)

avec pour chaque section :

ϕkn(D) =

∑
i

ϕkn(D)∆ti∑
i

∆ti
, (A.45) ϕkv (D) =

∑
i

ϕkv (D)∆ti∑
i

∆ti
, (A.46)

〈ϕkn(D)〉Ω =

∑
Vc ∈Ω

ϕkn(D) |Vc |∑
Vc ∈Ω
|Vc |

,

=

∑
Vc ∈Ω

ϕkn(D) |Vc |

|Ω | , (A.47)

〈ϕkv (D)〉Ω =

∑
Vc ∈Ω

ϕkv (D) |Vc |∑
Vc ∈Ω
|Vc |

,

=

∑
Vc ∈Ω

ϕkv (D) |Vc |

|Ω | , (A.48)

Il peut également facilement être démontré qu’une fois conjuguées, les moyennes temporelle et spatiale
peuvent être interverties :

〈
ϕn(D)

〉
Ω
=

∑
Vc ∈Ω

©«
∑
i

ϕn(D)∆ti∑
i

∆ti

ª®®®¬ |Vc |∑
Vc ∈Ω
|Vc |

,
〈
ϕv (D)

〉
Ω
=

∑
Vc ∈Ω

©«
∑
i

ϕv (D)∆ti∑
i

∆ti

ª®®®¬ |Vc |∑
Vc ∈Ω
|Vc |

,
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=

∑
Vc ∈Ω

(∑
i

ϕn(D)∆ti

)
|Vc |∑

i

∆ti
∑
Vc ∈Ω
|Vc |

,

=

∑
i

©«
∑
Vc ∈Ω

ϕn(D) |Vc |∑
Vc ∈Ω
|Vc |

ª®®®®¬
∆ti

∑
i

∆ti
,

= 〈ϕn(D)〉Ω, (A.49)

=

∑
Vc ∈Ω

(∑
i

ϕv (D)∆ti

)
|Vc |∑

i

∆ti
∑
Vc ∈Ω
|Vc |

,

=

∑
i

©«
∑
Vc ∈Ω

ϕv (D) |Vc |∑
Vc ∈Ω
|Vc |

ª®®®®¬
∆ti

∑
i

∆ti
,

= 〈ϕv (D)〉Ω . (A.50)
Pour �nir, il est important de préciser que, pour chaque section, la distribution moyenne (en temps
et/ou en espace) peut ne pas être a�ne. En e�et, puisque les bornes (Ska , Skb ) peuvent être di�érentes
des bornes �gées (Sk−1, Sk ) et évoluer au cours du temps ou dans l’espace, la moyenne arithmétique
des distributions d’une section k donnée sera en réalité une fonction a�ne par morceaux constituée
d’autant de segments que de couples (Ska , Skb ) di�érents dans l’ensemble d’échantillons considéré.

Grandeurs sectionnelles

Pour rappel, une grandeur sectionnelle est une grandeur évaluée pour chaque section k du spray
(e.g. la densité numérique de gouttes nk ). En section A.1, les grandeurs sectionnelles extensives ont été
formulées à partir des distributions numérique et volumique instantanées et locales. Nous souhaitons
maintenant dé�nir la façon d’évaluer ces grandeurs à partir, cette fois-ci, de distributions numérique et
volumique moyennes en temps et/ou en espace.

Malgré le fait que, avec l’approche sectionnelle a�ne, une distribution moyenne (en temps et/ou
en espace) ne puisse a priori pas être considérée elle-même a�ne, il est possible de démontrer que si
une grandeur sectionnelle extensive peut être formulée comme l’intégrale sur l’espace des tailles d’une
fonction linéaire f des distributions en taille de gouttes ϕn(D) et ϕv (D), c’est-à-dire :

φk =

Dkˆ

Dk−1

f
(
ϕkn(D),ϕkv (D)

)
dD, (A.51)

alors la moyenne arithmétique (temporelle et/ou spatiale) de cette grandeur est égale à la valeur de
cette grandeur évaluée à partir des distributions moyennes. Pour le démontrer, dé�nissons de nouvelles
notations :

φk : grandeur sectionnelle extensive évaluée à partir d’une distribution instantanée
et locale (rappel),

φ̃k : grandeur sectionnelle extensive évaluée à partir d’une distribution moyennée
en temps dans la cellule Vc ,[

φk
]
Ω

: grandeur sectionnelle extensive évaluée à partir d’une distribution moyennée
en espace à l’itération i,[

φ̃k
]
Ω
=

[̃
φk

]
Ω

: grandeur sectionnelle extensive évaluée à partir d’une distribution moyennée
en temps et en espace (égalité issue de (A.49) et (A.50)).
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La dé�nition des opérateurs ·̃ et [·]Ω et le caractère linéaire des moyennes arithmétiques · et 〈·〉Ω
conduisent alors à :

φ̃k =

Dkˆ

Dk−1

f
(
ϕkn(D),ϕkv (D)

)
dD,

=

Dkˆ

Dk−1

f
(
ϕkn(D),ϕkv (D)

)
dD,

=

Dkˆ

Dk−1

∑
i

f
(
ϕkn(D),ϕkv (D)

)
∆ti∑

i

∆ti
dD,

=

∑
i

Dkˆ

Dk−1

f
(
ϕkn(D),ϕkv (D)

)
dD ∆ti∑

i

∆ti
,

=

∑
i

φk ∆ti∑
i

∆ti
,

= φk , (A.52)

[
φk

]
Ω
=

Dkˆ

Dk−1

f
(
〈ϕkn(D)〉Ω, 〈ϕkv (D)〉Ω

)
dD,

=

Dkˆ

Dk−1

〈f
(
ϕkn(D),ϕkv (D)

)
〉Ω dD,

=

Dkˆ

Dk−1

∑
Vc ∈Ω

f
(
ϕkn(D),ϕkv (D)

)
|Vc |∑

Vc ∈Ω
|Vc |

dD,

=

∑
Vc ∈Ω

Dkˆ

Dk−1

f
(
ϕkn(D),ϕkv (D)

)
dD |Vc |∑

Vc ∈Ω
|Vc |

,

=

∑
Vc ∈Ω

φk |Vc |∑
Vc ∈Ω
|Vc |

,

= 〈φk 〉Ω, (A.53)

Cette propriété s’applique notamment à l’ensemble des intégrales Ikp dé�nies par la formulation (A.29),
avec en particulier :

f
(
ϕkn(D),ϕkv (D)

)
= Dpϕkn(D). (A.54)

En e�et, la fonction f est bien linéaire car le diamètre D est ici la variable d’intégration et ne dépend
ni du temps ni de l’espace sur lesquels sont e�ectuées les moyennes. On a alors :

Ĩkp = Ikp , (A.55) et [
Ikp

]
Ω
= 〈Ikp 〉Ω, (A.56)

Cela signi�e donc que les grandeurs intégrales associées aux distributions moyennes (Ĩkp et
[
Ikp

]
Ω

)
peuvent être évaluées par les moyennes arithmétiques des intégrales des distributions instantanées
et locales (Ikp et 〈Ikp 〉Ω).

Dans le cas de la densité numérique nk et de la fraction volumique de gouttes αk dé�nies par les for-
mulations (A.23), on a ainsi :

ñk = nk , (A.57)
[
nk

]
Ω
= 〈nk 〉Ω, (A.58)

et

α̃k = αk , (A.59)
[
αk

]
Ω
= 〈αk 〉Ω . (A.60)

Les valeurs moyennes de la densité numérique et de la fraction volumique de gouttes peuvent donc
être calculées soit comme les intégrales des distributions numérique et volumique moyennes, soit di-
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rectement comme les moyennes arithmétiques de la densité numérique et de la fraction volumique.
Attention, cela ne signi�e néanmoins pas qu’il est possible d’utiliser les moyennes de densité numé-
rique et de fraction volumique de gouttes par section en entrée de la procédure d’inversion (A.8) pour
calculer les distributions moyennes associées. En e�et, cette procédure d’inversion est basée sur l’hypo-
thèse même que les distributions sont a�nes pour chaque section. Or, comme expliqué précédemment,
les distributions moyennes de chaque section peuvent ne pas être a�nes. La procédure d’inversion

(A.8) ne doit donc être utilisée que pour des distributions instantanées et locales.

En�n, de manière équivalente aux distributions (cf. équations (A.49) et (A.50)), il est également
possible de démontrer assez facilement qu’une fois conjuguées, les moyennes temporelle et spatiale de
grandeurs sectionnelles extensives respectant la relation linéaire (A.51) peuvent être interverties :〈

φk
〉
Ω
= 〈φk 〉Ω . (A.61)

Dans le cas des grandeurs intégrales Ikp , on a alors :〈
Ikp

〉
Ω
= 〈Ikp 〉Ω . (A.62)

Associé à la démarche utilisée pour obtenir les équations (A.52) et (A.53), cela nous permet facilement
de démontrer que : [

Ĩkp

]
Ω
=

[̃
Ikp

]
Ω
=

〈
Ikp

〉
Ω
= 〈Ikp 〉Ω . (A.63)

Ainsi, les grandeurs intégrales Ikp associées aux distributions moyennes conjuguées peuvent être éva-
luées par les moyennes arithmétiques conjuguées des intégrales des distributions instantanées et lo-
cales.

Grandeurs globales

De façon identique aux grandeurs sectionnelles extensives, il est possible de dé�nir de nouvelles
notations pour les grandeurs globales :

φtot : grandeur globale extensive évaluée à partir d’une distribution instantanée
et locale (rappel),

φ̃tot : grandeur globale extensive évaluée à partir d’une distribution moyennée
en temps dans la cellule Vc ,[

φtot
]
Ω

: grandeur globale extensive évaluée à partir d’une distribution moyennée
en espace à l’itération i,[

φ̃tot
]
Ω
= [̃φtot]Ω : grandeur globale extensive évaluée à partir d’une distribution moyennée

en temps et en espace (égalité issue de (A.49) et (A.50)).

La dé�nition des opérateurs ·̃ et [·]Ω et le caractère linéaire des moyennes arithmétiques · et 〈·〉Ω
associés aux relations (A.18) et (A.51) conduisent à :

φ̃tot =
Ns∑
k=1

φ̃k ,

=

Ns∑
k=1

φk ,

= φtot, (A.64)

[
φtot

]
Ω
=

Ns∑
k=1

[
φk

]
Ω
,

=

Ns∑
k=1
〈φk 〉Ω,

= 〈φtot〉Ω . (A.65)
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Cela signi�e donc que, à l’instar des grandeurs sectionnelles, si une grandeur globale extensive respecte
les relations (A.18) et (A.51), alors sa valeur moyenne (en temps ou en espace) peut être évaluée soit à
partir des intégrales des distributions numérique et volumique moyennes, soit directement comme la
moyenne arithmétique de la grandeur globale instantanée et locale.

En�n, de manière équivalente aux distributions (cf. équations (A.49) et (A.50)), il est également
possible de démontrer assez facilement qu’une fois conjuguées, les moyennes temporelle et spatiale de
grandeurs globales extensives respectant les relations linéaires (A.18) et (A.51) peuvent être interverties,
et que �nalement : [

φ̃tot
]
Ω
= [̃φtot]Ω =

〈
φtot

〉
Ω
= 〈φtot〉Ω . (A.66)

A.2.2 Moyennes de grandeurs intensives

Comme expliqué en section A.2.1, des pondérations particulières doivent être utilisées pour e�ec-
tuer les moyennes temporelle et spatiale de grandeurs intensives. Dans la suite de cette annexe, nous
utiliserons les notations suivantes :

φ |x : grandeur dé�nie dans la cellule Vc de volume |Vc | à l’itération i de pas de temps ∆ti et
pondérée par x sur l’espace des tailles (rappel),

φ |x : moyenne temporelle de φ |x pondérée par x dans la cellule Vc ,

〈φ〉Ω |x : moyenne spatiale de φ |x pondérée par x sur le domaine Ω à l’itération i,

〈φ〉Ω |x : moyenne spatiale de φ |x pondérée par x sur le domaine Ω,

〈φ〉Ω |x : moyenne temporelle de 〈φ〉Ω |x pondérée par x ,

avec φ |x pouvant être une grandeur sectionnelle (φk|n ou φk|α ; cf. équations (A.21) et (A.22)) ou globale
(φtot|n ou φtot|α ; cf. équations (A.19) et (A.20)). Selon le type de la variable considérée, la pondération x
pourra être soit la densité numérique n ou la fraction volumique α de gouttes. Notons que pour une
comparaison à des mesures expérimentales basées sur une acquisition d’images par ombroscopie, la
pondération par la densité numérique est la plus adaptée.

Il est également important de souligner que la méthode de pondération (|n ou |α ) utilisée pour
évaluer les grandeurs intensives instantanées et locales φk|x ou φtot|x doit être la même que celle utilisée
pour les moyennes spatiale et temporelle, sans quoi la consistance des résultats ne peut être assurée.
Il en va de même pour les moyennes conjuguées, qui doivent nécessairement faire appel à la même
méthode de pondération pour le moyenne temporelle et la moyenne spatiale.

Grandeurs sectionnelles

On a vu en section A.1.2 que pour une grandeur intensive quelconque φ(D) (e.g. la vitesse des
gouttes), la grandeur sectionnelle instantanée et locale associée φk|x correspondait à une moyenne sta-
tistique de φ(D) sur l’espace des tailles pondérée par la distribution numérique ou volumique en taille
de gouttes (cf. formulations (A.21) et (A.22)). De manière équivalente, évaluer la valeur moyenne (en
temps ou en espace) de cette grandeur sectionnelle intensive revient en réalité à calculer la moyenne
statistique de φ(D) en considérant plusieurs échantillons de gouttes associés chacun à un instant donné
(dans le cas d’une moyenne temporelle) ou à un volume de contrôle donné (dans le cas d’une moyenne
spatiale). On peut alors dé�nir les moyennes temporelle et spatiale d’une grandeur sectionnelle inten-
sive comme :
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φk |x =

Dkˆ

Dk−1

(∑
i

φk (D)ϕkx (D)∆ti

)
dD

Dkˆ

Dk−1

(∑
i

ϕkx (D)∆ti

)
dD

,

=

∑
i

Dkˆ

Dk−1

φk (D)ϕkx (D) dD ∆ti

∑
i

Dkˆ

Dk−1

ϕkx (D) dD ∆ti

,

=

∑
i

φk|x x
k ∆ti∑

i

xk ∆ti
,

=
φk|x x

k

xk
, (A.67)

〈φk 〉Ω |x =

Dkˆ

Dk−1

( ∑
Vc ∈Ω

φk (D)ϕkx (D)|Vc |
)
dD

Dkˆ

Dk−1

( ∑
Vc ∈Ω

ϕkx (D)|Vc |
)
dD

,

=

∑
Vc ∈Ω

Dkˆ

Dk−1

φk (D)ϕkx (D) dD |Vc |

∑
Vc ∈Ω

Dkˆ

Dk−1

ϕkx (D) dD |Vc |

,

=

∑
Vc ∈Ω

φk|x x
k |Vc |∑

Vc ∈Ω
xk |Vc |

,

=
〈φk|x x

k 〉Ω
〈xk 〉Ω

, (A.68)

avec xk = nk et ϕkx = ϕkn dans le cas d’une pondération par le nombre de gouttes, et xk = αk et ϕkx = ϕkv
dans le cas d’une pondération par le volume des gouttes. Par exemple, les vitesses moyennes en temps
pondérées par la densité numérique ou la fraction volumique de gouttes s’écrivent :

vk |n =

©«

vkX |n

vkY |n

vkZ |n

ª®®®®®®®®¬
,

=

©«

vkX |n n
k

nk

vkY |n n
k

nk

vkZ |n n
k

nk

ª®®®®®®®®®®®®®®®¬

,

=

©«

vkX nk

nk

vkY n
k

nk

vkZ nk

nk

ª®®®®®®®®®®®®®®¬
, (A.69)

vk |α =

©«

vkX |α

vkY |α

vkZ |α

ª®®®®®®®®¬
,

=

©«

vkX |α α
k

αk

vkY |α α
k

αk

vkZ |α α
k

αk

ª®®®®®®®®®®®®®®®¬

,

=

©«

vkX α
k

αk

vkY α
k

αk

vkZ α
k

αk

ª®®®®®®®®®®®®®®¬
, (A.70)
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avec, pour rappel,vkX ,vkY etvkZ les composantes de la vitesse instantanée et locale archivée par le solveur
à phase dispersée pour chaque section du spray.

Il est également possible de réaliser des moyennes conjuguées, i.e. à la fois spatiales et temporelles.
Cela revient à calculer la moyenne statistique de φ(D) de la même façon que pour les formulations
(A.67) et (A.68) en considérant plusieurs échantillons pondérés cette fois-ci par le pas de temps ∆ti et
le volume de contrôle |Vc |. On peut alors dé�nir la moyenne conjuguée d’une grandeur sectionnelle
intensive comme :

〈φk 〉Ω |x =
〈
φk

〉
Ω |x

=

Dkˆ

Dk−1

(∑
i

∑
Vc ∈Ω

φk (D)ϕkx (D) |Vc | ∆ti

)
dD

Dkˆ

Dk−1

(∑
i

∑
Vc ∈Ω

ϕkx (D) |Vc | ∆ti

)
dD

,

=

∑
i

∑
Vc ∈Ω

Dkˆ

Dk−1

φk (D)ϕkx (D) dD |Vc | ∆ti

∑
i

∑
Vc ∈Ω

Dkˆ

Dk−1

ϕkx (D) dD |Vc | ∆ti

,

=

∑
i

∑
Vc ∈Ω

φk|x x
k |Vc | ∆ti∑

i

∑
Vc ∈Ω

xk |Vc | ∆ti
, (A.71)

où l’on peut noter que l’ordre entre la moyenne spatiale et la moyenne temporelle peut être inversé. Dé-
�nissons maintenant les coe�cients de pondération βk =

∑
i x

k ∆ti et ηk =
∑
Vc ∈Ω x

k |Vc |. Les moyennes
conjuguées s’écrivent alors :

〈φk 〉Ω |x =

∑
i

©«
∑
Vc ∈Ω

φk|x x
k |Vc |∑

Vc ∈Ω
xk |Vc |

∑
Vc ∈Ω

xk |Vc |
ª®®®®¬
∆ti

∑
i

ηk ∆ti
,

=

∑
i

〈φk 〉Ω |x ηk ∆ti∑
i

ηk ∆ti
,

=
〈φk 〉Ω |x 〈xk 〉Ω
〈xk 〉Ω

, (A.72)
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et

〈
φk

〉
Ω |x

=

∑
Vc ∈Ω

©«
∑
i

φk|x x
k ∆ti∑

i

xk ∆ti

∑
i

xk ∆ti

ª®®®¬ |Vc |∑
Vc ∈Ω

βk |Vc |
,

=

∑
Vc ∈Ω

φk |x β
k |Vc |∑

Vc ∈Ω
βk |Vc |

,

=

〈
φk |x x

k
〉
Ω〈

xk
〉
Ω

. (A.73)

Grandeurs globales

Lorsque l’on souhaite évaluer la moyenne temporelle ou spatiale d’une grandeur globale intensive
φtot|x , il su�t de considérer les moyennes statistiques (A.67) et (A.68) sur l’intégralité de l’espace des
tailles. On a alors :

φtot |x =

∞̂

0

(∑
i

φ(D)ϕx (D)∆ti

)
dD

∞̂

0

(∑
i

ϕx (D)∆ti

)
dD

,

=

∑
i

Ns∑
k=1

Dkˆ

Dk−1

φk (D)ϕkx (D) dD ∆ti

∑
i

Ns∑
k=1

Dkˆ

Dk−1

ϕkx (D) dD ∆ti

,

=

∑
i

(
Ns∑
k=1

φk|x x
k

)
∆ti

∑
i

Ns∑
k=1

xk ∆ti

(étape 1),

=

∑
i

φtot|x x
tot ∆ti∑

i

x tot ∆ti
d’après (A.19) et (A.20),

=
φtot|x x

tot

x tot
, (A.74)

〈φtot〉Ω |x =

∞̂

0

( ∑
Vc ∈Ω

φ(D)ϕx (D)|Vc |
)
dD

∞̂

0

( ∑
Vc ∈Ω

ϕx (D)|Vc |
)
dD

,

=

∑
Vc ∈Ω

Ns∑
k=1

Dkˆ

Dk−1

φk (D)ϕkx (D) dD |Vc |

∑
Vc ∈Ω

Ns∑
k=1

Dkˆ

Dk−1

ϕkx (D) dD |Vc |

,

=

∑
Vc ∈Ω

(
Ns∑
k=1

φk|x x
k

)
|Vc |

∑
Vc ∈Ω

Ns∑
k=1

xk |Vc |
(étape 1),

=

∑
Vc ∈Ω

φtot|x x
tot |Vc |∑

Vc ∈Ω
x tot |Vc |

d’après (A.19) et (A.20),

=
〈φtot|x x

tot〉Ω
〈x tot〉Ω

, (A.75)

avec xk = nk , x tot = ntot et ϕkx = ϕkn dans le cas d’une pondération par le nombre de gouttes, tandis
que xk = αk , x tot = α tot et ϕkx = ϕkv dans le cas d’une pondération par le volume des gouttes. Mais il est
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également possible d’exprimer la moyenne d’une grandeur globale intensive en fonction de la moyenne
de la grandeur sectionnelle associée. En e�et, si l’on repart de l’étape 1 des formulations (A.74) et (A.75),
on peut écrire :

φtot |x =

Ns∑
k=1

φk|x x
k

Ns∑
k=1

xk

,

=

Ns∑
k=1

φk |x x
k

Ns∑
k=1

xk

d’après (A.67),

=

Ns∑
k=1

φk |x x
k

x tot
, (A.76)

〈φtot〉Ω |x =

Ns∑
k=1
〈φk|x x

k 〉Ω

Ns∑
k=1
〈xk 〉Ω

,

=

Ns∑
k=1
〈φk 〉Ω |x 〈xk 〉Ω

Ns∑
k=1
〈xk 〉Ω

d’après (A.68),

=

Ns∑
k=1
〈φk 〉Ω |x 〈xk 〉Ω

〈x tot〉Ω
, (A.77)

Si l’on prend l’exemple de la vitesse des gouttes, on a pour la moyenne temporelle :

v tot |n =

©«

v tot

X |n

v tot

Y |n

v tot

Z |n

ª®®®®®®®¬
,

=

©«

v tot

X |n n
tot

ntot

v tot

Y |n n
tot

ntot

v tot

Z |n n
tot

ntot

ª®®®®®®®®®®®®®®¬
,

=

©«

Ns∑
k=1

vkX |n n
k

ntot

Ns∑
k=1

vkY |n n
k

ntot

Ns∑
k=1

vkZ |n n
k

ntot

ª®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®¬

, (A.78)

v tot |α =

©«

v tot

X |α

v tot

Y |α

v tot

Z |α

ª®®®®®®®¬
,

=

©«

v tot

X |α α
tot

α tot

v tot

Y |α α
tot

α tot

v tot

Z |α α
tot

α tot

ª®®®®®®®®®®®®®®¬
,

=

©«

Ns∑
k=1

vkX |α α
k

α tot

Ns∑
k=1

vkY |α α
k

α tot

Ns∑
k=1

vkZ |α α
k

α tot

ª®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®®¬

, (A.79)
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Il est également possible de réaliser des moyennes conjuguées, i.e. à la fois spatiales et temporelles.
Cela revient à calculer la moyenne statistique de φ(D) de la même façon que pour les formulations
(A.74) et (A.75) en considérant plusieurs échantillons pondérés cette fois-ci par le pas de temps ∆ti et le
volume de contrôle |Vc |. On peut alors dé�nir la moyenne conjuguée d’une grandeur globale intensive
comme :

〈φtot〉Ω |x =
〈
φtot

〉
Ω |x

=

∞̂

0

(∑
i

∑
Vc ∈Ω

φ(D)ϕx (D) |Vc | ∆ti

)
dD

∞̂

0

(∑
i

∑
Vc ∈Ω

ϕx (D) |Vc | ∆ti

)
dD

,

=

∑
i

∑
Vc ∈Ω

Ns∑
k=1

Dkˆ

Dk−1

φk (D)ϕkx (D) dD |Vc | ∆ti

∑
i

∑
Vc ∈Ω

Ns∑
k=1

Dkˆ

Dk−1

ϕkx (D) dD |Vc | ∆ti

,

=

∑
i

∑
Vc ∈Ω

Ns∑
k=1

φk|x x
k |Vc | ∆ti

∑
i

∑
Vc ∈Ω

Ns∑
k=1

xk |Vc | ∆ti

(étape 1),

=

∑
i

∑
Vc ∈Ω

φtot|x x
tot |Vc | ∆ti∑

i

∑
Vc ∈Ω

x tot |Vc | ∆ti
d’après (A.19) et (A.20), (A.80)

où l’on peut noter que l’ordre entre la moyenne spatiale et la moyenne temporelle peut être inversé.
Dé�nissons maintenant les coe�cients de pondération β tot =

∑
k β

k =
∑

i x
tot ∆ti et ηtot =

∑
k η

k =∑
Vc ∈Ω x

tot |Vc |. Les moyennes conjuguées s’écrivent alors :

〈φtot〉Ω |x =

∑
i

©«
∑
Vc ∈Ω

φtot|x x
tot |Vc |∑

Vc ∈Ω
x tot |Vc |

∑
Vc ∈Ω

x tot |Vc |
ª®®®®¬
∆ti

∑
i

ηtot ∆ti
,

=

∑
i

〈φtot〉Ω |x ηtot ∆ti∑
i

ηtot ∆ti
,

=
〈φtot〉Ω |x 〈x tot〉Ω
〈x tot〉Ω

, (A.81)
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et

〈
φtot

〉
Ω |x

=

∑
Vc ∈Ω

©«
∑
i

φtot|x x
tot ∆ti∑

i

x tot ∆ti

∑
i

x tot ∆ti

ª®®®¬ |Vc |∑
Vc ∈Ω

β tot |Vc |
,

=

∑
Vc ∈Ω

φtot |x β
tot |Vc |∑

Vc ∈Ω
β tot |Vc |

,

=

〈
φtot |x x

tot

〉
Ω〈

x tot
〉
Ω

. (A.82)

Mais il est également possible d’exprimer la moyenne conjuguée d’une grandeur globale intensive en
fonction de la moyenne conjuguée de la grandeur sectionnelle associée. En e�et, si l’on repart de l’étape
1 de la formulation (A.80), on peut écrire :

〈φtot〉Ω |x =

Ns∑
k=1

∑
i

∑
Vc ∈Ω

φk|x x
k |Vc | ∆ti

Ns∑
k=1

∑
i

∑
Vc ∈Ω

xk |Vc | ∆ti

,

=

Ns∑
k=1
〈φk|x xk 〉Ω

Ns∑
k=1
〈xk 〉Ω

,

=

Ns∑
k=1
〈φk 〉Ω |x 〈xk 〉Ω

Ns∑
k=1
〈xk 〉Ω

d’après (A.68),

=

Ns∑
k=1
〈φk 〉Ω |x 〈xk 〉Ω

Ns∑
k=1
〈xk 〉Ω

d’après (A.72),

=

Ns∑
k=1
〈φk 〉Ω |x 〈xk 〉Ω

〈x tot〉Ω
, (A.83)

〈
φtot

〉
Ω |x

=

Ns∑
k=1

∑
Vc ∈Ω

∑
i

φk|x x
k ∆ti |Vc |

Ns∑
k=1

∑
Vc ∈Ω

∑
i

xk ∆ti |Vc |
,

=

Ns∑
k=1

〈
φk|x x

k
〉
Ω

Ns∑
k=1

〈
xk

〉
Ω

,

=

Ns∑
k=1

〈
φk |x x

k
〉
Ω

Ns∑
k=1

〈
xk

〉
Ω

d’après (A.67),

=

Ns∑
k=1

〈
φk

〉
Ω |x

〈
xk

〉
Ω

Ns∑
k=1

〈
xk

〉
Ω

d’après (A.73),

=

Ns∑
k=1

〈
φk

〉
Ω |x

〈
xk

〉
Ω〈

x tot
〉
Ω

. (A.84)
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A.2.3 Diamètres statistiques moyens

Les diamètres statistiques (cf. section A.1.3) sont des grandeurs particulières qu’il est impossible
de moyenner comme les grandeurs extensives ou intensives présentées précédemment. En e�et, par
dé�nition, les diamètres statistiques ne peuvent être calculés qu’à partir des distributions numérique et
volumique. Ainsi, les diamètres statistiques moyens (en temps ou en espace) ne peuvent être déterminés
qu’à partir des distributions moyennes 〈ϕn(D)〉Ω , 〈ϕv (D)〉Ω , ϕn(D) et ϕv (D). Puisque les distributions
considérées correspondent à des distributions par unité de volume, la dé�nition (A.28) des diamètres
statistiques Dpq conduit à :

[
Dpq

]p−q
Ω

=

Ns∑
k=1

Dkˆ

Dk−1

Dp 〈ϕkn(D)〉Ω dD

Ns∑
k=1

Dkˆ

Dk−1

Dq 〈ϕkn(D)〉Ω dD

,

=

Ns∑
k=1

[
Ikp

]
Ω

Ns∑
k=1

[
Ikq

]
Ω

,

=

Ns∑
k=1
〈Ikp 〉Ω

Ns∑
k=1
〈Ikq 〉Ω

d’après (A.56),

=
〈I totp 〉Ω
〈I totq 〉Ω

avec I totp =

Ns∑
k=1

Ikp =

∞̂

0

Dp ϕn(D) dD,

,

©«
∑
Vc ∈Ω
|Vc |Dpq∑

Vc ∈Ω
|Vc |

ª®®®®¬
p−q

= 〈Dpq〉p−qΩ . (A.85)

De la même manière, il est possible de démontrer que :

D̃pq
p−q

=

Ns∑
k=1

Ikp

Ns∑
k=1

Ikq

,

=
I totp

I totq

,

,
©«
∑
i

∆ti Dpq∑
i

∆ti

ª®®®¬
p−q

= Dpq
p−q
. (A.86)

On démontre ainsi que les diamètres statistiques moyens, évalués à partir de distributions moyennes
et identi�és par les notations ·̃ et [·]Ω , ne correspondent pas à de simples moyennes arithmétiques,
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identi�ées quant à elle par les notations · et 〈·〉Ω .

Il est également possible de démontrer grâce à l’égalité (A.49) que, en cas de moyenne conjuguée,
les moyennes temporelle et spatiale peuvent être inversées :

[
D̃pq

]p−q
Ω

=

Ns∑
k=1

Dkˆ

Dk−1

Dp
[
ϕ̃kn(D)

]
Ω

dD

Ns∑
k=1

Dkˆ

Dk−1

Dq
[
ϕ̃kn(D)

]
Ω

dD

=

Ns∑
k=1

〈
Ikp

〉
Ω

Ns∑
k=1

〈
Ikq

〉
Ω

=

〈
I totp

〉
Ω〈

I totq

〉
Ω

,

=

Ns∑
k=1

Dkˆ

Dk−1

Dp ˜[
ϕkn(D)

]
Ω
dD

Ns∑
k=1

Dkˆ

Dk−1

Dq ˜[
ϕkn(D)

]
Ω
dD

=

Ns∑
k=1

〈
Ikp

〉
Ω

Ns∑
k=1

〈
Ikq

〉
Ω

=

〈
I totp

〉
Ω〈

I totq
〉
Ω

= ˜[Dpq
]
Ω

p−q
. (A.87)

Les expressions précédentes des diamètres statistiques moyens nous permettent �nalement de trai-
ter les cas particuliers des moyennes spatiale et temporelle des diamètres statistiques Dp0. En e�et,
puisque Ik0 = nk (cf. équation (A.23)) et donc que I tot0 = ntot, on a :

D̃p0
p
=

I totp

I tot0

,

=

∑
i

I totp ∆ti∑
i

ntot ∆ti
,

=

∑
i

D
p
p0 n

tot ∆ti∑
i

ntot ∆ti
d’après (A.28),

= D
p
p0 |n
, (A.88)

[
Dp0

]p
Ω
=
〈I totp 〉Ω
〈I tot0 〉Ω

,

=

∑
Vc ∈Ω

I totp |Vc |∑
Vc ∈Ω

ntot |Vc |
,

=

∑
Vc ∈Ω

D
p
p0 n

tot |Vc |∑
Vc ∈Ω

ntot |Vc |
d’après (A.28),

=
〈
D
p
p0

〉
Ω |n
. (A.89)

De même :

[̃
Dp0

]
Ω

p
=
〈I totp 〉Ω
〈I tot0 〉Ω

,

=

∑
i

∑
Vc ∈Ω

D
p
p0 n

tot |Vc | ∆ti∑
i

∑
Vc ∈Ω

ntot |Vc | ∆ti
,

=

∑
i

〈
D
p
p0

〉
Ω |n

∑
Vc ∈Ω

ntot |Vc | ∆ti∑
i

∑
Vc ∈Ω

ntot |Vc | ∆ti
,

[
D̃p0

]p
Ω
=

〈
I totp

〉
Ω〈

I tot0

〉
Ω

,

=

∑
Vc ∈Ω

∑
i

D
p
p0 n

tot ∆ti |Vc |∑
Vc ∈Ω

∑
i

ntot ∆ti |Vc |
,

=

∑
Vc ∈Ω

D
p
p0 |n

∑
i

ntot ∆ti |Vc |∑
Vc ∈Ω

∑
i

ntot ∆ti |Vc |
,
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=

∑
i

〈
D
p
p0

〉
Ω |n

ηtot ∆ti∑
i

ηtot ∆ti
,

=

〈
D
p
p0

〉
Ω |n
〈ntot〉Ω

〈ntot〉Ω
d’après (A.81),

=
〈
D
p
p0

〉
Ω |n
,

=
[
Dp0

]p
Ω |n , (A.90)

=

∑
Vc ∈Ω

D
p
p0 |n

β tot |Vc |∑
Vc ∈Ω

β tot |Vc |
,

=

〈
D
p
p0 |n

ntot
〉
Ω〈

ntot
〉
Ω

d’après (A.82),

=
〈
D
p
p0

〉
Ω |n
,

=
〈
D̃p0

p
〉
Ω |n
. (A.91)

Il en va de même pour le diamètre moyen de chaque section Dk . En e�et, celui-ci étant analogue à
un diamètre statistique de type D30 calculé pour chaque section, les expressions (A.85), (A.86) et (A.87)
s’appliquent. En ne considérant donc qu’une seule section k , on obtient :

D̃k
3
=

Ik3

Ik0

, (A.92)
[
Dk

]3
Ω
=
〈Ik3 〉Ω
〈Ik0 〉Ω

, (A.93)

et
[̃
Dk

]
Ω

3
=
〈Ik3 〉Ω
〈Ik0 〉Ω

=

〈
Ik3

〉
Ω〈

Ik0

〉
Ω

=
[
D̃k

]
Ω

3
. (A.94)

Sachant que Ik0 = nk (cf. équation (A.23)), la dé�nition des diamètres statistiques (A.28) et de Ikp (A.29)
nous permet d’écrire Ik3 = Dk 3 nk . On obtient �nalement que le cube du diamètre Dk moyen est égal à
la moyenne de Dk 3 pondérée par la densité numérique de gouttes :

D̃k
3
=

Ik3

Ik0

,

=

∑
i

Dk 3 nk ∆ti∑
i

nk ∆ti
,

= Dk 3 |n , (A.95)

et

[
Dk

]3
Ω
=
〈Ik3 〉Ω
〈Ik0 〉Ω

,

=

∑
Vc ∈Ω

Dk 3 nk |Vc |∑
Vc ∈Ω

nk |Vc |
,

=
〈
Dk 3

〉
Ω |n
. (A.96)

De même :

[̃
Dk

]
Ω

3
=
〈Ik3 〉Ω
〈Ik0 〉Ω

,

=

∑
i

∑
Vc ∈Ω

Dk 3 nk |Vc | ∆ti∑
i

∑
Vc ∈Ω

nk |Vc | ∆ti
,

[
D̃k

]3
Ω
=

〈
Ik3

〉
Ω〈

Ik0

〉
Ω

,

=

∑
Vc ∈Ω

∑
i

Dk 3 nk ∆ti |Vc |∑
Vc ∈Ω

∑
i

nk ∆ti |Vc |
,

267



Annexe A : Caractérisation d’un spray modélisé par l’approche sectionnelle a�ne

=

∑
i

〈
Dk 3

〉
Ω |n

∑
Vc ∈Ω

nk |Vc | ∆ti∑
i

∑
Vc ∈Ω

nk |Vc | ∆ti
,

=

∑
i

〈
Dk 3

〉
Ω |n

ηk ∆ti∑
i

ηk ∆ti
,

=

〈
Dk 3

〉
Ω |n

〈
nk

〉
Ω〈

nk
〉
Ω

,

=
〈
Dk 3

〉
Ω |n

d’après (A.72),

=
[
Dk

]3
Ω |n , (A.97)

=

∑
Vc ∈Ω

Dk 3 |n
∑
i

nk ∆ti |Vc |∑
Vc ∈Ω

∑
i

nk ∆ti |Vc |
,

=

∑
Vc ∈Ω

Dk 3 |n β
k |Vc |∑

Vc ∈Ω
βk |Vc |

,

=

〈
Dk 3 |n nk

〉
Ω〈

nk
〉
Ω

,

=
〈
Dk 3

〉
Ω |n

d’après (A.73),

=
〈
D̃k

3〉
Ω |n
. (A.98)

Pour �nir, on peut également noter que l’on a Ik3 = 6αk/π (cf. équations (A.23), (A.29) et (A.13)). On
peut donc également évaluer les diamètres Dk moyens comme :

D̃k
3
=

6αk

π nk
, (A.99)

[
Dk

]3
Ω
=

6
〈
αk

〉
Ω

π
〈
nk

〉
Ω

, (A.100)

et
[̃
Dk

]
Ω

3
=

6 〈αk 〉Ω
π 〈nk 〉Ω

,

=

6
〈
αk

〉
Ω

π
〈
nk

〉
Ω

=
[
D̃k

]3
Ω
. (A.101)
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Annexe B

Particularité de la modélisation de

l’atomisation de la phase liquide au sein

du DPS

Nous avons vu dans la section 2.2.3, que l’on imposait un diamètre moyen d’atomisationDa constant
et homogène lors du transfert entre la phase liquide du SPS et la phase dispersée. On impose par ailleurs
que ce transfert opère toujours vers la même section du DPS, i.e. la section Ns composée des plus grosses
gouttes. Dans cette annexe, nous souhaitons démontrer qu’imposer un diamètre moyen unique tout en
�geant la section receveuse conduit en réalité à imposer une fonction densité de probabilité numérique
constante et homogène dans l’ensemble des cellules concernées par le transfert entre solveurs.

D’après la formulation (2.99) du transfert de masse entre les deux solveurs, la masse de liquide
e�ectivement transférée en un pas de temps ∆t dans une cellule du maillage Vc de volume |Vc | est :

ma = Sa ∆t |Vc |. (B.1)

Puisque le transfert par atomisation n’opère que vers la section Ns du DPS contenant les plus grosses
gouttes, on en déduit que la masse volumique de liquide transférée vers cette section au cours du même
pas de temps dans la cellule Vc s’exprime :

ρNs =
ma

|Vc |
. (B.2)

Par ailleurs, rappelons que le diamètre moyen Da imposé lors du processus d’atomisation peut être
assimilé à un diamètre statistique de type D30 représentant le diamètre d’une goutte dont le volume
est égal au volume moyen des inclusions constituant le spray. À partir du couple (Da , ρNs ) associé au
volume de contrôle Vc , il est ainsi possible de calculer la densité numérique nNs de gouttes créées lors
du transfert vers la section receveuse comme :

nNs =
6ρNs

πDa
3ρ0
, (B.3)

où ρ0 représente la masse volumique du liquide pur. Si l’on réécrit cette expression autrement, on
obtient :

ρNs

nNs
=
πDa

3ρ0
6 . (B.4)

Puisque le diamètre moyen Da est constant et homogène, cela signi�e que le rapport ρNs /nNs l’est
également.
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Intéressons-nous maintenant à ce que cela entraîne vis-à-vis de la fonction densité de probabilité
numérique fn . Si l’on reformule cette fonction à partir de sa dé�nition et de l’expression (A.5) de la
distribution numérique ϕn , on obtient :

fn(S) =
ϕn(S)
∞̂

0

ϕn(S) dS

,

=
ϕNs
n (S)
nNs

puisque seule la section Ns est remplie,

=


0 si S ∈ [SNs−1, S

Ns
a [ ou S ∈]SNs

b , SNs [,
aNs

nNs
+
bNs − aNs

nNs

S − SNs
a

SNs
b − S

Ns
a

si S ∈ [SNs
a , S

Ns
b ].

(B.5)

Pour déterminer le jeu de paramètres (SNs
a , SNs

b , aNs /nNs , bNs /nNs ) dont dépend la fonction fn(S), il
est possible de reformuler la procédure d’inversion de Sibra [139] dé�nie initialement par le système
(2.98) en mettant en évidence le rapport ρNs /nNs . Selon la situation rencontrée parmi les trois illustrées
en �gure 2.6, le système à résoudre s’écrit :

a)


f Ns
Sa

(√
SNs
a ,

ρNs

nNs

)
= 0 et SNs

b = SNs

aNs = 0
bNs

nNs
=

2
SNs − S

Ns
a

si 6
√
π

ρ0

ρNs

nNs
>

2BNs

∆SNs
2 ,

b)



SNs
a = SNs−1 et SNs

b = SNs

aNs

nNs
=

BNs /∆SNs − 3
√
πρNs /nNs∆SNs /ρ0
CNs

bNs

nNs
= −

ANs /∆SNs − 3
√
πρNs /nNs∆SNs /ρ0
CNs

si 2ANs

∆SNs
2 ≤

6
√
π

ρ0

ρNs

nNs
≤ 2BNs

∆SNs
2 ,

c)


f Ns
Sb

(√
SNs
b ,

ρNs

nNs

)
= 0 et SNs

a = SNs−1

aNs

nNs
=

2
SNs
b − SNs−1

bNs = 0

sinon,

(B.6)

avec les fonctions f kSa et f kSb dé�nies par le système (A.7), tandis que des paramètres supplémentaires
sont également dé�nis par le système (A.6). Il résulte donc que le jeu de données (SNs

a , SNs
b , aNs /nNs ,

bNs /nNs ) dont dépend la fonction densité de probabilité numérique fn ne dépend que du rapport
ρNs /nNs et des bornes SNs−1 et SNs , qui sont trois paramètres constants et homogènes dans notre ap-
proche de modélisation. On démontre ainsi que le fait d’imposer un diamètre moyen unique tout en
�geant la section receveuse conduit en réalité à imposer une fonction densité de probabilité numérique
constante et homogène dans l’ensemble des cellules concernées par le transfert entre solveurs.
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Annexe C

Schéma de �ux HLLC et sa version

bas-Mach

C.1 Schéma de �ux HLLC

Le schéma de �ux HLLC proposé par Toro [151] est particulièrement adapté aux simulations nu-
mériques associées à de forts gradients de masse volumique et de vitesse du son.

On souhaite évaluer les �ux convectifs aux faces du maillage. Pour simpli�er, nous nous intéressons
dans cette annexe au système d’équations d’Euler sous forme vectorielle pour une seule espèce. Celui-ci
s’écrit :

∂Q

∂t
+
∂F (Q)
∂ξ

= 0, (C.1)

avec Q le vecteur des quantités conservées, F le vecteur �ux et ξ la coordonnée dans la direction du
vecteur unitaire n normal à la face considérée. Ces deux vecteurs sont dans ce cas dé�nis par :

Q =
©«
ρ
ρu
ρet

ª®¬ , F (Q) = ©«
ρun

ρunu + pn
(ρet + p)un

ª®¬ , (C.2)

avec ρ la masse volumique du �uide, u son vecteur vitesse, et son énergie totale massique et p sa
pression. De plus, un =u ·n. Le système des équations d’Euler est strictement hyperbolique. La matrice
jacobienne ∂F/∂Q est donc diagonalisable et possède trois valeurs propres réelles distinctes :

λ1 = un − c,
λ2 = un ,
λ3 = un + c,

(C.3)

où c désigne la vitesse du son. Le schéma de �ux HLLC est basé sur la résolution approchée du problème
de Riemann, à chaque pas de temps et sur chaque face du maillage. La solution exacte du problème de
Riemann est constituée de deux ondes non linéaires, chacune pouvant être soit une onde de détente
soit un choc et encadrant une discontinuité de contact. Le problème de Riemann est formulé par :

Q(ξ , t = 0) = Q0(ξ ) =
{
QL si ξ < 0,
QR si ξ > 0. (C.4)

Comme le représente la �gure C.1, la solution approchée du schéma de �ux HLLC est quant à elle
constituée de trois ondes discontinues de vitesses SL , S∗ et SR séparant quatre états constants notés
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QR
QL

QL QR

t

S SRSL

0

Figure C.1 – Solution approchée du problème de Riemann par le schéma de �ux HLLC.

QL , Q∗L , Q∗R et QR , l’onde intermédiaire étant supposée être une discontinuité de contact. Notons par
ailleurs que les vitesses des ondes suivent la relation SL ≤ S∗ ≤ SR . Le schéma de �ux numérique
associé s’écrit alors :

ϕHLLCC =


F L si 0 < SL,

F ∗L si SL < 0 < S∗,

F ∗R si S∗ < 0 < SR ,

FR si 0 > SR .

(C.5)

Les relations de saut de Rankine-Hugoniot appliquées à chacune des ondes de vitesses SL , S∗ et SR
conduisent à : {

F ∗L = F L + SL
(
Q∗L −QL

)
,

F ∗R = FR + SR
(
Q∗R −QR

)
.

(C.6)

Par ailleurs, il est possible d’évaluer les vitesses des deux ondes latérales SL et SR par :{
SL = min

(
un,L − cL,un,R − cR , ûn − ĉ

)
,

SR = max
(
un,L + cL,un,R + cR , ûn + ĉ

)
,

(C.7)

où ûn et ĉ désignent les moyennes de Roe de la vitesse et de la vitesse du son, dé�nies comme :

ûn =

√
ρLun,L +

√
ρRun,R

√
ρL +

√
ρR

, (C.8)

et

ĉ2 = (γ − 1)
(
ĥ − 1

2û
2
n

)
. (C.9)

L’enthalpie totale massique h est quant à elle estimée par la valeur moyenne :

ĥ =

√
ρLhL +

√
ρRhR

√
ρL +

√
ρR

. (C.10)

Pour calculer les �ux F ∗L et F ∗R , il ne reste donc qu’à déterminer les états intermédiaires Q∗L et Q∗R .
Puisque l’onde intermédiaire est une discontinuité de contact, la pression p et la vitesse normale à
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l’onde un sont continues au passage de l’onde. On a alors :{
p∗L = p∗R = p∗,

u∗n,L = u∗n,R = u∗n .
(C.11)

La continuité de la pression permet également d’écrire :

S∗ =
pR − pL + ρLun,L

(
SL − un,L

)
− ρRun,R

(
SR − un,R

)
ρL

(
SL − un,L

)
− ρR

(
SR − un,R

) . (C.12)

Quelques calculs élémentaires permettent en�n de formuler les états intermédiaires comme :

Q∗L = ρL
SL − un,L
SL − S∗

©«
1

uL +
(
S∗ − un,L

)
n

et,L +
pL
ρL

S∗ − un,L
SL − un,L

+
(
S∗ − un,L

)
S∗

ª®®®®®¬
, (C.13)

et

Q∗R = ρR
SR − un,R
SR − S∗

©«
1

uR +
(
S∗ − un,R

)
n

et,R +
pR
ρR

S∗ − un,R
SR − un,R

+
(
S∗ − un,R

)
S∗

ª®®®®®¬
. (C.14)

Associées aux relations de saut (C.6), ces expressions des états intermédiaires permettent �nalement
d’écrire la fonction de �ux numérique ϕHLLCC sous forme compacte :

ϕHLLCC =
FL + FR

2 +
σL + σR

2
FL − FR

2 +
σR − σL

2

(
SL

Q∗L −QL

2 + SR
Q∗R −QR

2 + σ ∗S∗
Q∗L −Q∗R

2

)
, (C.15)

avec 
σL = σ ∗ = σR = 1 si 0 < SL,

− σL = σ ∗ = σR = 1 si SL < 0 < S∗,

− σL = − σ ∗ = σR = 1 si S∗ < 0 < SR ,

σL = σ ∗ = σR = − 1 si 0 > SR .

(C.16)

C.2 Correction bas-Mach du schéma de �ux HLLC

Malgré tous ses avantages (robustesse et précision en présence de forts gradients de masse volu-
mique), le schéma HLLC se révèle excessivement dissipatif en présence d’écoulements à faible nombre
de Mach, comme par exemple pour des jets liquides à faible vitesse d’injection. Pour limiter cette dissi-
pation numérique, une version dite bas-Mach de ce schéma (HLLC-BM) a ainsi été proposée par Zuzio
et al. [173] sur la base des travaux de Li et Gu [98].

À faible nombre de Mach, on a :

|S∗ | � c, SL ≈ −c, SR ≈ c, σL = −1 et σR = 1. (C.17)

Le schéma de �ux s’écrit donc :

ϕHLLCC =
FL + FR

2 + SL
Q∗L −QL

2 + SR
Q∗R −QR

2 + σ ∗S∗
Q∗L −Q∗R

2 . (C.18)

273



Annexe C : Schéma de �ux HLLC et sa version bas-Mach

Dans cette expression, il s’avère que ce sont les termes SL
(
Q∗L −QL

)
/2 et SR

(
Q∗R −QR

)
/2 qui sont

à l’origine de la dissipation excessive à faible nombre de Mach. En e�et, on peut écrire à partir des
expressions des états intermédiaires Q∗L (C.13) et Q∗R (C.14) :

SL
(
Q∗L −QL

)
≈ ρL

(
S∗ − un,L

) ©«
1
uL − cn

et,L +
pL
ρL
− cS∗

ª®®®®¬
, (C.19)

et

SR
(
Q∗R −QR

)
≈ ρR

(
S∗ − un,R

) ©«
1
uR + cn

et,R +
pR
ρR
+ cS∗

ª®®®®¬
. (C.20)

D’après Zuzio et al. [173], la dissipation excessive à faible Mach viendrait des termes d’ordre cn dans
la partie associée à la quantité de mouvement de ces deux dernières équations. Pour réduire cette dis-
sipation, le principe consiste à agir sur les �ux de quantité de mouvement en réduisant l’écart entre la
vitesse du son et la vitesse convective. D’un point de vue pratique, les auteurs proposent de remplacer
Q∗L et Q∗R dans les termes SL

(
Q∗L −QL

)
/2 et SR

(
Q∗R −QR

)
/2 par :

Q∗
L, corr

= ρL
SL − un,L
SL − S∗

©«
1

uL + fcorr .
(
S∗ − un,L

)
n

et,L +
pL
ρL

S∗ − un,L
SL − un,L

+
(
S∗ − un,L

)
S∗

ª®®®®®¬
, (C.21)

et

Q∗
R, corr

= ρR
SR − un,R
SR − S∗

©«
1

uR + fcorr .
(
S∗ − un,R

)
n

et,R +
pR
ρR

S∗ − un,R
SR − un,R

+
(
S∗ − un,R

)
S∗

ª®®®®®¬
. (C.22)

La fonction correctrice fcorr ∈ [0, 1] s’écrit :

fcorr = min
(
1,max

(
Mα

l ,M
α
R ,

(
S∗

ĉ

)β ))
, (C.23)

avec α et β deux coe�cients à déterminer et M le nombre de Mach. Cette fonction croît avec le nombre
de Mach et tend rapidement vers 1, de manière à ce que le �ux numérique HLLC bas-Mach dégénère
vers le �ux HLLC classique hors de la limite incompressible. Rappelons que les états intermédiaires
corrigés ne doivent pas être utilisés dans le terme σ ∗S∗

(
Q∗L −Q∗R

)
/2 de l’équation (C.18). Le schéma

de �ux bas-Mach s’écrit alors �nalement :

ϕHLLC_BMC =
FL + FR

2 +
σL + σR

2
FL − FR

2 +
σR − σL

2

(
SL

Q∗
L, corr

−QL

2 + SR
Q∗

R, corr
−QR

2 + σ ∗S∗
Q∗L −Q∗R

2

)
.

(C.24)
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Annexe D

Formulation analytique de la force de

radiation acoustique exercée sur un

cylindre rigide soumis à une onde

acoustique multi-harmonique plane et

stationnaire

D.1 Formulation de la force de radiation acoustique instantanée

La formulation suivante est réalisée à partir des travaux de Zhuk [170], Wu et al. [166] et Ficuciello
[51], qui ont étudié la force de radiation acoustique exercée sur un cylindre dans le cas d’une onde
acoustique mono-harmonique progressive ou stationnaire respectivement.

Considérons ici un objet cylindrique de rayon R quelconque, positionné dans un champ acoustique
plan stationnaire. La �gure D.1 dé�nit les référentiels cartésien (O, eX , eY , eZ ) et cylindrique (O, er , eθ ,
eZ ) centrés sur l’objet. Dans le cas d’une onde acoustique se propageant le long de l’axe eX , la distri-
bution spatiale des �uctuations de pression à la surface du cylindre présente deux symétries planaires :
une première par rapport à tout plan de vecteur normal eZ et une seconde par rapport au plan XOZ .

Z

X

YeX

eZ
eY

O

r

er

e

ez

Figure D.1 – Dé�nition des référentiels cartésien (O, eX , eY , eZ ) et cylindrique (O, er , eθ , eZ )
considérés.
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soumis à une onde acoustique multi-harmonique plane et stationnaire

Le vecteur F rad est donc porté par l’axe eX et l’équation (3.13) donne :

Frad = −
‹

S
p ′n · eX dS,

= −R
2πˆ

0

p ′ cosθ dθ , (D.1)

oùn est le vecteur unitaire normal à l’objet orienté vers l’extérieur et S sa surface. La force de radiation
acoustique induit alors un déplacement du cylindre le long de l’axe acoustique, soit U = UeX . Dans le
référentiel cylindrique (O, er , eθ , eZ ), la condition à la limite (3.15) devient ainsi :

−∂ϕ
∂r |r=R

= U cosθ , (D.2)

avecU la vitesse de déplacement du cylindre. En combinant les équations (3.10) et (D.1), il est possible
d’exprimer la force de radiation acoustique comme :

Frad = −Rρ0
2πˆ

0

( Ûϕ + 1
2c20
Ûϕ2 − 1

2q
2) cosθ dθ . (D.3)

Pour évaluer cette force, il apparaît alors nécessaire d’exprimer le potentiel de vitesse. Dans le cas
d’une onde plane se propageant le long de l’axe eX , le potentiel de vitesse de l’onde incidente ϕin peut
s’exprimer dans le référentiel (O, eX , eY , eZ ) comme :

ϕin =

Nh∑
i=1

ϕin, i =
1
2

Nh∑
i=1

Ai

(
e− ikac, i(X+h) + eikac, i(X+h)

)
ei(ωi t+ψi ),

= Ai cos (kac, i(X + h))eiΦi , (D.4)

avec ρ0 et c0 la masse volumique du milieu et la vitesse du son à l’état de référence,Ai =pac, i/(ρ0 c0 kac, i),
pac, i l’amplitude des �uctuations de pression du mode acoustique i , ωi = 2π fi sa pulsation, fi sa fré-
quence, ψi sa phase et kac, i = ωi/c0 son nombre d’onde. On notera également Φi = ωit + ψi . De plus,
X correspond à la coordonnée le long de l’axe eX , h représente la distance entre l’axe de symétrie du
cylindre et un PAN de référence commun à tous les harmoniques 1 et t est le temps. Comme au cha-
pitre 3, la fréquence de chaque harmonique i s’exprime fac, i = i fac, 1, avec fac, 1 la fréquence principale.
D’après Abramowitz et Stegun [1] (p. 361), il est possible de convertir une onde plane en une onde
cylindrique grâce à :

eia cos θ =

∞∑
n=0

[
ei

1
2nπCn Jn(a) cos (nθ )

]
, (D.5)

Cn =

{
1 si n = 0,
2 sinon, (D.6)

avec Jn(a) la fonction de Bessel d’ordre 1 et de degré n. Ainsi, il est possible de formuler ϕin, i dans le
référentiel (O, er , eθ , eZ ) comme :

ϕin, i = Ai R
{
eikac, i(X+h)

}
eiΦi ,

= Ai R
{
eikac, ir cos θeikac, ih)

}
eiΦi car X = r cosθ ,

= Ai R

{ ∞∑
n=0

[
ei( 12nπ+kac, ih)Cn Jn(kac, ir ) cos (nθ )

]}
eiΦi ,

= Ai

∞∑
n=0

[
Kn, iCn Jn(kac, ir ) cos (nθ )

]
eiΦi , (D.7)

1. De la même manière qu’au chapitre 3, il est supposé ici que le déplacement de l’objet au cours d’une période d’oscillation
est très petit devant la longueur d’onde acoustique. Il est ainsi possible de considérer h constant dans l’équation (D.4).
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D.1 Formulation de la force de radiation acoustique instantanée

où Kn, i = cos (kac, ih + 1
2nπ ). Dans ces conditions, il est possible d’après Wu et al. [166] et Ficuciello

[51] d’exprimer le potentiel de l’onde ré�échie ϕréf, i comme :

ϕréf, i =
∞∑
n=0

[
Qn, iHn(kac, ir ) cos (nθ )

]
eiΦi , (D.8)

où Hn(kac, ir ) = Jn(kac, ir ) + iYn(kac, ir ) et Yn(kac, ir ) sont respectivement les fonctions de Bessel de troi-
sième et second ordres de degré n tandis queQn, i est une constante déterminée à partir de la condition
à la limite (D.2). Dans cette dernière, il est nécessaire de pouvoir formuler la vitesse de translation U
portée par l’axe eX . Pour cela, on applique le principe fondamental de la dynamique à une section du
cylindre de longueur unitaire :

mc
dU
dt = Frad, (D.9)

où mc = πR2ρ1 est la masse du cylindre par unité de longueur. 2 De la même façon que pour un objet
sphérique, la vitesse de translationU peut être déterminée en ne considérant que le terme d’ordre 1 de
l’équation (3.10) :

U = − η

πR

2πˆ

0

ϕ cosθ dθ , (D.10)

avec η = ρ0/ρ1 le rapport entre les masses volumiques du milieu et de l’objet. Pour tous entiers positifs
n etm, on a :

2πˆ

0

cos (nθ ) cos (mθ ) cos (θ ) dθ =

2πˆ

0

cos ((n −m)θ ) + cos ((n +m)θ )
2 cosθ dθ ,

=


π si n = 0 ; m = 1,
π

2 si m = n + 1 ; n ≥ 1,

0 sinon.

(D.11)

Ainsi, combinée aux formulations (D.7) et (D.8), l’équation (D.10) devient :

U = − η

πR

2πˆ

0

Nh∑
i=1

[ ∞∑
n=0

[ (
AiKn, iCn Jn(kac, iR) +Qn, iHn(kac, iR)

)
cos (nθ )

]
eiΦi

]
cosθ dθ ,

= −η
R

Nh∑
i=1

[ (
2AiK1, i J1(kac, iR) +Q1, iH1(kac, iR)

)
eiΦi

]
. (D.12)

Si l’on revient à la condition à la limite (D.2) et que l’on pose αi = kac, iR, on peut alors écrire :

η

R

Nh∑
i=1

[ (
2AiK1, i J1(αi ) +Q1, iH1(αi )

)
eiΦi

]
cosθ =

Nh∑
i=1

[ ∞∑
n=0

[
AiKn, iCn J

′
n(αi ) cos (nθ )

]
kac, ie

iΦi

]
+

Nh∑
i=1

[ ∞∑
n=0

[
Qn, iH

′
n(αi ) cos (nθ )

]
kac, ie

iΦi

]
, (D.13)

2. De façon identique au chapitre 3, la masse ajoutée due au mouvement de l’objet est négligée car ρ0 � ρ1 dans le cas
d’un jet liquide dans un milieu gazeux.
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où J ′n(αi ) = ∂Jn/∂r |r=R et H ′n(αi ) = ∂Hn/∂r |r=R . La résolution de cette équation révèle :

Qn, i = −CnAiKn, i J
′
n(αi )

H ′n(αi )
si n , 1,

Q1, i = −
2AiK1, i

(
J ′1(αi ) −

η

αi
J1(αi )

)
H ′1(αi ) −

η

αi
H1(αi )

.

(D.14)

Sachant qu’une des propriétés des fonctions de Bessel de premier et second ordre est :
J ′n(αi ) =

nJn(αi )
αi

− Jn+1(αi ),

Y ′n(αi ) =
nYn(αi )
αi

− Yn+1(αi ),
(D.15)

on obtient �nalement :

Qn, i = −
CnAiFn(αi )

Fn(αi ) + iGn(αi )
Kn, i , (D.16)

avec : {
Fn(αi ) = α2

i Jn+1(αi ) − nαi Jn(αi ) si n , 1,

F1(αi ) = α2
i J2(αi ) − (1 − η)αi J1(αi ),

(D.17)

et {
Gn(αi ) = α2

i Yn+1(αi ) − nαiYn(αi ) si n , 1,

G1(αi ) = α2
i Y2(αi ) − (1 − η)αiY1(αi ).

(D.18)

Pour formuler la force de radiation acoustique exercée sur l’objet cylindrique, seules les parties réelles
de U et ϕ nous intéressent. D’après l’expression (D.12) et la dé�nition de Qn, i (D.16), on a :

R {U } = R

{
−η
R

Nh∑
i=1

[(
2AiK1, i J1(αi ) −

2AiF1(αi )
F1(αi ) + iG1(αi )

K1, iH1(αi )
)
eiΦi

]}
,

= R

{
−η
R

Nh∑
i=1

[
2AiK1, iα

2
i i

Y2(αi )J1(αi ) − J2(αi )Y1(αi )
F1(αi ) + iG1(αi )

eiΦi
]}
,

= R

{
η

πR

Nh∑
i=1

[
4AiK1, iαi i

F1(αi ) + iG1(αi )
eiΦi

]}
,

=
η

πR

Nh∑
i=1

[
4AiK1, iαi

G1(αi ) cosΦi − F1(αi ) sinΦi

Ω2
1(αi )

]
,

= −η
R

Nh∑
i=1

[
R1, i sinΦi + S1, i cosΦi

]
, (D.19) 3

avec Ω2
n(αi ) = F 2

n (αi ) + G2
n(αi ) et :
Rn, i =

2AiαiCnFn(αi )
πΩ2

n(αi )
cos (kac, ih + 1

2nπ ),

Sn, i = −
2AiαiCnGn(αi )

πΩ2
n(αi )

cos (kac, ih + 1
2nπ ).

(D.20)

3. On utilise ici la propriété rappelée par Abramowitz et Stegun [1] (p. 360) : Jn+1(αi )Yn (αi )−Yn+1(αi )Jn (αi ) = 2/(παi ).
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De la même façon, on peut écrire :

R {ϕ} =
Nh∑
i=1

∞∑
n=0

[ (
Rn, i sinΦi + Sn, i cosΦi

)
cos (nθ )

]
. (D.21)

Pour simpli�er l’écriture, l’opérateur R {·} sera omis par la suite.

Il est important de préciser ici que pour aboutir à l’expression (D.21), la variation de la position
de l’objet h au cours du temps a été négligée. Pour aboutir à une formulation �nale de F rad prenant
en compte cette in�uence dans l’hypothèse d’un faible déplacement de l’objet, l’équation (3.14) est
reformulée comme :

Ûϕ = dϕ
dt −U cosθ ∂ϕ

∂r
+U

sinθ
r

∂ϕ

∂θ
. (D.22)

et intégrée dans l’expression (D.3) de la force de radiation acoustique qui devient alors :

Frad = − Rρ0

2πˆ

0

dϕ
dt |r=R

cosθ dθ︸                          ︷︷                          ︸
Fl

− Rρ0

2πˆ

0

(
−U cosθ ∂ϕ

∂r |r=R
+U

sinθ
R

∂ϕ

∂θ |r=R

)
cosθ dθ︸                                                                  ︷︷                                                                  ︸

FU

− Rρ0

2c20

2πˆ

0

Ûϕ2 cosθ dθ︸                    ︷︷                    ︸
Fϕ

+
Rρ0
2

2πˆ

0

q2 cosθ dθ︸                 ︷︷                 ︸
Fq

.

(D.23)

Ainsi, on voit apparaître dans l’expression (D.23) le terme FU représentant une part de l’in�uence du
déplacement de l’objet de vitesseU sur Frad. Notons que cette expression est valable que l’on considère
le terme h constant ou non dans l’expression du potentiel de vitesse ϕ. Les conséquences de considérer
la variation temporelle de h comme négligeable sont détaillées dans la suite de ce chapitre lors du
développement des termes Fl , FU , Fϕ et Fq .

De la même manière que pour le chapitre 3, outre l’aspect multi-harmonique, l’originalité des dé-
veloppements qui suivent réside dans la considération du caractère instantané des équations.

Formulation analytique de Fl

Comme pour le cas sphérique, le terme Fl de l’équation (D.23) est évalué en négligeant l’in�uence
du déplacement de l’objet. Le terme dϕ/dt est alors approché à l’ordre 1 par la dérivée partielle en temps
du potentiel de vitesse ϕ en considérant toujours la position de l’objet h constante. Le développement
du potentiel de vitesse selon l’équation (D.21) induit :

Fl = −Rρ0
2πˆ

0

Nh∑
i=1

[
ωi

∞∑
n=0

(
Rn, i cosΦi − Sn, i sinΦi

)
cos (nθ )

]
cosθ dθ . (D.24)

Combinée à la propriété (D.11), cette équation devient :

Fl = πRρ0

Nh∑
i=1

[
ωi

(
S1, i sinΦi − R1, i cosΦi

) ]
. (D.25)

Fl est donc la somme des contributions d’ordre 1 de chaque harmonique à la force de radiation.
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Formulation analytique de FU

Le terme FU d’ordre 2 permet de tenir compte du déplacement de l’objet lors de l’évaluation de Frad.
D’après la condition à la limite (D.2), il est possible d’écrire :

FU = −Rρ0U
2πˆ

0

(
U cos2 θ + sinθ

R

∂ϕ

∂θ |r=R

)
cosθ dθ ,

= ρ0U

2πˆ

0

Nh∑
i=1

[ ∞∑
n=1

(
Rn, i sinΦi + Sn, i cosΦi

)
n sin (nθ )

]
sinθ cosθ dθ . (D.26)

Or, pour tous entiers strictement positifs n etm, on a :
2πˆ

0

sin (nθ ) sin (mθ ) cos (θ ) dθ =

2πˆ

0

cos ((n −m)θ ) − cos ((n +m)θ )
2 cosθ dθ ,

=


π

2 si m = n + 1 ; n ≥ 1,

0 sinon.
(D.27)

En conséquence, le terme FU s’écrit :

FU = πρ0U

Nh∑
i=1

[
R2, i sinΦi + S2, i cosΦi

]
. (D.28)

En y intégrant la formulation de U (D.19), on obtient au �nal :

FU = −
πρ0η

R

Nh∑
i=1

[
R1, i sinΦi + S1, i cosΦi

] Nh∑
i=1

[
R2, i sinΦi + S2, i cosΦi

]
. (D.29)

Contrairement à Fl , la composante FU contient des termes de couplage entre les di�érents harmoniques
proportionnels à leurs amplitudes respectives.

Formulation analytique de Fϕ

Le terme Fϕ de l’équation (D.23) est un terme d’ordre 2 issu des �uctuations de la densité d’énergie
potentielle acoustique. En décomposant le potentiel de vitesse selon les contributions des di�érents
modes acoustiques, on a :

Fϕ = −
Rρ0

2c20

2πˆ

0

( Nh∑
i=1

Ûϕi
2
+ 2

∑
1≤i<j≤Nh

Ûϕi Ûϕ j

)
cosθ dθ . (D.30)

D’après l’équation (D.22), il est possible de considérer avec une précision d’ordre 2 :

Ûϕi Ûϕ j ≈
dϕi
dt

dϕ j
dt , (D.31)

ce qui donne lieu à :

Fϕ = −
Rρ0

2c20

2πˆ

0

Nh∑
i=1

(
dϕi
dt |r=R

)2
cosθ dθ︸                                     ︷︷                                     ︸

Fϕ1

−Rρ0
c20

2πˆ

0

∑
1≤i<j≤Nh

(
dϕi
dt |r=R

dϕ j
dt |r=R

)
cosθ dθ︸                                                       ︷︷                                                       ︸

Fϕ2

. (D.32)
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Si l’on considère, tout comme pour le terme Fl , que l’in�uence du déplacement de l’objet sur Fϕ est
négligeable, le développement de ϕ selon l’équation (D.21) conduit à :

Fϕ1 = − Rρ0

2c20

2πˆ

0

Nh∑
i=1

ω2
i cos2 Φi

( ∞∑
n=0
Rn, i cos (nθ )

)2 cosθ dθ
− Rρ0

2c20

2πˆ

0

Nh∑
i=1

ω2
i sin2 Φi

( ∞∑
n=0
Sn, i cos (nθ )

)2 cosθ dθ
+

Rρ0

c20

2πˆ

0

Nh∑
i=1

[
ω2
i cosΦi sinΦi

∞∑
n=0
Rn, i cos (nθ )

∞∑
m=0
Sm, i cos (mθ )

]
cosθ dθ .

(D.33)

La propriété (D.11) donne alors :

Fϕ1 = − πρ0
R

Nh∑
i=1

[
α2
i cos2 Φi

(
R0, iR1, i +

1
2

∞∑
n=1
Rn, iRn+1, i

)]
− πρ0

R

Nh∑
i=1

[
α2
i sin2 Φi

(
S0, iS1, i +

1
2

∞∑
n=1
Sn, iSn+1, i

)]
+

πρ0
R

Nh∑
i=1

[
α2
i cosΦi sinΦi

(
R0, iS1, i + R1, iS0, i +

1
2

∞∑
n=1

(
Rn, iSn+1, i + Rn+1, iSn, i

))]
.

(D.34)

Fϕ1 est donc la somme des contributions d’ordre 2 de chaque harmonique liées aux �uctuations de la
densité d’énergie potentielle acoustique.

En ce qui concerne le terme Fϕ2 de l’équation (D.32), le développement de ϕ selon les contributions
des di�érents modes acoustiques donne :

Fϕ2 = − Rρ0

c20

2πˆ

0

∑
1≤i<j≤Nh

[
ωiωj cosΦi cosΦj

∞∑
n=0
Rn, i cos (nθ )

∞∑
m=0
Rm, j cos (mθ )

]
cosθ dθ

− Rρ0

c20

2πˆ

0

∑
1≤i<j≤Nh

[
ωiωj sinΦi sinΦj

∞∑
n=0
Sn, i cos (nθ )

∞∑
m=0
Sm, j cos (mθ )

]
cosθ dθ

+
Rρ0

c20

2πˆ

0

∑
1≤i<j≤Nh

[
ωiωj cosΦi sinΦj

∞∑
n=0
Rn, i cos (nθ )

∞∑
m=0
Sm, j cos (mθ )

]
cosθ dθ

+
Rρ0

c20

2πˆ

0

∑
1≤i<j≤Nh

[
ωiωj sinΦi cosΦj

∞∑
n=0
Sn, i cos (nθ )

∞∑
m=0
Rm, j cos (mθ )

]
cosθ dθ .

(D.35)

D’après la propriété (D.11), on obtient �nalement :
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Fϕ2 = − πρ0
R

∑
1≤i<j≤Nh

[
αiα j cosΦi cosΦj

(
R0, iR1, j + R1, iR0, j +

1
2

∞∑
n=1

(
Rn, iRn+1, j + Rn+1, iRn, j

))]
− πρ0

R

∑
1≤i<j≤Nh

[
αiα j sinΦi sinΦj

(
S0, iS1, j + S1, iS0, j +

1
2

∞∑
n=1

(
Sn, iSn+1, j + Sn+1, iSn, j

))]
+

πρ0
R

∑
1≤i<j≤Nh

[
αiα j cosΦi sinΦj

(
R0, iS1, j + R1, iS0, j +

1
2

∞∑
n=1

(
Rn, iSn+1, j + Rn+1, iSn, j

))]
+

πρ0
R

∑
1≤i<j≤Nh

[
αiα j sinΦi cosΦj

(
S0, iR1, j + S1, iR0, j +

1
2

∞∑
n=1

(
Sn, iRn+1, j + Sn+1, iRn, j

))]
.

(D.36)

Contrairement à Fϕ1, la composante Fϕ2 représente les termes de couplage entre les di�érents harmo-
niques proportionnels à leurs amplitudes respectives.

Formulation analytique de Fq

Le terme Fq de l’équation (D.23) est un terme d’ordre 2 issu des �uctuations de la densité d’énergie
cinétique acoustique. L’expression de q2 en coordonnées cylindriques est :

q2 = ‖ − ∇ϕ‖2,

=

(
∂ϕ

∂r

)2
+

(
1
R

∂ϕ

∂θ

)2
. (D.37)

En utilisant cette formulation et la condition à la limite (D.2), le terme Fq de l’équation (D.23) devient :

Fq =
Rρ0
2

2πˆ

0

[
U 2 cos2 θ +

(
1
R

∂ϕ

∂θ |r=R

)2]
cosθ dθ ,

=
ρ0
2R

2πˆ

0

(
∂ϕ

∂θ |r=R

)2
cosθ dθ . (D.38)

En décomposant le potentiel de vitesse selon les contributions de chaque mode acoustique, on a :

Fq =
ρ0
2R

2πˆ

0

Nh∑
i=1

(
∂ϕi
∂θ |r=R

)2
cosθ dθ︸                                 ︷︷                                 ︸

Fq1

+
ρ0
R

2πˆ

0

∑
1≤i<j≤Nh

[
∂ϕi
∂θ |r=R

∂ϕ j

∂θ |r=R

]
cosθ dθ︸                                                   ︷︷                                                   ︸

Fq2

.

(D.39)
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D.1 Formulation de la force de radiation acoustique instantanée

Après développement de ϕi selon l’équation (D.21), le terme Fq1 devient :

Fq1 =
ρ0
2R

2πˆ

0

Nh∑
i=1

sin2 Φi

( ∞∑
n=1
Rn, in sin (nθ )

)2 cosθ dθ
+

ρ0
2R

2πˆ

0

Nh∑
i=1

cos2 Φi

( ∞∑
n=1
Sn, in sin (nθ )

)2 cosθ dθ
+

ρ0
R

2πˆ

0

Nh∑
i=1

[
sinΦi cosΦi

∞∑
n=1
Rn, in sin (nθ )

∞∑
m=1
Sm, im sin (mθ )

]
cosθ dθ .

(D.40)

D’après la propriété (D.27), le terme Fq1 s’écrit �nalement :

Fq1 =
πρ0
2R

Nh∑
i=1

[
sin2 Φi

∞∑
n=1
Rn, iRn+1, in(n + 1)

]
+

πρ0
2R

Nh∑
i=1

[
cos2 Φi

∞∑
n=1
Sn, iSn+1, in(n + 1)

]
+

πρ0
2R

Nh∑
i=1

[
sinΦi cosΦi

∞∑
n=1

(
Rn, iSn+1, i + Rn+1, iSn, i

)
n(n + 1)

]
.

(D.41)

Fq1 est donc la somme des contributions d’ordre 2 de chaque harmonique liées aux �uctuations de la
densité d’énergie cinétique acoustique.

En ce qui concerne le terme Fq2 de l’équation (D.39), le développement de ϕ selon les contributions
des di�érents modes acoustiques donne :

Fq2 =
ρ0
R

2πˆ

0

∑
1≤i<j≤Nh

[
[sinΦi sinΦj

∞∑
n=1
Rn, in sin (nθ )

∞∑
m=1
Rm, jm sin (mθ )

]
cosθ dθ

+
ρ0
R

2πˆ

0

∑
1≤i<j≤Nh

[
[cosΦi cosΦj

∞∑
n=1
Sn, in sin (nθ )

∞∑
m=1
Sm, jm sin (mθ )

]
cosθ dθ

+
ρ0
R

2πˆ

0

∑
1≤i<j≤Nh

[
[sinΦi cosΦj

∞∑
n=1
Rn, in sin (nθ )

∞∑
m=1
Sm, jm sin (mθ )

]
cosθ dθ

+
ρ0
R

2πˆ

0

∑
1≤i<j≤Nh

[
[cosΦi sinΦj

∞∑
n=1
Sn, in sin (nθ )

∞∑
m=1
Rm, jm sin (mθ )

]
cosθ dθ .

(D.42)

D’après la propriété (D.27), on obtient �nalement :

Fq2 =
πρ0
2R

∑
1≤i<j≤Nh

[
sinΦi sinΦj

∞∑
n=1

(
Rn, iRn+1, j + Rn+1, iRn, j

)
n(n + 1)

]
+

πρ0
2R

∑
1≤i<j≤Nh

[
cosΦi cosΦj

∞∑
n=1

(
Sn, iSn+1, j + Sn+1, iSn, j

)
n(n + 1)

]
+

πρ0
2R

∑
1≤i<j≤Nh

[
sinΦi cosΦj

∞∑
n=1

(
Rn, iSn+1, j + Rn+1, iSn, j

)
n(n + 1)

]
+

πρ0
2R

∑
1≤i<j≤Nh

[
cosΦi sinΦj

∞∑
n=1

(
Sn, iRn+1, j + Sn+1, iRn, j

)
n(n + 1)

]
.

(D.43)

Contrairement à Fq1, la composante Fq2 représente les termes de couplage entre les di�érents harmo-
niques proportionnels à leurs amplitudes respectives.
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Annexe D : Formulation analytique de la force de radiation acoustique exercée sur un cylindre rigide
soumis à une onde acoustique multi-harmonique plane et stationnaire

Formulation complète de F rad

Puisque l’on a considéré tout au long de ce chapitre le terme h constant dans l’expression du poten-
tiel de vitesse, on obtient au �nal le système d’équations suivant qui n’est valable que pour des vitesses
de déplacement faibles de l’objet considéré :

Système d’équations (D.44)

Frad = Fl + FU + Fϕ1 + Fϕ2 + Fq1 + Fq2,

Fl = πRρ0

Nh∑
i=1

[
ωi

(
S1, i sinΦi − R1, i cosΦi

) ]
,

FU = −
πρ0η

R

Nh∑
i=1

[
R1, i sinΦi + S1, i cosΦi

] Nh∑
i=1

[
R2, i sinΦi + S2, i cosΦi

]
,

Fϕ1 = − πρ0
R

Nh∑
i=1

[
α2
i cos2 Φi

(
R0, iR1, i +

1
2

∞∑
n=1
Rn, iRn+1, i

)]
− πρ0

R

Nh∑
i=1

[
α2
i sin2 Φi

(
S0, iS1, i +

1
2

∞∑
n=1
Sn, iSn+1, i

)]
+

πρ0
R

Nh∑
i=1

[
α2
i cosΦi sinΦi

(
R0, iS1, i + R1, iS0, i +

1
2

∞∑
n=1

(
Rn, iSn+1, i + Rn+1, iSn, i

))]
,

Fϕ2 = − πρ0
R

∑
1≤i<j≤Nh

[
αiα j cosΦi cosΦj

(
R0, iR1, j + R1, iR0, j +

1
2

∞∑
n=1

(
Rn, iRn+1, j + Rn+1, iRn, j

))]
− πρ0

R

∑
1≤i<j≤Nh

[
αiα j sinΦi sinΦj

(
S0, iS1, j + S1, iS0, j +

1
2

∞∑
n=1

(
Sn, iSn+1, j + Sn+1, iSn, j

))]
+

πρ0
R

∑
1≤i<j≤Nh

[
αiα j cosΦi sinΦj

(
R0, iS1, j + R1, iS0, j +

1
2

∞∑
n=1

(
Rn, iSn+1, j + Rn+1, iSn, j

))]
+

πρ0
R

∑
1≤i<j≤Nh

[
αiα j sinΦi cosΦj

(
S0, iR1, j + S1, iR0, j +

1
2

∞∑
n=1

(
Sn, iRn+1, j + Sn+1, iRn, j

))]
,

Fq1 =
πρ0
2R

Nh∑
i=1

[
sin2 Φi

∞∑
n=1
Rn, iRn+1, in(n + 1)

]
+

πρ0
2R

Nh∑
i=1

[
cos2 Φi

∞∑
n=1
Sn, iSn+1, in(n + 1)

]
+

πρ0
2R

Nh∑
i=1

[
sinΦi cosΦi

∞∑
n=1

(
Rn, iSn+1, i + Rn+1, iSn, i

)
n(n + 1)

]
,
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D.2 Formulation de la force de radiation acoustique moyenne

Fq2 =
πρ0
2R

∑
1≤i<j≤Nh

[
sinΦi sinΦj

∞∑
n=1

(
Rn, iRn+1, j + Rn+1, iRn, j

)
n(n + 1)

]
+

πρ0
2R

∑
1≤i<j≤Nh

[
cosΦi cosΦj

∞∑
n=1

(
Sn, iSn+1, j + Sn+1, iSn, j

)
n(n + 1)

]
+

πρ0
2R

∑
1≤i<j≤Nh

[
sinΦi cosΦj

∞∑
n=1

(
Rn, iSn+1, j + Rn+1, iSn, j

)
n(n + 1)

]
+

πρ0
2R

∑
1≤i<j≤Nh

[
cosΦi sinΦj

∞∑
n=1

(
Sn, iRn+1, j + Sn+1, iRn, j

)
n(n + 1)

]
.

D.2 Formulation de la force de radiation acoustique moyenne

La moyenne temporelle de la force de radiation acoustique est dé�nie par :

〈Frad〉T =
1
T

T̂

0

Frad dt , (D.45)

où T est la période acoustique, également dé�nie comme l’inverse de la fréquence d’oscillation. Plu-
sieurs harmoniques de fréquence fac, i = i fac, 1 sont considérés. Comme au chapitre 3, la période de
moyenne T est la période acoustique la plus élevée, i.e. T = T1. D’après la formulation analytique réali-
sée précédemment, la moyenne temporelle de la force de radiation acoustique peut s’écrire :

〈Frad〉T =
1
T

T̂

0

(
Fl + FU + Fϕ + Fq

)
dt ,

= 〈Fl 〉T + 〈FU 〉T + 〈Fϕ1〉T + 〈Fϕ2〉T + 〈Fq1〉T + 〈Fq2〉T . (D.46)

Par ailleurs, puisque chaque mode acoustique est un harmonique du mode principal de fréquence fac, 1,
on a :

T̂

0

cosΦi cosΦj dt =


T

2 si i = j,

0 sinon,
(D.47)

T̂

0

sinΦi sinΦj dt =


T

2 si i = j,

0 sinon,
(D.48)

T̂

0

cosΦi sinΦj dt = 0, et
T̂

0

sinΦi cosΦj dt = 0. (D.49)

On obtient alors au �nal :

〈Fl 〉T = 0, (D.50)

〈FU 〉T = −
πρ0η

2R

Nh∑
i=1

[
R1, iR2, i + S1, iS2, i

]
, (D.51)
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Annexe D : Formulation analytique de la force de radiation acoustique exercée sur un cylindre rigide
soumis à une onde acoustique multi-harmonique plane et stationnaire

〈Fϕ1〉T = − πρ0
2R

Nh∑
i=1

[
α2
i

(
R0, iR1, i +

1
2

∞∑
n=1
Rn, iRn+1, i

)]
− πρ0

2R

Nh∑
i=1

[
α2
i

(
S0, iS1, i +

1
2

∞∑
n=1
Sn, iSn+1, i

)]
,

〈Fϕ2〉T = 0, (D.52)

〈Fq1〉T =
πρ0
4R

Nh∑
i=1

[ ∞∑
n=1
Rn, iRn+1, in(n + 1)

]
+

πρ0
4R

Nh∑
i=1

[ ∞∑
n=1
Sn, iSn+1, in(n + 1)

]
,

et 〈Fq2〉T = 0. (D.53)

Comme dans le cas d’un objet sphérique, la déviation moyenne du cylindre par la force de radiation
acoustique provient uniquement des termes d’ordre 2 de l’équation (3.10). De plus, les termes de cou-
plage entre harmoniques s’annulent. En conséquence, la force moyenne subie par l’objet cylindrique
est la somme des contributions moyennes de chaque harmonique isolé. Dans le cas mono-harmonique,
la formulation analytique complète proposée par Ficuciello [51] pour n ∈ [0,∞] est bien retrouvée :

〈Frad〉T = −
πρ0
4R

[
2 (R0R1 + S0S1)α2 + (R1R2 + S1S2)

(
α2 − 2 + 2η

)
+

∞∑
n=2
(RnRn+1 + SnSn+1)

(
α2 − n(n + 1)

) ]
. (D.54)
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Annexe E

Formulation analytique de la pression

de radiation acoustique issue d’une onde

acoustique plane sans obstacle

E.1 Onde acoustique plane progressive

Dans le cas d’une onde acoustique plane progressive se propageant dans un milieu à l’arrêt libre de
tout obstacle, le potentiel de vitesse de l’onde incidente peut s’exprimer comme :

ϕ = Aei(ωt−kacX ), (E.1)

avecA=pac/(ρ0c0kac),pac l’amplitude des �uctuations de pression, ρ0 et c0 la masse volumique du milieu
et la vitesse du son à l’état de référence, kac = ω/c0, ω = 2π fac et en�n fac la fréquence d’oscillation.
Dans cette expression, t représente le temps et X la position sur l’axe de propagation acoustique. La
partie réelle du potentiel de vitesse s’écrit alors :

R {ϕ} = A cos (ωt − kacX ),
= A [cos (ωt) cos (kacX ) + sin (ωt) sin (kacX )] . (E.2)

Pour simpli�er, l’opérateur R {·} sera omis par la suite. D’après l’équation (3.10) dé�nissant les �uctua-
tions de pression p ′ et l’équation (3.11), la pression de radiation acoustique s’exprime :

prad =
1
T

T̂

0

p ′ dt ,

=
1
T

T̂

0

ρ0Aω [cos (ωt) sin (kacX ) − sin (ωt) cos (kacX )] dt

+
1
T

T̂

0

ρ0

2c20
A2ω2 [cos (ωt) sin (kacX ) − sin (ωt) cos (kacX )]2 dt

− 1
T

T̂

0

ρ0
2 A2k2

ac
[sin (ωt) cos (kacX ) − cos (ωt) sin (kacX )]2 dt ,

= 0, (E.3)

avec T = 1/fac la période acoustique. Dans le cas d’une onde acoustique plane progressive, la pression
de radiation acoustique est donc nulle en tout point tant qu’elle ne rencontre aucun objet.

287



Annexe E : Formulation analytique de la pression de radiation acoustique issue d’une onde acoustique
plane sans obstacle

E.2 Onde acoustique plane stationnaire

Lorsque deux ondes planes progressives de même fréquence fac et de sens de propagation contraires
se rencontrent, il en résulte un champ acoustique stationnaire. Lorsque le milieu est à l’arrêt et libre de
tout obstacle, le potentiel de vitesse de l’onde stationnaire peut être formulé :

ϕ =
A

2

(
e− ikacX + eikacX

)
eiωt ,

= A cos (kacX )eiωt , (E.4)

avec A = pac/(ρ0c0kac), pac l’amplitude des �uctuations de pression résultantes, ρ0 et c0 la masse vo-
lumique du milieu et la vitesse du son à l’état de référence, kac = ω/c0 et en�n ω = 2π fac. Dans cette
expression, t représente le temps et X la position sur l’axe de propagation acoustique. La partie réelle
du potentiel de vitesse s’écrit alors :

R {ϕ} = A cos (kacX ) cos (ωt). (E.5)

Pour simpli�er, l’opérateur R {·} sera omis par la suite. D’après l’équation (3.10) dé�nissant les �uctua-
tions de pression p ′ et l’équation (3.11), la pression de radiation acoustique s’exprime :

prad =
1
T

T̂

0

p ′ dt ,

= − 1
T

T̂

0

ρ0Aω cos (kacX ) sin (ωt) dt

+
1
T

T̂

0

ρ0

2c20
A2ω2 cos2 (kacX ) sin2 (ωt) dt

− 1
T

T̂

0

ρ0
2 A2k2

ac
sin2 (kacX ) cos2 (ωt) dt ,

=
ρ0A

2k2
ac

4 cos (2kacX ), (E.6)

avec T = 1/fac la période acoustique. Ainsi, dans le cas d’une onde acoustique plane stationnaire sans
obstacle, la pression de radiation acoustique dépend de la position sur l’axe acoustique. De plus, prad
dépend du carré de l’amplitude. Elle peut donc être négligée lorsque l’amplitude d’oscillation de pres-
sion est très faible. C’est la raison pour laquelle la pression de radiation acoustique est généralement
mentionnée comme étant un mécanisme issu des non-linéarités acoustiques.
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Annexe F

Conditions aux limites de non-ré�exion

dans le code Cedre

La modélisation des écoulements aux frontières d’un domaine de simulation est un sujet délicat dans
le domaine de la simulation numérique par l’approche des volumes �nis. Pour réduire au maximum le
coût de calcul, le domaine simulé est généralement limité et des frontières arti�cielles sont utilisées a�n
de reproduire le plus �dèlement possible le comportement du �uide à l’in�ni. Lors de simulations faisant
intervenir la propagation d’ondes acoustiques dans le domaine de calcul, il est important de permettre
aux perturbations de sortir du domaine sans générer de �uctuation non physique qui viendrait in�uen-
cer l’écoulement amont. On parle alors de conditions aux limites de non-ré�exion. Parmi les méthodes
classiquement utilisées, on trouve notamment les décompositions en ondes caractéristiques (cf. Lodato
et al. [101] pour une application à un problème 3D). Dans le cas du code Cedre, le modèle formulé par
Huet et Courbet [73] est di�érent de ceux proposés dans la littérature et consiste à relaxer directe-
ment le jeu de variables considéré aux frontières du domaine de calcul. Sur la base du rapport de Huet
et Courbet [73], la présente annexe fournit une description théorique du modèle et une évaluation de
son caractère non ré�échissant par la simulation numérique d’un cas simple monodimensionnel.

F.1 Formulation des conditions aux limites

Soit W le vecteur des nw variables w dé�nissant l’état du �uide en chaque point de la frontière.
Dans le cas d’une limite de type entrée-sortie, les variablesw correspondent aux variables naturelles de
pression p, températureT , vitesseu et fractions massiquesYi , avec l’indice i désignant n’importe quelle
espèce du �uide. La formulation des conditions aux limites de ce type fait appel à trois fonctions de la
position x l le long de la frontière et du temps t :

1. W imp désigne la valeur du vecteurW que souhaite imposer l’utilisateur,
2. W i représente l’état du �uide dans les cellules dites de bord, c’est-à-dire les cellules internes du

domaine de calcul directement en contact avec la frontière,
3. W̃ l est la valeur reconstruite à la frontière du champ de W interne au domaine de calcul. Pour

une variable donnée w , w̃l pourra par exemple être évaluée par une méthode de reconstruction
d’ordre 2 à partir dewi et de son gradient∇wi dans les cellules de bord comme : w̃l =wi+∇wi ·BM
avec B le centre de la cellule de bord considérée et M le centre de la face limite associée,

4. Wm représente l’état du �uide modélisé en chaque point de la limite et à chaque instant. Cette
fonction dépend des deux étatsW imp etW̃ l ainsi que de la nature de chaque variablew (pression,
température, etc.),

5. W l représente l’état du �uide résultant �nalement de la formulation des conditions aux limites.
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Annexe F : Conditions aux limites de non-ré�exion dans le code Cedre

Pour les limites de type entrée-sortie, on formule l’étatWm comme :

Wm = σW imp +
(
Inw − σ

)
W̃ l , (F.1)

avec Inw la matrice identité d’ordre nw et σ une matrice diagonale dé�nie comme :

σ =
©«
σp 0 0 0
0 σT 0 0
0 0 σuI 3 0
0 0 0 σY Inesp

ª®®®¬ , (F.2)

où nesp désigne le nombre d’espèces. Les valeurs des coe�cients de cette matrice les plus adaptées au
regard de la théorie des caractéristiques sont :

entrée subsonique : σp = 0, σT = 1, σu = 1, σY = 1,
entrée supersonique : σp = 1, σT = 1, σu = 1, σY = 1,
sortie subsonique : σp = 1, σT = 0, σu = 0, σY = 0,
sortie supersonique : σp = 0, σT = 0, σu = 0, σY = 0.

(F.3)

La méthode de non-ré�exion des conditions aux limites développée dans le code Cedre est �nalement
basée sur une méthode de relaxation de l’état du �uide à la limiteW l vers l’état modéliséWm :

∂W l

∂t
= f

rel
· (Wm −W l ) . (F.4)

À l’instar de σ , la matrice de relaxation f
rel

est diagonale et dé�nie comme :

f
rel
=

©«
frel,p 0 0 0
0 frel,T 0 0
0 0 frel,u I 3 0
0 0 0 frel,Y Inesp

ª®®®¬ . (F.5)

Selon le type de la condition à la limite considérée (entrée ou sortie sub- ou supersonique), l’état de
chaque variable w est ainsi relaxé vers l’état wimp ou l’état w̃l à la fréquence de relaxation frel,w. Les
valeurs de frel,w dépendent elles aussi du type de la condition à la limite considérée, de sorte que :

frel,w =
1
∆t

si σw = 1,

frel,w = f̃ si σw = 0,
(F.6)

avec ∆t le pas de temps d’intégration temporelle.

De manière à décrire le fonctionnement des conditions de non-ré�exion, intéressons-nous parti-
culièrement au cas d’une limite de type sortie subsonique, pour laquelle la formulation (F.3) de σ et le
modèle (F.1) deWm stipulent que seule la pression est relaxée vers la valeur imposée par l’utilisateur
pimp, tandis que les autres variables d’état sont relaxées vers les états reconstruits aux faces w̃l . Dans ce
cas, le système relaxé s’écrit :

∂pl
∂t

=
1
∆t
.
(
pimp − pl

)
,

∂Tl
∂t

= f̃ .
(
T̃l −Tl

)
,

∂ul
∂t

= f̃ . (̃ul −ul ) ,

∂Y l

∂t
= f̃ .

(
Ỹ l −Y l

)
,

(F.7)
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F.2 Évaluation du caractère non ré�échissant

avec Y le vecteur composé des fractions massiques de chaque espèce Yi . Toutes les variables, exceptée
la pression, sont ainsi relaxées à une fréquence caractéristique commune f̃ de manière à assurer la
non-ré�exion des ondes acoustiques aux conditions aux limites de sortie subsonique. Il est possible de
démontrer que ce type de condition à la limite agit, du point de vue des ondes acoustiques, comme un
�ltre passe-bas (Huet et Courbet [73]). On peut alors écrire le module |R | et la phase φ du coe�cient
de ré�exion R comme :

|R |2 = 1

1 +
(
2ω
f̃

)2 et φ = π − arctan
(
2ω
f̃

)
, (F.8)

avecω = 2π fac la pulsation de l’onde incidente de fréquence fac. Le coe�cient de ré�exion R représente
le rapport entre l’onde incidente et l’onde ré�échie. Les deux expressions précédentes signi�ent donc
que plus une onde aura une fréquence faible, et plus elle sera ré�échie par la condition à la limite. Il
est également possible de réécrire ces expressions en faisant apparaître la fréquence de coupure de la
condition à la limite dé�nie par fc = f̃ /(4π ). On obtient alors :

|R |2 = 1

1 +
(
fac
fc

)2 et φ = π − arctan
(
fac
fc

)
. (F.9)

À la fréquence de coupure, le module du coe�cient de ré�exion vaut 1/
√
2.

En pratique, l’utilisateur contrôle le niveau de ré�exion de la condition à la limite à l’aide d’un
coe�cient de relaxation dé�ni par σrel = f̃ ∆t . On peut �nalement écrire la formulation (F.8) comme :

|R |2 = 1

1 +
(
4π fac∆t
σrel

)2 et φ = π − arctan
(
4π fac∆t
σrel

)
. (F.10)

Dans le cas d’une condition à la limite de type entrée subsonique, le coe�cient de ré�exion suit
plutôt :

|R |2 = 1

1 +
(
4π fac∆t
σrel

)2 et φ = − arctan
(
4π fac∆t
σrel

)
. (F.11)

F.2 Évaluation du caractère non ré�échissant

L’évaluation du caractère non ré�échissant des conditions aux limites dé�nies précédemment est
réalisée par Huet et Courbet [73] sur plusieurs cas tests. Nous présentons ici les résultats particuliers
d’une onde acoustique mutli-harmonique se propageant dans un conduit 1D de longueur 1m. L’onde
acoustique est dé�nie par les �uctuations de pression suivantes :

p ′(t) =
7∑
i=1

pac, i sin (2π fac, it +ψi ), (F.12)

où pac, i, fac, i et ψi sont respectivement l’amplitude, la fréquence et la phase de chaque mode i . Les
amplitudes de �uctuation de pression sont toutes su�samment faibles pour pouvoir considérer que
l’onde acoustique se propage selon un régime linéaire. L’amplitude de chaque mode acoustique ne peut
donc pas augmenter au cours de la propagation de l’onde, car il n’y a aucun transfert d’énergie des
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Annexe F : Conditions aux limites de non-ré�exion dans le code Cedre

(a) Sortie subsonique (b) Entrée subsonique

Figure F.1 – Module et phase du coe�cient de ré�exion. Lignes : théorie, symboles : simula-

tion numérique.

fréquences les plus faibles aux plus élevées. Les phases sont quant à elles tirées aléatoirement et les
valeurs des fréquences acoustiques considérées sont :

fac, 1 = 1Hz, fac, 2 = 3Hz, fac, 3 = 10Hz,
fac, 4 = 30Hz, fac, 5 = 100Hz, fac, 6 = 320Hz, fac, 7 = 1 000Hz. (F.13)

À la fréquence la plus élevée, l’onde acoustique est résolue avec environ 70 points par longueur d’onde.
Un écoulement moyen est également imposé dans le conduit pour que la vitesse moyenne vaille 50m · s−1,
que la température moyenne vaille 300 K et que la pression moyenne vaille 1 bar. Le coe�cient de re-
laxation imposé aux conditions aux limites est σ = 10−4 et le pas de temps vaut ∆t = 5 × 10−6 s, ce qui
correspond à une fréquence de coupure de 1.6Hz environ. Le module et la phase du coe�cient de ré-
�exion R, mesurés à partir des résultats de la simulation numérique aux deux conditions aux limites
de sortie et d’entrée subsoniques de part et d’autre de la cavité, sont comparés en �gure F.1 à leurs
expressions théoriques respectives (F.10) et (F.11). On observe un très bon accord entre la théorie et la
simulation numérique, tant pour l’amplitude que pour la phase du coe�cient de ré�exion, ce qui valide
ainsi la capacité de non-ré�exion des conditions aux limites.
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Titre : Simulation numérique et modélisation de l’influence d’ondes acoustiques de haute amplitude sur un jet
diphasique : application au domaine de la propulsion fusée à ergols liquides

Mots clés : instabilités de combustion, régime subcritique, LES, injection coaxiale, pression de radiation.

Résumé : L’occurrence d’instabilités de combus-
tion de haute fréquence au sein des moteurs-fusées
à ergols liquides peut s’avérer dommageable pour
l’intégrité des systèmes propulsifs. Par conséquent,
les acteurs du spatial souhaitent renforcer leur
compréhension des mécanismes à l’origine de ces
instabilités. Pour cela, la simulation numérique s’est
révélée au fil du temps de plus en plus attractive.
Dans le cas particulier d’un fonctionnement en régime
subcritique, le comburant se trouve à l’état liquide
dans la chambre de combustion. Pour reproduire
fidèlement les écoulements associés à ce régime
de fonctionnement, la simulation numérique doit pou-
voir restituer les mécanismes d’interaction entre les
perturbations acoustiques et le processus d’atomisa-
tion de la phase liquide, car ils peuvent influencer la
stabilité de la combustion. Dans cette optique, cette
étude consiste 1) à mettre en place une méthodologie
de simulation numérique de jet diphasique atomisé
sous excitation acoustique, 2) à valider la restitu-
tion de l’ensemble des mécanismes de réponse du
jet aux ondes acoustiques, et 3) à s’appuyer sur
les résultats des simulations pour progresser vers
une meilleure compréhension des phénomènes phy-
siques mis en jeu. La stratégie de simulation utilisée

est basée sur le couplage entre une méthode à inter-
face diffuse à 4 équations pour simuler le gaz et les
plus grosses structures liquides de l’écoulement, et
une approche statistique Eulérienne pour modéliser
le spray de gouttes. Dans ces travaux, la simula-
tion numérique d’un jet diphasique atomisé soumis à
une excitation acoustique de haute amplitude montre
une bonne restitution de l’aplatissement du cœur li-
quide et de son influence sur le processus d’atomi-
sation du jet. Notamment, le cœur liquide est rac-
courci et le spray s’élargit dans la direction orthogo-
nale à l’axe de propagation acoustique. Un couplage
important d’ores et déjà observé expérimentalement
entre le système d’injection et la cavité acoustique
ainsi que son influence sur le processus d’atomisation
de la phase liquide sont également reproduits. Enfin,
une modélisation simplifiée de l’écoulement destinée
à compléter les résultats des simulations révèle une
déviation progressive du cœur liquide, et donc des
gouttes issues de son atomisation, par la force de ra-
diation acoustique. Ces travaux ouvrent ainsi la voie
à des simulations réactives capables de reproduire
fidèlement le comportement de flammes diphasiques
sous perturbation acoustique en vue d’en étudier l’im-
pact sur la stabilité de la combustion.

Title : Numerical simulation and modelling of the influence of high-amplitude acoustic waves on a two-phase
jet: application to the field of liquid-propellant rocket propulsion

Keywords: combustion instabilities, subcritical conditions, LES, coaxial injection, radiation pressure.

Abstract: The occurrence of high-frequency combus-
tion instabilities in liquid-propellant rocket engines can
be detrimental to propulsion systems. Consequently,
space actors need to strengthen their understanding
of the mechanisms that cause these instabilities. To
this end, numerical simulation has become more and
more attractive over time. Under subcritical operating
conditions, the oxidizer inside the combustion cham-
ber is in a liquid state. In such a case, numerical simu-
lation must be able to reproduce every interaction me-
chanism between acoustics and the atomization of the
liquid phase, because it may influence the combustion
stability. In this perspective, this study consists in 1)
setting up a methodology for the numerical simulation
of an atomized two-phase jet under acoustic modu-
lation, 2) validating the restitution of all the response
mechanisms of the jet to acoustics, and 3) using the
results of the simulations to progress in the unders-
tanding of the involved physical phenomena. The si-
mulation strategy that is used is based on the cou-

pling between a 4-equation diffuse interface method
to simulate the gas and the largest liquid structures of
the flow, and an Eulerian statistical approach to mo-
del the spray. In this work, the numerical simulation of
an atomized two-phase jet subjected to a high ampli-
tude acoustic modulation shows a good restitution of
the flattening of the liquid core and its influence on the
atomization process of the jet. In particular, the liquid
core is shortened and the spray widens in one par-
ticular direction. The coupling between the injection
system and the acoustic cavity and its influence on
the atomization process of the liquid are also repro-
duced. Finally, a simplified modeling of the flow used
to complement the simulation results reveals a pro-
gressive deviation of the liquid core, and therefore of
the drops resulting from its atomization, by the acous-
tic radiation force. Thus, this work opens the way to
reactive simulations capable of faithfully reproducing
two-phase flames under acoustic disturbances in or-
der to study their impact on combustion stability.
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