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Il existe aujourd’hui, une offre trés variée de contrats d’assurance-vie pour répondre
aux attentes de particuliers désireux d’obtenir une gestion efficace de leur épargne de
long-terme. La théorie financiére moderne et ses outils en permettent une analyse trés
fine. C’est le point de vue que nous défendons dans cette thése.

Dans le domaine de I’assurance-vie, on distingue deux catégories de contrats : les
contrats en cas de décés dits de prévoyance par lesquels ’assureur immunise le bénéfi-
ciaire contre une baisse de ressources financiéres, notamment via le versement d’un capital
ou d’une rente au décés de 'assuré. De 'autre coté, se trouvent les contrats en cas de
vie dits d’épargne ou de placement, garantissant a terme, le versement d’un capital ou
d’une rente en cas de survie. Ils fournissent ainsi une sécurité financiére via le paiement
d’un montant contingent au décés ou & la survie. Pendant longtemps, les techniques
actuarielles traditionnelles se sont focalisées sur la gestion des risques actuariels, celui
figurant en bonne place étant le risque de mortalité. Le risque financier constituait une
préoccupation mineure car le métier traditionnel de I’assureur consiste a garantir les en-
gagements vis-a-vis de I'assuré en utilisant des instruments ayant un risque relativement
faible. Cependant, ces trente derniéres années ont été le théatre d’un bouleversement
profond en raison d’une demande forte des assurés de plus en plus conscients des oppor-
tunités pouvant étre tirées des performances des marchés.

Afin de répondre a ce type de demande, plusieurs contrats en unités de compte ont
ainsi émergé a la fin des années soixante au Royaume-Uni. Véritables véhicules de perfor-
mance, ces contrats ont en commun certaines caractéristiques de contrats échangés sur
les marchés financiers. Parmi ces derniers, figurent en bonne place ceux dont le porte-
feuille de référence est indexé a I’évolution d’un fonds risqué sous-jacent. Les souscripteurs
peuvent donc profiter des performances des marchés en conjonction des protections tradi-
tionnellement offertes. Forts de leurs succés remarquables, ces contrats se sont répandus
en Australie et en Afrique du Sud. Pendant la méme période, d’autres sont nés sous
diverses appellations : Variable Annuities et Equity Indezed Annuity aux Etats Unis,
Segregated fund contract au Canada, Equity-linked Endowment en Allemagne et contrats
en unités de compte avec garantie en France. Contrairement aux contrats en euros, les
contrats en unités de compte sont des contrats & capital variable ot le montant des
primes et des garanties sont exprimés non pas en euros mais par référence & une unité de
compte (contrats dits monosupports) ou a plusieurs (contrats dits multisupports) telles
que des actions de SICAV ou des parts de société civile immobiliére. Les garanties sous-
jacentes sont donc liées aux variations de hausse ou de baisse des marchés. En France,
selon une étude réalisée par la Fédération frangaise des sociétés d’assurances (FFSA) et
le Groupement des entreprises mutuelles d’assurance (GEMA), la collecte des contrats
d’assurance-vie en UC (unités de compte) s’éléve a 1.9 milliard d’euros au mois de juillet
2011 soit de 12.6 milliards d’euros cumulés sur les sept premiers mois de la méme année.
Contrairement aux contrats d’assurance-vie en euros majoritairement investis en obliga-
tions donc moins sensibles aux chocs des marchés, les contrats en UC sont eux, en grande
partie investis en actions. Aprés mise en transparence des OPCvM, les supports UC sont

3



investis & cinquante pour cent en actions et & trente-cinq pour cent en obligations, le
reste étant des actifs monétaires et immobiliers. Le lecteur peut se référer au site officiel
de la[FFSAl ou & celui du |GEMA| pour davantage d’informations.

Les contrats en unités de compte peuvent comporter des garanties plancher en cas
de déceés et en cas de vie. Elles permettent au bénéficiaire de recevoir avec certitude un
montant minimal fixé & la souscription du contrat, i.e., une proportion des cotisations
investies ou celle de I’épargne acquise si celle-ci est supérieure et ce, quelle que soit la
valeur des unités de compte a la date de survenance de I’événement ouvrant droit au
paiement. Ces garanties appartiennent a la classe des contrats de type GMXB (Guaran-
teed Minimum X Benefit), en langue francaise : garantie plancher en cas de réalisation
de ’événement X ouvrant droit au paiement de celle-ci. Ainsi, les garanties plancher en
cas de déces, GMDB (Guaranteed Minimum Death Benefit), assurent au bénéficiaire un
capital minimum quelle que soit la valeur des unités de compte détenues au moment de
déces. Notons que I’évaluation de cette garantie n’est pas immédiate d’autant plus que
la date de décés de I'assuré n’est pas une donnée connue & ’avance. Dans ’hypothése
d’une mutualisation parfaite des décés, la connaissance des probabilités de décés des as-
surés a chaque age grace a ’aide des tables de mortalité réglementaires permet d’évaluer
cette garantie comme une option européenne pondérée par les probabilités adéquates de
survenance de décés. En cas de survie, les garanties de type GMMB, en langue anglaise
Guaranteed Minimum Maturity Benefit, assurent un capital minimum quelle que soit la
valeur des unités de compte détenues a la maturité.

De méme, les GMMB et les GDMB peuvent comporter des mécanismes d’encliquetage
(ratchet effect) permettant a I’assuré de verrouiller les performances des unités de compte.
Le plus connu se manifeste dans les garanties de type GMAB (Guaranteed Minimum Ac-
cumulation Benefits) offertes avec une armature de dates anniversaires. A chacune de
ces dates antérieure & la maturité, si la valeur du fonds risqué excéde le montant garanti
alors celui-ci est rehaussé au fonds puis bloqué pour les périodes suivantes. Dans le cas
contraire, I’encours du fonds est supérieur & la garantie et I’assureur renouvelle son enga-
gement vis-a-vis de I'assuré - en apportant la différence - de telle sorte que ’évolution du
fonds repart du capital garanti; ce mécanisme est répété aux dates anniversaires précé-
dant celle de fin du contrat. L’échéance venue, I’assureur apporte de nouveau la différence
entre la valeur terminale du fonds et celle de la garantie finale si celle-ci excéde ’encours.
En d’autres termes, ceci s’interpréte a chaque période comme une option européenne pour
laquelle le sous-jacent serait ’épargne, autrement dit, I’encours du fonds sous-jacent et
dont le prix d’exercice dépend de la trajectoire suivie par ce fonds : on parle d’options path
dependent. Par ailleurs, les garanties GMWB (Guaranteed Minimum Withdrawal Benefit)
offrent la possibilité de retrait d’un pourcentage du fonds & des dates spécifiées a leur
souscription, au moment otl les GMIB, de la terminologie anglaise Guaranteed Minimum
Income Benefit aussi connues sous l'appellation de GAO ! (Guaranteed Annuity Option)
permettent & I’assuré de bénéficier du droit de conversion des unités de compte dans une

1. Au Royaune-Uni.


http://www.ffsa.fr
http://www.gema.fr

rente viagére & un taux préférentiel entre le taux minimum g (garanti a la souscription
du contrat) et celui prévalant sur le marché a sa date de fin 2. Particuliérement sollicitées
entre les années soixante-dix et quatre-vingt pour ses taux minimum (garantis) offerts
trop élevés, le provisionnement et la tarification des options d’annuité garantie ont été
largement explorés par Wilkie et al. (2003). Citons dans la méme année, les travaux de
Boyle et Hardy (2003) ainsi que ceux de Pelsser (2003) montrant comment répliquer ce
type d’option avec un portefeuille de swaptions de taux. Parce que le risque de taux est
au cceur de cette garantie, Ballotta et Haberman (2003) utilisent le modéle de Heath,
Jarrow et Morton a un facteur tandis que Kwok et Chu (2007) utilisent un modéle de
taux du type G2++. Plus tard, Van Haastrecht et al. (2009) proposent une évaluation
dans le cadre du modéle a volatilité et & taux court stochastiques de Schobel et Zhu
(1999).

Les contrats en unités de compte peuvent également contenir des options cachées,
comme par exemple une clause de remboursement anticipé. Ce sont des options de ra-
chat, permettant & l'assuré d’exercer un droit de récupération de la valeur de marché
du contrat & n’importe quelle date avant 1’échéance du contrat. Du co6té de ’assureur,
I'idée est de pouvoir stimuler les ventes en s’assurant que le souscripteur ne percoit pas la
police d’assurance comme un investissement illiquide. Néanmoins, elles peuvent se réveé-
ler dangereuses pour les assureurs, car exercées, celles-ci impliquent une diminution des
actifs du portefeuille d’assurés pouvant engendrer des déséquilibres dans I'exposition au
risque de mortalité. Notons aussi I'importance du risque de taux d’intérét et rappelons
que la baisse importante des taux dans les années quatre-vingt-dix a été & origine de la
faillite de la compagnie d’assurance-vie britannique Equitable Life qui avait sous-estimé
les provisions en proposant des taux minimum garantis élevés. Ceci étant, I'évaluation de
ce type d’option peut devenir trés complexe pour deux raisons principales. Premiérement,
les contrats d’assurance sont généralement des contrats de long terme voire de trés long
terme, pouvant donc offrir de nombreuses opportunités dans le remboursement anticipé.
De ce fait, I'assureur peut étre confronté & de multiples dates d’exercice, en théorie une
infinité. Cette clause est assimilable & une option américaine. Deuxiémement, il faut non
seulement prendre en compte des décisions financiéres rationnelles, mais aussi intégrer
des facteurs irrationnels® ou exogénes de décision de rachat. La prise en compte de ces
facteurs est d’autant plus ardue que ’absence de données suffisantes pour la modélisation
du comportement de rachat peut créer une grande incertitude autour des paramétres du
modeéle utilisé. L’évaluation de ces contrats demeure un défi aussi bien pour les praticiens
que pour les théoriciens.

Il est aujourd’hui admis qu’il n’y aurait pas une multitude de recherches actives aussi
bien sur I’évaluation des contrats Variable Annuities - pour lesquels le sous-jacent est
constitué par le fonds risqué dédié - que pour celle des contrats Equity-Indexed Annuity

2. Généralement, ’age de départ en retraite.
3. Du point de vue financier.



4 sans D'existence

pour lesquels 'actif sous-jacent est représenté par un indice boursier
des produits dérivés utilisés dans la finance moderne. Ces contrats contiennent en effet
de nombreuses options implicites. Depuis la proposition de la Commission actif-passif
de la Fédération francaise des actuaires en mai 2000 °, les garanties sous-jacentes a ces
contrats - se chiffrant & plusieurs dizaines de milliards - peuvent étre évaluées comme des
options afin d’en obtenir le provisionnement adéquat. Par conséquent, & 'exception de
la considération des aléas de mortalité, ’aspect financier sous-jacent participe de notre
choix de rester dans une logique purement financiére. Nous nous focaliserons ainsi sur la
fair value de ces contrats en nous référant a la théorie d’absence d’opportunité d’arbi-

trage en temps continu.

L’objectif de cette thése est de proposer un cadre uni pour la gestion des contrats
d’assurance-vie en unités de compte dans une approche non-gaussienne. Elle comporte
deux parties :

- La premiére suggére une méthodologie générale pour 'analyse d’options a l’aide de
processus de Lévy.

- La seconde est dédiée a 'utilisation de cette méthodologie pour une analyse appro-
fondie des contrats d’Assurance-vie en unités de compte.

Dans la premiére partie, nous proposons une méthodologie pour I’évaluation, la cou-
verture, le controle et la mesure de risque en présence de discontinuités des cours fi-
nanciers. Puisque le fonds risqué de référence des contrats en UC est au coeur de notre
analyse, le premier chapitre définit un cadre de modélisation prenant en compte des dis-
continuités des cours observés dont sont inférés des effets d’asymétrie et de kurtosis. A
titre d’illustration, relevons les cours mensuels observés pour l'indice MSCI Europe en
devise locale entre les années 1973 et 2008. Les rentabilités correspondant aux dates de
grandes turbulence des marchés sont données a la derniére colonne de la table (1), ci-
aprés. On observe durant cette période dix crises avec des chutes de rentabilité de plus
de 10% (—26.61% en 1987, —12.09% en 2008) et dont résulte une intensité d’occurrence
de crise annuelle de plus de 10%, donc non négligeable. A la lumiére de cette observation,
il est naturel de remarquer qu’une représentation continue brownienne des rentabilités
de cours ne saurait étre réaliste puisqu’une modélisation de ce type met en évidence une
propriété et une loi : la continuité et les rentabilités gaussiennes. Ces deux conditions
supposent que la probabilité d’occurrence d’un saut d’une amplitude telle qu’observée
a la fin des années quatre-vingt-sept ou au début de 'année deux mille huit est négli-
geable. En d’autres termes, la probabilité d’occurrence d’un krach boursier est presque
nulle. Ignorer ces discontinuités peut alors engendrer des erreurs d’évaluation et une mau-
vaise couverture des produits dérivés financiers. Bien plus encore, une modélisation de
ce type est incapable de retrouver la condition principale d’'un modéle d’évaluation qui
est la reproduction du smile de volatilité observé dans la pratique et ce, méme pour des
maturités d’options non nécessairement trés courtes. En effet, pour une option de vente

4. Typiquement, le S&P 500.
5. Pages 5-6.



’ MSCI Europe en devise locale ‘

Datés de cr}ses Dates de début | Dates de Fin Renta.bﬂltés
(Mois/Années) (Amplitudes)
Crise 12/1973 31/10/73 30/11/73 -11.60%
Crise 09/1974 30/08/74 30/09,/74 -10.71%
Crise 11,/1987 30/09/87 30/10/87 -26.61%
Crise 10/1990 31/08/90 28/09/90 -12.38%
Crise 09/1998 31/07/98 31/08/98 -14.76%
Crise 03,/2000 29/02/00 31/03/00 2.36%
Crise 09,/2001 31/08/01 28/09/01 -11.32%
Crise 08,2007 29/06/07 31/07/07 -3.52%
Crise 01,/2008 31/12/07 31/01/08 -12.09%

TABLE 1 — Crises Systématiques. Les séries historiques sont récupérées depuis une base
de donnée Datastream®.

européenne trés en dehors de la monnaie, remarquons que si les trajectoires du support
risqué étaient continues, la probabilité que 'actif risqué sous-jacent descende plus bas
que le prix d’exercice de 'option avant sa maturité, serait presque nulle. En raison des
variations abruptes (discontinuités) souvent observées, cette probabilité n’est pas négli-
geable dans la pratique. D’ol I'idée de prendre en compte des discontinuités des cours
des actifs financiers dans la modélisation du sous-jacent par des processus de Lévy non
purement gaussiens. Cette prise en compte dans le domaine de I'assurance a fait 'objet
de nombreux travaux. Citons par exemple la thése de Randrianarivony (2006) et pour
une analyse des risques financiers extrémes, I'ouvrage récent de Le Courtois et Walter
(2012Db).

Dans un premier temps, nous modélisons I’évolution du cours par des modéles mixtes
de diffusion et sauts de fréquence et d’amplitudes aléatoires données par des processus de
Poisson composé. Appartenant a la classe des processus de Lévy a activité finie, le mo-
dele de Merton (1976) et celui de Kou (2002) en sont représentatifs. Nous considérons de
méme les modéles & subordination de brownien, notamment, celui dit variance gamma,
introduit par Madan et Seneta (1990), représentant un cas particulier du modéle CGmMy
de Carr et al. (2002). Notons que ce processus avait été pour la premiére fois introduit
en actuariat par Dufresne et al. (1991) et construit pour la littérature financiére par
Koponen (1995) puis par Boyarchenko et Levendorskii (2002c), d’oti le nom de processus
KoBoL, d’aprés les noms des trois auteurs : Koponen, Boyarchenko et Levendorskii. De
méme, nous prenons en compte la discontinuité de ’arrivée d’information par des mo-
déles a changement de régime introduits dans la littérature économique par Hamilton
(1989). Ces derniers permettent une approche heuristique mais surtout intuitive de mo-
délisation des rentabilités d’actifs. En d’autres termes, plutoét que d’utiliser un modéle
a volatilité stochastique comme celui de Heston (1993), ou a sauts via un processus de
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Poisson composé ou par subordination de brownien, on suppose que 'actif sous-jacent
peut transiter de maniére aléatoire entre n différents régimes de volatilités. Le proces-
sus régissant la transition entre les états est donné par une chaine de Markov. Dans
ce contexte, en reprenant les travaux de Hamilton, Hardy (2001) propose un modéle &
changement de régime lognormal. Nous verrons dans le cadre d’évaluation d’option que,
outre la difficulté suscitée par I'incomplétude du marché, il en vient une autre : celle de
la détermination de la distribution de séjour dans un état. Cette probabilité est obtenue
par une version discréte et récursive de I’équation de Kolmogorov rétrograde qui n’est
pas évidente a implémenter. Nous suggérons comme extension, le modéle KRS - de la
terminologie anglaise Kou Regime Switching - incorporant aussi bien le modéle mixte de
diffusion et sauts de Kou que celui & changement d’état de Hamilton. Nous montrons la
pertinence de ce modéle & travers la surface de volatilité obtenue, en adéquation avec les
observations relevées dans la pratique. Par ailleurs, il vient un autre point important ; la
prise en compte des discontinuités de cours financiers apporte de 'incomplétude au mar-
ché, de telle sorte qu’il n’existe pas de portefeuille dupliquant éliminant définitivement le
risque. Par conséquent, la réplication n’est plus possible. En d’autres termes, ’allocation
en delta devient sous-optimale, d’oul résulte la nécessité de trouver une allocation qui
permette de rendre ce risque minimal. Dans la derniére section de ce premier chapitre,
nous présentons ’approche suggérée par Cont et al. (2007) en remarquant - néanmoins -
que outre le cas gaussien de Black et Scholes ou celui & sauts gaussiens de Merton, leur
formule aboutit & une résolution numérique non triviale.

De notre coté, tout en restant dans une trés large classe de processus, nous proposons
au deuxiéme chapitre une approche plus générale coincidant avec leurs résultats. Bien
plus encore, ce chapitre répond aux soucis des praticiens de la banque ou du secteur de
I’assurance désireux d’avoir un cadre efficient pour la gestion de risque en présence de
discontinuités de cours financiers. Nous suggérons une méthodologie générale privilégiant
I’analyse de Fourier généralisée pour I’évaluation, la couverture et le controle de risque en
marché incomplet. D’autres préoccupations sont également importantes : celles du calcul
des budgets de risque. Nous montrons comment unifier la méthodologie précédente au
calcul des mesures de risque en présence de ces discontinuités.

Dans la seconde partie de la thése, nous abordons d’un point de vue pratique la ques-
tion de I’évaluation et de la gestion de risques financiers dans les contrats d’assurance-vie
en unités de compte. Nous montrons la mise en pratique de ’analyse développée dans la
premiére partie pour I’étude des contrats Variable Annuities et Fquity-Indezed Annuities.
Le troisiéme chapitre - premier chapitre de la deuxiéme partie - construit en présence de
ces discontinuités, une méthodologie compléte pour ’évaluation et la couverture dyna-
mique des contrats Variable Annuities. Nous illustrons notre méthodologie non seulement
pour des garanties mixtes GMMB/GMDB mais aussi pour des garanties complexes, no-
tamment les GMAB. Nous déterminons le juste coiit de ces contrats en établissant une
correspondance implicite entre le taux prélevé pour le financement de la garantie et ce-
lui associé a la gestion du fonds dédié. Au dernier chapitre, nous nous intéressons aux

8



contrats Fquity-Indexed Annuities en commencant ’analyse par une structure par termes
des taux d’intéréts constante. Cette derniére hypothése, qui peut étre acceptable pour
des options & court terme, n’est plus pertinente pour des contrats dont les échéances
sont éloignées comme c’est le cas pour les produits d’assurance-vie. Ainsi, nous revisi-
tons ’analyse du contrat en supposant 'impact simultané des sauts et des taux d’intérét
stochastiques (cf. également Quittard-Pinon et Randrianarivony (2011)). Nous montrons
qu’une extension naturelle de la méthodologie générale développée dans la premiére par-
tie aboutit & des formules quasi-fermées. Les clauses de rachat sont également explorées
ainsi que les garanties cliquet et celles offrant un taux de rentabilité plafonné.

Les travaux décrits dans cette thése ont fait I'objet de communications aux deux
derniers congrés de 'IME, Insurance Mathematics and Economics tenus & Hong Kong
et a Trieste, respectivement ; aux congrés de ’APRIA, Asia-Pacific Risk and Insurance
Association & Tokyo; de 'IFC 6, 6th International Finance Conference & Hammamet ;
de VAFFI, French Finance Association a Montpellier, ainsi qu’aux séminaires organisés
par le laboratoire de Cergy - Pontoise : Multifractal, Non stationnarité, Risques; le la-
boratoire LEO d’Orléans : Journée Cluster Risques Financiers et le laboratoire SAF de

I'ISFA : Journées AstéSRisk.
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Premiére partie

Méthodologie générale d’évaluation
financiére
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Chapitre 1

Modélisation d’actifs risqués,
Evaluation et couverture en marché
incomplet

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons un cadre non-gaussien pour la représentation des
prix d’actifs risqués. Nous rappelons dans un premier temps la dynamique des modéles
mixtes de diffusion et sauts. Une application du lemme de Ito généralisé pour ces types
de processus permet de réécrire cette dynamique comme une exponentielle de processus
de Lévy - somme d’un mouvement brownien arithmétique (composante gaussienne) et
d’un processus de Poisson composé (composante de sauts). Suivant que la distribution
associée a la loi des sauts est une gaussienne ou une exponentielle asymétrique double,
nous présentons de fagon détaillée le modéle de Merton (1976) et celui de Kou (2002)
qui, appartenant & la famille des processus de Lévy & activité finie, en sont représentatifs.
Dans un deuxiéme temps, nous présentons les modéles a activité infinie notamment celui
dit variance gamma introduit dans la littérature financiére par Madan et Seneta (1990) et
sa généralisation au modéle CaMy de Carr et al. (2002). A la section (1.3), nous portons
une attention particuliére aux modéles avec changement de régimes introduits dans la
littérature par Quandt (1958) et améliorés plus tard par Hamilton (1989). Nous décrivons
le modéle & changement de régime lognormal de Hardy (2001) avant de suggérer dans cette
section de modéeles nouveaux en particulier le modéle KRS de la terminologie anglaise Kou
Regime Switching (cf. Kélani et Quittard-Pinon (2011b)). Nous montrons que ce type de
modélisation refléte mieux la réalité observée notamment par la forte convexité du smile
de volatilité pour des maturités courtes persistant sur des maturités longues comme on le
reléve dans la pratique. Enfin a la section (1.4), nous notons I’absence de complétude du
marché dés la prise en compte de ce cadre de modélisation et montrons que la réplication
n’est plus possible. Ce qui nous améne au calcul d’un ratio de couverture optimal utilisé
par Cont et al. (2007) qui en minimise le risque.
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Chapitre 1. Modélisation d’actifs risqués, Evaluation et couverture en marché incomplet

1.1 Modéles mixtes de diffusion et sauts

On s’intéresse a la dynamique de cours du sous-jacent dans le cadre des modéles
diffusifs & sauts. Représentons par S;, le prix de cet actif & 'instant ¢. Le processus de
prix est donné dans 'univers historique noté P, par I’équation différentielle stochastique

suivante :
ds, N,
o =pdt+odW+d | D (Yi—1) ], (1.1)
St— _/_/ ¢
partie diffusive 1=1
sauts

ou : S;- représente le prix a I'instant ¢ de Iactif sous-jacent avant Iarrivée des sauts; p et
o sont respectivement le paramétre de tendance® et le coefficient de diffusion de la com-
posante diffusive que 'on suppose constants. W est un mouvement brownien standard,
Wo = 0 et N, un processus de Poisson simple indépendant de W, d’intensité finie .
Les variables aléatoires (Y;) sont des variables positives indépendantes et identiquement
distribuées représentant la taille aléatoire des sauts. On suppose également que Y est
indépendant de N et de W. A cause de la composante de saut fournie par le processus de
Poisson composé, le modéle considéré en (1.1) est un processus non purement gaussien
représentant un cas particulier de processus de Lévy.

Notons tout d’abord que cette équation différentielle hérite des travaux de Press
(1967) et sera utilisé plus tard par Merton (1976) qui représente un saut par une variable
Y faisant passer le prix de l'actif de S;- a Y'.S;. Ainsi, Y — 1 est une variable aléatoire
représentant le pourcentage de variation de prix lorqu’un saut Poissonnien se produit.
L’amplitude moyenne des sauts notée k, est donnée par ’espérance mathématique de
cette variation : kK = E[Y — 1]. D’autre part, la composante Poissonienne fait qu’un
nombre fini de sauts (A < o0) ne peut que se produire presque sirement & chaque
instant, ce qui fait que toute dynamique exprimée sous cette forme sera d’activité finie.
En appliquant le lemme de Ito et aprés intégration, on obtient :

Nt
1
Sy = Spexp { (u — 2U2> t+ aWt} HY’

i=1
En posant J = In(Y),

Ny
St—SoeXp{(M—;OJ)t—l—UWt—I-ZJZ‘}. (1.2)

i=1
Par construction, les variables aléatoires (J;) sont des variables réelles indépendantes et
identiquement distribuées ; elles représentent la taille aléatoire des sauts pouvant survenir.
Posons

Nt

1

X; = (u— 202) t+oWi+ > Ji (1.3)
=1

6. Encore appelé dérive.
7. Voir ’annexe pour ’application du lemme pour des processus de diffusion a sauts.
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1.1. Modéles mixtes de diffusion et sauts

X, est un processus de Lévy et nous représentons de fagon synthétique la dynamique du
sous-jacent sous la forme de processus de Lévy géométrique :

St = So exp(Xt), (14)
avec Sy, la valeur de S a l'instant ¢t = 0.

On note respectivement ¢x, (u) = E[e™*t] et ¢;(u) = E[e™’], les fonctions caracté-
ristiques des variables aléatoires X; et J.

De maniére générale, la fonction caractéristique de tout processus de Lévy est donnée
par la formule dite de Lévy-Khintchine :

. 1 +oo
E[e™Xt] = exp {(zu,u — 502u2)t + t/

—0o0

(ei” -1- iu$1x|<11/(d:p))} ,

ol v(dr) représente la mesure® de Lévy de X. Dans le cas des processus de Lévy a

activité finie comme en (1.1) et & cause de la présence du processus de Poisson composé
Ny
>~ Ji, on peut montrer que la fonction caractéristique, précédemment définie, devient :
i=1

. 1 +oo
E[e™Xt] = exp {(zuu - 502u2)t + t/

(e = () |
—0o0
que nous réécrivons en fonction de I'exposant caractéristique 1 de X :
by, (u) = ot (fun—30° >+ X (o5 (u)~1)) _ et
avec :

() = —iup + %a%ﬂ A G (u) — 1), (1.5)

A partir ce dernier et suivant la loi qu’on donne au saut J, nous distinguons deux
modéles de la famille des processus mixtes de diffusions & sauts : le modéle de Merton
(1976) et celui de Kou (2002) qui feront 'objet de cette premiére section.

1.1.1 La distribution des rentabilités

Pour des fréquences d’observation petites telles que journaliéres ou encore pour des
observations & hautes, voire trés hautes fréquences, la distribution des rentabilités d’actif
des modéles mixtes tels que spécifiés par I’équation (1.2) présente une forme particuliére.
Plus précisément, considérons un intervalle de temps petit [t,t + At] et calculons le
rendement de I’actif sur cette fenétre d’observation. Comme nous ’avions remarqué, les

8. v est une mesure positive sur I’ensemble des nombres réels R, cette mesure sera donc & dissocier
d’une mesure de probabilité car : [, v(dz) = A. Or, X peut étre différente de 1.
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Chapitre 1. Modélisation d’actifs risqués, Evaluation et couverture en marché incomplet

modéles diffusifs & sauts tels que donnés par (1.2) sont des modeéles & activité finie. Ainsi,
si At — 0, alors NV; ne “saute” pas plus d’une fois dans Uintervalle [t,¢ + At] avec une
probabilité AAt, sinon, la probabilité est de l'ordre de At : o(At) et par conséquent
négligeable. Il vient donc

Niya { J; avec une probabilité AAt

Ji =
z’:zz\:ft ’ 0 avec une probabilité 1 — AAt.

On peut alors obtenir 'approximation suivante :

% ~ pAL+ o2v/Al + B, (1.6)

t

avec B, une variable de Bernoulli de paramétre AAt; ainsi, Pr(B = 1) = MAt et
Pr(B =0) = 1 — AAt. En négligeant le terme B.J, 'approximation précédente est égale
en distribution & une variable aléatoire suivant un mouvement brownien arithmétique et
ayant par conséquent, une distribution gaussienne. La particularité des modéles diffusifs
a sauts est que la distribution f(z) des rendements de 'actif sous-jacent est une combi-
naison linéaire de deux quantités - la premiére étant une densité gaussienne - comme le
montre la formule suivante :

f(z) = (1 — AAt) x densité gaussienne + NAt x densité de (uAt + ozvVAt+ J). (1.7)

Cette densité généralise la densité des rendements sous des processus mixtes de diffusions
a sauts pour des fenétres d’observation At petites.

1.1.2 Présentation du modéle de Merton et Evaluation d’option

En s’inspirant des travaux de Press (1967), le modéle proposé par Merton pour re-
présenter le processus de prix du sous-jacent, repose initialement sur (1.2).

Ny
1
St:SOexp{(u—202>t+aWt+ZJZ}.

i=1
Celui-ci considére en outre que la loi des sauts suit une distribution gaussienne de

moyenne m et de variance 62 : J; ~ N(m,d?), avec J, indépendant de N et de W.
Il vient donc que la mesure de Lévy est :

v(z) = Afs(z),

avec .

fi(@) = \/inexp{—(x;;y},

la densité associée a la distribution des sauts. La fonction caractéristique ¢  associée a
la loi des sauts peut étre obtenue en utilisant la transformée de Laplace de J. Elle est
donnée par :

¢J — E[eiuJ] — eimuf%(pu?' (18)
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1.1. Modéles mixtes de diffusion et sauts

Si la particularité de la mesure de Lévy attachée & un modéle dépend de notre perception
du comportement des événements extrémes pouvant affecter les rendements du sous-
jacent, alors, il serait judicieux de comparer la distribution de ces rentabilités a celle
en sortie du modéle de Black-Scholes. Pour cela, comme nous ’avions vu, en choisissant
At — 0, les rendements peuvent étre approchés par I’équation (1.6). La loi des rendements
est alors donnée sous ce modéle par la fonction de densité suivante :

f@) =(1 = AAY) {a\}En (xU_VA%Att>} AN { \/J2A1t + (52n (x\;a(fAAtt:(;;)) } ’

ou n() représente la densité d’une distribution normale centrée réduite. Tout se passe
comme si la distribution des rendements issue du modéle de Merton est un mélange
de distributions normales pondérées par la probabilité d’occurrence de sauts avec des
moyennes et volatilités différentes. On note également que I'importance accordée & ’ar-
rivée d’événements extrémes est sollicitée par le poids alloué au nombre moyen d’occur-
rence de ces sauts par unité de temps A. Aussi, lorque la volatilité des sauts augmente, les
queues de distributions s’accentuent et deviennent plus épaisses. Comme conséquence,
la distribution des rendements décroit lentement & 'infini. On remarque de méme que
pour A = 0, la composante de sauts s’annule, la distribution des rendements devient une
gaussienne et seulement dans ce cas, nous revenons dans le cadre de modélisation de
Black et Scholes.

Evaluation d’option

Comme mentionné un peu plus haut, le processus de prix issu du modéle de Merton
est un processus non purement gaussien a cause de la composante de sauts fournie par le
processus de Poisson composé. Ce processus est un cas particulier de processus de Lévy
et comme on le sait, si le processus de Lévy utilisé pour le sous-jacent n’est pas purement
gaussien, alors il existe une infinité de mesures martingales équivalentes pour lesquelles
la condition de non arbitrage est encore vérifiée. Autrement dit, il existe une infinité de
mesures () équivalentes a P : ) ~ P, telles que les prix actualisés sont des martingales : le
marché est alors incomplet et le prix des produits dérivés vérifiant 'hypothése d’absence
d’opportunité d’arbitrage ne peut étre déterminé de fagon unique. Cependant, Merton
avance que la source de risque induite par les sauts représente un risque non systémique
car non corrélée avec le marché et par conséquent diversifiable. Il propose alors de garder
la composante de saut inchangée en la considérant identique dans les univers risque-
neutre et historique. Dans le langage financier, aucune prime de risque n’y est associée.
A Tinstar du modéle de Black et Scholes, il suggére de choisir la dérive w telle que les
processus de prix S;e~"* sont des martingales sous . Plus précisément,

2

wzr—%—)m, (1.9)
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Chapitre 1. Modélisation d’actifs risqués, Evaluation et couverture en marché incomplet

52
avec? k = Ele! —1] = ™"z — 1 et la dynamique du sous-jacent s’écrit :

Nt
St = Spexp <Wt+UWt+ZJi> .

i=1
Supposons que g(St) = F(Sp,T), avec
9(St) = w(Sr - K)*, (1.10)

le paiement & ’échéance d’une option européenne. Le paramétre w distingue ’option de
vente de celle d’achat : @ est égal respectivement & —1 et & 1. Le prix de l'option en date
initiale ¢ est alors donné par I'espérance de son payoff actualisé sachant 'information
disponible en ¢ :

Fu(t) = e Eqlg(ST)|Ftl,

avec 7 = T —t, le temps restant avant I’échéance. En utilisant la propriété de Markov de
St sous @, 'expression précédente peut étre réécrite comme une fonction déterministe de
t et de Sy :

Fu(t) = Fu(t, Se) = e”""Eqlg(Sr)|S: = S,

que nous récrivons

Fy(S,m)=e"Eqg [g (Sem+UWT+iil Jl)} .

En conditionnant par le nombre de saut N, = n et en utilisant la loi de I’espérance itérée,
il vient d’une part :

F(8,7) = ¢ E|Eqlg (SJ”UW#E Ji)\ - =]
— _ wT-i-UWT-&-g: J; ’
=e " T;)Q(NT n)Eqg [g(Se 1 )]

n
Par ailleurs, 3" J; suit une loi normale de moyenne nm et de variance né?, d’ot :
i=1

Fag(S,7) = €77 3 Q(Ny = n)Eq|g(Sesmrtmtanittantvr) |
n>0

avec : )
9 Mo 2
o, = —+0°.
n T

9. Comme transformée de Laplace d’une variable aléatoire gaussienne de moyenne m et de variance
52
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1.1. Modéles mixtes de diffusion et sauts

2
nd
nm—&—T—)\m-, on a :

En prenant S,, = Se

Fy(S,7) =€ Z Q(N- =n)Eqg [g (Sne(r_éTH”"WT)}.

n>0

D’autre part, nous savons que le processus de comptage de sauts suit une loi de Poisson
de paramétre A7. Il vient ensuite :

Fy(S,1)=e"" Z e_/\Tn(!)\T)nEQ [g (Sne(rfﬁhﬂ’wf)] .

n>0

Cette série s’interpréte comme la somme de prix d’options européennes - sachant que n
sauts de Poisson se sont produits - pondérée par la probabilité d’occurrence de ces sauts.
Pour la suite nous distinguons 'option d’achat de celle de vente en énoncant le résultat
suivant :

Lemme 1.1.1. Soient M, V et K, 8 constantes réelles avec V et K positives telles que
Y ~ N(M,V?), alors V w € {—1,1},

2 _ 2 —
El(w(e’ —K))T] = weM T N <wM ln‘f( v > —wKN <w]\4V1nK> :

2
In

En prenant Y =1In S, + (r — )7 + 0,W; et en appliquant le lemme (1.1.1), il vient :

—AT n
FM(S,T,W) :Ze,’;')\,r)FBS(Sn,T,W), (111)

n>0

ou Fpg(Sy, T,w) donne le prix Black-Scholes de I'actif dérivé européen écrit sur un sous-
jacent dont le prix initial est 5, avec une volatilité o, dans une économie ou le taux
d’intérét r est constant. Ce prix est donné par la formule suivante :

2
lns—lg +(r+ 02”)T>

on\T

In Sz _ o
—wKe "N (w LK _;(:ﬁ 2 )T> . (1.12)

Fps(Sn, 7, @) =wSpN (w

N (.) représente la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. La série infi-
nie (1.11) donne les prix d’options d’achat et de vente sous le modéle a sauts gaussiens
de Merton. Pour la mise en ceuvre, celle-ci est tronquée aprés ses N premiers termes.
Comme le montre la figure (1.1), cette série converge trés rapidement et nous obtenons
déja des prix invariants au bout de N = 6. Mais pour garantir une précision adéquate,
nous choisissons pour la suite de prendre N = 200.
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Chapitre 1. Modélisation d’actifs risqués, Evaluation et couverture en marché incomplet

La table (1.1) fournit les prix issus du modéle de Merton, des options d’achat et de
vente européennes arrondies au plus prés a la cinquiéme décimale.

8.316 T T T

== Vitesse de Convergence

8315 - =-©-=-9=-=0=-=0-= 0= =-0-=-0- -0

8.314 I B

8.313 - i

Prix Merton

8312 4
8311 ! |

1
8.31 q

O
O=

8.309 I I I I I I I I
1

FIGURE 1.1 — Vitesse de convergence de la série de Merton pour une option d’achat. Les
parameétres utilisés sont : S = 100, K =100, 7 = 0.5, r =5%, 0 =0.16 A =1, m = —0.2
et & = 5%.

Modéle a sauts gaussiens de Merton
S =100,7=0.5,r=5%,0=0.16, \=1, m = —-0.2, 6 =5%

Option d’achat Option de vente
(soit, o = 1) (soit, w = —1)
Prix d’exercice | Prix Merton || Prix d’exercice | Prix Merton
80 22.96411 120 18.38050
90 14.87360 100 5.84588
100 8.31489 90 2.65150
120 1.34331 80 0.98890

TABLE 1.1 — Evaluation d’options européennes dans le cadre du modéle de Merton, les
prix sont calculés selon la série de la formule (1.11).

Notons que si le processus décrivant 1’évolution du sous-jacent était un processus
purement continu, alors pour une option d’achat européenne trés en dehors de la monnaie,
il y aurait une faible probabilité que le prix du support excéde le prix d’exercice avant
la date d’expiration de 'option. En revanche, les variations abruptes induites par la
présence d’une composante de sauts, augmente de fagon significative cette probabilité.
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1.1. Modéles mixtes de diffusion et sauts

Par conséquent, les prix d’options sont plus élevés. De facon similaire, si ces options
étaient trés dans la monnaie, il y aurait une faible probabilité que le prix de 'actif sous-
jacent descende plus bas que le prix d’exercice avant 1’échéance; cette probabilité est
alors accrue de fagon significative avec 'occurrence de sauts. Notons que ce phénoméne
est encore plus amplifié pour des options se rapprochant de la maturité : ce qui génére un
smile de volatilités constatées sur les marchés. Le modéle de Merton permet d’expliquer ce
phénomeéne. En effet, en assimilant les prix en sortie de ce modéle comme ceux observés
sur le marché et en inversant la formule de Black-Scholes, on obtient des volatilités
implicites 1Y souvent observées sur les marchés, comme l'illustre la figure (1.2).

0.4

0.35

Volatilités implicites

.
L7
L AL T T2

Strikes Maturités

FIGURE 1.2 — Surface de volatilités implicites du modéle & sauts gaussiens de Merton
pour une option d’achat. Les paramétres utilisés sont : S =1, r =0, 0 = 0.2 A = 0.5,
m = —0.1et § = 10%.

A maturité fixée, notons 'influence des paramétres de sauts sur la déformation de ce
smile comme le montrent les figures (1.3 et 1.4). En effet, augmenter I'intensité des sauts

10. Elles sont ici locales.
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Chapitre 1. Modélisation d’actifs risqués, Evaluation et couverture en marché incomplet

revient & en augmenter la fréquence : ceci revient & amplifier I'effet du modéle. Ainsi,
en amplifiant Peffet du modeéle de (A = 0.5) & (A = 1), on observe mieux 'influence de
ces paramétres. Pour mieux fixer les idées, considérons une option d’achat et supposons
que S = 1, ce qui veut dire que 'option est & parité si le prix d’exercice K = 1. Il vient
donc que plus les prix d’exercice s’éloignent de cette valeur, plus 'option s’éloigne de la
monnaie. Comme on 'avait déja vu, augmenter la volatilité des sauts revient a amplifier
Ieffet sur les queues de distributions qui deviennent plus épaisses : la distribution des
rendements décroit lentement & 'infini et de grandes variations du sous-jacent ont une
probabilité significative de se produire, les prix des options sont donc plus importants.
Par conséquent, on s’éloigne des prix en sortie du modéle de Black et Scholes. Ce fait est
traduit par un smile beaucoup plus prononcé comme on le voit a la figure (1.3).

0.5
\ \ — = A=05,0=0.2
\ - — -i= 1,8=02
\ \
v
\ \
0.45+ \ -~ ]
Vo 7
\ \ -
- b
Vo e ~
v\ s P -
e
0.4 v Ve - n
\ \ v/ -
\ / 4
g - R
=z Vo Vi v
£ Vol 4 4
© 035 r \ / / 1
= \ /o,
o— \
5 \ ‘.,
g \ /
> [NY , /
(I ;o
0.3 v /o i
\ / /
b /oy
LN ‘o,
\ \ 4
v o
~N
L - / i
0.25 .
/
\ 7
~ —
0.2 Il Il
0.5 1 15 2
Strikes

FIGURE 1.3 — Influence des paramétres de sauts : A et § sur le prix d’une option d’achat.

D’autre part, lorsque la moyenne de sauts m est négative, on a une forte probabilité
pour des baisses de valeurs du sous-jacent ; les prix des instruments financiers d’anticipa-
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1.1. Modéles mixtes de diffusion et sauts

tion & la baisse comme les options de vente sont plus élevés en dehors de la monnaie ce
qui est inversement le cas pour les instruments d’anticipation a la hausse comme l'illustre

la figure (1.4).
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FIGURE 1.4 — Influence des paramétres de sauts : A et m sur le prix d’une option d’achat.

1.1.3 Présentation du modéle de Kou et Evaluation d’option

Quant & Kou (2002), le modele proposé pour représenter 1’évolution du sous-jacent,
repose de méme sur (1.1). Comme montré auparavant, nous pouvons déduire de cette
équation différentielle stochastique, la dynamique suivante pour le sous-jacent :

Nt
1
St = Spexp (,u— 02> t—l—aWt—FZJi

2
=1
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Avec, J = In(Y'). Cependant, le modeéle de Kou différe de celui de Merton (1976) quant
au choix de la distribution des sauts J. Celui-ci considére que la variable aléatoite repré-
sentant les sauts J suit une loi exponentielle double asymétrique.

Plus précisément J est égale en distribution a :

J—In(y d { 11, (sauts positifs) avec une probabilité p
= 1n =

—1n9, (sauts négatifs) avec une probabilité ¢,

avecp > 0, ¢ > 0, p+q = 1. n1 et 19, sont des variables aléatoires exponentielles de
moyennes respectives 1/A; et 1/Ag, avec A\ > 0 et A2 > 0, la notation 4 signifiant une
égalité en distribution. Il vient donc immédiatement que la mesure de Lévy est donnée
de la méme maniére par :
v(z) = Af(z),

avec cette fois-ci :

f1(@) = pAre™ M L0y + gA2e™ 1<y
On peut donc calculer la fonction caractéristique associée a la loi des sauts ¢ ;. On obtient
aisément :

; pA1 qA2
- E ) ]
2 [6 ] Al—iu+)\2—|—iu

(1.13)

L’écriture de cette fonction caractéristique nous impose une contrainte sur la partie ima-
ginaire de u, donnée par la bande de régularité :

=21 < Su < As.

Puisque ¢; = E[e’*/], en prenant u = —i, on déduit I'espérance de Y comme suit :
, pA1 qA2
ElY] = Ele’] = ¢5(—i) = : 1.14
Y] = Ble’) = gs(-i) = S22+ S22 (1.14)

On suppose par la suite que A1 > 1 ce qui nous permet de garantir que I’espérance
des sauts est finie : E[Y] = E[e’] < oo, ainsi, les sauts positifs ne peuvent excéder 100%
en moyenne (1/\; < 1), ce qui est une contrainte trés raisonnable pour le modéle.

D’autre part, remarquons que le modéle de Kou rentre bien en adéquation avec les
observations empiriques montrant a ’évidence que les distributions des rendements sont
leptokurtiques. Afin de clarifier ce point, nous reconsidérons la représentation (1.7) de la
distribution des rendements pour les processus mixtes de diffusion a sauts, donnée pour
At petit. On obtient la fonction de densité :

@) =(1 )\At)a\/lEn (i‘\}?j)

o ria xr — At — o?\ At
FAAL Sphre 2 e (BTHADN NS < )
e S

a?r3a — 1At 4+ o2\ At
e 7 te(x—uﬁt)w\/(—w a E 2 >} (1.15)
g
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1.1. Modéles mixtes de diffusion et sauts

ou n() représente la densité d’une distribution gaussienne. La moyenne et la variance des
rendements se calculant aisément, il vient

AS; P q
El—)=uAt+ | —— =) At

<5t) HAT <)\1 A2

AS} 9 1 1\? P q

— ) =0°A — 4+ — = + = A
Var<St> o t+{pq<)\1+)\2> +<>\%+)\% AAL

2
p q
+( " )\2> AAL(L — AA®).

Comme illustration, nous reprenons les parameétres utilisés par Kou, on considére donc
un pas de temps a fréquence journaliére At = 1/250, une volatilité annuelle o de 20% et
une intensité de saut A de 10 sauts par an. La probabilité de survenance d’un saut vers le
haut p est fixée & 0.30 avec des moyennes de sauts positifs et négatifs : 1/A; et 1/Ag, dont
les valeurs respectives sont de 2% et de 4%. Dans ce cas, la moyenne des sauts E(J) est
de —2.2% alors que la variance de ces sauts Var(J) est de 0.2%. En d’autres termes, nous
considérons que nous avons 10 sauts par an avec une moyenne de sauts égale a —2.2%
et une volatilité de sauts égale a 4.47% : ce qui semble étre un choix de paramétres de
sauts raisonnable. Comme le montre la figure (1.5), la distribution des rendements issus
du modéle de Kou présente des caractéristiques leptokurtiques. On note que par rapport
aux rendements gaussiens de Black-Scholes, elle '! est beaucoup plus pointue et présente
une queue beaucoup plus épaisse car décroissant moins vite vers l'infini : en d’autres
termes nous avons une probabilité non négligeable d’occurrence d’événements rares.

Evaluation d’options

En utilisant la théorie des anticipations rationnelles et en choisissant pour l'agent
représentatif de I’économie, une fonction d’utilité de type HARA, Kou construit a partir
de I'univers historique une probabilité particuliére qui est la probabilité risque neutre
Q sous laquelle les prix actualisés sont des martingales. Ainsi, a l'instar de Merton, il
suggere le choix de la dérive w telle que Se™" est une Q-martingale. Plus précisément,

2

w:r—%—)\/ﬁ, (1.16)

avec k = Ele/ — 1] = )\pl)‘jl + )\q;‘fl —1.

De la méme maniére que dans la section précédente, on suppose que g(St) = F(S7,T),
avec g(St), le paiement a 1’échéance d’une option européenne donné en (1.10). Son prix
en date initiale t est :

Fu(t) = e Eqlg(Sr)| i,

avec T =T — t, le temps restant avant échéance. Pour mieux fixer les idées, nous consi-
dérons dans un premier temps une option d’achat de prix d’exercice K, auquel cas, le

11. En utilisant les mémes moyenne et variance.
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FIGURE 1.5 — Comparaison de la densité des rendements sous le modéle de Kou par
rapport a celle sous le modeéle de Black-Scholes, avec les mémes moyenne et variance.
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paiement & I’échéance est : g(S7) = (Sp — K)T. Le prix de l'option est donc donné en
date initiale t = 0 par :

C(So,7) =Eq e (S — K)*].
Aprés décomposition, on obtient :
C(So,7) = Eq [e " Srlgsk] — Ke ""Q(Sr > K). (1.17)
St = SpeXT, il vient :
QST > K)=Q (X >1In(K/Sy)) .
Définissons
Q(Xy > a) =T(w,0,\,p, A1, A2, a,t),

avec T, la queue de probabilité évaluée au point a. A cause de la présence des sauts
négatifs et positifs, T s’écrit & la différence du modéle de Merton comme une série com-
posée d'une double somme infinie dont chaque terme nécessite I’évaluation de fonctions
spéciales Hh,(z) dont la description est fournie a la page 691 de Abramowitz et Stegun
(1974). Kou propose une formule semi-explicite trés compliquée pour le calcul de cette
probabilité Y 1? qu’on implémente ici. Ainsi il vient :

Q (XT > ID<K/S())) =7 (w, o, )\,p, /\1, )\2, IH(K/S()), 7') s
011:w:r—%Q—/\/ietn:EQ[eJ—l]:m%—sz%—l-
Considérons dans un deuxiéme temps, le premier terme de I’équation (1.17), donné
par :

Eq [e7Srls,s k] - (1.18)

Nous utilisons la technique de changement de numéraire ; plus précisément, nous intro-
duisons une nouvelle probabilité Qg définie par :

dQs —TST _ 4T Xy
—_— = ri "2 = e r e 119
dQ . SO ( )
_ L S~
= exp (—20 —)\/ﬁ)T—i-aWT—i-ZJZ .
i=1

Remarquons que cette probabilité est bien définie puisque : Eg [e="T'S7/So] = 1, sachant
I'information disponible & la date t = 0. D’aprés le théoréme de Girsanov, Wts =W;—ot
et W est un nouveau mouvement brownien sous Qg. Le processus (1.3) devient :

2 Ny
o
1=

12. A la page 1011 de l'article original.
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Kou (2002) montre que ce processus est & nouveau un processus de diffusion dont les sauts
suivent encore une fois, une loi exponentielle double asymétrique avec des paramétres
donnés cette fois-ci par : X, p/, \| et \,.

Ainsi, grace a la dérivée de Radon-Nicodym fournie plus haut, il vient d’abord :

Eq [e7""Srls,5 K] = SoEqQs [1sp>K]
= SoY(w+ 02,0, N, p/, X, My, In(K/Sp), 7).

Il vient finalement que le prix d’une option d’achat est donné sous ce modéle, par la
formule suivante :

0(507 T) = SOT(W + 027 g, X,p/, >‘/17 /27 IH(K/S()), T)
—Ke Y (w,a, A, D, Al,AQ,ln(K/So),T) , (1.20)

0_2
avec :w =71 — %5 — Ak, K = Egle’ 1] =m (/\f\il) +p2(>\2>\j-1) -1

by
N = A1+ k), plzlimxﬁ, N =M —Tlet Ny=X+ 1.
—

L’équivalent d’une option de vente peut étre déduit en utilisant la relation de parité
call-put. Plus précisément, considérons & I'instant ¢ = 0 un produit financier qui promet
en T le flux :

K + max(St — K, 0)

Sr,K) =
max(57, K) {ST+maX(K—ST,0)

Comme on le voit, cet actif est le produit de deux stratégies donnant deux paiements
identiques & I’échéance T'. En absence d’opportunité d’arbitrage, les prix en ¢ des deux
actifs payant les mémes flux en 1" doivent étre identiques, ainsi :

Ke "+ Eq e (St — K)*] = So+ Eq [e7"(K — S1)"].

On peut déduire de cette relation, le prix d’une option de vente sous le modéle de Kou.
11 vient

P(Sp,7) =C(So,7) + Ke™"™ — S, (1.21)
avec C(Sp, 7), le prix d’une option d’achat donné en (1.20).

Aprés avoir tronqué la double somme infinie aprés ses N premiers termes, nous re-
prenons les paramétres utilisés par Kou et comme on peut le constater, la série converge
aussi vite vers la valeur arrondie & la cinquiéme décimale : 9.14732. On retrouve ainsi les
prix obtenus par Kou au bout de N = 12, comme l'illustre la figure (1.6).

La table (1.2) fournit les prix d’une option d’achat et de vente, en sortie de ce modéle.
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FIGURE 1.6 — Vitesse de convergence de la série de Kou pour une option d’achat. Les
paramétres utilisés sont : S = 100, K =98, 7 = 0.5, r = 5%, 0 = 0.16, A = 1, \; = 10,
Ao =betp=04.

Modeéle & sauts exponentiels doubles asymétriques de Kou
S=100,7=05r=5%,0=016, A=1, A1 =10, o =5et p=10.4

Option d’achat Option de vente
Prix d’exercice | Prix Kou || Prix d’exercice Prix Kou

80 23.24617 120 18.52905

90 14.81189 100 5.49042

100 7.95942 90 2.58978

120 1.49186 80 1.27097

TABLE 1.2 — Evaluation d’options européennes dans le cadre du modéle de Kou, les prix
sont calculés selon la formule (1.20) et avec la relation de parité call-put (1.21).

Notons de méme que le modéle a saut exponentiel double asymétrique de Kou permet
de retrouver la forte convexité pour des options de maturités courtes, comme l’illustre la

surface de volatilité (1.7).

1.2 Modéles a activité infinie

Dans cette section, nous nous intéressons & un modéle représentatif des processus a
activité infinie, le modéle CGMY qui étend celui de Variance Gamma par la généralisa-
tion de sa densité de Lévy. Nous présentons dans un premier temps le modéle Variance
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FIGURE 1.7 — Surface de volatilités implicites du modéle a sauts exponentiels doubles
asymétriques de Kou, pour une option d’achat. Les paramétres utilisés sont : .S = 1,
r=5%,0=02, A=10, A\ =50, Ay =25 et p =0.4.
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Gamma avant d’en examiner 1’extension.

1.2.1 Modéle Variance Gamma

Appartenant a la classe des distributions hyperboliques généralisées, les processus
variance gamma ont été introduits dans la littérature financiére par Madan et Seneta
(1990). Ils permettent aussi de retrouver un certain nombre de faits stylisés empiriques
ou de grands déclins dans la valeur de 'actif sous-jacent sont plus susceptibles que dans
le cas de distributions gaussiennes. Ce genre de processus est obtenu en changeant le
temps calendaire du mouvement brownien par un processus gamma. L’intuition princi-
pale sous-jacente a ce type de modélisation est que le temps des activités du marché
est une transformation aléatoire du temps calendaire. Plutét que d’ajouter une nouvelle
source d’incertitude comme des sauts dans la dynamique du sous-jacent, ou de rendre la
volatilité stochastique comme pour le modéle de Heston (1993), on transforme le temps
par un subordinateur, i.e., un processus aléatoire croissant de valeurs positives & accrois-
sements indépendants et stationnaires : dans notre cas, un processus gamma d’otl le nom
donné au modeéle. Ces processus permettent en outre d’obtenir des queues de densité ex-
ponentielles avec un taux de décroissance plus faible que celui des densités gaussiennes,
ce qui rend la distribution des rendements leptokurtiques pour ce processus.

Concrétement, considérons la forme générale des processus de Lévy géométriques en
(1.4), donnée par : S; = SpeXt, avec :

Xy =put+0G, +oWg,, (1,0) ER xR, o€ R, (1.22)

ou (G : t > 0) représente un subordinateur indépendant de W, avec W un mouvement
brownien standard. Cette équation différe de celle d’'un mouvement brownien arithmé-
tique & cause de la présence du terme G; qui représente le temps d’activé des marchés et
comme nous l'avions souligné, il s’agit d’un processus gamma, a valeurs positives d’ac-
croissements indépendants et stationnaires. En d’autres termes, si Gy ~ I’ (%,g) est un
processus gamma de paramétre ¢ > 0, alors les accroissements :

u—t
S

GuGtNF( )g)a UZfZ()a

13: u —t et de variance : ¢(u — t).

sont encore des processus gamma de moyenne

Considérons deux instants : ¢ et t+At. Notons AG, les accroissements G (t+At)—G(t).
Conditionnellement au subordinateur G entre ces deux instants, la rentabilité continue
de lactif sous-jacent est donnée sur la période [t,t + At[ par :

In St;“ (G ~ N(uAt OAG | 02AG), (1.23)
t

13. Cette hypotheése est importante, car stipulant qu’en moyenne, I’horloge stochastique converge vers
I’horloge calendaire
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car .
E(GG) = AG et Var (W(Girar—Gy)) |G~ 0®AGe, €~ N(0,1).

En intégrant sur tout le domaine du subordinateur G, avec la loi gamma; la densité
est alors obtenue comme un mélange infini de densités gaussiennes pondérées par les
densités de la loi gamma. Seneta (2004) montre que cette somme infinie converge. Elle
est donnée '* par :

At/c—1/2
_2ep@a—p/o?) (la—ul \TT T el 207f P
o 27T§%F(1/§) V20?2 /¢ + 62 ) o?

fx(x)
(1.24)

ou K, représente une fonction de Bessel modifiée d’ordre 3 d’indice 7, définie pour w > 0
par :

1 [ w, _
Kn(w)=2/0 y" 1exp{—§(y 1+y)}dy-

D’autre part, il est aisé d’obtenir la fonction caractéristique du processus (1.22). Elle est

donnée 1° :

2\ ¢
bx, (u) = Ble™Xt] = 7w = giunt <1 —qubs + u202§> , ueC (1.25)
ou :
o2
- S

<), (1.26)

1
Y(u) = —iup + < In(1 — jufs + u>

représente ’exposant caractéristique associé & X. Celui-ci est défini si et seulement si :
2

(1 — iufs + u2%g) - (1 — (iu)fs — (iu)2022§> > 0. (1.27)

La résolution de cette équation du second degré en iu nous impose une contrainte définie
par la bande de régularité :

—0 — /02 + 2 —0+ /02 + 22
C < Ru) < .

o2 o2

La figure (1.8) illustre quelques trajectoires de prix obtenus sous ce type de processus :
on peut reproduire les tendances de ce graphique en prenant p =60 = 0,¢ = 6 et 0 = 0.03.
Les figures (1.9a et 1.9b) montrent les densités assorties. On y remarque la déformation
de la distribution des rendements en fonction du temps et du paramétre 6.

14. Aprés rectification d’une erreur sur la densité qu’il y aurait dans leur papier.
15. Voir ’annexe (A.2) pour les calculs détaillés.
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3.5

Stocks Values

L L L L L
0 100 200 300 400 500 600
Time in days

FIGURE 1.8 — Simulation de 10 trajectoires du processus VG. Les paramétres utilisés
sont : Sog =1, u=0=0,¢=6¢et o =0.03.

0.35 0.7
Tyear
2 years
3 years
— 4 years
03f Sx:: H 0.6
6 years
7 years
8 years
025 9 years 1 05
10 years
02 b 0.4r
015 b 031
0.1 1 0.2r 1.2
005 0.1 AN
« . ™
\ T~
-5 0 5 10 15 20 25 30 94 -3 -2 1 2 3 4
(a) Représentation du processus VG comme (b) Représentation du processus VG comme
une fonction du temps t. Les paramétres une fonction de 6. Les paramétres utilisés sont
utilisés sont 0 =1, ¢ =04, 0 =14, p = 0. ¢=04,0=0.9, p=0.
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Cependant, il vient un autre intérét porté pour ce type de processus, notamment
sa flexibilité a étre en adéquation avec la distribution inférée des séries historiques de
rendements. Par exemple, considérons sans perte de généralité des séries historiques de
rendements mensuels TRI'%, de 'indice boursier américain S&P 500 récupérées depuis
une base de données Bloomberg®. Nous considérons une fenétre d’observation post-
guerre, allant du début de I'année 1957 & la fin de 'année 2008. Les paramétres du
modéle, obtenus par la méthode d’estimation de vraisemblance sont fournis a la table
(1.3) et on voit sur la figure (1.9), la bonne adéquation de la distribution simulée par
rapport a celle des rendements de cet indice boursier.

Indice S&P 500

MV = 1102.63673
w=0.03705 o= 0.03966
¢ =0.18182 0 = —0.03143

TABLE 1.3 — Estimation par la méthode de maximum de vraisemblance (MV) des para-
meétres du processus Variance Gamma donné en (1.22).

12 !

VG

- Historical

Frequency
)
T

F1GURE 1.9 — Adéquation des distributions des rendements historique et simulée de I’in-
dice boursier américain S&P 500.
Source : Bloomberg®.

16. De la terminologie anglaise : Total Return Index, i.e., les dividendes détachés sont réinvestis.
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1.2.2 Modéle KoBoL ou modéle CGMY

Dans la continuité du modéle variance gamma, un nouveau modéle englobant le pré-
cédent, connu sous le nom de modéle CGMY de Carr et al. (2002), d’aprés les noms
des quatre auteurs : Carr, Geman, Madan et Yor, a rapidement émergé dans les années
quatre-vingt-dix. Ce type de processus avait été pour la premiére fois introduit en ac-
tuariat par Dufresne et al. (1991) et construit pour la littérature financiére par Koponen
(1995) puis par Boyarchenko et Levendorskii (2002c), d’ott le nom de processus KoBoL,
d’aprés le nom des trois auteurs : Koponen, Boyarchenko et Levendorskil. L'une des ca-
ractéristiques des processus CGMY est qu’ils ne partent pas de la particularité d’une
distribution de probabilité ni de la subordination de brownien. Ils sont bien au contraire,
construits par le choix direct d’une fonction caractéristique, autrement dit, d’une densité
de Lévy. Les paramétres C,G,M et Y avec : C > 0, G >0, M > 0 et Y < 2, jouent
un réle important quant & la prise en compte des propriétés caractérisant le processus
sous-jacent. En effet, C' décrit I'intensité du processus. Plus précisément, C' joue un roéle
similaire & celui de la variance dans un mouvement brownien. Les paramétres G et M,
controlent respectivement, le taux de décroissance des queues de probabilité droite et
gauche de la densité de Lévy, donnant ainsi de I’asymétrie pour des valeurs de G et de
M non égales. Ainsi le cas G < M est plus en adéquation avec de nombreux faits empi-
riques ol la queue de probabilité gauche est la plus épaisse. Le paramétre Y caractérise
la structure fine du processus : Y > —1, pour une densité de Lévy complétement mono-
tone; Y > 0, pour un processus & activité infinie, ou a variation infinie (Y > 1). Aussi,
remarque t-on que le cas Y = 0 permet de retrouver le modéle Variance Gamma avec
des paramétres identifiés par les auteurs !”. La densité de Lévy du processus CGMY, X,
est donnée par :

exp(—Gla)) exp(—Ma)

v(z)=C EER la<o TLDO ; (1.28)

avec : C >0,G >0, M >0, et Y < 2. De méme, la fonction caractéristique associée,
s’obtient aisément :

dx, (u) = e, (1.29)

avec :
P(u) = —C T(=Y) [(M —iu)¥ — MY + (G + i)Y —G¥]. (1.30)
Nous exposerons plus loin, une méthodologie générale d’évaluation d’option qui per-
met d’obtenir les prix d’options sous ce type de modéle. Aussi, verra-t-on comment la

densité attachée aux lois marginales du processus peut étre obtenue de maniére simple
et rapide.

17. A la page 311.
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1.3 Modéles a changement de régimes

Les modéles a changement de régime ont été introduits dans la littérature économique
par Hamilton (1989). Ces modéles envisagent une approche heuristique mais surtout
intuitive de modélisation de rendements d’actifs. Autrement dit, plutot que d’utiliser un
modéle a volatilité stochastique comme celui de Heston (1993) ou a sauts via un processus
de Poisson composé ou par subordination de brownien, on suppose que ’actif sous-jacent
peut transiter de maniére aléatoire entre n différents régimes de volatilités. Le processus
régissant la transition entre les volatilités est donné par une chaine de Markov. Dans ce
contexte, en reprenant les travaux de Hamilton, Hardy (2003) propose un modéle avec
changement de régime lognormal. Nous verrons que dans le cadre d’évaluation d’option,
outre la difficulté suscitée par I'incomplétude du marché, il vient une autre : celle de
détermination de la distribution de séjour dans un état. Cette probabilité est obtenue
par une version discréte et récursive de ’équation de Kolmogorov rétrograde qui ne
semble pas évident & implémenter. Dans un souci de clarté, nous commencons 1’analyse
en spécifiant la dynamique de rendements d’actifs pour ce type de modélisation.

1.3.1 Dynamique des rendements d’actif

On considére un actif risqué S, qu’on modélise par un processus de type exponentiel :
S = SpeX, ot Sy est son prix a la date t = 0. Notons T, 'horizon de temps d’investisse-
ment dans cet actif. On discrétise cette période d’investissement [0, 7] en T sous périodes
[ti—1,ti[, i = 1,...,T, d’égales durations. Sans perte de généralité, supposons qu’elles ne
durent pas plus d’un mois. La rentabilité de ’actif, r;, en fin de sous-période est

’I"i:ln : :th‘_Xtifl‘

Remarquons que si X est un processus de Lévy, alors les rendements sont & accroisse-
ments indépendants et stationnaires. Postulons qu’ils obéissent & un processus modulé &
changement de régime a deux états, régi par la chaine de Markov (. Nous supposons par
convention qu’au temps ¢, ; = 1 si le régime est dans ’état 1 et (; = 2 si celui-ci est
dans I’état 2. La matrice de transition de Markov décrivant le passage aléatoire entre les
deux régimes est donnée par

P— |:p1,1 plﬂ ’ (1.31)
P21 P22

ou :
. pij = Pr{G41 = j‘Ct = 1] est la probabilité que le processus X;; transite de I'état
i a 'instant ¢ vers I'état j au temps ¢ + 1, (4, ) € {1,2}2,

. et 22:1 pij =1, pour i € {1,2}.
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1.3.2 Probabilité de sé¢jour dans le régime 1

Une variable jouera un role important dans notre modélisation, c¢’est la variable C' qui
compte le nombre total de mois passés dans 1’état 1 pendant la période de temps [0, 7.
C' est donc une variable discréte, prenant pour valeurs ¢ dans ’ensemble {0,1,2,...,n},
n<T.

Soit Cy,(t), le nombre total de mois que le processus modulé visite le régime 1 dans
I'intervalle de temps [t, n[. Pour tout ¢ € [0,n — ] :

PHCL0) = las) = PG+ 1 = =2 PriCut+1) et = 1]  [-2],
(1.32)

= 0, sinon.

La justification de cette récursion est la suivante : si en t — 1, on veut que la variable C'
ait passé ¢ mois dans le régime 1 durant [t, n[, alors si a partir de la date ¢, C' se trouvait
dans le régime 2 ((; = 2) avec une probabilité p¢, , ,, alors il lui resterait a partir de
Iinstant ¢ + 1 toujours ¢ mois & passer dans le régime 1. Si au contraire a l'instant t, C'
se trouvait déja dans le régime 1 (¢; = 1) avec une probabilité p¢, , , il lui resterait ¢ — 1
mois & envisager dans le régime 1. Aussi pour ¢ € [n — 1,n[, autrement dit en derniére
sous-période, on remarque les égalités suivantes :

Pr[cn(n - 1) = 1|Ct—l = 1] =Pia Pr[cn(n - 1) = O‘Ct—l = 1] = D12
Pr[cn(n - 1) = 1|Ct—1 = 2] = P2a Pr[on(n - 1) = O‘Qt—l = 2] = P22

Partant de ces derniéres quantités et en servant de la relation récursive rétrograde (1.32),
on obtient la probabilité Pr[C},(0) = ¢[(—1 = 1] conditionnellement a I’état 1 et la proba-
bilité Pr[C,,(0) = ¢[(_1 = 2] conditionnellement & I’état 2. La probabilité inconditionnelle
de C,,(0) = C), peut étre enfin déterminée en utilisant la relation suivante :

Pr[C(0) = ¢] = p(c) = mPr[Cr(0) = ¢ | (1 = 1] + mPr[Cr(0) = ¢ | (-1 =2]. (1.33)

71 et 7o représentent des probabilités stationnaires '® telles que :

2,1 DP1,2
m = ——" Ty = ——————.
P12 + D21 P12 + D21

A titre d’illustration, supposons que n = 20, la distribution de séjours dans I’état 1 de
la variable C est fournie a la table (1.4), en utilisant les paramétres estimés pour les
probabilités de transition de I'indice canadien TSE 300 (cf. table 1.6). Les chiffres sont
arrondis au plus prés a la quatriéme décimale.

18. Elles sont solution de I’équation 7P = , ol 7 est un vecteur ligne de taille (2 x 1), de probabilités
stationnaires m et ma.
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Pr[Cy =] || ¢
0.0016 7

0.0012 8 0.0115 15 0.0526

0.0018 9 0.0149 16 0.0622

c Pr[Cy =] || ¢ Pr[Cy =]
0
1
2
3 0.0026 10 0.0189 17 0.0726
4
5
6

0.0088 14 0.0440

0.0036 11 0.0238 18 0.0835
0.0049 12 0.0296 19 0.0945
0.0066 13 0.0363 20 0.4247

TABLE 1.4 — Distribution du nombre total de séjour, Cog, dans le régime 1 sur une fenétre
de temps de [0,20] (en mois).

On vérifie que la somme de toutes les probabilités est égale & 1. Aussi, la précision et
le temps de calcul de ces probabilités étant trés déterminants pour 'utilisation de cette
distribution dans la suite des applications, nous relevons & la table (1.5) les performances
de calcul constatées sous une machine standard équipée d’un Pentium® 4 a 2 GHz et
dotée de 1 Go de mémoire vive.

Probabilités de séjours dans le régime 1
N Temps en secondes
120
: 0.008312
(soit 10 ans)
240
: 0.019400
(soit 20 ans)
3
. %0 0.035581
(soit 30 ans)
600 0.080428
(soit 50 ans) '
1200 0.265872
(soit 100 ans) ’

TABLE 1.5 — Performances de calcul. Temps mesuré sur une machine équipée d’un pro-
cesseur Pentium® 4 référencé a 2 GHz et dotée de 1 Go de mémoire vive.

D’autre part, remarquons que le taux de rentabilité continu inhérent & la détention
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de l'actif jusqu’a la date de fin d’investissement T', est donné par

T
St <S1 So St )
Xr=In—=In[——.... = T
g So SoS1 St ;

La fonction caractéristique associée a Xp peut étre calculée en conditionnant par la
variable C' - donnant le nombre total de séjour dans I’état 1 - dont on sait dorénavant
déterminer la distribution.

dxy(u) = Elpx, 0] = E [E[e™¥T|C]],

ol
E[e"XT|C) = Ble" E5ani|0) = B [ (" Ten ) (M Xen ) |C]
E[¢"XT|0] = E [(ewzfeu "o)] e [(ewzfefz ic]
E[e"X7|C = c = (¢,1) ()" () ()" °.
11 résulte :

T
bxr(u) = Y exp { = Cvn(w) = (T = C)o(w) } Pr{C = ], (1.34)
c=0

ou Y, représente I’exposant caractéristique du processus X; sachant qu’il est dans I’état

G-

1.3.3 Modéle de Hardy et Evaluation d’option

Hardy considére un modéle & changement de régime lognormal sous lequel, les ren-
dements suivent une distribution normale et dont les deux premiers moments centrés
dépendent de (. Formellement :

T = M) Tt UC(t)z(l)a t=1,2,..T.

Ce type de modélisation a pour but de prendre en compte la caractéristique réelle des
marchés qui, pour pour des raisons d’incertitudes politiques ou encore économiques de
court terme, voire de moyen terme, passent de temps en temps d’un régime de faible
volatilité vers un régime a forte volatilité. La figure (1.10) illustre ' ce type de phénoméne
pour l'indice boursier américain S&P 500.

Notons 0 = {1, u2, 01, 02, P12, P21}, 'ensemble des paramétres du modeéle. L'estima-
tion de ces parameétres peut étre efficacement obtenue par le filtre récursif de Hamilton
et Susmel (1994). Ainsi, en reprenant les séries historiques de rendements mensuels de
I'indice américain S&P 500 et celles de l'indice canadien TSE 300 sur la méme fenétre
d’observation allant de 29/02/1956 a 30/04/2000, les paramétres inférés de cette série
sont fournis a la table (1.6).

19. Ce type de représentation est obtenue en calculant les probabilités conditionnelles d’état suivant
I’approche proposée par Hamilton et Susmel (1994).
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1,2

m— REgime a volatilité faible ## % e 0 REpime a volatilité élevée

1

0.8

0,6

0.4
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1856 1961 1967 1972 15977 1983 1988 1994 1999

F1GURE 1.10 — Changement de volatilité dans I'indice boursier américain S&P 500.

TSE 300

MLE = 929.9729
p1 = 0.0125 o7 =0.0348 pi2 =0.0361
po2 = —0.0163 09 =0.0777 po; = 0.2111

S&P 500

MLE = 957.7927
p1 = 0.0125 o1 =0.0355 p12 =0.0344
Ho = —0.0219 09 = 0.0772 p21 = 0.3956

TABLE 1.6 — Estimation des paramétres du modéle & changement de régime lognormal.

Evaluation d’option

Hardy considére a I'instar de Bollen (1998) que le passage de la mesure historique P
a l'univers risque-neutre @) laisse les probabilités de transition inchangées dans les deux
univers. Autrement dit, ils proposent de changer les paramétres de dérives dans le régime

2
i de pu; ar— %’ Cette approche sera celle suivie dans cette section. Ainsi sous @), il
vient au temps ¢, le prix Fy(t) d’'une option européenne dont le paiement a I’échéance
est donné en (1.10) :

Fp(t) = e " Eqlg(ST)|F],

avec T = T — t, le temps restant avant échéance. En conditionnant par le nombre total
de séjour passé dans le régime 1, il vient d’abord

Fy(S,7)=Eg [e "™ E [w(Sr— K)" |C]].
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Modéle & changement de régime lognormal de Hardy

S =100, 7 =1, r = 6%, par an

Option d’achat Option de vente
(soit, o = 1) (soit, o = —1)
Prix d’exercice | Prix Hardy || Prix d’exercice | Prix Hardy
80 24.88564 120 14.85921
90 16.22075 100 3.25635
100 9.07990 90 0.97957
120 1.84747 80 0.22687

TABLE 1.7 — Evaluation d’option européenne dans le cadre du modéle a changement de
régime lognormal de Hardy, selon la formule (1.35).

En utilisant la distribution de séjour dans le régime 1, calculée en (1.33), il vient ensuite :

T
Fup(S,7) =) [Fps(S,7)|C] Pr[C =], (1.35)
c=0
avec :
Fps(S,7)|C = @wSoN (wd) — wKe "N (w(d — %)),
In 52 (7“7' +32/2)
d=—X -%
VI |
et :

Y2 =Co? +(T—C)oi, Y =vVX2
Ainsi dans le cas du modéle & changement de régime lognormal, nous avons une formule
fermée. La table (1.7) montre quelques prix d’option calculés pour différents prix d’exer-
cices, en utilisant les paramétres estimés de 'indice TSE 300 selon la formule (1.35). Les
prix sont arrondis au plus prés a la cinquiéme décimale.

1.3.4 Une premiére extension : le modéle a changement de régime
variance gamma

Sous le modéle & changement de régime variance gamma, auquel nous nous référons
par le jeu de lettres RSvG, on reconsidére la forme générale du processus de prix Sy =
SpeXt, comme un processus de Lévy géométrique. On suppose que X; visite deux régimes
gouvernés par une chaine de Markov ¢, avec (; = 1, 2, ou (; est le régime s’appliquant au
temps [t, ¢+ 1] :

{ X1p = pat +601G1s + 01 We, ) (1.36)

Xot = pot + 02Gay + 02Weyp)
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On suppose que sachant 1’état dans lequel se trouve Xy, autrement dit, conditionnellement
a (¢, le processus X, suit un processus de type variance gamma défini en (1.22). On
suppose également que les processus X; et X9 sont conditionnellement indépendants. La
fonction caractéristique de X; est donnée par (1.34), o

2
. 1 . o
e, = —tupe, + o In(1 — dub¢,sc, + u2§§<t), G=1, 2. (1.37)
t
En reprenant les méme séries historiques qu’a la section (1.2.1) et en utilisant la métho-
dologie d’estimation de paramétres que dans le cas du modéle & changement de régime
lognormal, les estimations obtenues sont fournies a la table (1.8).

S&P 500

MLE = 1123.29637
61 = —0.01554 ¢ =0.13333 o7 =0.03219 gy = 0.02566 p12 = 0.06602
0y = —0.07438 ¢ = 0.07407 o9 = 0.05747 e = 0.06702 po; = 0.13272

TABLE 1.8 — Estimation des paramétres du modéle & changement de régime variance
gamma (RSVG).

Comme on le voit & la figure (1.11), ce modéle rentre bien en adéquation avec les
séries historiques de rendements.

12 !

RSVG
I Historical

Frequency
)
T

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

FIGURE 1.11 — Adéquation des distributions des rendements historique et simulée de
I'indice boursier américain S&P 500. Les données sur cet indice sont récupérées depuis
une base de donnée Bloomberg®.
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1.3.5 Une deuxiéme extension : le modéle mixte de diffusion a saut de
Kou a changement de régimes

Nous proposons une extension du modéle de Kou, le modéle KRS, pour Kou regime
switching model. Comme précédemment, on considére un sous-jacent représenté par un
processus de Lévy X, sous la forme exponentielle S; = SpeXt. On suppose de méme
que X; transite entre deux régimes suivant une chaine de Markov ¢ dont la matrice de
transition est fournie en (4.11), avec (; = 1,2, ot (; est le régime s’appliquant au temps
[t,t+1[:

Nt
Xig=mt+o Wi+ Z J1,i

i=1

Ny
Xot = pot + o0oWo + Z Jo;

i=1

(1.38)

¢, o¢ > 0, sont respectivement, les parametres de dérive et de volatilité de la partie
diffusive dans les deux régimes. Les processus W¢ et N et la suite de variables (J¢, )
sont supposés indépendants conditionnellement & . On suppose de méme que les tailles
aléatoires de sauts (Jy;) et (Jo,;) sont (conditionnellement) i.i.d.

La fonction caractéristique de X; est donnée par (1.34), ou

2
g
be, = —ipc,u+ gm Mg, (w) = 1),  G=1,2 (1.39)

Extension du modéle de Kou

Nous généralisons le modéle de Kou & deux régimes. Conditionnellement & 1’état
visité par le processus, les sauts suivent toujours une loi exponentielle double asymétrique
donnée par :

R R )
_7727<t

P =0, p2¢c >0, pr¢c+p2¢c=1cetn: 1, ne2 sont des variables aléatoires exponentielles
de moyennes respectives : 1/A; ¢, et 1/Xg¢,.

La fonction caractéristique conditionnelle associée & la loi des sauts est donnée de la
méme maniére que dans le modéle de Kou :

. AL A2
) iuJ — )6t )Gt )
b, () [e"7|G) = P, M, — i + P2.¢ Noc, +iu

Nous nous assurons de la contrainte sur I’espérance

. A1 Ao,
BleIG] = dae (1) = Pragy g + Py, (1.40)
56t 56t
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en vérifiant que A\ ¢, > 1, V ¢; € {1,2}, autrement dit, les sauts positifs ne peuvent
excéder 100% en moyenne.

Cette fois-ci, une solution semi-explicite est difficilement atteignable. Nous exposerons
une approche générale d’évaluation numérique au prochain chapitre. Dans le cadre de
cette approche, nous verrons que I’'évaluation d’une option sous le modele KRS se réveéle
particuliérement simple et performante.

1.4 Couverture en marché incomplet

Dans la théorie traditionnelle d’évaluation d’option de Black-Scholes-Merton, le ven-
deur d’option peut s’immuniser contre les variations de cours du titre - pouvant engendrer
des pertes a l'infini?’ - en ajustant en tout instant son portefeuille de telle sorte que sa
valeur soit égale a celle de 'option vendue. Le marché est alors dit complet. En d’autres
termes, la formule de Black-Scholes nous donne la composition du portefeuille répliquant,
composé d’une quantité d’actif sous-jacent et d’actif sans risque qui soient telles que la
variation de cours soit contrebalancée par celle en actif sans risque, de telle sorte que
celui-ci réplique en tout instant et dans tous les états de la nature ’option. En revanche,
les modéles présentés jusqu’ici rejettent I’hypothése de complétude du marché. En effet,
il existe une infinité de mesures () équivalentes & P : () ~ P, telles que les prix actualisés
sont des martingales. Les prix des actifs dérivés vérifiant I’hypothése d’absence d’op-
portunité d’arbitrage ne peuvent donc étre déterminés de fagon unique. Par conséquent
le marché est incomplet. Afin de clarifier ce dernier point, reprenons le raisonnement de
Merton (1976). Pour cela, supposons qu'un saut de Poisson se produit dans une économie
dans laquelle la dynamique réelle de 'actif sous-jacent est modélisée par :

ds

< = (a — Ak)dt + odZ s’il n’y a pas de saut

JS (1.41)
< = (a = Ak)dt + 0dZ + (Y — 1)  si un saut de Poisson se produit.

En effet si le saut Poissonien Y se produisait, le prix du stock passerait de S & SY. Ainsi,
I’amplitude moyenne des sauts est donnée par I’espérance mathématique du pourcentage
de cette variation : (SY —5)/S, encore égale a Y — 1. D’autre part, notons que le terme
(—Ak) compense la perte induite par les sauts.

Considérons une option dont le prix est noté W = F(S,t), écrite sur un tel sous-
jacent. Le rendement instantané d’une telle option obéit & une dynamique similaire a
celle du sous-jacent en (1.41) :

aw

W = (aw — )\/iw)dt + Gde + (YW - 1), (1.42)

20. Exemple de la vente d’une option d’achat, sans perte de généralité.
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oll ay et 0‘2,[, représentent respectivement le rendement et la variance instantanés de
Poption. (Y — 1) représente le pourcentage de variation du prix d’option. En supposant
que la fonction F(S,t) est une fonction de classe C*!, I'application du lemme de Ito pour
les processus & sauts permet d’écrire :

2qQ2

dF = [Ft + (o — Ak)SFs + g Fss|dt+o0SFsdZ + [F (S+ S(Y — 1)) — F(S)] dNy.
Les indices de F' indiquent les dérivées partielles sur cette fonction. En se référant a
(1.42), il vient par identification :

0252

2

aw = [Ft + (0= Me)SFs + 22 Fgg + AE[F(SY) — F(S)]| /F(S,t) (1.43)

ow = oSFs/F(S,t).

Composons un portefeuille P constitué des proportions w; en actif sous-jacent, ws en
3

option et ws en actif sans risque, avec »  w; = 1. Le prix de ce portefeuille évolue selon
i=1

une dynamique similaire & celle du sous-jacent avec le méme paramétre d’arrivée de

sauts :

P
d? — (ap—A/ip)dt+Ude+(Yp—1). (1'44)

En nous référant aux dynamiques (1.41 et 1.42), nous obtenons par identification :

ap =wi(a—7r)+w(aw —r)+r (1.45)
op = w10 + waow (1.46)
Y, —1=w(Y —1)+wE[F(SY)— F(S)]/F(S,t) (1.47)

Notons que si A = 0, alors le rendement du portefeuille peut étre rendu sans risque en
choisissant w1 = w] et we = w3 tels que w] + w5 = 0. Ce portefeuille étant sans risque,
pour éviter 'absence d’opportunité d’arbitrage, son rendement est égal au taux sans
risque. En utilisant, les équations (1.45 et 1.46), on obtient la relation suivante :

= , (1.48)

En servant de I'équation (1.43, avec A = 0) et de (1.48), on obtient aisément 1’équation
fondamentale de Black et Scholes :

0.2 SQ

5 Fgs+rSFs+ —rF + F, =0.

Cependant, remarquons qu’en présence de sauts (A # 0), le rendement du portefeuille
avec les allocations wj et w3 n’est plus sans risque. D’ailleurs, I'analyse au plus prés
de la formule (1.47) montre qu’il n’existe aucun couple (w1, w2) qui élimine le risque
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de saut ou qui - plus précisément - annule I’équation (1.47) notamment pour Y, = 1.
La raison principale est que ce portefeuille est une combinaison linéaire de poids w; au
moment ol le prix d’option est une fonction non linéaire de I'actif sous-jacent. Néanmoins
Merton propose une stratégie de couverture en delta et la justifie par la détention d’une
large quantité d’actifs sous-jacents dont les composantes de diffusion sont corrélées entre
elles?!, au moment ot les composantes de sauts sont indépendantes de celles de diffusion
et donc diversifiables. En d’autres termes, un large marché de portefeuilles diversifiés
comme par exemple les indices boursiers frangais CAC 40 ou américain S&P 500, ne
présenteraient pas de sauts. Une telle approche ne rentre pas en adéquation avec la
réalité ou l'on observe de grandes variations abruptes résultant - par conséquent - de
sauts trés corrélés. La réplication n’est pas possible, il faut donc se résoudre & trouver
une approximation du flux de paiement final auquel est exposé le vendeur d’option par
une stratégie. Ce qui fait 'objet de cette section.

1.4.1 Couverture quadratique : moyenne-variance

Une fois qu’on admet que la réplication comporte un risque, alors surgit le probléme
de minimisation de risque par le choix d’une mesure de risque appropriée. Bien que le
choix de la stratégie de couverture dépend des préférences de I'agent qui met en place
cette couverture, notamment de son aversion au risque, I’approche que nous utiliserons
ici, s’apparente au choix d’une fonction d’utilité quadratique. D’une maniére générale,
la couverture quadratique consiste & minimiser la distance L? entre le flux de paiement
final et la valeur terminale du portefeuille de couverture. Le portefeuille de couverture
optimal (sil existe) est la projection L? du payoff sur le sous-espace (linéaire) d’actifs
réplicables. En d’autres termes, il s’obtient par la minimisation de I'erreur résiduelle au
sens des moindres carrés ?2. Cependant, le critére de minimisation peut étre aussi bien
I'erreur de couverture a la maturité 7' de I’option, qu’a un instant infinitésimal 23 t + At.
Ce dernier critére est encore appelé minimisation locale de risque. En utilisant la formule
de Ito pour les processus de diffusion & sauts et la relation d’isométrie pour les intégrales
stochastiques, Cont et al. (2007) obtiennent le ratio de couverture quadratique suivant
pour la part a détenir en actif sous-jacent.

OF +oo T —1Dv(dz
0, = o? 75 (t,S¢) + f +t 5i87) — Bt Sl (e Drid )7 (1.49)
o2+ [13 (e — 1)2u(dr)

ou F représente le prix de l'actif contingent et v(dz), la mesure de Lévy associée & X. On
peut donc voir que ce ratio est une somme pondérée de deux termes : la sensibilité de
I’actif contingent & une variation du cours du titre et la sensibilité moyenne aux sauts de
tailles finies. Aussi intuitive que la formule (1.49) peut paraitre, il n’en reste pas moins
que sous les modéles a sauts, le calcul de ces deux quantités présentent de grandes diffi-
cultés. La premiére est de pouvoir calculer le delta de I'actif, autrement dit, la sensibilité

21. assimilables au risque systémique.
22. d’autant plus que cela revient & minimiser la variance des pertes résiduelles.
23. mesurer donc localement dans le temps.
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de I'option & une variation du cours du titre et la deuxiéme - loin d’étre simple - est due
a la présence du terme intégral fjoooo F(t,Se*)v(dx). En effet, ce terme est non local car
celui-ci dépend de toute la solution de F'(¢,.) et non seulement du comportement local
au point S. Sa présence donne lieu a la théorie des équations intégro-différentielles qui
se résolvent numériquement avec plus de complexité que celle des équations aux dérivées
partielles.

Néanmoins, parce que la mesure de Lévy associée au modéle de Merton est une densité
gaussienne pondérée par I'intensité finie de sauts, ce ratio peut étre calculé de fagon semi-
explicite. Nous pourrons alors tirer des conclusions par rapport & la couverture en delta
de Merton en marché incomplet. Dans le cadre plus général des processus de Lévy mixtes
& sauts, nous suggérons au deuxiéme chapitre une méthodologie générale, différente de
I’approche proposée par Cont et al.

1.4.2 Calcul du ratio de couverture optimal

Considérons un actif contingent de type européen dont le prix est donné sous le
modéle de Merton. Le ratio de couverture est alors fourni par la formule suivante :

. o228 (1 ) + L [TX[Fas(t, Spe®, w) — Far(t, Sy, w)](e® — 1)v(dx) (150
T o2 + [T2(er — 1)20(dx) '

ou F)s est le prix Merton associé & une option européenne qu’on cherche & couvrir et
v(dx), la mesure de Lévy associée. Elle est donnée par :

A
v(dr) = NoETE

Comme mentionné plus haut, la formule (1.50) agrége deux principales composantes : le
delta de Merton et la deuxiéme, la sensibilité moyenne aux sauts de tailles finies qu’on
explicitera. Le terme au dénominateur s’obtient directement en utilisant la transformée
de Laplace et le fait que fj;o v(de) =\

—+00
/ (ea: . 1)21/)(((13:) _ )\[€2m+262 o Qem-i-g + 1]'

—00

1.4.2.1 Le delta de Merton

D’apres la formule donnant le prix d’option sous le modéle de Merton,

—AT n S ﬁ
FM(S,T,w):Ze(AT){anN (wln S2 +(r+ % )7_)

= n! on /T

Sn a
— wKe "N wln? il Gl L
on/T ’
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la dérivée par rapport au sous-jacent sous le signe somme, nous permet d’obtenir :

OFy e ()" [ S, InS2 4 (r+ %)r
08 _,;)n! TN = : (1.51)

1.4.2.2 Sensibilité moyenne aux sauts de tailles finies de Merton
Considérons d’abord l'intégrale suivante :

(avf'm)2
52

400 -

+00
/_ FMa,s,w)(ex—nvx(d@=FM<tvS’w>A/_ S e

®
INIEY

Ainsi, il vient :
+00 52
/ Fur(t, S, ) (e® — Dy (dz) = M™% — 1) Fy(t, S, o). (1.52)
Il ne nous reste plus qu’a calculer les composantes :
+oo +oo
Fp(t, Se®)vx(dz) et Fp(t, Se*)(e® — 1)vx(dx).

Le calcul de ces composantes ne semble pas si immédiat. Il nécessite ’utilité de résultats
intermédiaires que nous énongons. Davantage par clarté que par nécessité, nous différons
en annexe, les preuves détaillées.

Lemme 1.4.1. Si X est une variable aléatoire de loi N'(m,d8?) et a et 3 deuz constantes
réelles avec B > 0, alors V w € {—1,1},

(=) - ().

Lemme 1.4.2. Si X est une variable aléatoire de loi N'(m,8?) et « et 3 deur constantes
réelles avec 3 > 0, alorsV w € {—1,1} etV n >0,

Blew (5550 )] = e (wm tng])?: ((77776(;)22)) |

ou encore

x X+a\] | ppm? o +m + nb?
e (=% )]—N<wm)
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Ainsi, en vertu des lemmes (1.4.1 et 1.4.2) et en prenant n = 1, nous avons immédia-
tement :

400 2
/ Fur(t, Se®, w)ux (dx) = APy (t, Se™ 5 3, ). (1.53)

—0o0
De la méme maniére pour 1 = 2, nous obtenons :

oo 52 352
Fy(t, Se”, @)e®vx (dr) = Xe™ 2 Fps(t, Se™ 2 ¥, w), (1.54)

—00

2
avec : ¥ = \/02+57.

La figure (1.12) illustre le ratio de couverture optimale pour une option européenne
calculé selon la formule (1.50) en fonction du temps et de la distance a la monnaie. Les
paramétres utilisés sont : K =1, r=0,0 =02, A=1, m = —0.1, § = 5% et 7 en mois.

D’autre part, pour 7 fixé & un an, la figure (1.13) compare ce ratio optimal avec le
delta de Merton obtenu selon la formule (1.51). On peut remarquer sans surprise sur ce
graphique que dés que A = 0 ou la composante de sauts disparait, nous retrouvons donc
le delta de Merton. En revanche, plus cette intensité augmente, plus on s’y éloigne, ce
qui montre que dans un marché incomplet, I'utilisation de I’allocation en delta est sous-
optimale. Dans la table (1.9), nous donnons quelques valeurs numériques comparatives
du ratio optimal pour une option européenne d’achat et de vente selon la formule (1.50)
par rapport & celle de Merton (1.51). Le prix d’exercice est K = 98 et le taux d’intérét
sans risque est fixé a r = 5%. Les paramétres du modele sont donnés par o = 0.2, A = 1,
m = —0.1, 6 = 5%. Les options ont un temps restant avant échéance 7 = 0.5.

Conclusion

Le but recherché dans ce chapitre était d’exclure le cadre gaussien dans la modéli-
sation d’actifs risqués. Nous avons donc rappelé quelques processus de Lévy a activité
finie et infinie pertinents au regard de la réalité observée et avons noté leur difficulté
d’implémentation. Nous avons de méme proposé un cadre simple de modélisation d’ac-
tifs en présence de modeéles avec changement de régime en notant la difficulté liée a la
détermination de la distribution du temps de séjour dans un état. Leur performance de
calcul nous a permis la suggestion d’un cadre efficace de modélisation ouvrant la voie &
notre proposition de deux modéles : un modéle particulier RSvG et le modéle Krs. Nous
avons également noté que ce cadre de modélisation était trés général et pouvait étre uti-
lisé pour de multiples extensions. Le marché étant incomplet, la réplication (couverture)
comporte un risque, ce qui donne lieu & un probléme de choix de mesure appropriée.
Nous avons tout d’abord rappelé le ratio de couverture optimale calculé par Cont et al.
(2007) avant de noter la difficulté de mise ceuvre lorsqu’on reste dans une large classe de
processus de Lévy. De méme, si du point de vue des praticiens de la banque ou du secteur
de D’assurance, un cadre efficient pour la gestion de risque en présence de discontinuités
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Ratio de Couverture optimale

Ratio de Couverture optimale

FIGURE 1.12 — Surface du ratio de couverture optimal de Merton pour une option de
vente (en haut) et une option d’achat (en bas). Les paramétres utilisés sont : K = 1,
r=0,0=02 X=1 m=-0.1,§ =5% et 7 en mois.
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ratios

ratios
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FI1GURE 1.13 — Comparaison du ratio de couverture optimal et du delta de Merton pour
une option de vente . Les paramétres utilisés sont : K =1, r =0, 0 = 0.2, m = —0.1,
0=5%etT=1an.
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Option d’achat

(soit, o = 1)
Prix du sous-jacent | delta de Merton | ratio optimal
120 0.93071 0.91404
100 0.65346 0.61819
90 0.39178 0.36088
80 0.14725 0.13193

Option de vente
(soit, w = —1)

Prix du sous-jacent | delta de Merton | ratio optimal
80 -0.85275 -0.86806
90 -0.60821 -0.63912
100 -0.34653 -0.38181
120 -0.06929 -0.08595

TABLE 1.9 — Comparaison des ratios de couverture optimale calculés selon la formule
(1.50) par rapport a ceux obtenus par Merton selon la formule (1.51), sous le modéle a
saut gaussien. Les valeurs obtenues sont arrondies au plus prés a la cinquiéme décimale.

de cours financiers reléve d’un défi, I'unicité de ce cadre I'est davantage. Nous suggérons
au prochain chapitre une méthodologie générale et unie privilégiant ’analyse de Fourier
généralisée pour ’évaluation, la couverture, le controle et la mesure de risque dans un
cadre non-gaussien.
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Chapitre 2

Approche unifiée pour I’évaluation,
la couverture et la mesure de risques

Introduction

Le but recherché dans ce chapitre est la proposition d’une méthodologie générale
pour la gestion de risque en présence de discontinuités de cours financiers. Nous sug-
gérons une approche générale pour I'évaluation, la couverture, le controle et la mesure
de risque. Celle-ci repose sur l'analyse par transformée de Fourier généralisée dans la
droite ligne des travaux de Lewis (2001) et permet d’intégrer le long d’une droite dans
un plan complexe paralléle & I'axe réel. Elle aboutit & une formule d’intégration simple,
particuliérement adaptée au choix de calcul par transformée de Fourier rapide, rejoignant
ainsi de nombreux travaux dont ceux de Stein et Stein (1991), de Bakshi et al. (1997), de
Bakshi et Madan (2000) et de Carr et Madan (1998). Nous montrons que cette approche
est trés performante par rapport aux solutions semi-explicites obtenues auparavant par
Merton (1976) et Kou (2002). En outre, parmi les nombreuses approches utilisées dans
la littérature pour la couverture et dans un souci d’opérationnalité, notre choix s’est
porté sur une minimisation locale de risque utilisée par Boyarchenko et Levendorskii
(2002b) et suggérée par Follmer et Schweizer (1991). Le lecteur peut consulter les tra-
vaux pionniers de Follmer et Sondermann (1986), Schweizer (1991, 1992, 1995), ainsi que
ceux de Gouriéroux et al. (1998). Nous montrons que cette approche coincide avec le
ratio de couverture optimale calculé par Cont et al. (2007) avec 'avantage de rester dans
une trés large classe de processus de Lévy en se ramenant & un temps de calcul trés court.

Ce chapitre est constitué de trois sections. La section (2.1) détaille la méthodologie
d’évaluation. Nous comparons les résultats obtenus pour les modéles de Lévy a activité
finie et infinie ainsi que pour les processus avec changement de régimes présentés au
premier chapitre & ceux en sortie de la transformée de Fourier rapide. La puissance de
cette approche est également mise en évidence sur les modéles RsvG et KRS. La section
(2.2) présente la méthodologie de couverture que nous illustrons sur une large classe de
processus. Enfin a la section (2.3), nous montrons que cette méme méthodologie peut
étre étendue au calcul des mesures de risque (cf. Kélani et Quittard-Pinon (2011a)).
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2.1 Evaluation

Nous donnons ici, une formule générale d’évaluation d’actifs dérivés européens sous
I’hypothése de processus de Lévy géométrique pour le sous-jacent. D’un point de vue
technique, cela veut dire que le processus donnant le prix est modélisé & I'instant ¢ par :
S; = SpeXt, avec X un processus de Lévy dont la fonction caractéristique ¢ est :

QZ)(U) _ E[eivXt] _ e—tw(v)’

ou 1, représente ’exposant caractéristique de X. Supposons que le paiement a la date
d’échéance T' de actif a évaluer est donné par g(Xr) avec g, une fonction positive dont
les propriétés seront spécifiées plus tard. En utilisant la théorie d’absence d’opportunité
d’arbitrage en temps continu, la valeur au temps ¢ du contrat est donnée par :

F(Si,t) = Eqle™""g(Xr)|F] (2.1)

avec 1, le taux d’intérét supposé constant dans I’économie et 7 = T — t, le temps restant
avant échéance. La filtration F donnant I'information, est générée par X et I'information
disponible en t est notée F;. La condition martingale équivalente spécifie que les prix
actualisés sont des martingales sous la mesure @), il vient donc pour tout ¢t > 0 :

So = Egle " SpeXt] = Speteta (=),

ainsi, nous pouvons déduire la condition mesure martingale suivante pour ’exposant
caractéristique 9 :

7+ 1o (—i) = 0. (2.2)

En utilisant I'analyse de Fourier, Boyarchenko et Levendorskii (2002b) donnent une
formule d’évaluation que nous présenterons ici. Quittard-Pinon et Randrianarivony (2008)
ont mis en lumiére que cette approche est plus satisfaisante que celle proposée par Carr
et Madan (1998) dans laquelle ils modifient de fagon ad hoc le prix de I'option en fonction
du prix d’exercice pour des raisons de singularité de l'intégrale et donc d’intégrabilité.
Commencons d’abord par spécifier la transformée de Fourier g de la fonction de paiement
g. Pour cela, supposons qu'il existe un nombre réel § tel que e9%g(z) soit intégrable. 11
vient : -

g = [ ey, (2.3)
—0oQ
qu’on peut étendre sur la ligne J(u) = J en sa transformée de Fourier généralisée. Sans
perte de généralité, considérons le payoff d’un actif contingent européen donné par la
quantité suivante :

9(X1) = [@(Soe™” — K)]*, (2.4)
avec
w = 1, pour une option d’achat,
et w = —1, pour une option de vente.
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2.1. Evaluation

Dans le cas d'une option d’achat (ww = 1) de prix d’exercice K, la transformée de
Fourier associée & g s’écrit,

z(1—iu) +o0 —jux 0
s+l

1—1u In(K/50) 1—1u In(K/So)

Elle est donc bien définie si et seulement si S(u) = § < —1. Le méme raisonnement pour
une option de vente ouvre la voie & la généralisation suivante :

K e—uIn(K/So)

g(u) = 2.

I = STy (25)
avec la bande de régularité :

6<—1, pour w= 1

0>0, pour w= -1 (2.6)

2.1.1 Formule d’évaluation

Les prix actualisés étant des (-martingales, il vient sous Q :

F(S:,t) = e ""Eg(Xr)|F]
=e ""E[g(Xr — X; + Xy)|F],

X étant un processus de Markov,
F(Spe”,t) = e "TE [g( X1 — X¢ + X3)| Xt = 2]
Les accroissements du processus étant indépendants et stationnaires, on a :
F(Spe,t) = e ""E [g(X; + 2)].

En utilisant la transformée de Fourier inverse,

1 ,
F(Spe®,t) = e_TT2—E [/ X+ 5 () du
T R+id
1
27 JR+is
K
21 Jr+io

T =TT E[eiUXT]g(u)du

) ) —iuln(K/So)
6wI€_TTE[€WXT] 6‘ : du.
(—tu)(—iu+1)

En regroupant les termes en z, il vient alors :

eiu(x—ln(K/So))

—i) (=i 1)

K )
F(Soex, t) _ / 6—TTE[61UXT]
27 Jr+is (
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Avec x =1In (S/S0) et &’ = x — In (K/Sp), il résulte que 2’ = In (S/K). Ainsi,

K o, —Tr g uX
F(Spe®,t) = — et € . [e ] du,
21 Jryis (—iu)(—iu+ 1)

que nous pouvons réécrire :

K e € Tox, ()
F x _ uzx T
(00 = o fors® it )™

ou en terme de son exposant caractéristique :

F(Soe®, 1) = & ar_ TN 2.7
( 0¢ ’t) N % R_i_i(;e <—ZU)(—ZU+1) u- ( ’ )

Le changement de variable u — u — i, nous permet de réécrire la formule (2.7) comme
suit :

F(Sy. 1) = Koo [ gnar T 2.8
t — S x muxr . .
(Set) = Koe /Re (Ciut o) (—iut+o+1)" (28)

Cette formule donne le prix d’option associé¢ au flux de trésorerie (2.4) pour une option
d’achat ou de vente. La seule différence réside dans la contrainte sur le contour d’intégra-
tion (2.6). Remarquons que cette parité peut étre aussi retrouvée en utilisant le théoréme
de résidu dont ’application permet d’obtenir la relation classique de parité call-put :

P(St, t) - C(St, t) == KG_TT - St. (29)

Notons que le changement de contour d’intégration (2.6) se fait au prorata du facteur
Ke™™ — S;. Comme le souligne Lee (2004), ces alternatives permettent de garantir une
précision des algorithmes d’évaluations utilisés.

2.1.2 Calcul des sensibilités

La dérivée partielle 0F/0Sy, appelée coefficient delta A, permet de mesurer la sensi-
bilité de Iactif contingent & une variation du cours du titre. Elle s’obtient par :

_or
08,

e Ty (w)
= i Kl/ etur e, . du p .
oS 21 Jrois (—iu)(—iu+1)

A

11 vient alors,

1 g € TTE)
A= K/ et ———du. (2.10)
257 Jrais u—1
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En utilisant le changement de variable u — u — i, on réécrit (2.10) :

Am K b oo "W'—eqwmm))d 2.11
BT /Re w—o6-1 " (2.11)

Ce coefficient est positif pour une option d’achat puisqu’il est d’autant plus intéressant
d’acquérir 'action au prix K que le titre sur le marché est élevé. Cette dérivée permet
par ailleurs d’ajuster le risque d’un portefeuille P composé d’options C' et d’actions S.
Considérons pour cela un investisseur ayant dans son portefeuille Ng actions et ayant
une position courte sur N¢ options. En cas de variation dS de S, celle du portefeuille
risqué dP est :

oC
dP = NgdS — N¢ (85) dSs.

Il est donc possible de choisir?* N¢ de fagon a couvrir le portefeuille (pour dP = 0).
Si par exemple 'option a un delta égal a 0.5, il suffira de vendre deux options d’achat
pour couvrir la détention d’une action. Ceci étant, la notion de dérivée partielle est une
notion locale; pour deux prix Sy et Sz, les dérivées partielles g—g(sl) et g—g(Sg) seront
différentes et le coefficient delta évoluera avec le cours du titre support. On utilise alors
un second parameétre (coefficient gamma I'), pour mesurer la sensibilité de la valeur du
portefeuille & une variation du delta. Ce coefficient est défini comme la dérivée partielle
seconde gZTI; de Dactif contingent par rapport a S.

_or _oa
052 9SS’
il vient :
_ 1 —oz’ iuz’ —7(r+(u+id))
F—K27T526 /Re e du. (2.12)

Une remarque est de mise. Le calcul des dérivés éniémes - sous réserve de leur existence
- est indépendant de la structure particuliére associée & la fonction caractéristique. Elles
sont donc libres du modéle considéré et peuvent étre aisément obtenues.

2.1.3 Implémentation Numérique

La transformée de Fourier généralisée nous donne des formules d’évaluation pouvant
étre écrites sous la forme

flx,t) = 901(:1:,5)217T/Rei“x902(u,5)du. (2.13)

Cette formule ouvre la voie au choix de calcul numérique par transformée de Fourier
rapide (FFT) de Cooley et Tukey (1965). Elle permet d’obtenir N résultats a partir de
N points en un temps o(N logy(N)). Pour cela, nous calculons I'intégrale en utilisant

24. En supposant que le marché est complet.
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Chapitre 2. Approche unifiée pour ’évaluation, la couverture et la mesure de risques

la méthode des rectangles avec un pas d’intégration égal a n. Soit N, un entier positif
puissance de 2. Posons :

N
Uj = Umin +1(j — 1) pour j =1,..., N avec Upmin = —777.
Ainsi I'intégrale en (2.13) devient :
1 -
fla,t) = (e, 0) S e gy (uj, o). (2.14)
j=1

Nous pouvons aussi découper le domaine des x avec un espacement régulier de taille A.
1l vient donc,

Tk = Tmin + A(k — 1) pour k =1,..., N,

ol Tmin est choisi de maniére a ce que tous les contrats & évaluer soient couverts par les
xr. Ainsi, la formule (2.13) s’écrit :

=

1

f(x,t) ~ (,01($k,5)€mmin)\(k 1) % Zel)\n j—1)(k—1) memu](ﬁQ(U],(;)U (2.15)
7j=1

La transformée de Fourier rapide retourne N valeurs pour f(x,t). La condition de réci-
procité des paramétres An = 2—” imposée par la FFT, oblige & faire un compromis entre
le pas d’intégration 7 et la varlatlon entre deux contrats successifs A. Pour la suite, nous

prenons N = 4096 et n = 0.25 pour le pas d’intégration.

2.1.4 Une premiére application

Dans cette section, nous revisitons les modéles mixtes de diffusion a sauts de Merton
et de Kou. Nous comparerons la rapidité et la précision des résultats en sortie de la FFT
aux formules proposées par ces auteurs. De méme, nous étendons le champ d’application
aux processus a activité infinie.

2.1.4.1 Retour sur le modéle de Merton

Dans le modéle mixte de diffusion & sauts de Merton, les sauts sont gaussiens et la
fonction caractéristique associée aux sauts est :

¢y = Ele™] = eimu—30"u? (2.16)

L’exposant caractéristique est donné par (1.5). Ce qui nous permet d’obtenir la condition

@-martingale :
2

P (i) == = AT 1) =0,
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2.1. Evaluation

Ainsi, on choisit la dérive u telle que :

p=ro o )\(eer%‘s2 —1).

La table (2.1) donne les prix en sortie de la transformée de Fourier rapide du modéle de
Merton. Les derniéres colonnes informent sur les erreurs absolues constatées par rapport
a la formule semi-explicite (1.11).

Modéle a sauts gaussiens de Merton
S=100,7=0.5,r=5%,0=0.16, A\=1,m = —-0.2, 6 = 5%
Option d’achat Option de vente
(soit, w = 1) (soit, w = —1)

Prix d’exercice Erreur Prix d’exercice Erreur
80 1.06581e-14 120 3.55271e-15
90 1.06581e-14 100 6.21724e-15
100 7.10542¢-15 90 3.10862¢-15
120 6.21724e-15 80 2.22044e-16

TABLE 2.1 — Erreurs absolues constatées en évaluant via la transformée de Fourier rapide
par rapport a la formule semi-explicite de Merton.

2.1.4.2 Retour sur le modéle de Kou

Quant au modéle de Kou, la loi des sauts est donnée par une exponentielle double
asymétrique dont la fonction caractéristique s’écrit :

; PA1 g2
= B[] = : 2.17
¢ [ Al—iu+)\2+iu (2.17)
De la méme maniére que dans le cas précédent, la condition martingale se déduit de (1.5
et de 2.2), ce qui nous amene a choisir sous @, la dérive p telle que :

u:r—aj—)\ PM_ qhe
2 AMM—1 A+1 ’

Les résultats en sortie de la FFT associée au modéle de Kou sont renseignés a la table
(2.2). Les erreurs sont constatées en utilisant la formule semi-explicite (1.20), la relation
de parité (1.21) et en utilisant les méme séries de contrats.
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Modéle & sauts exponentiels doubles asymétriques de Kou

S=100,7=05r=5%,0=016, A=1, A1 =10, o =5et p=0.4
Option d’achat Option de vente

Prix d’exercice Erreur Prix d’exercice Erreur

80 1.77635e-14 120 7.10542e-15

90 5.32907e-15 100 2.04281e-14

100 1.50990e-14 90 2.22044e-15

120 4.44089e-16 80 8.65973e-15

TABLE 2.2 — Erreurs absolues constatées en évaluant via la transformée de Fourier rapide
par rapport a la formule semi-explicite de Kou.

2.1.4.3 Retour sur le modéle Variance Gamma

Dans le cas du modeéle VG, nous rappelons ’exposant caractéristique associé au pro-
cessus X :
o2
-

1
Y(u) = —iup + — In(1 — iubs + u? 5
S

).

Avec la condition martingale donnée en (2.2), nous choisissons la dérive u telle que :

1 o?
pw=r+-In(l—60s— —q). (2.18)

S 2
Les résultats en sortie de la FFT sont fournis a la table (2.3), on y note également
les prix obtenus en recourant aux simulations de type Monte Carlo aprés génération de
15 000 trajectoires. Nous utilisons a des fins numériques, les parameétres fournis a la
table (1.3) & l’exception du paramétre de tendance obtenu sous la mesure martingale
équivalente ci-dessus. Comme on le voit a la figure (2.1), ce modéle explique aussi le

smile de volatilité observé sur les marchés.

2.1.4.4 Retour sur le modéle CGMY /KoBoL

Considérons la forme générale des processus de Lévy géométriques en (1.4), avec
X4, un processus Lévy a sauts purs de type CGMY . De la méme maniére, la condition
martingale se déduit de I'exposant caractéristique associé & la loi marginale de X; ob-
tenu en (1.30) et de la condition martingale (2.2). Ainsi, on choisit sous ), une dérive
“correctrice" w telle que :

w=r—CTD=Y)[(M~-1)" — MY +(G+1)" -G"].

Madan et Yor (2006) obtiennent les valeurs suivantes en calibrant ce modéle au mar-
ché.
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FIGURE 2.1 — Surface de volatilité implicite sous le modéle Variance Gamma pour une
option d’achat, les parameétres utilisés sont donnés a la table (1.3).
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Modéle Variance Gamma
S =100, 7=0.5,7r=5%
Option d’achat Option de vente
Prix d’exercice FFT Simulés || Prix d’exercice FFT Simulés
80 21.97520 | 21.97500 120 17.03719 17.04190
90 12.22334 12.21947 100 0.36858 0.36787
100 2.83759 2.83546 90 0.00123 0.00130
120 2.46027¢-06 0 80 1.06056e-06 0

TABLE 2.3 — Evaluation obtenue par transformée de Fourier rapide et par simulation de
type Monte Carlo. Les paramétres utilisés sont fournis a la table (1.3).

Calibration du modéle CGMY
S&P 500
C=1 G= 5 M= 10 Y= 05

TABLE 2.4 — Paramétres obtenus aprés calibration par Madan et Yor (2006) du modéle
CGMY sur des options écrites sur l'indice boursier américain S&P 500.

Par ailleurs, ces auteurs fournissent un algorithme pour la simulation de ce type de
processus. Cet algorithme repose sur la subordination brownienne couplée & la méthode
de rejet de Rosinski qu’on implémente afin de corroborer les prix d’options en sortie de la
transformée de Fourier rapide. Ces résultats sont obtenus a la table (2.5). D’autre part,
la surface de volatilité implicite est représentée en (2.2). Celle-ci participe aussi de son
adéquation avec les observations relevées sur les marchés.

Aussi, remarquons que les distributions attachées aux marginales du processus peuvent
étre obtenues par inversion numeérique, i.e., par la méthode de transformée de Fourier ra-
pide. Afin de faciliter la lecture du texte, une méthodologie simple est détaillée a I’annexe
(A.4), celle-ci se veut générale et peut étre utilisée pour tout processus dont la fonction
caractéristique est bien définie. Comme on le voit & la figure (2.3), les paramétres G et
M quantifient I’asymétrie et comme on lavait dit, si G < M et G > M, la densité est
respectivement biaisée a gauche et a droite. Cet aspect est illustré par la figure (2.3).
Ceci est du a I’écrasement par les facteurs exponentiels dans la densité de Lévy (1.28).

2.1.5 Une deuxiéme application

Nous revisitons ici les modéles & changements de régimes que nous avions laissés en
suspens a la section (1.3). On postule que X obéit & un processus modulé a deux états,
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FIGURE 2.2 — Surface de volatilité implicite sous le modéle CGMY pour une option
d’achat, les paramétres utilisés sont fournis a la table (2.4).
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0-5 T T T
=3 M=3
= ==G=15 M=3
045~ =1 M=3 [
‘‘‘‘‘ G=3 M=15
G=3 M=1
0.4} R
035 R

0.3

0.25F
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0.2

0.05

Rendements

FIGURE 2.3 — Densité obtenue sous le modéle CGMY par transformée de Fourier rapide.
Les paramétres utilisés sont T'=1, C =7 et Y =0.1.
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Modéle CGMY
S=100,7=1,r=5%

Option d’achat Option de vente
Prix d’exercice FFT Simulés || Prix d’exercice FFT Simulés
80 27.16727 | 27.15803 120 20.94103 | 20.94925
90 20.29058 | 20.28270 100 9.70354 | 9.71044
100 14.58060 | 14.57402 90 5.90123 | 5.90681
120 6.79350 | 6.78825 80 3.26563 | 3.26985

TABLE 2.5 — Evaluation obtenue par transformée de Fourier rapide et par simulation de
type Monte Carlo aprés génération de 50 000 trajectoires.

régi par une chaine de Markov (. Nous supposons par convention qu’au temps ¢, (; = 1
si le régime est dans I'état 1 et (; = 2 dans I’état 2. L’une des difficultés rencontrées pour
ces types de modeéles est de trouver la condition martingale équivalente telle que les prix
actualisés soient des (Q-martingales. En effet, on cherche pour tout ¢ > 0,¢t < T, les prix
tels que :

Sy = EQ[efrtSt] = SyF [EQ [efrtext‘C] ] .

Ce qui revient & trouver :

So=5 > e exp{ — O (=) — (t — o)wQ(—i)} Pr[C = d,
c=0

ol ¢, représente I’exposant caractéristique du processus X; sachant qu’il est dans 1'état
(¢ De I'égalité précédente, on peut déduire la condition suivante :

t

Y e rtexp { — Oy (i) — (t — 0)@(—@')} PrjC' = =1, Vit

c=0

¢
Comme on 'avait noté, pour tout ¢ < T, la quantité : > Pr[C’ = ¢] est exactement
c=0

égale a un. On note que la condition martingale équivalent_e n’est pas unique, un choix
raisonnable est alors donné par la contrainte suivante sur ’exposant caractéristique :
vV Ce{0,1,..,t},

—rt — C1(—i) — (t — C)ha(—i) = 0. (2.19)
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2.1.5.1 Retour sur le modéle a changement de régime lognormal

Sous le modéle RSLN de Hardy, la fonction caractéristique de X; est donnée par (1.34)
ou ¢, est :

0.2
Vo = —ingut 5t G=1,2 (2.20)

Avec la condition martingale donnée en (2.19) et en reprenant les mémes séries de contrats
qu’en (1.7), les prix en sortie de la FFT associés au modéle RSLN sont fournis a la table
(2.6).

Modéle & changement de régime lognormal de Hardy
S =100, 7 =1, r = 6%, par an
Option d’achat Option de vente
(soit, ww = 1) (soit, w = —1)
Prix d’exercice Erreur Prix d’exercice Erreur

80 0 120 1.06581e-14
90 7.10542¢-15 100 2.66453e-15
100 1.77635e-15 90 1.55431e-15
120 1.99840e-15 80 3.60822¢-16

TABLE 2.6 — Erreurs absolues constatées en évaluant via la transformée de Fourier rapide
par rapport a la formule (1.35) en utilisant les mémes séries de contrats.

Comme nous pouvons le remarquer, cette condition martingale équivalente explique
les prix obtenus par Hardy (2001). Ce résultat sera celui que nous utiliserons pour ’ob-
tention des prix en l’absence d’opportunité d’arbitrage sous les modéles RSvG et KRS
que nous suggérons.

2.1.5.2 Retour sur le modéle RSVG

En choisissant la condition équivalente martingale donnée en (2.19) sur 'exposant
caractéristique (1.37), nous obtenons les résultats suivants en sortie de la FFT, nous
controlons ces résultats avec des simulations de type Monte Carlo obtenues pour 30 000
trajectoires. Nous utilisons a des fins d’illustrations, les paramétres fournis en (1.8) a
I’exception du paramétre de dérive qui est donné sous () par la mesure martingale équi-
valente.
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Modeéle RSVG
S=100,7=1,r=5%

Option d’achat Option de vente
Prix d’exercice FFT Simulés || Prix d’exercice FFT Simulés
80 24.89582 | 24.89680 120 14.86444 | 14.87576
90 16.28058 | 16.28658 100 3.34412 | 3.34416
100 9.16766 | 9.18652 90 1.03939 | 1.03921
120 1.85270 | 1.849991 80 0.2369 0.23678

TABLE 2.7 — Evaluation obtenue par transformée de Fourier rapide et par simulation de
type Monte Carlo.

2.1.5.3 Retour sur le modéle KRS

De la méme maniére, la condition martingale se déduit de (2.19, 1.39 et de 1.40), ce
qui nous ameéne a choisir sous la mesure @, la dérive A telle que : V C € {0, 1, ...,t},

0'2 0'2
A(C) =1t = C% — (t=C)Z = A[C (65, (=) = 1) + (¢ = C) () — 1),

avec !

A(C) = Cuy + (t = C)pa.

Les résultats sont donnés en (2.8). Ces résultats sont de méme controlés par simulation
aprés génération de 15 000 trajectoires du support sous-jacent. Pour l’illustration, nous
utilisons les paramétres de volatilités et de probabilités de transitions fournis & la table
(1.6), ajoutés aux composantes de sauts suivantes :

Régime 1 Régime 2
Al A | A2 | pia Al A2 | A2 | P12
10 | 50 25 0.4 10 5 10 0.4

Le modeéle KRS exhibe certaines caractéristiques souvent observées dans la pratique,
en 'occurrence, I'asymétrie de la volatilité implicite. Bien plus encore, on remarque une
persistance de la convexité pour de maturités longues, ce qui est di & l'introduction
d’une composante de volatilité stochastique imputable au processus de changement de
régime. Cependant, on peut remarquer que ce type d’observation ne peut étre faite sur
des modéles mixtes de diffusion & sauts qui, comme on ’a vu, se contentent de reproduire
une forte convexité pour des options de maturités courtes. La raison principale est que
le théoréme de la limite centrale montre que pour une option de maturité T, telle que
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Modéle KRS
S=100,7=1,7r=5%
Option d’achat Option de vente
Prix d’exercice FFT Simulés || Prix d’exercice FFT Simulés
80 26.82560 | 26.80944 120 21.33020 | 21.32662
90 19.76793 | 19.74159 100 9.21344 | 9.22214
100 14.09050 | 13.99772 90 5.37858 | 5.41183
120 7.182677 | 7.17012 80 2.92395 | 2.91527

TABLE 2.8 — Evaluation obtenue par transformée de Fourier rapide et par simulation de
type Monte Carlo.

T — o0, 'agrégation des rentabilités calculées par exemple sur une fréquence journaliére,
tend vers une distribution normale et comme conséquence, les prix d’option deviennent
proches de ceux en sortie du modéle de Black-Scholes. Ainsi, la volatilité implicite sous-
jacente tend a devenir constante comme on le voit pour les processus & saut gaussien
ou & saut exponentiel double asymétrique ou encore pour les processus & activité infinie.
En revanche, les modéles & changement de régime comme & volatilité stochastique, ra-
lentissent ce type de phénoméne. En effet, comme on le note a la figure (2.4), le modéle
KRs présente 'avantage d’une forte convexité asymétrique aux maturités 7 — 0 (due
a la composante de saut) et une quantité importante de convexité pour 7 — 12 mois
(due au changement de régime). D’autre part, notons que la densité associée au modéle
KRS n’existe pas en formule fermée a notre connaissance. Mais en utilisant sa fonction
25 on l'obtient ai-
sément. Ainsi, en reprenant les mémes paramétres pour les composantes de sauts utilisés
par Kou 2%, les caractéristiques leptokurtiques sont aussi évidentes par rapport au modéle
a changement de régime lognormal (RSLN) de Hardy (en utilisant les mémes moyenne et
variance). Le pic de la densité est autour de 47 au moment ot celui du RSLN avoisine 32.
De méme, les queues sont plus épaisses et participent d’un ensemble de caractéristiques
intrinséques aux faits empiriques souvent relevés dans la pratique.

caractéristique et en recourant aux techniques d’inversion numériques

2.2 Couverture

L’approche que nous exposons ici repose sur I'utilisation des transformées de Fourier
généralisées. Elle est dans la droite ligne de I'approche de Boyarchenko et Levendorskii
(2000) dans le cadre plus général de processus de Lévy réguliers de type exponentiel que
nous adapterons aux modéles mixtes de diffusion & saut. Conceptuellement, en restant

25. La méthodologie est détaillée en annexe (A.4).
26. Page 1091, plus précisément, on prend : At = 1/252, A=10 dans les deux régimes, 1/A11 =
1/)\1,2 = 2%, 1/)\271 = 1//\272 = 4%)7 P1,1 = P12 = 0.3.

68



2.2. Couverture

Volatilités implicites

0.16
0.15
0.14
013 -
0.12
0.11
014
0.09 . -

0.08

140

Strikes 60 2

Maturités

FIGURE 2.4 — Surface de volatilité implicite induite par le modéle KRs.
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FIGURE 2.5 — Densité obtenue sous le modéle KRS par inversion numérique par rapport
a celle associée au modéle RSLN de Hardy, avec les mémes moyenne et variance.

70



2.2. Couverture

dans une large classe de processus de Lévy de type exponentiel, I'utilisation des trans-
formées de Fourier généralisées est beaucoup plus satisfaisante que ’approche utilisée
par Cont et al. (2007). En effet, leur approche aboutit & une formule générale dont la
résolution - outre le cas gaussien de Black-Scholes ou de celui de Merton - fait appel a la
théorie des équations intégro-différentielles qui se résolvent avec plus de complexité que
celle des équations aux dérivées partielles. En reprenant les travaux de Boyarchenko et
Levendorskii (2002b), la méthodologie suggérée ici, repose sur 1'utilisation des opérateurs
pseudo-différentiels dont une bréve présentation ouvrira la voie & la méthodologie géné-
rale pour le calcul du ratio de couverture optimale en marché incomplet. La minimisation
de l'erreur résiduelle est faite sous la mesure martingale et au sens des moindres carrés.
Le critére retenu est tel que la variance du portefeuille risqué & un instant infinitésimal
t + At est la plus minimale : minimisation locale de risque.

2.2.1 Générateur infinitésimal et Opérateur pseudo-différentiel

Considérons une fonction f deux fois continiiment dérivable. Alors pour tout x € R,
il existe une limite continue :

Elf(z+ Xy)] — f(z)
; ,

(Lf)(z) = PII(I) (2.21)
avec L appelé générateur infinitésimal. On peut montrer que Lf(z) admet une représen-
tation en termes de triplet caractéristique :

2

L)@ =G f @ +af @)+ [

+oo

(S +y) = J(@) = 1gyen)f @) )v(dy).

Notons que ’exposant caractéristique de X; a une représentation similaire :

0,2 9 400 )
Y(u) = U iyu — / (e““j —-1- iuqil{‘x|§1}(l’))l/(dx).

On obtient alors par identification :

L™ = —ap(u)e'™, (2.22)

D’autre part, nous savons que la transformée de Fourier f de la fonction f est donnée

par :
o

f= [ e

—00
L’inversion de cette transformée nous permet de déduire f, il résulte :
S . ~
@) = (2m)! / & f () du. (2.23)

— 00

En appliquant (2.22) a (2.23), on obtient la formule suivante :
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[e.9]

Lf(z) = (2n)"! / e (— () f(u)du

—00
En utilisant la notation des opérateurs pseudo-différentiels, cette derniére équation se
réécrit :
ou L est dit opérateur pseudo-différentiel de symbole —). De méme, nous pouvons énon-

cer le résultat suivant :

Lemme 2.2.1. Soit v, une fonction deux fois continiment dérivable. Alors pour tout
r€eR, ona:

Y(Dy)e®v(x) = e Pp(Dy — i)v(x).

Preuve :
1 [t — ;
Y(Da)e"v(@) = o | p(€)erv(x)(€)e™dg
217r ~ »(€) (/J:O emgezy(az)dx> et de
- mw@) (e evsae
1 oo X N it g
=5 | wOE e,

avec le changement de variable : ( = £ + 4, il vient d’abord
e 400+ . .
vDeva) =5 [ el O
T J—coti

I1 vient ensuite

V(Dy)e"v(z) = e*Y(Dy —i)r(),

ce qui conclut la preuve. O

2.2.2 Couverture quadratique : minimisation locale du risque

Considérons un investisseur disposant d’une richesse suffisante W; au temps ¢ avec ¢
un instant antérieur a la date d’expiration T' de I’actif contingent qu’on cherche & couvrir.
Construisons un portefeuille composé d’une courte position d’une unité d’option et d’une
longue positon de 6; actifs sous-jacents. Ainsi la richesse résiduelle de I'investisseur a
l'instant ¢ est :

'lU[)(t) = Wt + F(St,t) - HtSt.
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Celle-ci est immédiatement investie dans un compte monétaire rapportant le taux d’in-
térét sans risque r. La richesse de I'investisseur & I'instant ¢t + At devient :

Wt+At = _F(St—i-Atv t + At) + HtSt—i-At + erAt’U}()(t).

Le ratio de couverture #; optimale étant celui immunisant le plus que possible I'inves-
tisseur des variations du cours du titre, celui-ci est obtenu de telle sorte que la variance
de la richesse de l'investisseur sous () sachant 'information disponible & la date ¢, est
minimale. Autrement dit, nous cherchons 6; tel que :

H’Glf Eé? |:(Wt+At - Eé) [Wt-i-At])Q] . (224)

2.2.2.1 Calcul du ratio de couverture

Le but de cette section est d’obtenir une expression analytique du ratio de couverture
qui minimise la richesse résiduelle de I'investisseur. Comme nous l'avions vu, celui-ci est
donné par le probléme de projection (2.24). Nous calculons dans un premier temps la
variance de la variable aléatoire Wi A sous @, conditionnellement & 'information F; .

Ef [(WH-At - Eg [Wt+At])2}
= B[ ( F(Stenn,t+At) — EG[F(Suy a0t + A1) )?]

— 20, [ ( F(Siyatt+ At) — EH[F(Sirart + A1) )

(F - E[F])
X ( Serar — EHlSirad] )} +07EG [( St+at — EH[Strad] )%).

(s - E[S])

Davantage par simplification que par nécessité, nous pouvons réécrire la variance de la
richesse sous la forme suivante :

EG[(Wisar — Eg[Wirad)?] = EQ[Awrard; + Beyabs + Corae,  (2.25)
avec :
cApiar = [( Sipar— Eég[st+At] )2}
. Biiar = —2 [( F(Sitant+At) — BY[F(Spar t+A1)] ) x ( Sirar — B[S ad )]

- Crynt = [( F(Strar,t + At) — EG[F(Spyatt + At)] )?].
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L’inspection du terme polynomial se trouvant sous l’espérance conditionnelle du
deuxiéme membre de ’équation (2.25) nous permet de noter que la variance est mi-
nimisée en —Byyar(24s44¢) L. Ainsi, on obtient une allocation 6; telle que :

B(t, At)

%= A+ A

avec
At At) = BL[S2 0 — Eb[Seaad?,
- et B(t,At) = Ef[F(Seyar,t + At)Siiar] — EG[F(Seyaet + At)| B [Strad)-

2.2.2.2 Calcul de la composante A(t, At)

On suppose que sous la mesure martingale ), X est un processus de Lévy tel que
A(t, At) < oo et non nulle. Nous pouvons obtenir une représentation explicite de A(t, At)
en termes d’exposants caractéristiques. Il vient

At 50 = (oA _ 23090 2
Un développement de Taylor au voisinage At = 0 nous permet d’écrire :
A(t, At) = (=9 (—2i) + 299 (—i)) ALSE + O(Ab).
2.2.2.3 Calcul de la composante B(t, At)
Afin de simplifier les notations, nous notons :
F(St+At, t+ At) = Ft+At-
Ainsi,
_t t t
B(t, At) - EQ [Ft+AtSt+At:| - EQ [Ft.:,.At] EQ [St+At:| . (226)

Nous espérons retrouver une représentation similaire pour B(¢, At) en fonction des
exposants caractéristiques. Pour cela, nous utilisons le résultat suivant :

Proposition 2.2.1.
B(t, At) = " At [—¢? (D, — i) + p?(Dy) + ¢Y9(—i)] F(e”,t) + o( Ab).
Preuve : En partant de (2.26), on obtient aprés décomposition :

B(t, At) == Eé? [Ft+AtSt+At - FtSt + FtSt] - EE) [Ft—I—At - Ft + Ft] Eé? [St+At - St + St]
= B [FrsatSiear — FiSi]| — SiEG [Fryar — Fy| — FEG[Siyar — St
- Eég [Firar — F) Eég [Strar — St
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Généralisons sous l'opérateur L, le générateur infinitésimal (2.21) pour le processus a
deux dimensions { X, t}. Celui-ci est aisément donné par :

L=0,+L°% =08, —¢?D,).
Cet opérateur sera appliqué a toutes les sous-composantes de B(t, At) qui sont :

E§ [FryatSeear — FiSe| = Ef [F(e"T8 4 At)e™ T Xar] — F(e”, t)e”,

= B [f(z + Xag, t + At)e" o] — f(a_ t)e”,

Xyt X

EH[Fionr — F] = EG[F(e" 20t + At)] — F(e*,)

= Ep[fa+ Xag t+ At)] - f(a_1)

Xitrat Xt

et EtQ [SHN — St]. Par ailleurs, (cf. Hille et Phillips (1957), Chap.11), 'espérance condi-
tionnelle peut étre réécrite sous la forme d’un développement en séries de Taylor :

EQ[f(Xepant+ At)] = f(Xi,t) + Lf(Xy, t) At + o( At).

Il vient d’une part :

iEég [f(Xisar, t + At) — f(Xg,1)] + o(AD).

En se servant de ce résultat, il vient d’autre part :

B(t, At) = (0uf (z,t)e" At — 9(Dy) f (z,t)e“ At) — Sy (0 f (z, t) At — Y9 (Dy) f(z, t) At)
- F (—AtT/JQ(—i)ex) — B [Frrat — Fi] EG [Sevar — St] + o(At)

= = VODa)f(w, )" At + St V(Do) f(z, )AL+ Fy $9(=i)e” At
e’ F(e®,t)
+ Otf(x, t)exAt - \Sj_lﬁtf(:v, t)At - Eé? [Ft—l-At — Ft] Eé? [St—l—At - St] + O(At).

e(E
En utilisant le lemme (2.2.1), on obtient aprés factorisation :

B(t, At) = e"At [~ 9(Dy — i) +99(Dy) + 99(=i)] F(e", 1) + Ouf (x, t)e" At
- e‘”@tf(:c, t)At - Eé? |:Ft+At - Ft] Eé) [St+At - St] + O(At)
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D’autre part, en remarquant que :

Y [Frvat — F)EG[Sevar = Si) = — (9uf (@, )AL = $9(D,) (2, ) At) Aty (=i)e” +o(At),

termes en At? 3 négliger
il résulte
B(t,At) = e*At [~¢9(Dy — i) + p9(Dy) + 9@ (—i)] F(e®,t) + o(At).
Ce qui conclut la preuve. O
Le ratio de couverture est donc obtenu par la formule suivante :
0, = e *BY(D,)F(e*,t) + o(At),

avec .

Qqy — —¥P(u—i) + ¥9(u) + (=)
B®(u) = o7 T B e G (2.27)
Apres passage a la limite At — +0,

0, = e *B?(D,)F (e, t).

En utilisant la formule générale donnant le prix d’option en (2.7), le ratio de couverture
optimal est alors donné par :

o) BQ
6, = Kl/ g € T BEW) (2.28)
257 Jriis (—iu)(—iu+1)

Du changement de variable u — u — 4, il résulte :

1 /
Qt = Kieiéx

5o du. (2.29)

i € TUTPEI0) BO (4 4 46)
/]R (—iu+ 6)(—iu—+ 0+ 1)

2.2.3 Illustration : modéle de Black-Scholes

Comme premiére illustration, nous considérons le modéle de Black et Scholes ou I'actif
sous-jacent est donné sous la forme d’un processus de Lévy géométrique S; = et avec
X4, un mouvement brownien arithmétique défini dans I'univers P par :

En utilisant la transformée de Laplace, son exposant caractéristique est :

Y(u) = —ipu + o*u?/2.
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Afin de calculer le ratio de couverture sous ce modéle, nous explicitons (2.27). Il résulte
que :

09— i) + Q) + (i)

Q
D E T S

avec,
Y(—i) = ip + 0% )2
Y(u) = —ipu + o*u?/2
—p(u—1) = ipu — i?p — o?u?/2 + iuc?® — 20?2

et u obtenue par la restriction martingale. La somme des termes précédents donne :

Y(u) — P(u — 1) + p(—i) = iuc? (2.31)
Il résulte d’un raisonnement similaire pour les termes du dénominateur :
—1p(=2i) + 2(—i) = —o?i%. (2.32)

Il vient : B?(u) = iu que nous utilisons dans la formule générale (2.28). Nous retrou-
vons bien le coefficient delta classique obtenu en (2.10). Ainsi, ’absence de saut dans la
dynamique du sous-jacent permet de retrouver le cadre de complétude du marché déve-
loppé par Black-Scholes ot s’immuniser contre une variation du cours du titre revient a
considérer une position en delta sur I'actif sous-jacent.

2.2.4 Illustration : modéles mixtes de diffusion a sauts

Nous reprenons 'exemple précédent auquel on ajoute a la dynamique du processus
X, une composante de saut donnée par un processus de Poisson composé X :

Nt
Xp=>_Ji
i=1
dont la fonction caractéristique ¢ x; est aisément obtenue :

Ox = et (W)
+ )

| W (1) = — (s (u) — 1).

On explicite a nouveau (2.27). Il vient donc :

iuo? — ' (u — i "(u "(—1
B9(u) = _2.25;(_ 1/},()_;?} +( 2)¢Jfr(i§ ), (2.33)

qu’on réécrit :
iuo? — /\[qﬁj(u) — b(u—1i) + dy(—i) — 1]

B®(u) = : (2.34)
022 4 M| 65(~2i) = 265(=i) +1]
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Proposition 2.2.2. L’observation des termes (2.31, 2.32) et de la formule (2.34) pré-
sente un intérét particulier. En effet, ces termes sont neutres par rapport au paramétre
de dérive. Ce qui veut dire que si la minimisation de l'erreur quadratique avait été faite
dans univers historique P, alors celui-ci n’aurait eu aucune influence sur le ratio de
couverture optimale. Ceci restera le cas pour toutes les sous familles de modéle mixte de
diffusion & sauts représentées par la dynamique (1.1).

2.2.4.1 Modéle de Merton

Dans le cadre de ce type de modélisation, les sauts sont gaussiens, la fonction ca-
ractéristique associée a la loi des sauts est donnée directement par la transformée de
Laplace :

§Z5J — E[eiuJ] — eimu—%(ﬁuz‘

Nous donnons a la table (2.9), les erreurs absolues constatées en utilisant la formule
(2.29) via la transformée de Fourier rapide par rapport aux ratios optimaux reportés a
la table (1.9) selon la formule (1.50) de Cont et al. (2007). On peut noter la surprenante
convergence de ces deux approches.

Option d’achat Option de vente

(soit, w =1) (soit, w = —1)
Prix du sous-jacent AESQEEG Prix du sous-jacent fg:gﬁlre
120 1.44328e-15 80 1.99840e-15
100 1.22124e-15 90 2.44249e-15
90 1.33226e-15 100 5.55111e-16
80 5.2735be-16 120 2.35922e-16

TABLE 2.9 — Comparaison des ratios de couverture optimale calculés selon la formule
(1.50) de Cont et al. (2007) par rapport & ceux obtenus par transformée de Fourier
rapide selon la formule (2.29) sous le modéle a saut gaussien de Merton. Les valeurs
obtenues sont arrondies au plus prés a la cinquiéme décimale.

2.2.4.2 Modéle de Kou

Suivant le modéle de Kou, la distribution des sauts suit cette fois-ci, une loi exponen-
tielle double asymétrique. On utilise & nouveau (2.34), avec :

A1 n A9
p)q —qu q/\g + i’

b(u) =
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Ratio de couverture

FIGURE 2.6 — Surface du ratio de couverture optimale 6, obtenu sous le modéle & saut
exponentiel double asymétrique de Kou selon la formule (2.29), montrant la dépendance
entre le temps et la distance 4 la monnaie. Les paramétres utilisés sont r = 5%, K = 98,
c=016,A=1, A1 =10, \a=5et p=0.4.

définie dans la bande de régularité :
—/\1 < %(u) < )\2.

Ainsi, d’aprés la formule générale (2.29) et en utilisant les mémes paramétres que
ceux de Kou, la figure (2.6) illustre le comportement du ratio en fonction du temps et de
la distance & la monnaie pour une option d’achat européenne :

2.2.5 Illustration sur des modéles a activité finie

Nous illustrons ce résultat en utilisant des processus de Lévy & activité infinie. Nous
considérons un modéle représentatif, notamment celui de Carr et al. (2002) qui généralise
le modéle variance gamma. L’exposant caractéristique est donné par :

Y(u) = —C T(=Y) [(M —iu)¥ — MY + (G + i)Y - G¥].

On détermine aisément (2.27). En se servant a nouveau de la formule (2.29), la figure
(2.7) compare ce ratio par rapport a la sensibilité de prix d’option aux variations de cours
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FIGURE 2.7 — Comparaison du ratio de couverture optimal € obtenu selon la formule
(2.29) par rapport au ratio delta obtenu selon la formule (2.11). Ces ratios sont en sortie
du modéle CGMY pour une option d’achat européenne. Les parameétres utilisés sont :
r=5% K=1,C=1,G=5 M=10,Y =0.5et 7 = 0.5.

du sous-jacent au moment ou la figure (2.8) en dit davantage sur le comportement de ce
ratio en fonction du temps restant a I’échéance 7.

2.3 Calcul des mesures de risques : VaR et CTE

Dans le domaine de I’Assurance ainsi que dans le secteur financier, la tarification
au juste prix des contrats constituent un défi difficile & relever. D’autres questions sont
également préoccupantes, notamment celle liée & la mesure du risque. Les régulateurs
éditent des régles aux banquiers et aux assureurs afin d’améliorer la gestion de ces risques
et d’éviter les crises, pas toujours avec succés, comme l'illustrent les récents événements.
Parmi les outils promus par le comité de Béle, se trouve en bonne place la value at risk
encore appelée VaR. Elle a été introduite par JP Morgan et a été intensivement utilisée
depuis lors dans les secteurs financiers et d’assurance. D’un point de vue théorique, une
importante littérature s’est développée et la gestion des risques est devenue un champ de
recherche actif. Les critiques d’Artzner et al. (1999) sur la VaR ont conduit & une autre
mesure connue sous le nom de conditional tail expectation, communément appelée CTE
dont "utilisation est également recommandée, voir Hardy (2003) par exemple. Depuis des
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FIGURE 2.8 — Surface du ratio de couverture optimale 6, obtenue sous le modéle CGMY,
selon la formule (2.29), pour une option d’achat européenne. Cette figure montre la
dépendance entre le temps et la distance & la monnaie. Les paramétres utilisés sont
r=5% K=1,C=1,G=5 M=10et Y =0.5.

années 2000, beaucoup de recherches se sont consacrées aux mesures de risque et plusieurs
généralisations ont été proposées, on peut se référer aux travaux de Wang (1999) et a ceux
de Acerbi et Tasche (2002). Néanmoins la VaR et la CTE sont devenues deux standards
pour la mesure de risque. Excepté pour le cas gaussien ou des formules explicites peuvent
étre facilement trouvées pour ces mesures, il est généralement plus difficile d’obtenir des
solutions fermées pour des modéles plus réalistes étudiés au premier chapitre et pour
lesquels des procédures numériques sont nécessaires. Dans la section précédente, nous
avons proposé un cadre général d’évaluation et de couverture de contrats de type européen
en utilisant ’analyse de Fourier. Nous adapterons la méme méthodologie au calcul de
la VaR et de la CTE. La particularité de notre approche est qu'une fois la fonction
caractéristique de la loi marginale connue, le calcul de ces mesures de risque peut étre
aisément obtenu en utilisant la transformée de Fourier rapide.

2.3.1 Rappel de la formule générale

Nous rappelons ici la formule donnant le prix en absence d’opportunité d’arbitrage
d’un actif dérivé européen sous I’hypothése de processus de Lévy géométrique pour le
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sous-jacent S : S; = SpeXt. On considére que le paiement & I’échéance peut étre exprimé
comme une fonction positive g de X7. Supposons que le taux d’intérét sans risque r est
constant. D’aprés la théorie d’absence d’arbitrage en temps continu, le prix au temps ¢
du contrat est donné par :

F(S,t) = Ele" " g(X7)|F). (2.35)

ou JF, représente la filtration générée par le processus X. L’espérance est calculée sous la
mesure risque-neutre Q.

Notons x = X (t). Cette formule s’écrit :

1 co+1id )
F(S1) = 5 / TG, (2.36)

La fonction v (v) représente 'exposant caractéristique de X,. Rappelons également que
la fonction caractéristique ¢ de X, est donnée par :

o(v) = E[e“’X’f] — ¢ ()

La transformée de Fourier g de g s’écrit :

3(e) = j/°° e~ g(v)dv, (2.37)

—00

ol v est un nombre complexe. Afin d’assurer I'existence de l'intégrale, on suppose qu’il
existe un nombre réel § tel que e‘sxg(x) appartient & L', la précédente intégrale peut étre
définie sur la ligne &(v) = § en sa transformée de Fourier généralisée.

La formule (2.36) peut étre facilement adaptée pour le calcul de 'espérance mathé-
matique de g(X7). Plus précisément, nous avons un résultat important donné par la
formule suivante :

1 oco+id
Blo(XnX(0) 2] = 5= [ eo@)g)de. (2.39)
T J—oo+ié

Remarquons que cette formule est trés générale, la mesure de probabilité n’a pas besoin
d’étre spécifiée d’autant plus qu’elle peut étre risque-neutre, forward-neutre ou histo-
rique. Ce qui est ici requis pour g est que sa transformée de Fourier (2.37) existe. Nous
adapterons cette formule afin de calculer les deux mesures de risques devenues standards,
la value at risk et la conditional tail expectation.

2.3.2 Formules générales sous des processus de Lévy

Dans cette section, nous donnons une formule générale et efficiente pour le calcul de
la VAR et de la CTE. Ces formules montrent I'exemple du caractére trés général de la
formule (2.38).
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2.3.2.1 Formule de la VaR

Considérons une fonction de perte donnée en T par L et notons F' la fonction de
répartition associée a sa distribution. La VaR, est la mesure de risque quantile d’ordre
a de L. Elle est donnée pour tout « € [0, 1] par :

VaR, :=inf{z e R: F(z) > a},

autrement dit, c’est le montant minimal & détenir pour qu’en T, la probabilité qu’il
suffise a couvrir la perte soit au minimum égale & «. Si F' est une fonction continue et
strictement croissante alors, elle est inversible et la VaR est l'unique racine solution de
I'équation : F(VaR,) — o = 0. En remarquant que : F'(n) = Pr[L < n] = E[lp<,], ce
dont on a besoin ici, est d’exprimer la fonction de répartition de la variable L. Supposons
que L = X7. Ceci peut étre facilement obtenu en utilisant la formule (2.38) avec un choix
particulier pour la fonction g :

9(§) = le<y. (2.39)

ie—luﬂ
u

En supposant § = $(u) > 0 pour assurer la convergence, il vient d’abord g(u) =
) o)

u
I'introduction de ( := x — 1, nous permettent d’obtenir

e 9¢ , v+t
F(n) = /RewCMdu. (2.40)

du. Le changement de variable u = v + id et
27 .

11 vient ensuite F'(n) = ﬁ fR+z’5 etu(z—n

27 0 — v

Si nous calculons cette VaR a l'instant ¢ = 0 et supposons que x = 0, alors on obtient :

Fly) = eénéeivnwdv. (2.41)

T or 0 — v

Notons ici, qu’en utilisant une autre approche, Le Courtois et Walter (2010) ob-
tiennent la méme formule.

2.3.2.2 Formule de la CTE

L’un des problémes soulevé par la VaR, est qu’elle mesure la moins pire des pertes
pouvant étre constatées dans la queue de probabilité 1 — «. Ceci étant, la distribution de
perte n’est pas forcément gaussienne. Comme nous ’avions vu, elle peut étre leptokur-
tique. Ce qui implique que des événements extrémes sont plus fréquents que pour une
distribution normale. Comme conséquence, la VaR, ne nous dit pas ce que sera la perte
si les événements de la taille de probabilité 1 — « se produisaient réellement. D’autre part,
de nombreuses études théoriques prouvent l’'incohérence de cette mesure. Le lecteur peut
se référer aux travaux de Artzner et al. (1997, 1999) ainsi qu’a ceux de Wirch et Hardy
(1999) pour plus de précisions. C’est la raison pour laquelle émerge un nouveau type de
mesure, la conditional tail expectation (CTE). En d’autres termes, la CTE, est la perte

27. Ici x = Xs.
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espérée étant donné que la perte constatée tombe dans la queue de probabilité 1 — a.
Plus précisément, elle donnée pour tout o € [0, 1] par :

CTE, = E[L|L > VaRa(X})].

Si cette variable aléatoire est intégrable et a une fonction de répartition continue %®, alors
la CTE,(X;) associée a L est définie comme suit :

E [thXt>VaRa(Xt)]

CTE.(Xy) = Pr[X; > VaRn(X})]

(2.42)

Comme on le voit, cette définition agrége deux principaux termes : la queue de proba-
bilité : Pr[X; > VaR.(X:)] = 1 — a et la moyenne des pertes supérieures au risque
quantile :

E [ XX, 5>vaRa(xy)] - (2.43)

Nous utilisons encore une fois la formule (2.38). De méme, nous spécifions la fonction g
associée a la CTE. Pour cela, en ignorant la queue de probabilité donnée au dénominateur
en (2.42), elle est donnée par :

g(.%') = x1x>VaRa(Xt)' (244)

La transformée de Fourier de g est :

i) = [ e gants

efiux +oo +o00 efiux
= [x ] - / dx (Intégration par partie)

T JyaR(Xy) VaRa(Xy) —U

e lux +oo e~ tuz too
B [x ‘ ] - [ ] ‘ } ‘
Wl yaR,(Xy) (—iu)(—iu) VaRa(Xt)
Cette intégrale est bien définie si et seulement si (u) = < 0 et nous obtenons :
e~ tuT +oo e~ tuw +oo

—it Jyap,xy L) (=iw) ] yer, x)
—iuVaRa(X¢) e—iuVaRa(Xt)

(&

ef’iuVaRa (Xt) 1
I (—VaRa(Xt) + )
— —iu

efiuVaRa (X4)

=(1+ iuVaRa(Xt))W’

28. Au moins pour la partie de la distribution supérieure a VaRq(X¢).
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ainsi,

efiuVaRa (Xt)

glu) =1+ WVGRa(Xt))W,

avec 0 < 0. (2.45)
En utilisant (2.38), nous pouvons écrire :

(1—a)CTE(Xy) = S /R+‘6 e p(u) glu)du, ==X

2
1 . e—iuVaRa(Xt)
= — WE (1T +1 (X)) —————— du.
27 Jois e’ (1+iwVaRy(Xy)) e o(u)du
Introduisons ¢ :=x — VaR,(X}), il vient
1 : . ¢(u)
1-)CTE(X;) = — e (1 o(X du.
(1 - a)CTE(Xy) 5 /Rﬂ'é e (1+iuVaRy(Xt)) i) u
Le changement de variable v = u — id nous permet d’obtenir I'intégrale suivante :
(1-0)CTE(X)) = e WHi0)C (1 4+ i(v + z5)VaRa(Xt))mdv
— € ¢ 1 _ : X ¢(U t+ )
5 Re (14 (=0 +iv)VaRa(Xy)) 6 —iv)? dv.

Il vient finalement :

(1—-a)CTE(X;) = e Jivg (L (iv = 0)VaRa (X))

o1 Jr (—iv + 6)2 ¢(v + id)dv (2.46)

2.3.3 Illustration : modéle gaussien

Nous utilisons le modéle gaussien comme repére. Dans ce cas, nous avons des formules
fermées. La fonction de perte en T, Lp est définie comme un mouvement brownien
arithmétique X :

Ly = Xrp,
avec
Xr=uT +oz,. (2.47)

uT et o>T sont respectivement la moyenne et la variance de la variable aléatoire Xr.
z est un mouvement brownien standard. Rappelons deux résultats bien connus sous ce
type de modele. Soient respectivement A et n, la fonction de répartition et la densité de
la loi normale centrée réduite. On obtient aisément les formules suivantes. Pour la VaR :

VaRa(Ly) = puT + oVTN (),
et pour la CTE :

CTEn(X7) = uT + fﬁ

n (N (a)),
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Preuve : Par définition,

1 +o0 1(y—pT\2
CTE.(X / e K
S g VaRa(X7) \/27ra\f

Soit z = =L alors,

oVT
1 teo T T
CTEo(Xr) = 1 // Ro(X)—pT U\;ilue_é -

— alto —H
o Jistelpd /o

1 oo T Foo

= - {// o U\ﬁze_éfdz—FuT/V R ) L, (z) dz}.

— alig K aligy K.

o |Jrenagpat Vor el

Remarquons que :

VCLRa (XT) —
oVT

Quant & la premiére intégrale, on peut poser u = 2> /2, ainsi :

/+°° oVT\2u e
aRq — 2
%%ﬂz)ﬂ) V2Tm A 2u

/,LTx{l—Pr[e< MT]}z,uT(l—a), avec : € ~ N(0,1).

du

—Uu

e
Uf/ VaRa(XT) #T 2 mdu

_é(VaRa();%) uT>2
o

—oVT ©

V2r

— o /T n <VaRaS‘)\(/TT) —NT> |

Tl vient d’abord :
CTE,(Xr) = 1% {MT(l o)t oV n <VQRQ((7i(/z¥ - uT>}

af VaRo(Xr) — puT

P (PR

Xp —puT < VaRa—pT
a\/T ovV'T
N —
e~N(0,1)

CTEn(X7) = uT + f\/;

Parce que Pr[X7 < VaR,] = a ou Pr = q, il vient donc :

n (N Ha).

Ce qui conclut la preuve.
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Application numérique

Considérons le jeu de paramétres suivant : T = 10, u = 12%, 0 = 15%. Les résul-
tats suivants montrent les erreurs constatées en calculant les mesures de risque via la
transformée de Fourier rapide par rapport & celles obtenues avec les formules fermées :

Mesure de risque quantile Mesure de risque CTE
Modéle Gaussien Modéle Gaussien
VaR,(L) Valeur Erreur CTE,(L) Valeur Erreur
exacte Absolue exacte Absolue
Voos(Lr) | 0.41977 | 2.22044e-16 CTEoos(Ly) | 1.25149 0
Vo.1o(Lr) | 0.59210 | 3.33066e-16 CTEp10(Lr) | 1.29249 0
Vooo(Lr) | 1.80789 | 4.44089¢-16 CTEog(Ly) | 2.032461 | 8.88178¢-16
Vo.os(L) | 1.98022 | 2.22044e-16 CTEyos(Lt) | 2.178430 | 5.77311e-15
Vo.go(Lr) | 2.30348 0 CTEyg9(Lt) | 2.464222 | 4.44089¢-16

TABLE 2.10 — Mesures de risque calculées sous le modéle gaussien pour différentes valeurs
de niveau de risque a.

2.3.4 Formules générales pour les processus de Lévy géométriques

Supposons que S = SpeX, avec X un processus de Lévy. Pour I'instant, choisissons
sans perte de généralité la fonction de perte? :
L=w(Sr—K), avecw € {-1,1}. (2.48)
Le calcul de la value at risk VaR,(L) de L est immédiate puisqu’étant liée a celle de X
ayant été obtenue en (2.41) et il est facile de montrer les relations suivantes :

pour w=1

o(L) = VaRa(XT) - K
{VaR (L) = Spe (2.49)

VaR (L) = —SpeVfi-o(X1) L K pour w=—1.

D’autre part, rappelons que :

E Ll ver. 1)
CTEa(L) = Pr[L > VaR,(L)]’

Cette définition regroupe cette fois-ci trois termes : la queue de probabilité Pr[L >
VaR(L)] égale & 1 — v par définition, la mesure de risque quantile VaR,(L) qui
vient juste d’étre montrée et la moyenne des pertes supérieures au risque quantile :

29. Naturellement, nous pouvons prendre K = 0 comme cas particulier.
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E [Ll L>VaRa( L)] . Ce dernier terme peut étre de nouveau calculé en utilisant (2.38) avec
la fonction g définie cette fois-ci par :

g($) = W(S()ex - K)lw(Soez—K)>VaRa(L)'

avec la bande de régularité :

(u) =606 < -1, pour w= 1

G W

(u)=6>0 , pour w=—1.
On obtient finalement 3V :

—iu In <7K+W‘Q‘SR°‘ €2) )

§(u) = (K + iuwVaRa (L)< . avec w € {—1,1}, (2.50)

—iu(—iu+1)

En utilisant la formule générale (2.38) avec cette fois-ci z = In (g—é), nous obtenons :

1 . —iu ln K4+wVaRy
(1 — a)CTEL(L) = / (K 4 iumVaRy(L))e " POE) o),
27 JR+is —tu(—iu+1)
En prenant £ :=1In (1(-}—12’57%)7 il vient :
1 ; . ¢ (u)
1—a)CTEL(L) = — WK VaRo (L)) ———~——du.
(1= o)CTE() = 5 [ e8¢ iumVarta(0) = Ao

Apreés avoir spécifié la fonction g et calculé sa transformée de Fourier généralisée . Il
résulte du changement de variable u — u — id,

o(u +19)

Ciut o) (4o 1)

1 L
(1 - a)CTEL(L) = 2/ (K +i(u+ i6)wVaRq (L))e vt
T JR

Il vient finalement :

(1—a)CTEL(L) = - / Jiug (K +i(u+id)mVaRa (L))
R

Gt o) (—uto+1) Outide (251

27
Cette formule est trés générale. Elle permet de calculer la CTE en forme quasi-fermée.
Elle peut étre facilement implémentée en utilisant la transformée de Fourier rapide pour

tout processus dont la fonction caractéristique associée a la marginale X est connue et
bien définie.

30. Voir 'annexe (A.5) pour les calculs détaillés.
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2.3.5 Illustration : modéles de Lévy standards

Comme illustration, nous reprenons la fonction de perte L donnée en T par (2.48)
avec w = 1:

L=Sr—-K.

Nous passerons en revue quelques modéles ot 'actif risqué sous-jacent est de la forme :
S = SeX.

2.3.5.1 Modéle lognormal

Davantage par repére pour des processus de Lévy géométriques, nous revenons dans
le cadre du modele de Black-Scholes ou le processus de Lévy géométrique n’est rien de
moins qu'un mouvement brownien géométrique standard avec X, un mouvement brow-
nien arithmétique, comme donné en (2.47). Notons que des formules fermées existent
pour la VaR, (L) et pour la CTE,(L). Pour la mesure quantile, il suffit juste de se réfé-
rer & la formule (2.49) et d’utiliser le résultat bien connu de cette mesure de risque sous
des distributions gaussiennes. Pour la CTE, on utilise le résultat suivant 3! :

02
E[L1svan, 1) = Soe" T2 N(dy) — KN (dy — oV/T),

n(25%)
avec : d; = —T—i—a\/f En notant que : N'(d; —ov/T) = Pr[L > VaR,(L)] =
1 — a, il vient : CTE,(Ly) = i—oa e“T+UQTTN(d1) — K. De notre coté, I'approche
générale par transformée de Fourier rapide peut étre aisément implémentée en utilisant :
ox,(u) = eT=37"T  Comme illustration utilisons les séries historiques de rendements
pour l'indice boursier canadien TSE 300 du 31/02/1956 au 30/04/2000. Les paramétres
estimés en sortie du modéle lognormal sont : Les paramétres initiaux de la fonction de

TSE 300
MLE = 892.98
pw= 0.00827 o = 0.04502

TABLE 2.11 — Paramétres estimés pour le modéle lognormal.

perte sont : T" = 10, Sg = 1 et K = 1. Les résultats ci-aprés montrent les erreurs
constatées en calculant les mesures de risque par la transformée de Fourier rapide par
rapport aux formules exactes :

31. Voir annnexe (A.6) pour des calculs détaillés.
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Mesure de risque quantile Mesure de risque CTE
Modéele lognormal Modgéle lognormal
VaRy (L) Valeur Erreur CTE,(L) Valeur Erreur
exacte Absolue exacte Absolue
Vooo(L) | 4.07548 | 6.21724e-15 CTFEygo(L) | 5.55727 | 7.99369¢-15
Voos(L) | 5.07141 | 6.21724e-15 CTEpgs(L) | 6.59963 | 5.32907e-15
Voors(L) | 6.09219 | 2.84217e-14 CTEy975(L) | 7.67870 | 1.24344e-14
Vo.oo(L) | 7.49674 | 5.32907e-14 CTEpg9(L) | 9.17180 | 7.10542¢-15

TABLE 2.12 — Mesures de risque sous le modéle lognormal pour différentes valeurs de «.

2.3.5.2 Modéke de Kou

Nous revisitons le modéle de Kou. Rappelons que la fonction caractéristique associée
au processus X est donnée en ¢ par ¢y, (u) = exp{—ty(u)}, avec

2
P(u) = —iu(r + %02 — k) + %uQ —Mog(u)—1),

son exposant caractéristique. Comme nous 'avions vu, sous le modéle de Kou (2002),
la taille aléatoire des sauts suit une distribution exponentielle double asymétrique de
parameétres Ay et Ag :

7.4 { m  avec une probabilité de sauts positifs p

—1)9  avec une probabilité de sauts négatifs ¢,

avec : p,q > 0, sous la contrainte : p + ¢ = 1. n; et 72 sont des variables aléatoires
exponentielles de moyennes 1/\; et 1/Ay respectivement. Les sauts sont modélisés par
des variables aléatoires J = In(Y) i.i.d de loi exponentielle double asymétrique dont la
fonction de densité s’écrit

£1(Y) = prie ™ MY150 + ghoe?1, <o,

de telle sorte que la fonction caractéristique associée a J est :

n Ao
¢J(U) _p)\l —u +q>\2 + i’

pour : —A; < ¥(u) < Ag. La VaR et la CTE peuvent étre aussi instantanément obtenues
par lapproche suggérée. En revanche, nous n’avons pas ici de formule fermée pour ces
mesures de risque. Afin de controler les résultats en sortie de la transformée de Fourier
rapide, nous générons des trajectoires par simulation de type Monte Carlo. D’autre part,
la value at risk est une mesure de risque quantile. Le quantile d’ordre o est obtenu par la
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(Na)®™e valeur des réalisations de la fonction de perte ordonnées selon un ordre croissant
avec N le nombre de simulations. Cette quantité simulée varie & cause de I’aléa imputable
a la suite de nombres pseudo-aléatoires tirés au cours de chaque simulation. Néanmoins,
les quantiles empiriques constituent une statistique d’ordre de la distribution de perte
et en se référant a la théorie des ordres statistiques (cf. David et Nagaraja (2003)),
nous pouvons controler I'erreur autour de cette quantitée estimée. Ainsi, 'intervalle de
confiance 1005 pour le quantile d’ordre « de la réalisation de perte simulée Lo(N«) est
donnée par :

[Lo(Na — A); Lo(Na + A)],
avec? :

A=N"1 (1_25> VNa(l - a), (2.52)

habituellement arrondi & l’entier le plus proche. L’estimation de la CTE, (L) est aussi
immédiate. On commence par ranger dans l'ordre croissant les N réalisations de la fonc-
tion de perte simulée, alors CT E, (L) représente la moyenne des N(1 — «) plus grandes
réalisations simulées.

Le tableau suivant montre les valeurs quasi-exactes des mesures de risque obtenues se-
lon la transformée de Fourier rapide par rapport a celles simulées. L’intervalle de confiance

de niveau 99% (C.I1.99%) pour la VaR, (L) est aussi fourni.

2.3.5.3 Modéle de Kobol ou CGMY
La densité de Lévy associée & X est donnée par :
exp(—~Glal) | exp(—Ma)
v(z)=C [WlaKO + Th»o )

avec: C' > 0,G>0, M >0, et Y < 2. La fonction caractéristique s’obtient aisément a
partir de cette densité. Ainsi :

x, (1) = exp {tC’ D(=Y) [(M — i)Y — MY + (G + i)’ —G] } (2.53)

Nous réutilisons les parameétres obtenus par Madan et Yor (2006) en (2.4) avec : T' =1,
K =1et Sy=1. La table (2.14) illustre les valeurs en sortie de la transformée de Fourier
rapide par rapport aux mesures de risque simulées. L’intervalle de confiance de niveau
99% de la VaR, (L) est aussi fourni.

32. Si M est la variable comptant le nombre de réalisations de perte en dessous du quantile d’orde alpha
qu’on cherche réellement & obtenir, alors M est une variable discréte suivant une distribution binomiale
de paramétres de parameétre (N, «) de moyenne E[M] = Na et de variance Var[M] = Na(l — «).
Un estimateur consistant, candidat pour la variable M est Na, qui est inconnu puisque le véritable
a-quantile est inconnu. Alors, (Na — A, Nao + A) représente le S-intervalle de confiance pour M : § =
Pr[Na — A < M < Na+ A] = F3(Na + A) — Fg(N, — A), avec Fj, la fonction de répartition de la
loi binomiale de paramétres (N, a). Pour une taille de N assez grande par exemple autour de 30, la
convergence de la loi binomiale vers la distribution normale nous donne (2.52).
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Mesure de risque quantile
Modéle de Kou
VaRo(L) [ ppT MC (C.1.99%)
Vooo(L) | 5.29574 | 5.30979 [5.08690 , 5.53214|
Voos(L) | 7.43320 | 7.38201 [7.08740 , 7.71499]
Vo.ors(L) | 10.01647 | 9.96127 | | 9.26174 , 10.68921|
Vooo(L) | 14.31227 | 14.70936 | [13.59909 , 16.53221]
Mesure de risque CTE
Modéle de Kou
CTE.(L) | FrT MC
CTEpgo(L) | 9.17755 | 9.14454
CTEyo5(L) | 12.14543 | 12.34909
CTEyg75(L) | 15.75536 | 15.76129
CTEyg9(L) | 21.76520 | 21.07032

TABLE 2.13 — Mesures de risque sous le modéle de Kou pour différentes valeurs de a. Les
paramétres du modéle sont donnés a la table (2.11), auxquels on ajoute les paramétres
artificiels de sauts : A = 0.5, my; = 5, 2 = 6. La probabilité de sauts positifs p est prise
égale a 0.4.

2.3.5.4 Modéle RSLN

Comme nous 'avions noté pour ce type de modéle, la fonction caractéristique du
processus modulé X peut étre écrite :

T
b(u) = > exp{ = Cohi(u) = (T = Chpa(u) } PrC = c], (2.54)
c=0

ol ¢, est I'exposant caractéristique associé a X; sachant ;. Nous obtenons dans un
premier temps des formules fermées que nous comparons avec celles en sortie de ’approche
suggérée. En notant que :

T
Fs () =Pr[S, <a] =) Pr[S, <z|C = xPr[C =,
c=0

on détermine VaR, (L) de telle sorte que :

Pr[Sr < VaR,(L) + K| = Fs,.(K + VaR(L)) = a.
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Mesure de risque quantile
Modéle CGMY
VaRo(L) | ppr MC (C.1.99%)
Vo.oo(L) | 0.16303 | 0.162332 | [0.14748 , 0.17719]
) | 0.28711 | 0.287141 | [0.26756 , 0.30300]
Vo.ors(L) | 0.41069 | 0.405142 | [0.38026 , 0.43264]
Vo.oo(L) | 0.57863 | 0.598236 | [0.54706 , 0.65849]

Mesure de risque CTE
Modéle CGMY
CTE.(L) [ FrT MC
CTEpoo(L) | 0.344812 | 0.344813
CTEogs(L) | 0.471422 | 0.472922
CTEpg75(L) | 0.601138 | 0.606909
CTFEyg9(L) | 0.780711 | 0.790691

TABLE 2.14 — Mesures de risque sous le modéle CGMY pour différentes valeurs de niveau
de risque «.

D’autre part, en conditionnant par C, S, |C suit une distribution lognormale de para-
métres dépendant de C. En utilisant la distribution de C, la CTE peut de méme étre
obtenue. Ainsi, il vient d’abord :

E[L1psvar, ) = B [ElL1Lsvara, 1)) C] -

Il vient ensuite :

T

S 1, L
CTEa(Lz) = 7 Z:% [exp {mc + (T = C) + 5% }N(dl)] Pr[C = d - K,
avec .
In (LK) — (Cpn + (T = C)po)
d1 = — + 3.
>
avec .

Y2 =Co? +(T—C)os et ¥ =V%2

Du coté de la transformée de Fourier, en utilisant (4.48) avec :

0.2
wﬁt = _Z.U/J’Ct + %ua Ct: 17 27 (255>
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les erreurs constatées sont données a la table (2.15).

Mesure de risque quantile Mesure de risque CTE

Modeéle RSLN Modéle RsSLN
VaRa(L) FFT CTE.(L) Valeur exacte Erreur
Vo.oo(L) 4.45664 CTFEy90(L) 5.95928 1.42108e-14
Vo.os(L) 5.48952 CTFEy95(L) 7.00374 2.22044e-13
Vo.975(L) 6.52085 CTEyg75(L) 8.06193 7.46069e-14
Vo.g9(L) 7.90441 CTFEy99(L) 9.49611 5.54223e-13

TABLE 2.15 — Mesures de risques calculées en utilisant I’approche de transformée de
Fourier rapide pour différentes valeurs du niveau de risque a. Les paramétres utilisés
sont donnés en (1.6) pour l'indice canadien TSE 300, avec T'= 10, K =1 et Sy = 1.

2.3.6 Application aux contrats de type Européen

Sans perte de généralité, considérons des contrats dont la fonction de perte est re-
présentée par le flux de trésorerie d’une option de type européen. La singularité de ces
fonctions de paiement est qu’elles tombent dans une masse de probabilité lorsque 1'option
est en dehors de la monnaie. Nous verrons que le calcul des mesures de risques n’est pas
immédiat. En revanche, il se révéle particuliérement efficace avec 'approche suggérée.

Le contract

Considérons un contrat dont la fonction de perte engendrée est donnée par le paiement
a la maturité 7" d’une option de vente :

Ly = max(K — Spe~™71,0) (2.56)

avec K le prix d’exercice de l'option et m%, un taux continu prélevé mensuellement du
fonds sous-jacent. Comme on peut le voir, la fonction de perte Ly définie en (2.56) tombe
dans la masse de probabilité zéro quand le fonds sous-jacent est plus grand que le prix
d’exercice a la date de fin de contrat 7. Ainsi, la premiére étape consiste & déterminer si
la probabilité pour que L finisse en dehors de la monnaie est supérieure ou inférieure au
seuil de risque requis pour le calcul des mesures de risques. Plus précisément, on cherche
£ tel que :

¢ = Pr[Ly = 0]
= Pr[S,e ™ > K]. (2.57)

Pour cela, considérons de nouveau la forme générale du fonds S,.e~™% donnée comme un
processus de Lévy géométrique X :

S.e” ™ = Sy exp(X7). (2.58)
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§—1—Pr[XT<ln<§(;>}.

Or, la formule (2.40) permet d’obtenir la fonction de répartition de tout processus de
Lévy comme une transformée de Fourier d’une fonction caractéristique bien définie. Donc

Pr [XT <In <S£0)} est aisément déterminée.

Il vient :

Il vient que pour tout « tel que o > £, on s’intéresse & la distribution donnée pour
L7 > 0. Ainsi :

Ly =K — Spe~™T. (2.59)
Cette précaution nous raméne aux résultats déja obtenus a la section (2.3.4).

Dans la suite des applications, nous considérons un contrat qui mature dans dix ans.
On suppose un prix d’exercice égal a la valeur initiale du fonds K = Sy = 100. De méme,
pour la gestion du fonds, on admet que le gestionnaire préléve un taux continu mensuel
de 0.25%.

Sous le modéle lognormal

L’observation au plus prés de la définition (2.58) nous ameéne a redéfinir X; par :
Xt = (up—m)t+ oWy,
avec
Y(u) = —iu(p —m) +u”—.

Le niveau de probabilité £ est exactement :

K (u—m
E=1-N (mSO G )T> : (2.60)

avec

VaRy(L7) =0, Va<¢
et VaRa(Lr) = K — Soexp {(u —m)T — aﬁ/\/fl(a)}, Va> e

ott N1 est I'inverse de loi normale centrée réduite. De I'autre coté, la CTE, (L) est aussi
obtenue en notant que :

02
E[L11>vag] = —Soe“ ™3 N (dy — o/T) + KN (dy),
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avec !

In(=EGEER) — (= m)T

So
ovT
Parce que N (di) = Pr[L > VaRq(L)] =1 — a, il vient :

dy =

Nt o?
CTEq(Lr) =K — 0 {e(“m)T+2T./\f(d1 - m/if)} . (2.61)
-«
En notant que d; = N 71(1 — ), il vient finalement :
Si o?
CTEo(Lr) = K — 5 0 {ewm)”f/\/(/\/lu —a) - a\/cf)} .
-«
On utilise & nouveau les parameétres estimés a la table (2.11).
Les résultats sont donnés a la table (2.16).
Mesure de risque quantile
Modéle lognormal Mesure de risque CTE
Valeur Modéle lognormal
VaRa (L) Erreur
exacte Valeur
CTE,(L) Erreur
& 0.919837 0 exacte
Vo.90(L) 0 0 CTEpgo(L) | 14.29966 | 4.26325e-14
Vo.os(L) | 11.20070 | 2.84217e-14 CTEpgs(L) | 26.61601 | 1.77635e-14
Vo.ors(L) | 23.98156 0 CTEyg75(L) | 36.07553 | 3.55271e-14
Vo.oo(L) | 36.54781 | 2.13162e-14 CTEpg9(L) | 45.72527 | 4.26325e-14

TABLE 2.16 — Mesures de risque calculées sous le modéle lognormal pour un contrat de
maturité 10 ans.

Sous le modéle RSLN

Sous le modéle lognormal avec changement de régime, & peut étre déterminé en condi-
tionnant par la variable comptant le nombre de fois o I’état 1 est visité. Notons cette
variable C. Il vient

(2.62)

avec
n (&) +mT = (Cr + (T = C)ps2)

v v

d(C) =
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avec :
¥? = Coi + (T — O)o3.
La VaR s’obtient de telle sorte que :
Pr[Sr < K —VaR,(L)] = Fs, (K —VaR,(L)) =1— a. (2.63)
A la lumiére de ’équation (2.61), la CTE est obtenue avec :
el & 1
CTE.(Lt) =K — Sy Z {exp {mC + (T - C) + EQ}N(dg(C)):| Pr[C = ¢].

l—ac:() 2

(2.64)
In (K=Yl mT — (C T-C
da(C) = ( &l ) i \/Z—i | ) —Vy2

De notre c6té, nous utilisons (4.48) et I'exposant caractéristique :

2

. 9¢ 2
e, = —iu(pe, —m) + 7u ., G =1,2.

En utilisant les paramétres de la table (1.6), on obtient les résultats ci-aprés. Ainsi, si on

Mesure de risque quantile

VaR,(L) MOdFé;eTRSLN Mesure de risque CTE
Modéle RSLN
3 0.8%537 CTEa(L) Valeur exacte Erreur
Vo.oo(L) 1.(§5i04 CTEp.9(L) 26.08398 1.77635e-14
Vo.os(L) 92.64955 CTEo9s5(L) | 40.60371 | 7.10542¢-15
Vo.ors(L) 37.78943 CTEogr5(L) | 5147582 | 3.55271e-14
CTEp9(L) 62.16886 3.55271e-14

Vo.oo(L) 52.24529

TABLE 2.17 — Mesures de risque calculées sous le modéle lognormal pour un contrat de
maturité 10 ans.

décide de détenir des fonds propres avec un niveau de confiance de 95%, ’hypothése d’un
modéle lognormal pour la dynamique réelle du sous-jacent, nécessite 'immobilisation de
11.20% du fonds au moment ot le modéle RSLN recommande un peu plus du double,
soit 22.64%. Or, le modele lognormal refléte moins la réalité que le modele RSLN. Par
conséquent, il semble raisonnable de penser que ce modéle sous-estime 1’occurrence du
véritable risque notamment au niveau de la queue de probabilité des distributions de
pertes.
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Conclusion

Ce chapitre a apporté dans un cadre non-gaussien, une méthodologie unifiée qui allie
performance et opérationnalité pour I’évaluation, la couverture, le controle et la mesure
de risque. Il répond aux soucis des praticiens souhaitant avoir une méthodologie unie
pour la gestion rigoureuse de risque en présence de discontinuités de cours financiers.
De méme, en raison de son efficience, celle-ci pourrait étre recommandée comme part du
systéme global de gestion de risque non seulement dans le domaine de la Banque mais
aussi dans le secteur de 1’Assurance.
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Annexe A

A.1 Formule de Ito pour les processus de diffusion & sauts

Nous donnons la solution de la dynamique du sous-jacent S réprésentée par I’équation
différentielle stochastique suivante :

e it oaWi [ Svi— 1) A1)
St— _H t P 7 . .

Pour cela, introduisons une proposition de Cont et Tankov (2004).

Proposition A.1.1. Soit X un processus de diffusion a sauts, défini comme la somme
d’un terme de dérive, d’une intégrale stochastique brownienne et d’un processus de Pois-
son composé :

t t Ny
X, = Xo + / asdS + / bedWs + > AX;,
0 0 i=1

ou :

t
E[/bfdt<oo].
0

Alors, pour toute fonction C*2 f : [0,T] x R — R, le processus Gy = f(t, X;) peut
étre représenté comme :

of of

b2 02 f of
th = a(t, Xt)dt + at%(t, Xt)dt + 5 821‘2 (t, Xt)dt + bt%(t, Xt)th

+Hf(Xeo + AXy) — f(Xi_)]dNy.

En utilisant la proposition (A.1.1) pour une fonction In S; avec Sy définie en (A.1), il
vient d’abord :
0252 1

dln S; = uStidt + (—72>dt + thStth + [ln St(l +Y; — 1) —In Stf}dNt.
S; > g S,
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En utilisant la relation de Chasle entre 0 et t, il vient ensuite :

S &
t
lns—oz(,u Q)t—l—aWt—i—;llnY

En posant J = In(Y'), il résulte :

S il
In2t —
5 (1 — 2)t+aWt+;J

Nous retrouvons ainsi la solution :

Ny
1
St:SOexp{(u202>t+aWt+ZJi}.

=1

A.2 Fonction caractéristique associée au processus variance
gamma

Considérons la forme générale des processus de Lévy géométriques : S; = SpeX* ol
Xe=pt+ Ly, peR,

avec :
Ly =0G +ocWg,, 0cR, occR*.

(G : t > 0) représente un subordinateur (un processus Gamma de paramétre t/< et ¢) in-
dépendant de W. En d’autres termes, Gy ~ T’ (é, ¢) := I'(t/<). La fonction caractéristique
associée a X est :

2

_t
o S
2§> , ueC

bx,(u) = E[elvXt] = et (u) — iupt (1 —ubs + u 5

Preuve :

Ele zuLt} [E[ w(0Gi+oWg,) {G H

_9g

t/g 1 3

<TI(t/<)

E
/ zu@g— 2, y gt/g—lef?dg
gt/cl—w(t/g)

zu(OG’t-i—aWGt) ‘G

g] dg

o2u2g g t/gl

zu&gf d
< T

oo ('9+"“+)t/1
=— e TR T gt s g,
gt/cr(t/g)/o
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A.3. Preuve des Lemmes

Avec le changement de variable, g = g(—iuf + "22—“2 + %),

, 1 oo c2u? 1 —t/s+1 o2u? 1\ !
Ele™lt] = / e Igt/s1 (—iu@ + + > (—iu@ + + ) d
[ ] gz/cl—x(t/g) 0 9 2 IS 2 g

e

t
3

: o?u? 1)
(—zu9 + =+ E) S /+oo -
g € g.

L'(t/s) 0

Or,
+oo
I'(t/s) :/ g/ le79dg.
0

Ainsi, il vient :
t

) 2 s
Eletult] = (1 — tubs + uzc;g> ,

ce qui conclut la preuve. O

A.3 Preuve des Lemmes

Lemme A.3.1. Soient M,V et K, 8 constantes réelles avec V et K positives telles que
Y ~ N(M,V?), alors V¥ @ € {—1,1},

— 2 —
El(w(e¥ —K))T] = weM T N (wM ln‘f( v ) —wKN <ijvan> :

Preuve : Soit w =1, on a :

+o0
mm@Y—anzl (e¥ — K) dFy(y)

n K
teo 1 1 (y=20)?
= ey — K e 2 v dy.
/th ( )\/ 27V Y
Du changement de variable : y = # = y=Vy+ M, il vient :
1 y? 1 y?
El(w(e¥ — K))T] = / VM ey dy — K/ —e 2 dy
In vaM A/ 277 In K—M 27‘(
1 1 2
_ M yV —% -
=e ede 2 dy—K/ e 2 dy.
anV— M A/ 27-(- In KV—M 27T

Par ailleurs,

(y—V)2 =y? -2V +V?
y2 V2

1 2
=V =L gy - T
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alors,
+oo 1

E[(e¥ — K)'] = eMJrVTQ —efé(yfv)Qdy - K L ef%dy.
In K—-M 1/27‘(‘ In K—M 271'
14 1%

Posons y=y -V,

Y M v2 +oo 1 y2 1 v2
Ele" —K)"|=e +2/ e 2dy— K/ ——e" 2 dv.
In KV—M_V \/ 2 In KV—M 2T
En prenant y — —y et v — —v, on obtient :
In K—M In K—M
2 vtV y? v o1 v2
E[(e¥ —K)T| = eM+V2/ e 2dy— K e 2 dv
[( )"] . o y - o
Ainsi,
2 K —M-—V? K- M
El(e¥ —K)f =Mt TN (-2 KN (-2
|4 |4
Du méme raisonnement pour w = —1, il résulte :
2 (InK—M—V? InK—M
E[w(eY . K)+] — _6M+V2N< n > > +KN (n‘/> .

Ce dernier ouvre la voie & la généralisation suivante : V w € {—1,1},

2 M—-InK 2 M—-InK
El(e¥ — K)*] = weM+ TN <w nv +V > — wKN <wvn)

ce qui met fin a cette preuve. ]

Lemme A.3.2. Si X est une variable aléatoire de loi N'(m,0?) et a et 3 deur constantes
réelles avec B > 0, alors V w € {—1,1},

fo(= "5 )] - (o).

Preuve : Soit w =1,

B[o(Z5)] = Ellov-x<a)

On sait que Y — X 2 my B2 + 6%¢, avec € ~ N(0,1), il vient :

o5 - (s )
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Pour @ = —1, on aurait :

E[cb(_Xﬁ_aﬂ = Ellgy 1x<—al

Remarquons cette fois ci que fY + X Lt V3% + 0%, e~ N(0,1), alors il résulte :

X -« —a—m
()] - ()
B £B2 + 62
ce qui nous conduit & la généralisation suivante :
X+a a+m
Blo(= X)) = (5251 ).
B /B2 + 62
Ceci conclut la preuve. O

Lemme A.3.3. Si X est une variable aléatoire de loi N'(m, 6?) et a et 3 deus constantes
réelles avec 3 > 0, alorsV w € {—1,1} et Vn >0,

E [e"X./\/' (wX—i_aﬂ = e”m+@/\/' (wa—i—m—i—néz) :

B V3% + 62
Preuve :
2 1 (z=m)2
X+« oo too e~ T e 2 2
E[e”X/\/'<w )} :/ e”m</ 1 sta d ) dx
8 oo o ST V2m Y V22
+o0 +oo _2 —1emm?
/ 7796</ 1 ¢ 2dy)62 - dx
— e T+na
o oy ST o V272
2 _ 1 (z—gm)?
(e[ S,
== e x @ T
—00 —0o0 <w -En 27 Y 271'(77(5)2
y2 _1 (x—7]m)2
[ () )
= e z4na X
o I e Y 27 (no)?
Il vient,
X
el 5]

M)

Y 1 (:v—(nm+(n5)2>)2
e"m+@ /+oo (/+OO 1 i dy) - - dx
- z+na
oo oo V<TG \2n /27 (nd)?
(e (s 09%))’
(n6)?

nm+("§)2/+oo/+oo1 c e
= € T+na
oo Joe VTR V21 V21 (no)?

v -

[N

dydzx.
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Ainsi,
X+«
B

E{e"XJ\/'<w ﬂ = enm+(ng)2E[1y<wz+ga], Y ~N(0,1)
X ~N (nm+ (n6)?, (16)?) -

Soit @ = 1, en remarquant que : n3Y — X 4 (nm + (n6)?) + \/(nB)? + (nd)2e, avec
e ~N(0,1), il vient :

a e (197 a m + (nd)?
Bl (=5 = ”N(n +<n%2++<:5>2))'

Soit @ = —1, notons cette fois-ci que : nBY + X < (nm+ (n6)?) + /(nB)? + (nd)2e,
e ~N(0,1), il résulte :

X -« w2 [ —na— (gm+ (n5)2)>
E|e™N = ,
V)] (e
ce qui nous améne & la généralisation suivante :
2 2
E[e"XN(wX + a)] — et Ar (wna + (ym + (9) )) Vwe{-11}
p (nB)? + (nd)?

Apres simplification :

E[e”X/\/(wX—i_a)} :e”m*'#/\/’ (woa—i—m—i—ndz) Vwe{-1,1}.

E NET?

Ce dernier conclut la preuve. ]

Proposition A.3.1.

oo 82 362
/ Fy(t, Se*, w)e’vx (dr) = \e™ T2 Fpy(t, Se™ 2 |2, w),

—0oQ
2
avec : X = /0% + 5?.
Preuve :

oo T T e_AT()‘T)n X X
Fu(t, Sne”, @)evx (de) = > —————Eq[Fgs(t, Sue™, @)e™].

|
—00 >0 n.:
Or,
2
X+Inse 4 (r4+ 2
ElFps(t, Sue® @)e¥] = w8, Bq [ XN (w e )>]
Sn 2
—wKe' Eq AN (wX tin @+ (- 02)T>] )
O'n\/'?
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En utilisant le lemme (A.3.3), on obtient aisément :

AflE[FBS(t, SneX,w)eX]

2
= w8, 2N @

0.2
( (m—|—2(52)+ln§g+(r+2”)7>

= =S €2m+252N (w (m + 2(52) + ]n% + (T‘ + 7),7_
n
2
(02 + 57)7'
Sn 2
_wem+22Ker‘rN wm+62+ln?—|—(r—%)7—
(02 + %)7‘

En ajoutant et en retranchant %, il vient :

AN LE[Fps(t, Spe™, @

2
wS 2m+26

— e m+ ) KerT
62
V(05 + 57
En posant 3, = /o2 + g, il vient :

AN LE[Fps(t, Spe™, w)eX] =
In Sz = +m +32 4 (r + %) T

2
w8, 2N | @

2
ZnT
2 2
2 ln%+m+%+(r—%>r
m—4 5 rT
—we™ T Ke""N | w
Y27

n
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En d’autres termes,

)\_IE[FB,s(t, SneX, w)eX] =

2
an€2m+26 N

52
—we™T T K" N | w

Il résulte : 2
AN LE[Fps(t, Spe™, w)eX] = FBS(SnemJF%,Ta ),

ou :

In< =
Fps(S, 7, @) =wS,N (w UK —;f:;/—;_ 2 )T>

S _ =
—wKe "N (wan +r—3 )T> .

YT
Avec ¥ = /0% + g, il vient finalement :

Foo 52 382
/ Fp(t, Se*, w)e’vx (dr) = \e™ 2 Fpr(t, Se™ 2 2, w).

—0o0

Ce qui conclut la preuve.

Proposition A.3.2.

+oo 52
F(t, Se®, w)vyx (dz) = AFy(t, Se™ 2 |2, w),
—0o0
avec : X = /02 + g
Preuve :
Foo e A (A7)
/ Fuy(t, Spe®, w)vx (de) = Z #EQ[FBS(L S, w)].
oo n!
n>0
Or,

E[Fps(t, S,eX, w)] = wSnEqQ

Sn o5
KA (wX—i—an + (r+ 2)7)]
On T

Sn o
KA (wX+an+(r—2)T>] 7

o K TTE
wre 2 On\T
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De la méme maniére, en appliquant le lemme (A.3.3), on obtient :

A LE[Fps(t, Spe™, )]

En ajoutant et en retranchant %, puis en en posant %, = /02 + g, il vient :

N LE[Fps(t, Spe™, w)] =

2
2 1n%+m+§+(r+%)r
wSpe™T TN | w
Y2T
1n57”—|—m+%—|— (7“— Z")T
—~wKe" "N | w ,
Y27
d’ou résulte :
A LE[Fps(t, Spe™, w)] =
52 In Sne” 17 +(T+Z%>T
wSpe™ TN | w
Y27

—wKe""N | @

Donc :
52

AN LE[Fps(t, Spe™, @) = Fpg(Spe™ 2, 7,w).
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Avec ¥ = /o2 + 572, il vient finalement :

—+00

2
Fuy(t, Se®, w)vx (dz) = AF(t, Seer%, Y, w).

—0o0

Ce qui met fin a cette preuve. ]

A.4 Approche générale de calcul numérique des fonctions
de densité

On sait que la transformée de Fourier d’une fonction g(z) est donnée par :

+oo |
/ e"“Tg(x)dr.

— 00

La transformée de Fourier d’une fonction de probabilité de densité associée & une variable
aléatoire X, représente sa fonction caractéristique. Ce qui veut dire que si cette fonction
caractéristique ¢x est bien définie, alors on peut retrouver cette fonction de densité par
la transformée de Fourier inverse :

+oo )
fy(x) = 217r/ e "ox(u)du

_1! /O T e () (A.2)

s

L’intégrale ci-dessus peut étre calculée en utilisant un pas de discrétisation®® 1. On

obtient donc :

1 N—-1
[x(w) =~ p dje” T (uj)Au,
7=0

% si j=0 ou J; =1 sinon. Avec Au = n et uj = Upin + nJj, pour
7=0,....., N —1, dont t,;;, =0.
Alors, nous réécrivons (A.2) :

N-1

S 6 I (), i = O
7=0

=n~

33. Nous sommes ici satisfaits de la formule des trapézes définie comme suit :

/a h(u)du = (h(a);—h(b) + i h(a +ju)> Au.

j=1
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A.5. Transformée de Fourier des fonctions de perte

Afin de mettre en place la FFT, le domaine des x est aussi découpé avec un espacement
régulier de taille v :

Tk = Timin + vk, k=0, ...... SN —1,
Ol Zymin est choisi de maniére & contrdler le domaine d’espacement 3? :

N-1

=0

BN

fx(@) =

Il vient ensuite :
N—1
—1 minUj —1 jk
5]6 1T uje ZVT]] ¢X(UJ)77.

3| -

fx (@) =

j=
Ce dernier nous ameéne au choix de ’algorithme de transformée de Fourier rapide (FFT).
Celui-ci impose que les paramétres v et 1 soient couplés par : vn = QW“

Comme illustration, reprenons le cadre du modéle de Black-Scholes dans lequel les ren-
tabilités continues sont normalement distribuées. La figure (A.1) montre I'erreur consta-
tée en prenant N = 4096 et un pas d’intégration n = 0.25 pour une distribution normale
de moyenne nulle et de volatilité de 20%.

A.5 Transformée de Fourier des fonctions de perte

Considérons une fonction de perte définie comme suit :

9(X1) = Ll >var. (L)

= (57 — K)lg(sp—K)>VaRa(L)-

Dans un premier temps, prenons w = 1, la transformée de Fourier de la fonction ¢ est
donnée par :

i) = [ e gla)ds

ex(l—iu) oo e iuw +oo
:S() 17 —K|: . :| s %(u):5<1
21U 1 |:Va23+Kj| mu In |:VH,RS(S+K]

So eln [VaRS%+K]<1*i“) B Eeln[Va}g%+K]*i“

1—mu U
[VaRa+K]™[ Sy (VaRa+K\ K
N So 1 —iu So iu
VaRy+ K] ™ [VaRa+ K K
- - . +—.
So 1—1u u
34. Ce domaine peut étre centré autour de zéro en prenant Tpmin = —Nv/2
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Anneze A.
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FIGURE A.1 — Distribution gaussienne obtenue par inversion numeérique.

X VaR, + K] ™ [iuVaR, + iuK + K — iuK
g(u) = - |——o—

So iu(l — iu)
_ [VaRy+ K| ™™ [iuVaRs + K
B So iu(1 — iu)
— (iuVaRy + K) x ~—"—2— — (juVaR, + K) x -
(uVaRa + K) x iy = (VaRe + K) x s
Ainsi, il vient :
L . O
§lw) = (K +iuVaRa) x —— s =5y <n
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A.6. Formule exacte de la CTE sous le modéle lognormal

Avec w = —1, il vient de méme :
= m[iff*goma]

S) — (K — i 5

g(u) = ( iuVaR,) x B T L > 0,
Ceci ouvre la voie a la généralisation :

—iu IH(KerVaRa(L))
e S0
g(u) = (K +iuwVaRy(L)) , avecw € {—1,1}. (A.3)

—iu(—iu+1)

A.6 Formule exacte de la CTE sous le modéle lognormal

La fonction de perte Ly est spécifiée comme suit :

9(X1) = Ll >vaer. (L)
= @ (ST — K)lo(sp—K)>VaRa(L)-

Prenons d’abord @w = 1, et comme on I’a vu, le calcul de la CTE est inhérente au calcul
de 'espérance mathématique de cette fonction :

—+00
E[L1r>var. (1) =/ veriexy (S0€" = K) dFx ()
In (e )
Feo 1 1 (e—pT)?
= Soe* — K)———¢ 2 2T du.
A(W)( " ) Famo T

Posons © = “4L = 2 = 20T + T et prenons A:(M)’

oVT So
1 z2 1 z2
— zoNTHulT _+ -2 o B =
E[L1L>VaRa(L)] = ﬁn(mﬂ Soe 27re 2 dx Kﬁnm)ﬂ 27re 2 dx
T v p
1 «? 1 z2
= Soe“T/ VT e~y — K/ ——e 2 dzx.
ln(:\)/%HT A /27T ln(:\)/—f;LT A /27-(—
En observant :
(x —oVT)? = 2® — 220VT + 0°T
1 2 2
—(z—oVT)? = Ly aoVT - U—T,
2 2 2
d’ou,
o'2T Foo 1 1 2 1 z2
E[L1 = Spe! 77 — e a@oVD? gy K/ ——e 2 dx.
[ L>VaRa(L)] 0 ln(f)ffﬂ o 1"(3}%” or
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Anneze A.

Avec z = x — a\/T, il vient

Vi 1 a2 1 2
E[L11>vaR, ()] = Soe 2 it 7 me 2 dr — Kﬁn(A)MT Vo 2 dz.

oVvT o

Avec r — —x, il résulte d’une part :
_In(A)—pT \/T _ In(A)—pT
0'2T oT +o 1 z2 oT 1 12
E[L1 = SpetT+72- / e 2dx — K/ e 2 dx.
[L11svar. ()] = So N Nor - Nor:

Ainsi :

2 1 <7VGRQS(L)+K> —uT — 0T

E[L1 = SpetTH2 g | — °
[ L>VGR] 0 ¢ U\/T
VaRn(L)+K
. In (VORI ) — i
oT
Le méme raisonnement pour w = —1 nous donne :
, In (W) — uT — 02T
E[L1 = —Spe! T2 &
[L1L>vaR] 0 ¢ T
—VaRa(L)+K\
o (HCE)

oVT

Il résulte finalement :
Vwe{-1,1},
In (W) —uT — 0T
oVT
In (M) —uT

So

oVT

52
E[L1L>VaR] = ?DSoeuT—i_TT(b —w

—Kw¢p | —w
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Chapitre 3

Evaluation et couverture des
contrats : Variable Annuities

Introduction

Comme nous ’avions noté, le risque associé a la garantie plancher est une combinaison
du risque de mortalité et du risque de marché. En se placant dans la situation de l’assuré,
la garantie plancher en cas de décés ne sera exercée que si l’assuré décede a une date ot
la situation des marchés est défavorable *°. Le risque de mortalité est un risque classique
pour l'assureur, il peut étre pris en compte avec les tables de mortalité et se mutualise.
Dans I’hypothése d’une mutualisation suffisante, c’est-a-dire sur un gros portefeuille,
aucune prime de risque n’est donc & associer & ce risque. Quant au risque de marché,
il est beaucoup plus délicat & évaluer et & maitriser, notamment du fait qu’il ne se
mutualise pas. Il provient des fluctuations boursiéres des supports que 'assuré a choisis
dans son contrat. Evaluer ce risque implique donc des modélisations de cours boursiers.
De méme, le prix & payer pour le choix d’un modéle réaliste reflétant le mieux la réalité
financiére est la prise en compte de I'incomplétude du marché. En d’autres termes, il
n’existe aucune allocation qui immunise totalement le vendeur d’une option de telle sorte
que son portefeuille de couverture réplique son engagement vis-a-vis de la contrepartie.
La réplication comporte un risque et le choix d’une mesure de risque adéquate devient
nécessaire. Le portefeuille de couverture est alors ajusté en permanence de telle sorte qu’il
réplique en tout instant et dans tous les états de la nature, le flux de paiement de 'option
de fagon parfaite dans le cas de marchés complets et de fagon approchée dans le cas de
marchés incomplets. D’autre part, il est clair que nous ne pouvons acheter ou vendre en
temps continu, ce qui aurait I'inconvénient d’entrainer des cofits de transactions quasi
illimités. Ainsi, dés lors que nous relachons cette hypothése, nous introduisons une autre
source d’incertitude : le portefeuille & couvrir est exposé entre les intervalles de temps
discret ou celui-ci n’est pas ajusté. Cette erreur de couverture discréte est connue sous
la terminologie anglaise de hedging error ou sous celle de tracking error. Cependant,

35. Pour son bénéficiaire.
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Chapitre 3. Evaluation et couverture des contrats : Variable Annuities

la fréquence d’ajustement du portefeuille de couverture est alors un compromis entre le
niveau de couverture exigé et les cotlits de transactions. D’autre part, 'approche classique
de couverture dynamique consiste a utiliser une couverture en delta, ou le delta représente
la sensibilité de 'option & une variation du cours du titre. Cependant, cette approche
est sous optimale puisqu’elle ne couvre pas les variations abruptes du support sous-
jacent observées dans la pratique. Le but de ce chapitre est la mise en pratique de la
méthodologie d’évaluation et de couverture d’option en marché incomplet suggérée au
deuxiéme chapitre pour la couverture des garanties offertes dans les contrats Variable
Annuities. Cette couverture consiste & l'utilisation d’un ratio de couverture optimale
noté 0. Afin d’étre au plus prés de la pratique des marchés, nous prendrons en compte
des cotits de transactions. L’estimation de ses cofits est un probléme important pour
I’évaluation des performances des stratégies de couverture. Demsetz (1968) fut le premier
a décomposer le colit entre ses composantes explicites et implicites en notant que les cofits
explicites correspondent aux frais, commissions et taxes supportés lors du passage d'un
ordre, alors que les cotits implicites renvoient aux fourchettes de prix ou & 'impact des
transactions sur les prix, pour les transactions de grande taille. Le cofit apparait donc
comme une somme de composantes hétérogénes qu’il est délicat d’estimer. L’intégration
des cofits de transactions dans le cadre du modéle de Black-Scholes a été faite par Leland
(1985) qui étudie l'influence de ces derniers dans le cas ou la fréquence d’ajustement
tend vers zéro. Il montre aussi que le prix de la réplication d’option tend vers l'infini
quand lintervalle d’ajustement tend vers zéro, mais on sait que 1'option est strictement
dominée par l’action dont le prix est fini. Son approche n’est donc pas efficace pour des
fréquences d’ajustement plus grandes. Les travaux de Leland sont généralisés par ceux de
Toft (1996) au cas ou l'intervalle d’ajustement ne tend pas vers zéro. Les contributions
qui ont suivi celles de Leland et de Toft sont légions, citons celles de Deville (2001) qui
prouve qu’excepté pour certaines années exceptionnelles, le coiit total de transaction sur
la place boursiére Paris Stock Exchange, varie entre 0.02% et 1.20%. Dans un premier
temps, nous décrivons ’évolution du fonds sous-jacent dédié avant de rappeler la formule
générale d’évaluation et de couverture optimale que nous adaptons au cas des garanties
offertes dans les contrats Variable Annuities par les compagnies d’Assurance.

3.1 Evaluation

Nous avons deux sources de risque, le risque financier et le risque actuariel de déceés.
Quant & la premiére source de risque, nous prenons seulement en compte le risque de
marché. En revanche, la deuxiéme source de risque notamment, celui de décés, est un
type de risque trés complexe & gérer. On suppose que le portefeuille de I'assureur est
suffisamment important pour que le risque de décés soit bien mutualisé et qu’il soit
considéré indépendant des aléas financiers affectant la valeur du contrat. Supposons qu’au
temps t = 0, la durée de vie résiduelle d’une téte d’age x est donnée par la variable
aléatoire T, et notons ;p,, la probabilité en cas de survie Pr[T, > t]. Cette probabilité
est liée a la fonction de survie s(x), donnant la probabilité qu'un individu 4gé de 0 survive
au moins = années. Cette fonction est associée a l'intensité de mortalité v, a travers la

116
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relation bien connue :

s(z) = exp {—/Oxv(s)ds}. (3.1)

Ainsi, les probabilités de vie ;p, et de décés +q., sont obtenues comme suit :

s(t+x
tPr = u, tqz = 1 — ¢Dg.
s(z)

3.1.1 Risque financier et Valeur actuelle des frais d’Assurance

Considérons une économie dans laquelle la rémunération du compte monétaire est
donnée par le taux d’intérét instantané r, puis introduisons la fonction d’actualisation

suivante :
5(t) == exp {— /Otr(u)du} . (3.2)

Notons Fi, I'encours du fonds sous-jacent au temps ¢ antérieur a la date de maturité T’
du contrat. L’évolution de cet encours est liée a celle du processus sous-jacent dont le
prix est noté S;. On suppose que l'assureur préléve des frais d’assurance au taux annuel
continu m. Dans notre analyse, nous distinguons des frais d’assurance, ceux imputables
au financement de la garantie, prélevés au taux m,, et ceux amputés au taux m, pour
la gestion du fonds dédié, de telle sorte que :

m = Mgy + Mg.
L’encours du fonds est donné & la date ¢ par :

F, = Foﬁe—mt (3.3)
So

ou : Fj représente la valeur du fonds & I’émission du contrat en ¢ = 0 : on admet sans
perte de généralité que : Fy = Sp. Par ailleurs, on s’intéresse ici & la dynamique de
cours du support S représenté par un processus de Lévy géométrique. Supposons que son
évolution dans le temps est donnée dans I'univers historique P par I’équation différentielle

stochastique :
dSy
5= adt + odW; + (Y — 1)dN;
-
En posant J = In(Y") et en appliquant le lemme de Ito, I’équation précédente donne une
évolution de S selon la dynamique :

Ny
St = SOeXt = SO exp {Mt + O'Wt + Z Jz} 5 (34)
=1

ol : u et o correspondent respectivement & la dérive et au coefficient de diffusion de la
partie diffusive de (3.4). W est un mouvement brownien standard, N un processus de
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Poisson d’intensité constante A\ et J, la taille aléatoire des sauts pouvant survenir : les
variables aléatoires W, N et la suite de variables {J;} sont supposées indépendantes. La
fonction caractéristique de X s’écrit donc :

I

QZ)Xt(U) _ E[eiuXt] _ 6t(iuu—%02u2+)\(¢J(u)—1)) _ e—t'gl)(u)
avec
. 1
Y(u) = —iup + §a2u2 —AM¢g(u) —1). (3.5)

Nous supposons de méme que les variables J; sont indépendantes et identiquement dis-
tribuées. En nous référant a Kou (2002), celles-ci suivent une loi exponentielle double
asymétrique, dont la fonction de densité est :

£1(y) = pAie M50 + ghoe 1<,

oup>0,g>0,p+qg=1, A&y >0et Ay > 0. On obtient alors la fonction caractéristique
associée a la loi des sauts ¢ :

; PAL qA2
- E udy 3.6
o= Bl =S T (36)

définie dans la bande de régularité :
—A1 < Su < Ag.

Considérons une économie de Kou dans laquelle les paramétres annuels utilisés sont résu-
més a la table (3.1). Ainsi, on suppose que les sauts ont une intensité A = 1, d’amplitude
moyenne 36 —2.2%. de volatilité3” 4.47%. En d’autres termes, la probabilité de surve-
nance d’un saut vers le haut est p = 0.3 tandis que les tailles aléatoires de sauts positifs
ou négatifs suivent une loi exponentielle double asymétrique de moyennes respectives

2% (1/X1) et 4% (1/X9).

Paramétres du modéle de Kou

12 A P )\1 )\2 g
15% | 11 0.3 |50 |25 | 16%

TABLE 3.1 — Paramétres du modéle de Kou (2002) : 'amplitude moyenne des sauts est
de —2.2% et de volatilité 4.47%.

En utilisant la méthode de simulation par inversion et les paramétres relevés de la
table (3.1), la figure (3.1) illustre I’évolution journaliére de cent trajectoires de S sur une
année d’activité de marché dans I'univers historique P.

36. E[J]=& — L.

A1 A2

37. Var[J]= pa(55 + 5)° + (& + %)

2 2
A2 T2
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FiGure 3.1 — Evolution de cent trajectoires du sous-jacent dans une économie de Kou
(2002). Les parameétres utilisés sont relevés a la table (3.1).

Le Courtois et Quittard-Pinon (2006) montrent les liens existant entre les parameétres
dans les univers historique et risque-neutre dans le cadre des modéles mixtes de diffusion
a sauts de Kou en utilisant les transformées d’Esscher. Nous supposons ici que les para-
métres sont calibrés aux données de marché et que le processus S obéit sous la mesure
équivalente () & I'équation différentielle stochastique :

d
SfSt = (ry — Ag)dt + odW; + (Y — 1)dNy.
'\

En utilisant la régle de dérivation de produit sur I’encours du fonds (3.3), il vient :

dFy

= (re —m — Ar)dt + odW; + (Y — 1)dN; (3.7)
-

avec : k = Egle’ —1].

Valeur actuelle des frais d’Assurance

Les frais d’assurance dédiés au financement de la garantie étant proportionnels au
taux de prélévement continu m,, & I’encours du fonds F' et au temps, ces frais actualisés
évoluent selon ’équation différentielle :

dFt, = 5tm0Ftdt, F/ = 0.
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Par définition, 6; = e~ Jo rudu ou sous forme d’équation différentielle : dé; = —d;ridt. En
utilisant la régle de dérivation d’un produit :

d((5tFt) = —Tt(stFtdt + 5tdFt-
En notant M, un processus dont 1’équation différentielle est définie en (3.7) par :

dM; = odW; + (Y — 1)dN; — Akdt,

il vient :
d((StFt) = —Tt5tFtdt + 6t(’f‘t - m)Ftdt + 5tFt— th
= —(Stthdt + 6tFt* th
= —6tthadt — dFt/ + (515th th,
d’ou :

dFt/ = 5,5th th — 6tthadt — d((StFt)

En utilisant la régle de Chasle, il vient finalement :

t t t
B = / d(5,F}) — / 5o Fumads + / 5. Fy—dM;,
0 0 0

d’ou résulte :

t t
Ft, = Fo — 5tFt — / (SstmadS +/ 5tFt—th- (38)
0 0

3.1.2 Risque actuariel : évolution de l’'intensité de mortalité

Considérons une téte d’age x au temps t = 0. On suppose que la force de mortalité
représentée par v dans la fonction de survie (3.1), est déterministe et évolue selon le
modéle paramétrique de Makeham. Plus précisément :

v(z) =A+ Bc®, avec B>0, A>—-B, ¢>1letz>0.

Melnikov et Romaniuk (2006) calibrent ce modéle sur des données de mortalité aux
Etats-Unis et obtiennent les estimations suivantes pour les paramétres : A, B et ¢ :

A =9.5666 x 1074, B = 5.162 x 1075, ¢ = 1.09369.

3.1.3 Evaluation des options offertes

Notons 7', la date d’échéance du contrat et 7, celle de décés de 'assuré. A la date t <
T de survenance de ’événement ouvrant droit au paiement de la garantie, la compagnie
d’assurance assure au bénéficiaire le montant :

= = max(F;, K) = F; + max(K — F;,0),
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autrement dit :
=:= Valeur du compte en t + Paiement en ¢ de 'option de vente,

avec : K, le capital garanti. Formellement, =; s’interpréte au temps initial ¢ = 0 comme le
résultat d’une position longue sur les actifs détenus dans les unités de compte a laquelle
s’ajoute ’achat d’une option de vente dont la date d’expiration ¢ peut étre aussi bien la
maturité du contrat que celle de décés de I'assuré. Nous utiliserons cette interprétation
tout au long de ce chapitre. L’engagement de 'assureur vis-a-vis de l'assuré est donné
par la partie optionnelle de =, i.e.,

Gt = maX(K — Ft, O) (39)

Ainsi, tout se passe comme si I’assureur vendait au souscripteur une option de vente
dont le prix d’exercice serait le montant garanti et dont la date d’exercice est celle de
survenance de l’événement ouvrant droit au paiement de la prestation. Par ailleurs, il
serait tout de méme important de noter que la nature du flux de paiement (3.9) permet
respectivement & ’assureur ainsi qu’au bénéficiaire de limiter leurs pertes et gains qui sont
finis. En nous référant a la théorie d’absence d’opportunité d’arbitrage en temps continu
pour I’évaluation du contrat a sa date de souscription, il existe une mesure martingale Q)
sous laquelle les prix relatifs exprimés en compte monétaire sont des martingales. Ainsi,
I’engagement de ’assureur vis-a-vis de 'assuré est évalué en ¢t = 0 par :

vie déces
f(So,m,t) = EQ [6(t){GT L7 =7+ Gm Lo, <7, t=r, H (3'10)

3.1.4 Juste valeur des options offertes dans les contrats Variable An-
nuities

La question fondamentale posée est celle de détermination de la juste valeur des
garanties. La réponse de Milevsky et Posner (2001) ou encore celle de Quittard-Pinon
et Randrianarivony (2011) consiste a dire que le prix d’équilibre (en date ¢ = 0) de ces
garanties réside en la “localisation” du taux de prélévement m tel que l'espérance des
frais d’assurance actualisés M&E soit 3® égale a la valeur du contrat.

Lemme 3.1.1. Conditionnellement au temps d’arrét t donnant la date de survenance
de l’évenement ouvrant droit a la garantie, l'inspection au plus prés de l’équation (3.8)
nous apprend que la valeur actualisée des frais d’assurance dédiés au financement de la
garantie prélevés au taux m, jusqu’en t est donnée par :

Ey (1 — e*mt) (1 — %), m=my,+ mqg. (3.11)

Preuve : Partant de (3.8), on a :

t t
Ftl = Fo — (StFt — / 65F8mads + / 515th th
0 0

38. Sous réserve de son existence.
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Etant donné ce temps d’arrét ¢, notons E’, cette espérance conditionnelle. Ainsi, sous
I'univers martingale @, il vient d’une part :

t t
E’[Ft/] = FO — E,[(StFt} —/ El[(sst]madS + E/ |:/ 6tFt—th:| .
0 0
Les processus des fonds actualisés étant des martingales sous @), il vient d’autre part :
¢ t
E/[Ft/] = FO — F()e_mt — ma/ Foe_mst + El |:/ 5tFtht:| .
0 0
En notant que le terme intégral fg 0s Fy— dMy est d’espérance nulle, il résulte :
E'[F)] = Fp (1 - e—mt) (1 - @)
N m
So

Ce qui conclut la preuve. O

Ainsi, il vient finalement :

M&E(m) = Fy (1= 2B [(1= ) iror, imr + (1= ™ ) lrer, 1=n,] |
~~— m -
So

(3.12)

d’ott résulte I'identité donnant la juste valeur des garanties :
E(somp) = M&EE(m,). (3.13)

En vertu de I’équation (3.11), la relation d’équilibre (3.13) établit une correspondance
endogéne entre les taux m, et m, dédiés pour le financement de la garantie et pour la
gestion du fonds, respectivement. Nous rappelons la formule générale donnant les prix
d’options.

Formule générale d’évaluation

Supposons une structure par termes de taux constante. Sans perte de généralité,
admettons que Fy = Sp. Ainsi I'encours du fonds est donné par : F; = Sie~™. Du
point de vue de la théorie d’option, la dynamique de F' est la méme chose qu’un actif
sous-jacent S distribuant un taux de dividende continu ¢ égal & m et dont la dynamique
suit un processus de Lévy géométrique modélisé a I'instant t par : SpeXt, avec X, un
processus de Lévy dont la fonction caractéristique ¢ est définie comme suit :

B(v) = Ble] = &0,

ol v, représente 'exposant de Laplace de X. Considérons le paiement & I’échéance d’une
option de vente européenne g(Xr). Il vient :

9(X7) = [K — Spe*T]F, (3.14)
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avec K le prix d’exercice de 'option, autrement dit, le montant garanti dans le contrat
en unités de compte. En utilisant la théorie d’absence d’opportunité d’arbitrage en temps
continu, le prix au temps t de 'option est donné par :

P(Sy, K,T) = Eqle”""g(X1)|F], (3.15)

avec T = T — t, le temps restant avant échéance. La filtration F donnant l’information,
est engendrée par X, 'information disponible en ¢ est notée F;. Il vient alors la formule
générale donnant le prix d’option :

P8, K.T) = KL= [ cina’ e Tt d 3.16
(S0, K, T) = Ko e /Re (—iu+0)(—uto+1) " (3-16)

oud >0; 2 =In(S;/K) et I'exposant caractéristique v défini par :
Y(u) = —iua + %UQuZ —AMoy(u) —1),
avec a déduit de la condition mesure martingale équivalente :
So = Eg [e*(’ﬂ*q)tSoeXt] = Soe*(’”*q)te*w@(*i),
telle que :

r—q+1g(—i) =0. (3.17)

3.1.5 Application numérique

Nous considérons des contrats & annuité variable offrant une garantie plancher égale &
100% d’une prime unique P = 100, payée par un assuré dont I’age & I’émission du contrat,
i.e., ala date t = 0, est de 40 ans. Cette prime est investie dans un fonds évoluant selon
la relation (3.3) dont la valeur initiale est Fy = Sp = 100. Les paramétres annuels du
modeéle de Kou sont donnés a la table (3.1). On suppose également dans cette économie
que le taux d’intérét sans risque r est de 6%.

3.1.5.1 Garanties en cas de vie

On suppose 7, et S indépendants, le prix de la garantie GMMB est obtenu par la
relation d’équilibre :

Ev(So,m,T) = ppy x P(So, K, T) = M&E(m,), (3.18)

avec M&E fourni en (3.12), donné en cas de vie par :

Mg m
M&E(m,) = Eg[Fl1r,~1, 1-7] = 50(1 _ E)Tpm(l _emT),

En se servant de la formule (3.18) et de la condition martingale (3.17), avec ¢ = m, la
table (3.2) donne la juste valeur du contrat GMMB et le juste cott des frais d’assurance
prélevés pour le financement de cette garantie.
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Temps restant avant échéance Modéle de Kou
. m GMMB
(années)
(bp)
10 27.7182 | 2.72298
20 4.9526 | 0.9755
30 1.3308 | 0.3914

TABLE 3.2 — Justes valeurs de la garantie plancher en cas de vie GMMB en pourcentage
du fonds, évaluée selon la formule (3.18), avec m, = 0.

Comme on peut le noter sur la figure (3.2), le prix de cette garantie est croissant
sur un support de maturités courtes. En effet, bien que cela soit une caractéristique in-
trinséque aux options de ventes européennes, rappelons que la garantie a I’émission du
contrat est a4 la monnaie, ainsi, a contrario du souscripteur qui se trouve trés incité a
acquérir la garantie, ’assureur ne l’est pas pour autant pour la vente puisque la probabi-
lité d’exercice de I'option reste significative, ce qui est justifié par des prix élevés. Cette
tendance s’inverse rapidement dés lors que le temps restant avant échéance dépasse le
seuil des 3 ans.

3.1.5.2 (Garanties en cas de décés

En utilisant les mémes arguments que précédemment, il vient pour la garantie GMDB :

N
.

§DB(507 m, t) = tPxqe+t X P(SO7 Kv t+ 1) = M&E(m0)7 (319)
t

Il
o

avec

T—1
m _
M&B(mo) = BqlF{lr, <t i=r,) = S0 (1= 22 ) 37 thatioss(1 — D),
t=0
ol : g4+ est la probabilité qu’une téte d’age x + ¢t décéde avant la fin de la sous-période
t—1
considérée, pour t = 0,1,....,T — 1 et ppit = 1 — quyst, avec (py = [[ pPatj, la probabi-
j=0
lité qu’un individu 4gé de z survive au moins ¢ années. Nous donnons a la table (3.3),
le prix de cette garantie en fonction de la maturité. On reléve de méme quelques prix
de la garantie en cas de décés en fonction de ’dge de souscription, comme lillustre la
table (3.4). En fixant, I’Age contractuel maximal du contrat & 75 ans, nous observons a
la figure (3.3), I’évolution de la GMDB en fonction de ’age & la souscription du contrat,
de la maturité et des frais d’assurance : cette évolution nous apprend que les prix de la
garantie croissent jusqu’a un un certain age (autour de 60 ans) et redescendent vers zéro
au fur et a mesure que 1’dge de souscription approche I’adge de terminaison du contrat.
En effet, la garantie octroyée par la police d’assurance a de moins en moins de valeur
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GMMB

mo (bp) 40 o

Maturité (ans)

FIGURE 3.2 — Garantie GMMB en fonction du temps restant avant échéance et des frais
d’assurance.

Temps restant avant échéance | Modéle de Kou
(années) " GMDB

(bp) | (en %)

10 74.5863 | 4.9994

20 22.4050 | 7.0254

30 8.5325 | 8.0972

TABLE 3.3 — Justes valeurs de la garantie plancher en cas de décés GMDB en pourcentage
du fonds, évaluée selon la formule (3.19), avec m, = 0.
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Age de souscription Modéle de Kou
(années) mn GMDB

(bp) | (en %)

30 76.2581 | 4.3841

40 74.5863 | 4.9994

45 73.3915 | 5.5863

TABLE 3.4 — Justes valeurs de la garantie plancher en cas de décés GMDB de maturité
10 ans : en pourcentage du fonds et en fonction de ’age de souscription, évaluée selon la
formule (3.19), avec mg = 0.

a mesure que I’age de la souscription approche la date de terminaison du contrat (car
le temps a I’échéance est de plus en plus court). En effet, I'investisseur potentiel n’a
aucune incitation a acheter le contrat GMDB s’il est quasiment certain qu’il ne pourra
vraisemblablement pas en bénéficier dans le court laps de temps avant la fin du contrat
et comme le soulignent Quittard-Pinon et Randrianarivony (2011), si I'horizon d’inves-
tissement est court, 'incertitude concernant les perspectives économiques est trés faible
et le souscripteur potentiel pourrait éventuellement mieux tirer profit de la situation en
investissant directement dans une obligation d’Etat.

3.1.5.3 Garantie en cas de vie et en cas de décés avec prise en compte d’effet
cliquet : GMAB

Dans cette section, nous considérons un autre type de contrat en unités de compte
comportant des options de renouvellement de garantie. Ce type de garantie, encore connu
sous le nom de GMAB3?, est proche des contrats du type GMDB, sauf que 1’élément dé-
clencheur n’est plus la mort de I'assuré mais la survie de celui-ci & des dates contractées
a la souscription. Ainsi, le contrat offre plusieurs maturités dont le terme minimum est
typiquement de dix ans. A chaque échéance, le bénéficiaire touche la contrevaleur en
euros des unités de compte du fond support ou le montant minimum garanti si la valeur
du fonds dédié est inférieure. D’autre part, le montant garanti est revalorisé grice a un
effet cliquet. Du point de vue de la théorie des options, I’engagement de l'assureur au
titre de cette garantie est de méme représenté par une option de vente européenne dont
les dates d’exercices sont multiples et définies par les conditions générales du contrat. De
plus, au terme d’une période d’attente antérieure a la maturité du contrat, I’épargne du
souscripteur, autrement dit, ’encours du fonds sous-jacent F', est comparé au montant
garanti G. Si elle s’avérait inférieure a ce montant, I’option est exercée et ’assureur ap-
porte la différence au moment ot I'assuré s’engage & prolonger le contrat. Si au contraire

39. De la terminologie anglaise : Guaranteed Minimum Accumulation Benefit.
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18

16

14

12
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FIGURE 3.3 — Valeur de 'option GMDB en fonction de I’age a la souscription du contrat
et des frais d’assurance.

la valeur du fonds F' s’avérait supérieure, alors le montant garanti est dorénavant reini-
tialisé & la valeur de ce fonds, de sorte que le minimum entre le montant garanti G et
I’épargne F' du souscripteur, ne cesse de s’accroitre au maximum entre la valeur du fonds
F et de celle de la garantie G. Ainsi, tout se passe comme si, & chaque date d’exercice,
la GMAB s’interpréte comme une option de vente européenne dont le sous-jacent serait
I’épargne, autrement dit, I’encours du fonds sous-jacent et dont le prix d’exercice dépend
de la trajectoire suivie par ce fonds : on parle alors d’option path dependent, ce qui est
plus précisément dans notre cas, une option cliquet.

Considérons 'armature de temps suivante donnant les dates de renouvellement du
contrat (dates rollover) définies & I'avance et & I’émission du contrat en ¢y :

(t17t27t37 e 7tn)
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Notons Fy- et Fy+ les valeurs du fonds immédiatement avant et apres le renouvelle-
ment du contrat au temps t. Il vient ainsi que l'encours a la date de renouvellement t;
est donné par :

F,-

=F Si ': e~mlti—tio1), (3.20)

D’autre part, notons une différence importante existant entre les processus F et S.
A coté des frais d’assurance prélevés sur le fonds, Deffet cliquet assure que le minimum
entre le montant garanti GG et I’épargne F' du souscripteur ne cesse de s’accroitre au
montant maximal entre la valeur du fonds et de celle de la garantie. Comme conséquence
la dynamique naturelle suivie en (3.20) pourra étre modifiée par l'injection de capital
représentant le renouvellement de I’engagement de l'assureur vis-a-vis de 'assuré. No-
tons L;, ces engagements aux dates rollover®? t;. Ainsi, I'armature de temps peut étre
représentée de fagon suivante :

Dates anniversaires: 0 —1t; — to — t3 ...t,,
Garanties: 0 — Gy — Gy — Gy ...Gp,
Engagements de 'assuré: 00— Ly — Ly — L3 ...L,.

Alors, sous le contrat GMAB, leffet cliquet implique que les garanties G; aux dates t;,
sont données par la relation suivante :

G; = max (Gi—lath) = Ft_f + L;,
avec

F

= Fy_ + Ly, (3.21)

ou G() = Ft+'
0
D’autre part, remarquons que la tarification de I’engagement de I’assureur au titre de
cette garantie n’est pas si immédiate **. Notons H(Sp,t,), la valeur de cet engagement,
avec n, la n'™¢ date de 'amarture de temps correspondant a la date de maturité du

contrat. Sans perte de généralité, nous prenons dans la suite des applications n = 3. Il
vient qu’au temps t =0 :

H(Sp,m,t3) = Eq[Lie”™] + Eg[Lae "] + Eq[Lze™ "]
= Hl(So,m,tl) +H2(So,m,t2) —‘ng(So,m,tg) (3.22)

Considérons d’abord la premiére garantie :

Gl :maX(G()?Ft;)? FtSL :Go.

40. de reconduction.
41. a cause de Deffet cliquet.
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avec S
t1 —
thz t+71€ mtl.
1 0 Sto

G1 = th max (1, gtle_mh) .
to

Apres décomposition, il résulte :

Sty St
G 1— 71 mty 0 1 mty )
Lo t+ [max ( Sto ) Sto S € ]

Ainsi I'engagement de ’assureur envers ’assuré Ly, est donné par :

S,
th max <1 — S—tl e M 0)

to

Avec Sy, := Sy = t+, on obtient :

Hl(So,m,tl) = EQ[Lle_Ttl] = P(Soe_mtl, Go,tl),

(3.23)

ou P(S,G,t) représente le prix d’option de vente européenne évaluée selon la formule

(3.16), avec ¢ = 0.

De la méme maniére, la deuxiéme garantie est donnée par :

G2 = max(Gq, Ft;)'

Sty _ _
Remarquons que : Fyy = G1, avec F- = thfe m(t2=t1) 7] resulte

Go = t+ max (1 ?2 em(tQtl)) )

t1

Aprés décomposition, on obtient :

Gy = t+ max <1 - % —m(t2—t1) 0> + Fﬁ Sty e—m(ta—t1)
Stl St

L’engagement Lo est dans ce cas :

Ly = th max < ?‘a e mlt2— t1)’ 0) .

t1

Introduisons le prix Hy de cet engagement :

HQ(S(), m, tg) = EQ [LQ@iTtQ].
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En conditionnant par Fj+, on écrit grace a la loi des espérances itérées :
1
EqlLye™™] = E [EQ[Lze_"tﬂFtl*ﬂ '
Considérons dans un premier temps, la quantité : Eg[Loe™"2|F,+]. Elle peut étre réécrite :
1
Eq[Loe™ ™| Fyy] = EQ[LQe—’“tle—W?—fl)\Ftr],
avec :

S |

—rty —r(ta—t _ —rt1  —7(ta—t t2 —m(to—t

Eq[Lge et 1)|th’] =FEq [e rt1 gtz I)Ft1+ max <1_SZ€ mitz 1),()) ‘Ft;r_
St

= e_rtlFt+EQ {e_r(h_tl) max (1 — eX(tQ_tl)e_m(tz_tl), O) Ft+}
1 1

= e_mFtILEQ [e_r(h_tl) max (1 - ie_m(trtl)’ O> ‘th

= efrtlFtILP(efm(hitl), 1,19 — tl).
En regroupant les termes, il vient :

—rta] _ [ —rty —m(ta—t1) .
EqlLae™™"] = Eq |¢ " Fe P(e Atz — )]

(Fy + Ll)e_m} Pem™t274) 1 15— t))

(.8
= Eg (ths(l)e—mtl + Ll) e—m] Pemmt27t) 4 5 — )

Les processus e "5y étant des martingales sous @, alors Eg[e 1Sy, /So] = 1. Il résulte :
Hy(So,m, t2) = Eg[Lae™""?]
= (Soe™ ™ + P(Spe™ ™", Go, 1)) Ple=™t2=1) 1 ¢y — ). (3.24)
Un raisonnement similaire nous donne le prix Hs :
H3(So,m,t3) = Eq [Lge_rti*]
= {Soe_mt2 + e ™=t p(Soe ™ Gy, )+
(Soe*mtl + P(Soe™™1, Gy, t1)>P(e*m(t2*f1>, 1ty — tl)}P(e*m(tS*b), 1,t5 — t9).

En ignorant les probabilités de décés, la valeur actuelle de la GMAB est donnée pour tout
t3 > 19 > {1 par :

H(So,m,t3) = Eg[Lie™™ + Loe™ ™ + Lgze™""]
— P(Soe"™, Go, 1) + (soe*mtl + P(Spe™™, Gy, tl))
X (1 t P(emtst) 1 gy t2)>P(e_m(t2_t1), 1ty — )
+ Pe™E7t2) 1 4a — ) (Soe—mt2 + e mt2mh) p(SoeT™h | G, t1)>.
(3.25)
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La prise en compte des probabilités de décés nous impose une décomposition de cette
garantie suivant les termes séparant chaque date de renouvellement. Ainsi, on a pour

tout tg > to > 1 :
Hy(So,m,t1) = P(Spe™™1 Gy, t1)
Ha(So,m,t2) = (Soe™™1 + P(Spe™ ™1, Go, t1)) P(e”™271) 1ty — 1)
Hs(So,m,t3) = {Soe mbz | g=m(t2— tl)P(S e ™1 G, t1)
(Soe mh L P(Spe”™h Go,tl))P( —mlta—t1) q ¢, —tl)}x
Pem™tB=t2) 1 5 —t5).

Il est alors aisé de prendre en compte les probabilités de décés et de survie de ’assuré
aux différentes échéances de I’amarture de temps :

t1—1
Hi(So,m,t1) = Y ipatass ¥ P(Soe™ ™, Go,t +1) +1,pa x P(Soe™ ™, Go, 1)
=0

Hy(So,m,ta) = (506_mt1 + P(Soe_mtl,Go,h))

to—1
X < Z thQx+tP(e_m(t_t1+1)7 17t —t1 + 1) + t2me(e—m(t2—t1), 17 to — tl))

t=t1

H3(So,m,t3) = {Soemt2 +e T P(Spe ™ Go, )+
(Soeimtl + P(Soefmtl , Go, tﬂ)P(eim(tQitl), 1,te —t1) } X

tz3—1
{ Z tp$q$+tp(e—m(t—t2+l)’ 17 t— t2 + 1) + tgpwp(e_m(tB_t2)7 17 t3 - t2) }
t=to
La juste valeur de la GMAB est finalement obtenue en sommant suivant les trois termes
et en déterminant m,, tel que :

Eamap(So,m,T) = H(Sp,m,t3) = M&E(m,), m=m,+ mg, (3.26)

avec :
t1—1

Ma - = —m(t+1 —mt
(So(1-"22)) M&E(m,) = tz_; Petoan(l— MDY Ly b (1= i)
+ Z Pelost(1— e ™) 4y py x (1 — e7™2)

- Z tpa:(h—i-t(l - e—m(t+1)) + 3Pz X (1 — €_mt3).
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GMAB en cas de déces GMAB en cas de décés et de vie
Armature de temps Modele de Kou Armature de temps Modeéle de Kou
(t1/ta/ts3) m Valeur (t1/ta/ts) m Valeur
(années) (bp) (en %) (années) (bp)
(2/12/22) 73.4218 | 12.4750 (2/12/22) 49.8146 | 10.5596
(5/15/25) 74.0895 | 15.0503 (5/15/25) 40.89525 | 9.8718
(10/20,/30) 64.9227 | 19.4524 (10/20/30) 27.8585 | 8.0666

(a)

(b)

TABLE 3.5 — Juste valeur de la garantie GMAB en pourcentage du fonds, évaluée selon

la formule (3.26), avec m, = 0.

Temps restant a 1’échéance Modéle de Kou
) m GMMB/GMDB
(années)
(bp)
2 326.5171 6.3254
5 95.7588 4.6701
10 27.7182 2.7229

TABLE 3.6 — Juste valeur de la garantie mixte GMMB/GMDB en pourcentage du fonds,

sans option de renouvellement.

La table (3.5) reléve des prix en fonction de certaines armatures de dates anniversaires.

Aussi, en considérant 'armature

: 10/20/30 ans, nous représentons a la figure (3.4),

I’évolution de cette garantie en fonction du temps et des frais d’assurance dédiés au
financement de la garantie. L’effet cliquet y est illustré. En d’autres termes, & chaque date
de renouvellement, une nouvelle option est émise & la monnaie de telle sorte qu’on observe
une évolution par pallier des prix d’option en fonction de leurs différentes maturités. De
méme au regard de la table (3.6), nous remarquons sans surprise que le juste coiit de la
GMAB est significativement plus élevé que celui de la garantie mixte en cas de décés et

en cas de vie sans option de renouvellement.

D’autre part, les figures (3.5 et 3.6) montrent a I’équilibre, ’évolution des taux m,,
prélevés pour le financement des garanties & mesure que ceux dédiés pour la gestion du

fonds m, augmentent.
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GMAB

20

15

mo (bp) Maturité (ans)

FIGURE 3.4 — Evolution de la garantie GMAB en cas décés et de vie en fonction du temps
et des frais d’assurance pour une armature annuelle de temps de 10/20/30.
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FIGURE 3.5 — Relation d’équilibre entre le taux m, dédié au financement de la GMAB et
le taux m, prélevé pour la gestion du fonds, selon 'équation (3.26).
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FIGURE 3.6 — Relation d’équilibre entre le taux m, dédié au financement de la garantie
mixte GMMB/GMDB et le taux m, prélevé pour la gestion du fonds.
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3.2 Evaluation des GMAB en présence de taux stochastiques

Considérons de nouveau une évolution boursiére géométrique pour ’actif sous-jacent :
S, = SpeXt avec F i+ = So. En reprenant le mode de fonctionnement de la GMAB décrit
0

a la section (3.1.5.3), il résulte qu’a chaque date de renouvellement ¢;, le contrat garantit
grace a leffet cliquet, la quantité :

Gi = maX(Gi_l, th ),

(3

qu’on peut réécrire :
Gi = Ft; + [Gi—l — Ft‘,]+
= th =+ Li,

3

—m(ti _ti—l)

avec Ft; défini en (3.20) par : F, = Ft;i 5, et L;, lengagement de I’assu-

i1 St

reur vis-a-vis du bénéficiaire du contrat. ll)’azutre part, immédiatement aprés le renouvel-
lement du contrat en t¢;, 'encours du fonds sous-jacent est réinitialisé & G; de sorte que
F,+ = G;. Considérons de nouveau n = 3 pour 'armature des dates de renouvellement
etzrappelons 0(t) la fonction d’actualisation définie par I’Eq.(3.2). La valeur actuelle de

I’engagement de I'assureur au titre de la GMAB est donnée au temps ¢ = 0 par :

H(S(]v m, t3) = Hl (507 m, tl) + HQ(S(]a m, t2) + H3(507 m, t3)
= EqQ[0(t1)L1] + Eqld(t2) L] + Eqd(ts3)Ls].

Commengons par chercher le prix en ¢t = 0 de 'engagement L; :
Hl(S(), m,tl) = EQ[(S(tl)Ll],

avec

+
Ll = th |: _ 2emtl] .

En choisissant comme numéraire un zéro-coupon sans risque de défaut dont la maturité
coincide avec celle de ’engagement L1, i.e., en t1, il résulte :

Hi(So,m, t1) = Eqld(t1)]Eq,, [L1] = P(0,t1) Eq,, [L1]. (3.27)
D’autre part,

Sy

So -

St
EQt1 [Ll] = EQtl [th [1 — Le t1}+:| — SOEQtl [1 _

+
—mty
so |

Sy

+
So '

+
= Soe_mtlEQt1 [emtl - } = S’Oe_mtlEQt1 [emit — eX]

En utilisant (3.27), il vient :

Hy(So,m, t1) = P(0,1)Soe ™ Eg, [e™ —eXu] ™ (3.28)
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Considérons dans un deuxiéme temps ’engagement Lo défini par :
Stz —m(ta—t1) "
LQIFtiQ— |:1_,S'tl€ m(2 1 s

dont le prix en ¢t = 0 est donné de la méme maniére par :
Hy(So,m,t2) = Eglé(ta)Lo] = P(O,tg)EQt2 [La]. (3.29)

Au prorata du facteur P(0,t2), le dernier terme s’écrit :

Siy
EQfQ [L2] = EQtz |:Ft'1" [1 - 5,71;26 (2 tl)]+:| .
1

En conditionnant par Fi+, on a
1

+
tl

£y,

+
[LQ] - Ftio- E]t1

+
Qtqy [1 - She—m(tz—h)]

5.,
et g [mlta—t) _ X(t2)-X(0)] T 3.30
= tre Qty e — € . ( )

Il ne nous reste plus qu’a obtenir la quantité Eq,, [Ft1+]. En notant la relation suivante :

Fyy = F, + Ly,

il vient d’abord

EQt2 [Ft'f] = EQt2 [Ftl_ + Ll] = EQt2 [Ft ] + EQt2 [Ll]a

v
avec g
t1 — —
Eq,,[F-] = Eq, [F’*(TSSG mtl] = Eq,, [Sne ™.
Remarquons que :

EQt2 [Ftl_] =e M S()(bf)?(tl)(_i)a

avec gbg((t) (u) := Eq, [ei“X (t)], la fonction caractéristique du processus X sous la mesure

Q¢-forward. Or,

S,
EQtQ [Ll] = EQt2 [SO [1 o Sf()le_mtl]+:| - Soe_mtl EQtz [emtl — €Xt1]+a

d’ont
Eq,,[Fy] = ™S00 ;) (—1) + Soe™ ™" Bq,, [¢"" — eXu]t, (3.31)

En se servant de (3.30) et (3.31), on a :

Bou[La] = Soe™™ (612, (=) + By, " = X)) B, o271 — X)X (),
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11 vient finalement d’aprés (3.29) :

Ha(S0,m,12) =P(0,£2)Soe ™™ (02, ) (=) + Eq,[e™* — e¥a]+) g [em 2] — (X=X (0],

Considérons 'engagement final L3 de 'assureur a la maturité du contrat, au temps t3 :

Ly=F 1= St
3= 4yt —ge )
2

et dont le prix a la date initiale est :
H3(So,m,t3) = EQld(t3)|Eq,, [Ls] = P(0,t3)Eq,, [Ls].

De la méme maniére,

Sty —m
Eq,, [L3] = Eq,, [Ft; [1 S?e (ts— tz)]+] .
2

En conditionnant par F,+,
2

Stg efm(tg tz):| "
Sty

+
_ e*m(tsfh)EQt3 [Ft; + LZ]EQtS [em(tsﬂfz) _ X(t3)=X(t2) | (3.32)

Eq.,[Ls] = Eq., [Fyt]Eq,, [

D’une part,

Sty _
Eth [Ft;] = EQt3 {Ft{r S:e m(ta— tl):|
1

Sty (o
= EQts [th]EQm |:S:e (t2 tl):|

 Fo, Fy + LilFg, [S2erta-t)]
1

:( T 800% 1) (—1) + Soe T By, e — e¥u] T ) B RN C)
= 806 1)) (—1) (D0, (<) + B[ = e¥a]T) |
ainsi :
Equ, [Fi] = S0e™ ™ 6% ) (o) (=) (%) (=) + Bay [ = e¥]7) . (3.33)
D’autre part,

Egu,[Lz) = Soe ™" (65, (=1) + By [e™t — ¥ ] ) Eg, [et2t) — X (=X (),
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En se servant des deux derniéres équations on obtient :

Hy(So,m, ts) = P(0, ts)Soemts{ Qe (=1) (¢20,) (=9) + By, [ — e¥a] ") +

(Qﬁ?(t(il)(_l) + EQt3 [emtl _ €Xt1]+)EQt3 [em(tzfm) _ 6X(t2)X(t1)]+} %

+
Eq, "7 — (X)X ()| T, (3.34)

3.3 Couverture des contrats Variable Annuities

3.3.1 Couverture en ratio optimal

Dans un premier temps nous rappelons la formule générale donnant la sensibilité des
prix d’options européennes aux variations de cours du sous-jacent. Cette variation est
donnée par la dérivée partielle de 'option par rapport au sous-jacent. Ainsi, pour une
option de vente européenne, on a :

A = 9P(S;,T)/dS,.

Dans le cadre des processus de Lévy géométriques, elle est donnée par :

A(ST) = K bget [ g €T 50 3.35
(t, )— E@ /Re mu, avec > U. < )

En revanche, la prise en compte des discontinuités de cours financiers rend le marché
incomplet de telle sorte qu’il n’existe pas de portefeuille dupliquant éliminant défini-
tivement le risque. Comme résultante, la réplication n’est plus possible et ’allocation
précédente est sous-optimale. 11 convient donc de trouver une allocation qui permette
de rendre ce risque minimal. En nous référant au deuxiéme chapitre et en utilisant un
critére de minimisation locale de risque dans I'univers historique ** P pour la dynamique
réelle du sous-jacent, on peut montrer que ’allocation optimale est donnée par la formule
suivante :

H(Sta T)

1 , o —7(r+¢? (u+id)) gP i§
=K——e " / iua’ © (uti )du avec 6 > 0, (3.36)
R

257 (—iu+d)(—tu+9d+1)

avec ' = In(S/K) et B (u), une fonction d’exposants caractéristiques donnée sous la
mesure P par :

BP(w) = 24— 0+ 97(w) + 47 (=0)
— P (=2i) + 2¢F (i)
42. En d’autres termes, le portefeuille est (localement) a risque minimal dans l'univers des scénarios
réels du support sous-jacent.

(3.37)
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3.3. Couverture des contrats Variable Annuities

Comme on I’avait souligné, la conséquence du cadre d’incomplétude de marché est ’exis-
tence d’une infinité de mesures risque-neutres sous lesquelles les processus de prix actua-
lisés sont des martingales. De plus, au regard de la formule (3.36), il apparait nécessaire
d’établir une correspondance entre les univers P et (). Par construction, le passage de
I'univers historique vers 1'univers risque-neutre choisi ne modifie pas le coefficient de dif-
fusion des processus mixtes de diffusion & sauts. Pour cette méme famille de processus,
la proposition (2.2.2) montre a ’évidence l’absence d’influence du paramétre de dérive
dans la détermination du ratio de couverture optimale. Par conséquent, il ne nous reste
plus qu’a établir des correspondances de paramétres de sauts dans les deux univers.

Rappelons que, dans notre modéle de base, le cours de ’actif support suit 1’évolution
géométrique (3.4), la fonction aléatoire X; suit un processus mixte de diffusion a saut de
Kou*3. Introduisons (cf. Gerber et Shiu (1994)), la mesure de Esscher de paramétre k,
équivalente a P. Celle-ci est donnée par la densité de Radon-Nykodim :

ko - ek X
dP ~ EplefX]’

(3.38)

La fonction aléatoire (e*Xt/Ep[eFXt]) est une martingale positive d’espérance un et peut
étre prise comme densité. Par commodité de calcul, nous notons @, la mesure de Esscher
de parameétre k et 1, 'exposant de Laplace. De méme, nous rappelons que 'exposant
de Laplace associé au processus X est donné de telle sorte que : E[efXt] = e VOt La
restriction martingale nous impose : Sy = Eg[Spe~"'eXt]. Il résulte :

. e(kJrl)Xt
So = Spe™" ———dP
o EpletX]
= Spexp { = (r+wp(k+1) = p(k)t }.
Nous choisissons la mesure risque-neutre (), en identifiant le paramétre k - sous réserve
qu’il existe - tel que :

r+gp(k+1) — gp(k) =0, (3.39)

avec

V(k) = —kp — %U%Q — A —1).

et avec (, I'exposant de Laplace associé aux sauts.

A A
¢ = PAL n qA2 ‘
M —k Ao+ k
Il vient que le paramétre risque-neutre d’Esscher k est obtenu de telle sorte que :
A A A A
r=up+o(k+1/2) -\ LA PA 472

M=k do+k M—(k+1) X+(k+1]°

43. Sans perte de généralité et en restant dans la large classe de processus de Lévy.
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En remarquant qu’un processus
q q p

de Kou dans l'univers réel P reste un processus de

Kou dans "univers risque-neutre @), Le Courtois et Quittard-Pinon (2006) identifient les
correspondances de paramétres de sauts pour ce processus entre ces deux univers. Ceux-ci
obtiennent sous la mesure martingale, les ()-paramétres suivants :

\

5= PA1
(M — k)’

/q\:]-_]/)\v
No=A —
S (3.40)
Ao = o+ k,

A=,

_pM qA2

<_>\1—/€+)\2+k‘.

Corollaire 3.3.1. La mesure martingale équivalente nous impose le choix d’une dérive

correctrice i telle que :

2
ﬁzr—g—)\[

2
b 9% |
2 M—1 X+1

Preuve : En vertu de la densité (3.38), il vient d’une part

Eqle™]

(k1) X;

———dP
o EplekXt]

—exp{ — (Up(k+1) — wp(k)t}.

Il vient d’autre part :

Yo(1) = Yp(k+1) —¥p(k),

d’ou résulte

2 ~
G N i
2 A —1

HAL o
P 472 —p(k+1)+9vp(k).
Ao+ 1

En se servant de la restriction martingale (3.39), il vient finalement :

ﬁ:r—g—Q—X 2% N L
2 M—1 X+1

Ce qui met fin a cette preuve.
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3.3.2 Couverture discréte et erreur résiduelle

Soit h, la fréquence d’ajustement choisie et [0, 7], ’horizon de temps d’investissement
divisé en T'/h sous-périodes d’isodurée. On considére des scénarios du monde réel en

simulant dans I'univers historique une trajectoire du sous-jacent S': (S, Sty , - - -, Sty,)-
A chaque instant discret t € { to ,t1,...,tp /h}, nous allouons au portefeuille différentes
0 '
T

quantités (g, Iy, , ..., )
IL;, =0(S,,T), i€{0,1,...,T/h}.
On peut alors construire le portefeuille de couverture optimale :
H(t;) = I, Sy, + Iy, + €, (3.41)

avec € inatteignable ou nul en marché incomplet. I1; représente la quantité d’actif risqué
investie au temps t et Il;, le montant investi dans ’actif sans risque. Il est obtenu par la
relation suivante :

I, = H"(t;) = 11,,S,,, i€ {0,1,...,T/h}. (3.42)

H (t) représente la valeur théorique du portefeuille au temps ¢. D’autre part, le caractére
discret de I’allocation engendre des erreurs résiduelles que nous modélisons par la variable
aléatoire HE,

HE(t;) = H"(t;) — H(t;), i€{0,1,...,T/h}, (3.43)
avec H(t7), la valeur donnée a l'instant immédiat avant ajustement en ¢ :
H(t7) =L, Sy, + 10y, e™, ie{1,2,...,T/h},

et H(0™) = 0. D’autre part, cette erreur de couverture (3.43) peut étre aussi bien posi-
tive que négative car celle-ci dépend des différents scénarios du marché. Lorsqu’elle est
négative, elle est source de profit parce que la valeur du portefeuille avant rebalancement
H(¢7) vaut plus qu’elle n’est requise en ¢ pour la couverture de 'option.

3.3.3 Performance de la couverture en ratio optimal par rapport a celle
en delta

Nous montrons & travers un simple scénario, les performances de la couverture en
ratio optimal (3.36) par rapport a celles en ratio delta (3.35) pour une option de vente
européenne a la monnaie de maturité T égale a une année et de prix d’exercice K = 5 =
100, dans une économie telle que donnée par la table (3.1). Le taux d’intérét sans risque
r est de 6%. Nous considérons une fréquence d’ajustement mensuelle h = 1/12. Dans un
premier temps, nous simulons 5 000 trajectoires du sous-jacent dans l'univers historique
P. D’autre part, en utilisant I’exposant caractéristique (3.5) et en se servant de la fonction
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caractéristique associée & la loi des sauts (3.6) puis de la condition martingale** donnée
par I’'Eq.(3.17), nous calculons les prix d’options (3.16) et les ratios de couvertures (3.35
et 3.36). Les graphiques a la table (3.7) représentent ’allure des fonctions de densités
relativement & l'intensité des sauts. Le cas A = 0 correspond & celui d’un processus
purement continu et dans ce cas, nous notons sans surprise que les densités des erreurs
résiduelles issues des deux ratios sont confondues. En effet, le marché est complet et dans
ce cas, le ratio de couverture optimal est égal a celui en delta. Par ailleurs, on assiste a
un éloignement des distributions des erreurs résiduelles & mesure que l'intensité des sauts
augmente. En d’autres termes, le marché devenu incomplet, I'allocation en delta est sous-
optimale. D’autre part, les graphiques a la table (3.8) nous informent que 1'utilisation
de l'allocation en delta exige une immobilisation en capital économique beaucoup plus
importante que pour ’allocation optimale au fur et & mesure que I'intensité des sauts est
prononcée. Le lecteur trouvera des résultats numeériques a la table (3.9).

3.3.4 Couverture des garanties mixtes : en cas de décés et en cas de
vie

Nous généralisons la méthodologie précédente en prenant en compte les probabilités
de survenance de décés de l'assuré & un instant antérieur & la date de fin de contrat T'.
On suppose que les garanties en cas de vie ou en cas de décés sont versées au bénéficiaire
a la fin de la sous-période de survenance de I’événement ouvrant droit au paiement
de I'engagement. En nous référant aux notations actuarielles, introduisons 7_ips ¢, la
probabilité que 'assuré 4gé de x + t années survive pendant les T' — ¢t prochaines années
et w—t|ngzt, w > t, la probabilité que cette téte d’age = + ¢ survive durant les w — ¢
prochaines années et décéde dans la période suivante, i.e., dans Jw — t,w — t + h]. En
d’autres termes, si s,t € RT,

s’th = sPz X tqz+s;

car

sltqe = Pr[s < T, < s+ t|T, > 0]
=Pr[T, > s| — Pr[T, > s+ ]
= sPx — s+tPx = sPz — sPx X tDx+s
= spx(l - tpx-ﬁ-s)‘

Fixons ¢ € [0,T] et supposons que ce contrat existe encore a cette date. Soit P (S, w),
le prix d’une option de vente européenne d’échéance w. La valeur du portefeuille de
couverture conditionnellement a la survie de 'assuré en t, H(t) est donnée par :

T—h
He(t) = Z w—t|nqz tP(St, w + h) + 7Pz 1 P(St, T).

w=t

44. Ici, nous prenons m = 0.
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Chapitre 8. Evaluation et couverture des contrats

TABLE 3.8 — Mesure de risque Quantiles des erreurs

rapport a celui en delta (3.35).
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(a) =10
20 T T
— - — ratio optimal
— — — ratio delta
15 4
10 B
/
2
‘s
5L i
el
ot T E
e )
57 4
I
_10 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8 0.9
Alpha
(e) =15
—— ratio optimal
— — — ratio delta
15 B
10 1
J
[
i
s
5¢ s
or I S q
5p0 1
/
_10 . . . . . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Alpha

Quantiles en % du fonds

Quantiles en % du fonds

de couverture résiduelles obtenues selon le ratio optimal (3.36) par

(b) Grossissement de la figure (3.8a).

7
— - —  ratio optimal ;!
— — — ratio delta ;o
ry
s ,
;o
5 ,
’ ;
4t e 5
P
\\ !
. .
351 ;
\\ !
- ’
.
3t L .
e -
s
’ - s
25F e e
, .
- - s
- .
- P
2k - .
- .
- ) -
-7 -
150 7 -7
1 —
- L L L L L
0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95
Alpha

— - — ratio optimal
— — — ratio delta
s ’ ’
7’ ! s
. h
\\ /
35F P ’
. .
\\ P
3t P ,
' - / ’
25 e L
- - 7
2t P e
151 g
Bl =
s L L L L L
07 075 08 0.85 09 095

Alpha

144



3.3. Couverture des contrats Variable Annuities

GLS6™L LCLY'8 GELY'L GC849'8 T1€E°L ¥€06°L %66
9¢Lv'9 Vv8c'L 89¢¢°9 7,669 ¢110'9 v€Y9 %4°L6
L26¢°¢ iT9 V8IT'G VavL's re0'S 9€¢€’S %46
688¢C'¥ c0L6'7 84707 66847 LI10'¥ Sorey %06
G8ES'T 8170'¢ 1ves'T L608°T 8¢C9'T G9¢9'T %08
(spuog %) (spuog %) (spuog %) (spuog %) (spuog %) (spuoy %)
rewrydo orjer ue ®v)[ep U rewrydo orjer ue ®v)[ep U reuwrydo orjer ue ®)[Op U 0
9IN9I0AN0)) 9IN)IOATNIO)) 9INI0ANO)) 9IN)IOATNIO)) 9INI0ANO)) 9IN}IOATNIO))
GL=YX 0T =YX G=Y
HLD
676€°9 ¢960°L 00€€"9 G0ST'L GLGR'G 9¢57'9 %66
96L8Y GGESS LECIV LVIT'S VaLGY 8468V %426
606L°€ 9687V €Ire'e 3896°€ GGLG'E ¥E0L°€E %46
68L9°C vL9¢°¢ 18€4°¢ G1¢6'¢ 6€84°C G769°C %06
G607°0— 08€0°0— 099¢°0— 8V9T°0— 1.v0°0— EVeT0— %08
(spuoj %) (spuoj %) (spuoy %) (spuoj %) (spuoy %) (spuoj %)
rewnydo orje1 WS | ®Y[OP U rewrnydo orjel WS | ®Y[OP U rewrrydo o1jeI WS | )P US 0
9IMN1IDATION) 9INIDANO)) 9IMNLIDATION) 9INIDANO)) 9IN1IDATION) 9INYIGANO))

9691°9 : ye13u0D)

0829'G : ye13uo)

TFF6'Y * ¥e13u0)

GI=X

01 =

X

G=Y

soqrpuent)

‘(Gge-¢) eyep us mpeo e jrodder red
(9¢°¢) remrydo o1peI 9] UOTAS SANUDIO DINLIDATIOD 9P SO[[PNPISYI SINSIIS SOP T, 10 So[IIURN() onbSLI op oINS\ — ¢ TTAV,],

145



Chapitre 3. Evaluation et couverture des contrats : Variable Annuities

Sa valeur inconditionnelle H(#) est alors déterminée en pondérant cette quantité par la
probabilité ¢p,. :

T—h
H(t) =Y wlntaP(St,w + h) + rpaP(Si, T). (3.44)

w=t

Le portefeuille défini en (3.44) peut se décomposer comme la somme de la part investie
dans 'actif sous-jacent et de celle investie dans ’actif sans risque comme le montre la
relation (3.41), avec comme part investie dans 'actif risqué, II; :

T—h
My = > wln@8(St,w + h) + 7pz0(S:, T), (3.45)

w=t

et celle investie dans I’actif sans risque, ﬁt donnée en (3.42).

3.3.4.1 Erreur de couverture

L’erreur de couverture HE est déterminée par la réalisation de deux scénarios. D’une
part, si 'assuré survit en ¢, elle est obtenue par la différence classique entre la valeur
du portefeuille de couverture requis en ¢ et celle (avant ajustement) donnée par H(¢7).
D’autre part, si ’assuré décéde en t alors HE s’obtient par la différence entre la garantie en
cas déces et le portefeuille avant rajustement H(¢7). Plus précisément, conditionnellement
au fait que l'assuré soit en vie en t — h, lerreur de couverture conditionnelle HE® est
déterminée par la relation suivante :

HE(t) = ppa—n [HO(t) — HO(t7)] + nqu—n [(K — St — H(t7)].
En remarquant que ppz¢—n + nqzi—n = 1, il vient :
HEC(t) = ppas nH(E) + g n(K — Sp) " — HE(E).

L’erreur de couverture inconditionnelle est alors obtenue en pondérant cette quantité par
t—hDz, d’ou :

HE(t) = H(t) + ¢—nlnge (K — i)™ — H(¢7). (3.46)

3.3.4.2 Distribution des pertes futures actualisées

La distribution des pertes futures est déterminée par la différence entre le cofit sup-
porté par 'assureur et celui a la charge de ’assuré pour le financement de la garantie. Les
pertes futures apparaissent donc comme ’agrégation de trois composantes. La premiére
étant la valeur actuelle des erreurs de couverture résiduelles données en (3.46), ensuite
s’ajoutent ceux imputables aux coiits de transaction. La derniére composante est le mon-
tant de marge M, prélevé par I’assureur pour le financement de la garantie sous-jacente :

146



3.3. Couverture des contrats Variable Annuities

ce montant est aussi connu dans la pratique sous la langue anglaise de Margin offset. 1l
résulte que les pertes futures sont données au temps t par I’équation :

Cy = HE; + TCy — tpg My,

avec
Mt =My X Ft;

ol m, représente le taux prélevé pour le financement de la garantie. Ici, une nuance est de
mise. Notons que le taux m, prélevé par I'assureur pour la gestion du fonds encore connu
sous 'appellation anglaise de MER de la terminologie anglaise Management expense ratio
est a dissocier du taux m,, - Mortality and expense - servant a financer la garantie. En effet
ce dernier est obtenu par selon la relation (3.13). Par ailleurs, les coiits de transaction
supportés par I’assureur sont une proportion C de la variation absolue de la part allouée
a Pactif risqué. Ainsi, il vient en ¢ :

TCy = CSy |y — ;4.

3.3.5 Application numérique

Considérons & nouveau le fonds de référence dont la valeur dépend du cours sous-
jacent S. Cette valeur est donnée en t par :

St —mt

Ft:FO,ST)e s

m=me+mg (3.47)

On suppose dans la suite que I'assureur préléve pour la gestion du fonds le taux m, égal
a 3% dans une économie mixte de diffusion & sauts de Kou dont les paramétres sont
donnés dans le tableau (3.1). Les cotits de transaction supportés par I’assureur sont une
proportion C = 0.2% de la variation absolue du cours sous-jacent. On considére un assuré
agé est de 40 ans et on suppose que la force de mortalité suit le modéle de Makeham
défini a la section (3.1.2). L’assuré paye une prime unique de 100 euros investie dans le
fonds (3.47) et dont la valeur initiale est Fy = Sy = 100.

A titre d’illustration nous considérons deux contrats :
e le premier, un contrat mixte GMMB/GMDB garantissant un montant égal a 100%
de la prime;
e le second offre une garantie mixte GMAB en cas de vie et en cas de décés pour
laquelle le capital initial garanti est cette fois-ci de 80% de la prime.

Pour le financement des garanties GMMB/GMDB et GMAB, les taux de prélévement sont
entiérement déterminés de maniére endogéne grace & la relation d’équilibre (3.13). Les
résultats obtenus sont donnés a la table (3.10).
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Chapitre 8. Evaluation et couverture des contrats :

TABLE 3.10 — Distributions des pertes futures actualisées des contrats Variables Annuities de type : GMMB/GMDB et GMAB.

Le nombre de simulations utilisé est de 4000. Les mesures de Capital économique sont également fournies.

GMMB/GMDB

Maturité : 10 ans

Densités en % du fonds

Mesure de risque | Mesure de risque
a Quantile CTE
(% fonds) (% fonds)
50% —1.2738 —0.1965
90% 0.4482 1.0821
95% 0.9324 1.5084
97.5% 1.3358 1.8905
99% 1.8487 2.3249
025} \ __ ]
02f \ , ]
0.15 _‘ __ J
01f \ __
0.05f ,\ ,,
L I D T S S e S

Densités en % du fonds

GMAB
Maturités : (2/12/22) ans
Mesure de risque | Mesure de risque
«a Quantile CTE
(% fonds) (% fonds)
50% —8.2494 —0.2288
90% 3.1696 10.6136
95% 7.9524 16.1707
97.5% 13.1031 22.4490
99% 19.8211 31.7669
0.04
0.035 \\ ,,, 4
0.03 \\ / —
0.025- \ __ B
0.02} \\ _ R
0.015 \\\ R
001 \, ,, ]
0.005 - \\ ,/ B
0 \|Mc |m,o |m,o L,o n,_ ._,o N,o — Mol - 40
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité de I’évaluation et de la couverture des contrats du
type Variable Annuities. Nous avons considéré des garanties mixtes GMMB/GMDB et des
garanties path dependent (un peu plus complexes) notamment les GMAB. L’analyse des
risques ayant été un point central de nos développements, nous avons souligné comme
propos liminaire une différence importante dans la gestion des risques actuariels et finan-
ciers. En effet dans le secteur de ’assurance, la gestion de risque repose en grande partie
sur la mutualisation tandis que ce n’est pas le cas en finance. D’ou avait résulté 'idée
de modéliser la dynamique du fonds risqué par un processus de Lévy géométrique. Nous
avons également supposé dans notre étude que I'assureur préléve des frais d’assurance non
seulement pour le financement des garanties sous-jacentes mais aussi pour la gestion du
fonds risqué dédié. En recourant & la méthodologie générale suggérée a la premiére partie
de cette thése pour I’évaluation ainsi que pour la couverture, nous avons dans un premier
temps montré que les justes valeurs de ces garanties pouvaient étre obtenues de fagon
quasi-explicite et imposent une correspondance implicite entre ces deux taux. Dans un
second temps, nous avons construit un portefeuille dynamique de couverture en utilisant
le ratio optimal #. Ceci nous a permis de déterminer les pertes futures actualisées.

En utilisant les indicateurs de mesure de risque extréme : VaR et CTE, nous avons mis
en évidence que notre approche aboutit & une immobilisation en capital bien inférieure
a celle fournie par I'allocation classique en delta trés présente dans la littérature. Notre
analyse conclut que la couverture de ces types de contrats selon une allocation en delta
est & proscrire dans un cadre non gaussien.
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Chapitre 4

Evaluation des contrats
Equity-Indexed Annuities

Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons une méthodologie générale d’évaluation de contrats
EIAs offrant des garanties mixtes en cas de décés et de survie de l'assuré. Nous prenons
aussi en compte 'option de remboursement anticipé. Parce que la classe d’actifs risqués
de référence est au coeur de I’évaluation, nous commencons ’analyse sous le modéle de
Black-Scholes-Merton avant d’aller vers un autre un peu plus complexe. En effet, depuis
les vingt derniéres années, les études empiriques en actuariat et en finance rejettent
I’hypotheése gaussienne de rendements d’actifs financiers, comme l'ont fait Ait-Sahalia et
Jacod (2009) ou encore Cont (2001), Jondeau et al. (2007). Plusieurs modéles alternatifs
ont été proposés. Citons par exemple celui de Merton (1976) qui est 'un des premiers
a avoir suggéré l'utilisation des modeles & sauts. Madan et Seneta (1990) introduisent
le modéle variance gamma pendant que Carr et al. (2002) suggérent les modéles CaMmy,
introduits dans la littérature actuarielle par Dufresne et al. (1991). Hardy (2001) prone
quant a elle, 'utilisation du modéle a changement de régime lognormal. De notre coté,
nous proposons le modéle KRS - de la terminologie anglaise Kou regime switching -
introduit au premier chapitre. Ce modéle combine de fagon heuristique un modéle a
saut et & volatilité stochastique et permet de bien prendre en compte 'asymétrie des
distributions, I'excés de kurtosis ou en encore la forte convexité du smile de volatilité
pour des maturités courtes. Comme on peut le voir & la figure (2.4) au deuxiéme chapitre,
il capture de méme la persistance de cette convexité sur des maturités longues. Bien
plus encore, le modéle KRS imbrique comme cas particuliers celui de Black et Scholes
(1973), Merton (1973) Black-Scholes-Merton, de Hardy (2001) et de Kou (2002). De
Iautre coté, la tarification des options de rachat a été largement analysée et continue
d’étre un axe de recherches actives. Né des préts immobiliers, ’option de remboursement
anticipé est assimilable & une renégociation de taux : un prét est donc remboursé par
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anticipation a I’aide d’un nouveau prét contracté mais a un taux différent #°. Notons que
ce type de phénoméne a été particulierement remarquable dans le milieu des années 80
lorsque les taux d’intérét ont sensiblement baissé (cf. Frachot et Gouriéroux (1993)), les
banques ont alors di faire face & une vague de remboursements anticipés qu’elles avaient
pour beaucoup mal anticipés. Dans le contexte financier, 'option de rachat émerge des
MBS (Mortgage based securities). En effet, Schwartz et Torous (1993) observent que le
droit de rembourser par anticipation un prét immobilier est une option accordée par
la banque & 'emprunteur. Ces auteurs sont ainsi les premiers & modéliser les options
de remboursement anticipé. Albizzati et Geman (1994) montrent que celles-ci soulévent
de nombreuses similitudes avec des options de rachat en assurance et proposent pour
leur part, une évaluation dans une économie de type Black-Scholes. Leurs études ont été
suivies de solutions de type numeérique utilisant des équations différentielles partielles (cf.
Jensen et al. (2001)), ou encore par des arbres (cf. Bacinello (2003, 2005)). Bernard et
Lemieux (2008), Bacinello et al. (2009) utilisent ’algorithme de Longstaff et Schwartz
(2001), aussi connu sous le nom de méthode LsMcC, en langue anglaise Least squares
Monte Carlo. Cette méthode a été suggérée pour la premiére fois par Carriere (1996). Plus
récemment, Le Courtois et Nakagawa, (2011) proposent une nouvelle approche prenant en
compte le comportement réel des investisseurs qui ne décident pas toujours du rachat pour
des motifs purement financiers. De notre c6té, nous utilisons l’algorithme de Longstaff et
Schwartz. Cette approche a 'avantage d’étre trés rapide et facile & implémenter. De plus,
I’algorithme de LsMC est le moyen le plus commode d’évaluer les options américaines
(ou bermudéennes si 'exercice de I'option ne peut avoir lieu qu’en fin de sous-période).
La partie innovante de ce chapitre consiste & introduire un processus général afin de
mieux prendre en compte des performances du portefeuille de référence et a utiliser une
méthodologie générale reposant sur ’analyse de Fourier généralisée. La rapidité et la
précision de cette approche est certainement un avantage, comparé a d’autres approches.

Ce chapitre est composé de trois parties. Nous commencons 1’étude des EIAs en sup-
posant une structure par termes des taux d’intéréts constante. Cette derniére hypothése
qui peut étre acceptable pour des options a court terme, n’est plus pertinente lorsque les
contrats ont des échéances éloignées comme c’est le cas pour les produits d’assurance-
vie. Dans la deuxiéme partie, nous revisitons ’analyse du contrat en supposant I'impact
simultané des sauts et des taux d’intérét stochastiques. Dans la derniére partie, nous
explorons d’autres garanties offertes, en particulier, des garanties cliquet ou encore des
garanties cliquet avec taux de rentabilité plafonné. Comme le soulignent Lin et Tan
(2003), en terme de volume important de vente, ces contrats sont les plus sollicités sur le
marché. Une étude intéressante dans cette partie est I’analyse de I'impact des sauts sur
les points morts (connus en langue anglaise de Breaken points).

45. Ce taux peut étre supérieur au taux précédent mais il est alors probable que cette renégociaciation
de taux n’est pas voulue par 'emprunteur ; elle peut étre la conséquence d’un déménagement, d’un divorce
nécessitant la revente de bien immobilier. Mais en général, le taux du nouvel emprunt est inférieur au
taux du précédent
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4.1 Un contrat EIA avec des garanties mixtes

Dans un premier temps, nous considérons un contrat en unités de compte de maturité
T fixée, comportant des garanties plancher en cas de décés (GMDB) et en cas de vie
(GMMB). La prime P payée par le souscripteur est investie dans les unités de compte,
représentées par I’évolution d’un indice boursier et dont la valeur en t est S;. Le principe
du contrat est simple, si 'assuré décéde & un instant antérieur & 7', ou s’il survit en T,
la contrevaleur en euros des unités du support détenu ou a défaut le montant minimal
garanti - si celui-ci est supérieur - est renversée au bénéficiaire du contrat. En d’autres
termes, quelque soit I’événement déclencheur : la survie ou le décés, l'assuré dispose
d’une protection minimale lorsque le marché s’effondre et d’une participation lorsqu’il
est haussier.

Notons 7, la date de décés de ’assuré. On suppose qu’'un pourcentage « de la prime P
est garanti au taux minimum annuel v. En cas de survie en T, le paiement de la GMMB,

F7., est donné par :
S k
Fj = P max (67T, <S€> ) Lot (4.1)

Le paramétre & module la rentabilité obtenue des marchés par ’assuré. De la méme
maniére, supposons qu’un pourcentage « de I'investissement initial P est garanti au taux
minimum annuel 74 dans la garantie GMDB. Il vient alors le paiement :

d Y, T ST ha
F? = aP max | €"a7, A : (4.2)

k et kg > 0, représentent les coefficients participatifs. Les indices s et d spécifient la
survie et le décés, respectivement.

46 recoit a cette date le paiement
Ly définit ultérieurement. Ainsi, le paiement final du contrat est donné au temps ¢ par :

De méme, notons 6 la date de rachat. Le bénéficiaire

Gi(0) = Filosrreins + F2lr<inrro + Lolo<t o<t

Considérons U'intervalle de temps d’investissement [0, 7], subdivisé en T sous-périodes
d’égales durations et supposons que la garantie en cas de décés ou le remboursement an-
ticipé sont payés en fin de sous-période.

Dans un premier temps nous évaluons la fair value de ce contrat sans l'option de
remboursement anticipé. Celle-ci sera prise en compte ultérieurement.

46. Celui-ci pouvant étre le souscripteur ou ’assuré ou encore un tiers spécifié dans le contrat.
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4.2 Evaluation

Nous avons deux sources de risque, le risque financier et le risque actuariel de déceés.
Quant & la premiére source, nous prenons seulement en compte le risque de marché.
En revanche, le risque décés est trés complexe a gérer par des techniques d’arbitrage.
On suppose " que le portefeuille de I’assureur est suffisamment important pour que le
risque de décés soit bien mutualisé et qu’il soit considéré indépendant des aléas financiers
affectant la valeur du contrat. Notons T, la durée de vie résiduelle d’une téte d’age x
au temps ¢ = 0. On définit 4p,, la probabilité Pr[T, > t|. Cette probabilité est liée a la
fonction de survie s(x) - la probabilité qu'un individu 4gé de 0 survive au moins x années

- par la relation :
s(z) = exp {—/ u(s)ds} , (4.3)
0

ol pu représente le taux de décés. Ainsi, les probabilités de survie sp, et de décés :qy,
peuvent étre obtenues comme suit :

s(t+=x
tDe = g, tqz = 1 — 4Py
s(x)

On suppose que la force de mortalité p est déterministe et évolue selon le modéle
paramétrique de Makeham. Ainsi,

wx) =A+ Bc*, avec B>0, A>—-B, c¢>1letx>0.

Melnikov et Romaniuk (2006) calibrent ce modéle sur des données de mortalité aux
Etats-Unis et obtiennent les estimations suivantes :

A =9.5666 x 107*, B = 5.162 x 107°, ¢ = 1.09369.

D’autre part, la prime P est investie dans un indice boursier et la rémunération du
compte monétaire est donnée par le taux d’intérét instantané r. Nous pouvons définir la

fonction d’actualisation :
t
0(t) := exp {—/ r(u)du} . (4.4)
0

Dans un premier temps, on suppose que la structure par terme des taux est constante
et on se référe & la théorie d’absence d’opportunité d’arbitrage en temps continu pour
I’évaluation du contrat & sa date de souscription. Par conséquent, il existe une mesure
de probabilité () sous laquelle les prix relatifs exprimés en compte monétaire sont des
(Q-martingales.

47. On pouvait aussi considérer un processus Ny = li<,, qui est égal & zéro aussi longtemps que
I’assuré est en vie et saute & 1 au décés. Cette modélisation n’est pas ici prise en compte.
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sonr s (4 (2))] ws

k k +
oo (3) ) e+ (2] ]
0 0

notre probléme devient techniquement celui de I’évaluation d’option puissance. Pour plus
de convenance, suggérons le processus Y :

e (2) wo

Ce processus, d’'un point de vue technique jouera un role trés important dans notre
analyse. Notons =, la quantité suivante :

aP (e”t + [v; — evt]Jr) . (4.7)

Introduisons le prix suivant :

§(somkit) = EQ

Parce que

Formellement, Z; peut étre interprété au prorata du facteur P, comme le résultat au
temps t d’un investissement d’une unité monétaire fait au temps initial ¢ = 0, rémunéré
au taux 7 et d’une longue position sur une option européenne d’achat écrite sur 'actif
Y et dont la date d’expiration est t. L’instant ¢ peut étre la maturité du contrat ou celle
de déces de l'assuré. Nous utiliserons cette interprétation tout le long de cette analyse
et nous nous référons & Y comme un actif fictif. En supposant 7T, et S indépendants, le
prix de la garantie GMMB est donné par :

Verms = 1Pz X &(vo m.k,T)-
En utilisant les mémes arguments, il vient pour la garantie GMDB :
T—1
Vembps = Z tPxqz+t X §(Y0,w,kd,t+1)~
t=0
La valeur a l'instant ¢ = 0 du contrat sans l'option de rachat, Viy; v, kk.1), €St alors
obtenue selon la formule :
T—1
‘/v(yﬂv’Ya’dek7kd7T) = Tp:E x 5(Y07’Y7k7T) + Z tprm+t x §(3/07’\7/d7k“d7t—"_1)7 (4.8)
t=0
ou :
. I'indice d spécifie le déces,
. Qg+t est la probabilité qu'un assuré agé de x+t déceéde avant la fin de la sous-période
considérée, V¢t =0,1,....,T — 1,
t—1
. et Py = 1-— gx+t, AVEC tPgr = H DPx+j-
=0
Remarquons que la formule (4.8) est trés générale et ne dépend pas d’un modéle
particulier. Dans les sections suivantes, nous évaluons le contrat sous les modéles de

Black-Scholes-Merton, de Kou, de Hardy, et sous le notre suggéré, le modéle KRs.
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4.2.1 Modéle de Black-Scholes-Merton
Ici, postulons que le sous-jacent S, évolue selon la dynamique :

@ = rdt + odWy,
St

k
avec W un mouvement brownien standard. Y = (%) , aprés intégration, il vient
YT — Y'Oe(r—%agk’2—q)T+k0WT’
ou :
L,
Yo=1 et q:(r+§a kE)(1—k).

On peut alors considérer la dynamique suivante sous () :

dY;
7‘f = (r —q)dt + ockdW,,  Yy=1. (4.9)
t
Remarquons que le processus Y évolue de la méme maniére qu’'un actif financier détachant
un taux de dividende*® continu ¢. En utilisant 1’équation (4.9), nous revenons dans le
contexte classique du modéle de Black-scholes-Merton en présence de taux de dividende
continu. Aprés calcul ®?, il vient :

Evomir) = P [e VTN (dy) + e TN (okVT — )| (4.10)

avec .

—k(r—o%/2 1
dl:fy (r=o’/ )\/T et q=(r+=c’k)(1—k),
ok 2
ou N() est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. La formule (4.10)

donne ainsi la fair value du contrat en formule fermée.

4.2.2 Modéle de Hardy

Dans le mode¢le lognormal & changement d’état de Hardy (2001), les processus de
rendements - conditionnellement & I'état visité par celui-ci - suivent une distribution
normale. Les deux premiers moments centrés sont dépendants de la chaine de Markov (.
Formellement :

Ty = ¢t + Ug(t)z(l) t=1,2,..,T.

Hardy considére que ces rendements obéissent & un processus avec changement de régime
a deux états. Par convention, au temps ¢, (; = 1 si le processus est dans 'état 1 et (; =2
s’il se trouve dans I’état 2.

48. fictif.
49. Les calculs détaillés sont simples et sont néanmoins fournis a l’annexe (B.1).
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La matrice de transition de Markov décrivant le passage aléatoire entre les deux
régimes est donnée par :

P— |:p1,1 pl,z] - (4.11)
p21 D22

. pij = Pri(i41 = J'}Ct = 1] est la probabilité que le processus transite de I’état ¢ a
instant ¢ vers I’état j au temps ¢ + 1, (i, ) € {1,2}?,

. et 25:1 pij = 1, pour i € {1,2}.

Comme le remarque Hardy, il n’est pas ici nécessaire de faire des simulations de type
Monte Carlo pour I’évaluation du contrat sous ce modéle. En effet, si C' est une variable
comptant le nombre total®’ de sous-périodes passées dans I’état 1 durant la période
[0, T, alors, en utilisant la distribution de séjours dans cet état, la valeur du contrat est
donné sous la mesure martingale @), par :

§0omht) = E [e7 Bq [aPmax (7, Y1) |C]]

T
Exomnr) = aP Y [e*WW)TN(dl(C)) + e MON (KX — dy(C)) ] Pric=d, (4.12)

c=0
ou :
AT —k(rT — %2/2)
kvVY2

di(C) et q(C)=r(1— k)T - %k(k: C e,

avec :
Y2 =Co? +(T—C)oi, Y=vVX2
Ainsi, dans le cas du modéle lognormal avec changement de régime, nous avons aussi
une solution fermée pour le contrat.

4.2.3 Modéle a sauts de Kou

On suppose que actif risqué suit un processus de Lévy géométrique : S = Spe? avec
S0, sa valeur initiale et Z, constitué par la somme d’un mouvement brownien arithmétique
et d’un processus de Poisson composé :

Ny
Sy =S80 exp(Zy) avec: Zy=at+ oW+ Z J;. (4.13)

i=1
a et 0 > 0 représentent respectivement le parameétre de dérive et le coefficient de diffusion
de la partie diffusive du processus. N, un processus de Poisson d’intensité A > 0. La

50. Le lecteur pourra se référer au premier chapitre pour la détermination de la distribution de séjours
dans I’état 1.

157



Chapitre 4. Evaluation des contrats Equity-Indexed Annuities

variable (J;) modélise les tailles aléatoires des sauts i.i.d pouvant survenir. On suppose
également que W, N et J sont indépendants. La fonction caractéristique de Z est :

2
bz, (u) = e_t(_w“?“kA(‘bJ(“)_l))

)

avec ¢y, celle associée aux sauts. Kou suppose que la taille aléatoire des sauts suit une
loi exponentielle double asymétrique.

4.2.3.1 Condition mesure martingale équivalente

L’actif fictif Y avec son taux de dividende continu ¢ est donné par :

N
Y: = Yoexp(Xy), avec: Xy=da't+koW;+ Z kJ;. (4.14)
i=1
La fonction caractéristique du processus X est :
dx,(u) = e*tw(u)’
ou 9 (u) représente 'exposant caractéristique associé a X :
2]€2
P(u) = —ia*u + u? — M ops(u) — 1). (4.15)

La fonction caractéristique associée au saut k.J est - sous le modéle de Kou - donné par :
1 A2

— + —,

A — tuk b2 Ao + iuk

ou:p; >0,ps >0, p; +p2 = 1. Celle-ci est définie dans la bande de régularité :

E>0 (4.16)

brs(u) = p1

A A
—?1 < S(u) < ?2 k> 0. (4.17)

Parce que : Yy = Yy Eg [6_(7"_q)te_“p@(_i)], il vient que la condition mesure martingale
équivalente s’obtient grace a I’équation suivante :

(r—q) + ¢ (=i) = 0.

On choisit alors la dérive a* telle que :

2k2
a*=r—q- 5 -\ (4.18)
avec .
= Egle’ —1] = 2
n=Eq v T 5w
A A
"= Eglet —1] = ! 21
qle |=m AR v
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4.2.3.2 Formule quasi-explicite

Sous la mesure martingale @), la valeur du contrat a la date initiale ¢ = 0 et dont le
paiement & 1’échéance est donné en (4.7), s’obtient par le résultat suivant :

E(Yor k1) = P eI L C(Yy, 7, k:,T)] , (4.19)
avec :

C(Yo0,7,k,T) = Yoe~ " x T(a* + o°k*, ok, X, p/, X}, Ny, In(K/Y;), T)
— e K x Y (a,0,\,p1, A1, Ao, In(K/Yy) /k,T) .

Yo=1let K =e'7,

1
g=r(L=k) = Sk(k = Do® =AW = kp), XN =A1+4), M =XM/k-1,
p1 A1 o2 o2k?

)\,:A k—l ,: = —7—)\ *: i _7_)\,
p=X/k—1, p el vy ks Sk e e
A1 A2
1% ale ] P1A1_1+p2)\2_|_1 )
A1 A2

W = Egle*’ —1]

PN Tk X + K

Kou propose une expression compliquée pour T qu’on implémente ici. Le lecteur pourra
se référer a 'annexe (B.2) pour les détails techniques..

4.2.3.3 Meéthodologie générale d’évaluation

Comme nous ’avons montré, une alternative a la formule de Kou est 'utilisation de
la méthodologie générale suggérée au deuxiéme chapitre. Cette méthodologie hérite de
I’analyse de Fourier décrite par Boyarchenko et Levendorskii (2002b). Cette approche est
trés précise et est beaucoup plus rapide que la formule semi-explicite de Kou. Ce qui est
ici requis, est la fonction caractéristique du processus X. En utilisant les résultats (4.15
et 4.16), puis la condition mesure martingale équivalente donnée en (4.18), 'exposant
caractéristique de X peut étre réécrit :

O‘ZkQ 2 )\1 )\2
= —ig* — 1 4.20
Ylu) = —ia"u+ ——u <1>\1—iuk+p2)\2+iuk > (420)

ou:k>0,p >0,py >0, p; +p2=1. La bande de régularité est donnée en (4.17).

Nous obtenons au tableau suivant, les erreurs constatées en évaluant I'option puis-
sance via la transformée de Fourier rapide par rapport a la formule semi-explicite (4.20).
On note aussi qu’en prenant k = 1, le taux de dividende fictif devient nul et on retrouve
bien les résultats obtenus par Kou (2002).
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Modéle a saut exponentiel double asymétrique de Kou

Option puissance

Yy =100, K =98, 7 = 0.05, ¢ = 0.16, 7= 0.5, A\=1, p=0.4, \; = 10, \y = 5

k : facteur puissance | Valeur exacte Erreur absolue
2 19.08793 1.06581e — 15

1 9.14731 7.10542¢ — 15

0.90 8.27710 8.88178¢ — 15

0.50 5.00377 3.55271e — 15

TABLE 4.1 — Erreurs constatées en évaluant la formule (4.20) selon la transformée de
Fourier rapide par rapport a la formule semi-explicite de Kou. Les paramétres du modéle
et de 'option sont ceux utilisés par Kou (2002).

4.2.4 Modéle KRS

Reconsidérons la forme générale de l'actif Y défini en (4.14). On postule que X;
transite entre deux états & = 1,2, régis par la chaine de Markov &, ou &, représente le
régime s’appliquant dans U'intervalle [¢,¢ + 1] :

Nt
Xig=ajt+ (ork)Wis + > ki
=1
Ny
Xoy = ast + (02k)Way + Y ko
=1

(4.21)

ai,al et (o1k),(o2k) > 0, désignent respectivement les paramétres de dérives et de
volatilités des parties diffusives du processus dans les deux régimes. Wi, Wa, N et la suite
de variable (J¢, ) sont supposées conditionnellement indépendants. Les tailles aléatoires
des sauts (J1,) et (J2;) sont conditionnellement i.i.d. La transition aléatoire entre les
états se fait par la chaine de Markov (, décrite par la matrice de transition :

P11 P12
P21 P22
La fonction caractéristique associée a kJ est :

Nous rappelons C, le nombre total de sous-périodes passé dans 1’état 1, dont on sait
calculer la distribution. Il vient que la fonction caractéristique inconditionnelle de la
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variable X est donnée au temps t par :
dx, = Blox,|C] = E [Eqle™™|C]].
On la réécrit :
T
bx, = Y exp{ = Cthi(u) = (T = Chn(u) }PriC = d].
c=0
¢, est 'exposant caractéristique de X; sachant que ce processus visite le régime (;. Plus

précisément,

2
v = —iaut P02 N -1, Geqna. (4.22)

Sous le modéle KRS, les sauts kJ sont de la méme maniére conditionnellement indé-
pendants et identiquement distribués de loi exponentielle double asymétrique. Il est alors
aisé de montrer que la fonction de densité conditionnelle s’écrit :

)\1 _/\1,Ct Az ’\Q,Ct
frae, W) =1 T’Qe 0 4 pag T’Cte e, Ged{1,2)

avec : p1¢, > 0, pa¢, = 0, p1¢, + P2, = 1. La fonction caractéristique associée a k.J
sachant (; est :

; M A2
- E iu(kJ)] — Gt Gt )
Dre, (u) [e | =pi¢ o — ik + P2 Noc, + ik

Ainsi,

. A1 A2
[6 ‘Ct] ¢k‘]€t( 7’) P1¢ Al,Ct —k +p2’ct )\2’& +k ( )

Pour la suite, nous vérifions que Aj ¢, > k pour garantir que I'amplitude moyenne des
sauts est finie, F [ek" |¢¢] < co. En effet, conditionnellement a I’état visité par le processus
X, un saut positif ne peut excéder 100% en moyenne (k/Ai ¢, < 1), V § € {1,2} : ce qui
reste une contrainte raisonnable pour le modéle.

Condition mesure martingale équivalente

Les processus de prix actualisés e~ (""9Y; étant des martingales sou @), il vient
Yo =Egle "9ty wvt>0, Yy=1.
Il vient ensuite

Yo=Y E [EQ[e—<’“—Q>feXt|C] ] ,

=Y 26_(T_q)t GXP{ — O (1) = (t = C)¢2(—i)}P7”[C =d.
c=0
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De cette derniére expression, nous pouvons déduire la condition suivante sur I’exposant
caractéristique de X :

> exp{ — Cun(—) (1= Opa(—i) | PriC =] =1, vt
c=0

Comme on l'avait remarqué au chapitre 1, cette condition n’est pas unique. En observant
pour tout t < T,

un choix raisonnable est alors donné par la contrainte
—(r—q)t — C1(—i) — (t — C)pa(—1) = 0, vV Ce{0,1,..,t}. (4.24)

De la méme maniére que dans le cas précédent, la condition martingale se déduit et
on choisit la dérive A telle que : V C € {0, 1, ..., t},

(koy)? (kag)?
2 2

= A[C(dha (=) = 1) + (t = C)(@naa(~1) = 1]

A(C) =rt —q(C) - C

- (t=0C)

A(C) = Ca’ + (t— O)a}
¢(C) = r(1 — k)t — %k:(k: ~1)(Co? + (¢~ O)a3) — A Ot + (1 - O
—k(Cpa + (t = C)pz) }

et avec V (; € {1,2} :

M Ao
" — Enlefe — 1] = _ALG e,
pe, = Eql | =p1g M —k PR,
ALg A2,

J 3
pe, = Eqle™ —1] = S v +P2,cti/\2C 1
)6t 56t

Nous pouvons alors obtenir la fair value du contrat.

4.2.5 Option de rachat

Nous prenons en compte dans les évaluations précédentes 'option de rachat. Cette
option présente une similitude avec des options bermudéennes. La particularité des op-
tions bermudéennes ou américaines réside dans le choix optimal de la date d’exercice. La
stratégie optimale consiste & comparer la valeur obtenue de ’exercice immédiat a celle de
I’exercice différé, puis & exercer 'option si 'exercice immédiat est plus avantageux. On
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suppose que le droit de rachat ne peut étre exercé qu’en fin de sous-période, ce qui raméne
notre probléme & celui de ’évaluation d’options bermudéennes. Comme nous ’avons noté,
plusieurs approches concourent pour ’évaluation de ces types d’options. Mais puisque
le but est de mieux prendre en compte les facteurs de risques dans le monde réel, nous
nous focalisons sur les approches de simulations de type Monte Carlo (cf. Glasserman
(2004)). En revanche, ces approches ne sont pas trés adaptées a notre probléme a cause
de la présence de plusieurs variables d’états et de plusieurs sous-périodes pour 'exer-
cice de l'option. Nous utilisons la méthode de Least square Monte Carlo de Longstaft
et Schwartz (2001). Elle repose a la fois sur le principe de programmation dynamique
de Bellman, 'approximation de ’espérance conditionnelle par les méthode de moindres
carrés et sur des méthodes de simulations de type Monte Carlo. En effet, Longstaff et
Schwartz remarquent que sous des conditions techniques, ’espérance de flux de paiement
attendu sachant Pexercice différé, appartient a L2. Il existe donc une base orthonormée
dense dans cet espace. Ils utilisent ensuite une base finie pour approcher cette espérance
conditionnelle. Plus précisément, cet algorithme consiste & générer dans un premier temps
des trajectoires des variables d’état sous-jacentes et a calculer les paiements & ’échéance
sur chacune des trajectoires. Ensuite on remonte le temps en régressant sur chacune des
trajectoires, les paiements futurs actualisés comme des fonctions de base®! de ces va-
riables d’état. Ces auteurs prouvent que la quantité prédite par ces régresseurs est une
estimation efficiente sans biais de ’espérance conditionnelle des paiements futurs. C’est
donc cette quantité qui nous permet de déterminer s’il est préférable d’exercer immé-
diatement ou d’attendre. En identifiant les temps d’exercice optimaux le long de chaque
trajectoire, la valeur de 'option est enfin obtenue en actualisant & la date initiale, les flux
de paiements obtenus aux dates d’arrét sur toutes les trajectoires. Cette méthode a été
utilisée par Bacinello et al. (2009) dans un contexte général et par Bernard et Lemieux
(2008) dans une économie de Black-Scholes.

Le montant garanti en cas de rachat étant souvent indépendant de la rentabilité de
I’actif sous-jacent, on suppose que ’assuré recoit en cas de rachat le montant :

Ly = (1 - 3) aPe, (4.25)

0 < h <rg, (h > ), représente le taux garanti contraint par la loi et ¢ la courbe initiale
des rendements a 'origine. 3, la charge de pénalité (cf. Palmer (2006)), en cas d’exercice
de 'option au temps t, t = 1,... 7' — 1. On introduit aussi un paramétre extra de décision
v > 1 qui soit tel que le rachat est exercé si seulement si :

Li=vxV, (4.26)

ou V; est la valeur du contrat au temps ¢. Le paramétre v joue un réle déterminant. Il
est introduit pour des motivations de rachat non purement financiéres. Parce que motivé
par une opportunité de marché, I’assuré rationnel exercera le rachat dés L; > V; (rachat
dit conjoncturel). Le paramétre v est égal & 1 pour un agent purement rationnel. Il existe

51. Les fonctions de bases suggérées sont des polynomes de : Laguerre, de Hermite, de Legendre ou
encore de Chebychev.
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aussi d’autres motivations de rachat. Pour des raisons personnelles subordonnées entre
autres a I’état de santé de 'assuré donc indépendamment de 1’évolution des marchés,
celui-ci peut avoir besoin de liquidité avant la maturité du contrat, dans ce cas v < 1
(rachat dit structurel).

Temps d’exercice optimal

Nous suivons ’algorithme d’adaptation de Longstaff et Schwartz par Bernard et Le-
mieux. La premiére partie de I'algorithme utilise le principe de Bellman. On part de
la maturité T et on remonte de fagon rétrograde a I'instant initial £ = 0. Tout en re-
montant le temps, on prend des décisions optimales en comparant la valeur de rachat a
celle de 'exercice différé. Les valeurs du contrat V; dues a I'exercice différé ou valeurs de
continuation, sont des valeurs théoriques obtenues pour t = T — 1, ...,0, par la formule
suivante :

Cl = (1 = 1past) EG [Vigre " /déces] + 1pare Bl [Vigre " /survie] (4.27)

qu’on réécrit :
Ci = (1 = 1Pott) X &vj k) T 1P2+:Ch.

Sachant que ’assuré est en vie, ’approximation de ’espérance conditionnelle due & I'exer-
cice différé de l'option Cy, sera fournie par une base tronquée de L2.

Considérons les fonctions de base : {¢;(.),l =0, ..., H}, la deuxiéme partie de 1’algo-
rithme repose sur la méthode de Monte Carlo. Elle consiste & générer n trajectoires du
sous-jacent Y, défini en (4.6).

Notons Y}, la valeur de Pactif fictif au temps ¢ sur la i®™° trajectoire, la derniére
partie de ’algorithme repose sur la méthode des moindres carrés. Plus présisément, on
estime C; par une combinaison linéaire des fonctions de base ¥ :

H
Ci =" Brwa(yy). (4.28)
=0

Les coefficients Bt sont obtenus par la minimisation au sens des moindres carrés. En
d’autres termes :

B = (0T ({e 7 Vi Yz ).
Ici, ¥ est une matrice de taille n x (H + 1) dont 'élément générique est : Wy = 1 (Y}).

La valeur de continuation est alors estimée par :

Ct = (1= 1P2+0)€(vi qukat) + 1Pe+:CHs (4.29)

avec 1Pp+t = %, calculée en utilisant (4.3). Maintenant, tous les ingrédients sont

réunis pour la détermination des temps d’exercice optimaux de I'option de rachat.
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Sur chacune des trajectoires 7, on commence par initialiser le temps d’exercice optimal
t* a la date de maturité 7', V; est donné par la formule (4.1) et L% = V.. Ensuite, pout
tott=T—-1at=1:

e on estime les coeflicients de régression J;
e pour chaque 7 :

. Passuré exerce 'option de rachat si la valeur de rachat (L) est significativement
supérieure a la valeur de continuation estimée : L >A1/><C§. On met immédiatement
a jour la valeur de marché estimée du contrat : V; = L! et le temps d’exercice
optimal : ¢ =t.

. Dans le cas échéant, ’assuré différe ’exercice de 'option. Parce qu’il faudra tenir
compte de la probabilité que I'assuré décéde a la sous-période suivante, la valeur
de marché estimée - du contrat - est mise & jour par la relation suivante :

i —riri
Vi = (1= 1patt) X §(vt tyagka) T 10t X € Vi

4.2.6 Estimation du prix du contrat

Ainsi, on détermine sur chaque trajectoire via la procédure ci-dessus, les dates d’exer-
cice optimales t* de l'option de rachat. L’estimation & 'instant ¢ = 0 du prix du contrat
est alors donnée par la formule :

tr—1
= 1 Zn —rt* ri 21 : —r(t+1) d,i
Vo= n 1 t; Pz ' le: - t=0 tPxqu+i€ (et )Ft—(-ll ’ (4'3())
1= =

avec : Fﬁ’:l = aP max (e”d(tiﬂ), Y;Z> défini en (4.2).

D’autre part, notons que I'estimateur en (4.30) peut étre amélioré par sa variable de
controle Vj ¢y :

‘70,011 = ‘70 + ﬁ <§death - édeath) :

éfie“th, un estimateur obtenu par la simulation de £%?*" défini en (4.5). La variance est

minimisée >? pour p :

Cov(Vp, £death)

T Var(@et)

52. Pour des raisons pratiques, il est plutot simple de simuler une trajectoire de \70 et de Efie“th. Ensuite,
une régression linéaire de Vo sur £2°**" fournit une estimation du coefficient p.
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Le prix de 'option de rachat est alors donné par :

1 death
Vo = €030 b ko T): (4.31)

On pourra construire un intervalle de confiance de niveau 95% pour la valeur réelle du
contrat Vj :
Vo = E[V].

Elle est obtenue par le rayon :

=

=

avec

A 1 <
I ol
0 m 0

4.2.7 Analyse numérique

Nous conduisons une étude numérique du contrat sous chacun des quatre modéles
développés. Les résultats sont donnés dans les tableaux suivants. Nous considérons une
téte d’age x = 40 ans, payant une prime unique P = 100, dont une proportion o = 0.85
est investie dans les unités de compte et dans un marché ot le taux d’intérét est supposé
constant r = 4%. La maturité T est fixée & 10 ans. Les taux minimum garantis v, v4 et
h sont tous pris a 2%. On considére comme paramétre de repére une volatilité constante
o = 20%. Les résultats obtenus sous chacun des modéles sont fournis dans les tableaux
suivants. Nous simulons 25 x 8000 trajectoires. En utilisant un Pentium®4 équipé de
1 Go de Ram et dont le processeur est référencé & 2 GHz, le temps de calcul sous chacun
des quatre modéles n’excéde pas 15 minutes. Les figures (4.1, 4.2, 4.3) montrent le com-
portement de l'option de rachat - en proportion de la valeur du contrat - en fonction des
différents paramétres (le temps restant a la maturité, les taux garantis (h,~y), 'attitude
de rachat v et le coefficient de pénalité (3)). On observe ce qui était intuitivement espéré.
La valeur relative de 'option de rachat croit avec le temps restant a la maturité et avec
Iintensité des sauts. En revanche, elle décroit avec les taux garantis 7. On peut noter
que pour un taux garanti supérieur a 3%, 'impact de I'option de rachat est négligeable.
La méme tendance est observable pour le coefficient de pénalité : la contribution de ce
coefficient est quasi-nulle pour une valeur de  supérieure & 0.10. Aussi, observe t-on les
mémes tendances sous les quatre modéles.

A des fins numériques,
e pour les modéles a changement de régime (RSLN et KRs), on utilise les probabili-
tés de transition et de volatilités estimées en (1.6) au premier chapitre. En effet, cette

estimation met en exergue des volatilités annuelles dans les états & volatilités faible et
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élevée de : o1 = 12.05% et de o9 = 26.93%, respectivement.
e pour le modéle de Kou, on choisit : A = 0.5, Ay = 10, Ay =5, p; = 0.4, 0 = 20%.

e pour le modéle KRS, on utilise une intensité de sauts A = 0.5 dans les deux régimes.
L’idée sous-jacente & ce choix est de dire que les occurrences de sauts sont données avec
une méme probabilité. Toutefois, dés qu’'un saut de Poisson survient, le processus peut
étre dans ’état a volatilité élevée ou dans celui & volatilité faible. Les paramétres de sauts
sont :

A1 | A21 | pia A2 | A22 | P12

Régime 2
10 5 0.4 10 5 0.4

Régime 1

4.3 Evaluation en présence de taux stochastiques

Dans cette section, nous supposons que les taux d’intéréts évoluent au cours du temps
de maniére stochastique.
4.3.1 Dynamiques des taux d’intérét et du sous-jacent

Postulons que la dynamique du prix de 'obligation zéro-coupon sans risque de défaut
évolue dans 'univers risque-neutre selon ’équation différentielle stochastique suivante :

dP(t,T)
—_— = T 4.32
P(t, T) Ttdt + O'P(t, )th, ( 3 )

. P(t,T) représente le prix en ¢t d'un zéro-coupon sans risque de défaut, de maturité
T

. 1¢, le taux d’intérét instantané sans risque du zéro-coupon
. op(t,T), décrit la structure de volatilité
. et W, un mouvement brownien standard.

En appliquant le lemme de Ito, on obtient les dynamiques suivantes pour le prix du
zéro-coupon :

P(t, T) _ P(O, T)efot ruduef% fot o'g(s,T)derfOt op(s,T)dW (433)
P(.T) = me; SR (50~ (D) ds [ o (5.T) ~ (5.l AW (4.3)
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Modéle de Black-Scholes-Merton

Valeur du contrat Valeur du contrat

avec l’option sans ’option
de rachat de rachat

Valeur de 'option de rachat

avec les paramétres de repére

94.3643 92,1868 2.1775
(0.0168) (0.0168)
avec v = 1.05
93.1951 92,1868 1.0083
(0.0222) (0.0222)
avec v = 1.15
92.1316 92,1868 i
(0.0183)
avec vy =y, = h = 0.03
97.7435 96.1878 1.5557
(0.0126) (0.0126)
avec k = kg =0.95
96.6962 04.7041 1.9921
(0.0232) (0.0232)
avec h = 0.03
96.7075 02,1868 4.5207
(0.0391) (0.0391)
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Modeéle lognormal avec changement de régime

Valeur du contrat Valeur du contrat
avec l'option sans 'option
de rachat de rachat

Valeur de 'option de rachat

avec les paramétres de repére

90.3216 88,4936 1.898
(0.0353) (0.0353)
avec v = 1.05
89.3465 88,4936 0.9229
(0.0297) (0.0297)
avec v = 1.15
88.4214 88 4936 i
(0.0306)
avec vy =y, = h = 0.03
93.3601 91.9310 1.4291
(0.0243) (0.0243)
avec k = kg = 0.95
92.2413 90.5260 1.7153
(0.0302) (0.0302)
avec h = 0.03
92.4327 88,4936 4.0091
(0.0445) (0.0445)
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Modele de Kou

Valeur du contrat

avec loption

Valeur du contrat

sans option

Valeur de l'option de rachat

de rachat de rachat
avec les paramétres de repére
97.9566 05,6396 2.3170
(0.0354) (0.0354)
avec v = 1.05
96.9351 05,6396 1.2955
(0.0370) (0.0370)
avec v = 1.15
95.7565 05.6396 0.1169
(0.0426) (0.0426)
avec v = 1.21
95.5559 95.6396 i
(0.0165)
avec vy =y, = h = 0.03
101.5068 99.8966 1.6102
(0.0245) (0.0245)
avec k = kg = 0.95
100.7929 08.6172 2.1757
(0.0332) (0.0332)
avec h = 0.03
100.2165 05.6396 4.5769
(0.0535) (0.0535)
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Modele de Kou avec changement de régime

Valeur du contrat Valeur du contrat
avec l’option sans l'option Valeur de l'option de rachat

de rachat de rachat

avec les paramétres de repére

95.2627 03,0611 2.2016
(0.0324) (0.0324)

avec v = 1.05

94.2994 93.0611 1.2383

(0.0313) (0.0313)
avec v = 1.15

93.1249 930611 0.0638

(0.0560) (0.0560)

avec v = 1.21

93.0055 93.0611 -
(0.0323)
avec vy =y, = h = 0.03
98.5196 96.9792 1.5404
(0.0268) (0.0268)
avec k = kg = 0.95
97.6902 95,6803 2.0094
(0.0368) (0.0368)
avec h = 0.03
97.3742 93.0611 4.3131
(0.0572) (0.0572)
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(a) Sensibilité & la maturité 7.
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(b) Sensibilité au taux h.

FIGURE 4.1 — Sensibilité de l'option de remboursement anticipé (en pourcentage du
contrat) aux paramétres T et h.
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(b) Sensibilité a lattitude v.

FIGURE 4.2 — Sensibilité de l'option de remboursement anticipé (en pourcentage du

contrat) aux paramétres 7, y4 et v.

173



Chapitre 4. Evaluation des contrats Equity-Indexed Annuities

FIGURE 4.3 — Sensibilité de l'option de remboursement anticipé (en
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4.3. Evaluation en présence de taux stochastiques

Nous suggérons l'introduction d’une corrélation entre la partie diffusive du processus de
prix et de celle du zéro-coupon afin de prendre en compte la dépendance entre les actifs
investis dans les unités de compte et les taux d’intérét. Aprés décorrelation, le processus
de prix S obéit - sous la mesure d’évaluation équivalente @ - & la dynamique :

5 — Soefot rudu—(%a2+>\n)t+paWt+a\/@Zﬁ—l-igl Ji7 (4.35)

avec : k = Egle’ —1].

En égalant les équations (4.34 et 4.33), il vient d’abord

eJo rudu 1 exp{l/t02(s t)ds—/ta (s t)dW}.
P(0,1) 2Jo 7 o ’

En substituant ce résultat dans ’équation (4.35), il vient ensuite

0 1 L[,
P01 exp {— (50 + )\/@)t +3 /0 o,(s,t)ds+

N
/t (,00 - ap(s,t)>dWs +o1—p*Z; + Zt Ji} )
0 i=1

Introduisons la mesure T- forward Q) définie par la dérivée de Radon-Nikodym :
dQr . P(I,T) B(0)

Sy =

aQ """~ P0,T) B(T)
Rappelons que le numéraire associé a (Q est un compte monétaire dont la valeur & I'instant
t, B(t), t > 0, évolue selon : dB(t) = rB(t)dt, avec B(0) = 1. Comme conséquence,
B(t) = elomud ot 1a derivee de Radon-Nikodym peut s’écrire :

dQr e~ fOT rudu

aQ I’ P(0,T)

— 3 Jo Tp(s st g op(s,T)aWs (en se servant de I'Eq.(4.33)).

X P : t
D’aprés le théoréme de Girsanov, W = W — [; op(s,T)ds est un nouveau mouvement
brownien sous Q7. Le prix T-forward de S s’écrit :

SO eXt

avec !

2
t Nt
+ / (po — op(s, ) AW +o\/1 — p2Z; + Z J;. (4.36)
0 i=1

En utilisant I'isométrie de Ito, on peut montrer que la nature stochastique des taux
d’intérét fait que le processus X défini en (4.36) n’est pas stationnaire, il perd de méme
la stationnarité de second ordre. Par conséquent, celui-ci n’est plus un processus de Lévy.

X = —(102 + ARt + /0 (Up(S, T) (,oa — Jp(s,t)) + %Uﬁ(S,i))ds
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4.3.2 Fonction d’actualisation

D’aprés (4.33) et en substituant 7" & ¢, on obtient :

P(t, T) — 13(07 z‘v)ef(;5 rudu ft 2 s T ds+fg Up(S,T)dWs (437)
P(T, T) — P(O,T)ef(;[ T'ud’u,e 5 j‘T 2 ST ds+f(;T Up(S,T)dWs <438)

Le facteur d’actualisation § en (4.4) s’obtient entre les instants ¢ et T par :

(0.1 = gy = (- [ ' rds).

Nous cherchons d’abord & ’exprimer en fonction des dynamiques du zéro-coupon. Dans
un premier temps, on divise ’équation (4.37) par (4.38) :

T 1 (T T
P(t,T) = exp {—/ rudu + 2/ U}%(S,T)ds - / op(s, T)dWs} .
t t t

Il vient d’abord
1 (T T
6(t, T) = P(t,T)exp {—2/ ag(s,T)ds + / O'p(S,T)dWS} .
t t

En utilisant (4.34), il vient ensuite

_P(0,T) L[t 1 T
6(t,T) = P(0.1) exp{2/0 Up(s,t)ds—2/0 ds+/0 op(s

t
/UpstdW}
0

Sous la mesure Qr, les processus browniens W/ et W, étant liés - grace au théoréme
de Girsanov - par la relation thT =dW; —op(t,T)dt, il vient :

/OT op(s, T)dWs — /Ot op(s, t)dWs = (/OT op(s, T)AWT + /OT 05(37]7)618)
- (/Ot op(s, t)dW] + /Ot Up(S,t)ap(s,T)ds> .

La fonction d’actualisation est alors donnée par :

t T t
o(t,T) = P(O’T))exp{l/o Ui(s,t)dsjti/o Uﬁ(s,T)ds—/O op(s,t)op(s,T)ds

P(0,t 2
T t
+/ ap(s,T)dWsT—/ ap(s,t)dWST}.
0 0
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4.3. Evaluation en présence de taux stochastiques

4.3.3 Evaluation sous le modéle de Kou

A cause de la décomposition (4.7), notre probléme revient a chercher le prix en absence
d’opportunité d’arbitrage d’une option européenne d’achat sous I'hypothése simultanée
de taux d’intérét stochastique et de processus de diffusion a saut pour 'actif sous-jacent.
Le paiement en 1" de l'option est :

AN
Yr — K]", avec Yp= <ST> =M ot K =T
0

Soit C(Yp, K, T), le prix de cet actif dérivé au temps ¢ = 0. En utilisant comme numéraire,
un zéro-coupon dont la maturité T coincide avec celle de 'option & évaluer et en se
référant & nouveau a la théorie d’absence d’opportunité d’arbitrage en temps continu, le
prix T-forward de I'option est une martingale par rapport & la mesure Q)7. Il vient :

C (Yo, K,T)

— Eo, Yo — K|*
P(O,T) QT[ T ]
eXT k +
Or [(P(O,T)) }
Il résulte :
+
C(Yo, K, T) = P(0,T) "M E,, [YoekXT - KP(O,T)’“} . (4.39)

Pour la suite, on considére la fonction de paiement g :
9(X7) = [Yoef¥T — KP(0,T)*]", Yy=1. (4.40)

D’un point de vue technique, notre probléme revient a celui de ’évaluation d’une option
puissance de maturité T, sous la double hypothése d’un processus mixte de diffusion &
saut pour le sous-jacent et de celle d'un modéle de taux d’intérét stochastique. Nous
suggérons 'utilisation de la transformée de Fourier généralisée pour ’évaluation. Pour
cela, nous déterminons la fonction caractéristique associée au processus kXp. Celle-ci
dérive du processus X en (4.36) (au facteur k pres) :

¢kXT (u) = EQT [ekaT] = QSXT (Uk)7
ou :
2

¢xr(u) = exp {zu /OT ( - % + pooy(s,T) — ;af,(s,T))ds}

1 T
X exp {2“2/ <02 —2poop(s,T) + J%(S’T))ds}
0

X exp {T[)\(qu(u) -1)— )\HJ} } )
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avec : k = Eg.[e! —1] = ¢(—i) —1 et ¢, la fonction caractéristique associée a J donnée
par : pi )\1’\jw + po AQ/\EW, ot p1 > 0, p2 > 0 sont contraintes par la relation : p; +pg = 1.
On définit :

T
»2 = / (02 —2poop(s,T) + ai(s,T))dS- (4.41)
0

Nous pouvons obtenir explicitement la fonction caractéristique associée & X. Elle est
donnée par :

¢XT (u) - ewXT7
avec Y x,, I'exposant caractéristique :
ey u? g .
Uxp = =557 — 5 i0+ M (¢ (w) — dg(—1i)). (4.42)

Nous supposons une structure de volatilité de type exponentiel °3

des zéro-coupons :

pour la dynamique

op(s,T) = %(1 — e~ T=s)), avec a > 0. (4.43)

On peut alors calculer explicitement la quantité EQT. Il vient :

2 2 2 2

o, 2poo 2poco, 30 20, 2poo,\ _ Tp _

72 ( 2 P p)T ( p 9 p) ( p_ip) of _ 7p ,—2aT
ot a + a? 2 a3 + a3 a2 /)¢ 2a3°

(4.44)

On suppose de méme que la courbe initiale des rendements évolue selon la relation :

1
y(0,t) = —7 In P(0,t) = rg — de ",

avec 1q, 9, ¢ positifs. En prenant : ro = 0.0595, ¥ = 0.0195 et ¢ = 0.2933, la structure par
terme est illustrée par la figure (4.4). Dans la suite des applications, nous considérons
cette structure et les parametres : 0, = 0.03333, a = 1, pour la structure de volatilité
(4.43).

53. Celle-ci est utilisée par Vasicek (1977).
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0.06 \

°°°;oooo$oooo$oooo$oooo
°

0.058 ° A

0.056 b

0.054 i

0.052 b

0.05F b

Yield

0.048 A

0.046 7

0.044 b

0.042 b

0-04 | | | | | |

FIGURE 4.4 — Courbe initiale des rendements a ’échéance.

4.3.4 Approche générale d’évaluation

Sans perte de généralité, considérons la fonction de paiement suivante :
9(Xr) = [Yr — KP(0,T)*T, Y = Yoe*r.

Supposons que g soit une fonction mesurable et qu'il existe § tel que e%®g(z) soit inté-
grable. La transformée de Fourier g de g est donnée par :

i) = [ e g(ads

qu’on peut étendre et définir sur la ligne I(u) = 0 en une transformée de Fourier géné-
ralisée (cf. Boyarchenko et Levendorskii (2002b) et Quittard-Pinon et Randrianarivony
(2008)). On suppose que

0 =(u) < —k,

afin de garantir la convergence de 'intégrale. Il vient :

em(k—iu) Foo e iuz +00
g(u) = T —iu —KP(O,T)k [ - :| . .
Y gk vo) kPO, In[(K/Y0) % P(0,T)]

—u
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g peut s’obtenir de facon explicite :

ok—iu) I[(K/Yo) k P(0,T)] —iun[(K/Yo) ¥ P(0,T)]

g(u) = u—k - KP(0,T) iu
_ B EPOTI e IS/ Y0)EPO.T)
iu—k ’ i

P(0,T)) ([(K/Yb)k (0,7)]* B KP(O,T)k>

L €

?r-\»—‘

= [(K/Y0)

k i

z-\»—‘

= [(K/Yo)x P

U % k _ u — k

==

P(0,T)] "™
y (iu[(K/Yo)iP(O,T)] — iul(K/Yp)

tu(iu — k)

= [(K/Yo)

P(0,T)]* + kKP(O,T)’“)

Il vient finalement :

—iuln[(K/Yo) ¥ P(0,T)]
iu(iv — k)

Remarquons que la transformée de Fourier d’une option de vente donne le méme résultat

qu’en (4.45). La seule différence réside dans la contrainte définie sur u € C, pour lexis-
tence de l'intégrale. D’autre part, nous pouvons utiliser la décomposition suivante sous

Qr

e

g(u) = kK P(0,T)F (4.45)

Elg(X7)] = E [g(X7 — Xo + X0)| X0 = 2]
= Eg(X7 +)].

En utilisant la transformée de Fourier inverse, il vient d’abord :

Pl = 5 | [ e )

1 A .
_ ezu:vE[equT]g(u)du’
27 JRyis
il vient ensuite :
1 ZU]? ~
Blo(Xr)] =5 | e™ox, w)iwdu (1.46)
T JR+i6

En introduisant le résultat obtenu en (4.45), Il résulte :

| pootis . —iuln[(K/Yo)k P(0,1)]
Elg(Xr)] = 5 / S RKP0.T) e O
OO
1
K [ootid e—tuln[(K/Yo) k P(0,T)]
_ k- uT
=kP(0,T) 27 )i P — dx,(u)du.
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4.3. Evaluation en présence de taux stochastiques

En prenant = In(Yy/Y0), avec v = (1/k) In (%), ajoutés au changement de variable
u — u — 19, le résultat suivant donne le prix T-forward de 'option :
kE > uy TXT (U + 7“5)

om ) ¢ Cutolcmtorh™

+
E |Yyef¥T — KP(0,T)*| ] =kP(0,T)

| Tiee (u) = exp {—iun(P(0, 7)) + s, ()},

et ¢ x, est 'exposant caractéristique de X7 donné en (4.42).

Le prix du contrat (4.39) peut étre obtenu en utilisant le résultat suivant :

Txp(u+ i6)

du.
(Ciut o) (—mutot k)"

K [~
C(Yo, K, T) :kP(O,T)%/ e

Comme illustration, nous donnons & la table (4.2), les prix en sortie de la méthode
de transformée de Fourier rapide par rapport & ceux obtenus par des simulations de type
Monte Carlo. Nous générons 20 x 10 000 trajectoires du sous-jacent.

Modeéle de Kou

Option puissance

Yo =100, K=98,0=020,7=1,A=0.5,p=04, \ =10, \a =5, p=0.5

k : facteur puissance | Valeurs obtenues par FFT Prix simulés
1 12.6865 12.7354
0.90 11.3626 11.3699
0.70 8.8405 8.8345
0.50 6.4796 6.4781

TABLE 4.2 — Prix obtenus en évaluant la formule (4.39) via la transformée de Fourier
rapide par rapport & ceux obtenus par simulation de type Monte Carlo.

4.3.5 Evaluation sous le modéle KRS

Ici, nous adoptons la modélisation suivante, le prix du fonds de référence est en-
core donné par le processus S de type exponentiel : S = SpeX. L’horizon de temps
d’investissement est fourni par le support [0,7], qu’on subdivise en T sous-périodes
[ti—1,ti[, i =1,...,T, d’égales longueurs. Le taux de rentabilité continu cumulé sur cette
période d’investissement est :

St <Sl So ST )
Xr=In—=In([——.... =
T So SoS1 St—1

T
i,
i=1
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avec 1;, les taux de rentabilité continus périodiques entre les dates t;_; et ;.

St
T = In K = th. — Xtifl‘

On suppose que les r; obéissent & un processus avec changement de régime. A I'instar de

la section (4.2.4), nous considérons un régime a deux états régis par la chaine de Markov (.

Connaissant la distribution du nombre de passages dans 1’état 1, nous pouvons dé-
terminer la fonction caractéristique associé a la variable X :

Oxr(u) = Blpx 0] = E [E[e™*7|C]]
E[e"X7|C] = Ele" Z5 (0] = B [ (M Ten ) (e Tien ) |C]

Ele™X7|0] = E [(emZ?eu ”|c>} E K&“ETEIQ ) |C}
E["¥T|C = d = (¢pn) () (1) ()" °

D’autre part, la quantité E% écrite en (4.44) doit étre ici décomposée dans le temps
afin de prendre en compte le passage dans les deux états. On a :

a? 2 a3

T° T 23T ’

(L?% ZPUUP>T+ (QPUUP 3U§)T (2‘723 _ 2PUU;D>T —ar % Te—QaT
a T

»2 = (02 + =5 - —
T a? a3 a?
on introduit une nouvelle quantité ¥2 telle que :
Y2 =T x %2

Ainsi, conditionnellement a 1’état ¢; visité par le processus, X2 est donnée par th, avec :

2 2 2 2
$2 (02 L% 2P‘7p0<t> n (2P%UQ 3% ) (2% _ 2PUpUCt)e—aT _ % -2
¢ SR a a?T 2a3T a3T a’T 2a3T '
(4.47)
La fonction caractéristique inconditionnelle de X7 est obtenue par :
T
bxp () = 3 CNIHTCW) Prc — o], (4.48)

c=0

avec : 1¢,, I'exposant caractéristique conditionnel de X7 :

: 2
Yo = =5 T4 = 55 + Mo, () — bu, (-9).

Z%test défini en (4.47). Conditionnellement & (;, la distribution des sauts suit une loi
exponentielle double asymétrique de fonction caractéristique :

: A1 A2
= Ele)] = e _ 26
¢JCt (u) [e ] pl,ct Al’gt _ lu + p27<t )\2,4'75 + Z’U’
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4.3. Evaluation en présence de taux stochastiques

Ainsi :

. A1, A2,
Ele’|¢] = G, (—1) = p1, " Ci 1 TP Mo il' (4.49)
»6t 5Gt

Ici, on vérifie que Ay ¢, > 1, V ( € {1,2}. A titre numérique, utilisons le jeu de paramétre

suivant :
A = 0.5, l'intensité des sauts est prise identique dans les deux états,

. on choisit les paramétres de sauts suivants :

At | Azn [ pa || Az | Aoz | PLe | ey o

Etat 1
10 5 | 04 10 5 | 04

On utilise de méme les probabilités de transition et de volatilités estimés en (1.6) au
premier chapitre. Le tableau (4.3) donne les prix du contrat (4.39) en sortie du modéle
KRs.

Modéle KRS

Option puissance

Yo =100, K =98, 7 =1, p=0.5

k : facteur puissance || Prix obtenus par FFT || Prix simulés
1 11.0944 11.0796
0.90 9.9917 10.0144
0.70 7.8770 7.8668
0.50 5.8809 5.8707

TABLE 4.3 — Prix obtenus en évaluant la formule (4.39) via la transformée de Fourier
rapide par rapport & ceux obtenus par simulation de type Monte Carlo.

4.3.6 Option de rachat : temps d’exercice optimal

Nous adaptons & notre contrat Ialgorithme de Longstaff et Schwartz (2001) et de
Bernard et Lemieux (2008) présenté dans la section (4.2.5) pour la prise en compte des
taux stochastiques. La premiére partie de I'algorithme consiste & utiliser le principe de
Bellman. Les valeurs de continuation sont obtenues en tout ¢, pour t =T —1,...,0 :

t+1 ot

Ci = (1_1px+t)E€Q [Vt+16_ e rde/daces +1px+tEé2 Vigre Jo "0 jsurviel |
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On la réécrit :
Ci= (1= 1Pott) X Evimy kg t) T 1P2+2Cty
ou & est ici redéfini :

g(Yﬁ,w,kd,l) = P(t,t+ 1)E22t+1 [Viy1/death],

avec P(t,t + 1), le prix a la date t, d’une obligation zéro-coupon de maturité ¢ + 1.

Considérons a nouveau les fonctions de base {¢;(.),l =0, ..., H}, la deuxiéme partie de
I’algorithme repose sur la méthode de Monte Carlo. Elle consiste & générer n trajectoires.

Soit Y}, la valeur au t de l'actif fictif sur la ®™° trajectoire, la derniére partie de
I’algorithme repose sur la méthode des moindres carrés. Elle consiste & estimer C; par
une combinaison linéaire des fonctions de base 1 :

H
= By, (4.50)
=0

ou les coefficients Bt sont obtenus par minimisation au sens des moindres carrés :
3 Ta-1q7T i
Br = (T T ({0t + Vi by )-

U est une matrice de taille n x (H + 1) dont I'élément générique est : W = 1 (Y}).
La valeur de continuation est alors estimée par :

C (1- 1px+t)f( Y} yakal) T 1Pz+t6§a (4.51)

1
avec 1Pyt = S(;”(Z) ),

Maintenant, nous pouvons détailler ’algorithme donnant les dates d’exercice opti-
males de 'option de rachat.

Sur chacune des trajectoires ¢, on commence par initialiser le temps d’exercice optimal
a la date de maturité T, V; est donné par la formule (4.1) et Lk = VT Ensuite, pout
toutt=T—-1lat=1:

*

e on estime les coefficients de régression [

e pour chaque i :
. Passuré exerce l'option de rachat si la valeur de rachat (L;) est signicativement
supérieure a la valeur de continuation estimée : L > v x C}. On met alors a jour la
valeur de marché estimée pour le contrat : V;' = Lj et le temps d’exercice optimal :

tr=t.
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. Sinon, l'assuré différe le rachat et la valeur de marché estimée du contrat est
mise & jour puisqu’il faudra tenir compte de la probabilité que ’assuré décéde a la
sous-période suivante :

4.3.7 Estimation du prix du contrat

Ainsi, le long de chaque trajectoire, on détermine les instants d’exercice optimaux t*
de l'option de rachat. L’estimation & l'instant ¢ = 0 du prix du contrat est alors donnée
par la formule suivante :

tF—1
R 1 n o i < d,i
Vo= Zl 1P P(0,87) Lix + ; tPeqartP(0, tiv1) P |
i= =

ou : Fﬁ’ﬁl = aP max (e'yd(tiﬂ), Y;’), avec Y}

4.3.8 Analyse numérique

On considére de méme une téte d’age x = 40 ans, payant une prime P = 100, dont
une proportion a = 0.85 est investie dans les unités de compte. La maturité du contrat
est de méme fixée & T' = 10 ans. Les taux minimum garantis v, v4 et h sont tous pris
égaux a 2%. Les résultats obtenus sous chacun des modéles sont donnés dans les tableaux
(4.4 et 4.5). Pour le calcul de 'option de rachat, nous langons 25 x 8 000 simulations de
type Monte Carlo. En utilisant un Pentium®4 équipé de 1 Go de Ram et dont le proces-
seur est référencé a 2 GHz, le temps de calcul sous tous les deux modéles n’excéde pas 15
minutes. Les figures (4.7, 4.8 et 4.9) montrent le comportement de I’option de rachat en
proportion de la valeur du contrat en fonction des différents paramétres (le temps restant
a la maturité, les taux garantis (h, ), lattitude de rachat v, le coefficient de pénalité
(8)). La valeur relative de I'option de rachat croit avec le temps restant a la maturité,
avec l'intensité des sauts. En revanche, elle décroit avec les taux garantis . On peut
noter que pour un taux garanti supérieur a 4.5%, 'impact de I'option de rachat est négli-
geable. La méme tendance peut étre notée pour le coefficient de pénalité quand G > 0.20.

De l'autre coté, la figure (4.5) montre ’évolution de l'option de rachat en fonction
du coefficient de corrélation p. Une remarque surprenante est de voir les deux modéles
atteindre leur maximun pour une valeur de p = 0.1724. Aussi, observe t-on les mémes
tendances aussi bien pour le modéle KRS que pour celui de Kou.

A des fins numériques, nous considérons le jeu de paramétres suivant :

e pour le modéle de Kou, on choisit : A = 0.5, Ay = 10, Ay =5, p; = 0.4, 0 = 20%.
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Option de rachat

0 I I I I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sensibilité a p

FIGURE 4.5 — Sensibilité de I'option de rachat par rapport au coefficient de correlation
p- La valeur maximale est atteinte autour de p = 0.1724.

Contract value

87 I I I I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sensitivity to p

FIGURE 4.6 — Sensibilité du contrat par rapport au coefficient de correlation p. La valeur
maximale est atteinte autour d’un valeur de p = 0.0345.
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e pour le modéle KRS, on utilise les probabilités de transition et de volatilités estimées
en (1.6) au premier chapitre. De méme, on utilise une intensité de sauts identique dans
les deux régimes, (A = 0.5). Les paramétres de sauts sont :

Régime 1 Régime 2
A1 | A2 | P A2 | A2g2 | P12
10 5 0.4 10 5 0.4

4.4 Autres contrats EIA

En contrepartie d’une prime payée par le souscripteur, les EIA offrent deux avantages :
la sécurité d’un capital garanti en sus de la participation aux performances de marché d’un
actif sous-jacent typiquement celui d’un indice boursier. Suivant le type de participation
retenu, on peut distinguer plusieurs types de contrats. Les contrats du type PTP 4
déja étudiés a la section (4.1) permettent au bénéficiaire de percevoir une proportion
de la rentabilité réalisée par le sous-jacent & la maturité, si, celle-ci est supérieure. En
d’autres termes, le montant percu s’interpréte au prorata de la prime investie, comme
le résultat de I'investissement d’une unité monétaire fait au temps initial, rémunéré au
taux garanti v et d’une longue position sur une option d’achat européenne écrite sur
la rentabilité de l'indice boursier choisi et dont la date d’expiration est celle de fin du

contrat : aP (e'yt + [(Sr/So)k — e”t]Jr). L’option contenue dans cette garantie est alors

exercée lorsque la situation du marché est favorable. De I'autre coté, les contrats EIA
avec cliquet permettent un exercice annuel ; de plus, les gains obtenus a l’exercice de la
garantie sont immobilisés jusqu’a la maturité. D’autre part, ces contrats peuvent de méme
offrir la possibilité de plafonner la rentabilité du sous-jacent par un taux cap, ce qui donne
lieu & des contrats du type EIA cappé. Comme le soulignent Lin et Tan (2003), en terme
de volume important de vente, ces contrats sont les plus sollicités sur le marché. On peut
de méme se référer a Streiff et DiBiase (1999), Tiong (2000) ainsi qu’a Hardy (2003) pour
d’autres types de participations offertes. Ces auteurs utilisent le mouvement brownien
géométrique pour la modélisation de I’évolution de 'indice boursier. Compte tenu de
la limitation connue pour ce type de processus notamment dans la capture des faits
stylisés de la dynamique réelle du marché comme I’asymétrie ou encore ’excés de kurtosis,
Jaimungal (2004) explore l'évaluation des EIA dans une économie Variance Gamma,
introduite dans la littérature financiére par Madan et Seneta (1990). En revanche, son
approche reste utile pour cette classe de processus. Le but de cette section est de montrer
qu’en restant dans la trés large classe de processus de Lévy, ’évaluation des contrats EIA

54. De l'acronyme anglais Point-To-Point, une variante de ce type d’indexation au marché est connue
sous l'appellation anglaise High Water Mark (ou Lookback discrét) ou le paiement a de méme lieu a
I’échéance T et est donné cette fois-ci par : aP max ((Smax/So)k, e”T), avec S™* = max(So, S1,...,57).
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Modeéle de Kou

Valeur du contrat Valeur du contrat
avec l’option sans l'option Valeur de 'option de rachat

de rachat de rachat

avec les paramétres de repére

91.8575 480571 3.8004
(0.0468) (0.0468)

avec v = 1.05

90.6751 88.0571 2.6180

(0.0423) (0.0423)

avec v = 1.15

89.0111 480571 0.9540
(0.0372) (0.0372)

avec v = 1.21

88.5433 88.0571 0.4862

(0.0393) (0.0393)

avec vy =, = h = 0.03

94.3801 90.9579 3.4222

(0.0420) (0.0420)

avec k = kg = 0.95

94.8871 91 5174 3.3697

(0.0325) (0.0325)
avec h = 0.04

95.9770 88,0571 7.9199

(0.0501) (0.0501)

TABLE 4.4 — Valeurs de 'option de rachat sous le module de Kou.
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Modele de Kou avec changement de régime

Valeur du contrat Valeur du contrat

avec ['option sans l'option Valeur de ’option de rachat

de rachat de rachat

avec les paramétres de repére

90.0487 26,9968 3.7519
(0.0461) 0.0461

avec v = 1.05

88.9898 86,2968 2.6930

(0.0446) (0.0446)

avec v = 1.15

87.2285 36.2968 0.9317

(0.0477) (0.0477)

avec v = 1.21

86.7930 86,2968 0.4962

(0.0484) (0.0484)

avec vy =y, = h = 0.03

92.3157 38 8186 3.4971

(0.0436) (0.0436)

avec k = kg =0.95

92.8076 89.4580 3.3487

(0.0458) (0.0458)
avec h = 0.04

93.9983 86,2968 7.7015

(0.0501) (0.0501)

TABLE 4.5 — Valeurs de 'option de rachat sous le modéle KRs.
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FIGURE 4.7 — Sensibilité de l'option de rachat (en pourcentage du contrat) en fonction
des paramétres T et v
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FIGURE 4.8 — Sensibilité de l'option de rachat (en pourcentage du contrat) en fonction
des paramétres v, v4 et h.
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FIGURE 4.9 — Sensibilité de l'option de rachat (en pourcentage du contrat) en fonction
des paramétres A et 3.
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complexes par l'utilisation de la méthodologie générale utilisée & la section précédente
peut s’avérer particulierement performante.

4.4.1 Contrat EIA avec cliquet

Introduisons cette section en relevant une observation de Lo (1997)5° : si en Janvier
1926, on investit 1€ dans le bon du trésor américain de maturité un mois, considéré
comme 'un des actifs les plus sécurisés au monde et qu’on réinjecte a chaque mois les
gains percus dans le méme actif jusqu’en Décembre 1994, I’euro investi rapporterait 12€.
Parallélement, si le méme euro avait été investi (de la méme maniére) dans l'indice bour-
sier américain Standard and Poor’s (S&P) 500 durant la méme période, i.e., pendant les
68 années, le retour sur I'investissement serait cette fois-ci de 811€. Supposons mainte-
nant que l'investisseur avait la possibilité de savoir au début de chaque mois, lequel de
ces deux investissements donnerait la rentabilité la plus élevée et investit les gains obte-
nus dans celui-ci; il vient alors la question suivante : sous cette hypothése de “prévision
parfaite", que serait devenu le retour sur un tel investissement en Décembre 19947 La
surprenante réponse est : 1.251.684.443€, et oui !, ceci n’est pas une erreur typographique,
plus d’un milliard d’euros. Cet exemple montre que : méme si trés peu d’investisseurs ont
une prévision parfaite, il n’en reste pas moins qu’une capacité modeste de prévisions de
rendements d’actifs financiers peut étre largement récompensée. Les contrats EIA avec
cliquet offrent une caractéristique étroitement liée a l'illustration ci-dessus. En effet, tout
se passe comme si le bénéficiaire du contrat investit & partir de la date de souscription,
une proportion de la prime payée a ’assureur dans ’actif offrant la rentabilité la plus
élevée entre celui qui rémunére d’un taux plancher garanti v et celui offrant une propor-
tion de la rentabilité de I'indice boursier. Les gains pergus sont réinvestis de la méme
maniére a la période suivante jusqu’a maturité. En d’autres termes, les gains obtenus sur
chaque période sont immobilisés et ne sont plus affectés quelle que soit la performance
du marché boursier et ce, jusqu’a la maturité du contrat.

Supposons une structure a terme plate des taux et considérons une période d’investis-
sement [0, 7] divisée en n sous-périodes d’égales durations At et sans perte de généralité,
At est égal a une année. Le paiement & I’échéance d’un tel investissement est :

n ) k
F(So,7v,k,T) = aPHmax (eVAt, (SZN) ) , (4.52)

Pl SGi-1)at

55. Notons que cette analyse fut de méme relevée par Tiong (2000).
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dont la valeur & l'instant ¢ est donnée par :

n ) k
Espmma) = aPEg |0 [ max (67&, (SSzAt > > ‘ft]

I Py (i—1)At
— (nAt—t) - A Siar )"
= aPEg |e "nAt—t max | 72, <Z> ‘.7:
“1 131 ( Si-nat t

= aPEg e (A=) max | 1A (Sl>k ﬁmax 1At (Sim )k ).7—} )
So) )i Sti-1)at

En supposant I'indépendance des accroissements du processus de rendements,

k
E(Su b T) = aP{EQ [e‘r(m_t) max (e”At, <§;) ) ‘ft}
X ﬂE [e‘rm max | e72t <S7’At>k ‘f‘ ]
< "\ S-nat DA

=2

Rappelons Y, lactif fictif distribuant un taux de dividende fictif ¢ défini en (4.6) par :

S\ *
Y = — Yo=1
t <S(]> ; 0 )

puis introduisons la quantité suivante :
Pyt = Eq {e‘” max (e, Y}) } . (4.53)

Par stationnarité des accroissements des rendements, la valeur actuelle du contrat EIA
avec cliquet est donnée au temps ¢t = 0 i.e., & la date d’émission, par :

€(Yoﬁy,k,n) = aP{P(yoka)} . (4.54)

4.4.2 Contrat EIA avec cliquet Cappé

Les contrats EIA peuvent aussi offrir la possibilité de plafonner les rentabilités du
sous-jacent & chaque sous-période avec un taux c¢ appelé taux cap. Cette caractéristique
réduit ainsi le prix de la garantie et offre cependant des taux de participation a plus
élevés. On supposera pour la suite que ce taux plafonné est strictement supérieur au
taux plancher. Sous un angle technique, le paiement & I’échéance de ce contrat est donné
par la quantité suivante :

= o Siae \"
F(S k,T)=aP et vat (et .
(S0,7,k,T) =« ||m1n<e ,max(e ’(S ) ))

paie} (i-1)At
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En utilisant les mémes arguments que précédemment, son prix (en t = 0) est :
~ ~ n
§(Yor.k,T) = O‘P{P(Yo,'y,k,c,l)} ;
avec ﬁ(y(]mk,g Aty la valeur actuelle de la quantité :
min (eCAt, max (e”’At, YAt)) .
Considérons les événements A et B suivants :
A=Ya > et B = Ya; > e
Parce-que ¢ > v,
min (eCAt, max (evAt, YAt)) = max (evﬁt’ YAt) 1ge + e“Ap
= (67At + max(Ya; — VAt 0)) 1ge + "2 p
= A pe + [Yay — 2141 pe + el p.

D’autre part, ’événement B entraine A, donc B C A, d’otu :

].Ach :]_Ach:lA*lB, (455)
alors :

min (ecm, max (evAt, Yat)) = A ge + [Yar — 214150 + Al p.
= pe + [Yar — €214 — [Yar — 21 + eA1p
— YAt 4 [YAt _ e"/At]+ _ [YAt _ ecAt]—i—
= ([YAt — VAT 4 eVAt) — ([YAt — AT 4 ecm) + At
I1 vient d’abord,
min (eCAt, max (67&, YAt)) = max(Yat, eVAt) — max(Ya¢, eCAt) + At (4.56)

I1 vient finalement :

~

§(So .k, T) = QP{P(YO,'y,k,l) — Py e + 6(07”&} , (4.57)
avec @ Py, k) défini en (4.53).

4.4.3 Prise en compte de la mortalité

Si la compagnie d’assurance est bien diversifiée, autrement dit, si le nombre de polices
d’assurance offrant ce contrat est vendu a un large pools de souscripteurs, alors, la variable
aléatoire donnant la durée de vie résiduelle T'(z) de I’assuré agé de x, peut étre supposée
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indépendante du processus de prix du sous-jacent. Aussi, supposons que si ’assuré décéde
durant l'intervalle de temps [k, k+ 1], alors la garantie est payée au souscripteur a ’année
k + 1. En rappelant T' = nAt et en supposant T, et S indépendants, la valeur au temps
t = 0 du contrat mixte EIA avec cliquet en cas de vie et en cas de décés est donnée par
ViYo,yask.ka, 1), Obtenue selon la formule :

T-1

‘/(Y07’Y7’Yd7k7kd’T) = Tpx X g(YO’77k’T) + Z tpx‘]a:+t X §(Y077d7kdat+1)7 (4.58)
t=0

ol : d est 'un indice spécifiant le décés. En utilisant les mémes arguments que dans la
section précédente, celle du contrat EIA mixte avec cliquet cappé Viy; 4~yy.k.ka,T)» €5t

T-1

~

Vivommakiad) = TPe X Edoyk) T D tPadert X &3 akat +1)s (4.59)
t=0

4.4.4 Cadre d’analyse

Supposons que S; = Spe?t, t > 0, donne le prix de I'actif sous-jacent distribuant des
dividendes 6 S;dt dans l'intervalle de temps ¢ et t + dt, au taux J strictement positif, avec
Z un processus de Lévy. Sans perte de généralité, supposons que Z est constituée par la
somme d’un mouvement brownien arithmétique et d’un processus de Poisson composé :

Ny
Zy=at+oWi+ Y Ji (4.60)
=1

ou : a et 0 > 0 représentent le paramétre de dérive et le coefficient de diffusion de la partie
diffusive du processus. IV, un processus de Poisson d’intensité A > 0 : N; représente le
nombre d’occurrences de sauts dans l'intervalle [0, ¢]. La suite de variable (.J;) modélise les
tailles aléatoires des sauts indépendants et identiquement distribués, pouvant survenir.
On suppose également que W, N et J sont indépendants. La fonction caractéristique de
Z est donnée par :

.
b7 () = ¢ (Tt TN Gs()-D)

)

A Pinstar du processus sous-jacent S, on définit 'actif fictif Y avec son taux de dividende
continu ¢ comme suit :

= Ypexp(kZy), Yo=1
Nt
=Ypexp(Xy), avec X;=a"t+koW;+ Z kJ;.
i=1
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La fonction caractéristique de X; peut étre obtenue de la méme maniére :
.k 0'2k2 2
b, (u) = eft(fza u+ Iy *)\(tka(u)*l)) _ e—tw(u)7

ou 1 (u) représente I'exposant caractéristique de X :
2.2
o o’k
Y(u) = —ia’u + TU2 — M@k (u) — 1),

Considérons & nouveau une économie de Kou donnée par un taux d’arrivée des sauts A,
modélisés par la variable aléatoire J = In(G) indépendantes et identiquement distribuées
de loi exponentielle double asymétrique dont la fonction de densité s’écrit :

£1(9) = prAre 91550 + padae91 <o,

avec p1 > 0, pa >0, p1 +p2 =1, A1 > 0 et Ay > 0. On peut de méme obtenir la fonction
caractéristique des sauts kJ :

1 n A2
N —iuk P2+ iuk’

dr(u) = p1 k>0,

définie dans la bande de régularité :

—%<S(u)<%, k> 0.

Sous @, la condition mesure martingale équivalente est donnée par :
Yo = Eq[Yoe "m0l e s (r — g — ) + 4h, (—i) =0,

ce qui nous ameéne & choisir I'ajustement de dérive a* telle que :

2k2
a*:r—q—5—02 -\ (4.61)
avec :
A1 A2
= Egle’ — 1] = —1
H qle ] pl)\l_1+P2)\2+1 ;
Al A2
"= Fgle® —1=p ——— +pp————1
H qle ] p1>\1_k+p2>\2+k

g= r(1—k)— %k(kz —1D)o? = A’ — kp).

4.4.5 Etude des points morts

A titre d’illustration, la probabilité d’un saut vers le haut, py, est fixée a 0.5, tandis
que les paramétres des lois exponentielles doubles asymétriques sont A\; = 5 et Ao = 5.
Ces paramétres sont résumés dans le tableau ci-aprés. Pour un processus de diffusion a
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PL A1 A2
0.5 5 5

TABLE 4.6 — Parameétres de sauts de Kou

sauts, le risque n’est pas uniquement représenté par la volatilité de la partie diffusive
o. Un risque spécifique aux sauts s’y ajoute par la composante de sauts. Un processus
purement diffusif correspond & A = 0, ainsi, dés que A > 0, le processus “saute" dans
toutes les directions. Afin d’étudier I'impact des sauts A sur le prix des contrats EIA, on
veut garder une variation quadratique du processus constante. On peut montrer que la
variation quadratique par unité de temps du processus de rendements sous-jacent peut
étre obtenue sous le modéle de Kou par :

Z1\\ _ 2 P, P2
(n(Z)) =t (2 22). (162)

En augmentant 'intensité d’arrivée des sauts, on garde une agitation constante en di-
minuant la valeur de o. Suivant la relation (4.62) et en nous référant aux parameétres
de sauts (4.6), on peut obtenir les correspondances suivantes : (A = 0,0 = 0.20),
(A =0.1,0 = 0.1789) ou encore (A = 0.2,0 = 0.1549), (A = 0.3,0 = 0.1265). D’autre
part, une analyse intéressante du point de vue de ’assureur est la détermination du taux
de participation offert dans ces contrats pour lequel aucune contrepartie (assureur ou
souscripteur) ne subit aucun gain ni perte. Ceci revient & déterminer les points morts
encore connus sous la langue anglaise de Breakeven points. Ainsi, on détermine le taux
de participation, tel que :

La valeur a la date d’émission du contrat = aP.

A variation quadratique totale constante, les tables (4.7, 4.9 et 4.8) montrent I'impact
des sauts sur les taux de participation k offerts dans les contrats ETA. On observe un taux
de participation k& beaucoup plus important & mesure que l'intensité des sauts augmente.
On note également que cet effet est nettement plus prononcé pour les contrats EIA avec
cliquet cappé qui enregistrent une forte sensibilité par rapport au taux d’arrivée des sauts.
D’autre part, comme le montrent les tables (4.9 et 4.8), les EIAs cappés offrent un taux
de participation au marché beaucoup plus important que les EIAs sans cap. En effet,
lorsque la situation du marché est favorable, la participation aux performances de 'actif
sous-jacent est limitée par un taux de rentabilité plafonné : un désavantage compensé
des coefficients de participation k plus appréciés.
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v =2%, a=0.9
| (A = 0,0 = 20%) (A =0.1,0 = 17.89%)
r=4% | r=5% | r =6% r=4% | r=5% | r =6%
3 0.6449 | 0.7535 | 0.8340 0.6523 | 0.7614 | 0.8418
2% ) 0.7745 | 0.8808 | 0.9528 0.7791 | 0.8854 | 0.9570
10 0.9551 | 1.0412 | 1.0893 0.9561 | 1.0419 | 1.0897
3 0.5758 | 0.6843 | 0.7659 0.5832 | 0.6921 | 0.7736
1% ) 0.6909 | 0.7985 | 0.8731 0.6959 | 0.8034 | 0.8775
10 0.8509 | 0.9416 | 0.9949 0.8529 | 0.9432 | 0.9961
v =2%, a=0.9
s | 7 (A= 0.2,0 = 15.49%) (A= 0.3,0 = 12.65%)
r=4% | r=5% | r=6% r=4% | r=5% | r=6%
3 0.6607 | 0.7708 | 0.8511 0.6708 | 0.7822 | 0.8624
2% ) 0.7842 | 0.8906 | 0.9618 0.7899 | 0.8968 | 0.9675
10 0.9572 | 1.0429 | 1.0904 0.9584 1.044 1.0912
3 0.5918 | 0.7013 | 0.78261 0.6022 | 0.7127 | 0.7936
1% ) 0.7015 | 0.8090 | 0.8825 0.7080 | 0.8156 | 0.8884
10 0.8551 | 0.9450 | 0.9974 0.85747 | 0.9470 | 0.9989

TABLE 4.7 — Sensibilité des taux de participation k& des EIA PTP au taux d’arrivée des
sauts. Les taux sont obtenus au points morts et la variation quadratique totale est gardée

constante.

199



Chapitre 4. Evaluation des contrats Equity-Indexed Annuities

TABLE 4.8 — Sensibilité des taux de participation k des EIA avec cliquet au taux d’arrivée
des sauts. Les taux sont obtenus au points morts et la variation quadratique totale est

v =2%, a=0.9

5 (A= 0,0 = 20%) (A= 0.1,0 = 17.89%)
r=4% | r=5% | r=6% r=4% | r=5% | r=6%
2% 0.4106 0.5008 | 0.57661 0.4225 0.5149 0.5919
1% 0.3673 | 0.4562 | 0.53162 0.3785 0.4694 0.5460

v =2%, a=0.9

5 (A=0.2,0 = 15.49%) (A =0.3,0 = 12.65%)
r=4% | r=5% | r=6% r=4% | r=5% | r=6%
2% 0.4372 0.5325 0.6110 0.4566 0.5559 0.6364
1% 0.3924 | 0.4860 0.5639 0.4110 | 0.5082 0.5879

gardée constante.
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v =2%, a=0.9
s (A= 0,0 = 20%) (A=0.1,0 = 17.80%)
r=4% | r=5% | r =6% r=4% | r=5% | r =6%
10% 0.4927 | 0.8104 | 1.7887 0.5236 | 0.8533 | 1.5962
2% 12% 0.4473 | 0.6316 | 0.9310 0.4744 | 0.6679 | 0.9726
14% 0.4281 | 0.5666 | 0.7440 0.4528 | 0.5993 | 0.7823
10% 0.4282 | 0.7082 | 1.5665 0.4549 | 0.7456 | 1.5572
1% 12% 0.3929 | 0.5589 | 0.8269 0.4164 | 0.5909 | 0.8637
14% 0.3786 | 0.5058 | 0.6675 0.4001 | 0.5348 | 0.7016
v=2%, a=0.9
s (A= 0.2,0 = 15.49%) (A= 0.3,0 = 12.65%)
r=4% | r=5% | r=6% r=4% | r=5% | r=6%
10% 0.5666 | 0.9117 | 1.5694 0.6339 | 0.9996 | 1.5514
2% 12% 0.5120 | 0.7178 1.0280 0.5701 | 0.7944 | 1.1090
14% 0.4866 | 0.6443 | 0.83411 0.5381 | 0.7133 | 0.9117
10% 0.4920 | 0.7964 | 1.5421 0.5499 | 0.8730 | 1.5300
1% 12% 0.4489 | 0.6347 | 0.9127 0.4989 | 0.7018 | 0.9843
14% 0.4293 | 0.5744 | 0.7477 0.4734 | 0.6349 | 0.8166

TABLE 4.9 — Sensibilité des taux de participation k des EIA avec cliquet cappé au taux
d’arrivée des sauts. Les taux sont obtenus au points morts et la variation quadratique
totale est gardée constante.

Conclusion

Partout dans le monde, la population vieillit, les régimes de retraite s’épuisent, les
assureurs proposent des solutions au financement des retraites. Les contrats en unités
de compte offrent des garanties et des protections modulables sur des investissements
faits dans le cadre de contrats d’assurance-vie et constituent un complément de retraite
alliant performance et sécurité. Ils présentent un double avantage pour les investisseurs
qui peuvent trouver des compléments de financement pour leurs retraites tout en profitant
des avantages fiscaux liés & ces produits. Cependant, dans le contexte économique actuel
défavorable entrainant une diminution des taux de participation au marché boursier,
les contrats EIA (de la terminologie anglaise Equity-Indexed Annuities) restent toujours
attractifs car ceux-ci répondent a un besoin réel pour une large partie de la population.
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Chapitre 4. Evaluation des contrats Equity-Indexed Annuities

Dans ce chapitre, nous avons fait une analyse détaillée de ces contrats avec la prise en
compte des plafonnements de garanties et des clauses cliquet. Dans un premier temps,
nous considérons une structure par terme des taux d’intéréts constante avant d’étudier
dans un second temps, 'impact simultané des sauts et des taux d’intéréts stochastiques
sur ces garanties. Une extension de la méthodologie unie suggérée & la premiére partie
de la thése nous conduit également & I’obtention des formules quasi-explicites.
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Annexe B

B.1 Evaluation du contrat en unités de compte dans une
économie du type Black-Scholes-Merton

Le fonds risqué sous-jacent S évolue selon la dynamique :

LSt =rdt + O'th,
St

k
avec W un mouvement brownien standard. Notons : Y = (%) , k> 0. Aprés intégra-

tion, on obtient :

k
YT — <Z”T> — }/'(]e(T—o'2/2)kT+kO'WT’ }/0 =1.
0

L’idée ici est d’introduire un dividende fictif g. Plus précisément,

(r— %k —q) T+koWr
YT = Y()e 2 s

avec : ¢ = (r + %Jzk)(l — k). Ainsi, on peut considérer la dynamique suivante dans
I'univers de probabilité sans risque @ :

4y,
7; = (r —q)dt + okdW;, Yy =1.

Les flux de paiements (4.1) et (4.2) peuvent étre interprétés a la date initiale ¢ = 0,
comme un portefeuille constitué :

. d’une quantité aP rénumérée au taux 7,
. plus une position longue sur une option d’achat européenne C(Yp,~,T) écrite sur

un sous-jacent Y détachant un taux de dividende continu g dont la valeur & 'ins-
tant initial est donnée par Yy et dont le paiement & I'achéance est : (YT —eT )+.
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En utilisant les arguments de Merton, on obtient :

C(Yo,7,T) = e TN (d) — e Te TN (d)
= e TN (d) — e "IN

avec .

In (E%T) +(r—q+ 30%k*)T
okT

- log (A7) + (r —q — 50%k*)T

okVT

d=

d

En d’autres termes,

_ kJrL‘Q
d:—vrgik?\/f—irak\/f

k4 ko®
d=_T1"""T TU]: 2T

Par ailleurs,
Eoar) = P [T 4 TN (d) — TN ()]
—aP [e—qTN(d) e rIT(] - /\/’(d’))}
—aP [e-qTN(d> + e_(’”‘“*)TJ\/(—d’)] .

Soit dy = —d’, il vient :

Epr) = P [N (dy) + TN (kYT — dy)|
avec :
—k(r—o2/2

Cdy =2 (t;ka/)ﬁ

Cq=(r+30%k)(1—k)

. et NV, la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
Ceci est donc le prix en ’absence d’opportunité d’arbitrage : le montant initial nécessaire
pour couvrir les flux de trésorerie (4.1) et (4.2) a la maturité, en ignorant les décés et les

remboursements anticipés.
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B.2. FEwvaluation du contrat en unités de compte dans une économie de diffusion & sauts

B.2 Evaluation du contrat en unités de compte dans une
économie de diffusion a sauts

Nous considérons ici le modéle de Kou, dans lequel, le processus S suit évolue dans
I'univers @ selon :
o? Al
S; = Soexp{(r—)\,u— 2)t+aWt+z;Jl},
1=
ou :
Al Ao

+ — 1.
M1 Poe )

M:EQ[BJ—l]Ipl(

De la méme maniére, 'actif fictif évolue selon :

2 Nt
Yo = Yyexp {(r i — ZVKT + okWr + iji} ,
2 i=1
2 Nt
o
:Y()exp{(rk—k/\,u—k:2)T—i—akWT—FZkJi}, avec Yy =1.
i=1
D’abord, nous introduisons :
A2

n 1,
PO 1k

A1
/ — E €kJ _ 1 — pl
p = Eq| ] on =)
et on utilise la décomposition suivante :

o212 Nt
Yr =Y, exp (T—2—)\M/—Q)T+O'kWT+z;kJi ,

avec :
2]{22 2k‘
—qz—r—i—%—k)\u/—krk:—k)\,u—%

2k2 2k.

g=r—"2 —Ap/—rk+km+"7.

Apres simplification, il vient pour le taux de dividende continu q :
1
g=r(1—k)— §k(k: — 1o = Ay — kp).

Le prix d’une option européenne d’achat écrite sur 'actif fictif Y détachant les divi-
dendes ¢ dont le prix initial est Yy et dont le prix d’exercice est K, est donné en absence
d’opportunité d’arbitrage par :
C(Yo,K,T)=Eq e (Yr — K)"]
= Eg e Yrly,»k| — Ke " P[Yr > K].
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Considérons le second terme P[Yr > K]. On a :

P[YT > K] =P [XT > ln(K/Yg)]
= P[kZr > In(K/Yp)]
=P[Zr >In(K/Yy) /K], Yo=1.

Notons que cette queue de probabilité est donnée par :
PYr > K] :=7 (a,0,\,p1, A1, \o, In (K/Yp) /), T), Yo=1.

. . , 56 5 . L, . . N
Kou propose une expression compliquée pour YT °° qu’on implémente ici, ol :

2 A A
a=r—% = et ,u:EQ[eJ—l]:pl(/\lil)+p2()\2j_1) —1.
Considérons maintenant le premier terme :

EQ [S_TTYT1YT>K] .

Utilisons le changement de numéraire. Plus précisément, introduisons une nouvelle pro-
babilité Q* définie par la dérivée de Radon Nicodym :

dQ* =T YT _  _(r—q)T Xr
= e — = e e B].
1 o
= exp {(—202k2 —M)T + kW + ; kJi} .

Notons que cette probabilité est bien définie puisque :
ECle=(r=9Ty;] = ¥, sachant Pinformation disponible au temps ¢ = 0.

D’aprés le théoréme de Girsanov pour les processus de diffusion a saut, W, = W; — okt
est un nouveau mouvement brownien sous Q" et le processus original devient :
Ny 1
Xy =a"t + ockW; + Z kJ;, avec a* = (r—q— 5021432 )
i=1
Ny
=a" + 0%k + ok W, + ) kJ;,
i=1

ce qui nous donne :

1
Xt:(r—q+§ak — M)t okW, + ZkJ

56. A la page 1011 de Kou (2002).
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B.2. FEwvaluation du contrat en unités de compte dans une économie de diffusion & sauts

Remarquons que ce processus est un nouveau processus de diffusion & saut exponentiel
double asymétrique. Le processus de Poisson IV; a une nouvelle intensité :

N = AEY [P = A1+ 1)).
Et les tailles aléatoires des sauts kJ sont i.i.d, avec une nouvelle densité :

1

mekyfky (v)
- EQ*l[eky]eky pl%e—%(ky) 1,50 + meky pQ%e%(ky) 1,<0
—h EQ*l[ekY] /\klkkl_ 1 <)]‘€1 B 1) R
P EQ*l[e’“Y] A,;i 1 (Ak;2 i 1) e 1o
1 A1

= —1)e~ MRy 1
Dy B[R] A — k()‘l Je y>0

. 1 A
PO TR Ny + K

(Mg + 1)eP2t0y 1 .
Notons que cette densité est encore une densité exponentielle double asymétrique avec :
AN =ME=1, No=X/k+1

. et avec :

=P\ =k amtk N—k
— pl > )\1 7
T+ "M —k

) {pm L }1 A

oun p = EQ[ekJ] —1 estégala:p; (Af‘ik) + po (A:\ik) -1

A Taide de la dérivée de Radon-Nicodym donnée en (B.1), il résulte :

Eq [e7"Yrly,> k] = Yoe ' Eg- [y K]
= Yoe 1 x Y(a* + o2k, ok, N, p', X}, Xy, In(K/Yp), T).

Formule quasi-explicite d’évaluation du contrat

En négligeant les aléas de décés et de remboursement anticipé, le prix du contrat en
I’absence d’opportunité d’arbitrage est donné a la date initiale ¢ = 0, sous la mesure de
probabilité risque-neutre @), par la formule suivante :

Sy = oP [T £ O(Yo, 7.k, 7)) (B2)
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ou :
C(Yo, v, k,T) = Yoe 97 x T(a* + o’k? ok, Nop' NN, In(K /YY), T)
— Ke™™T x Y (a,0,\,p1, A, Ao, In(K/Y0) /k, T) (B.3)
avec Yo =1 K =T et :

1
g =r(L=k) = sh(k = Do* =X — k), X =A(1+4), N =N/k—1,

A1 o? o?k?

L= Dofk—1, p= -2 =T at =g W

2 =N/k—1, p e vyt et S i 1",
A1 A2

=Egle —1] = -1

1= Eqle ] p1>\1_1+P2)\2+1 ;
A1 2

'=Egle® —1] = — 1.

K ole ] plAl—k+p2A2+k
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Parmi les soucis majeurs des assureurs, figure en bonne place ’évaluation en fair
value des contrats en UC. Cette notion, préonée par les nouvelles normes International
Financial Reporting Standard (IFRS), entraine un bouleversement important dans ’en-
vironnement réglementaire financier, comptable et prudentiel des sociétés d’assurance
et des établissements bancaires. Elle impose la réévaluation®” des bilans en fonction de
I’évolution des prix de marché. L’ International Accounting Standards Board (IASB) pré-
cise dans ce sens que, si les prix des actifs détenus sont observables sur ce marché, alors
ceux-ci constituent la meilleure estimation possible de leur juste valeur : c¢’est ce qu’on
appelle le marked to market.

L’importance de cette notion sera de nouveau rappelée et mise au centre des débats
comptables par la publication en mai 2011 d’'une nouvelle norme entiérement dédiée & la
Fair Value Measurement : la norme IFRS 13. Celle-ci devrait entrer en vigueur a compter
du 1°7 janvier 2013, fournissant ainsi une source unique pour son application. Dans cette
perspective, nous avons développé une analyse en fair value avec le choix d’une méthode
de type marked to model. Un autre probléme d’importance pour les assureurs que nous
avons traité est celui de la détermination du niveau de capitaux & détenir pour le respect
des engagements vis-a-vis des assurés.

Les travaux décrits dans cette thése ont présenté une méthodologie générale pour
la gestion de certains types de contrat d’assurance-vie caractérisés par un lien explicite
avec les marchés financiers, et qui contiennent de nombreuses clauses optionnelles. Les
problémes posés aux assureurs sont ceux de ’évaluation, de la couverture, du controle et
de la mesure du risque de ces contrats.

Dans un but de modélisation, la premiére chose a faire est de s’interroger sur la
représentation des cours boursiers. Or, de nombreuses études empiriques montrent que
les prix des actifs financiers ne sont pas lognormaux, ce qui exclut une modélisation
gaussienne. Ainsi dans la premiére partie, ont été rappelés quelques modéles traduisant
cette réalité des marchés ot de grandes ruptures dans I’évolution de lactif sous-jacent
sont plus susceptibles d’y étre représentées que dans un cadre gaussien. Des nouveaux
modéles ont été ici suggérés.

Au premier chapitre, nous avons rappelé la dynamique générale des processus mixtes
de diffusion et sauts. Nous avons distingué le modéle de Merton et celui de Kou. Ces
modéles rendent bien compte des observations de discontinuités de cours, assorties d’ef-
fets d’asymétrie et de kurtosis relevés dans la pratique. De méme, nous avons pu noter
que nombre de ces faits pouvaient étre retrouvés grace au modéle a subordination de
brownien dit variance gamma, obtenu en transformant le temps calendaire par un subor-
dinateur de type gamma, avant d’accorder une attention particuliére & sa généralisation

au modéle CGMY encore connu sous le nom de modéle KoOBOL. Comme nous 1’avons

57. Par opposition & une évaluation au coit historique ou la valeur de 'actif inscrit dans les comptes
est donnée par son prix d’acquisition, méme si sa valeur de marché a entretemps évolué.
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constaté, ces modéles permettent également de retrouver le smile de volatilité, dont la
convexité forte pour des maturités courtes ; excepté le fait qu’elle ne persiste pas & mesure
que la maturité croit - ce qu’on observe pourtant dans la pratique.

Une autre idée est d’introduire les modéles a changement d’états de Hamilton (1989).
Nous avons dans un premier temps présenté le modéle a changement de régime lognor-
mal de Hardy (2003) et avons noté la difficulté de la détermination de la distribution
du temps de séjour dans un état. Nous avons calculé la loi de ce temps en utilisant un
algorithme dont les performances de calcul ont ouvert la voie & une modélisation simple
et efficace. Ce qui nous a conduit & proposer deux modéles : un modéle particulier a
changement de régime variance gamma et le modéle KRS pour Kou Regime Switching,
exhibant non seulement une convexité forte pour des maturités courtes, mais aussi une
persistance sur des maturités longues - comme en rend compte la pratique.

Les représentations étant non gaussiennes, 1’évaluation et la couverture sont des pro-
blémes difficiles car :

Selon 'approche d’évaluation par martingale, les prix d’options sont obtenus grace a
I’espérance des flux de paiement actualisés. Ainsi, dés lors que les rentabilités des cours
de 'actif sous-jacent ne suivent plus une évolution purement gaussienne, les prix obtenus
par arbitrage peuvent s’exprimer a l’aide de fonctions spéciales cf. Kou (2002) ou par des
résolutions compliquées d’équations aux dérivées partielles avec un facteur intégral. Ce
qui rend leurs implémentations non évidentes dans la pratique.

Le marché étant incomplet, il y a une infinité de mesures équivalentes telles que les
processus de prix actualisés sont des martingales, ceci donne lieu & un probléme de choix
de mesure appropriée. Nous avons tout d’abord rappelé le ratio de couverture optimale
calculé par Cont et al. (2007), dont la mise en ceuvre n’est également pas triviale. De
méme, notons que les approches consacrées a la couverture utilisées dans la littérature
sont fréquemment d’ordre théorique et souvent sans utilité pratique. Par ailleurs, d’autres
considérations telles que le calcul des budgets de risque et des sensibilités d’options,
posent également de redoutables problémes qui, mal posés et mal résolus, engendrent des
difficultés pour les compagnies d’assurance pouvant les conduire a la faillite.

Le deuxiéme chapitre a apporté un cadre non-gaussien et du point de vue de 'opé-
rationnalité, une réponse unie & tous ces problémes de gestion de contrats Variable An-
nuities ou Fquity-Indered Annuities. Sur un plan technique, notre méthodologie repose
sur I’analyse par transformée de Fourier généralisée dans la droite ligne des travaux de
Lewis (2001). Celle-ci permet d’obtenir une formule d’intégration simple, particuliére-
ment adaptée au choix de calcul par transformée de Fourier rapide, rejoignant ainsi de
nombreux travaux dont ceux de Stein et Stein (1991), de Bakshi et al. (1997). C’est
une méthode particuliérement efficace pour évaluer des contrats d’option dans un cadre
non gaussien. De méme, elle s’avére plus satisfaisante que I'approche utilisée par Carr
et Madan (1998). En outre, parmi les nombreuses approches utilisées dans la littéra-
ture sur la couverture et dans un souci d’opérationnalité, notre choix s’est porté sur une
minimisation locale de risque, suggérée par Boyarchenko et Levendorskii (2002b). Cette
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approche a été étendue pour les calculs des budgets de risque, ce qui constitue 'une de
nos contributions.

L’apport du deuxiéme chapitre est d’ordre méthodologique. Il apporte des éléments
de réponse robustes a certaines questions de gestion de risque posées aux assureurs, res-
tées jusqu’a présent sans solution satisfaisante. Nous avons proposé une méthodologie
unifiée pour ’évaluation, la couverture, le contréle et la mesure de risque, avec I’avantage
d’un cotit de calcul presque nul, tout en restant dans une trés large classe de processus de
Lévy. Nous avons montré que celle-ci permet de retrouver les résultats de Merton (1976),
de Kou (2002) et de Cont et al. (2007). Elle permet également d’obtenir des résultats
pour des séries de contrats en un temps de calcul trés court.

Cette méthodologie a été systématiquement mise en ceuvre dans la seconde partie
de la thése ot des contrats particuliers offrant des garanties du type : GMMB, GMDB,
GMAB, ont étudiés de fagon approfondie.

Au troisiéme chapitre, nous avons suggéré un cadre rigoureux pour la détermination
de la fair value des contrats Variable Annuities. Dans un premier temps, nous avons
déterminé le juste colt des frais d’assurance et afin d’étre au plus prés de la pratique,
nous avons distingué le taux prélevé pour le financement de la garantie : Mortality and
expense, de celui dédié a la gestion du fonds : Management expense ratio. Nous avons noté
que la détermination de la juste valeur des garanties sous-jacentes & ces contrats, impose
une correspondance implicite entre ces deux taux. Dans un second temps, en admet-
tant des discontinuités de cours pour le fonds dédié, nous avons construit un portefeuille
dynamique de couverture optimale résultant de la méthodologie générale suggérée®.
Les pertes futures actualisées de ces garanties apparaissent comme ’agrégation de deux
quantités : la somme de la valeur actuelle des erreurs de couverture résiduelles et du
colt lié aux frais de transaction, diminuée du montant de marge, Margin offset, prélevé
par l'assureur pour le financement des garanties. Ce qui nous a permis de quantifier les
budgets de risque associés aux distributions de ces pertes. Notre méthodologie aboutit a
une immobilisation en capital bien inférieure & celle fournie par I'allocation classique en
delta. Nous avons montré qu’une telle stratégie de couverture était a proscrire.

Au dernier chapitre, nous avons traité les contrats Equity-Indexed Annuities qui, dis-
tinctement des Variable Annuities, sont indexés non pas a un fonds dédié mais a un
indice boursier, typiquement le S&P 500. Nous avons commencé I'analyse du contrat en
supposant une structure par terme des taux d’intéréts constante. Ce type de modélisation
qui peut étre pertinent pour des contrats de court terme, n’est plus acceptable pour des
contrats ayant des échéances longues comme c’est le cas pour les produits d’assurance-
vie. Nous avons révisé notre analyse en incorporant I'impact simultané des sauts et des
taux d’intérét stochastiques. Cette derniére contrainte en ligne avec la réalité des mar-
chés, posait un probléme non évident dont aucune solution n’avait été donnée jusqu'ici, a

58. Dans la premiére partie de la thése.
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notre connaissance, pour des garanties un peu complexes de type path dependent, comme
les GMAB. Nous avons unifié¢ la méthodologie générale suggérée en supposant que les
actifs investis dans I'unité de compte sont corrélés aux taux d’intéréts. Notre méthode
aboutit a des formules quasi-fermées en rupture avec de nombreuses approches dans la
littérature reposant essentiellement sur des simulations de type Monte Carlo. Ensuite,
nous avons considéré les contrats Fquity-Indered Annuities offrant des garanties cliquet
et des plafonnements de rentabilité. Notons que ces derniers offrent une caractéristique
particuliérement séduisante. En effet, tout se passe comme si le bénéficiaire du contrat
investit a partir de la date de souscription une proportion de la prime payée & ’assureur
dans 'actif offrant la rentabilité la plus élevée entre celui qui rémunére d’un taux plan-
cher garanti et celui offrant une partie de la rentabilité de 'indice boursier sous-jacent.
Les gains percus sont réinvestis de la méme maniére a la période suivante et immobilisés
quelle que soit la performance du marché jusqu’a la date de fin du contrat. De plus,
nous avons montré que les justes valeurs de ces contrats étaient données par des formules
quasi-explicites. Enfin, nous avons fait une analyse compléte avec prise en compte de
clauses de rachat.

Les travaux décrits dans cette thése ouvrent la voie a d’autres perspectives. En effet,
les contrats d’assurance-vie en UC considérés dans notre étude nous ont amenés & ne
prendre en compte que des processus non-gaussiens unidimensionnels. L’extension de
la méthodologie générale au cas multidimensionnel pourrait étre envisagé. Au-dela de
la convergence entre les méthodes quantitatives de la finance et de l'assurance, cette
thése est un plaidoyer pour l'utilisation des approches non-gaussiennes. Celles-ci sont
plus proches de la réalité observée et comme nous ’avons montré tout au long de cette
these, cette modélisation fournit aux dirigeants des compagnies d’assurance des outils
utiles pour le choix de leurs décisions stratégiques.
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