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Madame Olfa BOUBAKER née KHELIA 
 
CONTRIBUTION A LA COMMANDE ROBUSTE DES SYSTEMES NON LINEAIRES 
 
Résumé:  
 
La théorie des systèmes non linéaires reste encore un domaine ouvert à la recherche, même si des 
résultats importants à caractère théorique ont été obtenus depuis bien longtemps dans le domaine de 
l’Automatique. La complexité des outils et des méthodes développés pour l’analyse et la synthèse des 
systèmes non linéaires ont représenté le verrou réel de ces approches lors de l’application sur un plan 
industriel. La contribution de ce travail réside dans le développement ou l’extension de résultats 
théoriques pour des classes génériques des systèmes non linéaires tout en assurant le compromis 
simplicité, robustesse et applicabilité.   
 
Deux approches ont été proposées pour assurer la commande robuste des systèmes non linéaires. 
La première assure la systématisation de la synthèse de lois de commande pour  une classe 
particulière des systèmes non linéaires. Celle ci est caractérisée par des couplages en forme de 
multiplicités entre les variables de commande. Ce problème a été résolu dans les deux cas de 
systèmes de dimension infinie et dans le cas de systèmes de dimension finie. Les preuves de stabilité 
des lois de commande proposées ont été démontrées en utilisant une approche de Lyapunov.  
 
La seconde approche  de commande robuste exige la représentation des systèmes non linéaires au 
moyen de modèles linéaires par morceaux par des formes canoniques de préférence affectées 
d’incertitudes. Une extension à l’approche quadratique de Lyapunov classique appliquée aux 
systèmes linéaires a été ét endue à la base de modèles linéaires par morceaux représentant le modèle 
non linéaire. L’intérêt majeur de cette approche est qu’elle permet de réduire le conservatisme de 
l’approche classique tout en choisissant une matrice de Lyapunov différente pour chaque sommet 
d’un modèle linéaire incertain de type polytopique. De plus un régulateur unique est synthétisé pour 
l’ensemble des modèles incertains représentant le modèle non linéaire.  
 
Pour faire face aux problèmes d’estimation d’état des systèmes considérés, deux philosophies de 
synthèse d’observateurs robustes ont été adoptées. La première consiste en une estimation de tous 
les états du système par le biais d’observateurs à entrées inconnues d’ordre complet, la seconde 
restreint le problème en une estimation des états non accessibles par le biais d’observateurs à 
entrées inconnues d’ordre réduit. Une étude comparative a permit de distinguer les avantages et les 
inconvénients de chacune des approches développées. 
 
Enfin des applications dans le domaine des procédés biotechnologiques ont été conduites pour 
valoriser certains résultats théoriques de modélisation et d’optimisation. La difficulté majeure retenue 
dans ce sens se situe principalement dans la pluridisciplinarité des théories considérées dans ce 
domaine industriel particulier et les coûts très élevés des expérimentations.  
 
Mots Clés:  
 
Modélisation, Systèmes non linéaires, systèmes linéaires, systèmes de dimension infinie, systèmes 
de dimension finie, Modèles incertains, stabilité, théorie de Lyapunov, découplage, commande 
robuste, observateurs robustes, observateurs à entrées inconnues, procédés biotechnologiques. 
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INTRODUCTION GENERALE 

 

 

CONTEXTE  ET MOTIVATIONS 

 

La théorie des systèmes linéaires a gagné une maturité certaine et un aboutissement très élevé 

des résultats alors que la théorie des systèmes non linéaires reste encore un domaine ouvert à 

la recherche, même s’il est vrai que des résultats importants à caractère théorique ont été 

obtenus depuis bien longtemps.  

 

La diversité des classes des systèmes non linéaires, la diversité des comportements 

dynamiques observés fera encore de ce domaine, un objet d’attention très particulier. Il faut 

reconnaître que  la complexité des outils et des méthodes développés jusque là dans ce 

domaine constitue  un verrou réel de ces approches lors de l’application sur un plan industriel. 

Le compromis complexité performances est rarement réussi. Sauf peut être pour les approches 

prédictives qui ont gagné une popularité certaine grâce à leur simplicité aussi bien sur un plan 

théorique que sur le plan applicatif. Avouons qu’un manque de robustesse et une non garantie 

de convergence des schémas de commande ont été reprochés à ces techniques. C’est donc 

dans l’objectif d’assurer le compromis simplicité, robustesse et applicabilité que nous avons 

orienté nos travaux de recherche. Les discussions apportées dans ce rapport et qui présentent 

une synthèse de nos activités de recherche et nos contributions dans le domaine assez vaste de 

la commande robuste des systèmes non linéaires s’inscrivent bien dans ce sens. 

 

Dans ce rapport, nous avons choisi de présenter d’une manière très succincte les travaux 

développés dans le cadre de la thèse. Ce choix nous a permis de développer d’avantage les 

nouvelles orientations abordées dans nos axes de recherche après la thèse. Ce choix nous a 

permis aussi d’exposer au mieux les applications engagées par les étudiants dirigés. Par 

ailleurs, nous avons aussi choisi de montrer très peu de résultats de simulation relatifs aux 

approches proposées. Ce soin est laissé plutôt à la rédaction des travaux d’initiation à la 

recherche des étudiants que nous avons dirigés (rapports de Mastères, communications 

rédigées par les jeunes chercheurs). L’objectif est de mettre le point sur les résultats 

théoriques développés. Des validations expérimentales ont toutefois été présentées à la fin de 

ce rapport pour montrer l’applicabilité de certains résultats sur procédés réels. 
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ORGANISATION DU RAPPORT 

 

Pour aider le lecteur à identifier nos axes de recherche et apprécier nos contributions, nous 

avons divisé ce rapport en deux grands volets :  

Un premier volet, à caractère théorique, où trois axes de recherche sont identifiés et 

développés, les contributions à caractère théorique sont assorties, les prospectives sont 

exposées et une bibliographie abondante relative à chaque axe de recherche y ait rattachée.  

 

Un second volet à caractère applicatif qui est renforcé par une diversité des applications dans 

le domaine du génie des procédés industriels. Nous justifions notre choix pour des 

applications liées à l’eau, l’environnement et la sécurité alimentaire, tout d’abord par la nature 

des non linéarités décrites dans les modèles ensuite par l’intérêt majeur qu’occupe la 

résolution de tels problèmes sur le plan national et enfin aux nombreuses coopérations que 

nous avons pu élaborer dans ce domaine.  

 

CONTENU DU RAPPORT 

 

Le volet à caractère théorique est présenté comme suit : 

 

Un premier chapitre  qui présente les travaux développés sur le découplage des systèmes  

non linéaires de dimension infinie et de dimension finie. En particulier, pour une classe 

particulière des systèmes non linéaires caractérisée par des multiplicités entre les variables 

d’entrée, des modèles assez génériques seront proposés permettant la systématisation de la 

synthèse de lois de commande découplées.  

 

Un second chapitre  qui présente une approche de modélisation des systèmes non linéaires en 

utilisant une partition simpliciale de haut niveau des fonctions non linéaires. La synthèse 

robuste à retour d’état par séquencement de gains robustes est ensuite abordée. Une extension 

de l’approche quadratique classique sera proposée et discutée. 
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Un troisième chapitre  qui présente un état de l’art des techniques d’observation robuste. Un 

intérêt particulier sera dédié aux observateurs robustes à entrées inconnues. Ceci est justifié 

par la nature des applications considérées. Des prospectives  pour la synthèse des observateurs 

non linéaires seront exposées. 

 

Le second volet expose le dernier axe de recherche à caractère applicatif. Il s’agit 

d’applications développées dans le domaine  du génie des procédés industriels. Les techniques 

d’élaboration des modèles mathématiques, l’identification des paramètres des modèles de 

comportement établis ainsi que les techniques de dimensionnement des réacteurs  en vue 

d’une optimisation du fonctionnement en boucle ouverte seront tout d’abord présentées. Des 

validations expérimentales seront enfin exposées. 

 

Nous terminerons ce rapport par une conclusion générale où l’accent sera mis sur les 

contributions apportées pour la résolution des problèmes des systèmes non linéaires ainsi que 

les prospectives envisagées sur les deux plans théorique et expérimental. 

 

Deux annexes sont enfin joints à ce rapport : Le premier présente la liste des travaux de 

recherche dirigés à caractère diplômant. Le second établit la liste des publications 

scientifiques personnelles. 
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 1.1. INTRODUCTION 

 

Ce chapitre présente une synthèse de nos travaux élaborés dans le cadre du découplage et de 

la synthèse d’une classe particulière de systèmes non linéaires multivariables caractérisée par 

des termes de multiplicités entre les variables d’entrées. Dans ce sens, deux types de 

contributions seront présentées.  

 

La première contribution concerne la systématisation  de la synthèse de lois de commande 

découplantes pour une classe particulière des systèmes de dimension infinie proposée 

récemment dans [Boubaker et Babary, 2003]. Il sera aussi possible de montrer qu’il sera 

possible de conserver la nature distribuée du système et de concevoir  des lois de commande 

stabilisantes sur la base des modèles de dimension infinie en opposition aux résultats issus des 

travaux de la thèse [Boubaker, 2000] où une réduction de la dimension du modèle original à 

paramètres distribués en un modèle à paramètres localisés a été toujours élaborée afin de 

pouvoir appliquer toutes les méthodes de la théorie des systèmes à paramètres localisés 

(propriétés de stabilité, d’observabilité ou de commandabilité). 

 

La seconde contribution apportée dans ce chapitre concerne la systématisation de la synthèse 

de lois commande découplantes d’une classe des systèmes non linéaires de dimension finie 

[Boubaker, 2004] [Boubaker, 2005]. Les résultats assez génériques établis concernent aussi 

une classe particulière des systèmes non linéaires caractérisée par des couplages en forme de 

multiplicités entre les variables de commande.  

 

Nous discuterons enfin dans ces deux cas les avantages ainsi que les verrous auxquelles nous 

sommes confrontés dans l’applicabilité de ces nouveaux résultats.  

 

1.2.  CONTRIBUTION AU DECOUPLAGE DES SYSTEMES NON LINEAIRES DE DIMENSION INFINIE 

 

Les systèmes de dimension infinie sont des systèmes qui sont modélisés par des équations aux 

dérivés partielles ou des équations integro -différentielles dont les variables dépendent du 

temps et de l’espace [Taylor, 1996]. L'étude de tels modèles date au moins des années 60 

alors que le problème de la commande de tels systèmes commence à peine d’être posé. 
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1.2.1.  COMMANDE DES SYSTEMES DE DIMENSION INFINIE 

 

La commande des systèmes de dimension infinie est un problème  très complexe. Les premiers 

travaux à ce propos datent à peine des années 90. En effet, La méthode des caractéristiques 

qui a été décrite dans le livre d'Arnold [Arnold, 1983] et qui propose de transformer le modèle 

de dimension infinie en un ensemble fini d’équations différentielles ordinaires a été 

initialement appliquée pour synthétiser une commande par mode glissant par Sira-Ramirez 

[Sira-Ramirez, 1989] et puis par Hanczyc & Palazoglu [Hanczyc et Palazoðlu, 1995]. Cette 

technique est restreinte aux systèmes de type  hyperbolique et à quelques systèmes de type 

parabolique.  

 

La méthode de collocation orthogonale présentée dans le livre de Michelsen [Villadsen et 

Michelsen, 1978] a été appliquée pour rapprocher les équations aux dérivées partielles par des 

équations aux dérivées ordinaires dans l’objectif de concevoir des lois de commande de type 

adaptative [Dochain et al., 1992] et des lois de commande en mode glissant [Boubaker et al., 

2001].  

 

Une approche de type géométrique a été récemment proposée par [Christofides et Daoutidis, 

1996]. Celle ci introduit le concept d’indice caractéristique pour faire la synthèse par retour 

d’état des systèmes à paramètres distribués.  

 

Une approche qui a été proposée la même année par [Hanczyc et Palazoðlu, 1996] utilise la 

notion des groupes de symétries. La plus part des concepts utilisés dans ce sens sont donnés 

dans le livre d’Olver [Olver, 1995]. Un groupe de symétrie est une entité qui transforme les 

solutions d’un système en d’autres solutions. La transformation agit sur les variables 

indépendantes du système. Les groupes de symétries sont utilisés pour déterminer le groupe 

de solutions explicites invariantes qui ont moins de variables indépendantes que le système 

original. L'intérêt de cette méthode se trouve dans la disponibilité d'outils numériques 

explicites pour déterminer les symétries.  
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En partant de l’idée des groupes de symétrie, [Palazoglu et Karakas, 2000] ont généralisé très 

récemment la notion d'invariants pour fournir une structure pour une loi de commande à 

paramètres distribués. La contribution d'une telle approche est l'extension d'expression 

quantitative généralisée de stabilité pour tous les systèmes non- linéaire de dimension infinie.  

Il est important de noter que toutes les méthodes précitées ont été appliquées pour dériver des 

contrôleurs de type monovariable. Lorsqu’il s’agit d’un problème de commande multivariable 

où les conditions aux limites doivent être considérées comme des variables de commande le 

problème devient plus complexe. Notre principale contribution, après la thèse réside dans la 

conception et la généralisation de ce type de contrôleurs multivariables.  

 

1.2.2. POURQUOI LA COMMANDE A STRUCTURE VARIABLE ? 

 

Il était souvent question de justifier l’utilisation de la théorie des systèmes à structure variable  

pour les systèmes de dimension infinie. Rappelons tout abord que cette théorie a été 

initialement introduite en Ex-Union soviétique par le professeur russe Emelyanov. 

[Emelyanov, 1967].  Elle a été essentiellement développée grâce aux travaux du 

mathématicien russe Filippov , [Fillipov, 1961] sur les équations différentielles ordinaires à 

second membre discontinu. Le développement de la théorie des systèmes à structure variable 

débouche sur une bibliographie abondante. Les livres  d’Emelyanov [Emelyanov, 1967], 

d’Itkis [Itkis, 1976], d’Utkin [Utkin, 1977, 1992],  de Buhler [Bühler, 1986]  , de Slotine  

[Slotine et Li, 1991] , les volumes  de Young [Young, 1993]  et les surveys d’Utkin [Utkin, 

1978], [Utkin, 1983], [Utkin, 1987],  de Decarlo [DeCarlo et al., 1988] et de Hung [Hung et 

al., 1993]  révèlent la richesse, le développement et la maturité de cette théorie.  

 

Le principe de base d’un système à structure variable consiste à amener le point représentatif 

de l’évolution du système sur une hyper-surface de l’espace grâce à une loi de commande 

d’état discontinue. Le système est dit alors en régime glissant lorsque ce point évolue sur cette 

hyper-surface, dite surface de glissement. Sur cette hyper-surface le système est de dimension 

réduite, son comportement ne dépend plus que de la dynamique de la surface de glissement; il 

devient donc insensible aux erreurs de modélisation, aux variations paramétriques et aux 

perturbations extérieures.  
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La théorie des systèmes à structure variable repose donc sur une approche géométrique : c’est 

la raison pour laquelle elle est largement utilisée pour la commande des systèmes de 

dimension infinie. De plus elle a gagné une popularité certaine grâce à sa maturité, sa 

simplicité et sa propriété de robustesse. Son application reste encore un thème ouvert à la 

recherche pour les systèmes de dimension infinie.  

 

1.2.3. PROPOSITION D’UN MODELE GENERIQUE 

 

 La première contribution de ce travail consiste à montrer qu’il est possible de conserver la 

nature distribuée du système et de concevoir des lois de commande robustes stabilisantes sur 

la base des modèles de dimension infinie de manière à conserver les propriétés dynamiques 

du système. Pour atteindre cet objectif, on considère la classe des systèmes non-linéaires 

spatio-temporels récemment proposée dans [Boubaker & Babary, 2003] qui présentent un 

grand nombre de processus. La plupart de ces processus sont concernés par des variables 

d’entrées appliquées aux conditions aux limites et sont représentés par le système d’équations 

aux dérivées partielles non- linéaires suivant : 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] L
T

k

i
ii

zztzXtzXtzX

kitzXh
z

tzX
tu

t
tzX

≤<=

=+
∂

∂
−=

∂
∂

0,,,

,,1,,
,,

1

1

L

L
                                                         (1.1)  

où t est la variable temporelle définie sur ℜ⊂T  et z est la variable spatiale définie sur 

[ ] ℜ⊂Lz0 .  ( )tu1  étant la variable d’entrée et ( )tzXh i ,,  sont des fonctions non linéaires 

des variables d’états ( )tzX i ,  définies sur les domaines temporel et spatial avec les conditions 

initiales suivantes :  

( ) ( ) kizXtzX ii ,,1,, 0,0 L==                                                                                          (1.2) 

et les conditions aux limites : 

( ) ( ) kitXtz inii ,,1,,0 , L===Χ                                                                                          (1.3) 
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1.2.4. CONTRIBUTION A LA COMMANDE MONOVARIABLE 

 

L'objectif est la conception d'un contrôleur monovariable à structure variable basé sur le 

modèle de dimension infinie représenté par équation (1.1) à (1.3). Le problème de commande 

est formulé sous les hypothèses suivantes:  

A1: La variable de commande est la variable d’entrée ( )tu1  indépendante de la variable 

spatiale z. 

A2: La variable de sortie à contrôler est:  

( ) ( )
[ ]k

T

L
T

L

CCC

tzzXCtzzY

L1

,,

=

===
           

A3: La surface de glissement appropriée est définie par la différence entre la sortie du modèle 

et la sortie du système  yd supposée constante: 

( ) dL yyX −=σ       

où 

( )tzzYy LL ,==  

 

Théorème  : [Boubaker et Babary, 2003]  

                                                 

Considérons le système à paramètres distribués (1.1) associé aux conditions initiales (1.2) et 

la limite condition aux limites (1.3). Si les hypothèses A1 à A3 sont satisfaites et quelle que 

soit une constante définie positive M , la condition de glissement:  

( ) ( )( )XMsignX σ−=σ&  

est satisfaite en appliquant la loi de commande suivante: 

( )
( ) ( )( )

Lzz

i
k

i
i

Li

k

i
i

z
X

C

XMsigntzzXhC
tu

==

=

∂
∂

σ+=
=

∑

∑

1

1
1

,,
 

 

Démonstration 

Si l’hypothèse A3 est vérifiée alors: 

( )
dt

dy
yy

dt
d L

dL =−=σ
•
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Considérons l’hypothèse A2, Ly  peut être exprimée comme suit: 

( )tzzXCy Li

k

i
iL ,

1

== ∑
=

                                           

Par combinaison des différentes équations de (1.1) et dérivation de la sortie, la dynamique de 

la sortie contrôlée est donnée par:  

( ) ( )tzzXhC
z

X
Ctu

dt
dy

Li

k

i
i

zz

i
k

i
i

L

L

,,
11

1 =+
∂

∂
−= ∑∑

===

     

Substituons la variable de commande 1u  dans l’expression précédente, la condition 

d’attraction à la surface de glissement : 

( ) ( )( )XMsign
dt

dy
X L σσ −==&     

est toujours vérifiée.      

     

1.2.5. CONTRIBUTION A LA COMMANDE MULTIVARIABLE 

 

L'objectif consiste à la conception d’un contrôleur à structure variable basé sur le modèle à 

paramètres distribués représenté par les équations (1.1) à (1.3). Le problème de commande est 

formulé sous les hypothèses suivantes:  

A4: Les variables de commande sont la variable ( )tu1  et ( )1−k  variables de commande 

( ) [ ],,,1,, kbXtu inbi L∈=  parmi k conditions aux limites du modèle représenté par les 

équations (1.1) to (1.3) . Les variables d’entrée ( ) inbi Xtu ,=  sont supposées agir aux 

conditions aux limites.  

A5: Les k variables de sortie  
iLy  ( )ki ,,1L=  à réguler aux valeurs désirées idy  à  Lzz =  sont 

définies par: 

( ) ( )
[ ]iki

T
i

L
T

iLiL

CCC

kitzzXCtzzYy
i

L1

,...,1,,,

=

=====
      

A6: Les  k surfaces de glissement appropriées sont découplées et définies par la différence 

entre la sortie du modèle 
iLy  et les k valeurs désirés des sorties 

idy : 

( ) kiyyX idiLi ,...,1, =−=σ  
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où 

( ) kitzzYy LiiL ,,1,, L===  

A7: En utilisant la méthode de collocation orthogonale ou la méthode des différences finies 

[Boubaker et al., 2001] les dérives spatiales peuvent être approximées comme suit: 

( ) ( ) kiXbtzzX
z

tzX
iniiniLi

zz

i

L

,...,1,,
,

,, =+=∆=
=∂

∂
     

 

Théorème   [Boubaker et Babary, 2003] 

                                                 

Considérons le système à paramètres distribués (1.1) associé aux conditions initiales (1.2) et 

la limite condition aux limites (1.3). Si les hypothèses A4 à  A7 sont satisfaites et quel que 

soient k constantes définies positives Mi, les k  conditions de glissement sont données par: 

( ) ( )( ) kiXsignMX iii ,,1, L& =−= σσ  sont satisfaites en appliquant les lois de commande 

suivantes :   

                                 ( )
( ) ( )( )

Lzz

j
k

j
j

Lj

k

j
j

z

X
C

XsignMzztXhC

tu

==

=

∂
∂

σ+=
=

∑

∑

1
1

11
1

1

1

,,

 

et 

 

( )
( ) ( )

( )
( )( )

( )
],...,1[,,...,1

,,,

,1,1

1

,

1

1

1

kbki

bCtu
XsignM

bCtu

zztXhC

bC

tzzXC
z

X
C

z

X
C

tu
inbib

ii

inbib

Lj

k

j
ij

inbib

Lbib
zz

i
k

b
ij

zz

j
b

j
ij

i
LL

∈=

σ
+

=
+









=∆+

∂
∂

+
∂

∂

−=
∑∑∑

==+=

−

=

 

Démonstration 

A partir de l’hypothèse A5, iLy  peut être exprimée comme suit: 

( ) kitzzXCy Lj

k

j
ijLi

,...,1,,
1

=== ∑
=

 

Si l’hypothèse A6 est satisfaite alors  

( )( ) kiXsignM
dt

dy
ii

L i ,...,1, =−= σ  
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Par combinaison des différentes équations du système (1.1) et par dérivation de l’équation de 

sortie, la dynamique de la sortie contrôlée est donnée par : 

( ) ( ) kitzzXhC
z

X
Ctu

dt

dy
Lj

k

j
ij

zz

j
k

j
ij

L

L

i ,...,1,,,
11

1 ==+−= ∑∑
=== ∂

∂
 

ce qui peut s’exprimer par : 

( ) ( ) ( )

],...,1[,,...,1

,,,
1

1
1

1

1
1

kbki

tzzXhC
z

X
Ctu

z

X
C

z

X
Ctu

dt

dy
Lj

k

j
ij

zz

b
ib

zz

j
k

b
ij

zz

j
b

j
ij

L

LLL

i

∈=

=+−







+−= ∑∑∑

===+=

−

= ∂
∂

∂
∂

∂
∂

 

Considérons l’hypothèse A7, la dynamique de la sortie contrôlée peut s’exprimer par : 

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ],...,1[,,...,1,,,

,

1

,,1
1

1

1
1

kbkizztXhC

XbtzzXCtu
z

X
C

z

X
Ctu

dt

dy

Lj

k

j
ij

inbinbLbib
zz

j
k

b
ij

zz

j
b

j
ij

L

LL

i

∈==+

+=∆−







+−=

∑

∑∑

=

=+=

−

= ∂
∂

∂
∂

 

Par substitution des variables de commande ( ) [ ]),,1,,...,1( kbkitu i L∈=  dans 

l’expression précédente, la condition d’attraction: 

( ) ( )( ) kiXsignMX iii ,...,1, =−= σσ&  

est toujours vérifiée. 

 

1. 2.6.  PREUVE DE STABILITE 

 

La commande à structure variable de dimension infinie proposée doit être conçue en deux 

étapes. La première étape consiste à choisir m surfaces de glissement de dimension infinie 

( )kXXX ,,, 21 Lσ  selon lesquelles le système doit avoir une dynamique désirée. m étant la 

dimension du vecteur de commande. La seconde étape consiste à concevoir une loi de 

commande qui contraint chaque état du système  ( ) kitzX i ,,1,, L=  à rattraper la surface de 

glissement en un temps fini. La commande à structure variable de dimension infinie est par 

suite globalement asymptotiquement stable. ( )kXXX ,,, 21 Lσ  est appelée surface de 

glissement et la condition sous laquelle l’état rattrape la surface de glissement est appelée 

condition d’attraction.  
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L'étude du problème de la stabilité du point de vue classique et qui implique à trouver la 

solution du système différentiel ne peut être considérée. Le problème de la stabilité peut être 

étudié en utilisant le deuxième méthode Lyapunov ou en montrant le principe de l’attractivité 

du point de fonctionnement  à la surface de glissement [Boubaker et Babary, 2003].  

 

La méthode de Lyapunov consiste à déterminer une fonction de Lyapunov dont la dérivée est 

de signe opposé par rapport à la fonction proposée. [Palazoðlu et Karakas, 2000] proposent 

pour montrer la stabilité dans le cas d’une commande monovariable une fonction de 

Lyapunov vérifiant: 

0, <λλ=
•

VV   

La systématisation dans le cas des systèmes multivariables est difficile. Nous proposons donc   

d’utiliser la loi d’atteignabilité proposée par  [Gao et Hung, 1993] au cas de la commande des 

systèmes décrits par [Boubaker et Babary, 2003] telles que  on impose les conditions 

( ) ( )kk XXXMsignXXX ,,,,,, 2121 LL& σσ −=   

qui ont la particularité de spécifier au même temps les dynamiques des m fonctions de 

commutation  et les conditions de glissement. La stabilité est donc garantie pendant les deux 

phases d’attractivité et de glissement ce qui engendre une réponse plus rapide et plus robuste.  

 

1.3. CONTRIBUTION AU DECOUPLAGE DES SYSTEMES NON LINEAIRES DE DIMENSION FINIE 

 

Dans cette partie, la systématisation de la synthèse de lois de commande découplées pour une 

classe des systèmes non linéaires sera développée.  

 

1.3.1. PROPOSITION D’UN MODELE GENERIQUE 

 

Considérons la classe particulière des systèmes non linéaires décrits par la forme canonique 

non standard récemment proposée dans [Boubaker, 2004] puis simplifiée dans [Boubaker, 

2005] par:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) pitwtutwtg
dt

tdy
iiiii

ic ,,1ˆˆ, L=γ+ξγ−ξ=                                                            (1.9) 
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où [ ]Tpccc yyy ,1, L=  est le vecteur de sortie, [ ]Tpuuu L1= et ( )tw  sont 

respectivement )1( +p  variables d’entrée. ig  sont des fonctions non linéaires définies par (2) 

et iγ sont des constantes connues.  

 

Le model (1.9) expose trois caractéristiques importantes: 

§ des non linéarités correspondantes aux fonctions ( )ξ̂ig  

§ des multiplicités entre les variables d’entrées exprimées par les termes ( ) ( )twtu iiγ   

§ des multiplicités entre états et variables d’entrées exprimées par les termes ( ) ( )twtiiξγ ˆ   

 

1.3.2. SYSTEMATISATION DE LA SYNTHESE DE LO IS DE COMMANDE 

 

Le problème de commande est formulé sous les hypothèses suivantes: 

1A : Les ( )1+p  variables d’entrées sont supposées des fonctions continues et bornées telles 

que :  





<<

=<<

max

max,

0

,,10

ww

piuu ii L
 

où max,iu  et maxw  définissent les bornes respectives de  ( )piui ,,1L=  et w . 

 2A : Les variables de sortie icy ,  ( )pi ,,1 L=  à réguler aux valeurs désirées idy ,  sont toujours 

bornées telles que [ ]+−∈ iiic yyy ,,  .    

3A : Toutes les variables d’état sont supposées mesurables par des capteurs physiques ou des 

capteurs logiciels.  

4A : Les ( )κ−n  dynamiques internes du système sont au moins stables [Isodori, 1995]. 

 

Théorème   [Boubaker, 2005]                                         

Considérons le système non linéaire (1.9). Si les hypothèses 1A  à 4A  sont vérifiées et quelles 

que soient les conditions: 

( ) piyyhQ
dt

dy
idicii

ic ,,1,,
, L=−−=                                                                                   (1.10) 
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sont satisfaites quels que soient iQ  des constantes définies positives et ih  des fonctions 

scalaires  vérifiant les conditions ( ) 00 =ih , ( ) 0)( ,, >−− diicidiic yyhyy   avec 0,, ≠− idic yy , le 

système (1.9) est asymptotiquement stable et la sortie icy ,  attrape sa valeur désirée idy ,  en 

appliquant le vecteur de commande auxiliaire [ ]TpUUU L1=  définis par: 














=

=

=

∑

∑

=

=

p

i
i

i
ii

p

i
i

tU

tU
uu

tUtw

pipour

1

max,

1

)(

)(

)()(

,,1L

                                                                                                          (1.11) 

où 

BAU 1−=                                                                                                                             (1.12)                                                                                                                                                            

[ ] pp

pj
piijaA ×

≤≤
≤≤ ℜ∈=

1
1 , [ ] 1

1
×

≤≤ ℜ∈= p
piibB  sont respectivement définis par leurs blocs scalaires 

suivants pour pi ,,1L=  : 

( )
( )

( ) ( )ξ−−−=

=γ+ξγ−=

≠ξγ=

ˆ

,ˆ

ˆ

,,

max,,

,

iidiciii

iiiiji

iiji

gyyhQb

jiuta

jita

                                                                                            (1.13) 

                                                                          

Démonstration 

Pour prouver la régulation des sorties aux va leurs désirées  sous les contrôleurs (1.11), 

considérons la relation (1.9) sous (1.10),  (1.11) et (1.12) ce qui permet d’écrire :  

( ) ( ) ( ) ∑
∑

∑
=

=

=
γ+ξγ−ξ=

p

i
ip

i
i

i
ii

p

i
iiii

ic tU
tU

tU
utUtg

dt

tdy

1

1

max,
1

, )(
)(

)(
)(ˆˆ  

qui peut se simplifier comme suit: 

( ) ( ) ( ) )()(ˆˆ
max,

1

, tUutUtg
dt

tdy
iii

p

i
iiii

ic γ+ξγ−ξ= ∑
=

 

Isoler les termes iU  donne: 

( ) ( ) ( ) )()()(ˆˆ
max,

1

1

1

, tUutUtUUtg
dt

tdy
iii

p

k
i

k

i
iiiii

ic γ+





++ξγ−ξ= ∑∑

+

−

=
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En groupant les termes iU  , la dynamique de la sortie est exprimée par : 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] )(ˆ)()(ˆˆ
max,

1

1

1

, tUuttUtUtg
dt

tdy
iiiii

p

k
i

k

i
iiii

ic γ+ξγ−+





+ξγ−ξ= ∑∑

+

−

=

 

Imposons la dynamique (1.10) aux sorties implique l’égalité suivante:  

( ) ( )[ ] ( ) ( )idiciiiiiiii

p

k
i

k

i
iii yyhQgtUuttUtUt ,,max,

1

1

1

ˆ)(ˆ)()(ˆ −−=ξ+γ+ξγ−+





+ξγ− ∑∑

+

−

=

 

En écrivant la dernière expression en une forme matricielle donne : 

( ) 0det,1 ≠= − ABAU  

où A et B sont donnés par (1.13). 

 

1.3.3. PREUVE DE STABILITE 

 

L'idée clé pour prouver la stabilité du système (1.9) sous la condition (1.10) donné par le 

théorème est de décomposer le système global en deux sous-systèmes: un commandable et 

l'autre au moins stable.  

Pour prouver la stabilité du premier sous-système, on choisit les candidates de Lyapunov 

définies positives suivantes:  

( ) piyyV idici ,,12
,, L=−=   

dont les dérivées sont données par : 

( ) pi
dt

dy
yyV ic

idici ,,12 ,
,, L=−=

•

 

Celles ci peuvent s’écrire comme suit 

( ) ( ) piyyhyyQV idiciidicii ,,12 ,,,, L=−−−=
•

 

et sont toujours négatives. La stabilité est toujours vérifiée pour le premier sous-système et 

par suite pour le système global.  
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1.4. CONCLUSIONS ET PROSPECTIVES  

 

Les résultats que nous avons développés dans le cadre des travaux de la thèse, ont permis dans 

un premier temps d’approcher des systèmes non linéaires de dimension infinie par des 

modèles non linéaires de dimension finie puis proposer dans un second temps des versions 

améliorées de lois de commande à structure variable [Boubaker et al., 1998]. Les lois de 

commande synthétisées ont été validées sur un modèle d’un processus réel de traitement des 

eaux potables [Boubaker et Babary, 1999]. Des extensions au cas multivariable basés sur des 

modèles réduits ont été enfin proposées dans [Boubaker et al., 2001]. 

 

Depuis, Nous avons commencé à réaliser qu’il serait difficile de croire qu’il est possible 

conserver les propriétés dynamiques des systèmes non linéaires de dimension infinie ou 

même de dimension finie par des techniques de réduction de l’ordre. Nous avons même 

montré les inconvénients de la réduction des modèles non linéaires à travers des résultats de 

simulation [Cherif et Boubaker, 2003], [Boubaker et Cherif, 2004]. Nous avons justifié les 

problèmes rencontrés  par la possibilité de la présence de dynamiques internes instables 

(équivalentes aux zéros instables dans le cas linéaire monovariable). Des discussions sur ces 

propos sont fournies dans [Boubaker, 2005]. Plus de détails sont exposés dans [Hannu et al., 

2003] [Joshua et al., 2002], [Kolavennu  et al., 2001] [Michael et al., 1991] [Wei, 1999]. 

 

Pour une classe particulière de systèmes non linéaires caractérisés par des multiplicités entre 

les variables de commande, nous avons développé une approche assez originale permettant de 

synthétiser des lois de commande multivariables découplées dans le cas des systèmes non 

linéaires de dimension infinie [Boubaker et Babary, 2003] et dans le cas de dimension finie 

[Boubaker, 2005]. L’intérêt de telles approches est la systématisation de la synthèse proposée 

et la preuve de stabilité fournie. De plus dans le cas des systèmes de dimension infinie, les lois 

de commande sont basées sur les modèles non réduits par des techniques d’approximation. Il 

faut cependant avouer que le verrou essentiel de ces approches est la manifestation des 

problèmes de poursuite dans le cas où le système pourrait présenter des dynamiques internes 

instables. 
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Parmi nos prospectives sur cet axe de recherche, nous envisageons étendre nos travaux à la 

synthèse de lois de commande multivariables des systèmes non linéaires plats [Fliess et al., 

1992] [Fliess et al., 1995]. Notons qu’un état de l’art de cette approche a été présenté 

récemment dans [Lévine, 2004a] où plusieurs contributions dans ce domaine ont été révisées 

et des exemples de systèmes de dimension finie ont été développés pour mettre le point sur 

l’intérêt de cette approche. Rappelons que les aspects théoriques de cette approche ont été 

récemment évoqués dans [Fliess et al., 1999], [Levine et Nguyn, 2003], [Lévine, 2004a] 

[Lévine, 2004b]. Cette approche a été généralisée au cas des systèmes de dimension infinie 

dans [Roudolph, 2003] [Roudolph et al., 2003]. Des applications dans le cas des systèmes de 

dimension infinie sont décrites dans [Fliess et al., 1999] [Fleck et al., 2004][Ratering et 

Eberrhard, 2004]. Le principal aspect qui motive notre intérêt est le suivant : alors que pour 

les systèmes de dimension finie aucune méthode générique n’existe pour justifier de la 

platitude ou la non platitude d’un système non linéaire, de très récents résultats sont parus 

pour prouver la platitude ou la non platitude des systèmes décrits par des équations 

différentielles partielles [Lynch et Rudolph, 2000] [Petit et Rouchon, 2001] [Meurer et Zeitz, 

2004].  

 

Nous envisageons aussi tenter d’étendre la théorie de Lyapunov au cas des systèmes de 

dimension infinie. Il s’agit d’un problème plus complexe mais pour lequel on peut penser que 

les résultats sont susceptibles de développements et d’extension. Les plus rares travaux qui 

ont traité ce problème sont ceux de [Coron et al., 2002], [Coron et al., 2004]. Ces résultats 

sont en relation avec des systèmes de type hyperbolique conservatifs d’ordre deux avec du 

contrôle aux frontières. Une application concernant ce résultat est donnée dans [Helleux et al., 

2003] dans le cas de la régulation et du flux dans un bief de canal horizontal. L’idée de la 

résolution des Inégalités matricielles non linéaires de dimension finie ou mieux encore de 

dimension infinie pourrait s’avérer une solution très efficace à ce problème très complexe. 

 

Dans le chapitre suivant sera développée le second axe de recherche pour lequel une approche 

différente de celle exposé dans ce chapitre sera développé pour la synthèse de lois de 

commande des systèmes non linéaires. Il s’agit plutôt d’approcher les systèmes non linéaires 
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par des systèmes linéaires par morceaux et d’appliquer un séquencement robuste au modèle 

obtenu.  
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2.1. INTRODUCTION 

 

L’analyse des systèmes non linéaires a été toujours considérée comme une tache délicate ce 

qui justifie le recours incessant aux techniques linéaristes de modélisation des systèmes non 

linéaires. En effet, la linéarisation des systèmes non linéaires permet de profiter de la richesse 

et la maturité de la théorie des systèmes linéaires. Cependant, il est clair que la technique de 

linéarisation autour d’un point d’équilibre est une approche d’approximation locale. Elle 

présente des handicaps gênants et s'avère insuffisante du fait qu'elle néglige l'évolution des 

états d'équilibre en écrasant les non- linéarités. Récemment, la modélisation des systèmes non 

linéaires a été orientée vers des approches linéaires par morceaux ce qui permet en général de 

tenir compte de la variation des points d’équilibre dans un domaine plus étendu.  

 

Une solution prometteuse qui permet de s’affranchir des problèmes des approximations 

locales est d’approcher les systèmes non linéaires par un ensemble de morceaux linéaires qui 

sont capables de mieux décrire le comportement des systèmes non linéaires dans la totalité de 

leur espace admissible d’état. Cette philosophie s’appuie sur le formalisme des formes 

canoniques linéaires par morceaux (CPWL) qui a été initialement introduit par les 

mathématiciens [Chua et Kang, 1977], [Kang et Chua, 1978] pour représenter par une formule 

compacte avec un nombre minimal de paramètres toutes  les fonctions linéaires par morceaux 

(PWL). Cette contribution a non seulement des retombées dans le domaine des systèmes 

linéaires mais elle a permis aussi un développement très important dans le domaine des 

systèmes non linéaires. L’utilisation des CPWL pour l’approximation des systèmes non 

linéaires a été initialement proposée par [Chua et Ying, 1983], [Chua et Deng, 1986], [Chua et 

Deng, 1988]. Néanmoins, cette approche était entravée par certaines limitations. Son majeur 

handicap était marqué par le fait que les CPWL n’étaient capables de représenter que des 

fonctions non linéaires de IRn dans IR. Une version plus généralisée a été récemment  

proposée par Juliân [Juliân, 1999], [Juliân et al., 1999] et a permis de déterminer une forme 

canonique linéaire par morceaux de haut niveau (HL-CPWL) approximation d’une fonction 

non linéaire de IRn dans IRm. Les fonctions  proposées sont définies par les hyper rectangles 

nIRS ⊂  définis par: 

 { }nixxxIRxS iii
n

i ,...,2,1,: =≤≤∈=                                                                            (2.1) 
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Chaque composante ix  du domaine  S  peut être divisée en im  intervalles qui définit ∏ =

n

i im
1

 

hyper rectangles contenant ∏ =
+= n

i imN
1

)1(  frontières.  

Dans chaque hyper rectangle, une partition simpliciale ,S  sera ensuite définie par un produit 

pondéré par N  fonctions génératrices avec des pondérations .w   Plusieurs choix sont 

possibles pour les fonctions génératrices [Chien et Kuh, 1977]. Les pondérations w  peuvent 

être déterminées en utilisant des critères d’optimisation de l’erreur de type 2H  ou ∞H   [Lin 

et al., 1994], [Storace et al., 2002], [Storace et al., 2003]. La forme obtenue dans ce cas n’est 

généralement pas explicite et présente des problèmes pour l’analyse et la commande. Une 

opération de reconstitution permet en général d’obtenir un modèle plus explicite décrit par la 

représentation suivante [Sontag, 1981] [Njal et al.,1995] : 







=
++=

•

Cxy

BuaxAx ii                                                                                                               (2.2) 

où iXx∈  et iX  est la  ième région de la répartition, nn
i IRA ×∈  et n

i IRa ∈  sont 

respectivement la jacobienne de la  ième région et le vecteur image de l’origine. Un simple 

changement de variable permettrait d’écrire le multimodèle sous la forme :  







=
+=

•

CXY

BuXAX i               (2.3) 

L’originalité de cette approche par rapport aux approches multimodèles déjà proposées par 

des théories heuristiques (logique flou, réseaux de neurones), est qu’elle présente une 

méthodologie claire, concise et systématique pour reconstruire des bases de modèles linéaires 

permettant l’approximation de systèmes non linéaires.  

 

L’analyse de la stabilité et de la stabilisabilité des multimodèles linéaires avaient au début  

engendré des difficultés quant à la garantie de la stabilité globale des modèles locaux. Parmi 

les premières approches proposées, on peut citer les travaux de [Shamma et Athans, 1990], 

[Rugh, 1991] et [Shamma et Athans, 1992]. Une solution particulièrement plus intéressante 

était d’étendre les régions de stabilité par l’usage des outils de programmation convexe 

[Sharuz et Behtash,1992] par des approches quadratiques de résolution d’Inégalités 

Matricielles Linéaires (LMI).  
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2.2. POSITION DU PROBLEME 

 

On considère les systèmes non linéaires de la forme : 

Cxy

Buxfx

=
+= )(

.

                                                                                                             (2.4)                                                       

où ,nIRx ∈  ,mIRu ∈  ,qIRy ∈  mnIRB ×∈  et nqIRC ×∈  sont 

respectivement le vecteur d’état, le vecteur de commande, le vecteur de sortie, la matrice de 

commande et la matrice d’observation.  f  est un vecteur de fonctions non linéaires définies 

de nn IRIRS →⊂ . Notons qu’il est possible de considérer sans diminution de généralité que 

ces fonctions forment un ensemble de n  fonctions indépendantes de IRn dans IR  définis 

par [Kahlert et Chua, 1992] : 

,

)(

)(

)(

))((

1





















=

xh

xh

xh

txf

n

k

M

M

                                                                                                                 (2.5)        

les fonctions ih   sont définis de IRIR n →   soit par : 

n
iii IRGxGxh ×∈= 1,)(                                                                                                          (2.6) 

soit par : 

)()( 1zhxGxh iiiii +=                                                                                                (2.7)                                                                      

où     

- Si ih  est une non-linéarité mono-argument, kxz =1  ( IRz ∈1 )              

-Si  ih  est une non-linéarité bi-argument, T
lk xxz ][1 = ( 2

1 IRz ∈ )  

On se limitera dans ce document au cas des non linéarités à bi-argument mais il sera possible 

d’étendre le problème au cas multi-argument. Pour plus de détails à ce propos se référer à 

[juliân et al., 1999].  L’objectif est de proposer une base de modèles linéaires de la forme 

(2.3) par approximation du vecteur des fonctions non linéaires (2.7). 
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2.3. DEFINITIONS ET PRELIMINAIRES  

2.3.1. FONCTIONS PWLS ET CPWLS 

 

Une  fonction P W Lf  définie de mn IRIRS a⊂  où S est un domaine compact, est dite 

linéaire par morceaux (PWL) si et seulement si, les conditions suivantes sont satisfaites [Chua 

et Kang, 1977]  : 

§ Le domaine S correspond à un nombre fini N de régions polyhédrales non vides 

φ≠)( iR  telles que ,)()2()1( NRRRS ∪∪∪= L    et par un ensemble fini 

de frontières H , { }NiSHH i ...1, =⊂=  telles que chaque frontière de région 

est un hyperplan de dimension (n-1) défini par : 

{ }0)(: =β−α=π∈= i
T

ii
n

i xxIRxH  avec n
i IR∈α , IRi ∈β  '..1 Ni =∀   

§ L’expression  f P W L  est donnée sous forme de restriction )()( xf i  valide dans une région  

telle que :  

,)()(
ii

i bxaxf += )( iRx∈∀                                                                              (2.8)     

où nm
i IRa ×∈  et m

i IRb ∈  sont la matrice Jacobienne de la région )( iR  et 

l’ordonné aux origines. La fonction  f P W L  est  donnée par :  

),()( )( xfxf i
P W L = )( iRx ∈∀                                                                                      (2.9) 

§ f est continue pour chaque frontière entre deux régions, ce qui peut s’exprimer par : 

kkii bxabxa +=+ )()( ki RRx ∩∈∀                                                                              

 

Cette définition n’est pas très explicite [Van Bokhoven, 1981], [juliân,  1999] dans le sens 

qu’elle a besoin de beaucoup plus de paramètres que c’est strictement nécessaire pour 

modéliser une fonction PWL. C’est la raison pour laquelle des représentations canoniques 

linéaires par morceaux (CPWL) ont été introduites. Ces représentations sont donc des formes 

utilitaires exigeant seulement un nombre minimal de paramètres pour représenter une fonction 

PWL.  

Une fonction CPWLf  définie de IRIR n a  est dite canonique linéaire par morceaux 

[Chua et Kang, 1977]  si elle peut être représentée sous la forme suivante : 

∑
σ

=

β−α++=
1

)(
i

i
T

iiCPWL xcBxaxf                                                            (2.10)                                                            
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où ,, n
i IRca ∈ ,1 nIRB ×∈ n

i IR∈α et IRi ∈β   

Cette représentation sera capable de représenter des fonctions non linéaires de IRn dans IRm 

dans le seul cas où les fonctions ont la même logique de variation tout au long du même 

domaine [juliân et al., 1999]. C’est la raison pour laquelle les fonctions canoniques linéaires 

par morceaux de haut niveau (HL-CPWL) ont été introduites. 

 

2.3.2. PARTITION SIMPLICIALE 

 

En extension aux définitions données par [Chien et Kuh, 1977], il possible définir une 

fonction sur un domaine nIRS ⊂  de la forme : 

( ){ }nimxxxIRxS iiiii
n ,...,2,1,: =δ+≤≤∈=                                   (2.11)                                               

où iδ  et im ( +∈ Zm i ) sont respectivement, un pas de grille fixé et un nombre de 

cellules associées avec l’axe ix . Le domaine est divisé en hyper cubes de la 

forme ],0[...],0[],0[ 21 nδ××δ×δ  et chaque hyper-cube est subdivisé en 

simplices limitées par des hyperplans de la forme : 

§  { }0)()(: )( =δ−−=π δ
qqqq

k

q kxxxx qq                                                 

§ { }0))(()()(: ),0(
, =δ−−−−=π δ

jjjjii
k

ji kxxxxxx jj        

§ { }0)())(()(: )0,(
, =−−δ−−=π δ

jjiii
k

ji xxkxxxx ii       

où 

{ },,...,1 nq ∈ { },1,...,1 −∈ qq mk { },1,...,0 −∈ jj mk { },1,...,1 −∈ ii mk  

{ },1,...,1 −∈ ni  { }.,...,1 nij +∈   

Les hyperplans définis précédemment subdivisent le domaine S  en simplices de la 

forme )),...,(( 1 nvvp ∆+δ  où  ),...,( 1 nvv∆  est le simplex tout au long de l’hyper 

cube  .]1,0[ n  avec ),,...( 1 nppp =  }{ ,1,...,0 −∈ jj mp  }{ nj .,,..1∈∀ .  

Formellement, un simplex (ou polytope)  est défini par l’ensemble : 







 µ=∈=∆ ∑

=

n

i
ii

n
n xxIRxxxx

0
10 :),...,,(                                                   (2.12)                     
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où 0,1
0

≥µ=µ∑
=

i

n

i
i  et ix  sont des points dans ,nIR  .,...,2,1 ni =∀   

Exemple :  

L’hyper cube ],0[],0[ 21 δ×δ  dans 2IR  est partitionné en les simplices suivants : 

)),,(),,0(,0( 211 δδδ∆ )).,(),,0(,0( 212 δδδ∆  Le domaine 2IR  partitionné par 

cette méthodologie est illustré sur la figure 2.1. 

 

Figure 2.1. Partition en régions simpliciales du domaine IR2 

2.3.3. APPROXIMATION DES PWLS  PAR DES HL-CPWLS 

Il est possible de représenter toute fonction PWL sur un domaine compact  par la forme :  

)()( xWxf T
P W LCP Φ=−                                                                                                          (2.13)   

où TT

n

TT WWWW ],...,,[ 10=  un ensemble de vecteurs poids associés tel que : 

,1ΓΛ= −W                                                                                                                            (2.14) 

où  





















ΦΦ

ΦΦ

=Λ

)(...)(

...

.

.
.

.

.
)(...)(

0

000

n
S

Tnn
S

T

S
Tn

S
T

VV

VV

                                                                                 

et  





















=Γ

)(

)(

)(
1

0

n
S

S

S

Vf

Vf

Vf

M
                        

L’ensemble SV  est l’ensemble de tous les sommets des simplex contenus dans S  dénoté 
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 { }n

SSS VVV ,...,0=  et organisé selon la démarche exposée dans [Julian et al., 1999]. 

L’ensemble SV  joue un rôle très important du fait que les valeurs de la fonction aux sommets 

de SV  constituent toute l’information nécessaire pour caractériser toute fonction PWL. Les  

Φi  forment la forme vectorielle rangée : 

TT

S
nT

S

T

SS ],...,,[ 10 ΦΦΦ=Φ                                                                                                (2.15)                                                                                              

construite selon la stratégie de construction exposée dans  [Julian et al., 1999]. La fonction 

génératrice utilisée est de la forme: 

( )2121212121 4
1

),( ffffffffff +−−+−++−−+−=γ                                                                                                                  

                                                                                                                                             (2.16) 

où 21 fetf  sont deux fonctions réelles. Une résolution de cette dernière formule 

est donnée par: 










<<

<<

<<

=

000

0

0

),(

21

122

211

21

foufsi

ffsif

ffsif

ffγ                                                                               (2.17) 

avec la considération des notations suivantes: 

,)( 11

0

ff =γ ,  

),,()( 111
1 fff γγ =   

),(),( 2121
2 ffff γγ =  

)),...,(,(),...,( 2
1

11 k
k

k
k fffff −= γγγ ,  ,,...,2,1 nk =                                        

Application 1: 

On désire déterminer une fonction HL-CPWL  de la  fonction PWL  définie par : 




















∈∈−








∈∈






−

∈∈







−

∈∈+





−−

=

]2,1[]2,1[2]11[

]2,1[]1,0[]11[

]1,0[]2,1[]11[

]1,0[]1,0[2]11[

),(

21
2

1

21
2

1

21
2

1

21
2

1

21

xetxsi
x

x

xetxsi
x

x

xetxsi
x

x

xetxsi
x

x

xxf    
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sur  { }2,1,20:2 =≤≤∈= ixIRxS i  . L’ensemble des sommets sur le domaine S  avec les pas 

de grille 21 δδ et  est donné sous forme des classes suivantes : 

§  Classe :0
sV { })0,0(  

§ Classe 1
SV  : { })2,0(),1,0(),0,2(),0,1(    

§ Classe 2
SV  : { })2,2(),1,2(),2,1(),1,1(  

L’ensemble de sommets est donc donné par : 

:SV { })2,2(),1,2(),2,1(),1,1(),2,0(),1,0(),0,2(),0,1(),0,0(  

Le vecteur B (ordonnés des différents sommets) est donné  par : 

[ ] TTfffffffff ]211021212[)2,2(),1,2(),2,1(),1,1(),2,0(),1,0(),0,2(),0,1(),0,0( ==Γ
La configuration de la limite simpliciale HS est définie par l’ensemble des hyperplans : 

§  { }01)(: 1
)1(

1 =−=π xxx  

  { }01)(: 2
)1(

2 =−=π xxx  

§  { }0)(: 21
)0,0(,

2,1 =−=π − xxxx  

 { }0)1()(: 21
)1,0(,

2,1 =−−=π − xxxx  

§ { }0)1()(: 21
)0,1(,

2,1 =−−=π − xxxx  

Les fonctions génératrices correspondantes sont: 

§ ]1)1([ 00 =γ=Φ S  

§  [ ])(),(),(),( )1(
2

1)0(
2

1)1(
1

1)0(
1

11 πγπγπγπγ=Φ S                                                  

§ [ ]),(),,(),,(),,( )1(
2

)1(
1

2)0(
2

)1(
1

2)1(
2

)0(
1

2)0(
2

)0(
1

22 ππγππγππγππγ=Φ S

 

Le vecteur W  obtenu par résolution de l’équation (2.14) est: 
TW ]000021212[ −−=  

et enfin la fonction PWL peut être représentée sous la forme HL-CPWL suivante : 

−−−γ+γ−= )1,1(2),(2),( 111121 xxxxxxf )1,1(2),( 2222 −−γ+γ xxxx  

La représentation graphique de cette dernière fonction  est donnée sur la figure 2.2. 
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Figure 2.2 : Approximation de f(x1,x2) 

 

2.4. APPROXIMATION DES FONCTIONS NON LINEAIRES  PAR MORCEAUX 

 

Soit l'ensemble fini de points de mesures : 

{ }NxxxX ,...,, 21=                                              

où Sxi ∈ , .,....,1 Ni =  et soit :  

{ }yyyF N,...,,21=                                                                                                                 (2.18)                                               

avec 

 yxf i
i =)(                      (2.19) 

Une fonction  HL-CPWL est alors proposée pour approcher l’ensemble (2.18) sous un critère 

d’optimisation de l’erreur [Storace et al., 2002], [Storace et al., 2003].  Plusieurs critères 

d’optimisation peuvent être utilisés.  

 

2.4.1. MINIMISATION DE L’ERREUR PAR UN CRITERE  ∞H   

Un critère basé sur la minimisation de la norme  ∞H  de l’erreur d’approximation sera utilisée 

dans cette section. Dans ce cas la fonction objectif est la valeur absolue maximale de l’erreur 

entre  P W LHLf −   et f  aux points appartenant à l’ensemble F , tel que :  

{ }.)(max iPWLHL
i

Xx
xfyE

i
−∈∞ −=                                                                                       (2.20) 
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En conséquence, il  est évident que l'approximation envisagée est un problème d'optimisation 

min-max de la forme : 

{ }




 − −∈∈−

)(maxmin
][ iPWLHL

i

XxDPWLf
xfy

iSHCPWLHL

                                                                     (2.21)                                      

En utilisant l’équation (2.13), la relation (2.21) peut être alors écrite sous la forme 

équivalente :  

{ }


 Φ−
∈∈

)(maxmin i
Ti

XxIRW
xWy

i
nq

                                                                                            (2.22)                                                                                                  

si λ  est défini comme 

{ },)(max i
Ti

Xx
xWy

i

Φ−=λ
∈

 0≥λ                                                                                     (2.23) 

il suit alors que  

,,)( XxxWy ii
Ti ∈∀λ≤Φ−                                                                                              (2.24) 

qui peut s’écrire: 







∈∀λ≤Φ−−

∈∀λ≤Φ−+

XxxWy

XxxWy

ii
Ti

ii
Ti

))((

,))((
                                                                                (2.25)         

Le problème (2.22) peut être exprimé comme un problème de minimisation  de λ  sous la 

contrainte (2.24). Il s’agit d’un problème de programmation linéaire qui peut être formulé 

comme suit :  

Problème 1:                                         λmimnimiser  

sous: 

,

0

,)(

)(













≥λ

∈∀≤λ−Φ

∈∀≥λ+Φ

XxyxW

XxyxW

i
iT

i
iT

                                       

sur les paramètres λetW  
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Application 2 

Soit  la fonction  tanh(x)f(x) =  définie de ]11[]1010[ −→− . On se propose de modéliser 

cette fonction par 5 morceaux linéaires. Son domaine S est donc divisé en 5 morceaux, soit un 

pas de grille .4=δ   A titre d’exemple l’ensemble de valeurs de mesures  disponibles est : 

{ }5,...,2,1,10,1.010: =≤+−== ixixxX iii             

auquel est associé l’ensemble de mesures. L’ensemble de sommets est donné par :  

{ }10,6,2,2,6,10 −−−=SV  

La résolution du problème de programmation linéaire posé par le problème.1 donne : 
TW ]0090.05725.06719.00904.00811.0[ −−−−=  et 1989.0=λ  

la forme HL-CPWL cherchée est exprimée par : 

)6,6(009.0

)2,2(5725.0)2,2(6719.0)6,6(0904.0811.0)(

−−γ−
−−γ−++γ+++γ+−=−

xx

xxxxxxxf CPWLHL  

La simulation des variations de la fonction non linéaire et de son approximation linéaire par 

morceaux  est donnée sur la figure 2.3 dans les deux cas de 5 et 20 morceaux. 

  
(a) 

        
(b) 

Figure 2.3 : Approximation de la fonction tanh(x) par HL-CPWL sous un critère 

d’optimisation ∞H  : (a) 5morceaux, (b) 20 morceaux 
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2.4.2. MINIMISATION DE L’ERREUR PAR UN CRITERE  2H    

Soit la fonction objectif quadratique à minimiser : 

( )( )∑
=

−−=
n

i
iCPWLHLi xfxfE

1

2
2 )(                                                                                          (2.26)                             

qui peut s’exprimer sous la forme :  

( )( )∑
=

Φ−=
n

i
i

T
i xWxfE

1

2

2 )(                                                                                               (2.27)          

En utilisant (1.19), Celle ci peut s’écrire sous la forme : 

( ) ( ).)()(2 WXyWXyE TTT Φ−Φ−=                                                                                 (2.28) 

La minimisation de (2.27) revient à chercher la solution de l’équation : 

0)()()(2 =ΦΦ+Φ−=
∂
∂ TTT XXWXy

W

E
                                                                           (2.29) 

La solution est donnée par: 

( ) .)()()(
1

yXXXW T ΦΦΦ= −
                                                                                             (2.30) 

Application 3: 

Reprenons la fonction traitée dans l’application 2. Le vecteur paramètres W  calculé par 

résolution de l’équation (2.30) est donné par : 

TW ]0323.05613.05613.00323.00082.00106.1[ −−−=  

la forme HL-CPWL cherchée est donnée par : 

)6,6(0323.0)2,2(5613.0

)2,2(5613.0)6,6(0323.0)10,10(0082.00106.1)(

−−γ+−−γ−
++γ+++γ−++γ+−=−

xxxx

xxxxxxxf CPWLHL

La simulation des variations de la fonction non linéaire et de son approximation linéaire par 

cinq morceaux est donnée sur la figure 2.4. 

  

Figure 2.4 : Approximation de la fonction tanh(x) par HL-CPWL  

sous un critère d’optimisation 2H    
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2.5.  APPROXIMATION DES SYSTEMES NON LINEAIR ES PAR  HL-CPWL  

 

Soit l’ensemble de points de mesures défini par : 

§ { }
liii xxxX ,...,,

21
=   où ii Sx

k
∈  ( .,....,1 lk = ) est une variable de non linéarité si la 

fonction non linéaire correspondante est mono-argument                                                                                               

§  { }),(),...,,(),,(
2211 ll jijiji xxxxxxX =  où jiji SSxx

kk
×∈),(  ( lk ,..,1= ) est un couple 

de variables de non linéarités si la fonction non linéaire correspondante est bi-

argument. Les domaines de variation des variables d’état ji xetx  ( iS et jS ) sont mis 

sous la forme (2.1).  

Pour chaque ensemble de points de mesures, il est associé un ensemble de valeurs des 

fonctions non linéaires correspondantes du type (2.18) avec : 

§  yxh k
ik

=)(  si h est mono-argument 

§ yxxh k
ji kk

=),(  si h est bi-argument.  

Les modèles recherchés seront de la forme : 

Buxfx +=
•

)(                                                                          (2.31.a)   

Cxy =                    (2.31.b) 

où ,nIRx ∈ ,mIRu ∈ ,qIRy ∈ mnIRB ×∈  et nqIRC ×∈  sont les variables et 

paramètres du modèle (2.4). La fonction )( xf  est une forme HL_CPWL approximative de 

la fonction )( xf . Elle est donnée par : 

,

)(

)(

)(

))((

1























=

xh

xh

xh

txf

n

k

M

M

                                                                                                              (2.32) 

où nSSSS ×××= L21  est le domaine de variation des variables d’état ( iS  est 

associé à la variation de la variable ix ). Les fonctions nixh i ,,1),( L=  sont soit :  

§ )()( xhxh ii =  si la fonction ih  est linéaire. 
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§ )()( 1zhxGxh iiiii +=  si la fonction ih  est non linéaire. 

Chaque iih  est une forme HL-CPWL approximative de la fonction non linéaire iih  qui 

s’écrit sous la forme )()( 11 zWzh T
ii Φ=  où )( xΦ  est une base liée au domaine de 

variation des variables des non- linéarités et W est un vecteur paramètres déterminé par 

résolution du problème 1 de programmation linéaire. 

Application 4:  

Soit le modèle non linéaire suivant: 

[ ] )(001)(

)())(tanh()()()(

)()()(

)()(

1321

322

21

txty

tutxtxtxtx

txtxtx

txtx

=













++−−=

+−=

=

•

•

•

                                                                       (2.33) 

]01.30;1.0[]11.22;0[]10;10[321 ××−=××=∈ SSSSx  et .]1.0010[)( 0
Ttx −=   

On rappelle que l’approximation de la fonction non linéaire ))(tanh( 1 tx  pour une division du 

domaine S  en 5 morceaux est donnée pour : 

§ une optimisation ∞H  de l’erreur  (voir application 2) par : 

)6)(,6)((0323.0)2)(,2)((5613.0)2)(,2)((5613.0

)6)(,6)((0323.0)10)(,10)((0082.00106.1))((

111111

111133

−−+−−−++

+++−+++−=

txtxtxtxtxtx

txtxtxtxtxh

γγγ

γγ

 

§ une optimisation 2H  de l’erreur d’approximation (voir application 3) par: 

)6,6(009.0

)2,2(5725.0)2,2(6719.0)6,6(0904.0811.0)(

11

111111133

−−γ−

−−γ−++γ+++γ+−=

xx

xxxxxxxh

 

Pour un échelon de commande 50)( =tu , le modèle approché par morceaux est validé en 

comparaison avec le modèle non linéaire dans le cas d’une optimisation ∞H  sur la figure 2.5 

et dans le cas d’une optimisation  2H  sur la figure 2.6.  
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Figure 2.5. Validation du modèle linéaire par morceaux  

par rapport au modèle non linéaire sous un critère d’optimisation ∞H  

 



COMMANDE ROBUSTE DES SYSTEMES NON LINEAIRES  
 
 

 40 

        
 

 

        
 

        

Figure 2.6 : Validation du modèle linéaire par morceaux par rapport au modèle non 

linéaire sous un critère d’optimisation 2H  
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2.6. CONSTRUCTION DE LA BASE DES MODELES AFFINES  

 

La construction des multimodèles linéaires à partir des fonctions canoniques linéaires par 

morceaux (HL-CPWL) approximation des fonctions non linéaires est une opération nécessaire 

pour l’analyse et la commande bien qu’elle s’avère difficile à cause des difficultés engendrées 

par l’analyse des fonctions comportant des valeurs absolues. Pour remédier à ces difficultés, 

l’idée est d’établir une base de modèles linéaires, défini chacun sur une région limitée et 

valable dans une région de l’espace d’état. La commutation entre sous modèles, se fait si la 

valeur d’une variable de non-linéarité dépasse la limite de la région de validité d’un sous 

modèle et entre dans l’intervalle ou la région de validité d’un autre sous modèle. La 

représentation multimodèle d’un modèle non linéaire de type (2.4) respectant les conditions 

(2.6) et (2.7) doit avoir la forme suivante NiSRx i ,...,2,1,)( =⊂∈∀  : 







=
++=

•

Cxy

BuaxAx ii                                                                                                             (2.34)                                           

où ,nIRx ∈ ,mIRu ∈ ,qIRy ∈ mnIRB ×∈  et nqIRC ×∈  sont les variables et 

paramètres du modèle (2.4). S  est l’espace total de variation des différentes variables d’état 

( nSSSS ×××= ...21 ), ][ 1
)(

+= ii
i BPBPR  est la région de validité du ième modèle linéaire 

limité par deux points de cassures consécutifs iBP et 1+iBP . N  étant le nombre total de 

modèles linéaires (voir figure 2.7).  

 
Figure 2.7. Exemple de subdivision d’un domaine S en régions par approximation  

de deux fonctions non linéaires monovariables par approche HL-CPWL 
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La matrice carrée iA  de dimension nn×  et le vecteur  ia  de dimension 1×n  sont 

respectivement la matrice Jacobienne de la région )(iR  et le vecteur ordonné aux origines de la 

restriction )()( xf i  de la forme canonique HL-CPWL )(xf . Ces deux derniers sont de la 

forme suivante : 

,

)(

)(

)(

)(

1























=

xh

xh

xh

xf

n

k

M

M

                                              

où       

§ xGxh kk =)(    si  kh  est de la forme (2.6) 

§ )()( 21 zhzGxh kkkk +=     si  kh  est de la forme (2.7) kkh  étant la forme 

canonique approximative de la fonction .kkh  

Les deux paramètres kG  et 
ki

b  sont déterminés par identification des paramètres de 

l’équation  du ième morceau défini sur la région )( iR  soit par exemple par résolution  sur la 

région )( iR  de: 







=+

=+

++ )(

)(

11 ikkiii

ikkiii

BPhbBPG

BPhbBPG

kkk

kkk       si    kkh   est mono argument  IRG
kki ∈                                   (2.35) 

où 













=+

+=++

=+

++

++

)(

)
2

(
2

)(

11

11

ikkiii

ii
kki

ii
i

ikkiii

BPhbBPG

BPBP
hb

BPBP
G

BPhbBPG

kkk

kkk

kkk

    si    kkh   est  bi-argument   2IRG
kki ∈                     (2.36) 

 

δixBPi +=   où x  étant la borne inférieure du domaine de variation des variables de non 

linéarité et δ  est le vecteur pas de grille associé à chaque variable de non- linéarité. 

Application 5  : 

Pour le modèle de l’application 3, les points de cassure sur la première variable sont : 

{ } { }10,6,2,2,6,10,,,,, 654321 −−−=BPBPBPBPBPBP   

alors que l’ensemble des ordonnés de ces points est donné par : 
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{ }
{ }1894.1,1894.1,1534.1,1726.1,811.0,811.0

)(),(),(),(),(),( 633533433333233133

−−−−
=BPhBPhBPhBPhBPhBPh

  

La représentation multimodèle associée, est donnée par : 

-  ]610[)( )1( −−=∈∀ Rtx  

( )









=
















+

















−
+

















−−
=++=

•

)(001)(

)(
1
0

0

9286.0
0

0

)(
110082.0

110

010

)()()( 111

txty

tutxtBuatxAtx
        

-  ]26[)( )2( −−=∈∀ Rtx  

( )









=
















+

















−
+

















−−−
=++=

•

)(001)(

)(
1
0

0

1224.1
0

0

)(
110241.0

110

010

)()()( 222

txty

tutxtBuatxAtx
        

-  ]22[)( )3( −=∈∀ Rtx  

( )









=
















+
















+

















−−
=++=

•

)(001)(

)(
1
0

0

0
0

0

)(
115371.0

110

010

)()()( 333

txty

tutxtBuatxAtx
 

-  ]62[)( )4( =∈∀ Rtx  

( )









=
















+
















+

















−−−
=++=

•

)(001)(

)(

1

0
0

1224.1

0
0

)(

110241.0

110
010

)()()( 444

txty

tutxtBuatxAtx
 

-  ]106[)( )5( =∈∀ Rtx  

( )









=
















+
















+

















−−
=++=

•

)(001)(

)(
1
0

0

9286.0
0

0

)(
110082.0

110

010

)()()( 555

txty

tutxtBuatxAtx
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Un changement de variable : 
 

i

i

uuU

xxX

,0

,0

−=

−=
 

 
permettrait d’écrire le modèle sous la forme (2.3) avec : 
 
     ]6;10[)( )1(

1 −−=∈∀ Rtx  ;                    ]2;6[)( )2(
1 −−=∈∀ Rtx  ;                    ]2;2[)( )3(

1 −=∈∀ Rtx  
 

















−−
−=

110082.0

110

010

1A ;              
















−−−
−=

110241.0

110

010

2A ;             
















−−
−=

115371.0

110

010

3A  

 
        ]6;2[)( )4(

1 =∈∀ Rtx  ;                       ]10;6[)( )5(
1 =∈∀ Rtx  

 

















−−−
−

110241.0

110

010

4A ;                 
















−−
−=

110082.0

110

010

5A                                            

 
et ceci pour un ensemble des points d’équilibre appartenant à une trajectoire prédéfinie.  
                  
2.7.  COMMANDE ROBUSTE SEQUENCEE : VERS UNE APPROCHE QUADRATIQUE ETENDUE 

 

L’approche qui sera adoptée s’inscrit dans le cadre de la stabilité quadratique et s’appuie sur  

la théorie de Lyapunov. Cette approche a permis d’apporter des contributions importantes 

dans le domaine de la stabilité [Dorato et al., 1993]. Le problème de la stabilité quadratique 

des multimodèles (2.3), proposé précédemment, peut être vu comme une extension de cette 

théorie au cas des incertitudes de type polytopique. Le problème peut se réduire donc à un 

problème d’optimisation convexe qui sera résolu en utilisant des Inégalités matricielles [Boyd 

et al., 1996]. Cependant, la recherche d’une fonction de Lyapunov unique impose un certain 

conservatisme.  Pour réduire ce conservatisme,  plusieurs approches ont proposé la recherche 

de fonctions de Lyapunov plus générales. Des fonctions non quadratiques ont été proposées 

par [Blanchini et Miani, 1999] alors que la construction de fonctions dépendant de paramètres 

avait été proposée par [Dasgupta et al., 1994], [Feron et al., 1996], [Gahinet et al., 1996]. 
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 En extension aux travaux présentés par [Oliveira et al., 1999], [Daafouz et Bernussou, 2002] 

[Daafouz et al., 2002]  nous proposons ici une approche quadratique étendue qui peut être 

adoptée pour les multimodèles linéaires par approche HL-CPWL et qui permet de réduire le 

conservatisme de l’approche quadratique classique. L'intérêt réside dans le fait que l'on peut 

considérer des matrices de Lyapunov différentes pour chaque modèle, respectivement pour 

chaque sommet d’un polytope pour des incertitudes de type polytopiques.  

 

2.7.1. STABILITE  

 

L’étude de la stabilité des multimodèles certains peut être établie en utilisant la méthode 

directe de Lyapunov étendue au cas des systèmes incertains de type polytopique qui a été 

initialement introduite par [Bernussou et al., 1989]. Celle ci peut être énoncée par le théorème 

suivant : 

 

THEOREME :  

Le multimodèle certain (2.3) est asymptotiquement stable, s’il existe une matrice 'PP =  

définie positive, solution de : 

NiPAPA ii K10' =∀<+   

Ce résultat a été  étendu au cas des multimodèles incertains [Turki et Boubaker, 2003]. Pour  

réduire le conservatisme de l’approche quadratique déjà énoncée qui impose dans ce cas une 

solution unique de la fonction de Lyapunov pour tous les modèles et tous les sommets du 

polytope, nous proposons ici une approche quadratique étendue qui peut être énoncée selon le 

théorème suivant : 

 

THEOREME :  

Le système (2.3) est poly quadratiquement stable s’ il existe des matrices 'FF =  et '
ii PP =  

définies positives et une matrice G  de dimension  appropriée  telles que( 0<<G ) : 

0

,...,2,1pour

<







′−−+−′′

+′−′′+
=

GGPFAG

PFGAAFFA

Ni

ii

iiii  
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Pour  ( )0
1

>= ∑
=

N

i
ii PvPP   on a : 

0

1

1 <



















′−−+−′′

+′−′′+

∑

∑

=

=

GGPvFAG

PvFGAAFFA

a

a

n

i
iii

n

i
iiiii

 

Pour PF = , cette condition englobe la condition de stabilité quadratique antérieure : 

NiAPPAP ii ,...,2,100 =<′+>  

L’intérêt d’une telle approche est qu’elle  permet l'utilisation d'une matrice de Lyapunov 

différente pour chaque modèle. 

 

2.7.2.  SEQUENCEMENT DE GAINS ROBUSTES  

 

On considère les modèles linéaires par morceaux et perturbés décrits pour Ni ,,1 L=  par : 

,

)()()()(

)()()()(

)()()()(

2

1










++=
++=
++=

•

tuDtwDtXCtY

tuDtwDtXCtZ

tuBtwBtXAtX

yuyw

zuzw

uwi

                                                                                (2. 37) 

 

où ,nIRX ∈  ,lIRw∈ ,mIRu∈  qIRY ∈  et qIRZ ∈  sont respectivement les 

vecteurs d’état, de perturbation, de commande, de sortie mesurée et de sortie contrôlée. Les 

matrices ,nn
i IRA ×∈ ,ln

w IRB ×∈ ,mn
u IRB ×∈ nqIRC ×∈1  et nqIRC ×∈2  sont 

respectivement la matrice d’état du ième sous modèle, la matrice de perturbation, la matrice de 

commande, la matrice d’observation de la sortie contrôlée et la matrice d’observation de la 

sortie mesurée. Les matrices restantes sont les matrices de transfert entre chacune des entrées 

ou de perturbations et la sortie correspondante.  
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2.7.2. 1. STABILISATION 

 

Si les sorties mesurées Y   s’identifient aux sorties contrôlées ,Z  et s’il n’y a pas de transfert 

directe des perturbations et de commandes sur la sortie, la représentation générale se réécrit de 

la manière suivante : Pour Ni ,,1 L=  







=
++=

•

)()(

)()()()(

tCXtY

tuBtwBtXAtX uwi                                                                                      (2.38) 

THEOREME  

La base de N  modèles (2.38), est asymptotiquement stabilisable en boucle fermée par  

)(.)( tXKtu ii = , pour tout Ni ,,1K=  si pour  toute matrice iR , il existe une matrice 'PP=   

définie positive, solution de : 

0'''' <+++ uiiuii BRRBAPPA                                                                                              (2.39) 

un gain de retour d’état est alors donné pour chaque sous modèle défini  par : 

 1−= PRK ii                                                                                                                           (2.40) 

L’extension de ce résultat au cas du multimodèle incertain avec des incertitudes de type 

polytopique est donné dans [Turki et Boubaker, 2004a]. Pour réduire le conservatisme de 

l’approche quadratique classique énoncée dans le théorème précédent on propose le théorème 

suivant : 

 
THEOREME 
 

Le système (2.3) est poly quadratiquement stabilisable pour tout  Ni ,...,2,1= , si il existe des 

matrices '
ii PP =  définies positives, une matrice  FG ε= , (ε  scalaire petit) et une matrice R  

de dimensions appropriées telles que : 
( )

( ) ( ) 0<







′+−+−′+

+′−+′′++′′+

FFPFRBFA

PFRBFABRRBAFFA

iui

iuiuuii

εε

ε
                                                (2.41) 

 
Le régulateur est donné par : 
 

1−= RFK                                                                                                                             (2.42) 
 
 
L’inégalité est bilinéaire mais il possible de la résoudre en toute rigueur par une recherche 
opérationnelle mono-dimensionnelle par rapport à ε .  
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2.7.2. 2. SYNTHESE  H2 

 

On considère le système (2.38). On cherche dans ce cas une séquence de retour d’état 

)(.)( tXKtu ii =  stabilisant et minimisant la norme  
2

2zwT  tel que zwT  est le transfert entre la 

sortie commandée z  et l'entrée de perturbation exogène w.  

Théorème :  

La base de N  modèles (2.38), est stabilisable par retour d’état  )(.)( tXKtu ii =  ( Ni ,...,1= ) 

si, il existe une matrice 'PP =   définie positive et des matrices  iR  solutions  du problème:  

[ ]

( ) ( )








=′+++′+

>′=

′

0

0

min

CCKBAPPKBA

PPsous

PBBTrace

uiui

ww
K

                                                                          (2.43) 

L’égalité dans la dernière équation peut être remplacée par l'inégalité par raison de la 

croissance de P ce qui est  équivalent au problème : 

 

( ) ( )








≤′+++′+

≤′

0

min

CCKBAPPKBA

WPBBsous

TraceW

uiui

ww

K

                                                                         (2.44) 

et dans ce cas  ( )BPBTraceTi wizw
∗≤∀ '

2,,  où ∗P  est la solution optimale.  

En utilisant le complément de Schur , 1−= PQ  et QKR ii = , il vient : 

















≤










−

′′′++′+

≥




 ′

0

0

min

ICQ

QCBRRBAQQA

QB

BW

TraceW

uiiuii

w

w

K

                                                                               (2.45) 

qui est une LMI par rapport à iRetQW , . La solution optimale correspond à : 

 1−= QRK iopti                                                                                                                        (2.46) 
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Un autre problème d'intérêt peut être posé de la manière suivante : Trouver K  stabilisant et 

assurant µ≤2

2zwT  ce qui donne : 

 

















≤










−

′′′++′+

≥






 ′
≤

0

0

IC

CBRRBAQQA

QB

BW

WTrace

uiiuii

w

w

µ

                                                                             (2.47) 

Une façon alternative, par utilisation du gramien d'observabilité donne : 

[ ]
( ) ( )





=′+′+++

′

0

min

wwiuiiui

K

BBKBAPPKBAsous

CPCTrace
                                                        (2.48) 

soit 

[ ]

( ) ( )








≤′+′+++

≤−′−

0

0

min

1

wwiuiiui

K

BBKBAPPKBA

WPCCPP

WTrace

                                                                    (2.49) 

enfin en utilisant le complément de Schur, il est possible d’écrire:  

[ ]

{















≤′+′′++′+

≤












−

−

≥

0

0

min

0

'

ww

stabilité

uiiuii

P

K

BBBRRBAPPA

PPC

CPW

WTrace

4444 34444 21

                                                                             (2.50) 

La relation précédente est une LMI par rapport iRetPW , . Le régulateur est donné par : 

PRK ii =                                                                                                                               (2.51) 

Pour réduire le conservatisme de l’approche quadratique classique énoncée précédemment on 

propose le théorème suivant : 
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Théorème : 

La base de N  modèles (2.38), est stabilisable par retour d’état  )(.)( tXKtu ii =  ( Ni ,...,1= ) 

si, il existe une matrice 'PP =   définie positive et des matrices  iR  solution du problème:  

[ ]

( )
( )

( ) ( ) 0

0

<





′+−+−′+

+′−+′+′′++′+

>





+′−−′+

+−

≤

FFPFRBFA

PFRBFABBBRRBAFFA

PFFRBCF

RBCFW

WTrace

iui

iuiwwuuii

u

u

εε

ε

µ

                                   (2.52) 

Le régulateur est exprimé par : 
1−= RFK                                                                                                                     (2.53) 

et dans ce cas : 

,
2

2
µ≤zwT  

Le problème précédent est une inégalité matricielle bilinéaire par rapport à RetF,W,ε  mais 

il possible de la résoudre en en toute rigueur par une recherche opérationnelle mono-

dimensionnelle par rapport à ε .  

 

2.7.2. 3. SYNTHESE ∞H  

On cherche dans ce cas une séquence de retour d’état )()( tXKtu ii =  stabilisant et minimisant 

la norme  
∞zwT  tel que zwT  est le transfert entre la sortie commandée z et l'entrée de 

perturbation exogène w  avec des matrices de transfert directe nulles. Le problème est de 

faire la synthèse d'une loi de commande de type rétroaction qui : 

• stabilise 

• vérifie γω <
∞zT ,  

Le problème est de déterminer la séquence de retour d’état iK  stabilisant qui satisfait 

γ<
∞zwiT  
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Théorème : 

 La base des N  modèles (2.38), est stabilisable par retour d’état  )()( tXKtu ii =  

γ∀
∞
pizwT ,  si il existe une matrice unique 'PP =   définie positive et des matrices  iR   

( )Ni ,...,1=  existent solution de : 

0<







−

′′+′′++′+
ICP

CPBBBRRBAPPA wwuiiuii

γ
                                                                    (2.54) 

tel que : 

1−= PRK ii                                                                                                                            (2.55) 

La relation précédente est une LMI par rapport RetP i. L’extension de ce résultat au cas du 

multimodèle est donné dans [Turki et Boubaker, 2005] et dans le cas du multimodèle 

incertain avec des incertitudes de type polytopique est donné dans [Turki et Boubaker, 

2004b]. Pour réduire le conservatisme de l’approche quadratique classique énoncée dans le 

théorème précédent on propose le théorème suivant : 

Théorème : 

 La base de N  modèles (2.3 7), est stabilisable par retour d’état  )()( tXKtu ii =  

γ∀
∞
pizwT ,  ( )Ni ,...,1=  si il existe une matrice unique 'PP =   définie positive 

RF ,,0>ε   solution de : 

 

( )
( ) ( ) 0

0

0

12

2

1221122

<
















−+
′+−+−′+

′′+′′+′−+′+′′++′′+

IRDCF

FFPFRBAF

DRCFPFRBAFBBBRRBAFFAi

γ
εε

ε

            (2.56) 

 

2.7.2. 4. SYNTHESE MULTICRITERE 

L’extension à la synthèse multicritère peut s’exprimer comme suit pour le système défini par : 

∞∞

∞∞∞

∞∞

ω+ω+=
+=
+=

+ω+ω+=

22222

121

122122

21212

DDXCY

uDXCZ

uDXCZ

uBBBXAX i
&

                                                                                      (2.57) 
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Le problème est de faire la synthèse de la lois de commande iu  qui : 

• stabilise la boucle 

• vérifie µω ≤
2

222zT   

• vérifie γω ≤
∞∞∞zT   

La loi de commande XKu ii =  doit satisfaire : 

[ ]

( )

( ) 0

0

0

211

2111122

12212

1221222

12

12

<










−′+

′′+′+′′++′+

≤










−′+

′′+′′++′+

≥




 ′
≤

∞∞

∞∞∞∞

IRDPC

RDPCBBBRRBAPPA

IRDPC

RDPCBRRBAPPA

PB

BW

WTrace

ii

ii

γ

µ

                                               (2.58) 

La loi de commande est donnée par : 

1−= PRK ii                                                                                                                           (2.59) 

Le problème tel il posé contraint la solution à une matrice de Lyapunov unique pour tous les 

modèles et toutes les contraintes ce qui intègre un énorme conservatisme pour la résolution du 

problème. Pour réduire ce conservatisme, on propose donc de résoudre le problème tel que : 

[ ]

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) 0

0

0

0

0

211

2

12121122

22

22121222

21221

1221

<
















γ+
′+ε−+−′+ε

′′+′′+′−+ε′+′′++′′+

<







′+ε−+−′+ε

+′−+ε′+′′++′′+

>





+′−−′+

+
µ≤

∞

∞

∞∞∞

IRDFC

FFPFRBFA

DRCFPFRBFABBBRRBAFFA

FFPFRBFA

PFRBAFBBBRRBAFFA

PFFRDFC

RDFCW

WTrace

i

iii

i

ii      (2.60) 

 
Le régulateur est exprimé par : 
 

1−= RFK                                                                                                                              (2.61) 
 
L'intérêt d’une telle approche découle du fait surtout que l'on peut utiliser des matrices de 

Lyapunov différentes selon le type de contrainte. De plus un régulateur unique est obtenu 

pour la séquence des modèles est dérivé. 
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2.9. CONCLUSIONS ET PROSPECTIVES  

 

L’axe de recherche « Commande Robuste des Systèmes Non linéaires » » a été lancé suite à 

l’organisation des « Journées de la Commande Robuste » et la « Première Journée 

Doctorale » de l’INSAT sur les théories de la commande au cours desquels des conférences 

portant sur le sujet ont été présentées  [Bernussou et al. 2003a] et [Bernussou et al. 2003b]. 

 

Les résultats que nous avons développés sur cet axe de recherche ont permis l’approximation 

de systèmes non linéaires par un ensemble de modèles linéaires dénombrables. Nous avons  

par contre pensé qu’il serait difficile de croire qu’il est possible  d’assurer la stabilité globale 

par la simple utilisation des modèles obtenus et qu’il sera possible d’assurer cette propriété 

dans le cas où les non- linéarités sont approximées au moyen de linéarités affectées 

d’incertitudes avec un choix approprié de ces dernières. Cette pensée a été proposée et 

discutée en application sur un modèle fortement non linéaire d’un procédé réel de dépollution 

des effluents industriels [Turki et Boubaker, 2003], [Turki et Boubaker, 2004a,b]. 

L’approximation des systèmes non linéaires par des formes canoniques CPLW et HL-CPWL 

sans introduction d’incertitudes est présenté dans [Boubaker et Maamar, 2005].  

 

Actuellement, nous pensons qu’il serait plus judicieux de considérer ce problème comme 

étant un problème de stabilité de systèmes hybrides. Un état de l’art de cette classe a été 

récemment exposé dans [Liberson et Morse, 1999], [Blondel et Tsitsiklis, 1999] [Pettersson, 

1999]. Dans ces références plusieurs contributions dans ce domaine ont été révisées. Des 

extensions à ces travaux ont évoqué les problèmes de stabilité [Zhao et Dimirovski, 2004] et 

de commande par retour d’état [Johansson et Rantzer, 1998], [Hassibi et Boyd, 1998], 

[Rodrigues & Hassibi, 1999], [Johansson, 1999] [Mignone et al., 2000], [Lee et al., 2000], 

[Mehr et Chen, 2000], [Johansson et  Rantzer , 2000], [Magni et Scattoloni, 2004] et 

[Rodrigues & Boyd, 2005]. La proposition est de tenter d’étendre ce type de résultats au cas 

de lois de commande par retour de sortie, situations rencontrées plus fréquemment en 

pratique.  Il s’agit d’un problème plus complexe mais pour lequel les travaux de recherche 

sont très rares [Daafouz et Bernussou, 2001], [Daafouz et Bernussou, 2002]. Dans un premier 

temps nous nous intéresserons au problème de la commande par retour de sortie de systèmes 

discrets instationnaires. Il sera intéressant de synthétiser tout abord un observateur pour 

l’ensemble dénombrable fini de systèmes linéaires. Les plus rares travaux qui traitent de 
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problème sont [Sworder & Boyd, 1999] et [Rodrigues, 2003]. La question fondamentale qui 

se pose est l’élaboration d’une loi de commande utilisant l’estimée fournie par l’observateur 

qui assure la stabilité à long terme du processus commandé. Les résultats obtenus sur cette 

question constitueront certainement une extension originale du principe de séparation à la 

commande de systèmes instationnaires. 

 

Des extensions des premiers résultats au problème plus complexe de la commande de 

systèmes à temps discrets instationnaires et incertains sont prévues. Le cas d’incertitudes non 

structurées de type borné en norme sera considéré en premier lieu et la synthèse d’un 

« observateur » sera envisagée par des techniques de filtrage robuste par rapport à un critère à 

définir de manière judicieuse en fonction du problème de commande. Dans ce cas le principe 

de séparation ne s’applique pas directement et devront être élaborés des conditions suffisantes 

de stabilité pour le système ainsi commandé.  
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3.1. INTRODUCTION  

 

Ce chapitre présente un état de l’art que nous élaboré autour des techniques de synthèse 

d’observateurs robustes des systèmes linéaires [Boubaker, 2005]. Il présente aussi un 

ensemble de prospectives de travaux de recherche et des extensions au cas des systèmes non 

linéaires. Nous pensons que cet axe de recherche est un axe incontournable pour tout 

automaticien du fait que les observateurs sont une alternative incontournable pour 

l’implantation de lois de commande sur processus réels. En effet, la mise en oeuvre de tout  

système automatisé efficace exige la disponibilité d’informations en temps réel sur les états du 

système contrôlé alors qu’il est souvent très coûteux de tenter de mesurer toutes les variables 

d’état du système. Les difficultés rencontrées proviennent essentiellement des techniques de 

mesure en ligne utilisées. Le manque de capteurs  nécessaires  pour l’instrumentation de 

certains paramètres physiques et les problèmes liés aux délais de traitement trop longs sont 

des problèmes d’ampleur. Les observateurs permettent donc de reconstruire l’évolution des 

variables d’état non mesurables à partir des mesures en ligne, des variables d’état mesurables 

et d’un modèle du procédé (figure 3.1). 

  

 

 

 

 

 

 

Figure 3.1. Principe de base d’un observateur 

 

Le concept des observateurs d'état a prouvé initialement son efficacité dans le domaine de 

contrôle et de la régulation des systèmes avec la conception du filtre de Kalman [Kalman et 

Bucy, 1961] et de l’observateur standard de Luenberger [Luenberger, 1966] développés pour 

les systèmes linéaires. Suite à cette réussite, le problème d’observation a été étendu vers celui 

des systèmes non linéaires avec la conception du filtre de Kalman étendu [Labarrere et al., 

1982] et de l’observateur de Luenberger étendu  [Birk et Zeitz, 1988].  
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Durant les années 90, les observateurs non linéaires basés sur la théorie des systèmes à 

structure variable initialement introduits par [Drakunov, 1983] ont reçu beaucoup d’intérêt. 

Ces observateurs ont été principalement développés par Slotine [Slotine et al., 1986,1987][De 

Wit et Slotine, 1991]. Ils présentent l’avantage d’assurer simultanément simplicité, garantie 

de la stabilité,  rapidité de convergence et robustesse. Le principal inconvénient de ce type 

d’observateurs se manifeste au niveau du phénomène de broutement qu’ils intègrent. C’est 

autour des cette théorie que nous avons développée certains de nos travaux de thèse 

[Boubaker et al. , 1998], [Boubaker et Babary, 1999]. 

 

Plus récemment, des méthodes qui prennent en compte de manière explicite l’existence de 

perturbations et des incertitudes dynamiques sont apparues. Cette nouvelle catégorie 

d’observateurs a été marquée par les travaux de [Bhattacharya, 1978], [Kudva et al. ,1980], 

[Kurek, 1983], [Yang et Wild, 1988], [Hou et Muller, 1991] et [Darouach et al. ,1994] dans le 

cadre des systèmes linéaires à entrées inconnues et de [Bhattacharyya, 1976], [Haddad et 

Berstein, 1995], [Akpan, 2001] et [Collins et Song, 2001] dans le cadre du filtrage robuste des 

systèmes linéaires incertains. 

 

3.2.  OBSERVATEURS ROBUSTES  A ENTREES INCONNUES  

 

Pour faire face aux problèmes d’estimation d’état des systèmes à entrées inconnues, deux 

philosophies ont été adoptées [Boubaker, 2005]. La première consiste en une estimation de 

tous les états du système [Sfaihi et Boubaker, 2004], la deuxième restreint le problème en une 

estimation des états non accessibles [Boubaker et Sfaihi, 2005]. Considérons les systèmes 

linéaires à entrées inconnues modélisés par: 





=
++=

)()(

)()()()(

tCxty

tDvtButAxtx&
                                                                        (3.1) 

où nx ℜ∈ représente l’état du système, py ℜ∈ la sortie, ku ℜ∈  l’entrée connue et mv ℜ∈  

l’entrée inconnue. A , B , D  et C  sont des matrices certaines de dimensions convenables 

avec prangC = , mrangD=  et mp≥ .  
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3.2.1. OBSERVATEURS D’ORDRE COMPLET [Sfaihi et Boubaker, 2004], 

 

Une description de l’observateur d’ordre complet pour les systèmes linéaires invariants (3.41) 

peut être donnée par la représentation suivante : 

Eyzx

GuLyNzz

−=
++=

ˆ

&
                                                                                                                   (3.2) 

où z  est le vecteur de dimension n , x̂  est le vecteur état estimé de dimension n , N , L , G  

et E  représentent respectivement des matrices de dimensions appropriées assurant la 

convergence asymptotique de x̂  vers x . Définissons l’erreur de l’observation e  comme suit: 

xxe −= ˆ                                                                                                                                 (3.3) 

La dynamique de l’erreur est alors décrite par l’équation suivante : 

PDvuPBGxPALCNPNee −−+−++= )()(&                                         (3.4) 

où : ECIP n+=                                                                                                                         (3.5) 

Si les conditions suivantes sont assurées: 

- 0=−+ PALCNP  ;                     (3.6) 

-  0=− PBG  ;                       (3.7) 

-  0)( =+ DECIn  ou ]0[=PD                            (3.8) 

- N  est une matrice stable.                                                                                          

x̂  Convergera asymptotiquement vers x . Les conditions de convergence (3. 6 –3.8) ont été 

utilisées pour développer différentes approches.  

La résolution de (3.6)-(3.8) définira les matrices EGLN ,,, ; le résultat est l’équation 

dynamique de l’observateur décrite par : 

PBuyPAECEIKzKCPAz p +−++−= ])([][&                                                                (3.9)     

Eyzx −=ˆ                                                                                                                              (3.10)                                                     

Le problème de conception de l’observateur à entrées inconnues d'ordre plein se réduit à 

trouver : 

§ La matrice E  tel que 0)( =+ DECIn  

§ La matrice K  tel que )( KCPA −  soit stable.  
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Les conditions nécessaires et suffisantes pour concevoir un observateur stable sont spécifiées 

par les théorèmes suivants : 

Théorème  [Darouach et al., 1994]:  

Pour le système (3.1), un observateur stable (3.9-3.10) existe si seulement si: 

§ mDrangCDrang == )()(   

§ n
C

PApP
rang =







 −
       0)Re(, ≥∈∀ pCp  

 

Théorème  [Darouach et al., 1994]:  

Supposons que mDrangCDrang == )()(  et mnPrang −=)(  alors les conditions suivantes 

sont équivalentes: 

• La paire ),( CPA  est observable, au moins détectable. 

• n
C

PApP
rang =







 −
     0)Re(, ≥∈∀ pCp  

• mn
C

DApI
rang n +=







 −
0

0)Re(, ≥∈∀ pCp  

Pour la synthèse de la matrice E , si mCDrang =)(  alors:  

)))((()( ++ −+−= CDCDIYCDDE p                            

où )(CD  est une colonne de rang plein et  Y  est une matrice arbitraire de dimension 

appropriée, +)(CD  est la matrice inverse généralisée de )(CD . 

 

3.2.2. OBSERVATEURS D’ORDRE REDUIT [Boubaker et Sfaihi, 2005] 

• Conception sans reconstruction des entrées inconnues  

Il s’agit de transformer le vecteur de l'état et le diviser en deux parties. La première partie 

inclut les états mesurables et le deuxième ceux non  mensurables. Si C  est de rang plein, alors 

une transformation convenable de l’espace peut être trouvée tel que C  sera écrite sous la 

forme du vecteur ]0[ pI ; pI  est une matrice unitaire de dimension )( pp × . Le système 

(3.1) peut alors s’écrire sous la forme subdivisée : 

)()(
)(

)(

)(

)(

2

1

2

1

22

12

21

11 tv
D

D
tu

B

B

tw

ty

A

A

A

A

tw

ty








+








+




















=








&

&                                                                (3.11) 
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où pnw −ℜ∈  est la partie non mesurable du vecteur d’état. Si ( )AC ,  est observable, alors la 

paire ( )2212 , AA  est aussi observable et un observateur d’ordre réduit de dimension )( pn −  

peut être construit comme suit: 

)()()()()( tJvtHutGytFztz +++=&                                                                      (3.12) 

où : 

1222 LAAF −=                                                                                                                     (3.13) 

1121 LAAFLG −+=                                                                                                            (3.14) 

12 LBBH −=                                                                                                                         (3.15) 

12 LDDJ −=                                                                                                                      (3.16) 

Dans le cas standard où )(tv  est mesurable, la matrice L  de dimension ppn ×− )(  est 

choisie telle que F  possède des modes stables et l’estimée )(ˆ tw  de  )(tw  est obtenue telle 

que : 

)()()(ˆ tLytztw +=                                                                                                    (3.17) 

Or dans ce cas particulier où )(tv  est non mesurable. L’observateur (3.12) ne peut être trouvé 

que si la matrice L  est calculée telles que: 

§ 012 =−= LDDJ                                                                                      (3.18) 

§ 1222 LAAF −=  possède des valeurs propres stables                                                  (3.19) 

Tous les détails de calcul des différentes matrices de synthèse de l’observateur sont donnés 

dans [Boubaker, 2005]. 

 

• Conception avec reconstruction des entrées inconnues  

 

Cette approche propose de diviser le vecteur de l'état en deux parties: une partie ne contenant 

pas les entrées inconnues et une deuxième partie contenant les entrées inconnues. Le système 

donné (3.1) est alors équivalent à:  

vDuBxAx ++=&                                                                                                  (3.20)       

xCy =                                                                                                             (3.21)    

où: 

[ ]DNT =  est une matrice singulière avec )( mnnN −×ℜ∈ . Soit  
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







==

2

1

x

x
TxTx  avec mnx −ℜ∈1 ,  mx ℜ∈2  et : 









== −

2221

12111

AA
AA

ATTA , 







== −

2

11

B
B

BTB , 







== −

mI
DTD

0
1 , ][ CDCNCTC ==                                                

Le système (3.20 - 3.21) peut alors s’écrire: 









+=

+++=

++=

2211

22221212

12121111

xCxCy

vIuBxAxAx

uBxAxAx

m
&

&

                                                                                         (3.22) 

Dans ce cas il s’avère plus judicieux d’estimer le vecteur 2x  plutôt que le vecteur 1x  puisque 

ce dernier ne considère pas l’entrée inconnue. Considérons le nouveau système : 

uBxAxAx 12121111 ++=&                                                                                                       (3.23) 

2211 xCxCy +=                                                                                                                 (3.24) 

Supposons qu’il existe une matrice singulière U  tel que: 

][ QCDU =  avec )( mppQ −×ℜ∈ et notons par 







=−

2

11

U

U
U   avec   pmU ×ℜ∈1  , pmpU ×−ℜ∈ )(

2   

Pré-multipliant des deux côtés d'équation de la mesure (3.24) par 1−U  donne : 







+=

+=

22122

21111

xCDUxCNUyU

xCDUxCNUyU
                                                                                             (3.25) 

donne : 

2111 xxCNUyU +=                                                                                                             (3.26) 

122 xCNUyU =                                                                                (3.27) 

le vecteur 2x  est alors réduit tel que: 

1112 xCNUyUx −=                                                                                                             (3.28)   

Substituons (3.28) dans (3.23-3.24) donne:   







=

++=

xCy

yEuBxAx

1

11111
~

~&
                                                                                                  (3.29)   

où 

CNUAAA 112111
~ −= , 1121 UAE = , CNUC 21

~ =  et yUy 2=  
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Si la paire )
~

,
~

( 11 CA  est ou observable ou détectable et en suivant  la procédure de la conception 

d’un observateur de Luenberger conventionnel, il est possible de concevoir un observateur 

d'ordre réduit pour l'entrée inconnue du système (3.29) comme suit:  

yLuBxCLAx *
11111

ˆ)
~~

(ˆ ++−=&                                                                          (3.30) 

où 
)()( mpmnL −×−ℜ∈  et  12

* ELUL += .   

alors : 









−

==
ω

ω
CNUyU

TxTx
11

ˆˆ         

avec xx →ˆ  quand ∞→t . En outre, pour l'observateur de l'ordre réduit décrit par (3.30) , une 

estimation des entrées inconnues peut être obtenue comme suit:  

uGyGGyUv 5431ˆ +++= ω&                                                                                                       (3.31)   

où: 

CNNUACNUCNCNLUUG 1121213 += CUAAACNU 12221111 +−−                                                 

1221121214 UAUACNUCNLUUG −−−=          

2115 BBCNUG −−=                                                    

Les conditions d'existence de l'observateur décrit par (3.30) sont données par les théorèmes 

suivants:  

Théorème [Hou et Muller, 1992]:  

Pour le système donné (3 .1), l'observateur (3.30) existe si:  

§ )()( DrankCDrank =        

§ n
CDCN

AApI
rank mn =







 −−− 1211  0)Re(, ≥∈∀ pCp                                                           

Théorème [Hou et Muller, 1992]:  

Si mDrankCDrank == )()( , alors les déclarations suivantes sont équivalentes:  

§ La paire )
~

,
~

( 11 CA  est détectable 

§ n
CDCN

AApI
rank mn =







 −−− 1211  0)Re(, ≥∈∀ pCp  

§ mn
C

DApI
rank n +=







 −
0

 0)Re(, ≥∈∀ pCp  
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3.2.3. Exemple numérique 

  

Considérons le système linéaire (3.1) telles que : 













−−

−−
=

430
100
022

A  ,












−
=

1
0
1

B  , 



= 010

101C , 











=

00
10
01

D  , 

sous une entrée inconnue modélisée par : 









+

++
=

))3sin(1(*15.0

))8cos()6sin()4(sin(*1.0

tv

ttt
v

π
πππ

                                                              

L’observateur conçu en utilisant la technique proposée par [Yang et Wild, 1988] est : 

uyzh
hh

z a

bb













−
+













−
+













−

+
=

1
0
1

30
00
30

400
00

40
&                                                                                                   

yzx











−

−
−=

00
10
01

ˆ                                                                                                             

L’observateur conçu en utilisant de la technique proposée par [Darouach et al., 1994] est : 

uyzkz

















−
+

















−
+

















−
−

−
=

1

0

1

30

00

30

400

00

004

4&                                                                       

yzx















−

−
−=

00

10

01

ˆ                                                                                                                                          

Le système transformé en utilisant la technique exposée dans [Kudva et al., 1980] est donné 

par : 

vu
w
y

w
y
















+

















−
+





















−−

−−−

=





00

10

01

1

0

0

430

100

252

&

&                                                                           














=
w
y

y
010

001
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L’observateur réduit conçu pour estimer la variable d’état non mesurable  est: 

[ ] uyzz −−+−= 304&   

L’observateur conçu en s’inspirant de la technique proposée [Hou et Muller, 1992] est : 






























=
















+















−
+
























−−
−−

=








2

1

2

1

2

1

100

011

10

01

00

0

1

1

001

220

304

x

x
y

vu
x

x

x

x
&

&

 

Le sous-système suivant est extrait: 

[ ]









+







=

−−+−=

21

211

0

1

304

xxy

uxxx&

 

L’observateur réduit obtenu est régi par l’équation : 

211 3ˆ4ˆ yuxx −−−=&
                                                                                                            

L’entrée inconnue v  construite est donnée par : 

 
yxyIv 








+








−

+=
00

52ˆ
1

2
ˆ 12 &

                                                                                               
Le développement ainsi que les résultats de simulation sont exposés dans [Sfaihi et Boubaker, 

2004] pour les observateurs d’ordre complet et dans  [Boubaker et Sfaihi, 2005] pour les 

observateurs d’ordre réduits.  

3.3. OBSERVATION DES SYSTEMES LINEAIRES INCERTAINS  

 

La synthèse des observateurs robustes pour des systèmes linéaires incertains est un problème 

qui a suscité beaucoup d’intérêt et a fait l’objet de plusieurs recherches. Nous notons dans ce 

sens les approches développées par [Bhattacharyya, 1976], [Haddad and Berstein, 1995], 

[Akpan, 2001] et [Collins et Song, 2001]. Dans ces travaux, il s’agit d’un problème de 

minimisation d’une borne supérieure d’un transfert entre le bruit d’entrée et l’erreur 

d’estimation zze ˆ−= . Très utilisés dans la littérature pour résoudre ce genre de problème, 

les critères de type 2H  et ∞H  s’avèrent efficaces. Par conséquent nous allons introduire, dans 

ce qui suit, comme solutions, les filtres 2H  et ∞H . Ainsi que nous considérons dans la suite 

des développements, des systèmes linéaires incertains à incertitudes polytopiques décrit par: 
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







=
+=

+=

)()(

)()()()()(

)()()()()(

tLxtz

twtDtxtCty

twtBtxtAtx

w

w&

                                                                   (3.32) 

où nx ℜ∈  représente l’état du système, py ℜ∈  la sortie mesurée, mw ℜ∈  un bruit blanc 

gaussien unitaire avec une matrice de covariance égale à la matrice identité et qz ℜ∈  la sortie 

à observer. L  est une matrice de gains connus. Le système représenté par : 









=Σ

)()(

)()(

tDtC

tBtA

w

w                                                                (3.33) 

est incertain et appartient au domaine d’incertitudes polytopiques suivant : 







 =ζ≥ζΣζ=ζΣ=Σ ∑∑

==

N

i
i

N

i
iii

11

1,0,)(:                                      (3.34) 

3. 3.1. SYNTHESE DU FILTRE 2H  

Nous supposons que le filtre s’exprime à travers les équations suivantes : 







=

+=

)(ˆ)(ˆ

)()(ˆ)(ˆ

txCtz

tyBtxAtx

f

ff
&

                                                   (3.35) 

où nn
fA ×ℜ∈ , pn

fB ×ℜ∈  et nq
fC ×ℜ∈  sont les matrices d’état qu’on déterminera 

ultérieurement. La fonction de transfert associée s’écrit alors sous la forme : 

ffff BAsICsT 1)()( −−=                                                    (3.36) 

Pour chaque membre du domaine incertain MD , le transfert entre l’erreur d’estimation 

zze ˆ−=  et le bruit d’entrée w  est exprimé à travers : 

BAsICsTM

~
)

~
(

~
)( 1−−=                                                    (3.37) 

où  [ ]f
wf

w

ff

CLC
DB

B
B

ACB

A
A −=












=








= ~,~,

0~  

Afin d’obtenir un filtre robuste, nous proposons de minimiser la norme 2H  du transfert ΣT  : 

µ≤

µ

Σ 2
)(

min

pTsous

imiser
                                                   (3.38) 
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où 0>µ  est une borne supérieure de la norme 2H  sur l’ensemble d’incertitudes. Une 

solution au problème est présentée dans le théorème suivant. 

Théorème:  

Supposons que la matrice Σ∈Σ D  est fixe et arbitraire et le scalaire 0>µ  est donné. Alors la 

matrice de transfert )( pTΣ  satisfait l’inégalité µ≤Σ 2
)( pT  pour tout Σ∈Σ D  si et seulement 

si l’observateur s’écrit sous la forme :  







=

+=

)(ˆ)(ˆ

)()(ˆ)(ˆ

txCtz

tyBtxAtx

f

ff
&

                                                                                                      (3.39) 

avec   

11 )( −−= ZUQUA T
f          

FVB f
1−=                  

1)( −= ZUGC T
f                   

où le couple ),( VU  satisfait la relation IUVXY T =+  et les matrices 

FQYYZZWW TTT ,,,, ===  et G  sont les solutions du problème convexe exprimé 

au moyen des LMIs suivantes : 

0

0

),(
,,,,,

<
















−+
+++++++

++++

>
















−

−

IFDYBZB

FDYBFCYAFCYAQFCYAZA

ZBQFCYAZAZAZA

WLGL
LYZ

GLZZ

WTrace

TT
w

T
w

T
w

ww
TTTT

w
TTTTT

T

TT

GFQYZW

              (3.40) 

3.3.2. SYNTHESE DU FILTRE ∞H  [De Souza, 1993]  

Théorème:  

Etant donné un niveau d’atténuation de bruit 0>γ , le problème de filtrage ∞H  peut être 

résolu s’il existe une solution stabilisante 0≥= TPP  de l’équation algébrique de Riccati : 
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0][][][][ 11211 =−+−+−+− −−−−− T
ww

T
ww

TTTT
ww

T
ww BDVDIBPCVCLLPPCVDBAPPCVDBA γ   (3.41) 

ayant satisfait les hypothèses suivantes: 

   ];,0[,0)()()( tttDtDtV T ∈∀>=  

  ))(),(( tAtC  détectable ; 

  ))(),(( tBtA cc  stabilisable ; 

avec   







−=

−=
−

−

)()]()()()[()(

)()()()()()(
1

1

tBtDtVtDItBtB

tCtVtDtBtAtA

T

w

T

w

T

wwc

T

wwc

                                                                      (3.42) 

alors l’observateur est décrit par: 





=
−+=

)(ˆ)()(ˆ

)](ˆ)()()[(ˆ)()(ˆ

txtLtz

txtCtytKxtAtx&
                                        (3.43) 

où la matrice du gain K est donnée par : 

)()]()()()([)( 1 tVtDtBtCtPtK T
ww

T −+=                                        (3.44) 

 

3.4. CONCLUSION ET PROSPECTIVES  

Les premiers travaux que nous avons élaborés sur la synthèse des observateurs, se situent dans 

le cadre de la thèse et se rapportaient à la preuve de stabilité des observateurs  de Lunberguer 

non linéaires étendus [Boubaker et al., 1998] et à la conception des observateurs à structure 

variable [Boubaker et Babary, 1999] [Boubaker, 2000] pour des systèmes de dimension 

infinie réduits. Ces résultats étaient désormais marqués par des propriétés locales de 

convergence des observateurs. 

 

Nous avons par contre concentré nos efforts après la thèse sur la  conception d’observateurs 

robustes capables de reconstituer les états non mesurables des systèmes à entrées inconnues 

[Sfaihi et Boubaker, 2004] [Sfaihi et Boubaker, 2005] [Boubaker, 2005]. Nous justifions notre 

intérêt pour  ce type d’observateurs  par la nature des applications que nous sommes entrain de 

développer dans le domaine du traitement biologique des eaux.  
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En effet,  les charges polluantes qui sont appliquées aux entrées des procédés de traitement 

des effluents industriels ou urbains sont caractérisées par des variations journalières et 

mensuelles. On trouvera dans le dernier volet de ce manuscrit, la validation expérimentale 

d’un multi-observateur robuste à entrées inconnues par des données expérimentales recueillies 

sur un procédé réel de traitement des eaux usées au LIPE/INSA/Toulouse. Il faut bien 

reconnaître que les multi-observateurs robustes sont une bonne alternative pour améliorer les 

propriétés dynamiques des observateurs classiques [Sfaïhi et Boubaker, 2006]. Notons que 

d’autres techniques existent dans ce sens et font appel à des observateurs de type intervalle 

[Haj-Sadok et Gouzé, 2001] ou à la notion de batterie d’observateurs [Busvelle et Gautier, 

2002].  

 

Dans nos prospectives, nous envisageons étendre nos travaux vers la synthèse des 

observateurs robustes des systèmes non linéaires. Les observateurs à grands gains [Deza et 

al., 1992] et ceux à entrées inconnues [Liu et al., 2005] seront d’un intérêt particulier. D’autre 

part,  les techniques d’approximation des systèmes non linéaires par morceaux seront 

considérées. Les problèmes de la stabilité, de commandabilité et d’observabilité de ces 

systèmes ont été très récemment développés dans la littérature [Bemporad et al., 1999] [Vidal 

et al.,2002] [Vidal et al,. 2003] [Lygeros et al,.2003][Benali et al., 2004]. Les travaux 

montrent que ces systèmes font désormais partie des systèmes dynamiques hybrides qui 

exhibent une grande majorité des phénomènes non linéaires parmi lesquels on trouve le 

phénomène chaotique [Birouche et al., 2004]. Quant à la synthèse des observateurs des 

systèmes linéaires par morceaux, ce problème constitue encore un problème encore ouvert à 

la recherche. En effet, malgré les résultats intéressants qui ont été récemment obtenus sur le 

sujet [Daafouz et al., 2002] [Millerioux et Daafouz, 2002],  les solutions disponibles 

aujourd’hui et qui sont généralement fondés sur la théorie de l’automatique continue montrent 

leur limitation dès que l’aspect hybride devient important (commutation du modèle presque à 

chaque itération). Les défaillances de l’application des principes de l’automatique continue 

sur ce type de systèmes ont été illustrées dans [Birouche et al., 2004] en application sur deux 

nouvelles approches [Ferrari-Trecate et al., 2002] [Raw et al., 2001].  
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4.1. INTRODUCTION 

 

Ce chapitre présente nos contributions sur  le plan applicatif dans le domaine  des 

procédés biotechnologiques. Seuls des exemples d’applications validées par des 

expériences sur sites réels sont présentés dans cette partie. Les résultats validés 

uniquement sur des résultats de simulation n’ont pas été considérés dans ce chapitre. 

 

Nous justifions notre choix pour des applications dans le domaine des bioprocédés par 

le fait que les procédés biotechnologiques sont généralement caractérisés par des 

modèles qui intègrent de fortes non linéarités, des couplages entre les variables 

d'entrées, des variations paramétriques et des entrées non mesurables. La maîtrise de 

tels procédés est  donc une tâche très délicate. Elle exige l’établissement d’un modèle 

mathématique fiable, outil indispensable pour l'analyse et la commande du système. Il 

faut avouer que dans le domaine du génie des procédés industriels, il est très difficile 

d’élaborer un modèle. En plus,  l’expérimentation qui permet de valider les modèles 

dérivés est confrontée à plusieurs verrous : les capteurs font défauts et les coûts sont 

assez importants. Le développement des modèles mathématiques implique aussi des 

compromis. Le modèle  doit être suffisamment précis et suffisamment simple pour éviter 

des complexités numériques de simulation. Toute action de modélisation doit être donc 

précédée par une définition des objectifs. Les objectifs peuvent varier entre le test de 

certaines hypothèses ou  mécanismes, la prédiction et la prévision de la dynamique du 

procédé, l’estimation de paramètres non directement mesurables, l’optimisation ou la 

commande du procédé.  

Un modèle mathématique général qui simulerait toutes les propriétés d’un système n’est 

donc pas réaliste. Il est donc illusoire de vouloir utiliser un modèle conçu pour un 

objectif bien déterminé pour une application différente de celle pour laquelle il a été 

conçu. La négligence de certaines non linéarités dans la modélisation, la réduction de 

certaines dynamiques ou encore la non restitution de certaines singularités telle que la 

transmission des zéros, peut aboutir à des modèles mathématiques exhibant un écart 

entre le comportement du modèle physique et le comportement du modèle de 

connaissance. 
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4.2.PRINCIPE DE MODELISATION DES PROCEDES BIOTECHNOLOGIQUES  

 

La modélisation des procédés biotechnologiques fait appel à une analyse 

compartimentale. Chaque compartiment est équivalent à un réservoir unitaire caractérisé 

par un ensemble de concentrations de réactifs. Des flux entre les différents 

compartiments circulent et doivent être considérés dans la modélisation. Le modèle 

mathématique pour un compartiment est établi à partir des équations bilans matières 

pour chaque élément macroscopique de la réaction biologique dans ce compartiment  

L’équation régissant l’évolution de ces éléments est donnée par la formule suivante : 

 

Variation =  ±  conversion + alimentation – soutirage                                                

 

La figure 4.1 représente un système à comportement. Le réactant 1 se transforme en un 

réactant 2 avec un flux 21a . Ensuite le réactant 2 se transforme en réactant 1 avec un 

flux 12a . 

 

 

 

  

Figure 4.1: Système à compartiments 

 

Nous définirons ainsi les flux entre entrées/sorties pour le système de la figure 4.1 

comme suit:  










+−=

++−=

22212121
2

21212111
1

)(

)(

xaaxa
dt

dx

xaxaaau
dt
dx

                               

avec 1x  et 2x  variables d’état et ija  des termes de transformations. Les termes ija  sont 

en général des fonctions non linéaires des concentrations des différentes réactants. Elles 

expriment en général des cinétiques de croissance ou de mortalité de microorganismes 

vivants, des cinétiques de synthèse ou de dégradations de réactants chimiques.  

u 

1 2 
a  

21a  

12a  

22a  11a  
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Plus de soixante modèles non linéaires existent dans la littérature pour décrire les termes 

cinétiques [Bastin et Dochain, 1990]. Un exemple de modélisation d’un procédé de 

fermentation alcoolique est donné dans [Maamar et Boubaker, 2004] alors qu’un 

exemple de modélisation d’un procédé de traitement des effluents industriels est donné 

dans [Rezouga et al., 2004b]. 

 

4.3. IDENTIFICATION DES PARAMETRES DES MODELES DE COMPORTEMENT  

 

L’identification des paramètres des modèles de comportement exige une étape 

d’identifiabilité structurelle qui est une technique d’analyse qui permet de déduire s’il 

est possible, à partir d’une base de données expérimentales, d’estimer la valeur des 

paramètres du système. Le résultat de cette analyse sera un ensemble ou une 

combinaison  de paramètres jugés comme étant identifiables. Un paramètre est dit alors: 

- globalement identifiable, s’il existe une seule solution numérique pour ce 

paramètre 

- localement identifiable, s’il existe un nombre fini de valeurs pour les paramètres  

- non identifiable, si le nombre de solutions est infini (ou très grand) 

Les deux exemples suivants illustrent bien le concept d’identifiabilité structurelle pour 

des systèmes linéaires. 

Exemple 1 : soit l’équation de la sortie 321 cxbxaxy ++=  avec 321 ,, xxx  trois 

variables d’état et cetba,  trois paramètres à identifier. Il est clair que a, b et c sont 

structurellement identifiables. 

Exemple 2: 

Pour l’équation de la sortie )( 2121 xxcbxaxy +++= , seule les combinaisons des 

paramètres )( ba +  et )( ca +  sont structurellement identifiables et non pas les trois 

paramètres a, b et c ; deux paramètres (par exemple, a et b) seront identifiables si la 

valeur d’un troisième (ici c ) est connue a priori. 

L'étude de l’identifiabilité structurelle a été initiée avec les travaux de Bellman et 

Astrom [Bellman et Astrom, 1970]. Par la suite, de nombreuses méthodes ont été 

développées, particulièrement pour les systèmes linéaires invariants dans le temps 

[Walter et Lecourtier, 1982]  [Godfrey et DiStefano, 1987]. 
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Seules quelques approches ont été étendues pour les modèles non linéaires dans le cas 

des procédés biotechnologiques. Parmi ces approches on peux citer : 

- la transformation du modèle non linéaire en un modèle linéaire [Godfrey et 

DiStefano, 1987], [Dochain et al., 1995], [Bourrel et al.,1998], [Spérandio et 

Paul, 2000] 

- le développement en séries de Taylor, en séries génératrices [Holmberg, 1982], 

[Godfrey et DiStefano, 1987], [Dochain et al., 1995] [Jeppsson, 1996], [Bourrel 

et al., 1998], [Spérandio et Paul, 2000], [Petersen et al.,2000] 

- la transformation de similarité (ou isomorphisme d’état local) [Julien et al., 

2000] 

- l’étude d’observabilité des systèmes non linéaires [Bourrel, 1998] 

Des comparaisons entre ces méthodes ont été présentées dans des cas particuliers, mais 

il n'existe pas vraiment de critère pour déterminer a priori la méthode la plus efficace à 

utiliser dans un cas donné [Denis-Vidal et Joly-Blanchard, 1995], [Dochain et al., 

1995], [Walter et Pronzato, 1996]. Des conditions mathématiques de nécessité et de 

suffisance pour tester l'identifiabilité locale et globale des systèmes linéaires ont été 

établies.  

 

Dans [Boubaker et Fourati, 2004] une vue d'ensemble des différentes approches qui 

permettent de tester l'identifiabilité structurelle des systèmes non linéaires est donnée. 

Les aspects les plus importants et les difficultés d'analyse sont examinés et sont illustrés 

par un exemple d'un bioprocédé caractérisé par des non-linéarités polynomiales 

rationnelles et des conditions initiales spécifiées. Ce papier renseigne aussi sur une 

nouvelle approche d’identifiabilité paramétrique qui ut ilise le concept des systèmes non 

linéaires plats [Ljung et Glad, 1994], [Saccomani et al., 1997], [Saccomani et al., 2001].  

 

L’identifiabilité paramétrique est complémentaire de l’identifiabilité structurelle. Le 

problème d'identification paramétrique consiste à déterminer les paramètres carac-

téristiques d'un modèle mathématique à partir d'un ensemble de mesures entrées sorties 

du processus. Pour cela, un algorithme d'identification qui minimise un certain critère 

doit être choisi.  
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Cette approche est souvent limitée par le manque d’informations du à l’absence de 

certains capteurs physiques mais aussi par la corrélation entre les différents paramètres. 

Concernant les travaux élaborés dans cet axe de recherche, une distinction doit être faite 

en un premier temps entre les différentes méthodes d'identification paramétrique des 

systèmes non linéaires. Celle ci se base sur le mode d'exécution de l'algorithme dans le 

temps: en ligne ou hors- ligne. Les méthodes d’identification utilisées en ligne (filtre de 

Kalman, méthodes des variables instrumentales, de moindres carrés récursifs sur les 

corrélations, de régression, etc.) calculent les valeurs estimées de manière récursive, au 

fur et à mesure que les données arrivent [Walter et Pronzato, 1997]. Ce type de 

méthodes récursives est très utile pour faire de la commande adaptative. Les méthodes 

d’identification paramétriques hors- ligne ont recours à des ensembles de données qui 

ont été obtenus préalablement pendant une certaine période de temps. La procédure 

consiste à faire la simulation avec des valeurs constantes de paramètres sur tout 

l'intervalle de temps, et à trouver une valeur minimale des erreurs entre les mesures et la 

solution du modèle selon le critère de minimisation d'erreur utilisé. Le problème devient  

donc un problème d'optimisation. Le critère de minimisation est un facteur très 

important. Il doit être toujours précisé et son choix doit être autant que possible justifié. 

Les méthodes les plus utilisées dans ce sens sont des approches classiques de Newton et 

quasi-Newton, de gradients conjugués, de Levenberg-Marquardt et de simplxe [Walter 

et Pronzato, 1997]. 

 

4.4. OPTIMISATION DES MODELES DE COMPORTEMENT 

 

L’optimisation des procédés dont les modèles non linéaires ont été déjà établis et dont 

les paramètres ont été déjà identifiés consiste à déterminer les séquences d’entrée, les 

volumes des réacteurs qui sont capables de générer un régime optimal de 

fonctionnement du procédé en boucle ouverte. Cette étape est primordiale dans le 

domaine des génies des procédés. En effet, elle est considérée comme une étape de 

dimensionnement du système. Elle est aussi considérée comme une aide à la conception 

du procédé et permet de préciser les contraintes technologiques des réservoirs, des 

pompes, de la purges, les débits…  



MODELISATION ET MAITRISE DES BIOPROCEDES  

_________________________________________________________________________________ 

 

 86 

Cette étape est généralement élaborée en utilisant des séquences des simulations 

intensives. Dans [Rezouga et al., 2004a] une méthodologie claire et concise 

d’optimisation multiobjectif a été proposée pour atteindre de tels objectifs. 

Généralement et d'après [Andersson, 2000] et  [Carlos et Coello, 2000], le problème de 

l'optimisation multiobjectif  peut être manié dans quatre chemins différents selon 

l’instant où le décideur articule sa préférence sur l'objectif: jamais, avant, pendant ou 

après la procédure de l'optimisation réelle. Dans le premier groupe, les méthodes sont 

développées sans aucune information de la préférence. Des exemples de ces méthodes 

sont celles relatives à la formulation de Min-Max et celles relatives au critère global 

[Hwang et al., 1980], [Osyczka, 1984] et [Steuer, 1986]. La deuxième classe de 

méthodes de l'optimisation multi-objectif est celle conduite par articulation des 

préférences du décideur. Avant de conduire l'optimisation, les différents objectifs sont 

agrégés à une seule fonction d'une façon ou d'une autre. Le chemin le plus commun est 

d’utiliser des pondérations [Steuer, 1986].  

Le troisième groupe de méthodes est formé par des approches basées sur une 

articulation progressive d'information de la préférence. Elle est généralement connue 

sous le nom de méthodes interactives [Benayoun et al., 1971].  

Finalement, les problèmes d'optimisation peuvent être résolus par articulation du 

posteriori d'information de la préférence. Ces techniques offrent au décideur un grand 

espace de la solution Pareto optimal de la solution [Rosenman et Gero, 1985]. L'analyse 

doit être exécutée comme si l'ensemble Pareto ne changerait pas tout au long que la 

description du problème [Andersson, 2000]. Plusieurs approches ont été proposées dans 

ce sens [Steuer, 1986] [Ritzel et al., 1994]  [Das Dennis, 1998], [Suppapitnarm, 

1999]… Un point dans l'espace du critère faisable est appelé Pareto optimal s’il n'existe 

aucun autre point dans cet espace qui cède une amélioration dans un critère sans causer 

une déchéance dans l'autre.  Le domaine Pareto peut représenter aussi un ensemble de 

conditions du fonctionnement qui peuvent servir comme optimum, selon l'importance 

relative placée sur chacun des objectifs. Cet aspect donne la flexibilité au décideur pour 

sélectionner la meilleure solution du compromis d'un tel ensemble [Zhou et Titchener-

talonneur, 2003] [Halsall-Whitney et al., 2003]selon des préférences qu’il exprime en 

précisant les valeurs des seuils des paramètres de décision pour chaque critère.  
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4.5. APPLICATIONS 

4.5.1.  APPLICATION 1 : PROCEDE DE TRAITEMENT DES EAUX USEES    

 

Ce travail a visé la conception d’un observateur à entrées inconnues d’un procédé de 

traitement des eaux usées fonctionnement en alternance de phase (figure 4.2) .Le 

procédé est une unité pilote installée au sein du  Laboratoire d’Ingénierie des Procédés 

de l’Environnement (LIPE) de l’I.N.S.A. de Toulouse. Il permet l’élimination des 

substrats polluants carbonés et azotés au niveau du traitement secondaire dans un 

ensemble composé d’un basin mélangeur, d’un bassin d’aération et d’un décanteur. 

L’eau polluée entrante provient de la station d’épuration de la ville de Toulouse. La 

charge appliquée par jour est de 0.6 à 0.12 kg de DCO en entrée par kg de matière en 

suspension dans le réacteur. L’eau polluée  circule dans l’aérateur à l’intérieur duquel la 

biomasse bactérienne est chargée de dégrader la matière organique. Les micro-

organismes peuvent s’agglomérer progressivement en floc pour prendre l’aspect d’une 

boue. Le mélange eau épurée-floc bactérien est ensuite envoyé dans le décanteur où les 

deux éléments sont séparés par gravité. Une fraction des boues décantées est recyclée 

vers l’aérateur pour maintenir sa capacité d’épuration, le reste est extrait pour être 

éliminé. L’eau épurée est rejetée dans le milieu naturel.  

 

 

 

 

 

 

Figure 4.10. Procédé de traitement des eaux usées 

 

Figure 4.2 Synoptique du processus de traitement  

des eaux usées à alternances de phases 

 



MODELISATION ET MAITRISE DES BIOPROCEDES  

_________________________________________________________________________________ 

 

 88 

Une représentation relativement complète de toutes les variables d’état du pilote, 

comprenant onze variables d’état et une vingtaine de paramètres est donnée dans 

[Jeppson, 1995], [Julien et al., 2000]. Un modèle mathématique plus réduit a été 

introduit dans [Goméz-Quintero et al., 2000] . Celui-ci est décrit par le système 

d’équations différentielles suivant : 
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Nomenclature  

( )3/ −mgSS   Concentration de substrat facilement biodégradable. 

( )3/
4

−mgSNH   Concentration d’azote sous forme d’ammoniac. 

( )3/
3

−mgSNO   Concentration de nitrate (et de nitrite). 

( )3/
2

−mgSO   Concentration d’oxygène dissous. 

( )3/
2

−mgS satO   Concentration de saturation de l’oxygène dissous. 

( )3
, / −mgS inC   Concentration de la source de carbone externe. 
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( )3/
4

−mgS inNH  Concentration d’azote sous forme d’ammoniac en entrée. 

( )3/
3

−mgS inNO   Concentration de nitrate (et de nitrite) en entrée. 

( )1−jak L   Coefficient de transfert de l’oxygène. 

( )1−jDS   Taux de dilution relatif à l’entrée. 

( )1−jDC   Taux de dilution relatif à la source de carbone externe. 

HY               Coefficient de rendement de la biomasse hétérotrophe. 

NBMi    Masse d’azote contenue dans la biomasse  

iλ    Paramètre spécifique du modèle non- linéaire réduit. 

 

Afin de générer une base de modèles permettant de décrire le processus, il est judicieux 

de remarquer que dans l’aérateur, le processus se déroule en alternance de phase. La 

première phase est une phase aérobie pour laquelle le coefficient de transfert de 

l’oxygène ak L  est différent zéro; Il s’agit d’injecter durant cette phase de l’oxygène en 

grande quantité dans le réacteur. L’oxygène dissout est nécessaire au métabolisme des 

micro-organismes afin d’accomplir le processus de nitrification permettant de 

transformer la pollution en nitrate. La seconde phase consiste à couper l’action 

d’aération ce qui correspond à un transfert d’oxygène ak L  égal à zéro. Les micro-

organismes continuent alors à consommer l’oxygène dissous qui reste dans le réacteur 

jusqu’à qu’il soit épuisé. Cette période transitoire, généralement très courte et 

correspond à une seconde phase aérobie durant laquelle l’oxygène va diminuer jusqu’à 

s’annuler. A ce moment se déclenche une troisième phase qui est caractérisée par un 

rajout d’une source de carbone externe au niveau du mélangeur dans un objectif de 

dénitrification ; c’est une action qui permet de transformer le nitrate en azote. A 

l’instant où l’aération est relancée, la concentration d’oxygène n’est plus nulle et une 

nouvelle phase aérobie commence. La base des modèles générée sera décrite par des 

modèles linéaires représentés sous la forme suivante : 
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où  ( ) ( ) ( )tdtutx iii ,,  et ( )tyi  sont respectivement le vecteur d’état, le vecteur des entrées 

connues, le vecteur des entrées inconnues et le vecteur des mesures. iiii DetCBA ,,  sont 

des matrices de dimensions appropriées variant selon le mode d’alternance. L’indice i 

étant  relatif au ième modèle. Dans le cas des procédés fonctionnant en alternance de 

phase le point d’équilibre n’existe pas car le système n’atteint jamais son régime 

d’équilibre. Les trois modèles seront donnés selon les conditions opératoires suivantes: 

• Premier modèle : 00
2

≠≠ OL Setak   

• deuxième modèle : 00
2

≠= OL Setak  

• Troisième modèle : 00
2

== OL Setak  

Le tableau 4.2. illustre l’ensemble des approximations élaborées qui ont permis de 

représenter par un modèle linéaire par morceaux le modèle non linéaire (4.2) sans tout 

de même détruire sa structure non linéaire. 

 

Tableau 4.1. Hypothèses d’approximation du modèle non linéaire  

paramètres modèle 1 modèle 2 modèle 3 

Lak  Lak  0 0 

1β  SS1ϕ  SS1ϕ  0 

2β  0 
SNO SS 32 3

ϕϕ +  SNO SS 32 3
ϕϕ +  

3β  54 4
ϕϕ +NHS  0 0 

4β  6ϕ  6ϕ  6ϕ  

5β  7ϕ  98 3
ϕϕ +NOS  98 3

ϕϕ +NOS  

 

Les instants de commutation T1, T2 et T3 entre les trois modèles d’un même cycle sont 

obtenus par une optimisation du processus.  
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Les durées d’aération et de non-aération peuvent être contrôlées par l’analyse des 

courbes du potentiel d’oxydoréduction, qui montrent les trois points d’inflexion 

correspondant à la fin de la consommation d’ammonium +
4NH  accumulé durant la 

phase de dénitrification précédente, au début de la phase anoxie et au début de la phase 

anaérobie. Les basculements se font à des périodes prés-définis par une table de temps. 

Les modèles obtenus sont données par : 

Modèle 1 : 00
2

≠≠ OL Setak  

[ ]T
ONHNOS SSSSx

2431 = , [ ]T
SinSc SSu 11 = , [ ]inNHSd

41 =  et [ ]
421 NHO SSy =  
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Modèle 2 : 00
2

≠= OL Setak   

[ ]T
ONHNOS SSSSx

2432 = , [ ]T
SinSc SSu 12 = , [ ]inNHSd

42 =  et [ ]
422 NHO SSy =  
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Modèle 3 : 00
2

≠≠ OL Setak   

[ ]T
NHNOS SSSx

433 =  [ ]T
SinSc SSu 13 = , [ ]inNHSd

42 =  et 
4NHSy =  
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Les paramètres iϕ  des modèles linéaires sont déterminés par identification. La figure 

4.3 , 4.4 et 4.5 montrent une confrontation entre le modèle non linéaire, le multimodèle 

linéaire, le multi-observateur et les mesures expérimentales pour les variables d’état 

mesurables. Nous pouvons remarquer que l’observateur a permit, malgré un modèle 

imparfait, de bien retrouver le comportement réel du nitrate et de l’ammonium et 

corriger la concentration d’oxygène, dont la reconstruction étaient l’objectif du départ. 

 

Figure 4.3. Confrontation entre modèle non linéaire, multimodèle,  

Multi-observateur et mesures expérimentales pour le nitrate 
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 Figure 4.4. Confrontation entre modèle non linéaire, multimodèle,   

multiobservateur et mesures expérimentales de l’azote 

 

Figure 4.5. Confrontation entre modèle non linéaire, multimodèle,  

multi-observateur et mesures expérimentales de l’oxygène  
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4.5.2. APPLICATION 2 : PROCEDE DE TRAITEMENT DES EFFLUENTS IDUSTRIELS 

 

 Dans ce paragraphe est présenté le travail qui a été élaboré pour l’établissement, la 

validation expérimentale et l’optimisation d’un modèle mathématique d’un procédé de 

traitement d’effluents industriels traitant un toxique difficilement biodégradables du 

type phénol [Rezouga et al., 2004a] [Rezouga et al., 2004b] [Rezouga et al., 2005].  

 

Le modèle mathématique tient compte du phénomène d’acclimatation, jusque là 

rarement formalisé dans les modèles classiques [Carvalho et al., 2001]. La principale 

originalité de ces travaux réside donc dans l’intégration d’une non linéarité particulière 

dans le modèle qui était capable de modéliser parfaitement le phénomène 

d’acclimatation, en vue de prédire au mieux les phases d’activation/désactivation. 

 

Dans le cas du traitement d’une charge polluante continue, ce modèle a été utilisé pour 

simuler l’impact des paramètres de dimensionnent (temps de séjour hydraulique, charge 

massique et age des boues) sur les performances d’épuration et la production de boues, 

par le biais de méthodes d’optimisation multicritères [Rezouga et al., 2004.a]. Certains 

paramètres cinétiques ont été identifiés à partir des données expérimentales obtenues 

par des mesures respirométriques (figure 4.6).  

 

 

 
Figure 4.6. Respiromètre  
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Le modèle a été enfin appliqué à six cas pratiques de fonctionnement d'une station 

traitant des rejets industriels contenant un toxique de type p-nitrophénol, alimentée par 

campagne [Rezouga et al., 2005]. Dans cette dernière partie, l’impact de différentes 

périodicités sur le rendement d’épuration, la croissance bactérienne, et le niveau 

d’acclimatation des micro-organismes sont montrées. Ce travail met en évidence 

l’avantage que présentent les systèmes à alimentation séquencée pour augmenter le 

niveau de résistance d’une population. Les résultats montrent que l’acclimatation peut 

être liée à une augmentation de la résistance des bactéries à l’inhibition et ou 

simultanément à la croissance spécifique d’une fraction adaptée de la population 

bactérienne. 

Le procédé tel qu’il est présenté par la figure 4.7. est constitué d’un réacteur biologique 

(3) considéré parfaitement mélangé dans lequel les eaux usées sont mises en contact 

avec une biomasse (concentration notée X) aérée en continu. Lors de l’alimentation en 

charge polluante, le p-NP représente la seule source de carbone contenue dans les eaux 

usées industrielles (Ie), à l’entrée du procédé (1) arrivant avec un débit Qe. Ce composé 

phénolé est généralement inhibiteur de l’activité d’un la rge spectre de microorganismes 

hétérotrophes. On peut donc considérer que les boues présentes dans le réacteur 

contiennent initialement, en proportion variable, une population (dont la concentration 

est notée XIP) capable de se développer dans les eaux résiduaires industrielles chargées 

en p-NP. Cependant le reste de la population hétérotrophe (XB,H) voit son activité 

inhibée par le p-NP. A la sortie du réacteur, la biomasse contenue dans la liqueur mixte 

(X= XB,H + XIP) est séparée du surnageant par décantation gravitaire (5) puis est 

recyclée  en partie dans le réacteur (2) avec un débit QR. La décantation étant supposée 

parfaite, aucune fuite de biomasse n’est considérée dans le surnageant traité sortant de la 

station. Les effluents traités (6) ne contiennent donc que le composé phénolé résiduaire 

(I). 

La boue excédentaire est extraite (4) avec un débit de purge (Qp), soutiré directement 

dans le réacteur biologique (le soutirage sera réalisé au niveau industriel au fond du 

décanteur mais cela n’a pas de conséquence sur les résultats de la simulation) (voir 

figure.1). 
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Figure 4.7. Synoptique de l’unité pilote 

 

Sur la base d’un bilan matière décrit en détail par [Rezouga et al., 2004.b]. Les 

dynamiques du processus, modélisées pour chaque élément macroscopique de la 

réaction biologique qu’il soit soluble (substrat) ou particulaire (biomasse), sont 

détaillées dans le système d’équations différentielles (4.2). 
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Nomenclature   

Qe  Débit d'alimentation en affluent en 
m3/j 

O2* Concentration en oxygène à la saturation en gO2/ 
m3 

Qp  Débit de purge du réacteur en m3/j 
O2 Concentration en oxygène dans le réacteur en 

gO2/ m3 

QR Débit de recyclage en m3/j O2e 
Concentration en oxygène dans l’affluent en gO2/ 
m3 

Di, i= 

e,p,R 
Différents taux de dilution 
appliqués (Di=Qi/V) en j-1 

KI Coefficient d'inhibition en gDCO/m3 

V Volume du réacteur en m3 KI
max Coefficient d'inhibition maximal en gDCO/m3 

Ie Concentration en inhibiteur dans 
l’affluent en gDCO/m3 

KI
min Coeffic ient d'inhibition minimal en gDCO/m3 

XI 
Concentration en biomasse totale à 
la sortie du mélangeur en gDCO/m3 

a Taux d’activation (acclimatation) en j-1 

II 
Concentration en inhibiteur à la 
sortie du mélangeur en gDCO/m3 

b Taux de désactivation (désacclimatation) en j-1 

X Concentration en biomasse totale 
dans le réacteur en gDCO/m3 

µI
max Taux spécifique maximal de croissance de XI en 

j-1  

I Concentration en inhibiteur dans le 
réacteur en gDCO/m3 

YI Rendement de conversion en gDCOX/gDCOI 

XR Concentration en biomasse totale 
recyclée en gDCO/m3 

KS
I Constante d’affinité par rapport à I en gDCO/m3 

IR Concentration en inhibiteur recyclé 
en gDCO/m3 

bI Taux de décès de XI en j-1 

XIP Concentration de la biomasse 
dégradant le toxique en gDCO/m3 

bB,H Taux de décès de XB,H  en j-1 

XB,H Concentration de la biomasse 
hétérotrophe en gDCO/m3 

fxI Fraction de la population XI active 

kLa 
Coefficient de transfert d’oxygène 
de la phase gazeuse à la phase 
liquide en j-1 

fxB,H Fraction de la population XB,H active 

 

Dans le modèle (4.2) La cinétique de multiplication des micro-organismes qui dégradent 

le composé phénolé est régie par l’équation (a), la cinétique d'évolution de la biomasse 

hétérotrophe par l’équation (b), la cinétique de dégradation du substrat I par l’équation 

(c), la cinétique de consommation d’oxygène par l’équation (e), et la cinétique 

d’évolution du coefficient d’inhibition par l’équation (d).  

 

L’originalité du modèle repose principalement sur cette dernière expression, qui décrit 

la variation du niveau d’inhibition de la population dégradant l’inhibiteur. Plus la valeur 

de KI est importante et moins l’inhibition est importante et donc les microorganismes 

ont été acclimatés aux toxuques. Plusieurs cas de figures d’alimentation en nitrophénol 

sont envisagés comme le montrent le tableau 4.2 et les figures 4.8 et 4.9. 
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Tableau 4.2. Caractérisation des différents modes d’alimentation étudiés 

Cycle De (m3/j) TSH (h) Période d’apport (j) Période de carence (j) 

1 960 11,36 30 0 

2 12697,54 1,73 0,042 1 

3 1022,86 11,04 1 1 

4 1917,86 7,82 1 3 

5 3068,57 5,69 1 6 

6 958,93 11,37 7 7 

-  

 

 

 

 

 
Figure 4.8. Validation expérimentale du modèle mathématique (cas de l’oxygène) 
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Figure 4.9. Simulation des variables non mesurables 

 

En observant respectivement les figures 4.8 et 4.9, on constate que, pour les 3 premières 

injections (entre 1,5 et 2 j), le p-NP n’est pas dégradé en totalité par les 

microorganismes, avant l’injection qui suit. Pour cette première période (jusqu’à t=2,2 j), 

la concentration en inhibiteur reste élevée, ce qui conduit à une augmentation 

progressive de KI de 10 à 300 gDCO/m3 (soit une adaptation progressive de la 

population). Jusqu’à la quatrième injection, un apport en p-NP a provoqué une baisse 

immédiate de l’activité respiratoire des microorganismes. Toutefois, au fur et à mesure 

que le substrat est dégradé, même à de faibles proportions, la vitesse de consommation 

d’oxygène augmente progressivement. A t = 2,18 j une grande partie du substrat est 

dégradée (I = 36,6 gDCO/m3) et une valeur maximale relative de KI de l’ordre de 300 

gDCO/m3 est obtenue. La biomasse a alors atteint une valeur de 260 gDCO/m3. Durant 

cette première période l’acclimatation s’est produite de deux manières : 

• Augmentation de KI (donc diminution du seuil d’inhibition) 

• Augmentation de la population adaptée (XIP) au détriment des autres (XB,H) 

A partir de la cinquième injection, on constate que la cinétique de dégradation du p-NP 

est déclenchée immédiatement après chaque apport en substrat et la totalité de la quantité 

injectée est dégradée avant l’injection suivante.  
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En outre, d’une injection à l’autre, le temps nécessaire à la biomasse pour consommer la 

totalité du substrat diminue et passe de 0,150 j pour la sixième injection à 0,048 j pour 

dernière injection, soit plus de trois fois moins. Entre ces deux injections la 

concentration moyenne en population adaptée XIP augmente de 60% et passe de 307,8 

gDCO/m3 à 731,1 gDCO/m3 alors que le coefficient d’inhibition diminue de 26% et 

passe de 116,51 gDCO/m3 à 86,31 gDCO/m3. Il y aurait donc un double phénomène qui 

intervient lors de l’acclimatation d’une biomasse hétérotrophe à une concentration 

constante de toxique dans un réacteur batch à accumulation de biomasse. 

L’acclimatation « apparente » que l’on pourrait déduire de l’augmentation de la vitesse 

de respiration maximale, atteinte pour chaque injection, est due à une levée progressive 

d’inhibition et à une croissance significative de la biomasse concernée par la cinétique 

de dépollution. Au fur et à mesure que l’on progresse dans le cycle d’acclimatation, la 

quantité de p-NP est dégradée plus rapidement suite à la croissance microbienne, par 

conséquent la quantité apparente de substrat pour la biomasse XIP est de plus en plus 

faible dans le réacteur biologique et la valeur du coefficient d’inhibition KI de moins en 

moins importante. En d’autres termes, une quantité importante de bactéries adaptées au 

p-NP a été développée mais celle-ci sera sensible à une inhibition si la concentration an 

p-NP augmente brutalement. 

 

En conclusion, le nouveau modèle proposé a été validé par des données expérimentales. 

Il nous a permis de comparer différents modes de conduite du procédé à boues activées 

en fonction des scénarios de production. Il a été montré que l’alimentation séquencée 

favorise le développement d’une résistance aux fortes concentrations de toxiques. 

Cependant le procédé à alimentation continue permet d’atteindre malgré tout  une 

meilleure épuration. Les simulations du modèle en mode séquencé (ou semi-continu) ont 

montré l’importance des périodes de carence et d’apport en agent inhibiteur (p-NP), et le 

compromis qu’il faudrait trouver entre le niveau de dégradation du composé, le 

développement d’une biomasse avec un niveau d’acclimatation assez élevé et la 

réduction de la production de boues, pour une meilleur exploitantation des stations 

d’épuration.
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4.5.3. APPLICATION 3 : PROCEDE DE PRODUCTION D’AROME NATUREL  

Dans ce paragraphe est présente le travail qui a été élaboré pour l’établissement et la validation 

expérimentale d’un modèle mathématique d’une opération de production extraction d’un arôme 

naturel à partir de matières végétales en faisant appel à un couplage d’enzymes de faible coût.  

Les arômes constituent un ensemble complexe de composés volatils et sont classés en arômes 

naturels et en arômes de synthèse. Ces derniers sont séparés de manière chimique peu sélective et 

possédant  rarement la même odeur que ceux obtenus par voie naturelle d’où la demande croissante 

des industriels des molécules aromatisantes ayant le label « naturel ». L’objectif de ce travail était 

de maîtriser  la réaction visant la transformations des huiles végétales pour la synthèse de composés 

aromatiques naturels en présence de substrat et préparation enzymatiques de faible coût. Les 

arômes synthétisés sont  de type aldéhydes et alcools responsables de la note verte ou « odeur de 

l’herbe coupé »  chez les végétaux [Akacha et al., 2004]. 

Deux types d’originalité sont considérés dans ce travail : tout d’abord la considération d’un  

couplage d’enzyme ensuite l’intégration d’une non linéarité supplémentaire pour la modélisation de 

l’évolution du produit  final responsable de l’odeur caractéristique de l’arôme.  

En utilisant des bilans masse matière, le modèle qui a été proposé [Akacha et al., 2005] est régi par 
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Nomenclature : 

HP  : Hydroperoxyde-acide gras (substrat) 

Ad  : Aldéhyde (héxanal) 

Ac  : Alcool (héxanol) 

1MK , 2MK  :Constantes de Michaelis 

Ki  : constante d’hinibition 
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La première équation modélise le déclin du substrat  (Hydroperoxyde-acide gras) pour favoriser la 

production de d'aldéhyde (hexanal). La seconde équation décrit l’apparition de l’aldéhyde 

(hexanal) pendant une courte période pour disparaître à son tour pour favoriser la production de 

l’alcool responsable de l’odeur de l’herbe coupé (hexenol). La troisième équation décrit de 

l’évolution l’alcool dont la cinétique intègre une non linéarité particulière. C’est grâce à cette non 

linéarité que nous avons pu rapprocher au mieux le modèle établi aux données expérimentales. Les 

profils prédits ont été validés par des données expérimentales (Figure 4.10), ce qui confirme bien 

l'adéquation du modèle cinétique proposé aux données expérimentales. 

 

 
   

Figure  4.10. Validation expérimentale de l’évolution de l’Aldéhyde et de l'alcool pendant 20 

min de réaction associé. 

 ( *: résultats expérimentaux – résultats de simulation) 

 

Des travaux sont en cours et vont certainement permettra d’affiner au mieux le modèle déjà   

établi. Nous visons aussi d’optimiser la production de l’arôme naturel que nous avons évalué 

jusque la à  20% en présence d’extraits d’oliviers. Sur un plan technologique, l’extraction de 

l’arôme   représente un intérêt fondamental pour la bonne conduite de tels projets. 
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4.7. CONCLUSION 

 

La conduite des procédés biotechnologiques fait appel à des compétences variées : 

mathématique, biologie, chimie, automatique… rarement réunies au sein d’un même laboratoire 

de recherche voir dans un même institut. Le point fort de l’Institut National des sciences 

Appliquées et de Technologie de Tunis est qu’e lle réunie au sein de ses Unités de Recherche  

toutes ces compétences ce qui permet de percer avec beaucoup d’assurance dans ce domaine. 

Une validation expérimentale des différentes stratégies proposées a été élaborée dans des 

laboratoires associées tel que le UPMA (INSAT/Tunis), Unité Enzymologie (INSA/Tunis), 

LIPE (INSA/Toulouse), LBE (Narbonne), LEE (INRST/Tunis) … et a permis certainement une 

valorisation des résultats.  

 

Trois applications parmi au moins une dizaine d’applications élaborées ont été succinctement 

décrites. Ce choix est certainement  justifié par la qualité et l’importance des résultats obtenus. 

Les applications exposées  traitent des sujets d’actualité particulièrement liés au problème de 

l’environnement,  de la sécurité alimentaire et de la santé. Ces processus sont caractérisés par 

des modèles exhibant de fortes non linéarités, des incertitudes de modélisation et des paramètres 

non mesurables. Des contributions, aussi bien sur un plan théorique que sur le plan applicatif, 

émanant de la théorie des systèmes non linéaires sont toujours attendues.  
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CONCLUSION GENERALE 

 

 

 

Ce rapport présente les grandes lignes de nos orientations scientifiques dans le domaine vaste 

de l’Automatique  et plus particulièrement dans le domaine de la commande robuste des 

systèmes non linéaires et multivariables. A travers ce rapport assez synthétique, quatre axes 

de recherche sont identifiés. Des applications dans le domaine des procédés 

biotechnologiques sont présentées. Des activités diplomantes de recherche ont été dirigées 

[Annexe 1] dans ce sens. Ces travaux ont aboutit à certains résultats diffusables [Annexe 2].  

 

Le premier axe de recherche traite du problème de découplage des systèmes non linéaires 

multivariables. Ces travaux sont marqués par la systématisation de lois de commande 

découplées pour  une classe particulière des systèmes non linéaires que nous avons 

récemment proposée par le biais de modèles assez génériques dans le cas des systèmes de 

dimension infinie et dans le cas des systèmes de dimension finie. Cette classe est caractérisée 

par des couplages en forme de multiplicités entre les variables de commande. Les preuves de 

stabilité des lois de commande proposées ont été démontrées en utilisant une approche de 

Lyapunov. 

 

Le second axe de recherche traite du problème de séquencement des gains robustes pour des 

systèmes non linéaires. Les systèmes non linéaires sont alors représentés au moyen de 

modèles linéaires par morceaux. Les résultats que nous avons développés sur cet axe de 

recherche ont permis l’approximation des systèmes non linéaires par des formes canoniques 

CPLW et HL-CPWL. Nous avons par contre pensé qu’il serait difficile de croire qu’il est 

possible d’assurer la stabilité globale par la simple utilisation des modèles obtenus et qu’il 

sera possible d’assurer cette propriété dans le cas où les non-linéarités seraient approximées 

au moyen de linéarités affectées d’incertitudes avec un choix approprié de ces dernières.  
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En extension à l’approche quadratique classique, nous avons proposé une nouvelle approche, 

qui permet de réduire le conservatisme. L’intérêt majeur de cette approche qu’elle permet de 

choisir une matrice de Lyapunov différente pour chaque modèle et chaque sommet d’un 

multimodèle incertain de type polytopique. De plus un régulateur unique est synthétisé pour  

l’ensemble des modèles incertains.  

 

Concernant le troisième axe de recherche, nous ne prétendons pas apporter jusque la une 

contribution théorique dans ce sens. Nous avons par contre réussit à établir un état de l’art des 

différentes approches de synthèse d’observateurs robustes dans le cas des systèmes linéaires. 

Cette étude bibliographique assez importante nous permettra certainement de proposer des 

extensions dans le cas des systèmes non linéaires en utilisant les outils déjà développés sur le 

second axe de recherche : le résultat serait des observateurs linéaires par morceaux pour des 

systèmes non linéaires incertains. Le problème majeur qui sera posé est certainement la 

preuve de stabilité globale de tels observateurs. 

 

Enfin le dernier axe de recherche traite de la modélisation et la maîtrise des procédés 

biotechnologiques. La difficulté majeure retenue dans la conduite de tels procédés se situe 

principalement dans la pluridisciplinarité des approches et les coûts très élevés des 

expérimentations. Nous avons pu surmonter ce type de problèmes grâce aux nombreuses 

coopérations que nous avons pu établir. Les validations expérimentales élaborées dans les 

laboratoires associés ont permis certainement une valorisation des résultats obtenus.  
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Contribution à la commande robuste des systèmes non linéaires 
 
 
Résumé: La théorie des systèmes non linéaires reste encore un domaine ouvert à la 
recherche, même si des résultats importants à caractère théorique ont été obtenus 
depuis bien longtemps dans le domaine de l’Automatique. La complexité des outils et des 
méthodes développés pour l’analyse et la synthèse des systèmes non linéaires ont 
représenté le verrou réel de ces approches lors de l’application sur un plan industriel. La 
contribution de ce travail réside dans le développement ou l’extension de résultats 
théoriques pour des classes génériques des systèmes non linéaires tout en assurant le 
compromis simplicité, robustesse et applicabilité.  Deux approches ont été proposées 
pour assurer la commande robuste des systèmes non linéaires. La première assure la 
systématisation de la synthèse de lois de commande pour  une classe particulière des 
systèmes non linéaires. Celle ci est caractérisée par des couplages en forme de 
multiplicités entre les variables de commande. Ce problème a été résolu dans les deux 
cas de systèmes de dimension infinie et dans le cas de systèmes de dimension finie. Les 
preuves de stabilité des lois de commande proposées ont été démontrées en utilisant 
une approche de Lyapunov. La seconde approche  de commande robuste exige la 
représentation des systèmes non linéaires au moyen de modèles linéaires par morceaux 
par des formes canoniques de préférence affectées d’incertitudes. Une extension à 
l’approche quadratique de Lyapunov classique appliquée aux systèmes linéaires a été 
étendue à la base de modèles linéaires par morceaux représentant le modèle non 
linéaire. L’intérêt majeur de cette approche est qu’elle permet de réduire le 
conservatisme de l’approche classique tout en choisissant une matrice de Lyapunov 
différente pour chaque sommet d’un modèle linéaire incertain de type polytopique. De 
plus un régulateur unique est synthétisé pour l’ensemble des modèles incertains 
représentant le modèle non linéaire. Pour faire face aux problèmes d’estimation d’état 
des systèmes considérés, deux philosophies de synthèse d’observateurs robustes ont 
été adoptées. La première consiste en une estimation de tous les états du système par le 
biais d’observateurs à entrées inconnues d’ordre complet, la seconde restreint le 
problème en une estimation des états non accessibles par le biais d’observateurs à 
entrées inconnues d’ordre réduit. Une étude comparative a permit de distinguer les 
avantages et les inconvénients de chacune des approches développées. Enfin des 
applications dans le domaine des procédés biotechnologiques ont été conduites pour 
valoriser certains résultats théoriques de modélisation et d’optimisation. La difficulté 
majeure retenue dans ce sens se situe principalement dans la pluridisciplinarité des 
théories considérées dans ce domaine industriel particulier et les coûts très élevés des 
expérimentations.  
 
Mots Clés:  
Modélisation, Systèmes non linéaires, systèmes linéaires, systèmes de dimension infinie, 
systèmes de dimension finie, Modèles incertains, stabilité, théorie de Lyapunov, 
découplage, commande robuste, observateurs robustes, observateurs à entrées 
inconnues, procédés biotechnologiques. 
 


