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Contrdlabilité de quelques équations aux dérivées partielles
paraboliques peu diffusives

Résumé : La théorie du controdle est la branche des mathématiques qui étudie dans
quelle mesure on peut modifier ’état d’un systéme en fonction des propriétés in-
trinséques dudit systeme et de la facon dont on peut agir dessus. Par exemple, on
peut se demander si on peut amener la température d’un solide a une température
constante en temps fini, en chauffant et refroidissant seulement une partie du solide.
Ce probleme, appelé «contrdle a zéro de I’équation de la chaleur», est résolu depuis
1995.

Mais si on étudie les équations paraboliques dégénérées, qui ressemblent a I'équa-
tion de la chaleur mais qui ont une diffusion plus faible, on ne sait traiter que quelques
exemples particuliers, et la situation est plus compliquée : pour I’équation de la
chaleur, la controlabilité a zéro est toujours vraie, méme en temps arbitrairement pe-
tit; mais pour certaines équations paraboliques dégénérées, il peut exister un temps
minimal en dessous duquel la contrélabilité a zéro n’est pas vraie.

Nous étudions quelques équations paraboliques dégénérées, notamment [équa-
tion de Grushin et des équations de type Kolmogorov, et complétons partiellement
les résultats de controle dessus. Nous précisons en particulier la relation entre le
domaine de controdle et le temps minimal de controle a zéro. Cette étude se fait par
une analyse spectrale fine, qui permet de ramener 1'é¢tude des équations de Grushin
et de type Kolmogorov a I'¢tude d’équation de la chaleur fractionnaire. Nous étudions
donc également les équations de la chaleur fractionnaire, grace a des techniques et
fonctions holomorphes et d’optique géométrique.

Nous étudions également des systemes transport-chaleur, et montrons qu’il existe
un temps minimal de controle a zéro, et on généralise (presque) les résultats obtenus
sur plusieurs exemples particuliers de systemes transport-chaleur. Cette étude est
basée sur une analyse spectrale qui permet de séparer les systémes transport-chaleur
en un systeme de transport et un systéme d’équations de la chaleur faiblement
couplés.

Mots-clefs : Equations aux dérivées partielles, Controle, Observabilité, Equations
paraboliques, Analyse spectrale

Controllability of some parabolic partial differential equa-
tions with low diffusion

Abstract: Control theory is the branch of mathematics that is concerned in what
extent the state of a system can be modified, depending in the intrinsic properties of
the system and how we can act on it. For example, one may wonder if the temperature
of a solid can be brought to a constant temperature in finite time by heating and
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cooling only part of the solid. This problem, called the null-controllability of the
heat equation, has been solved since 1995.

But if we study degenerate parabolic equations, which looks like the heat equation
but have a weaker diffusion, we know how to treat only a few particular examples, and
the situation is more complicated: for the heat equation, the null-controllability
is always true, even in arbitrarily small time; but for some degenerate parabolic
equations there exists a minimum time for the null-controllability to hold.

We study some degenerate parabolic equations, including the Grushin equation
and some Kolmogorov-type equations, and partially complete existing results about
the null-controllability on those equations. In particular, we make the relationship
between the control domain and the minimum time of null-controllability more
precise. We do this with a fine spectral analysis, which allows us to reduce the study
of the Grushin and Kolmogorov-type equations to the study of the fractional heat
equation. So we also study the fractional heat equation, with holomorphic functions
techniques and geometric optics.

We also study transport-heat systems, and prove that there exists a minimum
control time of null-controllability, (almost) generalizing the existing results obtained
on several examples of transport-heat systems. This study is based on a spectral
analysis that separates the transport-heat systems into a transport system and a
system of heat equations that are weakly coupled.

Keywords: Partial differential equations, Control theory, Observability, Parabolic
equations, Spectral theory
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1 | Introduction

E probleme de la controdlabilité consiste a se demander a quel point on peut

agir sur un systéme en fonction de ses propriétés ainsi que de nos possibilités
d’action sur ledit systéme. Le sujet est particulieérement riche lorsqu’on considere des
systémes modélisés par des équations aux dérivées partielles.

1.1 Controéle des équations aux dérivées partielles

1.1.1 Equations aux dérivées partielles

Une équation aux dérivées partielles est une relation entre les dérivées partielles
d’une fonction f (c’est-a-dire la vitesse a laquelle f varie en fonction de la position ou
du temps). Par exemple, dans un solide dont la température n'est pas homogene, on
s’attend a ce que les parties plus chaudes se refroidissent en transmettant leur énergie
thermique aux parties les plus froides, et que ce processus soit d’autant plus rapide
que la différence de température est grande. Sous certaines hypotheses physiques,
ce phénomene est modélisé par I’équation aux dérivées partielles suivante, avec
AT = 33T + 05T + 32T :

0,T(x,y,z,t)— %AT(x, ¥,2,t) =0,

ou T(t,x,y,z) est la température au temps ¢ et position (x, y, z), et k, ¢ et p sont
des constantes physiques, respectivement la conductivité thermique, la capacité
thermique massique et la masse volumique. Cette équation aux dérivées partielles
est appelée équation de la chaleur.

Les équations aux dérivées partielles sont utilisées comme modeles de nombreux
phénomeénes physiques, par exemple la diffusion de la chaleur, la propagation des
ondes, la mécanique des fluides, I’électromagnétisme, etc.

1.1.2 Controle d’équations aux dérivées partielles

Un exemple : I'équation de la chaleur

L’¢quation de la chaleur précédente décrit un systéme qui évolue librement. En
théorie du controle, on s’intéresse a un systeme sur lequel on peut agir. Toujours avec
I'exemple de '’¢quation de la chaleur, si on peut chauffer ou refroidir une partie du
solide, on peut essayer de rendre la répartition de température du solide uniforme
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plus rapidement que la diffusion naturelle ne le ferait. Du point de vue de I’équation,
ceci revient a ajouter un second membre :

0;T(x,y,z,t) — %AT(X, Vv, z,t) = u(t,x,y,z)1,,

ou u(t, x,y, z) représente I’énergie thermique que l'on retire ou ajoute, et w est la
partie du solide sur laquelle on peut faire cela. La question est alors de savoir si, pour
chaque répartition de température initiale, on peut choisir le controle u de sorte que
a un instant donné ¢ 5 la température du solide soit homogene.

Systeme de controle abstrait

On a décrit un probléme ou on peut agir directement a 'intérieur du solide, mais on
peut aussi s’'intéresser au probleme ou on peut agir sur une partie du bord du solide.
Bien str, on peut aussi formuler des questions similaires pour d’autres phénomenes
que la propagation de la chaleur. D’un point de vue abstrait, si on se donne un espace
des états H et un espace des controles U, qui sont supposés étre des espaces de Hilbert,
un systéme de controle linéaire général® a la forme suivante :

d,f = Af + Bu, (CS)

ou f € I?*([0,T]; H) est I’état du systéme, A est un opérateur sur H (en général
un opérateur différentiel), u € I?([0, T]; U) est le contrdle qu'on peut choisir et
B € L(U, H) est un opérateur borné, appelé opérateur de controle, qui décrit comment
le controle u agit sur 1'état f du systéme. Pour I’équation de la chaleur, I’état est la
température T, 'opérateur A est aux constantes physiques pres A et 'opérateur de
controle B est la multiplication par 1,,.

La question est dans les grandes lignes de savoir si on peut amener le systéme de
’état initial f, vers un autre état f;. Plus précisément, on peut définir plusieurs notions
de controdlabilité. Les plus importantes sont la contrélabilité exacte, 1a contrélabilité
approchée et la contrélabilité a zéro.

Définition 1.1 (Controlabilité exacte). Soit T > 0. Le systeme de controle (CS) est
exactement controlable en temps T si pour tout fy, fi € H, il existe un controle
u € I*([0, T]; U) tel que la solution f de (CS) avec condition initiale f(0) = f, vérifie
f(D) = h.

Définition 1.2 (Controlabilité approchée). Soit T > 0. Le systeme de controle (CS)
est approximativement controlable en temps T si pour tout fy, fj € H,ete > 0,
il existe un contréle u € I2([0, T]; U) tel que la solution f de (CS) avec condition
initiale f(0) = f, vérifie |f(T) — filg < €.

ICette présentation est essentiellement tirée du livre de Coron [30, Section 2.3], ou le lecteur
trouvera plus de détails ainsi que les démonstrations.




CHAPITRE 1. INTRODUCTION 3

Définition 1.3 (Controélabilité a zéro). Soit T > 0. Le systéme de contrdle (CS)
est contrdlable a zéro en temps T si pour tout f, € H, il existe un contrdle u €
I2([0, T]; U) tel que la solution f de (CS) avec condition initiale f(0) = f, vérifie
f(T)=0.

La controlabilité exacte implique la controélabilité approchée et 1a controlabilité
a zéro, et est donc la plus forte des trois notions. On peut démontrer que si les
solutions de I’équation (CS) sont définies pour les temps négatifs, la controlabilité a
zéro implique la controlabilité exacte, mais ce n’est pas le cas en général.

Mentionnons au passage que si B = 1,, comme cela sera souvent le cas dans
cette these, on parlera, de « controlabilité exacte sur w », « contrdlabilité approchée
sur w » et « controlabilité a zéro sur w ».

Observabilité : une notion duale a la controélabilité

Construire directement un contrdle est en général chose peu aisée. Souvent, on
préfere raisonner par dualité, et démontrer une inégalité équivalente. Donnons
les notions duales de chacune des notions de contrélabilité qu'on a énoncées. Ces
notions portent sur le systéme adjoint, ou A* est 'adjoint de A :

0,g +A'g=0. (CS¥)

Théoréme 1.4. Soit T > 0. Le systéme de controle (CS) est exactement controlable en
temps T si et seulement s’il existe Cy > 0 tel que pour tout g, € H, la solution g du
systéme adjoint (CS*) avec condition initiale g(0) = g, vérifie

T
2ol < Cr f |B*g(t)|3 dt.
0

Cette inégalité est appelée inégalité d’observabilité. Le cas échéant, on peut choisir le
controle u qui améne fj a fi de sorte que |u|r2j0,ry.0y < V Cr(lfila + Crlfolm)-

Théoreéme 1.5. Soit T > 0. Le systéme de controle (CS) est approximativement contro-
lable en temps T si et seulement si pour tout g, € H, la solution g du systéme ad-
joint (CS*) avec condition initiale g(0) = g, vérifie

B*g(-) = 0dans I*([0, T];U) = g, = 0.

Cette propriété est appelée observabilité approchée, ou dans certains cas, comme B =
1., continuation unique.

Théoréme 1.6. Soit T > 0. Le systeme de controle (CS) est controlable a zéro en temps
T si et seulement s’il existe Ct > 0 tel que pour tout g, € H, la solution g du systeme
adjoint (CS*) avec condition initiale g(0) = g, vérifie

T
1g(D)| < Cr f |B*g(t)[3 dt.
0
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Cette inégalité est appelée inégalité d’observabilité au temps final. Le cas échéant, on
peut choisir le controle u qui améne f, a 0 de sorte que |u|p2(0,r1,0) < V Crlfolm-

1.1.3 Exemple de I’équation des ondes

Démontrer 'une des propriétés d’observabilité présentée ci-dessus nécessite une com-
préhension fine de I’évolution de I’état f selon I’équation du systeme adjoint (CS*).
Considérons par exemple I'équation des ondes 82 f(t, x)— A f(t, x) = 0. Les physiciens
considérent qu’en négligeant le phénomene de diffraction, les ondes se propagent se-
lon des rayons qui satisfont les lois de I'optique géométrique. Dit autrement, I'optique
géométrique est une approximation en hautes fréquences de I’équation des ondes.
Comprendre ceci est la clef du théoréme suivant de controélabilité de 'équation des
ondes.

Théoreme 1.7 (Bardos, Lebeau & Rauch 1992 [12]). Soit T > 0. Soit M une variété
riemannienne compacte. Soit w un ouvert non-vide de M tel que toutes les géodésiques
de M se déplacant a vitesse 1 intersectent w avant le temps T. Alors, pour tout (fy, f) et
(fi, f{) € H' (M) x I2(M), il existe u € I*([0, T] X w) tel que la solution f de

{ O f(t,x) = Af(t,x) = u(t, )1,  (t,x) €[0,TIxM
(f(0,x),0:f(0,x)) = (fo(x), fo(x)) xeM

vérifie (f(T, x), 0; f(T,x)) = (fi(x), fi (x)) pour tout x € M.

Rauch et Taylor avaient déja démontré un résultat proche en 1974 [75], mais le
théoréme de Bardos, Lebeau et Rauch traite aussi le cas des variétés a bords, ou les
rayons peuvent se réfléchir sur le bord de la variété, ou encore glisser le long de la
frontiere.

La condition sur les géodésiques du théoreme précédent est essentiellement
optimale. Puisque dans la limite des hautes fréquences, les solutions de '’¢quation
des ondes se propagent selon les lois de 'optique géométrique, on ne peut espérer
controler f(T, x) sur tout Q que si tous les rayons sont passés 1a ol on peut agir dessus.

1.1.4 Controle de ’équation de la chaleur

Contrairement a I'’équation des ondes, I’équation de la chaleur ne propage pas I’éner-
gie, mais la dissipe. Une caractéristique de cette dissipation est que les solutions de
I’équation de la chaleur sont lisses. Ainsi, peu importe le controle que 1'on choisit
dans le membre droit de I’équation 0, f(t, x) — Af(t, x) = u(t, x)1,, il est impossible
d’amener 1’état f vers un état qui n’est pas lisse en dehors de w : I’équation de la cha-
leur n’est pas exactement controlable. Cependant, en exploitant les propriétés de
diffusion de I’¢quation de la chaleur, on peut démontrer la controlabilité a zéro.
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Théoreme 1.8 (Fursikov & Imanuvilov 1996 [44], Lebeau & Robbiano 1995 [57]).
Soit T > 0. Soit Q un ouvert lisse borné et connexe de R" et soit w un ouvert non vide de
Q. Pour tout fy € I*(Q), il existe un contréle u € I*([0, T] X w) tel que la solution f de
léquation de la chaleur

0,f(t,x)— Af(t,x) = u(t,x)1, (t,x)€[0,T]xQ

J(0,x) = fo(x) x€Q
flt,x)=0 (t,x) € [0, T] X 0Q

vérifie f(T, x) = 0 pour tout x € Q.

On peut donc contrdler I’équation de la chaleur, aussi petit que soit T, et aussi
petit que soit w. Ceci est cohérent avec la propagation a vitesse infinie que manifeste
I’équation de la chaleur. Notons qu’en remplacant f, par f, — f;, on voit que la
controlabilité a zéro implique la « contrdlabilité aux trajectoires » : pour tout fy, f; €
I2(Q), on peut trouver un contréle qui amene f, a eT f; (1a solution a I'instant T
de I’équation de la chaleur sans contrdles avec condition initiale f;). On peut donc
amener toute condition initiale vers toute cible suffisamment réguliere.

Le cas de la dimension un : 1a méthode des moments

Fattorini et Russel ont démontré la controlabilité & zéro de I'équation de la chaleur en

dimension 1 en 1971 [42]. Ils construisent le controle en résolvant un probléme des

moments, en construisant une famille biorthogonale a la famille de fonctions (e~*x?)

ou les (1,,) sont les valeurs propres du laplacien. Cette méthode est tres féconde pour

traiter les questions de controle des problémes paraboliques en dimension 1 [8, 23,
] (voir aussi la bibliographie de ces articles).

La démonstration de Fursikov et Immanuvilov

Fursikov et Immanuvilov ont démontré I'inégalité d’observabilité au temps final en
démontrant des inégalités d’énergie & poids appelées « inégalités de Carleman ». Sous
les hypothéses géométriques suivantes sur 3 € C%(Q) :

¢>OsurQ,z,b=OsurGQ,Vz,b;é05ur§\co,

ils démontrent qu’il existe 4, > 0 tel que pour tout A > A1,, en notant

e2AplLe _ AY(1,X)
t(T —t) ’

$(t, x) =
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il existe C > 0,5, > 0 tel que pour tout s > s, et toute fonction u € C*([0, T] X Q)
nulle au bord de Q

3
~2s¢ Vil + —— 2)drd
Joma® (v + g e

§3e—25¢
<C f e_zs¢|(6t - A)u|2 dtdx + f ﬁ|u|2 dtdx ).
[0,T]xQ2 [0,T]xw t ( - t)

Or, en fixant s et A quelconque, on utilise le fait que e~2%% soit minoré par e ~5I#IL= et
la décroissance des solutions libres en norme I? pour démontrer que si g est solution
de (at - A)g = O’

mxm;scf

[T/4,3T/4]xQ

s e—2s¢

lg|?>dtdx < C’f
[0, TIxQ

Alors, I'inégalité de Carleman nous donne

|anw;sc[/

[0,T]xw

$3 e—2s¢ 5 it
m@l dt dx < C"(8]72¢(0,T1xw)’
parce que e~2%(:%) tend exponentiellement vite vers 0 lorsque t — O ou t — T, et
donc e=25%/(£3(T — t)?) est borné.

Cette méthode permet, si on a le courage de faire les calculs qui sont alors trés
fastidieux, de traiter le cas de coefficients non constants aussi bien en temps quen
espace, et de traiter les termes d’ordre inférieur. En dehors de la construction de la
fonction de poids ¥, qui demande en dimension supérieure a 1 quelques considéra-
tions géométriques, la démonstration de Fursikov et Immanuvilov ne repose que sur
des intégrations par parties et des majorations de fonctions. On peut donc espérer
suivre la valeur des constantes en fonctions des différents parametres [36, 43].

La démonstration de Lebeau & Robbiano : diffusion et controlabilité

La démonstration par Lebeau et Robbiano de la contrdlabilité de I'’équation de la
chaleur exploite plus explicitement les propriétés de diffusion de I'’¢quation de la
chaleur. Ils démontrent, grace a des inégalités de Carleman pour des opérateurs
elliptiques l'inégalité spectrale suivante.

Théoréme 1.9 (Inégalité spectrale [56, 58]). Soit Q un ouvert lisse borné et connexe de
R", soit w un ouvert non vide de Q, et soit (¢,,) les fonctions propres de —A, de valeurs
propres associées (4,). 1l existe C > 0 tel que pour tout u > 0 et pour toute suite de
nombres complexes (a;,) ;>0

| Y ang

Ap<u

< Cec\/_‘ > ann

12(Q) An<p Lz(a))'
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Cette inégalité affirme que les combinaisons linéaires de fonctions propres du
laplacien ne peuvent pas trop se concentrer dans un ouvert strict de Q. On déduit de
cette inégalité une inégalité d’observabilité au temps final pour les basses fréquences
de I’équation de la chaleur. Donc on peut amener les composantes associées a des
valeurs propres inférieures a u, par un controle de norme I? inférieure 8 CT~V 2eCVH,
Ceci ajoute de I’énergie dans les composantes a hautes fréquences, mais la dissipation
libre (c.-a-d. sans controle) des hautes fréquences est maintenant de e . Comme
cette dissipation est plus forte que la constante CeVH de I'inégalité spectrale, par un
procédé itératif ou on alterne controle de quelques fréquences et dissipation libre de
I’énergie, on peut construire un contréle pour '’¢quation de la chaleur.

Décrivons plus en détails cette démonstration. On suppose qu’'on veut amener
une condition initiale f, vers 0 en temps T > 0. On note 7, : ’2(Q) - I}(Q) 1a
projection sur les fonctions propres associées a des valeurs propres inférieures a u. Si
g est une solution de I’équation de la chaleur sans contrdle, on a alors

T T
T|7,8(T)|72(q) < f |7,8(, ) F2qy dt < f CeVE|m,g(t, WNF ey At
0 0

ou on a utilisé la décroissance de la norme I? des solutions de ’équation de la chaleur
pour la premiere inégalité, et I'inégalité spectrale pour la seconde inégalité. On a donc
une inégalité d’observabilité au temps final pour le systéme de contrdle de ’équation
de la chaleur basses fréquences suivant.

atﬂ,ug(t’ ) - Aﬂ,ug(t’ ) = ﬁﬂ(u(ti )]lcu)

De plus, la constante de cette inégalité d’observabilité est T-1CeV¥, donc on peut
choisir un controle tel que |u|;2(jo,71xw) < C'T ™72 VH| £(0, )| 2¢c)-

On se donne alors une suite (ay)xso de durées définie par a; = c27%/2, ou c est
choisi de sorte que Z 020k = T. On definit alors Ty = 0 et Tyy; = Ty + 2ay. Sur
chaque intervalle de temps [Tk, Ty + ax], on amene a zéro les composantes associées
a des valeurs propres inférieures a 22%. Ceci se fait avec un contrdle u; de norme
inférieure a C'ay %€ 2| f(T;., )| 12(0) (remarquons le 2 au lieu de 22F). On a donc
grace a la formule de Duhamel :

ak
(T + o) = €A f (T, ) + f (@) (5, ) ds
0
et donc

” 12y 4
(T + a2y < 1652 f(Teo iz + Vg luelzz < C"eC2 | (T, o)

Ensuite, sur l'intervalle de temps [T}, + ay, Ti41 ], on n’applique aucun controle.
Comme f(Tj + a,-) n’a aucune composante selon les valeurs propres inférieures
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a 2% on a |f(Tit1, D2y < e_akZZkIf(Tk + ag, )|r2(q)- Donc, en utilisant aussi
— »—k/2.
ai =c2 :

n C'2Kk_q; 22k w2k _eo3ki2
|f (Tes1> Dz < C"eC 2 =42 f(Te, ey = C"eC 2 27 (T, 2y

Comme Z,‘:jo(c’zk — ¢23K2) = — 0, 1a norme I? de f(Ty,-) tend vers 0, et le
controle u, construit comme la somme des controles u; quon a appliqué entre Tj, et
Ty + ax, est de norme I2 finie. On a donc bien construit un contréle qui ameéne f; a
0. O

Cette démonstration, depuis appelée « méthode Lebeau-Robbiano », a été adaptée
pour d’autres équations paraboliques [4], généralisée dans un cadre abstrait [64] et
généralisée a nouveau [18, 21].

Autres résultats

Si le domaine de contrdle w est mesurable de mesure de Lebesgue positive mais pas
ouvert, on ne sait pas démontrer d’inégalité de Carleman, mais on peut encore démon-
trer une inégalité spectrale par d’autres moyens, et donc démontrer la controlabilité
a zéro de ’équation de la chaleur [9]. Ceci est encore vrai si le controle est choisi a
support dans une partie wy C ]0, T[ X Q mesurable de mesure positive [10]. Si Q est
non borné, Miller a démontré que si, dit informellement, le domaine de controle
«ne se rétrécit pas a I'infini », I’équation de la chaleur est controlable a zéro en tout
temps [66]. Si Q = R" et w est mesurable, on peut grace a des techniques d’analyse
complexe démontrer une inégalité spectrale si w vérifie la condition suivante [55],
ou B(x, a) est la boule de centre x et de rayon a :

Jc,a > 0,Vx € R"*, mesure(w N B(x, a)) > c.

Le cas échéant, on a donc controlabilité a zéro de I’équation de la chaleur [41, 82], et
cette condition géométrique est méme nécessaire.

On a mentionné que la contrdlabilité exacte de I'’¢quation de la chaleur n’est
pas vraie, parce que les solutions de I’équation de la chaleur sont lisses. On peut se
demander tout de méme quels sont les états finaux qu’on peut atteindre. On considére
I’équation de la chaleur sur |—1, 1[ avec des controles frontiéres en x = +1. Il se trouve
que 'ensemble des états qu’on peut atteindre est un sous espace des fonctions qui
s’étendent en une fonction holomorphe sur le « diamant » {x+iy, x,y € R, |x|+|y| <
1}, et qui contient toutes les fonctions qui s’étendent sur un diamant un peu plus
grand {x + iy, |x| + |y| < 1+ €} [32, 46, 72].

1.2 Equations peu diffusives

Pour I’¢quation de la chaleur, on a vu que la controélabilité résulte des fortes propriétés
de dissipation par rapport au coefficient de I'inégalité spectrale (Th. 1.9). Dans cette
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these, nous étudions la contrélabilité a zéro d’équations aux dérivées partielles pour
lesquelles cette propriété n’est pas vérifiée, qu'on appellera équations peu diffusives.

Passons en revue les équations qui nous occuperons pendant le coeur de cette
these : I'’équation de la chaleur fractionnaire, les équations de type Grushin et les
équations de type Kolmogorov. Nous regarderons aussi les systémes couplant des
équations paraboliques et des équations hyperboliques, bien qu’ils ne soient pas
réellement de méme nature que les précédents exemples.

1.2.1 Equation de la chaleur fractionnaire

L’équation de la chaleur fractionnaire est la suivante, ou o € R} :

O, f(t,x) + (—=A)2f(t,x) =0 (t,x) €[0,T]xQ
{ ft,x)=0 (t,x) € [0, T] x 39,

ou (—A)*/2 est défini grace au calcul fonctionnel. Par exemple, si Q est le tore T =
R/27Z, (—A)*? f consiste & multiplier le n-iéme coefficient de Fourier de f par |n|%,
et si Q = R, on multiplie la transformée de Fourier de f par |£|%.

L’équation de la chaleur non-fractionnaire (o« = 2) modélise les phénomeénes de
diffusion, comme I’évolution de la température mais aussi I’évolution de la concen-
tration d’'une espéce chimique en 'absence de convection. Certains phénomenes
présentent une dissipation plus faible ou plus forte que celle décrite par I'équation de
la chaleur [62, 79], comme par exemple la diffusion dans des milieux poreux. Méme
si ’équation de la chaleur fractionnaire ne semble pas avoir été beaucoup utilisée
pour modéliser de tels phénomenes, elle décrit aussi des phénomenes ou la diffusion
est plus forte (si @« > 2) ou plus faible (si @ < 2) que celle prévue par I’équation de la
chaleur.

Mais la vraie raison pour laquelle nous nous intéressons a I’équation de la chaleur
fractionnaire est qu’elle est un modele de certaines équations paraboliques dégéné-
rées, dont nous allons maintenant discuter.

1.2.2 Equations paraboliques dégénérées

Hypoellipticité et condition de Hormander

Une équation parabolique dégénérée est, de maniére cavaliére, une équation de la
chaleur ou on aurait mis dans le laplacien des coefficients variables, positifs, mais
qui peuvent s’annuler. Plus précisément, on considére un opérateur du second ordre
sur Q C R" de la forme L = — Z:‘:l a;(x)9;0; + Z:’:l bi(x)J; + c(x), ou les a;, bj et
sont des fonctions a valeur réelles C*, et on suppose que pour tout x € Q et { € R”,

D a; ()& > 0.
i=1
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L'opérateur —A, donné par a;(x) constant égal a J;, vérifie la condition plus forte
> a;;6:& > |€|>. On dit alors que —A est uniformément elliptique. Mais si ) a;;(x)&;§;
s’annule pour un £ non nul et pour au moins un x, 'opérateur est appelé elliptique
dégénéré. Dans cette thése, on s’intéresse a quelques équations de la forme J; + L ou L
est elliptique dégénéré ; on appellera ces équations équations paraboliques dégénérées.

On s’intéressera plus particulierement aux équations J; + L, ou L n’est certes pas
elliptique, mais satisfait tout de méme la condition plus faible d’hypoellipticité : si Lu
est C* sur un ouvert Q, alors u est C* sur Q. Un opérateur uniformément elliptique
du second ordre satisfait cette condition, mais si un opérateur n’est pas uniformé-
ment elliptique, on peut souvent démontrer I’hypoellipticité grace a la condition de
Hormander [ 50, Sec. 22.2] (voir aussi [76] pour le calcul de certaines constantes et
[48, Ch. 2] pour une présentation simplifiée d’une partie de la démonstration).

Théoreme 1.10. Soit (X;)o<i<m, des champs de vecteurs C* sur un ouvert Q de R". Si
les X; et leur crochet de Lie itérés [X;, Xj|, [X;, [ X, X ]] etc. engendrent R" en tout point
de Q, alors lopérateur X, + Z;ZIXIZ est hypoelliptique.

Rappelons que le crochet de Lie de deux champs de vecteurs X, Y, vus comme
des dérivations, est défini par, pour tout u € C*(Q), [X, Y](u) = X(Y(u)) — Y(X(w)).
Par exemple, si X; = 9, et X, = xJ,, les opérateurs X; et X, ne génerent pas R?
sur {x = 0}, mais [X;, X;] = J,, donc X; et [X;, X;] engendrent R? en tout point, et
la condition de Hérmander est vérifiée. On en déduit que l'opérateur 95 + x>3; est
hypoelliptique.

Equation de Grushin

L’¢quation la plus étudiée dans cette theése est I'€quation parabolique dégénérée
suivante, qu’on appellera équation de Grushin.

0, f(t,x,y) — 02 f(t,x,y) — x*35f(t,x,y) =0 (t,x,y) € [0, T X R X Q
{ f(t,x,y)=0 (t,x,y) € [0, T] x 3Q.

Notons que l'opérateur de Grushin —33 — x%8;, qui est I'exemple donné juste
avant, satisfait la condition de Hérmander. Bien que cette équation ressemble a une
équation de la chaleur, elle se comporte sur certains sous-espaces de I*(Q) plutot
comme une équation de la chaleur fractionnaire. En effet, dans le cas Q = R X T, on
vérifie que f,(x,y) = e~Inlx¥2+iny egt une fonction propre de l'opérateur de Grushin
associée a la valeur propre |n|. Donc, sur le sous-espace engendré par ces fonctions
propres, les solutions de I’équation de Grushin sont

f(t, X, y) = Z ane_|n|x2/2+iny—m,
nez

qui ont la méme forme en la variable y que les solutions de I’équation de la demi-
chaleur 6, f(t,y) + \/—=Af(t,y) =0,(t,y) € [0, T] X T.
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Equations de type Kolmogorov

Un autre opérateur qui vérifie la condition de Hérmander est donné par X, = v9,
et X; = d,, avec y € N*. On étudiera dans cette thése I’équation associée, qui est une
équation de type Kolmogorov :

0, f(t, x,v) — 32f(t,x,v) — VY9, f(t,x,v) =0 (t,x,v) €[0,T] X Q
{ f(t,x,v)=0 (t,x,v) € [0, T] x 3Q.

Cette équation est proche du linéarisé autour d’un état stationnaire de ’équation
de Prandtl pour les couches limites en mécaniques des fluides [26], une fois qu’on a
écrit ’équation de Prandtl en variables de Crocco (voir [70]).

On remarque que dans le cas y = 2 et Q = T X R, la fonction? e~Vinv¥2+inx et
une fonction propre de 'opérateur —32 + v2d,, de valeur propre associée V/in. Donc,

sur 'espace engendré par ces fonctions propres, les solutions de I'équation de type
Kolmogorov ci-dessus sont de la forme

Z a.e— inv2+inx—int
n .

nez

Ces solutions se comportent dans la variable x comme les solutions de I’équation de
la chaleur fractionnaire tournée 8, f (¢, x) + Vi(—A)Y4f(t,x) = 0, (t,x) € [0, T] x T.

Danslecasy = 1et Q = T X |0, +oo[, on peut donner explicitement des fonctions
propres de —d2 + vd, grace a la fonction d’Airy Ai. Plus précisément, Ai vérifie
— Ai” +x Ai = 0 et Ai(z) décroit en z=V4e=22"/3 Jorsque z — +oo, |arg(z)| < 7 — €.
Alors, si —u, est le premier zéro (négatif) de Ai, la fonction f,, définie par

fn(x9 y) = Ai (n1/3e—i7r/6v _ MO) einx

est fonction propre de 82 + vd, de valeur propre associée n*3e =73y, = n?32,. Donc,
les solutions selon les combinaisons linéaires de ces fonctions propres sont de la
forme

2 aneinx—tn2/3/10 Aj (711/36—1#/6U —,Uo),

nez
qui ont en la variable x 1a méme forme que les solutions de I’¢quation de la chaleur
fractionnaire tournée (3; + 1o(=A)V3)f(t,x) =0, (t,x) € [0, T] x T.

Méme si ces équations sont spécifiques, et peut-étre pas tres pertinentes physi-
quement, nous espérons que leur étude permettra de comprendre sur des exemples
quelques phénomenes lié€ a la contrdlabilité d’équations paraboliques dégénérées,
dans le but d’aborder de maniere plus générale le probleme lors de travaux futurs.

2Ici, 4/in est choisi a partie réelle positive. Sauf mention du contraire, toutes les racines carrées
seront prises a partie réelle positive.
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1.3 Controle d’équations peu diffusives

1.3.1 Controle de 'équation de la chaleur fractionnaire

Inégalité spectrale

Les fonctions propres de (—A)*? sont les mémes que celles de —A. Par exemple,
sur le tore, ce sont les x — e"*, On a donc la méme inégalité spectrale que pour le
laplacien (Théoréme 1.9) : si w est un ouvert non vide de T, il existe C > 0 tel que
pour toute N € N* et pour toute suite (a,),>o de nombres complexes,

N N
f Z aneinx dx < CeCNf E aneinx
T w n=0

n=0

Pour I'¢quation de la chaleur, la dissipation pour des solutions sans composantes
selon les e”* pour |n| < Nestene N ’ donc pour ’¢quation de la chaleur fraction-
naire, la dissipation est de e"Nf, On voit que, tant que a > 1, la dissipation reste plus
forte que I'inégalité spectrale, et on peut alors grace a la méthode Lebeau-Robbiano
démontrer la controdlabilité a zéro de I'’€quation de la chaleur fractionnaire, comme
ceci a déja été remarqué par Micu & Zuazua [63] et Miller [65].

Notons que le facteur Ce“™ dans I'inégalité spectrale est optimal; on ne peut
le remplacer par aucun Ce“N” avec y < 1 [56, Proposition 5.5]. Doncsi @ < 1, la
diffusion n’est pas plus forte que I'inégalité spectrale. On ne peut alors plus démontrer
la controlabilité a zéro grace a la méthode Lebeau-Robbiano.

dx.

Non-controlabilité par des controles scalaires dans le cas peu diffusif

Pour des opérateurs de controle un peu différents de ceux considérés dans cette thése,
Micu, Zuazua et Miller constatent que I’équation de la chaleur fractionnaire avec
a < 1 n’est pas controlable.

Plus précisément, Micu et Zuazua [63] considerent le systeme de controle
3,f(t,x) + (=A)*?f(t,x) = u(t)h(x) pour x € (0, ) avec condition aux bords de
Dirichlet, o 0 < a < 1, h est une fonction donnée, et le controle u(t) est juste un
nombre. On appelle ce type de contrdle controle profil.

On définit a,(¢t) = % j;)” f(t, x)(x)sin(nx) dx le n-iéme coefficient de Fourier de
f, et de maniére similaire on définit h,, le n-ieme coefficient de Fourier de h. D’aprés
I’é¢quation vérifiée par f, on a a;, + |n|*a, = u(t)h,. Alors, en prenant le produit
scalaire de I'’équation vérifiée par f avec sin(nx), on voit qu’on a a;, + |n|*a,, = u(t)h,,.
Donc si I'un des h,, est nul, on ne pourra pas agir sur la n-ieme composante de Fourier
de f, et la controlabilité a zéro n’est pas vraie. Supposons donc qu’aucun des h,, n’est
nul.
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La controlabilité a zéro est équivalente a I'inégalité d’observabilité au temps
final du Théoréme 1.6. Pour le controle profil, qui correspond au cas ou U = R
et Bu(t) = x — h(x)u(t) dans le systeme de contrdle (CS), cette inégalité est : il
existe C > 0 tel que pour toute solution g de I'’¢quation de la chaleur fractionnaire
d,g(t, x) + (=A)*2g(t,x) = 0,

T T
f g(T.0)Pdx < C f
0 0

Comme les solutions de I’équation de la chaleur fractionnaire sont de la forme
g(t,x) = Z::’l a,e~ " sin(nx), cette inégalité est équivalente 2 : il existe C > 0 tel
que pour toute suite (a,),so € €2(N*),

+oc0 T
> la,fe e <c [
0

n=1

2
dt.

f i h(x)g(t,x)dx
0

+o00 2

PTPAT-
D ahye=tn

n=1

dt,

Fixons n, un entier et définissons une forme linéaire y sur les combinaisons
] . — a — 24 ez e z Yo
linéaires finies >, a,h,e~1""! par u (2;;1 a,h,e" t) = a,. L'inégalité précédente
nous assure que

+o0 T |+ 2
KR 35 anfPe 2100 < €15 e dt = O
n=1 0 n=1

On peut donc étendre « en une forme linéaire continue sur I2(0, T) grace au théoréme
de Hahn-Banach. D’apreés le théoréme de représentation de Riesz, il existe f € I2(0, T)
tel que pour tout f dans I2(0, T), u(f) = (f, f), et donc en particulier { f, h,,e~1""t) =
1si n = ngy et 0 sinon. Donc l'espace vectoriel engendré par la famille de fonctions
(hpe™ 1", ., West pas dense dans I?(0, T). Donc, d’aprés le théoréme de Miintz,
Z::’l |n|=% < 4+c0, donc a > 1.

Donc, par contraposé, si a < 1, il existe des conditions initiales qu’on ne peut pas
controler a zéro. O]

Dans un registre similaire, Miller [65] considére le laplacien avec conditions
aux bords de Neumann, qu’on notera Ay, et I’équation de la chaleur fractionnaire
avec controle au bord 9, f(t, x) + (—Ax)*? = 0, f(t,0) = u(t). Il montre, également
grace au théoreme de Miintz, qu'aucune combinaison linéaire finie non triviale de
fonctions propres de Ay ne peut étre amenée a zéro.

Cas du controle interne : nouveaux résultats

Les deux articles dont nous avons discuté regardent le cas d’'un controdle scalaire,
c’est-a-dire que I’espace des controles, U dans le systeme de controle (CS), est juste R.
Un espace de controle U = I?(w) est plus large, et on pourrait espérer controler a
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z€ro ’équation de la chaleur fractionnaire avec de tels controles. Le premier résultat
de cette thése est que ce n’est en fait pas le cas.

Théoréme 1.11 (voir aussi Sec. 2.2). Soit Q = T, ou Q = R, soit z € C tel que
R(z) > 0. Soit w un ouvert strict de Q et T > 0. Léquation de la demi-chaleur tournée
0.f + z/—Af = 1,unest pas contrblable a 0 en temps T.

Cet énoncé affirme qu’il existe une condition initiale qu'on ne peut amener a
zéro avec un controle I? (pour I'équation de la demi-chaleur). La remarque centrale
pour '¢quation de la demi-chaleur tournée sur le tore T est que les solutions sont de
la forme Y a,,e"™* 2", donc une solution sans composantes selon les fréquences
négatives est une fonction holomorphe en ¢ = e~?/*¥, Montrons comment on en
déduit que I’équation de la demi-chaleur sur le tore est non-contrélable. On ne le fait
pour le moment que dans le cas z = 1 pour simplifier les notations.

Démonstration dans le cas Q = T, z = 1. L'inégalité d’observabilité au temps final
pour I'équation de la demi-chaleur sur T est : il existe C > 0 tel que pour toute suite

(an)nzo € €2(Z),

+00
5 pemrc [
[0,T]xw

n=—o

2

+o0
D a,e™ it drdx.

n=—o

FIGURE 1.1 - En jaune, le domaine 2. En

rouge, le disque D(0, e~T). La contrélabilité

a zéro de I'¢quation de la demi-chaleur im-

plique la contréle de la norme L? des po-

0 lynomes sur D(0,e~T) par leur norme L?

sur D. Mais on peut construire un contre

D exemple a ceci en prenant une suite de poly-

D(0, e—T) nomes qui converge vers ¢ — ¢! hors de la
demi-droite bleue.

On teste cette inégalité sur les suites (a,),>o avec a, = 0 pour n < 0 et seulement
un nombre fini de termes non-nuls. Alors, en faisant le changement de variables
¢ = e~!+1X P'inégalité d’observabilité implique que pour le polyndome a coefficients
complexes p(¢) = 3 a,{" 7,

Z |ap?e>"T < C|p|i2(1))’

n>0
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oudD ={e"T < |¢| < 1,arg(¢) € w} (voir Fig. 1.1). De plus, un calcul en coordonnées
polaires nous donne :

2
|p|i2(D(0,e—T)) =T Z %e_znT <7m Z |an|e_2nT-
n>0 n>0
Donc l'inégalité d’observabilité pour I’équation de la demi-chaleur implique qu’il
existe C > 0 tel que pour tout polyndme p a coefficients complexes, |plr2(p(o,e-1)) <
C|plr2(p)- On va construire un contre-exemple a cette inégalité grace au théoréme de
Runge (voir par exemple le livre de Rudin [77, Theorem 13.9]).

Théoréme 1.12 (Théoreme de Runge). Soit Uun ouvert de C tel que C\ U soit connexe,
et soit f une fonction holomorphe sur U. Il existe une suite (), de polynémes qui
converge uniformément sur tout compact de U vers f.

On choisit U = C\ e®R, avec 6 ¢ wet f: ¢ — ¢~ Il existe d’apres le théoréme
de Runge une suite p; qui converge uniformément vers ¢ — ¢~! sur tout compact
de C \ e°R,. En particulier, la suite ( Pi)k>o est uniformément bornée sur D. Mais
comme [$ Y r2(poe-1y) = 40, d’apres le lemme de Fatou, |pylr2(p(oe-1)) = +
lorsque k — +o00. Donc la suite py est un contre exemple a I'inégalité | p|r2(p(o,e-1y) <
C|p|r2(p)- Et donc I'équation de la demi-chaleur n’est pas contrdlable a zéro. U

Cette démonstration, qui consiste a nier I'inégalité d’observabilité n’est pas
constructive : on sait qu’il existe une condition initiale qu'on ne peut amener a
zéro avec des controles I2([0, T] X w), mais on n’a aucune idée de quelles sont les
conditions initiales qui sont contrélables ou non. On pourrait espérer, comme ceci
arrive pour d’autres équations [20, Th. 1.4] que les conditions initiales suffisam-
ment régulieres soient contrdlable. Ce n’est en fait pas le cas, car on peut montrer
quaucune condition initiale assez réguliere ne peut étre controlée a zéro.

Théoréme 1.13 (voir aussi Sec. 2.2). Soit Q = T, soit z € C tel que R(z) > 0. Soit
w un ouvert strict de Q et T > 0. Aucune combinaison linéaire finie non triviale de
fonctions propres du laplacien ne peut étre controlée a zéro pour l'équation de la demi-
chaleur tournée.

Nous montrerons méme dans le corps de la theése une version un peu plus forte
de ce théoreme. Au vu de ce théoréme, on peut se demander s’il existe une condi-
tion initiale non nulle qui soit controlable a zéro. Le probleme est ouvert, mais on
conjecture qu’il n’en existe pas.

Pour le cas de I'équation de la chaleur fractionnaire sous-critique (cas o < 1), on
n’a également pas la controélabilité a zéro.

Théoréme 1.14 (voir Sec. 2.3). Soit0 < a < 1, soit z € C tel que R(z) > 0. Soit w un
ouvert strictde T et T > 0. L'équation de la chaleur fractionnaire tournée

0, f(t,x) + z(=A)*?f(t,x) = u(t,x)1,, (t,x)€[0,T]xT
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n’est pas contrélable a zéro en temps T.

La démonstration consiste a considérer la suite de solutions (g;,) du systéme ad-
joint ayant pour condition initiale essentiellement g, (0, x) = e~ 'x%0/ h=x%2h Dans la li-
mite h — 0, I’état initial est concentré en zéro, et on montre grace a une méthode stan-
dard, appelée méthode du point col, I'asymptotique g, (t, x) & g, (0, x)e~ZEo+X)TAT,
Donc la solution reste concentrée en 0, et la famille de solutions (gj) est un contre-
exemple a I'inégalité d’observabilité au temps final associée a la contrdlabilité a zéro
de la chaleur fractionnaire.

1.3.2 Controle de 'équation de Grushin

Inégalité spectrale

Léquation de Grushin 6, f — 83 f — x*95f = 0, bien que ressemblant a une équation
de la chaleur, est peu diffusive au sens que la dissipation naturelle n’est pas plus
forte que I'inégalité spectrale. En effet, on a déja remarqué que 'équation de Grushin
se comportait sur certains sous-espaces comme I’équation de la demi-chaleur, et
I’équation de la demi-chaleur est peu diffusive.

En fait, on peut montrer une inégalité spectrale pour 'opérateur de Grushin
—d3 — x?8; sur |-1,1[ x T avec conditions aux bords de Dirichlet [52]? Si on note
(¢n)n>0 une base de fonctions propres et (4,),¢ les valeurs propres associées, pour
tout ouvert non vide w de |—1,1[ X T, il existe C > 0 tel que pour toute suite de
nombre complexes (ay,),>o :

< CeC,u‘ Z AP

L2(Q) Ap<u

L2(w)

Lorsque {x = 0} ¢ @, l'exposant 1 de u dans le facteur Ce“* est optimal, on ne
peut remplacer ce facteur par aucun Ce“*’ avec y < 1. Cela sera confirmé par le fait
que I'¢quation n’est alors pas controlable a z€ro en temps arbitrairement petit, mais
on peut déja s’en douter en testant I'inégalité spectrale avec les fonctions ™Y —na2,
qui sont des fonctions propres approchées (elle ne vérifient pas les conditions aux
bords) de valeurs propres approchées n.

Controle sur une bande verticale

L’article fondateur sur la contrélabilité de I’¢quation de Grushin, de Beauchard,
Cannarsa et Guglielmi [15], traite le cas de I’équation de Grushin sur* (x,y) €

3Comme ce mémoire n’est pas publié, nous donnerons plus loin la démonstration, au moins dans
les grandes lignes.
4En fait ]—1, 1] x ]0, 1[ mais C’est pareil.
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]—-1,1[XT,etw = |a,b[XT,ou0 < a < b.Ils montrent que I'’équation de Grushin n’est
pas controlable si T est trop petit, et est controlable si T est assez grand. L'existence
d’un temps minimal pour avoir controlabilité, phénomene attendu pour les équations
hyperboliques, est plus surprenant pour une équation parabolique. Détaillons un
peu ces démonstrations.

Comme e"Y~"*2 ggt une fonction propre de 'opérateur de Grushin sur R X T,
de valeur propre associée n, les fonctions y(x)e™” —nx72 oy x est C* a support dans
]—1,1[, et qui vaut 1 au voisinage de 0, vérifient

(=03 = x°5 = m)(x(x)e™~"2) = O(e™ ).

Ces sont des « fonctions propres approchées », ou en termes plus techniques, des quasi-
. iny—nx2— . . e .
modes. En conséquence, y(x)e™~"*72-1t est une solution approchée de ’équation
de Grushin. Donc la solution g,, de '’¢quation de Grushin avec condition initiale
i 2 o y—nx22— _ o
x(x)eV=x 72 yerifie g, (t, x,y) = eWY~NX72=nt 4 (=), En particulier,

|gn(T’ i) .)|%2(]_1,1[XT) Z cn—l/Ze—ZnT;

—c'n

2
18n12(j0,T1xe) < ©

Donc si 2T < ¢, I'inégalité d’observabilité au temps final est fausse, et I'équation de
Grushin n’est pas contrdlable sur w. En remplacant e~nx72 par la véritable fonction
propre de —d2 + (nx)?, on peut grace a des techniques d’inégalité ’Agmon montrer
que |g, |%2([0’T]Xw) est alors O(e~(1-9)4%) pour tout € > 0. Ceci démontre que 'équation
de Grushin n’est en fait pas contrélable si 2T < a?.

Pour la controlabilité en temps grand, les auteurs décomposent les solutions
g(t, x,y) de ’équation de Grushin en série de Fourier suivant y, c’est-a-dire qu’ils
écrivent g(¢t, x,y) = Z::_oo g,(t, x)e"™. La n-iéme composante g, (¢, x) vérifie alors
I’équation suivante :

018n(t, x) — 038n(t, X) + (nx)’gn(t, x) = 0,

ainsi que les conditions aux bords g,(t, 1) = 0.

Cette décomposition en série de Fourier est a 1a base des résultats de controlabilité
sur ’équation de Grushin? L'observabilité au temps final de I’équation de Grushin
sur w = |a, b[ X T est équivalente, d’apres ’égalité de Parseval, a 'observabilité au
temps final de chaque équation 9, — 82 + (nx)? sur ]a, b[, uniformément en n, clest a
dire a l'existence de C > 0 telle que pour tout n et pour toute solution g, de

atgn(t’ x) — a)zcgn(t’ x) + (nx)zgn(t’ x) =0, (Gn)

SMentionnons que c’est aussi un ingrédient pour démontrer 'inégalité spectrale que nous avons
énonceée.



18 1.3. CONTROLE D’EQUATIONS PEU DIFFUSIVES

on a I'inégalité d’observabilité au temps final

1
f 1g(T, x)|*dx < Cf |g(t, x)|* dt dx.
—1 [0,T]x]a,b]

En démontrant des inégalités de Carleman pour les opérateurs 6, — 82 + (nx)?, et
en suivant la valeur des constantes en fonction de n, les auteurs démontrent® qu’il
existe C > 0, tel que pour tout T > 1, pour tout n et pour toute solution g,, de (G,),

1
/ g, (T, x)|*dx < Cecnf |g,(t, x)|* dt dx.
-1 [0,T]x]a,b[

La constante d’observabilité n’est pas uniforme en n, mais on peut la compen-
ser grace a la dissipation de chaque équation (G,,). En effet, en exploitant les fonc-
tions e~"¥72, qui sont des fonctions propres approchées des opérateurs —32 + (nx)?,
on peut voir que la premiere valeur propre 4, de ces opérateurs a pour asympto-
tique 4,, = n + O(e™"). Dong, les solutions de (G,,) satisfont |g, (T, -)|%2(_1’1) <
Ce=2"T|g,(0, -)|]%2(_1,1). En conséquence, si 2T > C + 2 les équations (G,,) sont ob-
servables au temps final uniformément en n. O

Cette démonstration ne donne pas le temps minimal pour avoir controlabilité,
on sait juste qu’il est plus grand que a%2. Dans le cas ol w est la réunion de deux
bandes symétriques, c.-a-d. @ = (]—b, —a[ U ]a, b[) X T, un article de Beauchard,
Miller & Morancey [20] démontre que la valeur du temps minimal est T* = a%2, et
que I’équation de Grushin n’est pas contrdlable si T = T*. Dans un preprint récent,
Beauchard, Dardé et Ervedoza [16], montrent que si w = ]a, b[ X T est une seule
bande, alors, le temps minimal est toujours T* = a*2. Damien Allonsius [3, Ch. 4]
propose également une autre démonstration de ce résultat, modulo une conjecture
de gap uniforme qui est vérifiée numériquement (et trés largement). En résumé :

Théoréme 1.15. SoitQ = |-1,1[XT, T>0,0<a<b<1letw=]a,b[ XT. Alors:

« 5i T > a?2, l'équation de Grushin (8, — 9% — x>35) f = 1, u sur Q est controlable
a zéro sur w en temps T;

e 5si T < a¥2, l'équation de Grushin sur Q nest pas controlable a zéro sur w en
temps T.

Mentionnons que les articles que nous avons cités contiennent bien d’autres
informations, comme des conditions suffisantes pour qu'une condition initiale soit
controlable & zéro méme dans le cas T < a%2, et des résultats sur les équations de
Grushin généralisées

0, f(t,x,y) = 03 f(t, x,y) — q(x)*5 f(t, X, y) = u(t, x, )1,

6Meéme si cela est présenté de maniére différente.
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Si g(x) = |x|” ety < 1, on a la contrdlabilité en tout temps et sur tout w. Dans le
casq € C3(-1,1;R), g(0) = 0 et g'(x) > ¢ > 0; et si le domaine de controle est une
bande verticale w = ]a,b[ X T avec 0 < a < b, le temps minimal de controle est
T*=q'(0)7" f; q'(x)dx.

Controle sur d’autres domaines : nouveaux résultats

Notre premier résultat est que si le domaine de controle est le complémentaire d’'une
bande horizontale w = ]—1,1[ X (T \ [a, b]), ’équation n’est jamais controlable’

Théoréme 1.16 (voir aussi Sec. 4.2). Soit T > 0. Supposons qu’il existe un segment
non trivial [a,b] de T tel que w = |-1,1[ X (T \ [a, b]). Léquation de Grushin sur
Q = ]|-1,1[ X T n'est pas contrélable sur w en temps T.

Ceci découle du fait que ’¢quation de Grushin se comporte sur certains sous-
espaces comme ’équation de la demi-chaleur, et que cette derniére n'est jamais
controdlable. Plus précisément, on construit des solutions, qui sont approximativement
de la forme Zn>0 ane‘”xz/ 2+iny=nt et qui se concentrent hors de w. Ceci se fait de la
méme maniere que pour la demi-chaleur, mais en traitant x comme un parameétre.
Les fonctions ci-dessus ne sont que solutions approchées, donc nous aurons besoin
de traiter les termes d’erreurs. Comme nous sommes dans le cas critique, ou la
diffusion est faible mais de presque rien, ces termes d’erreurs sont difficiles a traiter.
Nous aurons besoin d’outils d’analyse complexe et d’une analyse spectrale fine de
l'opérateur —92 + (nx)? sur |—1, 1[, dans la limite 7 — o0, R(n) > 0.

Dans les résultats sur les bandes verticales, la non-contrdlabilité en temps petit
était liée a une concentration des fonctions propres en x = 0. Dans le cas des bandes
horizontales, 1a non-controlabilité vient d’'une faible diffusion dans la direction y. On
peut combiner ces deux phénomenes, et trouver le temps minimal de controlabilité
pour d’autres domaines®

Théoréme 1.17 (voir aussi Sec. 4.3). Soit Q = |-1,1[ X T. Soity;,55: T - [—1,1]
deux fonctions continues et w = {(x,y) € |-1,1[ X T, n(y) < x < p(x)} (voir Fig. 1.2).
Soit” a = max(sup(yp; ), sup(3;")). Alors :

1. si T > a?2, l'équation de Grushin est controlable a zéro sur w en temps T;
2. si T < a¥2, léquation de Grushin nest pas contrdlable a zéro sur w en temps T.

Ce théoréme reste vrai si l'équation de Grushin est posée sur |—1, 1[ X |0, 7| au lieu
de |-1,1[ X T; dans ce cas, on demande que les fonctions y, et y, aillent de [0, 7] dans
[—1,1].

7Ce résultat a été publié dans [54].
8Ce résultat a été obtenu en collaboration avec Michel Duprez [38].
9Si f est une fonction numérique, on note f* = max(f,0) et f~ = max(—f, 0).
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n
p)

Yo

FIGURE 1.2 - En jaune, un exemple de domaine c pour le théoréme 1.17 si '’¢quation de Grushin
est posée sur |—1, 1[ x 0, 7z. La fonction max(y3, ¥7) atteint son maximum en Y.

La démonstration du résultat de controlabilité a zéro en temps grand découle du
résultat sur les bandes verticales grace a un argument de troncature, et le résultat de
non-controélabilité a zéro en temps petit se démontre par une extension de la méthode
employée pour montrer la non-controlabilité sur les bandes horizontales.

1.3.3 Controle des équations de type Kolmogorov

Controle sur une bande horizontale

Dans un article de 2014, Beauchard montre que comme pour ’¢quation de Grushin,
il peut exister un temps minimal de controlabilité.

Théoréme 1.18 ([13]). On considére l'équation de type Kolmogorov (3, — 3% +
v29,)f(t,x,v) = L u(t,x,v), posée sur Q = T x |-1,1[, et avec w = T X Ja,b[
(0 <a<b<1) Ilexiste T* > a%2 tel que:

1. si T > T*, l’équation de Kolmogorov sur Q est contrdlable en temps T sur w;
2. si T < T*, I'équation de Kolmogorov n'est pas contrélable en temps T sur w.

La stratégie de la démonstration est similaire a celle employée pour Grushin.
Pour montrer la non-contrdlabilité en temps petit, on exploite les fonctions propres
(approchées) e"*=Vinv¥2 pour la contrélabilité en temps grand, on décompose en
séries de Fourier selon la variable x les solutions libres de '’¢quation de Kolmogorov,
puis on montre 'observabilité uniforme des composantes de Fourier en combinant
un calcul explicite de la vitesse de dissipation de ces dernieres et des inégalités de
Carleman.

Contrairement a I’¢quation de Grushin, le temps minimal pour la controélabilité
de ’¢quation de Kolmogorov est encore inconnu, mais on conjecture que dans le
cadre du théoréme ci-dessus, ce temps minimal est a¥2.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 21

Notons aussi qu'on dispose de résultats de contrdlabilité sur d’autres équations
de type Kolmogorov, ou on a remplacé v? par v :

0,f(t, x,v) — 32f(t, x,v) — VY9, f(t, x,v) = u(t, x,v)1,.

Poury =1letw =T X ]a,b[, ol —1 < a < b < 1, on a toujours controlabilité [13], et
pour y > 3, on n’a jamais controlabilité [17].

Controle sur d’autres domaines : nouveaux résultats

Notre résultat principal, similaire a celui sur I'’équation de Grushin, est la non-
controlabilité sur les complémentaires des bandes verticales'”

Théoreme 1.19 (voir aussi Sec. 5.2). Supposons qu’il existe un segment non trivial
[a,b] de T tel que w C (T \ [a,b]) X ]-1,1[. L'équation de Kolmogorov (8; — 02 +
v20,)f = 1,u posée sur Q = T x |—1, 1[ nest jamais contrélable sur w.

Comme pour I’équation de Grushin, la démonstration de ce théoréme consiste
a remarquer que sur certains sous-espaces de I?(Q), ’équation de Kolmogorov se
comporte comme I’équation de la chaleur fractionnaire tournée 9, f ++/i(—=A)Y*f = 0,
et a adapter la démonstration de la non-controélabilité de cette derniére. Mentionnons
qu’il existait déja des résultats similaires sur un modele de cette équation [17], mais
les méthodes employées pour traiter ce modele ne permettent pas de conclure sur
I’¢quation de Kolmogorov. Nous donnerons également un résultat analogue pour
I’équation de type Kolmogorov d; — 82 + vd,, avec une stratégie de démonstration
similaire (voir Sec. 5.3).

1.4 Controle des systémes paraboliques-hyperboli-
ques

1.4.1 Systémes paraboliques-hyperboliques

Un systéme parabolique-hyperbolique est un systéme d’é¢quations de la forme
0,f(t,x) — BA2f(t,x) + Ad, f(t,x) + Kf(t,x) = u(t,x)1,

ou f(t, x) est un vecteur de R", et A, B et K sont des matrices réelles. Ces systemes sont
bien posés par exemple si B est a partie symétrique positive et A est symétrique [22].

Les systemes de thermo-élasticité avec loi de Fourier (systéemes ondes-chaleur
couplés) ou de Cattaneo, sont des exemples d’équations qui sont de ce type, une fois
qu’on les a réécrites comme des systémes d’ordre un en temps. Il en est de méme
pour I’équation des ondes avec amortissement structurel ou I'’équation de la chaleur
avec terme de mémoire.

10Ce résultat a été prépublié dans [53] (article soumis).
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1.4.2 Controle de quelques systemes paraboliques-hyperboli-
ques particuliers

Lebeau et Zuazua [59] étudient le systéme de thermo-élasticité suivant :

02 f,(t,x) — AAfi(t,x) + aAfy(t, x) = u(t,x)1, (t,x) € [0,T]xM
0:f(t, x) — vAL(t, x) + 0, fi(t, x) = v(t,x)1, (t,x)€[0,T]xXxM
Sfilt,x) = f(t,x) =0 (t,x) € [0, T] x M

ou M est une variété riemannienne compacte (possiblement a bords). Ce systeme
peut se mettre sous la forme du systéme parabolique-hyperbolique

0,F(t,x) — BAF(t,x) + KF(t,x) = U(t,x)1,,

avec
fi 0 0 0 0 I 0 u
F=|4fi|, B=[c* 0 —a], K=|0 0 0] e U=|[0
b 0 0 v 0 -5 0 v

Ils démontrent que si la condition de controle géométrique pour le controle de
de I’équation des ondes non couplée (voir Th. 1.7) est vérifiée, alors le systéme de
thermo-élasticité est controlable a zéro.

Pour ce faire, ils remarquent que les valeurs propres de 'opérateur —BA + K
se décomposent en deux familles : celles équivalentes & +icw; ot les (w;) sont les
valeurs propres de —A, et celles équivalentes a vw;. En projetant suivant les pre-
mieres valeurs Eropres, I’équation est égale a des termes compacts prés a 87 f; (¢, x) —
AAfi(t,x) + 228, f,(t, x) = u(t, x)1,, et cette équation est exactement controlable.
En projetant sur les secondes valeurs propres, ils parviennent a adapter la méthode
Lebeau-Robbiano pour montrer la contrélabilité de 1'’€quation sur ces valeurs propres.
Un argument algébrique et l'alternative de Fredholm permettent de controler les
deux équations a la fois.

Un article de Albano et Tataru [2] étudie un systeme d’une équation hyperbo-
lique du second ordre et d’'une parabolique couplées. Mais les techniques employées
requierent que le symbole de I’¢quation hyperbolique soit réel. Comme le symbole
d’'une équation de transport est imaginaire pur, nous ne pouvons pas adapter cette
méthode.

Mentionnons aussi un article de Chaves-Silva, Rosier & Zuazua [27] qui étudie
’équation (87 — 82 — 920, + b(x)3,)y(t,x) = u(t,x)1,. On peut I'écrire comme le
systéme parabolique-hyperbolique (8, — B2 + Ad,)F(t,x) = U(t,x)1, avec B =
(39)etA=(9}). Alors y est solution de '¢quation des ondes avec amortissement
structurel si et seulement si c’est la premiere composante d’une solution du systéme
précédent. Ils remarquent que I’équation n’est jamais controlable si le domaine de
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controdle est fixe, et ils donnent une condition suffisante pour que I’équation soit
controlable si le domaine de contréle dépend du temps (voir aussi les références de
cet article).

Egalement, un article de Guerrero et Imanuvilov [45] étudie la controlabilité des
équations d;y — Ay — fot Aydr=0etdiy— Ay, + jg ydrt = 0 avec controle frontiére,
et démontre que ces équations ne sont pas controlables a zéro. En dimension 1 et
pour la premiére équation, les solutions sont les secondes composantes des solutions
du systéme 6,Y — (§ 9)82Y + (9 §)d,Y = 0, qui est bien un systéme parabolique-
hyperbolique (mais avec contrdle frontiere).

Nouveaux résultats

Notre résultat sur les systémes paraboliques-hyperboliques, est le suivant!!,

Théoréme 1.20 (voir aussi Sec. 6.1-6.4). Soient A, B,K € M4(R) et w un intervalle
non trivial de T. On considére le systéme

9, f(t,x) — B32f(t,x) +Ad,f(t,x) + Kf(t,x) = u(t,x)1, (t,x)€[0,T]xT.

On suppose que les matrices A et B vérifient

0 0
B = (0 D) avec D € My, (R);

VA € Sp(D), R(A) > 0;

All A12
A=
<A21 A22

Ay, est diagonalisable avec Sp(A;;) C R.

) avec Ay; € My, (R), Az, € Mg, (R);

Alors, en définissant T* = (27 — longueur @) max,esp(a,,) |0l ™ on a

1. le systéme est contrélable sur w en temps T > T*;

2. le systéme n'est pas controlable sur w en temps T < T*.

Ce théoreme est certes limité, il ne contient par exemple pas les systémes de
thermo-élasticité, et est limité au cas de la dimension 1, mais nous espérons I’étendre

dans des travaux futurs. La démonstration est une adaptation de la démonstration de
Lebeau & Zuazua pour le systeme de thermo-¢élasticité.

H(Ce résultat a été obtenu en collaboration avec Karine Beauchard et Kévin Le Balc’h, et a été
prépublié dans [19] (article soumis)
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1.5 Commentaires : autres équations paraboliques
avec un temps minimal de controlabilité

Comme les équations hyperboliques présentent une vitesse finie de propagation,
il est naturel que le controle des équations hyperboliques requiere une condition
géométrique sur le domaine de contrdle et le temps. Mais ce genre d’obstacle n’existe
pas pour les équations paraboliques. Il est donc assez surprenant que des conditions
de controles géométriques apparaissent pour les équations paraboliques dégénérées.

Ces « phénomenes hyperboliques » du contrdle des équations paraboliques sont
encore peu compris hors de quelques cas particuliers, mais on sait désormais qu’il
existe en fait beaucoup de problemes paraboliques pour lesquels de tels phénoménes
se manifestent.

Déja pour ’équation de la chaleur, si on applique un contréle ponctuel, c.-a-d.
sid, f(t,x) —d2f(t,x) = u(t)dy, sur 10, 1[ avec conditions au bord de Dirichlet, ou
Oy, est la distribution Dirac en x,, alors selon la valeur de x,, la controlabilite peut
nécessiter un temps minimal, ce temps minimal pouvant prendre toutes les valeurs
de [0, +oo] suivant la valeur de x, [35].

Une équation parabolique dégénérée que nous n’avons pas encore mentionnée est
I'équation de la chaleur sur le groupe de Heisenberg (J; — 83 — (x9, + 9,)*)f = ul,,
qui présente aussi en temps minimal de controlabilité [14].

Enfin, les systémes paraboliques ont été beaucoup étudiés, surtout en dimension
un. Si on ne controdle pas toutes les composantes du systemes et que le support du
controle et du couplage sont disjoints, il peut exister un temps minimal de controla-
bilité [6, 37]. D’un point de vue abstrait, un temps minimal de controélabilité pour
les systémes peut venir d’'une concentration des fonctions propres [7], d'une conden-
sation des valeurs propres [5] ou d’autres phénomenes encore [23] (voir aussi les
bibliographies de ces articles).

Nos résultats sont dans le méme esprit : nous cherchons a comprendre les « effets
hyperboliques » qui peuvent se manifester lorsqu'on essaye de controler certaines
équations paraboliques. Bien entendu, une compréhension compléte reste encore
hors de portée, et de nombreux autres travaux seront nécessaires a cette fin.



2 | Non-controlabilité de I'équation
de la chaleur fractionnaire

’EQUATION de la chaleur est controlable a zéro grace a ses fortes propriétés de

dissipation, comme on peut le voir grace a la méthode de Lebeau-Robbiano. Si

on considere I’équation de la chaleur fractionnaire avec un exposant suffisamment

faible, qui dissipe moins, on s’attend a perdre la controlabilité a zéro, et c’est ce que
nous montrons ici.

2.1 Equation de la chaleur fractionnaire

2.1.1 Définition

Dans tout ce chapitre, « > 0 et z € C avec R(z) > 0. Commencons par définir le
laplacien fractionnaire, ce qu’on se limitera a faire sur Q = R" ou Q = T".

Définition 2.1. Si Q = R", on définit (—A)*?f par!

VE € R, F((=A)f)(E) = |E1*F £(§).
SiQ = T pour k = (ky,...,k,) € Z" un n-uplet d’entiers, on note ¢ (f) =
i Jin f (x)el** dx le « k-iéme » coefficient de Fourier de f, et on définit (—A)¥/2f
par
Vi € 7", ¢, (=0)*2f) = |k|%ci(f).
Par simplicité, on notera A := (—A)%? le laplacien fractionnaire ainsi défini.

Comme le laplacien A agit comme la multiplication en Fourier par —|£|?, cette
définition est cohérente. L’équation de la chaleur fractionnaire tournée est alors la
suivante, ou f(t,-) € [*(Q) est I'état, f € L*(Q) est I'état initial, w est un sous-ouvert
de Q, etu € I*([0, T] X w) est le contrdle :

{ 0,f(t,x) + zAf(t,x) = L u(t,x) (t,x) €]0,{[xQ
f0,%) = fo(x) xeQ
Le cas z = 1 correspond au cas de I’équation de la chaleur fractionnaire (non tournée)
dont nous avons discutée en introduction. Si @ = 1, on parlera d’équation de la
demi-chaleur (tournée), et si a < 1, on parlera d’équation de la chaleur fractionnaire
sous-critique (tournée).

Considéré comme opérateur non borné sur I?(Q), le laplacien fractionnaire a
pour domaine D(A) = H*(Q) (I'espace de Sobolev d’indice a sur I?).

2.1)

10n note ¥ f la transformée de Fourier de f, définie par F f(§) = (27r) ™2 [, f(x)e™*é dé&.

25
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2.1.2 Caractere bien posé

On commence par montrer que '’¢quation homogene est bien posée.

Proposition 2.2. Le laplacien fractionnaire tourné —zA génére un semi-groupe de
contractions. On notera e ~*?4 ce semi-groupe.

On pourrait le démontrer avec le théoréme de Lumer-Phillips (Th. A.4), mais on
peut construire le semi-groupe directement grace a la transformée de Fourier. On se
bornera ici a le démontrer lorsque Q = R". La démonstration pour Q = T" consiste
essentiellement & remplacer F f(&) par ¢, (f).

e~ 281" F £,(£). On constate alors que S est un semi-groupe fortement continu
de contractions sur I?(R"). On remarque qu’en posant f(t) = S(¢)fy, on a f'(t) +
zAf(t) = 0 dans 8'(R").

Or, si B est le générateur infinitésimal du semi-groupe S, on doit avoir pour tout
fo € DB)ett > 0, f'(t) = Bf(t) (Prop. A.2). Donc, B agit comme —zA. Il reste
seulement a déterminer le domaine de B. Si f, € D(B), par définition, la limite

Démonstration. Si fy € I?(Q) et t > 0, on définit S(¢)f, par F(S)f)(&) =

1 a
; -1 —h
}111_1’)1’(1).?' (E (e ZI81% 1) Tfo(é')>
existe dans I?(T). Comme cette limite est 7 ~1(—z||*F f,(£)) dans 8'(R™), le domaine
D(B) du générateur infinitésimal est D(B) = D(A) = H%.

Donc le générateur infinitésimal de S est B = —zA. ]

On définit alors les solutions faibles de ’¢quation de la chaleur fractionnaire
tournée grace a la définition générale A.5, et le Théoreme A.6 nous assure que pour
tout f € I2(Q) etu € I?([0, T] X w), il existe une unique solution douce de I'équation
de la chaleur fractionnaire tournée (2.1).

Donnons pour finir I'inégalité d’observabilité au temps final associé au probléme
de la controélabilité a zéro de I'’équation de la chaleur fractionnaire tournée (2.1) (voir
Th. 1.6) : il existe C > 0 tel que pour tout g, € I*(Q), la solution g du systéme adjoint

9,8 +2Ag=0 (2.2)
avec condition initiale g(0) = g, vérifie

18(T, Ilr2) < Clglr2(o, Tixw)- (2.3)
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2.2 Equation de la demi-chaleur

On a déja démontré dans I'introduction que '’¢quation de la demi-chaleur (cas o = 1
et z = 1) sur le tore n’est jamais controlable a zéro. Montrons d’abord comment cette
démonstration se généralise a '’équation de la demi-chaleur tournée avant de donner
une large classe de conditions initiales qui ne peuvent étre amenées a zéro. Dans
cette section, on supposera donc o = 1.

2.2.1 Non-controlabilité

Théoreme 2.3. Soit T > 0. On suppose que le complémentaire de w est d’intérieur
non-vide. L'équation de la chaleur fractionnaire tournée (2.1) n'est pas controlable a
Zéro sur w en temps T.

Démonstration dans le cas Q = T. Etape 1 : réinterpréter l'inégalité d’observabilité
comme une inégalité sur les polynémes.

On veut montrer que I'inégalité d’observabilité (2.3) n'est pas vraie. Pour cela, on
considere des conditions initiales de I'’équation adjointe (2.2) de la forme Zn> o a,e™,
ou la somme est finie. La solution associée est

glt,x) = ). apelnx=izn, (2.4)

n>0

et I'inégalité d’observabilité appliquée a ces fonctions s’écrit

272.2 |an|26—2n9l(z)T < C—/O . Z
<t<

n>0 xew n>0

2
dt dx. (2.5)

a einx—tEn
n

Dans le membre droit, on pose ¢(t,x) = e*~Z et on fait le changement de
variables (t, x) — (|g° (t,x)|, arg(¢(t, x))) = (r,0), qu'on identifie & ¢ = re'®. On a alors

dr = d(e %@ = —R(z)rdt
d6 = d(x + S(2)1) = dx + S(2) dt.

Donc rdrdf = R(z)r* dt dx. Donc si on note D I'image de ]0, T[Xw par ce change-
ment de variables, le membre droit de I'inégalité d’observabilité est égal a

L/ Zan(”eie)" 2lrdrd6= L/ Zangn—l
?{(Z) D " n>0 r2 m(z) D " n>0

ou on a noté 4 la mesure de Lebesgue sur C =~ R2. Notons quesi{ =e
€| = e %@ etarg($) = x + F(2)t = x —In |§|;§Z

z
est égal a (voir Fig. 2.1)

2
dA(%), (2.6)

x—zt alors

;. En conséquence, le domaine D

D= {é’ eC,e TR@ < ¢ <1, arg(®) + ln|g’|% € co}.



FIGURE 2.1 - En jaune le domaine D; en
rouge le disque D(0, e~ T®(2), L’arc de cercle
extérieur est w identifié & un sous-ensemble
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du cercle unité complexe. L'inégalité d’obser-
vabilité pour I’équation de la demi-chaleur

w
‘ ‘ tournée implique une estimation de la norme
L2(D(0,e~T%(2)) des polynomes par leur
D(0 e—TS‘((z)) norme L?(D). Mais c’est impossible car il
? existe une suite de polyndmes qui converge
vers ¢ — (¢ — ¢y)~! en dehors de la courbe
bleue.

Pour le membre de gauche de I'inégalité d’observabilité (2.5), on remarque que
les fonctions ¢ — ¢{" sont orthogonales sur n’importe quel disque de centre 0. En
effet, en calculant en coordonnées polaires, on a pour tout R > 0, et n,m € N,

_m 27T R .
f e da) = f f phmei(n=méy 4 46
D(0,R) o Jo

quivaut 0 sin # met 2z fOR r?"*ldr = 27R?"*?/(2n + 2) si n = m. En conséquence,

ona
f Z angn— 1
D(0,R)

n>0
Donc, en choisissant R = e~ T*(?), le membre de gauche de I'inégalité d’observabi-
lité (2.5) vérifie 'inégalité

f Z angn—l
D(0,R)

n>0
Donc, en combinant 'expression (2.6) du membre droit et I'inégalité (2.8) pour le
membre gauche, I'inégalité d’observabilité (2.5) pour I’équation de la demi-chaleur
tournée implique que pour toute suite complexe finie (a,),-0
2
dA(d) < oo

n—1 n-1
fD(O,R) 2, nf = R@ J, 2, ané

n>0 n>0
En faisant le changement d’indice n’ = n — 1 dans la somme, cette inégalité sécrit :
il existe C’ > 0 tel que pour tout polynomes p € C[X],

i dA) =27 ), MRZ" (2.7)
SR .

n>0

2
dA) <7 Y] anPR¥ =7 ) |a,|?e 2 R@T, (2.8)

n>0 n>0

2
¢ daQ).

|PlL2(p(o,r)) < C'|Plr2(o)- (2.9
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Etape 2 : construction du contre-exemple. Nous allons 4 nouveau nous servir du
théoréme de Runge (Th. 1.12) pour montrer que cette inégalité ne peut étre vraie. On
choisit 8 € T non adhérent a w, et on pose la courbe y = {92, —co < t < T + 1}
ainsi que ¢, = e~ (T+D%(2) (voir Fig. 2.1). Cette courbe est disjointe de D, et ¢, en est
une extrémité. On choisit dans le théoréme de Runge U = C \ y et f(¢) = (£ — &)1,
ce qui donne une suite (p,),>o de polynémes qui converge uniformément vers
¢ (¢ —¢&)7! sur tout compact de C \ .

Comme y est disjointe de D, la suite ( p,) est uniformément bornée sur D, et donc

SUp |Pulrz(py < CSup |pylre(py < +00
neN neN

De plus, ¢, € D(0,R), donc la fonction ¢ — (¢ — ¢,)~! est de norme I*(D(0, R))
infinie. D’apres le lemme de Fatou, on a donc

liminf f DA AAQ) > f liminf | pa($) dA)
D(0,R) D(0,R)

dac$)
= = ; = +t®
-/D(O,R) |§ - Q’O|2

Donc |pulr2(p(o,ry) — +oo0 lorsque n — +oo. Lestimation (2.9) sur les polyndomes ne
peut donc pas étre vraie. [

Pour le cas Q = R, le Théoreme de Runge ne suffit pas, car il ne donne qu’une
convergence sur tout compacts. Nous allons donc construire explicitement des contre-
exemples, ce qui est forcément un peu plus technique.

Démonstration dans le cas Q = R. Etape 1 : réinterpréter I'inégalité d’'observabilité au
temps final comme une inégalité sur certaines fonctions holomorphes.

Dans le reste de cette démonstration, on fixe &, > 0. Soit ¢ € I*([&,, +oo[; C). On
pose

+ o0

go($) = f p(£)els d¢, (2.10)
§o

qui est défini pour I(¢) > 0. Avec cette notation, et d’apreés la condition sur le support

de ¢, la solution de '’¢quation adjointe a I'équation de la demi-chaleur tournée (2.2)

avec go(x) comme condition initiale est

+o0
g0 = [ P = g+ 20
§o
Regardons comment on peut réinterpréter I'inégalité d’observabilité au temps
final pour cette classe de solutions. Commencons par remarquer que d’apres le
théoréme de Plancherel, pour tout t > 0,

+o0
o+ 00 = 5 [ Io©Pe k. 2.11)

0
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Donc, en intégrant pour t entre R(z)T et +oo, et d’apres le théoreme de Fubini,

1 +o0 +o0
f 1go(O)|?dAS) = E_/‘ |§0(§)|2f e 28 drd¢
S(>R(2)T £o R(z)T
— i e | (g)lzie—zm(z)Tg d§
Y 14 28

€o

Donc, en majorant £~! par &;1, on trouve la minoration suivante du membre de
gauche de I'inégalité d’observabilité :
1

1 + 00
2 - < - 2 —ZW(Z)T'sd — T . 2 . 2'12
80l 72(s(0)>m()T) < arg, /0 lp(§)|%e 3 s 18(T, iz  (2.12)

Pour le membre de droite, on a

|g|%2([0,T]Xw) = / |g0(t + IEt)|2 dt dx.
[0,T]xcw

On fait le changement de variables { = x + izt, pour lequel dR({) = dx + F(z) dt et

dS(¢) = —R(z)dt, et donc dA(¢) = R(z)~! dt dx. Ennotant D = {x +izt, x € w, 0 <

t < T}I'image de [0, T| X w par le changement de variables, on a donc

1
|g|i2([o,T]xw) = ngoliz@). (2.13)

En rassemblant la minoration (2.12) et 1a majoration (2.13), on voit que I'inégalité
d’observabilité (2.3) implique que pour toute fonction g, de la forme (2.10),

« < L . 2.14
18olr2(s5(8)>m(2)T) < N m@olm(m (2.14)
Etape 2 : construction du contre-exemple. Comme I’équation de la demi-chaleur est
invariante par translation, on peut supposer w = {|x| > »}. On choisit alors 6 €
|-, 0[ tel que la droite e®R soit non-adhérente & D (on peut p. ex. choisir 8 tel que
cotan(f) = —3(z)/R(z), voir Fig. 2.2). On choisit aussi ¢, sur cette droite tel que
S(¢y) > TR(2) (p. ex. avec le précédent choix de 6, {, = i(T + 1)z). On va construire
des fonctions qui seront « petites » en dehors d’un secteur autour de la demi-droite
D = ¢ + [0, +o0[ (en fait en O(|¢ — ¢|™)) et grandes en ¢,. Commencons par
construire des fonctions entiéres petites en dehors d’un secteur autour de R_ et
grandes en 0. Des rotations, translations et décalages en fréquences nous donnerons
alors les contre-exemples a I'inégalité sur les fonctions holomorphes (2.14).

Etape 2a : construction d’une fonction entiére qui décroit en dehors d’'un secteur autour
deR_. Poure > 0Oetu > 1, on pose

+o00
geu(®) = f e~eH -0 de. (2.15)
0
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FIGURE 2.2 - En jaune le domaine D; en rouge le domaine {S(¢) > R(z)T}. L'inégalité d’ob-
servabilité pour I’équation de la demi-chaleur tournée implique que pour les fonctions dont la
transformée de Fourier est & support dans [£, +oo[, leur norme L2(3(¢) > R(z)T) est majo-
rée par leur norme L%(2). On nie ceci en construisant une suite fonction grande en ¢, mais
petite en dehors du secteur bleu.

Cette fonction g, ,, est entiére. On remarque que pour R({) > 0,on a |g. ,({)| <
j;)+°° e R de = R(¢)~L. En faisant des changements de chemin d’intégration,
on va en fait montrer que sur un secteur de la forme {|arg({)| < 7(1 - 6,)}, on a
|8e,u(] < Cﬁ.‘m_l’ avec de plus 8, — 0 lorsque u — 1%.

Si& = re'* onaR(EH) = rH cos(uar). Doncsi |ua| < /2,ona—R(EH) < —crH. Au-
quel cas, on peut choisir e *R, comme chemin d’intégration dans la définition (2.15)
de g¢ - Side plus § = r'el® avec o’ € |-, 7|, on choisit & = —a’/2u. Ce a vérifie
bien |uct| < 7/2, donc on peut choisir 'R, comme chemin d’intégration :

+ o0
geu(§) =e f exp (—eel®prk — rr'el ) dr. (2.16)
0

Grace a cette expression de g, ,,, on va montrer que si |a'| < 7/(2u — 1), on a
|8e,u(O)] < Cul |71, avec C, indépendant de ¢. En effet, toujours avec a = —a'/2y,

on a
1 T 1 T T
=) (1- =)< 1-—)=Z2<Z
el = e 2/1)_2#—1( 2#) 22

Augel cas, on a cos(a + a') > cos(7r/2u) > 0. Et donc, comme |exp(—rr'el@+a))| =
exp(—rr' cos(ax + a’)), on a

+ 00 ( ) 1 1 CM
< e—rr’ cos(a+a’ dr = < = —, 2.17
|g€,y(§)| /0‘ r’ cos(a + a') I¢| cos (l) Iq ( :
2u
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Cette majoration est vraie pour ¢ € C tel que |arg({)| < 7/(2u — 1), ce qu'on notera
larg($)| < m — §,,. Avec cette notation, on a &, > 0 pour u > 1 et 5, — 0* lorsque
u— 1%,

Donc g ,, est « petit » en dehors d’un secteur autour de R_ d’angle 26,,. De plus,
en faisant le changement de variables t = €&, pour lequel d§ = d((t/e)'#) =
e~ VHu=1 4t on a

+o0 +o0 1
8e,u(0) = f e et dE = f e~ Vktl/n—le—t dt = ¢~1/KT (—)
0 0 H

Donc g¢ ,(0) = +oo lorsque € — 0. Or, pour toutr > 0il existe C, > 0 tel que pour

toute fonction f holomorphe sur un voisinage de® D(0,r), |f(0)| < C/|f|L2(p(0.r))-
Donc pour toutr > 0,e >0etu > 1

|8e,ulz2(D(0,r)) = Cr €™ VM. (2.18)

Etape 2b : conclusion. Revenons a la négation de I'inégalité sur les fonctions holo-
morphes (2.14). Avec les notations de la figure 2.2, on pose

8o,eu($) = e%%0g,  (—e70(¢ = &)). (2.19)

Notons que ¢ — —e~9(¢ —¢,) envoie la demi-droite D = &, 4 €'[0, +oo[ sur |-, 0].
Donc, d’apres la majoration (2.17) de g, ,, on a en dehors d’un secteur d’angle 25,
autour de la demi-droite D

C =$03($)
. u e
1Z0.eu(O)] < [efs50| =C :
oK E=%l I =&l
On choisit alors u suffisamment proche de 1 (ou de maniere équivalente, &, assez
petit) pour que le secteur dans lequel cette estimée est vraie contienne D. On a alors :

e_2§05(§)

180.e.ult2(py < C f dA($) < CC. (2.20)

0<S(O)<R(2)T =Sl

De plus, pour ¢t > F(§,) + 1,0on a

e T dx
L2 —2,-2 2.2
f 80,¢,.(x +1it)]* dx < cj;%e tgo/ e kLT to,
— o0

—00

Donc, d’aprés le théoréme de Paley-Wiener (voir p. ex. [77, Th. 19.2]), go ¢, est la
transformée de Fourier d’une fonction I? a support dans [£,, +oo[. Donc 8o,e,u €St
bien sous la forme (2.10).

2Ceci découle de la formule intégrale de Cauchy : f satisfait une propriété de la moyenne, donc
f(0) est la moyenne de f sur D(0, r), et on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz; voir p. ex. [29,
Ch. 18, §1].
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Enfin, si r est assez petit pour que D({,,r) C {S({) > R(z)T}, on a d’apres la
minoration (2.18) de g ,,
180,64l L2(5()>R()T) 2 180.6,ul12(D¢or)) = Cl&eulrz(p(o,ry) = Ce™ VK.
Le dernier membre tend vers +oo lorsque € tend vers 0, donc [go ¢ u|r2(5(¢)>n(z)T)
tends vers +oo lorsque € tend vers 0. Si on compare ceci avec la majoration (2.20) de
|80,¢,ul12(p), On voit que la famille (8o ¢ ;)e>0 €St un contre-exemple a I'inégalité sur
les fonctions holomorphes (2.14). Donc l'inégalité d’observabilité pour '’équation de

la demi-chaleur tournée (2.3) n’est pas vraie, et I'’équation de la demi-chaleur tournée
n’est pas controlable. O]

2.2.2 Non-controlabilité spectrale

La démonstration précédente ne donne pas vraiment d’information sur les conditions
initiales qui peuvent étre amenées a zéro ou non; on sait juste qu’il en existe au
moins une qu’on ne peut pas amener a zéro. Si on veut réussir a dire si une condition
initiale particuliére est controlable & zéro ou non, il nous faut un autre outil que
I'inégalité d’observabilité. Par raisonnement par dualité similaire a celui utilisé pour
démontrer I’équivalence entre controlabilité et I'observabilité, on peut donner une
inégalité nécessaire si une condition initiale donnée est controlable & zéro. Nous
le faisons dans un cadre abstrait dans la Proposition A.10 (Annexe A). Dans le cas
de I’équation de la demi-chaleur tournée, cette proposition devient le Lemme 2.4
suivant.

Lemme 2.4. Soit f, € I?(T). On suppose qu’il existe u € I*([0, T] X w) tel que la
solution f de l'équation de la demi-chaleur (2.1) avec condition initiale f;, vérifie f(T) =
0. Alors il existe C > 0 tel que pour tout g, € I*(T), la solution g de I'équation adjointe

g'(t) + zAg(t) = 0, g(0) = g, vérifie’
[{f0, (T N1zl < Clglrao, T1xw)- (2.21)

Grace a ce lemme, on montre que les conditions initiales trop régulieres ne sont
pas controdlables via le théoréme suivant, qui est méme plus fort que celui énoncé en
introduction (Th. 1.11).

Théoréme 2.5. On suppose que le complémentaire de w est d’intérieur non vide. Soit
fo= Znez a,e™ e [X(T) tel que les coefficients a,, décroissent exponentiellement : il
existe C,c > 0 tels que pour tout n € Z, |a,| < Ce=°"l. Si la condition initiale f;, peut
étre amenée a zéro avec un controle u € I*([0, T] X w), alors fy = 0.

30n note (f, g) g le produit scalaire sur un espace de Hilbert H.
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Démonstration. D’apresle lemme 2.4, s’il existe u € I?([0, T]Xw) tel que la solution f
de I’équation de la demi-chaleur tournée (2.1) avec f(0, -) = f, vérifie f(T) = 0, alors
il existe C’ > 0 tel que pour tout g, € I*(T), la solution g de '¢quation adjointe (2.2)
avec g(0, -) = g, vérifie

/0, 8(T, Nr2m| < C'|8lr2((0,71xw)- (2.22)
Réinterprétons cette inégalité comme une inégalité sur les polynomes. A la condi-

tion initiale go = Y _ . b,e™, on associe le polyndme g,,;($) = Yinso bnd™ (on
commence par supposer que cette somme est finie). Le membre de gauche est égal a

2
<ﬁ)a g(T, -))LZ(-U—) = / Z aneinxbmeimx—EmT dx
0

n,m>0
— - —znT _ —-—_n
=27 Z a,b,e =27 Z a,a" by,
n>0 n>0

avec o = e~2T, Ainsi, si on note ¢ r, 1a forme linéaire sur les polynomes définie par

gofo( > bn§") =27 Y Gue #Th, = 2 Y @by, (2.23)

n>0 n>0 n>0

le membre gauche de I'inégalité (2.22) est égal & |¢ s, (gp01)|- On va montrer que cette
forme linéaire est continue pour les normes (D) et I>(D(0,R")) pour un certain
R’ < |a| = e ®®@T On en déduira que la forme linéaire ¢ 7, est nulle.

On a déja vu que le membre droit de I'inégalité d’observabilité (2.22) est égal a
R(2)7Y bpd™ ! 12(p) (Bq. (2.6)). Ainsi, en remarquant que pour ¢ € D, |7} <
eR@T ona

1 B R(2)T
|8lr2([0,TIxw) < %K 18 0allr2(p) < ngpolhz(@)-

Donc la forme linéaire ¢  est telle que pour tout polyndme g,

/ei}l(z)T
|¢f0(gpol)| < Tz)lgpolll)- (2-24)

Pour montrer que ¢y, est continue pour la norme I>(D(0,R’)), on va utiliser
I’hypothése de décroissance des coefficients a,, (on rappelle que |a,| < Ce™"). On
choisit R’ = |a|e™¢/2 = e #(@T=¢/2 ¢t on note aj, = a,a™R'~". Par définition de ¢y,
(Eq. (2.23)) on a d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz

1/2 b.. |2 1/2
<on( Dn+ Djap) (3 Pl pran)™,
n>0 n20n+

> anR'™by,

n>0

|q0f0(gpol)| =27
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w
FIGURE 2.3 - En jaune le domaine D;

D en rouge le disque D(0,R’), qui est
plus petit que D(0,e"T®(@), Remar-

4 quons que le complémentaire de U =

\ D U D(0,R’) est connexe par arc. Si

fo = > a,e™ est une condition ini-

\ tiale qu’on peut amener a zéro et telle
que |a,| < Ce™". Alors la forme li-

D(0,R") néaire ¢ définie par la formule (2.23)
est continue a la fois pour la norme L?

sur D et pour la norme L? sur D(0, R").

Or, par hypotheése, |a,| = |a,|e”? < Ce=*"2, donc Zn>0(n F DI = 7 < 400
Donc N
b, |? 12
|¢f0(gpol)| < 27TC"( E @R/Zl’l) '

n20n+1

bl 1/
On a déja vu que |gpoil72(p(o.rry) = 7 250 %R 2n (Eq. (2.7)), donc on a

1974 (&poD)| < 2C"|8poilL2(D(0,R")) (2.25)

ce qui démontre bien que ¢y, est continue pour la norme |gy01|r2(p(o,r"))-

Remarquons que ¢y, est continue pour deux normes I2? sur des ouverts de C
d’adhérences disjointes, a savoir D et D(0,R’). Cest ce qui va nous permettre de
conclure que ¢y, est nulle. Posons U := D U D(0, R") et considérons B2(U) lespace
des fonctions holomorphes sur U qui sont I2. Muni de la norme | - | 12(U)» cest un
espace de Hilbert!

Notons que C \ U est connexe (voir Fig. 2.3). Donc, d’aprés le théoréme de Runge,
I'ensemble des polyndmes est dense dans B2(U). Et donc la forme linéaire ¢ 7, Setend
de maniére unique en une forme linéaire continue sur B2(U). Comme B2(U) est
un espace de Hilbert, d’apres le théoréme de représentation de Riesz, il existe une
fonction holomorphe 7, € B2(U) telle que ¢, = (-, ¥y, )p2(1)-

“Cet espace est appelé espace de Bergman. Le fait qu'une limite en norme L? d’une suite de
fonctions holomorphes est encore une fonction holomorphe découle de la formule intégrale de
Cauchy; voir par exemple [29, Ch. 18 Prop. 1.3].
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Or, comme U = D U D(0,R’) et que D et D(0, R') sont disjoints, I'indicatrice 1,
de D est holomorphe sur U. Alors

Pro(Lo¥sy) = (Lobro, Prods2vy = [¥s,l12(p)
Or, la continuité de ¢, pour la norme I2(D(0,R")) (Eq. (2.25)) implique que

25 (Lotry)l < 2C"[LpPgylL2p(o,rr) = O

Donc 9, est nulle sur D. De méme, ¢, est nulle sur D(0,R’"). Donc P, =0, et
donc ¢, = 0. D’apres la définition de ¢, (Eq. 2.23), ceci implique que pour n > 0,
les coefficients a,, sont nuls.

Pour montrer que les a, pour n < 0 sont également nuls, on effectue un raison-
nement similaire mais en considérant des conditions initiales de la forme gy(x) =
Zn < b,e"™*, ou la somme est supposée finie. La solution associée est g(t,x) =

2in<o b,e" 21 On associe alors a g, le polynome g, = Y <o bn$ ™" et on consi-
deére la forme linéaire -

gf’fo( 2. bad ‘”) = (fo. (T, N12(ry = 27 D, Apbpe™.
n<0 n<o0
Les autres étapes sont les mémes : on en déduit que ¢y, est nulle, et donc que pour
n<0,a, =0. .

Remarque 2.6. Au vu de ce théoreme, on peut se demander s’il existe des conditions
initiales non nulles qui peuvent étre contrdlables a zéro. Nous conjecturons qu’il n'en
existe pas.

2.3 Equation de la chaleur fractionnaire sous-criti-
que

2.3.1 Meéthode du point col

Pour montrer la non-controlabilité de I'’équation de la chaleur fractionnaire non-
critique, nous allons choisir comme condition initiale pour I’¢quation adjointe (2.2)
des fonctions qui sont concentré dans I'espace des phases. Le but est de montrer que
les solutions associées restent concentrées dans 'espace des phases. Le principal outil
pour ceci est la méthode du point col.

Théoréme 2.7. Soita > 0et D, = {z € C, |z| < a}. Il existe une constante C > 0 telle
que pour pour tout N € N, h > 0, et toute fonction holomorphe u sur un voisinage de
D, ona

a N-1 ] j+12
e~ X2y (x) dx = > 27?L.u(21)(0) + Rn(h) (2.26)
—a j=0 Jte
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avec

Rn(h e
supp, [ul

La démonstration consiste essentiellement a écrire u comme série de Taylor au
voisinage de 0, et & faire des intégrations pour calculer f, e=*"2hxD dx. On se réferera
a [78, Th. 2.1] pour la démonstration compléte.

Si on a une intégrale de la forme f e~$()/"y(x) dx, il est souvent possible de se
ramener au cas du Théoréme précédent grace a un changement de variables donné
par le lemme de Morse (voir référence précédente).

Il est aussi possible de démontrer un résultat apparenté pour les intégrales de
la forme f eix” 2hy(x) dx, en exploitant le fait que pour x # 0, intégrande est trés
oscillant et ces contributions auront tendance a se compenser. On appelle cette
méthode la « méthode de la phase stationnaire », dont on utilisera plus tard la version
suivante de cette méthode (voir [61, Th. 2.6.1] pour le cas ou essentiellement & € iR,
la démonstration est la méme dans le cas général) :

Théoréme 2.8. Il existe C > 0 tel que pour toutu € S(R), N € Neth € {h #
0,R(h) = 0},

N-1 ;

A /2 Jj+1/2 )
fe_xz/zhu(x) dx= ) Lu(zﬂ(o) + R, (u, h),
R = Jj12J

J

ot h® est défini comme e5™™"™) qvec la branche principale du logarithme, et ot Ry(u, h)
vérifie
C|h|N+1/2 2

Z |u(2N+k)|L1.

IRn(u, )| < —5——
28nl -~

Pour la suite, on a besoin d’adapter la méthode du point col lorsqu’il y a un terme
supplémentaire dans I’exponentielle.

Proposition 2.9. Soit O l'ensemble des fonctions holomorphes bornées sur D, =
{|z| < a}, muni de la norme |u|,, = SUP,, lu(z)|. Soit0 < a <1, re O etu € OF.
Ona:

a
/ e=$2h+r(O/hT (£ 4 = 1/27Ther(o)/hf’f+o(hl-2°‘)(u(0) + O0(h'=%u|y)) (2.28)

—a

De plus, le premier O ne dépend pas de u, et les deux O sont localement uniformes en
re og.

Démonstration. L'idée est de voir ¢y, (§) = £2—h'~%r(§) comme la phase, et de faire
un changement de variables (dépendant de #) nous ramenant au cas du théoreme 2.7
précédent.
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On note h’ = hl~% et on fixe , € OF. On veut trouver un voisinage V de r,
dans Og tel que 'asymptotique (2.28) soit valable pour r € V, avec les O localement
uniformes en r € V. On notera également Ij, .(u) I'intégrale qu'on cherche a estimer :

Ih,r(u) = ja 6—52/2h+r(€)/h“u(§) d§ — fa e—¢h,r(§)/hu(§) d§ (2.29)

a

On commence par chercher le point critique de la phase ¢, .. On considére
l'application F définie par

F: DyXxRX0O® — C (2.30)
& n,r)  — ¢ (H=E-hT().

On a F(0,0,rp) = O et agF =1-— h'r"(§), donc, d’apres le théoréme des fonctions
implicites, il existe d,e¢ > 0, un voisinage V borné de ry dans Oy, une fonction
.. ]—€,¢e[ X Vtelle que pour || < §,|h'| <eetre V.

F h,r)=0s&=§(0,r).

Dit autrement, le seul point critique de ¢, , proche de 0 est {.(h', 7). De plus,
pour h assez petit, la partie de I'intégrale Ij, ,(u) pour |£| > & est un O(e™“"ul,),
c’est-a-dire

s
I = [ e hu(e) d + 0=l 231)
)

ol ¢y, , admet un unique point fixe dans |-, n[ (a savoir £.(h’, r)), qui est non dégé-
néré si h est assez petit. De plus, et quitte a réduire ¢, le O est localement uniforme
enreV.

Commengons par déterminer une asymptotique de la valeur critique ¢j, =
¢nr(E(h',r)). Onaé.(h',r) = h'r'(§.(h', 1)) = h'Ry,, oU Ry, dépend continument
de (h',r) € |—¢, €[ X V. Donc, la valeur critique vérifie

(h,Rh., )2 ’ ’ !/ / /
Chyr = Tr —h th,r(h Rh,r) =h I’(O) +h th,r >

ou R}, , dépend également continument de (h',r) € ]—¢,¢[ X V.
Maintenant, décrivons le changement de variables qui va nous permettre de nous
ramener a la méthode du point col standard. D’aprées la formule de Taylor, si on pose

1
Prr(E) =2 f (1= )P (E(7) + sE) dE,
0

ona
2

¢h,r(§c(hla I") + g) =Cnr + (1 + hld’h,y(&));-
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On veut donc faire le changement de variables/chemin d’intégration n =

V1+h'yYy ()€ Remarquons quon an = & 4+ O(h'), ou le O doit s’entendre
comme un O dans O(D(0,6)). En conséquence, on a j—j =1+ O(h)etul€(n) =

u(n) + O(h'|u|s). On a alors

)
I (1) = f e~ ho Oy (£) dE + O(e=ul.)
-

)

= cenett [ () + € G dr+ O M)
-5

et d’apres le théoréeme 2.7, on a

Iy, =V 2mhe™mr™(u(Eo(h', 1)) + O(K |uls))
= V2rhe nrM(u(0) + O(h'|uly,))-

Quitte a réduire €, tous les O des formules précédentes sont localement uniformes
enr € V. En utilisant 'asymptotique pour ¢, , (Eq. (2.31)), on en déduit I'asympto-
tique recherchée pour I, ,.. O

Remarque 2.10. On a supposé r analytique pour justifier les changements de chemins
d’intégrations. Mais on peut dans certains cas se passer de cette hypothése. Déja si
r est a valeurs réelles, on n’a pas besoin de changer de chemin d’intégration, et il
suffit alors que r soit C*. On peut aussi essayer de remplacer r par une extension
quasi-analytique (voir p. ex. [34, Ch. 8] ou [33, Sec. 2.2]). On peut alors se rendre
compte que si a < 1/2, il suffit de supposer que r soit C*. Si a > 1/2, la situation est
plus compliquée, et il semblerait qu’on aie besoin de supposer que r soit de classe
Gevrey.

2.3.2 Non-controdlabilité

On démontre la non-controélabilité de '’équation de la chaleur fractionnaire tournée
sous-critique, des que 'ouvert de contrdle n’est pas dense dans Q.

Théoreme 2.11. Soit Q = Rou Q =T, w un ouvert strictde Q et T > 0. Léquation
de la chaleur fractionnaire tournée sur Q n'est pas contrélable sur w en temps T.

Remarque 2.12. Ce théoréeme reste valable, avec la méme démonstration, si Q =
R"™ x T™. Par simplicité, on se limite auxcas Q = Ret Q = T.

Commencons par le cas Q = R. On choisit &, > 0 et y une fonction C*(R, [0, 1]),

a support compact dans [—§,/2, £,/2] et qui vaut 1 dans [—£,/4; &,/4]. Pour h > 0 on
considere la fonction g ;, définie par

Zo.n(x) = - (%)1/4 f x(hE — £y)e~(hE=50)72h g
R

V2
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Si on introduit la transformée de Fourier semi-classique %, définie par #,(f)(§) =
h=Y2F(£)(&/h), ou de maniére équivalente,

1

\V2mh

on a F,(go,n) = (Th)™V4 y(€ — &)e~¢~$)721 On note gj, la solution de I'équation
adjointe (2.2) de condition initiale g, j,. Par définition du laplacien fractionnaire, la
transformée de Fourier en x de g;(¢, -) est

Fn()E) =

f f(x)eixg/h df,
R

1/4
Font.§) = (7)) xht = fpye s sorn=rr,
T
Si on prend plutdt la transformée de Fourier semi-classique, on trouve
Fngn(t, &) = (rh) ™V (& — §y)e= L0y 2h—tZIE1 TR, (2.32)
Grace a la méthode du point col, on montre les estimations suivantes.

Proposition 2.13 (Estimations ponctuelles). Soit € > 0. Dans la limite h — 0%, ona
uniformémenten x € Rett > 0,

1gn(t, X)| = O(e™/h"). (2.33)
De plus, on a uniformémentent > 0et |x| > €
gn(t, x) = O(|x|2e=¢/h—ct/h™y, (2.34)
Enfin, on a localement uniformémentent > 0 et |x| < §,/8
gn(t,x) = (n.h)—1/4eix§0/h—x2/2h—tE(’g’0+ix)°‘/h°‘+O(h1‘2°‘)(1 + O(h1—a))_ (2.35)

Remarque 2.14. Pour nier la controélabilité de I'€quation de la chaleur fractionnaire,
on peut au lieu de 'asymptotique (2.35), se contenter de

gh(tax) — eixéo/h—x2/2h+0(h‘°‘)' (236)

L’asymptotique avec plus de termes énoncée dans la Proposition 2.13 nous servira
lorsqu’on étudiera I'’¢quation de Kolmogorov. La majoration (2.33) ne nous servira
également que pour traiter '’équation de Kolmogorov.

Démonstration. D’apres 'expression de la transformée de Fourier de la solution g,
on a

gn(t,x) = X(€ — o)e=(S-So)Thixd/h—tZIETR g (2.37)

1
\2(h)3/4 /”;
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La troncature y est nulle hors de [—&,/2, ,/2]. Donc, dans I'intégrale ci-dessus,
les seules valeurs de £ qui interviennent sont £,/2 < & < 3§,/2. On en déduit la
majoration suivante :

e~ R@)(§0/2)% /%,

|gh(t5 X)' < (71']’1)1/4

ce qui nous donne la majoration (2.33).

Remarquons que sur le support de y, |£| = &. En notant ¢,(§) = (£ —ix)%2,0na
—(£ - &)Y2 +ix€ = —¢, (£ — &) + ix€, — x¥2. Donc, en faisant le changement de
variables £ — £ — £, 0on a

gh(t, X) — 1 eixio/h—xz/zh f e—¢x(§)/h—t2(§+§0)°‘/h°‘)((§) dg_ (2.38)
\2(rh)3/4 R

La fonction & — y(R(&)) est constante (et donc holomorphe) sur {|R(&)| < &,/4},
doncla fonction & — y(R(£))e~$x(E)/h-Zt(E+0)%2 et holomorphe sur {|R(&)| < &,/4}.
Donc on peut changer le chemin d’intégration entre —&,/4 et &,/4.

Pour démontrer la majoration (2.34), on commence par intégrer par parties afin
d’obtenir une décroissance en x. On remarque que —hage_¢x(§)/ h = (& —ix)e=$x(&),
Donc l'intégrale dans 'expression de g, est égale a

/ o= (O (£)e— BE+ETRT g — / e~tx®/hy (£)dE (2.39)
R R

avec’

1 \? - o
u(§) = (hagg_—ix> (x(g)e—tz(€+§o) Ih ) (2.40)

Alors, on déforme le chemin d’intégration vers ix, dans le but d’augmenter R(¢,,).
Par exemple, on peut choisir de suivre un arc d’hyperbole de la forme R(¢,(§)) =
R(py(a)) = a¥2 — x¥2 avec a suffisamment petit (voir Fig. 2.4). La longueur de cet
arc d’hyperbole reste bornée uniformément en x, et on a alors

[ et omue e
R

<C sup |ux(§)|e—a2/2h+x2/2h.
£echemin d'intégration

Quitte a réduire a, on peut supposer que le chemin d’intégration reste proche de
I’'axe réel, de sorte que R(z(§ + §;)*) > ¢ > 0 pour tout & sur le chemin d’intégration.
Alors, en utilisant la définition de u,, (Eq. (2.40)) et le fait que y soit a support dans
[—&0/2,&,/2], on trouve

/e‘¢x(5)/hx(§)e‘t5@+50)“”1“ d¢ < C|x|~2e~a¥2h+xH2hg—ct/h®
R

>0n a fait seulement 2 intégrations par parties parce que cela nous suffit, mais on peut bien stir en
faire autant que I'on souhaite. On obtient alors un décroissance en |x|™ pour n’importe quel N.
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R(py) >0 ix R(px)>0
—a a
r X1 x~ 1)

R(gx) <0

FIGURE 2.4 - En rouge, l'intervalle ou y = 1. Les lignes diagonales définissent quatre quadrants;
dans ceux de gauche et de droite, R(¢p,) > 0, et dans les autres, R(¢p,) < 0. En bleu, le chemin
d’intégration que l'on choisit dans I'intégrale définissant g, (¢, x) (Eq. (2.38)). Figure de gauche :
si x n'est pas trop petit, on déforme le chemin en direction de ix, en suivant un arc d’hyperbole
R(P,) = constant entre —a et a. Figure de droite : si |x| < &,/4, on choisit un chemin qui
passe par le point col £ = ix et qui reste dans les quadrants ou R(¢,) > 0.

Si on utilise cette estimée dans I'expression de g;, (Eq. (2.38)), on en déduit
lgn(t, x)| < C|x|_Zh—3/4e—a2/2h—ct/h°"

qui est 'inégalité recherchée.

Pour démontrer I'asymptotique (2.35), on va utiliser la méthode du point col
donnée en Prop. 2.9. On commence par changer le chemin d’intégration pour un
chemin qui passe par le point critique & = ix (voir Fig. 2.4), et on trouve

a
fX(é’)e—¢x(§)—t2(§+§o)d/h“ d§ _ f e—§2/2—t2(§+§o+ix)“/h“ dg + O(e_C/h),
R —a

ou a > 0 est suffisamment petit (par exemple a = £,/8), et le O correspond a la partie
de l'intégrale pour £ loin du point critique, et est localement uniforme en ¢t > 0 et
|x| < &,/8. Alors, d’apres la méthode du point col, on a

f X(£)e PO EEHDITRT 4 = \[a7heEE+TRHORT (1 1 O(p1~9)),
R

D’aprés la proposition 2.9, les O sont localement uniformes en t > 0 et |x| < &,/8.
Alors, 'expression (2.38) de gj, donne 'asymptotique recherchée. U

On peut désormais démontrer la non-contrdlabilité de I'’€quation de la chaleur
fractionnaire tournée. Commencons par le cas Q = R.
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Cas Q = R. Comme I’équation de la chaleur fractionnaire tournée est invariante par
translation, on peut supposer que w C {|x| > €}. Alors les fonctions (gj)-o définies
précédemment forment un contre-exemple a I'inégalité d’observabilité (2.3). En effet,
d’aprés la majoration (2.34) de g, on a

C
|gh(ta .)|L2([0,T]Xa)) < Tf _4e—C/h dx < Ce_C/h,

|x|>€ X

et d’apres 'asymptotique (2.36), on a

181(T, lr2w) = 18T, lr2(jxi<e) = O™,

En prenant la limite 4 — 0, on voit que I'inégalité d’observabilité ne peut étre
vraie. ]

Traitons maintenant lecas Q = T.

Cas Q = T. Comme I’équation de la chaleur fractionnaire tournée est invariante par
translation (du tore), on peut supposer que w = T \ [—¢, €]. Sur le tore T, les solutions
s’expriment comme somme (série de Fourier) et non comme intégrale (transformée
de Fourier). La méthode du point col ne semble alors pas étre d'un grand secours.
Cependant, en périodisant les fonctions gj,, on peut se ramener au cas Q = R. On
définit gy, par
ghper(t’ x) = Z gh(t9 x + 27k).
kez

Notons que comme la transformée de Fourier de g,(t, -) est C* a support compact,
gn(t,-) décroit plus vite que |x|~2 a I'infini, et donc la somme précédente a du sens.
Or, d’apres l'astuce de la formule de Poisson, le n-iéme coefficient de Fourier de g e
est (2r)~Y2F (g, (t, -))(n). Mais par définition de g;, comme solution de I'équation de
la chaleur fractionnaire tournée, on a

F(gn(t, (&) = e ZE F (g 0)(8).

Dong, en utilisant & nouveau la méme astuce, cx(gnper(t, -)) = € ZH i (g1per (0, ).
Donc gppe; est solution de I'équation de la chaleur fractionnaire tournée sur T. On
montre maintenant que dans la somme définissant g, les termes pour k # 0 sont
négligeables. En effet, on a d’apres la définition de gj,pe,

Z gn(t, - + 27k)

kez

|ghper(ta ')lLZ(T) =
L2(—m,7)

D’apres l'inégalité triangulaire, on a donc

18hper(t: 2y = 181(T: Niz—mmy = 2,181 ra(k—1)m,2k+1)m)-
k20
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Donc, d’apres 'asymptotique (2.36) de g, on a

|ghper(ta ')|L2(1]') > eOth™) _ Z O(k‘ze‘c/h)
k+#0

> eO(h™) _ O(e—c/h)_

Dans le méme esprit, on a d’aprés 'inégalité triangulaire, et en identifiant w =
T\ [—¢, €] avec |-m, 7| \ [—€, €] CR,

|8hperlr2qo,rixe) < D 18hl12(10,TIxIw+27kD)
kez

et grace a la majoration (2.34) de g,

|ghper|L2([0,T]><co) = O(e—C/h)'
En prenant la limite & — 0, on voit que la famille (gj,per) >0 €St un contre-exemple
a I'inégalité d’observabilité (2.3). O

Remarque 2.15. « On a implicitement supposé que I’équation de la chaleur frac-
tionnaire était posée pour des fonctions a valeurs complexes : il existe une
condition initiale a valeurs complexes f, qui ne peut étre amenée a zéro en
temps T. Si z = 1, on pourrait se poser la question pour des conditions initiales
a valeurs réelles. Mais le résultat précédent implique qu’il existe une condi-
tion initiale a valeurs réelles qui ne peut étre amenée a zéro en temps 7. En
effet, si a la fois R(fy) et F(fy) pouvaient étre amenées a zéro en temps, alors
Jo elle-méme pourrait étre amenée a zéro en temps T.

« Micu et Zuazua ont démontré que si on considere I'’équation de la chaleur frac-
tionnaire sous-critique sur |0, 7|, alors il existe des conditions initiales dans
n’importe quel H™ qu’on peut amener a zéro (qui plus est avec un controle de
la forme u(t)v(x)) [63, Prop. 3.3]. Notons qu’il est dit dans I’article que cette
Proposition s’applique aussi au cas o = 1, ce qui semble contredire la conjec-
ture que nous avons formulée dans la Remarque 2.6. Mais les hypothéses de
décroissances des coefficients de Fourier de la fonction profil de la proposi-
tion en question impliquent que le contrdle que l'on construit avec, a pour
support en espace |0, [ tout entier. Il n’y a donc pas contradiction avec notre
conjecture.



3 | Un peu d’analyse complexe et
d’analyse spectrale

NALYSER les propriétés de contrdlabilité de 'équation « modele » qu’est I'’€qua-

tion de la chaleur fractionnaire était somme toute facile grace a 'expression
explicite du semi-groupe. Mais pour les équations ou on ne peut déterminer que
de maniére approchée les éléments spectraux, quelques outils techniques seront
nécessaires. Le premier outil est une estimation L* sur certains opérateurs sur les
polyndmes. Estimation qui sera centrale pour traiter des termes d’erreurs pour 'équa-
tion de Grushin. Le second est une asymptotique spectrale en limite semi-classique
de l'oscillateur harmonique et de 'opérateur d’Airy.

3.1 Opérateurs sur les polynémes

3.1.1 Introduction

On a vu que pour ’¢quation de la demi-chaleur, certaines solutions sont de la forme
Zn> o anz" avec z = e~!*1X Nous verrons dans les chapitres suivants que pour cer-
taines équations, comme ’¢quation de Grushin, nous aurons des solutions approchée
de cette forme. Les solutions exactes présenterons un terme d’erreur qui vient multi-
plier z" : elles sont de la forme Zn> o An¥:,nZz". Pour adapter les méthodes employées
pour I'’équation de la demi-chaleur, on veut trouver une estimation de Zn> 0 An¥enZ"s
pour des normes appropriées et de bonnes hypothéses sur chaque suite (% ,,),. Afin
de ne pas s’encombrer de questions de sommabilité, on supposera les sommes finies,
quitte a étendre les estimées par densité apres coup.

Une estimation I? sur les disques centrés en 0 est facile 2 démontrer. En calculant
J5 D(0.1) z"Z" dz en coordonnées polaires, on constate que les fonctions z — z" sont
orthogonales sur D(0, 1). En conséquence, on a

> apz?

n>0

2 2

> 0y

n>0

- 2 |an|2|Yn|2|Zn|%2(D(0,1)) < sug Vul?
>

I2(D(0,1))  n>0 n LZ(D(O,I)).

Mais comme on peut le voir sur la Fig. 2.1 du chapitre précédent, les domaines
qui nous intéressent ne sont pas des disques, et on a besoin d’une autre approche.
Prenons 'exemple ¥, = n pour voir ce que l'on peut faire. On a alors

Z na,z" = z% Z anz”>.

n>0 ( n>0

45
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Donc, d’apres la formule intégrale de Cauchy, on a pourr > Oetz € C
na a,$"dg.
=, T D

Si K est un compact de C et U un voisinage de K, on a pour r assez petit et z € K,
D(z,r) C U. On a alors I'estimée

Z na,z"

n>0

3 4y

n>0

1
< —sup|z|
Lo (K) I zex

Le(U)

C’est ce type d’estimées que nous établissons ici, sous des hypothéses géométriques
sur K et des hypotheses générales sur la suite (¥,).

Désormais et dans le reste de cette section, E est un espace de Banach complexe.
Le lecteur pourra supposer E de dimension finie sans probleme pour la suite, puisque
ce sera le seul cas que nous rencontrerons dans les applications. On cherche des
estimées L™ sur les opérateurs suivant.

Définition 3.1. Siy = (,),>0 €st une suite a coefficients dans £(E) (I'ensemble des
opérateurs linéaires continus sur E), on définit I'opérateur H, sur les polyndomes a
coefficients dans E par

Hy( Z anz”) = Z Y z"

n>0 n>0

On dit que y est le symbole de l'opérateur H,.

Notons que cette définition inclut les cas ou y, et a,, sont scalaires (cas E = C)
et le cas ou a,, est un vecteur de taille d et y,, est une matrice carrée de taille d (cas
= C%). Ce sont les deux cas que nous rencontrerons dans les applications.
Commencons par la remarque suivante, qui permet de voir H, comme un opéra-
teur de convolution sur des cercles.

Lemme 3.2. Soit (y,) une suite a valeurs dans L£L(E) a croissance sous-exponentielle,
soit K, (§) = ano %,$"™ (qui converge pour || < 1), et soit R > 0. Alors, pour tout
|z| < R et pour tout polynéme f € E[X],

1 1

Hf(2) = 95 K (2) e ()
Y 2im 3D(O.R) ;’ ¢

Démonstration. Si f({) = Y, a,¢{" est un polynome, on a d’apres la formule intégrale

de Cauchy
=1 f¢ )
n = o 951)(0 R {n+ dg.




CHAPITRE 3. ANALYSE COMPLEXE ET SPECTRALE 47

Alors, en remplacant cette formule dans la définition de H,:

H,f(z) = ﬁ D J© 4en,

§n+1
n>0 8D(0,R)

Donc, d’aprés le théoréme de Fubini, pour [{| < R,

H,f(z) = = W peydg
V4 - . 5
27 J3por) ms0 S
ce qui, d’apres la définition de K, est bien la formule annoncée. O

L’idée pour étudier les opérateurs H, est de changer le chemin d’intégration
dans l'expression de H, comme opérateur de convolution. Pour ce faire, on a besoin
d’étendre le noyau K, analytiquement sur un plus grand domaine que D(0,1). On
commence par décrire les espaces de symboles pour lesquels nous le faisons.

3.1.2 Classes de symboles

Commencons par quelques rappels sur les fonctions holomorphes.

Définition 3.3. Soit U un ouvert de C. On note O(U; E) l'espace de fonctions holo-
morphes sur U a valeur dans E. On munit O(U; E) de la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts. C.-a-d. que pour tout compact K de U, on munit O(U; E)

de la semi-norme pg(f) = sup,_, |f(2)|-

Rappelons que grace a la formule intégrale de Cauchy, f — f’ est continue de
O(U; E) dans lui-méme. Rappelons aussi que O(U; E) est un espace de Fréchet.

Symboles tronqués

Dans les applications, nous aurons selon les cas plus ou moins d’information sur le
symbole (y,), de l'opérateur H,. Plus on a une information précise, meilleure sera
I'estimation sur l'opérateur H,. Nous décrivons trois espaces de symboles, qui nous
permettront d’obtenir des estimations différentes.

morphes sur A, = {R(z) > r}, a valeur dans £(E), et qui ont une croissance sous-
exponentielle, c.-a-d. que pour tout € > 0,

Définition 3.4. Soit r > —1. On définit 8, ((E) l'ensemble des fonctions y holo-

pe(¥) = sup [y(2)e~"l| < +c0.

zelA,

On munit 8, ((E) des semi-normes (p¢)eso-



48 3.1. OPERATEURS SUR LES POLYNOMES

Exemple 3.5. Les polyndmes sont des exemples de fonctions qui sont dans 8, ((C)
pour tout r > —1. La fonction z — \/E est dans S, ; pour tout r > 0. La fonction
z - e~*Z est dans 8,,0(C) si et seulement si 1 € R, La fonction z e~2” nest dans
aucun 8, (C).

Définition 3.6. Soit r: ]0,7/2[ — R, une fonction croissante, et pour tout 6 €
10, 7w/2[, Ay g = {|z| > r(6),|arg(z)| < 6}. On définit S,(E) I'ensemble des fonctions y
holomorphes sur | J 0<0<m/2 Br,60 avaleur dans £(E), et qui ont une croissance sous-
exponentielle sur chaque A, g, c.-a-d. telles que pour toute > 0et0 < 6 < 7/2,

Pe,(y) = sup [y(z)e”*| < +oo
ZEAr,e

On munit 8,(E) des semi-normes (pg ¢ )o<6<x/2-
e>0

Exemple 3.7. Les fonctions de 'exemple 3.5 vérifient les mémes propriétés si on
remplace 8, ((C) par 8,(C) (pour n’importe quelle fonction r : 10, 7/2[ = R,).
Pour tout a > 0, la fonction y, : z — exp(z¥e~?) est dans tous les 8,(C), mais
si a > 1, elle n’est dans aucun 8, ,(C). En effet, dans chaque secteur {|arg(z)| < 6}
avec 0 < 7/2, la décroissance du terme e~? compense la croissance du terme z< :
la fonction y, est donc bornée sur chaque secteur {|arg(z)| < 6}. Mais si on prend
Z = Iy + it et qu'on fait tendre ¢ vers oo, le terme e~# est de module constant, et
ne peut compenser la croissance de z* : dans le cas a > 1, la fonction y, nest a

croissance sous-exponentielle sur aucun demi-plan {R(z) > r,}.

Remarque 3.8. La condition « r croissante » est la pour éviter quelques bizarreries
dans les démonstrations (comme p. ex. un calcul qui est valide pour un 8 donné mais
qui ne semble pas marcher pour certains 8’ < 0). Elle est cependant assez artificielle.

En effet, sir: 10, 7/2[ — R, est une fonction quelconque, on pose (par exemple)
7(0) = inf/5.050 1(6") + 1. Alors, pour tout 6 € |0, 7/2[, le secteur A; g est inclus
dans un secteur de la forme A, g. Donc une fonction holomorphe sur I'union de A, g
l'est également sur I'union des A; g. La propriété de croissance sous-exponentielle
est également préservée.

C’est pourquoi, lorsqu’il s’agira de démontrer qu'une fonction y est dans un
8,(E), on se contentera de montrer que pour tout 6 € 0, /2|, il existe r; > 0 tel
que y est holomorphe sur le secteur {|z| > 1, |arg(z)| < 6} et est a croissance sous-
exponentielle sur ce secteur. Et ceci sans se préoccuper de montrer que 6 — 1 est
croissante.

Définition 3.9. Soitr > 0, et D, = {|z| > r}. On définit S, ,,(E) 'ensemble des
fonctions y holomorphes bornées sur D, ,., a valeur dans £(E), et telles que z — y(z~!)
soit holomorphe en 0. On munit §, ,,(E) de la norme |y| = sup,__ D, ly(2).
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Remarque 3.10. On pourrait autoriser dans cette définition co a étre un point de
branchement pour y, et méme un pdle, dans le but d’autoriser des fonctions comme
y(n) = ﬁ On demande alors qu’il existe n;, n, € N* tels que z — z™y(z~"2) soit
holomorphe en 0. Pour y(z) = \/E, on aurait n; = 1 et n, = 2. On aurait alors un
espace 8, ,, n, o(E) paramétré par ny, n, en plus de r. Les théoremes qui suivent
restent vrais si on remplace 8, ,(E) par 8, , n, (E), mais nous nous abstiendrons
de développer plus avant cela, car des telles complications ne nous seront pas utiles.

Remarque 3.11. Notons que pour 1, > 0 et r(6) > ry/cos(6), on a les inclusions
continues

Sro,oo(E) C Sro,O(E) C Sr(E)

Ces espaces partagent les propriétés suivantes.

Proposition 3.12. Soit S = 8, o(E), 8 = §,(E), ou 8 = 8, ,(E). L'espace 8 vérifie les
propriétés suivantes :

1. La topologie de S est plus forte que la topologie de la convergence sur tout compact.

2. Pourtout j € N, pour tout x dans le domaine de définition des éléments de S, la
forme linéaire y € S — y)(x,) est continue.

3. SiE est une algébre de Banach, l'application (1, 7,) — %7 est continuede S X S
vers §.

Démonstration. On fait la démonstration dans le cas § = S,(E).

1. Soit K un compact de | J A, . D’apres la propriété de Borel-Lebesgue, il

0<0<m/2
existe un nombre fini de 6 dans |0, 7/2[, disons 6, ..., 6 telsque K C U?zl Arg,.

Alors, en notant R = sup |z|, on a

zekK

7Ly £ sup pe,1(y)ek,
1<j<k

ce qui démontre le premier point.

2. Le second point découle du premier et du fait que les formes linéaires y —
yW(x,) sont continues sur I'espace O(U; E) des fonctions holomorphes sur U,
muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

3. Pour démontrer le dernier point, on remarque que pour tout z € A, g, on

an@nz) < Pe,e/2(71)Pe,e/2(72)6€|2|a et donc pg (1172) < Po.e/2(1)Po.c/2(72)-
]
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Remarque 3.13. Ceci ne nous servira pas, mais on peut montrer que les espaces
8,.0(E) et 8, ,(E) sont en fait de Fréchet. Lespace S,(E) est complet, mais on ne sait
pas s’il est de Fréchet. Cependant, si on impose que la fonction r ne prenne qu'un
nombre dénombrable de valeurs, S,(E) est alors un espace de Fréchet. Notons que
dans les applications, on pourrait toujours remplacer r par une fonction 7, supérieure
ar, qui ne prend qu'un nombre dénombrable de valeurs.

Symboles non tronqués

Si y est dans 'un des espaces 8, o(E), S,(E), etc. définis a la section précédente, la
valeur de y en n € N n'est définie que pour n assez grand. Par exemple, siy € 8, o(E),
alors y(n) est défini pour n > r, mais pas pour n < r. C’est pourquoi nous appelons
ces éléments « symboles tronqués ».

Cependant, nombre de propriétés qui nous intéresseront ne dépendent pas des
premiéres valeurs y(n). En conséquence, si y(n) n’est pas défini pour des petites
valeurs de n, on peut en choisir arbitrairement la valeur. Nous formalisons cette idée
dans la définition suivante.

Définition 3.14. Soit S est un espace vectoriel localement convexe de fonctions sur
un domaine X C C, a valeur dans E, et tel qu’il existe N > 0 tel que tous les entiers
supérieurs a N sont dans X. On note n, le plus petit de ces entiers N.

On définit S comme étant 'ensemble des suites y = (¥,) tel qu’il existe 7 € § tel
que pour n > ny, ¥, = 7(n). On munit S de la famille de semi-norme formée de :

1. pour tout n € N, la semi-norme p,(¥) = |%,|;

2. pour chaque semi-norme p continue sur 8§, la semi-norme toujours notée p
définie par

p(y) = inf{p(7), 7 € S tel que Vn > ny, 7(n) = y,}.

Remarque 3.15. Si E = C, on notera simplement gr(C) = gr, si E = C4, on notera
8,(C? = 84, et si E = My(C) (I'ensemble des matrices de tailles d X d a coefficients
complexes), on notera 8,(M;(C)) = 8#*?. On notera de maniére similaire 8¢, 8¢,
etc.

Donnons également la Proposition suivante, qui nous servira pour changer le
parametre r par un autre plus grand.

Proposition 3.16. Soitr,r' : ]0,7/2[ — R, deux fonctions croissantes telle quer’ > r.
Alors 8,(E) C 8,/(E) avec injection continue.

La démonstration ne présente pas de difficultés particuliéres, mais détaillons-la,
ne serait-ce que pour se familiariser avec les notions introduites.
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Démonstration. Sion note 1, le plus petit entier de la Définition 3.14 pour § = S,(E),
onang = |infy r(6)|+1. De maniére similaire, on définit nj, et on a ny = |infy r'(6) |+
1. L'hypothése r' > r implique donc que ng > n,. Elle implique également que pour
tout 6 € ]0, 71'/2[, Ar’,@ C Ar,@‘

Si () € 8,(E), il existe 7 € 8,(E) tel que pour tout n > ny, 3, = 7(ny). Comme
7 est holomorphe a croissance sous-exponentielle sur chaque A, g et que A, g C
A, ¢, la fonction 7 est holomorphe a croissance sous-exponentielle sur chaque A, .
Autrement dit 7 € S,/(E). De plus, comme ny > n,, on a pour tout n > ny, ¥, = 7(n).
On a donc démontré que (3,) € S,(E). Notons ¢ I'application d’inclusion.

Soit p’ une des semi-normes définissant la topologie de S,. Dans le cas o p'(y) =
%], comme p := p’ est également une semi-norme continue sur S,, on a bien
p'(n) < p(y).

Traitons maintenant le cas p’ = pg ¢, clest-a-dire le cas ou

PO = 0 { o (7). 7 € S(E) tel que Vi > i, 7() = 7,
ou on rappelle que pour 7 € S,/(E),
Po.(7) = sup [7(z)e~s¥].

ZEArI’Q
On définit p par la méme formule, mais avec r au lieu de r’. On affirme que pour
touty = (3, € S,(E), p'((y)) < p(y), ce qui terminera la démonstration. Soit 7 > 0.
Par définition de p, il existe 7 € S,(E) tel que pour tout n > ngy, 3, = 7(ng) et
sup [7(2)e™l| = pg (7) < p(y) + 1.

ZEA,.,Q

Alors, pour tout n > ny > ng, ona y(n) = y%,. Etcomme A, g C A g,0na

sup [7(z)e*¥l| < sup [7(2)e~*"| < p(y) + 1.

ZGAV/’Q ZEAV’Q

Donc, par définition de p’, on a p'(«(y)) < p(y) + n. Comme ceci est vrai pour tout
n>0,onap'(y) < p'(). O

De méme, on a les inclusions continues 8,y C Sy g et 8, C 8y Sit > T.
Enfin, mentionnons que le décalage (¥;,),50 = (u+1)n>0 €St continu.

Proposition 3.17. Soitr: 10,7/2[ — R, une fonction croissante. L'application de
décalage (Vy)n>0 = (Fua1)nso est continue sur S,(E).

Démonstration. La remarque principale que pour tout © € 0, 77/2[, le domaine A, g
est stable par z — z + 1 (voir Fig. 3.1). Alors, si 7 € S,(E) est telle que y7(n) = ¥, pour
n > ngy, la fonction 77 : z — 7(z + 1) est dans S,(E), et coincide avec y,,, pour les
entiers n > ny.

Pour la continuité, on remarque que |#(z + 1)|e %! < e¢|7(z + 1)|e~¢/#*!. Donc
p@,e(Ty) < eepe,e(f)- Donc pG,e((Vn+l)n) < eepe,e((Yn)n)- L
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0 FIGURE 3.1 - En bleu, la partie A, g du do-

maine de définition d’un symbole y € S,.

‘ Ce domaine A, g est stable par translation

() Z — z + 1, et donc l'application de décalage
(Yn) ~ (¥n41) est continue sur §,.

De méme le décalage (,),, = (Ju4+1)n €St continu de ER,OO(E) dans §R+1,°0(E).

3.1.3 Continuation analytique des séries de Taylor
Onnote U = C\ [1, +oo| et pour o > 0, on note S, = {{ € C*, 0 < arg({) < 27 — o}

Théoréme 3.18. Soitr > —1. Soity € gr,O(E). La fonction K, : { Z;"zo Y, ¢"
sétend en une fonction holomorphe sur U, et K, vérifie alors pour tout g > O etr’ > r,t

pr’,a(Ky) = ;USI)<§>_F,|KY(§')I < 4+

De plus, l'application y — K, est continue de gr,o dans l'espace
O0p(UsE) :=={f € O(U;E); Yo > 0, pys 5(f) < +00},

ou on a muni O,,(U; E) des semi-normes de O(U; E) et des (p,r 5)o<o<7 définies ci-
dessus.

Hormis la continuité de K, en fonction de y, ce théoréme est la version historique,
telle quénoncée par Lindelof dans une formulation équivalente [60, Ch. V].

Théoréme 3.19. Soitr: 10, 7/2[ — R, une fonction croissante. Soit y € S.(E). La
fonction K, : { — Z:’:O 1,¢" s’étend en une fonction holomorphe sur U. De plus,
lapplication y — K, est continue de S,.(E) dans O(U;E).

On note (¢) = /1 + |2
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Cette version est due a Arakelyan [11], et a été redécouverte par 'auteur de cette
these avec une autre méthode [54, Th. 18]. Nous présenterons ici la démonstration
d’Arakelyan, qui est une adaptation de celle de Lindelof.

Théoréme 3.20. Soit r > 0. Soity € 8, (E). La fonction K, : { > Y7 3,¢"
sétend en une fonction holomorphe sur C sauf { = 0 et { = 1 qui sont des points de
branchements.

Dit plus rigoureusement, en notant F le revétement universel de C \ {0, 1}, K,, s’étend
en une fonction holomorphe sur F. De plus, l'application y € gr’oo(E) ~ K, € O(F; E),
est continue.

Nous ne sommes pas au courant d’une référence qui démontre ce dernier Théo-
réme de continuation analytique? La démonstration que nous en faisons est trés
différente de la démonstration des deux précédents théorémes.

Avant de démontrer ces trois théorémes, donnons quelques remarques générales.

Remarque 3.21. Pour ces théorémes de continuation analytique, les premiéres valeurs
de y, n'ont pas d’importance : si on modifie y, , on ne fait qu'ajouter un multiple
de z™ a K,, ce qui ne change pas les conclusions des trois théoremes précédents
(pour le premier, il faut supposer n; < r). Comme les espaces de symboles complets
(Def. 3.14) ont pour semi-normes p,, (¥) = |y, |, 1a continuité de K, en fonction des
premieres valeur de y est également assurée.

En conséquence, il suffit de montrer chacun de ces théorémes dans le cas ou

¥, = 0 pour n < ngy. Dit autrement, nous allons supposer dans les démonstrations que
K, ($) = anno y(n)§"™, ouy € 8, o(E) (respectivement y € 8,(E), respectivement
Y € 8r.00(E)).
Remarque 3.22. Comme dernieére remarque générale, mentionnons que d’apres la
série définissant K, I'application y = K, est toujours continue de I'espace des suites
() & croissance sous-exponentielle® vers O(D(0, 1); E). En effet, si |{| < e € on aen
notant Ce(y) = sup, ™"y,

K (O] < Cely) ) e < Coly)——

n>0 1—[{es

Remarquons que dans chacun des espaces gr’O(E), S,.(E) et gr,w, la seminorme
y = sup, [e”“""y,| est continue. On sait donc déja y — K, est continu de chacun de
ces espaces dans O(D(0, 1); E). Ainsi, si X est un compact de U, lorsqu’on cherchera
a montrer une inégalité de la forme sup, |K,| < Cp(y), on pourra supposer, par
exemple, que X est disjoint de [0, 1] : il suffit d’écrire X = X; U X,, ou X est disjoint
de [0, 1] et X, est un compact de D(0, 1).

ZNotons au passage que nous n’avons ici pas précisé la croissance de K, car nous n'en aurons pas
besoin, mais ceci doit bien entendu étre possible.
3Dit autrement, la série Y. ¥,¢{" converge pour || < 1.
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Démonstration des Théorémes 3.18 et 3.19. L’idée est de trouver une expression de
K, (¢) sous forme intégrale. Ceci se fait avec le théoréme des résidus. Par exemple, la
fonction z — (e?”# — 1) a un pdle simple chaque n € Z, avec résidus tous égaux a
(2izr)~!. On peut alors s’attendre a ce que pour un chemin I' convenablement choisi,

K,/ = fr %dz. (3.2)

Avant de donner le bon chemin I" (qui n’est pas le méme dans le théoréme 3.18
et 3.19), essayons d’estimer I'intégrande

8:(2) = —ezyiffz)izl- (3.3)

On va supposer que le chemin I reste a distance supérieure a 6 > 0 de Z. On a alors

L < si §(z) > 0

|6217rz_ 1 -

2713(2) %
T < Cse si §(z) < 0.

De plus, ¢? = e?n(¢) = ez(niSI+1arg()) On choisit I'argument de ¢ dans ]0, 27[ (on
suppose que ¢ ¢ R, ). On a alors

<E eR(2) In|¢|-3(z) arg($)

En rassemblant cette égalité avec la majoration précédente, on trouve l'estimation
de I'intégrande g, suivante :

|g§(z)| < Cdy(z)'em(z)ln|§|_|s(z)|arg(g) si S(Z) > O,

Ig¢(2)| < Cs|y(2)[eR@MEI-18@)I@m—arg(€) 5 §(z) < 0. (34)

Notons que arg(¢) et (2 — arg({)) sont positifs. Selon cette estimation, il vaut
mieux maximiser |3(z)| et minimiser R(z) si on veut que l'intégrale de g¢ converge.

Casy € 8, (E). On choisitr' € |r,|r| + 1], et pour k € N*, on choisit I}, le chemin
formé de la moitié du cercle |z — r’| = k incluse dans le demi-plan {R(z) > r'}, et du
diametre de ce cercle {R(z) = 7', |F(z)| < k} (voir Fig. 3.2). Ce chemin reste bien a
distance supérieure a § > 0 de Z. D’apres le théoréme des résidus, on a

95 g(z)dz = Z y(n)z". (3.5)
'y r'<n<r'+k
On veut faire tendre k vers +o0, et montrer que

_ r' +ico _ 7 +ico ﬂ
K, () = ge(2)dz = iz ] dz. (3.6)

' —ioco ' —ioco
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Y FIGURE 3.2 - En bleu clair le domaine de
définition de y. En bleu le chemin d’in-
tégration pour appliquer le théoréme

\rr
N2 Iy des résidus dans I’équation (3.5). Si on
123 4--. fait tendre k (le rayon du demi-cercle)
; p + vers +o0, on démontre que l'intégrale
N k+r sur la partie « demi-cercle » de T’y tend

vers 0. Donc I'intégrale sur I'j, tend vers
I'intégrale sur la droite verticale I' =
{R(z) = r'} (en noir a droite).

Soit ¢ € Ctel que |{]| < 1 et ¢ ¢ R. Commencons par montrer que I'intégrale sur
la partie « demi-cercle » de I}, tend vers 0 lorsque k — +oc0. On a

c¢ == min(—In|[{], —arg({), arg({) — 27) > 0,
et donc, d’apres la majoration (3.4) de g¢, pour tout € > 0, et R(z)>r',ona
18¢(2)] < Cply(2)|e” ¢TDHSED < ¢, p (y)eelI+el, (3.7)

ou on a utilisé pour la deuxieme inégalité la définition des semi-normes p. et le fait
que si R(z) > r’, alors |z| < R(z) + |F(2)|- Donc I'intégrale de g¢ sur la partie « demi-
cercle » de I} est majorée pour tout € > 0 par

.|/Z—r’|=k 8¢(2)dz| < Co pe(y)mke™ K *ek,
R(z2)>r'

Donc l'intégrale sur la partie demi-cercle de I tend vers 0 lorsque k — +c0.
Montrons maintenant que g¢ est bien intégrable sur |r’ —ico, r' +ico[. Siz = r' +it,
on a d’aprés la majoration (3.7) de g¢ :

18¢(2)| < Corpe(y)e™ ¢ el < i p (p)e~eelHHeliver,

2
Donc I'intégrale [ r,_tlo‘:’ 8¢(z) dz existe, et on peut passer a la limite k - +oco dans

'intégrale (3.5). Pour || < 1, { ¢ R, on a donc bien la formulation intégrale (3.6) de
K, ©).

Pour terminer la démonstration (dans le cas § = 8, o(E)), montrons que cette
intégrale converge pour ¢ & [0, +oco[. On reprend la majoration (3.4) de g¢. Si z =
r'+itet{ € S, (c.-a-d. que o < arg(¢) < 27 — o), on a d’apres cette estimation

18¢(2)| < Cprpe(y)e’” MEI=olt+elzl < 7, p (y)|¢ | e~ (@O,
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FIGURE 3.3 - En bleu clair la partie
Ay g du domaine de définition de y. En
r bleu un chemin d’intégration pour appli-
quer le théoreme des résidus dans 1'équa-
tion (3.8). Si on fait tendre ' + k (le
r+k rayon du grand arc de cercle bleu) vers
+ 00, on démontre que 'intégrale sur la
r(6) 0 .

partie « grand arc de cercle » de I'y tend
vers 0, et donc I'intégrale sur le chemin
Iy I'x tend vers l'intégrale sur le chemin

noir I'.

Dong, en choisissant € < g, on voit que I'intégrale converge pour tout { € S, et
qu’elle définit une fonction holomorphe sur S,. De plus, on a I'inégalité

2C),
o—¢€

K, ()] < pMILI”,

donc, d’aprés la définition des semi-normes p, 5, on a p,s (K,) < Cpc(y). D’aprés la
remarque 3.22, ceci démontre la continuité de y — K,.

Cas y € 8,(E). On veut trouver un chemin I tel que la formulation intégrale (3.2)
soit vraie.

Soit 8’ € ]0, /2] qu’on choisira plus tard, soit 6 € 16’, /2|, soit r' > r(6) non
entier, et soit I} 1a frontiére orientée positivement de {r' < |z| < 1’ + k, |arg(z)| < 6'}
(voir Fig. 3.3). D’apreés le théoréme des résidus, on a

9Sgg(z)dz= > y(mz" (3.8)
Ty r'<n<r’'+k

Comme dans le cas y € 8,(E), on veut faire tendre k vers +oo pour montrer qu’avec
I la frontiere de {|z| > 1, |arg(z)| < 6'} (voir Fig. 3.3),

Y, (w2t = 5 / g.(z) dz. (3.9)
r

n>r!
Si[{] < 1,¢ ¢ [0,1], on a d’apres la majoration (3.4) de g;(z), et de la méme
maniére que dans le cas y € S,(E),

8e(2)| < Crrly(@)]e™ ¢ EHIED < €, pg (eI (3.10)
Donc I'intégrale de g¢ sur le grand arc de cercle de I est majorée pour tout € > 0 par

’ﬁ2|=r’+k g¢(2) dz| < Cprp(y)mke ¢k +ek,
|arg(z)|<6’
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Donc l'intégrale sur le grand arc de cercle de I tend vers 0 lorsque k — +o0.
Montrons maintenant que g¢ est intégrable sur I'. Si z = peiie', c.-a-d. si z est sur

I'une des partie droites de I, on a d’apres la majoration (3.7),

|g§’(z)| < Cr’ pe’e(y)e—(cg—e)p.

Donc g¢ est intégrable sur I'. Et donc on peut passer a la limite k - +oco dans
I’¢quation (3.8), ce qui démontre la formulation intégrale (3.9).

Reste a montrer que cette formulation intégrale permet d’étendre K, sur U. Re-
marquons que cette formulation intégrale reste vraie pour tout 8’ < 6 < 7/2 et
r' > r(6) non entier. Nous allons nous servir de cette liberté de choix pour étendre
K, atout U.

Soit X un compact de U = C \ [1, +oo[, qu’on suppose disjoint de [0, 1[. On
note Cxy = SUP,x In|[{| et cx = infsex min(arg((), 2 — arg($)) > 0. D’apres la
majoration (3.4) de g¢, on a pour tout § € X

|g¢(2)| < Crrpg (7)eCxR@—cxIS@)|+elz|,

. -4 . .
Dong, si z = pe*® est sur I'une des parties droites de T, on a

|8§(Peiiel)| <Cp p@,e(y)e(cx cos(68")—cx sin(6")+€)p

Si on choisit 8’ suffisamment proche de 7z/2 de sorte que cy := Cxcos(6') —
cx sin(6’) < 0, on a alors

18¢(0e¥19)| < Cprpg c(y)e™x=9P, (3.11)

Dong, en choisissant 0 < € < cy, on voit que g¢(z) décroit exponentiellement le
long de T'. Donc l'intégrale (3.9) converge, et étend K, en une fonction holomorphe
sur X. Comme X est un compact arbitraire de C \ R, K, s’¢tend en une fonction
holomorphe sur C \ R,. De plus, on sait déja que K,, est holomorphe sur D(0, 1),
donc K, est holomorphe sur U = C \ [1, +ool.

Pour montrer la continuité de y — K, reprenons la majoration (3.11). En inté-
grant cette majoration pour z € I', on a

’ fr g:(z)dz

ou le premier terme vient de I'intégrale sur la partie « arc de cercle » de I'. Le second
terme est continu en fonction de y € S,(E), et comme la topologie sur S,(E) est plus
forte que la topologie de la convergence uniforme sur tout compact, le premier terme
est également continu en fonction de y. On a donc bien un nombre fini de semi-
normes (py) de S,(E) telles que pour tout y € S,(E),

, 2C
<Cx  sup Y@+ 7—=peW)
|z|=r", |arg(z)|<6’ Cx —¢€

|Kylreoxy < C s%p pk(¥).

Ceci termine la démonstration. O
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Avant de faire la démonstration du Théoreme 3.20, donnons-en 'idée générale.
Siy, = Zk>0 ain~k, on a formellement

St = Y a = L)
n

n>0 k,n>0 k>0

ou Lip(¢) := Zn> NS "n—K. La démonstration consiste 4 étendre la fonction Lij, qui
se nomme « polylogarithme », et montrer des estimations dessus pour conclure que
la somme )’ a; Li;(z) converge. Nous aurons en fait besoin d’informations sur une
variante du polylogarithme. Ce qui suit est essentiellement adapté de [69].

Définition 3.23. Soit k € N et N € N. On appelle polylogarithme* incomplet la
fonction Liy  définie pour || < 1 par
gn
Lign() = D, pre
n>N
On montre que le polylogarithme peut s’étendre analytiquement sur un plus
grand domaine que {|{| < 1}.

Proposition 3.24. Soit k € N* et N € N. Le polylogarithme incomplet Liy y sétend
en une fonction holomorphe sur C \ [1, +oo[ par la formule,

N+1 pto k-1_,—(N+1)
¢ (In@)*1z- N+

: _ _ NHL +o k—15-Nt
L@ =y | z—¢ TTR J, e -

dt. (3.12)

Démonstration. Les deux intégrales de la formule (3.12) se déduisent 'une de I'autre
par le changement de variables z = e!. Montrons que la deuxiéme est bien égale a

Lix n($) lorsque |§] < 1.
Si|{|<1lett>0,0ona

l_g =e™ ) (e7')".
n=0

D’apres le théoréme de Fubini, on a donc

+o k—15—Nt T ptoo
- - dt — tk—le—(N+n+1)t dt n'
| =z ;

n=0

et

De plus, en faisant le changement de variable t' = (N + n+ 1)t,on a

+00 +oo
/ tk—le—(N+n+1)t dt = 1 f t/k—le—t’ dr = &
0 (N+n+1k ), (N+n+1)k

4On pourrait choisir k non entier, et les théorémes qui suivent resteraient vrai, a quelques modifi-
cations prés [31]. Ceci permettrait de traiter les espaces 8y , ,,  de la remarque 3.10, mais comme
on l'a dit, nous n’aurons pas besoin de ces complications.



CHAPITRE 3. ANALYSE COMPLEXE ET SPECTRALE 59

FIGURE 3.4 - Les deux générateurs
du groupe fondamental G de C \
{0, 1}.

Donc, en utilisant ceci dans le calcul précédent,

+oo tk 1 —Nt o (k) ;
l Z (N+n+1)s§ '

Enfin, en multipliant ceci par ¢V +1/T'(k), on retrouve bien la définition de Lij n().

De plus, les formules intégrales de (3.12) convergent bien pour tout ¢ & [1, +oo],
et définissent une fonction holomorphe sur ce domaine. Ainsi, la formule (3.12)
étend bien Liy y en une fonction holomorphe sur C \ [1, +oo]. O

Pour aller plus loin, et avoir les informations dont nous avons besoin sur le
polylogarithme, nous avons besoin de quelques notions plus avancées de théorie
des fonctions holomorphes, en 'occurrence la notion de continuation analytique
et de surface de Riemann, voir par exemple [28, Ch. IX]. Cependant, ceci (et le
Théoreme 3.30 relié) ne sera utilisé qu’a la toute fin de cette these, lorsque nous
traiterons de la controlabilité des systémes chaleur-demi chaleur en Section 6.5.3. Si
le lecteur n’est pas intéressé par la controlabilité des systemes chaleur-demi chaleur,
il peut sauter a la section 3.1.4, et également sauter le Théoréme 3.30.

Soit F le revétement universel F de C \ {0, 1}, avec point de base 1/2. En tant
quensemble,

F = {classes d’homotopie [c] de chemins c de C \ {0, 1} commencant en %} .

Le groupe fondamental G = 7;(C \ {0,1},1/2) agit sur F par g - [c] = [&c], ou
g=[8]€Get[c] € F.Si f: F — C estune fonction analytique, et si [c] € F, ouc
est un chemin allant de 1/2 4 z, on note

() = f(cD.

Remarquons que G est un groupe libre a deux générateurs, [cy] et [¢; ], ot (voir

Fig. 3.4)
& 2irmt 2imt

5 , Cl(t) =1 + 5

co(t) =
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FIGURE 3.5 - Chemins d’intégration pour calculer le saut (3.15) avec la formule (3.12). Pour
calculer la limite de Lij n en approchant ¢ par dessus, on déforme le chemin vers le bas. Pour
calculer la limite en approchant ¢ par le bas, on déforme le chemin vers le haut. Ainsi, la
différence des deux limites est égale a I'intégrale sur un cercle autour de ¢.

Proposition 3.25. Le polylogarithme incomplet s‘étend analytiquement en une fonc-
tion holomorphe sur le revétement universel de C \ {0, 1}. De plus, Liy x satisfait les
relations de monodromies

coC e lere Te q [c] k-1
Ligy (§) = Ligh($) LIENIE) = Lifth(©) - ZM%

logll(¢) =10g!!(¢) + 2ir  logl1l(¢) =1og!I(£). (3.14)

(3.13)

Démonstration. D’aprés la série définissant Liy 5 (Def. 3.23), on a {Li; n({) =
Lix_1 n($). De plus, toujours d’apres cette définition,

N+1
Li = —,
on®) = 1=
Donc, par récurrence sur k € N*, en intégrant la relation Lij, ny(¢) = Lix_y n(£)/S, le
polylogarithme incomplet Lij y est défini et holomorphe sur F.

Les relations de monodromie (3.14) du logarithme sont standards. La premiére
relation de monodromie (3.13) de Liy y vient de la définition 3.23 par une série. Pour
la seconde relation de monodromie de Liy y, on calcule le « saut » de Liy y sur I'axe
[1, +o0[. C.-a-d. que pour { > 1, on calcule

lim Lig n(¢ + i€) — lim Lip n(¢ — ie). (3.15)
e—0t ’ €—0+ ’
En déformant un peu le chemin d’intégration dans la formule (3.12) vers le bas

(respectivement vers le haut), et en notant I'_ ce chemin (respectivement I',, voir
Fig. 3.5),ona

dz.

lim Li tie) =
lim Lij (S + i€)

§«N+1/‘ (ln(z))k—lz—(N+1)
Mo S~ z-¢
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Donc, la différence est égale a I'intégrale sur le cercle dD({, r) avec r assez petit (voir
Fig. 3.5):

N+1 k—=1,—(N+1)
lim Lig n(¢ +i€) — lim Lip x(¢ — i€) = f (In(2))*" 'z dz.
€—07t ? €—0+ ’

8D(¢,r)

I'(k) z—¢
Donc, d’apres la formule intégrale de Cauchy,

2irr In(¢)k-1

lim Li i) — Lim Li iy —
et ig, N(§ + i€) m ik, N(§ —i€) T(k)
La seconde relation de monodromie (3.13) de Lij y en découle. U

Comme dernier préparatif pour la démonstration du Théoréme 3.20, nous mon-
trons des asymptotiques pour Lij y dans la limite s — +co.

Proposition 3.26. Pour tout N € N* et ¢ > N, on a dans la limite k - +oo, et
localement uniformément en { € F, l'asymptotique

%

L@ = %+o( ! )

n=N+1 (€ + 1)k

Démonstration. Par définition 3.23 de Liy y par une série, on a

4 n

Lign() = Y %+Lik,e(§)-

n=N+1

I1 suffit donc de démontrer la majoration Liy n({) = O((N + 1)~k). On le fait en
appliquant la méthode du point col a I'expression intégrale de Liy 5 (Prop. 3.24).
Commencons par le cas { € C \ [0,+oo[. En notant k' = k — 1 et en faisant le
changement de variables t = k't’ dans la seconde intégrale de la formule (3.12), on a

oo L, + o0 !

f Hlem Dt ks f ek n)-veney 90
= TR

A 1—Ce 0

La phase ¢(t') = (N + 1)’ — In(t’) a un unique maximum en t, = (N + 1)7!, avec
#(t.) = In(N + 1) et ¢"(t.) = (N + 1). Alors, d’apres la méthode du point col, on a
localement uniformément en ¢ & [1, +oo[, dans la limite kK" — +o0

too k—1,—(N+1)t
" e / / 2
dt — k/k +1.-k (1+ln(N+1)) 1 O kl—l .
-/0 1— et ¢ k'(N+1)2( +0(k™h)

= V27 (N + 1)K 1k 126K (1 4 O(k'~1))



62 3.1. OPERATEURS SUR LES POLYNOMES

D’aprés la représentation intégrale de Liy y (Eq. (3.12)) et la formule de Stirling, on a
donc dans le méme régime

§N+1

Lij n($) ~ N1 DT

ce qui est bien I'asymptotique recherchée.
Le fait que cet asymptotique reste vraie sur tout F provient des relations de
monodromie (3.13). En effet, pour tout{ € F,et M > 0, 0n a

(logl(¢)yk—2

T om~),

et comme L1 (§’ ) ne differe de la formule (3.12) que d'un nombre fini de termes de
la forme precedente, l’asymptotique annoncée est démontrée. O]

On peut enfin faire la démonstration du Théoréme 3.20

Démonstration du Théoréme 3.20. Etape 1 : on commence par montrer que pour
lz < Lety(() = X, ar¢ % (qui converge pour [{| > rsiy € 8, o(E)) etng > r
entier, on a B

DTy = ag Lig () (3.16)

n>ng k>0

Par définition de 8, ,(E), y est borné sur D..,. = {|{| > r}, et on rappelle que |y| est
la norme S, ., de ¥, c.-a-d. [¥|re=(|¢|>r)- DoOnc, d’apres la formule de Cauchy appliquée
Ay =2, ain¥, on a pour tout r’ > r,

1 -1
Sin 95 ”’ZH) dz
aD(o,r-1) 1

Donc, pour tout k, |ax| < |y|r*. On consideére la série double > ks0.m>mg a"n~k. On

a
% gk
> Jucsm ¥

k>0,n>ny k>0,n>ng h

< |ylr'*.

lak| =

On a choisi ny > r, donc, pour tous les n intervenant dans la série ci-dessus, on a
r/n < 1. Alors,

n
axgg| <M Y KIS

k>0,n>ny n>ng

r/n

Or (1 — r/n)~1 décroit en fonction n. Donc, en se souvenant que || < 1, on a

3 akgz << M/ 3 K" < +oo.
k>0,n>ng h r'ho n>r
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On peut donc appliquer le théoréme de Fubini, et on trouve que pour [{| < 1,

n n
Tt Y acr=Y Y =Y alin ).
n>ng n>ng,k>0 k>0 n>ng k>0
Etape 2 : 1a série ) ay Liy ,,(¢) définit une fonction holomorphe sur C, sauf 0 et 1
qui sont des points de branchements.

Ceci découle de 'asymptotique donnée dans la Proposition 3.26. Cette asymp-
totique nous dit que pour tout n, € N*, on a localement uniformément en ¢,
Lig 4,(§) = O((ny + 1)7%) dans la limite k — +o0. De plus, a; = O(*). Donc
localement uniformément en ¢, on a ay Liy , ({) = O(r*(ng + 1)7%). Alors, en se
souvenant que ny > r, on voit que la série Zk>0 ay Lig ,,($) converge localement
uniformément en ¢. Ceci démontre bien qu’elle définit une fonction holomorphe 1a
ou Liy p,, lest.

Etape 3 : continuité en fonction y. On déduit de I'étape précédente que I'application
Y P Do @ Lik,ny (§) est une fonction continue de y € 8, (E). Or, on a

Ky(g) = Z 2" + Z Wz = Z W™+ Z Ak Lik,no(g)-

n<ng n>ng n<ng k>0

Le second-membre dépend bien continument de y € gr,w(E). O

3.1.4 Estimation en norme uniforme d’opérateurs sur les poly-
nomes

On démontre enfin les théoremes d’estimation des opérateurs Hy, : ) a,z"
Y %2a,z". On notera par simplicité 8, au lieu de S,(£(E)), et de méme S, =
SV,O('C(E)) et ‘Sr,oo = ‘Sr,oo('C(E))

Théoreme 3.27. Soit V un ouvert borné et étoilé en zéro de C. Soit r : 0, /2] une
fonction croissante et y € 8, = 8,(L(E)). Lopérateur H,, sétend de maniére unique en
un opérateur linéaire continu de O(V; E).

De plus, lapplication y — H,, vérifie l'inégalité de « continuité » suivante : pour tout
compact X de V et pour tout voisinage W CC V de X qui est étoilé en zéro, il existe C > 0
et un nombre fini de semi-normes (py.) de 8, tels que pour touty € S, et f € O(V;E),

|H, (f)|rex) < CSlllcp Pk S | Lo (wry- (3.17)

Démonstration. 1l suffit de montrer I'estimation (3.17) pour les polynomes. En effet,
d’aprés le théoréme de Runge, les polynomes sont denses dans O(W; C%) donc cette
inégalité montre que H, s’¢tend de maniére unique en un opérateur O(V; C9). Quitte
a remplacer W par un plus petit voisinage, on peut le supposer lisse.
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FIGURE 3.6 — En rouge, un
exemple de domaine X pour
I'inégalité (3.17), et en jaune,
un exemple de domaine W.
Comme W est un voisinage
étoilé en O de )_(, siz e X
alors aucun ¢ € W n'est sur
le segment [0, z], ce qui im-
plique qu'on n’a jamais z/¢ €
[1, +oof.

On veut changer de chemin d’intégration dans I'expression de K, en tant qu'opé-
rateur a noyau (Lemme 3.2). On veut choisir comme chemin d’intégration 0W. No-
tons que comme W est étoilé en zéro, si z € X, { € W, on n’a jamais z/{ € [1, +o0
(voir Fig. 3.6). Comme d’apres le théoreme 3.19, K, est analytique sur C \ [1, +o0], le
changement de chemin d’intégration est valide (voir Fig. 3.6) :

Hyp(@) = 5= gaSW K, () p0rac.

Donc, pour z € X,

|H,p(2)| <

sup |p($)|-
{edw

sup — sup

longueur(oW) 1 ‘ K (E)
2 ¢l "\¢
{edw zeX,{edwW

Or, d’aprés I'estimation du théoréme 3.19, il existe des semi-normes pj de 8, et
C > Otels que
z
sup ’Ky (—)’ < Csup pr(y).
zeX,{edwW g k

longueur(8W)
27

Alors, avec C' = C supgeaW|§’|‘1,onapourz exX

|H, p(2)| < C"sup py(y) sup |p({)l,
k zedWw

qui est bien I'inégalité annoncée. O]

Remarque 3.28. Si (;,)nen €St une suite telle que la série de Taylor )] y,$" converge
pour [¢| < 1, on a en fait I'’équivalence entre les affirmations suivantes :
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1. il existe R > 0 tel qu’avec r(8) = R/ cos(6), (y;,) appartient a S, ;

2. la série de Taylor K, ({) = > y,{" s’étend en une fonction holomorphe sur
U=C\|[1,+o[;

3. pour tout compact X de C, et tout voisinage W de X qui est étoilé en 0, il existe
C > 0 tel que pour tout polynoéme p,

|H, (P)lrox) < CIPlreo(w)-

Démonstration. On a déja montré les implications 1. = 2. = 3. Pour simplifier
légerement les notations, on ne fait les autres démonstrations que dans le cas ou la
suite y, est a valeurs scalaires (au lieu de £(E)).

3. = 2. On aimerait appliquer H, a Zn>0 z". En effet, on a formellement
H,,(ZnZO z") = ano %z" = K,(z). Cependant, la série ano z" ne converge
pas en dehors de |z| < 1, et nous n’aurions ainsi pas beaucoup d’informations. A la
place, on choisit une suite de polyndmes (py) qui converge uniformément sur tout
compactde U = C \ [1,+oo[ vers z = (z — 1)7! (il en existe d’apres le théoréme de
Runge). Alors, comme H,, est continue sur O(U) par hypothese, H, pi(z) converge
vers K, (z) pour |z| < 1.

Soit V' un ouvert connexe, contenant D(0, 1/2) et d’adhérence compacte dans U.
1l existe un voisinage borné W de V qui est étoilé en 0. Donc, d’aprés ’hypothése 3.
et le fait que p; converge sur W, la suite H, p;. est bornée en norme L*(V). D’apres
le théoreme de Montel, il existe donc une sous-suite de H, p; qui converge sur V.
Mais comme H, py(z) converge vers K, (z) pour |z| < 1, 0n a f(z) = K,(z) pour
z € VN D(0,1). Donc f est une continuation analytique de K, sur V.

Comme ceci peut-étre fait pour tout ouvert V connexe, contenant D(0, 1/2) et
d’adhérence compacte dans U, on a bien démontré que K, s’é¢tend analytiquement
en une fonction holomorphe sur U.

L’'implication 2. = 1. est démontrée par Arakelyan [11]. O

Siye gr,o = gr,O(L (E)), les informations supplémentaires sur la croissance de
K, nous autorisent a faire partir z/¢ vers I'infini. Voici un exemple de théoreme qu'on
peut démontrer. Les conditions géométriques sur V et W de ce Théoréme sont tres
spécifiques, mais nous n’auront pas besoin d’en donner des plus générales.

Théoréme 3.29. Soitr > Oetny = |r| + 1. Soit R > O et I = [a, b] un segment, soit V
le «pacman» V = {0 < |z| < R, arg(z) & I}, et soit W un voisinage de V de la forme
W ={0 < |z| < R', arg(z) & I'}. Alors il existe C > 0 et un nombre fini de semi-normes
(pr) de gr,o = gr,O(L(E)) telles que pour touty € gr,o et polynome f € E[X],

|H, (f)|rery < CSI;p P sup |0 eqmy. (3.18)

0<k<ng+1
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FIGURE 3.7 - A gauche : en rouge, un exemple de « pacman » pour le Théoréme 3.29, et un
exemple de domaine W, qui approxime W. A droite : image du chemin W, par la transforma-
tion ¢ — z/¢. On voit que le chemin reste dans le domaine {o < arg({) < 27 — g}u D(0,1).

Démonstration. On veut choisir dans I'expression de H, comme opérateur de convo-
lution (Lemme 3.2) le chemin d’intégration ¢ = dW. Mais 0 € dW, donc K, (z/{) n'est
pas holomorphe. Pour contourner le probleme, on approxime 0W par la frontiere c.
de W U D(0, €) (voir Fig. 3.7).

Mais avant d’appliquer le Théoréme 3.27 pour justifier le changement d’intégra-
tion, on a besoin de séparer les polyndmes f = ), >0 a,z* en ses premiers termes

= k i — k—ng—1
Jno = 2 <, UcZ" et ses derniers termes f,, = Zk>no az“ "1 (on verra que le
Théoreme 3.27 ne permet pas de gérer les premiers termes).

Etape1: fy, et f.,, dépendent continument de f. En effet, on a a; = i' F,)(0), et donc
n:

frolzory < C D5 1FE0).

kﬁl’lo

Pour traiter f,, , on introduit l'opérateur P défini par

Pf(2) = ~(f(2) - f(O))

OnaP(},., az") =3, axz" ! etdonc f.,, = P"0*!f. Or, d'apres Iinégalité des
accroissement finis, on a pour tout z

PF(2)| = %

< sup|f’].
[0,2]

z
| rew
0
Comme W, := W U D(0, €) est étoilé en zéro, on a donc

1Pflrewy S 1f |Leqwy)-
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Dongc, en itérant

| fong Lo,y < |f(n0+1)|L°°(W€)-
Etape 2 : estimation du noyau. On montre qu’il existe C > 0 et des semi-normes (py)
continues sur 8, o, indépendantes de ¢ telles que pour y € 8,9, > 0,z € Vet € ¢,

25 (3)| < csup ey, (3.19)

1¢r cas : { est sur le « grand arc de cercle », c.-a-d. |{| = R’. Auquel cas, on a pour
z € V,|z/{| < R/R" < 1. D’apres le Théoreéme 3.27, I'application y — K, est continue

de gr,o dans O, (U; £L(E)). Donc, ¥ = |K,|re(p(o,r/r")) €St continu : il existe C > 0 et
des semi-normes (pj) continues sur gr,O telles que pour z € Vet |{| = R/,

()

Notons que rien de cette inégalité ne dépend de e.

2¢cas:|¢{| < R".Si{ € c., ceci ne peut arriver d’apreés la définition de W que si
arg($) € I'. Or, si z € V, on a arg(z) ¢ I. Donc en notant ¢ := distance(I’, T \ I) > 0,
onao < arg(z/{) < 2m—o. Autrement dit, z/{ € S,. Notons que ¢ ne dépend pas de
€. Alors, d’aprés le Théoréme 3.27, il existe C’ > 0 et des semi-normes (p; ) continues

sur gr’o telles que poure > 0,y € gr,o, zeVet{ ec.avec || <R',ona

‘Ky (?)‘ <C sup pic(y)<§>no-

Encore une fois, rien ne dépend de € dans cette inégalité.

< Ky e (p(o,r/R")) < CSI;p pk(?).

Etape 3 : conclusion. Par définition de f, et f.,,,ona f = f, +z"*'f . Donc,

avec f = Zkzo a,zk,

Hyf(z) = Hyfno(z) + Hy(zn0+lf>n0)(z)-

Donc, d’apres l'expression de H, comme opérateur de convolution (Lemme 3.2) ou
on a changé de chemin d’intégration,

1 z

@ = 3 nadt + 52 ek, (5) £ (3:20)
k<ng Ce {

D’aprés la premiére étape, le premier terme vérifie

Z Yiexz"

kSl’lO

>On rappelle que (§) = /1 + []2.

<C D) Inl sup [FR(O).
LOO(V) k?éno kSnO
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Comme les y — |y| sont des semi-normes continues sur gr,o (Définition 3.14), on a
bien I'inégalité voulue (3.18) sur ce terme :

Z Vit z®

ksl’lo

[Hy (fag)lL=(v) = < Csup pi() sup |f0)]. (3.21)

Le(V) k<ng

Pour le second terme, on a d’apres I'inégalité triangulaire

VA

{™MK, (E)‘ |fonglroee).  (3.22)

longueur(c,)
|H, (2" £ Loy < TE sup

zeV,ece

Or, on a d’apres la premiére étape (et en rappelant que c, est la frontiere de W, =
W U D(0,¢)),

| fonglreoen) < 1 fongliowy) < |f(n0+1)|L°°(W€)'
Donc, d’apres I'étape 2 (Eq. (3.19)), on a

|H, (2" L sy < CS‘;P Pk(7)|f(n°+l)|Loo(W€)a
ou C ne dépend pas de €. En passant a la limite € - 0, ona W, - Wetdonc

|H, (2" £ Loy < CSI;p P F D L. (3.23)

En rassemblant les inégalités (3.21) et (3.23) sur les deux termes de membre droit de
I'expression (3.20) de H,(f), on obtient bien I'inégalité (3.18). o

Théoreme 3.30. Soit V un ouvert borné et simplement connexe de C avec 0 € V. Soit
r>0ety € gr’oo = Er,oo(,c(E)). L'opérateur H, s’étend de maniére unique en un
opérateur linéaire continu de O(V).

De plus, l'application y — H, vérifie l'inégalité de « continuité » suivante : pour tout
compact X de V et pour tout voisinage W CC V de X qui contient 0 et qui est simplement
connexe, il existe C > 0 et un nombre fini de semi-normes (py,) de gr,w tels que pour

touty € gr,w et f € O(V),
|H, (f)|rex) < CSlllcP PN S Lo (- (3.24)

Démonstration. Comme au début de la démonstration du Théoreme 3.27, il suffit de
montrer 'inégalité 3.17 sur les polyndmes. Quitte & remplacer W par un voisinage de
V plus petit, on peut supposer que W est lisse. On veut & nouveau changer de chemin
d’intégration dans I'expression de H, comme opérateur de convolution (Lemme 3.2).

Comme 0 € V;, il existe € > 0 tel que D(0,¢) C V. Pour majorer K,(z/¢), on
distingue les cas® z € D(0,¢/2) et |z| > ¢/2.

50n aurait pu s’en passer si on avait été plus précis dans la formulation du Théoréme 3.30 : ce
théoréme a l'air de dire que K, n’est pas holomorphe en 0. C’est a priori le cas, sauf sur le premier
feuillet de sa surface de Riemann, ou Ky est bien stir holomorphe!
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lercas: |z| < €/2.Si{ € dW,ona [{| > eetdonc |z/{| < 1/2. Ory — K, est
continue, donc il existe C > 0 et des semi-normes (p) continues sur 3,’00 telles que
poury € gr,oo, |z| < e/2eté € dW,

‘Ky (g)‘ < Csup pi(y). (3.25)

2¢cas: |z| > €/2. On pose c, le chemin { € OW — z/{. Comme z # 0, le chemin
¢, ne contient pas 0. De plus, 0W reste a distance strictement positive de V, donc
¢, ne contient pas 1 non plus. Donc il se releve en un chemin ¢, de la surface de
Riemann F de K,,. Disons qu'on fixe ¢, € dW de module maximum, et qu'on choisit
le relévement ¢, de sorte que &,(¢,) soit sur le premier feuillet de F. Alors, 'union de

ces relevements X := UzeV’MZE 1, €z est un compact de F.
Donc, d’apres le Théoréme 3.30, il existe C* > 0 et des semi-normes (p;,) continues

sur gmo telles que pour y € gr,w, z € Vavec |z| > 2 et € 0w,

< (2)

Donc, en rassemblant les majorations (3.25) et (3.26), on voit qu'’il existe C > 0 et
des semi-normes (p) continues sur 8, ., telles que pour y € 8, ,,z € Vet { € oW,

()

Alors, d’apres I'expression de H,, comme opérateur de convolution (Lemme 3.2)
ou on a changé le chemin d’intégration en W (qui est bien homotope 4 dD(0, R) dans
C\ V parce que V et W sont simplement connexes), on a pour y € 8, o, et f € C4[X],

< [Kylisco) < C'sup P (3.26)

< Cs1llcp pr(¥). (3.27)

longueur(oW)

|H, flioqry < C sup |¢|7! sup pi(y) sup £,

27 {eow k

ce qui démontre le théoréme. O]

3.1.5 Une application : non-contrélabilité des équations de la
« quasi-demi-chaleur »

Finissons cette section par une application des théorémes précédents, peut-&tre
trés académique, mais qui montre dans un cadre simplifié les techniques que nous
emploieront pour traiter I’équation de Grushin.

Proposition 3.31. Soit w un ouvert strict de T, soit T > 0 et soit p une fonction holo-
morphe bornée sur {R(z) > 0}. On note A l'opérateur \/—A + p(\/ —A). L'équation

o0, f(t,x) + Af(t,x) =1 ,u(t,x) (t,x)€][0,T]xT, (3.28)

n'est pas contrélable a zéro sur w en temps T.
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Remarque 3.32. L'opérateur A = y/—A + p(y/—A) est défini par

A( 3 ane™) = 35 (nl + p(nhane™

nez nez

Son adjoint est A* = 4/—A + p(y/—A).
La démonstration est une adaptation de la méthode employée pour démontrer la
non-controlabilité de I’équation de la demi-chaleur, ou on s’aide des théorémes de la

section précédente pour gérer la perturbation p(y/ —A). On commence par démontrer
le lemme suivant.

Lemme 3.33. Soit W un voisinage borné et étoilé en 0 de {|¢| < 1, arg(¢) € w} (voir
Fig. 3.8). Si l'équation (3.28) est contrblable a zéro sur w, il existe C > 0 tel que pour
tout polynome f,

|fl2(p0,e-1)) < C|f |Leo(w)- (3.29)

FIGURE 3.8-A gauche, le domaine D en
jaune et le disque D(0,e~T) en rouge.
A droite, un voisinage W étoilé en 0 de
Den jaune. Si I'¢quation de la « quasi-
demi-chaleur » est controlable a zéro,
alors on peut estimer la norme L? de
tout polynome sur le disque rouge par
sanorme L* sur le domaine jaune. Mais
c’est impossible, comme on peut le voir
en considérant une suite de polynome
qui converge vers ¢ — (¢ — ¢p)~!en
dehors de la demi-droite bleue.

Démonstration. Etape 1 : inégalité d’observabilité. L'inégalité d’observabilité associée
au probléme de controlabilité de la Prop. 3.31 est la suivante : il existe C > 0 telle que
pour tout g, € I*(T), la solution g de I’équation adjointe (3, + A*)g(t, x) = 0 avec
comme condition initiale g(0, -) = g, vérifie

18(T, 2y < Clglrao, T1xw)-

Notons que les solutions de I'’¢quation adjointe (9, + A*)g(t, x) = 0 sont de la
forme
g(t,x) = Z ane—t(|”|+,5(n))+inx.

nez
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On teste I'inégalité d’observabilité sur les solutions qui sont des sommes finies de
fréquences strictement positives. Sur ces solutions, I'inégalité d’observabilité se lit : il
existe C > 0 telle que pour toute suite complexe finie (a,),,

S a2 < f
[0,T]xw

n>0

2
D apeTtHRne=telnD} dr dx. (3.30)

n>0

Etape 2 : minoration du membre gauche de 'inégalité d'observabilité. On utilise le fait
que p soit borné. En notant M := supy, ,,_, |0(2)|, on a pour tout n > 0, e=2TR(p(n) >

e 2TM > 0. Donc

Z |an|2e—2Tn < e2TM Z |an|2e—2T(n+2R(p(n)))'
n>0 n>0

De plus, en calculant en coordonnées polaires et en développant le module, on a’

f 2 ané—n— 1
D(0,e-T)

n>0

2 2 pe T
d/l({) = f 2 an@ei(n—mwrn+m—l drde
0 0

n,m>0

2
_ n,z |a,| o—2nT.
n

n>0

Donc le membre gauche de I'inégalité d’observabilité (3.30) vérifie la minoration

Z angn—l

n>0

2
< 1e2TM Z |an|2e—2T(n+2R(p(n)))' (3.31)
L2(D(0,e=T)) n>0

Etape 3 : majoration du membre droit de I'inégalité d'observabilité. Dans le membre
droit de I'inégalité d’observabilité (3.30), on fait le changement de variables ¢ = e=‘+1¥,

pour lequel on a dtdx = |¢]|72 dA(¢) :
2
dtdx = f
D

L,T]xw

ou D est I'image de [0, T] X w par le changement de variables :

2
Z ane(—t+ix)ne—t7?(n) da($),

n>0

> and P

n>0

D={e"* 0<t<T, x €w}
On veut appliquer les théorémes de la section précédente. A cette fin, on commence
par définir des symboles.

Lemme 3.34. Pourn € D, on définit y,(n) = [n|P+ D) (le +1 vient du fait qu'on veuille
multiplier "1 par |¢|P™). Alors la famille (h)yen est une famille bornée® de 30,0.

70On désigne la mesure de Lebesgue sur C ~ R? par A.

80n rappelle que si E est un espace vectoriel dont la topologie est définie par une famille (py) de
semi-normes, un ensemble X C E est borné si et seulement si pour tout k, I'ensemble {p;(x), x € X}
est borné dans R.
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Démonstration. On définit 7 (z) = |n[P@+D. Comme p est holomorphe, z — p(Z+1)
I'est également. Donc chaque 7, est holomorphe. En se souvenant que pour 7 € D,
onae T < |n| < 1etque p est bornée, on a avec M = SUDy ()50 |o(2)|, pour tout
ne D,

sup [7,(2)| < e™.
R(z)>0

Donc chaque 7, est borné. En particulier, chaque 7, est dans 8, 4. De plus, la majora-
tion précédente est uniforme en 7 € D, donc la famille (%)), est bornée dans 8 .

On en déduit que la famille de suites (y,),cp est bornée dans 30,0 (voir Def. 3.14). ¢

Or,sin € D,ona

Z angn—1|n|,5(n) = Hyn( Z angn—l)'
n>0 n>0

Donc, d’apres le Théoreme 3.29 (et le fait que 30’0 s’injecte continument dans Sy ;

voir Remarque 3.11), il existe C > 0 et un nombre fini de semi-normes (py) de S, tels
que pour 7,¢ € D,

b

Leo(W)

> ang™ P

n>0

Z an§”‘1

n>0

<C Sl;lcp pr(¥)

(rappelons que W est un voisinage borné et étoilé en 0 de {|{] < 1, arg({) € w}, et
donc D C W). Comme la famille (y)),cp est bornée dans 8 , (et donc également

dans 8;), on a il existe C’ indépendant de 5 € D tel que pour tout ¢ € D,

> agnt

n>0

<C

2. and" P

n>0

L°°(W).

En prenant 7 = ¢ dans cette inégalité, on a

2 S TSP

n>0

<C
Le(D)

> ann?

n>0

. (3.32)
Le(W)

Etape 4 : conclusion. En rassemblant la minoration (3.31) du membre gauche et
la majoration (3.32) du membre droit, on voit que I'inégalité d’observabilité (3.30)
implique qu’il existe C > 0 telle que pour toute suite complexe finie (a,),,

> a,g

n>0

2 2
<cC

L%(D(0,e=T))

]

Z a, gn— 1
n>0

L°°(W)-

Pour démontrer la non-controlabilité de I'équation (3.28), il suffit donc de nier
I'inégalité sur les polyndmes (3.29).
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Démonstration de la Proposition 3.31. Comme w est un ouvert strict de T, il existe
un voisinage W borné et étoilé de {0 < |{| < 1, arg({) € w} qui ne contienne pas
D(0,e~T) (voir Fig. 3.8). Alors, on choisit {, € D(0,e~T) qui ne soit pas dans D.
D’apres le théoreme de Runge (Th. 1.12), il existe une suite de polyndémes (py) qui
converge vers ¢ — (¢ — ¢,)~! sur tout compact de C \ [1, +oo|.

Alors, (py) est uniformément borné sur D, donc sup, |pklrzpy < +oo. Mais
comme ¢, € D(0,e~T), la fonction ¢ - (¢ — &,)~! a une norme I2(D(0,e~T)) infinie.
Donc, d’aprés le lemme de Fatou, |py|r2(p(o,e-1)) — +o0 lorsque k — +o0. Donc
la suite (py) est un contre-exemple a I'inégalité (3.29) sur les polynémes. Et donc,
d’apres le Lemme 3.33, I’équation (3.28) n’est pas controlable a zéro sur w en temps
T. N

Remarque 3.35. Les hypothéses de la Propriété 3.31 ne sont pas optimales : on peut
se limiter avec la méme démonstration a p,, = g(n) avec g une fonction holomorphe
sur {R(z) > 0} et a croissance sous-linéaire (c.-a-d. 5(z) = o(z)) sur chaque secteur
{larg(z)| < 6} avec 6 < /2.

En fait, on peut démontrer grace au Théoréme 3.29 et sous les hypothéses de la
Propriété 3.31 plus que la non-controdlabilité : on peut montrer que toute combinaison
linéaire finie de fonctions propre controlable a zéro est constante (nous ferons quelque
chose de similaire pour I’équation de Grushin, voir Th. 4.14).

3.2 Analyse spectrale de l'oscillateur harmonique

Nous changeons maintenant totalement de sujet, et on passe de I'analyse complexe a
I’'analyse spectrale. Nous démontrons quelques asymptotiques spectrales qui nous
seront utiles lorsqu’on traitera les équations paraboliques dégénérées.

3.2.1 Oscillateur harmonique sur la droite réelle

Loscillateur harmonique est l'opérateur B* sur I?(R) de domaine D(B}) = {f €
H%(R), x2f € I?(R)} et défini par BRf = —f” + x*f. Il apparait en mécanique
quantique comme un exemple d’Hamiltonien pour lequel on peut faire des calculs
explicites, et comme approximation d’Hamiltoniens autour d’un point d’équilibre.
Pour nous, il apparait lorsqu’on écrit '’équation satisfaite par les composantes de
Fourier des solutions de I'équation de Grushin (3, — 93 — x233)g(t, X, y) = 0 (on verra
ceci en détail au chapitre suivant).

On s'intéresse plus particuliérement a l'opérateur redimensionné B = —h?A+x2,
de domaine D(B}) = {f € H*(R), x*f € I*(R)}, et 4 la limite de ses éléments
spectraux lorsque h — 0. Si h > 0, Popérateur B, est symétrique maximal dissipatif
(et donc auto-adjoint), le spectre de B, est entierement constitué de valeur propres,
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qui sont simples, et la k-iéme valeur propre est h(2k + 1) (avec k > 0). De plus,
I'espace propre associé a cette valeur propre est engendré par une fonction de la
forme Hk(x/\/ﬁ)e_xz/zh, ou Hj est un polynéme de degré k. Le polyndome Hj. est
appelé k-iéme polynéme de Hermite et la fonction propre e, (x) := H, k(x)e_xz/ 2 est
appelée k-ieéme fonction de Hermite.

La formule BLR(ek(x/\/ﬁ)) = h(2k + 1)ex(x/\/h) garde un sens dans I? lorsque h
est complexe que R(h) > 0. Donc les h(2k + 1) sont encore des valeurs propre de B
lorsque h est complexe avec R(h) > 07

3.2.2 Oscillateur harmonique sur un segment : généralités

On s’intéresse cette fois-ci a l'oscillateur harmonique avec conditions aux bords de
Dirichlet sur |—1, 1[, autrement dit a lopérateur pr’ de domaine D(P,?) = H*(-1,1)n
H{(—1,1) défini par B*f = —h%f" + x2f.

Proposition 3.36. Si h est réel positif, Pﬁ’ est symétrique maximal monotone (et donc
auto-adjoint).

Démonstration. Cette proposition est standard, mais donnons au moins les idées de
la démonstration. Le fait que Pﬁ’ soit symétrique et monotone se voit par intégration
par parties. Le fait qu’il soit maximal monotone, c.-a-d. que Im(I + B?) = I?, est
conséquence du théoreme de Lax-Milgram et de la régularité elliptique. Il est donc
auto-adjoint [25, Prop. 7.6]. O

La proposition suivante est également standard, au moins dans sa méthode.

Proposition 3.37. Soit h € C tel que R(h) > 0. Le spectre de l'opérateur P,f est
constitué d’'une suite de valeurs propres simples qui n'a pas de point d'accumulation.

Démonstration. Encore une fois, nous laissons au lecteur le soin de vérifier certains
détails.

On commence par remarquer que P;}’ est injectif. En effet, si f € D(P}}’), en multi-
pliant P;}’ f par h_lf et en faisant une intégration par parties, on a (h~!f, P,’f 2=
hlf'12, + h7Yxf|2,, donc R, B ) > c(|f'|2, + |xf|Z2). En particulier, si
PP}’f =0, alors f = 0.

De plus, d’apres le théoréme de Lax-Milgram, de I'inégalité de Poincaré et de
la régularité elliptique, l'opérateur —A de domaine H? N H} admet un inverse a
droite borné et méme compact (—A)~!: I? — I?. Alors, on a B? = —h?A(I +
(—h2A)~1x?). Or l'opérateur I + (—h?A)~1x? est injectif parce que B l'est, donc

%Il reste vrai que le spectre de PE n’est constitué que des valeurs propres simples h(2k + 1) lorsque
R(h) > 0; voir par exemple [47, Sec. 14.4] pour le cas h = e™7/4, ainsi que les références du chapitre
en question.
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d’apres l'alternative de Fredholm, il est inversible. Alors pr’ admet comme inverse
(I + (=h?A)~1x2)~1(=h%A)~!, qui est compact. Son spectre est alors de la forme
{Ar} U {0} ou les A, sont des valeurs propres, non nulles, et 1;, — 0 lorsque k - +oo.
Alors le spectre de BP est {A;'}.

Les valeurs propres sont simples parce que si pr’ f=Afet P;}’g = Ag, alors f et
%g vérifient le méme probléme de Cauchy —h2f” + x2f = Af, f(=1) = 0. Elles
g —
sont donc égales. O

3.2.3 Premiére valeur propre de 'oscillateur harmonique sur
un segment

Pour les applications dans les chapitres suivant, on a surtout besoin de la premiére
valeur propre de P,f’. Dans le cas ou h € R}, le spectre est d’apres la sous-section
précédente une suite de nombres réels, strictement positifs et sans point d’accumula-
tion. On note 4, la plus petite valeur propre de PJ’. Parler de 4, n’a pour I'instant de
sens que si h est réel positif, mais on verra que 4, se prolonge analytiquement a un
sous-domaine de {R(h) > 0}\°

Commencons par une asymptotique simple dans le cas h > 0.

Proposition 3.38. Pour h > 0, dans la limiteh — 0,ona A, = h4+0(e~"). Sih > 0
est assez petit, c’est la seule valeur propre de P}}’ dans lintervalle |— o0, 2h|. De plus, la
fonction propre associée est paire.

Démonstration. On ne donne encore que les idées, la méthode reposant sur des outils
standards [34, Th. 4.23]. Soit y une fonction C°(—1,1) qui vaut 1 au voisinage de 0.
Alors les fonctions f,(x) = x(x)e=*"21 sont des quasi-modes pour I'opérateur B :

By (fu) = hfy + O(e™").

Autrement dit, |(B> — h)f,| = O(e~¢/"). Comme B est autoadjoint, on en dé-
duit [47, Prop. 8.20] qu’il existe une valeur propre 4;, de P;'{’ de la forme 1, = h +
O(e—c/h)_

Grace au principe max-min [47, Th. 11.7] et des arguments de troncature pour
approximer Phb par BY, on peut montrer que la k-iéme valeur propre de Phb est minorée
par quelque chose de la forme h(2k + 1) + o(h). Donc, si on prend k = 1, la valeur
propre en h + O(e /") est bien la plus petite valeur propre de Pf. De plus, la valeur
propre suivante est > 3h — o(h).

YComme le spectre de P;’l n’est constitué que de valeurs propres simples et isolées, on pourrait
invoquer des théorémes généraux pour montrer que les valeurs propres de P}’l dépendent continument
et méme analytiquement de h dans {R(h) > 0} tout entier [51, Ch. IV §3.5 et Ch. VII, Th. 1.8]. Nous
ne détaillerons pas ceci car nous retrouverons suffisamment de ces résultats comme sous-produits de
nos démonstrations.
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Le fait que les fonctions propres associées soient paires se démontre grace a la
théorie de Sturm-Liouville (voir p. ex. [15, Lem. 2]). o

Mais tout ceci est basé de maniere essentielle sur le caractere auto-adjoint de
PP?, ce qui n’est plus vrai si h n'est pas réel. Le cas h complexe est intéressant car il
apparait naturellement si on veux traiter I'’€quation de Kolmogorov, et est également
utile pour vérifier les hypothéses techniques des estimations de la Section 3.1.4. On
va donc démontrer une asymptotique pour 4; qui reste valable dans certains régimes
ou h est complexe.

Théoréme 3.39. Pour h > 0, soit A, la premiére valeur propre de —h*A + x? avec
conditions aux bords de Dirichlet sur |—1,1[. Soit 6 € 10, 7/2[. Il existe hg > 0 tel
que h — A, sétende holomorphiquement sur {|h| < hg, |arg(h)| < 6}. De plus, on a

lasymptotique
Ap=h+ 4\/2(1 + O(h))eVh,

valable dans la limite |h| — 0, |arg(h)| < 6.

Remarque 3.40. 1. Si 4, est la continuation analytique de la premiere valeur
propre donnée par le Théoréme précédent, alors A;, est une valeur propre
de PP, dés qu’il est défini. En effet, soit v, la solution du probléme de Cau-
chy —h%v;, + x*vy, = Apuy, VR(0) = 1, v,(0) = 0. Si h est réel, on sait que
la fonction propre associée a la valeur propre 4, est paire, et donc sa dérivée
en 0 est nulle. Donc cette fonction propre est a égale a v, (2 une constante
multiplicative pres). Or, en tant que solution d’une équation différentielle avec
un parametre h, la solution vy, dépend analytiquement de k. En particulier, on
a vp(x1) = 0 pour h réel, et donc aussi pour tout h complexe. C’est-a-dire que
vy, vérifie le probléme aux bords P,})Uh = AUy, Up(£1) = 0: c’est une fonction
propre associée a la valeur propre 4,,.

2. En fait, un examen attentif de la démonstration montrerait qu'on a méme
une asymptotique de la forme 4, ~ h + e~} cch!/>7¥, valable dans
le méme régime. On aurait pu démontrer ceci dans le cas h réel en raffinant
le quasi-mode )((x)e‘xz/ 2h grace A des solutions WKB [68, Annexe A]. Mais
cette méthode se base de maniére essentielle sur le caractére autoadjoint de
]Phb lorsque h est réel. Pour traiter le cas h complexe, nous utilisons une autre
approche, basée sur des techniques d’¢quations différentielles.

Démonstration. On découpe la démonstration en plusieurs étapes :

+ dansle Lemme 3.41, on donne des solutions particuliéres de I'’¢quation diffé-
rentielles —h?v"” + x?v — v = 0;

« dans le Corollaire 3.42, on en déduit une équation implicite entre 4, et h;
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FIGURE 3.9 — Les chemins I', et I'_ utilisés dans la définition de vﬁ, o- Le chemin I, contourne
0 par dessus, et le chemin I'_ le contourne par dessous.

+ dans le Lemme 3.43, on donne des asymptotiques pour les solutions particu-
lieres du Lemme 3.41;

+ enfin, on résout I’équation implicite du Corollaire 3.42 grace au schéma de
Newton, avec le Lemme 3.43 qui nous donne les estimations assurant sa conver-
gence.

Lemme 3.41. Soit I, (respectivement I'_) un chemin du plan complexe quiva de —oco
d +oo en passant au dessus de 0 (respectivement en dessous de 0; voir Fig. 3.9). Soit
R(h) > 0et p € C. Soit

U;_;’p(x) — e_xz/Zh/ e—(t2/4+xt)/h—(1+p)ln(t) dt, (3.33)
T

+

out on choisit le logarithme continu sur le chemin d’intégration et tel que In(1) = 0.
Alors, pour p € C, les fonctions vi o sont des solutions du probléme de Cauchy'!

)
—h?vj; , + X*0y; , — h(1 + 2p)vy , =0,
Uj p(0) = 271 7PRTPI2(1 — eii”P)F(—g),

: - 1-
Uy o (0) = =27PR~(4P2(1 4 e¥i7P)T (—2 P )

\

De plus, si p & —1 — N, ces solutions sont indépendantes.

Démonstration. Etape 1 : ce sont des solutions. On pose

g(t) = e—t2/4h—(1+p)ln(t)

et
w;—;p(x)zf g(t)e=*t/"dt,
r

+

"pour p = —2k € —2N, les formules pour les conditions initiales doivent s'entendre comme limite
de ces formules pour p — —2k. Par exemple pour p = 0, v}, ,(0) = lim,_, Uy, ,(0) = Fir.
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YR s . .
de sorte que vj; H(X) = wy, H(X)e™* " Dapres cette relation, on a en développant les
dérivées

+ 1 _ + + "Na—x%h
hvy , = (=xwy, , + hw, , e
2% 7 _ * + ! 2., " 2.yt \e—X¥2h
hvy,, = (=hwj,, = 2hxwy , +h*wj; ;" + x*wj; e 7",

Doncona
—h?vf )"+ X2, —h(1+2p)vf: , = (—hzwip"+2hxw;—;p'—2hpw;—:’p)e‘x2/2h. (3.34)

Or, par dérivation sous le signe intégrale et intégration par parties,

hw;—;’p'(x) = f—tg(t)e‘x‘/h dt;
T

hzw;—;p"(x) — /tzg(t)e—xt/h dt;

T
xhw}il’p/(x) = / —xtg(t)e=*/h dt = — f h%(tg(t))e—xt/h dt.
r T

donc,

r.

Etcomme tzg(t)—Zh%(tg(t))+2hpg(t) =0,0na —hzw;—{,p”+2hxw;—;p'—2hpw;—:,p =0,
et donc vi o vérifie bien I’équation différentielle annoncée.

Etape 2 : conditions initiales. On commence par calculer les dérivées en 0 de wj; o+ En
dérivant sous le signe intégrale, on a pour k € N

(—hd)wi; ,(0) = f e~ F4h+(k-1-p)In(®) 4, (3.35)
.

Pour calculer cette intégrale, on pose s = k — 1 — p. On fait d’abord le calcul en
supposant R(s) > —1 (le résultat général s’en déduira par continuation analytique).
Dans ce cas, la fonction t — t* est intégrable en 0, et on peut déformer le chemin
d’intégration I, en R, en gardant a l'esprit qu'on a alors In(¢t) = In|t|sit > 0 et
In|t| £ iz sit < O (selon sion est sur I, ou I'_). Alors, on a

0 + o0
/ e—t2/4h+s1n(t) dt:f e—t2/4h+s(1n|t|ii7t) dt+f e—t2/4h+sln|t| dt
r —o0 0

+

+o0
= (1 + e¥7™) j e~t¥4hs 4. (3.36)
0
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Or, en faisant le changement de variables y = t%4h dans I'intégrale (avec dt =
2hdy/t), on trouve

+o0 +o0 1
f e t¥4hs 4p = f eY(@hs)e~D22hdy = 2REHVRT (122).
0 0

Ainsi, en remplacant s = k — 1 — p, et en utilisant I'expression (3.35) de 6>’§w;—; p(O)
ainsi que le calcul (3.36), on a

(~h3 ) o(0) = 271-P P21 - (~1)femme)r (< 2).

En utilisant vj; ,(0) = wj; ,(0) et Ujr p'(O) = wj, p'(O), on obtient bien les formules
annoncées pour vj, ,(0) et Ui, p'(O).

Etape 3 : indépendance. On calcule le wronskien W(0) de v}’ » et vy, , en zéro, grace
aux formules pour vj; ,(0) et Vi, p'(O) :

2oy 12 (PN (L PY g (L= €77P) (1 —e7P)
W(0) = 27172 "F<—5>F(T)det((1+e—mp> (1+eiﬂf°>>

_ _iyl—2pp—-1/2—pp(_P 1_P> .
i2 h F( 2)I‘< > sin(7p).

Comme auparavant, si p € N, cette formule doit s'entendre comme limite pour des p
approchant. Si p  —1 —N, le wronskien W(0) n’est pas nul'? auquel cas les fonctions
vy, €t Uy, sont indépendantes. O

Ceci nous permet de donner une condition nécessaire, sous forme d’une équation
implicite, pour qu'un nombre complexe h(1 + 2p) soit valeur propre.

Corollaire 3.42. Pour R(h) > 0 et p € C, soit
Up,o() = (1 + ei”P)v,’;p(x) -1+ e‘i”p)vg’p(x). (3.37)
Soit ®(h, p) = e~V2hyy, ,(-1).

Alors, siR(h) > 0etsip € Cavec |p| < 1et®(h,p) =0, alors h(1 + 2p) est valeur
propre de B3

12Si p € N, alors sin(7rp) s'annule, mais comme les termes en I" ont alors un pole, le produit a une
limite finie non nulle.

13Cette propriété reste vraie si p € C n’est ni un entier strictement négatif, ni un entier impair
(conditions qui assurent que v}l" o et Uy, , sont indépendantes et que vy, , n'est pas nulle). Mais la
réciproque n’est pas vraie : si A est une valeur propre quelconque de P2, quon écrit 1 = h(1 + 2p),
il n’est pas vrai en général que ®(h, p) = 0. Ceci est tout de méme vrai si A est la premiére valeur
propre de Pf.
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Démonstration. Si|p| < 1, les coefficients 1+ ¢e'7P et 1+ e~P ne sont pas nuls. Donc,
comme les fonctions vf{, , et vy, , sont indépendantes (Lemme 3.41), 1a fonction vy,
n’est pas nulle. De plus, d’apres les conditions initiales de v;—;’ o> 0na v;l’ p(O) =0,et
donc, d’apres I'équation vérifi€e par vy, ,, elle est paire.

Donc si @(h, p) = 0,0na vy ,(—1) = 0, et donc également vy, (1) = 0. En résumé,
Up,p Vérifie

b Py = L+ 2000 =0, (D=0, by £0.

Autrement dit, vy, , est une fonction propre de BP, de valeur propre associée h(1 +

20). O

.Pour finir ces p.reparaufs, donnons quelques asymptotiques sur les fonctions vy, ,
qui nous seront utiles.

Lemme 3.43. Soit0 < 6 < /2 et j € N. Dans la limite |h| — 0, |arg(h)| < 6, on a
lasymptotique localement uniformeen p € C et x € R*

a,f;u,f, o) = X721\ ghe=(1+R)IN(=2%)(_In(—2x))/(1 + O(h)), (3.38)

ot In(—2x) = In|2x| si —2x > 0 et In|—2x| % ix sinon (selon si on considére v;{,p ou
vg’p).

Démonstration. On note comme précédemment wj; p(x) = e/ Zhvi p(x). D’apres la
définition de vj; o (EqQ.(3.33)), ona

af;w;—;p(x)=f e~ tH4h=—xt=(1+p) In()(_In(¢))J dt. (3.39)
Ly

On veut appliquer la méthode du point col (Prop. 2.8) a ces intégrales. La phase
¢(t) = t¥4 + xt a pour unique point critique ¢, = —2x, avec ¢(t.) = —x? et ¢"(t.) =
1/2. On commence alors par remplacer I, par un chemin qui passe par ¢, et qui est
suffisamment proche de I'axe réel pour que sur I, \ {t.} et pour R(h) > 0, |arg(h)| < 6,
on aie R((t — t.)¥h) > 0. C’est possible parce que si t € R, on a R((t — t.)¥h) >
(t —t.)* cos()/h.

Dans ces conditions, la partie de I'intégrale (3.39) hors d’un voisinage fixe de ¢,
est en O(e~#(te)/h=c/h) Donc seule la partie au voisinage du point critique t, = —2x
compte. D’apres la méthode de la phase stationnaire (Prop. 2.8), on a donc pour x # 0

pw ,(x) = e=$U M2\ rhe=(+A I (—In(t,))I(1 + O(R)),

oule Oestlocalement uniformeen x # Oetp € C (voir lamajoration explicite du reste
dans la phase stationnaire Prop. 2.8). En remplacant . = —2x dans I’'asymptotique ci-
dessus, et comme ¢(t.) = —x? et v o(%) = e=x7 hyi o(x), on a bien 'asymptotique

annoncée. O
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Revenons a la démonstration du Théoréeme 3.39.

Etape 1 : schéma de Newton. D’apres le Corollaire 3.42, pour trouver une valeur propre
A = h(1 + 2p), il suffit de résoudre ®(h, p) = 0. On va montrer grace a un schéma de
Newton que pour p, assez petit, pour tout 6 € |0, /2|, il existe hy > 0 tel que pour
tout |h| < hg avec |arg(h)| < 6, il existe |o(h)| < p, tel que ®(h, p(h)) = 0.

Le schéma de Newton consiste a définir une suite (p,,(h)),, définie par

Po(W) =0,  ppy1(h) = pn(h) — 6,@(h, pp(h)) ™' @(h, p(H)). (3.40)

Le théoréme suivant nous dit essentiellement que (p,(h)),en converge si ®(h, 0) est
assez petit :

Proposition 3.44. Soit D = D(0,R) un disque du plan complexe. On note 5D =
D(0, 5R) et de méme pour 6D. Soit ® : 6D — C une fonction holomorphe telle que
®(5D) C 5D et pour tout z € 6D, ®'(z) # 0.

Alors, avec C; := sup., |®"], C; == sup, , |®'| ' et A = C,C3, pour tout z, € D tel
que |®(zy)| < min((24)~1, 2RC;Y), la suite (z,,),, définie par

Zn+l = 2n — (D,(Zn)_lq)(zn)

converge. De plus, la limite z, est dans 5D et vérifie ®(z,,) = 0. De plus, pour tout
n>0ona

2 n
Zeo = 2Zn| < @V@(Zoﬂz : (3.41)

On commence par démontrer les estimations nécessaires a la convergence du
schéma de Newton, comme corollaire des estimations du Lemme 3.43).

Corollaire 3.45. Soit 0 < 6 < 7/2. Avec les notations du Corollaire 3.42, on a pour
tout R(h) > 0,

®(h,0) = —4ire~Vh, (3.42)
De plus, localement uniformément en p € C, dans la limite |h| — 0, |arg(h)| < 6,

@(h, p) = O(h'/?), (3.43)
02d(h, p) = O(h'/?), (3.44)

et pour p assez petit (disons |p| < p,.), dans la méme limite,
(Bo@(h, p))™t = O(h™172). (3.45)

Démonstration. Commencons par calculer vy, o(x). En spécialisant a p = 0, dans la
définition de vy, , (Eq. (3.37)) et de v;—; o (Eq. (3.33)), on trouve

- —x2 —t24h— dt
Up,0(X) = 2(0}!5(0) — v}, 1(0)) = 2e™*721 (f _f )e t?/4h Xt/hT’
r, Jr_
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ol on a utilisé ’'abus de notations (a fr+ +b fp )g(t)dt = a fr+ g)de +b f. g(t)dt.
Or, d’apres la définition de I, (voir Fig. 3.9), I'intégrale ( fr+ — Jr)g(t) dt est égale
a l'intégrale sur un cercle autour de 0 orienté négativement :

( f _ / )e—t2/4h—xt/hg - _ / e—t2/4h—xt/hg_
r, Jr_ t dD(0,R) t

Donc, d’aprés la formule intégrale de Cauchy, v, (0) = —4ize=*"?h_Donc, on a
bien ®(h,0) = e~V?"y, o(~1) = —4ize~". Ceci termine la démonstration de la
formule (3.42).

Passons maintenant a la démonstration des majorations (3.43) et (3.44). D’apres
la définition de vy, , en tant que combinaison linéaire de v;[’ o €t Uy, o, les quantités
6§<I>(h, p) s'expriment comme combinaison linéaire des 9} v;f, p(—l) pour j < k. Donc,
d’apres les asymptotiques du Lemme 3.43 et la relation ®(h, p) = e~V 2hvh,‘o(—l), on
a bien les majorations de ®(h, p) et 65@(11, p) annoncées en Eq. (3.43) et (3.44).

Pour la majoration (3.45), on va montrer que le premier terme de 'asymptotique
de aptb(h, p) nest pas nul. D’apres la définition de Up,p» ON &

Oppp(—1) = (1 + ei”P)apvf{,p(—l) -1+ e‘i”p)apvg,p(—l)
+ iﬂeiﬂpv;{,p(—l) + iﬂe_i”pv,zp(—l). (3.46)
Donc, en remplacant dans cette formule les asymptotiques du Lemme 3.43,
0oUn,p(—1) = ((1 + €™) — (1 — e~ 7P))2y/ 7h2~(1+P) In 2
+ (ime™ + ime™7P)2y/ wh2~(1+0) + O(h3/2)
= i2!=P\[7(In(2) sin(zp) + 7 cos(zp) Wh + O(h*2).  (3.47)

Donc, pour p assez petit, disons |p| < p,, on a |In(2)sin(zp) + 7 cos(wp)| > 7/2.
Alors, si |p| < p,. et si h assez petit avec R(h) > 0, on a

8,®(h, )| > 27P- 2| |12,
Ceci nous donne bien 'asymptotique (3.45) annoncée. O

On reprend les notations de la Proposition 3.44, dans laquelle on choisitR = p,/10
(par exemple). D’apres les estimations (3.42-3.45) du Corollaire précédent, il existe
hg > 0 tel que pour tout |h| < hg, |arg(h)| < B et |p| <R,

®(h,p) € 5D,

Ci(h) = sup |03®(h, p)| = O(h'/?),
pesD

Cy(h) = sup |(8,@(h, p))~1| = O(h~1/3),
oesD

A(h) = ) (h)Cy(h)* = O(h~"?)
|®(h,0)] < min ((2A(R)~", 2RC,(W)7Y),
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ou, dans la derniere inégalité, on a utilisé le fait que dans la limite |h| — 0, |arg(h)| <
6, e~ /" est exponentiellement petit.

Ce sont les hypotheses de la Proposition 3.44 qui assure la convergence de la suite
pn(h) définie par la récurrence (3.40). On note p,(h) la limite.

Etape 2 : conclusion. Le schéma de Newton nous assure que ®(h, p,(h)) = 0.1l nous
reste & montrer que p, est holomorphe, a en calculer 'expansion asymptotique, et a
montrer que si h > 0 est assez petit, A, = h + 2hp (h).

L'estimation (3.41) du schéma de Newton nous assure que p,, converge unifor-
mément sur chaque domaine {|h| < hg, |arg(h)| < 8}. Comme chaque p,, est holo-
morphe, on en déduit que p,, est également holomorphe.

De plus, d’aprées cette méme estimation avec n = 1,on a

Poo(h) = p1(R) + O(JA(R)D(h, 0)[?) = —3,®(h, 0)"1®(h, 0) + O(h~'e~h). (3.48)

1/h

D’apres les asymptotiques du Lemme 3.43, et le fait que ®(h,0) = —4izre™"'", on

: —-1/h
pi(h) = — e = (2(th)~"2 + O(h¥/2))e=Vh,

2im32\h + O(h312)

Or, pour tout 6 € 10, 7/2], e~1/h décroit exponentiellement dans la limite h — 0,
larg(h)| < 6. Donc, le terme he=%'" est négligeable devant n’importe quel h¥e~1/%,
Donc dans cette limite,

P(h) ~ 2(mh)~12e=1/h = O(e=¢/h), (3.49)

Pour démontrer que 4, = h + 2hp(h), on remarque que h + 2hp (h) est valeur
propre de Pﬁ’ (Corollaire 3.42). Mais d’apres la théorie spectrale standard (Prop. 3.38),
si h > 0 est assez petit, la seule valeur propre de P}? dans |—o0, 2h[ est 4. On a donc
bien A, = h + 2hp (h).

Enfin, d’aprés 1équivalent (3.49) de p.(h), on a l'asymptotique 4, = h +
4r~12p12e=1/1(1 4+ O(h™1)), qui est celle qu'on voulait démontrer. O

On peut reformuler ce Théoréme avec le langage des symboles (voir Section 3.1.2).

Corollaire 3.46. Il existe une fonction r : 10, 7z/2[ croissante et il existe un symbole
y € 8, telle que pour n € N, la premiérevaleur propre ,, de —32 +(nx)? avec conditions
n

de Dirichlet sur |-1,1[ soit égale a 1,, = n + y(n)e™™.

Démonstration. Avec les notations du Théoréme 3.39, on a A,, = n?1,,-1. On note
alors r(6) = hy! et y(z) = €%(z%A,-1 — 2).

D’aprés le Théoreme 3.39, y(z) est défini et holomorphe sur chaque {|z| >
r(6), |arg(z)| < 6}, et est équivalent sur chacun de ces secteurs a y(z) ~ 4z~ 12232,
Quitte a remplacer r par une fonction croissante 7 selon la procédure de la Re-
marque 3.8, on a démontré que y € 8,(C) = 8,. De plus, par définition de y, on a
1, =n+y(ne™. O
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3.2.4 Premiere fonction propre de l'oscillateur harmonique
sur un segment

La section précédente nous a donné une information treés précise sur la premiere
valeur propre de P}}’. Mais méme si la démonstration donnait une intuition de ce
que doit étre la fonction propre associée, nous n’avons en fait rien démontré sur la
fonction propre en question. Nous le faisons maintenant. On commence par une
minoration simple.

Proposition 3.47. Soit v, la fonction propre de P,}’ associée a la valeur propre A,
normalisée par v, (0) = 1. Alors il existe ¢ > 0 tel que pour tout h € 10, 1], |Uh|i2(_1 =

cVh.

Démonstration. Soit wy,(y) = vh(\/i_zy), qui est solution du probleme de Cauchy
—wp, + y*wy, = h™'wy, wp(0) = 1, wy,(0) = 0. Lorsque h - 0F,onal, ~ h
(Prop. 3.38), donc wy, tend vers la solution w du probléme de Cauchy —w” + y*w = w,
w(0) = 1, w'(0) = 0, a savoir w(y) = e Y72, cette convergence étant uniforme sur
tout compact de R.

En particulier, on a f_11 wy(y)? dy 7 f_ll eV dy. Donc, on a

1
= i 2
c: Oi%g/;l wy(y)*dy > 0.

Or, d’apres le changement de variables x = \/}_1 y,ona

Vh 1
f o dx = Vi f wn(y)dy = V.
N 1

Comme f_ll vp(x)?dx > f_‘/\/zz v(x)? dx, ceci démontre la proposition. O

On montre maintenant une majoration plus fine, basée sur des méthodes d’in-
égalité d’Agmon (voir par exemple [34, Prop. 6.4]).

Proposition 3.48. Pour h € C tel que Ay soit défini (voir Th. 3.39), on note vy, la
fonction propre de P,? associée a la valeur propre A;, normalisée par v,,(0) = 1. C'est-a-
dire que vy, est la solution du probléme de Cauchy

—h?vp, + x*vp — Apvp =0, UR(0) = 1, vy, (0) = 0.

Soit0 < € < 1letf € ]0,7/2[. Il existe C > 0 tel que pour tout x € |-1,1[ et
|h| < hg avec |arg(h)| < 6,

C. _q_
040 < Frle™ 2k, (3.50)
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Démonstration. Dans cette démonstration, on fixe 6, € |0, 7z/2[. On pose wy(x) :=
e(-ex¥ 2hy, (x). Comme wy,(x) ainsi défini dépend continument de A, le probléme
se situe uniquement au voisinage de & = 0 (mais toujours avec |arg(h)| < 6).

Etape 1 : égalité d’Agmon. En développant les dérivées dans la relation v,(x) =
e—(l—e)xz/Zhwh(x), on a

ho, = (hwj, — (1 — e)xwh)e‘(l‘e)xz/z”

h?v, = (h*wy, — h(1 — e)wy, — 2(1 — e)xhwj, + (1 — e)zxzwh)e_(l_e)xz/Zh.

Donc

— h?v) + x%vp — Apop

= (—hzwii +2(1 = e)xhwy, + (1 = (1 — e)*)x*wy — (A — h(1 - e))wh)e—<l—e>x2/2h.

En posant 62 =1 — (1 —¢)? > O et avec A;, = h + 2hp;,, on voit ainsi que wy, vérifie
I’équation différentielle

—h*wj + 2(1 — e)xhwy, + §2x*wy, — h(e + 2p,)wy, = 0. (3.51)
On note h = |h|e'®, et on multiplie 'équation différentielle (3.51) par e~ wy, :
—|h2eCw,wy, + 2|h|(1 — e)xw}, Wy, + €7 952x2|wy,|? — |h|(e + 20p)|wp]? = 0. (3.52)

On veut intégrer cette relation pour x € |—1, 1[. Regardons chacun des termes.
Pour le premier terme, on a en intégrant par parties

1 1
—/ wy ()wp(x) dx = / |wy, ()|* dx.
-1 -1

— _d S :
Pour le second terme, on a 2R (w,wy,) = = |wp|?, et donc par intégration par parties

1 1
2 f xR (wy,(X)wp(x)) dx = — f |wp,(x)]? dx.
_ -1

1

Donc, en intégrant (3.52) et en prenant la partie réelle, on a

1
cos(0)|h|? / |wy, ()|* dx
-1

1
+ / (=|h|(1 — €) + cos(8)5%x* — |h|(e + 2R(pp))) |wp(x)]|? dx = 0.
-1
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En rassemblant les termes, on réécrit cette relation en

1 1
e [ Iwjcofd + / (- B o ax =0, (59

Etape 2 : approximation naive de wy, par une gaussienne. On voit 'équation différen-
tielle (3.51) vérifiée par w;, comme équation de la variable complexe x. On pose alors
wp(x) := wh(\/ﬁx). La fonction wy, vérifie le probléeme de Cauchy

—wy, + 2(1 — e)xwy, + 62x*Wy, — (e + 2pp)Wy, =0,  Wx(0) =1, W,,(0) =0. (3.54)

Or, d’apres le Théoréme 3.39, on a p;, = (1, — h)/2h — 0 dans la limite h — 0,
larg(h)| < 6,. Donc, dans cette limite, W, tend uniformément sur tout compact de C
vers la solution w de

—W0" +2(1 — )xW' + 82x*W—ew =0, @(0) =1, wW'(0) =0.

—ex?/2

La solution de ce probleme de Cauchy est w(x) = e (rappelons que 6% =

1-(1-¢)>).
Dong, pour tout R > 0, il existe héo > 0 tel que pour tout |h| < h’60 avec |arg(h)| <
6o,
~ eyl
|@p, — e~ "] Lo(x1<r) < 1.

Dong, sous les mémes conditions, pour tout |x| < R, |W,(x)| < 2, et donc,

Whl oo <yTRIR) < 2 (3.55)

Etape 3 : conclusion. On définit 'ensemble

S T I T S
Ej, = {x e ]-1,1], 6°x N < 0} = {IXI < P '—cos(eo)}'

Quitte a réduire h’eo, on peut supposer d’apres le Théoreme 3.39 que pour |h| < h’eo
et|arg(h)| < 6y,0na |py| < 1/2. Alors, pour x € |—1,1[\Ej,, ona §?x2—2|h|/cos(6,) >
0. Donc, d’apres Iégalité d’Agmon (3.53), |A|*|wp, |72y 1y < Clwplfz(g, ) Mais d’apres
I’étape 2, on a |wh|%2(Eh) < 4, donc |wp[7>_ ;) < 4Ch ™2,

Enfin, on a pour tout x € |-1,1[, |wy(x) — wy(0)| < |w},|r1(-1,1), donc, d’apres
I'inégalité de Holder, |wy,(x) — w,(0)| < V2|w)|2~1.1y < Clh|™% O

On réinterprete la Proposition 3.48 en terme de symboles :

Corollaire 3.49. Soit 0 < € < 1. Il existe une fonction croissanter: 10,7/2[ — R,
telle que la famille de suites (*w(x))_1<x<1 définie par

“Wx)(n) = vy (x)e -2

soit une famille bornée de S,.
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Remarque 3.50. On rappelle qu'une famille (f;) d’'un espace vectoriel localement
convexe, dont la topologie est définie par une famille de semi-normes (py), est bornée
si et seulement si pour tout k, sup, pi(f;) < +oo. Donc, d’apres la définition de

S, = 8,(C) (Def. 3.14 et 3.6), le corollaire ci-dessus n’est qu’une reformulation de la
Prop. 3.48 (quoiqu’un peu moins précise sur la croissance lorsque h — 0).

La proposition 3.48 nous donne une majoration de la fonction propre. On en
donne maintenant une asymptotique, valable sur chaque segment [—1 +¢€,1 — €|.

Proposition 3.51. On note toujours vy, la fonction propre de P;}’ associée a la premiére
valeur propre 1y, normalisée par v,,(0) = 1. Soit wy(x) = vh(x)exz/ 2k Soit 6 € 10, 7r/2[
ete > 0. On a uniformémenten |x| <1 —g,

wy(x) — 1,
h( ) |h|—0
arg(h)|<6

cette convergence étant exponentiellement rapide.

Démonstration. La démonstration consiste a écrire le développement en série entiere
de vy(x), et a reconnaitre en ce développement une expression de la forme

wy(x) = 1 + ppH,, (7" —1). (3.56)

(Voir Def. 3.1 pour la définition des opérateurs H,.) Alors, les estimations sur les
opérateurs H,, (Th. 3.27) vont nous permettre de conclure.
Comme dans la démonstration précédente, on note 4, = h(1 + 2py,).

Etape 1 : développement en série entiére. La fonction wy, vérifie le probléme de Cauchy
—h?wy}, + 2hxwy, — 2hppw, =0,  wy(0) =1, wy,(0) = 0.

Dong, si on écrit wy(x) = ano
récurrence valable pourn > 0:

appx",onaapg = 1, ap; = 0 et larelation de

—h*(n+ 1)(n + 2)ap pi2 + 2h(n — pplag,, = 0,

ou encore
4 __2n—pp)
A2 hi+ D(n+2) P
Etape 2 : expression de la forme (3.56). Par récurrence, a,, = 0 si n est impair,
ap, = —pp/hetpourn > 1,

n—1

4" 1(n=1)! Ph
Apon = —20n- nn(2n)! E (1 - ﬂ)
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Alors, si on définit

1 4'(n)? - Je)
W = =3 X o xTT(1-52).

ona ap,, = Pp(n)h~"/n!l. Auquel cas

2 n

() =14y 3 1h(m) & (%) . (3.57)
n>1 '

Etape 3 : la famille (y,) est une famille bornée de symboles. Désormais, on fixe 6 €

10, /2[. Soit hg > 0 tel que A, (et aussi py,) soit défini pour |h| < hg, |arg(h)| < 6.

Montrons que quitte a réduire hyg, la famille (,)n|<hg, jarg(h) <o €St une famille bornée

de 31,0 = EI,O(C) (voir Def. 3.14 et 3.4).

Il faut pour cela réussir a étendre n — y,(n) en une fonction holomorphe a
croissance sous-exponentielle sur {R(z) > 1}. Le terme —1/2n s’étend de maniere
évidente par —1/2z. Le terme 4*(n!)?/(2n)! s’étend grace a la fonction T d’Euler, et
la formule de Stirling donne la croissance sous-exponentielle (en fait un équivalent
en \/E). Le terme produit semble plus difficile a étendre, puisque cela demande de
donner un sens a « un produit de z termes » lorsque z est complexe. On le fait par la
formule suivante, inspirée par [67], et ol on note 7, = —pp/2:

+o0 1+T_h

5h(Z) = H 1—‘L'kh (358)

k=1

k+z-1

Ce produit converge localement uniformément si R(z) > 1 et |7,| < 1/2. De plus,
si z = n est entier, ce produit est télescopique, et on a alors §,(n) = HZ; Q1 + ,/k).
Enfin, on affirme qu’il existe ¢c,C > 0 tels que si R(z) > 1 et || < 1/2, alors
|6n(2)| < C|z|°. La démonstration de ce fait consiste en quelques calculs élémentaires;
terminons d’abord la démonstration de la Proposition 3.51.

Comme 75, = —py,/2, quitte a réduire hg, le Théoréme 3.39 assure que si |arg(h)| <
@ et |h| < hg, alors |7,| < 1/2. Auquel cas, d’aprés ce qui précede ;(z) existe pour
R(z) > 1, est holomorphe et |5,(z)| < C|z|°. Donc chaque &), est dans 31,0. De plus,
la majoration |5,(z)| < C|z| est uniforme en h, donc la famille (6;,)jnj<hg, jarg(h)<6 €St

bornée dans 31,0.

Comme la multiplication est continue dans gl,o (Prop. 3.12), la famille de suites
(V)| h|<hg,jara(h) <6 €St donc bornée dans 31,0. Or 31’0 s’injecte continiment dans S,
avec r(8) = 1/cos(6) (Rq. 3.11). Donc la famille est également bornée dans S,

Etape 4 : conclusion. Pour 77 > 0, on note U,={z€eC, |R(2)| <1-c+1, |3(2)| <n}
qui est un voisinage complexe de [—1+¢,1 — €], et qui est étoilé en 0. Alors, d’apres le
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Théoréme 3.27, pour tout 7, il existe C > 0 tel que pour tout |h| < hg avec |arg(h)| < 6
etpour tout x € |-1+¢,1—¢l,

Ih U
[y, (&7 =Dl 1yene) S Cy(1 + 167" Lo (uy))-
Si on choisit » assez petit, on trouve qu’avec § > 0 assez petit,

1a(1-8)/h
Lo(—14€,1-¢) <C |e |

|Hyh(ex2/h _ 1)|
Enfin, d’apres I'équation (3.56), on a pour |x| < 1 — € et |h| < hg, |arg(h)| < 6,
|wa(x) = 1] < C'|og| |7,

Alors, asymptotique sur p,, = (4, — h)/2h (Théoréme 3.39) nous donne pour |x| <
1 —ceet|h| < hg, |arg(h)| < 6,

[wh() = 1] < C"[R72(e=3/A) 0
On démontre maintenant que pour R(z) > 1, |8,(2)| < C|z|°.
Démonstration de |6,(z)| < C|z|°. On commence par écrire

op(z) = exp (:Zjl In (1 + %) —1In (1 + #)) (3.59)

On rappelle également qu’on suppose |7,| < 1/2 et R(z) > 1. On a alors pour k € N*,
|tn/k| < 1/2 et |, /(k+z—1)| < 1/2.

On note ky = ||zp|], et on sépare la somme en une somme pour k < k, et une
somme pour k > kg :

k
Ssk0=§lln(l+%)—ln(1+%>
+o0
_ AN _ "
S>k0—k=%+lln<1+k> ln<1+k+z—1>

Pour la partie de la somme pour k < kg, on a d’apres 'inégalité triangulaire et le
fait que pour |x| < 1/2, [In(1 + x)| < c|x|,

ko 1
|S§k0| < 2C|Th| Z —.
k=1 k

Donc, d’aprés la comparaison entre la somme harmonique et le logarithme

S| < 2¢]7| (ko) + C7).
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Et comme k, = ||z|], on en déduit

S<ko| < 2c|p|(In(|z]) + C'). (3.60)
En ce qui concerne la somme pour k > k;, on a en écrivant In(1+b)—In(1+a) =
b dx
a 14x’ Gk D
+ o0 Th +z— dx
|S>k0| < Z j 1+ x :
k=ko+1 |/7,/k
Orpourxe[ Th ] na|i|§2,donc
k’ k+z—-1 1+x
+oo
Sokgl < Y3 2| % - | < 2mz - ] 5 =
k=ko+1 k=ko+1

En comparant cette somme avec une intégrale, on a donc

T dx Iz 1|
|Ssk,| < 2|Th(z = 1) = = 2|7

ko

< C"w, (3.61)

ou on a encore utilisé le fait que ko = ||z|].
En sommant les deux majorations (3.60) et (3.61), on a

o n(1+3)-m(1+ 5 2=)

Ce qui, avec I'expression (3.59) de &}, démontre bien que |5,(z)| < ecC” |z|€. O

< 2¢[,/(In(lz]) + C™).

3.3 Analyse spectrale de I'opérateur d’Airy

L'oscillateur harmonique apparait naturellement lorsque qu'on étudie 1'’¢quation
de Grushin ou I’équation de Kolmogorov d; — 82 + v2d,. Si on étudie I'’équation de
Kolmogorov 8, — 32 + vd,, clest l'opérateur —32 + i£v qui apparait, ou £ € R, qui est
relié a l'opérateur d’Airy —92 + x.

3.3.1 Opérateur d’Airy sur une demi-droite

Les résultats de cette sous-section sont essentiellement extraits du livre de Helffer [47,
Sec. 14.5].
Soit z € C avec R(z) > 0. On note A, l'opérateur de domaine

D(A,) ={f € H}R*), Vxf € A(Ry), (—0% + zx)f € [(R*)},

défini par A, f = (—02 + zx) f. Comme pour l'oscillateur harmonique, on est surtout
intéressé par la premiere valeur propre de A,. Pour Iétudier, on introduit la fonction
dAiry.
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Définition 3.52. On appelle fonction d’Airy, et on note Ai la transformée de Fourier
inverse de £ > ei$73,

Cette fonction vérifie les propriétés suivantes [71, Ch. 9] :

Proposition 3.53. La fonction Ai vérifie I'équation différentielle — Ai" (x) + x Ai(x) =
0. Elle est positive sur [0, +oo], et ses zéros forment une suite décroissante tendant vers
—o0. Elle est entiere, et pour tout § > 0, on a dans la limite |z| — +oco Uasymptotique
valable sur le secteur {|arg(z)| < m — &}

_2,32 _2,32
e 3 ) Z1/4
Ai(z) = (1+0(z732%)) et Ai'(z) =

€
2\/;;Z1/4 2\/;E

Ces asymptotiques peuvent se déduire d’une représentation intégrale de Ai (es-
sentiellement celle obtenue en écrivant la transformée de Fourier inverse de ei$73)
grace a la méthode du point col.

Grace a la fonction d’Airy, on peut donner des fonctions propres de A,.

(1+0(z7%). (3.62)

Proposition 3.54. Soit —u un des zéros de la fonction d’Airy (on rappelle qu’ils sont
négatifs). Alors x — Ai(z3x — u) est une fonction propre de l'opérateur A,, de valeur
propre z23u. Ces valeurs propres sont simples.

Démonstration. On note f(x) = Ai(z"/3x — ). Comme u est un zéro de Ai, on a
f(0) = 0. De plus, d’apres I’équation différentielle vérifiée par Ai, on a

f//(x) — ZZ/3 Ai”(zl/3x _#) — 22/3(Z1/3x _#) Ai(Z1/3X _Iu) — (Zx _ 22/3ﬂ)f(X).

Donc f vérifie 'équation différentielle —f” + zxf = z?3uf. D’aprés 'asympto-
tique (3.62) vérifiée par la fonction d’Airy, f décroit exponentiellement lorsque
x — +co. Il en est de méme pour f’. Avec f(0) = 0, ceci démontre que f € H}(R,),
Vxf € I3(R,), et’équation différentielle vérifiée par f montre que (—92+zx)f € I
Autrement dit, f € D(A,) et A, f = z?3uf.

Si f et g sont deux fonctions propres de A, associées a la méme valeur propres
A, alors f vérifie f(0) = 0et —f" + (zx — 1)f = 0 (et de méme pour g). Donc f et
£'(0)g'(0)~'g(x) vérifient le méme probléme de Cauchy, et sont donc égales. O

Remarque 3.55. On pourrait en fait démontrer que le spectre de A, n’est formé que
de ces valeurs propres.






4 | Controlabilité de 'équation de
Grushin

PRES cet interméde technique, nous sommes enfin capables de traiter les équa-

tions de Grushin et de Kolmogorov. On commence par la premiére. Si on consi-
dere le cas ou I'¢quation de Grushin est posée pour x € R, des expressions simples et
explicites de certaines fonctions propres permettent de « plonger » I'’équation de la
demi-chaleur dans I’¢quation de Grushin. La démonstration de la non-controlabilité
est alors une simple adaptation du cas de la demi-chaleur. Mais si le domaine est
borné en x, on aura besoin de tous les résultats du chapitre précédent pour traiter les
perturbations des fonctions propres par rapport au cas non-borné.

4.1 Généralités

L’équation de Grushin est I'’équation suivante :

{ (6, — 8z — X2 f(t,x,y) = Lu(t,x,y), t€]0,T[, (x,y) € Q

ft.x,y) =0, telo. 1, (ny) eoq. 4

On étudiera le cas ou Q = Q, X Qy avec Q, = Rou |-1,1[ et Q, = T ou ]0, 7[.
Commencons par définir ce qu’on entend par solution de I'’¢quation de Grushin et
montrons qu’elle est bien posée.

4.1.1 Caractere bien posé

I faut d’abord donner le domaine de I'opérateur —d5 — x285.Si f,g € IX(Q) N {0, f €
I?, x0,f € I?}, on définit

a(f,g) = (xS, 0«82 + <xayf’ xayg>L2-

On considere alors V' le complété séparé de C°(Q) pour la norme | - |}, définie par
|f1% = |f|7.+a(f, f)- Toute suite de Cauchy pour la norme ||}, est de Cauchy dans I?,
donc Vest un sous-espace de I2, avec injection continue. La forme bilinéaire a s’étend
par continuité a une forme bilinéaire continue sur V, qu’on notera toujours a. L'espace
Vest un espace de Hilbert muni du produit scalaire (f, )y := (f, g)r2 + a(f, g). Enfin,
V contient C®(Q), donc V est dense dans I*(Q).

Alors on considére I'opérateur A de domaine

D(A) ={f eV, 3C>0,VgeV,la(f,g)| < Clg|i2},

93
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et tel que pour f € D(A), Af soit 'unique u € I? tel que pour tout g € V, (u, )2 =
—a(f,g).

Proposition 4.1. L'opérateur A défini ci-dessus est symétrique maximal dissipatif.

Démonstration. Si f € D(A), on a(Af, f)r2 = —a(f, f) = —|0,f|* — |xd,g|?, < 0.
Donc A est dissipatif. Si f,g € D(A), on a

(Af, 812 = —a(f,g) = —a(g, f) = (Ag, )12 = ([, AQ)12-

Donc A est symétrique. Montrons qu’il est maximal dissipatif, c.-a-d. que Im(I—A) =
I2.

Soit g € I?. La forme linéaire h € V — (g, h)12 est continue sur V. Donc,
d’apres le théoréme de représentation de Riesz, il existe f € V tel que pour tout
h € V,(f, h)y, = (g, h);2. Alors, par définition du produit scalaire sur V, on a pour
tout h € V, (f,h)r2 + a(f,h) = (g, h);2. On en déduit que h € V — a(f,h) est
continue pour la norme I?, c.-a-d. que f € D(A). Alors, on a pour tout h € V,
(I—=A)f,h);2 = (g, h);2. Donc f € D(A) est solution de (I — A)f = g. On a bien
montré que Im(I — A) = 2. O

D’apres le Théoreme de Hille-Yosida (Th. A.4 et A.7), on en déduit que A génére
un semi-groupe de contraction.

Proposition 4.2. L'opérateur A est autoadjoint et génére un semigroupe fortement
continu de contractions.

Alors, on définit les solutions de I’équation de Grushin grace a la définition A.5
générale pour les semi-groupes. On montre que ces solutions faibles sont dans
*([o, T]; V).

Proposition 4.3. Soit f;, € I*(Q) et u € I*([0, T]; Q), alors la solution faible f de
0; — Af = uestdans I*([0, T]; V).

Démonstration. Etape 1:u = 0. Dansle cas ot u = 0, on a f(t,x,y) = e fy(x, ).
Comme A est auto-adjoint, on a d’apres le Théoreme A.7

f e c(o, T],I?(Q)) n C'(]o, T], I2(Q)) n C°(]o, T], D(A)).

On prend le produit scalaire de I’équation o, f = Af avec f, et on trouve pour tout
t>0
1d 5
ST OR: = AF©, fO)a,
ou on note par simplicité f(t) := f(t,-,-). Soit € > 0. En intégrant sur [¢, T], on en
déduit

T
SR = 5@ = [ (47@. 50 de.
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Or, (Af (1), f(O))r2 = —a(f(D), f(£)) = —|f(O| + |f(t)|%2, donc, en faisant tendre ¢
vers 0 (rappelons que f € C°([0, T],I?(Q))), on a

1 ’ 1 g
SR+ [ 1fOR =Yl + [ 170
0 0

On a donc bien f € I2([0,T]; V). De plus, comme ef4 est un semi-groupe de contrac-
tions, cette inégalité nous donne

T
1
| el < (7 + ink- @2)
0

Etape 2 : cas général. On passe maintenant au cas oul u # 0. D’apres la formule de
Duhamel (voir Prop. A.6), on a

t
&) = etAfy + / o=y (5) ds,
0

ol on a encore noté u(s) := u(s, -, -). D’aprés le cas u = 0 (Eq. (4.2)),onaeldf) €
I*([0, T]; V). On se concentre donc sur le second terme

t
I(t) :=j elt=9A4y(s) ds.
0

Notons que, toujours d’apres le cas u = 0 (Eq. (4.2)), dés que u(s) € I2(Q) et t > s,
ona e(t‘S)Au(s, -) € V. Alors, on a en notant |g|;; = +cosig ¢ V,

T T
|I|]%2([0,T];V) :f |I(t)|%/dt :f
0 0
2

T/ pt
< f ( f |e(‘_S)Au(s)|Vds) dt  (inégalité triangulaire)
o \Yo

2

dt
14

t
f e(t=9)4y(s)ds

0

T
< f t f let=94u(s)|? dsdt (inégalité de Cauchy-Schwarz)
o Jo
<T f Ly |e=94u(s)|? dtds (théoréme de Fubini et t < T)
[0,T]2
T
=T f |etAu(s)|%2([0’T_s];V) ds (théoréme de Fubini)
0
T
1 2
< Tf (T—s+ §)|u(s)|L2(Q) ds (Eq.(4.2)
0

1 2
< T(T + §)|“|L2([0,T]xg)-
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Donc on a bien I € I*([0, T]; V), et donc également f € I*([0, T]; V), avec

1 1
|fl2qo,ry <4/ T + §|fo|L2 +4/ T(T + §)|M|L2([0,T]><Q)- O

Terminons cette introduction en donnant I'inégalité d’observabilité associée au
probléme de contrélabilité de 1'’¢quation de Grushin. Comme l'opérateur de Grushin
est auto-adjoint, I'inégalité d’observabilité est d’apres la Proposition A.8 la suivante :

Proposition 4.4. On a l'équivalence entre les deux affirmations suivantes :

1. pour tout fy € I*(Q), il existe u € I*([0, T] X w) tel que la solution f de léquation
de Grushin (4.1) et avec condition initiale f(0, -,-) = f, vérifie f(T) = 0;

2. il existe M > 0 tel que pour tout g, € I>(Q), la solution g de

(6, — 9% — x%03)g(t,x,y) =0, t€]0,T], (x,y) € Q
(4.3)
g(t,x,y) =0, t €10, T, (x,y) € 0Q
avec condition initiale g(0, -, -) = g, vérifie
18(T, -, Moy <M |g(t, x, y)I* dt dx dy. (4.4)

[0,Txw

4.1.2 Composantes de Fourier

Soit (e,), une suite orthonormée de I*(Q,) de fonctions propres de —d3, c.-a-d.

e,(y) = 2m)~ley si Q, = T et e,(y) = 1/2sin(ny) si Q;, = ]0, [ (on indexe (ey,),

parn € Zsi Q, = T et par n € N* si Q,, = [0, z[). La valeur propre associée a e, est
2

n’.

Si f(t, x,y) est une solution de '’¢quation de Grushin, on I’écrit sous la forme
ft.x,9) = 3 fult, Den ),
n
avec fu(t,x) = (en, (£, X, *))12(q,)- Formellement, on a alors

(8 — 63 = X3} f(t,x,¥) = D (8, — 3% + n*x*) fu(t, X)en(y)-

Donc, toujours formellement, (3, — 32 + (nx)?)f,(t,x) = u,(t,x), ot u,(t,x) =
(u(t,x,-),e,) 12(Qy)- Montrons ceci rigoureusement, au moins dans le casou il n’y a
pas de second membre, qui est en fait le seul cas dont nous aurons besoin.

Pour n # 0, on considére A,, = —32 + (nx)?, qui est oscillateur harmonique avec
pour domaine celui défini a 1a Section 3.2. Pour n = 0, on note Ay = —32, de domaine
H(Q,) 0 HY(Q,).
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Proposition 4.5. Soit g, € I*(Q) et g l'unique solution faible de 'équation de Grushin
libre (4.3) avec condition initiale g,. Pour tout n, soit g,, € I*([0, T] X Q,) définie pour
tout t € [0, T] et pour presque tout x € Q, par g,(t,x) = (g(t, x, ‘),en>L2(Qy). Alors

gn(t,") = e_tAngn(O, ).

Démonstration. Supposons pour commencer que g, soit de la forme gy, (x)e,(»).
Soit g (t, x) = e~*4ng,, (x) la solution faible de (3; — 92 + (nx)?)g; = 0 avec condition
initiale g,,, € C(Q,). Comme cette équation est parabolique, la solution faible est
C>([0, T] x Q), et est donc une solution forte.

On définit alors (¢, x, y) = g;(t, X)e,(»). Alors, la fonction g est C*([0, T] x Q),
eton a

(8 — 62 — X231 = 0.

De plus, g est nulle sur le bord de Q (si non vide), parce que g; est nulle sur
0Q, et e, est nulle sur dQ,. Donc g est solution forte de I'équation de Grushin. On
affirme également que pour tout t € [0,T], g(¢t,-,-) € D(A). On a gy, € CX(Qy).
Donc, d’apres la définition de g; et 1a Proposition A.2, pour tout ¢, g;(¢,-) € D(A,).
Rappelons que D(A,) = H> N H} si Q, = |-1,1[, D(4,) = {f € H?, x*f € I?}si
Q,=Retn>0,et D(A,) = H?si Q, = Retn = 0. Alors, grice a un argument de
troncature, pour tout t € [0, T, g(t,-,-) € V, et grace a une intégration par partie,
g(t,-,-) € D(A).

On considere alors h(t) = g(t, -, -) — e~ gy, et on veut montrer que h(t) = 0 pour
tout ¢t € [0, T]. D’apres ce qui préceéde, on a pour tout ¢, h(t) € D(A), et h vérifie au
sens des distributions

tA

oh(t) + Ah(t) =0, t €[0,T], h(0)=0,

ainsi que les conditions aux bords h(t) = 0 sur dQ (dans le sens ou h(t) € D(A) C V).
On veut montrer que h(t) = 0. Comme g,, € D(A,), d’apres la Proposition A.2,
lapplication t — e~!Ang,, est C}([0, T];I*(Q,)), donc t + g(t,-,-) est dans
C1([0, T]; I?(Q)). De plus g, € D(A), donc, toujours d’apres la Proposition A.2, 'appli-
cation t ~ e~!4g, est dans C'([0, T]; I*(Q)). Donc la fonction h est C1([0, T]; I2(Q)).
On a alors

dlh®)|z.

e - %Wt), h(6)2 = 200 (1), h(D))2 = 2AR(), k()2 < 0

car A est dissipatif. On a de plus h(0) = 0, donc, d’aprés le lemme de Gronwall, |A(t)|2,
est toujours nul. Ceci démontre bien que e "*4(g,(x)e,(¥)) = (e~ ng,,(x))e, ().
Par linéarité, le cas go(x,y) = gon(x)e,(y) montre la Proposition 4.5 pour les
sommes finies de la forme gy(x,y) = Zn Zon(X)e,(y). Alors, on étend la formule par
densité. [

Une Proposition reliée est qu'on peut donner explicitement les fonctions propres.
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Proposition 4.6. Sin > 0 ou si Q, = |—1, 1], soit (Uyx) k0 Une base orthonormée de
fonctions propres de A,,, de valeurs propres respectives (A,)x. Alors la fonction @,
définie par

V(x,y) € Q, @y (X, y) = vuk(X)en(y)
est fonction propre de l'opérateur de Grushin A, de valeur propre associée A,. La famille
(@1 )n,k est une famille orthonormée de I*(Q).

Démonstration. On calcule A®,,, :

A®p(x,y) = —(0% + xzafz)vnk(x)en(y)
= —Upi(X)en(y) = X*vpi(x)en ()
= (=00 + (00 (3))en ()
= AnicUnk(X)en(y) = ApicPri(x, y).

Le fait que (®, ), k soit orthonormée découle de fait que (e, ), soit orthonormée, et
que pour tout n, (v, )i Soit orthonormée. O

Remarque 4.7. Si Q, = R, on a Ay, = —d2, avec domaine D(4,) = H*(R), donc 4,
n'est pas a résolvante compacte, et son spectre est en fait R, . En conséquence, si
Q = R x T, le spectre de A n’est pas uniquement constitué de valeurs propres et la
famille (®,x),, x définie ci-dessus nest pas une base de I*(Q). En revanche, dans les
autres cas, la famille (®,,;),, x est bien une base de I*(Q).

4.1.3 Inégalité spectrale

L'opérateur de Grushin vérifie I'inégalité spectrale suivante :

Théoréeme 4.8. Si Q = |-1,1[ X Q) (c.-a-d. Q, = |-1,1D et si w C Q est un ouvert
non vide, il existe C > 0 tels que pour toute suite complexe (a,y)y, i et tout u > 0,

2
Y lanel? < Ce% [ | T ameuetry)| dxdy.
Ank<H @ Apk<p

Cette inégalité spectrale a été démontrée dans un mémoire de master [52], mais
comme il est non publié, nous donnons ici les idées de la démonstration. Cependant,
cette inégalité spectrale ne nous servira pas, nous resterons donc succinct (voire
elliptique), et nous laisserons le lecteur combler les trous.

L’idée de la démonstration est de démontrer une inégalité spectrale pour chaque
oscillateur harmonique A,, = —d2 + (nx)>?, en estimant les constantes en fonction
de n, et de combiner ces inégalités spectrales en une inégalité pour I'opérateur de
Grushin.

Pour démontrer les inégalité spectrales sur A,,, nous suivons la démonstration de
Lebeau [58] (voir aussi [56]). La premiere étape est de démontrer une inégalité de
Carleman sur les opérateurs B, = —92 + A,, = —0? — 32 + (nx)>.
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Proposition 4.9. Soit V un ouvert borné de R?. Soit 1 une fonction C* telle que Vi)
ne sannule pas sur V. Alors, siD > 0 et D' > 0 sont assez grands, il existe hy > 0 et
C > 0 tels quavec ¢ = D'eP¥, pour toute fonction u € CX(V), pour tout n > 0 et
h < ]’ll/(l’l + 1)

hle?"ulfa ) + B2Vl ) < Ch* e Buly ).

Ceci se fait en considérant lopérateur conjugué Qp, , = h?e?"(B,)e=#". Or, on a
B, = —02 — 82 + (nx)?, donc Qy,,, = h?e?/"(—32 — 92)e~#/" + (nhx)?. Donc, dans le
régime h < hy/(n+ 1), le terme (hnx)? reste borné, et donc Qy, ,, est une perturbation
bornée de l'opérateur conjugué au laplacien :

Qn,n = Qpno + borné.

Or, le laplacien vérifie I'inégalité de Carleman annoncée, qui peut s’écrire
hlulIZJZ(V) + h3lvu|]242(v) < C|Qh,0u|%2([/),

inégalité qui est valable des que D et D’ sont assez grand, et si h > 0 est assez petit
(dépendant de D, D") et si u € C*(V). 1l s’agit alors d’examiner la démonstration
de cette inégalité et de se rendre compte qu’on peut ajouter une perturbation bor-
née, assez petite, & Q, o tout en gardant cette inégalité de Carleman. Ceci démontre
I'inégalité de Carleman annoncée.

On adapte aussi les inégalités de Carleman aux bords [58, Th. 3.5] pour la famille
d’opérateurs By, toujours valables dans le régime i < h;/(n+1). Muni de ces inégalités
de Carleman, on démontre une inégalité d’interpolation.

Proposition 4.10. Soit I C ]|a,b[ un intervalle ouvert borné de R, soit s, > 0 et
a € 10,a/2]. Soit Z = 10,s¢[ X I et Y = Ja, sy — af X L Soit w un ouvert non vide de
L Il existe C > 0, K > 0etd € |0, 1] tels que pour tout n > 0 et pour toute fonction
u € H%(Z) telle que Vs € 10, so[, u(s,a) = u(s,b) = 0 et Vx € I, u(0,x) = 0, ona

_ 5
ulpcyy < CeXMul a4 (1Battlraz) + 195u(0, )l r2(w)) -

On sait que chaque opérateur uniformément elliptique vérifie ce genre d’inégalité
d’interpolation [58, Th. 5.1]. L'originalité ici est de montrer que la constante de
cette inégalité est en O(eX"™). Ceci se fait en suivant la valeur des constantes dans la
démonstration.

On commence par démontrer grace aux inégalités de Carleman aux bords des
inégalités de la forme

|u|H1(V) < C'(e‘“/h|u|H1(Z) + eﬁ/hG)n),

ou 0, := |Byulr2(z) + |95u(s, )|12(w), €t OU V est un voisinage assez petit de (s, x) €
[0, so[ X w avec s assez petit. Il s’agit ensuite d’'optimiser en h cette inégalité. Comme
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cette inégalité n’est valable que pour h < hy(n) := h;/(n + 1), l'optimisation nous
donne une inégalité de la forme

[ulmy < CeK/h°(")|u|%1(Z)@llq_5-

On propage ensuite ces inégalités grace aux autres inégalités de Carleman, ce qui
donne bien 'inégalité d’interpolation annoncée.
Enfin, on déduit de cette inégalité d’interpolation I'inégalité spectrale pour A,,.

Proposition 4.11. Soit w un ouvert non vide de |—1, 1[. Il existe C > 0 et K > O tels
que pour tout n > 0, pour tout u > 0 et pour toute suite (a;) de nombre complexes,

Y, < CeK(”J“W)f
w

klApg<u

2
dx.

z Ay Upi(X)

klApg<p

Cette propriété se démontre de la méme maniere que l'inégalité spectrale
pour le laplacien, en appliquant 'inégalité d’interpolation a la fonction u(s, x) =
Zk ak(/lnk)_l/2 Sh(S\/M)Unk(X)-

Pour combiner ces inégalités spectrales, on commence par remarquer que si
w C Q est un ouvert non-vide, il existe a < b et ¢ < d tels que ]a, b[ X |c,d| C w.

On choisit d’ordonner les valeurs propres de A,,, de sorte que 4,,, soit 1a plus petite.
D’apres le Théoreme 3.39, cette plus petite valeur propre 1,,, est équivalente a n (dans
la limite n —» +o0), et donc il existe ¢ > 0 tel que pour tout n et k, 1,5 > cn. En
particulier, dans toutes les sommes ), A< les seules valeurs de n qui interviennent

sont inférieures a ¢~ !u.
Avec ces informations, on combine les inégalités spectrales des A,, en exploitant
le théoréme de Fubini et le fait que les (e,,) forment une base orthonormée de Lz(Qy) :

2 2
f‘ Z AV (X)en(y)| dx = Z f ‘ Z ApicUni(x)| dx
Q nklApr<u N|Apo<p VY Qyx " k|Apk<u
b 2
<ceKn Y f | Y a0 dx
nldpospra " kldpks<p

2
dxdy.

= CeK/'uf Z ApiUnk(X)en(y)
la,bl

xQy LKAy <u

On conclut grace a I'inégalité spectrale pour 'opérateur —65 appliquée a la suite
complexe a,(x) := Zk| P ApicUnk(X)

2 d
f dy < CeK/"f
Q c

qu’on intégre sur |a, b|.

2
dy,

Z AnicVnk(X)en(y)

y n’ankS:u

Z AUk (X)en(y)

n’ankSM
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4.2 Non-controlabilité sur des bandes horizontales

Les résultats de non-controlabilité pour I’équation de Grushin que nous présentons
se démontrent en adaptant la méthode qu’on a utilisée pour traiter 'équation de la
demi-chaleur (Sec. 2.2).

4.2.1 Non-controdlabilité les bandes horizontales avec x non
borné

On commence par démontrer une version simple de nos résultats, ou le lien avec
I’équation de la demi-chaleur est exact, et sans termes d’erreur.

Théoréme 4.12. On suppose Q = R X T. Soit T > 0, soit [a, b] un segment non trivial
deT, soit wy, := T \ [a, b], et soit = R X w,. Léquation de Grushin (4.1) sur Q n'est
pas controlable sur w en temps T.

Démonstration. On commence par réinterpréter 'inégalité d’observabilité comme
une inégalité sur les polynomes.

Lemme 4.13. Soit U := {z € C, |z| < 1, arg(z) € w,} (voir Fig. 4.1). Si l'équation
de Grushin est controlable sur w en temps T, alors il existe C > 0 tel que pour tout
polynéme complexe p € C[X],

|Pl2(D(0,e-1)) < ClPlLe(v)- (4.5)

Démonstration. La contrdlabilité de 1’¢quation de Grushin est équivalente a l'in-
égalité d’observabilité (Prop. 4.4). D’aprés la Proposition 4.6, pour toute suite finie
(a,)n>0, 1a fonction
g(t,x,y) = Z ane—nx2/2+iny—nt
n>0
est solution de I'équation de Grushin sur R X T. On teste 'inégalité d’observabilité
sur ces fonctions.
Le membre gauche de I'inégalité d’observabilité appliquée a g vérifie

—nx3 - lanl* _
18(Ts s Moy = 27 2 lanPle™™ " Loy 2”T=2ﬂ3/22—v’% e=?n.
n

n>0

Or, on a vu lorsqu’on a traité I'’équation de la demi-chaleur qu’en calculant en
coordonnées polaires (Eq. (2.7)),

f Z angn— 1
D(0,e-T)

n>0

’ |l
dA(z) =27 Z #e_Z”T. (4.6)

n>0
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Donc le membre de gauche de 'inégalité d’'observabilité appliquée & g est minoré par

/ Z angn—l
D(0,e-T)

n>0
On majore maintenant le membre de droite, qui est égal a

2
1

2
Z ane—nx2/2+inx—nt dt dx dy.

n>0

2 _
|g|L2([o,T]xco) = ﬁ)stsT

XER
YEwy

Pour chaque x € R, on fait le changement de variables ¢, (y,t) = eV —t=x2, pour
lequel dtdy = |¢|72dA({y). Alors, en notant D, = {¢(t,y), t € [0,T], y € w)}
I'image de [0, T'] X w,, par ce changement de variables, on a

2 —
|g|L2([0,T]><cu) = j;eR Z a,ly

¢eDy n>0

2
|§x|_2 dA(¢y) dx.

Or,on a
D, ={e T2 < |¢| < e X2, arg(¢) € wy}.

En particulier, on a pour tout x € R, D,, C Uet A(D,,) < e %, Donc, en majorant
la norme I sur D, par la norme L* sur U (fois A(D,)), on a

Z angn—l Z angn—l

n>0 n>0

2 2

3/2

dx =7 (4.8)

Le(U)

—y2
|g|%2([O,T]><cu) < ”f e

XER Le(U)

En rassemblant la majoration (4.8) et la minoration (4.7), on voit que I'inégalité
d’observabilité (4.4) implique que pour toute suite finie (a,),-0,

Z ang—n—l Z angn—l

n>0
Ce qui, a un changement d’indice n — n—1 prés, est l'estimation (4.5) annoncée. ¢

2 <ﬂ/f 2
-2

L%(D(0,e=T)) L°°(U).

On revient a la démonstration de la non-controlabilité de I’équation de Grushin.
D’aprés le lemme précédent, il suffit de nier I'inégalité sur les polynomes (4.5). On va
a nouveau utiliser le théoréme de Runge (Th. 1.12). On choisit &, € D(0,e~T) tel que
arg($y) & @, et une suite de polyndomes (py )i qui converge uniformément sur tout
compact de C \ {[1, +oo[ vers ¢ = (¢ — &), Alors, la suite (py ), est un contre-
exemple a I'inégalité sur les polyndmes (4.5). En effet 1a suite (py ), est uniformément
bornée sur U, mais |(¢ — &)} L2(D(0,e-T)) = +00, donc, d’apres le lemme de Fatou,
|Pilz2(D(0,e-T)) = +o0 lorsque k — +oco. O
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D(0,e~T)

FIGURE 4.1 - En jaune, le domaine

{I§] <1, arg({) € w,}, et en rouge le

disque D(0, e~T). Si I'inégalité d’obser-

vabilité pour I’¢quation de Grushin était

‘ vraie, on pourrait controler la norme

0 L?*(D(0,e~T)) des polynomes par leur

norme L?(U). Mais d’apres le théoréme

de Runge, il existe une suite de poly-

U nomes qui converge vers ¢ = (¢—¢o) 7!
en dehors de la demi-droite bleue.

Dans le cadre du théoréme précédent, on peut en fait dire beaucoup plus. On
note (Vy,x k>0 Une base orthonormée de fonctions propres de A,, qui est de la forme
(voir Sec. 3.2.1) v(x) = Hy(\/]n|x)e™1"*72, ot Hy est un polyndme de degré k.
Comme dans la Proposition 4.6, on note ®,,;.(x,y) = v,k(x)e,(y). Alors, on montre
qu’aucune combinaison linéaire non triviale de fonction propres @, avec |n| > 2
n’est controlable a zéro. Plus précisément, on a le Théoreme 4.14 suivant.

Théoréme 4.14. On suppose Q = RXT. Soit T > 0, soit [a, b] un intervalle non trivial
deT, soit w, =T \ [a, b] et s0it = R X wy,. Soit f € I* de la forme

fO(xs y) = m(x) + Z fnk(bnk(x’ y)a

n#0
k>0

ou m € L*(R). On suppose que f; est controlable a zéro* Soit k > 0. Si la suite (fy;)nco
n'a qu’'un nombre fini de termes non nuls, alors pour tout |n| > 3, f = 0.

Démonstration. Si f; est contrdlable a zéro, d’apres la Proposition A.10, il existe C > 0
tel que pour tout g, € I*(Q),

(fo- e godracl? < C? f e~ go(x, y)|* dt dx dy. (4.9)
[0, T]xew

On réinterpréte cette inégalité comme inégalité sur les polyndmes. On se
concentre d’abord sur les termes pour n > 0. Les termes pour n < 0 se traitent de
manieére similaire.

1C.-a-d. qu’il existe u € L2([0, T] X ) tel que la solution f de 'équation de Grushin (4.1) vérifie

f(T’ . ) = 0.
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FIGURE 4.2 - En jaune, le domaine D =
6 feT < [¢] < 1, arg({) € wy}, eten
jaune plus clair le domaine V (avec un
rayon un peu plus petit que la réalité).

Lemme 4.15. Soit [a’,b'] C la,b[ et V = {|¢| < 2, arg({) & [a’,b']} (voir Fig. 4.2).
Pour n > 0, on définit
e—n(2k+1)T

_F e
Pk (- 1)
Alors, sous Uhypothése (4.9) la forme linéaire ¢ sur les polynomes définie par ¢(p) =
Zn>0 b,,p"™(0) est continue pour la norme | p| L) TP | Lo (ry. Autrement dit, il existe
C > 0 tel que pour tout polynéme p,

b,_ (4.10)

Y, bap ™) < CUPlimr) + 1Pl (411)

n>0

Démonstration. Dans le but de réinterpréter I'inégalité (4.9) comme une estimation
sur les polynomes, on la teste sur les g, qui sont combinaisons linéaires finies de
(D) n>0- Pour ces gy, la solution e~*4g,, de 'équation de Grushin libre est de la forme

e—tAgO(x’ y) — Z ane—n(2k+l)tq)nk(x, y) — Z anHk(\/'ﬁx)e—nxz/zﬂny—n(2k+1)t.
n>0 n>0
(4.12)

Etape 1 : Calcul du membre gauche. Les fonctions @, sont orthogonales, donc le
membre de gauche de I’¢quation (4.9) est égal a

(fos e—tAgo>L2(Q) =27 Z ﬂanwnkﬁz(me—n@kﬂ)?

n>0

Ou encore, en notant b), = 27 fnk|vnk|%2(R)e_”(2k“)T,

(fore™go)12(q) = Z anby.

n>0
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Donc, d’apres I'inégalité (4.9), on a

2. by

n>0

2
< Cf le~*go(x,y)|? dt dx dy.
[0,T]xcw

Notons qu'on a [v|72my = B2 [Vikl 2y, done by, = 27|vy|j2(n = 1! b,_;. Donc,
si on note p(¢) = 3 a,¢"!, comme a, = p"~(0)/(n — 1)!, on a

2 baap™0(0)

n>0

2
<cC f le~tgo(x,y)|? dt dx dy. (4.13)
[0,Txw

Etape 2 : changement de variables dans le membre droit. Pour le membre droit de
I'inégalité (4.9), on fait pour tout x € R le changement de variables {(¢,y) =
e=X72+y=Ck+1)t pour lequel dA(¢) = (2k + 1)|¢|? dt dy. Alors, en notant D, I'image
de [0, T] X @y, par ce changement de variables, on a

2

45

1
80l 0 = T o | 5 VAR i A
n>0

{eDy

Notons que si on définit
D={eT<[¢| <1, arg({) € wy},

alors, pour tout x,on a D, = e X2, En particulier, A(D,,) = A(Z))e‘xz. Et sion
pose U := {|{| < 1,arg(¢) € [a,b]}, on a pour tout x, D,, C U. Donc, on a d’apres
I'inégalité de Holder.

A(D) :

—tA 2 ey -
le go|L2([o,T]xw) = 2k +1 e )

dx. (4.14)
Le(U)

. anHi(Wnx)§"!

n>0

R

Etape 3 : majoration du membre droit grace aux opérateur H,. On reconnait dans
I'intégrande du membre droit de cette égalité une expression de la forme?

> anHr0g" = Hy (3 ant),

n>0 n>0

avec ¥,(z) = Hi(y/z + 1x). On veut alors appliquer le Théoreme 3.29.

Le domaine V = {|{| < 2,arg({) & [a’,b’]} est de la forme requise par le Théo-
réeme 3.29. Comme Hj, est un polynéme de degré k, chaque y, est holomorphe et a
croissance sous-exponentielle sur {R(z) > —1}. Autrement dit, pour tout x, la suite

2Voir Def. 3.1 pour les opérateurs H,.
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(7x(n)),, est dans 3_1,0 (voir Def. 3.4 et 3.14). De plus, en écrivant Hy(X) = Zj hijj ,
on apour toute > Oetx € R,

Pe(r) = sup [n(2)le ¥ < 3 [hylx) sup r2e =" < Cg (1 + |x]).
R(z)>—-1 j r>0

Les conditions du Théoréme 3.29 sont réunies. Ce Théoréme nous dit qu’il existe
C > 0 telle que pour tout polynéme p € C[X] et pour tout X,

IH, (D)|row) < CA + [X[)(plrery + 1P or): (4.15)

On applique cette estimée pour p(¢) = Y. a,¢"" L. Alors, en I'intégrant pour

x € R, on a d’apres 'inégalité (4.14),

n>0
— ” —x2 ’
e tAgo|%z([o,T]Xw) <C f e (1+ |x|k)2(|p|L°°(V) + [P |Lo(1))* dx.
XER
Comme [, |x|je_"2 dx < 400 pour tout j > 0, on en déduit
e 80l 210, 11xa) < C"(IPlLoqry + [P |Lo(r))*. (4.16)

Combiné avec la minoration (4.13), ceci démontre que pour toute suite (a,),-o
n’ayant qu'un nombre fini de termes non nuls, et avec p($) = 3 anS n=t

2
3 b1 DO < C'C7(Ploqrry + 1P 1o

n>0

ce qui est l'estimation (4.11) annoncée. O

Il nous reste a nier I'inégalité du Lemme 4.15. Notons que comme la suite (b,,),,5
n’a qu’'un nombre fini de termes non nuls, le membre de gauche de I'inégalité (4.11)
dépend continument de p dans toute norme |p|re(p(o,¢))- Donc on peut étendre cette
inégalité par densité aux fonctions holomorphes dans un voisinage de V, griace au
théoréeme de Runge.

On choisit 6 €]a’, b'[ (de sorte que la demi-droite el® R’ soit disjointe de V), et
pour tout r > 0, on choisit p,(¢) := (¢ — rel®)~L. Alors, on a |p,|rey = OF~1) et
Dy Loy = O(r~?). Mais le membre de gauche de I'inégalité (4.11) est égal a

3 bapiV(0) = 3 —2n

— I
n>0 n>0 (rel )n

Rappelons que b,, est de la forme cnf(n L1k AVec ¢, # 0 (Eq. (4.10)). Donc, par
hypothese, il n'existe qu'un nombre fini de b,, non nuls. Supposons qu’il y en ait au
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moins un, et notant N le plus grand entier tel que b,, # 0. Alors, d’apres la formule
précédente, on a I'équivalent

n byN!
g:obnps (0) s oo+ T GNADB N
Mais alors I'inégalité (4.11) du Lemme 4.15 implique que rN~! = O(r~2), ce qui
n’est possible que si N < 1. Donc pour tout n > 2, b, = 0. Comme b, = ¢, fin41)k
avec ¢,, # 0, tout les f,;; pour n > 3 sont nuls.

Pour montrer que les f,; pour n < —3 sont nuls, on refait le méme raisonnement,
mais en testant I'inégalité (4.9) sur les

g(t, x,y) = Z a enx2/2+irzy+n(2k+1)t
s Ay n .
n<0

En adaptant la démonstration du Lemme 4.15, on démontre que la controlabilité de
fo implique I'inégalité (4.11) ou V est changé en son conjugué et surtout ou f,; est
changé en f_, ;. On démontre que cette inégalité est fausse de la méme maniére. [

Remarque 4.16. En optimisant certains parametres, on peut remplacer dans le Théo-
réme 4.14 la condition |n| > 3 par |n| > 2. D’abord, on considére le noyau

Ky () = D) He(Wnx)$™.

n>0

Le théoreme 3.18 montre que K,, est un O(|{|") pour tout r > 0 et sur tout S, = {o <
arg({) < 27 — o} avec o > 0. Mais on peut en fait montrer que K, _est borné. En effet,
Hj est un polynome, donc K, est de la forme

Ky (§) =D hyxd D7 nd2m = 3" hyexd Liz (0.

j>0 n>0 j>0

Alors, en utilisant des asymptotiques pour Liz({) dans la limite |{| — 400, on peut
montrer que pour tout s < 0 et tout o > 0, Lig est borné sur S,. On en déduit que
K, est borné sur chaque S, par quelque chose de la forme C(1 + |x|%). Alors, en
reprenant la démonstration du Théoréme 3.29, on peut démontrer une estimation de
la forme

|H,, (P)|reuy < C(A + 1X|)| Pl Loy

Autrement dit, on peut retirer le terme |p’|« (1) dans I'inégalité (4.15). Donc on peut
également le retirer de I'inégalité (4.11). Alors, lorsqu’on teste cette inégalité sur
pr(&) = (¢ —rel®)~1, et toujours avec N le plus grand entier tel que b, # 0, on trouve
r~N-1 = O(r~1). On en déduit que N = 0, donc que tous les b,, pour n > 1 sont nuls,
et donc que les f,,; pour n > 2 sont nuls. On traite les termes pour n < —2 de la
meéme maniére.
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On a traité le cas Q = R X T, mais le cas Q = R X 0, 7z[ est analogue.

Théoréme 4.17. On suppose Q = R X |0, x[. Soit T > 0, soit [a,b] C ]0, 7| un
intervalle non trivial, soit w, = 10,7[ \ [a, b] et soit ® = R X w,. Soit f, € I? dela
forme

Jo(x,y) = Z Jak@ri(x, ),

n#0
k>0

On suppose que fq est controlable a zéro. Pour tout k > 0, si la suite (fyi)nz0 M@ qu'un
nombre fini de termes non nuls, alors pour tout |n| > 3, f = 0.

Démonstration. Donnons brievement ce qu’il faut changer dans la démonstration
pour traiter le cas Q,, = 10, 7[.
On teste I'inégalité (4.9) sur les fonctions de la forme

8o = Z anPpx = Z A, Upk(x) sin(ny).
n>0 n>0
On obtient I'inégalité (4.13) de la méme maniere que dans le cas Q, = T. Pour
: —tA 2 Loee s _ iny _ ,—iny :
majorer |€™ 80|72, T|xa)> ON €crit sin(ny) = (e e~")/2i, et donc pour tout
t>0et(x,y) €Q
2 2
Z anvnk(x)einye—n(2k+l)t + )
n>0

Z a, Unk(x)e—inye—n(2k+ Dt
n>0

1
e Ago( P < 5

Ainsi, si on pose @y, := w, U (—w,), on a

2
dtdxdy.

Z anvnk(x)einye—n(2k+l)t
n>0

1
—tA 2
|e gOlLZ([O,T]xw) < Ef
[0, TxRx&y,

Ainsi, on peut démontrer I'inégalité (4.14) avec U := {|{| < 1, |arg({)| € wy}. Enfin,
on démontre un équivalent du Lemme 4.15 avec V := {|{| < 2, |arg({)| & [a’,b']}. Le
reste de la démonstration est un copié-collé. [

4.2.2 Non-contrdlabilité sur les bandes horizontales avec x
borné

Dans le cas ou Q, = |—1, 1, on n’a toujours pas controlabilité.

Théoréme 4.18. On suppose Q = |—1,1[ X T. Soit [a, b] un intervalle non trivial de
T, soit w, = T\ [a, b] et soit T > 0. Léquation de Grushin (4.1) n'est pas controlable
surw = |-1,1[ X wy, en temps T > 0.

Démonstration. On veut montrer que I'inégalité d’observabilité (4.4) est fausse. A
cette fin, on commence par la réinterpréter comme inégalité sur des polynomes.
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FIGURE 4.3 - En jaune le domaine D,
en jaune plus clair, le domaine V, et en
rouge le disque D(0, e~T). Si I'¢quation
de Grushin est contrdlable a zéro sur
w = ]-1,1[ X w), en temps T, alors
on peut estimer la norme L2(D(0,e~T))
y des polyndmes par leur norme L*(V).
Mais ce n’est pas possible, comme le
D(0,e™7T) D montre 'exemple d’une suite de poly-
nomes qui convergent vers (¢ — ¢o) 7!

V en dehors de la demi-droite bleue.

oY

Lemme 4.19. Soit V un voisinage borné et étoilé en 0 de {|{| < 1,arg({) € w,} (voir
Fig. 4.3). Si l’équation de Grushin est controlable a zéro, alors il existe C > 0 tel que
pour tout polynéme p € C[X],

|Pl2(D0,e-1)) < CPlLso(r)- (4.17)

Démonstration. Etape 1 : inégalité d’observabilité. On teste I'inégalité d’observabi-
lité (4.4) sur les solutions de la forme

8(t,X,y) = ), apyo(x)eimy—Ano,
n>0

ou on suppose la somme finie. On suppose également, comme dans la section 3.2.4,
que vy, est normalisé par v,((0) = 1. On voit ainsi que si '’équation de Grushin est
contrdlable a zéro, alors il existe C > 0 telle que pour toute suite finie (a,),s0>

3 [ 2 opolZae=2nT < C f
[0,T]xw

n>0

2
Z a,Uno(x)e™~4not| dtdxdy.  (4.18)

n>0

Etape 2 : minoration du membre de gauche. D’aprés la minoration de v, donnée par
la Proposition 3.47 avec h = 1/n,0n a |vno|%2 > c/\/ﬁ De plus, d’apres la Proposi-
tion 3.38, on a 4, = n + o(1). Donc le membre de gauche de 'inégalité d’observabi-
lité (4.18) est minoré de la facon suivante :

2
a
S aPlogolae2nT > ¢ 3 1l oanr
n>0 n>0 YN

Or, on a déja vu (Eq. (4.6)) que

na|’ |anl® _onr
E a,¢ di$) == E s .
D(0,e-T)

n>0 n>0
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Donc le membre de gauche de I'inégalité d’observabilité est minoré par

/ Z angn—l
D(0,e~T)

n>0
Etape 3 : changement de variables dans le membre de droite. On note 1,5 = n + py,.
Alors, en notant ¢(t,y) = e~t+, on a e 4oty = ¢(¢, y)|¢|Pn.
Alors, pour tout x € |—1, 1[, on fait le changement de variables { = e~ 'Y pour
lequel dt dy = |¢|~2dA(¢). Si on note D I'image de ]0, T[ X w,, on a

2 1
f dt dxdy =f /
[0,T]xw -1YD

Notons que
D={eT<[|¢| <1, arg({) € wy}. (4.21)

2
dA) < et Y |anlPlvplFe=2An0T. (4.19)

n>0

2
> Uno(¥)a "¢ d() dx.

n>0

D @pUyo(x)einy~Anol
n>0

(4.20)

Etape 4 : majoration du membre droit grace aux opérateurs H,. Pour x € |-1,1],
n€ D,etn e N,

Vx,r)(n) = U(n+1)0 (x)|77 |Pn+1 .

On veut montrer que la famille (yy ,)_1<x<1,5ep €St bornée dans un S,

On commence par traiter le terme [7|°#+1. On définit y, ;(n) = |n|°». D’aprés le
Corollaire 3.46, il existe une fonction r; : 10, 7/2[ — R, croissante ety € 8, telle
que pour tout n assez grand, p,, = y(n)e™". Alors, pour 7 € D, on note

z

Tya(2) = |7
lorsque C’est défini (c’est-a-dire lorsque z est dans I'un des A, g, voir Def. 3.6). Avec
cette définition, on a pour n assez grand, disons n > ny, %, 1(n) = 7,,(n). Or 7, ; est

holomorphe. De plus, y est a croissance sous-exponentielle, donc z — y(z)e™% est
bornée sur chaque A, 5. On note Cyg ce supremum :

Co = sup [y(z)e™|.

ZEArl,Q
Alors, sin =e~ YV € DetsiO € ]0,7/2[, ona pour z € Ay e
|7,,1(2)] = |77 < efCo < eTC,

ou on a utilisé le fait que pour n = e~!*Y € D,ona 0 < t < T. En particulier, o
est a croissance sous-exponentielle sur chaque A, 4. Donc y,; € §,,. De plus, la
majoration |7, ;(z)| < eTCe est uniforme en 7 € D, donc la famille (7,1)nep est une
famille bornée de §,,. On en déduit que la famille de suites (y),;)yep st une famille

bornée de §, .
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D’apres le Corollaire 3.49 avec € = 1, il existe une fonction , : 10, 7/2[ — R,
croissante telle que pour tout x, la suite (v,o(X)),50 Soit dans 8, , et que si on note

v(x) cette suite, la famille (v(x))_;<x<; €St bornée dans grz.

Alors, on définit r = max(r;, r,). D’apres ce qui précéde et d’apres le I'inclusion
continue de grl et 3,2 dans 8, (Cor. 3.16), les familles (V(x))_j<y<; €t (¥,1)nep sont
bornées dans S,. Comme la multiplication est continue dans 8, (Prop. 3.12), la famille

(7)2,77)—1<x<1,77€2) définie par
Yan (1) = Vo () [n|Pn

est bornée dans S,. Remarquons que V(M) = ¥xp(n + 1). Or, le décalage est continu

dans S, (Prop. 3.17). Donc la famille (Yx,n)=1<x<1,7ep €St bornée dans S,.
Rappelons qu’on a supposé que V est un voisinage borné et étoilé en 0 de {|{| <
1, arg({) € w,}, donc également de D (voir Fig. 4.3). Donc, d’apres le Théoréme 3.27,
il existe C > 0 tel que pour tout x € |—1, 1[, pour tout { € D et pour tout polyndéme
p € C[X],
\Hy, (D)lLo() < C|P|Leory-

Dit autrement, pour tout {,n € D, pour tout x € |—1,1[ et pour toute suite finie

(an)ns
Z angn—l

n>0

2. Uno(x)S" [l

n>0

<

L°°(V).

On prend 7 = { dans cette inégalité, et on I'intégre pour x € |-1,1[et{ € D:

f_i/ﬂ 7 ¢!

n>0
En combinant cette inégalité avec le changement de variables (4.20), on a la majora-
tion du membre de droite de I'inégalité d’observabilité

L,T]xw

Etape 5 : conclusion. La minoration (4.19) et la majoration (4.22) des membres gauche
et droit respectivement de I'inégalité d’observabilité montrent I'inégalité (4.17) an-
noncée. O

2

2
2. Uno()¢" 7¢I dAS) dx < 2A(D)

n>0

L°°(V).

2

2
dtdxdy < 24(D) (4.22)

Z anvno(x)einy_/lnot
n>0

3, agnt

n>0

Le(V)

Revenons maintenant a la démonstration de la non-contrélabilité de I'’équation de
Grushin. Comme le complémentaire de w,, est d’intérieur non vide, on peut choisir
V de sorte que D(0, e~2T) ne soit pas inclus dans V (voir Fig. 4.3). Alors, on choisit
(o € D(0,e~T) tel que &, ¢ V. Alors, d’apres le théoréme de Runge, il existe une suite
de polynémes pj, qui converge vers ¢ - (¢ —¢,)~! sur tout compact de C \ ¢,[1, +oo].
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Alors py(¢) converge vers (¢ — ¢;)~! uniformément sur V. En particulier,
(|Pk|L=(1))k=0 €st bornée. Or, comme ¢, € D(0,e~T), 1a fonction ¢ — (¢ — ¢,)~* est
de norme I*(D(0,e~7)) infinie, et d’aprés le lemme de Fatou, | pk|r2(p(o.e-1)) = +
quand k — +oo0.

Donc la suite (py) est un contre-exemple a I'inégalité (4.17). O

De la méme maniere que dans le cas Q, = R, on peut adapter la démonstration
du Théoréme 4.18 pour traiter le cas Q,, = 10, z[ au lieu de T.

4.3 Controle par des domaines non rectangulaires

Jusqu’ici, tous les résultats que nous avons énoncés sur la controlabilité de 1’équation
de Grushin concernent des domaines rectangulaires. La raison est qu'on exploite le
fait que les fonctions propres sont a variables séparées, ce qui ne permet de traiter que
des domaines tensorisés. Ici, on montre grace a quelques arguments supplémentaires
des résultats pour des domaines non rectangulaires, avec en particulier le temps
minimal de controélabilité pour une large classe de domaines de controle.

4.3.1 Cas x non borné : non-contrdlabilité sur quelques do-
maines

On a traité dans la section précédente le cas des domaines des bandes horizontales. En
poussant un peu la méthode de démonstration du Théoréeme 4.12, on peut démontrer
la non-controélabilité de I'’¢quation de Grushin sur des domaines un peu plus généraux.

Théoréme 4.20. On suppose Q = R X T. Soit w C Q ouvert. S’il existe y, € Teta > 0
tels que le segment {(x, y,) € Q, |x| < a} soit disjoint de w, l'équation de Grushin (4.1)
nest pas controlable sur w en temps T < a%2.

En particulier, si le domaine de contrdle w est une « bande horizontale qui se
rétrécit a 'infini », la contrélabilité a zéro n’est vraie pour aucun T > 0.

Corollaire 4.21. On suppose Q = R X T. Soit y, € T, soit f : R — /R une fonction
continue qui ne sannule pas, soit T > 0 et soit w = {(x,y) € Q, |y — Yo| > f(x)} (voir
Fig. 4.4). L'équation de Grushin n'est pas contrélable sur w en temps T.

On ne sait en revanche pas démontrer la non-controlabilité spectrale (au sens
du Th. 4.14). Comme dans les théoreémes précédents, on peut remplacer Q) = T par
Q, =10, 7.

Démonstration. 11 s’agit d’'une certaine maniere de combiner les arguments de
concentration de fonctions propres déployés par Beauchard, Cannarsa, Guglielmi [15]
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2b Yo

FIGURE 4.5 - Forme du domaine de controle w (en jaune). Si un segment horizontal est disjoint
de w, on peut trouver un rectangle autour de ce segment qui soit disjoint de w (en bleu). On
peut alors supposer que w est en fait le complémentaire du rectangle bleu.

(voir aussi Section 1.3.2) et 'argument de faible diffusion que nous avons utilisé pour
traiter sur les bandes horizontales.

Remarquons pour commencer que comme le segment {(x, y), |X| < a} estdisjoint
de w, alors il existe un rectangle de la forme {(x,y) € Q, |y — )| < b, |x| < a} qui est
disjoint de w. On peut donc supposer que w est le complémentaire de ce rectangle
(voir Fig. 4.5).

Comme d’habitude, on réinterprete I'inégalité d’observabilité comme inégalité
sur les polynomes.

Lemme 4.22. Soit U = D(0, e‘“z/z) U{l{] <1, |arg($) — yo| > b} (voir Fig. 4.6). Si
léquation de Grushin est controlable a zéro sur w en temps T, il existe C > 0 tel que
pour tout polynéme p € C[X],

|Plr2(p(o,e-1y) < ClPlLe(v)- (4.23)

Démonstration. On teste & nouveau l'inégalité d’observabilité sur les solutions de la
forme

g(t,x, y) — Z ane—nx2/2+iny—nt.

n>0
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FIGURE 4.6 — En rouge, le disque D(0,e~T); en
jaune le domaine U. Si I'¢quation de Grushin est
controlable sur w en temps T, alors on peut estimer
la norme L%(D(0,e~T)) des polynomes par leur
norme L®(U). Mais si le disque rouge n’est pas
inclus dans le domaine U, alors c’est faux, comme
le montre une suite de polyndmes qui converge
vers ¢ — (¢ — ¢y)~! en dehors de la demi-droite
bleue.

D(0,e~T)

Etape 1 : minoration du membre gauche de l'inégalité d'observabilité. On réutilise la
minoration (4.7) du membre de gauche de I'inégalité d’observabilité :

f Z angn— 1
D(0,e-T)

n>0
Etape 2 : changement de variables dans le membre droit. Pour majorer le membre
droit, comme dans le cas des bandes horizontales, on fait dans le membre droit de
I'inégalité d’observabilité le changement de variables {, = e~*72+y=t_gj on note D,
I'image de [0, T] X w(x) par ce changement de variables, on a

2 —
|g|L2([O,T]><w) = /;CER Z a,ly

gez)x n>0

2
dA($) < Cl&(T, -, iz qy-

2
S| 72 dA(Sy) dux. (4.24)

Pour décrire D,, on introduit w(x) la coupe de w selon x, c.-a-d. w(x) = {y €
T, (x,y) € w}. Notons que pour |x| < a,onaw(x) =T\ [yy — b, yy + b], et que pour
|x| > a, w(x) = T (voir Fig. 4.5). Alors, on a

D, ={e V22 0<t < T, y € wXx)
Etape 3 : majoration du membre droit. Pour |x| > a, on a w(x) = T et donc D,, est
la couronne D, = e=*72¢, ou € = {e~T < |¢| < 1}. Pour |x| < a, w(x) n'est qu'une
partie de T, donc D,, est une partie de couronne D, = e™2D avec D = e T <

I¢] <1, |arg($) — yo| > b} (voir Fig. 4.7).
Notons que U est en fait 'union des D, et de {0} (comparer les Fig. 4.7 et 4.6).

Donc, d’apres I'inégalité (4.24), on a

2 —
|g|L2([O,T]><co) - _/;ceR

{eDy

< f AD)
xXeR

2
dA(¢x) dx

2 @l

n>0
Z angn—l

n>0

2

dx
Le(U)
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x| > a y x| <a FIGURE 4.7 - En haut : le domaine
w. En bas : le domaine D, est défini
) comme l'ensemble des nombres com-
plexes ¢ de module entre e~T~(1=€)x72
X et e=(1=9X72 et dont I'argument est tel
que (x,arg(z)) € w. Cest une cou-
ronne partielle si |X| < a et une cou-
ronne compleéte si |x| > a’. En effet, si

on considére la coupe w(x) = {y €
f.\\ /\ |—m, [, (x,¥) € w}, alors pour |x| <
a, w(x) n'est pas égal a |-, 77| tout en-

Qb ] N () n'est pas égal a | [
7 D,

|

Q__

a

tier, mais pour |x| > a, la coupe w est
bien I'intervalle |—7r, 7z tout entier.

2

> aent

n>0

sf e *72 dx
XER

Alors, en rassemblant cette majoration et la minoration du membre gauche, 'inégalité
d’observabilité implique bien I'inégalité (4.23) annoncée sur les polynomes. O

L°°(U).

On nie I'inégalité (4.23) sur les polyndmes comme d’habitude, avec le théoreme
de Runge. Si T < a%2, U ne contient pas D(0,e~T). On choisit alors &, € D(0,e~T)
tel que ¢, ¢ U. Alors, comme dans le cas du Théoréme 4.12, une suite de polyndomes
qui converge vers ¢ = (¢ — ¢,)~! sur tout compact de C \ {;[1, +oo[ est un contre
exemple a cette inégalité. O

4.3.2 Cas xborné:temps minimal de contrdlabilité a zéro pour
quelques domaines

Un résultat positif de contrélabilité

On s’intéresse maintenant au cas ou Q, = |—1, 1[. On montre (pour une fois) un ré-
sultat positif de controlabilité, lorsque le domaine de contrdle contient un e-voisinage
d’un chemin allant de frontiére inférieure a la frontiére supérieure de Q3

Théoreéme 4.23. Soit Q = ]-1,1[ X [0, 7[. On suppose qu’il existe ¢ > Oety €
C°([0,1], Q) avec y(0) € ]-1,1[ x {0} et y(1) € |—1,1[ X {7} tel que

wo = {z € Q, distance(z, Im(y)) < €} C w, (4.25)

3Cette stratégie nous a été communiquée par Michel Duprez. Voir aussi [38].
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FIGURE 4.8 - En jaune, un exemple de domaine w, pour le Théoréme 4.23. Si w contient un tel
@y, alors I'équation de Grushin est contrdlable a zéro sur w en temps T > a%/2.

(voir Fig. 4.8). Soit
a := max (|abscisse(y(s))|). (4.26)
s€[0,1]

Alors l'équation de Grushin (4.1) est controlable a zéro sur w en tout temps T > a%2.

Remarque 4.24. On peut remplacer dans le Théoréme Q, = 10, 7| par Q, = T, en
demandant alors & y d’étre continue de T dans Q, et que pry(y) = T (le chemin y doit
« faire le tour du tore »).

De plus, ce Théoréme peut étre adapté pour les équations de Grushin généralisées
surQ=|-L_,L [x]0,7[:

(6, — 03 — a(x)*3) f(t, x, y) = L,u(t,x,y) t€[0,T],(x,y) €Q,
ft,x,y)=0 te[0,T],(x,y) € 0Q, (4.27)

f0,%,9) = fo(x, ) (x,y) €Q,

ol q € C(L_,L,) est telle que q(0) = O et infy;,_; [d,q > 0. Alors, sous les
hypotheses du Théoréme 4.23, I’équation (4.27) est contrdlable a zéro en temps
T > q(0)~1 jz)a q(s) ds. En effet, la démonstration du Théoréme 4.23 est basée sur les
résultats correspondant pour les bandes verticales [ 16, Th. 1.4], qui sont énoncés et
démontrés dans le cadre de I’équation (4.27).

La stratégie de démonstration du Théoreme 4.23 est d’exploiter des résultats
préexistants pour le contrdle de I’équation de Grushin sur les bandes verticales, et de
conclure avec un argument de troncature.

Démonstration du Théoréeme 4.23. L'inégalité d’observabilité de Beauchard, Dardé
et Ervedoza [ 16, Th. 1.4] peut s’interpréter comme un résultat de controlabilité de
I’¢quation de Grushin avec contrdle frontiere, dont on déduit par un argument de
troncature le résultat de contrélabilité suivant [38, Appendix A].

Proposition 4.25. Si w = ]a,1[ X 0, 7|, alors pour tout T > a?2, l'équation de
Grushin (4.1) est contrélable a zéro sur w en temps T.
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FIGURE 4.9 - Définition de wgyyche (rouge) et de gy (blew).

Soit wy et a comme dans I’énoncé du Théoréme 4.23 (Eq. (4.25) et (4.26)). Soit
T > a%2. On définit
{ Wgauche += (—1,—a) x (0, m),
Wroite - = (a, 1) X (0, 7T).

Cette construction est illustrée Fig. 4.9. Considérons les deux problémes de controle

(at - anc - xzai)fgauche(t’ xay) = lwgaucheugauche(t’ X, y) te [07 T]’ (xay) €Q

fgauche(t’x9y) =0 S [O’ T]’(x,y) € 0Q
fgauche(o’ X, y) = fO(x’ y)’ fgauche(T’ X, y) =0 (x,y) €Q
(4.28)
et
(at - a)zc - xzai)fdroite(ta X, y) = lwdmiteudroite(t’ X, y) te [Oa T]’ (X, y) € Q
fdroite(t’ x’y) =0 S [Oa T],(x,y) € 0Q
fdroite(o’ X, y) = f()(x’ y)’ fdroite(Ta X, y) =0 (X, y) € Q.
(4.29)

Comme T > a?2, d’apres le Théoréme 4.25, les probléme de controles (4.28) et (4.29)
ont des solutions. On recolle ces deux solutions f,yche €t faroite @v€C une fonction de
troncature appropriée, donnée par le Lemme 4.26 suivant :

Lemme 4.26. Il existe une fonction 8 € C®(Q) telle que

6(z) = 0 pour tout z € Wgyyche \ Wo»
0(z) = 1 pour tout z € wWyrpite \ Wos
support(VO) C wy.

On peut se convaincre qu’une telle troncature existe en regardant la Figure 4.9;
mais démontrons-le rigoureusement.

Démonstration. Soit 7 € C°(R;R?) le chemin y étendu verticalement en haut et en
bas. C.-a-d. que si on note y(0) = (x,,0) et y(1) = (x1, ), on définit
y(s) pour s € [0,1],
7(s) =9 (X0,9) pour s < 0,
(x;,m+s—1) foralls>1.
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Soit @groite 1a composante connexe de R? \ 7(R) qui contient (2,0) (par exemple),
c.-a-d. le domaine « a droite de 7 ». Soit alors 8 = 1 o 1@ fOnction indicatrice de
@roite- ENfin, choisissant une fonction p, € C° p, qui est supportée dans B(0, €/2),
on définit 8 := p, * 6.

Comme 6 est localement constante en dehors de 7(R), 6 est localement constante
en dehors de chaque z € R? tel que distance(z, 7(R)) > ¢/2. Avec la définition de
(Eq. (4.25)), cela démontre que support(VO)NQ C w,. Par définition de a (Eq. (4.26)),
siz = (x,y) est dans wypite \ @o, C.-a-d. si @ < x < 1 mais z n’est pas dans w,, alors
le segment ouvert {(x’,y), x < x" < 1} est en dehors de w,. Ainsi, on peut voir que
z est dans la composante connexe de (2, 0), c.-a-d. que z € @i €t coOmme il n'est
pas dans w,, distance(z, 7#(R)) > ¢, et donc 6(z) = 1. De méme maniere, si z est dans
Wgauche \ Wo» alors z est dans la composante connexe de (—2,0), qui n’est pas dans la
méme composante connexe que (2, 0), et donc 6(z) = 0. O

On définit alors
f = 6.}(‘gauche + (1 - e)fdroite'
On remarque que f est solution de
(8, — 0z — x*)f(t,x,y) = u(t,x,y) te[0,T],(x,y) €Q,

ft.x,y) =0 t € [0,T], (x,y) € 00,
f00,x,y) = fo(x,y) (x,y) € Q,

ou

U= elwgaucmugauche + (1 - e)lwdmiteudroite + (f droite f gauche)(a)zc + xza)zz)e

+ zax(fdroite - fgaluche)axe + 2-xzay(fdroite - fgauche)aye-

Les propriétés de 6 du Lemme 4.26, impliquent que u est a support dans w, C w.

Comme fgauche(T) = fdroite(T) =0,ona f(T) = 0. De plus’ comme fgauche’ fdroite €
I2([0, T]; V) (voir Prop. 4.3), on en déduit que u € I*((0, T) X Q). O

Un résultat de non-contrdlabilité

Comme dans le cas Q,, = R, on montre que si un segment horizontal centré en x = 0
ne touche pas w, alors '’¢quation de Grushin n’est pas controlable a zéro en temps
petit.

Théoréme 4.27. On suppose Q = |—1,1[ X |0, z[. S’il existe y, € 10, 7| et a > O tel
que le segment {(x, y,), |x| < a} soit disjoint de w (voir Fig. 4.10), alors I'’équation de
Grushin (4.1) nest pas controlable a zéro en temps T < a?/2.

A nouveau, ce Théoréme peut s'adapter au cas Q,=T.
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FIGURE 4.10 - En jaune, le domaine w. Si on a un segment horizontal qui ne touche pas w, on
peut trouver un rectangle autour de ce segment qui est disjoint de w (en bleu).

Démonstration. On commence par remarquer que d’apres ’hypothése selon laquelle
{(x,¥0), —a < x < a} est disjoint de w, il existe un rectangle de la forme {—a < x <
a, |y — yo| < b} qui n’intersecte pas w (voir Fig. 4.10). Ainsi, on suppose dans le reste
de cette démonstration que w est le complémentaire de ce rectangle, c.-a-d.

w=Q\{-a<x<a,l|y—y <b}

Comme dans le cas Q, = R, on teste I'inégalité d’observabilité (4.4) sur les
solutions f de la forme

f&,x,y) = 3 apvno(x)e~*ro! sin(ny).

n>0

Pour ne pas s’'embarrasser de questions de sommabilités, on suppose les sommes
finies. L’'inégalité d’observabilité (4.4) appliquée a ces solutions s*écrit

2
D" apvp(x)e ot sin(ny)| drdxdy.

n>0

T
22 lanflonofie ot < ¢ [
[0,T]xw

n>0

(4.30)

Comme pour les précédents n — 1 théorémes, on commence par réinterpréter
cette inégalité d’observabilité comme inégalité sur les polynomes. Soit € € (0,1/2) un
réel suffisamment petit qu'on choisira plus tard (il ne dépendra que de T et a). Alors,
on a le Lemme 4.28 :

Lemme 4.28. Soit U = {|z| < 1,||arg(z)| — yo| > b/2} U D(0,e~(1=20)a%2) (ypir
Fig. 4.11). L’inégalité (4.30) implique qu’il existe C > 0 tel que pour tout polynémes
p(§) =22, and",

|Plr2p(o,e-1y) < ClPlre(u)- (4.31)
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FIGURE 4.11 - Le domaine U en fonction de
Yo, pour le Lemme 4.28.

v

e—(1-26)a%2

Démonstration. Etape 1 : minoration du membre de gauche. Pour le membre de
gauche de l'inégalité d’observabilité (4.30), on réutilise la minoration (4.19) du
membre gauche :

-/D;(O,e—T)

Ainsi, I'inégalité d’observabilité implique que pour une autre constante C :

f Z angn—l
D(0,e-T)

n>0
Etape 2a : majoration du membre droit; bidouilles pour remplacer sin par exp. Pour
majorer le membre droit, on commence par écrire sin(ny) = (e — e~"¥)/2i. Alors,
le membre de droit de I'inégalité d’observabilité (4.30) vérifie

2
dA(¢) < me™? Z |an|2|vn0|%2e_2/1”°T-
n>0

Z angn—l

n>0

2
dA(§) < CIf 1210, T1xe): (4.32)

2
|f|L2([O,T]><w)

2
Z anvno(x)einy_/lnot

1 .
< Ef ( + ‘z U0 (x)e ™Y~ Anot
[0,Txw n n

Alors, en notant @ = w U {(x, —y), (x,y) € w} (voir Fig. 4.12), on réécrit I'inégalité
précédente comme

1
2
agornn <3 [
[0,T|x®

Etape 2b : majoration du membre droit; changement de variables. Alors, on écrit 1,5 =
N+ Ppo et Upo(x) = e~1-mx%2y, (X), de sorte qu'avec &, (t,y) = e~ t+y=(1-e)x¥2,
I'inégalité précédente implique :

1
2
o <3 |
[0,Tx®

2
) dtdx dy.

2
Z Ay U0 (x)e™=4not| dt dx dy.

n

2
dtdxdy. (4.33)

Z apwy(x)e Pt (t, )"

n>0
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|x] > a’ x| < a’

FIGURE 4.12 - En haut : le domaine @
est 'union de w et de son symétrique
par rapport a 'axe x = 0. En bas : le do-
maine D, est défini comme I'ensemble
des nombres complexes ¢ de module
entre e~ T—(1=)x%2 gt e=(1-)x%2 ot dont
l'argument est tel que (x, arg(z)) € @.
C’est une couronne partielle si |x| < a et
une couronne compleéte si |x| > a’. En
effet, si on considére la coupe @(x) =

—a
{y € |-m,7[, (x,y) € &}, alors pour
D, |x| < a, @(x) n'est pas égal & |-, [
/’Q —

&1

=

l
l

/ !’

Q

tout entier, mais pour |x| > a, la coupe
‘\l @ est bien l'intervalle |-, 7r[ tout en-

> tier.

Pour chaque x € ]—1,1[, on fait le changement de variables ¢, = e~t+y-(1-e)x
pour lequel dt dy = |¢,| 72 dA(¢,). Pour chaque x, on note D, I'image par ce change-
ment de variables de I'ensemble sur lequel on intégre (voir Fig. 4.12), c.-a-d.

N
4R

2/2
)

D, = fe=1=¥2e=14y 0 < ¢ < T, (x,y) € &}.

On trouve ainsi

‘/[;),T]xa

2
dtdxdy

[,

ou on a gardé la notation e Pn! par simplicité, au lieu de I'exprimer comme fonction de
(etx(onae Pnl = |e(1‘€)x2/ 2¢|Pn). Avec ce changement de variables, I'inégalité (4.33)

devient
1
1
2
\F 12210, 71xe0) < Ef _/
—-1YD,

Etape 2c : majoration du membre droit; construction de symboles. On veut majorer
le membre droit de (4.34) par |Zn> 0 a, ¢! |iw(U) en utilisant les théorémes sur les
opérateurs H, (voir Sec. 3.1.4). Pour ceci, on commence par définir des symboles.

D AnWn(X)ePriE (2, y)"

n>0

2
D apwy(x)ePrt¢n=1 dA(g) dx,

n>0

2
D apwy(x)ePri¢n=1 dA() dx. (4.34)

n>0
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FIGURE 4.13 - Le domaine K, en
jaune, est (ladhérence de) 'union
des domaines D, décrits dans la
Figure 4.12. Pour le domaine K le
rayon de l'arc de cercle intérieur
est le plus grand rayon des D, qui
sont des couronne completes, c.-
a-d. e=(1=9a%2_ pour comparaison,
on montre U sur la méme figure
(en jaune clair). Remarquons que
U a été défini de maniére a étre un
voisinage de K qui est étoilé en 0.

~

Ceci ce fait de méme maniere que dans le cas des bandes horizontales, en remplagant
Uno(X) par wy(x).
Pourx € |-1,1[,0 <t < T,etn € N*,

Yx,r(n) = Wp4q(x)e™Prt1,

On veut montrer que (¥ )—1<x<1,0<z<T €St bornée dans un S,

On commence par le terme y; ;(n) := e~ . D’aprés le Théoreme 3.39, il existe
une fonction 1 : ]0,77/2[ — R, croissante et y € §,, telle que pour tout n assez
grand, p,, = y(n)e™". Alors, pour 0 < 7 < T, on note

Fea(2) = e

lorsque cest défini (c'est-a-dire lorsque z est dans I'un des A, g, voir Def. 3.6). Avec
cette définition, on a pour n assez grand, disons n > ny, ¥ 1(n) = 7 1(n). Or 7 ; est
holomorphe. De plus, y est a croissance sous-exponentielle, donc z — y(z)e™7 est
bornee sur chaque A, . On note Cyg ce supremum :

Co = sup [y(z)e|.

ZGArl,e
Alors,si0 <t < TetsiB € ]0,7/2[,on apourz € A 65
17:1(2)| = |e”7@7| < e7Co < eTC,

En particulier, 7 ; est a croissance sous-exponentielle sur chaque A, 4. Doncy;; €
8,,- De plus, la majoration |7 ;(z)| < eTCo est uniforme en 0 < 7 < T, donc la
famille (7 ;)o<r<7 €st une famille borr_lée de 8,,. On en déduit que la famille de suites
(%:,1)o<z<T €st une famille bornée de §,,
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D’apres le Corollaire 3.49, il existe une fonction croissante r, : 10, 7/2[ — R tel
que pour tout x, la suite (w,(x)),5o soit dans 8, , et que si on note w(x) cette suite,

la famille (w(x))_1<x<1 €st bornée dans 3,2
Alors, on définit r = max(r, ). D’apres ce qui précede et d’apres le 'inclusion
continue de S, et S, , dans 8, (Cor. 3.16), les familles (w(x))_1<x<1 €t (,1)o<r<T SONt

bornées dans 8,. Comme la multiplication est continue dans S, (Prop. 3.12), la famille
(%lc,r)—l<x<1,0<r<T définie par

Ya,r(1) = wp(x)e™ Fn

est bornée dans S,. Remarquons que Ye.r(n) = ¢ (n + 1). Or, le décalage est continu
dans S, (Prop. 3.17). Donc la famille (Yx,r)—1<x<1,0<z<T €St bornée dans S,.

Etape 2d : majoration du membre droit grace aux opérateurs H,. D’apres le Théo-
réme 3.27, si K est un compact de C et si V est un voisinage borné étoilé en 0 de K,
alors il existe C > 0 tel que pour tout x € |—1, 1[, pour tout 7 € ]0, 7| et pour toute
suite finie (a,,),

<C
L=(K)

(4.35)

3 g (x)epregn-?

n>0

> agrt

n>0

Le(V)
Etape 2e : 2 2e : majoration de membre droit; conclusion. Dans cette inégalité, on choisit

K = U 1Dy etV = U, ou U a été définit dans I'énoncé du Lemme 4.28 (voir
Fig. 4. 13) Remarquons que par définition de D,, K est I'union du la couronne
(e-T-(1-9)2 < |¢| < e~(1=9)0%2} ¢t de la couronne partielle {e-T-(1-9)a%2 < |¢| <
1,]|arg($)| — ¥o| = b}. Donc U est un voisinage de K qui est étoilé en 0, donc on peut
appliquer I'estimée (4.35).

Si on prend de plus 7 = t dans I'inégalité (4.35) (rappelons que ¢ est une fonction

dezetx):
C Z a, ¢!

n>0

Y QpWn(x)e=Prign=t

n>0 L*(K)
Comme K contient tous les D,,onax € (—1,1):

J,

L°°(U)-

2
) < AK)| D apwp(x)ePntgn !

n>0 L>(K)

>, agnt

n>0

2
Z apWy(x)e Prifn-1

n>0

2

< 7C? (4.36)

Le(U)

Alors, on utilise cette inégalité (4.36) dans l'estimée (4.34) pour trouver, avec une
certaine constante C > 0 :

2

z angn—l

n>0

2
|f|L2([O,T]><a)) < C .
Le(U)
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U FIGURE 4.14 - Si le disque D(0, e~T) (en rouge)
n'est pas inclus dans U, on peut trouver des fonc-

Q‘O tions holomorphes petites dans U mais arbitraire-

ment grandes dans D(0, e~T) (par exemple, une

suite de polyndmes qui convergent vers ¢ — (¢ —
¢o)~! hors de la demi-droite bleue).

~

D(0,e~T)

Etape 3 : conclusion. Si on combine cette derniére inégalité avec la minoration du
membre (4.32) du membre gauche, on trouve qu’avec une certaine constante C > 0:

f Z angn—l Z angn—l
D(0,e-T)

n>0 n>0
qui est a un changement d’indice de sommation n’ = n—1 l'inégalité (4.31) annoncée.

O

Supposons T < (1 — 2¢)a%2. On veut nier I'inégalité (4.31) du Lemme 4.28. On
le fait comme d’habitude, grace au théoreme de Runge (Th. 1.12). Comme T <
(1 — 2¢)a?2, le domaine U ne contient pas le disque D(0,e~T) (voir Fig. 4.14). On
choisit alors ¢, € D(0,e~7) tel que ¢, & U. Alors, une suite de polynémes qui
converge vers ¢ — (¢ — &)~ ! sur tout compact de C \ {,[1, +oo[ est un contre-
exemple a I'inégalité (4.31).

Donc I’équation de Grushin n’est pas contrdlable en temps T < (1 — €)a%2. Mais
€ > 0 peut étre choisi arbitrairement petit, donc '’¢quation de Grushin n’est pas
contrélable en temps T < a%2. ]

2

2
da)<c

2

Le(U)

Temps minimal pour quelques domaines

Le Théoréme 4.23 permet dans certains cas de majorer le temps minimal de contro-
labilité, tandis que le Théoréme 4.27 permet de le minorer. Si la majoration et la
minoration coincident, on a trouvé le temps minimal de contrélabilité. Cela arrive
pour un certain nombre de domaines.

Théoréme 4.29. Soit Q = |-1,1[ X ]0, [. Soit 1, % : [0, ] — [—1, 1] deux fonctions
continues et w = {(x,y) € |-1,1[ X T,5(») < x < %(x)} (voir Fig. 4.15). Soit*
a = max(sup(y; ), sup(3;)). Alors :

4Si f est une fonction numérique, on note f* = max(f,0) et f~ = max(—f,0).
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y
W
N
I )2}
4 Yo X
—a

FIGURE 4.15 - En jaune, le domaine de contrdle w. A y = y,, la fonction max(y5, ¥7) atteint son
maximum a. Alors l'intervalle ouvert {(x, y,), —a < X < a} est disjoint de w. Donc, ’équation
de Grushin n’est pas controlable & zéro sur w en temps T < a%2. Egalement, si on prend un
chemin ¥ (ici en bleu) du bord inférieur vers le bord supérieur qui reste dans w et qui est proche
de la frontiére autour de y = y,, alors on peut appliquer le Théoréme 4.23, et donc I’équation
de Grushin est contrdlable & zéro sur w en temps T > a%2.

1. siT > a%2, l'équation de Grushin (4.1) est contrélable a zéro sur w en temps T;

2. si T < a2, l'équation de Grushin (4.1) nest pas controlable a zéro sur w en temps
T.

Ce théoréme reste vrai si Q = |—1,1[ X T, oi on demande ¥, et y, d’étre continues
de T dans [—1, 1] (toujours avec y; < p,).

Démonstration. En regardant la Figure 4.15, on peut se convaincre que les Théo-
rémes 4.23 et 4.27 donnerons bien a¥2 comme temps minimal de contrdlabilité a
zéro, mais démontrons-le proprement.

Etape 1 : minoration du temps minimal. Pour cette étape, on a seulement besoin de
traiter le cas a > 0. Par définition de a, pour tout € > 0, il existe y. € (0, 7r) tel que
»B(Ve) < —a+eouy(y:) > a—e Ory < p,donc le segment {(x, y.), |x| < a—¢€}est
disjoint de w, donc, d’apres le Théoréme 4.27, I'’¢quation de Grushin (4.1) n’est pas
contrélable a zéro sur w en temps T < (a — €)%2. Ceci est vrai pour tout € > 0.

Etape 2 : majoration du temps minimal. Soit ¢ > 0 suffisamment petit pour que
¥ —n > €.Soit 7 = max(y, —a—e€) et j, = min(),, a+¢). En exploitant les inégalités
»—N > 6 ) > —a, )y <aetendistinguant chaque cas, on trouve immédiatement
7 — #4 > €. Alors on définit le chemin

7(s) + 1(s) )

—r = 5.
2

Ce chemin va de la frontiére inférieure vers la frontiére supérieure, et vérifie

|abscisse(y)| < a + e ety + €/2 < abscisse(y) < y, — €/2. Donc, pour 7 > 0 assez

petit, on a

V. se[O,ﬂ]|—><

wy = {z € Q, distance(z, Im(y)) < n} C w.
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Alors, d’apres le Théoréme 4.23, I'équation de Grushin (4.1) est contrélable en temps
T > (a + €)%2. Ceci est vrai pour tout ¢ > 0. 0



5 | Controlabilité de 'équation de
Kolmogorov

N traite maintenant le cas des équations de type Kolmogorov. Comme pour

I’équation de Grushin, si on considere les équations de type Kolmogorov posées
pour x € R, des expressions explicites des fonctions propres permettent de plonger
des équations de la chaleur fractionnaire tournée, sous-critique cette fois-ci, dans
les équations de type Kolmogorov. On adapte alors la démonstration de la non-
controdlabilité des équations de la chaleur fractionnaire sous-critique. Le cas ou x
est borné en est une perturbation, plus simple conceptuellement a traiter que les
perturbations de I’équation de Grushin, quoiqu’un peu plus calculatoire.

5.1 Généralités

5.1.1 Définition

On s’intéresse a I'équation de type Kolmogorov suivante, ouy € N :

{ (6, — 02 — v"3,)f(t, x,v) = L u(t,x,v) t€]0,T[,(x,v) € Q 5.1)

f(t,x,v) =0 t €10, T[, (x,v) € 0Q.

On étudieralecasou Q = Q, X Q,avec Q, =R,ouTetQ, =Rou]-1,1[siy =2,
et Q, = ]0,+oo[ danslecasy = 1.

5.1.2 Caractere bien posé

Etant donné que nous travaillerons uniquement du point de vue de l'observabilité
et que les seules solutions que nous considérerons seront des solutions fortes, nous
ne donnons que les idées principales de la démonstration du caractere bien posé de
I'¢quation de Kolmogorov.

On peut montrer que I’équation de Kolmogorov (5.1) est bien posée en prenant
la transformée de Fourier (ou série de Fourier) en x. En effet, dans le cas Q, = R,
si f est solution de I’¢quation de Kolmogorov (5.1) sans terme source (1 = 0), on a
formellement

(6, — 35 — 1V F f(t, &,v) = 0. (5.2)

Si Q, =T, il faut remplacer la transformée de Fourier par les coefficients de Fourier.
Pour chaque § € R, cette équation est bien posée (si Q, = |1, 1[, c’est une équation

127
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parabolique avec coefficients C* bornés, et voir [47, Sec. 14.4 et 14.5.2] pour les cas
y=2,Q,=Rety=1,Q, =]0,+o0[ respectivement, avec la définition précise des
opérateurs et de leur domaine, et la démonstration qu’ils sont maximaux monotones).

On démontre des estimées de dissipation pour les équations (5.2) (voir [13,
Prop. 10 et Prop. 17] pour le cas Q, = T, Q, = R). On définit alors le semi-groupe en
prenant la transformée de Fourier inverse (ou série de Fourier) des solutions de (5.2).

Finissons par donner I'inégalité d’observabilité associée au probleme de controla-
bilité de I’équation de Kolmogorov.

Proposition 5.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout fy € I*([0, T] X Q), il existe u € I*([0, T] X w) tel que la solution f de
léquation de type Kolmogorov (5.1) vérifie f(T,-,-) = 0 sur Q.

2. Ilexiste C > 0 tel que pour tout g, € I*(Q), la solution g de ’équation adjointe

(6, — 82 + 073, )g(t, x,v) =0 t €]0,T[,(x,v) € Q (53)
g(t,x,v) =0 t €10, T[,(x,v) € 0Q, '
vérifie l'inégalité d’observabilité suivante :
18(T, -, 2y < Clglrz(o, Tixw)- (5.4)

5.1.3 Composantes de Fourier

Soit g une solution de I'équation adjointe (5.3). Soit g¢(¢, v) la transformée de Fourier
de g selon la variable x (ou le £-iéme coefficient de Fourier si Q, = T). Alors, on a
formellement

(6, — 05 +i&v)ge(t,v) = 0.

Dans le cas y = 2, l'opérateur —32 + ifv? est l'oscillateur harmonique étudié a la
section 3.2 (a un facteur i€ pres et avec h = (i£)~2). Plus précisément, si Q,, = R,
la premiere fonction propre de cet opérateur est ug(v) = e~ViEv¥2 de valeur propre
Mg = \/E . Etsi Q, = ]-1,1[, la premiére fonction propre est, avec les notations
de la section 3.2.4, ug = v(j¢)-12, de valeur propre ug = i(¢)-12. En particulier, si
a € CP(R,), alors la fonction g définie par

g(t,x,v) = /a(g)eixg_t“Eug(v)dé' (5.5)
R

est solution de '’équation de Kolmogorov sur Q = RxQ,, (si Q = TxQ,, on remplace
'intégrale par une somme pour & € 2).
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Dans le cas y = 1, l'opérateur —d2 + ifv est I'opérateur d’Airy dont on a discuté a
la Section 3.3, avec z = i€. Soit —u, le premier zéro de la fonction d’Airy. D’apreés la
Proposition 3.54, la fonction us définie par

ug(U) — Ai(gl/Seinmv _ #o)

est fonction propre de —92 + i€v, de valeur propre £2/3u,e?7/3 =: £2/3},. Alors, si
a € CP(R,), lafonction g définie par

gt x,v) = f a(§)e™s =1 ug(v) dg = f a(§)e A8 A(E13e 0y — ug) dE
R R

(5.6)
est solution de I’équation de Kolmogorov. Notons que d’apres 'asymptotique de la
fonction d’Airy (3.62), cette intégrale converge.

5.2 Non-controlabilité avec un potentiel quadra-
tique

On suppose dans cette section que y = 2.

5.2.1 Non-controlabilité sur des bandes verticales

On démontre que I'équation de Kolmogorov n’est pas controlable a zéro si le domaine
de controle est une bande verticale.

Théoréme 5.2. Soit Q, = RouQ, =TetQ, =RouQ, =|-1,1[, s0it Q = Q, XQ,,
et soity = 2. Soit T > 0 et w, un ouvert strict de Q,. L'équation de Kolmogorov (5.1)
n’est pas contrdlable a zéro sur w = w, X Q, en temps T.

Démonstration dans le cas Q = R%. Comme I’équation de Kolmogorov est invariante
par translation dans la direction x, on peut supposer que w,, est de la forme w, =
{x eR, |x| > €}

D’aprés notre discussion sur les composantes de Fourier, la formule (5.5) définit
une solution de I'’équation de Kolmogorov. Dans le cas Q, = R, on a yg = \/1_5 et

ug(v) = e~Vi&v¥2 L4 solution donnée par cette formule est alors

g(t,x,v) = fa(g)e—\/i_%(t+u2/z)+ixg de.
R

Fixons alors &, > 0 et y une fonction C(]—&,/2, £,/2[) qui vaut 1 sur le segment
[—£,/4, £,/4]. Alors, pour h > 0, on choisit a(¢) = h=V4 y(hé — £))e~é=5)72h 14
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solution définie par la formule (5.5) est alors en faisant le changement de variables
§' =hé
gn(t,x,0) = R34 f X(g _ go)e—(é—60)2/2h+ix§/h—(t+vz/z)\/ig/h df. (5.7)
R

Remarquons que c’est a une constante pres la solution de I'’¢quation de la chaleur
fractionnaire (2.37) avecax = 1/2,z = \ﬁ et ol1 on a remplacé ¢ par t + v%2.

On exploite alors les estimations ponctuelles de g;, qu’'on a démontrées dans la
Prop. 2.13 : pour tout € > 0 assez petit, on a uniformémenten |x| > ¢, t >0etv € R

gn(t, x, v) = O|x| e </h-ctt+vINh) (58)

et localement uniformémentent > 0, |[x| <eetv €R

gh(t’ X, U) — eixgo/h—x2/2h+0(h‘1/2) (59)

Donc,on a
18l 12([0. T1xw) = O(e™¢/M) (5.10)

et
_ -1/2

18n(T, -, 2y = 180 (T, raqui<e,pj<ry = € (5.11)
En prenant la limite 4 — 0, On voit que la famille (g;,);-¢ est un contre-exemple
a I'inégalité d’observabilité (5.4). O

Ebauche de la démonstration dans le cas Q = T x R. Comme dans le cas de I'’équa-
tion de la chaleur fractionnaire sur T, on définit ghper(t, xX,0) =), kez gn(t,x+2mk,v)
qui est solution de I’équation de Kolmogorov (5.3), et comme pour le cas de 'équation
de la chaleur fractionnaire, tous les termes pour k # 0 sont en O(e~“'"). Les détails
des calculs sont laissés au lecteur. O

Pour le cas Q, = ]—1, 1], les fonctions propres ne sont plus exactement e~Vi¢v%2,
Nous allons nous servir des résultats de la Section 3.2 pour gérer les termes d’erreurs.
On rappelle que u; est la premiére fonction propre de —82 + ifv? (qu’on normalisera
par ug(0) = 1), de valeur propre associ€e ug. On rappelle également qu’avec les
notations de la Section 3.2, ug = i§4¢ey-12 €t ug(L) = v(igy-12(v).

Démonstration du Théoréme 5.2 dans le cas Q = R X |—1,1[. Le contre-exemple a
I'inégalité d’observabilité (5.4) est essentiellement le méme que dans le cas Q, = R,
mais en ajoutant les corrections aux fonctions propres et valeurs propres. On définit

gn(t,x,v) par:

gn(t, x,v) = h=3/4 f x(E - go)e—ixg/h—(g—50)2/2h—“§/htu§/h(v) de. (5.12)
R
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De maniere équivalente, si on définit pg := g — \/E et la « correction » &y, ; ,(§)
par
Sp(§) = V2 (v)e ™ Pen, (5.13)

ona

gn(t, x,v) = h=3/4 f (E = E)e—EIm=G=E 2~ 2R S, | (£)dE.  (5.14)

R

Remarquons que d’apres le Théoréme 3.39 et la Proposition 3.51, cette correction
S vérifie 5h,t,v(§ ) = 1lorsque h — 0 (plus de détails Eq. (5.19) et (5.21) plus loin).
Chaque fonction (¢, x,v) e TIXEHe tug(v) est solution de '’¢quation adjointe (5.3)
(méme si elle n’est pas dans l'espace d’énergie). Donc gj, est solution de I’¢quation
adjointe.

Avec la notation ¢,(¢) = (£ — ix)%2 (comme dans la démonstration de la Propo-
sition 2.13), on réécrit la définition de u;, de la maniére suivante :

gn(t, x,0) = h=3¥4eX8o/h=X2h, (1 x v), (5.15)
avec
I(t,x,0) = /X(g)e—¢x(§)/h—\/i(§+Eo)/h(t+v2/2)5h’t,v(§+ £,)déE (5.16)
R

Comme dans le cas Q, = R, on démontre les estimations ponctuelles suivantes

Proposition 5.3 (Estimations ponctuelles). Soit € > 0 assez petit. On a uniformément
en|x|>e¢et>0etve]|-1,1]

gn(t, x,v) = O(|x|~2e~/") (5.17)
et localement uniformémenten |x| <e t > 0etv € |-1,1]
gn(t, x, v) = el¥éo/h—x2h+0(h™1/%) (5.18)

Ces estimations impliquent comme dans le cas Q, = R que g, est un contre-
exemple a I'inégalité d’observabilité (5.4), ce qui implique le Théoreme 5.2. Nous
omettons cette partie de la démonstration.

La démonstration de ces estimations ponctuelles est en essence la méme que
la démonstration de la Proposition similaire (mais plus simple) 2.13. Mais on doit
s’assurer que la « correction » ne pose pas de probléme dans la démonstration, no-
tamment avec les changements de chemins d’intégration.

Notons que dans I'intégrale définissant g, (Eq. (5.15) et (5.16)), d’apres le support
de y, on intégre seulement sur |—&,/2, &,/2[. Donc, si on veut changer de chemin
d’intégration de R a un autre I', on doit s’assurer, comme dans la Proposition 2.13,
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(&5+ I)/h
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FIGURE 5.1 - A gauche, un exemple de chemin sur lequel on veut intégrer la définition de g

(Eq. (5.15)). A droite, la transformation de T par § = 1/—i(§, + &)/h, pour un h fixé. En bleu
clair, une partie du domaine complexe ou la valeur propre p; et la fonction propre ug sont

définis. La « correction » 8y ¢ ,(§ + &) est définie sur I siy/—i(§ + &,)/h est dans le domaine
bleu lorsque & in T

qu’on ne change le chemin qu'entre § = —&,/4 et &,/4 (ou y = 1). Mais on doit aussi
vérifier que la « correction » est définie sur ce chemin.

Rappelons que p; = 15/1(15)_1/2 et ug = Ugg)-12. O1, d’apres les résultats de la
section 3.2, A et vy, sont définis sur des domaines de la forme {|h’| < hg, |arg(h’)| <
6} pour 0 < 6 < 7/2 (voir Th. 3.39 et 3.48). Donc la « correction » &y, ; ,(§) est définie
pour |arg(1/i&/h)| < 37/8 (par exemple) et [1/i&/h| assez grand (voir Fig. 5.1). Ceci
est vrai par exemple si & — &, est dans un voisinage V fixe, assez petit, de [—§,/2, &,/2]
et h < hy (avec hy assez petit). Dans le reste de cette démonstration, nous justifierons
les changements de chemin d’intégration dans (5.15) en nous assurant qu’ils restent
dans V. De plus, le Théoréeme 3.39 et les Propositions 3.48 et 3.51 se traduisent
respectivement en les estimations suivantes, ou pg = pg — \/E ,

le"tPem — 1] < Ce=/""* pouré €&+ V,h<hyet0O<t<T (5.19)
|eVi§/h”2/4u§/h(v)| <C pouré € £+ V,h < hget|v] <1 (5.20)
|eVi§/h"2/2u§/h(v) -1 < Ce—ch™1? pouré €&+ V,h<hget|v] <1/2. (5.21)

Pour obtenir l'estimée (5.17), on commence par intégrer par parties dans la défi-
nition de I, (Eq. (5.16)) pour obtenir une décroissance en x :

It %, 0) = f Oy, | (£)de
R
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avec

2
Ut xo(§) = (hagrli)) ()((%')e—\/i(§+§0)/h(t+u2/2)5h,t’v(§‘ + 50))
(5.22)

1 . B
B (ha§m> (@ ET Tty ey (0)e™ Pierion )

Alors, on change le chemin d’intégration pour un chemin I}, qui suit un arc
d’hyperbole R(¢,(£)) = a%2 — x¥2 = R(¢,(a)) avec a assez petit pour que les arcs
d’hyperboles pour |x| > ¢ restent dans le domaine V (ou 8, ,(§ + &) est défini).
Ainsi, on a

In(t, X, 0) < C SUp [ o(§)|e™72+720, (5.23)
el
De plus, les estimées (5.19) et (5.20) impliquent que pour £ € T, et |x| > ¢:

[t 1,0 ()] < Celx| 72

Donc, en combinant cette estimée avec I’équation (5.23) et la définition de g,
(Eq. (5.15)), la majoration (5.17) de gj, est démontrée.

Pour obtenir la minoration (5.18), on utilise a nouveau la méthode du point col.
On commence par déformer le chemin d’intégration en un chemin qui passe par le
point critique &, = ix de ¢,. Comme on ne peut déformer le chemin d’intégration
que dans un voisinage V de [—&,/2, §,/2], on ne peut faire ceci que si x est assez petit,
disons |x| < e.

Alors, on utilise & nouveau la Proposition 2.9. Méme si cette Proposition est
énoncée pour u indépendant de h, le premier O ne dépend pas de u et le second n'en
dépend que par sa norme Hy. On peut donc en fait utiliser cette proposition avec
u dépendant de h, si on suppose que u; — u, dans HY® lorsque h — 0. Dans notre
cas, on applique la méthode du point col avec uy (&) = &, ,(§ + &) (avec & défini a
I’équation (5.13)). Les estimées (5.19) et (5.21) assurent que pour a > 0 assez petit,
on au, — 1dans HY lorsque h — 0, cette convergence étant uniformeen 0 <t < T,
Eeéy+Vet|v] <1/2.

Donc la méthode du point col implique que localement uniformément en x assez
petit,v € Rett > 0,

I,(t, x,0) = 27D + 0(Vh)). (5.24)

Donc, d’apres la définition de g, (Eq. (5.15)), on a localement uniformément en
|x| <e,vEeRett >0,

gn(t, x, v) = e¥o/h=x¥2h+0( (1 4 o(/h)). (5.25)

On a donc bien 'asymptotique (5.9) annoncée.
La démonstration de la Proposition 5.3 est achevée, ainsi que la démonstration
du Théoréme 5.2 dans le cas Q = R X |1, 1[, comme on I'a déja dit. O]
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U FIGURE 5.2 - En jaune, le domaine de

contrdle w. S’il existe une ligne verticale
@ (en bleu foncé) symétrique par rapport &
(f m x {v = 0}, qui est disjointe de c, alors pour

tout a’ < a, il existe un rectangle de la

a \\uy forme {|x — x¢| < b,—a’ < v < a'}(en

bleu plus clair) qui est disjoint de @.

Xo

Ebauche de démonstration dans lecas Q = T x ]—-1,1[. Danslecas Q, = T, Q, =
1-1,1][, on regarde a nouveau le périodisé de gy, c-.a-d. gpper(t, X, V) = Zkez gn(t,x+
27k, v). Comme dans le cas de la chaleur fractionnaire sous-critique (et Kolmogorov
avec Q = T X R), gpper €st solution de I'équation de Kolmogorov (5.3), et est un
contre-exemple a I'inégalité d’observabilité (5.4). O

5.2.2 Minoration du temps minimal pour des domaines de
contrdle non rectangulaires

Théoréme 5.4. Soit O, = RouQ, = TetQ, = RouQ, = |-1,1], et soit Q =
Q. XQ,,. Soitw C Q. On suppose qu’il existe x, € Q, et a > 0 tel que l'intervalle vertical
symétrique {(xy, V), —a < v < a} est disjoint de w. Alors I'équation de Kolmogorov (5.1)
nest pas controlable a zéro sur w en temps T < a?/2.

Démonstration danslecas Q, = Q, =R. Si0 < a’ < a, il existe b > 0 tel que le
rectangle R := {|x — Xxy| < b, |v|] < a'} soit disjoint de w (voir Fig. (5.2)). Comme
I’¢quation de Kolmogorov est invariante par translation dans la direction x, on peut
supposer que xo = 0.

On va utiliser les mémes fonctions g;, que dans le cas des bandes verticales
(Eq. (5.7)). Mais alors que nous avions utilisé uniquement le terme en h~! dans
I’'exposant de I'asymptotique (2.35), nous allons ici utiliser le terme suivant. Plus
précisément, selon cette asymptotique avec z = \/I o = 1/2 et t remplacé par t + v%2,
on a localement uniformément en |x| < £,/8,t > 0etv € R :

gn(t, x,v) = ch~14e3tx0h(1 4 0,(\h)) (5.26)

avec
2

2
#(t, x,v) = ix€y — x? —4/i& — x (t + %) h'2 + 9,(h).

L’idée est alors de remarquer que dans I'intégrale f, |g,(T, x,v)|* dx dv, la partie
avec la plus grande contribution est au voisinage de x = v = 0, et que dans l'intégrale

f[o Tl |gn(t, x,v)|? dt dx dv, la plus grande contribution vient du voisinage de t =
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0,x = xo = 0 et v = a ou —a. Ainsi, en notant ¢, = R(+/i&,) > 0 et en oubliant pour
le moment les termes d’erreurs, on a

|<e
lvj<e

f |gn(T, x,v)|* dxdv = czh‘l/zf e~ *Th=co@T+v)Nh qx dp v Chl/4e—2TcoVh
Q X

et

|x|<€e
[0,T]xQ2 a<|v|<a+e
t<e

~ Che=Co@’Nh,

f Ign(t, x, v)|? dt dx dv ~ 2h =12 f e~xh=cot+v)Nh 4t dx du

Donc, si 2T < a?, I'inégalité d’observabilité ne peut étre vraie. Démontrons mainte-
nant rigoureusement ceci. Soite > 0 et T = a’¥/2 —¢. Ona R(y/i&, — x) = ¢y + O (x).
Donc, pour x assez petit, disons |x| < &g , on a

co—esm(\/igo—x)§co+e.

Dong, localement uniformément en |x| < 550, t>0etveR:
x? v?
R(p(t, x,v)) > —5 = (co+€) (t + 7) h'’2 — 0, (h) (5.27)

et
2

2
R(P(t, x,0)) < _x? —(cg—¢) (t + %) h'2 4+ 0, (h). (5.28)
Pour minorer le membre de gauche de I'inégalité d’observabilité (5.4), on écrit

|gn(T, -, ‘)|%2(Q) > |gn(T, -, ')|i2(|x|<b,|v|<a’)'

Alors, d’apres I'asymptotique (5.26) :

|gh(T, ) )|i2(Q) > Czl’l_l/2 f ezm(¢(TaX,U))/h dx dU(l + O(\/Z))

|x|<b
lv|<a’

et d’aprés la minoration de ¢ (5.27) :

\gn(T, -, _)@(Q) > c2h—1/2e0h(1)/ e—X7h—(co+)@T+v)Nh 4 dv(l + 0(@))'

|x|<b
lv|<a’

L’intégrale en x est

j e~ "h dx = \/h + 0(e='")
|x|<b
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et I'intégrale en v est

f e—(co+e)vz/\/ﬁ dv=./ T hl/4 4 O(e_C/\/ﬁ)-
vj<a’ Copte€

18n(T, o) 2 ¢ hV4e=(ore2TR(1 4 0(\h))

Donc,

et donc, pour h assez petit :
18 (T, oy > ¢'hV/4e=Corer2TR (5.29)

Majorons maintenant le membre droit de I'inégalité d’observabilité (5.4). Rap-
pelons que w est un sous-ensemble de Q \ {|x| < b, |v| < a'}. Soit a” > a’, qui sera
choisi assez grand plus tard. On définit

wg = {|x| < 8¢,,a’ <|v| < a"} (5.30)
wy = {[x] = 8¢, } (5.31)
w, = {|x| < 8¢, [v| > a"}. (5.32)

Quitte a réduire &, on peut supposer, ¢, < b. Avec les définitions précédentes, on
aalors w C wy U w; U w,. donc,

2 2 2 2
18hl72(10,T1xes) < 18R1T2(10, T1xwq) T 1811 T2¢10,Tixe0y) T 18R1T2(10,T1x0)

D’apreés la majoration (2.33) avec ¢ remplacé par ¢t + v¥2,0n a:

—c'v? 2
|gh|i2([0,T]xw2) = O(f e~ ¢v Vh dv> = O(e c'a /ﬁ) .
[v]za”

On choisit a” assez grand pour que ¢'a”? > (¢, — €)a’?. Alors, on a

_ _ 12
8 1F2(10,1xy = O (07 E). (5.33)

On a déja vu en traitant les bandes verticales (Eq. (5.10)) que
|gh|%2([0,T]xw1) = O(e—C/h)_ (5.34)

Enfin, d’apres 'asymptotique (5.26) et la majoration (5.28), on a uniformément en
0<t<T|x|<dgeta <|v]<a”

1gn(t, %, V)| < (mh)~12e=*7h=(co-)@t+v)Nh+0p (1)
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On a donc
184220, 71x0) = © ( / e~ (co—ewiVh dv) = 0(e~Comaa™h)  (5.35)
a’<|v|<a”

Alors, en rassemblant les trois majorations (5.33), (5.34) et (5.35), on a

—(co—€)a'?
18nI22 10,7y = O (€70 VR), (536)
Supposons que (cy—€)a’? > 2T (¢, +€). Alors, en considérant la majoration (5.36)
de |gnlr2([0,T]xw) €t 1a minoration (5.29) de |gy(T, -, -)|12(q), €t prenant la limite & — 0,
on voit que 'inégalité d’observabilité n’est pas vraie. Donc I’équation de Kolmogo-
rov (5.1) n’est pas contrdlable a zéro sur w en temps T < %a’z/ 2. Ceci est vrai pour

0
tout a’ < aete > 0, donc I'équation de Kolmogorov n’est pas contrdlable a zéro sur

wentemps T < a%2. O

Ebauche de démonstration danslecas Q = Tx R. Le cas Q, = T, Q, = R est simi-
laire; avec I'argument de périodisation qu’on a utilisé pour I’équation de la chaleur
fractionnaire et pour I’équation de Kolmogorov avec Q,, = T dans le Théoréme 5.2.
On considere gppe,(t, X, V) = )} rez 8n(t, X + 27k, v), qui est solution de I'équation de
Kolmogorov. Dans cette somme, comme pour ’équation de la chaleur fractionnaire,
seul le terme pour k = 0 compte, puisque les autres sont O(e~¢/"). O

Ebauche de démonstration dans le cas Q, = |—-1,1[. Le cas Q, = ]—1,1[ est encore
semblable au précédent, mais en incorporant la « correction » § définie a I’équa-
tion (5.13) dans la démonstration du Théoréeme 5.2 pour le cas Q, = |1, 1].

Décrivons ce qu'on doit faire par rapport au cas Q, = R. Dans le cas Q =
R X ]-1,1[, on considére les mémes solutions g; que pour les bandes verticales
(Eq. (5.14)). On démontre quuniformément en |x| > €,t > O0etv € |-1,1],

g,(t, x,0) = O(|x|~2e~h). (5.37)

Ensuite, on calcule l'ordre suivant dans 'asymptotique (5.18). On démontre que
localement uniformément en v € |—1, 1|, |x| assez petitet t > 0,

gn(t, X, 0) = Ch_1/4eix§’0/h—x2/2h— Eo+ix(t+0¥2)/V h+0p(1) (1 n O(\/ﬁ)). (5.38)

On choisit a’ < a et § > 0 comme dans le cas Q = R?, ainsi que a’ < a” < 1, et
on définit w, w; et w, par les équations (5.30), (5.31) et (5.32).

Avec I'asymptotique (5.38), on peut démontrer une minoration du membre de
gauche de 'inégalité d’observabilité qui est similaire a (5.29). On démontre également
une majoration similaire a (5.35). Avec la majoration (5.37), on peut démontrer une
majoration similaire a (5.34). Et grace au Théoréme 3.48 pour traiter les termes pour
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|v| > a”, on démontre une majoration similaire a (5.33). Le reste de la démonstration
est un copier-coller.

Pour le cas Q = T X |-1, 1[, on considére & nouveau les fonctions gjpe;, quon
traite de la méme maniere. ]

5.3 Non-controlabilité avec un potentiel affine

On traite maintenant I’équation de Kolmogorov avecy = 1 et Q = Q, X R%.

Théoréme 5.5. Soit Q, = RouQ, =TetQ = Q, X]0,+o0[, et soity = 1. Soit T > 0
et w, un ouvert strict de Q... L'équation de Kolmogorov (5.1) n'est pas controlable a zéro
sur w = wy X 10, +oo[ en temps T.

Démonstration dans le cas Q,, = R. De maniére analogue au cas y = 2, on va consi-
dérer des solutions définies par la formule (5.6). Fixons £, > 0 et y une fonction
C>*(1-&,/2,&,/2]) qui vaut 1 sur [—&,/4, §,/4]. Alors, pour h > 0, on choisit dans la
formule (5.6) a(§) = h=Y4y(hé — £,)e~1E=40)%2h L3 solution ainsi définie est alors
en faisant le changement de variables &' = h&

gn(t,x,v) = h3/4 f x(&— %‘O)e—(g—50)2/2h+ix€/h—t/lo§2/3h‘2/3ug/h(v) d¢, (5.39)
R

ou on rappelle que
ug/h(v) — Ai(§1/3eiﬂ/6vh—1/3 _ IMO)-
Comme dans le cas y = 1, on montre grace a la méthode du point col des estima-
tions ponctuelles sur gj,.

Proposition 5.6 (Estimations ponctuelles). Soit e > 0 assez petit. On a uniformément
en|x|>et>0etveR]

gh(t, X, v) — O(|x|—ze—c/h—003/2h—1/2) (5'40)
et localement uniformémenten |x| <e t > 0etv € R}
gh(t7 X, U) — eixgo/h—x2/2h+0(h—2/3). (541)

Démonstration. La démonstration suit le méme plan que pour I’équation de la cha-
leur fractionnaire ou I’équation de Kolmogorov avec y = 2. On écrit gj, sous la forme

gt x,0) = h34ebo/h=x12hE, (1 x ), (5.42)
auquel cas Ij, est égal a, avec ¢,(€§) = (£ —ix)%2:

I,(t,x,v) = /X(é‘)e—¢x(§)/h—t/10(§+§0)2/3h—2/3 Ai ((§ + &) 3elm/6pp=1/3 /"0) de.
R
(5.43)
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Etape 1 : majoration. Comme dans le cas y = 2, on intégre par parties pour obtenir
une décroissance en x, et on change de chemin d’intégration pour un chemin I}, qui
suit un arc d’hyperbole R(¢,(&)) = R(¢,(a)) avec a assez petit :

I(t, x, v)=f e_¢X(§)/huh,t,x,v(§)d§
Ty
avec

1\’ s, /6,
uh,t,x,v(g) = <ha§§——ix> ()((g)e—MOEZBh 23 54 (@, + §O)1/3em/ﬁvh 1/3 —#0))-
(5.44)
D’aprés I'asymptotique (3.62) de la fonction d’Airy, on a dans la limite |{| - +oo,
larg(¢)| < 7/2 (par exemple), on a

_2s32 _ 2432
3§ , 3§ .

Ai(¢) ~ c¢ Ve et Ai'(¢) ~ C¢V4e

En utilisant 'équation différentielle Ai”(¢) = ¢ Ai(¢), on a une asymptotique pour
Ai"(¢) dans le méme régime. En particulier, on a une majoration de uy, ;. ,, de la
forme
[Un e ,0(§)] < || "2emeth ™ P mev?Eh Tl
) ,x,U -

valable pour |x| > €, t > 0 et v > 0 et h assez petit, disons h < hy. Donc, d’apres la
définition de I, (Eq. (5.43)),onapourt > 0, |x| > €, v > 0eth < hy

|Ih(t, X, U)l < C|x|‘ze_a2/2h+x2/2h_“h_2/3_"”3/2h_1/2.

Donc, d’apres I'expression de gj, en fonction de Ij, (Eq. (5.42)),onapourt > 0, |x| > ¢,
v>0eth < hy

|gh(t’ X, U)l < C|x|—Ze—az/zh—cth_ZB—cv3/2h_1/2

b

qui est bien la majoration annoncée.

Etape 2a : minoration; expression de I, pour appliquer la méthode du point col. Pour
obtenir I'asymptotique (5.41), on veut appliquer la méthode du point col (Prop. 2.9).
On commence par choisir dans 'intégrale définissant I}, un chemin Ij, qui passe par
& = ix. Alors, en notant z(§) = & + &, + ix, on a avec a > 0 assez petit

a
I(t,x,v) = / e—E%2h—t202(§)*Ph723 A (Z(f)l/3eiﬂ/6vh_l/3 _ /"0) dE + O(e=</),
-a

ou le O vient de la partie de I'intégrale loin de £ = 0, et est localement uniforme en x
assez petit, v > O et t > 0. En utilisant I'asymptotique

2
AI(S = ) = O = )46 737 (14 0(3%)
= e R (1 o),
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on réécrit I, comme
a
I, = / e~ 2Rt (DR P4 (O 24rs(ORT0Y (£YdE 4 O(e¢/h), (5.45)
-a

avec (ol on a toujours z(§) = & + &, + ix)

r(§) = —t202(§)*?
},2(%«) — —2/361”/403/22(5)1/2

r3(§) = poe ™ol 2z(€)V°
up(€) = C'z(£)"V12R112(1 + O(hVS)),

le O étant localement uniforme en ¢, v > 0 et x assez petit.

Etape 2b : minoration; méthode du point col. La méthode du point col que nous avons
énoncée (Prop. 2.9) ne peut gérer directement I'expression de Ij, précédente;ily a
trop de termes dans I'exponentielle. On doit a nouveau l'adapter. On affirme que
localement uniformément en ¢t > 0, v > 0 et x assez petit, on a toujours

I(t, x,v) = O™, (5.46)

La démonstration de ceci est une adaptation de la Proposition 2.9. On pose h’ == h'/3,
et il suffit alors essentiellement de modifier 'application F a laquelle on applique le
théoréme des fonctions implicites; on considére ici

F: (&1 n,1,1) = &= (&)= |WPPE&) — W2 &)

Ainsi, avec ¢y, (&) = E¥2—h131(8)—h'21(8)—h*%r(£), on aléquivalence ¢}, (&) =
0 & F(&,h'3,1,1,1) = 0. De méme que dans la Prop. 2.9, on démontre grace au
théoréme des fonctions implicites I'existence d’un point critique {.(h',r) de ¢y, ,,
dépendant continiment de h,n, 1, 13, et qui est non dégénéré et unique dans D,
pour h assez petit. Le reste de la démonstration est identique : le point critique est en
§.(h',r) = O(h'), la valeur critique est en ¢y, = ¢y, (§.(h', 7)) = O(h'). On fait alors

le changement de variables 7 = /1 + h'¢;, (§)&, avec

1
Bnr(6) = 2 f (L= ) + RS + RY2YER ) + sE) dE.
0

Avec ce changement de variables, et avec § > 0 assez petit, on a localement unifor-
meément en ¢t > 0, x assez petitet v > 0,

)
I(t, x,v) = f e—n2/2huh(§c(h/’ r) + g(n))j_i dn + O(e—C/n).

)
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Alors, la méthode de la phase stationnaire (Th. 2.7) donne 'asymptotique localement
uniforme en x assez petitett,v > 0

I,(t,x,0) = eo(h_m)(uh(o) + O(h'Pup| o))

Etape 2c : minoration; conclusion. Comme up(x) = C'(§ + & + ix)"V12n!/12(1 +
o(hY 6)), on a bien I'asymptotique (5.46) annoncée sur I;,. D’apres 'expression de gy,
en fonction de I, (Eq. (5.42)), on a 'asymptotique (5.41) annoncée. O

Avec les asymptotiques sur gj, de la Proposition 5.6, nier 'inégalité d’observabilité
pour I’équation de Kolmogorov se fait de la méme maniére que dans le cas y = 2.
Comme I'¢quation de Kolmogorov est invariante par translation dans la direction
X, on peut supposer que 'ouvert de controle est inclus dans un ouvert de la forme
{|x| > €}. Alors, on a

18kl L2(10,TIxw) = O(e™")
et
— -2/3
181(T, -, lr2c) = 18n(Ts > rz(xj<e.1<v<z) = €CF .
En prenant la limite 4 — 0, on voit que la famille (g;,);-( est un contre exemple
a I'inégalité d’observabilité (5.4). O

Ebauche de démonstration dans le cas Q,, = T. Dansle cas Q = T X ]0, co[, on consi-
dere les solutions g;, du cas Q = R X ]0, +oo[ qu'on périodise :

ghper(to X, U) = Z gh(t, X + 27k, U).
kez

Comme dans le cas y = 2, seul le terme pour k = 0 n'est pas O(e /"), et la famille
(&hper)n>o €st alors un contre-exemple a I'inégalité d’observabilité (5.4). O






6 | Systemes paraboliques-
hyperboliques a coefficients
constants

A controlabilité a zéro de I'¢quation de la chaleur est déja connue, et les proprié-

tés de controlabilité de I'équation de transport sont également bien comprises.
En particulier, comme les solutions de I’équation de transport se propage a vitesse
finie, la controdlabilité ne peut étre vraie en temps petit. Mais si on couple des équa-
tions de transport et des équations de la chaleur, il n’y a plus de raisons pour que le
support se propage a vitesse finie. Nous examinons ici le cas d’un systéme d’é¢quation
de transport et de la chaleur a coefficients constants et sur le tore de dimension un.
On démontre que ces systemes sont contrdlables a zéro en temps grand, le temps
critique étant celui donné par les équations de transport!

6.1 Introduction

6.1.1 Systémes paraboliques-transports

Les systemes que nous considérons sont les suivants

{dtf—B6§f+A8xf+Kf:u]lw sur |0, T[ X T, 6.1)
f0,)=fo sur T,
ou
o T > 0,westunouvert nonvidede T,d € N*, A,B,K € My(R),
o létatest f: [0,T]x T — RY,
« lecontroleestu: [0,T] x T — R4,
On suppose
d=d;+dyavecl1 <d, <d, 1<d,<d, (H.1)
B= (g g) avec D € My, (R), R(Sp(D)) C 10, +oo (H.2)
(6.2)

1Ce chapitre est issu d’un travail en collaboration avec Karine Beauchard et Kévin Le Balc’h [19].

143



144 6.1. INTRODUCTION

En introduisant la décomposition par blocs analogue pour les matrices A et K, et
les fonctions f et u, c.-a-d.

_ (A Ap _(Ku Ki _ (A x) _ (uy(t, x)
A= (A21 Azz) K= (KZI Kzz) - J0) = (fz(t’x))’ ut. x) = (uz(t,x)) '

on voit que le systéme (6.1) couple un systéme d’équation de transport sur f; et un
systéme d’équations paraboliques sur f, :

0y + A9y + Ky1) fi + (A120x + Kpp) o = uy 1, sur |0, T[ X T,
(8, — D3% + Ay + Kip) fo + (42105 + K1) fi = 1y, sur]0,T[ X T,  (6.3)
(1, £2)00, ) = (for» fo2) sur T.

On fait I’hypothese suivante sur A’ :

A’ est diagonalisable et Sp(4’) C R. (H.3)
On démontrera ultérieurement grace a des séries de Fourier vectorielles et une analyse
spectrale minutieuse que pour tout f;, € L*(T, CHhetue I2(]o, T[ x T,C™), il existe
une unique solution? f € C°([0, T], I2(T)?) de (6.1) (voir Sec. 6.2.3).

On identifie le temps minimal de controlabilité a zéro.

Théoréme 6.1. On suppose que w est un ouvert strict de T. On suppose égale-
ment (H.1)~(H.3). On définit®

€(w) := sup{|I|; I composante connexede T \ w}, (6.4)

M, = min{|ul; u € Sp(A")},

et
f(w) .
— >0,
=] W UHe (6.5)
+o0 ifu, =0.
Alors

1. le systéme (6.1) n'est pas controlable a zéro sur w en temps T < T,

2. le systéme (6.1) est contrdlable a zéro sur w en temps T > T*.

2Si on suppose D + D* > 0, on pourrait le démontrer grace au Théoréme de Lumer-Philips, par
une méthode analogue a celle qu’on emploiera pour les systemes chaleur-demi-chaleur (Sec. 6.5.2).
Mais on a besoin de toute facon de 'analyse spectrale, et elle nous donne facilement (au moins
conceptuellement) le caractére bien posé avec I’hypothése plus faible R(Sp(D)) C ]0, +oo|.

3Si I C R est mesurable, on note |I| sa mesure de Lebesgue.
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En particulier, si w est un intervalle de T et u,, > 0, le temps minimal de controla-
ciis a2 27— ||
bilité a zéro est T* = ——.

Le résultat négatif Pén temps T < T* est attendu en raison de I’équation de
transport. Mais a cause du couplage avec '’équation parabolique, il n’y a aucune
raison pour qu’il existe des solutions dont le support se propage a vitesse finie. La
démonstration de la non controlabilité en temps T < T* est donc un peu plus
compliquée que pour I'¢quation de transport pur; nous utiliserons pour cela les
résultats de la Section 3.1.4.

La démonstration du résultat positif en temps T > T* est une adaptation, pour
des systémes de taille arbitraire, de la méthode employée par Lebeau et Zuazua sur
les systemes de thermoélasticité [59].

La controlabilité a zéro en temps T = T* n’est pas encore élucidée.

6.1.2 Etapes de la démonstration

On commence par démontrer quelques résultats préliminaires (Sec. 6.2), dont une
analyse spectrale de l'opérateur —Bd2 + Ad, + K sur T, ce qui nous permettra de
montrer que le systeme parabolique transport considéré est bien posé.

Ensuite, on démontre la non-controlabilité a zéro en temps T < T* (Sec. 6.3),
en construisant des solutions proches d’un transport pur, et en traitant les termes
d’erreurs graces aux résultats de la Section 3.1.4.

Enfin, on démontre la controlabilité a zéro en temps T > T* (Sec. 6.4). Ceci se
fait en projetant I'’€quation sur les « fréquences hyperboliques » (qu'on traite grace a
des techniques de propagation de singularités) et sur les « fréquences paraboliques »
(qu'on traite grace a la méthode de Lebeau et Robbiano). On rassemble ces deux
projections et on traite les basses fréquences graces a des arguments de compacité et
de continuation unique.

6.2 Résultats préliminaires

6.2.1 Composantes de Fourier
On veut étudier I'opérateur
L :=—Bd2+ Ad, +K (6.6)
de domaine
D(L) ={f € IX(T)4, —B32f + Ad.f + Kf € IX(T)%} (6.7)

ou les dérivées doivent étre entendues au sens des distributions sur T. Dans ce
chapitre, on note e,, la fonction x — e"*. On remarque qu’en appliquant £ a Xe,,,



146 6.2. RESULTATS PRELIMINAIRES

(ou X € C%), on trouve
i 1
L(Xe,) = n? (B FoA+ WK> Xe,,. (6.8)
Ainsi, si on définit E(z) la perturbation de B par
Vz € C, E(z) = B+ zA — z%K, (6.9)

alors £ agit en Fourier comme la multiplication par n?E(i/n).

6.2.2 Théorie perturbative

Si on veut comprendre le semi-groupe e'*, nous devons connaitre le spectre et les
fonctions propres de E(z). Ici, on relie les éléments spectraux de E(z) en fonctions
de ceux de A et B, dans la limite z — 0. Ceci joue un role clef dans le reste de ce
chapitre. Ceci se base sur la théorie perturbative analytique en dimension finie, et
nous utiliserons librement des formules données par Kato [51, Ch. IT §1 et §2].

Pour r > 0 et m € N*, on note O I’espace des fonctions holomorphes sur
le disque complexe D(0, r), a valeur dans M,,,(C) (les matrices carrées de taille m a
coefficients complexes).

Le premier résultat porte sur la perturbation de la projection sur le noyau de B.
Notons que ce résultat repose seulement sur les hypotheses sur B, mais pas sur les
hypotheses sur A.

Proposition 6.2. Sous les hypothéses (H.1-H.2), il existe r > 0 et une fonction a valeur
dans les matrices P* € O™ telle que

L PO = ()

2. pour tout |z| < r, P'(z) est une projection qui commute avec E(z);

3. dans la limite z — 0, E(z)P"(z) = O(2).

Démonstration. Le spectre de E(z) est continu en fonction de z (voir [51, Ch. IT §1.1]).
On considere le « 0-groupe de valeurs propres », c-a-d. I'ensemble des valeurs propres
qui tendent vers 0 lorsque z — 0. Alors, on note P"(z) la somme des projections sur
les espaces propres* de E(z) associés a ces valeurs propres selon les autres espaces
propres.

Une autre facon de définir P"(z) est de choisir R = min lesp(D) |4]/2 et r assez
petit de sorte que pour |z| < r, il n’y ait pas de valeur propres de E(z) sur le cercle
0D(0, R). Alors, on définit (voir [51, Ch. II §1.4, Eq. (1.16)])

h 1 -1
PY(z) = —— (E(z)—¢)~*+d¢. (6.10)

217 J3pco.R)

4Lorsqu’on parle « d’espace propre », on parle d’espace propre généralisé (ou, dans les termes de
Kato, d’espace propre algébrique), c.-a-d. I'ensemble des vecteurs propres généralisés.
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Dans les termes de Kato, P"(z) est la « projection totale pour le 0-groupe ». Alors,
selon [51, Ch. II §1.4], P"(z) est la projection sur la somme des espaces propres
associés aux valeur propres de E(z) qui sont dans D(0, R) selon les autres espaces
propres. Elle dépend holomorphiquement de |z|. Pour z = 0, la formule (6.10) qui
définit P"(0) devient

h 1 -1
PO=-5 [ -7
0D(0,R)

Alors, PP(0) est la projection sur I'espace propre de B associé 4 la valeur propre 0 selon
les autres espaces propres (voir [51, Ch. II §1.4]). Alors, d’apres les hypotheses (H.2)
sur les blocs de B, P*(0) = (I‘él 8 ) Ceci démontre le premier point.

D’aprés sa définition (6.10), PP(z) commute avec E(z). Ceci démontre le second

point. Alors on a
P"(0)E(0) = E(0)P"(0) = BP*(0) = 0,

ce qui, avec I’holomorphie de P! et de E, démontre le troisiéme point. O]

On dit que P" est la « projection sur les branches hyperboliques ». On note PP(z) :=
I; — P"(2), quon appelle la « projection sur les branches paraboliques », et qui vérifie
des propriétés analogues a P

Proposition 6.3. Sous les hypothéses (H.1-H.2), la fonction a valeurs matricielles PP
est dans O™ et

L PP0) = (o1, );

2. pour tout |z| < r, PP(z) est une projection qui commute avec E(z);

3. dans la limite z — 0, E(z)PP(z) = B + O(2).

Nous aurons besoin de séparer les branches hyperboliques plus finement.

Proposition 6.4. Sous les hypothéses (H.1-H.2) et en supposant A’ diagonalisable, il
exister > 0 et une famille de fonctions holomorphes a valeurs matricielles (Pplf) pesp(a’) €

(OIxdYSpA) telle que

1. pourtoutu € Sp(A)et|z| <, lﬁl(z) est une projection non nulle qui commute
avec E(2);

2. pourtout|z| <r,P"(z) = Y, BMz)et pour tout u # ,u’,Pﬁl(z)lﬁl,(z) =0;
uesp(A”)

3. pour tout i € Sp(A"), il existe Rf, € 04 telle que

V|z| <r, E(z)B}(z) = uzBz) + z°Ri(2).
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Remarque 6.5. Pour u € Sp(A’), 1a projection Il’}‘ est holomorphe et donc continue
sur D(0, r). Donc, le rang de P‘f‘(z), qui est sa trace, ne dépend pas de |z| < r (les lﬁl(z)
sont méme similaires, voir [51, Ch. I, §4.6, Lemme 4.10]). Pour les mémes raisons,
les rangs de P"(z) et PP(z) ne dépendent pas de z.

Démonstration. La démonstration est essentiellement le « processus de réduction »
de Kato [51, Ch. IT §2.3]. Selon la Proposition 6.2, P" est holomorphe et P*(z)E(z) =
O(z). Alors, on définit

EM(z) = z71E(2)PM(2) = z71PY(2)E(2),

qui est holomorphe pour |z| < r. Notons que d’apres Kato [51, Ch. IT Eq. (2.38)], on a
E®(0) = PP(0)E'(0)P(0) = (0 g)

Supposons pour le moment que 0 n’est pas valeur propre de A'. Alors, pour
u € Sp(A’), on définit PJ‘(Z) la projection totale pour le u-groupe de valeurs propres
de EV(2). Dit autrement, et d’apreés la définition de E((z), Bi(2) est la « projection
totale sur le uz-groupe » de valeurs propres de E(z). La projection Pﬁl(z) est ainsi
définie et holomorphe pour z assez petit (voir [51, Ch. II, §1.4]).

Pour z assez petit, PJ‘(z) est la projection sur des espaces propres de E(z) associés
a des valeurs propres non nulles, donc

Im(B}(2)) € Im(EM(2)) c Im(P"(2)),

ot la derniére inclusion vient de la définition de E(V(z). Donc Fﬁl(z) est une sous-
projection de P"(z). De plus, BP(z) commute avec E()(z), donc il commute avec E(z).
Ceci démontre le point 1 dans le cas 0 ¢ Sp(A").

Pour u # v, Bl(z) et BP(z) sont des projections sur des sommes d’espaces propres
associés a des valeurs propres différentes, donc lﬁ‘(z)B,h(z) = 0. Notons temporaire-
ment Q"(z) = Z#esp( A P}(2). Alors, pour z petit, Q"(z) est la projection sur tout

les espaces propres de E?)(z) associés a des valeurs propres non nulles. D’aprés la
définition de EM(z), ceci démontre que QP(z) est une sous-projection de PP(z). Véri-
fions que les rangs de Q"(z) et de PP(z) sont égaux. Cela justifiera que pour z assez
petit, Q"(z) = P"(z). Le rang de Q"(z), qui est sa trace, ne dépend pas de z. La méme
chose est vraie pour P(z). Pour z = 0, on a EV(0) = (4" 9), donc, en rappelant que
0 & Sp(A’),on a

o= {)-ro.

Donc, pour z assez petit, Q"(z) = P"(z), ce qui termine la démonstration du point 2
dans le cas 0 ¢ Sp(A").
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Si 0 € Sp(A’), on ajoute azl a E(z) pour un certain a € C. Cela revient a ajou-
ter aP"(z) 4 EM(z). Cela décale les valeurs propres de la restriction de EV(z) sur
Im(P"(z)) (mais pas de sa restriction a Im(I; — P"(z))) par «, sans modifier les pro-
jections propres. Ainsi, en choisissant a de sorte que 0 & a + Sp(A4’), on démontre
les points 1 et 2 dans le cas 0 € Sp(A").

Il nous reste a démontrer le point 3. Comme A’ est diagonalisable, il en est de
méme pour EV(0) = (1‘(‘)' 8). Donc il n'y a pas de terme nilpotent dans la décomposi-
tion spectrale de E(V(0). C'est-a-dire que pour tout u € Sp(4’),

EM(0)B(0) = uB(0). (6.11)
Comme z — EW(2)Bi(z) est holomorphe, on a
EW(2)Bl(z) = B} (2) + O(2).
Enfin, on multiplie par z pour revenir a E(z), ce qui donne

E(z2)B}z) = uzB}z) + O(z?). O

6.2.3 Estimation des composantes de Fourier et caractére bien
posé

Dissipation des composantes paraboliques

On démontre l'estimation de dissipation des composantes paraboliques suivante.

Proposition 6.6. Il existe r,K,,c, > 0 tels que pour tout |z| < r,T > 0et X €
Im(PP(2)),
le"E@TX| < K e™%7|X].

Démonstration. En utilisant la Proposition 6.3, pour |z| < r, on appelle EP(z) la
restriction de E(z) au sous-espace vectoriel Im(PP(z)), qui est un endomorphisme de
Im(PP(z)).

D’apres I’hypothése (H.2) sur D, il existe ¢ > 0 tel que R(Sp(—D)) C |—o0, —¢].
Donc il existe un disque ouvert Q du plan complexe tel que Sp(—D) C Q et
max{R(z); z € Q} < —c. Alors, par continuité du spectre, pour r assez petit,
on a pour tout |z| < r, Sp(EP(z)) C Q.

Etape 1 : formule de Cauchy. On démontre I’égalité d’endomorphismes de Im(PP(z))

Viz| <r,teR, f@r= i f e (&1 — EP(2)) 1 d¢, (6.12)
27 50
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ou I est I'identité de Im(PP(z)). Le membre droit est bien défini parce qu’il n’y a pas
de valeur propre de EP(z) sur le chemin d’intégration. Notons le ¢(7). Alors

¢'(0) = Zim faQ €T g(¢1 - Ep(z))_1 de¢

L[ et (e - Br@) + BP())(ET - B (@) e

2mi 50
D’apres la formule intégrale de Cauchy, [, e’$ d¢ = 0 donc ¢'(1) = EP(2)$(7). De
plus, $(0) = I parce que toute les valeurs propres de EP(z) sont dans Q (voir [51,
Ch. I, Problem 5.9]). Donc, on a bien ¢(7) = eE°(@,

Etape 2 : estimée. On déduit de ’étape précédente ’égalité suivante entre endo-
morphismes de C¢

Viz|<r, TeR, eF@Tpr(z)= ﬁ f e ((T—E(2)) ' PP(z)dé.  (6.13)
oQ

Notons que si r est assez petit, les valeurs propres de E(z) sont soit dans Q (branche
parabolique), soit proche de 0 (branche hyperbolique) disons dans {R(&) > —c/2}.
Alors, (1 — E(2)) est inversible comme opérateur de C¢ pour tout £ € 9Q, et le
membre droit de I'équation précédente est bien définit.

On déduit de (6.13) que

'eE(z)TPp(Z)| < %\/ eTR(&) |(§I _ E(Z))_l PP(z)| dé.
oQ

lapplication (¢, z) € 4Q x D(0,r) — |(§I — E(z))_l PP(z). est continue sur un espace
compact, donc majorée par une certaine constante K. Alors, pour tout |z| < rett > 0,
|eFEPR(z)| < K. =
Caractére borné des composantes de transport

On démontre que les composantes de transport sont bornées en fonction de n.

Proposition 6.7. Il existe r,Kj, c;, > 0 tel que pour tout z € i[—r,r] \ {0}, t € Ret
X € Im(P"(2)),

1
‘exp (;E(z)t) X‘ < Kj,eShltl|x).

Démonstration. Soit r donné par la Proposition 6.4, z € i[—r,r] \ {0}, t € R, u €
Sp(A)etY € Im(P/j‘(z)). En se rappelant que Im(P/jl(z)) est stable par E(z), on trouve

exp (%E(z)t) Y = exp (%E(Z)ml(z)t) Y = exp (; (uzB(2) + 2°R}(2)) t) Y.
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Notons que B(z) et R} (z) commutent parce que Bf(z) et E(z) commutent et
E(2)P}(z) = uzB}(z) + z*R}(z). Donc, en utilisant le fait que u/z € iR, on a

'exp (%E(z)t) Y‘ = |e"/Z exp (RU(2)t) Y] < eulfl|Y]

ou ¢, = max{|Ri(z)|, z € D(0,r)}. On en déduit que pour X € Im(P(z)),

exp (%E(z)t) X< Y few <%E(z)t> BN @)X

ueSp(A”)
< > ewBh(2)X] < Kedlll|X]|?
MESP(A”)
avec ¢ = max{c,, i € Sp(A)} et K = max{zﬂesp(A,)W}l(g)L ¢ € D(o, r)}. O

Caractére bien posé

En combinant les estimations sur les composantes paraboliques et les composantes
de transport, on montre que le systéme parabolique transport (6.1) est bien posé. On
définit les coefficients de Fourier de f € I*(T) par

vn ez, f(n) = % /f(t)e_i”t dt e C.
T

On considere 'opérateur £ défini par (6.6) et (6.7). D’aprés 1'égalité de Parseval et la
définition de E(z) (Eq. (6.9)),
2

< oo}, (6.14)

D) = {f e P, Y, B (1) fn)

nez
On démontre que —£ génére un semi-groupe fortement continu.

Proposition 6.8. L'opérateur —L génére un semi-groupe fortement continu d’opéra-
teurs bornés sur I*(T9).

Définition 6.9. On définit alors les solutions du systéme (6.1) grace a la défini-
tion A.5, qui d’apres la Proposition A.6 existent et sont uniques. On notera S(¢, fy, u) :=
f(t,-,-) lasolution de (6.1). De plus, S(¢, fy, u) vérifie I'estimée

VO <t < T, [f(Olz < C(1folaa) + [ulraqo,r1xw))s (6.15)
Démonstration. On déduit des Propositions 6.6 et 6.7 que pour tout z € i[—r, r] \ {0},
t>0etX e Cq,

‘exp (%E(z)t) X' < d

exp (—E(Z)W> PP(z)X’ + [exp (%E(z)t) Ph(2)X]

et (6.16)
< Kpe PP |PP(2)X] + Kpeh! |PM(2)X]

< Kecnt |X|



152 6.2. RESULTATS PRELIMINAIRES

ou K = max {K, |PP(2)| + K, |[P*(2)|, z € i[-r,r]}.
Pour f € I?(T)4 ett € [0, o), on définit

s = 3 e fine,
nez
D’aprés I'égalité de Parseval et I'estimée (6.16), S(t) est un opérateur borné de I2(T)¢,
parce que le nombre de n € Z tels que % & [—r,r] est fini. Les propriétés de semi-
groupe S(0) = Iet S(t + s) = S(¢)S(s) découlent immédiatement de la définition.
Vérifions que — £ est bien le générateur du semi-groupe S(¢). On remarque qu’au

sens des distributions, et d’apres la relation entre E(z) et £ (Sec. 6.2.1), pour tout
feA(Ty,

tan(%)

780 - 0 = 3 =4 — 33 w5 (5) foo = ~cr.

nez - nez

Donc le générateur du semi-groupe S(t) agit comme —Z£. En particulier, son domaine
est inclus dans D(£) (voir Eq. (6.7)). Vérifions I'inclusion inverse.
Pour f € D(L), on a d’apres 'inégalité de Parseval

S (esz(f) —Ia _ rﬂE(%)) fn)

L2(Md pez

2
2

(e

re)s

Dans le membre de droite, chaque terme de la série converge vers 0 lorsque t — 0, et
d’apres l'estimée (6.16), est dominé pour tout ¢t € [0,1] et n > 1/r par

‘( fo L emE() o Id> n2E (%) ) 2

qui peut étre sommeée pour n € Z parce que f € D(L), (voir (6.14)). D’apres le
théoréme de convergence dominée, la somme de cette série tend vers 0 lorsque ¢t — 0.
Donc f est dans le domaine du générateur du semi-groupe S(t). O]

< (ke + 1) 2B (1) fln) ’

6.2.4 Systeme adjoint et observabilité

Explicitons I'inégalité d’observabilité au temps final associée au probléme de contrd-
labilité a zéro du systéme (6.1) (voir Prop. A.8).

Proposition 6.10. Soit T > 0. Le systéeme (6.1) est contrélable a zéro sur w en temps T
si et seulement s’il existe C > 0 tel que pour tout g, € I*(T;C%), la solution g du systéme
adjoint

{ 9, — B"92g — A"9,g+K%g =0 in]0,T[ x T, (6.17)

g(0,-) = g sur T.
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vérifie .
18(T, M aricay < C fo f |g(t, x)|* dt dx. (6.18)
w
Notons que les solutions du systéme adjoint (6.17) sont de la forme”
gt = 3 ™ E) gy, (6.19)
nez

De plus, on a une théorie spectrale similaire aux Propositions 6.2-6.4 : il suffit de
prendre I'adjoint de chacune des formules de ces Propositions.

6.3 Obstruction a la controélabilité a zéro en temps
petit

On démontre ici la non-contrélabilité en temps petit. Il suffit de le faire lorsque
l'ouvert de controle w est un intervalle. En effet, dans le cas général, € est inclus dans
un intervalle w de T tel que ¢(w) = (@), auquel cas le résultat négatif pour le plus
grand domaine de contrdle w implique le résultat négatif pour le plus petit domaine
de contrdle w. Ainsi, dans toute cette section, on suppose que w est un intervalle de
T.

Démonstration du résultat négatif du Théoréme 6.1. On veut nier I'inégalité d’obser-
vabilité (6.18). On fait ceci en identifiant des solutions qui sont approximativement
des solutions de la forme g(t, x) = go(x — ut), et on traite les termes d’erreurs grace
aux résultats de la section 3.1.4.

Soit u € Sp(A’) de valeur absolue minimum. On commence par réinterpréter
I'inégalité d’'observabilité comme inégalité sur les polynomes

Lemme 6.11. Soit U un ouvert de C étoilé en 0, qui contient wr = UO<t<T(a — ut)

(ot w — ut doit sentendre comme la rotation de w par un angle —ut, voir Figure 6.1).
Si le systéme (6.1) est controlable sur w en temps T, il existe C > 0 tel que pour tout

polynome p($) = ¥, an$",
IPlr2p(o,1)) < Clplr=(uy- (6.20)

Démonstration. Etape 1 : solution de transport approchées. D’apres la Proposition 6.4,
il existe r > 0, une fonction a valeur dans les projections Iﬁ‘ et une fonction a valeurs
matricielles Rz qui sont holomorphes sur D(0, r) et telles que pour tout |z| < r,

}}?(Z)E(z) = E(z)}ﬁl(z) = ,uzPJ‘(z) + ZZRIZ,(Z). (6.21)

SLorsqu’on écrit E(z)*, cela doit se comprendre comme (E(z))*. On utilisera la méme convention
pour P},(z)* etc.
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FIGURE 6.1 - En jaune, un exemple de do-
maine U. L’arc de cercle noir est wr, une
fois qu’on a identifié T et le cercle complexe
unité. La contrdlabilité a zéro du systémes
parabolique-transport implique une estima-
tion de la norme L?(D(0, 1)) des polynomes
par leur norme L®(U).

Mais si T n’est pas trop grand, wr n’est pas
la totalité du cercle unité, et on peut alors
choisir U de sorte que D(0,1) ¢ U. Auquel
cas, on peut choisir {5 € D(0,1) \ U et

wr @ une suite de polynémes qui converge vers
¢ (¢ —¢,)7 ! en dehors de la demi-droite
bleue.

Soit ¢, # 0 dans I'image de PJ‘(O)*. Soit N € N assez grand (a choisir plus tard,
dépendant seulement de la fonction PJ‘), et soit ¢,, = Pﬁl(i/n)*goo pour n > N et
¢, = @o pour n < N.

Pour nier I'inégalité d’observabilité (6.18), on considere les solutions g(t, x) du
systeme adjoint (6.17) avec conditions initiales de la forme g(0, x) = an a,e™p,.
Pour ne pas s’embarrasser de questions de sommabilité, on supposera toutes les
sommes finies. Sur I'image de Pﬁ(z), E(z) agit comme uz + zsz(z) (voir Eq. (6.21)).
On a donc

g(t,x) = Z aneinxe_MZE(%) Pn

n>0
) _ 5 L * i h l * -
_ Z a,e"e tn E(n> 0o + Z aneln(x+ut)+tRM(n) HP(l) o.
n
n<N n>N
Alors, en définissant pour 0 <t < Tetn € N,
tRh(i)* h( i * .
e Mn/ PM-), sin>N,
%(n) = . i‘i(.n) (6.22)
otn (;) it G < N
on écrit g(t, x) comme
g(t,x) = ) a,e"CHHy (). (6.23)

n>0

Commencons par minorer le membre de gauche de I'inégalité d’observabilité.
Etape 2 : minoration du membre gauche de Uinégalité d’observabilité. D’apres I'égalité
de Parseval,

. 2
1g(T, ')|%2(T) = | Z aneln(x+#T)7T(n)§00|

n>0

=27 ) lanPlir(meol2.  (6.24)

L2(T) >0
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Comme R est holomorphe sur D(0, r), l1a fonction z — R u(2)" Test également. En
particulier, on a C; := SUP 5 <r/2 |R (2)*] < +0. Donc, pour n > 2r~*, on a

|(e—TRﬁ(%)*>—1| _ IeTRM | < eC1T (6.25)

De plus, ¢, est dans 'image de I;?(O)* et Pﬁ’ est holomorphe sur D(0, r), donc il existe
r’ > 0 assez petit de sorte que pour |z| < 7/,

IPM(z) 0ol = |@ol/2 =t c. (6.26)

On choisit alors N := |max(2r~1,7'~1)|. En rassemblant (6.25) et (6.26), on a alors
pour n > N,
—TR

u( ) Ph( ) 0ol = e~C1T
Or, par définition de y(n) dans le cas n < N (Eq. (6.22)), cette minoration reste vraie
pour n < N (quitte a réduire c¢’). Donc, en l'utilisant dans I’égalité de Parseval (6.24),
on a

2 anl"

n>0

lyr(mepo| = c=:c.

2

— 7y Janl lan* <z Z lag|* Ll ()gol? < =g (T, Weaqry (6.27)

2o, nsott1 T n+l

S50

Etape 3a : majoration; symboles. Pour majorer le membre droit de I'inégalité d’obser-
vabilité, on veut utiliser le Théoreme 3.27. En effet, on a pour 7 > 0

> %(manpol™ = Hy, (D ant"po ). (6.28)
n>0 n>0
Pour ceci, on commence par montrer que (¥;)o<;<7 €st une famille (de suites)
bornée de ngd pour une certaine fonction croissante p : 10, 7/2[ — R,.
Définissons 7,(z) = e!Ri(/ 2)'Ph(i/z)*. Pour n > N, on a alors y(n) = 7,(n) (voir
la définition de y; Eq. (6.22)).
Vérifions que (7 )o<;<7 €st une famille bornée de SdXd Comme Rh et Ph sont
holomorphes sur D(0,r), 7. est holomorphe sur {|z| > r~!}, et en part1cuher sur
{R(z) > r~!}. Donc, pour |z| > 2r tet0 <7 < T,ona

h
17.(2)| < e SPizi<rr2 IRu(2)] sup |Bf(z)| < +oo.
|z|<r/2

Comme N > 2r~!, y, est bornée sur {R(z) > N}, et est en particulier a croissance

sous-exponentielle. Donc y, est dans SdXd Et comme la majoration précédente est
uniforme en 0 < 7 < T, la famille (yT)OgsT est bornée dans Sj‘f,fg.
Comme ¥ est dans Sj‘f,fg, la suite (y,(n)),>0, qui coincide avec 7.(n) pour n > N,

est dans SdXd (voir Def. 3.14). De plus, les termes y,(n) pour n < N vérifient une
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estimation de la forme |y,(n)| < e€TN? (voir leur définition Eq. (6.22)), et sont donc
bornés pour 0 < 7 < T. Donc (¥;)o<;< €st une famille bornée de Sj‘(,fg.
Comme gj‘{;fg est inclus continument dans gg"d avec p(6) = N/ cos(6), ceci dé-

montre bien que (3 )o<;<r est une famille bornée de 834,

Etape 3b : majoration du membre droit; utilisation du Théoréme 3.27. Rappelons que
U est étoilé en 0 et que wr C U. Les conditions du Théoréme 3.27 sont réunies. On
applique alors l'estimée (3.17) avec X = wret W = U :

’Hyf< Z an¢0§n)

n>0 Lo (wT)

<C =C

Le(U)

. (6.29)
L (U)

Z angoogn

n>0

Y and"
n>0

ou C ne dépend ni du polyndme Zn>0 a,$", nide 0 <t < T carla famille (y;)g<r<T
est bornée.

Alors, par définition de H,,_(Def. 3.1), il existe C > 0 tel que pour tout polyndme
Ynso WS et pour tout 0 < 7 < T,

<C
L~ (wT)

(6.30)

z an$"y(n)

n>0

2 anl"

n>0

Le(U)

Etape 3c : majoration du membre droit; conclusion. Si on note ¢(t, x) = el*+#0),_ qui
estdans wrsi(t, x) € [0, T]Xw, on a (voir 'expression de g en fonction de y; Eq. (6.23))

g(t,x) = D7 ayd(t, )"y (n)po.

n>0

Soit (t,x) € [0, T] X w. En appliquant 'estimée (6.30) avec 7 = t, on a

2. and"

n>0

lg(t,x)| < C

L°°(U).
Le membre droit de 'inégalité d’observabilité (6.18) vérifie donc

2

2 2
181220710y < 27T18 w01y < 27TCY D and®| (6.31)

n>0 L=(U)

Etape 4 : conclusion. En rassemblant la minoration (6.27) et la majoration (6.31),
I'inégalité d’observabilité (6.18) implique

2 anl"

n>0

2

2
< Clg(T, oy < Cl8R 0. 11xey < C7| D) and" .
O] ™ ([0.T ) g:) n !LW(U)

On va montrer que 'inégalité de la Proposition 6.11 n’est pas vraie grace au
théoréeme de Runge (Th. 1.12).
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Soit T < T* et wyr comme dans la Proposition 6.11. Par définition de T*, wr nest
pas le cercle unité entier, donc on peut trouver un domaine ouvert U qui est étoilé en
0 et qui ne contient pas D(0, 1) (voir Fig. 6.1).

Avec ce choix de U, il existe un nombre complexe ¢, € D(0,1) qui n’est pas
adhérent a U. Alors, d’apres le Théoreme de Runge il existe une suite de polyndmes
(pr)k qui converge uniformément sur tout compact de C \ ({y[1, +o0)) vers ¢ > ({ —
¢o) L. Alors, la suite (py )y est un contre-exemple a I'inégalité sur les polyndomes (6.20).
En effet, comme (¢ — ¢,)~! est bornée sur U, (py )i est uniformément bornée sur U,
donc le membre droit de 'inégalité (6.20) est bornée. Mais comme ¢, € D(0, 1), ({ —
$o)~* est de norme I*(D(0, 1)) infinie. Donc, d’apres le lemme de Fatou, | py|r2(po,1)
tend vers +oo lorsque k — +co. O

6.4 Controlabilité en temps grand

Le but de cette section est de démontrer le point 2 du Théoreme 6.1, en adaptant la
stratégie de Lebeau et Zuazua [59], basée sur une décomposition spectrale. En hautes
fréquences, le spectre se sépare en une partie parabolique et une partie hyperbolique.
On introduit alors une décomposition de I*(T)¢ adaptée en Section 6.4.1. La stratégie
de controle est présentée en Section 6.4.2. On verra qu’en projetant la dynamique sur
les espaces paraboliques/hyperboliques, le systéme se décompose en deux systeémes
faiblement couplés, le premier se comportant comme une équation de transport, le
second comme une équation de la chaleur. On traite I’¢quation de transport dans la
Section 6.4.3 en utilisant des méthodes développées par Alabau-Boussouira, Coron et
Olive [1]. On traite '’équation parabolique en Section 6.4.4 en adaptant la méthode de
Lebeau et Robbiano [57] & des systémes de taille arbitraire. La partie basses fréquences
est gérée avec des arguments de compacité et de continuation unique en Section 6.4.5.

Dans toute cette section, le parametre r > 0 est supposé assez petit pour que les
Proposition 6.2-6.4 ainsi que 6.6 et 6.7 soient vraies.

6.41 Une décomposition adaptée de [*(T)<

Proposition 6.12. Soitn, € N tel que L <ronala décomposition de I*(T)4 suivante

no
(T =F @F° @F", (6.32)
ou
FO:= P Cle,, (6.33)
|n|<ng

FPi= @ Im <PP(%)> e, (6.34)
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= P hn(Ph<%>>en. (6.35)

|n[>ng

De plus, les projections T1°, TP, TI" et II définies par

(T =F"@F° ¢ F"
M=Ip+ 0+ 0
MP=0 +Ip+ O
M= 0+ 0 + I
=0 +Ig+Ipn=TP + 11"

sont des opérateurs bornés sur I*(T)<.

Démonstration. La fonction z € D(0,r) = PP(z) est continue. Donc il existe C > 0
tel que, pour tout z € D(0,1/n,), |PP(z)| < C. Soit f € I*(T)%. On déduit de la
majoration suivante

. 2
1 - S
> r(5)fm| < 3 IF0P < PRy (636)
|n[>ng |n|>ng
et de I’égalité de Parseval que la série ), PP <i)f(n)en converge dans I*(T)%. En
n
utilisant I; = PP(z) + P"(z), on obtient la décomposition
f=3 fwen= Y fwen+ 3 PP(-) fwen+ X PP(+) Fimen
nez |n|<ng |n|>ng |n|>ng

ot les séries convergent dans I?(T)<. Ceci démontre que I?(T)¢ = FO + FP + F". La
somme est directe parce que (e,,),cz est orthogonale et Im(PP(z)) N Im(P"(z)) = {0}
lorsque |z| < r. Les applications linéaires I1° et IT sont des projections orthogonales,
et donc bornées sur I*(T)4. On déduit de 1’égalité de Parseval et (6.36) que IIP est un
opérateur borné sur I2(T)4, et il en est de méme pour IT" = IT — IIP. O

L'opérateur £ défini a '’équation (6.6) envoie D(£) N F° = F° dans F°. On peut
donc définir l'opérateur £° sur F° par D(£°) = D(£) N F° et £° = £|po. De plus,
—L£9 engendre un semi-groupe fortement continu d’opérateurs bornés sur F° et
e—tL% — e~ o.

Pour les mémes raisons, on peut définir un opérateur £P sur FP par D(LP) =
D(L)NFP et LP = L|fp, qui engendre un semi-groupe fortement continu d’'opérateurs
bornés sur FP : e~*4* = €|, Enfin, on définit un opérateur £" sur F par D(LP) =
D(L)NFM et LM = £|pn, qui engendre un semi-groupe fortement continu d'opérateurs
bornés sur F1 : e=£" = e~ | .

Proposition 6.13. Lopérateur —L° engendre un groupe fortement continu (e‘mo)teR

d’opérateurs bornés sur FO. L'opérateur —L" engendre un groupe fortement continu
h s .

(e™*"),cr d'opérateurs bornés sur F"
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Démonstration. 11 suffit de vérifier que e~** définit un opérateur borné sur F° et F"
lorsque t < 0. Cest évident pour F° parce qu’il est de dimension finie. Pour F", on
peut procéder comme lors de la démonstration de la Proposition 6.8, en remarquant
que l'estimée de la Proposition 6.7 reste vraie pour tout ¢t € R. [l

Pour les raisonnements par dualité, nous aurons besoin de la décomposition
duale a (6.32), c.-a-d.
IX(1)? = F° & FF @ FY,

ou ’1-55 =Im ((HP)*), Fﬁ = Im ((Hh)*) ) (637)

En utilisant les définitions de FP et F" dans (6.34) et (6.35) et le fait que (e,,),,c7 est
une base orthonormale de I?(T), on obtient

=P m (Pp(%)*> e, (6.38)

[n|>no
Fi= @ Im (Ph(%)*)en. (6.39)
[n>no
De plus, .
(e—tﬁ)*f — e—tL*f — Z e_sz(i) A(n)en (6.40)

nez

et les espaces F°, FP et Fh sont stables par le semi-groupe e,

6.4.2 Stratégie de controle

Soit T* comme dans I'équation (6.5) et T, T' tels que
T < T <T. (6.41)
Dans cette section, on consideére des contrdles u de la forme
u == (up, u,)" € Ch x C%, (6.42)

ou
supp(uy,) C [0, T'] X @, supp(u,) C [T, T] X @, (6.43)
u, € IX([0, T'] x T4, u, € ([T, T x T)%.

Le contrdle uy, est choisi pour contrdler les composantes hyperboliques du systémes,
et le controle u, est choisi pour controler les composantes paraboliques.
La stratégie de controle pour le systeme (6.1) est la suivante
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« démontrer la controlabilité en temps T sur un sous-espace de I2(T)? de codi-
mension finie;

« puis exploiter des arguments de continuation unique pour obtenir la contrdla-
bilité a zéro sur tout I2(T)<.

La premiere étape reléve de la Proposition suivante.

Proposition 6.14. Il existe un sous-espace fermé G de I*(T)¢ de codimension finie et
un opérateur continu
U: G — I3]0, T] X w)
ﬁ) = (uh’up)’

qui associe a chaque fy € G une paire de controle U fo = (uy, uy) tels que
Vfy, € G, TIS(T, fy, Ufy) = 0. (6.44)

Par « opérateur continu », on veut dire que pour tout s € N, 'application U : G —
([0, T'] x )% x HY([T', T] x w)? est continue : il existe Cy > 0 tel que

Vfo €9, |uh|L2([o,T/]xw)d1 + |up|H(S)([T/,T]><w)d2 < Cs|f0|L2(1r)d-

La démonstration de la Proposition 6.14 consiste a séparer le probléme en deux
morceaux :

« pour toute condition initiale f, et controle parabolique u,, controler les hautes
fréquences hyperboliques a zéro en temps T (Proposition 6.15);

« pour toute condition initiale f;, et contrdle hyperbolique uy,, contrdler les hautes
fréquences paraboliques a zéro en temps T (Proposition 6.16).

Proposition 6.15. Sin, (dans Eq. (6.33-6.34)) est assez grand, il existe un opérateur
continu
ub: 2N X A([T, T] X w)®2— ([0, T'] X w)®
(ﬁ)’ up) = Uy,
tel que pour tout (fy, u,) € (T4 x 2([T', T] X w)®,
II"S(T, fo, (U(fo» up), up)) = 0.

Proposition 6.16. Si n, est assez grand, il existe un opérateur continu

ur: I2(ME x ([0, T'] X )i — Ce([T', T] x w)%
(ﬁ),uh) = Uy,

tel que pour tout (fy, u,) € I*(T)% x I2([0, T'] X w)4,

HPS(T’ f()’ (uhs up(f()’ uh)) =0.
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Admettons les Propositions 6.15 et 6.16 pour le moment, et démontrons la Propo-
sition 6.14.

Démonstration. On remarque que la relation TIS(T, fo, (up, up)) = 0 est vérifiée si les
deux équations suivantes sont vérifiées simultanément :

Uy = uh(ﬁ)’up) = u{l(ﬁ)) + ulzl(up)9

, ) . (6.45)
u, = UP(fo, un) = Uy (fo) + Up(up).
Si on définit
C:=1 +1bub: AT - C([T', T] x T)%,
alors résoudre le systeme (6.45) équivaut a
trouver u, € C([T', T] x T)%, tel que Cfy = (I — USUY)u,. (6.46)

L'opérateur U5 UL est compact sur I*([T’, T] x T)%2 parce qu'il est continu 4 valeurs
dans C([T’, T] x T)%2. Donc, d’aprés I'alternative de Fredholm (voir [25, Thm. 6.6]),
il existe N € N et des formes linéaires continues Iy, ..., Ly sur I2([T", T] x T)% telles
que I'équation (6.46) admette une solution u, € I3([T’, T] x T)% si et seulement si

Vj € {l,..,N}, L(C(fy) = 0. (6.47)

Si ces conditions (6.47) sont vérifiées, I'équation (6.46) admet une solution u, = L(f;)
donnée par une application linéaire continue L : G — I2([T’, T] x T)%2 définie sur le
sous-espace fermé de I*(T)<

G:={fo e A(T)*; [(Cfo) =0, 1< j <N} (6.48)

Alors, L(fy) = u, = UyUbu, + Cf, appartient a CX([T’, T] X w). On obtient la
conclusion en choisissant

Vo € G, U(fo) = (U"(fo. L(fo)), L(fo))- O

La Proposition 6.15 est démontrée dans la Section 6.4.3. La Proposition 6.16 est
démontrée dans la Section 6.4.4. L'argument de continuation unique pour gérer les
basses fréquences est présenté en Section 6.4.5.

6.4.3 Controle des hautes fréquences hyperboliques

Le but de cette section est de démontrer la Proposition 6.15. On rappelle que T >
T' > T* et que le controle u = (uy, u,) vérifie 'hypothese (6.43).
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Réduction 4 un probléme de controéle exact

On commence par transformer le probleme de controle a zéro de la Proposition 6.15
en un probleme de contrdle exact pour une équation hyperbolique. Plus précisément,
nous allons démontrer la Proposition 6.15 comme corollaire du résultat suivant.

Proposition 6.17. Si n, (dans les Eq. (6.33-6.34)) est assez grand, alors, pour tout
T > T, il existe un opérateur continu

g; : F's 12(J0, T[ X w)®
Jre Un,

tel que pour tout fp € F,
S (750, (U fr), 0)) = fr.

Avant de démontrer cette Proposition, montrons comment on en déduit la Propo-
sition 6.15.

Démonstration de la Proposition 6.15. Soit (fo,u,) € IA(TE x A([T', T] X w)2. On
cherche u;, € I2([0, T'] X w)® tel que

I"S(T, fo, (un, up)) =0,
ou, de manieére équivalente,
IT"S(T, 0, (uy, 0)) = —TI"S(T, fo, (0, u)). (6.49)

Comme le systéme (6.1) est bien posé et que la projection IT" est continue (Défini-
tion 6.9 et Proposition 6.12), I'application linéaire

(fo» up) = —TIS(T, f,,(0,u,)), (6.50)

est continue de I2(T)? x I*([T’, T] X w)® dans F". Comme uy, est & support dans
[0, T'] X w d’apres ’hypothése (6.43), on a

I"S(T, 0, (uy,, 0)) = e~(T=TOL"TThS(T"; 0, (uy, 0)). (6.51)

Comme on I’a remarqué dans la Proposition 6.13, e!“" est bien défini pour tout t € R.
Donc, en utilisant les équations (6.50) et (6.51), la relation (6.49) équivaut a

"S(T'; 0, (up, 0) = —e(T=TVE"IINS(T, £, (0,u,)) € FM. (6.52)
On obtient alors ce quon veut avec

U (fo, up) = 12, (—eT=TI"TNS(T, £y, (0,u,))). O
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Controle exact de la partie hyperbolique

On démontre maintenant la controlabilité exacte du probleme décrit ci-dessus. Par
des arguments de dualités (voir Prop. A.8), la Proposition 6.17 est équivalente a
I'inégalité d’observabilité suivante :

Proposition 6.18. Il existe C > 0 tel que pour tout g, € F™, la solution g du systéme
adjoint (6.17) vérifie

T’
eolae <€ [ [ InoParax (6.5
0

w

ou g, dénote les d, premiéres composantes de g.

Démonstration. Soit g, € F1. En utilisant la définition de FP (6.39), et la théorie
perturbative (Prop. 6.4), g, se décompose de la maniére suivante :

BN
g= D 2 PJ‘(;) go(ney. (6.54)
uesp(A’) [n|>ng
Alors, la solution g du systéme adjoint (6.17) est
_m2E(L * V¥
g)= 3 G avee Guy= Y e ") B () Bolmen.  (659)
MESP(A’) [n|>no
Soit u € Sp(A").
Etape 1 : On démontre qu'il existe C; = C;(T") > 0, indépendant de g, tel que

G0, 2y < Cr (IGulrz(gpa + 180l m-1(rya) (6.56)

ouqr =10, T'[ X w et

1/2
go(m))?
180l Er-1(1)d =( Z |g0n2 | . (6.57)

[n|>ng

En utilisant les points 1 et 3 de la Proposition 6.4, on a

B ph(L) = o IR pa( Ly g iy

ce qui donne

6;G,, — udyG, — Ri(0)*G, = S,g, sur(0,T")xT, (6.58)
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ou
S8 = > (Rl,; (%)*—Rz(o)*)et“i”“Rz‘i(%)*gp(%)*go(n)en. (6.59)

|n[>ng

D’apres I’holomorphie de z — R};,(z), I’égalité de Parseval et (6.57) il existe C =
C(T’") > 0, indépendant de g, tel que

1S&olLeo(c0,77),2(mdy < Cl&olpr-1(1a- (6.60)
D’apres I'équation (6.58) vérifiée par G, la fonction éu définie par
G (t, x) = eRO' G, (1, x) (6.61)

est solution de

aﬁ# — ,udxéﬂ = etRﬁ(O)*SMgo sur (0, T") X T, (6.62)
G,(0,-) = G,(0,) sur T. '
On considere la solution Gfl de
b __ b _ ’
atbGM u9xGy, =0 sur(0,T")XT, (6.63)
G,(0,-) = G,(0,-) surT.

En utilisant la formule de Duhamel pour le systéme (6.62) et l'estimée (6.60), on
trouve

~ h %
G — Gals(o,m, 12y < Cle®H O S g0l 110,12y < Clgolp-ima (6.64)

ouC = C(T') > Oestindépendant de gy. le temps T}, := £(w)/|u| est le temps minimal
d’observabilité du systeme (6.63) sur w (voir par exemple [ 1, Theorem 2.2]). En effet,
pour tout 7" > T,

TCc{x—ut (t,x) €0, T"] X w}.

Comme T’ > Ty, il existe C = C(T',w) > 0, indépendant de g, tel que
|G/«l(0’ ’)lLZ(T)d < C|G/Izt|L2(qT/)d-

D’apres 'inégalité triangulaire, la définition de 5# (6.61) et celle de GZ (6.64), on en
déduit que

1Gu(0, rzcrya < C(1Gulr2cqne + 1Gu — Ghlrzgpa) < C(1Gulr2gpa + 180l ar-1(rya)

ce qui termine la premiére étape.
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Etape 2 : On démontre qu'il existe C, = Co(T',w) > 0, indépendant de g, tel que
1GL(0, ) r2(rya < C, (|fﬁl(0)*g|L2(qT,)d + |go|H—1(1r)d)- (6.65)

En se rappelant que la projection Blh(z) commute avec E(z), on déduit de la définition
de G; (Eq. (6.55)) que pour tout 1 € Sp(A’),

Gy(t) = |n|z>:no P,lh(%)*e‘”’zE(%)*&h(%)*go(n)en-
Ainsi,
G, (t) — B}0)*g(t)
= 3 () - m)e ) B () aeen

|n|>ng

_ Z Z P’J‘(O) (P/lh(ﬁ) —Blh(O) >e tn (n) Blh(ﬁ) go(n)e, (6.66)
AeSp(A\{u} In|>ng
car, pour 1 # u, on a Iﬁl(o)*&h(o)* = 0. En utilisant a nouveau ’holomorphie de

zZ Blh(z), I’égalité de Parseval et 6.57, on obtient C = C(T") > 0 indépendant de g,
te que

|Gy — B0)*gl (10, 11,L2(1)d) < Clgolpr-1(myet-

On déduit de la premiére, de 'inégalité triangulaire et de la majoration ci-dessus que
G0, zzqne < C(IGulzatgr) + 18olr-1rya)
< C(IBM0)*glr2qp) + |Gu — BEOY 8lr2(q,) + 180lm-1(1)0)
< C(IB2(0)8lza(qp) + 80l-1(ry2)
ce qui termine 1'étape 2.

Etape 3 : Conclusion. Pour tout u € Sp(4’), on a B(0)* = Bf{(0)*P"(0)* et donc

B (0)*8lr2(g7) < 1B(0)*IP"(0)*8lr2(g7) < ClE1l1a(qyn)-

En utilisant la décomposition g = Z“ G, (Eq. (6.55)), 'inégalité triangulaire, 'étape
2 et I'inégalité précédente, on obtient

8oliama £ 20 1Gu(0,iaena < C(Ig1l12¢qune + 180la-1rya) - (6.67)
ueSp(A’)

De cette inégalité et de I'injection compacte I*(T) < H~(T), on peut déduire par
un argument classique de compacité-unicité I'inégalité d’observabilité (6.53) (voir
par exemple [40, Lemma 2.1 and Remark 2.2]). Détaillons-le tout de méme.
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D’apres le lemme de Peetre [ 74, Lemma 3]) et 'inégalité d'observabilité faible (6.67),
l’espace ~
Npi :={g, € F"; g, = 0sur |0, T'[ X w}

est de dimension fine. De plus, afin de démonter 'inégalité d’observabilité (6.53), il
nous suffit d’aprés un deuxieme lemme de Peetre [74, Lemma 4| de démontrer que
Nz, = {0}. On commence par remaquer que par définition, Ny est décroissant en
fonction de T'. Ainsi, quitte a perturber un peu T', on peut supposer que Ny = Ny
pour T — T’ petit. Auquel cas, Ny est stable par e~t£" ot £*" est la restriction de £*
a Fh, Alors, si Ny n’est pas réduit a {0}, il contient une fonction propre de L*h, c.-a-d.
une fonction de la forme Xe, avec X € C4, |n| > ny et X = PP (1>X Par définition
de Nr, les premiéres composantes de cette fonction propre s’an%ulent sur w c.-a-d.
X; = 0, ou1, de maniére équivalente, P"(0)X = 0. Ainsi,

1= ()0 S

ou C > 0 ne dépend pas de n. En choississant n, assez grand, ceci est impossible. [

6.4.4 Controle des hautes fréquences paraboliques

On démontre maintenant la Proposition 6.16. On rappelle que 0 < T’ < T sont
choisis de sorte que (6.41) soit vérifié et que le contrdle u vérifie (6.42) et (6.43).

Le plan est d’identifier '’équation vérifiée par les d, derniéres composantes du
systéme (6.17), ce qui se fait grace aux asymptotiques données par la théorie per-
turbative (Prop. 6.4), et ensuite d’adapter la méthode de Lebeau et Robbiano pour
construire des controles lisses.

Dans cette section, pour tout vecteur ¢ € C<, on notera ¢, ses d; premiéres
composantes et ¢, ses d, dernieres composantes.

Réduction a un probléme de controle a zéro

On commence par transformer le probléme de controle a zéro de la Proposition 6.16
en un probléme de contrdle a zéro plus standard, associé a un systéme parabolique.
Plus précisément, on va démontrer la Proposition 6.16 comme conséquence du
résultat suivant.

Proposition 6.19. Si n, est assez grand, alors pour tout T > 0, il existe un opérateur
continu
W FP - Ce(]0, T] x w)®
fo = U,

tel que pour tout f, € FP,
IPS(T, fy. (0. L2(fy))) = 0.
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Cette Proposition sera démontrée dans les paragraphes suivants en adaptant la
méthode de Lebeau et Robbiano. Pour le moment, montrons comment on en déduit
la Proposition 6.16.

Démonstration de la Proposition 6.16. Soit (fy,u,) € IA(T)¢ x I*([0, T'] X w)?. On
cherche u, € C([T', T] X w)® tel que

HPS(Ta ﬁ)a (uha up)) = 0. (668)
ou, de maniere équivalente,
HPS(T’ 0’ (09 up)) = _HPS(Ta an (uha 0)) (669)

En raison de la condition sur les supports des controles (Eq. (6.43)), 'égalité (6.69)
est équivalente a

IPS(T = T'50, (0, up(- = T")) = —e~T=TOFTIS(T", fy, (un, 0)), (6.70)
ou encore
HPS(T — T';eT=TOLPIPS(T'; f, (uy, 0)), (0, up(- — T’))) = 0. (6.71)

Comme 1’équation est bien posée au sens de la définition 6.9 et d’aprés la Propo-
sition 6.12, on voit que I'application (fy,u;,) — IIPS(T’; fy, (uy, 0)) est continue de
(T x I([0, T'] X w)@ vers FP. Ainsi, on obtient la conclusion souhaitée avec

Vi € [T T], Uy un)(©) = Uy, (&= =TV IPS(T; o (i, D)t = T). O

Equation vérifiée par les composantes paraboliques

On commence par démontrer que si g appartient a FP, on peut calculer ses premiere
d; composantes a partir des d, derniéres. Cela nous permettra d’écrire une équation
non couplée sur ces derniéres composantes.

Proposition 6.20. Si z est assez petit, il existe une matrice G(z) telle que pour tout
p €CY,
¢ € Im(PP(2)") = ¢1 = G(2)@>.

De plus, G(z) dépend holomorphiquement en z et G(0) = 0.

Démonstration. On écrit

« _ (P11(2) p1a(2)
PA) _(le(z) Pzz(z))'
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Comme PP(z)* est une projection, ¢ appartient a Im(PP(z)*) si et seulement si

{PH(Z)% + P22 =1
P21(2)¢1 + p2(2)P: = ¢s.

En particulier, si ¢ € Im(PP(z)"), alors (I3, — p11(2))¢1 = p12(2)p,. Et comme

PP(0)* = ( 0 122 ) (voir Proposition 6.3), p;1(0) = 0. Dong, si z est assez petit, | p11(2)| <

1 etly, — p11(2) est inversible.
Dans ce cas, ¢; = (Ig, — p11(2)) 7 p12(2)e,. Ceci démontre que I'application

¢ € Im(PP(2)*) - ¢, € C

est injective. Mais le rang de PP(z)* ne dépend pas de z (Remarque 6.5), et est donc
toujours d,. Donc l'application précédente est bijective. On note G(z) les premieres
d; composantes de son inverse. Remarquons que d’aprés les calculs précédents,
G(2) = (I3, — P11(2)) "' p1a(2). Alors, si ¢ € Im(PP(2)*), on a

@ = (@1, 92) = (G(2)P2, 2)-

Pour I'implication réciproque, il suffit de remarquer que I'application inverse de
¢ € Im(PP(2)*) = @, est @, € C2 > (G(2)2, ,). [

Quitte a augmenter n, on peut supposer que pour |n| > ny, G(i/n) est bien défini.
Alors, on définit 'opérateur (borné) G de I*(T, C%) dans I*(T, C%) par

i
G (Z §0n,2€n) = Z G <E> ®Pn,2€n- (6.72)
nez |n|>ng

Alors, d’aprées la définition de FP, on a le Corollaire suivant, qui nous permet de
calculer les d; premiéres composantes a partir des d, dernieres.

Corollaire 6.21. Pour tout g € (F°)* (I'espace des fonctions sans composantes selon
les fréquences inférieures ny), on a l'équivalence g € F? < g, = Gg,.

Grace a ce Corollaire, on peut écrire une équation sur les d, derniéres composantes
des solutions du systéme adjoint (6.17) si la condition initiale est dans FP.

Proposition 6.22. On définit l'opérateur ® par
D(®) = HA(M%, D =D"32+A%d, — K% +A%0,.G — KILG. (6.73)

Soit g, € FP et g(t) = e~ g,. Alors, pour tout t > 0, g,(t) = Gg,(t) et g, est solution
de l’équation suivante

0:8,(t, x) — DgyH(t,x) =0 in ]0, T[ X T. (6.74)
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Démonstration. La fonction g est solution du systéme
(6; — B¥92 — A"9, + K™)g(t,x) =0  in]0,T[ x T.
Si on prend les d, derniéres composantes de ce systéme, on obtient que sur |0, T[ X T,
(6; — D63 — A0, + K55) 85(t, x) — (A0, — Ki5) g1(t, x) = 0. (6.75)
Mais pour tout ¢ € [0, T], g(¢, -) € FP, donc, d’apreés le Corollaire 6.21, g,(t) = Gg,(¢).

En substituant ceci dans I’équation (6.75), on trouve 1’équation (6.74) annoncée. [

Controle d'un nombre fini de fréquences paraboliques par des contréles ré-
guliers

Pour N > n, on définit les espaces

= P Im(PP(%»en, (6.76)

no<|n|<N
P 1
Ey:= @ Im (Pp(n)) ep.
In|>N
et la projection Iy, définie par

PFTM¢=F'@® F, ®FE'Ny®F"
Iy=0+Ip + 0 + 0
N

qui est un opérateur borné sur I*(T)? (composition de 'opérateur borné ITP et d’'une
projection orthogonale). Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant.

Proposition 6.23. Il existe C > 0 tel que, pour tout T € ]0,1] et N > ny, il existe une
application linéaire
jCT,N . FP > Cgo(](), T[ X 60)6

telle que pour tout f, € FPets € N

H%S<T§ fos (0, jCT,N(fO))) =0,

C
|jCT»N(ﬁ))|Hg(]0,T[><1r) < Ts+1N2SeeN|fo|L2(1r)d-

bCet espace est I'espace des fonctions & support dans [0, T] X K ou K est un compact de w, et dont
toutes les dérivées sannulent sur w aux temps t = Oett = T.
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Démonstration. Soit f, € FP. Durant cette démonstration, nous noterons E,(n) la
matrice de taille d, X d, définie par

— Dt iy 1 iy 1 i
E)(n) :== D" — EAzrz + ﬁKzrz - EAlrz - ﬁKlrz G w)

Etape 1 : probléme des moments. On démontre que u, € C$(]0, T[ X w) vérifie

TIR,S(T, fy, (0,u,)) = 0'si et seulement si u, est solution du probléme des moments
suivant

T
Vny < |n| <N, f fe—"z(T—f)Ez(”)*uz(t, x)e”" " dxdt = E,,
0 w
ou E, = —e W TEx(n)* (G(%) I or foz(n)) (6.77)

—tr
et Ez(n)* = Ez(n) .
On commence par rappeler que si P est une projection de C% et x € Im(P), alors,

(x =0) & (Vz € Im(P*), (x,2)ca = 0)

car |x|? = (x, X)ca = (PX, X)ca = (X, P*X)cad.
En conséquence, la relation H}D\,S(T, fo,(0,u,)) = 0 équivaut a

Vgr € By (S(T. for (0.2)). 81) 5, = O (6.78)
ou . .
By = @ Im (Pp(l) >en.
no<|n|<N n

Pour g1 € E\I}, on note g(t) = e~*"(T-g, la solution du systéme adjoint (6.17).
Alors, d’apres la Proposition 6.22, g = (g;, g2), avec g; = G(g,) et

T
(SCT. o (.00 81)120) = o 8OV + [ [ 0ot ) i,
0 w

D’aprés le Corollaire 6.21, I'assertion (6.78) équivaut 4 : pour tout g% & I*(T, C%)
sans composantes selon les fréquences < ny,

T
f f (ua(t, X), 82(t, X))cay dx dt = = (fo, (G(82) 82)) o »
0 @

oi1 g,(t) = e 2T-0gT et gJ = g,(0). En considérant g = Xe, avec X € C% et
ng < |n| £ N, on obtient

g (1) = e P (T-DE20xe ot G(g?) = G (%) e~ TE(n)xe .
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La précédente propriété est donc équivalente a

T
Vny < [n| < N, VX € C%, f f(uz(t,x),e‘"z(T‘t)EZ(”)X>Cd2e‘i”x dx dt
0 w
= —(for, G(i/”l)e_nZTEZ(n)Xen>L2(1r) — (Jozs e_nzTEZ(n)Xen>L2(T)
ou, de maniere équivalente

T
Vn, < |n| < N, VX € C%, <f fe‘”z(T‘t)EZ(”)*uz(t, x)e " dx dt,X>
0 c%

w
= — (e TR G(i/ )" () 4+ e TE (), X)
ce qui démontre (6.77).

Etape 2 : Résolution du probléme des moments. On cherche une solution u, €
C5°(]0, T[ X w) du probléme des moments (6.77) sous la forme

u,(t, x) = p(t, x)v,(t, x) (6.79)

ot v, € C*(]0, T[ x )2 et p € CP(]0, T[ X w) est une fonction scalaire avec un
support approprié. Plus précisément, soit

« & un ouvert tel que @ CC w et p, € CP(w, R,) tel que p, = 1 sur &,

* p1 € C([0,1], R,) telle que p;(0) = p;(1) = Oet

1
aC, > 0,Vy > 0, f p1(D)e~ 7t dr > Cie‘co‘/?. (6.80)
0 0

1
Par exemple, on peut choisir p; tel que p;(7) = p;(1 —7) =€ =« fort € ]0,1/4].
En effet, pour tout y > 0, le changement de variables s = Wz‘ donne

1 \r/4
f pi1(n)e rtdr > L f e~V g
0 W 0

avec ¢(s) = I 4+ 5. La fonction ¢ atteint son minimumen s, = 1 et ¢"(1) = 2 > 0,
S

donc, d’apres la méthode de Laplace (on fait le changement de variables £2 = ¢(s—s,)
et on applique Prop. 2.7),

2
/ e—\/'}—/¢*($) dS ~ ﬁe_z\h—/'
0

r=o &fy
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ce qui démontre (6.80) pour C, assez grand.
Alors on choisit p(t, x) = p1((T — t)/T)p,(x). On cherche également v, sous la
forme
ntx)= e K(T-DE() 7 elkx gyec 1 e C. (6.81)

no<|k|<N

La construction de v, utilise le résultat algébrique suivant.

Lemme 6.24. Il existe C > 0 tel que, pour tout N > ny et T € |0, 1] la matrice A dans

C(Z(N—Ylo)dz)X(Z(N—no)dz), déﬁnle par blocs A = (An,k)l’l0<|n|SN par
no<|k|<N

T
An,k = f fe—nZ(T—t)Ez(n)*e—kZ(T—t)Ez(k)ei(k—n)xp(t’x) dxdt € Cdzxdz’
0

w

est inversible et
VF € C2N=-m0)d2 |A-1F| < %e@N|F|,

otl | - | est la norme hermitienne sur C2N-"0)dz,

Remarque 6.25. Par exemple, pour N = n, + 2, la matrice A est

A—no—z,—no—z A—no—z,—no—l A—no—z,n0+1 A—no—z,n0+2
A= A—no—l,—no—z A—no—l,—no—l A—no—l,no+1 A—no—l,n0+2 .

Ano+1,—n0—2 An0+1,—n0—1 Ano+1,n0+1 An0+1,n0+2

Ano+2,—n0—2 An0+2,—n0—1 Ano+2,no+1 An0+2,n0+2

Pour X € C*% de décomposition par blocs

X no—2

X - X—}’lo—l
Xn0+1

Xn0+2
ot X € C% pour tout n, < |k| < ny+2,0na

A_ng—2,1Xk
n0<|k|§no+2

A _py—1,kXk
AX = no<|k|<ng+2

Apo+1,kXk
no<|k|<ng+2

Apg+2,Xk
}'l0<|k|§l’10+2

Ainsi (X, AX) = > ng<inj<no+2 X5An kXk-

no<|k|<ng+2
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Démonstration. La démonstration repose sur I'inégalité spectrale sur les combinai-
sons linéaires finies de fonctions propres du Laplacien, due a Lebeau et Robbiano
(voir [57] ou encore [56, Thm. 5.4]) :

+N 2
3C, > 0, VN €N, Y(ap)uer € C% Y |ayl? < CreN f dx.
&

n=—N

+N
Z aneinx
n=—N
(6.82)

En sommant les composantes, la méme inégalité reste vraie si a,, € C%2 est un vecteur
et | - | est la norme hermitienne sur C%.

Soit N > ng et X € C*N=10)% de blocs X = (Xi), << avec X € C%. Alors,
d’apres les définitions de A, p, ainsi que les propriétés de p, et I'inégalité spectrale,
ona

AX.Xy= D, XpAn Xk
no<|n|,|k|I<N
T 2
f / p(t, x)dxdt
0 w

Z e—kZ(T—t)Ez(k) Xkeikx

no<|k|<N

2

T
Z/f D e RAT-DE(k)x ik p1<T;t>dxdt
0 @ n0<|k|SN
—C:N T
e ! (T-0E0)y > 4 (L=t
> S f > fer-0m0x o (L) ar

0 no<k|l<N
Il existe ¢ > 0 tel que pour tout |k| > ng, |E,(k)| < c. Alors,

V|k| > ng, >0, Y € C%, [eF2(K7y| < eT|Y].
Alors, en prenant 7 = k*(T — t) et Y = exp (—k*(T — t)E,(k)) Xy, on a

VIk| > ng, t € 10, T], |e"*T-DE20x, | > e=ck*(T-0)|x, |.

Donc, en faisant le changement le changement de variables 7 = % et en utilisant
les propriétés de p; (Eq. (6.80)), on a

Te—ClN

T
(AX,X) > > WP [ e @ar
0

no<|k|<N
G Z |Xk|2e—C0k\/2c‘T
1~0 po<|k|<N

Le—(C1+CO V 2CT)N|X|2.
GG

Te—ClN

v
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L’inégalité précédente, valide pour X € C2(N-"0)d2 démontre que A est inversible.
De plus, si F € C2(N=no)d, \ {0}, le vecteur X = A~1F vérifie

T
——e~(CrCoV2EDN| X2 < (AX, X) = (F,X) < |F||X].
GG
Donc
|X| < leoe(C1+C0\/ZCT)N|F|.
Ceci démontre le Lemme 6.24 avec C = max{Cl Co; C1 + CO\/Z}. O

Revenons a la démonstration de la Proposition 6.23. Pour un contréole de la
forme (6.79), le probleme des moments (6.77) s’écrit

Vl’l0<|l’l|§N, Z An,ch:Fn

no<|k|<N

ou de maniére équivalente, AV = F avec les notations du Lemme 6.24. 11 suffit ainsi
de prendre V = A~!F. D’aprées la définition de F Eq. (6.77), et d’apres I'égalité de
Parseval, il existe C, > 0 indépendant de (T, N) tel que

1/2
|F|=( 3 |Fn|2) < Oyl folar.

no<|n|<N
Donc, d’apres le Lemme 6.24
1/2
c,e
M= 2 MP) < e Nl (6:53)
no<|k|<N

Etape 3 : estimations sur u,. Soit s € N*. D’apres la formule définissant le controle
(Eq. (6.79)), il existe C = C(p, s) > 0 tel que
C
[zl Ers10,ixw) < 75 V2| s (i0,7156m)- (6.84)
Pour tout s;,5, € Ntelsque s; + s, < s,0n a

atslafczvz(t’ x) = Z kzlez(k)Sle‘kz(T‘t)EZ(k)Wc(ik)SZei”kx.

n0<|k|§N

D’apres I'égalité de Parseval, on a

T

$1352. |2 _ 251+S 51 a—k2(T—t)E,(k) 2

1070202l 2 40,1y = fo MZ}{KNU« 2By (k)e 2OV[ e
0 <

< CfT 3 ks |e—k2(T—t)E2(k)W<|2 dt
0

no<|k|<N
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En travaillant comme dans la démonstration de la Proposition 6.6, on obtient, pour
ng assez grand, des constantes Ky, cp >0 telles que

T
51283 |2 4s 12 —2c,k%(T—t) 2
190V g0 ey < Cn <|Zk:|<Nk Kpj(; e " dr Vil
0 <
CK? CK?
< p Z k4s_2|Wc|2 < PN4s—2|V|2
b ny<kl<N Cp

D’aprés l'estimation sur V (Eq. (6.83)), on a

¢ 25-1C2C en
UZ'LZ(]O,T[XT) = EKPN ’ T © | folz2(rya-

|afla§cz

Ceci démontre 'existence de C > 0 indépendant de (T, N) tel que

C s
Va2l g5 o1y < N1 ol

et 'estimation (6.84) donne l'estimée annoncée sur u dans H®. [

Méthode de Lebeau et Robbiano

On démontre enfin la Proposition 6.19. Soit T > 0. Fixons § € (0,T/2) et p € |0, 1].
Pour ¢ € N*, on définit, a, = A27P¢ ol A > 0 est tel que 2 Z;ll a, =T — 28. Soit
fo € FP. On définit

fi=e g,
8, = I’S(ay, fp,u,) avec u, = (0’ Kag,zé’(fe)) )
f€+1 = e_aELpg&

avec K, ,c I'opérateur de controle de la Proposition 6.23. Par construction, on a
Hgggg = 0, et donc, les propriétés de dissipation des composantes paraboliques
(Prop. 6.6) donnent

— p —n2 i ~ 2
Foailaa = e g g = 30 e EGmacg,(n)
|n|>2¢

—2n2 ~ 2 —2¢,(29)? 2
< ZgKlz,e TP |g,(n)]” < Klzae (2) aglgé’lLZ(T)d-
|n|>2

D’apres la propriété de semi-groupe démontrée dans la Proposition 6.8, il existe des
constantes K et c tels que

Vf e (M4, t >0, |e_th|L2(T)d < Ke"’tlfleq)d.
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Alors, d’apres 'inégalité triangulaire et I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

aep
|8elr2(mya < CIS(ae, fo, up)l < CKeY| fo|r2(1ya +f CKe“@e=D|u,()|p2(ry dt
0

< CKe*% (lf;)|L2(T)d + 4/ a€|u€|L2([O,ag]xw)) ’

et d’apres la Proposition 6.23,

(& y
[Uelr2(10,a,15) < a—eeez | felr2(mya-

Ainsi

(64
|8elr2(rya < CKe™ (1 + —eezg) | felL2(mya-

\/a—g

Donc, en définissant

my = er_cp4€a€CKeca€ (1 + Leezé)) s
\ Qe
ona
|fes1lrzamya < melfolparya-

Il existe C;, C, > 0 tels que m, < Cle‘CZZ(Z_p)e

ment, il existe C;3, C4 > 0 tels que

|felzaqrya < Csexp (=Ca2C7P) | folp2(rya-

. Donc |fp|r2(rya = 0, et, plus précisé-

De plus,
Z |ug|L2([0,aé]xw) <c Z a—€C3 exp(—C42(2"°)€)|ﬁ)|Lz(T)d < 00. (6.85)
£=1 =1

On définit T, = 6, T, = 6 + 2ay,..., T, = T,_; + 2a,. Ona T, — (T — J) lorsque
¢ — oo. Ainsi, pour tout f, € FP, on définit le contrdle

Ka,20(fo)(t — Tp_q) pour T,_, <t <aT¢ —1+ a,,
W (fo)t,x) =10 pour T,_+a, <t <T,_;+2a,=T,
0 forT—-6<t<T.

Alors, g;( fo) € CX((8, T — &) X w)®2 car toutes les dérivées s’annulent au temps
t = a,. Ainsi, U (f,) € (10, T[ X w)%,

Dapres (6.85), UP(fo) € L*(J0, T[ x w)?, donc S(T — 8; fo UP(fo)) est la limite
dans I*(T)¢ de la suite S(Ty; fo,gl;( fo)). Donc, ITPS(T — &; fo,E}( fo)) est la limite
dans I*(T) de la suite TTPS(T}; Jo: U2(fo)) = fe41- Enfin,

IPS(T, fo. U2 (fo)) = IIPS(T — : fy, L(fy)) = 0.
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D’apres la Proposition 6.23, pour tout s € N*,

o0

¢ 4¢5e€2Cy exp (—C42@2=P) | fo | 21y

|EI'I)1(]%)|HS(]O,T[X@) S 6;1 Tég+1

<o

Ceci acheve la démonstration de la Proposition 6.19. ]

6.4.5 Controle des basses fréquences

On démontre ici qu'on peut controdler les basses fréquences, ce qui est la derniére
étape de la démonstration du Théoreme 6.1. Soit T > T* ou T* est défini Eq. (6.5).
Alors, il existe T" > 0 tel que T* < T' < T. Soit G et U définis a la Proposition 6.14.

On peut supposer que Fy C G en étendant 'opérateur U de la maniére suivante.
Soit W un supplémentaire de G N F° dans F°. Alors W est un supplémentaire de G
dans’ G+ F% eton étend Ua G + F° = G @ W en définissant U(f,) = 0 pour tout
foeW.

L'espace G est muni de la topologie induite, c.-a-d. de la norme I*(T)¢. Lopérateur
S est celui de la Définition 6.9.

On introduit #7 le sous-espace de I2(T)? défini par

Fr=1{fo € A(M% Ju € I*([0, T'] X w)h X CX([T', T] X w)®/S(T, fo, u) = 0}.

Etape 1 : F7 est un sous-espace fermé de I?(T)? de codimension finie.
Si fy € G, 1a fonction S(T, fy, Uf,) appartient a F°, donc

K(fy) == —eTE°S(T, fo, Ufy) (6.86)

est bien définie dans F° grace a la Proposition 6.13. Alors, l'opérateur X est de rang
fini et donc compact. D’apres I'alternative de Fredholm, (I + X)(G) est un sous-espace
fermé de G et il existe un sous-espace fermé G’ de G, de codimension finie dans G,
tel que (I + X) soit un isomorphisme de G’ sur (I + X)(G). Remarquons que G’ est
également un sous-espace fermé de I?(T)? de codimension finie.

Pour tout f, € G', en utilisant le fait que K(f) € F° et la définition de X
(Eq. (6.86)), on obtient

S(T, K(fy),0) = e T4K(fy) = e TX° K (fy) = =S (T, fo, Ufy)

et donc
S(T, fo + X(fo), Ufo) = S(T, fo, Ufo) + S(T, K(fp),0) = 0.

Si f € G+ F9 onledécompose en fg + f F,» Puis on décompose fr, selon la somme directe
Fo=GnFy®W: fr, = foor, + fw-Donc f = (fg+ frng) + fw € G + W. Ceci démontre
que G+ Fy =G+ W.Deplus,si f € GnW,comme W C Fy,onaalors f € Gn Fyn W, qui est
réduit a {0}. Donc la somme G + W est directe.
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Ceci démontre que 7 contient (I+X)(G’), qui est un sous-espace fermé de I*(T)?
de codimension finie. Il existe donc un sous-espace de I*(T)¢ de dimension finie K
tel que Fr = (I + K)(G') @ E. Ceci termine cette premiére étape.

Etape 2 : quitte a réduire T > T*, il existe § > 0 tel que F» = Fppour T' € [T, T + 5.
Lorsque 0 < T' < T", si un controle défini sur [0, T'], en ’étendant par zéro sur
(T', T"), onvoit que F7» C Fr». Donc, I'application T’ — codim(F7-) est décroissante.
Comme elle est a valeurs entiéres, ses discontinuités sur (T*, T + 1] sont isolées. Si
T n’est pas une discontinuité, il existe § > 0 tel que codim(#7/) = codim(F7) pour
tout T' € [T, T + &]. Si T est une discontinuité, on le remplace pour une plus petite
valeur, qui n’est pas une discontinuité.

Etape 3 : on démontre que (e‘“*}"Tl)L C Fr pourtoutt € 10, 8. Soitt € ]0,5[ et g, €
IX(T)? tels que (8o, e~  fo)ra¢ry = O pour tout f € F;. Alors (€~ gy, fo)rzry = 0
pour tout f; € 7. Dit autrement, e~**g, € (F7-)*. D’aprés I’étape 1, 7 est un
sous-espace fermé de I?(T)?, ainsi, (#)* = Fr. Donc e~**g, € Fr. Par définition de
Fr, ceci implique que g, € JF7,;. D’apres 'étape 2, on obtient alors g, € F7, ce qui
termine cette étape 3.

Etape 4 : il existe N € N tel que tout fy € F7 peut s’écrire sous la forme

fo=) exex avec @ € CY (6.87)
k<N

Soit S(¢)* la restriction du semi-groupe e“” a F# : S(£)* = e™t*"| - Alors S(t)* peut
se mettre sous la forme S(t)* = et_M , 0u M est une matrice telle que £* f; = M f; pour
tout fy € F7. Mais alors ker(M—21)/ = ker(£*—1)/nF7 . Le lemme de décomposition

des noyaux et la structure des espaces propres de £* donne la conclusion de I’étape 4.

Etape 5 : tout élément de I*(T)? peut étre amenée dans Fr en temps arbitrairement
petit. C.-a-d. qu'on veut montrer que pour tout € > 0 et f, € I*(T)4, il existe u €
I2([0, T] X )4 tel que S(e, fy, u) € Fr.

Ce probleme correspond a une inégalité d’observabilité. Plus précisément, d’apres
la Proposition A.8, ot on choisit B = 1,, et C la projection sur #7, la propriété
recherchée est équivalente a : il existe K > 0 pour tout g, € Fr, la solution g
du systéme adjoint (6.17) vérifie |g(T, )|z < KIg|12([0.T]xw)- COmme F7 est de
dimension finie, toutes les normes dessus sont équivalentes, et il suffit donc de
montrer la propriété de continuation unique suivante : si g(t, -) = eMg, avec g = 0
sur |0, e[Xw, alors g = 0. Cette propriété est vraie en vertu de I'inégalité spectrale (6.82)
et du fait que toutes les fonctions dans F; soient de la forme (6.87).

Etape 6 : Conclusion. L'étape 5 implique la controélabilité a zéro du systéme en tout
temps r > T. Comme T est un temps arbitraire tel que T > T, ceci démontre que le
systéme (6.1) est controlable a zéro en tout temps T > T*.
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6.5 Systémes chaleur-demi chaleur

6.5.1 Définition

Nous considérons comme dernier exemple d’application de notre méthode d’¢tude de
la controlabilité grace aux fonctions holomorphes les systemes chaleur-demi chaleur
suivants :

_ 2 =
{ d,f —BOLf +Alg,|f + Kf =ul,, sur]o,T[XT, (6.88)

f©O,)=fo sur T,

ou, A, B, K sont des matrices comme pour les systémes paraboliques-transport, et |0y |

est défini par la multiplication de e, par |n|, c.-a-d. que si (a,,) est une suite vectorielle
2[4 |2

telle que 3 _ [nl*|a,|* < +oo,

0d( T anen) = X Inlanen

nez nez

On suppose que les matrices A et B vérifient

d=d1+dzaV6C1Sd1<d,1Sd2<d; (H’].)
B= (g g), avec D € My, (R), D + D* > 0; (H.2)

A A
A= ( 12), avec A’ € My,(R), A' + A* > 0, A’ est diagonalisable. (H'3)
Ay Ap

6.5.2 Caractere bien posé

On commence par définir proprement 'opérateur considéré.
Définition 6.26. Soit D(£) le sous espace de I*(T)¢ défini par
D(L) :={f e IN(T)4, f; € H(M%, f, € HA(T)%}, (6.89)

ou f; est le vecteur formé des d; premieres composantes de f et f, est le vecteur
formé des d, derniéres composantes de f. On consideére £ l'opérateur sur I*(T)¢ de
domaine D(£) et défini pour f € D(L) par

Lf :=B3f — Ald,|f — Kf.

De méme maniere que pour les systémes paraboliques-transports, on constate
qu’en définissant pour z € C,

E(z) = B+ zA + z°K, (6.90)
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'opérateur £ agit en Fourier comme la multiplication par —n?E(|n|~1); c.-a-d. que
pourneZetX € [Rd,

1
L(Xe,) = (—n?B — |n|A + K)Xe, = —an(W)Xen.

Si f € I3(T)? et n € Z, on note f(n) le n-ieme coefficient de Fourier de f, ainsi
que f,(n) le n-iéme coefficient de Fourier de f; et f,(n) le n-iéme coefficient de Fourier
de f,. Notons que

D(L) = {f € AT, Z 712|f1(n)|2 < +00, Z n4|f2(n)|2 < +oo}.

nez nez

On montre que £ génere un semi-groupe fortement continu.
Proposition 6.27. Il existe w > 0 tel que les opérateurs £ —w et L* —w soient dissipatifs.

Démonstration. Rappelons que pour toute matrice carrée M et vecteur X, on a
RMX,X) = (M + M*")X,X)/2.Si f € D(L), on a par intégration par parties

RLS, FHre = —R(BOxf,0xf)> = R(AIO|S, f)o — RKS, ra. (6.91)

D’apres la structure de B et I'hypothese sur D (hypothéses (H'.2)), le premier terme
vérifie
D + D*
— R(BOS.Ocf) = ~R(D8f Oy = — (T 5-0cfon0cfs) < —clochll
L

(6.92)
Le second terme s’écrit

—(AI0x|f> 2 = —(A |05 i, 10x M fi) 12 — (AvalOxl s fidr2
— (A fi5 10x| )12 — (Axa|0x| o5 2)12

Comme A" + A™ > 0, le premier terme du membre droit est majoré par

, 2
—RA'|0x"2 f1. 102 fidrz < —cl|0xV2 Al -

Donc, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les autres termes

~R(ABLS. )2 < —cllod AL, + Cloyflia(1filee + 1 fl2).

Et en utilisant ab < ea? + b?/4e,

C/
= R(AIO S, ) < =cllOu| V27, + elOuhalfa + — (Al +1£l2). (6.93)
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Le troisieme terme vérifie d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz

RKS, frz < C"|fl7a- (6.94)

Ainsi, en sommant les majorations sur chacun des termes (Eq. (6.92-6.94)) et en
prenant € = % pour absorber le terme €|0, fz|12p ona

c n
RS, i < =5 (18efolf + 182 l7,) + €71 2o (695)

Donc £ — C" est dissipatif.
Grace a des intégrations par parties (ou en regardant en Fourier), on voit que
I'adjoint de £ agit comme B*d2 — A*|d,| — K*, et que le domaine de £* est

D(L*) ={f € I*; (63B" — 0,|A" = K*)f € I?},

ou les dérivées sont au sens des distributions. Montrons que ce domaine est égal a
celui de £ (voir Eq. (6.89)). Soit f € D(L£*), c.-a-d. f € [? et (32B — |0,|A)f € I? (le
terme K* f ne joue aucun role). D’apres I’égalité de Parseval, on a

1 ~
|(93B* — |0x|A) f172 = = D7 1(2B* + [n]A) f(n)|? (6.96)
nez
Or, en écrivant A, B et f(n) par blocs,

|n|A’*ﬁ(n) + |n|A’§1f;(n) ) .

(B" + InlA7)f () = (nZD*fzm) £ R4 R () + A5 ()

Donc,
R((n?B* + [n]A*)f(n), f(n))
= [n|RA™ f1(n), fi(0)) + m?R(D* (), H(n)) + O, ()| A L] + | H(m)2).

Et donc, en utilisant le fait que A" + A™ > 0 et D + D* > 0, ainsi que I'inégalité de
Young pour absorber les doubles produits, on a

R((W?B* + |n|A)(n), (n)) = (cln| = OIAMP + (cn? = Clnp| ()]
Donc, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
|(n2B* + [nlA) f()]| f ()] > (cln| — Ofi(m)? + (en? = ClnD| ()2,
donc,
¢'|(n2B* + [n|A)f()| > (cln] — C)|fi(n)| + (cn? — Cln| — C)|f(n)].
Donc, pour n assez grand, ona
n2[im)P? + n*| L < C"|(R?B* + |n|A") f(n)[2,

et comme la série des |(n?B* + |n|A*) F(n)|? est sommable (Eq. (6.96)), on en déduit
que f; € H(T)? et f, € H*(T)Z. Clest-a-dire que f € D(L*). O
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On déduit alors du théoréme de Lumer-Phillips (Th. A.3) que £ génére un semi-
groupe fortement continu, et que |e’*| < e®’. On définit alors les solutions faibles
grace a la Définition A.5. Alors, d’apres la Proposition A.8, la controélabilité a zéro
du systéme chaleur-demi chaleur (6.88) est équivalente a I'inégalité d’observabilité
suivante : il existe C > 0 tel que pour tout g, € I*(T)?, la solution du systéme adjoint

0,8 — B*02g + A*|0,|g + K*g = ul, sur]0,T[ X T,
(6.97)
8(0,-) =go sur T,
vérifie
18(T, r2ery £ Clglrz(o,T1xw)- (6.98)

6.5.3 Non controlabilité a zéro

On montre que les systémes chaleur-demi chaleur ne sont jamais controlables a zéro.

Théoréme 6.28. On suppose que A et B vérifient les hypothéses (H’.1-H’3). Soit T > 0
et w un ouvert strict de T. Le systéme chaleur-demi chaleur (6.88) n'est pas controlable
a zéro sur w en temps T.

Démonstration. On suit essentiellement la démonstration de la non-contrélabilité en
temps petit pour les systémes paraboliques-transport, mais cette fois-ci en remarquant
que les systemes chaleur-demi-chaleur se comportent comme des équations de la
demi-chaleur tournée (voir Sec. 2.2).

Remarquons que les matrices A et B vérifient les hypotheses qui nous permettent
d’appliquer la théorie perturbative analytique des Propositions 6.2-6.4. Soit alors
u € Sp(A). A nouveau, on réinterprete I'inégalité d’observabilité comme inégalité
sur les polynomes.

Lemme 6.29. Soit U un ouvert de C simplement connexe et qui contient 0 ainsi que
l'adhérence du domaine

D := {g“ eC,e TR < |¢| < 1, arg(¢) + 1n|g°|M € }

R(w)

(voir Figure 6.2). Si le systéme (6.88) est contrélable sur w en temps T, il existe C > 0 tel
que pour tout polynéme p,

|p|L2(D(0,e—9‘(M)T)) < CIplre(u)- (6.99)

Démonstration. Etape 1 : solutions de la demi-chaleur approchées. Ceci ce fait de la
méme maniere que pour les systémes parabolique-transport, mais en remplacant i/n
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FIGURE 6.2 - En jaune, le domaine D. En
U jaune plus clair, un exemple de domaine U,
> simplement connexe, qui contient O et . En

rouge, le disque D(O, e~2(T) La controla-

D /\ bilité a zéro du systéme chaleur-demi cha-

leur implique une estimation de la norme
L2(D(0,e~2®T)) des polynémes par leur

k
Ql/ norme L®(U).
Mais on peut choisir U de sorte qu’il ne

D(0 e—TﬁR(y)) contienne pas le disque rouge. Auquel cas,
on peut trouver ¢, € D(0,e 2WT)\ Uet
une suite de polyndmes qui converge vers
¢ (£ —¢,) ! endehors de la courbe bleue.

par 1/n. Si (a,),>0 est une suite finie, on construit de cette maniére une solution g
du systéme adjoint (6.97) qui est égale a

g(t,x) = Y ane" ™=Ky, (n)p,. (6.100)
n>0
ou y(n) est défini pour 0 <t < Tetn € N par
tR,}}(%)* n(1\
€ PM (n) , Sin>N,

; 6.101
e—tan(%) +nut ( )

n(n) =
sin <N,
(et ou N est assez grand, mais indépendant de la suite (a;,)).

Etape 2 : minoration du membre gauche de I'inégalité d'observabilité. Ceci ce fait
comme d’habitude (voir par exemple Prop. 3.31 ou Th. 4.18), grace a I'inégalité de
Parseval, et en minorant les termes d’erreurs y,(n). On trouve avec R = e~ %07

Z angn—l

n>0

2

< CI(T, Iliaery. (6.102)
L2(D(0,R))

Etape 3a : majoration; changement de variables. Le membre droit de I'inégalité d’ob-
servabilité appliquée a g est

2 —
|g|L2([0,T]xw) - f

[0, T]xew

2
dtdx.

2. ane" Py (g

n>0

On fait le changement de variables ¢ = e*~H, pour lequel R(u)|¢|* dt dx = dA({) :

2
da(¢), (6.103)

1 _
|g|i2([0,T]xw) = m(,u)‘/z; Zoangn 1%(”)900
n>
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ou on a gardé la notation y;(n) par simplicité au lieu de I’écrire en fonction de { (on a
t = —In|¢|/R(u)). Notons que I'image de I'ensemble d’intégration, c-a-d.

D={e¥HM 0<t<T, x €w}

est bien le domaine D défini a I'’énoncé du lemme 6.29.

Etape 3b : majoration; symboles. Pour majorer le membre droit du changement de
variables précédent, on veut utiliser le Théoréme 3.30. En effet, on a avec §,(n) =

¥e(n+1),
Z YT(n)an(Pogn_l = Hc?r( Z an+1§n§00)- (6.104)

n>0 n>0

Pour ceci, on commence par montrer que (6;)o<;<r est une famille (de suites)

bornée de 824 pour un certain p > 0.

Définissons 7.(z) = etRu(1/ Z_)*Pﬁl(l/z)*. Pour n > N, on a alors y,(n) = #.(n) (voir
la définition de y; Eq. (6.101)).

On vérifie de la méme maniére que pour les systemes paraboliques-transport

que quitte & augmenter N, (% )o<c<7 €st une famille bornée de Sj‘f,ffo, et donc que

(#:)o<r<T €5t une famille bornée de gﬁfi. Comme §(n) = y(n+1) et que le décalage

Fdnso = (Fus1)nso est continu de gj‘{;ffo dans gj‘{,xfl,oo, la famille (8;)g<;<7 €St une

famille bornée de gj‘f,xfl,oo

Etape 3c : majoration du membre droit; utilisation du Théoréme 3.30.
Rappelons que U est simplement connexe, et contient 0 et D. Les conditions du
Théoréme 3.30 sont réunies. On applique alors I'estimée (3.18) avec X = DetW = U :

‘H5T< Z an+1§00§n>

n>0 Le(wr)

<C =C

L=>(U)

b

L=(U)

Z an+1¢0§n

n>0

2. and”
n>0

ou C ne dépend ni du polynéme Zn>0 ap4+1$" nide 0 < 7 < Tcarlafamille (8;)g<r<T
est bornée.

Alors, par définition de Hy_, il existe C > 0 tel que pour tout polynome Zn>0 a, "
etpourtout0 <7< T,

<C
L=(D)

(6.105)

Z an1§"re(n)

n>0

Z an+1§—n

n>0

Le(U)

Etape 3d : majoration du membre droit; conclusion. D’apreés le changement de va-
riables (6.103), en appliquant I'estimée (6.105) avec T = t,on a

Z an+1§n

n>0

2

18120, 1xw) < (6.106)

L“(D)-
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En rassemblant la minoration (6.102) et la majoration (6.106), I'inégalité d’obser-
vabilité (6.98) implique

Z an+1§n

n>0

2 2
< C”| Z an+1§n|

1(D(O,1) 130 Le(U)’

O

On construit un contre-exemple a 'inégalité (6.99) du Lemme 6.29 comme d’ha-
bitude, avec le Théoreme de Runge. Ainsi, I'inégalité d’observabilité (6.98) n’est pas
vraie, et les systemes chaleur-demi chaleur ne sont pas controlables. O]






7 | Perspectives

N OUS formulons ici quelques questions ouvertes, et éventuellement des pistes
pour les résoudre.

Equations de Grushin avec potentiel perturbé

Les démonstrations que nous avons présentées lors du Chapitre 4 sont spécifiques
au cas du potentiel x2. Nous ne sommes pas parvenus actuellement 3 démontrer de
résultat pour léquation de Grushin généralisée

(6, — 03 — q(x)*3)) f(t, x, y) = Lyu(t, x,y),

ou q(x) ~ x. La raison est que nos résultats dépendent de I’'analyse spectrale de
l'oscillateur harmonique complexe, cette analyse reposant sur des techniques d’équa-
tions différentielles, en particulier sur une représentation intégrales des solutions de
—f" + x2f — Af = 0. Mais de telles représentations intégrales sont rares, et nous ne
pouvons pas en espérer pour les solutions de —f” + q(x)f = 0 hors de quelques cas
particuliers. Il faut donc adopter des techniques plus modernes.

Notons pour les opérateurs de Schrodinger de la forme —d2 + V(x) qui sont
autoadjoints, les outils d’analyse spectrale auto-adjointe permettent de donner des
approximations, asymptotiques etc. des valeurs propres (voir par exemple [34]). Mais
pour appliquer les théoréemes de la section 3.1.4, il nous faut étudier les opérateur
de Schrodinger complexes. Ces opérateurs n’étant plus auto-adjoints, leur analyse
est plus difficile. En particulier, il ne suffit pas de construire des quasi-modes pour
localiser le spectre.

Cependant, des techniques ont tout de méme été développées pour analyser des
opérateurs non-autoadjoint, voir par exemple [47, Ch. 13-15] et les références de ces
chapitres, ou encore [49] et les références de cet article. Les résultats de ces articles
sont tres proches de ce dont nous avons besoin, et la compréhension des méthodes
qu’ils déploient pour les adapter a nos besoins devrait nous permettre de démontrer
des résultats de non-contrdlabilité pour I'’équation de Grushin généralisée.

Domaine de controle généraux pour I'équation de
Grushin

Le Théoréme 4.29 donne le temps minimal de controlabilité pour certains domaines,
mais pas pour tous. Par exemple, on ne connait pas le temps minimal de non-

187



188 PROBLEMES OUVERTS

! :

FIGURE 7.1 - Exemples de domaines de controle pour '¢quation de Grushin pour lesquels on
ne connait pas le temps minimal de controdle.

contrdlabilité pour les domaines de la Figure 7.1. Dans le premier domaine, il n’existe
de chemin allant de la frontiére inférieure a la frontiére supérieure, on ne sait donc
pas si I’équation de Grushin est controlable dessus, méme en temps trés grand ; on
sait seulement que a%2 < T, < +o0. Egalement, si on a un domaine « pincé »,
comme pour le second domaine, on est dans un cas limite du Théoreme 4.29 : le seg-
ment ouvert {(x, 7/2) : —1 < x < 1} est disjoint de w mais pas de w. Encore une fois,
on peut seulement dire que a2 < T, < +co. Enfin, si le domaine contient une
« grotte », comme le troisiéme domaine, on peut seulement dire, avec les notations
de la figure, que a%2 < T,,;, < b%2.

Non-controélabilité spectrale pour 'équation de Gru-
shin en domaine borné

Pour 1’¢quation de Grushin posée sur R X T, on a démontré un résultat de non
controlabilité spectrale en Théoréme 4.17, si le domaine de contrdle est une bande
horizontale. Mais si on considére I’équation de Grushin posée sur |—1, 1[ X T, nous
n’avons pas pu démontrer un résultat équivalent.

Nous aurions pu le faire si la fonction p : z — 4, — z était bornée sur un demi-
plan a droite (ou 1, est la premiére valeur propre de —32 + (zx)? avec conditions de
Dirichlet sur ]—1, 1[). Si tel était le cas, les suites y; := (e Pt Jn>o seraient dans 3,,,0,
et on pourrait appliquer la méme méthode que dansle cas Q = R X T.

Mais le mieux que l'on ai réussi a démontrer est que la fonction p est bornée sur
des domaines de la forme

D, :={R(z) > (1/2+¢) In"|S(2)| + C.},

ce qui ne nous permet pas de conclure. Le probléme est que si z n’est pas dans ce
domaine, la gaussienne e=2x72 (qui est fonction propre sur R) n’est plus un quasi-
mode sur |1, 1] : les valeurs aux bords sont trop grandes. On peut aussi remarquer
que la condition z € D, équivaut a p(z) = o(z), ce qui correspond a I'idée de départ de
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la démonstration, qui est que l'oscillateur harmonique sur |—1, 1] est une perturbation
de l'oscillateur harmonique sur R.

Notons qu’'on pourrait essayer de reprendre la démonstration du Théoréme 3.29
avec I'information que e~*(®) est borné sur D, (au lieu de {R(z) > R}). Il faut pour
cela controler la croissance de K, ({) = ano e~tP(M¢n Jorsque [¢| - +o0, ¢ €
Se ={¢ € C, o < arg({) < 27 — o}. Mais le mieux que nous sommes parvenu a
trouver est [K,, ({)] < C|¢|(V2+9)l], ce qui ne nous permet pas de démontrer le
Théoreme 3.29.

Nous ne savons pas si le Théoréme 4.17 a un équivalent dans le cas Q = |1, 1| X
™.

Temps minimal pour le controle de 'équation de Kol-
mogorov

On a démontré en Théoréme 5.4 que 'équation de Kolmogorov (8,—32—x23,)f = 1,u
n’est pas contrdlable en temps petit sous des hypotheses générales sur w. Une question
serait de savoir si la minoration du temps minimal que nous trouvons est optimale.
Si on disposait du temps minimal pour les bandes horizontales! on pourrait faire le
meéme argument de troncature qu'au Théoréme 4.23 et obtenir le temps minimal
pour '¢quation de Kolmogorov sur des domaines de la forme {y;(x) < v < p(x)}.

Non-controlabilité en temps petit d’équations para-
boliques dégénérées générales

Une question plus ambitieuse serait d’essayer d’aborder les équations paraboliques
dégénérées de maniere générale, et d’essayer de trouver des conditions nécessaire ou
suffisantes entre '’équation, le domaine de controle et le temps pour que la controla-
bilité a zéro soit vraie.

Une premiére piste serait d’essayer de construire des fonctions propres qui se
concentrent sur la dégénérescence, et ainsi obtenir un résultat de non-controlabilité
en temps petit si le domaine de controle reste loin de la dégénérescence? Malheu-
reusement, des résultats plus ambitieux semblent actuellement hors de portée. Les
techniques qui démontrent I'existence d’'un temps minimal de contrdlabilité pour les
équations paraboliques dégénérées reposent sur des méthodes ad-hoc, et ne donnent
pas vraiment d’idée sur les mécanismes sous-jacents.

1Un travail par Dardé est en cours dans cette direction.
2Un travail avec Lissy et Prandi est en cours sur ce sujet.
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A | Semigroupes, controlabilité et
observabilité

A dualité entre controlabilité et observabilité est classique, et nous en avons
déja parlé en introduction. Cependant, nous passons ici en revue quelques
résultats plus précisément que ce que nous avons déja fait, ne serait-ce que pour fixer
les notations, et nous en profitons pour donner I'inégalité d’observabilité associée a
quelques problémes de controlabilité qui ne semblent pas disponibles dans des livres
(méme si nous ne prétendons aucune originalité ici).
Dans ce chapitre, H est un espace de Hilbert. Cette partie est essentiellement
basée sur [30, Annexe A & Sec. 2.3.1] (voir aussi [31], ainsi que [25, Ch. 7] et [ 73]
pour les démonstrations non présentes dans les autres références).

A.1 Solutions faibles

Définition A.1. Un semi-groupe fortement continu est une famille (S(t));», d’opé-
rateurs bornés de H telle que S(0) = I, pour tout ¢, s > 0, S(t + s) = S(t) o S(s) et pour
tout f € H, lim,;_,5 S(t)x = x.

On appelle générateur infinitésimal de S l'opérateur A de domaine D(A) = {f €
H,limy,_ o h~'(S(h)f — f) existe} et défini par Af = limy,_ o h=1(S(h)f — f).

Proposition A.2. Le générateur infinitésimal A d’un semi-groupe fortement continu
S vérifie les propriétés suivantes :

+ ledomaine de A est dense et A est fermé (c.-a-d. que le graphe {(f,Af), f € D(A)}
est une partie fermée de H X H);

« pour tout f € D(A), la fonction f(t) = S(t)f, est dérivable de [0, +oo[ dans H,
et vérifie pour toutt > 0, f(t) € D(A) et f'(t) = Af(t);

o le générateur d’un semi-groupe caractérise le semi-groupe : si S; et S, sont deux
semi-groupes fortement continus ayant le méme générateur infinitésimal, alors
Sl = Sz,'

« la famille (S(t)*);>o est un semi-groupe fortement continu, dont le générateur
infinitésimal est A*.

Rappelons aussi que A* est l'opérateur de domaine D(A*) = {g, 3C > 0, Vf €
D(A), |(8, Af)| < C|f|u} et défini par Vf € D(A), (A*g, f) = (8, Af).
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Si S est un semi-groupe fortement continu de générateur infinitésimal A, on
notera aussi S(t) = e*4. On dispose en particulier du théoréme de Lumer-Phillips
pour démontrer qu’un opérateur A est le générateur d’'un semi-groupe.

Théoréme A.3 ([73], Cor. 4.4). On suppose que pour tout x € D(A), R(Ax,x) < 0et
que pour tout x € D(A*), R(A*x, x) < 0 (on dit que A et A* sont dissipatifs). Alors A
génére un semi-groupe. De plus, on a alors pour tout t > 0, |e'4| < 1 (on dit que e*4 est
un semi-groupe de contractions).

On dispose également de la variante suivante du théoreme de Lummer-Phillips.

Théoréme A.4 ([25], Th. 7.4; [73], Th. 4.3). On suppose que pour tout x € D(A),
R(Ax, x) < 0etque (I + A)(D(A)) = H (on dit que A est maximal dissipatif). Alors A
génére un semi-groupe. De plus, on a alors pour tout t > 0, |e*4| < 1 (on dit que e*4 est
un semi-groupe de contractions).

Ce théoréme implique que si f, € D(A), il existe une unique solution du probléme
de Cauchy f' = Af, f(0) = f,. On définit maintenant ce qu’est une solution faible
de I'équation f' = Af + u.

Définition A.5. On suppose que A génere un semi-groupe fortement continu. Soit
u € I([0, T]; H). Alors, une solution faible de ’équation f” = Af +u est une fonction
f € C°([0, T]; H) telle que pour tout 0 < t < T et pour tout g, € H, si g(s) = e'4"g,,

t
(0. 8ovst — Uor g0 = f (u(s), (¢ — 5)) ds. (A1)
0

Si A géneére un semi-groupe, alors pour toute condition initiale et pour tout second
membre, il existe une unique solution faible de f' = Af + u, et cette solution dépend
continument de la condition initiale et du second-membre.

Théoréme A.6. Soitu € I?([0, T]; H) et f, € H. Il existe une unique solution faible du
probléme de Cauchy ' = Af +u, f(0) = fy. Cette solution est donnée par la «formule
de Duhamel»

t
f(t) =eAfy + f e(t=9)4y(s) ds. (A.2)
0

De plus, il existe C > 0 indépendant de f, et u tel que la solution f vérifie pour tout
0<t<T,

IO < Cfolm + [ulz2qo, 1)) (A.3)
Remarquons qu’il n’y a aucune raison qu’une solution faible f de f' = Af + u

vérifie f(t) € D(A) pour t > 0 (ou méme pour presque tout ¢t > 0). En revanche, si A
est autoadjoint, c’est le cas.
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Théoréme A.7 ([25], Prop. 7.6 et Th. 7.7). Si A est maximal dissipatif (voir Th. A.4), et
symétrique (c.-a-d. (Af, g) = (f,Ag) pourtout f,g € D(A)), alors A est autoadjoint (c.-
a-d. que A est symétrique et D(A*) = D(A)) et pour tout f, € H, la fonction f(t) == e!4 f;
appartient a

C([0, +oo[; H) N CY([0, +0o[; H) N C(]0, +00[; D(A)),

ott D(A) est muni de la norme du graphe |f|]23(A) = |fI% + |ASf %

A.2 Inégalités d'observabilité

A.2.1 Inégalité d’observabilité pour la controlabilité partielle
a zéro

Nous démontrons la proposition A.8 suivante, généralisant la dualité entre controla-
bilité a zéro et observabilité au temps final du théoreme 1.6. La démonstration en est
d’ailleurs une adaptation sans difficultés (voir p. ex. [39, Prop. 1]).

Proposition A.8. Soit A le générateur d’un semi-groupe fortement continu sur H.
Soient U, V deux espaces de Hilbert, B un opérateur linéaire borné de U dans H et C un
opérateur borné de H dans V. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. pour tout fy € H, il existe u € I*([0,T]; U) tel que la solution f de f'(t) =
Af(t) + Bu(t), f(0) = f, vérifie Cf(T) = 0;

2. il existe M > 0 tel que pour tout g, € V, la solution g de g'(t) = A*g(t), g(0) =
C*g, vérifie

T
gD <M f B a0 d. (A4)
0

Le cas échéant, le controle u peut-étre choisi linéairement en f et tel que |u|y <

VMl folg

On utilise le lemme de dualité suivant [30, Lem. 2.48] :

Lemme A.9. Soient H;, H,, H; des espaces de Hilbert, soit C, : H, — H, un opérateur
linéaire continu, et soit C5 : Hy; — H; un opérateur linéaire continu. Les propositions
suivantes sont équivalentes :

1. il existe M > 0 tel que pour tout hy € Hy, |C3hy |, < M|C3hy|g,;

2. on al’inclusion C,(H,) C C5(H3).
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Si 'une de ces conditions est vérifiées, il existe un opérateur linéaire continu C; : H, —
H3 tel qu,e C2 - C3C1 et |C1|E(H2,H3) S M

Démonstration. On note F7: u € I>([0, T]; U) — f(T) € H, ou fest la solution de
f = Af + Bu, f(0) = 0. On choisit H, = H, H; = Vet Hy = I*([0, T]; U). On pose
C, = CeT et Cy = CHy.

Alors, on affirme que la premiére propriété de la Proposition A.8 est équivalente
a l'inclusion C,(H,) C C5(H;3). En effet, si la premiere propriété est vraie, et si h €
C,(H,), autrement dit si h = CeT4 f;, il existe u tel que la solution f de f' = Af + Bu,
f(0) = fy vérifie Cf(T) = 0. Or f(T) = eT™f, + Fru, donc CeTA fy = —CFu,
autrement dit h = C, fy = —Csu. Donc C,(H,) C C5(H3).

Inversement si C,(H,) C Cs3(Hs) et fy € H, il existe u € I2([0, TT; U) tel que
Cz fo = Csu. Autrement dit, la solution f de f’ = Af + Bu, f(0) = 0 vérifie Cf(T) =

eT4 f,. Alors, la solution f de f' = Af — Bu vérifie f(T) = eT4 f) — Fru et donc
Cf(T) = Cyfy — Csu = 0.

Donc, d’aprés le Lemme A.9, la premiére propriété de la Proposition A.8 est
équivalente a I'existence de M tel que pour tout by € Hy; =V, |Cyhy |, < M|C3hy|gs.
Or,ona C; = eT4'C* et C; = F7C*. On peut de plus vérifier grace a la définition des
solutions faibles que F;:go(t) = B*eT=94" f; (voir [30, Lem. 2.47]). Donc I'inégalité
|C5hy|g, < M|C5hy|ps est équivalente a I'inégalité d’observabilité (A.4).

Le fait que le controle puisse étre choisi de maniere linéaire continue en f,
provient de la derniére affirmation du Lemme A.9. O]

A.2.2 Inégalité d’'observabilité pour la controlabilité a zéro
d’une condition initiale

On donne une condition nécessaire et suffisante pour quune condition initiale soit
contrdlable a zéro (voir aussi [24, Prop. 1.18])

Proposition A.10. Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement
continu sur H et f, € H. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. ilexisteu € I*([0, T]; U) tel que la solution f de f'(t) = Af(t)+Bu(t), f(0) = f,
vérifie f(T) =

2. il existe M > 0 tel que pour tout g, € H, la solution g de g'(t) = A*g(t), g(0) = g,
vérifie

T
o g(Tul? < M f B d. (A5)
0
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Démonstration. Le cas fy = 0 est trivial. On suppose donc que f; # 0. On considére
les applications

C,: ieCfy~e™fieH
C;: ueI?(0,T);U) ~ f(T) € H,

ou, dans la définition de C;, f est la solution de 6, f = Af + Bu avec f(0) = 0. Autre-
ment dit, en notant ¢ fo I'inclusion Cf, < H, et avec les notations de la démonstration
de la Proposition A.8,ona C, = e o tr, €t C3 = Jr.

On affirme que la propriété 1. de la Prop. A.10 équivaut a Im(C,) C Im(C;). En
effet, si cette inclusion est vraie, il existe u € I?([0, T]; U) tel que —eTA fo = Fru.
Alors u est un contrdle qui améne f;, a zéro. Inversement, s’il existe u qui améne f;, a
zéro, d’apres la formule de Duhammel (A.6), on a —e™4 f, = Fu. Or, si f; € Im(G,),
il s'écrit f; = 1eTAf,, et on a donc f; = —AF7u.

Donc, d’apres le Lemme de dualité A.9, la propriété 1. de la Prop. A.10 est équiva-
lente & 'existence de M > 0 tel que pour tout g, € H,

G580l < IC580l 720, 11:0)-

Or C; = rj, o (e™)" et C; = F7. On a vu que F7fy(t) = BreT=D4f |
Lem. 2.47]. De plus, (eT4)* = eT4". Enfin, on affirme que (s, est la projection ortho-
gonale sur Cf,. En effet, si g = g7, + gri-ona (for @1 = {Jo» &5, mr- Donc ¢ g est

bien la projection de g, sur f;, ou encore ¢y (o) = | fol 52480 fod e fo-
Donc ’¢quation donnée par le lemme de dualité s’écrit

T
(€™ g0, f? = folBIC3 g0l < |folMICE 800,100 = M’ f [BreT=D4go 2 dt,
0

qui est bien I'inégalité (A.5). O
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