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Chapitre 0

Introduction

A la fin du 19¢me siecle, Kronecker énonca le résultat suivant, dans un premier
temps pour les extensions cycliques, puis pour les extensions abéliennes.

Théoreme 0.0.1 (Théoreme de Kronecker-Weber). Soit K/Q une extension abé-
lienne de corps de nombres.
Alors il existe une racine primitive de 'unité { telle que K C Q({).

Bien que ce théoréme soit attribué a Kronecker et Weber, leurs deux démonstrations
étaient incompletes et le théoreme fut démontré intégralement pour la premiére fois
par Hilbert en 1896.

Quelques années plus tard, lors du deuxieme congres international des mathémati-
ciens qui eut lieu a Paris en 1900, Hilbert énonga une liste de 23 problemes ouverts,
désormais connus sous le nom de problemes de Hilbert. Parmi ces problemes, Hil-
bert reformula le Kronecker Jugendtraum (réve de jeunesse de Kronecker), que
Kronecker avait mentionné dans une lettre a Dedekind en 1880 et qui cherchait a
généraliser le théoréme de Kronecker-Weber. Ce théoreme peut étre reformulé ainsi.

Théoreme 0.0.2 (Reformulation du théoréeme de Kronecker-Weber). Considérons
la fonction analytique
, {Q -Q
exp :

X = eiﬁx
Les valeurs de cette fonction prises en certains rationnels engendrent toutes les
extensions abéliennes de Q.

C’est cette formulation que Hilbert souhaitait voir généralisée.

12eme probléme de Hilbert. Soit k un corps de nombres.
Existe-t-il des fonctions analytiques de k dans k dont des valeurs spéciales en-
gendrent toutes les extensions abéliennes de k ?
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Outre le théoreme de Kronecker-Weber, une motivation pour cet énoncé général
provient du résultat suivant pour les corps quadratiques imaginaires.

Théoreme 0.0.3. Soit k un corps de nombres quadratique imaginaire.
Alors toutes les extensions abéliennes de k sont engendrées par des valeurs spéciales
de la fonction exp, de la fonction j et de la fonction @ de Weierstrass.

Dans le cas général, le 12éme probleme de Hilbert reste ouvert. Pour les corps de
nombres totalement réels, la démonstration de la conjecture abélienne de Stark de
rang 1 apporterait une solution.

On considere une extension abélienne de corps de nombres K/k de groupe de Galois
G et S un ensemble de places de k contenant les places infinies S. (k) de k et les
places finies S, (K/k) qui sont ramifiées dans K/k. On note wg le nombre de
racines de I’unité de K. Pour tout caractere y du groupe abélien G, on définit une
fonction L de Hecke en posant pour tout s € C tel que Re(s) > 1

1
Nijo(P)~*x(op)

Li/ksx: s) = 1_[ T

¢S
puis en prolongeant analytiquement cette fonction a C.

Conjecture 0.0.4 (Conjecture abélienne de Stark de rang 1 dans le cas infini). On
suppose que S contient une place infinie v totalement décomposée dans K/k et on
note w une place au-dessus de v dans K. On suppose également que card(S) > 2.
Alors il existe une S-unité g5, € Ugi,y telle que

1. pourtout o € G, ona
log|o(exsksw)], = WKl .5 0)

’ . l/u)]( 27
2. et ’extension K (gK Ik, S,w) /k est abélienne.

Une telle unité s’ appelle unité de Stark associée a I’extension K|k, I’ensemble de
places S et la place w.

On suppose que le corps k est totalement réel. De plus, on suppose que la conjecture
est vérifiée pour toutes les extensions abéliennes de k. On a alors le résultat suivant.

Théoreme 0.0.5. 1] existe des unités de Stark €1, &»,..., &, associées 4 S = Soo(k) U
S;am(K/k) telles que K C k(ey, &3, ..., &p).

Afin de mieux comprendre ces unités dont I’existence repose sur une conjecture,
nous nous intéressons dans cette these a leurs propriétés algébriques.



Dans notre premier chapitre, nous commengons par présenter des notions de base
sur les anneaux de groupe et les G-modules qui nous permettent ensuite de définir
la cohomologie de Tate des groupes finis. Nous étudions ensuite la p-partie et
la partie moins d’un G-module et leurs comportements respectifs vis-a-vis de la
cohomologie de Tate. Enfin, nous définissons I’idéal initial de Fitting et démontrons
ses propriétés.

Le deuxiéme chapitre constitue une mise au clair des trois notions de y-composantes
associées a un Z, [G]-module, y désignant un caractere irréductible sur Q p de G.
Dans un premier temps nous étudions les caracteres p-adiques de G irréductibles sur
Q » puis ceux qui sont irréductibles sur Q,. Ceci nous permet notamment d’introduire
la notion d’idempotent associé a un caractére qui est centrale dans la définition de
la troisieme y-composante. Les deux premieres composantes, appelées y-quotient
et y-partie, sont ici définies par propriété universelle, mais 1’on donne également
pour chacune d’elles deux réalisations explicites de ces propriétés universelles dont
I’une qui justifie leur nom respectif de partie et de quotient. Nous démontrons que
dans le cas semi-simple, ces trois notions sont canoniquement isomorphes.

Dans le chapitre suivant, on présente plus en détail et avec un peu plus de généra-
lité que dans cette introduction la conjecture abélienne de Stark de rang 1. Nous
commencons par une introduction historique autour de la formule analytique des
classes de Dirichlet, afin d’en énoncer une généralisation formulée par Stark dans sa
conjecture principale. Nous nous intéressons ensuite au raffinement abélien de cette
conjecture, qui prédit I’existence des unités de Stark. Nous supposons pour la suite
de la these la conjecture abélienne de Stark vérifiée, et nous pouvons alors énoncer
les formules établies par Rubin et Roblot concernant I’indice de sous-groupes en-
gendrés par des unités de Stark a I’intérieur du groupe des unités.

Dans le chapitre 4, nous nous plagons dans le cadre suivant :

— K/k est une extension abélienne de corps de nombres,

— k est un corps de nombres totalement réel différent de Q,

— [K : K*] = 2, on note 7 le générateur de Gal(K/K™),

— 8 est un ensemble fini de places de &,

— il existe une unique place infinie v de k qui reste réelle dans K,

= Seolk) U Sram(k) C S,

— tous les idéaux premiers dans Sk+ sont inertes ou ramifiés dans K/K*.

A I’aide des formules d’indice du chapitre précédent, nous établissons le résultat
suivant.

Théoreme (Théoreme 4.2.1 semi-simple faible). Soit p un nombre premier ne
divisant pas card(G).
Alors

Fittzp[(;] ((L(;(/Z [Gle® Zp) = Fitth[G] (Cl} ® Zp) .
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Nous en déduisons alors une version plus forte.

Théoreme (Théoreme 4.2.7 semi-simple fort). Soit p un nombre premier ne divisant
pas card(G).
Alors on a I'isomorphisme de Z,, [G]-modules suivant

Ug/ZIG1E® Z, = Z, [G]” [Fitty, () (Clx ®Z,).

Nous formulons la conjecture locale faible 4.1.2 selon laquelle le résultat du théo-
réme semi-simple faible reste vrai si p est un nombre premier impair divisant
card(G). Nous démontrons alors un théoréme moins fort de simultanée principalité.

Théoreme (Théoreme 4.3.1). Soit p un nombre premier impair.
Alors les deux affirmations suivantes sont équivalentes
1. Fittzp[g] ((Z[[} /Z[G]le® Zp) est un idéal principal de 7, [G] engendré par un
élément non diviseur de 0,
2. Fittz, (g (C Iz ® Zp) est un idéal principal de Z, |G engendré par un élément
non diviseur de 0.

Dans le dernier chapitre, nous expliquons comment construire algorithmiquement
des extensions vérifiant les conditions imposées dans le chapitre 4 en utilisant la
théorie explicite du corps de classes. Nous résumons enfin les exemples numériques
obtenus, pour lesquels la conjecture faible est toujours vérifiée.



Chapitre 1

Outils algébriques

Cette section a pour but d’énoncer les résultats algébriques utilisés dans cette these.
Le nombre p y sera toujours premier.

1.1 Anneau de groupe et G-module

Dans cette section, G désigne un groupe noté multiplicativement et A un anneau
commutatif.

Définition 1.1.1. On note A [G] I’ensemble des sommes formelles presque nulles

Z .8, ag € A.

geG
Muni de I’addition
Z g8 + Z,ng = Z(ag +Bg)8
geG geG geG

et du produit de convolution

(Z%g)(Zﬁgg)= Z @ofy 88,
8eG g€G (g.8)€G?

A [G] est un anneau d’unité 1g, appelé anneau de groupe de G.

Dorénavant, le groupe G est supposé abélien. L’anneau de groupe A [G] est alors
un anneau commutatif. Nous utiliserons dans la suite des anneaux de groupes dont
I’anneau de base est Z, Q, Z, ou Q,,.
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Définition 1.1.2. On appelle morphisme d’augmentation de G le morphisme ¢ -

A [G] — A défini par
s( Z agg) = Z @g.

geG geG

Son noyau est noté Ig et appelé idéal d’augmentation de G.

Proposition 1.1.3. L’idéal d’augmentation Ig est engendré sur A par les g — 1g,
ou g parcourt G.

Démonstration. Soit ), ayg € Ig. Ona

geG
Za'g =0

geG
donc
ag=- > e
8eG\{1g}
et
Dlag= > ayg-1lo).
8€G geG\{1g}

O

Définition 1.1.4. On appelle G-module un Z [G)-module. De maniére équivalente,
un G-module M est un groupe additif muni d’une action de G compatible avec sa
loi de groupe, c’est-a-dire telle que pour tout g € G et pour tous m,m’ € M, on a

gm+m')=gm+gm'.
On dit qu’un G-module est libre s’il est libre en tant que Z [G]-module.

On remarque que si M est un G-module et F un sous-groupe de G, alors M est
également un F-module.

Définition 1.1.5. Soit M un G-module.
On note

MC ={m e M tel que gm = m pour tout g € G}

le sous-module de M des éléments invariants par ’action de G.
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Pour tout G-module M, MS est un G-module sur lequel G agit trivialement, on
peut donc le considérer comme un groupe abélien sans perdre d’information. On
peut alors définir un foncteur covariant ¢ de la catégorie des G-modules vers la
catégories des groupes abéliens de la facon suivante : pour tout G-module M on
note

FOM) = M©

et pour tout morphisme de G-modules f : M — N, I’action de G commutant avec
f.ona f(M%) c NY, donc on peut définir

FOf): M6 — NC

le morphisme de groupes abéliens obtenu a partir de f par restriction & M¢ et
corestriction 2 N.

Proposition 1.1.6. Le foncteur des G-invariants FC est un foncteur exact & gauche
de la catégorie des G-modules vers la catégorie des groupes abéliens.

Démonstration. Soit
o-mENLP
une suite exacte de G-modules. Alors 7Y (¢) est injective car ¢ I’est. De plus

FEW) o Fp) = FWop)=0

donc

Im(F(p)) € Ker(FEW)).

Soit n € Ker(F()) c Ker(y) = Im(y), il existe m € M tel que ¢(m) = n. Comme
ne N9 pourtout g € G, ona

p(gm) = gp(m) = gn = n = ¢(m)
et comme ¢ est injective, on en déduit que gm = m, et donc que m € MC. On a donc
Ker(FO)) c Im(F°(9).
Ainsi, la suite de groupes abéliens
0— M® — N% — P°
est exacte. O

Dans cette these on adoptera la convention de Nicolas Bourbaki selon laquelle
les anneaux sont supposés unitaires. Dans le cas contraire, on parlera de pseudo-
anneaux.
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Notation. Pour tout anneau A et tous A-modules M et N, on note Homu (M, N)
I’ensemble des morphismes de A-modules de M vers N. Il s’agit d’un A-module.
Pour A = Z, on notera simplement Hom(M, N) I’ensemble des morphismes de
groupes abéliens de M vers N.

On a le résultat classique suivant, dont on peut retrouver la démonstration dans le
chapitre 1.6 de [Mac67].

Proposition 1.1.7. Soit A un anneau commutatif et M un A-module.
Alors Homy (M, —) est un foncteur covariant exact a gauche de la catégorie des
A-modules vers elle-méme.

Définition 1.1.8. Soit A un anneau commutatif et M un A-module.

On dit que M est projectif si Homg (M, —) est un foncteur exact, autrement dit pour
tout morphisme surjectif de A-modules s : N — P et tout morphisme de A-modules
f: M — P, il existe un morphisme de A-modules h tel que f = s o h.

Proposition 1.1.9. Soit M et N deux G-modules.
Alors on a
Homgzg(M, N) = Hom(M, N)°.

Et en particulier, pour tout G-module M, en considérant Z comme un G-module sur
lequel I’action est triviale, on a

Homgz;g(Z, M) = Hom(Z, M)® ~ MC.

On peut retrouver ainsi I’exactitude 4 gauche du foncteur 7¢.

Apres avoir défini le plus grand sous-module d’un G-module sur lequel G agit
trivialement, nous allons nous intéresser au plus grand quotient d’un module sur
lequel G agit trivialement.

Définition 1.1.10. Soit M un G-module.
On note
Mg =M/IgM

le G-module des co-invariants de M.

Pour tout G-module M, Mg est un G-module sur lequel G agit trivialement, on
peut donc le considérer comme un groupe abélien sans perdre d’information. On
peut alors définir un foncteur covariant ¥ de la catégorie des G-modules vers la
catégories des groupes abéliens de la facon suivante : pour tout G-module M on
note

Fe(M) = Mg
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et pour tout morphisme de G-modules f : M — N, on note
Fe(f): Mg — Ng
le morphisme de groupes abéliens obtenu a partir de f par passage au quotient :
Yme M, Fo(f)im+ IgM) = f(m) + IgN.

Proposition 1.1.11. Le foncteur des G-co-invariants F¢ est un foncteur exact a
droite de la catégorie des G-modules vers la catégorie des groupes abéliens.

Démonstration. Soit ’
mMENS PSSO

une suite exacte de G-modules. Alors (i) est surjective comme quotient de ¢ qui
est surjective. De plus Fg () o Fs(p) = Fo( o ¢) = 0 donc

Im(F6(¢)) € Ker(F6(¥)).

Soit n + IgN € Ker(F()), on a ¥(n) € IgP, donc ¥(n) = ap, aveca € Ig et p € P.
Comme ¥ est surjective, p = (n’) avec n’ € N. On a alors ¥(n) = ay(n’) = y(an’),
donc n — an’ € Ker(yy) = Im(¢). On a donc n + IgN € Im(p) + IgN = Im(F)),
et donc

Ker(Fc(¥)) € Im(F)).

Ainsi, la suite de groupes abéliens
MG i NG i PG -0
est exacte. O

Notation. Pour tout anneau A et tous A-modules M et N, on note M ® N le produit
A

tensoriel sur A des modules A et N. Pour A = 7Z, on le notera simplement M ® N.
Si M et N sont deux G-modules, alors M ® N est doté de la structure de G-module
définie par I’action diagonale de G :

gm®n) =gm® gn.

Si seul M est un G-module, on peut alors doter N de I’action trivial de G. Dans ce
cas, I’action diagonale de G sur M ® N n’est autre que I’action a gauche.

Remarque. Les structures de G-modules de M®N et M ® N sont donc différentes
ZIG]
uisque cette derniere est donnée par gm ® n) =gm ® n=m @ gn.
puisq p ﬂzm) gm % 2.8
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Proposition 1.1.12. Soit A un anneau commutatif et M un A-module.
Alors M <§> — est un foncteur covariant exact a droite de la catégorie des A-modules

vers elle-méme.

Définition 1.1.13. Soit A un anneau commutatif et M un A-module.
On dit que M est un A-module plat si M (§> — est un foncteur exact.

Proposition 1.1.14. Soit M et N deux G-modules.
Alors on a l'isomorphisme de groupes abéliens

M @ N~(M®&N);.
Z[G]

Et en particulier, pour tout G-module M, en considérant Z comme un G-module sur
lequel I’action est triviale, on a I'isomorphisme de groupes abéliens

Z ® M=~ Mg.
Z|G]

On peut retrouver ainsi I’exactitude a gauche du foncteur 7.

Définition 1.1.15. Soit F un sous-groupe fini de G.
On appelle norme de F 1’élément

NF:deZ[F]CZ[G].

geF

Si M est un G-module, on définit I’application norme de F sur M par

M—->M

me ) gm
geF

NF,MZ

Définition 1.1.16. Soit X un groupe abélien. On peut alors munir le groupe abélien
Hom(Z [G], X) d’une structure de G-module en faisant agir G a la source, c’est-a-
dire que pour tout | € Hom(Z [G], X) et pour tout g € G, on pose gl : a — l(ga).
On appelle module co-induit un tel G-module.

Définition 1.1.17. Soit X un groupe abélien. On peut alors munir le groupe abélien
Z|G] ® X d’une structure de G-module en faisant agir G a gauche.
On appelle module induit un tel G-module.

Exemple. On suppose que F est un sous-groupe distingué de G. Alors G est un
F-module induit. En effet, on a les isomorphisme de Z-modules suivants

Z[Gl=Z [F]card(G/H) ~7Z[F]® zeard(G/F)
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Proposition 1.1.18. On suppose que G est un groupe fini et M un G-module.
Alors M est un G-module induit si et seulement si M est un G-module co-induit.

Démonstration. Soit X un groupe abélien. On peut définir le morphisme de G-
module ¢ : Hom(Z [G], X) — Z[G] ® X de la fagcon suivante

soerZgQ@f(g).

geG

Alors ¢ est un isomorphisme de G-modules de morphisme réciproque

tp:Zg@xgH{f:ZaggHZagxg].

geG geG geG

1.2 Cohomologie de Tate

La cohomologie de Tate est une cohomologie des G-modules dans le cas ol G est un
groupe fini. Cette cohomologie découle d’une 1égere modification de la cohomologie
et de ’homologie classique des groupes, que nous allons donc commencer par définir.
Ce paragraphe est fortement inspiré du chapitre Cohomology of Groups rédigé par
Michael Atiyah et Charles Wall dans [AW67]. Dans cette section, G désigne un
groupe quelconque.

1.2.1 Cohomologie des groupes

Définition 1.2.1. Soit M un G-module.
Une résolution projective P de M est la donnée d’une famille de G-modules projec-
tifs (P;)ien et d’une suite exacte infinie de G-modules

w—o> P> P> Py—>M->DO0.

Afin de définir les groupes de cohomologie d’un G-module nous avons besoin d’une
résolution projective de Z vu comme G-module sur lequel G agit trivialement. Nous
allons donc construire explicitement un exemple d’une telle résolution de Z.

Pour tout n € N, on considere le G-module libre §,, = Z[G"*!] sur lequel G agit
diagonalement :

v(g07 cees gn) € Sn,vgl € G; g’(g()’ (L) gn) = (g/go’ wees g/gn)
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Pour tout n € N*, on considere le morphisme de bord d,, : §,, — §,,—; défini par

n

v(g09 eeey gn) e Sns dn(gO, ey gn) = Z(_l)l(g()s ceey gi—l’gi+1’ seey gn),
i=0

et pour n = 0, on considere le morphisme d’augmentation
do=¢:7Z[G] > Z.

Proposition 1.2.2. La suite infinie de G-modules libres, donc projectifs,
d d d
,,—3)S2—2)51 —]>S0ﬁ>Z—>O

est une suite exacte et S est donc une résolution projective de Z, appelée résolution
standard de Z.

Démonstration. Pour tout n € N*, on note h, : S,-;1 — S, le morphisme de
G-modules défini pour tout (go, ..., gn—1) € P,—1 par

" (805 -5 8n-1) = (16, 805 -+ 8n—1)-
On vérifie alors que pour tout n € N*, on a
dpody1 =0
et
hy o dy + dyy1 0 hyyy = idp,.

Ainsi
Im(d,+1) C Ker(d,).

Si (go, ..., gn) € Ker(d,), alors

(gO’ eee gn) = hnodn(go, LLE] gn)+dn+lohn+1(g0a eee gn) = dn+lohn+1(g0, ceey gn) € Im(dl’H-l)’

donc
Ker(d,) = Im(dy41).

De plus, on a bien Ker(e) = Im(d;), donc la suite considérée est bien exacte. O

A P’aide de cette résolution standard de Z, on peut maintenant associer a tout G-
module M un complexe Cy; = Homz;61(S, M) que I’on appelle complexe standard
de M. Ce complexe est le suivant

60

1
M aM

0 — Homg)(So, M) — Homgg|(S1, M)
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ou pour tout n € N, le morphisme de cobord est donné par
iy f > f o dyr.

Cette nouvelle suite infinie vérifie 0}/ Lo 0}, = 0 pour tout n € N, mais elle n’a
pas de raison d’étre exacte. Les groupes de cohomologie sont ce qui mesure cette
inexactitude.

Définition 1.2.3. Soit M un G-module.
On définit le 0-ieme groupe de cohomologie de M par

HY(G, M) = Ker(8),)

et pour tout n € N*, on définit le n-ieme groupe de cohomologie de M de la facon
suivante
H"(G, M) = Ker(d})/Tm(@}; ).

Un élément de Ker(d},) s’appelle un cocycle de degré n et un €lément de Im(d'}, D)
s’appelle un cobord de degré n. Ainsi, le n-ieme groupe de cohomologie de M est
le quotient des cocycles de degré n par les cobords de degré n.

Proposition 1.2.4. Soit M un G-module.
Ona
HY(G, M) ~ MC.

Démonstration. Soit f € Homzig|(Z[G], M), elle est déterminée par f(1c). Donc
fe Ker(ag/l) si et seulement si pour tout (go, g1) € Z[G*] on a

fodi(go,g1) =(g1—80)f(lg) =0

donc si et seulement si f(1g) € MC. m]

Proposition 1.2.5. Soit M et N deux G-modules.
Pour tout n € N, on a

H'(G,M®N) =H"(G,M)® H' (G, N).
Démonstration. Pour toutn € N, on a
HomzG(Z[G], M & N) = HomgzG|(Z [G], M) & HomgzG|(Z [G], N)

et pour tout f = (fyr, fv) € Homz[61(S,, M ® N), on a

Frgon (s ) = (83, (fan), O (f)
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donc
Ker(0)n) = Ker(9),) ® Ker(dy),
Im(@"M_e;N) = Im(d}, He Im(@j’\,_l ).
On en déduit donc le résultat souhaité par passage au quotient. O

Proposition 1.2.6. Pour tout G-module co-induit M et tout n € N*, on a
H'(G,M) =0.

Démonstration. Soit X le groupe abélien tel que M = Hom(Z [G], X). Soitn € N.
Le morphisme de groupes ¢ : Homz;G1(S ,, M) — Hom(S ,,, X), donné par

¢ fr(am fla)e)
est un isomorphisme d’isomorphisme réciproque
<p_1 - (a - (g - f(g_la))).
De plus comme S 4+ et S, sont des Z-modules libres, la suite exacte
0 — Ker(d,) » S, —» Im(d,) - 0
est scindée, donc
Sne1 = Ker(dy1) @ Ty = Im(dyp12) @ Ty avec Tyyy = Im(dpyy).

Soit f € Hom(S 41, X) tel que f o dy,4p = 0. Définissons & : S,.1 — S, en posant
h(y) = f(x) pour tout y = d,+1(x) € Im(d,,+1) et h(y) = 0 pour tout y € T,,. Comme
fody»=0,0na

Ker(dy+1) = Im(dy12) C Ker(f),

donc
hody1 = f.

Réciproquement, si f = hod,+1,0na
fodyr=hody0dy2 =0,

donc on déduit de I’isomorphisme précédent que le complexe

a()

al
0 — Homzg(S 9, M) = Homgz(S 1, M) = ...

est exact en tout Homz;61(S ,, M) pour n # 0. O
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Soit M, N et P des G-modules. On suppose que la suite

ooMENL PS5O

est exacte.
Pour tout n € N, comme §,, est un G-module libre donc projectif, la suite de groupes
abéliens

0 — HomziGy(S n, M) 5 Homz1(S 4y N) s HomzG)(S», P) = 0
est exacte. On en déduit en particulier que pour tout n € N, la suite
0 — Ker(d},) — Ker(dy) — Ker(d})

est exacte.
Comme pour tout G-module Q on a Im(@’é) c Ker(@”Q”), on a le diagramme
commutatif suivant, dont les deux lignes sont exactes

0 —— Homgz|(S,, M) —— HomgG|(S,, N) —— Homg|(S,, P) —— 0

I I I

0 —— Ker(d};') ———— Ker(d3'') ———— Ker(9%/")
En appliquant le lemme du serpent, on obtient la suite exacte suivante
0 — Ker(d},) — Ker(d) — Ker(d}) L HY(G, M) — H™\(G,N) — H™ (G, P).
Pour tout f € Ker(d%), il existe iy € Homgzg)(S », N) tel que
f=n(hy) =y ohy.

Et comme
Yns1(0y(hp)) = Op(W(hy)) = 0p(f) = 0,

il existe une unique [ € Ker(d}; 1) telle que
In(hy) = eully) = poly.

La classe de Iy dans H"(G, M) ne dépend pas du choix de hy, donc on peut définir
le morphisme
A" Ker(8%) — H™ (G, M)

en posant
A(f) = Iy + Im(3}).
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Sife Im(é?’},‘l), ona f = f' od,, avec f* € HomgG|(S -1, P), donc
f =y (W) =y okl avec h' € HomgzG|(S -1, N).
Ainsi,
lerbof,odn =¢n(f,odn),
donc on peut choisir iy = f” o d,,, et comme

ar]ii(hf) = hf odyy1 = f, ody odyr1 =0 = ¢,(0),

ona
A'(f) =0,

donc
Im(9%") ¢ Ker(2"),

et A" induit un morphisme de connexion

§": H'(G, P) —» H""\(G, M).

Im(6") = Im(2")

et
f+Im(@5) € Ker(s")

si et seulement si
f € Ker(1") = Im (1,//,, : Ker(dy) — Ker(@',’,))
donc on déduit le résultat suivant.
Théoreme 1.2.7. Soit M, N et P des G-modules. On suppose que la suite
0O->M->N->P—>0

est exacte.
Alors la suite infinie de groupes abéliens

0 - H%G, M) - H'(G,N) - H'(G,P) » H'(G,M) > ...
— H"G,P) —» H*' (G, M) - ...

est exacte.
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Une suite de foncteurs de la catégorie des G-modules vers celle des groupes abéliens
vérifiant les propositions 1.2.4 et 1.2.6 et le théoreme 1.2.7 s’appelle une extension
cohomologique du foncteur 7 : M — M des G-invariants.

Théoreme 1.2.8. La suite de foncteurs (H'(G, —)),en est l'unique extension coho-
mologique du foncteur F° a isomorphisme prés.

Démonstration. Soit (F™),ay une extension cohomologique de 7.
Pour tout G-module M, on peut définir un morphisme injectif

¢ : M — Homz(Z[G], M)

en posant
p(m)(g) = gm.

Ainsi, on a la suite exacte
0 - M — Homz(Z[G], M) — Homz(Z [G], M)/e(M) — O.

D’apres la proposition 1.2.6, pour tout n € N*, on a " (Homgz(Z [G], M)) = 0, et
donc, d’apres le théoreme 1.2.7, pour tout n € N, on a

FH (M) = F" (Homz(Z [G], M)/ o(M)) .

Donc le foncteur F*! est déterminé a isomorphisme prés par le foncteur 7", et
donc la proposition 1.2.4 implique 1’unicité a isomorphisme pres de I’extension
cohomologique. m|

Il existe d’autres manieres de construire explicitement les groupes de cohomologie,
par exemple en choisissant une résolution projective de Z autre que la résolution
standard.

1.2.2 Homologie des groupes

Nous allons maintenant nous intéresser a une notion voisine de la cohomologie des
groupes, I’homologie des groupes. La construction donnée ici reposera a nouveau
sur la résolution standard de Z donnée au paragraphe précédent. A 1’aide de cette
résolution standard de Z, on peut associer a tout G-module M un complexe de
G-modules CM = § Z% ] M que I’on appelle complexe standard d’homologie de M.

Ce complexe est le suivant

i i oM
oS M-SS, @ M—>Sg @ M—0
Z|G] Z|G] Z[G]
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ou pour tout n € N*, le morphisme de bord est donné par

M:s
ZIG

m— d,(s) ® m.
[G] Z[G]

Cette nouvelle suite infinie vérifie 0/ o 6%1 = 0 pour tout n € N*, mais elle n’a
pas de raison d’étre exacte. Les groupes d’homologie sont ce qui mesure cette
inexactitude.

Définition 1.2.9. Soit M un G-module et S la résolution standard de Z.
On définit le 0-ieme groupe d’homologie de M par

Ho(G,M) =S¢ ® M/Im(3}")
Z[G]

et pour tout n € N*, on définit le n-iéme groupe d’homologie de M de la facon
suivante
H,(G, M) = Ker(6™) /Im(6™. ).

n+1

Un élément de Ker(dM) s’appelle un cycle de degré n et un élément de Im(ﬁﬁ’il)

s’appelle un bord de degré n. Ainsi, le n-ieme groupe d’homologie de M est le
quotient des cycles de degré n par les bords de degré n.

Proposition 1.2.10. Soit M un G-module.
On a l’isomorphisme de groupes

Ho(G, M) ~ M.

Démonstration. On a
So @ M=Z[G] ® M=M
7[G] Z[G]

via

@Q.gm— gm.
Soit (g0, g1)®meS; ® M,ona

Z[G]

@0 dY ((g0,81) ®m) = (g1 — go)ym € IGM,

donc par linéarité,
o (Im(@))) € IM.

Réciproquement sia = Y a,g € I etm € M,ona
8

a= ) afg-g)=¢od [Z (80, 8) ®m] € p(Im@i)),

8780 8780
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donc par linéarité
) (Im(af;ﬁ] )) = IgM.
Ainsi,
Ho(G,M) =S, 8 M/Im(@) ~ M/IGM.

O
Proposition 1.2.11. Soit M et N deux G-modules.
Pour toutn € N, on a
H,(G,M & N)=H,(G,M)® H,(G,N).
Démonstration. Pour toutn € N, on a
Sy @ MadN)=(S, @ M)®(S, ® N)
ZI[G] Z[G] Z|G]
et pour tout (m,m’) € M @ N ettout s € §,,0n a
NN (s @ (mm')) =0 (s ® m),dN(s ® m')
Z[G] Z|G] Z[G]
donc
Ker(aM®V) = Ker(d¥) @ Ker(d"),
Im(az’ﬁN = Im(ﬁ%f ) e Im(énN )}
On en déduit donc le résultat souhaité par passage au quotient. m|

Proposition 1.2.12. Pour tout G-module induit M et tout n € N*, on a
H'(G,M) =0.

Démonstration. Soit X le groupe abélien tel que M = Z[G] ® X. Soitn € N.
On a les isomorphismes de G-modules suivants

Snzfig;]i‘/l2 (§n®@M)g = (S, ®(Z[G]®X))g = (Z[G]® (S, ® X))
~Z[G] ® ($,®X)~S§,®X.
Z[G)

On s’intéresse donc au complexe suivant

oM

oM oM
3 2 1
Lo S5HRXS5SIX - SiX -0
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ou pour tout n € N*, le morphisme de bord est donné par

52” 18 ® x> dy(s)® .
ZIG)

Sin € N*, 1a suite exacte
0 — Ker(d,) » S, —» Im(d,) - 0

est scindée car Im(d,) C S, est libre donc projectif. On en déduit donc I’exactitude
de la suite
0—- Ker(d,)) X - 5,9X - Im(d,,) ® X — 0.

OrIm(d,)® X = Im(gﬁ/[ ), donc on en déduit que Ker(d,) ® X = Ker(bv,]:” ).
Ainsi, pour tout n € N*, on a

Im(3 ) = Im(d1) ® X = Ker(d,) ® X = Ker(9).

Donc on déduit de I’isomorphisme précédent que le complexe

%' ) '
oS dM->SS, @ M—>Sg @ M— 0
Z[G) Z[G) ZIG]
estexactentoutS, ® M pourn # 0. O
Z[G)

Soit M, N et P des G-modules. On suppose que la suite

0—>M£>NK>P—>0

est exacte.
Pour tout n € N, comme S, est un G-module libre donc plat, la suite de groupes

abéliens

058, e MBS, e NAS, @ P50
Z[G] Z[G] Z[G]

est exacte. On en déduit en particulier que pour tout n € N, la suite
0 — Ker(0M) — Ker(dY) — Ker(d%)

est exacte.

Pour tout n € N*, comme pour tout G-module Q on a Im(c’)r%l) C Ker(ag), onale

diagramme commutatif suivant, dont les deux lignes sont exactes

0—>Sn+1 ® M—>Sn+1 ®N—>Sn+1 ® P——>0
Z|G] ZIG] ZIG]

M N P
larﬁl \Larwl \Larﬁl

0 — Ker(0M) —— Ker(6Y) —— Ker(6¥)
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En appliquant le lemme du serpent, on obtient la suite exacte suivante

0 — Ker(d" ) — Ker(8". ) = Ker(d.,) 3 Hy(G, M) — H,(G,N) — Hy(G, P).

n+1 n+1 n+l1
Pour tout x € Ker(c'iﬁﬂ), il existe y, € S,41 Z%]N tel que x = ¥,41(yy). Mais
comme
" =a =d" (=0
Un( n+1(yx)) = n+1(‘//n+l()’x)) = n+1(x) =Y,

il existe un unique z, € Ker() tel que

anN+ 1 (Vx) = @n(z)-

La classe de z, dans H,(G, M) ne dépend pas du choix de y,, on définit donc le
morphisme
A, : Ker(82 ) = H,(G, M)

n+1

cn posant
Ap(x) = 7, + Im(OM ).

Six e Im(65+2), il existe X' € S,40 ® P tel que x = 65+2(x’). Puis il existe
Z|G]

Yy €8, ® Ntelquex' =y,.2()), on a alors
7[G]

X = 3y W2 (Y)) = U1 (3,0,

on peut donc choisir y, = é?nN .»(0"). On a donc

anNJrl(yX) = agv+1(anN+2(y,)) =0 = ¢,(0).
Donc
Ap(x) =0
et
Im(0”,,) c Ker(4,).
En passant au quotient, on en déduit un morphisme de connexion
On : Hyt1(G, P) > Hy(G, M).
Comme
Im(6,) = Im(4,)
et comme

x+1Im(d” ) € Ker(6,)

n+2

si et seulement si

x € Ker(1,,) = Im(t//n+1 : Kef(aN ) = Ker(65+1)),

n+1

on a le résultat suivant.
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Théoreme 1.2.13. Soit M, N et P des G-modules. On suppose que la suite
0->M->N->P—>0

est exacte.
Alors la suite infinie de groupes abéliens

. H,1(G,P) > H,(G,M) — ...
— H(G,P) - Ho(G,M) — Hy(G,N) - Ho(G,P) — 0
est exacte.

Une suite de foncteurs de la catégorie des G-modules vers celle des groupes abé-
liens vérifiant les propositions 1.2.10 et 1.2.12 et le théoreme 1.2.13 s’appelle une
extension homologique du foncteur ¥ : M — Mg = M/IgM.

Théoreme 1.2.14. La suite de foncteurs (H,(G, —)),en est ['unique extension ho-
mologique du foncteur FG : M +— Mg a isomorphisme pres.

Démonstration. Soit (F,,),cy une extension homologique de F.
Pour tout G-module M, on peut définir un morphisme surjectif

v:Z[G1eM > M

en posant
Y(a®m) = am.

Ainsi, on a la suite exacte
0 — Ker(y) - Z[G]®eM — M — 0.

D’apres la proposition 1.2.12, pour tout n € N*, on a 7, (Z [G] ® M) = 0, et donc,
d’apres le théoréme 1.2.13, pour tout n € N, on a

Fn1 (M) = F (Ker(®))) .

Donc le foncteur 7,41 est déterminé a isomorphisme pres par le foncteur 7, et
donc la proposition 1.2.10 implique 1’unicité a isomorphisme pres de 1’extension
cohomologique. O

Il existe d’autres manieres de construire explicitement les groupes d’homologie,
par exemple en choisissant une résolution projective de Z autre que la résolution
standard.
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1.2.3 Cohomologie de Tate des groupes finis

La cohomologie de Tate est une cohomologie des groupes finis légérement modifiée
afin de combiner homologie et cohomologie. Dans cette partie, on suppose que le
groupe G est fini. Pour tout G-module M, on a donc I’application norme

Newv: M — M.
Soitgpe Getme M.On a

Ne.u((go — 1g)m) = Z ggom — Z gm =0,
geG geG

donc par linéarité
IcM C Ker(N(;,M).

De plus
goNGm(m) = ) gogm = N u(m),
geG

donc
Im(Ng.ar) € M.

Comme Hy(G, M) = M/IgM et H*(G, M) = M, on en déduit que Ng_j induit un
morphisme
Ny - Ho(G, M) — H(G, M).

Définition 1.2.15. Soit M un G-module.
On pose
Hy(G, M) = Ker(N; ;) = Ker(Ng.m)/IcM

et
H°(G, M) = Coker(Ng; ,,) = M® /Im(NG.n).

Exemple. Pour M = Z sur lequel G agit trivialement, on a Ng 7 : m +— card(G)m,
donc Ker(Ng.y) = 0 et Im(Ngy) = card(G)Z. On a alors Ho(G,Z) = 0 et
H(G,Z) = Z/card(G)Z.

A I’aide de ces zéroiémes groupes de cohomologie et d’homologie modifiés, on va
pouvoir recoller I’homologie et la cohomologie a travers la cohomologie de Tate.

Définition 1.2.16. Soit M un G-module.
Pour tout n € Z, on définit le n-ieme groupe de cohomologie de Tate de M de la

facon suivante
H"(G,M) = H'(G, M) pourn > 1,
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H%G, M) = M Tm(Ng ),
HY(G, M) = Ker(Ng.») /1M,
H(G,M) = H_,_1(G, M) pour n < =2.
Théoreme 1.2.17. Soit M, N et P des G-modules. On suppose que la suite

0->M->N->P—>0

est exacte.
Alors on a une suite infinie exacte de groupes abéliens

.. —» H'(G,M) —» H"(G,N) —» H'(G,P) » H""'(G,M) - ...

Démonstration. D’apres les théoremes 1.2.7 et 1.2.13, on a les deux suites infinies
exactes suivantes

..—> H"G,N) - H"(G,P) » H""'(G,M) —> ... > H*(G,N) » H %G, P)
et
A' (G, M) - H'(G,N) > ... - H'(G,N) - H"(G,P) - A" (G, M) — ...

Par ailleurs, ces théoremes impliquent qu’on a le diagramme commutatif suivant,
dont les deux lignes sont exactes

Ho(G,M) ——> Hy(G,N) ——> Hy(G,P) —— 0

¥ * *
G.M G.N G.P

0 — H%G, M) — H%G,N) —— H°G, P)

Donc en appliquant le lemme du serpent, on en déduit que la suite finie suivante est
exacte

A YG,M)—> B Y(G,N) - A (G, P) » B (G, M) - A*G,N) —» A°G, P).
Comme on sait que la suite
H(G,N) - H\(G,P) - Hy(G,M) — Hy(G,N)

est exacte et que Im(H (G, P) — Hy(G, M)) C A~Y(G, M) on déduit un recollement
de la premiere suite infinie avec la suite finie

.- H*G,N) - A*G,P)-» H'G,M)-» H'G,N) - ... - H G, P)
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Le fait que A~Y(G, M) soit un sous-groupe de Hy(G, M) et A~Y(G,N) un sous-
groupe de Hy(G, N) implique I’exactitude de ce recollement.
Enfin, on a la suite exacte

H°G,N) - H(G, P) > H' (G, M) —> H'(G,N).

Comme Im(Ng ) € Ker(H(G, P) — H'(G, M)) et H(G, P) = H*(G, P)/Im(Ng.u1),
on déduit un recollement avec la deuxiéme suite infinie

.. > B°G,N) - ABG,P) > A" (G, M) - H'(G,N) - ...

Le fait que A (G, M) soit un quotient de H'(G, M) et AY(G,N) un quotient de
H'(G, N) implique 1’exactitude de ce recollement. O

On déduit des propositions 1.2.5 et 1.2.11 le résultat suivant.

Proposition 1.2.18. Soit M et N des G-modules.
Pour toutn € 7, on a

H'G,M & N) = H'(G, M) ® H"(G, N).

Proposition 1.2.19. Pour tout G-module induit M et tout n € Z, on a
H"(G,M) = 0.

Démonstration. On suppose que M = Z[G]® X, avec X un groupe abélien. Les cas
n # 0, —1 découlent des propositions 1.2.6 et 1.2.12.
Soit 3} g®x, € Z[G] ® X. Alors pour tout g’ € G, on a

geG
D e@x = g@xp,= ) 2@ x.

geG geG geG

Or Z[G] est un Z-module libre, donc il y a unicité de I’écriture sous la forme

;Gg ® x, et on en déduit que pour tout g € G, on a x; = x1,;. Ainsi,
g

D g®x, = Now(lc® x1,) € Im(Ng ).
geG

On a donc
A%G, M) = 0.
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Considérons maintenant ; g ® x, € Ker(Ng »). On a

geG
Now( Y20x) = Va0 ( 3 x¢) =0
8eG g€G g’€G

donc par unicité€ de I’écriture, », xg = 0, donc
g'eG

Dlgex, = (8- 16)lg ®xy) € IGM.
geG geG
On a ainsi

A

A G, M) =0.

Définition 1.2.20. Soit M un G-module.
On dit que M est cohomologiquement trivial si pour tout sous-groupe F de G et
toutn € Z, on a

A"(F,M) = 0.

Proposition 1.2.21. Le G-module Z[G] est cohomologiquement trivial.

Démonstration. Pour tout sous-groupe F de G, G est un F-module induit, donc
d’apres la proposition précédente, pour tout n € Z, on a

H'(F,M) = 0.

Corollaire 1.2.22. Soit M un G-module projectif.
Alors M est un G-module cohomologiquement trivial.
Démonstration. Comme M est projectif, il existe un G-module N et un entier s tel

que
MoN =~Z[G]*.

D’apres la proposition 1.2.18, pour tout sous-groupe F de G et tout n € Z, on a alors

S
A"(F, M) ® H"(F,N) ~ H"(F,Z[G]) ~ @ A"(F,Z[G)).
i=1
Donc d’apres la proposition précédente, on a
H'(F,M)® H"(F,N) =0

donc
H"(F,M) = 0.
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1.3 Produit tensoriel
Nous énoncons ici une proposition qui porte sur le produit tensoriel en général et
qui nous servira ensuite dans le contexte de la p-partie.

Proposition 1.3.1. Soit A un anneau, M un A-module et I un idéal de A.
On a alors les isomorphismes de A-modules suivants

1. 1 % M ~IM,
2. A/I%MzM/IM.
Démonstration. 1. Cet isomorphisme est la restriction de I’isomorphisme natu-
rel A (29 M =M.

2. On définit une application A-bilinéaire surjective

A/l XM — M/IM
(a+1,m)— am+IM

. Pour tout A-module N et toute application A-bilinéaire f : A/IX M — N,
on définit alors une application A-linéaire

z{MﬁN
m f(1+1,m)
Pour touta € I et m € M, on a alors
h(am) = f(1 + I,am) = f(a+1,m) =0
car a € I, donc IM c Ker(h) et h induit I’application A-linéaire
h:M/IM — N.

On a alors h o ¢ = f et une telle & est unique par surjectivité de ¢, donc
d’apres la propriété universelle du produit tensoriel, on a I’isomorphisme
souhaité.

m]

En particulier, pour toute A-algebre associative B, I’isomorphisme de A-modules
B=~A % B induit un morphisme de A-modules Bl =~ | % B pour tout idéal 7 de A.

Proposition 1.3.2. Soit A un anneau commutatif, M un A-module libre de type fini
et N un A-module.
On a alors l'isomorphisme de A-modules suivant

N%HomA(M,A) ~ Homu (M, N).
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Démonstration. Soit (@;); une base de M et (@;); la base duale de Homy(M, A).
Alors le morphisme

N%HomA(M, A) —» Homyu (M, N)
|8 f = (o imes flmm)
a pour morphisme réciproque

Homu(M,N) — N%HomA(M,A)

YN e 8 fena

1.4 p-partie

1.4.1 Propriétés générales

Notation. Pour tout Z-module fini M, on appelle p-partie de M et on note
Syl,(M) = {m € M tel qu’il existe r € N tel que p"m = 0}

I’unique p-Sylow de M. La p-partie de M est un p-groupe abélien, elle a donc une
structure de Z,-module.

Proposition 1.4.1. Soit M un Z-module fini.
On a alors 'isomorphisme de Z,-modules suivant

Syl,(M) = M® Z,.

Démonstration. D’apres le théoreme de structure des groupes abéliens finis on a
M= @ Syl,(M),dncMeZ,= P (Syl,(M)®Z,).

p’ premier p’ premier

— Sip’ # p: p’ estinversible dans Z,, donc
Syl,(M)®Z, = 0.

— Sip’ = p:Syl,(M) est un Z,-module, donc on a une application Z-bilinéaire
surjective

Syl (M) X Z), — Syl (M)
(m, x) > xm
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Pour tout Z-module N et toute application Z-bilinéaire f : Syl,(M) XZ, — N,
on définit I’application Z-linéaire

b Sylp(M) - N
m— f(m,1)

Soit m € Syl (M) et r € N tels que p'm = 0, pour tout x € Z,, on peut écrire
X = xo + p"x1 avec xg € Z et x| € Zp, on a alors

fim, x) = f(m, x0) + f(p"m, x1) = f(m, xo0)
et
@(m, x) = o(m, xo) + @(p'm, x1) = @(m, xo).

Ainsi
h(e(m, x)) = h(e(m, xo)) = h(xom) = f(xom, 1) = f(m, xo) = f(m, x).

Une telle application /4 est unique par surjectivité de ¢ donc d’apres la propriété
universelle du produit tensoriel, on a I’isomorphisme de Z-modules

Syl,(M) ® Z), ~ Syl (M).

De plus, I’application ¢ est Z,-bilinéaire, donc I’isomorphisme obtenu est un
isomorphisme de Z,-modules.
Ainsi, en tant que Z,-modules,

M ®Z, = Syl,(M)® Z, = Syl,(M).
O

Soit 7 un entier naturel non nul. On remarque qu’une application entre deux Z ['/]-
modules est Z-linéaire si et seulement si elle est Z ['/»]-linéaire. On suppose que le
nombre premier p ne divise pas n. L’anneau Z ['/.] est alors un sous-anneau de Z,,.
Soit r et s des entiers naturels, toute application Z-linéaire ¢ : Z['/x]" — Z['/n]*
peut alors s’étendre de manitre unique en application Z,-linéaire ¢, : Z), — Z,.

Proposition 1.4.2. On suppose p premier ne divisant pas n fixé, et on considere
@ Z[']" — Z['}x)® une application Z-linéaire.
Alors ¢ est injective si et seulement si ¢, est injective.
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Démonstration. On peut étendre g en ¢ : Q" — Q° et ¢, en @, : Q; — Q;,.
Comme ces deux applications ont méme matrice dans la base canonique, et comme
le rang de cette matrice est identique sur Q et Q,, on en déduit que ¢ est injective si
et seulement si ¢, I’est.

On suppose ¢ injective. Si ; € kery, on a ¢(a) = ¢(a) = b 2,5(%) = 0, donc ¢
est injective, et ¢, également. Comme ker(¢,) C ker(p,), on en déduit que ¢, est
injective.

La réciproque découle de ker(p) C ker(e),). O

Proposition 1.4.3. On considere ¢ : Z['/n]" — Z['x]° une application Z-linéaire
injective, ety € Z['/n]’.
Alors y € Im(yp) si et seulement si pour tout premier p f non ay € Im(g)).

Démonstration. On peut étendre ¢ de maniere unique en une application Q-linéaire
@ : Q" — Q°. 1l s’agit d’un morphisme injectif de Q-espaces vectoriels, donc il
existe un morphisme ¢ : Q° — Q" tel que ¥ o ¢ = idgr.

Pour tout premier p ¢ n, on étend ¢ en une application Q)-lin€aire ¢, : Qf, — Qlﬁ et
¢p en une application Q,-linéaire g, : Q}, — Q;,. Comme la restriction de ¢, o ¢,
aQ’ vauty oy =idgr, onay, o g, = idg,.

On suppose que pour tout p premier ne divisant pas n, y = ¢,(x)).

En notant z = (zi)e[1;,] = ¥(y) € Q", pour tout p t non a

= wp()’) = Wp(%op(xp)) =Xp € ZZ’

donc pour tout i € [1;r], v,(z;) = 0. Soit i € [1;r]], pour tout p 4 non av,(z) > 0,
et comme z; € Q, on en déduit que z; € Z['/n].
Ainsi z € Z['/x]" et en fixant py t n, on a

Y = po(Xpg) = ¢y (2) = ¢(2) € Im(p).
Réciproquement, si y = ¢(z) avec z € Z['/.]™, alors pour tout p t n on a

Y = ¢p(2) € Im(pp).

Corollaire 1.4.4. Soit M un Z-module fini.
On a alors I'isomorphisme de Z. ' /n]-modules suivant

MeZlN= B (Mez,)= P Syl,m)

pin premier pin premier

Démonstration. Ona M Z['] = P (Sylp(M) ®7Z [l/n]).

p premier
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— Si p | n, alors comme p est inversible dans Z ['/s] et que Syl (M) est un p-groupe,
ona

Syl,(M)®Z['/x] = 0.

- Sip{n,onaZ,®Z[')] ~7Z,donc d apres la proposition précédente,

SyL(M)QZ['/i] ~ MQZp ®Z['n] ~ M ® Z), ~ Syl ,(M).

Le cas n = 1 n’est qu’une reformulation du théoréme de structure des groupes
abéliens finis.

Corollaire 1.4.5. Soit M un Z-module fini.
On a alors I’isomorphisme de Z-modules suivant

M= (P Moz,
p

premier
La p-partie se comporte bien vis-a-vis du quotient.

Proposition 1.4.6. Soit M un Z-module et N un sous module de N.
Alors

M&Zy)/(N®Zy) =~ (M/N)RZ).
Démonstration. La suite
0O->N->M->M/N—-QO
est exacte et Z, est un Z-module plat, donc la suite
0>N®Z,>M®Z, > M/IN®Z, — 0
est également exacte. On a donc

(M®Z,)/(N®Z,) ~ (M/N)®Z,.
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1.4.2 p-partie et anneau de groupe
On considere un groupe abélien G.

Proposition 1.4.7. On suppose que n est un entier non divisible par p et on consi-
dere un Z ['/n] [G]-module M.
On a les isomorphismes de Z, |G]-modules

M ® Z,[Gl=M ® Z,~M®Z,.
Z['IG] Z['n] Z

Démonstration. L application Z ['/»] [G]-bilinéaire
MxZ,[G]l - M ® Z,
Z['n]

(m. 3 azg) > X gmea,
geG geG

®o -

induit une application Z [!/x] [G]-linéaire

M Q@ Z,[Gl->M Q® Z,.
7 e zih "
cette application étant également Z,-linéaire, elle est Z, [G]-linéaire.
L application Z [!/x]-bilinéaire
MXxZ,—>M ® Z,[G]
Yo - Z['nG]
(mya) » mealg

induit une application Z [!/x]-linéaire

‘M ® Z, M © 7Z,[G].
4 2o P U (i

Onayogp=1idy ¢ zG etpoy =idy g z,, donc ¢ est un isomorphisme
Z04,(G] Z[h)
de Z, [G]-modules. Une application entre des Z['/.]-modules est Z-linéaire (res-

pectivement Z-bilinéaire) si et seulement si elle est Z [!/»]-linéaire (respectivement
Z['/n]-bilinéaire), d’ou le deuxieme isomorphisme en tant que Z ['/]-modules. Cet
isomorphisme étant compatible avec I’action de G et celle de Z,, on a bien un
isomorphisme de Z, [G]-modules. a

Soit  un idéal de Z [!/»] [G] et p 4 n un nombre premier. On définit I, = Z, [G] I
I’idéal engendré par I dans Z, [G].

Proposition 1.4.8. On suppose que p 1 n.
On a les isomorphismes de Z, |G]-modules

I

p=1® 7, =197,

Z['f]
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Démonstration. Le deuxieéme isomorphisme découle de celui de la proposition
précédente.

On montre le premier a I’aide de la propriété universelle du produit tensoriel.

On définit

_{IXZP—>ZP[G]I

(x,a) > algx = ax
Soit M un Z['/»]-module et f : I X Z, — M une application Z [!/»]-bilinéaire. On
peut alors définir
Zp,|GlI - M
h:
(2 agg)xr ¥ flex.ap)
geG geG

Soita= 3 asg, b= ) beg€Z,[Gletx= ) Xx,8, y= 2 ye8 €I CZ['/][G]
geG geG geG geG

tels que ax = by. Alors pour tout 2 € G on a

Z AgXg-1) = Z bgyg-1p

geG geG

donc comme f est Z [!/«]-bilinéaire on a

Dienag) = 3 A xehag) = > (1Y xemag) = > F(h D venbe)

geG geG heG heG geG heG geG
= " Flgy.by)
geG

donc £ est bien définie. L’application £ est bien Z [!/x]-linéaire, de plus pour tout
(x,@) e IXZ,,ona

h(g(x, @) = h(algx) = f(lgx, @) = f(x, @),

donc

h (o] 90 = f
et une telle application /4 est unique par surjectivité de ¢.
Ainsi, ¢ induit un isomorphisme de Z [!/»]-modules

_ {1@2,, - 7,[G]I

XQa = ax

Cet isomorphisme commute bien avec ’action de G et la multiplication par Z,,
c¢’est donc un isomorphisme de Z, [G]-modules. m|
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Proposition 1.4.9. Tout idéal de Z['/:) [G] est un Z ['/»]-module libre de type fini.

Démonstration. En tant que Z ['/»]-module, Z ['/x] [G] est libre de type fini. Comme
Z['/x] est principal (en effet, si J estunidéalde Z['/x], J = Z['/n](JNZ)et JNZ
est un idéal de Z donc principal), tout sous-Z ['/x]-module de Z [!/.] [G] est libre de
type fini, or tout idéal de Z['/»] [G] est un sous-Z ['/:]-module de Z ['/.] [G], d’ou le
résultat. O

Corollaire 1.4.10. L’anneau 7 /] [G] est noethérien.

Démonstration. D’apres la proposition précédente, tout idéal de Z ['/+] [G] est de
type fini sur Z ['/], donc sur Z['/x] [G]. m]

Plus généralement, on montre de la méme facon que A [G] est noethérien pour tout
anneau noethérien A.

L’idéal I admet donc une base (Vi)ie[1;] en tant que Z ['/»]-module.

Proposition 1.4.11. On suppose que le nombre premier p ne divise pas n.
L’idéal 1, de Z, [G] est un Z,-module libre de type fini, il admet (v;)ic[1.;] comme
base.

Démonstration. D’apres les propositions 1.4.8 et 1.4.9, on a les isomorphismes de
Zp-modules suivants :

L~1 ® Z,~Z[\h]" ® Z,~7",
R A zih "

donc I, est un Z,-module libre de rang r.
Comme pour tout i € [1;7], v; € I € Z, [G]I et comme Z, [G] ] est un Z,-module,
ona

Veetz, (v)ie11) € Z [G11.
De plus, pour tout x € I eta = 3 asg € Z,[Gl,onaax = }, ag(gx), et comme /
geG geG
est un idéal de Z, [G], pour tout g € G,

gxel= VeCtZ['/n]((Vi)ie[[l;r]]) C VeCth((Vi)ie[[l;r]]),
donc
ax € Vectzp((vi)ie[[l;r]]).

Ainsi, la famille (v);e[1,, est génératrice de I, comme Z,-module, et de cardinal le
rang de I, c’est donc une base. O
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Théoreme 1.4.12. Soit x € Z['/x] [G] tel que pour tout premier p { n, x € I,.
Alors x € I.

Démonstration. Notons G = {g1, ..., g&s}. Pour tout i € [1; r], il existe (v; ;) je[1,5] €
Z[']° tel que v; = i Vg
On définit une appli]:aition Z-linéaire

{Z (4" = Z['n)?

(a/i)ie[[l;r]] = (i§1 aivi’j)je[[l;s}]

Comme (v;);e[1;,] est une base de / en tant que Z ['/.]-module, elle est Z [ /a]-libre et
@ est injective. Pour tout p { n premier, on I’étend en

@p L, > L,
N
Notons x = >} x;g;. On a x € [ si et seulement si (x;) e[1.) € Im(p) et x € I
Jj=1 ‘
si et seulement si (x;) je1;5] € Im(p)), donc le résultat découle de la proposition
1.4.3. O

Corollaire 1.4.13. Soit I et J deux idéaux de 7 ['/.] [G].
Alors I = J si et seulement si pour tout nombre premier p ¥ non a Z,|[G]I =
Zp Gl J.

Démonstration. Supposons que pour tout p { n premier, Z, [G] ] = Z, [G] J.

Soit x € J. Alors x € Z['/x][G], et pour tout p { n, x € Z,[G]J = Z,[G]1,
donc d’apres le théoreme précédent, x € 1. Ainsi J C [ et par symétrie des rdles,
I=1J. O

En particulier, en prenant n = 1, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 1.4.14. Soit I et J deux idéaux de Z [G].
Alors I = J si et seulement si pour tout nombre premier p on a Z, |G11 = Z, [G] J.

1.4.3 p-partie et cohomologie

Dans cette section nous allons voir que cohomologie et p-partie d’une G-module
commutent.

Proposition 1.4.15. Soit M un G-module.
Alors on a les égalités suivantes :

IG(M®ZP) = (IgM) ®Zp,
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MeZ,)° =M o7,
Nemez, (M ®Zp) = Nou(M) ® Z),
Ker(NG.mez,) = Ker(NG.m) ® Zp.

Démonstration. En effet, pour tout x € Ig et tout ), m; ® a;, on a
i

mei@)ai = mel-@)ai,
i i
donc par linéarité

I6(M®Z,) = (IcM)®Z,

et
Ne sz, (M ®Zy) = No (M ®Zp) = NoM ® Z,, = No.u(M) ® Z).

De plus, pour tout g € G, en notant
M—->M
e {mH (o-gm
comme Z,, est un module Z-plat, on a
Ker(p, ® idz,) = Ker(p,) ® Z),
donc

(M®z,)" = (\Kertg ®idz,) = () (Kerge) 8 Z,) = MO ©Z,.
8eG g€G

Enfin la platitude de Z, implique directement
Ker(NG.mez,) = Ker(NG.m) ® Zp.
]

Ceci va nous permettre de déduire le comportement des groupes initiaux de coho-
mologie vis-a-vis de la p-partie.

Corollaire 1.4.16. Soit M un G-module.
Alors on a les égalités suivantes

A'G.MeZ,) ~ H(G,M)SZ,,

A G, MeZ,)~H'(G,MZ,



1.4. P-PARTIE 39

Démonstration. D’apres la proposition 1.4.6 sur le quotient des p-parties, on déduit
de la proposition précédente les égalités suivantes :

H°G,M®Zy) =M &Zp)° /Nomez,(M®Z,) = M® ®Z,/Nou(M) ® Z,,
~ (M°/Nou(M) ®Z, = H'(G, M) ® Z),

H'(G, M ®Z,) = Ker(Ng,msz,)/I6(M ® Z))) = (Ker(Ng,») ® Z,)(IgM ® Z)
= (Ker(No.m)/IcM)® Z, = H (G, M) ® Z,.

O

Nous pouvons ensuite en déduire le comportement de tous les groupes de cohomo-
logie.

Proposition 1.4.17. Soit M un G-module et i € Z.
Alors
H(G,M®Z,) ~ H(G,M)®Z,.

Démonstration. Considérons une suite exacte de G-modules
0->M->M —- M —D0.
Alors la suite infinie
. = H(G, M) - H(G,M) - H(G,M") - ... » H%(G, M) —» H*(G,M’)
- H%G,M") - ... »> H(G,M) - H/(G,M) - H/(G,M") > ...

est exacte. Et comme Z, est un Z-module plat, on obtient I’exactitude de la suite
suivante :

.= HG,M®Z, —» H(G,M)®Z, » H(G,M")®Z, — ...
- G, M2, - HG M)®Z, » H G, M")QZ, — ...
- H(G,M)®Z, » H(G,M)®Z, > H(G,M")®Z, — ..

Ainsi, le corollaire précédent et I’unicité de la construction des groupes de cohomo-
logie fournissent le résultat souhaité. O

En particulier, si M est un G-module cohomologiquement trivial, M ® Z,, en est
également un.
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1.5 Partie moins

Dans cette section, p désigne un nombre premier impair. On suppose que G posséde
un élément d’ordre 2 que I’on fixe et que I’on note 7.

Définition 1.5.1. Soit M un G-module. On appelle partie moins de M et on note
M~ le sous-module de M suivant :

M~ ={m e M tel que 1(m) = —m}.
Le but de cette section est de donner certaines propriétés de la partie moins.

Proposition 1.5.2. Soit M et N deux G-modules.
Alors
MeN) =M &N

Démonstration. Cela provient du fait que pour tout (m,n) € M @ N, on a

(1 +7)(m,n)=((1+1)m, (1 +71)n).

O
Proposition 1.5.3. Soit M un G-module et F un sous-groupe de G.
Alors ~
() = oy
et
Ker (Nrym)™ = Ker (NEm-) .
Démonstration. ~
(M"Y =M M=)
et
Ker(Ngy)™ = Ker (Ngpy) N M~ = Ker (Npy-) -
O

On remarque que si M est un Z, [G]-module et si T € F, alors (M F )_ = 0. En effet,

sim € (MF)_, onat(m)=mcarme MFette F,ett(m) =-mcarme M,
donc 2m = 0, et comme M est un Z, [G]-module avec p # 2, onam = 0.

Proposition 1.5.4. Soit M un Z,, [G]-module.

Alors
1-71

2

M =(1-1M= M.
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Démonstration. Sim € M, alors
T((1-1tm)=-1m=—-1-1)m,

donc (1 —7)me M~ et
A-1Mc M.

Sim e M~, comme p # 2, alors

_ m—1(m)

. Z(I—T)%E(I—T)M.

Donc
M- c(l-1)M.

De plus, comme p # 2 et comme M est un Z, [G]-module, on a

M==-M.

On en déduit alors que la partie moins et la p-partie commutent :

Proposition 1.5.5. Soit M un G-module.
Alors ~
(M®Z,) =M &Z,

Démonstration. D’apres la proposition précédente, comme M ® Z, est un Z, [G]-
module,

(Mez,) =(1-1)(M8Z,)=(1-1MSL,
Or(1+7)(1—-71)=0,donc (1 —7)M c M~. On a alors

(M®Z,) c M ®Z,
De plus (1 +7) (M~ ®Z,) = (1 + )M~ ® Z,, = 0, donc

M ®Z,c(M®Z,) .

Notation. On note e~ = 12;7 e Z['L]1G].

On remarque que e~ € Q[G] et pour tout p premier impair, e~ € Z, [G].
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Proposition 1.5.6. Le Z, [G]-module Z, [G]™ muni de la multiplication de Z,, [G]
est un anneau commutatif d’unité e”.

Démonstration. D’apres la proposition 1.5.4, on a
Z,Gl” =€ Z,[G],

et

On a un comportement identique sur Q [G] :

Proposition 1.5.7. Le Q [G]-module Q [G]™ muni de la multiplication de Q [G] est
un anneau commutatif d’unité e”.

En revanche, le G-module Z [G]™ muni de la multiplication de Z [G] n’est pas un
anneau. En effet, supposons par I’absurde que Z [G]~ admette une unité e, comme
1-7€Z[G] ,onae(l-7)=1-1,0re(l —7) =e+e = 2e,donc 2e = 1 — 7, mais
% ¢ 7.[G], donc e ¢ Z[G]~, d’ou la contradiction.

Ainsi, on considérera plutot I’anneau suivant, qui n’est pas inclus dans Z [G] :

Définition 1.5.8. On note Z[G]™ = e"Z[G] C Q[G] et on le munit de I’addition et
de la multiplication de Q [G].
C’est un anneau commutatif d’unité e”.

On remarque que Z[G]™ = 2Z[G]".

Proposition 1.5.9. Soit M un Z,, [G]-module.
Alors

Ne.u(M))™ = Nom- (M™)

et
(UM)” =16 (M").

Démonstration. Comme G est abélien, on a :
- WNemM))” = (1=1)Ngm(M) = Neu((1-1)M) = Nog.mu (M™) = No.u- (M"),
- UcM)" =1 -1)(UgM) = I (1 —=1)M) = I (M").

m]
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Proposition 1.5.10. Soit

O—)M1£>M2£M3—>O
une suite exacte de 7, [Gl-modules.
Alors,

0o +0M D a+0M B 0+0M; -0
est exacte.

Démonstration. ﬁ et E sont les restrictions de f] et f>, on a donc :
- E est injective car f est injective.
— Comme Im(f1) C Ker(f2), f> o fi =0, donc ﬁ o fl = 0 puis Im(fl) C Ker(]};).
— Soit (1 + T)m € Ker(f>). Comme Ker(f) c Ker(f5) = Im(f1), (1 + 1)m = fi(n),
avecn € M.
Or (1 +7)%> = 2(1 + 1), donc

(1+m=(1+ 7)2% -1+ 7)@ - A ((1 + T)g) € A1+ M) = Im(Fy).
Donc _ _
Ker(f) c Im(f1).

— Soit m € M3. L’application f; est surjective, donc m = f>(n), avec n € M;, donc

(A +1m= A1 +1n) = A1 +1)n).

Ainsi, f> est surjective.
]

Proposition 1.5.11. Soit 0 — M — M, — M3 — 0 une suite exacte de Z, [G]-
modules.
Alors, 0 — Ml‘ — Mz_ — M3‘ — 0 est exacte.

Autrement dit, le foncteur ¥, défini par F (M) = M~ et F~(f) = f~ = f|jﬂ\;_ pour
tous Zp [Gl-modules M et N et tout morphisme de Z, |Gl-modules [ : M — N,
est un foncteur exact de la catégorie des 7, |Gl-modules vers la catégorie des
Zp |G]-modules.

Démonstration. D’apres la proposition précédente,
O-0+)My > +1)My > (1 +17)M3 -0
est exacte, donc on peut appliquer le lemme du serpent aux suites

0> M > M, > M3 — 0,
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O-0+7)M - (1 +7)M, - (1 +7)M3 — 0.
Comme pour tout i € [1;3],
Ker(1+7:M; —» (1+1)M;) = M;

et
Coker(1 +7: M; - (1 +7)M;) =0,

on obtient I’exactitude de la suite
0> M > M, > M; —0.
m]

On peut également démontrer directement cette proposition en utilisant le fait que
pour tout Z, [G]-module M, on a M~ = (1 — 7)M et en procédant de maniere
analogue a la proposition précédente.

Corollaire 1.5.12. Soit M un Z, [G]-module et N un sous-module de M.
Alors
(M/N)” ~ M~ /N".

Proposition 1.5.13. Soit F un sous-groupe de G, M un Z,, [G]-module et i € Z.
Alors
A(F,M™) = H(F,M)".

Démonstration. On procede de maniere analogue a la preuve de 1.4.17 :

Les propositions 1.5.12, 1.5.3 et 1.5.9 permettent d’obtenir le résultat pour i =
Oet — 1.

Puis la proposition 1.5.11 permet de construire la suite exacte infinie des groupes
de cohomologie de M~ comme étant les parties moins des groupes de cohomologie
de M. O

Dans le cas particulier ol 7 € F, ce groupe est alors trivial.

En combinant ce résultat a la proposition 1.4.17, on obtient le résultat suivant.

Proposition 1.5.14. Soit M un G-module et F un sous-groupe de G.
Alors, pouri € Z, on a

H(F,(M™ ®Z,) = (H(F,M)®Z,)".

Et en particulier, on a :
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Proposition 1.5.15. Le G-module Z,, [G]™ est cohomologiquement trivial.

Démonstration. Soit F' un sous-groupe de G et i € Z. Comme Z[G] est un G-
module cohomologiquement trivial, on a H(F,Z [G]) = 0. Donc d’aprés la proposi-
tion précédente

H(F,Z,[G]") = H(F,(ZIG1®Z,)") = (H'(F,Z[G]) ® Z,)” = 0.

1.6 1déal de Fitting

Dans cette partie, on rappelle et démontre les propriétés générales des idéaux de
Fitting que I’on trouve par exemple dans I’appendice de [MW84], puis on établit un
principe local-global pour les idéaux de Fitting dans le cadre des anneaux de groupe
Z['[G].

On désigne par A un anneau commutatif et par M un A-module de type fini. On
note f : A” — M une application A-linéaire surjective, ou r € N.

Définition 1.6.1. L’idéal de Fitting de M sur A est I’idéal de A engendré par les
det(vy, ..., v;) ot les v; parcourent Ker(f), on le note Fitty(M).

Il s’agit ici de I’idéal de Fitting initial, ou zéroieme idéal de Fitting. Pour la défini-

tion générale du n-ieme idéal de Fitting et les démonstrations de ses propriétés, on
peut se référer a [Nor76].

Commencons par montrer que 1’idéal de Fitting est bien défini indépendamment du
choix de la surjection f.

Lemme 1.6.2. Soit [ : A™' — M une application A-linéaire telle que pour tout
(ar,...,a;) € A" onallay,..,a,0) = f(a,...,a,).
Alors les surjections f et [ fournissent le méme idéal de Fitting.

Démonstration. Comme f est surjective, il existe b = (by,...,b,) € A" tel que
10, ...,0,1) = f(b1, ..., b,). Pour tout (ay, ...,ar+1) € A”*!, on a

lai,...,are1) = f(al +ary1b1, .. ar + arby).
Soit (ay, ..., ar+1) € Ker(l), alors

(a1 + arp1by, ..., ar + arp1by) € Ker(f),



46 CHAPITRE 1. OUTILS ALGEBRIQUES

donc en notant B = Ker(f) X {04} U {(—b, 1)}, 0on a

(Cl], EL) ar+1) = (al + ar+1bl, wnar + ar+lbr, 0) + ar+1(_b1, sees _br’ 1) € VeCtA(B)

et
Ker(l) C Vects(B).
Réciproquement,
I(=b,1) =10,...,0,1) = f(b) =0
et

Ker(f) x {04} c Ker(l),

donc par linéarité
Vecta(B) c Ker(l)

et
Ker(l) = Vects(B).

Soit wy, ..., wyy1 € B. Alors si det(wy, ..., wy+1) # 0, exactement un (w;) est égal a
(=b, 1), donc on peut supposer que pour tout i € [1; 7], w; = (v;,0) avec v; € Ker(f)
et w11 = (=b, 1). En développant par rapport a la derniere ligne, on a

det(wy, ..., wpy1) = det(vy, ..., v,).
On a donc det(B"*!) c det(Ker( f)7), et par linéarité du déterminant,
Vecta(det(Ker())™*1)) = Vecta(det(B™")) © Vecta(det(Ker(f)")).
Réciproquement, si vy, ..., v, € Ker(f),
det(vy, ...,v,) = det((v1,0), ..., (v, 0), (b, 1)) € det(Ker(])"*"),

donc
Vect (det(Ker(1)*)) = Vect(det(Ker(f))).

Proposition 1.6.3. Soit h : A® — M une surjection A-linéaire, oit s € N.
Alors l'idéal de Fitting de M fourni par h est égal a celui fourni par f.

Démonstration. On définit une troisieéme surjection

AT S M
v, w) = f(v) + h(w)

On déduit par récurrence du lemme précédent que / fournit le méme idéal de Fitting
que f d’une part, et que & d’autre part. Ainsi, f et & fournissent le méme idéal de
Fitting. O
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L’idéal de Fitting représente un certain raffinement de I’annulateur, comme I’indique
la proposition suivante.

Notation. On note
Anng(M) = {a € A tel que am = 0y pour tout m € M}
I’annulateur de M sur A.

Proposition 1.6.4. On a
Anny(M)" C Fitt4(M) C Anng(M).

Démonstration. Soit ay, ....,a, € Annyg(M). Notons (e;) jelt] la base canonique de
A" et pour tout j € [1;r], notons v; = aje; € A. Alors pour tout j € [1;r], on a
fj)) =a;f(e;) = Oy cara; € Anny(M), donc

det(vy, ..., v,;) = aj...a, € Fitta(M).

Soit vy, ..., v, € Ker(f), on note V € M,(A) la matrice dont la j-ieme colonne est
le vecteur v;. On note i : A" — A" I’application A-linéaire dont la matrice dans la
base canonique est V et/ : A” — A’ celle dont la matrice est la transposée de la
comatrice de V.

Pour tout a € A", on a h o l(a) = det(V)a, donc

det(V)f(a) = f(det(V)a) = f(h o l(a)) = Om

car
Im(h) = Vecty(vy, ..., v,) C Ker(f).

Or f est surjective, donc det(V) € Anng(M) et comme Anng (M) est un idéal de A,
par linéarité,
Fitta(M) C Anny(M).

Proposition 1.6.5. Soit N un deuxieme A-module de type fini.
Alors
Fittga(M @ N) = Fitt4(M)Fitt4(N).

Démonstration. Soit h : A — N un morphisme A-linéaire surjectif.
On définit [ : A™* — M & N par l(a, b) = (f(a), h(D)). On a

Ker(l) = Ker(f) X {045} & {04r X Ker(h)}.
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Comme le déterminant est multilinéaire et alterné, Fitta(M & N) est engendré sur
A par les det((ay, 0), ..., (ar,0),(0,by), ..., (0, by)) avec a; € Ker(f) et b; € Ker(h).
Pour que ces déterminants soient non nuls, on a nécessairement r’ = ret s’ = s, et
donc

det((ay,0), ...,ab,,0), (0, by), ..., (0, by)) = det(ay, ..., a,) det(by, ..., by).

Donc par linéarité,
Fitta(M @ N) = Fitta(M)Fitt4(N).

Proposition 1.6.6. Soit I un idéal de A.
Alors
Fitta(A/I) = I.

Démonstration. Soit f la projection de A sur A/I. L’application f est surjective et
Ker(f) = I, donc Fitt4(A/I) = Vecta(Ker(f)) = Vecta(I) = 1. O

En combinant les deux propositions précédentes, on obtient le résultat suivant, qui
concerne en particulier les idéaux de Fitting de tout module sur un anneau principal.

Corollaire 1.6.7. Supposons qu’il existe des idéaux 1y, ..., I, tel que M soit iso-
morphe a A/ & ... ® A/I,, comme A-module.
Alors

Fitta(M) = I;...1,.

Dans certains cas, on peut en déduire un résultat sur les cardinaux.

Proposition 1.6.8. Soit A un anneau principal infini et M un A-module fini.
Alors
card(A/Fitt4(M)) = card(M).

Lemme 1.6.9. Soit A un anneau principal et c,d € A\ {04}.
Alors
card(A/cdA) = card(A/cA)card(A/dA).

Démonstration. Le morphisme de A-modules

|A/cdA — A/cA
a+cdAv— a+cA

est surjectif, de noyau Ker(¢) = cA/cdA donc

card(A/cdA) = card(A/cA)card(cA/cdA).
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Le morphisme de A-modules

JA > cAlcdA
“lae ca+cdA
est surjectif. Comme A est integre et ¢ non nul, ker(yy) = dA, donc
card(cA/cdA) = card(A/dA).

O

Démonstration de la proposition. D’apres le théoreme de structure des modules de
type fini sur les anneaux principaux, il existe m € N et ay, ..., a,, € A tels que

M=~Ala1A®...0Ala,A.

Comme A est infini et M est fini, les @; sont non nuls, donc d’apres le lemme
précédent, on déduit par récurrence que

card(M) = card(A/a A)...card(A/a,,A) = card(A/aj...a,,A).
D’apres le corollaire 1.6.7
Fitta(M) = a1A...a,,A = ay...a,,A

donc on a bien
card(A/Fitt4(M)) = card(M).

O

En particulier, ce résultat s’applique sur les anneaux d’entiers de corps de nombres
lorsqu’ils sont principaux, ainsi que sur les anneaux de valuation discrete.

Proposition 1.6.10. Soit B une A-algebre associative.
Alors
FittB(Mc/é?B) = B Fitty(M).

Démonstration. Comme le produit tensoriel est exact a droite et comme A° §> Best

isomorphe a B* en tant que B-module, on a la suite exacte de B-modules suivante :
ool
Ker(f/)® B— B> M®B — 0,
A A

avec
h((ay,...,as) ® b) = (ab, ...,asb)
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et

(b1, ....by) =

N
f(e;)) ® b; ol (e;) est la base canonique de A°.

i=1

On a alors
Ker(/) = Im(h) = Vectg(Ker(f)),

donc par multilinéarité du déterminant,
Fittg(M %B) = Vectp(det(Vectp(Ker(f))*)) = Vectg(det(Ker(f)*)) = B Fittq(M).
O

Corollaire 1.6.11. Soit B une A-algebre et M un A-module.
On a alors l'isomorphisme de A-modules suivant

Fitts(M @ B) = Fitts (M) © B.

Démonstration. D’apres la proposition 1.3.1, on a FittA(M)(I%B =~ B Fitt4(M) et
donc le résultat découle de la proposition précédente. O

Nous pouvons également déduire de la proposition précédente un résultat concernant
la partie moins.

Corollaire 1.6.12. Soit p un nombre premier impair et M un Z, [G]-module.
Alors on a
Fittz (6)-(M™) = e"Fittz, [6(M).

Démonstration. D’apres la proposition 1.6.10, comme Z, [G]™ est une Z, [G]-
algebre associative, on a

FittZP[G]—(MZQEG] Zp [G]) = Zp [G] FittZP[G](M) = e_FittZP[G](M).
P

M ® Z,[GI' =M ® ¢ Z,[Gl=¢ M ® Z,[G]=~e M,
Zp[G] Z,|G] Zp[G]

donc
Fitth[G]_ (M_) = FittZ,,[G]_ (MZ(%G] Zp [G]_) = e_Fitth[GJ(M).
P

On en déduit également un principe local-global sur les idéaux de Fitting.
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Théoreme 1.6.13 (Principe local-global des idéaux de Fitting.). Soit M unZ['/:] [G]-
module de type fini et I un idéal de Z['/x] [G].
Alors

Fittz[l/n][G](M) =1

si et seulement si pour tout p { n premier
Fittz 6)(M ® Z,) = Z, [G] 1.
Démonstration. D’apres la proposition 1.4.13, on a
Fittzp i1 (M) = 1
si et seulement si pour tout p { n premier
Zp |G Fittzpy61(M) = Z,, [G] 1.
D’apres la proposition 1.6.10, on a

Z, |G Fittzpc1(M) = Fitty jg1(M ®  Z,[G)),
4 ['/IG] plG] Z[G] P

et comme M ;2) Z,GletM % Z,, sont isomorphes en tant que Z, [G]-modules,
Z['hIG]

on a
Zp [G] Fittz[l/”][G](M) = FittZP[G](Mgzp),

d’ou le résultat. ]
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Chapitre 2

Y-composantes

Soit G un groupe abélien fini, p un nombre premier, G, = Syl,(G) le p-Sylow de G
et A un supplémentaire de G,.

2.1 Caracteres p-adiques et idempotents

2.1.1 Caracteres irréductibles sur Q, x|

Soity : G — @; un @p-caractére irréductible de G. Comme G est abélien et @p
algébriquement clos, il s’agit d’un caractere linéaire.

Notation. On note Q, [y] I’extension de Q,, engendrée par les valeurs prises par y,
Q, [x] est donc un corps cyclotomique local. On note Z, [y] son anneau des entiers,
qui est engendré sur Z, par les valeurs prises par .

On dit que y est un -caractere irréductible. Et comme les valeurs prises par

que x p p p
x sont des racines de I'unité, on a y : G — Z, [x]” et on peut aussi parler de
Zj | x]-caractere irréductible.

Notation. On note Xj,; I’ensemble des @p—caractéres irréductibles de G.

Définition 2.1.1. On dit que deux @p-caractéres irréductibles y : G — @; et
Y G- @; sont conjugués s’il existe o € Gal(@p/Qp) tel que y' = oy.

Il s’agit d’une relation d’équivalence et on note C, la classe d’équivalence d’un
caractere y.

53
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On remarque que deux caracteres y et y’ sont conjugués si et seulement s’il existe
o € Gal(Q, [x]/Qp) tel que x” = oy, ce qui implique en particulier que si deux

caracteres y et x’ sont conjugués, on a Q, [x] = Q, [x’].
On a donc

Cy = {o. avec o € Gal(@, [v] /Qy)}.

Définition 2.1.2. On définit ainsi I’idempotent associé a y
1 1
= —F - G].
%= ) ;EGX(g )g € Qp [x][G]

Si p ne divise pas l'ordre de G, on a e, € Z,[x][G].

Proposition 2.1.3. La famille composée des e, pour tous les y € Xiy est un systeme
Jondamental d’idempotents orthogonaux :

1. pour tout y € Xiy, on a e)Z( =e,,
2. pourtout x # X' € Xir, on a e e, =0,

3. ona ), e =lg.
/\/EXirr

Démonstration. Soit y,x" € Xjr, on a

’

-1 _ =1\ 7(7,—1 _ 1 I
o= arar 2 2 XEW s = gagy o X x(hs ) (g
-1 r03-1 -1
~ card(G)? ggG (thX(h)X (h ))\/(g )g

Siy=yx',ona 3 x(hy(h™") = card(G) donc e)z( =ey.
heG

Siy#x,ona 3 x(hy'(h™") =0, donc ¢}e, = 0.
heG

Ona 3 e = mggc( > x(g™h)s.

XEXirr X E€Xirr
Or Y x(lg) = card(Xijy) = card(G) et >, x(g) = O pour tout g # 15, donc
XEXirr XEXirr
> e = 1. O
/\/exirr

2.1.2  Caracteres irréductibles sur Q,

On s’intéresse dans cette section a des caracteres ¢ qui sont irréductibles sur Q,,
dont la dimension n’est donc en général plus égale a 1. Dans un premier temps, on
se placera dans un cadre plus général que Q, qui pourra ainsi s’appliquer aussi bien
aQ qu’a Q. On suppose donc que K est un corps de caractéristique 0.
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Notation. Pour tout y caractére irréductible de G sur K, on note K [y] I’extension
de K engendrée par les valeurs de y, G, le groupe de Galois de K [y] /K et

Yy = g, [y]/,0) = Z ox

0€eGy,
la somme des conjugués galoisiens de y.
On va chercher a démontrer que i, est un caractere de G irréductible sur K.

Lemme 2.1.4. Soit y un caractére de G irréductible sur K.
Alors y, est un caractere de G défini sur K.

Démonstration. Notons ¢ une racine primitive de I'unité telle que K [y]| = K(?),
m = [K|[x]: K]etoy,...,op les éléments de G, = Gal(K [x] /K) = Gal(K({)/K).
Pour tout j € [1;m], on pose x; = o jx et p; la représentation de K x| de dimension
1 associée. On définit la représentation p, = p1 @ ... ® p;, de dimension m dans la
base canonique de K [y]™.

Pour tout i € N*, posons v; = (O-j(g)i_l)je[[l;m]]'
Comme

det(v, ..., vy) = ]_[ (1) - o) 0,

JEy

les vecteurs vy, ..., v, forment une base de K [y]".

De plus, pour tout i > m, il existe ay, ...,a, € Ktelsque ' = a; +ax{ +...+ am{’"‘l.
Comme les conjugués galoisiens de ¢ vérifient la méme relation, pour tout j € [1;m],
ona

i) = a1 + a0 Q) + oo + Ao (O™,

donc
Vi =aivy +axvy + ... + ay v, € Vectg(vi, V).

Soit g € G, il existe d € [0,n — 1] tel que y(g) = £“. Pour tout j € [1;m], on a
xj(®) = o7& = 7).
Soit i € [[1;m], on a

P = (0 (/™)) oy = W7 ) gy = (50" )

= vg.i € Vectg(vi, ..vp).

Jje[1;m] Je[1;m]

En exprimant la représentation p, dans la base vy, ..., v;,, on montre donc qu’elle est

définie sur K, ce qui prouve que ¥, = ), oy estun caractere défini sur K. O
0eGy
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Lemme 2.1.5. Soit ¥ un caractere de G défini sur K et v = x| + ... + x5 sa
décomposition en caracteres irréductibles sur K. On note Y1 le caractere de G sur

K défini paryy = ), ox.

0€Gy,
Alors il existe un caractere Y| de G sur K tel que =, + /.

Démonstration. Comme  est un caractere défini sur K, pour tout o € G, on a
oy =, donc par unicité de la décomposition en caracteres irréductibles sur K, il
existe jo- € [1;s] tel que ox1 = x;,. Or les oy, sont distincts, donc ¢ = 1 + ¢,
avec Y| = ), x; ol la somme parcourt les indices qui ne sont pas des ji-.

J

Soit p une représentation sur K de G de caractere . Comme la décomposition en
caracteres irréductibles de ¢ sur K [y1] ne fait intervenir que des caractéres présents
dans celle de y, Y1 est associé a une sous-représentation p; de p sur K [y ]. D’apres
le lemme précédent, iy est un caractere de G défini sur K donc sa représentation
associée p; est une représentation définie sur K, c’est donc une sous-représentation
de p sur K. On note p} une sous-représentation de p orthogonale a p1, son caractere
est ¥}, donc ¢ est bien un caractere de G sur K. O

On en déduit immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 2.1.6. Soit  un caractere de G irréductible sur K et y, un caractére de
la décomposition de  en caractéres irréductibles sur K.

Alors
Y= Z TXy-

o€y, "
On peut alors démontrer le résultat souhaité.

Proposition 2.1.7. Soit y un caractere de G irréductible sur K.
Alors s, est un caractere de G irréductible sur K.

Démonstration. On a démontré dans le lemme 2.1.4 que ¢, est un caractere de G
défini sur K. Soit ¢ le sous-caractere irréductible sur K de i, dont la décomposition
en caracteres irréductibles sur K contient y. D’apres le corollaire précédent, on a
alors

Y= Z O_sz)(’

(TEGW

donc ¢, est irréductible sur K. O

Notation. Si ¢ : G — Q, est un Q,-caractere irréductible, y, désigne un @p-

caractere irréductible tel que y = 3 x’. On note alors Cy = Cy,,, qui ne dépend
X'€Cy,

que de ¢ et non du choix de yy.
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Définition 2.1.8. Soit ¢ : G — Q, un caractere de G irréductible sur Q,. On
définit ainsi I’idempotent associé a

1 _
ey = Z ey = m;;lﬁ(g l)ger[G]~

X€Cy

Si p ne divise pas I’ordre de G, on a ey, € Z, [G].
Notation. On note Xirr g, I'ensemble des Q-caracteres irréductibles de G.

Proposition 2.1.9. La famille composée des ey pour tous les € Xirq, est un
systeme fondamental d’idempotents orthogonaux :

1. pour tout Y € Xirq,, ona ei = ey,
2. pourtout y # Y’ € Xinq,, ona e¢e’w =0,

3.ona ) ey =lg.
weXirr,Qp

Démonstration. On déduit cette proposition de la proposition 2.1.3 sur I’idempo-
tence des caracteres Q,-irréductibles.
Soit ¢ € Xirq,, on a

ei=(z eX)2= Z ey = ey.

X€Cyy X€Cyy

Soit  # ¥’ € Xirrq,- Comme Cy N Cyr = 0, pour tout y € Cy et tout y” € Cyr, 0n a
eyey, = 0, on en déduit

)(GCW ,\('EC,I,/
Enfin,
Y 3 Na- Yacto
YeXing, VeXima, Y€Cy XEXirr

2.2 y-composantes

Dans toute cette section, G désigne un groupe abélien finiet y : G — @; désigne
un caractere p-adique irréductible de G.



58 CHAPITRE 2. y-COMPOSANTES

Définition 2.2.1. Soit M un Z, y]-module.

On peut munir M d’une structure de Z,, |Gl-module en faisant agir G via y : pour
toutm € M et g € G, on pose gm = y(g)m.

Un Z,|x][G]-module dont I’action de G est donné par y est dit y-isotypique.
Lorsqu’on munit Z, x| de sa structure de Z,[x1[G]-module x-isotypique, on le

note Z, [x|.

Définition 2.2.2. On note I, I’idéal de Z,|x1|G] engendré par les éléments x(g)— g
ou g parcourt G.

Remarques. — Un Z,[x] [G]-module est y-isotypique si et seulement si son annu-
lateur contient /.

— Si M et N sont deux Z,[y][G]-modules y-isotypiques, f : M — N est un
morphisme de Z, [G]-modules si et seulement si ¢’est un morphisme de Z,, ||
modules.

I existe plusieurs manicres d’associer un Z,[y][G]-module y-isotypique a un
Zp [G]-module. Ces Z,[x] [G]-modules s’appellent les y composantes du module
et sont définies dans les paragraphes qui suivent.

2.2.1 y-quotient

Théoréme-Définition 2.2.3. Soit M un Z, [G]-module.

11 existe un Z, [y|-module M, et une application Z, [G]-linéaire ¢ : M — M,
vérifiant la propriété universelle suivante :

pour tout Z,|x1[Gl-module x-isotypique N et pour toute application Z, [Gl-linéaire
f M — N, il existe une unique application Z, |x|-linéaire h : M,, — N telle que
hogp=f.

/

P

Ce Zp, |x]-module M, est unique a isomorphisme pres, il s’agit de MZ?G] Zp [x]
P

N

A

}

My

et ’application ¢ = (p)zy : M — M, est donnée par p(m) = m ® 1. La structure de
Z, [x)-module de M ZQ[QG] Zp |x] est donnée par multiplication a droite :
'p

YAeZylx], A(m®a) =mQ Aa.

On appelle M, = MZQ[QG] Zp [x] le x-quotient de M.
(G —222
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L appellation de y-quotient sera justifiée par une autre caractéristation donnée par

la proposition 2.2.8.

On remarque que la structure de Z, [y]-modulede M ® Z, [y] est bien compatible
]

P

avec sa structure de Z,, [G]-module : si g € G, on a y(g)(m®a) = mey(g)a = gm®a).
M, est donc un Z,[y][G]-module y-isotypique.

Démonstration. Montrons d’abord 1’unicité a isomorphisme de Z, [y]|-modules
pres.

Soit K/I; un Z, [x]-module et ¢ : M — M; vérifiant également la propriété uni-
verselle. D’aprés la propri€t€ universelle de M,, il existe h : M, — K/I: telle que
ho @ = . D’apres celle de 7\71; il existe / : ’M; — M, telle que i o @ = ¢, donc

hohog=g.

Or d’apres la propriété universelle de M,, il y a une unique application Z, [y]-
linéaire ¢ : M, — M, telle que o ¢ = ¢, c’est I'identité, donc i o h = idy, et de
la méme facon, h oh = id’M;, donc M, et M; sont isomorphes.

Montrons maintenant que M ® Z, [x] ety : m— m® 1 vérifient cette propriété
Zp|G)———

universelle.

Soit N un Z,[x][G]-module y-isotypique et f : M — N une application Z, [G]-

linéaire. Alors on peut définir une application Z,, [G]-bilinéaire fy : MXZ, [x] = N

en posant fy (m,a) = af(m). D’apres la propriété universelle du produit tensoriel,

ennotantyy : M X Zp, [xy] = M Z(X[)G] Zj, x], il existe une unique application Z, [G]-
P

linéaire h : MZ?G] Zp [x] = N vérifiant h o ¢ = fp.
P

En notant iy : M — M X Z, [x], définie par i;(m) = (m, 1), on a ¢ = o iy, donc

hop=hoyoir=fooir=fooir=f

Réciproquement, si i’ vérifie i’ o ¢ = fyoij = f, elle vérifie également 1’ oy = fp,
donc par unicité d’une telle fonction, &’ = A.

II existe donc une unique application Z, [G]-linéaire h : M\, — N telle que hop = f.
Enfin A est une application Z,, [G]-linéaire entre deux Z,[y] [G]-modules y-isotypiques,
donc elle est Z, [x]-linéaire. m]

Remarque. On remarque que <p)1§’1 est une surjection de M sur M, . En effet pour

toutme Mettout g € G,onam® y(g) = gm® 1, donc par linéarité tout élément

deM ® Z,[x]sécritme1 = 4,0)1:’ (m) pour un m € M (non unique en général).
Zp|G]
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Exemple. Si M = Z/pZ est Z,, [G]-module tel que pM = 0 sur lequel G = Z/pZ
agit trivialement, alors pour tout caractére irréductible y non trivial, ona M, ~ M.
En effet, si on fixe g € G \ {15}, on peut définir une application Z,, [G]-bilinéaire

MXZyx] > M

-1 ) -1
(m. 2 (@) = 3 A
1= 1=

l:

p-1 . p=1
Si Y Aix(g) = 0, comme le polyndme minimal de y(g) est >, X, nécessairement
i=0

1=
p-l .
il divise ), 4;X’, et comme ces deux polyndomes sont de méme degré, on en conclut
i=0
que pour tout i € [0, p — 1], ona A; = Ay et ainsi,
p—1
Z Aim = oppm = 0.
i=0
L’application / est donc bien définie, de plus elle est Z, [G]-bilinéaire car G agit
trivialement sur M. On a donc une application Z, [G]-linéaire f; : M, — M telle

p-1 . p-1
que fl(m ® 2 /liX(g)l) = 3 A;m.On aalors
i=0 i=0

frowy =idu,
donc go)lé” est injective et réalise un isomorphisme entre M et M.
Si f : M — N est un morphisme de Z, [G]-modules, comme 90)1;’ of :M — N,
est Z,, [G]-linéaire comme N, est y-isotypique, par définition de M,, il existe une

unique application Z), [y]-linéaire f, : M, — N, telle que f, o go)];” = go)](v o f. Elle
est donnée par f,(m® 1) = f(m)® 1.

Proposition-Définition 2.2.4. On définit le foncteur covariant ¥, de la catégo-
rie des Z, [G]-modules vers la catégorie des Z,|x|[G]-modules x-isotypiques en
posant F,(M) = M, pour tout Z,, [Gl-module M et ¥, (f) = f, pour tout Z, [G]-
morphisme f.

Démonstration. Sif: M — Netg: N — P sontdes Z, [G]-morphismes, comme
geofyowy =goplof=¢logolf,

on a bien

Fr(go f) =gy o fy =F(8) o Fi(f).
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Et comme
idy, © <p/ly = gp/}\‘//l o idyy,
on a bien
Fidy) = idu,
donc ¥, est un foncteur covariant. |

Proposition 2.2.5. Le foncteur ¥, est exact a droite.

Démonstration. Soit
0->M->N->P—-0

une suite exacte de Z, [G]-modules. La suite de Z,[x] [G]-modules

M, —>N,—-P,—0

est exacte comme suite de Z, [G]-modules par exactitude a droite de — ® Z, [x],
P 2,161 =2

donc elle est exacte comme suite de Z,[y] [G]-modules. ]

Proposition 2.2.6. Si y et y’ sont conjugués, le y-quotient et le y'-quotient sont
naturellement isomorphes comme Z, [G]-modules.

Démonstration. Soit o € G, tel que y’ = oy. Comme o induit un isomorphisme
de Z,-modules entre Z, [x] et Z,[x’], et comme pour tout g € G et tout x € Z), [x],
ona

o(gx) = o(x(8)x) = ¥’ (9o (x) = go(x),
on en déduit que o induit un isomorphisme de Z, [G]-modules
Zp X1 = Zplx'].

Ainsi, pour tout Z, [G]-module M on a un isomorphisme de Z, [G]-modules

. MX — MX’

mex(@) - mex(g)
Si f: M — N estun morphisme de Z, [G]-modules, pour toutm® 1 € M,, on a

on(fym® 1) =on(f(m 1) = fm)®1=f(m®1) = fr(cmuime 1)).

On a donc le diagramme commutatif suivant

5
MX _*>NX

J L
j;/

M/\/ H NX/
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donc les oy fournissent un isomorphisme naturel entre les foncteurs O, o F, et
Oy o F, ou O, désigne toujours le foncteur d’oubli de la catégorie des Z,[x][G]-
modules y-isotypiques vers la catégorie des Z, [G]-modules, et O,/ celui de la caté-
gorie des Z,[x’] [G]-modules y’-isotypiques vers la catégorie des Z, [G]-modules.

]

Théoreme 2.2.7. Soit M un Z,, [G]-module et y un caractére p-adique irréductible
de G.
Le Z, |x]|-module

(M oz, m) /1, (Mg; z, Lv])
et le morphisme
Mo (M oz, m) /1, (M 87, Lv])

@:
m|—>(m®1)+IX(M§)Zp[X])

satisfont la propriété universelle du y-quotient, ce module est donc naturellement
isomorphe a M.
Démonstration. Notons M = (M %3) Z, [/\/]) /1, (M %9 Z, [/\/]) et 7 la projection de
P P
M % Zp [x] sur M. Par construction IXM = 0 donc M est un Zpx1[G]-module
P

X-isotypique.
On définit les applications Z, [G]-lin€aires

~_{M_’M%;ZP[X]

@
meH me 1

b

et
¢M=¢=NO¢:M—>M£®ZP[X].
P

Pour tout m € M et tout g € G, comme M est isotypique, on a

n(m® x(g)) = n(gm® 1) = p(gm),

donc g est surjective.
Soit N un Z,[x][G]-module y-isotypique et f : M — N une application Z, [G]-
linéaire. Alors I’application Z,-bilinéaire

Iy MxZy[x] > N
" Vm.a) > afom)
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fournit une application Z,-linéaire

_ [MeZ,[x] >N
h:{ Z
me@aw> af(m)

Pour tout g € G,ona
h(g(m ® a)) = af(gm) = gaf(m) = x()af(m) = h(x(g)(m ® a))

donc h est Z, [G]-linéaire et contient I, (M %) Z, [)(]) dans son noyau. Donc on peut
'p

passer au quotient et obtenir une application

h:M%ZP[X]%N
p

qui est Z,, [G]-linéaire entre deux modules y-isotypiques, donc Z, [y]-linéaire. On
a alors

hOQOZhonogZ:F];ZogE:f

et comme ¢ est surjective, une telle application £ est unique.

Pour tout Z, [G]-module M, on note alors Ay : My, — M I’unique isomorphisme de
Z, [x]-modules tel que Ay o gojy = ¢y et pour tout morphisme de Z,, [G]-modules
f:M — N,onnote f: M — Ntel que f oy =pyo f.

Y QAN VY V NV

Les diagrammes \Lap)[y \ij(v et \LW \Lgo/v commutent.
h A f ~

M, — N, M L) N

Donc hy o fyo @l =hyool o f=gyof=Ffopy=fohyoe!, etcomme !
e
My —— Ny
est surjective, on en déduit que \Lh y th commute.
Ainsi, le foncteur ¥ : (M, f) - (M, f) est naturellement isomorphe a ¥, et
donc le Z,, [y]-module (M %9 Z, [/\/]) /1, (M %) Zp Ly]) est naturellement isomorphe
P P

aM,. O

On en déduit une nouvelle caractérisation du y-quotient.
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Proposition 2.2.8. Soit M un Z,, [G]-module et y un caractére p-adique irréductible
de G.
Le y-quotient de M est isomorphe au plus grand quotient de Z,|x|[G1-modules de
M%) Z, |x]) sur lequel G agit via x.

P

2.2.2 y-partie
Nous allons maintenant définir une deuxiéme y-composante, duale de la premiere.

Théoreme-Définition 2.2.9. Soit M un Z, [G]-module.

11 existe un Z, |y|-module M¥ et une application Z, [G-linéaire ¢ : M¥ — M
vérifiant la propriété universelle suivante :

pour tout Z,|x1[Gl-module x-isotypique N et pour toute application Z, [Gl-linéaire
f N — M, il existe une unique application Z, |x|-linéaire h : N — MX telle que
woh=f.

/l

N—)M

Ce Z, |x]-module MX est unique a isomorphisme pres, il s’agit de HOmZp[GJ(Zp ], M)
et l'application ¢ = %Yw : MX — M est donnée par ¢(l) = I(1). La structure de

Zp [x]-module est donnée par la multiplication au départ :
YAeZ,|x], (A)(a) = l(Aa).
On appelle MX = Homgz, (G (Zp [x], M ) la y-partie de M.

On remarque que la structure de Z,, [y]-module de M* est bien compatible avec sa
structure de Z, [G]-module :

Vg eG.Vle MY, NaeZ,[x] ona (x(9))a) = l(x(g)a) = l(ga) = gl(a) = (g)(a),
donc x(g)l = gl. MX est donc un Z,[x] [G]-module y-isotypique.

Démonstration. Montrons d’abord 1'unicité a isomorphisme de Z, [y]-modules
pres.

Soit MX un Zp[x1[G]l-module et ¢ : MY — M vérifiant également la propriété
universelle. D’apres la propriété universelle de M*, il existe / : MY — MX telle que
woh = . Dapres celle de MY il existe i : MX — MX telle que @ o h= ¢, donc
poho h= . Or d’apres la propriété universelle de MX, il y a une unique application
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Zp [x]-linéaire ¢ : MX — MX telle que ¢ o ¢ = ¢, c’est idy, donc i oh =idyy et

de la méme fagon, hoh= id;z, donc MX et MX sont isomorphes.

Montrons maintenant que Homy p[G](Zp [x], M) et ¢ : [ — (1) vérifient cette
propriété universelle. o

Soit N un Z,[x][G]-module y-isotypique et f : N — M une application Z, [G]-
linéaire. Alors on peut définir une application Z, [G]-linéaire

W {N g HomZp[G]<Zl, [)(], M)

m> (a > flam)

Onabiengoh = f.
Comme £ est une application Z,, [G]-linéaire entre N et Homzp[G](Zp x], M ) qui

sont des Z,[y][G]-modules y-isotypiques, elle est également Z,, [y]-linéaire. De
plus cette application est unique : pour tout m € N, on a

h(m)(1) = f(m)

car poh = fetpoura € Z, [x], la structure de Z,, [x]-module de Homzp[G](Zp [x1, M)
etlaZ, [y]-linéarité de 7 impliquent

h(m)(a) = (ah(m))(1) = h(am)(1) = f(am).

O

Remarque. L’application (,zfx[ est une injection de MX dans M. En effet si a €
ker(%), onaa(l) = 0, or pour tout x € Z, [y] il existe A € Z, [G] tel que x = A1,
donc a(x) = a(Al) = Aa(1) =0, et a = 0.

Exemple. Si M estun Z, [G]-module sur lequel G agit trivialement, alors pour tout
caractére irréductible y non trivial, M¥ = 0. En effet, si f € Homzp[G](Zp [x], M),
en fixant g € G tel que y(g) # 1, pour tout m € M on a

fm) = f(gm) = x(g)f(m)
et comme Z, [y] est intégre, on en déduit f(m) = 0, donc f = 0.

Si f: M — N est un morphisme de Z, [G]-modules, comme f o go);/l : MX¥ — N est
Zp [G]-linéaire et comme MX est y-isotypique, par définition de NX il existe une
unique application Z,, [y|-linéaire ¥ : MY — N¥ telle que ¢}, o f¥ = f o ¢} . Elle
est donnée par f¥(a) = (x = f(a(x))).
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Proposition-Définition 2.2.10. On définit un foncteur F* de la catégorie des
Z, |Gl-modules vers la catégorie des Z,|x] [Gl-modules y-isotypiques en posant
Fy(M) = MX pour tout Z, |G-module M et ¥, (f) = fX pour tout Z,, [Gl-morphisme
f.

Démonstration. Si f : M — Netg: N — P sontdes Z, [G]-morphismes, comme

gp’;ogxof){:go%ofx:gofo%,

on a bien
FX(go f)=g" o f¥ =FXg) o FX(f).
Et comme
SO)X/I o idM)( = idM o géflvw,
on a bien
FX(idyy) = idyy,
donc FX est un foncteur covariant. O

Proposition 2.2.11. Le foncteur ¥X est exact a gauche.

Démonstration. Soit
O->M->N->P—-0

une suite exacte de Z, [G]-modules. La suite de Z,[y] [G]-modules
0— MY —> NY — P

est exacte comme suite de Z, [G]-modules par exactitude a gauche du foncteur
Homzp[G](Zp [x], —), donc elle est exacte comme suite de Z,[x][G]-modules. DO

Proposition 2.2.12. Si y et x’ sont conjugués, la y-partie et le x'-partie sont
naturellement isomorphes comme Z, |G|-modules.

Démonstration. Soito € G, tel que xy’ = oy, on sait que o induit un isomorphisme
de Z, [G]-modules entre Z), [x] et Z, [x’]. Ainsi, pour tout Z, [G]-module M on a

un isomorphisme de Z, [G]-modules entre MX" et MX donné par o y(a) = @ o o
pour tout & € Homg, ¢ (Zp W1l M )

Sif: M — N estun morphisme de Z,, [G]-modules, et si @ € Homzp[(;](Zp '], M),
ona

on(f¥ (@) = f (@)oo = f(ac) = fX o oyla).
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On a donc le diagramme commutatif suivant

;Y ,
MY ——y NX

[

f/\/
mx L Nx

donc les o fournissent un isomorphisme naturel entre les foncteurs O, o F X
et O, o FX, ou O, est le foncteur d’oubli de la catégorie des Z,[y][G]-modules
x-isotypiques vers la catégorie des Z, [G]-modules, et O, celui de la catégorie des
Zplx1[G]-modules y’-isotypiques vers la catégorie des Z, [G]-modules. |

Théoreme 2.2.13. Soit M un Z, [G]-module.
Le Z, [x]-module {x € M% Zp |x]tel que pour tout g € G on a x(g)x = gx} com-
P

posé des éléments de M %9 Zp |x] annulés par I, est naturellement isomorphe a
P
Mx.

Notation. Pour tout x € Q,, v,(x) désigne la valuation p-adique de x et @), =

) ergpla : v, (ter [x]/2 (x)). On note trg [,1/0, : Qv [x] — Qp la trace de I’extension
Q, [x] /Q, et on en définit une renormalisation sur Z, [x] :

" ) Zylx]l = Z,
. tr )
0z ) s s r@p[;yfp“)

Lemme 2.2.14. Les Z,, [x]-modules Z, [x] et Homz, (Zp [x] ,ZP) sont isomorphes
via le morphisme qui envoie x sur I’application Z,-linéaire I, : y — tr; L] /Z(xy).

D
Démonstration. Onposel: x+— (I, 1y — tr;p[)(] /Z(xy)).

Co_mme trg, [1/2, es_t Zp.—linéaire, [, appartient bien Homg, (Zp [x] ,Zp) et I’appli-
cation / est bien Z,-linéaire.
Considérons I’extension de / a Q,, [x] :

I: Q] - Homg,(Qylx],Qp)
X — (lx Ty — tr%p[x]/z(xy))
Soit x € Q, [x]. Sipourtouty € Q, [y] ona tr; L /Z(xy) =0, alors trg ,1/g,(*y) =

0. Or I’extension Q, [x] /Q,, est séparable donc la forme trace est non dégénérée et
donc x = 0. L’application [ est donc injective et donc sa restriction / aussi.
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De plus T est une application lin€aire entre deux Q,-espaces vectoriels de méme
dimension [Qp [x]: Qp], donc [ est un isomorphisme.

Pour tout A € HomZP(Zp [x] ,Zp) c Home(Qp [x] ,Qp), il existe x € Q, [y] tel

que A = 1(x) : y— tr% L] /Z(xy). Pour montrer que / est surjective, il suffit donc de
P
montrer que x € Z, [y]. Notons 8 = v,(x), et x’ = ﬁ € Z, [x]", soitz € Z,, [x] tel

que v, (ter[X] /Q, (z)) = «. On a alors

/l(zx'_l) = tr%ﬂ[x]/z(pﬂz) = thr;p[X]/Z(Z),

or vp(tr;ﬂ[)(]/z(z)) = 1, donc vp(/l(zx"l)) = f3, et comme zx' ! € Zp|x], on a
Az e Z, et nécessairement 8 > 0. Ainsi x = pPx’ € Z, [x] et [ est surjective.
O

Lemme 2.2.15. Les Z, L] (Gl-modules M © Z,, [x] et Hom, (Z) [x1. M) sont iso-
P

morphes via le morphisme qui envoie x = m ® a sur l'application Z,-linéaire

iy ter[)(] /Z(ay)m.

Démonstration. Comme Z, [x] est un Z,-module libre, la proposition 1.3.2 im-

plique que les Z,-modules M ® Homz, (Zp [x] ,Zp) et Homg, (Zp X1, M) sont iso-

morphes, I’isomorphisme étant donné par m ® f = (f,, : @ — f(a)m). Or, d’apres

le lemme précédent, les Z,-modules M ® Homg,, (Zp [x] ,Zp) et M®Z, [x] sont iso-

morphes, donc en combinant les deux isomorphismes, on obtient un isomorphisme

[ de Z,-modules entre M %) Zy [x] et Homg, (Zp x]. M) qui envoie x = m @ a sur
P

I’application Z,-linéaire [, : y tr; L] /Z(xy)m.
P
Montrons maintenant que cet isomorphisme est Z,[y] [G]-linéaire.

Soit g € G. On a alors

l(gm®a)=1(gm®a) = (y — tr;p[x]/z(ay)gm) =(gh(mea).
On a aussi
1@ m® ) = Lm @ ax(@) = (1=t - (@r(@ym) = (@) (m ).
O

Démonstration du théoreme. Pour tout Z, [G]-module M, on note

M={xe M% Z, [x]tel que pour tout g € G on a y(g)x = gx}.
P
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Soit 1 € Homgz, (Zp [x] ,M) et g € G. On a y(g)Ad = g4 si et seulement si pour tout

x € Z, [], Ax()x) = gA(x), or Ax(g)x) = A(gx), donc A € Homz,(61(Z, [x], M)

si et seulement si, pour tout g € G, y(g)4 = gA.

D’apres le lemme précédent, les Z,[y] [G]-modules M % Zp [x] et Homg, (Zp x]. M )
P

sont isomorphes, donc leurs deux sous-Z,[x] [G]-modules y-isotypiques maximaux
M et Homy, p[G](Zp [x], M ) sont isomorphes, on note /1y, cet isomorphisme entre M
et MX.

Pour tout Z,, [G]-morphisme f : M — N, on définit

(>N
PSS m@xe) - X fm) @ x(g)

On a alors
h o f( 3 mi@x(®)) = hw( 3 fom) @ x(9)) = (x = £ " et xms))

=fro hM( Z m; ®X(g)i)-

m—Ls N
Donc le diagramme \LhM »LhN commute.
X
MX L) NX
Ainsi, le foncteur F : (M, f) — (M, f) est naturellement isomorphe a 7, et donc le
Z, [x]-module M est naturellement isomorphe a MX. o

On en déduit une nouvelle caractérisation de la y-partie.

Proposition 2.2.16. Soit M un Z, [G]-module et y un caractere p-adique irréduc-
tible de G.
La y-partie de M est isomorphe au plus grand sous-Z,[x|[G]-module y-isotypique
de M %) Zp [x)

P

Théoreéme 2.2.17. 1] existe une transformation naturelle n de la y-partie vers le
Xx-quotient donnée pour tout Z,, [Gl-module M par ny = 90)1;/1 o QJX/[ MY — M,

Pour tout Z,, [G]-module et tout @ € M¥, on adonc ny (@) = a(l)®1 € M,.
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MX f_X> NX M ;) N
Démonstration. Comme les diagrammes \L% l@v et oM l(pﬁ’
- b
M—Ls N M, 2 N,
X
MX L> NX
commutent, on en déduit que le diagramme \LTIM \Lmv commute et donc
A
M, —— N,
est bien une transformation naturelle de 7% vers F,. |

En général, cette transformation naturelle n’est pas un isomorphisme naturel. Par
exemple, si M est un Z, [G]-module tel que pM = 0 sur lequel G = Z/pZ agit
trivialement, et si y est un caractere non trivial, on a vu que M, ~ M alors que
MY = 0.

2.2.3 Troisiéme y-composante

Définition 2.2.18. Si p ne divise pas l’ordre de G, on peut définir une troisieme
x-composante : le Z, [G]-module e, M.
C’est un sous-Z, [G]-module de M.

Dans cette section, on supposera donc que p ne divise pas card(G).

Proposition 2.2.19. On peut étendre la structure de Z, [G]-module de ey, M en une
structure de Z,[ x| [Gl-module x-isotypique de maniére unique.

YA = Z Aex(8) € Zp [x],Ym € ey, M on pose Am = Z Aggm.
8eG 2€G

Lemme 2.2.20. Soit y’ un caractere irréductible, on a
gey =x'(9)ey.

Démonstration. Soit g € G.
Ona

1 1
)= ‘(W hgh= —— "W N = (9)ey .
Bex card(G) éX( )8 card(G) };} X (Bl = x (g)ey
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Démonstration de la proposition. Notons y : Z, [G] — Z, [x] le Z,-morphisme

défini par
;( Z Agg) = Z Agx(8)-

geG geG
Comme y est un caractere linéaire, y est un morphisme d’anneau.
Définition : Soit A € Z,[x][G] et x,y € Z, [G] tels que y(x) = x(y) = 4.

Onnote x = 3 Aggety = ) A8
geG geG

Soit y’ € Cy, et o € Gal(Q,, [x] /Qp) tel que x” = o(x), on a alors

DX (@ = o D Ax(@) = o D] Ax(@) = D Ay (R)ey

g€G geG geG geG
donc
xey = Z ﬂgge)(/ = Z /lg)(,(g)e)(' = Z/l;,)(’(g)g)(, = Z ﬂége){/ =yey
g€G g€G geG geG
et
xey, = Z xey = Z yey = yey,.
x'€Cy x'€Cy

Pour tout m € ey, M il existe n € M tel que m = ey, n, donc on a
Xm = Xey, n = yey, n = ym.
Donc Am est bien défini.
Zp [x]-module : Soit m,m’ € ey M, A, A" € Z, [x] et x,x" € Z, [G] tels que x(x) = A
et x’(x) = A’. Comme ey, M estun Z, [G]-module, on a les relations suivantes
Am+m')=x(m+m') = xm+xm’ = Am + Am’,
A+Vm=x+x")Ym=xm+x'm=Am+ U'm,
1m =m,

et comme Y est un morphisme d’anneau, 11" = y(x)y(x") = y(xx’), donc on a
également
A)m = (xx")m = x(x'm).

Donc ey, M est bien un Z, [y]-module.
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Zplx][G]-module y-isotypique : Comme I’action de g € G sur ey, M est donnée

par la multiplication par x(g) € Z, [x], elle est Z, [y]-linéaire, donc e, M est bien
un Z,[x][G]-module. II est y-isotypique par définition.

Unicité : Pour que la structure de Z,[x] [G]-module de e, M soit y-isotypique, il est
nécessaire d’imposer y(g)m = gm pour tout g € G et m € ey, M, et donc d’imposer
X(x)m = xm pour tout x € Z,, [G] et m € e, M par Z,-linéarité. |

Proposition 2.2.21. Soit M un Z,[x|[G]-module x-isotypique.
Alors pour tout m € M, on a

ey, m=e,m =m,

et en particulier
e%(M =M.

Démonstration. Soitm € M, comme G agit via y, pour tout g € G, on a

x(g Dgm=m
et donc
eym = Car;(G) Zglx(g‘l)gm = m.
On a alors

ey, m = ey, (eym) = (ey, e, )m = eym = m.

O

Théoreme 2.2.22. Le Z,[x][G]-module ey M satisfait les propriétés universelles
de la y-partie et du y-quotient de M.

Les trois y-composantes sont naturellement isomorphes en tant que Z,[x][G]-
modules

MX = ey M = M,.

Démonstration. Notons iy : ey, M — M D'injection définie par ip(m) = m et
sm M — ey M la surjection définie par s;(m) = ey, m. Onasyoiy= id%M et
sig : N = M est un morphisme de Z, [G]-modules tel que Im(¢) C e, M, alors
IMCSMOY=¢.

Montrons que le Z, [y]-module e, M et I’injection iy, satisfont la propriété univer-
selle de la y-partie.
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Soit N un Z,[x][G]-module y-isotypique et f : N — M une application Z, [G]-
linéaire.
Pour toutn € N, n = ey, n, or ey, € Z,[G] et f est Z, [G]-linéaire, donc

f(n) = fley,n) = ey, f(n) € ey M.

Donc on définit une application Z, [G]-linéaire

I N—>e¢XM
n f(n)

Comme N et ey, M sont y-isotypiques, elle est Z,, [y]-linéaire. On a bien ipy o h = f,
et un tel Z, [y]-morphisme % est unique par injectivité de iy.

Ainsi la corestriction de <p)[{/, : MX — M a ey M réalise un isomorphisme de
Zplx]1[G]-modules sy o ¢, : MX — ey, M.

Montrons maintenant que le Z, [y]-module ey, M et la surjection sy, satisfont la
propriété universelle du y-quotient.

Soit N un Z,[x][G]-module y-isotypique et f : M — N une application Z, [G]-
linéaire.

On définit une application Z,, [G]-linéaire

B €,/,XM - N
ey,m — f(ey,m)

Comme ey, M et N sont y-isotypiques, elle est Z), [x]-linéaire. De plus, pour tout
m € M, comme N est y-isotypique et f est Z, [G]-linéaire, on a

f(m) = ey, f(m) = fey,m) = h(sp(m)),

donc h o sy = f et un tel & est unique par surjectivité de s),. Ainsi la restriction de
Q” : M — M, réalise un isomorphisme de Z,[x] [G]-modules go)?” oiy ey M —
M
-

On définit le foncteur &y, de la catégorie des Z, [G]-modules vers la catégorie des
Zplx1[G]-modules y-isotypiques de la fagon suivante : pour tout Z, [G]-module M,

Eyy(M) = ey, M et pour tout Z,, [G]-morphisme f : M — N, Ey, (f) = f|jZXM
la fonction obtenue a partir de f par restriction a ey, M et corestriction a ey, N. Si

f:M — Netg:N — Psontdeux Z, [G]-morphismes, on a bien

ey ‘«’w
(g © f) ey |€wXN |€¢,XM
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et w
. e‘wX o
1dM|%( w = 1de, M,

donc &y, est bien un foncteur covariant.

Soit f : M — N un Z, [G]-morphisme. Comme f est Z, [G]-linéaire et comme
ey, € Zp[G], les diagrammes

&
e MR N oM —L N
. . et \LSM \LSN
bbb,
(7%
M—L 5N ey M ey, N
commutent.
Or

MXL)NX M —— N

la e e o
h
M—' 3N M 5N,

commutent également, donc

&
ey M S ey N Mx L) NX Mx L) NX
\Lga)/y oiy \Lt,u)lzloijv ’ \LXMO‘WX/I \LSNO‘/IYV et l‘ﬁy"% \L‘P)yo%
Ep(f A
M, — s N, oM 28 o, N M, — N,

commutent.

Ainsi les foncteurs &y, F, et ¥ sont naturellement isomorphes, et donc pour
tout Z,, [G]-module M les Z,[x] [G]-modules ey, M, M, et MX sont naturellement
isomorphes. O

L application naturelle entre y-quotient et y-partie établie a la partie précédente est
donc un isomorphisme naturel dans le cas semi-simple.

Proposition 2.2.23. Soit M un Z,, [G]-module.

AlorsM = B eyM.
l//GXirr,Qp

Démonstration. Les ey M sont des sous-Z,, [G]-modules de M, donc

> eyMc M.
YeX;

r,Qp
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Soitm € M,comme }, e;=1,onam= } eum. Donc
VeXinp YeXing,
M= 3 eM.
wexirr.Qp

Supposons >, eymy = 0. Comme les ey forment un systtme fondamental
‘/’exirr,Qp
d’idempotents orthogonaux, pour tout i € Xj g, on a

el/,m,,, = ewo = O,
donc la somme des ey M est directe. m]

Remarque. Ce résultat n’est pas généralisable en utilisant le y-quotient ou la
X-partie dans le cas non semi-simple.

Considérons le cas du groupe G = Z/3Z = {15, g, g%}, du nombre premier p = 3 et
prenons comme module M = Z3 [G] lui-méme sur lequel G agit par multiplication.
Les deux représentants des caracteres Qsz-irréductibles de G sont yp : g — 1 et

X118 ¢ =03
Concernant les y-parties on a alors

@i (M) = Vectz, (1 + g + &),
G (MY = Vectz, (g - 16,8° — 1)
or 1 ¢ Vectz,(1g + g + g%, ¢ — 16.8° — 1), donc
M # @5 (MX) & @t (MX).
En ce qui concerne les y-quotients, on a les isomorphismes suivants

My, =Z3[G] ® 7Z3=1Z3,
Gl —

M,, =7Z;[G] 238 = Z5[¢].

®
Z3]G]

En notant ¥ les surjections ¢™ composées avec ces isomorphismes, on a alors
X Py
M 1 2y _
Yyolaole + @18+ axg”) = ao + @1 + @2,

Ul (aole + @18 + @g®) = (a0 — @) + (a1 — @)

Alors le morphisme W)% ® lﬁ% : M — Z3 & Z3 [{] est injectif mais pas surjectif car

(1,0) n’a pas d’antécédent. Ainsi, le morphisme <p)1§’[0 @ go% M — MX° @ MX' n’est
pas surjectif.
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Proposition 2.2.24. On a ’isomorphisme d’anneaux

z,1G1= P z,|w)

l/'EXm,Q P

Chaque choix d’une famille de y, € Cy fournit un tel isomorphisme.

Démonstration. En appliquant la proposition précédente on obtient

Z,1Gl= P ez, [Gl.

lﬁ eXirr,Q P

Et pour tout y, € Cy on a

eyl |Gl = 2, [Gly, = Z,[G] Z;X[’G] Zp [X 'P] =Zp [Xl//]'

L’isomorphisme de Z, [G]-modules f : eyZ, [G] — Z, [)a,,] est donné par

A Z a,g) = Z g (8)-

geG geG

Pour tout a, b € e;Z, [G], on a bien

f(ab) = f(a)f(b)
et
fle) =x(g) =1

donc il s’agit d’un isomorphisme d’anneaux.
On obtient alors I’'isomorphisme d’anneaux

2,1G1= P ez, [Gl= P Z,|w)

veXing, veXing,

O

Corollaire 2.2.25. Pour tout caractére Q,-irréductible y le Z, [G]-module Z,, x|

est projectif.
On rappelle que p ne divise par le cardinal de G.

Proposition 2.2.26. Alors Z, [G] est quasi-principal (tous ses idéaux sont princi-
paux mais il n’est pas nécessairement intégre).
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Démonstration. Soit I un idéal de Z,, [G]. On a
I= P el
ll’exirr,Qp

Pour tout ¢ € Xix,, eyl est un idéal de eyZ, [G] =~ Z,|xy] qui est un anneau
principal, donc eyl = eyayZ, [G].

Ainsi
I= P easz,Gl1=( D esay)z,[G)
l//EXinxQ[, wexirr,Qp
car les e, sont orthogonaux. O

Théoreme 2.2.27 (décomposition du Fitting en y-composantes). Soit M et N deux
Z, |Gl-modules de type fini.
Alors on a

FittZP[G](M ) = Fittzp[G](N )

si et seulement si pour tout y € Xix on a

Fitth ] (MX) = Fittzp [x] (NX) .

Démonstration. Soit y € Xj. On note

f)( : ZP [/\/] - Zp [G]X’

8y Zy Gl — ew)(Zp |G]
et

hy =gy o fy:Zylxl = ey, 2, [G]

les isomorphismes de Z,, [G]-modules. Pour tout 1 = 3} A,x(8) € Z,, [x], on a
7 ZrAl

hX(/l) = gX(IG ® Z /lg/y(g)) = gX( Z Aeg ® 1) = ey, Z 8.
8 8

8

Pour tout Z,, [G]-module P on a
Fitth[X] (P)() = FittZP[G](P)Zp [/\/]

d’apres la proposition 1.6.10 sur I’extension des scalaires vis-a-vis du Fitting.
On a alors

E(Fittzp [x] (Py) = f(Fittz, (61(P)Z, [x]) = Fittz, ) (P) . ?G] Zpx],
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donc

hy(Fitty, [1(Py)) = gy(Fittz, 61(P) .8, T Lx]) = ey, Fittz, G(P).

Et comme £, est un isomorphisme de Z,, [G]-modules, on en déduit que
Fitth[X] (MX) = Fittzp [x] (N)() (= ewaittZP[G](M ) = e,pXFittzp[G] (N).
Donc si Fittz, (M) = Fittz, (61(N), pour tout y € Xj on a

EwXFittzp[G](M) = ez//XFittZ,,[G](N)

et par conséquent
FittZ,, [x] (MX) = Fittzp [x] (NX)

Réciproquement, si pour tout y € Xj; on a

ey, Fittzp [G] (M ) = ey, Fittzp [G] (N ),

on a alors

Fittzp[G](M) = @ el/,Fittzp[G](M) = @ el/,FittZP[G](N) = Fittzp[g](N).
¢EXirr,Qp ¢EXirr,Qp

2.2.4 Interaction avec la partie moins

On suppose maintenant que G possede un élément d’ordre 2 fixé que 1’on note 7.
Comme dans la section précédente, on se place dans le cas ou p ne divise pas 1’ordre
du groupe G.

Définition 2.2.28. Soit y un Qp—caractére irréductible de G.

On dit que x est impair si x(t) = —1 et pair si x(7) = 1. On note X, ’ensemble
des @p—camctéres irréductibles impairs et X;r celui des @p—camctéres irréductibles
pairs.

On remarque que deux caracteres conjugués ont méme parité, on peut donc étendre
la notion aux caracteres sur Q,.

Définition 2.2.29. Soit y un Q,-caractere irréductible.

On dit que Y est impair (respectivement pair) si pour tout y € Cy, x est impair
(respectivement pair). On note Xi;r,Q,, I’ensemble des Q,-caracteres irréductibles
impairs et X' Q, celui des Q,-caracteres irréductibles pairs.
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On remarque que si i est impair, on a (1) = —¢(1g) = —card(Cy) et si ¢ est pair,
onay(t) = Y(lg) = card(Cy).
La parité de ¢ se lit également sur son idempotent.
Proposition 2.2.30. Soit y un Q,-caracteére irréductible.
Alors on a
_ ey si Y eX Q ,
€T 0 s yexXs Q

Démonstration. Soit y € Cy. On a

e card(G) Z)‘(g DT = card(G)ZX(g g = x(Dey.

. . . _ 1_
Si y est impair, Te, = —ey ete ey, = 5

€x =
Si y est pair, Te, = e, ete"e, = 1; =0.
Ainsi,
ee ee { S ey ler ’
=Y e =
= 0 siyeX, Q"

Proposition 2.2.31. On a l’isomorphisme d’anneaux Z, [G]™ = @ Z, [Xw]-
veX,

irr., .Qp

Démonstration. D’aprés la proposition 2.2.23, on a Z, [G] = EB eyZ, [G],
‘//EXirr,Qp
donc d’apres la proposition précédente,

2,16 =eZ,[Gl= P e esz,[Gl= P eZ, (G

(//EXm,Qp l/IEX;me

De plus, on a vu dans la proposition 2.2.24 que les anneaux eyZ, [G] et Z, [,W,]

sont isomorphes, donc on a bien

2,161 = P Z ||

l//GX“_r Qp

Proposition 2.2.32. Soit M un Z,, [G]-module.

Alors
M = B em.

zpeXi;r’Qp
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Démonstration. D’apres la proposition 2.2.23, on a

M= em.

wEXirr,Qp
Donc d’apres la proposition 2.2.30, on a

M =e M= @ e eyM = @ ey M.
exX

veXing, v

irr,Qp



Chapitre 3

Conjectures de Stark

Dans ce chapitre, nous introduisons les conjectures énoncées par Harold Stark dans
une série de quatre articles [Sta71], [Sta75], [Sta76] et [Sta80] publiés entre 1971 et
1980.

3.1 Formule analytique du nombre de classes

3.1.1 Version originale

La motivation des conjectures de Stark étant une généralisation de la formule ana-
lytique du nombre des classes établie par Dirichlet, nous commencerons par nous
y intéresser. Dans cette formule, Dirichlet établit une relation entre des caractéris-
tiques arithmétiques d’un corps de nombres quadratique et une valeur spéciale de la
fonction L de Dirichlet associée.

Définition 3.1.1 (Fonction L de Dirichlet). 1. Soitn € N*,
Un caractere de Dirichlet modulo d est un morphisme y : (Z/dZ)* — C*. On
étend sa définition a N* en posant y(n) = y(m + dZ) si n est premier a d et
x(n) = 0 sinon. Le plus petit d € N* tel que le caractere soit défini modulo d
s’appelle son conducteur.

2. La fonction L de Dirichlet associée au caractere y est définie, pour tout s € C
tel que Re(s) > 1, par la série de Gauss

Ly, s) = X:f).

n=1

On prolonge ensuite analytiquement la fonction L de Dirichlet a tout le plan
complexe.

81
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Le caractere de Dirichlet constant égal a 1 sur (Z/dZ)* s’appelle caractére principal
modulo d, pour d = 1 on obtient le caractere trivial 1.

Si y est le caractere trivial 1, la fonction L de Dirichlet associée a y a un pole
d’ordre 1 en s = 1, sinon, elle est holomorphe sur C. Dirichlet s’intéressa plus
précisément au comportement de ces fonctions en s = 1 pour établir le théoreme de
la progression arithmétique.

Théoreme 3.1.2 (Formule du nombre de classes de Dirichlet). Soit k = Q ( \/;1)

un corps de nombres quadratique et y le caractere défini pour tout n € N par le
symbole de Jacobi y(n) = (‘Zi)
Alors sid <0, ona

2mhy

L(y,1) =
O, 1) Ve

etsid>0,ona
2hylog(er)

vd
out hy est le nombre de classes de k, wy le nombre de racines de ['unité de k et quand
d > 0, g est une unité fondamentale de k.

Lix, 1) =

Définition 3.1.3 (Fonction ¢ de Dedekind). Soit k un corps de nombres. La fonction
{ de Dedekind de k est définie, pour tout s € C tel que Re(s) > 1 par

1 1
Gils) = Z Ny (I l_[ 1 = Nijo(p)~s’

IcOx p premier

out la somme porte sur tous les idéaux non nuls de Oy, et le produit eulérien sur ses
idéaux premiers.

On prolonge ensuite analytiquement la fonction { de Dedekind en une fonction
méromorphe sur tout le plan complexe, elle a un unique pole simple en s = 1.

Exemple. Pour k = Q, on retrouve la fonction £ de Riemann.

Si k est une extension abélienne de Q, sa fonction { de Dedekind peut s’écrire
comme produit de fonctions L de Dirichlet. En particulier, si k = Q ( \/c_i), on a pour
tout s € C,

Gk(s) = Lo()L(x, 5),

ou y est le caractere donné par le symbole de Jacobi y(n) = (%)

La fonction ¢ de Dedekind permet donc une reformulation de la formule du nombre
de classes de Dirichlet. Celle-ci se généralise a tous les corps de nombres.
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Théoreme 3.1.4 (Formule analytique du nombre de classes en s = 1). Soif k un
corps de nombres. On note (ry, ry) sa signature, hy son nombre de classes, Ry son
régulateur, Ay son discriminant absolu et wy le nombre de racines de 'unité de k.
Alors le résidu en s = 1 de sa fonction { de Dedekind est donné par

2r1 +r ﬂ.rz hkRk
Wi VIA]
Grace a I’équation fonctionnelle reliant les valeurs de i en s et 1 — s, on peut énoncer

une version de la formule analytique des classes qui donne le comportement de la
fonction ¢ de Dedekind en s = 0.

Hm(s = 1)i(s) =

Théoreme 3.1.5 (Formule analytique du nombre de classes en s = 0). Soif k un
corps de nombres. On note (ry, ry) sa signature, hy son nombre de classes, Ry son
régulateur et wy le nombre de racines de ’unité de k.

Alors le terme dominant du développement limité de sa fonction { de Dedekind en

s = 0 est donné par

C e —hiR
iy ) KL

3.1.2 Version S

Dans cette section, k désigne un corps de nombres et S désigne un ensemble fini de
places de k contenant ses places infinies. Nous allons donner ici une généralisation
de la formule analytique des classes relative a I’ensemble de places S.

Commencons par définir les différents S-invariants algébriques de .

Définition 3.1.6. L’anneau des S-entiers de k est défini ainsi
Ors ={xektelqueVv ¢S, |x|, > 1}.

L’ensemble des éléments inversibles de cet anneau forme le groupe des S-unités de
k
Us =Ofg={xektelqueVv ¢S, |x, =1}.

On note Cli s et on appelle S-groupe de classes de k le quotient du groupe des
idéaux fractionnaires de Oy.s par le sous-groupe de ses idéaux fractionnaires
principaux. Son cardinal est noté hy s et appelé S-nombre de classes.

En choisissant S = S (k) I'ensemble des places infinies de &, on retrouve 1’anneau
des entiers O, le groupe des unités Uy, le groupe de classes Cly et le nombre de
classes Ay usuels.
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Notation. Soit A un anneau commutatif.

On note
A[S] = {Z avv}

veS

le A-module libre engendré par S, etes : A [S] — A son morphisme d’augmentation

défini par
s [Z ] Y,

veS veS

On note A [S]j le noyau du morphisme d’augmentation.

Afin de définir le S-régulateur, nous allons nous intéresser au morphisme de groupes

Urs = R[S

x> Y log|x|, v
veS

Logk’s :

En montrant que son noyau est y; (le groupe des racines de I'unité de k) et son
image un réseau de R [S], on obtient une généralisation du théoréme des unités de
Dirichlet.

Théoreme 3.1.7 (Théoreme des S-unités de Dirichlet). On a I’isomorphisme de
groupes suivant

7/{/{8 ~ pug X anrd(S)—1.
On retrouve le théoréme des unités de Dirichlet classique en choisissant S = S, (k).
Le covolume du réseau Log; s (U s) est également un S-invariant important.

Proposition-Définition 3.1.8. On définit le S-régulateur Ry s de k de la facon
suivante

vol (Logk,S ((le,g))

y/card(S)

Si (Ui)ie[1,card(s)-1] €St un systeme de S-unités fondamentales (c’est-a-dire si les u;
engendrent Uy s/ i) et sivo € S, on peut obtenir le S-régulateur ainsi

Ris =

Ris =

det ((10g|”i|v) veS\{vo} ) :
i€ 1,card(S)-1]

Une fois encore, en choisissant S = S (k), on retrouve la définition du régulateur
usuel Ry.
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Définition 3.1.9 (Fonction de Dedekind associée a S). La fonction {} s de Dedekind
de k associée a S est définie, pour tout s € C tel que Re(s) > 1 par

1

s@=|—
dks(s DSI_Nk/Q(p) -

On prolonge ensuite analytiquement (i s en une fonction méromorphe sur tout le
plan complexe, elle a un unique pole simple en s = 1.

Avec cette généralisation de la fonction ¢ de Dedekind, on peut alors étendre la
formule analytique des classes.

Théoreme 3.1.10 (Version S de la formule analytique du nombre de classes en
s = 0). Le terme dominant du développement limité de sa fonction (i s de Dedekind
en s = 0 est donné par

—hisRi.s
Wi '

El_{% S—card(S)+]é«k’S(s) —

3.2 Conjecture principale de Stark

Nous allons maintenant nous intéresser a la conjecture principale que Stark formula
dans [Sta75]. Pour les preuves des résultats, on pourra se référer aux chapitres 1 et
2 des notes de cours publiées de John Tate sur “Les Conjectures de Stark sur les
Fonctions L d’Artin en s = 0” [Tat84].

Dans cette partie, K/k est une extension galoisienne de corps et G son groupe
Galois.

3.2.1 Fonctions L d’Artin

Dans la section précédente, nous avons vu que 1’on peut associer aux extensions
quadratiques de Q les fonctions L de Dirichlet. Nous allons maintenant nous in-
téresser a une classe plus large de fonctions L que 1’on peut associer a toutes les
extensions galoisiennes de corps de nombres : les fonctions L d’ Artin.

Notation. Soit p est un idéal premier de Oy et  un idéal premier de Ok au-dessus
de p.
On note

Dpy = {o € G tel que o(P) = P}
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le sous-groupe de décomposition de P,
Ip)y ={o e GtelqueV¥x € Ok, o(x) — x € P}
le sous-groupe d’inertie de P,
Op/p € Dp/p tel que Vx € Ok, O'p/p(x) — xMa® ¢ P
le Frobenius de P,
epp = vp(pOk) = card(Lp)p)
I’indice de ramification de P et

card(Dep/y)

fpip = [0k/P : Ok/p] = card(Zp/y)

le degré d’inertie de P.

Le Frobenius de # est unique a multiplication pres par les éléments de Zp,,. Ainsi,
il n’est totalement défini que lorsque 1’idéal # est non ramifié. En revanche, la classe
op/p de op)p dans Dp), /I p), est toujours bien définie et elle engendre Dpp /L.

Proposition 3.2.1. Soit p est un idéal premier de Oy et P et P’ = o (P) deux idéaux
premiers de Ok au-dessus de p.
Alors on a

Dprjy = e Dpppo

Ippp=0lppo ',

TPy = O'O'p/pO'_l.
Notation. Si I’extension K/k est abélienne, le sous-groupe de décomposition, le
sous-groupe d’inertie, le Frobenius, I’indice de ramification et le degré d’inertie ne

dépendant pas du choix de I'idéal # au-dessus de p, on pourra donc les noter Dy,
]P’ Tp, €p et fp‘

On consideére une représentation complexe (p, V) de G dont le caractere est noté y.
On peut étendre p : G — GLc(V) a I’anneau de groupe de G, on notera également
p : Z[G] — Endc(V) le morphisme d’anneaux défini par

p (Z aggJ = ag(s).

geG geG
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Notation. Pour tout sous-groupe H de G on note V ’ensemble des éléments de
V invariants par ’action de H :

VH = v e Vel que Yh € H, p(h)(v) = v}.

Comme V muni de I’action de G donnée par p est un C[G]-module, V est en
particulier un G-module. Cette notation coincide avec la définition des invariants
d’un G-module.

Notation. Pour tout sous-groupe F de G on note (or, V) la représentation de F
définie par
_ {F — GLc(V)

g pe)

Proposition-Définition 3.2.2. Soit F un sous-groupe de G et H un sous-groupe
distingué de F.
Alors (p, V) induit une représentation (0 u, Vi) de F/H définie par

{F/H — GLc(VH)
PF/H - v
gH = p(Q)|

H
ou p(g))g,, désigne la restriction et corestriction de p(g) a V.

Démonstration. Commengons par montrer que pr/y : F/H — GLc(VH) est bien
définie.
Soit g € F et h € H, alors pour tout v € VH ona

p(gh)(v) = p(&)(p(h)(v)) = p(g)(V),

donc I'image de la classe gH ne dépend pas du choix du représentant.
Soit v € V¥, montrons que pour tout g € F, on a bien p(g)(v) € V. Soit h € H, on
a

PP = phg)(v) = p(gg™ hga)v) = p(&)(p(g ™ he)(v) = p(g)(¥)

car H est distingué et donc g~'hg € H, et donc pr,y est bien définie. De plus, pour
tout gH,¢g'H € F/H, on a

H H H
priu(gg H) = p(gg )y = Py 0 p(& )N = priu(gH) o priu(g'H)

donc (oF/H, VH) est bien une représentation de F/H. ]
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Notation. Pour tout idéal premier p de Oy et tout idéal premier £ de Ok au-dessus
de p, comme 7 p;, est distingué dans Dy, on peut considérer la représentation de
Dpyp/Ip)y donnée par (0p,,, /1, VI, on la note (op/p, virm),

On montre alors facilement le résultat suivant.

Proposition 3.2.3. Soit p est un idéal premier de Oy et P et P’ = o(P) deux idéaux
premiers de Ok au-dessus de p.
Alors on a

Vi = p(o) (VI7r),

id, 770, = Nijo(0) " ppr)p (@ 75) = p(0) (idyy 10, = Nija(0) Py p(@70)) p(0) ™

En particulier, det (idv.rp,p = Nijo(0) " ppyp(op /p)) ne dépend pas du choix de I’idéal
% au dessus de p, on peut donc le noter det (idvIp — Nk/Q(p)‘spp(oTp)).

Proposition 3.2.4. Soit p est un idéal premier de Oy et P un idéal premier de Ok
au-dessus de p.
Alors idVI?/v = Nijo(P) " pp/p(0p)yp) est inversible.

Démonstration. On vérifie par le calcul que

fpp=1
(idy g, = Nesa®) %) " ppro@p7n) Neja(m) ™
J=0
est I'inverse de idy 7, — Nijo(P)"*pp/o(Tp/p)- o

Ceci nous permet alors de définir les fonctions L d’Artin.

Définition 3.2.5 (Fonction L d’Artin). On appelle fonction L d’Artin associée au
caractere y la fonction définie pour tout s € C, Re(s) > 1 par

1
Ly, s) = : —
J;Ik det (idy7, — Niyg(»)~5ps(T5))

ot le produit eulérien est pris sur les idéaux premiers de O.
On prolonge ensuite analytiquement cette fonction sur C.

Exemple. Si (p,V) = (1,C) est la représentation triviale de G = Gal(K/k), pour
tout s € C tel que Re(s) > 1, on a Lg(1,s) = Zi(s).

Soit S un ensemble fini de places de k contenant ses places infinies. On peut alors
définir une généralisation relative & S de la fonction L d’ Artin.
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Définition 3.2.6 (Fonction L d’ Artin généralisée). On appelle fonction L d’Artin
associée au caractére y et relative a ’ensemble de places S la fonction définie pour
tout s € C, Re(s) > 1 par le produit eulérien

1
Lijks(x,s) = . —\\
DS‘ det (1dvzp - Nk/Q(p)_Spp(O'n))

On prolonge ensuite analytiquement cette fonction sur C.

Exemple. Si (p,V) = (1,C) est la représentation triviale de G = Gal(K/k), pour
tout s € C tel que Re(s) > 1, on a Lgj s(1,5) = i s(5).

Notation. On note rg/; s(x) le rang d’annulation de Lk s(x,.) en s = 0 et cxyr.s(x)
le coefficient dominant de son développement en série entiere.

3.2.2 Régulateur de Stark

Pour pouvoir généraliser la formule analytique des classes aux fonctions L d’ Artin,
nous avons besoin de définir un analogue du S-régulateur.
Soit S un ensemble fini de places de k contenant ses places infinies.

Notation. Pour toute extension de corps de nombres L/k, on note Sy 1’ensemble
des places de L au-dessus des places k qui sont dans S.

Pour tout anneau commutatif A, on munit alors A [Sk] et A [Sk]y d’une structure
de A [G]-module en faisant agir G sur Sk de la facon suivante :

Yw e Sk, Yo € G, Yx € K, |X|,, = |0'_1(x)|w.

Comme pour tout o € G et tout x € Ug,s, on a o(x) € Uggs,, le groupe des
Sk-unités de K est également un G-module.

Comme pour le S-régulateur, nous allons commencer par nous intéresser au mor-
phisme de Z-modules

Uk,s, — RI[Sklo

Logkse “ \x > loglx|, w
WESK

On remarque que pour tout o= € G, comme o permute les places de Sk, on a

Logg s, (0(x)) = Z loglo(x)|, w = Z log |x| 1, w = Z log ||, ow’

WESK WESK W'ESK

= oLogg s, (%),
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donc Logg s, : Uk.sy — R[Sklo est un morphisme de G-modules.
D’apres le théoreme 3.1.7 des S-unités de Dirichlet, on a I’isomorphisme de R [G]-
module

Ugs, ®R — R[Skl

R .
Logg s, - {x@a —a ), loglx],w

weS K

On en déduit alors I’'isomorphisme de C [G]-modules

Uk,s, ®C — C[Sklop
LogC :
KSk " Jx®ara ), loglx|,w

weS K

Cela signifie que les représentations Uk s, ® C et C[Sk]y de G sur C ont méme
caractere yo : G — C. Or on a les isomorphismes de C [G]-modules suivants

(LIK,SK ®C ~ (WK,SK ® Q) ®C,

C[Sklo = Q[Sklp®C.

On en déduit que le caractere de Uk s, ® Q est la corestriction de y a Q, et celui
de Q [Sklo également. Ainsi, les représentations Uk s, ® Q et Q [Skly de G sur Q
ont méme caractere donc sont isomorphes en tant que Q [G]-modules.
Soit

f:QISklo — Ugs, ®Q
un tel isomorphisme de Q [G]-modules. On 1’étend naturellement en un isomor-
phisme de C [G]-modules

f©: CISkly = Uk.s, ®C.

Notation. Pour tout C [G]-module V, on note V* = Homc(g(V, C[G]) le C[G]-
module dual de V.

Soit (p, V) une représentation complexe de G de caractere y.

Comme Log% Si° f Cestun automorphisme de C [G]-module de C [Sk], et Homejg)(V*, —)
un foncteur covariant exact a gauche, le morphisme

Homgyg(V*, C[Skly) — Homgg(V*, C[Sklo)

Log% c)
(OgKﬁKof)V {h!—)Log%SKof‘coh

est un automorphisme de C-module.
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Proposition-Définition 3.2.7. Soit f : Q[Skly = Uk.s, ® Q un isomorphisme de
Q [G]-modules.
Le régulateur de Stark du caractere y associé a f et relatif a S est défini par

Ri/isi(x, f) = det ((Log%SK of C)V) eC.

Ce déterminant ne dépend que du caractere y de G et non de sa réalisation V.

Proposition 3.2.8. Supposons que K = k et que (0, V) = (1, C) est la représentation
triviale de G = {1}. Soit f : Q[S]ly = Ui.s, ® Q un isomorphisme de Q-espaces
vectoriels.

Alors

Urs : f(Z[S
Riis(l, ) = det(Loglg o f%) = + Ry LS J;i [S1o)]

3.2.3 Enoncé dela conjecture

A I’aide de la proposition 3.2.8, on peut reformuler la formule analytique des classes
ens=0.

Théoreme 3.2.9. Soit f : Q[Sly = Uk.s, ® Q un isomorphisme de Q-espaces
vectoriels.
Alors on a I’égalité suivante

Ri/k,s(1, f) [Uks : f(Z[Sy)]

=+
Ck/ks(1) hi.s

En particulier la formule analytique des classes implique que le quotient du régu-
lateur de Stark par le coefficient dominant du développement limité de la fonction
{r.s en s = 0 est un nombre rationnel. C’est ce résultat que cherche a généraliser la
conjecture principale de Stark.

Conjecture 3.2.10 (Conjecture principale de Stark). Soit y le caractére d’une
représentation complexe de G, S un ensemble fini de places de k contenant ses
places infinies et f : Q[Skly — Uk,s, ® Q un isomorphisme de Q [G]-modules.

On note
RK/k,S(Xa f) c
ck/kS(X)

Alors pour tout automorphisme de corps a de C on a

Ak/esix, f) = C.

Ags(aox, ) = a(Akirs(x. f)).
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Ou de maniere équivalente,

Agsxs ) € Qlx]
Agiksox, f) = o (Akslx, f)) pour tout o € Gal(Q [x] /Q)

Théoréme 3.2.11. La véracité de la conjecture principale de Stark ne dépend ni
du choix du morphisme f : Q[Skly = Uk.s, ® Q, ni du choix de I’ensemble S de
places de k.

La reformulation de la formule analytique des classes nous permet d’énoncer un
premier cas dans lequel cette conjecture est vérifiée.

Théoreme 3.2.12. On suppose que K = k et que x = 1 est le caractére trivial.
Alors la conjecture principale de Stark est vraie pour x.

Cette conjecture est toujours un probléme ouvert, mais il existe un certain nombre
de cas dans lesquels elle a été démontrée.

Théoréme 3.2.13. Soit y un caractere a valeurs rationnelles.
La conjecture principale de Stark est vraie pour .

Théoreme 3.2.14. Soit y un caractere tel que rijx s(x) = 0.
La conjecture principale de Stark est vraie pour .

Il existe aussi des familles de cas auxquelles on peut se ramener pour déduire le cas
général.

Théoréme 3.2.15. Si la conjecture principale de Stark est vraie pour toutes les
extensions galoisiennes K/Q, alors elle est vraie dans le cas général.

Si la conjecture principale de Stark est vraie pour toutes les extensions abéliennes
K/k, alors elle est vraie dans le cas général.

3.3 Conjecture abélienne de Stark de rang 1

Dans son quatrieme article [Sta80], Stark s’intéressa plus particulicrement au cas
des extensions abéliennes. Pour les preuves des résultats énoncés dans cette partie,
on pourra se référer aux chapitres 3 et 4 de [Tat84].

3.3.1 Conjecture principale de rang 1 et unités de Stark

Soit K/k est une extension galoisienne de corps de nombres, G son groupe de Galois,
X un caractere complexe irréductible de G et S un ensemble fini de places de k
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contenant ses places infinies.

D’apres la proposition 2.1.7, ¢, = trg ,]/0,(x) est un caractere irréductible sur Q.
On peut montrer que le Q [G]-module Q [Sk] admet une unique sous-représentation
de G de caractere i, Comme le Q[G]-module Uk s, ® Q lui est isomorphe, il
admet également un unique sous-Q [G]-module de caractere ¢, on note Uy, ce
sous-module.

Comme sur @p, la notion d’idempotent associé a un y va nous étre utile.

Définition 3.3.1. On définit ainsi ’idempotent de y :

x(1) .
= card(G)z( )8 d(G)

Zx(g)g € Qy][G] c CIG].

Si rg/k,.s(x) = 0, on peut montrer que e, Q [Sk] =0

Comme sur Q,, on note G, = Gal(Q [x] /Q) et C, = {g,\/ avec g € Gx}-
Définition 3.3.2. Soit a € Q [x]|. On définit
Tk sOr@) = Y 8a Ly (gx. 0)ezy € CIG].
g€Gy

Si rgjes(x) > 1, on a mgyrs(y,a) = 0. On en déduit que si rg/r,s(y) # 1, on
a mg/ks(x,a)Q[Sk] = 0. La reformulation de Tate de la conjecture de Stark
s’intéresse au comportement de mx/x s(v, @)Q [Sk] quand 7k s(x, a)Q [Sk].

Proposition 3.3.3. Soit a € Q[x]". On suppose que rgs(x) = 1.
Les assertions suivantes sont équivalentes

1. mgpsOr @)Q[Sklo N Logg o (Uk.s, ® Q) # {0}
2. st @QLSkly = Logf ¢ (Uy,):

3. la conjecture principale de Stark est vraie pour y.

Soit X un ensemble de caracteres irréductibles non triviaux de G vérifiant C, C X
pour tout ¥ € X. On considere une famille (a,),ex de nombres complexes tels que
a(ay) = Xay pour tout y € X. On a alors

ﬂK/k,S(X’ a/\/) = Z aX/ L}(/k,S(X,’O)e;'

x'€Cy

Donc en notant Repy un systéme de représentants des classes C, de X, on obtient

Z ay Ly s, 0)ey = Z Tk S ay)-

XEX X€Repy
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Supposons la conjecture de Stark vérifiée pour tous les y € X, la proposition 3.3.3
et la remarque 3.3.1 permettent d’obtenir le résultat suivant

D@y Ly s 0eyZ[Sklo € Logg s, (Uiks ® Q) = Qlogy s, (Uii.s).
XX

Et comme tous les caracteres de X sont orthogonaux au caractere trivial 1, on a
méme

Z ay L s 0)eyZ [Sk] € Qlogg s, (Ukk.s)-

xeX

Définition 3.3.4 (Unités de Stark). Soit v une place de S et w € Sk une place
au-dessus de v.

Si la conjecture principale de Stark est vérifiée pour tous les y € X, alors il existe
un entier m € Z et une S-unité u € Uy s tels quel

m Z ay Ly s0 0)egw = Logg g, (),
XEX

ou de maniere équivalente

1 .
0glulr, = ks 2 ay Ly s0:0) 3 x(on). sic € G
xeX €Dy

lul,, =1, siw {v
On dit que u est une unité de Stark.

Grace au théoreme des S-unités de Dirichlet, on remarque qu’a m fixé, I’unité de
Stark est unique a multiplication par les racines de 1’unité pres.

3.3.2 Fonctions L de Hecke

On se place dorénavant dans le cas d’une extension abélienne de corps de nombres
K/k. On note G = Gal(K/k) son groupe de Galois et G ’ensemble des caracteres
irréductibles de G.

Notation. Pour tout corps de nombres L on note S, (k) I’ensemble de ses places
infinies, et si L'/L est une extension de corps de nombres on note S, (L'/L)
I’ensemble des places de L qui sont ramifiées dans L'.

Soit S un ensemble fini de places de k contenant S, (k) et S, (K/k) et soit y € G.
Comme G est abélien, le caractere y est de dimension 1.
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Proposition 3.3.5. Pour tout s € C, Re(s) > 1 ona

1
Nijo(») =Sy (o)

Liks(x.s) = 1_[ =

peS

Ces fonctions L ont été définies dans le cas abélien par Erich Hecke pour généraliser
les fonctions L de Dirichlet, avant qu’elles ne soient a leur tour généralisées au cas
non abélien par Emil Artin. On les appelle donc fonctions L de Hecke.

Définition 3.3.6 (Fonction ¢ partielle). Soit o € G.
On appelle fonction { partielle associée o et relative a S la fonction définie pour
tout s € C, Re(s) > 1 par la série de Dirichlet

{riks(o, 8) = Z Nyjo(a)™

(0,8)=1

To=0
ouwa = [] p* parcourt les idéaux entiers de k non divisibles par les idéaux contenus

¢S

dans S et dont le symbole d’Artin oy = [] 0'(;“ vaut o.
PES
On prolonge ensuite analytiquement cette fonction sur C.

Les fonctions ¢ partielles sont tres liées aux fonction L de Hecke.

Proposition 3.3.7. Pour tout o € G et pour tout s € C, on a

1 _
Ckiks(o, 8) = m; Lk s(x, $)x (o).

Pour tout x € G et pour tout s € C, on a

Lgjks(x,s) = Z Ckjks(o, s)x (o).

oeG

Définition 3.3.8. Soit v une place infinie de k. On définit de maniere analogue aux
places finies son groupe de décomposition

D, ={o € G tel que ow = w}

ou w est une place infinie de K au dessus de v.
On dit que v est totalement décomposée (ou encore non ramifiée) dans K|k si
card (D,) = 1.
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Proposition 3.3.9. Soit v une place infinie de k.

— Si v est complexe, alors v est totalement décomposée dans K/ k.

— Sivest réelle et si toutes les places au-dessus de v dans K sont réelles, alors v
est totalement décomposée dans K/ k.

— Sivest réelle et s’il existe une place complexe de K au dessus de v, alors v est
ramifiée dans K/k.

On a alors le résultat suivant sur le rang d’annulation des fonctions L de Hecke en
s =0.

Proposition 3.3.10. Le rang d’annulation de Lg s(y,.) en s = 0 vaut

card(S) -1 siy =1

"KISW) = {card ({v € S tel que x(D,) = 1}) sinon.

3.3.3 Conjecture abélienne

Dans son quatrieme article [Sta80], Stark proposa une version plus fine de sa
conjecture dans le cas des extensions abéliennes, qui précise notamment la valeur
de I’entier m présent dans la définition précédente des unités de Stark.

On rappelle que K/k désigne une extension abélienne de corps de nombres.

Notation. On note toujours S (k) I’ensemble des places infinies de k et S, (K/k)
I’ensemble des places finies de k£ qui sont ramifiées dans K/k. De plus, on note
Saec(K/k) I’'ensemble des places de k qui sont totalement décomposées dans K/k.
Soit S un ensemble fini de places de k vérifiant les conditions suivantes

(C1) So(k) U Sram(K/k) C S,

(C2) Suec(K/k)NS #0,

(C3) card(S) > 2.

Comme précédemment, on note Sk 1’ensemble des places de K au-dessus de places
appartenant a S.
Fixons v € S;4..(K/k) NS, et w € Sk une place au-dessus de v.

Notation. On note

{u € Uk s, tel que |ul,, = 1 pour tout w’ 4 v} sicard(S) >3

Ukky = . ~
{u € Uk s, tel que |ul,, = |ul,» pour tout w’,w” t v} sicard(S) =2

Conjecture 3.3.11 (Conjecture abélienne de rang 1 de Stark). I/ existe une S-unité
ex/ksw € Ukyk,y telle que
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1. pour tout caractere irréductible y de G on a

, 1
Lys, x> 0) = “on ZX(O' og |o(ek ks,

oeG

> . l/u)[( ) 27
2. et 'extension K (8 K/kSar [k est abélienne.

Une telle unité s’appelle unité de Stark associée a l’extension K/k, I’ensemble de
places S et la place w.

On remarque que la véracité de la conjecture est indépendante du choix de la place
w € Sk au-dessus v et si w’ = ow avec o € G, alors g5 = T(Ek/k.Sw)-

Proposition 3.3.12. La condition 1. est équivalente a la condition suivante :

1. pourtout o € G, ona
log|o(ek s, = ~wily ) 5(00).

Comme la conjecture fixe les valuations de 1’unité de Stark selon toutes les places
de K, cette derniére est unique a multiplication prés par une racine de 1’unité de K.
Tout comme pour la conjecture principale de Stark, il existe un certain nombre de
cas dans lesquels la conjecture est vérifiée.

Proposition 3.3.13. On suppose que S contient au moins deux places totalement
décomposées.
Alors la conjecture abélienne de rang 1 de Stark est vraie.

On en déduit que la véracité de la conjecture ne dépend que de I’extension K/k et de
I’ensemble de places S et non du choix de v, puisque lorsqu’il y a un choix possible
la conjecture est démontrée. On notera donc St(K/k, S) la conjecture abélienne
de Stark de rang 1. Lorsqu’il y une unique place totalement décomposée, on note
ek ks I'unité de Stark associée (définie a multiplication par une racine de I’unité et
a conjugaison galoisienne pres).

Corollaire 3.3.14. — Si K = k, alors St(k/k, S) est vraie.

— Si k a au moins deux plongements complexes, alors St(K/k, S) est vraie.

— Si k a un plongement complexe et si S contient une place finie totalement décom-
posée, alors St(K/k, S) est vraie.

La véracité de la conjecture dans certains cas entraine sa véracité dans d’autres cas.

Proposition 3.3.15. Soit S’ un ensemble fini de places de k vérifiant S C §'.
Alors S(K/k,S) implique St(K/k,S").
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Proposition 3.3.16. Soit F/k une sous-extension de K/k.
Alors St(K/k,S) implique St(F/k, S).

Lorsqu’il énonga sa conjecture dans [Sta80], Stark la démontra dans deux cas.

Théoreme 3.3.17 (Stark). On suppose que k = Q ou que k est un corps quadratique
imaginaire.
Alors St(K/k, S) est vraie.

La théorie du corps de classes permet de démontrer le résultat suivant.

Lemme 3.3.18. On suppose que k a au moins card(Se(k)) — 1 places totalement
décomposée dans K|k et que S;qm(K/k) = 0.
Alors, toutes les places infinies de k sont totalement décomposée dans K/k.

On peut donc déduire du théoreme précédent le corollaire suivant.
Corollaire 3.3.19. Si card(S) = 2, alors St(K/k, S) est vraie.

D’apres la proposition 3.3.13, comme les places complexes sont toujours totalement
décomposées, on peut décomposer les cas a étudier en trois grandes familles.

TR, : v est une place réelle. Le corps k est fotalement réel : toutes ses places
infinies sont réelles. Les places infinies de K au-dessus de v sont réelles, les autres
sont complexes. S n’a pas de nombre premier totalement décomposé.

PTR,, : vestune place complexe. Le corps k est presque totalement réel : a part
v toutes ses places sont réelles. Le corps K est totalement complexe : toutes
ses places infinies sont complexes. S n’a pas de nombre premier totalement
décomposé.

TR}, : vestune place finie. Le corps k est fotalement réel. Le corps K est totalement
complexe : toutes ses places infinies sont complexes. S n’a pas d’autre nombre
premier totalement décomposé.

Le cas TRy, est a I’origine de la conjecture de Brummer-Stark dont on ne traitera
pas ici.

3.3.4 Formules d’indice

Dans le reste de cette these, on s’intéresse au cas TRo,. Ona vu que si k = Q la
conjecture est vraie, on peut donc supposer que k # Q.
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On a alors card(S(k)) > 2 et de plus k£ a une unique place infinie totalement
décomposée, donc on déduit du lemme 3.3.3 que card(S) > 3. Comme v € S (k),
on a

Uk/ky = {u € Uk tel que |ul,, = 1 pour tout w’ { v} € Uk.

On en déduit également que K admet des plongements réels, et donc wg = 2.

La conjecture abélienne de Stark se reformule alors ainsi.

Conjecture 3.3.20 (Conjecture abélienne de rang 1 de Stark). I/ existe une unité
exjk.s € Uk telle que

0. pour toute place infinie w' de K ne divisant pas v, on a
|u|w’ = 1’

1. pour tout caractere irréductible y de G on a

, 1
Liiks -0 = =5 ZX(U log |o(ex k.5,

oeG

2. et 'extension K ( \/8K/k,8) [k est abélienne.

On peut reformuler la deuxieéme condition a I’aide de la proposition 1.2 du chapitre
IV de [Tat84].

Proposition 3.3.21. La condition 2. est équivalente a la condition suivante :

2. pour tout o € G, on a

o-1g 2
Ek kS € Uy.

@ On suppose dorénavant la conjecture de Stark vraie dans le cas TR.

On a vu que 'unité de Stark est unique a multiplication par une racine de I'unité et
a conjugaison galoisienne pres. Il est donc naturel de s’intéresser au sous-groupe du
groupe des unités engendré par =1 et les conjugués galoisiens de 1’unité de Stark.
Dans cette these, nous nous intéressons plus particulierement au quotient de la partie
moins du groupe de classes par le sous-groupe engendré par les conjugués de 1’unité
de Stark. Pour que I’indice de ce sous-groupe dans le groupe des unités soit défini
et fini, il est nécessaire de faire les hypotheses suivantes

(C4) K est une extension de degré 2 de son sous-corps totalement réel maximal
K*,
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(C5) toutes les places finies dans Sk+ sont soit ramifiées, soit inertes dans K/K™.

Ces deux conditions reviennent donc a demander I’existence d’une sous-extension
L/k de K/k telle que [K : L] = 2 et telle que toute place dans Sy, qui n’est pas au-
dessus de v admette une unique place au-dessus d’elle dans K. On a alors L = K*.

Définition 3.3.22. On définit alors le sous-Z [G)-module de Uk suivant

Ustark ks = Vectzig (81<M kS U € 711(+).

Sous ces conditions, Xavier-Frangois Roblot a établi dans [Rob13] une premiere
formule d’indice.

Théoreme 3.3.23. L’indice de Usiark k/k.s dans le groupe des unités de K vaut

. h
(Ux : Ustark .k k.5) = i et ﬁ

oul ts désigne le nombre de places finies de Sk+ qui sont inertes dans K/ K™.

Comme K et K* ont tous deux les mémes racines de 1’unité 1 et —1, cette formule
d’indice reste vraie quand on considere les parties Z-libres de ces deux groupes.

Notation. Pour tout corps de nombres L, on note
(ZIL =UL/pL,

et pour tout u € U;, on note i son image dans ;.
Si de plus S est un ensemble fini de places de L contenant ses places infinies, on
note

(ZIL,S = (UL,S/,UL,
et pour tout u € U s on note us son image dans Uy s/uy.
Comme [K : K*] =2, G" = Gal(K/K™) a un unique élément non trivial que 1’on
note 7. Comme 7 est un élément d’ordre 2 fixé de Gal(K/k), on peut définir les parties

moins Cl et ‘ZI,}. D’apres la théorie du corps de classes Ng+ ¢y, (Clg) =~ Clg+ donc
card(Cly) = 7, etil existe e € N tel que (Ux+ : N, 77, (Ux)) = 2°.

Proposition 3.3.24. On a &g, ji.s € (Z{I‘(.

Démonstration. Sion fixe un plongement complexe de K, ce plongement est associé
aune place w’ 1 v, donc |8KM /k’3|w’ = 1. De plus, 7 s’identifie alors a la conjugaison

2
complexe sur K, et donc (1 + 7)(ek,k.s) = |‘9KM/k,S’w/ =1. m]



3.3. CONJECTURE ABELIENNE DE STARK DE RANG 1 101

Ceci permet la reformulation de 3.3.23 en une deuxieme formule d’indice.

Théoreme 3.3.25. L’indice du G-module engendré par gk, /i s dans 'T[I‘( vaut
(U : Z1G) &k us) = 2°F'Scard(Cly).

Corollaire 3.3.26. Soit p un nombre premier impair.
Alors o
card (Uy /Z[G Ex s ® Zp) = card(Cly ®Z,).

Afin d’obtenir plus d’informations sur les unités de Stark, il est intéressant de
comparer les cardinaux des y-composantes. En 1992, Karl Rubin montra dans
[Rub92] des formules d’indices de y-quotient pour un autre sous-groupe des unités
liés aux unités de Stark valables sous certaines conditions. Pour nous placer dans le
cadre d’application de ses résultats, il est nécessaire de faire la supposition suivante

(C5) K contient le corps de classes de Hilbert k(1) de k.

Notation. Soit f = f(K/k) le conducteur de I’extension K/k. Pour tout cycle M de
k divisant §, on note k(M) le corps de classes de rayon de M, Ky = K N k(M) et
Gz = Gal(Kp/k) C G.

Comme v est totalement décomposée dans K/k, pour tout M | f, v est également
totalement décomposée dans Kx,/k, et comme S, (Kp/k) C Sram(K/k) € S on
peut appliquer la conjecture de Stark a K/k, S et v. On note € I’unité de Stark
obtenue. D’apres la reformulation 2., on a s‘ﬁlo € (L@M C (LIIZ(. Et comme I'unité
de Stark est définie a multiplication pres par une racine de 1’unité et a conjugaison
galoisienne pres, on peut définir le sous-groupe des unités de K suivant.

Définition 3.3.27. On appelle groupe des unités de Stark le sous-7Z.|G|-module de
Uk défini ainsi

CStark,K/k,S = VeCtZ[G] (i]; A ’8;;41/(11,3 pour tout M | f et tout o € GM) .

Les résultats de Rubin nous fournissent le théoreéme suivant.

Théoreme 3.3.28. Soit p un nombre premier ne divisant pas [K : k] et y un @p-
caractere irréductible impair de G.
Alors

card (((LIK/CStark,K/k,S ® Zp)x) = card ((Cl} ® Z,,)X) .

De ce théoréme, Roblot déduit des raffinements de sa formule d’indice globale.
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Théoréme 3.3.29. Soit p un nombre premier ne divisant pas [K : k] et y un @p-
caractere irréductible impair de G.

Alors .
card ((w,; JZ G Ex,y jrs ® Z,,)X) = card ((czg ®Z,),

Ces formules sont le point de départ du cas semi-simple traité dans le chapitre

suivant.



Chapitre 4

Liens entre les idéaux de Fitting
du groupe de classes et des unités

Commencons par rappeler le cadre dans lequel on se place. On considere une
extension abélienne de corps de nombres K/k et un ensemble fini S de places de &
qui satisfont les conditions suivantes :

— k estun corps de nombres totalement réel différent de Q,

— [K : K*] = 2, on note 7 le générateur de Gal(K/K™"),

— il existe une unique place infinie v de k qui reste réelle dans K,

- Sm(k) U Sram(k) C S,

— tous les idéaux premiers dans Sk+ sont inertes ou ramifiés dans K/K*.

On suppose la conjecture de Stark vérifiée dans ce cadre, on note € = &k, /s €
Uk ’'unité de Stark obtenue et £ son image dans U = Uk/ {+1}.

4.1 Conjectures sur 1’égalité des idéaux de Fitting

D’apres la proposition 3.3.24, on sait que € € (ZI;( et donc que Z [G] € est un sous-
G-module de (ZI}

Dans ce cadre, on conjecture le lien suivant entre unité de Stark et groupe de classes.

Conjecture 4.1.1 (Conjecture globale faible). On a égalité entre les deux idéaux
de Fitting suivants

Fittzp 161 (Ux /Z[G12 @ Z['2]) = Fittzp ) (Cly ® Z['2]).

Pour tout p premier impair, cette conjecture globale se traduit localement de la
facon suivante.

103
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Conjecture 4.1.2 (Conjecture locale faible). Soit p un nombre premier impair.
On a égalité entre les deux idéaux de Fitting suivants

Fitth[G] ('T(I_(/Z [Gle® Zp) = Fittzp[G] (Cl} ® Zp) .

Proposition 4.1.3. La conjecture globale faible est vérifiée si et seulement si, pour
tout nombre premier impair la conjecture locale faible I’est.

Démonstration. Notons I = Fittzjyc) (Ug/ZIG1E @ Z['/]).
Pour tout G-module M et pour tout p # 2 on a (M QZ[')] ) ®Zy,~M®Z,, donc

Fittz, (61 (M ® Z,) = Fittz, 61 (M ® Z['1]) ® Z,).

Donc d’apres la proposition 1.6.13 de principe local-global des idéaux de Fitting,
on a alors pour tout p # 2

Fittz, i) (Ux /Z[G1E®Z,) = IZ, [G].
Puis d’apres le principe local-global,
Fittzy 61 (Cly ® Z['21) = 1
si et seulement si pour tout p # 2, on a
Fittz, ) (Cly ® Z,) = 1Z, [G].
Autrement dit, on a
Fittzp 161 (Cly ® Z['21) = Fittzp ey (Uy /Z[G1E @ Z['2])

si et seulement si, pour tout p # 2, on a

FittZP[G] (Cll_( ® Zp) = Fittzp[(;] (ﬂ}/z [Gle® Zp) .

Dans certains cas, on peut espérer une propriété plus forte.

Conjecture 4.1.4 (Propriété globale forte). On a l’isomorphisme de Z['/2] [G]-
module suivant

Uk /Z[G1E®Z '] = Z['1][G]/Fittzpyic) (Clx ®Z['/2]).
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Pour que cette propriété ait des chances d’étre vérifiée, il faut en particulier que
Uy ® Z['/2] puisse €tre engendré par 2 générateurs en tant que Z ['/2] [G]-module.

Cette propriété admet également une version locale.

Conjecture 4.1.5 (Propriété locale forte). Soit p un nombre premier impair.
On a l'isomorphisme de 7, [G]-modules suivant

Uy /ZIG1E® Z, = Z,, [G] [Fittz, () (Clg ®Z,).

Proposition 4.1.6. La propriété globale forte est satisfaite si et seulement si, pour
tout nombre premier impair la propriété locale forte I’est.

Démonstration. D’apres la proposition 1.6.10, on a

Fittzp e (Clx ® Z['/2]) = Fittzpiay (C I @ 21N [G]) = Fittzg) (Clg) Z '] [G]

et pour tout p premier

Fittz, ) (Cly ®Z,) = Fittz, () (czK 2 % [G]) = Fittz(q) (Clg ) Z, [G].
Donc la proposition 1.3.1 implique
Z[')2] [G]/Fittz[l/z][g] (Cll} R7Z [1/2]) ~ 7 [G] /FittZ[G] (Cl%) Z?G] Z '] [G]
~ Z[G] [Fittzic) (Clg ) ® Z /2]
en tant que Z ['/2]-modules, et pour tout p premier
Z, [G) [Fittz, ) (Clg ® Z,) = Z[G] [Fittzc) (Cly ) 8 Zp 1G]
~ Z[G) [Fittziq) (Clg) ® Z,

en tant que Z,-modules.
En utilisant le corollaire 1.4.4, on a alors les isomorphismes de Z ['/2]-modules
suivants

Z['/1[G]/Fittzppic) (Cly ) = Z[G] [Fittzi) (Clg ) ® Z[':]
= (P (2, [G] /Fittz,61(Clx ®Z,)),

p#2

U /ZIG1E® L)) =~ D (Ux/Z1G1 8 Z,).

p#2



106CHAPITRE 4. IDEAUX DE FITTING DU GROUPE DE CLASSES ET DES UNITES

Ces isomorphismes commutant avec I’action de G, on en déduit que si pour tout
p # 2 premier on a

Uy/ZIG12®Z, = 7, [G] [Fittz, ) (Cly ®Z))
en tant que Z, [G]-modules, alors
Uy /ZIG1E® Z[')2] = Z['] [G)/Fittzp e (Clx ® Z'/21)

en tant que Z ['/2] [G]-modules.
Réciproquement, si

Uk /ZIG1E®L[')2] = Z['] [G]/Fittzp e (Clx ® Z['12]),
alors pour tout p # 2, 0on a
Uy /Z[G1E®Z, = Z['1] [G]/Fittzp e (Clx ® Z['2]) © Z,
= 7, [G] [Fittz, ) (Clg ® Z,).

Ces nouvelles conjectures représentent des versions plus fortes des précédentes.
Proposition 4.1.7. La propriété locale forte implique la conjecture locale faible.

Démonstration. Soit p premier impair.
On suppose qu’on a I’isomorphisme de Z, [G]-modules suivant

‘Z{}/Z [Gle®Z, = Z,[G] [Fittz, ) (Cl,} ® Z,,) .
Alors on a
Fittz, ) (Ux/Z, [G1 £ ® Z,) = Fittz, () (Z, [G] [Fittz, ) (Clx ®Z,))
= Fiittz, () (Clg ® Z,)
d’apres la proposition 1.6.6. O

Corollaire 4.1.8. La propriété globale forte implique la conjecture globale faible.

4.2 Le cas semi-simple

Dans cette section, nous nous intéressons au cas semi-simple, ce qui signifie que le
nombre premier considéré ne divise pas le cardinal de G. Nous allons démontrer
que ces nombres premiers vérifient la conjecture locale forte, en commencant par la
démonstration de la conjecture locale faible. Pour étre dans le cadre d’application
de [Rub92], nous faisons I’hypothese supplémentaire suivante :

— K contient le corps de classes de Hilbert de k.



4.2. LE CAS SEMI-SIMPLE 107

4.2.1 Théoreme semi-simple faible

Le but de cette section est d’établir la conjecture faible dans le cas semi-simple.

Théoreme 4.2.1 (Théoréme semi-simple faible). Soit p un nombre premier ne
divisant pas card(G).
Alors

Fittzp[(;] ((L(;(/Z [Gle® Zp) = Fitth[G] (Cl} ® Zp) .

Pour y parvenir, nous procédons d’abord y-composante par y-composante puis nous
les recollerons.

Lemme 4.2.2. Soit y un @p—caractére irréductible de G.
On a alors ’égalité suivante entre idéaux de Fitting

Fitty, 1) (Ux/2161882,) ) = Fitt 1 ((Clr ©7,), ).
Démonstration. D’apres la formule d’indice 3.3.29 démontrée dans [Rob13], on a
card ((fu;(/z [Glz® ZP)X) = card ((Cl;( ® ZP)X) .

L’anneau Z, [y] est un anneau de valuation discréte, donc d’aprés la proposition
1.6.8 ona

card (Zp L] /Fiti ) (((T(;/Z [Glz® Z,,)X)) = card (((Z{;< /Z[G]E® Z,,)X)
et
card (zp L] /Fittz, ] ((Cz,; ® Z,,)X)) = card ((cz,; ® ZP)X),
donc
card (zp L] /Fitiz, ] (((Z{,; JZIG]E® Z,,)X)) = card (zp L] /Fittz, [, ((cz,; ® Z,,)X)) .
Notons 7 I'uniformisante de Z,, [y ] et m et n les valuations 7-adiques des générateurs

de Fitty 1) ((T/21G12) ©2,) ) etde Fitty 1,y ((Cl 0 2,) )
Ona

card (2, [x] /7"Z, [x]) = card (2, [x] fFitt ) (/21615 97,) ))
card (2, [y Fitiz 1 ((CTx ©2,),))
= card (Zp x1/7"Z, LY])

doncm =net

Filtty [, ((th;( /Z[G]E® Z,,)X) = Fitty [,] ((Cl} ® Z,,)X) .
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En recollant les y-quotients, nous allons maintenant démontrer le théoréme 4.2.1.

Démonstration. Comme les Z, [G]-modules U /Z[G] & ® Z, et Cly ® Z), sont
finis, donc de type fini et que pour tout y irréductible on a

Fitty, ) (%/2161292,) ) = Fitz 1 ((Clr ©2,) ).
on déduit I’égalité
Fittz, ) (U /Z G ® Z,) = Fittz, ) (Clx ®Z,)

du théoreme 2.2.27 de décomposition du Fitting en y-composantes. O

4.2.2 Monogénéité de U x ® Z, comme Z, [G]-module

Dans cette section, nous allons identifier le G-module ‘ZI% aunidéal I7;- de Z[G].
K

Ceci fournira une identification de U/ ¥ ®Zp avec unidéal de Z), [G], ce qui permettra
d’établir sa monogénéité.

Proposition 4.2.3. 1] existe @ € ”Z(;( tel que
Uy ®Q=Q[G] (@®1)=Q[Gl(@a ).
De plus Anngg-(@® 1) = 0 et donc
Uy ®Q=Q[G]”
en tant que Q [G]-modules.
Démonstration. D’apres la section 3.2.2 sur le régulateur de Stark,
Uk ®Q = Ug.s. k) ®Q=Q[Su(K)]
en tant que Q [G]-modules, donc
Uy ®Q = Q[Sx(K)]y

en tant que Q [G]-modules. Nous allons donc étudier Q [S«(K)],. Comme

QUS<(K)I = P el

V' €S (k)

ol pour tout v € S (k), w’ est une place de K au-dessus de v/, on a

QUSKI" = P QlGIw'.

V' €S (k)
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Orsiv #v,onatw’ =w,donc Q[G]”w = Q[G](1g — T)w’ = 0. Ainsi
QIS(K)]” =Q[G]™ w

ou w est une place de K au-dessus de v.
On a
Q[Se(K)]y = QISe(K)]™ N Q[Se(K)] »

mais pour toutb = Y, B, € Q[G]™,onapfB;r = —B4,donc Y, B, =0 et donc
oeG

oeG
QS«(K)]” c QIS«(K)]p -

Ainsi,
Q[Sx(K)]y = Q[Sx(K)]” = Q[G] (16 — T)w.

Comme tout élément de U % © Q est de la forme y ® %, on peut donc noter @ ® é
I’image de (15 — 7)w dans ‘ZII_( ® Q. On a alors

— 1
’U}®Q=Q[G]_(C_¥®E)=Q[G]_(c_l®1)=Q[G](c_¥®1)

et
_ _ 1
AHHQ[G]*(CY ® 1) = AHHQ[G]* (a’ ® 2) = AHHQ[G]* ((IG - T)W) =0.

Proposition 4.2.4. Le G-module engendré par @ est d’indice fini dans 77}
On note ag = (Uy, : Z[G1a).

Démonstration. Comme Q est un Z-module plat,

(Ux/Z1G12)eQ = (U ®Q) /(Z[Gla®Q) = QIG] (¢®1)/Q[G](@®1) =0.

Donc pour tout x € (ZI} il existe n, € N tel que nyx € Z[G]a, et comme (ZI}

est un Z-module de type fini, il existe az € N tel que pour tout x € Uy on a
azx € Z|G] a. O

Nous allons maintenant construire une injection de U ¢ dans Z[G] en trois temps.

Grice a la proposition précédente, on peut définir le premier morphisme de G-
modules suivant

X agx

A :{(Z{}—)Z[G]C_Y
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Comme U est sans Z-torsion, ce morphisme est injectif.

On construit ensuite le deuxieme morphisme de G-modules

Z[Gla - Z[G]”

farg _
yax ey

Siya =0,onaalorse”ya =0ete y(@®1)=0,0re"y € Q[G]™ et Anngig-(@ ®

1) = 0 donc e”y = 0 et f; est bien défini. De plus, ce morphisme admet y — ya

comme réciproque, il s’agit donc d’un isomorphisme de G-modules.

Il ne reste alors plus qu’a injecter Z [G]™ dans Z [G] grace a

ZIG]” - Z[G]
y 2y

Le morphisme composé
f=fofofi: Uy —ZI[G]
est alors un morphisme de G-modules injectif.

Notation. Notons I7;_ = f () I'idéal de Z[G].

Proposition 4.2.5. Le G-module 77} est isomorphe a l'idéal I7;- de Z[G].
K
Plus précisément, on a

l’la(l/[% = I,ﬂkc_x,

oung =2az € N.
Ceci nous permet de démontrer le résultat suivant.

Théoreme 4.2.6. Soit p un nombre premier ne divisant pas card(G).
Alors il existe B € Uy ® Z) tel que

Uy ®Z,=2,[G1B=2,[GI B=Z,[G]".

Démonstration. D’apres la proposition 2.2.26, comme p { card (G), ’anneau
Zp |G] est quasi-principal. L’anneau Z [G] ® Z,, étant isomorphe a I’anneau Z, [G],
il est lui aussi quasi-principal.
Ainsi I7- ®Z) est donc un idéal principal de Z [G] ® Z,, et donc un Z, [G]-module
K
monogene. Il existe donc x € I7;- ® Z), tel que
K

Iy ®Z, = Z,[G]x.
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On a donc
ng (Uy ©Z,) = (naUy) 2, = Iz 3 ©Z, = Z, [Gl ax.
Notons g8 € ”ZI;( ® Z, tel que ax = nzB. On a donc
ng (Uy ®Z,) = ngZ, [G15.

Orng € Zet (Z(} ® Z, n’a pas de Z-torsion, on en déduit

Uy ®Z, =7,[G1B.
Par ailleurs, 8 € ‘Z[} ® Zp, donc e™f3 = S et

Zy[G1B =2, [G] B.
De plus

Q (G B=Z,[G] BOQ, = (Ux ®Z))®Q, = U ©Q,
~ (Ux®Q)©Q, ~ QG ®Q, = Q, [G]”

donc Anngz, G- (8) C Anng G- (B) = 0 et on a bien

Zp G =2, [G].

4.2.3 Théoreme semi-simple fort

Nous pouvons maintenant démontrer que la conjecture locale forte est vérifiée pour
les nombres premiers p ne divisant pas card(G).

Théoreme 4.2.7 (Théoréme semi-simple fort). Soit p un nombre premier ne divisant
pas card(G).
Alors on a I'isomorphisme de 7, |Gl-modules suivant

Ug/ZIG1E® L, ~ L, [G]” [Fitty, - (Clg ® Zp).
D’apres le théoreme 4.2.6, il existe § € (ZII_( ® Z tel que
’Zl} ®Zy, =1y |Gl1p=2Z,[Gl B=2Z,[G].
Comme ¢ € fl;(, il existe Az € Z,, [G] tel que

é@lz/lg\ﬁ
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Proposition 4.2.8. On a l’isomorphisme de Z, |G|~ -modules suivant
rZI}/Z (Gle®Z, ~Z,G] [A:Z, [G]. 4.1)
Démonstration. Comme Z,, est un Z-module plat,

Ug/ZIG12®Z, ~ (U ®Z,)/ (ZIG1E®Z)).

Orona .
Uy ®Zy =17, G] B,
et
Z[Gle®Zy, =Z,[Gl(e® 1) = A:Z, [G] B = AZ, [G]” B,
on a donc

URIZIG1E®Z, ~Z,[G] B/ A:Z, (G B.
Or AnnZP[G]—(,B) = 0, donc on a I’isomorphisme de Z, [G]™-modules suivant
Zp G BIGZy (Gl B=Zp[G] | A:Zy [G] .
O
Démonstration du théoréme semi-simple fort 4.2.7. D’apres le corollaire 1.6.12,
Fitty, ) (Uy/Z[G1E®Z,) = e Fittz 1) (Ug/ZIG1 E® Z,)

et
Fitty ) (Clg ® Z,) = e Fittz, () (Cly ®Z,).

donc le théoreme semi-simple faible 4.2.1 implique

Fitty ) (Clg ® Z,) = Fittz, 16y (Ux/Z[G1E®Z,).
On déduit alors de la proposition 4.2.8,

Fitt; (- (Cly ® Z,) = Fitty - (U /Z[G1 £ ® L)

= Fitty, (- (Z, [G]” /A:Z,, [GT")
= :Z,[G]™.

L’isomorphisme de 4.2.8 se réécrit alors

Uy /Z[G)E® L) = Z, [G)” [Fitty, 1 (Cly ®Z,).
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4.3 Principalité simultanée des idéaux de Fitting

Dans cette partie, on démontre le résultat suivant a I’aide des suites de Tate.
Théoreme 4.3.1. Soit p un nombre premier impair.
Alors les deux affirmations suivantes sont équivalentes

1. FittZP[GJ ((ZI;(/ Z|Gle® Z[,) est un idéal principal de Z, |G| engendré par un
élément non diviseur de 0,

2. Fittz, 6 (C Iy ® Zp) est un idéal principal de Z, |G| engendré par un élément
non diviseur de 0.

Nous établirons d’abord une variante de ce théoréme relative aux S-unités et au
S-groupe de classes avant de montrer que les deux variantes sont identiques. On ne
suppose plus ici que K contient le corps de classes de Hilbert de k.

4.3.1 Suites de Tate

Nous allons maintenant nous intéresser aux suites de Tate, un outil introduit par John
Tate dans [Tat66] puis notamment développé par Theodore Chinburg dans [Chi83]
pour étudier la structure galoisienne des unités. La version que nous donnons ici
correspond au théoreme 9 de [Wei96].

Théoreme 4.3.2. [l existe une suite exacte, appelée suite de Tate, de la forme

O—>(L[K,SK_’A—>B_>V—>0,

ou A est un G-module cohomologiquement trivial, B un G-module projectif, et V un
G-module vérifiant les conditions suivantes :

1. le sous-module Torz(V) de Z torsion de V est isomorphe a Clg s,

2. en notant V = V/Torz(V), on a la suite exacte suivante
05V -Z[S]—>Z—0,

oit Z[S] — Z est le morphisme d’augmentation qui a un élément de Z [S)
associe la somme de ses coefficients. Autrement dit,

V/Torz(V) = Z[S]y
en tant que G-modules.

Notation. Pour tout nombre premier p, on note G, le p-Sylow de G.
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Proposition 4.3.3. Soit p un nombre premier impair.
Alors pour tout i € Z, on a

H(Gp.Cly s, ®Zp) = H* (G Uy 5, ®Z,p).

Démonstration. Implications du résultat de Weiss pour la partie moins :
Soit A et B les G-modules fournis par le théoréme 4.3.2.
On a les trois suites exactes de G-modules suivantes

1.0 > Uxks, > A—>B—->V -0,
2. O—>ClK’3K—>V—>§—>0,
3.05V->Z[S] > Z—0.

Comme Z, est un Z-module plat sur lequel G agit trivialement, on obtient I’exacti-
tude des suites de Z, [G]-modules qui en sont issues

1. 0> Uks, ®Zy >A®Z, > B®Z, > V®Z, — 0,
2.0 Clgs, ®Z, > V®Z, > VRZ, — 0,
3.0-V®Z, > Z,[S] > Z,— 0.

Et d’apres la proposition 1.5.11, on obtient enfin I’exactitude des suites de Z,, [G]-

modules obtenues par passage a la partie moins (pour la suite a quatre termes, il suffit
de la diviser en deux suites exactes courtes via I’'image du deuxieéme morphisme)

10— (Ugs, ®Z,) —(A®Z,) - (BZ,) —(V8Z,) -0,

2.0 (Clgs,®2Z,) —(Vez,) —»(Vez,) -0

3.0-(Vez,) -2,[8” > Z, - 0.
Or 7 agit trivialement sur Z,, donc Z,, = 0 et pour tout G-module M, G agit a gauche
sur M ® Z,, donc (M ® Zp)_ = M~ ® Z,. Par ailleurs, 7 agissant trivialement sur

UK, ona (Z(I‘( Sk = Uy s, €N tant que G-modules. On peut donc réécrire les suites
exactes ainsi
1. 0 —» ﬂI}’SK ®Z, >A"®Z, > B ®Z, >V ®Z,— 0,

2.0 Cli g,

3.0V ®Z,—Z,[S]” =0,
Calcul de Z, [S] :
Par définition

®Z, >V ®Z, >V ®Z, -0,

z,181= Pz, G,
v'eS
ou pour toute place v € S, V' est une place de K au-dessus de v'. On a donc
2,181 =Pz, 161 w.
VeSS
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— Siv’ # v, alors Tw’ = w’. En effet, les places infinies qui ne sont pas au-dessus de
v sont ramifiées dans K/K* et on a supposé que toutes les places finies dans S
sont soit inertes soit ramifiées dans K/K*. On a alors

Z,GI” w = Z, Gl (1 — ' =0.
— Siv' = v, vest totalement décomposée dans K/k, donc
Z,[Glw = Z, [G]

en tant que Z, [G]-modules et on en déduit I’isomorphisme de Z, [G]-modules
suivant
Zy |Gl w=2Z,[G] .

Ainsi,
Zy[S] =Z,[G]" w=1Z,[G],

ou w est une place de K au dessus de la place v totalement décomposée dans K/k.
Calculs de cohomologie :
D’apres le théoreme 4.3.2 et le corollaire 1.2.22 on sait que A et B sont des G-
modules cohomologiquement triviaux, et comme G, est un sous-groupe de G, pour
touti € Z,on a

A'(G,.A) = A (G, B) = 0.

On déduit alors de la proposition 1.5.14 que pour tout i € Z,
A'(G, A~ ®Z,) = A(G,. B~ ®Z,) =0.
On découpe la premiere suite exacte en deux suites exactes courtes
0-Uyg, ®Z, > A ®Z, - C -0

et
0-C—>B®2,>V ®Z,—0,

dont on déduit I’exactitude des deux suites infinies de cohomologie
Lo H(Gp Uy g, ®Z,) = 0 H (G, C) - A (G Uy 5, ®Z)) — 0.
.= H(G,.C) >0 A (G, V" ®Z,) > H*' (G,.C) - 0..
Donc pour tout i € Z,

A(G,.C) = A*' (G, Uy 5, ®Z,)
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et
A(Gp. V" ®Z,) = A" (G).C).

Ainsi, pour tout i € Z, on a
(G, V" ®Z,) = A (G). Uy 5, ®ZL,y). (4.2)

On a montré dans le paragraphe précédent que Z,, [S]™ = Z, [G]™ en tant que Z,, [G]-
modules, donc en tant que G-modules. Par ailleurs Z, [G]™ est cohomologiquement
trivial d’apres la proposition 1.5.15 et G, est un sous-groupe de G, donc pour tout
i€Z,0ona

A'(G,.Z,[S1") = A (G, Z, [G") = 0.

A I’aide de la troisieme suite exacte, on obtient donc pour tout i € Z
G,V ®Z,) =0
La deuxieme suite exacte fournit donc la suite exacte de cohomologie suivante
o 05 (G, Cly g, ®Z,) > A (G, V" ®Z,) 5 0> .
Ainsi, pour tout i € Z, on a
H'(G,.Cly g, ®2Z,) = B (G,, V" ®1Z,). 4.3)
Ainsi, en combinant les équations (4.2) et (4.3), on obtient finalement, pour tout

i€Z,
A(G).Cly s, ®Z) = H* (G Uy 5, ®Z,).

4.3.2 Cohomologie d’un quotient du groupe des S-unités

La connaissance de la cohomologie du groupe infini des S-unités nous renseigne
sur la cohomologie de certains quotients finis de ce méme groupe.

Proposition 4.3.4. Soit p un nombre premier impair, F un sous-groupe de G et

a € ’LII} Sk tel que Z, [G]” (@ ® 1) = Z, [G]™ en tant que Z, |Gl-modules.
Alors, pouri € Z, on a

A(F Uy ®Z,)=H (F. Uy /ZIG] @8 Z)).
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Démonstration. On a la suite exacte de G-modules suivante

0-Z,[G]" @®1) » Uy ®Z, > Uy /ZIGI @®Z, — 0.

Comme F est un sous-groupe de G, en déduit la suite infinie exacte de cohomologie

.- H(FZ,[GI @8 1) > A (F. Uy, ®Z,) —
A'(F. Uy |ZIGI" @®Z,) > A (F.Z,[G]" @ 1)) - ..
On a suppos€ Z,, [G]” (@® 1) = Z, [G]™ en tant que Z, [G]-modules, donc en tant

que G-modules. D’apres la proposition 1.5.15 Z, [G]™ (@ ® 1) est donc un G-module
cohomologiquement trivial et donc pour tout i € Z,

A'(F.Z,[GI" @®1)) =0.
On en déduit que pour tout i € Z

B(FUyg ®Z,)~H (F. Uy, /ZIGI @8 Z)).

4.3.3 Idéaux de Fitting

Soit p un nombre premier impair. On rappelle que G, désigne le p-Sylow de G.
Notons A, un supplémentaire de G, dans G. Le résultat de cette section découle de
la proposition 4 de [CG98] reproduite ci-dessous.

Proposition 4.3.5. Soit y un caractére p-adique de A, irréductible sur Qp et M un
Z, [x)[Gpl-module fini.

Les affirmations suivantes sont équivalentes

- I:Ii(Gp,M) = 0 pour tout i € Z,

— il existe | € N tel que la suite

0- 2,116, = Z,[x][G,]' = M =0

est une suite exacte de Z, [x]|Gp]-modules,
— Fitty [y(6,](M) est un idéal principal de Z,, x]1[G,] engendré par un élément
non diviseur de 0.

Proposition 4.3.6. Soit M un Z,, [G]-module fini.
Les affirmations suivantes sont équivalentes
— H(Gp, M) = 0 pour tout i € Z,
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- Fitth[G]— (M~) est un idéal principal de Z, |G]~ engendré par un élément non
diviseur de 0.

Démonstration. Comme p t card(A,), en notant Y, o I’ensemble des caracteres
=P

Qp-irréductibles impairs de A, d’apres la proposition 2.2.32 on a

M = P em,

"[/GYi;r,Q P

donc, d’apres la proposition 1.2.18, pour tout i € Z,
A (G, M )= 5 A (G eyM).
"beyi;r,Qp
Ainsi, pour tout i € Z, on a
A'(Gp.M™) =0
si et seulement si

a (Gp,ewM) =0 pour tout iy € Yirg,:

Pour touty € Y Q,° il existe un caractere @p-irréductible Xy de Ay telquey =y,
et donc ey M =~ M, estun Z,[xy][A,]-module y,-isotypique. Et comme e, M est
un sous-Z, [G]-module de M, on en déduit que c’est un Z,[xy][G,]-module fini
auquel on peut appliquer la proposition précédente.
Ainsi, on a _
H' (G,,,M_) =0 pourtoutieZ
si et seulement si
Fitty 1,1[6,](evM) estun idéal principal de Z, Gyl
engendré par un élément non diviseur de 0 pour tout ¢ € Y. Q"

Par ailleurs, d’apres la démonstration de 2.2.24, pour tout ¢ € ¥, | g, Ona I’isomor-
»Np
phisme d’anneaux

Zplxy] = eyZp[A,),
dont on déduit I’isomorphisme d’anneaux
ZplxyllGpl = ey Zp[Ap][Gp] = eyZy [G].

On a également I’isomorphisme de Z, [y, |[G,]-modules

M=~e,M © Z,[Gl=M ® eyZ,[G],
ey ey -5 p [G] z,,[a]e‘” » [G]
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donc
Fittzp 1G] (eyM) = Fitth 1[G, ] (M . Q[Z)G] eyZp [G]) .
'p
Ainsi I’isomorphisme d’anneaux Zp [y, ][Gp] = ey Z), [G] envoie I'idéal Fitty |, 1(6,](es M)
sur 1’idéal Fitt,, 4 ZIG] (M Z?G] ey, [G]). Or eyZ, [G] est une Z, [G]-algebre asso-
P

ciative, donc d’apres la proposition 1.6.10, on a

Fitte.pzpl(;] (MZ(?G] el/,Zp [G]) = e,/,Zp [G] Fittzp[GJ(M) = e,pFittzp[GJ(M).
D

Ainsi, on pour tout { € Y.

i, 0N a

Fittz 1,1[6,](evM) est un idéal principal de Z, v llGp]
engendré par un élément non diviseur de 0

si et seulement si

eyFittz,[61(M) estun idéal principal de e,Z), [G]
engendré par un élément non diviseur de 0.

Or d’apres le corollaire 1.6.12 et la proposition 2.2.32, on a

Fitth[G]' M) = E_Fittzp[(;] M) = @ ewFitth[G] (M) .

Et comme les ey, sont orthogonaux, on a

eyFittz,[6)(M) estun idéal principal de e,Z), [G]
engendré par un élément non diviseur de O pour tout ¢ € ¥
»p
si et seulement si

Fittz (- (M™) estun idéal principal de Z,[G]
engendré par un élément non diviseur de 0

ce qui acheve la démonstration. O

4.3.4 Théoreme de simultanée principalité des idéaux de Fitting

Pour tout nombre premier p, on note toujours G, le p-Sylow de G. On note &g
I'image de I"unité de Stark & dans U}, Sk’ On a alors le résultat suivant.
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Théoréme 4.3.7. Soit p un nombre premier impair.
Alors, ces deux affirmations sont équivalentes

1. FitthlGJ— ((Z(;( Sk 1Z[G]" s ® Zp) estun idéal principal de Z, |G|~ engendré
par un élément non diviseur de 0,

2. Fitth[G]— (C lk s¢ ® Zp) est un idéal principal de 7, |G|~ engendré par un

élément non diviseur de 0.

Démonstration. D’apres la proposition 4.3.3, pour tout i € Z, on a
A'(G).Cly s, ®Zy) = H* (G Uy 5, ®Z,p).

D’apres la formule d’indice 3.3.25, Z [G] € est d’indice fini dans (ZI[‘{, donc pour
tout p # 2, on a Anan[G]—(g@) = 0,donc Z,[G] (@®1) ~ Z,[G]™ en tant que
Z, [G]-modules. Grace a la proposition 4.3.4, on en déduit que pour tout i € Z, on a

A (Gp. Cly g, ®Zp) = A2 (G, Uy 5, 1ZIGT Es R ).

En particulier,
A'(G,.Clgs, ®Z,) =0 pourtouti € N

si et seulement si
A'(Gp, Uy s, /ZIG]” £s® Z,) = 0 pour tout i € Z.,

Et comme les Z, [G]-modules C ll‘< s @ Zp et (Z(I‘( Sk /Z|G]” €s ® Z, sont finis, on
peut leur appliquer la proposition 4.3.6 pour conclure. O

Pour en déduire le théoreme 4.3.1 énoncé en début de section nous allons recourir a
la proposition ci-dessous.

Proposition 4.3.8. On a

KSk = Uy
et pour tout nombre premier impair p on a
Clys, ®Zp =Cly ®Z)
en tant que Zp, [Gl-modules.

Ceci implique en particulier £g = &.
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Démonstration. — Comme les idéaux premier dans S sont inertes ou ramifiés dans
K/K™, tout idéal premier P dans Sk vérifie 7(P) = P. Soit x € Ug,s, tel que
x € Ugs,. Pourtout P € Sk \ Sw(K), on a

[Tl = |xlrp) = Ixlp -

Or (I + 7)x € ug = {+1}, donc
X2, = [r(®)lp Ixlp = 1.

On en déduit que pour tout P € Sk \ Sw(K), |xlp = 1, donc x € (Z{I‘(
On a donc bien

Uys, =Ug.
— Considérons le morphisme de G-modules
f:Clxk = Clgs,.

C’est un morphisme surjectif de noyau <¢_)>¢>ESK\SN(K), ol P désigne la classe de
P dans Clg. Comme f et T commutent, il induit un morphisme de G-modules
surjectif de G-modules

J7iCly = Cly s,

dont le noyau vaut (5)7‘3 Sk \Su(K)"
Comme Z, est un Z-module plat, on obtient alors le morphisme surjectif de
Zp, [G]-modules

fp 1 Clx®Zp - Cly g, ®ZLp,

dont le noyau vaut (7_3);)631(\3%([{) ®Zp = (g - T)(7_>)7)€3K\5m(1<) ® Z, comme
p#2.

Soit P € Sk \ Sw(K). Comme P est soit inerte soit ramifié dans K/K*, on a
P =Pet(lg - 1P = Ok.

Ainsi, (16 = TXP)pes, kb ® Zp = 0 et fp‘ est un isomorphisme.

Nous allons donc pouvoir démontrer le résultat souhaité.

Théoreme (4.3.1). Soit p un nombre premier impair.
Alors les deux affirmations suivantes sont équivalentes
1. Fittz, (G ((Z{I_< /Z]Gle® Zp) est un idéal principal de Z, |G] engendré par un
élément non diviseur de 0,
2. Fittz,[g) (C Ix® Zp) est un idéal principal de Z, |G| engendré par un élément
non diviseur de 0.
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Démonstration. D’apres la proposition précédente, pour tout p premier impair, on

a
Fittz, () (Uy /Z[G) & ®Z,) = Fittz, 1) (Uy 5, /Z[G1EQ Z))

et
Fitth[G] (Cl;( ® Zp) = Fittzp[G] (Cl;(,SK ® Zp) .

Et comme € = &g, le théoreme 4.3.7 fournit directement le résultat souhaité. |



Chapitre 5

Exemples de vérification
algorithmique de la conjecture
faible

5.1 Représentation algorithmique des objets algébriques

Pour représenter algorithmiquement les objets algébriques dont nous avons besoin,
nous avons utilisé les représentations algorithmiques des groupes abéliens présentées
par Henri Cohen dans [Coh93] et implémentées dans PARI/GP [The18]. Nous avons
également pris en compte la structure de modules galoisiens des modules considérés
pour pouvoir calculer leurs idéaux de Fitting.

5.1.1 Représentation algorithmique des groupes abéliens de type fini

Dans ce paragraphe, G désigne un groupe abélien (noté multiplicativement) de
type fini, ayant r générateurs. Algorithmiquement, un groupe abélien de type fini
peut étre représenté par un systeme de générateurs, et une matrice qui indique les
relations algébriques entre ses générateurs.

On note Genz(G) = (geny, ..., gen,) un ensemble de générateurs de G :

-
Vg € G, AX = (xi) € My, 1(Z) tel que g = Genz(G)X = | | gen".
i=1
On note Relz(G) € M, (Z) sa matrice de relations sur Z :

VX € M, 1(Z),Genz(G)X = l¢ si et seulement si
Y € M,.1(Z) tel que X = Relz(G)Y.

123
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5.1.2 Représentation algorithmique des groupes abéliens finis

Dorénavant, G est un groupe abélien (toujours multiplicatif) fini a ¢ éléments. On lui
associe toujours un systeme de générateurs et relations (Genz(G), Relz(G)), mais
on peut également le représenter par la liste exhaustive de ses éléments que 1’on
donne par leur coefficients sur les générateurs du groupe. Plutdt que de stocker la loi
de G en établissant sa table de Cayley globale, on peut se contenter de représenter
la multiplication de chacun de ses générateurs par une matrice de permutation des
éléments de G.

On note G le vecteur ligne constitué de ses éléments :

G =815 80

On note Eltz(G) la liste des ¢ vecteurs de longueur r des coeflicients des éléments
de G sur les générateurs Genz(G) :

Eltz(G) = (X1, ..., X;) € M,.1(2)
ot Vi€ [1:1], X; € M, (Z) vérifie g; = Genz(G)X;.

Pour chaque générateur gen de G, la multiplication par gen fournit une matrice de
permutation de Eltz(G). On note Multgen(G) le vecteur constitué de ces matrices :

Multgen(G) = (My, ..., M,) € GL,(Z)"
ou Yk e [l;r], My = (mfkj)) € GL,(Z) est la matrice de permutation vérifiant

(k) _ : ; —
m; .= 1 sietseulementsi g; = g; geny.

Les générateurs de G sont donc les vecteurs de Eltz(G) dont une coordonnée vaut
1 et les autres 0. On garde en mémoire leurs positions dans Eltz(G) au sein d’une
liste Indexz(G) :

Indexz(G) = (ny,...,n,) € Z"
ou Yk € [1;r],nx € Z vérifie geny = gy,

5.1.3 Représentation algorithmique des G-modules

On consideére maintenant un G-module de type fini M. Ce G-module est aussi de
type fini sur Z, on lui associe un systeme de générateurs (dont on note s le cardinal)
et relations sur Z :

(Genz(M), Relz(M)).

Pour tout générateur my, de M et tout générateur gen; de G, on note By; € M; 1(Z)
I’action de gen; sur my, :
geny.my = Genz(M)By .
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On note B; € M;(Z) la matrice dont la k-ieme colonne est Bjy, le vecteur de
I’action de gen; sur my. Cette matrice encode 1’action de gen; sur M :

VYm = Genz(M)Y,, € M, ona gen;.m = Gengz(M)B,Y,,.

A partir de ces matrices, on peut retrouver 1’action de tous les éléments de G sur M :
X
Vm = Gengz(M)Y,, € M,Vg; = Genz(G)X; = Genz(G)| ... | € G,
(i)
xr

® o
ona g,.m= GenZ(M)B;C1 B Y.

0 o
Pour tout i € [[1, ], on note Act; = BTI ...B;" Taction galoisienne de g; € G sur M :

Vm = Gengz(M)Y,, € M, on a g;.Genz(M)Y,, = g;.m = Gengz(M)Act;Y,,.

5.1.4 Idéaux de Fitting

Les éléments du vecteur Genz(M) = (my, ..., my) étant des générateurs de M sur Z,
ce sont également des générateurs de M sur Z[G]. Le morphisme de G-modules
¢ : Z[G)® — M défini par ¢(ay, ..., a;) = aym + ... + agmg est donc surjectif.

Pour tout k € [1, 5], on note Act;( € M, «(Z) la matrice dont la j-ieme colonne est la
k-ieme colonne de Act;. Cette matrice représente I’action galoisienne des éléments
de G sur my, :

Ya=a1g1+..+a,8 =GA € Z|G]
ona GA.my = a.my; = a1g1.my + ... + a;g;.my; = Genz(M)Act;A.

Soit (ay, ...,as) € Z[G]’, pour tout [ € [1,s], on note A; € M, 1(Z) le vecteur
colonne tel que a; = GA;.

On a alors ¢(ay, ...,as) = MACt|Ay + ... + MActiAg = M(Act’1A1 + ..+ Act;AS).
Ainsi,

(ai,...,as) € Ker(¢) si et seulement si (Act’1A1 + ..+ Act;AS) € Relz(M)M;1(Z).

On est donc en mesure de déterminer algorithmiquement une famille {vl, ey vq}
génératrice sur Z du noyau du morphisme surjectif de G-modules ¢ : Z [G]® — M.
Le déterminant sur Z [G] étant Z-linéaire, I’idéal de Fitting Fittz;1(M) est engendré
sur Z par les det(vy,, ..., Vo, ), OU (@;); parcourt les (;) suites strictement croissantes
de [1; s] dans [1; ¢g]. On peut ainsi obtenir sa structure de sous-groupe de Z [G].
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5.2 Construction d’une base d’extensions satisfaisant les
conditions souhaitées

5.2.1 Extensions souhaitées

Soit k un corps de nombres totalement réel et K/k une extension galoisienne abé-
lienne. On note K* le sous-corps totalement réel maximal de K. On souhaite que
les conditions suivantes soient satisfaites :

1. K* est d’indice 2 dans K, on note 7 1’élément non trivial de Gal(K/K™),

2. pour tout idéal premier p de Ok ramifié dans K/k, les idéaux de O+ au-dessus
de p sont soit inertes soit ramifiés dans K/K™,

3. il existe une place infinie v de k qui reste réelle dans K, toutes les autres
deviennent complexes.

On note S (k) I’ensemble des places infinies de k et S,,,,(K/k) I’ensemble des
idéaux premiers de k qui sont ramifiés dans K/k.

5.2.2 Un peu de théorie du corps de classes

Cette section présente des résultats de théorie du corps de classes global utiles a
la construction algorithmique d’extensions ayant les propriétés souhaitées. Pour
plus de détail, on pourra consulter les chapitres 3 et 4 de [Coh00]. Le chapitre 3,
dont la présente section est fortement inspirée, présente les résultats théoriques et le
chapitre 4 présente des algorithmes explicites.

Soit k un corps de nombres.

Définition 5.2.1. Un cycle arithmétique de k (aussi appelé cycle, modulus ou encore

diviseur) est un couple (Mo, M), ott My est un idéal entier de k et Mo, = [] v est
veS
un produit formel de plongements réels de k.

On écrit formellement Mt = NN,

Définition 5.2.2. Soit M = My [] ver N =Ny [| vdeux cycles arithmétiques
vESa veSy

de k.
On dit que M divise N si My | Ng et Sop C Sqr.

A tout cycle arithmétique, on peut associer un analogue du groupe de classes appelé
groupe de classes de rayon. Nous allons donc définir ce qui joue le role des idéaux
fractionnaires et des idéaux fractionnaires principaux dans cet analogue.
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Définition 5.2.3. Soit M = MM un cycle arithmétique de k, a un idéal fraction-
naire de k et a € k™.

On dit que a est premier a I si a est un quotient de deux idéaux entiers premiers a
M.

On note I (M) I’ensemble des idéaux fractionnaires de k premiers a .

On dit que « est premier a M si I’idéal fractionnaire aOy I’est.

La notion de primalité a un module ne dépend donc pas de sa partie infinie.

Définition 5.2.4. Soit M = MW un cycle arithmétique de k et a € k*. On note
Mo =[] et = [] v

peSoy veSm
On écrit

a =1 (mod” M)

sivp (@ — 1) > ap pour tout p € Sy et v(a) > 0 pour tout v € Syy.
On note k;Jt I’ensemble des tels a € k* et Pi(I) ’ensemble des idéaux fractionnaires
principaux de k engendrés par des a € k. On appelle P(M) le groupe de rayon
de M.

Sia € O et M =My, @ = 1 (mod™ M) est équivalent a @ = 1 (mod NMy).

Comme Py (9) est un sous-groupe de (1), on peut poser la définition suivante.

Définition 5.2.5. Soit M un cycle arithmétique de k.

On définit le groupe de classes de rayons de M et on note Clg (M) le quotient de
L) par Pr(M).

Pour le cycle trivial 9t = 1 de k, on retrouve le groupe de classes usuels : Clg(1) =
Clg.

Définition 5.2.6. Soit M un cycle arithmétique de k.
Un sous-groupe de congruence de niveau M est un groupe d’idéaux fractionnaires
C de k tel que :

Pr(M) c C C L;(M).

Pour expliciter le niveau I du sous-groupe de congruence, on utilise la notation
(C,M).

Soit K/k une extension abélienne de corps de nombres.

On rappelle que pour tout idéal premier p de k non ramifié dans K/k, on note
oy € D, C Gal(K/k) le Frobenius de p. L’application d’Artin est la généralisation
de la notion de Frobenius a tous les idéaux fractionnaires de k dont la décomposition
en idéaux premiers ne contient que des premiers non ramifiés.
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Définition 5.2.7 (Application de réciprocité d’ Artin). Soit Mt un cycle de k divisible
par toutes les places ramifiées dans K/k.
Pour tout a = [] p** € I(M), on pose

pla

Artg/ram(a) = l_[ o ’;"(“).

pla

On appelle application de réciprocité d’Artin le morphisme de groupes
Artg/ean : L) — Gal(K/k).

Le théoréme suivant énonce des résultats centraux dans la théorie du corps de
classes global. On pourra par exemple se référer au chapitre 10 de [Lan94] pour une
démonstration de ces résultats.

Théoreme 5.2.8 (Réciprocité d’ Artin). Soit Mt un cycle de k divisible par toutes les
places ramifiées dans K/k.
1. L’application Artgypan : [(I) — Gal(K/k) est surjective.

2. Pour M suffisamment grand au sens de la divisibilité, on a Pr() C ker(Artg/r.m),
autrement dit ker(Artgan) est un sous-groupe de congruence modulo M
qu’on appelle groupe d’Artin attaché a I’extension K/k et au cycle M. Un
tel M est dit admissible pour I’extension K/k. L’application de réciprocité
d’Artin induit alors un morphisme surjectif Clg(9) — Gal(K/k).

3. Si M est admissible pour K/k,
ker(Artgxam) = PNk UIx(MoOk)) .
L’application de réciprocité d’Artin induit alors I'isomorphisme de groupes
L)/ Pe Nk (Ik(MoOk ) =~ Gal(K/k).

4. 1l existe un M admissible minimal pour la divisibilité appellé conducteur de
l’extension K|k et noté f(K/k).

5. Le conducteur de K|k n’est divisible que par les places ramifiées dans K/k.
6. Un cycle est admissible pour K[k si et seulement s’il est divisible par le

conducteur de K/k.

Définition 5.2.9. Deux sous-groupes de congruences de k (Cy,0y) et (Cp,My) sont
équivalents si
CiNL(M) = Cy N (M),

On note alors (C1, M) ~ (Ca, M>).
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Proposition 5.2.10. La relation ~ est une relation d’équivalence.

Proposition-Définition 5.2.11. 1. Soit C une classe d’équivalence de sous-
groupes de congruence de k.
Alors il existe un unique sous-groupe de congruence (Cj, ) € C tel que pour
tout (C, M) € C M est un multiple de | et C = C; N [ (MN).
On 'appelle conducteur de la classe C.

2. Soit (C, M) un sous-groupe de congruence de k et (C;, ) le conducteur de sa
classe d’équivalence.
On dit que le cycle arithmétique T est le conducteur de (C, ).

3. Un cycle arithmétique § est un conducteur s’il existe un sous-groupe de
congruence (C,I) de conducteur f.

Cette nouvelle notion de conducteur est étroitement liée a la précédente.

Théoreme 5.2.12. L’ensemble des (M, ker (Artg/ran)) ot M parcourt I’ensemble
des cycles admissibles pour K[k forme une classe d’équivalence de sous-groupes

de congruences. Le conducteur de cette classe d’équivalence est (f, ker (Artgi 1)),
ou i = f(K/k) est le conducteur de K/k.

Ceci permet d’établir une correspondance entre les classes d’équivalence d’exten-
sion de k et les classes d’équivalence de sous-groupes de congruence.

Théoreme 5.2.13 (Takagi).  I. Soit K/k et K’ |k deux extensions abéliennes de
corps de nombres, M un cycle admissible pour K/k et W un cycle admissible
pour K’ [k. On suppose que les sous-groupes de congruence (I, (Artgyian))
et (W, (Artg /) sont équivalents.

Alors les corps de nombres K et K’ sont k-isomorphes.

2. Réciproquement, soit (M, C) un sous-groupe de congruence de k.
Alors il existe une extension abélienne K|k telle que M soit un cycle ad-
missible pour K|k et C = ker (Artg/xan). Cette extension est unique a k-
isomorphisme pres.

Définition 5.2.14. Soit (M, C) un sous-groupe de congruence de k. L’extension K/k
correspondant a (M, C) définie a k-isomorphisme pres par le théoreme de Takagi
s’appelle le corps de classes de rayon de (M, C). Si C = Pr(M), on la note k(M).
Si M =1 est le cycle trivial, le corps de classes de rayon k(1) s’appelle le corps de
classes de Hilbert de k.

Proposition 5.2.15. Soit (I, C) un sous-groupe de congruence de k. Le corps de
classes de rayon de (M, C) est donné par k(M)A & (©),
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Proposition 5.2.16. Le corps de classes de Hilbert k(1) de k est I’extension abé-
lienne non ramifiée maximale de k. L’application de réciprocité d’Artin induit
I’isomorphisme Gal(k(1)/k) ~ Clk.

Définition 5.2.17. Soit M = MW un cycle arithmétique de k de partie finie
Moy = [ p* et p un idéal premier de IN.
p

On appelle partie premiere a p de I et on note My, le cycle arithmétique M, =
H p/(1/13/ glnoo-

V#ED

Proposition 5.2.18. Pour tous cycles de k Mt et N tels que N | M, on a l’application

surjective suivante :
s+ Cle(MN) — CL(N).

Soit K/k une extension abélienne de conducteur f = f(K/k) = fofe €t Ko une sous-
extension de K/k.

Soit p un idéal premier de k ramifié dans K/k (ou de maniere équivalente dans
k(f)/k). On note Py un idéal premier de Ky au-dessus de p et £ un idéal premier
de K au-dessus de Py. On note D, (k(M)/k) le groupe de décomposition de p dans
k() /k et k(M)P> le corps de décomposition de p au dessus de k : p y est totalement
décomposé.

Le groupe de décomposition de o dans k(M)/Ky est alors Dp (k(M)/Ky) =
Dy(k(NM)/k) N Gal(k(M)/ Ko)

Proposition 5.2.19. L’idéal premier P est totalement décomposé dans K/ K si et
seulement si D,(k(N)/k) N Gal(k(M)/Ko) € Gal(k(M)/K).

Démonstration. k(ﬂﬁ)DPO /Ky est la sous-extension de k(¥0t)/ K totalement décom-
posée en Py maximale. Donc P est totalement décomposé dans K/ K si et seule-
ment si K c k(O)P%.

Or K = k(M)SA*I/K) " donc cela revient a avoir D, (k(M)/Ko) = Dy(k(M)/k) N
Gal(k(9)/ Ky) < Gal(k(M)/k). O

5.2.3 Méthodologie pour le cas k quadratique réel et Gal(K/k) = Z/2(Z

Dans cette partie, k est un corps quadratique réel de places infinies réelles co; et
00, et £ est un nombre premier impair. On cherche a obtenir des extensions K/k
cycliques de degré 2¢ satisfaisant les conditions souhaitées.

Pour lister les extensions cycliques de degré 2¢ de bon type, on parcourt les idéaux
de k par norme croissante.
Pour tout idéal I de k, on construit le cycle M = MM, de partie finie Ny = I et de
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partie infinie M, = ooy, et on vérifie qu’il est conducteur sur & (si ce n’est pas le
cas, on peut I’éliminer car son conducteur a déja été traité parmi les idéaux de plus
petite norme).

On calcule alors les groupes de classes de rayon Cl(9) et Clx(IMy), ainsi que
I’application say 9y, -

Pour tout idéal premier p de k divisant iy, on calcule la p-partie M, de i, son
groupe de classes de rayon C[(9,) et I'application sqrgn,. En notant C, le sous-
groupe de Cl;(9t,) engendré par la classe de p dans C[;(Mt,), on obtient alors le
groupe de décomposition D, (k(M)/k) de p dans k(M)/k comme étant I’image in-
verse de Cy, par san ., -

On parcourt alors les sous-groupes de Cl;(M) de cardinal 2¢. L extension k(M) /k
sera alors de degré 21.

Si H est un tel sous-groupe, on commence par vérifier que k(M) /k et k(M) /k ont
méme conducteur (car sinon, I’extension a déja été obtenue via un idéal de norme
inférieure).

On calcule alors H* = sqqan,(H). En utilisant [k(EUE)H k(M) +] = % on

vérifie que [k(iUE)H : k(iIJEO)H+] = 2, ce qui assure que I’extension kOH [k vérifie
la premiere condition souhaitée.

On calcule le groupe de Galois de k(smo)H* /k en utilisant Gal(k(‘JJtO)H+ k) =~
Cli(Mo)/H* = CL(M)/{H, ker (symam, ))-

Pour tout idéal premier p de k divisant 9t (c’est-a-dire ramifié dans k(9" /k), on
note Py un idéal premier de k(My)? " au-dessus de p et on teste si Dy k(M) /k) N
Gal(k(M)/Ko) C Gal(k(M)/k). D’apres la proposition 2.3, c’est le cas si et seule-
ment si P est totalement décomposée dans k(M) /k(Miy)" ", Or cette extension
est de degré 2, donc c’est le cas si et seulement si Py est décomposée dans
KOO k(M) ", Ainsi, si cette condition n’est vérifiée pour aucun idéal premier p
de k divisant 9, cela garantit que k(M) /k vérifie la deuxieéme condition souhaitée.
Enfin, comme i, = ooy, on a cop qui reste réelle dans kO et 0o qui devient
complexe, donc la troisiéme condition est satisfaite.

Comme le but sera ensuite de tester la conjecture en p = ¢, afin de ne pas étre
dans un cas trivial, on peut tres tot dans 1’algorithme ignorer les cas dans lesquels
Cli (M) n’est pas divisible par €. De plus, deux groupes de cardinal p = ¢ étant
nécessairement isomorphes, ont peut éliminer les extensions dont le groupe de
classes n’est pas divisible par £2.



132 CHAPITRE 5. VERIFICATION ALGORITHMIQUE

5.3 Vérification numérique de la conjecture faible

5.3.1 Meéthode de vérification de la conjecture

Une fois une extension du bon type créée, on peut calculer les idéaux de Fitting
Fittzc) (Ug/ZIG1 &) et Fittzg (Cly). Comme Z['/][G] est une Z[G]-algebre
associative, pour tout Z [G]-module M d’apres la proposition 1.6.10 on a

Fittz[l/z][G] (@%/Z [G] EQRZ [1/2]) = Fittz[l/z][c] (M Z%] YA [1/2] [G]) =7 [1/2] [G]FittZ[G](M).
Ainsi .
Fittzp a1 (U /Z 1G] € ® Z['/2]) = Fittzp i) (Cly ® Z['/2])
si et seulement si
Z['11 [GIFittzic) (Uy /Z[G1 ) = Z['/2] [GIFittzic) (Clg).

Pour vérifier que I’extension vérifie la conjecture global faible du chapitre précédent,
il suffit alors de s’assurer qu’il existe deux entiers m et n tels que

2"Fittz) (Uy /Z 1G] &) C Fittzg) (Cly)

et
ZnFittZ[G] (Cl;() C FittZ[G] ('TI,‘(/Z [G] é) .

5.3.2 Résultats numériques

Nous avons vérifié numériquement a 1’aide de PARI/GP la conjecture globale faible
pour des extensions de groupe de Galois cyclique d’ordre 6. Pour tout corps de
nombres quadratique réel k de discriminant Ay, la conjecture globale faible est donc
vraie pour toutes les extensions abéliennes K/k de degré 6 dont le conducteur est
inférieur a la borne B indiquée dans le tableau suivant.

A [5]8]12]13[17[21[24[28[29[33[37]40[41]44]53]56

B 26000
57 [60[61]65[69] 73 [76]77[85[88[89[92[93] 97
24000 26000 18000 22000 20000 12000

101 [ 104 [ 105 [ 109 | 113 [ 120 | 124 | 129 [ 133 | 136 | 137 | 140 | 141

16000 14000 | 16000 14000

145 | 149 | 152 [ 156 [ 157 [ 161 | 165 [ 168 | 172 | 173 | 177 | 181 | 184
8000 10000 8000 | 10000
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185 | 188 [ 193 | 197 | 201 | 204

205 [ 209 | 213 | 217 | 220 | 221 [ 229

10000 6000 | 8000

4000

232 ] 233 [ 236 | 237 | 241 | 248 | 249 [ 253 [ 257 | 264 | 265 | 268 | 269 | 273 | 277

4000

280 | 281 | 284 | 285 | 293 | 296 | 301 | 305 | 309 | 312 | 313 | 316 | 317 | 321 | 328

4000

2000

329 | 332 | 337 | 341 | 344 [ 345 | 348 | 349 | 353 | 357 | 364 [ 365 | 373 | 376 | 377

2000

380 | 381 | 385 | 389 | 393 | 397
2000

Voici les structures rencontrées pour la 3-partie du groupe de classes des extensions
K lorsque le nombre de classes est au moins divisible par 9.

Clk®Zs | Z/9Z | Z/2TZ | Z/81Z

(Z/3Z)? | Z/3Z %X Z/9Z | Z/3Z x Z/27Z | (Z/9Z)*

occurrences | 5133 147 6

7965 1195 45 18

Z/9Z x Z/27Z | (Z/3Z)° | (Z/3Z)* x

Z/9Z | (Z/3Z)* xZ/27Z | Z/3Z x (Z/9Z)* | (Z/3Z)*

3 585 129

2 2 50

(Z/3Z) xZ/9Z | (Z/3Z)°
4 5
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