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Résumé

L’objet de ce travail est la classification des actions du groupe de Klein
G~ (Z/2Z)* sur une surface K3 X, ot G contient une involution non-
symplectique qui agit trivialement sur le réseau de Neron-Severi de X, ainsi
que la détermination du nombre de points qui en composent le lieu fixe.

Cela est accompli avec des méthodes purement algébriques, grace a la
théorie de Smith, qui permet de relier la cohomologie du lieu fixe H* (X ¢ F2)
a la G-cohomologie de H* (X, Fy).

Nous commencons par déterminer les différentes possibilités pour la co-
homologie du G-module H? (X,Fy) (et par conséquent la cohomologie du
lieu fixe X¢), en donnant aussi des résultats partiels pour le cas plus général
G~ (Z/pZ)".

Ensuite nous étudions I'extension du réseau de cohomologie H? (X, Z)
induite par 'action de G et nous donnons une formule reliant le nombre
des point fixes qui composent X & certains invariants numeériques de 1’ex-
tension: notamment les dimensions des groupes discriminants des réseaux
invariants, mais aussi un nouvel invariant numérique, que nous montrons
étre indépendant des autres et nécessaire pour le calcul du lieu fixe.

Pour conclure, en utilisant le théoreme de Torelli, nous déterminons
tous les possibilités pour une action de GG sur X et nous donnons aussi des
exemples géométriques avec les fibrations elliptiques, confirmant les résul-
tats prouvés.
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Abstract

The aim of this work is to classify the actions of the Klein group G
on a K3 surface X, where G~ (Z/2Z)* contains a non-symplectic involution
which acts trivially on Neron-Severi lattice, as well as computing the number
of points composing the fixed locus.

This result is achieved through purely algebraic methods, due to Smith’s
theory, which relates the cohomology of the fixed locus H*(X% F) to the
group cohomology H* (X, Fy).

Firstly, we identify all possibilities for the cohomology of the G-module
H?(X,F,) (and therefore the cohomology of fixed locus X¢), providing
some partial results for the general case G~ (Z/pZ)".

Thereafter, we study the extension of the cohomology lattice H? (X, Z)
induced by the action of G and we prove a formula giving the number of
fixed points composing X “ from some numerical invariants of the extension.
Namely the dimensions of discriminant groups of invariant lattices, but also
a new numerical invariant, essential for the computation of the fixed locus,
which we prove to be unrelated to other ones.

Finally, via Torelli theorem, we find all possibilities for G acting on
X and we provide some geometric examples -confirming our results- using
elliptic fibrations.
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Introduction

Parmi les types de surfaces complexes qui apparaissent dans la classi-
fication de Enriques-Kodaira, les surfaces K3 s’averent étre parmi les plus
étudiées. Pour donner quelques chiffres, la base de données de MathSciNet
(le trés connu catalogue bibliographique de I’AMS), recense environ 1700
travaux relatifs au sujet (classifiés avec les surfaces d’Enriques par le code
MSC 14J28), un nombre qui dépasse tous les autre codes dédiés a des varié-
tés algébriques spécifiques (exception faite par les variétés abéliennes et par
les variétés de Calabi-Yau qui sont a égalité, mais qui finalement peuvent
aussi étre vues comme une des généralisations des surfaces K3).

Cet intérét trouve sa justification: les surfaces K3 interviennent dans
plusieurs branches des mathématiques et se sont révélées étre un terrain de
test efficace pour la preuve de certains théoremes importants en géométrie
algébrique. Par exemple les conjectures de Weil ont été d’abord démontrées
pour les surfaces K3 par Deligne (cf. [De]). Il existe aussi des applications
en physique, dans la compréhension de la dualité des cordes et de la super-
symétrie, qui ont fait naitre un nouveau sujet d’étude, la symétrie miroir.

L’étude de leurs automorphismes est un domaine de recherche qui est
aujourd’hui toujours actif, surtout grace aux possibilités fournies par I’ap-
plication de la théorie des réseaux, introduite par Nikulin dans [Nik2] et
développée aussi par Morrison, Dolgachev et Kondo au cours des années
1980.

Une distinction importante, qui remonte aussi a Nikulin, existe entre
automorphismes symplectiques et non symplectiques: pour une surface K3
il existe une seule forme symplectique au scalaire prés ( HO(X, Q?)~Cwy),
on dit donc qu’un automorphisme est symplectique s’il agit comme 'identité
sur wx et non symplectique sinon.

Comme le groupe des automorphismes d'une surface K3 est discret,
I’étude de I'action des groupes finis est d’intérét central: le cas ou G est
un groupe abélien avec action symplectique est classifié par Nikulin [Nik2].
Ensuite Mukai [Mu], Xiao [Xi] et Kondo [Ko2|, donnent une classification
complete pour tous les groupes finis, toujours dans le cas ou ceux-ci ad-
mettent une action symplectique.

Par rapport a 1’étude du lieu fixe X, dans le cas d’une action symplec-
tique on a que ce dernier est composé uniquement par des points (cf. [Xi]
pour une classification). Dans le cas non-symplectique, ou le lieu fixe peut
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4 INTRODUCTION

contenir aussi des courbes lisses, on a que si G est un groupe composé uni-
quement par des automorphismes non-symplectiques alors G est cyclique
d’ordre n (car on a une injection G — C*), donc le cas des automorphismes
non-symplectiques d’ordre p" est le plus traité. Dans [Nik3],[Kol,[OZ], [Tak]
les cas p = 2,3,11,13,17,19 sont traités.

Une approche intéressante est utilisée dans [AS] par Artebani, Sarti et
Taki: ils appliquent la théorie de Smith en suivant une méthode déja utilisée
par Kharlamov pour le cas p = 2 [Kh] pour déterminer en général le lieu fixe
d’un automorphisme ¢ d’ordre p > 3 premier. Cette technique a été ensuite
perfectionnée et réécrite dans [BNS| par Boissiere, Nieper-Wisskirchen et
Sarti dans un style plus moderne pour pouvoir etre utilisée dans le cas d'un
schéma de Hilbert de deux points d’une surface K3.

Un des résultat principal de cet article est I'application d’une formule
de Allday et Puppe sur le lieu fixe [AP] au cas des surfaces K3. Dans notre
cas X sera toujours lisse, car nous avons des automorphismes d’ordre finis.
Cela constitue le point de départ de notre travail:

Théoréme 0.0.1 (J[AP, BNS]). Soit G = (Z/pZ)" avec p premier qui agit
sur une surface X avec dimg, H*(X“,F,) < oo et tel que H'(X) = H3(X) =
0 avec X¢ #£ Q. Alors :

> dimg, H(XC,F,) = . 4
i A (EO dimg, ((—1) Tor} |,

Jj=

,,,,,

z(  dims, ((=1) Toxg, un](]Fg,H*(G;Hi(X,]Fg)))>

Cette formule résume une procédure capable d’obtenir la dimension to-
tale de la cohomologie du lieu fixe (3; dim H' (X F,)) a partir de 'étude
de laction de G sur la cohomologie de X (H*(G; H'(X,F,))). Elle est peut
étre excessivement synthétique et une explication est de rigueur.

Soit donc G = (Z/pZ)" (dans la suite G sera toujours de cette forme)
qui agit sur une surface X qui respecte les hypotheses du théoreme, alors
pour 0 < i < 4, G agit aussi sur M; := H'(X,F,), la cohomologie de X
modulo p. M; est ainsi un G-module (plus précisément un F,[G]-module),
et on peut en calculer la cohomologie de groupe H*(G, M;), qui posséde une
structure de module gradué sur 'anneau des polyndémes R = Fpluy, ..., u,].

Nous utiliserons une version simplifiée du Théoreme [0.0.1] grace & deux
considérations: premierement on peut remplacer la somme alternée des Tor
avec la localisation dans l'idéal zéro, par le Lemme [1.3.6

dimp, (4, ....un) Ny = >_(—1)’ dimg, Tor’ (F,, N) pour tout F,[G]-module N
=0

Deuxiémement, dans notre cas X sera une surface K3, en particulier
HY(X,F,) = H3X,F,) = 0 et H*(X,F,)~H*(X,F,)~F,. 1l reste donc
uniquement a déterminer I'action de G sur H*(X, F,).

On obtient alors:

stp=2

sip >3



INTRODUCTION 3

Théoréme. Soit G = (Z/pZ)" qui agit sur X une surface K3 avec
XG0, Alors:

2 4 dimiy ) (H* (G5 H2(X, F3))) sip=2

dimg, HY(X%,F,) =
zi: w, ' 2 {2 + 27" dimg, (u,....u) (H*(G; H*(X,F,))) sip>3

(0)

L’idée de la these est de séparer la procédure qui nous amene a déter-

miner la cohomologie du lieu fixe en deux étapes:
e Pour tout F,[G]-module indécomposable M, déterminer la valeur de
dimH*(G, M)(O) )
e A chaque action de G sur une surface K3 associer la décomposition
en F,[G]-modules indécomposables de H?*(X,F,).
Dans [BNS] les deux étapes sont accomplies dans le cas n = 1 (i.e. G~Z/pZ),
alors que notre travail essaiera de garder un point de vue plus général, en
donnant une preuve alternative pour le cas n = 1, quelques considérations
sur les difficultés relatives aux autres cas, mais surtout notre objectif prin-
cipal sera de donner un traitement complet du cas p = n = 2, donc avec
G~ (Z/27)* le groupe de Klein.

Une classification pour ce cas est donnée par Garbagnati et Sarti [GaSar]
au moyen d’arguments géométriques ad hoc. Dans notre travail on utilisera
une stratégie entierement différente et algébrique, qui révele un nouvel in-
variant numérique lié a I’extension des réseaux et surtout fournira aussi des
résultats sur le lieu fixe.

Dans le Chapitre 1, nous nous occuperons de la premiere étape. En
utilisant la classification des F,[G]-modules dans le cas p = n = 2 nous
montrerons:

Théoréme. (1.3.11] Soit G~ (Z./27)*, M un F,[G]-module indécomposable,

alors:
0 si dimp, M pair

dimg, (uy up) (H™ (G, M) (0) = {1 si dimg, M impair
2

Malheureusement dans les autres cas il n’existe pas une classification des
modules indécomposables, ainsi il n’est pas possible donner des résultats
aussi forts. Nous donnerons par contre un résultat partiel: pour un F,[G]-
module M, on définit leadt(M) € Q la constante qui asymptotiquement
vérifie dim H' (G, M) . leadt (M )i"~1, alors:

Proposition. Soit M un F,[G]-module avec G~ (Z/pZ)", alors:

leadt(M)(n — 1)! sip=2

dimg oy H(G, M) ) =
ey o) (G M) {Q"Ieadt(M)(n—l)! sip>3



6 INTRODUCTION

Dans le Chapitre 2 nous exposerons la théorie des réseaux, dont 1’ap-
plication sera centrale dans le Chapitre 3. Tous les résultats du chapitre ne
seront pas utilisés dans la suite, en fait I'objectif sera plutot de fournir un
texte a suivre pour un cours introductif sur le sujet, par exemple dans le
cadre d’un cours de master. Mon impression, confirmée a 1’occasion de plu-
sieurs échanges entre collegues, est qu’il y a actuellement la nécessité d’'un
texte simple et riche en exemples qui présente le sujet: je ne peux pas dire
si cet objectif a été atteint ou pas, je me suis simplement limité a exposer
les arguments de la facon dont j’aurais aimé les écouter la premiere fois.

Ce chapitre ne contiendra pas de résultats originaux, exception faite pour
quelques preuves alternatives de résultats déja connus (par exemple que Eg
est le seul réseau unimodulaire pair de rang 8). Cependant, sa rédaction a
demandé un effort comparable a celui des autres chapitres et pas uniquement
a cause du fait qu’il est de loin le plus long des trois.

Dans le Chapitre 3 nous nous occuperons de la deuxieme étape, c’est a
dire associer & une action de G~ (Z/2Z)* sur une surface K3 X, la décom-
position de H?(X,F,) en modules indécomposables. L’outil principal sera
la théorie des réseaux, et en particulier la définition d’un nouvel invariant:

Définition. Soit R O L& --® L, une extension de réseaux, alors on note:

R
Kpg =
UL+ L

Soient donc Ags = H*(X,Z), ¢ et n deux involutions commutant de X
telles que ¢ soit symplectique et 7 non-symplectique, on note 7,- et T, les
parties invariantes du réseau sous l'action respective de ¢ et 7, alors on a
I’extension de réseaux:

Aks 2 (T-NTp) @ (THN T, ) @ (T NTF) & (T N T;)

Si on suppose que 'action de 7 soit triviale sur le groupe de Picard de X
on a T,» = NS(X). On obtient alors T+ N T,z = 0 et que les trois autres
réseaux sont 2-élémentaires (i.e. leur groupe discriminant est de la forme
~(Z/2Z)"). On pose ay,as, k € N tels que pour les groupes discriminants
on a Arnr,~ (Z/2Z)", Apari~= (Z/2Z)™ et pour Ky ,:

K~ (Z)22)"

Selon la définition donné ci-dessus, nous pouvons alors énoncer le résultat
principal de ce travail:

Théoréme. Soit X une surface K3, v et n deux involutions com-
mutant de X tels que v soit symplectique et 1 non-symplectique avec action
triviale sur N.S(X). Avec les notations expliquées plus haut, si X¢ # 0 alors
XY est une réunion de points (réduits) avec:

#XC = 16 —ay —as + 2k
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Donc le lieu fixe est donné uniquement par les réseaux invariants et leurs
orthogonaux, aussi que par la valeur de k, qui nous donne une information
supplémentaire sur comment ces réseaux « se recollent » entre eux.

Graces aux théoremes dits de Torelli, le parcours inverse est aussi pos-
sible: nous avons donc pu déterminer une liste d’invariants de réseaux pour
lesquels il existe un couple d’involutions commutant (respectivement sym-
plectique et non symplectique) qui les réalisent et donner le nombre de
points fixes prévus par le Théoréme [3.2.22 Les différents cas possibles ainsi
calculés sont listés dans les Tableaux [3.2.2 et 3.2.3]

Pour conclure, nous revenons a la géométrie, en donnant des exemples
de couples d’involutions commutant en utilisant les fibrations elliptiques et
en vérifiant géométriquement que le nombre de points fixes est effective-
ment celui prévu par le Théoreme [3.2.22] ce qui confirme I'importance de
I'invariant k& introduit.

Nous estimons qu’une des principales contributions de ce travail est de
montrer, une fois de plus, qu’il est possible d’obtenir des résultats géomé-
triques sur le lieu fixe en utilisant presque exclusivement, grace a l'action
combinée de la théorie de Smith et des théoremes de Torelli, des arguments
algébriques de cohomologie des groupes et de théorie des réseaux. Un sentier
qui, peut-étre, pourra dans le futur se montrer fructueux.

Je tiens a remercier Alessandra Sarti et Giovanni Mongardi pour les dis-
cussions tres formatrices sur les surfaces K3 et la théorie des réseaux et Alice
Garbagnati pour son aide dans la recherche des exemples géométriques.






Chapitre 1

Cohomologie des groupes

1.1 Qu’est-ce qu’est la cohomologie des groupes ?

L’objectif principal de ce premier chapitre est de prouver le Théoréme
1.3.11] qui constitue le premier outil utilisé dans ce travail dans 1'étude de
I’action du groupe de Klein sur une surface K3.

Nous en profiterons aussi pour introduire quelques résultats de cohomo-
logie des groupe (section 1), ainsi que sur les modules sur I'anneau F,[G]
(section 2), de fagon a donner un cadre que nous espérons étre clair et auto-
nome et ot enfin prouver les résultats qui nous intéressent (section 3). Dans
la section 4 nous présenterons une preuve différente, qui peut étre dans cer-
tains cas appliquée aussi pour G~ (Z/pZ)" avec p et n quelconques. Nos
efforts ont été particulierement destinés a essayer de donner une exposi-
tion la plus complete possible, en minimisant en méme temps les notions
introduites, les résultats admis et les pré-requis demandés au lecteur.

Dans ce chapitre tous les anneaux seront sous-entendus commutatifs
unitaires et tous les modules seront de type fini.

1.1.1 F,[G]-modules

Définition 1.1.1. Soit G un groupe, M un ensemble, on appelle action de
G sur M un morphisme de la forme:

ViGxM — M
(gym) — g-m

tel que 1(1g, ®) = Idy et que pour tous g1,92 € G, m € M, g1 - (go - m) =
(9192) - m.

De plus, si A est un anneau commutatif et M un A-module on dit que
l'action est A-linéaire (ou comme on verra dans la suite, que M est un
A[G]-module) si pour tout A\, u € A, my,my € M, g € G:

g+ (Amy + pma) = A(g-m1) + p(g - ma)
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Définition 1.1.2. Soit G un groupe, A un anneau. On définit I'algébre de
groupe A[G] comme le A-module libre ayant G’ comme base, A[G] := A(@) =
D,ec Ag avec la loi de produit interne donnée par:

AlG] x A[G] — A[C]
(Z: )\igiaz:ujhj) 0D Aiigihy

j=1i=1

Remarque 1.1.3. On vérifie facilement que pour un A-module M, avoir une
action A-linéaire de G et avoir une structure de A[G]-module sont deux
notions complétement équivalentes. Parfois un tel module est appelé aussi
plus simplement « G-module ».

Remarque 1.1.4. Tous les F,-espaces vectoriels ont une structure naturelle
de F,|G]-module, donnée par 'action triviale de G.

n
Dans la suite G sera toujours de la forme G~ (%) , P premier, avec une

action [Fj-linéaire sur M, ou M sera un [F,-espace vectoriel de dimension
finie. Donc on pourra voir M comme un F,[G]-module.

Lemme 1.1.5. Soit G~ (p%)n , p premier, avec une action F,-linéaire sur
M~TF,. Alors Uaction de G sur M est triviale.

Démonstration. 11 suffit de prouver le résultat dans le cas cyclique, donc
pour n = 1. Soit g un générateur de G, (g9) = G, comme M est un F,-
espace de dimension un l'action de g sur M ~[F, est donnée par le produit
par une constante & € [F,, donc g - m = km pour tout m € M~F,. Comme
G aordre ponag’-m=1g-m=m, mais ¢ -m = kPm = km = g - m.
En conclusion g - m = m et 'action de GG est triviale. O

1.1.2 Résolution libre

Définition 1.1.6. Soit M un R-module, une résolution libre de M est une
suite exacte:

dn dn d. d d
R SRS S S M0

avec F; un R-module libre. L’application ey est dit morphisme d’augmenta-
tion.

Dans la suite, pour les calculs de la cohomologie, on aura besoin dune
résolution libre de F, en tant que F,[G]-module. On commence par le cas
ou G cyclique:

Proposition 1.1.7. Soit p un nombre premier, G = Z/pZ = {(g). Soit
e : F,[G] — F, le morphisme de F,[G]-module donné par (1) = 1 (donc
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e(g") =g" -1 =1 pour tout i) et soit T = g — 1 € F,[G]. Alors on a la suite
exacte longue:

Tpfl —1

5 F G 3 FG) S F,G) S F,[G] > T, (1.1.1)

qui est une résolution libre de IF,.

Démonstration. Le morphisme ¢ est clairement surjectif, avec le noyau donné
par ker(e) € F,[G] . Comme (g — 1) € ker(e) et (¢ — 1) est un idéal maxi-
mal, on a ker(e) = (g — 1) = (7).

Ensuite, soient ¢, et ¢, »-1 les morphismes donnés respectivement par le
produit par 7 et 7P~ 1:

o, F[G] — F,[G]

a +—  ar
-1 1 F[G] — TF,[G]
a — arP!

Alors on vérifie facilement que Im(yp,) = (1), Im(pp-1) = (777!). On a

aussi:

omw1(r) = TP I7
= (-1
= (-1)=0

et donc ker(p,p-1) = (1) (car (1) est idéal maximal).

Il reste & montrer que ker(p,) = (7P7!): on a que 777! € ker(p,) car
0 (7P71) = p-1(7) = 0 et Im(p,) a dimension p — 1 comme F,-espace
vectoriel, donc ker(¢,) a dimension 1 et on peut donc conclure. ]

En appliquant la formule de Kiinneth ([Br, V]) on obtient la résolution
de [F, dans le cas général:

Proposition 1.1.8. Soit p un nombre premier, G = (Z/pZ)" = (g1, .- -, Gn)-
Soit € : Fy|G] — F, le morphisme de F,|G]-modules tel que (1) = 1, et
7, = ¢; — 1 € F,[G] pour 1 < i <n. Alors la suite:

- BE[G LB FG BF,[C” BF,G1" ST,

avec:

d; 1 F,[G" " — F,[G]™
Z Jirysin Z Pis...in
i1+ Fin=m+1 i1+ Fip=m
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et:
_ t141)- % €iq [ARREEE 7 €io
Rignin = (=D O a1 A (Z D) fi ot inTo s e
L o , ,
i1l in—1 AR in+1 €
+(_1) nfi17i27---7in71+17in7—7’l71 + (_1> ("L )fi17i27---77;n7177:7L+1T7Lln
1 St ] pair
€ = L .
p—1 sij impair

est une résolution libre de IFy,.

Remarque 1.1.9 (Cas n = 2). On examine de maniere détaillée le cas n = 2
en le prouvant indépendamment du résultat précédent, en utilisant les com-
plexes doubles. Soit donc G = (Z/pZ)*> = (g1, g2) ol g1 et go sont deux
générateurs de GG, donc G = G x Gy avec G; =< g; >. Alors on a:
FP[Gl} QF, IFP[GQ] — ]Fp [G]
f®h — fh

On définit 7; = ¢g; —1 et on considere maintenant le complexe double suivant:

‘T2 (=72) 2
Pl -
Fp[Gl] QF, ]FP[G2] <~ Fp[Gl] X, Fp[Gﬂ ~— Fp[Gl] QF, FP[GQ] ...
'Tg—l .(77_2}0—1) ‘Tg—l

! (~71)

F,[G1] ®, F,[Ga] <2 F,[G1] @F, F,[Ga] <— F,[G1] ®, Fp[Ga] —= ...

T2 (=72) )
1

F,[G1] @, Fy[Go] <" F,[G] @, Fy[Go] < — F,[G] @, Fy[Go] <" ..

Sur chaque ligne la différentielle agit comme dans la Proposition [1.1.7| sur
le premier terme du produit tensoriel et 1'identité sur le deuxieme, donc
chaque ligne est exacte (également pour chaque colonne). Donc le complexe
total:

da

F,[C1] ®5, F,[Ga] < (F,[G1] ©5, F,[Ca]) <2~ (F,[C1] ©5, F[Ca])”
(1.1.2)

défini par les morphismes:
e pour ¢ impair:

d;: (BlGi) @x, FylGal) " — (F,[Gi] @, F[Gal)
(fiy o fix1) = (AT + famo, for ™ = fomd 7 fim + fia )
® pour ¢ pair:
d;: (BlGi) @x, FylCal) " — (F,[Gi] @, Fy[Gal)’
(fiy oo fir1) = (AT = fam, fori + foid ', oo fim + 7S )
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est aussi une suite exacte.
Pour conclure, on a que Im(d;) = (g1 — 1,92 — 1) correspond au noyau
du morphisme d’augmentation e:

e : Fp[Gi] ®r, Fp[Ga] — Ty

1.1.3 Cohomologie des F,[G]-modules

Maintenant on peut utiliser une résolution libre de I, pour calculer la
cohomologie d'un F,[G]-module. Soit donc M un F,[G]-module et F* — F,
une résolution libre de F,:

dp, dn d: d d
TR S L S RS RS R 5T, 0

On applique le foncteur Hom(e, M) a la résolution:

€ Hom(Fy,, M) < 5 Hom(Fy, M) <2~ Hom(F,, M) +— 0
(1.1.3)
A priori le résultat n’est pas une suite exacte, mais il satisfait d,, ; o dy, = 0.
On peut donc en prendre la cohomologie, qu’on note:

ker(dy, )

H"(G,M) := Im(d:)

Définition 1.1.10. Soit F'* — [F,, une résolution libre de F, en tant que
[F,[G]-module, on appelle H"(G, M) := H"(Hom(F'"*, M)) le n-ieme groupe
de cohomologie de G a coefficients dans M.

Remarque 1.1.11. Comme une résolution libre est aussi une résolution pro-
jective, la G-cohomologie peut etre calculée en appliquant le foncteur Ext:

H*(G,M) = H*(Hompp[g](F.,M))
= Exty g (Fp, M)

Le résultat suivant [Br, 1.7.5] assure que la cohomologie d'un module est
définie indépendamment de la résolution choisie:

Théoréme 1.1.12. Soient F* — M et F'* — M deux résolutions libres
d’un module M, alors il existe un morphisme f : F* — F'* compatible
avec les applications différentielles et qui induit un isomorphisme f entre
les groupes d’homologie.

En plus, f est unique et ne dépend pas du choix de f.

L’exactitude a gauche du foncteur Hom implique que ker(dg) = ker(&j),
donc:
H°(G, M) = ker(g}y)~ Hom(F,, M)
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On a une définition alternative pour H°(G, M). On définit ME C M les
invariants de M de la fagon suivante:

MC :={m e Ml|g-m =mVg € G}
On a le résultat suivant:
Lemme 1.1.13. Soit M un F,[G]-module, alors:
H°(G, M)~Hom(F,, M)~M¢%
Démonstration. On considere le morphisme injectif:
vy : Hom(F,, M) — M
v = )

Alors Im(vy) € M€ car pour tout g € G g-p(1) = v1(g-¢) = ©(g-1) = ¢(1)
et pour tout m € M F,[G]-m = span(m)=~F, et définit donc un plongement
F, — M donc MY C Im(vy). O

Casn=1

On consideére le cas G = Z/pZ=(g), T = g — 1, on rappelle qu’'on a la
résolution libre:

LB F[G) 5 F,G) TS FG] B F, G S F, =0

avec p,(m) = 7-m et @p-1(m) = 7771 - m. Soit M un F,[G]-module, on
veut en calculer les groupes de cohomologie. On applique d’abord le foncteur
Hom(e, M):

§0*

. & Homg (F,[G), M) "¢ Homg (F,[G), M) & Homg (I, [G], M)

IFP[G] “or Fp [G]

i

On rappelle que si f € Homg (F,[G], M) alors ¢i(f) = f o, et qu'on a
’identification:

vy : Hom (F,[G], M) — M
foe f)

Donc on obtient le diagramme commutatif suivant:

*
¥ p—1

. <7 Homg (F,[G), M) < Homg (F, ], M) <“— Homg (F,[G], M)

o M M L M

Prp—1
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Et donc les groupes de cohomologie de M sont donnés par la cohomologie
de la suite:
e MEMTE MEM (1.1.4)

Lemme 1.1.14. Soit M = (77) un idéal de F,[G], avec 0 < j < p—1, alors
les groupes de cohomologie de M sont de la forme:

H'(G,M)~F, sij>1
H°(G, M)~F, et H (G, M)~0 pour i>1 si j =0
Démonstration. 11 s’agit donc de calculer la cohomologie de la séquence
<7‘J> = <7’J> e <T]> £ <7‘j> Pt <’7']>
e Pour j > 1 on a ker(pmp-1) = M = (77), Im(pp-1) = 0, ker(p,) =

(rP=1 Im(p,) = (7771), donc:

ker (@, p—1 7 . .
In(l‘ip ) ) - <7<_]+>1> ~[F, pour ¢impair
ker(p-)  (mP7)

Im(erp1) — (0)

e Pour j = 0 on a M=~(1)~IF,[G] et donc la suite coincide avec la résolu-

tion exacte de F,, donc la cohomologie est nulle sauf pour H(G,F,[G]) =
ker(p,)>F,,. O

H'(G,M) =

H(G, M) =

~IF,, pour 7 pair

Remarque 1.1.15. Choisir M comme idéal de F,[G] est en réalité la seule
possibilité si on demande que M soit indécomposable (comme on verra dans

le Corollaire [1.2.22] ).

1.1.4 Structure d’algebre
1.1.4.1 Cup-produit

Nous avons donc vu qu’a un F,[G]-module M on peut associer une suite
de groupes de cohomologie, qui par contre pour l'instant sont « non liés »
entre eux. On verra dans cette section qu’il est possible de regrouper la
cohomologie de M dans une algebre graduée.

Evidemment pour cela on a besoin d’un produit, que nous définirons en
deux étapes.

Soit donc M un F,[G]-modules, et F'* une résolution libre de F, en tant
que F,[G]-module. Par la formule de Kunneth [Br, V] F* ® F* est une
résolution de F,, en tant que G*-module.

On peut donc définir un morphisme de complexes:

(o x o) : Homg(F*, M) x Homg(F*,F,) — Homes ((F*)®*, M)
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qui pour chaque couple d’éléments est défini de la facon suivante:

(e x o) : Homg(F,, M) x Homg(F,,F,) — Homg: (F, ® Fs, M)
(u,v) = ()™ u®w

Ce morphisme se révele étre compatible avec les différentielles [Brl, V.2]
et donc il induit un produit (appelé cross-product) entre les groupes de
cohomologie:

(o x o) : H'(G, M) x H(G,F,) — H™**(G* M)

Le cross-product ne suffit pas a définir une structure d’algebre sur la coho-
mologie de M, car il prend ses valeurs sur la cohomologie de M vu comme
F,[G?]-module: il faut donc revenir a la cohomologie sur G.

D’abord on remarque que tous les F,[G?]-module possédent aussi une
structure naturelle de G-module, induite par 'application diagonale G —
G x G, g (9,9). Donc, si F* ® F* est une résolution libre de I, en tant
que F,[G?*|-module, elle est aussi une résolution libre de F, en tant que
F,|G]-module.

Donc F* — F, et F'* ® I'* — [, sont deux résolutions de F,: par le
Théoréme il existe alors un morphisme A : F'* — F* ® F* compa-
tible avec les différentielles et qui induit un isomorphisme entre les groupes
d’homologie: on appelle approzimation diagonale un choix de A.

Déterminer une formulation explicite de A n’est pas en général un pro-
bleme trivial, en tout cas pour G cyclique d’ordre premier on a le lemme
suivant [Bi]:

Lemme 1.1.16. Soit G~Z/pZ, alors une approzimation diagonale est don-
née par les morphismes A, 5 : Frig — F,. ® Fy définis comme:
1®1 pOUT T PAIT
As(l)=41®yg POUT T TMPAIT, S PALT
Yo<icj<p19' ® ¢’ pourr impair, s impair
A partir de A on obtient l'application duale:
Ay i Home:(F, ® Fy,, M) — Homg(F,4,, M)
fo= fol
A* commute avec les applications différentielles et passe donc a la coho-

mologie. On peut alors la composer avec le cross-product afin d’obtenir une
action sur la cohomologie:

Définition 1.1.17. Soit M un F,[G]-module, on appelle cup-produit le
morphisme:
eUe: H'(G,M) x H*(G,F,) — H"(G,M)
(u,v) +— A% (ux0v)
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Le cup-produit définit un produit interne sur le F,-module H*(G,F,) =
@D;>0 H (G, F,) qui lui donne une structure d’algebre graduée.

De plus, si M est un F,[G]-module, le cup-produit induit sur H*(G, M)
une structure de H*(G,F,)-module. C’est cette structure qui sera notre
sujet d’intérét dans la suite.

1.1.4.2 Casn=1

Comme d’habitude on commence par étudier le cas cyclique, G~Z/pZ.

Soit F* — IF, la résolution libre vue dans . On rappelle qu’il
existe un isomorphisme entre M et Hom(F,|[G], M) donné par vy : ¢ —
©(1) , donc on peut identifier a, € Hom(F,,F,), ms € Hom(F;, M) avec
n(ar) == a,(1) € F, et v1(m,) :=ms(1) € M. Avec cette identification le
cup-produit devient:

H"(G,F,) x H*(G, M) H™(G, M) (1.1.5)

| |

F, x M M

(ap,mg)t a, Umg

| |

(r1(ar), vi(my)) ——— (=D)AL (1 @ D (ar)vi (ms)

ou on peut réécrire 'application diagonale sous la forme:

1 pour r pair
Ar(1®l)=qg=71+1 pour 7 impair, s pair
—gtP72 = —7P=2 — P71 pour r impair, s impair

ou la derniere équivalence vient de:

Y. g =g+2 +.+(p-1Dg' T = gt

0<i<j<p—1

Passons maintenant & la cohomologie, soit donc M = (77) avec 1 < j <
p—1(si j =0 alors M~F,[G] et la cohomologie est nulle exception faite
pour H?). On rappelle que:

ker(pr) _ ()
m(e,) (1)

, ker(p, p—1
H'(G,M) = er(er) = (r >:IE‘p pour ¢ pair

Im(ps)  (0)

H'(G, M) =

~[F, pour ¢ impair
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Pour tout i, on choisit 3; € H(G, M) de la forme f3; := 74 si i impair
et B; := 771 si ¢ pair, en particulier span(8;) = H'(G, M). De la méme
fagon, on note o; € H'(G,F,) de la forme «; := 1 (on remarque que si
M~ (rP=1) ~F, alors o;; = [3;)

En appliquant (1.1.5) on trouve:

(878 U Bs = (_1)T8A*(a/r & ﬁs)
= (F)"A(1®1)p,

On considere les différents cas séparément:
e Sir pair et s pair, alors a, U3, =1-1-7P L =71 =3, carr+s
est pair et donc 7P~1 est un représentant de [, ;
e Si 7 pair et s impair, alors a, UBs =1-1-79 =7/ = B,,, car r + s
est impair et donc 7/ est un représentant de S, ;
e Sirimpair et s pair, alors: a,UBs = 1-(7 + 1)-7P~1 = 7P~ 1477 = 7p-1
car 77 = 0. On a deux cas:
T Tp71:5r+s sij=p—1;
— Pl =0sij<p—1.
e Si 7 impair et s impair, alors: a, U 8, = (—=1) - (=771 — 7772) . 7J =
TP=1+5 4 7P=2+) = 7P=2+J ou le dernier passage descend de j > 0. On
a aussi deux cas:
T Wzﬁrﬁs sij=1;
B = (sif > 1.
Donc en résumant:

o, U B S pair s impair
r pair ﬁr—f—s /8T+S
7 impair Br—i—s si j =p—1 ﬁr-&-s S.i J=1
0 sinon 0 sinon

TABLE 1.1.1 — Cup produit sur les modules de cohomologie

Il suffit maintenant d’utiliser le Tableau [I.1.1] pour déterminer la struc-
ture d’algebre/module de H*(G, M) dans les différents cas:

Proposition 1.1.18. Soit G = 7Z/27Z, M~F, vu comme Fy[G]-module.
Alors sur H*(G,Fs) le cup-produit induit une structure d’anneau:

1/)2]F2[U] é H*(G,Fg)

Démonstration. On a M~ (1) ~F,, c’est alors le cas j = 1 = p — 1, donc
pour toute valeur de r,s on a a,. = 3, et 3. U s = B,1s, ce qui correspond
a la loi du produit dans 'anneau des polynémes a une variable Fylu]. [
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Proposition 1.1.19. Soit G = Z/pZ avec p > 2, M~F, vu comme F,[G]-
module. Alors sur H*(G,F,) le cup-produit induit une structure d’anneau
de la forme:

v N\(o) ®r, Fpl2"] — H*(G,F,)
1@z — By
c@z2" = Ba

ot N\(o) est lalgébre extérieure engendrée par o, i.e. \(o)~

Démonstration. On a M~ (7P~1) ~TF,, c’est alors le cas j =p — 1 # 1 donc
pour toute valeur de r,s on a «, = (3, et:

e 5, UfB, =0siretssont impairs;

e (.U pBs = [is sinon.
1 est donc un isomorphisme d’anneaux. O]

Remarque 1.1.20. L'utilisation de la variable z? (en lieu de u) dans 'anneau
de polynomes F,[2?] est pour rendre plus lisible la correspondance entre le
degré en cohomologie et le degré dans 'anneau des polyndémes.

Proposition 1.1.21. Soit G = Z/pZ avec p > 2, M~ (77) avec 1 < j <
p — 1, si on identifie H*(G,F,) avec \(o) ®r, Fy|2?] alors le cup-produit
induit sur H*(G, M) une structure de H*(G,F,)-module de la forme:

vio@ (F2]@F,[2)) = H'(G M)

o (ZZi, O) — ﬁgi
c®(0,2%) = fan

Démonstration. Par la proposition précédente on peut voir H*(G, M) comme
un (/\(0’) ®F, ]Fp[zz])—anneau. Comme 1 < j < p—1T'action est donnée par:
e Si r impair et s pair alors «, U 35 = 0, qui au travers de 1 devient:
(c®2z"1) (o ®(2%,0)) =0;
e Si r impair et s impair alors a,. U s = [,.4, qui au travers de ¢
devient: (¢ ® 2" 1) (0 ® (0,2°71)) = 0;
e Sir pair et s pair alors «,. U B, = [,4s, qui au travers de ¢ devient:
182 (0@ (%,0) = 0 @ (7,0
e Sir pair et s impair alors a,. U8y = 5,44, qui au travers de ¢ devient:
1®z")(c®(0,2°71) =0 ® (0, z571).
m

Proposition 1.1.22. Soit G = Z/pZ avec p > 2, M~ (1), si on identi-
fie H*(G,F,) avec \(s) ®r, Fp[2?] alors avec le cup-produit H*(G, M) est
isomorphe a Uidéal (1® 22,0 @ 1) < N(o) ®r, F,[2%], dans le détail:
(1 <1®u2,a®1> = H*(G, M)
1®2" —  fa
o ZZi — 6%
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Démonstration. En suivant le Tableau [1.1.1} on obtient pour j = 1:

e Si r impair et s pair alors o, U 8, = 0, qui au travers de v devient:
(021 (0®2%)) =0;

e Si r impair et s impair alors a,. U s = [,15, qui au travers de ¢
devient: (0 ® 2" 1) (1 ® 25T!) =0 ® 2°T";

e Si r pair et s pair alors a,. U B, = (5,14, qui au travers de 1 devient:
(1®2)(0c®2%) =0 25",

e Sir pair et s impair alors U3y = 3,1, qui au travers de 1 devient:
(1 ® ZT) (1 ® zs+1) =1 ® Zs+7"+1.

m

En résument on obtient:

(H (G () [j=0]j=1[1<j<p-1] j=p-1 |
P = 2 IFQ ]FQ u / IFQ[U]

p=3 F, [(52%) ] (@(s) |[Fplz?]®As)
Remarque 1.1.23. Dans [BNS| Prop. 2.3] on affirme que si j > 1 alors

H*(G,{(17))~H*(G,F,). D’apres les Propositions [1.1.21} [1.1.22] cela n’est
pas complétement exact, mais ga reste vrai que H*(G, (77)) est un F,[2%]-
module libre, donc le calcul des modules de torsion associés reste inchangé.

En plus le cas 1 < 5 < p — 2 n’intervient jamais dans le calcul du lieu fixe.

En appliquant la formule de Kunneth au cas cyclique on peut obtenir
I'anneau de cohomologie dans le cas général (voir [CTVZ, Prop. 4.5.4]):

Proposition 1.1.24. Soit G~ (Z/pZ)" ,alors:

Folug, ..., up) sip=2

H*(G,F,)~
(5 {Fp[z%,...,zz]@A(sl,...,su ip>3

ol 21,u;,S9 interviennent en degré 1 dans la cohomologie.

Remarque 1.1.25. Soit R la partie polynomiale de H*(G,F,), donc R =
Fplus, ..., u,] (avec u; = 27 si p > 3), alors H*(G,F,) est une R-algebre
et en particulier pour tout F,[G]-module M, H*(G, M) est un R-module.
Attention que dans ce cas le degré en cohomologie de u; sera 2 si p > 3.

1.2 L’anneau F,|G]

1.2.1 Propriétés principales

Vu qu'une action de G sur un [F,-espace vectoriel est équivalent a un
module sur l'anneau F,[G], il s’avere fondamental de mieux détailler les
propriétés de cet anneau.

D’abord on fait un changement de notation, pour alléger les calculs dans
la suite:
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Définition 1.2.1. Soit p premier, n € N*, on note:

et A, = A}D.
On vérifie facilement que AP~AS" et que:
Lemme 1.2.2. Soit G~(Z/pZ)" avec p premier, alors:
F,[G]~=A)
Démonstration. Comme F,[G] a caractéristique p on a:

F |G| =~ P
»[C] (F—1,...9n —1)

- Fplgi, - - - gnl
(g =17, (gn = 1)F)
et on pose x; = g; — 1 pour obtenir I'isomorphisme recherché. O

Dans la suite on utilisera parfois, selon le contexte, A} au lieu de FF,[G],
surtout quand une notation différente sera plus pratique.

Lemme 1.2.3. A’Z est un anneau artinien local avec idéal maximal m =
(T1,...,7,) avec dimp, AD = p".

Démonstration. m = (x1,...,2,) est un idéal maximal car A7 /m~F,. Soit
p C A un idéal premier, pour tout i on a x; € p car élément nilpotent, alors
m C p mais m est idéal maximal et on a donc I'égalité et A} est local. Une
base de A} en tant que IF), espace vectoriel est donnée par les monomes du
type z}' .. .aimavec 0 < 4; < p—1, donc on a un total de p™ choix possibles
pour les indices (i1,...,i,). A} a alors dimension finie p" et en particulier
est artinien. 0

Remarque 1.2.4. Soit M un Ap-module, alors Homg, (M, F,) hérite aussi
une structure de A7-module donné par (a- ) (m) = ¢(a - m) pour tout
m € M, a € A}, ¢ € Homg,(M,F,). On peut donc voir, avec abus de
notation, Homg, (e, F,) comme un foncteur de A —Mod contravariant dans
lui méme.

Lemme 1.2.5. On a lisomorphisme de A}-modules:

Aj~ HomFP(AZ, F,)
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Démonstration. Soit B = (fi,..., f;») une base de A} donnée par les mo-
nomes en degré croissant (par exemple dans un ordre lexicographique gradué

2 -1 p—1 _ p—1_p—1 -1
(Tpy Ty + ooy 1, Ty T T, - - -, b o)) alors fn = ah ookl

On considere I'application § : A — ), donnée par la projection sur
span(f,n) (par exemple sin =2 et p =5 on a &(x1 + 229 + 3zix3) = 3), on
définit:

o: Ay x Ay — T,
(r;s) = &(rs)

Comme ¢ est une application linéaire et A une Fj-algebre commuta-
tive, on obtient que o est une forme bilinéaire symétrique. Donc on a une
application linéaire:

YAy — Hom(A},F,)

P
r = o(re)

On vérifie facilement que 1) est aussi un morphisme de Aj-modules, il
reste donc & montrer que v est une bijection.

Comme v est un morphisme entre espaces de la méme dimension, il
suffit de montrer que ¢ est injective: soit donc 0 # r € A}, on veut montrer
que Y(r) # 0, i.e. il existe s € A7 tel que Y(r)(s) = o(r,s) = £(rs) # 0.

Soit 7 = A fi + -+ A\ fpn avec \; € F,, la décomposition de r en
monodmes et i tel que \; # 0, f; = 'x% ... . Si on pose fi = o/ f =

azzf_il_la:g_iQ_l; cakm L on a fif; = ot 2Pl = fn et pour j # i soit
Jifj = 0, soit fif; :~fk # for. Done fir = py fi+- - -+ pin frr avec p, = A # 0
et en particulier £(f;r) # 0. O

Définition 1.2.6. Un anneau R est dit injectif (ou auto-injectif) si R est
injectif en tant que R-module.

On énumere dans la suite quelques propriétés des AP-modules [Lal, §15-
16]:

Proposition 1.2.7. Soit M un Aj-module, on note M* := Hom n (M, A}).
On a les résultats suivants:

1 M*~Homg,(M,F),)

2 M~M**;

3 dimp, M = dimg, M* ;

4 Le foncteur (8)" = Homap (e, A7) est exact

5 Fr~lF,

6 Ay ~Ap

7 M indécomposable si et seulement si M* est indécomposable ;
8 Ay est injectif

9 M plat <= M projectif <= M libre <= M injectif.
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Démonstration. 1) Par le Lemme et 'adjonction tensor-hom on a:

M* =~ Homun(M, A})

Hom 4» (M, Homg, (47, F,))
Homp, (M ®an Ay, Fp)
Homg, (M, F))

12

12

12

dans la troisieme équivalence I'anneau relatif au produit tensoriel et
I’anneau relatif a Hom s’échangent grace a I’adjonction. On obtient donc un
isomorphisme de A7-modules.

2-4) Viennent directement du fait que par le point 1) les foncteurs
Hom sy (e, A7) et Homp, (e, F,) sont naturellement équivalents (on rappelle
la Remarque et que M est un Fp-espace vectoriel de dimension finie.

5) On a Fy~Homg, (F,,[F,) donc c’est un Aj-module de dimension un
sur F,, avec action trivial de AJ.

6) En appliquant le Lemme et le point 1) on obtient:

AP~ Homg, (A}, F,)~A7" .

7) Soit M~U, & U, avec U; # 0, alors M*~U; @ U; est aussi une décom-
position avec dimg, U = dimg, U; # 0. Donc M™ indécomposable implique
M indécomposable, mais par le point 2) on a aussi M**~M indécomposable
implique M* indécomposable.

8) Conséquence immédiate du point 4.

9) On a M plat <= M projectif <= M libre car A} est un anneau
artinien local. Comme Aj est injectif alors M libre = M injectif. Réci-
proquement, soit M un module injectif, alors par dualité M* est un module
projectif et donc libre, donc M~M™** est libre aussi. O

On donne quelques résultats simples qui nous seront utiles dans la suite:
Lemme 1.2.8. Soit M un Aj-module, on identifie x; € A} avec l'action
induite sur M, z; : M — M, x;(m) = x;m, alors:

1 mM~Im(zy) + -+ Im(z,)
2 M%~ker(x;) N -+ Nker(z,)

3 %:M ®F,

4 (ar) = (1)°
5 M~ (MC)

mM*

Démonstration. 1-2) viennent directement de la définition de
mM = (z1,...,7,)M et de MY :={m € M|(x; — 1)m =m, 1 <i < n}.
3) Comme A7 est un anneau local avec corps résiduel F, on a:

M A
— ~ M P
mM © mM

~ M®F,
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4) En appliquant I’adjonction tensor-hom sur le point 3) on obtient:

M *

- ~ (F,® M)*
(m]\/[) (F, ® M)
HOHIA;L (Fp ®Ag M7 AZ)
Hom n (F, Homan (M, A7)
Hom([F,, M*)
~ (M*)G

12

12

12

5) On le montre en remplagant M par M* dans le point 4) O]

1.2.2 Modules de syzygie

Définition 1.2.9. Soit R un anneau local et M un R-module fini. Soit
(mq,...,mp) un ensemble minimal de générateurs de M (par le lemme de
Nakayama b = rang (M/mM)) et on considére le morphisme € : R® — M
qui envoie la base canonique sur l’ensemble des générateurs de M. Alors
QLM = ker(e) est le (premier) module de syzygie de M:

0—=Q'M RS M—=0

Plus généralement, pour tout i € N, si Q'M est le i-eme module de
syzygie alors on note: ' .
Q=0 (M)
le module de syzygie successif. Par convention on pose Q°M = M.

A priori la définition semblerait dépendre du choix du systeme de géné-
rateurs, mais en fait cela n’a aucune importance:

Proposition 1.2.10. Soit R un anneau local et M un R-module fini, alors
QMM est indépendant du choix des générateurs.

Démonstration. Soient (xy,...,2,) et (Y1,...,Yn) deux ensembles de gé-
nérateurs/rgi/nimaux de M associés respectivement aux modules de syzygie
QM et Q'M, on montre qu’ils sont isomorphes.

Si les (z;) sont des générateurs, alors les (y;) sont obtenus par combi-
naisons linéaires, donc il existe une matrice A a coefficients dans R tel que
A-(z1,...,2) = (Y1, -, Ym), et le produit par A définit alors une surje-
tion M — M. Soit p la projection sur M /mM  alors le morphisme passe au
quotient et il est défini par le produit par la matrice A & coefficients dans
k= R/m.

Par le lemme de Nakayama (7;) et (7;) sont deux bases de M/mM, donc
m = n = dim,(M/mM) et le rang implique que le produit par A est un
isomorphisme.

M o M
S

N~ M =~ N~y M
Koo~ K e
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La matrice A est alors inversible, donc det(A) = det(A) # 0 ce qui implique
que det(A) € R\m est inversible dans R car c’est un anneau local. A est

donc inversible aussi et définit un isomorphisme entre QM et QL. ]

Si R est auto-injectif, c’est intéressant de définir le module de co-syzygie
aussi:

Définition 1.2.11. Soit R un anneau local injectif et M un R-module fini.
Soit n : M < R° une injection telle que que ¢ € N soit minimal (par la
Remarque [1.2.12| ¢ = rang (MG)) Alors Q7'M := coker(n) est le module
de co-syzygie de M.

0-M5R - Q7'M —=0
Pour tout 7 € N, si Q7¢M est le i-iéme module de co-syzygie alors on note:
Q=071 Q7' M)
le module de co-syzygie suivant.

Remarque 1.2.12. Soit ¢ € N valeur minimale telle qu’il existe une injection
n: M — R alors par dualité c est la valeur minimale pour laquelle il existe
une surjection n* : R® — M*, donc ¢ = dim (M*/mM*) = dim (MG) par le
Lemme [[.2.8

On énonce quelques propriétés du module de (co-)syzygie [Cr]:

Lemme 1.2.13. Soit M un module sur un anneau R local injectif (dans
notre cas R = AP ). Alors pour tout i € 7Z:

1 (YM) =Q7 M~ ;

2 V(M @ N)~Q (M) ® Q(N) ;

3 M~QUQ'M) @ F ou F est un module libre ;

4 QM) =0 si et seulement si M est un module libre ;

Démonstration. 1) On procede par récurrence. Si i = 0 ’énoncé est trivial,

pour i > 0 soit R = QiM avec b; minimal, on a alors la suite:
0— Q™M — R 5 Q'M—0
en dualisant on obtient la suite:
0— (QZM)* % Rb (Qi“M)* -0
mais comme b; est minimal on a (Q1M)" ~Q~! ((QZM)*) Par hypothese

de récurrence (QV'M)" ~Q~"M* donc (M) ~Q~"""1M* ce qui prouve
I’énoncé pour ¢ > 0. Il suffit de dualiser pour le cas 7 < 0.
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2) Le résultat découle immédiatement de I'indépendance du choix des
générateurs dans le calcul du module de syzygie.
3) Il suffit de prouver le résultat pour i = 1. Soit ¢ valeur minimale

telle qu’il existe une injection M A R°, on a donc la suite 0 — M 5 R¢ %
QM — 0.Si(ey,...,e.) est la base canonique de R¢, alors (g(ey), ..., g(e.))
est un ensemble de générateurs de Q~'M. Par le lemme de Nakayama il
existe un sous-ensemble de générateurs (g(e;, ), - .., g(e;,)) de cardinalité mi-
nimale b avec b = dim(Q ' M/mQ~*M). Donc il existe une décomposition
R°~Rb @ R avec gre = QM surjectif. Par le lemme du serpent on
obtient le diagramme commutatif:

0 { M Rt @ R L Q-Y(M) ——>0
F £l J—
0 0 0

avec F~R°"* module libre. Donc 0 — Q' (™M) - M — F — 0, mais
F libre implique F projectif, donc la suite scinde et M~Q! (Q~1M) & F.

4) Si M est un module libre alors M~R* et on vérifie facilement que
Q'R* = (F'R* = (. Réciproquement, soit M tel que Qi(M) = 0, alors
QL(Q1M) = 0 et il existe donc une surjection R® — Q1M avec ker(e) =
0, donc Q1 (M)~R? et donc soit M = 0 soit M est un module libre.  [J

Définition 1.2.14. Soit R un anneau artinien local injectif, un R-module
M est dit libre de projectifs s’il n’existe aucun morphisme injectif R — M.

Remarque 1.2.15. Comme R est injectif, s’il existe une injection R — M
alors il existe un R-module M’ tel que M~R & M’. Comme on verra plus
tard, la décomposition en modules indécomposables est unique, donc un
module est libre de projectifs si et seulement si R n’apparaisse pas dans sa
décomposition.

Si M est un module libre de projectif, alors Q~1(Q'(M))~M, donc le
syzygie et le co-syzygie deviennent deux opérations inverse 'une de l'autre.
De plus, comme on peut prendre les modules de syzygie successifs, on peut
associer a M une famille infinie de modules sur le méme anneau. Donc on
peut affirmer que pour un anneau R artinien local injectif, les syzygies et le
co-syzygies définissent une relation d’équivalence sur les R-modules libres
de projectif (en fait on peut facilement étendre cette relation a tous les
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R-modules, en posant comme équivalent deux modules qui ont la méme
décomposition aux termes libres pres).

Deux modules qui partagent la méme classe d’équivalence partagent
aussi des autres propriétés, comme:

Lemme 1.2.16. Soit R un anneau artinien local injectif et M un R-module
libre de projectif. Alors pour tout i € Z, M est indécomposable si et seule-
ment si UM est indécomposable.

Démonstration. Soit M~U; ® Uy avec Uy et Uy non libres et non nuls, alors
par le Lemme Q' M~Q (Uy) & Q' (Uy) avec Q'(U;) # 0 et non libre,
donc QM indécomposable implique que M est indécomposable aussi. Pour
I'implication inverse, on a M~Q~(Q2*M) car M est libre de projectif, donc
Q= (Q*M)~M indécomposable implique que QM est indécomposable. []

Pour conclure on énonce une derniere propriété qui constitue la raison
principale (mais pas la seule) de s’intéresser aux modules de (co-)syzygie

d’un F,[G]-module.
Lemme 1.2.17. Soit M un F,[G]-module, alors pour tout 0 < j <i:
HY (G, M)~H"(G,Q M)
En particulier:
H(G, M)~ (27 M)"

Démonstration. 11 suffit de prouver ’énoncé pour j = 1. Soit ¢ minimale
telle qu’il existe M Z R, On considére la suite exacte:

0= M—=TF,G—=Q'M—0
En appliquant le foncteur H*(G, ®) on obtient la suite exacte:
0— H(G,M)— H°(G,F,[G]°) = H(G,Q'M) - H'(G,M) — H'(G,F,[G])

mais H°(G, M)~H°(G,F,[G]°)~F¢ par le Lemme|l.2.12 et H*(G,F,[G]°) =
0 pour s > 1 car F,[G]¢ est un module libre. Donc pour tout ¢ > 1 il ne
reste que:

H™YG, Q' M)~H (G, M)

En particulier si j = i on obtient H' (G, M)~H°(G, Q™" M)~(Q~'M)% oun
on applique le Lemme pour la derniére équivalence.
m
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1.2.3 Classification des modules sur F,[G]

On s’intéresse a déterminer les différentes possibilités pour un module de
type fini sur A} dans l'objectif de pouvoir idéalement en donner une liste.

Soit M un F,[G]-module fini, alors on a deux cas: soit M se décompose
comme une somme de deux modules non nuls, soit M est indécomposable.
En répétant la procédure, comme M est aussi un [F,-espace vectoriel de
dimension finie, il s’ensuit que tout F,[G]-module fini se décompose comme
une somme finie de F,[G]-modules indécomposables.

Mais cette décomposition est-elle unique? Pour un anneau R dont les
modules ont une décomposition unique on dit que R a la propriété de
Krull-Schmidt, plus précisément [Ben| 1.4.2]:

Définition 1.2.18. Un anneau R possede la propriété de Krull-Schmidt
si pour tout choix de (M;),(N;) familles finies de modules indécomposables
sur R telles que:

1 j=1

)

alors n = m et il existe un ré-arrangement des N, tels que M;~N; pour tout
i

Il se trouve que tous anneaux artiniens possedent la propriété de
Krull-Schmidt pour les modules de type fini [Ben, 1.4.6]. Comme F,[G] est
un anneau artinien, cela s’applique a notre cas.

Par conséquent, le probléme de déterminer tous les F,[G]-modules se ré-
duit a la classification uniquement des F,[G]-modules indécomposables en
classes d’isomorphisme, ce qu’on appelle la représentation de IF,[G]. Malheu-
reusement une telle classification n’est pas toujours réalisable. Plus précisé-
ment, pour un anneau de la forme k[G] (avec k infini) trois cas se présentent
[Ben|, 4.4.1]:

e Il existe un nombre fini de modules indécomposables sur k|G| qu’on
peut énumérer. Dans ce cas, qui est généralement le cas plus simple,
on dit que k[G] a représentation finie;

e Sinon k|G| a représentation infinie et on a deux sous-cas:

— Pour chaque d > 1, le modules indécomposables de dimension
d sont classifiés par un nombre fini de familles a un parametre.
Plus précisément, une famille a un parametre est un ensemble de
k[G]-modules de la forme:

M
M= { )

avec M un k[G] — k[T]-bimodule de type fini et libre en tant que
k[T]-module. En simplifiant, un module est donc identifié pour
quelque parametres discrets et un parametre continu (comme par
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exemple dans la réduction de Jordan). Dans ce cas, qui est géné-
ralement plus compliqué, mais traitable, on dit que k|G| a repré-
sentation modérée ;
— La classification demande au moins une famille a deux parametres
ou plus. Dans ce cas classifier le modules indécomposables sur
F,[G] est au moins aussi complexe que donner une classifica-
tion des modules sur Ialgebre libre & (X, Y'). Plus précisément, il
existe un k[G]—k (T4, Ty)-bimodule M libre en tant que k (X, Y')-
module tel que le foncteur M ®yx vy ® de la catégorie de k (X, Y')-
modules de type fini a celle de k[G]-modules préserve 'indécom-
posabilité et la classe d’isomorphisme.
Dans ce cas, qui est dans un certain sens « sans espoir », on dit
que k[G] a représentation sauvage.
Comme F,, est un corps fini, il s’ensuit par une simple considération de car-
dinalité qu'il existe au plus un nombre fini de F,[G]-modules de dimension
donnée, mais pourtant aucune classification est connue pour n > 2 (sauf
pour le cas p =2 et n = 2).
La raison est plus claire si on remplace F, par un corps k toujours de
caractéristique p mais cardinalité infinie. En fait, dans ce cas on a le résultat
suivant [Benl, 4.4.4]:

Théoréme 1.2.19. Soit k un corps de cardinalité infinie et caractéristique
p et G=(Z/pZ)™ , alors:

o k[G] a représentation finie sin = 1;

e k|G| a représentation modérée sip =2 etn =2;

e k[G] a représentation sauvage sinon.

Apparemment, dans le cas « sauvage », 'avantage d’une cardinalité finie,
méme si théoriquement elle rend possible de donner une classification en un
temps fini, ne simplifie pas le probleme conceptuellement, qui reste donc
aussi insurmontable que dans le cas infini.

C’est donc la raison pour laquelle on se limitera dans notre travail au
cas n = 1 (qui est déja présent dans [BNS]) et au cas G=~ (Z/27)* (groupe
de Klein).

Une éventuelle généralisation aux autre cas serait difficilement réalisable
en passant par une classification de [F,[G]-modules, elle devrait d’une fagon
ou d’une autre passer cette étape.

1.2.3.1 Casn=1

Proposition 1.2.20. Soit M un A,-module indécomposable, AP:%&T;. Alors
M est de la forme M~F,[x]/ (x?) avec 0 < j < p.

Démonstration. Soit M un Ap-module indécomposable, alors M est aussi
un module indécomposable sur 'anneau des polynémes FF,[z] et par la clas-



30 CHAPITRE 1. COHOMOLOGIE DES GROUPES

sification des modules sur les anneaux principaux, M est de la forme:

Fpla]
M=)

Comme M est un A,-module, on a 2PM = 0 qui implique que a|zP, donc
a =27 avec 0 < j < p. O

De facon équivalente on peut voir M comme un idéal de A,, qui est la
forme utilisée dans la sous-section [[.1.4.2k

Lemme 1.2.21. Soit 0 < j < p, alors:

MN <xpfj>
(2) (@)

Démonstration. Soit m la projection:

(z~)
(27)

a — azP™

7 Fp[z]

alors ker(m) = (27) et le résultat vient du premier théoréme d’isomorphisme.
0

Corollaire 1.2.22. Soit M un A,-module indécomposable, A,~
M est de la forme M~ (27}, ou (27) < A, avec 0 < j < p.

%E“;} . Alors

1.2.32 Casn=2,p=2

Dans la suite on consideére le cas G=~(Z/2Z)?, le groupe de Klein. La
classification des modules dans ce cas est le résultat du travail de plusieurs
personnes, qui ont affronté le probleme dans des époques et avec des points
de vue différents entre eux (dans [CB| ou I’histoire de la preuve est re-
tracée, les auteurs attribués sont Kronecker, Weierstrass, Basev, Gelfand,
Ponomarev, Conlon, Heller, Reiner et Benson).

Dans la suite nous nous limiterons a donner la preuve uniquement dans
le cas des modules impairs, renvoyant le lecteur intéressé & [Ben| ou [CB]
pour le cas pair.

On commence par lister les cas les plus simples:

e [y est le seul module de dimension un;

e A3 est le seul module indécomposable libre et a dimension 4.
On peut donc exclure ces deux cas dans la suite et en particulier choisir M
libre de projectif:

Lemme 1.2.23. Soit M un A3-module. Alors M est libre de projectifs si
et seulement siVm € M, xy-m =0
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Démonstration. Soit m € M tel que zy - m # 0, alors 'application f :
A2 — M tel que f(1) = m est injective, car pour tout a € A3, a | xy et
donc f(1) # 0 implique que f(a) # 0 aussi.
Réciproquement si M n’est pas libre de projectifs alors il existe une
injection f: A2 < M, donc zy - f(1) = f(xy) # 0.
[

On peut voir un module M comme un Fs-espace vectoriel et x,y : M —
M des endomorphismes tels que z oy = yox = 0. Donc si M est libre de
projectifs on a Im(y) C ker(x) et Im(x) C ker(y) (on a aussi Im(z) C ker(z)
et Im(y) C ker(y) car 22 = y> = 0). On rappelle que par le Lemme [1.2.§]
mM = Im(z) + Im(y) et MY = ker(x) N ker(y), donc en particulier on a
mM C MC. Par conséquent les morphismes x,y passent au quotient et on
obtient:

M

T
T : mM
y

Donc on peut toujours associer a un module libre de projectifs un couple
de morphismes entre deux Fy-espaces vectoriels. Réciproquement, si f, g :
V' — W sont deux applications linéaires, on peut se ramener au module
V @ W ou laction de A2 est donnée par x - (v,w) = (0, f(v)) et y - (v,w) =
(0, g(v)). Pour résumer:

Proposition 1.2.24. Soit M un A3-module libre de projectif, alors M est
complétement identifié par le couple d’applications linéaires T,y : M /mM —
mM, et pour tout couple d’applications linéaires f,g : V — W il existe un
module M identifié par f et g.

Classifier les modules sur A2 est alors un probléme complétement équi-
valent a celui de classifier les paires de matrices a valeur dans Fy par équi-
valence simultanée. C’est d’ailleurs dans ce contexte que Kronecker avait
originairement approché le probleme.

On donne ici une reformulation légerement différente de la Proposition

qu’on utilisera dans le Chapitre 3:

Corollaire 1.2.25. Soit M un A3-module libre de projectif, [, K C M deux
sous-modules tels que:

mMCICKCM® (1.2.1)

alors M se décompose partiellement comme: . .
e Une somme de modules simples de la forme F;e(dlm(K)_dlm(I)) ;
e Un module libre de projectifs (a priori non-indécomposable) décrit
f
par les morphismes %3[ avec fomg = x et go g = vy,
9

T M — % la projection sur le quotient par K, c’est-a-dire f et g
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tels que les diagrammes suivants commutent:

NN

M
K

Démonstration. On rappelle que mM = Im(z) + Im(y) et ME = ker(z) N
ker(y), donc en raisonnant comme dans la Proposition[1.2.24] M est identifié
par le couple de morphismes f, g : M/K — K. Soit J un supplémentaire" de
I dans K, K = I @& J, alors les morphismes f et g se décomposent comme:

g M/IK -1 = (M/K—1) & (0—J)

Le morphisme nul 0 — J est identifié avec un module avec action de A3

triviale, donc ngm(‘]), et f,g: M/K — I sont identifiés avec un module
libre de projectifs. O]

La Proposition suggere aussi une fagon intuitive de représenter
graphiquement les A2-modules: les diagrammes & zigzag. L’idée est de choi-
sir (vy,...,v,) base de M/mM et (wy,...,w,) base de mM, et de les re-
présenter sur deux lignes horizontales. Ensuite on marque ’action donnée
par le produit par x ou y par des fleches avec orientations différentes:

mM : wi w2 . W,
X AN AR
-y - y - .y
N/ AN / \
M : 1)1 U2 ......... ’Un_l /UTL
mM

A priori il n’y a aucune raison pour laquelle I'image d’un éléments (v;)
corresponde a un des éléments (w;) et donc un tel diagramme peut sembler
d’utilité limitée, mais comme on verra dans la suite, si M est un module
indécomposable alors on peut toujours choisir les bases (v;) et (w;) de fagon
que pour tous les v; (sauf au plus un), z(v;) € {w;} et y(v;) € {w;}.

Les diagrammes a zigzag se révelent donc une fagon pratique de re-
présenter et méme de faire des calculs sur les modules. Par exemple, pour
représenter le dual d’un module a partir de son diagramme il suffit d’inverser
le sens des fleches.

En vérité nous ne sommes pas obligés de nous limiter uniquement au cas
des A2-modules libres de projectif. A condition d’utiliser cette représentation
sur plusieurs lignes (représentant une filtration de M du type M D mM D
m?M D .- D mr DN D mre-DF2N = () elle peut étre utilisée de
maniere plus générale a condition que n = 2 (voir par exemple [CES]). Par
exemple les diagrammes pour A% et A2 sont:
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FIGURE 1.2.1 — Diagramme a zigzag du module M = m = (z,y) < A3. Les
espaces vectoriels sont W =mM = (zy) et V = M/mM = (x,y).

x2y2
.xﬂ »-y
I’yz ny
£l * A -
x Y -T Yy
Iy 7 \ / N
A X y? xy 22
T Yy * A AN A
/ \ Y T Y T
y T N y / N4
X
X / x A
N N
1 1

Avant de donner la classification pour le cas impair, on aura besoin du
résultat suivant:

Lemme 1.2.26. Soit M un A%-module indécomposable différent de Fy et
de A2, b, c € N les valeurs minimales pour lesquelles il existe respectivement

des morphismes (A2)" — M et M — (A2), alors b+ ¢ = dimg, M.

Démonstration. On rappelle que b = dim(M/mM) et ¢ = dim(M%), comme
mM C MY, pour conclure on doit montrer que mAM = MC.

Soit donc m € MY\mM, alors x - m =y -m = 0 et pour tout m’ € M,
x-m' # m # y-m'. Soit N un supplémentaire de (m) dans M/mM, et
(avec un abus de notation) N = A3N le sous-module de M engendré par les
éléments de N, alors M libre de projectifs implique que les éléments de mA/
sont tous images d'un élément de M /mM, mais comme m n’a pas d’image
on a mN = mM. De plus, m n'est dans I'image d’aucun élément, donc
M = N @ (m) est une décomposition, mais M indécomposable implique
que M=~ (m) ~IFy, ce qui contredit les hypotheses. m

Voyons maintenant comment on peut utiliser les modules de syzygie

successifs pour obtenir tous les modules impairs. Dans la sous-section [I.1.2]
nous avons vu une résolution libre de A3 de la forme:

v () B (4B (3) B 3T,
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°
VAR
-z Y e mM
/ \
0) 0) ° ° MG
X VA X Y
vy Yy ¢ M/mM
N/ \ \
¢ ¢ ¢ ¢

FI1GURE 1.2.2 — Représentation de certains sous-modules remarquables d'un
A2-module M a I'aide d'un diagramme & zigzag

ou les morphismes d; ont la forme:

di:(43)" — ()
(fi,- s fir) = (fim+ fay, fox + f3y, fax + fay, ..., fix + firy)

donc Q'Fy~ker(d;)~Tm(d;, ) pour tout i et on a la suite exacte courte:

todi_y

0 — QF, -4 (Ag) = O1F, -5 0

En connaissant les morphismes d; on peut reconstruire le diagramme a zig-
zag de QV'Fy:

11 ToYz e Ti—1Yi—1 TiYi
N Vd AN A X
T y - 'y T y

/ N/ N/ \
n oty Tiq + Us T

On inverse le sens des fleches pour obtenir le diagramme de Q~'[Fy:

T1Y1 T2Yy2 L Ti—1Yi—1 TiYi
L\ VAN X v
Y T Y T Y "
N/ AN e N/
r1+ Yo To+Ys oo Ti—o + Yi-1 Ti1+ Y

Théoréme 1.2.27 ([Benl 4.3]). Les A2-modules impairs de dimension 2i+1
avec i > 1, sont de la forme Q'Fy (noté aussi Mo, 1) ou Q'Fy (noté aussi

WZi—l—l)' En plUS QZ]FQ i Qii]FQ.

Démonstration. Par les Lemmes [1.2.16] et [1.2.26| X' F5 est un module indé-
composable de dimension dimg, Q'Fy = 2i + 1.
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Le méme résultat est donc vrai pour son dual Q~'Fy = (Q'F})" = (Q'F,)"
et en plus QFy % Q7Fy car leurs modules de syzygie ont des dimensions
différentes:

dims, Q (Q'Fy) = dimg, *'F, = 2i+3
dimg, Q (Q7F2) = dimg, Q" F, = 2i — 1

Donc pour tout k& = 2i + 1, Q'F, et Q7'F, sont deux A2-modules indécom-
posables différents de dimension k. Il reste a montrer qu’il n’en n’existe pas
d’autres.

Soit M un module indécomposable de dimension 2¢+1,7 > 1, et b,c € N
les valeurs minimales telles qu’il existe les morphismes (A%)b — M et M —
(A2)°, alors par le Lemme soit b < i, soit ¢ < 4. Supposons sans perte
de généralité que b < i ( si ¢ < i le restant de la preuve est identique en
échangeant les modules de syzygie par les modules de co-syzygie), alors on
a la suite exacte:

0—>QM—>(A§>b—>M—>O

avec dim QM < 4b—2i —1<2i— 1. Donc dim QM < dim M et en itérant
le raisonnement, en prenant les modules de syzygie successifs on obtiendra
une suite de modules de dimension décroissante, jusqu’a obtenir que pour
un certain j € N, VM = F, et donc M est de la forme M~Q~ITF,. O

Pour les modules de dimension paire on a la classification suivante [Ben,
4.3]:

Théoréme 1.2.28. Soit M un A3-module pair non libre de dimension 2i
avec v > 1, W := mM et V un supplémentaire de W, donc M~V & W.
Alors dimy, V = dimg, W =i et pour M on a trois cas différents, classifiés
par les morphismes x,y : V. — W:

o M~FEys, avec x = Id et y avec matrice:

o M~E, o avecy = Id et x avec matrice égale a J ;
o M~Ejy; avee f(a) = a' + Yy Nja! = (g(a))™ ot g(a) est un poly-
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nome unitaire irréductible non nul, x = Id et y avec matrice:
1 0 A
] :

0 iz

O 1 A

Remarque 1.2.29. Pour les modules pairs on a les diagrammes a zigzag
suivants:

o [y
(o [ Wa w1
VAN v X 7
T Y T Y T
/ NS N/
v; Vill e o
L Eoo,2z‘i
w1 wz W
X VAN VAR
Yy X Y x Yy
N/ N\ AN
U1 Vg cveviinn Vi1 V;

e Eys; (la premiere fleche représente le morphisme donné par y - v; =
Z )\j’LUj):

Dans la suite on aura besoin du résultat suivant:

Lemme 1.2.30. Soit M un A%-module indécomposable non libre de dimen-
sion paire. Alors pour tout i € Z:

Démonstration. 11 suffit de prouver 1’énoncé pour ¢ = £1. On procede par
récurrence sur dimg, (M) = 2n, si n = 0 la preuve est triviale, sinon par le
. . . 2\ b 2\C
Lemme |1.2.26 il existe les morphismes (A3)" — M et M — (A3)" avec b, ¢
minimales et b+ ¢ = 2n.
On affirme que b = ¢ = n et donc on a la suite exacte:

0— QM — (A%)ba»M% (A%)C—>Q‘1M—>O

avec dim Q'M = dim QM = 4n — 2n = 2n ce qui prouve le Lemme.
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Sinon dans le cas contraire on aurait que soit b < n, soit ¢ < n. Sup-
posons sans perte de généralité que b < n, alors dim QM < 4b — 2n < 2n.
Donc Q71 (Q'M) = M est un module de dimension différent de Q'M, en
contradiction avec I’hypothese de récurrence. O

En fait I’équivalence n’est pas uniquement sur la dimension, puisque plus
généralement on a M=~Q°'M. Mais dans le cadre de ce travail montrer qu’ils
ont la méme dimension est suffisant pour nos besoins.

Remarque 1.2.31. Si M est un module de dimension 2 (cas qui nous intéres-
sera le plus dans le Chapitre 3) le seul polyndme f(a) unitaire non nul avec
deg(f) < 1est a+ 1. Il existe donc uniquement trois modules irréductibles
de dimension 2, c’est-a-dire:

’ Eoo ‘ Exp ‘ Eayi1, ‘
[ ] [ ] [ ]
/! h\ 7N
X Y Yy oz
/ \ N/
[ ] [ ] [ ]

1.3 Structure d’algebre de H*(G, M)

1.3.1 Reésultats techniques

Les résultats suivants s’appliquent a n’importe quel F,[G]-module, méme
si nous les utiliserons uniquement dans le cas de F,[G] = A3.
On cite d’abord les deux lemmes suivants [Br, V.3]:

Lemme 1.3.1. Soit f : M — N morphisme de F,[G]-modules, et u €
H*(G,M), ve H(G,F,). Alors:
ffluuv) = ffulv

Lemme 1.3.2. Soit 0 = M — N — P — 0 une suite exacte de F,[G]-
modules 1. Alors 6(uUv) = §(u) Uv pour tout uw € H?(G, P), v € HI(G,F,)
ou § est le morphisme de bord, i.e. le diagramme suivant commute:

H?(G, P) HY™ (G, M)

- 5 "

Hp+q<G’ P) 7 Hptatl (G, M)

Le premier lemme permet d’établir le lien entre un morphisme de module
et son action sur la cohomologie, alors que le deuxieme est utile dans les
arguments de type « dimension-shifting ». En particulier nous 1'utiliserons
pour établir le lien entre la cohomologie d'un groupe et son module de

syzygie.
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Proposition 1.3.3. Soit:

05MLNS P50

une suite exacte de F,[G]-modules, alors f et g induisent respectivement
deuz morphismes f : H*(G,M) — H*(G,N) et § : H*(G,N) — H*(G, P)
de H*(G,F,)-modules entre les modules de cohomologie associés.

De plus, st pour tout i, le morphisme induit sur la i-eme cohomologie

froH(G,M) — H'(G,N) [ou g : H(G,N) — H'(G, P)] est injectif [ou
surjectif] alors f [ou g est aussi injectif [ou surjectif].

Démonstration. En appliquant le foncteur H*(G, @) on obtient la suite exacte
longue:

0 — H@G, M) 53 HOG,N) & BY(G, P) S HY G, M) D HY G N) s

comme H*(G,M)~@, H(G,M) et H*(G,N)~@,; H'(G,N), si on pose
f =@ f' on obtient que:

f:H (G,M)— H*(G,N)

est un morphisme de F,-espaces vectoriels, qui est injectif [ou surjectif] si
f* est injectif [ou surjectif] pour tout 7. Pour conclure f est un morphisme
de H*(G,F,)-modules grace au Lemme|1.3.1} L’argument est le méme pour
qg. O

Corollaire 1.3.4. Soit:
05>MLNS P50

une suite exacte de IF,[G]-modules, tels que pour tout i € N on a:

dhnmj((QQV)G> ::dhan(((Ziﬂ4)G)—%dhnE3<(Q?P)G>
Alors f et g induisent une suite ezacte de H*(G,F,)-modules gradués:

0 — H*(G, M) 5 H* (G, N) % H*(G, P) = 0

Démonstration. En appliquant le foncteur H*(G, @) on obtient la suite exacte
longue:

0 HG, M) L3 BOG, N) S 5GP D HY G, M) D HY G N) S
Par le Lemme [1.2.17 on a:
dimg, (H'(G, N)) = dimg, (H'(G, M)) + dimg, (H'(G, P))

En raisonnant sur les dimensions on obtient alors que pour tout 7 la suite
suivante est exacte:

0 — HI(G, M) 5 HI(G,N) % HI(G, P) =0

On conclut alors par la Proposition [1.3.3] O
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Proposition 1.3.5. Soit M un F,[G]-module libre de projectif, alors
H*(G,M)~H=Y(G,Q'M) comme H*(G,F,)-modules.

Démonstration. On a la suite exacte courte:
0= QM LFGPS M =0

et en appliquant le foncteur H*(G, e) on obtient la suite exacte longue:

i

0 — HYG,Q'M) & HOG,F,[G]") & HYG, M) S HYG,Q'M) & HY(G,F,[G") % ...

Par le Lemme [1.2.17 dim (H°(G, Q' M)) = dim ((QlM)G> = b donc fO est
une bijection et g = 0. Comme un module libre a cohomologie nulle, il
s’ensuit que pour tout i, f' =0, ¢’ =0et 0 : H'(G,M) = H (G, Q' M)
est un isomorphisme.

Alors H*(G, M)~H='(G, Q' M) en tant que F,-espaces vectoriels et par
le Lemme ils sont isomorphes aussi en tant que H*(G, F,,)-modules. [

2
On a vu dans le Lemme [1.1.24] que pour G~ (%) la structure d’al-

gebre est H*(G,Fy)~Fs[u,v], donc en appliquant la Proposition on
obtient que H*(G,Q N~H=YG,F,)~Fs[u,v]>; et donc plus en général
H*(G, Q7)) ~Fy[u, v]>;.

On a clairement H*(G,F3[G]) = F,, donc il ne reste qu’a déterminer la
structure de H*(G,Fs)-module de H*(G,Q7') et de H*(G, E}2;). Cepen-
dant, méme si initialement cela avait été la solution adoptée, on utilisera ici
une approche différente, qui, en faisant utilisation des Lemmes[1.2.17]et
permet de déterminer les invariants qui nous intéressent sans avoir besoin
de passer par un calcul explicite de la structure de module, qui finalement
se révele ne pas etre nécessaire dans le cadre de ce travail.

1.3.2 Calcul de H*(G, M)
1.3.2.1 Réduction de 1’énoncé

Nous avons maintenant tous les outils nécessaires pour pouvoir finale-
ment appliquer le Théoreme qu’on rappelle ici.

Théoréme. Soit G = (Z/pZ)" avec p premier qui agit sur une surface
X avec dimp, H* (X% F,) < 0o et tel que H'(X) = H3(X) = 0 avec X #
(0. Alors :

_ 2 (i dimp, <(_1)j Torxjép[ul ..... un) Ty HH(G HY(X, F2))>> sip=2
> dimg, H'(X F,) = " V7, _
i 27y (z dims, ((=1)7 Tord, ., (F,, H*(G; H'(X, 1Fp)))> sip>3

J=0

Nous allons réduire cet énoncé en une forme simplifiée.

Soit M un F,[G]-module, par le Théoreme H*(G, M) est un
F,lu1, ..., u,]-module de type fini et on est dans les hypotheses du lemme
suivant:
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Lemme 1.3.6. Soit k un corps, N un k[xy,...,z,|-module fini, alors pour
NoY2N @pfuy,..jun) (U1, .. Up,) o0 a:

dimy(u, . un) Nioy = >_(—1) dimy Tor! (k, N)

5=0
Démonstration. N est de type fini, donc il admet une résolution libre F'* — N
de longueur au plus n (cf. Sous-section |1.4.1):

dn—l

0o F,BFE " BRAR %R NS0 (1.3.1)
avec Fy~ (k[z1,...,x,])"% et Im(d;) = ker(d;—1). Si on applique le foncteur
e ® k, alors F; ® k~k% et on obtient le complexe:

0 — kin “2GF ginoy ToABE G i digk i)
avec Im(d; ® k) C ker(d;—1 ® k). Par définition I'homologie du complexe
donne les modules du foncteur dérivé Tor’ (k, e):
_ ker(d; ® k)
Im(dj @ k)

En appliquant la formule du rang et en réarrangeant le terme de la somme
on obtient:

Tor! (k, H*(G, M))

> (=1)? dimy, Tor! (k, H*(G, M))
=0

= > (—1) (dimy ker(d; ® k) — dimy Im(dj41 ® F))
=0

Le méme résultat apparait si on applique la localisation dans l'idéal
zéro (ce qui est équivalent au produit tensoriel par le corps des fractions
est un foncteur exact (et de fagon équivalente le corps des fractions est un
module plat) on obtient la suite exacte d’espaces vectoriels:

0= (k(x1, .. 20))™ = o= (k(z1, ..., 20))"° — Ny

Et pour la dimension sur le corps k(zy,...,z,) on a:

dimg(, . zn) Noy = D_(—1)4;
7=0
= > (—1) dimy Tor/ (k, N)

J=0
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On peut donc réécrire le Théoreme [0.0.1] de la fagon suivante:

Théoréme 1.3.7. Soit G = (Z/pZ)" qui agit sur une surface X avec
dimg H*(X% F,) < oo et tel que H'(X) = H3*(X) = 0 avec X¢ # 0.
Alors :
, dimp, (y, . w (H*(G; H(X,F sip=2

Zdlme Hl(XG’ Fp) — ZZ B FQ‘( Lyeeey n) ( ( ( 2)))(0) ‘ p
i i & AUNE (y,,..., (0) sip>3

La deuxieme simplification apportée vient du fait que dans notre cas X
est une surface K3, donc les conditions sur la cohomologie sont automati-
quement satisfaites, et il ne reste qu’a vérifier que le lieu fixe soit non-vide.
En plus si on pose:

M, .= H'(X,F,)
alors pour My~M,;~F, on a que la dimension sur le corps F,(uy,...,u,)
est:
dim Fo(uq, ..., u,) =1 sip=2

dim (H*(G,F =
1m( ( p))(o) {dime(ul,...,Un)®/\(517-~75n):2” sip>3

et en remplacant dans le Théoreme [1.3.7] on obtient:

Théoréme 1.3.8. Soit G = (Z/pZ)" qui agit sur X une surface K3 avec
XG £0. Alors:

e e
i a1 s AR, (uy,..., (0 StP >3
Soit My = N1@®- - -@ Ny, une décomposition en modules indécomposables,
donc pour tout ¢, H*(G, N;) est un H*(G, F,,)-module et par le Lemme
H*(G, N;) est aussi un F[uy, . .., u,]-module.
Si on pose d; = dimg, (y, ... u,) (H*(G, N ) (0) €t on applique le Théoreme
[.3.8 on obtient:

> dimg, H'(X,F,) = (1.3.2)

243 d; sip=2
242" d;, sip>3

La derniere étape de ce chapitre est de déterminer les valeurs d; as-
sociées aux différents modules N; indécomposables qui interviennent dans
la décomposition de H?*(X,F,). Comme nous l'avons déja anticipé, il nous
est possible de donner une telle liste uniquement pour les cas n = 1 et
n = p = 2, car ce sont les seuls cas ou une classification des modules indé-
composables existe.

1.3.2.2 Casn=1

Ce cas est déja résolu dans [BNS], mais on le présente ici pour exhaus-
tivité et aussi pour en donner une preuve différente. On rappelle que par le
Corollaire les A,-modules sont tous de la forme (27) et les modules
de cohomologie sont décrits dans la sous-section [I.1.4.2]
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Cas p =2: Soit M un As-module, alors on a deux possibilités:
o M~(1)~Ay, donc H*(G, Az) = Fy, mais Fy ®p,pu) Fo(u) = 0 qui a
dimension nulle ;
o M~(x)~F,, donc H*(G,Fy) = Faolu| et Fo[u] ®p, ) Fo(u) = Fo(u) qui
a dimension un.

Cas p > 3: Soit M un A,-module avec p > 3, alors on a les possibilités
suivantes:
o M~(1)~A,, donc H*(G,A,) = F,, mais F, ®g, ) Fp(u) = 0 qui a
dimension nulle ;
o M=~ (zP~1)F,, donc H*(G,F,) = F,[u] ® A(s)~F,[u]* en tant que
F,[u]-module, donc Fp,[u]*®p, ) Fp(v) = Fp(u)? qui a dimension deux ;
o M~(z), H*(G M) = (1®u o @ 1) ~F,[u]? en tant que F,[u]-module,
donc on a encore dimg, ) H*(G, M) ) = 2;
o M~(z7)avec2 < j < p— 2 H*(G, M) = 0®(Fp[u2] ® Fplu?]) ~F,[u]?
en tant que [F,[u]-module et on obtient encore dimg, () H*(G, M) (o) = 2.
Ce qui prouve:

Théoréme 1.3.9. Soit G~Z/pZ, M un F,[G]-module indécomposable, alors:

.....

{O st M est libre

1 sinon

En appliquant le Théoréme [I.3.7] on obtient pour le cas n = 1:

Théoreme 1.3.10. Soit X un surface K3, G cyclique qui agit sur X avec
lieu fixe non vide. Alors:

modules non libres indécomposables } 5

: iy G _
Xi:dlmFI’ H(XTTy) = #{ dans la décomposition de H*(X,F,)

1.3.2.3 Casn=2,p=2

Dans cette section on prouvera le résultat suivant:

Théoréme 1.3.11. Soit G~ (Z/27)°, M un F,[G]-module indécomposable
de type fini, alors:

' . 0 si dimg, M pair
dlmF2(U1,U2)<H <G7 M))(O) = {

1 si dimp, M impair

On considere séparément les différents cas possibles pour M en montrant
qu’ils vérifient I'énoncé du théoreme. D’abord pour les deux cas les plus
simples on a:

o si M~A3, alors H*(G, A3) = Fy et Fy Qpypu,) Fa(u,v) = 0 qui a
dimension nulle.
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o si M~IFy, alors H*(G,Fy) = Falu, v] et Falu, v]@p,u,uFa(u, v)>Fa(u, v)
qui a dimension un.
Pour les autres cas on utilisera les résultats suivants, qui sont aussi valides
dans le cas générique d'un anneau A} mais que nous utiliserons uniquement
ici.

Lemme 1.3.12. Soit 0 - M — N — P — 0 une suite exacte telle que
pour tout 1 € N on a:

dimg, ((Q—%N)G) — dimg, ((Q—ZM)G> + dimg, ((Q—ZP)G>

alors:
H*(G7 N)(O)ZH*(Gv M)(O) S H*(G7 P)(O)

Démonstration. Par le Corollaire [L3.4 on a la suite exacte:
0— H(G,M)— H*(G,N) - H(G,P) — 0
comme la localisation est un foncteur exact, on obtient:
0 — H*(G, M)« = H*(G,N)© = H"(G, P)@) = 0
qui est une suite exacte de Fa(u, v)-espaces vectoriels et donc scinde. ]
Lemme 1.3.13. Soit M un F,[G]-module libre de projectifs, alors:
H*(G, M) oy~H"(G, Q" M)

Démonstration. Par la Proposition on a H*(G, M)~H='(G,Q M),

il existe donc une suite exacte:
0— H*(G,M) — H*(G,Q M) - H'(G,Q M) — 0

ott HO(G, Q1 M)~ 2L {08 M~ avec h° = dimg, HO(G, Q™ M). Comme

la localisation est un foncteur exact, on obtient:

H*(G,QflM)(o)ﬁH*(GM)(O) D (]F]Zm)m)

mais (FZO)(O) = (0 et on obtient 'isomorphisme cherché. O
En appliquant le Lemme [1.3.13] on obtient directement que:
H*<G, Ql]FQ)(O)ZH* (G, IFQ)((»ZIFQ(U, ’U)

pour tout ¢ € Z.
Pour terminer la preuve du Théoreme [1.3.11]il ne reste donc qu’a vérifier
le cas M de dimension paire.
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Soit M~FEyq; ou M = Fu ;. Par la Proposition on peut repré-
senter Q'F, par un couple de matrices, z1,v; : Vi — Wy avec dim(V;) =i
et dim(W;) =i+ 1:

0 0 0

I = O T ylz

D’ailleurs M est aussi représenté par un couple de matrices xs, 4o : Vo — W,
figurant dans le Théoréme [1.2.28, Soit (v¥) une base de V5 et (wh) une base
de W, alors il existe un morphisme surjectif g : Q7*(Fy) — M donné par
les applications:

gy Vi — V5 gw Wi — Wy

si M~FEyo; : v; = v w; = wisig<i
wi, 0
gv:Vi — VW gwv W, — Wy
si M~Epy; vjl» — UJZ wjl- — wjz sij<i
. j
Wiyq = Y ka1 AW
gy Vi — Vs gw W — W,
1 ~ . 1 2 1 2 ..
wi > 0

Remarque 1.3.14. Suivre la représentation matricielle peut étre un peu com-
pliqué, il est stirement plus simple de comprendre I'isomorphisme en pensant
aux diagrammes & zigzag. Par exemple, pour g : Q (k) — Ep; on a la re-
présentation suivante:

L4 e L [} ®
R 7 X VAL 7
Yy xT Y - Yy T
N/ \ / N/
[ @ e e e v o [
gl

° ® L. o
X A X VAR
Yy oy Y x Yy
N/ \ / \
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Les diagrammes se superposent, a 1’exception de w;y; (représenté par le
cercle bleu) qui est envoyé en zéro.

Comme dimp, (ker(k)) = 1 on a ker(g)~IF,, donc on a la suite exacte:
0—Fy = Q 'Fy— N —0

En regardant les preuves du Lemme [1.2.30| et du Théoreme pour
tout j on a dimg, ((Q*jN)G) = i, dimy, ((Q*i*ng)G) =i+j+1et
dimg, ((Q*jFQ)G> = j + 1. On est donc dans les hypotheéses du Lemme
[.3.12] et on obtient:

dimp, H* (G, M)(o) = dimgp, H*(G, inFg)(O) — dimp, H* (G, Qii]]?g)(o)
= 1—-1=0

Ce qui conclut la preuve du Théoreme |[1.3.11
Finalement en appliquant le Théoreme [1.3.7] on obtient pour le cas n =
p =2

Théoréme 1.3.15. Soit X une surface K3, G=(Z/27)?* qui agit sur X avec
lieu fixe non vide. Alors

. P _ modules impairs indécomposables
;dlm& HY(XT,F2) = #{ dans la décomposition de H*(X,Fy) 2

1.4 Meéthode alternative

Dans ce chapitre, nous avons vu une solution complete pour les casn =1
et n = p = 2, par contre, en ce qui concerne les autres cas, nous avons tres
peu de résultats. Comme nous avons vu dans la sous-section dans le
cas général il n’existe aucune classification, et nous ne pouvons pas espé-
rer en obtenir une, donc la stratégie de calculer le module de cohomologie
H*(G, M) pour chaque module M indécomposable ne semble pas étre une
solution envisageable.

Par contre, est-il possible de donner un algorithme tel que pour un F,[G]-
module M donné, il calcule la valeur de dimg, H*(G, M) ) ?

Pour I'instant la réponse est plutot non, vu que c¢’est d’abord nécessaire
de déterminer la structure de H*(G,F,)-module de H*(G, M) (et donc le
cup-produit), ce qui méme pour le cas n = 1 n’est pas immédiat et que pour
le cas n = p = 2 a demandé une approche ad hoc.

Dans cette section, méme si finalement nous ne serons pas capables de
satisfaire pleinement nos attentes, nous verrons qu’en général on peut se
passer du calcul du cup-produit, et que le comportement asymptotique de
dimg, (H'(G, M)) pour i > 0 est une donnée suffisante.
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Soit donc M un F,[G]-module, on considére une résolution injective (avec
¢; minimales):

M — F,[G]® — F,[G]" — F,[G]*? — F,[G]® — ...

alors par le Lemme [1.2.17| ¢; = dimg, H'(G, M) = dimg, ((Q_ZM)G) Pour

un module M, on appelle ¢;(M) := ¢; le i-eme nombre de Bass [Av].

Remarque 1.4.1. Les nombres de Bass sont le concept dual des plus connus
nombres de Belti, qui dans ce cas peuvent étre définis comme b;(M) :=

dimp, ((QlM) ®F,[q] ]Fp). En particulier on a ¢;(M) = b;(M*).

On a le résultat suivant [Avi 4.1]:

Théoréme 1.4.2. Soit M un F,[G]-module avec G~ (Z/pZ)", alors il existe
A € Q tel que pour i — oco:

ci(M) = A"+ 0> ?)

On notera leadt(M) := A, le coefficient du terme de degré n — 1.
La preuve du résultat suivant sera l'objet des deux sous-sections sui-
vantes:

Proposition 1.4.3. Soit M un F,[G]-module avec G=(Z/pZ)", alors:

leadt(M)(n — 1)! sip=2

dimp, (uy ... u) H (G, M )0y =
Iy i) H Jo {Q"Ieadt(M)(n— !l sip>3

Et en appliquant le Théoreme on obtient immédiatement comme
conséquence:

Théoréme 1.4.4. Soit X une surface K3, G~(Z/pZ)" qui agit sur X avec
lieu fixe non vide. Alors:

>~ dimg, H (X9, Fy) = leadt (H*(X,F,)) (n — 1)! + 2

1.4.1 Rappels sur les polynémes de Hilbert

Soit k£ un corps, N un module gradué de type fini sur I'anneau des
polynémes & n variables R = k[xq, ..., x,], alors par un résultat tres connu
de Hilbert (voir par exemple [BH, 2.2.14]), N admet une résolution libre de
longueur au plus n:

0O—F,— -—F,—>F,—N=0 (1.4.1)

ou les morphismes ont degré zéro (i.e. I'image d’'un élément de degré d a
degré d). Chaque module libre peut étre écrit sous la forme:

F; = @ R(—ay)
j=1
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ou R(—ay;) est le shifting du module R d'un facteur a;;:

i.e. les éléments de degré d en R deviennent de degré d+a;; (deg 0 — deg a;;).

On rappelle que le nombre des mondmes de degré d a n variables est ("Zﬁl),
donc pour chaque Ra;;] on a :
ntd—a;;—1 sid> i
dimk R(—Cbij)d = dlmk Rd*(lij = {( n—1 ) . - (142)
0 sinon

La suite (|1.4.1)) se décompose comme une somme de suites exactes entre
les termes de degrés d pour tout d:

0= (F);— - — (F1);— (Fo); = Na— 0

Les termes de la suite sont des k-espaces vectoriels, donc pour la dimension

de N, on a:
n

=0
Si on remplace avec ([1.4.2)) on obtient qu’il existe un polynoéme Hy (dit
polynéme d’Hilbert de N) tel que dimy, (Ng) = Hn(d) pour d > max{a;;}
(cf. [BH, 4.1.13]), avec:

- i~ (n+d—a;;—1
v =Y 3 ("
i=0 =1 n-—
Apres quelques simplifications, pour le terme principal de Hy on trouve:

n T 1
Hy(d) = (—1)
2 S
1 L .
RCES ;(—1)17’161"71 + termes de degré < n — 2

d" ! + termes de degré < n — 2

De l'autre coté, en localisant (1.4.1)) en 0 on obtient la suite exacte de
k(z1,...,x,)-espaces vectoriels:

0= (Fa)y = -+ = (F1) (o) = (Fo)g) = Noy = 0
Comme (£) o) =@ R(—a)o)=k(z1, ..., 2,)", on a:

Donc on a prouvé:

Lemme 1.4.5. Soit k un corps, N un k[z,...,x,]-module gradué de type
fini. Si A est le coefficient du terme de degré d — 1 du polynome d’Hilbert
Hy, alors:

dimk(xl 77777 Zn) N(O) = A(n - 1)'
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1.4.2 Preuve de la Proposition (1.4.3

Soit M un F,[G]-module, nous avons vu que H*(G, M) est un Fpluy, . .., uy)-
module gradué (ot dans le cas p > 3 on a u; = 2?2 de degré 2 en cohomologie).
De plus, on a que H*(G, M) est de type fini [Av] 2.1]:

Théoréme 1.4.6. Soit G~ (Z/pZ)", M un F,[G]-module de type fini, alors
H*(G, M) est un Fpluy,. .., u,]—module gradué de type fini.

Nous avons maintenant tous les éléments pour conclure, il reste unique-
ment la question du degré différent en cohomologie dans le cas p > 3, ce qui
n’est pas vraiment un probléme, mais demande juste un peu d’attention.
On sépare donc les deux cas:

Cas p = 2 Ce cas est immédiat: en résumant H*(G, M) est un module
gradué de type fini sur Folug,. .., u,], avec dim H*(G, M)y = cq4(M). Soit
Hy+cm)(d) = Ad"" + termes de degré < n — 2 le polynéme d’Hilbert as-
socié, alors pour d > 0 on a cq(M) = Hy- ¢ m)(d), donc A = leadt(M) et
par le Lemme [1.4.5}

leadt(M) (n — 1)' = A(n — 1)' = dim[pg(mw_?un) N(o)
ce qui montre la Proposition dans le cas p = 2.

Cas p > 3 Dans ce cas H*(G, M) est un R = F,[z},...,22]-module gra-
dué, donc R agit séparément sur les termes pairs et impairs de la cohomo-
logie, on a alors la décomposition:

H*(G, M)~HPYY (G, M) @ H™PAIT (G Ap)
On considere d’abord le cas pair. Soit NV le module obtenu en divisant par
2 les degrés des termes de HP (G| M )q4:
Ny = HPAT (G, M)y,

alors N est un module gradué sur 'anneau F,|zy,. .., 2,] avec dim N; =
cq(M). Soit Hy(d) = Ad"™! + termes de degré < n — 2 le polynome de
Hilbert associé, alors pour d > 0 on a ¢y = Hy(d), donc asymptotique-
ment:
Coq HN(d)
leadt(M)(2d)" + O(t" %) ~ Ad" '+ O(t"?)

et donc A = 2" !leadt(M) et par le Lemme dim Ny = 2" ! leadt(M).

Le méme argument peut étre appliqué a N obtenu a partir des termes
de degré impairs, N, = H™PT (G M)yq,, , donc finalement:

dim H*(G, M)(o) = dim Hpair(G, M)(o) + dim Himpair<G, M)(o)

= 22" 'leadt(M)

ce qui conclut la preuve de la Proposition [1.4.3]
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1.4.3 Applications
1.4.3.1 Preuves alternatives

La Proposition donne un raccourci pratique pour une preuve alter-
native a celles de la section des Théoremes [1.3.9| et [1.3.11] ainsi qu’une
stratégie pour déterminer l'invariant dim H*(G, M) ) dans le cas général.

Cas n = 1 Pour tout M indécomposable non libre, d’aprés le Lemme
1.1.14on a dim H*(G, M) = 1, en particulier dim H*(G, M) ) = leadt(M) = 1.

Cas n =p =2 Si M est indécomposable non libre de dimension paire
2m, alors par le Lemme on a ¢;(M) = m pour tout ¢ > 0, donc
dim H*(G, M)(o) = leadt(M) =0.

Si M est indécomposable de dimension impaire 2m + 1, alors par le
Théoréme M~Qi(F,) avec j = +m et dim H'(G, M) = |i — j| + 1.
Donc dim H*(G, M)y = leadt M = 1.

Cas général  Soit M un F,[G]-module, G~ (Z/pZ)" avec p, n quelconques.
D’apres la preuve de la la Proposition il existe un polynéme P(d) de
degré au plus n — 1 et une constante Dy; € N tel que pour d = 2i > Dy, :

et 1’égalité est vérifiée aussi pour les valeurs impaires de d si p = 2.

Le calcul de la suite des valeurs de ¢4(M) peut étre facilement accompli
avec l'aide d’un ordinateur, théoriquement il suffirait donc de calculer les
valeurs de cq(M) pour au moins n valeurs (pour d pair si p > 3) plus
grandes que D), pour déterminer I'expression de P(d) et en particulier le
terme principal leadt(M).

L’obstacle a I'application de cette méthode est que nous ne connaissons
aucune borne supérieure pour la valeur de D);, donc méme si heuristique-
ment on peut raisonnablement considérer fiable une estimation de leadt(M)
donnée par le calcul d’'un grand nombre de valeurs de ¢;(M), dans la pra-
tique cela ne constitue d’aucune facon une preuve.

Cependant, une estimation de la valeur de Dj; pourrait effectivement
résoudre ce probleme et rendre cette option viable.

Sinon il est quand méme nécessaire de déterminer, au moins asympto-
tiquement, la valeur de c¢y(M) pour tout d, ce qui en tout cas reste plus
simple que de déterminer la structure de H*(G,F,)-module de H*(G, M).

1.4.3.2 Bornes pour leadt(M)

Une deuxiéme application de la Proposition [1.4.3| est la possibilité de
donner des bornes, maximales et minimales, pour la valeur de dim H*(G, M) (q).
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Borne supérieure Soit M un F,[G]-module avec G~ (Z/pZ)", d’apres
la Proposition il existe une résolution libre de I, de la forme :

.= F G — ... = F,[G]* — F,|G]** — F,[G]** = F,

<n+i—1>
a; =
n—1

On rappelle que les groupes de cohomologie H'(G, M) sont donnés par la
cohomologie de la suite obtenue en appliquant le foncteur Hom(e, M), donc:

avec:

.. — Hom (F,[G]*", M) — ... — Hom (F,|G|**, M) — Hom (F,|G]|**, M) — F,
en particulier H*(G, M) < Hom (F,[G]*, M) ~M*®, donc:

(M) = dimHi(G,M)
<n+2_1>dimM
n—1
dim M
)
(n—1)!

! 4 termes de degré < n —2

et en appliquant la Proposition on obtient:

Lemme 1.4.7. Soit M un F,[G]|-module avec G=(Z/pZ)", alors:

H*(G, M)(o) S dimlpp M

.......

D’ailleurs il s’agit d’'une borne optimale, vu qu’elle est atteinte pour
M~F®™ avec m € N. En remplagant dans le Théoréme on obtient une
borne pour la cohomologie du lieu fixe (cf. [BCS] pour d’autres inégalités
similaires) :

Proposition 1.4.8. Soit G = (Z/pZ)" qui agit sur une surface X avec
dim H*(X% F) < oo et tel que HY(X) = H3(X) = 0. Alors :

Zdlm H'(XF <ZdlmIF (X, Fp)

Borne inférieure Déterminer une borne inférieure pour dim H*(G, M) o
est sans doute plus compliqué, mais le résultat suivant nous aide dans la

tache [Av, 7.2]:

Théoréme 1.4.9. Soit M un F,[G]-module, G=(Z/pZ)". Sileadt(M) =0
alors p | dim M.

Dans le cas d’une surface K3 on obtient par exemple:
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Proposition 1.4.10. Soit X un surface K3, G=(Z/pZ)" avec p # 2,11,
qui agit sur X avec lieu fize non vide. Alors:

> dimg, H' (X, F,) >3

Démonstration. Soit M = H*(X,F,), si p # 2,11 alors p { dim M =
donc lead(M) > 0. Par le Théoréme on a Y ,;dimp H'(X F,)
2+ leadt M (n — 1)! > 2.

I NAVARSY






Chapitre 2

Réseaux

2.1 Qu’est-ce qu’un réseau?

Nous donnerons dans ce chapitre une exposition (qu’on espere) simple
de certains résultats concernant la théorie des réseaux.

Bien stir, il existe déja plusieurs ouvrages sur ce sujet, comme ceux qui
ont été utilisés comme référence principale dans la rédaction de ce chapitre

: [Dol, MM, INik, [Conl, [CS].

Cependant, nous trouvions qu’il manquait un texte avec les caractéris-
tiques suivantes:

e Facilement accessible pour celui qui aborde la théorie des réseaux
pour la premier fois, donc:

— contenant une introduction sur les concepts de base accompagnée
de plusieurs exemples ;

— utilisant des techniques le plus simple possible et bien expliquées ;

— qui ne tombe pas trop dans les détails techniques et qui garde un
point de vue « pratique »

e Qui ne soit pas focalisé sur les réseaux définis, mais au contraire
pensé pour celui qui devra utiliser les réseaux en géométrie algé-
brique, donc:

— qui parle des réseaux indéfinis ;

— qui développe le discours sur le groupe discriminant ;

— qui parle des extensions primitives et des actions d'un groupe sur
un réseau;

Cela a été notre objectif de donner une présentation qui puisse étre utilisée
comme premiere introduction a cette théorie. On n’a donc pas hésité a
ajouter plusieurs exemples, qui parfois peuvent paraitre répétitifs, mais dans
une premiere approche, ils peuvent étre utiles a une meilleure compréhension
du sujet.

23
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2.1.1 Libre de torsion et libre tout court

En premier lieu, un réseau L est un Z-module libre de type fini. On
rappelle que:

e « Z-module » est un synonyme de « groupe abélien » (mais on pré-
férera utiliser le premier terme, car la structure de module jouera un
role important) ;

e Si M est un module sur un anneau A, alors M est:

— un A-module libre si on peut écrire M comme une somme de
copies de A indexées par un ensemble G quelconque:

M:@A

geG

— de type fini s’il existe un ensemble fini ¢gq,...,9, € M dit « de
générateurs » tel que tout élément m € M peut étre écrit sous la
forme m = a1g1 + - - - + a,g, avec aq,...,a, € A;
Donc dire que L est un Z-module libre de type fini est équivalent a dire
qu’il existe r € N (le rang du réseau, rang(L)) tel que L~Z".

Les modules libres ont aussi une autre propriété, similaire mais générale-
ment plus faible: I'absence de torsion. Un A-module M est dit sans torsion
si pour tout a € A\{0}, m € M\{0}, am # 0. On a que dans notre cas, les
deux propriétés sont équivalentes:

Lemme 2.1.1. Soit L un Z-module de type fini, alors L est libre <= L
est sans torston.

Démonstration. Tout module libre est aussi sans torsion, donc il faut mon-
trer uniquement ” <= 7. Par le Théoréme de structure des groupes abéliens
de type fini on peut écrire:

V) Z
MeZli @2 ...
® m @ @ N2
avec nq, ...,ns € Z\{0}. Comme Z/n;Z est de torsion on obtient que s = 0
et M~7". [l

Exemple 2.1.2. Sans 'hypothese de finitude le résultat est faux, par exemple
Q est un Z-module sans torsion, mais ce n’est pas un Z-module libre.

En effet, si Q était libre alors on pourrait écrire Q=~ @, e Z et en parti-
culier Z2 < Q, mais cela est impossible, car pour n’importe quel couple de
rationnels ¢, ¢o € Q\{0} il existe 21, 22 € Z tel que z1q1 = 22¢o.

Exemple 2.1.3. Méme si les analogies avec les espaces vectoriels sont nom-
breuses, il faut se souvenir que le Z-modules libres ont aussi plusieurs dif-
férences, surtout en ce qui concerne le choix d’une base. Par exemple, soit
L C Q? le Z-module engendré par les vecteurs v; = (1,0), v, = (1,2),
v3 = (1,5). Comme L est de rang 2, il est toujours possible de déterminer une
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base de cardinalité 2 (par exemple (1,0) et (0,1)), par contre, a la différence
des espace vectoriels, pour un ensemble de générateurs donné, en général
il n’est pas toujours possible de choisir une base parmi ses sous-ensembles
(aucun choix de deux vecteurs parmi vy, vo, v3 n’engendre le troisieme).

2.1.2 Plongement dans un espace vectoriel

A lorigine, les « points du réseau » étaient les points & coordonnées
entieres de R%. Aujourd’hui la définition qu’on utilise est plus abstraite, mais
cette connotation géométrique du réseau vu comme « grille de points dans
R™ » représente une intuition toujours valide. C’est donc bien de s’interroger
sur les plongements possibles de Z-modules libres dans R™ et Q™.

Remarque 2.1.4. Pour un ensemble S de vecteurs, dans la suite on notera
avec spang S et spang S respectivement le Z-module engendré par les com-
binaisons a coefficients entiers et 1’espace engendré par les combinaisons
a coefficient rationnels. Parfois on omettra I'indice quand il n’y aura pas
d’ambiguité sur ’espace ambiant.

Lemme 2.1.5. Soit L C Q" un Z-module libre. Alors rang(L) < n.

Démonstration. On suppose, sans perte de généralité, que les points de L
engendrent Q" comme Q-espace vectoriel. Si rang(L) = r > n, il existe
li,...,l, € L Z-base de L, mais comme dimgp Q" = n < 7 on a l'existence
de A1,..., A\ € Q (non tous nuls) tels que Aly + - - + A\, = 0. Pour tout
1 < ¢ < r on peut écrire \; = p;/q; avec p;,q; € Z, (pi,q;) = 1, donc si
on pose ¢ = p.p.cm.(qq,...,q-) on a ghily + -+ + g\l = 0 avec g\; € Z,
impossible car (I, ...,1,) est une Z-base de L, donc k < n. O

On rappelle le résultat suivant:

Proposition 2.1.6 (Forme normale de Smith pour les Z-modules). Soit
f L1y — Ly un morphisme de Z-modules libres de type fini, alors il existe
des bases By, By de Ly et Ly telles que la matrice de f dans ces bases soit
de la forme:

A1

matp, B, (f) = 0 --- 0

Définition 2.1.7. Soit M un A-module avec A anneau commutatif, N C M
un sous-module. On dira que N est un sous-module primitif si N — M
scinde, (i.e. si M~N @ % ou l'injection N — M est réalisée par I'isomor-
phisme sur le premier terme de la somme). De la méme fagon, on dira que
v € L est un élément primitif si span,(v) est primitif.
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Dans le cas ou L est un Z-module libre fini, en appliquant la forme
normale de Smith, on a aussi que L' C L est un sous-module primitif (ou
un sous-réseau primitif apreés qu’on aura introduit les forme bilinéaires) si
pour tout v € L, A € Z et v € L'\{0} alors v € L', ce qui est équivalent &
affirmer que % est sans torsion. De plus, v € L est primitif si les coordonnées
de v dans une base de L sont v = (ay,...,a,) avec pged(ay,...,a,) = 1.

Exemple 2.1.8. Soit f: L; — Ly un morphisme de Z-modules libres finis
et L' C Ly un sous-module primitif. Alors f~!(L’) est aussi un sous-module
primitif de Li: en effet, si v € f=1 (L) \{0}, alors A\f(v) € L' et comme
L' est primitif, f(v) € L’ et donc v € f~'(L'). En particulier, ker(f) est un
sous-module primitif de L;.

Exemple 2.1.9. Soit L = Z?, alors:
e [; =spany((1,1)) est un sous-module primitif;
e L, =spany((2,0)) n’est pas un sous-module primitif.

Remarque 2.1.10. De fagon plus géométrique, pour un Z-module de type fini
L on peut considérer le plongement canonique L C L Q = V. Si W est un
sous-espace vectoriel de V', on peut considérer le sous-module L' := W N L,
qui est primitif. De plus, pour tout x € W, il existe A € Z tel que Az € L/,
donc spang (L) = W et donc rang(L’) = dim(W).

Si L' C L est un sous-module, alors on appelle la saturation de L’ dans
L le sous-module de L donné par spang(L’) N L, il s’agit donc du plus petit
sous-module primitif de L qui contient L', car il a la méme dimension, et
donc L' est primitif si et seulement si il coincide avec sa saturation dans L,
L' = spang(L') N L.

Lemme 2.1.11. Soit L un Z-module libre de type fini, L1, Ly C L sous-
modules primitifs, alors Ly N Ly est primitif.

Démonstration. On a (L1 ® Q)N L = L; et (Ly ® Q) N L = Ly, donc:
(LiNL)®QNL = (LieQN(L@Q)NL

(L1eQNL)N(L®QNL)
- leLQ

et donc Li N Lo est primitif. O

On essaie maintenant d’étendre ’énoncé du Lemme [2.1.5| au corps des
réels:

Proposition 2.1.12. Soit L C R™ sous-ensemble discret tel que L soit un
Z-module libre de type fini. Alors rang(L) < n.

Démonstration. Si n = 1: Soit L — R discret avec rang(L) > 2, v € L de
norme minimale, il existe alors w € L indépendant de v. On a donc que
pour tout A € Z, A\v # w, donc il existe Ay € Z tel que \gv < w < (Ag+1)v,
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donc |w — A\gv| < v mais w — A\gv € L, contradictoire avec I’hypothese de
minimalité de v.

Si n > 2: On suppose, sans perte de généralité, que les points de L
engendrent R™ comme R-espace vectoriel. Soit {v;};er une base de L comme
Z-module, on peut donc en extraire un sous-ensemble vy,...,v, base de
R™ comme R-espace vectoriel. Soit R = spany(vq,...,v,) et F' le module
engendré par les éléments de la base qui restent, alors L = R &® F.

On consideére la projection 7 : R* — R% dans le tore de dimension n,
comme R C L on peut appliquer la projection sur L et on a w(L)~L/R~F.
Soit P C R™ le polyedre avec les arétes données par vy, ..., v,, on a (L) =
7(P N L) et donc 7(L) est de cardinalité finie. Comme 7(L)~F on a que
F est un ensemble fini aussi, mais F' est un Z-module libre, donc la seule
possibilité est F' =0 et L est de rang n.

m

Exemple 2.1.13. Soit n € N, L = spany (1,7, 7%,..., 7" ') C R le sous-
groupe abélien additif engendré par I'ensemble B = (1,7, 72,..., 7" 1),
On a alors que L est un Z-module libre de rang n, car les vecteurs de B
forment une base. Autrement, il existerait \i,...,\, € Z tels que \; +
AT + -+ + N\, 1, donc 7 serait solution d’un polynéme, impossible car
7 est transcendant. On a alors L~Z" — R, mais cela ne contredit pas la
Proposition car L n’est pas un sous-ensemble discret.

2.1.3 Matrice de Gram

Au cours de nos études,nous rencontrons souvent les formes bilinéaires
définies sur un corps, mais rien ne nous empéche de les voir aussi dans un
contexte plus ample:

Définition 2.1.14. Soient B, M deux modules sur un anneau commutatif
A, b: M x M — B linéaire en les deux termes:

blax +d'2',y) = ab(x,y)+d b2, y)
b(y,ax +ad'z’) = ably,z)+a b

alors b est une application bilinéaire. De plus, on dira que b(-, ) est:

e symétrique si pour tout xz,y € M on a b(z,y) = by, x);

e anti-symétrique si pour x,y € M on a b(z,y) = —b(y, x);

o dégénérée s'il existe x,y € M\{0} tels que b(x,y) =0;

e non-dégénérée si pour tout x € M\{0} il existe y € M tel que

b(z,y) #0;

On dira aussi que un sous-module U C M est totalement isotrope si pour
tout z,y € U on a b(x,y) = 0.

Remarque 2.1.15. Souvent on demande que le co-domaine de I'application
bilinéaire coincide avec 'anneau (B = A), dans ce cas on parle de forme
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bilinéaire. Pourtant cela ne sera pas toujours le cas dans les applications de
ce chapitre (méme si on gardera le terme « forme » dans le cas des formes
finies).

Remarque 2.1.16. Soit M un A-module libre de type fini, donc M~A" pour
un certain r. Soit (x1,...,2,) une base de M et b : M x M — B une
application bilinéaire. Si x,y € M, on a une décomposition de la forme
x=Mr1+ - +N2, y = 121+ - -+ p,x,-, donc en appliquant la bilinéarité
on obtient que:

b(x,y) = bAws+ -+ Ny, pu 1 + -+ )
= Mb(zy, ey + -+ ppxy) + oo+ N, gz 4+ )
= Mpb(y,2y) + -+ Mppb(ry, @) + -0+
+ )\r,ulb(l'ra 1'1) +- ATHTb(xTa wr)

> Aipgb(wi, x5)

ij=1

On a alors que b(-,-) est déterminée de fagon unique par ses valeurs sur
les éléments de la base b(x;, z;). D’ailleurs, si on considere la matrice (dite
matrice d’intersection ou matrice de Gram dans le cas d'un réseau):

b(xy,21) -+ b(xy,2,)
B = : :
b(xra xl) e b<x7“7 mr)

onab(x,y) = (A,...,\)B(u1, - .., i)' Réciproquement, si on choisit B =
(cj) une matrice r x r a valeurs dans B, on peut bien définir la forme
bilinéaire b(x,y) = 37 ,_; Aiptj; donnée par le produit par B.

Donc, pour un module libre et un choix de la base, on a une correspon-
dance biunivoque entre les formes bilinéaires et les matrices M,.(B).

On remarque aussi que b(-, -) est respectivement bilinéaire/anti-symétrique/(non)dégénérée
si et seulement si la matrice d’intersection associée est aussi bilinéaire /anti-
symétrique/(non)dégénérée.

On est maintenant plus que préts a donner la définition de réseau:

Définition 2.1.17. Un réseau L est un Z-module libre fini doté d'une forme
bilinéaire symétrique non-dégénérée b(-,-) : L x L — Z.

Dans la suite on notera la forme bilinéaire comme un produit scalaire, i.e.
(x,y) := b(z,y) et pour x € L on appellera carré de x la valeur 2 = (z, z)

(et si elle est positive on appellera norme la valeur /(x, z)).

On a vu qu’en général une forme bilinéaire est déterminée de facon
unique par sa matrice d’intersection. Dans le cas des réseaux, comme on
demande une forme symétrique non-dégénérée, on aura qu’un réseau L sera
déterminé par une matrice symétrique de rang maximal a coefficients dans

Z.
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Par simplicité de notation, dans la suite, quand on parlera de matrice
de Gram associée a un réseau, on sous-entendra parfois le choix d’une base
adaptée.

, . 1
Exemple 2.1.18. On peut associer des réseaux aux matrices I, et ( ¥ ) )

10
(01 LY (13
mails pas a 1 0 s 1 1 € % 1 .

Exemple 2.1.19. Soit L = vZ un réseau de rang 1, alors L est compléte-
ment déterminé par le carré de leur générateur a = (v,v). On indiquera les
réseaux de ce type par la forme (a).

Définition 2.1.20. Si L est le réseau donné par la matrice de Gram M,
pour d € Z on notera L(a) le réseau donné par la matrice aM.

Remarque 2.1.21. Si My, M, sont respectivement les matrices de Gram du
réseau L dans les bases B; et By, et A la matrice de changement de base,
alors:

AtMQA - M1
en particulier det(M;) = det(Ms).

Définition 2.1.22. Soit M la matrice de Gram d’un réseau L. Alors on
note det(L) := det(M) € Z le déterminant du réseau, qui est un invariant
du réseau par la Remarque [2.1.21]

2.2 Exemples de réseaux

Afin de se familiariser avec cet objet, on va montrer quelques exemples
de réseaux et leurs propriétés de base.

2.2.1 Réseaux euclidiens

Définition 2.2.1. Soit L un réseau de rang r et M la matrice de Gram
associée a L. Alors en tensorisant on peut étendre la forme bilinéaire donnée
par M sur L ® R, en obtenant une forme de rang maximal de signature
(i*,i7), qu’on identifiera comme la signature du réseau L.

Si la signature de L est définie positive ou négative on dira que L est un
réseau défini. Autrement on dira que L est indéfini. On appellera euclidien
un réseau défini positif.

Remarque 2.2.2. On considére R"™ avec le produit scalaire standard (-, -),
alors si L C R"™ est un sous-groupe additif on a que L hérite d’une forme
bilinéaire donnée par (-,-). Si elle prend uniquement des valeurs entieres
alors L sera un réseau euclidien, car il est obtenu a partir d’une forme
positive. On souligne que L doit forcément étre un sous-ensemble discret,
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FIGURE 2.2.1 — Plongement de A, dans R?

sinon pour tout € > 0 Jv. € L tel que (v.,v.) < &, contradictoire avec
I’hypothese que la forme bilinéaire prend uniquement des valeurs entieres
positives et que la forme doit étre non-dégénérée, sinon il existerait des
éléments de carré nul.

Exemple 2.2.3. Soit L C R" le sous-ensemble donné par tous les points a
coordonnées entieres, alors la restriction sur L du produit scalaire prendra
uniquement des valeurs entieres, donc L sera un réseau. Il s’agit du réseau
avec matrice de Gram égale a la matrice identité.

Exemple 2.2.4. Soit A, C R? le Z-module engendré par v; = (1/2,0),
Vg = (—g, @) comme dans la Figure , alors (vy,v1) = (vg, 1) =2 € Z
et (v1,v9) = —1 € Z donc Az est un réseau. Il s’agit du réseau donné par la

matrice Gram(As) = ( _21 _21 )

Exemple 2.2.5 (Construction de Eg). Soit Ey C R® le sous-ensemble donné
par les vecteurs v = (x1,...,xg) avec toutes les coordonnées entieres ou
toutes demi-entieres (mais pas un mélange des deux!) donc zy,...,23 € Z
ou zi,...,r3 € Z + 1/2, qui satisfont la condition selon laquelle la somme
des coordonnées x; + - - - 4+ xg est un entier pair. On montre que FEg est un
réseatl.

Soient z,y € FEg, x = (x1,...,28), y = (Y1,-..,¥s), on montre que
(x,y) € Z. On a trois cas:

1 x,y € Z8% dans ce cas il s’en suit immédiatement que (z,y) € Z;

s 1)® i | g4l
2xe€Zetyc (Z+5) (ouviceversa). Ona x; € Z, y; = 7; + 5 avec
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Y, € Z, donc:
8 1
(zy) = D (?Ji+2>
i=1
8 1 8
= Z Ty, + = Zl‘z
i=1 23

mais par hypothése %, x; € 2Z et donc (v,y) € Z;
8
3 x,y € (Z—i—%) : Onaxi:@—i-%, yizyﬂ—% avec T;,7; € Z, donc:

i = B d) o)

On peut se demander si le parcours inverse est possible: peut-on plonger
tous les réseaux euclidiens dans R™ avec le produit scalaire standard ? La
réponse est oui, comme on le voit dans la proposition suivante:

Proposition 2.2.6. Soit L un réseau euclidien de rang r, alors il existe
une inclusion j : Z" — R" qui réalise L.

Démonstration. Comme un réseau est completement déterminé par sa ma-
trice de Gram, on doit montrer que pour tout M = («;;) € M,(Z) matrice
symétrique définie positive il existe vy, ..., v, € R" tels que (v;,v;) = ;. De
fagon équivalente, on cherche une matrice F' = ( Uy, e LUy ) € M, (R)
telle que F'F* = M. Mais une décomposition dans une telle forme, pour les
matrices symétriques définies positives est toujours assurée par la factorisa-
tion de Cholesky, ce qui conclut la preuve. O

Corollaire 2.2.7. Soit L un réseau euclidien, p € N, alors l’ensemble N,, =
{v e L|{v,v) < pu} est fini.

Démonstration. Soit r = rang(L), par la Proposition on a l'existence
d’un plongement j : Z" < R" qui réalise L. Si B(u) est la boule fermée de
rayon p centrée en l'origine on a N, = B(p) N j(L) et donc #N,, < oo car
L est discret. O

Exemple 2.2.8. Si L est un réseau indéfini, pour 4 € Z on peut avoir un
nombre infini d’éléments de carré u. Par exemple si L est le réseau donné

par la matrice de Gram:
0

0
1 0
0 -1

O O =

si on pose v = (1,0,0), w = (0,1,1) on a (v + )\w)2 = 1 pour tous \ € Z.
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FIGURE 2.2.2 — « la somme de volumes de ces intersections pour toute sphere
doit étre égale au volume d’une seule sphere »

Définition 2.2.9. Pour L réseau euclidien on appelle:
A= minveL\{o}\/ﬁ #0
la norme minimale de L et \* le carré minimal de L.

Théoréme 2.2.10 (Minkowski). Soit L un réseau euclidien de rang r, X la
norme minimale de L, alors:

4 : )
N <oT <; 4 1) det(L)?

Démonstration. Soit j : 7" — R" tel que Im(j)~L, vy,...,v, une base de

Im(j) et V le parallélépipede défini par vy, ..., v,, alors vol(V) = det(F)

avec F' = ( v, v LU ) € M, (R), mais FF'* = Gram(L) donc vol(V) =
det(L).

On place des boules r-dimensionelles de rayon A\/2 centrées sur les som-
mets du parallélépipede, avec A la norme minimale. Chaque sphere intersecte
une partie du parallélépipede et la somme de volumes de ces intersections
pour toute sphere doit étre égale au volume d’une seule sphere (Figure
. Comme la distance entre deux spheéres est équivalente a la longueur
d’un vecteur de Im(j), celle-ci doit étre inférieure ou égale & A, donc deux
sphéres s’intersectent au plus en un point: cela implique que la somme des
volumes des intersections est inférieure ou égale au volume du parallélépi-
pede, donc:

A T
5 Vi < wvol(V)

avec V. le volume d’une sphére de dimension 7 et rayon 1.
r

Il suffit de remplacer V; = 1“(2731) pour obtenir le résultat cherché. [
2
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Exemple 2.2.11. Si L est de déterminant 1 on a les bornes suivantes pour
le carré minimal de L:

rang(L) | 1 2 3 4 5
A< | 1]1,27... | 1,54... [ 1,80... | 2,06...
en particulier, si rang(L) < 4 et det(L) = 1 alors L a un vecteur de
norme 1 (car la norme prend uniquement des valeurs entieres).

On peut se demander s’il existe un analogue du théoréeme de Minkowski
pour le cas indéfini: plus précisément, si L est un réseau indéfini, est-ce
qu’il existe une borne B(r, D) dépendant uniquement de r = rang(L) et
D = det(L) telle qu’il existe z € L avec 0 < |2?| < B(r,d)?

Contrairement au cas euclidien, I’étude du cas indéfini est bien plus
récente, et (& notre connaissance) le seul résultat de ce type (valable pour
tout choix de r) est le suivant [BK]:

Théoreme 2.2.12. Soit L un réseau indéfini de rang r, alors il existe x € L

tel que:
0 < || < 2{/det(L)

2.2.2 Morphismes entre réseaux

Soient Ly,Ly deux réseaux, on veut définir ce qu’est un morphisme f :
Ly — Ly. On rappelle que sur les réseaux on a deux structures, celle de Z-
module et la forme bilinéaire, donc il est naturel de demander que f préserve
les deux. Par conséquent pour tous x,y € L; on demande:

1 f doit étre un morphisme de Z module, donc f(z+vy) = f(x)+ f(y);
2 f doit préserver le produit bilinéaire, donc (z,y), = (f(z), f(v))y,

Si on suppose que f(z) = 0, alors on aura (r,y), = (0, f(y)),, = 0 pour
tout y € L. Etant donné que la forme bilinéaire sur un réseau est toujours
non-dégénérée, cela implique que le noyau de f doit étre nul et donc f est
forcément injective.

Dans le cas des réseaux on a donc uniquement des plongements, ou dans
le cas ou f est une bijection, des isométries (ou isomorphismes). Si on a un
plongement de réseaux L' C L on dira que L' est un sous-réseau de L.

Remarque 2.2.13. En général, les sous-modules d’un réseau L ne sont pas
toujours des réseaux. Par exemple soit U le réseau hyperbolique (i.e. le réseau

01
10
pose v = (1,0) € U on a que L' = spany(v) est un sous-module de U de
rang 1, mais ce n’est pas un réseau, car la restriction de la forme bilinéaire
est nulle sur L' vu que (v,v) = 0.

donne par la matrice de Gram My = de signature (1,1)). Si on
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FIGURE 2.2.3 — Isométrie entre L; et Lo

Remarque 2.2.14. Si M, M, sont respectivement les matrices de Gram des
réseaux Ly et Lo dans les bases By et By, et A = matg, g,(f), on aura:

A'MyA = M,

Donc deux réseaux de rang r sont isomorphes si et seulement s’il existe une
matrice A € M,.(Z) inversible tel que A*MyA = M.

Exemple 2.2.15. Soient Li,Ls les réseaux donnés respectivement par les
. 1 -1 10 .

matrices de Gram M; = ( 1 9 ) et My = ( 01 ) La matrice A =

-1 1
0 1
Ly~L,. D’ailleurs on peut le voir aussi graphiquement sur la Figure [2.2.3
ol on a représenté le réseau L, engendré par vy et vy: on voit que (wy, ws)
(c’est-a-dire les vecteurs qui forment la matrice A) donnent une base qui
réalise le produit scalaire de L.

vérifie A'tMyA = M, et comme A est inversible on a montré que

Etant donnés deux réseaux, il n’est pas toujours simple de déterminer
s’il existe une isométrie entre les deux, mais la résolution du probléme peut
passer par l'utilisation des invariants. Des exemples d’invariants sont:

e Le rang;

e La signature, car une isométrie de réseaux induit aussi un isomor-
phisme entre les espaces vectoriels sur R associés ;

e Le déterminant de la matrice de Gram, car si A est inversible dans
M.,.(Z) alors det(A) = £1 et donc si A'MyA = M, alors det(M;) =
det(Mg) )

e La norme minimale pour les réseaux euclidiens.

On verra d’autres exemples d’invariants dans la suite, mais on anticipe des
maintenant en disant qu’il n’existe malheureusement pas de liste d’inva-
riants pouvant classifier completement les réseaux.
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FIGURE 2.2.4 — L est un sous-réseau de Lo

Exemple 2.2.16. Soient L;,Ly les réseaux donnés respectivement par les

matrices de Gram M; = < (2) (2) ) et My, = ( (1) (1) ), alors la matrice

A= < bl ) vérifie A'M,A = M. Par contre, puisque A n’est pas

1 1
inversible on n’a pas démontré I'isométrie! (cf Figure [2.2.4). D’ailleurs il
n’existe aucune isométrie possible, car det(M;) = 4 et det(Ms) = 1 et

le déterminant est un invariant par isométrie. On remarque d’ailleurs que
plus en général, s’il existe un plongement L; — Lo non surjectif, alors
det(Ly) > det(Ls).

Exemple 2.2.17. Soient U le réseau hyperbolique (qu’on a vu dans la Re-
1 0
0 —1
réseaux ont la méme signature (sign(U) = sign(Ly) = (1,1)) et le méme dé-
terminant (det(U) = det(Ls) = —1). Si on veut montrer qu’ils ne sont pas
isomorphes, il faut donc trouver un autre invariant. On a v = (1,0) € Ly
a carré 1, on va donc prouver que pour tout w € U on a (w,w) # 1. Soit
w = (a,b) € U, alors:

<w,w>:(a,b)<(1) é)(i)zQab

Donc pour tout w € U, (w,w) € 2Z (dans la suite on dira que U est un
réseau pair) et en particulier est différent de 1.

marque [2.2.13)) et Ly donné par My = . On observe que les deux

2.2.3 Somme orthogonale

A partir de deux Z-modules M; et M,, on peut toujours construire un
nouveau Z-module en prenant la somme directe M = M; & M, . Et si les
modules sont tous les deux dotés d’une forme bilinéaire by,by dans ce cas
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aussi on peut en prendre la somme, b = by @ by, oU si ¢ = x1 + X2,y =
Y1+ Y2 € M avec x;,y; € M; alors b(z,y) = by(x1,y1) + ba(x2, y2).
On peut donc définir la somme orthogonale de deux réseaux L = Li® Lo
et c’est évident que le résultat est toujours un réseau (car il s’agit d'un Z-
module libre fini doté d’une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée).
On remarque aussi que si (a;;) et (8s) sont respectivement les matrices
de Gram de Li et Lo alors L; & Lo est donnée par la matrice par blocs

Qi -
, en particulier:
< 0 Bst > p

det(L) = det(Ly) - det(Ls)

On indiquera les sommes répétées d’un réseau avec L% := L @ ---® L;
S ——

a fois
par exemple (1)®" indiquera le réseau donné par la matrice identité I,,.

A pas confondre avec alL, qui indiquera le sous-réseau de L donné par le
produit par a.

Définition 2.2.18. Soit L un réseau et S C L un sous-ensemble. Alors
on notera S+ lensemble S+ = {x € L|(z,s) = 0Vs € S), qu'on appellera
orthogonal de S. Par convention, si S = {v} on notera plus simplement

L= {v}t

Lemme 2.2.19. Soit L un réseau de rang r et L' C L un sous-réseau avec
rang(L’) =1, Alors L'* est un sous-réseau primitif de L de rang r — 1" et

L/L {O}

Démonstration. Soient V = L@ Q, V' = L'®Q C Vet W = V't les
Q-espaces vectoriels de dimensions respectives r, 7' et r — r/, alors on a
VeV @ W car V' est non-dégénérée. Comme la forme bilinéaire est de
rang maximal sur V et V' elle est de rang maximal sur W aussi. Donc
L't = LNW de rang r — r’ est doté d’une forme bilinéaire non-dégénérée
et donc c’est un réseau; de plus il est primitif, car donné par 'intersection
avec un sous-espace vectoriel et L' VL C V' NW = 0. O

Lemme 2.2.20. Soit L un réseau, n € N\{0} Ti,...,T,, K C L des sous-
réseaux primitifs tels que rang(Ty @ --- @ T,,) = rang(L) et rang(K NTy) +
- +rang(K NT,) = rang(K). Alors:

KNMi@ - aT)=KnTi&- & KnT,

Démonstration. Ona KNT1®---®KNT,, C KN(T1®---®T,) et par égalité
des dimensions, (KN (T1 & --- 8 71,))@Q=(KNT1&---a KNT,) Q.
Soitx €e KN(T1 & ---@T,), alors x =t; +--- + t, avec t; € T;, mais on a
aussi ¢ =t +- -+t avec t; € (K NT;) ®Q. Comme la décomposition d'un
élément de Lsur 11 @ Q@ --- T, ® Q est unique on a t; = ¢, V1 < i < n.
Par le Lemme K NT; est primitif, donc t; e T, N (K NT;) ®@Q) =
T,N(KNT;)=T;,N K, ce qui nous donne "équivalence cherchée. H



2.2. EXEMPLES DE RESEAUX 67

Exemple 2.2.21. Soit U le réseau hyperbolique, alors il existe v = (1,1) €
U avec v2 = 0. Donc L' = spany(v) n’est pas un réseau, car la forme
bilinéaire est dégénérée et de plus L' = L'*.

Définition 2.2.22. L est un réseau décomposable s’il existe deux sous-
réseaux Li, Ly C L orthogonaux entre eux tels que L~IL @ Ly, sinon on dit
que L est indécomposable.

Remarque 2.2.23. Si rang(L) = 1 alors L est indécomposable.

Exemple 2.2.24. On suppose que U = L@ Lo, alors det(L;) det(Ls) = —1
donc on peut choisir sans perte de généralité det(L,) = 1, det(Ly) = —1.
Mais L; de dimension 1 implique que L; = (a), avec a = det(Ly) = 1 et
de la méme fagon Ly = (—1), donc L~ (1) & (—1), ce qui n’est pas le cas,
comme on a déja vu dans I'Exemple [2.2.17] Donc U est indécomposable.

Exemple 2.2.25. Soit L un réseau, d € Z\{0}, alors L(d) est indécompo-
sable si et seulement si L est indécomposable. En effet, soit B = (vq,...,v,)
la base de L associée a la matrice de Gram M, alors elle induit C' =
(w1, ..., w,) base de L(d) telle que la matrice de Gram associée soit dM,
alors, ¢ : L — L(d), donné par ¢(v;) = w; est un isomorphisme de Z-
module. ¢ n’est pas un morphisme de réseau car il ne préserve pas le pro-
duit scalaire, par contre il préserve I'orthogonalité, c¢’est-a-dire que v L o'
dans L si et seulement si ¢(v) L p(v') dans L(d), donc une décomposition
orthogonale sur un des deux réseaux induit une décomposition orthogonale
sur l'autre.

Exemple 2.2.26. Décomposer un réseau en facteurs orthogonaux est plus
compliqué que décomposer des espaces vectoriels, car si L' C L est un sous-
réseau (méme primitif), en général L # L' & L'*. Par exemple si L = (1)®?
L' = spany((1,1)) alors L' @ L't~ (2)¥* o L : d’ailleurs il s’agit du cas
décrit dans ’Exemple [2.2.16]

Exemple 2.2.27 (Décomposition non unique). La décomposition d’'un ré-
seau en général n’est pas unique. On rappelle que U # (1) @& (—1), par contre

1 0 O
soient Ly = U® (1) et Ly = (1)@ (—1), alorsona My = [ 0 1 0 |et
0 0 —1
010 1 0 1
My=1]1 0 0 |.Sionpose A= 0 1 —1 | on voit que A'MyA =
0 0 1 1 -1 1

My, donc Li~L, représentent deux décompositions différentes.
Pour les réseaux euclidiens on a:

Théoréme 2.2.28 (Eichler-Kneser). Soit L un réseau euclidien. Alors il
existe une décomposition de L = Ly @ --- & Li, somme orthogonale de
réseaur indécomposables et elle est unique a l’ordre pres.
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La preuve est assez simple, par contre elle nécessite l'introduction de
quelque concepts, qu'on va donc introduire par étapes. On précise aussi
que dans ces notes on a adapté la notion d’indécomposabilité, qu’on trouve
normalement pour les seuls réseaux euclidiens, au cas général, en obtenant,
pour les réseaux indéfinis qui satisfont certains criteres, un résultat de dé-
composition similaire au cas des réseaux euclidiens. Cela a demandé donc
de modifier la preuve originelle (qu’on trouve par exemple dans [Cop| ), car
dans le cas indéfini les réseaux ne sont pas tous décomposables de fagon
unique.

Définition 2.2.29. Un élément x € L, avec L réseau, est dit décomposable
si z = 0 ou s'il existe v,w € L\{0} tels que v = v+w et (v,w) = 0. Dans le
cas contraire on dit que z est indécomposable. On notera Ind(L) I'ensemble
des éléments indécomposables de L.

Exemple 2.2.30. Si L est un réseau euclidien et v un vecteur de carré
minimal, alors v est indécomposable.

Remarque 2.2.31. Si L = L1 @& Ly comme les éléments indécomposables ne
sont pas somme d’éléments orthogonaux on a Ind(L) = (Ind(L)N L) U
(Ind(L) N Ly). De plus, si x € L; est indécomposable sur L, alors il l'est
aussi sur Ly , donc Ind(L) C Ind(L,) U Ind(Ls).

Exemple 2.2.32. En général Ind(L) # Ind(L;) U Ind(Lsy), par exemple
soit Ly~Ly~ (1), alors (2,0) € Ind(Ly) mais (2,0) ¢ Ind(L; & L) car

Définition 2.2.33. z,y € Ind(L) sont dits connexes si x =y ou s’il existe
T1,...,Ty—1 € Ind(L) éléments indécomposables, tels que (xg = x,z1) # 0,

<$1ax2> 7é 07 R <xn—2axn—1> 7é 07 <5En_1,[l§'n = y> 7é 0.

Il est évident qu’il s’agit d’une relation d’équivalence, qui définit donc
une partition des éléments indécomposables de la forme Ind(L) = [I;c; C;.
On appellera ensemble connexe un ensemble contenu dans une des classes
d’équivalence.

Lemme 2.2.34. Soit L un réseau, C' C Ind(L) un ensemble connexe et
z,y € spang(C)NL\{0}. Alors il n’existe aucune décomposition orthogonale
L=1L,& Ly telle que x € Ly ety € L.

Démonstration. Soit L = Ly ® Ly et 2,2’ € C C Ind(L). Etant donné que
Ind(L) C Ind(L;) UInd(Ls) alors soit z € Ly, soit z € Ly. On suppose, sans
perte de généralité, que z € Lq. Alors il existe 29 = 2,21,...,2,-1,2n, =
2z € L tels que (z;,zi11) # 0. A nouveau, on a z; € L; ou 2, € Lo,
mais le deuxieme cas est impossible car (z,z;) # 0, donc z; € L; et de la
méme facon, tous les z;, y compris z’ appartiennent & L;. Donc C' C L; et
par conséquent spang(C') N L C spang(Ly) N L = Ly (car Ly primitif par
hypothese) et donc z,y € L. ]
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On obtient alors:

Corollaire 2.2.35. Soit L un réseau et C' C Ind(L) un ensemble connexe
tel que spang(C) D L. Alors L est un réseau indécomposable.

Dans le cas ol le réseau est engendré par ses éléments indécomposables,
on a une décomposition unique du réseau:

Proposition 2.2.36. Soit L un réseau tel que spany Ind(L) = L, Ind(L) =
[Ticr Ci la partition en sous-ensembles connexes, alors L = @,;c; L; avec
L; = spany(C;) est une somme orthogonale de réseaux indécomposables et
elle est unique a [’ordre pres.

Démonstration. 11 s’agit d'une décomposition en indécomposables car:
e Les L; engendrent L, car Y ,c; L; = spany(U;e; C;) = spany, Ind(L) =
L par hypothese;
e Donc L = Lj+> ey Liet Ly L 3 cp sy Li car C; L Cj pour i # j,

L
alorssi x € LjﬂZiel\{j} L;ionax € Lj'ﬂ (Zie[\{j} Lz) - Lt = {0}
car le produit scalaire sur L est non-dégénéré. Donc on a une somme
directe L = @,c; L; par conséquent le produit scalaire sur L; est
non-dégénéré, donc les L; sont des réseaux et I est un ensemble fini.

e On a C; C Ind(L;) connexe, donc par le Corollaire les L; sont
indécomposables ;

Il reste a démontrer qu’elle est unique. Soit donc L = L; @ --- @& L, une

autre décomposition en facteurs indécomposables, alors pour tout ¢ € I,

C; C Ind(Ly) U ---UInd(L,) et comme C; est connexe, il existe 1 < j < r

tel que L; C L;. On montre maintenant que L; = (L; & L") N L;, ce qui

implique L; = L; car L; indécomposable: soit z € L;, puisque L = L; & L

onaz=z+yavecr € L;ety€ L maisy=z—x € L; car x,z € L; et

donc y € Li- N L;, ce qui compléte la preuve.

]

On est donc maintenant prét a conclure la preuve du Théoreme [2.2.28],
qui est une conséquence immédiate du résultat suivant et de la Proposition
2.2.50

Proposition 2.2.37. Soit L un réseau euclidien, alors spany Ind(L) = L.

Démonstration. Soit x € L, six ¢ Ind(L) alors x = x4z avec (z1,22) =0
et o1, 29 # 0. Donc (x,x) = (x1,x1) + (T2, 22) et comme L est euclidien on
az? > 2?2 et 2 > 3. Si 21,75 € Ind(L), on a terminé, sinon, on peut a
nouveau déterminer une décomposition. Puisqu’on est dans un réseau eu-
clidien le carré des éléments est toujours positif, mais toujours décroissant,
donc la procédure doit forcément s’arréter apres un nombre fini de pas,
nous donnant une décomposition de x comme somme d’éléments indécom-
posables. O
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Remarque 2.2.38. Les résultats énoncés pour les réseaux euclidiens restent
vrais pour les réseaux définis négatifs apres un changement de signe. Le
Théoreme [2.2.28] s’applique donc a tous les réseaux définis.

Exemple 2.2.39 (Réseau sans élément indécomposable). On a vu dans
Iexemple que la décomposition de L = (1}652 @ (—1) n’est pas unique.
Cela ne contredit pas le Théoreme[2.2.28| car L est un réseau indéfini et donc
il peut ne pas étre engendré par ses éléments indécomposables. En fait, on
peut méme prouver que Ind(L) = ). Pour montrer cela on considére une base
u, v, w d’éléments orthogonaux entre eux tels que u? = v? = 1 et w? = —1: si
x € L, alors x = au+bv+cw, mais si au moins deux facteurs entre a, b, ¢ sont
différents de zéro, on a clairement que x est décomposable. Donc les seuls
éléments susceptibles d’étre décomposables sont u, v, w. Par contre on a bien
les décompositions orthogonales données par u = (u + v + w) + (—v — w),
v=(u+v4+w)+ (—u—w) et w = (ut+v+2w)+ (—u—v—w), donc
aucun élément est indécomposable.

Exemple 2.2.40. Soit L un réseau euclidien, on veut montrer qu’on peut
toujours écrire L = Ly @ (1)" avec L, sans élément de carré 1. Soit v € L
tel que v? = 1, alors v est indécomposable car il est de carré minimal, donc
il suffit de montrer que v, ou éventuellement ses multiples, sont les seuls
éléments de sa composante dans la partition de Ind(L), autrement dit, qu’il
n’existe aucun w € Ind(L), w # v tel que (v, w) # 0 (car w est orthogonal
a v si et seulement s’il est orthogonal & tous ses multiples). Par conséquent
on aura que dans la décomposition donnée par la Proposition [2.2.36] tous les
éléments de carré 1 engendreront des réseaux de rang 1 et on aura conclu.

Soit donc w € L tel que (w,v) = b # 0, on veut montrer que w n’est pas
indécomposable, ce qu’on peut faire en exhibant une décomposition, comme
par exemple w = (w — bv) + (bv) qui vérifie (w — bv, bv) = b* — b* = 0.

Remarque 2.2.41. Soit L un réseau de rang r et M la matrice de Gram
associée, alors det(L(a)) = det(aM) = a" det M = a” det L. En particulier
a"|det(al).

2.2.4 Réseaux pairs et impairs

Définition 2.2.42. Soit L un réseau, on dira que L est pair (ou de type
II) si (z,z) € 2Z pour tout x € L, sinon on dira que L est impair (ou de

type I).

Remarque 2.2.43. Le réseau associé a une surface K3 est pair et il est clair
que les sous-réseaux d'un réseau pair sont aussi pairs. C’est la raison pour
laquelle dans cette these on se concentrera surtout sur ce type de réseaux.

Exemple 2.2.44. Si L est un réseau, L(2) est toujours un réseau pair, car
Vo € L(2), (z,2)¢4) = 2(z,z), € 2Z. Par contre tous les réseaux pairs
ne sont pas de cette forme, par exemple on a vu que U est pair (Exemple
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2.2.17)), mais on vérifie facilement que U n’est pas de la forme L(2) pour
aucun réseau L.

Lemme 2.2.45. Soit L un réseau avec matrice de Gram M = (a;;). Alors
L est pair si et seulement si les éléments de la diagonale de M sont pairs.

Démonstration. Soit xq,...,x, la base de L associé a M, alors a;; = (z;, x;)
donc si L est pair on a a fortiori a;; € 27Z. Réciproquement, on suppose que
a; € 2Z pour 1 < ¢ < n:soitwv € L, v =Nxy+ -+ A\, avec \; € Z,
alors:

(v,v) = D Nagh

ij=1
= 2 Z Aiai])\j + Z /\12 (0773
1<i<j<n 1<i<n ?2/2/

donc (v,v) € 2Z et L est pair. O

Exemple 2.2.46. Par analogie avec les réseaux pairs, pour d € N, d > 3,
on peut se demander de quelle forme sont les réseaux «d-divisibles», c’est-
a-dire, les réseaux L tels que pour tous v € L, d|v? A nouveau, il est
clair que si L est un réseau, alors L(d) satisfait cette propriété, mais on
peut montrer aussi que si d est impair, alors tous les réseaux d-divisibles
sont de cette forme. Soit M = (a;;) la matrice de Gram associée a la base
(v1,...,v,) d’'un réseau L d-divisible avec d impair, alors on veut montrer
que dla;; Y1 < 4,5 <r. On a que pour tous i, j, d| (v; + v;,v; + v;) et donc
d| (ay + aj5 + 2a:5): on a a; = v} et a;; = v, donc d|a;; et d|a;; et par
conséquent d|2a;;, mais d est impair et donc d|a;;. Donc M’ = éM est une
matrice a coefficients entiers et L = L'(d) avec L' le réseau associé a M.

Lemme 2.2.47. Soit L un réseau pair avec det(L) impair, alors 2| rang(L).

Démonstration. Soit M la matrice de Gram de L et M € M., (F;) son
quotient modulo 2. Alors M représente une forme bilinéaire sur I, inversible
car det(M) =1 (mod 2). Comme L est pair, pour tout v € F” on a (v,v) =
0 dans 5, alors par la classification des formes quadratiques inversibles sur

Fy on a que M peut étre diagonalisée par blocs 2 x 2 de la forme:

= 3l
Ol =
=
Ol =

En particulier 2| rang(L). O
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2.2.5 Réseaux de racines

Les réseaux de racines méritent une attention particuliere, car tres sou-
vent les réseaux qu’on rencontrera seront de ce type ou construits a partir
de ce type.

Définition 2.2.48. Soit x € L avec L réseau, alors x est dit racine si
(x,z) = 2 (le terme est emprunté aux algebres de Lie). Un réseau euclidien
L est dit réseau de racines s’il est engendré par ses racines.

Comme tout élément d’un réseau de racines se décompose comme somme
de vecteurs de carré égal a 2, on a en particulier que les réseaux de racines
sont des réseaux pairs.

Lemme 2.2.49. Soit L un réseau, S un sous-ensemble fini de L\{0}, alors
il existe v € L tel que v+ NS = 0.

Démonstration. La forme bilinéaire sur L ® QQ est non-dégénérée, donc pour
tout s € S, 51292 est un hyperplan de L®Q, mais puisque S est un ensemble
fini alors Ueg 57292 # L @ Q et donc il existe v € L\ U,eg s17E52. O

Définition 2.2.50. Un systeme fondamental de racines dans un réseau de
racines L est un ensemble de racines IT qui engendre L et tel que (s,t) = —1
ou (s,t) = 0 pour tous s,t € II.

On dira que II est un systéme fondamental de racines réduit si les élé-
ments de II sont linéairement indépendants.

Proposition 2.2.51. Tout réseau de racines admet un systeme fondamental
de racines réduit. En particulier il admet une base de racines.

Démonstration. Soit L un réseau de racines, alors L a un nombre fini de
racines et donc il existe u € L orthogonal a aucune racine. Soit &% (u)
I’ensemble des racines r € L tels que (r,u) > 0, alors si r est une racine, soit
r € ®F(u) soit —r € ®T(u). Maintenant on pose II(u) = {r € ®*(u)|r #
s+t avec s,t € ®F(u)}. On montre que II(u) est un systéme fondamental
de racines réduit:

e II(u) engendre ®*(u) (et donc L): Soit r € & (u), alors soit r € II(u),
soit 7 = r; 4+ ro avec r; € ®1(u); si rq, 79 € II(u) on a conclu, sinon
on décompose a nouveau, et dans le cas général apres n passages
on aura une décomposition récurrente de la forme r = 3>°; r;. On
montre qu’apres un nombre fini de passages on obtient des éléments
qui ne sont pas ultérieurement décomposables, ce qui nous donne la
décomposition en éléments de II(u). D’abord on suppose qu’il existe
J € I, tel que r =1y, alors r =1+ 327 \(; 1 et done Yop \j3 7 =0,
mais cela est impossible car 0 = <u, XL\ ri> =Xt (i) >0
car r; € ®F(u) et #1I,, > 2. Par conséquent r n’apparait jamais dans
sa décomposition et de la méme fagon aucune des racines r; n’est
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jamais répétée a nouveau dans sa propre décomposition. Donc dans
la décomposition des r; € I,, il n’apparaitra ni r; ni aucun autre des
éléments pour lequel r; a participé dans la décomposition, y compris
r lui méme: comme le nombre de racines est un ensemble fini on a
que la décomposition doit s’arréter apres un nombre des passages fini
majoré par # (®*(u)).

e Sir s € Il(u) alors (r,s) = —1 ou (r,s) = 0: On considere le sous-
réseau donné par spany(r, s) avec matrice de Gram

M= ( s )

Comme L est un réseau euclidien on a que det(M) > 0 et donc
(r,s) € {=1,0,+1}. On montre alors que (r,s) # 1: soient r,s €
II(u) avec (r,s) = 1, alors v = r — s est une racine aussi, car
(r—s,r—s) = 2, donc soit ' € ®*(u), soit —r' € ®*(u). Dans
le premier cas on a r = 1’ + s, en contradiction avec r € II(u) et
dans le deuxieme cas s = r + (=), ce qui nous donne une autre
contradiction.

o Les éléments de I[1(u) sont indépendants: On suppose que A\jry+- - -+
AnTn = 0 avec r; € I1(u), on sépare alors les coefficients \; en positifs
et négatifs, et on obtient alors :

arriy + o+ agry, = by + o+ bpry, =2
avec a;,b; > 0, x # 0 car (r,u) > 0. Alors:
0< <.’17,$> = <(117"Z'1 + -+ akrik,blrﬁ + -+ bk/rjk/> S 0

car (r;,rj) < 0 par le point précédent et on a la contradiction.
m

Remarque 2.2.52. Donc étre engendré par des racines est équivalent a avoir
une base de racine. Cela ne pas vrai pour le choix de n’importe quel norme.
Par exemple, soit L = (1)@ (5), alors les éléments de carré 9 sont de la forme
+3e; et +2e1 £ e5. On vérifie facilement que v; = 3eq, vy = 2e1 + €9, V3 =
2e; — ey sont trois éléments de norme 9 qui engendrent L (e; = vy + v3 — vy,
ey = 2v; — vy — 2v3), par contre il n’existe aucune base de L composée
uniquement par des éléments de norme 9.

Exemple 2.2.53. On appelle A,, C Z""! 'ensemble des vecteurs (zo, . . ., Z,,)
tels que la somme des n + 1 coordonnées entieres xg + - -+ + x, est nulle.
Par exemple A, est le réseau de rang 2 engendré par (1,—1,0) et (0,1, —1).
Plus généralement, on a que A, est un réseaux de racines engendré par les
n racines:

v; =(0,...,0, 1 ,—=1,0,...,0)

avec (r;,7i41) = —1 et (r;, ;) = 0 pour j # 4,1+ 1.
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Exemple 2.2.54. Pour n > 2, soit D, C Z" I'ensemble des vecteurs
(1,...,2,) tels que la somme des n coordonnées entieres x; + -+ + z,
est paire. On appelle D,, le réseau a échiquier, car les éléments de D,, cor-
respondent aux cases noires d'un échiquier a n dimensions. Par exemple
Dy est le réseau de rang 2 engendré par (1,1) et (1,—1). Plus généra-

lement, on a que D, est engendré par les n racines r; = (1,1,0,...,0)

et pour i > 2 r; = (0,...,0,\1/_/,\—}/,0,...,0) avec (r;,r;11) = —1 pour
i—1 i

i>2/(r1,r3) = —1et (r;,r;) =0 sinon.

Soit IT un systeme fondamental de racines réduit d’un réseau de racines
L. On peut définir le diagramme de Dynkin comme le graphe dont I’ensemble
des sommets est donné par I avec r, s € II reliés par un arc (non orienté)
si (r;s) = —1. Vu que tous les réseaux de racines admettent un systeéme
fondamental réduit, il est toujours possible d’exprimer un réseau de racines
avec son diagramme de Dynkin. De plus, vu que les racines d’un réseau pair
sont aussi des éléments indécomposables (car ils sont de norme minimale),
on a que L est indécomposable si et seulement si le diagramme associé est

connexe (cf. Proposition [2.2.36]).

Exemple 2.2.55. On résume dans le Tableau [2.2.1]les diagrammes de Dyn-
kin de A,, et D,, avec leurs matrices de Gram. On voit qu’il s’agit de réseaux
indécomposables, car les diagrammes associés sont connexes (a I’exception
de Dy qui est donné par deux points non reliés). On peut calculer aussi
le déterminant des matrices de Gram M,,, grace a la relation de récurrence
det(M,,) = 2det(M,,_1) —det(M,,_o) (vérifiée par les deux types de réseaux)
qui peut étre prouvée en développant selon la dernier ligne. On remarque
aussi que Az~Ds.

Exemple 2.2.56. Il y a encore trois autres réseaux de racines, dont on va
donner le diagramme de Dynkin dans le Tableau [2.2.2] (le réseau de racine
Ey ici décrit est le méme qu’on a rencontré dans I’Exemple . On a que
A,, D, avec n > 4, Fg, E7 et Eg sont indécomposables et différents entre
eux (car soit les déterminants, soit les rangs, ne sont pas les mémes). De
plus, ils sont les seuls réseaux de racines indécomposables [Con].

Remarque 2.2.57. A chaque réseau de racines on peut associer son dia-
gramme de Dynkin, mais le contraire est faux: on ne peut pas toujours
associer un réseau a un diagramme quelconque. Par exemple, On considere

le diagramme:

2 -1 -1
M= -1 2 -1
-1 -1 2

Alors la matrice associée est:
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L Diagramme de Dynkin Gram(L) det(L)
2 -1
L S S - el 4 bz n+1
—1
-1 2
1 2 0
0 2 -1
D, - S el s 12 1
T 2 -1
-1 2

TABLE 2.2.1 — Diagrammes de A,, et D,

qui n’est pas de rang maximal et donc ne donne aucun réseau.

2.3 Groupe discriminant

2.3.1 Reéseau dual

Pour un réseau L, on note L* := Hom(L,Z) son dual, alors L* est un
Z-module libre de méme rang que L. De plus on a un morphisme canonique
donné par la forme bilinéaire sur L:

L — L*
v o= (v,e)
D’ailleurs ® est injective car la forme bilinéaire est non-dégénérée. Donc, si
on tensorise par Q, on obtient un isomorphisme, car les deux espaces ont la

méme dimension:
PRQ:LeQ —=L"®Q

Et donc si on prend I'inverse on obtient un plongement L* — L ® Q, qu’on
peut définir, en étendant le produit scalaire sur L ® Q comme:

L'={w e L®Q|(w,v) €Zpourtoutve L} CLRQ (2.3.1)

On appellera L*, avec la forme bilinéaire héritée, le réseau dual de L.
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L Diagramme de Dynkin Gram(L) det
2 -1
2 -1
£, M I M 1 2 -1 1 5
-1 2 -1
-1 2
—1 2
2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1 —1
Eq -1 2 -1 2
-1 2 -1
-1 2
—1 2
2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1 —1
ES"I"" 1 2 -1 |
-1 2 -1
-1 2 -1
-1 2
—1 2

TABLE 2.2.2 — Diagrammes de Fg, Er7, Eg
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[ ] [ ] ® [ ] [ ]
. . . .

. . o o
[ J [ J [ ] [ ]

. . A . .
. e W1 | W2 °
—0—0—4Lo—o—>
o . . .

. . . .
[ ] [ ] ([ ] ([ ]

. . o o
o . . .

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

FIGURE 2.3.1 — Réseau dual de A,

Exemple 2.3.1. Soit L = A, alors on rappelle que la matrice de Gram

pour une base (vy,vy) est:
2 -1
(55

Donc L* = {(a,b) € L|{(a,b),v) € Z pour tout v € L}, c’est-a-dire:

(a,b)<_21 _21 ) <2>:)\(Qa—b)—i-u(%—a)EZpourtout N EZ

Donc cela est équivalent a chercher les couples a, b qui satisfont

2a —beZ
¢ (2.3.2)
2b —a €7
En sommant on obtient que 3a € Z et 3b € Z, donc a = £,b = % avec

p,q € 7Z. Le systéme devient alors:
p+q=0 (mod 3)

Donc L* = spany (wy,ws) avec w; = %vl + évg et wy = %vl + %Ug comme

on a représente dans la Figure [2.3.1] En développant les calculs on obtient
que la matrice d’intersection associée a L* est:

e-(1h)

Remarque 2.3.2. Comme on vient de voir dans ’exemple précédent, la ma-
trice d’intersection du réseau dual n’est pas toujours a valeurs entieres. Donc
en général, le réseau dual n’est pas un réseau selon la définition qu’on a don-
née. On précise que certains auteurs appelle «réseau» un Z-module libre de
type fini avec une forme bilinéaire dans Q, et «réseau entier» quand la forme
bilinéaire prend ses valeurs dans Z.

Lol W
WIN Wl
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On a aussi une formulation «duale» de (2.3.1)) qui décrit le plongement
L — L*

Lemme 2.3.3. Soit L un réseau, L* son dual, alors:
L={we L ®Q|(w,v) €Z pour toutv e L*} C L*

Démonstration. Soit w € L* ® Q tel que (w,v) € Z pour tout v € L*, en
particulier par (2.3.1)) on a w € L*. Soient donc A\, u € Z tels que A\w = pu
avec u € L vecteur primitif, p.g.c.d.(A, u) = 1, alors comme u est primitif et
L*~Hom(L,Z),il existe w’ € L* tel que (w', u) = 1 et donc (v, w) = § € Z,
alors |A\| =1 et w = pu € L. O

Dans I’Exemple on a déterminé, de fagon indirecte, une base de L*
qui exprime le plongement L < L* . En réalité le calcul est bien plus simple.

Soit donc L un réseau et M = Gram(L) pour une base B = (vy,...,0,).
On rappelle que le produit scalaire définit I'application ® : L — L*, donc
si on prend comme base de L* la base duale B* = (v],...,v%) on aura

matp p«(®) = M, qui naturellement est aussi la matrice de ® ® Q. Par
conséquent:

mathB(((I) ® Q)il) = M_l

et vu que (¢ ® Q)_1 définit le plongement L* — L®Q on a que les colonnes
de M~! donnent une base de L*.

Donc la matrice d’intersection de L* est de la forme (M *1)t MM~ =
(M _l)t = M~! car M est symétrique, ce qui nous donne que L* est un
réseau si et seulement si det(M) = £1, et dans ce cas L~L*.

On remarque qu’en appliquant la forme normale de Smith au morphisme
® : L — L* on obtient:

Lemme 2.3.4. Soit L un réseau, alors il existe une base (vy,...,v,) de L
et M\,...,\, € 7Z tels que (%,,i—:) soit une base de L* C L ® Q.

Définition 2.3.5. Pour un réseau L, on appelle groupe discriminant le

*

,1. L
groupe abélien Ay := %

Exemple 2.3.6. Soit L = (d) avec d € Z\{0} et v un des deux générateurs
de L. Alors v* = v et donc:

span(¥) Z
AL pumy pumy
span(v)  |d|Z
Si on choisit une base (ug,...,u,) de L comme dans le Lemme [2.1.6] alors
Ay est engendré par 5 oo -0 x= et donc est de la forme:
Z Z
A~ 2@y,
W AW 7

De plus, comme Gram(M) = Biydiag(Ay, ..., \,) B2 avec B; inversible dans
M, (Z), on a det(M) = £ ][I, \; et en particulier:
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Lemme 2.3.7. A est un groupe fini de cardinalité # A, = |det(L)].

Exemple 2.3.8. Soit L un réseau de signature (s*,s7), alors le signe de
det(L) est donné par (—1)° , donc det(L) = (—1)* #A,.

Remarque 2.3.9. On appelle réseauxr unimodulaires, les réseaux avec déter-
minant unitaire. Ils sont isomorphes a leurs duaux et correspondent donc
aux réseaux avec groupe discriminant trivial. On verra que cette classe de
réseaux mérite une attention particuliere.

Exemple 2.3.10. Soit L un réseau de rang n, L(d) le réseau obtenu en mul-
tipliant par d la matrice de Gram de L. On choisit une base (uy, ..., u,) de L
comme dans le Lemme , donc A L:/\% BB )\ZLZ (avec éventuellement
les \; = 1) et vu qu’on a Gram(L(d)) = dGram(L) on obtient:

iz Yoz

Réciproquement, si pour un groupe abélien A on pose:

A= {z € A|ldx =0}

AL(d):

alors (ﬁ) . 2% pour tout A € Z, donc:
ML M
LDAd= g\ Z AN Z
t enfin:
o (), (aE2)_ A
dnzZ dnl L(d)
Ap~ WAL S, ~1
(%%) (%%) Arad

Définition 2.3.11. On note [(Ay) la longueur de Ay, ¢’est-a-dire le nombre
minimal de générateurs du groupe Ay.

Comme Ay, est engendré par une base de L* on a [(AL) < rang(L).

Exemple 2.3.12. Soit A,, le réseau de racines qu’on a défini dans 'Exemple
comme det(A,) =n+1on a que #A4,4, =n+ 1. Par contre si n+ 1
est divisible par un carré, la cardinalité ne suffit pas a définir de fagon
unique le groupe. On rappelle donc que A, est donné par les points de
7" avec somme des coordonnées nulle, et on considére le vecteur u =
n%rl(l, ...,1,—n). Comme la somme des coordonnées de u est nulle on a
u€ A, ®Q, et pour tout v € A, on a v = (ag,...,0p_1,—0p — -+ — Ap_1),
donc le produit scalaire nous donne:

(v,u) = (ao+---+ap1+nlag+ - +ap1) =a+-+a, 1 €Z

n+1
Donc u € A7,
z
n + 1, donc Dz
I'isomorphisme:

et son image dans le quotient w € A4, a clairement ordre
— Ay, mais vu qu’ils ont la méme cardinalité on a
Z
Ay o
(0 +1)Z
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Exemple 2.3.13. Soit D,, le réseau échiquier de 'Exemple [2.2.54] et on
pose u; = (%,,%) et ug = (1,0,...,0), u; € D, ® Q. Pour tout v =
(a1,...,a,) € Dy, alors (us,v) = a1 € Z et (ug,v) = 3% a; € Z car
w1 a; € 27, donc uy,up € Dy,

Si n est impair, on a que u; a ordre 4, mais det(D,,) = 4 et donc
engendre Ap,~Z.

Sin est pair, alors @y et uy ont ordre 2 dans Ap, et uy—uy # 0 (mod D,,)
donc sont deux générateurs de Ap,~2 x Z.

Lemme 2.3.14. Soit L un réseau de rangr, d € Z\{0} tel que (%)r — Ajp,
alors il existe un réseau L' tel que L = L'(d).

Démonstration. On choisit une base de L et L’ telle que la matrice de
® : L — L* soit mat(P) = diag(\,...,\,.), alors (%)T — Ay, implique
que d|\; pour 1 < ¢ <r, donc Im(®) C dL*. Mais ®(x) = (z,-), donc pour
tout y € L on a (x,y) € dZ, donc la matrice de Gram de L est divisible par
d, donc L = L'(d) avec Gram(L') = Gram(L)/d. O

2.3.2 Forme discriminante

Soit L un réseau, on a déja montré que sur L* on a une forme bilinéaire
a valeurs dans QQ: on cherche alors a la transporter sur le quotient A; = LT

Si 1, T9,y1,y2 € L* tels que x1 — 29,91 — yo € L alors Ty, Ty (et res-
pectivement 7, J,) représentent les mémes éléments de Ay, mais en général
(x1,9y1) # (x2,72), ce qui nous empéche d’obtenir une forme a valeurs dans
Q.

Il faut donc changer le co-domaine de la forme bilinéaire, on remarque
que:

<3717y1> - <x27y2> = <5L’17y1> - <.T1,y2> + <x17y2> - <I2,y2>
= < T1,y1— Y2 >+ <T1— T, Yo >EL
N N—— ——

eL* eL eL eL*

Donc le produit scalaire est bien défini sur A, si on considere les valeurs
modulo Z, c¢’est-a-dire:

Lemme 2.3.15. Soit L un réseau, alors Ay hérite d’une forme bilinéaire
discriminante de la forme:

NIO

bL : AL X AL —
(z.9) = (z,9)

On considére maintenant la forme quadratique sur L*, L* — Q, z — 2.
Si L est un réseau impair, on a que sur Ay, elle est toujours définie modulo
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Z, donc qr, : Ay — Q/Z,T + x2. Par contre, si L est un réseau pair, on
peut en dire plus, car si xy,x9 € L* sont tels que x1 — x5 € L, alors:

QL<J71) - Q(%)

I
/\/\:&\/\/\
8
I
X
N
+
—~
=
I
8
v
X
N

27 VA

On a donc gagné quelque chose, vu que gz, est défini modulo 27!

Lemme 2.3.16. Soit L un réseau pair, alors Ay hérite d’une forme qua-
dratique discriminante:

Q

AL = —=

qr - 2r 27
T — 22

Exemple 2.3.17. Donc si L est un réseau pair, sur A; on peut définir
la forme bilinéaire by, et la forme quadratique gr. En particulier ¢ (x) =
br(z,x) (mod Z). Si on part de la forme quadratique ¢, on peut toujours
remonter a la forme bilinéaire, en considérant:

qr(z +y) —qr(x) — qr(y)
2

br(z,y) = (mod Z)

par contre l'inverse n’est pas toujours possible car on peut avoir des formes
quadratiques non équivalentes associées a la méme forme bilinéaire. Par
exemple si Ly = (2), Ly = (—=2) alors by, = by, (mod Z), par contre qr, #
qr,: en effet, si Ap, = {0,v1}, A, = {0,092} alors gz, (0) = ¢r,(0) = 0 alors
que & = qr,(v1) # 3 = qr,(v2) (mod 2Z).

Les deux formes discriminantes (quadratique et bilinéaire) constituent
un invariant tres important, qui mérite donc une étude approfondie et on
s’y attardera un peu avant de revenir aux réseaux.

Il est clair qu’on peut exprimer la forme discriminante bilinéaire avec sa
matrice d’intersection. Plus précisément, on prend B = (z;) un systéme de
générateurs indépendants de Ay, c’est-a-dire un ensemble qui satisfait:

o A; =span(zy,...,%,)

o Ar~span(zy) @ --- @ span(x,)
On appellera B une base de Ay avec abus de notation, car on utilisera ce
terme aussi dans le cas des modules non libres, ou par exemple la cardinalité
de B n’est pas invariante. Par exemple si A;,~7/67 alors (1) est une base
du module, mais aussi (2,3) est une base de Ay, car elle engendre A et
A~ (2)® (3)~Z/3Z & Z)27.
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Alors la matrice My, = (a;;) avec a;; = by (x;, x;) € Q/Z décrit comple-
tement by, car si x,y € A alors on peut le décomposer selon la base B,
r=MNx1+ -+ ANy, ety =pxy + -+ - + ppx, et donc:

1
br(z,y) = (M,..., )M |
Hn
Par contre, si on veut décrire la forme discriminante quadratique d’un
réseau pair on a besoin des valeurs modulo 27Z.
Pour résoudre cela, on va considérer la matrice M,, = (a;;) avec a;; =

br(zi,z;) € Q/Z sii # j et a; = qr(x;) € Q/2Z. On aura alors que pour
tout = A\jxq + -+ A\, € AL

A1
()\1, ceey )\n)M = 2 ( Z )\i)\jaij) + Z Afau

A, 1<i<j<n 1<i<j<n

= qr(x) (mod 2Z)

Et pour réobtenir la matrice de la forme bilinéaire il suffit de prendre les

valeurs sur la diagonale modulo Z.
Exemple 2.3.18. Pour le réseau A, on a montré que w = ——(1,...,1,—n)

n+1
est un générateur de Ay,. On a:

n
n+1

qa, (W) = w? = (mod 27)

Donc la matrice d’intersection associée a la forme discriminante est:

- ()
QAn = n+1

Exemple 2.3.19. Soit d € Z\{0}, L = (d), v le générateur de L associé a
la matrice:

Gram((d)) = ( d )

Alors w = v/d est une base de L* et la projection de w dans le quotient
engendre A, donc la matrice d’intersection de ¢, est:

1
- ()

Exemple 2.3.20. Soit d € Z\{0}, L = U(d), soient vy, vy les générateurs
de L associés a la matrice:

Gram(U(d)) = ( ) g >
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Alors wy = 2wy = “2 forment une base de L* et leur projections forment

aussi une base de Ay. La matrice d’intersection de ¢;, est donc:

0 1
qU(d):<1 8)

Exemple 2.3.21. On a vu que si n est pair alors D} est engendré par
wy = (3 L) et wy = (1,0,...,0). Si on choisit alors la base de Ap,

5,...75

donnée par w; et Wy on a:

On rappelle que les valeurs sur la diagonale sont calculées modulo 27Z (c’est
pour cela qu’on a noté 1 a la place de 0) et les autres valeurs de la matrice
sont modulo Z.

U

N3
N

Sin est impair, alors D} est engendré par wy, et donc:

n
4D, = <4>

Exemple 2.3.22. Soient L; = U(2), Ly = Dy, Ly = Ds alors:

L1 — y Ly — y Ly —
)y t) ol

Si 1, x5 forment la base de Ay, associée a la matrice de g1, donnée, il suffit
de considérer le changement de base x| = z1, z4, = x1 + x5 pour obtenir que
qr,~qr,. Par contre sur Ay, on a trois éléments de carré 0, lorsqu’il n’y en a
qu'un sur Ay, , donc qr, % qr,. On remarque sinon que les formes bilinéaires
sont isomorphes, by, ~by,~by., car les trois matrices coincident modulo Z.

— o=

Soit L un réseau, by, sa forme discriminante et d € N\{0}. Dans ’Exemple

2310/ on a vu que:
4~ AL@
[SEICOn
Ara)a
ot on rappelle que Ay 4 = {x € Ap|de = 0}. Mais que peut-on dire sur
la relation entre les formes discriminantes by, et brq) ?
Lemme 2.3.23. Soit L un réseau, d € Z\{0}, alors:
d- bL(d)ZbL

ot d - bra) désigne la forme discriminante brq) quotientée par Ap)q avec
matrice d’intersection multipliée par d, en symboles:

A A
d- b : - L) - Ld Q/Z
L(d),d L(d),d

(fu @) —od- bL(d) (T7 y)



84 CHAPITRE 2. RESEAUX

Démonstration. Soit f 'isomorphisme (de Z-modules) f : L* = L(d)*, on
obtient le diagramme:

L —=.1r

fir @

L —=- L(d)"

o

A
A = L(d)
L Ar.a

. . L1 . : L(d)*

donc si on passe au quotient f réalise I'isomorphisme entre A; et §—L) =
d

AL

A Soient x,y € L*, alors:

br(z,9) = (x,y);. (modZ)
d(f(z), f(Y) - (modZ)
= dbL(d) (T, g) (mod Z)

2.3.3 Formes finies

Définition 2.3.24. On appelle une forme finie bilinéaire symétrique (dans
la suite on écrira plus simplement « f.f. bilinéaire » en sous-entendant la
symétrie), une forme symétrique bilinéaire de la forme:

b:Ax A— Q/Z

avec A un groupe fini abélien.
De fagon similaire on appelle une forme finie quadratique, (f.f. quadra-
tique) une application:
qg:A—Q/2Z
avec A un groupe fini abélien et ¢ telle que:
1 g(nx) = n%q(x) pour tout n € Zet z € A;
2 si on définit ( ) (@) )
qx+y)—qr)—qly

alors b est une forme finie bilinéaire symétrique modulo Z.

(2.3.3)

On dira qu'une f.f. bilinéaire sur A est dégénérée s'il existe x € A\{0}
tel que pour tout y € A ba(x,y) =0 (mod Z).

Une f.f. quadratique est dégénérée si la forme bilinéaire associée 1’est.
Dans le cas contraire on parlera de forme non-dégénérée.

Remarque 2.3.25. Une f.f. quadratique est considérée dégénérée méme si
elle prend des valeurs non nulles modulo 27Z. Par exemple si on pose A =
{0,2}~7/27 et qa(x) = 1 (mod 2Z) alors g4 est dégénérée.



2.3. GROUPE DISCRIMINANT 85

Lemme 2.3.26. Soit L un réseau, alors by est une f.f. bilinéaire non-
dégénérée sur Ay.

Démonstration. Soit x € L* tel que b(ZT, ) soit identiquement nulle sur Ay,
alors pour tout y € L* on a (x,y) € Z. Donc « € L par le Lemme et
Z =0 (mod L). O

Lemme 2.3.27. Soit b une f.f. bilinéaire sur A, x € A élément d’ordre
n, alors Im(b(z,e)) C {% (mod Z)la € Z}~Z. De plus, si b est non-
dégénérée, on a l’égalité.

Démonstration. Si x € A a ordre n, alors pour tout y € A, on a:

nb(z,y) = b(nx,y) = b(0,y) =0

donc b(z,e) : A — {% (mod Z)|a € Z}~-~2. On veut montrer la surjectivité
quand b est non-dégénérée. On a que Im(b(x,e)) est un groupe cyclique,
donc il existe m € Z diviseur de n tel que Im(b(z,e)) = span(=). En
particulier Im(b(mx, o)) = mIm(b(z,e)) = 0, donc b(mz,y) = 0 (mod Z)
pour tout y € Z ce qui implique mz = 0 car b est non-dégénérée. Donc
m =n et b(z, ®) est surjective. O

Remarque 2.3.28. Soit A un groupe abélien fini et Hom(A, %) le groupe des
applications Z-linéaires ¢ : A — 2

=, alors une f.f. bilinéaire b sur A induit
un morphisme:

Q

b(e,e): A — Hom(A, Z)

r — b(x,e)

qui grace au Lemme [2.3.27] est injectif dans le cas ol b est non-dégénérée.
Mais Hom(A, %):A comme groupes abéliens, donc si b est non-dégénérée
on a un isomorphisme de groupes.

De la méme fagon que pour les réseaux, en utilisant une f.f. bilinéaire,
on peut définir 'orthogonal d’un sous-groupe, qui est aussi un sous-groupe.
De plus, contrairement au cas des réseaux, un sous-groupe avec une forme
finie non-dégénérée détermine toujours une décomposition.

Lemme 2.3.29. Soit b une f.f. bilinéaire sur A et soit H < A un sous-
groupe. Alors #H+ > 4 ¢t on a 1’égalité si b est non-dégénérée sur A.

#H
Démonstration. Soit (x1,...,x,) une base de H, on consideére le diagramme
suivant:
1 Q Q
0 H A 2¢.0%

W(znﬁ) /

Im(b(z1,)) @ ... & Im(b(x,,))
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Mais par le Lemme [2.3.27) # Im(b(x;, ®)) < ord(z;) donc

1 #A _ #4
#H 2 ord(z1)-...-ord(z,)  #H

Si b est non-dégénérée, on a # Im(b(z, ®)) = ord(x) et donc on a I’égalité. [
En fait, on a méme un isomorphisme de groupes:

Lemme 2.3.30. Soit b une f.f. bilinéaire sur A non-dégénérée, H < A un

sous-groupe. Alors:

A
Ht~"
H

en tant que groupes abéliens.

Démonstration. Soit m: A — A/H le quotient par H, alors 7* : Hom(A/H,Q/Z) —
Hom(A,Q/Z) est injective avec:

tu(r*) = { € Hom(a, Dl =0}

On a aussi un morphisme de H* dans Hom(A, 2) donné par b(e, ¢), dont
I'image est contenue dans Im(7*), donc la situation est la suivante:

Hom(4,2) —— Im(7")~ Hom(A, )

Tb(o,o)

HL

Par la Remarque [2.3.28, comme b est non-dégénérée alors b(e,e) est
injective, mais #H+ = #(A/H) = # Im(7*), donc b(e, @) décrit un isomor-
phisme de groupes. ]

Lemme 2.3.31. Soit b une f.f. bilinéaire sur A non-dégénérée, K, H < A
deuz sous-groupes tels que K < H. Alors:

K+ H

-~

HL K
en tant que groupes abéliens.

Démonstration. On considére la suite exacte:

O%E%é%é—w
K K H

et on applique Hom(e, Q/Z), on obtient alors:

0— Hom(é @) — Hom(ﬁ, (S

Q
H'7Z Z

H
H .
) — om(K, )—0
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Par le Lemme [2.3.30] on a les isomorphismes

b(e,e): H- = Hom(

On obtient alors:
0— Hom (5, 2) — Hom(g, 2) —> Hom(g, ) —0

Tb(o,o) Tb(o,o)

0 H* K* K 0

. . . . /1 1L~
et donc il existe un isomorphisme de groupes abéliens % — Hom(%7 %),

o H H Q
mais 7z~ Hom(3z,~) et on a conclu. O

Lemme 2.3.32. Soit b une f.f. bilinéaire sur A non-dégénérée, H < A un
I
sous-groupe. Alors (Hl) =H.

L
Démonstration. Par définition H C (H L) et comme b est non-dégénérée
par le Lemme [2.3.29

#<HJ_)J‘_ #A #A

= gt~ g

]

Lemme 2.3.33. Soit b une f.f. bilinéaire sur A non-dégénérée, Hy, Hy < A
deux sous-groupes. Alors:

(H, N Hy)* = H + HY

Démonstration. On a I'égalité triviale (H, + Hy)* = Hi- N Hy, on remplace
alors H; par Hi* et grace au Lemme [2.3.32 on a:

I
(Hi +Hy) = HiNH
On prend a nouveau l'orthogonal pour obtenir I’équivalence cherchée. [

Lemme 2.3.34. Soit b une f.f. bilinéaire sur A non-dégénérée, H < A un
sous-groupe.
Alors H est primitif si et seulement si H+ < A est primitif aussi.

Démonstration. On suppose que H est primitif, par la preuve du Lemme
on a que le plongement de H+ — A est donné par 7 : Hom(A/H, Q/Z) —
Hom(A,Q/Z), il s’agit donc de démontrer que ce dernier est primitif.
Mais si H < A est primitif alors A~H & % comme groupes abéliens,
donc:
Hom(A,Q/Z)~Hom(A/H,Q/Z) & Hom(H,Q/Z)

et H' et primitif aussi. L’'implication contraire découle du fait que si H+
est primitif, alors H++ = H est primitif. O
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Proposition 2.3.35. Soit b une f.f. bilinéaire sur un groupe abélien fini A
et soit H < A un sous-groupe. Si la restriction by est non-dégénérée alors:

b= b|H@b|HJ_

Démonstration. Comme by est non-dégénérée, on a que H N H+ = {0},
donc H ® H+ < A. Par le Lemme [2.3.29 les deux ensembles doivent avoir
la méme cardinalité, donc on a l'isomorphisme et A = H @& H*. ]

Corollaire 2.3.36. Soit b une f.f. bilinéaire sur A et H un sous-groupe non
primitif de A, alors by est dégénérée.

Remarque 2.3.37. Soit ¢ une f.f. quadratique sur A et b la f.f. bilinéaire
associée a ¢, alors les conditions d’orthogonalité et dégénérescence coincident
totalement: donc les résultats précédents s’appliquent aussi au cas d’une
forme quadratique.

Soit A un groupe abélien fini et p un nombre premier. On notera A, la
p-part de A, c’est-a-dire le plus grand sous-groupe d’ordre p™ contenu dans
A. Comme il s’agit forcement d’un groupe primitif, on obtient une décom-
position de la forme A~A, @ ---@® A,, avec p,...,p; premiers différents,
et si b est une f.f. bilinéaire sur A, de plus il s’agit d’'une décomposition
orthogonale, car si z1,y; € A avec ord(x;) = ky, ord(zy) = ks alors:

kib(zy, x9) = kob(x1,22) =0 (mod Z)

Si k1, ko sont premiers entre eux, il existe A\, u € Z tels que \ky+ pky = 1,
donc:

b(xy, x2) = Merb(x1, x2) + pkob(z1,29) =0 (mod Z)

(e

Comme k; = p;" on a que les k; sont premiers entre eux, donc pour i # j

ona A, L A,. On a montré:

Proposition 2.3.38. Soit b [respectivement q] une f.f. bilinéaire [quadra-
tique] finie sur A. Alors b [q] se décompose sous la forme:

b= D b = D

p premier p premier

ot by [q,] est la restriction de b [q] sur A,. De plus si'b [q] est non-dégénérée,
alors elle se décompose comme somme de formes finies non-dégénérées.

Notre travail se réduit donc a étudier uniquement les formes finies sur
les p-groupes. On a déja remarqué que si k = ord(x), alors b(x,y) = ¢ avec
a € Z, donc si A est un p-groupe, on a que b (et ¢) prennent leurs valeurs
sur QW avec:

Q(”)::{a,an,neN}CQ
p'n
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Remarque 2.3.39. Attention & ne pas confondre I'anneau Q®) avec les corps

p-adiques Q,, les entiers p-adiques Z, ou la localisation Zg) = { € Qla €
Exemple 2.3.40. Soit n = pJ*----- ppt, alors A, |~ Z est engendré par
w avec g(w) = "=1. Si on pose Ei = %w, on a que (wi,...,wy) est une
base de Ay, _,, avec span(w;)~ L et q(wl) = %

Il existe une réduction supplémentaire possible: soit p # 2, A, un p-
groupe et g une f.f. quadratique sur A,, alors on peut montrer que ¢ prend
ses valeurs uniquement sur 2Q® /2Z (g ne prend donc jamais des valeurs
impair & dénominateur).

En effet soit z € A,, ord(z) = p", ¢(z) = a (mod 2Z), alors:

q(p"z) =p™a=0 (mod 27)

car p"z = 0. On a alors p**a € 2Z et donc a € 2Q®).

Donc, si g est une f.f. quadratique sur A, et b sa forme bilinéaire associée,
sachant que ¢ prend ses valeurs sur 2Q?) /27 on a une seule possibilité pour
construire g a partir de b, c¢’est-a-dire:

_ Jola, @) si b(z, ) € 2Q@)
1) {b(:v,a:)Jrl sinon

Donc pour p impair ¢ est complétement déterminé par b.
On peut réécrire la relation ci-dessus de facon différente, soit 27! I'inverse

de 2 dans TZ’ p" la cardinalité de A,, comme 271 = -2 H (mod p™) alors:

g(x) = my (27'b(x, 7)) (2.3.4)

2@(?)

ol mey est l'isomorphisme my : Qg — donné par la multiplication par
2.

D’ailleurs ([2.3.4) implique aussi qu’a tout f.f. bilinéaire b on peut associer
une f.f. quadrathue q telle que b soit la forme bilinéaire associée a ¢ par
(2.3.3)). On a donc une correspondance parfaite entre formes bilinéaires finies

et formes quadratiques finies pour le cas impair.

Exemple 2.3.41. Soient L; = Ay, Ly = As(—1), alors les formes discrimi-

nantes sont données par les matrices d’intersections by, ~(2) et br,~(3) . A

partir des bLl, on peut retrouver les qr,: soit x € Ay, un générateur, alors

grace a on trouve bien:

2 8§ 2
qr, () = 2-(2.?):?153 (mod 27)
ara(@) = 2-(2-3) =35 (mod 22)
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2.3.4 Discriminant

On rappelle d’abord les faits suivants (ils peuvent étre montrés comme
une conséquence du Lemme de Hensel [Ei]):

Lemme 2.3.42. Soit p premier impair, x,y € %Z\{O}, alors xy est un carré

dans p% (i.e. Ar € z% tel que r* = xy) si et seulement si l'une des conditions
suivante est vérifiée:

e 1.y sont deux carrés;

e nix, niy est un carré;

. . . . 7 . .
Lemme 2.3.43. Soit p premier impair, x € 77 inversible, alors x est un

carré dans Z%Z si et seulement si T est un carré dans p%.

A partir de ces deux résultats on prouve facilement:

Corollaire 2.3.44. Soit p premier impair, x,y € 1% inversibles, alors:
o zy est un carré dans -2 si et seulement si x,y sont deux carrés ou

P
aucun des deux ne l’est;
o 17! est un carré si et seulement si x est un carré;

e dr e p,ZLZ inversible tel que x = 1y si et seulement si x,y sont deux

carrés ou aucun des deux ne l’est.

Maintenant soit b une f.f. bilinéaire sur un p-groupe A,, p impair, B =
(x;) une base et M = (a;;) la matrice d’intersection associée a B. Si
ord(x;) = p", par le Lemme [2.3.27 on a a;; € %, a;; = ¢;j/p™ avec
cij € Z pour tout j, donc en développant:

n

det(M) = ngn(c)]:[law(n

G’GSTL

- % (sl Il

(TGSTL

Cioli) | Z)
p

c 1
— ]W + WZ
avec pV = #A,, ¢ € Z et p™ = min;(ord(z;)). On a aussi que p 1 ¢ si et
seulement si b est non-dégénérée [MM]. . Par contre le déterminant n’est
pas un invariant par changement de base: soient B, B" deux bases de A, ol
b a pour matrice d’intersection respectivement M et M’, si C' est la matrice
qui exprime le changement de base de B a B’ alors:

M =C'MC

et en particulier det(M’) = det(M) det(C)? avec det(C') inversible (modulo
p). Donc on a une relation d’équivalence sur les déterminants des formes
s s sz . . a a’ piNZ / a a’ 2
non-dégénérées: soient oNo N € oNFmz AVEC P fa,pta alors oN N N S il

existe m € Z tel que a = m?a’ (mod p").
Le déterminant modulo cette relation d’équivalence constitue le discri-

minant de b:
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Définition 2.3.45. Soit b une forme bilinéaire non-dégénérée sur un p-
groupe A, avec torsion maximale p™ et M la matrice d’intersection de b pour
une certaine base, alors on appelle discriminant de b la classe de det(M)
modulo la relation d’équivalence ~ donnée par le produit par un carré de
Z non divisible par p:

disc(b) 1= det(M)/

Si p est impair, pour N donné, on a deux classes d’isomorphisme modulo
les carrés inversibles qui sont données par le caractere quadratique modulo
p, donc on peut choisir comme représentants p~V et up~ avec u le plus
petit non carré modulo p.

Par contre, dans le cas pair, la situation est bien plus complexe, car il
faut distinguer plusieurs cas, résumés dans le Tableau [2.3.1] Ces résultats
sont partiellement montrés dans [MM], mais on donnera une preuve pour
les résultats dont il n’a pas été possible de trouver une référence.

Une distinction sera faite par rapport a l'invariant 9, de la forme finie:

Définition 2.3.46. Soit Ay un 2-groupe, b une f.f. bilinéaire [¢ une f.f.
quadratique] sur Ay, on notera alors:

5 — 0 sib(z,z)# %pour tout x € A, tel que 2z =0
711 sinon
Aussi dans la suite pour une matrice M, on notera MZ] la matrice privée
de la ligne 7 et la colonne j, avec plusieurs indices si on veut enlever plusieurs
lignes et colonnes. En outre on indiquera avec £;; la matrice avec toutes
les entrées égales a zéro, sauf un 1 a la place (3, j).

Lemme 2.3.47. Soit Ay un 2-groupe de cardinalité 2V, b une f.f. non-
dégénérée sur Ay avec 6, = 0, (x1,...,x,) une base de Ay et M la matrice
d’intersection associée. Alors pour tout 1 <i < n on a det(M}) € 27V27Z,

Démonstration. Si ord(z;) > 22 alors M} est la matrice d’une f.f. bilinéaire
sur un groupe de cardinalité < 2N=2 donc on a le résultat.

a
Sinon soit Ay~ i Z i @ A, avec A, sans 2-torsion, alors si ord(z;) = 2,

par la Proposition [2.3.61{ on a que M/ est la matrice d’une forme bilinéaire
b:bA21 @ bA222 avec Ag1~ (%)a_l et Ay>2 sans 2-torsion. Par la Proposition
comme b est non-dégénérée avec 6, = 0 alors a est pair, donc a — 1
est impair est vu que ¢y, Ay = 0 alors by, est dégénérée. Donc det(M]) est le
déterminant d'une forme dégénérée sur un groupe de cardinalité 21, cela

implique que det(M}) = a/27N*1 avec 2|a et donc det(M}) € 27V 2Z. O

Lemme 2.3.48. Soit Ay un 2-groupe de cardinalité 2V, b une f.f. non-
dégénérée sur Ay avec 6 =0, (xq,...,x,) une base de Ay et M la matrice
d’intersection associée. Alors pour tout 1 <i < j<n on a:

det(M + E! + E}) — det(M) € 27 V7
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Démonstration. En utilisant la multilinéarité du déterminant on a:
det(M + E} + EY) = det(M + E}) + det(M] + E/)
= det(M) + det(M) + det(M]) + det(M}))
= det(M) + 2det(M]) + det(M;})
ot det(M7) = det(M 1) car M est symétrique. O
Par la formule de condensation de Dodgson [Dod| on a:
det(M) det(MiJ;’ji) = det(M}) det(MJj) — det(M})?

Par le Lemme précédent det(M)det(M?) € 27N+1Z, et comme b est
non-dégénérée on a det(M) = m2™ avec m impair. On a donc deux cas:

1 det(M}) = m;27V*2 avec m; impair, alors det(M/)? = my2~ N+
avec my impair et donc 2det(M) + det (M) € 27VHZ;

2 det(Mf;’;) € 27N37 alors det(M})? € 272837 —  det(M?) €
27N2Z et & nouveau 2det(M]) + det(M7y) € 27N

Lemme 2.3.49. Soit Ay un 2-groupe de cardinalité 2, b une f.f. bilinéaire
[q une f.f. quadratique] non-dégénérée sur Ay avec &, = 0, (x1,...,x,) une
base de Ay et M matrice d’intersection associée. Alors pour tout 1 <i<mn
on a:

det(M + EI) — det(M) € 27V 27 [det(M + 2E}) — det(M) € 27N T37)
Démonstration. En développant le déterminant on trouve:
det(M + E}) = det(M) + det(M;) [det(M + 2E!) = det(M) + 2 det(M;)]
Mais det(M}) € 27N *2Z ce qui conclut la preuve. O

On obtient alors les corollaires suivants:

Corollaire 2.3.50. Soit Ay un 2-groupe de cardinalité 2V, b une f.f. bili-
néaire [q une f.f. quadratique] non-dégénérée sur Ay avec 6, = 0 [0, = 0.

Alors: Ny Ny
' 2~ . 2”
disc(b) € 5-N+27 [dlSC(Q) S Q_N"'?’Z]

Démonstration. Soient M, M’ deux matrices d’intersections de b [g] asso-
ciées a la méme base, alors M — M’ est une matrice de la forme:

M= M =3 NE+ Y p (Ef + E)

(M =M =>"2XE + > i (Ef + E)]
avec \;, (i € Z. Alors par les résultats précédents det(M) — det(M') €
27N427, [det(M) — det(M') € 27¥+37)]. O
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représentants du discriminant dans 75]17%
p m 0 s P

forme bilinéaire forme quadratique

mpait| m>1 |/ TRRTRS! TRATRS,

2 m>3 | 0/1 | {27V, 3.27N 5.27N 7.2=N1 | fo=N 3. 9=N 5. 9=N 7.9-N}
2 2 0/1 {27V 3. 27V} {27V 3.27N 5. 27N 7. 97NV}
2 1 0 {27V 3. 27N} {27V 3. 27N 5. 27N 7. 27V}
2 1 1 {2=My {27V 3. 27}

TABLE 2.3.1 — Représentants pour le discriminant

Pour terminer on a que dans Z/2"Z avec n > 3 tous les carrés inversibles
sont exactement les valeurs = 1 (mod 8), donc 1,3,5,7 appartiennent a
quatre classes différentes et les représentent toutes.

Exemple 2.3.51. On donne quelques exemples pour fixer les idées:

-n
e Si b est donnée par la matrice d’intersection up up—-1 ) alors

dlSC(b) = u2p_271—1 — p—Qn—l :
e Sibest une f.f. a valeurs sur A~ (%)k avec 6, = 1 alors disc(b) = 27%;

k
e Si b est une forme bilinéaire a valeurs dans A~ (l> alors disc(b) €

{278k 3. 078k 5. 0-3k 7. 9-3k). o
e Si b est une forme bilinéaire sur A:(
disc(b) = 2731,
e Si b est une forme bilinéaire sur Az(
disc(b) = {273k=1 3. 2731},

e Si ¢ est une forme quadratique sur A~ (

k
) S¥) % avec 5b = 1 alors
) & % avec & = 0 alors
Ny
) ® 57 avec 9, = 1 alors
disc(q) € {2791, 3. 2731},
k
e Si g est une forme quadratique sur A~ %) ® Z avec §, = 0 alors
disc(q) € {273k, 3. 273k=1 5. 9=8k=1 7. 9=3k-1}

2.3.5 Classification des formes finies

On rappelle qu'on s’est limité a étudier uniquement les cas suivants,
dont on se donne comme objectif de donner une classification compléete:
e Les f.f. bilinéaires sur les p-groupes, avec p premier,
b: A, xA,— Q/Z;
e Les f.f. quadratiques sur les 2-groupes, ¢ : Ay — Q/27Z;
Pour commencer on va montrer le résultat suivant, qui nous sera utile aussi
dans le cas p-adique:

Proposition 2.3.52. Soit (R, m) un anneau commutatif local tel que:
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1 m = (m) idéal mazimal principal ;
2 Pour tout r € R\{0}, r = r'm* avec r' inversible ;
3 mi2.

avec 2 = 1g + 1g. Soit M un R-module libre de type fini, st b: M x M —
R est une forme bilinéaire symétrique alors il existe une base de M qui
diagonalise b.

Démonstration. Si r € R on note v,(r) € N la valeur maximale de k telle
que mF|r (et donc mF*1 § r). Soit &' = min{v,, (b(x,z))|r € M} et x; un
élément de M qui le réalise, alors b(z1, 1) = aym* avec a, inversible. On
peut supposer que z; est un élément primitif de M (i.e. il peut étre complété
en une base, car M est libre), sinon soit yi,...,y, € M une base, \; € R
tels que x1 = My + -« -+ + A\yn, alors:

b(ﬂ?l, 513'1) = Z Az)\]b(yu yj) = Z )\i)\jrijmk” = mk/al

avec k;; > k', car comme 2 est inversible dans R, pour tout x,y € M on a:

N —

b(z,y) =

mais m* | b(z, ) pour tout x € M donc m* | b(z, ).
Comme m* +1 { b(xq, 1) il existe y;, y; (éventuellement égaux) tels que
Vm (b(y;,y;)) = K, on a donc deux possibilités:
1 Soit v, (b(ys,y:)) = k' ou v, (b(y;, y;)) = k' et on peut poser z1 = y;
ou x; = y; primitif;

2 Soit v, (b(y; + y;, yi + y;) = k' et on peut poser 1 = y; + y; qui est
primitif, car somme de deux éléments d’une base.

. . ! .
il existe donc a5, ..., 2. € M tels que B’ = (x1, 25, ..., x,) soit une base de
29 »n s 49y yLn
. — R
M, b(zy,2}) = azm® avec k; > k'. On pose \; = —ay 'a;m* ¥, alors on a:
) _ L/ !
b(xy, 2 + Nxy) = am® —a7tam™ T aymF
= amb —amb =0
donc si on pose z; = z; + Axrq pour 2 < i < mn,onaque B = (zq,...,2,)

est une base avec matrice associée:

am* 0 -+ 0

0 Ap2 *+ App
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Si on répete récursivement la procédure sur span(za, ..., x,), on arrive
a une diagonalisation de la forme:

alm’“1

a,m n

avec les a; inversibles et ky < --- < k,,. O

Remarque 2.3.53. Si 2 n’est pas inversible dans R (donc 2 = m@ay avec ay

inversible) on peut montrer un résultat analogue a la Proposition [2.3.52f en
obtenant une diagonalisation par blocs de dimension maximale 2 [MM].

Les hypotheses de la proposition sont satisfaites pour R = Z,,, Z), %Z, K
p
avec p # 2 premier et K un corps de caractéristique différente de 2. En par-

Z

k
ticulier, si b est une f.f. bilinéaire sur A = (pTZ) , alors b prend ses valeurs

sur Im(b) C {I%|a €L} C %, mais on a l'isomorphisme de Z-modules:

{jrlacZ} 7
Z - p"Z

OI] eut donc voir A comme un R—module libre avec R = =, et b/ la
pn%7
forme bilinéaire a valeurs dans R donnée par:

V:AxA — R
(z,y) = b(z,y)p"

et grace a la proposition on peut diagonaliser ¢’ (et donc b aussi). Donc il
existe une base x1,...,x; de A telle que:

bzb\span(wl) ®---D b| span(xg)

En fait, on peut faire plus que cela: si b est un f.f. bilinéaire (non-

dégénérée) sur A = 1%’ x un générateur de A, alors b est completement
décrite par la valeur b(z,z) = -% avec a inversible dans -2 (car si pla on
’ p pL

aurait que b ne serait pas dégénérée). Donc si a est un carré, comme 1 est
aussi un carré dans z%, par le Corollaire [2.3.44]il existe r inversible tel que

r2a = 1. Alors si on pose y = rz on a que y est un générateur de A et:
by, y) = r’b(z,z) =1

donc b est équivalent a la forme qu’associe 1 au générateur du groupe.

Réciproquement, si a n’est pas un carré dans p%, alors on peut choisir
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n’importe quel « non carré standard » u € p%z et il existera r tel que r?a = u,
donc si y = rxz on aura b(y,y) = u, donc b sera équivalent a la forme
qu’associe u au générateur du groupe.

En utilisant la notation suivante:

Définition 2.3.54. Soit p premier impair, n € N\{0} et u le plus petit
entier qui ne soit pas un carré modulo p (et donc @ n’est pas un carré dans
ﬁ pour aucun n). Alors on note wj,,, les f.f. bilinéaires non-dégénérées

suivantes:

=1 . Z Z Z

° wl’:n T p"Z X pZ - pZ
(r,y) = =y

-1 . Z 7 7

° wpm t O p"Z X pZ - pZ

(z,y) = uxy

Remarque 2.3.55. On rappelle qu’il y a une correspondance parfaite entre
f.f. bilinéaires a valeurs dans % et formes bilinéaires a valeurs dans ﬁ et
parfois on les identifiera par abus de notation. Par exemple en général avec

we  on sous-entendra les f.f. bilinéaires:

p?n
1.z zZ Q
o Wpn * gz X nz %
X
(r,y) = &
m-l. Z  Z Q
o Wpn' pnz X gnz 7 7

ury
(x7 y) H pn

8

Remarque 2.3.56. Méme si on utilise la notation w~!, on rappelle qu’en

réalité —1 peut trés bien étre un carré modulo p, par exemple 22 =4 = —1
(mod 5). Plus généralement, pour p impair, —1 est un carré si et seulement
sip=1 (mod 4).

En résumant, on a montré que:

k
Lemme 2.3.57. Soit b une f.f. bilinéaire non-dégénérée sur A = (p%z)
avec p premier impair, alors b décompose comme:

b~ () )Gai ® (w‘l)@(’m)

p?n p?n

On est pas encore arrivé a une décomposition unique, car on a le résultat
suivant:

| S S A |
Lemme 2.3.58. w, , ®w, ,~w,;, ®wW,,

Démonstration. Soit x1, xo une base telle que la matrice soit:

L0
pO N
pn
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on rappelle que u est le plus petit non-carré modulo p, en particulier u # 1

(mod p) et donc u — 1 est un carré inversible (car 1 < u < p) dans -2

pnZ’
il existe alors r € p,% tel que > = w — 1. On pose alors y; = x; + ra, et
Yo = T — Tg, alors:
1 P u
by, 1) = bya,4e) = — + — = —
p p p
r r
b(y1,y2) = — T = 0
p p
donc la matrice dans la base (y1,y2) est:
= 0
P
0 =
p
ce qui montre I’équivalence. O

Cela permet de simplifier les termes w,, L. sion en a plus d'un. Il reste a

montrer qu’il n’est pas possible de simplifier plus que cela:

k
Lemme 2.3.59. Soit b une f.f. bilinéaire non-dégénérée sur A = (1%) ,
alors b se décompose de facon unique comme:

&k ®k—1
~ (751 1
) ou b~ (wpm) S w,,

b~ (wl

p’n
i.e. b est complétement déterminée par son discriminant.
Démonstration. On a montré qu’on peut réduire b sous une de ces deux

. N .. . 1 \OFk _
formes, il reste & montrer qu’elles sont distinctes. On a disc (w; n) =pnk

p’n p7n
sont pas isomorphes et on obtient 'unicité de la décomposition. O

k-1
et disc ((wl ) @w‘1> = up~ ™ donc les deux formes bilinéaires ne

Maintenant on a une classification complete des formes finies sur (;%Z)k'
Il reste alors a montrer que toutes les f.f. bilinéaires sur un p-groupes A se
décomposent comme somme de formes finies sur des I%—modules libres.
On a d’abord besoin des résultats suivants:

Définition 2.3.60. Soit A un groupe abélien, p premier, on note

Ay = {z e APz =0}

A

(A) = pJ
ppmj( ) Ap,j—1+pAp,j+1

k
On remarque que py, ;(A)~ (pZ—Z) pour un certain k et que pour A,B groupes

abéliens:

(A® B),;~{(z,y) € A® B|p]x =ply = 0}~A,; ® B, ;
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donc on a aussi:

Ap,j D Bp,j
Apj1+pApjs1+ By + 0By
=~ Ppj (A> D Pp,j (B)

D’ailleurs p,; est compatible avec les formes finies, car si b est une
f.f. bilinéaire sur A alors Im (b‘Ap’j(o,o)) C {p% (mod Z)|a € Z} lorsque

Im (b‘Ap’j_ﬁpAp’jH(O, 0)) - {pﬂ,l la (mod Z) € Z}, donc b descend sur p,, ;(A)
avec des valeurs dans:

{& (mod Z)a € Z} N{a
{ 2 (mod Z)|a€Z}_

pi—1

12

Pp.j (A D B)

(mod Z)|a € Z}

Donc on a une f.f. bilinéaire sur p, ;(A).

903 . — ——1
D’ailleurs on peut calculer facilement que p,, (@, ;) = W, , et pp; (W, ;) =

—1
Wy, ;-
Maintenant on est prét pour prouver:

Proposition 2.3.61. Soit b une f.f. bilinéaire non-dégénérée sur un p-
groupe A, avec p premier, alors b se décompose sous la forme:

bﬁb‘Apl b---D b|,4pn

Z

k;
avec Apin~ (pTz) . De plus, si p # 2, la décomposition est unique.

Démonstration. Soit p" I'ordre maximal des éléments de A, et k la valeur
Dk
maximale telle que A,n := (l) — A,, ce qui nous donne une décom-

position du type A,~A,» @ ﬁ eZwec B qui contient des éléments d’ordre au
plus p"~'. On montre que b4, est non-dégénérée: soit © € Ay \{0} d’ordre
p’, alors par le Lemme il existe 2/ € A,n d’ordre p™ tel que p" a2’ =z
et y € A, tel que b(2',y) = #. Cela implique que y a ordre p”, donc on
peut le décomposer comme y = y; +y2 avec y; € Ay et yo € B d’ordre p™,
m < n. Soit a tel que b(z',y2) = a/p™, alors:

b(z',y1) = b y) — b2, y2)

B 1 a
- ﬁ_an
B 1_pn7ma_a/
- T_E

avec p t d, et donc b(x,y;) = p,‘f—ij Z 0 (mod Z) ce qui implique bja , est

non-dégénérée. Par la Proposition [2.3.35| on a une décomposition b=~by4 , &

bas, avec Alfn qui contient des éléments d’ordre au plus p"~!, et en itérant
p’n
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la procédure sur Ajn on obtient la décomposition désirée apres un nombre
fini d’étapes.

Il reste & démontrer 'unicité pour p # 2: soit donc b:b‘Apl DD bMpn
une autre décomposition, on doit montrer que:

b‘A~ jﬁb\Apj pour tout 1 <5< n
P

Si on applique p,;, on a p,,;(b) = Pp,j(b\Apj) = Pp,j(b\/ipj)-
Comme p # 2, d’apres le Théoreme [2.3.59| on peut diagonaliser b A de

fagon unique et en appliquant p,, ;:

Pk, ok,
~ (751 7 (1 J
blApj— (wp,n) = pp,j(b\Apj) = (wp,l) ou

. ®(k;—1) o - Ok; __
b‘A L~ (wl ) ! @ wp;L - pij(b\Apj) = (wzl),l) ’ EB wpi

Donc I'image p, ; dépend uniquement de la décomposition de b, A et comme

pp’j(bmpj) = pp,j(blﬁpj) on obtient que b|Ap]- ~bja ;- O

Exemple 2.3.62. Si p = 2 on n’a plus 'unicité de la décomposition. Par
exemple soit A~Z @ Z avec base z1, T2 et b une forme avec matrice d’in-

) —4z VYV 8z
tersection: ( )

Si on prend y; = x1 + 29, Yo = X1 — 9, alors la nouvelle matrice

d’intersection est: ,
4
0

~ L

donc span(x;)~ span(y; )~ ;7 donnent deux décompositions de b avec b|span(z;) %
b span(y:) car sur span(z) les éléments ont carré I ou 0 lorsque sur span(y; )
les carrés valent % ou 0.

ORI
o= O

®lw O

Exemple 2.3.63. Si b est une forme dégénérée le résultat n’est plus vrai,
par exemple soit A = 2 & Z, (z1,22) une base de A avec ord(z;) = 9,

9Z°

ord(zy) = 3 et b donnée par la matrice:
alors il n’existe aucune décomposition orthogonale de b de la forme b z @b, Z-

O wl=

(

[SSIEVNITE

Finalement on a:

Corollaire 2.3.64. Soit b une forme bilinéaire sur un p-groupe A,, avec p
impair. Alors b se décompose de fagcon unique sous la forme:

b~ P (w},’i)@ki e D (w;})@k;
J

avec 0 < K} < 1 pour tout j.
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On rappelle que pour le cas impair on a une équivalence parfaite entre
f.f. bilinéaires et f.f. quadratiques et on peut donc conserver nos résultats
dans ce cas:

Définition 2.3.65. Soit p premier impair, n € N\{0} et u le plus petit

entier qui ne soit pas un carré modulo p. On pose alors ' = wu si u est

pair, sinon u’ = u + p" (ou de fagon équivalente, v’ = my(271u)). On note

Wy, (sans la barre pour les distinguer du cas bilinéaire) les f.f. quadratiques
non-dégénérées suivantes:

1 . Z Q

o Won' pz 7 b7

r = (pt+1)z?

-1. z Q
— 2

° wpvn t o ptZ
r o uz?
En particulier la f.f. bilinéaire associée a wy,,, est wy, ..

Corollaire 2.3.66. Soit ¢ une forme bilinéaire sur un p-groupe A,, avec p
impair. Alors q se décompose de facon unique sous la forme:

@ (wh) " 0 @ (w2) ™
i J

avec 0 < k:; <1 pour tout j.

On a donc terminé complétement le discours pour ce qui concerne la clas-
sification des formes bilinéaires finies sur un groupe abélien de cardinalité
impaire. Par contre, on a seulement évoqué les passages les plus importants
pour ce qui concerne le cas pair.

Pour le cas pair on procede de facon assez similaire, mais avec beaucoup
plus de difficultés techniques. Vue la nature introductive de ces notes on se
limitera & reporter les résultats, renvoyant au [MM] pour les preuves.

Proposition 2.3.67. Pour les 2-groupes on a les f.f. bilinéaires indécom-
posables suivantes:

’ A \ Notation\ Définition
% W, b(z,y) = xy/2
% ¥ 7 uy b((z1,41), (22, 92)) = (2192 + T2y1)/2
g Wy, b(z,y) = zy/2
v w5, b(x,y) = 3wy/2
gz M= 3 Wy bz, y) = xy/2
gz 23 ws, b(z,y) = 3wy/2
5, >3 w5, b(z,y) = dxy/2
s, m >3 ws5,, b(x,y) = Tay/2
% X 2%27 n=2 Un b((z1,11), (22,92)) = (212 + 2201) /2"
% X %7 n=>2 Un, b((w1,91), (22,92)) = (221y1 + 222Y2 + 212 + 22y1) /2"
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Et pour les formes quadratiques finies:

Proposition 2.3.68. Pour les 2-groupes on a les f.f. quadratiques indécom-
posables suivantes:

’ A ‘ Notation ‘ Définition ‘

% W1 q(z) = 2%/2
% w3 q(x) = 322/2

s > 2 wy,, q(x) = 2?/2

sz, n>2|  wi, q(z) = 322/2

gz 22| Wi, q(z) = 5z?/2

gz T > 2 Wi q(z) = T2%/2

77 X 3% Un q((w1,22)) = T129/2"

77 X 77 Un q((21,22)) = (2 + 2122 + 23)/2"

Malheureusement cela ne suffit pas a donner une classification compléte,
car comme on a vu dans I’Exemple en général la décomposition dans
le cas pair n’est pas unique. Il faut donc essayer de se ramener a une forme
« normale », qui soit la méme pour les formes équivalentes. On ne présentera
pas la forme normale dans le cas général, renvoyant (encore une fois) le
lecteur intéressé a [MM], mais on se limitera a donner 1’énoncé pour une
forme finie sur (Z/2Z)", un résultat que 'on utilisera dans la suite:

Proposition 2.3.69. Soit A = (%)n, b une f.f. bilinéaire sur A. Alors b

décompose sous une (et une seule) de ces formes:

1 b:ﬂ?§ (uniquement sin est pair);

2 b~ws.
On rappelle qu’on associe a b le symbole d,, qui vaut 6, = 0 dans le

premier cas et 0, = 1 dans le deuxieme. Donc d, = 0 si et seulement si tous
les éléments de A ont carré 0 (mod Z).

Proposition 2.3.70. Soit A = (%)n, q une f.f. quadratique sur A. Alors

q se décompose toujours sous une (et une seule) de ces formes:
&3
1 q~uy ?
-1
2 q~uy Py

3 q~ (w%yl)@n_d - (wil)@d avec 0 < d < 3.
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b disc(b) q disc(q)
@Zlm, p impair p" wllj s P Impair p"
w,, L pimpair | up™" w, L pimpair | up™
Wy, e2™" w5, e2™"

Up 7.2 Up, 7.27%n

Up, 3.27%n Up, 3.27n

TABLE 2.3.2 — Discriminants des f.f. bilinéaires/quadratiques indécompo-
sables

2.3.6 Extensions de réseaux

Définition 2.3.71. Soient L C R deux réseaux avec rang(L) = rang(R),
alors on dira que R est un sur-réseau de L.

Exemple 2.3.72 (Construction de Dig). On rappelle que:
Dig = {(ar,...,a15) € Zm\ch +--4+a=0 (mod2)}

et Dig, uy, ug engendrent Djg, avec u; = (%,,%) et us = (1,0,...,0).
Comme (uy,u;) =4 on a que

Dy := Dy + spany(u;)

est un réseau pair, et comme u; € D\ Dy, ug € Dig\ (Dm) alors:

Dy € Dis € (Dfe)* G Dis

. Dig D))" . .
Mais Ap,, = plo=~ % , donc AD+ = <Dl§6) ~{0} et Dy est unimodulaire et

pair de signature (16,0).

Bien que cela puisse sembler moins naturel, la construction de sur-
réseaux est pourtant une opération sous certains cotés plus importante que
la construction des sous-réseaux, car:

e On verra qu'un réseau L admet au maximum un nombre fini de
sur-réseaux, contre un nombre toujours infini de sous-réseaux (par
exemple nL C L pour n € N*);

e On utilisera les sur-réseaux pour étudier les isomorphismes des ré-
seaux.

Soit donc L un réseau, si R est un sur-réseau de L alors R est obtenu en
ajoutant des vecteurs a L, donc:

R =L + span(uy, ..., ux)
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Comme R est aussi un réseau, en particulier (u;,z) € Z Vx € L, ce qui
implique que u; € L*, donc L C R C L*. D’ailleurs le choix des u; est fait
modulo L, car si xq,...,x, € L, alors:

L +span(uy, ..., ux) = L+ span(uy + x1, ..., u + xp)

en effet un choix des u; nous ramene a choisir un sous-groupe de Ay,
plus précisément un sous-groupe totalement isotrope car (u;,u;) € Z =
br(w;,w;) = 0 (mod Z) (on rappelle qu'une forme bilinéaire b est totale-
ment isotrope sur un sous-groupe si elle est identiquement nulle sur tous les
couples d’éléments).

On a donc le résultat suivant:

Proposition 2.3.73. Soit L un réseau avec groupe discriminant Ay, pour
chaque sur-réseau R O L on associe le groupe Hg := R/L C Ap.

Alors Uapplication R — Hg décrit une bijection entre les sur-réseaux de
L et les sous-groupes totalement isotropes de Ayp,.

Démonstration. Comme rang(R) = rang(L) et L C R on a que spang(R) =
spang (L) et donc R C L ® Q, mais R est un réseau, donc (z,y) € Z pour
tout x,y € R, donc en particulier pour tout x € R, y € L ce qui implique
que R C L*. Donc Hr C Ap, est un sous-groupe de Ay, totalement isotrope
car pour tout 7,7 € Hp il existe z,y € RavecT =2+ L, y=y+ L et

b(7,7) = (2,9) =0 (mod Z)
On a donc une application:

@ : {sur-réseaux de L} — {sous-groupes isotropes de Ay}
R — H R

et on veut montrer qu’elle est bijective. Grace au troisieme théoreme d’iso-
morphisme on a une bijection entre:

b sous-groupes abéliens
" | de L*qui contiennent L

LCKCL s K/L

} — {sous-groupes de A}

Mais K/L est totalement isotrope si et seulement si la forme bilinéaire sur
K prend ses valeurs dans Z (i.e. si K est un réseau), donc la bijectivité de
v implique que ¢ est bijective aussi. O]

Remarque 2.3.74. Si R est un sur-réseau de L, une condition nécessaire
pour que R soit pair est que L soit pair aussi. Dans ce cas, soit ¢, la forme
quadratique discriminante de L, alors R est pair si et seulement si g4, =0
(mod 27Z): dans ce cas on dira que la f.f. quadratique est totalement isotrope
ou que Apg est totalement g-isotrope. Pour un réseau L pair on a donc une
correspondance bijective:

{sur-réseaux pairs de L} <+— {sous-groupes g¢-isotropes de Ay}
R +— Hp
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Exemple 2.3.75. Soit L = U(2), (x1,2z2) une base de L tel que la matrice

de Gram soit:
0 2
2 0

Ty) est une base de Ay telle que la matrice

( ; )

On a donc trois choix pour un sous-espace totalement isotrope de Ay,
H, = span(%fl), Hy, = span(%@), Hy = span(%fl + %Tg) ; on remarque que
sur Hq, Hy la f.f. quadratique est totalement isotrope, alors que sur Hs uni-
quement la f.f. bilinéaire est totalement isotrope mais pas la f.f. quadratique
(car qL(%f1+%T2) =1#0 (mod 2Z) mais bL(%fl—k%@, %fl—k%@) =1=0
(mod Z)).

En effet pour H; et Hy on obtient le sur-réseau;

1 1
Spanz(§331, )= spang (21, 51’2)2[]

alors q; = wug, donc (
d’intersection soit:

o= O
(@) )

qui est pair, lorsque pour Hs on a R3 = spanz(%:cl + %ZCQ,Q:Q) qui a pour

matrice de Gram:
1 1
10

et on vérifie facilement que Rz~ (1) & (—1) qui est impair.

On peut aussi obtenir le groupe discriminant de R en travaillant sur le
groupe discriminant de L:

Proposition 2.3.76. Soit L un réseau et R O L un sur-réseau, alors:

HL
Ap~
R
o bl qclgL ) .
et en particulier bp = —g & [et qr = ot si L, R sont pairs/, ot br [qr]

o HE
R ~u
est définie sur H—R_AR.
Démonstration. Comme L C R, on a:

R* = {z€ R®Q|(z,y) € ZVy € R}

C {zeR®Q|(z,y) €ZVy e L}

= X
etdonc L C R C R* C L*. On a alors AR:%, donc si on prend le quotient
LY — Ap:

R*'/L = w(R")

= n({z € L|(z,y) € ZVy € R})

= {7 € ALlbp(Z,y) =0 (mod Z)}

= Hp
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Donc Ap~+* Hy . Maintenant, soient x, 5 € R*, 41,y € R, alors T, Ty € H
et 71,7, € HR, donc bL(xmyz) = b.(7;,7;) = 0 et on obtient:

(T1 +y1, 22+ 12) = bp(T1 +71,T2+7,) (mod Z)

= b.(T1,T2) + b (T, T2) + bL(T1,Ys) + b0.(T1,7,)  (mod Z)

=0
= bL(Tl,Tg) (mod Z)

Donc bgr = (bL| HIJ%_) /Hg. Dans le cas pair on obtient de la méme fagon que
qr = (QL|H]J€) /Hr O

Exemple 2.3.77. Soit L un réseau, alors il existe 1 € L avec 2% # 0 et L
est un sur-réseau de span(z;) @ z1. En procédant par récurrence on obtient
qu’il existe x1,...,2, € L vecteurs orthogonaux indépendants tels que L
est un sur-réseau de span(x;) @ - - - @ span(z,) et x? # 0.

Lemme 2.3.78. Soit R un sur-réseau de L, alors:

#AL = #Ag- (#Hg)

Démonstration. Comme Ar~Hz/Hgr on a #Ar = #Hz /#Hg, mais by,
est non-dégénérée, donc par le Lemme [2.3.29 #Hp = #Ar/#Hp et en
remplacant on trouve le résultat cherché. O

Corollaire 2.3.79. Soit R un sur-réseau de L, alors R = L si et seulement
si det(L) = det(R).

En particulier si L est unimodulaire alors L = R.

Corollaire 2.3.80. Soit Ly un sous-réseau primitif d’un réseau R, alors:
2
[det(Ly)-det(Ly)| = [det(R)|- (R : (Ly @ L))

Exemple 2.3.81. Soit L un réseau pair avec comme base vq,...,v,, on
prend sur L(—1) la base correspondante wy, . . ., w,, donc (v, v;) = — (w;, w;)
pour tout 1 <4,7 <. Soit ¢ : Ay — Ay tel que (vf) = w}, alors ¢ est
I'opposé d’une isométrie.

Soit Hr = {(z,p(x))|x € AL} < AL @ Ap—1y , alors Hg est un groupe
totalement grqr(—1)-isotrope, qui correspond au sur-réseau R 2 L @ L(—1)
engendré par span(v;, w;, v +w;, 1 <i < r). Maintenant soient u; = v} 4wy,
alors (u;,u;) = 0 et (u;,v;) = 67, donc la matrice sur span(vy, us, . . ., U, Uy )
est de la forme:

(vi,v1) 1 * 0 * 0
1 0 0 0 0 0
* 0 <U2,’U2> 1 * 0
0 0 1 0 0 0
* 0 * 0 - (v,v) 1
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avec (v;,v;) = 0 (mod 2). On remplace les v; par des vecteurs de la forme
)

vl = v; — (vg,v;) ug pour i > 2 et v] = v; — Wul, alors la matrice devient:

01 0 0 0 0
10 0 0 0 0
0 0 (vg,v9) 1 * 0
0 0 1 0 0 0
00 * 0 (Up, ) 1
0 0 0 0 1 0

et par récurrence on peut répéter la procédure avec tous les u; de fagon a
obtenir une matrice par blocs de la forme:

U
U
Donc |det(span(vy, uq, ..., v, u,))| = 1, mais span(vy, us, ..., v, u,) C R
ce qui implique :
Re~span(vi, uy, - . ., Up, Uy ) =U®"

Bonus: Dessiner un réseau en Latex

On reporte ci-dessous le code utilisé pour la Figure a titre d’exemple:
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Algorithme 2.1

\begin{tikzpicture}’
% On defini un cadre dont on ne peut pas sortir
\clip (0,0) rectangle (8cm,6cm);

% L’origine est fixée au centre du cadre
\pgftransformshift{\pgfpoint{4cm}{3cm}}

\draw[->] (-4,0)--(4,0); %0n dessine
\draw[->] (0,-3)--(0,3); %les axes

\pgftransformcm{1}{0}{-0.5}{0.866}{\pgfpoint{0}{0}}
% On pose comme coordonnées la base du réseau

\pgftransformscale{1.65} % On defini le =zoom

% On dessine d’abord le dual
\foreach \x in {-10,...,10}{ % Deux indices pour chaque
\foreach \y in {-10,...,10}{ % vecteur qu’on va dessiner
\node [draw,circle ,inner sep=0.9pt,fill,blue]
at (\x*2/3+\y/3,\x/3+\y*2/3) {};
% On dessine des points fins

}
% Aprés on dessine A2
\foreach \x in {-3,...,3}{
\foreach \y in {-3,...,3}
\node [draw,circle,inner sep=1.5pt,fill]l at (\x,\y) {};
% On dessine des points épais

% On dessine les vecteurs
\draw [->,ultra thick] (0,0) to nodel[abovel{$w _2$3(2/3,1/3);
\draw [->,ultra thick] (0,0) to nodel[left]l{$w_1$3}(1/3,2/3);

\end{tikzpicture}

2.4 Criteres d’existence

2.4.1 Genre d’un réseau

Le théoreme de Hasse-Minkowski est un résultat tres connu de théorie
des nombres, qui nous permet de classifier complétement les formes qua-
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dratiques sur Q en utilisant leur évaluation sur les corps p-adiques Q, pour
toutes les valeurs de p.

Malheureusement il n’existe pas de résultat aussi fort pour les réseaux,
cependant, I'évaluation sur les annecaux p-adiques Z, reste un outil tres
important, a la fois comme invariant et pour la détermination des criteres
d’existence.

On appellera Z,-réseau un Z,-module libre de type fini, équipé d'une
forme bilinéaire symétrique non-dégénérée a valeurs dans Z,. Soit donc L
un réseau et p un premier, en tensorisant par Z, on obtient L, = L ® Z,, ; si
b est la forme bilinéaire sur L, alors b, = b®Z, est aussi une forme bilinéaire
sur L, non-dégénérée a valeurs dans Z,, donc L, est un Z,-réseau.

Par convention dans la suite on appellera L., = Z ® R.

Définition 2.4.1. Soit L un réseau, le genre de L est la donnée de 1'en-
semble des L,, pour toutes les valeurs de p, p = oo inclus.

Remarque 2.4.2. Lo~L ® R consiste en la donnée de la signature (s*,s7)
de L, car il s’agit du seul invariant des forme bilinéaires sur R.

Comme dans la section précédente, on analysera uniquement le cas im-
pair, en se limitant a énoncer les résultats pour le cas pair.

Soit donc p premier impair, alors par la Proposition [2.3.52| on peut dia-
gonaliser L, sous la forme:

0
ap

g,
bay

pal, (2.4.1)

g

pay

n N
pag,

Comme dans le cas des formes finies, on veut simplifier ultérieurement
en cherchant les carrés dans Z,. On trouve alors que la réponse est donnée
par le résultat suivant [Eil:

Théoréme 2.4.3 (Lemme de Hensel). Soit f un polynome a coefficients
dans Z,, s’il existe g € Z,, tel que:

flag) =0 (mod p) et f'(a) #0 (mod p)
alors il existe o € Z,, tel que:

fla)=0eta=ay (mod p)
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. ) Zp T
Soit m, : Z, — P

¢élément a € Z, on notera a la projection de a, @ = my(a).

la projection modulo p, dans la suite, pour un

Lemme 2.4.4. Soit p premier impair, a € Z, inversible est un carré si et

seulement si @ est un carré dans p%.

Démonstration. Soit f = X? — a, alors a est un carré si et seulement si f

admet une racine dans Z,. On suppose qu'il existe r € Z, tel que r? = q,
alors 7 = @ (mod p) et donc @ est un carré dans %. Réciproquement, si

@ est un carré (inversible) dans Z/pZ, alors il existe ry € %\{O} tel que
f(ro) = 0 (mod p), vu que 2 est inversible aussi dans %Z alors f'(rg) =
2rg Z 0 (mod p). On peut donc appliquer le Lemme de Hensel pour obtenir

que f a une solution dans Z, et a est un carré. O
En appliquant le Lemme on obtient tout de suite:

Corollaire 2.4.5. Soit p premier impair, x,y € Z, inversibles, alors xy est
un carré dans 7, si et seulement si:

e 1.y sont deux carrés;

e nix, niy est un carré.

En poursuivant exactement comme dans le cas des formes finies, dans
(2.4.1) on peut remplacer les éléments sur la diagonale par des carrés ou
des non-carrés:

Définition 2.4.6. Soit p premier impair, n € N et u le plus petit entier
positif qui ne soit pas un carré modulo p. Alors on note Wy, les Z,-réseaux
suivants:

Wl : ZyxZ, = Z

(z,y) = pray

Wil: ZyxZ, = 7,
(z,y) = pluxy

On a aussi 'analogue du Lemme [2.3.58
Lemme 2.4.7. W) © W, ~W @& W,
On arrive donc a:

Proposition 2.4.8. Soit L, un Z,-réseau, alors on a une décomposition

unique:
Lpﬁ 62 ((Wpl’n>@kn o (iji)éBen)
ne

avec €, € {0,1}, k, = €, = 0 pour presque toutes les valeurs de n.
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La seule chose qu’il nous reste a démontrer est 1'unicité de la décomposi-
tion, mais pour cela on va procéder de fagon un peu différente. On commence
par:

Définition 2.4.9. Soit L, un p-réseau, on appelle discriminant de L, la
classe de det(L,) modulo les carrés inversibles de Z,:

disc(Ly) = det(L,) (mod (Z;)Q)

Remarque 2.4.10. On peut montrer que, comme dans le cas des formes finies,
pour p impair on a que deux classes d’isomorphisme données par p" et up”,
lorsque pour p = 2 on a les représentants 2,3 - 2".5 - 2™.7 - 2™ [MM].

Maintenant, de maniere similaire & ce qu’on a fait dans la sous-section
, pour un Z,-réseau Ly, on définit le réseau dual L; comme le Z,-module
Homy, (Ly, Z,) équipé de la forme bilinéaire a valeurs dans Q,, donnée par
Iinjection L, — Ly x + (7, e).

On peut donc prendre comme groupe discriminant le quotient Ay, = %,
doté d’une forme bilinéaire by, a valeurs dans:

Q
7z

p

Comme la forme bilinéaire est non-dégénérée, L, et Ly ont le méme rang
et donc le quotient est un module de torsion. Comme il s’agit de plus d'un
Zy-module et Z, est principal on a que Ay est de la forme:

Z, Z,
Ap,~ EB pki%pg @ oY/

De plus, la forme bilinéaire by, prend ses valeurs dans QP /Z car:

Lemme 2.4.11.
@p @(p)
Z, L

Démonstration. Soit f : Q¥ /Z — Q,/Z,, on a que f est injective car
Zp, N QW = Z, il reste & montrer que f est surjective. Soit z € Q,, alors
x = - avec a € Zy. Soit m € Z tel que a = m (mod p"), donc p"|(a —m)

et il existe y € Z, tel que yp" = a — m. On obtient:

m
r =1y + —
p
donc f(J%) =« (mod Z,) et f est surjective. O

Donc, en dépit de 'apparente complexité, on a que by, n’est rien d’autre
qu’une f.f. bilinéaire.
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Remarque 2.4.12. La preuve que b, [qz,] est une f£.f. bilinéaire [quadratique]
s’applique aussi dans le cas p = 2, ou par contre il est nécessaire de faire la
distinction entre Zs-réseaux pairs et impairs.

Définition 2.4.13. Soit b une f.f. bilinéaire sur A, alors on note I(b) := ((A),
c’est-a-dire le nombre minimal de générateurs du groupe A sur lequel la
forme est définie.

Comme Ay, est engendré par une base de L* on a [(AL) < rang(L).

Lemme 2.4.14. Soit L, un Z,-réseau avec rang(Ly) = I(br,) . Alors:
dise(by,) = ——
isc = —
Lr disc(L,)
En particulier dans ce cas L, est déterminé par sa forme discriminante.

Démonstration. On rappelle que par le Lemme rang(L,) = I(bz,) si
et seulement si p divise la matrice d’intersection de L,. On suppose p impair:
on vérifie facilement que pour un réseau de la forme W, avec n > 1, on a
bwe ,~w, ,, alors:

Le @ (W)™ e (W)™
neN\{0}
avec disc(Ly) = [Tnem oy P (up™), donc:
b~ @D ((w;m)@k" & (@;}J @6”)
neN\{0}

et comme u ! est aussi dans la classe des non carrés:

1
disc(br,) = p (@l = ——
neg{o} disc(Ly,)

Pour p = 2 on peut raisonner de la méme fagon en prenant une décom-
position (non unique) de by, . O

Remarque 2.4.15. La preuve du résultat précédent s’applique aussi, pour
p = 2, a la forme discriminante quadratique, donc si p = 2 et Ly est pair on
peut montrer que disc(qz,) = disc(Ly) ™t

On est maintenant prét pour:

Preuve de la Proposition [2.4.§ (unicité). On a donc:

L~ (((W;,o)@k" o (Wp,g)%)) = ( Y, ((Wén)% ® (Wp,ﬁ)®6n)>

neN\{0}

(%)
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et par le Lemme [2.4.14] (%) est unique, car déterminé complétement par by,
qui se décompose de facon unique. Il reste donc a montrer I'unicité de kg et
€0, mais la somme ko + €y est déterminée par le rang de L,, alors que:

disc(L,) = u® disc((x)) = u®/ disc(br)
permet d’obtenir €. O
De plus, on a démontré (pour p impair) que:

Proposition 2.4.16. Soit L, un Z,-réseau avec p impair [un Zs-réseau
pair], alors L, est totalement déterminé par le discriminant, le rang, et la
forme discriminante bALp [forme discriminante quadratique QALQ]-

Exemple 2.4.17. Soit L un réseau de signature (2, 2) avec forme discrimi-
nante by, = Egj@@él@@gé, on veut déterminer L;. Comme by, = by, ®Zs =

_ . S e1ep 2 ®2 _
w3, ®W; 5 on a uniquement deux possibilités: Ly = (Wg}o) SWi ®Wss
1 1 .
ou Ly = W51,0 S W5y @ W5171 ® W;,, mais

disc(Ls) = det(L) = (—1)° #A, =35

Comme 3 n’est pas un carré dans Zs on a que la condition sur le discriminant
s ofai : _ 1wl -1 1 —1
est satisfaite uniquement par Ly = Wy, @ W5y © Wy, & Wy,

Exemple 2.4.18. Le résultat n’est pas vrai en général pour un Zs-réseau
impair: soient Ly, Ly deux Zs-réseaux donnés par les matrices:

10 ~1 0
(o) e (90 4)

alors rang(L;) = rang(Ls) = 2, det(L;) = det(Lg) = 1 et by, = by, =
0, mais L; et Ly ne sont pas isomorphes. Car sinon L;~L, impliquerait
L1(2)~L5(2), mais:

5 0 20
9@ =\ g L ) L= | o 3
2 2

et qr,(2) 7 Qr.(2) Par la Proposition [2.3.70, donc L; # Lo .

On donne aussi le résultat suivant sur la classification des Zs-réseaux
indécomposables [MM]:

Proposition 2.4.19. Tous les Zsy-réseaux indécomposables sont dans une
des formes suivantes:

Win s Lo X Ly — Lo

e PourneN, eec{1,3,57}: (z,y) +— 2"ery
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U, 72 x 72 - Zs

e Pourn € N: 0o 27
((mlaxQ)a(ybyZ)) = $< on O )y

v 7% x 72 — Zs

e Pourn € N: gn+l  on
((x1,962),(y1,y2)) = T on gn+l1 Yy

Remarque 2.4.20. La distinction entre réseau pair et impair prend tout son
sens dans le cadre p-adique. Dans Z, avec p # 2, comme 2 est inversible
il n’existe aucune différence entre réseaux pairs ou impairs, donc la parité
du réseau est une donnée visible uniquement quand on tensorise par Zs.
Regardons cela plus dans le détail: soit Lo un Zs-réseau, alors en raisonnant
de fagon similaire a la preuve de la [2.3.52] on montre qu'il est possible de
diagonaliser Ly par blocs sous une de ces deux formes:

ay [By]
(1) 2)

N )
2. (M) 2 (M)

ol les a; sont inversibles dans Zs, B; des blocs 2 x 2 inversibles avec diagonale
paire et 2 - [M] la partie non inversible qui reste. On a que Lo est pair si et
seulement s’il se diagonalise comme (2), sinon il est impair: donc la parité
d’un réseau L est en réalité une donné relative a la classe d’isomorphisme
de L ® Zy. On peut montrer que, une fois le rang fixé, on a quatre classes
d’isomorphisme pour le cas (1), lorsqu’on en a seulement deux dans le cas
(2), qui peuvent donc étre classifiés simplement a partir du déterminant du
réseau [MM].

On trouve que pour un réseau pair, la forme quadratique est suffisante a
déterminer la classe d’isomorphisme sur Zo, lorsque pour un réseau impair
on a besoin de données supplémentaires (qui se révelent étre la signature
du réseau).

On peut stirement dire que cela est la différence principale entre les deux
cas, a laquelle on peut ramener toutes les autres asymétries entre réseaux
pairs et impairs dans les différents résultats.

A un réseau L on peut donc associer trois objets différents: la forme
discriminante by, (ou la forme quadratique ¢, dans le cas d’un réseau pair),
le Z,-résean L, et sa forme discriminante by,. Comme by, et by sont deux
f.f. bilinéaires, il est raisonnable de se demander s’il existe un lien direct
entre eux. Heureusement la réponse est oui:

Proposition 2.4.21. Soit L un réseau impair [pair], alors by, ~bp@Z,~b 4,
[ar,~q1 @ Zp~qa,] avec Ap,~Ap ® Z,~A,, ou Ay, est la p-part de Ap,.
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Démonstration. On considere le diagramme suivant, qui est clairement com-
mutatif:

0—>L®7Z,— L* @ Z,~Hom(L,Z) ® Z, —> A @ Zy~E @ 7, —0

P11 ¥

0 L, Ly~Homg, (L, Z,)

|

r@ar———>(r,0) ®a
axt (az, o)

On a vu que L7 a une forme bilinéaire héritée par L, lorsque L* ® Z,
prend sa forme bilinéaire par L*. Comme ¢ est une isométrie (car le produit
bilinéaire est transporté par ¢), la commutativité du diagramme implique
que Y est compatible avec les formes bilinéaires: cela implique que 1 est
injective, car les formes sont non-dégénérées.

Il reste a démontrer la surjectivité: cela peut etre prouvé fonctoriellement
en remarquant que la restriction des scalaires et le changement d’anneau
sont deux foncteurs adjoints entre Z-Mod et Z,-Mod. Alternativement, on
peut le vérifier manuellement en développant les calculs sur une base. Dans
les deux cas, on montre que ) est une bijection, qui induit une isométrie
entre Ay, ® Z, et Ar, qui préserve la forme discriminante, bilinéaire ou
quadratique.

Comme dans Z, tous les éléments sont inversibles si et seulement s’ils
ne sont pas divisibles par p, on obtient que Ay ® Z,, contient uniquement la
p-torsion de Ay, c’est-a-dire la p-part A,. n

Remarque 2.4.22. Dans la preuve on utilise implicitement le fait que Z,
est un Z-module sans torsion, ce qui nous garantit qu'une forme bilinéaire
non-dégénérée sur Z est non-dégénérée aussi sur Z,.

Finalement on a:

Proposition 2.4.23. Soit L un réseau pair, alors connaitre le genre de L
est équivalent & connaitre sa signature (s*,s7) et sa forme discriminante

qr-

Démonstration. On rappelle que Lo,~L ® R est équivalent a (s*,s7). On a
démontré dans la Proposition [2.3.38 que ¢, décompose comme:

w=Pas,~Pu ez,
P P

donc le genre de L détermine gy, et la signature.
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Réciproquement, comme L est pair, on a vu que pour tout p premier L,
est déterminé par g, et det(L,), mais qr,~q; ® Z, et pour le déterminant
on a:

det(L,) = det(L) = (—1)° #A,
[

Exemple 2.4.24. On montre un exemple pratique avec L = A,: on a
sign(L) = (2,0), rang(L) = 2 et ¢z = wi;. Par le résultat précédent cela
det(L)

implique que pour p # 3, p impair, on a L,~W & W}, avec € = ( P ) -

(%) , Ly~Ws3y & Wiy (car det(L)/ det(W5) n'est pas un carré dans Z;)
et pour terminer Lo~Vj ot Lo~Uj car L est pair, mais det(L) = 3 (mod 8)
donc Ly~Vj.

Pour vérifier le résultat, on procede a un calcul direct: soit (z1,x9) la

base de L, associée a la matrice d’intersection:

2 -1
-1 2
On a que 2 est inversible dans Z, pour p impair et ] = x4, 25 = 221+ 25
est aussi une base de L, avec matrice d’intersection:

20
0 6
det(Lp)

Donc si p # 3 alors L, est équivalent a W;O ® Wy, avec € = (T) =

(%) = (%), alors que dans le cas p = 3 on a bien L3:W3_,01 P ngll, Il reste

a vérifier Ly: on prend la base x| = x1, 2}, = —x5 qui nous donne la matrice:

2 1
1 2
qui est exactement la matrice de V4 .

On donne (sans preuve) une formulation plus générale du résultat pré-
cédent [Nik, Cor. 1.16.3]:

Théoreme 2.4.25. La donnée du genre d’un réseau L est équivalente a
la donnée de la parité (L pair ou impair), de la signature et de la forme
bilinéaire by,.

Corollaire 2.4.26. Soient L, L' deux réseaur avec méme parité, signature
et forme discriminante, d € Z\{0}, alors L(d) et L'(d) ont la méme forme
discriminante. En particulier la forme discriminante de L(d) est déterminée
uniquement par la signature et la forme discriminante de L.
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Comme la complétion (dans notre cas p-adique) consiste en une étude
locale d'un anneau, on peut donc considérer le genre comme la donnée
« locale » d’un réseau.

Et pourtant, malgré son importance, on ne dédiera pas beaucoup d’es-
pace a la représentation p-adique dans la suite .

La raison est simple: le genre est completement équivalent a la donnée
de signature et forme bilinéaire. Mais ces derniéres ont I'avantage de nous
fournir une représentation plus compacte ainsi que plus pratique dans les
calculs, surtout pour ce qui concerne les isométries.

Le point de vue du genre, trés puissant du point de vu théorique et
qui nous permet de démontrer plusieurs résultats importants, sera donc
abandonné dans les calculs pratiques en faveur de 'utilisation de la forme
discriminante, qui finalement contient la méme information, mais d’un point
de vue différent.

2.4.2 Signature et invariant de Gauss

On a vu que le groupe discriminant, avec la signature, résume le genre
d’un réseau. Par contre il reste impossible de déduire la signature a partir
du groupe discriminant, car elle n’a aucune signification pour une forme
finie.

D’ailleurs si L est un réseau impair, pour n’importe quel choix de i, j € N
alors L @& (1)® @ (—1)® est aussi un réseau impair, avec le méme groupe
discriminant mais de signature completement différente.

Par contre, si L est un réseau pair, on verra que grace au théoreme de
Milgram, il est quand méme possible d’obtenir quelques informations sur sa
signature a partir de I’étude de la f.f. (formes finies) quadratique. L’invariant
qui nous permettra d’établir le lien est le suivant:

Définition 2.4.27. Soit ¢ une f.f. quadratique sur un groupe abélien A,
I"invariant de Gauss de q est la valeur complexe:

z7rq
7(q) E#Ax;

Pour un réseau pair L on notera v(L) = v(qr) l'invariant de Gauss
associé a la forme quadratique discriminante de L.

Comme les valeurs de ¢ sont définies modulo 27Z on a que ~y(q) est bien
défini.

Exemple 2.4.28. Soit L = U(2) et ¢, la forme quadratique associée, alors
la matrice d’intersection est:

VR
= O
[esRNIE
~__—
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et I'invariant de Gauss est:
1
L)=—
v(L) i

On peut montrer facilement que l'invariant de Gauss a la propriété sui-
vante:

<60+60+60+e”):1

Lemme 2.4.29. Soit ¢ une f.f. quadratique sur A~A, © Az, q~qa, © q|a,
une décomposition orthogonale, alors

Y(q) = 7(qa,)7(qa,)

Démonstration. En développant les calculs:

Ya) = \/—Z el

z€EA

1

_ img(x1+x2)

VARG

x2€A2

1 . )
- - Z eima(ar) pimq(a2)
V#A#As T

x2€A2
_ 1 ez71'q z1) Z 6z7rq(a:2
V #Al €A v #A2 z€A2
= PY(qx‘h )W(QAQ)

]

Soit L un réseau pair et L' C L un sous-réseau du méme rang, alors
on a vu qu’il existe H C Ay, totalement isotrope tel que Ay,~A, . . Vu
H

que notre objectif est d’avoir un invariant lié a la signature du réseau, il est
raisonnable de demander que y(L)~~v(L") et donc y(qa, )~v(qur). Avant

H
de démontrer cela, on donne le résultat suivant qui nous sera utile dans la
preuve:

Lemme 2.4.30. Soit b une f.f. bilinéaire sur A, H < A et x ¢ H+. Alors:

Z eQiﬂ'b(Jz,y) —0

yeEH

Démonstration. Soient h € H élément primitif tel que b(z,h) #0et K < H
tel que H~span(h) @& K (somme non nécessairement orthogonale) alors:

Z e2z7rb(;r,y) _ Z eme(m,y1)€2z7rb(a:,y2)
yeH y1E€span(h)
y2€EK

— Z 2z7rb z,y1) Z 621,776 ,y2)
y1Espan(h) Yy €K
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Si ord(h) = n alors n - b(x, h) € Z, donc b(z,h) = ~ avec (a,m) = 1 et
m|n. On a alors:

Z 21,7rb (z,y1) Z e—zw

y1€E€span(h)

car il s’agit de la somme (éventuellement répété) de racines m-eémes.
2imb(z,y) 2imh(z, _
Donc 3 cpe ( y)—O-ZyQGKe @y2) = Q. [

Proposition 2.4.31. Soit ¢ une forme quadratique non-dégénérée sur A,
H < A tel que gz = 0 (i.e. H soit totalement g-isotrope). Alors:

Y(q) = 7(qzr)

H

Démonstration. Soient xi,...,x,, € A (avec m = #A/#H) un systéme
de représentants de A/H, alors tout élément de A s’écrit de fagon unique
comme une somme x; + h avec h € H, donc on a:

e = D> e

z€A

\/_
_ eiwq(ziJrh)
Y

1<i<m
heH

1 . 4
— equ(zi) eQwrb(a:,- ,h)
P

Par le Lemme précédent on a que Y, e*™@M =0 si x; ¢ HL, sinon
si z; € HY alors b(x;, h) =0 et g e*™@h) = 4 H. Donc:

_ #H eiwq(w)
v(q) \/#— Z

z€{T1,....Tm JNHL

_ z7rq
#H Z

= ’V(q|%)

car comme ¢ est non-dégénérée alors #H+ = #A/#H (Lemme [2.3.29).
]

On obtient donc tout de suite:

Corollaire 2.4.32. Soit L un réseau pair, L' C L un sous-réseau du méme
rang. Alors y(L) = y(L').
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Exemple 2.4.33. Soit L un réseau pair, ¢y, la forme discriminante quadra-
tique, si on considere L(—1) on a
1

WD) = e B e
#AL J?EAL( 1)

— Z e*'qu
\ # L TEAL

eiqu(ac) — iTqu(:L’)eiqu( ) = 1onae —imqr(T) — = eiman(z) et donc:

Comme

AL(~1)) = 3(E)

Comme on a toujours le plongement dans le sur-réseau LB L(—1) < U™

(Exemple [2.3.81]) par le Corollaire [2.4.32] on a
V(L)L) =~U)" =1
et donc |y(L)| = 1.

Pour calculer I'invariant de Gauss on utilisera le résultat classique sui-
vant (dont on peut trouver une preuve sur [Dal) :

Théoréme 2.4.34 (Somme quadratique de Gauss). Pourn € N* on définit
la somme quadratique de Gauss comme:

n—1 2
— Z 62“’%
=0

alors on a:
(1+i)y/n sin=0 mod4
Gn) = vn sz:nzl mod 4
0 sin=2 mod4
ivn sin=3 mod4

En appliquant le théoréme on obtient:

Lemme 2.4.35. Soit L = (2d), d € Z\{0}, alors y(L) = eii™ss(d) oy
sgn(d) dénote le signe de d.

Démonstration. On suppose d > 0. On a A;~:% engendré par un élément

i
x d’ordre 2d, qr(z) = 55, donc:
22
\/ﬁfy([,) = Z eim5a

0<z<2d—1

2
_ Z 6217727

0<2<2d—1
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Pour 2d < x <4d —1 on a:

2 . (x+2d)?
Z e2z7rﬁ—d _ Z 62’LTI'T

2d<z<4d—1 0<z<2d—1

2
. _xr“44d+4dx
} : 6217r74d

L2
_ Z e2z7rﬁ—d

0<z<2d—1

= V2dy(L)

En composant les deux résultats on a:

2
i T2
Gud) = Y
0<z<dd—1
2 2
_ Z e?zwi—d + Z GZZWZ—d
0<zx<2d—1 0<z<2d—1

= 2V2dy(L)

On remplace G(4d) = (1 + i) v/4d et on obtient:

L) = S (1) Vi
1+

V2

_ eiiﬂ’

Sid < 0, alors (2d) = (]2d|) (—1) et par I’'Exemple [2.4.33| on a:

1((2d)) = edim =i

On est finalement préts pour démontrer:

Théoréme 2.4.36 (Milgram). Soit L un réseau pair de signature (s*,s™),
s=sT— s alors:
1-
V(L) = ex'™

Démonstration. Par I'Exemple il existe L/ C L un sous-réseau du
méme rang qui se décompose comme somme orthogonale de réseaux de
rang 1, L'~ (a;) ® - - @ (a,) avec r = sT + s~, donc par le Corollaire
et la fonctorialité de v on a:

(L) =y(L) =~ (ar)) - - v ((ar))
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Donc par le résultat précédent:

T

’Y(L) _ Heizﬁrsgn(ak)
k=1
Lir(sgn(a1)+--+sgn(ar))

= e4
iiw(s"'—s_)

= e
[l

On a montré que si L est un réseau pair, alors y(¢;) = w™ pour un
certain n, avec w = 1. Comme toutes les f.f. quadratiques sont réalisées
par un certain réseau (on verra cela dans la section suivante), on a que
toutes les f.f. quadratiques vérifient cette propriété.

On peut donc définir la signature d’une f.f. quadratique ¢ comme le plus
petit entier positif n tel que y(q) = w™. Sinon, de fagon équivalente, si L est
un réseau pair de signature (s*,s7) tel que ¢, = ¢, on peut donner comme
définition:

sign(q) = sT — s~ (mod 8)

Remarque 2.4.37. Par le théoréeme de Milgram, la signature exprime un
critere d’existence pour les réseaux avec forme quadratique donnée et il
peut donc étre utile de reporter les valeurs de la signature pour les f.f.

quadratiques indécomposables (Tableau [2.4.1]).

Exemple 2.4.38 (Réseaux unimodulaire pairs). Soit L un réseau pair uni-
modulaire de signature (s, s7), alors g, est triviale et donc (L) = 1. Par
le théoreme de Milgram cela implique que:

stT—s =0 (mod )

C’est la seule condition d’existence nécessaire, car on sait déja que FEg
est unimodulaire pair de signature (8,0) (donc Es(—1) a signature (0, 8))
et U a signature (1,1). Donc pour n’importe quel choix de (s*,s7) tel que
8|(s* — s7) on peut trouver i,j,k tels que L = E' @ Eg(—1)% @ U®F
soit unimodulaire de signature (s, s7). Par contre, comme on verra dans
I'Exemple[2.4.49] tous les réseaux unimodulaires ne sont pas de cette forme.

On rappelle que dans le cas impair on a une correspondance parfaite
entre forme f.f. bilinéaire et f.f. quadratique (cf. Section [2.3.3)). Dans le cas
pair, pour passer de la f.f. bilinéaire a la f.f. quadratique on nécessite de la
signature [Nik, 1.11.3]:

Proposition 2.4.39. Deux f.f. quadratiques q, et qa sont isomorphes si et
seulement si:
o Les f.f. bilinéaires associées sont isomorphes;

e sign(q;) = sign(gz) (mod 8)
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A | q | sign(g) (mod 8) |
pniz, n impair | wy 3(p—1)
1%, n impair w;i 3p—1)+4
z%’ n pair w}j’n 0
pf—z, n pair | w, ) 0
2 wy,, 1
% w;,, 3+ 4n
7 > 2 | wh, 5+ 4n
%, n>2 w;n 7
ﬁ X % Uy, 0
= X 2 Un, 4n

TABLE 2.4.1 — Signature des f.f. quadratiques indécomposables

2.4.3 Théoréeme d’existence de Nikulin

En résumant les résultats de cette section on obtient les conditions né-
cessaires d’existence pour un réseau suivantes:

Proposition 2.4.40. Soit L un réseau pair avec signature (s*,s~), rang
r=sT+s" et forme discriminante qr, sur Ar. On pose A, la p-part de Ar,
alors:

1r 2 Z(AL),

2 st — s~ =sign(qr) (mod 8) ;

8 Pour tout p premier, si rang(L) = [(A,) alors disc(g,) = det(L)™' =

(=%
#AL

Démonstration. 1) est clair car A est engendré par les r vecteurs de la base
de L*, 2) est donné par le Théoreme de Milgram. Pour montrer 3) on a que
disc(L,) = det(L) = (—1)° #A, donc pour p impair ¢’est une conséquence

de [2.4.14] sinon de la Remarque [2.4.15| O

Remarque 2.4.41. Soit p premier, #A;, = p*m avec p 1 m, alors relativement
au calcul du discriminant on a:

()° ()71
Ar Pt m
-1 E 2
= (=1) m (mod {carrés inversibles dans %Z})
prm b
(—1)* m . . z
= mod {carrés inversibles dans —%
= (mod { bles d o)
p* ?

ce qui est une écriture plus claire.
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On va donner une application de ces criteres, qui nous sera utile dans
I'étude des involutions [Nik]:

Proposition 2.4.42 (Classification des réseaux 2-élémentaires). Soit Ao~ (%)a,
¢ une f.f. quadratique sur As et s—,st € N. On pose §, = 0 si g n'a pas
d’éléments de carré £1 et 5, =1 sinon, s =s" — s~ etr = s+ 5. Alors

il existe un réseau L avec qi, = q et signature (sT,s7) si et seulement si les
conditions suivantes sont satisfaites:

l1a<r,

2r=a (mod 2);

3 s=0 (mod4) sid,=0;

4 6,=0,5s=0 (mod8) sia=0;

55s=0 (mod8) sid,=0eta=r;

6 s==£1 (mod8) sia=1;

70=0sia=2c¢ets=4 (mod8).
Démonstration. On peut montrer que les conditions 1-7 sont équivalentes
aux conditions 1-3 de la Proposition [2.4.40] On rédige ici un seul sens de

I'implication, laissant ’autre comme exercice pour le lecteur:
Conditions nécessaires:

1 C’est équivalent a demander rang(L) > I(As) = a;
2 On a sign(ws;) = 1 (mod 2) et sign(u;) = sign(v;) = 0 (mod 2),

ce qui implique que sign(gz) = a (mod 2). Comme rang(L) = s
(mod 2) on conclut grace a Milgram ;

3 Sid = 0alors go = uf* “@vP avec e € {0, 1}, donc sign(qz) = 46 =0
(mod 4);

4 Si a =0 alors L est unimodulaire et on applique I’Exemple [2.4.3§[;
5 Si g = uP® @ vPe alors disc(qy) = 3°(—1)7¢/2% donc si a = r

(=1)*
#HAL

comme disc(qr) = on a € = 0, ce qui implique s = sign(gz) = 0

(mod 8);
6 Sia =1 alors g; = w5, donc s = sign(w®) = +1 (mod 8);

@2
7 Si a = 2 alors les possibilités pour ¢, sont: ¢, = (w%J) et s =2

(mod 8), g = wy, Dwj, et s =0 (mod 8), ¢, = (w;l)@ et s =6

(mod 8) ou sinon ¢, = 0.
Ensuite on a deux facons de procéder, dont on énonce les idées dans les
grandes lignes: soit exhiber des exemples explicites de L qui satisfont les
conditions données, en prenant des sommes de U, U(2), Es(£1), Es(£2),
Dy(£1), Dg(£1), E7(£1),Ds(=£1) (la seule exception est pour d, = 0, a = 6,
r = st = 8 ou la seule possibilité est donnée par le réseau D§(2) (appelé
réseau de Nikulin) qui n’est peut pas étre écrit sous cette forme) ), sinon on

peut montrer le résultat en utilisant le Théoreme [2.4.44]
[l
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Remarque 2.4.43. 11 est possible de remplacer le critére sur le déterminant
par une version plus faible, pour p = 2. Si A; est un groupe fini de cardinalité
m impaire, ¢; une forme quadratique sur A;, alors en regardant les différents
possibilités pour la signature dans le Tableau on vérifie facilement que:

sign(q;) = 2 (mod4) si#A;=3 (mod4)

{O (mod 4) si #A4;, =1 (mod 4)
Si Ay est un 2-groupe de cardinalité 2V et | = [(Ay), g2 une forme
quadratique sur As, en regardant les différents possibilités dans les Tableaux

2:47] et 232 on trouve aussi que:

an(gs) = [ (mod 4) si disc(qz) € {27V, 527N}
SRR TN 0 (mod 4) i disc(g) € {327V, 7-2°M)

Soit donc L un réseau pair de rang r, g, = ¢; P qq, signature (s, s7) avec
s=sT—s" (mod 4). Danslecasr =1[(Az) =lonas™ = (I—s)/2 (mod 2)
donc en remplacant on trouve une redondance entre le critere relatif a la
signature (s = sign(gq;) + sign(gs)) et celui sur le discriminant pour p = 2
((—=1)" 27N#A; = disc(qq)). Plus précisément, en vérifiant les différents cas
possibles, on trouve que si la condition sur la signature est respectée modulo
4, alors la condition sur la signature est aussi respectée « modulo 4 ».

Dans le détail, si 6, = 1 la condition sur la signature implique comple-
tement la condition sur le discriminant, sinon si d, = 0 il est suffisant de
vérifier que disc(gq) = #ﬂL.

Ces conditions d’existence nécessaires se révelent étre aussi des condi-
tions suffisantes. L’idée principale de la preuve (qu’on ne rédige pas, mais
que l'on trouve dans [Nikl, 1.10.1] ou [MM, VI.5.2] ) est de montrer d’abord
que pour tous p il existe des Z,-réseaux L, avec qr, = g, et ensuite, utiliser
le Théoreme de Hasse-Minkowski pour montrer que si les conditions sur les
discriminants et la signature sont respectées, alors on peut choisir les L, de
fagon a ce qu’il existe un réseau L avec L ® Z,, = L,.

Si de plus, on tient compte de I’équivalence des criteres sur le discrimi-
nant et la signature qu'on a vu dans la Remarque [2.4.43] on obtient:

Théoréme 2.4.44 (Nikulin). Soit ¢ une forme quadratique sur un groupe
fini A, alors il existe un réseau pair L avec signature (s*,s~), rang r =
st + 57 tel que q;, = q si et seulement si:

1 r>1A);

2 st — s~ =sign(q) (mod 8);

3 Pour tout p impair, sirang(L) = [(A,) alors disc(g,) = (_1;# avec

#AL =p*m, p 'f m;y
4 Sirang(L) = I(Ay) et 6, = 0 alors disc(qz) = ZL avec #A, = 2°m,
2¢m;.
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Comme [(A,) <I(A) on a immédiatement:

Corollaire 2.4.45. Soit q une forme quadratique sur un groupe fini A,
st,s™ €N, alors si:

Ir=st+s >1(A);

2 st — s~ =sign(q) (mod 8) ;

il existe un réseau pair L avec signature (s*,s7) et q = q.

En particulier tout f.f. quadratique est réalisée par un certain réseau
pair.

On voit dans la suite deux exemples d’applications du théoreme de Ni-
kulin, qu’on utilisera dans la section [2.5.1] pour donner une preuve originale
de deux résultats classiques: les théoremes des trois et des quatre carrés.

Exemple 2.4.46. Soit A = Z/mZ, b = (——) est-ce qu’il existe toujours
un réseau L de signature (2,0), pair ou impair, qui réalise b7

- On suppose d’abord que m est impair et on pose b/2 la f.f. sur A définie
comme (b/2) (x,y) = b(x,y)/2 et ¢ = b/2@ ¢z avec g9 une forme quadratique

sur (ﬁ> Par le Lemme [2.3.23|2- ¢ = b et il existe un réseau L qui réalise b
avec les conditions donnés si et seulement si il existe un réseau L' qui réalise
q (donc L' est forcement pair) de signature (2,0) tel que L(2)~L’

On veut donc appliquer les hypotheses du Théoreme a q et on
a donc besoin de la signature de b/2: pour la calculer on considere le ré-
seall (—2m), on a q(_amy = b/2 @ ws, avec ¢ = —m (mod 4) et vu que
sign((—2m)) = —1 on a:

sign(b/2) = {0 s?mz 1 (mod 4)
—2 sim=3 (mod 4)
@2

Dans le premier cas, sisign(b/2) = 0 pour ¢ = (w%J) on a sign(q) = 2,
9, = L et L' existe (et donc L aussi). Sinon dans le deuxieme cas la signature
impose ¢» = vy, donc §, = 0 et il faut vérifier I'hypothese sur le discriminant,
selon laquelle L existe si et seulement si m =3 (mod 8).

- Sim = 2m’ avec m’' impair, alors A—2Z ,Z, donc b = wy, ® b;
avec by = b% et b, = b|m' Maintenant soit ¢ = b;/2 ® wy; ® ws,, alors
comme b; /2 est une forme quadratique sur un groupe de cardinalité impaire,
on a que sign(b;/2) = 0 (mod 2) (cf. Remarque [2.4.43)), donc il existe € €
{1,3,5,7} tel que sign(q) = 2 et comme J, = 0 on a qu’il existe toujours L'
de signature (2,0) qui réalise ¢ et donc b aussi est toujours réalisée par un
réseau de signature (2, 0)

- Si 4 | m alors A:ﬁ ® 7= avec n > 2 et on a a nouveau b = by @ b;.
Maintenant, comme b; est une forme sur un groupe de cardinalité impaire,
on a que b;/2 est bien définie de fagon unique, par contre, si n = 2, on

a deux possibilités pour ¢u = by /2, forme quadratique sur ﬁ . en effet
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2wy 5 = 2w 4 = Wy, et de la méme fagon 2ws 5 = 2w] 5 = Wh,: par contre
dans tous les cas, indépendemment de la fagon dont on « reléve » by, on aura
que la signature de ¢y sera déterminée de fagon unique, car Sign(w%’g) =
sign(ws 3) = 1 et sign(wj ;) = sign(wg ) = 7. Si n > 3, alors g» = by/2 est
déterminée de facon unique (et sa signature aussi). Soit ¢’ = b;/2 @ w3,
avec € tel que 2¢' = b, comme la signature de ¢’ est donnée par la relation
2¢' = b on aura que sign(q’) = sign(q(_om)) = —1 (car 2¢(_om) = b aussi),
donc sign(¢' ©ws ;) € {0, —2}, donc il n’existe pas de réseau L’ de signature
(2,0) avec qr = ¢ @ w5, et donc pas de réseau L non plus.

En résumant on a prouvé que b = (—%) est réalisée par un réseau L de

signature (2,0) uniquement dans les cas suivants:
1 m impair et m £ 7 (mod 8);
2 m = 2m’ avec m’ impair

Exemple 2.4.47. On pose a nouveau la question précédente pour la di-
mension 3, donc soit A = Z/mZ, b = (—%), est-ce qu’il existe toujours un
réseau L de signature (3,0), pair ou impair, qui réalise b7

- Si m impair, en suivant la notation de ’Exemple [2.4.46 on considére

3
q = b/2®qs avec ¢y une forme quadratique sur (%) , mais toute f.f. quadra-

tique définie sur un groupe de cardinalité impair a signature pair (on peut
voir cela comme une conséquence du Lemme ou sinon en regardant le
Tableau [2.4.1)) donc sign(b/2) = 0 (mod 2) et on peut donc toujours choisir
¢z de fagon a ce que 04, = 1 et sign(go) + sign(b/2) = (mod 8);

- Sim = 2m’ avec m’ impair, par I’'Exemple il existe L’ de dimen-
sion deux avec by = (—%), donc il suffit de prendre L' & (1) ;

- Sim = 2"m’ avec m’ impair et n > 2 alors comme dans I’exemple pré-
cédent si 2¢' = b alors sign(q') =sign((—2m)) = —1, donc la seule possibilité
pour avoir sign(¢) = 3 (mod 8) est de choisir ¢ = ¢’ @ v;. Par contre §, =0
et si n > 3 le critere sur le discriminant n’est pas vérifié, car:

disc(q) = 3disc(q)
- 3. (_m/)Q—n—S
. 1
— 5m/2—n—3 m/2—n—37
# A
Par contre si n = 2, comme on a deux alternatives dans le « relevement »
de la forme bilinéaire, on peut montrer que l'on peut choisir ¢ de facon a

respecter le critere sur le discriminant.
Donc b = (—%) est réalisée par un réseau L de signature (3,0) si et

seulement si 8 { m.

2.4.4 Critéres d’unicité

On a beaucoup parlé du genre d’un réseau et on a répondu a la question
sur l'existence des réseaux avec genre assigné. Par contre le méme genre
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pourrait étre réalisé par plusieurs réseaux de méme signature mais pas iso-
morphes.

On dira qu'un réseau L est unique en son genre si pour tout réseau L'
de mémes signature, parité et genre de L on a L~I/'.

Exemple 2.4.48. Soient L1~ (1) & (14), Lo~ (2) & (7) alors on vérifie fa-
cilement que by, ~br, et comme ce sont deux réseaux impairs de meéme
signature alors L et Ly ont le méme genre. Par contre, par 'unicité de la
décomposition, on a L; % Ls.

Cela implique d’ailleurs que L;(2) et L(2) constituent un exemple de
réseaux pairs non isomorphes avec le méme genre.

Exemple 2.4.49. On a vu dans ’Exemple que Diy est un réseau
unimodulaire pair, donc du méme genre que (ES)@z, car ils partagent la
méme signature et la méme forme discriminante quadratique : sont-ils iso-
morphes ?

La réponse est non, car il existe II C D4 systéme de racines connexes
qui engendre Dig, mais Dy est pair, donc les racines sont des éléments
indécomposables de Dg: comme spang(IT) = spang(Dss) 2 Dy alors par le
Corollaire Dy est un réseau indécomposable, contrairement a (E8)®2.

Exemple 2.4.50. Soit L un réseau unimodulaire euclidien de rang r < 4,
est-il unique en son genre? La réponse est oui: par le Théoreme de Min-
kowski il existe v € L avec v? = 1. En itérant, en appliquant I’'Exemple
on obtient alors L~ (1)®" donc (1)®" est le seul réseau unimodulaire

euclidien de rang r < 4.

Exemple 2.4.51 (Unicité de U). Soit L un réseau unimodulaire pair de
signature (1,1) avec matrice de Gram:

(0)

Comme det(M) = ab— ¢* = —1 on a que v = (b, —c + 1) vérifie (v,v) = 0.
Soit donc x; € span(v) un vecteur primitif et x5 un complément a une base
de L, alors la matrice de Gram dans la base (x1, z5) est:

0 «
=0
Comme det(M) = —1 on a a = 1 (quitte a remplacer xo par —x3). Si on

choisit zf, = x9 — gxl (B est pair car L est pair) on a que z1, x), définissent

une isométrie entre L et U.

Le résultat suivant nous donne un criteére suffisant (pour les seuls réseaux
pairs indéfinis) pour établir si un réseau est unique en son genre [Nik| 1.13.2]:

Proposition 2.4.52. Soit L un réseau pair indéfini qui satisfait les condi-
tions sutvantes:
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1 rang(L) > 3;

2 Pour tous p # 2, au moins l'une des conditions suivantes est satis-
faite:
(a) rang(L) > 1(4,) +2;
(b) il existe k tel que:

zZ\*
Apg (ka> @Ap

3 Pour p =2, au moins l'une des conditions suivantes est satisfaite:

(a) rang(L) > 1(As) +2;
(b) il existe k tel que ga~uy & ¢ ;
(c) il existe k tel que ga~vi & b

(d) il existe k tel que ga~wsYy, @ wa?,; © ¢
alors L est unique en son genre.

Corollaire 2.4.53. Soit L un réseau pair indéfini avec rang(L) > I(AL)+2,
alors L est unique en son genre.

Corollaire 2.4.54. Soient s*,s~ € N, sT,s7 > 1, s7 — s~ =0 (mod 8),
alors il existe un et un seul réseau pair unimodulaire de signature (s*,s7).

Démonstration. L'Exemple nous donne le critére d’existence, il reste
donc & montrer l'unicité. Soit L unimodulaire pair de rang r = st + s~
comme dans 'énoncé du Corollaire, si » < 3 la seule possibilité est sT =
s~ =1 et dans ce cas L = U par I’Exemple , sinon si » > 3 alors L
satisfait les hypothéses de la Proposition car [(A,) = 0 pour tout p

premier et donc on a l'unicité. O

On a aussi que Eg est le seul réseau unimodulaire pair de signature (8, 0)
([Mor] ou [Gx] pour une preuve plus élémentaire). On en donnera aussi une

preuve dans I’Exemple [2.5.10]

Remarque 2.4.55. On peut appliquer le critere d’unicité au cas des réseaux
2-élémentaires vu dans la Proposition [2.4.42]

Soit L un réseau 2-élémentaire pair indéfini, Aj~ (%)a, alors L est
unique en son genre. En effet par la Proposition on a a = rang(L)
(mod 2), donc soit I(AL)+2 < rang(L) et dans ce cas l'unicité de L découle
de la Proposition [2.4.52] soit rang(L) = I(A.). Mais dans ce dernier cas par

I'Exemple [2.3.10] L(1/2) est unimodulaire et donc unique.

Comme corollaire des critéres d’existence et unicité on a:

Lemme 2.4.56 (Scission). Soit L un réseau pair indéfini de signature
(s7,87):

1 Sirang(L) > 3+ 1(AL) alors L~U @ L' pour un certain réseau L' ;
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2 8i st > 8 etrang(L) > 9+ 1(AL) alors L~Fg ® L' pour un certain
réseau L' ;

Démonstration. 1) Par le Corollaire [2.4.45|il existe un réseau L’ de signature
(st —1,s~ — 1) avec q; = qy, et par le Corollaire [2.4.53| L' & U est le seul
en son genre, donc L~U @ L'. De la méme fagon on montre 2). [

Par contre, dans le cas des réseaux définis on a un résultat opposé [Wal:

Théoréme 2.4.57. Si L est un réseau défini avec rang(L) > 11, alors il
existe toujours au moins deux réseaur non isomorphes dans la classe du
genre de L.

Ce résultat nous aide a comprendre les différents comportements des
réseaux définis et indéfinis: les premiers doivent étre étudiés dans leur « glo-
balité », par exemple ils admettent une décomposition unique et le genre
(qui est un invariant local) n’est pas suffisant & en donner une classifica-
tion. Au contraire les réseaux indéfinis doivent étre étudiés « localement »
en prenant le genre (ou le « genre spinorial » dont on n’a pas pu parler dans
ces notes, mais que le lecteur intéressé peut trouver dans [MM]).

On conclut avec le résultat suivant, qu’on prouvera dans I’Exemple [2.5.6}

Lemme 2.4.58. Pour tout d € Z\{0}, r € N\{0} il eziste au plus un
nombre fini de réseaux (non isomorphes entre eux) avec déterminant égal a
d et rang r.

En particulier, pour un choiz du genre, il existe au plus un nombre fini
de réseaux qui le réalisent.

2.5 Isométries d’un réseau

2.5.1 Extensions primitives

Une méthode efficace pour construire des nouveaux réseaux a partir
d’une liste L4, ..., L, de réseaux donnée, est de chercher des sur-réseaux de
L=L®---® L,: en général on appelle cette opération collage de réseauz.
Dans le cas ou les L; sont des sous-réseaux primitifs de L (i.e. L/L; sans
torsion) on parle d’extension primitive.

Soit donc R D Ly & --- @ L, un sur-réseau, alors Hr = R/L C A, @
@ Ap,, soit donc m; : Hp — Ay, la projection de Hp sur l'i-eme groupe
discriminant, alors pour tout x € Hg on écrit:

r=m(x)+- -+ m(x)

comme L; C R est un sous-réseau primitif, L;, ® QN R =L "R = L;. On
quotiente par L pour obtenir:
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Lemme 2.5.1. Soit RO L1 ® ---® L, une extension de réseauz, alors:
L; C R primitif si et seulement si A, N Hr = {0}
donc il n'existe pas x € Hp, tel que m;(x) # 0 et m;(x) = 0 pour tout j # i.

En particulier, si n = 2, cela implique que m;(z) # 0 pour tout x €
Hp\{0}, donc si Hg r, := Im(m;):

7T12HR — HR,ngALl
WQZHR — HR7L2§AL2

décrivent une injection. On peut alors construire I'isomorphisme de groupes:
~1 . ~
Y = T3 O Ty -HR,L1_>HR,L2

pour z,y € Hgr,, comme Hp est totalement isotrope on a b(x + v(x),y +
v(y)) =0. Vu que A, L Ay, on a aussi:

0 = blxz+(x),y+7(y))
= bz, y) + bz, v(y) + b(v(),y) + b(v(z),7(v))
= br,(7,y) +br,(v(x), v(y))

Donc by, (x,y) = —br,(7(x),v(y)) [dans le cas des réseaux pairs, qr, () =

—qr,(7(2))].
Donc v est une anti-isométrie, dans le sens ou elle décrit une isométrie

entre br, iy, et —bry iy, -
On a montré [Nik]:

Proposition 2.5.2. Soit R une extension primitive de L1 ® Lo, alors R est
déterminée de facon unique par les couples (Hg,7y) avec Hp~Hp 1, C Ap,
et v: Hrp, — Ar, anti-isométrie entre bLl\HR,Ll et bLzh(HR,Ll) [ou entre
Qr|Hp.p, € QLojy(Hp,,) dans le cas pair].

Corollaire 2.5.3. Soit R une extension primitive de L1 @ Lo, alors:

_ #AL1 #ALQ
(#Hpg)*

Démonstration. Par le Lemme [2.3.78| on a #Ar = (#AL,#AL,) | (#Hg)
O]

#AR

Corollaire 2.5.4. Soit R une extension primitive de L1 ® Lo, R unimodu-
laire. Alors R est déterminée de fagcon unique par les isométries
v :bp, — —bp, [ou entre q, et qr, dans le cas pair/.

En particulier Ap,~Ar,~Hpg et by, ~ — by, [qr,~ — qr,/
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Démonstration. Si R est unimodulaire en appliquant le Corollaire [2.5.3] on
obtient:

1 = #Ap,
= H#AL#AL [#(Hg)

mais HR — AL1 et HR — AL2 donc #HR < #AL1> #HR < #AL2 ce
qui implique #Hp = #A, = #A, donc Hp~A;, ~A;, et 'anti-isométrie
entre bLllHR,Ll et bLz|HR,L2 est en réalité une anti-isométrie entre by, et by, .

O

Exemple 2.5.5. Soit L; = (2), R = Es, j : L1 — Eg un plongement de
L, dans Eg, alors j(L;) est forcément un sous-réseau primitif, donc si on
pose Ly = j(L)*, R D Ly ® Ly est une extension primitive. Par le résultat
précédent gr,~ — qr,, donc qr, = w,, 1 et la seule possibilité est Lo~E-;
(cf. Tableau . Comme il existe une seule isométrie v : ¢, = —qr, on
obtient que j est unique modulo une isométrie de Ej.

Exemple 2.5.6. On donne une preuve du Lemme [2.4.58}. Soit L un réseau
avec |det(L)| = d, rang(L) = r, on veut montrer qu’on a au plus un nombre
fini de choix pour L (modulo les isométries du réseau).

Par les Théoremes [2.2.10] et [2.2.12] il existe une borne B(r,d) telle qu’il
existe #; € L primitif de norme minimale avec 0 < |z%| < B(r,d), donc
L D span(z;) @ x1 est une extension primitive avec:

xl@xf

73 det(ay)| = det(L)| # <L>2

L
xléBle

par le Corollaire [2.3.80, mais < span(z;), donc #- L < |2?| et en

1@z —

remplacant on obtient:
[det(21)| < |2} det(L)| < B(r,d)d

On peut donc répéter 'opération pour x5 € 1 de norme minimale avec
0 < |23| < By(r,d) := B(r—1,dB(r,d)), L 2 span(z;) ®span(xy) ®xi Ny
extension primitive et en itérant on obtient L O span(z;) @ - -+ @ span(z,.)
avec 2 < B;(r,d) bornes dépendant uniquement de r, d.

Donc L est déterminé par un choix de Hy, C Ag avec R~ (\) @... (),
|Ai| < B;(r,d). Comme on a un nombre fini de choix pour les \; et pour Hy,
on obtient un nombre fini de choix pour L.

On propose dans la suite trois résultats tres classiques, redémontrés de
facon originale en appliquant la théorie des réseaux, qui démontre étre un
contexte naturel dans lequel répondre aux questions relatives aux formes
quadratiques entieres.
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Exemple 2.5.7 (Théoreme des deux carrés). Quelles sont les valeurs n € N
qu’on peut écrire n = o + % avec a, f € 7.7

On a que n = a? + 32 # 0 si et seulement §'il existe x = (o, ) €
<1>@2 avec 2 = n, quitte a diviser n par des carrés, on peut supposer
p.g.cd.(o,B) = 1 et donc x vecteur primitif. Dans ce cas (1)® est une
extension primitive de span(z)®zt~ (n)®at, comme x+ a rang 1, signature
positive et méme groupe discriminant de (n) la seule possibilité et z+~ (n),
donc pour la forme discriminante on a:

De plus, comme (1)%* est le seul réseau unimodulaire positif de rang
2, il s’agit aussi d'une condition suffisante. Par la classification des formes
bilinéaires finies, by,y = —by,y si et seulement si —1 est un carré dans Z/pZ
pour tous les p premiers impairs tels que p | n et si 4 { n. On rappelle que
—1 est un carré modulo p si et seulement si p = 1 (mod 4), donc il existe
une extension primitive (n)®* C (1)%? si et seulement sin = p; - - -- pi avec
pi =1 (mod 4) ou p; = 2.

Il s’ensuit qu’on peut écrire n = o? + 32 si et seulement si:

avec e € Z et p; =1 (mod 4) ou p; = 2.

Exemple 2.5.8 (Théoréeme des trois carrés). Quelles sont les valeurs n € N
qu’on peut écrire n = a2 + B2 + 2 avec o, 3,y € Z7

En raisonnant comme dans ’exemple précédent, on cherche n = e?*m
avec (m) @ L C (1)® extension primitive. Donc L est de signature (2,0)
avec by, = —%, et grace a I'Exemple on sait qu’un tel L existe si et
seulement si:

1 m impair et m # 7 (mod 8);
2 m = 2m’ avec m' impair

On rappelle que <1)@3 est le seul réseau unimodulaire positif de rang 3, donc
I'existence de L avec les conditions données assure I'existence de 'extension
primitive. Donc si n = 42m’ avec m’ impair ou n = 4*m’ avec m’ £ 7
(mod 8) alors on peut écrire n comme somme de trois carrés.

Au contraire, on suppose n = o + 32 + 2 de la forme n = 4%m’ avec
m’ = 7 (mod 8) alors on peut extraire des carrés ¢?|n de fagon a ce que
p.g.cd.(a/q,B/q,7/q) = 1. Mais n/q® est aussi de la forme n/q¢> = 4%m”
(car les carrés impairs sont = 1 (mod 8)) et il n’existe donc pas un réseau
L de signature (3,0) avec by, = —% , donc n n’est pas une somme de trois

carrés.

Exemple 2.5.9 (Théoréme des quatre carrés). On se pose encore une fois
la question avec quatre carrés, donc n? = a2 + 32 + 42 + 6%
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Cette fois on cherche n = e*m avec (m) ® L C (1)®* extension primitive.
Comme on a I'unicité aussi pour (1)®*, une condition nécessaire et suffisante
est l'existence d’un réseau L de signature (3,0) avec b, = —%, qui par
I’Exemple existe si 8 { m. Donc soit n = 2%k avec k impair, alors
soit n = 492k, soit n = 4(®~1/22k dans les deux cas on peut décomposer
n comme produit d’un carré et d’un nombre non divisible par 8, donc tous
les naturels peuvent étre écrits comme somme de quatre carrés.

En utilisant les extensions primitives et le théoréeme de Minkowski on
peut donner une nouvelle preuve (qui n’utilise que des résultats basiques)
de 'unicité de FExg.

Exemple 2.5.10 (Unicité de Es). Soit L unimodulaire pair euclidien de
rang 8, alors par le théoreme de Minkowski il existe v; € L de carré 2 (cf.
Tableau [2.5.1)), donc L est un sur-réseau de (2) @ vi, avec AU%E%. En

appliquant le théoréme de Minkowski & nouveau, il existe v, € v{- de carré

2, donc v est un sur-réseau de (2) @ v{ N vy, avec Ayt (%)2 (car
Av%m%:fhm @ Az)). On vérifie qu'on peut répéter la procédure jusqu’a
avoir:

LD 2" e K

4 . . .
avec A K:% , donc K (%) est unimodulaire, mais par ’'Exemple

et donc K~ (2)®*. On a alors obtenu que L C (2)*® = R.

2.4.50

rang 8 7 6 5
det 1 2 4 8
borne Mink. A < | 2,82... | 2,83... | 2,91... | 3,12...

TABLE 2.5.1 — Bornes de Minkowski pour certains sous-réseaux de Fjg

.,v, un base de R telle que la matrice de Gram soit 2Id,
., Uy, réalisent

Soit vy, ..
alors u; = v1/2,...,u, = v,/2 est une base de R* et Uy, ..
@8
qr= (w%’l) .
Donc si « € Hp, C Ag, comme qg(x)
possibilités:
1 LC:ﬂil—i‘"'—'—ﬁu
2 T=Up+ -+ U =:U.
Comme det(R) = 28, det(L) = 1, alors HL2%4 et il existe xy,...,24 € Af
tel que Hy = span(zy,...,x4). Si z; est de la forme (2) pour un certain i,
comme les v; sont une base de Hj, pour j # ¢ on aura que z; est de la forme
(1). On fixe ¢ # i, si on remplace z; par =i = z; + xy, alors z} sera de la
forme (1) et donc on peut toujours choisir une base de Hj composée par
des vecteurs de la forme (1).
Si tous les x; sont de la forme (1) alors, L est engendré par les vecteurs
de R plus des vecteurs de la forme u;, + --- + u;,, qui ont carré 2 et sont

0 (mod 27Z), alors on a deux
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donc des racines: donc L est un réseau de racines (car R est aussi engendré
par des racines). Mais le seul réseau de racines unimodulaire de rang 8
est Eg, donc L~Fg est le seul réseau unimodulaire pair de rang 8.

Remarque 2.5.11. On rappelle qu’on peut trouver la preuve « classique » de
I'unicité de Eg dans [Mor]| et dans [Gr] pour une preuve plus élémentaire

On se pose maintenant un probleme légerement différent: soient L, R
deux réseaux, on veut déterminer les plongements primitifs L < R. Cela
est équivalent a déterminer les extensions primitives L & K C R/, avec K
tel que:

1 sign(K) + sign(L) = sign(R) ;
2 R’ a méme genre que R;
3 il existe Hpr C Ap @ Ak avec bp~ (bL@K|H$) /Hpg (cela assure une
extension primitive avec un réseau du méme genre que R);
4 L’extension donnée par Hp soit isométrique a R.
La Proposition [2.5.2] nous permet donc d’aborder la question, bien qu’il

puisse étre difficile d’établir un lien direct. On va alors la reformuler pour

plus de confort dans les calculs relatifs aux plongements primitifs.
On a d’abord besoin de:

Lemme 2.5.12. Soient by, by des f.f. bilinéaires non-dégénéres sur Ay et
Ay, H— Ay @ Ay tel que HN Ay =0, alors si my est la projection sur Ay,
T - Al EBAQ — Al, on a 7T1(HJ‘) = Al

Démonstration. Soit f : A ® Ay — % le quotient par H, alors en
procédant comme dans le Lemme[2.3.30[on obtient que le diagramme suivant
commute:

(45%) = Ai 0 4

:T :Tb(o,o)

Ht AL @ A,

Comme HNA; = 0onaque fja, : A — % est injective, donc (f|,41>* =
m o f* est surjective et en regardant le diagramme cela est équivalant a
affirmer que 7 (H') = A;.

m

Proposition 2.5.13. Soient Ay, Ay, Az des groupes abéliens finis, pour
1 <@ < 3 soit b; forme bilinéaire non-dégénérée sur A; [q; forme quadratique
non-dégénérée sur A;].
Alors on a une équivalence entre:
1 Hy — Ay & A, totalement isotrope [totalement q-isotrope] avec Hs N
A;=0pouri=1,2 et

b

H, (M1942)

Hj

qH;_(Al@A2>

>~ — b, q,

:_QA;;



2.5. ISOMETRIES D’UN RESEAU 135

2 H — A; & Ay @ As totalement isotrope [totalement g-isotrope] avec
HNA; =0pouri=1,...,3 et H=H".

Démonstration. 1) = 2) Soit ¢ : ba;, — by1 une anti-isométrie, et H
Hy

le graphe de o, H = {(z,¢(z))|z € As}. Donc H est un groupe totalement
1
isotrope dans H—i @ (A3) et H = H + Hs est un sous-groupe totalement

isotrope de Ay @ Ay @ As. Soit 7 : Hi" — %, alors:

H = {(xl,xg,il?g) c H;‘ @A;),’QO(QZ;) = 7T($1 +$2)}

Donc H N Az = 0, car sinon il existerait x3 € H, ¢(x3) = 0 absurde car ¢
est un isomorphisme et H N A; = H N Ay = 0 car sinon on aurait xz; € H,
7(x;) =0, donc z; € Hz mais H3 N Ay = H3 N Ay = 0 par hypothese.

= #As et #Hy #Hy = # A4 A

#H
De plus, comme £

(HH) = ($H-#H;) = #A - #H,)’
= #Ay-#Hy- (#Hy [#H;) - #Hy
= BAy- #HS - HH = $ A #A - $ A

donc #H* = #H, mais H totalement isotrope ce qui implique H = H*.
2) = 1) Soit m; : A; ® Ay ® A3 — A; la projection sur i-eme facteur,
on considere 'inclusion:

H3 = ker(ﬂ'g) NH= (Al EBAQ) ﬂHg — Al EBAQ

alors H3 N A; = HN A; = {0}. Maintenant on a le diagramme:

H
Hj3
p l
p3
1 1
H, (A1©A2) mxmy [ H, (A1®A2) A 73 A
Hs H; S¥ 3 3

p3 est injectif car ker(ps) C ker(m3) N H = Hj, mais elle est aussi surjective
par le Lemme [2.5.12| car H = H*, donc ps3 est un isomorphisme de groupes.
Pour p on a la surjectivité car:

H;(AleaAy = Hin(A @A)
= ((A1 © Ay) N H)™ N (A1 @ Ay)
((Ay @ Ap)* + HY) 0 (A1 @ Ay)
= (A3+H)N (A @A)
(

T X 7o) (H)
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mais py est aussi injective car ker (m x m2),; = A3 N H = 0, donc p;
est un isomorphisme de groupe aussi. Comme H est totalement isotrope
ps o p~ ! définit une anti-isométrie:

b

~

o)
— —ba,

-1
e} .
pb3op F[3

]

Dans l’énoncé les A; sont interchangeables, donc a partir de Hz —
Ay @ Ay on peut obtenir H — A; @& Ay & Ajz et a nouveau ré-appliquer
la proposition mais en échangeant A3 avec As, donc on obtient cette fois
Hy — Ay @ (—As), qui reste toujours une fagon équivalente de décrire le
plongement de H;. Donc on a:

Corollaire 2.5.14. Soient Ay, As, Az des groupes abéliens finis, pour i €
1,...,3 soit b; forme bilinéaire non-dégénérée sur A; [q; forme quadratique
non-dégénérée sur A;].

Alors on a une équivalence entre:

1 Hy — Ay & Ay totalement isotrope [totalement q-isotrope] avec Hz N
A;=0pouri=1,2 et bH;_(Al@A2> by, [qH;(Al@AQ) ~qa, ]
- Hy - Hy
2 Hy — A1 ®—Aj totalement isotrope [totalement q-isotrope] avec HyN
A; =0 pouri=1,3 et bH;-(Aleang) ~ —ba, /qH;-(AléeAg) >~ — qa,)-

Hy Hy

On revient alors au cas d'un plongement primitif L < R, si K = L+
alors on a un sous-groupe totalement isotrope Hr C Ay & Ak et grace aux
résultats ci-dessus cela est équivalent a choisir un sous-groupe totalement
isotrope Hix C Ay @ (—Ag).

On peut donc procéder ainsi:

e Déterminer les sous-groupes totalement isotrope Hx C A @ (—AR);
e Déterminer les réseaux K tels que:
— sign(K) + sign(L) = sign(R) ;
— br~ — bHIL( [ou g~ — At dans le cas pair|;
T T
e Choisir un isomorphisme v : qx — —q wi s

H
e Réaliser 'extension primitive de L & K “donnée par Hg.
On obtient de cette fagon tous les plongements primitifs . — R, mais
pas seulement. En effet, comme on choisit un K arbitraire en général on
obtiendra des extensions primitives L & K < R’ avec R’ du méme genre
de R, mais en général R A R'. Sinon, comme il existe au plus un nombre
fini de réseaux qui réalisent un genre donné, on a que la procédure s’arréte
apres un nombre fini d’étapes.
Finalement on arrive a [Nik, 1.15.1]:
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Proposition 2.5.15 (Nikulin). Soit L [pair] un réseau de signature (I*,17).
Alors les plongements primitifs de L dans un réseau R [pair] de signature
(rt,r7), groupe discriminant Ag et forme discriminante qr sont déterminés
par les choix des:

1 Sous-groupes H — Ay & —Ag totalement isotropes [totalement iso-
tropes selon la forme quadratique] avec HN Ay = HNARr=0;

2 K réseau [pair] de signature (k™, k™) et forme discriminante qx tel
qu’il existe un isomorphisme ~y:

. E> _(QL S _QR)|HL . (_QL S5 qR)|HL
Y idK H = %

Remarque 2.5.16. Si R est unique en son genre (par exemple si R respecte les
critéres de la Proposition alors la Proposition est tres efficace
pour étudier les plongements primitifs L < R, car chaque choix de K, Hy
détermine un plongement dans R.

Remarque 2.5.17. La preuve originelle donnée par Nikulin dans [Nik] était
un peu différente de celle présentée ici, essentiellement I'idée était la sui-
vante: soit L < R alors si K = L+ on a que R O L @ K est une extension
primitive. Soit R & R(—1) < U®" comme dans I’'Exemple alors
L& K @& R(—1) — U®". Comme l'ordre n’est pas important on peut écrire
span (L @ R(—1)) ® K < U®" et comme U est unimodulaire on a une
anti-isométrie entre Ax et Agpanzer(-1)), ce qui revient a la Proposition
2.5.15| (car L et R(—1) sont « collés » de fagon a obtenir une forme finie
anti-isométrique a K).

Dans ces notes on a choisi un approche différente, car on a voulu éviter
d’utiliser des résultats sur les réseaux et leurs plongements dans un réseau
unimodulaire, en préférant procéder avec une preuve directe utilisant uni-
quement les formes finies. On espeére de cette fagon rendre plus clair le
mécanisme de la preuve.

Exemple 2.5.18 (Déterminer l'existence d’'un plongement). Donnons un
exemple détaillé de comment appliquer ces résultats pour déterminer ’exis-
tence d’'un plongement entre deux réseaux. Soit R = U @ U(3)%%2 @ A? et
L = As, on veut déterminer s’il existe un plongement L < R. On procede
par étapes:

e On calcule les formes discriminantes, Ap~Z/6Z, qr~ws, @ w%l,

ARE (Z/SZ)67QR§ (’UJ;&)QB? ;

e A ne contient pas de sous-groupes isotropes, donc L n’a pas de sur-
réseau. Dans ce cas, si un plongement L — R existe, il doit forcément
étre primitif. ;

e Supposons qu’il existe une extension R O L @ K pour un certain ré-
seau K de signature (2, 3), alors les possibilités pour K sont données
par la Proposition [2.5.15|;
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7
e Soit q =qr —qr = (wgi) S5 wil et H un sous-groupe isotrope tel

que HN A, = HN Ag = 0, alors les seules possibilités sont H = 0

et H=7/37Z.

Si H = 0 alors K doit étre un réseau de signature (2,3) avec Ax =

(Z/32)" & 7.)27 et g = q = (wﬁ)em @® wy,. Pour savoir si un tel

réseau existe, on utilise le Théoreme [2.4.44

— Le deuxieme critére, relatif a la signature, est sans doute vérifié,
car sgn(q) = sgn(qr) — sgn(qr) = sgn(gx) (mod 8);

— Le premier critére par contre n’est pas vérifié, car [(Ax) = 7 >
5 =rang(K);

— Donc il ne correspond aucun plongement L — R a H =0

Si H = Z/3Z alors on trouve que H+ = (Z/3Z2)° & 7Z./2Z et qx =

1\ ¥4 . N PO
qul = (w&%) @® wy,; ® wy,. On applique & nouveau le Théoréme

— Comme toujours, le critere relatif a la signature est toujours sa-
tisfait, car sgu(gy.) = sen(q) = sen(ge) — sanlas) = sen(ae)
(mod 8);

— Le premier critere est aussi vérifié, car [(Ax) =5 = rang(K) ;

— Comme [(A3) = rang(K) il faut vérifier aussi le troisiéme critére:

@4
q3 = (wgi) @ wy, qui a discriminant 1/3°. Sinon on a s~ = 3
et #Ax = 2-3°, donc:
(—D)*m (=12 -2 1

o T35 T 3 35
donc le critere est respecté et il existe un réseau K avec les pro-
priétés recherchées;

On conclut alors par la Proposition qu’il existe un réseau R/,
avec le méme de R, tel que R’ O L& K soit une extension de réseaux
et en particulier L — R'.

Par la Proposition R est unique dans son genre, donc R = R’
et il existe un plongement (primitif) L — R.

Exemple 2.5.19. Si R n’est pas unique en son genre les choses sont plus
compliquées. Par exemple soit L = Eg, R = E$?, alors A, ®—Ag = 0, donc
Hy = 0 et les plongements primitifs L < R sont de la forme L — L @& K
avec K unimodulaire pair de signature (16, 0).

On peut alors choisir K = E$? ou K = Djy, dans le premier cas on
obtient justement Fg — F,

$3~R mais dans le deuxiéme cas on a Fg <

Es ® Dy et Es ® Dfy AE3 méme s'ils partagent le méme genre.

Corollaire 2.5.20. Soit R O Ly & Ly un sur-réseau, alors il existe Hy C
Ar @ Ay, tel que:

b, = (br & —br,)ye /[Hy [ai, = (ar ® —qr,) 5 /Hi]
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En particulier A, C (Ar ® Ap,) /Hy.

Corollaire 2.5.21. Soit L1 & Ly C R une extension primitive de réseaux
pairs . Alors si linvariant 6, est égal a 0 pour deux réseaux parmi Lqi,Ls et
R, il est égal a O pour le troisieme ausst.

2.5.2 Action d’un groupe sur un réseau

Soit L un réseau, O(L) le groupe des isométries de L et G < O(L) un
sous-groupe: on veut étudier I’action de G sur L.

Une méthode est de choisir des sous-réseaux de L ou l'action de G est
plus simple, de fagon a ce que L soit une extension primitive de la somme
de ces réseaux. Ensuite on essaie d’étendre l'action sur L tout entier. On
aura donc besoin de I'outil suivant:

Proposition 2.5.22. Soit G un groupe qui agit sur un réseau L = Ly &
-+ @® Ly, (avec les L; non nécessairement stables sous l'action de G) , R O L
une extension primitive. Alors l'action de G s’étend sur R si et seulement
si HR=R/LC AL, ®---® Ag, est stable par laction de G.

Démonstration. L’action de G s’étend naturellement par linéarité de facon
unique sur le réseau dual L* = L7 & --- & L}, donc G agit sur R si et
seulement si G- R € R C L*. Comme L est un sous-espace stable par
l'action de G c’est la méme chose que demander que G - R/L C R/L, i.e.
R/L = Hp est un sous-espace stable par I'action de G. O

Remarque 2.5.23. Si 'action de G sur Hp est triviale en particulier Hg est
stable et on peut appliquer la proposition, donc on peut étendre I’action sur
R.

Dans la suite, pour une action de G sur un réseau L, on notera Tg :=
L¢ ={z € L|Vg € G, g(z) = z} le réseau invariant et Sg := TZ le réseau
cotnvariant.

Lemme 2.5.24. Soit L un réseau, G C O(L) un groupe fini qui agit sur L,
alors Ty et S sont des réseaux primitifs.

Démonstration. Soit x € Ty, alors il existe y € L tel que (z,y) # 0. Main-
tenant soit N = > c; g(y), alors N € Tg mais (z, N) = #G-(z,y) # 0,
donc Ty est un réseau car la forme bilinéaire est non-dégénérée et il est
clairement primitif. Comme Sg = T, par le Lemme Sq est aussi un
réseau primitif. O

Dans la suite on considérera le cas suivant: soit p premier, n € N, G~ z%

avec G = (), ¢ isométrie d’ordre p d'un réseau L. On trouve les résultats
suivant dans [BNS|:

Lemme 2.5.25. Soit ¢,(z) = 27~ + -+ x4+ 1, alors S, = Im(¢,(p))
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Démonstration. Soit ¢ 'extension de ¢ sur L ® Q, comme ¢P — 1 = 0 alors
par le lemme des noyaux:

L@ Q= ker(p —1d) ®Im(¢,(2))
—_——
:T¢®Q

mais ¢ est une isométrie et donc S, est stable par I'action de ¢, donc on
peut aussi écrire:

S, ®Q = ker(¢—Id)NS, ®Im(¢p(@)) NSy

Comme T, = ker(p — Id) est non-dégénérée, alors T, N S, = {0} et donc
Sy ®Q =Im(¢,(9)) NS,. Mais dim(Im(¢,(@))) = dim(S,,) et donc:

S, ® Q = Im(¢p(2))

Mais S, et Im(¢,(¢)) sont deux sous-réseaux primitifs et donc ils coincident.
[

Lemme 2.5.26. SsoéTso est un Z-module de p-torsion (i.e. pL C S, & T,).

Démonstration. On a p = ¢,(z) — (x — 1)(2xP~2+ 227" + .- -+ p—1), donc
pour tout [ € L on a:

pl= ¢p(0) (1) = ("2 + 20" 4+ 4 (p— D)Id) o (¢ — 1d)(1)

t s

mais (¢? — Id)(l) = 0, donc:

Im¢,(p) C ker(p—1d) =T,
Im(p —1d) € ker(®y(p)) =5,

mais T.,,5, sont des espaces stables donc t € T, et s € S,. O

Corollaire 2.5.27. Si L est unimodulaire alors T, et S, sont p-élémentaires
(i.e. les groups discriminants sont de p-torsion).

Démonstration. Par le Lemme Aq,~Ag, ~Hp mais Hg~ (Z/pZ)* par
le Lemme [2.5.26] O

On considére maintenant le cas de plusieurs isométries commutant. Soit
L un réseau, @1, ..., p, des isométries d’ordre p premier de L commutant

entre elles, i.e. on a une action de G~ (%)n sur L. On définit:

Définition 2.5.28. On définit par récurrence Ug,; := S,, © T, pour 2 <
i <nUg; = Ugi-1NT,,)® (Ugi—1 N S,,). On pose aussi Ug == Ug,,



2.5. ISOMETRIES D’UN RESEAU 141

Remarque 2.5.29. Comme les ¢; commutent entre elles, on a que S,,,T,,
sont stables sous l'action de ¢;, pour tous 1 < 4,7 < n. On peut donc
appliquer le Lemme [2.2.20] et on obtient que:

Ucr = D Viin NN Vi,

(ilv"'7ik)e{071}k

v :{T% sii;=0
It

S(pj sii; =1

avec:

Donc:

UGl == Tw@Si
Uga = (Tsm N Twz) D (S<p1 N Tvz) D (T<p1 N Swz) D (S% N Sm)

)

UG,n = (Twm...mT%)@...@(Swlm...mS@n)
Lemme 2.5.30. Soit G~ (p%)n qui agit sur un réseau L, alors pour tout k €
{1,...,n}, L/Ugy, est un Z-module de (au plus) p*-torsion. En particulier
L est un sur-réseau de Ug et L/Ug est un module de p"-torsion.

Démonstration. On procede par récurrence sur k: pour k = 1 c’est vrai par
le Lemme 2.5.26]

(k = k+1): Comme les ¢; commutent, on a que Ug  est stable sous
I’action de i1, donc par le Lemme on a que Ugy/Ugrs1 est un
module de p-torsion. Mais L/Ugy a (au plus) p*-torsion, donc L/Ug 111 est
(au plus) de p"-torsion O

Involutions d’un réseau

Proposition 2.5.31. Soient L, S,T des réseaux, alors on a une équivalence
entre:

1 il existe @ involution de L avec T,~T et S,~S ;
2 il existe S, T C L primitifs et orthogonaux tels que L/(S®T)~(Z/2Z)%* ;
3 il existe une extension primitive L O S & T telle que Hp~(Z/27)%"

en plus si les conditions sont vérifiés alors I'involution est unique.

Démonstration. 1 = 2 par le Lemme [2.5.20] et il est clair que 2 = 3.
Il reste a montrer 3 = 1: On pose l'action de ¢ égale a ¢ = Id et
@15 = —Id, donc ¢ est une involution de S@T'. Par conséquent, sur le groupe
discriminant on a que @4, = Id et 4, = —Id. Comme Hp~(Z/2Z)*" on
a Hy, — Hps® Hpr avec Hy, s~(Z/27)%" C Ag et Hyr~(Z/27)%" C Ar
et donc P agit comme l'identité sur Hy ¢ @ Hpr (car dans Z/27Z on a que
—1 =1 ) et en particulier sur Hy. Alors par la Proposition on peut
étendre ¢ a une involution de L. O
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Exemple 2.5.32 (Réflection par rapport a une droite de carré 2). Soit
v € L tel que v? = 2, alors on peut définir une involution R, de L de la
facon suivante:

R,(x)=(v,z)v—z VYr € L

Alors R,(v) = v et R,(w) = —w pour tous w L v, donc R, est une
involution de L avec Tx, = span(v) et S, = v*.

On donne une interprétation alternative dans l’esprit de la Proposition
on pose T = span(v) et S = vt alors L 2 T @& S est une extension
primitive avec Hy, C Ar & Ag. Comme v = (2) on a AT2% donc soit

= it Hy~2 n ux n récupere 'involution )
H OsotHNQZz,daslesde cas on récupere l'involution de L

La Proposition[2.5.3T]nous donne un moyen pour classifier les involutions
d’un réseau L: il s’agit de trouver toutes les extensions primitives L 2 T'® S
qui satisfont L/(T & S)~ (Z/27)". En particulier si L est unimodulaire on a
Ag~Ar~(Z/27)%", on dit alors que S et T sont des réseaux 2-élémentaires
et on pourra donc utiliser la classification contenue dans la Proposition
[2.3.70] pour rechercher les différentes possibilités pour S et T'. La tache est
simplifiée davantage quand les réseaux sont uniques en leur genre.

Exemple 2.5.33 (Involutions de Eg). On veut classifier les involutions de
Eg, donc les extensions primitives Fg O T'® S avec Ap~Ag~(Z/27Z)". Sans
perte de généralité on pose rr =rang(7’) < rang(S) = rg (car dans le cas
contraire il suffit de remplacer I'involution ¢ par son opposée —¢, qu’on
obtient en échangeant les réseaux invariants et coinvariants entre eux).
Comme FEg est unimodulaire de rang 8 on aura donc rg =8 — rp, ag =
ar =a, 0g = 0r =: 0
En utilisant la classification des réseaux définis 2-élémentaires de petit
rang (Tableau on vérifie facilement qu’on a uniquement les possibilités
sulvantes:
e Sirp =1 la seule possibilité est T~ (2), par conséquent S doit avoir
rs=7,a=1etd, =1, donc S~FEy;
e De la méme facon Si rp = 2 on a T~ (2)%% S~Dj;
e Sirp=3onaT~(2)% et S~¥D, @ (2);
e Siry =4 on a deux possibilités: T~Dy~S ou T~ (2)%* ~S.
On peut vérifier que pour tous les cas cités ci-dessus on a ¢y = —qg, donc
I'extension est réalisable et le sur-réseau obtenu est Eg (car il est le seul
réseau unimodulaire pair de rang 8). Le lecteur intéressé trouvera plus de
détails sur les sous-réseaux primitifs de Fg dans [Nig].

Remarque 2.5.34. Connaitre les réseaux 71,5 ne suffit pas a identifier de
maniere unique l'isométrie, car il reste a établir les différentes possibilités
pour la réalisation de 'extension L O S& T, donc les différents plongements
de Hg, — As ® Ar (qui sont quand méme en nombre fini).

Heureusement dans notre cas, comme on verra dans le Chapitre suivant,
on n’aura pas besoin d’autant de détails pour déterminer les invariants
associés aux isométries, donc on ne se penchera pas trop sur la question.
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la\r ] 1] 2 | 3 | 4 | 5 6 7 \ 8
0 (£5)
1 [ (2) E-
2 (2)% (Da) D Er @ (2)
(Ds)
3 (2)®° D, @ (2) Ds @ (2)
4 (2)® D, & (2)% Ds @ (2)°
(D4 @ Dy)
5 <2>€B5 D4 D <2>€BB
6 <2>EBG D4 D <2>®4
(D5(2))
7 <2>®7
8 <2>€58
(Es(2))

source: http://www.Imfdb.org/Lattice/

TABLE 2.5.2 — ®Liste des réseaux 2-élémentaires définis de rang< 8. Entre
parentheses les réseaux avec o, = 0.

Dans le cas de plusieurs involutions commutant la question est plus
compliquée, on se limitera donc au résultat partiel suivant, qui nous sera
tres utile dans la suite:

cyin) €

-----

LD

telle que:
L

~(Z/27.)"

(i1,e-4in ) E€{0,1}"

Alors il existe une unique action de G== (Z/27)" sur L, G = {1, . . .

avec:
v(il ..... in) = ﬂ

1<j<n t.q. i;=0

, Pn)

0

1<k<n t.q. i=0

SS%

Démonstration. La preuve est une simple généralisation de celle de la Pro-

..........

on peut étendre 'action sur L. O







Chapitre 3

Action d’un groupe sur une
surface K3

3.1 Reéseaux d’une surface K3

3.1.1 Qu’est-ce qu’une surface K37

On donne dans la suite une courte introduction a la définition de sur-
face K3 a partir de la classification birationnelle des surfaces algébriques
d’Enriques—Kodaira.

Nous renvoyons a [BHPV] comme référence pour les résultats principaux.

Soit donc X une surface (i.e. une variété algébrique sur C lisse et com-
pacte de dimension 2), on définit les invariants suivants:

Définition 3.1.1. Soit X une surface, pour d > 1 on appelle pluri-genre:
Py(X) := dim (H® (X, O(K§%)))
avec K x le fibré canonique de X.

Définition 3.1.2. Soit X une surface, on appelle dimension de Kodaira :

() —00 si Py(X)=0Vd>1
R(X) =
min{n t.q. £ est borné} sinon

Définition 3.1.3. Soit X une surface, on note:

pg = dim (H 02X )) le genre géometrique
qg = dim (HO’I(X)> l'irrégularité

avec HPY(X) := HY(X,QP).
On peut donc classifier les surfaces de la facon suivante:

145
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Théoréme 3.1.4 (Enriques—Kodaira). Soit X une surface minimale (i.e.
X ne peut pas étre obtenue da partir d’une autre surface lisse par explo-
sion d’un point), k(X), p, et q définis comme précédemment, alors on a la
classification suivante:

K(X) Py q Type de Surface
oo 0 >1 Surface réglée
0 0 Surface rationnelle
Surface de type général
1 Surface elliptique
1 2 Surface abélienne
0 0 1 Surface hyperelliptique
1 0 Surface K3
0 0 Surface d’Enriques

On peut alors donner comme définition:

Définition 3.1.5. Une surface K3 est une surface avec k(X) =0, p, = 1
et ¢ =0.

Remarque 3.1.6. Alternativement on peut définir une surface K3 comme
une surface avec Ky trivial et ¢ = 0 (voir [Beau2]).

Comme p, = 1, il existe une seule 2-forme holomorphe wx au scalaire
pres:

H*'(X)~H°(X,0?)~Cuwx

En tant que générateur, wy ne s’annule sur aucun point, c’est donc une
forme symplectique.

On remarque que si o est un automorphisme d’une surface K3 notée X,
on a une action de o* sur H%(X, C) qui respecte la décomposition de Hodge,
en particulier:

o' (H*(X)) = H*(X)

mais comme wy est le seul générateur, cela implique que 0*(wy) = Awy.
On donne donc la distinction suivante:

Définition 3.1.7. Soit X une surface K3, o € Aut(X), alors o est dit:
e symplectique si 0% (wx) = wx ;
e non-symplectique sinon.

On en vient donc a la partie qui nous concerne le plus, c’est-a-dire le
réseau associé a une surface K3 (voir [BHPV], VIII]):

Théoréme 3.1.8. Soit X une surface K3, alors H'(X,Z) = H3(X,Z) =0
et H*(X,Z)~7%%. En plus, le cup produit induit sur H*(X,7Z) une struc-
ture de réseau unimodulaire pair de signature (3,19).
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Si on note:
AK3 = E§B2(—1) D U693

par le Corollaire [2.4.54] on a une isométrie de réseaux H?(X,Z)~Ags.

On donne aussi les définitions suivantes:

Définition 3.1.9. Soit X une surface K3, on note le groupe de Neron-
Severi:

NS(X) = {z e H*(X,Z)|r-wx =0}
= H*X,Z)nH"“'(X)

ou la deuxieme équivalence est conséquence du théoreme de Lefschetz sur
les classes (1,1).
On note le groupe transcendant:

T(X) := NS(X)*

On remarque que NS(X),T(X) sont deux sous-réseaux primitifs de
H?(X,Z), en particulier on a que:

H*(X,Z) D NS(X) @ T(X)
est une extension primitive.
De plus, comme H?(X,Z)~Ags3, le choix d’une isométrie (ce qu’on ap-

pelle un marquage) donne un plongement NS(X) < Ags et T(X) — Ags.
On rappelle qu’a partir de la suite exponentielle:

0—>Z—-0x —0%x—0
on obtient la suite exacte en cohomologie:
.= HY(X,0x) - HY(X,0%) % H¥(X,Z) 5 H*(X,0x) — ...
Qu’on peut réécrire sous la forme:
0 — Pic(X) 3 H*(X,Z) 5 H*(X,Ox)

Car ¢ = 0 et donc H'(X,Ox) = 0. On a H*(X,Ox)~H"*(X) et d’apres
le théoreme de Lefschetz sur les classes (1,1) (voir [GH, p. 163]) € coincide
avec la projection %2 selon la décomposition de Hodge. Donc ker(e) =
ker(7%?) N H*(X,Z), mais si § € H?(X,Z) alors en particulier § = 0 et

donc 7*°(0) = 0 aussi. Cela implique que § € H(X) et donc:

Pic(X)~H*(X,Z) N H"(X)~N5(X)
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3.1.2 Les théorémes de Torelli

Dans la suite X sera toujours une surface K3.
On a vu qu'un automorphisme o de X induit une isométrie de réseaux:

o* AK3 — AK3

qui respecte la décomposition de Hodge, donc o*(NS(X)) = NS(X) et
o*(T(X)) =T(X).

Cela permet de donner des conditions nécessaires, sur une isométrie de
Aks, pour qu’elle soit induite par un automorphisme de X.

Ce qui peut étre est plus surprenant, c¢’est qu’il est aussi possible d’effec-
tuer le parcours inverse, c¢’est-a-dire donner des conditions suffisantes pour
une isométrie de Ag3 afin qu’elle soit induite par un automorphisme d’une
surface K3.

C’est le but des théoremes dits « de Torelli ».

Il existe plusieurs formulations possibles, nous avons préféré donner la
suivante, qu’on trouve dans [BR]:

Théoréme 3.1.10 (Torelli fort pour les surfaces K3). Soient X et X' deux

~

surfaces K3 et on suppose qu’il existe une isométrie ¢* : H*(X' | Z) —
H*(X,7Z) qui:
1 envoie H*°(X',C) sur H*°(X,C)
2 enwvoie la classe d’un certain diviseur ample de X' sur la classe d’un
diviseur ample de X

Alors ¢* est induite par un isomorphisme unique ¢ : X — X',
On donne d’abord quelques définitions:

Définition 3.1.11. Soit X une surface K3, on note:
o A(X):= {0 € NS(X)|§2 = —2}, les 6 sont appelés diviseurs nodaus ;
o W(X) C Aut(H?*(X,Z)) le sous-groupe engendré par { Rs|d € A(X)}
ol Rs est la réflection par rapport a la droite § (cf. Exemple [2.5.32).
W(X) est le groupe de Weil de X.

Remarque 3.1.12. L’action du groupe de Weil préserve la décomposition de
Hodge et en particulier le réseau de Neron-Severi.

On peut maintenant énoncer le résultat suivant [Naj, 3.10]:
Théoréme 3.1.13. Soit X une surface K3 et G C O(Ak3). Soit wx la
forme symplectique dans H*(X,C), Tg le réseau invariant et Sg x := T N
NS(X). Alors il existe w € W(X) groupe de Weil tel que wGw™" C Aut(X)
st et seulement si :

1 Cw est stable sous l’action de G ;

2 Sqa ne contient aucun élément de carré —2 ;

3 St G contient uniquement des actions symplectiques alors Sg x est
défini négatif et non nul;

4 Si G contient au moins une action non-symplectique alors il existe
x € Tg avec (x,x) > 0.
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3.1.3 Action de Z/pZ sur une surface K3

On rappelle que 'objectif principal de ce travail est d’étudier ’action

de G sur une surface K3 quand G~ (%)2. Cela car 'action du groupe de
Klein, tout en restant faisable, présente plusieurs difficultés supplémentaires
par rapport au cas de G:% cyclique, dont on peut trouver le traitement
dans [BNS].

Cependant nous avons quand méme décidé de reproposer le cas cyclique
dans cette section, et cela pas uniquement pour une exigence d’exhaustivité
ou pour résumer les résultats dans le cas d’une surface K3, mais surtout
pour présenter une preuve alternative basée sur une méthode différente.

L’idée principale est qu’il n’est pas nécessaire d’étudier dans le détail
toutes les possibilités de décomposition, ni pour les Z[G]-modules, ni pour
les F,[G]-modules: en effet, les seuls modules qui nous intéressent, sont les
[F,[G]-modules obtenus en tensorisant des Z[G]-modules, ce qui constitue
un ensemble plutot restreint. Mais comment arriver a obtenir cela ?

Les outils qu’on utilisera sont les anneaux pullback [Le|, qui nous per-
mettent de simplifier considérablement une des preuves principales.

Lemme 3.1.14. Soient R,,Ry,R des anneauz, on considére le diagramme:

Ry
k
RQ i> E

avec vy et vo morphismes d’anneaux , alors le pullback du diagramme:
R ={(z1,72) € Ry X Ro|v1(x1) =T = vo(z2)}
est un sous-anneau de Ry X Rs.

Démonstration. On a 1g,«g, € R car v1(1g,) = va(1g,), et (R,+) est un
groupe car il est le pullback du diagramme par rapport a la structure de
groupe additif.

R > Rl
iyl
o,
Ry ——R
Soient z,2% € R, 2' = (2%, 2%) avec vi(2}) = w(zh), alors vy (zlz?) =
vo(2373) et x'az? € R aussi. Donc R est un anneau car fermé par rapport au
produit. O]

Une méthode simple pour construire des exemples d’anneaux pullback

est la suivante: soient A un anneau commutatif, I, J des idéaux de A, alors
si [ + J = A par le théoréeme des restes chinois on sait que %:? X ? en
tant qu’anneaux. Mais que se passe-t-il si I et J ne sont pas premiers entre
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eux ? Dans ce cas on obtient en effet que A/(I N J)~A/I X /115y AJJ est
un anneau pullback.
On commence par présenter le résultat dans le cas des A-modules:

Proposition 3.1.15 (Théoreéme des restes chinois pour les modules). Soit
A un anneau commutatif, M un A-module, N,H C M des sous-modules.

Alors:
M M M
~— X M —
NNH N *~#8 H

Démonstration. On consideére le diagramme suivant avec ligne et colonnes
exactes:

0O—HNN——H®N_H+N—0

0——M oM M 0
M f MM 9 M
HNN ’ ﬁ@ﬁ H+N 0

Par le Lemme du serpent la derniere ligne est exacte. Donc M /(NNH)~ker(g),
mais par définition ker(g) est égale au pullback M/N X /vy M/H (avec
signe opposé). ]

Doncsi I, J sont des idéaux de A, on a montré que A/(INJ)~A/I X a/11.)
A/J en tant que A-modules, c’est-a-dire qu’il existe un isomorphisme de A-
modules:

A =, Ax A
7 Ing =
z+INJ — (z+1,x+J)

mais comme ¢ est la co-restriction du produit des projections m; X 7y :
A/(INJ) — A/IxA/J, on obtient que p est aussi un morphisme d’anneaux.
On a donc:

Proposition 3.1.16. Soit A un anneau commutatif, I,J < A des idéauz,
alors on a un isomorphisme d’anneaux:

A A A
~— X_A —
INnJg I w7 J

Remarque 3.1.17. Dans le cas limite ou I + J = R le pullback coincide avec
le produit cartésien, et on obtient ’énoncé du théoreme des restes chinois.
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Soit G = Z/pZ, alors Z|G|~Z[z|/(x? — 1), comme (2P — 1) = (z —
1)(zP~' +-- -+ 1) on obtient que Z[G] est "anneau pullback du diagramme:

_ 2]
Z|G) 7,
| |
Zlz] Z[z] ~
(xp—1+...+1)—Z[£] (x717xp—1+...+1)—FP

Si M est un Z[G] module sans Z-torsion (comme dans le cas ou M est
un réseau) alors par la Proposition [3.1.15|on a le diagramme:

M
M " Ker(@P 1+-41) (3.1.1)

v |

M M
ker(ac—l) kel‘(mfl)@ker(zpfl+...+1)

ou:

M est le pullback du diagramme;
Pour tout m € M on a (2P — 1) - m = 0, en particulier (x — 1) -m €
ker(zP~!+---41) et donc sur I'action de z est triviale,

M
ker(zP—14--41)
est juste un Z-module

% est un Z[¢]-module avec P =1, £ # 1

est de p-torsion et donc est un F,-module. II est

. M
L.e. ker(zP—1+4-.41)
De la méme fagon

o M
ker(z—1)@ker(zP~14---+1)

a
alors de la forme (%) pour un certain a € N.

On peut donc reconstruire M a partir des ces trois modules sur des anneaux
ou la classification est beaucoup plus simple.

De plus, on peut montrer que dans le cas ou M est indécomposable,
alors ces trois composantes sont aussi des modules indécomposables sur les
anneaux respectifs:

Théoréme 3.1.18 ([CR] Le]). Soit G=Z/pZ avec p premier et M # 0 un
Z|G]-module indécomposable de type fini tel que (M,+) soit sans torsion.
Soit & une racine primitive p-iéme de ['unité.
Alors on a les possibilités suivantes pour M :
1 M~7Z
2 M~ idéal non nul de Z[¢] ;

8 M~Zxy, I avec I idéal non nul de Z[€] tel que I~ker(z?~+- - -+1d)
et ker(x — Id)~Z:
Z

v
[ ——F

M >

p
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On est prét pour montrer:

Théoréme 3.1.19. Soit p premier et G:%Z:J (n) qui agit sur un Z-module
L sans torsion. On pose Tg := LY = ker(n), Sq := ker(pP™1 +--- +n+1)
et a = dimg, ﬁ Alors L ® z% comme F,|G]-module se décompose sous
la forme:

(Sq)

Ryl \*
@<<x—1>p>

Démonstration. L’action de G sur L induit une structure de Z|G]-module
sur L, soit donc L~ M; une décomposition en composantes irréductibles.
Soit M une composante irréductible, par le Théoréme on a trois
possibilités:

1 L’action de G sur M est triviale et M~Z, dans ce cas M C T, et
M @ F,~F,;

2 M~ idéal de Z[€] (Z[¢]~Z[z]/(aP~  + -+ 1) avec ¥ =1, £ # 1),
donc M est un module projectif et en particulier M est plat. Donc le
produit tensoriel M ® F,, est un Z[{] ® F,-module plat et donc libre
car de type fini sur un anneau local, mais:

drang(Tg)—a ]FP [Z'] ¢
L ® IFP:IFP EB m

dimg, (M ® F,) = rang(M) < rang(Z[&]) = p
donc:
Fpz]
(x —1)p~1
En particulier rang(M) = p — 1 et comme M=~ on a aussi M C
ker(o —1Id) =T,
3 M est le pullback du diagramme:

M @ F,~IF, €]~

M - >7
,
[ ——7

donc M est un Z[G]-module projectif car pullback de modules pro-
jectifs sur les anneaux respectifs ([Le, Wi]) et M ® F, est plat sur
F,[G] et de dimension p sur F,, donc M ® F,~F,[G] . En plus, M a
rang p, M NT,~7Z a rang 1 et M N S,~I a rang p — 1.
Soit n; pour ¢ = 1,2,3 le nombre de modules indécomposables de type
dans la décomposition de L, alors on a montré que rang(7,) = ny + ng,
rang(S,) = (n2 +ns3)(p — 1) et:

L M.
- d — d ? —
o= T (S¢+T¢> e (@ MiﬂS@EBMiﬂT) s

ce qui conclut la preuve.
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Remarque 3.1.20. Ce résultat est prouvé dans [BNS] pour p tel que Z[¢]
soit principal et dans [Tar] pour le cas général. Cependant, comme je ai
mentionné avant, la preuve présente ici est différente, car elle ne fait pas
une utilisation directe de la classification des Z[G]-modules, ce qui la rend
plus naturelle et donne aussi plus de possibilités (on espere!) pour étendre
le résultat au cas général G~ (Z/pZ)".

Si L est un réseau, comme a = dimg, ﬁ, ona #Ag #Ar, = p*#AL.
Donc si L est unimodulaire, comme dans le cas de Ags, alors #Ag, =
#Ag, = p et donc les seuls invariants nécessaires pour déterminer la struc-
ture de F,[G]-module sont # A7, et rang(7,).

En appliquant le Théoreme [1.3.10] on obtient:

Théoreme 3.1.21. Soit X wun surface K3, ¢ un automorphisme de X
d’ordre p premier avec lieu fize non vide. Soient t = rang(T},), # Az, = p*
alors:

(22 —t)

p—1

> dimp, H (X?,F,) =t + —2a+2

Démonstration. On rappelle que par le Théoréme [3.1.19 on a que les [F,[G]-
modules indécomposables ont uniquement dimension 1 (n; =t —a), p— 1

(ng = (22—1t)/(p—1) —a) ou p (n3 = a). Par le Théoreme [1.3.10[ on a
S dimg, H(X?,F,) = ny 4+ ns + 2 et en remplagant on obtient le résultat
cherché. []

3.2 Action de <2zz>2 sur une surface K3

3.2.1 Un nouvel invariant pour les extensions de ré-
seaux

On donne la définition suivante, présentée dans un cadre général, qui
nous sera essentielle pour définir les invariants numériques qui vont appa-
raitre dans le résultat principal de ce travail:

Définition 3.2.1. Soit R D L1 & - -- & L,, une extension de réseaux, alors
on note:

R

Kpg =
Y 7 TRy =3

Remarque 3.2.2. On rappelle que Hg = R/(L; & --- @ L,,), donc on a une
projection:
HR - KR

Plus en général, si on pose:

R
i }C{1,...,n} (R N spang (L, + -+ + sz))

.....
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alors Hy = Hr , Hy ' = Kg, H% = 0 et on a une filtration:
Hp — Hp —» Hp — - — Hp ™t — Hp (3.2.1)
Exemple 3.2.3. Sin =2, R D L; @ Ly, on obtient:
R
Kr=—+
BT+ Ly
Si I'extension est primitive alors Li = Lo et Ly = Ly, donc:

R p—
Ly ® Ly
Exemple 3.2.4. On considere Ly = Ly = Ly = Ag, Ly = Ay. Alors qp, =
wg’é pour i = 1,2,3 et qz, = wg’}. Soient v; € L} tels que pour 1 <7 <4
Ay, = span(v;), alors on pose:

Kr =

Hpr = span(wy,wy) C A, & - & Ap,

avec wy = vy + 20y — v3 + 204, Wo —201+v2+v3+v4

Comme q(wy) = q(W2) =4-3+ 5+ 5+ 2=2et b(wy, W) = -2 — 2+
% + % = %, alors Hp est totalement 1sotrope et il définit donc une extension
derésecaux RO L1 @ --- P Ly.

On aws = 3v3+204 € Hy et il suffit de Veriﬁer les dimensions pour mon-

trer que H = span(w, ws, w3) et donc Ap=~ R ~ (Z/3Z)° avec qap~=Ws 1.
On cherche a calculer Kr. On trouve:
L1L = span(Ly, L3, Ly)
Ly = span(Ly, L3, Ly)
Ly = span(Ly, Ly, Ly, 301 + 3vy)
Ly = span(Li, Ly, L3, 3v; + 3vy, 3wy)
R = span(Ly, Lo, L3, Ly, w1, ws)

donc:
R
L+ Ly + Ly + Ly
Spa’n(Lla L27 L37 L47 Wy, w2>

N Span(Ll, Lg, Lg, L4, 31)1 + 31}3, 3w2)
N span(wy, ws)
~ span(3v; + 3vg, 3ws)
7
- 3%
On compléte le calcul pour tous les autres Hi. Pour Hy on a:
7 7
H g~ span(w, Wy )~— @ —

9Z ~ 3Z
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Pour HIQ% on a:
span(Ly, Lo, L3, Ly, wy, ws)

span(Ly, Lo, L3, Ly, 3v1 + 3v9)

7

9Z

Donc la filtration devient:

Z 7 7 7
— P — o — —» — —»
97 — 37 97 37

Proposition 3.2.5. Soit R O L & --- ® L, une extension primitive de

réseaux. Alors:

Hi

0

1
Hp
KRZ
Zi (HR N (ALI DD AL171 D AL1+1 S---D ALn))
2
(Hg+A) -0 (Hg + Ap,)
R~ AL
Démonstration. 1) On rappelle que:
R
K =
S ¥ SRy i
R

i (RO(Li+- -+ L+ Liga + -+ L))
On quotiente les deux termes par L1 & --- & Ly:

Sy (RO -+ L+ Ly L)) /(L@@ L)
Hp

?:1 (HRm (ALl + te _'_ALifl +AL7Z+1 + LI +ALn)
Hpg
S, (Hen Af)
2) Par le Lemme [2.3.31| on a:

KRZ

KRE

12

12

Hpg

DO (HR N Ai_)

(T (e 4z))

Hy

Niz1 (HR N Ai)L

Hy
?:1 (H}% + ALz)

Hy

12

12

12
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]

Remarque 3.2.6. Si R D L1®---® L, est une extension avec R unimodulaire
alors: N

Hpy

St~ Ap~()

Hp ©

donc Hi = Hp et en particulier:

(Hrp+Ap,)N---N(Hg+ ApL,)
KRZ
Hpg

Proposition 3.2.7. Soit R O Ly & --- & L, une extension primitive de
réseaur avec R unimodulaire. Alors:

1 Kpe={(l3,..., 1) € Ap, x --- X Ap, tel que I; — I € Hg pour tout
1<i,j<n};

2 Kp~{(l,...,0%) € A, x -+ x A, tel que l; — If € Hp pour tout
1<i<n};

3 1l existe un plongement Kr — Ay, .

Démonstration. 1) Soient:

N = {(l’{,...,l;)eALlX---XALntelquel;—leHR}
N, - Niey (Hr + AL,)
Hg

Par la Remarque [3.2.6|on a Kz~N;. Soit ¢ le morphisme:

QOZN - N
(5, 1%) — I+ Hg

L’extension est primitive, donc par le Lemme ona A, NHr=0¢et ¢
est injective.

De plus, ¢ est surjective, car par définition de N pour tout I*+ Hg € Ny,
il existe hq,...,h, € Hpg tels que:

=0 th = =0 +h,

donc ¥ =I5 =h; —h; € Hp et (I},...,1;) € N avec o(lj,...,[;) =1+ Hp.
2) Découle directement de 1).
3) On considere la restriction sur H de la projection sur Ay, :

7TAL1 N — AL1
G0 o L

alors si (I7,...,0;) € ker(ra, ) cela implique que If = 0 et donc [} € Hg
pour 1 < ¢ < n. Mais 'extension est primitive, donc [ = 0 pour tout 7 et
I’application est injective. O
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Dans le cas particulier de notre intérét, oun =3 et R DO L1 ® Ly ® L3
est une extension primitive, on a ’expression suivante pour Kg:

Proposition 3.2.8. Soit R O L1 ® Lo @ L3 une extension primitive avec R
unimodulaire. On note:

Hpo = Hpn (AL ©AL)
HLé-,Ll = TrALl(HLJ‘)

alors: .
o H_ |
KRZ (HLé‘,Ll) = (HLL Ll) L3 !
Démonstration. Par la Proposition [3.2.7] on a:
Kr~N = {(I7,15,13) € A, x A, x A, tel que 7 — 1] € Hg}
Soit w4, le morphisme:

Ta,, N = Ar,
(1,103,035 — [

on veut montrer que Im(ms, ) = (HL;LI)O.

Soit I = (I1,13,13) € N, alors [{ 13 € Hg et donc ] € H 1 . On a aussi
que 7 — 13 € Hp et comme Hp, est totalement isotrope on a {7 — 15 L Hpg, et
en particulier I[f—Il3 L Hy.. Maisl3 L Hy 1 carl; € Ap, donc aussi [§ L Hp.

[}
et comme 7 L Ay, onaly L Hpy . Done Im(my, ) C (HL:%’LI) .
Maintenant on montre l'inclusion inverge:
Soit [f+15 € Hyy tel que lf € (HL;LJ ,alors [} € HL?. Si on considere
HJ_

€L
I'extension R D Ly & Lj, comme AL3LQHL‘1 on obtient que [] € ALgL et
L

3
comme R est unimodulaire, il existe 5 € Ay, tel que [f 4+ [5 € Hg. Donc
(I1,—15,—1%) € N, ce qui conclut la preuve. O

Exemple 3.2.9. Soient L; = Ly = Lg = Dg, alors Ay, ~u; et soit (v;, w;)
une base de Ay, telle que la matrice soit:

(4 1)

Hp = span(vy + wa + w3, wy + vy + ws, wy + wa + vs)

= O
— N

On pose alors:

On vérifie facilement que Hp est totalement isotrope, donc il définit une

3
extension de réseau R C L1 @ Ly @ Ls. Comme Hp~ (%) , par le Lemme
2.3.78 on obtient que R est un réseau unimodulaire et on peut donc appli-
quer la Proposition |3.2.8 et Kp~ (HLL%,Ll) .
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Pour H L+ on trouve:
Hyp = HrN (AL @ AL)
= span(v; — wy + we — v3)

et donc Hy1 , = span(vy — wy). Comme g(v; —wy) =1-2- s+0=0ona

(HL?)L’LI) = Hy1 p, =span(v; — wy)

et donc KRZ%.

3.2.2 Définition du contexte

2
Soit X une surface K3 et G~ (l) qui agit sur X.

2Z
e On g’intéresse d’abord au cas non-symplectique, donc on suppose que
n € G est une involution non-symplectique, i.e n*(w) = —w avec w

forme symplectique de X.

Dans ce cas il doit y avoir au moins une involution symplectique ¢ €
G (sinon on pourrait composer deux involutions non-symplectiques
pour l'obtenir) et donc G = {Id,t,n,Lon = not = v} avec n,v
involutions non-symplectiques et ¢ une involution symplectique.

e On sait que le lieu fixe de toute involution symplectique d’ une surface
K3 fixe est exactement 8 points [Nik2], donc le lieu fixe de G est un
sous-ensemble du lieu fixe de ’action du morphisme symplectique ¢ €
G. Donc soit X est vide (et dans ce cas on est hors des hypotheses
d’application du Théoreme , soit il doit étre composé par n
points, 1 < n < 8, et toujours d’apres le Théoreme dans ce
cas on obtient:

Lemme 3.2.10. Soit X une surface K3, G=(Z/27)* qui agit sur X avec
liew fize non vide. Alors X¢ = {n points} avec:

n = #modules impairs indécomposables de H?*(X,Fy) + 2
Démonstration. Par le Théoréme [L.3.15 on a:

. P _ modules impairs indécomposables
;dlm% HA(XT Fo) = # { dans la décomposition de H?(X,Fy) 2

Comme le lieu fixe est un ensemble de points et 3°; dimy, H'(pt,F2) = 1 on
obtient que 3, dimp, H (X% Fy) = #X¢. O

e Comme ¢ est une involution symplectique on a aussi S, = Eg(—2) C
NS(X) ([Ma]).
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e On passe maintenant a l'involution non-symplectique: on peut affir-
mer que X est une surface algébrique car elle admet un automor-
phisme non-symplectique d’ordre fini [Nik2]. On a alors que NS(X)
est un réseau hyperbolique, i.e. de signature (1,r — 1) [Nik2] avec r
le nombre de Picard.

e On suppose aussi que 'action de n* sur le groupe de Neron-Severi est
triviale (ce qui représente le cas général), c’est a dire NS(X) C T,
(on rappelle que T)- := A5 est le réseau invariant). En général on
a aussi que T,» C NS(X) [Nik2], donc dans notre cas on obtient
T, = NS(X) et S;» = T(X) (on rappelle que S,- := T, est le
réseau coinvariant).

e Comme S,» C NS(X) = T,» alors S, N T,» = S,» et Spe = Tj; C
St =T, qui implique T,x N Sy = Spe et S NS,y =0

e Vu que v* = " on® = n* o alors T NT,» = T,- NT,~. Mais
T,-NSy =8NSy« =0donc T« CTw et TxNTe =T, T,»NTpe =
T,..

La situation est la suivante:

(L) T, = T.NT,  avec signature (1,r —9)

(L) S. = S.NT, ~ By(—2) [ VI

(Ls) Sy = T,-NS, avec signature (2,20 —r) } T(X)
Sy NSy =0

Dans la suite on notera Lq, Lo, L3 les trois réseaux cités ci-dessus. Donc
Ly = T(X) et par le Lemme 2.5.30 on a Ags O Ly & Lo @ L3, NS(X) D
L, & Ly sont des extensions primitives. On a aussi L1~T,« est 2-élémentaire
par le Corollaire car c’est le réseau invariant d’une involution sur un
réseau unimodulaire, et pour la méme raison, Ly = S,- et Ly = S« sont
aussi 2-élémentaires.

On définit alors ay, as, as tels que:

12

Ap, ~ (Z/22)"
A, ~ (2)22)"
Ap, ~ (Z)22)"

12

2

On rappelle que Hp,, = A3/ (L1® La® L3) et Ka,, = Ags/(Li + Ly +
Ly) (cf Section |3.2.1)). Comme Hy,,, C A, & Ar, ® Ar, et Hypy — Kay,
on a que Ky, est sous la forme:

K.~ (Z)27)"

ou k est un invariant numérique associé a l’extension.
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On s’est donc ramené au langage des réseaux uniquement. Pour résumer,
on a les inclusions suivantes:

Axs O NS(X) @ T(X)
U [
L& Ly L

On peut montrer que la procédure inverse est possible, c¢’est-a-dire a
n’importe quelle extension de réseaux qui respecte les criteres décrits ci-
dessous on peut associer une couple d’involutions:

Théoreme 3.2.11. Soit Ax3 O L1 & Ly @ L3 une extension primitive de
réseaux telle que:

1 L22E8<—2) 5
2 L; est un réseau 2-élémentaire pour 1 =1,2,3;
3 Ly a signature (1,7 —9), avec 9 <r < 20;

alors ils existent X surface K3 et une isométrie ¢ : Ags — H*(X,Z) avec
NS(X) =(Ly), qui admet deux involutions commutant v, 1 respectivement
symplectique et non-symplectique, telles que Y(Ly) = T, N T, Y(Ly) =
S N Ty, et Y(Ls) = Tix NSy

Démonstration. On remarque que la signature de L3 est (1,7 — 1), donc
pour une conséquence de la surjectivité de application des périodes [Ma,
1.9] il existe X surface K3 et ¢ : Ags — H?(X,Z) tels que NS(X) = ¢(L3).

Comme les L; sont des réseaux 2-élémentaires, en particulier on a Hy, , =
Aks/ (L1 ® Ly @ L3) est de 2-torsion et par la Proposition ils existent
7,7 involutions commutant de Ags tels que Ly = T; NT5, Ly = S; N T, et
Ls =1T;NS;.

Soit G~ (Z/ 2Z)2 engendré par 7,7 , alors les hypotheéses du Théoréme
[3.1.13] sont vérifiées car:

1 Soit Wy = ' (wy), alors Cuy € T(X) ® C donc Cox € Ly ®
C est stable sous I'action de G, car I(@x) = ¥~ (@x) et 7(0x) =
)~ (@x);

2 OnaTg = T,NT,; = Ly, donc S = TaNy~(NS(X)) = Ly~Fy(—2)
qui ne contient aucun élément de carré -2 ;

3 G n’a pas une action purement symplectique (car 7j(@x) = -~ (@x))
et L; contient au moins en élément de carré strictement positif car a
signature (1,7 —9).

Il existe alors une isométrie w dans le groupe de Weil de X tel que G’ :=
wGw™" C Aut(X). Comme Paction de w préserve N S(X), il suffit de choisir
1 = 1) ow~! pour conclure. [
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On peut maintenant présenter le résultat principal de notre travail, dont
la preuve est contenue dans la suite de ce chapitre. Soit A3 O L1 ® Lo P L3

I'extension donnée par l'action de G et on rappelle que Ay, = (Z/27)" avec
ay = 8 et Ky, = (Z/27)", alors:

Théoréeme. Soit X une surface K3, v et n deux involutions com-
mutant de X tels que 1 soit symplectique et n non-symplectique avec action
triviale sur N.S(X). Avec les notations expliquées plus haut, si X¢ # 0 alors
XC est une réunion de points avec:

#XC = 16 —ay —as + 2k

3.2.3 Action modulo 2

Soit donc Agz D L1 @ Ly & L3 un sur-réseau unimodulaire, avec L; =
T« NTye, Ly = S;» N1y, et Ly =T« N.S,+, ¢, n* involutions commutant de
Aks, G = (5, 0%) ~ (Z)2L)?, Ay, = (Z)2L)% et Ky, = (Z)27)".

On pose:

R o= D

= Ags @ Fy

et s la projection sur le quotient, & : Ags — A.

Le but de cette section est de déterminer la structure de A en tant que
Fy[G]-module.
On note:

n*—Idg

en particulier on a:
2 =0 - 2F 4 1dE =2 1dg = 0 = 3
On a donc explicité la structure de A en tant que Fy[z, y]/ (22, y?)-module
(on rappelle que Fa[z, y]/(2?, y?)~F3[G] par le Lemme [1.2.2). Pour laction

de x,y sur ’ensemble on utilisera la notation d’une fonction sur ’ensemble.

Lemme 3.2.12. Soitl € Ags etl = [{+I5+15 avec I € L} sa décomposition.
Alors:

z () = r(2)
y () = r(20)

En particulier ).,y = Yx(r;) =0
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Démonstration. On rappelle que Ly, L3 C T,« et Ly C S,«, pour I'action de
x on obtient alors:

z (k) = w((1) — k()
= k(I + 1 +103) — k(I + 1 +13)
= k(= G+1) — k(] +15+13)
= k(=20)
= k(20)

Donc si l; € L; avec 1 < i < 3 alors x(k(l;)) =0sii=1,3 et z(x(l2)) =
K(2l) =0sii=2.
Pour y la preuve est identique. O

Lemme 3.2.13. Avec les notations précédentes on a x oy = 0.

Démonstration. Soit [ € A et | € A3 tels que k(1) =l et | =1 + 15+ 1}
une décomposition avec [; € L}. Alors par le Lemme [3.2.12}

(woy)(I) = =(r(203))
= z(0)

]

Dans le Chapitre 1 on a vu le résultat suivant qui nous donne une dé-
composition partielle pour un [Fy[G]-module qui respecte x oy = 0:

Corollaire. Soit A un Fy|G]-module avec xoy = 0. Si [,K C A

sont deux sous-modules tels que:
Im(z) +Im(y) € I C K C ker(z) Nker(y) (3.2.2)

alors laction de G se décompose partiellement comme: .
o Une somme de modules simples de la forme Fy4m(K)=dim(D)
tion de G est triviale ;
e Un module (a priori non-indécomposable) décrit par les morphismes
A
K —

le quotient par K, c’est-a-dire f et g tels que le diagramme suivant
commute:

, ou l'ac-

I avec forg =x et gomg =y, T : A — 2 la projection sur
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Proposition 3.2.14. Donc:

KZFEB(dim(K)—dim(I)) & (

==

)
g

On rappelle que L; est 2-élémentaire, donc 2L C L; C Ags et la défini-
tion suivante est cohérente:

Définition 3.2.15.

K = H(Ll + LQ + Lg)
I = k(2L7+2L; +2L3)

Lemme 3.2.16. [ et K vérifient:
Im(z) 4+ Im(y) € I C K C ker(x) Nker(y)

et on peut écrire:

% Ly ® Ly ® Ly
2A k3

Lo Lo L

| i ]
Aks

Démonstration. Parle Lemme|[3.2.12| K C ker(x)Nker(y) et Im(z)+Im(y) C
I et aussi on a:

I=r(2L; + 205 +2L5) C k(L1 + Lo+ L3) = K

L’extension primitive Axs O L; @ Lo @ L implique que Ags = Ajs C LT &
Ly® Ly. Comme 2LF C L; on obtient en composant que 2A k3 C LB LyB Ls,
donc on peut développer les expressions suivantes:

Ll@LQ@L3 NLl@LQ@LS

~ CA
2AK3 N (L1 © L2 ¥ LS) 2AK3 B

K = li(Ll + L2 + L3)2

I = r(2L} 4215+ 2L3)

2L @ 2L; @ 2L
2Axs N (207 ® 2L3 @ 2L3)

12

oL} @2Ly®2Ly  Li@ Ly o L

2A k3 Aks
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K et I satisfont et donc A se décompose comme la somme de
dim(K) — dim([) modules simples et un module décrit par le diagramme:

f
_ * * *
Aks L1®Ly®L3 (3.2.3)
Li®LaBL3 - Ak3
g

Pour la valeur de dim(K) — dim(7) on a le résultat suivant:
Lemme 3.2.17. dim(K) — dim(/) = 22 — a; — as — as.

Démonstration. Comme I C K on a que dim(K) — dim(/) = dim (K/I),
donc:

Lelel
dim(K/T) — dim< 19226 1a )

2L% & 2L5 @ 2L

N idim (26:)
- Lee()

= i (5p) - (57

i=1

= rank(Ags) Zdlm (A,) =22 —a; —as —ag

=1

]

On cherche maintenant a réécrire différemment, de facon a faire
le lien entre les plongements L; — A3 et 'action modulo 2.

Dans la suite on notera m; : A, & Ap, ® A, — A, @ A, ® Ar, la
projection sur 1'-ieme facteur:

T - ALl D AL2 ) AL3 — ALl I, AL2 b AL3
mli+5+10) = [
On rappelle que par la Proposition [2.3.73 une extension de réseau Agz 2

Ly ® Ly @ Lg correspond a un plongement j : Hy,, — Ap, © A, ®© Apr,.
On notera aussi p := coker(j), i.e. la projection:

Ap, ® A, ® A,
Im(y)

prAL, ®AL, DAL —

On a alors:
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Proposition 3.2.18. Avec les notations précédentes, la structure de Fy|G]-
module de N = Ags @ Fy est une somme directe de F?(m*al*@*a‘"’) avec
action triviale et du Fy|G|-module décrit par le couple de morphismes:

f
> A;. . ®A; DA
H . Lq Lo L3

T— Im(j)
avec f =pomyojetg=pomzo]

Démonstration. Comme K et [ satisfont on peut appliquer le Co-
rollaire [1.2.25] Par le Lemme la partie triviale a pour dimension
22 — a; — ag — ag, il reste donc a décrire la partie donnée par le couple de
morphismes.

Par définition on a:

e~ Ags
Ak3—

Ly ® Ly ® L3
et par le troisieme théoreme d’isomorphisme:

L;®L3®L

AL1 D AL2 & AL3 N Li®La®Ls - LT S L; ¥ L;
Linj) P A

Comme p = coker(j) on obtient que:

Ak i LY Ly LY , Li®L;o L
0 —2 S Ag2g8 P, 1707
Ly ® Ly @ L3 Ly Ly L Ags

est une suite exacte. Pour conclure on doit prouver que f o (L ®La®Ls) = &

et g o TyrieL.eL,) = Y. Soit donc I € Aetl € Ags tels que w(1) = [ et
I =17 + 15 + I3 est une décomposition avec [; € L?. En utilisant le Lemme
3.2.12 on obtient:

0

f © 7TI€(L169L2€9L3)(Z) = pomyo0 j o 7TN(L1€BL2®L3)(Z)

_ e Li®L;d L;
Ags
2L @ 2L5 ® 2L}

_ 2[* c 1 2 3

ﬁ( 2) 2AK3
= ()
Pour ¢ la preuve est identique. O

Le diagramme suivant résume les morphismes qu’on a défini jusqu’a ici:

2

Hppey wh ® AL, ® Ar,
v
f 3 pl
3 AL, ©AL, DAL,

Im)
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Il reste donc a déterminer la décomposition du F,[G]-module défini par
les morphismes f et g, qu’on retrouve dans la Proposition suivante, dont la
preuve est 'objet de la prochaine section:

Proposition 3.2.19. Avec les notations précédentes et celles des Théo-
remes |1.2.27 et |1.2.28 sur la classifications des F[G]-modules, la structure
de Fo[G]-module de A = Ag3 @ Fy décompose dans la forme:

_ ajtag—ag aj—agtag
~ @(227(117(1270,3) o1 ) —k [a5) 5 —k
A~ T, D E0,2 D Eoo,2
@—a1+;2+a3 _k ok ok
DFqi12 ® W3™ @ M,

3.2.4 Invariants numériques de ’action

Il reste donc & déterminer le plongement j. Etant donnée j une appli-
cation linéaire entre [Fo-espaces vectoriels on pourrait la décrire avec une
matrice.

On cherche a 'obtenir en suivant le mécanisme de la preuve de la Pro-
position : on considere d’abord I'extension NS(X) D L; @ Ly pour en
suite regarder 'extension Ags O NS(X) & T(X).

Donc Hyg(x) = ]Xiéi) C A, ® Ap, et on rappelle que puisque Hyg(x)
est un sous-groupe totalement isotrope, il décrit une anti-isométrie:

(g 9HNs(x),1, - ALl — “AHys(x),L, - AL2

Donc on a:
Hysx),o, € Ar,

Hysx) AL, & Ap,
Hysx),r, € Ar,
Soit:
R ° — L
N, = (HNS(X),L1) = HNS(X),L1 N Hys(x),,

Ny = (HNS(X),LQ) :H]%/S(X),LQHHNS(X),LQ

comme 1) est une anti-isométrie on a Ny := 1/(N7). On choisit M; C Ay, tel
que:

Hysx)yn, = Ni@® M,
et on pose My = ¢(Mj). Alors:

Hys(x),, = No © My
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Lemme 3.2.20. Soient:
diag(My, Ms) = {(m,¥(m))m € M}
diag(N1, N2) i= {(n,0(n))n € N1}

alors:
Hyg(x) = diag(My, My) ® diag(Ny, N)

Démonstration. Par définition Hygx) = {({ + ¥(1))|l € Hns(x),1, }, le 1é-
sultat se déduit donc de la décomposition Hyg(x),r, = N1 & M;. O

On remarque que N; @ M; est une somme orthogonale car N; € H ]#S( X)Lt
et donc M; est non-dégénérée. Donc Ny, Ny C HJ%,S(X) et aussi diag(My, M) C
H]#S(X), par contre M; N H]%,S(X) = 0.

On choisit Ry C Ar,, S C Ay, tels que:

Hﬁs(x) NAL,, = Ni® Ry
et on choisit P C Ay, & Ap, tel que:
H]JQS(X) = (H]J\}S(X) N ALI) ® (H]J\}S(X) N ALQ) @ diag(My, M) & P
(3.2.4)
alors:
Lemme 3.2.21. On a la décomposition (a priori non-orthogonale) suivante:
Ap, = N1 ® M, &R, @ m1(P)
———
Hysx)n

Ap, = Ny ® My ®S; & ma(P)

Hys(x),2

pour i = 1,2 ou m; est la projection sur Ay, .

Démonstration. On remarque que:
e PNAL, = PnNA, = 0 grace au choix de P, donc on a aussi
dim(m (P)) = dim(mo(P));
e Par la Proposition Ni~Kp,.,, donc dim(N;) = dim Ky, ., = k;
e On rappelle que a; = dim Ay,. Si on pose ¢ = dim(Hyg(x)) alors on
vérifie facilement que:

dim(N;) = k (3.2.5)
dim(M;) = c—k
dim(Ry) = a;—c—k
dim(Sy) = ay—c—k
dlm(HﬁS(X)) = a+tay—c
dim(m(P)) = k
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Par le Lemme [2.5.12| on a Wl(H]#S(X)) = Ay,, donc:
Ap, = Ni+ My + Ry + mi(P)

et en regardant les dimensions on obtient qu’il s’agit d’'une somme directe.
Pour Ay, la preuve est la méme. O

Par la Proposition [2.5.13| et en appliquant (3.2.4]) on obtient pour Ay, :

A _ Hygxy  Ni® Ny @ diag(My, M) © Ry & S, & P
NS(X) HNS(X) diag(Nl,Ng) D diag(Ml,Mg)
N, & N
L PR DS ®P

diag<N1,N2)
>~ N1 D Rl D SQ o P

Comme L est unimodulaire il existe alors une anti-isométrie

2 qHﬁS(X) = (qNS(X) = —qAL,
Hys(x)
~ HJ_
si on note H = {z,p(z)|x € %ﬁxxi} le graphe de ¢, par la Proposition

2.5.13pn a HAK3 = HNS(X) + H.

Maintenant on peut déterminer la matrice de:
JiHppy — AL, ® AL, ® Ap,

On procede par étapes:

e On a des termes donnés par le plongement j; : Hygx) — Ar, ® Ar,,
c’est-a-dire les termes donnés par diag(Ny, No) et diag(My, My):
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diag(Ny, N2) | diag(Ny, Na)
1 3
0 }Nl
1
O .. }Ml ALl
0 0 Ry
0 0 m1(P) )
ZZiZZ ol cLolIIIiiiiii \
0 }N2
1
> A
0 . }M2 Lo
0 0 Sy
0 0 mo(P) g

e Ensuite on a les termes donnés par le plongement jo : Hp,, —
Ansix) ® Ar,. On a vu que Aygxy~Ny @ Ry @ Sy @ P (c’est-a-dire le
plongement de Hy;gyy dans Az, @ Az, modulo Hyg(x) ). L'image de j, est
alors de la forme:

Im(j2) = diag(Ans(x), Azs) = {(; (D))l € Ansx)}

Si on pose N3 := p(N1), Rs := p(Ry), S := ¢(S2), P; := ¢(P) on

obtient que js est donné par la matrice suivante:
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diag(Ry, R3) | diag(Ss, R3) | diag(P, P3) | diag(Ny, N3)
1 )
0 0 0 " }Nl
1
S R
0 0 0 }Rl
1

........................ = R Ao

0 0 0 }SQ

1

........................ e R

0 0 0 }P

1
0 0 0 i }Ng
1
R R
0 0 0 }Rg
________________ L ¢ An
1
0 0 0 }Sg
1

........................ e R

0 0 0 }Pg

] )

On peut composer les matrices de j; et de jo pour obtenir la matrice
de j. On a aussi déplacé la composante donnée par diag(/Ny, No) en avant-
derniére position, ce qui nous sera utile dans la suite.
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diag(My, M) | diag(Ry, R3) | diag(Ss, S3) | diag(P, P3) | diag(Nq, No)  diag(Ny, N3)
1 1
0 0 0 0 }N1
1 1
e 1 .
0 0 0 0 0 }Ml
1
T R
0 0 0 0 0 }Rl
1
L . R
0 0 0 0 0 }m(P)
.............................. 1 . . . . . P
_________________________________ S SR R
0 0 0 0 0 }N2
1
po e 1 R
0 0 0 0 0 }M2
1
R R o R
0 0 0 0 0 }52
1
_________________________________ . R
0 0 0 0 0 }m(P)
................................. 1 . . . . P
______________________________ S o
0 0 0 0 0 }N3
1
e 1]
0 0 0 0 0 }33
1
ol — -
0 0 0 0 0 }53
1
_________________________________ . _
0 0 0 0 0 }P3
1
I 11 111 v \

Matrice du plongement: j : Hy,, — Ar, & AL, ® AL,

(3.2.6)

On rééerit (3.2.5) en utilisant la relation ¢ = (a; + as — ag) /2, alors:

o dim(M;) = dim(M,) =
. dun(Sl) = a—gda _f
o dim(S,) = %_k
° dlm( ) =

ai+az—az
5 k

Ar,

AL

2

Ar,
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Avec la matrice [3.2.6] on peut appliquer la Proposition [3.2.1§ pour détermi-
ner la structure de Fy[G]-module de Ags @ Fy.

On a une décomposition de la matrice (et donc de 'application j) en 5
parties:

J=Jr®Jrr® jrrr © Jrv ® Jv

qui induit aussi une décomposition de Az ® Fy en tant que Fo[G]-module.

Ensuite on analyse chacune de ces parties séparément, en se restreignant
a une seule colonne (ou deux dans la partie V).

On pose f =m0 j et § =mso0 j, et en prenant le quotient par Uimage
de j on obtient f =po fet g=pog.

I) Pour chaque colonne ¢ de diag(M;j, Ms), en prenant une restriction
sur I'image, on obtient des plongements du type:

] 1 } ALI
j} = 1 }ALQ
0 } AL3

ji:Fy — F3

On calcule les compositions avec les projections my et w3 pour trouver:

A 0
F=|1],a=]0
0 0
fvg:FQHFg

On a Im(j%) = span((1,1,0)), p est le quotient par Im(j), alors si v; =
(1,0,0), B = (v1) est une base du quotient par I'image de j;.

On rappelle que f = po f et g = po g, et si on exprime le morphisme
dans la base B on a:

1 0
f=101],9=10
0 0
Cest-a-dire:
2
Fy — _~F

er —  fle)=u
er. — gler)=0

qui correspond au module Ejo. La cardinalité des modules de ce type est
égale au nombre de colonnes de diag(M;, M), qui est égale a dim(M) =

aitaz—az ]{7
T a— .
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IT) Cas tres semblable a I). Pour chaque colonne i de diag(R;, R3) on a
des plongements du type:

) 1 }ALl
j}l = 0 }AL2
1 }AL3

qui composé a my et w3 nous donne:

Al 0 0 1
f=lo]. g=[0]|=1r=[0] g=]0
0 1 0 0

qui correspondent au module E., ». La cardinalité des modules de ce type
est W=a2tas _ f

III) Cas tres semblable a I) et II). Pour chaque colonne i de diag(.Ss, S3)
on a des plongements du type:

) 0 } ALI
Jur=1|1 }ALz
1 } ALS
qui composé a my et w3 nous donne:
. 0 0 0 0
f=(1],.9=|10|=1/=|1/[, g9g=|1
0 1 0 0

qui correspond au module E,4; 2. La cardinalité des modules de ce type est
—ai1taz+a3z __ k

: :
IV) Pour chaque colonne i de diag(P, P3) on a des plongements du type:

| 1\ 1A
j}V - 1 }ALQ
1 }ALs

jh  Fy — T3

On calcule les compositions avec les projections 7y et 73 pour trouver:

A 0
F=|1].a=|0
0 1
f7§2F2—>Fg

On a Im(j%,) = span((1,1,1)), p est le quotient par Im(j), alors si
v = (0,1,0), v = (0,0,1) on a alors que B = (vy,v2) est une base du
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quotient par 'image de j%,,. On rappelle que f = po f et g=pog,etsion
exprime le morphisme dans la base B on a:

0 0
f=(11],9=|0
0 1
C’est-a-dire:
IF3
f,g:Fy —> 21 ~[F?2
2 Im(]z'v) ?

€1 = f(el) =N
er = gle)) =vy

qui correspond au module Wj3. La cardinalité des modules de ce type est
égale au nombre de colonnes de diag(P, P3), qui est égal a dim(P) = k.

V) Pour chaque colonne i de diag(Ny, Ny) réunie avec la colonne i de
diag(Ny, N3), on a des plongements du type:

‘ 1 1 }AL1

j%/: Lo }ALz

01/ VAL
B R

qui composé a my et w3 nous donne:

0 0 0 0
Ff=l10], =00
0 0 0 1
On a que Im(j5i,) = span((1,1,0),(1,0,1)), p est le quotient par Im(j),

alors si v; = (1,0,0), on a alors que B = (v1) est une base du quotient par
I'image de j%,. On compose par p pour obtenir:

10 01
f=1001], g=[00
0 0 0 0
C’est-a-dire:
FS
f9:F3 2
? Im(j},)

er = fle))=u

€1 9(61) =0

es = fle2) =0

€y 9(62) =N
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’ Partie ‘ Type ‘ dimg, ‘ Diagramme Nombre de modules
o 1 b 22 —ay —as — as
[ ]
A a1+ as —a
I Eo.s 2 f L R
\ 2
[ J
[ ]
A
I | B 2 g a1 —dytaz
’ / 2
[ ]
[ J
70X
II1 Eat1p 2 g f —titaxtas L
N/ 2
[
[
X A
vV Wi 3 g f k
AN
[ J
[
7 X
\Y% Ms 3 f g k
/ AN

TABLE 3.2.1 — Décomposition de A3 ® [y
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qui correspond au module Mj3. La cardinalité des modules de ce type est k.
En résumant on obtient le Tableau [3.2.11
Comme as = 8 on obtient un total de 14 — a; — a3 + 2k modules impairs
dans la décomposition de Agz ® Fs. En appliquant le Lemme on
obtient le résultat principal ici présenté:

Théoréme 3.2.22. Soit X une surface K3, v et n deux involutions com-
mutant de X tels que v soit symplectique et n non-symplectique avec action
triviale sur NS(X). Avec le notations expliquées plus haut, si X¢ # () alors
XY est une réunion de points (réduits) avec:

#XC = 16 —a; —as + 2k

3.2.5 Détermination des cas possibles

Le Théoreme [3.2.11] montre qu’il existe une correspondance entre les
extensions de la forme A3 O L1 ® Lo @ L3 et les actions de G sur X surface
K3.

On se donne maintenant ’objectif de classifier les différentes possibilités
pour le choix de Ly, Ly, L3 et du nombre de points fixes de I'action associée.

On commence par les rappels suivants:

Lemme 3.2.23. Soit A~ (Z/27)%, q une [.f. quadratique sur A non-dégénérée,
alors q est uniquement déterminée par o, et sgn(q)

Démonstration. Soit b la forme bilinéaire associée a ¢, alors par la Proposi-

tion [2.4.39| ¢ est déterminée par b et sgn(q), mais par la Proposition [2.3.69
b est déterminée par a et d,. n

Proposition 3.2.24. Soit L un réseau pair 2-élémentaire hyperbolique,
alors L est uniquement déterminé par sgn(L), dimg,(Ayz), dr.

Démonstration. Si L est hyperbolique et 2-élémentaire alors par la Re-
marque L est unique en son genre. Mais par la Proposition [2.4.23
le genre de L est déterminé par sa signature et par sa forme quadratique qr,
et par le Lemme qr, est déterminée par sgn(L), dimp,(Ag) et 6. O

On répete rapidement la structure de I'extension de réseaux associée a
I’action du couple d’involutions sur la surface K3 qu’on a vu dans la section
précédente.

Comme NS(X) asignature (1,7), il est uniquement déterminé par dyg(x)
et dim(Ans(x)), avec les différents choix possibles listées par la Proposition
2.4.42

On considere ’extension:

Ak 2 NS(X) @ T(X)
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comme Ag3 est unimodulaire, on a une isométrie ¢ : gys(x) — —qr(x), en
particulier as = dlm(ANS(X)) et 5T(X) = 5NS(X)'
Ensuite on a 'extension:

NS(X) D Li® Ly

par le Corollaire [2.5.21, comme ¢z, = 0 on obtient que 6z, = dyg(x). On
rappelle que I'extension est déterminée par le plongement:

o HNsoo. © Ap,

/
Hysx) ¥

s

2
Hysx),, € Ar,

Comme 47, = 0 on a que qa,, = —qa,, €t du méme 5st<x) L = 0 et

_ - e )
UHysxon, = ~UHyscon, = UHyson,- A priori la forme sur Hyg(x),, n’est

pas non-dégénérée, soit donc

Ny = (HNS(X),M) = H]J\}S(X),Ll N Hysx),L,

de dimension k et M, tel que Hyg(x),L, = N1® M, avec gz, non dégénérée,
comme on a vu dans la section précédente. On pose Ny = 1)(N1) et My =
Y(My), alors qia, = Qs qvy = N, €t Oy, = 0. Comme M; — Ay, si on

I
pose Q; := M, i on ala décomposition:
AL, = M; @ Q;

et N; — ; (qui ne nous donne pas une décomposition orthogonale car la
forme sur N; est totalement isotrope). Nous sommes préts pour prouver:

Lemme 3.2.25. Avec les notations expliquées plus haut, un choix de r,angs(x),
Ons(x),a1,k est réalisé par une extension Ags 2 L@ Ly ® Ly si et seulement
st il existe:
1 Un réseau T(X) de signature (2,20 — 1) avec Apxy~(Z/27)"V5
et or(x) = Ons(x) ;
2 Un réseau Ly de signature (1,7 — 9) avec Ap,~(Z/2Z)"" et 6;, =
ONS(X) 5
el aussi:
1 Une f.f. quadratique qn, sur Ni~ (Z/QZ)k totalement isotrope en tant
que forme bilinéaire ;
2 Une f.f. quadratique qpr, Sur My~ (Z/QZ)C_k non-dégénérée avec Oy, =
0,
3 Une f.f. quadratique qq, sur Qi (Z.)27)"™F non-dégénérée, pour
1=1,2;
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tels que:

a1+8—a
1 c= 2NS(X) ;

2 qr.~=qm;, D qq; ;
3 1l existe un plongement qn, — qg, pour i = 1,2.

Démonstration. Soient Ly, Ly = T'(X) les réseaux définis par les invariants
donnés et Lo~FEg(—2).

Soient Hyg(x)1 = Hygx)2 = My @ Ny, par hypothese il existe des
plongements Hyg(x); = Ar, et donc Hyg(x) est totalement isotrope avec
Hysxy = Ar, © A, Hyg(x) détermine un sur-réseau NS(X) 2 L; @ Lo
de signature (1,7 — 1) avec Angx)~ (Z/2Z)*"5% par le Lemme et
dns(x) = 0r, par le Corollaire .

Comme dim(Aygx))~dim(Ary)), sgn(gnsx)) = —sgn(qr,) = 6 —r
(mod 8) et dng(x) = O, On a qns(x) = —qr, et il existe donc 9 : Ang(x) =
Ar, anti-isométrie qui donne une extension L O NS(X) @ L3 avec L uni-
modulaire de signature (3,19), donc LAk par la Proposition [3.2.24 O

On cherche maintenant a donner des critéres numériques qui soient équi-
valents aux hypotheéses du Lemme [3.2.25}

Proposition 3.2.26. Avec les notations expliquées plus haut, un choix de
T, ans(x), ONS(x), a1, k est réalisé par une extension Axs 2 L1 @® Ly ® Ls si
et seulement si:
1 1l existe un réseau Ly de signature (1,7 —9) avec Ap,~ (Z/27)"" et
(5L1 = 5NS(X) y
2 0 <aygx) <min(22 —r,r)
39<r<20

4 ansx) = a1 (mod 2)

5c¢—k=0 (mod 2)

6 ¢+ k <min(8, ay)

7r—2=0 (mod 8) si ansx) =22 —7 et dngx) = 0.

8 Ongix) =0 sia; =c

a1+8—ans(x)

avec ¢ = 3

Démonstration. On vérifie d’abord que les hypotheses du Lemme [3.2.25
impliquent les criteres donnés précédemment:
e Lescriteres 1, 2, 3, 7 découlent directement de I’existence des réseaux
Ly, NS(X) et T(X).
e Les criteres 4 et 5 découlent du fait qu’il existe une f.f. quadratique
qus, sur (Z/27)°" avec dgp, = 0 et donc ¢ — k est un entier pair.
e Le critere 6 vient du fait que qur, @ gny, — qr, €t QD any, — Qi
avec qy, f.f. quadratique sur (Z/ 2Z)k completement isotrope.
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e L’hypothese du critere 8 implique que qr, < ¢z, et donc:
Ogr,, = ONs(x) = 0g;, =0

On montre maintenant que les criteres donnés ci-dessus impliquent les hy-
potheses du Lemme [3.2.25 ce qui nous donne I'équivalence entre les deux
énonceés et qui prouve donc la Proposition.

L’existence d’un réseau L, avec les invariants donnés et d’une extension
NS(X) D Ly @ Ly assure l'existence de NS(X). Comme T(X) et NS(X)
ont signatures et formes quadratiques opposées, par la Proposition [2.4.42
la seule condition qui reste a vérifier pour assurer I'existence de T'(X) est le
critere 7.

Il reste uniquement a prouver qu’une telle extension existe avec les in-
variants donnés.

Soit ¢ = (aNS(X) —ay — 8) /2, alors ¢ € N par le critere 4. On doit donc
montrer qu'il existe gy f.f. quadratique sur (Z/2Z)°¢ avec rang(qy) = ¢ — k
et 0, = 0 tel que qg < qr, et qu — qr,. On rappelle que ¢z, = uf* et ¢,
est la forme non-dégénérée de rang aq, 6qu = dns(x) et sgn(qr,) =2 —r
(mod 8).

Par le critére 4 on a ¢ — k = 0 (mod 2) (ce qui constitue une condition
nécessaire pour avoir d,,, = 0 ), on considére maintenant les cas suivants:

e Si k > 1 il existe toujours gy avec d,, = 0 et ¢,, = 1. Par la
Proposition on a que:
— 1l existe toujours un plongement qy — qr, car c+ k < 8 par le
critere 6.
— Un plongement gy — g, existe toujours sauf si:

sgn(qr,) € {0,4}avec dygxy =1, k=1letc+k=a

dans ce cas la on pose €(gy) = 0, et sgn(qy) = sgn(qr,) € {0,4}.
Alors il existe toujours un plongement gy — qr,. Il existe aussi
un plongement gy <— qr, sauf si sgn(qy) = 4, ¢ =17,k =1,
a; = 8. Mais si 4 = sgn(qn) = sgn(qr,) = 2 — r (mod 8) alors
la seule possibilité est r = 14 (car r > 8), en contradiction avec
a; = 8 car rang(Ly) = 14 — 8 = 6.

e Sik=0onac<8par le critere 6:

— Sic < 8 et ¢ < ay les deux plongements existent toujours, car
par la Proposition on peut choisir la signature de ¢z dans
{0,4} de fagon a avoir un plongement gy < ¢y, et pour n’importe
quel choix effectué le plongement qy — qr, existe toujours.

— Sic=a; < 8alorson aqy =qr, — q, qui est possible si et
seulement si 0y, = dng(x) = 0, condition vérifiée par le critere 8.

— Si ¢ = 8 = ay les plongements existent si et seulement si gy =
qr, = qr, et donc si sgn(qy,) = 0 et §y, = 0. Comme a; > r — 8
et a; = r (mod 2) les valeurs possible de r sont 16, 18,20. Par le
critere 8 on a dygx) = 0 et donc sgn(qr,) = 4 (mod 4) ce qui
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implique 7 = 2 (mod 4). Donc la seule possibilité est r = 18 et
par conséquent sgn(qr,) = 0.
Sic=8eta; =9, le plongement gy < ¢y, existe si sgn(qy) = 0.
Par la Proposition[A.0.10]on a aussi un plongement gy < ¢r, siet
seulement si sgn(qr,) = sgn(qmy) £1 = £1. Mais les seules valeurs
de r qui peuvent réaliser a; = 9 sont r = 17, 19 qui correspondent
a sgn(qr,) = 1 et sgn(qr,) = —1, donc il n’y a pas de conditions
supplémentaires a vérifier pour ce cas la.
Si ¢ =8 et a; = 10, en raisonnant comme dans le cas précédents
on obtient que sgn(qr,) # 4. Mais la seule valeur de r qui peut
réaliser a; = 10 est » = 18 qui correspond & sgn(qr,) = 0.
Sic=8et a; > 11 il existe toujours les plongements gy — qy,
et gy = qr, sisgn(qu) = 0.

[

Grace a la Proposition [3.2.26| nous avons réalisé un simple algorithme
(cf. pour obtenir toutes les extensions possibles, ainsi que les invariants
associés, que nous avons collecté s’ensuite dans les Tableaux [3.2.2] et [3.2.3]

On obtient aussi une preuve alternative du théoreme suivant:

Théoréme 3.2.27 (Théoreme 3.1 [[GaSarl]). La surface K3 X, .1 admet
une involution symplectique si et seulement si a > 16 — r.

La surface K3 X, .0 admet une involution symplectique si et seulement
st soit a > 16 —r soit a = 6, r = 10.

avec 'avantage que le résultat ici présenté donne les différentes possibi-
lités d’action du groupe de Klein pour la méme surface K3.

Remarque 3.2.28. Les Tableaux [3.2.2) et ne résument pas toutes les
possibilités pour une extension du type Ags 2 Ly & Ly & L3 (et donc pour
toutes les couples d’involutions), mais il englobe toutes les possibilités pour
un choix des L; et de k = dim K., . Donc chaque ligne des tableaux peut
étre réalisée par plusieurs couples d’involutions différentes.

Remarque 3.2.29. On rappelle que dans les hypotheses du Théoreme [3.2.22
on demande que le lieu fixe de ’action soit non vide. Cela implique que les
estimations de la cardinalité du lieu fixe contenues dans les Tableaux [3.2.2]
et s’appliquent uniquement si cette condition est vérifie.

Cela n’est pas toujours le cas, par exemple le résultat suivant donne le
lieu fixe de n:

Théoréme 3.2.30 (Théoreme 4.2.2; [[Nik3|] ). Soit X une surface K3 et p
une involution non-symplectique de X. Soient (r,a,d) les invariants de p,
alors le lieu fize de p est:

e Videsir=10,a=10etd=0;

o L’union disjointe de deux courbes elliptiques si r = 10, a = 8 et

§=0;
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o L’union disjointe d’une courbe de genre g et k courbes rationnelles,
avec g = (22 —r —a)/2, k= (r —a)/2 sinon.

Donc dans le cas r = 10, a3 = 10, dngx) = 0, qui est présent dans le
tableau avec lieu fixe estimé égal & 4 points, on obtient qu’en réalité X" = ()
et donc a fortiori le lieu fixe de I'action du groupe est vide aussi.

Remarque 3.2.31. La formule du Théoreme [3.2.22| utilise (entre autres) la
dimension du groupe Ky, (décrit dans la Section [3.2.1) pour estimer le
nombre de points fixes de l'action.

On pourrait donc se demander si le calcul de cet invariant est forcément
nécessaire ou s’il peut étre déduit, peut étre de facon indirecte, a partir de
la connaissance des réseaux L;.

Les Tableaux et répondent & cette question: il existe des
couples d’exemples d’actions, ou les réseaux L; et NS(X) sont exactement
les mémes et la seule différence est la valeur de k (cas 14 et 15 par exemple).
Par conséquent le nombre de points fixes estimé est différent dans les deux
cas.

Cela prouve que k = dim(Ky,.,) donne une information importante sur
I’action, qui ne peut pas étre obtenue a partir de la seule connaissance des
réseaux concerneés.
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Algorithme 3.1 Algorithme en SAGE pour la détermination de cas pos-

2
sibles pour une action de (%) sur une K3

def exists_2el_lattice(s_p, s_m, a, delta):

r =s_p + s_m

s = (s_p - s_m) % 8

flag = (a <= r)

flag = flag & ((r - a) % 2==0)

flag = flag & (not ((a==0) & (delta!=0)))

flag = flag & (mot ((a==0) & (s!=0)))

flag = flag & (mot ((delta==0) & (s % 4!=0)) )
flag = flag & (not ((a==r) & (delta==0) & (s!=0)))
flag = flag & (not ((a==1) & (s'=1) & (s!=7)))
flag = flag & (not ((a==2) & (s==4) & (delta!=0)))

return flag

for r in range(9, 21):
for a_NS in range(0, min(r + 1, 23 - r)):
for delta_NS in range(0,2):
for a_1 in range(a_NS%2,r-8+1,2):
if not exists_2el_lattice(l, r - 9, a_1, delta_NS):
continue
if (a_NS==22-r)&(delta_NS==0)&((r-2)%8'=0):
continue
if (a_1==8-a_NS)&(delta_NS==1):
continue
c = (a_1 + 8 - a_NS)/2
for k in range(c%2, min(8-c,a_1l-c,c) +1,2):
print ((r, delta_NS, a_NS, a_1, k))
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sur une K3 avec

k

que possibilité des réseaux NS(X) et L;

Z
27
on marque les invariants (s*,s7) qui correspondent & la signature, a tel que

TABLE 3.2.2 — Cas possibles pour une action de (

r < 15. Pour cha

NS(X)N T,

aussi que l'invariant 6. On

£

Z
2Z

le groupe discriminant est dans la forme (

rappelle que a3 = ans(x)

aT(X).
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Invariants numeriques (st,s,a,9) Nombre de modules par type Pts
T 0 as aq k NS(X) L1 ]FQ EQ’O E2,oo E2,1 M3 W3 fix
216128 1 |2 L8, [ 416 ] 0 |0 1 ]1]38
B16|14]6] 1 |41 (L7610 | 4] 4] 0 | 2 [ 1 ]1]38
Md|16|14]8] 0 |4 (L7sD) 216 ] 2 | 200/ 4
BH16[1]4[8] 2 |[(Li4l)]| (L,8&1) |2 4 0 | 0 2] 2] 8
616[1]64] 1 |[(1,15,61)] (L7,41) || 4] 2 | 0 | 4 [ 1] 1] 8
4716166 0 ||[(1,15,61)] (L7.6,1) |[ 2] 4 | 2 | 4 [0 ] 0] 4
48 116 | 1| 6 | 6 2 (1,15,6,1) (1,7,6,1) 2 2 0 2 2 2 8
90161168 1 |(L,i561)| (L7.8,1) |0 4] 2 | 2 | 1] 1] 4
5016168 3 |[ (L1561 (L,8&1) |0 2 | 0 | 0 ]3] 3|8
51171 1]9] 0 |[(L16L,L)| (1,8&9,1) |[ 4| 8 | T | 0 0|0/ 6
52 117|111 3 | 7 0 (1,16,3,1) (1,8,7,1) 4 6 1 2 0 0 6
30171139 1 |(1,1631)] (1,91 |21 6 | 1 | 0 |11/ 6
5417 15| 5] 0 |[(1,16,51)| (1,851) || 4| 4 | 1 | 4 | 0] 0] 6
5517 1] 5 7] 1 | (L1651 (IL&7,1) | 2] 4 | 1 | 2 |1 ]1]6
5 17 15| 9] 0 | (L1651 (1,L&9.1) |[0] 6 | 3 | 2 [0 ] 0| 2
5701715 ]9 2 |[(L16510) | (1,8&9,1) |0 4 | 1T | 0 | 2] 2|6
5818]0] 08| 0 |(1,17,0,00] (1,9,8,0) [ 6 8 | 0 | 0 [ 0] 0| 8
500181026 0 |(1,17,20) ] (1,9,6,00 [ 6 6 | 0 | 2 [0 ] 0] 8
6018|028 1 |(1,17,20)] (1,9,8,0) |41 6 | 0 | 0 | 1] 1] 8
611802 |10] O (1,17,2,0) | (1,9,10,0) || 2 8 2 0 0 0 4
6218|128 1 |(Lin,21)] (1,9.81) |[4] 6 | 0 | 0 | 1 1] 8
6318|1210 0 |2 | (Lo,10,) 2] 8 | 2 | 0 00| 4
6418 0 4] 4] 0 |[(L17.40)| (1,9,40) |[6] 4 | 0 | 4 | 0] 0| 8
6518 0] 4] 6| I | (L17.40)| (1,9,6,0) |[ 4| 4 | 0 | 2 | L | 1| 8
66 || 18| 0| 4 | 8 0 (1,17,4,0) (1,9,8,0) 2 6 2 2 0 0 4
67180 48| 2 |(1,i7,40)] (1,9,8,0) |2 4 | 0 | 0 | 2] 2|8
683180 4 |10 1 (1,17,4,0) | (1,9,10,0) || O 6 2 0 1 1 4
6018|146 I | (41| (1,9,6,1) | 4| 4 | 0 | 2 [ 1] 1] 8
018148 ] 0 |[(Lin41)] (1,o,81) ||2| 6 | 2 | 2 |0 0] 4
18148 2 |@in41)]| (L,9.8L) |2 4] 0 | 0 22|38
st 4 0] [ |[(Lin41)] (1,9,10,1) 0] 6 | 2 | 0 | 1|1/ 4
BI19(1]1[9] 0 |(L,8LY)] (L10,9,) | 4] 8 | 1 ] 00 ]o0] 6
7401191 3 | 7 0 (1,18,3,1) | (1,10,7,1) 4 6 1 2 0 0 6
w191 39 I |(1,1831)] (Li0,9) |2 6 | 1 |0 1 ]1]6
761913 [11] 0 || (L183,1) | (LI0,iL1) 0| 8 | 3 [0 ] o0 0] 2
w201 28] I |(@L1921)] (LiLs L) | 4] 6 | 0 | 0 |1 1] 8
78112011 2 |10 0 (1,19,2,1) | (1,11,10,1) || 2 8 2 0 0 0 4

2
TABLE 3.2.3 — Cas possibles pour une action de (Z)

27

sur une K3 avec

r > 16. Pour chaque possibilité des réseaux NS(X) et L1 = NS(X) N7,
on marque les invariants (s*,s7) qui correspondent a la signature, a tel que

le groupe discriminant est dans la forme (
rappelle que a3 = ays(x) = ar(x).

27

a
) aussi que l'invariant 9. On
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FI1GURE 3.3.1 — Intersections et points de 2-torsion des composantes irré-
ductibles des fibres singuliers

90 93

91 94

3.3 Exemples géométriques

Apres une utilisation massive de la théorie des réseaux et de la cohomo-
logie de groupes, nous revenons dans cette derniére section a la géométrie,
en donnant des exemples destinés a illustrer géométriquement la formule
des points fixes du Théoreme

Par ailleurs on trouve des exemples dans [AS], qui malheureusement
ne sont pas les plus adaptés a notre cas, car on a la nécessité de pouvoir
calculer 'action sur N.S(X) ainsi que le nombre de points fixes. A ces fins,
les meilleurs candidats sont les fibrations elliptiques.

Nous renvoyons a [[SS| Mir]] comme référence pour les surfaces ellip-
tiques et a [CGl [GeSar] pour les détails sur les involutions dites de « van
Geemen-Sarti », qui sont les involutions induites par les sections de 2-torsion
de la fibration.

Pour les exemples présentés dans la suite on utilisera les mémes tech-
niques. Nous essayerons donc de ne pas trop nous répéter dans ’exposition
d’argumentations similaires.

Je tiens surtout a remercier Alice Garbagnati pour ses explications tres
claires et pour son aide dans la recherche d’exemples d’involutions.



186 CHAPITRE 3. ACTION D’UN GROUPE SUR UNE SURFACE K3

’ Type \ Diagramme \ Réseau \ Décomposition de F
L / / /
I Oy =01 (—2) 0o + 61
I 6o 05 Dy4(—1) B0+ 601+ 202 + 03 + 04
\ /
/ \
I3 | b 05 | De(—1) | 0o+ 01 + 205 + 205 + 204 + 05 + b
N /
Oy — 03 — 0,
01 86

TABLE 3.3.1 — Fibres singulieres utilisées dans les exemples de cette section.
Dans la derniére colonne on report la décomposition du diviseur associé a la
fibre générale F' (i.e. le diviseur donné par le produit d’intersection (F,e))
sur le réseau engendré par les diviseurs associés aux fibres singuliers.

3.3.1 P = 10, aNS(X) = 6, 5]\75()() = 0, k=0

Note: dans la suite on identifiera les courbes avec le diviseur associé, en
écrivant par exemple, avec abus de notation, F' - O au lieu de ([F], [O]).
[’exemple suivant est pris de [GeSar| et présenté aussi dans [AS].
Soit X une surface K3 qui admet une fibration elliptique avec les carac-
téristiques suivantes.
Les fibres sur X sont de la forme:
e La fibre générale F' est une courbe elliptique lisse avec un point zéro
et trois points de 2-torsion;
e & fibres singulieres réductibles de type I, (deux courbes rationnelles

qui se rencontrent en deux points différents). On appelle 90 ; 0( les
deux composantes de 1'i-eme fibre de type I3, qu’on note ]2 )
[2() hérite une structure de groupe abélien avec point zéro sur la
composante Héi) et trois points de 2-torsion, un sur Héi) et deux sur
9?’. Les quatre points sont lisses;
e 8 fibres singuliere irréductibles de type I; (courbes avec un noeud).
I hérite aussi d'une structure de groupe abélien avec point zéro lisse
et trois points de 2-torsion, dont un lisse et deux en correspondance
du noeud.
Les sections de X sont de la forme:
e Une section zéro qu’on note O, qui par définition intersecte donc
chaque fibre en un point:
— L’intersection de O avec la fibre générale F' est le neutre de la
structure de groupe abélien sur F';
— L’intersection de O avec la fibre IQ(i) est un point lisse de Qéi) ;
— L’intersection de O avec la fibre I; est un point lisse.
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e Une section de 2-torsion qu’on note P, qui intersecte chaque fibre en
un point:
— L’intersection de P avec la fibre générale F' est un élément de
2-torsion de la structure de groupe abélien sur F';
— L’intersection de P avec la fibre [z(i) est un point lisse de HY) ;
— L’intersection de P avec la fibre I; est un point lisse de ;.
e Une bissection de 2-torsion qu’on note B, qui intersecte chaque fibre
en deux points:
— L’intersection de B avec la fibre générale I’ est constituée par les
deux éléments de 2-torsion restants;
— L’intersection de B avec la fibre [2(1)
de QY) et un point lisse de Qéi) ;
— L’intersection de B avec la fibre I; est ramifiée sur le noeud.

est donnée par un point lisse

Remarque 3.3.1. En général I'intersection de la section de 2-torsion avec 12(”
peut se trouver soit sur la composante 6y, soit sur 6;, et pour déterminer
lequel de deux cas est vérifié on utilise le « height algorithm » (cf. [SS] ).

Le réseau NS(X) est engendré par les diviseurs suivants:

e La section O, qui est une courbe rationnelle, donc O? = —2.
e La classe F' de la fibre générale, qui est une courbe de genre 1 avec
F? =0;

e Pour chaque fibre réductible Iz(i) on a les diviseurs donnés par Qéi) et

GY) qui sont deux courbes rationnelles, donc 9]2 = —2. L’intersection
est composée par deux points singuliers, 9(()2) ) =2

e La section P, qui est aussi une courbe rationnelle, donc P? = —2 .
On remarque que sur chaque fibre I'intersection avec P est différente
de l'intersection avec O, on en conclut que P - O = 0.

En résumant pour les produits scalaires on obtient:

o P F oY o ... g® ¢®
O —2 0 1 1 0 1 0
P 0 -2 1 0 1 0 1
F 1 1.0 0 0 0 0 O
6" 1 0 0 -2 2
o1 0 1 0 2 -2
o 1 0 0 —2 2
6 0 1 0 2 -2

Par contre ces diviseurs ne sont pas tous linéairement indépendants!
Plus précisément on a que:
e Les composantes Qéi) et 9@ forment une fibre, donc 9(@ + 0&") =F
pouri=1,...,8;
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e En regardant les produits d’intersection, on remarque que P est ob-
tenue par combinaison rationnelle des fibres et de la section O. En
calculant sa décomposition sur la base on obtient:

1S,

i=1

On remarque qu'un choix d’un ensemble minimal de générateurs de
NS(X) est donné par (O, F, P60\, 0%, ...,6,60Y). Pour la ma-
trice d’intersection on obtient donc:

o P F 62 ... ¢Y
O —2 0 1 0 0
P 21 1 - 1
F 1 00 0 0
6 0 0 —2
0% 0 1 0 —2

Il s’ensuit que NS(X) est un réseau 2-élémentaire de rang 10 avec

6
ANS(X)E (%) et 5NS(X) =0.

On passe maintenant aux involutions: grace a la structure de fibration el-

liptique on peut définir deux involutions:

e L’involution hyperelliptique 1 qui agit sur chaque fibre en envoyant
tout point sur son opposé (par rapport a la structure de groupe abé-
lien). Il s’agit d’une involution non-symplectique avec action triviale
sur NS(X);

e La translation tp qui agit aussi sur chaque fibre, en sommant a chaque
point le point de 2-torsion donné par l'intersection avec P. 7p Est
une involution qui agit comme l’identité sur la forme symplectique,
donc une involution symplectique, qui commute avec 7. On appelle

ces automorphismes des involutions de Van Geemen-Sarti.

On a donc une action de G = (n,tp) ~ (%)2 sur X. En regardant le Tableau

pour ce choix de X on une seule possibilité: a; = 2 et k = 0 (ligne 2)
donc le lieu fixe (si non vide) doit étre composé par 8 points. Essayons de
vérifier cela.

e Le lieu fixe de 7 est lisse et composé par une courbe de genre (22 —
10—6)/2 = 3 et (10 —6)/2 = 2 courbes rationnelles par le Théoreme
[3.2.30 Comme chaque point est envoyé sur son opposé il s’ensuit
que les sections O et P sont fixées, ainsi que la bissection B. En
appliquant le théoréme de Riemann—Hurwitz on trouve que B a genre

3 car ramifiée sur les noeuds des 8 fibres ;. On en conclut que X" =
{O, P, B}.
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e Le lieu fixe de tp doit étre composé de 8 points, car tp est une
involution symplectique. Comme tp agit comme une involution sur
chaque fibre, en particulier les 8 fibres I; sont envoyées sur elles-
mémes, et donc les 8 noeuds sont les points fixes de 'involution.

e On en conclut que pour le lieu fixe de G on a:

X% = X"n X' = {8 noeuds des fibres I}

3.3.2 P = 12, aNS(X) = 6, 5NS(X) = 1, k =1

Le Théoréme porte & notre attention I'invariant numérique &, qui
nous donne une information sur I'extension de réseaux Ags 2 L1 @ Ly ® Ls
laquelle ne peut pas étre extraite a partir uniquement des invariants des
réseaux L; pris séparément.

C’est donc naturel de vouloir chercher maintenant un exemple géomé-
trique avec k # 0, ce qui fera I'objet de cette partie finale de notre travail.

D’apres [GaSal| on peut choisir une fibration elliptique de X surface K3
avec:

e Sections: une section de 2-torsion P ainsi qu’une bissection de 2-
torsion B (en plus de la section O qui est toujours présente dans
toute fibration);

e Fibres réductibles: une fibre de type I et 6 fibres de type Is;

e Fibres singulieres irréductibles: 6 fibres de type I;.

On a aussi les intersections suivantes:

e O intersecte 8(()1) pour 1 <i<7;

e P intersecte 9@ pour 1 <7< 7;

On rappelle que les diviseurs associés a Héi) sont engendrés par la classe de
la fibre générale et les autres composantes irréductibles de la fibre. D’apres
le Tableau |3.3.1} on a les décompositions:

) = F—o") — 2650 — o) — gV
9(@ = F— Ggi) pour ¢ > 2

Le réseau NS(X) est donc engendré par les diviseurs donnés par les
sections O, P, la fibre générale F' et les composantes irréductibles
o oD P el

Plus en détail, si on regarde les intersections, O, F' engendrent un réseau
U, les 61" engendrent un réseau Dy(—1) et les 0 pour 2 < i < 7 engendrent
6 réseaux (—2). Par contre P est une combinaison rationnelle des autres
diviseurs, ce qui ne change pas le rang du réseau mais qui donne une exten-
sion de réseaux. Donc NS(X) D Dy(—1) @ (—=2)%° @ U est un sur-réseau
avec Hygx)~7/27.

D’apres calcules, la décomposition de P est de la forme:

1 7

1 1 A
P=2F+0 6" — g — 595,,” - 5051” 5> 6\
=2
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On trouve ainsi que NS(X) est le réseau 2-élémentaire de rang 12 avec
invariants aygx)y = 6 et dngx) = 1.

Comme dans l'exemple précédent, sur X on peut définir I'involution
hyperelliptique 1 (non-symplectique et avec action triviale sur NS(X)) et
la translation ¢p (symplectique).

En regardant le Tableau[3.2.2] (ligne 12) pour ce choix de X on une seule
possibilité: a; = 4 et k = 1, donc le lieu fixe (si non vide) doit étre composé
de 8 points.

A nouveau, essayons de vérifier cela géométriquement.

e Le lieu fixe de I'involution hyperelliptique 1 est lisse et composé par
une courbe de genre (22 — 12 —6)/2 = 2 et (12 — 6)/2 = 3 courbes
rationnelles par le Théoréme [3.2.30] Comme chaque point est envoyé
sur son opposé il s’ensuit que les sections O et P sont fixées, ainsi
que la bissection B. En appliquant le théoreme de Riemann—Hurwitz
on trouve que B a genre 2 car ramifiée sur les noeuds des 6 fibres I;.
Il reste donc une courbe fixe a trouver.

La fibre I est envoyée sur elle-méme, donc on a une action de 7 sur
les composantes irréductibles 051). Sur [ il existe un point zéro, sur

la composante 9(()1), donné par l'intersection avec O, et trois points de
2-torsion sur les composantes 951) ,05,1) ,0511), donnés respectivement par
les intersections avec la section P et la bissection B. Comme O,P,B
sont des courbes fixes, il s’ensuit que 99), 9&1), 951) sont envoyées sur
elles-mémes.

Donc 951) est envoyée sur elle-méme aussi, de plus Qél) N 9(()1),

951) N 9%1),99) N 9:(),1),951) N 0511) sont quatre points fixes de 9&1), mais
une involution d’une courbe rationnelle qui fixe quatre points doit
agir comme l'identité sur toute la courbe. On en conclut que X" =
{0, P, B0V},

e Le lieu fixe de tp doit étre composé par 8 points, car tp est une
involution symplectique. Comme ¢ p agit séparément sur chaque fibre,
en particulier les 6 fibres I; sont envoyées sur elles-mémes, et donc
les 6 noeuds sont des points fixes de 'involution. Il reste deux points
a déterminer.
A nouveau, la fibre I est envoyée sur elle-méme, donc on a une action
sur les composantes 81(1). La seule composante qui a intersection non
vide avec toutes les autres composantes de la fibre est 951), qui est
donc forcément envoyée sur ellee-méme. On a donc une involution de
la courbe rationnelle 9%1), qui doit donc fixer exactement deux points
M3, N} e 65,

e On en conclut que pour le lieu fixe de GG on a:

X% = X"N X' = {6 noeuds des fibres I;, M}, NJ}
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3.3.3 P = 18, aNS(X) = 4, 5NS(X) = 1, k = 0,2

Pour terminer nous montrerons un exemple de surface K3 sur laquelle

on peut définir deux actions différentes de <ﬁ)2 ou le seul invariant qui
change est k.

Dans les deux cas on aura donc deux extensions de réseaux Ags 2O
Ly & Ly @ L3 avec exactement les mémes réseaux L;: ce qui changera sera
uniquement la facon dont ces réseaux seront « collés ».

Par le Théoreme [3.2.22 une valeur différente de k, quand les autres
invariants sont les mémes, implique forcément un nombre différent de points
fixes, ce qui montre bien I'importance de l'invariant & que nous avons défini
dans la Section [3.2.1] Par contre tout cela est subordonné a I’hypothese que
le lieu fixe soit non vide.

L’intérét de ces exemples géométriques sera donc aussi de montrer qu’il
existe des cas ou cette derniere condition est vérifiée.

Dans les exemples précédents le calcul direct des invariants a; et k£ n’a
pas été nécessaire, car il existait un seul choix possible des invariants de
I’action pour les surface K3 considérées, mais malheureusement on ne pourra
pas profiter de ce type de simplification dans ce cas et on sera donc obligé de
calculer la matrice de I'involution et les invariants de I’extension associée.
Le lecteur intéressé pourra retrouver les détails relatifs a ces calculs, ainsi
que le code de l'algorithme utilisé dans I’annexe [B]

Les exemples suivants sont pris de [CGJ.

3.3.3.1 Casa; =8, k=2

On peut choisir une fibration elliptique de X surface K3 avec:

e Sections: trois sections de 2-torsion qu’on notera P,Q,R plus la
section O ;
e Fibres réductibles: IS + 21 + 215 ;
e Fibres singulieres irréductibles: non.
On a les intersections suivantes

e (O intersecte 0 (1) 902 ,0 (90 ,005) :
e P intersecte 91 ,9§ ,0(3) 9(4) 9(5)
e ( intersecte 87,02 (Y 9” 93>
e R intersecte 96 ,94(12), 94(13), 0((] ), 0% ) ;

D’apres le Tableau |3.3.1f on a les décompositions:

0 = F -6V 268" — 26" — 20" — oV — 4"
0y = F—6" 205 — 65 — 6 pouri=2,3
9(@ = F - QY) pour i = 4,5
Les fibres I, I}, I correspondent respectivement aux réseaux Dg(—1), Dy(—1), (—2),

donc NS(X) D Dg(—1)®Dy(—1)%2®(—2)**®U est une extension de réseau
définie par les sections de 2-torsion P, (), R.



192 CHAPITRE 3. ACTION D’UN GROUPE SUR UNE SURFACE K3

D’apres calcule, dans la base (F,O,6’1(1),9?),9,(63),8%4),9%5) i3,k > 1)
(qui n’engendre pas le réseau N.S(X) mais uniquement le sous-réseau dont
NS(X) est une extension) leur décomposition est de la forme:

1 1 1 1 1 1
P = (27 ]- 17 1 17_17_77_77 _]-7_]-7_77 ) 17_17_77_77
2 2 27 2 20 2
1 3 3 1 1 1
Q - (2 ]- ) 17_77_27_77_17 _77_]-7_]-7 ’ 77_17_17_7
2 2 2 2 2 2
1 3 3 1 1 1 1
R = (2) ]- _17_77_27_17_77 _77_]—7 ]-7 _17_77_
DX 2 2 2 2’ 2’ 2

On remarque que le diviseur associé a R est un combinaison linéaire de
P.Q et des autres diviseurs car R — P — @ est a coefficient entiers, donc

Hysixy = (%)2 et on trouve que NS(X) est le réseau 2-élémentaire de
rang 18 avec invariants angx) = 4 et 5NS( x) = 1. On peut choisir comme
base de NS(X) les diviseurs (F, O, 0 ,9] , kg),P,Q i,7,k > 1) et avec ce
choix la décomposition de R est:

R=(2,1,0-1,-2,-3,-2,-2,0,—-1,-1,-1,0,—-1,—1,—1,1, 1)

Sur X on peut définir I'involution hyperelliptique 7 (non-symplectique et
avec action triviale sur N.S(X)) et les translations tp, tg, tg (symplectiques).
On choisit dans la suite d’étudier uniquement ¢p, car c’est le cas avec les
invariants qui nous intéressent le plus.

En regardant le Tableau[3.2.2] pour ce choix de X on a quatre possibilités
différentes et le lieu fixe peut étre composé par 4 ou 8 points. On est donc
obligé de calculer la matrice associée a tp et pour faire cela on doit étudier
'action de deux involutions sur NS(X).

e L’involution tp préserve les fibres et en particulier la fibre générale,
donc tp(F) = F. Comme il s’agit de la translation par P on a
tp(0) = P, tp(P) = O, tp(Q) = R, tp(R) = Q. En regardant I3, 65"
est la composante qui intersecte O, elle doit donc étre envoyée sur la
composante qui intersecte P, c’est a dire 9%1) . De la méme facon 9511)
et Hél) doivent étre échangées car elles intersectent respectivement ()
et R. 9&1) est stable car c’est la seule composante qui intersecte 0(()1)
et 051),94(11) aussi car elles intersectent respectivement Qél)ﬁél) , donc
par exclusion 9;(51) est envoyée sur elle-méme aussi. En raisonnant de
la méme fagon on détermine également ’action sur les autres fibres.
On peut mieux visualiser ’action de ¢p en regardant les diagrammes
d’intersections de fibres: on remarque que tp agit comme une symé-
trie verticale sur /5 et les deux composantes I , et en échangeant les
deux composantes de Is.

En résumant 'action de tp est la suivante:

0 < 61" 00 0 07 0P 08 07 65 6
9§3> &0 o oW e(@ =0 0osP  QoR

1
27
17 O) 5

1
2

)
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et les courbes 9&1), 0;%1), (9[(11), 0&2), 6’&3) sont envoyées sur elles mémes.

e L’involution hyperelliptique 7 est triviale sur NS(X).
On a tous les éléments pour définir la matrice associée a tp et calculer les
invariants associés a I'extension. Sans répéter ici les détails du calcul (cf. An-
nexe |B|) on trouve finalement que a; = 8 et k£ = 2, donc le nombre de points
fixes prévu est 8. Encore une fois, essayons de vérifier cela géométriquement.
e Le lieu fixe de I'involution hyperelliptique n est lisse et composé par
8 courbes rationnelles par le Théoréme [3.2.30] Les sections O,P,Q,R
sont des courbes fixes, il reste donc quatre courbes fixes a trouver.
La fibre I est envoyée sur elle-méme, donc on a une action de 7 sur

les composantes irréductibles 6. Comme les quatre sections sont

7
fixes, on a que 08”,6’&”,0&”, 9((51) sont envoyées sur elles-mémes et par

conséquent 9%1),9;(31),94(11) sont préservées aussi. Donc 951) a au moins
trois points fixes: 681) N 6&1), 051) N 051), 0&1) N 951) mais Qél) est une
courbe rationnelle donc soit 7 fixe exactement deux points, soit 1 agit
comme |'identité et fixe toute la courbe, donc Qél) est une courbe fixe.
Symétriquement on trouve que 91(11) est aussi une courbe fixe.
L’action sur les fibres I est la méme que dans I’exemple précédent, en
raisonnant de la méme maniere on trouve les deux courbes fixes res-
tantes: 9&2) et 9&3). On conclut que X" = {O, P,Q, R, 951), 9511), 0&2), 9;3)}.

e On rappelle que le lieu fixe de tp doit étre composé par 8 points,
comme on a déja étudié I'action de tp dans le détail on sait qu’en par-
ticulier tp préserve les composantes irréductibles 051),0511),9&2),9&3).
Comme il s’agit d'une involution sur des courbes rationnelles dis-
jointes, elle doit fixer deux points par courbe, ce qui donne un total
de 8 points fixes.

e Les points fixes de tp appartiennent aux courbes préservées par 7,
donc:

X% = X"n X' = {8 points}

3.3.3.2 Casa; =8, k=0

On peut choisir une fibration elliptique de X surface K3 avec:
e Sections: section O, trois sections de 2-torsion P, @), R;
e Fibres réductibles: 215 + 41,;
e Fibres singuliéres irréductibles: non
On a les intersections suivantes:
e P intersecte 07,0203 oM o{» o{
e () intersecte 051), 9((52), 0(()3), (954), 0&5), 6’56) ;
e R intersecte 9((51), (9%2), 953), 6(()4), 6§5), (9%6) ;
On rappelle les décompositions:

0y = F—07 —265 — 205 — 20 — 6 — 6 pour i =1,2
Qéi) = F- QY) pour i > 3
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En raisonnant comme dans les exemples précédents NS(X) 2 Dg(—1)%%®
(=2)%* @ U est une extension de réseaux définie par les sections de 2-torsion
P.Q.R.

D’apres calculs, dans la base (F,O,Ggl)ﬂ](?),&&g),@(@ 9 9 i,j > 1)
(qui n’est pas une base du réseau NS(X)) leur décomp081t10n est de la
forme:

1 3 3 1 3 3 1 1
P = (2717_7_17_7_27_7_17 ) 17_7_27_a_1a_a_a070>
2 2 2 2 2 2 27 2
1 1 1 3 3 1 1 1
Q = (2717_17_17_17_17_7 9 ) 17_77_27_17 70 7_7_>
2" 27 2 2 2 2720 2
1 3 3 1 1 1 1 1
R = (2717_7_17_7_27_17 ) 17 -1 _17_17_77 ) a07_7_>
2 2 2 27 27 2 27 2

Pour NS(X) on obtient les mémes invariants de ’exemple précédent: r = 18,
ansx) = 4 et dns(x)y = 1. On prend comme base de NS(X) les diviseurs
(F,0, 9 ,9] ,0 3),P, Q,@%ﬁ) i,7 > 1) et avec ce choix la décomposition de
R est:

R=(2,1,0-1,-2,-3,-2,—-2,—1,-1,—1,—-1,-1,0,—1,-1,1,0)

On considere I'action sur X de l'involution hyperelliptique n et de la
translation ¢g. On détermine la matrice associée a ¢ en regardant I'action
sur les composantes irréductibles des fibres:

e Pour g, comme dans 'exemple précédent on a to(F) = F, to(0) =
Q. 1o(P) = R, 1(Q) = O, to(R) = P.
Sur les deux fibres I; 'action est différente: sur la premiere on a la
méme action de tp vue dans l'exemple précédent, c’est-a-dire une
symétrie verticale sur le diagramme qui échange les composantes
9(()1), 9%1) et 05(,1), Hél) en préservant les autres.
Sur la deuxieme fibre I5 I'involution ¢ renverse le diagramme ho-

rizontalement. Pour détailler, 6’[()2)

to sur 9é2)

qui intersecte O) est envoyée par
(qui intersecte Q) et de la méme fagon 09 et 0&2) doivent
étre échangées car elles intersectent respectivement P et R. 952) est
donc envoyée sur 8512) car c¢’est la seule composante qui intersecte 9(()1)
et 9%1) et par exclusion 0&1) est la seule composante qui est préservée.
De la méme facon on détermine 'action de tg sur les quatre fibres
L. .

En résumant l'action de t¢ est la suivante.

0 < 6" 0D 0 07 0 0 08 6 6
9(4)<—>9 o « 6 9(6)<—>9 O0<Q PR

et les courbes 051), 8&1), 6511), 9&2), 0(()3), 9%3) sont envoyées sur elles mémes.
e L’involution hyperelliptique 7 est triviale sur NS(X).
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En calculant la matrice associée a tg on trouve que a; = 8 et £ = 0, donc
le nombre de points fixes prévu est 4. On vérifie géometriquement:

e Comme dans I’exemple précedent le lieu fixe de I'involution hyperel-
liptique n est lisse et composé par 8 courbes rationnelles: comme dans
I’exemple précedent on a les sections O,P,Q),R plus quatre autres
courbes fixes données par les composantes 6, et 04 des deux fibres I .
Donc X" = {0, P,Q, R, 65", 0" 0% 0}

e On cherche les 8 points qui composent le lieu fixe de tg. Dans la pre-
miere fibre I les composantes 9&1), Qél), 0511) sont préservées et nous

donnent donc deux points fixes pour chaque composante. Comme
deux points fixes correspondent a des intersections, on a un total de
quatre points fixes: 951) N 9&1), 9511) N Hél), un point My € 951) et un
autre point M} € 65"

Pour la deuxieme fibre I la composante 9§2) est préservée et a donc
deux points fixes MZ? et N3 .

Pour terminer, sur la premiere fibre de type I5 les deux courbes
0(()3),99 sont préservées, donc il y a deux points fixes sur chaque
composante, mais comme il ne reste que deux points fixes a détermi-
ner la seule possibilité est donnée par les deux points d’intersections
0¥ N oW,

En résumant:

X'e = {eél)meél)a 9511)09:(31)7 My, My, M3, N3, 9(()3)ﬂ9§3) (deux points)}

o Les quatre points fixes de tg appartenant a la premiere fibre I3 sont
fixés par n aussi. Par contre les seuls points de 9&2) fixés par n sont
donc Mz, N2 n’appartient pas au lieu fixe de 1 (on rappelle que
si on avait plus de deux points fixes alors toute la courbe devrait
appartenir au lieu fixe, ce qui n’est pas le cas). De la méme facon n
sur 9(()3) fixe déja les points d’intersections avec les sections O et () et
donc les deux points de l'intersection 9(()3) N 953) ne sont pas fixés non
plus par 7 (ils sont en effet échangés). On a donc un total de quatre
points fixes:

X% = {05 nos”, 65 m oD, g,






Annexe A

Forme quadratiques dégénérées
sur (Z/27,)"

La plupart des résultats qu’on a prouvés dans le Chapitre 2 concernent
les f.f. non-dégénérées. Cela n’est pas suffisant si on veut étudier les possi-
bilités pour une extension de réseau Hr — Ap, & A, ou la restriction de
la f.f. quadratique sur Hg 1, € Ap, peut étre dégénérée.

On ne rentrera pas dans les détails du sujet, mais comme les réseaux
de notre intérét sont 2-élémentaires, on se limitera a donner dans la suite
les résultats principaux pour ce qui concerne les formes dégénérées sur A =

(Z)2Z)" .

Définition A.0.2. Soit ¢ une f.f. quadratique sur A~ (Z/27)", on appelle
rang de ¢ le rang de la forme bilinéaire associée, b : [y x5 — [y, c’est-a-dire
le rang de la matrice qui décrit b.

On note les deux f.f. dégénérées sur A = Z /27 comme:
zg = ( 0 )
2=(1)

Lemme A.0.3. Soit q une f.f. quadratique sur A~ (Z/2Z)" de rang 0, alors
on a une des deux possibilités suivantes:

1

197
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Démonstration. Si q est totalement isotrope en tant que forme quadratique
alors ¢(x) = 0 pour tout x € A et ¢ est de la forme (1).

Sinon, il existe 1 € A tel que ¢(x;) = 1 et xo,...,2, € A tels que
(x1,...2,) soit une base de A. Comme g4 a rang 0, alors b(x;, z;) = 0 et
q(z;) € {0,1} pour tout 1 <4, j < n. Soient donc y; ainsi définis:

e siglw) =1
vi ry+a; siq(z;)=0
alors la matrice de ¢4 dans la base (y;) est de la forme (2). O

Définition A.0.4. Soit ¢ une f.f. quadratique sur A~ (Z/2Z)", si N =
A°:= A+t N A (Iorthogonal de A), il existe A; C A (en général non unique)
tel que A= A; & N.

On obtient une décomposition de la forme ¢ = ¢ @ gy avec g; non-
dégénérée et gy de rang 0. Alors on associe a ¢ le symbole ¢, avec la valeur:

0 sigy=(29)*""oudim(N) =0

€g = .
/ 1 sigy= ()"

Lemme A.0.5. Soient Ay = Ay = (Z/2Z)", N = (Z/2Z)", q1. ¢ [.f. qua-

dratiques non-dégénérées définies respectivement sur Ay et Ao, qn de rang

0 sur N tels que:

G DAN = @2 P an
Alors:
1 5‘11 = 6112 ;
2 Sieg =0 alors 1 = qo;

Démonstration. 1) On rappelle que ¢,, = 0 si et seulement si ¢;(z) € Z
pour tout z € A;. Comme gy(z) € {0,1} pour tout = € N on a que
0y =0<=q(z) € Zpourtout x € A; &N <=6, =0 .

2) Si ¢, = 0 alors I'invariant de Gauss vaut:

1 .
Y(gn) = TEN > el

zeN
N
\/_
= =2

4
=

[NIES

Donc si g1 D gy = g2 @ qn alors v(q1)v(qn) = 7(g2)7(qn) ce qui implique
v(q1) = v(g2) car y(gn) # 0 et donc sgn(q;) = sgn(gz). Comme 6,, = d,, on
a par le Lemme [3.2.23[ ¢1 = ¢o. O

Cela justifie la définition suivante, qui étend les invariants déja rencon-
trés au cas non-dégénéré:
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Définition A.0.6. Soit g une f.f. quadratique sur A~ (Z/2Z)", ¢ = ¢1 ® qn
avec ¢q; non-dégénérée et qy de rang 0. Alors on note:

16, :=104,;
2 sgn(q) :=sgn(qy) si ¢, =0.

Proposition A.0.7. Soit ¢ une f.f. quadratique sur A~ (Z/27)", alors q
est uniquement déterminée par:

1 rang(q), 6, et sgn(q) sie, =0;
2 rang(q) et 0, si €, = 1.

Démonstration. 1) Soit ¢ = ¢1 & qy avec ¢ non-dégénérée de rang r =
rang(q) et ¢y de rang 0. Alors gy est totalement isotrope car ¢, = 0 et par
le Lemme [3.2.23)y; est déterminée par d, et sgn(q) = sgn(q).

2) Soient Ay = Ay = (Z/2Z2)", N = (Z/2Z)"", q1,q2 f.f. quadratiques
non dégénérées définies respectivement sur A; et As, gy de rang 0 sur N
avec €,, = 1: on doit prouver que ¢; Bgn~g2Dgn si et seulement si d,, = dg,.

Si 0g # 0g, alOTrS Ogymqy 7# Ogomqy €€ qui implique que les deux formes
sont différentes.

Sinon soit b; est la forme bilinéaire associée a g;, alors by = bs. Il existe
donc une base (z;) de ¢; et (y;) de g2 tels que by(x;, ;) = ba(yi,y;) et
q1(x;) — q2(y;) € {0,1}. Soit donc (z;) une base de N telle que gn(z;) = 1,
si on pose:

= Yi st q1(x;) = q2(ys)
' vi+ 21 st () # qe(vi)

alors les matrices de ¢; @ gy dans la base (x;, z;) et de go @ gy dans la base
(y;, %) coincident et donc les deux formes aussi. ]

Lemme A.0.8. Une f.f. quadratique q sur A = (Z/2Z)" de rang r avec
invariants d,,€, et sgn(q) existe si et seulement si les conditions suivantes
sont vérifiées:

1 r=0 (mod 2) sid, =0;

2 sgn(q) =0 (mod 4) sie,=0etd,=0;

3 sgn(q) =7 (mod 2) sie,=0etd,=1;

4 sgn(q) = +1 (mod 8) sie, =0,0,=1etr=1;
5 sgn(q) #4 (mod 8) sie; =0, 5, =1 etr=2.

®r n—r .
Démonstration. Si e, =1 on peut choisir ¢ = (wil) &) (z%)@( Jsio=1

oug=uy?®(z)*" si § =0, donc la seule condition a respecter est la
1.

Sie, =0 on pose ¢ =q ® (zg)@(”*” et on cherche ¢; non-dégénérée de
rang r avec d, = 9, et sgn(q1) = sgn(q). Ensuite il s’agit juste de vérifier les
différentes combinaisons possibles pour ¢; en utilisant la Proposition [2.3.70]

et le Tableau afin d’obtenir les conditions 2 — 5. ]
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Lemme A.0.9. Soit qy une forme quadratique sur N~ (Z/2Z)" de rang 0
avec k > 0 et q une forme quadratique sur A~ (Z/27)" non-dégénérée. Alors
il existe un plongement qn — q si et seulement si les conditions suivantes
sont vérifiées:

1 k<n/2;

2 sgn(q):j:Q sik=1,n=2¢,=1etd,=1;

sgn(q) =0 si2k =n et e, =0;

4 sgn(q) =+l si2k=n—1,¢, =0etd,=1;
5sgn(q) #4 si2k=n—2,¢,, =0etd,=1;

Démonstration. 1) On suppose qy < q avec k > n/2, alors par le Lemme
#Nl:%<%:2maisN§NLdoncn/2<k§#Nl<2et0n
obtient une contradiction.

2) On montre que si €, = 1, k < n/2 il existe un plongement ¢y — ¢
si et seulement si la condition 2 est respectée. En particulier il suffit de le
prouver le cas k = n/2.

Si 0, = 0 on peut choisir une base (z1,...,z,) de A telle que la matrice
de g soit:
1
L
5 0
q= 1 3
1
3 0
L3
1
5 0]
avec a = 0 si sgn(q) =0 (mod 8) et a = 1 si sgn(q) = 4 (mod 8), donc la
restriction de ¢ sur span(zy,zs,...,T,_1) correspond a qy.
Si 6, =1 et n > 4 on peut choisir une base (z1,...,2,) de A telle que
la matrice de ¢ soit:
L3
1
3 0
L3
— 1
q 5 0 1
13
T
1
3 0
0 8
avec les valeurs de o € {0,1}, # € {+1} qui dépendent de la signature de
q et la restriction sur span(zy, s, ..., 2Ty 3, Tn_1 + &) correspond & qy.

Pour conclure, si §, = 1, k = 1 et n € {2,3} une vérification directe de
cas possibles nous permet de conclure.
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3) On montre que si €, = 0, k = n/2 il existe un plongement ¢y — ¢
si et seulement si la condition sgn(q) = 0.

Condition nécessaire: soit gy < ¢ et yi,...,y, une base de N —
A. Comme ¢ est non-dégénérée il existe z; € span(ys, ..., yr) " \yi, donc
b(yr,21) = %, b(ys, 1) = 0 pour 2 < ¢ < k. Si on pose A; = span(yi, 21)

alors:
(1)

avec a € {0, 1, j:%} On vérifie facilement que pour n’importe quelle valeur
de a, on obtient sgn(gja,) = 0. Soit Ny = span(ys, ..., yx), comme Ny L Ay
on a un plongement Ny — A{. Il suffit donc de procéder par récurrence en

O i

= O

1
choisissant z; € span(yiy1, ...,y 1 \yi, A; = span(yi, 1, ...,y 2;) et
N; = span(y;+1, yx) pour obtenir que sgn(Ay) = sgn(A) = 0.

Condition suffisante: si sgn(q) = 0 on peut choisir une base (x1,...,x,)

de A telle que la matrice de ¢ soit:

0 3
1
5 0
q= sidy, =0
1
0 5
5 0
0 5
11
2 2
q= sidg =1
1
0 35
1 1
2 2
dans les deux cas on obtient que la restriction de ¢ sur span(zy, T3, ..., T,_1)

correspond & qy.

4 et 5) Sie, = 0etn > 2k il existe un plongement gy < ¢ si et seulement
s’il existe qq1, ¢o f.f. quadratiques telles que ¢ = ¢1 & ¢ avec ¢; définie sur
(Z)2Z)°" et sgn(qy) = 0. Cela est toujours vérifié si et seulement s'il existe
go définie sur (Z/ 22)”7% avec sgn(qz) = sgn(q) et en appliquant le Lemme
[A.0.8 on obtient le résultat cherché. m

Proposition A.0.10. Soient q,qg f.f. quadratiques non-dégénérées définies
respectivement sur A~ (Z/2Z)", H~(Z/2Z)° avec ¢ < n, é,, = 0. On note
r = rang(qy) et k := ¢ —r. Alors il existe un plongement qg — q si et
seulement si les conditions suivantes sont vérifiées:

1 g=qygsic=n;
2 r+4+2k<n;
3 sgn(q) =E2sir+2k=nk=1¢, =1etd,=1;



202ANNEXE A. FORME QUADRATIQUES DEGENEREES SUR (Z/2Z)"

4 sgn(q) = sgn(qm) sir+2k=n, k> 1et ¢, =0;
5 sgn(q) =sgn(qn) £ 1sir+2k=n—1, ¢, =0et 6, = 1;
6 sgn(q) #sgn(qy) +4sir+2k=n—2 ¢, =0ect 5, = 1.

Démonstration. Soit qg = qn ® q1 avec ¢ de rang r, alors qg — ¢ si et
seulement si q; < ¢ et gy = ¢i, une condition nécessaire est donc r < n
et 2k < n — r ce qui revient au critere 2.

On considere le cas €,,, = 0, donc sgn(q;) = sgn(qy). Sir =nalorsc=n
donc le plongement est réalisable uniquement si gy = ¢ (critére 1). Sinon il
existe un plongement g; < ¢ si et seulement s’il existe ¢ non-dégénérée de
rang n —r > 1 avec sgn(qz) = sgn(q) —sgn(quy) et 44, = d,, (par le Lemme
E52).

On remarque que §,, =0 = sgn(¢gy) = 0 (mod 4), r = 0 (mod 2)
. En particulier, par le Lemme on an = sgn(q;) (mod 2) et donc
n—r =sgn(q) (mod 2).

On regarde donc dans quel cas I'existence de ¢, avec les invariants donnés
est assurée par le Lemme

e Sid, = 0 les possibilités sont uniquement sgn(gz) = 0 et sgn(ge) =4
avec n—r =0 (mod 2) donc l'existence est toujours assurée. Ensuite
il existe toujours un plongement gy < ¢o sauf si 2k = n — r et

sgn(qz) # 0.
e 5id, = 1 alors ¢ existe dans les cas suivants:

1ln>r+3;
2 n=r+2etsgn(q) —sgn(qy) Z4 (mod 8);
3n=r-+1etsgn(q) —sgn(qg) = £1 (mod 8);

Ensuite on rappelle que par le Lemme il existe un plongement
gn — @2 si et seulement si:

i sgn(q) —sgn(qg) =0si2k=n—r;
ii sgn(q) —sgn(qy) =+1si2k=n—r—1;
iii sgn(q) —sgn(qu) #4si2k=n—1r—2;

On montre que ) — i) = 1) — 3).

Si k > 2 alors par le critére 2 on an —r > 4 donc 1) est vérifié.
Sik=1alorsn—1r>2, donc:

— soit n —r > 3 et 1) est vérifié;

— soit n —r = 2 donc i) est vérifié, mais i) = 2).

Si k = 0 alors on a aucun plongement qy < go, on doit donc prouver
que dans ce cas on a i) — iii) <= 1) — 3). Le cas (i) ne se vérifie
pas car n — r > 1, donc:

— soit n —r > 3 et 1) est vérifié;

— soit n — r = 2 donc i) est vérifié, mais iii) <= 2);

— soit n —r = 1 donc i) est vérifié, mais i) <= 3).
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Les conditions ¢) —iii) correspondent aux critéres 4—6, donc cela termine
la preuve dans le cas ¢;, = 0.

On considere le cas €, =1 (en particulier on a k& > 1) et on pose
sgn(g1) = 0 (comme ¢, = 1 la signature de ¢; dépende de la décomposition

choisie et si d,, = 0 on peut prendre ¢; = u?§ ). Si le critére 2 est réalisé
onar<net2<n-—r donc:

e 5i y, = 0 on a toujours un plongement ¢; — ¢. Comme 5(1% =0 par
le Lemme il existe aussi un plongement de gy < ¢i-, donc le
plongement gy < ¢ est toujours réalisable.

e Si 0, = 1, dans la premiere partie de la preuve on a vu qu’il existe
un plongement ¢; — ¢ uniquement dans les cas suivants:

1ln>r+3;
2 n=r+2etsgn(q) #4;
3 n=r+1etsgn(q) ==+l

On rappelle que 2 < n — r donc le cas 3) n’est pas réalisable.
Dans le cas 1) la condition 2k < n—r implique que soit k = 1,n—r >
3, soit k > 2 et n —r > 2k, dans les deux cas par le Lemme il
existe toujours un plongement gy < g
Dans le cas 2) on a k = 1 et le plongement qy — ¢ existe si et
seulement si sgn(qi-) = +2. Comme sgn(q) = sgn(q;) + sgn(gi) cela
est équivalent & demander que sgn(q) = sgn(qi) = £2, ce qui revient
au critere 3.

]






Annexe B

Calcul de 'invariant k

Il y a une question, un peu long et technique, qui n’a pas été traitée dans
la Section car nous avons décidé de la traiter plus calmement dans cette
appendice : soit A la matrice associée a 'action de ¢ sur le réseau NS(X)
avec matrice d’intersection M, comment déterminer dans la pratique les

invariants a; et k7
Rappelons que dans la Section nous avons défini Ly :=T,- NT,« =

T NNS(X), Lo~Eg(—2) et Ap,~ (%)al, il s’ensuit donc que:
Ly =ker(A—1d) N NS(X)

Si laction de A est définie sur une base de NS(X) cela correspond a
déterminer les points a coordonnées entieres de ker(A — Id), c’est-a-dire les
solutions entieres du systeme:

X1 0
A-Id)| + [=]: (B.0.1)
T, 0

ou r = rang(NS(X)). Pour effectuer ce calcul on utilise la décomposition
en forme normale de Smith:

A-Id=USV

avec U, V matrices inversibles sur Z et S = (s;;) matrice diagonale.
Il suffit donc de résoudre le systéme:

Yr 0
Comme S est une matrice diagonale, cela peut étre fait simplement en

prenant les éléments de la base qui correspondent a un zéro sur la diagonale
de S et ensuite on applique V! pour obtenir les solutions de (B.0.1)).

205
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On obtient ainsi une base (eq, ..., e,_g) de Li. De la méme fagon on peut
calculer une base (fi,..., fs) de Ly en répétant la procédure sur la matrice
A+ 1d.

Pour la matrice d’intersection de Ly on a:
M1 = BiMBl

ou Bj est la matrice de la base de L;. Comme la signature de L, est (1,7—9)

pour a; on obtient:
det(M;) = (—1)"%2m

Le calcul de k demande quelques passages de plus. On utilisera la for-
mulation donnée dans la Proposition [3.2.8] que nous rappelons ici. Si on
note 4, : Ap, ® A, — Ap, la projection sur le premier facteur, alors:

NS(X)
Ly ® Ly
HNS(X),l = 7T1(HNS(X))
kE = dimFQ(HNS(X)’l)—rang(qHNS(X),l)

Hysx)y =

ot rang (g x,,) indique le rang de la f.f. quadratique obtenue par restric-
tion. On rappelle que:

dimFQ(HNS(X)J) = disz<HNS(X))
ai + a2 — ans(x)
2

oll a; = 8 dans notre cas. Il reste a déterminer rang(Hns(x),1)-
On procede ainsi:

e Soient By = (ey,...,e,_g) et By = (f1,..., fs) les matrices de la
base respectivement de L, et Ly. On pose Bygx) = (B1 | Ba) =
(e1,...,€r_8, f1,.-., [s) la matrice obtenue par I'union des deux et
B;,g( X) la matrice inversée calculée sur Q;

o B;,IS( x) est donc une base de N.S(X) dans les coordonnées (eq, . . ., fs)
, il suffit donc d’extraire les premieres r — 8 lignes pour obtenir une
base de la projection de NS(X) sur Lj. On appelle la matrice obtenue
BNS(X),I ;

e La forme quadratique est donnée par la matrice:

Mysx)a = B§VS(X),1M Bns(x),1

e Ilreste a quotienter par L; pour obtenir la f.f. quadratique de Hyg(x),1-
Comme on est s’intéresse uniquement au rang de la f.f. quadratique,
on peut procéder autrement. Etant donné que L; est un réseau 2-
élémentaires alors 2 - Myg(x),1 est une matrice a coefficients entiers.
La projection sur Fy est une matrice du méme rang que gp,4 .y, ,-
Donc:

rang(qry s x,) = rang <<2MNS(X),1) ® IFQ)
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On reporte enfin I’Algorithme (codé en SAGE) utilisé pour les calculs
dans l'exemple de la sous-section [3.3.3.1] avec invariants r = 18, § = 1,
ans(x) = 4, a1 = 8, k = 2. La méthode implémentée est celle que nous
venons de décrire, avec deux précisions nécessaires:

e La résolution des systemes linéaires sur Z peut étre effectuée auto-
matiquement en SAGE par exemple grace a la commande kernel
contenu dans la librairie sage.matrix.matrix2. Cette commande
utilise a son tour la décomposition en forme normale de Smith.

e On a traité ici les vecteurs comme des matrices colonnes, mais mal-
heureusement le standard en SAGE considere les vecteurs comme
des lignes. Cela entraine une fastidieuse dissymétrie en obligeant a
inverser le sens dans tous les calculs.
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Algorithme B.1 Algorithme en SAGE pour la détermination des invariants
numériques dans I'exemple de la sous-section [3.3.3.1

1 def get_invariants(A,M):

2 #Return the numerical invariants associated to an tinvolution of NS(X)
3 r_NS = M.nrows ()

4 a_NS = log_b(abs(det(M)), 2)

5 I = identity_matrix(r_NS)

6 Bl = (A - I).kernel().matrix()

7 M1 = B1 * M * Bl.transpose()

8 al = log_b(abs(det(M1)), 2)

9 B2 = (A + I).kernel().matrix()

10 M2 = B2 * M * B2.transpose ()

11 B12 = Bl.stack(B2)

12 B_NS = B12.inverse ()

13 B_NS1 = B_NS[range(r_NS), range(r_NS - 8)]
14 M_NS1 = B_NS1 * M1 % B_NS1.transpose()

15 rl = rank(matrix(Integers(2), 2 * M_NS1))
16 dim = (8 + al - a_NS) / 2

17 k = dim - r1

18 return([al, k])

19 #Construct the sublattice of NS(X) generated by fibers and zero section

20 U = Matrix([[0, -11, [-1, 211)

21 M = - block_diagonal_matrix ([U, CartanMatrix([’D’, 6]), CartanMatrix([’D’, 41),
22 CartanMatrix ([’D’, 4]), CartanMatrix([’A’, 1]), CartanMatrix([’A’, 1]1)1)

23 r_NS = M.nrows ()

24 #Define the overlattice NS(X) adding 2-torsion sections

25 P = Matrix([([ &, O, &, O, O, O, O, O, 1, O, O, O, 1, O, O, O, 1, 1 11)

26 Q = Matrix([[ 1, 0, 0, 0, O, O, 1, 0, O, O, 1, O, 0, O, 1, 0, 1, 0 11)

27 M[[16], range(r_NS)] = P

28 M[range(r_NS), [16]] P
29 M[[16], [16]1] = -2
30 M[[17], range(r_NS)]
31 M[range(r_NS), [17]]
32 M[[17], [1711 = -2
33 MI[[1e]l, [17]11] 0

34 M[[17]1, [16]1]1 =0

35 #Calculate invariants of NS(X)

36 a_NS = log_b(abs(det(M)), 2)

37 delta = 1 - int(matrix(Integers(2), M.inverse() * 2).diagonal() == 0)
38 #Define involution matric

39 R = Matrix([([ &, 0, 0, 0, O, O, O, 1, O, O, O, 1, O, O, O, 1, O, O 11)
40 R_dec = R * M.inverse()

41 t_P = Matrix ([

.transpose ()

Q

Q.transpose ()

42 #General fiber and zero section

43 [« o, o, o, o, o, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, O, O, O, O, O 1, #t_P(F) = F

44 [o, o, o, o0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, O, O, O, O, 1, O 1, #t_P(0) = P

45 #Fiber I2x*

46 [+ o0,-1,-2,-2,-2,-1,-1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, O, 0, O, O 1, #t_P(thetal) = thetal
47 ro, o, o, ¢, o, 0, 0, 0, 0, 0, O, O, O, O, O, O, O, O 1, #t_P(theta2) = theta2
48 o, o, o, 0, ¢, 0, 0, 0, 0, O, O, O, O, O, O, O, O, O 1, #t_P(theta3) = thetald
49 o, o, o, o, 0, 1, 0, 0, 0, O, O, O, O, O, O, O, O, O 1, #t_P(theta4) = theta/
50 o, o, o, o, 0,0 0, 0, 1, 0, O, O, O, O, O, O, O, O, O 1, #t_P(thetab5) = thetab
51 o, o, o, o, 0,0 0, 1, 0, 0, O, O, O, O, O, O, O, O, O 1, #t_P(theta6) = thetab
52 #Fiber IO

53 [+ o0, o, 0, 0, 0, 0, 0,-1,-2,-1,-1, 0, 0, O, O, O, O 1, #t_P(thetal) = thetal
54 o, o, o, o, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, O, O, O, O, O, O, O 1, #t_P(theta2) = theta2
55 o, o, o, o, 0, 0, 0, 0, 0, 0, O, 1, O, O, O, O, O, O 1, #t_P(theta3) = theta4
56 o, o, o, o, o0, 0, 0, 0, 0, O, 1, O, O, O, O, O, O, O 1, #t_P(theta4) = theta3
57 #Fiber I0

58 [+« o, o, o, o, 0, 0, 0, 0, 0, O, 0,-1,-2,-1,-1, 0, O 1, #t_P(thetal) = thetal
59 o, o, o, o, 0, 0, 0, 0, 0, 0, O, O, O, 1, O, O, O, O 1, #t_P(theta2) = theta2
60 o, o, o, o, o0, 0, 0, 0, 0, O, O, O, O, O, O, 1, O, O 1, #t_P(theta3) = theta4
61 o, o, o, 0,0 0, 0, 0, 0, 0, O, O, O, O, O, 1, O, O, O 1, #t_P(theta4) = thetad
62 #2-torsion sections

63 ro, s, o, o, o0, 0, 0, 0, 0, 0, O, O, O, O, O, O, O, O 1, #t_P(P) =20

64 R_dec [0] #t_P(Q) = R

65 n

66 #Calculate invariants of involution

67 [ al, k ] = get_invariants(t_P, M)

68 fix = 16 - al - a_NS + 2 * k

69 print("r_NS = %d, delta = %d, a_NS = %d, a_1 = %d, k = %d" %(r_NS, delta, a_NS, al, k))
70 print("Fixed points : %d" %fix)
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