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Quelques conventions d’écriture

Py (E)
Si E est un ensemble, on note P;(E) 'ensemble de ses parties finies.

~
—~

On note f = g pour dire

1
3CeRL, 3NEN, Vn2 N, ZFlg(n)| < [f(n)] < Clg(n)|.

o0

Quand la notation oo est utilisée, elle désigne systématiquement le point a
I'infini du compactifié d’Alexandrov de I'espace considéré. De maniere formelle,
quand nous écrivons lim, ., f(z) = «, nous voulons dire ”pour tout voisinage
V de a, il existe un compact K tel que pour tout x hors de K, f(z) € V7 ; et
si a est lui-méme oo, 'expression ”voisinage de o” désigne le complémentaire
d’un certain compact. Cela implique que si, par exemple, f : K — R est une
application ou K est compact, alors pour tout a € R, on a que lim,_,, f(z) =
a.

il






Résumé en francais

Cette these traite de différents problemes qui s’inscrivent dans le cadre de la
théorie des groupes et des systemes dynamiques, mais s’articulent tous autour des
représentations unitaires.

Si GG est un groupe, il est souvent possible de I’étudier a travers ses représentations,
c’est-a-dire ses morphismes vers GL(E) ou E est un espace vectoriel. Si E est
un R-espace vectoriel de dimension finie, la situation est particulierement com-
mode ; cependant, pour beaucoup de groupes d’intéret, il n'y a pas assez de telles
représentations. Par contre, la classe des représentations unitaires de G (c’est-a-
dire, les morphismes de GG dans le sous-groupe des unitaires d’un espace de Hilbert,
vérifiant une certaine condition de continuité) est beaucoup plus riche. Pour com-
mencer, tout groupe localement compact possede une représentation unitaire fidele,
appelée la représentation réquliere, A\, qui reviendra souvent dans ce texte.

On la construit de cette facon : si G est un groupe localement compact, il possede
alors une (unique a multiplication par une constante pres) mesure de Haar, c¢’est-a-
dire une borélienne réguliere g invariante a gauche non nulle, et il est alors pos-
sible d’associer a G 'espace des (classes de) fonctions & valeurs complexes de carré
intégrable sur G, l'espace de Hilbert L*(G, ug). Chaque élément de G agit alors
sur cet espace par précomposition, et cette transformation est unitaire, car ug est
invariante. Cette représentation est fidele, et renferme de précieuses informations
sur (G; par exemple, pour les groupes compactement engendrés, sa connaissance
permet de décider de la moyennabilité de G, propriété dont une des nombreuses
définitions équivalentes (voir [Pie]) est que pour une (ou toute) mesure de proba-
bilité symétrique sur G a support compact engendrant G, la norme d’opérateur
IAc () |l2—2 est égale a 1. Il est en général tres difficile de calculer ou d’estimer,
pour une mesure g sur G, la norme (subordonnée) |[Ag(u)||a—2, car il existe des
groupes de type fini (munis de la topologie discréte) présentés de maniere tout a fait
explicite dont on ne sait pas s’ils sont moyennables - le plus connu étant probable-
ment le groupe F' de Thompson. Dans cette these, nous estimons, parfois calculons
explicitement ces normes || Ag(p)||2—2 et relions ces estimations a des questions de
dynamique et de probabilités (dans la section qui concerne la discrépance), et a des
questions d’analyse fonctionnelle (dans la section sur la décroissance rapide).

0.1 Discrépance

Le probleme central de la théorie ergodique est celui de savoir, dans le cadre
de I’évolution de I’espace des phases d'un systeme dynamique, si la moyenne dune
quantité le long d’une orbite peut étre utilisée pour estimer la moyenne de cette
quantité sur tout 'espace des phases.

Ce probleme a été formalisé de différentes manieres, qui ont donné lieu aux
définitions d’ergodicité, de mélange, ainsi qu’a leurs multiples variantes. D'un autre
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coté, la discrépance est une information quantitative : elle mesure a quelle vitesse
les moyennes temporelles convergent vers la moyenne spatiale.

Précisément, si I’espace X est muni d’une tribu et d’une mesure de probabi-
lité v, et que la dynamique est encodée dans une action G ~ X d’un groupe G,
représentant le temps, mesurable et préservant la mesure, on congoit la situation
suivante :

— on se donne une mesure y sur GG, qui servira a former des moyennes tempo-
relles ;

— on choisit z € X ;

— on estime [, fdv (la moyenne spatiale) par [, f(g~'x)du(g) (la moyenne
temporelle), ou f est une fonction mesurable sur X ;

— enfin, on mesure la qualité de cette estimation.

Le choix retenu est celui de considérer la moyenne quadratique, pour les x variant
dans X, de la différence des moyennes spatiale et temporelle, puis de prendre le sup
sur toutes les fonctions L? sur (X,v). C’est ce nombre qui s’appelle la discrépance
de p. Précisément :

Définition (Discrépance). Soit (X, T,v) un espace de probabilité, et considérons
une action G ~ X qui préserve v. Soit u une mesure de probabilité sur G. On
appelle discrépance de (i le nombre

:cl—>/Gf(g1x)du—/deV

Dans [LPS86] et [LPS], Lubotzky, Phillips et Sarnak considerent la dynamique
engendrée par certaines rotations d’axes et d’angles bien choisis, sur la sphere de
dimension deux. S’appuyant sur les travaux de Deligne sur les conjectures de Weil,
ils parviennent a calculer précisément la discrépance de la mesure uniforme sur
I’ensemble fini des rotations élémentaires qu’ils considerent et leurs inverses, puis
majorent la discrépance de la mesure uniforme sur I’ensemble des produits d’au plus
(ou d’exactement) n telles rotations élémentaires ou de leurs inverses :

sup
feL?(Xv)
[l fll2=1

2

Théoréme (Lubotzky-Phillips-Sarnak, [LPS86, Theorem 1.3, Theorem 1.5]). Le

sous-groupe I' de SO3(R) engendré par ¥,.1 (qui est symétrique) est libre de rang
ptl
et

2

swp o (= 3 s [ it || =

. 3
I £lle=1 ol S )

De plus, soit E,, la boule ou la sphére de centre e dans I' par rapport a la longueur
des mots définie par ¥,11. 1l existe une constante C > 0 telle que pour tout entier
n?

< Cnp™2,

sup
[ fll2=1

1
T (lEnI > fyz) - S2]‘(y)dV(y)>

YEER 2

Nous trouvons l'asymptotique exacte de la discrépance pour les boules et les
spheres :
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Théoreme (PL-Pittet, Théoreme 3.1.9, p. 61, [PLP18, Theorem 1.2, p. 2]). Soit I'
le sous-groupe libre de rang ’%1 de SO3(R) engendré par la partie symétrique X4 1.
Soient, pour tout n € N, S,, et B, les sphéres et boules dans I' de centre e de rayon
n par rapport a la longueur des mots définie par ¥,1. Alors

1 p—1 —n/2
sup fo2) = | f)dvty)|| = <1+ n)p w2
| fll2=1 ISnlgsjn 52 , p+1
swp || 3 ) — [ Fwav)|| = o) (1 T (1 i i) n) pni2
iflo=1 || 1Bnl S5 52 ) VP
ot c(p,n) = p+p1_—lln'

Pour ce faire, nous utilisons le théoreme suivant (et en donnons une démonstration
courte et élémentaire), déja connu de Shalom, car il est conséquence immédiate
de [Sha, Theorem 4.14, p. 303], énoncé sans démonstration dans cette référence, et
démontré en 2017 par Dudko et Grigorchuk [DG, Proposition 7] :

Théoréme (Minoration générale de la discrépance, 3.1.1, p. 58). On suppose que
G est discret, et que (X,v) est un espace de probabilité sans atome.

Soit v une mesure finie, a support fini sur G. Notons G, le sous-groupe de G
engendré par le support de p. Alors la discrépance de ji est supérieure ou égale a

IAc,. ()]]-

Comme remarqué par Shalom dans 'article précité, cette minoration générale
permet de constater que toute action d’un sous-groupe libre finiment engendré de
SLo(Z) sur le tore de dimension deux a une discrépance minimale, pour la mesure
uniforme sur les générateurs. En outre, la quantité [[Ag, (12)|| est minimale, parmi les
p symétriques dont le support est de cardinal n fixé, quand G, est libre de rang n,
et vaut %’f qui est de I'ordre de Ln Ceci montre donc qu’au sens de la discrépance,
les rotations de Lubotzky-Phillips-Sarnak sont celles “qui mélangent le plus vite”.

On remarque également que si G est un groupe moyennable,; alors la discrépance
de toute mesure de probabilité sur G est 1, ce qui fait des groupes moyennables les
groupes “qui mélangent le moins vite”.

Nous remarquons ensuite que la discrépance a une formulation statistique qui
ne met plus en jeu de dynamique : si Z := (Zy,---,Z,) est un n-uplet de points
aléatoires d’un espace de probabilité (X, ) tel que pour tout i, Z; est de loi v, la
discrépance de Z est, par définition, le nombre

1 n
sup Var —E f(Zi)—/fdy :
FELA(Xv) (” i=1 X

[Fll2=1

et porte alors le nom d’erreur quadratique moyenne dans le pire des cas.

On retrouve immédiatement la discrépance dynamique considérée jusqu’ici, en
choisissant un point aléatoire Zy de loi v et en posant, pour tout ¢, Z; := 7;Zy ou les
v; sont des éléments de I' : la discrépance de Z est alors exactement la discrépance
de la mesure uniforme sur I’ensemble des 7;.



viii RESUME EN FRANCAIS

Si Z est un n-uplet de points indépendants, cette situation porte le nom de
méthode de Monte-Carlo ; tandis que dans le cadre dynamique, les Z; ne sont pas,
a priori, indépendants (puisqu’ils dépendent tous de Zy!).

Il est bien connu que dans le cadre de la méthode de Monte-Carlo, la discrépance
est Ln, de l'ordre de I'asymptotique de la discrépance des rotations de Lubotzky-
Phillips-Sarnak. Nous montrons que dans ce cadre statistique, 1’erreur quadratique
moyenne dans le pire des cas est toujours supérieure ou égale a celle de la méthode
de Monte-Carlo, si I’espace est sans atome. Précisément :

Théoréme (PL, Corollaire 3.1.17, p. 68, [PL19b, Corollary]). Soit (X, u) un es-

pace de probabilité sans atome, n € N*, et Z := (Zy,--+ , Z,) un n-uplet de points
aléatoires sur X tel que pour tout i, Z; est de lov pu que nous ne supposons pas
mdépendants.
On a
1 1
sup Var —Zf(ZZ-) — | fdu] > —.
FELA(X 1) n i X n
lIFll2=1

La question de savoir si le théoréeme de minoration générale de la discrépance reste
vrai, dans le cadre ou le groupe agissant n’est plus forcément discret mais seulement
supposé localement compact, est naturelle. Cependant, si l'on considere ’action
naturelle R — R/Z, alors la discrépance de p := 1p ) est 0, ce qui montre qu'une
généralisation du théoreme de minoration générale de la discrépance aux actions de
groupes localement compacts nécessite forcément des hypotheses supplémentaires.

Il est en fait naturel de supposer, en plus du fait que X soit sans atome, qu’il
existe xg, dans le support de v, tel que pour toute partie compacte K de G, Kxg
soit de v-mesure nulle. En effet, si G est discret, ses parties compactes sont finies, et
I’ensemble fini Kxq est donc de v-mesure nulle dans X, puisque v n’a pas d’atome.
De plus, cette hypothese permet d’exclure le contre-exemple précédent.

Nous démontrons alors le résultat suivant.

Théoréme (PL, Pittet). Soit G un groupe topologique localement compact, ug une
mesure de Haar sur G, \g la représentation réguliere de G. Soit X un espace topolo-
gique, v une mesure de probabilité, borélienne réqulicre sur X sans atomes, G ~ X
une action continue qui préserve v.

On suppose en outre qu’il existe x dans le support de v tel que pour tout compact
K de G, v(Kz) =0 et que Stab(z) est compact.

Alors, pour toute mesure de probabilité p sur G, la discrépance de i est supérieure
ou égale & |Aa(u)].

A titre d’exemple concret, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire. Soit S une surface hyperbolique de volume fini, soit g, : T*S — TS le
flot géodésique, et soit v la mesure de Liouville sur T*S. Alors pour tout T € R%,

‘(:1:—> %/OTf(gt:c)dt—/Tlsfdu>

0.2 Un théoreme ergodique sur le groupe libre

= 1.
2

sup
fELX(T'S,v)
[ Fll2=1

Les phénomenes de convergence de moyennes temporelles vers la moyenne spa-
tiale évoqués dans la section précédente I'ont été dans le cadre d’actions ou la mesure
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de probabilité est préservée. Ils ne sauraient étre généralisés sans subtilités au cas
ou la mesure est seulement quasi-invariante, pour la raison heuristique suivante :
si Z est un point aléatoire sur X de loi v et si G ~ X est une action ou v n’est
supposée que quasi-invariante, et si g € G, alors gZ n’est pas, en général, de loi v
(puisqu’il est de loi g.v!).

Pour remédier & ce probleme, au lieu de faire agir g € G sur les fonctions L? sur
X par

h (z— h(g'z))

qui n’est pas un opérateur unitaire, on le fait agir par
hes (20 clg™2) g '))
ou, pour tout g € G et x € X, on note

dg;ly
clg,z) = ().

Cet opérateur, noté 7(g) est alors unitaire, et 'application g — 7(g) ainsi définie est
une représentation unitaire, appelée représentation de Koopman associée a ’action.

La solution a ce probleme en fait apparaitre un autre : si g € G, alors il n’y a
plus de raison que 7(g) envoie 1x sur elle-méme ; par suite, il n’est pas clair qu’une
combinaison convexe d’opérateurs de la forme 7(g) (pour g € G) reste de norme 1
(alors que c’est le cas quand la mesure est invariante), ce qui est inquiétant si I'on
espere démontrer une convergence vers le projecteur sur les fonctions constantes, qui
lui, est de norme 1.

Ce probleme-ci ne se résout pas, et pour cause : comme nous allons le voir, il
existe une action tres explicite de I, sur un espace de probabilité (X, v) ou v est
quasi-invariante, et ou les moyennes

1
m Z W(W)
n YESh

convergent, en norme, vers 0 (pour tout n € N, 5, désigne I'ensemble des éléments
de F, qui correspondent a des mots réduits de longueur n).

Dans [BM11], Bader et Muchnik contournent ce probléme, dans une situation
tres spécifique, en remplacant les moyennes traditionnelles par des moyennes renor-
malisées  Daide de la fonction de Harish-Chandra, notée Z. Précisément, si OM est
le bord de Gromov du revétement universel d’une variété M, compacte, sans bord,
a courbure sectionnelle strictement négative, qu’il est muni de la mesure naturelle
au bord, si I' est le groupe fondamental de M, que I'action de I" sur OM est déduite
de laction par isométries sur le revétement universel M de M, et si on pose, pour
xo € M fixé, et v € T, L(7) := dy7 (o, v20), on a la convergence en topologie faible
des opérateurs (alors que les théoremes ergodiques en mesure invariante affirment
des convergences en topologie forte des opérateurs) suivante :

1 m(7)
D =i P
15n| 5 E(7) o

ou S, désigne la sphere de rayon n centrée en e € I'. On a méme la convergence des
moyennes pondérées suivante (toujours en topologie faible) :

—LZﬂmﬂ%%MmmM

|Sn|’7€sn —
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ol f est une fonction continue sur le compactifié M UdM et M(f) est Iopérateur
de multiplication par f,y sur L2(9M).

Comme Bader et Muchnik le reconnaissent, le cas qu’ils considéraient est tres
particulier, et demandait & étre généralisé, ce qui fut fait par Boyer dans [Boy16], qui
a remplacé M par un espace X, CAT(-1) (généralisation purement métrique de la
courbure négative), et a considéré les actions d'un groupe I agissant proprement dis-
contintiment, de maniere cocompacte par isométries sur X. Un tel espace a un bord
B qui le compactifie et hérite d’'une mesure quasi-invariante par I’action mesurable
induite par I' sur B. Boyer arrive aux mémes conclusions que Bader et Muchnik,
mais fait appel & un théoréme de Roblin valable pour les espaces CAT(-1), a len-
droit ol ceux-ci font appel a un théoreme de Margulis, qui concerne uniquement
les variétés. Cependant, le théoreme de Roblin a une hypothese supplémentaire :
le spectre des longueurs du quotient X/T" ne doit pas étre arithmétique (ce qui
veut dire que le sous-groupe engendré par les longueurs des géodésiques fermées
doit étre dense dans R), ce qui équivaut, d’apres les travaux de Dal’bo [Dal99], au
mélange du flot géodésique sur X/I"; cette hypothese étant précisément toujours
vraie dans le cas des variétés compactes a courbure sectionnelle négative (Anosov).
C’est pourquoi le théoreme de Boyer, aussi général qu’il soit, laissait de coté un
exemple particulierement simple, qui fait 'objet de D'article [BPL17], et que nous
décrivons maintenant.

Soit I, le groupe libre de rang p engendré par S := {ay,--- ,a,}, et soit X son
graphe de Cayley pour le systeme de générateurs S. C’est un arbre 2p-régulier, et
nous le munissons de la distance qui donne longueur 1 a chaque aréte. C’est un espace
CAT(-1), et F, agit dessus par isométries, de maniere proprement discontinue, et
le quotient est un bouquet de deux cercles de longueur 1, dont le spectre est, tres
justement, arithmétique. Le bord B de X peut-étre identifié a ’ensemble des mots
réduits infinis & droite sur I'alphabet SUS™!. Le théoréme de Roblin ne s’appliquant
pas dans ce cas, nous démontrons le théoreme suivant, qui en est 1’équivalent.

Théoréme (Boyer-PL, Théoreme 2.1.1, p. 49, [BPL17, Theorem I]). On a, dans
C(X x X)*, la convergence faible-x suivante :

1

|Sn‘ Z D’Y?UO ® D’Y_lxo — Moy @ fag,

YESh

ot D, désigne la mesure de Dirac en un point x € X et ou X désigne le compactifié
XUB de X.

Nous utilisons ce théoreme pour obtenir la convergence faible des moyennes
pondérées.

Théoréme (Boyer-PL, Théoréeme 2.1.2, p. 49, [BPL17, Theorem I]). On a, pour
toute f dans C(X), la convergence en topologie faible des opérateurs suivante :

1 m(y
3 eI s w(pA,,
On en déduit le corollaire suivant, déja connu de Figa-Talamanca et Picardello,
[FTP83, Theorem 5.

Corollaire. La représentation de Koopman associée a l'action de F), sur le bord de
son arbre de Cayley est irréductible.
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0.3 Propriété de Howe-Moore relative

Dans l'article [HM79], Howe et Moore ont mis en évidence un phénomene tres
intéressant : des qu'un groupe de Lie simple, non compact, connexe, de centre fini,
agit de maniere ergodique sur un espace de probabilité, 'action est automatique-
ment mélangeante. Cette propriété se formule en fait en termes de décroissance de
coefficients matriciels de certaines représentations unitaires, via la construction de
Koopman que nous détaillons dans la Section 1.2.2.2.

Le beau travail de Ciobotaru, [Ciol7], fournit une démonstration unifiée de la
propriété de Howe-Moore pour tous les exemples connus au moment de la publication
de son article, en mettant en évidence que d’une part, tous les groupes en question
vérifient deux propriétés : ils possedent ce que nous avons appelé une décomposition
de Cartan et vérifient une propriété que nous avons appelée propriété de Mautner ;
et que d’autre part, ces deux propriétés suffisent a conférer au groupe la propriété
de Howe-Moore.

Que se passe-t-il pour les produits? Comme nous le verrons dans la suite, les
produits de groupes possédant la propriété de Howe-Moore ne la vérifient que tres
rarement.

Cependant, le théoreme [BM00, Theorem 1.1, p. 81] montre que certains produits
de groupes de Lie simples vérifient tout de méme une propriété plus faible que la
propriété de Howe-Moore.

Dans cette section, qui reprend le contenu de article [PL19a], nous affaiblissons
la propriété de Mautner afin qu’elle permette un passage aux produits, et que, jointe
a l'existence de décompositions de Cartan, elle implique une version affaiblie de la
propriété de Howe-Moore. Nous généralisons ainsi [BM00, Theorem 1.1, p. 81] en le
retrouvant comme un cas particulier.

Les définitions précises des notions de décomposition de Cartan et propriété de
Mautner se trouvent dans la Section 1.3.1.

Dans [Ciol7], Ciobotaru démontre que les groupes suivants possedent des décompo-
sitions de Cartan (K, AT, K5) telles que (G, A1) possede la propriété de Mautner :

— les groupes algébriques simples isotropes sur un corps non archimédien ;

— les sous-groupes du groupe des automorphismes d’un arbre semi-régulier ! dont
tous les sommets ont une valence strictement supérieure a 2, qui sont topolo-
giquement simples et qui agissent 2-transitivement sur le bord de I'arbre ;

— les groupes de Lie connexes, simples, non-compacts, de centre fini.
Nous démontrons le théoreme suivant.
Théoréme (PL, Théoreme 1.3.11, p. 25, [PL19a, Theorem]). Soit F un ensemble
de sous-groupes de G. Si G a une décomposition de Cartan (K1, AT, Ks) telle que

(G, A") posséde la propriété de Mautner relative a F, alors il a la propriété de
Howe-Moore, relativement a F.

C’est le corollaire suivant qui permet de traiter le cas des produits et généralise
[BM00, Theorem 1.1, p. 81].

Corollaire (PL, Théoreme 1.3.14, p. 26, [PL19a, Corollary 1]). Soient Gy, ...,Gn
des groupes possédant des décompositions de Cartan

(Kl,lv Ai’—a K1,2)7 ceey (Kn,h A:L_7 Kn,2)

1. C’est-a-dire, les arbres dont tous les sommets qui sont a distance paire ont méme valence.
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telles que pour tout i, (G, A]") posséde la propriété de Mautner. Alors G a la pro-
priété de Howe-Moore, relativement a {Gy, - ,Gn}.

On peut alors en tirer les conséquences classiques suivantes, en utilisant la
construction de la représentation de Koopman.

Corollaire (PL, Corollaire 1.3.12, p. 25, [PL19a, Corollary 2]). Soit F un ensemble
de sous-groupes de G. Supposons que G a la propriété de Howe-Moore relativement
a F.

Alors pour toute action de G préservant la mesure sur un espace de probabilité,
si elle est telle que pour tout F' € F, la restriction a F est ergodique, alors elle est
mélangeante.

Corollaire (PL, Corollaire 1.3.16, p. 26, [PL19a, Corollary 3]). Soient G1,--- ,Gx
des groupes possédant des décompositions de Cartan

(Kl,lv Aih K1,2)7 ceey (Kn,h A:7 Kn,Q)

telles que pour tout i, (G;, Al) posséde la propriété de Mautner. Soit G = Gy X

- X Gy, et soit G ~ (X, ) une action sur un espace de probabilité telle que la
restriction de laction a chacun des G; est ergodique. Alors l'action G ~ (X, ) est
mélangeante.

Dans la Section 1.4.4, on utilise ces résultats pour démontrer le Théoreme 1.4.42,
qui donne des résultats de comptage pour les réseaux irréductibles dans les pro-
duits de certains groupes. Ce théoreme s’appuie sur les techniques développées
dans [GN10]. On note f(n) < g(n) pour dire

1
JCERL, ANEN, Va2 N, Zlg(n)| < |f(n)] < Clg(n)].

Théoréme (PL, Théoreme 1.4.42, p. 45). Soit G := G1 x - -+ X G, o4, pour tout i,
G, est un groupe de la liste de Ciobotaru ci-dessus, et soit I' un réseau irréductible
(que nous ne supposons pas cocompact) dans G. Soit L une fonction de longueur
géométrique sur G, et soit, pour tout n € N, B, la boule de rayon n centrée en e.
Il existe d € N* tel que
,UG(Bdn> = |F N Bdnl

Si, de plus, G n’est pas moyennable, il existe d € N* tel que
1 (Can) < [I'N Cypl,
ou, pour toutn € N, Cy,, :={g€ G | dn—1) < L(g) < dn}.

Grace a ce théoreme, on retrouve, par exemple, le théoreme suivant contenu
dans [GN10] (la notation = signifie que chacune des quantités est un grand O de
lautre).

Théoreme. Soit G un groupe de Lie semi-simple, connexe, non compact, de centre
fint, I' est un réseau irréductible de G, et soit L la fonction de longueur sur G induite
par la métrique riemannienne invariante a gauche sur G. Soit pg une mesure de
Haar sur G telle que la mesure associée sur G /T soit de probabilité. Alors on a

et
MG(CS,n) = |F N CS,n|a

ou, pour toutn € N, B, :={g € G| L(g) <n}, Cs,,:={g€ G| 5(n—1) < L(g) <
bn}.
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0.4 Décroissance rapide

Une autre propriété portant sur la norme de la représentation réguliere est la
propriété de décroissance rapide, appelée RD (pour rapid decay). Le cas de Z (expli-
cité dans la Section 4.1.3) est tres éclairant pour saisir les enjeux de cette propriété :
la théorie élémentaire des séries de Fourier établit une correspondance biunivoque
entre l'espace de Hilbert des (classes de) fonctions de carré intégrable sur le cercle
(c'est le coté géométrique) et les suites indexées par les entiers relatifs de carré
sommable (le coté spectral), via les coefficients de Fourier. Cette correspondance
identifie également les polynomes trigonométriques avec les suites a support fini; de
maniere beaucoup plus intéressante, les fonctions lisses avec les suites a décroissance
rapide. Enfin, les fonctions continues correspondent a la fermeture de ’espace des
suites a support fini pour la norme des opérateurs de convolution (plus précisément,
les Az(n) pour n € Z). Autrement dit, les trois propriétés du coté géométrique, lis-
sité-continuité-L?, ont un équivalent spectral. Si 'on remplace Z par un groupe G,
disons, discret, I’algebre de G, C[G], qui joue le rdle des polynomes trigonométriques
sur le cercle, n’est plus commutative, en général. Par conséquent, elle ne s’identifie a
aucune algebre de fonctions sur un espace topologique qui jouerait le role du cercle
(puisqu’une telle algebre est toujours commutative!), et il n’y a donc, pour ainsi dire,
aucun coté géométrique dans cette situation. Qu’a cela ne tienne, il suffit de suivre
la philosophie non-commutative d’Alain Connes et de jouer la partie uniquement du
coté spectral, a la facon d’un vampire qui, comme on le sait, n’a pas de reflet dans
un miroir, mais le créerait par la force de son imagination. La question géométrique
dépourvue de sens “est-ce que, sur cet espace topologique qui n’existe pas, l'espace
des fonctions lisses se plonge naturellement dans ’espace des fonctions continues ?”
trouve alors un sens spectral : “est-ce que l’espace des suites a décroissance rapide
sur GG se plonge naturellement dans la complétion de 1’algebre de G, pour la norme
des opérateurs de convolution ?”.

L’étude de la propriété RD a commencé avec 'article de Haagerup [Haa79], et a
été poursuivie de maniere systématique par Jolissaint dans [Jol90]. Elle a des appli-
cations a la théorie des marches aléatoires sur les groupes infinis [Val97], [CPSCO0T7],
a la théorie des représentations et des systemes dynamiques [BM17]. C’est enfin Laf-
forgue, dans [Laf00], qui en fait un usage fructueux dans le cadre de la conjecture
de Baum-Connes, devenue centrale en K-théorie.

Si la situation est bien connue pour les groupes de Lie (un groupe de Lie connexe
a RD si et seulement si son revétement universel est produit d’un groupe de Lie semi-
simple avec un groupe a croissance polynomiale, voir [CPSCO07]), elle I’est beaucoup
moins pour les réseaux cocompacts de tels groupes; le probleme de savoir si la pro-
priété RD est héritée par les réseaux cocompacts en rang supérieur ou égal a 2 (la
situation est connue en rang 1, ou tous les réseaux ont RD) constitue la conjec-
ture de Valette (voir [Val02]), encore ouverte a ce jour. En rang supérieur ou égal
a 2, il est connu que les réseaux non cocompacts n’ont pas RD, car ils contiennent
tous des sous-groupes moyennables a croissance exponentielle - un des seuls obs-
tacles a RD actuellement identifiés. Afin de progresser vers la résolution de cette
conjecture, Valette a proposé une propriété de décroissance rapide en apparence
plus faible, la propriété de décroissance rapide radiale (RRD), qui entraine encore
certaines conséquences de la propriété RD. Notons qu’une étape de la démonstration
de [CPSCO7] pour les groupes de Lie connexes, non compacts, semi-simples et de
centre fini, est de se ramener a des fonctions radiales. Perrone, dans [Per(09], parvint
a démontrer que les réseaux cocompacts de tels groupes ont toujours RRD pour
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certaines fonctions de longueur, mais le probleme de savoir s’ils avaient RD resta
ouvert. Chatterji demanda alors, dans [Chal7], s’il existe des groupes ayant RD,
mais pas RRD.

Dans ce contexte, nous démontrons deux théoremes nouveaux, dont les énoncés
précis seront bientot prépubliés.

Le premier est une réponse positive a la question de Chatterji.

Théoréme (Boyer-PL-Pittet, 4.2.3, p. 91). Soit q est une puissance d’un nombre
premier. On pose A :=F,[X, X | Uanneau des polynomes de Laurent. Alors SLy(A),
muni d’une fonction de longueur naturelle quasi-isométrique a une longueur des
mots, a RRD, mais pas RD.

Le deuxieme est un renforcement du théoréme de Perrone.

Théoréme (Boyer-PL-Pittet, 4.3.4, p. 100). Soit I un réseau de G, groupe loca-
lement compact, et L est une fonction de longueur qui vérifie des hypotheses de
comptage, d’isopérimétrie, et de géométrie bornée.

St G a RRD pour L, alors I' I’a aussi, pour la restriction de L.

En particulier, si G est un groupe de Lie semi-simple, connexe, non-compact, de
centre fini et de rang supérieur ou égal a 2, alors tout réseau I' de G (cocompact
ou non) a RRD, pour une certaine fonction de longueur quasi-isométrique a la
restriction de la métrique riemannienne.

Ce théoreme ne regle pas exactement la question de savoir si de tels réseaux
ont RRD pour la restriction de la métrique riemannienne ou pour une longueur des
mots, car la propriété RRD n’est pas préservée par modification de la fonction de
longueur ; cependant, il semble mettre en évidence que la difficulté de résoudre la
conjecture de Valette reste entiere, et réduit de beaucoup l'espoir d’apprivoiser la
propriété RD par les fonctions radiales.



Chapitre 1

Koopman, Howe-Moore et
Harish-Chandra

Résumé. Dans ce chapitre, nous définissons d’abord beaucoup de notions trés géné-
rales et classiques de la théorie des actions de groupes sur des espaces mesurés (in-
variance, quasi-invariance, fonction de Harish-Chandra), de la théorie des représen-
tations unitaires (représentation de Koopman) et de théorie ergodique (ergodicité,
mélange), et nous mentionnons les liens entre ces notions. Nous développons des
exemples de mélange, et proposons une section sur la propriété de Howe-Moore, qui
reprend les résultats contenus dans [PL19aj, ot nous généralisons cette propriété
pour pouvoir traiter le cas de produits. Nous discutons des questions de croissance
et de comptage, car le traitement que nous en faisons s’appuie sur la théorie ergo-
dique. Nous finissons par établir des estimations de la fonction de Harish-Chandra
pour certaines actions et faire le lien avec la norme de certains opérateurs de la
représentation réquliere qui seront étudiés dans les différents chapitres qui suivent.

1.1 Actions de groupes sur des espaces mesurés

Les actions de groupes sur des espaces mesurés sont un des principaux objets
d’étude de cette these. Les actions considérées ont toutes la propriété de préserver,
d’une certaine facon, une mesure. Nous définissons différentes notions d’invariance
qui apparaitront dans ce travail, puis donnons les exemples importants des mesures
de Haar et des mesures sur les espaces homogenes.

1.1.1 Invariance, quasi-invariance

Notation 1.1.1 (Mesure image). Soient (X, Tx) et (Y,Ty) deux espaces mesurés,
soit p une mesure sur (X,T) et f : X — Y une application mesurable. Alors la
formule

AeTy — pu(f'(4))

définit une mesure sur (Y,Ty) que l'on note f.u et que l'on appelle la mesure
tmage de p par f. On a la formule, valable pour toute h :' Y — R mesurable,

/Yhdf*,u:/Xhofdu.
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Notation 1.1.2 (Mesures a densité). Soit (X,T) un espace mesurable, pu,v deux
mesures sur (X,T) et h: X — Ry mesurable. On note

d
w=nhv ou du = hdv ouH —p
dv

pour dire
VAET, u(A)= / B,
A
On dit alors que h est la densité de p par rapport a v, ou que h est la dérivée de
Radon-Nikodym de 1 par rapport a v. Nous mettons en garde contre la confusion
possible entre les notations pour les mesures a densité et les mesures images qui ne
se distinguent que par une étoile.

Définition 1.1.3 (Absolue continuité des mesures, équivalence). Soit (X,7T) un
espace mesurable, 1 et v deux mesures sur (X,T). On dit que p est absolument
continue par rapport a v si

VAT, v(A)=0= u(A) =0,

et on note alors p <K v.
Les mesures p et v sont dites équivalentes si u < v et v < p. On note alors
[~ .

Théoreme 1.1.4 (Radon-Nikodym). Soit (X, T) un espace mesurable, p et v deux
mesures o-finies sur (X,T). Si pu est absolument continue par rapport a v, il existe
une unique (a v-mesure nulle prés) fonction mesurable h : X — Ry telle que

dy = hdv.

Remarque 1.1.5. Si p et v sont équivalentes, alors £ est presque partout non

dv
nulle et )
dv _ ()"
dp  \dv ‘

Soit G un groupe topologique.

Définition 1.1.6 (Action mesurable, action continue). On dit qu’une action G ~ X
est mesurable si [’application
GxX—=X

qui la définit est mesurable (on munit G de la tribu de ses boréliens, et G x X de la
tribu produit).
Soit X un espace topologique. Une action G ~ X est dite continue si ['appli-
cation
GxX—-X

qui la définit est continue.
Toutes les actions considérées dans ce texte sont supposées mesurables.

Remarque 1.1.7. Si X et G sont a base dénombrable, alors toute action G ~ X
qui est continue est aussi mesurable, si on munit X de la tribu de ses boréliens. En
effet, Uapplication

GxX—=X

est alors mesurable pour la tribu des boréliens de G x X, qui est également la tribu
produit des tribus boréliennes de G et de X (voir Théoréme A.3.4).
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Définition 1.1.8 (Mesure invariante, multiplicativement invariante, quasi-inva-
riante). Soit (X, T,v) un espace mesuré, et soit G ~ X une action mesurable.
On dit que l’action préserve la mesure si

Vge G, gw=v.

On dit ausst que v est tnvariante par ['action.
Sl existe A : G — R telle que

Vge G, gw=A(g),

on dit que v est multiplicativement invariante.
Si
Vge G, gww~uv,

on dit que v est quasi-itnvariante.

Remarque 1.1.9. Si une mesure est invariante, elle est multiplicativement inva-
riante. Si une mesure est multiplicativement invariante, elle est quasi-invariante.

Remarque 1.1.10. Si une mesure est multiplicativement invariante, la fonction A
est unique et est un morphisme de groupes.

Notation 1.1.11. Sous les conditions d’applications du théoreme de Radon-Nikodym,

on note do-1
Gy
culg,) = ——

sans faire référence a l’action qui est sous-entendue par le contexte. Cette fonction
s’appelle le cocycle de Radon-Nikodym et son nom est justifié par la remarque
sutvante.

Remarque 1.1.12. La fonction c vérifie la relation de cocycle :
Vg, h € G, Vx € X, c(gh,z) = c(g, hz)c(h, ).

Exemple 1.1.13. Soit M une variété orientable, soit Vol une forme volume, et soit

i la mesure associée a Vol. On considére un groupe a un parametre de difféomorphismes
de M qui préservent [orientation, c’est-a-dire une famille (¢;)ier de difféomorphismes
de M qui préservent ['orientation tels que

Vs,t € R, o(s+1t) = ¢(s)oo(t).

Alors, on a

VteR, Yz e M, det(T,¢,) Vol = ¢} Vol

et donc

—1
VteR, Vo e M, det(T,¢,) = W(x),

et p est quasi-invariante. La relation de cocycle

det (T;:¢14) = det (T¢s(x)¢t) det (T505)

se retrouve avec la regle de dérivation en chaine

Tr¢t+s = Td)s(;r)(bt o Tx¢s

et la multiplicativité du déterminant.
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Dans la suite, nous serons amenés a estimer la fonction suivante.

Définition 1.1.14 (Fonction de Harish-Chandra associée a une action). Soit G ~
(X, v) une action ou v est quasi-invariante. On définit, pour tout g € G,

W= [ )

La fin de ce chapitre est dédiée a I’étude d'une action avec une mesure quasi-
invariante, et on y calcule explicitement la fonction de Harish-Chandra.

[SIE

[1]

du.

1.1.2 Mesures de Haar

Soit G un groupe localement compact.

Définition 1.1.15 (Mesure de Haar). Une mesure o de Borel réguliere sur (G, B(G))
est dite mesure de Haar a gauche si

Vg € G,VA € B(G), w(gA) = n(A).
On définit similairement les mesures de Haar a droite en remplagcant gA par Ag.

Exemple 1.1.16. Sur R", la mesure de Lebesque est une mesure de Haar a gauche
et a droite.

Exemple 1.1.17. Si G est discret, la mesure de comptage est une mesure de Haar
a gauche et a droite.

Remarque 1.1.18. Soit i : G — G lapplication inverse. Alors si ji est une mesure
de Haar a gauche (resp. a droite) sur G, alors i.u est une mesure de Haar a droite
(resp. a gauche).

Remarque 1.1.19. Soit u une mesure de Haar a gauche sur G, et soit g € G.
Posons, pour tout A borélien de G, v(A) := u(Ag). Alors v est une mesure de Haar
a gauche.

Théoreme 1.1.20. [ existe une mesure de Haar a gauche sur G. Deux mesures de
Haar a gauche sur G sont égales a une constante multiplicative pres.

Corollaire 1.1.21. Pour tout g € G, il existe un unique Ag(g) € R tel que pour
tout borélien A de G, u(Ag) = Ac(g)u(A). La fonction g — Ag(g) est appelée
fonction modulaire de G. C’est un morphisme continu.

Définition 1.1.22 (Groupe unimodulaire). Le groupe localement compact G est dit
unimodulaire si Ag = 1, ou, de maniére équivalente, si toute mesure de Haar a
gauche est une mesure de Haar a droite.

Exemple 1.1.23. Les groupes localement compacts abéliens, les groupes compacts,
les groupes discrets sont unimodulaires.
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1.1.3 Mesures sur des espaces homogenes

Soit G' un groupe localement compact, soit ug une mesure de Haar sur G, et
soit H un sous-groupe fermé de G. Alors H est localement compact aussi. Soit py
une mesure de Haar sur H. L'espace G/H est alors (séparé) localement compact
et on dit que c¢’est un espace homogene. On s’intéresse a ses mesures boréliennes
régulieres, et le but de cette section est de démontrer qu’il y a beaucoup de mesures
quasi-invariantes pour l'action G ~ G/H, et de les classifier.

Définition 1.1.24 (Rho-fonction). Une fonction continue p : G — R est dite
rho-fonction pour le couple (G, H) si

An(h)

Vge G, Vhe H, pgh)= AG(h)P(Q)-

On note C,(G, H) l'ensemble des rho-fonctions pour le coupe (G, H).

Le théoréeme suivant est la réunion de [BALHVO08, Lemma B.1.2, p. 325] et
[BALHV0S8, Lemma B.1.3, p. 325].

Théoréme 1.1.25. Soit p une rho-fonction pour le couple (G, H). Posons
Ty : C(G) — C.(G/H)

poos (ot [ gt dunn).

et
I,:C.

(G) - R
f = /G f(9)p(g) duc(g)-

On a que Ty est surjective, et il existe une unique application I : C.(G/H) — R
telle que le diagramme ci-dessous commute.

Ce(G)
Cj(HGi/Fh R

Une telle application I est alors nécessairement une forme linéaire positive sur
C.(G/H). Soit p, la mesure borélienne réguliere sur G/H associée. Alors p, est
quasi-invariante et les dérivées de Radon-Nikodym vérifient

dg.p p(gz)
Vge G, Vx € G, P(zH) = )
any =)

Le théoreme suivant est [BALHV08, Theorem B.1.4, p. 328].

Théoréme 1.1.26 (Classification des mesures quasi-invariantes sur G/H).
1. C,(G, H) n’est jamais vide.
2. L’application

C,(G,H) — {p| p mesure borélienne réguliere quasi-invariante sur G /H }
p = Hp

est surjective.
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3. Sip1,p2 € C)(G,H), alors pu,, et 1, sont équivalentes, et on a

dpep, P1

i, p2

Corollaire 1.1.27. Si H est un sous-groupe discret de G et que G/H a une mesure
mwvariante p qui est finie, alors G est unimodulaire, 1 est une rho-fonction pour le
couple (G, H) et

p=u(G/H)p.

La situation considérée dans le corollaire précédent est suffisamment intéressante
pour qu’on lui donne un nom.

Définition 1.1.28 (Réseau). Un sous-groupe discret H de G est appelé réseau si
G/H a une mesure invariante finie.

Exemple 1.1.29. 1. Z est un réseau de R, et, plus généralement, tout sous-
groupe discret de R"™ de rang n (en tant que groupe abélien libre) est un réseau.

2. Un célebre théoreme de Siegel, Borel et Harish-Chandra affirme que si G sous-
groupe fermé de SL, (R), connexe, et qui est la composante neutre de [’ensemble
des zéros d’une famille de polynomes a coefficients dans Q, alors Gz := G N
SL.(Z) est un réseau de G. Le premier ezemple de la situation précédente
est celui ot G := SL,(R) : SL,(Z) est un réseau de SL,(R). A ce sujet,
voir [WM15, Major Theorem 5.1.11, p. 85].

3. Le théoréeme d’arithméticité de Margulis est une sorte de réciproque a ce
théoreme.

1.1.4 Bord des espaces CAT(-1) et mesures

Dans cette these, mes principaux exemples d’actions avec une mesure quasi-
invariante, mais pas invariante, proviennent de la théorie des bords des espaces
CAT(-1). Nous rappelons comment ces mesures sont construites.

1.1.4.1 Espaces CAT(-1)

Cette section reprend des passages de [PL15]. Nous ne donnons pas les démonstrations ;
se référer a 'ouvrage de référence [BH99]. Soit (X, d) un espace métrique.

Définition 1.1.30. On appelle segment (resp. rayon, arc) géodésique toute
courbe c: I — X (I =1[0,T] (resp. [0,+00[, | — 00, +00[) qui est une isométrie.

On appelle espace géodésique un espace métrique dans lequel chaque paire de
points peut étre reliée par un segment géodésique (pas forcément unique).

Définition 1.1.31. On appelle triangle géodésique la donnée de trois points
x,y,z et de trois segments géodésiques [x,y], [y, 2], [z, z].

Soit H I'espace hyperbolique réel de dimension deux, sous la forme du demi-plan
de Poincaré.

Théoréme-Définition 1.1.32. Soit A = [z, y|U[y, z]U[z, z] un triangle géodésique
dans X . Il existe un unique (a isométrie prés) triangle géodésique A = [T, y|U [y, Z]U
[Z,Z] dans H, tel que d(x,y) = du(Z,7), d(y, z) = du(y,Z) et d(z,x) = dg(Z,T). On
note = : A — A qui, restreinte d chaque coté du triangle, est lisométrie naturelle.

Ce triangle A est appelé triangle de comparaison de A.
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FI1GURE 1.1 — Un triangle et son triangle de comparaison dans H

Définition 1.1.33 (Espaces CAT(-1)). Soit X un espace métrique géodésique, et
A un triangle géodésique de X . Alors on dit que A satisfait a la condition CAT(-1)
si pour tous s,t € A, d(s,t) < dy(s,t).

Si tout triangle géodésique satisfait CAT(-1), on dit que X est un espace métrique
CAT(-1). Si tout point de X posséde un voisinage CAT(-1), on dit que X est a
courbure inférieure ou égale a —1.

Théoreme 1.1.34. 57 X est géodésique, simplement connexe, et a courbure inférieure
ou égale a —1, alors X est CAT(-1).

Proposition 1.1.35. Un espace métriqgue CAT(-1) est uniquement géodésique,
ce qui veut dire qu’entre deux points, il n’existe qu’un unique segment géodésique.

Proposition 1.1.36. L’espace hyperbolique H lui-méme, les variétés riemanniennes
simplement connexes a courbure sectionnelle < —1 et les arbres sont des espaces
métriques CAT(-1).

1.1.4.2 Bord a l’infini, fonctions de Busemann et produit de Gromov

Pour cette section, on se réfere a [BH99] et [Bou95]. Soit X un espace métrique
CAT(—1), et supposons-le propre. Nous allons le compactifier. On pose

R :={c:[0,+00[— X | ¢ est un rayon géodésique} .

Définition 1.1.37 (Rayons asymptotes). On définit, sur R, la relation suivante :
c~ c s’il existe K > 0 tel que d(c(t),c(t)) < K pour tout t € [0, +o0o[. On dit
alors que ¢ et ¢ sont asymptotes.

Remarque 1.1.38. C’est bien sir une relation d’équivalence. On note c¢(+00) la
classe d’équivalence d’un rayon géodésique c.

Exemple 1.1.39. Deuz rayons géodésique du plan hyperbolique, dans le modéle du
disque, sont deuz arcs de cercles coupant perpendiculairement le cercle ”a l'infini”
en un meéme point.
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FIGURE 1.2 — Sept géodésiques asymptotes

Définition 1.1.40 (Bord d'un espace CAT(-1)). On appelle bord de X, et on note
90X, le quotient R/ ~.
On pose X .= X U0OX.

Remarque 1.1.41. On peut aussi définir la relation analogue pour les rayons
géodésiques ¢ :| — 00,0] — X et considérer dans ce cas c¢(—o0) le point du bord
correspondant.

Sic: [0,T] = X est un segment géodésique, on le prolonge a [0, +oo[ par
(T + s) = ¢(T') pour tout s > 0.

Pour tout € X, on note R(z) 'ensemble de tous les tels prolongements de seg-
ments géodésiques c tels que ¢(0) = z. On pose c¢(+00) := ¢(T). On note également

OR(z) :=={ce R | c(0) =z}.

Ce sont tous deux des sous-espaces de C([0,+oo[, X), que 'on munit de la to-

pologie compacte-ouverte. On note leur réunion R(z).

Théoreme 1.1.42. Pour tout x € X, 'application

¢ i R(x) — X
¢ = c(+o00)

est une bijection (qui envoie R(x) sur X et OR(z) sur 0X ).
Soit € X. Munissons X de la topologie qui fait de ¢, un homéomorphisme.

Théoréme 1.1.43. Cette topologie ne dépend pas du point x, fait de X un espace
compact (séparé), et pour cette topologie, X est un ouvert dense.

Remarque 1.1.44. On peut donc dire que X est une compactification de X .

Si g est une isométrie, et si ¢ est un rayon géodésique dans X, alors goc en est un
aussi. La correspondance ¢ — goc définit donc une application de R dans lui-méme.
De plus, les images de deux rayons asymptotes le sont encore. Autrement dit, cette
application passe au quotient et définit une application de X dans lui-méme, qui
prolonge g.

Théoréeme 1.1.45. Si g : X — X est une isométrie, alors g : X — X est un
homéomorphisme.

Théoréme 1.1.46. Six € X et £ € 0X, il existe un unique rayon géodésique dans
X c tel que ¢(0) =z et ¢(+00) =& (on le note [x€]).

Si &1,& € 0X, il existe un unique arc géodésique c tel que c(—o0) = & et
c(4+00) =& (on le note |£:£5]).
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1.1.4.3 Distances et mesures sur le bord

Nous définissons les cocycles de Busemann, puis les produits de Gromov, afin de
définir des distances sur le bord. Enfin, a partir de celles-ci, on définit une famille
de mesures intéressante. Nous ferons référence a la section de 'annexe qui concerne
les mesures de Hausdorff.

Théoréme-Définition 1.1.47 (Cocyle de Busemann). Soit £ € 90X, ¢ € R(x) tel
que c(+00) =&, et soient x,y € X.
Alors la quantité

d(z, c(t)) — d(y, c(t))
converge, pour t — +o0o. La limite ne dépend que de &, et est notée Be(z,y). On
l’appelle le cocycle de Busemann, ou encore distance horosphérique de x a

y par rapport a &.

Remarque 1.1.48. De facon intuitive, si £ € 0X et x,y € X, Be(x,y) est lécart
algébrique l’on voit entre x et y quand on se place depuis .

Proposition 1.1.49. On a, pour tous x,y € X et £ € 0X,

Bf(x7y> = —Bg(y,l‘)

et
Be(z,y) + Be(y, 2) = Be(x, 2).

Théoréme-Définition 1.1.50 (Produit de Gromov de deux points du bord). Soient
£, € 0X, x € X et p €]&,&[. Alors la quantité

5 (Bo(2.0) + Bey(r.p)

ne dépend pas du point p. On l'appelle produit de Gromov de & et & relativement
a x, et on le note (§11&2),.-

Proposition 1.1.51. Siz € X, £,& € 0X et g est une isométrie de X, alors on
a

(9€11982)g(z) = (&1162)2-

On définit la distance a partir du produit de Gromov.

Théoréme-Définition 1.1.52 (Distance au bord vue d’un point). Soient x € X.
Pour tous &1,& € 0X, posons

dw(&,&) _ { e—(61lé2), ¢ & #£ &

0 SInon.

Alors d, est une distance sur 0X, qui induit sa topologie. On l’appelle la dis-
tance vue de .

Démonstration. [Bou95, Thm 2.5.1, p. 85]. ]
Théoreme 1.1.53. On a, pour tous x,y € X, &,& € 0X, que

d, (€1, &) = dy(&y, &) e2 (P Gn)+Be @),

En particulier, 1dpx : (X,d,) — (X,d,) est continiment conforme® de facteur
conforme

1. Voir A 4.5.
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Définition 1.1.54 (Mesures au bord). Soit + € X. On note §, la dimension de
Hausdorff de (0X,d,), et on note u, la mesure de Hausdorff 0,-dimensionnelle.

En fait, toutes ces mesures se ressemblent beaucoup, comme le montre ce théoreme.

Théoreme 1.1.55. On suppose que 0X n’a pas de points isolés. Soient x,y € X.
Alors 6, = 0y, iy €t p, sont équivalentes, et la dérivée de Radon-Nikodym vérifie

dp
v, 0. ¢ Y — IBe(zy)

Démonstration. On fixe x € X et on suppose que p,(0X) € R%. D’apres le Corol-
laire A.4.11, x — §, est constante; on note d cette valeur. De plus, soient z,y € X.
Toujours d’apres le Corollaire A.4.11, on a

dp
VE € 0X, L(E) = eBele),
O

1.1.4.4 Quasi-invariance des mesures au bord sous ’action des isométries

Proposition 1.1.56. Soit G le groupe des isométries de X. Alors la famille (pz)zex
de mesures est G-équivariante, c’est-a-dire que

Vge GVr € X, Gufla = Hg(a)-
Démonstration. Soit g une isométrie de X, et x € X. Comme
g: <X7 d:t) — (X7 dg(a:))
est une isométrie et que les isométries envoient mesures de Hausdorff sur mesures

de Hausdorf, on a g.pt, = fig(z)- m

Le théoreme suivant montre que pour l'action du groupe des isométries d’un
espace CAT(-1) sur son bord, chacune des mesures p, est quasi-invariante, et on
peut identifier le cocycle de Radon-Nikodym en termes des objets géométriques que
I'on a défini dans cette section.

Théoreme 1.1.57. Soit G le groupe des isométries de X, et considérons l’action
(mesurable, car continue) que l'on en déduit de G sur 0X. Soit x € X, et considérons
la mesure p, sur 0X. Alors u, est quasi-invariante, et le cocycle de Radon-Nikodym
vérifie, pour tout g € G,

VEE DX, (g §) =Pl

Démonstration. Soit g € G, et x € X. D’apres la Proposition 1.1.56, on a g,u, =
Hg(x), €t d’apres le Théoreme 1.1.55, on a

VE € 0X, M(Q = Be(@9(2))
dpty
et on en déduit la formule
dgspta B
N/ — 9Be(z.9(2))
Autrement dit, si on considere ’action du groupe des isométries de X sur 0.X, alors,

pour tout x € X, pu, est quasi-invariante pour l'action, et le cocycle de Radon-
Nikodym vérifie, pour toute isométrie g de X,

VE € 0X,  cu(g,€) = Pelra @),
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FIGURE 1.3 — Une vue d’artiste de I’arbre 4-régulier.

1.1.4.5 Un exemple d’espace CAT(-1) et son bord : les arbres réguliers

Soit T un arbre d-régulier, avec d > 3. On munit sa réalisation géométrique de
la distance dr qui donne longueur 1 a chaque aréte. C’est un espace CAT(-1), dans
lequel deux rayons géodésiques cy, co sont asymptotes si et seulement si

Htl,tg €R+, vt€R+, Cl(t1+t) :Cg(t2+t).

Fixons un sommet zo € T, et soient ¢;,co deux rayons géodésiques différents
partant de x, et soient &1, & € JT les points du bord correspondants. Alors

(€11€2)2e = max{n € N | e1(n) = ca(n)}.

Autrement dit, les deux rayons se confondent pendant un moment, puis s’écartent
pour partir a 'infini; le produit de Gromov est le temps qu’ils passent ensemble.
On en déduit que d,, est un espace ultramétrique, ce qui implique en particulier la
propriété insolite que tout point de toute boule en est un centre.

Siy e T\ {zo}, on note IC,, 'ensemble

{£€dT | y € [z, [}

Alors (0Cy)yer\ {0} forme une base d’ouverts fermés de 0T qui est donc un com-
pact totalement discontinu (il est en fait homéomorphe a 'espace de Cantor). De
plus, toute boule de rayon e™™ dans JT est de la forme dC, pour un certain y € T
tel que dr(xo,y) = n; il y a, en outre, d(d — 1)"! tels y.

Nous identifions maintenant la dimension de Hausdorff de (0T, d,,) et la mesure
de Hausdorff associée.

Théoréme 1.1.58. La dimension de Hausdorff de (OT,d,,) est In(d—1). La mesure
Uy VETifie, pour tout y € T\ {xo},

1
:u’:vo (aCy> = 3d(1707y)

et

pag (OT) = ——.
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F1GURE 1.4 — En rouge, un rayon géodésique partant de z.

Démonstration. Démontrons seulement que la dimension de Hausdorff de dT est
In(d — 1). Notons ¢ a la place de Ho?,
Pour tout n € N, on a
J ac,=or
dr(z0,y)=n
ceci étant un e-recouvrement de 9T si e™" < e.
Soit € > 0 et n € N tel que e™ < . On voit que

Iulsn(d—l) < Z (e_n)ln(dfl)

yeT
dr(z0,y)=n

— d(d— 1)

d—1
Ceci démontre que ,ulgn(d_l) (0X) est finie et bornée par d%p donc que p™@D(9X)
est finie, et donc que la dimension de Hausdorff de 0X est inférieure ou égale a
In(d —1).
Soit maintenant § < d — 1. Soit € > 0. Notons n := [—Ine€]. On a

pre@T) = Y (damaC,)™?

yeT
dr(zo0,y)=n

_ Z (e—n>ln5
yeT
dr(zo,y)=n

1
- d(d - 1)n_15_n

d d—1 [—Ine€]
T od-1 (T) '
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Ainsi p8(0X) — oo et donc p(0X) = oo, ce qui assure que la dimension de
Hausdorff de 90X est supérieure a Iné.
Et donc, la dimension de Hausdorff de OT est In(d — 1). O

1.1.4.6 Estimations pour la fonction de Harish-Chandra

Normalisons i, de sorte qu’elle donne mesure 1 a 97, et notons encore (i, cette
mesure.

Nous allons calculer précisément le cocycle de Radon-Nikodym et la fonction de
Harish-Chandra pour cette action. Pour rappel, pour une isométrie g, et £ € OT,
on note ¢(g, &) = (d — 1)Belos™" @) o Z(g) := Jor ¢(g,€)? djug,. Nous utiliserons,
temporairement, la notation suivante.

Notation 1.1.59. Soity € T\ {zo} et n € N. On pose
Sny =1{z € Ty | dr(xo, 2) =n, diamy([zg, 2] N [zo,y]) = diamy([xe, 2]) — 1}.

Le lemme suivant met en évidence une partition de dT qui va rendre les calculs
faciles.

Lemme 1.1.60. Soit y € T\ {zo}. Posons n := dr(xo,y). On a

8']1‘:80y|_||i| | | oc.

=1 ZESfL',y
De plus, on a
|S1y] =d—1
et, pour tout i € {2,--- ,n},
‘S’i,yl — d - 2

Démonstration. Démontrons que la partition annoncée en est bien une. Les en-
sembles en question sont clairement disjoints; il ne reste qu’a démontrer que leur
union est 97". Soit £ € T, et ¢ : R, — T le rayon géodésique joignant xy a £. Soit

ji=max{j € Ry | c(j) € [xo,y]}.

Alors z :=c¢(j + 1) € Sj414 et £ € 0C..

Ensuite, parmi les voisins de g, il n’y en a qu'un seul qui n’est pas dans S,
(c’est celui qui est entre zg et y). Ceci démontre que |S;,| =d — 1.

Enfin, si on note u le point de [z, y] qui est & distance i — 1 de x, alors parmi ses
d voisins, tous sont dans S; ,, sauf ses deux voisins qui sont, eux aussi, sur [zo,y]. O

Lemme 1.1.61 (Calcul du cocycle de Busemann). Soit y € T \ {zo}. Posons n :=
dr(xo,y). On a les propriétés suivantes.

1. On a, pour tout i dans {1, ...,n}, pour tout z dans S, ,,
VE € 0C,, Be(vo,y) =2(i—1)—n.

2. On a
V¢ € 0Cy, Be(zo,y) =n.
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Démonstration. 1. Soit i € {1,--- ,n}, z € S;, et £ € 0C,. Soit u le point de
[0, y] qui est a distance 1 de z. Alors on a

Be(zo,y) = dr(zo,u) —dr(y,u)
= i—1— (dr(zo,y) — dr(xo,u))
— 2i-1)-

2. Soit £ € 9C,,. Alors
Bf(x(hy) = d(107y) =n.

Ce lemme permet de calculer immédiatement le cocycle de Radon-Nikodym.

Proposition 1.1.62 (Calcul du cocycle de Radon-Nikodym). Soit g une isométrie
de X. Posons n := dr(zo,9 ' (x0)). On a les propriétés suivantes.

1. On a, pour tout i dans {1,...,n}, pour tout z dans S; 4-1(z,),
Ve C., g6 =(d—1)I

2. On a
Vf c Cg—l(xo), C(g,g) = (d — 1)n

Nous pouvons conclure avec le calcul de la fonction de Harish-Chandra.

Corollaire 1.1.63 (Calcul de la fonction de Harish-Chandra). Soit g une isométrie
de T, et soit n := d(xg, g *(x0)). Posons q=d—1. On a

/aTc(g,b)%de) - (1+Z; n) a3

Démonstration. Notons, pour alléger I'écriture, v := g~ (). En utilisant les lemmes
précédents, on obtient :

| o9 o) - / (0. (43 T / 1% dyae (€)

0|3

1= 1yESZU
= Hao (C) é‘i‘z Z o ( _1)i_1_%
i= 1y€Sw
1 : n
= d—1)2 — 1)t
d(d—l)"1 +Z21y§d —111 o
= G |@-DTE Y Y -y
i=1 yeS;

= 5(d—1’%[ —1+Z\Sw|]

(d=1)"2[d=1+d—1+ (n—1)(d—2)]

— 2n> (d—1)"%

Ul
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1.2 Dynamique mesurée et représentations uni-
taires

1.2.1 Ergodicité, mélange

Soit G un groupe, (X, 7,v) un espace de probabilité, et une action G ~ X qui
préserve la mesure.

Définition 1.2.1 (Action ergodique). On dit que l'action est ergodique si pour
tout Ae T,

(Vg € G, v(gAAA)=0)=v(A) € {0,1}.

Autrement dit, une action est dite ergodique si, les parties invariantes & mesure
nulle pres sont le vide ou la partie pleine, a mesure nulle pres.

Remarques 1.2.2. — L’ergodicité peut étre envisagée comme une forme d’irré-
ductibilité : si A est tel que pour tout g € G, gAAA = (), alors c’est que laction
G ~ X est la réunion disjointe des deux sous-actions G ~ A et G ~ AS,
réunion que l'on considére non triviale dés que v(A) ¢ {0,1}.

— Si G est un groupe dénombrable (muni de la tribu discréte), alors une action
est ergodique si et seulement si pour toute partie mesurable A,

Vge G, gAAA=0=v(A)e{0,1},

et c’est souvent sous cette forme que l'ergodicité est formulée, dans le cas
d’actions de Z, par exemple. Pour le voir, il suffit de constater la chose sui-
vante, qui nous permet, a partir d’une partie invariante a mesure nulle pres,
de construire une partie invariante (tout court!) : si une partie mesurable A
est telle que pour tout g, on a v(gAAA) =0, alors la partie

As = UgA

geG

est mesurable, et vérifie que v(AxAA) =0 et pour tout g € G, gAsx = Awe.

— 51 G n’est pas dénombrable, I’équivalence ci-dessus n’est plus vraie. En effet,
considérons le groupe G des permutations a support fini® de lintervalle [0, 1],
muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesque. On constate alors
que toute partie est invariante a mesure nulle pres (puisque pour toute partie
A de [0, 1], pour tout g dans G, gAAA est fini; par contre, aucune partie n’est
mvariante, car l'action est transitive. C’est pour €viter ce genre de situations
que la définition d’ergodicité est formulée ainsi, dans le cadre général ot on
n’impose pas de condition de dénombrabilité sur le groupe.

Nous verrons, dans la suite, de nombreux exemples d’actions ergodiques. Suppo-
sons maintenant que G est un groupe topologique.

Définition 1.2.3 (Action mélangeante). L’action est dite mélangeante si pour
tous A, Be T,

lim v(ANg'B) = v(A)v(B).

g—0o0

2. C’est-a-~dire, qui fixe tous les points sauf un nombre fini d’entre eux.
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Remarque 1.2.4. La propriété de mélange est bien connue des personnes qui
pétrissent de la pate : en incorporant le beurre a un endroit B et en pétrissant long-
temps, on s’attend a ce que le beurre soit réparti de maniére homogene, c’est-a-dire
qu’il est présent en proportion constante dans tout morceau de pate.

Remarque 1.2.5. Selon cette définition, toute action de tout groupe compact est
mélangeante.

Lemme 1.2.6. Supposons que G est séparé, et n’est pas compact. Si l’action est
mélangeante, alors elle est ergodique.

Démonstration. Soit A C X mesurable tel que pour tout g € G, v(AAg~tA) = 0.
Alors pour tout g € G, v(ANg'A) = v(A). Par hypothese, on a

lim v(A) = v(A)?,

g—00
et donc v(A) € {0,1}. O
Nous donnons un certain nombre d’exemples dans la Section 1.3.

Les idées qui sous-tendent les définitions qui suivent sont diies a Boltzmann, qui
les a énoncées en 1871 dans [Bol71]. L’idée, appelée hypothése ergodique, énonce que
pour calculer la vitesse moyenne des particules d'un gaz (la moyenne spatiale), il
suffit de choisir une seule particule, la suivre pendant longtemps, et faire la moyenne
de ses vitesses, calculée a différents instants (la moyenne temporelle) ; a la limite, la
moyenne temporelle est égale a la moyenne spatiale.

C’est autour de cette idée que s’est construite la branche des systemes dy-
namiques appelée théorie ergodique, et, de maniere informelle, on peut appeler
théoréme ergodique tout théoreme qui énonce une convergence comme celle ci-dessus.

Le cadre retenu pour modéliser la situation envisagée par Boltzmann est celui
ou un groupe G (le temps) agit sur un espace de probabilité (X, v) (I’espace) en
préservant la mesure (qui peut étre envisagée comme une abstraction du concept
physique de masse).

Définition 1.2.7 (Théoreéme ergodique L?, en probabilité). Soit (X, T,v) un espace
de probabilité, et considérons une action G ~ X qui préserve la mesure. Soit p :=
(in)nen une famille de mesures de probabilité sur G. On dit que le théoréme
ergodique L* vaut yu si

n—o0

Vfe L*(X,T,v), lim (xHLf(g_lx)dun> :/dey,

la convergence ayant lieu dans L?. On dit que le théoréme ergodique en proba-
bilité vaut pour p s

Vfe L*(X,T,v), lim (xH/C:f(g_lx)dun> :/dey,

n—0o0

la convergence ayant lieu en probabilité, c’est-a-dire st

<xH/Gf(91$) dun> —/X¢dl/

Vo € LA(X,v), Ve > 0,

limy({xeX]esg

n—oo

-
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Remarque 1.2.8. On peut aussi formuler des théorémes ergodiques LP avec p €
[1,00], et des théorémes ergodiques presque partout, mais nous n’en ferons pas usage
dans ce travail.

Comme en théorie des probabilités, une des convergences implique 'autre : ¢’est
ce qu’énonce le théoreme suivant.

Théoréme 1.2.9. Si le théoréme ergodique L* vaut pour (fin)nen, le théoréme er-
godique en probabilité vaut pour pour (i )nen-

Démonstration. Notons momentanément, pour n € N, m(u,,) 'application

P (o0 [ oo du).

Cette proposition est une application de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev : pour

tout n € N, on a
T (1)) — /X m'}) _ Inlm)o = J ol

y({xéX!ag 5
5

ce qui implique le théoreme. O

L’ergodicité de I’action est une condition nécessaire pour avoir un théoreme er-
godique.

Proposition 1.2.10. S’ eziste une suite de mesures de probabilités (fin)nen Sur
laquelle on a un théoréme ergodique en probabilité, alors laction G ~ (X,v) est
ergodique.

Démonstration. Notons momentanément, pour n € N, m(u,,) application

Fo (o0 [ o) du@).

Soit A une partie mesurable de X, que I'on suppose G-invariante. Alors, pour tout
n € N, m(p,)1a = 14. Supposons que v(A) & {0,1}. D’apres I'hypothese, il existe
n tel que v({z € X | |[14(z) — v(A)| > min{l — v(A),v(A)}}) < 3, ce qui est

absurde. O

1.2.2 Représentations
1.2.2.1 Représentations unitaires

Les représentations unitaires peuvent étre envisagées comme une généralisation
unitaire de la dynamique mesurée, notamment via la représentation de Koopman
que nous définissons plus loin.

Soit G un groupe topologique, et (X, ) un espace mesuré o-fini.

Définition 1.2.11 (Représentation unitaire). Soit H un espace de Hilbert. On ap-
pelle représentation unitaire de G un morphisme w : G — U(H) continu pour la

topologie forte des opérateurs, ou U(H) désigne le groupe des opérateurs unitaires
sur H.



18 CHAPITRE 1. KOOPMAN, HOWE-MOORE ET HARISH-CHANDRA

Définition 1.2.12. Siw : G — U(H) est une représentation unitaire, et siu,v € H,
on dit que

g = (m(g)u,v)

est un coefficient matriciel de .

Soit M®(G) I'ensemble des mesures boréliennes complexes (supposées bornées
par définition) sur G.

Proposition 1.2.13. Si p € MS(Q), et 7 : G — U(H) est une représentation
unitaire, alors il existe un unique opérateur borné w(u) sur H tel que

Vu,v € H, {m(u)u,v) = /G (n(g)u, v) dulg).

1.2.2.2 Représentation de Koopman

La construction suivante permet un transfert de technologie tres important des
représentations unitaires vers les systemes dynamiques.

Définition 1.2.14 (Représentation de Koopman). Soit G ~ X une action mesu-
rable, et soit v une mesure quasi-invariante sur X. Posons, pour tout g € G,

).

On appelle 7 la représentation de Koopman associée a l’action.

n(g) : L*(X,v) — L*(X,v)
h <xt—>h(g‘1x)c(g_1,x)

N|=

Soit G' un groupe topologique, G ~ X une action mesurable, et soit v une mesure
quasi-invariante.

Proposition 1.2.15. Pour tout g € G, pour toute h € L*(X,v), on a
7 (g)hll2 = [|R]]2-
Autrement dit, pour tout g € G, 7(g) est unitaire.

Démonstration. On a

Ix(@hl3 = [ Ih(g~ )Pe(g™, x) du(z)

_112dg.v
|h ©g 1|2d—y(95) d’/(x)
|h)? dv(z)

3

|
——i—

=

O

Bien souvent, on se restreindra au cas ou la mesure est invariante. Dans ce cas, le
cocycle de Radon-Nikodym est constant égal a 1, et w(g), pour g € G, est simplement
I'opérateur de précomposition par g~ *.

D’autre part, dans les cas que nous rencontrerons, 7w est une représentation uni-
taire, comme le montre la proposition suivante.
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Proposition 1.2.16 ( [BALHVO08, Proposition A.6.1, p. 309]). Si G est localement
compact, o-compact, et si (X,v) est un espace o-fini tel que L*(X,v) est séparable.
Alors 7 est continu, pour la topologie forte des opérateurs.

Exemple 1.2.17. Soit G un groupe localement compact, soit ug une mesure de
Haar sur G. Alors la représentation de Koopman associée a l'action de G sur lui-
méme par multiplication a gauche s’appelle la représentation réguliere de G. On
la note \g. Elle vérifie que Vg € G, et tout h € L*(G, pg),

)\G(g)h =ho g_17
et que pour toute f € C.(G), pour toute h € L*(G, ug),

Ac(f)h = [ *h,
ot x désigne le produit de convolution.

La représentation de Koopman est tres utile, car elle permet de caractériser, en
termes de représentations unitaires, les actions ergodiques et mélangeantes.

Théoréme 1.2.18 (Caractérisation de I'ergodicité par la représentation de Koop-
man). Soit (X,v) un espace de probabilité.

Soit G ~ (X,v) une action qui préserve la mesure, et soit ™ la représentation
de Koopman associée. Alors les assertions suivantes sont €quivalentes.

1. laction est ergodique

2. les seuls éléments h de L*(X,v) qui sont invariants, c’est-a-dire tels que Vg €
G, m(g)h = h sont les fonctions constantes presque partout.

Théoréeme 1.2.19 (Caractérisation du mélange par la représentation de Koopman).
Soit (X,v) un espace de probabilité.

Soit G ~ (X, v) une action qui préserve la mesure, et soit w la représentation
de Koopman associée. Le sous-espace L3(X,v) des fonctions d’intégrale nulle est une
sous-représentation de w, que [’on note my. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. laction est mélangeante ;

2. tous les coefficients matriciels de mg tendent vers 0 a l’infin.
Elle permet aussi d’expimer de maniere concise les théoremes ergodiques.

Théoreme 1.2.20 (Caractérisation des théoremes ergodiques). Soit (X, v un espace
de probabilité.

Soit G ~ (X, v) une action qui préserve la mesure, et soit w la représentation
de Koopman associée. Notons Py le projecteur orthogonal sur le sous-espace des
constantes. Soit (fin)nen une suite de mesures boréliennes de probabilité sur G. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes.

1. le théoréme ergodique L* vaut pour (fin)nen ;

2. on a la convergence, en topologie forte des opérateurs,

lim 7(u,) = Pr.

n—oo



20 CHAPITRE 1. KOOPMAN, HOWE-MOORE ET HARISH-CHANDRA

1.2.3 Théorémes ergodiques L?
1.2.3.1 Pour des actions de groupes moyennables

Voici le célebre théoreme de von Neumann, qui est un théoréme ergodique L2
pour des actions préservant la mesure, de groupes moyennables.

Théoréme 1.2.21 (Théoreme ergodique de von Neumann). Soit G un groupe loca-
lement compact, soit ug une mesure de Haar sur G, (X,v) un espace de probabilité,
soit G ~ X une action ergodique qui préserve la mesure.

On suppose qu’il existe une suite (Fy,)nen de parties boréliennes de G telles que
pour tout n € N, pg(F,) € R, et telles que pour tout g € G, et pour tout € > 0, il
existe N € N tel que pour tout n > N,

/vLG(anAFn)
N/G(Fn)

Posons, pour tout n,
1p

N NG(PT:n)

Alors le théoréme ergodique L* vaut pour (fin)nen-

Hon - Ha-

Démonstration. Soit w la représentation de Koopman associée a 'action. Soit

g {u € L2(X,v) | w()u — /Xudy} ,

ol il est entendu que la convergence a lieu en norme L2. Le sous-espace £ est
fermé : cela découle facilement du fait que les 7(f,,) sont de norme au plus 1. Soient
également

HY ={uecl?|VgeG, n(gu=u}

et
W = vect{n(g)w —w | w € L? g € G}.

HY ne contient que les constantes, car 1’action est ergodique, et donc HY C E.
De plus, on a clairement W C LZ. Montrons que W C E : soit w € L? et g € G.
Alors on a
() (m(g)w — w) = (g — pin)(w).

" A " . .
Or ping — pn = m (1an —1p,), et donc ||7(png — pn)|| < % < e. Ainsi,

lim 7 (uy,)(7(g)w —w) = 0.

n—oo

On a donc W C E, et, comme E est fermé, W C E, et donc H® + W C E.
Montrons maintenant que W+ C H, ce qui implique W+ = HY (car HY C W)
et donc (HY): =W, et enfin £ D HY + W = L2 Soit v € W+. Soit g € G. On a

(9)v —v,m(g)v —v)
(g)vﬂr( 9)v) — (m(g)v,v) — (v

S
o

Iw(g)v — vl =

3

o~ o~~~

= (v,v) — (n(g)v,v) — (v, 7(g)v) —;- v,v)
= Ov —7(g)v,v) + (v,v — 7(g)v)
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Remarque 1.2.22. Toute suite (Fy,)nen comme ci-dessus est appelée suite de
Fglner. L’enistence de suites de Falner caractérise la moyennabilité, dont nous
reparlerons dans la Section 1.4.3.

Exemple 1.2.23. Si G := Z et que pour tout n € N*, = {0, - — 1}, le
théoreme ergodique de von Neumann s’exprime sous la convergence L2 suwante :

Vf e L*(X,v), }:Uw—f/fdy
oulU:=fr— (z— f(T'2)), avec T := x> 1 xx.

1.2.3.2 Pour des actions mélangeantes

Le théoreme de von Neumann utilise de maniere cruciale 'hypothese de moyen-
nabilité du groupe qui agit. Dans cette sous-section, nous étudions une condition
suffisante sur I'action et sur la famille (g, ),eny pour un théoreme ergodique dans un
cadre général ol on ne suppose plus que le groupe est moyennable. C’est I'objet du
Théoreme 1.2.30.

Soit, une fois pour toute, une action G ~ (X, v) sur un espace de probabilité qui
préserve la mesure. Soit 7 : G — U(L?(X,v)) la représentation unitaire de Koopman
associée a cette action ([BALHV08, Prop A.6.1]). Soit 7y la sous-représentation sur
L3(X,v). Notons P;, le projecteur de L?(X,v) sur le sous-espace des fonctions
constantes.

Définition 1.2.24. Soit (p,)nen une famille de mesures boréliennes de probabilités
sur un espace localement compact G. On dit qu’elle est évanescente si elle converge
vaguement vers la mesure nulle, c’est-a-dire que

VfeC(G) lim / fdu, =0
n—o0 G

ou, de maniére équivalente, si pour toute partie compacte K de G,

lim p,(K) = 0.

n—oo

Proposition 1.2.25. Si (1,)nen est une famille de mesures évanescente sur G et
si G ~ (X, u) est mélangeante, alors (w(w,))nen converge (pour la topologie faible
des opérateurs) vers Py, .

Démonstration. Soient ¢, € L*(X, u). Soit I : G — C définie par Vg € G,
F(g) == (m(9)(¢ — P1x(8)), (¥ — Py (¥))).

Comme 7 est une représentation unitaire, F' est continue. On a, de plus,

F(9) = (n(9)(¢ — P1,(9)), (¥ — P1 (¥)))

7(g)p, ) — (m(g)Pry(0),¥) — (7(9)®, Prb) + (m(g9) Py (0), 7(g) Pry (¥))
(9)0, ) (Pry®, ) — (&, Pry) + (Piy(0), Poy (¥))

m(9)¢, ) — [y ¢du [ ¥ du

ce qui assure que lirng_>OO F(g) = 0. Le lemme suivant assure que lim,, f o Fdu, =
0, ce qui veut dire que

(
=
(

3

i ((un)o. ) = [ oan [ v
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Lemme 1.2.26. Soit G un espace localement compact et soit (ji,)nen une famille
de mesures boréliennes de probabilité évanescente, et soit F' € Cy(G) (c’est-a-dire,
F est continue et lim, o F'(g) =0).

Alors lim,,_, fG Fdu, = 0.

Démonstration. Soit € > 0. Soit K C G une partie compacte telle que Vg € K,
|F(g)] < 5. Soit ng € N tel que ¥n > ng, pn(K)|F|ls < 5. Soit n > ng. On a

| Jo Fdpus] Je |F| dpin
fK|F|dILLn+fG\K|F’dI’Ln
fn () - | Flloo + 5

19

[ IA

VARVAN

O

Proposition 1.2.27. Soit (E,),en une suite de parties non négligeables de G telles
que (g (En))nen tend vers Uinfini. Soit, pour tout n,

g,
Hn i= —— T HG-
MG(En)
Supposons de plus que G est unimodulaire, ou que les parties E, sont symétriques.
Alors (fn)nen €t (k) nen sont évanescentes.

Démonstration. Cela découle directement du lemme suivant. O

Lemme 1.2.28. Soit E une partie mesurable de G de mesure finie, strictement
positive. Soit 1 la mesure de densité u;(EE) par rapport a jig. Alors pour toute partie
compacte K C G,

p(K)puc(E~1)
pna(E)?
et en particulier, si E est symétrique, ou si G est unimodulaire,

(p"* ) (K) <

(1" * p) (K) <

Démonstration. La mesure p* * pu est aussi a densité par rapport a ug, de densité

1

T m/clEl(g)lE(g_lx) duc(g).

Soit K C G une partie compacte. Alors on a
BP0 () = [ [ 1610107 0) dheg) ()
= /K /Zl 1p(9~ ') dua(g) duc ()
1yp(z) du(z) duc(g)

[;—1 pa(K N gE)dua(g)

Jp-1 Ha(K) duc(g)
pa(K)w(E™)

I IA



1.3. DES EXEMPLES DE MELANGE 23

Lemme 1.2.29. Soit P un projecteur de H un espace de Hilbert. Soit (T),)nen
une famille d’opérateurs bornés. Alors si (Ty)nen €t (1T, )nen convergent (pour la
topologie faible des opérateurs) vers P, (T,,)nen converge (pour la topologie forte des
opérateurs) vers P.

Démonstration. Soit ¢ € H.

HTnQb_ PngQ = < ngb Po, Tn¢ P¢>

<T n(b ¢> < n¢7 P¢> - <P¢aTn¢> + <P¢> P¢>
— (P¢,¢) — (P¢, P9) — (Pg, Po) + (Po, Po)
= 0

Nous pouvons enfin énoncer un théoreme ergodique.

Théoréeme 1.2.30. Soit (E,)nen une famille de parties non négligeables de G telles
que (g (En))nen tend vers Uinfini. Soit, pour tout n,

1g,
#G(En)

Supposons de plus que G est unimodulaire, ou que les parties E,, sont symétriques.
Alors st G ~ (X, u) est mélangeante, le théoréme ergodique L* sur (u,)nen vaut
pour T.

P = Ha-

Démonstration. 11 suffit de démontrer que (7(j,))nen converge, pour la topologie
forte des opérateurs, vers Py, . Posons, pour tout n, T, := m(u,). D’apres le lemme
1.2.27, (fin)nen €t (pf * pn), sont évanescentes, et vérifient donc les hypotheses de
la proposition 1.2.25, ce qui assure que (T5,),, et (7,5T,,), convergent faiblement vers
P . Le lemme 1.2.29 permet enfin de conclure que (7,),, converge fortement vers

P . L]

1.3 Des exemples de mélange

1.3.1 Une généralisation de la propriété de Howe-Moore
1.3.1.1 Décompositions de Cartan et propriété de Mautner

Dans l'article [HM79], Howe et Moore ont mis en évidence un phénomene tres
intéressant : des qu'un groupe de Lie simple, non compact, connexe, de centre fini,
agit de maniere ergodique sur un espace de probabilité, 'action est automatique-
ment mélangeante. Cette propriété se formule en fait en termes de décroissance de
coefficients matriciels de certaines représentations unitaires, via la construction de
Koopman vue dans la section précédente.

Le beau travail de Ciobotaru, [Ciol7], fournit une démonstration unifiée de la
propriété de Howe-Moore pour tous les exemples connus au moment de la publication
de son article, en mettant en évidence que d’une part, tous les groupes en question
vérifient deux propriétés : ils possedent ce que nous avons appelé une décomposition
de Cartan et vérifient une propriété que nous avons appelée propriété de Mautner ;
et que d’autre part, ces deux propriétés suffisent a conférer au groupe la propriété
de Howe-Moore.
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Que se passe-t-il pour les produits?7 Comme nous le verrons dans la suite, les
produits de groupes possédant la propriété de Howe-Moore ne la vérifient que tres
rarement.

Cependant, le théoreme [BM00, Theorem 1.1, p. 81] montre que certains produits
de groupes de Lie simples vérifient tout de méme une propriété plus faible que la
propriété de Howe-Moore.

Dans cette section, qui reprend le contenu de Iarticle [PL19al, nous affaiblissons
la propriété de Mautner afin qu’elle permette un passage aux produits, et que, jointe
a l'existence de décompositions de Cartan, elle implique une version affaiblie de la
propriété de Howe-Moore. Nous généralisons ainsi [BM00, Theorem 1.1, p. 81] en le
retrouvant comme un cas particulier.

Remarque 1.3.1. Dans [BG17], Bader et Gelander suivent une approche paralléle
et considérent une classe de groupes (la classe des groupes “quasi-semi-simples”) un
peu différente.

Nous énoncons les définitions suivantes, propres a cette section, puis énoncons
le théoreme et mettons en évidences des corollaires importants. Nous donnons enfin
I’exemple concret du mélange du flot géodésique sur un tore de genre supérieur ou
égal a deux muni d’une structure hyperbolique.

Définition 1.3.2. (Décomposition de Cartan)
On dit qu’un triplet (K1, A%, Ks) est une décomposition de Cartan de G si
les conditions suivantes sont vérifiées :

1. K, et Ky sont des parties compactes de G,

2. AT est un sous-semi-groupe commutatif de G, c’est-a-dire queVay,ay € AY, ajay =
asa, € AT et

3. G=KAK,.
Notation 1.3.3. Sia € GV, on pose

Ulh={geG| lima,' ga,=¢c} et
n—oQ

U ={geG| lima,ga,'=e}
n—oo
On les appelle sous-groupes contractants positif et négatif associés a a.

Lemme 1.3.4. Sia = (a',---,a") € (G1 x---xGy)N, alors U = U x---x Uk
(et de méme pour U~ ).

Définition 1.3.5. (Propriété de Mautner)
Soit F un ensemble de sous-groupes de G, et A une partie de G. On dit que
(G, A) a la propriété de Mautner relativement® a F si

Va € AN (hm an = oo) == <EIF € F 3b sous-suite de a, F C (U, U,;).)

n—oo

Remarque 1.3.6. Dans [Ciol7], il est démontré que les groupes suivants possédent
des décompositions de Cartan (K1, AT, K3) telles que (G, AT) posséde la propriété
de Mautner :

1. les groupes algébriques simples isotropes sur un corps non archimédien ;

3. Si F = {G}, on ne précise pas "relative(ment) & F”.
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2. les sous-groupes du groupe des automorphismes d’un arbre semi-régulier* dont
tous les sommets ont une valence strictement supérieure a 2, qui sont topolo-
giquement simples et qui agissent 2-transitivement sur le bord de [’arbre ;

3. les groupes de Lie connezxes, simples, non-compacts, de centre fina.

Notation 1.3.7. Siw: G — U(H) une représentation unitaire et F' un sous-groupe
de G. On note®

Fix(m,F) :={p€eH |Vge F, w(g9)p =0}

Définition 1.3.8. (Propriété de Howe-Moore)
Soit F une famille de sous-groupes de G. On dit que G a la propriété de
Howe-Moore relativement® a F si

Vr:G—U(H), (VFeF, Fix(r,F)={0})
— (vowen (oo =0).

Remarque 1.3.9. Dans [CACL" 11], une propriété posséde le nom de propriété de
Howe-Moore relative, mais ce n’est pas la méme que celle considérée ici.

Remarque 1.3.10 (Howe-Moore n’est pas stable par produit). Soient G et H
deuz groupes topologiques possédant la propriété de Howe-Moore. On suppose que
G posséde au moins une représentation unitaire sans vecteur fize non nul, sur un
espace de Hilbert de dimension au moins 1. Alors G x H ne vérifie pas la propriété
de Howe-Moore. En effet, posons, pour (g,h) € G x H, w(g,h) := w(g). Alors 7
n’a pas de vecteur fize non nul. Cependant, si ¢ est un vecteur non nul, la fonction
h — (7(e,h)p,d) est constante de valeur ||||*, et donc ne tend pas vers 0 quand h
tend vers l'infini dans H.

Le théoreme d’intérét est alors le suivant.

Théoreme 1.3.11. Soit F un ensemble de sous-groupes de G. St G a une décomposition
de Cartan (K, AT, Ks) telle que (G, A1) posséde la propriété de Mautner relative
a F, alors il a la propriété de Howe-Moore, relativement a F.

Le corollaire suivant est ’application classique de la propriété de Howe-Moore
dans le cadre des actions préservant une mesure de probabilité.

Corollaire 1.3.12. Soit F un ensemble de sous-groupes de G. Supposons que G a
la propriété de Howe-Moore relativement a F.

Alors pour toute action de G préservant la mesure sur un espace de probabilité,
si elle est telle que pour tout F' € F, la restriction a F' est ergodique, alors elle est
meélangeante.

Exemple 1.3.13. Si a € R\ Q, l'action de Z sur S' engendrée par la rotation
d’angle 2T« est ergodique, mais pas mélangeante, et donc Z n’a pas la propriété de
Howe-Moore.

4. C’est-a-dire, les arbres dont tous les sommets qui sont a distance paire ont méme valence.

5. Souvent, on note cela H¥ mais il y aurait ambiguité avec I'ensemble des applications de F'
dans H.

2. Si F = {G}, on ne précise pas "relative(ment) & F”.



26 CHAPITRE 1. KOOPMAN, HOWE-MOORE ET HARISH-CHANDRA

Ce sont les corollaires suivants qui permettent de considérer le cas des produits.

Corollaire 1.3.14. Soient G, ..., Gy des groupes o-compacts possédant des décompositions
de Cartan
(Kl,lv Ai‘_a K1,2)7 ceey (Kn,h A:7 Kn,Z)

telles que pour tout i, (G, A]) posséde la propriété de Mautner. Alors G a la pro-
priété de Howe-Moore, relativement ¢® {Gy,--- ,Gn}.

Pour démontrer ce corollaire, le lemme suivant suffit.

Lemme 1.3.15. Soient Gy, ..., Gy des groupes o-compacts qui ont des décompositions
de Cartan (K11, AT, K12), ..., (Kn1, A, Ky 2) telles que pour tout i, (G, Af) posséde
la propriété de Mautner. Alors

+ +
(Kl,l Xoee XKn,lyAl Xoee XAn,KLQ Xoee XKn,Q)

est une décomposition de Cartan de G := Gy X ---x Gy telle que (G, A7 x -+ x Af)
posséde la propriété de Mautner, relative o> {G1,...,Gn}.

Démonstration. 1l est clair que le triplet annoncé est une décomposition de Cartan de
G. Il ne reste qu’a vérifier que (G, AT X - - x A}}) vérifie bien la propriété de Mautner,
relativement a {G1, ..., Gy }. Posons AT := A] x -+ x AL. Soit a = (a',--- ,a") €
(AT telle que lim,, s a,, = c0. L’ensemble {i € {1,..., N} | (@’ )nen est non bornée}
n’est pas vide, sans quoi a elle-méme serait bornée, ce qui est exclu, par hypothese.
Soit j tel que (a/ ),en n'est pas bornée. Alors, d’apres ’hypothese de o-compacité, il
existe h; : N — N strictement croissante telle que ((JLfl1 (n))neN tend vers l'infini dans
G;. Par hypothese sur Gy, il existe hy : N — N strictement croissante telle que si on

note b/ 1= (ay,, 1, () )nens (Uys

i+ Uy) = Gj. On a alors, d’apres le lemme 1.3.4

(U U7 ) D {1} x -+ x {1} x Gj x {1} x --- x {1}.
[

Corollaire 1.3.16. Soient G1,--- ,Gy des groupes o-compacts possédant des dé-
compositions de Cartan

(Kl,lv Ai'—a Kl,Q); ceey (Kn,h A7—’L_7 Kn,Q)

telles que pour tout i, (G, Al) posséde la propriété de Mautner. Soit G := Gy x

- X Gy, et soit G ~ (X, ) une action sur un espace de probabilité telle que la
restriction de 'action a chacun des G; est ergodique. Alors 'action G ~ (X, ) est
mélangeante.

Le dernier corollaire donne des conditions suffisantes pour que les actions par
multiplication a gauche d’un groupe sur ses quotients a droite par certains réseaux
sont mélangeantes.

Définition 1.3.17 (Réseau irréductible). Soient Gi,---,G, des groupes topolo-
giques. On considére le groupe produit G des G;. Un réseau de G est dit irréductible
(sous-entendu : par rapport a sa structure de produit des G;) si pour tout i €
{1,---,n}, la projection de I dans G1 X --- % é\l X -+ x Gy est dense.

3. Bien entendu, on identifie les G; & {e} x --- x {e} x G; x {e} x -+ x {e}.
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Remarques 1.3.18. 1. Par G; X --- X é\z X -+ X Gy, on entend le produit de
tous les G sauf Gj.

2. Différentes définitions de lirréductibilité sont envisagées dans [CLB18, Section
1.5]; la nétre est une des plus fortes.

Corollaire 1.3.19. Soient Gy,--- ,Gyn des groupes possédant des décompositions
de Cartan
(Kl,h Aii_a Kl,Z); ceey (Kn,h A:’L_7 Kn,Q)

telles que pour tout i, (Gy, Af) posséde la propriété de Mautner. Soit G == Gy x - -+ X
Gy, et soit I un réseau irréductible de G. Alors laction G ~ G /T est mélangeante.

Démonstration. D’apres le corollaire précédent, il suffit de vérifier que pour tout ¢,
G; ~ GJT est ergodique. D’apres [Zim84, Corollary 2.2.3, p. 18], G; ~ G/T est
ergodique si et seulement si I' ~ G/G; est ergodique. Or cette derniére action est
ergodique si et seulement si 'image de [' dans G; x - -+ X a X -+ X G est dense
(d’apres [Zim84, Lemma 2.2.13, p. 20]), et ceci est le cas si I est irréductible. [

Remarque 1.3.20. Supposons qu’aucun des G; n’est compact et soit I' est un réseau
dans G. Si Uaction G ~ G/ est mélangeante, alors T' est irréductible (et donc,
la condition d’irréductibilité dans le corollaire précédent est nécessaire). En effet,
comme la restriction de toute action mélangeante est mélangeante, cela implique que
Uaction de chacun des G; sur G/T' est mélangeante, et donc ergodique, car chacun
des G; est non compact. Ceci implique, d’aprés [Zim8/], Lemma 2.2.13, p. 20], que
la projection de T dans G/G; ~ Gy X -+ - X Gi % - x Gy, est dense, c’est-a-dire que
I' est irréductible.

1.3.1.2 Démonstration du théoreme
Soit 7 : G — U(H) une représentation unitaire.

Lemme 1.3.21. [Ciol7, Lemma 2.9] Soit (K1, A", Ky) une décomposition de Car-
tan de G. Alors

3o, € H\{0}, g€ GV, ((m(gn)@, ¥)))nen ne converge pas vers 0

4
o, € H\ {0}, Ja € (ANN,  ((m(an)9,1))nen ne converge pas vers 0.

Lemme 1.3.22. [Ciol7, Lemma 2.8] Soit g € GN. Alors

dp, b € H\ {0}, ((7(gn)d, ¥))nen ne converge pas vers 0
(2
dp € H\ {0}, ((m(gn)®d, ®))nen ne converge pas vers 0.

On extrait le lemme suivant de [Ciol7, Lemma 3.1] pour la clarté de 'exposé.

Lemme 1.3.23. Soit g € GY telle que Yn,m € N, ¢g,Gm = Gmgn- Soit ¢ € H \ {0}
tel que ({(m(gn)®, ) )nen ne converge pas vers 0. Alors il existe ¢pg € H\ {0}, fixé par
U et par U .

Démonstration. Quitte a extraire, on peut supposer que (m(g,))nen converge, pour
la topologie faible des opérateurs, vers un opérateur normal E qui commute aux
7(gn), d’apres le lemme A.2.3.

Par convergence faible des opérateurs, on a que (E¢, ¢) # 0, ce qui implique que
E¢ # 0. Démontrons que E¢ est fixé par U".
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Soit u € US, et » € H. On a

(r(w)E9 — Bo, )| = [(En(u)o — Eo, )
= | lim (x(g.)m(w) = 7(g.)9, )|
— | lim (x(gaug, (g >¢—w<gn>¢,w>\
= | lim ((7(guug, ")~ 1d) 7(9.)0, ),
= T}ggo (7(gn)¢, (7(gnug, ") — 1d) w>]
= lim <7r In gb,( (g, tu™ g —Id)¢>’
< hmsupl\ﬂ gn)oll - I (7 (g5 v gn) — 1d) Y|
— timsup o] || (g gn) ~ 1) 0]
(ultel) = 0

Ceci étant vrai pour tout v, c’est donc que 7(u)E¢ = E¢. On procede de méme
pour démontrer que c’est vrai pour u € U, . O]

Lemme 1.3.24. Si ¢ € H, Uensemble {g € G | m(9)¢ = ¢} est un sous-groupe
fermé.

Démonstration. C’est un sous-groupe car m est un morphisme, et c¢’est fermé car =
est fortement continue. O

Démonstration du théoréeme 1.3.11. Raisonnons par I’absurde. On va démontrer que
s'il existe ¢, € H tels que 'on n’a pas lim, . (7(g)¢, ¥) = 0, alors il existe F' € F
et un vecteur ¢y € H \ {0} fixé par 7(F).

Soient donc ¢, 1) € H ainsi. Il existe une suite g € G tendant vers I'infini telle que
((m(gn)®, ¥))nen ne converge pas vers 0. D’apres le Lemme 1.3.21, on peut supposer
que g € (AN et d’apres le Lemme 1.3.22, que ((7(gn)®, ®))nen ne converge pas
vers 0. Quitte a remplacer g par une sous-suite, on peut supposer qu’il existe F' € F
tel que F' C (U, U, ). D’apres le lemme 1.3.23, il existe ¢y € H \ {0} qui est fixé par
UF. D’apres le lemme 1.3.24, ¢ est en fait fixé par (U, Uy ), et donc par F. [

1.3.2 Autres exemples
1.3.2.1 Shifts

Définition 1.3.25 (Shift de Bernoulli). Soit G un groupe dénombrable muni de la
topologie discréte. On pose X = {0,1} et on le munit de la mesure produit des
%(60 +d1), que l'on note v. Si g € G, w € X, on pose

g*xw:= (h— w(g h)).

Cela définit une action G ~ X qui préserve la mesure et que [’on appelle shift de
Bernoulls.

Le théoreme suivant est énoncé dans le livre de Walters (voir [Wal, Theorem
1.30, p. 51]) dans le cas du shift sur Z, mais sa démonstration est valable pour le
cas général.

Théoreme 1.3.26. Le shift de Bernoulli est mélangeant.



1.3. DES EXEMPLES DE MELANGE 29

FEsquisse de démonstration. D’apres [Wal, Theorem 1.17, p. 41], pour établir le mélange
d’une action mesurable d'un groupe G sur un espace de probabilité (X, 7T, v), il suffit
de vérifier la propriété caractéristique

lim v(ANg'B) = v(A)v(B)

g—o0
pour des A, B variant dans n’importe quelle semi-algeébre qui engendre la tribu 7.
Ainsi, dans le cas du shift de Bernoulli, il suffit donc de vérifier la propriété suivante
pour des cylindres A et B, c’est-a-dire pour des A et B de la forme

A={we X |wla) =€, - ,wla,) =€}
B:={weX |wlb) =0, ,w(bn) =6n}

pour certains n,m € N* ay, -+, ap, b1, -+ by € G, €1, ,€,,01,+ , 0, € {0,1}.
Remarquons que si g € G, et si B est comme ci-dessus, alors

g 'B={we X |w(gh) =201, ,w(ghn) = 6m}.

Prenons de tels A, B, supposons que les a; sont deux a deux distincts, et de
méme pour les b;. Notons a := {ay, - ,a,} et b := {by,--- by}, et notons F le
sous-ensemble fini de G' des éléments g tels que a N gb # (. Soit g € G\ F. On a
donc

v(ANg™'B) = v({{we X | Vi, w(a) = e, et V], w(gb;) =d,})

)n—i—m

— (A)u(B)

1.3.2.2 L’exemple du flot géodésique sur les tores hyperboliques

Soit H le demi-plan de Poincaré, muni de la métrique hyperbolique. Soit g €
N\ {0,1}. Soit T, un tore a g trous. On peut le munir (notamment grace a la
technique des pantalons hyperboliques que nous nous contentons d’illustrer par la fi-
gure 1.3.2.2) d’une structure hyperbolique, ¢’est-a~dire d’un atlas composé de cartes
définies sur des ouverts de H tel que tous les changements de cartes sont des
isométries hyperboliques. On peut alors transporter la métrique de H sur T, et
en faire une variété riemannienne, et on appelle métrique hyperbolique toute
métrique riemannienne sur Ty obtenue de cette facon.

Notons T'T, le fibré tangent unitaire, c’est-a-dire les vecteurs de T'T, de
norme 1. Le transport paralléle fournit alors une action de R sur 7T, appelée flot
géodésique.

Théoréme 1.3.27. Le flot géodésique sur T'T, muni d’une métrique hyperbolique
est mélangeant.

La démonstration de ce théoreme repose sur de multiples identifications, résumées
dans les diagrammes commutatifs suivants, ot I' est I'image isomorphe de 7 (Ty)
dans PSLy(R), et ou ¢ est application PSLy(R)-équivariante qui envoie la matrice
identité sur le point-vecteur (7,7) € T H, ¢ est I'application déduite de ¢ par passage
au quotient par I', g; est le flot géodésique sur T'T, et a; est la multiplication a
gauche par la classe de

(0 %)
0 e '

N+
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Q—— %
) 2

FIGURE 1.5 — Les pantalons hyperboliques

H T'H PSLy(R)
H/T TVHT
A P
T, TVT, < PSLy(R),T
T'H — ¢ PSLa(R)
TIH J PSLy(R)
T, PSL,(R)/T
N e
T'T, PSLy(R),T

Ainsi, le flot géodésique sur T'T, est conjugué, via ¢, a l'action de R sur
PSLy(R) /T par multiplication a gauche par la classe de la matrice

es 0
0 e ’

action mélangeante car c’est la restriction de 'action de PSLy(R) sur PSLy(R)/I" par
multiplication a gauche est ergodique (car transitive), et donc mélangeante d’apres

(SIS



1.4. GEOMETRIE, ESTIMATIONS DE VOLUMES ET COMPTAGE 31

la propriété de Howe-Moore pour PSLy(R).

1.4 (Géométrie, estimations de volumes et comp-
tage

1.4.1 Estimations élémentaires de volumes et filets

Le but de cette partie est de démontrer une batterie de lemmes qui permettent
des estimations de volumes.

L’idée est que dans un groupe topologique muni d’une mesure de Haar, le vo-
lume d’une partie est (proportionnellement) proche du nombre maximal de points
régulierement espacés que 1’on peut placer dedans. Ceci est formalisé par la notion
de filet.

Lemme 1.4.1 (Théoreme de Steinhaus-Weil). Si G est un groupe localement com-
pact, ug est une mesure de Haar, alors pour toute partie mesurable A C G telle que
pa(A) >0, alors AA™Y est un voisinage de lidentité.

Démonstration. Voir [Str72]. O

Lemme 1.4.2. Soit G un groupe topologique, A et B deux parties compactes, avec
B woisinage de e. Alors pour tout k € N, il existe S C G finie telle que pour tout
n € N* ona

B" 1A C B"S.

Démonstration. Soit k € N. Soit U un ouvert de GG contenant e et inclus dans B.
Alors B*A, qui est compacte, est recouverte par les ouverts Uh pour h € B*A. 1l
existe donc une partie finie S de B*A telle que B*A Cc US. Comme US C BS, on
a donc B*A C BS, et donc, pour tout n € N*, B¥"~1A c B"S. n

Lemme 1.4.3. Soit G un groupe topologique localement compact unimodulaire, soit
e une mesure de Haar, et soient A, B deux parties compactes de G, avec B voisi-
nage de e. Alors pour tout k € N, il existe une constante c telle que

Vn € N*,  ug(B"™*1A) < cug(B™).

Démonstration. Cela découle directement du Lemme 1.4.2 : il suffit de prendre ¢ :=
|S] ot S est une partie finie donnée par le Lemme 1.4.2. O

On va avoir besoin de la notion de filets, et de lemmes pour les manipuler. Soit
G un groupe.
Définition 1.4.4 (Filet). Soient A, B,N C G. On dit que N est un A-filet de B si
1. N est fini;
2. NCB;
3. Vni,ny € N, mANnNA#0 = ny =n,.
On note N(A, B) l'ensemble des A-filets de B. On ordonne N(A, B) pour l'in-

clusion et on note Nya.(A, B) Uensemble des éléments mazimaux de cet ensemble.

Lemme 1.4.5. Soit G un groupe, soient A, B C G. On a

VN € Npao(A,B), BC NAA™
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Démonstration. Soit N € Npu.(A, B). Montrons que 'on a B € NAA™!. Soit, par
'absurde, b € B\ NAA™!. Montrons que N U {b} est un A-filet de B. Il suffit de
vérifier que pour tout n € N, nANbA = (). Soit n € N. Si nANbA # (), il existe
ai,as € A tel que na; = bay. Soient aq, as ainsi. Alors b = nalagl € NAA™! ce qui
est absurde. Donc nANbA = ). Donc N U{b} est un A-filet de B, ce qui est absurde
car contredit la maximalité de N. Donc B C¢ NAA™L. O

Lemme 1.4.6. Soit G localement compact et g une mesure de Haar a gauche sur
G. Soient A, B C G avec A un voisinage de e dans G, et on suppose que B et BA
sont mesurables. Alors on a

pa(BA)

VN € N(A, B), |N|< B2/
(4.5). N p1(A)

et

pic(B)
VN € Npax(A, B), o AAT) <|N|.
Démonstration. Démontrons le premier point. D’apres la définition de filet, N A est
la réunion disjointe des nA pour n variant dans N, et donc pug(NA) = |N|ua(A).
Mais comme N C B, NA C BA, donc on obtient I'inégalité annoncée.
Démontrons le deuxieéme point. On a, d’apres le Lemme 1.4.5, B C NAA™'. Et
done on a pig(B) < pa(NAA™) < jg(AAY)|N]. 0

Lemme 1.4.7. Soit G un groupe localement compact unimodulaire, Ay, Ay, B des
parties compactes de G qui sont voisinages de e. Alors il existe des constantes ¢y, cy >
0 telles que

Vn >3, VN, € Npao(A1, B"), VN 5, € Npaw(Ag, B"?), ¢ < |]|V];[2r|
Démonstration. Soit ky > 0 tel que pour tout n > 3, ug(B" 2Ay) < koug(B™?).
On a donc, pour tout n > 3, ug(B"2As) < koug(B™).

Soit k1 > 0, tel que pour tout n > 3, ug(B"Ay) < kypug(B™).

Enfin, soit k3 > 0 tel que pour tout n € N, ug(B"?) < kaug(B™). Clest le
Lemme 1.4.3 qui affirme que de tels kq, ko, k3 existent bel et bien.

Soient n > 3, N,, € Nyaz(A1, B"), N_op € Nyao(Az, B*2). On a, d’apres le

< Co.

Lemme 1.4.6, |N_5,| < %, et donc |[N_y,| < MG(ZZ)ug(B”). De plus,
MG(Bn_Q)m S |N—2,n|- Donc on a
1 (B") < i B') — - < [N € — 2 ua(B")

T Ao MG < pa — 7 S [Nogp| S ——— e :

ksa (A2 A3 ") na(A Ay~ T a(Ag)
D’autre part, on a |N,| < ”G(B#A)l et donc |NV,| < ( )ug(B"). De plus,

1
pa(B")————— < [Nal.
pa(Ar Ay 1)
Donc on a
1 k1

:U/G(Bn> )Mg(Bn).

— <IN, <———
pala =M= o
On obtient donc

,ug(Al) < |N—2,n’ < k?MG(AlA;1>
kskipg(A2AyY) = INGl = pa(Ay)
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Lemme 1.4.8. Soit G un groupe localement compact, et pg une mesure de Haar
sur G. Soit (Bp)nen une suite de parties de G telle qu’il existe Cy,Cy deux ouverts
relativement compacts de G tels que

1. C; C Oy N
2.¥neN, B,CyC B,;
3. VYneN, B, CB,C.

Alors on a
e (C2C§_I)Cz2>
MG(C1)

Démonstration. Soit n € N*. Soit N un Cs-filet maximal de B,,_;, c’est-a-dire une
partie finie de B,,_; maximale pour la propriété

vn € N*,  ug(Bpi1) < pic(Bn).

Vay,as € N, a1Cy NaxCy # 0 = a; = as.

Il est facile de voir (c’écrit dans la these) que B,,_; C NCyCy'. Ainsi, on a également
B C NCQCéfl)CQQ, et donc

e Busr) < IN|e (G205

D’autre part, comme les translatés a gauche de C5 par les éléments de N sont
disjoints, c¢’est également le cas des translatés a gauche de C;. Ainsi, on a

|N|pa(Cr) pia(NCh)
MG(anlcl)

INIA

En mettant tout ensemble, on obtient

na (C20577¢3)
MG(Cl)

MG(Bn-i-l) < MG(Bn)-

1.4.2 Fonctions de longueur
1.4.2.1 Définitions et exemples

Le but de cette section est de définir la notion de fonction de longueur qui est une
sorte de semi-norme sur un groupe. Dans tout ce document, nous nous intéresserons
tout particulierement aux familles des boules ou des spheres associées a certaines
fonctions de longueur.

Soit G un groupe topologique.

Définition 1.4.9 (Fonction de longueur). On appelle fonction de longueur sur
G une fonction L telle que

1. L(e) =0;

2.Vge G, L(g')=L(g);

3. Vg,h € G, L(gh) < L(g)+ L(h).
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Si L est une fonction de longueur, on note, pour g,h € G, dp(g,h) := L(g~'h).
C’est une pseudo-distance invariante a gauche sur G. On dit que L est propre si
Uespace pseudo-métrique (G,dy) est propre.

Nous rappelons la définition suivante.

Définition 1.4.10 (Espace propre). On dit qu’un espace pseudo-métrique est propre
si toutes ses boules fermées sont compactes.

Notation 1.4.11. Si L est une fonction de longueur sur G, on pose, pour tout
teR,
B,:={g9g€ G| L(g) <t
Sei={9€G|L(g)=t
Cy:={g€ G| Lg) €]t,t +1]}.

}
}

Ces ensembles sont appelés boules, sphéres et couronnes. Si le besoin se fait
ressentir, on ajoute la référence a la fonction de longueur en indice et la référence
au groupe en exposant. Par exemple, la t-éme couronne pour la fonction de longueur
L sera notée Cr; au liew de Cy si une ambiguité est possible ; de méme pour la t-éme
sphére dans G, qui sera alors notée SC.

Exemple 1.4.12. Sv K est une partie génératrice de G, et st g € G, notons
Li(g) :=inf{k € N| g € KFU(KY*}. C’est une fonction de longueur, appelée
longueur des mots pour le systéeme de générateurs K. Si K est compacte, alors
Ly est propre.

Proposition 1.4.13. Si (X, d) est un espace métrique, xy € X, on associe a toute
action continue de G sur X la fonction L : g — d(xg,gxo). Si Uaction est par
isométries, alors L est une fonction de longueur, et elle est propre si ’action est
proprement discontinue et si (X, d) est propre.

Réciproquement, si L est une fonction de longueur sur G, il existe un espace
métrique (X, d) et une action G ~ X par isométries tels que L est la fonction de
longueur associée a cette action. Plus précisément, posons Gy := {g € G | L(g) =
0}. Alors la pseudo-distance dy, passe au quotient sur G /Gy, devient une distance ;
Uaction de G sur G /Gq est alors une action par isométries et la fonction de longueur
associée a cette action est justement L.

Sur un groupe localement compact G, la suite des intérieurs des boules pour une
fonction de longueur propre est un recouvrement de G.

Lemme 1.4.14. Soit G un groupe localement compact, et L une fonction de longueur
propre sur G. Alors

1. il existe n € N tel que B, est d’intérieur non vide ;

2. la famille des intérieurs des B, recouvre G ;

3. pour tout compact K, il existe n € N tel que K C B,,.
Démonstration. 1. Soit pg une mesure de Haar sur G. Comme UneN B, = G,

il existe n € N tel que pug(B,) > 0. D’apres le théoreme de Steinhaus-Weil
(Lemme 1.4.1), Bs, contient un voisinage de e.

2. Soit n € N tel que B, est d’intérieur non vide. Alors pour tout k, By, est
inclus dans l'intérieur de Bj41),, puisque si U est un voisinage ouvert de e

o)
contenu dans B,,, on a By, C UBy, C B(j+1)»- Ainsi, la famille des intérieurs
des B,, recouvre G.
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3. Evident d’apres le point précédent.
]

Remarque 1.4.15. On peut en fait remplacer [’hypothese de compacité locale par
Uhypothese que la topologie de G en fait un espace de Baire ; il suffit alors de rem-
placer le théoreme de Steinhaus-Weil par le théoréme de Baire pour démontrer qu’il
existe n tel que B, est dintérieur non vide, car dans ce cas, By, est un voisinage
de e.

Corollaire 1.4.16. Si G est un groupe localement compact, et si F est une partie
génératrice symétrique compacte de G qui contient e, alors pour tout compact K C
G, il existe n € N* tel que K C F".

Démonstration. C’est immédiat en appliquant le lemme précédent a la longueur des
mots associée a F'. O

1.4.2.2 Géométrie bornée

Comme nous allons nous intéresser au comportement de la suite des volumes
des B, nous supposons que G est localement compact et que ug est une mesure de
Haar sur G.

Nous désirons écarter des situations telles que celle décrite dans 'exemple ci-
dessous.

Exemple 1.4.17. Sur Z, posons | - |iogiog := 1 + In(1 + In(1 + |n|)). C’est une
fonction de longueur : en effet, sin,m € Z, on a

In(1+In(1+ |n+m|))

In(1+1In(1+ |n|) +In(1 + |m|))

In(1 4 In(1+ |n|)) + In(1 + In(1 + |m]))
[nltogiog + [M]1ogiog-

In + m|loglog

IERVANI VAN

On a alors, pour tout n € N, B, = {m € Z | |m| < €' — 1}, et donc on a

|Bn+1‘
By] — Q.

Nous formulons donc la définition suivante.

Définition 1.4.18 (Fonction de longueur géométriquement bornée). Une fonction
de longueur propre L sur G est dite géométriquement bornée si

B,
lim sup M < 00

oo Ha(Bn)
Remarque 1.4.19. Cette définition est similaire a la condition (5.6) de la définition
de admissible families définie dans [GN10, Definition 3.10, 1., p. 22].

Lemme 1.4.20. Soit L une fonction de longueur géométriquement bornée sur G.
Alors [L] est géométriquement bornée.

Démonstration. C’est évident si on remarque que pour tout n € N, By, = By,
et que la condition de géométrie bornée ne parle que des boules de rayon entier. [

Nous recherchons donc des conditions suffisantes pour qu’une fonction de lon-
gueur soit géométriquement bornée. Comme on va le voir ci-dessus, il y a une condi-
tion géométrique suffisante.
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Définition 1.4.21 (Action proprement discontinue). Soit une action de G sur un
espace topologique X . On dit que l’action est proprement discontinue si pour
tout compact K de X, l'ensemble {g € G | gK N K # (0} est relativement compact.

Définition 1.4.22 (Action cocompacte). Soit une action de G sur un espace topo-
logique X . On dit que [’action est cocompacte s’il existe un compact K de X tel que
GK = X.

Définition 1.4.23 (Fonction de longueur géométrique). Une fonction de longueur
sur G est dite géométrique si elle provient d’une action continue par isométries
de G sur un espace métrique (X, d) et que

1. (X,d) est propre et 1-géodésique ;

2. laction G ~ X est proprement discontinue et cocompacte.
La notion d’espace 1-géodésique est développée en annexe.

Exemple 1.4.24. §i K est une partie génératrice compacte de G, alors la longueur
des mots Ly est une fonction de longueur géométrique.

Exemple 1.4.25. On considére 'action naturelle de Z" sur R", et on munit R™
de la distance euclidienne. Alors la fonction de longueur associée a cette action,

qui n'est autre que la fonction (ay, -+ ,a,) ¥ /a3 + -+ + a2, est une fonction de
longueur géométrique.

Lemme 1.4.26. Soit L une fonction de longueur propre sur G. Supposons que B
est un voisinage de e et qu’il existe un réel m tel que pour tout n € N,

B,11 C B, B,,.
Alors L est géométriquement bornée.

Démonstration. Quitte a remplacer m par un entier plus grand, on peut supposer,

d’apres le Lemme 1.4.14, que pour tout n € N, B,,.1 C B,,B,,. Il suffit d’appliquer
le Lemme 1.4.8 & la famille des boules pour L et de prendre pour C; l'intérieur de
By et pour (5 l'intérieur de B,,. O

Nous pouvons maintenant énoncer un critere utile pour démonter que la plupart
des fonctions de longueur que nous étudions sont géométriquement bornées.

Théoreme 1.4.27. Soit L une fonction de longueur propre, telle que By est un
voisinage de e. Alors si L est géométrique, elle est géométriquement bornée.

Démonstration. Soit (X, d),zo tels que (X,d) est un espace métrique propre, 1-
géodésique, rg € X et soit une action continue par isométries G ~ X proprement
discontinue et cocompacte telle que pour tout g € G, L(g) = d(xg, g(zo)). Comme
I’action est cocompacte, il existe ¢ € R tel que pour tout point y € X, il existe
h € G et tel que d(y,h(xy)) < c¢. Montrons que pour tout entier n assez grand,
B,11 C B,Bs..3, ce qui suffit par le lemme 1.4.26.

Soit n € N strictement plus grand que c+1, et g € B,, 1. Si g € B, c’est gagné.
Sinon, comme n+1 > ¢+2, il existe z € X tel que d(xg, 2)+d(z, g(xo)) = d(z0, g(20))
et ¢+ 3 > d(z,9(xg)) > c+ 1. En effet, il suffit de choisir une géodésique partielle
¢ définie sur I C [0,d(xg, g(zo))] reliant = & g(zo) telle que I est c-coborné dans
[0, d(x0, g(x0))], et de prendre 'image d’un point a l'intérieur de [d(xq, g(xo)) — (¢ +
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3),d(zo,g(x9)) — (¢ + 1)] (il y en a au moins un car cet intervalle est de longueur
strictement plus grande que 1).
Par hypothese, il existe h € G tel que d(z, h(xg)) < c¢. Soit un tel h. Alors
0))

L(h) d(zo, h(x
Z(zo,z) + d(z, h(xg))

[ IAIAIA

d
(20, 9(w0)) — d(z, g(x0)) + ¢
L(g) — (c+ 1)+c
L(g) —

et donc h € B,,. Mais maintenant,

L(h~'g) d(wo, h™'g(x0))

d(h(zo), g(x0))
d(h(zo),2) + d(z, g(x0))
c+c+3

2c + 3,

IVANIVAN

et donc h™lg € By, 3. Et donc g = hh™g € B, Bocis. O

1.4.3 Isopérimétrie

Commencons par donner les définitions des conditions de Fglner. On rappelle
que A(G) désigne la tribu borélienne d’un groupe topologique G.

Définition 1.4.28 (Conditions de Fglner). Soit G un groupe topologique localement
compact, soit g une mesure de Haar sur G, et soit F' une partie compacte de G.
On note

Fo(F) = “Ve>0, 3U € B(G),
pa(fUAU) )
U) e R, Vfep PEUZEY) s
(NG( ) f () €
SF(F) = “Ve>0, 3U € B(G)

(FU € B(G). ue(U) e R+, HeFUAY) 5) ”

pa(U)

On dit que G vérifie la condition de Folner siVEF C G compacte, Fo(F'). On dit
que G est moyennable s’il vérifie la condition de Folner.

Le but de cette section est notamment de remarquer que le fait d’avoir Fg(F)
pour une partie compacte F' vérifiant certaines conditions garantit qu’en fait, toute
partie compacte vérifie F'g.

Lemme 1.4.29 (Extrait de [Pie, p.62]). Pour toutes parties A, B de G telles que
A, B, AB sont mesurables, alors on a

Démonstration. On a

no(ABAB) = pe(AB\ B) + pa(B \ AB)
= ne(AB\ B) 4+ pa(B\ AB) + pe(AB N B) — ug(AB N B)
= pc(AB\ B) + pue(B) — pc(AB N B)
< ug(AB\ B) + uc(AB) — nc(AB N B)
= pa(AB\ B) + ug(AB\ B)
= 2pc(AB\ B)
< 2uc(AB\ B) 4 2ug(B\ AB)
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L]
Lemme 1.4.30. On a, pour toute partie F' compacte, SF¢(F) = Fo(F).

Démonstration. Soit € > 0. D’apres SFo(F), il existe U C G telle que U est me-
surable de mesure pug(U) € R*, FU est mesurable et ug(FUAU) < Suq(U). Soit
f € F. Alors on a

pa(fUAU) pe(fUN\U)
2ug(FU\ U)
25p16(U)
6#0([]).

A IAINAIA

Lemme 1.4.31. L’ensemble E :={F C G | F est compacte, Fo(F)} vérifie
1. VF, Fs C G compactes, (Fy € E et F} C Fy) = F; € F.
2. VF C G compactes, V/n e N*, Fe FE=FI"c k.

Démonstration. 1. Evident.

2. Soient F' une partie compacte de GG et soit n € N*. Soit ¢ > 0. Il existe U partie
mesurable de G, de mesure pug(U) € R* telle que Vf € F, puq(fUAU) <
£ug(U). Soient maintenant fi,---, f, € F. On a

fro UAU = (fr--- fuUAfL - faaU) A - A([LAUARU) A (LUAU) .

De plus, pour tout j € {2,--- ,n}, e (fi -+ LUA -+ fj1U) = pa(fUAU).
On a donc

pe (fi- [LUAU) = pa(AUAU) + 300 o pa (fi--- FUAf -+ f1U)
= (flUAU)JFZﬂMG(fJUAU)
+

Z] 2n

A
Imt

Il

et donc on a Fg(F™).
[

Proposition 1.4.32. Soit G un groupe localement compact, g une mesure de Haar
sur G.

On a
JF C G compacte, symétrique, génératrice et voisinage de e, Fo(F)

¥
VF C G compacte, Fo(F).

En particulier, si G n’est pas moyennable, alors pour toute partie génératrice
compacte symétrique F' contenant e, il existe € > 0 tel que pour tout U C G mesu-
rable tel que U, FU sont mesurables et ug(U) € R*, alors

,ug(FUAU) > S[LG'(U).

Démonstration. Soit K une partie compacte de G. Montrons Fg(K). D’apres le
lemme 1.4.16, il existe n € N* tel que K C F™. Mais alors, d’apres le lemme 1.4.31,
de Fo(F), on tire Fg(F™), d’ou on tire Fg(K). O

Remarque 1.4.33. La réciproque est vraie et évidente si G est compactement en-
gendreé.
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FIGURE 1.6 — Le probleme du cercle de Gauss : 'aire du polygone gris, le nombre
de points rouges et 'aire du disque bleu sont asymptotiquement égaux.

1.4.4 Comptage dans les boules et les couronnes

Dans cette section, on étudie le probleme général d’estimer le nombre de points
de T" dans une partie B de G, ou I est un réseau de G.

1.4.4.1 Le probleme du cercle de Gauss

Le plus ancien exemple d’un tel probleme est le probleme du cercle de Gauss, qui
consiste & estimer, pour r € R, le nombre #(D(0,7)NZ?) = #{(a,b) € Z* | a*+b* <
r?}.

Heuristiquement, ce nombre doit étre proche de Aire(D(0,r)) = 7r?. En effet,
considérons Cy := [—%, %]2 et appelons carré élémentaire tout translaté de Cy par une
translation & coordonnées entieres. Soit D1 (0,r) la réunion des carrés élémentaires
qui intersectent D(0, 7). Alors I'aire de DT (0, r) a la fois proche de celle de D(0,7) et
de #(D(0,7) N Z?), Verreur étant, dans chaque cas, intuitivement, au plus de l'ordre
du périmetre de D(0, 7).

On peut démontrer, par exemple, que

#{(a,b) € Z* | a® + b* < 1r*} ~ 7r?

mais la recherche d’estimations plus précises est un sujet de recherche a part entiere
[Ber09, p. 662-665].

1.4.4.2 Des cas faciles de comptage

En fait, si les parties sont “de plus en plus épaisses”, une inégalité est toujours
vraie, comme le montre le lemme suivant.

Lemme 1.4.34. Soit G un groupe localement compact, e une mesure de Haar sur
G, T un sous-groupe discret de G, et (E,)nen une suite de parties mesurables de G
telles que

1. 3ceR, Vne N, ug(En) <cug(E,) et

2. il existe un ouvert U et un entier m € N tel que pour tout n, E,U C Ep1p,.
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Alors il existe C € R tel que pour tout n,
ITNE,| <Cuc(E,).

Démonstration. Quitte a rétrécir U, on peut supposer que les translatés a gauche
de U par les éléments de I' sont disjoints. Dans ce cas, sin € N, on a

1
I'NE,| = @MG((FQETL)U>
< @HG(EM—W)
< mMG(En)-

]

De plus, si on a affaire a la famille des boules pour une fonction de longueur
géométriquement bornée, et que le réseau est cocompact, 'autre inégalité est vraie.

Lemme 1.4.35. Soit G un groupe localement compact muni d’une fonction de lon-
gueur propre géométriquement bornée L, ug une mesure de Haar sur G, I' un réseau
cocompact, alors il existe C' € R tel que pour tout n assez grand, on a

pa(By) < CII'N B,

Démonstration. Comme Papplication de passage au quotient G — G/I" est ouverte,
la famille des projections des intérieurs des B, est un recouvrement de G/T", d’apres
le Lemme 1.4.14. Comme G/T" est compact, il existe m € N tel que la projection de
B, est G/T tout entier, et donc G = B,,I". Dans ce cas, montrons que pour tout
neN, B, C B(I'N Bym). En effet, si b € B, d’apres ce qui précede, il existe b’
et v € I tels que b = b/~y. Mais alors v = bb'~! € B, B,, C Bym. Ainsi, si ¢ € R* est
tel que pour tout n assez grand, ug(Bni1) < cug(By), on a

,uG(Bn+m) < Cm,uG(Bn>
< puc(Bp) | N Byl

O

Remarques 1.4.36. — Par contre, si I' n’est pas cocompact, il n’existe bien sur
pas d’entier n € N tel que B,I' = G, et on ne peut pas faire fonctionner de
cette maniere la démonstration précédente.

— Dans le Lemme 1.4.3/, les hypotheses sur la suite (E,), sont vérifiées si ce
sont les boules pour une fonction de longueur géométriguement bornée. Ainst,
tout réseau cocompact vérifie |I' N B,| < ug(By) pour la suite des boules de
toute fonction de longueur admissible.

1.4.4.3 L’approche de Gorodnik-Nevo, heuristique

Le probleme est donc de trouver des hypotheses naturelles sur G, I' et B pour
que |I' N B| soit asymptotiquement proche de pg(B). Nous donnons d’abord une
heuristique aux théoremes de cette section.

Commengons par remarquer le fait (a la fois évident et important) suivant.
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Fait 1.4.37. Soient (X, A), (Y,B) des espaces mesurables, G ~ X et G ~ Y
des actions mesurables, p : X — Y une application surjective G-équivariante. On
suppose que pour toute application mesurable bornée ¢ : X — C constante sur les
fibres de p, Uapplication induite p,¢ : Y — C est mesurable.

Soit ¢ : X — C mesurable, bornée, et constante sur les fibres de p. Alors pour
toute mesure p sur G, on a

Vo € X, /G b(g7'2) dpu(g) = /G (p)(g~'p(2)) dpa(g).

Démonstration. Soit x € X. Alors ¢(g 'z) = p.d(g ' p(2)). O

En des termes probabilistes, ce fait a 'interprétation concrete suivante : soit Z
une variable aléatoire a valeurs dans G, de loi p. Soit x € X, et ¢ : X — C une
fonction mesurable, bornée, et constante sur les fibres de p. Alors

El¢(Z "7)] = E[p.p(Z 'p(2))],

et, dans le cas particulier ou ¢ est l'indicatrice d’'un borélien B tel que B =

p~H(p(B)), on a
P[Z 'z € B = P[Z 'p(z) € p(B)].

On considere alors le cas tres particulier ou :

— X =@, et I'action de G sur G est celle de multiplication a gauche;

— Y := G/TI" ou le quotient correspond a ’espace des orbites sous I’action de T’
sur G a droite;

— p est la surjection canonique;

— ¢ est l'indicatrice de UT" pour un voisinage ouvert U de e dans G, tel que les
translatés a droite de U par les éléments de I" sont disjoints ;

— p est la mesure sur G' de densité uclfB) par rapport a jg, pour une partie

mesurable non négligeable B de G.

On a alors, si Z est une variable aléatoire a valeurs dans G de loi u, pour tout
x € G,
P[Z 'z € UT] = P[Z 'p(z) € p(U)].

I1 suffit alors d’'imposer des conditions géométriques pour que le nombre

P[Z ‘2 € UT)] (Z NG(fo(WBU) Fx))

soit proche de
pe(U)|I' N B

pa(B)

pour des x suffisamment proches de e, et d’'imposer des conditions ergodiques pour
que
P[Z 7 p(x) € p(U)]

soit proche de
par(p(U)) = pe(U)

afin d’obtenir I'estimation désirée, a savoir

TN B| = pa(B).



42 CHAPITRE 1. KOOPMAN, HOWE-MOORE ET HARISH-CHANDRA

1.4.4.4 L’approche de Gorodnik-Nevo, de maniére formelle

Les deux lemmes suivants sont une adaptation de Gorodnik-Nevo [GN10, Lemma
6.7, p. 79].

Lemme 1.4.38. Soit G un groupe localement compact, I' un réseau de G. Soit ug
une mesure de Haar sur G telle que la mesure pgr qui lui est associce sur le quotient
soit une mesure de probabilité. Soit E,, une suite de parties mesurables de G et soit
U un ouwvert symétrique de G, voisinage de e, dont les translatés a droite par I" sont
disjoints.

On considére laction de G sur G/T' et on suppose que le théoréme ergodique en

probabilité vaut pour la suite de mesures (vy,), oy définie par

1p,
p(Ey)
Pour tout € > 0, il existe N tel que pour tout n > N,

(1—e)u(E,) <[I'NnUELU|.

Démonstration. Notons mgr la représentation de Koopman associée a I’action G ~
G/T. Soit U un ouvert symétrique de G dont les translatés a droite par I' sont
1y

u(U)

VneN, v,:=

disjoints. Posons yy := . Posons également

Pu =g > Z xu(97)

vyel

de sorte que ngU est invariante a droite par I', et passe au quotient en une ¢y. On a
alors

[xwdne=1= [ ovduge.
a G/r
Soit € > 0, et soit N tel que pour tout n > N,

e ({z € GJT | e > |mngr(vn)(dv)(x) = 11}) > 1 = ua(U).
Soit n > N. Il existe donc h € U tel que

1 -1
l1-e< B e ¢u(g™ hI') duc(g)-
Soit un tel h. On va démontrer que [, ¢y(g~'hl)dug < [T NUE,U|, ce qui per-
mettra de conclure.

On a, siy €T et g € E, sont tels que x(g *hy) # 0, alors g 'hy € U, et donc
v € h'E,U Cc UE,U. Ainsi, le support de v — xu(g~'hy), si g € E,, est inclus
dans 'NUE,U. On a donc

ou(g~'hD) duc(g)

En

[E > xulg hy) duc(g)

yel’

= / > xulg'hy)dpcl(y)

En v erNUE, U

= > xulg™"h) dua(g)

~eTNU EpU ¥ En

< > [l i)
~ePNUEU VG
-
yeI'NU E, U

= |['NUE,U|,
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ce qui nous donne l'inégalité. ]

Lemme 1.4.39. Soit G un groupe localement compact, I' un réseau de G. Soit ug
une mesure de Haar sur G telle que la mesure pg/r qui lui est associée sur le quotient
soit une mesure de probabilité. Soit E, une suite de parties mesurables de G et soit
U un ouvert symétrique de G, voisinage de e, dont les translatés a droite par I" sont
disjoints.

On considere laction de G sur G /T et on suppose que le théoréme ergodique en
probabilité vaut pour la suite de mesures (Uy,), oy définie par

lug,v
VneN, v, =——7—1—
" T uUE)
Pour tout € > 0, il existe N tel que pour tout n > N,
T'NE, <(+¢e)uc(UEU).

Démonstration. Notons 7g,r la représentation de Koopman associée a I’action G ~

G/T. Soit U un ouvert symétrique de G dont les translatés a droite par I' sont

1
disjoints. Posons yy := —Y_ Posons également
u(U)

ou =g~ Y xulgy)

vyel

de sorte que ¢~U est invariante a droite par I', et passe au quotient en une ¢y. On a
alors

[xwdne=1= [ ovduge.
G G/T
Soit € > 0, et soit IV tel que pour tout n > N,

e ({z € G/T | e > |mgr(vn)(¢v)(z) —1|}) > 1 — pa(U).
Soit n > N. Il existe donc h € U tel que

(1+e)> m / _ oule D) dpclo)

Soit un tel h. On va démontrer que fUEnU ¢y (g hT) dug > |TNE,|, ce qui permettra
de conclure.

On adonc, siy € 'NE,, g€ G, etsixy(g thy) #0, alors g 'hy € U, et donc
ge Ul NE,U CUE,U. Ainsi, si v € I' N E,,, le support de g — xpy(g 'hy) est
inclus dans UFE,U. On a donc

/UEnUch(g‘lfw) dpalg) = /UE > xwlg'hy) dpal(g)

'yEF

> [ 3 e ) duelo)
UE”UfyeFﬂEn

- > / xv(g~ ) dpa(g)

~eTNE, Y UERU

= > / xu(g™"hy) dua(g)

yel'NE, G

= D1
~elNE;,

= [I'nE,|,

ce qui donne l'inégalité. O]
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1.4.4.5 Conséquences

On note f(n) < g(n) pour dire
1
SCERL, 3NEN, Vn 2N, Zlg(n)| < [f(n)] < Clg(n)|-

En utilisant ces deux lemmes, on peut démontrer les théoremes de comptage
suivants.

Théoréme 1.4.40 (Comptage dans le cas totalement discontinu). Si G est un
groupe localement compact, I" un réseau de G. Soit ug une mesure de Haar sur
G telle que la mesure g qui lui est associée sur le quotient soit une mesure de
probabilité. On suppose que l'action de G sur G/T" est mélangeante.

Soit L une fonction de longueur propre sur G a valeurs entiéres, et on suppose
que By est un voisinage de e et que la croissance de G, par rapport a L, n’est pas
linéaire. Soit (Ep)nen la suite des boules (ou des couronnes). Alors on a

TN E,| ~ pa(Ey).

Démonstration. Soit U un voisinage ouvert de e dans G dont les translatés a droite
par I" sont disjoints, et inclus dans By. Alors, pour un tel U, pour tout n, UE,U C
E,.

De plus, pe(E,) tend vers Uinfini (c’est évident pour les boules, et pour les
couronnes, on utilise le fait que la croissance n’est pas linéaire. Ainsi, d’apres un
théoréme ci-dessus, le théoreme ergodique L? vaut pour % Les hypotheses des
deux lemmes sont vérifiées; on a donc 1’équivalence en mettant bout a bout les
inégalités et en utilisant le fait que UE,U C E,,. O

Théoréme 1.4.41 (Comptage dans le cas général). Si G est un groupe localement
compact, I' un réseau de G. Soit ug une mesure de Haar sur G telle que la mesure
par qui lui est associée sur le quotient soit une mesure de probabilité. On suppose
que laction de G sur G/T" est mélangeante.

1. Soit L une fonction de longueur géométriquement bornée a valeurs entiéres
telle que By soit un voisinage de e dans G. Soit (By,)nen la suite des boules.

On a
II'N B,| < pua(By).

2. On suppose que G est non-moyennable. Soit L une fonction de longueur géomé-
triguement bornée a valeurs entieres telle que By soit un voisinage compact de
e dans G qui engendre G. Posons Ls := [£], et soit (Cp)nen la suite des
couronnes pour Ls. Alors on a

DN Gl = e (Ch).

Démonstration. 1. II suffit d’appliquer les deux lemmes pour un U inclus dans
By pour obtenir que pour tout n € N,

(1 = &)puc(Bn) < TN Buyo| < (1+&)pa(Bnta).

2. Il suffit d’appliquer le premier lemme a L pour obtenir que pour tout n assez
grand,

2
'O Crngil -

i=—2

(1 =&)na(Crn) <
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Sin = 5m+ 2, alors Cr, ., = U?:_Q Crsm+i- 1l suffit ensuite d’appliquer le
deuxieme lemme a L5 pour obtenir que pour tout m € N,

4
PN CLym| < (14 ¢)uc ( U OL,EJm-H) :

i=—4
Soient ¢, ¢ tel que pour tout n assez grand,

pa(Bni1) < cpg(B,)  (gbométrie bornée)
pe(Bn) < dug(Ch) (non-moyennabilité).

Enfin, on a
pc(Crsm) < pa(Brsmi2) < duc(Crsmy2)s

d’une part, et

Ha (B5m+4)

A1 (Bsmaia)
CQCIMG’(CL,Bm—f—Q)
A p1a(Crsm)

pe (U4 Crosmi)

VAVANIVARVAN

de l'autre, ce qui permet de conclure.

]

En réunissant les phénomenes liés a la propriété de Howe-Moore, les théoremes
ergodiques et les théoremes de comptage démontrés précédemment, on obtient le
résultat suivant.

Corollaire 1.4.42. Soient G, --- , G, des groupes topologiques, et, pour tout v, soit
L; une fonction de longueur sur G;. On suppose que chaque (G;, L;) est d’une des
formes suivantes :

1. (G, L) ou G est un groupe algébrique simple isotrope sur un corps non ar-
chimédien, et ou L est la fonction de longueur associée a l’action par isométries
de G sur le 1-squelette de son immeuble de Bruhat-Tits muni de la distance
combinatoire, pour un sommet particulier de ['tmmeuble ;

2. (G, L) ot G est un sous-groupe du groupe des automorphismes d’un arbre semi-
régulier® dont tous les sommets ont une valence strictement supérieure a 2,
topologiquement simple et qui agit 2-transitivement sur le bord de l’arbre, et ou
L est la fonction de longueur associée a l’action sur l’arbre, pour un sommet
particulier de 'arbre ;

3. (G,L) ou G est un groupe de Lie connexe, simple, non compact, de centre fini,
et ou L est la fonction de longueur associée a l’action par isométries de G sur
son espace symétrique, muni de la distance Riemannienne.

Soit G := Gy X -+ X Gy, et, pour g = (g1, -+ ,gn) € G, posons

L(g) := Z Li(gi)-

Soit I' un réseau irréductible de G.

6. C’est-a-dire, les arbres dont tous les sommets qui sont a distance paire ont méme valence.
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— Si tous les G; apparaissent aux items 1. et 2. ci-dessus, soit (E,)nen la suite
des boules ou des couronnes pour L. On a

TN EL| ~ pe(Ey).
— Dans le cas général, on a, pour les boules

et,
pe(Can) < |I'N Capl,
ou, pour toutn € N, Cy,, :={g€ G | dn—1) < L(g) < dn}.

Démonstration. D’apres le Corollaire 1.3.19, 'action de G sur G/T" est mélangeante.
On peut donc appliquer, selon le cas, les Théoremes 1.4.40 et 1.4.41. O



Chapitre 2

Un théoreme ergodique sur le
groupe libre

Résumé. Ce chapitre reprend le contenu de larticle [BPL17], ot nous démontrons
un théoréme ergodique pour 'action (ou la mesure n’est que quasi-invariante) d’un
groupe libre de type fini sur son bord.

Ce travail a été réalisé en collaboration avec Adrien Boyer.

2.1 Introduction

2.1.1 Travaux reliés

Nous considérons I'action du groupe libre a r générateurs I, sur ’espace de pro-
babilité, OT, qui est le bord de I’arbre de Cayley de FF,. pour le systeme canonique de
générateurs. Il est connu que cette action est ergodique (voir, par exemple, [FTP82]
et [FTP83], et notamment [FTP83, Lemma 4, Item (i)]), mais comme la mesure
n’est pas préservée, il n’est pas évident de démontrer, ni méme de formuler un
théoreme ergodique pour cette action. C’est ce que nous faisons ici; c’est I'objet du
Théoreme 2.1.2. Notre théoreme s’inspire de l'article [BM11], généralisé par [Boy16].
Dans [BM11], il est fait usage d'un théoreme d’équidistribution double de Mar-
gulis, valable dans le cas des variétés; dans [Boyl6], il est remplacé par le plus
général [Rob03, Theorem 4.1.1], vrai sous une hypothese qui n’est pas vérifiée dans
notre cadre. Nous démontrons donc un analogue de ce théoreme ; c¢’est le Théoreme
2.1.1.

2.1.2 Enoncé des théoremes
2.1.2.1 Rappel du contexte géométrique

Nous notons F,, = (ay, ..., a,) le groupe libre a r générateurs, pour r > 2. Pour
un élément vy € F,, il existe un unique mot réduit sur alphabet {ai",...,a'} qui
le représente. Ce mot est noté ~; - - -y, pour un certain entier £ que l’'on appelle la
longueur de v et que 'on note |y|. L’ensemble des éléments de longueur exactement
n est noté S, et est appelé sphere de rayon n. Si u € F, et k > |u|, notons

Pr,(k) :={y € F,. | |y| =k, u est un préfixe de v}.

Soit T la réalisation géométrique du graphe de Cayley de FF,. par rapport au systeme

de générateurs {ai',...,a'}, qui est un arbre 2r-régulier. Nous le munissons de la

eey Wpe

47
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distance d donnant longueur 1 & chaque aréte; pour cette distance, 'action cano-
nique de F,. sur T est isométrique, et librement transitive sur I’ensemble des som-
mets. En tant qu’espace métrique, T est CAT(-1). En particulier, il est uniquement
géodésique, les géodésiques étant des suites d’arétes successives. Nous notons [z, ]
I'unique segment géodésique joignant x a y.

Fixons, une fois pour toutes, un sommet zy de T. Pour x € T, le sommet de T
qui est le plus proche de z dans [zg, x] est noté |z]; comme Paction est libre, on
peut identifier |z] a ’élément v qui envoie xy dessus, et cette identification est une
isométrie.

La description du bord JT de T a déja été faite dans la Section 1.1.4. Nous
pouvons légerement la préciser a ’aide du fait que T est le graphe de Cayley de
I, : identifions OT a l’ensemble des mots réduits infinis a droite sur ’alphabet
{a7!,...,a'}. Nous aurons & considérer 'ensemble T := T U JT.

eey o

Pour v = uy ---u; € F,.\ {e}, définissons les ensembles

T, :={x € T | u est un préfixe de |z |}
0C, :={£ € OT | u est un préfixe de &}
¢, =T,uoC,

On peut & présent définir une topologie sur T en choisissant des bases de voisi-
nages de la facon suivante :

1. pour z € T, on prend l'ensemble des voisinages de x dans T

2. pour £ € T, on choisit ’ensemble {C,, | u est un préfixe £}.

On rappelle que pour cette topologie, T est compact, et T en est un ouvert dense,
que la topologie induite sur T est la topologie de départ et que toute isométrie de
T se prolonge contintiment & T.

Pour &; et & dans JT, rappelons que leur produit de Gromov par rapport a
xo est donné par

(&11&2) 2y :=sup {k € N | & et & ont un préfixe commun de longueur k}

et la distance au bord que 'on en déduit est

dIo (517 52) = 6_(fl|€2)z0 ‘

La distance d,, sur 0T est ultramétrique, et induit la topologie de OT. Précisément,
si € = wyuqus - - -, alors la boule centrée en ¢ de rayon e* est 0Cy; . -

Notons fi,, la mesure de Hausdorff In(2d — 1)-dimensionnelle associée a d, nor-
malisée pour donner mesure 1 a JT.

Notons, pour £ € 9T et v € F,.,

c(v,€) == (2r — 1)55@0”_13”0).

La mesure p,, est quasi-invariante sous l'action de [F,, et la dérivée de Radon-
Nikodym vérifie, pour tout v € I' et pour presque tout & € 9T,

AValzy o,
m(f) =c(v 1,9).
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2.1.2.2 Enoncé du théoréme

Notons 7 la représentation de Koopman associée a I'action de F, sur le bord de
T,
m:F, — U(L*T))
v o= m(),

dont on rappelle qu’elle est définie par

(r(7)R)(€) == c(y 1, €)Zh(y 7€)

pour tout 7 € F, et toute h € L?(JT). La fonction de Harish-Chandra est donnée
par

[1]

(7) := (w(7)1p, 1g) = /a b ),

ou 1yt est la fonction caractéristique du bord.
Pour f € C(T), on définit les opérateurs

M,(f): g€ L*(OT) I e L(aT).

VGS

Définissons également les opérateurs

M(f) := m(fiy:) Prg

ot m(f|,,) désigne lopérateur de multiplication par f,. sur L*(9T), et Pi, est
le projecteur orthogonal sur le sous-espace des fonctions constantes. Ainsi, pour
g € L*(OT), on a

M(f)g := (g, Lor) flon-

On a le théoreme d’équidistribution double suivant.

Théoréme 2.1.1. On a, dans O(T x T)*, la convergence faible-+ suivante :

Z D'yxo & D —1lgq — Mz ® Mg

| n‘vESn

ot D, la mesure de Dirac en un point x de T.
On en déduit le théoreme ergodique suivant.

Théoréme 2.1.2. On a, pour toute f continue sur T, la convergence en topologie

faible des opérateurs

n—-+o0o

En d’autres termes, on a, pour toute f continue sur T et pour toutes g, h dans
L*(9T), la convergence

S Fre) TSR g,

foarsg ( ) n—-+4o00o

|5|

On en déduit une nouvelle démonstration de I'irréductibilité de 7(déja démontrée
dans [FTP82, Theorem 5)).

Corollaire 2.1.3. La représentation w est irréductible.
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Démonstration. Du Théoreme 2.1.2 & f = 15, on déduit que le projecteur orthogonal
sur les fonctions constantes est dans l'algebre de von Neumann engendrée par m
On applique ensuite le théoreme 2.1.2 a ¢ = 1gr pour voir que le vecteur 1lgr
est cyclique. Soit F' < L*(OT) un sous-espace fermé invariant non nul. Supposons
que Vh € F, (h,1gr) = 0. Alors si h € F, par hypothese, pour tout v € F,,
0 = (m(y)h, Lar) = {(h, 7 (7 ) 1sr), et donc, comme 1y est cyclique, h = 0. 1l existe
donc h € F tel que Py, (h) = 1s7(h,1s1) # 0. Mais comme Py, est dans l'algebre
de von Neumann engendrée par 7, on a (h, 1g1)1lor = Pi1,,(h) € F. Ainsi, I’ contient
le vecteur cyclique (h, 1s7)1gt, et donc F' = L?(9T). O

2.1.3 Remarques bibliographiques

Remarque 2.1.4. [l aurait été possible de définir d’autres fonctions de longueur sur
T, par exemple, donnant longueur o auzx arétes étiquetées par a?, pour un o réel
positif quelconque. Notons T, l’espace métrique obtenu. Le quotient a un spectre
des longueurs non arithmétique si et seulement si o« ¢ Q. D’apres [Garl4], dés que
ay # o™, les mesures de Hausdorff sur T, sur T,, ne sont pas équivalentes, et les
représentations unitaires associées non plus. Il serait intéressant, dans ce contexte,
de démontrer des analogues aux théorémes 2.1.1 and 2.1.2, pour o € Q* \ {1}.

2.2 Démonstrations

2.2.1 Démonstration du théoreme d’équidistribution

Pour la démonstration du Théoreme 2.1.1, notons

E = {fC(TXT Zf’}/l’(] v LL’o)—> fd(lu’:ro ®/vbmo)}'

'|S|

L’ensemble E est visiblement un sous-espace fermé de C(T x T); il suffit de
démontrer qu’il est dense dans C'(T x T).
Définissons des régularisations des fonctions indicatrices : pour u € F, définissons

max{1l — dr(z,C,),0} si xe€T,
Xu(T) 1= 0 si €T\ dC,,
1 si x € 00,.

Il est facile de voir que les fonctions x, sont continues, et qu’elles coincident avec
Xc, sur F.zq et sur OT.
La démonstration du lemme suivant est évidente.

Lemme 2.2.1. Soient u € F,. et k > |u|. Alors x,— Z X~ €est a support compact

~EPry (k)
dans T.

Proposition 2.2.2. L’ensemble x := {x. | u € F,\{e}} sépare les points de OT, et
le produit de deux éléments de x est soit dans x, soit est la somme de deux éléments
de x, soit la somme d’un élément de x et d’une fonction a support compact contenu
dans T, soit la fonction nulle.

Démonstration. Il est clair que y sépare les points. D’apres le Lemme 2.2.1 que
XuXv = Xo Si u est un préfixe strict de v, que x2 — x, est a support compact dans
T, et que xu.Xxo = 0 si ni u, ni v, n’est un préfixe strict de 'autre. O
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Proposition 2.2.3. Le sous-espace E contient toutes les fonctions de la forme
Xu & Xo-

Démonstration. Soit n > |u| + |v|. Nous observons que

1
S|

S

u
n

|Snl

‘|

D O ® xo) (0,7 w0) =

YESn

ou S est I'ensemble des mots réduits de longueur n admettant v comme préfixe,
et v! comme suffixe. On voit facilement que cet ensemble est en bijection avec
I’ensemble des mots réduits de longueur n — (|u| + |v|) qui ne commencent pas par
I'inverse de la derniere lettre de u, et qui ne terminent pas par l'inverse de la premiere

lettre v~'. Calculons, pour s,t € {af',...,a'} et m € N le cardinal de '’ensemble

coy Uy

Sim(s,t) des mots réduits m qui ne commencent pas par s et qui ne se terminent pas
par t.

On a

S = Sm(s,t) U{zx | |x| = m,commence par s} U{x | |x| = m et termine par ¢}.

Notons que l'intersection des deux derniers ensemble est ’ensemble des mots
réduits qui commencent par s et terminent par ¢, qui est en bijection avec S, _o(s™ 1, ¢t71).

On a donc la relation de récurrence suivante :
|Sm(s,t)] = 2r(2r —1)™ 1 —2(2r — )™ 1+ |S,a(s7 1 t7Y)|
2(r — 1)(2r — )™t +2(r — 1)(2r — 1)™ 3 + |S,_4(s, 1)

= -y B s, ) |

2(r—1)((2r—1)2+1)

Posons C' := o1 ,n=4k+ j, pour 0 < j < 3 et effectuons le calcul
suivant :
|SZ}:+3'| = C(2r -1+ |SZ&tk;—1)+j|
= C(2r — D)%™ 4 C(2r — DT 1S
k
= C) (2r— )" 4|95
i=1
(2r —1)% -1
= C2r—1 4“(— Si(s,t
(T ) (2T—1)4—1+|J(S7 )|
(2r —1)* —1
= (2r-— 1)1”# +15;(s, 1))

2r

On peut ensuite faire le calcul suivant :
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-1
Sl | Sake=Qutio (Wl V) >‘
| Satet41 | St
(27 — 1)4k—(|u\+\v|) -1 B
B (2r — 1)1+ " + 155 (1) ”|u|1)‘
B 2r(2r — 1)%+i-1
1 1
= 1
2r@r — i — et oW
= o (0C) 11y (0C,) + 0(1),
et faire tendre k£ vers l'infini. O

Corollaire 2.2.4. Le sous-espace E est dense dans C(T x T).

Démonstration. Considérons E’, le sous-espace engendré par les fonctions constantes,
les fonctions qui s’écrivent f®g pour f, g continues sur T, 'une d’elle étant & support
compact sur T, et les fonctions de la forme y, ® x,. D’apres la Proposition 2.2.2,
c’est une sous-algebre de C(T x T) qui contient les constantes et sépare les points. Et
donc, par le théoreme de Stone-Weierstrafl, £’ est dense dans C(T x T). Maintenant,
d’apres Proposition 2.2.3, on a que E' C FE, donc E est dense, lui aussi. O

2.2.2 Démonstration du théoreme ergodique

La démonstration du Théoreme 2.1.2 se déroule en deux étapes :

Step 1 : Démontrer que la suite des M,, est bornée dans £(C(T), B(L*(0T))).

Step 2 : Démontrer que la convergence annoncée a lieu sur un sous-ensemble
dense.

Dans la suite, on note 15 la fonction constante égale & 1 sur T. Posons

Fn = [Mn<1T>] 18T-

Notons Z(n) la valeur commune de = sur les éléments de longueur h.

N

Proposition 2.2.5. La fonction £ — Y. (P(v,§))

YESn
=(n).

est constante, égale a |S,| x

Démonstration. Cette fonction est constante sur les orbites de ’action du groupe
des automorphismes de T qui fixent zy. Comme cette action est transitive sur 0T,
cette fonction est constante. Démontrons que cette constante est bien |S,|Z(n) :

S (L) = /a 3 (P09 di €

YESh YESh

— Z/ (P(f%g))%d:uxo(g)

’yESn oT
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Lemme 2.2.6. La fonction F,, est constante, égale a 1yr.

Démonstration. Comme = ne dépend que de la longueur, on a que

1 (P(7,8))

e = WZ (E<)

- \SL j 2 (PO

€Sn

N|=

l\]\)—l

]

Il est facile de voir que M, (f) induit des opérateurs bornés sur L' et sur L>,
que nous notons aussi M, (f).

Proposition 2.2.7. L’opérateur M, (15), en tant qu’opérateur sur L(L>, L>), est
de norme 1; en tant qu’opérateur sur (L*(9T), il est auto-adjoint.

Démonstration. Soit h € L*>°(JT). Comme M, (15) est positif, on a que

1M ()] Al < (I[Mo(17)] Lorl o [[A]] o
= [Fullo 1Al

[1Plco,

et donc HMTL(]‘T)HE(LOOLOO) <1
Le caractere autoadjoint du M, (15) provient du fait que w(7)* = w(y7!) et que
I’ensemble de sommation est symétrique. O

En utilisant le corollaire du théoreme de Riesz-Thorin A.2.1, on obtient le corol-
laire suivant.

Corollaire 2.2.8. L’opérateur M, (15) est de norme 1, en tant qu’opérateur borné
sur L*(9T).

Proposition 2.2.9. La suite (M,), .y est bornée dans L(C(T), B(L*(9T))).

Démonstration. Si f est a valeurs réelles, on a, pour toute fonction positive g €
L?(AT), I'inégalité suivante, valable presque partout :

— [ fllso[Mn(15)]g < [My()lg < 1 fllec[Mn(15)]g,
de laquelle on déduit, pour tout g € L?(9T),

M (Pgllz < 1 looll [Mn(17)]9] 2
< A flloo 1M (A7) [[5e22) [l9lz2;

ce qui nous permet de conclure que

M ()llszzy < 1Ma ()l 522) 1 oo
Ceci prouve que
||M HL C(T),B(L?)) < ||M( T)HB(L?)-

Enfin, il découle du Corollaire 2.2.8 que la suite (M,,),en est bornée par 1 dans

L(C(T), B(L?)). O
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Nous allons faire usage des formules pour la fonction de Harish-Chandra démontrées
dans le premier chapitre (et qui apparaissent aussi dans [FTP82, Theorem 2, Item
(iii)]). Nous ajoutons les détails qui nous manquent, et calculons notamment

1 o1
() om Lo} = [ el i (€).
dCy
Lemme 2.2.10. Soit v = s1---s, € F,.. Soit l € {1,...,|y|}, et soit un mot réduit
w=58y--S_1tti1 - tyrt, avec t; # s, et k> 0. On a alors

1

(m(7) 1a1, 1oc,) = ,
2r(2r — 1)%“"

et
2r —1

(m(v)1ar, 1oc,) = m

Démonstration. La fonction £ — Be(xg,vy1o) est constante sur 0C, et vaut 2(l —
1) — || dessus.
Done, (7(y)1sr, 1oc,) est I'intégrale d’une fonction constante :

il

[ P09k = (00 r =)
' 1
2r(2r — 1)%““ '

La valeur de (7(y)15T, 1sc.) se calcule de la méme fagon. O
On rappelle le calcul de la fonction de Harish-Chandra.

Lemme 2.2.11 (Calcul de la fonction de Harish-Chandra). Soit v = s;---5, un
élément de S,, écrit comme un mot réduit. On a

r —

=) = (14 01} -7,

r
La démonstration du lemme suivante est alors immeédiate.

Lemme 2.2.12. St v, w € F, sont tels que w n’est pas un préfize de vy, alors il existe
une constante ¢, qui ne dépend pas de 7y telle que

(m(v) 11, 15c,,) < Cw
=(v) ~ ]l

Le but de cette section est de calculer la limite de coefficients matriciels suivants :

(M, (xu)1ac,, Lac,,)-

Lemme 2.2.13. Soient u,w € F, sont tels qu’aucun deux n’est un préfize de ’autre

(i.e. 9C,, N OC, =0). Alors

lim <Mn(Xu>1aT, 1acw> =0.

n—o0

1. Pour I =1, sy ---s;_1 signifie e, par convention.
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Démonstration. En utilisant le Lemme 2.2.12; on obtient

v)1or, 1ac,)
’YZUO p
ol =(7)

(m(v)1or, 1oc,)
nl 2 E(7)

yeCuNSy

o

nl YECUNSn 1]

(M, (xu)1ot, 1oc,)

(Lemma 2.2.12) <

1
of)
n
]
Lemme 2.2.14. Soient u,v € F,.. Alors
lim sup(My(Xu) Loc, ;s Lor) < fay (OC) pay (OC).
n—o0
Démonstration. 11 s’agit du calcul suivant :
(Mn(xu)loc,, lor) = (M (Xu) 1o, 1acv>
m(v)1or, lac,)
Z Xu 7 l‘o —
Ty 1811‘71an 7(7)Lor, Loc,
(o) <7T((v))1 ] \S [ 2 0o - ):< ) |
VGS aT (9T ~ES =Y
veCy YECy
1 _1 {m(9)1ar, Lac,)
|S | > Xy o) xo(0) + B > xuly 'mo) =)
YESRH n YESn = fy
Y€Cy
1 _ 1 1\ Cw
(Lemma 2.2.12) < 5 Z Xu (Y 0) X0 (Y0) + A Z Xu (Y 1x0)ﬂ
n YESH n YES, v
v€Cy
1
> (v zo)xw(vao) + O
|S | YESn n

Ainsi, en passant a la limsup et en utilisant le Théoreme 2.1.1, on obtient
I'inégalité désirée. O

Proposition 2.2.15. Pour tous u,v,w € F,, on a

lim <Mn(XU)13C'Ua 160111) = Uz (aCu N 8Cw)uxo (8CU)

n—00

Démonstration. Démontrons d’abord 'inégalité

lim sup(M,, (xu)1oc,, Lac,) < prag (OC, N OCYy,) iz (OC,).
n—oo
Sini u, ni w n’est un préfixe de 'autre, il n’y a rien a faire, d’apres le Lemme 2.2.13.
Supposons que u est un préfixe de w ('autre cas se traite de maniére analogue).
D’apres le Lemme 2.2.1,

lim sup (M, (xu)Loc, Loc,) < Y limsup(M,(x,)1ac,, Loc,).

n—oo n—00
YEPTU(Jw])
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et d’apres le Lemme 2.2.13, pour tout v € Pr,(Jw|) \ {w},

lim sup(M,(x+)1ac,, 1oc,) = 0.

n—oo
Ainsi, on a
Hao (OCw)ay (OC,) - = limsup(Mn(xw)Loc,, Lor)
n—oo
> limsup(M,(xw)1lsc,, Loc,)
n—oo
> limsup(M,(xw)lsc,, loc, )

n—o0

+ > lim sup(M,,(x+)1ac,, Lac,,)
yE€Pru(jw)\{w} 7n—00

lim sup(M,,(x.)1sc,, Loc,, )-

n—o0

Il ne nous reste plus qu’a calculer la limite. Définissons
Suwaw = {0, w') €F, | Jul = [/, Jv] = V'], |w| = |w'[}
de maniere a ce que

(Mo(1p)Lor, 1or) = > (Mau(xu)loc,, Lac,).

(u W' W) ESu,v,w

Pour simplifier les calculs, notons

A = liminf, (M, (xu)1oc,, Loc, )

B := limsup,_,..(M,(xu«)1lsc,, loc,)

C = gy (0C, N OCY) iy (OC,)

D lim sup(M,(xw)1ac,,, 1ac,,)
n—oo

(u/7v/aw’)€Su7U7w\{u7U:w}

E = > fhag (DCy N OC ) iz, (OC,).

(u’,v/,w/)ESu,v,w\{u,v,w}

Il est évident que A < B; B < C et D < E découle de I'inégalité que nous
venons de démontrer. On a également C' + E = 1 (c’est la somme des mesures de
membres d’une partition), et, finalement, on a que

1 = lim iIlf<Mn(1T)1mr, 13’]1‘) S A + D,

parce que
liminf(a, + b,) < liminf a, + limsup b,
n—o0 n—0o0 n—oo
pour toutes suites réelles bornées (a,), et (by)n.
En conclusion,onaque 1 < A+ D<C+4+E<1, A< B<(CetD<EFE, dou
on déduit que A =B = C. n

Démonstration du Théoréme 2.1.2. Comme la suite (M, ),en est bornée (cela fait
I'objet de la Proposition 2.2.9, il suffit de démontrer la convergence sur les (f, hy, hs)
dans un sous-ensemble dense de C(T) x L? x L?, et c’est précisément ce que la
Proposition 2.2.15 affirme. O]



Chapitre 3

Estimations de discrépances

Résumé. Dans ce chapitre, qui reprend le contenu des articles [PLP18] (en colla-
boration avec Christophe Pittet) et [PL19b], nous étudions en détail la discrépance,
(voir Définition 3.0.1).

Dans un premier temps, nous nous intéressons au cas ou G est discret, établissons
une minoration générale, puis €étudions différentes situations ou la discrépance est
minimale. En outre, nous procédons a une comparaison de cette situation avec la
méthode de Monte-Carlo (ce passage fait référence a l'article [PL19b]).

Nous nous intéressons ensuite au cas ou G est localement compact.

Définition 3.0.1 (Discrépance). Soit (X, T, v) un espace de probabilité, et considérons
une action mesurable G ~ X qui préserve v. Soit i une mesure de probabilité sur
G. On appelle discrépance de i le nombre

xH/Gf(g_lx)d,u—/dey

Remarques 3.0.2. — Dans le langage des statistiques, on dirait plutot que la
discrépance de v est ’écart-type de l’estimateur qui consiste a faire la moyenne
sur g, pondérée par pi, des valeurs de f surles g~ x, ot x est un point aléatoire
de X de loi v.

sup
FEL?(X,v)
I fll2=1

2

— Sim: G — U(L*(X,v)) est la représentation de Koopman associée d cette
action, et si my est la sous-représentation sur le sous-espace des fonctions
d’intégrale nulle, alors la discrépance de v est égale a la norme de l'opérateur
mo(p), c’est-a-dire :

xH/Gf(g_lx)du—/dey

sup
feEL?(X,v)
[l fll2=1

= lImo(t)ll 3 (x)-
2

3.1 Cas discret

Dans toute cette section, G est un groupe discret, (X, v) est un espace de pro-
babilité sans atome et on considere une action G ~ X mesurable qui préserve la
mesure. On note 7 : G — U(L?*(X,v)) la représentation de Koopman associée, et
on note 7y la sous-représentation sur le sous-espace des fonctions d’intégrale nulle.

o7
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3.1.1 Une minoration générale
Dans cette section, nous allons démontrer le théoreme suivant.

Théoréme 3.1.1 (Minoration générale de la discrépance). Soit u une mesure finie,
a support fini sur G. Notons G, l'adhérence du sous-groupe de G engendré par le
support de j. Alors on a

A, ()]l < [Imo(p)]]-

Remarque 3.1.2. Le théoreme peut tomber en défaut si v a des atomes. En effet,
soitn € N\{0,1}, G:=Z/nZ =: X, et soit p = v la mesure de probabilité uniforme
(sur G et sur X ). Alors la discrépance de v est 0, tandis que || Ag(p)|| = 1, puisque
G est moyennable.

Nous donnons une démonstration courte et élémentaire de ce théoreme.

Démonstration. Si u = 0, linégalité est triviale. Si u # 0, on multiplie p par ||u||;,
et on peut supposer que p est une mesure de probabilité. Comme on a, pour tout
opérateur borné T sur un espace de Hilbert, 1'égalité ||T'||*> = |[|[TT*||, on peut sup-
poser que p est symétrique, c’est-a-dire qu'on a p = p*.

Soit e € G 1'élément neutre. Nous affirmons que pour tout n € N, ||mo(u™)|| >
1™ (e), ot ™ est la convolée de n copies de .

Pour démontrer cette affirmation, notons F le support de p(™. Choisissons un
sous-ensemble mesurable B, de X tel que

1

B —_—,
O<V( +)<2|F|

Un tel sous-ensemble existe nécessairement car v est finie et sans atome. Comme
I’action préserve la mesure, on a que

v(FB,) < |Flv(By) < 1/2.
Grace au théoreme de Sierpinski (Théoreme A.2.4), il existe un sous-ensemble me-
surable B_ de X \ F B, qui satisfait v(B;) = v(B_). Soit
€ Li(X,v).

Il ne reste plus qu’a utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz et la symétrie de F' :

[mo(u™)I| = (mo(p™) e, )

= (B, Jlr v(B_) > v (9B N By) +w(gB- N B-)lu™ ()

I/(B ) j—u(B ) Z[V (QB+ N B+) + I/(gB_ N B_)](Se,g“(n)(g)
+ 7 geGq

— mM(e).

Ainsi s’acheéve la démonstration de 'affirmation.
Maintenant, d’apres I'affirmation, on obtient

Imoll =l ([
lim sup,, ., 1™ (e)'/"
[Ac,, (1)]]-

La derniére égalité remonte & 'article de Kesten [Kesb, Lemma 2.2]. O

I
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On peut aussi démontrer ce théoréme en combinant [DG, Proposition 7] et
[Sha00, Lemma 2.3].

Démonstration. D’apres [Sha, Theorem 4.14] ou [DG, Proposition 7], il existe un
sous-groupe H de G tel que la représentation quasi-réguliere A\g g sur I>(G/H)
est faiblement contenue dans la sous-représentation de Koopman my sur le sous-
espace LZ(X,v) des fonctions d’intégrale nulle. La représentation quasi-réguliere
Ag/u contient des wecteurs positifs, et on peut donc appliquer [Sha00, Lemma 2.3],
et la définition de la faible contenance [BALHV08, Definition F.1.1]. O

La proposition suivante explicite le calcul de la norme de la représentation
réguliere.

Proposition 3.1.3. Soit r € N. Soit " le groupe libre de rang r. Soit ay,--- ,a,

une base de I'. Notons S := {ai',--- ,aF'}. Pour tout entier n > 0, soit S, (resp.
B,.), la sphére (resp. la boule) centrée en e et de rayon n par rapport a la longueur
des mots associée a S. Soit pg, = ﬁlsn, et définissons pp, de la méme facon.

Posons ¢ =2r — 1. On a alors

—1
e (s, )| = (1 L4 n) o

qg+1

q

vl = clavn) (15 (14 %) w) o

N —n \X\n— -1
ot c(q,n) = (1 +2¢ Zk:é q"“) )

Démonstration. Soit 7 la représentation de Koopman associée a ’action de I' sur le
bord JT de son arbre de Cayley, considérée dans le Chapitre 2. Soit m € C[I'] un
élément positif. Alors on a

[Ar(m)[| =[x (m)]].

L’inégalité || Ap(m)|| < ||7(m)|| découle de [Sha00, Lemma 2.3] car 1or est un vecteur
positif A,. L’inégalité ||Ap(m)|| > ||m(m)|| est vraie pour tout élément m € C[I'],
car l'action de I" sur 0T est moyennable (voir [Kuh] et [dLH, Theorem 7]). Pour
démontrer la proposition, il suffit alors d’appliquer cette égalité a

1
’I’I’L:mz:l_,y
YESn

En effet, on a alors, utilisant le Corollaire 2.2.8 :

1
el = | e 3 ae(a)

YESH
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Le cas de la boule B, demande un peu plus de calculs. Si ¢ = 1, la formule est
évidente. Sinon, si ¢ > 1, on a

| Ar (e, = k)| Sk|
1 q+q'/? > )
| By < q

1 2) -1 1/2
:(q+ - ) (Hﬁ_qn) e
q—1 q—1 q
=c(q,n) (1 + (1 + L) n) q"?
Y \/a 9

ou ¢(q,n) = (1 + 27"y éqk) ) O
On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 3.1.4. Supposons que I' est un groupe libre de rang r > 1, agissant en

préservant la mesure d’un espace de probabilité sans atome (X,v). Soit {ay, -+ ,a,}
un ensemble qui engendre librement T'. Soit S = {aF' | 1 < i < n}, et posons
q:=2r—1.

Soient S,, et B, les sphéres et boules de rayon n et de centre e dans I' pour la

longueur des mots définie par S. Alors
( —1 >qn/2,
q+1
Z foa) = [ Fwavty
[l fll2=1

|S|Z”’” [ St
>c( n)<1+(l+i>n> e
q, NG q ’
ot c(g,n) = (1+2¢7"> éqk)

Remarque 3.1.5. On remarque que si ¢ = 1, la borne est 1 et les inégalités sont

des égalités. Si q > 1, alors c(q,n) = qflill.
qn

sup
[ fll2=1

sup

Corollaire 3.1.6 (Discrépance pour les actions de groupes moyennables). Soit u
une mesure de probabilité a support fini sur G. Supposons que G est moyennable.
Alors on a

7o ()]l = 1.

Démonstration. Sans aucune hypothese sur G, on a toujours
Imo()l| < (@) = 1.
D’apres le Théoreme 3.1.1,
Imo()ll = e, (W]

Comme G est moyennable, G, I'est aussi. D’apres [Kesal, si G est moyennable, on a

[Ac(p)] = 1.
m
Remarque 3.1.7. Nous remercions Jean-Franc¢ois Quint qui nous a fait remarquer

que ce corollaire peut aussi se démontrer a l’aide d’une version du lemme de Rokhlin
pour les groupes discrets moyennables.
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3.1.2 Taux de convergence de théoremes ergodiques sur la
sphere

3.1.2.1 Le travail de Lubotzky-Phillips-Sarnak sur les quaternions de
Lipschitz

Dans [LPS86] et [LPS], Lubotzky, Phillips et Sarnak utilisent la théorie des
formes automorphes et la théorie des représentations unitaires pour calculer la
discrépance des points dans 'orbite des quaternions de Lipschitz sur la sphere de
dimension 2. Plus précisément, pour tout quaternion ¢ = xy + x17 + x9j + 23k, on
définit sa norme par N(q) := 3 + 2% + 23 +23. Soit p un nombre premier congru a 1
modulo 4. Soit ¥,;1 C SO3(R) I'image par la représentation adjointe de ’ensemble

{g=x0+ 210 +20] + 203k | Vi, x;€Z, N(q¢)=p, x>0, x0=0]2]}

dont les éléments sont appelés quaternions de Lipschitz. Notons v la mesure
uniforme sur la sphere S2.
[ls démontrent le théoreme suivant.

Théoréme 3.1.8. (Lubotzky-Phillips-Sarnak [LPS86, Theorem 1.3, Theorem 1.5].)

Le sous-groupe I' de SO3(R) engendré par ¥,+1 (qui est symétrique) est libre de rang
pHl
oo

1 B _ VP
||J§||i21 v ’Eerl’ Z fo) ng(y)dy(y) p+1

YEXp+1 9

De plus, soit E,, la boule ou la sphére de centre e dans I' par rapport a la longueur
des mots définie par ¥,11. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout entier
n?

sup < Cnp~™2.

I £ll2=1

> <‘;n’ > flyr) - SQf(y)dV(y)>

yeEER 2

Dans la suite, on allege les notations et on omet le x .

Le théoreme suivant précise le précédent. Il généralise [LPS86, Theorem 1.3] et
renforce [LPS86, Theorem 1.5].

Théoréme 3.1.9. Soit I' le sous-groupe libre de rang 1%1 de SO3(R) engendré par

la partie symétrique X,11. Sotent, pour tout n € N, S, et B,,, les spheres et boules
dans I" de centre e de rayon n par rapport a la longueur des mots définie par X, ;.

Alors
1 _ v — p_l —n/2
o s 3 s0m) = [ o o) (1425 50) o,
1
u x) — dv =c(pn) 1+ (1+—|n)p ™2
s i 35 101 = [ s =<t (14 ( ﬁ) )»

ot c(p,n) = pflil%.
p
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La majoration repose sur trois ingrédients. Le premier ingrédient, dont la for-
mulation précise est la Formule 3.1, est I'inclusion du spectre de l'opérateur de
Hecke dans le spectre de l'opérateur correspondant pour la représentation réguliere.
Pour autant que nous le sachions, la seule démonstration connue de ce fait se trouve
dans [LPS86, S153-S158] et [LPS, Theorem 4.1], et utilise la théorie des formes auto-
morphes et les travaux de Deligne sur les conjectures de Weil. Le deuxieme ingrédient
est une application du théoreme spectral, et le dernier est 1’égalité entre la norme
de l'opérateur de la représentation réguliere et la fonction de Harish-Chandra sur le
groupe libre, énoncée en 3.1.3.

3.1.2.2 Détermination précise du taux de convergence

Dans ce paragraphe, nous démontrons le Théoreme 3.1.9. Nous commencons par
rappeler la construction, dans [LPS], de certains groupes libres d’isométries de la
sphere. Soit H = {q = o + x19 + 22j + w3k : x9, 21, 22,23 € R} le corps des
quaternions. On note

7(q) = o + @10 + T2j + w3k = To — 211 — 2j — T3k

le conjugué d'un quaternion g. Notons N(q) := ¢q la norme de ¢ et soit |¢| =

N(q) son module. Le groupe multiplicatif H* agit sur H par conjugaison, et si
q € H* et v € H, alors |qug~!| = |v|. Comme cette action préserve le sous-espace
ImH = {17 + x9j + x3k : 11, T2, v3 € R}, il définit une action

Ad: H* — SO(3,R), ¢ > (v qug™ )
par isométries préservant 'orientation de la sphere S?. L’anneau
H(Z) = {q = xo + x1i + x2j + x3k : 9, 1, T2, 23 € Z}
des quaternions de Lipschitz a 8 unités :
H(Z)* = {+£1,+i,+j + k}.

Soit n € N. D’apres Jacobi (voir, par exemple, [BvdGHZ, p. 27] ou [DSV, Theorem
2.4.1] pour des entiers impairs), le cardinal de ’ensemble des quaternions de Lipschitz
de norme n est

IN'(n) NH(Z)| =8 d.

44d|n

Et donc, si n = p est premier, Pensemble N~!(p) N H(Z) se décompose comme
la réunion disjoints de p + 1 orbites pour l'action de H(Z)*. Dans le cas p = 1
mod 4, il est facile de voir que chaque orbite contient un unique quaternion ¢ =
To + x1t + Toj + x3k avec xg > 0, xg =1 mod 2 et tel que I'ensemble

{q =m0+ 10 + 29j + 23k : k9,21, 22,23 € Z, N(q¢) =p, xo0 >0, 20 =1 mod 2}
se décompose comme la réunion disjointe de 7%1 orbites de l'involution 7, chacune
contenant deux ¢léments. Soit ¥,11 C SO(3,R) I'image de cet ensemble par 'appli-
cation Ad.

Nous pouvons démontrer le Théoreme 3.1.9.
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Démonstration. 11 découle de [LPS86, S153-S158] et [LPS, Theorem 4.1, que le
spectre de my vérifie

o (m (1s,..)) C [=2v/D, 2v/D)- (3.1)

(en fait, il est démontré dans [LPS86, S153-S158] que o (o (1s,,,)) = [—2/P, 2¢/D)-
Nous utilisons seulement 'inclusion o(my(1x,,,)) C [~2/p, 24/p] mais c’est de loin
la plus difficile a démontrer ; I'ingrédient principal de la démonstration est I'inégalité
[LPS, Theorem 4.1] qui découle notamment de [Del].) En appliquant I'Inclusion 3.1
et le Théoreme 3.1.1, et obtenons les inégalités suivantes

2\/1_7 2 HWO (12p+1)H 2 HPF (1Zp+1)H'

I1 découle ensuite de la caractérisation spectrale des groupes libres par Kesten (voir
[LPS86, S157] et [Kesb]) que I' est libre de rang r = 25 (et librement engendré
par tout sous-ensemble A de X,;; contenant ’%1 et vérifiant AN A~ = (). Sur T
considérons la longueur des mots par rapport a ¥,.;, et, pour tout n € N U {0},

considérons 1'élément de Hecke

T,= Y veC[].

Iv|=n

Ti= > v=1y,,,

7€2p+1

On a que Ty = e,

et
T1T1 = TQ + QTTQ.

Sin>2 ona
T, 1) = Tn+1 + an—l-

Il existe un unique morphisme d’anneaux unitaires de Z[X] vers C[I'], envoyant X
sur T7. Les relations de récurrence ci-dessus démontrent que 7, est dans I'image de
ce morphisme, pour tout n > 0. En d’autres termes, pour tout n > 0, il existe un
polynéme P, € Z[X] tel que T, = P,(11).

Nous démontrons d’abord le théoreme dans le cas de la sphere S,, C I'. La borne
inférieure découle du Corollaire 3.1.4. Pour la borne supérieure, il suffit d’appliquer
le théoreme spectral pour les opérateurs bornés autoadjoints, I'Inclusion 3.1, et le
calcul par Kesten [Kesb] du spectre de la représentation réguliere

o (Ar(Th)) = [=2vp, 2V/Pl;

et nous en déduisons

Imo (L) | = o (Pu (1))
= [[En(mo (1))
= sup ()]
)\EO’(WQ(Tl))
< sup  [Pu(N)
Ae[-2y/p.2/P]
= sup [F(A)]
)\EO'()\[‘(Tl))

= [[Ac(T) I
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Il suffit d’appliquer la Proposition 3.1.3, pour conclure que

p—1 n
‘S’Zf’ﬂ /f ) dv(y ( p+1n)P 2

La démonstration, dans le cas des boules B,,, est analogue. O

sup
[ fll2=1

3.1.3 Taux de convergence pour des actions par automor-
phismes sur des groupes abéliens

3.1.3.1 Taux de convergence sur le tore de dimension 2

11 découle de [LPS86, Theorem 1.4] qu’un sous-groupe libre de rang fini générique
de SO3(R) ne réalise pas la borne inférieure du Corollaire 3.1.4. Il se passe tout le
contraire dans le cas du tore de dimension 2. En effet, si T? désigne le tore de
dimension 2, R?/Z2, tout sous-groupe libre I' de SLy(Z) tel que la restriction de
'action naturelle de SLy(Z) sur T? & T est ergodique réalise la borne inférieure.
C’est I'objet du théoréme suivant, qui découle facilement de [Sha, Theorem 4.17] ou
de [dLH, 20], ou d’idées que 1'on peut trouver dans [Fin], ou dans [GG].

Théoréme 3.1.10. Soit T? = R?/Z? le tore de dimension 2 et soit v la mesure de
Haar sur T? (normalisée pour étre une mesure de probabilité) et soit GL(2,7) ~
Aul(T?) = G le groupe des automorphismes de T?. Supposons que I' < G soit un
gmupe libre de rang v > 1 librement engendré par {ai,...,a.} C G. Soit S =
{a ...,aF'} et soit ¢ = 2r — 1. Soient S, et B, les sphéres et boules de rayon n

et de centre e dans I' pour la longueur des mots définie par S. Alors

Zf%c /f )dv(y ( Ji )q”/Q,

'yES
= c(q,n) (1 + (1 + %) n) 2,

1
77 3 160 = [ fan
" YEBp T2
. e -1
ot c(q,n) = (1 +2¢7" > éqk) )
Ce théoreme est conséquence du théoreme général suivant, comme nous allons le
VOIr.

sup
I fll2=1

sup
[l fll2=1

3.1.3.2 Un théoréme général

On rappelle que si K est un groupe topologique, K* désigne ’ensemble des
morphismes continus de K dans C*. C’est un groupe abélien, et on le munit de la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts. De plus, si g est un auto-
morphisme (continu) de K, et si x € K*, on note g * x Papplication k — x (g7 'k).
Cela définit une action du groupe des automorphismes de K sur K*.

Théoreme 3.1.11. Soit I un groupe topologique, K un groupe topologique compact,
soit g la mesure de Haar sur K donnant mesure 1 a K, et soit I' ~ K une action
par automorphismes (elle préserve alors automatiquement py ). On suppose que pour
tout x € K*\ {1}, Stabp(x) est moyennable. Notons my la sous-représentation de
Koopman pour Uaction I' ~ K.
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Soit p une mesure finie a support fini sur I'. Alors on a

[mo()ll = [IAc ()]

En particulier, dans cette situation, la discrépance est minimale.
Démonstration. L’application
F:C(K,C) —» C(K*C)
roe (o [ RE )

est une isométrie linéaire pour les normes 2, et donc se prolonge a un isomorphisme
que l'on note également F entre L*(K) et [*(K*).

L’action I' ~ K* préserve automatiquement la mesure de comptage. Notons
alors 7* la représentation de Koopman associée. Alors, pour tout v € I', pour toute
¢ € L*(K), on a

F(w(7)¢) = 7" (7)F ().

De plus, le sous-espace L(K) de L?(K) constitué des fonctions d’intégrale 0 corres-
pond, via F, au sous-espace des fonctions de [?(K*) formé des fonctions qui s’an-
nulent en 1, que nous notons [3(K*). Ce sous-espace est donc une sous-représentation
de 7 que l'on note 7y, et, compte-tenu de cette discussion, on a

Imo ()l = llmg ()l

On remarque que 7 est aussi la représentation de Koopman associée a l’action de I
sur l'espace discret K*\ {1} qui préserve la mesure de comptage. Soit 7" C K*\ {1}
(1 désigne le caractére unité, c’est-a-dire le morphisme constant K — {1} qui est
aussi le neutre du groupe abélien K*) une partie qui rencontre chaque orbite de
laction I' ~ K* \ {1} en exactement un point. On a alors

I5(K*) ~ €D 1*(x) ~ @ 1*(T/ Stabr(x)),

x€T x€T

chacun des sous-modules de la premiere décomposition étant une sous-représentation
de my. Pour x € T', la sous-représentation 7} sur le sous-espace I2(T'x) est isomorphe
a la représentation Ag/stabp(y)- On a donc, pour tout v € T,

75 (1)1 = sup [ Ary stabr (o (1)
x€T
Mais, d’apres [Kesb], on a
[ Ar/ stabr (o (1) [ = 1 Ar ()]
car pour tout y € T, Stabr(x) est moyennable. Ainsi, on a bien
Imo(p) ||l = [[Ar(1)]]-
]

On peut alors en déduire le Théoreme 3.1.10, en appliquant le théoreme précédent
a T < SLy(Z), et au tore de dimension 2, K := (R/Z)>.
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Démonstration du Théoréme 3.1.10. On note, pour x € R, T := x+7Z. On considere

I’action naturelle
a b TN ab + by
c d 7)) \cr+dy

par automorphismes. Le dual du tore est isomorphe a Z2, via

Z > (R/ZP)
(n,m) = ((T,7) = ePriretmy)

et l'action SLy(Z) ~ Z? qu'on en déduit est

Y
a b LT a b x
c d y )] c d y -
Si x € Z*\{(0,0)}, alors le stabilisateur Stabsr,,(z)(x) est abélien, et donc pour tout
sous-groupe I' < SLy(Z), Stabr(x) est abélien, donc moyennable. O

3.1.3.3 Taux de convergence pour le shift de Bernoulli

Nous remercions Damien Gaboriau pour nous avoir suggéré de considérer la
situation suivante.

On peut également déduire du théoreme 3.1.11 le théoreme suivant. Soit I' un
groupe dénombrable discret. On munit le groupe K := (Z/2Z)" de la topologie
produit qui en fait un groupe topologique compact métrisable. La tribu borélienne
de K est la tribu engendrée par les cylindres et I'unique mesure de Haar sur X qui
donne masse 1 a K est la mesure vk, produit des mesures uniformes %(50 + 01) sur
Z,/27. On considere 'action (par automorphismes!) donnée par

Ix K — K
(1,¢) = (a— ()

qui préserve vg. Notons que cette action préserve le sous-espace (Z/27Z)") des
fonctions nulles sauf éventuellement sur un ensemble fini. On note 7r la sous-
représentation de la représentation de Koopman associée a cette action, sur le sous-
espace des fonctions d’intégrale nulle.

Théoreme 3.1.12. Pour toute fonction f: ' — R, a support fini, on a

Ac (A= Nl (H]I-

En particulier, pour tout groupe dénombrable discret T', le shift de Bernoulli de " a
une discrépance minimale.

Pour démontrer ce théoreme, nous utiliserons les lemmes suivants.
Lemme 3.1.13. L’application
0:(2/22)V — ((z/22)")"
6 = (0 o o))

est un 1somorphisme de groupes, I'-équivariant.
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Démonstration. 11 est évident que 0 est bien définie et injective. Démontrons que 6
est surjective.

Soit a € ((Z/2Z)")", c'est-a-dire, soit a : (Z/2Z)" — C* un morphisme de
groupes continu. Tout d’abord, comme «a est continu et que (Z/2Z)) est dense
dans (Z/27Z)", a est enticrement déterminé par sa restriction & a (Z/27Z)™).

Soit, pour tout v € I, §, I'application qui vaut 1 sur « et 0 partout ailleurs. La
famille (8, ),er est une Z/2Z-base de (Z/2Z)\"), ainsi, & est entierement déterminée
par la famille de nombres complexes («(d,)) er.

Comme tout élément de (Z/2Z)" est d’ordre au plus 2, a prend en fait ses
valeurs dans P'espace discret {£1}. De plus, dans le groupe topologique (Z/2Z), la
suite (0, ) er tend vers l'application nulle quand ~ tend vers I'infini. Comme o est
continue, il existe une partie finie F' C I telle que

VyeI'\F, «a(d,) =0,

et donc ¢ := (v + &(d,)) est un élément de (Z/2Z)D). 1l est alors facile de voir que
la restriction de 8(¢) & (Z/2Z)1) est égale a @&, et donc 0(¢) = a. O

Si E est un ensemble, on note P;(E) 'ensemble des parties finies de E.

Lemme 3.1.14. Munissons P¢(I') de la loi de composition donnée par la différence
symétrique, qui en fait un groupe abélien. Alors l'application

O : Pf(F)
F

— (z)27)™

= 1p

est un isomorphisme de groupes. De plus, si nous munissons P¢(I') de laction de T’
définie par, pour touty € I', toute F' € P¢(T), y*F = vF, alors © est I'-équivariant.

Démonstration. C’est évident. O]

Lemme 3.1.15. Si F' est une partie finie non vide de I', alors son stabilisateur, pour
Uaction définie dans le lemme ci-dessus, est contenu dans FF~, et en particulier,
il est fini.

Démonstration. Soit x € F. Soit v € Stabp(F). Alors, par hypothese, yz € F, et
donc il existe y € F tel que vz =y, et donc v = yz~! € FF~ L. O

Démonstration du théoreme 3.1.12. 11 suffit de vérifier les hypotheses du théoreme
3.1.11. Il suffit donc de vérifier que pour tout xy € K*\ {1}, Stabr(x) est moyennable.

Soit donc y € K*\ {1}. Via 67! puis ©~!, y s’identifie & une partie finie non
vide F de T', et comme 6 et © sont équivariantes (d’apres les lemmes 3.1.13 et
3.1.14), Stabr(x) = Stabr(F). Or, d’apres le lemme 3.1.15, ce groupe est fini, donc
moyennable. O]

3.1.4 Monte-Carlo
3.1.4.1 Elargissement du cadre

Soit I' est un groupe discret, (X, ) un espace de probabilité, et I' ~ X une
action mesurable, préservant la mesure. Soit £ C I' une partie finie, symétrique,
et ug la mesure uniforme sur E. Nous utilisons désormais un langage probabiliste.
Soit Z un point aléatoire sur X, de loi v, et pour v € E, posons Z, := y(Z). Alors
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(Z,)~er est un |E|-uplet de points aléatoires, chacun de loi v. La discrépance de pup

est alors égale a
1
sup o _Zf(Zv)_/ fdv |,
FfEL?(X,v) |E| ~eE X
I fll2=1

ou o désigne I'écart-type d'une variable aléatoire réelle ou complexe, c¢’est-a-dire la
racine carrée de sa variance. Ainsi, tout ce qui reste de I'action est la définition de
Z.,. Dans cette section, on s’intéresse au probleme général suivant : si Z;,---, 2,
sont des points aléatoires sur X de loi v, que dire de

1 n
sup o | — f(Zi)—/ fdv]?
JELA(X.) <” ; X

[ fll2=1

3.1.4.2 Introduction et énoncé des résultats

Soit (X, v) un espace de probabilité. On s’intéresse a la question générale sui-
vante : si f est une fonction a valeurs réelles ou complexes sur X, comment estimer
efficacement 'intégrale [ « fdv? La fameuse méthode de Monte-Carlo est une so-
lution a ce probleme : elle consiste a choisir un n assez grand, tirer Z1,--- , Z,, des
variables aléatoires indépendantes a valeur dans X (des points aléatoires) de loi v,
et de former la moyenne £ 3" | f(Z;), appelée estimateur de Monte-Carlo.

On mesure la qualité de cette méthode en calculant ce que 'on appelle I’ erreur
quadratique moyenne : on a I’égalité bien connue, pour tout n € N* et f € L*(X,v),

1 & 1
Var(E;f(Zi)—/deu> :EHf—/deu

et on obtient I'égalité suivante, concernant 1’ erreur quadratique moyenne dans le pire
des cas :

2

L2(X,v)

1< 1
sup Var —Zf(Z,-)—/ fdv ] =—.
feL*(Xv) n-= X n
[l fll2=1
Dans cet article, nous étudions la question de mesurer l'erreur quadratique
moyenne dans le pire des cas, dans la situation générale ou les points Z; ne sont

plus supposés indépendants, et démontrons le théoreme suivant et son corollaire.

Théoréme 3.1.16. Soit (X,v) un espace de probabilité, soit N,n € N*, et Z =
(Zy,+-+, Zn) un n-uplet de points aléatoires sur X tel que pour tout i, Z; est de loi
v que nous ne supposons pas indépendants. On suppose que X peut étre partitionné
en N parties mesurables de méme mesure.

On a
1 & 1 n—1
sup Var | — f(Z; —/fdy 2—(1— )
fEL2(X,l/) (n 12:1: ( ) X n N - ].

[l £ll2=1

Corollaire 3.1.17. Soit (X,v) un espace de probabilité sans atome, n € N*, et
Z = (Zy, -+, Zy) un n-uplet de points aléatoires sur X tel que pour tout i, Z; est
de loi v que nous ne supposons pas indépendants.
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On a

S

1 n
sup Var | — f(Zi)—/ fdv | >
FEL?(Xw) (” ; X

[ fll2=1

Remarques 3.1.18. Comme nous le verrons dans la suite, dans le cas ou X :=
{1,--- N} etv est la mesure uniforme sur X, l'inégalité du théoréme est une égalité
dans le cas ou la loi de Z est la mesure uniforme sur ’ensemble des n-uplets de
points de X deux a deux distincts. Ce n-uplet est alors meilleur, au sens de ’erreur
quadratique moyenne dans le pire des cas, qu’un n-uplet de points indépendants.

Comme nous 'avons vu, linégalité du corollaire est une éqgalité si les Z; sont
indépendants. Nous ne savons pas si cette condition est nécessaire.

3.1.4.3 Démonstrations

Pour alléger I'exposé, on considere les notations suivantes : on considere les
nombres (MSE pour mean squared error)

MSE(f) := Var ( Z f(z / f dy)

et
MSE(Z) :== sup MSEz(f).
FEL2(X,v)
[ fll2=1

Tout d’abord, si f € L*(X,v), on constate que MSEz(f) = MSE(Z) (f — [, fdv).
Par conséquent, MSE(Z) est aussi le sup des MSE(f) pour les f de norme 1 et
d’intégrale nulle.

Soit donc f € L?(X,v), de norme 1 et d’intégrale nulle. Le calcul donne

MSEs(f) — E <1Zf<zi>>
= E Zf +—Zf

i#]

_ % ZE ZE
i1 i#J
_ % n % Z]E[ £(2:)1(2))]

ou on retrouve le fait rappelé ci-dessus que si les Z; sont deux a deux indépendantes,
et si f est de norme 1 et d’intégrale nulle, MSE(f) = %
Démontrons le théoreme.

Démonstration du théoréeme 3.1.16. Soient Xi, ..., X des parties partitionnant X
et toutes de mesure %, avec N > 2. Notons, pour tout p € {1,..., N}, v, := v(X,).

Posons, pour tout (p,q) € {1,..., N}?,

N N
q - E]_XP— E]_Xq.
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De plus, on notera, si k € {1,..., N}, f, (X)) pour la valeur que f,, prend sur X
- cet abus de notation est inoffensif car f,, est constante sur les X;.

fp.q €st visiblement d’intégrale nulle, et si p # ¢, sa norme est 1.

Nous allons démontrer qu'il existe p, ¢ € {1, ..., N'} différents tels que MSE4(f, ) >
L1 - 220).

Soient p, q € {1, ..., N} pour l'instant quelconques. Nous avons donc

1
MSEz(fpq) = - + —ZE [fo.a(Zi) fpa(Z))]
i#]j
1 1
R + n2 Z (Z P(Z; € Xy et Zj € Xp) fp.q(X2)?
i#£] k
+> P(ZieX et Z; € Xm)fp,q(Xz)fp,q(Xm)>
l#m
1 1 N
= - ﬁ?%m(z" €X,et Z; € X,)

+P(Z € X, et Z; € X,)
_P(Z e X, et Z; € X,)
— ]P)(Zl c Xq et Zj S Xp)) .

et on en déduit I'inégalité

1 1

MSEZ<fp,q)Z___2§<E P(Z, e X, et Z; € X,)+P(Z; € X, et Z; eX))

n
i#]

Notons
=Y P(Z € X, et Z; € Xy) +P(Zi € X, et Z; € X,).
i#]

Calculons :

> 0y = 25, P(Zi€ X, et Z; € X,)

pFq

2> 252 peg P(Zi € Xy et Zj € X)
2> 2;P(Z; et Z; ne sont pas dans le méme morceau de la partition)
2n(n —1).

IA I

Et donc, comme cette somme de N(N — 1) nombres est inférieure a 2n(n — 1),

il y a forcément un des termes qui est inférieur a 2 ”E” 1)) Pour un couple (p, q) tel

que 0,, <2 "E )) on a alors

1 1N n(n—l)
> - -0
MSEz(fpq) = n  n2 22N(N—1)
S
B n n(N—l)
_ 1 1 n-l

Voici un exemple ou I'inégalité est une égalité.
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Proposition 3.1.19. Si X := {1,--- N}, si v est la probabilité uniforme sur X,
sin < N, et silaloi de Z est la mesure uniforme sur les n-uplets de points de X
deux a deuz distincts, alors l'inégalité dans le théoréme est une éqgalité, c’est-a-dire,

1 n—1
MSE; =—(1-— .
d n( N—1>

Démonstration. Posons m la mesure sur X" définie par

(N —n)!
T .= T Z 5(1‘17...77;")-

i1, in€X
Vi#k,
ik
Autrement dit, 7 la mesure uniforme sur I’ensemble des n-uplets formés de points
de X deux a deux distincts. Soit Z = (Zy,- -+, Z,) un n-uplet aléatoire de loi 7
(pour tout i, Z; est alors uniforme sur X).
Alors soit f € L*(X,v), de norme 1, et telle que [ fdr = 0. Calculons :

S B Z)F(Z0)) = Y B> Y Yzmiee zomit f(Z) [ (Zin)

l#m ACX i1, ,in€A
[Al=n  Vj#k
ij Ak

— ZZ Z P[Z1:i17"'7Zn:in]f(il)f(im)

I#£m ACX i1, in€A

|[Al=n ijk
- (ﬂf) S Y f0)f@)
HE
= (]X__;) (Z) ZXf(p)f(Q)
o
= NN 1>;{f(p)§f(Q)
q#p
n(n —1) 9
= N1 Il
_ n(n —1)
N-1

On a donc

Démontrons le corollaire.

Démonstration du corollaire 3.1.17. On va démontrer que pour tout ¢ > 0, on a
MSE(Z) > % — ¢, ce qui suffit. D’apreés un théoreme de Sierpinski [Sie22], tout
espace de probabilité sans atome est tel que pour tout a € [0,1], il existe une
partie mesurable de mesure a. De la, il est facile de fabriquer des partitions de X
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en un nombre N arbitrairement grand de parties mesurables de méme mesure. Si
on choisit N tel que % (1 — ]7\1[;_11) > % — €, ce qui est évidemment possible, alors
d’apres le théoreme, on peut trouver une f de norme 1, d’intégrale nulle, telle que

MSEz(f) > 1 — e 0

3.1.4.4 Retour a la discrépance

Nous avons vu que dans le cas de groupes G discrets engendrés par une partie
E symétrique, finie de cardinal p + 1, pour toute action G ~ (X, v) préservant
la mesure de probabilité, la discrépance minimale que 'on peut obtenir est (par
exemple pour la construction de Lubotzky-Phillips-Sarnak)

2P

p+1

et 1 si le groupe est moyennable.

Le Corollaire 3.1.17 nous permet de mettre en perspective ce nombre : dans le
cadre élargi de la méthode de Monte-Carlo ou les p+ 1 points d’échantillonnage sont
tous choisis aléatoirement, on ne peut pas faire moins que ﬁ, soit asymptotique-
ment autant que la moitié de la discrépance pour Lubotzky-Phillips-Sarnak.

On pourrait ainsi dire, en des termes tres vagues, que l'orbite (sous une action
fixée) d'un point choisi aléatoirement ne se comporte pas tout a fait comme un
ensemble de points aléatoires indépendants, mais que parfois, elle y ressemble assez.

3.1.5 Remarques bibliographiques

Citons d’abord un certain nombre de travaux liés aux articles [LPS86] et [LPS].
Une des premieres références a propos de I'étude de groupes libres de rotations
de la sphere est larticle de cinq pages [AK]. Le livre de Lubotzky [Lub] (et, tout
particulierement, le chapitre 9) est une référence générale sur le sujet et sur ses
nombreuses ramifications. Colin de Verdiere a donné un séminaire Bourbaki [CdV]
sur [LPS86], [LPS]. Le suvol de Shalom, [Sha], présente des estimations sur la
discrépance de points aléatoires. Dans une série d’articles, Bourgain et Gamburd
(voir [BG] et ses références) construisent des ensembles symétriques finis dans SU4(C)
dont la norme de 'opérateur de Koopman associé est strictement plus petite que 1
et développent les liens avec I'arithmétique. Clozel [Clo] a obtenu des bornes opti-
males (a des constantes multiplicatives pres) pour la discrépance de certains sous-
ensembles de SOy, (R). Dans [COU], Clozel, Oh, et Ullmo formulent des taux de
convergence pour des théoremes ergodiques sur des espaces symétriques, en termes
de fonctions de Harish-Chandra. Le survol [GN] contient beaucoup d’estimations de
taux de convergence.

Il y a en fait un domaine de recherche a part entiere a propos de 'optimalité des
méthodes de type Monte-Carlo. On peut consulter, par exemple, [TW] ou [Nov]. A
propos de l'optimalité de la méthode de Monte-Carlo dans le sens qui nous intéresse,
un théoréme est particulierement pertinent : il s’agit du théoreme de Mathé [Mat95],
que nous citons sous une forme un peu différente, et plus proche de notre contexte.

Théoréme 3.1.20 (Mathé, 1995). Soit (X, v) un espace de probabilité sans atome.
Soitn € N, Zy,---, Z, des variables aléatoires a valeurs dans X, et des variables



3.2. UN THEOREME POUR LE CAS LOCALEMENT COMPACT 73

aléatoires réelles ay,- -+ ,a,. Alors on a
sup B> af(2) - [ fdv] | =g
FEL2(X ) ; X (1++/n)?
I fll2=1

["inégalité étant une égalité si
1
n++/n

Vi, a; =

et si les Z; sont indépendantes de loi v.

Ainsi, dans un cadre bien plus général que le ndtre (pour nous, les a; sont
constants, égaux a % et les Z; sont tous supposés de loi v), Mathé obtient une
bonne inférieure juste un tout petit peu en-dessous de la notre; il semble donc
régler entierement la question de la recherche d'une méthode de Monte-Carlo opti-
male. On peut remarquer le fait bien connu des statisticiens que les estimateurs sans
biais ne sont pas forcément les meilleurs (dans le cas d’égalité, ’estimateur n’est pas
d’espérance nulle, car la somme des a; ne vaut pas 1).

Pour autant, notre théoreme est élémentaire, et ne nous apparait pas comme une

conséquence immeédiate du théoreme de Mathé.

3.2 Un théoreme pour le cas localement compact

Dans cette section, nous généralisons le cadre d’étude. Soit donc G un groupe
topologique localement compact, soit pe une mesure de Haar a gauche sur G, soit
(X, v) un espace de probabilité, et soit G ~ X une action qui préserve la mesure.
On note 7 : G — U(L*(X,v)) la représentation de Koopman associée, et soit my la
représentation sur le sous-espace des fonctions d’intégrale nulle. On considere alors
des mesures p sur G, a support compact, on note G, le sous-groupe fermé de G
engendré par le support de p et on se demande si la minoration générale (établie
dans le cas discret) reste vraie, c’est-a-dire, a-t-on

[Aa, ()] < [lmo(pe)]] ?

C’est le probleme de démontrer une minoration de ce type qui va nous intéresser
dans cette section.

Comme le montrent les exemples suivants, une telle minoration n’est pas vraie,
en général.

3.2.1 Contre-exemples a une minoration générale

Remarque 3.2.1. Considérons l'action par translation a gauche de R sur R/Z.
Soit, pour t € R, my(t) lopérateur qui a ¢ € L*(R/Z, Leb) d’intégrale nulle associe
s +— f(s—1t). Soit u la mesure uniforme sur [0,1]. On peut alors remarquer que
mo(p) est opérateur nul, tandis que A\g ne l’est pas.

En fait, on a le théoreme général suivant, qui découle de la discussion aux pages
107 — 112 du livre [Mar91].
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Théoréme 3.2.2 (Margulis). Soit G un groupe localement compact, o-compact, et
H un sous-groupe fermé de G qui est cocompact. On considére l’action par multi-
plication a gauche G ~ G/H et on suppose qu’il existe une mesure de probabilité
G-invariante v sur G/H. Notons m la représentation de Koopman associée, et my la
sous-représentation sur le sous-espace des fonctions d’intégrale nulle. Alors il existe
une fonction f sur G, continue, positive, a support compact, d’intégrale 1, telle que

lmo()I < 1.

Esquisse de démonstration. Supposons, par ’absurde, que pour toute fonction f sur
GG, continue, positive, a support compact, d’intégrale 1, on a

lmo(A)]l = 1.

D’apres [Mar91, (1.3) Proposition, p. 109], comme G est o-compact, cela équivaut
au fait qu’il existe une suite (p;);en qui est asymptotiquement mo-invariante, ¢’est-a-
dire qu’elle est composée d’éléments de L3(G/H), de norme 1, et est telle que pour
tout compact K de G,

lim sup ||7o(g)pi — pill2 = 0.
1200 g |

Soit (p;)ien une telle suite. Tout d’abord, on a que

limsup ||mo(f)p; — pillz < limsup sup ||7o(9)pi — pill2

1—00 1—00 gEsupp(f)

=0
Soit K un compact de G. D’apres ce qui précede, on a

limsup sup ||mo(g)mo(f)pi — mo(f)pilla < limsup sup (|[mo(g)mo(f)pi — mo(g)pill2

1—00 geK 1—00 geK

+ llmo(9)ps — pill2 + llpi — mo(f)pill2)
= limsup sup (2||mo(f)p; — pill2

1—>00 geK

+ ||mo(g9)pi — pill2)
=0

( mo(f)pi >
7o (f)pill2 / sen
est, elle aussi, asymptotiquement mp-invariante. Notons, pour tout ¢ € N, ¢; la com-

posée de
mo(f)pi
7o (f)pill2

avec la surjection canonique G — G/H. Alors, d’apres [Mar91, (1.7) Lemma, p.
110], la suite (g;)ien est équicontinue et uniformément bornée sur tout compact de
G. D’apres le théoreme d’Ascoli, quitte a en extraire une sous-suite, on peut supposer
qu’elle converge uniformément sur tout compact de GG vers une fonction continue,
H-invariante a droite (car tous les termes de la suite le sont). Cette limite passe
au quotient en une fonction continue sur G/H, que 'on note p. Comme G/H est
compact, on a la convergence uniforme

mo(f)pi
7o (f)pill2

et donc la suite

— P.

On en déduit
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e que p est d'intégrale nulle (en tant que limite uniforme de fonctions d’intégrale
nulle) ;

e que pest de L2-norme 1 (en tant que limite uniforme de fonctions uniformément
bornées, de L*-norme 1);

e que p est mp-invariante (en tant que limite uniforme d’une suite asymptotique-
ment mp-invariante) et donc constante.

Ainsi, p est constante et égale & 0, mais pourtant de L?-norme 1. C’est absurde.
m

Dans tous les cas ou GG, H sont comme dans les hypotheses du théoreme ci-dessus
et ou G est, en plus, moyennable, I'inégalité ||Ag(f)]| < ||mo(f)]| tombe en défaut.

3.2.2 Un théoreme de minoration de la discrépance

Il s’agit de trouver des hypotheses supplémentaires sur 'action G ~ X pour
pouvoir démontrer une minoration. Nous en formulons une, la condition technique
dite de croissance modérée, pour démontrer un théoreme général, puis nous donnons
des conditions suffisantes pour qu’elle soit vérifiée dans différents cas concrets.

3.2.2.1 Un théoréeme général

Définition 3.2.3 (Action a croissance modérée). Soit G un groupe, (X,B,v) un
espace de probabilité sans atome, et G ~ X une action qui préserve la mesure. Soit

FcaG.
On dit qu’une suite (By)nen d’éléments de B est a F-croissance modérée si

1. VyneN, v(B,) >0
1
2. inf{v(B) | Be B, F'B, C B} < 5

1
3. limsup (inf M) > 1.

n—o0 geF V<Bn>

Exemple 3.2.4. Considérons l’action de R sur T? := (R/Z)* par translations de
direction une droite d de pente irrationnelle, c¢’est-a-dire que l’on choisit o € R\ Q,
et pour tout t € R, (a,b) € T?, on associe (a +t,b+ at). Soit F :=[0,1].

Sip,q € Ry, soit R,, le rectangle centré en l'origine de R?, paralléle a la droite
d, dont la longueur dans la direction d est p, et dont la longueur dans la direction
d* est q; et si R est un tel rectangle, notons R sa projection dans T?.

Observons la figure 3.2.2.1. On fait la constatation heuristique suivante : si on
effectue de légeres translations de la partie rouge dans la direction de la droite d, on
va balayer beaucoup d’espace ; alors que comme la partie bleue est tres allongée dans
la direction de d, ses translatés ne balateront que trés peu d’espace.

Nous démontrons alors le théoréme suivant.

Théoreme 3.2.5. Soit G un groupe topologique localement compact unimodulaire,
pa une mesure de Haar sur G, A\g la représentation réguliere de G. Soit (X, B, v)
un espace mesuré sans atomes, G ~ X une action mesurable qui préserve v.
Supposons que pour tout F' voisinage compact symétrique de ['identité, il existe
une suite a F-croissance modérée.
Alors on a, pour toute f continue sur G, positive, a support compact,

Ac(AN < llmo(f)]I-
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=

FIGURE 3.1 — En transparence, les rectangles R, , et en plein, leur projection dans
le tore. En noir, un segment de la droite d.

Démonstration. Pour toute h : G — R’ mesurable, notons py, la mesure sur G' de
densité h par rapport a u (au lieu de hpu, pour plus de lisibilité), c¢’est-a-dire que
VA € B(G), = [, h(g) duc(y

Soit f une fonctlon contlnue sur G a valeurs positives et a support compact.

Si f est nulle, le résultat est évident. Supposons que f n’est pas nulle. Comme,
pour toute représentation unitaire p, le prolongement de p a C.(G) est un morphisme
d’algebres involutives, on a |[p(f * f*)|| = ||p(f)||>. Nous n’allons donc considérer
que des f de la forme h % h* pour des h : G — R, continues a support compact.

Soit F' := supp f. C’est un voisinage compact symétrique de e dans G. Soit
(B[ )nen une suite a F-croissance modérée. Comme v n’a pas d’atomes, d’apres
le théoreme de Sierpinski, soit B, une partie de méme mesure que B telle que

F"Bf N B, =0. On pose ¢ := "5 "5 On a bien que ¢ € L3(X,v).

[ —H

On a alors

[mo(f" N > {mo(f™), ¢)

= V(B Jlrleg) /G [v (9B N BY) +v (9B, NB,)]| dusm(g)

_’/(Bﬂ o5 )L, v @B N BL) +v (9B, 1 BY)] dugen (9)
~ u(By) (B, /G v (9B N BY) +v (9B, N B,)] digen (9)
= V(B T v(B,) / I (ng : B ) +v (9B, N B,)] g (9)
- 2“f‘")<F) geﬁy(T;)n

|mo(f)]| = lim sup ||7r0(f)"||%

n—oo

et, d’apres [BC74]

lim sup(s o (F)) 7 = T (700 (F)) = [Aa(f)]]

n—00 n—oo
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On peut alors finir le calcul :

||+
n

[mo(HIl = limsup,,_, [[mo(f)

3=

Vv

lim sup,,_, -

(o wlgBEN B
% [Lf(n)(F)n (mfgeFW

v(gBf N BH)\ "
v(B;)

Vv

IAG(f)] lim sup, .. (infgeF
> el

V

3.2.2.2 Vérifier ’hypothese de croissance modérée

La proposition suivante donne des conditions suffisantes pour qu’il y ait crois-
sance modérée.

Proposition 3.2.6. Soit G un groupe localement compact unimodulaire, X un es-
pace séparé, v une mesure de probabilité borélienne réguliere sur X, sans atome. On
considere une action continue G ~ X. Soit xo dans le support de v tel que

— Stabg(zo) est compact ;
— pour tout K C G compact, v(Kzy) = 0.

Soit F' un voisinage compact symétrique de e. Il existe une suite (B} )nen f0,1,2}
de voisinages de x a F'-croissance modérée.

Remarque 3.2.7. Si G est o-compact, alors v(Kx) =0 pour tout compact K si et
seulement si l’orbite de xq est négligeable.

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.2.8. Soit G un groupe topologique, X un espace séparé. Soit G ~ X
une action continue (c’est-a-dire que Uapplication G x X — X qui la définit est
continue).

Soit xy € X tel que Stabg(xg) est compact. Soit K un compact, et U un voisinage
de e. Alors il existe un voisinage V de xq dans X tel que

Vg € K\ Stabg(zo)U, gV NV =40.

Démonstration. Soit E 1’ensemble des triplets (g, W, V') tels que
— g € K\ Stabg(z0)U;
— W est un voisinage ouvert de g dans G ;
— V est un voisinage ouvert de xy dans X ;
—YweW, wVnV =10

Pour tout g € K \ Stabg(zo)U, il existe W,V tels que (g, W, V) € E. En effet,
g & Stabg(zo), donc gzg # xo. Soit Y un voisinage fermé de xy qui ne contient pas
gxo. Par continuité, ’ensemble des (h, x) tels que hax € Y est un ouvert de G x X ; il
contient (g, xg), donc il existe W, Z des voisinages de g et de xq tels que WZ C Y.
Posons V := ZNY. Alors WV Cc Y C V¢ et donc WV NV = 0.

Donc I’ensemble des deuxiemes coordonnées d’éléments de E recouvre I’ensemble
K \ Stabg(zo)U qui est compact, donc il existe n € N* gy, g, Wi, -+, Wy,
Vi, -+, Vy tels que K\ Stabg(zo)U C |J; Wi. On pose alors V := [, V;. Ce V est tel
qu’on le recherchait : ¢’est bien un voisinage de zg, et si g € K \ Stabg(zo)U, alors
il existe ¢ tel que g € W;. On a alors ¢gV; N'V; = 0, et donc gV NV = (). O
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Démonstration de la proposition 3.2.6. Soit n > 3. On va construire B;". Tout d’a-
bord, comme v(F?"xy) = 0, et comme v est réguliere, il existe un ouvert U contenant
F?"x,, de mesure strictement inférieure & % Par compacité de F', il existe un voi-
sinage W,, de x tel que F*"W,, C U. En effet, par continuité de I’action, pour tout
g € F?", il existe D, voisinage de g et E, voisinage de x tels que D,E, C U. Par
compacité de F?", il existe un sous-ensemble fini I de F?" tel que F*" C |J,.; D:.

On pose alors W), := (),.; ;. On a bien
FPw, c | Joiw, c | JDiE c U
i€l iel

Ensuite, d’apres le Lemme 3.2.8, il existe un voisinage V,, de zq tel que pour tout
g € F?"72\ Stabg(zo)F, gV, NV, = 0, et, quitte a rapetisser V},, on peut supposer
qu’il est inclus dans W,.
Soit N_o,, € Nyae(F Stabg(z) F?, F"2). On a N_y,,F C F"~! donc
V(N_9,FV,) <v(F"'V,).

De plus, on a
NoonFVu= || gFVi.
gEN_2.n
En effet, soient g1, 92 € N_o,, f1, f2 € F, v1,v2 €V, tels que g1 fiv1 = g2 fav2. On a
alors f, 1951 g1 fiv1 = vy. D’autre part, f, 'g; ‘g1 fi € F?"72, et donc, par hypothese
sur Vi, on a f, 195 g1 fi € Stabg(zo)F. Mais alors g € goF Stabg(wo)F?, ce qui
n’est possible que si g1 = go.
On en déduit donc que
V(N_3,FV,) = |N_g,|V(FV,),
et donc
IN o, [v(FV,) < v(F"'V,).

Posons alors B := F"V,,. Vérifions que les trois conditions de F-croissance
modérée sont satisfaites. Comme V,, est un voisinage de xg et que zy est dans le
support de v, v(B;]) > 0, et donc la premiere condition est vérifiée. Par construction,
F"Bf = F?"V, C U, donc la deuxi¢me propriété est vérifiée.

Enfin, estimons, pour g € F,

v(gB,y N By)
v(B;)
On a F" 'V, C gF"V, N F"V,, = gB," N B}, et donc
V(gBE N BY) = [Noulv(FV,).
Enfin, soit C' un voisinage compact de e dans G tel que CC~ C F. Soit N,, €
Npaz(C, F™). Alors B = F™V,, C N,,CC~'V,, (d’apres le Lemme 1.4.5) et donc
v(By) < [Nulv(FV).
Alinsi, on a, pour tout n > 3,
V(gBE N BY) _ [Noal
v(Bf) T INal

vlgBE N B\ (IN2al\"
v(B;) S\ N

Le résultat découle alors directement du Lemme 1.4.7. O

et donc
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3.2.2.3 Conséquences

On déduit de la proposition 3.2.6 le corollaire suivant, et deux de ses conséquences
immédiates.

Corollaire 3.2.9. Soit G un groupe topologique localement compact unimodulaire,
te une mesure de Haar sur G, A\g la représentation réguliere de G. Soit X un
espace topologique séparé, v une mesure de probabilité borélienne régqulicre sur X
sans atomes, G ~ X une action continue qui préserve v.

On suppose en outre qu’il existe x dans le support de v tel que pour tout compact
K de G, v(Kz) =0 et que Stabg(z) est compact.

Alors on a, pour toute f continue sur G, positive, a support compact,

A (O < Tmo(HII

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la proposition 3.2.6 et le théoreme 3.2.5. O

Corollaire 3.2.10. Soit H un groupe localement compact unimodulaire, G un sous-

groupe fermé de H tel que puy(G) =0, I' un réseau de H, tels que GNT = {e}. On

consideére l'action G ~ H/T' (qui préserve la mesure de probabilité v := jiyr).
Alors on a, pour toute f continue sur G, positive, a support compact,

IAc(AN < lImo (]I

Démonstration. 11 est immédiat de constater que les hypotheses du corollaire ci-
dessus sont vérifiées dans ce cas. O

A titre d’exemple, on a le corollaire concret suivant.

Corollaire 3.2.11. Si S est une surface hyperbolique compacte, soit g, : T*S — TS
le flot géodésique, et soit v la mesure de Liowville sur T*S. Alors pour tout T € R%,

’(x%%/OTf(gtx)dt—/Tlsfdy>

Démonstration. Cela découle immédiatement du corollaire précédent, puisque, d’apres
la discussion du paragraphe 1.3.2.2, ce systeme dynamique est conjugué a ’action a
gauche par R sur SLy(R)/T" ou I est le réseau cocompact image de m1(S) via 'action
de celui-ci sur le Hj, le revétement universel de S. O

=1.
2

sup
FELX(T'S,v)
[l fll2=1







Chapitre 4

Décroissance rapide

Résumé. Dans ce chapitre, nous traitons de la propriété de décroissance rapide,
et tout particulierement de la propriété de décroissance rapide radiale. Précisément,
nous développons l'exemple de 7, et reprenons le contenu des articles [BPLP19b]
et [BPLP19a/, ot nous donnons, dans un premier temps, un exemple concret d’un
couple qui a la propriété de décroissance rapide radiale, mais pas la propriété de
décroissance rapide ; enfin, nous démontrons que la propriété de décroissance rapide
radiale se transmet d’un groupe a un réseau sous des hypothéses générales.

Ces travaux ont été réalisés en collaboration avec Adrien Boyer et Christophe
Pittet.

4.1 Généralités sur la décroissance rapide

Nous commengons par une courte introduction historique a la propriété RD.
Pour une introduction plus poussée, voir les survols de [Chal7] et [Garl6].

Nous énoncons ensuite les définitions de base concernant la propriété RD et son
affaiblissement, la propriété RRD, et concluons cette section par ’exemple de Z.

4.1.1 Remarques historiques et bibliographiques

La propriété de décroissance rapide (RD), qui formule une inégalité concernant
deux normes sur l'algebre d’un groupe, a été introduite par Haagerup dans [Haa79]
et a été développée par Jolissaint dans [Jol90]. Son origine remonte au travail de C.
S. Herz [Her70]. Elle a des applications aux marches aléatoires sur les groupes infinis
[Val97], [CPSCO07, Corollary 7.3], a la théorie des représentations et aux systemes
dynamiques [BM17] et a été un outil tres important dans le travail de Lafforgue
concernant la conjecture de Baum-Connes [Laf00].

On sait qu'un groupe de Lie connexe a RD (par rapport a la métrique des
mots associée a une partie compacte symétrique) si et seulement si son revétement
universel est le produit d’un groupe de Lie semi-simple avec un groupe a croissance
polynomiale (voir [CPSCO07]). Mais le probleme de décider si un groupe localement
compact donné a la propriété RD par rapport a une fonction de longueur donnée
est un probleme tres difficile. Il a été résolu pour un certain nombre de groupes
(voir [Chal7] mais le probleme de savoir si les réseaux cocompacts dans les groupes
de Lie semi-simples de rang supérieur est ouvert (il porte le nom de conjecture de
Valette - voir [Val02]). 11 est bien connu que les réseaux non cocompacts n’ont pas
RD (cela découle de 'existence d’U-éléments dans de tels groupes - voir [LMRO00]).

81
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La propriété de décroissance rapide radiale (RRD) est un affaiblissement de RD,
étudiée pour la premiere fois dans [Val97], et consiste a restreindre I'inégalité de
décroissance rapide aux fonctions radiales. Il est intéressant de remarquer que la
stratégie de démonstration dans [CPSCOT7], pour les groupes de Lie, utilise une idée
de radialisation, et que Perrone a démontré, dans [Per09], que les réseaux cocompacts
avaient RRD.

Dans ce contexte, Chatterji pose la question de savoir s’il existe un groupe ayant
la propriété RRD, mais pas la propriété RD [Chal7, p. 57]. Nous donnons, dans la
section 4.2, un exemple d’'un tel groupe.

Ensuite, dans la section 4.3, nous démontrons que I'argument utilisant I'induction
utilisé dans [Per09] se généralise au cas des réseaux non nécessairement cocompacts.
Ceci indique qu’'une hypothétique version discrete du principe de majoration de Herz
pour les réseaux dans les groupes de Lie semi-simples ne peut exister que pour les
réseaux cocompacts.

4.1.2 Généralités sur la décroissance rapide

4.1.2.1 Définitions

Commencons par donner les premieres définitions. Dans ce paragraphe, G est un
groupe localement compact, g est une mesure de Haar sur G, et L est une fonction
de longueur propre sur G.

Si f € C.(G), soit L(f) le nombre max{L(g) | g € supp(f)}.

Notation 4.1.1 (Deux normes sur C.(G)). Soit f € C.(G) et k € N. On pose

1 e, = /G F@P( + L(9)* duc(o).

On rappelle que || f||op désigne la norme de Ag(f), qui est lopérateur de convolution
a gauche par f sur L*(G, pg).

Proposition 4.1.2. Soit E une partie de C.(G). On a équivalence entre les deux
propositions sutvantes :

1. 3CeRy, FkeN, VfeE, |fllo <C|flla,;

2. AP eRIX]Vf € B, |[fllop < PLINISI2-

Démonstration. Voir [Garl6, Proposition 2.3, p. 4]. m

Définition 4.1.3 (Décroissance rapide). Soit E' une partie de C.(G). On dit qu’on
a décroissance rapide sur E si on a une des propriétés équivalentes ci-dessus.

On dit que le couple (G, L) a la propriété de décroissance rapide (RD) si on a
décroissance rapide sur C.(G) tout entier.

Remarques 4.1.4. — En pratique, nous considérons plutot la deuxieme formu-
lation, dans la proposition ci-dessus.

— La propriété 1. ci-dessus est équivalente a la continuité de

ldeg @) : (Ce(G)s [ - Ml = (Ce(G), || - [lop)

pour un certain k € N.
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— Si on note H,(G, L) la complétion de C.(G) par rapport a la norme |- ||u, ', et
* J(G) la complétion de C.(G) par rapport a la norme || -||,p, alors on résume
la propriété 1. en disant que Hy(G, L) s’injecte naturellement dans C*, ,(G),

red
pour un certain k € N.

— Sin < m, lidentité sur C.(G) se prolonge en un morphisme contractant d’es-
paces de Banach jy, . : Hy (G, L) — H, (G, L). Tout ceci forme un systéme pro-
jectif d’espaces de Banach et de morphismes contractants. Si on note H,.(G, L)
Uespace de Fréchet qui est la limite projective de ce systéeme?, alors la propriété
1. est équivalente au fait que Hoo(G, L) se plonge dans C?,,(G).

Définition 4.1.5 (Fonctions radiales). Soit f € C.(G). On dit qu’elle est radiale
siVgi,g92 € G, L(g1) = L(ga) = f(g1) = f(g2). On note CT*(G) 'ensemble des
fonctions radiales sur G (si G est un groupe discret, on le note plutét C[G]™?).

Définition 4.1.6 (Décroissance rapide radiale). On dit que le couple (G,L) a la
propriété de décroissance rapide radiale (RRD) si on a décroissance rapide sur l'en-
semble des fonctions radiales C7*%(Q).

4.1.2.2 Décroissance rapide le long des sphéeres ou des boules

Les outils suivants sont utiles pour démontrer qu'un couple (G, L) a RRD et
seront utilisés dans les sections suivantes. Dans ce paragraphe, on se concentre sur
des couples (I', L) ou I" est un groupe discret et L est une fonction de longueur
propre, a valeurs entieres.

Définissons les indicatrices des spheres par

1 if L(y)=n
wer, 10)={ o g

La proposition suivante exprime qu’il suffit d’avoir une décroissance rapide sur
I’ensemble des indicatrices des spheres pour avoir RRD.

Proposition 4.1.7. Si
AP e R[X], VneN, [[1u]op < P(n)[1nll2,
alors le couple (I', L) a RRD.

Démonstration. Supposons qu'il existe P € R[X]| comme dans I’hypothese, et soit
Q) € R[X] tel que la fonction polynomiale associée sur R est croissante et positive,
et telle que (1 +1)%(P(t))? < Q(t) pour tout t € R,. Nous allons démontrer que Q
témoigne de la décroissance rapide radiale.

Soit f € C[I']"*. On a f = Y nen @nly, Ol ay, est la valeur constante prise par f
sur la sphere de rayon n autour de e. Bien stir, on a, pour tous n sauf éventuellement,
un nombre fini d’entre eux, a,, = 0.

1. En des termes plus élémentaires, Hy(G, L) = {f € L*(G) | |||z, < oo}
2. En des termes plus élémentaires, Hoo (G, L) = ey Hi (G, L).
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On a alors
[fllop < Dnew lanlnllop
< ZnEN P(n)”anlnHQ ) L
(Cauchy-Schwarz) < (ZneN(l + n)2(P(n))2||a7111n||%)§ (ZnEN (1+ ”)72)5
< C- (ZnGN Q(n)”anlnng)E )
< C- sup ({Q(n) | Qp 7é 0}) (ZnEN ”anlnH%)5

1

= C-Q(L(f)) (ZnEN Hanln”%)§
= C- QLIS

et donc (I', L) a RRD. O

On en déduit qu’en présence d’une inégalité isopérimétrique forte sur les boules,
la décroissance rapide sur les indicatrices des boules suffit pour avoir RRD.

Proposition 4.1.8. Supposons qu’il existe cr tel que pour tout n assez grand,
|Fn| S CF|Fn \ I‘n—1|-

Si
IPER[X], VEN, [1r, o < P)y/IT,
alors (I'; L) a RRD.

Démonstration. On peut supposer, sans perte de généralité, que la fonction polyno-
miale associée a P est croissante sur R, . Soit n € N. Alors on a

nllop = lTr, = 1r,_, llop
< e, llop + e,y llop
< P(n)|1ir,ll2 + P(n—1)|1p,_, |2
< Pn)\/|Tul 4+ Pn—1)/|T 4]
< 2P(n)/|T]
< QEP(n)V |Fn\rn—1’

2yerP(n)|[1a]2

et donc, on peut appliquer la Proposition 4.1.7 pour en déduire que (I', L) a RRD.
O

4.1.3 L’exemple de Z

La valeur absolue est une fonction de longueur propre sur Z. On va démontrer
que (Z,|-|) a RD.

Notons L(R/27Z) 'ensemble des polynomes trigonométriques sur R/27Z. C’est
une C-algebre pour 'addition, la multiplication et la multiplication scalaire ponc-
tuelle, et c’est un espace préhilbertien pour le produit scalaire L? sur (R/277Z, u)
(1 désigne la mesure de Lebesgue sur R/277Z qui donne masse 1 a la partie pleine).
Soit, pour tout n € Z, soit e, I'élément de L(R/27Z) défini par ¢ — ™,

Soit

F:Clz] — L(R/27Z)
(Cn)nez + ZnEZ CnCn.
C’est un isomorphisme de C-algebres, et une isométrie d’espaces préhilbertiens.
Ainsi, F se prolonge de deux manieres :
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1. F se prolonge en un isomorphisme isométrique d’espaces de Hilbert de [*(Z)
(complétion de C[Z]) a L*(R/27Z) (complétion de L(R/27Z)).

2. a partir de l'isomorphisme isométrique d’espaces de Hilbert, on fabrique un
isomorphisme de C”-algebres F, : B(I12(Z)) — B(L*(R/27Z)) défini de la facon
suivante : si T' € B(I*(Z)), pose F.T := ¢ — F(T(F1¢)).

Si f € C(R/27Z), on note A(f) I'opérateur par multiplication par f sur L?(R/27Z).

On a le lemme suivant.

Lemme 4.1.9. L’application
A: C(R/277Z) — B(L*(R/27Z))
est un plongement isométrique de C"-algébres.

Démonstration. 11 est évident que A est un morphisme d’algebres involutives. Il est
aussi évident que si f € C(R/27Z) et € € L*(R/27Z), alors || fE|la < || f]leoll€ll2-
Pour voir que || f||ooc = ||A(f)]|2—2, il suffit d’appliquer A(f) & une suite de fonctions
bosses se concentrant autour d'un = tel que |f(x)| = || f]|co- O

On en déduit que linclusion L(R/27Z) — C(R/27Z) est le plongement de
complétion de la C-algebre normée F(R/277Z) par rapport a la norme f — ||A(f)|l2=2,
et on en déduit que le morphisme d’algebres involutives normées F : (C[Z], || -||op) —
(L(R/27Z), || - |l se prolonge & un isomorphisme de C’-algebres : C* ,(Z) —
C(R/27Z).

Lemme 4.1.10. Soit k € N*. On a F(Hy(Z,|-1])) C C*1(R/27Z).

Démonstration. Si ¢ = (cp)nez est telle que ||c||g, < oo, alors on a, pour j €
{()’... 7;3_1}7

ZnEZ* n’j’cn‘ = ZnEZ* ﬁ’n’j-ﬁ-lycn‘
S \/ ZnEZ* # ’ \/EnGZ* n’2j+2|cn|2
= ZnEZ* # ' HCHHj+1
< 0Q.
Ainsi, pour j € {0,--- ,k—1}, les séries >, i'n/c,e, convergent normalement, et
donc F(c) est une fonction (k — 1)-fois continiment dérivable. O

Lemme 4.1.11. Soit k € N. Soit f € C*(R/27Z). Alors (c,(f))nez € H¥(Z,]| - |).

Démonstration. Soit f € C*(R/27Z). On a, pour tout n € Z, c,(f*) = i*nke,(f).
Comme f et f* sont dans L*(R/27Z),ona Y., ., |ca(f)* < coet >, o, [n*|cn(f)]* <
00, et donc ||c.(f)|lm, < oo. O

Munissons C*(R/27Z) de la norme (dite de Sobolev) donnée par

Fo U = 1Nl A+ PP o

Le lemme suivant démontre que les normes || - ||z, et || - || g+ sont équivalentes.

Lemme 4.1.12. Si f € Cy(R/27Z), alors on a

%Hf!lm < letH N < I1F e
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Démonstration. Soit f € Cr(R/27Z). Posons ¢ :=n + ¢,(f). On a

lellf, = Suenleal?(1 + n)*

> ez lenl? + 2 ez el
71+ 2 ez e
715+ 3,z Jen ()

= 11715 + 17

On a donc

VIFIE+ D3
£ 112+ 11/ @12

L 1]

V215 + 117D

V2lle]|m,

Si k € N*, notons Cj, := /> .oz ‘(1+|1L\)2k'

Proposition 4.1.13 (RD pour Z). On a les deuzx assertions suivantes.

1. Soit k € N. Soit C un nombre réel. SiVf € C*R/27Z), |flle < CI|flla,
alors Ve € Hiy1(Z, 1), llcllop < V20 €|,

2. Soit k € N*. Soit C un nombre réel. SiVe € Hi(Z,|-|), |lcllop < Cllc||m,, alors
Vf € C*R/20Z), || flloe < Clf Il

De plus, on a, pour k € N*,

el

AN 1IN

Vee Hy(Z,|-1),  llellop < Crllellm-
En particulier, le couple (Z,|-|) a RD.

Démonstration. 1. et 2. découlent de la discussion précédente.
Soit k € N*, et ¢ € Hi(Z,|-|). On a alors

||C||0p < Znezlcn|( i
14
= ZnEZ |Cn| (1+\Z\)k

Crllell

IA

[]

Remarque 4.1.14. Tout ceci est résumé dans le diagramme commutatif de la fi-
gure 4.1.3. Nous pouvons maintenant discuter le slogan “RD est [’analogue non-
commutatif du fait que les fonctions lisses sont continues”. Rappelons de maniére
tres grossiere la philosophie mon-commutative : a un espace topologique compact
X, on peut associer A := C(X,C), qui, en tant que C"-algebre commutative uni-
taire, contient toute l'information topologique de X, d’apres le théoréeme de Gelfand-
Kolmogorov. Il est alors tres intéressant d’essayer de traduire des propriétés topo-
logiques de X en propriétés analytico-algébriques de A (par exemple, les points de
X correspondent aux caractéres de A; X est connexe si et seulement si A n’a pas
d’élément idempotent non trivial...). De plus, d’apres le théoreme de Gelfand, toute
C"-algébre unitaire est isomorphe & Uespace des fonctions continues sur un espace
compact que l'on appelle son spectre de Gelfand. Autrement dit, dans un sens
que 'on peut rendre précis (en termes de calégories), les espaces compacts et les
C"-algebres commutatives unitaires, c¢’est “la méme chose”.
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Rien ne nous empéche, pour une C*-algébre B non-commutative, de chercher d
savoir st elle a des idempotents non triviaux ; on dirait alors - mais c’est une astuce
linguistique - que [’on cherche a savoir si le “spectre” de B est connexe, alors que,
bien entendu, B n’a pas de spectre a proprement parler, puisqu’en tant qu’algébre
non-commutative, elle n’est isomorphe a aucune algebre de fonctions continues sur
un espace. A titre d’exemple amusant, remarquons que si n > 2, il n’y a aucun
morphisme d’algébres M, (C) — C; cela se traduirait par la phrase “pour n > 2, le
spectre de M, (C) n’a pas de points”.

Revenons a la propriété RD. Il s’agit de découper mentalement verticalement en
deux le diagramme commutatif : la partie droite doit étre concue comme la partie
“spectrale”, qui concerne R/2wZ, et la partie gauche doit étre congue comme étant
la partie “algébrique”, qui concerne Z. Le travail accompli dans la discussion ci-
dessus revenait en fait a traduire l'assertion spectrale “sur le cercle, ’espace des
fonctions lisses se plonge dans [’espace des fonctions continues” par une assertion
analytico-algébrique, la propriété RD. Ainsi, selon la philosophie non-commutative,
la propriété RD pour (Z,L) revient a se demander si, sur le “spectre”, les fonctions
lisses se plongent dans les fonctions continues.
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4.2 Le cas de SLy(F,[X, X 1)

Le but de cette section est de construire un exemple de groupe répondant a la
question de Chatterji, c¢’est-a-dire, un groupe I' muni d’une fonction de longueur
L tel que (I, L) ait RRD, mais pas RD. C’est en fait tres facile, comme le montre
I’exemple suivant :

Exemple 4.2.1. Sur Z, posons | - |1,y := n + In(1 + |n|). C’est une fonction
de longueur propre sur Z. Il suffit pour cela de vérifier que pour tous n,m € 7,
L+ |n+m| <1+ |n))(1+|m|). Alors (Z,| - |i0g) est a croissance exponentielle, et
comme 7 est moyennable (car abélien), il ne peut pas avoir RD d’apres le point 3.
du lemme 4.2.5 ci-apres. Par contre, si, pour tout n € Z, on note 1, [indicatrice
de la sphére {£n}, alors on a, pour tout n € Z*, |1,| < 2 et ||1.|l = V2. Le
polynéme constant égal & /2 témoigne done du fait que Uhypothése du lemme 4.1.7
est vérifiée, et donc (Z,| - |iog)-

Bien entendu, |- |;o; n’est pas quasi-isométrique a une longueur des mots sur Z.
Nous allons construire un exemple (I', L) qui a RRD mais pas RD, ou I' est de
type fini et ou L est quasi-isométrique a une (et donc toute) longueur des mots.

4.2.1 Définition de la fonction de longueur, énoncés des
théoremes

4.2.1.1 Préliminaires algébriques

Soit ¢ une puissance d'un nombre premier et soit A := F,[X, X '] Panneau des
polynomes de Laurent en la variable X, a coefficients dans F,, le corps a ¢ éléments.

Lemme 4.2.2. Le groupe SLy(A) est de type fini : l’ensemble
X 0 0 —1
e (0 ) (0 0]
U 1 +1 1 +£X 1 0 1 0
0 1 "\ 0 1 AN+l 1 )7\ £X 1
a O X
u{( ‘ a_l) ]aEIFq}

en est une partie génératrice finie.

Démonstration. Tout d’abord, si P € F,[X, X '] est non nul, notons deg_(P) le plus
petit entier m tel que PX ™™ € F,[X] (c’est aussi le degré du plus petit coefficient
non nul de P). Posons alors v(P) := deg(P) — deg_(P). Alors, pour tous P,(Q €
F,[X, X7!] non nuls, v(PQ) = v(P) 4+ v(Q). On remarque que v est un stathme
euclidien : en effet, si Py, P, € F,[X, X '], alors par division euclidienne dans F,[X],
il existe Q, R € F,[X] tels que v(R) < deg(R) < v(P,) tels que PX~de-(F1) =
QP X~ de8:(2) 1 R Ainsi, P, = (QXdee-(P1)—deg_(2)yp) 4 RX 81 est une division
euclidienne de P; par P dans F,[X, X~!] pour v.

On en déduit facilement que les inversibles de A sont les éléments P tels que
v(P) = 0, c’est-a-~dire ceux de la forme a X" pour n € Z, a € F;.

q
Des formules valables pour tout (P, Q,n) € F,[X, X '|> X Z,

(o 7)o 9)=(0 "7%)



90 CHAPITRE 4. DECROISSANCE RAPIDE

o) G ) )= )

on déduit que toute matrice de la forme

(0 7)

pour P € F [X, X~ !] est produit d’éléments de T'.

Soit M € SLy(A) une matrice triangulaire supérieure, et soient di,ds ses co-
efficients diagonaux. Comme 1 = det(M) = dyds, on en déduit que d; et dy sont
inversibles, donc de la forme aX™ et a X" pour certains n € Z et a € [F;. Ainsi,
toute matrice triangulaire supérieure est produit d’éléments de T'.

Enfin, si M est une matrice dans SLy(A), il suffit de ramener M, via multiplica-
tion par des éléments de T, a une matrice ayant un coefficient nul dans la premiere
colonne pour pouvoir se ramener a une matrice triangulaire. Pour ce faire, on utilise
I'algorithme d’Euclide (puisque A est euclidien) pour les éléments de la premiere
colonne et des opérations sur les lignes. O]

L’anneau A est le sous-anneau de 'anneau K := F,(X) des fractions ration-
nelles & coefficients dans F,, engendré par X et X'. C’est un F,-espace vectoriel, et
(Xn)nez en est une base.

Définissons sur K deux valuations : si F' € K| il existe un unique n, tel qu’il
existe P,Q € F,[X] tels que FF = X"P/Q), X { P et X { Q. Cet entier n est noté
|F|o (on dit que c’est la valuation de F' a la place 0). Si F' = P/Q € K, on note
|F'|s le nombre deg P — deg @) qui ne dépend que de F' (on dit que c’est la valuation
de F' a linfini). On note Ky et K, les complétions correspondantes. On dit que A
est 'anneau des éléments {0, co}-entiers de K. Considérons le plongement diagonal
A SLo(A) — SLy(Kp) x SLy(Ky ). D’apres [Mar91, p. 1], 'image de A, notée T,
est un réseau de G := SLy(KKg) x SLy(Ky).

4.2.1.2 L’arbre de Bruhat-Tits

Rappelons, sans trop rentrer dans les détails, la construction de I’arbre de SLy(K)
pour un corps K muni d'une valuation discrete, de 'anneau local &' de ses entiers
d’idéal maximal p, engendré par une uniformisante 7, le tout tel que &'/p est supposé
fini, de cardinal ¢. Pour plus de détails, voir [Ser08, p. 69] ou le texte [Cas14]3.

On considere un K-espace vectoriel V' de dimension 2. Soit Lat (V') 'ensemble des
sous O-modules de type fini qui engendrent V' en tant que K-espace vectoriel. Ses
éléments sont automatiquement O-libres de rang 2 et sont appelés réseaux de V.
Les homothéties de K* agissent sur Lat(V), et on note CLat(V') les orbites de cette
action ; ce sont les classes de similitude de réseaux. Si L est un réseau, on note ((L))
sa classe. D’aprés un fait d’algebre linéaire, si L et L’ sont des éléments de Lat(V), et
si (e, f) est une base de L, alors il existe a,b € Z tels que (en®, fn®) est une base de
L'. Le nombre |a — b| ne dépend en fait que du couple ({((L)), ((L'))) et définit donc
une application d : CLat(V)? — N. On a, pour tous A, A’ € CLat(V), d(A,A") =0
si et seulement si A = A’. De plus, si on définit sur CLat(V') une structure de graphe
simple et non orienté telle que A et A’ sont joints par une aréte si d(A, A’) = 1, alors
on obtient un arbre (g+ 1)-régulier, et d est en fait la distance combinatoire dans cet

3. Disponible en ligne & ’adresse
https://pdfs.semanticscholar.org/3cc6/b53850a03003204f1225¢c780cf29ab625a6¢ . pdf
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arbre. D’autre part, GL(V') agit sur Lat(V') en posant gL := {gv | v € L}. L’action
passe au quotient en une action sur CLat(V') qui préserve la structure d’arbre.

Ainsi, SLy(Kp) et SLy (K ) agissent chacun proprement et de maniere simpliciale
sur leurs arbres de Bruhat-Tits Ty et T ; ainsi, le groupe G' = SLy(Kp) x SLo(Ky)
(et donc, I'!) agit cellulairement sur I := Ty x Tiy,. Notons V (1) et V(T ) 'ensemble
des sommets de ces arbres. Notons dy et do les distances combinatoires dans ces
arbres, c’est-a-dire, les distances qui donnent longueur 1 aux arétes. Définissons, sur
I:= T, x Ts, la distance dite L', par

Va,y € Ty, Yo',y € Too, di((z,v), (2", y)) == do(z,y) + dso(2', y).

Pour cette distance, le groupe G (et, en particulier, I') agit par isométries sur I
(et donc sur V(Tp) x V(Tw)).

Soit (v, Veo) € V(Th) X V(Ts). Considérons la fonction de longueur sur G as-
sociée a cette action, c’est-a-dire, pour tout g € GG, posons

L(g) = dp ((U(b Uoo)? g(v(b Uoo» .

D’apres [LMRO0], la restriction de L a T" est quasi-isométrique a n’importe quelle
longueur des mots sur I'.
Notre résultat est le suivant.

Théoréme 4.2.3. Le couple (SLy(A), L) a RRD mais n'a pas RD.

Nous démontrons, dans la Section 4.2.2, que (I', L) n’a pas RD, et dans la Section
4.2.3, on démontre qu’il a RRD.

4.2.2 Démonstration : SLy(F,[X, X ']) n’a pas RD

Démontrons que pour I' et L définis ci-dessus,
Proposition 4.2.4. (T, L) n’a pas RD.

Rappelons trois lemmes faciles, démontrés dans [Garl6], qui sont vrais pour tout
groupe de type fini I :

Lemme 4.2.5. 1. Si un groupe de type fini I' a RD par rapport a une fonction
de longueur, alors il a RD pour toute longueur des mots.

2. Si un groupe discret I' a RD par rapport a une fonction de longueur L, alors
tout sous-groupe H de I' a RD par rapport a la fonction de longueur donnée
par la restriction de L a H.

3. Si un groupe de type fini, moyennable, a RD par rapport a une fonction de
longueur L, alors il est a croissance polynomiale par rapport a L.

Combinons ces trois lemmes en le critere suivant, utile pour démontrer que des
groupes de type fini n’ont pas RD.

Proposition 4.2.6. Soit I' un groupe discret, et H un sous-groupe moyennable
finiment engendré de I'. Alors si Hest a croissance exponentielle pour 'une de ses
longueurs des mots, alors I' n’a RD pour aucune fonction de longueur.

La proposition suivante est classique.
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Proposition 4.2.7. Le sous-groupe

X" P
H:{( 0 X—"> | neZ, PeA}

de SLy(A) est moyennable, et est a croissance exponentielle par rapport a la partie
génératrice finie

s {525 D (D) (Y

Démonstration. Si P € F,[X, X '], posons

=0 4 )

ainsi v : F,[X, X7!| = H est un morphisme. Définissons aussi

(5 8-

ainsi ¢ : H — Z est un morphisme. Alors

¥

0—=TF,[X, X | 2= H Z 0

est une suite exacte courte, et donc H est résoluble, donc moyennable.
Démontrons que H est a croissance exponentielle par rapport a la longueur des

mots associée & S. Soit n € N, et P :=Y""  a; X%, o les a; sont des éléments de

{0,1} C F,. Il y a 2" tels polynomes, et nous allons démontrer que chacun d’entre

eux peut s’écrire comme le produit au plus 3n + 1 éléments de S.

Pour ce faire, posons
1 a,
Ao = ( 0 1 )

L X 0 X1 o0 1 Ap—(j+1)
AJ’“"( 0 Xl)Aj( 0 X)(O 1

Il est clair que A,, = y(P), et donc, par définition, A, est le produit d’au plus 3n+ 1
éléments de S. O

et

Remarque 4.2.8. On dit que H est un groupe d’allumeur de réverberes.

Nous pouvons démontrer la Proposition 4.2.4.

Démonstration de la Proposition 4.2.4. La Proposition 4.2.6 démontre que si (I', L)
a RD, alors il ne peut contenir aucun sous-groupe moyennable a croissance expo-
nentielle ; or la Proposition 4.2.7 en fournit un. O

4.2.3 Démonstration : SLy(F,[X, X!']) a RRD

Nous démontrons, pour I' et L définis ci-dessus, le théoreme suivant.
Théoréeme 4.2.9. Le couple (I', L) a RRD.

La stratégie est la suivante : tout d’abord, en vertu du Lemme 4.1.7 il suffit
de démontrer RRD pour les indicatrices de spheres. Ensuite, nous remarquons que
nous pouvons utiliser deux estimations (une de nature géométrique, I’autre de nature
dynamique) pour une certaine action, afin de démontrer RRD pour les indicatrices
de spheres. Enfin, nous démontrons ces estimations.
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4.2.3.1 RRD et mesures quasi-invariantes

Soit I un groupe discret muni d’une fonction de longueur L, (X, v) un espace de
probabilité, et I' ~ (X, v) une action mesurable telle que p est quasi-invariante.

Proposition 4.2.10. Soit 7 : I' — U(L*(X,v)) la représentation de Koopman
associée a cette action, et soit = la fonction de Harish-Chandra correspondante.
Pour rappel, pour v € T,

=0) = ()L L) = [ et} o)
X
Alors on a, pour tout n € N,

1
— <4 sup =
|l

veChn

Z Ar(7)

veChp eCp 7

e

Démonstration. Nous utilisons un lemme de Shalom (voir [Sha00, Lemma 2.3]) - que
nous pouvons appliquer, car 1g est un vecteur positif évident - et nous obtenons

Vn €N, [[Ar(1e,)| < 7 (1e,)ll-

Si = est constante sur chacune des C,,, alors on obtient immédiatement le deuxieme
résultat.
Sinon, nous prétendons que

20

veChp

<4 sup =

| 77«’ vECH

ez 55

yeC fy

Si h € L*(X), notons h, et h; ses parties réelle et imaginaire et notons, Va € {r,i},
h} := max(h,,0) et h; := h} — h,. Alors h et h sont des fonctions positives et
dans L?, et

max{ ||} 12, 1Ay |2, (15 |2, [ [l2} < (A2

Notons, pour le temps de cette démonstration,

20

n ' |C | yeCh
et . ( )
= —_ Y
M = sup E(7) —.
~veCh ’Cn| ’yezcn :‘(7)
Nous avons donc
[Ma(R)[l2 < > | M, () |2
(E’a)€{+’_}X{Tvi} _
< > [ M (he) |2
(e,a)e{+,—}x{ri} ~
< > [ M| b |2
(E,a)e{:‘-‘r,—}x{ﬁi}
< AMZ Rl

ce qui démontre 1’énoncé. O
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Nous pouvons maintenant énoncer la proposition générale suivante, qui sera tres
utile pour démontrer que I' a RRD.

Proposition 4.2.11. Soit I' un groupe discret muni d’une fonction de longueur L.
Soit (X,v) un espace de probabilité, et soit I' ~ X une action mesurable, telle que
v est quasi-invariante. Soit m : T — U(L*(X,v)) la représentation de Koopman
associée a cette action, et soit = la fonction de Harish-Chandra correspondante.
Supposons qu’il existe M € R et une fonction polynomiale P, tels que

P
1. ¥n € N, sup Z(v) < (n)

veCh B \/’Cn"
Z W(W;

’yGC (7
Alors (F,L) a RRD.

2. Vn € N, < M.

[I]

Démonstration. Remarquons d’abord que ||1¢, ||2 = /|Cn|. D’aprés la Proposition
4.1.7, il suffit de démontrer que

AP e RIX],Vn e N, [[Ar(1e,)[| < P(n)V/|Cal.

Nous avons déja démontré, dans la Proposition 4.2.10, que

m(7)
2 =(7)

yeCh

VneN, |Ar(le,)|| <4 sup Z(v)

’Yen

Ainsi, on a bien, en utilisant 1. et 2., que

[1]

Ar(Te)ll < 4supec,

23]
<|crH Z )

'yGC fy

[I]

= 4 SUP, e,

P(n) c.
< \/W’ |M
= AMP(n)\/]C,].

[]

Il nous suffit donc d’obtenir des estimations sur la croissance et sur la fonction
de Harish-Chandra d’une part, et de I'autre, borner uniformément la famille des
moyennes pondérées, afin de démontrer le théoreme.

4.2.3.2 Harish-Chandra et croissance : estimations

Le but est d’appliquer la Proposition 4.2.11 a une action intéressante. Le groupe
G (et donc, I' aussi) agit sur le produit Ty x T, coordonnée par coordonnée, c’est-
a~dire que (go, goo) agit sur (zo, Too) par (go(zo), goo(Too)). Fixons deux sommets
vy et vy dans Ty et T, et considérons l'action de G sur le produit des bords,
G N~ (0Ty X 0Tty @ [, ). Pour cette action, la mesure produit pi,, ® p,, est
quasi-invariante. Notons 7 la représentation de Koopman représentation associée a
cette action, et notons = la fonction de Harish-Chandra associée a cette action. Le
lemme suivant permet de se ramener aux fonctions de Harish-Chandra des actions
des facteurs sur le bord de I’arbre correspondant.
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Lemme 4.2.12. La fonction de Harish-Chandra d’une action produit est le produit
des fonctions de Harish-Chandra. En particulier,

V(ngoo) € G7 5(907900) :/

CTo (907 b)% dru’vo / CTw (gooa b)% d,U/voo'
Ty

oo
Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme de Fubini. O
On en déduit I'estimation suivante.

Lemme 4.2.13 (Estimation de la fonction de Harish-Chandra). La fonction de
Harish-Chandra =, associée a laction I' ~ 0Ty x 0T, avec iz & [iz,,) quasi-
mvariante, vérifie, pour tout v € T,

=(o) < (1 + 22 1+ () L<g>2> (-1

Démonstration. 11 suffit d'utiliser le Corollaire 1.1.63 et le Lemme 4.2.12 : soit v € T
On a

() = (1 +4= 1Lo(7)) ¢ (1 + LILOOW)) -

qg+1 qg+1

(1]

q—1 qg—1\? _ Lo tLoo()
= [ 1+ —(Lo() + Loc(V) + [ —— ) Lo(7)Lso 3
q+1( o(7) (7)) (q+ ) o(7) (v)) q

< (145550 + (130 Lm?) (-1

]

Maintenant que nous avons une estimation pour la fonction de Harish-Chandra,
cherchons une estimation pour la croissance, afin de vérifier les hypothese de la
Proposition 4.2.11. Nous cherchons donc a estimer |C,|. A cette fin, calculons le
cardinal des boules dans un produit de deux arbres.

Précisément, calculons

By = {(z,y) € V(Ty) x V(Tu) | (v, v, (2,9)) < 1}
Siae {0,00},i €N, zeT,, notons
Sa(w,7) :={y € T, | da(,y) =i}

et

.....

Lemme 4.2.14 (Comptage des boules). Il existe des constantes A, B,C € R telles
que A # 0 et

VneN, |B,|=(An+B)(d-1)"+C.
Démonstration. Afin de rendre les calculs plus lisibles, posons D := -4 . Observons

d—2"
que

Bn:|_| |_| {2} X Boo(Voo,n — 1) ;

1=0 z€S0(vo,i)
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ainsi |B,| = Y1, s;b,—; ol nous avons noté, pour i,j € N, s; := [Sp(vp,7)| et
bj = |Boo(Vso, J)|-
On a alors Vi, j € N,

d(d— 1) ifi>1

VieN, Si:{ 1 ifi=0

J
VieEN, bj=Y s=1+D((d-1) -1)
i=0

Vi>1, sibpy=D(dd—1)""=2(d—1)"")

et on obtient, Vn € N,
|Bn‘ = Z?:O Sibp—; = by + Z Sibn_i
i=1
= 14+D((d—-1)"=1)+>_ D[dd—1)""=2(d—1)""]
i=1

= 1—-D+D(d—1)"+ Ddn(d—1)""' =2DY (d—1)""
=1

2D 2D
= 1—D+D(d—1)”+an(d—1)”_1—m(d—l)"vLﬂ
Dd 2D 2D
= - 1) D——— 1-D+—.
(d )l”d—ﬁr d—2]+ T2
Il suffit de poser
Dd d?
A= =
d—1 (d—2)(d-1)
2D d(d—4)
d—2 (d—2)?
2D
=1-D+—=1-8B
C +d—2
[

Corollaire 4.2.15. [l existe A, B € R tels que A # 0 et
w(Gy) = (An+ B)(d — 1)"*[1 + o(n)].

Démonstration. Cela découle du fait que G agit cocompactement, par isométries,
sur V(Tp) x V(Tx) et que les stabilisateurs sont compacts. Il suffit alors d’appliquer
le Lemme 4.2.14. []

D’apres les théoremes de comptage du Chapitre 1, on en déduit ’estimation
suivante :

Corollaire 4.2.16 (Estimation de comptage). On a
|ICY| < n(d —1)".

Nous pouvons maintenant démontrer la conditition (1) de la Proposition 4.2.11
pour le groupe I' = SLy(F,[X, X ') et son action sur Ty X OTn..

Proposition 4.2.17. On a

sup Z(7)V/[CF] = O(n*?).

YECY
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Démonstration. D’ un coté, appliquons le Lemme 4.2.13 et obtenons :
_ d—2 1/d—2\" _Lw
sup Z(7) < [ 1+ —— LW +5 | —— | L()?* | (d-1)"=.
yeCh, d 2 d
On a donc

sup E(y) = O (n*(d —1)72).

veCh

D’un autre coté, le Corollaire 4.2.16 nous donne (pour rappel, ¢ =d — 1) :

VICH = 0(V/n(d = 1)),

Et donc on a

sup Z(7)v/ |Chl n®?).

'YEn

4.2.3.3 Borne uniforme pour la famille des moyennes pondérées

A partir de maintenant, nous notons X := 07y X 0T et f1 := iy, @ fy,, -

Théoréme 4.2.18 (Borne uniforme sur les moyennes pondérées). Il existe M tel

que
m(7)
\C | 2 =(7)

veCh

< M.

Vn € N,

Nous avons besoin de plusieurs lemmes. Définissons les moyennes sur I' et G :

G._ 1 (g) 2
M = e [ B deele) € BUAX)

et

My = o Z z(v) € B(LX(X)).

o B0
L’idée est de changer de norme.

Lemme 4.2.19. Les opérateurs MY étant auto-adjoints, il suffit, pour démontrer le
théoréeme, de démontrer qu’il existe M tel que

Vn €N,  [[M|leose < M.

Démonstration. On utilise le corollaire du théoreme de Riesz-Thorin rappelé en
annexe (Lemme A.2.1). O

Lemme 4.2.20. On a | M} |00 = |[|MI 1x]]o-

Démonstration. Soit h € L*°(X). Partant de 'inégalité ponctuelle valable presque
partout
—[[hlloclx < h < [|hfloclx

on obtient la suivante :

_HhHooMrl;]-X < Mrl;h < ||h||ooMrl;1X‘
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On a alors
1M Plloo < [1Allool| M 1x || oo,
et donc
1M} [|oo—soo < ([ My x|

O

Il reste maintenant & majorer uniformément ||M!1x||o. Pour ce faire, on va se
ramener a GG, ou la situation est plus simple.

Lemme 4.2.21. [] existe un voisinage U de e dans G et des constantes non nulles
C1, Cy telles que

1.Yu € U, Vg € G, Vb € B, Ci(r(9)1x(b))* = Cic(g7,b) < c((gu)™t,b) =

(m(gu)1x(b))?;

2. YueU, Vg€ G, Z(gu) > C2=(g) ;

3. I'NU = {e}.
Démonstration. Soit V' un voisinage compact, symétrique, de e dans G. Comme ¢
est continue, elle atteint son minimum C'; et son maximum C5 sur le compact V' x X.

Choisissons un voisinage symétrique W de e qui intersecte I trivialement, et posons
U :=V NW. L’identité de cocycle

Voe X, veV, 1=clv v, b)=clv ™t vb)c(v,b)
et la symétrie de V' nous permettent de déduire que C1C5 = 1. Comme
v.g S G7 Vb € X: Vo € V7 Olc(g7b) S C(Ugv b) S O2C(g7b>a

I'inégalité de gauche nous donne (1) et 'inégalité de droite, utilisée dans le calcul
suivant,

YoeV, Vge G, E(gv) Ew g = [ e(vtgt b)2 du(b
1

< Jx Caclg™,b)2 du(b) = C2E(g7") = CoE(g),
nous permet de démontrer (2). O

C’est la proposition suivante qui va nous permettre de passer du discret au
continu.

Proposition 4.2.22. ]| existe un voisinage compact U de e dans G et une constante
C telle que pour tout sous-ensemble fini A C T', on a

Z 7T(’7)1X <C W(Q) 1y dﬂG(g)

—_

=) av =2(9)

yEA

Démonstration. Soit U un voisinage de e dans G comme dans le Lemme 4.2.21.
Soit y € 'et b € X. Alors

1 m(yu) "
< —M((JU) I(ESV) 1x(b) dpc(u)
< 7 | o () dug(w)

n(U) Ju C<2
0102 ™ u)
< o5 /W S T 0) i)

I1 suffit a présent de sommer sur les v qui sont dans A. O
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Corollaire 4.2.23. Il existe une constante C' telle que pour tout n € N,
0< MMx(b) < CME1x(b).
En particulier, on a
vneN, [[M;lx[le < O M71xllw

Démonstration. Soit U un voisinage de e dans G et C' donnés par la Proposition
4.2.22. Nous pouvons supposer que Yg € U, L(g) = 0. On a CLYU C C¢, et donc,
d’apres la Proposition 4.2.22, on a, pour tout n,

Z (7)1){ <C/CG (g>1Xd,UG( )

= E) Z(9)

(1]

et d’apres 'hypothese qui affirme que pug(CS) = O(|CL]), il existe m > 0 tel que
pour tout n,

L (7)1X ¢ m(9)
S T g Sy 0

]

Lemme 4.2.24. La fonction MS1x est constante, égale a 1. En particulier, | MS1x||o
est uniformément borné en n.

Démonstration. Soit K le stabilisateur de (zg, o) € To X Tw. Il est facile de voir
que Vk € K, Vb e B, MS1p(b) = MS1p(gb). De plus, action de K sur X est
transitive, et donc la fonction MS1x est constante, de valeur const € R.

Intégrons et utilisons le théoreme de Fubini :

const = /MnGlX

- g, G otz
_ clg”'.b)?
- ce (g> (b) d:uG(

4.2.3.4 Conclusion
Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme.

Démonstration du Théoréme 4.2.9. Grace aux Propositions 4.2.17 et 4.2.18 les hy-
potheses de la Proposition 4.2.11 sont satisfaites; ainsi, (I', L) a RRD. O

4.3 Décroissance rapide radiale et réseaux

Nous allons démontrer que la propriété RRD se transmet aux réseaux.



100 CHAPITRE 4. DECROISSANCE RAPIDE

4.3.1 Enoncé du théoreme

Formulons d’abord deux définitions. Soit G' une groupe localement compact, g
une mesure de Haar sur GG, et L une fonction de longueur propre sur G.

Définition 4.3.1 (Inégalité isopérimétrique forte pour les boules). On dit que le

couple (G, L) vérifie une inégalité isopérimétrique forte pour les boules s’il
existe ¢ tel que pour tout n,

e (Bny1) < cpg(Cryr).
Définition 4.3.2 (Condition de comptage). Soit I' un sous-groupe discret de G. On
dit que le triplet (G,T', L) satisfait la condition faible de comptage s’il existe ¢
tel que pour tout n assez grand,

pe(BS) < ¢|By|.

Définition 4.3.3 (Conditions de bonne croissance). On dit que le triplet (G,T', L)
satisfait les conditions de bonne croissance si les propriétés suivantes sont
satisfaites :

1. L est géométriquement bornée;

2. (I, Lyr) satifait une inégalité isopérimétrique forte pour les boules ;

3. le triplet (G,T', L) satisfait la condition faible de comptage.

On a alors le théoreme suivant, que nous démontrons dans la section suivante.

Théoreme 4.3.4. Si (G,I', L) satisfait les conditions de bonne croissance, et si G
a RRD par rapport a L, alors I' a RRD par rapport a Ly..

Le corollaire suivant résume la situation pour les groupes de Lie semi-simples.

Corollaire 4.3.5. Soit G un groupe de Lie semi-simple, et soit I' un réseau irréductible
dans G. Soit L la fonction de longueur associée a l'action de G sur son espace
symeétrique. .
— Sirankg G =1, tout réseau I' a RD (et donc RRD) par rapport a L., et pour
toute fonction de longueur;

— sirankgr G > 2,
— et s1 I' est cocompact, alors il existe une fonction de longueur L sur T,

quasi-isométrique a Ly, et a toute longueur des mots sur I', telle que I' a
RRD;

— et si I' n'est pas cocompact, il existe une fonction de longueur L sur T,
quasi-isométrique a L. et a toute longueur des mots sur T', telle que I' a
RRD mais pas RD.

Ce corollaire est démontré dans le paragraphe suivant.

4.3.2 Remarques sur les hypotheses

Dans certains cas, il n’est pas difficile de vérifier si le triplet (G,T, L) vérifie
les conditions de bonne croissance, comme le montrent les remarques suivantes. Si
a > 0, notons L, la fonction de longueur définie sur G par
L(g)w

«

Vge G Lalg) = [

C’est aussi une fonction de longueur propre sur GG, et est quasi-isométrique a L.
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Remarque 4.3.6. 1. Pour G non moyennable, si L une fonction de longueur
propre telle que BY engendre G, alors (G, L) vérifie une inégalité isopérimétrique
forte sur les boules.

2. Si L est géométriquement bornée, il en va de méme de L., pour tout o > 0. De
plus, on rappelle que d’aprés le Théoreme 1.4.27, toute fonction de longueur
L géométrique est géométriquement bornée.

3. Voir [GN10, Theorem 6.4.2] pour une discussion générale a propos du comp-
tage. Le fait suivant est vrai : si G est un groupe de Lie semi-simple, sans
facteur compact, conneze, de centre fini, si I' est un réseau irréductible de G,
et si L est une fonction de longueur géométriquement bornée sur G telle que
G est un voisinage de e dans G, alors la condition faible de comptage est
vérifiée (voir la Section 1.4.4).

Proposition 4.3.7. Si G est un groupe de Lie semi-simple, connexe, sans facteur
compact, de centre fini, si I' est un réseau irréductible, et si L est la fonction de
longueur associée a l’action de G sur son espace symétrique, alors il existe o > 0
tel que (G,T, L,) vérifie les conditions de bonne croissance.

Démonstration. 1l suffit de prendre a > 0 tel que B¢ N T engendre T.
D’apres les remarques ci-dessus, (G, T, L,) vérifie les conditions de bonne crois-
sance. u

Remarque 4.3.8. D’aprés [LMRO00], sous les hypothéses de la Proposition 4.3.7,
et sous I’hypothése additionnelle que rankg G > 2, alors la restriction a ' de L, est
quasi-isométrique a toute longueur des mots sur I'.

Démonstration du Corollaire 4.3.5. Soit G un groupe de Lie semi-simple, connexe,
sans facteur compact, de centre fini, et soit £ la fonction de longueur associée a
l'action de G sur son espace symétrique. Alors, d’apres [CPSC07, Theorem 6.1], G
a RD par rapport a L. Et donc, il a RRD, par rapport a L.

Si rankg G = 1, 'assertion est démontrée dans [CK05, Corollary 0.2 (a)].

Sirankg G' > 2, alors L), est quasi-isométrique a toute longueur des mots. Utili-
sons la Proposition 4.3.7 pour obtenir o > 0 tel que (G, T, L,,) vérifie les conditions
de bonne croissance. D’apres le Théoreme 4.3.4, I' a RRD par rapport a £L,. De plus,
si I' n’est pas cocompact, il a un sous-groupe moyennable a croissance exponentielle,
et donc I' n’a RD pour aucune fonction de longueur quasi-isométrique a une fonction
de longueur. O]

4.3.3 Démonstration du théoreme

Dans cette section, nous démontrons le Théoreme 4.3.4, en suivant les idées
de [Per09], et en faisant les modifications nécessaires.
Nous considérons GG, L, et I' comme dans le théoreme.

4.3.3.1 Domaines fondamentaux

Notons X le quotient G/I" et 7 la surjection canonique G — X. Soit ux la
mesure de probabilité G-invariante sur X. Soit D un domaine fondamental borélien,
d’intérieur non vide (cela existe toujours, d’apres [BALHV08, Prop B.2.4]). Quitte
A translater, on peut supposer que D est un voisinage de e. Soit s : X — D une
section borélienne, c¢’est-a-dire, une injection borélienne telle que 7o s = Idy.
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Le sous-ensemble D n’est pas forcément compact (on peut justement en choisir
un compact si et seulement si I' est cocompact). Nous pouvons tout de méme suivre
I'argument de [Per09] en remplagant D par un sous-ensemble relativement compact
D inclus dans D, comme dans la proposition suivante.

Proposition 4.3.9. Il existe k € N, D C BY tels que :
1. D est ouvert et relativement compact ;
2. V")/l,"}/z c F, D’}/l N D’}/Q 7é @ = Y1 = V2.

Démonstration. D’apres le théoreme de Baire, il existe & € N tel que l},f est
d’intérieur non vide. 11 suffit de choisir n’importe quel D ouvert dans BY N D. O

Fixons un tel D.

Définissons
p:I'xG — Ry

(v,9) = plgD N Dy).
Proposition 4.3.10 (Propriétés de ¢). La fonction ¢ vérifie
1.Vg e G, 3 r0(1,9) < (D) et
2. ¥y el [oo(v,9)dulg) = u(D)*.

Démonstration. 1. Let g € G. Effectuons le calcul suivant :
Z'yef gb(fy’ g) = Z’YGF /L(gD ﬂ D’}/)
= pu(gD NUyer D7)
< wu(gD)
= (D)

Remarquons que nous avons utilisé le fait que les D~ sont disjoints, pour des
~ différents.

2. Remarquons que G est unimodulaire, puisqu’il contient un réseau. Soit v € .
On a

Jeo(va)dulg) = [ Jo 1gpnny(h) du(h) du(g)
(Fubini) = fG fG ]-gDﬂD’Y(h) d:u(g) )
= Jo Jo1ep(h)1py(h) du(g) du(h)
fG 1Dv(h> fG 1gD(h) (
Je1o,(R) [ 1DhlE - )dggg

(k:=g7")

Il
TR
—
O O 0
= 2 2
S
=
-
=
L
>
\_/:i
=

(DY) (D)
= (D)

]

Proposition 4.3.11. Let F' € C.(G). Alors, pour tout v € T, la fonction g +—
F(9)o(v,g) est intégrable.

Démonstration. Cela découle immédiatement du fait que Vg,v, |¢(v,9)| < u(D).
[
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Pour F' € C.(G), définissons,

wFIF — C
v = [, F(9)o(v, 9) du(g).

Proposition 4.3.12. Si F' € C.(G), alors ¢r est a support fini (c’est-a-dire, Yp €
C[r]).

Démonstration. L’ensemble K := {g € G | (supp F')D N Dg # 0} est relativement
compact. Donc I' N K est fini. Mais alors, si v € I'N K, on a

br(7) = / Pl9)0(1,9)dpalg) =0,

et donc le support de ¥ est fini. O
Proposition 4.3.13. Soit D C BY comme dans la Proposition 4.3.9. On a que

1

VneN, lpr < —— :
nehN, B,FL_MD)QQ/&B%%

Démonstration. Comme la fonction 1gr est nulle en dehors de B}, et U1, est
n+2k

positive, il suffit de vérifier 'assertion sur BL.
Comme D C BY ={g€ G| L(g) <k},onaVneN, DBSYD™'C BY,,.
Let ye B Ifg ¢ B§+2k, gD N Dy =10, so ¢(v,g) = 0. Hence,

Vi, () = Jpe,, ¢(r:9)dulg)

= Joo(v,9)du(g)
= D)

d’apres la propriété 2) de la Proposition 4.3.10. O
4.3.3.2 Utilisation de ’induction
Définissons « : G x X — I" de la facon suivante :
alg,z) = s(x)gs(g™'x)
ol s est la section X — D. Vérifions que o est bien & valeurs dans T :

m(gs(g~'x)) = gn(s(g~'x))
g9~ 'x

— n(s())

et donc s(z) et gs(g'x) sont dans la méme classe & droite selon I, et donc sont
égaux, a multiplication & droite pres par un (unique) élément de T'.

Soit A\p : I' — U(I*(T")) la représentation réguliere de I'. Soit g € G. Définissons
I'opérateur suivant :

Il
8

IndS Ar(g) : L2(X,2(T)) — L*(X,1*(I))
Vo — (= Ar(a(g,2))V (g7 7).

Le fait suivant est bien connu, et découle de 1'identité de cocycle

Vg,h € G, =€ X, a(gh,z)=a(g,z)a(h,g ')
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Fait 4.3.14. L’application IndS \r : G — U(L*(X,1*(T"))) est une représentation
unitaire, unitairement équivalente a la représentation réquliere \g de G.

Rappelons que pour construire 1’équivalence, il suffit de combiner ’application
qui préserve la mesure suivante

XxI' = @G
(z,7) = s(z)y

avec 'identification L*(X x T') ~ L?(X,[*(T)).
Pour ¢ € [*(T"), notons Vg lapplication constante sur X de valeur £ (et donc,
Ve € LA(X, (D).

Lemme 4.3.15. Si &,n € I>(T') sont positives, alors

(Indf Ar(9)Ve. Vi) > (7.9 7).

~yel

Démonstration. Calculons :

(Indf Ar(g)Ve, Vi) = / (Ar(alg, 2))Ve(g ™ x), V(@) dpx ()
= Z(Ar(a(gax))ﬁﬂﬁl?(r) dpx ()
= > (Ar(V)E ey dux (x)

~eT {zeX | alg,x)=7}

= 3 ux{z € X | alg.x) = D Ae(E M

yel’

et donc il suffit de démontrer que ux({z € X | a(g,x) =7}) > o(v, 9).
On a
{reX|algx)=7} = {zeX |g's(x)e Dy}
m{yeD]glye Dy '}
= n(DNgDy™)

et donc

px (m(D N gDy™))
(DN gDy1))
uEgD N D7)

o(7,

px({z € X | a(g,z) =~})

gD N D)
9)-

[IAVARI

Notons L2 (X) C L*(X) le cone des fonctions positives.
Lemme 4.3.16. I existe C' > 0 tel que pour toute F € C.(G) positive,

IAr(vre)]| < CllIndf Ar(F)]).
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Démonstration. Soient &,n € [*(T') deux fonctions positives. Effectuons le calcul
suivant, en appliquant le Lemme 4.3.15 :

(A M(FWe V) = [ Flg){Indf an()Ve, Vo) o)

> fF(g) > " 6(7, 9)(Ar (1), n) dulg)

G ~yel'

= | Z ot 0 P@)e ) dto)

~yel’

= 3 [ 609 F(o)e()é ) duls)

yerl G

= Z(Ar(v)&m/ccb(%g)F(g) du(g)

vel’

= > (& mr(y)

= ZEFWF)@ n)

et, comme tout est positif, nous obtenons, pour les valeurs absolues

[(Ac(wp)é,m| < [Indf Ap(F)Ve, V)|
< [ Indf A (P VeIVl

I Tndg Ar(F) [ [1€]H 1]
et, d’apres le Lemme A.2.2, cela suffit. n

Proposition 4.3.17. Nous [’avons linégalité suivante :

‘s e (1se.,.)

Démonstration. D’apres la Proposition 4.3.13, on a
1
/L(D)z wlB%—% '

Comme Ar préserve les fonctions positives, on déduit que

1
A .

VneN, [|Ar(1 < —
nec NN, H F( B,I;)” = N(D)z
Utilisons alors le Lemme 4.3.16, pour obtenir Vn € N,
b (e, ) <l ()]

Enfin, comme Ind? Ar >~ Ag on obtient I'inégalité annoncée. O]

3C eR, YneN, |[Ar(1pr)

VnGN, 1B,,1:§

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme.

Démonstration. D’apres la Proposition 4.1.8, il suffit de démontrer qu’il existe P €
R[X] tel que pour tout n € N, |[|[Ar(1pr)|| < P(n)+/|BL].
En utilisant la Proposition 4.3.17, et le fait que G a RRD par rapport a L, il

existe P € R[X] tel que pour tout n € N, [[Ar(15r)| < P(n+ 2k)4/p(BE,,,). Mais

n+2k
\/ M(ngk) < cV/|Bl|

pour une certaine constante ¢ - cela découle de la condition faible de comptage et
du fait que L est géométriquement bornée. 11 suffit donc de choisir @ € R[X] tel que
Q(n) > c¢P(n + 2k) pour tout n. O






Annexe A

Appendice

A.1 Espaces )-géodésiques

Notation A.1.1. Soit 6 > 0. Soit I un intervalle de R et J C I. On dit que J est
d-coborné dans 1 si tout intervalle ouvert |a,b[ contenu dans I\ J est de longueur
inférieure a d.

Soit (X, d) un espace métrique.
Définition A.1.2 (Segment). Si z,y € X, on note
[z,y] :={z € X | d(z, 2) + d(z,y) = d(z,y).

On appelle cet ensemble le segment entre x et y. On note |x,y[ a la place de

[z, yl \ {z,y}

Définition A.1.3 (Géodésiques partielles). Soit (X,d) un espace métrique. Une
géodésique partielle est une application isométrique ¢ : J — X avec I un sous-
ensemble de R.

Remarque A.1.4. Dans [CDH10], on considére des suites géodésiques, a savoir

des suites finies de points (x1,--- ,x,) telles que d(xy,z,) = Z?:_ll d(zi, xiy1). Si
J={j1 << jn} est un sous-ensemble fini de R, alors on peut voir que ¢ : J —
X est une géodésique partielle si et seulement si (c(xy1),--- ,c(x,)) est une suite

géodésique, et toute suite géodésique est de cette forme.
Le lemme suivant nous donne une facon de prolonger des géodésiques partielles.
Lemme A.1.5. Soita € Ry, et J C[0,al, s,t € J, tels que s < t et
]s, t[NJ = 0.

Alors, sic: J — X est une géodésique partielle, et si z € X est tel que z €]c(s), c(t)],
alors le prolongement ¢ : J U {s + d(c(s),z)} — X défini par ¢(s + d(c(s),2)) := z
est encore une géodésique partielle.

Démonstration. Notons u := s + d(c(s), z), et J := J U {u}. Pour démontrer que ¢
est une application isométrique, il faut démontrer

Vs, t € J, d(@(s),e(t)) = |t — s|.
Décomposons en plusieurs cas : il faut démontrer

107
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L.V ted (&<tetudg{st}) =dc(s)ct)=t—5"
2. d(¢(s),c(u)) =u—set dc(u),c(t) =t —u;

3.V e J, §<s=dE(s),c(u) =u—¢s;

4.Vt e J, t<t =d(u),ct)) =t —u.

On avait déja 1., car c est une géodésique partielle. On a 2. par définition de ©.
Démontrons 3. (4. se démontre de la méme maniere) : soit s < s. Alors

d(e(s'),c(u) < d(©(s'),e(s)) + d(E(s), e(u))

d’une part, et de 'autre

t— s = d(e(s),e(t))

I IA
.
~—

ol al
—~
Cf.)\
N—
al
—
S
S~—
S~—
+
.
~
o
—
<
S~—
Ql
—~
~~
N—
N—

d’ou on tire I’égalité annoncée. O]

Théoreme A.1.6. Soit 0 > 0. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Pour tout couple (z,y) € X tel que d(x,y) > 6,

J, y[# 0.

2. Pour tout couple (x,y) € X, il existe une géodésique partielle définie sur
un sous-ensemble fini J C [0,d(x,y)] contenant 0 et d(z,y), d-coborné dans
[0,d(x,y)], telle que ¢(0) = z et c(d(x,y)) = y.

Démonstration. 11 est facile de voir que 2. = 1. : soit (z,y) € X sont tels que
d(x,y) > 0. Par hypothese, il existe un .J, §-coborné dans [0, d(z,y)] contenant 0 et
d(x,y) et une géodésique partielle ¢ définie sur J telle que ¢(0) = x et c(d(z,y)) = y.
L’intervalle ouvert |0, d(x, y)[ est de longueur strictement plus grande que 4, donc il
intersecte J en au moins un point, disons t. Alors ¢(t) €]z, y|.

Réciproquement, on considere 1’ensemble E' des géodésiques partielles ¢ définies
sur un sous-ensemble fini J de [0, d(x,y)] contenant 0 et d(z,y), telles que ¢(0) = =
et c(d(z,y)) = y. L’ensemble E est non vide, car il contient la géodésique partielle
définie sur {0, d(z,y)} et envoyant 0 sur x et d(x,y) sur y.

Partons d'un élément quelconque ¢ de E. On applique 'algorithme suivant :

— si le domaine de définition de ¢ est §-coborné dans [0, d(x,y)], on s’arréte ;

— si le domaine de définition J de ¢ n’est pas d-coborné dans [0, d(z,y)], choisir
s,t € [0,d(x,y)] tels que s < t, |s,t[NJ =D et t —s > J, et appliquer le Lemme
A.15 aun z €]c(s),c(t)] (dont l'existence est donnée par I’hypothese) pour
prolonger ¢ et revenir au début de I'algorithme.

Cet algorithme s’arréte : considérons I’ensemble fini des intervalles I inclus dans
[0,d(x,y)] \ J et soit n le nombre de ceux qui sont de longueur maximale, et soit
a cette longueur maximale. Si a > §, apres une boucle, (n,a) devient (n — 1, a) si
n > 2 et (m,a—0) si n =1, pour un certain entier m qui est au plus d(z.y)

5
d(?y) intervalles disjoints, de longueur plus grande que 9,

(il ne

peut pas y avoir plus de
dans [0, d(z,y)]).

Cette algorithme fabrique donc une géodésique partielle dont le domaine de
définition est d-coborné dans [0, d(x,y)]. O
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Lemme A.1.7. Supposons que (X,d) est complet. Soit J C R, et soit c:J — X
une géodésique partielle qui n’a aucun prolongement strict. Alors J est fermé.

Démonstration. D’apres le théoreme de prolongement des applications continues, ¢
se prolonge en une application uniformément continue ¢ : J — X. Comme J x J est
dense dans J x J, ¢ est encore isométrique, et donc c’est une géodésique partielle
qui prolonge c. Par hypothese, ¢ = ¢, et donc J = J. O]

Théoréme A.1.8. Soit (X, d) un espace métrique complet. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

1. Pour tout couple (z,y) € X tel que x # vy,
Jz, y[# 0.

2. Pour tout couple (x,y) € X, il existe une géodésique c, définie sur [0,d(zx,y)]
telle que c(0) = x et c(d(z,y)) =y (c’est-a-dire, (X,d) est géodésique).

Démonstration. L’'implication 2. = 1. est évidente.

Pour la réciproque, soient (z,y) € X tels que x # y. 'ensemble E des géodésiques
partielles ¢ définies sur un sous-ensemble .J de [0, d(x, y)] contenant 0 et d(x,y), telles
que ¢(0) = x et ¢(d(x,y)) = y et ordonnons-le par la relation de prolongement. L’en-
semble F est non vide, car il contient la géodésique partielle définie sur {0, d(z,y)}
et envoyant 0 sur = et d(x,y) sur y. Il est clairement inductif. D’apres le lemme de
Zorn, E a un élément maximal, c. On peut supposer que c est définie sur un fermé
J de [0,d(x,y)]. Si J # [0,d(z,y)], comme il est fermé, il existe s,t tels que s < t
et |s,t[C [0,d(z,y)] \ J. D’aprés le Lemme A.1.5, ¢ se prolonge, ce qui est absurde.
Donc J = [0, d(z, y)]. O

Définition A.1.9 (Espace d§-géodésique). Soit & > 0. Un espace métrique (X, d) est
dit 0-géodésique s’il vérifie l'une des conditions équivalentes du théoréme A.1.6.

Remarque A.1.10. Dans [CDH10], on appelle suite §-géodésique dans (X,d) une
suite finie (x1,--- ) telle que d(x1,2,) + 6 > S d(xi, 2i41). La terminologie
d’espace d-géodésique que nous introduisons ne doit pas porter a confusion : elle ne

veut pas dire que tout couple de points peut étre relié par une suite §-géodésique (au
sens de [CDH10)]).

Proposition A.1.11. Soit 6 > 0, et soit (X,d) un espace métrique d-géodésique.
Soient x,y € X, et I un intervalle ouvert de longueur strictement supérieure a 0
inclus dans [0,d(x,y)]. Alors

[z,y]N{z€ X | d(z,z) e I} #0.

Démonstration. On se sert de la deuxieme caractérisation dans le Théoreme A.1.6 :
il existe une géodésique partielle ¢ : J — X définie sur un J fini, avec 0,d(x,y) € J,
telle que ¢(0) = z et ¢(d(z,y)) = y, et telle que J est §-coborné dans [0, d(z,y)].
Alors I N J # 0 par hypothese. Soit ¢ dans cette intersection. Alors c(t) € {z €
X |d(z,z) € I}. O

Nous retrouvons, dans certains cas, des notions familieres.

Proposition A.1.12. Soit (X, d) un espace métrique ot d est a valeurs entiéres.
Munissons de la structure de graphe simple, non orienté, ou x et y sont reliés par
une aréte si et seulement si d(z,y) = 1. Alors (X, d) est 1-géodésique si et seulement
si d est la distance combinatoire sur le graphe.
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Démonstration. Remarquons que dans un espace métrique ou la distance est entiere,
une géodésique partielle est forcément définie sur une partie de Z. Et donc, si ¢ :
J — X est une géodésique partielle avec J contenu et 1-coborné dans un segment
[0,n] et tel que {0,n} C J, alors J ={0,---,n}. Ainsi, pour tout n, tout couple de
points (z,y) tel que d(z,y) = n est relié par une géodésique combinatoire dans le
graphe si et seulement s’il est relié par une géodésique partielle {0,--- ,n} - X. O

Proposition A.1.13. Un espace métrique complet est géodésique si et seulement
s’il est §-géodésique pour tout § > 0.

Démonstration. Un espace complet (X,d) est d-géodésique pour tout § > 0 si et
seulement si pour tout couple (z,y) € X tel que z # y, |z, y[# 0, et d’apres le
Théoreme A.1.8, si et seulement s’il est géodésique. O

La proposition suivante démontre qu’un produit d’espaces §-géodésiques est -
géodésique pour la distance L!.

Proposition A.1.14. Soit 6 > 0, et soient (X1, dy) et (Xa,dy) deux espaces métriques
0-géodésiques. Alors l'espace X1 X Xa, muni de la distance

d:= ((21,22), (y1,42)) = di(21, 1) + d(2, y2)
est d-géodésique aussi.

Démonstration. On se sert de la premiere caractérisation dans le Théoreme A.1.6.
Soient x := (z1,22),y = (y1,72) € X1 X Xy tels que d(z,y) > 0, et cherchons
z €z, y[.

Si x1 = @y, alors on a da(yy, y2) > 0, et donc par hypothese, il existe 2y €|yy, ya|.
On pose alors z := (1, 22) et c’est gagné.

Sinon, posons z := (z2,y1). Alors on a d(x, z) = dy(z1,22) et d(z,y) = da(y1, y2),
et alors par hypothese, d(x, z) + d(z,y) = d(z,y), et donc z €|z, y|. O

A.2 Quelques outils de topologie et d’analyse fonc-
tionnelle

Le lemme suivant est un corollaire du théoreme de Riesz-Thorin.

Lemme A.2.1. Soit (X, m) un espace de probabilité. Soit (T;);c; une famille d’opé-
rateurs continus L'(X,m) — LY(X,m) tels que pour tout i € I, la restriction de T;
a L2(X,m) (resp. L>=(X,m)) induit un opérateur borné auto-adjoint sur L?(X,m)
(resp. un opérateur continu sur L= (X, m)). Supposons que Vi € I, ||T;||co—soo < M.
Alors

Viel, |Til[lane < M.

Démonstration. Considérons l'opérateur transposé T* de (L')* = L* dans lui-
meéme. On a donc
1T lloos00 = T ll11-

Mais T5 est auto-adjoint, et il est facile de voir qu’alors T* = T,.. Ceci implique
que
12T somo0 = [IT][151-

Il ne reste plus qu’a appliquer le théoreme de Riesz-Thorin, et d’obtenir la borne

souhaitée.
O]
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Le lemme suivant est évident, en se ramenant aux parties réelles et imaginaires,
puis aux parties positives et négatives.

Lemme A.2.2. Soit (X, p) un espace de probabilité. Il existe C' tel que

VT € B(L*(X)), VM, V&€ Li(X), (T€n)| < M|Elnl) = IIT]] < CM.

Lemme A.2.3. Soit T = (T,,)nen est une suite uniformément bornée d’opérateurs
tels que Yn,m € N, T,,T,, = T,,T,,. Alors T a une sous-suite qui converge, pour la
topologie faible des opérateurs, vers un opérateur normal, qui commute avec les T,,.

Théoreme A.2.4 (Sierpinski). Si (X, %, 1) est un espace de probabilité sans atome,
alors pour tout A C X mesurable, il existe ¢ : [0, u(A)] — A croissante, telle que
vt € [0, u(A)],

pu(o(t)) =t.

Démonstration. L'hypothese que X est sans atome veut dire que pour toute partie
B C X mesurable telle que p(B) > 0, il existe C' C B mesurable telle que 0 <
u(C) < pu(B).

Soit A C X mesurable, telle que pu(A) > 0 (si u(A) = 0, il suffit de poser
#(0) := A). En appliquant le lemme de Zorn, on obtient une ¢ : I — % ou I est
une partie de [0, u(A)], ¢ est croissante et Vi € I, u(¢(i)) = i, et qui n’admet pas
de prolongement vérifiant également ces propriétés. Montrons que I est [0, u(A)], ce
qui conclut.

Tout d’abord, I est fermé. En effet, soit (x,)n,en une suite d’éléments de I qui
converge vers x. Montrons que z € 1. On peut supposer, quitte a extraire une sous-
suite, que (2,), est monotone. Si x & I, définissons ¢ := I U {z} — 2 prolongeant
¢, et en posant ¢(x) := (), ¢(2,) si (,)n est décroissante, et (x) := U, ¢(z,) si
(x,)n est croissante. D’apres les propriétés de continuité de u, pu(o(z)) = lim, z,, =
x, et d’apres les propriétés de monotonie de pu, q; est croissante. gz~5 est donc un
prolongement de ¢ qui vérifie les mémes propriétés, c’est absurde. Donc x € I, et
donc I est fermé.

De plus, I vérifie Va,b € I, a <b= (Ic € I, a < ¢ < b) (on dit que 'ordre de T
est dense). En effet, s’il existe a,b € I tels que a < b et |a,b[NI = (), alors utilisons
I'hypothese que X n’a pas d’atome, ce qui fournit une partie C' C ¢(b) \ ¢(a) de
mesure 0 < u(C) < b — a. Définissons alors b : T U {a + u(C)} prolongeant ¢
et en posant ¢(a + u(C)) = ¢(a) U C. Alors u(¢)(a + p(C)) = u(p(a) UC) =
a+ pu(C). De plus, d’apres les propriétés de monotonie de g, ® est croissante. ¢ est
un prolongement de ¢ qui vérifie les mémes propriétés, c’est absurde. Donc 'ordre
de I est dense.

Donc I est fermé et son ordre est dense. On a donc I = [0, u(A)]. O

A.3 Boréliens d’un produit et produits de boréliens

Dans cette section, X et Y sont des espaces topologiques, et B(X) et B(Y)
désignent les tribus des boréliens de X et de Y.

Théoréme A.3.1. On a lU'inclusion de tribus

B(X) 2 B(Y)C BX xY).
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Démonstration. Pour démontrer cette inclusion, il suffit de démontrer que si A est
un borélien de X, et si B en est un de Y, alors A x B en est un de X x Y.
Soit U une partie de X, et posons

Yy :={P CY | U x P est un borélien de X x Y'}

dont on va démontrer que c’est une tribu.

1. Clairement, () € Y.

2. Si (P,)nen est une suite d’éléments de Yy, on doit démontrer que U x |J P,
neN
est un borélien de X x Y. Mais ceci est clair puisque U x |J P, = |J U x P,
neN neN
qui est une réunion dénombrable de boréliens de X x Y.

3. De méme, si P est un élément de Yy, il faut démontrer que U x P¢ est un
borélien de X x Y, ce qui est clair car U x P¢ = (U x P)".

En particulier, si U est un ouvert de X, Yy contient tous les ouverts de Y puisque
les produits d’ouverts sont des boréliens du produit. Mais comme Y est une tribu
sur Y, et qu'elle contient ses ouverts, elle contient Z(Y), de sorte que pour tout
ouvert U de X et tout borélien B de Y, U x B est un borélien de X x Y.

Maintenant, on peut définir, par symétrie, Xy pour une partie U de Y. D’apres
ce que 'on vient de démontrer, si B est un borélien de Y, alors X contient tous les
ouverts de X. Comme c’est aussi une tribu sur X, elle contient tous les boréliens de
X.

Autrement dit, on a démontrer que pour tout borélien A de X et pour tout
borélien B de Y, A x B est un borélien de X x Y. O

Il y a un cas important ou les deux tribus sont égales.

Proposition A.3.2. Soit (U,)nen une base d’ouverts de X. Alors
o ({Un | n € N}) = B(X).

Démonstration. Tout ouvert U de X s’écrit comme la réunion de certains U,.
Cette réunion étant dénombrable, tout U est dans la tribu o ({U, | n € N}), ce
qui démontre la proposition. O

Lemme A.3.3. Si (Up)nen est une base dénombrable d’ouverts de X et si (Vy,)nen
en est une de'Y, alors (U, X Vi,)nmen en est une de X x Y.

Démonstration. Soit O un ouvert de X x Y, et (x,y) un point de O. Il existe U et
V' contenant x et y tels que U x V' C O. 1l existe alors n et m tels que x € U, C U
ety € V,, CV, desorte que (z,y) € U, xV,, CU xV CO. O]

Théoreme A.3.4. Si X etY sont tous deux a base dénombrable, alors
BX)RRBY)=B(X xY).

Démonstration. Si (Up)nen €t (Vin)men sont des bases de X et de Y, alors en com-
binant le lemme A.3.3 et la proposition A.3.2, on a que 0 ({U, x V,, | n,m € N}) =
PB(X xY). Bien sur, comme o ({U,, x V,,, | n,m € N}) C B(X)®HB(Y), le théoreme
est démontré. O
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A.4 Mesures de Hausdorft

A.4.1 Mesures de Hausdorff, applications continiiment conformes

Définition A.4.1. Si S C X, on note diam(S) et on appelle diamétre de S la
quantité sup{d(z1, z2) | x1, 79 € S}.

Définition A.4.2. Soit ¢ > 0 et S C X. On appelle e-recouvrement de S une
famille (A;)ien de parties de X telle que

1. pour tout i, diam(A;) < ¢,

2. on a8 C ey Ai-

On note RY(S) l'ensemble des e-recouvrements de S.

Théoreme-Définition A.4.3. On pose, pour e >0 et S C X,

H(S) := inf {Z(diam(Ai))o‘ | (Ay)ien € Rg(S)} .

1€N

On pose alors

H%(S) := sup H**(S)

e>0

et on appelle ce nombre (éventuellement +00) la mesure de Hausdorff a-dimensionnelle
de S.
Pour tout S C X, on a les propriétés suivantes :

1. Sia< o, et si H*(S) < oo, alors H*'(S) = 0.
2. Sia<d, etsi H*(S) >0, alors H%*(S) = +oo.

En particulier, on a
sup{a | H*(S) = +oo} = inf{a | H**(S) = 0}

et ce nombre, qui est alors I’éventuel seul o tel que H¥*(S) soit fini non nul, est
appelé dimension de Hausdorff de S et est noté dimy S.
Pour tout o, H*® est une mesure sur la tribu des boréliens de X .

La mesure de Hausdorff dimy X dimensionnelle est appelée mesure de Hausdorff
sur X.

Le lemme suivant est évident si on remarque que dans un espace ultramétrique,
le diametre d’une boule fermée est son rayon.

Lemme A.4.4. 57 X est ultramétrique, alors pour tout S C X, e >0, a >0, on a

H%(S) = inf {Z(diam(Ai))o‘ | (Ad)ien € RUS) et Vi, A; est une boule fermée} .
ieN
Dans cette section, on suppose que (X, d) est un espace métrique compact, sans
points isolés.

Définition A.4.5 (Application continument conforme). Soient (X, d) et (Y,d') deux
espaces métriques. Soit f : X — 'Y une application. Posons maintenant

Df: X x X\ {(z,2) |z e X} — RL
d'(f(21), f(z2))
d(zy,22)

(x1,m9) +——>
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Comme (X, d) n'a pas de points isolés, X x X \{(z,z) | v € X} est dense dans
X x X, et donc Df a au plus un prolongement par continuité a X x X.

Si Df se prolonge par continuité a X x X, on dit que f est continiment
conforme, on appelle Df(x,x) le facteur conforme de f en x et on le note

/()]
La propriété suivante décrit le comportement du facteur conforme par composi-
tion.
Proposition A.4.6. Soient (X,d), (Y,d') des espaces métriques compacts sans
points isolés.
1. 8 f - (X,d) = (Y, d) et g: (Y,d) — (Z,d") sont continiment conformes,
alors g o [ est continiment conforme, de facteur conforme |(g o f)(z)| =
g/ (f (@) ()].
2. 8 f:(X,d) = (Y,d) est continiment conforme, alors f~! est continiment
conforme, de facteur conforme |(f=1)' (y)| = |f(f~ (y))]-

A.4.2 Un théoreme de changement de variables

Si f : X — Y est continiment conforme, que dire des images des mesures
de Hausdorff par f7 C’est l'objet de cette section. Nous commengons par nous
restreindre a des applications lipschitziennes.

Proposition A.4.7. Soit A > 0 et soit f : (X,d) — (Y,d') une application \-
lipschitzienne.

Alors pour tout € > 0 et toute partie S C X, on a

RAS) € £ (RLUF(9))
et pour tout «,
H{E((S)) < X*H2(S).

Démonstration. Si (A;)ien € RY(S), alors il est clair que (f(4;)),en € RE(F(S)).
Ceci démontre que RE(S) € f~1 (RY(f(S5)). De plus, si (4;);en € RE, alors on a

Z(diam( FAD))* < A Z(diam(Ai))o‘,

et donc ,
HE(F(S)) < A HS(S).

O

Proposition A.4.8. Soit A > 0 et f : (X,d) — (Y,d') une application \-lipschitzienne
surjective. Alors, pour tout o, on a

Hd’,a < )\af*Hd’a.

Démonstration. Soit S’ CY et S := f~1(S5"). Alors f(S) = 5. Soit € > 0. D’apres

la proposition précédente,
HL(S) = H(F(S))

AH(S)

A (f1(S)

X f HEBe(S").

VAN

Il suffit alors de faire tendre € vers 0. O
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Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant.

Théoréeme A.4.9 (Changement de variables pour les applications continiment
conformes et bijectives). Soit f : (X,d) — (Y,d) une application continiment
conforme bijective. Pour tout o, si g :' Y — R est mesurable, on a

/X (g0 )(@)|f (@) dB* () = / o(y) dHY(y).

Y

Lemme A.4.10. Soit € €)0,infx | f'|[. Il existe une partition finie (Xy, ..., X,) de X
telle que

1. pour tout i € {1,...,n}, supy, |f'| —infx, |f'| <e;

2. pour tout i € {1,...,n}, pour tous x1,xs € X,

d'(f(z1), f(x2))
d(fEl,Ig)

0<inf|f|—€e< <sup|f/|+e.

X; X;
Démonstration. L’application Df : X x X — R est continue, et donc uniformément
continue car X x X est compact. Soit donc e. Il existe d tel que pour tous xq, z9, 27, 7)), €
X, sid(xy,x)) <9 et d(za,xh) <6, alors |Df(xy,x2) — Df(2h,25)| <e.

Donc pour tous xy, zy tels que d(zy,x2) < 0, on a |Df(x1,21) — Df(x2,22)| =
L/ ()] = [ (22)]] <e.

Soit (X;)ser un d-recouvrement ouvert de X. Quitte a extraire, on peut supposer
que I ={1,...,n} pour un certain n, et quitte a passer a la partition engendrée, on
peut supposer que (X;)ieq1,...»} est une partition de X.

Pour cette partition, la condition 1) du lemme est vérifiée. Démontrons la deu-
xieme : si x1, x2 € X, alors d’apres la définition de 6, on a |D f(xy, x2) —|f'(x1)]| <,
d’ott Df(x1,29) < |f'(z1)]+€ < supy, | f'| + €. L’autre coté se démontre de la méme
maniere. O

Démonstration du théoréeme. On va traiter le cas ou g est I'indicatrice de S C Y,
puisqu’il entraine le théoreme.
Soit €, et soit (X;)icq1,.,n) une partition comme dans le lemme. Posons Y; =

f(Xy), fi= f‘Xi, d; = d|Xi, d, = d|Yl_ pour tout 7.
Comme f; : (X;,d;) — (Y5, d;}) est une application (supy, | f’| + €)-lipschitzienne,
on a
H < (sup | f'] + €)* fu ™.
X
Comme (f;)~! est (infy, | f’| — €)'-lipschitzienne, on a
(i || - " B < (£)7 e
et donc
(inf | f'] = ) fiu H* < HE
Posons S; = SNY;. On a donc
H%2(S;) > (infx, || = o) fuH%(S)
= [ Gt = g HE )

(ILF'(f )] — 2¢) " dfe H" (y)

Jo

vV
—

7
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et en raisonnant de maniere symétrique, on obtient

HO(S) < [P0 )+ 20)" g y),

En sommant sur ¢ et en mettant ensemble les deux inégalités que 1'on vient
d’obtenir, on obtient

/s (I7/(F ()] — 26)° df.H ™ (y) < H'(8) < / (17 @) +20)* AL H™ ()
Par convergence dominée, on obtient, en faisant tendre € vers 0,

/ P ) dfHS () = BY=(S)

ou encore

/ ()| dHD () = HY(S).
FHS)

Ainsi, comme g = 1g, on a bien

/X(QOf)(x)lf’(fv)!de’“(fc) = / 1so f)(x)|f'(z)| dH™ (z)
— Z1 1) (@) f ()| dH (z)
= Ide“( )

1<s>
- H""“(S)
= /Yg(y)dﬂd"‘”‘(y)'

On en déduit immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire A.4.11. Soient d,d" deux distances sur X et supposons que
Idx : (X,d) — (X, d)

est contintiment conforme, de facteur conforme c : X — R%.. Alors, pour tout o, si
g : X — R est mesurable, on a

/X gla)ela)® At () = [ glo)dH (o),

X

ou, en d’autres termes,

de',oz N
Vx € X, m(l’) = C(il?) .

En particulier, d et d' ont méme dimension de Hausdorff.
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