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Introduction

L’histoire des sciences est hautement non-linéaire. De longues phases de stagnation et d’errance
sont ponctuées par quelques fulgurances, quelques périodes d’éclat, qui permettent la déconstruction
des dogmes alors établis et la mise en place de nouveaux paradigmes. Il est de mon ressenti que la
physique se trouve depuis un siècle dans un régime relativement stable, un temps de "science normale"
si je puis référer à la classification de l’épistémologue Thomas Kuhn. Nul désir ici de nier que de
très nombreuses et remarquables avancées ont eu lieu, à la fois dans les secteurs expérimentaux et
théoriques. Mais force est de constater que depuis les révolutions qu’ont constitué la mécanique
quantique et la relativité générale 3, aucun bouleversement majeur n’a eu lieu. Et pour cause : aucune
rupture n’était requise. La physique des particules vivait son âge d’or et fournissait une vision extraor-
dinairement cohérente du microcosme tandis que les balbutiements de la cosmologie observationnelle
dessinaient un macrocosme conforme aux prédictions relativistes.

La situation s’est depuis complexifiée et un certain nombre de difficultés majeures gangrènent
aujourd’hui, de façon notable, les modèles standards. La plus célèbre est sans doute la fameuse matière
noire, dont les premiers indices remontent à 1933 et dont la nature nous échappe toujours. La mise en
échec du candidat le plus simple par les résultats du grand collisioneur hadronique du CERN a donné
lieu à un fleurissement de modèles de plus en plus complexes et exotiques. Autre grande inconnue,
l’énergie noire s’impose, quant à elle, comme une énigme majeure de la cosmologie. Bien qu’une
simple constante cosmologique, naturellement présente dans les équations d’Einstein, puisse rendre
compte d’un univers en expansion accélérée, sa valeur n’est pas compatible avec une interprétation
cohérente en termes de théorie des champs. Enfin, la dissymétrie baryonique globale de l’Univers
demeure hautement problématique. Presque toute la matière aurait dû s’annihiler avec l’antimatière
dans les premiers instants et notre monde devrait n’être pratiquement formé que de lumière. La simple
existence de notre Univers tel que nous l’observons constitue donc, elle-aussi, un paradoxe scientifique
irrésolu à ce jour. Même si nous aborderons la problématique de la matière noire dans l’une de nos
études, aucune de ces trois grandes énigmes ne constitue le cœur de cette thèse. Celle-ci est dévolue à
une quatrième énigme, dont l’importance n’a rien à envier aux précédentes : l’existence de singularités
gravitationnelles 4.

La motivation derrière une théorie de gravité quantique n’est pas, comme souvent présenté, celle
de l’unification, mais avant tout celle de la cohérence. Cohérence car la relativité générale, tout aussi
robuste et séduisante soit-elle, trouve ses limites quand il lui faut par exemple décrire l’Univers pri-
mordial ou le cœur des trous noirs. Poussée dans ses retranchements, la théorie fait apparaître des
singularités, qui ne traduisent rien d’autre que son incapacité à traiter ces phénomènes. Dans de tels

3. Nous pourrions y adjoindre la physique statistique et la théorie du chaos.
4. Les singularités sont des lieux (ou des temps) auxquels des quantités physiques signifiantes divergent.
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régimes de courbure tout porte à croire que la physique quantique doit être convoquée. La construction
d’une version quantifiée de l’espace-temps n’est donc pas un luxe, répondant à un fantasme d’uni-
fication, mais une nécessité. Y répondre passe par l’élaboration d’un cadre réconciliant en son sein
relativité générale et théorie quantique des champs. Or l’espace-temps, toile de fond fixe et immuable
sur laquelle l’une peut s’épanouir est le terrain de jeu, dynamique, de l’autre. Comment concilier les
deux points de vue de manière cohérente ? Nous voici face à l’un des (nombreux) dilemmes qui rendent
cette réconciliation si difficile.

L’élaboration d’un modèle cohérent de gravité quantique est donc une tâche extrêmement complexe
et il n’existe aujourd’hui aucune théorie de gravitation quantique qui puisse reproduire la physique
basse énergie connue tout en étant exempte de contradictions ou de difficultés majeures. Mais il existe
toutefois des pistes prometteuses. La plus discutée d’entre elles est certainement la théorie des cordes,
dont l’ambition de constituer une "théorie du tout" se paye au prix d’hypothèses extrêmement lourdes
et non-soutenues par la moindre observation. Bien que très populaire elle ne sera ici quasiment pas
discutée et c’est à une autre approche, à mon sens plus modeste car reposant sur des principes bien
établis, que nous nous intéresserons dans ce manuscrit : la gravitation quantique à boucles. Celle-ci
tente de concilier, dans une approche invariante de fond, les grands principes fondateurs de la relativité
générale et de la physique quantique. Elle présente un corpus cohérent et (au moins en partie) prédictif.
C’est là une vraie force de la théorie, quand on sait à quel point le lien avec les mesures, d’importance
heuristique majeure, fait défaut à ce champ de recherches.

C’est dans cette volonté de confronter la gravitation quantique à boucles à des expériences, en
développant la phénoménologie associée, que cette thèse trouve son origine.

Nous débuterons naturellement au chapitre 1 par une modeste introduction à la gravitation quan-
tique à boucles. Le chapitre 2 aura lui aussi un caractère introductif et permettra, pour les lecteurs le
nécessitant, de se familiariser avec les éléments de cosmologie requis pour la compréhension de nos
travaux. Une fois ces deux chapitres passés nous possèderons les outils nécessaires pour nous intéresser
à différentes description du système Univers inspirées de la gravitation quantique à boucles. L’objectif
du chapitre 3 sera alors d’étudier dans quelle mesure ces descriptions peuvent être confrontées aux
données sur le fond diffus cosmologique. Après avoir estimé la durée de la phase inflationnaire pour
des cas très généraux, nous quitterons le secteur homogène et calculerons les spectres de puissance
primordiaux dans différentes approches. Les formes de ces spectres à la fin de l’inflation sont usuel-
lement associées aux conditions initiales des perturbations en cosmologie. Nous étudierons ici leur
sensibilité aux prédictions de la gravité quantique à boucles 5 quant à la physique pré-inflationnaire.
Est-il possible de tester, voir exclure, des modèles de cosmologie quantique à l’aide des spectres de
puissance primordiaux ? Peut-on espérer détecter des effets de gravité quantique dans les anisotropies
du fond diffus cosmologique ? Voici quelques unes des questions auxquelles nous tenterons d’amener
des éléments de réponse nouveaux.

Le chapitre 4 sera consacré aux trous noirs, objets aux propriétés si extra-ordinaires qu’ils ont
longtemps été relégués au statut de simple curiosité théorique. Il est alors fascinant de constater que
ces astres entrent désormais dans le quotidien de l’astronomie et que la phénoménologie associée
semble être à l’aube de ses belles heures. Nous aborderons dans cette partie du manuscrit différents
aspects des conséquences potentiellement observables d’un traitement quantique des trous noirs, vaste
domaine couvrant des thématiques diverses, qui nous mènera de la matière noire à l’astronomie radio.
L’étude des trous noirs est d’autant plus fascinante (d’une part) et pertinente (de l’autre), que nous

5. Plus exactement aux prédictions de divers modèles cosmologiques basés sur la gravitation quantique à boucles.
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venons d’entrer dans une ère où les ondes gravitationnelles provenant de coalescences de systèmes
binaires ont été (directement) détectées et constituent un sujet dynamique en évolution rapide. La
perspective d’observer des effets de gravité quantique dans ces signaux ou, a minima, de les utiliser pour
contraindre les théories de gravité sous-jacentes est nouvelle et doit être considérée. Nous explorerons
donc également cette voie en calculant les modes quasi-normaux émis lors de la relaxation de trous
noirs déformés et caractériserons leurs dépendances à des perturbations proches de l’horizon.

Enfin le chapitre 5 sera lui dédié à une étude en cours de réalisation portant sur diverses possibilités
pour sonder la structure intime de l’espace au moyen d’un principe d’incertitude généralisé. Nous y
établirons une méthodologie permettant d’obtenir une nouvelle relation de dispersion pour les photons
et tenterons d’établir comment une généralisation du principe de Heisenberg modifie certaines des
propriétés quantiques de la lumière.

Cette thèse n’a évidemment pas la prétention de mettre la gravitation quantique à boucles à
l’épreuve de façon décisive. Nous espérons néanmoins qu’elle puisse contribuer, à sa modeste échelle,
à établir l’émergence d’une véritable phénoménologie de la gravitation quantique. Cantonné à la
physique mathématique depuis des décennies, l’entrée de ce champ de recherches dans le giron de la
science expérimentale nous semble être l’une des potentielles avancées majeures de la physique du
vingt et unième siècle.





CHAPITRE 1
Gravitation quantique à boucles canonique
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La rédaction de ce chapitre fut en partie inspirée des travaux de A. Ashtekar [1] (pour la partie

introductive), de A. Perez [2], de J. Grain [3], de P. Donà et S. Speziale [4] ainsi que d’enrichissantes

discussions avec L. Fabbri.

Avant d’entamer ce chapitre qui tient lieu de modeste introduction aux concepts sous-jacents à
la gravitation quantique à boucles, intéressons-nous en premier lieu à la manière dont la question de
la gravité quantique a été abordée depuis le siècle dernier. Nous dresserons dans ces quelques lignes
introductives un rapide résumé du développement de deux approches au problème.

Le besoin de construire une théorie quantique de la gravitation avait déjà été pressenti dès le
début du 20ème siècle par A. Einstein, comme souligné dans l’un de ses papiers issu du "Preussische

Akademie Sitzungsberichte" de 1916 : "Nevertheless, due to the inneratomic movement of electrons,

atoms would have to radiate not only electromagnetic but also gravitational energy, if only in tiny

amounts. As this is hardly true in Nature, it appears that quantum theory would have to modify not

only Maxwellian electrodynamics but also the new theory of gravitation."

De premières études portant sur la gravitation quantique, menées notamment par Bronstein, Rosen-
feld ou encore Pauli, virent le jour dans les années 1930 mais il faudra attendre les années 1960 avant
que des travaux plus élaborés ne soient entamés. Aujourd’hui encore aucun modèle ne fait l’unanimité.
Mais pourquoi cette quête est-elle si compliquée? Tout simplement parce que les fondements et
implications des deux principales théories concernées, la physique quantique et la relativité générale,
sont diamétralement opposés. Par exemple dans le formalisme de la théorie quantique des champs (en
espace plat) ces derniers se propagent sur une géométrie fixe donnée par l’espace-temps de Minkowski.
Or en relativité générale il n’y a pas de fond absolu et immuable, pas de support inerte sur lequel
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une dynamique peut évoluer. L’espace-temps (et donc la géométrie 1) lui-même est traité comme une
variable dynamique (via le tenseur métrique). Voici l’un des nombreux dilemmes auquel les chercheurs
sont confrontés.

Pour faire face au problème de la gravité quantique deux approches principales se sont développées.
La première est basée sur une formulation Hamiltonienne de la relativité générale comme point de
départ du procédé de quantification et est appelée approche canonique. 2 La construction de cette
approche a été initialement développée par P.G. Bergmann et A. Komar ainsi que R. L. Arnowitt, S.
Deser et C. W. Misner (entre autres) [5, 6, 7]. La variable canonique de base 3, constituant avec son
moment conjugué l’espace des phases, était obtenue après foliation de l’espace-temps et était donnée
par la 3-métrique sur les hypersurfaces spatiales. D’après cette vision, la relativité générale s’interpré-
tait donc comme une théorie de la dynamique de 3-géométries et cette ré-écriture Hamiltonienne de
la théorie fût baptisée géométrodynamique par Wheeler. Ce même Wheeler participa grandement à
l’élaboration d’une théorie quantique basée sur cette considération (classique) dans laquelle la physique
des particules devait être vue comme une "chimie de la géométrie", les entités matérielles apparaissant
suite à un coarse graining (une simplification à plus grande échelle) des structures géométriques de
base. Cependant cette géométrodynamique quantique se heurta à divers problèmes, en particulier en ce
qui concerne le traitement des fermions 4.

Il est bon de garder en tête qu’une autre approche, plus populaire même, existe. Nommée approche

covariante [8, 9] car ne nécessitant pas une brisure explicite de la covariance de la théorie par un
feuilletage de l’espace-temps, elle met l’accent sur des techniques de calcul et concepts importés de
la théorie des champs. Elle est basée sur une séparation du tenseur métrique gµ⌫ en deux parties :
gµ⌫ = ḡµ⌫ + hµ⌫ où ḡµ⌫ correspond à une métrique de fond, souvent choisie plate et hµ⌫ caractérise les
(faibles) déviations à cette métrique. Lors de la quantification seul hµ⌫ est quantifié. On parle alors
de quantification perturbative : de manière analogue à la théorie quantique des champs, des quantas
de hµ⌫ se propagent sur un espace-temps classique donné par ḡµ⌫. Il est alors possible d’adapter les
puissants outils de la physique des particules afin de calculer des amplitudes de diffusion. Une première
difficulté apparut néanmoins assez rapidement lors du développement de cette approche : la théorie
apparaît n’être pas renormalisable (lorsque des diagrammes à deux boucles sont considérés) et la
théorie quantique possède donc un nombre infini de paramètres indéterminés.

De manière caricaturale nous pourrions dire que l’approche canonique a continué à être déve-
loppée en privilégiant le point de vue de la relativité générale tandis que les avancées de l’approche
covariante sont inspirées de la physique des particules. Ces deux modèles, déjà renforcés par les ef-
forts développés dans les années 1970, vont tous deux bénéficier d’un nouvel élan dans les années 1980.

Cette nouvelle ère de l’approche canonique trouve sa source dans l’observation suivante : comme
développé dans la suite de ce chapitre, la théorie de la géométrodynamique est grandement simplifiée

1. Au sens lien entre distance et coordonnées.
2. Cette approche est celle qui sera développée dans ce chapitre et les idées associées mises en avant dans ces quelques

lignes n’ont donc qu’un caractère introductif.
3. Le terme canonique tire son origine du mot canon qui réfère à des textes sacrés considérés comme authentiques par

les communautés croyantes. Des variables dites canoniques définissent donc une norme, un modèle, mais sont toujours
définies de manière équivoque.

4. Notons que des résultats avaient pu être obtenus dans le secteur cosmologique car dans ce contexte l’entièreté sauf un
nombre fini des degrés de libertés se retrouvaient gelés. Néanmoins même dans ce contexte la résolution de la singularité
initiale du Big Bang ne se faisait pas sans invoquer un contenu en matière exotique violant certaines conditions d’énergie.
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si l’objet de base de la théorie n’est plus une 3-métrique mais une connexion. L’avantage crucial
associé à ce changement vient du fait que la relativité générale, lorsque basée sur une connexion, est
maintenant semblable au type de théorie de jauge que l’on rencontre en physique des hautes énergies.
Le gouffre qui sépare physique des particules et relativité générale semble alors se resserrer sans
que l’aspect dynamique de l’espace-temps ait été sacrifié. Par la suite les travaux de T. Jaconson
et L. Smollin sur l’introduction d’objets appelés holonomies dans le formalisme d’Ashtekar de la
relativité générale ont amené L. Smollin et C. Rovelli à introduire une représentation dite des boucles
pour décrire la théorie en dimensions 3+1. Représentation qui donnera son nom à la théorie qui en
résulte : la gravitation quantique à boucles. Nous dénoterons parfois cette théorie LQG par la suite
en référence à son acronyme anglais Loop Quantum Gravity. C’est cette approche, ou du moins son
secteur canonique, qui sera détaillée dans les prochaines pages de ce chapitre. Dans cette théorie les
infinis de la théorie classique disparaissent et la géométrie elle même possède une structure discrète à
l’échelle de Planck. L’espace-temps continu de la relativité générale apparaît alors suite à une procé-
dure de "coarse-graining" 5. Nous verrons dans les chapitres suivants que cette structure quantique
de la géométrie permet la résolution de problèmes à la fois dans le secteur cosmologique (e.g la
disparition de la singularité initiale du Big Bang) et dans le secteur des trous noirs (e.g en permettant
une interprétation de l’entropie en termes de micro états gravitationnels).

Bien que l’approche covariante ne constitue pas le sujet de cette thèse spécifions tout de même
qu’elle s’est vue ressuscitée par le développement d’une autre théorie, introduite dans le secteur de
l’interaction forte pour tenter d’expliquer certaines relations entre spin et énergie pour les hadrons, la
théorie des cordes. Dans cette théorie, les constituants élémentaires de la matière ne sont plus des
objets ponctuels mais des objets étendus à une dimension appelés cordes. Les particules de matière
sont alors associées aux différents modes d’excitation de ces cordes. Une agréable surprise vint du fait
que la théorie des cordes inclut directement une excitation correspondant à une particule sans masse de
spin 2, qui fut très vite interprétée comme le graviton. En ce sens, le secteur gravitationnel apparaît
spontanément dans la théorie ! Précisons à ce stade que pour que la théorie ne soit pas inconsistante il
faut néanmoins que l’espace-temps possède un certain nombre de dimensions : 26 si l’on considère
des cordes bosoniques et 10 pour des supercordes. Étant donné que les cordes, comme les champs
en théorie quantique des champs, évoluent sur un espace-temps de fond, les techniques de calcul
perturbatif peuvent être appliquées. À cause de la nature unidimensionnelle des cordes les diagrammes
de Feynmann usuels sont alors remplacés par des world-sheet diagrams et la théorie n’aurait même
pas besoin d’être renormalisée. Il semblerait donc que toutes les interactions soient unifiées dans cette
fameuse "théorie du tout". Seulement ce nouveau cadre théorique possède lui aussi ses limites. Étant
donné que cette théorie n’est pas celle qui sera développée dans ce manuscrit nous ne rentrerons ici
pas plus dans les détails, mais nous pouvons citer par exemple la difficulté (voir l’incapacité) qu’elle a
à obtenir dans le secteur cosmologique des vides de type de Sitter stables. Un lecteur désireux d’en
savoir plus pourra se référer aux revues [10, 11].

Ces quelques lignes introductives n’ont en aucun cas la prétention de dresser une revue exhaustive
du paysage des différentes théories de gravité quantique. Il existe, en plus des théories jusqu’ici
mentionnées, de nombreuses autres approches au problème : "causal dynamical triangulation" [12],
"asymptotic safety" [13], géométrie non commutative [14],...

Ce chapitre constitue une modeste base introductive à la gravitation quantique à boucles, plus
précisément à son secteur canonique. Les deux premières sections portent sur les bases classiques de

5. Ce résultat n’est clair que dans certains cas particuliers et demeure au stade de conjecture dans le cas général
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la théorie. La section 1.1 introduit le lecteur à deux ré-écritures indépendantes de la relativité générale :
le formalisme au premier ordre et la formulation Arnowitt-Deser-Misner (ADM). Nous verrons section
1.2 comment combiner ces deux formalismes pour donner lieu à l’écriture de la relativité générale
en termes des variables dites d’Ashtekar. La section 1.3 traitera brièvement de la quantification de la
théorie à partir de ces variables, ou plus précisément de leurs versions lissées ("smeared"). Nous y
discuterons également les principales conséquences de cette quantification. Enfin, nous conclurons ce
chapitre par quelques remarques sur la testabilité de cette théorie en section 1.4.

1.1 Les bases classiques de la théorie

1.1.1 Formulation au premier ordre de la relativité générale

La formulation usuelle de la relativité générale, basée sur le tenseur métrique gµ⌫, µ = {0, 1, 2, 3},
⌫ = {0, 1, 2, 3}, s’écrit à l’aide de l’action d’Einstein-Hilbert

S EH(gµ⌫) =
1
2

Z
R(gµ⌫)

p
�gd4x , (1.1)

dans laquelle  = 8⇡ et R désigne le scalaire de Ricci (ou courbure scalaire), contraction du tenseur
symétrique de Ricci R = gµ⌫Rµ⌫, lui même contraction du tenseur de Riemann Rµ⌫ = g�⇢R�µ⇢⌫

6. Ici gµ⌫

correspond au tenseur métrique inverse, de sorte que gµ⌫g
µ⇢ = �

⇢
⌫.

Remarque : La présence du déterminant du tenseur métrique g = det(gµ⌫) est due à ce que l’élé-
ment de 4-volume d’espace-temps invariant par difféomorphisme (transformation quelconque des
coordonnées d4x! d4x0) n’est pas d4x mais

p�gd4x, le déterminant de la matrice Jacobienne J telle
que d4x = |J|d4x0 s’écrivant |J| =

p
(�g0)/(�g).

L’application du principe de moindre action sous variations de gµ⌫ à l’action d’Einstein-Hilbert
conduit aux équations d’Einstein de la relativité générale dans le vide :

Rµ⌫ �
1
2

Rgµ⌫ = 0 . (1.2)

Considérer la trace de cette équation montre que R = 0 et amène à la forme la plus répandue des
équations d’Einstein dans le vide :

Rµ⌫ = 0 . (1.3)

Il est possible d’ajouter un terme de matière LM à l’action précédente ainsi qu’une constante
cosmologique Λ (dont la présence découle du théorème de Lovelock)

S (gµ⌫) =
Z

d4x
p
�g

"
1
2

⇣
R(gµ⌫) � 2Λ

⌘
+LM

#
(1.4)

afin d’obtenir la forme générale des équations d’Einstein :

6. La contraction pour passer du tenseur de Riemann au tenseur de Ricci s’effectue sur les premier et troisième indices
car toute autre contraction est soit équivalente (au signe près) soit nulle à cause du caractère antisymétrique du tenseur de
Riemann sous permutation de deux de ses indices juxtaposés R�µ⇢⌫ = �Rµ�⇢⌫ = �R�µ⌫⇢.
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Rµ⌫ �
1
2

Rgµ⌫ + Λgµ⌫ = Tµ⌫ . (1.5)

Notons que si nous ne nous étions pas placés dans le système d’unités dites "naturelles", de
sorte que c = 1 et G = 1, il y aurait devant le tenseur Tµ⌫ un terme en G/c4. Sachant que G '
6.67⇥10�11m3.kg�1.s�2 et c ' 3.00⇥108m.s�1 ce terme est extrêmement faible devant l’unité, traduisant
l’extrême rigidité de l’espace-temps à des déformations. C’est pourquoi la présence de sources de
nature astrophysique ou cosmologique est nécessaire afin de générer des distorsions d’amplitude
mesurable.

La courbure scalaire s’exprime en fonction des symboles de Christoffel (ré-écritures de la connexion
de Levi-Civita) comme

R = gµ⌫
h
@⇢Γ

⇢
µ⌫ � @µΓ⇢⇢⌫ + Γ↵µ⌫Γ⇢⇢↵ � Γ↵⇢⌫Γ⇢µ↵

i
. (1.6)

Ces derniers s’écrivent en fonction de la métrique et ses dérivées premières comme

Γ
⇢
µ⌫ =

1
2

g⇢�
h
@µg⌫� + @⌫gµ� � @�gµ⌫

i
. (1.7)

L’action d’Einstein-Hilbert n’est donc fonction que du tenseur métrique gµ⌫ et de ses dérivées
(via le scalaire de Ricci R). Étant donné que des dérivées secondes de la métrique apparaissent dans
le Lagrangien, les équations de champ associées, i.e les équations d’Einstein, sont des équations
différentielles du second ordre par rapport au tenseur métrique. Cette formulation de la relativité
générale en termes de l’action d’Einstein-Hilbert (ou des équations d’Einstein) est donc dite de second
ordre.

Cette formulation, bien que la plus répandue, possède néanmoins plusieurs défauts. Même si elle
ne dépend que du tenseur métrique, elle se révèle complexe lorsque l’action d’Einstein-Hilbert (ou
respectivement les équations d’Einstein) sont exprimées explicitement en fonction du tenseur métrique.
De plus, un défaut d’importance vient de son incapacité à coupler les fermions au champ gravitationnel.
C’est ce désir d’avoir une action de la relativité générale permettant un couplage avec les fermions
qui va amener à la formulation dite de premier-ordre de la relativité générale, point de départ du
processus de quantification en LQG. Celle-ci est basée non plus sur le tenseur métrique mais sur les
champs de (co)tétrades et la connexion de Lorentz (ou connexion de spin).

Les champs de (co)tétrades

Comme mentionné ci-dessus, la description usuelle du champ gravitationnel à l’aide du tenseur mé-
trique ne permet pas le couplage aux fermions. Cette incompatibilité peut être intuitée en s’intéressant
à l’équation de Dirac en espace plat :

i�µ@µ � m = 0 . (1.8)

Le passage en espace courbe consiste à remplacer la dérivée partielle par une dérivée covariante

i�µDµ � m = 0 . (1.9)

Or les matrices de Dirac � qui interviennent ici n’étant que des combinaisons de 1, de 0 et du
complexe i, elles ne dépendent pas des coordonnées. L’indice µ qui intervient en exposant de ces
matrices n’est donc pas un indice de coordonnées et ne caractérise pas le même espace que l’indice µ
de la dérivée covariante. Il faut donc distinguer ces deux indices :
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i�IDµ � m = 0 . (1.10)

L’équation précédente est bien évidemment incorrecte car non invariante de Lorentz. Pour la rendre
correcte il faut invoquer un nouvel objet possédant à la fois un indice de Lorentz (en lettre latine) et un
indice de coordonnées (en lettres grecques) :

i�Ie
µ

I
Dµ � m = 0 . (1.11)

Nous avons ici introduit, pour coupler les champs fermioniques à la gravitation, un ensemble de
quatre champs de vecteurs de quatre composantes orthonormés et indépendants : un temporel et trois
spatiaux, définis sur une variété Lorentzienne 7. Comme dit précédemment, ces champs de vecteurs
possèdent deux types d’indices :

— Un indice de Lorenz (ou indice interne), dénoté par une lettre latine I, J... = 0, 1, 2, 3 qui décrit
quel vecteur de la base de l’espace-temps Lorentzien local est choisi. Ces indices peuvent être
abaissés ou élevés à l’aide de la métrique de Minkowski ou de son inverse.

— Un indice de coordonnées sur l’espace-temps global, dénoté par une lettre grecque µ, ⌫... =
0, 1, 2, 3 et qui décrit quelle composante du vecteur choisi est considérée. Ces indices sont eux
élevés ou abaissés à l’aide de la métrique gµ⌫ ou de son inverse.

Les formes différentielles d’ordre 1, ou 1-formes 8, eI associées aux champs de vecteurs e
µ

I
(x) par

eI := e
µ

I
@µ définissent une base de l’espace tangent TpM à la variété (pseudo-)RiemannienneM en

chaque point p 2M.
Ces quatre champs étant orthonormés en chaque point de l’espace-temps ils satisfont

⌘IJ = e
µ

I
(x)e⌫J(x)gµ⌫(x) (1.12)

où ⌘IJ est la métrique de Minkowski.
De manière réciproque, si l’on possède uniquement la donnée de ces quatre champs de vecteurs,

trouver le référentiel dans lequel ceux-ci sont orthonormés en chaque point permet de définir une
variété Riemannienne. Notons que l’égalité Eq.(1.12) est conservée sous transformation de Lorentz.
En effet, de manière plus générique, le formalisme des tétrades est invariant sous l’action des éléments
du groupe de Lorentz S O(3, 1), i.e invariant de jauge sous la transformation

eI
µ(x)! ΛI

JeJ
µ(x) , (1.13)

Λ
I
J étant la matrice de Lorentz.

Les 1-formes eI associées aux champs de covecteurs eI
µ(x) par eI := eI

µdxµ forment, elles, une base
de l’espace cotangent T ?

pM en chaque point p deM. Ces covecteurs eI
µ(x) peuvent être vus comme

des cartes allant de l’espace tangent en x vers l’espace de Minkowski. L’idée de la relativité générale
selon laquelle l’espace-temps est, de manière locale, similaire à celui de Minkowski est donc conservée
et la métrique gµ⌫ peut être exprimée à partir de la métrique de Minkowski comme

gµ⌫(x) = eI
µ(x)eJ

⌫(x)⌘IJ . (1.14)

7. Une variété Lorentzienne étant une variété différentielle (i.e un espace topologique localement semblable en chaque
point à un espace Euclidien) munie d’une métrique pseudo-Riemannienne de signature (p, 1), i.e possédant p axes de
norme positive et un axe de norme négative.

8. Une forme différentielle d’ordre 1, ou 1-forme, est un champ de formes linéaires. Cette notion est donc en lien direct
avec celle de champs de vecteurs.
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Remarques :

i) Dans le cas d’un espace temps plat, comme celui considéré usuellement en théorie quantique
des champs, les eI

µ se réduisent simplement au symbole de Kronecker �I
µ.

ii) Tous les tenseurs de la théorie, y compris le tenseur métrique lui même, peuvent être exprimés
dans les bases formées par les (co)tétrades et la relativité générale toute entière peut être
reformulée dans ce nouveau formalisme.

En résumé les tétrades ici introduites constituent une carte de l’espace tangent à chaque point de
l’espace-temps vers le référentiel local inertiel dont la métrique est donnée par celle de Minkowski ⌘IJ.

Un autre ingrédient : la connexion de Lorentz (ou connexion de spin)

Le transport parallèle de champs de vecteurs sur une variété n’est pas défini de manière unique sauf
si une connexion est spécifiée. Dans la formulation au second ordre de la théorie on demande à ce que
cette connexion, notée r, soit une connexion métrique 9 i.e rg = 0, et sans torsion. Il est alors possible
de montrer que la seule connexion possible est celle dite de Levi-Civita. Une dérivée covariante est
ensuite construite à partir de cette connexion en utilisant les symboles de Christoffel Γµ⌫⇢ :

rµ3⌫ = @µ3⌫ + Γ⌫µ⇢3⇢ . (1.15)

Notons que l’absence de torsion implique Γk
i j
= Γk

ji
. Relevons également que le tenseur de courbure

de Riemann peut ensuite être construit à l’aide de ces symboles de Christoffel :

Rµ⌫⇢� = Γ
µ
�⌫,⇢ � Γµ⇢⌫,� + Γ↵�⌫Γµ⇢↵ � Γ↵⇢⌫Γµ�↵ (1.16)

où la notation ,⇢ = @⇢ est juste une nouvelle manière de noter l’opération @/@x⇢.

Dans le cas du formalisme des tétrades la notion de dérivée covariante basée sur une connexion
doit être étendue pour pouvoir être appliquée à des tenseurs possédant à la fois des indices spatiaux
et des indices dans su(2). Une nouvelle connexion est donc introduite, notée ! et appelée connexion
de Lorentz (ou connexion de spin). C’est une 1-forme à valeurs dans l’algèbre de Lie du groupe de
Lorentz qui s’écrit :

!IJ = !IJ
µ dxµ = �!JI

µ dxµ = �!JI . (1.17)

Dans ce nouveau formalisme au premier ordre il est possible de définir un nouveau tenseur de
courbure, équivalent au tenseur de Riemann mais basé sur la connexion de spin !IJ. L’expression de
la 2-forme de courbure à valeurs dans l’algèbre de Lie du groupe de Lorentz associée à ce nouveau
tenseur de courbure en fonction de la connexion de spin est donnée par la seconde équation de structure
de Cartan :

F IJ = d!!
IJ = d!IJ + !IK ^ !J

K , (1.18)

où ^ correspond au produit externe (ou wedge product en anglais) 10. Cette écriture est équivalente
à

F IJ
µ⌫ = 2

✓
@[µ!

IJ
⌫] � !

IK

[µ!
J
⌫]K

◆
. (1.19)

9. C’est une condition souvent demandée afin de faciliter la procédure de mouvement vertical d’indice.
10. Le produit externe ^ est une généralisation du produit vectoriel pour des tenseurs d’ordre plus élevés. Il peut

également être vu comme un cas particulier du produit tensoriel après antisymétrisation totale.
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Ce nouveau tenseur de courbure et le tenseur de Riemann sont reliés par

F IJ
µ⌫ = eI

⇢e
J
�R⇢�
µ⌫ . (1.20)

Ce qui donne, pour la 2-forme associée :

F IJ = eI
⇢e

J
�R⇢�
µ⌫ dxµ ^ dx⌫ . (1.21)

Dans la formulation au premier ordre de la relativité générale l’action ne dépend plus de la métrique
(et ses dérivées secondes) mais de deux nouvelles variables : les 1-formes associées aux co-tétrades
ainsi que la connexion de spin !IJ au travers de la 2-forme de courbure F IJ. Cette action d’Einstein
reformulée, dite de Palatini, s’écrit :

S Pal(e,!) =
1
2

Z
d4x✏IJKLeI ^ eJ ^ FKL(!) , (1.22)

où ✏IJKL est le tenseur totalement antisymmétrique de Levi-Civita. Il apparaît ici car il joue, dans
l’écriture basée sur les formes, le même rôle que le tenseur métrique dans l’écriture basée sur les
tenseurs, c’est-à-dire qu’il permet le mouvement vertical des indices/exposants.

Remarque : La contraction des indices latins et l’absence d’indices grecs 11 dans l’action de
Palatini font que cette dernière est respectivement invariante sous transformation de Lorentz ainsi
que sous une transformation quelconque des coordonnées (difféomorphisme), assurant la covariance
généralisée de la théorie.

Combiner (co)tétrades et connexion de Lorentz pour étendre l’action d’Einstein-Hilbert : vers
l’action de Holst

Comme énoncé dans [2] il n’est possible de construire à partir des cotétrades eI et de la connexion de
Lorentz !IJ que six 4-formes invariantes de jauge, i.e invariantes sous une transformation quelconque
des coordonnées (ou invariantes sous difféomorphisme), à l’ordre deux en courbure qui peuvent
intervenir dans l’action du secteur gravitationnel pur :

S (e,!) =
1
2

Z
d4x

26666666664

Palatiniz                      }|                      {
✏IJKLeI ^ eJ ^ FKL(!)+

Cosmological constantz                        }|                        {
Λ✏IJKLeI ^ eJ ^ eK ^ eL +

Holstz                  }|                  {
↵1eI ^ eJ ^ F IJ(!) (1.23)

+↵2

⇣
d!eI ^ d!eI � eI ^ eJ ^ F IJ(!)

⌘
|                                        {z                                        }

Nieh-Yan

+↵3FIJ(!) ^ F IJ(!)|                  {z                  }
Pontryagin

+↵4✏IJKLF IJ(!) ^ FKL(!)|                         {z                         }
Euler

377777777775
.

Ici d!eI correspond à la dérivée externe covariante 12 de eI et les ↵1, ↵2, ↵3 et ↵4 à des constantes
de couplage. Ces termes supplémentaires introduits dans le Lagrangien sont soit identiquement nuls
soit sont des termes dits topologiques qui ne modifient pas les équations du mouvement.

Introduisons un nouveau paramètre, dit de Barbero-Immirzi,

� :=
1

↵1 + 2↵2
. (1.24)

11. ou leur contraction dans son écriture plus développée.
12. i.e la dérivée externe pour laquelle la dérivée usuelle est remplacée par une dérivée covariante (ce qui intègre donc le

fait qu’une connexion soit définie)
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qui va jouer un rôle important dans la formulation Hamiltonienne de la théorie.
Dans la plupart des situations physiques pertinentes les termes Λ, ↵2, ↵3 et ↵4 peuvent être supposés

nuls. Alors

� =
1
↵1

(1.25)

et le seul terme additionnel non nul à l’action de Palatini est le terme de Holst dont la constante de
couplage est donnée par ↵1. L’action présentée Eq.(1.24) se réduit alors à l’action dite de Holst :

S Holst =
1
2

"Z
d4x✏IJKLeI ^ eJ ^ FKL(!) +

1
�

Z
d4xeK ^ eL ^ FKL(!)

#
(1.26)

=
1
2

"Z
d4x✏IJKLeI ^ eJ ^ FKL(!) +

1
�

Z
d4x⌘IK⌘JLeI ^ eJ ^ FKL(!)

#

On peut facilement remarquer que le terme proportionnel à � (terme de Holst) est, comme précé-
demment mentionné, nul :

⌘IK⌘JLeI ^ eJ ^ FKL = ✏µ⌫⇢�⌘IK⌘JLeI
µe

J
⌫FKL

⇢� (1.27)

= ✏µ⌫⇢�⌘IK⌘JLeI
µe

J
⌫e

K
↵ eL

�R↵�
⇢�

= ✏µ⌫⇢�gµ↵g⌫�R
↵�
⇢�

= ✏µ⌫⇢�Rµ⌫⇢�

= 0

Ceci démontre bien que le terme de Holst ne joue pas de rôle dans la théorie classique, les équations
de champ obtenues par variations de l’action Eq.(1.26) étant de nouveau les équations d’Einstein dans
le vide Rµ⌫ = 0. Ce terme supplémentaire à l’action de Palatini constitue néanmoins un ingrédient
important de la théorie quantique, comme nous le verrons par la suite.

Remarque : Le résultat évoqué ci-dessus est indépendant de la valeur du paramètre � et ce dernier
est très souvent présenté comme un paramètre sans importance dans la théorie classique, n’apparaissant
pas dans les équations du mouvement et ne jouant un rôle clef que suite à la quantification. Nous
reviendrons par la suite sur l’importance de ce paramètre dans la théorie quantique, mais je désire tout
de même nuancer ici un peu cette considération souvent entendue. Il a en effet été montré par A. Perez
et C. Rovelli [15] qu’en présence de fermions le paramètre de Barbero-Immirzi n’est en fait pas sans
importance et fixe la valeur de la constante de couplage de l’interaction à quatre fermions. Bien que
cette interaction soit très faible et n’ait pour l’instant jamais été observée, il est possible qu’elle le
devienne, mettant en avant un effet de ce paramètre indépendant de son rôle dans la théorie quantique.

1.1.2 Le formalisme Hamiltonien Arnowitt-Deser-Misner (ADM) de la relati-
vité générale

Le formalisme Hamiltonien Arnowitt-Deser-Misner (ou ADM) de la relativité générale constitue,
après la formulation au premier ordre que nous venons de voir, la seconde grande pièce du puzzle des
bases classiques de la LQG. Afin de développer une formulation Hamiltonienne de la relativité générale
(dans le but de quantifier le champ gravitationnel via une procédure inspirée de celle de Dirac) il nous
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faut identifier des variables canoniques conjuguées l’une de l’autre. Or, qui dit moment conjugué dit
dérivée temporelle. Il nous faut donc trouver une manière d’isoler une coordonnée temporelle dans une
théorie totalement covariante.

C’est ce désir de faire ré-apparaître une telle coordonnée qui donna lieu au formalisme ADM de la
relativité générale, initialement développé en 1959 par Richard Arnowitt, Stanley Desser et Charles W.
Misner [16].

Décomposition 3+1 de l’espace-temps.

Dans ce formalisme l’espace-temps de dimension 4, caractérisé par la métrique gµ⌫, est décom-
posé en effectuant un feuilletage par une famille continue d’hypersurfaces tridimensionnelles le long
d’une direction arbitraire. Il faudra évidemment s’assurer que le formalisme que nous développons
ici reste insensible à ce choix arbitraire du feuilletage. Cette direction arbitraire est caractérisée par
un vecteur t et les trajectoires qui évoluent dans cette direction sont paramétrées par un paramètre
t 2 R jouant le rôle de temps. Les 3-surfaces Σt orthogonales à cette direction temporelle représentent
alors les hypersurfaces spatiales, labellisées par t = constante. Notons qu’elles peuvent être de to-
pologie quelconque. Les trois coordonnées xa, a = {1, 2, 3} , qui décrivent Σt correspondent alors
aux trois coordonnées d’espace et xµ = {t, xa} forme un système de coordonnées sur la variété totale
4-dimensionnelleM = R ⇥ Σt. Insistons sur le fait que le choix de la direction donnée par t et donc
du feuilletage qui en résulte est purement arbitraire et une écriture Hamiltonienne de la relativité
générale ne doit pas dépendre ce choix. De plus, définir une direction privilégiée revient à briser la
covariance de la théorie initiale. Ces deux problèmes seront par la suite résolus via l’ajout de contraintes.

Fonction de laps et vecteur de shift.

Suite au feuilletage que nous venons d’effectuer il existe, pour tout point p appartenant àM, un
réel t tel que p se situe sur Σt. On peut alors considérer le champ scalaire t̂ défini tel que t = t̂(p) et dont
les hypersurfaces de niveau sont les 3-surfaces Σt. Le gradient de ce champ ne s’annule pas, assurant le
non recouvrement des hypersurfaces spatiales et donc le fait que la variété 4-dimensionnelleM est
entièrement décrite par l’ensemble des Σt. Ce gradient est par définition orthogonal aux 3-surfaces Σt à
tout t et le champ scalaire t̂ permet donc de définir le vecteur n orthonormal aux hypersurfaces Σt, dont
les composantes covariantes sont : nµ = (N(x⌫), 0, 0, 0), où N est appelée fonction de laps.

Le transport de la surface Σt en Σt+dt se fait à l’aide du vecteur d’évolution m = Nn. Ainsi,
8p 2 Σt, p0 = p + mdt 2 Σt+dt. D’un autre côté une base des vecteurs dans l’espace tangent àM est
donnée par e↵ = @↵, ↵ = {1, 2, 3, 4}. Notons alors que le vecteur m ne coïncide en général pas avec
le vecteur et = @t, vecteur tangent aux lignes pour lesquelles xa = constante,8a = {1, 2, 3}. Ces deux
vecteurs ne seront égaux que si les lignes de coordonnées données par xa = constante,8a = {1, 2, 3}
sont orthogonales aux 3-surfaces Σt, ce qui est toujours possible avec un choix approprié du système
de coordonnées. Néanmoins dans le cas général m et et sont liés par un vecteur �, de sorte que
et = Nn+�. Le vecteur �, appelé vecteur de shift, est tangent aux 3-surfaces Σt et a pour composantes
contravariantes �µ = (0,Na). Nous appellerons par la suite le 3-vecteur de composantes non nulles Na

vecteur de shift également, comme il est d’usage dans la littérature.

Les composantes covariantes ou contravariantes du vecteur n orthonormal aux hypersurfaces
peuvent alors s’exprimer en fonction de la fonction de laps N et des composantes non nulles Na du
vecteur de shift :
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Relevons que le tenseur métrique gµ⌫ est symétrique et les 10 degrés de liberté du système se
retrouvent dans N (1 degré de liberté), Na (3 degrés de liberté) et qab (6 degrés de liberté).

La courbure des hypersurfaces spatiales immergées dans l’espace-temps quadri-dimensionnel est
caractérisée par la courbure extrinsèque

Kab =
1
2
Lnqab , (1.31)

où Lnqab correspond à la dérivée de Lie 13 de la métrique qab par rapport à n.

Remarque : La courbure extrinsèque réfère à la courbure d’un objet vue depuis un espace dans
lequel celui-ci est immergé. Elle est à différencier de la courbure intrinsèque qui elle est donnée
par le produit des courbures selon les directions principales. Un cylindre possède par exemple une
courbure extrinsèque nulle, il est évidemment courbé si on l’observe depuis notre espace R3, mais la
courbure selon la direction principale qui s’étend dans la longueur du cylindre étant nulle, sa courbure
intrinsèque l’est également. A contrario une carte 2D de la Terre possède une courbure extrinsèque
nulle mais une courbure intrinsèque non nulle.

Notons que l’expression de la courbure extrinsèque Eq.(1.31) est très proche de celle de la dérivée
temporelle de la métrique spatiale

q̇ab = Ltqab . (1.32)

En définitive, la métrique spatiale qab et la courbure extrinsèque Kab (ou plus précisément le mo-
ment conjugué ⇡ab associé à qab défini à partir de cette courbure extrinsèque) sont les variables qui
vont constituer l’espace des phases de cette formulation Hamiltonienne de la gravitation. Il devient
alors possible d’écrire un Hamiltonien comme une fonction de qab et ⇡ab et c’est ce que nous allons
faire maintenant.

Le Hamiltonien du formalisme ADM

L’action d’Einstein-Hilbert peut être réécrite, suite à cette décomposition, comme :

S EH(qab, q̇ab,N,N
a) =

1
2

Z

R

dt

Z

Σt

d3x
h
⇡abq̇ab � NC � NaCa

i
(1.33)

où, comme mentionné ci-dessus, le moment conjugué à qab s’exprime en fonction de cette dernière
et de la courbure extrinsèque Kab :

⇡ab :=
�L

�q̇ab

=
p

q
⇣
Kab � Kqab

⌘
, (1.34)

K étant le scalaire contracté de la courbure extrinsèque et
p

q la racine carré du déterminant de la
3-métrique qab. Nous avons de plus

Ca = �2
p

qrb

 
⇡b

ap
q

!
(1.35)

et

13. La dérivée de Lie est une généralisation de la dérivée partielle en géométrie différentielle qui permet de dériver des
champs de tenseurs comme s’ils étaient des fonctions définies sur la variété.



Chapitre 1. Gravitation quantique à boucles canonique 31

C =
1
p

q
(qacqbd + qadqbc � qabqcd) ⇡ab⇡cd pqR , (1.36)

R étant le scalaire de Ricci des hypersurfaces Σt.
Les variations de l’action Eq.(1.33) par rapport à Na et N donnent respectivement la contrainte dite

contrainte vectorielle :

Ca = 0 , (1.37)

et celle dite contrainte scalaire :

C = 0 . (1.38)

Cette densité (car non intégrée) de contrainte scalaire rétablit l’invariance sous reparamétrisation
de la coordonnée temporelle tandis que la densité de contrainte vectorielle va elle être liée au rétablis-
sement de l’invariance sous difféomorphismes spatiaux sur les hypersurfaces. Na et N jouent alors le
rôle de multiplicateurs de Lagrange.

Remarque : Par abus de langage nous désignerons par la suite Ca et C directement comme les
(densités) de contraintes vectorielles et scalaire. Nous omettrons également de spécifier que nous avons
affaire à des densités de contraintes (car non intégrées) et nous référerons à elles en tant que contraintes.

Lorsque ces contraintes sont satisfaites les solutions des équations du mouvement sont dites phy-
siques (au sens où elles satisfont aux équations de champ) et le système est dit on-shell, d’après un
vocabulaire emprunté à la physique des particules. Notons également que la région de l’espace des
phases qui satisfait à la contrainte Hamiltonienne, somme des contraintes scalaire et vectorielles,
est appelée hypersurface des contraintes. Les évolutions qui sortiront de cette hypersurface seront
considérées comme non physiques.

Si la métrique gµ⌫ satisfait les quatre contraintes Ca = 0 et C = 0 sur une hypersurface Σt alors
cela signifie qu’elle satisfait également les 10 équations d’Einstein Rµ⌫ � 1

2Rgµ⌫ = 0. Ceci signifie que
toute la dynamique contenue dans les équations d’Einstein (dans le vide) est contenue dans ces quatre
contraintes.

Le Hamiltonien de la relativité générale dans ce formalisme est obtenu directement depuis l’action
donnée Eq.(1.33) :

H
⇣
qab, ⇡

ab,N,Na
⌘
=

1
2

Z

Σt

d3x (NC + NaCa) . (1.39)

Ce Hamiltonien possède une certaine propriété, déroutante au premier abord pour qui découvre le
domaine : il est nul pour les systèmes dits on-shell qui satisfont aux contraintes (qui sont, rappelons-le,
les systèmes dont les solutions sont physiques). Il ne peut plus être interprété comme l’énergie du
système. Cette caractéristique trouve sa racine dans l’un des fondements de la relativité générale :
l’invariance de la théorie sous difféomorphisme. Pour mieux comprendre ce qui se passe, intéressons-
nous à un petit modèle jouet.
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1.1.3 Du Hamiltonien à la contrainte Hamiltonienne : la relativité générale,
une théorie totalement contrainte.

Comme nous venons de le dire la symétrie sous-jacente à la relativité générale est l’invariance des
équations sous difféomorphisme, c’est à dire sous n’importe quelle transformation générale, linéaire
ou non, des coordonnées x ! x0(x). Le temps t n’est alors plus à considérer comme un paramètre
d’évolution mais comme une variable canonique, avec son moment conjugué pt, au même titre qu’une
coordonnée spatiale q. L’évolution s’effectue alors en fonction d’un nouveau paramètre, noté s par la
suite. Pour avoir une vision la plus simple possible de ce qui se passe en relativité générale, considérons
un système classique pour lequel l’action usuelle est re-paramétrée :

S =

Z
L(q, q̇, t, ṫ)ds =

Z
ṫ

 
1
2

m
q̇2

ṫ2
� V(q)

!
ds , (1.40)

où un symbole ˙ dénote ici une variation par rapport au paramètre s. Notons que la coordonnée t

n’est pas présente dans le Lagrangien, mais sa dérivée ṫ oui 14. Les moments conjugués associés aux
variables canoniques s’écrivent :

8>>>>>><>>>>>>:

pq =
@L

@q̇
= m

q̇

ṫ
,

pt =
@L

@ṫ
= �

 
1
2

m
q̇2

ṫ2
+ V(q)

!
.

(1.41)

Il est possible de réécrire l’équation sur pt comme une contrainte :

Φ(q, t) = pt +

 
1
2

m
q̇2

ṫ2
+ V(q)

!
= 0 . (1.42)

Le Hamiltonien associé au Lagrangien de l’action donnée Eq.(1.40) est obtenu par transformée de
Legendre et s’écrit :

H(q, pq, t, pt) = pt ṫ + pqq̇ �L(q, q̇, t, ṫ) = pt ṫ +

 
1
2

m
q̇2

ṫ
+ V(q)ṫ

!
= ṫΦ(q, t) = 0 . (1.43)

Tout comme dans le cas du formalisme ADM le Hamiltonien du système est ici nul. On ne parle
alors plus de Hamiltonien mais de contrainte Hamiltonienne H = 0. Cette contrainte détermine
quelle portion de l’espace des phases correspond aux solutions physiques. De tels systèmes sont dits
totalement contraints. Pour de tels systèmes, l’interprétation du Hamiltonien en tant qu’énergie n’est
plus valable. Il était possible de préssentir un résultat de ce genre dès le départ. En effet, le temps a
été élevé au rang de variable canonique et a perdu son statut de paramètre d’évolution. C’est le cœur
de ce qui est communément appelé le problème du temps en relativité générale. Comme on le dit
souvent, "time is gauge". Cela ne veut pas dire que les systèmes n’évoluent plus mais que l’évolution
est relationnelle. De nombreuses discussions sur ce sujet sont disponibles [17, 18]. De manière très
grossière disons que dès lors que la notion de temps disparaît, la notion d’énergie doit également
disparaître. Ces deux notions sont en effet très liées en physique, comme mis en avant par le théorème
de Noether, la quantité conservée si le système possède une invariance par translation temporelle étant
l’énergie. Comment définir une énergie sans temps ?

14. On parle alors de coordonnée cyclique.
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1.1.4 Tenter de quantifier le champ gravitationnel à partir du formalisme ADM :
l’approche de Wheeler et de Witt

Dans l’approche de gravité quantique développée par Wheeler et de Witt les variables canoniques
qab et ⇡ab (et donc le Hamiltonien associé) obtenues dans le formalisme ADM étaient promues au rang
d’opérateurs agissant sur une fonctionnelle d’onde Ψ(qab) donnant l’amplitude de probabilité d’être
dans un état de géométrie donné. Or il est dans cette approche impossible de définir correctement
un produit scalaire entre différents états quantiques, outil nécessaire de la théorie et les amplitudes
de transition entre différents états de géométrie ne peuvent être calculées. Le formalisme ADM seul
n’est donc pas suffisant et il faut aller plus loin dans la réécriture de la relativité générale avant de
pouvoir entamer un processus de quantification non perturbatif menant à des prédictions claires et
non-ambigues. C’est ici que le formalisme au premier ordre introduit précédemment va intervenir.

1.2 La relativité générale en termes des variables d’Ashtekar

La prochaine étape vers une quantification canonique (non perturbative) du champ gravitationnel en
relativité générale consiste à regrouper les deux formalismes précédents : il faut appliquer le formalisme
des tétrades aux variétés 3-dimensionnelles Σt du formalisme ADM.

1.2.1 Les triades

À la différence de ce qui a été vu lors de la présentation du formalisme au premier ordre de
la relativité générale, les hypersurfaces issues de la décomposition 3+1 du formalisme ADM que
l’on doit décrire à l’aide des tétrades ne sont plus 4-dimensionnelles mais 3-dimensionnelles. On ne
parle alors plus de tétrades mais de triades ea

i
. Les indices de coordonnées sont désormais dénotés

par a, b = 1, 2, 3 et les indices de Lorentz par i, j = 1, 2, 3. Les covecteur associés, ou co-triades,
permettent, de manière analogue aux co-tétrades, de définir la 3-métrique spatiale qab sur Σt à partir
des composantes �i j de la métrique Euclidienne sur R3 :

qab = ei
ae

j

b
�i j . (1.44)

Réciproquement l’inverse de la métrique spatiale qab = ea
i
eb

j
�i j est défini par les triades.

Cette métrique qab est invariante sous une rotation S O(3) des triades et ces dernières ne sont alors
définies qu’aux rotations près. Les algèbres de Lie so(3) et su(2) étant isomorphes, les co-triades ei

a

peuvent être vues comme des 1-formes à valeur dans su(2).

Remarque : Cette propriété des co-triades peut être interprétée ainsi : nous avons précédemment
réécrit la relativité générale à l’aide des tétrades e

µ

I
qui, vu qu’elles possèdent un et un seul indice de

Lorentz, se transforment comme des vecteurs sous transformation de Lorentz. Or cette transforma-
tion étant une transformation continue, elle peut être exprimée à l’aide de groupes de Lie. L’algèbre
de Lorentz est alors donnée par su(2) ⇥ su(2) et génère trois rotations et trois boosts. Lorsque la
foliation de l’espace-temps est effectuée dans le formalisme ADM une direction acquiert un statut
privilégié (le temps), brisant la symétrie associée à l’algèbre de Lorentz. Ne restent alors qu’une
invariance sous les trois rotations spatiales et l’ancienne algèbre su(2) ⇥ su(2) se résume désormais
uniquement à su(2), justifiant que les co-triades soient à valeurs dans cette algèbre. Notons au passage
que dim(su(2)) = 22 � 1 = 3, ce qui correspond bien à la dimension des hypersurfaces Σt.
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Ces trois degrés de liberté de rotation des triades n’étaient pas présents dans le formalisme ADM
et l’espace des phases associé au formalisme des triades est une extension de l’espace des phases
ADM. Il faut alors restreindre notre étude à la portion de cet espace des phases étendu qui correspond
à celui du formalisme ADM, ce qui est fait par l’ajout de trois contraintes : les contraintes de GaussG j.

Les variables canoniques avec lesquelles nous allons travailler ne sont en réalité pas les triades
elles-mêmes mais leurs versions renormalisées Ea

i
définies par

Ea
i :=

1
2
✏abc✏i jke

j

b
ek

c =
p

det(q)ea
i , (1.45)

où det(q) = det(q�1)�1 = det(e)�2 est une fonction des triades.
Les variables canoniques conjuguées des densités de triades et associées à la courbure extrinsèque

sont données dans ce formalisme par

Ki
a := Kabeb

j⌘
i j (1.46)

qui sont, tout comme ei
a, des 1-formes à valeurs dans su(2).

Les trois contraintes de Gauss, ou contraintes de rotation, sont alors données par

G j = ✏
l
jkKk

aEa
l (1.47)

et l’espace des phases étendu est caractérisé par les variables canoniques
⇣
Ki

a, E
a
i

⌘
de crochets de

Poisson

n
Ki

a(x), Eb
j (y)

o
= �b

a�
i
j�

3(x � y) . (1.48)

Pour tout � 2 C? la transformation

Ki
a !(�) Ki

a := �K j
a Ea

i !(�) Ea
i :=

1
�

Ea
i (1.49)

ne modifie pas les crochets de Poisson Eq.(1.48). Cette transformation, qui n’est rien d’autre
qu’une renormalisation des variables élémentaires, est équivalente à une renormalisation du tenseur
métrique qab ! qab/�

2. On parle alors de transformation de Weyl 15. Le paramètre complexe � de
Barbero-Immirzi n’a ici pas d’impact sur la structure symplectique des crochets de Poisson mais,
comme évoqué précédemment, celui-ci trouvera une importance particulière lors de la quantification.

Relevons que les contraintes de Gauss données Eq.(1.47) sont également invariantes sous la
transformation donnée Eq.(1.49), i.e :

G j = ✏
l
jkKk

aEa
l = ✏

l
jk

(�)Kk
a

(�)Ea
l . (1.50)

La dérivée covariante associée à la connexion de spin !i
a doit satisfaire Daeb

j
= 0 et donc

DaEa
j = @aEa

j + ✏
l
jk!

k
aEa

l = 0 . (1.51)

Introduire Eq.(1.51) dans les contraintes de Gauss données Eq.(1.47) induit

15. Ces transformations sont d’importance primordiale dans des théories de champs conformes, une théorie conforme
étant une théorie invariante sous une telle transformation.
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G j = ✏ l
jk

(�)Kk
a

(�)Ea
l (1.52)

= @a
(�)Ea

j + ✏
l
jk!

k
a

(�)Ea
l + ✏

l
jk

(�)Kk
a

(�)Ea
l

= @a
(�)Ea

j + ✏
l
jk

h
!k

a +
(�)Kk

a

i
(�)Ea

l .

Cette expression suggère l’introduction d’une nouvelle connexion, basée sur la connexion de spin
!i

a et la 1-forme de courbure Ki
a :

(�)Ai
a = !

i
a +

(�)Ki
a = !

i
a + �Ki

a , (1.53)

appelée connexion de Sen-Ashtekar-Barbero (SAB). L’ensemble
⇣

(�)Ai
a,

(�)Ea
i

⌘
, appelé variables

d’Ashtekar, forme un ensemble de variables canoniques de crochets de Poisson

n
(�)Ai

a(x),(�) A
j

b
(y)

o
= 0 , (1.54)

n
(�)Ea

i (x),(�) Eb
j (y)

o
= 0 , (1.55)

n
(�)Ai

a(x),(�) Eb
j (y)

o
= ��i

j�
b
a�

3(x � y) . (1.56)

Remarque : Il est parfois d’usage d’utiliser

(�)Pa
i (x) :=

1


(�)

Ea
i (x) (1.57)

plutôt que (�)Ea
i
(x) comme moment conjugué de (�)Ai

a(x) afin de faire disparaître le facteur .

L’action gravitationnelle peut être réécrite en fonction de ces variables :

S grav =
1
2

Z

R

dt

Z

Σt

d3x
h
Ea

i Ȧi
a �

⇣
� jG j + NaCa + NC

⌘i
(1.58)

où les � j, Na et N jouent le rôle de multiplicateurs de Lagrange. Les expressions des densités de
contraintes en fonction des variables d’Ashtekar sont données par :

i) densité de contraintes de Gauss :

G j := @aEa
j + ✏

l
jkAk

aEa
l = 0 , (1.59)

ii) densité de contraintes vectorielles :

Ca := F
j

ab
Eb

j �
⇣
1 + �2

⌘
Ki

aGi = 0 , (1.60)

iii) densité de contrainte scalaire :

C := CE + CL = 0 . (1.61)

où CE et CL correspondent respectivement aux parties dites Euclidienne et Lorentzienne 16 de C et
sont données par :

16. Ces appellations viennent de ce que les crochets de Poissons de ces densités de contraintes avec elles mêmes
possèdent des signes différents dans la constante qui précède la contrainte.
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CE :=
Ea

i
Eb

jp
detE

✏
i j

k
Fk

ab et CL = �2
⇣
1 + �2

⌘ Ea
i
Eb

jp
detE

Ki
[aK

j

b] . (1.62)

L’ensemble des contraintes qui rétablissent l’invariance sous difféomorphisme sur les hypersurfaces
spatiales, dites contraintes de difféomorphisme, est donné par une combinaison des contraintes
vectorielles et de Gauss :

Da = Ca � Ai
a

⇣
DbEb

i

⌘
. (1.63)

L’ensemble des trois contraintes de difféomorphisme et de la contrainte scalaire rétablit l’in-
variance de la théorie sous difféomorphisme total.

Le Hamiltonien associé à l’action Eq.(1.58) est donné par l’intégrale sur Σt de la somme des
densités de contraintes précédées des multiplicateurs de Lagrange associés :

H =
1
2

Z

Σt

d3x
⇣
� jG j + NaDa + NC

⌘
. (1.64)

Comme mentionné précédemment les quatre contraintesDa = 0 et C = 0 sont équivalentes aux
dix équations d’Einstein dans le vide. À cela il faut rajouter les trois contraintes de Gauss traduisant
l’invariance sous rotation des triades.

Hélas, même si ce formalisme basé sur les variables d’Ashtekar permet de simplifier la contrainte
scalaire il ne permet pas de résoudre les difficultés qui apparaissent dans l’approche historique menée
par Wheeler et de Witt. Il est toujours délicat de définir correctement un produit scalaire entre différents
états quantiques [19]. Il reste donc impossible de calculer des amplitudes de probabilité à ce stade et
une dernière étape est nécessaire avant de pouvoir procéder à la quantification.

1.2.2 Effectuer un "lissage" (smearing) de l’algèbre : utilisation des holono-
mies et des flux

L’idée derrière un tel lissage

Pour se faire une idée de pourquoi un lissage des variables est nécessaire, considérons le cas simple
d’une particule soumise à un potentiel et se déplaçant sur un cercle. Sa position est donnée par la
variable angulaire ↵ 2 [0, 2⇡[. Son Hamiltonien s’écrit simplement

H =
p2

2c
+ V(↵) (1.65)

où c est une constante de dimension [c] = M.L2 et p = cd↵/dt. Pour décrire le comportement de
cette particule de manière quantique il faut considérer l’opérateur p̂ = �i~d/d↵ associé à p, dont le
spectre discret des valeurs propres est donné par pn = n~, indépendamment du potentiel. Pourquoi le
spectre de p̂ est-il discret ? Tout simplement parce que la variable ↵ appartient à un ensemble borné
(compact), tout comme dans le cas d’une particule dans un puits de potentiel (ou boîte quantique). De
plus, vu que ↵ n’est pas continue sur le cercle (lorsque ↵ passe de 0 à 2⇡) la relation de commutation⇥
↵̂, p̂

⇤
, i~ et diffère du cas standard. Pour éviter une telle discontinuité il est préférable de travailler

avec des fonctions continues de ↵ telles que s = sin(↵), c = cos(↵) ou encore h = ei↵. Nous verrons
par la suite que pour cette même raison nous utiliserons non plus la connexion d’Ashtekar comme
opérateur élémentaire mais plutôt son exponentiation le long de boucles fermées.
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Cet argument donne une idée intuitive de l’origine de boucles dans la théorie mais l’utilisation de
tels objets se fonde également sur des arguments plus formels non développés ici (liés aux boucles de
Wilson et au tenseur de Riemann) [20].

Flux, holonomies et représentation des boucles

Comme nous le voyons d’après l’action Eq.(1.58) l’espace des phases de la relativité générale est
décrit par les variables d’Ashtekar dont les crochets de Poisson sont donnés Eq.(1.56).

Il est possible de lisser la connexion Ai
a afin que son intégration donne, lors de la quantification,

des opérateurs correctement définis sur l’espace de Hilbert cinématique Hcin. Étant donné que Ai
a

est une 1-forme le contour d’intégration choisi doit être un chemin unidimensionnel �. Associons à
la connexion Ai

a l’élément de SU(2) Aa ⌘ Ai
a⌧i, les ⌧i correspondant aux générateurs de su(2). Cet

élément peut ensuite être intégré le long de �. Si l’évolution le long de ce chemin est paramétrée par
xa(s) : [0, 1]! Σ nous obtenons :

Z

�

A ⌘
Z 1

0
dsAi

a(x(s))
dxa(s)

ds
⌧i . (1.66)

En retenant la leçon de notre exemple avec la particule qui évolue sur le cercle, la connexion en
tant que telle ne peut pas être prise comme variable de quantification et il nous faut considérer son
holonomie, définie comme le produit ordonné de l’exponentielle de l’intégrale de la connexion le long
d’une courbe fermée

h� ⌘ P

e
H
�

A
�
= P


e
H
�

Ai
a⌧idxa

�
. (1.67)

Remarque sur la notion d’holonomie : Essayons d’avoir une notion un peu plus intuitive de ce
qu’est une holonomie, objet d’importance en gravitation quantique à boucles. Une holonomie donne
une mesure de la déviation entre les états initiaux et finaux d’un vecteur transporté parallèlement sur un
contour fermé. Illustrons ceci pour un cas simple, celui de l’holonomie de la connexion de Levi-Civita
sur une variété riemannienne. Soit S 2 R3 une surface orientée et � ⇢ S un chemin fermé sur cette
surface, c’est-à-dire �(1) = �(0), t = 0 ! 1. Soit 3(t) 2 T�(t)S une famille de vecteurs transportés
parallèlement le long de �, où TxS désigne le plan tangent à la surface S au point x 2 S. Les vecteurs
v(0) et v(1) appartiennent au même espace tangent T�(0)S = T�(1)S et sont de même longueur (car
le transport parallèle préserve le produit scalaire et donc la norme). 3(1) se déduit donc de 3(0) par
une rotation d’un angle noté h(�) = ( ˆ3(0), 3(1)) appelé holonomie du chemin fermé �. Notons que
cette holonomie h(�) est définie modulo 2⇡. Bien sûr cet exemple peut être généralisé et le transport
parallèle peut être effectué sur un espaceM de dimension n, pour lequel l’espace tangent T�(0)M est
également de dimension n. L’holonomie correspond toujours à une rotation dans cet espace tangent de
dimension n et donc h(�) 2 S O(n). Il faut alors plus qu’un angle pour caractériser l’holonomie. Enfin,
nous pouvons préciser que l’holonomie h(�) dépend évidemment du chemin � mais est indépendante
de la paramétrisation choisie, du point initial xinitial 2 � et du vecteur initial 3initial. Attention cette
interprétation de l’holonomie comme élément de S O(n) n’est pas générique et est valable lorsque la
variété considérée est riemannienne et la connexion celle de Levi-Civita.

Le "lissage" (smearing) des densités de triades définies Eq.(1.45) s’effectue avec la même idée.
Or ces dernières étant des 2-formes (ce sont des tenseurs antisymétriques) leur intégration doit être
effectuée sur une 2-surface S 2 Σt. Si l’on note na la normale à S , cette intégrale s’écrit :
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Fi(S ) =
Z

S

d2�naEa
i . (1.68)

La quantité Fi(S ) correspond au flux de densités de triades à travers la surface S .

Holonomies de la connexion SAB h�[A] et flux de densité de triades FS
i
[E] constituent les

variables canoniques qui vont être utilisées lors de la quantification.

Remarque : L’utilisation d’une holonomie comme variable de quantification semble conservatrice
car s’intéresser à la circulation d’un vecteur le long d’un chemin fermé donne déjà une mesure de la
courbure en relativité générale et est une manière de définir le tenseur de Riemann. De plus, le théorème
de Giles [21] stipule que toute l’information invariante de jauge contenue dans la connexion peut être
ré-obtenue en calculant la trace des holonomies associées à tous les contours fermés � possibles sur la
3-surface Σt. Autrement dit, il est possible d’utiliser les holonomies comme base pour toute fonction
de la connexion SAB. Or la fonctionnelle d’onde Ψ[A] est justement fonction de cette connexion et
peut donc être décomposée sur cette base des holonomies, i.e

Ψ[A] =
X

�

Ψ[�]h�[A] . (1.69)

Cette représentation est appelée représentation des boucles de la fonctionnelle d’onde.

1.2.3 Quid du contenu en matière?

Faisons juste un petit aparté car jusqu’ici il n’a été fait nulle part mention du contenu en matière.
La nature de celui-ci doit être supposée indépendamment et seul son couplage au champ gravitationnel
va influencer la déformation de l’espace-temps. Lorsque nous aborderons par la suite le pendant
cosmologique de la LQG, dénotée cosmologie quantique à boucles (ou LQC pour Loop Quantum
Cosmology en anglais), nous supposerons en premier lieu que le contenu en matière de l’univers est
donné par l’inflaton, d’action

S m =

Z
d4x
p
�g

 
�1

2
gµ⌫@µ'@⌫' � V(')

!
. (1.70)

L’ajout d’un tel contenu en matière va générer des contributions aux différentes contraintes de
difféomorphisme Dm[Na] et scalaire Cm[N], qui s’exprimeront en fonction du champ ' et de son
moment conjugué ⇡. Nous reviendrons sur l’impact du contenu en matière dans le chapitre suivant
dédié à la LQC, aussi nous ne nous attarderons pas plus sur ce point ici.

Notons qu’il est cependant tout à fait possible de définir d’autres champs comme contenu en
matière [22].

1.3 La quantification

La procédure complexe de quantification de la théorie n’étant pas au centre des études menées
lors de cette thèse, celle-ci n’est expliquée ici que dans les grandes lignes. Un lecteur désireux d’en
apprendre plus pourra se référer aux ouvrages [20, 23, 24, 25, 26].
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1.3.1 La procédure de Dirac

La procédure de quantification utilisée en gravité quantique à boucles est basée sur le programme
dit "de Dirac" qui s’applique ici au système classique avant la résolution des contraintes. Il peut être
divisé en trois étapes :

i) Promotion des variables de l’espace des phases au rang d’opérateurs satisfaisant les relations de
commutation [·, ·] = i~ {·, ·} et agissant sur un espace de Hilbert dit cinématiqueHcin.

ii) Promotion des contraintes au rang d’opérateurs agissant surHcin.

iii) Caractérisation de l’espace de solutions des contraintes, appelé espace physique,Hphys.

Cette procédure doit ensuite être complétée par une définition non ambigüe d’un produit scalaire
surHphys et une interprétation physique des observables quantiques.

1.3.2 Application à l’écriture en termes des variables d’Ashtekar de la relati-
vité générale

Commençons par promouvoir les variables d’Ashtekar au rang d’opérateurs agissant sur un espace
de fonctionnelles Ψ(A). Chaque coefficient de la connexion d’Asthekar est associé à un opérateur
multiplicatif

Âi
aΨ(A) = Ai

aΨ(A) (1.71)

et les densités de triades sont associées à des dérivées fonctionnelles

Êa
iΨ(A) = �i�

�

�Ai
a

Ψ(A) . (1.72)

Ces opérateurs sont liés par les relations de commutation

h
Âi

a(~x), Êb
j (~y)

i
= i~��a

b�
i
j�

3(~x � ~y) . (1.73)

Rappelons que l’utilisation des variables d’Ashtekar fait de la relativité générale une théorie de
jauge SU(2) contrainte par les trois ensembles de contraintes suivants :

i) G j = 0 : Les contraintes de Gauss qui traduisent l’invariance des triades sous application
d’éléments de SU(2).

ii) Da = 0 : Les contraintes de difféomorphisme qui rétablissent l’invariance sous difféomorphismes
spatiaux. On préfère parfois parler simplement des contraintes de moments Ca = 0 dont,
rappelons le, la combinaison avec les contraintes de Gauss donnée Eq.(1.63) donne les contraintes
de difféomorphisme.

iii) C = 0 : La contrainte scalaire liée à l’invariance sous reparamétrisation de la coordonnée
temporelle.

Ces contraintes doivent être maintenant promues au rang d’opérateurs et il faudra étudier quels
sont les états annihilés par leur action. Dit autrement, les états physiques de la théorie quantique seront
les états qui appartiennent au noyau de chaque opérateur de contrainte. La construction de l’espace de
Hilbert des solutions physique va alors suivre la procédure suivante :

Hcin

Ĝ jΨ=0
�����! H0

cin

ĈaΨ=0
�����! Hdiff

ĈΨ=0����! Hphys . (1.74)
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Fi(S I) étant le flux de densités de triades à travers la surface S I. Si l’on remplace les flux Fi(S I)
par les opérateurs quantiques associés F̂i(S I) nous obtenons

Â(S )ΨΓ = lim
N!1

NX

I=1

q
F̂i(S I)F̂ i(S I)ΨΓ = 8⇡�`2

Pl

X

p

p
jp( jp + 1)ΨΓ , (1.79)

où ΨΓ est un état de type réseau de spin, p correspond au nombre de perforations de S causées par
les liens du graphe Γ, les jp sont des demi entiers et où nous avons réintroduit les constantes physiques.
La deuxième égalité est démontrée dans [4].

Nous venons de mettre en avant l’un des résultats principaux de la gravité quantique à boucles : le
spectre de l’opérateur d’aire possède des valeurs discrètes ! Ces quantas d’aire sont portés par les liens
du graphe.

Bien que la valeur 0 fasse partie du spectre de l’opérateur d’aire le spin d’un lien ne peut être nul et
ce pour permettre la construction deHcin (la raison détaillée est donnée [20]). Il existe donc une aire
minimale en gravité quantique à boucles, donnée par la première valeur propre non nulle de l’opérateur
d’aire, ou de manière équivalente par l’écart d’aire minimum entre deux valeurs propres : ∆Amin = ∆`

2
Pl,

où ∆ = 4⇡�
p

3 17.

Notons également que l’opérateur d’aire agit de manière diagonale sur les états de type réseaux de
spin. Ces derniers sont donc vecteurs propres de cet opérateur.

Remarque : L’existence de longueurs ou d’aires discrètes semble nécessairement briser l’inva-
riance de Lorentz au sens usuel du terme. Mais les choses ne sont pas si simples si l’on considère
désormais que longueurs et aires doivent être interprétées comme des valeurs propres d’opérateurs
quantiques. Un observateur subissant un "boost" de Lorentz peut voir le même spectre de valeurs
valeurs propres mais pas la même valeur moyenne ("expectation value"). En ce sens, l’invariance de
Lorentz pourrait être réconciliée avec les principes de base de la gravitation quantique [20].

L’expression du spectre de l’opérateur d’aire donnée Eq.(1.79) fait intervenir le paramètre de
Barbero-Immirzi �. Ce paramètre de faible importance dans la théorie classique joue donc ici un rôle
majeur, il intervient directement dans l’expression du spectre de l’observable géométrique la plus
élémentaire de la théorie et notamment dans sa première valeur minimale non nulle qui, comme nous
le verrons, sera de grande importance tant en cosmologie 18 qu’en physique des trous noirs 19.

Opérateur de volume

Un autre opérateur qu’il est possible de construire est l’opérateur de volume. Nous nous intéres-
sons ici à celui proposé par C. Rovelli et L. Smolin [28]. Comme pour l’opérateur d’aire, commençons
par exprimer le volume d’une région tri-dimensionnelle, notée Ω, en fonction des densités de triades :

V(Ω) =
Z

Ω

d3x
p
|detE| . (1.80)

17. Celui-ci se révèlera d’importance pour la phénoménologie de la théorie, comme nous le verrons dans la suite de ce
manuscrit.

18. Car elle entrera dans l’expression de la densité d’énergie maximale du contenu en matière de l’univers.
19. Elle interviendra ce coup-ci dans l’expression de l’entropie d’un trou noir.
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Nous divisons ensuite Ω en petits volumes tri-dimensionnels de telle sorte que chaque cellule
contienne au moins un nœud du graphe. L’intégrale dans l’équation précédente peut alors être remplacée
par une somme sur les différents sous-volumes. Comme précédemment le flux de densités de triades
est remplacé par son opérateur associé, de sorte que :

V̂(Ω) = lim
✏!0

X

I

s
1

48

X

↵,�,�

|✏i jkF̂ i(S ↵
I
)F̂ j(S �

I
)F̂k(S �

I
)| (1.81)

où ✏ correspond à la longueur des cellules tri-dimensionnelles.
Ainsi, pour un unique nœud dénoté par n,

3̂n =

s
1

48

X

↵,�,�

|✏i jkF̂ i(S ↵
n )F̂ j(S �

n)F̂k(S �
n)| (1.82)

La présence du terme ✏i jk rend l’action de cet opérateur non trivialement nulle uniquement au
niveau des nœuds car partout ailleurs il n’y a au plus que deux flux associés aux liens : celui de la
source et celui de la cible.

Le spectre de cet opérateur, non donné ici car bien plus complexe que celui de l’opérateur d’aire et
non diagonal dans la base des réseaux de spin, est de manière analogue à celui de l’opérateur d’aire,
proportionnel au volume de Planck, i.e à l3

Pl.

Remarque : De manière surprenante (du moins au premier abord) des ambiguïtés spécifiques
apparaissent dans la définition de l’opérateur de longueur en LQG, voir [29] pour les aspects formels
et [30] pour quelques remarques physiques. La question de savoir si cette difficulté est purement
mathématique ou conceptuelle est encore ouverte. Je terminerais cette remarque en citant John Baez
qui considère qu’il y a une raison profonde à ce que les aires soient plus fondamentales que les
distances en LQG : "Cette théorie est fondée sur la quantification du moment angulaire d’un élément

de surface orienté."

1.3.4 Dynamique de l’espace-temps

Jusqu’ici nous n’avons toujours pas précisé la dynamique de la théorie et la manière dont cette
structure quantique de l’espace-temps donnée par les réseaux de spin évolue.

À cause du principe d’incertitude de Heisenberg la notion de trajectoire x(t) disparaît en mécanique
quantique. L’évolution temporelle d’un système quantique, mettons des particules, ne donne pas des
trajectoires précises pour ces dernières, mais informe sur l’évolution de l’amplitude de probabilité
Ψ(x, t) donnée par la fonction d’onde. L’équivalent ici dans le secteur gravitationnel est donné par une
amplitude de transition entre deux états configurations géométriques différentes de l’espace-temps.

La dynamique de la structure de l’espace-temps va être donnée par la résolution de la dernière
contrainte à implémenter, la contrainte scalaire C = 0. Il se trouve qu’à cause de la grande complexité
de l’expression de la contrainte scalaire cette étape est en fait extrêmement compliquée. Une fois
de plus, nous ne rentrerons pas ici dans les détails mais nous pouvons référer le lecteur à [31, 32].
Stipulons tout de même que même si un nombre infini de solutions à la contrainte scalaire sont connues
le spectre de Ĉ et l’espace physique Hphys ne le sont pas. Ceci a amené au développement de deux
lignes de recherche : la première s’intitule "Master Contraint Program" et consiste en l’implémenta-
tion simultanée des contraintes de difféomorphisme et scalaire. La deuxième est appelée "Spinfoam



44 Chapitre 1. Gravitation quantique à boucles canonique

approach", ou approche des mousses de spin. Elle délaisse l’aspect canonique de l’approche présentée
jusqu’ici pour se rapprocher d’une vision covariante. À l’aide d’intégrales de chemin elle permet le
calcul d’amplitudes de transition entre différents états de réseaux de spin. La dynamique détaillée des
états géométriques a été formalisée par Jonathan Engle, Etera Livine, Roberto Pereira et Carlo Rovelli
dans [33].

1.4 Sur la testabilité de la théorie

Dans ce chapitre nous avons exposé les bases d’un cadre théorique permettant une quantification
non perturbative de la relativité générale. Toute théorie physique se devant évidemment d’avoir des
prédictions pouvant être confrontées à des expériences, la prochaine question qui se pose est donc de
savoir comment mettre cette dernière à l’épreuve.

Nous avons vu que l’application de la procédure de quantification de Dirac à l’écriture en termes
des variables d’Ashtekar (ou plus précisément de leur version lissée) de la relativité générale amène
à une structure discrète de l’espace-temps modélisée par des réseaux de spins. Mais cette nouvelle
structure n’est observable qu’à des échelles de longueur très petites, typiquement de l’ordre de la
longueur de Planck qui vaut, rappelons le, `Pl ' 10�35m. L’échelle d’énergie associée à cette
longueur, nommée énergie de Planck, s’élève elle à EPl ' 1019GeV. Ces échelles se situent hélas
bien au delà de ce qu’il est actuellement possible de sonder en laboratoire. Il est raisonnable d’espérer
gagner un facteur 10 tout au mieux dans les prochaines décennies sur la limite actuellement atteignable
en énergie (par rapport à l’accélérateur Large Hadron Collider). Or ce qu’il nous manque pour atteindre
l’échelle de Planck est un facteur 1015 !

Néanmoins, nous avons aussi vu que cette discrétisation de l’espace-temps entraîne également
une discrétisation de différentes observables géométriques. La présence d’une valeur minimale dans
le spectre de l’opérateur d’aire va permettre à la théorie de résoudre des divergences ultraviolettes
apparaissant en relativité générale, telle que la singularité initiale du Big Bang ou celle se situant
au cœur des trous noirs. Cette prédiction va donc avoir de fortes répercussions en cosmologie ou en
physique des trous noirs. La construction de modèles cosmologiques ou de trous noirs basés sur les
idées de la gravité quantique à boucles, ainsi que leurs phénoménologies associées, seront au cœur de
cette thèse. Ces modèles, correspondant à des applications de la théorie mère à des systèmes possédant
certaines symétries allégeant considérablement les calculs, sont à ce jour parmi les moyens les plus
prometteurs pour tester et contraindre une telle théorie de gravité quantique.

J’ai entendu maintes fois dire que la quête de la gravité quantique, bien que souvent considérée
comme l’un des graals de la physique, est sans espoir. Il me paraît clair que la testabilité de théories
s’y employant est un sujet qui fait débat dans la communauté scientifique. Toutefois, je ne peux
que rejoindre l’avis d’Aurélien (Barrau) lorsqu’il dit que, bien que la gravité quantique ait en effet
longtemps été pénalisée par son absence de lien avec les observations, elle entre désormais dans
le champ de la science observationnelle. Ceci notamment grâce à la nouvelle génération d’outils
astronomiques de haute précision que sont par exemple les interféromètres LIGO-Virgo, dont les
résultats vont énormément amener à la physique des objets compacts, ou des projets tels que BICEP
ou POLARBEAR (désormais regroupés dans la collaboration Stage4) qui visent, eux, à découvrir le
mode B de polarisation des photons du fond diffus cosmologique sur lequel nous reviendrons dans le
prochain chapitre.
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Au-delà de ces perspectives il n’est pas exclu que des effets de gravitation quantique puissent se
manifester à basse énergie. En théorie des cordes, par exemple, il est possible d’utiliser les mesures
fines de l’accélération contemporaine de l’Univers pour exclure de larges domaines du paysage des
paramètres. En gravitation quantique à boucles (nous y reviendrons) il n’est pas impossible que des
signaux radios observés en astronomie soient dûs à des effets de géométrie quantique. De plus, des
liens forts semblent émerger entre les caractéristiques fines de l’inflation (conditions initiales, nombres
d’e-folds, forme du potentiel effectif . . . ) et la théorie sous-jacente de gravitation quantique, même si
l’échelle d’énergie de l’inflation est très inférieure à l’énergie de Planck. Plusieurs idées émergent pour
lier la constante cosmologique à la dimension quantique du champ de gravité. Enfin, l’effet granulaire
de l’espace pourrait se manifester dans l’étude des temps d’arrivée des photons (et neutrinos) émanants
de sursaut gammas, la petitesse de l’effet étant compensée par les gigantesques distances en jeu. Les
directions dans lesquelles une phénoménologie de la gravitation quantique pourrait se manifester sont
donc nombreuses.
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Il existe de très nombreuses revues et livres de grande qualité traitant de la cosmologie. La rédac-

tion de ce chapitre fut inspirée entre autres par les travaux de D.Baumann [34, 35], de P. Peter [36],

de J. Lesgourgues [37] et de V. Mukhanov [38].

La cosmologie, ou étude de l’Univers, est presque aussi ancienne que la pensée elle-même. Elle
n’a néanmoins pris la forme d’une science au sens orthodoxe du terme qu’au début du vingtième
siècle, grâce à l’avènement simultané de la théorie de la relativité générale et de techniques d’obser-
vation novatrices. À la fin du vingtième siècle, une seconde révolution a vu le jour, faisant entrer la
cosmologie dans une ère de précision. Celle-ci est en grande partie due à la mesure du rayonnement
cosmologique fossile par COBE (puis par WMAP et Planck). Il est remarquable de constater qu’en
dépit de spécificités qui semblaient insurmontables, la cosmologie est devenue crédible non pas à
la suite d’avancées conceptuelles radicales mais parce que le foisonnement observationnel a permis
de rendre l’édifice stable et prédictif. Dans une certaine mesure, l’histoire de l’Univers est mieux
connue que celle de notre propre planète. Mais ceci n’est que partiellement paradoxal : il n’est pas rare
qu’un système considéré dans sa globalité soit plus simple que chacune de ses parties scrutée de près.
La simplicité du “système-Univers" vient de sa haute symétrie à grande échelle, bien que l’essentiel
des études contemporaines se focalisent précisément sur les écarts par rapport à cette symétrie quasi-
maximale (homogénéité et isotropie). Le modèle standard de la cosmologie se trouve aujourd’hui
dans une position comparable à celui de la physique des particules : il fonctionne remarquablement
bien. Il est pourtant certain qu’il ne peut être définitif. Les problèmes de la matière noire, de l’énergie
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noire et de la dissymétrie baryonique globale imposent, a minima, des infléchissements. Mais, plus
fondamentalement encore, la singularité primordiale – le Big Bang stricto sensu – montre que son
origine demeure vraisemblablement encore hors d’accès.

Plus concrètement le calcul de spectres de puissance primordiaux dans différents modèles de
cosmologie quantique a constitué la majeure partie de mon travail de thèse. Ce chapitre a pour but
d’introduire le lecteur aux principales notions nécessaires à la compréhension de ce que sont ces
spectres et du rôle qu’ils tiennent dans la cosmologie actuelle. Ces pré-requis comportent notamment la
théorie des perturbations cosmologiques, la notion de spectre de puissance et la physique de l’inflation
à un champ. Nous commencerons ce chapitre section 2.1 par une très brève vue d’ensemble de ce
qu’est la cosmologie en tant qu’étude de notre Univers décrit par un espace-temps homogène. Nous
soulèverons ensuite section 2.2 quelques problèmes du modèle standard de la cosmologie et verrons
comment le paradigme inflationnaire permet leur résolution. Nous y décrirons également de manière
sommaire le modèle le plus répandu d’inflation à un champ. Nous introduirons ensuite le lecteur à la
théorie des perturbations cosmologiques section 2.3. Nous aborderons section 2.4 la cosmologie en
tant que théorie stochastique et y introduirons la notion de spectre de puissance. Enfin nous verrons
section 2.5 quelles sont les conditions initiales sur ces spectres prédites par l’inflation et quelles sont
les contraintes observationnelles associées 2.6.

2.1 Modèle standard de la cosmologie

2.1.1 Équations de Friedmann et paramètres cosmologiques

Les équations de Friedmann

La distribution des galaxies et des structures cosmologiques nous entourant est observée isotrope
aux grandes échelles (⇠ 100 Mpc). Cette observation, combinée avec le principe Copernicien 1, amène
au principe cosmologique : l’univers est homogène et isotrope aux grandes échelles. Il constitue la
pierre fondatrice du modèle standard de la cosmologie.

L’Univers serait donc hautement symétrique, ce qui, comme toujours en physique, simplifie grande-
ment la description formelle du système. Une fois le contenu en matière établi, il est alors possible de
résoudre les équations d’Einstein afin de déterminer l’évolution passée, présente et future de l’Univers.
La propriété d’homogénéité incite à décomposer l’espace-temps en un feuilletage d’hypersurfaces
spatiales 3-dimensionnelles 2, toutes respectant les symétries d’isotropie et d’homogénéité du principe
cosmologique, ordonnées suivant un temps : le temps cosmologique.

La métrique qui décrit cet espace-temps est donnée par la solution dite de Friedmann-Lemaître-
Robertson-Walker (FLRW), aux équations d’Einstein données en Eq.(1.5). Elle s’écrit

ds2 = �dt2 + a2(t)

 
dr2

1 � kr2
+ r2dΩ2

!
. (2.1)

La variable t correspond ici au temps cosmique et la quantité a(t)r joue le rôle de rayon dans le
système de coordonnées considéré. Cette métrique est totalement décrite par une fonction du temps : le
facteur d’échelle de l’Univers a(t), ainsi qu’un paramètre k. Ce dernier caractérise la courbure spatiale

1. Principe qui stipule que la Terre n’occupe pas une position privilégiée dans l’Univers.
2. Le feuilletage peut ici être effectué de manière non ambiguë, ce qui ne sera plus le cas lorsque des inhomogénéités

seront incorporées à la théorie.
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globale de l’Univers, les configurations k = +1, 0,�1 correspondant respectivement à un Univers
ouvert, plat ou fermé. La présence du terme dΩ2 = d✓2 + sin2(✓)d�2 découle de l’hypothèse d’isotropie
de l’espace.

L’évolution temporelle du facteur d’échelle s’obtient en considérant que le tenseur énergie-
impulsion T µ⌫ des équations d’Einstein décrit un fluide parfait homogène isotrope, i.e :

T µ⌫ = (⇢ + P) uµu⌫ � P�µ⌫ . (2.2)

Ici ⇢ correspond à la densité d’énergie (ou masse volumique si la vitesse de la lumière c est rétablie
dans les équations) du contenu en matière de l’univers et P à sa pression. Le quadrivecteur uµ décrit
quant-à lui le champ de vitesse du fluide.

La résolution des équations d’Einstein amène alors aux équations de Friedmann, équations
maîtresses de la cosmologie :

H(t)2 =

 
ȧ(t)
a(t)

!2

=


3
⇢(t) +

Λ

3
�

k

a(t)2
(2.3)

et

ä(t)
a(t)
= �



6
(⇢(t) + 3P(t)) +

Λ

3
, (2.4)

où rappelons-le,  = 8⇡. Le paramètre H(t) est appelé paramètre de Hubble. Il représente le taux
d’expansion de l’Univers à l’instant t. Sa valeur actuelle telle que mesurée par le satellite Planck [39]
vaut H0 = (67.4 ± 0.5) km.s�1.Mpc�1 3.

Remarque : Pour aboutir à ces équations le terme associé à la constante cosmologique Λgµ⌫,
initialement introduit par Einstein dans ses équations pour générer un Univers statique, a été placé à
droite de l’égalité dans le jeu d’équations Eq.(1.5). Effectuer cette manipulation triviale sur le plan
mathématique n’est pas vide de sens physique : elle revient à interpréter sa contribution au tenseur
énergie-impulsion comme le contenu énergétique du vide. Ce dernier est alors interprété comme un
fluide de pression négative d’équation d’état w(t) = P(t)/⇢(t) = �1.

Remarque : Les mesures locales du paramètre de Hubble effectuées à partir de Céphéïdes et de
supernovæ suggèrent une valeur de H0 plus élevée et en désaccord avec la valeur mesurée par Planck,
obtenue à partir du fond diffus cosmologique et présentée ci-dessus [40, 41]. Cette contradiction entre
les données n’est pour le moment explicable par aucun effet systématique de mesure [42, 43, 44]
et la possibilité que cette tension soit une trace de nouvelle physique au delà du modèle standard
de la cosmologie gagne en importance [45, 46]. De nombreuses pistes sont actuellement explorées :
"phantom-like dark energy"" [47], "vacuum phase transition" [48], "interacting dark energy" [49] ,
composante supplémentaire à la densité d’énergie sous forme de rayonnement [41] ou encore présence
d’une "early dark energy" [50] qui se comporterait comme une constante cosmologique et impliquerait
une phase d’accélération de l’expansion supplémentaire à la phase d’inflation dans l’univers primordial.
Malgré la prolifération de modèles une solution théorique satisfaisante à ce problème fait néanmoins
toujours défaut.

3. Les barres d’erreurs des données Planck présentées dans ce chapitre correspondent à un intervalle de confiance de
68%.
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Intéressons-nous maintenant à l’équation de Poisson pour un fluide relativiste :

r2
Φ =



2
(⇢ + 3P) . (2.5)

Elle souligne que la présence d’une constante cosmologique Λ entraîne celle d’un potentiel Φ
répulsif aux grandes échelles. Il est de convention que cette première contribue à la densité d’énergie
totale du contenu énergétique de l’univers comme ⇢Λ = Λ/. Cet apport à la densité d’énergie totale,
appelé énergie noire, est vraisemblablement responsable de l’accélération observée de l’expansion de
l’Univers [51, 52]. Déterminer sa nature exacte constitue l’un des enjeux majeurs de la cosmologie
moderne. De grandes expériences telles que le "Large Synoptic Survey Telescope"[53, 54] au sol
(dont la prise de données devrait débuter d’ici 2022) ou le satellite Euclid [55] (lancement prévu
lui aussi pour 2022) devraient permettre, en cartographiant de grandes régions du ciel (l’entièreté
dans le cas d’Euclid), d’apporter des éléments de réponse à cette énigme d’ici peu. À l’aide d’une
approche multi-sondes (oscillations acoustiques de baryons, cisaillement cosmique et amas de galaxies)
elles tenteront de déterminer si (et comment) l’équation d’état de l’énergie noire w dépend du temps,
information cruciale pour discriminer entre les différents modèles.

Le contenu en énergie de l’Univers

Il est courant de ré-exprimer la première des deux équations de Friedmann Eq.(2.3) à l’aide d’une
densité critique, représentant celle d’un Univers plat, définie comme

⇢crit =
3H2

0


= 1.9 ⇥ 10�29 h2g.cm�3 . (2.6)

Nous avons ici introduit un paramètre adimensionné h, appelé paramètre de Hubble réduit et défini
tel que

H0 ⌘ 100h km.s�1.Mpc�1 . (2.7)

La mesure de H0 donnée dans [39] amène à h = 0.674 (aux incertitudes de mesures près).

Définissons maintenant à l’aide de la densité critique donnée Eq.(2.6) d’autres paramètres adimen-
sionnés :

ΩI(t) =
⇢I(t)
⇢crit
. (2.8)

Ce sont les paramètres cosmologiques utilisés pour décrire le contenu en énergie de l’Univers.
Avant de donner leurs valeurs notons que la densité d’énergie totale associée à de la matière (au

sens large, par opposition à celle associée à de la courbure) peut se décomposer comme

⇢tot = ⇢m + ⇢r + ⇢Λ, (2.9)

où les indices m et r font respectivement référence à de la matière non relativiste (dite froide)
caractérisée par P ⌧ ⇢ pour l’un et à de la matière relativiste (ou rayonnement) pour l’autre. La densité
d’énergie associée à de la matière non relativiste peut de plus être décomposée en une composante
baryonique ⇢b et une composante de matière sombre froide ⇢CDM. Déterminer la nature de cette matière
sombre est probablement la problématique physique qui mobilise le plus d’efforts à l’heure actuelle
(en physique fondamentale), voir par exemple [56, 57, 58, 59] pour des revues.
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La meilleure mesure des paramètres Eq.(2.8) est obtenue en combinant les données Planck avec
des études portant sur les oscillations acoustiques de baryons 4 [39] :

Ωm = 0.3111 ± 0.0056 , (2.10)

ΩΛ = 0.6889 ± 0.0056 ,

Ωrh
2 ' 2.47 ⇥ 10�5 ,

Ωk = 1 �Ωm �Ωr �ΩΛ = 0.001 ± 0.002 ,

Ωbh2 = 0.02242 ± 0.00014 ,

ΩCDMh2 = 0.11933 ± 0.00091 .

Nous voyons ici que la composante dominante dans le contenu en énergie actuel est celle associée à
l’énergie noire et qu’environ 84% de la matière est aujourd’hui sous forme de matière non baryonique
(ou noire) froide. Ces résultats nous montrent également que l’univers observé est remarquablement
plat, la mesure de sa courbure spatiale globale reste à l’heure actuelle encore compatible avec 0.
Nous allons ci-après revenir sur cette valeur en évoquant le problème de la platitude, bien connu des
cosmologistes.

Cette représentation du contenu d’un Univers de courbure nulle est dénommée ΛCDM car elle
correspond à un contenu en énergie Λ-Dominated with Cold Dark Matter.

L’équation de continuité

Introduisons maintenant une autre équation d’importance en cosmologie : l’équation de conserva-
tion de la densité d’énergie (ou équation de continuité).

Si le contenu en matière de l’Univers (supposé homogène) est donné par un fluide qui ne dissipe pas,
son évolution peut être considérée comme un processus adiabatique. De plus, le fluide étant modélisé
par un gaz parfait, la variation de son énergie interne U, obtenue à l’aide des deux premiers principes
de la thermodynamique, est donnée par dU = �PdV . L’énergie interne d’un volume d’Univers de
rayon unité étant U = 4

3⇡a3⇢c2, nous obtenons :

dU = �PdV ,


2
a2⇢da +



6
a3d⇢ = �



2
a2Pda . (2.11)

Nous en déduisons l’équation de conservation de la densité d’énergie du fluide :

⇢̇ = �3H (⇢ + P) . (2.12)

Si le fluide est caractérisé par l’équation d’état w = P/⇢ cette équation admet comme solution

⇢(t) / a(t)�3(1+w). (2.13)

La matière froide (ou matière non relativiste) caractérisée par w = 0 se dilue donc comme
⇢m(t) / a(t)�3 ; le rayonnement, caractérisé par w = 1/3, comme ⇢r(t) / a(t)�4 et la densité d’énergie
associée à une constante cosmologique caractérisée par w = �1 reste bien constante au cours du temps.

4. La densité d’énergie liée au rayonnement est dominée par l’énergie du fond diffus cosmologique (dont nous
parlerons ci-après). Ainsi l’origine de la valeur de Ωr ici présentée diffère. Elle est déduite de la mesure de la température
TCMB = 2.7255 ± 0.0006K par l’instrument FIRAS à bord du satellite COBE [60].
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Pourquoi le rayonnement ne se dilue-t-il pas comme de la matière froide? Cette question nous
permet d’introduire ici une notion fondamentale en cosmologie, celle de redshift 5. Il faut savoir que
tout rayonnement se propageant dans un espace en expansion subit un décalage vers le rouge, d’où le
terme "redshift". Noté z, il est défini par

1 + z(t) =
a(t0)
a(t)
, (2.14)

où a(t) correspond au facteur d’échelle au moment de l’émission du photon considéré et a(t0)
au moment de la réception. L’évolution en a(t)�3 de la densité d’énergie de matière froide (ou non
relativiste) traduit sa dilution dans le volume tri-dimensionnel en expansion. La densité d’énergie d’un
rayonnement varie, en revanche, non seulement du fait de cette dilution mais également du fait de
l’étirement des longueurs d’ondes modélisé par le redshift, d’où l’évolution en a(t)�4.

2.1.2 Le scénario du Big Bang

L’évolution de l’Univers dans ce scénario

Nous appellons scénario du Big Bang 6 l’histoire cosmologique de notre Univers ayant comme
pierres fondatrices les équations de Friedmann Eq.(2.3) et Eq.(2.4) ainsi que l’équation de continuité
Eq.(2.12). Ce scénario (à distinguer donc du Big Bang lui-même, en tant qu’instant originel) dé-
crit l’évolution d’un Univers caractérisé par le facteur d’échelle a(t) qui s’expand à un taux donné
par le paramètre de Hubble H(t). Nous ne le décrirons ici que dans les (très) grandes lignes car je
n’ai nul doute que les lecteurs de ce manuscrit sont plus qu’aguerris sur le sujet. Cette histoire de
l’Univers a été retracée en détails dans de très nombreux ouvrages, [61, 62, 63, 38] pour n’en citer
que quelques uns. Les grands chapitres de cette épopée peuvent être intuités à partir de l’équation (2.13).

La limite a! 0 met en évidence une divergence de la densité d’énergie dans l’Univers, atteinte
en un temps fini. Cette divergence, plus communément nommée singularité, n’est clairement pas
satisfaisante d’un point de vue conceptuel. Elle correspond en fait à une prédiction des équations de
Friedmann (et donc de la relativité générale) hors de leur domaine de validité. À des échelles d’énergies
(ou de courbure de l’espace-temps) extrêmement élevées le relai doit être pris par une théorie de gravité
quantique. C’est là la motivation première derrière des théories de cosmologie quantique telles que la
cosmologie quantique à boucles introduite dans le prochain chapitre de cette thèse.

L’espace-temps et son contenu en matière seraient donc nés d’une singularité. À partir de là et
sachant que ⇢m(t) / a(t)�3, ⇢r(t) / a(t)�4 et ⇢Λ(t) = cste, la trame globale de cette grande histoire
peut alors être dessinée. L’état initial est suivi (nous reviendrons ultérieurement sur l’inflation) par
une période durant laquelle l’Univers est empli d’un plasma extrêmement dense et chaud totalement
dominé par le rayonnement. Puis, alors que l’Univers se dilate et se refroidit, la matière froide prend le
dessus. C’est durant cette phase que vont apparaître les premières galaxies et étoiles. Finalement la
contribution de la constante cosmologique (ou ce qui en tient lieu) finit par s’imposer. L’Univers actuel
subit donc une phase d’expansion accélérée, initialement mise en évidence par [64].

5. Ce redshift z(t) est en bijection avec le facteur d’échelle a(t) (lorsqu’un choix arbitraire de normalisation a été fait),
lui même en bijection avec le temps cosmologique t. Il est donc souvent utilisé en cosmologie comme indicateur de l’âge de
l’Univers ou de certains évènements de l’histoire cosmologique car il se révèle alors plus pertinent que t ou a(t), notamment
lorsque l’on s’intéresse à l’Univers primordial.

6. Le terme de "Big Bang" fût introduit dans une émission radio de la fin des années 1940 par Fred Hoyle, pionnier de
la cosmologie, afin de dénigrer ce modèle d’Univers en expansion qui gagnait en popularité et qui a le sérieux problème
d’avoir comme origine une singularité.







Chapitre 2. Cosmologie 55

améliorée depuis COBE. En effet de faibles déviations à la loi de corps noir, nommées "distorsions
spectrales du CMB" sont attendues. Elles devraient, tout comme les anisotropies, être très riches en
informations [69, 70].

2.2 Le paradigme inflationnaire

2.2.1 Les motivations derrière ce paradigme

Bien que nous venions de voir que le modèle standard de la cosmologie est supporté par différentes
observations telles que l’abondance des éléments légers dans l’Univers ou le fond diffus cosmologique,
il possède néanmoins des failles qu’il faut combler. Tel que proposé initialement au début des années
1980 par A. H. Guth [71] et A. D. Linde [72], l’addition d’une phase d’accélération de l’expansion de
l’Univers au début de son évolution permet la résolution de nombre de ces problèmes. Elle permet
notamment d’expliquer l’origine des fluctuations primordiales qui sont à la base des mécanismes de
formation des grandes structures cosmologiques observées dans notre Univers.

Parmi ces problèmes nous pouvons citer les bien connus problèmes de l’horizon et de la platitude.
Ceux-ci étant omniprésents dans les manuels de cosmologie primordiale nous nous contenterons ici de
renvoyer un lecteur désireux d’en connaître les détails vers [35, 73].

De manière résumée le problème de l’horizon stipule que l’homogénéité et l’isotropie mesurées
de l’espace aux grandes échelles requièrent que les différentes régions observées du ciel aient été en
contact causal par le passé afin d’avoir pu thermaliser les unes avec les autres. La taille d’une région
causale correspond à la distance maximale qu’a pu traverser la lumière dans un certain intervalle de
temps. Cette distance, appelée horizon des particules, correspond (si c = 1) à la définition du temps
conforme ⌘ :

⌘ =

Z
dt0

a(t0)
. (2.15)

Or la quantité de temps conforme entre un instant initial ti et la recombinaison trec n’est dans le
modèle standard de la cosmologie pas suffisante pour permettre à toutes les régions du CMB d’avoir
été en contact causal. Notons que le temps conforme (et donc la structure causale) peut s’exprimer en
fonction du rayon de Hubble comobile 11 RH(t) = (a(t)H(t))�1 comme

⌘ =

Z ln(a)

ln(ai)
RHd ln

�
a0

�
. (2.16)

Augmenter la quantité de temps conforme pour résoudre le problème de l’horizon nécessite la
présence d’une phase additionnelle dans l’évolution de l’Univers durant laquelle le rayon de Hubble a
décrut. Or, les équations de Friedmann montrent qu’une décroissance du rayon de Hubble comobile
implique une accélération de l’expansion de l’Univers : d

dt

⇣
1

aH

⌘
) d2a

dt2
> 0 [35]. Pour un Univers

dominé par un fluide d’équation d’état w = P/⇢, le rayon de Hubble comobile se comporte comme

RH(t) / a(t)
1
2 (1+3w) . (2.17)

11. En cosmologie standard les termes horizon des particules et rayon de Hubble sont souvent interchangés bien que
l’égalité entre les deux ne soit vraie que pour des photons.
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Toutes les formes standards de matière respectent la condition d’énergie forte (ou SEC en anglais
pour Strong Energy Condition) et satisfont 1 + 3w > 0. Pour un Univers emplit de telles formes de
matière le rayon de Hubble comobile n’a fait que croître avec l’expansion. Rajouter du temps conforme
dans l’univers primordial (via une phase d’expansion accélérée) n’est donc possible qu’en présence
d’un nouveau contenu en matière qui violerait la condition d’énergie forte, i.e pour lequel 1 + 3w < 0.

Le problème de la platitude trouve lui son origine dans la faible valeur de la courbure spatiale glo-
bale mesurée de l’univers Ωk donnée Eq.(2.10). Étant donné que l’espace-temps en relativité générale
est dynamique et se courbe en présence de matière pourquoi l’Univers observé est-il si correctement
décrit par un espace Euclidien? Il se trouve que la courbure d’un Univers dominé par un contenu
en matière standard satisfaisant à la SEC ne fait qu’augmenter avec le temps. Pour obtenir la valeur
mesurée par Planck il faudrait alors que la courbure de l’Univers fût telle que |1 � Ωk| < 10�16 au
moment de la nucléosynthèse primordiale et telle que |1 �Ωk| < 10�60 en approchant de l’échelle de
Planck ! Difficile de croire à un pur hasard sur les conditions initiales. Une fois encore le problème
est résolu si la SEC est violée, i.e w < �1/3, dans l’Univers primordial. Dans ce cas dΩk/dt < 0 et la
solution de courbure nulle aux temps longs devient un attracteur, ce qui est beaucoup plus satisfaisant
d’un point de vue conceptuel.

La présence d’un contenu en matière non standard dans l’Univers primordial permettrait donc de
résoudre ces deux problèmes. Le modèle d’inflation à roulement lent dont nous allons parler ci-dessous
permet justement d’obtenir l’effet d’une constante cosmologique avec w = �1 à partir d’un simple
champ scalaire.

Malgré tout le plus gros problème du modèle standard de la cosmologie reste probablement son
incapacité à donner une origine aux inhomogénéités observées dans le fond diffus cosmologique et
qui, après évolution cosmique, génèreront les grandes structures cosmologiques tels que les amas de
galaxies. Nous verrons plus en détails section 2.5 comment l’inflation permet de palier également ce
problème à l’aide du formalisme de la théorie quantique des champs.

2.2.2 Modèle d’inflation basé sur un champ scalaire

Il existe une grande zoologie de modèles inflationnaires, voir par exemple [74]. Nous ne considére-
rons dans cette thèse que le modèle le plus répandu, celui d’une inflation à roulement lent à un champ.
Bien que simple, ce modèle est essentiellement compatible avec toutes les observations 12. Il est basé
sur l’existence d’un unique champ scalaire minimalement couplé 13 baptisé inflaton comme unique
contenu de l’Univers dans ses tout premiers instants.

Le système est décrit par la somme de l’action d’Einstein-Hilbert donnée Eq.(1.1) et de l’action
d’un champ scalaire :

S = S EH + S � =

Z
d4x
p
�g

"
R(gµ⌫)

2
+

1
2

gµ⌫@µ�@⌫� � V(�)

#
. (2.18)

L’équation du mouvement du champ

�S �

��
=

1
p�g

@µ
⇣p
�g@µ�

⌘
+

dV(�)
d�

= 0 (2.19)

12. Nous reviendrons sur les contraintes observationelles concernant l’inflation section 2.6
13. Au sens où le champ n’est pas couplé à la courbure scalaire mais à la gravitation uniquement via le terme d4x

p�g.
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est logiquement donnée par l’équation de Klein-Gordon.
Le tenseur énergie-impulsion du champ scalaire est quand à lui donné par

T (�)
µ⌫ ⌘ �

2
p�g

�S �

�gµ⌫
= @µ�@⌫� � gµ⌫

"
1
2
@↵�@↵� + V(�)

#
. (2.20)

Considérons maintenant que la métrique gµ⌫ corresponde à la métrique FLRW donnée Eq.(2.1).
Considérons également que le champ � est homogène, de sorte que �(t, ~x) = �(t). Sous ces hypothèses
le tenseur énergie-impulsion du champ scalaire est équivalent à celui d’un fluide parfait avec

T 0
0 = ⇢� =

1
2
�̇2 + V(�) (2.21)

et

T i
j = �P��

i
j = �

"
1
2
�̇2 � V(�)

#
�i

j , (2.22)

⇢� et P� correspondant respectivement à la densité d’énergie et à la pression du champ scalaire.
L’équation de Klein-Gordon Eq.(2.19) ré-écrite sous ces hypothèses est

�̈ + 3H�̇ +
dV(�)

d�
= 0 . (2.23)

Cette équation décrit un mouvement oscillant avec un terme de friction H�̇ dû à la dynamique de
l’Univers.

2.2.3 L’inflation à roulement lent

Dans le cas d’un univers empli seulement d’un unique champ scalaire homogène l’accélération du
facteur d’échelle est donnée par

ä

a
= �

1
6

(⇢� + 3P�). (2.24)

Introduisons le premier paramètre de roulement lent ✏SR ⌘ �Ḣ/H2. Il est possible, à l’aide de
l’équation de continuité définie Eq.(2.12), de le ré-exprimer en fonction de l’équation de l’équation
d’état de l’inflaton comme

✏SR ⌘ �
Ḣ

H2
=

3
2

(1 + w�) . (2.25)

L’équation (2.24) se réécrit alors

ä

a
= H2(1 � ✏SR). (2.26)

Une phase d’accélération de l’expansion se produit donc dès lors que ✏SR < 1. Or lorsque l’énergie
potentielle du champ d’inflaton domine totalement sur son énergie cinétique, i.e �̇2 ⌧ V(�), alors
✏SR ! 0, w� ! �1 et l’inflaton a le même effet qu’une constante cosmologique : il agit comme un
fluide de pression négative. Pour générer une phase d’accélération de l’expansion la dynamique du
champ a donc besoin d’être et de rester totalement dominée par son énergie potentielle pendant un
certain temps. Il est courant de dire que pour avoir inflation, le champ doit rouler lentement le long de
son potentiel. Ce constat va motiver l’emploi en phénoménologie de potentiels à plateau pour V(�),
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tout simplement car l’inflation à roulement lent y est plus facile à maintenir.

Remarque : Le cas particulier ✏SR = 0 (ou Ḣ = 0) correspond à une inflation parfaite (au sens
d’éternelle) et l’espace-temps associé est celui de De Sitter.

Remarque : L’inflation est un phénomène tellement violent et tellement bref que les cosmologistes
qui travaillent dessus n’utilisent ni le temps cosmologique ni le redshift pour décrire sa durée. Ils
utilisent à la place le nombre d’e-folds d’inflation N défini tel que

N ⌘ ln

 
a(t f )

a(ti)

!
, (2.27)

où a(ti) et a(t f ) correspondent aux valeurs du facteur d’échelle respectivement au début et à la fin
de l’inflation. La présence du logarithme vient de ce que le facteur d’échelle varie exponentiellement
durant l’inflation. Comme argumenté par A.R.Liddle et S.M.Leach dans [75], bien que la détermination
du nombre minimal d’e-folds d’inflation soit une tâche ardue car nécessitant un modèle précis pour
l’entièreté de l’histoire de l’Univers, il est possible de fixer sa valeur autour de N ' 60 e-folds. La
valeur précise est bien sûr dépendante du modèle mais une valeur trop en dessous de 60 empêcherait la
résolution de puzzles majeurs tel que le problème de l’horizon.

Pour avoir une idée approximative du nombre d’e-folds nécessaire pour résoudre le problème de
l’horizon, il est possible d’ignorer la transition entre la phase de domination du rayonnement et celle de
la matière. Durant la phase de rayonnement, le rayon de Hubble comobile (aH)�1 croit comme a. Pour
résoudre le problème, il faut que l’accroissement durant l’évolution post-inflationnaire soit compensée
par une contraction au moins égale durant la phase inflationnaire. Étant donné que durant l’inflation le
rayon de Huble comobile varie comme 1/a, le nombre minimum d’e-folds d’inflation n’est ni plus
ni moins que celui nous séparant de la fin de l’inflation : ln(a0/aend-infl) = ln(Tend-infl/T0) ⇡ 60 si l’on
prend une valeur raisonnable pour la température à la fin de l’inflation à 1016 GeV.

La durée de la phase de roulement lent peut également être caractérisée par le second paramètre
de roulement lent

⌘SR =
d ln(✏SR)

dN
. (2.28)

La condition |⌘SR| < 1 assure que la variation de ✏SR par unité de temps de Hubble reste faible et
donc que l’inflation perdure.

Les deux paramètres de roulement lent peuvent se ré-exprimer en fonction des dérivées premières
et secondes du potentiel du champ d’inflaton comme

✏V ⌘
1
4

 
V,�

V

!2

et |⌘V | ⌘
1
2

|V,��|

V
. (2.29)

Le couple de conditions {✏V , |⌘V |} ⌧ 1 permet d’attester si une phase d’inflation à roulement lent a
lieu directement à partir de la forme du potentiel d’inflaton.

2.2.4 Le "reheating"

La phase de "reheating" correspond au début du modèle du Big Bang au sens historique du terme.
Lorsque les conditions de roulement lent cessent d’être vérifiées, l’inflaton passe d’un état de sur-
amortissement à un état de sous-amortissement et commence à varier rapidement sur des échelles de
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temps de l’ordre du temps de Hubble, oscillant dans le fond du potentiel. Ce faisant, il se transforme
en matière usuelle. Bien qu’initialement le "reheating" ait été supposé assez lent et inefficace, il est
aujourd’hui plutôt admis qu’il se déroule via des phénomènes de résonance paramétrique rendant le
processus drastiquement plus efficace (en particulier via la phase de "pre-heating" qui initie le transfert
d’énergie). Il n’existe malgré tout pas encore de paradigme consensuel sur cette question.

2.3 Théorie des perturbations cosmologiques

2.3.1 Perturbations de la métrique et du tenseur énergie impulsion

L’Univers que nous avons décrit jusqu’ici est totalement homogène. Cette approximation n’est
évidemment pas en accord avec les observations ; rien n’est parfaitement homogène en physique,
comme corroboré par les mesures des anisotropies du fond diffus. Il nous faut donc trouver un forma-
lisme pour traiter les inhomogénéités en cosmologie. La faible valeur des déviations à la moyenne
observées incite à l’emploi d’un traitement perturbatif. Or la puissance de l’approche Newtonienne aux
perturbations se perd aux grandes échelles (typiquement à partir du rayon de Hubble) et dans le cas de
fluides relativistes. Il est alors nécessaire de considérer un traitement perturbatif issu de la relativité
générale : c’est la théorie des perturbations cosmologiques.

Considérons que la métrique en un point de l’espace-temps se décompose comme la somme d’une
métrique de fond ḡµ⌫

14 donnée par la métrique FLRW et d’une perturbation �gµ⌫, de sorte que

gµ⌫(t, ~x) = ḡµ⌫(t) + �gµ⌫(t, ~x) . (2.30)

Soulignons que la métrique de fond n’est fonction que du temps alors que les perturbations (et
donc la métrique perturbée) dépendent elles à la fois du temps et de l’espace.

La métrique de l’espace-temps FLRW ḡµ⌫ est donnée, en temps conforme 15, par

ds2 = a(⌘)2
⇣
�d⌘2 + �i jdxidx j

⌘
. (2.31)

L’expression générique de la métrique perturbée gµ⌫ est elle donnée par

ds2 = a(⌘)2
h
�(1 + 2A)d⌘2 + 2Bid⌘dxi + (�i j + hi j)dxidx j

i
, (2.32)

où les perturbations A, Bi et hi j sont des fonctions de l’espace et du temps.
De la même manière, le tenseur énergie impulsion est lui aussi perturbé autour de son expression

décrivant un fluide parfait. Les parties perturbées et non perturbées du tenseur énergie impulsion
s’écrivent comme

T̄ µ⌫ = (⇢̄ + P̄)ŪµŪ⌫ � P̄�µ⌫ (2.33)

et

�T⌘⌘ = a2⇢(� + 2A) , �T⌘i = �a2⇢ [(1 + w)⌫i + Bi] , �Ti j = a2P

✓
�P

P
�i j + hi j

◆
. (2.34)

14. À partir de maintenant les quantités décrivant le fond homogène seront représentées avec une barre.
15. Nous privilégierons ici le temps conforme ⌘ par rapport au temps cosmologique t afin de simplifier la démarche à

venir.
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Nous avons ici omis d’ajouter une composante venant d’un cisaillement anisotrope (pour "anisotro-

pic stress" en anglais) car celle-ci se révèle en pratique négligeable.

2.3.2 Décomposition scalaire-vecteur-tenseur

Les matrices que nous venons de perturber sont des matrices 4x4 symétriques et possèdent donc
(4 ⇥ 5)/2 = 10 degrés de liberté, ce qui est en pratique beaucoup trop pour travailler avec. Ces dix
degrés de liberté décrivent des effets physiques différents et il est donc utile de chercher à les classifier.
Pour cela nous allons décomposer les perturbations que nous venons d’introduire sur une base intitulée
scalaire-vecteur-tenseur, comme proposé initialement par Bardeen en 1980 [76].

Commençons par invoquer le théorème de Helmholtz-Hodge selon lequel tout champ de 3-vecteurs
peut s’écrire comme la somme du gradient d’un champ scalaire et d’un champ vectoriel à divergence
nulle, i.e :

Bi = DiB + B̂i , où DiB̂i = 0 . (2.35)

Le chapeau est ici employé pour dénoter une quantité à divergence nulle.

Remarque : Cette décomposition est équivalente à celle effectuée en hydrodynamique dans la-
quelle le champ de vitesse est décomposé en un potentiel et un terme de vorticité.

De la même manière n’importe quel tenseur de rang 2 peut s’écrire comme 16

hi j = 2
h
C�i j + D(iD j)E + D(iÊ j) + Êi j

i
où DiÊ j = 0 et DiÊi j = 0 . (2.36)

Nous venons ici de diviser les dix degrés de liberté de la métrique en quatre degrés de liberté
scalaires (A,B,C et E), deux vecteurs (B̂i et Êi) avec chacun deux degrés de liberté et un tenseur 17

Êi j avec lui aussi deux degrés de liberté indépendants.

L’intérêt majeur de cette décomposition vient de ce que les équations d’Einstein pour les modes
scalaires, vecteurs et tenseurs sont totalement découplées au premier ordre en perturbations et les
différents modes peuvent donc être traités de manière indépendante. 18

Il est possible de montrer à l’aide des équations d’Einstein que les modes scalaires et vectoriels sont
supprimés dans le vide et que seuls persistent les modes tenseurs. Ces modes peuvent donc être perçus
comme les vrais degrés de liberté physique associés aux perturbations de la métrique, les autres ne
correspondant qu’à des réponses de l’espace-temps aux contraintes imposées par un contenu en matière.
Il est même d’usage de dire qu’une détection des modes B de polarisation des photons du fond diffus
cosmologique générés par ces perturbations tensorielles constituerait une première mise en évidence
d’effets de gravité quantique. En effet il est possible de montrer par analyse dimensionnelle [77] que les
modes B primordiaux ont très certainement une origine de gravitation quantique et correspondraient
aux fluctuations quantiques du champ métrique lui même.

16. Nous utilisons ici la notation avec parenthèses souvent utilisée en cosmologie pour décrire la partie symétrisée d’un
tenseur : f(i j) ⌘ 1

2

⇣
fi j + f ji

⌘
.

17. Notons que Êi j est non seulement de divergence nulle mais aussi de trace nulle.
18. Cette indépendance des différents secteurs n’était pas du tout évident au vu de la non linéarité des équations

d’Einstein. Elle vient de ce que S O(3) est une symétrie du fond FLRW et les notions de scalaire, vecteur et tenseur sont en
lien avec les rotations spatiales tri-dimensionnelles (et donc S O(3)).
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Remarque : Les modes vectoriels décrivent comment la métrique réagit à la présence d’un fluide
avec de la vorticité. Or en cosmologie standard cette dernière décroit avec l’expansion de l’Univers et
les modes vectoriels sont rapidement supprimés. Il faudrait considérer par exemple des phénomènes
non linéaires ou des transitions de phases pour espérer pouvoir les détecter. Néanmoins dans un modèle
d’Univers en rebond comme celui de la cosmologie quantique à boucles, présenté au chapitre suivant,
les modes vectoriels ne sont potentiellement plus négligeables. C’est pourquoi ils ont été regardés
de près en LQC [78, 79, 80]. Dans ce contexte ils risquent notamment de devenir d’importance dès
lors que les contre-réactions ("backreactions") des perturbations sur le fond seront prises en compte.
Un formalisme capable de décrire ces contre-réactions fait hélas actuellement encore défaut et les
modèles cosmologiques que nous considérerons découplent totalement le fond des perturbations. Nous
ne parlerons donc que peu de ces modes dans la suite de ce manuscrit et nous nous concentrerons
principalement sur les contributions scalaires et tensorielles.

Les perturbations scalaires sont associées aux fluctuations de densité dans l’Univers primordial.
Elles sont donc sources de fluctuations de température ainsi que de modes E de polarisation des
photons du fond diffus cosmologique. Les perturbations de type tenseur correspondent ni plus ni moins
aux ondes gravitationnelles primordiales tant recherchées actuellement. Leur impact sur les photons du
CMB se fera uniquement au niveau de leur polarisation, ces ondes gravitationnelles primordiales étant
source de modes E et B. Nous reviendrons section 2.6 sur les contraintes qu’il est possible de mettre
sur ces perturbations scalaires et tensorielles à partir de l’étude des propriétés statistiques des photons
du CMB.

2.3.3 Le problème de la jauge

Abordons maintenant et dans les grandes lignes uniquement une question subtile, celle du choix
de la jauge. Pourquoi nous faut-il ici penser en termes de jauges? Car à la différence de l’Univers
homogène le choix du feuilletage de l’espace-temps (ou "time-slicing" en anglais) n’est pas défini de
manière unique dans l’Univers perturbé et ce à cause des inhomogénéités. Il y a désormais beaucoup
de bonnes manières d’effectuer ce feuilletage et par bonnes nous voulons dire que le choix est fait de
sorte que les quantités considérées soient "quasiment homogènes" au premier ordre en perturbations
sur chaque hypersurface spatiale.

Par exemple dans l’expression

�⇢(t, ~x) = ⇢(t, ~x) � ⇢̄(t) , (2.37)

⇢(t, ~x) correspond à la densité de matière réelle au point de coordonnées (t, ~x) et ne dépend pas du
choix du feuilletage. En revanche ⇢̄(t) est une quantité non locale qui correspond à la moyenne de ⇢ sur
une des hypersurfaces. Elle dépend du feuilletage et donc la perturbation �⇢(t, ~x) en dépend également.
Un changement de feuilletage peut alors introduire des perturbations fictives.

Ce problème est équivalent à une liberté de jauge. Comment y remédier ? Comment identifier les
"vraies" perturbations ?

Deux approches différentes permettent de répondre à ce problème :

— La première possibilité consiste à trouver des quantités invariantes de jauge. Dans ce contexte
celles-ci correspondent aux variables de Bardeen.
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— La deuxième possibilité consiste à fixer une jauge (c’est à dire fixer un certain feuilletage) et
effectuer tous les calculs dans cette jauge étant donné que par définition les quantités physiques
obtenues à la fin du processus doivent être indépendantes de la jauge.

Considérons la première approche et commençons par reformuler le problème d’une manière un peu
plus technique. La relativité générale est invariante sous difféomorphisme. Or en effectuant un choix
du feuilletage nous avons également défini des coordonnées spatiales sur les hypersurfaces associées et
donc fixé un jeu de coordonnées. Il nous faut alors trouver de nouvelles variables, combinaisons des
perturbations, qui soient invariantes sous changement de coordonnées. C’est le travail qu’avait effectué
James Maxwell Bardeen pour aboutir aux variables qui portent désormais son nom.

Considérons un nouvel ensemble de coordonnées x̃µ reliées aux anciennes xµ par la transformation
infinitésimale

xµ 7�! x̃µ = xµ + ⇠µ (2.38)

où les ⇠µ correspondent à des quantités infinitésimales. L’invariance sous difféomorphisme de la
relativité générale nous dit que l’élément ds2 doit être invariant sous la transformation Eq.(2.38), i.e

ds2 = ds̃2, où

ds̃2 = a2(⌘)
h
�(1 + 2A)d⌘̃2 + 2B̃id⌘̃dx̃i + (�i j + h̃i j)dx̃idx̃ j

i
. (2.39)

Considérant que les coordonnées transforment comme ⌘̃ = ⌘+T et x̃i = xi+DiL+ L̂i nous obtenons
les lois de transformations suivantes pour les quantités scalaires :

Ã = A � (T 0 +HT ), B̃ = B � (L0 � T ), C̃ = C �HT et Ẽ = E � L , (2.40)

où un symbole 0 représente une dérivée par rapport au temps conforme etH = a0/a correspond au
paramètre de Hubble en temps conforme.

Les transformations des quantités vectorielles sont elles données par

ˆ̃Bi = B̂i � (L̂i)0 et ˆ̃Ei = Êi � L̂i . (2.41)

Enfin

ˆ̃Ei j = Êi j . (2.42)

Cette dernière transformation est triviale car les ondes gravitationnelles sont naturellement inva-
riantes de jauge.

Les variables invariantes de jauge que l’on peut construire à partir de ces lois de transformations
sont données par 19

Ψ ⌘ �C �H(B � E0), Φ ⌘ A + (B � E0)0 +H(B � E0), Φ̂i ⌘ (Êi)0 � B̂i et Êi j . (2.43)

Ces variables, appelées variables de Bardeen, constituent les vraies perturbations de l’espace-
temps. Le même raisonnement peut être appliqué pour les perturbations du tenseur énergie-impulsion.
Les lois de transformation sont alors données par :

�̃⇢ = �⇢ + ⇢0T , ⌫̃ = ⌫ � L0 , ˜̂⌫i = ⌫̂i � (L̂i)0 et �̃P = �P + P0T . (2.44)

19. Voir [36] pour le calcul détaillé.
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Il est de nouveau possible de construire à partir de ces lois de transformation les variables inva-
riantes de jauge. Nous ne rentrerons ici pas dans les détails car durant ma thèse je ne me suis intéressé
qu’à la propagation des perturbations dans le cas où le contenu en matière de l’Univers est donné par
le seul champ d’inflaton. Comme nous le verrons par la suite cette hypothèse simplifie grandement les
calculs donc nul besoin de formaliser ici plus que nécessaire.

2.3.4 Équations d’Einstein perturbées

Nous avons désormais introduit tous les ingrédients nécessaires pour pouvoir écrire les équations
d’Einstein au premier ordre en perturbations :

�Gµ⌫ = 8⇡�Tµ⌫ . (2.45)

Ces équations peuvent être résolues en travaillant avec les quantités invariantes de jauge (variables
de Bardeen et équivalents pour le tenseur énergie impulsion) précédemment introduites pour les modes
scalaires, vecteurs et tenseurs. Leurs solutions respectives décriront l’évolution des perturbations
cosmologiques. Celle-ci dépendra bien évidemment des considérations physiques effectuées (choix du
contenu en matière de l’Univers, introduction ou non d’anisotropies, ...). La réécriture de ces équations
dans le cas des perturbations scalaires et tensorielles est détaillée dans l’article de revue [36].

2.4 La cosmologie en tant que théorie stochastique

Maintenant que la théorie des perturbations cosmologiques a été abordée se pose la question de
savoir comment relier ces équations théoriques à des observables. Une réponse peut être amenée en
se ré-intéressant au fond diffus cosmologique. Les spectres de puissance du CMB sont des outils
d’extrême importance en cosmologie car ils informent sur les propriétés statistiques des inhomogénéi-
tés observées dans les différentes cartes (température et polarisation) du fond diffus. Pourquoi parler
ici de statistiques? Tout simplement car aucun modèle cosmologique n’est capable de reconstruire
exactement les motifs des inhomogénéités observés. Aucun modèle ne peut dire "La densité en énergie
en tel point de l’espace possède telle valeur et telle autre valeur en cet autre point" et ce à cause
du caractère déjà stochastique des conditions initiales, comme nous le verrons par la suite. Il est en
revanche possible de prédire les propriétés statistiques des fluctuations. Pour cela il va être plus pratique
de passer dans l’espace de Fourier et de discuter les propriétés statistiques d’un mode de Fourier ~k.
Nous aboutirons ainsi à la notion de spectre de puissance.

2.4.1 Spectre de puissance

Considérons une variable aléatoire A
�
t, ~x

�
décrite par une certaine densité de probabilité. Cette

variable peut représenter n’importe quelle fluctuation (de densité, de pression, de la métrique, ...).
Son équivalent A

⇣
t,~k

⌘
dans l’espace de Fourier est elle aussi une variable aléatoire décrite par une

densité de probabilité. L’évolution de la distribution de A
�
t, ~x

�
est donnée par la théorie linéaire des

perturbations. La linéarité de la théorie implique que l’évolution temporelle de la distribution de
probabilité se résume uniquement à une dilatation de l’axe des abscisses et la "forme globale" de la
distribution reste inchangée, seule sa variance augmentera avec le temps. En particulier si la distribution
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initiale est donnée par une gaussienne elle le restera à tout temps.

Pourquoi introduire ici cette notion de distribution gaussienne?

Il y a deux raisons à cela :

— La première est liée à l’inflation. Comme nous allons le détailler juste après celle-ci fournit des
conditions initiales aux perturbations cosmologiques à partir des fluctuations du champ scalaire
d’inflaton. Ces perturbations seront quantifiées en supposant qu’elles sont initialement dans leur
état fondamental. Or la fonction d’onde de l’état fondamental d’un oscillateur harmonique est
donnée par une gaussienne.

— Néanmoins ce sont les observations qui doivent permettre de trancher entre le caractère gaussien
ou non des perturbations. Or il se trouve que jusqu’à aujourd’hui aucune trace de déviation à
l’hypothèse gaussienne n’a été observée 20.

L’étude des propriétés statistiques de la distribution d’une certaine perturbation A
�
t, ~x

�
peut se faire

par le calcul de ses différents moments statistiques 21. Or la distribution Gaussienne a la généreuse
propriété d’être entièrement caractérisée par ses deux premiers moments uniquement, ce qui simplifie
ici grandement la tâche. De plus étant donné que nous traitons des perturbations, nous savons déjà que
le premier moment est nul et que seul le moment d’ordre deux (la variance) importe. Une estimation
de ce dernier est donnée par la fonction de corrélation à deux points. Cette fonction de corrélation
contient donc toutes les informations sur le champ gaussien représentant les perturbations.

Elle s’écrit, dans l’espace réel et pour une perturbation arbitraire A
�
t, ~x

�
:

⇠A

⇣
t, ~x, ~x0

⌘
⌘

D
A

�
t, ~x

�
A

⇣
t, ~x0

⌘E
. (2.46)

Rappelons nous que l’on souhaite décrire un Univers de Friedmann homogène et isotrope. Bien sûr
la perturbation en elle même brise ces propriétés d’homogénéité et d’isotropie mais elles sont tout de
même satisfaites statistiquement. Le respect de l’invariance par translation implique

⇠A

⇣
t, ~x, ~x0

⌘
= ⇠A

⇣
t, ~x0 � ~x

⌘
= ⇠A

�
t,~r

�
, (2.47)

où nous avons introduit le vecteur ~r = ~x0 � ~x. De plus la propriété d’isotropie statistique assure que
cette fonction de corrélation ne dépend pas de la direction du vecteur de séparation ~r. Ainsi

⇠A

�
t,~r

�
= ⇠A

�
t, |~r|

�
. (2.48)

Définissons l’espace de Fourier tel que

A
⇣
t,~k

⌘
=

Z
d3~x

(2⇡)3/2
A(t, ~x)e�i~k.~x, (2.49)

A
�
t, ~x

�
=

Z
d3~k

(2⇡)3/2
A(t,~k)e+i~k.~x. (2.50)

En utilisant cette définition ainsi que la propriété A
⇣
t,�~k

⌘
= A?

⇣
t,~k

⌘
nous obtenons la fonction de

corrélation à deux points dans l’espace de Fourier :

20. On sait en revanche que des non gaussianités seront générées plus tard dans l’évolution cosmologique par des
phénomènes non linéaires.

21. Ces moments sont estimés en cosmologie en calculant les fonctions de corrélations à deux points, trois points, etc ou
de manière équivalente le spectre de puissance, le bi-spectre etc.
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D
A

⇣
t,~k

⌘
A?

⇣
t, ~k0

⌘E
=

Z
d3~xd3~x0

(2⇡)3

D
A

�
t, ~x

�
A

⇣
t, ~x0

⌘E
e�i~k.~x+i~k0.~x0 . (2.51)

Appliquons le changement de variable ~x0 ! ~r = ~x0 � ~x et utilisons

Z
d3~x

(2⇡)3
ei

⇣
~k�~k0

⌘
~x
= �(3)

⇣
~k � ~k0

⌘
(2.52)

afin d’obtenir

D
A

⇣
t,~k

⌘
A?

⇣
t, ~k0

⌘E
=

Z
d3~r⇠A(t, r)ei~k0.~r�(3)

⇣
~k � ~k0

⌘
. (2.53)

Choisissons un système de coordonnées sphériques tel que ~k0 = (k, 0, 0). Après intégration sur la
partie angulaire de ~r il vient

D
A

⇣
t,~k

⌘
A?

⇣
t, ~k0

⌘E
= 4⇡

Z
dr⇠A(t, r)r2 sin(kr)

kr
�(3)

⇣
~k � ~k0

⌘
. (2.54)

Le spectre de puissance de A est alors défini comme

PA(t, k) ⌘ 4⇡
Z

dr⇠A(t, r)r2 sin(kr)
kr

, (2.55)

de sorte que

D
A

⇣
t,~k

⌘
A?

⇣
t, ~k0

⌘E
= PA(t, k)�(3)

⇣
~k � ~k0

⌘
. (2.56)

L’information sur la variance qui, rappelons le, contient toutes les propriétés statistiques de la
perturbation A(t,~k) à un temps donné dans l’hypothèse gaussienne, se retrouve dans le spectre de
puissance PA(t, k). C’est ce constat qui rend cet objet si important en cosmologie. Néanmoins le
spectre de puissance couramment utilisé n’est pas exactement donné par PA(t, k). En effet les quantités
observables (en physique des grandes structures par exemple) font souvent intervenir la convolution du
spectre de puissance avec une fonction fenêtre f (k) et mettent en avant une nouvelle quantité :

Z
d3~k

(2⇡)3
PA(k) f (k) =

4⇡
(2⇡)3

Z
dkk2PA(k) f (k) =

Z
d ln(k)

k3

2⇡2
PA(k) f (k) =

Z
d ln(k)PA(k) f (k) .

(2.57)
Nous avons ici introduit le spectre de puissance adimensionné PA(k) défini comme

PA(k) ⌘ k3

2⇡2
PA(k) , (2.58)

qui correspond au "poids" associé à chaque intervalle logarithmique dans l’intégrale. Il est dit
adimensionné car si la perturbation A(t, ~x) est sans dimensions le PA(k) a la dimension de k�3 tandis
que PA(k) est lui sans dimension.

Remarque : L’expression "spectre de puissance (quasi) invariant d’échelle" souvent utilisée en
cosmologie (car étant une prédiction des modèles les plus courant d’inflation) fait en fait référence au
spectre adimensionné PA(k) et non au PA(k) (qui lui varie alors en k�3). Dans la suite de ce manuscrit
et notamment dans mes travaux sous forme d’article l’adjectif "adimensionné" sera souvent omis car
implicite.
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2.4.2 Fonction de transfert et conditions initiales

La linéarité des équations du mouvement permet de décomposer la perturbation A
⇣
t,~k

⌘
comme

A
⇣
t,~k

⌘
= A

⇣
ti,~k

⌘
T (t, k) . (2.59)

Dans cette équation A
⇣
ti,~k

⌘
correspond à l’état initial des perturbations pour chaque ~k tandis que la

fonction de transfert T (k, t) décrit l’évolution de chaque mode de Fourier. Cette décomposition peut
se transposer au niveau du spectre de puissance de sorte que

PA(t, k) =
D
|A

⇣
ti,~k

⌘
|2
E

T 2(t, k) . (2.60)

Pour avoir le spectre de puissance d’une perturbation à n’importe quel instant t donné il faut donc
connaître le spectre de puissance initial à l’instant ti et la fonction de transfert. Ce spectre de puissance
initial, appelé spectre de puissance primordial, peut être obtenu soit via des hypothèses de départ
soit via un paradigme comme l’inflation.

La majeure partie de mon travail de thèse a constitué à calculer de tels spectres de puissance
primordiaux dans différents modèles de cosmologie quantique. Avant d’aborder le chapitre suivant
dédié à la cosmologie quantique à boucles et contenant certains de mes résultats attardons nous un peu
sur la manière dont ces spectres primordiaux sont calculés et sur les prédictions de l’inflation quant à
leur forme. Ceci nous permettra de mieux appréhender par la suite les corrections à cette forme usuelle
dues à des effets de gravité quantique.

2.5 Spectres de puissance primordiaux et prédictions de l’infla-
tion

Le calcul des spectres de puissance primordiaux se fait à partir de l’équation de Mukhanov-Sasaki.
Il est donc nécessaire pour la compréhension des travaux à venir d’établir ce qu’est cette équation et
d’en étudier les caractéristiques.

2.5.1 L’équation de Mukhanov-Sasaki

Ré-intéressons nous à la théorie des perturbations cosmologiques mais cette fois-ci dans le cas
d’un Univers plat emplit par un champ scalaire �. Le tenseur énergie-impulsion de ce champ scalaire,
obtenu par variation de l’action du système sous variations de la métrique, prend une nouvelle fois la
forme d’un fluide parfait, tel que défini Eq.(2.2). Ceci va considérablement simplifier les équations
d’évolution des perturbations. Hélas même dans ce cadre le calcul explicite amenant des équations
d’Einstein perturbées écrites en termes des variables de Bardeen pour les modes scalaires et tenseurs à
l’équation de Mukhanov-Sasaki reste long et alourdirait les propos de ce manuscrit. Nous renvoyons
donc le lecteur vers [38] pour le calcul détaillé. Retenons ici que ces équations d’évolution se retrouvent
grandement simplifiées si l’on introduit deux nouvelles variables, 3(⌘, ~x) et z(⌘), appelées variables de
Mukhanov. La variable 3 est une combinaison invariante de jauge des perturbations de la métrique
(i.e des variables de Bardeen) et du champ scalaire. L’expression de la variable z dépend elle du type
de perturbations considéré :
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zS =
a�̇

H
pour les modes scalaires , (2.61)

zT = a pour les modes tenseurs . (2.62)

L’action pour les perturbations cosmologiques est obtenue en développant l’action gravitationnelle
au second ordre en perturbations. Dans le cas de perturbations scalaires et de l’Univers plat emplit par
un champ scalaire ici considéré cette action s’écrit :

S S =
1
2

Z
d⌘d3~x

"
(30)2 � (r3)2 +

z00S

zS

3
2

#
. (2.63)

Un symbole 0 traduit ici une dérivée par rapport au temps conforme ⌘. Nous reconnaissons l’action
d’un oscillateur harmonique avec une masse effective m2

eff ⌘ �z00S (⌘)/zS (⌘) dépendante du temps. Cette
dépendance temporelle traduit l’interaction des perturbations avec le fond dynamique.

Faire varier cette action par rapport à 3 amène à l’équation du mouvement

3
00(⌘, ~x) � 43(⌘, ~x) �

z00S (⌘)

zS (⌘)
3 = 0 . (2.64)

Développons maintenant la variable 3(⌘, ~x) en ses modes de Fourier 3~k(⌘) :

3(⌘, ~x) =
Z

d3~k

(2⇡)3/2
3~k(⌘)ei~k.~x . (2.65)

Ses modes ("temporal mode functions" en anglais) satisfont à :

3
00
~k

(⌘) +

"
k2 �

z00S (⌘)

zS (⌘)

#
3~k(⌘) = 0 . (2.66)

Avant d’analyser cette équation précisons que le développement au second ordre en perturbations
de l’action d’Einstein-Hilbert peut également être appliqué au cas des modes tenseurs. L’action associée
est alors :

S T =
1
8

Z
d⌘d3~xa2

h
(h0i j)

2 � (rhi j)
2
i
. (2.67)

De manière analogue à Eq.(2.65) la perturbation tensorielle se décompose en modes de Fourier
comme :

hi j(⌘, ~x) =
Z

d3~k

(2⇡)3/2

X

�=+,⇥
✏
�

i j
(k)h�

~k
(⌘)ei~k.~x , (2.68)

où ✏�
ii
= 0 et ✏�

i j
✏
�0

i j
= 2���0 sont les tenseurs de polarisation. Le champ h

�

~k
(⌘) représente les deux

modes de polarisation (+,⇥) des ondes gravitationnelles. Injecter cette décomposition dans l’action
Eq.(2.67) permet de la ré-exprimer comme

S T =
1
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�=+,⇥

Z
d⌘d3~k
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h
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~k
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� k2h

�

~k
h
�

~k

i
. (2.69)

Choisissons désormais la normalisation



68 Chapitre 2. Cosmologie

3
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(2.70)

de sorte que

S T =
X

�
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#
. (2.71)

Nous voyons que cette action est équivalente (à la somme sur les polarisations près) à celle des
modes scalaires Eq.(2.63) (une fois que la décomposition en modes de Fourier des 3 y a été intégrée).
De la même manière que pour les modes scalaires il est donc possible d’aboutir à l’équation

⇣
3
�

~k

⌘00
+

 
k2 �

z00T

zT

!
3
�

~k
= 0 . (2.72)

Nous regrouperons dans ce manuscrit ces deux équations en une seule, l’équation de Mukhanov-
Sasaki, donnée par :

3
00
~k
+

 
k2 �

z00
S/T

zS/T

!
3~k = 0 . (2.73)

Nous avons ici abandonné l’exposant � utilisé dans la description des modes tenseurs 22 et les
indices S/T réfèrent soit aux modes scalaires soit aux modes tenseurs. Attardons nous quelque temps
pour analyser cette équation. Tout d’abord soulignons que le nombre d’onde k qui apparaît ici au
carré est une quantité comobile indépendante du temps. La quantité physique associée est obtenue en
multipliant k par le facteur d’échelle a(t). Ce qui importe le plus dans cette équation, pour déterminer
l’évolution des perturbations 3~k, est la fréquence effective

!2
k(⌘) ⌘ k2 �

z00
S/T

(⌘)

zS/T (⌘)
. (2.74)

Le terme z00
S/T

(⌘)/zS/T (⌘) qui apparaît ici est appelé "potentiel". Dans un espace de Sitter, H(⌘) =
cste = H⇤ et le potentiel possède la même forme pour les modes scalaires et tensoriels, i.e zS (⌘) =
zT (⌘) = z(⌘) = a(⌘). Le potentiel y est donné par

z00(⌘)
z(⌘)

= 2a2(⌘)H2
⇤ =

2
⌘2
. (2.75)

Remarque : Durant l’inflation le potentiel de l’équation de Mukhanov-Sasaki se comporte donc
comme l’inverse du rayon de Hubble comobile au carré z00/z = 2/R2

H. Ainsi la question de savoir
quel est le signe de !2

~k
(⌘) pour caractériser les solutions de l’équation Eq.(2.73) est équivalente à se

demander si les modes comobiles k considérés sont à l’intérieur ou à l’extérieur du rayon de Hubble.

Il est intéressant de considérer deux cas limites de l’équation de Mukhanov-Sasaki Eq.(2.73). Pour
les modes de longueurs d’ondes bien plus petites que l’horizon nous obtenons :

3
00
~k

(⌘) + k2
3~k(⌘) = 0 (modes subhorizon) , (2.76)

avec des solutions oscillantes du type 3~k / e±ik⌘. Pour les modes de longueurs d’ondes bien plus
grandes que l’horizon nous obtenons :

22. Car l’étude des propriétés statistiques du CMB ne permet pas de remonter à la polarisation de l’onde gravitationnelle
initiale.
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3
00
~k

(⌘)

3~k(⌘)
=

z00(⌘)
z(⌘)

⇡
2
⌘2

modes superhorizon . (2.77)

Les perturbations 3~k possèdent dans ce cas une solution croissante 3~k / z / ⌘�1 et une solution
décroissante 3~k / ⌘2.

Remarque : Profitons-en pour introduire une quantité de grande importance pour qui s’intéresse
aux perturbations cosmologiques dans l’univers primordial : les perturbations de courbure spatiale
R~k = 3~k/zS . Elles sont appelées ainsi car reliées à une quantité scalaire invariante de jauge qui corres-
pond aux perturbations de courbure sur les hypersurfaces tridimensionnelles du feuilletage. L’évolution
du mode croissant des 3~k aux échelles superhorizon est contrebalancée par l’évolution de zS de sorte que
les R~k sont constantes (on dit qu’elles sont gelées) aux échelles superHubble. C’est ce qui rend cette
quantité si importante ! Leur amplitude n’évoluera pas jusqu’à ce qu’elles ré-entrent dans l’horizon
bien plus tard dans l’évolution cosmologique, interagissant alors avec le contenu en matière et laissant
des empreintes de leurs propriétés à la fin de l’inflation dans le plasma primordial. C’est un excellent
traceur que l’on ait de l’état de l’Univers au moment de l’inflation.

La solution la plus générale de l’équation de Mukhanov-Sasaki Eq.(2.73) peut s’écrire

3~k = a�~k
3k(⌘) + a+

�~k
3
⇤
k(⌘) (2.78)

où 3k(⌘) et son complexe conjugué 3⇤
k
(⌘) sont deux solutions linéairement indépendantes de

Eq.(2.73). Elles ne dépendent pas de la direction de ~k mais uniquement de son module. Les constantes
d’intégration 23 a�

~k
et a+

�~k
sont obtenues à l’aide du Wronskien des modes de Fourier donné par

W[3k, 3
⇤
k] ⌘ 30k3⇤k � 3k(3⇤k)0 = 2i Im(30k3

⇤
k) . (2.79)

Ainsi
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W
h
3
⇤
k
, 3~k

i

W
h
3
⇤
k
, 3k

i et a+~k
=

⇣
a�~k

⌘⇤
. (2.80)

Choisissons une normalisation arbitraire des 3k de sorte que

W[3k, 3
⇤
k] ⌘ �i . (2.81)

La raison derrière un tel choix sera éclaircie juste après.

Injecter Eq.(2.78) dans Eq.(2.65) amène à

3(⌘) =
Z

d3~k

(2⇡)3/2
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a�~k
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=
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a�~k
3k(⌘)ei~k.~x + a+~k

3
⇤
k(⌘)e�i~k.~x

�
.

23. Le signe � devant ~k dans a+
�~k

est un choix de commodité qui trouve sa justification Eq.(2.83).
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2.5.2 Quantification des perturbations

Nous avions précédemment mentionné que le cadre inflationnaire fournit une origine aux perturba-
tions à partir du formalisme de la théorie quantique des champs. Rentrons un petit peu dans les détails
et voyons comment les perturbations sont ici quantifiées au travers de la variable 3.

Le moment conjugué à cette variable est donné par

⇡ ⌘
@L

@30
= 30 . (2.83)

Dans la théorie quantique les variables 3 et ⇡ deviennent des opérateurs 3̂ et ⇡̂ de relations de
commutation

⇥
3̂(⌘, ~x), 3̂(⌘,~y)

⇤
=

⇥
⇡̂(⌘, ~x), ⇡̂(⌘,~y)

⇤
= 0 , (2.84)

⇥
3̂(⌘, ~x), ⇡̂(⌘,~y)

⇤
= i�(3)(~x � ~y) .

L’opérateur 3̂ obéit à la même équation que sa variable correspondante 3 :

3̂
00 � ∆3̂ �

z00

z
3̂ = 0 . (2.85)

Sa solution générale s’écrit

3̂(⌘, ~x) =
Z

d3~k

(2⇡)3/2


â~k3k(⌘)ei~k.~x + â

†

~k
3
⇤
k(⌘)e�i~k.~x

�
, (2.86)

où les constantes d’intégration a+
~k

et a�
~k

ont été promues au rang d’opérateurs. Les relations
de commutation sur ces opérateurs sont obtenues à partir des relations données Eq.(2.84). Elles
s’expriment

h
â�~k
, â+~k0

i
= �(3)(~k � ~k0) et

h
â+~k
, â+~k0

i
=

h
â�~k
, â�~k0

i
= 0 . (2.87)

La normalisation des modes de Fourier effectuée Eq.(2.81) prend ici tout son sens car elle a permis
de simplifier ces relations de commutation et d’interpréter les opérateurs â�

~k
et â+

~k
comme les opérateurs

annihilation et création.

2.5.3 Le choix du vide

Le choix du vide est une question complexe en cosmologie primordiale. La pure transposition de la
définition de l’état vide en théorie quantique des champs serait â�

~k
|0i = 0. Or comme clairement expli-

qué dans [81] ce choix est ici ambigüe car il est possible de trouver une autre base de modes de Fourier
pour 3 qui satisfait également à la normalisation définie Eq.(2.81). Les nouveaux opérateurs création et
annihilation associés à cette base, appelons-les b̂±

~k
, sont alors reliés aux â±

~k
par une transformation de

Bogoliubov. L’état vide dépend donc de la base choisie.
Ce problème peut être assez aisément résolu dans le cas d’un espace-temps statique tel que l’espace

de Minkowski. L’équation de Mukhanov-Sasaki dans cet espace prend la forme d’un oscillateur
harmonique :

3
00
k + k2

3k = 0 . (2.88)
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L’état vide peut être ici défini de manière non ambigüe comme l’état (correspondant ici au choix
d’un mode 3k) qui minimise la valeur moyenne du Hamiltonien. La procédure détaillée [81] amène au
vide de Minkowski :

3k(⌘) =
1
p

2k
e�ik⌘ . (2.89)

Dans un espace-temps non statique en revanche l’état qui minimise la valeur moyenne du Hamil-
tonien change avec le temps. Le vide ne peut alors être défini que de manière instantanée. Revenons
au cas de l’espace-temps quasi de-Sitter inflationnaire. Lorsque l’on remonte dans le passé (i.e à
des grandes valeurs négatives de ⌘) tous les modes d’intérêt cosmologique étaient subhorizon et
satisfaisaient k/(aH) ⇠ k|⌘| � 1.

Pour ces modes

!2
k = k2 � 2

⌘2
! k2 (2.90)

et l’équation de propagation des perturbations devient similaire à celle de l’espace de Minkowski
montrée Eq.(2.88). De manière grossière on pourrait dire que ces modes ne ressentent pas la gravité,
leur longueur d’onde est bien plus petite que n’importe quelle échelle spatiale du système et tout
se passe pour eux comme si l’espace-temps était plat et statique. Le vide associé à cet espace quasi
de Sitter inflationnaire, appelé vide de Bunch-Davies, peut donc être défini de manière unique et
correspond à une condition initiale de type Minkowski dans la limite ⌘! �1 :

lim
⌘!�1

3k(⌘) =
1
p

2k
e�ik⌘ . (2.91)

Comme nous le verrons dans le chapitre suivant la présence du rebond en cosmologie quantique
à boucles nous permettra de définir un tel vide si les conditions initiales pour les perturbations sont
placées dans l’Univers en contraction pré-rebond. Nous reviendrons sur l’impact de cette normalisation
initiale quant à la forme des spectres de puissance primordiaux.

2.5.4 L’équation de Mukhanov-Sasaki pour un espace de Sitter

Rappelons que dans un espace de Sitter zS (⌘) = zT (⌘) = z(⌘) = a(⌘) et l’équation de Mukhanov-
Sasaki devient

3
00
k +

 
k2 �

2
⌘2

!
3k = 0 , (2.92)

de solution
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!
. (2.93)

La condition initiale sur ces modes donnée par le vide de Buch-Davies Eq.(2.91) impose � = 0 et
↵ = 1. Ainsi

3k(⌘) =
e�ik⌘

p
2k

 
1 �

i

k⌘

!
. (2.94)

La limite au temps longs correspondant à l’évolution future des modes est donnée par :
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lim
k⌘!0
3k(⌘) =

1

i
p

2

1
k3/2⌘

. (2.95)

L’évolution future des perturbations de courbure R dans un espace de Sitter est donc, en se rappelant
que dans cet espace z / a / ⌘�1 :

lim
k⌘!0
Rk(⌘) =

1
z

lim
k⌘!0
3k(⌘) = cste . (2.96)

Nous retrouvons ici le résultat qui rend cette quantité R si intéressante : son amplitude est conservée
aux échelles superhorizon.

2.5.5 Prédictions de l’inflation pour les spectres de puissance primordiaux

Abordons enfin la question qui nous intéresse le plus : quelles sont les prédictions de l’inflation
quant à la forme des spectres de puissance primordiaux?

Le spectre de puissance adimensionné associé aux perturbations de courbure R = 3/zS au moment
du croisement des modes avec l’horizon k = aH est donné par

PR(k) =
1
⇡

1
✏SR

H2

m2
Pl

������
k=aH

où ✏SR =


2
�̇2

m2
Pl

H2
(2.97)

et rappelons-le, mPl =
p
~c/G. Nous y ferons plus tard référence comme étant le spectre de

puissance des perturbations scalaires PS (k) ⌘ PR(k).
Si H et ✏SR ne varient pas avec le temps alors ce spectre de puissance est strictement invariant

d’échelle (i.e il ne dépend pas de k). Or dans le modèle d’inflation à roulement lent présenté dans ce
chapitre les deux quantités varient lentement, résultant en une puissance légèrement différente pour
des modes de longueurs d’ondes légèrement différente. En pratique il est utile de paramétrer la pente
du spectre de puissance (adimensionné) comme

PR(k) ⌘ As

 
k

k?

!ns�1

(2.98)

où As et ns correspondent respectivement à l’amplitude et à l’inclinaison (ou "tilt" en anglais)
du spectre de puissance primordial scalaire. L’échelle k? est une échelle de référence (ou pivot)
usuellement fixée à k? = 0.05Mpc�1.

Pour des faibles valeurs de ✏ l’indice ns peut être relié aux paramètres slow-roll par

ns � 1 = �2✏SR � ⌘SR . (2.99)

Il se révèle donc être une bonne sonde pour sonder la dynamique inflationnaire.
Le spectre de puissance adimensionné des modes tenseurs est quand à lui donné par

PT (k) =
2
⇡2

H2

m2
Pl

������
k=aH

. (2.100)

De la même manière que son équivalent scalaire celui-ci peut être paramétré de sorte que

PT (k) ⌘ At

 
k

k?

!nt

(2.101)
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où At et nt correspondent ici respectivement à l’amplitude et à l’inclinaison du spectre de puissance
primordial tensoriel.

Remarque : Dans le cas du spectre scalaire l’invariance d’échelle correspond à ns = 1 alors que
dans le cas du spectre tensoriel elle correspond à nt = 0. L’origine de cette différence de convention est
avant tout historique.

Ces spectres de puissance peuvent également être directement obtenus à partir des variables de
Mukhanov évaluées au moment du croisement de l’horizon :

PS (k) ⌘ k3

2⇡2

�����
3k(⌘)
zS (⌘)

�����
2
������
k=aH

= |Rk|
2
���
k=aH

et PT (k) ⌘ 4k3

⇡2

�����
3k(⌘)
zT (⌘)

�����
2
������
k=aH

. (2.102)

C’est la méthode que nous utiliserons dans les travaux présentés au prochain chapitre. Nous résol-
verons numériquement, à partir de certaines conditions initiales, l’équation de Mukhanov-Sasaki pour
chaque mode k fixé et ce jusqu’à ce que le mode sorte de l’horizon lors de l’inflation 24. À ce moment
là nous récupérons les valeurs de 3k et zS/T et les utilisons pour calculer les spectres de puissance
primordiaux.

Appelons r le ratio de l’amplitude des modes tenseurs sur l’amplitude des modes scalaires :

r ⌘
At

As

. (2.103)

Ces paramètres peuvent être reliés aux paramètres de roulement lent ✏SR et ⌘SR :

r = 16✏SR , (2.104)

ns � 1 = �2✏SR � ⌘SR (2.105)

et

nt = �2✏SR . (2.106)

Remarque : L’amplitude du spectre de puissance scalaire peut être soit rouge (ns < 1) soit bleue
(ns > 1). Dans le premier cas les perturbations de faibles k possèdent plus de puissance que celles aux
plus grand k et inversement pour le cas bleu. Le spectre tenseur quand à lui ne peut être que rouge
(nt < 0).

La relation

nt = �r/8 (2.107)

constitue une relation de consistance importante pour tester des modèles inflationnaires.

24. Lorsque cela n’est pas dérangeant numériquement le calcul de l’évolution de chaque mode perdure jusqu’à la fin de
la phase inflationnaire et les valeurs des variables de Mukhanov sont alors récupérées à ce moment là.
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2.6 Contraintes observationnelles actuelles sur l’inflation et les
spectres de puissance primordiaux

Comme évoqué précédemment il est possible de mesurer trois propriétés des photons du CMB :
leurs températures T et leurs polarisations E et B. Cela nous amène à 6 corrélations possibles : TT ,
EE, BB, T E, T B et EB. En pratique les deux dernières sont nulles et seules les quatre premières
sont pertinentes. Les modes B primordiaux de polarisation du CMB n’ayant hélas toujours pas été
détectés 25 il ne reste que trois corrélations d’importance : TT , EE et T E. L’étude de ces corrélations
et de leurs spectres de puissance a permis, en analyse conjointe avec des études sur les oscillations
acoustiques de baryons, de poser les contraintes sur les valeurs des paramètres représentant le contenu
en énergie de l’Univers donnés Eq.(2.10) [39].

Cas des perturbations scalaires

Les perturbations scalaires sont associées à des perturbations de densité. Elles génèrent donc des
fluctuations de température ainsi qu’une polarisation de type E des photons du CMB. Les contraintes
sur As et ns sont donc obtenues à partir de l’étude des trois corrélations TT , EE et T E. Les valeurs
obtenues par la collaboration Planck et révélées en 2018 [39] sont

109 ⇥ AS = 2.100 ± 0.030 et nS = 0.965 ± 0.004 . (2.108)

Le spectre primordial des perturbations scalaires est donc légèrement orienté vers le rouge.

Cas des perturbations tensorielles

Les perturbations tensorielles, ou ondes gravitationnelles primordiales, ne génèrent quant à elles pas
de fluctuations de température mais des polarisations de type E et B. Néanmoins leur contribution dans
les modes E est très sous-dominante par rapport aux perturbations scalaires et nous ne disposons pour
le moment que d’une borne supérieure sur r pour caractériser le spectre primordial des perturbations
tensorielles. Sa valeur actuelle est obtenue en combinant des données Planck avec des données de
BICEP2, de "Keck Array Data" ainsi que de différentes études sur les oscillations acoustiques de
baryons [39]. Elle vaut

r < 0.07 . (2.109)

Une meilleure caractérisation des perturbations tensorielles passe donc par la détection des modes
B primordiaux. De nombreux projets visent à cela. Nous pouvons citer la mission LiteBIRD [82]
côté spatial, dont le lancement est prévu en 2028, ou la dominante collaboration Stage-4 [83] au sol.
Cette collaboration de grande envergure regroupe des expériences telles que QUBIC [84] (qui devrait
débuter sa campagne de tests fin 2020 en Argentine) ou POLARBEAR-2 [85] (basée sur le plateau
de l’Atacama au Chili). Un simple gain d’un facteur dix sur la la borne supérieure de r (i.e r . 10�3),
atteignable d’ici 2030 grâce à une analyse conjointe LiteBIRD/Stage-4, permettrait déjà d’en apprendre
beaucoup plus sur la physique de l’inflation. L’adjectif "primordial" utilisé ici pour caractériser les
modes B est introduit en opposition à d’autres sources de modes B telles que la polarisation des

25. Leur composante secondaire due à l’effet de lentille gravitationnelle a en revanche été détectée.



Chapitre 2. Cosmologie 75

poussières dans les galaxies 26 ou les effets de lentille gravitationnelle dûs aux distributions de matière
aux grandes échelles 27. S’affranchir de ces autres sources de modes B de polarisation des photons du
CMB qui viennent "polluer" la mesure des ondes gravitationnelles primordiales constitue une étape
obligatoire pour pouvoir sonder l’inflation.

Autres contraintes sur l’inflation

Le modèle simple d’inflation à un champ que nous avons introduit ici est pour l’instant en accord
avec toutes les observations. Non content de prédire la bonne forme pour le spectre primordial des
fluctuations scalaires, il prédit des perturbations purement adiabatiques 28 et gaussiennes, ce qui est
parfaitement en accord avec les observations. Ces succès observationnels assurent que ce modèle
inflationnaire est un excellent modèle phénoménologique. Il est en revanche plus difficile de le motiver
par une quelconque théorie à plus haute énergie qui prédisent en général la présence de plusieurs
champs scalaires. C’est par exemple le cas de la supergravité [86] ou de la théorie des cordes dans
laquelle la présence de nombre de champs (appelés modules) provient de la compactification de
dimensions supplémentaires [87]. Il est donc d’intérêt pour les physiciens théoriciens de trouver un
modèle d’inflation multi-champs satisfaisant aux contraintes expérimentales [88, 89].

Par la suite, lorsque nous aborderons la cosmologie quantique à boucles, nous ne sortirons pas du
paradigme inflationnaire. Nous proposerons plutôt une complétion de celui-ci. En effet, la singularité
initiale ne disparait pas dans le cadre de l’inflation usuelle et est toujours atteinte à temps fini dans
le passé [90]. La cosmologie quantique à boucles permet de résoudre ce problème en présentant une
dynamique pré-inflationnaire non pathologique.

26. Bien que ce soient surtout les poussières présentes dans notre galaxie qui soient gênantes pour les observations.
27. Ces deux effets sont également sources de modes E de polarisation.
28. Des fluctuations sont dites adiabatiques lorsque des contenus en matières différents subissent les mêmes fluctuations

de densité (par exemple une surdensité adiabatique d’un facteur deux de la densité de photons entraînerait une surdensité
d’un facteur deux de la densité d’électrons). Ce n’est pas le cas pour les fluctuations dites entropiques, liées aux perturbations
d’iso-courbure par simple changement de base. Or une condition nécessaire pour générer de tels modes est de perturber
l’Univers initial avec deux degrés de liberté. La production de tels modes requiert donc une inflation basée sur plusieurs
champs scalaires. De plus l’hypothèse d’équilibre thermique supprime les modes entropiques ou d’isocourbure et il est
donc difficile de réunir les conditions qui permettraient à de tels modes de survivre jusqu’à aujourd’hui.
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Les calculs seront dans ce chapitre un peu plus explicités que dans le précédent, d’une part car

moins présents dans la littérature et d’autre part car l’équation de Friedmann modifiée que nous allons

introduire a constitué, avec l’équation de Mukhanov-Sasaki, le socle de mes travaux dans le secteur

cosmologique.

Je tiens également à préciser que certaines parties de ce chapitre s’inspirent de l’excellente revue

de E. Wilson-Ewing [91] tandis que d’autres sont issues d’enrichissantes discussions avec J. Mielcza-

rek.

La cosmologie est certainement l’un des domaines les plus prometteurs quand il est question de
tester et de contraindre des théories de gravitation quantique. Pour tenter d’accomplir cette tâche ardue
(mais pas impossible) les physiciens s’intéressent de près au fond diffus cosmologique. Bien qu’il se
soit formé à une période "tardive" où la description purement classique de l’espace-temps fonctionne
remarquablement bien il se peut que des effets de gravité quantique présents dans l’Univers primordial
aient laissé des empreintes dans les propriétés statistiques de ses inhomogénéités, notamment dans
les spectres de puissance primordiaux. C’est pourquoi de gros efforts (relativement à la taille de la
communauté) ont été rapidement investis pour chercher à appliquer la gravitation quantique à boucles
au système Univers. Ce chapitre est dédié à la description et à l’étude du principal modèle qui en
résulte : la cosmologie quantique à boucles (ou LQC pour "Loop Quantum Cosmology").

Nous commencerons section 3.1 par nous focaliser sur le secteur homogène de la théorie et

77
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montrerons comment la démarche suivie en LQC amène à une modification de l’équation de Friedmann
usuelle de la cosmologie. Nous présenterons dans la section 3.2, qui sera également dédiée à la
composante homogène de l’Univers, deux études portant sur les prédictions de la LQC vis à vis du
nombre d’e-folds inflationnaires. Nous aborderons ensuite section 3.3 le cas des inhomogénéités et
discuterons des principales approches existantes. La section 3.4 sera consacrée au calcul des spectres
de puissance primordiaux scalaire et tenseur dans ces différentes approches. Elle incorporera également
deux études, l’une dédiée au problème trans-planckien et la seconde se focalisant sur les spectres
primordiaux scalaires. Enfin nous aborderons section 3.5 une autre classe de modèle cosmologique
non discutée jusqu’alors : les Univers émergents. Nous y présenterons des travaux portant sur la
phénoménologie d’un autre modèle visant à importer la LQG dans le secteur cosmologique : la
"Quantum Reduced Loop Gravity", ainsi qu’une étude visant à mieux comprendre le devenir des
spectres de puissance primordiaux dans le cas d’Univers émergents.

3.1 Secteur homogène de la théorie

3.1.1 Retrouver l’équation de Friedmann à partir du formalisme Hamiltonien
de la relativité générale

Considérons l’habituel univers plat, homogène et isotrope, de métrique

ds2 = �N2
⇣
dx0

⌘2
+ a(t)2�abdxadxb , a, b = 1, 2, 3, (3.1)

où le temps cosmique t est relié à dx0 par dt = Ndx0. Dans ce contexte les co-triades et triades
prennent respectivement les formes

ei
a(t) = a(t)�i

a , (3.2)

et

ea
i (t) =

1
a(t)

�a
i . (3.3)

Cherchons l’expression des variables d’Ashtekar pour ce système. Les densités de triades sont
rapidement obtenues en se remémorant Eq.(1.45) et s’expriment ici comme

Ea
i (t) = a2(t)�a

i ⌘ p(t)�a
i , (3.4)

où nous avons défini p(t) ⌘ a2(t).
L’expression de la connexion de Sen-Ashtekar-Barbero (ou SAB) dans ce système est un petit peu

moins directe. L’équation Eq.(1.53) nous indique qu’elle s’écrit en fonction de la connexion de spin !i
a

et de la courbure extrinsèque Ki
a comme Ai

a = !
i
a + �Ki

a. Or la connexion de spin s’écrit

!i
a = �

1
2
✏ i jkeb

j

h
@aek

b � @bek
a + �mnel

ke
m
a @le

n
b

i
(3.5)

et fait intervenir des dérivées spatiales des triades dans tous ses termes. Elle est donc nulle sous
l’hypothèse d’homogénéité ici stipulée. La connexion SAB se déduit alors simplement de la courbure
extrinsèque par Ai

a = �Ki
a

1. De même que pour les (co)triades l’expression de la courbure extrinsèque
se réduit sous l’action des symétries présentes pour devenir

1. Il est alors équivalent d’utiliser l’une ou l’autre pour décrire le fond homogène.
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Ki
a(t) = ȧ(t)�i

a , (3.6)

menant à

Ai
a(t) = �Ki

a(t) ⌘ c(t)�i
a (3.7)

avec c(t) ⌘ �ȧ(t) 2.
L’espace des phases d’un espace-temps homogène isotrope est 2-dimensionnel. Il est caractérisé

par le facteur d’échelle a(t) et son moment conjugué, donné par le paramètre de Hubble, ou de manière
équivalente par les variables c(t) et p(t) que nous venons d’introduire.

Ré-exprimons à présent le Hamiltonien gravitationnel de la relativité générale Eq.(1.64) en fonction
de ces dernières. Les densités de contraintes de difféomorphisme Da et de Gauss G j sont ici identi-
quement nulles. L’hypothèse d’homogénéité impose également que la densité de contrainte scalaire
soit constante dans l’espace. L’intégrale sur l’hypersurface apparaissant dans l’équation (1.64) diverge
alors si intégrée sur un volume infini. Il faut donc restreindre notre étude à un volume fini, noté Ξ et
appelé cellule fiducielle. Son volume comobile est donné par

V0 =

Z

Ξ

d3x (3.8)

et son volume physique par

V =

Z

Ξ

p
det(qab)d3x = V0a3 = V0 p3/2 . (3.9)

L’espace étant homogène cette restriction de l’étude à un volume fini n’est pas un problème 3 Il
faudra en revanche s’assurer que la dynamique finale ne dépende plus du choix de la cellule fiducielle Ξ.

Les crochets de Poisson entre c et p, obtenus à partir du crochet de Poisson sur les variables
d’Ashtekar donné Eq.(1.56), s’expriment comme

{c, p} =
�

3V0
. (3.10)

Le Hamiltonien gravitationnel s’écrit comme l’intégrale de la densité de contrainte scalaire C :

HG =

Z

Ξ

NCd3x =

Z

Ξ

N

0BBBBB@�
Ea

i
Eb

j

�2pq
✏

i j

k
Fk

ab

1CCCCCA , (3.11)

où q = a6 correspond au déterminant de la métrique spatiale et Fk
ab

à la courbure de la connexion
SAB Fk

ab
= @aAk

b
� @bAk

a + ✏
k
lm

Al
aAm

b
. Injecter les équations (3.4) et (3.7) dans ce Hamiltonien simplifie

grandement son expression et amène à

HG = �
3NV0

�2

p
pc2 . (3.12)

Le Hamiltonien de la matière, également supposée homogène, est lui donné par

2. Rappelons qu’un point réfère à une dérivée par rapport au temps cosmique t, ȧ = (1/N)(da/dx0).
3. Plutôt que d’utiliser une approche dans laquelle les variables de base sont données par le facteur d’échelle et le

paramètre de Hubble (c’est à dire des paramètres macroscopiques) nous choisissons de travailler sur un bloc dont le volume
physique peut être très petit. L’espace est alors donné par un agencement de ces petits blocs et lors de la quantification ce
sont eux que l’on quantifiera. Cet autre point de vue, formulé initialement par Martin Bojowald, est purement conceptuel et
ne change rien au niveau des équations.
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Hm =

Z

Ξ

p
det(qab)N⇢d3x = NV⇢ = NV0 p3/2⇢ . (3.13)

où nous avons utilisé que dû à l’homogénéité la densité d’énergie du contenu en matière est
constante sur l’espace. Le Hamiltonien total est obtenu en sommant les contributions gravitationnelle
et de matière :

H = HG +Hm = NV0

 
� 3
�2

p
pc2 + p3/2⇢

!
. (3.14)

Pour aboutir à l’équation de Friedmann à partir de ce Hamiltonien rappelons que le paramètre de
Hubble au carré vaut

H2 =

✓
ȧ

a

◆2

=

 
ṗ

2p

!2

. (3.15)

Or la dérivée de p par rapport au temps cosmique t se déduit de sa variation par rapport à la
coordonnée x0 :

ṗ =
1
N

dp

dx0
(3.16)

=
1
N
{p,H}

=
1
N
{c, p}

 
@p

@c

@H

@p
� @p

@p

@H

@c

!

= �
�

3NV0

@H

@c

= �
2
�

p
pc ,

Injecter ce résultat dans l’expression du paramètre de Hubble Eq.(3.15) amène, à l’aide de la
contrainte HamiltonienneH = 0, à l’équation de Friedmann usuelle de la cosmologie

H2 =
c2

�2 p
=


3
⇢ . (3.17)

Nous n’avons donc jusqu’ici fait que reformuler la théorie afin de retrouver un résultat bien établi
de la cosmologie.

3.1.2 Importer les idées de la théorie mère : la correction d’holonomie

Inspirons nous de la LQG en ré-écrivant le Hamiltonien Eq.(3.11), ici exprimé en termes des
variables conjuguées d’Ashtekar, à l’aide du flux de densité de triades F f

S
[E] et de son moment

conjugué, l’holonomie de la connexion de Sen-Ashtekar-Barbero h[A].

L’expression du flux de densités de triades F f

S
[E] donnée Eq.(1.68) se simplifie en LQC pour

devenir :

F
f

S
[E] =

Z

S

d2�naEa
i f i = p

Z

S

d2�na f a , (3.18)
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où f correspond à n’importe quelle fonction définie sur S (on parle alors de fonction test). Une
fois S et f fixées le flux F f

S
[E] se résume à une constante multipliée par p, constante qui peut être

arbitrairement fixée à l’unité avec un choix approprié de S et f . L’utilisation de flux plutôt que les
densités de triades elles mêmes ne fait donc dans ce contexte aucune différence et le Hamiltonien
Eq.(3.11) reste inchangé sous cette considération. Ce ne sera pas le cas lors du passage de la connexion
de Sen-Ashtekar-Barbero à l’holonomie associée.

L’holonomie de la connexion SAB qui traduit la déviation d’un vecteur transporté parallèlement le
long d’une arrête k de longueur µk, située dans la direction de la kieme coordonnée s’écrit :

hk[A] = P

e

R
µk

Ai
a⌧idxa

�
= ecµk⌧k = cos

✓
cµk

2

◆
1d + 2 sin

✓
cµk

2

◆
⌧k , (3.19)

où nous avons utilisé la propriété �2
i = 1d, 8 i = 1, 2, 3, des matrices de Pauli.

Considérons une plaquette carrée ⇤i j dont les arrêtes, toutes de longueur µ, sont alignées avec les
directions i et j du système de coordonnées. L’holonomie sur le chemin fermé constitué par les arrêtes
de la plaquette s’exprime :

h⇤i j
= hµi

hµ j
h�1
µi

h�1
µ j

(3.20)

=
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✓
cµ
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✓
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2

◆
⌧i

�
⇥


cos

✓
cµ

2

◆
1d + 2 sin

✓
cµ

2
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2
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✓
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2

◆
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✓
cµ

2

◆
⌧ j

�

= cos
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✓
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,

où nous avons, en plus de leur propriété précédemment énoncée concernant l’identité, utilisé la
propriété �i� j = i✏i jk�k + �i j1d des matrices de Pauli, ✏i jk étant le symbole de Levi-Civita.

La courbure de la connexion SAB Fk
ab

peut se ré-exprimer comme la limite, sur un chemin fermé
(ou boucle),
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Fk
ab = �2 lim

µ!0

tr[⌧k(h⇤i j
� 1d)]

µ2

ei
ae

j

b

�2
(3.21)

= lim
µ!0

"
sin(cµ)2
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i j +
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Le second terme se supprime lorsque combiné avec le reste du Hamiltonien et ne reste que

Fk
ab = lim

µ!0

sin(cµ)2

µ2
✏k

i j

ei
ae

j

b

�2
. (3.22)

Comme mentionné au premier chapitre de cette thèse l’aire minimale en gravitation quantique à
boucles n’est pas nulle mais donnée par la plus petite valeur propre non nulle de l’opérateur d’aire
Amin = ∆`

2
Pl avec ∆ = 4⇡�

p
3. Il n’est donc pas dans l’esprit de la théorie mère de faire tendre µ vers 0

et il nous faut considérer une valeur µ̄ minimale pour µ. Mais quelle valeur prendre?

Une première approche, somme toute intuitive, avait été de la considérer constante et de la construire
tout simplement comme la racine carrée de l’aire minimale ∆, µ̄ =

p
∆. Cette approche, baptisée

"µ0-scheme", présente hélas des pathologies, comme la présence d’une densité d’énergie maximale qui
dépend du volume de la cellule fiducielle choisie. De plus dans cette vision la taille d’une cellule d’es-
pace croît avec l’expansion. La cellule fiducielle homogène isotrope sur laquelle nous travaillons aurait
aujourd’hui la taille de l’Univers observable (au grand minimum), ce qui n’est bien sûr pas convaincant.

Remarque : Nous reviendrons sur la notion d’invariance d’échelle de la description cosmologique
lorsque nous aborderons le cas de la "Quantum Reduced Loop Gravity", autre modèle à symétries
réduites inspiré de la LQG, plus proche de la théorie mère que ne l’est la cosmologie quantique à
boucles. Dans cette approche la dépendance au volume de la cellule fiducielle n’est pas supprimée
et le volume physique initial de l’Univers se révèle être un paramètre qui doit être contraint par
les données. Une plus ample discussion sur ce sujet sera fournie dans l’article "Phenomenology of

Quantum Reduced Loop Gravity in the isotropic cosmological sector".

Pour se prémunir de ces problèmes et retirer la dépendance au choix de la cellule fiducielle il
faut que µ̄ soit une longueur comobile associée à une longueur physique fixée. Le lien entre longueur
physique et longueur comobile se faisant via le facteur d’échelle a =

p
p, si nous reprenons l’idée que

la longueur physique est donnée par
p
∆

4, alors

µ̄ =

s
∆

p
. (3.23)

C’est le "µ̄-scheme". Les cellules d’espace y restent de taille physique constante. Lors de l’expan-
sion de l’Univers, l’espace se dilate et de plus en plus de ces cellules apparaissent.

Une fois ce schéma adopté la courbure dans le Hamiltonien s’exprime comme Fk
ab
=

sin(cµ̄)2

µ̄2
✏k

i j

ei
ae

j

b

�2
.

Cette considération est analogue à la modification

4. La longueur physique pertinente pour le choix de µ̄ peut également être vue comme un paramètre libre de la théorie.
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c2 !
sin(cµ̄)2

µ̄2
(3.24)

dans le Hamiltonien gravitationnel Eq.(3.11) de la relativité générale. Rappelons que cette correc-
tion vient de ce que nous travaillons ici avec l’holonomie de la connexion SAB et non la connexion
elle même. Elle est donc tout naturellement appelée correction d’holonomie.

Le Hamiltonien gravitationnel qui tient compte cette correction est donné par

H c.h
G = �

3NV0

�2

p
p

sin(cµ̄)2

µ̄2
, (3.25)

où la notation "c.h" indique que celui-ci est corrigé d’holonomie. Le Hamiltonien total est désormais
donné par

H c.h = H c.h
G +Hm (3.26)

= NV0

 
�

3
�2

p
p

sin(cµ̄)2

µ̄2
+ p3/2⇢

!

= NV0 p3/2

 
�

3
�2�2

sin(cµ̄)2
+ ⇢

!
,

où � =
p
∆.

L’utilisation des holonomies comme variables canoniques induit donc une modification du Hamil-
tonien par rapport à celui de la relativité générale reformulée à l’aide des variables d’Ashtekar que
nous avions obtenu Eq.(3.11).

3.1.3 L’équation de Friedmann modifiée de la LQC

Intéressons nous maintenant à la dynamique classique qui émerge de ce nouvel Hamiltonien.
Celle-ci étant indépendante du choix des variables canoniques nous utiliserons simplement c et p, dont
les crochets de Poisson ont été donnés Eq.(3.10).

La dérivée temporelle de p vaut désormais

ṗ =
1
N
{p,H} (3.27)

= �
�

3NV0

@H

@c

=
2p

��
cos(cµ̄) sin(cµ̄) ,

amenant à un paramètre de Hubble en temps cosmique

H =
ȧ

a
=

ṗ

2p
=

1
��

cos(cµ̄) sin(cµ̄) . (3.28)

Pour se ramener à une équation analogue à l’équation de Friedmann de la cosmologie Eq.(2.3) il
suffit d’élever cette expression au carré
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H2 =
1

�2�2
cos(cµ̄)2 sin(cµ̄)2

=
1

�2�2
sin(cµ̄)2

⇣
1 � sin(cµ̄)2

⌘
. (3.29)

La contrainte HamiltonienneH = 0 nous donne

sin(cµ̄)2
=
�2�2

3
⇢ , (3.30)

ce qui permet une ré-écriture de (3.29) :

H2 =


3
⇢

 
1 �

�2�2

3
⇢

!
=


3
⇢

 
1 �

⇢

⇢c

!
(3.31)

dans laquelle nous avons introduit

⇢c =
3

�2�2
. (3.32)

L’équation (3.31) est une modification de l’équation de Friedmann usuelle donnée Eq.(2.3) qui
apparaît suite à l’application de la correction d’holonomie. C’est le résultat principal de la cosmologie
quantique à boucles. Remarquons qu’elle redonne l’équation de Friedmann de la cosmologie dans la
limite ⇢ ⌧ ⇢c.

Le paramètre ⇢c, appelé densité critique, correspond à la densité maximale que le contenu en
énergie peut atteindre. Elle dépend notamment du paramètre de Barbero-Immirzi qui entre à la fois
directement dans son expression mais aussi dans celle de �, soulignant l’importance de son rôle dans
le secteur cosmologique. Pour une valeur � = 0.2375 justifiée par des calculs sur l’entropie des trous
noirs en LQG [92] la densité critique vaut ⇢c = 0.41⇢Pl ' 1096kg.m�3.

Remarque : Bien que nous venions de modifier la dynamique du secteur gravitationnel l’équation
de continuité pour le fluide établie au chapitre 2 Eq.(2.12) tient toujours : les effets quantiques
n’affectent en LQC que le secteur géométrique de la théorie.

3.1.4 Conséquences cosmologiques

Nous venons d’établir une nouvelle équation de Friedmann, soit. Mais qu’implique-t-elle réelle-
ment quant à la dynamique de l’Univers?

Pour nous faire une idée disons intuitive de ce qu’il se passe intéressons-nous à l’équation de
Friedmann usuelle pour un univers plat sans constante cosmologique : H2 = (/3)⇢. Elle possède deux
solutions : H = +

p
(/3)⇢ ou H = �

p
(/3)⇢. La première décrit un Univers en expansion et la seconde

un Univers en contraction. Le passage continu d’une solution à l’autre requiert H = 0 et nécessite donc
l’annulation du terme de droite dans l’équation, ce qui ne peut se faire sans introduire de courbure
ou des contenus en matière inhabituels, comme le font certains scénarios de type Big crunch. Une
transition entre Univers en contraction et Univers en expansion (ou l’inverse) nécessite donc dans notre
exemple soit un contenu en matière exotique soit une modification du secteur gravitationnel. L’équation
de Friedmann effective de la LQC correspond au deuxième cas de figure. Dans cette équation H = 0
lorsque ⇢ = ⇢c. Il est alors possible de transiter d’une phase de contraction, se poursuivant jusqu’à
ce que la densité d’énergie atteigne sa valeur critique ⇢c, à une phase d’expansion de l’univers. La
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définie. En revanche l’opérateur Û(µ̄) = eiµ̄ĉ est lui correctement défini 7.
Il est également possible de voir émerger ici la correction d’holonomie. En effet comme nous

venons de le dire l’opérateur Hamiltonien Ĥ2 = ĉ2 est donc mal défini dans le cas d’un espace discret.
La plus simple généralisation de ĉ que l’on puisse construire est

ĉµ̄ =
Û(µ̄) � Û†(µ̄)

2iµ̄
, (3.36)

amenant à l’opérateur Hamiltonien

Ĥµ̄ = ĉ2
µ̄ =

 
Û(µ̄) � Û†(µ̄)

2iµ̄

!2

=

0BBBB@
[eiµ̄c � e�iµ̄c

2iµ̄

1CCCCA
2

=

0BBBB@
[sin(µ̄c)
µ̄

1CCCCA
2

. (3.37)

Le Hamiltonien classique effectif tenant compte de cette correction est alors obtenu en moyennant
cette expression entre deux états :

Heff = h | Ĥµ̄ | i =
sin2(µ̄c)
µ̄2

(3.38)

Nous voyons ici ré-apparaître l’expression de la correction d’holonomie introduite Eq.(3.24).

Revenons où nous en étions. Nous avons vu que l’espace de Hilbert cinématique du secteur
gravitationnel est celui des états |pi associés à  (p). La matière étant modélisée par un champ scalaire
� les opérateurs élémentaires dans ce secteur sont

�̂ (�) = � (�) et ⇡̂� (�) = �i~
d (�)

d�
. (3.39)

L’espace de Hilbert total est alors donné par le produit tensoriel des deux espaces de Hilbert
Htot = HG ⌦Hm.

Plaçons nous désormais dans le µ̄ � scheme. Étant donné que dans ce schéma l’expression de µ̄,
donnée Eq.(3.23), dépend de p l’action de l’opérateur associé à l’exponentielle complexe de µ̄c sur
l’espace de Hilbert du secteur gravitationnel diffère de celle donnée Eq.(3.34). La quantité conjuguée à
b = µ̄c est le volume V = a3. L’expression de leur crochet de Poisson {b,V} = 4⇡�

p
∆ amène à

de±ib |Vi =
����V ⌥ 4⇡�

p
∆

E
(3.40)

où les kets |Vi sont les vecteurs de base dans la représentation de volume, qui n’est qu’une ré-
indexation des vecteurs de base la représentation d’aire |pi (les états propres de p̂ sont également états
propres de V̂ = |p̂|3/2). L’action de la contrainte Hamiltonienne, ici équivalente à la contrainte scalaire,
sur les états de l’espace de Hilbert des solutions physiques 8 prend la forme

�
@2
Ψ(V, �)
@�2

= CV+Ψ(V+, �) +C0Ψ(V, �) +CV�Ψ(V�, �) (3.41)

où V± = V ± �
p
∆. La forme des C± est explicitée par A. Ashtekar, T. Pawlowski et P. Singh

dans [97] pour le travail historique ou dans [98] (en compagnie d’I. Agullo et de W. Nelson) pour une

7. Nous prenons ici le cas de l’exponentielle de ĉ mais toute fonction continue de ĉ l’est et il serait possible de considérer
d’autres séries entières de fonctions telles qu’un sinus ou un cosinus.

8. C’est à dire les états annihilés par l’opérateur de contrainte Hamiltonienne (ou scalaire dans ce cas) CΨ = 0.
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version plus récente. Cette équation, qui ne prend pas la forme d’une équation différentielle à cause
du caractère discret de la géométrie quantique, donne l’évolution de la fonction d’onde Ψ(V, �). Cette
évolution est relationnelle dans le sens où c’est le champ scalaire � qui joue ici le rôle d’horloge.

Le code CHIMERA développé par P. Diener, B. Gupt et P. Singh en 2014 étudie le comportement
de ces fonctions d’onde [99] en les faisant évoluer à l’aide de l’équation (3.41) à partir d’un état initial
Ψ(V, �0) à un "instant" �0 donné. Ceci a tout d’abord été fait pour des états piqués autour d’une solution
aux équations de Friedmann classique à une densité d’énergie suffisamment basse pour que les effets
de gravité quantique soient initialement négligeables [100]. Deux conclusions majeures émergent de
cette étude :

(i) Si l’état est initialement piqué il le reste tout au long de l’évolution.

(ii) Les trajectoires des états quantiques piqués suivent celles de la théorie semi-classique présentée
dans les pages précédentes, bien que la justesse de l’approximation semi-classique diminue
lorsque la dispersion de la fonction d’onde d’un état augmente.

Ces résultats sont assez remarquables car ils soulignent la qualité de l’approximation semi-classique
pour des états initialement piqués autour d’une solution classique. Se pose alors la question de la
pertinence de cette forme initiale piquée de ces états. Comme nous le verrons juste après l’équation
de Friedmann effective que nous avons établi décrit un modèle d’univers en rebond. L’emploi d’états
piqués semble alors totalement raisonnable car l’évolution commence à partir d’un état classique dans
l’Univers en contraction pré-rebond. Il serait bien moins évident de justifier leur utilisation dans des
modèles de type Big Bang.

Il avait été montré en 2015 par A. Ashtekar et B. Gupt [101] que considérer des états de plus grande
dispersion amène à d’autres équations effectives pour décrire la dynamique de V et �. Il se trouve (de
manière assez surprenante) que ces équations sont équivalentes à l’équation de Friedmann modifiée
présentée Eq.(3.31) avec comme seule différence une expression différente de ⇢c. Plus la dispersion des
états augmente, moins la densité d’énergie au rebond est élevée. Plus récemment, en 2017, I. Agullo,
A. Ashtekar et B. Gupt ont montré [102] que l’utilisation d’états plus dispersés ne modifie pas la
forme des spectres de puissance primordiaux (du moins les spectres scalaires) par rapport à la forme
typique en LQC (qui sera expliquée en détails un peu plus loin). L’effet de la dispersion des états
quantiques dans le régime Planckien sur les spectres est dégénéré avec l’impact du nombre d’e-folds

pré-inflationnaires entre le rebond et le début de l’inflation.
Ces résultats semblent indiquer qu’il n’est nul besoin de compliquer la procédure en passant à

un traitement quantique 9. C’est pourquoi la grande majorité des études menées en LQC, notamment
celles dédiées à la phénoménologie de la théorie, sont effectuées à partir de l’équation de Friedmann
effective Eq.(3.31).

Malgré tout la démarche que nous adoptons ici n’est en soi pas totalement satisfaisante. En effet
la quantification y est effectuée après réduction des symétries, une fois que le système est homogène
et isotrope. Or il n’y a a priori aucune raison que ces deux opérations (quantification et application
des symétries) commutent. Améliorer le lien entre théorie cosmologique et théorie mère constitue
donc l’objet d’un nombre important de travaux au sein de la communauté et différents modèles en
cours de développement tels que la "Quantum Reduced Loop Gravity" [103, 104] ou le modèle de
Dapor-Liegener [105, 106] visent à combler la brèche.

9. C’est une aubaine car si les fonctions d’ondes des états du fond devenaient par exemple pluri-modales la notion
même de facteur d’échelle (macroscopique) disparaîtrait et la limite classique ne serait alors tout simplement plus réalisable.
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Malgré tout la LQC constitue un cadre théorique intéressant, capturant certaines des idées maî-
tresses de la LQG et dans laquelle il est possible d’effectuer des prédictions sur différentes observables,
ce qui est déjà en soit un grand avancement par rapport à la genèse de la théorie il y a une trentaine
d’années.

3.1.6 Au delà de l’espace-temps FLRW

Nous nous somme restreints tout au long de ce chapitre à l ’espace FLRW mais de nombreux
autres espace-temps homogènes ont également été étudiés au sein de la théorie. Citons par exemple
les espaces FLRW fermés [107, 108] et ouverts [109] ou les espaces anisotropes de type Bianchi 10

I [110], Bianchi II [111] et Bianchi IX [112]. D’autres contenus en matière tel que du rayonnement
[113] ont également été considérés.

Dans tous les cas mentionnés ici la singularité du Big Bang est systématiquement remplacée par un
rebond, confortant cette prédiction de la LQC.

De plus une dynamique de rebond avec une équation de la dynamique similaire à Eq.(3.31) a
également été mise en avant en "Group Field Theory". Dans cette théorie la variété différentielle de base
est un groupe de Lie. Ce formalisme très général et invariant de fond permet d’étudier la dynamique
de la LQG. Il est en particulier adapté pour s’intéresser à l’émergence de la géométrie à partir de
degrés de liberté fondamentaux "pré-géométriques" (i.e sans notions de métrique, de distance,...). Or, il
apparait que certains types de condensats peuvent y être interprétés comme des géométries classiques
homogènes de type cosmologiques. Moyennant l’ajout d’un terme cinétique assez général, l’évolution
de ces états conduit à une dynamique cosmologique très proche de celle de la LQC usuelle. Il s’agit
d’une remarquable approche pour dériver l’équation de Friedmann à partir d’une théorie de géométrie
quantique possiblement fondamentale. Le calcul explicite repose sur une approximation de type hydro-
dynamique. Strictement parlant, la Group Field Theory permet d’obtenir dans le secteur géométrique
l’analogue de l’équation de Gross-Pitaevskii pour les condensats de Bose-Einstein [114, 115].

Notons également que la LQC est compatible avec l’introduction d’une constante cosmologique Λ
positive [116, 117] ou négative [118], la seule condition étant que la densité d’énergie associée à cette
constante soit plus faible que la densité critique ⇢c. En revanche la LQC, ou la LQG de manière plus
générale, ne prédit pour l’instant pas sa valeur, ce qui ne constitue pas nécessairement un problème
[119]. De plus l’idée que la constante cosmologique soit expliquée en termes de diffusion bruitée de
l’énergie depuis les degrés de liberté "basse énergie" de la physique des particules vers la granularité
fondamentale à l’échelle de Planck a été émise [120]. Le modèle fonctionne bien au niveau des ordres
de grandeur et offre une nouvelle perspective sur la constante cosmologique.

Remarque : Bien que l’essentiel de la LQC ait été développée dans le cadre de la formulation
Hamiltonienne de la théorie mère, des études portent également sur une théorie cosmologique basée sur
l’approche covariante. La dynamique des mousses de spin est néanmoins mieux adaptée au traitement
de questions conceptuelles qu’à la résolution de problèmes cosmologiques spécifiques car il est alors
nécessaire de pousser les expansions jusqu’à des ordres très élevés [121]. Globalement, les résultats
établis jusqu’alors corroborent les conclusions de la LQC.

10. Les Univers de Bianchi sont nommés ainsi d’après L. Bianchi qui avait effectué une classification des algèbres de
Lie réelles de dimension 3 utilisables en cosmologie pour classifier les espace-temps homogènes de dimension 3+1.
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Remarque : On peut également noter qu’en plus des corrections d’holonomie implémentée dans
l’approche semi-classique de la LQC développée dans cette thèse, il existe une seconde correction, dite
d’inverse-volume. Celle-ci est associée aux puissances inverses des densités de triades qui, quand elles
sont quantifiées, deviennent des opérateurs contenant "zéro" dans la partie discrète du spectre [32]. Ces
corrections sont néanmoins nettement moins bien comprises et contraintes que celles d’holonomies.
Pour ces raisons, nous ne les considérons pas ici.

3.2 Études portant sur le nombre d’e-folds d’inflation en cosmo-
logie quantique à boucles

Nous avons maintenant suffisamment d’outils en main pour savoir dans quel contexte se sont placés
une partie des travaux auxquels j’ai participé durant ma thèse.

Toujours en nous focalisant sur la composante homogène de l’Univers intéressons-nous à un
paramètre en particulier : le nombre d’e-folds N d’inflation. Pourquoi s’y intéresser ? Car pour savoir
si les spectres de puissance primordiaux scalaires et tenseurs sont compatibles avec les contraintes sur
nS et r il nous faut savoir quelle région (i.e quelle gamme de k comobiles) de ces spectres correspond
aux échelles observées par le satellite Planck. Or la position de cette fenêtre observable dépend du
nombre d’e-folds entre l’état initial de l’Univers et la recombinaison et donc du nombre d’e-folds

inflationnaires. C’est ce constat qui rend ce paramètre d’importance dès lors que l’on désire contraindre
et tester des modèles physique inflationnaires ou pré-inflationnaires à partir des données sur le CMB.
En cosmologie standard N 2

h
Nmin ' 60, 1014

i
11 et la valeur de ce paramètre peut varier sur près de

treize ordres de grandeur. Il est donc tout sauf contraint. Voyons son devenir en LQC.

3.2.1 Étude à caractère exhaustif du nombre d’e-folds d’inflation

Nous avons donc décidé de caractériser au mieux la manière dont la valeur de N varie en cosmolo-
gie quantique à boucles et ce en fonction des trois inconnues principales du modèle.

La première de ces inconnues correspond au taux d’anisotropies. Jusqu’ici nous avons toujours
considéré que l’Univers est isotrope aux grandes échelles et décrit par un espace-temps FLRW, ce
qui est une excellente approximation de son état au moment de la recombinaison. Or les anisotropies
évoluent comme 1/a6 et gagnent donc de plus en plus en importance lorsque l’on remonte dans le
passé, allant même jusqu’à dominer la dynamique au moment du rebond. Elles sont donc d’importance
primordiale dans tout modèle de cosmologie en rebond et c’est pourquoi les modèles de Bianchi I, II et
IX ont été étudiés en LQC. Dans notre travail nous avons implémenté les anisotropies en considérant
un Univers de type Bianchi I qui correspond à une généralisation de la métrique plate FLRW au cas où
chaque direction spatiale possède son propre facteur d’échelle. Il s’avère qu’en pratique la majeure
partie des résultats physiques obtenus avec d’autres types d’univers anisotropes correspondent à ceux
obtenus avec un Univers de type Bianchi I. Bien que simple ce modèle rend donc très bien compte des
effets dus aux anisotropies.

La seconde inconnue est liée à la manière de mettre les conditions initiales, tant pour le contenu
en matière que pour le fond lui même. Deux écoles de pensée prédominent. Dans la première les

11. La borne supérieure est estimée en considérant une densité d’énergie initiale valant celle de Planck.
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conditions initiales sont placées au moment du rebond. Ce choix est discutable d’une part car la
dynamique est à ce moment là totalement dominée par les effets quantiques et c’est donc à ce moment
là qu’elle est le moins bien retranscrite par l’approche effective utilisée. D’autre part car il n’y a (à notre
connaissance) aucun paramètre sur lequel il est possible de mettre des conditions initiales issues d’une
intuition physique. Comme expliqué plus en détails dans l’article qui suit la situation est différente
si les conditions initiales sont placées avant le rebond, dans la phase classique décrivant l’Univers
en contraction. À ce moment là un paramètre sur lequel il est possible de définir une fonction de
distribution de probabilité de l’état initial ayant un sens physique émerge. En effet dans ce régime
l’équation de Klein-Gordon qui dicte l’évolution du champ scalaire se simplifie pour devenir celle d’un
simple oscillateur-harmonique. Il semble donc raisonnable de choisir comme condition initiale pour le
contenu en matière une fonction de distribution de probabilité (ou PDF) plate entre 0 et 2⇡ pour la
phase initiale de ce champ. De plus il a été montré [122] que la forme de cette PDF est conservée dans
le temps (tant que le régime reste classique). Nul besoin donc de définir un instant privilégié. Bien qu’il
soit de notre point de vue favorable de placer les conditions initiales dans la phase classique pré-rebond
nous avons tout de même considéré les deux possibilités afin d’être le plus exhaustif possible.

Enfin la dernière grande inconnue du modèle est tout simplement la forme que doit prendre le
contenu en énergie de l’Univers, qui n’est pas du tout prédite par la théorie. Le contenu dominant
de l’Univers à haute énergie (tant dans la phase d’expansion que dans la phase de contraction) étant
supposé donné par un champ scalaire la question de savoir quel contenu en énergie considérer se
résume au choix de la forme du potentiel d’inflaton. Pour cette étude nous avons choisi différents
potentiels parmi les plus favorisés par Planck 12.

La manière dont N varie en cosmologie quantique à boucles pour un Univers Bianchi I, avec un
potentiel quadratique du champ d’inflaton et des conditions initiales placées dans la phase classique en
contraction avait déjà été étudiée par L. Linsefors et A. Barrau dans [123]. Nous élargissons ici leur
étude en considérant d’autres formes du potentiel d’inflaton plus en accord avec les observations et
des conditions initiales pouvant également être mises au rebond. Ceci afin d’avoir un caractère plus
exhaustif et de mieux cerner la manière dont le nombre d’e-folds inflationnaires varie en LQC.

12. Nous avons également considéré le cas du potentiel quadratique qui, bien que non favorisé par les observations, reste
un cas de référence intéressant à regarder, ne serait-ce que par but comparatif avec d’autres études.
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I. INTRODUCTION

Loop quantum gravity (LQG) is a promising attempt to

perform a nonperturbative background-invariant quantiza-

tion of general relativity (GR). General reviews can be

found, e.g., in [1–10]. Loop quantum cosmology (LQC) is

a quantum theory inspired by LQG that takes into account

the cosmological symmetries. Some recent reviews can be

found, e.g., in [11–22]. The status of perturbations in LQC

is still not fully clear. On the one hand, the deformed

algebra approach, which puts the emphasis on the con-

sistency of the effective gauge theory, has been investigated

in detail (see, e.g., [23–29]). On the other hand, the dressed

metric approach, which puts the emphasis on the quantum

treatment of the background and the perturbations, has been

pushed forward (see, e.g., [30–32]). Other attempts have

also been suggested, for example in [33] and [34]. At this

stage, there is no wide consensus on LQC predictions for

the primordial power spectra although some general trends

can be underlined [35].

Concerning the dynamics of the LQC background

however, different approaches lead to the very same

dynamical equations, underlining the robustness of the

model. The effective modified Friedmann equation,

H2 ¼
κ

3
ρ

!

1 −
ρ

ρc

"

; ð1:1Þ

is one of the general predictions of LQC. In this equationH
stands for the Hubble parameter, ρ for the energy density,

ρc ∼ ρPl for the maximum energy density, and κ ¼ 8π.

Beyond the standard Hamiltonian LQC calculation, the

above equation has even been rederived in quantum

reduced loop gravity [36] and in group field theory

[37,38] (with a possible slight shift in the bounce energy).

In this article, we focus on this robust background

dynamics. Remarkably, in this cosmological paradigm,

inflation occurs naturally, this being a consequence of

the strong attractor status of its solutions when one

considers a scalar field as the content of the Universe.

Probably, the most interesting output of the LQC frame-

work is that the duration of inflation itself can, to some

extent, be predicted.

Still, even at the background level, three main uncer-

tainties remain to be addressed systematically. The first

one is the way to choose initial conditions. There are two

schools of thought: one sets them in the remote past of the

contracting branch, and the other one sets them at the

bounce. The important question here is not related with

the conditions themselves (they are in a one-to-one

correspondence with one another), but with the variable

to which a known (and presumably flat) probability

distribution function (PDF) can be assigned. This is an

important conceptual issue that will be discussed later in

this article. The second uncertainty is associated with the

amount of anisotropic shear at the bounce. As it will be

diluted very fast during the expansion it might be very

high at the bounce and remain compatible with observa-

tional data. In this study, we focus on the Bianchi I

dynamics and consider different contributions from the

shear. Since anisotropies scale as a−6 in a Bianchi I

universe, a being the scale factor, they inevitably grow

during the contracting phase and they are expected to play

an important role in any bouncing model. The third main

uncertainty is associated with the inflaton potential as

LQG does not make any predictions concerning the matter

content of the Universe. So far, the status is unclear and

the matter content has to be assumed independently. In

this paper we focus on four different potentials which are

favored by the latest Planck results [39].
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II. FORMALISM

The metric for a homogeneous Bianchi I universe is

given by

ds2 ¼ −dt2 þ a2
1
dx2 þ a2

2
dy2 þ a2

3
dz2: ð2:1Þ

Anisotropies appear through three independent direc-

tional scale factors fa1; a2; a3g.
The spatial hypersurface Σ of this spacetime has an R

3

topology. Since it is not compact, many spatial integrals

will diverge, but one can use the fundamental property of

homogeneous spaces to restrict the study to a fiducial cell V

on the spatial manifold which will not appear in the final

results. Its finite fiducial volume is given by V0 ¼ l1l2l3,
and its edges are chosen to lie along the fiducial ortho-

normal triads eai
∘

. Fiducial orthonormal cotriads ωi
a

∘

are also

introduced in a such a way that the fiducial spatial metric

can be written as q
∘

ab ¼ ωi
a

∘

ω
j
b

∘

δij. The Ashtekar connection

Ai
a and the densitized triads Ea

i can be reduced using the

symmetries of the spatial manifold of the homogeneous

Bianchi I spacetime:

Ai
a ¼ ciðliÞ

−1ωi
a

∘

and Ea
i ¼

pili

V0

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

detðq
∘

abÞ

q

eai
∘

; ð2:2Þ

where the coefficients ci and pi are the symmetry-reduced

coefficients of the Ashtekar connection and of the densi-

tized triad. They form a canonical set with the following

Poisson brackets:

fci; pjg ¼ κγδij; ð2:3Þ

where γ ¼ 0.2375 is the Barbero-Immirzi parameter whose

value has been obtained by evaluating the black hole

entropy in LQG [40]. The specific choice of this parameter

is still a source of debates, but the precise numerical value

is not fundamental for the study presented here (the

γ-dependence of the energy density available at the bounce

is quite trivial).

The pi coefficients can be expressed in terms of the

cosmological directional scale factors:

8

<

:

p1 ¼ ϵ1l2l3ja2a3j;
p2 ¼ ϵ2l1l3ja1a3j;
p3 ¼ ϵ3l1l2ja1a2j;

ð2:4Þ

where ϵi ¼ %1 depending on the orientation of the triads.

Without any loss of generality, we fix ϵi ¼ þ1 and li ¼ 1,

leading to V0 ¼ 1.

The directional scale factors can be written in terms of

the reduced densitized triads:

a1 ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

p2p3

p1

r

; and cyclic expressions; ð2:5Þ

leading to the directional Hubble parameters,

H1 ≔
_a1

a1
¼ −

_p1

2p1

þ
_p2

2p2

þ
_p3

2p3

;

and cyclic expressions; ð2:6Þ

where the dots refer to derivatives with respect to cos-

mic time.

We define a mean scale factor,

a ≔ ða1a2a3Þ
1=3; ð2:7Þ

in order to obtain a mean Hubble parameter

H ≔
_a

a
¼

1

3
ðH1 þH2 þH3Þ: ð2:8Þ

The classical evolution of the metric is given by the

following Hamiltonian:

H ¼ HGravðci; piÞ þHMðpi;Φ; πÞ; ð2:9Þ

where Φ is a scalar field, and π is its conjugate momentum.

The gravitational and matter Hamiltonians are respectively

given by [41]

HGrav ¼ −
N

κγ2
ða1c2c3 þ a2c1c3 þ a3c1c2Þ; ð2:10Þ

and

HM ¼ N
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

p1p2p3

p
ρ; ð2:11Þ

where N is the lapse function.

Quantization of the above cosmological model within

the lines of LQC requires the introduction of holonomy

corrections. At the effective level, this procedure basically

consists of the following replacement:

ci →
sinðμ̄iciÞ

μ̄i
; ð2:12Þ

where μ̄i are given by

μ̄i ¼
λ

ai
; ð2:13Þ

with λ ¼
ffiffiffiffi

Δ
p

¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

4
ffiffiffi

3
p

πγ

q

, the square root of the minimum

eigenvalue of the area operator in LQG.
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We introduce three fundamental parameters hi:

hi ≔ μ̄ici ¼
λci
ai

: ð2:14Þ

Those three parameters are gauge-invariant variables

which can be interpreted as the classical limits of the

quantum equivalents of the directional Hubble parameters.

After implementing the holonomy corrections, the effective

gravitational Hamiltonian becomes

HGrav ¼ −
N

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

p1p2p3

p

κγ2λ2
½sinðh1Þ sinðh2Þ

þ sinðh2Þ sinðh3Þ þ sinðh1Þ sinðh3Þ': ð2:15Þ

Besides, the functional form of the matter Hamiltonian

does not get changed as the matter Hamiltonian does not

depend on the ci coefficients. We therefore assume that it

remains unchanged by the quantization procedure.

Following the pioneering work of [42] and rewriting the

effectively quantized Hamiltonian constraint, H ¼ 0, one

can find the generalized Friedmann equation for a Bianchi I

universe with holonomy corrections [43]:

H2 ¼ σ2Q þ
κ

3
ρ − λ2γ2

!

3

2
σ2Q þ

κ

3
ρ

"

2

; ð2:16Þ

where σ2Q corresponds to the quantum shear and can be

expressed in terms of the hi coefficients:

σ2Q ≔
1

3λ2γ2

!

1 −
1

3
½cosðh1 − h2Þ

þ cosðh2 − h3Þ þ cosðh3 − h1Þ'

"

: ð2:17Þ

It should be stressed that the way anisotropies are defined

here, in agreement with [43], differs from the usual

cosmological definition. Upper limits for ρ and σ2Q can

easily be obtained by requiring H2 > 0 in Eq. (2.16):

ρ ≤ ρc ¼
3

κλ2γ2
; obtained when σ2Q ¼ 0; ð2:18Þ

σ2Q ≤ σ2Qc
¼

4

9λ2γ2
; obtained when ρ ¼ 0: ð2:19Þ

The dynamics of the pi-functions is given by

_p1 ¼
1

N
fp1;Hg ¼

p1

γλ
cosðh1Þ½sinðh2Þ þ sinðh3Þ';

and cyclic expressions: ð2:20Þ

From this, the classical directional Hubble parameters,

Hi, can be expressed as functions of the hi’s:

H1 ¼ −
_p1

2p1

þ
_p2

2p2

þ
_p3

2p3

¼
1

2γλ
½sinðh1 − h2Þ þ sinðh1 − h3Þ þ sinðh2 þ h3Þ';

and cyclic expressions: ð2:21Þ

The total Hubble parameter then reads

H ¼
1

6γλ
½sinðh1 þ h2Þ þ sinðh1 þ h3Þ þ sinðh2 þ h3Þ':

ð2:22Þ

In the same way, the dynamics of the hi’s is given by the
following equations:

_h1 ¼
1

N
fh1;Hg

¼
1

2γλ
½ðh2 − h1Þðsinðh1Þ þ sinðh3ÞÞ cosðh2Þ

þ ðh3 − h1Þðsinðh1Þ þ sinðh2ÞÞ cosðh3Þ'

−
κγλ

2
ðρþ PÞ and cyclic expressions; ð2:23Þ

where the pressure P is defined to fulfill the continuity

equation _ρ ¼ 3Hðρþ PÞ.
In this study, the matter content of the Universe is

assumed to be a scalar field ΦðtÞ. Its evolution is given by

the Klein-Gordon equation:

Φ̈þ 3H _Φþ
dV

dΦ
¼ 0: ð2:24Þ

The previous equations drive the dynamics of the

system. They are the basis for the subsequent simulations.

III. SIMULATIONS

A. Description of the chosen potentials

For the purpose of this study, we choose four different

potentials, which are all in good agreement with the most

recent Planck data [39] as far as standard cosmological

models are concerned.

(i) The most common potential when dealing with

slow-roll inflation is the quadratic one:

VðΦÞ ¼
1

2
m2

Φ
2: ð3:1Þ

Although it is not the best fit to the most recent CMB

measurements, a massive scalar field is very useful

in order to compare different approaches. For this

potential, we fix mquadratic ¼ 1.21 × 10−6mPl, as

suggested by the Planck data [39].
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(ii) The large tensor-to-scalar ratio r initially reported

by BICEP2 [44] can be generated by an inflation

based on a simple monomial effective potential

VðΦÞ ∝ Φ
p. Although the initial analysis was

shown to be incorrect and values p > 2 are now

strongly disfavored by Planck [39], some values of

p < 2, like p ¼ 2=3, p ¼ 1 or p ¼ 4=3 are still in

good agreement with the data. In addition to the

quadratic potential previously mentioned, we there-

fore explore the LQC dynamics with the potential

associated with p ¼ 1:

VðΦÞ ¼ Λ
3ϒjΦj; ð3:2Þ

with the following parametrization:Λ ¼ 1.23 × 10−3

and ϒ ¼ 1.22 × 10−1 [45]. The mass of the scalar

field with this potential is given by mmonomial;p¼1 ∼

Λ ×ϒ ∼ 1.50 × 10−4mPl [45].

(iii) Inflation can also be motivated by supergravity and

string theory. In the context of type IIB string

compactifications, and with a simple string model

of inflation, the effective inflaton potential is well

approximated by [46]

VðΦÞ≃
C2

hνi10=3
$

:ð3 − RÞ − 4

!

1þ
1

6
R

"

e
− Φ
ffiffi

3
p

þ

!

1þ
2

3
R

"

e
−4Φ
ffiffi

3
p
þ Re

2Φ
ffiffi

3
p
:

%

; ð3:3Þ

where the following parametrization has been

chosen: C2 ¼ 5157.35, R ¼ 2.3 × 10−6 and hνi ¼
1709.55 [46]. The mass mstringy ¼ 5.87 × 10−4mPl

of the inflaton field is given by the curvature of the

potential around its minimum V 00ð0Þ. Although this

study is focused on LQG, we investigate this string-

inspired potential as a good phenomenological

description of inflation.

(iv) The last potential we will focus on is the Starobinsky

potential. Even if the statistical significance of this

statement is to be taken with care, models with the

Starobinsky potential have the best accordance [47]

with observational data [39]. The potential is given by

VðΦÞ ¼
3m2

4κ

&

1 − e−
ffiffiffi

2κ
3

p
Φ

'

2

: ð3:4Þ

The mass value for this potential is fixed to be

mStarobinsky ¼ 2.51 × 10−6mPl [48].

The shapes of the string-inspired potential and of the

Starobinsky potential are displayed in Fig. 1.

B. Duration of slow-roll inflation

Once the inflaton potential VðΦÞ has been chosen, the

key question to address is the one of the associated duration

of inflation for the given initial conditions.

For this purpose, we express the number of e-folds of
slow-roll inflation as the integral

N ¼

Z

af

ai

d lnðaÞ ¼

(

(

(

(

Z

Φf

Φi

1
ffiffiffiffiffiffiffiffi

2ϵV
p ffiffiffi

κ
p dΦ

mPl

(

(

(

(

: ð3:5Þ

In this expression, Φi stands for the value of the scalar
field at the beginning of the slow-roll phase and Φf is such

that ϵVðΦfÞ ¼ 1, where

ϵVðΦÞ≡
1

2κ

!

V ;Φ

V

"

2

m2

pl ð3:6Þ

is the first slow-roll parameter which is equivalent to the
first Hubble flux parameter under slow-roll assumptions.

This expression for N leads to the following results for

the different potentials considered in this study:

Quadratic potential∶ N ¼ 2πΦ2
i −

1

2
; ð3:7Þ

Linear potential∶ N ¼ 4πΦ2
i −

1

4
; ð3:8Þ

Starobinsky potential∶

N ¼
3

4
ln

!

1þ
2
ffiffiffi

3
p

"

−
3

4

!

1þ
2
ffiffiffi

3
p

"

−

ffiffiffiffiffi

3κ

8

r

Φi þ
3

4
e

ffiffiffi

2κ
3

p
Φi : ð3:9Þ

In the case of the string theory potential the integral is
computed numerically.

5 10
mPl

2

4

6

8

10

V 10
7

mPl
4

0.5

1.

1.5

2.

1 0 1 2 3 4
mPl

V 10
13

mPl
4

FIG. 1. Upper panel: String-theory-inspired inflaton potential

according to the chosen parametrization. Lower panel: Starobin-

sky potential for a mass of the inflaton field mStarobinsky ¼
2.51 × 10−6mPl.
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The last ingredient needed to fully describe the dynamics

of the Universe is the choice of a set of initial conditions. As

mentioned in the Introduction, there are two main schools of

thought about the way to implement initial conditions in

LQC. The first line of thought [49,50] follows the argumen-

tation that setting initial conditions in the remote past makes

sense since it is the classical phase where physics is well

under control, and this is logically consistent if causality is to

be taken seriously. In addition, there is then a variable to

which a flat PDF can naturally be assigned: the phase of the

oscillations of the scalar field. This flat PDF is, in addition,

preserved over time when quantum corrections remain

small. The other point of view [51] is to set initial conditions

at the bounce,which is the only specialmoment in the cosmic

history. The relevant variable to which one can assign a flat

PDF is then the fraction of potential energy at the bounce. In

the following, wewill study both possibilities and investigate

the effects of anisotropies in each case. We will, however,

argue that setting initial conditions in the remote past is in our

opinion more consistent.

C. Initial conditions in the remote past

Using a Taylor expansion, we assume that all potentials

can be approximated by a quadratic form far enough from the

bounce in the classical contracting phase. This is possible

becausewhen the energy density is very small, as expected in

the remote past of the prebounce branch, the field is near the

bottom of its potential.

1. Initial conditions for the matter sector

In order to describe the evolution of the scalar field, we

introduce two dynamical parameters, the potential energy

parameter x and the kinetic energy parameter y, defined by

xðtÞ ≔

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

VðΦÞ

ρc

s

; yðtÞ ≔

ffiffiffiffiffiffiffi

_Φ
2

2ρc

s

: ð3:10Þ

They satisfy

x2ðtÞ þ y2ðtÞ ¼
ρðtÞ

ρc
: ð3:11Þ

In the case of the quadratic potential, xðtÞ becomes

xðtÞ ¼
mΦðtÞ

ffiffiffiffiffiffiffi

2ρc
p : ð3:12Þ

The Klein-Gordon equation (2.24) can therefore be

written as
)

_x ¼ my;

_y ¼ −3Hy −mx:

The evolution of the scalar field is driven by two

different time scales: the classical one 1=m, and the

quantum one 1=
ffiffiffiffiffiffiffiffiffi

3κρc
p

. The ratio of these two time scales

is given by

Γ ≔
m
ffiffiffiffiffiffiffiffiffi

3κρc
p : ð3:13Þ

In the classical phase before the bounce, we assume that

the following conditions are satisfied:

HðtÞ < 0; σ2QðtÞ ≪
κ

3
ρðtÞ and

ffiffiffiffiffiffiffiffi

ρðtÞ

ρc

s

≪ Γ:

ð3:14Þ

As long as the assumption
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

ρ=ρc
p

≪ Γ holds, the Klein-

Gordon equation (2.24) reduces to the one of a simple

harmonic oscillator, and x and y are thus given by

8

<

:

xðtÞ≃
ffiffiffiffiffiffi

ρð0Þ
ρc

q

sinðmtþ δÞ;

yðtÞ≃
ffiffiffiffiffiffi

ρð0Þ
ρc

q

cosðmtþ δÞ:
ð3:15Þ

The δ-parameter, i.e. the phase of the oscillating scalar

field, plays an important role in this study. Still under the

hypothesis given byEq. (3.14), and by using the derivative of

the Friedmann equation restricted to lowest order terms in x
and y, one obtains the expression for the energy density:

ρðtÞ≃ ρc

!

Γ

α

"

2
$

1 −
1

2α

!

mtþ
1

2
sinð2mtþ 2δÞ

"%

−2

;

ð3:16Þ

where α is a free parameter set to ensure that Eq. (3.14)

remains valid. It has been shown in [52] that the shape of the

PDF of the duration of slow-roll inflation does not depend on

the value of α as long as it is high enough. For the purpose of

this study, we have chosen α ¼ 17=4π þ 1. This value

induces enough oscillations of the field in the contracting

phase (more than 10) and is convenient to derive analytical

solutions in the case of the quadratic potential.

Setting t ¼ 0 in Eqs. (3.18) and (3.16) gives the initial

conditions for the matter sector:

(

Φð0Þ ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

2ρð0Þ
p

sinðδÞ=m;

_Φð0Þ ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

2ρð0Þ
p

cosðδÞ;
ð3:17Þ

and

ρð0Þ ¼ ρc

!

Γ

α

"

2
$

1 −
1

4α
sinð2δÞ

%

−2

: ð3:18Þ

Since we have no constraint on the initial PDF of the

quantumshearσ2Qð0Þ, except that itmust fulfill Eq. (3.14),we

express the initial quantum shear as a fraction of the initial

energy density:

σ2Qð0Þ ¼ f
κ

3
ρð0Þ: ð3:19Þ

The parameter f ≪ 1 represents the ratio of the initial

quantum shear over the initial energy density.
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For fixed values of α and f, the only free variable which

remains to be chosen in order to fix the initial parameters

fΦð0Þ; _Φð0Þ; ρð0Þ; σ2Qð0Þg completely is the initial phase of

the scalar field δ. The question of how to fix δ is therefore

crucial to determine the dynamics. The most reasonable

PDF choice for the δ-parameter is a flat one, since the phase

of the field is purely contingent without any physically

preferred value. Most importantly, as shown in [52], and as

explained before, this PDF is preserved over time as long as

one does not approach the bouncing phase. The fact that

there exists a specific variable to which a physically well-

motivated PDF can be assigned is a very important feature

of the model. This is the main reason why predictions for

the duration of inflation can be made.

2. Initial conditions for the background dynamics

Far before the bounce, one can approximate Eqs. (2.17)

and (2.22) by their Taylor development at first order. This

leads to the following initial conditions:

Hð0Þ≃
1

3γλ
ðh1ð0Þ þ h2ð0Þ þ h3ð0ÞÞ; ð3:20Þ

and

σ2Qð0Þ≃
1

18γ2λ2
½ðh1ð0Þ − h2ð0ÞÞ

2 þ ðh1ð0Þ − h3ð0ÞÞ
2

þ ðh2ð0Þ − h3ð0ÞÞ
2': ð3:21Þ

We define a symmetry variable for the anisotropy:

S ≔
ðh2 − h1Þ − ðh3 − h2Þ

ðh3 − h1Þ
: ð3:22Þ

Without any loss of generality, we choose the following

labeling,

h1 ≤ h2 ≤ h3; ð3:23Þ

such that 0 ≤ jSj ≤ 1.

Solving Eqs. (3.20) and (3.21) with Eq. (3.22) provides

the initial conditions for the hi-parameters:

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

h1ð0Þ≃ γλHð0Þ − γλ 3þS
ffiffiffiffiffiffiffiffi

3þS2
p

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

σ2Qð0Þ
q

;

h2ð0Þ≃ γλHð0Þ þ γλ 2S
ffiffiffiffiffiffiffiffi

3þS2
p

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

σ2Qð0Þ
q

;

h3ð0Þ≃ γλHð0Þ þ γλ 3−S
ffiffiffiffiffiffiffiffi

3þS2
p

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

σ2Qð0Þ
q

:

ð3:24Þ

Since it has been shown in [50] that the value of S has no

influence on the duration of slow-roll inflation, it will be set

to zero in the following.

Finally, the initial Hubble parameter can also be

expressed as

Hð0Þ ¼ −

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

σ2Qð0Þ þ
κ

3
ρð0Þ − λ2γ2

!

3

2
σ2Qð0Þ þ

κ

3
ρð0Þ

"

2

s

:

ð3:25Þ

Equations (3.30) and (3.25) define the initial conditions

for the background dynamics.

3. Simulations

The histograms in the first columns of Figs. 2, 3, 4 and 5

are estimators of the PDFs of the duration of slow-roll

inflation, with respect to the measure dN, and for different

values of the initial rate of anisotropies: f ¼ 0, f ¼ 10−4

and f ¼ 10−2. They tend toward the real PDFs in the limits

Δδ → 0 and ΔN → 0. The second columns of those figures

represent the duration of inflation as a function of the initial

phase of the inflaton field for a given value of f. This
investigation has already been performed for a quadratic

potential [50], and it was shown that, as anisotropies grow

up, the mean value of the PDF for the number of e-folds
decreases. We recover this result in Fig. 2. For high

amounts of shear, the distribution becomes bimodal, one

FIG. 2. Quadratic inflaton potential with initial conditions set

before the bounce. Left column: Probability distribution func-

tions for the number of e-folds of inflation. Right column:

Number of e-folds of inflation as a function of the initial phase

of the inflaton field. Upper panels: Isotropic universe f ¼ 0.

Middle panels: Anisotropic universe, f ¼ 10−4. Lower panels:

Anisotropic universe, f ¼ 10−2.
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side corresponding to “energy-dominated” bounces and the

other one to “shear-dominated” bounces.

An important comment is here in order. When consid-

ering models leading to very high numbers of e-folds, a
logarithmic scale is useful for a better visualization of the

full dynamics. In this case, however, the usual PDF

normalization fails to capture the most important feature.

The standard normalization is indeed such that the sum of

the contents of each bin multiplied by its width is equal

to 1. With this choice, the contents of the last bins—when

using a log scale—will be very suppressed in the plot just

because the width is large, thus giving the wrong feeling

that a high number of e-folds is improbable. For this reason,

when using a logarithmic scale, we superimpose on each

plot the PDF and what we call the probability estimator

function (PEF). This estimator uses a normalization such

that the sum of the contents of the bins is unitary. Although

not strictly a PDF this estimator is more intuitive and allows

the reader to immediately see what is the most probable

number of e-folds. We recommend to base the conclusions

on the PEF rather than on the PDF when both are given.

When using linear scales, both estimators coincide (with

just a different y scale). To avoid making the text too heavy

we use the term PDF as a generic one in the following.

However, when a log scale is used on the plot, the trend

which is mentioned will appear more clearly on the PEFs.

When a PDF is represented alone on a plot it is always a

solid line; however when it is superimposed with a PEF,

the PDF is then represented as a dotted line to emphasize

the clearer interpretation of the PEF.

It can be seen in Figs. 3, 4 and 5 that this trend also

appears for the other potentials. This, however, is not

surprising when considering models with anisotropic shear:

the three scale factors associated to the three spatial

directions will not reach their minimum value at the same

time during the contraction phase. Thus, the maximum

amount of energy density available for the scalar field

during the bouncing phase will be lower than in the

isotropic case. The inflaton field will not be pushed along

its potential as far as in the isotropic case, leading to a

shorter phase of slow-roll inflation. The major effect of

anisotropies is therefore not a modification in the dynami-

cal equations of the Universe
1
but a shift in the maximum

amount of energy available for the scalar field at the

bounce. It is mainly this effect which leads to a smaller

number of e-folds of slow-roll inflation.
As explained above, one of the most important features

of LQC relies on the fact that the duration of slow-roll

inflation is well constrained when initial conditions are set

FIG. 3. Linear inflaton potential with initial conditions set

before the bounce. Left column: Probability distribution func-

tions for the number of e-folds of inflation. Right column:

Number of e-folds of inflation as a function of the initial phase

of the inflaton field. Upper panels: Isotropic universe f ¼ 0.

Middle panels: Anisotropic universe, f ¼ 10−4. Lower panels:

Anisotropic universe, f ¼ 10−2.

FIG. 4. String theory inflaton potential with initial conditions

set before the bounce. Left column: Probability distribution

functions for the number of e-folds of inflation. Right column:

Number of e-folds of inflation as a function of the initial phase of
the inflaton field. Upper panels: Isotropic universe f ¼ 0. Middle

panels: Anisotropic universe, f ¼ 10−4. Lower panels: Aniso-

tropic universe, f ¼ 10−2.

1
Since anisotropies scale as a−6, the dynamics is almost always

equivalent to the isotropic LQC one.
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in the contracting phase. This remains partially true when

anisotropies are taken into account, although the relative

widths of the PDFs increase and their mean values

decrease. It should however be emphasized that this

important feature of LQC is actually only true as long

as the inflaton potential is sufficiently confining. If one

considers for example the Starobinsky potential, as shown

in Fig. 5, the period of slow-roll inflation lasts much longer

compared to the cases with other potentials. This is because

of the large “plateau.” We recall here that this potential has

initially been introduced for quantum gravity reasons, and,

at the phenomenological level, for obtaining a long enough

phase of inflation, even when the energy density remains

small. However, the LQC dynamics automatically provides

highly energetic field configurations at the onset of

inflation. The inflaton field is therefore “pushed” far away

on the plateau, leading to a very long phase of slow-roll

inflation. The peak of the PDF (without shear) of the

number of e-folds around 150–200 e-folds, which is

generic for confining potentials in LQC, is now shifted

to very different values around 108.

In addition, the bimodal shape of the PDFs in the cases of

the string theory and of the Starobinsky potentials is due to

the fact that those two potentials are highly asymmetric, as

described in [46] and [48]. The low-N peaks correspond to

cases where the scalar field is negative at the beginning of

inflation, i.e. in the region where the potential is sharp.

On the other hand, the high-N peak corresponds to positive

values of the scalar field at the beginning of inflation, i.e.

where the potentials have a plateau.

It is important to underline that for all the considered

potentials, the way the number of e-folds varies with

respect to the phase δ is highly nontrivial. This is one of

the reasons why exhaustive simulations are necessary.

From the phenomenological viewpoint, it is worth stressing

that for all potentials but the Starobinsky potential, the

predicted number of e-folds, especially when anisotropies

are taken into account, is not much higher than the

minimum value favored by observations (around 70

e-folds). We want to stress that this provides an opportunity

to make quantum gravity effects potentially observable.

If inflation lasts much longer than 70 e-folds, physical
modes with the size of a Planck length at the bouncing time

become larger than the Hubble radius at present times,

which would make the detection of possible quantum

gravity effects very difficult, if not hopeless. But if inflation

was not much longer than 70 e-folds, an interesting

window opens up on LQC phenomenology.

D. Initial conditions at the bounce

In this section, we consider the case in which initial

conditions are set at the bounce (t ¼ 0 now refers to the

bouncing time). The variable to which a presumably known

PDFcanbe assigned is no longer the initial phase of the scalar

field δ, but the initial potential energy parameter xð0Þ. A flat

PDF will be assumed for xð0Þ, as in [51] and many historical

studies, although it is far less motivated than the flat PDF for

the δ-parameter used in the previous section.

The initial shear is still introduced as a fraction of the initial

energy density, σ2Qð0Þ ¼ fκ=3ρð0Þ, in order to be able to

properly compare the effects of anisotropies with what

happened in the previous case, where initial conditions were

set before the bounce. The initial value of f is obtained by

averaging its values over all phases at the bounce in the case

of initial conditions set in the remote past.

The value of the initial energy density can easily be

calculated:

Hð0Þ ¼ 0⇔ σ2Qð0Þ þ
κ

3
ρð0Þ

− λ2γ2
!

3

2
σ2Qð0Þ þ

κ

3
ρð0Þ

"

2

¼ 0⇔ ρð0Þ ¼ 3
f þ 1

κλ2γ2
1

ð1þ 3

2
fÞ2

: ð3:26Þ

To obtain the initial conditions for the hi-coefficients, we
fix one of them to hið0Þ ¼ nπ=2; n ∈ N; i ¼ 1, 2, 3 and the

two others [hjð0Þ and hkð0Þ, j, k ¼ 1, 2, 3, i ≠ j ≠ k] are

then fixed by the following constraints,

sinðh1 þ h2Þ þ sinðh1 þ h3Þ þ sinðh2 þ h3Þ ¼ 0; ð3:27Þ

FIG. 5. Starobinsky potential with initial conditions set before

the bounce. Left column: Probability distribution functions (and

PEFs when useful) for the number of e-folds of inflation. Right
column: Number of e-folds of inflation as a function of the initial
phase of the inflaton field. Upper panels: Isotropic universe

f ¼ 0. Middle panels: Anisotropic universe, f ¼ 10−4. Lower

panels: Anisotropic universe, f ¼ 10−2.
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and

cosðh1 − h2Þ þ cosðh1 − h3Þ þ cosðh2 − h3Þ

¼ 3 − 9f
f þ 1

ð1þ 3f=2Þ2
; ð3:28Þ

obtained from Eqs. (2.22) and (2.17). One of the hið0Þ’s
must be a multiple of π; otherwise solutions to this system

are nonreal.

Figures 6 and 7 display the results of the simulations

obtained for the quadratic and the linear potentials, for

positive values of Φð0Þ and _Φð0Þ. It is clear that anisot-

ropies have no significant effects on the shapes of the

probability distribution functions for N. However, the mean

value of N decreases when f increases, similar to the

behavior of N when initial conditions are set in the

prebouncing phase. This is not surprising since the major

effect of the shear is a decrease in the energy density

available for the scalar field at the bounce. It should also be

underlined that N increases significantly when xð0Þ grows
up. Those large values of N were nearly never reached in

the previous scenario, when initial conditions are set before

the bounce, because a very high level of fine-tuning of the

initial phase δ would have been required to generate a

nontiny value of xð0Þ. Obviously, the duration of inflation

is less constrained when initial conditions are set at the

bounce with a flat PDF on xð0Þ. The total number of e-folds

is much higher than N⋆ ∼ 60–70 which would correspond

to visible inflation.

It should be underlined that a flat PDF for xð0Þmay not be

relevant when setting initial conditions in the case of non-

symmetric potentials, such as the string theory potential or

the Starobinsky potential. For those potentials, a given value

of VðΦÞ corresponds to two different values of jΦj, and
consequently to two different evolutions of the scalar field.

The case of the string theory potential is presented in

Fig. 8. Positive values of Φð0Þ and _Φð0Þ were chosen in

order to probe the right part of the potential, and in order to

be comparable with the two previous potentials. The first

two lines show that in the cases f ¼ 0 and f ¼ 0.31, the

duration of slow-roll inflation does not vary a lot with xð0Þ.
This behavior is due to the fact that for nearly all the

displayed values of xð0Þ, the value of the potential energy at
the beginning of the slow-roll phase is higher than the

plateau. On the third line, however, the amount of shear

becomes high enough so that, at low xð0Þ, the potential

energy becomes lower than the plateau. This implies much

shorter durations of inflation.

The case of the Starobinsky potential is slightly more

complicated. The initial value of the inflaton fieldΦð0Þ can
be expressed as a function of xð0Þ:

Φð0Þ ¼ −

ffiffiffiffiffi

3

2κ

r

log

!

1 ∓

ffiffiffiffiffiffiffiffiffi

4κρc

3m2

r

xð0Þ

"

; ð3:29Þ

FIG. 6. Quadratic inflaton potential with initial conditions set at

the bounce and positive values of Φð0Þ and _Φð0Þ. Left column:

Probability distribution functions (and PEFs) for the number of

e-folds of inflation. Right column: Number of e-folds of inflation
as a function of x0. Upper panels: Isotropic universe f ¼ 0.

Middle panels: Anisotropic universe, f ¼ 0.57. Lower panels:

Anisotropic universe, f ¼ 118.

FIG. 7. Linear inflaton potential with initial conditions set at the

bounce and positive values of Φð0Þ and _Φð0Þ. Left column:

Probability distribution functions (and PEFs) for the number of

e-folds of inflation. Right column: Number of e-folds of inflation
as a function of x0. Upper panels: Isotropic universe f ¼ 0.

Middle panels: Anisotropic universe, f ¼ 8.73 × 10−2. Lower

panels: Anisotropic universe, f ¼ 288.
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where the “minus” solution in the logarithm corresponds to

positive values of Φð0Þ whereas the “plus” solution

corresponds to negative ones. If we consider positive

values of Φð0Þ, a specific value of xð0Þ appears:

xcð0Þ ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffi

3m2

4κρc

s

¼ 6.77 × 10−7: ð3:30Þ

It corresponds to the value of xð0Þ for which the potential
energy is equal to the value of the plateau of the poten-

tial: xcð0Þ ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffi

Vplate

ρc

q

.

We distinguish two cases:

(i) xð0Þ < xcð0Þ: For those values of xð0Þ, the initial

potential energy density at the bounce is lower than

the plateau. As mentioned previously, a single value

of V corresponds to two different values ofΦ, one of

them being positive and the other one negative.

(ii) xð0Þ > xcð0Þ: These values of xð0Þ correspond to

potential energy densities which are higher than the

plateau. For a given value of V, there is now only one

negative value of Φ.

Since xcð0Þ ≪ 1, if one wants to vary xð0Þ between 0

and 1, and probe the plateau part of the potential, it is

necessary to take negative values of Φð0Þ, together with

positive values of _Φð0Þ. It remains possible to probe

the plateau with positive values of Φð0Þ and _Φð0Þ if

xð0Þ ∈ ½0; xcð0Þ'. It should be noticed that, if initial con-

ditions are set in the contracting phase, positive values of

the field at the bounce are highly favored in the isotropic

case, and remain favored in the presence of anisotropic

shear, as shown in Fig. 5.
2
We therefore choose to show

some results associated with Φð0Þ and _Φð0Þ with xð0Þ ∈
½0; xcð0Þ' in Fig. 9. It can be seen that without shear the

inflaton field is pushed far away on the plateau, leading to

large numbers of e-folds. However, when the initial shear is
nonvanishing, the energy density which remains available

for the scalar field is smaller, such that the field cannot

reach the plateau anymore. This leads to a shorter slow-roll

phase. It is difficult to probe the plateau with a flat PDF for

xð0Þ if anisotropies are taken into account. Since the

cosmological interest of the Starobinsky potential is mostly

associated with the plateau, this means that setting initial

conditions at the bounce, at least in the presented way, is

not very relevant in this case.

From the viewpoint of phenomenology, it is important

to notice that the predicted number of e-folds, if initial

conditions are believed to be set at the bounce, is generi-

cally very high. Unless a huge amount of fine-tuning is

applied, the observation of possible quantum gravity effects

in the CMB is virtually impossible. Only in the case of a

FIG. 8. String-theory inflaton potential with initial conditions

set at the bounce and positive values of Φð0Þ and _Φð0Þ. Left
column: Probability distribution functions (and PEFs when

useful) for the number of e-folds of inflation. Right column:

Number of e-folds of inflation as a function of x0. Upper panels:
Isotropic universe f ¼ 0. Middle panels: Anisotropic universe,

f ¼ 0.31. Lower panels: Anisotropic universe, f ¼ 355.

FIG. 9. Starobinsky inflaton potential with initial conditions set

at the bounce and positive values ofΦð0Þ and _Φð0Þ. Left column:

Probability distribution functions (and PEFs when useful) for the

number of e-folds of inflation. Right column: Number of e-folds
of inflation as a function of x0. Upper panels: Isotropic universe
f ¼ 0. Middle panels: Anisotropic universe, f ¼ 3.87. Lower

panels: Anisotropic universe, f ¼ 28.0.

2
In most cases, the field has the same sign at the bounce and at

the beginning of the slow-roll phase.
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strongly shear-dominated bounce does the number of

e-folds become close to the observational bound.

The usually much smaller number of e-folds of inflation
when initial conditions are set in the classical prebounce

phase can be understood as follows: setting initial con-

ditions, i.e. fixing the initial phase of the inflaton field,

when the energy density is very small leads—for almost all

values of the phase—to solutions without deflation. This

has already been (implicitly) shown in the frame of

standard cosmology by Gibbons and Turok [53] and the

consequences of these results for LQC were explained in

detail in [54]. Solutions to the given set of differential

equations without deflation cannot bring the field to high

values at the bounce, since the accelerated contraction stops

almost immediately. One therefore encounters a kinetic-

energy dominated bounce which subsequently leads to a

small number of e-folds, as shown in Fig. 2 of [54]. On the
other hand, varying the value of the field at the bounce—

hence making potential-energy dominated bounce scenar-

ios likely—results in very large numbers of e-folds for

many solutions. The above arguments were shown for the

quadratic potential, but they still hold for the linear

potential and the string-theory-inspired potentials. Taking

anisotropies into account makes the energy density avail-

able for the scalar field even smaller and subsequently

decreases the resulting number of e-folds for a particular

solution.

IV. DISCUSSION AND CONCLUSION

A. Discussion

Let us begin by discussing the issue of the best choice for

initial conditions. If the word “initial” is taken in its literal

sense, it is certainly reasonable to set them in the remote

past and respect the causal evolution of the system. As

shown in [49], the evolution across the bounce is not time

symmetric. From the mathematical viewpoint this is how-

ever not necessary and some physical arguments are

required. It seems to us that assigning a flat PDF to the

phase of the field in the remote past of the contracting

branch is a better choice than assigning a flat PDF to the

fraction of potential energy at the bounce. The first reason

for this is that the vicinity of the bounce is the most

“quantum” period in the history of the Universe. It is

therefore the one where the semiclassical approach used

here is the most questionable—backreaction might not be

negligible—and hence the worst one to assign specific

values to the dynamical variables. This is precisely the time

when the considered system is not under perfect control and

obviously not the most natural one to set initial conditions

in a safe way. The second reason is that a flat PDF for the

fraction of potential energy is a completely arbitrary choice.

It has no physical motivation; the PDF could be chosen to

be anything else with the same credibility. There is no

reason to chose all potential energies with the same

probability. Describing the very same system with other

variables to which flat PDFs could be assigned would lead

to completely different PDFs for the fraction of potential

energy and to completely different results for the number of

expected e-folds. This is to be contrasted with the flat PDF

assigned to the phase of the oscillations. In this case, the

phase has a clear physical meaning and is a random variable

with a known PDF during an oscillatory process. One could

discuss the details of the PDF but the rough shape is known

just because the field is an oscillator. It could be argued that

the fraction of potential energy is also known and this is

true, but not at the bounce time where the dynamics is

modified with respect to the trivial nearly oscillatory

process. The third reason is that a flat PDF assigned to

the phase is preserved over time. This is very important and

means that this choice is consistent in the sense that it does

not depend on the chosen hypersurface at which initial

conditions are set. Obviously, a flat PDF for the fraction of

potential energy is not time preserved and there is no reason

for the bounce to be the precise time when assigning a flat

PDF to this variable.

Knowing the PDF for any dynamical variable describing

the system allows one to know the PDF for the number of

e-folds. There are two kinds of “predictive powers” that

need to be distinguished at this stage. Let us call “strong

predictive power” the case in which the number of e-folds
of inflation is (roughly) known and “weak predictive

power” the case in which the PDF for the number of

e-folds is known. The strong case basically requires that the
PDF is not only known (that is, the weak case) but also

requires that it is highly peaked.

B. Conclusion

This study is dedicated to the systematic investigation of

the duration of inflation in LQC with holonomy correc-

tions. We have addressed the three main unknown points:

the way to set initial conditions, the amount of shear and

the shape of the inflaton potential. The conclusions of this

study are the following: (i) As far as the capability of the

model to predict the distribution of the number of e-folds is
concerned, it is, in our opinion, more appealing to set

initial conditions in the remote past of the classical

contracting branch of the Universe. In this case, a flat

PDF can easily be associated to the δ-parameter for all the

potentials. (ii) Furthermore, in this case, the duration of

inflation is indeed severely constrained, and most interest-

ingly to values which are not much higher than the

minimum value required by observations (but only for

“confining” potentials). (iii) When anisotropies are taken

into account the PDF of the number of e-folds is widened
and its mean value decreases, confirming the strong

predictive power of LQC for a massive scalar field.

(iv) For potentials with a plateau such that the favored

value of the amount of potential energy at the beginning of

the slow-roll phase is larger than the height of the plateau,
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the predicted number of e-folds can become very large and

the predictive power is only weak. (v) When the potential is

asymmetric, the PDF can become bimodal. (vi)When initial

conditions are set at the bounce, even the weak predictive

power of LQC is basically lost as everything is then

determined by the arbitrary choice of the variable to which

a known PDF is assigned.

In summary, if the shape of the inflaton potential can be

experimentally determined (this is already partially the

case) and if, following the logics of causality, the initial

conditions are set in the remote past, there is an obviously

interesting predictive power of LGC for the duration of

inflation. This predictive power is strong if the potential is

confining and weak if the potential has a plateaulike shape.

It is not so because of the specific quantum dynamics but

because of the existence of a preferred amount of potential

energy at the onset of inflation which is naturally selected

by the semiclassical trajectory. The most difficult point to

address remains the one of anisotropies as no simple

physical argument allows one to choose a preferred amount

of shear. If the potential is confining enough this is however

not necessarily a problem as the predicted number of

e-folds is then restricted to a quite small interval (bounded

from above by the model in the isotropic case and from

below by observations as N > N⋆ ≈ 70) which happens to

be the most interesting one for phenomenology.
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Chapitre 3. Cosmologie quantique à boucles 105

3.2.2 Quelques précisions sur la durée de l’inflation en LQC

L’étude précédente a montré que dès lors que les conditions initiales sont placées dans la phase
pré-rebond et que le potentiel d’inflaton est confinant la LQC possède un réel pouvoir prédictif quant
au nombre d’e-folds inflationnaires N. Il se trouve que ces valeurs sont, dans la plupart des cas étudiés,
très proches de la borne minimale N ' 60 � 70, ce qui correspond au cas de figure le plus intéressant
pour la phénoménologie. Une aubaine en quelque sorte. Comme dit dans l’article cette prédiction
vient de ce que si les conditions sont mises dans la phase classique en contraction, avec comme
conditions initiales une PDF plate sur la phase initiale des oscillations du champ �, la quasi entièreté
des trajectoires convergent vers une dynamique sans déflation 13 et donc un rebond totalement dominé
par l’énergie cinétique, avec des valeurs de x(tb) au moment du rebond typiquement de l ’ordre de 10�6.
Or un rebond totalement dominé par l’énergie cinétique amène, dans le cas de potentiels sans plateaux,
à de faibles valeurs de N. Une fois les conditions initiales placées dans la phase de contraction avec
une PDF plate sur � et la forme du potentiel d’inflaton fixée c’est la valeur de ⇢c qui déterminera
la valeur moyenne de la PDF de N. Dans le cas d’un potentiel quadratique de l’inflaton il avait été

montré que N = (2/3) ln
h
(2/m)

p
(/3)⇢c

i2
[124]. Il était cependant espéré par certains membres de

la communauté que des corrections quantiques à la dynamique 14, se manifestant dans l’expression
précise de l’équation de Friedmann modifiée de la LQC, impactent la PDF de N. Bien que cela semblait
très improbable à d’autres nous avons mené une étude pour essayer de trancher le débat.

Le but de l’analyse effectuée dans l’article "Some Clarifications on the Duration of Inflation in

Loop Quantum Cosmology" qui suit était donc d’évaluer l’impact de la forme spécifique de l’équation
de Friedmann effective donnée Eq.(3.31) sur la prédiction standard de la LQC N ' 145 correspondant
au cas d’un potentiel quadratique de l’inflaton. Est-il possible d’aboutir à la même prédiction avec une
dynamique différente?

Pour répondre à cette question nous avons considéré dans cette étude, en plus du scénario LQC, un
scénario de rebond inspiré par la relativité générale et gouverné par l’équation de Friedmann usuelle
de la cosmologie dans lequel le signe du paramètre de Hubble est changé "à la main" de négatif à
positif dès que la densité d’énergie atteint la valeur ⇢c typique de la LQC. Bien sûr le paramètre de
Hubble n’est dans ce modèle pas continu au moment du rebond et la démarche peut sembler audacieuse.
Néanmoins les autres quantités importantes gouvernant la dynamique du système (facteur d’échelle et
densité d’énergie du champ scalaire) sont elles continues tout au long de l’évolution. Il n’est pas du tout
ici question de construire un scénario alternatif réaliste mais simplement de comprendre l’influence des
différents paramètres qui gouvernent la dynamique. Le résultat de cette étude est que la distribution de
probabilité du nombre d’e-folds d’inflation N est quasiment similaire dans les deux scénarios (LQC et
rebond forcé). La dynamique précise du facteur d’échelle donnée par l’équation de Friedmann modifiée
ne joue que très peu. Ce qui est réellement important et qui fixe la valeur de N est donc bien la valeur
de la densité d’énergie critique ⇢c atteinte au moment du rebond (pour des conditions initiales et une
forme du potentiel d’inflaton données).

Il est également montré dans cet article que le rebond en LQC amène, pour la quasi entièreté de
l’espace des paramètres, à une phase d’inflation et à une distribution de N piquée autour de N ' 145
dans le cas d’un potentiel quadratique et de conditions initiales mises dans la phase en contraction. Ce
statut attracteur de l’inflation en LQC dès lors que le contenu en matière est modélisé par un champ

13. Phase de contraction accélérée de l’Univers.
14. Autres que la prédiction du rebond.
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scalaire massif avait déjà été mis en évidence par L. Linsefors et A Barrau dans [124]. La nouveauté
est qu’il est ici retrouvé à l’aide de l’argument de Turok et Gibbons. Nous montrons à l’aide de cet
argument qu’une longue phase de déflation, donc un rebond dominé par l’énergie potentielle, est peu
probable.

Remarque : Le calcul dans cet article des spectres de puissance primordiaux scalaires et tensoriels
ne servant que (très) peu le propos nous invitons le lecteur à ne pas s’y attarder pour le moment. Le
devenir des inhomogénéités et le calcul des spectres en LQC sera explicité juste après cette étude.
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Abstract

The prediction of a phase of inflation whose number of e-folds is constrained 

is an important feature of loop quantum cosmology. This work aims at giving 

some elementary clarifications on the role of the different hypotheses leading 

to this conclusion. We show that the duration of inflation does not depend 

significantly on the modified background dynamics in the quantum regime.

Keywords: loop quantum cosmology, inflation, quantum gravity
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Loop quantum gravity (LQG) is a nonperturbative and background-independent quantization 

of general relativity (GR). It relies on the Sen–Ashtekar–Barbero variables, that is SU(2) val-

ued connections and conjugate densitized triads. The quantization is obtained using holono-

mies of the connections and fluxes of the densitized triads. Loop quantum cosmology (LQC) 

is an effective theory based on a symmetry reduced version of LQG. In LQC, the big bang is 

believed to be replaced by a bounce due to repulsive quantum geometrical effects (see [1] for 

a review). For the flat homogeneous and isotropic background cosmology that we consider in 

this work, the effective LQC-modified Friedmann equation is

H
2
=

ρ

3

✓

1 −

ρ

ρB

◆

, (1)

where H ≡ (ȧ/a) is the Hubble parameter, ρ is the total energy density and ρB is the critical 

density at the bounce (expected to be of the order of the Planck density). The dot refers to a 

coordinate time derivative. Throughout all this article we use reduced Planck units: 
√

8πG = 1. 

So, in these units, the Planck mass is mPl ≡ 1/
√

G =

√
8π. We assume that the dominating 

energy component in the early universe is a scalar field φ, with potential V =
1

2
m

2φ2. As 

shown in [2], a massive scalar field is now disfavored by data. This choice however remains 

interesting so as to compare our study with other results (a quantitative estimate of the effect 
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of choosing, for example, the Starobinsky potential, used in [3], can be found in [4]). The 

total energy density can be written as ρ =
1

2
φ̇2 + V . As explained in details in [5] it should be 

made clear that the existence of an inflationary phase is not in itself a consequence of LQC, 

but of the choice of an appropriate scalar field as the content of the Universe. Based on cosmic 

microwave background (CMB) measurements and under most reasonable assumptions for 

the length of observable inflation (between horizon exit of the pivot scale and the end of the 

inflationary phase), one obtains m ' 10
−6

mPl. The equation of motion for the scalar field is

φ̈+ 3Hφ̇+ m
2φ = 0. (2)

There are different ways to statistically estimate the duration of inflation in this framework.

At a fixed energy density, ρ0, one can first ask the following question: for a given number of 

e-folds N, what is the fraction of trajectories, i.e. solutions to equation (2), that lead to a phase 

of slow-roll inflation lasting more than N e-folds? It should be noticed that the set of trajec-

tories can be parametrized by {a0,φ0}. As the energy density has been fixed, the initial time 

derivative of the scalar field, φ̇0, is determined in terms of ρ0 and φ0. This also implies that φ0 

can only take values within a finite interval, ranging from −(
√

2ρ0/m) to (
√

2ρ0/m). In a flat 

universe, the value of the scale factor has no physical meaning. The number of e-folds of infla-

tion depends on φ0 but not on a0: N = N(φ0; m, ρ0). So the fraction of trajectories that achieve 

a phase of inflation lasting more than N e-folds can be written as µ = (m∆φ0)/(2
√

2ρ0), 
where ∆φ0 is the range of initial values of the scalar field that yields the required inflationary 

phase. It is then necessary to evaluate µ as a function of N. There are two cases in which this 

can be done analytically: (i) at low energy, ρ0 ⌧ m
2, and (ii) at high energy ρ0 � m

2. At low 

energy, the calculation of Gibbons and Turok of the probability for inflation can be used to 

show that [6]

µ(N) = CmN
−

1

2 exp(−3N){1 + 1/(6N)}, (3)

where C is a numerical factor that does not depend on m or ρ0. For N ' 60 e-folds, as required 

to explain the CMB temperature anisotropy, this leads to µ(N) ⌧ 1. It should be noticed that 

the conclusions of [6] are to be contrasted with those of [7], which shows the importance of 

working with well defined probability distribution functions. At high energy, one reaches the 

opposite conclusion. In this case, one can compute ∆φ0 as follows. For a massive quadratic 

potential the total number of e-folds of inflation can be expressed in terms of the amplitude 

of the scalar field at the start of the inflationary phase, φI, as N ≈ (φ2

I
/4). In turn, φI can be 

expressed in terms of the initial value of the scalar field as [8]:

φI = φ0 + sgn(φ̇0)
p

(2/3)Arcsinh
⇣

Γ

p

2/ ln(z)
⌘

, (4)

with z ≡ 8Γ
2 exp(

√
6φ0) and Γ ≡

√
3ρ0/m. This formula for the amplitude of the scalar 

field at the start of inflation is valid in LQC, with the modified Friedmann equation given by  

equation (1). For the standard flat FLRW dynamics, without LQC modifications, the analyti-

cal calcul ations suggest that at the start of inflation the scalar field reaches a maximum value 

given by (4) minus (ln 2/Γ). In both cases, we find that the range of values of φ0 that do 

not yield an inflationary phase longer than N e-folds is an interval of size 4
√

N  centered on 

φ0 = 0. Hence,

µ(N) = 1 − m

p

(2N/ρ0), (5)

and µ(60) ' 0.999 99 (for ρ0 = 1) , which means that all but a tiny fraction of the possible 

trajectories do not go through a long inflationary phase. It might be tempting to interpret µ 

as a probability measure. This is however not that simple. The phase space of the flat FLRW 

B Bolliet et alClass. Quantum Grav. 34 (2017) 145003
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universe presents a serious ambiguity: the Liouville measure is proportional to the scale factor 

and the scale factor can be rescaled arbitrarily. In addition, as explained just before, µ depends 

on the choice of the surface of initial data. More importantly, the fundamental question to 

ask is: is there a variable on which a flat (or at least known) probability distribution function 

(PDF) can be assigned? There is no reason to assume implicitly that the initial values of the 

field should have a flat PDF.

This work is somehow complementary to what was studied in [9] and sheds a new light on 

the difference between different predictions made in quantum and classical cosmology.

In [10] it was argued that the two first issues mentioned above can be solved in LQC. It was 

indeed claimed that the scale factor can be rigorously factored out of the Liouville measure, 

and that the bounce provides a preferred choice for the surface of initial data. In this study, 

following [11, 12] we choose a different perspective. We decide, the other way round, to set 

initial conditions in the remote past of the contracting branch, when the Universe is classical 

and well understood (ρ0 ⌧ ρB). This is not only technically justified but also conceptually 

necessary if the bounce has to be taken seriously in a causal way. Still, we naturally choose 

a time which is close enough to the bounce so that it is reasonable to assume a scalar field as 

the main component of the Universe. The phase of the oscillations of the scalar field in the 

contracting branch is an obvious variable to which a flat PDF can be assigned [11]. In addition, 

the key point is that this PDF is preserved over time (as long as one remains in the classical 

phase when the field oscillates). The numerical analysis of [11] shows that at fixed ρ0, nearly 

all possible initial values for the scalar field, φ0, yield an inflationary phase whose number of 

e-folds is peaked around N  =  142 e-folds (with ρB = 0.41m
4

Pl
).

The procedure to derive this result is simple:

 • Consider an initial energy density ρ0 = ρPl/α
2, with α large enough so that the evolution 

starts in the remote past of the contracting phase.

 • Choose an initial value for the scalar field and its time derivative by a random sampling 

of the phase θ0  between 0 and 2π, where θ0  is defined such as φ0 =

q

2

3

Γ

α
sin θ0.

 • Solve the dynamics, across the bounce, until the end of slow-roll inflation in the expanding 

branch.

 • For each θ0 , collect the corresponding number of e-folds.

Finally, one can produce the associated histogram which, in a probabilistic interpretation, 

is the PDF for the number of e-folds. This is illustrated on the right panel of figure 1 where 

we also present the PDFs for several initial energy densities corresponding to different values 

of α ≡

p

ρPl/ρ0  in order to show that for large values of α the PDF becomes independent of 

the initial energy density, as explained analytically in [11]. Interestingly, the peakedness of 

the PDF can be understood as follows. The calculation Gibbons and Turok is often considered 

controversial in standard cosmology because they somehow set ‘initial conditions’ for the 

final state. However, in the case of a bouncing Universe it implies that almost none of all the 

possible trajectories, starting at low energy in the contracting branch, have a significant phase 

of pre-bounce exponential contraction, that is of so-called deflation. A trajectory with defla-

tion in the contracting phase leading to (φB, φ̇B) can be identified with a trajectory with infla-

tion in the expanding phase with (φB,−φ̇B). Equation (4) can be used to calculate the value 

of the scalar field at the bounce corresponding to the trajectory with no deflation. One simply 

has to solve equation (4) with respect to φB for φI = 0 and φ̇B < 0. In the limit of large Γ, the 

solution is well approximated by

φGT

B
≡

p

(2/3) ln
⇣

2Γ/
√
lnΓ

⌘

. (6)

B Bolliet et alClass. Quantum Grav. 34 (2017) 145003



4

This can then be inserted back into equation (4), with φ̇B > 0, in order to obtain the value 

of the field at the start of inflation in the expanding phase and the corresponding number of 

e-folds of inflation. With the standard values for m and ρB, this calculation yields N  =  142, 

in excellent agreement with the numerics (figure 1). Moreover, a closer look at Gibbons and 

Turok’s PDF for the number of e-folds suggests that most trajectories starting in the remote 

past have less than one e-folds of deflation, see figure 2. This means that nearly all trajectories 

end up with a value of φB that belongs to an interval of size ∆φB ≈ 4 centered around φGT

B
. In 

terms of number of e-folds this translates into ∆N ≈ 4
√

N , also in agreement with the numer-

ics as can be seen on figure 1.

We shall now investigate to which extent the specific modified dynamics is responsible for 

the peakedness of the probability density function of the number of e-folds in loop quantum 

cosmology. The argument we have developed in the previous section did not refer to the modi-

fied LQC dynamics. It was essentially based on Gibbons and Turok’s analysis combined with 

the presence of the bounce at Planckian energy density. It can therefore already be guessed 

that the peakedness does not depend strongly on the LQC modification to the Friedmann equa-

tion. To address this question in more details, we consider an artificial bouncing cosmological 

scenario where the Friedmann equation  is left unchanged even at Planckian energy. In this 

‘GR-like’ cosmological scenario, initial conditions for a given trajectory are set in the remote 

past of the contracting branch at the same energy density and with the same values of φ0 and 

φ̇0 than for a trajectory which follows the LQC dynamics (as previously considered). The 

dynamics is divided into two parts: the contracting branch with a negative Hubble parameter 

and the expanding branch with a positive Hubble parameter. The evolution, starting in the 

contracting branch, is artificially stopped when the energy density reaches the LQC critical 

energy density ρB. The values of φB and φ̇B are collected and used as initial conditions for the 

dynamics in the expanding branch where the initial Hubble parameter is now positive. At the 

junction between both phases, the Hubble parameter and therefore φ̈ are discontinuous but a, 

φ and φ̇ are continuous, as illustrated in figures 3, 4 and 5.

The numerical result for the PDF of the number of e-folds in the GR-like scenario is plot-

ted against the LQC prediction on the left panel of figure 1. The PDF has the same width and 

shape than in LQC. This confirms that the peakedness does not depend strongly on the specific 

Figure 1. Probability distribution of the number of inflationary e-folds. On the left panel, 
the black histograms corresponds to a ‘GR’ like dynamics (using the standard Friedmann 
equation throughout the evolution). The red histogram is the prediction of loop quantum 
cosmology. With the standard Friedmann equation the most likely value is Ntot = 133, 
while in LQC we find Ntot = 145. The right panel shows that the probability density 
function does not depend on the value of the energy density as long as the surface of 

initial data is set at ρ ⌧ ρPl. The different histograms are labeled by α =

p

ρPl/ρ. The 

probability density function converges as soon as α becomes larger than 10.

B Bolliet et alClass. Quantum Grav. 34 (2017) 145003
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LQC modified dynamics, and suggests that this feature would remain in case one incorpo-

rates additional quantum gravity corrections to the LQC effective equations. Nevertheless, the 

number of e-folds corresponding to the peak of the PDF is slightly different in the GR-like 

scenario than in LQC. This can be explained as follows. First, it should be noticed that the 

difference between the GR-like scenario and LQC becomes significant when ρ ≈ ρPl. Second, 

as shown in the previous sections, the fraction of trajectories that have a significant phase 

of deflation in the contracting branch is tiny. This means that at high energy density, the 

Figure 2. Probability distribution of the number of e-folds, when the surface of initial 
data is set at low energy density, in a agreement with the result of Gibbons and Turok.

Figure 3. Evolution of the potential energy parameter in the GR-like scenario (black) 
compared to loop quantum cosmology (red), for different values of xB, linearly 
distributed between  −10−6 and 10−6. Dashed lines correspond to negative initial values 

for xB. 

B Bolliet et alClass. Quantum Grav. 34 (2017) 145003
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dynamics of most trajectories is largely kinetic energy dominated. In simplistic terms, defla-

tion can not bring the amplitude of the scalar field to large values because it stops nearly 

immediately. To inverstigate the difference between the GR-like scenario and LQC, the equa-

tion of motion of the scalar field at high energy, and for kinetic energy domination, need to be 

studied. It is natural to introduce x ≡ φ/
√

2ρB  and y ≡ φ̇/
√

2ρB , the so-called potential and 

kinetic energy parameters. As the duration of inflation depends on the scalar field amplitude, 

it is sufficient to focus on the potential energy parameter. It is easy to show that in the regime 

compatible with observations

x
GR

' xB + (3/Γ) ln a, (7a)

x
LQC

' xB + (3/Γ) ln a + (ln 2/Γ). (7b)

In LQC the scalar field is boosted by a short phase of super-inflation, Ḣ > 0, during which 

its amplitude accumulates a surplus of (ln 2/Γ) compared to the standard FLRW dynamics. 

This yields a difference of 
p

8/3 ln 2
√

NGR  between the number of e-folds in both scenarios. 

With the standard numerical values of m and ρB, one gets NLQC � NGR ' 13, in agreement 

with the numerical results.

Although an exhaustive investigation would in principle be necessary it can be quite safely 

conjectured that most results derived in this study do not depend on the details of the consid-

ered bounce scenario. Actually, the key parameter is the energy density at which the bounce 

takes place.

One can also study the differences between the primordial power spectra of cosmological 

perturbations in the GR-like scenario and in LQC (the interested reader can consider [13] for 

a detailed study in the dressed metric approach and [14] in the deformed algebra approach). 

As a toy model to focus on the difference between both background dynamics, we set initial 

conditions for perturbations at an energy density corresponding to the bounce energy den-

sity, choosing the Bunch–Davies vacuum as the initial state. The resulting power spectra are 

shown on figure 6 and compared with the usual slow-roll inflation expectation (dotted lines). 

Such spectra (and their variants including more subtle LQC effects) are the main observables 

associated with loop quantum cosmology. Assuming a Bunch Davies state is a valid assump-

tion only for modes with a wavelength small compared to the curvature radius at the bounce, 

or the Planck length in the ‘GR-like’ scenario. For such modes, the Bunch Davies state is the 

‘preferred’ vacuum state (selected by the regularity conditions and the symmetry group of flat 

Figure 4. Evolution of the scale factor (left) and the Hubble parameter (right) in loop 

quantum cosmology (red) and in the GR-like scenario (black).

B Bolliet et alClass. Quantum Grav. 34 (2017) 145003
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space-time). However, for modes with larger wavelength there is some freedom for the choice 

of the initial state. Here, our goal is not to discuss the impact of different initial state on the 

power spectrum, but rather to investigate the effects of two different dynamical models for the 

background cosmology (‘GR-like’ and LQC) on the power spectrum resulting from the evo-

lution of modes starting at the same energy density (Planckian) and in the same state.

The duration of inflation is crucial because it determines the location of the window of 

wavenumbers relevant for the cosmic microwave background anisotropy measurements, with 

respect to the characteristic LQC scale kLQC ≡ aB

√
ρB. On infrared scales, the mode functions 

remain in the Bunch–Davies state with P(k) ∝ k
2. We see that in both LQC and the GR-like 

scenario the power spectra agree with the slow-roll expectations in the ultraviolet regime. 

Oscillations are present in both scenarios in the range 10−3 < k/kLQC < 1. The amplitude 

is larger in the GR-like scenario than in LQC, however the period of the oscillations does 

not seem to be affected by the specific modified LQC dynamics. This shows that oscilla-

tions in themselves are a bounce feature but not a specific LQC feature. This motivates the 

search for complementary probes such as primordial non-gaussianity [15]. For a more detailed 

compariso n of the different kinds of power spectra expected in LQC under different assump-

tions for the mode propagation, see [16].

The most reliable result of loop quantum cosmology is the modified Friedmann equa-

tion describing the background dynamics. It receives a quadratic correction in density which 

prevents the Universe from collapsing into a singularity. In this article, we have investigated 

the influence of this modified dynamics on the duration of inflation. The conclusion is that the 

modification of the Friedmann equation has a very small (but non vanishing) impact on the 

Figure 5. The fraction of potential and kinetic energy in general relativity (black) and 
loop quantum cosmology (red).

B Bolliet et alClass. Quantum Grav. 34 (2017) 145003
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duration of inflation. The key role played by LQC in ‘predicting’ inflation—or more precisely 

the duration of inflation—is not due to the modified dynamics in itself. It is grounded in two 

different aspects. First, LQC sets the energy scale. This is the fundamental point. As far as 

the Universe is assumed to be filled by a massive scalar field, inflation happens naturally if 

the energy scale ‘before’ inflation is high enough, ρ � m
2. But whereas starting at the Planck 

energy density in GR is somehow arbitrary, in LQC the bounce energy density can be calcu-

lated (modulo some hypotheses) and derived from the full theory, providing a natural energy 

scale. This is the first important aspect. Second, LQC selects favored conditions at the bounce, 

see formula (6), corresponding to a favored duration of inflation N ' 145, for ρB = 0.41m
4

Pl
. 

This is an interesting prediction rooted in the existence of a pre-bounce phase where a natural 

variable to which a known PDF can be assigned was identified. This cannot be produced in 

standard cosmology and is specific to bouncing models.
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Figure 6.  Primordial power spectra of scalar (top) and tensor (bottom) perturbations 
for the GR-like dynamics in black (standard Friedmann equation, initial condition 
at the energy density corresponding to the energy density of the LQC bounce) and 
LQC dynamics in red (initial conditions at the bounce) plotted against the slow-roll 

expectation (dotted lines). On the x-axis, kLQC = aB

√

ρB. The spectrum becomes scale 

invariant in the UV limit.
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3.3 Inhomogénéités en cosmologie quantique à boucles

Bien que la dynamique du fond homogène et la prédiction du rebond fassent actuellement consensus
dans la communauté 15 le traitement des perturbations fait lui toujours débat. La volonté est d’établir
quels seraient les idées et effets de la LQC au niveau des inhomogénéités et de déterminer l’évolution de
perturbations cosmologiques se propageant sans contre-réactions sur un fond donné par la LQC, avec un
champ scalaire � comme contenu en matière. Plusieurs procédures tendent à cela, les principales étant
les approches dites "Dressed Metric" et "Deformed Algebra". Durant ma thèse j’ai étudié comment
ces deux approches peuvent être confrontées aux observations du CMB afin de savoir si des effets de
gravité quantique (importants au moment du rebond) ont pu laisser des traces dans les spectres de
puissance primordiaux. Une autre approche a plus récemment gagné en popularité. Baptisée "Hybrid

Quantization", elle repose sur des idées proches de l’approche Dressed Metric. Bien qu’il existe
certaines différences entre les deux elles sont équivalentes du point de vue de la phénoménologie.
Nous nous contenterons donc de décrire uniquement l’approche Dressed Metric et les conclusions
que nous en tirerons quant à la phénoménologie pourront être étendues au cas de l’approche Hybrid

Quantization.

3.3.1 L’ approche "Dressed Metric"

L’approche appelée "Dressed Metric" (ou DM) aux perturbations cosmologiques en LQC, ini-
tialement développée par I. Agullo, A. Ashtekar et W. Nelson en 2012 [125, 98, 126], met l’accent
sur un traitement quantique de perturbations évoluant sur un fond lui aussi quantique. Les degrés de
liberté associés au fond et aux perturbations sont traités de manières différentes. Le fond FLRW est
quantifié avec une procédure inspirée de la LQG (comme en LQC) tandis que les perturbations sont
quantifiées "à la Fock". Nous nous intéressons donc ici à la dynamique des perturbations 3 évoluant sur
un fond décrit par la fonction d’onde Ψ(a, �). Il se trouve que cette évolution est équivalente à celle de
perturbations se propageant sur une "dressed metric" (ou métrique habillée)

g̃ = ã2
⇣
�d⌘̃2 + �i jdxidx j

⌘
. (3.42)

Dans cette équation ã correspond à un facteur d’échelle habillé ("dressed scale factor") et ⌘̃ à un
temps conforme habillé, d’expressions

ã4 =

⌧
Ĥ
� 1

2
0 â4Ĥ

� 1
2

0

� D
Ĥ�1

0

E�1
et d⌘̃ = ã2

D
Ĥ�1

0

E
d� (3.43)

où Ĥ0 est l’opérateur associé à un demi de la contrainte scalaire 1
2C donnée Eq.(1.61). Les chevrons

traduisent eux des valeurs moyennes effectuées sur l’état associé à la fonction d’onde Ψ(a, �). Une
explication détaillée est fournie dans [125].

Tout ce qu’il nous faut savoir pour calculer les spectres de puissance c’est ce qu’il advient de
l’équation d’évolution des perturbations dans cette approche. Est-elle toujours donnée par l’équation
de Mukhanov-Sasaki ? Pour y répondre intéressons nous à l’équation du mouvement obtenue à partir
de la version quantique de l’Hamiltonien au second ordre en perturbations :

3
00
k +

 
k2 �

z̃00
S/T

z̃S/T

!
3k = 0 . (3.44)

Pour des perturbations tensorielles z̃T = ã. Le cas des perturbations scalaires est plus délicat
car zS = a�̇/H et donc le potentiel z00S /zS implique le potentiel d’inflaton (voir Eq.A8 de [126] pour

15. Tant que l’on reste bien évidemment dans le cadre de la LQC.
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les expressions détaillées). La question est maintenant de savoir si l’évolution de z̃S/T pour un état
donné Ψ(a, �) suit les trajectoires (dans l’espace des phases) obtenues avec l’approche semi-classique.
Heureusement la réponse est "oui". La variable habillée z̃S/T est correctement approximée par son
homologue classique zS/T (autant pour les perturbations tensorielles que scalaires) et l’équation (3.44)
est correctement approximée par l’équation de Mukhanov-Sasaki (2.73).

Le point faible majeur de cette approche tient à ce que sa cohérence n’est pas démontrée. En effet
fixer une jauge avant quantification est souvent supposé sans conséquences. Or il est plus que probable
que les contraintes ici considérées reçoivent des corrections quantiques. Les transformations de jauge
associées diffèreraient alors de leurs formes classiques. Le fait de fixer une jauge avant quantification
serait alors inconsistant car la jauge serait fixée vis à vis de transformations qui seront par la suite
(lors de la quantification) modifiées. Une théorie consistante serait donc une théorie qui utiliserait des
transformations de jauge cohérentes avec sa dynamique modifiée. On ne peut fixer l’une (la jauge)
pour calculer la seconde (la dynamique).

3.3.2 L’approche "Deformed Algebra"

La construction de cette approche, initiée par M. Bojowald dès 2006 [127, 128, 129] puis raffinée
par T. Cailleteau, J. Mielczarek, A. Barrau et F. Vidotto en 2012 [130, 131, 132, 133], a été motivée
par le succès de l’approximation semi-classique et de l’équation de Friedmann effective pour traiter la
dynamique du fond. Un tel succès peut-il se produire au niveau des inhomogénéités ? Peut-on trouver
sur la même base de raisonnement une équation de Mukhanov-Sasaki effective ? La difficulté consiste
ici à développer un modèle intégrant la correction d’holonomie et dont la cohérence soit assurée.

Le point de départ est de considérer les contraintes scalaires et de difféomorphisme classiques de la
relativité générale, de les exprimer en termes des variables d’Ashtekar A et E, puis d’y incorporer des
modifications motivées par la LQC.

En définissant les contraintes scalaire et de difféomorphisme intégrées

S [N] =
Z

d3xNC (3.45)

D [Na] =
Z

d3xNaCa

nous avons en relativité générale :

{D [Ma] ,D [Na]} ⇡ 0 , (3.46)

{D [Ma] , S [N]} ⇡ S [Ma@aN � N@aMa] ,

{S [M] , S [N]} ⇡ D
h
qab (M@bN � N@bM)

i
.

où un symbole ⇡ signifie que l’égalité est satisfaite sur l’hypersurface des contraintes.

Désignons maintenant par FI,J,K n’importe quelle contrainte du système. Une évolution cohérente 16

requiert

{FI , FJ} = f K
IJ(A, E)FK , (3.47)

16. i.e une évolution dans laquelle les solutions ne sortent pas de la région de l’espace des phases satisfaisant aux
contraintes.
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où les f K
IJ(A, E) sont des fonctions de structure qui dépendent des variables d’Ashtekar. La cova-

riance généralisée de la théorie classique assure que les crochets de Poisson entre deux contraintes
soient proportionnels à une combinaison linéaire de contraintes. On parle alors d’algèbre fermée, ou
algèbre de première classe. L’introduction de corrections quantiques, ici sous forme de la correction
d’holonomie Eq.(3.24), dans les contraintes scalaire et de difféomorphisme entraîne une modification
de leur algèbre. De nouveaux termesAIJ, appelés anomalies, apparaissent désormais dans la structure
de crochets de Poisson

n
F

Q

I
, F

Q

J

o
= f K

IJ(A, E)FQ

K
+AIJ (3.48)

où l’indice Q indique simplement que les contraintes ont subi des corrections quantiques. À cause
de ces anomalies l’algèbre n’est plus fermée et des trajectoires peuvent désormais sortir de la région
de l’espace des phases qui satisfait aux contraintes (i.e l’hypersurface des contraintes). De telles
trajectoires ne satisfont alors plus aux caractéristiques physiques du système. Par exemple la covariance
des équations n’est plus assurée. Pour compenser ces anomalies et recouvrer une algèbre fermée des
contre-termes ↵i sont ajoutés dans les contraintes avec correction d’holonomie, contre-termes qui
doivent disparaître dans la limite classique et corriger les anomalies dans le cas quantique. L’algèbre
des contraintes sans anomalies est déformée par rapport à l’algèbre classique et s’écrit

n
DQ [Ma] ,DQ [Na]

o
⇡ 0 , (3.49)

n
DQ [Ma] , S Q [N]

o
⇡ S Q [Ma@aN � N@aMa] ,

n
S Q [M] , S Q [N]

o
⇡ ΩDQ

h
qab (M@bN � N@bM)

i
.

Le terme d’importance se trouve dans le crochet de Poisson entre les deux contraintes scalaires. Il
s’agit de la fonction Ω, d’expression

Ω = cos (2µ̄c) = 1 � 2
⇢

⇢c

. (3.50)

Il paraît assez miraculeux que les lourds calculs effectués pour calculer cette algèbre se simplifient
au final et condensent toute l’information dans la seule donnée de Ω. De plus l’équation d’évolution
des perturbations (plus exactement de leurs modes) est donnée dans cette approche par

3
00
k +

 
Ωk2 �

z00
T/S

zT/S

!
3k = 0 . (3.51)

Nous y retrouvons le fameux Ω. À basse densité d’énergie (basse devant celle de Planck) ⇢ ⌧ ⇢c et
cette équation d’évolution est équivalente à l’équation de Mukhanov-Sasaki. Néanmoins à plus haute
énergie la présence du terme Ω modifie la dynamique des perturbations. Nous détaillerons dans les
pages suivantes son impact sur la forme des spectres de puissance primordiaux. Soulignons ici un fait
important : à très haute densité d’énergie ⇢ > ⇢c/2 et Ω devient négatif. Ce changement de signe de
Ω autour du rebond est lourd de conséquences : interprété comme un changement de signe dans la
métrique, il signifie que la structure de l’espace devient euclidienne 17. Si l’espace à très haute énergie
est euclidien, sans direction temporelle, comment faire évoluer les perturbations? Comment l’espace
lorentzien émerge-t-il à plus basse énergie? Voici quelques unes des questions passionnantes mais
complexes qui émergent autour de ce changement de signe. Le champ de ses implications est l’objet de

17. Il est remarquable que ce résultat, souvent postulé de façon ad-hoc, apparaisse ici de façon naturelle. Nous pouvons
également souligner que nous trouvons ici une réalisation dynamique et non arbitraire du proposal de Hartle-Hawking.
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recherches, voir par exemple [134], et nous sommes encore loin d’en avoir une compréhension globale.
Pour ce qui est de nos études nous nous contenterons de laisser son signe varier dans l’équation (3.51)
et verrons ce que cela implique quant à la forme des spectres de puissance primordiaux.

Mieux comprendre la provenance de Ω : utilisation d’un modèle jouet

Essayons de comprendre un peu mieux la présence de ce terme Ω, si spécifique à cette approche,
dans les crochets de Poisson. Considérons pour cela un modèle jouet 2-dimensionnel avec une
dimension d’espace et une de temps. La contrainte scalaire intégrée s’écrit

S[N] =
Z

dxN

266664c2 �
1
4

 
d�

dx

!2

�
1
2
�

d2�

dx2

377775 (3.52)

avec {�(x), c(y)} = �(x � y).
Le crochet de Poisson qui nous intéresse est celui entre deux contraintes scalaires, car c’est lui qui

fera intervenir Ω. Il s’écrit en fonction de la contrainte de difféomorphisme comme :

{S [M] , S [N]} = D

" 
dM

dx
N �

dN

dx
M

!#
. (3.53)

Modifions maintenant le terme cinétique en remplaçant c2 par une fonction de c : c2 ! f (c). La
contrainte scalaire établie Eq.(3.52) s’écrit désormais

S[N] =
Z

dxN

266664 f (c) � 1
4

 
d�

dx

!2

� 1
2
�

d2�

dx2

377775 (3.54)

et le crochet de Poisson entre deux de ces contraintes est maintenant

{S [M] , S [N]} = D

"
1
2

d2 f

dc2

 
dM

dx
N � dN

dx
M

!#
. (3.55)

Nous voyons que la modification du terme cinétique effectuée modifie cette relation de crochets
de Poisson et fait apparaître un nouveau terme 1

2
d2 f

dc2 , qui n’est rien d’autre que l’équivalent dans ce

modèle de la fonction Ω. Bien sûr si f (c) = c2, alors 1
2

d2 f

dc2 = 1 et nous retrouvons le crochet de Poisson
établit Eq.(3.53).

La correction d’holonomie effectuée en cosmologie quantique à boucles, donnée Eq.(3.24), revient
à considérer

f (c) =

 
sin (µ̄c)
µ̄

!2
µ̄!0
�! c2 . (3.56)

Dans ce cas

Ω ⌘
1
2

d2 f

dc2
= cos (2µ̄c) (3.57)

et nous retrouvons l’expression précédemment établie pour Ω.
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3.4 Spectres de puissance primordiaux en cosmologie quantique
à boucles

Calculons maintenant les spectres de puissance primordiaux dans ces approches et comparons les
aux contraintes venant des mesures dans la fenêtre de longueurs d’ondes observables. La compréhen-
sion du devenir des perturbations 3 passe par la compréhension des potentiels scalaire z00S /zS et tenseur
z00T /zT apparaissant dans l’équation de Mukhanov-Sasaki.

Le potentiel tenseur z00T /zT en LQC

Commençons par le cas du potentiel tensoriel, bien plus simple que son homologue scalaire. Dans
les approches "Dressed Metric" et "Deformed Algebra" zT = a et le potentiel s’exprime simplement
z00T /zT = a00/a. Nous rappelons qu’un symbole 0 désigne une dérivée par rapport au temps conforme ⌘.

Étudions son évolution en partant de l’Univers en contraction pré-rebond.

z00T

zT

=
a00

a
= ȧ2 + aä . (3.58)

Dériver l’équation de Friedmann effective Eq.(3.31) par rapport à ce temps amène, à l’aide de
l’équation de continuité ⇢̇ = �3H(⇢ + P) introduite au chapitre 2, à

Ḣ = �


2
�̇2

 
1 � 2

⇢

⇢c

!
. (3.59)

Si nous nous plaçons dans l’Univers en contraction, suffisamment loin du rebond de sorte que
⇢ ⌧ ⇢c

18, cette équation devient Ḣ ' �(/2)�̇2. Or

Ḣ =
äa � ȧ2

a2
) äa � ȧ2 ' �

2
a2�̇2 . (3.60)

Ainsi, lors de la contraction,

z00T

zT

' Ḣ + 2ȧ2 = �


2
a2�̇2 + 2ȧ2 = a2

✓
�


2
�̇2 + 2H2

◆
. (3.61)

Comme évoqué dans les articles précédents l’équation de Klein-Gordon Eq.(2.23) prédit un compor-
tement oscillant du champ d’inflaton dans la phase en contraction 19 du type �̇(t) =

p
2⇢(t) cos(!t + �).

Élever cette expression au carré nous donne

�̇2(t) = 2⇢(t) cos2(!t + �) = ⇢(t) [1 + cos(2!t + 2�)] . (3.62)

Injecter cette expression dans celle du potentiel donnée Eq.(3.61) amène à

z00T

zT

' a2

�


2
⇢ (1 + cos(2!t + 2�)) + 2 ⇥



3
⇢
�
= a2⇢




6
�


2
cos (2!t + 2�)

�
. (3.63)

Dans la phase de contraction le potentiel tenseur oscille donc à une fréquence deux fois plus élevée
que celle du champ (ou de sa dérivée temporelle). L’amplitude de ces oscillations diminue lorsque l’on
remonte dans le passé (i.e lorsque l’on s’éloigne du rebond) comme a2(t)⇢(t). Ces tendances ont été
confirmées numériquement et sont mises en avant Fig.3.3.

18. Tout en restant à une densité d’énergie suffisamment élevée pour que l’inflaton constitue toujours un candidat
raisonnable pour le contenu en énergie.

19. Tant que le potentiel peut être approximé par un potentiel quadratique proche de son minimum.
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haute énergie, lorsque ⇢ > ⇢c/2, passant de positif à négatif. Ce changement de signe, associé à la phase
euclidienne, transforme les solutions de l’équation de Mukhanov-Sasaki d’exponentielles complexes
en exponentielles réelles. Les perturbations (et donc le spectre de puissance associé) subissent alors
une amplification exponentielle, estimée par 3k!1 / exp

⇣
k ⇥

R
∆⌘

p
|Ω|d⌘

⌘
où l’intégration est effectuée

sur l’intervalle de temps conforme ∆⌘ associé à la phase euclidienne.

3.4.3 Confrontation aux observations

Une estimation rapide de la position de la région observable des spectres de puissance primordiaux
est donnée par le nombre d’onde comobile associé à la taille de l’Univers observable au moment de
la recombinaison. La taille physique de l’Univers observable au moment de la recombinaison est de
l’ordre de (en unités de Planck)

Lrec ⇠ 4 ⇥ 1058 . (3.65)

Le nombre d’onde physique associé est k',rec = 2⇡/Lrec ⇠ 10�58. Pour passer de coordonnées
physiques à des coordonnées comobiles il nous faut connaître le nombre d’e-folds entre le moment
du rebond et la recombinaison 21. Ce nombre d’e-folds se décompose comme la somme du nombre N

d’e-folds d’inflation et du nombre N0 d’e-folds entre la fin de l’inflation (reheating) et la recombinaison.
Ce dernier dépend de la bien connue température de découplage [136] et de la bien moins connue
température de reheating

N0 = ln

 
Trh

Tdec

!
' ln

✓
Trh

0.2eV

◆
. (3.66)

Si Trh est par exemple donnée par l’échelle de grande unification GUT (afin de se donner une idée
de l’ordre de grandeur) alors N0 ' 59. Le nombre d’onde comobile associé à k',rec = 10�58 est alors

kc,rec = k',reca(trec) = k',reca(tb)e59+N = 10�58e59+N . (3.67)

La dépendance de la position de la fenêtre observable au nombre d’e-folds d’inflation est ici
explicite. Notons que kc,rec ' 1 lorsque N = 75.

Reprenons les conclusions de l’article "Detailed investigation of the duration of inflation in loop

quantum cosmology for a Bianchi-I universe with different inflaton potentials and initial conditions". Si
les conditions initiales pour le fond sont fixées au moment du rebond alors la fenêtre observable se situe
(très !) loin dans le régime UV pour la quasi totalité de l’espace des paramètres. Sonder les oscillations
ayant pour origine le rebond requiert une durée de l’inflation très proche de sa borne minimale et
donc un ajustement fin des paramètres (typiquement xb =

p
V(�)/⇢c|t=tb ⇠ 10�6). La situation peut

être différente dans le cas où les conditions initiales du fond sont placées dans la phase pré-rebond.
Bien que la prédiction usuelle N ' 145 amène à kc,rec ⇠ 1030 et donc une fenêtre observable située
également très loin dans le régime UV la prise en compte d’anisotropies peut centrer la PDF de N sur
des valeurs proches de 75, voir inférieures,ce qui permettrait alors de sonder les oscillations 22.

La tendance dominante reste néanmoins que la région observable se situe dans le secteur UV,
quelque soit la manière de fixer les conditions initiales. Or dans ce régime l’approche "Dressed Metric"
reproduit les prédictions de l’inflation et est donc en accord avec la valeur mesurée de nS . L’approche

21. Il est d’usage en LQC de normaliser le facteur d’échelle à l’unité au moment du rebond.
22. Ceci est vrai tant que le potentiel d’inflaton reste bien confinant.
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"Deformed Algebra" semble en revanche être exclue dû à la croissance exponentielle de la puissance.
Voici un constat intéressant. Nous avions deux (trois si l’on compte également l’approche "Hybrid

Quantization") approches dominantes aux perturbations et trouvons que l’une semble être en bon
accord avec les observations tandis que l’autre semble exclue. Problème réglé. La capacité à exclure
un modèle de gravité quantique à l’aide de données est une chose qui a longtemps été crue irréalisable
et bien que l’apparente exclusion de l’approche "Deformed Algebra" n’élimine en rien la théorie mère
c’est un résultat qui reste en soit assez remarquable.

Remarque : Nous n’avons pas abordé la question de la normalisation des spectres car l’amplitude
du spectre scalaire donnée Eq.(2.97) est en H2/✏S R. Elle dépend donc, de manière dégénérée, de
l’échelle d’énergie de l’inflation H2 et du paramètre de roulement lent ✏S R, dont la valeur n’est pas
contrainte tant que les conditions de roulement lent sont satisfaites. L’amplitude du spectre tensoriel
donnée Eq.(2.100) dépend elle uniquement de H2. Dans les deux cas la normalisation dépend fortement
des caractéristiques de l’inflation et des effets fins dûs à de la gravité quantique se manifestant à
ce niveau pourraient être facilement contrebalancés par une légère modification de la dynamique
inflationnaire. C’est pourquoi nous n’en parlerons que peu (voir pas) dans nos études.

Nous venons d’établir l’état d’esprit qui régnait lorsque j’ai débuté ma thèse, mais nuançons ici le
propos. Ce qui est exclu n’est, comme souligné dans [137], qu’un unique scénario de l’approche "Defor-

med Algebra" dans lequel beaucoup d’éléments restent négligés. Par exemple les contre-réactions des
perturbations sur le fond ne sont pas prises en compte, les anisotropies n’ont pas été implémentées au
niveau des perturbations, le potentiel d’inflaton utilisé est quadratique et surtout il n’a été aucunement
tenu compte du caractère trans-planckien des modes dans le régime UV.

3.4.4 Le problème trans-planckien

Jusqu’à présent l’accent a été mis sur les effets de densité et les effets de longueur ont été négligés.
Or dès que N > 70 les modes pertinents pour la cosmologie étaient au moment du rebond des ordres
de grandeur plus petits que la longueur de Planck. Ce problème de l’inflation, dénommé problème
trans-planckien, est bien connu en cosmologie [138]. Ne pas modifier le comportement des modes
à des échelles sub-planckiennes pose évidemment problème, notamment dans une théorie comme la
LQG qui prédit une modification drastique de la structure de l’espace à cette échelle.

Pour le moment aucune des trois approches aux perturbations ("Deformed Algebra","Dresed

Metric" et "Hybrid Quantization") ne fait clairement face à ce problème. Bien que la situation ne
semble pas pouvoir être définitivement résolue tant que le spectre de l’opérateur de longueur n’aura
pas été correctement défini en LQG 23 nous avons tout de même choisi de nous attaquer au problème
trans-planckien en s’inspirant des travaux de J. Martin et R. Brandenberger [138, 141] qui ont montré
que l’emploi de relations de dispersion modifiées (MDRs) pour les perturbations cosmologiques se
transpose dans l’équation de Mukhanov-Sasaki en remplaçant le nombre d’onde physique k' par une
fonction de ce nombre d’onde F (k'). La forme de cette fonction est donnée par la relation de dispersion
considérée.

Étant donné qu’il n’existe pour le moment (et à notre connaissance) pas de relations de disper-

23. Nous avions mentionné au chapitre un que c’est une tâche difficile restant pour le moment à accomplir, voir
[29, 139, 140] pour des tentatives à cet égard.
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sion inspirées de la LQG assez robustes pour pouvoir être utilisées nous nous sommes tournés en
premier lieu vers des relations de dispersion bien établies en cosmologie et en physique des trous
noirs. L’idée n’est absolument pas de statuer définitivement sur le problème trans-planckien mais
plutôt de se faire une idée de l’impact de MDRs quant à la forme des spectres de puissance primordiaux.

Nous avons montré dans l’article que suivant la MDR considérée le comportement ultraviolet
des spectres, qui correspond aux modes trans-planckiens, peut être totalement altéré. Par exemple
la croissance pathologique exponentielle de la puissance dans l’approche "Deformed Algebra" peut
disparaître pour laisser place à un spectre oscillant à des amplitudes (quasi) invariantes d’échelle,
rendant le modèle en accord avec les observations.

Bien sûr cette étude méritera d’être réitérée lorsque des MDRs inspirées de la théorie mère seront
bien établies. En attendant cela nous avons cherché à considérer dans nos travaux des relations de
dispersion de formes différentes afin d’anticiper les types de modifications qui pourraient émerger.

Il me semble désormais clair que le traitement du problème trans-planckien doit être une priorité
en cosmologie quantique à boucles. Tant qu’il n’aura pas été correctement résolu je pense qu’il nous
sera impossible de statuer quoi que ce soit quand au sort des perturbations dans le régime UV, domaine
d’importance car il correspond dans la vaste majorité des cas à la région observable.
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For most initial conditions, cosmologically relevant physical modes were trans-Planckian
at the bounce time, often by many magnitude orders. We improve the usual loop quan-
tum cosmology calculation of the primordial power spectra — in the inflationary frame-
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1. Introduction

Even though loop quantum gravity (LQG) is one of the most studied attempts to

nonperturbatively and consistently quantize general relativity (GR), the derivation

of fully clear experimental predictions is still missing. Together with black holes

(see, e.g. Refs. 1–8 for recent studies), cosmology is the natural sector of the theory

to consider to search for links with observations (see, e.g. Ref. 9 and references

therein for a recent and comprehensive review). Many important results have been

obtained in loop quantum cosmology (LQC). In particular, primordial spectra have

been calculated in the so-called dressed metric approach (see, e.g. Ref. 10), in the

deformed algebra approach (see, e.g. Refs. 11 and 12 for a comparison of both

approaches), and in the separate Universe approach (see, e.g. Ref. 13).
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It is fair to say that the background dynamics is now well established in LQC

(see, e.g. Ref. 14 and references therein). The well-known modified Friedmann equa-

tion is not only confirmed by numerical simulations,15 but also (mostly) by new

calculations in group field theory (GFT)16 (building on Ref. 17), and in quantum

reduced loop gravity (QRLG).18

The situation is however quite different for perturbations. Not only because,

as previously mentioned, different settings are being considered, but also — and

most importantly — because trans-Planckian effects are mostly neglected or, to

say the least, not treated as a dominant process. It is our feeling that too much

emphasis has been put on density effects and not enough on length effects. The

former do indeed trigger the bounce, but the latter cannot be ignored in a theory

that basically states that there is nothing smaller than the Planck length.a As soon

as the number of e-folds of inflation is higher than 70, all modes of physical interest

were trans-Planckian (i.e. their physical length was smaller than the Planck length)

at the bounce time. This is a well-known cosmological problem,22 but the specific

setting of LQG imposes to take a special look at this question. This is especially

true as the number of e-folds can, to some extent, be “predicted” in LQC when

the Universe is filled with a scalar field yielding a phase in inflation. There is no

consensus on this value (see Ref. 23 for a school of thought, Ref. 24 for another

one, and Ref. 25 for a general study), but it is anyway generically much higher than

70. If one takes a quite “standard” GR value like N = 1013, it means that modes

seen in the cosmic microwave background (CMB) were approximately e10
13

times

smaller than the Planck length at the bounce time! Even with smaller values, like

N = 145 as favored by the specific dynamics of LQC,24 the relevant lengths are

typically 1033 times smaller than the Planck length at the bounce time. This cannot

be ignored. This problem is obviously related with inflation — and can be evaded in

this framework only by assuming arbitrarily the smallest possible value N ⇠ 70 —

but does not appear in the matter bounce scenario26 or in the ekpyrotic setting.27

As a first elementary step to account for trans-Planckian effects, we suggest to

use modified dispersion relations (MDRs) in the LQC framework. This is obviously

not the final word on this question. For sure, trans-Planckian effects should ideally

be considered in the full theory (following for example, Ref. 28), but we believe

that MDRs are a meaningful first step. This is at least a way to take into account

the trans-Planckian problem, which is especially interesting in a bouncing-Universe

framework as MDRs are known to have, in this case, possible observational conse-

quences without involving negative energies29,30 or arbitrary vacuum states.

In this paper, we study the effects of two different well-motivated MDRs on

the primordial spectra obtained both in the deformed algebra and in the dressed

metric approach to perturbations in LQC. The MDRs we consider in this work both

aThis is actually more complicated than this as the length operator has not been studied in as
much detail as the area or volume operator in LQG. There are several consistant proposals,19–21

but a totally unambiguous picture is still missing.

1850067-2

In
t.

 J
. 

M
o

d
. 

P
h

y
s.

 D
 2

0
1

8
.2

7
. 

D
o

w
n

lo
ad

ed
 f

ro
m

 w
w

w
.w

o
rl

d
sc

ie
n

ti
fi

c.
co

m
b

y
 U

N
IV

E
R

S
IT

E
 J

O
S

E
P

H
 F

O
U

R
IE

R
 o

n
 0

7
/0

8
/1

9
. 

R
e-

u
se

 a
n

d
 d

is
tr

ib
u

ti
o

n
 i

s 
st

ri
ct

ly
 n

o
t 

p
er

m
it

te
d

, 
ex

ce
p

t 
fo

r 
O

p
en

 A
cc

es
s 

ar
ti

cl
es

.



Inflationary trans-Planckian problem treatment in LQC

have an energy–momentum dependence which grows less (or even decreases) than

the usual linear behavior in the Planckian regime. Intuitively, from the statistical

viewpoint, this means that the energy required to excite trans-Planckian (from the

momentum viewpoint) modes is less than naively expected. From the microscopic

viewpoint, this is just a very rudimentary way of taking into account the granular

structure of spacetime. We do not consider in this study Corley–Jacobson MDRs31

as the frequency either becomes negative for k > kPl (case ω2 = k2 � k4/k40) —

raising serious stability issues and being hard to trust in the trans-Planckian regime

which is critical for this study — or rises faster with k (cubic model), making the

situation worse than usual.

2. Background Dynamics in LQC

2.1. The two main equations

The background evolution equation in LQC is given by

H2 =
κ

3
ρ

✓

1�
ρ

ρc

◆

, (2.1)

where κ = 8πG, H = ȧ/a stands for the Hubble parameter, ρ is the energy density

and ρc = 0, 41ρPl is a maximum energy density. This equation obviously leads to a

bounce. We assume that the Universe to be filled with a massive scalar field Φ, that

is a potential V (Φ) = m2
Φ

2/2. This potential is not favored by Planck data, but

is useful for comparison with other studies and the main argument of this study is

not potential shape-dependent.

The evolution of the field is given by the following Klein–Gordon equation:

Φ̈+ 3HΦ̇+
dV (Φ)

dΦ
= 0. (2.2)

With this content, and using the continuity equation

ρ̇ = �3H(ρ+ P ), (2.3)

P being the pressure in the rest-frame of the fluid, the derivative of Eq. (2.1)

becomes

Ḣ = �
κ

2
Φ̇

2



1� 2
ρ

ρc

�

. (2.4)

The Klein–Gordon equation (2.2) together with Eq. (2.4) constitute the set of

equations that drives the background dynamics.

2.2. The background initial conditions

The scalar field evolution can be described by two variables (related to one another),

the potential energy parameter x and the kinetic energy parameter y, defined by

x(t) =
mΦ(t)
p
2ρc

, y(t) :=
Φ̇

p
2ρc

, (2.5)
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K. Martineau, A. Barrau and J. Grain

that satisfy

x2(t) + y2(t) =
ρ(t)

ρc
. (2.6)

The Klein–Gordon equation (2.2) can then be recast into a set of two first-order

ordinary differential equations (ODEs):
(

ẋ(t) = my(t),

ẏ(t) = �3H(t)y(t)�mx(t).

The ratio of the two timescales 1/m and 1/
p
3κρc is given by

Γ :=
m

p
3κρc

. (2.7)

In the classical contracting phase,
p

ρ(t)/ρc ⌧ Γ holds, thus the Klein–Gordon

equation (2.2) reduces to a simple harmonic oscillator. In this case, x and y are

well-approximated by
8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

x(t) '

r

ρ(0)

ρc
sin(mt+ δ),

y(t) '

r

ρ(0)

ρc
cos(mt+ δ).

(2.8)

The scalar field oscillation phase δ is not fundamentally relevant since the back-

ground dynamics is mostly independent of its value24 (this statement is not true

anymore when considering flat potentials25). The energy density in the classical

phase can be expressed as

ρ(t) ' ρc

✓

Γ

α

◆2 

1�
1

2α

✓

mt+
1

2
sin(2mt+ 2δ)

◆�

�2

, (2.9)

where α = 17/4π+ 1 is a free parameter set to ensure that
p

ρ(t)/ρc ⌧ Γ remains

valid and so that a sufficiently high number of field oscillations takes place in

the contracting phase (more than 10), making it convenient to derive analytical

solutions in the quadratic potential case.

To obtain the initial conditions for the matter sector, one evaluates Eqs. (2.8)

and (2.9) at t = 0, leading to
8

>

>

<

>

>

:

Φ(0) =
p

2ρ(0)
sin(δ)

m
,

Φ̇(0) =
p

2ρ(0) cos(δ)

(2.10)

and

ρ(0) = ρc

✓

Γ

α

◆2 

1�
1

4α
sin(2δ)

�

�2

. (2.11)

For fixed values of α, the only free variable which remains to be chosen to com-

pletely determine the initial parameters {Φ(0), Φ̇(0), ρ(0)} is the scalar field initial
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Inflationary trans-Planckian problem treatment in LQC

phase δ. As previously mentioned, except if one performs an hyper-fine tuning, the

dynamics is basically independent of its value, thus we arbitrarily choose δ = π/2.

Nevertheless, the choice of initial conditions for the background is not the key-

point for this study and the main results do not depend on the particular initial

conditions chosen.

3. Perturbations on LQC Background

3.1. The Mukhanov–Sasaki perturbations equation

in the usual algebra

The perturbed Einstein equations for a flat Universe filled with a scalar field lead

to the gauge-invariant Mukhanov–Sasaki equation:

v00(η,x)� c2s M v(η,x) �
z00T/S(η)

zT/S(η)
v(η,x) = 0, (3.1)

where f 0 denotes a derivative with respect to the conformal time η. The canonical

variable v is a gauge-invariant combination of the metric coordinate perturbations

(Bardeen variables) and of the scalar field perturbations. The variable z depends on

the kind of perturbations considered and the indices T/S refer to tensor or scalar

modes.

The evolution of cosmological perturbations is equivalent to a free scalar field

v with a time-dependent mass m2 = �z00T/S/zT/S in a Minkowski spacetime. The

mass time dependence is due to interactions between the perturbations and the

expanding background (the energy is not conserved and they can be excited by

borrowing energy from the expansion).

The functions v are promoted to be operators and the associated Fourier tem-

poral mode functions satisfy

v00k (η) +

 

k2c �
z00T/S(η)

zT/S(η)

!

vk(η) = 0, (3.2)

where kc refers to the considered comoving wave number. As it will be important

in the following to switch to physical wave numbers, one rewrite this equation as

v00k (η) +

 

a2(η)k2' �
z00T/S(η)

zT/S(η)

!

vk(η) = 0, (3.3)

where k'(η) = kc/a(η).

The aim of this study is to introduce modified dispersion relations in the

Mukhanov–Sasaki equation, so as to account effectively for quantum length effects

at the Planck scale. Those modified relations are relevant when applied to phys-

ical quantities and are therefore introduced in Eq. (3.3) by the replacement:

k' ! F(k'). The function F(k') depends on the chosen dispersion relation. The
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K. Martineau, A. Barrau and J. Grain

classical case corresponds to F(k') = k'. The fundamental equation then becomes

v00k (η) +

 

a2(η)F(k')
2 �

z00T/S(η)

zT/S(η)

!

vk(η) = 0. (3.4)

This can also be rewritten in cosmic time:

v̈k(t) +H(t)v̇k(t) +

✓

F(k')
2 �

żT/S(t)

zT/S(t)
H(t)�

z̈T/S(t)

zT/S(t)

◆

vk = 0. (3.5)

When introducing the new parameter hk(t) = vk(t)/a(t), Eq. (3.5) becomes

ḧk(t) + 3H(t)ḣk(t) +



H(t)2 +
ä(t)

a(t)
+ F(k')

2 �H
żT/S(t)

zT/S(t)
�

z̈T/S(t)

zT/S(t)

�

hk(t) = 0.

(3.6)

A second parameter gk(t) = a(t)ḣk(t) can also be introduced in order to rewrite

Eq. (3.6) as a set of two first-order ODE:
8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

ḣk(t) =
1

a(t)
gk(t),

ġk(t) = �2H(t)gk(t)� a(t)hk(t)

⇥


H(t)2 +
ä(t)

a(t)
+ F(k')

2 �H(t)
żT/S(t)

zT/S
�

z̈T/S(t)

zT/S

�

.

(3.7)

3.1.1. Equations for tensor modes

In the case of tensor modes, zT (t) = a(t), and the previous set of ODEs becomes
8

>

>

<

>

>

:

ḣk(t) =
1

a(t)
gk(t),

ġk(t) = �2H(t)gk(t)� a(t)F(k')
2hk(t).

(3.8)

3.1.2. Equations for scalar modes

In the case of scalar modes, zS(t) = a(t) Φ̇(t)
H(t) , Φ being the background variable of

the scalar field that fills the Universe. Then, the set of Eqs. (3.7) become
8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

ḣk(t) =
1

a(t)
gk(t),

ġk(t) = �2H(t)gk(t)� a(t)hk(t)

⇥

2

4F(k')
2 +m2 � 2m2Φ(t)

Φ̇(t)

Ḣ(t)

H(t)
� 2

 

Ḣ(t)

H(t)

!2

+
Ḧ(t)

H(t)

3

5.

(3.9)

As explained in Ref. 32, the divergence at the bounce, when H(t) = 0, can be

removed by the change of variable R(t) = v(t)/z(t). The curvature scalar R is a
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Inflationary trans-Planckian problem treatment in LQC

gauge-invariant quantity, related to the Ricci scalar, used to describe the intrinsic

curvature.

3.2. The Mukhanov–Sasaki perturbations equation

in the deformed algebra

The physical motivation for the deformed algebra approach to perturbations in

LQC, given in details in Ref. 11, will be recalled later in this paper. Here, we just

mention how the previous results are modified.

The basic logics is the same. The Mukhanov–Sasaki equation in conformal time

now reads

v00k (η) +

 

Ω(η)k2c �
z00T/S(η)

zT/S(η)

!

vk(η) = 0 (3.10)

with Ω(t) = 1 � 2ρ(t)/ρc. The Mukhanov variable z is modified for tensor modes

and becomes zT (η) = a(η)/
p

Ω(η), whereas zS remains unchanged. The variables

hk and gk are redefined as hk = vk/z and gk = aḣk/Ω, so that the set of first-order

differential equations for tensor modes becomes
8

>

<

>

:

ḣk(t) =
Ω(t)

a(t)
gk(t),

ġk(t) = �2H(t)gk(t)� a(t)F(k')
2hk(t).

(3.11)

For scalar modes, there is no need to redefine hk and gk. The new set of equations

is
8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

ḣk(t) =
1

a(t)
gk(t),

ġk(t) = �2H(t)gk(t)� a(t)hk(t)

2

4Ω(t)F(k')
2 +m2

+ κm2

✓

1� 2
ρ(t)

ρc

◆

Φ(t)Φ̇(t)

H(t)
� 2

 

Ḣ(t)

H(t)

!2

+
Ḧ(t)

H(t)

3

5,

(3.12)

where the difference with Eq. (3.9) also comes from the appearance of the Ω factor,

this time in the second equation. The expression for the power spectrum PS(kc)

remains unchanged.

3.3. Initial conditions for perturbations

In this study, and following the logics of causality, initial conditions are set

in the contracting branch, where the MDR effects vanish, so that a(η)F(k')'
a(η)k' = kc.

Moreover, the tensor effective potential term z00T /zT tends to zero in the con-

tracting phase both in the standard view and in the deformed algebra approach.

1850067-7

In
t.

 J
. 

M
o

d
. 

P
h

y
s.

 D
 2

0
1

8
.2

7
. 

D
o

w
n

lo
ad

ed
 f

ro
m

 w
w

w
.w

o
rl

d
sc

ie
n

ti
fi

c.
co

m
b

y
 U

N
IV

E
R

S
IT

E
 J

O
S

E
P

H
 F

O
U

R
IE

R
 o

n
 0

7
/0

8
/1

9
. 

R
e-

u
se

 a
n

d
 d

is
tr

ib
u

ti
o

n
 i

s 
st

ri
ct

ly
 n

o
t 

p
er

m
it

te
d

, 
ex

ce
p

t 
fo

r 
O

p
en

 A
cc

es
s 

ar
ti

cl
es

.



K. Martineau, A. Barrau and J. Grain

It is therefore possible to find, for every comoving wave number kc, a time ηi in

the contracting phase such that kc � z00T (ηi)/zT (ηi). As long as this assumption is

valid, solutions to Eq. (3.3) can be written as

vk(η) = c1e
ikc⌘ + c2e

�ikc⌘. (3.13)

The two constants c1 and c2 are constrained by the Wronskian condition:

vk
dv?k
dη

� v?k
dvk
dη

= i, (3.14)

which comes from relations on the commutators [âk, â
†
q] = δ(3)(k�q) introduced for

the temporal mode functions operator in the Heisenberg picture: v̂k(η) = vk(η)âk+

v?k(η)â
†
�k. This condition implies

|c2|
2 � |c1|

2 =
1

2kc
. (3.15)

Choosing c1 = 0 and c2 = 1/
p
2kc in order to describe a wave propagating in

the positive time direction, the mode functions read

vk(η) =
1

p
2kc

e�ikc⌘. (3.16)

This normalization, called Minkowski Vacuum, can be transposed to the hk and

gk coefficients:
8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

hk(ti) =
1

a(ti)

1
p
2kc

,

gk(ti) =
�i

a(ti)

p
kcp
2

�H(ti)
1

p
2kc

.

(3.17)

The case of scalar modes is slightly more delicate due to the z00S/zS scalar poten-

tial behavior in the contracting branch. In this regime, z00S/zS ' �m2a(t)2. The

potential is proportional to the scale factor squared and cannot be neglected any-

more. This issue has already been addressed in Ref. 32 and initial conditions were

set using a WKB approximation and fixing a precise time at which this approx-

imation is valid. We have applied the same strategy in this study. It is probably

not the final word on this issue and the infrared behavior of the scalar spectra,

directly sensitive to the initial normalization, must not be considered too seriously.

However, since MDR effects appear in the UV regime, this is not a major concern

for this study.

4. Unruh-Like MDR

4.1. Physical justification

We will first consider the MDR introduced by Unruh in Ref. 33. The idea was to

investigate the sensitivity of the naive calculation of the black hole evaporation

spectra to possible modified dispersion relation at high frequencies.
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Inflationary trans-Planckian problem treatment in LQC

Fig. 1. Unruh-like dispersion relation for different values of p and k0 = 1.

This MDR writes

F(k') = k0 tanh

✓

k'
k0

◆p� 1

p

= k0 tanh

✓

kc
a(t)k0

◆p� 1

p

, (4.1)

where k0 is a physical wave number, expected to be of the order of the Planck

value, which determines the transition scale at which F(k') switches from a linear

behavior in k' to a constant. The p parameter determines the sharpness of the

transition, as it can be seen in Fig. 1.

Clearly, our problematic is quite different from the one initially considered by

Unruh. This MDR might however phenomenologically capture some quantum grav-

ity effects. When the “effective” physical wave number becomes trans-Planckian,

the energy does not grow anymore. Intuitively, this can be thought of as a kind

of saturation taking place at the Planck scale. It is important to stress once again

that this might happen when the Universe density is far from Planckian. In the

contracting branch, for example, the wavelength of a given mode can reach the

Planck size when the background density is still very small and the dynamics fully

described by the classical (contracting) Friedmann equation.

4.2. Primordial power spectra

4.2.1. Deformed algebra approach

In Fig. 2, we recall the results previously obtained12,32,34 on the tensor and scalar

power spectra in the deformed algebra approach. The spectra are, respectively,

defined by

PT (kc) =
4κk3

π2

�

�

�

�

vk(ηe)

zT (ηe)

�

�

�

�

2

(4.2)

and

PS(kc) =
k3

2π2

�

�

�

�

vk(ηe)

zS(ηe)

�

�

�

�

2

, (4.3)
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K. Martineau, A. Barrau and J. Grain

Fig. 2. Upper: Primordial tensor power spectrum. Lower: Primordial scalar power spectrum. Both
spectra are obtained in the Deformed Algebra approach and with the usual dispersion relation
F(kϕ) = kϕ.

where ηe stands for the conformal time at the end of the inflationary period. For

all scalar spectra presented in this paper, the scalar field mass is fixed at m =

1.2 ⇥ 10�6mPl, as favored by Planck data.35 However, since tensor perturbations

are only metric fluctuations, the scalar field mass does not appear explicitly in the

Mukhanov–Sasaki equation and it has been shown in Ref. 12 that a modification of

this mass does not modify the spectrum shape. In order to decrease the simulation

running time, we have therefore set m = 1.2⇥ 10�2mPl for all the tensor spectra.

The deformed algebra approach puts a specific emphasis on gauge issues that

are critical in gravity (it is not a priori clear whether the first class nature of

the system of constraints can persist when leading order quantum corrections are

included, see Ref. 36). In the constraints, the gravitational connection is basically

replaced by its holonomy. The quantum-corrected constraints are calculated for

the perturbations up to the desired order and the Poisson brackets are evaluated.

Anomalies are cancelled by suitable counter-terms, which are required to vanish in

the classical limit. The resulting theory is not only anomaly free, but is also uniquely

defined when matter is included.37–39 Although the calculations involve intricate

expressions, the resulting final algebra is simple and depends on a unique structure
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Inflationary trans-Planckian problem treatment in LQC

function which encodes all the modifications: Ω = 1� 2ρ/ρc. The resulting spectra,

at least when perturbations are propagated through the bounce (other possibilities

are studied in Refs. 40–42), exhibit three different regimes: either a scale-invariant

behavior or a growth/ k3 in the IR,b depending on the nature of the perturbations,

oscillations in the intermediate part and an exponential divergence in the UV. As

such, those spectra are excluded by data.43

The shape of the spectra after implementing the Unruh MDR, as shown in Fig. 3

for tensor modes and Fig. 4 for scalar modes, can be quite easily understood. For

simplicity, we skip the explicit time dependence of the modes. Around the bounce,

Ω is negative and the equation of motion can be written as

v00 �
✓

|Ω|a2F2(k') +
z00

z

◆

v = 0. (4.4)

Assuming that close to the bounce, z00/z varies relatively slow and can be approx-

imated by a time-independent constant, as a crude approximation which should

just be considered as a way to get an intuition of the main behavior, one obtains

(keeping only the growing solution)

v ⇡ Ae|Ω|a2F2(kϕ)+z00/z ⇡ Be|Ω|a2F2(kϕ). (4.5)

When no MRD is implemented, a2F2(k') = k2c and one can easily observe the

exponential behavior. With the Unruh’s MDR, F(k') ⇡ k0 when k > k0 and one

simply expect a constant behavior.

The upper panel of Fig. 3 also shows that the precise value of p plays, as

expected, no significant role. We therefore fix it to p = 1 in the other plots.

Importantly, this study shows that when an Unruh-like MRD is used, the pathol-

ogy exhibited by the deformed algebra spectrum is fully cured as long as the “transi-

tion” wave number k0 is not taken at unnaturally high value. Trans-Planckian effects

can therefore drastically modify the UV part of the primordial power spectra.

4.2.2. Dressed metric approach

The dressed metric approach10,44,45 deals with quantum fields on a quantum back-

ground. It relies on a minisuperspace strategy where the homogeneous and inho-

mogeneous degrees of freedom are both quantized. The former quantization follows

the loop approach whereas the latter is performed with the help of Fock-like pro-

cedure. The physical perturbations are given by the Mukhanov–Sasaki variables

derived from the linearized classical constraints. The full Hilbert space is the ten-

sor product of the Hilbert space for the background with the Hilbert space of the

perturbed degrees of freedom. The Schrödinger equation for the perturbations was

shown to be formally identical to the Schrödinger equation for the quantized per-

turbations evolving on a classical background and feeling a dressed metric that

bThe IR behavior of the scalar mode spectrum is highly dependent on the way to set initial
conditions and remains an open issue.
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K. Martineau, A. Barrau and J. Grain

Fig. 3. Primordial tensor power spectra obtained in the Deformed Algebra approach with the
Unruh-like MDR F(kϕ) = k0 tanh[(kc/(a(t)k0))p]1/p, for different k0 and P values. Upper: k0 =
0.1, p = 1 and p = 4. Middle: k0 = 1, p = 1. Lower: k0 = 10, p = 1.

takes into account the quantum nature of this background. The full consistency is

however not yet established in the sense that it is not clear that the constraints

still constitute a “first class” system. If this important symmetry of the classical

theory is lost, one may obtain meaningless (gauge-dependent) results. Gauge-fixing

before quantization is often harmless in physics, but the case of gravity is peculiar

as dynamics is part of the gauge system.11
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Inflationary trans-Planckian problem treatment in LQC

Fig. 4. Primordial scalar power spectra obtained in the Deformed Algebra approach with the
Unruh-like MDR F(kϕ) = k0 tanh[(kc/(a(t)k0))p]1/p, for p = 1 and different k0 values. Upper:
k0 = 0.1. Middle: k0 = 1. Lower: k0 = 10.

Interestingly, for sharply peaked states, this approach basically leads to the

same equation of motion for the perturbations than the usual GR one. The results

given here (and in the “dressed metric” paragraph of the next section) can therefore

either be considered as showing the MDR effects on the dressed metric approach

itself or as the MDR effects on standard perturbations moving in an LQC-like

background.
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K. Martineau, A. Barrau and J. Grain

Fig. 5. Upper: Primordial tensor power spectrum. Lower: Primordial scalar power spectrum. Both
spectra are obtained in the Dressed Metric approach and with the standard dispersion relation
F(kϕ) = kϕ.

As seen in Figs. 6 and 7, the implementation of this MDR does not change the

dressed metric nearly scale-invariant UV power spectrum obtained without MDR,

presented in Fig. 5.

There are however few quantitative features induced by the MDR that are worth

to be mentioned. For the tensor modes first, the frequency of the oscillations can

become rather large for small values of k0, as clearly seen on the upper panel of Fig. 6

for k0 = 0.1. In full generality, any feature in the primordial power spectrum can be

transferred into features in the angular power spectra, C`, of the CMB anisotropies.

Without MDR, however, the oscillations in the PT are washed out because the

transfer functions (acting as a kernel translating primordial inhomogeneities into

CMB anisotropies) are wide enough in the k-space, as compared to the oscillations,

to smooth them. With an Unruh-like MDR and assuming a small-enough value of

k0, this may not be the case anymore for the oscillations which become wide enough

(for example with k0 = 0.1, the frequency of oscillations is first roughly constant per

logarithmic band with a rough value of 1, i.e. there is one oscillation per decade in k).

For the scalar modes, the prediction without MDR for wave numbers greater

than few mPl is a slightly red-tilted spectrum because the amplification of these
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Inflationary trans-Planckian problem treatment in LQC

Fig. 6. Primordial tensor power spectra obtained in the Dressed Metric approach with the Unruh-
like MDR F(kϕ) = k0 tanh[(kc/(a(t)k0))p]1/p, for p = 1 and different k0 values. Upper: k0 = 0.1.
Middle: k0 = 1. Lower: k0 = 10.

modes is dominated by the inflationary phase following the bounce. As can be

seen in Fig. 7, accounting for the MDR slightly reduces the steepness of this tilt

for k > k0. This can be understood as follows: with the Unruh-like MDR, the

primordial power spectrum for k > k0 is roughly such that PS(k > k0) ⇠ PS(k0).

At this stage, it is however unclear if such quantitative differences are large

enough to be tested.
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K. Martineau, A. Barrau and J. Grain

Fig. 7. Primordial scalar power spectra obtained in the Dressed Metric approach with the Unruh-
like MDR F(kϕ) = k0 tanh[(kc/(a(t)k0))p]1/p, for p = 1 and different k0 values. Upper: k0 = 0.1.
Middle: k0 = 1. Lower: k0 = 10.

5. Exponentially Suppressed Dispersion Relation

5.1. Physical justification

We consider here another MDR given by

F(k')
2 = k2'e

�

k2
ϕ

k2
0 . (5.1)
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Inflationary trans-Planckian problem treatment in LQC

Fig. 8. Exponentially suppressed dispersion relation for different values of k0.

It was explicitly used in Ref. 46, inspired by a slightly different proposal made in

Ref. 47. This relation is, as it should be, linear in the IR. It reaches a maximum

around k0 and then decreases to zero. The physical interpretation of this MDR

is different from Unruh’s one. Here, a vanishing energy is associated with modes

characterized by an effective trans-Planckian wave number, so as to account for

their “effective” disappearance. The shape of F(k') is shown in Fig. 8. A similar

form of MDRs appears in effective string theory as a consequence of the T -duality

symmetry (equivalence between strings compactified around a circle of radius R

and 1/R). In this case, the string length ls directly enters the formula and some

cosmological consequences were considered in Ref. 48.

5.1.1. Deformed algebra approach

As it can be seen in Fig. 9, this MDR leads to a very blue UV spectrum. Intuitively,

one can interpret this behavior as a kind of “remapping” of the spectrum: the

function F(k') replaces k' in the equations of motion. But, F(k') is now decreasing

with k' in the trans-Planckian regime. It means that the shape of spectrum when

going to higher values of k', beyond k0, is expected to mimic the (possibly stretched)

behavior of the spectrum when going to smaller values of k' below k0. The observed

rise for wave numbers greater than k0 is therefore connected with the red envelope

of the oscillations of the spectrum for wave numbers smaller than k0.

In this section (and in the following one), we only show the tensor spectrum

because, as previously mentioned, the IR behavior of the scalar spectrum (which is

quite controversial as it heavily depends on the way to set initial conditions) would

be reflected in the UV through the MDR. There is therefore no point studying it

in details here.

5.1.2. Dressed metric approach

Figure 10 shows, for the reason given in the previous section, that the spectrum

now exhibits a deeply blue behavior at small scales, as for the deformed algebra
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Fig. 9. Primordial tensor power spectra obtained in the Deformed Algebra approach with the

exponentially-suppressed MDR F(kϕ)2 = k2ϕe
−k2

ϕ
/k2

0 , for different k0 values. Upper: k0 = 0.1.
Middle: k0 = 1. Lower: k0 = 10.

spectrum. This is interesting as it was believed that quantum gravity effects were,

in this framework, only affecting the IR modes. The reason for that was that those

modes are, at the bounce time, larger than the curvature radius of the Universe

and are therefore “feeling” the curvature. They are thus excited and not in the

Bunch–Davies vacuum. This quantum-gravity effect was only due to the background

dynamics and therefore to the density. In the case of the MDR here implemented,
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Fig. 10. Primordial tensor power spectra obtained in the Dressed Metric approach with the

exponentially-suppressed MDR F(kϕ)2 = k2
ϕ
e−k2

ϕ
/k2

0 , for different k0 values. Upper: k0 = 0.1.
Middle: k0 = 1. Lower: k0 = 10.

the physical size of the mode also plays a role and the UV part of the spectrum is

affected.

6. Conclusion

In the framework of LQC, the background behavior when the density becomes

Planckian is quite well known and understood. The effects of the resulting bouncing
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K. Martineau, A. Barrau and J. Grain

dynamics on the spectrum of primordial perturbations have also been intensively

studied. In this paper, we have focused on another issue: the consequences of quan-

tum gravity affects the length of the considered mode, independently of the density

of the background.

As a first step in this direction, we have considered two different modified dis-

persion relations to take into account the existence of a minimum scale in LQG: the

Unruh’s one and the exponentially suppressed one. The first lesson of this study

is that the trans-Planckian behavior of the MDR does matter and changes the

spectrum. In particular,

• the pathological behavior of the “naive” (i.e. with a quadratic potential and no

backreaction) deformed algebra spectrum can be cured by an Unruh-like MDR;

• the correct behavior of the dressed metric spectrum can become pathological if

an exponentially decreasing MDR is implemented.

This makes the situation particularly interesting in the sense that the anomaly-

free approach is now shown, when trans-Planckian effects are taken into account,

to be possibly in agreement with data. But, this does not mean that the spectra

are insensitive to the details of quantum gravity effects as some MDRs are clearly

incompatible with measurements. Those effects cannot be ignored as, for a typical

duration of inflation, the modes observed in the current Universe were deeply trans-

Planckian at the bounce time.

In the black hole sector,49–51 it is now known that MDRs have a very small

impact on the characteristics of the Hawking radiation. This means that the pre-

dictions are quite insensitive to trans-Planckian physics. This is also true in the

cosmological sector52 when dealing with the usual inflationary paradigm. However,

we have shown here that this is not the case anymore when dealing with a quantum-

gravity induced bouncing scenario (as already suggested in Ref. 29). This obviously

means that the predictions are less robust, but this also opens an interesting window

on trans-Planckian physics.

As a next step in this direction, it would be important to use less ad hoc hypothe-

ses for the shape of the MDRs but, instead, to derive them from the full theory.

Although the task is quite hard if taken fully rigorously, some toy models inspired

by solid state physics approaches can certainly be built.
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150 Chapitre 3. Cosmologie quantique à boucles

3.4.5 Précisions sur les spectres de puissance primordiaux scalaires

La motivation derrière la prochaine étude part d’un constat simple : la plupart des travaux réalisés
jusqu’ici sur les spectres primordiaux scalaires en LQC considèrent (à notre connaissance) une forme
quadratique du potentiel d’inflaton. Or l’expression de ce dernier entre directement dans celle du
potentiel z00S /zS et peut donc avoir une forte influence sur l’évolution des perturbations scalaires. La
forme quadratique du potentiel d’inflaton, bien que constituant une première considération correcte
de part sa simplicité et la comparaison facile qu’elle offre avec d’autres modèles présents dans la
littérature n’est tout de même pas favorisée par les données [142]. Il est donc justifié de désirer étendre
les études réalisées sur les spectres scalaires à d’autres formes du potentiel d’inflaton, d’autant plus
qu’étant donné la complexité de l’expression de z00S /zS il nous paraissait hautement non trivial d’avoir
une intuition nette du devenir des spectres primordiaux scalaires dans le cas d’une classe plus étendue
de potentiels.

Nous en avons également profité pour essayer de caractériser la sensibilité du spectre à la manière
dont nous plaçons les conditions initiales pour les perturbations. Il est attendu qu’une sensibilité se
manifeste dans le régime infrarouge, les plus grandes longueurs d’ondes étant en général initialement
normalisées à la Minkowski.
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I. INTRODUCTION

The calculation of primordial cosmological power spec-

tra is an important way to connect speculative theories of

quantum gravity with observations (see [1] for a recent

review). Among those theories, loop quantum gravity

(LQG) (see, e.g., [2]) has now reached the point where

explicit calculations can be performed. At this stage, it

remains, however, extremely difficult to derive rigorous

cosmological predictions from the full theory. But, in the

specific case of loop quantum cosmology (LQC), which

can be viewed as the quantization of symmetry reduced

general relativity using techniques from LQG (see, e.g.,

[3,4]), quite a lot of results have already been obtained,

beginning with the replacement of the usual big bang by a

big bounce. Recently, important improvements were pro-

posed, e.g., in group field theory [5–7], in quantum reduced

loop gravity [8–11], in refined coherent state approaches

[12], in diffeomorphism invariance derivation [13] or in

analogies with a Kasner transition [14], to cite only a few.

Together with hybrid quantization [15,16], two main

approaches have been developed in this framework to study

inhomogeneities: the dressed metric [17–19] and the

deformed algebra [20–23]. The first deals with quantum

fields on a quantum background, while the second puts the

emphasis on the consistency and covariance of the effective

theory. This led to clear predictions about the power spectra

[24–29]. Other complementary paths were also considered

to investigate perturbations [30–34].

Many works were devoted to tensor perturbations that are

easier to handle both for gauge and for anomaly issues. Scalar

modes are, however, more important from the observational

viewpoint (see, e.g., [24,35–38] for recent works in LQC).

This article focuses on scalar spectra and aims at clarifying

how previous LQC results obtained for a simple massive

scalar field can be generalized to other monomial potentials

and to which extent the spectrum is sensitive to initial

conditions (i.e., to a vacuum choice) for perturbations. It

is essentially impossible to derive fully generic results, sowe

explicitly investigate different solutions and show the asso-

ciated numerical computations so that they can be accounted

for in future studies.

II. GENERIC FRAMEWORK

We consider here a spatially flat and isotropic FLRW

spacetime filled with a minimally coupled scalar field with

a monomial potential. We neglect backreaction and trans-

Planckian effects.

We first come back to the study developed by some of

the authors of this article in [27]. As in this work, we adopt

here a causal viewpoint and put the initial conditions, both

for the background and the perturbations, as far as possible

in the contracting phase preceding the bounce.

The basic ingredients are the following. The Friedmann

equation, modified by holonomy corrections, reads as

H2 ¼
κ

3
ρ

!

1 −
ρ

ρc

"

; ð2:1Þ

where ρc is the critical density (expected to be of the order

of the Planck density), and H ¼ _a=a is the Hubble

parameter. The Klein-Gordon equation for the background

is given by

φ̈ ¼ −3H _φ − ∂φVðφÞ; ð2:2Þ

where φ is here used for φ̄, the average scalar field. The

differential system for the background can be summarized

as (we choose the convention aðtinitÞ ¼ 1)
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_φðtÞ ¼
∂φ

∂t
; ð2:3Þ

φ̈ðtÞ ¼ −3HðtÞ _φðtÞ − ∂φVðφðtÞÞ; ð2:4Þ

_HðtÞ ¼ −

κ

2
_φ2ðtÞ

!

1 − 2
_φ2ðtÞ=2þ VðφðtÞÞ

ρc

"

; ð2:5Þ

_aðtÞ ¼ HðtÞaðtÞ: ð2:6Þ

Perturbations are described in the Fourier space by the

gauge invariant Mukhanov-Sasaki equation,

v00k þ

!

k2 −
z00

z

"

vk ¼ 0; ð2:7Þ

where z ¼ a _φ
H
, and the derivation is with respect to the

conformal time dη ¼ 1

a
dt. One can easily show that

z̈

z
¼
φ⃛

_φ
þ
φ̈

_φ

!

2H−2

_H

H

"

þH2
−

_Hþ2

!

_H

H

"

2

−

Ḧ

H
: ð2:8Þ

Introducing

Ω ¼ 1 − 2
ρ

ρc
; ð2:9Þ

and using

ρ ¼
1

2
_φ2 þ VðφÞ; ð2:10Þ

leads to the final expression,

z00

z
¼ a2

!

−∂2
φVðφÞ þ 2H2

− 2κΩ
_φ∂φVðφÞ

H
−

7

2
κΩ _φ2

þ
3κ

ρc
_φ4 þ κ2Ω2

_φ4

2H2

"

: ð2:11Þ

This is the intricate effective potential that has to be dealt

with. In the next two sections, we study perturbations as

described by the dressed metric approach [17–19], which

is very close to the hybrid quantization one as far as

phenomenology is concerned [33]. Interestingly, at the

effective level, the equation of motion (2.7) is formally the

same than in general relativity, even though the value of

z00=z is of course heavily modified. We then switch to the

deformed algebra approach were an effective change of

signature shows up.

III. QUADRATIC POTENTIAL

The resulting typical evolution of the scalar field is

shown in Fig. 1: pseudo-oscillations are followed by the

bounce and by an inflationary stage. The details obviously

depend on the phase of the field during the contracting

period but, as shown in [39–41], what is displayed in Fig. 1

is a quite generic behavior. The probability to have, e.g., a

phase of deflation is much smaller. All numbers are given in

Planck units.

The way to choose initial conditions for the perturbations

is more subtle. The usual Minkowski solution,

vkðηÞ ¼
1
ffiffiffiffiffi

2k
p e−ikη; ð3:1Þ

is approached in the so-called Bunch-Davies vacuum.

The main requirement to set the vacuum is that the effective

potential is negligible so that the equation of motion

becomes nearly the one of an harmonic oscillator. In

addition, if the causal evolution of the Universe during

the bounce is taken seriously and if the word “initial” is

taken literally, it makes sense to put initial conditions far

away before the bounce, this later constituting in addition

the most “quantum” and less controlled moment in the

whole cosmic history (see e.g., [42] for a discussion). As it

will become clear later, this requirement is actually in

tension with the first one (which should be considered as

the mandatory one).

The evolution of the absolute value of the effective

potential z00

z
is shown in Fig. 2 during the full integration

time interval. It should be noticed that it increases both in

the past and in the future of the bounce (which is located

around t ¼ 1.5 × 107 on the plot). This raises an issue

which is fundamental for bouncing models and should be

taken into account with care, as studied later in this article.

Figure 3 shows the effective potential between the

beginning of the integration interval and the bounce. The

shape is highly complex and very different from what

happens either in standard cosmology or in LQC for tensor

modes. In the standard cosmological model it vanishes

when going backward in time, deep into the de Sitter

inflationary phase. This is also true for bouncing models

when going far away in the past of the contracting phase,

but only for tensor modes. In the considered case, due to the

large (negative) value taken by the potential in the remote

tb1×107 2×107 3×107 4×107 t [tPl]

1

2

3

4

5

φ [mPl]

FIG. 1. Temporal evolution of the scalar field, for a mass

m ¼ 1.2 × 10−6.
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past it is impossible to put stable initial conditions very far

from the bounce. Strictly speaking, it might make sense to

set initial conditions in this way but the interesting selection

criterion associated with the Bunch-Davies vacuum would

be lost. If one wants to remain in a framework where a

Bunch-Davies–like initial state—which is at least justified

to compare with other results—is used, there are two

moments which can be chosen such that z00

z
vanishes.

However, those points are not far from the bounce and

the fact that “initial” conditions have to be set at very

specific moments is something that deserves to be better

understood in the future and should be, at this stage,

considered as a weakness (at least at the heuristic level) of

those models.

As a first step in a better understanding of the situation,

we present in Fig. 4 the primordial power spectra resulting

from a full simulation of the evolution of perturbations

with initial conditions set both at the first zero, i.e., at

ti ¼ 1.46 × 107, corresponding to the earliest time in

cosmic history, and at the second zero of the effective

potential at ti ¼ 1.52 × 107.
First, it should be emphasized that the ultraviolet (UV)

part of the spectrum is the same for both ways of putting

initial conditions and is compatible with observations, that
is nearly scale invariant with a very slight tilt due to the
slow roll of the field during the inflationary stage. This is
particularly important as the UV part of the spectrum is
most probably the one which is experimentally probed.
This last fact entirely depends on the number of e-folds of
inflation: the conversion of the comoving wave number
into a physical wave number requires the knowledge of the
expansion factor of the Universe. Except if the background
initial conditions are hyper-fine-tuned, inflation lasts long
enough [39–41] so that the observational cosmological
microwave background (CMB) window clearly falls in the
UV part of the spectrum. In principle, this would require a
specific trans-Planckian treatment (see [28,43] for first
attempts in this direction) which is not the topic of this
study and which is anyway partially accounted for in the
dressed metric approach. The oscillations in the intermedi-
ate part of the spectra—due to quasi-bound states in the
effective Shrödinger equation—are basically the same in
both cases, together with the deep infrared (IR) part
(throughout all the article we call “infrared” the rising part
of the spectrum and “ultraviolet” the scale-invariant one).
However, some differences do remain in the junction
between the IR and the oscillatory regimes. We have
checked that they are not due to numerical issues.
Although this is not of high phenomenological signifi-
cance, this shows that the way initial conditions are set,
even around a vanishing effective potential, can influence
the resulting power spectrum.

We have also checked that when moving slowly away

from the exact point were z00

z
¼ 0, the spectrum slowly

changes. This is obviously expected but the details of the

changes are very hard to guess as the effective potential is

very complicated. Basically, the spectrum evolves from a

full k2 to a full k3 behavior in the IR. Figure 5 presents an

intermediate case, and this should be taken into account

when interpreting results given in [27].

tb1×107 2×107 3×107 4×107
t [tPl]

1030

1080

10130

|
z ''

z
| [mPl

2]

FIG. 2. Temporal evolution of the absolute value of effective

potential z00

z
over the full integration interval.

5.0× 106 1.0× 107 1.5× 107
t [tPl]

–2.× 10–6

–1.5× 10–6

–1.× 10–6

–5.× 10–7

0

z ''

z
[mPl

2]

FIG. 3. Temporal evolution of the effective potential z
00

z
between

the beginning of the integration and just before the bounce.
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10–22

10–18
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10–10

10–6
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k [mPl]

P
s
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)

FIG. 4. Primordial scalar power spectra, as a function of the

comoving wave number, for a quadratic potential and initial

conditions put whether at the first zero of z00

z
, i.e., ti ¼ 1.46 × 107

(lower plot in the IR, black disks), or at the last zero of z00

z
, i.e.,

ti ¼ 1.52 × 107 (upper plot in the IR, green triangles).
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Finally, in Fig. 6, the spectrum is plotted for initial

conditions set at a local extremum further away from the

bounce, at ti ¼ 2.00 × 106. The plain line corresponds to a

point deeper in the past than the dotted line.

This shows that although the global shape of the spectrum

is under control—especially in the region of phenomeno-

logical significance—the detailed structure is quite sensitive

to the way initial conditions are set. In models where the

effective potential does not vanish in the remote past, this

raises nontrivial issues. This means by no way that those

approaches are inconsistent but that some uncertainties

associated with the loss of a strong selection criterion on

initial conditions have to be included in the analysis.

IV. GENERALIZED POTENTIALS

It is important to investigate whether the scalar spectra

obtained hold for other inflaton potential shapes (not to be

confused with the effective potential felt by pertubations),

beyond the massive scalar field which is not favored by data

[44]. The case of plateaulike potentials is very specific in

bouncing models (see [41]), so we restrain ourselves to

confining monomial potentials of the form:

VðφÞ ¼
1

n
λnφ

n: ð4:1Þ

No general analytical solution in the deep contracting

phase can be found anymore but it is still possible to set

initial conditions for the background as done previously.

The evolution of the scalar field is qualitatively weakly

depending on n. As an example, we show the result for

n ¼ 3 in Fig. 7.

The situation is more complicated when one considers

the details of the effective potential. Figure 8 shows the

evolution of z00=z up to the respective bounces for n ¼ 3, 4,

4=3, 5=2.
Clearly, the shape of the behavior of the effective potential

depends on the value of n. The number of points were the

potential identically vanishes is finite in each case, leading to

a finite number of ways to set a rigorous instantaneous

Bunch-Davis vacuum. In all cases, there is also an infinite

10–8 10–6 10–4 10–2 100

10–22

10–18

10–14

10–10

10–6

10–2

k [mPl]

P
s
(k

)

FIG. 6. Primordial scalar power spectrum, as a function of the

comoving wave number, for a quadratic potential and initial

conditions at local extrema far away from the bounce, at

ti ¼ 2.00 × 106. From the dot line to the plain line, one goes

deeper in the remote past.
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FIG. 5. Primordial scalar power spectrum, as a function of the

comoving wave number, for a quadratic potential and initial condi-

tions set 0.6tPl before the Bunch-Davies vacuum at ti¼1.46×107.

tb5×106 1×107 1.5×107 t [tPl]

1

2

3

4

φ [mPl]

FIG. 7. Evolution of the scalar field for n ¼ 3.
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FIG. 8. Evolution of z00

z
in the contracting universe up to the

respective bounces for VðφÞ ¼ 1
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λnφ

n and n ¼ 3 (blue dotted

line), n ¼ 4 (red dashed line), n ¼ 4=3 (black solid line) and

n ¼ 5=2 (green solid line).
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number of local minima that can be used as approximate

vacua, depending on the range of wave numbers relevant for

the considered study. We insist once more that the details of

the spectrum do depend on this choice.

Figure 9 shows the envelope of the effective potential for

n ¼ 3 when going deeper into the past. It can be empiri-

cally fitted by a power law ðt − tbÞ
0.45. The oscillations

themselves get quite chaotic, reflecting the nonlinearity of

the equations. The situation is very different from what

happens for the effective potential of tensor modes. It might

be that, from the bounce, time flows in two opposite

directions. Then it would make sense to put initial con-

ditions at the bounce, as in [17–19]. If, however, the

evolution remains globally causal with a unique time

direction, the questions raised here cannot be ignored.

As “extreme” examples, we show in Fig. 10 (respec-

tively, Fig. 11) the scalar spectra for n ¼ 4=3 (respectively,

n ¼ 5=2) with initial conditions set close to the bounce and
in the deep past. This reinforces the previous conclusions:

the “small scales” part of the spectra is nearly scale

invariant in all cases (although small differences do exist),

making the results compatible with observation for the vast

majority of the parameter space which leads to an infla-

tionary stage so long that the observable part falls in the

deep UV range. However, the IR part and some of the

oscillations can sensitive to the details of the inflaton

potential shape and to the way initial conditions are set.

V. DEFORMED ALGEBRA

Another approach to LQC, the so-called deformed

algebra, relies on a different view of the situation [20–23,

45,46]. In this case, the emphasis in put on the consistency

of the effective theory. The Poisson brackets are calculated

between (holonomy) quantum corrected constraints.

Anomalies do appear in general. To ensure covariance,

counter-terms with a vanishing classical limit are added to

the constraints, so that the system remains “first class” in

the Dirac sense. The resulting algebra (including the matter

content) is closed and reads as

fD½Na
1
&; ½Na

2
&g ¼ 0; ð5:1Þ

fH½N&; D½Na&g ¼ −H½δNa∂aδN&; ð5:2Þ

fH½N1&; H½N2&g ¼ D

$

Ω
N̄

p̄
∂aðδN2 − δN1Þ

%

; ð5:3Þ

where D½Ni& is the full diffeomorphism constraint and

H½N& is the full scalar constraint. The important feature

it the Ω ¼ ð1 − 2ρ=ρcÞ term in the last Poisson bracket.

It becomes negative close to the bounce and leads to an

effective change of signature. The Mukhanov equation of

motion in Fourier space reads, in this framework, as

R̈k −

!

3H þ 2m2
φ̄

_̄φ
þ 2

_H

H

"

_Rk þ Ω
k2

a2
Rk ¼ 0; ð5:4Þ

with
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FIG. 9. Evolution of z00

z
, together with its envelop, in the

contracting universe, up to the bounce on a wide time interval.
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FIG. 10. Spectrum for n ¼ 4

3
with initial conditions whether

close to the bounce, at ti ¼ 1.87 × 107tPl (lower plot in the IR,

black disks), or far from it at ti ¼ 1.49 × 107 (upper plot in the

IR, green triangles).
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FIG. 11. Spectrum for n ¼ 5

2
with initial conditions whether

close to the bounce, at ti ¼ 1.35 × 107 (k2 behavior in the IR,

black disks), or far from it at ti ¼ 1.35 × 106tPl (k
3 behavior in

the IR, green triangles).
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R ≔

v

z
; ð5:5Þ

where v is the gauge-invariant perturbation and z is the

background variable. Phenomenologically, the main con-

sequence of this model, if a causal view is chosen and a

massive scalar field is assumed to fill the Universe, is an

exponential growth of the spectrum in the UV [26,27]. It

is obviously not compatible with data [29], but this

conclusion clearly relies on heavy assumptions that might

be radically altered when considering trans-Planckian

effects [28] or other ways of setting initial condi-

tions [47,48].

We have readdressed the question of the propagation of

scalar perturbations in the deformed algebra framework

with new potentials. As can be seen in Figs. 12–14, the UV

rise of the spectrum clearly remains present whatever the

chosen potential. All the conclusions about the features of

this model, therefore, remain valid beyond the massive

scalar field approximation. The subtle modifications of the

IR shape are actually due to the way the initial vacuum is

chosen which is inevitably impacted by the choice of the

potential.

VI. CONCLUSION

In this article, we have addressed the question of the

primordial power spectrum of scalar perturbations in a

bouncing universe described by loop quantum cosmo-

logy by studying the gauge-invariant Mukhanov-Sasaki

equation with the appropriate effective potential associ-

ated with different inflation potentials. A full numeri-

cal simulation was developed. The conclusions are the

following:

(i) the temporal behavior of the effective z00=z potential
is, in general, highly complicated with a pseudo-

periodic structure which depends on the details of the

inflaton potential VðφÞ.
(ii) the ultraviolet part of the power spectrum, which is

the most relevant one from the observational per-

spective, is mostly independent of the way initial

conditions are set and of the choice of the potential.

This makes the main LQC predictions robust.

(iii) the intermediate and infrared parts of the spectrum

do depend on the initial conditions and on the

inflaton potential. The IR slope varies between k2

and k3 depending on the type of vacuum chosen and

the amplitude of the oscillations can vary substan-

tially.

This study shows that the main conclusions regarding the

compatibility of the spectrum with CMB observations (for

most of the parameter space span by initial conditions for

the background) in LQC are reliable. However, if the initial

values for the inflaton field and its momentum are fine-tuned

so that the number of e-folds of inflation is small, the

observational window might fall on the intermediate or IR

part of the spectrum. In that case, LQCpredictions do depend

on the way initial conditions (for perturbations) are set and

on the choice of the inflaton potential. This should be taken

into account in future studies.
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158 Chapitre 3. Cosmologie quantique à boucles

3.5 Un raffinement du rebond : les univers rebond-émergents

3.5.1 Phénoménologie de la "Quantum Reduced Loop Gravity" (QRLG)

Tenter de disposer d’un modèle cosmologique effectif plus proche de la théorie mère est na-
turellement l’un des enjeux majeurs de la cosmologie quantique. Une piste fort intéressante dans
cette direction est celle de la "Quantum Reduced Loop Gravity" (ou QRLG) [143]. L’idée de cette
démarche consiste à considérer la dynamique avant de procéder à la réduction symétrique de type
mini-superespace. Au prix d’un choix de jauge et de l’utilisation d’un réseau régulier, il est ainsi
possible de disposer d’une dynamique quantique beaucoup plus fiable que dans les approximations
initiales de la LQC. De nombreux développements ont récemment eu lieux : dérivation explicite de
l’opérateur Hamiltonien, extensions aux champs scalaires et vectoriels, extension aux champs de
jauge, dérivation d’une évolution intermédiaire entre les schémas µ̄ et µ0, etc. L’application explicite
de ces idées à la cosmologie a montré que l’évolution vers le passé à partir de l’Univers classique
contemporain conduit bien à un rebond. Mais à la différence de la LQC usuelle, celui-ci n’est pas
précédé par une phase de contraction mais par une phase stationnaire [144]. De façon étonnante, cette
approche semble donc conduire à une vision synthétique (ou hybride) entre les deux principaux types
de cosmologies non-singulières.

Nous avons entrepris de mener à bien une investigation plus systématique des conséquences phéno-
ménologiques de ce modèle. En particulier, nous avons étudié la manière dont le nombre d’e-folds

inflationnaires varie en fonction des différents paramètres et montré qu’il était toujours plus grand que
la limite observationnelle. Nous avons également sondé la sensibilité du spectre primordial tenseur aux
différents paramètres du modèle, en insistant sur l’importance du volume fiduciel qui revêt ici un sens
physique.

Remarque : Je conseille au lecteur de s’intéresser à cette remarque après lecture de l’article.
Dans cette étude les conditions initiales pour le champ scalaire n’ont pas été définies comme nous

l’avions fait en LQC (avec une distribution de probabilité plate entre 0 et 2⇡ sur la valeur initiale
de la phase) car les simulations ne permettaient pas de remonter assez loin dans le passé pour que
l’évolution du champ soit similaire à celle d’un oscillateur harmonique. La contrainte Hamiltonienne
était systématiquement violée avant que les conditions 3H�̇ ⌧ �̈ et 3H�̇ ⌧ dV/d� ne soient satisfaites.
Autrement dit nous ne pouvions plus faire confiance aux simulations en remontant trop loin dans la
phase pseudo-statique.

De plus il n’y a pour le moment aucun argument analytique justifiant clairement que le facteur
d’échelle tende bien vers une constante dans l’infini passé. Le fait que l’amplitude des oscillations de a

tend vers zéro dans la limite t ! �1 est juste à ce stade une intuition, sans doute bien fondée, mais
une intuition quand même.

Néanmoins G. Stagno est actuellement en train de développer un nouveau code qui nous permettra
de remonter la dynamique beaucoup plus loin dans le passé. Nous verrons alors si les conditions
3H�̇ ⌧ �̈ et 3H�̇ ⌧ dV/d� sont initialement satisfaites. Si oui alors il est prévu que nous fassions
une nouvelle étude dans laquelle nous placerons les conditions initiales pour le champ comme en
LQC, avec une PDF plate sur la valeur initiale de sa phase. Cette perspective me semble intéressante
car de telles conditions initiales pour le champ ne sont pas anodines, rappelons que ce sont elles
qui généraient des trajectoires menant à la forme piquée de la PDF autour de N ' 145 (l’une des
prédictions phénoménologiques de la LQC les plus intéressantes à ce jour).
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Aurélien Barrau,

2
Gioele Botta,

3
Killian Martineau,

2
and Gabriele Stagno

4,5

1
Institute for Gravitation and the Cosmos, Penn State, University Park, Pennsylvania 16802, USA

2
Laboratoire de Physique Subatomique et de Cosmologie, Université Grenoble-Alpes,
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DOI: 10.1103/PhysRevD.98.106022

I. INTRODUCTION

The Higgs boson discovery [1] and the direct observation

of gravitational waves [2] have strengthened the reliability

of well corroborated theories: the standard model of

particle physics (based on quantum field theory) on the

one hand, and general relativity (GR) on the other hand.

Beside these recent observations, the long-standing issue of

quantizing gravity still calls for a solution. All physical

theories must make contact with experiments or observa-

tions and this often constitutes one of the main difficulties

for quantum gravity. Loop quantum gravity [3–5] (LQG) is

a consistent attempt in this direction, as witnessed by the

recent effort on dealing with the black hole quantum

dynamics (both within the canonical [6,7] and covariant

formulations [8]), together with the prediction of the big

bang singularity resolution [9–11] and the power spectrum

calculation [12–14] made possible by loop quantum cos-

mology (LQC).

This article is about the observable consequences of

LQG in cosmology, when the full theory structure is taken

into account. This can be done using a suitable gauge fixed

version of the theory called quantum reduced loop gravity

(QRLG) [15–20]. Differences between LQC and QRLG are

both in the philosophy and the methodology. The former is

a LQG-inspired, polymerlike [21,22] quantization of a

classically symmetry reduced system, while the latter is

a subsector of LQG adapted to the symmetry of the system

one is interested in. In the two approaches, quantization and

symmetry reduction are in reverse order: LQC quantizes a

classical reduced system, QRLG selects a symmetric

subsector from the full quantum theory. If LQC can be

seen as the simplest and most straightforward application of

LQG ideas, starting from the beginning with less degrees of

freedom to quantize, from the QRLG perspective it can be

trusted as a first order quantum correction to the classical

dynamics, since relevant structures of LQG are lost and

have to be “injected” in the process. On the contrary, QRLG

retains all the features of the full theory and, moreover, does

indeed recover LQC at first order [23,24].

In this article we extend the study of QRLG addressing

inflation and discussing features of the power spectrum for

cosmological perturbations. In isotropic QRLG, the

Friedman Lemaitre RobertsonWalker (FLRW) background

is replaced by an emergent bouncing universe [25]. Here

we focus on observable signatures of this scenario and

compare them to the ones provided by LQC. As shown in

[23,24], the corrections are subleading only up to the (first)

bounce—when going backward in time—and, for earlier

times, they grow and lead to a complete different dynamics.

Thus, the observational consequences of the QRLG sce-

nario have to be studied as they may differ from LQC ones.

Before introducing our model, we briefly review LQG in

order to make possible the understanding of our results also

to the reader unfamiliar with the full theory.

LQG is a background free, nonperturbative Hamiltonian

quantization of gravity whose starting point is the 3þ 1

foliation of the GR first order tetradic formulation. It is a

modern canonical quantization that takes advantage of a
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new set of phase space variables—the Ashtekar variables

[26]—in order to cast the classical theory in a form close to

the one of a local SU(2) gauge theory. The Ashtekar

variables Ai
aðx; tÞ, E

a
i ðx; tÞ are an suð2Þ connection and a

(densitized) triad field, which are canonically conjugate,

fAi
aðxÞ; E

b
j ðyÞg ¼ 8πGγδbaδ

i
jδ

3ðx − yÞ, and read Ai
a ≔ ωi

aþ

γKi
a, E

a
i ≔

1
2
ϵijkϵ

abce
j
be

k
c, where i, j, k are suð2Þ algebra

indices, a, b, c space ones, ωi
a is the spin-connection

compatible with the triad ebj , Ki
a is the (mixed triadic

projection of the) extrinsic curvature tensor and γ is a

parameter that enters this formulation of GR. This so-called

Barbero-Immirzi parameter γ is expected to have a value

close to 0.24 if one considers the black hole entropy

calculation [27]. It enters in the spectrum of the geometrical

operators like area and volume, but does not change the

classical equations of motion, i.e., Einstein’s equations.

Like all gauge theories, GR is a constrained system, more

specifically, a totally constrained one, as its Hamiltonian

vanishes on physical trajectories. Written in Ashtekar

variables, it turns out to be encoded in three constraints

generating SU(2) gauge transformations (the Gauss con-

straint), spatial diffeomorphisms (the diffeomorphism con-

straint) and time reparametrization (the Hamiltonian

constraint).

Quantization starts using a “technology” borrowed from

lattice gauge theories in order to provide a (background-

independent) smearing of the canonical algebra generated

by Ai
aðx; tÞ and Ea

i ðx; tÞ, leading to the holonomy-flux

algebra. The Ashtekar connection Ai
aðxÞ is replaced by its

holonomy hl½A& along arbitrary paths l- and the densitized

triad Ea
i ðxÞ is replaced by its flux EiðSÞ across a surface S.

Quantization follows implementing the (unique [28])

quantum representation of the holonomy-flux algebra

and computing the kernel of all the quantum operator-

promoted constraints of the theory, according to Dirac’s

procedure [29] for constrained systems. Solving the Gauss

and diffeomorphism constraints leads to the definition of a

Hilbert space with states jΓ; j; ii. Those states are labeled

by graphs Γ given by links associated to the holonomies

(dual to the surfaces used for defining fluxes) and nodes.

Links are colored by spins j, i.e., by representations of

SUð2Þ, and nodes by intertwiners i, i.e., SUð2Þ invariant

tensors. Geometric quantities can be turned in Hermitian

operators and it turns out that they have a discrete spectrum

[30]. The area operator has a spectrum with a minimal

nonvanishing eigenvalue Δ ¼ 4
ffiffiffi

3
p

πGγl2P proportional to

the Barbero-Immirzi parameter γ and the square of the

Planck length lP ≔

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

ℏG=c3
p

. The picture provided by

LQG is clear and beautiful: quantum gravity appears as a

quantum theory of geometry, in which the spacetime

continuum disappears leaving place to a relational net of

fuzzy quanta of space.

Beside these achievements, problems arisewhen address-

ing the Hamiltonian constraint. Only trivial and formal

solutions [31] are indeed known and a complete characteri-

zation of the full spectrum is still missing. A retrospective

look at this difficulty is not so discouraging: after all, the

general solution to the analogue classical problem, i.e.,

Einstein’s equations, is still unknown too, but this has not

prevented GR to become a powerful tool for gravity. During

the past years several paths to overcome the issue of

quantum dynamics have been followed, both implementing

different reformulations, e.g., using spinfoam models [32],

and/or addressing the dynamics of symmetric sectors of the

full theory. The pioneering spin-off of LQG that follows this

last direction is the “minisuperspace” quantization of space-

times pursued by LQC.

Calculating the Ashtekar variables for a chosen spacetime,

LQC follows a polymerlike quantization thatmimics the one

pursued by LQG and provides the quantum dynamics for

symmetry reduced models at the classical level, such as

FLRW and Bianchi spacetimes [33]. The resolution of the

cosmological singularity comes out naturally, replacing the

big bang scenario by a nonsingular bouncing universe.

Looking forward in time, there is a contracting phase which

endswhen the density and the curvature reach near-Planckian

values, then a bounce happens and an expanding phase

follows (the late-time behavior is exactly as in GR). The

singularity is resolved because even though zero is in the

spectrum of the volume operator, it is never dynamically

reached. Despite this remarkable result, one should look at

traditional LQC as a first attempt in applying LQG ideas to

the simplest class of gravitational symmetry-reduced sys-

tems. The limits of this approach are mainly due to the fact

that the quantization is performed only after a classical

symmetry reduction and this does not prevent ambiguities in

the corresponding quantum theory (see e.g., [34]). Working

onlywith few degrees of freedom, LQCneeds to import from

the full theory both a graph structure and aminimumvalue for

physical areas in order to regularize the symmetry-reduced

Hamiltonian operator.
QRLG is a program that attempts to implement a

dynamical reduction of the full theory to a given sym-
metry-reduced setting, i.e., first quantizes and then reduces.
This is achieved in several steps: one begins by implement-
ing a gauge fixing at the quantum level (defining a gauge-
fixed kinematical Hilbert space, called the reduced Hilbert
space HR) and then one uses coherent states peaked on
symmetric spaces over which one evaluates the operator
version of a new set of constraints that preserve the gauge
(built according to the gauge unfixing procedure [35–37]).

In the cosmological setting of the FLRW geometry (and

Bianchi models), this reduced space is selected by (parti-

ally) gauge fixing the SU(2) and the diffeomorphism gauge

of the full theory to diagonal metrics and triads. Only a

small class of spatial diffeomorphisms are still compatible

with this choice (called reduced diffeomorphisms), leading

to the result that at the quantum level only cuboidal graphs

[colored with Uð1Þ representation numbers] are allowed,

i.e., the ones with links parallel to the fiducial triad field.
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Computing expectation values of the (gauge preserving part

of the) LQG Hamiltonian constraint, QRLG effective

Hamiltonians for the FLRW and Bianchi I cases can be

explicitly obtained [24]. They depend on the choice of

coherent states used to define the symmetry-reduced

sectors.

Importantly, the much discussed μ0 or μ̄ LQC regulari-

zation schemes appear in QRLG as particular choices of

coherent states. QRLG allows to reproduce LQC schemes

and to generalize them [24,25] with the so-called statistical

regularization. This is based on ensembles of coherent

states peaked on homogeneous phase space points defining

macrostates. Every homogenous coherent state at a fixed

graph represents a given cosmological macrostate and

statistical superposition of graphs can be considered. To

the same macrostate [labeled by ða; _aÞ, for FLRW] corre-

sponds several coherent microstates labeled by different

quantum numbers and graphs. For each given probability

distribution counting the occurrence of microstates asso-

ciated to a fixed macrostate, an effective Hamiltonian can

be computed taking the expectation value of the

Hamiltonian operator over the chosen ensemble, as done

in the aforementioned references where Gaussian ensem-

bles were chosen.

All the computed QRLG effective Hamiltonians bring

corrections to the LQC ones that are subleading only much

after the big bounce. For the FLRW case, at earlier times,

the Universe oscillates and eventually reaches a stationary

phase of constant finite volume (the meaning of the

“volume of the Universe” will be discussed later on).

Looking forward in time, a Planckian universe emerges

from the infinite past. It is stationary until a transient phase

is reached and, after few bounces, the dynamics matches

the LQC’s one from the (last) big bounce all the way to the

far future. This emergent behavior is a peculiar property of

the isotropic sector and exploring its observational conse-

quences constitutes the main goal we address in the rest of

the paper. As far as perturbations are concerned, we use

here the usual formalism and we apply only QRLG

correction to the background. This is a heavy hypothesis.

In the next section, the effective quantum background is

described. Then, the corresponding basic features are

investigated. At the background level, the duration of

inflation is calculated for most of the parameter space.

Regarding perturbations, the tensor power spectra are

computed and scalar ones discussed. Finally, the effects

of the inflaton field mass are considered.

II. EFFECTIVE QUANTUM BACKGROUNDS

A. FLRW loop quantum cosmology

We briefly review here the quantization of the (spatially

flat) FLRW spacetime as pursued by LQC, focusing on the

effective equations of motion it provides. Starting from the

FLRW line element

ds2 ¼ −dt2 þ aðtÞ2δije
i
ae

j
bdx

adxb; ð1Þ

where eia ≔ δia, is a fiducial triad field in Cartesian

comoving coordinates ðt; x; y; zÞ and aðtÞ is the scale

factor. The associated Ashtekar variables are computed

in order to write the FLRWHamiltonian provided by GR in

terms of them. To this aim, a fiducial cell of coordinate

volume V0 is introduced
1
so as to avoid spurious diver-

gences due to the open topology this geometry is (here

implicitly) endowed with. Now, thanks to the symmetries

of (1), the spin connection is vanishing, the extrinsic

curvature tensor is proportional to the time derivative of

the scale factor and the Ashtekar variables assume the

simple expressions

Ai
aðtÞ ¼ cðtÞδiaV

−1=3
0 ; Ea

i ðtÞ ¼ pðtÞδai V
−2=3
0 ; ð2Þ

where

c ≔ V
1=3
0 γ _a; p ≔ a2V

2=3
0 and fc; pg ¼

8πγ

3
; ð3Þ

and the FLRW Hamiltonian constraint reads

H ¼ −
3

8πγ2
ffiffiffiffi

p
p

c2 ¼ 0; ð4Þ

as one can easily check computing the associated Hamilton

equations of motion. The usual Friedmann equations are

obtained from them once a and _a are inverted from (3) and

the appropriate matter content is added. The next step

consists in switching from this classical model to its

quantum version by implementing a suitable quantum

representation of the canonical variables (2): LQC mimics

LQG by computing holonomies from the Ashtekar con-

nection and fluxes from the triads. Thanks to the symmetry

of the FLRW spacetime, one can consider only holonomies

hμðcÞ along edges of the fiducial cell and fluxes EðSÞ
across faces S of V0:

hμðcÞ ≔ eiμc=2; EðSÞ ≔ p; ð5Þ

where μ is the ratio between the coordinate length of a path

parallel to an edge of the fiducial cell and the length of the

edge itself.

Once the classical constraint
2
(4) is written in terms of

(5), it can be promoted to be a quantum operator after a

1
This regulator can be removed at the end: the usual Friedmann

equation of motions as well as the effective LQC ones (14) and
(15) do not depend on it. Note that for the QRLG model, this is
not the case and the initial physical volume of the Universe turns
out to be a parameter that has to be constrained by data—this will
be discussed later.

2
This is the only constraint one remains with, as the Gauss and

diffeomorphism ones are trivially fulfilled thanks to the sym-
metry reduction.
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regularization for the final chosen expression. LQC takes

again inspiration from LQG, where geometry is discretized

and areas exhibit of a minimum area gap Δ (on regulariza-

tions in LQC see [24]). This feature also arises in this

reduced setting through a regularization (so-called

“improved” [11]) achieved by promoting the μ parameter

entering in the holonomies to a be a function μ̄ ≔ μ̄ðpÞ.
Computing the expectation value of the resulting

Hamiltonian operator over coherent states peaked in the

classical phase space of the FLRW geometry ðc; pÞ, one
obtains an effective Hamiltonian [38,39] HLQC that we can

simply introduce by the following “rule,” also called

“polymer” substitution in (4),

c →

sinðμ̄cÞ

μ̄
; where μ̄ ≔

ffiffiffiffi

Δ

p

s

; ð6Þ

which leads to the following effective LQC Hamiltonian for

the geometric sector:

H
LQC
grav ≔ −

3

8πγ2
ffiffiffiffi

p
p sin2ðμ̄cÞ

μ̄2
: ð7Þ

In the quantum theory, the basic variables are (5) and

there exist no quantum operator ĉ corresponding to c. The
polymer substitution can be considered as a trigonometric

approximation of ĉ, when written as the derivative of hμ
evaluated in μ ¼ 0,

c ¼
2

i

d

dμ
hðcÞ

"

"

"

μ¼0

≈
2

i

h2μðcÞ − h
−2μðcÞ

2μ
; ð8Þ

followed by the replacement μ → μ̄ that defines the specific

regularization adopted by LQC.

When the FLRW geometry is sourced by a (minimally

coupled) massless scalar field, one adds to the effective

Hamiltonian (7) its kinetic contribution, i.e., Hϕ ≔

P2
ϕ=ð4πγvÞ, where Pϕ is the momentum conjugate to the

field ϕðtÞ, fϕ; Pϕg ¼ 1, and the complete Hamiltonian

reads

H
LQC
gravþϕ ≔ −

3v

4Δγ
sin2ðb

ffiffiffiffi

Δ

p
Þ þHϕ; ð9Þ

after the change of variables ðc; pÞ → ðb; vÞ, where

b ≔
c

p1=2
; v ≔

p3=2

2πγ
;

#

b
ffiffiffi

2
p ;

v
ffiffiffi

2
p

$

¼ 1: ð10Þ

Finally, the effective dynamics is obtained through the

Hamilton equations of motion:

_Qi ¼ fQi;H
LQC
gravþϕg; _Pi ¼ fPi;H

LQC
gravþϕg; ð11Þ

where

Qi ≔

%

b
ffiffiffi

2
p ;ϕ

&

and Pi ≔

%

v
ffiffiffi

2
p ; Pϕ

&

; ð12Þ

and the Poisson brackets are defined on the whole phase

space ðb; vÞ × ðϕ; PϕÞ:

f; g ≔

X

i

∂

∂Qi

∂

∂Pi

−
∂

∂Pi

∂

∂Qi

; ð13Þ

giving

_a2

a2
¼

8π

3
ρm

%

1 −
ρm

ρcrit

&

; ð14Þ

ä

a
−

_a2

a2
¼ −8πρm

%

1 − 2
ρm

ρcrit

&

; ð15Þ

where ρm ≔ P2
ϕ=ð8π

2γ2v2Þ is the scalar field energy

density and ρcrit ¼ 3=ð8πγ2ΔÞ is the critical energy density

(depending on the LQG minimum area gap Δ) at which the

Universe undergoes a bounce. In fact, one can immediately

see that ρm ¼ ρcrit in (14) and (15) corresponds to a

stationary point. The “repulsive force” encoded in the

ρ2m correction to the Friedmann equation reacts to classical

gravity when the energy density reaches a near-Planckian

value and the singularity is tamed. The discreteness of

space predicted by LQG, and imported in LQC, leads to the

singularity resolution. In this framework, the bounce

happens to occur when a Planckian value of the energy

density is reached, regardless of the volume of the Universe

—or of the “fundamental cell”—that can be anything, as

(14) and (15) depend only on the scale factor (and the

chosen value for Pϕ).

The big bounce scenario is a robust prediction of LQC,

as witnessed by its persistence when nonvanishing poten-

tials are added [33,40]. This remains true with curvature

[41] and with a cosmological constant [42]. In the follow-

ing we will focus on inflation and consider the case of a

massive scalar field with a quadratic potential. The LQC

dynamics associated to the corresponding effective

Hamiltonian,

H
LQC

gravþϕ2 ≔ H
LQC
grav þ

P2
ϕ

2V
þ V

m2ϕ2

2
; ð16Þ

where V ≔ 2πγv gets (qualitatively) unchanged until the

beginning of the slow-roll inflationary phase generated by

the massive field.

B. QRLG emergent-bouncing universe

The approach pursued by QRLG greatly simplifies the

LQG computational task, especially when addressing
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isotropic cosmology. In particular, one can easily calculate

the effective dynamics for a quantum corrected FLRW

universe, evaluating the expectation value of the LQG

Hamiltonian constraint over a mixture of coherent states

based on cubical graphs with different numbers of nodesN,

and peaked on the classical FLRW phase space coordinates.

The model provided by QRLG has the same symplectic

structure than LQC, defined by (10), the only difference

being in the Hamiltonian and the effective dynamics. We

report here its final expression computed within the so-

called volume counting statistical regularization scheme

[24], where a Gaussian distribution of coherent states

centered on N ¼ VΔ̃−3=2 is chosen:

H
QRLG
full ðV; bÞ ¼ −

3

8πγ2
V1=3

×

R

2VΔ̃−3=2

1
e
−
ðN−VΔ̃−3=2Þ2

VΔ̃−3=2 N2=3sin2ðbV
1=3

N1=3 ÞdN

R

2VΔ̃−3=2

1
e
−
ðN−VΔ̃−3=2Þ2

VΔ̃−3=2 dN

;

ð17Þ

where V is a physical volume ðV ¼ a3V0Þ and Δ̃ is related

to the LQG area gap by Δ̃ ≔ 22=3
ffiffiffi

3
p

Δ. [It should be

noticed that there are two different Δ parameters for two

reasons. In QRLG, the “reduced flux” operator—from

which the QRLG area operator is built—turns out to have

eigenvalues that are proportional to m and not to
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

jðjþ 1Þ
p

, like in LQG, thus only for j ≫ 1 do the two

definitions match. Beside, a further deviation from the

“standard” Δ comes from the actual density matrix chosen

to regularize the effective Hamiltonian within the statistical

regularization scheme.] The Hamiltonian defines the geo-

metrical sector of the model. Adding the usual kinetic

contribution for a massless scalar field ϕ and considering

the first order contribution to the saddle point approxima-

tion for V ≫ 1, one is led to the following approximated

Hamiltonian that describes geometry and matter:

H
QRLG
1ord þHϕ ¼ −

3v

4Δ̃γ
sin2ðb

ffiffiffiffi

Δ̃

p

Þ þ
P2
ϕ

4πγv

−
b2Δ̃3=2

48πγ2
cosð2b

ffiffiffiffi

Δ̃

p

Þ

þ

ffiffiffiffi

Δ̃

p

48πγ2
sin2ðb

ffiffiffiffi

Δ̃

p

Þ; ð18Þ

and already captures the relevant features of the model,

allowing analytical considerations for the qualitative behav-

ior of the associated dynamics. In the first line, one

immediately recognizes an LQC-like contribution [which

up to the area gap Δ̃ redefinition, exactly coincides with the

expression (9)] while the second and third lines correspond

to the (first order) QRLG corrections: those are subleading

in the semiclassical regime b=v ≪ 1, where LQC and

QRLG dynamics match, but become leading orders in the

deep quantum epoch, giving a very different dynamics, as

discussed below and shown in the upper panel of Fig. 1.

Using H
QRLG
1ord þHϕ and neglecting terms that are sub-

dominant in a 1=v expansion,
3
the following modified

Friedmann equation are found

FIG. 1. Upper panel: vðtÞ backward evolution, starting from

t ¼ 0. Middle panel: Zoom on the emergent phase. Lower panel:

The LQC scale factor backward evolution obtained starting from

the same initial conditions at t ¼ 0.

3
In writing Eq. (19) the last term in the rhs of (18) has been

neglected but all the numerical studies have been done keeping
also that contribution.
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_a2

a2
¼

%

8π

3
ρm þ

ρg

γ2

&

ð1 − 2ΩgÞ
−1

×

%

1 −
Ωm − Ωg

1 − 2Ωg

&

; ð19Þ

ä

a
−

_a2

a2
¼ −

%

3

Δ̃γ2
sin2 ðb

ffiffiffiffi

Δ̃

p

Þ þ 4πρm

&

× ð1 − 2 sin2 ðb
ffiffiffiffi

Δ̃

p

ÞÞ; ð20Þ

where

ρg ≔ −
b2Δ̃3=2

18V
; ρ̄cr ≔ −

1

Δ̃
;

ρm ≔

P2
ϕ

2V2
; ρcr ≔

3

8πγ2Δ̃
;

Ωg ≔
ρg

ρ̄cr
; Ωm ≔

ρm

ρcr
: ð21Þ

The quantity ρg is interpreted as a pure quantum gravita-

tional (negative) energy density, vanishing for Δ̃ → 0, and

ρ̄cr is the critical energy density at which an empty universe

(ρm ¼ 0) would undergo a bounce. The former is a key

quantity of the model since for ρg → 0 Eqs. (20) and (21)

give back the LQC effective dynamics, i.e., (14) and (15)

with an area gap Δ̃. Two conditions lead to a stationary

point:

Ωg þ Ωm ¼ 1; Ωg ¼ Ωm: ð22Þ

The first is similar to what happens in LQC, since for

Ωg → 0 it gives Ωm ¼ 1. When the sum of the ratio

between ρg=ρ̄cr and ρm=ρcr is equal to 1, the Universe

bounces reaching a local minimum of the volume. The

second condition is the main novelty brought by QRLG:

when quantum gravity effects compensate the evolution

driven by the matter content, maxima are reached and,

going back in time, the LQC prebounce dynamics is

replaced by oscillations with decreasing amplitudes (see

upper and middle panels of Fig. 1).

The picture provided by the isotropic sector of QRLG is

an asymmetric scenario of the primordial universe: the

Universe emerges from the infinite past with a finite

Planckian volume and eventually undergoes a transient

phase during which expanding and contracting phases

succeed until the geometric energy density gets enough

diluted (as b decreases) to leave the Universe expanding

forever according to the classical dynamics. As we will

show later, this behavior, discovered for a massless scalar

field, is qualitatively unchanged for a massive scalar field.

III. BACKGROUND DYNAMICS: BASIC

FEATURES

The phenomenology of QRLG is a tricky task. There is

indeed a fundamental tension between the basis of QRLG

and usual cosmology. Friedmann equations are invariant

under a rescaling of the scale factor. There is no preferred

length scale in cosmology. If the curvature is null or

negative, the size of the Universe is infinite at all times.

This is why, in usual LQC (see e.g., [13,43]), the bounce is

driven by density effects (together with the shear).

However, in QRLG, there is a physical scale associated

with the fundamentally discrete structure of space. This

does not mean that QRLG is inconsistent: the other way

around, this is expected at the quantum geometrical level. It

means, as advocated e.g., by Bojowald [44], that quantum

cosmology might not be about quantizing the scale factor

and its conjugate variable (say the Hubble parameter) but

about the dynamics of elementary and identical cells of

space. What is usually referred to as the volume of the

Universe should probably be actually understood as the

volume of an elementary patch. Although there is therefore

no logical inconsistency, several issues about making

concrete predictions in this framework remain open due

to the nontrivial transition between the effective quantum

description and the classical regime.

The background evolution is driven by the full

Hamiltonian given in the previous section but the matter

content is now chosen to be a massive scalar field with a

mass m ¼ 1.21 × 10−6 (unless otherwise stated Planck

units are now used). Although slightly disfavored by recent

data [45], this is a standard choice in cosmology which is

also frequently done in LQC, in order to make comparisons

between models easier. The following results may depend

on the field mass and this will be addressed later in the text.

The status of initial conditions in QRLG remains a

complicated question, as there are no a priori preferred

probability density functions for the different parameters in

the quantum regime (we shall address this point again in the

final discussion). However, the late classical universe is

described by a large v value and a small b value. Taking this
into account, the background evolution can be explicitly

computed, as a first step, evolving the state backward in

time. We used a numerical simulation with initial con-

ditions set in the classical phase as in previous works in

QRLG [25],

vclass ¼ 100000;

bclass ¼ 0.0005;

Pϕ;class ¼ 88: ð23Þ

The initial condition on the last parameter ϕclass is obtained

thanks to the Hamiltonian constraint H ¼ 0.

This backward evolution leads, as explained before, to

bounces of decreasing amplitudes that converge to a (quasi)
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static phase, as shown on Fig. 1. This is an interesting
mixture between emergent and bouncing models. It should
be noticed that this dynamics is basically the same for
different sets of initial conditions in the classical phase, as
long as vclass is large and bclass is small. The lower panel of
Fig. 1 represents the scale factor evolution in LQC,
obtained from the same classical initial conditions at
t ¼ 0. It can be observed that the QRLG evolution is
indeed the same as the LQC one up to the bounce (when
evolving backward in time) but the LQC dynamics then
leads to a classical contracting branch.
The values of fv; b;ϕ; Pϕg in the static phase, i.e., at

t ¼ −300 in our simulation, obtained from this backward
evolution are then used as preferred initial conditions to
perform simulations forward in time. In the following,
those new initial conditions are denoted as fvin; bin;
ϕin; Pϕ;ing. This procedure is helpful for the gravitational

variables fv; bg, as their values in the quantum (quasi)static
regime is set by physical arguments requiring a correct
classical behavior. However, this does not constrain the
matter content: the value of the scalar field and its
momentum are still free. The consequences of the possible
choices for initial field conditions on the different observ-
ables will be studied later.
The forward evolution of the b parameter which,

together with v, characterizes the gravitational sector of
the background dynamics, is shown in the upper panel of
Fig. 2. As expected, one can check that this parameter
nearly vanishes in the classical regime. The lower panel
shows the field evolution during the emergent phase and it
can be noticed that, unlikely to what happens in the
contracting branch of the usual LQC bounce (see e.g.,
[46]), the field does not oscillate. Instead, it remains almost
constant. We have studied different field trajectories asso-
ciated with many different initial conditions and, although
the field value does vary during the static phase, oscillations
have never been observed. The evolution of b shows
“kinks” which start at times corresponding to a scale factor
local minimum and last until the next minimum is reached.
In LQC, only one minimum is present (at the big bounce).
Anyway, both in LQC and QRLG, it just corresponds to
phases where b suddenly speeds up. Those phases connect
an initial (postbounce) and final (prebounce) evolution
during which b is almost constant.

As it is well known, inflation is a strong attractor once

the correct matter content is set (see e.g., [46–49] for recent

results on this point in the framework of LQC). This is not a

specific LQC feature but this comes as a result of the

presence of a scalar field together with a high enough initial

energy density [50,51]. It is therefore no surprise that in

QRLG too the static phase is generically followed by an

inflationary stage, as can be seen in Fig. 3. In this figure ω

is the dimensionless ratio between the scalar field pressure

PðtÞ¼EkinðtÞ−EpotðtÞ¼
1

2

PϕðtÞ
2

ð2πγvðtÞÞ2
−
1

2
m2ϕðtÞ2; ð24Þ

and the scalar field energy density

ρðtÞ¼EkinðtÞþEpotðtÞ¼
1

2

PϕðtÞ
2

ð2πγvðtÞÞ2
þ
1

2
m2ϕðtÞ2: ð25Þ

It characterizes the cosmological perfect fluid equation of

state. When ω → −1 the scalar field acts as a positive

cosmological constant and generates inflation in a quasi-de

Sitter stage.

The equation of state parameter evolution, presented in

the upper panel of Fig. 3, together with the field evolution

presented in the lower panel of Fig. 3, are typical of a

slow-roll inflationary phase.
4
The duration of the phase of

slow-roll inflation has no influence on the shape of the

primordial power spectra given as a function of the

comoving wave number (as long as it lasts long enough

to ensure the freezing of the considered modes). The

number of inflationary e-folds is however of crucial

importance to relate the computed primordial power

spectra to cosmological microwave background (CMB)

observations. This number determines the portion of the

FIG. 2. Upper panel: bðtÞ forward evolution, starting from the

(quasi)static phase at t ¼ −300. Lower panel: ϕðtÞ forward

evolution, also starting from the (quasi)static phase at t ¼ −300.

4
On those plots the initial field value ϕin ¼ 4 has been chosen

smaller than for the plots presented in Fig. 2 in order to make the
figure easier to read. The ω and ϕ behaviors remain qualitatively
equivalent, the only difference being the duration of inflation.
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comoving spectrum which falls into the observational

window.

IV. INFLATION DURATION

As stated previously, the knowledge of the number of

inflationary e-folds is necessary as soon as one wants to

compare the primordial power spectra with CMB obser-

vations: the position of the observed interval depends on

this parameter. If the spectrum is fully scale invariant, this is

of course nonrelevant—this is why the total number of

inflationary e-folds can be anything above 60–70 in usual

cosmology—but as soon as some specific features (like in

LQC and QRLG) exist in the spectrum this is mandatory

knowledge.

A crude estimate of the observational window position is

given by the comoving wave number associated with the

size of the observable universe at the recombination time.

The physical size of the observable universe at this time is

of the order of (we still use Planck units)

Lrec ∼ 4 × 1058: ð26Þ

The associated physical wave number is therefore of the

order of kφ;rec ¼ 2π=Lrec ∼ 10−58.

To switch from physical coordinates to comoving ones,

one needs to know the number of e-folds between the

stationary state of the Universe and the recombination

period, as the scale factor is normalized in the initial state

(the chosen value is of course in itself arbitrary). This total

number of e-folds can be expressed as the sum of the

number of inflationary e-folds and the number of e-folds
between the end of inflation and the recombination. The

number of e-folds of inflation can be expressed as

N ¼ ln

%

aðteÞ

aðtiÞ

&

¼
1

3
ln

%

vðteÞ

vðtiÞ

&

; ð27Þ

where ti and te respectively correspond to the beginning

and the end of the inflationary period. The number of

e-folds between the end of the inflationary phase and

recombination, denoted as N0, depends both on the well-

known decoupling temperature (see, e.g., [52]) and on the

far less-constrained reheating one:

N0 ¼ ln

%

Trh

Tdec

&

≃ ln

%

Trh

0.2 eV

&

≃ 59; ð28Þ

for a reheating temperature around the grand unification

scale (to fix the orders of magnitude).

The comoving wave number associated to the physical

wave number kφ;rec ¼ 10−58 is therefore given by

kc;rec ¼ kφ;recaðtrecÞ ¼ kφ;recaðtiÞe
59þN : ð29Þ

This makes the observational window dependence on the

number of inflationary e-folds explicit. It can be noticed

that when N ¼ 75, kc;rec ∼ 1 for aðtiÞ ¼ 1 (as usually

chosen). This is why, as soon as the number of e-folds
is substantially higher than the minimum required value,

the part of the spectrum which is probed corresponds to

modes with kc ≫ 1.

In the following, we focus on the duration of inflation for

different sets of initial conditions. Both for numerical

convenience and because the stationary phase is, by

definition, time translation invariant, the initial conditions

are set just at the end of the static phase (corresponding to

t ¼ −240 in the simulation), before any significant growth

of the physical volume. The situation is slightly more subtle

when dealing with perturbations. Since we cannot explore

fully the four-dimensional parameter space, we fix bin to

the value obtained from the backward evolution. This is not

an arbitrary choice—unlike it would be for the matter

content—and this parameter does not enter the field energy

density expression given in Eq. (25). Three variables are

therefore remaining free: fvin;ϕin; Pϕ;ing. Since the rel-

evant study for our purpose is the impact of both vin and ϕin

on the duration of inflation, we set Pϕ;in such that the initial

Hamiltonian constraint is satisfied.

The main results are displayed in Fig. 4. It can be seen

that N increases both with vin and ϕin. The ϕin dependence

FIG. 3. Upper panel: ωðtÞ ¼ PðtÞ=ρðtÞ evolution during the

slow-roll phase. Lower panel: Scalar field evolution during the

slow-roll phase.
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is the same as in the LQC framework when initial

conditions are set at the bounce.

The comparison with LQC is however subtle. In LQC,

nearly any number of inflationary e-folds, including N ¼
N⋆

≈ 60 (which is interesting for phenomenology as this

makes the nontrivial features observable) is possible if

initial conditions are fine-tuned. If they are set at the

bounce, there is no obvious preferred initial value for the

field—or alternatively for the sometimes used x variable

defined as the dimensionless square root of the potential

energy density—and it is hard to find a preferred inflation

duration. The other way around, if initial conditions are set

in the remote past of the contracting branch, and if the

bounce energy density is fixed (the usual value being

ρc ≈ 0.24), a preferred value close to N ≈ 140 does appear

[46–48].

In QRLG, the prediction of the number of e-folds is

therefore similar to what happens in LQC, but only when

initial conditions are set at the bounce, in the sense that the

selection criterion for a preferred field value is lost.

However, in QRLG the number of e-folds also depends

on other parameters: N clearly increases with vin.
Numerical investigations show that, with this procedure,

it is necessary to have vin > 12.4, otherwise the

Hamiltonian constraint cannot be fulfilled. This means

that low values of vin are unaccessible, making a small

number of e-folds, close to N⋆, even less probable than in

LQC, not to say strictly impossible. The way vin does

depend on N may seem strange at first sight since the field

energy density ρin ∝ v−2in . In general the higher the density,

the bigger the number of e-folds. However this effect is

“overcompensated” by the fact that ρin is also proportional

to P2
ϕ;in which increases when vin increases (in order to

satisfy the Hamiltonian constraint). The initial field energy

density vin dependence can be seen in Fig. 5.

For slow-roll inflationary models with a single inflaton

field in the LQC framework, the number of e-folds depends

FIG. 4. Upper panel: The number of inflationary e-folds N as a

function of vin and ϕin. Lower panel: Zoom on the small values of

ϕin in order to probe the low values of N.

FIG. 5. Upper panel: The field energy density at the end of the

static phase as a function of vin and ϕin. Lower panel: The

dimensionless ratio x at the end of the static phase as a function of
vin and ϕin.
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on two parameters: the field energy density and the

dimensionless ratio,

x ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

EpotðtÞ

ρðtÞ

s

¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

1
2
m2ϕðtÞ2

1
2

PϕðtÞ
2

ð2πγvðtÞÞ2
þ 1

2
m2ϕðtÞ2

v

u

u

t ; ð30Þ

at the beginning of the inflationary phase. It increases when

those parameters increase. Basically N ∝ x2 and N ∝ ρin
[46]. There is also a known field mass depend-

ence N ∝ ln ð2
m

ffiffiffiffiffiffiffiffi

κ
3
ρin

p

Þ.

In Fig. 5, we show the dependence of both ρ and x at the
end of the stationary phase (i.e., at t ¼ −240), upon initial

conditions. As previously mentioned, since the mass is set

to m ¼ 1.21 × 10−6, the field energy density is kinetically

dominated in the range of ϕin values presented here. The

energy density therefore increases with vin but remains

constant when ϕin varies. It would be possible to probe

initial field values close to 106 to study how ρ varies when

the potential term is no longer negligible. It is however not

relevant to go into the details when ϕin ≫ 10 as the number

of e-folds is in this case (and whatever the other parameters

are) very high, as shown Fig. 4. On the other hand, this

switches on the dependence for xin. Since ρin is almost

constant with respect to variations of vin, the value of xin
only depends on the initial field value. If we consider

together the vin and ϕin dependence of both xin and ρin this

leads to the trend which appears in the upper panel of

Fig. 4. This confirms that the duration of inflation in

QRLG, as in LQC, depends on the couple fx; ρg at the

beginning of the inflationary period.

In summary, the duration of inflation in QRLG can be set

close to the lower boundary N⋆ ¼ 60 but it requires a very

high level of fine-tuning, even more important than in LQC

when setting initial conditions at the bounce. For almost all

the probed initial parameter space, the inflation duration is

lengthy, pushing the observational window far in the

ultraviolet part of the spectra. That is quite bad news for

phenomenology as this makes the specific features of the

model nearly impossible to observe. But this is good news

for the consistency: the model agrees with observations

(assuming that the observed tensor spectrum will be scale

free) for nearly all its parameter space.

Now that the background dynamics has been defined and

characterized, cosmological perturbations can be propa-

gated on this background to derive the primordial power

spectra. As precise calculations for perturbations in QRLG

are still missing, we make here the hypothesis that

perturbations are described by the usual theory.

V. PRIMORDIAL POWER SPECTRA

When dealing with a flat universe filled with a

scalar field, the first-order perturbed Einstein equations

are equivalent to the gauge-invariant Mukhanov-Sasaki

equation:

ν00ðη; x⃗Þ − c2sΔνðη; x⃗Þ −
z00T=SðηÞ

zT=SðηÞ
νðη; x⃗Þ ¼ 0; ð31Þ

in which:

(i) ν is a gauge-invariant canonical variable built as a

combination of the metric coordinate (Bardeen

variables) and of the scalar field perturbations.

(ii) z is the background variable that models the back-

ground impact on the perturbations and whose

expression depends on the kind of inhomogeneities

considered. The T=S indices refer either to tensor or

to scalar modes.

(iii) cs is the speed of sound, which is equal to the speed

of light cs ¼ 1 for a canonical scalar field.

(iv) The 0 symbol corresponds to a derivative with

respect to the conformal time η.

As it can be seen from (31), the evolution of cosmo-

logical perturbations is equivalent to the one of a scalar

field ν with a time-dependent mass m2 ¼ −z00T=S=zT=S in a

Minkowski space-time. Because of the dynamical back-

ground, the energy of the perturbations is not conserved

(they can extract energy from the background evolution),

hence the mass time dependence.

When quantizing the theory, the ν functions and their

conjugate momenta become operators. The associated

Fourier temporal mode functions satisfy

ν00kðηÞ þ

%

k2c −
z00T=SðηÞ

zT=SðηÞ

&

νkðηÞ ¼ 0; ð32Þ

in which kc corresponds to a comoving wave number.

This equation can be recast in cosmic time:

ν̈kðtÞ þHðtÞ _νkðtÞ

þ

'%

kc

a

&

2

−

_zT=SðtÞ

zT=SðtÞ
HðtÞ −

̈zT=SðtÞ

zT=SðtÞ

(

νkðtÞ ¼ 0: ð33Þ

We introduce a new parameter hkðtÞ ¼ νkðtÞ=aðtÞ such that
(33) becomes

ḧkðtÞ þ 3HðtÞ _hkðtÞ þ hkðtÞ
'

HðtÞ2 þ
äðtÞ

aðtÞ
þ

%

kc

a

&

2

−H
_zT=SðtÞ

zT=SðtÞ
−

̈zT=SðtÞ

zT=SðtÞ

(

¼ 0:

ð34Þ

For the purpose of writing (34) as a set of two first order

ordinary differential equations (ODE) we introduce a

second parameter, gkðtÞ ¼ aðtÞ _hkðtÞ, such that

_hkðtÞ ¼
1

aðtÞ
gkðtÞ;

_gkðtÞ ¼−2HðtÞgkðtÞ−aðtÞhkðtÞ

×

'

HðtÞ2þ
äðtÞ

aðtÞ
þ

%

kc

a

&

2

−HðtÞ
_zT=SðtÞ

zT=SðtÞ
−

z̈T=SðtÞ

zT=SðtÞ

(

:

ð35Þ
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Finally the primordial power spectra are respectively

defined by

PTðkcÞ ¼
4κk3

π2

"

"

"

"

νkðteÞ

zTðteÞ

"

"

"

"

2

ð36Þ

for tensor modes, and

PSðkcÞ ¼
k3

2π2

"

"

"

"

νkðteÞ

zSðteÞ

"

"

"

"

2

ð37Þ

for scalar ones, in which te stands for the cosmic time at the

end of the slow-roll phase.

Since the scale factor is deduced from vðtÞ by

aðtÞ ¼

%

2πγvðtÞ

V0

&

1=3

; ð38Þ

the value of V0 will have an impact on the spectra. This

dependence will be later discussed.

In this article we assume “usual” perturbations on a

QRLG background. This is obviously only a first step in the

direction of a full QRLG treatment. The question of

perturbations in LQC is a tricky one. On the one hand,

the dressed metric [53–55] (which is close to hybrid

quantization [56] from the observational viewpoint) puts

the emphasis on the quantum aspects of both the back-

ground and the perturbations, while the deformed algebra

[57–59] highlights the consistency and gauge aspects.

Those issues will need to be dealt with in QRLG in the

future.

Another point that needs to be addressed is the question

of initial conditions for perturbations, which is a well-

known and tricky one. Basically, the idea is to go far

enough in the past so that the effective potential z00T=S=zT=S
is negligible compared to k2c and the evolution equation

becomes the one of a harmonic oscillator. This is the case in

the de Sitter background of standard inflation. This is also

the case in the contracting phase of the LQC bounce for

tensor modes. A detailed discussion for the more compli-

cated case of scalar perturbations in LQC can be found in

[60] for the philosophy followed in this study. (Another

approach based on the definition on a fourth order adiabatic

vacuum at the bounce can be found in [53–55].)

In the following, the simulations presented rely on an

initial state for perturbations defined in the Minkowski

vacuum. The choice of the precise initial vacuum is

however not crucial at this stage as the aim of the study

is to investigate the way in which the spectra depend on the

QRLG parameters. Considering different vacua generally

induces only small modifications in this framework. This

point has been investigated for LQC and it was shown that

although the vacuum choice makes some differences in the

IR, most of the features of the spectrum remain unchanged

[61]. We have effectively tested different vacua and, as it

could have been expected, the results and conclusions

drawn below were checked not to depend on the precise

choice.

It should be mentioned that several interesting features of

the primordial power spectra have been derived in [62] for a

background behavior similar to the model considered in

this work. In particular, damped oscillation appears at

scales smaller than a characteristic value and the reddening

of the spectrum increases at all the scales when the number

of small bounces increases.

A. Primordial tensor power spectra

For tensor perturbations, the background variable is

given by zTðtÞ ¼ aðtÞ, and the previous set of ODEs

(35) becomes

_hkðtÞ ¼
1

aðtÞ
gkðtÞ;

_gkðtÞ ¼ −2HðtÞgkðtÞ −
k2c

aðtÞ
hkðtÞ: ð39Þ

What matters for the shape of primordial spectra is the

tensor potential z00TðtÞ=zTðtÞ ¼ a00ðtÞ=aðtÞ. More precisely,

the key point is the relative value of the potential and of the

comoving wave number kc. The evolution of this potential

in QRLG is presented in Fig. 6.

FIG. 6. The tensor potential z00T=zT . Upper panel: Full range

including the beginning of the inflationary phase. Lower panel:

Zoom on the emergent phase.
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The evolution of the potential should be slightly con-

trasted with what happens in LQC when initial conditions

are set in the classical contracting branch. In usual LQC, the

tensor potential converges quickly toward zero and a

Bunch-Davies vacuum can be properly defined for all

modes as long as initial conditions are set sufficiently far

away from the bounce. This initial normalization, com-

bined with the potential behavior z00T=zT ≃ 2=η2 during the

slow-roll phase, leads to a scale invariant spectrum for all

modes of cosmological interest.
5
In addition, the bounce

leads to a peak in the potential that creates oscillation in the

intermediate part of the spectrum [63–65]. In the specific

case of the deformed algebra approach a UV divergence

also occurs, due to an effective change of signature of the

metrics [66], but this situation will not be considered here.

In QRLG, the tensor potential also exhibits a 2=η2

evolution during the inflationary phase, as it can be seen

in the upper panel of Fig. 6. When the simulation is started,

the potential is of the order of z00TðtiÞ=zTðtiÞ ≃ 10−5, for

V0 ¼ 1. It is, at this stage, not easy to analytically

demonstrate that the potential strictly vanishes in the

remote past. Thus, the choice of the initial state as a

vacuum [in the sense k2c ≫ z00TðtiÞ=zTðtiÞ] is no more

physical for comoving wave numbers that do not satisfy

k2c ≫ 10−5. This means that the IR limit of the spectrum

might not be fully reliable and deserves future investiga-

tion. This is however not important for phenomenology as

the observational window anyway falls in the intermediate

or UV part. As in standard LQC, the bounces induce peaks

in the potential leading to oscillations in the spectra.

The primordial tensor power spectrum is represented in

the upper panel of Fig. 7, with arbitrarily chosen values

V0 ¼ 1 and ϕin ¼ 4. The spectrum dependence upon those

parameters will be discussed in the following paragraphs.

As expected, one can notice a rising IR part, a scale-

invariant UV part (corresponding to kc > 30 in this case)

and an intermediate oscillatory part with a richer structure

than in usual LQC due to the multiple minibounces. For an

easy comparison, the typical LQC spectrum is shown on

the lower panel of 7 (the difference in amplitude is just

due to a different mass value chosen for numerical

convenience).

Following the study of the previous section on the

duration of inflation, it can be concluded that for almost

all the parameter space of initial conditions, the observable

part of the QRLG primordial power spectrum is nearly

scale invariant, as in GR. Probing deviations with respect to

GR, that is the oscillatory intermediate regime, the initial

conditions have to be highly fine-tuned so that N
approaches N⋆.

In Fig. 8, we show the impact of the initial value of the

scalar field on the spectra. For the initial field values chosen

here, f10−3; 10−1; 101; 103g, the field energy density—

which is the physical parameter—is (due to the low mass

of the field) fully kinetic energy dominated and equal to

0.24. The spectrum amplitude increases with the initial

FIG. 7. Upper panel: Primordial tensor power spectrum of

cosmological perturbations on a QRLG background, with V0 ¼ 1

and ϕin ¼ 4. Lower panel: Primordial tensor power spectrum of

cosmological perturbations on a LQC background (with a larger

inflaton mass).

FIG. 8. Primordial tensor power spectrum for different initial

values of the scalar field ϕin in the static phase and V0 ¼ 1.

5
It should be noticed that this only holds for tensor modes, as it

is impossible to properly define a Bunch-Davies vacuum in the
same way for scalar perturbations.
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field value, and reaches a level which is in disagreement

with observations when the initial value is ≳10, taking into

account the upper bound on the tensor to scalar ratio [67].

This sets a bound on possible initial field values: ϕin ≲ 10.

It is interesting to notice that spectra with ϕin ¼
f10−3; 10−1g perfectly overlap. The field value is mostly

irrelevant, regarding the tensor spectra, as soon as it

is ≲0.1.

In Fig. 9, the impact of different choices for V0 are

shown. Since the tensor potential writes

z00TðtÞ

zTðtÞ
¼ aðtÞäðtÞ þ _aðtÞ2

¼

%

2πγ

V0

&

2=3

½vðtÞ1=3 ̈vðtÞ1=3 þ ð _vðtÞ1=3Þ
2
& ∝ V

−2=3
0 ;

ð40Þ

and as this value should be compared to the squared

comoving wave number, the horizontal shift of the spectra,

proportional to V
−1=3
0 , can easily be anticipated. This agrees

with the numerical results.

It is therefore in principle possible to constrain V0 by

requiring the appropriate properties of the spectrum in the

observable window. Once N is fixed the observable

window position, given by kc;rec, depends only on a0,

and thus on V
1=3
0 if vin is fixed. As the tensor power

spectrum has not yet been measured and as there is still a

degeneracy with the number of e-folds this is only a

prospective claim at this stage.

B. Primordial scalar power spectra

This study focuses on tensor modes. Scalar perturbations

are more closely related to available observation but are

substantially more difficult to deal with. In the case of

scalar perturbations, the usual background variable is

zSðtÞ ¼ aðtÞ
_ϕðtÞ
HðtÞ and Eq. (35) cannot be solved analytically.

Because of the more complex shape of the scalar potential,

the fate of scalar perturbations is not as clear as for the

tensor ones.
6

Due to the oscillating behavior of vðtÞ in the static phase,
as it can be seen in the upper panel of Fig. 10, the Hubble

parameter HðtÞ oscillates around 0, as shown in the middle

panel of Fig. 10. This induces a nontrivial behavior of zSðtÞ.
The scalar potential in the static phase therefore exhibits

very fast oscillations of small amplitude that will amplify

scalar perturbations. The resulting power spectrum is not

physical. This is however not a clear conclusion as:

FIG. 9. Primordial tensor power spectra of cosmological

perturbations on a QRLG background for different values of V0.

FIG. 10. Oscillatory behavior of the different parameters that

compose the background scalar variable zS during the static

phase. Upper panel: Background variable v(t). Middle panel:

Hubble parameter. Lower panel: Time derivative of the field.

6
This is already the case in usual LQC where the definition of a

proper vacuum state is tricky.

PHENOMENOLOGY OF QUANTUM REDUCED LOOP GRAVITY … PHYS. REV. D 98, 106022 (2018)

106022-13



(i) It is probable that oscillations are actually damped

when going far enough in the past, making the

choice of a nonambiguous initial vacuum possible.

Currently available simulations do not, however,

allow to answer unambiguously this question be-

cause the case of scalar perturbations is quite

intricate. The knowledge of the scale factor behavior

is not sufficient and one needs the full constraint.

The difficulty is however purely numerical and

should be solved in a near future.

(ii) The Mukhanov-Sasaki variables might be modified

in QRLG and their usual expressions might not hold

anymore. The fact that usual perturbations are

propagated is of course a very heavy hypothesis

of this study. Building a fully self-consistent QRLG

perturbation theory is a huge task.

VI. INFLUENCE OF THE FIELD MASS

The QRLG cosmological sector is very different from

usual cosmology. Thus, the relevance of the usual mass

field value m ¼ 1.21 × 10−6 can be challenged. In the

following, we consider different field masses around the

usual one: m ¼ 1.21 × 10n, with n ¼ f−10;−8;−6;−4;
−3;−2g. Changing the value of n results in a small shift of

the emergent background dynamics, which has no phe-

nomenological importance, see Fig. 11. In this figure the

trajectories for all masses m < 1.21 × 10−6 perfectly over-

lap, both for v and b.
However, a modification of the scalar field mass also

modifies the postemergent dynamics, and notably the

inflationary period.

The primordial tensor spectra for n ¼ f−8;−6;−4g are

represented Fig. 12. It appears that, if initial conditions are

chosen such that fvin; bin;ϕing are fixed, and Pϕ;in varies

according to the Hamiltonian constraint, the general trend

of the spectra, namely the rising IR behavior, the oscil-

lations in the intermediate regime, and the scale invariance

in the UV, do not depend on the mass. Different masses

only result in a shift of the spectra, mostly as in LQC [64].

However, numerical simulations suggest that for extremely

low values of the mass (typically m < 10−7), the shape of

the power spectrum, even in the UV, is not scale-invariant

anymore. This might be used as a constraint for the

parameters of the model but this anyway requires a deeper

treatment of the perturbations in QRLG.

If initial conditions are set such that fvin; bin; Pϕ;ing are

fixed and the initial field ϕin varies according to the

constraint, then ϕin is lower by a factor 10nþ6 with respect

to the usual case n ¼ −6. For example, if the field mass is

close to the Planck mass, such as n ¼ −2, then ϕin is

divided by 104. Those small values of ϕin, together with the

increase of the potential steepness with m, lead to very

small numbers of inflationary e-folds. The combination of

those two effects can even prevent the slow-roll phase from

happening. The associated tensor spectra are deeply modi-

fied, with a non-scale-invariant behavior presumably

excluded by future observations.

The mass dependence of both the number of e-folds N
and of the tensor spectra shape highly depends on the way

one deals with the Hamiltonian constraint. Variations of

the mass can either induce a simple shift of the spectra or

deeply modify the previously studied behavior. But sub-

stantial modifications only appear when large deviations

(at least by 2 orders of magnitudes) from the usual value

FIG. 11. Upper panel: vðtÞ backward evolution for different

values of the scalar field mass, starting from t ¼ 0. Lower panel:

bðtÞ backward evolution for different values of the scalar field

mass, starting from t ¼ 0.

FIG. 12. Primordial tensor power spectra with V0 ¼ 1, ϕin ¼ 4,

and different field masses given by n ¼ f−8;−6;−4g.
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m ¼ 1.21 × 10−6 are considered. For reasonable devia-

tions, all the conclusions previously stated still hold.

We also recall that the conclusions mentioned here are

probably no longer true for scalar perturbations as the

background variable zS directly depends on the field. The

mass term therefore has a direct impact on the scalar

potential, thus on the spectra, and may have a deeper effect

than the simple shift observed in Fig. 12.

VII. CONCLUSION

Quantum reduced loop gravity is an important step in

trying to bridge that gap between full quantum gravity and

effective quantum cosmology. As the kinematics is defined

before the minisuperspace reduction, some important

features of LQG, such as the graph structure and SU(2)

quantum numbers, are preserved although simplified to

make relevant calculations analytically tractable. The key

point is to impose the gauge-fixing conditions to the

diagonal spatial metric. The minisuperspace reduction is

then implemented at the dynamical level, keeping terms

preserving the diagonality conditions.

The main result of QRLG is the replacement of the usual

LQC bounce by an “emergentþ bounce” scenario. In this

article we have studied the inflationary dynamics in this

framework. The main result when scanning the full

parameter space is that the number of inflationary e-folds
is always greater that the experimental lower bound around

60–70. This not fully true in LQC where the number of

e-folds can be tuned to an arbitrary small number by

choosing appropriate initial conditions.

We have also calculated the tensor power spectrum and

shown its dependence upon the parameters of the model.

The IR part is blue, the intermediate part is oscillatory and

the UV part is nearly scale invariant. Following the study

on the number of e-folds, the observational window falls on

the UV part and a flat tensor power spectrum is therefore

predicted.

Several improvements are possible for future studies:

(i) The scalar power spectrum should be better inves-

tigated. This requires a deeper understanding of the

background behavior in the remote past of the

static phase.

(ii) It might be possible to assign a known probability

distribution function to a parameter driving the

dynamics (like in [46,48]), but this requires a

“harmonic oscillator-like” behavior in the deep past

and this is not established at this stage.

(iii) Cosmological perturbations should also be QRLG

corrected.

(iv) The anisotropic version of QRLG should be inves-

tigated as the shear is expected to be possibly

important at the bounce.

Refining quantum cosmological models is a major

challenge. Although quite a lot of subtleties do appear

when going from LQC or QRLG or group field theory

[68,69], it is interesting that the main global features seem

to be preserved, making the overall picture more and more

reliable.
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Chapitre 3. Cosmologie quantique à boucles 175

3.5.2 Précisions sur les spectres tenseurs

Afin d’avoir une meilleure compréhension des résultats du précédent article nous avons décidé de
construire un modèle jouet d’Univers émergent dans lequel nous implémentons à la main la présence
d’un ou plusieurs rebonds et étudions la forme des spectres de puissance tensoriels en fonction des
différentes caractéristiques de la dynamique du fond. Nous avons choisi de nous limiter au cas des
spectres tenseurs afin que l’étude ne dépende pas du contenu en matière choisi et soit la plus générique
possible.

Nous confirmons dans l’article "Primordial power spectra from an emergent universe : basic results

and clarifications" que la présence d’un rebond induit des oscillations dans le spectre de puissance pri-
mordial tensoriel et montrons comment les caractéristiques du rebond influent sur certaines propriétés
de ces oscillations.

Nous discutons également, dans ce cadre spécifique, le raisonnement selon lequel une normalisation
initiale des perturbations de type Buch-Davies combinée à une phase d’inflation amène automatique-
ment à un spectre primordial invariant d’échelle. Nous montrons notamment que la présence de la
phase stationnaire a en fait un impact sur la forme des spectres.
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Abstract: Emergent cosmological models, together with the Big Bang and bouncing scenarios,

are among the possible descriptions of the early Universe. This work aims at clarifying some

general features of the primordial tensor power spectrum in this specific framework. In particular,

some naive beliefs are corrected. Using a toy model, we investigate the conditions required to produce

a scale-invariant spectrum and show to what extent this spectrum can exhibit local features sensitive

to the details of the scale factor evolution near the transition time.

Keywords: Emergent universe; quantum cosmology; primordial tensor spectrum

1. Introduction

The term “Big Bang” is somewhat ambiguous. In a sense, it just refers to the expansion of space

and to the fact that the entire observable universe was, in the past, much smaller, denser, and hotter.

This is obviously non-controversial. In another sense, it refers to the initial singularity in and of itself.

In this stronger meaning, the very idea of the Big Bang is far from obvious. It is a generic prediction

of general relativity (GR)—remaining usually true in the inflationary paradigm [1,2]—which can,

however, be violated in some circumstances.

The first important class of models without a Big Bang (in the strong sense) are bouncing models.

Among the very numerous ways to get a bounce (an excellent review can be found in [3]), it is

worth mentioning the violation of the null energy condition [4], the violation of the strong energy

condition [5], the existence of ghost condensates [6], galileons [7], S-branes [8], quintom fields [9],

higher derivatives [10,11], non-standard couplings in the Lagrangian [12], supergravity [13], and loop

quantum cosmology [14,15]. These are only some examples, and an exhaustive list should also include

the ekpyrotic and cyclic scenarios [16,17] and, in a way, string gas cosmology [18]. Those ideas are also

being investigated in the black hole sector; see [19] and the references therein.

The second important class of models beyond the Big Bang are those based on an emergent

scenario. Instead of decreasing and then increasing, the scale factor is, in this case, constant until,

at some point, a transition occurs and leads to the current expansion of the Universe. As examples,

one can think of (some versions of) nonlinear sigma models [20], Horava–Lifshitz gravity [21,22],

Einstein–Gauss–Bonnet theory [23], exotic matter [24], branes [25], Kaluza–Klein cosmology [26],

the particle creation mechanism [27], microscopic effects [28], quantum reduced loop gravity [29],

and quintom matter (see [30] for the background dynamics and [31] for the associated perturbations).

This leads to interesting consequences reviewed for example in [32–36].

In this article, we focus on emergent models. We do not choose a specific theory, but instead,

we try to highlight generic features from a purely phenomenological approach. The aim is not to

demonstrate new outstanding results. It simply consists of clarifying the situation, correcting some

common misunderstandings and explaining the expected observational features, which, to the best

Universe 2018, 4, 149; doi:10.3390/universe4120149 www.mdpi.com/journal/universe
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of our knowledge, have not been presented so far in a systematic way in the literature. We basically

use an “ad hoc” evolution of the scale factor from a static phase (a = cte) to an inflationary phase

(a ∝ eH0t) (the subscript 0 does not refer in this context to the value of the Hubble parameter now, but

to its nearly constant value during inflation). As this transition is expected to be triggered by some

event occurring in the evolution of the Universe, we add a small distortion of the scale factor evolution

around the transition time. This distortion can be a bounce (i.e., a phase of contraction followed by

a phase of expansion) or an anti-bounce (the opposite), which we usually also call a bounce. Both

are expected to capture some basic features of emergent models, but are also motivated by explicit

results obtained, e.g., in loop quantum cosmology or in quantum reduced loop gravity (see the detailed

behavior of the scale factor in [29,37]). The existence of an inflationary stage is natural as soon as a

massive scalar field is assumed to be the dominant content of the universe. This will be our implicit

hypothesis. In this case, inflation is a strong attractor [38] and occurs nearly inevitably.

We investigate how the primordial tensor power spectrum is affected by variations in the physical

characteristics of the features present in the evolution of the scale factor so as to draw a wide picture

of the observational characteristics of emergent models. We deliberately decide to focus on tensor

perturbations, as the scalar spectrum does not depend only on the scale factor evolution.

Throughout this work, we use Planck units.

2. Primordial Tensor Power Spectra

2.1. The Mukhanov–Sasaki Equation for Tensor Perturbations

The first order perturbed Einstein equations are equivalent, for a flat FLRW universe and a single

matter content modeled by a scalar field, to the gauge-invariant Mukhanov–Sasaki equation:

v00(η,~x)� M v(η,~x)�
z00T/S(η)

zT/S(η)
v(η,~x) = 0 . (1)

The 0 symbol refers to a derivative with respect to conformal time η such that adη = dt.

This equation depends on two variables v and zT/S, called the Mukhanov variables. The canonical

variable, v, is obtained from a gauge-invariant combination of both the metric coordinate perturbations

and the perturbations of the scalar field. The nature of the considered perturbations is encoded in the

background variable zT/S, in which the T/S indices refer either to tensor or scalar modes.

Since the background variable writes zS(t) = a(t)Φ̇(t)/H(t) for scalar modes, Φ being the scalar

field background, the associated evolution highly depends on the matter evolution. We will therefore

not consider scalar perturbations anymore in this study, even if they are currently the most relevant

ones for observations. Instead, we will focus on tensor modes, for which the background variable is

simply given by zT(t) = a(t). The results and conclusions will therefore be fully generic and usable for

any model in which the scale factor behaves, at least partially, in the way described below, independent

of the cause.

The Mukhanov–Sasaki equation, that is Equation (1), reduces the cosmological evolution of

perturbations to the propagation equation of a free scalar field, v, with a time-dependent mass

m2 = �z00T/zT in the Minkowski space-time. The time-dependence of the mass represents the

perturbations’ sensitivity to the dynamical background.

During the quantization procedure, the variable v is promoted to be the operator. Its associated

Fourier modes satisfy:

v00k (η) +

✓

k2
c �

z00T(η)

zT(η)

◆

vk(η) = 0 , (2)

where kc refers to comoving wavenumbers. This equation can be re-written in cosmic time:



Universe 2018, 4, 149 3 of 16

v̈k(t) + H(t)v̇k(t)

+

✓

k2
c

a(t)2
�

żT(t)

zT(t)
H(t)�

z̈T(t)

zT(t)

◆

vk = 0 .

,v̈k(t) + H(t)v̇k(t) +

✓

k2
c

a(t)2
� H(t)2

�
ä(t)

a(t)

◆

vk = 0 .

(3)

We introduce a new parameter hk(t) = vk(t)/a(t) such that Equation (3) becomes:

ḧk(t) + 3H(t)ḣk(t) +
k2

c

a(t)2
hk(t) = 0 . (4)

It is convenient to introduce a second parameter gk(t) = a(t)ḣk(t) in order to rewrite Equation (4)

as a set of two first order ordinary differential equations (ODEs):

8

>

>

<

>

>

:

ḣk(t) =
1

a(t)
gk(t) ,

ġk(t) = �2H(t)gk(t)�
k2

c

a(t)
hk(t) .

(5)

2.2. Initial Conditions

By definition, in the static phase, the scale factor is constant. The propagation equation is then the

one of a standard harmonic oscillator,

v00k (η) + k2
c vk(η) = 0 , (6)

which can be used to set the usual Bunch–Davies vacuum. The initial conditions chosen in this

work are therefore of the usual type, comparable to what is done in the remote past of a de Sitter

state (inflationary model) or in the remote past of a bouncing scenario. Whatever the considered

wavenumber, even in the bouncing case, it is always possible to find a time such that the curvature

radius can be neglected: the mode effectively “feels” a Minkowski-like spacetime. As far as initial

conditions for the perturbations are concerned, the emergent universe is not different from other usual

models. This is true only for tensor modes, as the situation is much trickier for scalar ones [39].

3. Purely Emergent Universe

We model the evolution of an emergent universe by a static phase followed by an

inflationary stage:

a(t) = A + AeH0(t�ttransition) , (7)

in which A and H0 are two constants and ttransition characterizes the time at which the transition

between the static and the inflationary phase occurs. If we arbitrarily set ttransition = 0, without any

loss of generality, then the scale factor is simply given by a(t) = A + AeH0t. The corresponding

evolution, with the constants set to A = 1 and H0 = 0.01, is plotted in arbitrary units in Figure 1.

Obviously, the constant A in itself has no meaning and can be absorbed in any rescaling

of the scale factor. In addition, a modification of the constant in front of the exponential

term, such that a(t) = A + AC1eH0t , C1 2 R
?+, is simply equivalent to the definition of a new

ttransition = � ln(C1)/H0.

The primordial tensor power spectrum, defined by:

PT(kc) =
32k3

c

π

�

�

�

�

vk(te)

zT(te)

�

�

�

�

2

, (8)
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invariance) is still needed. Second, the way inflation begins does matter and sets the scale above which

the spectrum becomes (nearly) flat.

4. Emergent Universe with a Bounce

The previously-considered situation is clearly over-simplified. We now make the model slightly

more complicated by adding a “feature” in the evolution of the scale factor before the transition to

the inflationary period. As mentioned in the previous section, the interesting–and somehow usually

under-estimated—fact about emergent models is that the spectrum does depend on the details of

the transition period. Some information on this specific period might therefore be observationally

attainable. In addition, some concrete models of quantum gravity lead to a “mini-bounce” before

the transition. This is, for example, the case in quantum reduced loop gravity [29,37]. This model

was designed to study symmetry reduced systems consistently within the loop quantum gravity

framework (see, e.g., [40]). In particular, it bridges the gap between effective cosmological models of

loop quantum cosmology [41] and the full theory, addressing the dynamics before any minisuperspace

reduction [42]. This basically preserves the graph structure and SU(2) quantum numbers. It was

explicitly shown that this model leads to a little bounce (or even to several mini-bounces) preceding

the inflationary stage. Beyond this specific case, one can generically expect a footprint in the evolution

of the scale factor of whatever physical phenomenon has triggered the transition. In the following,

we therefore perturb the scale factor evolution just before the inflationary stage to study how the

primordial tensor power spectrum is sensitive to the details of this distortion.

The scale factor evolution is now modeled by the following function:

a(t) = A + AeH0t +
A ⇥ C

arctan (B1σ1)� arctan (B2σ2)
⇥ (11)

{arctan [B1 (t � (µ � σ1))]� arctan [B2 (t � (µ � σ2))]} .

The constant C characterizes the bounce amplitude, and µ is its mean value; σ1 and σ2 allow

setting the width, and B1 and B2 correspond to the steepness. The term [arctan (Bσ1)� arctan (Bσ2)]
�1

is just a normalization to ensure that the bounce amplitude remains constant under variations of B,

σ1, and σ2. In the following, we set B1 = B2 = B, to focus on symmetrical bounces. The influence

of an asymmetry is a higher order effect, which is beyond the scope of this study. We also choose

σ1 = �σ2 = σ. The scale factor is finally expressed as:

a(t) = A + AeH0t +
A ⇥ C

2 arctan (Bσ)
⇥ (12)

{arctan [B (t � (µ � σ))]� arctan [B (t � (µ + σ))]} .

Arbitrarily choosing A = 1 and H0 = 10�2, as in the case without any bounce, and fixing C = 1,

µ = �400, σ = 2, and B = 0.4, the scale factor evolution is displayed in the first panel of Figure 3.

The second panel shows the associated tensor potential around the bounce. It is worth noticing that

the “sign” of the bounce has no influence on the spectrum. It is displayed in Figure 3 as a local

increase of the scale factor, but should we choose the other sign, leading to a decrease of the scale

factor, the spectrum would remain the same, as will be shown later.

The primordial tensor power spectrum computed with this background evolution is given

in Figure 4.
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CHAPITRE 4
Phénoménologie des trous noirs en gravité

quantique à boucles
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Non contents de faire partie des objets les plus étranges et les plus fascinants de l’Univers, les trous
noirs constituent également des sondes privilégiées pour tester la relativité générale et ses possibles
extensions. Solution des équations d’Einstein dans le vide ils sont les seuls objets connus ne possédant
aucune échelle propre : ils peuvent exister à toutes les masses, depuis la masse de Planck jusqu’à la
masse de Hubble. Quelques revues récentes peuvent être trouvées dans [145, 146, 147].

Bien que les trous noirs aient été envisagés, d’un point de conceptuel, dès la fin du dix-huitième
siècle, il aura fallu attendre la relativité générale pour les comprendre plus en détails. Cela ne fait
que quelques décennies qu’ils sont rentrés dans le quotidien de la science. Ils sont même devenus
aujourd’hui des astres avec un caractère presque "banal", observés à la fois via les disques d’accrétion
qui se déploient autour d’eux [148, 149], par les jets de particules relativistes qu’ils émettent [149],
par les ondes gravitationnelles qu’ils produisent lors de coalescences [150, 151] et par imagerie directe
(en recourant à l’interférométrie) dans le domaine des radiofréquences [152].

Dans ce chapitre nous nous intéresserons à la phénoménologie associée aux trous noirs en gravi-
tation quantique à boucles. Celle-ci intervient sur une grande variété de fronts : de l’évaporation de
Hawking aux ondes gravitationnelles, en passant par matière noire, la phénoménologie associée aux
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trous noirs est un domaine riche.
Après une courte introduction à la physique des trous noirs section 4.1 nous aborderons de manière

plus succincte encore leur traitement en gravitation quantique à boucles en section 4.2. À la suite de
cette composante introductive nous attaquerons la partie dédiée à nos travaux. Nous aborderons tout
d’abord section 4.3 le cas des trous noirs en rebond où nous montrerons notamment l’importance du
caractère stochastique du temps de rebond pour la phénoménologie associée. Nous calculerons ensuite
section 4.4 les coefficients de corps gris entrant dans l’expression du spectre d’évaporation d’un trou
noir pour une métrique inspirée de la LQG. La section 4.5 sera dédiée au lien entre gravitation quantique
et ondes gravitationnelles. Elle traitera d’une part ce que je juge comme notre contribution principale à
ce domaine : l’étude systématique de la dépendance des modes dits quasi-normaux à des perturbations
spécifiques de la métrique au niveau de l’horizon. D’autre part nous verrons comment la distance
de luminosité, paramètre d’importance pour toutes mesures de flux ou d’ondes gravitationnelles,
évolue dans un Univers en contraction. Dans la section 4.6 nous traiterons de la création de trous
noirs primordiaux par diffusion de particules trans-planckiennes dans l’Univers primordial. Enfin la
section 4.7 sera tout simplement constituée d’une revue résumant la phénoménologie qui a été effectuée
jusqu’alors sur les trous noirs en gravitation quantique à boucles.

4.1 Une brève introduction à la physique des trous noirs

4.1.1 La métrique de Schwarzschild

L’enjeu consiste à chercher une métrique statique et à symétrie sphérique dans le but de décrire la
géométrie autour de la plupart des astres. Elle peut s’écrire sous la forme

ds2 = e2�dt2 � e2Λdr2 � r2dΩ2. (4.1)

La démarche est analogue à celle effectuée pour la cosmologie. Les symétries avaient alors permis
d’écrire la forme générale de la métrique FLRW, puis les équations d’Einstein conduisirent à déterminer
le seul paramètre libre qui y demeurait : le facteur d’échelle, dont les équations de Friedmann permettent
de connaître le comportement en fonction du contenu en énergie. De la même manière il nous faut ici
recourir aux équations d’Einstein pour déterminer les paramètres des fonctions exponentielles. Il est
possible de montrer que la composante (00) conduit à

e2Λ =

 
1 �

2M

r

!�1

, (4.2)

où M est la masse du corps considéré, tandis que la composante (11) conduit quant-à-elle à

� =
1
2

ln

 
1 � 2M

r

!
. (4.3)

Cela nous permet d’écrire la métrique de Schwarzschild

ds2 =

 
1 � 2M

r

!
dt2 �

 
1 � 2M

r

!�1

dr2 � r2dΩ2 . (4.4)

Cette métrique n’est pas spécifique aux trous noirs, elle décrit l’espace-temps au voisinage de
tout corps massif sphérique et statique. Introduisons le rayon de Shwarzschild Rs = 2M. Un trou
noir est un objet tel que la région r < 2M soit effectivement accessible. Pour la Terre ou le Soleil, la
sphère r = 2M est très largement à l’intérieur de l’astre : ce ne sont pas des trous noirs. Et ils ne le
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deviendraient pas, même pour un spéléologue qui creuserait vers le centre, puisque la masse contenue
dans la sphère de Gauss diminuerait de telle façon qu’il n’atteindrait jamais r = 2M.

Il est amusant de constater que l’argument strictement non relativiste qui consiste à estimer le
rayon gravitationnel définissant l’horizon 1, en demandant que la vitesse de libération soit égale à celle
de la lumière conduit, fortuitement, au bon résultat : Rs = 2M.

Remarque : Il peut être utile, notamment pour la phénoménologie, d’avoir en mémoire que le
rayon de Schwarzschild (exprimé en mètres) d’un trou noir de masse M vaut RS ' 3 ⇥ 103 ⇥ (M/M�)
m et M� ' 1033g étant la masse du soleil.

Un autre calcul illicite conduit également à un résultat étonnamment proche de la vérité : celui de
l’énergie d’une particule de masse m en chute libre sur un trou noir lorsqu’elle parvient à l’horizon.
L’estimation simpliste E = mM/(2M) = m/2 nous dit que l’énergie atteinte par la particule avant de
pénétrer dans le trou noir correspond à la moitié de son énergie de masse. C’est une valeur énorme
(ici un peu surestimée), considérablement supérieure par exemple à l’énergie libérée lors d’une fusion
nucléaire. C’est pourquoi les quasars, ces trous noirs supermassifs entourés de disques d’accrétion
qui sont au centre des galaxies, sont parmi les objets les plus brillants de l’Univers. La gravitation est
certes une force faible en termes de couplage mais l’énergie qui y est associée à la surface des trous
noirs est sans équivalent en astrophysique.

Remarque : En relativité générale, un trou noir est décrit par 3 paramètres [153] : sa masse, son
moment angulaire et sa charge électrique. La métrique intégrant ces paramètres, dite de Kerr-Newman,
est considérablement plus complexe que celle de Schwarzschild. Les effets quantiques présentés dans
cette thèse n’ayant été considérés que dans le cas des trous noirs dépourvus de rotation et de charge,
nous nous focaliserons dans cette introduction sur la seule métrique de Schwarzschild. C’est une
hypothèse relativement lourde puisqu’elle correspond stricto sensu à une zone de mesure nulle dans
l’espace des paramètres physiques.

4.1.2 Quelques propriétés très élémentaires

Il est bon de constater que la métrique de Schwarzschild présente les bons comportements asymp-
totiques : elle se ramène à celle de Minkowski pour r ! 1 et M ! 0. Le facteur

⇣
1 � 2M

r

⌘
présent

devant le dr2 montre que la circonférence mesurée d’un corps massif sphérique n’est pas égale à son

rayon multiplié par 2⇡ 2. Le facteur
⇣
1 � 2M

r

⌘�1
présent devant le dt2 témoigne quant-à-lui du décalage

vers le rouge ( ou "redshift") gravitationnel. C’est ce terme qui permet d’associer les trous noirs à des
machines à voyager dans le futur pour qui réside au voisinage de l’horizon.

Vitesse à l’horizon

Considérons la trajectoire d’une particule en chute libre émettrice qui émettrait des "flashs" de
lumière dans la géométrie de Schwarzschild. La quantité conservée lors du mouvement, l’énergie,
s’écrit

1. Nous n’effectuons pour le moment pas de distinction entre les différents types d’horizons. Ils seront introduits
ultérieurement en fonction des besoins.

2. Pour la Terre la différence serait de l’ordre du millimètre.
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E = m

 
1 � 2M

r

!
dt

d⌧
, (4.5)

où ⌧ est le temps propre.
Considérons maintenant une particule au repos à l’infini. Son énergie est tout simplement E = m.

Par conséquent, en utilisant Eq.(4.5), il vient :
 
1 � 2M

r

!
dt

d⌧
= 1 . (4.6)

Insérons cette expression dans la métrique de Schwarzschild :

d⌧2 = ds2 ,
 
1 �

2M

r

!2

=

 
1 �

2M

r

!
�

 
1 �

2M

r

!�1  
dr

dt

!2

, (4.7)

ce qui conduit à 3

dr

dt
= �

 
1 � 2M

r

!  
2M

r

!1/2

. (4.8)

Introduisons maintenant un nouveau jeu de coordonnées dites "coquilles", définies par

dtcoq =

 
1 �

2M

r

!1/2

dt (4.9)

et

drcoq =

 
1 � 2M

r

!�1/2

dr . (4.10)

L’équation Eq.(4.8) s’écrit alors :

drcoq

dtcoq
= �

 
2M

r

!1/2

. (4.11)

Le point nodal tient à ce que la vitesse donnée par Eq.(4.8) tend vers 0 à l’horizon tandis que celle
donnée par Eq.(4.11) tend vers -1 (c’est-à-dire la vitesse de la lumière, avec un signe “-" puisque la
particule tombe vers le trou noir). On démontre donc ainsi facilement que l’observateur local voit
un objet en chute libre sur un trou noir pénétrer dans celui-ci à la vitesse de la lumière tandis que
l’observateur lointain l’observe se figeant sur l’horizon. Bien que radicalement opposés les deux points
de vue sont corrects et cohérents dans leurs référentiels respectifs.

L’horizon correspond-il à une singularité?

Une autre question importante à laquelle une réponse très simple peut être donnée est celle de la
singularité de l’horizon. La métrique de Schwarzschild semble être singulière en R = 2M. Le terme
en facteur de dr2 tend vers l’infini à l’horizon. Considérons les coordonnées "en chute libre". Elles
sont définies, de façon différentielle, pas une transformation de Lorentz à partir des coordonnées
"coquilles" :

3. Nous considérons la solution négative car nous nous intéressons à une particule qui tombe vers le trou noir et pour
laquelle r diminue.



Chapitre 4. Phénoménologie des trous noirs en gravité quantique à boucles 197

dtchute = ��Vreldrcoq + �dtcoq, (4.12)

où Vrel = drcoq/dtcoq est la vitesse relative locale entre les deux référentiels. En utilisant les
définitions Eqs. (4.9) et (4.10) nous obtenons :

dt =
dtchute

�
⇣
1 � 2M

r

⌘1/2
+

Vreldr⇣
1 � 2M

r

⌘ . (4.13)

En remplaçant � par sa valeur (1 � 2M
r

)�1/2 et en reportant Eq.(4.13) dans la métrique de Schwarz-
schild, ainsi qu’en utilisant Eq.(4.11) pour exprimer Vrel, nous parvenons à :

ds2 =

 
1 � 2M

r

!
dt2

chute � 2

 
2M

r

!1/2

dtchutedr � dr2. (4.14)

Bien que cette dernière expression utilise un système de coordonnées mixte assez peu pratique, elle
montre que la singularité à l’horizon était un artefact dû au système de coordonnées initial et qu’elle
est dépourvue de sens physique. La singularité centrale est en revanche belle et bien réelle 4.

Propriétés basiques de l’intérieur

Étudions le comportement de lumière en mouvement radial à l’intérieur d’un trou noir. Pour ce
faire, repartons de la métrique Eq.(4.14). Pour un photon ds2 = 0, ce qui conduit à :

dr2

dt2
chute

+ 2

 
2M

r

!1/2
dr

dtchute

�
 
1 �

2M

r

!
= 0 . (4.15)

Cette équation du second degré possède deux solutions :

dr

dtchute

= �
 
2M

r

!1/2

± 1 , (4.16)

qui correspondent respectivement au mouvement "vers l’extérieur" et au mouvement "vers le
centre". Or à l’intérieur de l’horizon r < 2M et les deux solutions sont alors manifestement négatives.
Ce qui signifie que même un photon émis "vers l’extérieur" se déplace vers la singularité centrale.
Rien de surprenant, nous retrouvons juste ici le résultat bien établi qui stipule qu’il est impossible de
ressortir d’un trou noir, rien ne pouvant se déplacer plus vite que la lumière.

Il est également intéressant de considérer le mouvement, à l’intérieur du trou noir d’une particule
lancée sans vitesse à l’infini. En reprenant Eq.(4.8) et en introduisant le temps propre ⌧, tel que
dr/d⌧ = �(2M/r)1/2, le temps propre passé à l’intérieur du trou noir est évalué par :

⌧ = �
Z 0

2M

✓
r

2M

◆1/2

dr =
4
3

M . (4.17)

Un objet en chute libre dans un trou noir atteint donc la singularité en un temps fini et non-
nul. L’horizon étant, en relativité générale, dépourvu de matérialité (nous n’abordons pas dans ce
manuscrit l’hypothèse des firewalls [154]), un certain temps de vie est envisageable dans les trous noirs
supermassifs pour lesquels l’effet de marée demeure relativement faible à la surface. Littéralement
parlant, la singularité étant d’ailleurs une ligne horizontale dans le diagramme de Penrose d’un trou

4. L’invariant de Kretschmann R = RabcdRabcd, notamment, y diverge.
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Figure 4.1 – Diagramme de Penrose d’un trou noir de Schwarzschild. L’espace est en abscisse
et le temps en ordonnée. Les trajectoires physiques sont confinées à 45 degrés maximum de la
verticale. L’horizon des événements est en rouge, i� est l’infini passé, i+ est l’infini futur, i0 (le point à
l’extrême droite) est l’infini spatial. Notre Univers est le losange à droite. Les lignes vertes verticales
correspondent à des exemples de géodésiques de type temps et celles horizontales à des exemples de
courbes de type espace.

noir de Schwarzschild (voir Fig. 4.1), elle est d’avantage une "fin du temps" qu’un lieu spatialement
déterminé.

4.1.3 Quelques éléments de thermodynamique

La thermodynamique est adaptée à la compréhension de systèmes dont les propriétés peuvent
êtres décrites par un petit nombre de paramètres. Les trous noirs étant précisément décrits par trois
paramètres, les circonstances semblent propices au recours à la thermodynamique. Manque néanmoins
une entropie. Le fait que l’aire d’un trou noir ne puisse que croître (classiquement) a poussé Bekentsein
à supposer que l’entropie d’un trou noir est proportionnelle à son aire [155, 156] :

S =
A

4
, (4.18)

où la constante de proportionnalité est fixée par différentes expériences de pensée et pour des
raisons de cohérences (voir [157] pour une revue des aspects informationnels des trous noirs). À la
suite de cette percée les lois de la thermodynamique des trous noirs ont pu être édictées :

• Loi zéro : l’horizon présente une gravité de surface constante. Il s’agit de l’analogue de la loi
thermodynamique usuelle qui stipule que la température est homogène dans un corps à l’équilibre.

• Première loi : les perturbations d’un trou noir sont décrites par

S dE =
K

8⇡
dA +ΩdJ + ΦdQ , (4.19)

E étant l’énergie, K la gravitation de surface, Ω la vélocité angulaire, J le moment angulaire,
Φ le potentiel électrique et Q la charge. C’est l’équivalent de la loi de conservation de l’énergie en
thermodynamique usuelle (le terme (K/(8⇡)dA joue ici le rôle du terme TdS ).
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• Deuxième loi : dès lors que les conditions d’énergie faibles 5 sont respectées l’aire ne peut
décroitre :

dA

dt
� 0 . (4.20)

C’est l’analogue de la loi sur l’augmentation de l’entropie pour les systèmes isolés.

• Troisième loi : de la même manière qu’il est impossible d’atteindre le zéro absolu en thermody-
namique usuelle il n’est pas possible pour un trou noir de présenter une gravité de surface nulle.

L’un des points nodaux de cette approche thermodynamique tient à l’apparition d’une température
qui ne peut être correctement interprétée que dans le cadre de l’effet Hawking.

4.1.4 Effet Hawking

S. Hawking a montré que, contrairement à la vision classique, les trous noirs peuvent perdre
de la masse et émettre un rayonnement [158]. Il existe de multiples manières de comprendre et de
calculer l’effet Hawking. La vision la plus naïve consiste à le penser en termes d’effets de marée sur les
fluctuations quantiques du vide : le trou noir brise la paire particule-antiparticule et l’un des corpuscules
se trouve éjecté à l’infini. Cette description relève naturellement d’une simple image. La manière la
plus simple de montrer l’effet Hawking est certainement en le présentant comme un cas particulier de
l’effet Unruh [159] qui stipule, à l’aide de transformations de Bogolyubov, qu’un observateur soumis à
une accélération a voit un bain thermique de particules à la température T = a/(2⇡). Nul besoin de
recourir à une théorie de gravité quantique pour aboutir à cette prédiction, elle émerge "rapidement"
lorsque l’on considère la théorie quantique des champs en espace courbe.

Essayons de calculer la température d’évaporation afin de voir comment celle-ci dépend des
propriétés du trou noir, i.e sa masse M dans le cas d’un trou noir de Schwarzschild. La démarche la plus
simple en partant de la métrique de Schwarzschild consiste à considérer un observateur stationnaire en

r = 2M +
⇢2

8M
. (4.21)

Celui-ci ressent alors une accélération qui vaut 1/⇢ et "voit" alors autour de lui un champ excité à
la température

Tloc =
a

2⇡
=

1
2⇡⇢
=

1

4⇡
p

2M(r � 2M)
. (4.22)

La température à la distance R s’obtient en appliquant le facteur de décalage vers le rouge (ou "
redshift") gravitationnel g00(r)/g00(R) :

T (R) =
1

4⇡
q

2Mr(1 � 2M
R

)
. (4.23)

Sa valeur à l’infini vaut

T (1) =
1

4⇡
p

2Mr
, (4.24)

5. Données par Tµ⌫X
µX⌫  0 pour un champ vectoriel X de type temps.
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ce qui conduit, avec r = 2M, à

TH =
1

8⇡M
. (4.25)

Cette température, en unités complètes TH = ~c
3/(8⇡GkBM), a cela de magnifique qu’elle fait

intervenir toutes les constantes fondamentales de la physique. Elles témoignent que l’évaporation
des trous noirs est un phénomène qui convoque à la fois gravitation, physique quantique, physique
statistique et relativité.

L’effet Hawking est très spécifique car explosif. À la différence d’un morceau de métal, plus
un trou noir rayonne plus il se réchauffe. En effet lorsqu’un trou noir émet des particules sa masse
diminue, augmentant sa température. Pour l’illustrer considérons un système isolé constitué d’un trou
noir de température initiale Ti = (8⇡Mi)

�1, Mi étant sa masse initiale. Ce trou noir émet un photon
d’énergie !. L’énergie d’un système isolé étant conservée la masse du trou noir après émission s’écrit

M f = Mi � ! < Mi et sa température T f =
⇣
8⇡M f

⌘�1
> Ti.

Le temps mis par un trou noir pour s’évaporer entièrement peut être rapidement évalué en considé-
rant l’énergie rayonnée par un corps sphérique de température de surface T et de rayon R :

L = 4⇡R2�T 4 , (4.26)

� étant la constante de Stefan-Boltzmann. La perte (d’énergie) de masse d’un trou noir s’écrit alors

dM

dt
= �4⇡R2�T 4 = �4⇡ (2M)2 �

 
1

8⇡M

!4

(4.27)

pour un trou noir de Schwarzschild. Le temps d’évaporation associé à un tel trou noir de masse M

est donc, en tenant compte de la valeur de �,

te = 5120⇡M3 / M3 . (4.28)

Une fois les unités du sytème international rétablies, il peut être bon d’avoir les ordres de grandeur
suivants en tête :

te ⇠ 6 ⇥ 1074

 
M

M�

!3

s ' 6 ⇥ 1057

 
M

M�

!3

tH (4.29)

où M� est la masse du soleil et tH ' 1017s le temps de Hubble. Un trou noir s’évapore donc d’autant
plus vite que sa masse est faible, i.e que sa température est élevée. Sachant qu’un trou noir peut émettre
toute sorte de particules tant que leur masse est inférieure à sa température un trou noir émet donc
tous les types de particules élémentaires lors de son évaporation 6. Le spectre thermique des particules
émises sera discuté dans la partie de ce chapitre dédiée aux coefficients de corps gris.

Le processus d’évaporation est négligeable pour les trous noirs astrophysiques, qui présentent
une température de Hawking inférieure à celle du rayonnement cosmologique fossile. En revanche, il
devient extrêmement important pour les trous noirs de faible masse. L’existence de tels trous noirs
n’est pas aujourd’hui avérée et leur hypothétique présence ne pourrait résulter que de conditions parti-
culières dans l’Univers primordial [160] (ou de processus exotiques tels que la collision de particules

6. Ce qui ne veut pas dire qu’il émet tous types de particules tout au long de son évaporation.
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trans-planckiennes dans l’Univers contemporain). L’effet Hawking semble néanmoins avoir été observé
dans des systèmes analogues de trous noirs acoustiques [161].

Bien que l’évaporation des trous noirs soit, en tant que telle, bien comprise et peu sujette à
caution, elle est intimement liée à un paradoxe central en physique théorique, celui de la perte
d’information. Que de l’information soit perdue pour le monde extérieur quand elle entre dans un trou
noir n’est pas paradoxal. Elle est simplement “ailleurs". Le problème vient de ce que l’évaporation
semble transformer le trou noir en un spectre (quasi-)thermique. À l’issue de celle-ci, l’information
est belle est bien perdue, ce qui entre en conflit avec la théorie quantique des champs (voir [162]
pour une introduction pédagogique). De très nombreuses solutions sont proposées à ce paradoxe :
depuis l’existence de reliques stables jusqu’à l’existence de corrélations subtiles entre les quanta
émis [163], mais aucun consensus n’existe sur cette question. Elle est d’ailleurs liée à un autre point
fondamental : le sens physique de l’entropie des trous noirs. Que sont les micro-états comptés par
l’entropie thermodynamique ?

4.2 Trous noirs en gravitation quantique à boucles

Il est très probable que la solution aux paradoxes mentionnés à la fin de la section précédente ne
puisse venir que d’une théorie quantique de la gravitation. Nous nous focalisons ici naturellement sur
la gravitation quantique à boucles. Le traitement des trous noirs dans ce cadre théorique n’ayant pas
constitué l’objet de nos recherches il ne sera ici que (très) brièvement introduit. Des revues pédago-
giques sur le devenir des trous noirs en LQG peuvent être trouvées dans [2, 164, 165, 166].

Fondamentalement, le concept de trou noir en LQG repose sur celui d’horizon isolé [167, 168, 169,
170, 171]. C’est une notion quasi-locale 7 qui s’affranchie de la dimension téléologique associée à la
définition usuelle d’un horizon des événements. D’un point de vue pratique, un horizon isolé permet
en outre de disposer d’une description Hamiltonienne et d’une notion locale d’énergie [172].

Très schématiquement, l’horizon isolé joue le rôle d’une frontière et, pour une aire macroscopique
A donnée, les états de géométrie associés émergent des perforations ("punctures" en anglais) de la
sphère par le réseau de spin. Pour un paramètre de lissage ∆, et compte tenu du spectre de l’opérateur
d’aire, les liens du réseau perforant l’horizon satisfont :

A � ∆  8⇡�
X

p

p
jp( jp + 1)  A + ∆ , (4.30)

où � est le paramètre de Barbero-Immirzi, p réfère aux différentes perforations et les jp sont des
demi-entiers. En plus des nombres quantiques jp renseignant sur l’aire chaque lien porte un second
nombre quantique mp qui renseigne lui sur la courbure. Pour assurer que la topologie soit bien sphérique
il faut alors imposer

X

p

mp = 0 . (4.31)

L’un des plus grands succès de la LQG dans le secteur des trous noirs tient à sa capacité à retrouver
l’entropie de Bekenstein-Hawking, avec des corrections en log(A), à partir des micro-états de géométrie.

7. Nous pourrions ici dire "locale" au sens où, à la différence d’un horizon usuel, il n’est pas nécessaire d’avoir une
connaissance de toute l’espace-temps. Néanmoins cette notion d’horizon isolé s’étend quand même sur toute l’aire du trou
noir, d’où l’ajout du mot "quasi".
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À la suite du travail pionnier de [173], de nombreux travaux ont été développés pour raffiner le calcul
de l’entropie des trous noirs. En particulier, la présence explicite, ou non, du paramètre de Barbero-
Immirzi dans l’expression de l’entropie est aujourd’hui débattue. Les modèles LQG-holographiques
semblent offrir une synthèse cohérente permettant à plusieurs visions d’être conciliées [174].

4.3 Trous noirs en rebond

4.3.1 Le modèle de Haggard et Rovelli

Qu’advient-il de la matière qui s’effondre lors de la formation d’un trou noir ?

Cette question a été étudiée par H. M. Haggard et C. Rovelli (entre autres) à la suite des travaux de
C. Rovelli et F. Vidotto [175]. Leur article initial sur le sujet [176] s’inspire des travaux de P. Hàjìček
et C. Kiefer [177] qui ont étudié la dynamique de coquilles de lumière (pour "null shells") sphériques
couplées à la gravité. La théorie classique possède deux ensembles de solutions indépendantes : celles
où la coquille se contracte (trou noir) et celles où la coquille est en expansion (trou blanc 8). Hàjìček et
Kiefer avaient montré que suite à une quantification du système la dynamique de la fonction d’onde
d’une coquille en contraction "rebondit" et transite vers celle d’une coquille en expansion. Voilà qui
n’est pas sans rappeler ce qui se passe en cosmologie quantique à boucles.

H. M. Haggard et C. Rovelli se sont donc basés sur ce constat pour construire un modèle dans
lequel, lorsque la densité de matière atteint celle de Planck, les effets de géométrie quantique génèrent
une pression effective suffisante pour contrebalancer l’effondrement. Celui-ci s’arrête alors avant la
formation de la singularité centrale et la matière fini par ressortir lorsque la géométrie décrit un trou
blanc. La question que se sont posés Haggard et Rovelli dans [176] est : "Existe-t-il une métrique
effective qui décrirait ce rebond et serait compatible avec les équations d’Einstein hors de la région
quantique?". La réponse est oui et elle s’écrit, en coordonnées de Kruskal (u, 3, ✓, �)

ds2 = �F(u, 3)dud3 + r2(u, 3)
h
d✓2 + sin2 (✓) d�2

i
. (4.32)

Cette métrique est entièrement déterminée par la donnée de deux fonctions de u et 3, dont les
expressions détaillées sont données dans [176].

Son existence montre qu’il est possible d’avoir une transition trou noir vers trou blanc sans modifier
la structure de l’espace-temps aux longues distances.

Une question d’importance pour la phénoménologie associée est celle de la durée du processus.
Quel est le temps de rebond ? Comment varie-t-il en fonction de la masse du trou noir ?

Pour amener un élément de réponse effectuons une petite digression.

Aparté : Des effets quantiques en dehors de l’horizon ?

Des effets de gravité quantique sont généralement attendus dans les régimes où la courbure
de l’espace-temps est extrêmement élevée, typiquement R ⇠ `�2

Pl avec R le scalaire de Ricci. Si
le domaine de validité du régime classique est estimé via la petitesse du scalaire de Kretschmann

8. Un trou blanc étant le symétrique par renversement de la variable temporelle d’un trou noir.
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R2 = RabcdRabcd =
⇣
48M2

⌘
/r6 (pour un trou noir de Schwarzschild de masse M) alors ils sont attendus

faibles dans une région de courbure faible 9. Néanmoins cette considération ne tient pas compte du
caractère potentiellement cumulatif des effets quantiques. Considérons par exemple une particule qui
pourrait transiter d’un puits de potentiel à un autre par effet tunnel. Même si la probabilité de transition
est faible, après un temps suffisamment élevé il y a de fortes chances que la particule ait tunnelé. Si
nous prenons cet effet en considération alors la durée de l’évènement devient un paramètre important
dont il faut tenir compte et le domaine de validité de la théorie classique correspond en fait à

q = `Pl⌧R ⌧ 1 , (4.33)

⌧ étant le temps propre asymptotique. Injecter l’expression du scalaire de Kretschmann donnée
plus haut et celle du temps propre asymptotique donnée Eq.(4.6) amène à [178]

q(r) =
M

r3

r
1 � 2

M

r
t , (4.34)

dont le maximum est atteint pour

r =
7
6

RS . (4.35)

Les effets quantiques, de part leur caractère cumulatif, semblent donc affecter l’extérieur de
l’horizon de Schwarzschild. Le temps asymptotique à partir duquel ils deviendraient non négligeables,
obtenu en inversant la formule Eq.(4.34) tout en demandant q = 1, varie comme

⌧ / M2 . (4.36)

Pour reprendre les mots de Haggard et Rovelli : "Il n’y a pas de raisons de croire la théorie

classique hors de l’horizon pour des temps arbitrairement longs et en étant suffisamment proche de

r = 2M". La croyance selon laquelle il ne peut y avoir d’effets quantiques en dehors de l’horizon est
donc ici mise en défaut.

Bien que cet argument puisse être débattu il a, du point de vue de la phénoménologie, l’avantage
de prédire des effets hors de l’horizon et donc potentiellement observables.

Revenons à la question du temps de rebond. En combinant les différentes parties de la métrique
effective et en utilisant l’expression du temps nécessaire pour que les effets de gravité quantique
s’accumulent hors de l’horizon Haggard et Rovelli ont estimé dans [176] la durée du processus

⌧rebond > 4kM2 / M2 , (4.37)

où k ' 0.05. Ce temps de rebond augmente moins rapidement avec la masse que le temps d’éva-
poration de Hawking qui est lui proportionnel à M3. Pour se faire une idée un trou noir primordial
d’une masse M ⇠ 1026g (un dixième de la masse de la Terre, ou la masse de Mars) aurait un temps
de rebond proche du temps de Hubble, en considérant la valeur minimale 4 ⇥ 0.05 ⇥ M2. Son temps
d’évaporation serait lui bien plus élevé, environ 1036 fois le temps de Hubble. Pour que le temps
d’évaporation corresponde au temps de Hubble la masse du trou noir doit être d’environ 1015g (environ

9. Rappelons que le champ gravitationnel à l’horizon d’un trou noir est d’autant plus faible que le trou noir est massif :
g / M/R2

S
/ 1/M. La courbure au niveau de l’horizon diminue donc lorsque M augmente.
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la masse d’une montagne) 10.

Bien qu’extrêmement rapide en temps propre comobile avec la coquille relativiste s’effondrant, à
cause du décalage vers le rouge gravitationnel le rebond est vu comme un processus quasiment gelé
pour un observateur lointain. Pour reprendre une phrase de C. Rovelli : "A black hole is a star that is

collapsing and bouncing seen at very slow motion from the exterior".

Remarque : Il est d’usage de dire que ⌧rebond = 4kM2 et de laisser k varier sur un intervalle de
borne inférieure kmin = 0.05. La borne supérieure est elle définie de sorte que le temps de rebond soit
inférieur au temps de Hawking. C’est cette convention que nous utiliserons dans la suite de cette thèse.

Le calcul précis de l’amplitude de transition entre les deux états classiques a été plus récemment
étudié dans le contexte de la gravitation quantique à boucles [179] mais la démarche est de (très) grande
difficulté et il n’est pour l’instant pas clair que le temps de rebond soit effectivement proportionnel à M2.

Avant de poursuivre mentionnons l’existence d’un nouveau modèle, plus récent, construit par
E. Bianchi, M. Christodoulou, F. D’Ambrosio, C. Rovelli et Hal. M. Haggard, parut courant 2018
[180]. Dans ce modèle le facteur de suppression associé au processus de "tunneling" varie comme
exp

⇣
�M2/m2

Pl

⌘
. Lorsqu’un trou noir s’évapore sa probabilité de tunneler vers l’état trou blanc augmente

avec le temps, le facteur de suppression allant ici jusqu’à disparaître avant que le trou noir atteigne
l’échelle sub-planckienne. Le modèle prédit que le trou blanc obtenu forme alors une relique, non pas
éternelle, mais d’une très longue durée de vie ⌧rel ⇠ m4

0/~
3/2 où m0 est la masse initiale du trou noir

avant évaporation. La phénoménologie associée à ce modèle reste à ma connaissance à effectuer et
c’est un projet sur lequel nous aimerions nous pencher dans l’avenir.

4.3.2 Phénoménologie du modèle de Haggard et Rovelli

Maintenant que nous avons très brièvement introduit les motivations derrière l’existence de trous
noirs en rebond se pose la question qui nous intéresse dans cette thèse : celle de leur détectabilité.

Les caractéristiques précises du signal associé au rebond ne sont actuellement pas encore définies
et deux pistes sont explorées :

(i) Le canal basse énergie : Une seule échelle de longueur est présente dans tout le problème : la
taille de l’horizon. Par simple argument dimensionnel il serait donc attendu que l’énergie du
signal émis soit telle que la longueur d’onde associée fasse la taille du diamètre de l’horizon.

(ii) Le canal haute énergie : Associée à des longueurs d’ondes plus petites, elle se base sur la
symétrie temporelle du rebond : ce qui ressort du trou blanc correspond à ce qui est rentré dans
le trou noir. Le décalage vers le bleu en entrée est compensé par la même quantité de décalage
vers le rouge en sortie. Si les trous noirs considérés se sont formés dans l’Univers jeune par
effondrement de perturbations alors à une certaine masse du trou noir est associé une époque
connue, donc une température de l’Univers connue. Il est alors possible de savoir quelles sont
les spécificités de la matière entrante et donc les caractéristiques du signal émis.

10. Il est amusant de constater que le rayon de Schwarzschild d’un trou noir ayant la masse d’une montagne est de
l’ordre du fermi.
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L’étude des caractéristiques des signaux sortant des canaux haute et basse énergie, l’émission
diffuse de fond due à une distribution de trous noirs en rebond sont des exemples d’études phénomé-
nologiques qu’il est possible de mener sur ce genre de modèle. Ces études seront résumées dans la
revue "A status report on the phenomenology of black holes in loop quantum gravity : Evaporation,

tunneling to white holes, dark matter and gravitational waves" donnée en fin de ce chapitre.

Remarque : La phase d’explosion semblerait être en fait beaucoup plus courte que la phase trou
noir [181]. Néanmoins il est probable, à notre avis, que les conséquences de ce caractère asymétrique
pour la phénoménologie soient faibles.

4.3.3 Impact phénoménologique du caractère stochastique du temps de re-
bond

L’idée d’une possible détection d’un signal de rebond a été émise dans [182] ; adaptée au modèle
de rebond plus récent dans [183] ; raffiné en prenant en compte un possible fond diffus et différents
effets de propagation dans [184].

De plus lorsque l’on s’intéresse à la phénoménologie d’objets tels que les trous noirs en rebond
il est courant de se demander si le signal émis par le processus colle naturellement avec des signaux
astrophysiques encore mal expliqués. Ainsi la possibilité que l’excès de rayons gammas venant du
centre galactique soit ainsi expliquée a été explorée dans [185]. Dans l’article "Fast radio bursts and

the stochastic lifetime of black holes in quantum gravity" donné ci-après nous nous intéressons au cas
des "Fast Radio Bursts" (ou FRB). Ces phénomènes astrophysiques de haute énergie d’une courte
durée, typiquement quelques millisecondes, observés depuis 2007 et détectés par des radio-télescopes
tels que celui de Parkes ou le Molonglo Observatory Synthesis Telescope (MOST) 11, restent pour
le moment inexpliqués. Le nombre de détections, répertoriées pour la plupart sur le catalogue en
ligne http ://frbcat.org/, augmente rapidement et aujourd’hui plus d’une centaine d’évènements ont été
reportés. Le fait que ces FRB nous parviennent depuis l’entièreté du ciel et ne semblent pas concentrés
dans le plan de la voie lactée 12 indique qu’ils seraient d’origine extra-galactique.

Pour être honnête je ne miserais pas sur des trous noirs en rebond comme source de ces évènements,
d’autres possibilités astrophysiques telles que des coalescences d’étoiles à neutrons ou des supernovae
particulièrement énergétiques semblant bien plus probables.

Je suis d’autant plus réservé qu’un évènement est particulièrement intriguant, le FRB recensé en
2012 sous le (doux) nom de FRB 121102 [186]. C’est un répéteur [187, 188]. De plus, non content
de se répéter, sa période (au sens durée entre deux répétitions) varie d’une mesure à l’autre, allant
de l’échelle de la minute à celle du jour. Il en va de même pour son intensité. Bien évidemment cet
évènement ne peut être expliqué par un trou noir en rebond, même si cela n’exclue pas la possibilité
pour les autres évènements car il est tout à fait possible, voire probable, que différentes classes de
sources existent.

Il se trouve qu’un second répéteur a été récemment identifié [189]. Il n’est donc pas non plus
totalement déraisonné de penser que parmi les FRB détectés d’autres se répètent en réalité et que
leurs répétitions n’aient pas été identifiées pour des raisons observationnelles : temps d’observations
trop courts, mauvaise localisation des bursts (quelques arcmin) rendant difficile l’association d’un
évènement à un autre évènement passé, ... Plus de données sont nécessaires pour trancher.

11. Tous deux situés en Australie.
12. Ce constat est bien évidemment biaisé du fait que les localisations des FRB connus sont situées dans les portions de

ciel observables par les télescopes radio.



206 Chapitre 4. Phénoménologie des trous noirs en gravité quantique à boucles

Le message derrière l’étude à venir n’est donc pas de chercher à justifier à tout prix les FRB par
des trous noirs en rebond, mais plutôt de quantifier l’impact sur la forme du signal émis d’un élément
négligé jusqu’alors : le caractère stochastique, aléatoire, du temps de rebond.

Malgré les réserves que j’ai émises force est d’admettre qu’à ce jour aucune hypothèse astro-
physique simple ne permette d’expliquer les FRB de manière pleinement satisfaisante. Il est donc
raisonnable de chercher des hypothèses du coté de la physique fondamentale. De plus l’idée que des
effets de gravitation quantique puissent se manifester dans le domaine radio est excitante, d’autant plus
que nous montrons dans cette étude que la dépendance spécifique en "redshift" du signal permet de le
distinguer des autres hypothèses et rend le modèle falsifiable.
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I. INTRODUCTION

Finding observational consequences of quantum gravity is

obviously a major challenge. In the last decade most

attempts have focused on the early Universe, evaporating

black holes, or Lorentz invariance violation (see Ref. [1] for

a recent overview). In the last years, the idea that quantum

gravity effects could be seen in higher-mass black holes has

attracted a lot of interest [2–6]. In particular, it was suggested

that the quite mysterious fast radio bursts (FRBs) [7] could

be explained by bouncing black holes [8]. There are

unquestionably simpler astrophysical explanations that we

consider to be more probable, but this hypothesis is worth a

deeper look. At the heuristic and intuitive level, this bounce

can be understood as a phenomenon quite similar to what is

expected to happen to the Universe in loop quantum

cosmology [9,10]. In the cosmological framework, the

classically contracting branch is linked to the classically

expanding one by a quantum tunneling, whereas in the black

hole sector the classically collapsing solution is glued to the

classically exploding one (on the double cover of the

Kruskal map [3]). The usual event horizon is replaced by

a trapping horizon [11]. In this brief article we revisit this

hypothesis by taking into account the fundamental random-

ness of the tunneling process that was previously ignored. In

Sec. II we assume a peaked mass spectrum for the bouncing

black holes and show that the 3 orders of magnitude in

energy thought to be missing to explain FRBs can easily be

accounted for. In Sec. III we consider a wide mass spectrum

and investigate the sensitivity of the signal to the spectral

index. We show that the expected emission remains com-

patible with measurements and make clear predictions.

II. PEAKED MASS SPECTRUM

The heuristic arguments given by Rovelli, Haggard, and

Vidotto in the previously mentioned articles suggested that

the black hole lifetime could be of the order ofM2 in Planck

units (those units are used throughout the rest of the article

except otherwise stated). As this is shorter that the Hawking

evaporation time (of the order ofM3), this means that black

holes might bounce before they evaporate: the Hawking

effect would just be a dissipative correction. An exact

calculation of this lifetime is in principle possible in loop

quantum gravity (see, e.g., Ref. [12]), but it is still hard to

perform accurately at this stage [13]. The previous phe-

nomenological works around this hypothesis have focused

on gamma-ray bursts [14], FRBs [8], the space-integrated

signal [15], and trying to explain the Fermi excess [16]. In

all of them the lifetime was taken (as a first approximation)

to be deterministic, fixed at the value τ ¼ kM2 where kwas
chosen to be of the order of 0.05 (however, in one of the

studies [15] its value was varied). We also assume this value

in the present article as it the most phenomenologically

interesting one (and the smallest one theoretically allowed).

However, as the black-to-white hole transformation is to be

understood as a tunneling process, the lifetime of a black

hole should be considered as a random variable.

The probability that a black hole has not yet bounced

after a time t is given by

PðtÞ ¼
1

τ
e−

t
τ: ð1Þ

This is the usual “nuclear decay” behavior which comes

directly from the fact that the number of bouncing black

holes during a time interval dt is proportional to the full

number of black holes and to dt. We focus in this study on

local effects and neglect the redshift integration as this will

play only a minor role in the analysis carried out. The black

holes we are interested in can be considered to have been

produced in the early Universe, as the range of masses (far

below a solar mass) leading to bounces occurring in the
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contemporary Universe can only be associated with pri-

mordial black holes (PBHs; see Ref. [17] for a rather recent

review on the limits on the PBH abundance and references

therein for possible formation mechanisms). In general, the

number of black holes of a given type bouncing after a time

tH (taken to be the Hubble time as we are considering

present-day phenomena) in a time interval dt is

dN ¼
N0

kM2
e
−

tH

kM2dt; ð2Þ

whereN0 is the initial abundance. The exponential function

entering this calculation comes directly from the random

nature of the bounce, as in the previous formula. Let us

assume that the initial differential mass spectrum of the

considered PBHs is given by dN=dM.

In this study, we focus on the so-called bouncing black

hole low-energy component as this is the one that is

relevant for a possible link with FRBs. This specific

component is based on a simple dimensional analysis:

photons are assumed to be emitted with a characteristic

wavelength that is of the order of the size of the black hole,

which is the only length scale of the problem. As in

Ref. [16], we model the shape of the signal emitted by a

single black hole by a simple Gaussian function:

dNBH
γ

dE
¼ Ae

−

ðE−E0Þ
2

2σ2

E ; ð3Þ

where E0 ¼ 1=ð2RSÞ ¼ 1=ð4MÞ, RS is the Schwarzschild

radius, andM is the mass of the considered black hole. This

choice is arbitrary and simply taken as an example. The

width is typically fixed to be σE ¼ 0.1E0, but the results do

not critically depend on this value or the detailed shape of

the distribution.

The full signal due to a local distribution of bouncing

black holes is given by

dNγ

dE
¼

Z

∞

MPl

Ae
−

ðE−E0Þ
2

2σ
2

E ·
dN

dM
ðMÞ ·

1

kM2
e
−

tH

kM2 : ð4Þ

The point we want to raise in this study is that the mean

energy of the detected signal might not be the naively

expected one, that is, may not be E ∼ 1=ð4MtH
Þ, whereMtH

is the mass satisfying tH ¼ kM2
tH
(this would correspond to

black holes having a characteristic lifetime equal to the age

of the Universe). The naive expectation E ∼ 1=ð4MtH
Þ is

not in the radio band, but rather 3 orders of magnitude

higher in energy, in the infrared band. If the initial mass

spectrum is peaked around a value M0, e.g., according to

dN

dM
∝ e

−

ðM−M0Þ
2

2σ2

M ; ð5Þ

which can in principle be different than
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

tH=k
p

, the energy

will however be peaked around 1=ð4M0Þ which can differ

from 1=ð4MtH
Þ. This is possible precisely because of the

distributional nature of the actual bouncing time.

Considering a peaked mass spectrum is not arbitrary and

can be justified if PBHs are created, for example, because

of a phase transition in the early Universe (see, e.g.,

Ref. [18]). As the primordial cosmological power spectrum

is now clearly known not to be blue [19] (at least on large

scales), the naturally expected density contrast is not high

enough to produce PBHs [20] and specific post-inflationary

phenomena are generically required (see, e.g., Ref. [21]).

In Fig. 1, the expected emitted flux is shown for

different values of the central mass M0 of the initial

mass spectrum: MtH
, 10MtH

, 100MtH
, and 1000MtH

. As

expected, this shows that the energy of the signal depends

on the mass spectrum even if the parameters of the model

are fixed. Naturally, when the mass spectrum is peaked at

masses well above MtH
, the amplitude of the expected

signal decreases as BHs that are exploding today constitute

an increasingly smaller fraction of the full population.

However, the key point we stress here is that a given mean

lifetime τ ¼ kM2 does not imply a fixed expected energy.

In particular, it was previously emphasized that the

expected mean wavelength (obtained by fixing τ ¼ tH) of
the electromagnetic emission associatedwith bouncingblack

holes was basically one thousand times smaller than required

to explain the FRBs. If themass spectrum is peaked atmasses

higher thanMtH
, it is however perfectly possible to precisely

account for the expected wavelength. The curve on the left in

Fig. 1 is peaked around 1.5 GHz, which corresponds to the

typicalwavelength of FRBs.At this stage, there is noobvious

motivation for choosing a specific value for the peak mass.

Interesting proposals were recently suggested, for example,

in the framework of critical Higgs inflation [22], but (as

pointed out in thementioned reference) the actual peak value

could differ from the naively calculated one by several orders

of magnitude due to accretion and merging, and many other

models do exist that suggest other mass values.
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FIG. 1. Differential electromagnetic flux emitted by bouncing

PBHs for a central mass M0 equal (from right to left) to MtH
,

10MtH
, 100MtH

, and 1000MtH
. The normalization is such that the

total mass going into PBHs is the same in all cases.
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In Fig. 1 the normalization between the different curves

is such that the total mass going into black holes is the

same:

Z

∞

MPl

M
dN

dM
¼ cte: ð6Þ

This is somehow justified if ones tries to account for dark

matter with PBHs. The point we want to stress with this

remark is simply that the decrease in flux when one moves

below the “natural" mass MTH
is not drastic. Accounting

for the observed events by shifting the peaked mass to

higher values requires a higher density of PBHs. This

cannot be done up to arbitrary values, as the upper bounds

on the density of PBHs would then be violated. However,

orders of magnitude show that the density of PBHs required

to account for observed events is very far below the known

bounds, and this does not limit the present proposal as the

rate of FRBs is actually very small [23]. There is no point in

performing a detailed normalization of the expected spec-

trum at this stage, as the initial mass spectrum normaliza-

tion is totally unknown and the calculation of any

observable would directly depend on it.

We have also considered a second normalization, such

that the total number of black holes is the same,

Z

∞

MPl

dN

dM
¼ cte; ð7Þ

and this basically leads to the exact very same results.

Beyond FRBs—which can be explained by astrophysical

phenomena—the point raised here is simply the fact that

when the probabilistic nature of the bouncing time is

accounted for, the mean energy of the emitted signal is

also determined by the mass spectrum and not only by the

lifetime of the black holes.

III. WIDE MASS SPECTRUM

It is also possible that the mass spectrum of PBHs is quite

wide. As a toy model, if it is directly produced by scale-

invariant density perturbations in a perfect fluid with

equation of state w ¼ p=ρ, the mass spectrum can be

approximated by [20]

dN

dM
∝ M−1−

1þ3w
1þw : ð8Þ

In this study, we just consider (as a first approximation) a

spectrum

dN

dM
∝ Mα; ð9Þ

where α is an unknown parameter. In Fig. 2 we present the

expected signal for α ¼ f−3;−2;−1; 0g (a spectrum rising

with an increasing mass on a wide interval would be rather

unphysical). Once again, the shape of the mass spectrum

does influence the expected signal as the probabilistic

nature of the lifetime is now taken into account: black holes

with masses smaller or larger thanMtH
do also contribute to

the emitted radiation, and changing their relative weights

does change the result.

This leads to another way of addressing the discrepancy

between the “natural” wavelength (around 0.02 cm∼

2 × 10
−6 eV) of bouncing black holes and the observed

wavelength (around 20 cm ∼ 2 × 10
−3 eV) of FRBs. It could

indeed be thatmost bouncing black holes do lead to a signal of

wavelength ∼0.02 cm and that only the tail (which exists

because of the probabilistic nature of the lifetime) of the

distribution is observed in the radio band. If the peak is in the

infrared—which shouldoccur if themass spectrum iswide—it

might be that it is simply unobserved today. Detectors in the

infrared band have proper time constants that aremuch to high

to allow for themeasurement of such fast transient phenomena

and there are no deep surveys being carried out.

In this case, as shown in Fig. 2, a clear prediction of this

model for future observations is that one should expect a

higher flux as the energy increases (up to the infrared

band). The slope of this increase reflects that of the mass

spectrum. This is qualitatively quite independent of the

details of the mass spectrum.

IV. CONCLUSION

The possible existence of a black-to-white hole transition

through a kind of tunneling process has recently received a

lot of attention in quantum gravity. In this brief article we

have taken into account the fundamentally random nature

of the black hole lifetime in those models. We showed that

this can induce a substantial shift with respect to previous

studies in which the characteristic lifetime τ [either derived

from the full theory (first attempts can be found in

Ref. [13]) or inferred by heuristic arguments] was taken

as an actual bouncing time.

In a Poisson process, the distribution of time intervals is

wide and exponentially decreasing. A bounce can occur

after a time which is very different from its characteristic
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FIG. 2. Signal expected from a wide mass spectrum, with α ¼
f−3;−2;−1; 0g from the lower curve to the upper curve at

10
−6 eV.
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timescale, with the smallest time being always the most

probable one. This should be taken into account (and this

was indeed accounted for in Ref. [24]).

Beyond this quite trivial statement, we have shown that,

because of this stochastic process, the mean energy of the

emitted signal can be different than that previously con-

sidered. In particular, if the mass spectrum of PBHs is

peaked, it is perfectly possible to match the observed FRBs.

In addition, if the mass spectrum of PBHs is wide and

continuous it is still possible to explain the data, and a

prediction was suggested for future observations.

The main point of this study was not to revive at any

price the hypothesis that FRBs are due to bouncing black

holes. Our point was to show that the randomness of the

lifetime of black holes in quantum gravity can drastically

change the spectral characteristic of the expected signal

when the mass spectrum is highly peaked and can lead to

interesting predictions in any case.
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4.4 Coefficients de corps gris

Revenons maintenant sur le phénomène d’évaporation des trous noirs. Pourquoi cela? Car le
spectre des particules émises durant l’évaporation dépend de la théorie de gravitation considérée et le
rayonnement de Hawking constitue une sonde potentielle du modèle de gravité sous-jacent.

Comme nous l’avions mentionné un trou noir s’évapore en émettant toutes les particules du modèle
standard, voir des particules au delà du modèle standard lorsque sa température est suffisamment élevée.
La prédiction usuelle d’un spectre d’émission thermique suivant une loi de corps noir émerge lorsque
l’on néglige un élément : la présence d’un potentiel centrifuge et gravitationnel autour du trou noir.
Pour se représenter ce potentiel donnons son expression dans la configuration la plus simple possible :
celle d’un trou noir de Schwarzschild et dans le cas où le spin de la particule est négligé. Elle s’écrit,
avec m la masse de la particule incidente, L son moment angulaire, et M la masse du trou noir :

V(r) = m2

 
1 � 2M

r

!  
1 +

L2

r2

!
(4.38)

pour des particules massives et

V(r) =

 
1 �

2M

r

!
L2

r2
(4.39)

dans le cas de particules non massives (photon). Ces expressions s’annulent en r = Rs = 2M. La
présence de cette barrière de potentiel n’est pas anodine et entraîne des conséquences qui peuvent
paraître surprenantes au premier abord. Considérons une particule en chute libre vers un trou noir de
Schwarzschild. Si cette particule possède suffisamment d’énergie pour franchir la barrière de potentiel
(qui apparaît si le moment angulaire est suffisant) elle suivra une orbite liée instable et finira par tomber
dans le trou noir. Mais si son énergie est inférieure au maximum de la barrière de potentiel cette
particule sera (rétro)diffusée par la barrière et finira par s’échapper de l’attraction du trou noir ! De
façon encore plus surprenante il est possible que cette particule suive une orbite liée stable autour de
l’astre, sans jamais tomber dedans 13.

Le maximum du potentiel étant situé au delà de l’horizon (par exemple à r = 3M dans le cas du
potentiel donné Eq.(4.39)) et les particules émises par radiation Hawking étant elles générées au niveau
de l’horizon il est possible, en appliquant le même raisonnement, que celles-ci soient en fait rétro-
diffusées par la barrière de potentiel et retombent dans le trou noir. Le spectre thermique d’émission
n’est donc pas donné par une loi de corps noir mais une loi dite de corps gris. Le nombre de particules
émises par unité de temps t s’écrit alors comme le produit de trois composantes : une distribution
thermique, la section efficace d’émission � associée à la probabilité d’échappement compte tenu de
la présence du potentiel et un terme d’espace de phase :

dN

dt
=

1

e
!

TH � (�1)2s
⇥ �(M, s,!) ⇥

d3k

(2⇡)3
, (4.40)

où M correspond à la masse du trou noir, s le spin de la particule et ! son énergie. Le produit
de la section efficace par le terme d’espace de phase, noté Γ(M, s,!), est appelé coefficient de corps
gris. De nature hautement non triviale, ces coefficients (ou de manière analoque la section efficace)
dépendent de la structure sous-jacente de l’espace-temps. Ils ont été calculés par D. N. Page dans le

13. Dans le modèle le plus simple possible de potentiel présenté ici seules les particules massives peuvent suivre une
orbite stable. Les photons, eux, ne le peuvent pas. Ce constat est bien évidemment appelé à changer de manière non triviale
si le spin de la particule et/ou le moment cinétique du trou noir étaient par exemple pris en considération.
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cas de trous noirs de Scharzschild et de Kerr, pour des particules scalaires, des fermions et des bosons
de spin 1 [190, 191, 192].

Dans l’article "Quantum fields in the background spacetime of a polymeric loop black hole" qui
suit nous avons calculé cette section efficace � dans le cas de particules scalaires et fermioniques
et en considérant la métrique obtenue par E. Alesci et L. Modesto dans [193]. Cette métrique a été
précisément élaborée pour étudier des phénomènes dynamiques tels que l’évaporation de Hawking.
En pratique, elle consiste à définir la contrainte Hamiltonienne en utilisant les holonomies sur un
graphe donné. La contrainte est alors résolue après avoir remplacé la connexion par son holonomie.
La solution est ensuite étendue à tout l’espace, conduisant à une métrique de Schwarzschild corrigée.
L’hypothèse forte consiste à choisir un graphe spécifique régulier et à opérer un prolongement analy-
tique de la solution. La métrique résultante est néanmoins très cohérente et intègre clairement des effets
de gravitation quantique qui se manifestent de manière effective par un "paramètre polymérique".

Bien sûr d’un point de vue purement phénoménologique l’étude des facteurs de corps gris peut
sembler pour le moment futile, car ils correspondent au calcul de modifications fines d’un phénomène
(l’évaporation) qui n’est pour le moment toujours pas observé. Mais les facteurs de corps gris sont
d’une grande importance théorique. Ils encodent toute la subtilité gravitationnelle présente dans l’effet
Hawking et il est tout à fait possible que des théories de gravitation paraissant proches de la relativité
générale aient en fait des prédictions très différentes en ce qui concerne ces coefficients. Dit de manière
crue ils peuvent permettent de comprendre des effets gravitationnels subtils que l’on ne voit que comme
ça.



1

Classical and Quantum Gravity

Quantum fields in the background 

spacetime of a polymeric loop black hole

Flora Moulin1, Killian Martineau1, Julien Grain2 
and Aurélien Barrau1,3

1 Laboratoire de Physique Subatomique et de Cosmologie, Université  

Grenoble-Alpes, CNRS/IN2P3 53 avenue des Martyrs, 38026 Grenoble cedex, France
2 Institut d’astrophysique spatiale, Université Paris-Sud, CNRS Bâtiments 120 à 121, 

Université Paris Sud, 91405 ORSAY, France

E-mail: barrau@in2p3.fr

Received 17 December 2018, revised 12 April 2019

Accepted for publication 9 May 2019

Published 28 May 2019

Abstract

The description of black holes in loop quantum gravity is a hard and tricky 

task. In this article, we focus on a minisuperspace approach based on a 

polymerization procedure. We consider the resulting effective metric and study 

the propagation of quantum fields in this background. The cross sections for 

scalar particles and fermions are explicitly calculated. The Teukolsky–

Chandrasekhar procedure used to derived the fermionic radial equation  of 

motion for usual spacetimes is entirely generalized to a much larger class. 

The resulting radial equation can be used in quite a lot of other contexts.

Keywords: black holes, loop quantum gravity, greybody factors
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Introduction

Loop quantum gravity (LQG) is a mature framework which is mathematically consistent and 

can be approached by several complementary paths, from canonical quantization to spin-

foams (see, e.g. [1–4] and references therein). The ideas of the theory have been successfully 

applied to the Universe, leading to the loop quantum cosmology (LQC) paradigm (see, e.g. 

the reviews [5–12], and references therein) and to black holes (BHs) (see, e.g. the reviews 

[13–17], and references therein).

In this article, we focus on the BH issue and consider the propagation of quantum fields. 

There are many different attempts to deal with BHs in LQG and to describe their dynamics. 

In this study, we use an effective corrected metric derived in [18]. This spacetime structure is 
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in no way a final word on the question of the exterior background of an LQG BH. It relies on 

heavy hypothesis that should be questioned. But it constitutes an interesting phenomenologi-

cal framework to investigate the questions of cross-sections and greybody factors in an effec-

tive quantum gravity-corrected background. Within this spacetime, we investigate in details 

the scattering of quantum fields. We first draw the general picture used to model BHs in this 

framework. Then we explain how cross sections are calculated and their meaning. We turn to 

the explicit computation for scalar particles. Finally, we derive the propagation equation for 

fermions. Conclusions and perspectives are outlined.

Black holes in loop gravity

BHs are fascinating objects that have been intensively investigated in the framework of LQG 

[13–17]. To give just one example, the Bekenstein–Hawking entropy is now correctly recov-

ered, although different ways to compute it are still considered (see, e.g. [17]). In microca-

nonical calculations taking into account only the quantum geometrical degrees of freedom 

[19] this requires a specific fixing of the Barbero-Immirzi parameter, depending on the details 

of the state counting [20]. This is not anymore the case in recent holographic models [21–25].

In this study, we use the metric obtained in [18], building on [26]. This framework was 

precisely set-up to investigate the creation of BHs and their subsequent Hawking evaporation. 

This question is intimately related to the information paradox which is itself closely linked to 

the singularity resolution. An interesting approach consists in using the 4-dimensional static 

model derived in [26] and to make it dynamical. This allows one to reproduce the Hawking 

calculation of particle creation in a classical BH background and to demonstrate that the whole 

process is unitary. The spirit of the framework in the line of the long history of ‘non-singular’ 

BHs (see, e.g. [27–30], and references therein).

In canonical LQG, the basic variables are the holonomy of the Asktekar connexion and the 

flux of the densitized triads. In the covariant formulation, space is described by a spin network 

whose edges are labelled by irreductibles representations of SU(2) and nodes are intertwiners 

[31]. Intuitively, the edges carry quanta of area and the vertices carry elementary volumes. 

One of the most important result of LQG is that the area is quantized according to:

A( j) = 8πγl2P

p

j( j + 1), (1)

where γ  is the Barbero-Immirzi parameter, lP is the Planck length and j  is a half-integer. In 

[18], several hypotheses were made to describe LQG BHs beginning, as expected, by spheri-

cal symmetry which is used to reduce the number of variables. In addition, instead of all a 

priori possible closed graphs, a regular lattice with edges of lengths δb and δc has been chosen. 

Details on the structure of lattices possibly used can be found in [32]. The resulting dynamical 

solution inside the horizon was then analytically continued to the region outside the horizon, 

showing that it is possible to reduce the two unknown parameters by requiring that the mini-

mum area in the solution is equal to minimum area of LQG (exactly as done in LQC). The 

remaining free parameter δb will now be called δ and referred to as the ‘polymeric parameter’. 

Together with Amin = A(1/2), it determines how ‘different’ from the usual general relativity 

(GR) solution the considered BH is.

In practice, the procedure consists in first defining the Hamiltonian constraint by the use 

of holonomies along the considered fixed graph. It is important to underline that the influence 

of the choice of a specific graph has not been studied in details and this should be considered 

as a weakness of the considered approach. Both the diffeomorphism and Gauss constraints 

are identically vanishing: the first one is zero because of homogeneity and the second one is 

F Moulin et alClass. Quantum Grav. 36 (2019) 125003
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zero because the spacetime is of the Kantowski–Sachs form. The Hamiltonian constraint is 

solved after replacing the connection by the holonomy. Finally, the solution is expanded to the 

full spacetime, leading to the effective LQG-corrected geodesically complete Schwarzschild 

metric:

ds
2 = G(r)dt

2
−

dr
2

F(r)
− H(r)dΩ2

,

G(r) =
(r − r+)(r − r

−
)(r + rx)

2

r4 + a2
o

,

F(r) =
(r − r+)(r − r

−
)r4

(r + rx)2(r4 + a2
o
)

,

H(r) = r
2 +

a
2
o

r2
,

 

(2)

where dΩ2 = dθ2 + sin
2 θdφ2, r+   =  2m and r

−
= 2mP

2 are the two horizons (being respec-

tively future and past horizons for observers in the two asymptotically flat regions of the 

associated causal diagram), and rx =

√

r+r
−
= 2mP, P being the polymeric function defined 

by P = (
√

1 + �
2
− 1)/(

√

1 + �
2 + 1), with � = ��, and the area parameter ao is given by 

a0 = Amin/8π. In principle � is not bounded but the approach is rigorous only when � ⌧ 1 

(at this state no phenomenological bound has been derived on �). The parameter m in the 

solution is related to the ADM mass M by M  =  m(1  +  P)2 (inferred from what is observed at 

asymptotic infinity). This metric should be considered as a ‘toy model’ and not taken as a final 

statement about the spacetime structure around an LGQ BH. It is however very convenient and 

meaningful for first phenomenological investigations. The associated Penrose digram is given 

in figure 1. From now, we use only Planck units.

Let us discuss a bit more this solution. The considered spacetime is a particular example of 

a Kantowski–Sachs spacetime. In the construction, the interior of a spherically symmetric BH 

is treated as homogeneous, but not explicitly as isotropic. As usual, the connection is replaced 

by the holonomy in the Hamiltonian constraint and the equation of motion are solved, together 

with the Hamiltonian constraint. The outcome is an exact solution of a minisuperspace model 

valid inside the event horizon [26]. Finally, the solution is analytically extended to the whole 

spacetime. In other words, the metric was assumed to be valid everywhere and it was explicitly 

proven with a coordinate transformation that the singularities at the two horizons (event hori-

zon and Cauchy internal horizon) were just coordinate singularities. The resulting metric has 

a simple, geodesically complete, analytic form in the whole spacetime. The weaknesses are 

the following. First, the metric cannot be considered a rigorous ‘full LQG’ solution, although 

it captures some features of LQG as the minimum area and the use of holonomies. Second, 

this metric builds on the initial version of LQC. In the future it would be interesting to replace 

the polymeric parameter by a rescaled one, in the same sense than the µ0 scheme in LQC has 

been replaced by the µ̄ one (see [6]). Finally, it is assumed that matter couples minimally to 

the effective metric.

It should me underlined that the model considered in this article is far from being the only 

possible one within the LQG framework. It is somehow ‘unusual’ in the sense that it might 

lead to possible large quantum gravity effects outside the horizon. Although not something 

fully exotic (this possibility is e.g. advocated on a different grounding in [33]), it is fair to say 

that this is not a generic prediction. It is however the specific case where quantum gravity 

might have an impact on observations and this is why we focus here on this specific setting 

which is anyway quite well justified in its physical motivations.
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Cross section for evaporating black holes

The Hawking evaporation [34] (as a specific case of the Unruh effect [35]) is one of the most 

important aspects of BH physics. Although it can be described as semi-classical process in 

the ‘large mass’ regime, it requires a quantum gravity treatment near the endpoint. Several 

attempts to describe it in the framework of LQG were made [36–38]. In this study we focus 

on another aspect. Basically, the ‘naive’ Hawking spectrum is described by a blackbody law, 

in agreement with the Unruh effect which predicts that an accelerated observer sees a bath of 

thermal particles with temperature T = a/(2π). In the case of black holes, the temperature 

is TH = 1/(8πM): the lighter the BH, the highest its temperature, which makes the whole 

process very explosive in the last stages (a BH with a mass above the mass of the Moon has a 

temperature smaller that the one of the cosmological microwave background). However, the 

real spectrum is slightly more complicated as the emitted particles have to cross a potential 

barrier before escaping to infinity. This induces a modification, captured by the cross sec-

tion σ, to the pure blackbody spectrum which is known to encode quite a lot of information on 

the gravitational theory or spacetime structure considered. The spectrum reads as:

dN

dt
=

1

e
ω

TH ± 1
σ(M, s,ω)

d3
k

(2π)3
, (3)

with M the BH mass, s the particle spin, ω  its energy and k its momentum.

Cross sections have already been calculated for many metrics, beginning by the pioneering 

works on Schwarzschild, Kerr, and Reisner–Nordstrom BHs in the case of scalar, fermion and 

vector fields [39–41]. They have also been investigated for extra-dimensional Schwarzschild–

de–Sitter black hole [42], for lovelock gravity [43], for tachyonic fields [44], for scalar fields 

Figure 1. Penrose diagram for the metric considered in this study. The horizons are 
denoted as r+ and r−.
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in an Einstein–Maxwell background [45], for f (R) gravity minimally coupled to a cloud 

of strings in 2  +  1 dimensions [46], for Einstein–Gauss–Bonnet–de Sitter black holes [47], 

for black strings [48], for Einstein–Born–Infeld dilaton spacetimes [49], for dRGT massive 

gravity [50], for Reissner–Nordström–de Sitter black holes [51], for extra-dimensional Kerr 

black holes [52], for Myers–Perry black holes [53], for dilatonic black holes [54], for rotating 

charged Goedel black holes [55], to cite only a few remarkable results. In each case the cross 

section captures some specific and non-trivial characteristics of the considered spacetime. In 

this article, we calculate the cross sections for a so-called loop BH (LBH), as described by the 

metric (2), which is static and spherical symmetric. Given those spacetime symmetries, and 

according to the optical theorem, the cross section reads

σ(M, s,ω) =
∞�

l=0

(2j + 1)π

ω
2

|Al,s|
2
, (4)

where Al,s is the transmission coefficient of the angular momentum mode l, and j   =  l  +  s is 

the total angular momentum.

Massless scalar field

The dynamics of a massless scalar field minimally coupled to the gravitational field is 

described by the generalized Klein–Gordon equation:

1
√

−g
∂µ(g

µν
√

−g∂νΦ) = 0, (5)

where Φ ≡ Φ(t, r, θ, φ). Since we work within a static and spherically symmetric setting, the 

scalar field can be written as:

Φ(r, θ,φ, t) = R(r)S(θ)ei(ωt+m
0φ)

, (6)

where w is the frequency and m0 is an integer. When inserting this ansatz in the Klein–Gordon 

equation (5) with the metric (2), the radial equation reads
√

GF

H

∂

∂r

✓

H

√

GF
∂R(r)

∂r

◆

+

✓

ω
2
−

G

H
l(l + 1)

◆

R(r) = 0, (7)

with l the orbital quantum number. This result uses the squared angular momentum operator 

L
2 = −

�

1

sin2 θ
∂2

∂φ2 +
1

sin θ
∂
∂θ

�

sin θ
∂
∂θ

�

�

, whose eigenvalues are l(l + 1).

As usually done to study this kind of problems, we introduce the tortoise coordinate. 

Focusing on the two non-trivial coordinates, the metrics (2) reduces to

ds
2 = −G(r)dt

2 +
dr

2

F(r)
, (8)

and the null geodesics are given by ds
2
= 0, that is dt

2
=

dr
2

GF
≡ dr

∗2 with r∗ the tortoise coor-

dinate. This new coordinate tends to −∞ when r tends to r+ . By introducing a new radial field 

Ψ(r) ≡
√

HR(r) and writing equation (7) with respect to r∗, we obtain:

✓

∂2

∂r∗2
+ ω

2
− V(r∗)

◆

Ψ(r) = 0, (9)
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V(r) =
G

H
l(l + 1) +

1

2

r

GF

H

∂

∂r

 

r

GF

H

∂H

∂r

!

. (10)

The potential V(r) vanishes at the horizon r+ and at spatial infinity.

At the horizon r+ , 
√

H tends to the constant 
p

H(rp)  and the radial part of the wavefunc-

tion R is a plane wave with respect to the tortoise coordinate:

R(r∗) = A
h

ine
iωr

∗

+ A
h

oute
−iωr

∗

, (11)

with A
h

in
 (respectively A

h

out
) the probability amplitude for the incoming modes (resp. outgo-

ing modes) at the horizon. For convenience, we choose the absorption point of view. With 

this convention, there are incoming and outgoing modes infinitely far from the BH and only 

incoming ones at the horizon. We therefore impose Ah

out
= 0.

Infinitely far away from the horizon, 
√

H tends to r and the radial wavefunction is a spheri-

cal wave with respect to the coordinate r:

R(r) =
A
∞

in

r
e

iωr +
A
∞

out

r
e
−iωr

. (12)

For a scalar particle, the transmission amplitude for the mode l is given by:

|Al|
2
= r

2

+

�

�

�

�

A
h

in

A∞

in

�

�

�

�

2

= 1 −

�

�

�

�

A
∞

out

A∞

in

�

�

�

�

2

. (13)

The calculation of the cross section relies on the following steps. For each quantum num-

ber l, we solve the radial equation (7) so as to determine the transmission coefficients A
∞. 

Numerical computations must be performed from the horizon (where the radial wavefunction 

takes the form of equation (11)) until infinity (where the radial wave function takes the form 

of equation (12)). In practice, the numerical solving begins at rini = r+ + 10
−3

r+ and stops 

sufficiently far at rend ≈ 300/ω which can be considered as infinity at the chosen accuracy.

We decompose the radial wavefunction R(r) into its real part U(r) and its imaginary part 

V(r). At rini ≈ r+, the normalization condition R(rini) = 1 ensures that there are only incom-

ing modes and 
dR(rini)

dr
=

iω
√

G(rini)F(rini)
. Technical details are given in appendix A.

The radial equation is solved with a fifth order Runge Kutta method until rend. The radial 

wavefunction is fitted with the function given by equation (12) so as to obtain the coefficients 

A
∞

out
 and A∞

in
. Then the |Al|

2 can be obtained from equation (13). The bigger the l, the smaller 

the |Al|
2 and numerical investigations have shown that stopping at l  =  10 is sufficient. Finally, 

equation (4) is used to evaluate the cross section. The results are presented in figure 2.

The cross section does decrease when � increases. One can also notice a slight energy 

shift of the pseudo-periodic oscillations toward a lower frequency (in Mω) when � increases. 

When � < 10
−0.8, it is hard to distinguish between the solutions. As far as phenomenology 

is concerned, it seems that taking into account the quantum corrections does not influence 

substantially the cross section of a scalar field for reasonable values of � (that is � ⌧ 1). The 

main trend is however clear.

Spin 1
2
 field

For spacetimes such that ds2 = f (r)dt2
− f−1(r)dr2

− r2
dΩ

2, the radial equation is given by 

the Teukolsky master equation  [56]. The metric given by equation  (2), without any speci-

fied expressions for G(r), F(r) and H(r), is however more general and basically includes 
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all the static and spherical spacetimes. To the best of our knowledge, the fermionic radial 

equation for such spacetimes has not been explicitly derived. In the following, we derive this 

equation by generalizing the Teukolsky–Chandrasekhar procedure [57]. This can be used in 

other contexts.

To this aim, we have used the Newmann–Penrose formalism [58], which is, among other 

desirable properties, well-suited for spherical BHs. In this formalism, we have chosen a null 

basis consisting of a pair of real null vectors l and n and a pair of complex conjugate null vec-

tors m and m:

l · l = n · n = m · m = m · m = 0. (14)

The orthoganility conditions are imposed:

l · m = l · m = n · m = n · m = 0. (15)

We also require the following normalization:

l · n = 1 and m · m = −1. (16)

This normalization condition is not necessary in the Newmann–Penrose formalism, but it is 

convenient for our purpose. Any basis with the properties given by equations (14)–(16) can be 

used. We choose the basis vectors:

l
i
=

1
√

2

✓

1
√

G
,−

√

F, 0, 0

◆

, (17)

n
i
=

1
√

2

✓

1
√

G
,
√

F, 0, 0

◆

, (18)

m
i
=

1
√

2

✓

0, 0,
1

√

H
,

i
√

H sin θ

◆

, (19)

Figure 2. Emission cross section for a scalar field with energy ω  in the background 
spacetime of a LBH of mass M for different values of � (� = �� measures the 
‘quantumness’ of spacetime). From bottom to top: � = 10{−0.3,−0.6,−0.8,−1,−3}. The blue 
line, corresponding to � = 10

−3 is superposed with the cross section for a Schwarzschild 
BH.
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m
i
=

1
√

2

✓

0, 0,
1

√

H
,

−i
√

H sin θ

◆

. (20)

When δ tends to zero and a0 vanishes, this basis tends to the Carter tetrad, which can be 

used to describe a Schwarzschild BH [59]. However, usually, the Kinnersley tetrad is pre-

ferred for Schwarzschild BHs [57]. Different choices for the tetrads will lead to different spin 

coefficients and finally to apparently different, but actually equivalent, radial equations.

For spin 1

2
 fields, the wavefunction is represented by a pair of spinors, PA and Q

A
0

, with 

A = 0, 1 and A0
= 0, 1. The Dirac equation in the Newmann–Penrose formalism can be writ-

ten as [57]:

(D + �− ⇢)P0 + (�∗ + ⇡ − ↵)P1 = iµ∗Q
1
0

, (21)

(∆+ µ− γ)P1 + (δ + β − τ)P0 = −iµ∗Q
0
0

, (22)

(D + �∗ − ⇢∗)Q
0
0

+ (� + ⇡∗

− ↵∗)Q
1
0

= −iµ∗P1
, (23)

(∆+ µ∗ − γ∗)Q
1
0

+ (δ∗ + β∗

− τ∗)Q
0
0

= iµ∗P0
, (24)

with

D = l
i
∂i; ∆ = n

i
∂i; δ = m

i
∂i; δ

∗

= m
i
∂i (25)

µ∗
 is related to the mass of the fermion me by µ∗

√

2 = me. The spin-coefficients are derived 

from the rotation coefficients. In the tetrad formalism (for more details, see, e.g. [57]), the 

λ-symbols are defined as:

λabc = ebi,j[e
i
ae j

c − e j
aei

c], (26)

the a, b et c indices do indicate the vector of the basis, while the i and j  indices are the coordi-

nates. The correspondence reads as e1 = l, e2 = n, e3 = m and e4 = m with e1
= e2, e2

= e1, 

e
3
= −e4 and e4

= −e3. For example, e12,3 represents the second composant of l, derived with 

respect to θ. The rotation coefficients are defined as:

γcab = e
k

c
eak;ie

i

b
. (27)

Then, from the λ-symbols, the rotation coefficients are obtained with the relation:

γcab =
1

2
(λabc + λcab − λbca). (28)

The λ-symbols (26) and the rotation coefficients (27) should not be confused with the 

spin coefficients λ and γ . The spin coefficients are defined with the rotation coefficients (see 

appendix B). So first we have calculated the λ-symbols and then we have deduced the spin 

coefficients:

κ = σ = λ = ν = τ = π = 0, (29)

ρ = µ =

√

FH
0

2
√

2H
, (30)

� = � = −

√

FG
0

4
√

2G
, (31)
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α = −β = −

cotθ

2
√

2H
. (32)

Given the symmetries, the wavefunctions can be written as Ψ(t, r, θ,φ) = R(r)S(θ)ei(ωt+m
0φ) 

where, as for scalars, ω  is the frequency and m0 is an integer. We use the following ansatz:

P
0 =

ei(ωt+m
0φ)

p

H(r)(G(r)F(r))
1

8

R+(r)S+(θ), (33)

P
1 =

ei(ωt+m
0φ)

p

H(r)(G(r)F(r))
1

8

R
−
(r)S

−
(θ), (34)

Q
0
0

= −

ei(ωt+m
0φ)

p

H(r)(G(r)F(r))
1

8

R+(r)S−(θ), (35)

Q
1
0

=
e

i(ωt+m
0φ)

p

H(r)(G(r)F(r))
1

8

R
−
(r)S+(θ). (36)

This is useful as it makes the system separable into a radial and an angular parts. The 

normalisation with 1/(
p

H(r)(G(r)F(r))
1

8 ) is only chosen for convenience. By inserting the 

previous expressions in Dirac equation (21), we obtain:

−(
√

HFD
†
R+ + ime

√

HR
−
)S+ + R

−
LS

−
= 0, (37)

with D a radial operator

D = ∂r +

✓

G
0

8G
−

F
0

8F

◆

+
iw

√

GF
, (38)

and L an angular operator

L = ∂θ +
m

0

sin θ
+

cotθ

2
. (39)

D
† is the complex conjugate of D and L† is −L once replacing θ by π − θ.

Equation (37) implies:

LS
−
= λ1S+, (40)

√

HFD
†
R+ + ime

√

HR
−
= λ1R

−
, (41)

with λ1 a constant of separation. Proceeding in the same way with equations (22)–(24), three 

other constants of separation do appear: respectively denoted λ2, λ3 and λ4. Among the eight 

equations, there is some redundancy and only four are actually independent. The consistency 

implies: λ1 = λ2 = λ3 = λ4 ≡ λ. This separation constant λ is neither a λ-symbol nor a spin 

coefficient, we simply use the notation of [57].

The Dirac equations finally reduce to the following radial and angular systems:
 √

HFD −(λ+ ime

√

H)

−(λ− ime

√

H)
√

HFD
†

!

✓

R
−

R+

◆

= 0, (42)
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✓

L −λ

λ L†

◆✓

S
−

S+

◆

= 0. (43)

By eliminating R− in equation (42), we obtain the radial equation for R+ :

√

HFD

 √

HFD
†

λ− ime

√

H
R+

!

− (λ+ ime

√

H)R+ = 0. (44)

The radial equation for R− is the conjugate of equation (44). This equation generalizes the 

Teukolsky equation [56]. The separation constant λ is obtained by solving the angular equa-

tion, which is the same than in the Schwarzschild case: λ2 = j( j + 1)− s(s − 1) [60], that is 

λ
2 = (l + 1)2 for fermions.

Setting me  =  0 leads to:

√

HFD

⇣√

HFD
†
R+

⌘

− λ
2
R+ = 0. (45)

This equation of motion can be used to determine the fermionic cross section. We study the 

asymptotic solutions, near the horizon and at spacial infinity. The function R is splitted into its 

real part U and its Imaginary part V . Both equations are then solved thanks to equation (44).

For a massless fermionic field, at the horizon, equation (44) tends to:

∂2
R+

∂r2
+

1

2(r − r+)

∂R+

∂r
+

✓

ω2

C1

+ i
ω

√

C1

◆

R+

(r − r+)2
= 0, (46)

with C1 =

(r+−r
−
)2

r
4

+

(r
4

+
+a2

o
)2

. With respect to the tortoise coordinate r∗, equation (46) reads as:

1

C1

∂2
R+

∂r∗2
−

1

2
√

C1

∂R+

∂r∗2
+

✓

ω2

C1
+ i

ω
√

C1

◆

R+ = 0. (47)

The determinant of the characteristic equation  of equation  (47) is det =
1−16ω(4ωM+i)

4C1

. 

There are two roots but, from the absorption point of view, there should be only an incoming 

Figure 3. Emission cross section for a fermionic field, with energy ω , in the background 

spacetime of a LBH of mass M. From bottom to top: � = 10{−0.3,−0.6,−0.8,−1,−3}. The 
dashed dark curve corresponds to the Schwarzschild cross section.
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mode at the horizon. The root x1 is therefore chosen with a positive imaginary part. Near the 

horizon, the radial part reads as:

R+(r
∗) = Ae

x1r
∗

, (48)

with A a complex number. As before, we normalize such that R+(rini) = 1, which leads to 

dR+(rini)
dr

=
x1

√

G(rini)F(rini)
. At spacial infinity, the solution is a plane wave.

It has been shown in [61] that the transmission coefficient for spin 1/2 fields is given by:

|Al|
2
=

�

�

�

�

A
h

in

A∞

in

�

�

�

�

2

. (49)

As for the scalar case, we numerically solve equation (44), fit the solution in order to obtain 

A
∞

in
 for each l � 10, and then obtain the cross section. The result is shown in figure 3. Once 

again, the general trend is to decrease the cross section when the ‘quantumness’ increases. 

As the relative effect is getting bigger with an increasing energy of the emitted particle, this 

should leave a footprint through a distortion of the instantaneous Hawking spectrum which 

will exhibit slight suppression of its UV tail.

Finally, in figure 4, we show that the effect of sending to 0 the minimum area a0 does not 

have a dramatic effect. However, choosing a non-vanishing a0 leads to a slight increase of the 

cross section on the first peak. The cross section itself is of course a continuous function of a0. 

This parameter has a clearly different influence than the polymerization parameter.

Conclusion

In this article, we have studied the propagation of quantum fields in the vicinity of a black 

hole undergoing quantum gravity corrections. It is shown that the effects are generically small 

but the trend is quite clear. Phenomenologically, large values of the polymerization parameter 

could be probed by a decreased cross section, together with a slight frequency shift for fermi-

ons. In addition, the non-vanishing minimum area leaves a specific footprint on the first peak.

Figure 4. Emission cross section for a fermionic field, with energy ω , in the background 
spacetime of a LBH of mass M, for � = 10

−0.3. The dashed curved corresponds to 

a0  =  0 and the plain curve to the usual LQG value, a0 = Amin/8π =

√

3γ/2.
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This sets a framework for futures studies, both in LQG or in modified gravity. In the spe-

cific case of loop black holes, it would be most interesting to investigate, using the tools 

developed in this study, the cross sections for recent BH models published in [62] and [63, 

64], among others.

As the Hawking evaporation of a black hole is considered to be one of the rare possible probes of 

quantum gravity, it is mandatory to calculate the cross sections for quantum fields in the associated 

background spacetime. This article is only a first step in this direction for LQG. It already shows 

that different quantum corrections—still in the LQG framework—will lead to different effects on 

the behavior of cross section. This is both useful for accurate calculations of the Hawking spectrum 

(to refine, e.g. what was done in [65]) and as a probe, in itself, on the intricate spacetime structure.
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Appendix A

The initial conditions for solving the radial equation  (7) are R(rini) = A
h

in
e

iωr
∗

= 1 and 
dR(rini)

dr
=

iω
√

GF
. To solve this complex equation, both the real and the imaginary parts have to 

be solved. Writing R(r) = U(r) + iV(r), the initial conditions are:

U(rini) = 1, V(rini) = 0,

dU(rini)

dr
= 0,

dV(rini)

dr
=

ω

√

GF
.

 
(A.1)

Far from the BH, we have:

U(r) =
a1

r
cos(ωr) +

b1

r
sin(ωr), (A.2)

V(r) =
a2

r
cos(ωr) +

b2

r
sin(ωr), (A.3)

with a1 = �(A∞

in
) + �(A∞

out
), b1 = �(A∞

out
)��(A∞

in
), a2 = �(A∞

in
) + �(A∞

out
) and 

b2 = �(A∞

in
)��(A∞

out
). With a fifth order Runge Kutta method, we solve the real and imagi-

nary parts of equation (44) with the initial conditions given by equation (A.1). At rend, we fit 

the solutions of U and V  with functions given in equations (A.2) and (A.3) to obtain the coef-

ficients a1, b1, a2, and b2 so as to deduce A∞

in
 and A∞

out
.

Appendix B

The spin coefficients defined with the rotation coefficient are given by:

 = �311 ⇢ = �314 � =
1

2
(�211 + �341)

� = �313 µ = �243 � =
1

2
(�212 + �342)

� = �244 � = �312 ↵ =
1

2
(�214 + �344)

� = �242 ⇡ = �241 � =
1

2
(�213 + �343).
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Figure 4.2 – Masses des systèmes binaires compacts détectés par les collaborations LIGO-Virgo.
Crédits : LIGO/VIrgo/Northwestern Univ./Frank Elavsky.

4.5 Ondes gravitationnelles et gravité quantique

Les récentes observations effectuées par les collaborations LIGO-Virgo 14 ont marqué le début
d’une nouvelle ère : celle de l’astronomie des ondes gravitationnelles. Omniprésentes dans la littérature,
les études portant sur leur utilisation pour de possibles tests de nouvelle physique ne cessent de se
multiplier, reflétant l’intérêt des chercheurs pour le sujet.

Durant leurs deux premières phases d’observation, les observatoires LIGO-Virgo ont recensé dix
coalescences de systèmes binaires de trous noirs 15. La figure 4.2 donne les masses des astres ainsi
détectés et les compare aux estimations issues des observations de binaires X.

La coalescence de deux trous noirs peut être décrite comme la succession de trois régimes :

(i) La phase dite "inspiral" : Les deux trous noirs sont en rotation l’un autour de l’autre. L’émis-
sion d’ondes gravitationnelles qui accompagne ce mouvement va modifier leur orbite : ils se
rapprochent l’un de l’autre et leur période orbitale diminue. L’énergie emportée par les ondes
gravitationnelles devient de plus en plus grande au fur et à mesure que la rotation du système
accélère. Durant la partie initiale de cette phase les trous noirs sont suffisamment séparés pour
permettre une description post-newtonienne simple de l’orbite 16. La partie finale requiert quant
à elle soit de pousser le développement post-newtonien à des ordres élevés soit de recourir à des

14. Plus exactement les versions dénommées "Advanced LIGO" et "Advanced Virgo".
15. Pour une seule coalescence d’étoiles à neutrons.
16. L’approche newtonienne correspond à la description de l’orbite circulaire que suivent deux trous noirs de masses M1

et M2 séparées d’une distance R. Les tenseurs spatiaux de polarisation h+(t) et h⇥(t) des ondes gravitationnelles émises
sont alors des quantités oscillantes à la fréquence f et de phase �. Néanmoins cette approximation newtonienne ne possède
pas la précision nécessaire pour modéliser les orbites quasi-stationnaires d’un système binaire de ce genre. Pour augmenter
la précision il faut alors considérer une approche dite post-newtonienne au problème, où des corrections sont ajoutées en
puissances de 1/c2.
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Figure 4.4 – L’évènement GW170814 tel que détecté par chacun des trois observatoires LIGO
Handford, LIGO Livingston et Virgo. Crédits : LIGO/Caltech/MIT/LSC.

4.5.1 Modes quasi normaux

Les modes quasi-normaux (ou QNMs pour "QuasiNormal Modes"), initialement introduits pour
répondre à la problématique "Un trou noir reste-t-il stable sous l’action d’une perturbation ?" [194, 195]
sont souvent présentés comme les vibrations intrinsèques d’un trou noir. Mais que veut-on dire par
là? Également présents lorsque l’on s’intéresse à l’étude d’autres astres (comme par exemple des
étoiles), ces modes sont alors plus faciles à appréhender. Une étoile peut en effet osciller sous l’action
de perturbations à des fréquences et des taux d’amortissement dépendants de ses caractéristiques. Ces
oscillations sont des perturbations du fluide qui compose l’étoile. Mais quel serait l’équivalent du
fluide dans le cas d’un trou noir ? On pourrait penser à l’horizon mais ce n’est pas un support matériel,
il ne faut pas le voir comme une membrane. Les oscillations sont en fait dans ce cas des oscillations de
l’espace-temps lui-même. Nous constatons une fois de plus que l’espace-temps en relativité générale
n’est pas le théâtre sur lequel les processus physiques se passent. C’est une entité dynamique à part
entière, tout comme le fluide d’une étoile.

Les QNMs correspondent donc à la dissipation, d’enveloppe exponentielle, des asymétries d’un
trou noir, dans le régime linéaire. Ces modes ne sont pas normaux 17 mais quasi-normaux car le
système perd de l’énergie en émettant des ondes gravitationnelles. Leur pulsation complexe dépend
des propriétés intrinsèques du trou noir. S’écrivant ! = !R + i!I elle possède une partie réelle associée
à la fréquence de l’onde et une partie imaginaire qui correspond à l’inverse de l’échelle temporelle
associée à l’amortissement exponentiel 18. Plus |!I | augmente, plus l’amortissement est rapide.

17. Un mode normal, ou mode propre d’oscillation, d’un système oscillant est une oscillation qui apparaît après qu’un
système ait été perturbé autour d’un état d’équilibre (stable). Les fréquences associées à de tels modes sont ni plus ni moins
que les fréquences de résonance du système.

18. Cet amortissement est très court, typiquement 0.35ms pour un trou noir d’une masse solaire.
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L’étude des perturbations d’un trou noir se réduit à celle d’équations d’ondes (l’équation de Regge-
Wheeler pour les pertubations axiales et l’équation de Zerilli pour les polaires) avec un terme de
potentiel correspondant au potentiel gravitationnel et centrifuge du trou noir, dont la forme dépend
rappelons-le de la structure sous-jacente de l’espace-temps. Tout comme les coefficients de corps gris
les QNMs constituent donc des sondes privilégiées pour tester différentes théories de gravitation. C’est
ce constat qui, combiné à leur potentielle détectabilité dans les signaux d’ondes gravitationnelles issus
de coalescences, rend les QNMs si intéressants et justifie leur abondance dans la littérature récente.

La principale différence avec l’étude des coefficients de corps gris vient des conditions aux li-
mites. Dans le cas des facteurs de corps gris elles sont prises 19 purement sortantes à l’infini spatial et
mixtes (i.e de composantes entrantes et sortantes) au niveau de l’horizon. Les QNMs correspondent
eux à des solutions aux équations d’ondes qui satisfont les nouvelles conditions aux limites : pu-
rement sortantes à l’infini spatial et purement entrantes à l’horizon. D’une part le régime associé
n’est plus stationnaire, i.e pour que le trou noir reste stable il faut que les perturbations décroissent
avec le temps et d’autre part toutes les fréquences ne sont pas permises. De telles conditions aux
limites ne peuvent en effet être satisfaites que pour un ensemble discret de fréquences ! = {!n} où
l’entier n = 0, 1, ... labélise les modes. Ces fréquences complexes sont celles des modes quasi-normaux.

Remarque : L’étude des QNMs est d’un point de vue technique très proche de celle des coefficients
de corps gris. Malgré tout, bien que les équations d’ondes soient très similaires (du moins pour les
perturbations axiales) la problématique diffère d’un cas à l’autre. Dans le cas des facteurs de corps gris
nous résolvions l’équation d’onde (radiale), cherchions les solutions asymptotiques puis sommions
sur les moments angulaires. Des solutions existent pour chaque fréquence, alors que dans le cas des
QNMs nous cherchons justement quelles sont les fréquences qui permettent d’avoir une solution au pro-
blème. La précédente étude concernant la manière dont des champs quantiques diffusent au voisinage
d’un trou noir nous a tout de même permis de développer un savoir faire que nous pouvons ici réutiliser.

Dans l’article "Quasinormal modes of black holes in a toy-model for cumulative quantum gravity"
présenté juste après nous modifierons l’espace-temps au voisinage de l’horizon en ajoutant à la main
une perturbation gaussienne. Nous donnerons ensuite des formules explicites permettant d’évaluer
le déplacement de la partie réelle et de la partie imaginaire des QNM en fonction de l’amplitude, de
la largeur et de la position de la perturbation et essaierons de voir si des comportements génériques
peuvent être mis en évidence. Cette démarche est en ce sens similaire à celle que nous avions suivi
dans l’article "Primordial power spectra from an emergent universe : basic results and clarifications".

La détermination des fréquences des QNMs est une tâche complexe et de nombreuses approches au
problème existent (voir références présentées dans l’article ci-après). Nous avons choisi d’opter pour
une approche WKB au problème car nous ne cherchons pas à calculer avec une grande précision les
valeurs des fréquences complexes des QNMs, juste à mettre en avant des tendances et la méthode WKB
constitue souvent une bonne approximation sans nécessiter un recours à des techniques numériques
plus lourdes. 20

La détectabilité actuelle et future des QNMs sera brièvement discutée dans l’article.

Remarque : La fréquence complexe du QNM étant proportionnelle à l’inverse de la masse du
trou noir de Schwarzschild ! / M�1 il est d’usage de multiplier les parties réelles et imaginaires des

19. En appliquant le point de vue dit "d’émission".
20. Calculer les valeurs précises des fréquences complexes dans notre cas serait d’autant moins pertinent que nous

considérons un trou noir de Schwarzschild, qui ne correspond évidemment pas à un trou noir astrophysique en rotation.
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fréquences des QNMs par M pour les représenter dans des graphiques, de sorte que les déviations
par rapport aux valeurs standard correspondant à de la nouvelle physique ne soient pas altérées (voire
supprimées) en fonction de la valeur de M.
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1. Introduction

Naively, quantum gravity is expected to show up at very small 
physical scales, around the Planck length (see [1] for a recent re-
view of the phenomenology of quantum gravity). This is indeed 
where predictions become precise and might lead to a clear dis-
crimination between models. In the black hole (BH) sector, it has 
therefore been widely believed that quantum gravity effects are 
confined to the vicinity of the central singularity. This is clearly 
the most conservative and natural hypothesis. In such a case, quan-
tum modifications to the spacetime structure are screened by the 
event horizon and the external observer is not expected to no-
tice any measurable effect, at least for macroscopic black holes. In 
this article, we focus on a different perspective, namely the possi-
bility that quantum corrections to the metric “leak” outside the 
horizon, even for stellar or supermassive BHs. This is obviously 
motivated by phenomenological reasons. There are, however, quite 
good physical motivations to consider quantum gravity effects well 
beyond the vicinity of the singularity. Studying their impact, in a 
very simple model, on the ringdown phase of BHs is the purpose 
of this study.

It has recently been argued in [2] and [3] that the observa-
tion of black holes with the Event Horizon Telescope might reveal 
quantum gravity effects. Consistency between general relativity 
(GR) and quantum mechanics (QM) might require quantum effects 

* Corresponding author.
E-mail address: barrau@in2p3.fr (A. Barrau).

at very large scale. Interestingly, the authors suggest that the time 
dependence of the shape and size of the shadow that a black hole 
casts on its surrounding emission might be seen around the BH 
at the center of the M87 galaxy (which has recently been effec-
tively observed [4,5]). On the extreme other side, in the firewall 
proposal, the usual geometry might break down a Planck length 
away from the horizon [6,7]. Many other possibilities with strong 
metric modifications outside the horizon (or what replaces it) have 
been considered: gravastars [8], fuzzballs where string theory con-
figurations replace the smooth manifold outside the horizon [9], or 
massive remnants [10]. The study of maximally entangled states of 
black holes has even shed a new light on the possibility of more 
drastic geometric effects far away from the horizon [11]. To give 
a final example, bouncing black holes – with quite different time-

scales – are also intensively considered [12,13].
In this article, we focus on a different approach which is based 

on heuristic considerations [14]. This is to be considered as a toy-
model or a kind of “prototype” of what could be expected in 
optimistic quantum gravity scenarii. Our aim is to calculate the 
displacement of quasinormal modes and quantify the amplitude 
of the metric modification that would be required for an experi-
mental detection. This might be used beyond this specific model. 
Focusing only on non-rotating BHs we do not search for accurate 
results, that would be meaningless at this stage, but just try to es-
timate the orders of magnitude for future studies. In the next sec-
tion we briefly explain the method used to evaluate the frequency 
and amplitude of the ringing modes of BHs. Then, we explain the 
model used and explicitly show our results.

https://doi.org/10.1016/j.physletb.2019.06.033

0370-2693/ 2019 The Authors. Published by Elsevier B.V. This is an open access article under the CC BY license (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/). Funded by 
SCOAP3 .
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2. Quasinormal modes

Quasinormal modes (QNMs) are the decaying modes of black 
holes. As BHs are vacuum solutions of the Einstein field equation, 
QNMs can be regarded as the intrinsic vibrational and damping 
properties of spacetime itself. After a BH has been perturbed, three 
phases can be distinguished: the transient event, the quasinormal 
mode ringdown, and the damped tail.

The ringdown phase of a BH does not lead to precisely “nor-
mal” modes because the system looses energy through gravita-
tional waves. The wave equation for the metric perturbation is 
unusual because of its boundary conditions: the wave should be 
purely outgoing at infinity and purely ingoing at the BH horizon. 
The radial part of the oscillation can be written (see [15] for an 
intuitive introductory review) as φ ∝ e−iωt = e−i(ωR+iωI )t where 
the complex pulsation ω decomposes in a real part ωR and an 
imaginary part ωI , which is the inverse timescale of the damping. 
The process is stable only when ωI < 0. Technically, the calculation 
of QNMs is quite reminiscent of the one of greybody factors (see, 
e.g., [16] for a recent derivation with a quantum-gravity modified 
metric) which describes the scattering of quantum fields in a BH 
background.

The perturbations of the Schwarzschild metric are of two differ-
ent types. One is called “axial”, it gives small values to the metric 
coefficients that were zero, inducing a frame dragging and rota-
tion of the black hole. The other is called “polar” and gives small 
increments to the already non-zero metric coefficients. They are 
governed by two different equations. Perturbations with the axial 
parity are given by the Regge-Wheeler equation with the potential

V RG
ℓ (r) =

(

1 −
2M

r

)[

ℓ(ℓ + 1)

r2
−

6M

r3

]

, (1)

while perturbations with the polar parity are given by the Zerilli 
equation with potential

V Z
ℓ (r) =

2

r3

(

1−
2m

r

)

×

×
9M3 + 3a2Mr2 + a2(1+ a)r3 + 9M2ar

(3M + ar)2
, (2)

where a = ℓ(ℓ +1)/2 −1. For gravitational perturbations, one needs 
ℓ ≥ 2. Importantly, those equations have the same spectrum of 
quasinormal modes. This isospectrality property [17] is not always 
true in modified gravity (those considerations are well beyond the 
scope of this article and will be studied in another paper [18]). 
Quasinormal modes are characterized by their overtone number 
n and their multipole number ℓ. For example, the fundamental 
quadrupolar mode (n = 0 and ℓ = 2) for a Schwarzschild BH is 
given by Mω ≈ 0.374 − 0.0890i.

The calculation of quasinormal modes is nearly an art in itself 
(see [19,20] for historical reviews and [21,22] for an example of 
more recent results based on numerical approaches). In this study, 
we use a WKB approach described in [23] for D-dimensional BHs. 
The WKB method for QNMs was first introduced in [24–27] and 
has then been widely developed. The WKB formalism is very use-
ful to obtain good approximations without having to rely on heavy 
numerical techniques. The higher the multipole number and the 
lower the overtone, the better the accuracy. We restrict ourselves 
to n < l as the approximations otherwise break down. Details on 
the validity of the WKB approximation can be found in [24] but, 
in any case, it requires the multipole number to be smaller than 
(or equal to, if the accuracy requirement is relaxed) the overtone 
number, otherwise the basic condition |k′| ≪ k2 (where k2 is the 
potential of the considered effective Schrödinger equation) does 
not hold.

In order to have a good numerical accuracy, we have used the 
6th order WKB method developed by Konoplya. It is presented 
in details in [23] (see also [28]). This allows one to recast the 
potential appearing in the effective Schrödinger equation ( d

2$

dx2
=

k(x)$(x)) felt by gravitational perturbations in the form

ik0
√

2k′′
0

− %2 − %3 − %4 − %5 − %6 = n +
1

2
, (3)

where the terms %i are complicated – but known – expressions 
given in [23] whereas k0 stands for the maximum of the potential 
and the derivative is to be understood with respect to the tortoise 
coordinate r∗ (defined by dr∗ = dr/ f where f is the metric func-
tion).

3. The model and its consequences

We now focus on the toy model developed in [14]. The idea 
is very simple. The curvature scale is of the order of lR ∼ R

−1/2 , 
where the Kretschmann scalar is R2 := RµνρλR

µνρλ . If one esti-
mates the intensity of quantum gravitational effects through the 
ratio of Planck length over the curvature scale, the result is van-
ishingly small for stellar or supermassive BHs. This vision however 
disregards possible cumulative effects (also considered in [29–32]). 
Dimensional arguments lead to the conclusion that the “quan-
tumness” of spacetime, integrated over a proper time τ , might 
be given by q = lP R τ . As the proper time is related to the 
Schwarzschild time by

τ =

√

1−
2M

r
t, (4)

one is led to

q(r) =
M

r3

(

1−
2M

r

)
1
2

t. (5)

Throughout all this study, we use Planck units. The maximum of 
this function is reached for r = 2M

(

1+ 1
6

)

and this is therefore 
where quantum gravity effects could be expected to be intense.

The arguments previously given are obviously purely heuristic 
and should be considered as a rough indication of what might hap-
pen when time-integrated quantum corrections are optimistically 
considered. To remain quite generic, we parametrize a possible 
metric modification outside the horizon by a simple Gaussian func-
tion:

ds2 = − f (r)dt2 + f −1(r)dr2 − r2d*2, (6)

with

f (r) =

(

1−
2M

r

)(

1+ Ae
− (r−µ)2

2σ2

)2

. (7)

This Gaussian truncation of the Schwarzschild metric is not jus-
tified by any serious theoretical arguments. It should be seen as an 
effective metric encoding possible cumulative quantum effects out-
side the horizon. In addition it has the advantage not to shift the 
event horizon position. By varying the parameters A, µ, σ , one can 
explore different shapes and positions for the “quantum bump”. In 
the following, we shall quantify the displacement of the real and 
imaginary parts of the QNMs as a function of the parameters (µ
and σ are expressed in units of M).

The complex frequencies are displayed in Fig. 1. The black dots 
correspond to the general relativistic case whereas the blue ones, 
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Fig. 1. Quasinormal mode complex frequencies for different multipolar orders (from 
ℓ = 2 to ℓ = 7 from the left to the right) and for different overtone numbers n
(increasing from the lower points to the upper points). The black dots on the left 
correspond to the usual Schwarzschild case and the blue dots on the right corre-
spond to the modified metric with µ/M = 2.3 and σ /M = 1.5.

Fig. 2. Relative displacement of the real part of the quasinormal mode (ℓ = 8, n = 0) 
as a function of µ and σ for A = 0.01.

on the right, correspond to the considered modified case with µ =
(7/6)R S , A = 0.01, and σ /M = 1.5.

In Fig. 2, the relative displacement of the real part of the quasi-
normal mode (ℓ = 8, n = 0) is displayed as a function of µ and σ
for A = 0.01. The trend does not radically depend on the specific 
mode chosen. We have therefore plotted here a quite high multi-

polar number as the WKB approximation is more reliable in this 
case. Interestingly – but not that surprisingly – it appears that the 
maximum displacement is obtained for µ ≈ 3M . In the limit of 
very large l, the value tends exactly to 3M , which corresponds to 
the photon sphere and to the maximum of the potential. We have 
also considered in this figure a case where the maximum of the 
quantum correction is inside the horizon. Then, only the “tail” of 
the Gaussian does affect the external spacetime. Even if the ef-
fect is smaller, it is still clearly non-vanishing. Interestingly the 
2-dimensional surface is actually an ensemble of Gaussian func-
tions whose width on the µ axis happens to be (non trivially) 
equal to the considered value of σ .

In Fig. 3, the relative displacement of the imaginary part of the 
quasinormal mode (ℓ = 8, n = 0) is displayed as a function of µ
and σ for A = 0.01. For quite low values of σ , the displacement 
can be either positive or negative for different values of µ. This 
means that depending on its position the “metric bump” can either 
increase on decrease the damping of gravitational waves.

Fig. 3. Relative displacement of the imaginary part of the quasinormal mode (ℓ =
8, n = 0) as a function of µ and σ for A = 0.01.

Fig. 4. Relative displacement of the real part of the quasinormal mode (ℓ = 8, n = 0) 
as a function of µ and σ for A = 0.01 (upper curve at µ = 3) and A = −0.01.

Finally, Fig. 4 shows the influence of the sign of the parameter 
A. The displacement is basically symmetrical.

For most of the considered parameter space, the displacement 
of the real part – that is of the frequency – is of the same order 
than the one of the imaginary part – that is of the damping time. 
The easiest effect to measure is probably a frequency shift which 
happens to be always positive. Quite obviously, when the metric 
perturbation is very wide, its precise position looses any notable 
influence.

4. Observability

Although gravitational waves have been “detected” decades ago 
thanks to the Hulse-Taylor binary pulsar, the recent LIGO-Virgo 
detections (see [33] for the seminal paper and [34] for a first 
catalogue) have completely changed the game. Real astrophysical 
objects have spin and a modified Kerr solution should be con-
sidered, which is far beyond this prospective study. However, the 
global trends are expected to be the same and the orders of mag-

nitude of the effects should be correct. Surprisingly, the very first 
event measured, GW150914, has already led to a detection of the 
fundamental quasinormal mode. It is not obvious to determine 
precisely the accuracy at which the characteristics of the QNMs 
are constrained by the current measurements. A relative accuracy 
of 50% is a conservative estimate. In the future, the Einstein Tele-
scope (ET) should lead to a one order of magnitude better preci-
sion [35].

The most important parameter for this study is obviously the 
constant A which determines the amplitude of the correction. We 
have checked that the displacement of the QNMs complex fre-
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Fig. 5. Slope x of the real part of the quasinormal modes (n = 0) relative frequency 
evolution as a function of A for σ /M = 1.5. The different curves correspond to 
different values of µ.

Fig. 6. Slope y of the imaginary part of the quasinormal modes (n = 0) relative fre-
quency evolution as a function of A for σ /M = 1.5. The different curves correspond 
to different values of µ.

quency is linear as a function of A over the interesting range. In 
Fig. 5, we plot the slope of the real part of the QNM displacement 
versus A (i.e. the x parameter of Re(,ω/ω) = xA) as a function 
of ℓ, for σ /M = 1.5. The different curves correspond to different 
values of the position µ of the quantum bump. In Fig. 6, the very 
same thing is represented for the imaginary part of the QNM (i.e.
the y parameter of Im(,ω/ω) = yA). In Fig. 7 and Fig. 8, the value 
σ /M = 4 is instead chosen. It should be pointed out that in some 
cases the lowest values of ℓ are not displayed as the WKB approx-
imation breaks down and calculations could therefore be dubious.

Let us now get an order of magnitude of how those estimates 
relate to the toy model previously considered. As the x and y
slopes are of order one, and as the relative displacement that could 
be measured is also of order one, this means that the A parameter 
has to be of order unity so that the kind of quantum gravity effects 
studied here could be measured. If A is assumed to be roughly 
comparable to the “quantumness” q introduced in the second sec-
tion, one is led to the conclusion that q should be of order one. It 
is easy to check that

qmax =

(

3

7

)3
√

1

7

t

M2
. (8)

If one sets t to be the age of the Universe, the mass value re-
quired so that the quantum gravity effects can be observed is of 

Fig. 7. Slope x of the real part of the quasinormal modes (n = 0) relative frequency 
evolution as a function of A for σ /M = 4. The different curves correspond to differ-
ent values of µ.

Fig. 8. Slope y of the imaginary part of the quasinormal modes (n = 0) relative 
frequency evolution as a function of A for σ /M = 4. The different curves correspond 
to different values of µ.

the order of 10−8 (or less) solar mass, that is roughly the mass 
of the Moon. Although far smaller than the mass of stellar black 
holes, this value is not ridiculously small and way higher than the 
Planck mass. An important property of the QNMs lies in the fact 
that the relevant value is the one of Mω: it is the product of the 
mass by the frequency that has a given (complex) value. The char-
acteristics of the QNMs of a lighter BH are exactly the same than 
those of a heavier one, they are simply shifted to higher frequen-
cies by the mass ratio. Some quantum corrections might explicitly 
break this scaling law. This is the case of the Hayward metric con-
sidered below.

It should first be pointed out that the work presented here aims 
at being quite generic and is not directly linked with the proposal 
[14]. The plots previously shown can be used to get an estimate 
of the QNMs displacement for any model with a roughly gaussian 
modification to the metric. In addition, and very speculatively, it 
could be argued that the maximum possible time to be used to 
evaluate the mass (the higher the time, the higher the mass) is 
not necessarily bounded by the age of the Universe: in quantum 
gravity a “bounce” is possible [36] and black holes could survive 
during this bounce [37]. In principle it is therefore conceivable that 
a time much larger than the inverse Hubble parameter could used 
[38,39], leading to measurable quantum gravity effects in QNMs at 
much higher masses
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5. The Hayward metric

Recently, an effective metric for Planck stars [13] has been pro-
posed in [40]. The idea is to cure two usual inconsistencies of most 
metrics: the absence of a correct treatment of the time dilatation 
between the center and infinity and the failure to reproduce 1-loop 
quantum corrections (as calculated e.g. in [41]). As a step in this di-
rection, the authors make use of the Hayward metric (revived in a 
quantum gravity context [42]):

F (r) = 1−
2m(r)

r
. (9)

Several proposals were made for the function m(r). We consider 
here the original version [43] where

m(r) =
M r3

r3 + 2ML2
, (10)

where L has the dimensions of a length. We consider only the case 
where L < 4

3
√
3
M , otherwise there is no horizon. We have investi-

gated the displacement of QNMs as a function of L – which intu-
itively quantifies the scale of “quantumness” – for a given mass. 
As expected, the minimal required value of L, for a given relative 
QNM move, is proportional to M . If we require (,ω

ω ) to be of the 
order of a few percent (that is in the ET sensitivity range), the min-

imum value of L is of the order of 0.7 mass units. More specifically 
(,ω

ω ) ∼ 5% is achieved for L/M ∼ 0.72. For a macroscopic BH, this 
is much larger than the Planck length and this means that in such 
approaches the quantum modifications would need to be extend-
ing substantially beyond the usually assumed length scale.

6. Conclusion and prospects

We have shown that if quantum gravity effects leak outside the 
horizon of a Schwarzschild black hole, the quasinormal modes can 
– as expected – be substantially modified. Using a gaussian trun-
cation of the metric structure, we have studied the influence of all 
the parameters describing the perturbations. In particular, we have 
quantified the amplitude of the quantum bump required for obser-
vation. Using a toy-model, we have translated the derived values 
into an upper limit on the mass leading to observable effects.

In the future, this approach should be refined by considering 
a rotating black hole. It would also be important to estimate de 
possible degeneracies: could the change in frequency and damping 
rate mimic a usual BH of different mass and spin?

Finally, it would be welcome to consider more realistic metrics 
based on heuristic quantum gravity arguments, in particular based 
either on loop quantum gravity black holes (see [44] for a review) 
of on string black holes (see [9] for interesting new ideas).
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4.5.2 Distance de luminosité

Le caractère dynamique de l’espace en cosmologie nous amène à considérer différentes notions de
distance. Celle utilisée pour des mesures de flux est appelée distance de luminosité. Elle est définie,
pour une source astrophysique de luminosité L, via :

F =
L

4⇡D2
L

, (4.41)

F correspondant au flux observé.

Dans l’article "Seeing through the cosmological bounce : Footprints of the contracting phase

and luminosity distance in bouncing models" qui suit nous mettons en avant des comportements non
triviaux de la distance de luminosité dans un Univers en contraction, dépendants du contenu en matière
considéré. Supposons par exemple que l’Univers se contracte comme a(t) = k(�t)n (t étant fixé à
0 au moment du rebond). Si n > 1/2 21 alors DL ! 0 lorsque l’instant d’émission de la source te

tend vers �1. Dit autrement, plus la source d’émission se situe loin dans la phase en contraction (i.e
loin dans le passé), plus elle apparaît brillante. Cet effet, surprenant à la base, n’est en réalité pas si
exotique. Un analogue apparaît en effet pour des espaces de courbure positive. Prenons l’exemple d’un
espace sphérique. Le flux émis par une source, mettons de lumière, ne décroit plus constamment en
fonction de r 22 mais passe par un minimum avant d’augmenter avec r. En effet les circonférences des
cercles correspondant aux fronts d’ondes de la lumière augmentent progressivement pour atteindre un
maximum au niveau de "l’équateur" (le flux associé y est alors minimal). Mais dès "l’équateur" passé
les circonférences des fronts d’ondes deviennent de plus en plus petites et la lumière se concentre de
plus en plus. Le flux associé augmente, jusqu’à devenir singulier (divergence vers l’infini) à l’antipode.
Ainsi passé une certaine distance les sources apparaissent d’autant plus lumineuses qu’elles sont
lointaines. Nous retrouvons un effet analogue à celui mis en avant dans notre étude, sauf qu’il est ici
dû à la géométrie de l’espace et non à sa dynamique.

L’étude menée dans la seconde partie de l’article part de deux observations. Tout d’abord le fait
que les ondes gravitationnelles soient très faiblement couplées à la matière suggère qu’elles pour-
raient survivre à un rebond de l’Univers tel que celui prédit par la LQC, ce qui ouvre la perspective
assez fascinante de la détection d’évènements pré-rebonds. De plus l’expression de l’amplitude h

de l’onde gravitationnelle émise par un système binaire fait intervenir (en première approximation)
la distance de luminosité, voir l’équation (8) de l’article ci-après pour l’expression détaillée. Ces
deux constats réunis nous ont amené à utiliser les résultats établis quant aux comportements de DL

dans un Univers en contraction pour s’atteler à la question de la détectabilité d’évènements ayant
eu lieu avant le rebond. Nous tenterons notamment de caractériser l’amplitude typique d’un signal
d’ondes gravitationnelles provenant d’une coalescence de trous noirs dans l’Univers en contraction
pré-rebond et étudierons les différents régimes qui apparaissent suivant les équations d’état considérées.

21. Rappelons que n = 1/2 correspond à un Univers dominé par du rayonnement et n = 2/3 à un Univers dominé par de
la matière froide.

22. r correspond ici à la distance parcourue sur la sphère au non pas au rayon de cette dernière.
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I. INTRODUCTION

The big bang is a prediction of general relativity (GR) in
a regime where the theory is not valid anymore.
Singularities are most probably pathologies of the models,
not of spacetime itself. It is therefore natural to consider
alternatives to the naive big bang image. Importantly, most
models replacing the initial singularity by “something else”
were not designed to this aim but produce this desirable
effect as a consequence of their application to the early
universe (see [1,2] and references therein for recent
reviews). Among the countless ways to obtain a cosmo-
logical bounce, one can mention the null energy condition
violation [3], the strong energy condition violation with a
positive curvature [4], ghost condensates [5], galileons [6],
S-branes [7], quantum fields [8], higher derivative terms
[9,10], non-standard couplings [11], supergravity [12], and
loop quantum cosmology [13,14]. These are only some
examples among a much longer list which also includes, in
a way, the ekpyrotic and cyclic scenarios [15,16], together
with string gaz cosmology [17]. Bouncing models are
natural extensions of the big bang scenario and it comes as
no surprise that they arise in many theories beyond GR.
(Interestingly, those ideas are also being investigated in the
black hole sector, see [18] for a recent review).
All those models are obviously missing an observational

confirmation or, at least, strong experimental constraints. As
a legitimate step in this direction, many efforts were recently
devoted to the calculation of primordial cosmological power
spectra. Predictions for the cosmological microwave back-
ground (CMB)weremade for nearly all the above-mentioned
models (as examples for specific settings, explaining the
global strategy, one can consider [19,20]).

In this article we follow another path. We investigate the

unusual luminosity distance behavior in a contracting

universe. We show that it is highly nontrivial. As a

consequence, we raise some consistency issues for bounc-

ing cosmological models. We finally suggest possible

observational footprints of the contracting phase that could

be observed through “usual” gravitational waves.

II. THE LUMINOSITY DISTANCE

IN A CONTRACTING UNIVERSE

As far as observations are concerned, an important

parameter is the luminosity distance DL. It is defined by

f ¼ L=ð4πD2
LÞ, where f is the observed flux from a given

astrophysical source and L is its luminosity. Intuitively, the

luminosity distance is the “equivalent” distance at which an

object of the same luminosity should be in a usual

euclidean space to lead to the same observed flux. In a

flat expanding universe (in the presence of spatial curva-

ture, the general expression involves trigonometric and

hyperbolic functions [21]), it reads as

DL ¼ cð1þ zÞ

Z
z

0

dz0

Hðz0Þ
; ð1Þ

where H is the Hubble parameter and z is the redshift. For
our purpose, it is convenient to rewrite this formula as a

function of time:

DL ¼ cð1þ zÞaðtrÞ

Z
tr

te

dt

aðtÞ
; ð2Þ

where te and tr are the emission and reception cosmic times

of the considered signal and aðtÞ is the scale factor. To

study a contracting universe it is even better to get rid of the

redshift and write the expression as

DL ¼ c
aðtrÞ

2

aðteÞ

Z
tr

te

dt

aðtÞ
: ð3Þ

When one considers the contracting branch of a bouncing

scenario, interesting and unusual phenomena can take place.

Let us choose t ¼ 0 at the bounce time and assume that the

universe contracts as aðtÞ ¼ kð−tÞn before the bounce (with
n ¼ 2=3 for a matter-dominated phase and n ¼ 1=2 for a

radiation-dominated phase). The detailed evolution around

the bounce could be e.g., given by the loop quantum

cosmology modified Friedmann equation [22]
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H2 ¼
κ

3
ρ

!

1 −
ρ

ρc

"

; ð4Þ

where ρc depends on the details of the model but can be

guessed to be close to the Planck density. However we have

checked that the observables calculated in this article do not

depend on the detailed shape of the modified equation of

motion. We therefore approximate the scale factor by a

constant function between −tB and tB. Let te and tr both be
negative—that is in the contracting branch—with te < tr. It
is then easy to show that:

DL ¼ c
ð−trÞ

2n

n − 1

#

ð−trÞ
1−n

ð−teÞ
n

− ð−teÞ
1−2n

$

: ð5Þ

When n < 1=2, DL → ∞ when te → −∞. This is in agree-

ment with the intuitive behavior.

However, when n > 1=2, DL → 0 when te → −∞. This

is one of the important results we want to stress here. This

strange behavior never happens in an expanding universe. It

means that, for a fixed reception time tr, an event that took

place earlier in the contracting phase will be seen as

brighter. Of course, the luminosity distance first increases

with higher values of −te, reaches a maximum, and then

decreases. The maximum can be shown (when n ≠ 1) to be

reached when

−te ¼

#

2n − 1

n

$

1

n−1

ð−trÞ: ð6Þ

When n ¼ 1=2, DL → 2caðtrÞ
2=k2 when te → −∞.

This means that events arbitrarily far away in the past will

be detected at the same brightness once the asymptotic

regime is reached.

Figure 1 shows the luminosity distance evolution for

three different values of n. It can be seen that DL is

asymptotically constant in the remote past when n ¼ 1=2
and tends to 0 when n > 2=3. The numerical values are not

relevant and the plot aims at showing the global behavior.

In Fig. 2 we consider the luminosity distance between an

event in the contracting phase and the contemporary

universe, as a function of the “bounce duration.”

Figure 2 shows that the detailed value of tB does not care

in the following analysis: the contribution of the bounce

phase to the full integral is negligible.

Finally, it is worth considering the cosmological constant

case, aðtÞ ¼ ke−αt, where α ¼ jHj > 0. The luminosity

distance then reads

DL ¼ c
eαðte−2trÞ

α
½eαtr − eαte &: ð7Þ

Clearly, in this case again, DL → 0 when te → −∞, as

illustrated in Fig. 3. Sources located in the remote past have

their flux intensely amplified.
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FIG. 1. Luminosity distance (m) as a function of the emission

time te (s) in the contracting branch for the power law contraction.

The reception time tr has been set to 1 second before the bounce.

The lower curve corresponds to n ¼ 2=3, the mid curve to

n ¼ 1=2 and the upper curve to n ¼ 0.45.
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FIG. 2. Luminosity distance (m) as a function of the bounce

duration (s) between an event in the contracting phase and the

current universe (including radiation dominated and matter

dominated phases).
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FIG. 3. Luminosity distance (m) as a function of the emission

time te (s) in the contracting branch for an exponential con-

traction. The reception time tr has been set to 1 second before the
bounce and α was arbitrarily set to 1 in order to increase the

readability.
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III. CONSISTENCY CONDITIONS

The results given in the previous section do raise some

questions. The case n > 1=2 is in no way exotic from the

point of view of the equation of state. It actually corre-

sponds to a usual matter dominated universe, as naively

expected far away from bounce. The behavior of the

luminosity distance is then such that sources that have

emitted light in an arbitrary distant past will lead to a

measured flux which is arbitrarily amplified by the con-

traction of the scale factor. This basically means that the

energy density will diverge at all points in space, leading to

a kind of new Olbers paradox worsened by the contraction.

In addition the frequency will also become arbitrarily high.

As a consequence, the Universe cannot have been forever in

a contraction phase with n > 1=2 and filled with objects

emitting energy. The energy density growth would anyway

trigger the bounce—at least in quantum-gravity models

where the energy density is bounded from above by

quantum geometry repulsive effects. This consistency

condition has to be taken into account when building a

consistent bouncing universe.

The case n ¼ 1=2 is not fundamentally different. The

luminosity distance being nearly constant, the energy

amount received by each space point would also diverge

in a forever-contracting universe. It should be pointed out

that even for n < 1=2 the space integral of any homo-

geneous source term will obviously diverge, as this is

already the case in a static Minkowski universe.

The exponential contraction case is slightly more subtle.

The luminosity distance is rapidly going to zero. The

amplification due to the fast contraction of the Universe is

thus very intense. However the horizon and physical

distances relative evolutions are such that the comoving

Hubble radius is shrinking when going backward in time in

the contracting branch (as when going forward in time in

the expanding branch). The number density of sources

causally linked to any space point will therefore also tend to

zero and eventually solve the apparent paradox.

IV. SEEING THROUGH THE BOUNCE

Those considerations raise the important question of the

possible observation of events having taken place before

the bounce. Obviously, most signals or objects possibly

existing in the contracting branch will be destroyed

of washed out by the huge density reached—in most

models—around the bounce time. The only exception

could be gravitational waves. This is the only signal

coupled weekly enough to matter so that it could propagate

through the bounce (the details depend on the specific

model considered). This has been investigated in different

cases (see, e.g., [23,24]) but focusing only on geometrical

aspects—ignoring the aforementioned amplification—and

considering consequences on the cosmological microwave

background (CMB) spectra.

Let us consider here a different scenario. The hypothesis

is that an event emitting intense gravitational waves has

taken place before the bounce, e.g., the coalescence of two

massive black holes (BHs). Clearly we do not know what

the Universe looked like before the bounce. We however

assume here that events comparable to what happens in our

expanding branch took place in the contracting branch. At

the lowest order the wave amplitude produced by a binary

system and observed far away can be written [25]:

h ¼
4

DL

#

GM

c2

$

5

3

#

πf

c

$

2

3

gðτ;ΦðfÞÞ; ð8Þ

where M is the chirp mass, f is the gravitational wave

frequency at the observer location, g is a sum and product

of trigonometric functions (different for different polar-

izations) depending on τ, the angle of the orbital plane, and

on the phase ΦðfÞ.
As quite a lot of bouncing models are justified as

alternatives to inflation (although bounces are compatible

with inflation [26]), it is instructive to focus on a non-

inflationary scenario and to study whether a pre-big bounce

signal can be detected. (An inflationary phase would

obviously dilute the signal to a vanishingly small ampli-

tude.) We consider the following toy model: a contracting

radiation-dominated phase, followed by a stationary bounc-

ing phase, followed by the usual radiation-dominated and

matter dominated stages. The number of efolds between the

bounce and today is of course a relevant parameter that we

express through the temperature of the Universe at the

bouncing time. On Fig 4, we have plotted the amplitude of

gravitational waves emitted by the coalescence of 100 mil-

lions and one billion solar masses BHs as a function of the

bouncing temperature. Interestingly, for a radiation domi-

nated contracting phase, because the luminosity distance

rapidly reaches an asymptotic value, it is not necessary to

specify the merging time as long as it is far enough before

the bounce. As it can be noticed from the curves, as soon as

the temperature is chosen at a reasonable value, the

10−16 10−6 104 1014
Temperature1.× 10−23
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1.× 10−22
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h

FIG. 4. Gravitational wave amplitude today as a function of the

bounce temperature (GeV). The upper curve is for 109 solar

masses BHs and the lower curve for 108 solar masses BHs, both

merging in the contracting phase.
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amplitude is constant and becomes non-negligible and

comparable to the sensitivity of current or next-generation

experiments. The h asymptotic behavior—which might

appear as quite strange at first sight—is just due to the

converging property of the integral of 1=a which enters the

definition of the luminosity distance.

An obvious limitation of this calculation comes from the

perturbative treatment. As it can be seen in Fig. 5, as long as

the bounce temperature is set much above the nucleosyn-

thesis temperature, the gravitational waves amplitude at the

bounce becomes too large to justify a perturbative calcu-

lation. This is a limitation to the presented study—which

requires a deeper treatment for this case—but not to the

presented idea in itself.

However, if the bounce temperature is set to the lowest

possible one, the amplitude at the bounce is marginally

compatible with a perturbative approach and this study

shows—in a consistent way—that, in principle, gravita-

tional waves from events occurring in the contracting phase

of bouncing models could be detected in the contemporary

universe.

One could also consider a phase of matter domination

preceding the radiation dominated era in the contracting

branch. If sources are located in this matter dominated

phase, the amplitude does depend on the time at which the

coalescence takes place. It is then possible to achieve nearly

any value by choosing an emission time in the deep past.

But the breakdown of the perturbative treatment would

them become drastic and the whole result would be

questionable. We therefore restrict ourselves to the radia-

tion dominated case.

Another limitation is associated with the homogeneous

and isotropic treatment of the bouncing universe. This

should be considered as a toy-model approximation. It is

however not fully irrelevant. First, it should be pointed out

that many bouncing models have been shown to resist the

inclusion of anisotropies (see, e.g., [27] for the case of loop

gravity) with a quite minor modification of the Friedmann

equation [28]. Anisotropic stress on gravitational waves

could even be a way to discriminated between models. The

homogeneous treatment is harder to justify and should

obviously be seen as a first step. Recent calculations [29]

have however shown that exact solutions describing a

regular lattice of black holes in a cosmological bouncing

background do exist.

V. CONCLUSION

In this article we have shown that the luminosity distance

in a contracting universe has a highly nontrivial behavior.

Because of the “competition” between the expanding wave

dilution and the amplification due to the decreasing scale

factor, in some cases (n > 1=2), the luminosity distance

between two events in the contracting branch does decrease

with an increasing time difference.

As a consequence, some violent events releasing gravi-

tational waves and taking place in the contracting branch of

the Universe could be detected today. The question of

their frequency is hard to be answered unequivocally as it

obviously depends on the precise emission time which, in

the case n ¼ 1=2, has strictly no impact on the luminosity

distance. We leave for a future study the associated

statistical analysis, together with the systematic study of

the characteristic signatures of “prebounce” signals.

It can already be underlined that several possible ways of

discriminating between “prebounce” events and usual

“postbounce” events do exist. The most obvious approach

is purely statistical: the number of events should simply be

higher than expected if sources located before the bounce

contribute to the measured events. Beyond this obvious

statement, one should also look for the absence of electro-

magnetic counterparts. Although not demonstrated, electro-

magnetic signals are usually expected to be associated with

merging supermassive BHs. Third, the measured luminos-

ity distances for some events should lie outside of the usual

range (either too large or to small). Finally, the measured

luminosity distance (inferred from the frequency, the

frequency evolution and the amplitude, see e.g., [30] or

[31]) might mismatch the real one in a way which is

observationally measurable.
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FIG. 5. Gravitational wave amplitude at the bounce time as a

function of the bounce temperature (GeV). The upper curve is for

109 solar masses BHs and the lower curve for 108 solar masses

BHs, both merging in the contracting phase.
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Chapitre 4. Phénoménologie des trous noirs en gravité quantique à boucles 243

4.6 Matière noire sous forme de reliques de Planck

Le problème de la matière noire est l’un des plus anciens et des plus importants de la physique
contemporaine. Il est connu depuis soixante ans et pourtant aucune explication consensuelle n’a pour
le moment émergé. Les approches de type "gravitation modifiée" peinent à y remédier, en partie car la
matière noire se manifeste à des échelles très diverses (des galaxies aux échelles cosmologiques). À la
différence du problème de l’énergie noire, il est presque certain qu’une part de "nouvelle physique" est
indispensable. Depuis que les modèles supersymétriques les plus simples ont été écartés par les résultats
du LHC, la physique des particules produit une grande quantité de modèles fortement exotiques pour
rendre compte de cette matière sombre. Nous proposons ici un scénario faisant intervenir relativement
peu (bien que ce jugement soit subjectif) de nouvelle physique.

Fondamentalement, il s’agit de proposer que la matière noire soit constituée de reliques de trous
noirs primordiaux. L’idée n’est pas nouvelle mais nous agençons de façon originale les différentes
parties du puzzle.

D’abord il faut que les petits trous noirs ne s’évaporent pas entièrement. Nous donnons plusieurs
arguments pour plaider en faveur de l’existence de reliques stables qui nous semblent plus "naturelles"
qu’une évaporation totale à plus d’un titre.

Ensuite, nous proposons que ces trous noirs légers ne se sont pas formés à partir des fluctuations
de densité primordiales, comme il est d’usage avec les trous noirs primordiaux, mais directement par
collisions de particules trans-planckiennes. Nous soulignons que si l’énergie de "reheating" n’est pas
trop basse, la queue de distribution thermique au-delà de l’énergie de Planck peut suffire à produire
suffisamment de trous noirs pour rendre ce mécanisme valide.

Enfin, nous suggérons des méthodes originales pour tester ce scénario qui pourrait sembler a priori

totalement infalsifiable, dans la mesure où les reliques n’interagissent pratiquement pas du tout avec le
monde extérieur.

Nous en profitons également pour discuter le problème de la naturalité des hypothèses dans une
vision bayésienne.

Remarque : Il est pour nous clair que l’échelle d’énergie anormalement élevée de l’inflation
supposée ici est l’hypothèse exotique de ce travail. Nous soulignons néanmoins que contrairement à
une vision commune cette hypothèse n’entre pas nécessairement en tension radicale avec la limite
supérieure connue sur le rapport tenseur-scalaire. Il n’en demeure pas moins que la compatibilité avec
la normalisation observée du spectre scalaire requiert une violation des conditions de roulement lent.
Ce point nécessite de plus amples réflexions et constitue la principale faiblesse de ce modèle.
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The idea that dark matter could be made of stable relics of microscopic black holes is not new.
In this article, we revisit this hypothesis, focusing on the creation of black holes by the scattering
of trans-planckian particles in the early universe. The only new physics required in this approach is
an unusually high energy scale for inflation. We show that dark matter emerges naturally and we
study the question of fine-tuning. We finally give some lines of thoughts for a possible detection.

INTRODUCTION

Dark matter is a very old problem. On the ex-
perimental side, it is being actively searched for, by
direct detection (see, e.g., [1–3] for reviews), by indirect
detection (see, e.g., [4–6] for reviews), and by accel-
erator production (see, e.g., [7, 8] for reviews). Many
“little anomalies” are known, from the Fermi excess
of GeV gamma-rays [9] to the PAMELA and AMS-02
over-abundance of positrons [10–12]. All of them can
however be quite simply accounted for by conventional
astrophysical processes and at this stage no clear signal
for non-baryonic dark matter has been non-ambiguously
recorded.

On the theoretical side, many hypotheses are being
considered. They are actually too numerous to be
exhaustively mentioned here (see, e.g., [13] for an in-
troductory review). From supersymmetry [14] to axions
[15], most of them imply some amount of “new physics”.
Recent developments even include an impressive list of
highly speculative hypotheses.

Obviously, estimating the “exoticity” of a model is
quite subjective. In this brief article, we revisit the idea
of dark matter made of Planck relics and we argue that
this scenario might be much less exotic than most mod-
els. The only non-standard hypothesis is a higher than
usual reheating temperature.

TRANS-PLANCKIAN SCATTERING

Most studies considering primordial black holes
(PBHs) are relying on production mechanisms that in-
volve the collapse of overdense regions (see, e.g., [16] for
an early detailed calculation, [17, 18] for studies of phase
transitions, and [19, 20] for reviews). Those scenarios are
however very unlikely as the density contrast required
to form a PBH is close to one whereas the primordial
power spectrum measured in the cosmological microwave
background (CMB) has a much lower normalisation.
This bound could have been circumvented by a blue

power spectrum as the scales involved in the formation
of PBHs are much smaller than those probed by the
CMB. The actual spectrum however happens to be red
(ns ≈ 0.965) [21], making the production of primordial
black holes by “historical” mechanisms very difficult.
Other scenarios like the collapse of cosmic strings where
also considered [22] but they are also disfavored – if not
ruled out – by recent measurements. Interesting new
ideas are however now being considered [23, 24].

Nevertheless, there exist a very different way to pro-
duce small black holes, namely through the scattering
of trans-planckian particles. As initially argued in
[25], when the impact parameter is smaller than the
Schwarzschild radius (associated with the considered
center-of-mass energy of a particle collision), the cross
section for the scattering of trans-planckian particles is
dominated by an inelastic process leading to the forma-
tion of a single black hole. The key-point is that the
main features of high energy scattering above the Planck
energy can be studied from semiclassical considerations
in general relativity (GR) and are therefore reliable. In
[26], the study was refined and it was also concluded
that the cross section for black hole production should
be of the order of σ(s) = F (s)πR2

S(s) with F (s) a factor
of order one,

√
s the center of mass energy, and RS the

Schwarzschild radius. The details obviously depend on
the considered quantum gravity theory but the main
features are basically model-independent.

Those ideas were applied to the possible production
and observation of microscopic black holes at colliders
(see, e.g., [26–29] for early works) in theories with a low
Planck scale – typically in the TeV range (usually associ-
ated with the existence of large extra-dimensions [30] or
with many new particle species [31]). A nice review in-
cluding astrophysical effects, like those mentioned in [32],
can be found in [33]. In this article, we do not rely on
the existence of extra-dimensions and we do not assume
a low Planck scale.
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STABLE RELICS

The Hawking temperature TH = 1/(8πM) [34] is
vanishingly small for astrophysical black holes but
becomes significant for very small black holes. The mass
loss rate during the evaporation is proportional to M−2

and the process is therefore highly explosive. In itself,
the evaporation mechanism is well understood from
many different perspectives and is very consensual (see,
e.g., [35] for a simple introduction). Although it has not
been observationally confirmed, there are indications
that it might have been revealed in analog systems [36].

The status of the endpoint of the evaporation process
is less clear. Obviously, the semi-classical treatment
breaks down in the last stages and the divergence of the
temperature together with the appearance of a naked
singularity are non-physical. Many different arguments
have been pushed forward in favor of the existence of
stable Planck relics at the end of the evaporation process
(see [37–50] to mention only a few historical references,
among many others). There are excellent arguments
from quantum gravity, string gravity or modified gravity
theories in favor or remnants. Those are however
obviously based on “new physics”. One of the best
argument for Planck relics using only known physics
was given by Giddings in [51]. Locality, causality and
energy conservation considered within the information
paradox framework (see, e.g., the first sections of [52]
for a precise description) do suggest that the time scale
for the final decay of BHs is larger than the age of the
Universe.

Although no clear consensus does exist on the status
of BHs at the end of the evaporation process, it is fair
to suggest that the existence of relics is somehow simpler
from the viewpoint of usual physics. A recent review on
the pros and cons of stable remnants can be found in [53].
It is concluded that if relics contain a large interior geom-
etry – which is supported by [54, 55] –, they help solving
the information loss paradox and the firewall controversy.

REHEATING SCALE

The idea that dark matter could be made of Planck
relics was first suggested in [56]. This seminal work was
however focused on PBHs formed by the collapse of
overdense regions (or similar mechanisms), which is now
believed to be extremely unlikely as previously pointed
out. We focus here on the possibility that PBHs are
formed by the collision of trans-plankian particles in the
early Universe. This has already been considered in [57]
and in [58, 59] (see also references therein) for the case
with extra-dimensions.

In this work, we won’t assume a lower than usual
Planck scale due to extra-dimensions. We quite sim-
ply consider the standard cosmological scenario in a
(3+1)-dimensional spacetime and just take into account
the “tail” of trans-planckian particules at the reheating
time. The key-point lies in the fact that the potentially
produced relics will behave non-relativistically and will
therefore be much less diluted (their energy density
scaling as a−3) than the surrounding radiation (whose
energy density scales as a−4). Hence, it is possible
to reach a density of relics (normalized to the critical
density) close to one, Ωrel ≡ ρrel/ρcr ≈ 1, with only
a tiny fraction of relics at the formation time. The
relative “amplification” of the relics density compared
to the radiation density between the reheating and the
equilibrium times is given by TRH/Teq ≈ 3 × 1027TRH

when TRH is given in Planck units. To fix ideas, for a
reheating temperature at the GUT scale, a relics fraction
of only 10−24 at the formation time would be enough to
nearly close the Universe at the equilibrium time.

For a thermal distribution of particles at temperature
T , the number of particles above Eth > T is exponentially
suppressed. This is why, even with the amplification fac-
tor given above, the scenario presented here requires a
reheating temperature not much below the Planck scale.
This constitutes, in our view, the only “non-standard”
input of this model. The Planck experiment final results
lead to an upper limit on the tensor-to-scalar ratio of pri-
mordial perturbations r < 0.1 [60] which is even tight-
ened to r < 0.064 by combining the data with the BI-
CEP2/Keck Array BK14 measurements. This is usually
interpreted as an upper limit on the energy scale of infla-
tion around the GUT scale (the higher the energy scale,
the larger the amount of tensor modes), which is too low
for the process considered here. There are however at
least two ways to circumvent this bound (we assume for
simplicity a sudden reheating).

The first one consists in noticing that the upper limit
on the energy scale of inflation holds firmly only for rudi-
mentary models. In k−inflation [61], the relation ba-
sically becomes r = −8CSnt (instead of r = −8nt),
where nt is the tensor index and CS < 1 is the speed
of sound for perturbations. This relaxes the bound. In
2-field inflation [62], the upper limit is also relaxed to
r = −8ntsin

2(θ), where θ accounts for the possible evo-
lution of adiabatic scalar modes on super-Hubble scales.
In multi-field inflation the relation between r and nT even
becomes an inequality.

A second and probably more provocative argu-
ment would be the following. Whereas temperature
anisotropies originate from usual quantum physics,
namely from the quantum fluctuations of the inflaton
field, the tensor perturbations leading to B-modes in
the CMB should come from the quantum fluctuations of
the polarisation modes of the graviton. In a sense (and
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DETECTABILITY

Testing this model is challenging. A Planck relic has
the weight of a grain of dust and no other interaction
than gravity to reveal itself to the outer World. Even
though the Planck mass is very small from the grav-
itational viewpoint, it is very large from the particle
physics viewpoint. The number density of relics is
therefore extremely small, even if they are to account
for all the dark matter. A density of 10−18 relics par
cubic meter – that is one relic per volume of a million
times the one of planet Earth – is enough to close the
universe. Detection seems hopeless. The cross-section
(or greybody factor) hopefully does not tend to zero for
the absorption of fermions in the low-energy limit [68].
However, even avoiding this catastrophic suppression
(which does exist for higher spins), the area involved is
of the order of the Planck one, 10−66cm2, which indeed
makes direct detection impossible in practice.

We consider here another possibility associated with
the coalescences of relics that have occurred during the
history of the Universe. Contrarily to what is sometimes
done for PBHs we shall not focus on the emission of
gravitational waves whose amplitude would be negligible
and frequency way too high for any detector. However,
something else is also expected to happen in this model.
When two remnants merge, a higher-mass black hole is
formed and evaporates until it reaches again mrel ∼ mPl

assumed to be the minimal one. This should happen
preferably via the emission of one (or a few) quantum
close to the Planck energy. Each merging should
therefore emit about a Planck-energy particle which is
in principle detectable. This sketch should of course
be refined but the hypothesis is realistic enough to
investigate whether this path is potentially fruitful.

We estimate the merging rate following [69], which
builds on [70]. It is not hard to show that the probability
of coalescence in the time interval (t, t+ dt) is given by

dP =
3
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being the mean separation of relics at the equilibrium
time. In the previous formula, we have reinserted the
constants to make the use easier. The event rate is then
given by
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3H2

0

8πG

Ωrel

mrel

dP
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�

�

�

�

t0

.

This is of the order of 10−45m−3s−1. It is then straight-
forward to estimate the measured flux on a detector of
surface Sd and solid angle acceptance Ωacc, integrated up
to a distance Rmax:

Φmes =

Z Rmax

0

nmergSd
Ωacc

4π
dR.

Although it is well known that TeV photons are absorbed
by interactions with the infrared background and PeV
photons by interactions with the cosmological microwave
background (CMB) photons, there is no strong absorp-
tion to be expected for Planck-energy photons. The
wavelength of the background photons that would lead
to a center-of-mass energy close to the electron mass is
way larger than any expected background. The Rmax

value can therefore be assumed to be much larger than
for usual high energy cosmic-ray estimations. For detec-
tors like Auger [71], the expected flux is too small for a
detection. For Euso-like instruments [72]– looking at the
atmosphere form the space station – we are led to an or-
der of magnitude not far from a fraction of an event per
year. For speculative ideas about using giant planets as
cosmic-ray detectors [73], we reach a dozen of events per
year. This is obviously a hard task but, interestingly, the
model is clearly not unfalsifiable.

CONCLUSION

The idea that dark matter could be made of Planck
relics is not new. Nor it the possibility that black holes
could be formed by the scattering of trans-planckian
particles in the early universe. In this article we have
gathered all the ingredients and argued that the resulting
model is not (that) exotic. Unquestionably, the very
high reheating temperature required raises questions.
We have however explained that the upper bounds
usually considered can be circumvented. Still, building
a consistent cosmological model with such a high scale
for inflation is not trivial and should be considered as a
challenge.

There is no obvious solution to the dark matter prob-
lem, which is one of the oldest enigmas of contemporary
cosmology. The scenario suggested here is based on a
minimum amount of “new physics”, if not only on known
physics. It requires a quite unusual cosmological behav-
ior but no new particle physics input is needed. From
this point of view, it might be worth being considered
seriously.
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Chapitre 4. Phénoménologie des trous noirs en gravité quantique à boucles 251

4.7 Synthèse de la phénoménologie associée aux trous noirs en
gravitation quantique à boucles

Il existe désormais plusieurs articles de synthèse de grande qualité traitant de la cosmologie
quantique à boucles et de la phénoménologie associée mais aucune ne parle de la phénoménologie
associée aux traitements des trous noirs en gravitation quantique à boucles. C’est en partant de ce
constat que nous avons décidé d’en rédiger une. Mêlant différents aspects : évaporation, trous noirs
en rebond, matière noire et ondes gravitationnelles elle essaie de recenser et résumer l’avancée des
travaux effectués jusqu’alors.
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Hawking evaporation and the ones due to the possible existence of a bounce. Finally, consequences

for dark matter and gravitational waves are considered.
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1. Introduction

The Planck length is 1015-times smaller than scales probed at colliders. Linking quantum

gravity with observations is therefore extremely hard (see, e.g., [1] for a recent review and [2–4]

for complementary viewpoints). Most works devoted to the connection of quantum gravity with

experiments are focused on cosmology or astroparticle physics. In the cosmological sector, the main

goal consists of calculating scalar and tensor power spectra (see, e.g., [5,6]), together with the

background dynamics (see, e.g., [7,8]). In the astroparticle physics sector, the main idea is to investigate

the possible consequences of the granular structure of space (see, e.g., [9] for a recent investigation).

Although black holes (BH) have been intensively studied in quantum gravity, those investigations

were mostly disconnected from observations and focused on consistency issues. Recovering, at the

leading order, the Bekenstein–Hawking entropy is, for example, obviously a major requirement for all

tentative theories (see, e.g., [10] and the references therein). Curing the central singularity—understood

as a classical pathology—is another one (see, e.g., [11,12]). Solving the information paradox

(see, e.g., [13] and the references therein) would also be highly desirable (this is clearly connected to

the previous issues).

In this article, we focus on black holes as possible probes for loop quantum gravity (LQG).

We begin by a very short summary of the basics of black hole physics in this framework. We then

switch to consequences for the Hawking evaporation, considering different possible perspectives.

The quite recent (within the LQG setting) hypothesis of black holes bouncing into white holes is

presented with the possible associated signals. Finally, we critically review the possible links with dark

matter and conclude with the prospect for gravitational waves.

2. Basics of Black Holes in Loop Quantum Gravity

The study of black holes is an incredibly fruitful field of theoretical physics. Black holes are simple

objects. They are pure geometry. There is no equation of state needed: they are just vacuum solutions

Universe 2018, 4, 102; doi:10.3390/universe4100102 www.mdpi.com/journal/universe
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to the Einstein equations. This is their first fundamental characteristic. The second specificity of black

holes lies in the fact that they are (classically) scale invariant [14]. They can, in principle, exist at

any mass.

As far as quantum gravity is concerned, the major breakthrough came from black hole

thermodynamics. Because of the no-hair theorem, in Einstein gravity, the most general stationary

black hole geometry is described by the Kerr–Newman (KN) solution with mass M, electric charge q

and angular momentum j as the only parameters. One can define three length scales characterizing

the BH [14]: m ≡ GMc−2, Q ≡
√

Gqc−2 and a ≡ jM−1c−1. There exists a BH solution only when

Q2 + a2 ≤ m2. One can show, from the area expression, that:

d(Mc2) = ΘdA + ΦdQ + Ωdj (1)

with

Θ ≡ c4(2GA)−1(rg − m), (2)

Φ ≡ q rg(r
2
g + a2)−1, (3)

Ω ≡ j m−1(r2
g + a2)−1, (4)

rg = 2m being the gravitational radius. The parameters Θ, Φ and Ω can be understood as the surface

gravity, the electrostatic potential and the angular momentum.

As Mc2 is the energy, this equation looks like the first law of thermodynamics TdS = dE − ΦdQ −
Ωdj. This led to the introduction of a temperature:

TH = (2ch̄/A)
p

M2 − Q2 − a2, (5)

and entropy:

SBH = A/4`P
2, (6)

yielding the evaporation process [15]. The second BH law expresses the fact that the sum of the BH

entropy together with the entropy outside the BH cannot decrease (from now on, unless otherwise

stated, we use Planck units).

The description of BHs in LQG heavily relies on the concept of isolated horizons (IH) [16–20].

This is an intrinsically quasilocal notion, which has the advantage of not requiring the knowledge

of whole spacetime to determine whether horizons are present, as is the case with event horizons.

The most important characteristics of isolated horizons are [10]: their quasilocality, the availability of

a Hamiltonian description for the sector of GR containing the IH, the possibility of finding physical

versions of the laws of BH thermodynamics and the existence of local definitions of the energy and

angular momentum.

This article focuses on the consequences and not on the theoretical definition of an LQG BH,

but recent pedagogical reviews on BH in LQG can be found, e.g., [21–27].

Very schematically, the isolated horizon plays the role of a boundary for the underlying manifold

before quantization. Given the area A of a Schwarzschild BH horizon, the geometry states of the BH

horizon arise from a punctured sphere. Each puncture carries quantum numbers (see, e.g., [28–31] for

details): two labels (j, m), where j is a spin half-integer carrying information about the area and m is

the corresponding projection carrying information about the curvature. They fulfill the condition:

A − ∆ ≤ 8pg ∑
p

q

jp(jp + 1) ≤ A + ∆, (7)

where g is the Barbero–Immirzi parameter entering the definition of LQG (see, e.g., [32]), ∆ is the

“smearing” area parameter (or coarse-graining scale) used to recover the classical description and p

refers to different punctures. In addition, one requires:
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∑
p

mp = 0, (8)

which means that the horizon has a spherical topology. Many aspects of the BH entropy were studied

in this framework, and we shall mention some of them in the following.

3. Modified Hawking Spectrum

One cannot directly measure the entropy of a BH. Therefore, even if some quantum gravity

approaches do predict some corrections with respect to the Bekenstein–Hawking law, this can hardly

be considered as a smoking gun for observational aspects of quantum geometry. On the other hand,

one might observe the evaporation of a black hole. This would require light black holes (the temperature

of a solar-mass BH is far below the one of the cosmological microwave background) whose existence is

far from obvious. At this stage, the Hawking evaporation of BHs therefore remains purely theoretical

(although there are some hints that this could have been observed in analog systems [33]). However,

it is in principle observable and might constitute a path toward experimental quantum gravity.

There exist quite a few attempts to deal with evaporating black holes in effective approaches

to quantum gravity. Among such attempts, one can mention results derived from the generalized

uncertainty principle, which aims at generalizing the Heisenberg uncertainty relation by introducing

gravity effects. In this framework, one case shows that there exist a maximum and a minimum

temperature for BHs [34–36]. Some models also lead to a vanishing temperature close to the end of

the evaporation (see, e.g., [36,37]). The path considered in the following is different and tries to use

the exact area spectrum form the full theory. There are no bounds on the temperature (beyond trivial

ones), but the energy spectrum of emitted particles can become discrete and keep the footprints of the

underlying quantum gravity theory.

3.1. Global Perspective

The first obvious idea to investigate LQG footprints is to consider the deep Planckian regime of

an evaporating BH by taking into account the discrete structure of the area operator eigenvalues in

LQG. An edge with spin representation j of SU(2) carries an area of eigenvalue:

Aj = 8pg
q

j(j + 1), (9)

where j is, again, a half-integer. A BH surface punctured by N edges therefore exhibits, as explained

previously, a spectrum given by:

Aj = 8pg
N

∑
n=1

q

jn(jn + 1), (10)

where the sum is carried out over all intersections of the edges with the isolated horizon. As the area

spectrum in discrete, BHs can only make discontinuous jumps, and the evaporation spectrum will

inevitably be modified.

In [38], a Monte Carlo simulation was carried out to investigate to what extent the associated line

structure can be discriminated from the usual continuous (envelope of the) spectrum. The algorithm

was based on an improved version of the method given in [39], enhanced by an efficient numeration

scheme based on a breadth-first search. The probability for the transition from a BH state to another is

expressed as the exponential of the entropy difference, weighted by the greybody factor. As the optical

limit was not satisfactory to derive accurate results, the full greybody factor obtained by solving the

wave equation in the (classical) Schwarzschild background was used. The simulation was started at

200 APl , where APl is the Planck area.

At each step n of the simulation, starting from a BH mass Mn, a new mass Mn+1 is randomly

determined within the available spectrum, according to the probability law previously given. A particle
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type is then randomly selected from the standard model, according to the weighted number of internal

degrees of freedom (and among those with a mass smaller than ∆M). The available energy Mn − Mn+1

is assigned to this particle, and the process is repeated. The analysis presented in the following was

carried out considering only the emitted photons, that is approximately 1.5% of the emitted quanta.

This choice is motivated by the fact that they keep their initial energy (quarks and gluons lead to jets),

and they are easy to detect (neutrinos are not), stable (muons or tau leptons do decay) and unaffected

by magnetic fields (electrons are).

The simulation was repeated many times to account for different possible realizations of the

process. As expected, the time-integrated spectrum exhibits lines that are not present in the standard

Hawking spectrum. The time integrated differential Hawking spectrum scales as E−3, where E is

the energy of the emitted photons. In this case, it becomes a truncated power-law as the available

energy is limited. To test to what extent the LQG spectrum can be distinguished from a standard

Hawking spectrum, a Kolmogorov–Smirnov (K-S) test was implemented. The K-S statistics measures

the distance between the cumulative distribution functions of the considered distributions and can be

used for a systematic study of discrimination capabilities.

Figure 1 shows the number of evaporating BHs, seen in their final stages, that would be required

to discriminate at a given confidence level between the Hawking spectrum and the LQG spectrum,

depending on the experimental uncertainty of the measure of the energy of the detected photons.

This latter parameter is mandatory. If the resolution were infinite, a single photon could nearly allow

one to discriminate, but this is obviously never the case. The results are theoretically appealing,

but experimentally challenging.
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Figure 1. Number of BHs that would have to be observed as a function of the relative error on the energy

measurement for different confidence levels (the color scale corresponds to the number of standard

deviations). Upper plot: discrimination between loop quantum gravity (LQG) and the Hawking

spectrum. Lower plot: discrimination between LQG and the Mukhanov–Bekenstein hypothesis [40].

From [38].
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Another interesting feature is the following. The end of the evaporation in the LQG framework

consists of the emission of a few particles, whose energies are given by the mass difference between

BH states. In the usual Hawking view, the situation is very different. The evaporation is expected

to stop somehow slowly (when compared to the previous stages). Because the energy available

inevitably becomes, at some point, smaller that it should be (in the sense that M becomes smaller that

the associated temperature 1/(8pM)), the process slows down and the energy of the emitted particles

decreases. In [38], it was shown that this might be used as another discrimination tool between models.

It could also be that a periodicity with broader peaks does appear in the emitted spectrum,

due to the “large scale” structure of the area spectrum. This has been discussed in [39]. In that case,

the Hawking/LQG spectra could also be discriminated for higher mass black holes [38]. This possibility

is however extremely unlikely, and we will not discuss it further, as a damping in the pseudo-periodicity

is expected to take place [41–43].

This analysis was pushed further in [44], where recent results are accounted for. The fundamental

excitations are now better understood as living on the horizon and as being elements of the Hilbert

space of a SU(2) Chern–Simons theory [45,46]. The quantization of such a Chern–Simons theory

with a compact gauge group is well defined, and the kinematical characteristics of a quantum black

hole become quite clear [47–49]. The role of the Barbero–Immirzi parameter g was studied in detail,

and recovering the Bekenstein–Hawking entropy has been considered as a way to fix its value. It is

however the coupling constant with a topological term in the action of gravity, with no consequence

on the classical equations of motion. The strong dependence of the entropy calculation on g therefore

remains controversial. Much progress has been recently made [50–54]. The canonical ensemble

formulation of the entropy making use of a quasi-local description shed a new light on the subject.

The semi-classical thermodynamical properties can actually be recovered for any value of g if one

assumes a non-trivial chemical potential conjugate to the number of horizon punctures. A possible

fundamental explanation to the exponential degeneracy would be to consider the area degeneracy as an

analytic function of g and to make an analytical continuation from real g to complex g. This suggests

that the quantum gravitational theory, defined in terms of self-dual variables, could account for the

holographic degeneracy of the area spectrum of the BH horizon.

Two models of black holes were studied by a full MC simulation in [44]. The first is based

on the naive microcanonical view. It takes into account only the quantum geometry excitations,

leading to [55]:

S =
g0

g

A

4
+ o(log(A)), (11)

where g0 is of order one. Then, holographic black holes, where one uses the matter degeneracy

suggested by quantum field theory with a cut-off at the vicinity of the horizon (that is, an exponential

growth of vacuum entanglement in terms of the BH area), were considered. The entropy becomes:

S =
A

4
+

s

pA

6g
+ o(

√
A). (12)

The simulation has been performed with 107 evaporating black holes. Figure 2 shows the

results for different values of the Barbero–Immirzi parameter g. This g dependence interestingly

shows up even though the leading order term of the black hole entropy, which mainly governs the

transitions during the evaporation process, does not depend on g. This phenomenon is fully quantum

gravitational in nature and is both due to the fact that g enters in the discretization of the area spectrum

and shows up in the sub-leading corrections to the entropy. The effects of a detector finite energy

resolution are shown in Figure 3.

This shows that the Hawking spectrum of a LQG BH has two distinct parts: a nearly continuous

background corresponding to the semi-classical stages of the evaporation and a series of discrete peaks

associated with the deep quantum structure. Interestingly, g has an effect on both parts and becomes
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somehow measurable. In all cases, there are significant differences with the usual Hawking picture in

the last stages.

 A∆
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Figure 2. Spectrum of a holographic black hole for different values of g as a function of ∆A. From [44].
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Figure 3. g dependence of the integrated spectrum, as function of the energy of the emitted particle,

in the holographic model, with a detector energy resolution of 5%. From [44].

3.2. Greybody Factors

When dealing with evaporating black holes, a key element is the greybody factor; closely related

to the absorption cross-section. The Hawking effect is approximated by a blackbody spectrum at

temperature TH = 1/(8pM) with M the mass of the BH. However, the emitted particles have to cross

a (gravitational and centrifugal) potential barrier before escaping to infinity. This induces a slight

modification of the spectrum, captured by the cross-section s. The spectrum reads as:

dN

dt
=

1

e
w

TH ± 1
s(M, s, w)

d3k

(2p)3
, (13)
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with s the particle spin, w its energy and k its momentum. The cross-section is, in general, given by:

s(w)s =
∞

∑
l=0

(2j + 1)p

w2
|Al,s|

2, (14)

where Al,s is the transmission coefficient of the mode with angular momentum l and j = l + s is

the total angular momentum. It has been shown, in many different frameworks, to encode much

information on the chosen gravitational theory or on the underlying background spacetime. In the

framework of LQG, those cross=sections have been studied only in [56].

The emphasis was put on BHs as described in [57,58], where, instead of all a priori possible

closed graphs, a regular lattice with edges of lengths db and dc was chosen. The resulting dynamical

solution inside the horizon is analytically continued to the region outside the horizon. Requiring

that the minimum area is the one found in the LQG area operator spectrum, the model is reduced to

one free parameter d, the so-called dimensionless polymeric parameter. The effective LQG-corrected

Schwarzschild metric is then given by:

ds2 = −G(r)dt2 +
dr2

F(r)
+ H(r)dΩ2 ,

G(r) =
(r − r+)(r − r−)(r + r∗)2

r4 + a2
o

,

F(r) =
(r − r+)(r − r−)r4

(r + r∗)2(r4 + a2
o)

,

H(r) = r2 +
a2

o

r2
, (15)

where dΩ2 = dq2 + sin2 qdf2, r+ = 2m and r− = 2mP2 are the two horizons and r∗ =
√

r+r− = 2mP,

P being the polymeric function defined by P = (
√

1 + e2 − 1)/(
√

1 + e2 + 1), with e = gd, and the

area parameter ao is given by a0 = Amin/8p. The parameter m in the solution is related to the ADM

mass M by M = m(1 + P)2.

The case of massless scalar fields is quite easy to deal with. Since the BH is static and spherical,

the field can be written as Φ(r, q, f, t) = R(r)S(q)ei(wt+mf) and the generalized Klein–Gordon

equation is:

1√−g
∂µ(gµn

p

−g∂nΦ) = 0, (16)

Leading the metric given in Equation (15) to the radial equation:

√
GF

H

∂

∂r

✓

H
√

GF
∂R(r)

∂r

◆

+

✓

w2 − G

H
l(l + 1)

◆

R(r) = 0. (17)

Using the tortoise coordinate dr∗2 ≡ dr2

GF , one can impose the appropriate boundary conditions,

fit the asymptotic solutions and sum over the different values of l to get the final cross-section, which is

given in Figure 4.
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This view is however not that straightforward. When the BH undergoes a transition from the

mass M1 to the mass M2, which is extremely close to M1 if the black hole is massive, the quantum

state after the jump is—in the global perspective—completely different from the initial one. The final

state corresponds to values of the spins (labeling the SU(2)representations of the edges puncturing

the horizon or colors of the graph) that are generically deeply different from the ones of the initial

state. Assuming that the quasidense distribution of states is correct requires a full reassigning of the

quantum numbers for every single transition, which is in tension with a quantum gravitational origin

of the evaporation process. As we will explain later, if, instead, one assumes that the evaporation is

due to a change of state of an “elementary area cell”, there is no reason for all of the other surfaces

paving the horizon to change simultaneously their quantum state (as argued, e.g., in [62]). This even

raises a causality issue: how can a “far away” elementary cell know how it should change to adjust to

the others?

Another view, to account for this issue, was however suggested in [63] (somehow in the line

of [64]), assuming that each particle emitted is basically due to the relaxation of the BH following a

change of state of a single elementary cell. This was called a local quantum gravity dynamics. This does

not assume that local processes magically know the global BH quantities like temperature, entropy

and mass: after the quantum jump, without any a priori knowledge of the picture, the BH relaxes

through a semiclassical process consistent with the energy available. This naturally leads to a spectrum

whose properties fit the Hawking description.

This hypothesis leads to phenomenological results comparable to those of [40], but with a clear

foundation in the LQG framework. The key point is that the same change of area dA (∼ APl) implies

a relative peak separation in the spectrum dE/T, which is independent of the BH mass. Quantum

gravity effects can therefore be expected to be measured for masses arbitrarily far above the Planck

mass. This deeply contrasts with what was believed to be expected in initial LQG studies. The density

of reachable states is no longer quasidense.

The eigenvalues of the area operator given by Equation (44) are not equally spaced: only in the

large-j limit does a regular line spectrum arise. It is shown in [63] that this interesting feature could

allow one to distinguish between different LQG models of black holes (in particular those in the line

of [28] favoring low spin values and the holographic ones [51] where higher spins could dominate).

If one calls nA0/2 the area variation associated with one quantum jump, n being an integer and

A0 the basic area ∼ APl , the relative variation of energy of the emitted particles between emissions

is ∆E/E ≈ nA0/(2A). The change in energy is therefore negligible, and the line structure should be

observable if it exists: the BH mass evolution during its evaporation does not erase this feature.

The criterion for the detection of a signal coming from an evaporating primordial black hole

(PBH) [65] consists of asking for a mean time ∆t between two measured photons smaller than a given

reference time interval ∆t0. This allows one to estimate a maximum distance for detection of:

Rmax ≈
r

S∆t0

M
. (28)

The realistic case however corresponds to the signal emitted by a distribution of PBHs with

different masses. Does the global line structure remain? It was shown that if the temperature of the

universe does not change by more that 5–10% during the formation of the considered PBHs, the line

structure holds.

Another issue had to be considered seriously: when the temperature of the BH is higher than

the quantum chromodynamics (QCD) confinement scale, the evaporating BH also emits partons that
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will fragment into hadrons. Some of those will then decay into gamma-rays, denoted as “secondary”.

The secondary instantaneous spectrum reads as:

d2Ng

dEdt
= ∑

j

Z ∞

Q=E
ajΓj(Q, T)

⇣

e
Q
T − (−1)2sj

⌘−1
(29)

×
dgjg(Q, E)

dE
dQ,

where j = 1, ...6 is the flavor, sj = 1/2 ∀j, dg(Q, E)/dE is the normalized differential fragmentation

function (determined using the “Lund Monte Carlo” PYTHIAcode [66]), Q being the quark energy,

T the temperature of the black holes, a the number of degrees of freedom, Γ the cross-section and E the

photon energy. The time-integrated spectrum is then given by:

dNg

dE
=

Z M f

Mi

d2Ng

dEdt

dt

dM
dM. (30)

Those secondary photons will obviously not exhibit the line structure of quantum gravitational

origin. The numerical simulation performed in [63] however shows that, quite surprisingly,

those electromagnetic quanta are not numerous enough to wash out the primary signal and its

line structure, which could indeed still be measured. The amplitude of the secondary component is

indeed comparable to the amplitude of the primary one.

If this local view for the evaporation of black holes is correct, this means that this should lead to a

line structure in the spectrum, even arbitrarily far away from the Planck mass.

4. Bouncing Black Holes

4.1. The Model

Recently, the possibility that black holes could actually be bouncing objects has been revived.

In its current “LQG-compatible” version, the model was first introduced in [67], and its consequences

were studied in [68]. It was then refined in [69,70]. Basically, the idea is that what happens to the

Universe in LQC, that is a bounce, should also happen to black holes. As the contracting Friedmann

solution is connected to the expanding one by a quantum tunneling, the classical black hole solution

is expected to be glued to the white hole one by quantum gravitational effects. This is in line with

other works based on different assumptions, e.g., [71,72]. The process takes a time proportional to M2,

whereas the Hawking process requires a time of order M3. Black holes would therefore bounce before

they evaporate, and the Hawking radiation would be seen as a kind of a dissipative correction.

The important result of [69] is that a metric exists for a bouncing black-to-white hole. It is a solution

to the Einstein equations outside a finite region and beyond a finite time duration. This means that it is

possible to have a bounce from a black hole into a white hole without any spacetime modification at a

large radius. The quantum region extends slightly outside the Schwarzschild radius and can have a

short duration. The associated Penrose diagram is shown in Figure 6.

Because of the gravitational redshift, the bounce is seen as nearly “frozen” by a distant observer,

but it is extremely fast for a clock co-mobile with the collapsing null shell. In this sense, a BH is a star

that is collapsing and bouncing, seen at very slow motion from the exterior.

The key-point is to assume that classicality might not be determined by, e.g., the Kretschmann

invariant (R2 = RabcdRabcd), but by:

q = l2−b
P R tb, (31)

with b of order unity and t the (asymptotic) proper time. In this expression, units have been reinserted

for clarity. This opens the door to a possible cumulative effect like in the decay of an unstable nucleus.
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bouncing BH diameter. This makes clear sense, and this is in agreement with what happens, e.g.,

during the Hawking evaporation. The associated signal is called the low-energy component.

The second hypothesis relies on the symmetry of the process (this might not be completely

true [75], but this does not change the argument). What goes out of the white hole is what went in the

black hole. In this model, the bouncing star is formed by a collapsing null shell. The energy of the

emitted radiation should therefore be the same as the one of the incoming photons. If we consider

PBHs formed in the early universe by the collapse of over-densities, the correspondence between the

mass and the time is known. Time is also in one-to-one correspondence with the temperature of the

Universe. Therefore, for a given BH mass, one can calculate the energy of the emitted radiation, called

the high-energy component.

The idea of explaining fast radio bursts (FRBs) by bouncing black holes was suggested in [76].

Basically, FRBs are intense radio signals with a very brief duration. Events were, among others,

observed at the Parkes radio telescope [77–79] and by the Arecibo Observatory [80]. Could they be

explained by (the low-energy component of) bouncing black holes?

As mentioned before, the bouncing time can be estimated to be of the order of:

t = 4k M2. (33)

For the phenomenology of FRBs, one sets the parameter to its lowest possible value: k = 0.05.

PBHs with an initial mass around:

MtH
=

r

tH

4k
∼ 1026 g, (34)

where tH is the Hubble time, would therefore be expected to explode today. One can notice that,

naturally, this mass is much higher than M? ∼ 1015 g, corresponding to black holes that would require

a Hubble time to evaporate by the Hawking process. In the case of the low energy channel of bouncing

BH, the emitted radiation wavelength should be of the order of 200 microns, three orders of magnitude

below the measured 20 cm of FRBs.

This apparent discrepancy has been addressed and solved in [81]. The key idea lies in the fact

that if the black-to-white hole transition is to be understood as a tunneling process, the lifetime of a BH

should be considered as a random variable. The probability for a black hole not to have bounced after

a time t is given by:

P(t) =
1

t
e−

t
t . (35)

Let us model the shape of the signal emitted by a single black hole by a simple Gaussian function

of width sE. The full signal due to a local distribution of bouncing black holes is given by:

dNg

dE
=

Z ∞

MPl

Ae
− (E−E0)

2

2s2
E ·

dN

dM
(M) ·

1

4kM2
e
− tH

4kM2 . (36)

The key-point is that the mean energy of the detected signal is not necessarily the naively expected

one, that is may not be E ∼ 1/(4MtH
) where MtH

is such that tH = 4kM2
tH

(this corresponds to BHs

having a characteristic lifetime of the order of the age of the Universe, leading to the emitted wavelength

three orders of magnitude too small to account for FRBs). If the mass spectrum of PBHS is however

peaked around a mass M0,

dN

dM
∝ e

− (M−M0)
2

2s2
M , (37)

which can be different than MtH
, the mean emitted energy will be around 1/(4M0), which can differ

from 1/(4MtH
). This happens because of the distributional nature of the bouncing time.
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4.3. Background

It is also important to consider a possible background emission. In this case, one does not look

for a single event, but from the diffuse emission due to a distribution of BHs. The number of photons

detected per time unit, surface unit and energy unit is given by:

dNmes

dEdtdS
=

Z

Φind((1 + z)E, R) · n(R) · A(E) · f (E, R)dR, (41)

where Φind(E, R) is the flux emitted by a single BH at distance R and at energy E, n(R) is the number

of BHs bouncing at distance R per unit time and volume, A(E) is the acceptance of the detector

convoluted with its efficiency and f (E, R) is the absorption. The n(R) term does depend on the shape

of the initial mass spectrum of PBHs, which is unknown. It has however been checked that varying

this shape has no significant impact on the results.

The study was carried out for both the low-energy and the high-energy components. In this

latter case, it is important to take into account the hadronization of emitted quarks that will produce

hadrons potentially decaying into gamma-rays. This was modeled using the PYTHIA Monte Carlo

program [66]. Quite surprisingly, the result is that, due to a kind of redshift-compensation effect,

the integrated signal is very similar to the single event one. It basically appears as a distorted Gaussian

function [83].

This also raised the question about whether it could be possible to explain the gamma-ray excess

coming from the galactic center, as observed by the Fermi satellite. This has been reported in [84–86]

and even observed at higher galactic latitudes [86,87]. Once again, many astrophysical interpretations

have been suggested. Millisecond pulsars are probably the most convincing hypothesis (see, e.g., [88]);

it is however not yet fully satisfactory [87], and their is room for new physics. Interestingly, it was

demonstrated in [82] that bouncing BHs can indeed explain the Fermi excess if the k parameter is

chosen at its higher possible value. It is worth noticing that the values required to explain either

the FRBs or the GeV gamma-ray excess are not “random”, but either the smallest or the highest

possible ones.

In [82], the secondary spectrum, mostly due to the decay of neutral pions, was shown to be well

approximated by:

f (E, e) =
aeb

pg



g2

(e − e0)2 + g2

�

e−(
4e
E )

3

, (42)

E being the quark energy, e the photon energy, a = 50.7, b = 0.847, g = 0.0876 and e0 = 0.0418 (the

energies being in GeV), whereas the direct emission due to the low-energy component (the high-energy

component cannot be smaller than a TeV and is not relevant for this study) is given by:

g(E, e) = Ae
− (e−E)2

2s2 + 3N
√

2pAs f (E, e), (43)

where N is the number of flavors of quarks with m < E.

The best fit is shown in Figure 10. The fact that the bouncing BH signal can account for the data

is in itself non-trivial. It is, for example, absolutely impossible to reproduce the measurements with

evaporating BHs. In addition, the most important result here lies in the amplitude of the little bump

on the left of the plot. It is associated with the secondary emission (that is the one coming from the

hadronization and subsequent decay of emitted partons). As the number of emitted quarks and gluons

is much higher than the number of directly emitted photons (responsible for the main bump), it could

have been (wrongly) expected that this indirect emission conflicts with the background displayed as

the horizontal green dashed line on the plot. Due to the subtle energy distribution in the jets, this is

not the case, and at this stage, the explanation by bouncing BHs does work satisfactorily.
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On the other hand, for those relics to be formed by evaporated black holes, one needs:

M3
i < tH , (46)

where M3
i is the Hawking evaporation time. This leads to:

1010 g < Mi < 1015 g. (47)

It is argued in [95] that this corresponds to typical Hubble masses at reheating, making the

scenario convincing.

It should be emphasized that quite a few models leading to stable relics at the end of the Hawking

evaporation process have been proposed so far, relying on many different assumptions (see [37,96–108]

to mention only a few historical references among many others). In those models, the relics are

completely stable. This makes the situation easier: the only constraint is then that initial primordial

black holes did evaporate within the Hubble time, but there is no lower bound on Mi. From this point

of view, the new model [95] is more challenging than the usual pictures, which does not make it wrong.

The key-point is of course to find a way to produce enough primordial black holes so that the

white hole relics account for dark matter, without relying on too exotic physics, as this is one of the

motivations for this new scenario. As the CMB-measured amplitude and slope of the primordial

power spectrum would lead to a vanishingly small number of primordial black holes, an extra input

is obviously needed. A possibility would be to follow [109] and use Starobinsky’s broken scale

invariance spectrum [110]. The main idea is that power is increased at small scales through a step in

the power spectrum.

Let us call MH,e the Hubble mass at the end of inflation, p2 the ratio of the power on large scales

with respect to that on small scales, dmin the minimum density contrast required to form a black hole,

MWH the mass of the white hole, Ω2
WH,0 the abundance of white holes today, LW the Lambert-W

function and sH the mass variance. One can then show that:

p ≈
sCMB

H

dmin

v

u

u

tLW

(

8.0 × 10−6

2pΩ2
WH,0



MWH

Mp

�2 1015 g

MH,e

�3
)

. (48)

Requiring ΩWH,0 ≈ 0.3, dmin ≈ 0.7 and MWH ≈ Mp allows one to perform an explicit evaluation of

p, and this fixes the parameters of the scenario assuming that the reheating temperature is high enough.

However, a major problem remains to be solved. If the white hole relics are to be made by

primordial black holes with initial masses between 1010 g and 1015 g, one must consider the severe

constraints associated with nucleosynthesis. The D/H, Li6/Li7 and He3/D ratios must not be distorted

by the evaporation of black holes (assumed to be the “seeds” of the white hole relics) beyond observed

values [65]. This forbids the easy formation of enough relics, unless a way to evade those constraints is

found. This is the major challenge for future studies (which is fortunately easier to deal with when

extended mass functions are taken into account [111]).

Another possibility was imagined in [112]. Here, the objects are assumed to be formed before the

bounce in a cosmological model where the Big Bang singularity is replaced by a tunneling between

the classically contracting and the classically expanding Friedmann solutions, as suggested by loop

quantum cosmology [113]. This is in principle consistent, and other theories of quantum gravity might

lead to this new paradigm. This evades the previously mentioned problem. However, in a different

setting, the possibility was already considered in [114–116].

Very interestingly, the proposal is also related to the idea that the entropy and arrow of time could

be perspectival [117]. This approach sheds new light on the old paradox of the apparently low entropy

of the initial state of the Universe: the Universe is not anymore homogeneous at the bounce, and our

observed entropy is determined by the fact that we cannot access the huge volume inside the abundant

white hole remnants. It might seem puzzling that the authors explain the “un-naturally” low entropy
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of the Universe by arguing that the probability for us to be where we are (outside of a relic) is only one

part in 10120. It is however meaningful in the sense that a special position is much more anthropically

“acceptable” than a special state.

More importantly, it seems hard for the dark matter remnants to be already present at the

bounce time. The current density of the universe is r0 ∼ 10−30 g cm−3. If we assume the usual

cosmological evolution, we had at least 60 e-folds of inflation followed by approximately 60 e-folds of

radiation, matter and cosmological constant-dominated expansion. This means that the scale factor

has increased by at least a factor 1052 since the bounce. The density of remnants should then be at least

10156 × 10−30 = 10126 g.cm−3 at the bounce, that is 1033rPl . Leaving apart the fact that this value is

probably unphysical (the bounce would have happened before when thinking in the positive time

direction), this is anyway incompatible with Planck mass and Planck size remnants (which cannot lead

to a density higher than the Planck density without merging).

This could be evaded by assuming that no inflation took place, but this would require a quite

exotic cosmological evolution. A nice feature of bouncing models is precisely to be compatible with

inflation [7,8,118–120]. However, a possible way out could be to focus on a matter bounce (as white

hole remnants would probably behave as pressure-less matter from the viewpoint of cosmological

evolution) [121]. This requires a much lower-than-Planckian density at the bounce time.

The new scenario put forward in [90] constitutes an exciting new paradigm in black hole physics.

It would be very nice to link it with the dark matter mystery, but quite a great deal remains to be understood.

6. Gravitational Waves

Gravitational waves from merging black holes are now observed for real by interferometers [122–126].

This opens a new era with important interesting constraints on black hole physics and modified gravity.

6.1. Spin in Gravitational Wave Observations

For a rotating black hole, the Bekenstein–Hawking entropy is given by:

S(M, j) = 2pM2(1 +
q

1 − j2), (49)

where j = J/M2 is the dimensionless spin parameter. It follows from Equation (49) that, at fixed

mass M, BHs with larger spin have a smaller entropy. If one assumes that PBHs were indeed formed

in the early Universe, following a microcanonical ensemble statistics, and if we make a statistical

interpretation of the BH entropy in terms of microstates, the previous statement indicates that there are

fewer microstates with large spin than with small spin. In this context, the existence of a population

of black holes with nearly vanishing spins is naturally predicted [127]. This is to be contrasted with

astrophysical black holes, formed by the collapse of rotating stars, which are expected to be generically

rotating quite fast.

If gravitational wave interferometers were to observe a specific distribution of events with very small

spins, this would both be evidence for the primordial origin of the considered BHs (at microcanonical

equilibrium) and for the physical relevance of the Hawking–Bekenstein entropy formula.

To go in this direction, one would need to consider the entropic factor eS(m,j) as the weighting

of a spin distribution of PBHs determined by the physical process responsible for their creation.

This distribution is however not known at this time (which means in no way that it can be approximated

by a flat distribution).

6.2. Quasinormal Modes

In the current LIGO/Virgo era, it would be highly desirable to make clear predictions about

gravitational waves in LQG. The possibility of detecting gravitational waves emitted by BHs before the

bounce was mentioned in [128]. This could be extremely promising for opening a new window on the

pre-bounce Universe thanks to the non-trivial behavior of the luminosity distance in the contracting
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phase, leading to a natural amplification of the signal (if the Universe is, e.g., matter dominated).

This, however, does not address the question of the specific modification to the gravitational wave

shape induced by LQG corrections.

The best way to face this difficult question is probably to focus first on quasinormal modes

(QNMs). They correspond to the ringdown phase between the transient and the exponential or power

law tail in a BH merging. The radial part of the perturbed metric is described by:

Ψ = Ae−iwt = Ae−i(wR+iwI)t, (50)

where wR characterizes the oscillations and wI the characteristic damping timescale t:

t =
1

wI
.

Very importantly, the frequencies of the QNMs form a countable set of discrete frequencies [129].

There are actually two types of perturbations (axial and polar) in the linearized Einstein field equations

described by the Regge–Wheeler and Zerilli equations. In GR, those equations are isospectral, but it is

not clear whether this fundamental property still holds in LQG.

The Regge–Wheeler equation is very close to the one used to calculate greybody factors (although

the question is different: the problem of QNM is to study the relaxation of the BH itself, not the way it

scatters a quantum field). It reads for a Schwarzschild BH:

Vaxial
`

(r) =

✓

1 − 2M

r

◆ 

`(`+ 1)

r2
− 6M

r3

�

, (51)

for a mode of angular momentum `. The know-how recently gained on greybody factors could

therefore be usefully recycled for this purpose. It should however be clear that the technique is

different (one does not search for the solution of an equation for all frequencies, but for the values

of the frequencies allowing for a solution with different boundary conditions) and that only models

leading to substantial metric modification around the horizon might lead to observational effects. This

is one of the most promising ways to relate LQG corrections to BHs with observations.

7. Conclusions

The description of black holes in loop quantum gravity has much improved in the last years.

A globally consistent picture is now emerging. In this article, we have reviewed its possible

experimental consequences.

The main results are the following:

• First, the Hawking evaporation spectrum should be modified in its last stages. We have shown that

it could not only allow for the observation of a clear signature of LQG effects, but also, in principle,

to the discrimination between different LQG models. In particular, holographic models lead to

specific features. The value of the Barbero–Immirzi parameter could even by measured.
• Second, attempts to calculate the greybody factors were presented. They should keep a subtle

footprint of the polymerization of space and of the existence of a non-vanishing minimum area gap.
• Third, it was emphasized that a local quantum gravity perspective would lead to an observable

modification to the Hawking spectrum (line structure), even arbitrarily far away from the Planck

mass. This prediction is not washed out by the secondary emission from the BH.
• Fourth, a model with BHs bouncing into white holes with a characteristic time proportional to

M2 was presented and shown to have astrophysical consequences. It can be fine-tuned to explain

ether fast radio bursts or the Fermi gamma-ray excess, depending on the values of the parameters.

The possible associated background was also studied. A specific redshift dependence allows one

to discriminate the model from other possible explanations.
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• Fifth, the possibility of having a large amount of dark matter in the form of white holes appearing

after quantum gravitational tunneling is presented together with possible weaknesses and future

improvements of the model.
• Sixth, observable effects on gravitational wave detections associated with the BHs’ spin

distribution expected are presented.
• Seventh, promising prospects for quasinormal modes are outlined.

It could be that black holes will play a major role in making quantum gravity become an

experimental science.
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CHAPITRE 5
Principe d’incertitude généralisé

Sommaire
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Ce chapitre est de nature particulière et n’est pas à appréhender comme ses prédécesseurs. Il est
en effet dédié à une étude en cours de réalisation qui en est pour le moment à un stade assez primaire
et est de ce fait à prendre comme un ajout facultatif, un "bonus" si je puis dire, aux travaux de thèse
jusqu’alors présentés.

Réalisé conjointement avec A. Barrau, J. Mielczarek et F. Moulin le travail que nous introduisons
se base sur une généralisation du principe d’incertitude de Heinsenberg (dénommée GUP pour
"Generalized Uncertainty Principle") qui tiendrait compte de l’existence d’une échelle de longueur
minimale.

Après une introduction au GUP section 5.1 nous proposerons section 5.2 une méthode permettant
de calculer une nouvelle relation de dispersion pour la lumière qui découle de ce nouveau principe
d’incertitude. La section 5.3 sera purement bibliographique et aura pour objectif d’introduire le lecteur
à la notion d’état de lumière compressé (pour "squeezed light"), notion certes répandue en optique
quantique mais qui est probablement plus exotique pour qui n’est pas du domaine. Une fois cette
introduction faite nous aurons tous les ingrédients requis pour nous atteler à l’étude de la problématique
suivante : "Est-ce que l’existence d’une échelle de longueur minimale génère une compression (pour
"squeezing") des états de lumière ?". Nous tenterons d’y répondre en section 5.4. Nous y présenterons
notamment notre méthodologie ainsi que certains des calculs déjà effectués sur le sujet.

Bien que les concepts et outils introduits dans ce chapitre empruntent en bonne partie à un domaine
jusqu’alors non discuté, l’optique quantique, les travaux que nous y présentons ne sont pour autant
pas décorrélés du reste du manuscrit. En effet quand il est question de sonder des effets de gravitation
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quantique les deux grandes pistes que sont la cosmologie et la physique des trous noirs, bien que
privilégiées, n’ont pas non plus le monopole. Une troisième grande voie est également assidument
explorée : celle des effets intégrés. Ceux-ci résultent d’une modification de la structure intime de
l’espace. De nature faible, ils sont dits intégrés car ont besoin d’être accumulés sur de longues distances
pour être potentiellement observables 1. Le travail présenté dans ce chapitre se place dans un cadre
similaire, avec un désir de sonder la structure de l’espace à très petite échelle.

5.1 Introduction d’une échelle de longueur minimale : générali-
sation du principe d’incertitude de Heisenberg (GUP)

L’existence d’une échelle de longueur minimale apparaît dans la majorité des approches à la
gravitation quantique. Ce constat suggère une modification du principe d’incertitude de Heisenberg.

Le principe d’incertitude généralisé (ou GUP) le plus couramment étudié prenant en compte
l’existence d’une échelle de longueur minimale est donné par :

∆X∆PX �
~

2

⇣
1 + �∆P2

X

⌘
, (5.1)

où � est un paramètre inconnu qui détermine l’incertitude minimale sur la position : ∆Xmin = ~
p
�.

Ce principe d’incertitude est généré par les relations de commutations généralisées suivantes :

h
X̂, P̂X

i
= i~

⇣
1 + �P̂2

X

⌘
. (5.2)

Pour générer une telle relation de commutation P. Pedram a proposé dans [197] de considérer les
opérateurs position et impulsion généralisés suivants :

X̂ = x̂ et P̂X =
tan

⇣p
� p̂x

⌘

p
�

, (5.3)

où x̂ et p̂x sont les variables canoniques standard satisfaisant
⇥
x̂, p̂x

⇤
= i~. Au premier ordre en �

l’opérateur impulsion généralisé s’exprime P̂X = p̂x +
1
3� p̂3

x.

Il peut être aisément montré que ces variables généralisées possèdent bien la relation de commuta-
tion souhaitée :

h
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i
=

"
x̂, p̂x +

1
3
� p̂3

x

#
(5.4)
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1 + �P̂2
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⌘
au premier ordre en � .

1. C’est pourquoi il est intéressant pour étudier ces effets de s’intéresser à des signaux astrophysiques dont les sources
sont extra-galactiques, comme les "Gamma Ray Bursts"[196].
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Ces relations de commutation modifiées impliquent, entre autres, une modification des spectres en
énergie de différents modèles tels que l’oscillateur harmonique quantique. En effet le Hamiltonien de
l’oscillateur harmonique s’écrit, suite à la transformation proposée par Pedram, comme :

Ĥ =
1
2

⇣
P̂2

X + !
2X̂2

⌘
(5.5)

=
1
2

2666666664
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= Ĥ0 + Ĥ1 au premier ordre en �

où Ĥ0 =
1
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⇣
p̂2
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2 x̂2

⌘
et Ĥ1 =

�

3 p̂4
x

2.

5.2 Obtention d’une relation de dispersion modifiée à partir du
GUP

Des modifications potentielles de la relation de dispersion des photons dans le vide sont souvent
recherchées pour tenter de sonder la structure de l’espace aux très petites échelles. Nous présentons
ci-dessous une méthodologie permettant de calculer une nouvelle relation de dispersion pour la lumière
qui tiendrait compte du GUP.

La plupart des propriétés de la lumière (excepté sa polarisation) peuvent être saisies en s’intéressant
à un simple champ scalaire non massif �

�
~x, t

�
, dont la décomposition de Fourier s’écrit

�
�
~x, t

�
=

1
p

V

X

~k

�̃~k(t)e
i~k.~x , (5.6)

où la somme sur les ~k désigne une somme sur les modes. Son moment conjugué ⇡
�
~x, t

�
peut

être décomposé de manière similaire et ses composantes de Fourier sont notées ⇡̃~k(t). L’étude est
ici restreinte à un volume tridimensionnel fini V afin de n’avoir à considérer que des symboles de
Kronecker et non des deltas de Dirac. Bien que les composantes de Fourier du champ et de son moment
conjugué soient complexes, � et ⇡ sont eux réels. Ceci nous permet d’écrire, parmi d’autres possibilités,

�̃~k =
ei ⇡4�~k + e�i ⇡4��~kp

2
et ⇡̃~k =

ei ⇡4⇡~k + e�i ⇡4⇡�~kp
2

(5.7)

où �~k, ⇡~k 2 R et
n
�~k, ⇡~k0

o
= �~k,~k0 .

Le Hamiltonien d’un champ scalaire non massif, d’expression

H� =

Z

V

d3x

 
⇡2

2
+

1
2
�ab@a�@b�

!
(5.8)

2. Le spectre en énergie de ce nouvel Hamiltonien sera calculé un peu plus loin.
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peut alors se ré-écrire comme

H� =
1
2

X

~k

⇣
⇡2
~k
+ k2�2

~k

⌘
, (5.9)

où k =
p
~k · ~k. Cette forme du Hamiltonien, qui décrit une somme infinie d’oscillateurs harmoniques

découplés labellisés par différents vecteurs d’onde k, permet de mieux cerner l’analogie entre champ
scalaire et lumière.

En effet le champ électrique, ou plus exactement ses oscillations, sont décrites en optique quantique
à l’aide d’un oscillateur dit électromagnétique analogue à l’oscillateur harmonique 3. Le Hamiltonien
associé est donné par

Ĥ =
1
2

⇣
p̂2 + k2q̂2

⌘
(5.10)

pour un unique mode ou

Ĥ =
X

~k

Ĥ~k =
1
2

X

~k

⇣
p̂2
~k
+ k2q̂2

~k

⌘
(5.11)

pour un ensemble de modes ~k. Nous retrouvons donc l’équivalent quantifié du Hamiltonien du
champ scalaire sans masse donné Eq.(5.9). Les opérateurs p̂ et q̂, appelés quadratures, jouent les
rôles des opérateurs position et impulsion du cas standard. Cette modélisation de la lumière permet la
description soit d’ondes planes soit de modes normaux si la lumière est piégée dans une cavité.

Or une fois le GUP pris en compte les quadratures doivent également être généralisées 4. La

transformation de Pedram donne donc, conformément à l’équation (5.3) : Q̂ = q̂ et P̂ =
tan(
p
� p̂)p
�

, ou

P̂ = p̂ + (1/3)� p̂3 au premier ordre en �.
Le Hamiltonien donnant l’énergie (quantifiée) du champ électrique s’écrit donc, au premier ordre

en �, de manière analogue au Hamiltonien donné Eq.(5.5) :
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p̂2
~k
+ k2q̂2
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+
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3

X

~k

p̂4
~k
. (5.12)

Pour calculer la nouvelle relation de dispersion à partir de ce stade nous pensons nous inspirer de
la méthodologie suivie dans l’article [199], que je retranscris ici dans les grandes lignes 5. Ré-utilisons
l’analogie avec le champ scalaire non massif. La fonction de corrélation à deux points dans l’état
fondamental s’écrit

h0| �̂(~x, t)�̂(~y, t0) |0i =
1
V

X

~k

Z
d!

2⇡
D⇣

!,~k
⌘ei~k.(~x�~y)�i!(t�t0) (5.13)

où ∆En = E
(1)
n � E

(1)
0 et D⇣

!,~k
⌘ le propagateur. En considérant p2 = �!2 + k2 celui-ci s’écrit

3. Le champ magnétique étant proportionnel aux variations du champ électrique, si ce dernier oscille le premier oscille
aussi. Un tel oscillateur décrit donc également les oscillations du champ magnétique.

4. Bien que l’équivalence sur le plan purement analytique entre les quadratures électromagnétiques {q̂, p̂} et les
opérateurs position et impulsion {x̂, p̂x} soit évidente il n’est pour le moment toujours pas clair pour moi pourquoi le GUP,
qui se manifeste sur la quantité physique "longueur" et son moment conjugué "impulsion", affecte également les opérateurs
q̂ et p̂, comme il est d’usage de le faire dans la littérature, voir par exemple [198]).

5. Les équations que nous retranscrivons ici ont pour vocation d’éclairer sur la démarche mais devront être spécifiées
pour le cas particulier de notre étude.
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D⇣
!,~k

⌘ =
X

n

2i∆En |cn|
2

p2 + ∆E2
n � k2 � i✏

. (5.14)

La relation de dispersion est alors obtenue en calculant le pôle (ou les pôles) du propagateur, qui
dépend(ent) :

1. De ∆En = E
(1)
n � E

(1)
0 , que nous pourrons calculer une fois le nouveau spectre en énergie du

système connu.

2. Des coefficients |cn|
2, qui correspondent aux coefficients de développement des nouveaux états

de base (du Hamiltonien modifié par le GUP) dans la base des vecteurs propres du Hamiltonien
de l’oscillateur harmonique quantique standard.

Calcul des nouveaux états d’énergie de l’oscillateur harmonique

La modification du Hamiltonien de l’oscillateur harmonique par le GUP donnée Eq.(5.5) induit une
modification des états d’énergie associés. L’expression du nouveau spectre avait été d’abord obtenue
en 1995 par A. Kempf, G. Mangano et R.B Mann dans [200] avec une prescription plus ancienne (et
apparemment problématique [197]) des opérateurs position et impulsion généralisés que celle proposée
par Pedram. Ce dernier a néanmoins montré que le spectre en énergie obtenu avec les nouveaux
opérateurs généralisés donnés Eq.(5.3) coïncide exactement avec celui de de Kempf, Mangano et Mann
[197].

Le nouveau spectre en énergie s’exprime donc :
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Au plus bas ordre en � il se réduit à

En(!) = ~!
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Nous voyons que, à � fixé, celui-ci s’écarte du spectre standard pour de grandes valeurs du nombre
quantique n. Notamment, à la différence du spectre usuel, il croit asymptotiquement comme n2. Cette
expression au premier ordre en �, suffisante pour notre étude, peut être rapidement retrouvée en

calculant hn| Ĥ |ni. En effet, en utilisant q̂ =

q
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q
~!
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Puisque les {|ni} forment une base orthonormée les seuls termes non nuls sont ceux avec un nombre
identique d’opérateurs â et â†. Ainsi
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Nous retrouvons donc bien l’expression approximée au premier ordre en � provenant de la solution
complète.

Maintenant que nous avons le nouveau spectre en énergie du système il nous sera possible, une
fois les |cn|

2 obtenus (ce qu’il nous reste à faire), de calculer les pôles du propagateur afin d’obtenir
la nouvelle relation de dispersion de la lumière qui tient compte de l’existence d’une longueur minimale.

Une modification de la relation de dispersion est a priori mesurable. Nous avons donné des
exemples dans le chapitre lié à la cosmologie : le comportement ultra-violet des spectres primordiaux y
est sensible. Des effets sont également envisageables dans le secteur des trous noirs (voir par exemple
[201]). Mais c’est avant tout la propagation des astroparticules (photons et neutrinos) sur des distances
cosmologiques qui pourrait signer de tels effets. La plupart des études concluent à ce jour pour une ab-
sence d’anomalie significative, d’autant que des effets purement astrophysiques peuvent naturellement
induire une variation du temps d’arrivée de photons en fonction de leur énergie. Quelques indications
intéressantes d’effets potentiellement liés à la structure granularité de l’espace existent néanmoins pour
les photons d’énergie supérieure à 40 GeV (voir [202] et [203]). Il serait pertinent d’incorporer dans
de telles études des relations de dispersion obtenues avec la méthodologie ici proposée.

Abandonnons maintenant le GUP quelques instants pour nous intéresser au second constituant
majeur de notre projet : les états de lumière compressés.

5.3 États de lumière compressés ("squeezed light")

Ayant peu de recul sur ce sujet auquel je m’attelle tout juste et supposant que le lecteur coutumier

des trous noirs et de la cosmologie primordiale peut n’être pas expert en optique quantique, j’ouvre ce

chapitre par une synthèse de l’article de revue de A. I. Lvovsky [204].

Les états dits compressés du champ électromagnétique, observés pour la première fois en 1985,
peuvent être générés par de nombreux procédés d’optique non linéaire (voir [205] pour une revue des
différentes techniques). Ils sont notamment d’un intérêt particulier en information quantique [206] et
métrologie quantique [207, 208]. Nous chercherons ici à savoir si leurs propriétés peuvent également
être utilisées pour sonder la structure propre de l’espace, notamment la potentielle existence d’une
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échelle de longueur minimale. Plus précisément nous désirons voir si le GUP induit une compression
de différents états optiques. Avant de poursuivre il nous faut donc préciser ce que l’on entend par "état
compressé".

5.3.1 États de lumière compressés à un mode ("Single-mode squeezed light")

Pour se faire une idée de ce que l’on dénomme par compression, ou "squeezing", considérons un
oscillateur harmonique quantique. La fonction d’onde de son état vide dans la base (adimensionnée)
des positions est

Ψ0(x) =
1
⇡1/4

e�
x2
2 . (5.19)

Sa transformée de Fourier donne la fonction d’onde correspondante dans la base (adimensionnée)
des impulsions 6 :

Ψ̃0(p) =
1
p

2⇡

Z +1

�1
e�ipx
Ψ0(x)dx =

1
⇡1/4

e�
p2

2 . (5.20)

Nous voyons que la forme de la fonction d’onde de l’état vide est identique et donnée par une gaus-
sienne dans les deux bases. De ce fait les variances des observables canoniques position et impulsion
de l’état vide sont également identiques et valent h0|∆x2 |0i = h0|∆p2 |0i = 1/2.

Introduisons un nouveau paramètre R > 0 appelé facteur de compression ("squeezing factor").
La fonction d’onde de l’état vide compressé ("squeezed-vacuum state") |sqRi s’écrit alors à partir de
l’état vide initial comme

ΨR(x) =

p
R

⇡1/4
e�

(Rx)2

2 (5.21)

dans la base des positions et

Ψ̃R(p) =
1

⇡1/4
p

R
e�

(p/R)2

2 (5.22)

dans la base des impulsions. Les variances des deux observables x et p sont alors données par

h∆x2i =
1

2R2
et h∆p2i =

R2

2
. (5.23)

Nous pouvons donc discerner deux cas :

(i) Si R > 1 la variance de la position est plus faible que celle de l’état vide usuel. On dit alors que
l’état vide |sqRi est compressé selon la position ("position-squeezed").

(ii) Si R < 1 alors l’état vide |sqRi est ce coup-ci compressé selon l’impulsion ("momentum-

squeezed").

Remarque : L’intensité du bruit du champ électrique associé à des états de lumière compressés
tombe, pour certaines valeurs de la phase, sous le bruit associé à l’état vide. Dit autrement il est possible
à l’aide de lumière compressée d’observer moins de bruit que s’il n’y avait pas de lumière du tout.

6. Afin d’alléger les écritures nous abandonnons ici l’indice x qui servait auparavant à différencier l’impulsion px de la
quadrature électromagnétique p et notons l’impulsion uniquement p.
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Voilà une bien curieuse (et intéressante) propriété.

La fonction de Wigner, équivalent quantique de la densité de (quasi-)probabilité dans l’espace
des phases, permet de bien se représenter le phénomène de compression, comme illustré Fig.5.1.

Figure 5.1 – Fonctions de Wigner de différents états à un mode.

Rappel : Les états dits cohérents correspondent aux vecteurs propres de l’opérateur annihilation
â |↵i = ↵ |↵i, où ↵ 2 C. Ce sont les états quantiques les plus "classiques" qui existent au sens où
ils minimisent le principe d’incertitude de Heisenberg de manière symétrique, i.e ∆x∆p = 1

2 avec
∆x = ∆p = 1p

2
. Notons que l’état vide usuel de l’oscillateur harmonique est un état cohérent gaussien 7.

Nous voyons également Fig.5.1 que les états de lumière diffèrent des états vides en cela que leur
fonction de Wigner n’est pas centrée sur l’origine de l’espace des phases 8.

Or il est facilement possible déplacer le centre de la fonction de Wigner, permettant ainsi de
passer par exemple d’un état vide à un état de lumière (ou inversement), à l’aide de l’opérateur de
déplacement dans l’espace des phases D̂(↵), dont l’action dans la représentation de Heisenberg est

D̂†(↵)â†D̂(↵) = â† + ↵ . (5.24)

7. D’une manière purement terminologique il n’est pas clair pour moi le vide de l’oscillateur harmonique soit un état
cohérent. En effet de tels états s’écrivent |↵i = e�|↵|

2/2 P1
n=0

⇣
↵n/
p

n!
⌘
|ni. Ils correspondent donc à une superposition d’états

avec des nombres de particules différents, le poids étant déterminé par la condition de normalisation h↵|↵i = 1. Ainsi un
état cohérent ne possède pas un nombre de particules déterminé, la probabilité de trouver un nombre de photons n pour
un état cohérent suit une distribution de Poisson. C’est d’ailleurs la raison je pense pour laquelle il est vecteur propre de
l’opérateur annihilation. Retirer une particule ne change pas le système. Il est vrai que l’état vide est lui aussi vecteur propre
de â (de valeur propre 0) mais ce coup-ci car il n’y a rien à annihiler. La situation me semble donc légèrement différente.

8. Ce que je dénomme ici par "État de lumière compressé" est parfois appelé "État cohérent compressé". C’est à ma
connaissance une fois de plus une simple question de terminologie qui se résume je pense à savoir si un état cohérent
minimise simplement le principe d’incertitude de Heisenberg ou s’il le minimise de manière symétrique i.e avec ∆x = ∆p.
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Cet opérateur peut également être exprimé comme

D̂(↵) = e�
1
2 |↵|

2
e↵â†e�↵

⇤â . (5.25)

Un état de lumière cohérent peut donc s’exprimer à partir de l’état vide (cohérent) comme
|↵i = D̂(↵) |0i.

Bien que cela ne soit pas directement utile pour nos travaux (pour le moment du moins) il est je
pense intéressant de montrer le lien entre compression et transformée de Bogoliubov.

Considérons l’opérateur de compression (pour "Squeezing operator")

Ŝ (⇠) = e(⇠â2�⇠⇤(â†)2)/2 , (5.26)

où ⇠ = rei� avec r = ln(R) et � une phase qui détermine l’angle de la quadrature compressée. Nous
supposerons cette phase nulle de sorte que ⇠ = r. En définissant un temps t = r/↵ l’opérateur de
compression s’écrit Ŝ (r) = e�i(Ĥ/~)t, où

Ĥ = i~↵
h
â2 � (â†)2

i
/2 . (5.27)

Étudier l’action de l’opérateur de compression sur un état revient donc à considérer son évolution
sous le Hamiltonien ci-dessus. Il est alors possible de montrer que

˙̂a =
i

~

h
Ĥ, â

i
= �↵â† (5.28)

et

˙̂a† =
i

~

h
Ĥ, â†

i
= �↵â . (5.29)

En se rappelant que

x̂ =
â + â†
p

2
et p̂ =

â � â†
p

2i
(5.30)

nous pouvons ré-écrire les équations Eq.(5.28) et Eq.(5.29) comme

˙̂x = �↵x (5.31)
˙̂p = ↵p , (5.32)

ce qui nous amène,après un temps t, à

x̂(t) = Ŝ †(r)x̂(0)Ŝ (r) = x̂(0)e�r = x̂(0)/R (5.33)

p̂(t) = Ŝ †(r) p̂(0)Ŝ (r) = p̂(0) ⇥ R . (5.34)

Cette évolution amène donc, comme attendu, à compression de la position et un élargissement de
l’impulsion d’un facteur R = er. La transformation des opérateurs création et annihilation associée est
donnée par
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â(t) = â(0) cosh(r) � â†(0) sinh(r) (5.35)

â†(t) = â†(0) cosh(r) � â(0) sinh(r) (5.36)

ce qui correspond ni plus ni moins à une transformation de Bogoliubov. Ce type de transformation
est couramment utilisé lors de la description de champs quantiques en espace courbe, notamment
pour rendre compte de la création de particules par des tours noirs ou lors de la la fin de la phase
inflationnaire.

5.3.2 Lumière compressée à deux modes ("Two-mode squeezed light")

Les états de lumière compressés à deux modes sont des états non pas d’un, mais de deux oscillateurs
(mécaniques ou électromagnétiques), auxquels il est d’usage d’associer les expérimentateurs fictifs
Alice et Bob. Si nous appelons xa et xb leurs observables de position alors la fonction d’onde associée
au produit tensoriel des états vides des deux oscillateurs |0i ⌦ |0i s’écrit, dans la base des positions,

Ψ00(xa, xb) =
1
p
⇡

e�
x2
a
2 e�

x2
b
2 =

1
p
⇡

e�
(xa�xb)2

4 e�
(xa+xb)2

4 . (5.37)

Elle est représentée dans la partie supérieure gauche de la figure 5.2. Son équivalent dans la base
des impulsions Ψ00(pa, pb) s’écrit de manière analogue. Nous l’avons représenté dans le coin supérieur
droit de la figure 5.2.

Tout comme pour des états mono-mode il est possible de définir un vide compressé à deux modes.
Noté |T MS Vi pour "two-mode squeezed vacuum state", sa fonction d’onde dans la représentation des
positions est donnée par

ΨR(xa, xb) =
1
p
⇡

e
� (xa+xb)2

4R2 e�R2 (xa�xb)2

4 . (5.38)

Sa contrepartie dans la base des impulsions est obtenue de celle dans la base des positions par
transformée de Fourier et s’écrit

Ψ̃R(pa, pb) =
1
p
⇡

e
� (pa�pb)2

4R2 e�R2 (pa+pb)2

4 . (5.39)

Nous voyons qu’à la différence du double vide usuel le TMSV est un état intriqué. Par exemple
pour des R > 1 les positions de Alice et Bob deviennent corrélées et leurs impulsions anti-corrélées.

En effet de manière similaire à l’état à un mode la compression d’un état à deux modes s’obtient
sous action d’un opérateur de compression, dont l’expression est désormais

Ŝ 2(⇠) = e�⇠âb̂+⇠?â†b̂† . (5.40)

En appliquant la même démarche que pour le cas mono-mode, c’est à dire en supposant de nouveau
un ⇠ = r réel et en introduisant un Hamiltonien pour dicter la dynamique il est possible de montrer que

x̂a(t) ± x̂b(t) = [x̂a(0) ± x̂b(0)] e±r (5.41)

p̂a(t) ± p̂b(t) =
⇥
p̂a(0) ± p̂b(0)

⇤
e⌥r , (5.42)
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où rappelons-le r = ln(R). Nous voyons ici que l’évolution à partir d’un état vide dans lequel ni les
positions ni les impulsions de Alice et Bob ne sont corrélées entraîne une corrélation de leurs positions
et une anti-corrélation de leurs impulsions.

Figure 5.2 – Représentations dans les bases position et impulsion de fonctions d’onde décrivant
différents états à deux modes. Partie supérieure : Le vide à deux modes n’est pas corrélé dans les deux

cas. Partie inférieure : État compressé à deux modes présentant des observables de position corrélées
et des osbervables d’impulsion anti-corrélées.

Remarque : L’état TMSV n’implique pas une compression individuelle de chaque mode. C’est
même le contraire. En effet les positions et impulsions d’Alice et Bob dans le TMSV sont données par
des distributions de probabilité gaussiennes de variances

h∆x2
ai = h∆x2

bi = h∆p2
ai = h∆p2

bi =
1 + R4

4R2
, (5.43)

qui sont supérieures à celles de l’état vide non compressé dès lors que R , 1.

5.3.3 Comment génère-t-on des états optiques compressés en laboratoire?

La technique la plus couramment utilisée se base sur le procédé d’optique non linéaire appelé
"Spontaneous Parametric Down-conversion", ou SPDC, selon lequel un photon issu d’un laser se
propageant à travers un milieu optique non linéaire de second ordre 9 peut fissionner en deux photons

9. Un milieu optique non-linéaire est un milieu dans lequel la polarisation de la matière induite par le champ électrique
de la lumière qui s’y propage peut posséder des composantes non proportionnelles au champ lui même. Cette polarisation
induit un déplacement électronique. Cet effet est toujours faible et modélisé par la théorie des perturbations. Un milieu
non-linéaire est dit de second ordre lorsque la polarisation de la matière induite par le passage de la lumière possède des
termes quadratiques. Le déplacement électronique induit sera alors à l’origine de l’émission d’un nouveau champ électrique
dont la longueur d’onde n’est pas identique à celle du champ incident mais à celle du terme quadratique lié au déplacement
électronique.
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de plus basse énergie. L’état quantique du mode optique qui en résulte et dans lequel les paires de
photons sont émises est alors un état compressé.

Plus précisément l’état compressé de sortie ne possède qu’un seul mode lorsque le procédé de
SPDC est dégénéré, i.e les deux photons qui en résultent sont indistinguables l’un de l’autre quelque
soit le paramètre regardé : fréquence, direction, sens et polarisation. Les configurations non dégénérées
correspondent elles à des états compressés à deux modes : les photons dans chacune des paires ainsi
générées sont émis en deux modes distinguables caractérisés par l’état TMSV.

Remarque : La lumière compressée joue un grand rôle dans les mesures de distances qui requièrent
une grande précision. De telles mesures sont en effet généralement effectuées à l’aide de méthodes
interférométriques. Or le bruit de phase quantique ("quantum phase noise") constituait a priori une
limite ultime à la précision qu’il était possible d’atteindre avec ces procédés. Mais l’utilisation d’états
compressés de la lumière a permis de repousser cette limite sous la barrière définie par la "Standard

Quantum Limit". De telles techniques sont notamment utilisées dans les nouvelles générations de
grands interféromètres dédiés à la détection d’ondes gravitationnelles.

Quelques propriétés

Énumérons ci-dessous quelques propriétés qu’il peut être utile de garder en mémoire :

(i) Le vide compressé à un mode possède un nombre pair de photons par mode, c’est pourquoi il
était auparavant appelé "état cohérent à deux photons".

(ii) Le vide compressé à deux modes possède lui un nombre moyen de photons par mode donné par
hni = sinh2(r). Son spectre en énergie est donné par une distribution de Boltzmann.

(iii) Il est possible d’obtenir deux états vides compressés à un mode non intriqués à partir d’un
TMSV.

5.4 Le GUP entraîne-t-il une compression des états de lumière ?

Laissons maintenant de côté le travail bibliographique et retournons à la problématique qui nous
intéresse : la compression de différents états quantiques dont l’évolution est gouvernée par le Hamilto-
nien de l’oscillateur harmonique corrigé par le GUP Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1 donné Eq.(5.5).

Pour étudier la compression il nous faudra donc calculer la fonction de Wigner d’un état

|Ψ(t)i = Û(t) |Ψ0i (5.44)

où l’opérateur d’évolution est donné par

Û(t) = e�
i
~

Ĥt = e�
i
~

Ĥ0t� i
~

Ĥ1t . (5.45)

L’état initial |Ψ0i peut lui être donné par un état à n-photons |ni, un état cohérent |↵i, etc.

5.4.1 Un premier cas "simple"

Au titre de clarification avec un système simple, commençons par calculer l’évolution sous Hamil-
tonien de l’oscillateur harmonique usuel Ĥ0 d’une fonction d’onde dont l’état initial est un état cohérent.
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Remarque : Ayant considéré un oscillateur harmonique usuel nous ne nous attendons pas à mettre
en avant de la compression. En effet une évolution sous Hamiltonien de l’oscillateur harmonique
standard correspond à une rotation dans le sens des aiguilles d’une montre de l’espace des phases autour
de son origine, ce qui ne génère pas de compression. L’enjeu est ici uniquement de se familiariser avec
le formalisme.

L’opérateur d’évolution associé à cet Hamiltonien est

Û(t) = e�
i
~

Ĥ0t = e�
i
~
!(N̂+ 1

21)t (5.46)

La fonction d’onde dans la base des "x" qui décrit l’évolution de l’état cohérent |↵i sous cet
opérateur est

Ψ(x, t) = hx| Û(t) |↵i . (5.47)

Or souvenons-nous qu’un état cohérent peut être obtenu à partir de l’état fondamental de l’oscilla-
teur harmonique par action de l’opérateur de déplacement donné Eq.(5.25), de sorte que |↵i = D̂(↵) |0i.

La fonction d’onde du système s’écrit alors

Ψ(x, t) = hx| Û(t)D̂(↵) |0i . (5.48)

Le calcul de cette fonction d’onde est donné dans l’annexe B. L’idée est surtout de montrer les
démarches que nous souhaitons effectuer plus qu’un résultat définitif. Une fois notre résultat confirmé
(ou infirmé) il nous faudra calculer la fonction de Wigner associée, définie comme

W(x, p) ⌘
1
⇡~

Z +1

�1
Ψ
⇤(x + y)Ψ(x � y)e

2ipy

~ dy . (5.49)

C’est l’étude de cette fonction qui nous permettra par la suite de mettre en évidence une potentielle
compression des états optiques considérés. Comme énoncé précédemment dans le cas ici considéré
nous n’attendons pas de compression, celle-ci n’est potentiellement attendue que si le Hamiltonien
donnant l’évolution diffère de celui de l’oscillateur harmonique usuel.

5.4.2 Évolution d’un état à n photons sous Hamiltonien de l’oscillateur harmo-
nique corrigé par le GUP

Complexifions maintenant l’exercice en considérant une évolution sous Hamiltonien de l’oscillateur
harmonique corrigé par le GUP. Nous cherchons donc ici à calculer l’évolution d’un état à n photons
(plus simple que le cas d’un état cohérent) sous Û = e�

i
~

Ĥt, où maintenant Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1.

La fonction d’onde dans la représentation des impulsions au temps t en commençant d’un état
initial à n photons est donnée par :
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Ψ(x, t) = hx| Û(t) |ni (5.50)

= hx| e�
i
~

(Ĥ0+Ĥ1)t |ni

= hx| e�
i
~

(Ĥ0+Ĥ1)t (â
†)n

p
n!
|0i

=
1
p

n!
hx| e�

i
~

(Ĥ0+Ĥ1)t(â†)n

Z
dy |yi hy|0i

=
1
p

n!

Z
dy hx| e�

i
~

(Ĥ0+Ĥ1)t(â†)n |yiΨ0(y)

Le terme exponentiel peut être décomposé en produit d’exponentielles à l’aide de la formule de
Zassenhaus :

et(X+Y) = etXetYe�
t2
2 [X,Y]e

t3
6 ([X,[X,Y]]+2[Y,[X,Y]]) (5.51)

⇥e�
t4
24 ([[[X,Y],X],X]+3[[[X,Y],X],Y]+3[[[X,Y],Y],Y])...

Pour effectuer cette décomposition il nous faut donc commencer par calculer le commutateurh
Ĥ0, Ĥ1

i
. Cela peut être facilement fait en utilisant la propriété

h
N̂, (â†)nâk

i
=

h
â†â, (â†)nâk

i
(5.52)

= â†â(â†)nâk � (â†)nâkâ†â

= â†
⇣
n(â†)n�1 + (â†)na

⌘
âk � (â†)n

⇣
kâk�1 + â†âk

⌘
â

= (n � k)(â†)nâk .

Cela donne

h
Ĥ0, Ĥ1

i
=

"
~!

 
N̂ +

1
2
1

!
,
�

3
p̂4

#
(5.53)

= �
~

3!3

12

h
N̂, (â†)4 � 4(â†)3â + 6(â†)2â2 � 4â†â3 + â4 � 6(â†)2 � 6â2 + 12â†â + 31

i

= �
~

3!3

12

⇣
4 ⇥

⇣
(â†)4 � 2(â†)3â + 2â†â3 � â4 � 3(â†)2 + 3â2

⌘⌘

, 0 .

Calculons maintenant la relation de commutation
h
Ĥ0,

h
Ĥ0, Ĥ1

ii
, toujours en utilisant la propriété

donnée Eq.(5.53) :

h
Ĥ0,

h
Ĥ0, Ĥ1

ii
=

"
~!

 
N̂ +

1
2
1

!
, �
~

3!3

12

⇣
4(â†)4 � 8(â†)3â + 8â†â3 � 4â4 � 12(â†)2 + 12â2

⌘#
(5.54)

= �
~

4!4

12

h
N̂, 4(â†)4 � 8(â†)3â + 8â†â3 � 4â4 � 12(â†)2 + 12â2

i

= �
~

4!4

12

⇣
8 ⇥

⇣
2(â†)4 � 2(â†)3â � 2â†â3 + 2â4 � 3(â†)2 � 3â2

⌘⌘

, 0
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Si nous associons Ĥ0 $ X et Ĥ1 $ Y dans la formule de Zassenhaus donnée Eq.(5.52), tous les
termes qui contiennent plus de un symbole Y peuvent être négligés comparé aux termes avec seulement
zéro ou un Y (car Y est proportionnel à �).

La fonction d’onde s’écrit

Ψ(x, t) =
1
p

n!

Z
dy hx| e�

i
~

(Ĥ0+Ĥ1)t(â†)n |yiΨ0(y) (5.55)

=
1
p

n!

Z
dy hx| e�

i
~

Ĥ0te�
i
~

Ĥ1te�(�
i
~

t)2[Ĥ0,Ĥ1]e(� i
~

t)3[Ĥ0,[Ĥ0,Ĥ1]]...(â†)n |yiΨ0(y)

=
1
p

n!

Z
dy hx|

1X

n=0

|ni hn| e�
i
~

Ĥ0te�
i
~

Ĥ1te�(�
i
~

t)2[Ĥ0,Ĥ1]

⇥e(� i
~

t)3[Ĥ0,[Ĥ0,Ĥ1]]...(â†)n

1X

m=0

|mi hm|yiΨ0(y)

=
1
p

n!

1X

n=0

1X

m=0

Z
dy hx|ni hn| e�

i
~

Ĥ0te�
i
~

Ĥ1te�(�
i
~

t)2[Ĥ0,Ĥ1]

⇥e(� i
~

t)3[Ĥ0,[Ĥ0,Ĥ1]]...(â†)n |mi hm|yiΨ0(y)

Remarque : Ici hx|ni et hm|yi représentent les fonctions propres (ou leurs formes duales) du Ha-
miltonien de l’oscillateur harmonique généralisé dans les bases "x" et "y". Elles sont données dans le
cas de l’oscillateur harmonique quantique standard par des polynômes de Hermite sous leur forme
physique (c.f Annexe B), mais correspondent dans le cas présent à des fonctions hypergéométriques,
ce qui compliquera la tâche.

Poursuivons le développement :

Ψ(x, t) =
1X

n=0

1X

m=0

1
p

n!

Z
dy hx|ni hn| e�

i
~

Ĥ0t

1X

k=0

|ki hk| e�
i
~

Ĥ1t

1X

l=0

|li hl| e�(�
i
~

t)2[Ĥ0,Ĥ1] (5.56)

⇥
1X

p=0

|pi hp| e(� i
~

t)3[Ĥ0,[Ĥ0,Ĥ1]]...
1X
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|qi hq| (â†)n |mi hm|yiΨ0(y)

=
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Ĥ1t |li hl| e�(�
i
~

t)2[Ĥ0,Ĥ1] |pi

⇥ hp| e(� i
~

t)3[Ĥ0,[Ĥ0,Ĥ1]]... |qi hq| (â†)n |mi hm|yiΨ0(y)

Le terme associé à l’oscillateur harmonique quantique standard est simple à traiter. Il s’écrit

hn| e�
i
~

Ĥ0t |ki = hn| e�
i
~
~!(N̂+ 1

21)t |ki (5.57)

= e�i!(k+ 1
2 )t hn|ki

= e�i!(k+ 1
2 )t�nk .

La situation devient en revanche rapidement plus complexe lorsque l’on s’intéresse au terme
perturbé du Hamiltonien :
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hk| e�
i
~

Ĥ1t |li = hk|
1X

b=0

⇣
� i
~

⌘
Ĥb

1 tb

b!
|li (5.58)

= hk|
1X

b=0

⇣
�i

�~!2

12 t
⌘b

b!
(â† � â)4b |li

Remarque : Pour poursuivre il nous faut développer l’identité (â† � â)4b. Trouver une expression
utilisable pratiquement de (A + B)n quand [A, B] , 0 constitue donc la prochaine étape non-triviale de
cette étude.

La valeur non nulle des commutateurs
h
Ĥ0, Ĥ1

i
,
h
Ĥ0,

h
Ĥ0, Ĥ1

ii
(et probablement de commutateurs

"d’ordres plus élevés") rend donc la décomposition de exp
n
� i
~
(Ĥ0 + Ĥ1)t

o
compliquée et il nous faut

trouver une solution pour résoudre ou contourner cette difficulté.

Voici donc l’état de l’art de cette étude. Nous sommes encore loin du but et la question initiale
demeure à ce stade hors d’atteinte. C’est néanmoins un projet potentiellement pertinent et en dépit
du caractère bien préliminaire du niveau de développement que nous avons atteint, il me semblait
opportun de le présenter brièvement ici.

Sur la question de la détectabilité

Au-delà de l’aspect purement formel, ce projet serait plus motivant encore s’il pouvait conduire
à des effets mesurables. Rien n’est moins sûr. Les sources astrophysiques de lumière cohérente sont
rares. Suivant [209] nous pouvons d’abord citer certains plasmas dont l’émission se fait en plusieurs
étapes (ondes Langmuir et conversion de la turbulences en rayonnement). Ensuite l’émission maser,
essentiellement associée à l’accélération par un champ électrique parallèle au sein d’une zone de
lignes magnétiques convergentes. Enfin, l’émission radio des pulsars. De plus, même en recourant
à ces sources (en partie exotiques et mal comprises) rien n’assure que les effets ici calculés soient
mesurables, d’autant que la cohérence concerne surtout les émissions basse fréquence. À ce stade, il
est donc raisonnable de conclure que le lien avec les observations est loin d’être établi. Mais il n’est
pas, en principe, impossible.



Conclusions et perspectives

Bien que la gravitation quantique à boucles (LQG) soit l’une des approches les plus convaincantes
vers une description quantique de la gravitation, ses prédictions expérimentales nécessitent encore
d’être consolidées. Dans ce manuscrit nous avons considéré trois de ses cadres d’application : le
système Univers, les trous noirs et les astroparticules. Le troisième n’a été qu’esquissé mais les deux
premiers ont été étudiés plus en détails.

Résumé des travaux effectués

Dans le secteur cosmologique

La cosmologie est sans nul doute l’une des voies les plus prometteuses pour tenter d’établir des
liens avec les observations. Plus particulièrement, les spectres de puissance primordiaux permettent
de combler la brèche entre théories de gravité quantique et données et ont de fait été calculés dans
différents modèles cosmologiques basés sur la LQG. Le plus populaire de ces modèles, baptisé
cosmologie quantique à boucles (LQC), prédit notamment l’existence d’un rebond cosmologique en
remplacement de la singularité initiale du Big Bang.

Afin de confronter les formes des spectres de puissance primordiaux prédites par un quelconque
modèle aux données sur le fond diffus cosmologique (CMB) il nous faut savoir quelle région de ces
spectres correspond aux échelles observées dans le CMB. L’emplacement de cette fenêtre observable
dépend du nombre d’e-folds entre le moment du rebond et la recombinaison et donc du nombre
d’e-folds d’inflation N, démontrant l’importance de ce paramètre pour nos travaux. Plusieurs études
portant sur la durée de l’inflation en LQC sont antérieures aux nôtres mais elles supposaient, entre
autres, une forme quadratique du potentiel de l’inflaton, non favorisée par les données. Nous avons
généralisé ces travaux en considérant non seulement d’autres potentiels du champ d’inflaton, mais
également d’autres possibilités de définir les conditions initiales et différents taux d’anisotropies ; ceci
dans un but d’exhaustivité. Nous confirmons que, sous certaines hypothèses conservatives, la LQC, à la
différence de la cosmologie standard, a la remarquable propriété de prédire une fonction de densité de
probabilité (PDF) de N piquée sur des valeurs étonnamment proches de la valeur minimale N ' 60�70.
Nous avons également mené une autre étude visant à éclaircir l’origine de cette capacité prédictive
dans laquelle nous montrons que la valeur de N est déterminée par la densité d’énergie critique atteinte
au moment du rebond (pour des conditions initiales et une forme du potentiel d’inflaton données).

Suite à ces études sur la durée de l’inflation en LQC nous sommes en mesure de savoir quelle
région des spectres de puissances primordiaux est sujette aux contraintes expérimentales. Les formes
des spectres de puissance primordiaux scalaire et tenseur en LQC avaient déjà été obtenues lorsque j’ai
débuté cette thèse, mais plusieurs éléments intervenant dans les calculs n’étaient pas sous contrôle et
avaient besoin d’être précisés. Le plus important d’entre eux est sans aucun doute le problème trans-
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planckien. Nous avons montré son importance capitale pour confronter les modèles aux observations.
Nous avons également étudié la sensibilité du spectre scalaire aux conditions initiales ainsi qu’à la forme
du potentiel d’inflaton. Nous avons montré la robustesse de ce spectre dans la région correspondant
aux modes d’intérêt cosmologique, renforçant les prédictions déjà établies de la LQC.

La "Quantum reduced loop gravity" (QRLG) est une nouvelle proposition visant à importer les
idées et concepts de la LQG dans le secteur cosmologique. À la différence de la LQC l’application des
symétries y est effectuée après la quantification. Dans ce modèle la singularité initiale du Big Bang est
maintenant remplacée par un scénario mélangeant rebonds et Univers émergent. Nous avons commencé
à développer la phénoménologie associée, à la fois dans les secteurs homogène et inhomogène. Il
s’avère que le modèle est en accord avec les données pour la quasi entièreté de l’espace des paramètres
exploré. En complément de ces travaux nous avons effectué une autre étude sur les Univers rebond-
émergents qui nous a permis de mettre en avant la manière dont les propriétés des rebonds sont liées à
celles des oscillations qu’ils engendrent dans les spectres primordiaux. Nous y avons également montré
que, contrairement à ce qui peut être pensé, une normalisation initiale de type Bunch-Davies suivie par
une phase d’inflation ne mène pas forcément à des spectres (quasi) invariants d’échelle.

Dans le secteur des trous noirs

Des manifestations du caractère quantique du champ gravitationnel sont également attendues dans
le secteur des trous noirs. Il a été avancé qu’une meilleure prise en compte des effets quantiques amène,
de manière analogue au rebond cosmologique présent en LQC, à un modèle de trou noir en rebond,
ou plus précisément à la prédiction d’une transition tunnel d’un état trou noir vers un état trou blanc.
Durant ma thèse nous avons montré l’importance du caractère stochastique du temps de rebond pour
l’énergie du signal associé. En plus de cela nous avons calculé les coefficients de corps gris pour
un espace-temps décrit par une métrique inspirée par la LQG. Suivant l’engouement suscité par les
récentes observations d’ondes gravitationnelles provenant de coalescences de systèmes binaires nous
nous sommes également intéressés aux modes quasi-normaux de relaxation des trous noirs. Nous
avons notamment montré que la présence d’effets de gravité quantique hors de l’horizon entraîne une
déviation de ces modes, observable pour des trous noirs bien plus lourds que la masse de Planck.
Dans une autre étude nous avons mis en évidence des comportements non triviaux de la distance de
luminosité dans un Univers en contraction, ré-ouvrant la question de la détectabilité d’évènements
pré-rebond. Enfin nous avons reconsidéré la possibilité que la matière noire soit composée de reliques
stables de trous noirs microscopiques en postulant ce coup-ci que ces trous noirs aient été formés par
collision de particules trans-planckiennes. Au prix d’une température de "reheating" plus élevée que
l’ordinaire nous retrouvons une densité de reliques correspondant à celle de la matière noire. À une
époque où les candidats à la matière noire se font de plus en plus complexes et exotiques l’idée d’un
modèle faisant appel à peu de nouvelle physique est alléchante.

En plus de ces différents travaux j’ai participé à la rédaction d’un article de synthèse couvrant la
phénoménologie associée aux trous noirs en gravité quantique à boucles. Les sujets traités reprennent
ceux énoncés ci-dessus et couvrent donc un large spectre, allant du rayonnement de Hawking aux
ondes gravitationnelles, en passant par la matière noire ...

Dans le secteur des astroparticules

L’existence d’une échelle de longueur minimale, prédite par la majorité des théories de gravité
quantique, requiert une généralisation du principe d’incertitude de Heisenberg. Dans ce manuscrit
nous avons abordé un projet actuellement en cours dans lequel nous proposons une méthodologie pour
calculer une nouvelle relation de dispersion de la lumière à partir du principe d’incertitude généralisé
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le plus usuel. Nous prévoyons bien évidemment de mettre en application cette méthodologie dès
que possible. Nous exposons également le début de nos travaux visant à déterminer si ce principe
d’incertitude généralisé modifie certaines des propriétés quantiques de la lumière.

Conclusions et perspectives

Conclusions

Nous avons vu que la gravitation quantique à boucles a engendré différents modèles cosmologiques
qui possèdent des prédictions claires quant au devenir de l’Univers homogène à haute densité d’énergie,
ce qui constitue déjà un résultat remarquable en soi. Cependant le désir de comparer ces différents
modèles aux données sur le fond diffus cosmologique se heurte à une difficulté pour le moment
radicale : le problème trans-planckien. Une description cohérente et non ambigüe du comportement
sub-planckien des modes doit être une, si ce n’est la, priorité dans le secteur cosmologique. Tant que
celle-ci n’aura pas été correctement établie il me semble difficile, si ce n’est impossible, d’espérer
exclure ou corroborer les différents modèles à l’aide des contraintes venant du CMB. L’importance de
ce problème a également été mise en avant par d’autres cosmologistes et sa résolution constitue à mon
avis le prochain challenge majeur pour la communauté.

Les trous noirs peuvent potentiellement permettre d’observer des effets de gravité quantique à
basse énergie (nous avons par exemple discuté dans ce manuscrit la possibilité qu’ils émettent des
signaux radios). Cette perspective justifierait à mon avis à elle seule de continuer à développer la
phénoménologie associée. Mais la conjoncture actuelle est bien plus réjouissante. Les mesures d’ondes
gravitationnelles par les grands interféromètres et l’effervescence qui les accompagne font que nous
nous trouvons à une période privilégiée pour la physique des trous noirs et il est de pensée commune
que ces derniers constituent plus que jamais des sondes remarquables vers de potentiels effets de
gravité quantique.

Perspectives

L’avenir proche de la cosmologie s’articule majoritairement autour de deux axes :

— D’une part les expériences LSST et Euclid vont permettre à relativement court terme de mieux
contraindre l’accélération de l’expansion en déterminant si l’équation d’état de l’énergie noire
est constante ou dynamique. Il est hélas peu probable que les nouvelles contraintes qu’elles
apporteront soient utiles au développement de la LQG, bien que des liens entre gravité quantique
et énergie noire puissent exister (l’idée que des corrections à l’équation de Wheeler-DeWitt
puissent rendre compte de l’accélération actuelle de l’expansion a par exemple été émise [210]).

— D’autre part de grands efforts sont actuellement déployés pour détecter les modes B primordiaux.
La confrontation de la relation de consistance de l’inflation (qui lie les indices scalaire et tenseur
au rapport tenseur-scalaire) à cette mesure constituera un véritable test du modèle inflationnaire.
Une mise en défaut de ce dernier laisserait la porte ouverte à des modèles de cosmologie
quantique. Néanmoins il n’est pas évident que l’indice spectral tenseur puisse être mesuré avec
la prochaine génération d’instruments. En tout cas, dans un domaine de recherche où chaque
lien avec les observations est précieux, l’arrivée de nouvelles contraintes permettant d’affiner les
modèles est évidemment bénéfique.

Concernant les trous noirs il n’y a à ma connaissance aucune raison de penser que l’effet Hawking
puisse être observé dans un futur proche (si nous mettons de côté les systèmes analogues). Les espoirs
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se tournent donc une fois de plus vers les ondes gravitationnelles, où les perspectives sont beaucoup plus
réjouissantes. L’arrivée de la troisième génération de grands interféromètres avec le Einstein Telescope

va permettre, en améliorant la résolution sur le fondamental des modes quasi-normaux et en mettant
éventuellement en évidence les premières harmoniques, d’affiner grandement les contraintes associées.
Contraintes qui sont d’un intérêt particulier car généralement très spécifiques et non redondantes.

Nous pouvons également mentionner que la possibilité de détecter des effets de gravité quantique à
l’aide de la très récente et magnifique observation effectuée par l’Event Horizon Telescope (EHT) n’est
pas nulle. Il a en effet été avancé dans [211] que la présence de corrections quantiques à des échelles
proches de l’horizon induit une variabilité temporelle de la métrique potentiellement observable sur les
images de l’EHT.

En définitive

Depuis un siècle la recherche d’une théorie quantique de la gravitation est considérée comme
l’un des graals de la physique. Après avoir été longtemps pénalisée par son absence de lien avec les
observations, la gravité quantique est désormais entrée dans le champ de la science observationnelle.
Sa mise en évidence n’est certes pas encore du domaine du réel, mais déjà de celui du réalisable.
L’objectif me semble être désormais à notre portée.



ANNEXE A
Calcul du potentiel des modes scalaires en

LQC dans le cas d’un potentiel quadratique
du champ d’inflaton

Nous cherchons ici à exprimer le potentiel des modes scalaires z00S /zS en fonction du paramètre de
Hubble H ainsi que des caractéristiques du champ d’inflaton.
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ȧ

⇣
�3H�̇ � m2�

⌘
� ä
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żS = �2H2 � m2�

�̇
H +



2
Ω�̇2 .

299



300
Annexe A. Calcul du potentiel des modes scalaires en LQC dans le cas d’un potentiel

quadratique du champ d’inflaton

Calculons maintenant z̈S :
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H2

= �2H2 + 6H2 + 2m2�

�̇
H � m2H

�

�̇
� m2 + m2�Ḣ
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Le potentiel des modes scalaires s’écrit en fonction de la somme des deux précédents termes :
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ANNEXE B
Calcul de l’évolution de la fonction d’onde

d’un état cohérent sous Hamiltonien de
l’oscillateur harmonique usuel

Le Hamiltonien de l’oscillateur harmonique est donné, avec la reparamétrisation p! p/
p

m , x!p
mx, par :
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â =
1
p

2

⇣
X̂ + iP̂

⌘
et â† =
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où N̂ = â†â correspond à l’opérateur de nombre.
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La fonction d’onde dans la base des "x " qui décrit l’évolution d’un état cohérent |↵i sous le
précédent Hamiltonien est donnée par
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dy hx| Û(t)D̂(↵) |yiΨ0(y) ,

où nous avons utilisé la relation de fermeture 1 =
R

dy |yi hy|. Pour obtenir la fonction d’onde il
nous faut donc calculer les éléments de matrice hx| Û(t)D̂(↵) |yi.
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hn| Û(t)D̂(↵) |mi =
1X

k=0
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De plus
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1X

i=0

(�↵⇤)i

i!
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En insérant les équations (B.13) et (B.14) dans l’équation (B.12) nous obtenons :
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La fonction d’onde exprimée dans la base des "x" définie Eq.(B.7) est alors donnée par
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Utiliser Ĥ0(Y) = 1 permet de ré-écrire l’intégrale de la précédente équation comme :

Z
dy|Ψ0(y)|2Ĥm+l(
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implique
Z
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p
!y) = �0,m+l ) m + l = 0 ) m = 0 and l = 0 . (B.24)

La fonction d’onde s’écrit maintenant
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nous pouvons finalement exprimer la fonction d’onde au temps t comme
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