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Introduction

Cette thèse a été réalisée au Laboratoire de Mécanique et Génie Civil (LMGC) de
Montpellier sous la direction de Stéphane Pagano et de Pierre Alart. L'objectif était
d'étudier une méthode de couplage multi-échelle autre que la méthode Arlequin initia-
lement proposé par Ben Dhia [5] en 1998.

Contexte scienti�que

Les structures mécaniques peuvent avoir des géométries complexes, des défauts, ou
encore des zones d'intérêt particulières (concentration de contraintes, plasticité, � � � ).
Leur étude peut nécessiter la réalisation de maillages complexes, avec une di�érence
de taille d'éléments �nis importantes, ce qui peut être pratique à l'usage. Une approche
consiste à réaliser une discrétisation "grossière" de la structure ainsi qu'une discrétisation
"�ne" au niveau du défaut ou de la zone d'intérêt, avec des modèles potentiellement
di�érents. Le degré d'incompatibilité entre les deux discrétisations peut se présenter
sous plusieurs formes,

� soit les maillages sont identiques dans la zone d'intérêt, cf Figure 1a.
� soit les maillages sont imbriquées, c'est-à-dire que les coins du maillage �n coïn-

cident avec des n÷uds du maillage grossier, cf Figure 1b.
� soit les maillages sont superposés, cf Figure 1c.
� soit les maillages sont dissemblables, par exemple avec une topologie de mailles

di�érentes, cf Figure 1d.


 c 
 f

(a) Identiques


 c 
 f

(b) Imbriqués


 c 
 f

(c) Superposés


 c 
 f

(d) Dissemblables

Figure 1 � Degrès d'incompatibilité entre les maillages.

Avec cette approche, on peut déplacer alors le modèle �n, appelé le patch, dans
la structure pour réaliser les di�érentes études, sans pourautant avoir à remailler la
structure (cf Figure 2) et ainsi avoir une plus grande liberté d'usage.

Cette approche nécessite d'avoir un outil de simulation surdeux modèles en si-
multané, et un outil de transfert d'information entre maill ages incompatibles. Dans la
littérature ce type d'approche a déjà été proposée par Ben Dhia avec la méthode Arle-
quin [5]. Dans notre approche, on met en place un outil de transfert d'information entre
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 c 
 f

(a) Domaines recouvrants


 c 
 f

(b) Domaines chevauchants

Figure 2 � Maillages superposés avec une discrétisation "grossière" pour 
 c et une
discrétisation "�ne" pour 
 f .

les deux maillages incompatibles pour des champs matérielséchantillonnés aux points
d'intégration des maillages. L'intérêt de cette approche est de ne pas faire intervenir
de paramètre de pondération entre les champs issus des deux discrétisations di�érentes,
celui-ci est automatiquement dé�ni par les opérateurs de transfert. Il existe d'autres
techniques de zoom de type "adaptatif" basées sur la méthodemultigrille qui consiste à
un ra�nement local du maillage dans une zone d'intérêt (cf [29] et [28]). On peut citer
par exemple les quatre méthodes suivantes,

� la méthode LDC, pour Local Defect Correction (cf [27]),
� la méthode MLAT, pour MultiLevel Adaptive Techniques (cf [ 15]),
� la méthode FAC, pour Fast Adaptive Composite (cf [30]) et
� la méthode FIC, pour Flux Interface Correction (cf [2]).

Objectifs

L'objectif initial de ce travail était de poursuivre le trav ail mené par David Dureisseix
sur la méthode de zoom structural. Dans un premier temps, on aétudié la résolution du
système tangent pour le cas d'une structure élastique a�n dedé�nir les meilleurs outils
de résolution en termes de temps CPU. Une fois cette étude faite, l'objectif suivant était
de valider la méthode de zoom structural sur des tests mécaniques di�érents (traction
ou cisaillement) avec une structure possédant ou non un défaut (inclusion dure ou molle
et trou). Après cette validation, on devait étendre cet approche à un comportement non
linéaire.

Plan de l'étude

Les deux premiers chapitres servent à positionner le travail réalisé dans le cadre de
cette thèse. Le chapitre 1 a pour objectif de présenter la méthode de zoom structural et
de construire le système tangent élastique, provenant de l'équilibre de la structure avec
l'hypothèse des petites perturbations ainsi que d'un raccord énergétique entre les deux
modèles sur la zone d'intérêt. La deuxième partie de ce chapitre est de situer la méthode
de zoom structural par rapport à une autre méthode multi-échelle, la méthode Arlequin.

Le chapitre 2 est consacré à la prise en compte de la présence de forts contrastes dans
la zone d'intérêt ainsi que le choix des outils pour la résolution du système tangent. Ces
outils sont le solveur, le préconditionneurs et la renumérotation du système.
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Le chapitre 3 regroupe les résultats numériques sur deux essais mécaniques (traction
et cisaillement) pour quatre cas test,

� Structure saine ou sans défaut,
� Structure avec un inclusion circulaire dure,
� Structure avec un inclusion circulaire molle,
� Structure avec un trou.
On étudie l'in�uence de certains paramètres considérés dans la stratégie de zoom

structural, comme par exemple la taille dédié à la zone de raccord.
Le chapitre 4 complexi�e le problème en y ajoutant un comportement non linéaire à

l'intérieur de la zone d'intérêt, un comportement élastoplastique. On teste notre nouveau
système tangent élastoplastique sur des essais mécaniqueset des cas tests a�n de valider
l'extension de la méthode de zoom structural. Les tests sontles mêmes que pour le cha-
pitre 3 (traction et cisaillement) avec en plus un structure comportant plusieurs défauts
de géométries di�érentes ainsi que des essais avec des sollicitations mixtes comprenant
à la fois de la traction et du cisaillement.

7



TABLE DES MATIÈRES

8



Chapitre 1
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CHAPITRE 1. TRANSFERT D'INFORMATION ENTRE MAILLAGES
INCOMPATIBLES

Ce chapitre est consacré à la présentation d'une méthode multi-échelle, la méthode de
zoom structural (cf [17]), et à sa comparaison avec une méthode multi-échelle alternative,
la méthode Arlequin (cf [5],[7]). Il est construit en deux parties. La première consiste en
un rappel des principes et ingrédients de la méthode de zoom structural pour un transfert
entre deux maillages, ainsi que son intégration dans une formulation variationnelle. Dans
la deuxième partie présente de manière succincte la méthodeArlequin et la compare avec
la méthode de zoom structural sur des exemples très simples.

1.1 Méthode de zoom structural

Dans [17] et [18], on considère deux maillages, un grossier sur toute la structure et
un autre local plus ra�né. Il convient d'abord d'être capabl e de transférer des champs
représentés par des valeurs nodales sur les deux maillages,notamment des champs de
déplacement ou de force. Ce transfert s'opère à l'aide d'uneapproche de type mortar, sans
l'introduction de paramètres numériques, cette méthode setraduisant par des opérateurs
algébriques ([13],[12],[11]).

En outre, d'autres champs sont représentés non plus aux n÷uds mais aux points d'in-
tégration, notamment dans le cas des champs tensoriels de déformation et de contrainte
en mécanique du solide. Pour ces champs, dits échantillonnés, il convient de dé�nir des
opérateurs d'interpolation et d'extrapolation a�n de se ramener au cas précédent des
transferts nodaux. En�n l'équilibre d'un champ de contrain te, représentatif du compor-
tement sur la structure prenant en compte les deux maillages, inséré dans la formulation
variationnelle, permet d'obtenir le problème discret associé.

1.1.1 Transfert nodal de champs

Selon [18], l'opérateur de transfert le plus simple est de type "collocation". On consi-
dère deux domaines, 
c pour la structure globale et 
 f pour une partie d'intérêt parti-
culier de 
 c, appelé le patch. On confond dans la même dénomination les domaines et
leurs maillages pour simpli�er l'écriture.

Le maillage 
 f , quali�é de maillage �n, a pour vocation d'être plus riche que le
maillage de la structure, quali�é de grossier. On considèredans la suite deux champs
de déplacement,u(c) et u(f ) , et leurs représentants nodaux,U(c) et U(f ) dé�nis respec-
tivement sur 
 c et 
 f . Ainsi que les champs de forces internes,f (c) et f (f ) , et leurs
représentants nodaux,F (c) et F (f ) .

1.1.1.1 Opérateurs de collocation

L'opérateur de prolongation Pfc transfère un champ nodal de 
c à 
 f tel que U(f ) =
Pfc U(c) . Évidemment pour deux maillages identiques, l'opérateurPfc est l'identité. Dans
le cas où le maillage sur 
f est emboité dans le maillage grossier de 
c l'opérateur Pfc

conserve l'information lié à la �nesse du grossier. L'opérateur inverse Pcf conduit à une
perte d'information lors du transfert du maillage �n vers le maillage grossier.

On se focalise dans un premier temps à un domaine 
f inclus dans le domaine 
c.
L'extension au domaine débordant est traitée dans le chapitre 3. Ces deux cas sont
représentés sur la Figure 3.4.
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1.1. MÉTHODE DE ZOOM STRUCTURAL


 f


 c

(a) 
 f inclus dans 
 c


 f


 c

(b) 
 f débordant

Figure 1.1 � Zoom inclusif et zoom débordant.

Pour le transfert du champ nodal U(c) sur un maillage 
 f , il faut exprimer le champ
dual avec sa forme interpolée, notéeF (c) . En notant N (c) les fonctions de forme discrètes
tel que u(f ) = N (f )T

U(f ) et f (c) = N (c)T
F (c) , le travail hu(c) ; f (c) i 
 f est dé�nit par,

hu(c) ; f (c) i 
 f =
Z


 f

u(c) :f (c) d
 f = U(c)T

 Z


 f

N (c)T
N (c) d
 f

!

F (c) : (1.1)

On pose M ij =
R


 f
N (i )T

N (j ) d
 f pour i; j 2 f c; f g, le produit des fonctions de
forme, appelé aussi matrice de "masse". Celle-ci est symétrique, dé�nie positive et donc
inversible. Le travail s'écrit,

hu(c) ; f (c) i 
 f = U(c)T
M ccF (c) : (1.2)

L'étape suivante est d'exprimer la conservation du travail entre les deux maillages,
c'est-à-dire,

hu(c) ; f (c) i 
 f = hu(f ) ; f (f ) i 
 f : (1.3)

En utilisant le calcul du travail (1.2) et la conservation du travail entre les deux
maillages (1.3), on obtient une relation entre grandeurs nodales,

U(c)T
M ccF (c) = U(f )T

M f f F (f ) : (1.4)

En remplaçant U(f ) par Pfc U(c) et en simpli�ant par U(c)T
, l' opérateur de prolonga-

tion Pfc conduit à,

M ccF (c) = PT
fc M f f F (f ) , F (c) = M � 1

cc PT
fc M f f F (f ) : (1.5)

L' opérateur de restriction Rcf se déduit deF (c) = Rcf F (f ) et en simpli�ant cette
fois-ci par F (f )T

, ceci donne,

Rcf = M � 1
cc PT

fc M f f : (1.6)

De manière analogue, on obtient,

Rcf = M � 1
cc PT

fc M f f , PT
fc = M ccRcf M � 1

f f , Pfc = M � T
f f RT

cf M T
cc:

Les matrices de masse étant symétriques, on a,

Pfc = M � 1
f f RT

cf M cc (1.7)

Cette dernière relation n'établit qu'un lien entre les opérateurs de prolongation Pfc

et de restriction Rcf sans les construire, ce qui est l'objet de la partie suivante.
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CHAPITRE 1. TRANSFERT D'INFORMATION ENTRE MAILLAGES
INCOMPATIBLES

1.1.1.2 La projection de type mortar

La projection de type mortar (cf [13], [12], [11] , [4] et [3])sert à transférer le champ
u(c) = N (c)U(c) vers u(f ) = N (f )U(f ) et doit exprimer l'égalité du travail de ces deux
champs dans le champ d'e�ort f (f ) ,

Z


 f

u(c) :f (f ) d
 f =
Z


 f

u(f ) :f (f ) d
 f ; 8f (f ) : (1.8)

En partant de l'équation (1.8) et avec la dé�nition des champs, on obtient,

M � 1
f f M fc U(c) = U(f ) : (1.9)

Comme on a dé�ni, U(f ) = Pfc U(c) , on identi�e le projecteur de type mortar, Pfc =
M � 1

f f M fc . Il sert à transférer l'information du domaine �n vers le dom aine grossier. On
utilise le même formalisme pour identi�er le projecteur inversePcf . Pour cela, on exprime
l'égalité du travail de ces deux champs dans le champ d'e�ortf (c) ,

Z


 f

u(c) :f (c) d
 f =
Z


 f

u(f ) :f (c) d
 f ; 8f (c) : (1.10)

De la même façon que pour l'équation (1.9), on trouve,

U(c) = M � 1
cc M cf U(f ) : (1.11)

L'équation (1.11) permet d'identi�er Pcf = M � 1
cc M cf par U(c) = Pcf U(f ) . En utilisant

l'équation (1.4), on en déduit,

M � 1
f f PT

cf M ccF (c) = F (f ) : (1.12)

On dé�nit l'opérateur de restriction Rfc = M � 1
f f PT

cf M cc en remplaçantPcf en fonction
des matrices de masses,

Rfc = M � 1
f f M fc : (1.13)

On remarque que l'on aPcf = Rcf et Pfc = Rfc . Mais ces opérateurs n'agissent
pas sur la même nature de champ. Les opérateurs de prolongations Pcf et Pfc agissent
respectivement sur les champs primauxU(f ) et U(c) tandis que les opérateurs de restric-
tions Rcf et Rfc agissent respectivement sur les champs duauxF (f ) et F (c) . Ces résultats
sont représentés sur la Figure 1.2.


 f
 c

U(f )

F (f )

U(c)

F (c)

Pfc

Pcf

Rfc

Rcf

Figure 1.2 � Récapitulatif des projecteurs nodales de type mortar (cf [20], [25]).
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1.1. MÉTHODE DE ZOOM STRUCTURAL

Remarque 1.1.1. Cette méthode à l'inconvénient de calculer l'inverse des matrices de
masseM � 1

cc et M � 1
f f ainsi que les matrices "produits croisés"M cf et M fc .

1.1.2 Transfert de champs échantillonnés

On traite maintenant le cas de l'échantillonnage aux pointsd'intégration (cf [18]). Le
problème est de transférer des informations d'un jeu de valeurs aux points d'intégration
d'un maillage 
 c vers ceux d'un maillage 
 f . Pour un champ tensoriel" (respectivement
� ), on dispose des valeurs aux points d'intégrations" (respectivement �) et non plus
des valeurs nodalesE (respectivement S). On dé�nit l'approximation suivante,

Z



" : � d
 �

X

eel 2 


ngX

k=1

" (I k ) : � (I k) wkJ (I k ) = " T W � ; (1.14)

où on note, I k les points d'intégration, ng le nombre de points d'intégration dans
l'élément eel, wk les poids des points de Gauss,J le Jacobien et W la matrice diago-
nale qui contient le produit des poids de Gauss par le jacobien de la transformation.
Il convient de dé�nir un opérateur de transfert entre un champ " (c) échantillonné aux
points d'intégration de 
 c, vers un champ " (f ) dé�ni sur 
 f . On pose" (c) le vecteur
global stockant les valeurs du champ aux points d'intégration sur le maillage 
 c. On
veut dé�nir l'opérateur de prolongation Pfc qui transfère un champ de 
 c à 
 f tel que
" (f ) = Pfc " (c) où " (f ) est le vecteur global stockant les valeurs du champ aux points
d'intégration sur le maillage 
 f . La conservation du travail sur 
 f des champs "grossier"
et "�n",

Z


 f

" (c) : � (c) d
 f =
Z


 f

" (f ) : � (f ) d
 f ; (1.15)

fournit la relation suivante entre les champs échantillonnés,

" (c)T
Wc� (c) = " (f )T

Wf � (f ) : (1.16)

De manière analogue aux champs nodaux, on obtient ainsi une relation entre les
opérateurs de prolongationPfc et de restriction R cf de champs échantillonnés,

� (c) = W � 1
c PT

fc Wf � (f ) = R cf � (f ) ;

soit,

R cf = W � 1
c PT

fc Wf et Pfc = W � 1
f R T

cf Wc: (1.17)

Le transfert d'un champ échantillonné entre deux maillagesnécessite plusieurs étapes,
décrites sur la Figure 1.3. Reste à dé�nir les opérateurs d'extrapolation et d'interpolation
entre champs échantillonnés et champs nodaux.

1.1.2.1 Dé�nition des opérateurs élémentaires

Selon [18], l'approche la plus simple pour le transfert d'unchamp échantillonné d'un
maillage vers un autre (voir Figure 1.3) est de considérer les fonctions de forme sur
chaque élément et non de manière globale. Par conséquent lesprojecteurs nodaux Pcf

et Pfc , sont dé�nis au niveau d'un élément, noté eel; , et sont désignésPel
cf et Pel

fc . Au
niveau d'un élément, le transfert d'un champ échantillonné" el vers un champ nodalEel

est obtenu par un opérateur d'extrapolation L tel que Eel = L" el.
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Champ échantillonné
donné aux points
d'intégration du
premier maillage

Champ nodal obtenu
aux noeuds du

premier maillage

Extrapolation aux
noeuds du même maillage

Champ nodal obtenu
aux noeuds du

deuxième maillage

Champ échantillonné
donné aux points
d'intégration du

deuxième maillage

Transfert vers le
deuxième maillage

Interpolation aux points
d'intégration du même maillage

Figure 1.3 � Transfert d'un champ échantillonné entre deux maillages.

Le champ dual � el est interpolé aux points d'intégration via un opérateur d'interpo-
lation N tel que � el = N Sel, où Sel est la représentation nodale du champ �el. Dans
notre cas, celui de deux maillages, comprenant un jeu de valeurs aux n÷uds Onod et
un jeu de valeurs aux points d'intégration Oint , les relations entre valeurs nodales et
échantillonnées sont décrites sur la Figure 1.4 d'un même maillage (
 c ou 
 f ).

� el

" el

Sel

Eel

N

L

Oint Onod

Figure 1.4 � Opérateurs d'extrapolation et d'interpolation (cf [2 0], [25]).

En exprimant le champ continu au niveau de l'élémenteel, "el (respectivement � el),
par les champs discrets élémentaires,Eel (respectivement Sel), grâce aux fonctions de
forme discrètes élémentairesNel tel que "el = NelEel (respectivement � el = NelSel), on
obtient l'approximation du travail,

Z

eel

"el : � el dV = E T
el

� Z

eel

N T
el Nel dV

�
Sel = E T

elM elSel: (1.18)

L'équation (1.14) au niveau élémentaire s'écrit,

Z

eel

"el : � el dV =
ngX

k=1

"el (I k ) : � el (I k ) wkJ (I k) = " T
elWel� el: (1.19)

On déduit des équations (1.18) et (1.19), que l'approximation du travail sur un élé-
ment est égale, quelle que soit le jeu de valeurs pris en compte (valeurs nodales ou valeurs
aux points d'intégrations),

h"el; � el i eel = E T
elM elSel = "T

elWel � el: (1.20)

Ici, toutes les quantités sont dé�nies au niveau élémentaire, par conséquent l'opéra-
teur d'intégration Wel et la matrice de masseM el sont de petites tailles. En reprenant
l'égalité (1.20), on obtient,

E T
elM elSel = " T

elWel � el ) " T
elL

T M elSel = "T
elWelN Sel ) L T M el = WelN (1.21)
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1.1. MÉTHODE DE ZOOM STRUCTURAL

Par l'égalité (1.21), on obtient la relation suivante,

L = M � 1
el N T Wel (1.22)

Si on choisit l'opérateur d'interpolation N , comme vecteur qui contient les valeurs
des fonctions de forme aux points d'intégrationI k ,

N =

2

6
4

Nel(I 1)
...

Nel(I ng )

3

7
5 ; (1.23)

l'équation (1.18) donne,

M el =
Z

eel

N T
el Nel dV =

ngX

k=1

Nel (I k )T Nel (I k) wkJ (I k ) = N T WelN : (1.24)

Le choix de cet opérateur d'interpolation donne la propriété,

LN
(1.22)

= M � 1
el N T WelN

(1.24)
= M � 1

el M el = 1 o; (1.25)

où 1o est la matrice identité des champs nodaux élémentaires. Cette propriété dit
que si un champ nodal est interpolé aux points d'intégrations alors son extrapolation
aux n÷uds doit donner le champ d'origine. Ceci est seulementpossible si le nombre de
points d'intégration sur eel est au minimum égal au nombre de n÷uds sur cet élément.
Ce qui est une condition nécessaire pour l'inversion de la matrice de masse élémentaire
M el, et donc pour la construction de l'opérateur d'extrapolation L , obtenue à la relation
(1.22).

1.1.2.2 Adaptation de la méthode de projection

Une fois les opérateurs d'interpolation N et d'extrapolation L dé�nis, l'étape sui-
vante consiste à construire les opérateurs de prolongationet de restriction des champs
échantillonnés au niveau de l'élémenteel, notés Pel

fc et R el
cf (cf [17], [18]). Les di�érentes

étapes au niveau élémentaire sont illustrées sur la Figure 1.5.

S(c)
el

E (c)
el

S(f )
el

E (f )
el

Rel
cf

Pel
fc

Onod
c Onod

f

N (c)

L (c)

� (c)
el

" (c)
el

Oint
c

L (f )

N (f )

� (f )
el

" (f )
el

Oint
f

R el
cf

Pel
fc

Figure 1.5 � Prolongation et restriction pour un champ échantillon né au niveau élémen-
taire, où N (i ) est l'opérateur d'interpolation, L (i ) est l'opérateur d'extrapolation, pour
i = f c; f g (cf [17]).
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CHAPITRE 1. TRANSFERT D'INFORMATION ENTRE MAILLAGES
INCOMPATIBLES

L'opérateur nodal de prolongation élément par élément du maillage 
 c vers le maillage

 f se notePel

fc et l'opérateur inverse de restriction Rel
cf . Par la conservation du travail

entre les deux maillages (1.4) et la Figure 1.5, on obtient,
8
>>>><

>>>>:

" (f )
el = N (f )E (f )

el

E (f )
el = Pel

fc E (c)
el

E (c)
el = L (c)" (c)

el

: (1.26)

Ce qui donne une fois les équations simpli�ées,

" (f )
el = N (f )Pel

fc L (c)" (c)
el : (1.27)

L'opérateur de prolongation dans le cas des points d'intégration s'écrit,

Pel
fc = N (f )Pel

fc L (c) : (1.28)

Par (1.4) et la Figure 1.5, on obtient,

8
>>><

>>>:

� (c)
el = N (c)S(c)

el

S(c)
el = Rel

cf S(f )
el

S(f )
el = L (f ) � (f )

el

: (1.29)

Ce qui donne une fois les équations simpli�ées,

� (c)
el = N (c)Rel

cf L (f ) � (f )
el : (1.30)

L'opérateur de restriction dans le cas des points d'intégration s'écrit,

R el
cf = N (c)Rel

cf L (f ) : (1.31)

Par dé�nition des opérateurs nodaux Pfc et Rcf , ces mêmes opérateurs nodaux,
élément par élément,Pel

fc et Rel
cf , s'écrivent,

Pel
fc = M el� 1

f f M el
fc et Rel

cf = M el� 1

cc M el
cf : (1.32)

Comme le calcul des matrices "produits croisés" élémentaires fait intervenir les fonc-
tion de forme des deux maillages sur chaque élément, on considère l'intersection 
 i des
deux éléments (cf [18]). La contribution de l'élément "�n" sur l'élément "grossier" est
dé�nie par,

M el
cf = PT

ic M i Pif (1.33)

où M i est la matrice de masse sur 
i et Pic et Pif sont des opérateurs locaux de
collocation. La contribution inverse se dé�nit par M el

fc = ( M el
cf )T .

On considère maintenant le transfert d'un maillage 
 f vers un maillage 
 c. Les
opérateursPfc et R cf sont dé�nis de façon similaire àPcf et R fc , on obtient,

Pel
fc = N (f )Pel

fc L (c) = N (f )M el� 1

f f M el
fc L (c) = R el

fc : (1.34)

De même pour,

Pel
cf = R el

cf : (1.35)
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1.1. MÉTHODE DE ZOOM STRUCTURAL

Une fois les opérateurs élémentaires construits, on peut dé�nir les projecteurs glo-
baux. Pour cela, on considère la contribution des opérateurs élémentaires sur les degrés
de liberté des points d'intégration de chaque élémenteel d'un premier maillage pour
chaque élémenteint de son intersection avec le second maillage,

Pcf =
X

eel 2 
 c

X

eint 2 eel \ 
 f

Pel
cf =

X

eel 2 
 c

X

eint 2 eel \ 
 f

N (c)Pel
cf L (f ) : (1.36)

Pour construire l'opérateur inverse, on reprend (1.36) et on utilise la relation (1.7)
au niveau élémentaire. Ainsi, on obtient,

Pfc =
X

eel 2 
 c

X

eint 2 eel \ 
 f

Pel
fc =

X

eel 2 
 c

X

eint 2 eel \ 
 f

N (f )Pel
fc L (c)

avec Pel
fc = M el� 1

f f PelT
cf M el

cc: (1.37)

Dans le section suivante, l'équilibre d'un champ de contrainte tenant compte du
comportement sur les deux maillages, permet d'obtenir le problème discret associé.

1.1.3 Équilibre d'une structure élastique

On considère une structure occupant le domaine 
 = 
 c [ 
 f � R3 dans son état
naturel (cf [17]). Son comportement est supposé élastique linéaire, et on se place dans
l'hypothèse des petites perturbations (HPP).

Tout d'abord le problème consiste à étudier le transfert d'information entre un pre-
mier maillage "grossier" et un deuxième mobile plus "�n" sans contraste de propriété,
c'est-à-dire, avec des modules de Young (E (c) et E (f ) ) et des coe�cients de Poisson (� (c)

et � (f ) ) égaux sur les deux domaines et sans défaut.

1.1.3.1 Positionnement du problème et conditions aux limit es

On dé�nit � le vecteur colonne stockant les composantes du champ de contrainte sur
la structure � , aux di�érents points d'intégrations du maillage, par,

� = � (c) � P cf

�
Pfc � (c) � � (f )

�
(1.38)

avec � (c) (respectivement � (f ) ), le vecteur colonne stockant les composantes du
champ de contrainte sur le maillage de 
c (respectivement 
 f ). Pour simpli�er, on
parle de contrainte au lieu de champs de contrainte. Implicitement, la contrainte sur la
structure, est égale à la contrainte sur 
c, corrigée sur 
 f . Sur ce dernier, on retranche la
contribution de la contrainte sur 
 c, projetée sur 
 f , et à nouveau sur 
 c. Puis on ajoute
la contribution de la contrainte sur 
 f projetée sur 
 c. Cette démarche est illustrée sur
la Figure 1.6 pour des maillages emboités.

Contrainte sur la structure Contrainte sur 
 c

Contrainte sur 
 c

restreint à 
 f

Contrainte
sur 
 f

Pfc

Pcf Pcf

= � +

Figure 1.6 � Décomposition de la contrainte sur la structure.
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La formulation du champ de contrainte discret � est dé�nit pa r la construction des
projecteurs qui se fait au niveau élémentaire. D'un point devue continu, l'équation (1.38)
s'écrit,

� = � (c) � P cf

�
P fc � (c) � � (f )

�
(1.39)

où P cf est le projecteur du transfert de champs continus de 
f vers 
 c et P fc est le
projecteur du transfert inverse.

L'équilibre de la structure dans les conditions décrites précédemment (HPP) est
dé�nie par les équations locales,

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

div
�
�

�
= 0 sur 
 c

" (c) =
1
2

(grad u(c) + ( grad u(c))T ) sur 
 c

� (c) = A (c) : " (c) sur 
 c

" (f ) =
1
2

(grad u(f ) + ( grad u(f ) )T ) sur 
 f

� (f ) = A (f ) : " (f ) sur 
 f

(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1.43)

(1.44)

et les conditions aux limites,

8
>>>>><

>>>>>:

� :n = f sur S1

u(c) = udc sur S0

� (f ) :nf = f (f ) sur Sa

u(f ) = udf sur Sb

(1.45)

(1.46)

(1.47)

(1.48)

pour lesquelles les surfacesS0 et S1 forment une partition de @
 c et les surfacesSa

et Sb forment une partition de @
 f ,

(
S0 [ S1 = @
 c; S0 \ S1 = ;

Sa [ Sb = @
 f ; Sa \ Sb = ;
(1.49)

Les équations (1.40) à (1.48) constituent ce qu'on appelle parfois la formulation forte
du problème d'équilibre en élasticité. Elles relèvent, comme pour tout modèle de milieu
continu, de trois catégories essentielles :

1. Équations de compatibilité cinématique : (1.41),(1.43)

2. Équations d'équilibre : (1.40),(1.45),(1.46), (1.47),(1.48)

3. Équations de comportement : (1.42),(1.44)

Dans les équations de comportement (1.42) et (1.44), les tenseursA (c) et A (f ) sont
les modules d'élasticité respectivement sur 
c et 
 f . Ils sont du quatrième ordre et
possèdent les symétries mineures et majeures. Dans le cas d'un matériau isotrope sur
les deux domaines 
c et 
 f , les tenseursA (c) et A (f ) peuvent se mettre sous diverses
formes en terme de module d'élasticité usuel, par exemple sur 
 c,

A (c) = 3 � (c)J + 2 � (c) I = 2 � (c)

 
3� (c)

1 � 2� (c)
J + I

!

= 3 � (c)J + 2 � (c)D (1.50)

avec
� � (c) ; � (c) les coe�cients de Lamé,
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 c

f

udc
S0

S1


 f

Figure 1.7 � Problème classique aux limites en mécanique du solide avec 
 f inclus dans

 c pour �xer les idées.

� � (c) le coe�cient de Poisson,
� � (c) le module de compressibilité,
� I est le tenseur associé à l'identité entre tenseurs symétriques du second ordre,

I ijkl =
1
2

(� ik � j l + � jk � il ); (1.51)

� J est le tenseur associé à la projection sur le sous-espace destenseurs sphériques,

J ijkl =
1
3

(� ij � kl ); (1.52)

� D est le tenseur associé à la projection sur le sous-espace destenseurs déviato-
riques ,

D = I � J: (1.53)

La démarche est la même sur le domaine 
f en remplaçant les exposants (c) par
(f ). Pour �nir, on dé�nit les tenseurs d'ordre 4, S(c) et S(f ) , de souplesse élastique
respectivement sur 
 c et 
 f . Ces deux tenseurs sont associés à la forme inverse des
relations de comportement (1.42) et (1.44), par,

(
� (c) = A (c) : " (c) , " (c) = S(c) : � (c)

� (f ) = A (f ) : " (f ) , " (f ) = S(f ) : � (f )
: (1.54)

1.1.3.2 Construction du problème d'élasticité approché

L'équation locale d'équilibre (1.40) peut être exprimée par dualisation sous forme
d'intégrale, c'est-à-dire en multipliant par un champ u(c) �

2 C(0) arbitraire et en inté-
grant sur 
 c. Avec C(0) l'ensemble des champs de déplacement admissibles,

C(0) = f u(c) �
ju(c) �

continu et régulier sur 
 c tel que u(c) �
= 0 sur S0g; (1.55)

on obtient la forme faible de l'équation locale d'équilibre,

Z


 c

� : " (u(c) �
) d
 c =

Z

@
 c

h
� :n

i
:u(c) �

dS; 8u(c) �
2 C(0) (1.56)
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qui correspond en fait au principe des puissances virtuelles (PPV) appliqué au cas
de l'équilibre. Tenant compte des conditions aux limites (1.45) et (1.46), le principe des
puissances virtuelles prend la forme,

Z


 c

� : " (u(c) �
) d
 c =

Z

S1

f :u(c) �
dS; 8u(c) �

2 C(0): (1.57)

Par (1.14) et en passant en discret, on obtient,

" (c) � T
Wc� =

ns1X

i =1

Z

ei

f :u(c) �
dS = U(c) � T

M ccF (c) ; 8U(c) �
; (1.58)

avec ei l'élément �ni d'étude sur S1, ns1 le nombre d'éléments du domaineS1, Wc

la matrice diagonale qui contient le produit des poids de Gauss par le jacobien de la
transformation sur le domaine 
 c et � (respectivement " (c) � T

) le vecteur des valeurs de
� (respectivement "(u(c) �

)) aux points d'intégration et F (c) le vecteur des forces généra-
lisées. En remplaçant la contrainte sur toute la structure,notée �, par sa décomposition
(4.39), on obtient,

" (c) � T
Wc

�
� (c) � P cf

�
Pfc � (c) � � (f )

��
= U(c) � T

M ccF (c) ; 8U(c) �
: (1.59)

Soit encore,

" (c) � T
Wc� (c) � " (c) � T

WcPcf Pfc � (c) + " (c) � T
WcPcf � (f ) = U(c) � T

M ccF (c) ; 8U(c) �
:

(1.60)
La loi d'élasticité discrète sur 
 i , � (i ) = A (i )" (i ) pour i = f c; f g permet d'écrire,

" (c) � T
WcA (c)" (c) � " (c) � T

WcPcf Pfc A (c)" (c)+ " (c) � T
WcPcf A (f )" (f ) = U(c) � T

M ccF (c) ; 8U(c) �
:

(1.61)
L'équation reliant le champ de déformation discret " (i ) aux déplacements nodaux

U(i ) par l'opérateur B " ( i ) pour i = f c; f g,

" (i ) = B " ( i ) U(i ) pour i = f c; f g (1.62)

permet d'écrire (1.61) soit

�
B " ( c) U(c) �

� T
WcA (c)B " ( c) U(c) �

�
B " ( c) U(c) �

� T
WcPcf Pfc A (c)B " ( c) U(c)

+
�
B " ( c) U(c) �

� T
WcPcf A (f )B " ( f ) U(f ) = U(c) � T

M ccF (c) ; 8U(c) �
; (1.63)

soit encore par,

U(c) � T
B T

" ( c) WcA (c)B " ( c) U(c) � U(c) � T
B T

" ( c) WcPcf Pfc A (c)B " ( c) U(c)

+ U(c) � T
B T

" ( c) WcPcf A (f )B " ( f ) U(f ) = U(c) � T
M ccF (c) ; 8U(c) �

: (1.64)

En s'inspirant de (1.14), on peut écrire,
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U(c) � T
B T

" ( c) WcA (c)B " ( c) U(c) =
Z


 c

" (c) �
: � (c) d
 c =

nelX

e=1

Z

Ee

" (c) �
: � (c) d
 c

= U(c) � T
K cU(c) � U(c) � T

F U ( c)
; 8U(c) �

: (1.65)

où K c est la matrice de rigidité et F U ( c)
l'e�ort associé au déplacement imposé sur


 c. Avec Ee l'élément �ni d'étude sur 
 el, nel le nombre d'éléments sur le domaine 
c.
Par (1.65), l'équation (1.64) donne alors

U(c) � T
K cU(c) � U(c) � T

B T
" ( c) WcPcf Pfc A (c)B " ( c) U(c) + U(c) � T

B T
" ( c) WcPcf A (f )B " ( f ) U(f )

= U(c) � T
M ccF (c) + U(c) � T

F U ( c)
; 8U(c) �

: (1.66)

En posant l'opérateur B � ( c) = WcB " ( c) et du fait que Wc est diagonale, on a,

U(c) � T
K cU(c) � U(c) � T

B T
� ( c) Pcf Pfc A (c)B " ( c) U(c) + U(c) � T

B T
� ( c) WcPcf A (f )B " ( f ) U(f )

= U(c) � T
M ccF (c) + U(c) � T

F U ( c)
; 8U(c) �

: (1.67)

En simpli�ant par U(c) �
, l'équation précédente conduit à,

K cU(c) � B T
� ( c) Pcf Pfc A (c)B " ( c) U(c) + B T

� ( c) WcPcf A (f )B " ( f ) U(f ) = M ccF (c) + F U ( c)
: (1.68)

On s'intéresse à présent à ce qui se passe sur le maillage 
f . On veut sur 
 f une
égalité du travail pour un champ u(f ) �

2 C(udf ) arbitraire, entre le champ de contrainte
(respectivement de déformation) sur 
 f et la représentation du champ de contrainte
(respectivement de déformation) de 
c sur 
 f . Cette équation est appelé le raccord en
contrainte (respectivement en déformation). Pour les détails voir [18].

" (f ) � T
Wf � (f ) = " (f ) � T

Wf Pfc � (c) ; 8" (f ) � T
: (Raccord en contrainte) (1.69)

� (f ) � T
Wf " (f ) = � (f ) � T

Wf Pfc " (c) ; 8� (f ) � T
: (Raccord en déformation) (1.70)

Si on adopte la même démarche suivie pour le calcul du PPV, leséquations des
raccords (1.69) et (1.70) deviennent,

K (f )U(f ) � B T
� ( f ) Pfc A (c)B " ( c) U(c) = 0 (Raccord en contrainte) (1.71)

K (f )U(f ) � B T
� ( f ) A (f )Pfc B " ( c) U(c) = 0 (Raccord en déformation) (1.72)

Selon le choix du raccord, soit en contrainte, soit en déformation, on obtient l'un des
deux systèmes élastiques suivants,

"
K (c) � B T

� ( c) Pcf Pfc A (c)B " ( c) B T
� ( c) Pcf A (f )B " ( f )

� B T
� ( f ) Pfc A (c)B " ( c) K (f )

# "
U(c)

U(f )

#

=

"
M ccF (c) + F U ( c)

0

#

(Raccord en contrainte) (1.73)
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"
K (c) � B T

� ( c) Pcf Pfc A (c)B " ( c) B T
� ( c) Pcf A (f )B " ( f )

� B T
� ( f ) A (f )Pfc B " ( c) K (f )

# "
U(c)

U(f )

#

=

"
M ccF (c) + F U ( c)

0

#

(Raccord en déformation) (1.74)

Pour deux essais de chargement di�érents, traction pure et cisaillement, sur une
plaque sans défaut, les deux systèmes donnent les mêmes résultats. Le choix du raccord
est présenté dans le chapitre suivant.

1.2 Méthode Arlequin

Comme la méthode de zoom structural, la méthode Arlequin (cf[5]) est une mé-
thode multi-échelle permettant de relier des modèles éléments �nis de �nesses di�érentes
par une technique de superposition. Les di�érents domainespeuvent être de natures
di�érentes. Son principal avantage est d'étudier le comportement local sans mettre en
÷uvre une procédure de maillage adaptatif, tout en considérant simultanément deux mo-
dèles, chacun étant pertinent à son échelle. La présentation de cette méthode s'appuie
essentiellement sur les traveaux de ([5], [7], [9]) ainsi que ([34] et [31]).

1.2.1 Présentation de la méthode

Par analogie avec la méthode de zoom structural présentée auparavant, on se contente
de deux domaines 
1 et 
 2 et d'une zone de recouvrement de mesure non nulle, dé�nie
par 
 s = 
 1 \ 
 2. La zone de recouvrement 
s peut être éventuellement subdivisée en
deux, une zone de collage, notée 
sc, où sont écrites les conditions de raccord, et une
zone de non-collage, notée 
si , où seulement le comportement sur 
2 est pris en compte.
Les di�érents cas sont représentés sur la Figure 1.8 avec lesrelations suivantes,


 s = 
 sc [ 
 si et 
 sc \ 
 si = ; :

La méthode Arlequin o�re trois possibilités de modèle, selon les besoins de notre
étude (1.8) :

� Jonction . (
 s ( 
 1 et 
 s ( 
 2) La zone de recouvrement n'est qu'une partie
commune des deux domaines et le couplage s'e�ectue sur cettezone 
 s.

� Zoom . (
 s = 
 2) La zone de recouvrement 
s est le domaine �n 
 2 tout entier.
Le couplage se fait alors sur 
2.

� Substitution . (
 sc ( 
 s) Le couplage ne s'e�ectue que sur une partie de la zone
de recouvrement 
 sc. Sur le reste de la zone de recouvrement 
si , seulement le
modèle �n est représenté.

La terminologie (jonction, zoom, substitution) est issue de ([5], [7], [9], [34]).


 1 
 2


 s

(a) Jonction


 1 
 2


 s

(b) Zoom


 1 
 2


 sc


 si

(c) Substitution

Figure 1.8 � Les trois modèles possibles pour la méthode Arlequin (cf [34]).
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La méthode Arlequin consiste dans un cadre variationnel à pondérer les énergies
issues des modèles superposés, en particulier dans la zone de recouvrement. Les fonctions
de pondération peuvent être di�érentes pour le travail des e�orts extérieurs et le travail
des e�orts intérieurs. Par la suite on considère les mêmes fonctions dans les deux cas et
on les note� 1 et � 2.


 1 
 2
 s

� 1 � 2

0

1

Figure 1.9 � Fonction de pondération � 1 et � 2 (cf [34]).

Ces fonctions sont construites sur le principe de partitionde l'unité (Figure 1.9),

8
>><

>>:

� 1 + � 2 = 1 sur S = 
 1 \ 
 2

� 1 = 1 sur 
 1 n S

� 2 = 1 sur 
 2 n S

: (1.75)

Ces fonctions représentent un ingrédient important de la méthode puisqu'elles dé-
�nissent la prédominance d'un modèle sur l'autre dans la zone de recouvrement. La
solution de la méthode Arlequin dépend de ces fonctions quand deux modèles numé-
riques ou mécaniques di�érents sont superposés. Il n'est pas question ici de se focaliser
sur un choix optimal des fonctions de pondération (cf [34]).

On poseW1 et W2, les espaces des champs cinématiquement admissibles associés aux
deux domaines. Les travaux virtuels pondérés s'écrivent,

k1(u1; v�
1) =

Z


 1

� 1 � (u1) : " (v�
1) dV; 8u1; v�

1 2 W1 (1.76)

k2(u2; v�
2) =

Z


 2

� 2 � (u2) : " (v�
2) dV; 8u2; v�

2 2 W2 (1.77)

f 1(v�
1) =

Z


 1

� 1 f :v�
1 dV; 8v�

1 2 W1 (1.78)

f 2(v�
2) =

Z


 2

� 2 f :v�
2 dV; 8v�

2 2 W2: (1.79)

L'ensemble des éléments servant à comparer les états mécaniques des deux domaines,
forme un espace pivot, notéM , appelé médiateur pour le rôle qu'il joue dans le dialogue
entre les deux domaines. On se place dans le cas où l'espace médiateur M est un espace
de Hilbert (cf [34]). Les forces de couplage entre les deux domaines correspondent à des
multiplicateurs de Lagrange et évoluent dans l'espace médiateur M . Comme tous les
ingrédients ont été dé�nis, la formulation variationnelle continue sur les deux domaines

 1 et 
 2, s'écrit,
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Problème global.

Trouver (u1; u2; � ); tel que8(v�
1; v�

2; � � ) 2 W1 � W2 � M satisfaisant
8
>><

>>:

k1(u1; v�
1) + c(� ; v�

1) = f 1(v�
1)

k2(u2; v�
2) � c(� ; v�

2) = f 2(v�
2)

c(� � ; u1 � u2) = 0

: (1.80)

Le terme de couplagec est calculé à partir de l'énergie de déformation élastique par
un produit scalaire dansH 1,

c(� ; � � ) =
Z

Sc

(� j � � + l2" (� ) : " (� � )) dV: (1.81)

Ce terme de couplage nécessite l'introduction de la longueur d'homogénéisationl , un
paramètre numérique qui peut être optimisé selon l'application. La formulation varia-
tionnelle discrète découle de celle continue en utilisant la méthode des éléments �nis. Le
domaine 
 1 (respectivement 
 2) est discrétisé par une série d'éléments �nis de classeC0,
notée (T h1 ) (respectivement (T h2 )), d'espace correspondantWh1 (respectivement Wh2 )
inclus dansW1 (respectivement W2). La zone de collage est discrétisée par un maillage
noté quand à lui (T hc ), d'espace correspondantWhc inclus dans l'espace médiateurM .
De cette façon, le problème discret s'écrit alors,

Trouver ( uh1
; uh2

; � hc
); tel que 8(v�

h1
; v�

h2
; � �

hc
) 2 Wh1 � Wh2 � Whc satisfaisant

8
>><

>>:

k1(uh1
; v�

h1
) + c(� hc

; v�
h1

) = f 1(v�
h1

)

k2(uh2
; v�

h2
) � c(� hc

; v�
h2

) = f 2(v�
h2

)

c(� �
hc

; uh1
� uh2

) = 0

: (1.82)

De manière similaire à la méthode de zoom structural, on construit un système
pour la résolution du problème discret (1.82). Pour cela, onnote respectivement (' i

1
),

(' j
2) et ( ' k

c ) les fonctions de base des éléments �nis des espacesWh1 , Wh2 et Whc . Les
vecteurs U1, U2 et � représentent les valeurs nodales respectivement deuh1

, uh2
et � hc

.
Le problème discret (1.82) fournit le système linéaire suivant,

2

6
4

K 1 0 CT
1

0 K 2 � CT
2

C1 � C2 0

3

7
5

2

6
4

U1

U2

�

3

7
5 =

2

6
4

F1

F2

0

3

7
5 : (1.83)

pour lesquels les matrices de rigidité pondérées sont dé�nies par,

(K i ) jk =
Z


 i

� i � (' k
i
) : " (' j

i
) dV; (1.84)

les chargements pondérés par,

(Fi ) j =
Z


 i

� i f :' j
i dV; (1.85)

et les matrices de couplage par,

(Ci ) jk =
Z

Sc

' j
c:' k

i + l2" (' j
c) : " (' k

i ) dV; (1.86)
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pour i 2 f 1; 2g. La matrice mixte dans (1.83) n'est pas dé�nie positive. Mais contrai-
rement à celle du zoom structural (1.73) ou (1.74), selon le type de raccord utilisé, la
matrice mixte est symétrique. Les deux premières lignes du système expriment l'équi-
libre sur chacun de deux modèles quant à la troisième ligne, elle exprime le raccord
ou couplage des modèles. La première ligne de la méthode du zoom structural traduit
l'équilibre sur le domaine grossier enrichie du modèle �n etla deuxième ligne assurant
le raccord. Par contre, la méthode Arlequin exige le calage de paramètres numériques,
� 1, � 2 et l .

1.2.2 Illustration des deux méthodes sur un exemple 1D

On compare les deux méthodes multi-échelles sur un exemple simple pour une modé-
lisation unidimensionnelle pour deux chargements di�érents, un chargement à l'extrémité
libre du domaine et un chargement dans le domaine (Figure 1.10). Dans la suite, le do-
maine 
 c est discrétisé en deux éléments et le domaine 
f est discrétisé successivement
de quatre à sept éléments.

r r r

b b b b b b


 f


 c f

(a) Chargement au bord

r r r

b b b b b b
 f


 c

f

(b) Chargement dans le domaine 
c

Figure 1.10 � Modélisation des deux essais 1d.

1.2.2.1 Cas d'un chargement au bord

On applique un chargement sur l'extrémité droite d'une barre (Figure 1.10). Pour la
méthode Arlequin, on prend comme modèle celui du zoom et comme paramètres, une
longueur d'homogénéisationl de 1 et des fonctions de pondérations,

(
� 1 = � 2 = 1

2 sur 
 s = 
 1 \ 
 2

� 1 = 1 sur 
 1 n S
:

Sur cet exemple simple le champ de déplacement est linéaire sur la structure. Ceci
explique les solutions similaires obtenues avec les deux méthodes pour di�érentes discré-
tisations (Figures 1.11 et 1.12).

(a) 4 éléments (b) 5 éléments (c) 6 éléments (d) 7 éléments

Figure 1.11 � Champ de déplacement sur la barre chargée à son extrémité avec la
méthode Arlequin.
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(a) 4 éléments (b) 5 éléments (c) 6 éléments (d) 7 éléments

Figure 1.12 � Champ de déplacement sur la barre chargée à son extrémité avec la
méthode de zoom structural (pour un raccord en déformation).

1.2.2.2 Cas d'un chargement volumique

On applique cette fois, un chargement volumique constant detype gravité (Figure
3.4). On garde le même modèle ainsi que les paramètres de l'essai précédent. Dans le
cas d'un chargement volumique, le champ de déplacement solution n'est plus linéaire et
les deux méthodes de résolution di�èrent (Figures 1.13 et 1.14). La méthode de zoom
structural capte mieux le pro�l du champ de déplacement. Toutefois la méthode Arlequin
n'a pas été mise en ÷uvre à l'aide d'un jeu optimal de paramètres,f � 1; � 2; lg, ni améliorée
pour prendre en compte ces e�ets ([5], [7], [9], [34]).

(a) 4 éléments (b) 5 éléments (c) 6 éléments (d) 7 éléments

Figure 1.13 � Chargement volumique d'une poutre pour di�érents nombres d'éléments
sur le domaine �n avec la méthode Arlequin.

(a) 4 éléments (b) 5 éléments (c) 6 éléments (d) 7 éléments

Figure 1.14 � Chargement volumique d'une poutre pour di�érents nombres d'éléments
sur le domaine �n avec la méthode de Zoom structural (pour un raccord en déformation).

1.2.3 Illustration des deux méthodes sur un exemple 2D

On compare maintenant les deux méthodes multi-échelles pour un problème bi-
dimentionnel, en considérant tout d'abord deux maillages identiques dans la zone du
patch puis deux maillages imbriqués. Le maillage �n est une subdivision du maillage
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grossier. Aucun élément du maillage �n ne chevauche deux éléments du maillage gros-
sier.

(a) Maillages identiques (b) Maillages imbriqués

Figure 1.15 � Les deux types de maillage.

On teste ces deux con�gurations sur un essai de cisaillement.


 f


 c

udc

b b b

b b b

Figure 1.16 � Modélisation de l'essai de cisaillement.

On considère une plaque carré de 40 cm de côté, qui est le domaine 
 1, encastrée sur
le bas de la structure et bloquée dans la directiony sur le haut de cette même structure.
Un déplacement imposé,udc, de 5 cm est appliqué dans le directionx sur le haut de la
plaque. Le domaine 
 2 est une partie carrée de 16 cm de côté, au centre de la plaque.
Les paramètres matériaux sont les mêmes sur les deux maillages, un module de Young
de 1Pa et un coe�cient de Poisson de 0; 3.

1.2.3.1 Maillages identiques

On considère toujours le modèle du zoom. Les deux maillages sont identiques sur le
domaine 
 2 dans un premier temps. Pour comparer les deux méthodes multi-échelles
sur un essai 2D, on étudie un modèle de référence qui résout lemême problème mais
de manière traditionnelle. En e�et, on utilise pour ce faire un seul maillage sur toute
la structure qui comporte les mêmes sollicitations. On observe que les trois méthodes
donnent sur le maillage grossier le même résultat (Figures 1.17 et 1.18). Sur le maillage
�n, on remarque le même pro�l de déplacement mais les extremasont mieux captés par
la méthode Arlequin que par la méthode de zoom structural.
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(a) Référence (b) Arlequin (c) Zoom structural

Figure 1.17 � Essai de cisaillement - Norme du déplacement sur 
c avec maillages
identiques (en cm).

(a) Référence (b) Arlequin (c) Zoom structural

Figure 1.18 � Essai de cisaillement - Norme du déplacement sur 
 f avec maillages
identiques (en cm).

1.2.3.2 Maillages imbriqués

Les deux maillages sont imbriqués sur le domaine 
2. Les coins de 
2 ont les mêmes
coordonnées que des n÷uds de 
1 mais les deux maillages n'ont pas la même discrétisa-
tion sur cette zone. En e�et le maillage 
 2 est plus �n que 
 1. Le modèle de référence
a la même discrétisation que 
2 sur cette zone. On remarque que les deux méthodes ne
donnent plus les mêmes pro�ls de déplacement sur le domaine �n (Figures 1.19 et 1.20).

(a) Référence (b) Arlequin (c) Zoom structural

Figure 1.19 � Essai de cisaillement - Norme du déplacement sur 
c avec maillages
identiques (en cm).

Pour cet essai, la méthode de zoom structural donne le même pro�l que la solution
de référence. Tandis qu'avec la méthode Arlequin, on observe une moyenne sur les élé-
ments �nis du grossier (en e�et on voit la délimitation des éléments �nis du maillage
grossier). Toutefois cette dernière n'a pas été mise en ÷uvre à l'aide d'un jeu optimal de
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(a) Référence (b) Arlequin (c) Zoom structural

Figure 1.20 � Essai de cisaillement - Norme du déplacement sur 
 f avec maillages
imbriqués (en cm).

paramètres, f � 1; � 2; lg, ni améliorée pour prendre en compte ces e�ets et ainsi adopter
une stratégie plus adéquate ([5], [7], [9], [34]).

La méthode de zoom structural est dans l'immédiat opérante pour des problèmes à
faibles contrastes. Mais ne semble pas adaptée pour de fortscontrastes de propriété sur

 f .

Pour intégrer le modèle de substitution, on s'intéresse alors dans le chapitre suivant
à une extension de la méthode de zoom structural .
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Chapitre 2

Zoom structural à fort contraste
et optimisation numérique
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CHAPITRE 2. ZOOM STRUCTURAL À FORT CONTRASTE ET OPTIMISATIO N
NUMÉRIQUE

Le chapitre précédent a présenté un outil de transfert d'information entre deux
maillages par le biais de la projection de type mortar. Ce quipermet de construire
deux projecteurs discrets, un pour le transfert d'information du maillage "�n" vers le
"grossier" et l'autre pour le transfert inverse. Cette approche est insérée dans une for-
mulation variationnelle dans le cadre d'une stratégie de zoom sur une zone d'intérêt

 f inclue dans 
 c (cf Figure 1.8b). De plus, elle se focalise sur des problèmesà faibles
contrastes, comme on l'a évoqué précédemment et comme on va le présenter dans le
chapitre suivant (cf Figures 3.25, 3.26 et 3.27).

Ce chapitre se découpe en deux parties, la première partie présente une extension
de la méthode de zoom structural pour intégrer les forts contrastes de propriétés ainsi
qu'une correction du déplacement sur 
f pour éviter les mouvements de corps rigide.
La deuxième partie traite du choix du solveur du système linéaire issu de la formulation
variationnelle.

2.1 Améliorations de la méthode de zoom structural

Pour intégrer ces forts contrastes, l'idée est d'utiliser un modèle de substitution au
lieu d'un modèle de zoom (cf 1.8c).

2.1.1 Adaptation aux forts contrastes

Pour adapter la méthode de zoom structural vers un modèle de substitution, on ap-
plique le raccord uniquement sur une partie de 
f ([17], [18]). On subdivise le domaine


 f en deux nouvelles zones. La première, notée 
(b)
f , sur laquelle sont écrites les condi-

tions de raccord et 
 (i )
f la deuxième, représente son complémentaire (cf Figure 2.1). Ce

partitionnement est inspiré des développements de la méthode Arlequin ([6] et [8]).

r r r r r r r

r r r r r r r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r r r r r r r

r r r r r r r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

b b b

b b b


 (b)
f


 (i )
f

Figure 2.1 � Partition de 
 f .

Pour dé�nir 
 (b)
f , on considère une seule bande d'éléments sur la Figure 2.1, mais on

pourrait en prendre plusieurs. L'in�uence du nombre de bandes de 
 (b)
f est traitée dans

le chapitre 3. Le formulation variationnelle reste identique sur 
 c, voir équation (1.68)).
La partition subséquente de 
 f et de U(f ) , en U(f )

(b) et U(f )
(i ) , induit la nouvelle écriture

de (1.68),
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�
K (c) � B T

� ( c) Pcf Pfc A (c)B " ( c)

�
U(c) +

�
B T

� ( c) Pcf A (f )B
" ( f )

( b)

�
U(f )

(b)

+
�

B T
� ( c) Pcf A (f )B

" ( f )
( i )

�
U(f )

(i ) = M ccF (c) + F U ( c)
(2.1)

Le problème sur le domaine 
f est quant à lui di�érent. Le raccord s'applique seule-

ment sur 
 (b)
f . On considère uniquement le raccord en déformation (1.72) qui, pour le

module d'élasticité A (f ) , donne une condition beaucoup plus naturelle et plus pratique
qu'une condition pour A (c) présent pour le raccord en contrainte (1.71). Pour ce faire,
on dé�nit le champ de module d'élasticité sur 
 f par,

A (f ) =

8
<

:

A (f ) sur 
 (b)
f

0 sur 
 (i )
f

: (2.2)

Le raccord en déformation avec (2.2) devient,

K (f )
(bb)U

(f )
(b) = B (b)T

� ( f ) A (f )Pfc B " ( c) U(c) ; (2.3)

avec K (f )
(bb) la matrice de rigidité obtenue sur 
 (b)

f avec la module d'élasticitéA (f ) et

B (b)
� ( f ) l'opérateur B � ( f ) restreint à 
 (b)

f . Le problème sur 
 f s'écrit alors comme s'écrit
l'équilibre sur 
 f sous la condition du raccord en déformation, soit,

min
U ( f )

1
2

U(f )T
K (f )U(f ) � U(f )T

F (f ) � U(f )T
F U ( f )

sous la condition (2.3): (2.4)

où F U ( f )
est l'e�ort associé au déplacement imposé sur 
f . La subdivision de 
 f

permet d'écrire la matrice de rigidité K (f ) et le vecteur nodal de déplacementU(f ) par,

K (f ) =

0

@
K (f )

(bb) K (f )
(bi)

K (f )
(ib) K (f )

(ii )

1

A et U(f ) =

0

@
U(f )

(b)

U(f )
(i )

1

A : (2.5)

On décide d'intégrer le raccord en déformation à l'équationd'équilibre à l'aide d'un
multiplicateur de Lagrange � b, soit,

1
2

U(f )T
K (f )U(f ) � U(f )T

F (f ) � U(f )T
F U ( f )

� � T
b

�
K

(f )
(bb)U

(f )
(b) � B (b)T

� ( f ) A
(f )

Pfc B " ( c) U(c)
�

(2.6)
En écrivant la variation par rapport à U(f ) et � b, on obtient le système d'équations,

8
>>><

>>>:

K (f )U(f ) � F (f ) � F U ( f )
�

 
K (f )

(bb) � b

0

!

= 0

K (f )
(bb)U

(f )
(b) � B (b)T

� ( f ) A (f )Pfc B " ( c) U(c) = 0

(2.7)

ce qui donne avec la partition subséquente de 
f ,
8
>>>><

>>>>:

K (f )
(bb)U

(f )
(b) + K (f )

(bi)U
(f )
(i ) � K

(f )
(bb) � b = F (f )

(b) + F U ( f )

(b)

K (f )
(ib)U

(f )
(b) + K (f )

(ii )U
(f )
(i ) = F (f )

(i ) + F U ( f )

(i )

K (f )
(bb)U

(f )
(b) = B (b)T

� ( f ) A (f )Pfc B " ( c) U(c)

(2.8)
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La première équation de (2.8) sert uniquement à calculer le multiplicateur de La-
grange. Les deux autres équations permettent d'écrire un système complet sur 
 f ,

2

4K
(f )
(bb) 0

K (f )
(ib) K (f )

(ii )

3

5

0

@
U(f )

(b)

U(f )
(i )

1

A =

0

@B (b)T

� ( f ) A (f )Pfc B " ( c) U(c)

F (f )
(i ) + F U ( f )

(i )

1

A (2.9)

Le système sur la structure s'écrit,

2

6
6
6
4

K (c) � B T
� ( c) Pcf Pfc A (c)B " ( c) B T

� ( c) Pcf A (f )B
" ( f )

( b)
B T

� ( c) Pcf A (f )B
" ( f )

( i )

� B (b)T

� ( f ) A (f )Pfc B " ( c) K (f )
(bb) 0

0 K (f )
(ib) K (f )

(ii )

3

7
7
7
5

0

B
B
@

U(c)

U(f )
(b)

U(f )
(i )

1

C
C
A

=

0

B
@

M ccF (c) + F U ( c)

0

F (f )
(i ) + F U ( f )

(i )

1

C
A (2.10)

Maintenant que la méthode de zoom structural intègre le modèle de substitution, on
obtient une structure similaire à celle de la méthode Arlequin.

2.1.2 Correction des mouvements de solide rigide

Le système linéaire (2.10) a pour inconnues les déplacements nodaux sur les deux
maillages. Mais le raccord est formulé en déformation et nonen déplacement, ce qui veut
dire que des mouvements de solide rigide perturbent le déplacement sur 
 f . Contrai-
rement à l'adaptation aux forts contrastes qui est du pré-traitement, la correction du
mouvement sur 
 f est plus du post-traitement. On se propose une approche pourélimi-
ner les mouvements de corps rigide. Le nouveau déplacement corrigé, noté U(p) , s'écrit
alors,

U(p) = U(f ) � Ucr (2.11)

où Ucr sont les mouvements de corps rigide. Le mouvement de corps rigide in�nité-
simal continu s'écrit de la manière suivante,

ucr = c + ! :X ; (2.12)

avec c une translation et ! le tenseur des rotations in�nitésimales ([22],[24],[23]). Le
mouvement de corps rigide in�nitésimal en un point M , dans un repère bi-dimensionnel,
s'écrit

ucr (M ) =

 
cx

cy

!

+

"
0 � �
� 0

#  
X M

YM

!

; (2.13)

avec � un angle de rotation, cx (respectivement cy) la composante de la translation
c suivant x (respectivement suivant y) et X M et YM les coordonnées du pointM .

Étant donné que l'on connait le déplacementU(c) sur le maillage grossier, on peut
déduire celui des coins du patch et trouver les paramètrescx ; cy et � . Pour trouver les
paramètres cx ; cy et � , les équations découlent de toutes les con�gurations possibles du
choix de deux n÷uds, notésA et B , parmi les quatre coins du maillage �n 
 f (cf Figure
2.2).
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f 1; 4g
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f 3; 4g
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C
C
C
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Figure 2.2 � Liste des con�gurations possibles.

L'équation (2.19) au n÷ud A s'écrit,

U(p) (A) = U(f ) (A) � Ucr (A) = U(c) (A) ) Ucr (A) = U(f ) (A) � U(c) (A) (2.14)

En isolant cx et cy , l'équation (2.13) au n÷ud A devient,

 
cx

cy

!

= U(f ) (A) � U(c) (A) �

"
0 � �
� 0

#  
X A

YA

!

(2.15)

De même au n÷ud B ,

 
cx

cy

!

= U(f ) (B ) � U(c)(B ) �

"
0 � �
� 0

#  
X B

YB

!

(2.16)

Le vecteur U(c)(A) correspond au déplacement sur 
c au n÷ud A. De la même
manière que le vecteurU(c) (B ) au n÷ud B . Il est possible que le n÷udA ne corresponde
pas à un n÷ud de 
 c, c'est-à-dire qu'il se trouve à l'intérieur ou sur la fronti ère d'un
élément. Pour palier tous les cas, le vecteurU(c) (A) est dé�ni par une interpolation
linéaire des déplacements nodaux,

U(c) (A) = N1(xA ; yA )u1 + N2(xA ; yA )u2 + N3(xA ; yA )u3:

Les N i (xA ; yA ) sont les fonctions d'interpolation au n÷ud A et les ui sont les dépla-
cements nodaux de l'élément. Il en est de même au n÷udB .

En posant U(i ) (M ) =

 
U(i )

x (M )

U(i )
y (M )

!

, on obtient des équations (2.15) et (2.16) la relation

de l'angle de rotation � suivante,

8
<

:
� � (YA � YB ) = U(f )

x (A) � U(c)
x (A) � U(f )

x (B ) + U(c)
x (B )

� (X A � X B ) = U(f )
y (A) � U(c)

y (A) � U(f )
y (B ) + U(c)

y (B )
(2.17)

Le système suivant pour chaque con�guration s'écrit,

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

� � (YA � YB ) = U(f )
x (A) � U(c)

x (A) � U(f )
x (B ) + U(c)

x (B )

� (X A � X B ) = U(f )
y (A) � U(c)

y (A) � U(f )
y (B ) + U(c)

y (B )

cx = U(f )
x (A) � U(c)

x (A) + �:Y A

cy = U(f )
y (A) � U(c)

y (A) � �:X A

cx = U(f )
x (B ) � U(c)

x (B ) + �:Y B

cy = U(f )
y (B ) � U(c)

y (B ) � �:X B

(2.18)
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On obtient au total six équations pour chaque con�guration, ce qui donne en tout
36 équations pour 3 inconnues. Comme le système est surcontraint, on procède par le
méthode des moindres carrés pour déterminer� , cx et cy . Cette méthode est implémentée
dans MATLAB c
 par la fonction lsqnonlin .

Pour éviter les mouvements de solide rigide, une autre méthode est premièrement de
bloquer certains coins de 
f et, deuxièmement de corriger le déplacement nodal sur 
f
par celui d'un n÷ud de 
 c. L'opération la plus naturelle est de bloquer les n÷uds de
Omegaf de la même façon que ceux de 
c, illustrée sur la Figure 2.3.


 f


 c

f

b b

b b

Figure 2.3 � Modélisation du recalage du déplacement sur un essai detraction.

Le déplacement recalé s'écrit pour chaque n÷udN de 
 f ,

U(r ) (N ) = U(f ) (N ) + Uc(A) (2.19)

où le vecteur U(c) (A) est le déplacement de 
c dé�ni par une interpolation linéaire
des déplacements nodaux en un coin deOmegaf , noté A. La comparaison des deux
méthodes est traitée dans le chapitre 3.

2.2 Résolution numérique du système linéaire

Pour résoudre un système linéaire, il existe deux types de méthode, les méthodes
directes basées sur des factorisations matricielles (exemple : pivot de Gauss), et les
méthodes itératives qui donnent une suite de solutions approchées convergente vers la
solution exacte (exemple : méthode du point �xe) ([1]). Le choix du solveur est surtout
in�uencé par les propriétés de la matrice K (symétrique, dé�nie positive, triangulaire ,
etc). Selon le solveur choisi, un préconditionnement et unerenumérotation de la matrice
peuvent être nécessaire. Pour obtenir les résultats de cette section, l'essai est un essai en
traction qui sera présenté dans le chapitre suivant (cf Figure 3.2b). Il en est de même
pour les paramètres géométriques de la structure.

2.2.1 Les solveurs

Les méthodes directes ont une structure simple et sont faciles à implanter dans un
logiciel de calcul numérique, comme MATLAB c
 . Mais pour un système de grande taille,
les méthodes directes peuvent devenir coûteuses numériquement et avoir un stockage en
mémoire élevé. On utilise alors des méthodes itératives quitransforment le système li-
néaire de grande taille en un problème réduit par une méthodepolynomiale de projection
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sur les sous-espaces de Krylov, qui, elle, donne une solution approchée du problème ([26],
[19] et [35]). Ces sous-espaces vectoriels, notésKn (K; r 0) de dimensionn, sont engendrés
(fonction span) par le produit de la matrice K par le résidu de la première itération
r0 = F � KU 0, et s'écrivent selon (ref Saad),

Kn (K; r 0) = spanf r0; Kr 0; K 2r0; � � � ; K n� 1r0g: (2.20)

Les solveurs sur les espaces de Krylov ont besoin des paramètres suivants,
� U0 un itéré initial,
� T ol une tolérance pour la convergence du solveur associée à un test d'arrêt sur la

norme du résidu (cf [1]),

Tarr êt =
kKU k � F k
kKU 0 � F k

� T ol; (2.21)

� et maxiter le nombre maximum d'itérations s'il n'y a pas convergence dusolveur.

Le but de cette partie est de comparer di�érents solveurs a�nde choisir le plus perfor-
mant en terme de temps CPU. Les solveurs sont listés ici. Pourplus d'information à leurs
sujets, voir [35]. Les solveurs sont implantés dans MATLABc
 . Pour plus d'information
sur l'utilisation des solveurs se référer aux pages de chaque solveur.

On choisit les solveurs suivants, adaptés aux matrices non symétriques,
� gmres : généralisation de la méthode de minimisation du résidu ([44])
� bicg : méthode du gradient bi-conjugué ([38]).
� cgs : méthode du gradient conjugué carré ([41]).
� bicgstab: méthode du gradient bi-conjugué stabilisé ([39]).
� bicgstabl : méthode du gradient bi-conjugué stabilisé couplé avecgmres ([40]).
� qmr : méthode du résidu quasi-minimal ([46]) .
� tfqmr : méthode du résidu quasi-minimal sans transposé ([48]).

Pour éviter d'avoir un sous-espace de Krylov de trop grande dimension et réduire
ainsi le stockage en mémoire et le temps de calcul, on peut redémarrer le solveurgmres à
partir d'une certaine itération (cf [35]). Ce nouveau paramètre est notérestart . Avant de
comparer les solveurs entre eux, on essaye d'optimiser le solveur gmres selon di�érentes
valeurs derestart .
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Figure 2.4 � Plaque trouée - Nombre d'itérations et temps d'exécution (en ms) du
solveur gmres pour di�érentes valeurs du redémarrage avec préconditionnement et re-
numérotation du système linéaire.
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On remarque sur la Figure 2.4 que le temps optimal est obtenu pour restart = 11,
mais reste très proche pourrestart = f 10; 12; 13g. On observe aussi que le nombre d'ité-
rations ne varie plus à partir de restart = 10. Pour choisir la valeur de restart , on
fait un compromis entre le temps d'exécution du solveur et lestockage en mémoire des
sous-espaces de Krylov. On choisit désormais la valeur derestart a�n que la conver-
gence soit la plus rapide. Pour toutes les méthodes sur les sous-espaces de Krylov, cette
convergence dépend du conditionnement de la matriceK du système linéaire ([35], [1]).

Pour améliorer le conditionnement deK , on utilise un préconditionnement et une
renumérotation. Les choix du préconditionneur et de la renumération sont étudiés dans
la suite. Pour comparer les divers solveurs, la matriceK est rénumérotée de la même
façon (renumérotation AMD ) pour chacun d'eux, idem pour le préconditionnement (fac-
torisation ILUC ). Ainsi on analyse la seule in�uence des solveurs.
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Figure 2.5 � Temps des solveurs (en s) en fonction du ra�nement du maillage �n.

On observe sur la Figure 2.5 que pour un même préconditionnement et une même
renumérotation le solveur gmres est légèrement plus rapide en temps CPU. Le fait de
rajouter une hétérogénéïté sur 
f multiplie en moyenne le nombre de dégrès de liberté
par 1:95 alors que le temps CPU des solveurs est multiplié en moyenne par 2:95.

On remarque sur les Figures 2.6 et 2.7 que le solveurcgs est celui qui demande
le moins d'itérations pour converger comparativement àgmres qui en exige plus. Les
itérations durent moins longtemps, en terme de temps CPU, pour gmres. On retient
donc le solveurgmres.
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Figure 2.6 � Plaque saine- Convergence des solveurs.
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Figure 2.7 � Plaque trouée- Convergence des solveurs.

Maintenant que le solveur est choisi, on s'intéresse au préconditionnement nécessaire
à une convergence rapide du solveur ([1]).

2.2.2 Les préconditionneurs

L'idée du préconditionnement est de trouver une matriceC telle que C � 1K possède
un conditionnement plus petit que K et telle que l'inversion deC soit peu coûteuse ([35],
[1]). Le système linéaire,

KU = F: (2.22)

admet la même solution que le système "préconditionné",

C � 1KU = C � 1F: (2.23)

On appelleC la matrice de préconditionnement associée au système "préconditionné"
(2.23). La convergence des solveurs dépend du spectre de la matrice C � 1K . Pour plus
d'informations se référer à [35]. La matrice de préconditionnement véri�e les propriétés
suivante,

1. C doit être le plus proche possible deK

2. C doit respecter les propriétés de la matrice (symétrique, dé�nie positive, trian-
gulaire, etc).

3. Le stockage deC ne doit pas excéder de beaucoup celui deK .

Le but de cette partie est de comparer di�érents préconditionneurs a�n de choisir le
plus performant pour le solveur gmres en terme de temps CPU. Les préconditionneurs
peuvent se construire de deux façons ([35]). La première estde décomposer la matrice
K sous la forme,

K = K diag � K inf � K sup; (2.24)

avec K diag est la diagonale deK , � K inf est la partie triangulaire inférieure stricte
de la matrice K et � K sup est la partie triangulaire supérieure stricte de la matriceK .
La deuxième est de décomposer la matriceK par une factorisation incomplète, soit sous
la forme,

K = K l K u � K r ; (2.25)
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avec K l (respectivement K u) est la matrice triangulaire inférieure (respectivement
supérieure) résultant de la factorisation incomplète, etK r est le résidu de la factorisa-
tion. La factorisation incomplète dépend des propriétés deK . Comme K du système
(2.10) n'est pas symétrique, on choisit la factorisation LUincomplète. Les précondition-
neurs sont seulement listés ici. Pour plus d'information à leurs sujets, voir [35]. Pour la
décomposition (2.24), on choisit les préconditionneurs,

� Jac : préconditionneur de Jacobi,CJac = K diag

� SOR : préconditionneur de surrelaxation successive,CSOR = K diag � !K inf
! où !

est un paramètre numérique pour accélérer la convergence dusolveur.
� GS : préconditionneur de Gauss-Siedel,CGS = K diag � K inf .
Pour la décomposition (2.25), les préconditionneurs sont implantés dans MATLAB c
 .

Pour plus d'information sur l'utilisation de ces précondit ionnements se référer à la page
de la factorisation incomplète LU (cf [45]).

On choisit les préconditionneurs suivants,
� ILU (0) : factorisation incomplète LU sans remplissage.
� ILUT P : factorisation incomplète LU avec seuil et pivot.
� ILUC : factorisation incomplète LU de Crout.
Pour comparer les divers préconditionneurs, la matriceK est renumérotée de la même

façon pour chacun d'eux, et le solveur commun pour la résolution du système estgmres.
Ceci dans le but précis que seuls les préconditionneurs in�uent sur les temps d'exécution
et la convergence du solveur.
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Figure 2.8 � Itérations du solveur en fonction du ra�nement du maill age �n.
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Figure 2.9 � Temps du solveur (en s) en fonction du ra�nement du maill age �n.

On observe sur la Figure 2.8 que deux préconditionneurs donnent une convergence
très rapide du solveur gmres, ce sont les factorisationsILUT P et ILUC (entre 2 et
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5 itérations selon le nombre d'éléments). Le préconditionneur ILUC donne le meilleur
temps CPU pour le solveur comparativement aux autres préconditionneurs, voir Figure
2.9. On remarque que l'on a ce même pro�l pour le conditionnement de la matrice C � 1K ,
illustré sur la Figure 2.10. Ce qui véri�e que la vitesse de convergence du solveur est lié
au spectre deC � 1K . En e�et, pour un conditionnement très faible de la matrice C � 1K
2.10, on a une convergence très rapide 2.8. On voit égalementque pour une matrice de
dimension 1 000 (pour 10 éléments sur le bord du patch), les factorisations ILUT P et
ILUC sont quasiment complètes car le conditionnement est quasiment de 1.
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Figure 2.10 � Conditionnement des matrices C � 1K en fonction du ra�nement du
maillage �n.

L'inconvénient des factorisations est qu'elles peuvent prendre du temps. On regarde
si le temps pour le préconditionnement est de même ordre que le temps du solveurs.
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Figure 2.11 � Temps du préconditionnement (en s) en fonction du ra�n ement du
maillage �n.

Comme on s'y attendait, on observe sur les Figures 2.11 queILUC et ILUT P
prennent plus de temps pour avoir le préconditionnement queles autres méthodes. Ceci
n'est pas seulement dû au fait qu'une factorisation demandeplus de temps, mais aussi
au fait que le taux de remplissage pour les factorisationsILUC et ILUT P est très élevé.
On a ici un taux de remplissage de 1e � 07, sachant que plus le taux de remplissage est
proche de 0 plus la factorisationLU est complète. Mais le gain de temps sur la résolution
du système est tellement important que le surplus de délai pour le préconditionneur est
négligeable. On choisit le préconditionneurILUC car il donne les résultats optimaux. Il
est en outre le seul que la résolution complète (renumérotation + préconditionnement
+ solveur) donne un temps CPU inférieur à celui de la méthode directe, visible sur la
Table 2.1.
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Structure
Méthode

Pivot de Gauss Jac SOR GS ILU(0) ILUTP ILUC

Plaque saine 1.36 54.68 73.75 74.4 96.81 1.65 0.42
Plaque trouée 2.83 71.63 102.5 104.78 132.16 3.48 0.79

Table 2.1 � Plaque trouée- Temps total (en s) de la résolution du système linéaire pour
les solveurs direct et itératifs avec les di�érents préconditionneurs pour un ra�nement
de 60 éléments sur les bords du patch.

Le problème possible des factorisations est qu'elles peuvent prendre du temps par
rapport à la résolution du système par la méthode directe. Pour remédier à ce pro-
blème, une solution est de réorganiser la matriceK du système, c'est-à-dire à utiliser
une technique de renumérotation ([35]).

2.2.3 Les renumérotations

L'idée de la renumérotation est d'avoir une forme pour la matrice K telle que le coût
en temps du préconditionnement soit relativement petit. Les méthodes de renumérota-
tion s'inspirent de la théorie des graphes, puisque toute matrice peut-être représentée
par un graphe (cf Figure 2.12).

7
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1 2 3 4 5 6 7
1 2

34

5

6 7

Figure 2.12 � Graphe orienté et matrice associée ([35]).

Le système préconditionnéC � 1KU = C � 1F s'écrit avec une renumérotation,

(PT C � 1KP )(PT U) = PT C � 1F: (2.26)

où P est une matrice de permutation. Cela donne un meilleur rendement pour la
factorisation incomplète avec des matrices creuses par rapport à une factorisation in-
complète sans renumérotation. Le but de cette partie est de comparer di�érentes renu-
mérotations a�n de choisir la plus performante en temps CPU pour la résolution du
système (temps de la renumérotation + temps du préconditionnement + temps du sol-
veur). Les renumérotations sont listées ici. Pour plus d'information à leurs sujets comme
leurs correspondances en théorie des graphes, voir ([35]).Les techniques de renuméro-
tation sont implantées dans MATLAB c
 . Pour plus d'information sur l'utilisation des
renumérotation se référer aux pages de chaque renumérotation.

On s'intéresse ici aux renumérotations, suivantes, cellesbasées sur la méthode de
Cuthill-McKee,

� CMK , renumérotation de Cuthill�McKee (matrices construites p ar rotation de
celles obtenues parsymrcm).

� RCMK , renumérotation de Cuthill�McKee inverse ([47]),
celles basés sur la méthode de degré minimum,
� AMD , renumérotation de degré minimum approché ([37]).
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� CAMD , renumérotation par permutation de colonne par degré minimum ([42]).
ainsi que,
� Dissect, renumérotation par dissection imbriquée ([43]).
Pour mettre en valeur l'in�uence des renumérotation sur la structure des matrices,

on regarde le pro�l des matricesK , K l et K u dé�nies à l'équation (2.25). Comme point
de départ, on prend les matricesK origine , K origine

l et K origine
u obtenues par le système

(2.10) (Figure 2.13). On voit sur la Figure 2.13 que les matrices obtenues après la factori-
sation incomplète de Crout sont denses. En e�et pour une matrice K origine avec 173 355
coe�cients non nuls, les matrices K origine

l et K origine
u ont respectivement 5 630 077 et

6 721 876 coe�cients non nuls.

K origine K origine
l K origine

u

Figure 2.13 � Représentation des matricesK , K l et K u sans renumérotation.

Pour éviter d'avoir ce genre de pro�l, on utilise une renumérotation a�n de réduire
le remplissage pendant la factorisation incomplèteLU et plus précisément pendant l'éli-
mination de Gauss ([35]). Et ceci dans l'objectif précis d'obtenir le préconditionneur
C = K l K u avec le moins de coe�cients non nuls possible. La densité deC, notée d(C),
est dé�nie par,

d(C) =
Nombre d'éléments non nuls deC

Nombre d'éléments deC
: (2.27)

Les renumérotations de Cuthill�McKee permettent de réduire la largeur de bande
d'une matrice creuse par permutation des lignes et des colonnes, ce qui maintient les
éléments non nuls dans une bande aussi proche que possible dela diagonale principale
de la matrice ([35]), visible sur la Figure 2.14.

K CMK K CMK
l K CMK

u

Figure 2.14 � Représentation des matricesK , K l et K u avec la renumérotationCMK .
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Néanmoins, on remarque que la matriceK CMK
u est plus dense que le matriceK origine

u ,
en e�et la matrice K CMK

u possède 7 890 366 coe�cients non nuls alors que la matrice
K origine

u en possède 6 721 876, ce qui n'est pas attendu. La méthodeRCMK est une va-
riante de la méthodeCMK dans laquelle l'indexage des n÷uds est inversé. On remarque
sur les Figures 2.14 et 2.15 que les matricesK ont la même structure dite en "épi de
maïs" ([35]) et que la largeur de bande des trois matrices estaussi la même pour les deux
renumérotations. Néanmoins, la densité est beaucoup plus petite avec RCMK , précisé-
ment pour K RCMK

u qui possède un nombre d'éléments non nuls environ cinq fois plus
petit que la matrice K origine

u . En e�et, la matrice K RCMK
u possède 1 378 440 coe�cients

alors que la matriceK origine
u en possède 6 721 876.

K RCMK K RCMK
l K RCMK

u

Figure 2.15 � Représentation des matricesK , K l et K l avec la renumérotationRCMK .

L'idée principale de la méthode de degré minimum est qu'à chaque étape de l'éli-
mination de Gauss les permutations des lignes et des colonnes sont exécutées a�n de
minimiser le nombre d'éléments non nuls en dehors de la diagonale ([35]).

K AMD K AMD
l K AMD

u

Figure 2.16 � Représentation des matricesK , K l et K u avec la renumérotationAMD .

La renumérotation AMD donne des matrices très éparses, avec un pro�l dit en
"�èche" ([35]). Les éléments non nuls sont rassemblés autour de la diagonale mais aussi
sur deux bandes respectivement dans les dernières lignes etles dernières colonnes de la
matrice K , visibles sur la Figure 2.16, contrairement aux renumérotations vus précé-
demment. Les matrices obtenues, avec la renumérotationAMD , après factorisation ont
une densité moins élevée qu'avec la renumérotationRCMK , les matrices ont environ
trois fois moins d'éléments non nuls. En e�et, la matrice K AMD

l a 407 079 (respective-
ment K AMD

u a 372 902) coe�cients non nuls alors que la matriceK RCMK
l en a 1 397 270

(respectivement K RCMK
u en a 1 378 440).
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K CAMD K CAMD
l K CAMD

u

Figure 2.17 � Représentation des matricesK , K l et K u avec la renumérotationCAMD .

On remarque sur la Figure 2.17 que la méthodeCAMD donne des pro�ls intermé-
diaires des matrices entre la méthodeAMD et la méthodeRCMK . La largeur de bande
des trois matrices est, quant à elle, la même pour les deux renumérotations (AMD et
CAMD ). Néanmoins, la densité est beaucoup plus petite avecAMD , avec un nombre
d'éléments non nuls environ deux fois plus petit. En e�et lesmatrices K AMD

l et K AMD
u

ont respectivement 407 079 et 372 902 coe�cients non nuls alors que les matricesK CAMD
l

et K CAMD
u en ont 992 967 et 972 933.

La méthode par dissection imbriquée, notéeDissect, est basée sur une technique
de théorie des graphes ([35]). On observe sur la Figure 2.18 que cette renumérotation
donne des résultats assez proche de la renumérotationAMD au niveau du pro�l et de la
densité des matrices. En e�et les matricesK Dissect

l et K Dissect
u ont respectivement 406 176

et 364 209 coe�cients non nuls et les matricesK AMD
l et K AMD

u ont respectivement
407 079 et 372 902 coe�cients non nuls. Il y a donc moins de 10 000 coe�cients d'écart
entre ces matrices pour des matrices de 71 368 704 coe�cients.

K Dissect K Dissect
l K Dissect

u

Figure 2.18 � Représentation des matricesK , K l et K u avec la renumérotationDissect.

Pour comparer les diverses renumérotations, on prend le solveur et le précondition-
neur choisis auparavant, c'est-à-dire respectivementgmres et ILUC . Ceci a�n que seule-
ment les renumérotations in�uencent les temps d'exécution, le conditionnement et le
remplissage. On observe sur les Figures 2.19 et 2.20 que le temps de la résolution du sys-
tème est dominé par le temps du préconditionnement. Pour choisir la meilleure méthode
de renumérotation, il convient donc de tenir compte tant du coût de la renumérotation
elle même que de son impact sur le coût du préconditionnement. Deux renumérotations
sortent du lot, AMD et Dissect. La renumérotation Dissect coûte plus cher en temps
que AMD avec des résultats similaires sur le préconditionnement.
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Figure 2.19 � Plaque saine- Temps d'exécution (en s) en fonction du ra�nement du
maillage �n.
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Figure 2.20 � Plaque trouée- Temps d'exécution (en s) en fonction du ra�nement du
maillage �n.

Pour un nombre d'éléments plus important (60 éléments), la gain de temps maximal
du solveur itératif par rapport au solveur direct est de 55:15 % pour une plaque saine et
de 56:89 % pour une plaque trouée (cf Table 2.2).

Structure
Méthode

Pivot de Gauss AMD CAMD CMK RCMK Dissect

Plaque saine 1.36 0.61 1.08 10.24 1.38 0.64
Plaque trouée 2.83 1.22 2.09 25.42 2.8 1.4

Table 2.2 � Temps (en s) de la résolution du système linéaire pour les solveurs direct
et itératif avec les di�érentes renumérotations.

Pour toutes les renumérotations ainsi que pour le méthode dupivot de Gauss, l'ajout
de l'hétérogénéité multiplie environ par 2 le temps de résolution totale alors que le nombre
de degrés de liberté est multiplié par 1:52 (pour 60 éléments, 
 engendre 9 942 degrés
de liberté pour la plaque saine et 15 148 degrés de liberté pour la plaque trouée).Pour
la majorité des renumérotations, le conditionnement est relativement faible (entre 1 et
100 000 sauf pourCMK qui est plus élevée) mais la renumérotationAMD donne le plus
petit, ceci est visible sur la Figure 2.21.
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Figure 2.21 � Conditionnement de la matrice C � 1K pour chaque renumérotation en
fonction du ra�nement du maillage �n.

L'un des enjeux des renumérotations est le remplissage et plus particulièrement celui
de la matrice du préconditionnementC = K l K u obtenue lors de la factorisation incom-
plète de Crout ([35]). Pour cela on évalue la densité deC, dé�nie à l'équation (2.27).
Comme pour les temps d'exécutionAMD et Dissect se démarquent des autres par une
densité très faible, visibles sur la Figure 2.22.
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Figure 2.22 � Densité de la matrice creuseC en fonction du ra�nement du maillage
�n.

Pour �nir, le solveur gmres converge plus rapidement avec la renumérotationAMD ,
visible sur les Figures 2.23 et 2.24.
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Figure 2.23 � Plaque saine- Convergence du solveur.
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Figure 2.24 � Plaque trouée- Convergence du solveur.

Au vu des di�érents tests, deux renumérotations AMD et Dissect s'avèrent être les
meilleures. Toutefois une légère préférence se porte surAMD , grâce au conditionne-
ment de C � 1K et la vitesse de convergence degmres, même si les deux renumérotations
donnent des temps CPU équivalents.

En conclusion, pour résoudre notre système, la meilleure combinaison, pour des sol-
veurs itératifs, est basée sur le solveurgmres avec un redémarragerestart déterminé
en fonction du cas test pour avoir la valeur optimale. Le préconditionneur le plus per-
formant est une factorisation incomplèteLU de Crout, notée ILUC . En�n la meilleure
renumérotation est la méthodeAMD . Cette combinaison donne un temps total de ré-
solution plus e�cace que la méthode de pivot de Gauss lorsquele nombre d'éléments
devient important.

Après cette étude sur les aspects numériques, le chapitre suivant se focalise sur la
qualité des solutions d'un point de vue mécanique pour des problèmes élastiques à forts
contrastes.
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Chapitre 3

Validation sur une plaque
avec/sans défaut
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CHAPITRE 3. VALIDATION SUR UNE PLAQUE AVEC/SANS DÉFAUT

Le chapitre précédent a �nalisé la construction du système linéaire issu d'une stra-
tégie de zoom structural en y intégrant le modèle de substitution. On a présenté une
combinaison optimale de résolution avecgmres comme solveur,ILUC comme précon-
ditionnement et AMD comme renumérotation.

Ce chapitre s'attache à valider la méthode de zoom structural d'un point de vue
mécanique. Il se découpe en trois parties, la première partie présente les cas tests et la
solution de référence pour mettre en valeur la qualité des solutions d'un point de vue
mécanique pour des problèmes élastiques. La deuxième partie se concentre sur le choix
de la norme pour quanti�er l'erreur entre les solutions obtenues avec la méthode de zoom
structural et la solution de référence. La dernière partie se propose d'étudier l'in�uence
des caractéristiques des deux maillages sur la solution captée par le zoom.

3.1 Mise en place des paramètres de validation

L'objectif est de présenter la solution de référence, ainsique les défauts et les sollici-
tations choisis pour les cas tests.

3.1.1 Solution de référence

Pour comparer et valider la méthode de subdivision du patch,on introduit une
solution de référence obtenue sur un unique maillage su�samment �n autour du défaut
([14]). Pour simpli�er les écritures, le maillage sur le domaine 
 est noté de la même
façon. Pour comparer les deux solutions au niveau du défaut,on s'assure que le maillage
du patch 
 f et le maillage de référence sont discrétisés de la même façonsur la zone
d'intérêt (Figure 3.1) .

Pour la solution de référence, on considère une plaque carrée de 40 cm de côté, cor-
respondant au domaine 
. Un défaut se situe au centre de cetteplaque. Les paramètres
matériaux sur la structure de référence sont un module de Young, notée Em (pour E
matrice ou E moyen) et un coe�cient de Poisson, notée� m de 0:3. Pour la solution avec
zoom, on considère une autre plaque carré de 40 cm de côté, quilui est le domaine 
 c.
Quant au domaine 
 f il est caractérisé par une plaque carrée de 16 cm de côté incluse
dans 
 c, où le défaut se situe également en son centre. Les paramètres matériaux sont
les mêmes sur les deux maillages, un module de Young, notéeEc sur 
 c de 210GPa
(module de Young de l'acier) etE f sur l'ensemble de 
 f , égal àEc initialement pour un
domaine sans défaut, et un coe�cient de Poisson, notée� c sur 
 c et � f sur tout 
 f de
0:3.

(a) Maillage de référence (b) Maillages sur les deux domaines

Figure 3.1 � Maillages pour une plaque trouée.

En reprenant le problème d'équilibre pour la méthode du zoomstructural ((1.40) -
(1.46)), on a les équations locales suivantes,
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8
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div
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= 0 sur 


" =
1
2
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(3.1)

(3.2)

(3.3)

et les conditions limites,

(
� :n = f sur S1

u = ud sur S0

(3.4)

(3.5)

pour lesquelles les surfacesS0, S1 forment une partition de la frontière de 
. En
partant des équations (3.1)-(3.5) et en utilisant le formalisme des éléments �nis, on
obtient le système linéaire approché,

KU = F (3.6)

où K est la matrice élastique de rigidité,U le vecteur des déplacements nodaux sur

 et F le vecteur des chargements. Pour résoudre ce système, on utilise le solveur direct,
c'est-à-dire la méthode du pivot de Gauss.

3.1.2 Di�érents types de sollicitations

Dans ce chapitre, on étudie deux sollicitations di�érentes. La première est un essai
de traction pure et la deuxième, un essai de cisaillement. Pour l'essai de traction, une
densité d'e�ort normal, notée f = 0 :1 GPa, est appliquée sur le haut dans la directiony
et � f est appliquée sur le bas de la structure. Pour éliminer les mouvements de solides
rigides de la structure, les déplacements sont imposés aux points A et B , cela est illustré
sur la Figure 3.2, .

f

b bA B

(a) Modèle de référence

f

b bA B

(b) Modèle avec la méthode de zoom structural

Figure 3.2 � Di�érents modèles pour l'essai en traction pure.

Pour l'essai de cisaillement, le domaine 
c est encastré sur le bas de la structure
et bloqué dans la directiony sur le haut de la structure. Un déplacement imposé, noté
ud, de 0:02 cm est appliqué dans le directionx sur le haut de la plaque. Ce modèle est
illustré sur la Figure 3.3.
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ud

(a) Modèle de référence

ud

(b) Modèle avec la méthode de zoom structural

Figure 3.3 � Di�érents modèles pour l'essai de cisaillement.

3.1.3 Di�érents types de défauts

Pour tester et critiquer la méthode de subdivision de 
 f , on étudie plusieurs types
de défauts,

1. structure saine ou sans défaut (E f = Ec sur 
 f ),
2. structure avec une inclusion circulaire dure,
3. structure avec une inclusion circulaire molle,
4. structure avec un trou (inclusion in�niment molle).

Pour une inclusion dure, le module de YoungE f vaut Ec en dehors de l'inclusion et
vaut Edur = 406 GPa dans celle-ci (module de Young du tungstène). Pour une inclusion
molle, le module de YoungE f vaut Ec en dehors de l'inclusion et vautEmol = 69 GPa
dans celle-ci (module de Young de l'aluminium). Ces deux paramètres sont dé�nis ainsi
dans le but d'avoir un fort contraste entre l'inclusion et le reste de 
 f , illustré sur la
Figure 3.4.

Em = Ec

Em =

8
<

:

Ec

Edur

Emol

9
=

;

(a) Modèle de référence

Ec = 210 GP a

E f = Ec

E f =

8
<

:

Ec

Edur

Emol

9
=

;

(b) Modèle du zoom structural

Figure 3.4 � Les deux modèles pour les di�érents types de défauts.

Pour la discrétisation en éléments �nis, on adopte pour le domaine grossier 
c, un
maillage structuré discrétisé en 11 éléments sur les bords.Ce paramètre est seulement
modi�é lors de l'étude du degré d'incompatibilité des maillages. Le domaine �n 
 f est
discrétisé en 10; 20; 30; 40; 50 et 60 éléments sur les bords en un maillage non structuré.
Dès 10 éléments, le maillage 
f est plus �n que le maillage 
 c. Une première étude
consiste à présenter la capacité à capter les di�érents défauts énoncés précédemment.
Pour ce faire, on adopte les paramètres optimaux, pour la stratégie de zoom structural,
étudiés dans la partie suivante. La comparaison des résultats obtenus sur les di�érents
types de défauts se limite au seul champ de déplacement.
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Essai de traction. Les pro�ls de déplacements obtenus, avec ou sans zoom structural,
sont très proches, quel que soit le défaut, présent ou non, sur 
 f , visibles sur les Figures
3.5 à 3.8. En e�et, on trouve entre les deux solutions, une augmentation en moyenne
de 0:32 % pour la norme du déplacement maximal et une diminution de0:47 % pour
la norme du déplacement minimal, ce qui est très peu. La procédure de recalage, vu
au chapitre précédent, semble donc donner des résultats probants. On observe que le
défaut est capté par la perturbation du champ de déplacementpar la méthode de zoom
structural. Cette perturbation est plus signi�ante pour le trou.

(a) Déplacement de référence (b) Déplacement avec zoom

Figure 3.5 � Essai de traction - Plaque saine- Norme du déplacement sur le domaine

 f sans/avec zoom (en cm).

(a) Déplacement de référence (b) Déplacement avec zoom

Figure 3.6 � Essai de traction - Plaque avec inclusion dure- Norme du déplacement
sur le domaine 
 f sans/avec zoom (en cm).

(a) Déplacement de référence (b) Déplacement avec zoom

Figure 3.7 � Essai de traction - Plaque avec inclusion molle- Norme du déplacement
sur le domaine 
 f sans/avec zoom (en cm).
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(a) Déplacement de référence (b) Déplacement avec zoom

Figure 3.8 � Essai de traction - Plaque trouée- Norme du déplacement sur le domaine

 f sans/avec zoom (en cm).

Essai cisaillement. Les pro�ls de déplacements obtenus, avec ou sans zoom structu-
ral, sont encore proches, quel que soit le défaut sur 
f , visibles sur les Figures 3.9 à
3.12. On observe, comme pour l'essai de traction, que la présence d'un défaut perturbe
le déplacement sur 
 f par rapport au déplacement sur plaque saine. Néanmoins, les
extrema sont moins bien captés que pour l'essai en traction.En e�et, on trouve entre
les deux solutions une augmentation en moyenne de 1:06 % pour la norme du dépla-
cement minimal et une diminution de 0:73 % pour la norme du déplacement maximal,
phénomène inverse de l'essai de traction. La procédure de recalage du déplacement en
est peut-être la cause, ce point est examiné en �n de chapitre.

(a) Déplacement de référence (b) Déplacement avec zoom

Figure 3.9 � Essai de cisaillement - Plaque saine- Norme du déplacement sur le
domaine 
 f sans/avec zoom (en cm).

(a) Déplacement de référence (b) Déplacement avec zoom

Figure 3.10 � Essai de cisaillement - Plaque avec inclusion dure- Norme du dépla-
cement sur le domaine 
f sans/avec zoom (en cm).
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(a) Déplacement de référence (b) Déplacement avec zoom

Figure 3.11 � Essai de cisaillement - Plaque avec inclusion molle- Norme du dépla-
cement sur le domaine 
f sans/avec zoom (en cm).

(a) Déplacement de référence (b) Déplacement avec zoom

Figure 3.12 � Essai de cisaillement - Plaque trouée- Norme du déplacement sur le
domaine 
 f sans/avec zoom (en cm).

3.2 Mesures de l'erreur

On dé�nit des mesures d'erreurs locales et globales sur 
f . On s'intéresse à deux types
d'erreurs. La première erreur est commise sur les champs de déplacements, variables
solutions des systèmes linéaires (2.10) et (3.6), et est dé�nie avec la normeL 2. La seconde
erreur est dé�nie avec une norme faisant intervenir les champs de déformation et de
contrainte. Cette nouvelle norme est appelée norme en énergie ([10],[14]).

3.2.1 Erreur L2

Le calcul de l'erreur globaleL 2 s'e�ectue entre le déplacement nodal trouvé avec la
méthode de zoom structural, notéU(f ) , et le déplacement nodal de référence restreint
au domaine 
 f , notée Uref

j 
 f
([21]). On rappelle que pour faciliter cette comparaison, le

maillage 
 f et le maillage de référence sont identiques sur la zone d'intérêt. L'erreur
absolue globaleL 2, noté ERa

L 2 , s'écrit,

ERa
L 2 = kUref

j 
 f
� U(f )kL 2 =

s �
Uref

j 
 f
� U(f )

� T �
Uref

j 
 f
� U(f )

�
(3.7)

On introduit l'erreur normalisée en divisant l'erreur absolue par la norme de la solu-
tion de référence, soit
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ER r
L 2 =

kUref
j 
 f

� U(f )kL 2

kUref
j 
 f

kL 2

: (3.8)

Pour les quatre types de défauts et l'essai de traction, on observe sur la Figure 3.13
que l'erreur globale L 2 normalisée est inférieure à 1e � 2 quelle que soit la �nesse du
maillage. Le maillage de la solution de référence est ra�né en même temps que celui
du patch a�n que l'erreur ne représente que l'in�uence de la discrétisation de 
 c. On
remarque pour la plaque saine, une erreur globale normalisée L 2 extrêmement petite.
En e�et, elle est inférieure à 1e� 5. Pour l'essai de cisaillement cette erreur est comprise
entre 9:5e � 3 et 1:7e � 2, quels que soient le défaut et la discrétisation du domaine
 f .
Pour les deux essais (traction et cisaillement), les erreurs les plus élevées sont obtenues
pour la plaque trouée. Les erreurs les plus basses sont obtenues pour la plaque saine. Ceci
correspond au fait que la solution obtenue pour une plaque saine est la plus homogène,
à contrario de celle pour une plaque trouée.
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(a) Essai de traction

10 20 30 40 50 60
1e-03

5e-03

1e-02

5e-02

1e-01

Nombre d'éléments sur les bords du patch

E
rr

eu
r

L
2

Sain
Inclusion dure
Inclusion molle

Trou

(b) Essai de cisaillement

Figure 3.13 � Erreur L 2 globale normaliséeERR
L 2 en fonction de la �nesse du maillage

�n.

On s'intéresse aussi à la contribution de chaque degré de liberté sur l'erreur relative
globaleER r

L 2 dé�nit à l'équation (3.8). L'erreur globale ER r
L 2 peut s'écrire avec la somme

sur chaque degré de libertéddl du maillage par,

ER r
L 2 =

s
nddlP

ddl

�
Uref

ddl
� U(f )

ddl

� T �
Uref

ddl
� U(f )

ddl

�

s
nddlP

ddl

�
Uref

ddl

� T �
Uref

ddl

� (3.9)

Pour avoir une cartographie d'erreur locale sur 
 f , on dé�nit l'erreur relative locale
au carré ERel

L 2 pour chaque degré de libertéddl par,

ERel
L 2 (ddl ) =

�
Uref

ddl
� U(f )

ddl

� T �
Uref

ddl
� U(f )

ddl

�

Uref T Uref
(3.10)

On reprend les deux essais présentés auparavant pour chaquetype de défaut et on
visualise l'erreur locale en déplacementERel

L 2 sur 
 f . On observe sur les Figures 3.14
à 3.17 que les erreurs se concentrent sur certains bords du patch 
 f . Pour l'essai de
cisaillement, cette erreur se concentre sur les bords verticaux pour tous les types de
défauts, sans qu'on puisse distinguer la zone de raccord. Pour l'essai de traction, les
conclusions sont moins nettes, avec des erreurs locales dé�nis à l'équation (3.10), proches
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de la précision machine (2:2204e � 16). C'est peut-être la raison pour laquelle l'erreur
est toujours localisée en quelques zones du bord. Cependantsur certaines �gures (3.15a
et 3.16a) on peut distinguer que l'erreur se concentre sur lebord interne du raccord. On
observe aussi que les erreurs sont plus élevées pour l'essaide cisaillement que pour l'essai
de traction. En e�et, les erreurs locales sont au maximum de l'ordre de 1e� 9 pour l'essai
de traction, avec une grande disparité entre les di�érents types de défauts (de l'ordre
de 1e � 14 pour la plaque saine à 1e � 9 pour la plaque trouée), due au contraste de
propriété dépendant de la nature du défaut. Alors que pour l'essai de cisaillement, ces
erreurs locales sont de l'ordre de 1e � 7 quels que soient le type de défauts.

(a) Essai de traction (b) Essai de cisaillement

Figure 3.14 � Plaque saine- Cartographie de l'erreur locale en déplacementERel
L 2 .

(a) Essai de traction (b) Essai de cisaillement

Figure 3.15 � Plaque avec inclusion dure- Cartographie de l'erreur locale en déplace-
ment ERel

L 2 .

(a) Essai de traction (b) Essai de cisaillement

Figure 3.16 � Plaque avec inclusion molle- Cartographie de l'erreur locale en déplace-
ment ERel

L 2 .
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(a) Essai de traction (b) Essai de cisaillement

Figure 3.17 � Plaque trouée- Cartographie de l'erreur glocale en déplacementERel
L 2 .

3.2.2 Erreur énergétique

L'erreur sur le déplacement n'est peut être pas la mesure la plus pertinente pour
évaluer l'in�uence de la stratégie de zoom structural sur laqualité de la solution. En e�et,
les informations échangées entre les deux maillages concernent les champs échantillonnées
de contrainte et de déformation. En conséquence, on utiliseune norme dite énergétique
portant sur les champs échantillonnées ([10],[14]). L'erreur énergétique absolue, noté
ERa

� , est dé�nit par,

ERa
� =

s �
� ref

j 
 f
� � (f )

� T

Wf

�
" ref

j 
 f
� " (f )

�
(3.11)

avec � ref
j 
 f

(respectivement" ref
j 
 f

) , le vecteur des valeurs du champ de contrainte (res-

pectivement de déformation) de référence restreint au domaine 
 f . Cependant, d'après
la stratégie adoptée au chapitre 2, seul le champ de contrainte est échangé. Les deux
maillages étant identiques sur 
 f , la loi d'élasticité discrète inverse sur le maillage de
référence permet d'écrire sur la zone d'intérêt,

" ref
j 
 f

= S(f ) � ref
j 
 f

: (3.12)

L'erreur énergétique peut donc s'exprimer uniquement en fonction des vecteurs de
contrainte, d'où le � en indice dans ERa

� , sous la forme

ERa
� =

s �
� ref

j 
 f
� � (f )

� T

Wf S(f )
�

� ref
j 
 f

� � (f )
�

: (3.13)

On introduit l'erreur énergétique relative en divisant l'e rreur absolue en énergie par
la norme énergétique de la solution de référence,

ER r
� =

s �
� ref

j 
 f
� � (f )

� T

Wf S(f )
�

� ref
j 
 f

� � (f )
�

r
� ref T

j 
 f
Wf S(f ) � ref

j 
 f

: (3.14)

La Figure 3.18 met en évidence que, pour l'essai de traction,l'évolution de l'erreur
en énergie en fonction de la �nesse du maillage est la même quepour l'erreur L 2. Pour
l'essai de cisaillement, lorsqu'on ra�ne le maillage l'erreur énergétique diminue alors que
l'erreur L 2 augmente. Pour les deux essais (traction et cisaillement),les erreurs les plus
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élevées sont une nouvelle fois obtenues avec la plaque trouée et les erreurs les plus basses
avec la plaque saine.
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(b) Essai de cisaillement

Figure 3.18 � Erreur énergétique globale normaliséeER r
� en fonction de la �nesse du

maillage �n.

On s'intéresse aussi à la contribution de chaque élément surl'erreur relative globale
ER r

� dé�nie à l'équation (3.14). L'erreur globale ER r
� peut s'écrire avec la somme sur

chaque élémenteel du maillage par,

ER r
� =

s
ne lP

eel

�
� ref

eel � � (f )
eel

� T
W eel

f S(f )
eel

�
� ref
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�
� ref
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�
(3.15)

avec � ref
eel

(respectivement � (f )
eel ) un vecteur qui concatène les composantes des contraintes

de la solution de référence (respectivement de la solution obtenue avec la méthode de
zoom structural) sur les points de Gauss. Pour avoir une cartographie d'erreur locale sur

 f , on dé�nit l'erreur relative locale au carré ERel

� pour chaque élémenteel par,

ERel
� (eel) =

�
� ref

eel
� � (f )

eel

� T
W eel

f S(f )
eel

�
� ref

eel
� � (f )

eel

�

� ref T Wf S(f ) � ref
(3.16)

On reprend les deux essais présentés auparavant pour chaquetype de défaut et on
visualise l'erreur localeERel

� sur 
 f .
Les Figures 3.19 à 3.22 mettent bien en évidence que les erreurs se concentrent sur

la zone de raccord, que ce soit pour l'essai de traction ou de cisaillement et quel que soit
le type de défaut. Pour l'essai de cisaillement, on retrouveque les erreurs se concentrent
sur les zones de raccords verticales. Pour l'essai de traction, l'erreur se focalise soit sur
les bords horizontaux (Figures 3.20a et 3.21a), soit verticaux (Figure 3.22a), soit sur les
quatre bords (Figure 3.19a).

Mais pour la plaque saine, l'erreur y est très faible car les champs de contrainte et
de déformation sont homogènes. On peut dire que l'erreur commise est l'erreur due à la
méthode de zoom structural. Par contre pour la plaque trouée, la localisation de l'erreur
dépend un peu de l'hétérogénéité induite par le défaut de type trou.
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(a) Essai de traction (b) Essai de cisaillement

Figure 3.19 � Plaque saine- Cartographie de l'erreur locale énergétiqueERel
� .

(a) Essai de traction (b) Essai de cisaillement

Figure 3.20 � Plaque avec inclusion dure- Cartographie de l'erreur locale énergétique
ERel

� .

(a) Essai de traction (b) Essai de cisaillement

Figure 3.21 � Plaque avec inclusion molle- Cartographie de l'erreur locale énergétique
ERel

� .
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(a) Essai de traction (b) Essai de cisaillement

Figure 3.22 � Plaque trouée- Cartographie de l'erreur locale énergétiqueERel
� .

3.3 Étude paramétrique

Plusieurs paramètres sont considérés dans une stratégie dezoom structural pour
analyser les erreurs de méthodes. Certains paramètres concernent le modèle de zoom
lui-même : modèle de zoom ou modèle de substitution. Au sein du modèle de substitu-
tion, d'autres paramètres interviennent : taille de la zoneoù s'e�ectue le raccord, taille
du patch par rapport au défaut, patch interne ou patch débordant. D'autres paramètres
sont directement liés aux maillages : symétrie du maillage par rapport à la symétrie
géométrique du problème, degré d'incompatibilité des maillages. En�n, on regarde l'in-
�uence de la procédure de recalage choisie pour le déplacement sur 
 f . Les conclusions
étant les mêmes pour les essais de traction et de cisaillement, on ne présente les résultats
que sur l'essai de traction. Comme l'erreur est la plus élevée avec une plaque trouée (cf
Figure 3.13 ou Figure 3.18), on s'intéresse seulement à ce type de défaut pour l'étude
paramétrique.

3.3.1 Taille du raccord

On a introduit dans les chapitres précédents la méthode de zoom structural avec
ou sans substitution (on appelle le modèle sans substitution, le modèle de zoom). Sans
substitution, le raccord s'e�ectue alors sur l'ensemble dupatch. Dans le cas de la substi-
tution, on étudie ici la taille de la zone de raccord. Pour lesa�chages de la subdivision
de 
 f , on a 
 (b)

f en rouge, zone où le raccord est appliqué et son complémentaire 
 (i )
f en

bleu, illustré sur les Figures 3.23 et 3.24.

(a) Taille de 1 cm (b) Taille de 3 cm (c) Taille de 5 cm

Figure 3.23 � Subdivision pour diverses tailles de raccord.
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(a) Modèle de Zoom

Figure 3.24 � Modèle de zoom.

On observe le réel apport du raccord. On s'intéresse d'abordau champ de déplace-
ment (cf Figure 3.25). Le modèle de zoom ne permet pas de capter la perturbation liée
au défaut. Plus on diminue la taille du raccord mieux la perturbation sur le champ de
déplacement est captée. La solution est proche de celle de référence lorsque la taille du
raccord n'est que de quelques éléments.

(a) Solution de référence (b) Taille de 1cm (c) Taille de 3cm

(d) Taille de 5cm (e) Modèle du zoom

Figure 3.25 � Essai de traction - Plaque trouée - Norme du déplacement sur 
 f
avec/sans substitution pour diverses tailles de raccord (en cm).

Pour les contraintes, on remarque une concentration de contrainte à gauche et à
droite du trou, dans les directions perpendiculaires aux sollicitations, ainsi qu'une chute
de la concentration des contraintes en haut et en bas du trou pour les contraintes � xx et
� yy , visible sur les Figures 3.26 et 3.27. Loin du défaut on retrouve un état de contrainte
constant, de 0 GPa pour la contrainte � xx et de 0:1 GPa pour la contrainte � yy . On
retrouve globalement le même pro�l sur les contraintes pourles modèles de substitution,
mais on observe la présence de quelques artefacts dans 
(b)

f proche de 
 (i )
f , ceux-ci sont

dus au fait que les perturbations ne sont pas entièrement contenues dans 
 f . Plus la taille
de la zone où s'applique le raccord est élevée plus les contraintes sont perturbées. Comme
pour les déplacements, le raccord ne prend pas en compte le défaut pour le modèle du
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zoom, et on obtient le champ de contrainte uniforme sur 
 f , de valeur 0 GPa pour la
contrainte � xx et de valeur 0:1 GPa pour la contrainte � yy . Les perturbations sur les
solutions sont beaucoup plus signi�catives sur les contraintes que sur les déplacements.

(a) Solution de référence (b) Taille de 1cm (c) Taille de 3cm

(d) Taille de 5cm (e) Modèle de zoom

Figure 3.26 � Essai de traction - Plaque trouée- Contrainte � yy sur 
 f avec/sans
substitution pour diverses tailles de raccord (enGPa).

(a) Solution de référence (b) Taille de 1cm (c) Taille de 3cm

(d) Taille de 5cm (e) Modèle de zoom

Figure 3.27 � Essai de traction - Plaque trouée- Contrainte � xx sur 
 f avec/sans
substitution pour diverses tailles de raccord (enGPa).

On s'intéresse à l'erreur énergétique globale sur le domaine 
 f . L'erreur énergétique
globale est inférieure à 2e � 2 pour une zone de taille inférieure ou égal à 2:5 cm. Pour
une zone de taille supérieure à 4 cm, l'erreur globale a un fort accroissement, visible
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sur la Figure 3.28. Ce pro�l reste le même lorsqu'on ra�ne le maillage �n 
 f . Pour le
modèle de zoom l'erreur énergétique est d'environ 1:5e � 1.
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Figure 3.28 � Essai de traction - Plaque trouée- Erreur énergétique globale avec/sans
substitution en fonction de la taille de raccord.

On observe que les courbes sur la Figure 3.28 comportent trois paliers. Le premier
pour un raccord de moins de 2:5 cm où seulement une perturbation déborde dans la zone
de raccord 
 (b)

f . Le second palier, entre 2:5 et 4 cm, où quelques perturbations ne sont plus
contenues dans la zone de raccord. En�n, le dernier palier, pour une taille supérieure à 4
cm, où beaucoup trop de perturbations débordent du patch. Onremarque sur la Figure
3.29 que plus la zone où s'e�ectue le raccord est grande, plusl'erreur locale est élevée.
On observe qu'au départ l'erreur maximale est localisée sur
 (b)

f mais lorsque la zone de

raccord est agrandie, l'erreur se di�use dans tout 
 (b)
f . L'erreur locale maximale pour

une zone de 1 cm est de 1:34e� 6 alors que pour le modèle du zoom, cette erreur est de
3:02e � 4, soit une erreur 225 fois plus grande.

(a) Taille de 1cm (b) Taille de 3cm

(c) Taille de 5cm (d) Modèle du zoom

Figure 3.29 � Essai de traction - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur localeERel
�

avec/sans substitution pour diverses tailles de raccord.
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Au niveau des solutions et de l'erreur obtenues, le modèle duzoom n'est pas adapté à
la présence d'hétérogénéité sur 
f . C'est pour cette raison que le modèle de substitution
a été intégré dans la méthode de zoom structural au chapitre 2. Pour avoir une solution
adéquate sur 
 f , le choix de la taille de la zone où s'applique le raccord est un élément
essentiel . Le choix logique pour la taille du maillage est d'avoir une taille minimale,
c'est-à-dire de tendre vers une seule couche d'éléments pour la zone de raccord 
 (b)

f .

3.3.2 Taille du patch par rapport au défaut

Dans la partie précédente, on a vu que la taille de la zone de raccord in�uence la
qualité de la solution. Maintenant, on étudie ici l'in�uenc e de la taille relative du patch
par rapport à celle du défaut. Pour cela, on fait varier la taille du défaut. La taille du
patch est �xée à une largeur de 18 cm et la taille de la zone de raccord, 
 (b)

f , est �xée à
une couche d'éléments. Pour les a�chages de la subdivision du domaine �n 
 f , on garde

toujours la zone de raccord 
(b)
f en rouge, et son complémentaire 
(i )f en bleu, illustrées

sur la Figure 3.30. Comme dans la partie précédente, on visualise les résultats seulement
pour une plaque trouée qui représente le plus haut niveau de contraste.

(a) Diamètre de 2 cm (b) Diamètre de 2.4 cm (c) Diamètre de 3 cm

Figure 3.30 � Modèle de subdivision pour des tailles de défauts di�érentes.

Le but est de visualiser la répartition des artefacts dans lazone de raccord 
(b)
f .

Comme ces artefacts sont plus visibles sur les champs de contrainte, on n'étudie pas les
champs de déplacement. On observe sur les Figures 3.31 et 3.32, un pro�l similaire sur
les champs de contrainte, mais on observe plus d'artefacts dans la zone de raccord quand
on augmente la taille du défaut, notamment visible sur la contrainte � xx . Il existe donc
une taille du patch 
 f optimale par rapport à celle du défaut pour que la présence des
artefacts soit minimale.

(a) Diamètre de 2 cm (b) Diamètre de 2.4 cm (c) Diamètre de 3 cm

Figure 3.31 � Essai de traction - Plaque trouée- Contrainte � yy pour diverses tailles
de défauts (enGPa).
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(a) Diamètre de 2 cm (b) Diamètre de 2.4 cm (c) Diamètre de 3 cm

Figure 3.32 � Essai de traction - Plaque trouée- Contrainte � xx pour diverses tailles
de défauts (enGPa).

On remarque sur la Figure 3.33 que plus le défaut est petit, plus l'erreur locale est
petite. En e�et on a une erreur locale de 4:56e � 6 pour un défaut de 2 cm de diamètre
et de 1:18e � 5 pour un défaut de 3 cm de diamètre, environ 2:57 fois plus grande.
On observe aussi que les répartitions des erreurs locales sont assez proches, pour les
di�érentes tailles du défaut. Seulement les amplitudes de ces erreurs locales augmentent.
Les erreurs locales se concentrent en grande partie sur la zone de raccord (encore plus
visible sur cette étude que celle sur la taille de la zone de raccord).

(a) Diamètre de 2 cm (b) Diamètre de 2.4 cm

(c) Diamètre de 3 cm

Figure 3.33 � Essai de traction - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur localeERel
�

pour di�érentes tailles de défauts.

L'erreur énergétique normalisée diminue lorsque l'on augmente la taille du défaut
jusqu'à un rapport optimal entre la taille du défaut et celle du patch, visible sur la Figure
3.34. Ici le rapport optimal est de 11=90, soit environ 1=8. Après ce rapport optimal, on
a un accroissement de l'erreur énergétique. Cette évolution n'est visible que seulement
pour un ra�nement de 60 éléments sur les bords du patch, c'est-à-dire quand le maillage
�n est "très �n". Pour les autres ra�nements, l'erreur croit lorsqu'on augmente la taille
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du défaut. Plus on ra�ne le maillage �n 
 f , plus la valeur de l'erreur est faible.

2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4

2e-02

3e-02

4e-02

5e-02

6e-02

Taille du diamètre du trou (en cm)

E
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10 éléments
30 éléments
60 éléments

Figure 3.34 � Essai de traction - Plaque trouée- Erreur énergétique globale en fonc-
tion de la taille du défaut pour divers ra�nement du maillage �n.

Le choix probant pour la taille relative du défaut sur 
 f est d'un rapport de 1=8 par
rapport à la taille du patch. Ce rapport dépend de la nature du défaut (trou, inclusion,
� � � ) et non du chargement appliqué sur la structure. On remarquesur les deux premières
études que la qualité de la solution dépend plus de la taille de la zone de raccord que du
rapport entre la taille du patch et celle du défaut.

3.3.3 E�ets de la symétrie

Une fois les paramètres du modèle de substitution étudiés, on passe aux paramètres
liés aux maillages. Tout d'abord, on s'intéresse à la symétrie du maillage �n 
 f par
rapport à un ou plusieurs axes. Pour cela, on met en place divers cas tests illustrés sur
la Figure 3.35.

(a) Sans symétrie (b) Axe vertical (c) Axe horizontal (d) Axes vertical et ho-
rizontal

(e) 1ère bissectrice (f) 2nde bissectrice (g) Les deux bissec-
trices

(h) Toutes les symé-
tries

Figure 3.35 � Modèle du maillage 
 f pour les di�érentes symétries.

La taille du patch est �xée à une largeur de 18 cm et la taille dela zone de raccord,
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 (b)
f , est �xée à une couche d'éléments. Le défaut, quant à lui, estun trou de diamètre

2 cm. Les maillages sont construits de manière à avoir le même ra�nement proche du
défaut. La �nesse des maillages est de 13 276 (� 11 %) éléments sur le domaine �n 
 f

pour les cas tests. Les résultats sont une nouvelle fois présentés pour une plaque trouée
soumise à un essai de traction.

(a) Sans symétrie (b) Axe vertical

(c) Axe horizontal (d) Axes vertical et horizontal

(e) 1ère bissectrice (f) 2nde bissectrice

(g) Les deux bissectrices (h) Toutes les symétries

Figure 3.36 � Essai de traction - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur localeERel
�

pour les di�érentes symétries du maillage �n.

On observe sur la Figure 3.36 que le fait de structurer le maillage 
 f in�ue légèrement
sur l'amplitude de l'erreur énergétique locale. En e�et, on a une erreur minimale pour
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la symétrie verticale (1:27e � 6) et une erreur maximale pour la symétrie par rapport
à la première bissectrice (2:23e � 6). Mais les amplitudes des erreurs, pour les diverses
symétries du maillage, restent très faibles (avec un ordre de grandeur de 1e � 6) par
rapport aux études précédentes (ordre de grandeur de 1e� 4 pour la taille de la zone de
raccord par exemple). La symétrie du maillage �n n'in�ue que très peu sur l'amplitude
des erreurs locales. Pour tous les cas tests, les répartitions des erreurs locales sont très
proches. Comme pour les précédentes études, les erreurs locales maximales sont localisées
dans la zone de raccord 
(b)

f .

10 20 30 40 50 60
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Sans symétrie
Axe verticale

Axe horizontal
Axes vertical et horizontal

1ère bissectrice
2nde bissectrice

deux bissectrices
Tous les symétries

Figure 3.37 � Essai de traction - Plaque trouée- Erreur énergétique globale en fonc-
tion du ra�nement du maillage �n pour diverses symétries du m aillage 
 f .

On s'intéresse maintenant à l'erreur énergétique globale sur le domaine 
 f . La solu-
tion est de meilleure qualité lorsqu'on ra�ne le maillage �n , illustrée sur la Figure 3.37.
En e�et, pour 60 éléments sur les bords du patch, tous les cas tests donnent une erreur
globale énergétique inférieure à 1:2e� 2. Pour 60 éléments, on observe aussi que l'erreur
la plus basse (9:6e � 3) est obtenue pour un maillage avec les axes vertical et horizontal
comme symétries. Mais les erreurs énergétiques globales sont faibles. La symétrie du
maillage �n n'in�ue que très peu sur les erreurs globales, remarque déjà observé sur les
erreurs locales. Comme les gains sur les erreurs (locales etglobales) sont faibles, il n'est
pas nécessaire de faire un e�ort supplémentaire sur la symétrie du maillage �n 
 f .

3.3.4 Degré d'incompatibilité des maillages

On s'intéresse au degré d'incompatibilité entre le maillage �n 
 f et le maillage gros-
sier 
 c. Les trois cas d'étude sont illustrés sur la Figure 3.38.


 c 
 f

(a) Maillages superposés


 c 
 f

(b) Maillages superpo-
sés avec maillage grossier
structuré


 c 
 f

(c) Maillages imbriqués

Figure 3.38 � Di�érents types de maillages des cas tests.
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Pour toutes les simulations le maillage �n 
 f ne change pas, seul le maillage grossier

 c est modi�é pour observer seulement la contribution de celui-ci. La taille du patch est
de 16cm avec un défaut de 2cm de diamètre, a�n d'avoir le rapport optimal de 1 =8. Le
patch est discrétisé en 60 éléments sur ses bords et la taillede la zone de raccord est �xée
à une couche d'éléments. On observe, sur la Figure 3.39, que les erreurs élémentaires en
énergie sont localisées sur la zone de raccord 
(b)

f . Lorsque les maillages sont imbriqués
l'erreur locale énergétique est plus élevée par rapport à celle des autres cas. En e�et,
l'erreur locale est entre 12 et 43 fois plus grande, il est donc préférable d'opter pour des
maillages superposés. Pour les maillages superposés, les erreurs locales sont très faibles
mais il y a un gain d'environ 70 %, lorsqu'on structure le maillage grossier. La qualité
de la solution est plus sensible à la structure du maillage grossier qu'à celle du maillage
�n (étude sur la symétrie du maillage �n). Comme on l'a vu préc édemment. Plus les
maillages ont un degré d'incompatibilité élevé, plus l'erreur locale est faible.

(a) Maillages superposés
avec grossier non structuré

(b) Maillages superposés
avec grossier structuré

(c) Maillages imbriqués

Figure 3.39 � Essai de traction - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur localeERel
�

pour divers degrés d'incompatibilité entre les maillages.

On remarque sur la Figure 3.40 que l'erreur énergétique globale pour des maillages
imbriqués est élevée (au-dessus de 3:5e � 2) par rapport aux autres cas (inférieure à
2:5e � 2). De plus l'erreur globale croît lorsqu'on ra�ne le mailla ge grossier pour le cas
des maillages imbriqués. Alors que l'erreur globale diminue lorsqu'on ra�ne le maillage
grossier pour le cas des maillages superposés.

On a vu dans les di�érentes études que les erreurs locales sont concentrées sur le
bord du patch. Ceci est peut-être dû au processus de transfert d'information entre les
maillages. En e�et le processus de transfert, pour les champs échantillonnés, implique
des opérateurs d'interpolation, d'extrapolation et de transfert d'information de champs
nodaux. L'imbrication des maillages va maintenir la discontinuité des champs nodaux,
résultant de l'extrapolation, alors que la superposition va avoir tendance à moyenner ces
champs.
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Figure 3.40 � Essai de traction - Plaque trouée - Erreur énergétique globale en
fonction du ra�nement du maillage grossier pour divers degrés d'incompatibilité des
maillages.

3.3.5 Patch débordant

`
On déplace le maillage 
f , de sorte qu'il soit débordant. C'est-à-dire que l'intersection

entre les deux domaines ne vaut plus 
f tout entier, 
 c \ 
 f 6= 
 f . Les paramètres sur
le patch sont les mêmes que lors de l'étude précédente (patchde 16 cm , défaut de
2 cm de diamètre, taille de la zone de raccord �xée à une couche d'éléments) avec un
ra�nement de 60 éléments sur les bords du patch. De plus, le maillage �n possède une
symétrie d'axe vertical de sorte que la partie gauche du maillage soit inclue dans le
domaine grossier 
c et la partie droite soit débordante. Pour prendre en compte le fait
que le patch soit débordant, et ainsi enlever la contribution des éléments de 
f qui sont
débordants, on fait tendre leur module de Young vers zéro. Cequi dé�nit le champ de
module d'élasticité sur 
 f , de façon similaire à l'approche adoptée pour intégrer les forts
contrastes (cf (2.2)), par,

~A (f ) =

8
<

:

A (f ) sur 
 (inc )
f = 
 f \ 
 c

� 1 sur 
 (deb)
f = 
 f n 
 c

: (3.17)

On observe sur la Figure 3.41 que le pro�l du champ de déplacement trouvé est
similaire à celui de la solution de référence sur le zone du patch qui se trouve dans le
domaine 
 c.

(a) Déplacement de réfé-
rence

(b) Focus sur la zone du
patch

(c) Déplacement avec
zoom

Figure 3.41 � Essai de traction - Plaque trouée- Déplacements sans/avec zoom pour
un modèle de patch débordant (en cm).
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Sur les Figures 3.42 et 3.43, on retrouve le même pro�l pour les champs de contrainte
sur la zone du patch incluse dans le domaine 
c. On remarque que les contraintes sont
perturbées au bord de la structure.

(a) Contrainte en yy de ré-
férence

(b) Focus sur la zone du
patch

(c) Contrainte en yy avec
zoom structural

Figure 3.42 � Essai de traction - Plaque trouée- Contrainte � yy sur 
 f sans/avec
zoom pour un modèle de patch débordant (enGPa).

(a) Contrainte en xx de ré-
férence

(b) Focus sur la zone du
patch

(c) Contrainte en xx avec
zoom

Figure 3.43 � Essai de traction - Plaque trouée- Contrainte � xx sur 
 f sans/avec
zoom pour un modèle de patch débordant (enGPa).

On observe sur la Figure 3.44 que l'erreur locale maximale est localisée sur la zone
de raccord 
 (b)

f . On reste avec des erreurs locales (ordre d'erreur de 1e� 6) ainsi qu'une
erreur globale (2:55e� 2) acceptables. La méthode de zoom structural avec substitution
intègre bien le modèle de patch débordant.

Figure 3.44 � Essai de traction - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur localeERel
�

pour un modèle de patch débordant.
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3.3.6 Recalage du champ de déplacement sur 
 f

Il reste à étudier l'in�uence du choix de la procédure de recalage du déplacement sur

 f . On rappelle brièvement les deux approches présentés au chapitre 2. La première a
été de retirer, au champ de déplacement obtenue à l'aide du système linéaire 2.10, les
mouvements de solide rigide, notéeUcr , grâce aux valeurs du champ de déplacement
au coin du patch. Pour cela, on a mis en place plusieurs con�gurations à �n d'obtenir
les équations en lien entre le déplacement grossier, notéU(c) et le déplacement �n, noté
U(f ) , aux coins du patch. La correction du champ de déplacement par cette procédure
est illustrée sur la Figure 3.45. Le champ de déplacement corrigé est le même quelle que
soit la con�guration choisie.

Déplacement initiale Déplacement corrigé

Figure 3.45 � Recalage du champ de déplacement pour la procédure avec les moindres
carrés.

La seconde approche a été de bloquer certains degrés de liberté des coins du patch

 f pour éviter les mouvements de solide rigide et de translaterle champ de déplacement
solution par les valeurs du champs de déplacement grossierU(c) . Les cas tests, pour cette
procédure, sont illustrés sur la Figure 3.46.


 f

(a) Cas test 1


 f

(b) Cas test 2


 f

(c) Cas test 3


 f

(d) Cas test 4

Figure 3.46 � Con�gurations des di�érents cas tests pour le recalage du champ de
déplacement.

La correction du champ de déplacement par cette procédure est illustrée sur la Figure
3.47. Le champ de déplacement corrigé est le même quel que soit le cas test choisi. On
peut même étendre cette observation sur le champ de déplacement corrigé. Il est le même
quel que soit le blocage de trois degrés de liberté parmi les huit degrés de liberté des
coins du patch 
 f . Il ne reste plus qu'à comparer les deux procédures entres elles.

73



CHAPITRE 3. VALIDATION SUR UNE PLAQUE AVEC/SANS DÉFAUT

Déplacement initiale Déplacement corrigé

Figure 3.47 � Recalage du champ de déplacement pour le cas test 1.

On observe sur la Figure 3.48 que les erreurs énergétiques sont les mêmes pour les
di�érentes procédures. Ce résultat est cohérent puisque les deux procédures de recalage
témoignent des transformations mais pas de la même façon. Ene�et, les mouvements de
solide rigide, obtenus avec l'approche des moindres carrés, sont la combinaison d'une ro-
tation in�nitésimale et d'une translation. On soustrait do nc cette rotation in�nitésimale
et cette translation au champ de déplacement obtenu par le système (2.10). Dans l'autre
approche le fait de bloquer des degrés de liberté enlève déjàla rotation in�nitésimale et
il ne reste qu'à appliquer une translation.

Les deux translations obtenues par les deux procédures ne sont pas les mêmes. Cha-
cune des deux approches à son inconvénient. La première approche consomme plus de
temps CPU par l'utilisation de la méthode des moindres carrés pour trouver l'angle de
rotation et les composantes de la translation. L'inconvénient de la seconde approche
est de modi�er la matrice du système en fonction des degrés deliberté bloqués, ce qui
suppose un pré-traitement.

On choisit de garder la première approche pour que la procédure de recalage du
champ de déplacement �n reste uniquement du post-traitement même si c'est plus coû-
teux en temps de calcul (0:0142 secondes).

(a) Moindres carrés (b) Ddl bloqués

Figure 3.48 � Essai de traction - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur localeERel
�

pour les deux procédures de recalage du champ de déplacement�n.

Au vu des di�érentes études menées, notre système linéaire donne des solutions de
bonnes qualités d'un point de vue mécanique à la condition dedé�nir correctement cer-
tains paramètres. En e�et, la façon, dont le maillage 
 f est structuré, est cruciale pour
obtenir une solution proche de la réalité. L'erreur maximale est, la plupart du temps,
localisée dans 
(b)

f , ce qui implique que la taille de cette zone doit être la plus petite
possible. Néanmoins, la taille de 
f est aussi importante. La zone où s'e�ectue le rac-
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cord doit être assez éloignée du défaut. Ceci a�n que le maximum de perturbations soit
contenu dans 
 (i )

f et ainsi avoir une solution la moins perturbée possible.

Une fois le système linéaire validé pour des problèmes élastiques à forts contrastes,
le chapitre suivant se focalise sur l'enrichissement de ce système pour des problèmes
élastoplastiques à forts contrastes.
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CHAPITRE 4. EXTENSION À UN PROBLÈME NON LINÉAIRE :
ÉLASTOPLASTICITÉ

Le chapitre précédent a validé la stratégie de zoom structural dans le cas linéaire. On
a testé cette solution pour divers défauts (sans défaut, inclusion dure, inclusion molle,
trou) sur deux types de chargement, traction et cisaillement. Une étude a été menée
sur les paramètres (de modèle, de maillage ou de post-traitement) considérés dans la
stratégie de zoom structural a�n d'obtenir la meilleure solution possible.

Ce chapitre est dédié à l'extension de la méthode de zoom structural à un premier
type de non linéarité engendrant une localisation des déformations, l'élastoplasticité. Il
se découpe en deux parties. La première partie présente l'adaptation de la démarche de
zoom structural à un comportement non linéaire. La deuxièmepartie valide de cette
démarche et étudie la qualité de la solution obtenue d'un point de vue mécanique.

4.1 Formulation du zoom structural en élastoplasticité

L'idée est d'adapter la méthode de zoom structural pour un modèle élastoplastique.
Pour simpli�er la démarche, on considère un comportement élastique sur le domaine
grossier 
 c ainsi que sur la zone de raccord 
(b)

f et un comportement élastoplastique dans

l'intérieur du patch, c'est-à-dire 
 (i )
f . Il convient de véri�er ces hypothèses a posteriori.

On présente d'abord le modèle sur la structure. On détaille ensuite les aspects locaux
puis globaux du problème élastoplastique avec zoom après discrétisation par éléments
�nis.

4.1.1 Équilibre global d'une structure élastoplastique av ec zoom

On présente l'adaptation de la méthode de zoom structural pour un comportement
élastoplastique limité à une partie du patch. Le formalismes'inspire de l'approche pour
une structure élastoplastique étudiée dans [14] et [36], pour plus de détails se référer à
celles-ci. En se restreignant au comportement des métaux, la plasticité est décrite suivant
le critère de Von Mises, pris en compte sur le seul domaine 
f , par

f (� (f ) ; p(f ) ) = � eq( f )
� R(p(f ) ) 6 0 (4.1)

où � (f ) est le champ de contrainte, p(f ) la déformation plastique cumulée, � eq( f )
la

contrainte équivalente et la fonction seuil R(p(f ) ) donnant la limite d'élasticité en fonc-
tion de la déformation plastique cumulée sur le domaine �n 
 f . Ce critère correspond
à un écrouissage isotrope. On ne considère que ce type d'écrouissage et la fonction seuil
R(p(f ) ) est alors de la forme, pour un modèle linéaire,

R(p(f ) ) = � 0 + hp(f ) (4.2)

avec � 0 la limite d'élasticité initiale en traction simple et h le module d'écrouissage.
Le champ de déformation" (f ) est décomposé en deux parties, une partie élastique"E ( f )

et une partie plastique "P ( f )
, dé�nies par,

"E ( f )
= S(f ) : � (f ) ; "P ( f )

= " (f ) � "E ( f )
(4.3)

Le champ de contrainte � (f ) s'écrit avec les dé�nitions (4.3),

� (f ) = A (f ) : "E ( f )
= A (f ) : (" (f ) � "P ( f )

) (4.4)

L'évolution de la déformation plastique _"P ( f )
est décrite par la règle de normalité.

Cette règle avec le critère de Von Mises donne les équations de comportement,
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_"P ( f )
= _p(f ) @f

@�(f )
(� (f ) ; p(f ) ) = _p(f ) 3

2� eq( f ) s(f ) ; _p(f ) > 0; _p(f ) (� eq( f )
� R(p(f ) )) = 0 (4.5)

où _p(f ) est la vitesse de déformation plastique cumulée ets(f ) = D : � (f ) le déviateur
des contraintes. Le tenseur associé à la projection sur le sous-espace des tenseurs dévia-
toriques D est dé�ni à l'équation (1.53). L'équilibre de la structure d ans l'hypothèse des
petites perturbations (HPP) est dé�nie par les équations locales,

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

div
�
�

�
= 0 Équilibre sur 
 c

" (c) =
1
2

(grad u(c) + ( grad u(c) )T ) Compatibilité sur 
 c

� (c) = �tr (" (c) )1 + 2 � (e(c) ) Comportement élastique sur 
 c

" (f ) =
1
2

(grad u(f ) + ( grad u(f ) )T ) Compatibilité sur 
 f

� (f ) = �tr (" (f ) )1 + 2 � (e(f ) � " (f )
P ) Comportement élastique sur 
 f

_"P ( f )
= _p(f ) 3

2� eq( f ) s(f ) ; _p(f ) > 0; Comportement plastique sur 
 f

_p(f ) (� eq( f )
� R(p(f ) )) = 0

(4.6a)

(4.6b)

(4.6c)

(4.6d)

(4.6e)

(4.6f)

La contrainte sur la structure � est liée aux contraintes � (c) et � (f ) comme décrit
dans le chapitre 1 dans l'équation (1.39).

Les coe�cients de Lamé (�; � ), et par extension le module de compressibilité� ,
introduits en (4.6c) et (4.6e) sont bien sûr identiques sur 
c et 
 f ,

3� = 3 � + 2 � = 2 �
1 + �
1 � 2�

Les conditions aux limites du problème élastoplastique sont dé�nies de la même façon
que pour le cas élastique (cf 1.7) par,

(
� : n = f sur S1

u(c) :n = udc sur S0 � [0; T ]

(4.7a)

(4.7b)

et la condition initiale,

"P ( f )
(x; 0) = 0 (4.8)

traduit qu'il n'y a pas de déformation plastique initiale. L es frontières S0 et S1

sont supposées invariables au cours du temps. Pour prendre en compte l'évolution de la
solution, on procède par une approche incrémentale. L'étatmécanique de la structure,
�, est calculé successivement aux incréments de pas de temps, t0; t1; � � � ; tM . Cet état
mécanique à l'incrémenttn+1 est déterminé par,

� n+1 = f u(c)
n+1 ; " (c)

n+1 ; � (c)
n+1 ; u(f )

n+1 ; " (f )
n+1 ; "P ( f )

n+1 ; � (f )
n+1 g; (4.9)

connaissant l'état mécanique à l'incrément précédent �n . On rappelle que le com-
portement élastoplastique est supposé restreint à l'intérieur du patch 
 (i )

f et le reste de
la structure a un comportement élastique, il n'est donc pas nécessaire d'introduire la
déformation plastique "P ( c)

. La discrétisation temporelle donne les relations suivantes
par di�érences �nies,
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8
<

:
u(c)

n+1 = u(c)
n + � u(c)

n ; " (c)
n+1 = " (c)

n + � " (c)
n ; � (c)

n+1 = � (c)
n + � � (c)

n

u(f )
n+1 = u(f )

n + � u(f )
n ; " (f )

n+1 = " (f )
n + � " (f )

n ; � (f )
n+1 = � (f )

n + � � (f )
n ; p(f )

n+1 = p(f )
n + � p(f )

n

(4.10)
où � u(c)

n et � u(f )
n sont les incréments de déplacement, �" (c)

n et � " (f )
n sont les in-

créments de déformation, � � (c)
n et � � (f )

n sont les incréments de contrainte sur les deux

domaines 
 c et 
 f et � p(f )
n est l'incrément de déformation plastique cumulée sur 
f .

Les équations locales (4.6c), (4.6e),(4.6f) se réécrivent,
8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

� (c)
n +1

= � (c)
n

+ �tr (� " (c)
n

) + 2 � (� e(c)
n

)

� ( f )
n +1

= � ( f )
n

+ �tr (� " ( f )
n

) + 2 � (� e( f )
n

� � "P ( f )

n
)

� "P ( f )

n
= � p( f )

n
3

2� eq( f )

n +1

s( f )
n +1

; � p( f )
n > 0; 
 f

� p( f )
n (� eq( f )

n +1 � R(p( f )
n + � p( f )

n )) = 0

(4.11a)

(4.11b)

(4.11c)

(4.11d)

De même le critère de Von Mises (4.1) devient,

f (� (f )
n+1 ; p(f )

n+1 ) = � eq( f )

n+1 � R(p(f )
n + � p(f )

n )) 6 0 (4.12)

La solution des équations (4.11a) à (4.11d) dépend du comportement de la structure
sur le pas de temps [tn ; tn+1 ], c'est-à-dire si le comportement est élastique ou non. Pour
cela, on utilise une approche par prédiction élastique, suivie si besoin d'une correction
plastique (cf [14]). Au pas de tempstn+1 , la prédiction élastique, notée � elas( f )

n+1 , de la

contrainte � (f )
n+1 est dé�nie par,

� elas( f )

n+1 = � (f )
n + (3 � J + 2 � D ) : � " (f )

n : (4.13)

Le critère de Von Mises s'écrit alorsf (� (f )
n+1 ; p(f )

n + � p(f )
n ) � 0.

Cette inégalité permet de connaître le comportement de la structure au pas de temps
tn+1 . Si f (� elas( f )

n+1 ; p(f )
n ) � 0, le comportement est alors élastique et la prédiction élastique

� elas( f )

n+1 est validée. Les variables mécaniques sont mises à jour par,

� (f )
n+1 = � elas( f )

n+1 ; "P ( f )

n+1 = "P ( f )

n et p(f )
n+1 = p(f )

n : (4.14)

Si f (� elas( f )

n+1 ; p(f )
n ) > 0 alors le comportement est élastoplastique et la prédiction

élastique � elas( f )

n+1 n'est pas plastiquement admissible. L'algorithme de retour radial per-

met de calculer successivement �p(f )
n , � "P ( f )

n , puis d'actualiser p(f )
n+1 , "P ( f )

n+1 et � (f )
n+1 . Les

décompositions suivantes,
8
<

:

selas( f )

n+1 = s(f )
n + 2 � � " (f )

n

� eq( f )

n+1 = � elas;eq( f )

n+1 � 3� � p(f )
n

(4.15)

permettent d'obtenir la condition de cohérence discrète,

� elas;eq( f )

n+1 � 3� � p(f )
n � R(p(f )

n + � p(f )
n ) = 0 : (4.16)

Cette équation, non linéaire siR l'est, doit être résolue pour � p(f )
n . La contrainte sur

le patch, l'incrément de déformation plastique ainsi que ladéformation plastique cumulé,
s'en déduisent par,
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� (f )
n+1 = � elas( f )

n+1 � 2� � " (f )
Pn

; � "P ( f )

n = � p(f )
n

3

2� eq( f )

n+1

s(f )
n+1 et p(f )

n+1 = p(f )
n + � p(f )

n : (4.17)

Maintenant que l'on connaît le champ de contrainte à l'instant tn+1 en fonction
de l'état mécanique � n à l'incrément précédent, on s'intéresse à la résolution global
du problème élastoplastique. Les inconnues à l'instanttn+1 de la stratégie de zoom
structural lié au problème élastoplastique sont les champsde déplacementu(c)

n+1 et u(f )
n+1 .

Pour trouver ces inconnues, on procède par une méthode itérative, la méthode de Newton
avec opérateur tangent cohérent. Cette stratégie procède par la recherche de corrections

successives des déplacements, notées�u (c)k

n+1 et �u (f )k

n+1 respectivement sur les domaines 
c
et 
 f (où k est le compteur d'itérations), dé�nies par

8
<

:
� u(c)k +1

n+1 = � u(c)k

n+1 + �u (c)k

n+1

� u(f )k +1

n+1 = � u(f )k

n+1 + �u (f )k

n+1

; (4.18)

La construction des équations du problème approché permettant la résolution nu-
mérique à chaque pas de temps prend appui sur la formulation faible des conditions
d'équilibre (4.6a) et (4.7a) à l'instant tn+1 ,

Z


 c

� n+1 : " (u(c) �
)d
 c =

Z

S1

f
n+1

:u(c) � dS1 8u(c) �
2 C(0) (4.19)

L'action de l'algorithme de retour radial peut être résumé par F réalisant l'opération
(cf [14]),

(� " (c)
n ; � " (f )

n ; � n ) �! � n+1 = F (� " (c)
n ; � " (f )

n ; � n ): (4.20)

La formulation faible de l'équilibre à l'instant tn+1 conduit ainsi au problème d'in-
connueun+1 suivant,

Problème global.

Trouver u(c)
n+1 ; u(f )

n+1 2 C(uD
n+1 ); R(u(c)

n+1 ; u(f )
n+1 ; u(c)� ; � n ) = 0 8u(c) �

2 C(0)

sous la condition de raccord sur
 (b)
f et l'équilibre sur l'intérieur du patch (4.21)

où le résiduR(u(c)
n+1 ; u(f )

n+1 ; u(c)� ; � n ) est dé�ni par

R(u(c)
n+1 ; u(f )

n+1 ; u(c)� ; � n ) =
Z


 c

F (" [� u(c)
n ]; " [� u(f )

n ]; � n ) : " [u(c)� ]d
 c �
Z

S1

f n+1 :u(c) �
dS1:

(4.22)
Le test d'arrêt de l'algorithme de Newton porte sur la norme du résidu R associé à

une toléranceT ol prédé�nie,

Tarr êt =
kR(u(c)

n+1 ; u(f )
n+1 ; u(c)� ; � n )k

kR(u(c)
0 ; u(f )

0 ; u(c)� ; � n )k
� T ol: (4.23)
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4.1.2 Équilibre sur l'intérieur du patch

Comme le comportement est élastoplastique uniquement sur 
f , on s'intéresse dans
un premier temps à l'équilibre sur le domaine �n 
 f qui conduit au problème,

Trouver u(f )
n+1 admissible tel que ~R(u(f )

n+1 ; u(f )� ; � n ) = 0 8u(f ) �
(4.24)

où le résidu ~R(u(f )
n+1 ; u(f ) �

; � n ) est dé�ni par

~R(u(f )
n+1 ; u(f ) �

; � n ) =
Z


 f

~F (" [� u(f )
n ]; � n ) : " [u(f ) �

]d
 f �
Z

Sa

f f
n+1 :u(f ) �

dSa: (4.25)

où ~R et ~F représentent R et F uniquement sur le patch. En considérant les cor-
rections successives sur 
f des déplacements, dé�nies à l'équation (4.18), le problème

(4.24) linéarisé autour de l'itéré � u(f )k

n+1 s'écrit,

~R(u(f )
n+1 ; u(f )� ; � n ) + h~R 0(u(f )k

n+1 ; u(f ) �
; � n ); �u (f )k

n i = 0 (4.26)

Dans l'équation (4.25) seul le premier terme dépend des champs de déplacement
u(f )

n+1 . En admettant la di�érentiabilité de ~F par rapport à son premier argument (cf
[14]), on a,

h~R 0(u(f )k

n+1 ; u(f ) �
; � n ); �u (f )k

n i =
Z


 f

h~F 0(" [� u(f )k

n ]; � n ); " [�u (f )k

n ]i : " [u(f ) �
]d
 f (4.27)

On introduit le module tangent élastoplastique A EP ( f )
, pour le calcul de la dérivée

de ~F , dépendant de l'état mécanique �n et des incréments de déplacements �" (f )k

n tel
que,

h~R 0(u(f )k

n+1 ; u(f ) �
; � n ); �u (f )k

n i =
Z


 f

" [�u (f )k

n ] : A EP ( f )
(� " (f )k

n ; � n ) : " [u(f ) �
]d
 c (4.28)

Ce module tangentA EP ( f )
est dé�ni de la façon suivante,

A EP ( f )
(� " (f )k

n ; � n ) =

8
<

:

A (f ) si f (� elas( f )
n+1 ; p(f )

n ) < 0 (évolution élastique)

A (f ) � P(� " (f )k

n ; � n ) si f (� elas( f )
n+1 ; p(f )

n ) > 0 (évolution élastoplastique)
(4.29)

où A (f ) est le module d'élasticité sur le domaine �n 
 f et P est dé�nie par

P(� " (f )k

n ; � n ) = 3 � (
 � � )

0

@
selas( f )

n+1

� elas;eq( f )

n+1

O selas( f )

n+1

� elas;eq( f )

n+1

1

A + 2 �� D (f ) (4.30)

avec

� =
3� � pn

� elas;eq( f )

n+1


 =
3�

3� + h

En décomposant en une partie élastique et une partie de correction plastique, l'équa-
tion (4.28) devient,
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h~R 0(u(f )k

n+1 ; u(f ) �
; � n ); �u (f )k

n i =
Z


 f

" [�u (f )k

n ] : A (f ) : " [u(f ) �
]d
 f

�
Z


 f

" [�u (f )k

n ] : P(� " (f )k

n ; � n ) : " [u(f ) �
]d
 f (4.31)

Le premier terme du second membre correspond à l'opérateur de rigidité élastique,

appliqué à la correction �u (f )k

n . Le second terme correspond à une "correction plastique"
de l'opérateur de rigidité. L'équation (4.26), après une discrétisation par éléments �nis,
s'écrit

K (f )k

n+1 �U (f )k

n + R(f )k

n+1 = 0 avec K (f )k

n+1 = K (f ) � P (f )k

n+1 (4.32)

où P (k)
n+1 le module tangent de la correction plastique est construit par assemblage

de l'opérateur de rigidité associé àP (f ) (� " (f )k

n ; � n ), et R(f )k

n+1 est le résidu associé à
~R(u(f )

n+1 ; u(f )� ; � n ). Le module tangent local AEP
el est dé�ni de la façon suivante,

AEP
el =

8
<

:

A (f )
el si f elas

n+1 < 0 (évolution élastique)

A (f )
el � P (k)

eln+1 si f elas
n+1 > 0 (évolution élastoplastique)

(4.33)

Après discrétisation en éléments �nis, on associe au tenseur de correction plastique
P dé�ni par (4.30), la matrice P (k)

n+1 2 R6� 6 donnée par

P (k)
eln +1

= 3 � (
 � � )N elas
el N elasT

el + 2 ��D avec N elas
el =

Z elas
el

� elas;eq
el

(4.34)

où D est l'extracteur déviatorique local sur 
 f , Z elas
el le déviateur et � elas;eq

el la
contrainte équivalente locale associée à la prédiction élastique de la contrainte locale
� elas

el . La matrice locale de rigidité et le vecteur local des forcesinternes sont dé�nis
par,

K EP ( f )

el = B T
el

" ( f )
W el

f AEP ( f )

el Bel
" ( f )

; (4.35)

F int ( f )

el = B T
el

" ( f )
W el

f � (f )
el : (4.36)

avec � (f )
el = � elas

el � 3�N elas
el

f elas
3� + h . On obtient ainsi la matrice globale de rigidité et le

vecteur global des forces internes par,

K EP ( f )
=

X

eel 2 
 f

K EP ( f )

el ; (4.37)

F int ( f )
=

X

eel 2 
 f

F int ( f )

el : (4.38)

4.1.3 Algorithme de résolution globale

La section précédente a détaillé les ingrédients à la mise en÷uvre d'un algorithme de
Newton pour résoudre l'équilibre élastoplastique sur le domaine 
 f , seul domaine équipé
d'une modélisation élastoplastique. Il convient de revenir à la résolution du problème
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global comportant deux maillages à partir de (4.21) en reprenant la démarche du chapitre
1 basé sur la décomposition de la contrainte (4.39),

� = � (c) � P cf

�
Pfc � (c) � � (f )

�
(4.39)

Analogue à (1.68), l'approche incrémentale-itérative conduit à la formulation discrète
du résidu développé au premier ordre,

�
K (c) � B T

� ( c) Pcf Pfc A (c)B " ( c)

�
�U (c) + B T

� ( c) Pcf A (f )B
" ( f )

( b)
�U (f )

(b)

+ B T
� ( c) Pcf AEP ( f )

B
" ( f )

( i )
�U (f )

(i ) = M ccF (c) + F (c)
int (4.40)

où la seule di�érence réside dans le module tangentAEP ( f )
du troisième terme qui

peut di�érer d'une itération à l'autre. Les forces internes sur le grossier se calculent par

F (c)
int = � B T

� ( c) (� (c) � P cf (Pfc � (c) � � (f ) )) (4.41)

où � (f ) est le vecteur global des contraintes sur le patch, construit à partir du vecteur
des contraintes de chaque élément �(f )

el . Finalement, le système tangent pour chaque
itération de Newton s'écrit,

2

6
6
4

K (c) � B T
� ( c ) Pcf Pfc A (c) B " ( c ) B T

� ( c ) Pcf A ( f ) B " ( f )
( b)

B T
� ( c ) Pcf AEP ( f )

B " ( f )
( i )

� B (b)T

� ( f ) A
( f )

Pfc B " ( c ) K
( f )
(bb) 0

0 K EP ( f )

( ib ) K EP ( f )

( ii )

3

7
7
5

0

B
@

�U (c)

�U ( f )
(b)

�U ( f )
( i )

1

C
A =

0

B
@

M ccF (c) + F (c)
int

0
F ( f )

( i ) + F ( f )
int ( i )

1

C
A

(4.42)

où F (f )
int ( i )

est le vecteur des forces internes uniquement sur l'intérieur du patch, as-

sociée àF (f )
int . On véri�e que le raccord, e�ectué par la deuxième ligne du système n'est

pas a�ecté par le comportement élastoplastique de l'intérieur du patch. Il conviendra de
véri�er a posteriori cette hypothèse de modélisation.

Á l'instant tn+1 , les vecteurs des chargementsF (c)
n+1 et des déplacements imposés

Ud
n+1 sont pilotés par,

(
F (c)

n+1 = � n+1 F (c)

Ud
n+1 = � n+1 Ud

(4.43)

avec � n+1 un facteur de chargement dé�ni par l'utilisateur, F (c) le vecteur initial des
chargements etUd le vecteur initial des déplacements imposés. Le problème d'évolution
(4.21) est résolu par une méthode de Newton dont l'algorithme est présenté par 1.

Algorithm 1 Résolution de l'évolution d'une structure élastoplastique.

Pré-conditions : : maillages 
 c et 
 f , découpage temporelt0; � � � ; tM , paramètres
matériaux de la structure, tolérance � , chargementsF (c) et déplacements imposés
Ud, � n les facteurs de chargement pour chaque pas de temps, les éléments du système
tangent élastique (2.10).

1: Initialisation à t = 0 :
2: Résolution du système (2.10) avec correction du déplacement �n U f ) .
3: Calcul des incréments de déplacement �U(c) = U(c) ; � U(f ) = U(f )

84



4.1. FORMULATION DU ZOOM STRUCTURAL EN ÉLASTOPLASTICITÉ

4: Calcul des déplacements, contraintes et variables internes

U(c) = f 0g; � (c) = f 0g; U(f ) = f 0g; � (f ) = f 0g; f p(f ) g = f 0g

5: Norme de référence du résidu :r ref = kf F (c)gk;
6: Pour n = 0 ; 1; � � � ; M � 1 faire
7: Initialisation des incréments de déplacement pourn > 0,

� U(c) = � U(c) � n+2 � � n+1

� n+1 � � n
; � U(f ) = � U(f ) � n+2 � � n+1

� n+1 � � n

8: Initialisation de la norme du résidu courant r = r ref

9: Tant que r > T ol r ref faire
10: Initialisation des forces nodales internes et de la matriceélastoplastique sur

le patch,
F int ( c)

= f 0g; F int ( f )
= f 0g; K EP ( f )

= [0]

11: Pour el = 1 ; 2; � � � ; Nel (boucle sur tous les éléments du patch 
f ) faire

12: Incrément de déplacements nodaux élémentaires �U(f )
el

13: Incrément de déformation � " (f )
el = Bel

" ( f )
� U(f )

el
14: Calcul de la prédiction élémentaire élastique de la contraintes

� elas
el = � el + �tr (� " (f )

el )14

15: Calcul de la prédiction élémentaire élastique du déviateur

Z elas
el = � elas

el �
1
3

(� elas
el11

+ � elas
el22

+ � elas
el33

)V1

avec V1 = (111000)T

16: Calcul de la prédiction élémentaire élastique de la contrainte équivalente
élémentaire

� elas;eq
el =

�
3
2

(Z elas2

el11
+ Z elas2

el22
+ Z elas2

el33
) + 3 Z elas2

el12
+ 3Z elas2

el13
+ 3Z elas2

el23

� 1
2

17: Calcul du seuil de plasticité f elas
n+1 = � elas;eq

n+1 � hp(f )
el � � 0

18: Si f elas
n+1 � 0 alors

19: Actualiser les variables mécaniques,

� (f )
eln +1

= � elas
el ; � p(f )

el = 0 et AEP ( f )

el = A (f )
el

20: sinon
21: Calcul de l'incrément de la déformation plastique cumulée

� p(f )
el =

f elas
n+1

3� + h

.

22: Évaluer les constantes� =
3� � p( f )

el
� elas;eq et 
 = 3�

3� + h

23: Actualiser les contraintes élémentaires �(f )
eln +1

= � elas
el � 3� � p(f )

el N elas
el

où N elas
el est dé�nie à l'équation (4.34)
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24: Calcul de la correction plastiqueP (k)
n+1 par l'équation (4.34) et de

l'assemblage du module tangent élastoplastiqueAEP ( f )

el ,

AEP ( f )

el = A (f )
el � P (k)

n+1

25: Fin Si
26: Calcul de la matrice locale de rigidité

K EP ( f )

el = B T
el

" ( f )
W (f )

el AEP ( f )

el Bel
" ( f )

et des forces internes

F int ( f )

el = � B T
el

" ( f )
W (f )

el � (f )
eln +1

27: Contribution de K EP ( f )

el à l'assemblage deK EP ( f )
et F int ( f )

el à l'assemblage
de F int ( f )

.
28: Calcul du module d'élasticité ~A (f )

el pour la prise en compte des déforma-
tions planes.

29: Fin Pour
30: Construction du module tangent global AEP ( f )

à l'aide du module
tangent élastoplastique ~A (f )

el sur chaque élément
31: Pour el = 1 ; 2; � � � ; Nel (boucle sur tous les éléments du maillage 
c) faire
32: Incrément de déplacements nodaux élémentaires �U(c)

el

33: Incrément de déformation � " (c)
el = Bel

" ( c)
� U(c)

el

34: Calcul de déviateur élémentaireZ (c)
el = � " (c)

el � 1
3 tr (� " (c)

el )V1

35: Actualiser les contraintes élémentaires, �(c)
eln +1

= � (c)
eln + �tr (� " (c)

el )+2 �Z (c)
el

36: Fin Pour
37: Contribution des contraintes locales � (c)

eln +1
et � (f )

eln +1
à l'assemblage des

contraintes globales � (c)
n+1 et � (f )

n+1
38: Construction des forces internes globales sur 
c,

F int ( c)
= � B T

� ( c)

�
� (c)

n+1 � P cf Pfc � (c)
n+1 + Pcf � (f )

n+1

�

39: Résolution du système élastoplastique (4.42)
40: Actualisation des incréments de déplacement,

� U(c) = � U(c) + �U (c) et � U(f ) = � U(f ) + �U (f )

41: Nouveau résidu,R =

0

B
B
@

M ccF (c) + F (c)
int

0
F (f )

(i ) + F (f )
int ( i )

1

C
C
A

42: Norme du nouveau résidu,r = kRk ;
43: Fin Tant que
44: Mise à jours des variables àtn+1 :
45: Actualisation des déplacements,U(c)

n+1 = U(c)
n + � U(c) et U(f )

n+1 = U(c)
n + � U(f )

46: Actualisation de la déformation plastique cumulé sur le patch p(f )
n+1 = p(f )

n +� p(f )

47: Fin Pour
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4.2. VALIDATION SUR UNE STRUCTURE ÉLASTOPLASTIQUE

La tolérance pour le critère d'arrêt de la méthode de Newton (T ol), dé�nie à l'équa-
tion (4.23), est égale à 1e� 5. Pour les �gures on visualise les résultats pour l'incrément
�nal de la charge et l'incrément �nal de la décharge.

4.2 Validation sur une structure élastoplastique

Pour valider la stratégie de zoom élastoplastique, on procède comme dans le Chapitre
3. On compare avec un cas de référence qui résout les mêmes problèmes avec un seul
maillage sur toute la structure qui comporte les mêmes défauts et est soumise aux mêmes
sollicitations. Le maillage 
 f et le maillage pour le cas de référence sont identiques dans
la zone du patch. Comme pour l'étude paramétrique faite au chapitre 3, on s'intéresse
seulement à une plaque trouée, cas où le gradient de propriétés mécaniques est le plus
important (comparé à l'inclusion dure et à l'inclusion molle). La limite d'élasticité est
celle de l'acier, soit � 0 = 300 MPa. Le module d'écrouissage est celui de l'acier, soit
h = 400 MPa.

4.2.1 Application à la plaque trouée

Les deux sollicitations étudiées sont les mêmes que celles du chapitre 3, la première
est un essai de traction pure et la deuxième, un essai de cisaillement. L'essai de traction
est représenté par la Figure 3.2 et l'essai de cisaillement par la Figure 3.3. Pour l'essai de
traction, la densité d'e�ort normal est égal à f = 0 :05 GPa. Pour l'essai de cisaillement,
le déplacement imposé est toujours de 0:018 cm appliqué dans la directionx sur le haut
de la plaque.

Essai de traction. Pour les contraintes, lors de l'incrément �nal de la charge, on
remarque une concentration de contrainte à gauche et à droite du trou et une chute des
contrainte en haut et en bas du trou pour les contraintes� xx et � yy , visible respectivement
sur les Figures 4.1 et 4.2. On observe que les contraintes sont légèrement perturbés
dans le patch. Ceci est dû que les sollicitations sont présentes au niveau de la zone de
raccord. Loin du défaut on retrouve un état de contrainte nul pour les deux directions
des contraintes. On retrouve globalement le même pro�l sur les contraintes pour le cas
de référence et le cas avec zoom, avec une légère di�érence sur les extrema. Les extrema
sont légèrement plus élevé pour le cas de référence que pour le cas avec zoom, en e�et
on a une di�érence de 5 % pour� xx et une di�érence de 9 % pour� yy . La méthode de
zoom a tendance à sous-évaluer les contraintes pour l'essaide traction.

(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.1 � Essai de traction - Plaque trouée- Contrainte � yy pour l'incrément �nal
de la charge (en GPa).
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(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.2 � Essai de traction - Plaque trouée- Contrainte � xx pour l'incrément �nal
de la charge (en GPa).

Pour la déformation plastique cumulée, on remarque une répartition de celle-ci si-
milaire, visible sur la Figure 4.3. Les extrema sont légèrement plus élevé pour le cas de
référence que pour le cas numérique avec une baisse de 6 %. Comme pour les contraintes,
la méthode de zoom structurale implique une sous évaluationde la déformation plastique
cumulée.

(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.3 � Essai de traction - Plaque trouée- Déformation plastique cumulée pour
l'incrément �nal de la charge avec focus sur le trou.

La Figure 4.4 met en évidence que l'erreur énergétique est surtout présente dans la
zone de raccord mais aussi dans la zone où la structure a plasti�é.

(a) Erreur énergétique (b) Erreur de la déformation plastique cumulée

Figure 4.4 � Essai de traction. - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur énergétique
au carré et de l'erreurL 2 au carré de la déformation plastique cumulée pour l'incrément
�nal de la charge.
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Pour les contraintes résiduelles à l'incrément �nal de la décharge, on remarque une
chute de la concentration de contrainte à gauche et à droite du trou suivi d'une augmen-
tation de la concentration des contraintes pour� yy (cf Figure 4.5). Pour � xx , on a une
augmentation de la concentration des contraintes à gauche et à droite du trou et une
diminution de la concentration en haut et en bas du trou (cf Figure 4.6).

(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.5 � Essai de traction - Plaque trouée- Contrainte � yy résiduelle pour l'in-
crément �nal de la décharge (en GPa).

(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.6 � Essai de traction - Plaque trouée- Contrainte � xx résiduelle pour l'in-
crément �nal de la décharge (en GPa).

Loin du défaut on retrouve un état de contrainte nul pour les deux directions des
contraintes. On retrouve globalement le même pro�l sur les contraintes pour les solutions
de référence et avec la méthode de zoom structural. Les extrema sont encore légèrement
plus élevés pour le cas de référence que pour le cas du zoom avec une di�érence de 8 %
pour la contrainte � xx et une di�érence de 5 % pour la contrainte� yy . En conclusion, le
zoom structural semble conduire à une sous estimation des contraintes résiduelles.

(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.7 � Essai de traction - Plaque trouée- Déformation plastique cumulée pour
l'incrément �nal de la décharge avec focus sur le trou.
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Pour la déformation plastique cumulée, on remarque une répartition de celle-ci simi-
laire, visible sur la Figure 4.7. Les extrémums sont légèrement plus élevé pour le cas de
référence que pour le cas numérique avec une baisse de 6 %, comme pour l'incrément �-
nal de la charge. Cela est cohérent puisque lors de la décharge, il n'y a pas augmentation
de la déformation plastique cumulée.

(a) Erreur énergétique (b) Erreur de la déformation plastique cumulée

Figure 4.8 � Essai de traction - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur énergétique
locale et de l'erreurL 2 locale de la déformation plastique cumulée pour l'incrément �nal
de la décharge.

La Figure 4.8 met en évidence que les répartitions des erreurs sont les mêmes pour
l'erreur énergétique sur le patch et pour l'erreur sur la déformation plastique cumulée.
L'erreur énergétique est donc localisée dans la zone où la structure se plasti�e lors de
l'incrément �nal d'un cycle charge-décharge.

Essai de cisaillement. Pour les contraintes lors de l'incrément �nal de la charge, on
remarque une concentration de contrainte à gauche et à droite du trou et une chute des
contrainte en haut et en bas du trou pour les contraintes� xx et � yy , visible respectivement
sur les Figures 4.10 et 4.9. On observe que les contraintes sont légèrement perturbés dans
le patch, surtout au niveau des coins. Ceci est dû à la présence de sollicitation au niveau
de ces zones remontant du comportement sur le domaine grossier.

(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.9 � Essai de cisaillement - Plaque trouée- Contrainte � yy pour l'incrément
�nal de la charge (en GPa).

Loin du défaut on retrouve un état de contrainte nul pour les deux directions des
contraintes. On retrouve globalement le même pro�l sur les contraintes pour les solutions
de référence et avec la méthode de zoom structural, avec une légère di�érence sur les
extrema.
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(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.10 � Essai de cisaillement - Plaque trouée- Contrainte � xx pour l'incrément
�nal de la charge (en GPa).

Les extrema sont légèrement plus élevés pour le cas du zoom que pour le cas de
référence, en e�et on a une di�érence de 2 % pour� xx et une di�érence de 9 % pour� yy .
La méthode de zoom a tendance à surévaluer les contraintes pour l'essai de cisaillement.
Pour la déformation plastique cumulée, on remarque une répartition de celle-ci similaire
pour nos deux cas, visible sur la Figure 4.11. Les extrema sont légèrement plus élevé
pour le cas du zoom que pour le cas de référence avec une augmentation de 3 %. Comme
pour les contraintes, la méthode de zoom structurale implique une surévaluation de la
déformation plastique cumulée.

(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.11 � Essai de cisaillement. - Plaque trouée- Déformation plastique cumulée
pour l'incrément �nal de la charge avec focus sur le trou.

La Figure 4.12 met en évidence que l'erreur énergétique est surtout présente dans la
zone de raccord.

(a) Erreur énergétique (b) Erreur de la déformation plastique cumulée

Figure 4.12 � Essai de cisaillement - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur énergé-
tique locale et de l'erreurL 2 locale de la déformation plastique cumulée pour l'incrément
�nal de la charge.

91



CHAPITRE 4. EXTENSION À UN PROBLÈME NON LINÉAIRE :
ÉLASTOPLASTICITÉ

Á l'incrément �nal de la décharge, du fait que la structure a plasti�é, on remarque
une concentration des contraintes similaire dans nos deux cas pour les deux contraintes
� xx et � yy , visible sur les Figures 4.14 et 4.13.

(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.13 � Essai de cisaillement - Plaque trouée- Contrainte � yy résiduelle pour
l'incrément �nal de la décharge (en GPa).

(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.14 � Essai de cisaillement - Plaque trouée- Contrainte � xx résiduelle pour
l'incrément �nal de la décharge (en GPa).

Loin du défaut on retrouve un état de contrainte nul pour les deux directions des
contraintes. On retrouve globalement le même pro�l sur les contraintes pour les solutions
de référence et avec la méthode de zoom structural. Les extrema sont encore légèrement
plus élevés pour le cas du zoom que pour le cas de référence avec une di�érence de 4 %
pour la contrainte � xx et une di�érence de 4 % pour la contrainte � yy . En conclusion, le
zoom structural semble conduire à une sous estimation des contraintes résiduelles.

(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.15 � Essai de cisaillement - Plaque trouée- Déformation plastique cumulée
pour l'incrément �nal de la décharge avec focus sur le trou.
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Pour la déformation plastique cumulée, on remarque une répartition de celle-ci si-
milaire pour nos deux cas, visible sur la Figure 4.15. Les extrema sont légèrement plus
élevés pour le cas du zoom que pour le cas de référence avec unebaisse de 3 %, comme
pour l'incrément �nal de la charge. Cela est cohérent puisque lors de la décharge, il n'y
a pas augmentation de la déformation plastique cumulée.

(a) Erreur énergétique (b) Erreur de la déformation plastique cumulée

Figure 4.16 � Essai de cisaillement - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur énergé-
tique locale et de l'erreurL 2 locale de la déformation plastique cumulée pour l'incrément
�nal de la décharge.

La Figure 4.16 met en évidence que les répartitions des erreurs pour l'erreur énergé-
tique sur le patch se rapproche de l'erreur sur la déformation plastique cumulée, comparé
à la Figure 4.8. L'erreur énergétique est donc localisée en majorité dans la zone où la
structure se plasti�e lors de l'incrément �nal d'un cycle ch arge-décharge. Lors de ces
deux essais on observe que l'algorithme de Newton converge moins vite pour la méthode
de zoom structural que pour la résolution de référence. L'idée pour améliorer la conver-
gence est de considérer uniquement le résidu sur le patch pour l'instant tn+1 . Le test
d'arrêt se réécrit,

Tarr êt =
k ~R(u(f )

n+1 ; u(f )� ; � n )k

kR(u(c)
0 ; u(f )

0 ; u(c)� ; � n )k
� T ol: (4.44)

On compare maintenant les deux tests d'arrêts 4.23 et 4.44 pour la convergence de
l'algorithme de Newton et pour l'erreur énergétique des solutions obtenues, a�n d'ob-
tenir le meilleur test d'arrêt. Les comparaisons sont faites pour un cycle de traction-
compression complet ou un cycle de cisaillement complet. Onremarque que le fait de
faire le test d'arrêt uniquement sur les forces appliquées dans le patch, permet d'être plus
rapide en itération, sans pour autant perdre de la qualité pour la solution, visibles sur
les Figures 4.17 et 4.18. Le fait de considérer le résidu uniquement sur le patch permet
de retrouver le même nombre d'itération avec la méthode de zoom structural qu'avec la
solution de référence pour une majorité de pas de temps.

Les erreurs énergétique globale absolueERa
� selon le choix du résidu pour le test

d'arrêt de l'algorithme de Newton, sont presque les mêmes quelque soit le cycle e�ectué
(traction-compression ou cisaillement) sauf pour les deuxpremier incrément de temps et
les incréments des états de repos pour le cycle de cisaillement. En e�et les erreurs éner-
gétique globale absolueERa

� selon le choix du résidu pour le test d'arrêt de l'algorithme
de Newton, sont presque les mêmes quelque soit le cycle e�ectué (traction-compression
ou cisaillement), sauf pour les deux premiers incréments detemps et les incréments de
reposno 8 et no 16 pour l'essai de cisaillement. On conclue donc que le fait de considérer
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le résidu uniquement sur le patch permet de retrouver le mêmenombre d'itérations que
pour la résolution de référence pour une majorité de pas de temps.
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(a) Essai de traction
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(b) Essai de cisaillement

Figure 4.17 � Plaque trouée- Nombre d'itérations de l'algorithme de Newton en fonction
de la discrétisation en temps.
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(b) Essai de cisaillement

Figure 4.18 � Plaque trouée- Erreur énergétique globale absolueERa
� en fonction de

la discrétisation en temps.

On remarque sur la Figure 4.19 que pour l'incrément �nal de lacharge, la répartition
des erreurs énergétiques sont les mêmes que pour un résidu sur toute la structure (cf
Figures 4.4 et 4.12), mais avec des valeurs plus élevés. Pourla traction, on passe d'une
erreur de 5e � 6 à 6:75e � 6 et pour le cisaillement, on passe d'une erreur de 1:5e � 5 à
2:03e � 5, ce qui donne des erreurs très faibles.

(a) Essai de traction (b) Essai de cisaillement

Figure 4.19 � Plaque trouée - Cartographie de l'erreur énergétique absolue au carré
pour le résidu uniquement sur le patch pour l'incrément �nal de la charge.
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Pour l'incrément �nal de décharge, on remarque une di�érence pour l'essai de ci-
saillement, entre la Figure 4.20 et la Figure 4.16. L'erreurénergétique ne se situe plus
seulement sur la zone où la structure a plasti�é mais aussi sur la zone de raccord. Le
fait de considérer le résidu uniquement sur le patch, donne une convergence en itération
plus rapide mais donne une erreur énergétique plus élevée sur la zone de raccord.

(a) Essai de traction (b) Essai de cisaillement

Figure 4.20 � Plaque trouée - Cartographie de l'erreur énergétique absolue au carré
pour le résidu uniquement sur le patch pour l'incrément �nal de la décharge.

Pour un résidu sur toute la structure, il semble que la convergence de l'algorithme de
Newton est lié au fait que les forces internesF int ( c)

sur le maillage grossier 
c converge
moins rapidement versF (c) que les forces internesF int ( f )

vers F (f ) sur le patch. Á partir
de maintenant, on considère seulement le résidu sur le patchpour le critère d'arrêt de
l'algorithme de Newton.

4.2.2 Essais avec deux défauts dans la structure

On étudie une structure avec deux défauts, on prend deux trous de géométries di�é-
rentes, un cercle et une ellipse. Les deux défauts sont placés de tel sorte que l'on est un
patch pour chaque défaut et les patchs ne se chevauche pas. Ene�et si les défauts sont
proches on peut construire un seul patch comprenant les deuxdéfauts. On considère
une structure occupant le domaine 
 = 
 c [ 
 e [ 
 t � R3, où 
 e est le domaine avec
l'ellipse et 
 t est le domaine avec le trou. Pour chaque patch, on garde la méthode de
zoom structural avec substitution, présenté dans le chapitre 2. Son comportement est
supposé élastoplastique dans l'intérieur des deux patchs,
 (i )

e pour le patch avec l'ellipse
et 
 (i )

t pour le patch avec le cercle. Les deux essais appliqués à cette nouvelle structure
restent un essai de traction et un essai de cisaillement, représentés sur la Figure 4.21.

f

b bA B

(a) Essai de traction

ud

(b) Essai de cisaillement

Figure 4.21 � Plaque trouée- Essais pour la structure avec deux défauts.
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On dé�nit le vecteur �, représentant le champ de contraintes de la structure par,

� = � (c) � P ce

�
Pec� (c) � � (e)

�
� P ct

�
Ptc � (c) � � (t )

�
(4.45)

avec � (i ) , le vecteur des champs de contrainte sur le maillage 
i avec i = f c; e; tg. En
adoptant la même approche qu'auparavant, on obtient deux systèmes tangents, un élas-
tique et l'autre élastoplastique, similaires respectivement aux systèmes (2.10) et (4.42).

Pour valider notre approche pour une structure avec deux défauts sur les �gures
on visualise uniquement l'erreur énergétique relativeERel

� pour l'incrément �nal de la
charge et pour l'incrément �nal de la décharge. Il est intéressant de noter que les deux
zones d'erreur maximale sont des zones de raccord des zooms entre les deux défauts,
c'est à dire des zones d'in�uence mutuelle des défauts.

Essai de traction. On observe sur la Figure 4.22 que pour l'incrément �nal de la
charge, les erreurs sont localisées sur la zone de raccord, sur le bord bas pour le patch
avec l'ellipse et sur le bord haut pour celui avec le cercle. Ceci est dû au fait que les
sollicitations débordent du patch dans ces deux zones. On retrouve le même ordre de
grandeur pour les erreurs locales énergétiques que celui duchapitre 3, voir Figure 3.22.

(a) Patch avec l'ellipse (b) Patch avec le cercle

Figure 4.22 � Essai de traction - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur énergétique
relative au carré pour l'incrément �nal de la charge.

Par contre pour l'incrément �nal de la décharge, on retrouve sur la Figure 4.23 que
les erreurs sont localisées dans les zones où la structure s'est plasti�ée, c'est-à-dire autour
des défauts. On s'aperçoit également que l'erreur est ici plus élevée de 29 % que l'erreur
pour une structure avec un seul défaut (cf Figure 4.8) mais reste dans les mêmes ordres
de grandeur.

(a) Patch avec l'ellipse (b) Patch avec le cercle

Figure 4.23 � Essai de traction - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur énergétique
relative au carré pour l'incrément �nal de la décharge.
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Essai de cisaillement. Pour l'essai de cisaillement, on observe sur les Figures 4.24
et 4.25 que les erreurs sont surtout localisées sur la zone deraccord, zones où les solli-
citations débordent du patch. La valeur maximum des erreurslocales énergétiques est
quinze fois plus grande pour l'incrément �nal de la charge (erreur en 3:43e � 4) et est
deux fois plus grande pour l'incrément �nal de la décharge (erreur en 1:53e� 3) qu'avec
le cas d'un seul défaut, elles sont donc un ordre de grandeur au dessus.

(a) Patch avec le cercle (b) Patch avec l'ellipse

Figure 4.24 � Essai de cisaillement - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur éner-
gétique relative au carré pour l'incrément �nal de la charge.

(a) Patch avec le cercle (b) Patch avec l'ellipse

Figure 4.25 � Essai de cisaillement - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur éner-
gétique relative au carré pour l'incrément �nal de la décharge.

Notre approche est validée pour une structure avec plusieurs patchs. On peut donc
étendre l'approche ànp patchs qui ne se chevauchent pas. La dé�nition de la contrainte
sur la structure pour np patchs s'appuie sur l'équation 4.45 et s'écrit,

� = � (c) �
npX

i =1

Pci

�
Pic � (c) � � (i )

�
(4.46)

Maintenant le champ de contrainte sur la structure est dé�ni, on va regarder si cette
dé�nition peut convenir pour d'autres cas que celui avec despatchs séparés. On va y
aller en deux étapes. Tout d'abord pour des patchs collés (Figure 4.26a), c'est-à-dire
que les patchs ont un bord en commun, et ensuite pour des patchs chevauchant (Figure
4.26b). Pour le cas des patchs collés, le bord commun entre les deux patchs est discrétisé
de la même façon pour les deux patchs. Pour le cas des patchs chevauchant, le maillage
de l'intersection des patchs, noté 
 ip , est le même pour les deux patchs (zone en orange
sur la Figure 4.26b). Ceci dans le but de pouvoir comparer l'erreur énergétique dans
cette zone pour les deux patchs avec la solution de référence. On s'intéresse uniquement
à l'incrément �nal de la charge pour valider la dé�nition du c hamp de contrainte. Les
résultats sont étudiés uniquement pour un essai de tractioncar les remarques sont les
mêmes pour les deux essais seules les valeurs changent.
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f

b bA B

(a) Patchs collés

f

b bA B

(b) Patchs chevauchant

Figure 4.26 � Essai de traction - Plaque trouée- Essais pour la structure avec deux
défauts avec diverses positions des patchs.

Essai pour des patchs collés. Pour l'essai de traction avec des patchs collés, on
observe sur la Figure 4.27 que les erreurs sont localisées sur le bord en commun entre
les deux patchs. La valeur maximum des erreurs locales énergétiques pour l'incrément
�nal de la charge reste dans le même ordre de grandeur (erreuren 4:12e � 6) que pour
le cas des patchs séparés. La dé�nition du champ de contrainte (4.45) convient encore
pour deux patch collés.

(a) Patch avec l'ellipse (b) Patch avec le cercle

Figure 4.27 � Essai de traction - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur énergétique
relative au carré pour l'incrément �nal de la charge pour despatchs collés.

Essai pour des patchs chevauchant. Pour l'essai de traction avec des patchs che-
vauchant, on observe sur la Figure 4.28 que les erreurs sont localisées sur la zone en
commun entre les deux patchs et plus précisément dans la zonequi correspond au rac-
cord pour chacun des patchs. La valeur maximum des erreurs locales énergétiques pour
l'incrément �nal de la charge est d'un ordre de grandeur au-dessus (erreur en 5:22e� 5)
que pour le cas des patchs séparés. La dé�nition du champ de contrainte (4.45) convient
encore pour deux patch collés mais on va proposer une alternative dans le but de réduire
cette erreur.

Dans la dé�nition du champ de contrainte (4.45), on enlève deux fois la contribution
du grossier dans le domaine 
ip correspondant à la zone d'intersection des patchs et on
ajoute la contribution du patch 
 e ainsi que celle du patch 
 t .

98



4.2. VALIDATION SUR UNE STRUCTURE ÉLASTOPLASTIQUE

(a) Patch avec le cercle (b) Patch avec l'ellipse

Figure 4.28 � Essai de traction - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur énergétique
relative au carré pour l'incrément �nal de la charge pour despatchs chevauchant.

On propose cette fois-ci d'enlever une seule fois la contribution du grossier et de
moyenner celle des patchs sur 
ip . La contrainte sur la structure s'écrit alors,

� = � (c) � P ce

�
Pec� (c) � � (e)

�
� P ct

�
Ptc � (c) � � (t )

�

+
1
2

PcePet

�
Ptc � (c) � � (t )

�
+

1
2

PctPte

�
Pec� (c) � � (e)

�
(4.47)

Avec la nouvelle dé�nition de la contrainte (4.47), on observe sur la Figure 4.29 que
les erreurs sont localisées sur la même zone que pour le cas précédent (cf Figure 4.28). La
valeur maximum des erreurs locales énergétiques pour l'incrément �nal de la charge est
1:7 fois inférieur (erreur en 5:22e� 5) avec le champ de contrainte dé�nit par l'équation
(4.47).

(a) Patch avec le cercle (b) Patch avec l'ellipse

Figure 4.29 � Essai de traction - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur énergétique
relative au carré pour l'incrément �nal de la charge pour despatchs chevauchant avec
les contraintes moyennées.

La nouvelle dé�nition de la contrainte (4.47) donne une erreur moins élevée mais a
comme principal inconvénient de construire deux nouveaux projecteurs Pet et Pte . On a
remarqué que l'erreur est localisée dans la zone où les patchs se chevauchent. On propose
un essai avec quatre défauts dans la structure a�n d'avoir des intersections où plusieurs
patchs interviennent et de voir leur in�uence sur la réparti tion de l'erreur.

Essai pour une structure avec quatre défauts pour des patchs superposées.
Le but de cet essai est d'observer si l'erreur est localisée dans la zone où le plus grand
nombre de patch se chevauchent. L'essai est toujours celui de traction et est décrit par
la Figure 4.30.
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f

b bA B

Figure 4.30 � Essai de traction - Plaque trouée- Essais pour la structure avec quatre
défauts pour des patch superposés.

Comme pour l'essai avec deux défauts pour des patchs chevauchant, on compare les
deux dé�nitions de la contrainte sur la structure (équations (4.45) et (4.47)). À partir
de la Figure 4.30, on numérote les patchs de la façon suivante, zone bleue avec le cercle
(Patch 1), zone rouge avec l'ellipse (Patch 2), zone jaune avec l'ellipse (Patch 3) et zone
cyan avec le cercle (Patch 4). Chaque patch comprend la zone avec le défaut plus deux
zones où deux patch se chevauchent (zones en violet) et la zone où les quatre patchs se
chevauchent (zone en noir).

On utilise la dé�nition (4.46) avec np = 4, équivalente à (4.45) pour quatre patchs.
De la même façon on dé�nit une nouvelle formulation équivalente à (4.47) pournp patchs
par,

� = � (c) �
npX

i =1

Pci

�
Pic � (c) � � (i )

�
+

npX

j =1
j 6= i

1
2

Pcj Pj i

�
Pic � (c) � � (i )

�
(4.48)

Avec la dé�nition de la contrainte (4.46), on observe sur lesFigures 4.31 et 4.32
que les erreurs sont localisées sur les bords extérieurs despatchs. Mais elles ne sont pas
localisées là où il y a le plus grand nombre de patchs. La valeur maximum des erreurs
locales énergétiques pour l'incrément �nal de la charge estde 2:68e � 3. Si on prend un
seul patch comprenant les quatre défauts, on obtient la mêmerépartition des erreurs.

(a) Patch 1 (b) Patch 2

Figure 4.31 � Essai de traction - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur énergétique
relative au carré pour l'incrément �nal de la charge pour despatchs chevauchant.
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(a) Patch 3 (b) Patch 4

Figure 4.32 � Essai de traction - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur énergétique
relative au carré pour l'incrément �nal de la charge pour despatchs chevauchant.

Avec la dé�nition de la contrainte (4.48), on observe sur lesFigures 4.33 et 4.34 que
les erreurs sont localisées aux mêmes endroits que le cas précédent. La valeur maximum
des erreurs locales énergétiques pour l'incrément �nal de la charge est de 2:45e� 3. Soit
environ une erreur 10 % plus faible lorsqu'on utilise la dé�nition (4.48).

(a) Patch 1. (b) Patch 2.

Figure 4.33 � Essai de traction - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur énergétique
relative au carré pour l'incrément �nal de la charge pour despatchs chevauchant avec
les contraintes moyennées.

(a) Patch 3. (b) Patch 4.

Figure 4.34 � Essai de traction - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur énergétique
relative au carré pour l'incrément �nal de la charge pour despatchs chevauchant avec
les contraintes moyennées.

En conclusion, la fait de moyenner les contributions dans les zones où les patchs
se chevauchent donne une erreur plus faible mais a un inconvénient, on doit construire
d'autres opérateurs de projection d'un patch sur un autre.
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Remarque 4.2.1. On peut étendre la dé�nition (4.48), en prenant en compte les zones
où plus de deux patchs se chevauchent (zone en noir sur la Figure 4.30). La dé�nition
de la contrainte s'écrit alors,

� = � (c) �
npX

i =1

Pci

�
Pic � (c) � � (i )

�
+

npX

j =1
j 6= i

1
2

Pcj Pj i

�
Pic � (c) � � (i )

�

+
npX

k=1
j 6= i

1
2

PckPkj Pj i

�
Pic � (c) � � (i )

�
+

npX

l=1
j 6= i

1
2

PclPlk Pkj Pj i

�
Pic � (c) � � (i )

�
(4.49)

En utilisant cette dé�nition, on obtient la même répartitio n de l'erreur énergétique
locale mais la valeur est deux fois plus grande, l'erreur estde 5:38e � 3.

4.2.3 Essais avec di�érentes histoires de chargement

On étudie maintenant une structure avec un seul défaut mais pour des sollicitations
combinées de traction et de cisaillement. On a trois types desollicitations,

� traction et cisaillement simultanés (Figure 4.35a).
� traction puis cisaillement, ou cisaillement puis tractio n (Figure 4.35b
La traction se traduit par un déplacement imposé de 0:005 cm appliqué dans la

direction y sur le haut de la plaque et le cisaillement se traduit par un déplacement
imposé de 0:01 cm appliqué dans la directionx sur le haut de la plaque. Le bas de la
structure est supposée encastrée. Le but de cet essai est de voir comment se comporte
notre structure lorsque di�érents types de sollicitations y sont appliqués en même temps.

f
sim

(a) Sollicitations simultanées

f
cis

f
tra

(b) Sollicitations successives

Figure 4.35 � Modèles pour des sollicitations combinées.

Chargement simultané Pour les contraintes, lors de l'incrément �nal de la charge,
on remarque que les contraintes� yy et � xx sont légèrement perturbées dans le patch,
visible respectivement sur les Figures 4.36 et 4.37. Comme les contraintes ne sont pas
constantes loin du défaut sur le domaine grossier, à cause des conditions limites. La
projection de ces contraintes sur le patch vient perturbée la solution sur celui-ci. Ceci à
pour cause la perte d'information lors de la projection du maillage �n vers le maillage
grossier. Les extrema sont légèrement plus élevés pour le cas avec zoom que pour le cas
de référence pour� xx , avec une di�érence 5 % et l'inverse pour� yy , avec une di�érence
de 5 %.
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(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.36 � Essai chargement simultané - Plaque trouée- Contrainte � yy pour
l'incrément �nal de la charge (en GPa).

(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.37 � Essai chargement simultané - Plaque trouée- Contrainte � xx pour
l'incrément �nal de la charge (en GPa).

Pour la déformation plastique cumulée, on remarque une répartition similaire, visible
sur la Figure 4.38. Les extrema sont légèrement plus élevés pour le cas de référence que
pour le cas numérique avec une baisse de 10 %.

(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.38 � Essai chargement simultané - Plaque trouée- Déformation plastique
cumulée pour l'incrément �nal de la charge avec focus sur le trou.

La Figure 4.39 met en évidence que l'erreur énergétique est dans la zone de raccord.
La valeur des erreurs reste dans les mêmes ordres de grandeurs que les tests précédents.
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(a) Erreur énergétique (b) Erreur de la déformation plastique cumulée

Figure 4.39 � Essai chargement simultané - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur
énergétique absolue au carré et de l'erreur absolue au carréde la déformation plastique
cumulée avec focus sur le trou pour l'incrément �nal de charge.

Pour les contraintes résiduelles, lors de l'incrément �nalde la décharge, on remarque
que les contraintes � yy et � xx sont sous-évaluées dans le patch avec la méthode de
zoom structural, visible respectivement sur les Figures 4.40 et 4.41. Ceci est encore la
conséquence de la perte d'information lors de la projectiondu maillage �n vers le maillage
grossier.

(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.40 � Essai chargement simultané - Plaque trouée- Contrainte � yy pour
l'incrément �nal de la décharge (en GPa).

(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.41 � Essai chargement simultané - Plaque trouée- Contrainte � xx pour
l'incrément �nal de la décharge (en GPa).

Les extrema sont légèrement plus élevés pour le cas de référence que pour le cas
du zoom pour � xx , avec une di�érence 17 % et l'inverse pour� yy , avec une di�érence
de 17 %. La di�érence est assez grande, on est peut être dans uncas qui sort de la
modélisation de la méthode de zoom structural.
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Pour la déformation plastique cumulée, on remarque une répartition de celle-ci si-
milaire pour nos deux cas, visible sur la Figure 4.42. Les extrema sont légèrement plus
élevés pour le cas de référence que pour le cas numérique avecune baisse de 10 %.

(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.42 � Essai chargement simultané - Plaque trouée- Déformation plastique
cumulée pour l'incrément �nal de la décharge avec focus sur le trou.

La Figure 4.43 met en évidence que l'erreur énergétique est surtout présente dans
la zone de raccord. Mais l'erreur locale est élevée, on est bien dans un cas qui sort
de la modélisation de la méthode de zoom structurale malgré le fait que la répartition
des contraintes résiduelles est similaire aux cas de référence. Ceci est dû au fait que la
projection de la solution du grossier sur le �n vient perturber la solution sur le patch.
Mais cette valeur élevée s'explique aussi que lors de l'incrément �nal de la décharge la
norme énergétique au carré de la solution de référence dans la dé�nition de l'erreur locale
(3.16) est extrêmement petite (1:22e � 7) tandis que le maximum des erreurs absolues
locales est compris entre 1:66e � 8 et 2:25e � 8 pour tous les incréments de chargement.

(a) Erreur énergétique (b) Erreur de la déformation plastique cumulée

Figure 4.43 � Essai chargement simultané - Plaque trouée- Cartographie de l'erreur
énergétique absolue au carré et de l'erreur absolue au carréde la déformation plastique
cumulée avec focus sur le trou pour l'incrément �nal de décharge.

Cisaillement puis traction Pour les contraintes, lors de l'incrément �nal de la charge,
on remarque que les contraintes� yy et � xx sont perturbées dans le patch, visible res-
pectivement sur les Figures 4.44 et 4.45. Comme les contraintes ne sont pas constantes
loin du défaut sur le domaine grossier, à cause des conditions limites. La projection de
ces contraintes sur le patch vient perturber la solution surcelui-ci. Ceci a toujours pour
cause la perte d'information lors de la projection du maillage �n vers le maillage gros-
sier. Les extrema sont légèrement plus élevés pour le cas avec zoom que pour le cas de
référence pour� xx , avec une di�érence 2 % et l'inverse pour� yy , avec une di�érence de
17 %.
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(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.44 � Essai cisaillement puis traction - Plaque trouée- Contrainte � yy pour
l'incrément �nal de la charge (en GPa).

(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.45 � Essai cisaillement puis traction - Plaque trouée- Contrainte � xx pour
l'incrément �nal de la charge (en GPa).

Pour la déformation plastique cumulée, on remarque une répartition similaire pour
nos deux cas, visible sur la Figure 4.46. Les extrema sont légèrement plus élevés pour
le cas de référence que pour le cas numérique avec une baisse insigni�ante de moins de
1 %.

(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.46 � Essai cisaillement puis traction - Plaque trouée- Déformation plas-
tique cumulée pour l'incrément �nal de la charge avec focus sur le trou.

La Figure 4.47 met en évidence que l'erreur énergétique est localisée dans la zone
de raccord au niveau des n÷uds sur la frontière entre les deuxdomaines du patch en se
di�usant à l'intérieur de ce dernier. La valeur des erreurs reste dans les mêmes ordres de
grandeurs que les tests précédents.
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(a) Erreur énergétique (b) Erreur de la déformation plastique cumulée

Figure 4.47 � Essai cisaillement puis traction - Plaque trouée - Cartographie de
l'erreur énergétique absolue au carré et de l'erreur absolue au carré de la déformation
plastique cumulée avec focus sur le trou pour l'incrément �nal de charge.

Pour les contraintes résiduelles, lors de l'incrément �nalde la décharge, on remarque
que les contraintes� yy et � xx sont très perturbées dans le patch, visible respectivement
sur les Figures 4.48 et 4.49. Cette perturbation a pour causela perte d'information lors de
la projection du maillage �n vers le maillage grossier. La di�érence est assez importante,
on est dans un cas qui sort de la modélisation de la méthode de zoom structural.

(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.48 � Essai cisaillement puis traction - Plaque trouée- Contrainte � yy pour
l'incrément �nal de la décharge (en GPa).

(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.49 � Essai cisaillement puis traction - Plaque trouée- Contrainte � xx pour
l'incrément �nal de la décharge (en GPa).

Pour la déformation plastique cumulée, on remarque une répartition de celle-ci si-
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milaire pour nos deux cas, visible sur la Figure 4.50. Les extrema sont légèrement plus
élevés pour le cas de référence que pour le cas numérique avecune baisse de moins de
1 %. Il s'agit de la même déformation plastique cumulée que pour l'incrément �nal de
charge puisque la structure n'a pas plasti�é davantage.

(a) Solution de référence (b) Solution avec zoom

Figure 4.50 � Essai cisaillement puis traction - Plaque trouée- Déformation plas-
tique cumulée pour l'incrément �nal de la décharge avec focus sur le trou.

La Figure 4.51 met en évidence que l'erreur énergétique est surtout présente dans la
zone de raccord. Mais l'erreur locale est très élevée, on estbien dans un cas qui sort de la
modélisation de la méthode de zoom structural, hypothèse émise au vu de la répartition
des contraintes résiduelles. Ceci est dû au fait que la projection de la solution du grossier
sur le �n vient perturber la solution sur le patch. Mais cette valeur élevée s'explique
aussi que lors de l'incrément �nal de la décharge la norme énergétique au carré de la
solution de référence dans la dé�nition de l'erreur locale (3.16) est extrêmement petite
(1:26e� 7) tandis que le maximum des erreurs absolues locales est compris entre 2:39e� 8
et 2:21e � 6 pour tous les incréments de chargement.

(a) Erreur énergétique. (b) Erreur de la déformation plastique cumulée.

Figure 4.51 � Essai cisaillement puis traction - Plaque trouée- Cartographie de
l'erreur énergétique absolue au carré et de l'erreur absolue au carré de la déformation
plastique cumulée avec focus sur le trou pour l'incrément �nal de décharge.

Traction puis cisaillement Les solutions trouvées pour cet essai sont les mêmes que
l'essai cisaillement puis traction.

Au vu des di�érentes études menées, l'extension de la méthode de zoom structural au
comportement élastoplastique donne des solutions de bonnes qualités d'un point de vue
mécanique si hors de l'intérieur du patch on a un état de contrainte constant. Une limite
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néanmoins à l'approche s'est justi�é encore plus par rapport au chapitre 3. Il s'agit des
sollicitations qui partent du maillage grossier et se di�usent dans le patch, c'est-à-dire
un état non constant sur le domaine grossier et aussi sur la zone de raccord. Ceci a pour
but de perturber la solution dans le patch au niveau des contraintes mais pas pour la
déformation plastique ni pour le déplacement. Cette perturbation à pour cause la perte
d'information lors de la projection du maillage �n vers le maillage grossier.
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Conclusion générale

Bilan

L'objectif de ce travail était de valider et d'étendre la méthode de zoom structural
proposée par Dureisseix.

La première étape fut de comparer la méthode de zoom structural avec la méthode
Arlequin standard sans amélioration. On a commencé sur deuxexemples 1D, le premier
pour un chargement au bord et le deuxième pour un chargement volumique constant. On
s'est aperçu que pour un chargement au bord les deux méthodesdonnaient les mêmes so-
lutions mais pour un chargement volumique, la méthode de zoom structural capte mieux
le pro�l du champ de déplacement que la méthode Arlequin standard. On a poursuivie
la comparaison sur deux exemple 2D. Dans le premier essai où les maillages grossier
et �n étaient identiques dans le patch, les deux méthodes donnaient des résultats assez
proches mais la méthode Arlequin captait mieux les extrema.Dans le deuxième essai où
les maillages grossier et �n étaient imbriqués sur le zone dupatch, les deux méthodes
donnaient des résultats di�érents. La méthode de zoom structural donnait le même pro�l
du champ de déplacement que la solution de référence. Tandisqu'avec la méthode Arle-
quin standard, la solution observée était une moyenne sur les éléments �nis du maillage
grossier.

La deuxième étape fut de choisir la méthode de résolution du système linéaire. Le
choix d'un solveur itératif paraissait compte tenu du nombre de n÷uds et donc du nombre
de degrés de liberté qui peut être important, on s'est donc focalisé sur les solveurs des
espaces de Krylov. Néanmoins ces solveurs ne peuvent pas être utilisé seuls, ils ont be-
soin d'un préconditionneur ainsi qu'une renumérotion du système pour être e�cace en
temps CPU. Après divers tests, le choix optimal en temps CPU était le solveur GMRes
accompagné par une factorisation incomplète LU de Crout pour préconditionnement et
de la renumérotation AMD .

La troisième étape fut de valider mécaniquement les solutions obtenues par la mé-
thode de zoom structural ainsi de faire une étude sur les paramètres considérés dans
la stratégie de zoom structural et de voir leurs in�uences sur la solutions obtenues. Les
di�érents tests étaient sur,

� la taille de la zone de raccord entre les deux domaines
� la taille du patch par rapport au défaut,
� les e�ets de la symétrie du maillage �n,
� le degré d'incompatibilité entre les deux maillages,
� le patch débordant, c'est-à-dire une partie du patch n'est pas contenue dans le

domaine grossier,
� la procédure de recalage du champ de déplacement sur le patch.
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Après cette étude paramétrique, la méthode de zoom structural donnait des résultats
mécaniquement acceptables si certains paramètres était dé�nis correctement, en parti-
culier la taille de la zone de raccord et le rapport entre la taille du patch et celle du défaut.

La quatrième étape fut d'étendre la méthode de zoom structural à un comportement
élastoplastique dans l'intérieur du patch. Le problème d'évolution fut résolu par une
méthode de Newton dans lequel la matrice élastoplastique sur le patch et les forces
internes sur les deux domaines sont calculées. L'extensionfut construite avec l'hypothèse
que les déformations plastiques sont présentes uniquementdans l'intérieur du patch.
Deux tests d'arrêts fut comparés, le premier sur la norme desforces internes sur toute
les structure, le deuxième sur la norme des forces internes uniquement du patch. Le
deuxième fut choisi car il permet un convergence, en terme d'itération, de l'algorithme
de Newton acceptable malgré le fait que l'on perde en précision surtout visible pour les
incréments de repos. Pour valider la méthode de zoom structural pour un comportement
élastoplastique, on a fait divers essais,

� essai de traction et de cisaillement pour un plaque trouée,
� essai de traction et de cisaillement pour une structure avec plusieurs défauts avec

ou non des patchs chevauchant,
� essai avec di�érentes histoires de chargement.
Les solutions obtenues étaient mécaniquement acceptable sauf pour l'incrément �nal

de la décharge pour l'essai avec di�érentes histoires de chargement. Ce qui pose une
limite à notre modèle lié à la perte d'information lors du transfert du maillage �n vers
le maillage grossier, et c'est ceci qui perturbe la solutionsur le patch.

Perspectives

Dans la continuité de notre travail de thèse, nous pouvons tenter de tester la méthode
de zoom structural pour un autre modèle non linéaire dans l'intérieur du patch, les
modèles de zones cohésives [32] et [16]. Les modèle de zones cohésives nécessitent une
procédure pour transformer le maillage [33]. L'implémentation dans MATLAB c
 de cette
procédure, pour l'extension de la méthode de zoom structural, se fait de la manière
suivante,

� Étape 1 :

1. Chercher les éléments qui appartiennent à la zone de raccord.

2. Chercher les éléments qui appartiennent à l'intérieur dupatch.

� Étape 2 :

1. Création d'une liste de connectivité entre chaque n÷ud etles éléments aux-
quels ils appartiennent.

2. Création d'une liste des voisins du chaque élément.

3. Duplication et numérotation des n÷uds des éléments trouvés à l'Étape 1 b)
avec allocation des degrés de liberté de ces nouveaux n÷uds.

4. Mise à jour des n÷uds des éléments ainsi que du nombre de n÷ud et du
nombre des degrés de liberté.

� Étape 3 :

1. Chercher les n÷uds pour lesquels tous les éléments auxquels ils sont connectés
appartiennent à l'intérieur du patch.

2. Supprimer les n÷uds trouvés à l'Étape 3 a) et mise à jour desdegrés de liberté,
des éléments, du nombre de n÷ud et du nombre de degrés de liberté.
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� Étape 5 : Création du �chier maillage.msh.
� Étape 6 : Création de la liste des éléments cohésives
Le problème d'évolution peut être résolu par une méthode de Newton. La di�culté

vient de l'initialisation de champs de déplacement. En e�et l'un des opérateur interve-
nant à la construction du système tangent nécessite le saut de déplacement si ce dernier
est initialisé à 0, la zone cohésive ne s'ouvre pas.

Une autre étude serait de voir si on ne peut pas améliorer le transfert du maillage �n
vers le maillage grossier a�n de limiter la perte d'information. Cela permettrait d'avoir
des solutions plus �dèles à la solution de référence et peut être d'obtenir les bonnes
contraintes pour l'incrément �nal de décharge.
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Méthode de zoom structural étendue aux hétérogénéités
non linéaires.

Une approche multi-échelle introduit une méthode de zoom structural dans une zone
d'intérêt, appelé le patch, utilisant uniquement des opérateurs de projection de champs.
Les di�érents comportements dans le patch et dans la structure globale sont pris en
compte sans utiliser des paramètres de poids entre énergieslocales et globales comme
la méthode Arlequin. Notre problème initial est de �abiliser numériquement la méthode
de zoom structural pour le cas linéaire, et plus précisémentde choisir un solveur perfor-
mant sur les espaces de Krylov, ainsi qu'un préconditionnement et une rénumérotation
e�caces et adaptés au système à résoudre. Une fois le solveurchoisi, cette approche est
validée mécanique sur deux essais, un de traction et l'autrede cisaillement. Une étude
paramétrique sur le patch est e�ectué a�n d'obtenir une solution acceptable. L'objectif
suivant est d'étendre cette approche à des régions comportant des hétérogénéités à com-
portement non linéaire. On s'est intéressé au comportementélastoplastique. L'hypothèse
de départ est de considérer le comportement élastoplastique uniquement à l'intérieur du
patch et un comportement élastique sur la structure globaleainsi que sur la zone de
raccord. On valide ensuite cette approche avec di�érents essais comprenant plusieurs
défauts et donc plusieurs patchs ainsi que des histoire de chargement di�érents.

Mots-Clés : Méthodes multi-échelles, Approche local-global, Méthodede zoom
structural, Décomposition de domaine, Élasticité, Plasticité, Méthode de Newton.

A structural multiscale zooming method extended to non
linear heterogeneous media.

A multi-scale approach introduces a structural zoom methodinto a region of interest,
called the patch, using only �eld projection operators. The di�erent behaviours in the
patch and in the overall structure are taken into account without using weight parame-
ters between local and global energies such as the Arlequin method. Our initial problem
is to digitally reliable the structural zoom method for the l inear case, and more precisely
to choose a high-performance solver on Krylov spaces, as well as e�ective preconditio-
ning and ordering adapted to the system to be solved. Once thesolver is chosen, this
approach is mechanically validated in the mean of two tests,namely traction and shear.
A parametric study of the patch is performed to obtain an acceptable solution. The next
objective is to extend this approach to regions with heterogeneities of non-linear beha-
viour. The method has been reached out for elastoplastic behaviour. Initial hypothesis
assumes the elastoplastic behaviour only inside the patch and an elastic behaviour of the
overall structure as well as of the gluing area. Finally, this approach is validated with
di�erent tests including several faults and therefore several patches as well as di�erent
loading history.

Keywords : Multiscale method, Local-global approche, Structural zooming method,
Domain decomposition, Elasticity, Plasticity, Newton met hod.
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