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Résumé : Le Calcul Haute Performance (HPC) est un écosystème dynamique où architectures et
codes de calcul scientifiques sont en co-évolution permanente (parallélisme, accélérateurs spécialisés,
nouvelles mémoires). Ce dynamisme impose aux développeurs d’adapter leur logiciel régulièrement
pour exploiter au mieux tous les nouveaux ressorts technologiques. En cela, les approches de co-
design consistant à développer simultanément le logiciel et le matériel sont une voie intéressante.
Néanmoins, les efforts de co-design dans le HPC ont surtout été concentrés sur la performance des
applications en laissant un peu de côté l’objectif de qualité numérique. Or celle ci est de plus en
plus difficile à maintenir d’une génération de supercalculateur à l’autre en raison de la complexité
croissante des architectures et des modèles de programmation parallèles. A cela s’ajoute de nouveaux
formats de calcul flottants (bfloat16, binary16) qu’il faut réussir à exploiter lors du processus de
modernisation.

Ces constats posent deux problématiques : 1) Comment vérifier la qualité numérique des codes
lors du processus de modernisation ? Cela nécessite des outils qui permettent, à la fois d’identifier
rapidement des sources d’erreurs numériques mais qui doivent également être simple d’utilisation
pour des utilisateurs non-experts. 2) Comment tirer parti des nouvelles possibilités qu’offre le ma-
tériel ?

Les possibilités d’applications sont nombreuses et amènent donc à un espace considérable de
solutions possibles. Les solutions trouvées sont le résultat d’un compromis entre performance de
l’application et qualité numérique des calculs mais également reproductibilité des résultats.

Dans cette thèse, nous avons contribué au logiciel Verificarlo qui aide à la détection d’erreurs
numériques en injectant divers modèles de bruit dans les calculs flottants. Plus précisément, nous
avons développé une approche permettant d’étudier l’évolution des erreurs numérique au cours
du temps. Cet outil est basé sur la génération de traces numériques qui permettent de suivre la
qualité numérique des variables au cours du temps. Ces traces sont enrichies par des informations de
contexte récupérées lors de la compilation puis peuvent être ensuite visualisées de manière élégante.

Nous avons également contribué à VPREC, un modèle de calcul simulant des formats de taille
variable. Cet outil a été utilisé pour répondre au problème d’optimisation de formats dans les
schémas itératifs. L’optimisation proposée est temporelle puisqu’elle optimise la précision de calcul
pour chaque pas de temps. Enfin, une contrainte majeure dans l’élaboration d’outils pour le HPC
est la mise à l’échelle. En effet, la taille des codes et la quantité de calcul mis en jeux accroissent
drastiquement la complexité des analyses et limitent les approches conventionnelles. Nous avons
démontré que les techniques développés dans cette thèse sont applicables sur des codes industriels
puisqu’ils ont permis de, premièrement, détecter et corriger une erreur numérique dans le code
ABINIT (code ab initio de chimie quantique développé par le CEA et al.). Secondement, ces outils
ont permis de réduire la précision de calcul de YALES2 (code de mécanique des fluides développé
par le CORIA) et améliorer les performance en réduisant le volumes des communications de 28%
et accélérer jusqu’à 1, 30 fois l’exécution.



Keywords : HPC, floating point, debugging, optimization

Abstract : High Performance Computing (HPC) is a dynamic ecosystem where scientific compu-
ting architectures and codes are in permanent co-evolution (parallelism, specialized accelerators,
new memories). This dynamism requires developers to adapt their software regularly to exploit
all the new technological innovations. For this purpose, co-design approaches consisting of simul-
taneously developing software and hardware are an interesting approach. Nevertheless, co-design
efforts have mainly focused on application performance at the cost of numerical quality. However,
this is becoming increasingly difficult to maintain from one generation of supercomputer to the
next. In addition, there are new computation formats (bfloat16, binary16) performance factor that
have to be used during the modernization process.

These findings raise two issues: 1) How to check the digital quality of codes during the moder-
nization process? This requires tools that allow both to quickly identify sources of numerical errors
and to be user-friendly for non-expert users. 2) How can we take advantage of the new possibilities
offered by the equipment? The applications possibilities are manifold and therefore lead to a consi-
derable space of possible solutions. The solutions found are the result of a compromise between
the performance of the application and the numerical quality of the computations, but also the
reproducibility of the results.

In this thesis, we contributed to the Verificarlo software that helps to detect numerical errors
by injecting various noise models into floating computations. More precisely, we have developed an
approach to study the evolution of numerical errors over time. This tool is based on the generation
of numerical traces that allow the numerical quality of the variables to be tracked over time. These
traces are enriched by context information retrieved during compilation and can then be viewed in
an elegant way.

We also contributed to VPREC, a calculation model simulating formats of varying sizes. This
tool has been used to address the problem of format optimization in iterative schemes. The proposed
optimization is temporal since it optimizes the computation precision for each time step.

Finally, a major constraint in the development of tools for HPC is the scaling up. Indeed, the
size of the codes and the number of computations involved drastically increase the complexity of the
analyses and limit conventional approaches. We have demonstrated that the techniques developed
in this thesis are applicable to industrial codes since they have made it possible, first, to detect
and correct a numerical error in the ABINIT code (ab initio code for quantum chemistry developed
by the CEA et al.). Secondly, these tools have reduced the computation accuracy of YALES2
(fluid mechanics code developed by CORIA) and improved performance by reducing communication
volumes by 28% and accelerating execution up to 1.30 times.
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Chapitre 1

Introduction

Le Calcul Haute Performance ou High Performance Computing (HPC) est un écosystème dy-
namique ou architectures et codes de calculs scientifiques sont en co-évolution permanente. Ce
dynamisme impose aux développeurs d’adapter régulièrement leur logiciel pour exploiter au mieux
tous les nouveaux ressorts technologiques.

Il existe cependant deux freins à la portabilité des codes sur de nouvelles architectures. Le
premier est que les résultats d’une simulation numérique peuvent varier d’une architecture à une
autre. Cette variation est souvent le signe d’une instabilité numérique dans le code qu’il convient
alors de trouver. Le second point est que l’essor du deep learning a fait émerger de nouveaux
formats (bfloat16, binary16) de calcul de plus petite taille ainsi que du matériel spécifique (TPU,
Intel Nervana) qui permettent d’améliorer les performances d’un code. Les développeurs doivent
donc utiliser ces formats pour tirer parti au mieux des ressources matériels.

Nous nous intéressons donc à la création d’outils de co-conception numérique pour aider le
développeur à débuguer et améliorer ses codes HPC. Dans le contexte du HPC, les codes de simu-
lation numérique utilisés sont volumineux et comportent beaucoup de lignes de codes (centaines
de milliers). Il est donc difficile d’identifier les calculs qui impact la stabilité numérique des ap-
plications sans outils adaptés. La non-reproductibilité des calculs flottants provient du fait que le
modèle flottant qui représente les nombres réels n’est pas associatif. Cela signifie que l’ordre dans
lequel sont effectués les calculs flottants influe sur le résultat. Or beaucoup de facteurs influent sur
l’ordre de opérations flottantes (optimisations du compilateur, vectorisation, ordonnancement des
tâches parallèles, ...) Tous ces niveaux de non-reproductibilité font qu’il est difficile de reproduire
des résultats. Lorsque la non-reproductibilité amène des erreurs numériques dans le code, il est là
aussi difficile d’identifier les zones du programme responsables de l’instabilité.

Le problème d’optimisation de formats de calcul suit les mêmes contraintes que celui du débugage
numérique, à savoir des codes avec de nombreuses lignes de codes. De plus, il existe une grande
variété de formats à explorer. La taille de l’espace de solutions rend son parcours manuellement
impossible et nécessite des outils adaptés qui puissent naviguer facilement dans ces espaces.

Cette thèse s’intéresse donc au développement d’outils de co-conception numérique pour aider le
développeur d’applications HPC à pouvoir adapter ses codes sur des nouvelles architectures. Nous
nous sommes particulièrement intéressé aux outils de débugage numérique et d’optimisation des
formats de calcul flottant.

2
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Figure 1.1 – Performance des machines du Top500.

1.1 Contexte

1.1.1 La simulation numérique

La simulation numérique cherche à modéliser un phénomène physique par la résolution d’équa-
tions à l’aide de calculs sur ordinateurs. La simulation numérique et le HPC sont devenus un atout
majeur de recherche et développement pour le monde industriel et académique. On pourra citer
Total et le CEA qui tiennent le haut du pavé du Top500 côté français. Comme tout bon écrit sur le
HPC, nous ne manquons pas le passage obligé par le Top500, le classement bi-annuel qui référence
les machines les plus puissantes de la Terre depuis 1993 (cf. figure 1.1). Á l’heure où cette thèse
est rédigée, la machine occupant la première place du podium est le Summit du DOE Oak Ridge
National Laboratory aux États-Unis avec 2414592 cœurs physiques pour une puissance crête de
calcul de près de 200 PFlops 1, soit 2ˆ 1017 opérations flottantes par seconde.

Les opérations flottantes sont l’ensemble des opérations effectuées sur les nombres réels par
opposition aux opérations sur les nombres entiers. Pour être plus précis, les nombres à virgule
flottante, ou plus simplement flottants, représentent une approximation des nombres réels. Á ce
titre, leur utilisation diffère de celle des réels puisque plusieurs propriétés comme l’associativité sont
perdues. Puisque la simulation numérique est essentiellement composée de calculs, il est pertinent de
mesurer la performance des architectures à partir du nombre d’opérations flottantes effectuées par
seconde. Néanmoins, vitesse n’est pas synonyme de justesse. En plus d’être rapides, il est primordial
que ces calculs soient également corrects. Si beaucoup d’efforts ont été menés pour améliorer la
performance des applications peu l’ont été pour améliorer la qualité des résultats.

Néanmoins et lorsqu’on retrace la composition des machines supraflopiques du Top 500, ces
efforts visant á améliorer la performance ont été nécessaires. On s’aperçoit en effet que les ar-
chitectures utilisées ont évoluées au cours des années comme le montre la figure 1.2. De plus, la
proportion de systèmes intégrant des co-processeurs est en nette croissance depuis 2006 (cf. 1.3),
témoignant d’une imprégnation de plus en plus forte de l’hétérogénéité dans les codes de calculs.

1. C’est environ 600000ˆ la puissance de la machine sur laquelle cette thèse est écrite. Bien entendu, ces per-
formances mentionnées dans le Top500 sont à relativiser puisqu’elles sont théoriques ou proviennent du benchmark
LINPACK, peu représentatif des applications réellement exécutées. On peut contraster ces résultats avec ceux du
HPCG qui donne une performance crête à un peu moins de 3 PFlops.

tab:prefix_SI
tab:prefix_SI
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Figure 1.2 – Évolution des architectures des supercalculateurs du Top500 par constructeurs au
cours des 25 dernières années. Bien qu’Intel domine le marché actuel, il existe 66 processeurs dif-
férents sur l’ensemble des 500 machines du Top500 de juin 2019 avec 46 processeurs différents
uniquement pour Intel. Graphique tiré du Top500 [60].

L’accroissement de performance est donc le fruit d’une collaboration entre innovations matérielles
et adaptations des codes de calculs.

1.1.2 La coconception numérique

La compétitivité entre industriels pousse ces derniers à maintenir un cycle d’innovation tech-
nologique soutenue avec, par exemple, un nouveau processeur tous les 2 ans en moyenne pour
Intel depuis les années 70. Ces cycles s’accompagnent toujours d’une augmentation de la puissance
de calcul. Focalisée sur la puissance mono-cœur par le passé, elle s’oriente dorénavant vers une
parallélisation massive avec une densification du nombre de cœurs par chip.

Cette puissance croissante permet aux développeurs de codes de calculs scientifiques d’accroître
la taille des problèmes visés mais également d’inclure des modèles physiques de plus en plus so-
phistiqués, intégrant des modèles multi-physiques et multi-échelles. Par exemple dans la simulation
climatique, l’accroissement de puissance permet d’augmenter la résolution des mailles pour simuler
des détails plus fins comme les petits nuages 2 mais également de prendre en compte plus d’inter-
actions entre les différents climats tel que ceux de l’atmosphère, de l’océan ou des glaciers.

2. très important pour la qualité des simulations [170].
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L’apparition de nouveaux supports de calcul comme le Graphics Processing Unit (GPU) a éga-
lement amené les développeurs à repenser leurs codes pour qu’ils s’adaptent au paradigme de calcul
du GPU. Cependant, l’influence n’est pas à sens unique puisque le logiciel peut également influencer
le matériel. On peut par exemple citer la norme IEEE-754 qui sera présentée en section 2.3.1. Cette
norme qui régit le fonctionnement des calculs flottants dans la majorité des architectures modernes
est née d’une volonté d’harmonisation des résultats entre architectures.

Aujourd’hui, le champ du deep learning bouscule à nouveau les codes du HPC. Le deep learning,
qui étudie l’apprentissage par réseaux de neurones profonds, utilise intensivement des calculs de
gradients. Or il a été montré [128] que les premières itérations des calculs de gradients pouvaient
être faites dans une précision de calcul plus faible, ce qui améliore les performances du calcul. Cette
technique dite de précision mixte permet en effet de densifier les calculs en intégrant plus d’éléments
dans des unités vectorielles ou de réduire le trafic mémoire [3].

Ainsi, en plus des innovations régulières des Central Processing Units (CPUs), les supercalcu-
lateurs doivent également intégrer des nouveaux paradigmes de calculs qui émergent au cours des
années comme les GPUs ou les FieldProgrammable Gate Array (FPGA). Cette intégration réduit
la durée de vie d’un supercalculateur à environ 5 ans [152] pour maintenir sa compétitivité. Néan-
moins c’est peu au regard des 20 à 40 ans de durée de vie des codes de calcul [179]. Les architectures
évoluant plus rapidement que les codes, il est donc question pour les développeurs de savoir com-
ment réussir la transition entre nouvelles générations de machines en, d’une part, préservant les
qualités du logiciel, à savoir la performance et la qualité numérique des résultats, et, d’autre part,
en exploitant au mieux les nouvelles ressources mises à disposition. L’objectif étant de réaliser cette
transition en un minimum de temps et d’effort.

Dans le HPC, la coconception ou codesign promeut l’idée d’un développement simultané du
logiciel et du matériel. Ce n’est plus seulement aux logiciels d’exploiter les ressources du maté-
riel mais également aux matériels de s’adapter aux particularités des applications. Cependant, les
architectures s’étant considérablement complexifiées et diversifiées au cours du temps, l’automatisa-
tion des phases de débogage et d’optimisation est primordiale puisque ces tâches sont difficilement
réalisables manuellement.

La conception d’un code calcul nécessite plusieurs étapes de validation dont deux nous semblent
cruciales. La première est de s’assurer que les calculs effectués soient valides d’un point de vue
numérique, c’est-à-dire qu’ils aient du sens mathématiquement et qu’ils ne soient pas trop éloignés
du modèle physique étudié. La deuxième concerne l’optimisation. Une fois la qualité des résultats
validée, il est question de savoir si le format de mes calculs, c’est-à-dire l’espace nécessaire en machine
pour les représenter, est adapté à mon problème ou s’il est surdimensionné. Dans ce dernier cas, il
s’agit de réduire ce format pour qu’il épouse au mieux les besoins du problème.

À l’échelle d’un code de calcul HPC ces problèmes deviennent vite manuellement insolubles. En
effet, les codes HPC sont des codes volumineux pouvant contenir jusqu’à plusieurs millions de lignes
de codes et qui travaillent sur des données massives. Pour exploiter au mieux la performance des
machines, les codes utilisent parfois plusieurs paradigmes de parallélisation qui introduisent chacun
un indéterminisme sur les résultats. Une reproductibilité des calculs au bit près permet de soulever
cet indéterminisme mais le prix à payer est assez élevé. D’autant plus que cette reproductibilité
n’est pas la panacée.

En effet, la limitation de la performance mono-cœurs entraîne une augmentation de la paralléli-
sation. Cette parallélisation massive conduit à des réseaux d’interconnexions entre unités de calculs
de plus en plus grands et donc mécaniquement à un allongement du temps de transmission des
données. Or la vitesse d’échange sur le réseau croit beaucoup moins vite que la puissance de calculs.
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Il est donc nécessaire de réduire le volume de données échangées pour augmenter les performances.

1.2 Problématique

Les sections précédentes ont dressé les principales raisons qui poussent à concevoir des outils de
co-développement pour le calcul numérique. Ces outils se doivent d’être extensibles (ou scalables)
pour pouvoir fonctionner sur des codes HPC mais également être faciles d’utilisation pour les
utilisateurs non-experts. Cette problématique de co-développement s’ouvre sur trois axes :

Comment estimer la justesse d’un code de calcul ?

Estimer la justesse d’un code de calcul est difficile car on ne peut pas toujours se comparer à une
valeur de référence lorsque la solution du problème que l’on cherche à résoudre n’est pas connue.
On doit alors se tourner vers les outils classiques d’analyse d’erreur que sont la forward error et
backward error. Ces deux méthodes permettent de mesurer respectivement la distance entre notre
solution et la solution exacte et la distance entre le problème résolu et le problème exact. Les deux
problèmes, résolus et exacts diffèrent car le problème exact est discrétisé dans les flottants. Or ces
méthodes mathématiques sont coûteuses en temps de recherche puisqu’il faut construire la preuve
pour chaque schéma numérique. De plus elles s’automatisent difficilement sur des gros codes HPC
que l’on cible. Par ailleurs, ces méthodes ne valident pas l’implémentation d’un schéma numérique
dans un langage, ce qui ajoute un facteur d’incertitude.

De plus, même lorsque l’on sait que la qualité numérique de notre résultat est mauvaise, il est
également difficile de trouver les endroits du code qui sont responsables de l’instabilité numérique
détectée. Encore une fois, la taille des codes visés rend les approches manuelles difficiles à utiliser
en pratique. Des outils pour aider le développeur dans sa recherche sont donc essentiels.

Comment optimiser les formats de calcul ?

L’émergence de nouveaux formats de calcul dans le monde du deep learning ainsi que des
architectures spécifiques pour exploiter ces formats et atteindre de meilleures performances, pousse
les développeurs HPC à regarder comment optimiser les formats de calcul de leur codes pour
en améliorer les performances. Néanmoins deux problèmes limitent l’exploration de ces nouveaux
formats.

Premièrement, il est difficile pour un utilisateur de savoir a priori où utiliser ces formats réduits
dans son code. Cela nécessite de connaître finement les propriétés numériques de ces schémas, or il
serait souhaitable d’offrir aux développeurs non experts en analyse numérique, un outil permettant
d’explorer ces nouveaux formats.

Secondement, le nombre de formats flottants alternatifs à la norme IEEE-754 augmente régu-
lièrement chaque année. Cependant, il est impossible pour un utilisateur de changer manuellement
le type de ses calculs afin de tester un nouveau format. On souhaiterai donc avoir un moyen pour
tester rapidement un nouveau format sans intervention sur le code.

Comment passer les méthodes d’analyse à l’échelle ?

Les codes HPC sont la cible des deux problèmes précédents. Mais comme nous l’avons montré
dans cette introduction, la taille et la complexité de ces codes posent des problèmes pour passer des
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méthodes d’analyse classiques à l’échelle. La taille des espaces de recherche induit que la localisation
d’erreurs numériques ou la recherche de diminution de précision, nécessitent des méthodes robustes
pouvant être utilisées sur des centaines de milliers de lignes de codes. Cette problématique est donc
transverse aux deux problèmes précédents puisqu’elle cherche à décrire ces espaces de recherches et
proposer des méthodes pour les explorer efficacement.

1.3 État de l’art pour les outils de co-design numérique

De nombreux outils existent dans le domaine de l’analyse numérique. On peut catégoriser ces
outils suivant trois buts recherchés : la détection d’instabilité numérique, la validation des résultats
et l’optimisation des calculs. La détection d’instabilité numérique consiste à détecter des erreurs
et à pointer leur origine. L’optimisation des calculs permet de réduire la taille des formats de
calcul utilisée pour tirer parti des nouvelles possibilités des architectures comme par exemple le
bfloat16 [117] ou les instructions Intel VNNI [4]. Cela vise aussi à diminuer l’empreinte mémoire
pour réduire les volumes de communications échangées dans les applications parallèles. Enfin, la
validation consiste à s’assurer que les calculs sont corrects, c’est-à-dire que les résultats ne sont pas
trop entachés d’erreurs numériques et qu’ils restent dans un intervalle restreint.

Nous les présentons sous deux angles : les méthodes d’analyse statique et d’analyse dynamique.
Que ce soit pour la détection, la validation ou l’optimisation, les avantages et inconvénients restent
sensiblement les mêmes pour chacune de ces grandes familles.

1.3.1 L’analyse statique

L’analyse statique analyse un programme sans l’exécuter d’où le qualificatif statique. Puisque le
programme n’est pas exécuté, les valeurs des variables du programme sont inconnues ce qui oblige
à raisonner sur des ensembles de valeurs possibles. Les analyses produites sont ainsi rigoureuses
mais raisonnent dans des cadres mathématiques éloignés du code source originel, ce qui demande
une traduction du code source vers des formalismes adaptés. Si ces méthodes ont l’avantage d’être
rigoureuses, elles souffrent néanmoins d’un très mauvais passage à l’échelle et restent cantonnées
à l’étude de programmes de taille raisonnable. Les méthodes d’analyse statique se distinguent en
trois groupes :

• Preuve formelle

• Satisfiability Modulo Theory (SMT)

• Interprétation abstraite

Preuve formelle

La preuve formelle fournit une preuve mathématique d’une spécification sous la forme d’un
programme informatique. Chaque étape du programme fournit une preuve de la démonstration qui
est vérifiée par un assistant de preuve ce qui réduit les erreurs humaines d’une démonstration.

Il existe plusieurs outils pour raisonner formellement sur les calculs flottants [16, 84] dont on
peut trouver un détail approfondi dans [13]. Les méthodes formelles pour la vérification de calculs
flottants ont été utilisé pour prouver la correction de divers programme comme l’implémentation
d’une exponentielle [84] ou la correction d’un code de 30 lignes d’une simulation de propagation
d’ondes acoustiques en 1D [14]. La garantie donnée par ces méthodes est du plus haut niveau
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puisque c’est une preuve mathématique vérifiée par l’ordinateur. Néanmoins, l’expertise et le temps
nécessaires pour fabriquer ces preuves cantonnent leur utilisation à de petits programmes.

Les solveurs SMT

Les solveurs SMT testent la satisfiabilité d’une formule de la logique du premier ordre par
rapport à une théorie sous-jacente, d’où le modulo une théorie. Les solveurs Z3 [47], MathSAT [31]
ou CORAL [168] permettent de raisonner sur les nombres flottants. Ces outils raisonnent sur les
flottant au niveau du bit ce qui produit des formules très grandes à analyser. FPhile [143] vérifie la
stabilité d’un programme annoté sous forme d’assertions. Il utilise Z3 pour s’assurer que les versions
binary32 et binary64 du programme donnent un résultat assez proche. Leeser et al. [115] utilisent
des transformations d’arithmétique flottante vers l’arithmétique réelle pour raisonner sur les réels
avec des fonctions d’arrondi permettant ainsi d’accélérer la résolution.

Interprétation abstraite

L’interprétation abstraite [39] modélise la sémantique d’un programme par une abstraction plus
ou moins éloignée de la sémantique concrète du programme, c’est-à-dire tous les états possibles
qui seront réellement atteignables par le programme. L’interprétation abstraite permet notamment
de raisonner sur des ensembles de valeurs pour les nombres flottants par exemple. Ceci permet
d’obtenir des bornes rigoureuses sur le résultat d’un calcul à priori sans connaître les valeurs prises.

Validation des calculs

Plusieurs outils d’analyse statique existent pour obtenir une borne sur l’erreur de calcul.

Ariadne [6] génère des expressions symboliques qu’il passe au solveur Z3 pour détecter des
exceptions flottantes dans les calculs.

CompCert [116] est un compilateur C entièrement vérifié par l’assistant Coq. La vérification
assure que la sémantique du code source est la même que celle du code généré. La sémantique sur les
opérations flottantes a également été prouvée [15] ainsi que certaines optimisations qui préservent
la sémantique de la norme IEEE-754.

Gappa [45] prouve automatiquement la validité d’une proposition logique impliquant des nombres
flottants. Il utilise pour cela l’arithmétique d’intervalles ce qui lui permet de donner une borne sur
l’erreur du résultat. Gappa génère une preuve qui peut être vérifiée par le prouveur automatique
de preuve Coq [91].

Fluctuat [52, 74] utilise une arithmétique affine pour calculer la valeur d’un résultat et une
borne sur l’erreur commise. L’arithmétique affine conserve les dépendances linéaires entre variables
ce qui permet à Fluctuat de remonter aux variables responsables des erreurs les plus importantes
commises sur le résultat.

FPTaylor [167] utilise une expression symbolique des erreurs d’arrondi à base d’un développe-
ment de Taylor. FPTaylor se ramène ensuite à un problème d’optimisation pour trouver le point
d’erreur maximale ce qui fournit une borne sur l’erreur de l’expression. Il vérifie les inégalités non-
linéaires à l’aide de l’assistant de preuve HOL-LIGHT [86].

LifeJacket [140] vérifie les optimisations sur les flottants du compilateurs Low Level Virtual
Machine (LLVM). Les spécifications d’une optimisation à vérifier sont traduites par LifeJacket en
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un ensemble de contraintes et sont passées au solveur Z3, qui s’assure que les optimisations sont
valides.

Icing [8] fournit un compilateur pour le langage du même nom qui étend la vérification des
optimisations sur les nombres flottants aux optimisations fast-math, c’est-à-dire des optimisations
qui ne préservent pas les propriétés de la norme IEEE-754.

PRECiSA [176] utilise une arithmétique d’intervalles combinée á un algorithme de branch and
bound pour subdiviser rapidement le domaine d’évaluation. Cela lui permet de calculer les bornes
d’erreurs d’une expression symbolique associées à un calcul et de générer un certificat de la preuve
des bornes calculées.

Real2Float [121] utilise la programmation Semie-Définie Positive (SPD) qui étend l’optimisa-
tion linéaire aux matrices symétriques semie-définies positives. Cela permet à Real2Float d’obtenir
des bornes d’erreurs plus précises.

Rosa [43] est un compilateur qui, à partir d’une spécification, génère un programme équivalent
en arithmétique flottante. Une spécification est une fonction á laquelle sont ajoutées des pré et post
conditions. L’emploie de pré et postconditions permet de spécifier des incertitudes sur des variables.
Rosa utilise le démonstrateur de preuve Z3 [47] pour prouver que le programme généré respecte
bien les conditions en entrée.

Sardana [96] réécrit des expressions flottantes en utilisant une représentation parcimonieuse des
expressions équivalentes. Sardana recherche ensuite l’expression équivalente qui minimise l’erreur
sur l’ensemble des valeurs possibles de chacune des variables.

Optimisation des calculs

Les outils utilisés par le calcul de bornes d’erreurs servent également de briques de base pour
optimiser les formats de calcul.

Anton [42] génère automatiquement des versions en précision mixe de spécifications dans la
même veine que Rosa. Anton propose une réécriture des formules qui permet d’améliorer les perfor-
mances tout en dégradant la qualité du résultat. Comme Rosa, il génère également des certificats
de preuves sur les bornes d’erreurs obtenues à l’aide du solveur Z3.

FPTuner [167] utilise FPTaylor pour générer une version en précision mixe d’une expression
flottante. FPTuner transforme l’expression en un problème d’optimisation et cherche à minimiser
la précision des variables de binary64 à binary32. De plus, FPTuner cherche à minimiser le nombre
de conversions entre formats et á uniformiser la précision des instructions pouvant être vectorisées
pour préserver les optimisations.

Salsa [41] transforme un code source à source pour qu’il utilise un format de calcul plus petit
tout en préservant une erreur d’arrondi pour certains points du calcul définis par l’utilisateur. Salsa
utilise une analyse en avant pour propager les erreurs d’arrondi à partir des entrées et utilise une
analyse en arrière pour calculer la précision minimale nécessaire pour assurer une petite erreur. Ces
contraintes sont ensuite vérifiées par le solveur Z3.

Conclusion

Ces outils fournissent des bornes précises sur l’erreur d’un calcul ou sur de petits programmes
mais ne sont pas conçus pour analyser des codes HPC incluant de nombreuses lignes de code.
D’autre part, si les efforts sont orientés pour automatiser le calcul des bornes, un travail conséquent
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de la part du programmeur pour traduire son code dans les formalismes proposés est nécessaire, ce
qui en limite l’usage sur de très gros codes.

1.3.2 L’analyse dynamique

L’analyse dynamique analyse un programme durant ou après son exécution, contrairement à
l’analyse statique. Les méthodes d’analyses dynamiques sont plus efficaces que les méthodes sta-
tiques traditionnelles et permettent d’analyser des programmes plus grands. Cependant, elles ne
fournissent pas le même niveau d’analyse que les analyses statiques et restent dépendantes du jeu
de données sur lequel on les évalue.

Arithmétiques stochastiques

Les arithmétiques stochastiques sont des arithmétiques qui modélisent les erreurs du modèle
flottant à l’aide de variables aléatoires. Le but est d’exécuter plusieurs fois les opérations flottantes
d’un programme pour estimer la variabilité des résultats. Il existe deux principaux modèles : les
méthodes Contrôle et Estimation Stochastique des Arrondis de Calculs (CESTAC) et Monte Carlo
Arithmetic (MCA). La méthode CESTAC [181] introduit un arrondi aléatoire sur chacune des opé-
rations flottantes. La méthode MCA ajoute un bruit aléatoire dont la magnitude peut être contrôlée
par l’utilisateur. La méthode MCA sera détaillée dans la section 2.6.2. Les outils implémentant des
arithmétiques stochastiques sont les plus proches conceptuellement de Verificarlo, l’outil auquel
cette thèse a contribué. Nous allons donc présenter en détail ces outils qui lui sont proches.

Control of Accuracy and Debugging for Numerical Applications (CADNA) [97] est
la première bibliothèque à avoir implémenté la méthode CESTAC. La bibliothèque CADNA four-
nit des types flottants spécifiques appelés types stochastiques ainsi que l’ensemble des opérateurs
arithmétiques de base t`,´,ˆ, {u, les comparaisons et les fonctions élémentaires sur les entrées/-
sorties ou les conversions par exemple. La sémantique de ces opérations est définie par la Discrete
Stochastic Arithmetic (DSA). Pour chaque opération arithmétique flottante, CADNA exécute trois
fois chaque opération de manière synchrone. L’arrondi de l’opération flottante est tiré au sort avec
la même probabilité 3 d’être vers le haut que vers le bas. Les trois résultats permettent à CADNA
d’estimer le nombre de chiffres significatifs du résultat. La méthode CESTAC introduit également
la notion de zéro informatique qui représente une valeur numérique n’ayant aucun chiffre significatif
correct. L’exécution synchrone et la notion de zéro informatique permettent à CADNA de détecter
les instabilités numériques comme les branchements instables ou les annulations catastrophiques.
L’utilisation de types non natifs dans CADNA oblige à réécrire l’ensemble du code à analyser. Cet
exercice est coûteux sur des codes de plusieurs milliers de lignes de code bien qu’il existe un outil
permettant d’automatiser ce processus (cadnaizer). D’autre part, l’utilisation de types composés
peut empêcher le déclenchement de certaines optimisations par le compilateur ce qui peut masquer
certains problèmes d’instabilités numériques liés aux optimisations du compilateur.

VERROU 4 [63] est un outil qui implémente la méthode CESTAC à l’aide d’une instrumen-
tation binaire par Valgrind [137]. Valgrind permet à Verrou d’instrumenter dynamiquement les
opérations flottantes d’un code assembleur sans le recompiler. Verrou remplace les opérations flot-
tantes par des équivalents en arithmétique stochastique et propose plusieurs modes pour introduire
le bruit. Contrairement à CADNA, Verrou est un outil asynchrone. Différents flots d’exécution

3. ce tirage au sort est biaisé pour qu’au moins un des tirages soit différent des deux autres.
4. en hommage à CADNA.

http://cadna.lip6.fr/Download_Dir/CADNAIZER.tar.gz
cadnaizer
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peuvent être pris pour l’exécution d’un même programme ce qui oblige à un post-traitement pour
détecter les branchements instables. Verrou utilise pour cela l’outil gcov de GNU pour détecter les
opérations qui n’ont pas été appelées le même nombre de fois à travers différentes exécutions.

Verificarlo [56] est un compilateur basé sur LLVM qui remplace automatiquement les opéra-
tions flottantes par leur équivalent MCA. En remplaçant les opérations après les passes d’optimi-
sation, Verificarlo permet de détecter l’influence des optimisations du compilateur sur la justesse
des calculs. Cette thèse ayant contribué à Verificarlo, cet outil fera donc l’objet d’une analyse
approfondie dans le chapitre 3.

Promise [75, 76] est un outil basé sur CADNA qui utilise l’algorithme de ∆-debugging pour
trouver les opérations flottantes pouvant être exécutées en binary32. Promise cherche à maximiser le
nombre d’opérations à changer en binary32 et propose deux méthodes pour vérifier l’exactitude des
résultats. Une "full stochastic"compare le nombre de chiffres significatifs (s) du résultat des solutions
en précision mixe au s de l’exécution de référence (en binary64). Les solutions sont rejetées si la
différence est inférieure à un seuil défini par l’utilisateur. L’autre méthode, moins coûteuse en temps,
compare l’erreur relative entre la solution en précision mixe et le résultat de référence calculé avec
CADNA.

Les multi-précisions

Les méthodes multi-précisions comparent le résultat d’un programme avec une exécution de celui
ci en précision supérieure. Le changement de précision peut se faire opération par opération grâce á
une shadow memory afin de traquer les erreurs numériques d’une opération donnée. Ce changement
de précision peut également s’effectuer sur un ensemble d’opérations, lorsque l’on souhaite réduire la
précision des opérations d’un code afin d’augmenter ses performances (technique de précision mixe).
Nous dressons une liste non exhaustive des principaux outils implémentant ce genre de technique.

Détection
Lam [109] utilise DynInst pour instrumenter un programme binaire et détecter dynamique-
ment les annulations catastrophiques. Les opérations qui perdent un nombre de bits supérieur
à un seuil défini par l’utilisateur déclenchent un avertissement. La localisation des annulations
est visible à travers une interface graphique. Cette méthode soulève beaucoup d’avertissements
sans conséquence sur l’erreur globale.
FPDebug [11] utilise une shadow memory à travers Valgrind pour calculer chaque opération
flottante dans une précision étendue. Il garde également une trace du chemin d’exécution
pour localiser la source d’erreur. Enfin, FPDebug lève des avertissements chaque fois que
l’erreur entre l’opération flottante et sa version en précision étendue est au dessous d’un seuil
utilisateur. Comme la méthode précédente, cette méthode soulève des avertissements qui sont
sans conséquence sur l’erreur globale.
Herbgrind [156] détecte et localise les erreurs numériques d’un programme en instrumentant
le code binaire à l’aide de Valgrind. Herbgrind utilise une shadow memory pour maintenir
une version des calculs en précision étendue. Pour chaque opération, Herbgrind déclenche
une alerte lorsque l’erreur entre la version flottante et la version en précision étendue est en
dessous d’un certain seuil (erreurs locales). Herbgrind utilise une taint analysis pour propager
les erreurs locales et mesurer leur influence sur le résultat (erreur globale). Enfin, il garde une
expression symbolique des calculs pour donner les formules responsables de l’erreur globale.
S3FP [27] génère des bornes sur l’imprécision des données. À partir d’intervalles sur les
entrées données par l’utilisateur, S3FP échantillonne ces intervalles et évalue, pour chaque
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point, l’erreur relative entre le résultat du calcul évalué dans la précision originale et le résultat
évalué dans une précision supérieure. Les calculs en précision supérieure sont effectués avec
une shadow memory. Une heuristique de recherche aléatoire permet de trouver rapidement
des pires cas locaux, où l’erreur relative est la plus grande.

Amélioration
Herbie [144] réécrit des formules pour en améliorer l’exactitude. Herbie propose une réécriture
par morceaux avec différentes formule suivant l’intervalle de valeurs considéré. D’autre part,
Herbie possède un système de réécriture avec des développements limités qui lui permet de
trouver des réécritures avec moins de termes. Pour tester ces solutions, Herbie échantillonne
l’espace des flottants en incluant les points spéciaux comme les infinis ou les dénormalisés.

Optimisation
Blame analysis [154] utilise une analyse par shadow memory pour évaluer les variables qui
peuvent être passé en binary32. Pour cela, chaque opération est exécuté plusieurs fois avec des
précisions différentes pour chaque opérandes. Les solutions dont l’erreur globale est inférieure
au seuil défini par l’utilisateur sont sauvegardées et réutilisées pour les opérations suivantes
et ce jusqu’à la fin du programme. Cette technique permet de trouver les variables pouvant
être remplacé en binary32 avec une seule passe d’analyse.
CRAFT [108] utilise DynInst [19] pour instrumenter un programme binaire et remplacer les
opérations flottantes binary64 par des opérations en binary32. CRAFT utilise une approche
en largeur pour explorer les sections de code à tester et les teste récursivement à travers les
structures du codes en commençant par les modules, puis les fonctions et les basic blocks.
L’utilisation de la topologie des codes permet d’élaguer rapidement des grosses sections de
code.
FlexFloat [171] définit un type flottant générique en C++ paramétrable par le nombre de
bits pour l’exposant et pour la mantisse. Couplé à fpPrecisionTuning, il permet de minimiser
la précision et la dynamique des variables. Cependant et comme fpPrecisionTuning, tous les
types des variables utilisant FlexFloat doivent être modifiés.
fpPrecisionTuning [90] minimise la taille de la mantisse de variables choisies par l’utili-
sateur, tout en gardant une erreur globale inférieure à un seuil. Contrairement aux outils
précédents, celui ci explore des précisions à un grain fin permettant des analyses plus fines
sur les besoins en précision des applications. fpPrecisionTuning calcule les groupes d’influence
de chacune des variables à l’aide du graphe de dépendance pour capturer l’impact du change-
ment de précision d’une variable sur les autres variables du programme. Pour chaque groupe
d’influence, il cherche ensuite à minimiser la précision d’une variable par dichotomie. fpPre-
cisionTuning construit ensuite l’union des précisions des groupes d’influences en prenant le
maximum à chaque fois. Contrairement aux outils précédents, fpPrecisionTuning explore des
précisions à un grain fin permettant des analyses plus fines sur les besoins en précision des
applications. Il nécessite cependant de réécrire l’ensemble des opérations avec MPFR et de
modifier son code pour qu’il affiche des sorties attendues.
Precimonious [155] utilise l’algorithme du ∆-debugging pour trouver les variables binary64
d’un programme qui peuvent être remplacées par du binary32 afin d’améliorer les perfor-
mances du programme. Precimonious utilise une passe LLVM pour remplacer automatique-
ment les opérations flottantes incriminées. Une valeur de référence ainsi qu’un seuil à ne pas
dépasser sont fourni par l’utilisateur pour guider la recherche.
STOKE [159] utilise une optimisation stochastique pour trouver une version d’un code as-
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sembleur qui soit plus performante et qui respecte des contraintes sur l’erreur globale. STOKE
travaille sur des noyaux de fonctions en assembleur x86-64. Il remplace aléatoirement les ins-
tructions jusqu’à aboutir à un état minimal stable. STOKE, en échantillonnant les valeurs
en entré, teste que l’erreur globale est en dessous d’un seuil. STOKE est limité à de petits
noyaux de calculs et ne marche que sur les codes avec des boucles.
TAFFO [26] diminue la précision des opérations flottantes d’un programme spécifiées par
l’utilisateur à l’aide d’annotations. Ces annotations permettent de spécifier l’intervalle qui
contient une valeur flottante. TAFFO utilise une arithmétique d’intervalles pour calculer la
dynamique des variables et les erreurs de troncatures afin de choisir la précision adéquate.
TAFFO est implémenté comme une passe d’optimisation LLVM et remplace automatiquement
les opérations flottantes par des opérations en précision plus faible ou en précision fixe.

Conclusion

Les méthodes dynamiques, suivant les approches choisies, permettent d’analyser rapidement
des codes de tailles raisonnables. Elles sont particulièrement bien adaptées dans le cas de débogage
puisqu’elles permettent de trouver rapidement des instabilités durant un exécution. Elles fournissent
également des informations utiles sur le comportement d’un programme de manière générale. Le
point noir des méthodes dynamiques est le manque de généralisation puisque l’analyse faite est
toujours liée au jeu de données en entrée.

Concernant l’optimisation de précision, on note que les outils présentés se focalisent sur la
dimension spatiale mais n’abordent pas la dimension temporelle. Néanmoins, cette dimension est
importante comme nous le verrons dans le chapitre 4

1.4 Contributions
Les contributions de cette thèse sont triples.

1.4.1 Contributions au projet Verificarlo
Cette thèse a contribué au projet Verificarlo) [56]. Verificarlo est un projet open-source dis-

ponible sur github (github.com/verificarlo/) développé principalement par l’Université de Ver-
sailles Saint Quentin en Yvelines et Intel. Verificarlo est un compilateur basé sur LLVM qui remplace
automatiquement les opérations flottantes par des appels génériques. Cette passe dite d’instrumen-
tation est effectuée après l’application des passes d’optimisations ce qui permet de mesurer les
effets des optimisations sur la stabilité numérique du code. L’utilisateur choisit ensuite avec quel
backends il va lier ces appels génériques durant l’exécution. Plusieurs backends sont implémentés
dans Verificarlo, notamment les backends MPFR et QUAD qui permettent d’utiliser l’arithmétique de
Monte Carlo (MCA), une arithmétique stochastique qui modélise les erreurs du modèle flottant par
l’introduction de bruit aléatoire. Deux backends ont été implémentés durant cette thèse : le backend
BITMASK et le backend VPREC. En plus d’une participation au design de Verificarlo, les contributions
à ce projet sont :
• Développement d’un backend qui implémente un modèle de bruit à base de masques de bits.

Le bruit introduit par ce backend est biaisé, ce qui en fait un mauvais candidat pour l’analyse
de comportements numériques subtils. Néanmoins, il possède un surcoût très léger (ˆ3) ce
qui en fait un backend de première approximation efficace.

https://github.com/verificarlo/verificarlo
github.com/verificarlo/
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• Optimisation du backend MPFR avec une accélération ˆ2, 5 comparé à la version originale.
Cette optimisation utilise efficacement les structures de la bibliothèque MPFR.

• Contribution au backend VPREC qui permet de simuler n’importe quel format flottant contenu
dans un binary64. Le backend VPREC offre un surcoût léger et une grande liberté à l’utilisateur
puisque celui ci peut définir le format qu’il souhaite simuler au bit près en spécifiant sur
combien de bits sont codés l’exposant et la mantisse. Il offre de plus de bonnes performances
avec un surcoût de ˆ8 en moyenne.

1.4.2 Analyse de la qualité numérique au cours du temps

Lorsque l’on s’intéresse à la qualité numérique des calculs flottants, il ne suffit pas de s’intéresser
à la qualité du résultat final mais il est également important de vérifier comment évolue le calcul
au cours du temps.

Veritracer est un visualiseur de la qualité numérique des calculs flottants au cours du temps. Cet
outil est basé sur la génération de traces temporelles qui sont enrichies d’informations de contexte
récupérées lors de la compilation. Veritracer fait partie de la suite d’outils de Verificarlo et fournit
un ensemble d’outils Python pour compiler, exécuter, analyser et visualiser.

Veritracer a permis de détecter une instabilité numérique sur le code industriel ABINIT, de la
corriger et de vérifier la correction proposée. Ceci a démontré le passage à l’échelle de l’outil sur un
code HPC. Veritracer a été publié au 25ème Symposium on Computer Arithmetic (ARITH) [24].

1.4.3 Optimisation de la précision de calcul au cours du temps

Nous avons proposé un outil d’exploration automatique pour réduire la précision des calculs
des schémas itératifs. La contribution majeure est l’optimisation suivant la dimension temporelle.
Ainsi, la précision est optimisée pour chaque invocation d’une variable et non pour l’ensemble des
invocations comme il est d’usage dans les approches précédentes. De plus, l’utilisation du backend
VPREC permet une optimisation à grain fin puisque la précision proposée est au bit près.

Nous avons démontré l’efficacité de la méthode sur le code industriel Yales2 avec l’implémen-
tation d’une version en précision mixe à partir des solutions trouvées par notre algorithme. Cette
version réduit le volume des communications échangées entre rangs Message Passing Interface (MPI)
de 28% et permet d’obtenir jusqu’à 1.30ˆ facteurs d’accélération comparé à la version originale.

Ces travaux ont été présentés à la 25ème International European Conference on Parallel and
distributed Computing (Euro-Par) [25].

1.5 Plan de la thèse

Le chapitre 2 introduit le modèle à virgule flottante. Il présentera les différentes notions d’erreurs
du modèle flottant et comment les mesurer. Puis il présentera le calcul flottant dans les
architectures utilisées pour le HPC. Enfin, il exposera les problèmes liés à la reproductibilité
des calculs dans un contexte HPC puis terminera par une présentation de l’arithmétique
stochastique et du modèle MCA.

Le chapitre 3 présente en détail l’outil Verificarlo et son fonctionnement. Une présentation dé-
taillée des backends et des optimisations proposées pour en améliorer la performance est
donnée. Ce chapitre se termine également par une revue des problèmes qui se posent lors de
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l’application de Verificarlo sur des applications HPC et les différentes méthodes existantes et
proposées pour rendre possible la mise à l’échelle.

Le chapitre 4 détaille l’outil Veritracer et son fonctionnement dans la chaîne de compilation de
Verificarlo. On y explique l’instrumentation automatique du code ainsi que les méthodes
utilisées pour récupérer les informations de débogages. Enfin, le chapitre se termine par l’ap-
plication de Veritracer sur le code industriel ABINIT, de la détection d’une erreur numérique
jusqu’à sa réparation.

Le chapitre 5 présente les principaux outils d’optimisation de précision et la méthode que nous
avons proposé dans cette thèse. Un exemple détaillé sur la méthode de Newton-Raphson
permet de comprendre pas à pas l’algorithme de recherche de précision minimale que nous
avons développé. Ce chapitre se termine par le cas d’étude sur YALES2 qui montre la viabilité
de la méthode et de son passage à l’échelle ainsi que les performances dégagées grâce à notre
analyse.

Le chapitre 6 présente la conclusion de cette thèse, comment elle a répondue aux problématiques
posées et les perspectives envisagées autour des travaux menés.



Chapitre 2

L’arithmétique des ordinateurs

L’arithmétique des ordinateurs discrétise les nombres réels en nombres machines, notamment
grâce à la représentation en virgule flottante. Longtemps à la charge des constructeurs, la norme
IEEE-754 est venue standardiser les calculs flottants et fait maintenant référence au sein des cal-
culateurs. Cependant, la complexification des machines demande à repenser les formats IEEE-754.
De plus, la reproductibilité des calculs est un enjeu crucial dans les applications scientifiques. Les
arithmétiques stochastiques peuvent offrir une solution élégante et rigoureuse aux vues des dernières
contributions théoriques apportées.

Dans ce chapitre, nous présenterons une définition générale du modèle flottant puis les formats
utilisés actuellement dans les applications ainsi que les différentes architectures sur lesquels ils re-
posent. Nous aborderons ensuite les erreurs de calculs que la précision finie et le non-déterminisme
introduisent. Enfin nous terminerons par une description des arithmétiques stochastiques qui per-
mettent de détecter la perte d’information durant les calculs flottants.

2.1 Le modèle à virgule flottante

La virgule flottante, par opposition à la virgule fixe, est une représentation des nombres réels où
la virgule qui sépare la partie entière de la partie fractionnaire d’un nombre est placée de manière
variable. Prenons comme exemple la constante de Planck (notée h) utilisée en mécanique quantique
pour représenter la taille d’un quanta et regardons différents moyens de la représenter :

1. ` 0, 0000000000000000000006626070040

2. ` 0, 0006626070040ˆ 10´30

3. ` 6, 626070040ˆ 10´34

4. ` 6626070040ˆ 10´43

Ces quatre notations représentent toutes la valeur de h mais n’ont pas le même format. La
première est à virgule fixe et les chiffres sont placés suivant leur positionnement par rapport au
premier 0. Si cette représentation est commode dans la vie courante, elle est mal adaptée aux
nombres manipulés en science. En effet, elle ne permet pas de représenter de manière concise les
valeurs de grande ou de petite magnitude ni de voir rapidement les ordres de grandeurs manipulés.

17
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Figure 2.1 – Les champs du nombre flottant

Les trois dernières sont des représentations à virgule flottante. On parlera aussi de notation
scientifique. Chacun des nombres est construit de la manière suivante :

˘mˆ βe

où β est la base de calcul (ici décimale), m est un nombre réel appelé mantisse (ou significande) et
e est l’exposant qui détermine l’ordre de magnitude. Le nombre de chiffres qui compose la mantisse
est appelé la précision.

L’avantage de ce format est d’offrir une représentation plus concise que le format à virgule
fixe. En effet, moins de bits sont nécessaires pour encoder la magnitude des nombres de grandes
amplitudes. À titre d’exemple, un gogol (10100) requiert 8 bits (1 bit de mantisse + 7 d’exposant)
en virgule flottante contre 333 bits en notation entière. Cette représentation parcimonieuse est bien
adaptée au cas des ordinateurs qui sont des machines disposant d’une mémoire finie.

L’inconvénient est qu’il n’y a pas de représentation unique. En effet, les valeurs 2, 3 et 4 sont
chacune une représentation valide de h. Nous verrons dans la section 2.1.1 comment pallier ce
problème.

2.1.1 Représentation des nombres réels en machine
Nous avons vu que n’importe quel nombre réel pouvait s’écrire suivant la notation scientifique.

Néanmoins, un ordinateur manipule une information de taille finie. L’unité de calcul, pour quelle
soit performante, représente les nombres avec un nombre limité de bits. Nous allons maintenant
définir la structure d’un nombre flottant et voir les différents champs qui le composent. Si ces champs
sont analogues à ceux de la notation scientifique, leur taille diffère d’une norme à l’autre comme
nous le verrons à la section 2.3.1. La structure du nombre flottant est résumée dans la figure 2.1.

L’arithmétique flottante représente un nombre flottant x par le triplet ps,m, eq pour un β ě 2
fixé :

x “ p´1qs.m.βe.

• Le signe : s P t0, 1u
Il permet de coder les nombres négatifs et est représenté sur 1 bit.

• La mantisse : m “ m0.m1m2...mp´1, mi P r0, β ´ 1s, p ě 2
avec p “ |m| la précision du format.

• L’exposant : e P remin, emaxs
Il caractérise la dynamique, i.e. le plus petit (emin) et le plus grand (emax) exposant repré-
sentable qui dépend du nombre de bits notée d.

Nous avons vu précédemment qu’une valeur pouvait avoir plusieurs représentations en virgule
flottante. Pour pallier ce problème, on introduit la forme normale.
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Définition 2.1.1 (Forme normale). Un nombre flottant x est dit en forme normale si sa mantisse
est de la forme :

m “ m0,m1m2...mp´1

m0 Pr1, β ´ 1s, mi
ią0

P r0, β ´ 1s.

Ceci impose que la virgule soit placée après le premier chiffre de la mantisse et que celui ci soit
non nul. Cela implique également que la mantisse 1 ď m ă β. Si l’on reprend notre exemple sur la
constante de Planck, sa forme normale est donc ` 6, 626070040ˆ 10´34 avec pour signe s “ 0, pour
mantisse m “ 6, 626070040 et pour exposant e “ ´34.

Un nombre est dit dénormalisé s’il n’est pas en forme normale. On parle également de sous-
normaux pour les nombres dont la mantisse m ă 1. Dans la suite de cette thèse, nous considérerons
les nombres dénormalisés comme sous-normaux.

Définition 2.1.2. (Nombre sous-normaux) Un nombre x est sous-normal si

e “ emin

m “ 0,m1m2...mp´1

mi P r0, β ´ 1s.

Dans le cas d’une base binaire, la convention du bit implicite permet de ne pas coder le premier
chiffre de la mantisse. En effet, les nombres normalisés s’écrivent de la forme 1.m1...mp´1 et ceux
dénormalisés de la forme 0.m1...mp´1. Cela permet d’économiser un bit en conservant la précision
égale à p “ |m| ` 1. En pratique, le fait que le nombre soit normalisé ou non est encodé dans
l’exposant.

Définition 2.1.3 (Bit implicite). Dans le cas β “ 2, si x est un nombre flottant de mantisse
m “ m0,m1m2...mp´1 alors la convention du bit implicite implique de n’encoder que la fraction
f “ m1m2...mp´1 en machine.

Ces deux définitions nous permettent de définir trois valeurs limites, le plus petit dénormalisé
xsub, le plus petit normal xmin et le plus grand normal xmax représentable dans un format :
• xsub “ βemin´p`1

• xmin “ βemin

• xmax “ pβ ´ β1´pq.βemax

Enfin, on note Fβ,d,p l’ensemble des nombres flottants représentables dans une base β sur une
dynamique d avec une précision p . Pour la dynamique, on suivra la convention utilisée par la norme
IEEE-754, à savoir emax “ 2d´1 ´ 1, emin “ 1´ emax.

2.1.2 Arrondis
Le format flottant a une précision limitée déterminée par la taille de la mantisse choisie. La

question des arrondis se pose lorsqu’un format d’origine a une précision plus grande que le format
d’arrivée. Par exemple, si l’on souhaite convertir h dans un format à 3 chiffres de précision, deux
possibilités s’offrent à nous : soit arrondir vers le bas 6, 62ˆ 10´34 soit vers le haut 6, 63ˆ 10´34.

Il existe en fait plusieurs façons d’arrondir un nombre flottant mais seulement quatre modes
définis dans la norme IEEE-754 ([34] et section 2.3.1) seront présentés. Ces quatre modes sont
également illustrés par la figure 2.2.
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Figure 2.2 – Figure des 4 modes d’arrondi d’IEEE-754. Le cercle rouge représente le nombre à
arrondir et les grandes barres noires verticales, les deux nombres flottants représentables les plus
proches et la petite barre le milieu de l’intervalle qui les sépare.

© Arrondi au plus près : Arrondi au nombre flottant représentable le plus proche. Si le nombre
est au milieu de nombres flottants, la convention TiesToEven choisit celui dont la mantisse
est paire.

∆ Arrondi vers `8 : Arrondi vers le nombre flottant représentable supérieur ou égale.

∇ Arrondi vers ´8 : Arrondi vers le nombre flottant représentable inférieur ou égale.

’ Arrondi vers 0 : Arrondi vers le nombre flottant le plus proche et de valeur absolue inférieure.

Dans la suite de cette thèse nous utiliserons, sauf indication contraire, l’arrondi au plus près noté
˝pxq. Si le contexte ne permet pas de les déduire, nous mentionnerons la précision ou la dynamique
dans laquelle il est effectué. On considère pour la suite que la base est binaire β “ 2 et adopterons
la notation suivante ˝d,ppxq pour un arrondi en précision p sur une dynamique d.

2.2 Métrologie

Bien qualifier les propriétés d’une mesure est un art difficile. En effet dans la vie courante les
notions de précision, de justesse ou d’exactitude sont souvent utilisées de manière interchangeable.
Pour nous y aider, nous nous inspirerons de la métrologie qui est la science des mesurages. Nous
allons définir dans cette section les différents termes utilisés tout au long de cette thèse pour
caractériser les propriétés d’un calcul. Ces définitions sont extraites du Vocabulaire international de
métrologie [95] et adaptées pour l’usage du calcul numérique.

Définition 2.2.1 (Valeur théorique ou de référence). Valeur que l’on souhaite calculer.

Notée x‹, elle fait référence à l’objet mathématique dont on souhaite calculer la valeur numérique
comme par exemple la valeur de π .
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Figure 2.3 – Illustration des notions de fidélité, de justesse et d’exactitude dans le cadre du calcul
numérique. Chaque point noir représente le résultat d’une exécution. Ces points se confondent si
l’exécution est déterministe. L’exactitude est une propriété forte qui demande à la fois la fidélité –
que les résultats empiriques ne soient pas trop éloignés les uns des autres – et la justesse – que la
moyenne des résultats empiriques soit centrée sur le résultat théorique.

Définition 2.2.2 (Valeur empirique ou approchée). Résultat issu d’une suite de calculs visant à
approcher une valeur théorique.

C’est la valeur numérique, notée x, qui approche x‹ par une suite de calculs. Tout l’enjeu du
calcul numérique est d’avoir une approximation aussi proche que possible de la valeur théorique.
Il existe en générale plusieurs méthodes pour approximer une valeur, chacune ayant des propriétés
différentes (vitesse de convergence, stabilité numérique, ...). L’analyse de ces propriétés est du
ressort de l’analyse numérique [89]. Par exemple, l’algorithme de Chudnovsky [29] offre une meilleure
approximation de π car plus proche du résultat exact que la méthode de Monte-Carlo [130].

Définition 2.2.3 (Exactitude). Étroitesse de l’accord entre une valeur empirique x et une valeur
théorique x‹.

L’exactitude mesure l’écart entre la valeur numérique calculée et la valeur théorique. On dira
par exemple que 3, 14159265359 est plus exacte que 3, 14 dans l’approximation de π car plus proche.

Définition 2.2.4 (Justesse). Étroitesse de l’accord entre la moyenne d’un nombre infini de valeurs
calculées répétées et une valeur de référence.

Définition 2.2.5 (Fidélité). Étroitesse de l’accord entre les valeurs calculées obtenues par des
calculs répétés du même objet ou d’objets similaires dans des conditions spécifiées.

Pour bien différencier la justesse de la fidélité, prenons le cas du calcul de π par la méthode de
Monte-Carlo (figure 2.4). Dans ce cas ci, le tirage aléatoire rend les résultats différents d’un calcul à
l’autre. Deux éléments sont alors intéressant d’un point de vue numérique lorsque l’on fixe le nombre
de points à tirer. Premièrement, que les résultats ne soient pas trop éloignés les uns des autres, en
s’assurant par exemple que l’écart-type reste faible. Une faible dispersion traduit une bonne fidélité
des résultats. Deuxièmement, que les résultats ne soient pas trop éloignés du résultat théorique. En
effet, la série peut être de haute fidélité mais centrée sur une valeur très éloignée de la valeur de
référence. Plus la moyenne est centrée sur le résultat théorique et plus le calcul est juste.
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Figure 2.4 – Illustration de la méthode de Monte-Carlo pour le calcul de π. Dans le carré unité,
la probabilité de tirer un point à l’intérieur du cercle est égale à la surface bleue c’est-à-dire π. En
comptant le nombre de points à l’intérieur du cercle et ceux à l’extérieur, on peut estimer l’aire du
cercle bleu et donc π.

Un calcul à la fois juste et fidèle a donc une bonne exactitude. La figure 2.4 montre qu’augmenter
le nombre de points améliore la justesse (courbe bleu) et la fidélité (courbe rouge).

Définition 2.2.6 (Précision). Nombre de chiffre après la virgule d’une valeur numérique.

Bien que souvent utilisé dans le langage courant, le terme précision ne fait cependant pas partie
du langage métrologique. Dans son acception large, il fait référence à la résolution d’un appareil
de mesure comme le millimètre pour une règle ou le gramme pour une balance. Nous utiliserons ce
terme pour décrire le nombre de chiffres après la virgule d’une valeur numérique. Ainsi la valeur
x “ 3, 4324234 sera considérée comme plus précise que y “ 3, 14 même si x est une approximation
de π qui est moins exacte que celle de y.

Définition 2.2.7 (Erreur systématique). Composante de l’erreur de calcul qui, dans des exécutions
répétées, demeure constante ou varie de façon prévisible.

C’est l’erreur liée au modèle de représentation des nombres utilisés et à l’ordre dans lequel
les calculs sont effectués. Cette erreur caractérise l’algorithme de calcul et est indépendante de
l’environnement de calcul.

Définition 2.2.8 (Erreur aléatoire). Composante de l’erreur de calcul qui, dans des exécutions
répétées, varie de façon imprévisible.

C’est l’erreur liée à des phénomènes aléatoires, qu’ils soient volontaires (arithmétique stochas-
tique) ou involontaire (exécution non-déterministe). Une erreur aléatoire peut être considérée comme
systématique si une partie de l’environnement de calcul responsable de l’indéterminisme est fixée à
l’avance.

Définition 2.2.9 (Vérification). Fourniture de preuves tangibles qu’une entité donnée satisfait à
des exigences spécifiées.

C’est l’assurance que la méthode numérique calcule de manière correcte les résultats attendus.
Ces preuves sont souvent d’ordre mathématique et peuvent être plus ou moins rigoureuses.
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Figure 2.5 – Erreur relative de la moyenne par rapport à π et écart-type des résultats sur 30
exécution de Monte-Carlo en fonction du nombre de points tirés (en abscisse). Plus le nombre de
point augmente et plus la dispersion des résultats ici représentée par l’écart-type diminue, ce qui
traduit une amélioration de la fidélité. D’autre part, l’augmentation du nombre de point améliore
également la justesse avec une décroissance de l’erreur relative ce qui signifie que la valeur moyenne
empirique se rapproche de la valeur théorique.
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Définition 2.2.10 (Validation). Vérification que les exigences spécifiées soient adéquates à l’usage
déterminé.

La validation arrive après la vérification pour assurer que la méthode numérique est utilisée dans
le bon cadre mathématique. Par exemple, un certain nombre de preuves sur les nombres flottants
reposent sur l’absence de dépassements de capacité qui sera présenté en section 2.4.2. La validation
consiste ici à s’assurer que c’est bien le cas.

Définition 2.2.11 (Correction). Compensation d’un effet systématique connu.

2.3 Formats et architectures
La section 2.1 a présenté le cadre théorique du modèle flottant et ses propriétés. Nous allons

maintenant détailler les normes qui régissent le calcul flottant ainsi que les formats émergeant. Nous
présenterons ensuite les différents types d’architectures utilisées dans le HPC.

2.3.1 Formats
Les formats pour calculer avec les réels sont nombreux. Du standard IEEE-754 au tout nouveau

bfloat16 en passant par la concurrence du posits, l’histoire du nombre flottant montre que les
standards et les pratiques évoluent. La période qui à précédé la norme IEEE-754 a vu fleurir bon
nombre de formats flottants. En effet, chaque constructeur y allait de sa recette pour calculer
avec les réels provoquant des problèmes d’exactitude d’une architecture à l’autre. On voit renaître
aujourd’hui cette tendance avec la sortie de formats réduits dédiés aux calculs des réseaux de
neurones pour augmenter toujours plus les performances.

Après une présentation de la norme IEEE-754, nous passerons en revu les nouveaux formats à
précision réduite pour calculer plus vite, puis les formats inventés pour calculer plus juste.

La norme IEEE-754

La norme IEEE-754 [33] est la première norme de standardisation du calcul flottant sur
machine et fait aujourd’hui encore autorité sur l’ensemble des calculateurs utilisés. Elle est née
d’une volonté d’unifier les résultats des calculs flottants jusque là dépendants des constructeurs
et variants d’une architecture à l’autre. En 2008, une refonte de la norme a été publiée [34] pour
introduire de nouveaux formats et résoudre certaines ambiguïtés [134, p.79].

Les objectifs de cette norme IEEE-754 sont de rendre reproductibles et portables les calculs
flottants entre architectures. Elle standardise les formats : quatre formats binaires (détaillés dans
la table 2.1) et trois décimaux. Chaque format est défini par sa taille en bits ainsi que la taille
allouée à l’exposant et la mantisse. La mantisse suit la convention du bit implicite. Deux formats
optionnels de précision étendue ont été également introduits lors de la première version de la norme.
Le problème est que leur description n’est pas formalisée mais est donnée sous forme de valeurs
minimales à respecter (figure 2.2). Nous verrons en section 2.5.2 les problèmes que cela pose pour
la reproductibilité des calculs.

La norme définit aussi des valeurs spéciales pour traiter les cas d’overflow ou de non-sens mathé-
matique : deux infinis p˘8q lorsque le nombre est trop grand pour être représenté dans le format
et le NaN (Not A Number) qui traduit le résultat d’une opération illégale dans les réels comme?
´1 ou 0

0 .



2.3. FORMATS ET ARCHITECTURES 25

Nom Exposant (bits) Mantisse (bits) emin, emax
binary16 5 10 (-14,+15)
binary32 8 23 (-126,+127)
binary64 11 52 (-1022,+1023)
binary128 15 112 (-16382,+16383)

Table 2.1 – Formats binaires de la norme IEEE-754. Le nom du format indique la base et sa taille.
Ainsi le binary16 est un format binaire codé sur 16 bits. Le signe est omis car représenté sur 1 bit
quelque soit le format.

Nom Précision emin emax
simple précision étendue ě 32 ď -1022 ě 1023
double précision étendue ě 64 ď -16382 ě 16383

Table 2.2 – Caractéristiques des formats en précision étendue de la norme IEEE-754.

Afin de rendre les calculs reproductibles, chaque opération élémentaire t`,´,ˆ,{,
‘

u doit retour-
ner un arrondi correct : c’est-à-dire retourner le flottant le plus proche du résultat calculé avec une
précision infinie dans le format choisi et arrondi au nombre flottant représentable le plus proche,
suivant le mode d’arrondi choisi 2.2. La norme prévoit quatre arrondis 1. Elle fournit également une
liste des fonctions transcendantes 2 devant être correctement arrondies [134, p.103].

Les formats à taille réduite

Les formats de taille réduite ont vu le jour suite à l’utilisation croissante de la précision mixte afin
d’augmenter la densité de calculs tout en réduisant le volume de données échangées. Les premiers
travaux sur l’utilisation du binary16 par exemple ont connus un intérêt croissant car ce format
permet d’accélérer les phases de calculs nécessitant peu de précision [83, 128, 38].

L’utilisation de format réduit est particulièrement étudiée dans l’apprentissage par réseaux de
neurones. Les réseaux de neurones reposent sur une utilisation intensive du calcul de gradients qui
généralisent la notion de dérivée aux fonctions à plusieurs variables. Or le calcul des gradients s’avère
être en pratique dominé par les valeurs de petites magnitudes [128]. Une étape de renormalisation
permet alors d’éviter la perte des petites valeurs et la divergence des calculs. Cette étape consiste
à remettre les valeurs dans une plage dynamique plus restreinte en les divisant par la magnitude
maximale. Même si la renormalisation nécessite un coût supplémentaire en termes de calculs, le
gain en performance apporté par le binary16 sur le binary32 reste nettement supérieur. Cependant,
cette étape peut être évitée en augmentant la dynamique du format.

C’est ainsi qu’ont émergés des formats alternatifs au binary16, comme le Bfloat16 16-bits
floating-point [117] qui est un format de calcul flottant sur 16 bits développé, par Google pour Ten-
sorflow [1], une librairie de calcul dédiée à l’apprentissage par réseaux de neurones. Le bfloat16 avec
8 bits d’exposant dispose d’une dynamique plus grande, la même que celle du binary32. Plus de
valeurs sans étapes de renormalisation sont représentables, ce qui diminue le temps de calcul et le
trafic mémoire [101].

1. cinq en comptant les deux versions de l’arrondis au plus près.
2. fonction qui n’est pas solution d’une équation polynomiale à coefficients polynomiaux.
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On assiste aujourd’hui à une floraison des formats où chaque constructeurs y va de sa recette :
IBM avec le DLFloat qui est un format 16 bits avec 1 bit de signe, 6 bits d’exposant et 9 bits de
mantisse. Selon ses auteurs, le DLFloat est plus efficace que le binary16 en ne gérant pas les nombre
dénormalisés et en fusionnant les NaNs et infinis. Microsoft avec le MSFP8-11 [30] dans le projet
Brainwave propose un format sur 8 à 11 bits avec 1 bit de signe, 5 bits d’exposant et 2 à 5 bits de
précision suivant les variantes.

Un autre format qui n’est pas basé sur le modèle IEEE-754 développé par Intel le Flex-
point [104], propose de ne garder qu’un seul exposant pour toutes les valeurs d’un tenseur qui
sont une généralisation des vecteurs dans le cadre de l’algèbre multilinéaire. Dans ce format, les
éléments du même tenseur partagent un exposant mais gardent une mantisse propre. Cette mantisse
est stockée sous la forme d’un entier et les calculs sont effectués en virgule fixe. La taille du format
est quant à elle variable.

Conçu pour des algorithmes itératifs dans le cadre du deep learning, l’exposant est dynamique-
ment mis-à-jours entre chaque itération. Il est prédit suivant la distribution des mantisses ainsi que
la magnitude maximale pour éviter les cas d’overflow. Cette prédiction est précise si les applications
testées ont une dynamique qui évolue lentement dans le temps. Elle est en revanche difficilement
appréhendable dans le cas d’une dynamique évoluant rapidement.

L’avantage de cette représentation est qu’elle économise le stockage de l’exposant pour le tenseur
entier. L’information stockée est uniquement fonction de la précision choisie, permettant d’augmen-
ter la dynamique gratuitement et de réduire le volume de données à échanger. De plus, les calculs
entiers sont plus efficaces énergiquement que les calculs flottants, permettant de limiter la consom-
mation électrique. Enfin, contrairement à l’arithmétique en virgule fixe classique, la mise-à-jour de
l’exposant est laissée à la machine, ôtant au programmeur la charge de les maintenir.

Les formats alternatifs

Nous avons vu en section 2.4 que le format flottant était sujet à des erreurs parfois difficiles à
estimer pour des codes de calculs importants. La significance arithmetic [72] propose d’y réponde
en embarquant une information sur le nombre de chiffres significatifs du calcul ce qui permet de
traquer la significance au cours des calculs. Le format FP-ANR Floating Point Adaptive Noise
Reduction [50] se place dans cette lignée en utilisant la place du dernier 1 dans la mantisse comme
dernier bit significatif. L’objectif de FP-ANR est de détecter les annulations catastrophiques lors
de l’exécution.

Une autre variante de la significance arithmetic est apportée avec les unum [82] (universal
numbers), un format de calcul à taille variable décliné en trois types (Type I, Type II), puis dans
une version différente avec le type III avec les posits et les valids. Si les premiers travaux sur les
unums (Type I, Type II) peuvent être vus comme un format de calcul exact intégrant l’arithmétique
d’intervalles, les posits se rapprochent plus du format IEEE-754 classique avec quatre champs : 1
bit de signe, r bits de régime pouvant être vus comme une base, es bits d’exposants et fs bits de
mantisse. La taille du posit et de l’exposant déterminent son format, la norme posit [81] (encore à
l’état préliminaire) en définit quatre (8, 16, 32 et 64 bits). On ne détaillera pas comment reconstruire
un nombre à partir de son encodage posit mais il est moins aisé qu’en arithmétique flottante IEEE-
754.

Si, de l’aveu de son auteur, le format posit va, à terme, remplacer la norme IEEE-754, De
Dinechin et al. [44] dressent les avantages et les inconvénients des deux représentations et préconisent
une utilisation des deux formats suivant les applications visées. Si les posits s’avèrent mieux disposés
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Figure 2.6 – Illustration de l’effet enveloppant de l’arithmétique d’intervalles. L’enveloppe F pxq est
un encadrement très large de fpxq qui peut cependant être raffiné en utilisant des unions d’intervalles
(rectangles jaunes).

au deep learning grâce à une dynamique plus large, l’erreur de représentation est plus grande
comparé à un format flottant de même taille. Enfin l’étape cruciale pour l’essor des posits est le
cadre théorique d’analyse d’erreurs, essentiellement construit autour des flottants IEEE-754.

L’arithmétique d’intervalles [132] utilise des intervalles pour encadrer le résultat des cal-
culs flottants en assurant que le résultat théorique se situe toujours à l’intérieure de l’intervalle.
Cela permet de manipuler des valeurs non représentables en machine comme π ou d’encadrer des
incertitudes.

L’arithmétique d’intervalles étend les opérations arithmétiques usuelles t`,´,ˆ,{u aux inter-
valles ainsi que les opérations algébriques telles que

‘

, ln ou exp. Par exemple l’addition devient
pour x P rx, xs, y P ry, ys, x` y “ rx` y, x` ys. Pour plus de détails, voir [153].

L’arithmétique par intervalles est un outil puissant pour garantir un résultat comprenant la
solution exacte. Cependant, son application est coûteuse en pratique puisqu’il faut maintenir deux
valeurs pour chaque nombre flottant ce qui, en plus d’augmenter la charge de calcul, peut détruire les
optimisations faites par le compilateur. Enfin, d’un point de vue plus théorique, le problème d’effet
enveloppant conduit certains calculs par intervalles à des surestimations. De nombreuse extensions
ont été proposées au modèle original avec notamment l’arithmétique affine [46] ou les modèles de
Taylor [136].

2.3.2 Les architectures et le calcul flottant

Le calcul hétérogène [102], consistant à tirer parti des forces et des faiblesses des différentes
architectures pour améliorer les performances générales d’une application (temps, mémoire, énergie),
est présent dans le HPC depuis quelques années [102]. Si celui-ci a été dominé par l’utilisation
intensive du CPU, il n’est cependant pas la solution optimale pour tous les types de problèmes [129].
L’utilisation de coprocesseurs venant appuyer le CPU classique pour des taches spécifiques est un
modèle qui connaît un succès grandissant.
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CPU

Le Central Processing Unit (CPU) est l’unité de calcul la plus répandue dans les machines. C’est
une architecture généraliste visant à exécuter diverses taches séquentielles. Il reste l’unité principale
pour développer des applications car il est très bien adapté à débiter des instructions diverses
à la suite grâce au pipeline superscalaire. De plus, il gère efficacement les instructions logiques
de branchements par exemple. Depuis la norme IEEE-754 la plupart des CPU implémentent les
formats binary32 et binary64.

GPU

Le Graphics Processing Unit (GPU) est une unité de calcul massivement parallèle reposant sur
le paradigme Single Instruction Multiple Data (SIMD). Au départ utilisé pour le rendu graphique,
son utilisation a été détourné au profit du calcul pur. On parle aussi de General Purpose Graphics
Processing Unit (GPGPU). On le retrouve aujourd’hui dans la plupart des infrastructures HPC en
tant que coprocesseur.

En effet, la structure du GPU se prête particulièrement bien au calcul matriciel : elle est com-
posée d’une grille de micro-unités de calcul réalisant chacune une même tache simple en parallèle
(comme une addition) mais sur des données différentes.

L’arithmétique flottante utilisée sur les premiers GPUs n’était pas conforme aux standard IEEE-
754 [182, 49]. Dans un souci de reproductibilité, les constructeurs ont renforcé leur compatibilité avec
la norme IEEE-754 en intégrant des formats standards (binary16, binary32, binary64), plusieurs
modes d’arrondi (seul le mode d’arrondi au plus près était disponible auparavant) et la gestion
correcte des dénormalisés.

ASIC

Les Application-Specific Integrated Circuits (ASICs) [126] sont des unités de calcul dédiés au
traitement d’une application en particulier comme le traitement du signal (Digitial Signal Proces-
sor [165]), contrairement aux processeurs plus généralistes de type CPU.

Pour une même application, les ASICs sont plus performants et ont une consommation éner-
gétique plus faible que les processeurs généralistes. Leur conception privilégie des unités de calculs
simples organisées de manière à optimiser la surface de transistors. L’intégration des composantes
de calcul, de mémoire et des interconnections directement sur la puce rend ce type d’architecture
efficace. L’inconvénient majeur est le manque de souplesse et le coût de conception puisqu’elles sont
par définition conçues pour la résolution d’une tâche en particulier.

Les calculs flottants au sein des ASICs sont marqués par une forte tendance aux formats sur
mesure, notamment dans le domaine du deep learning. On observe que chaque constructeur calibre
son format pour répondre à ses besoins applicatifs. L’usage de formats à précision réduite décuple
les performances en densifiant les calculs et réduisant le trafic mémoire. Parmi ces nouveaux copro-
cesseurs, on pourra citer le Tensor Processor Unit (TPU) [98], conçu par Google pour accélérer la
phase d’inférence, qui fait un usage intensif du bfloat16 comme le processeur Nervana d’Intel [? ].

Pour bien comprendre pourquoi le bfloat16 accroît les performances, regardons l’architecture
d’un TPU de plus près. Le TPU repose sur une architecture systolique [107] de Multiply ACcumu-
lators (MACs) bfloat16 qui découple l’accès aux données des calculs (Decoupled Access-Execute -
DEA [164]). Une architecture systolique est un réseau de petites unités de calcul interconnectées qui
s’échangent de l’information localement. La topologie des réseaux est alors construite en fonction
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du type de problème à résoudre. Le premier avantage est d’augmenter la densité de calculs (plus
de calculs sur moins de silicium). Le deuxième est de réduire l’empreinte énergétique en utilisant
des unités de calculs plus simples. Dans le cas du TPU, les unités sont des MACs qui réalisent
l’opération x “ x`y.z. Enfin, le DEA permet de charger les données dont auront besoins les MACs
pendant qu’ils calculent. En réduisant la taille du format flottant, on accroît de fait le débit de
calculs.

FPGA

Les FPGAs sont des circuits intégrés reprogrammables. Contrairement aux processeurs clas-
siques, les FPGAs sont programmés pour effectuer un calcul et non exécuter une suite d’instructions.
Cette reconfigurabilité permet de prototyper rapidement des circuits de calcul. Les FPGAs reposent
sur l’assemblage de blocs logiques sur une matrice de routage. L’assemblage des blocs logiques se
fait par l’intermédiaire de langages de programmations, dont VHDL [135] et Verilog [173] sont les
plus répandus. Chacun des blocs logiques est indépendant des autres et ils sont tous cadencés par
un tic d’horloge en entrée. Cette indépendance offre un potentiel de parallélisation important et
fait du FPGA une architecture privilégiée pour la résolution de tâches spécifiques [7, 88] à l’instar
de l’ASIC.

Si le FPGA partage des similarités avec l’ASIC, il n’a cependant pas les mêmes performances. De
plus, étant donné qu’il n’utilise que des éléments logiques simples (portes logiques, multiplexeurs,
...) et n’a pas d’unité dédiées au calcul flottant par exemple, la conception des calculs sur FPGA
est plus difficile [57, 2, 177, 174] que sur d’autres architectures type CPU. Le FPGA présente alors
des avantages sur l’implémentation de fonctions plus complexes telles que les fonctions trigonomé-
triques [58]. Le FPGA permet également de travailler sur des précisions variables [172] à un grain
très fin ce qui laisse un large boulevard d’optimisation.

2.4 Notions d’erreurs

Le modèle flottant est une discrétisation des nombres réels. Par conséquent, des erreurs sont
commises lors de la traduction en machine mais aussi lors des calculs. Nous allons présenter diffé-
rentes manières de quantifier l’erreur puis nous verrons plusieurs typologies d’erreurs liées au modèle
flottant.

2.4.1 Quantification de l’erreur

Nous présentons ici trois mesures d’erreurs utiles pour quantifier des erreurs d’exactitude.

Définition 2.4.1 (Erreur absolue). L’erreur absolue est définie comme la distance entre une valeur
de référence x˚ et une valeur x.

Erreurabsolue “ x˚ ´ x.

Définition 2.4.2 (Erreur relative). L’erreur relative est définie comme la distance entre une valeur
de référence x˚ ‰ 0 et une valeur x, normalisée par la valeur de référence.

Erreurrelative “
x˚ ´ x

x˚
.
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Exemple : Soit ĥ “ ˝p“3phq “ 6, 62ˆ10´34 une approximation de h. L’Erreurabsolue “ |h´ ĥ| “
6.07...ˆ 10´37 mesure la distance qui sépare h de son approximation flottante. L’Erreurrelative “
|h ´ ĥ|{|h| “ 9.16... ˆ 10´4 nous indique que les valeurs ont à peu près 3 chiffres en commun. De
manière plus rigoureuse, si l’on prend l’opposé du log10 de l’erreur relative, on peut dire que ces
deux valeurs ont 3,0380 chiffres communs. Ces notions de chiffres communs seront abordées plus
longuement en section 2.6.

L’Unit in the Last Place (ulp) définit l’unité d’erreur minimale d’un format flottant donné.
Plusieurs définitions existent dans la littérature [100, 71, 85, 37]. Nous retenons la définition 2.4.3
extraite de [134, p.33].

Définition 2.4.3 (Définition de Goldberg étendue aux nombres réels). Si x est un nombre flottant
tel que x P rβe, βe`1r alors

ulppxq “ βmaxpe,eminq´p`1.

L’ulp permet de quantifier la distance minimale entre deux nombres représentables successifs
dans un format flottant donné. Par exemple, soit un format avec p “ 3, β “ 10 et emin “ ´10.
Soit x “ 3, 14 un nombre flottant du format. Alors ulppxq “ 10maxp0,´10q´3`1 “ 10´2. Le nombre
représentable suivant x est x` ulppxq “ 3, 14` 10´2 “ 3, 15.

Cette opération permettant de trouver le nombre représentable suivant n’est cependant plus
valable lorsque x est une puissance de la base. En effet, la distance qui sépare x de son prédécesseur
n’est pas la même que celle qui le sépare de son successeur.

Enfin une métrique utile dans la mesure de l’exactitude est celle du nombre de chiffres significa-
tifs. L’idée est de compter le nombre de chiffres que deux valeurs ont en commun. Parker propose
deux définitions [145, p.19] du nombre de chiffres significatifs, dont une liée à l’erreur relative et
l’autre à l’erreur absolue.

Définition 2.4.4 (Nombre de chiffres significatifs relatifs). Le nombre de chiffres s en base β qui
diffère entre une valeur réelle x et son approximation x̃ :

s “ ´ logβ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x̃´ x

x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Définition 2.4.5 (Nombre de chiffres significatifs absolus). Le nombre de chiffres s en base β qui
diffère entre une valeur réelle x et son approximation x̃ :

s “ ´ logβ

ˆ

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x̃´ x

βtlogβ |x|u`1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˙

.

Ces deux définitions donnent des s différents mais qui diffèrent au plus de 1. La démonstration
est donnée [145, p.20].

2.4.2 Les erreurs du modèle flottant

Le modèle flottant, s’il est une approximation des nombres réels, n’en garde néanmoins pas
les mêmes propriétés. Nous allons passer en revue les différentes erreurs qu’il introduit que nous
illustrerons d’exemples.
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Erreur de représentation

C’est l’erreur liée à la représentation d’un nombre réel dans un format flottant. Puisque la
machine dispose d’une mémoire finie, la représentation numérique des nombres irrationnels est par
conséquent impossible. Pour exemple π dont la précision nous est connue avec 31415926535897
chiffres. Ce dernier record établi par Google [151] a nécessité 121 jours de calculs sur plusieurs
serveurs. Si une telle précision est un exploit elle est inutile pour les calculs courants. Cependant,
le développement décimal de π n’en reste pas moins infini et nécessite un arrondi quelque soit la
précision finie voulue.

D’autre part, les constantes physiques sont connues avec une certaine précision. Si la précision
dont dispose le format flottant est inférieure, un arrondi est nécessaire pour représenter ce nombre.

Enfin, un nombre peut ne pas avoir un développement fini dans une base. Par exemple, 0, 1
représentable en base décimale ne l’est pas en base binaire :

0, 110 “ 0.00011001100110011001...2.

Erreur d’absorption

Le résultat d’un calcul flottant est lui aussi sujet à des erreurs. Pour l’addition flottante, le
phénomène d’absorption est lié à un grand écart d’amplitude. En effet, si les deux opérandes n’ont
pas le même exposant, une partie des chiffres du nombre avec plus petite magnitude sera perdue.
Ce problème se comprend mieux visuellement. Prenons la somme de 3, 14‘ 3, 14ˆ 10´2 avec ˝p“3 :

3, 14
` 0, 0314
˝3 3, 1714

3, 17

L’erreur relative entre le résultat en précision infinie et celui après arrondi est au maximum
de „ 9.9 ˆ 10´3, ce qui correspond à l’écart entre les magnitudes des nombres. Du fait de cette
erreur, la somme flottante n’est pas associative. Ainsi, l’ordre dans lequel sont sommés les éléments
d’un tableau peut changer le résultat. On verra en section 4.10.3 qu’il existe des algorithmes pour
récupérer une partie de l’information perdue, notamment via les méthodes de compensation.

Erreur d’annulation

Les erreurs d’annulation ou cancellation apparaissent lors de la soustraction de nombres proches.
Ce phénomène provoque une disparition de l’information contenue dans la mantisse. Les chiffres de
poids faible sujets aux erreurs d’arrondi sont alors remontés au niveau des chiffres de poids fort.
Prenons le cas du calcul de b2 ´ 4ac avec a “ 1, 14 , b “ 3, 99 et c “ 3, 48 dans un format p “ 3.

˝pb2q “ ˝p1, 5920999...ˆ 101q “ 1, 59
˝p4acq “ ˝p1, 5868799...ˆ 101q “ 1, 59

˝pb2q ´ ˝p4acq “ 0

Or la valeur exacte est 5, 1299...ˆ 10´2. On voit donc que toute l’information pertinente a été
perdue et que le résultat calculé est faux.
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Erreur de dépassement de capacité

Les erreurs de dépassement surviennent lorsque le nombre réel à représenter est plus petit ou
plus grand que les valeurs limites du format. Le dépassement de capacité est dirigé soit vers ˘8,
soit vers 0 :

• Vers ˘8 : Le valeur absolue du résultat est supérieure au plus grand flottant représentable.
On parle également d’overflow.

• Vers 0 : Le résultat du calcul n’est pas représentable par un nombre normalisé ou dénormalisé.
On parle également d’underflow.

2.5 La reproductibilité des calculs

Les efforts de la norme IEEE-754 pour standardiser les formats et uniformiser les calculs à travers
les architectures ont été une avancée décisive pour la reproductibilité. Cependant, faire tourner une
application sur un calculateur HPC nécessite d’empiler plusieurs couches logicielles et matérielles.
Chacune de ces couches n’a pas forcément un comportement déterministe, ce qui est susceptible de
rendre les résultats différents d’une machine à l’autre. Nous allons détailler ces différentes couches
et les phénomènes non-déterministes qu’elles peuvent introduire sur la reproductibilité des calculs.

2.5.1 La non-associativité

Le déterminisme des opérations élémentaires d’IEEE-754-754 garantie une reproductibilité des
opérations élémentaires à travers les architectures respectant cette norme. Cependant, l’addition et
la multiplication flottante ne sont pas associatives en raison des erreurs d’absorptions. Le parenthè-
sage d’une somme importe comme le montre l’exemple suivant pβ “ 10, p “ 3q :

a “ 1, b “ 1010, c “ ´1010

pa‘ bq ‘ c “ p1` 1010q ´ 1010 “ 0

a‘ pb‘ cq “ 1` p1010 ´ 1010q “ 1

Autre exemple sur la distributivité de la multiplication sur l’addition dont le résultat exacte est
40, 064 :

a “ 12, 8, b “ 1, 64, c “ 1, 49

ab pb‘ cq “ 12, 8b 3, 13 “ 40, 1

pab bq ‘ pab cq “ p12, 8b 1, 64q ` p12, 8b 1, 49q

“ 20, 1‘ 19, 1 “ 39, 2

Le problème de non-associativité peut se régler à l’aide d’un parenthèsage adéquat pour mi-
nimiser l’erreur d’exactitude lorsque les valeurs calculées sont connues a priori. En pratique, on
ne connaît pas ces valeurs. Lors de la traduction du langage source vers le langage machine, le
compilateur peut procéder à des optimisations qui peuvent casser la structure du calcul.
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2.5.2 Les optimisations du compilateur

Après avoir traduit le langage source en langage intermédiaire, le compilateur procède à plusieurs
passes d’optimisation pour rendre le code plus performant. Ces optimisations sont plus ou moins
agressives, c’est-à-dire que la traduction s’éloigne plus ou moins de la sémantique du programme
source.

Plusieurs optimisations pour le calcul flottant sont disponibles dans la plupart des compilateurs
(gcc, icc, clang). Parmi ces optimisations on peut citer -fassociative-math, qui considère l’arith-
métique flottante associative, ce qui n’est pas le cas (cf. 2.5.1). -freciprocal-math, qui autorise le
compilateur à remplacer une division par une multiplication x{y´ ą x ˚ p1{yq, une division coûtant
moins de cycles de calcul qu’une multiplication. Les deux expressions n’ont cependant pas la même
justesse.

La réécriture algébrique est aussi source de mauvaise traduction. L’exemple de la somme de
Kahan [99] est une bonne illustration. Dans cette exemple, deux versions de la somme sont compilées,
l’une sans drapeaux d’optimisation et l’autre avec des optimisations agressives. Le compilateur
reconnaît que le corps de la boucle est équivalent à sum = sum + f[i]. Les calculs intermédiaires,
servant à corriger des erreurs d’absorption, sont supprimés ce qui conduit au calcul d’une somme
naïve. Nous verrons en détail le code généré en section 3.1.3.

Bien que les opérations élémentaires d’IEEE-754 soient reproductibles, l’inlining peut conduire à
des résultats différents pour une même opération. Cette technique consiste à remplacer un appel de
fonction par le corps de la fonction, ce qui permet d’augmenter les performances pour des fonctions
avec peu d’instructions. Monniaux [131] donne l’exemple suivant avec l’architecture IA-32 [94] sur
la figure 2.8.

La valeur affichée par le programme est soit 8 si f est inlinée soit 10308 si f ne l’est pas. La
raison est que la convention d’appel retourne la valeur dans un registre x87 qui est un registre
en précision double étendue sur 80 bits. Les calculs intermédiaires qui produisent un overflow en
binary64 sont alors représentables en précision étendue.

Enfin dans le même esprit que l’inlining, la propagation de constante peut elle aussi tromper
le programmeur. Cette technique consiste à remplacer chaque occurrence d’une variable constante
par sa valeur et ainsi ne la calculer qu’une seule fois. Le problème est que la valeur calculée par
le compilateur peut différer de celle calculée durant l’exécution, les deux n’utilisant pas les mêmes
implémentations. D’autre part, le remplacement d’une valeur dans une instruction FMA peut in-
troduire un arrondi intermédiaire ce qui ne donne pas le même résultat :

˝pa` bˆ cq ‰ ˝pa` ˝pbˆ cqq.

L’exemple de la figure 2.9 issu de [158] illustre le problème de la propagation de constante.
Une analyse du code C montre que le résultat retourné est 0. En effet, la valeur de la variable
zero ligne 2 est 0 de par la division entière. Les valeurs de sin(π + zero) et sin(π) sont par
conséquent égales et la ligne 3 retourne 0. Cependant, le compilateur n’arrive pas à inférer que la
variable zero est invariablement 0 et ne propage pas la constante. Si sin(π) et sin(π + zero)
sont équivalentes, la première est évaluée au moment de la compilation tandis que l’autre l’est au
moment de l’exécution. La différence d’implémentation entre les deux sinus conduit à des résultats
différents sur l’évaluation de π et la fonction retourne 3.30261141ˆ 105.
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(a)

1 KahanSum(const float f[], int N)
2 float sum = f[0];
3 float c = 0.0, y, t;
4 int i;
5
6 for (i = 1; i < N; i++) {
7 y = f[i] - c;
8 t = sum + y;
9 c = (t - sum) - y;

10 sum = t;
11 }
12
13 return sum;
14 }
15

(b)

KahanSum(const float f[], int N)
float sum = f[0];
float c = 0.0, y, t;
int i;

for (i = 1; i < N; i++) {

t = sum + (f[i] - c);
c = (t - sum) - (f[i] - c);
sum = t;

}

return sum;
}

1 KahanSum(const float f[], int N)
2 float sum = f[0];
3 float c = 0.0, y, t;
4 int i;
5
6 for (i = 1; i < N; i++) {
7
8 t = sum + (f[i] - c);
9 c = (sum+(f[i]-c)-sum) -(f[i]-c);

10 sum = sum + (f[i] - c);
11 }
12
13 return sum;
14 }
15

(c)

KahanSum(const float f[], int N)
float sum = f[0];
float c = 0.0, y, t;
int i;

for (i = 1; i < N; i++) {

sum = sum + f[i];
}

return sum;
}

(d)

Figure 2.7 – Effets des optimisations sur la somme de Kahan (a) conduisant à l’expression d’une
somme naïve (d). Premièrement, la variable y est propagée en ligne 6 et 7 comme en figure (b).
Puis c’est la variable t qui est propagée en ligne 9 et 10 comme en figure (c). En considérant les
opérations flottantes associatives (-fassociative-math), le compilateur détermine par réécriture
algébrique que l’expression de la variable c est égale à 0. Enfin, le compilateur supprime c et aboutit
à la somme naïve en figure (d).
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static inline double f(double x) {
return x/1E308;

}

double square(double x) {
double y = x*x;
return y;

}

int main(void) {
printf("%g\n", f(square (1E308)));

}

Figure 2.8 – Code illustrant l’impact de l’inlining sur la qualité numérique. La valeur retournée
dépend de si la fonction f est inlinée ou pas. La raison est que la valeur est retournée dans un
registre en précision double étendue lors de l’inlining ce qui ne produit pas d’overflow comme en
binary64. Code exécuté sur une architecture IA-32.

1 double sinit() {
2 double zero = (rand()%10) /99;
3 return sin(π + zero)/sin(π) - 1;
4 }
5

Figure 2.9 – Illustration du problème d’évaluation statique contre dynamique. Les deux sinus sont
évalués sur 0 mais l’un des deux l’est à la compilation tandis que l’autre l’est durant l’exécution.
Les différences d’implémentations changent le comportement attendu et le programme ne retourne
pas 0.
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1 float Sum
2 (const float A[ ], int n ) {
3
4 float sum =0;
5 for (int i=0; i<n; i++) {
6 sum = sum + A[i];
7
8
9

10 }
11
12
13
14
15 return sum;
16 }
17

1 float Sum
2 ( const float A[ ], int n ) {
3 int i, n4 = n-n%4;
4 float sum=0,sum1=0,sum2=0,sum3 =0;
5 for (i=0; i<n4; i+=4) {
6 sum = sum + A[i];
7 sum1 = sum1 + A[i+1];
8 sum2 = sum2 + A[i+2];
9 sum3 = sum3 + A[i+3];

10 }
11 sum = sum + sum1 + sum2 + sum3;
12 for (i=n4; i<n; i++) {
13 sum = sum + A[i];
14 }
15 return sum;
16 }
17

Figure 2.10 – À droite la version vectorisable du code de gauche. La vectorisation modifie l’ordre
de sommation ce qui change le résultat car les nombres flottants ne sont pas associatifs. L’ordre de
sommation compte.

2.5.3 Le parallélisme

Le parallélisme subdivise la charge de travail entre plusieurs travailleurs. Suivant les paradigmes
utilisés, la façon dont est découpé le travail et l’ordre dans lequel seront exécutés les calculs diffèrent.
Ce degré d’indéterminisme introduit un problème sur la reproductibilité des résultats. Nous allons
présenter différents problèmes de la parallélisation qui introduisent chacun à leur manière de la
non-reproductibilité.

La vectorisation

La vectorisation est une parallélisation de type SIMD qui calcule en parallèle une même opération
sur plusieurs données. Là où une instruction scalaire (par opposition à vectorielle) ne calcule qu’une
opération à la fois, l’instruction vectorielle peut calculer sur un vecteur de données en une seule
étape. La taille des vecteurs indique le nombre d’opérandes qui peuvent être contenus dedans. Les
constructeurs rivalisent d’ingéniosité pour fournir des vecteurs toujours plus grands [? 169].

La parallélisation est utilisée dans le cas des réductions comme une somme ou un produit
scalaire. Le compilateur découpe le tableau en sous tableaux pour calculer des sommes partielles
puis reconstruit le résultat à partir de ces sommes partielles. Le problème est que les sommes
partielles ne sont pas nécessairement calculées dans le même ordre que dans le cas séquentiel. La
non-associativité étant, les résultats seront différents. Le caractère non-déterministe est dû au fait
que le nouvel ordre introduit est choisi par le compilateur. Ce choix reste néanmoins accessible au
programmeur par le biais des diagnostiques de vectorisation (-ftree-vectorizer-verbose sous
gcc).

Un exemple extrait de [36] est donné sur la figure 2.10. On voit sur la figure de droite que le
découpage est fait en entrelaçant les valeurs du tableau A. Chaque somme partielle bénéficie de la
vectorisation mais l’ordre des additions n’est plus le même que sur la figure de gauche.
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Le partitionnement des données

La modélisation de phénomènes physiques repose la plupart du temps sur la discrétisation
d’espaces physiques en unités de surfaces ou de volumes dans le cas des modélisations par éléments
ou volumes finis. Ces unités prises dans leur ensemble constituent un maillage de l’espace modélisé.
Une étape nécessaire dans le processus de parallélisation est le découpage de ce maillage en groupes
ou domaines qui seront distribués aux différents travailleurs.

Le partitionnement du maillage est une étape clef pour obtenir des performances optimales [160].
Schématiquement, on découpe le maillage en autant de travailleurs. Le découpage est donc diffé-
rent suivant le nombre de travailleurs. Plusieurs techniques existent suivant les besoins [162]. Un
partitionnement qui varie suivant le nombre de travailleurs utilisés rend l’ordre des calculs flottants
potentiellement non-déterministe. Or comme les flottants ne sont pas associatifs, cela impacte la
fidélité des résultats (cf. 2.4).

L’analyse du code openTelemac [111] révèle ce problème aux frontières des domaines. En effet,
dans la version parallèle de ce code de dynamique des fluides, un produit scalaire intervenant à
la fin de chaque étape de calcul est réparti sur les différents domaines. Ainsi, le produit scalaire
p
ř

iPN xi.yiq n’est plus effectué dans le même ordre suivant le nombre de travailleurs utilisés. De plus
cet ordre dépend de la librairie choisie. En effet, ce code utilise MPI (Message Passing Interface [79])
un protocole de calcul à mémoire distribuée dont plusieurs implémentations existent [80, 69]. Dans
notre cas, c’est la fonction mpi_reduce qui regroupe les sommes partielles suivant un arbre de
réduction. Or la norme MPI "encourage fortement" [65, p.175] la reproductibilité de cet opérateur
mais ne l’impose pas.

L’ordonnancement du travail

Le travail peut être reparti de deux manières : soit statiquement lors de l’implémentation, en
attribuant un travail spécifique à chaque travailleur, soit dynamiquement en déléguant la répartition
à un ordonnanceur de tâches (task scheduler). Si l’allocation statique permet d’avoir un contrôle fin
sur la gestion du travail, l’ordonnancement de tâches d’une application parallèle est un problème
NP-complet [178]. C’est pourquoi les travaux s’orientent vers des allocations dynamiques pour
lesquelles de nombreuses heuristiques existent [12] afin d’optimiser le placement.

Cependant, la non-associativité des flottants reste un problème. En effet, dans le cas de l’ordon-
nancement dynamique, l’utilisateur n’a pas de contrôle sur l’ordre des opérations. La programmation
asynchrone laisse l’ordre des tâches libre, sans points de synchronisation explicites. Ainsi, comme
dans le cas de la vectorisation (cf. 2.10), la somme d’un tableau devient également assujettie aux
problèmes de fidélité dans le cas d’une parallélisation par tâche. La figure 2.11 illustre ce prin-
cipe qui vaut pour toutes les approches de type folding en parallèle comme MapReduce [48] ou les
réductions OpenMP [23].

Le problème de non-associativité se pose également dans le cas d’une allocation statique. En
effet, le graphe d’allocation est très dépendant de la machine ciblée pour atteindre les meilleurs
performances. Or celui-ci détermine l’ordre des tâches et donc des opérations flottantes. Le portage
d’un code de calcul sur un nouveau supercalculateur apporte donc des problèmes de fidélité.

La question de l’aléatoire

L’indéterminisme des résultats n’est pas seulement lié à la non-associativité des opérations
flottantes. L’objet physique modélisé peut lui aussi contenir une part d’aléatoire, que ce soit le
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Figure 2.11 – Deux versions du folding dans le cas d’une sommation, avec à droite, la réduction
en arbre et à gauche, la réduction linéaire. Les triangles représentent le résultat de calculs paral-
lèles précédents (pouvant eux mêmes être issus d’un folding), les noeuds de mêmes couleurs étant
indépendants. On voit que le choix de réduction implique un ordre des calculs différents.

modèle physique qui est instable ou la méthode numérique qui comporte de l’aléatoire. Se pose
alors la question de la reproductibilité et la nécessité de sa présence. En effet, sous l’apparence d’un
calcul parfaitement reproductible peut se cacher un phénomène physique insoupçonné.

Dans [166], les auteurs présentent le cas d’un flambage de poutre à l’aide d’Europlexus [120], un
code de simulation de dynamique rapide. Dans ce cas présenté sur la figure 2.12, une poutre parfaite
en 1D se voit appliquer deux forces verticales en directions opposées sur chacune de ses extrémités.
Sur la figure de gauche, on voit que le code IEEE-754 classique est parfaitement reproductible et
la poutre se brise toujours au même endroit. Or lorsqu’on exécute le même code en arithmétique
MCA, la solution trouvée change d’une exécution à l’autre. Les 100 résultats MCA sont superposés
sur la figure de droite. Une question épineuse se pose alors : laquelle des 101 (100 MCA + 1 IEEE)
solutions est la plus vraie ?

En pratique, une poutre parfaite n’existe pas et contient des imperfections. L’introduction de
l’aléatoire permet donc de refléter cette imperfection de la réalité et de représenter différents schémas
de flambage. Pour que ce reflet ait du sens, il est nécessaire que le bruit ajouté et les erreurs d’in-
certitudes sur le phénomène physique soient du même ordre de grandeur. On remarque également
que le résultat de l’exécution IEEE-754 flambe, même sans l’introduction de bruits stochastiques.
Ici l’accumulation d’erreurs d’arrondi créée une imperfection artificielle qui fait pencher la poutre
d’un côté plus que de l’autre de manière déterministe. L’exécution IEEE-754 peut être ainsi vue
comme une réalisation possible de MCA.

Des solutions

Plusieurs solutions ont été proposées pour améliorer la fidélité. Par exemple les accumula-
teurs de Kulisch [106] sont des accumulateurs de grande taille (4288 bits pour du binary64) qui
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Figure 2.12 – Simulation du flambage d’une poutre 1D à l’aide du code Europlexus extraite de
l’article [166]. Sur les deux figures, les abscisses représentent la déviation par rapport au centre en
0 et les ordonnées la hauteur par rapport au sol 0. Á gauche le résultat du calcul en IEEE-754
est déterministe et la poutre flambe toujours au même endroit. Á droite, les 100 résultats calculés
avec la méthode MCA flambent tous suivant des schémas différents. L’erreur aléatoire introduite
permet de révéler les différentes façons qu’a la poutre de flamber. Elles sont toutes des solutions
acceptables de la physique simulée.
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2emax 2emin20
Figure 2.13 – Accumulateur de Kulisch. Sa taille est calculée pour contenir toute la dynamique
des nombres d’un format donnée.

peuvent contenir toute la dynamique des nombres d’un format donné ce qui évite ainsi les problèmes
d’absorptions. Une illustration en est donnée sur la figure 2.13.

Une autre partie concerne les librairies de calculs reproductibles [53, 54, 32, 92] de type BLAS [114].
Ces librairies utilisent des EFTs pour récupérer l’erreur perdue lors des calculs. Si ces librairies sont
une étape vers des calculs plus justes, leurs performances restent cependant moins bonnes que leur
version classique, et ce tout particulièrement pour les BLAS de niveau 3.

Cependant, l’étude du flambage de poutre sur Europlexus pose une question légitime sur la
reproductibilité au bit près : est-elle souhaitable à chaque fois ? En effet, la basse fidélité est ici le
signe d’une physique instable, chacune des solutions étant légitime d’un point de vue physique. Une
haute fidélité a donc ici peu d’intérêt. L’analyse de sensibilité est également une piste intéressante
pour révéler des instabilités liées à la conception du code mais il est complexe de les décorréler de
l’incertitude du modèle physique. Pourtant, cette séparation améliorerait grandement la compré-
hension globale du code en différenciant ce qui contribue à la justesse de l’application de ce qui
contribue à sa fidélité.

Enfin de manière plus générale, le coût humain pour maintenir cette reproductibilité est-il sou-
tenable au vu des évolutions architecturales matérielles et logicielles toujours plus rapides ?

2.6 Arithmétiques stochastiques

La section 2.4.2 nous a montré que calculer avec une arithmétique de précision finie conduisait
à souvent perdre une partie de l’information manipulée. Pour pallier ce problème, des efforts de
reproductibilité ont été menés pour concevoir des codes de calculs plus stables d’une architecture
à l’autre, à commencer par la norme IEEE-754 qui permet d’harmoniser l’exactitude des opéra-
tions élémentaires jusqu’aux BLAS reproductibles (cf. 2.5.3). Cependant, comme nous l’a montré
l’exemple d’Europlexus (cf. 2.12), une haute fidélité n’est pas nécessairement la panacée lorsque le
problème sous-jacent est instable par nature.

Calculer précisément l’erreur commise dans un code de calculs avec les méthodes formelles
traditionnelles (cf. état de l’art) est un travail long et difficile, voire impossible, pour des applications
disposant de nombreuses lignes de codes. Une autre façon de représenter cette erreur est de la
considérer comme du bruit. En poursuivant l’analogie avec la théorie du signal, on peut alors voir
les erreurs d’arrondis (cf. 2.4.2) comme un bruit venant perturber un signal. Ce signal étant vu
comme le résultat exact d’un calcul. Estimer l’erreur revient donc ensuite à dissocier ce qui relève
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#include <stdio.h>

int main() {
double a = 0;
for (int i=0; i < 10000; i++) a += 0.1;
printf("%0.17f\n", a);
return 0;

}

Figure 2.14 – Résultat de l’exécution IEEE-754 1000.00000000015882051

Indice IEEE-754 MCA
1 1000.00000000015882051 1000.00000000000773070
2 1000.00000000015882051 999.99999999999579359
3 1000.00000000015882051 1000.00000000000466116
4 1000.00000000015882051 999.99999999999795364
5 1000.00000000015882051 999.99999999999488409
6 1000.00000000015882051 999.99999999999204192
7 1000.00000000015882051 1000.00000000000386535
8 1000.00000000015882051 1000.00000000000568434
9 1000.00000000015882051 1000.00000000000454747
10 1000.00000000015882051 999.99999999999431566

Table 2.3 – Résultat de 10 exécutions du code de la figure 2.14. La version MCA, en introduisant
un bruit stochastique permet d’identifier rapidement ce qui est juste de ce qui relève du bruit
arithmétique.

du signal de ce qui relève du bruit.
Or le bruit introduit lors d’un calcul IEEE-754 est déterministe et reste donc le même d’une

exécution à l’autre, sauf dans le cas d’une basse fidélité. En considérant ce bruit non plus comme
déterministe mais aléatoire, il devient plus aisé de rapidement identifier le bruit du signal comme
le montre l’exemple suivant sur la table 2.3. La modélisation du bruit numérique par une variable
aléatoire est le coeur des arithmétiques stochastiques. L’idée est de voir chaque opération flottante
comme un calcul exact plus une erreur aléatoire. En répétant les opérations stochastiques plusieurs
fois, on peut alors obtenir une estimation de l’erreur commise.

Il existe deux principaux représentants des arithmétiques stochastiques : les méthodes CESTAC
et MCA. La méthode CESTAC introduite par La Porte et Vignes en 1974 [181] propose d’introduire
un arrondi aléatoire sur les résultats des calculs flottants pour modéliser les erreurs d’arrondi.
L’Arithmétique de Monte Carlo quant à elle, théorisée par Stott Parker [146, 145] en 1997, modélise
l’inexactitude d’une valeur flottante par une variable aléatoire.

Nous allons dans un premier temps présenter trois manières d’effectuer un arrondi aléatoire puis
nous nous pencherons plus en détails sur la méthode MCA. Enfin, nous verrons comment estimer
le nombre de chiffres significatifs d’un résultat stochastique grâce à un résultat théorique sur les
intervalles de confiance.
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Figure 2.15 – Illustration de l’arrondi aléatoire classique (en haut), en moyenne (au milieu) et la
version MCA (en bas) avec à droite les densités de probabilité correspondantes.

On utilisera les notations suivantes :

• x la variable réelle exacte que l’on souhaite calculer.

• X1, X2, ...XN les valeurs de N exécutions en arithmétique stochastique d’un programme cal-
culant x, vues comme des réalisations d’une variable aléatoire X.

• µ “ ErXs l’espérance de X.

• µ̃ “ 1
N

řN
i“1Xi, la moyenne empirique de X estimant µ.

• σ “ SrXs l’écart-type de X.

• σ̃ “
b

1
N´1

řN
i“1pXi ´ µ̃q2, l’écart-type empirique de X estimant σ̃.

2.6.1 Arrondi aléatoire

L’arrondi aléatoire consiste à arrondir un flottant vers le haut (∆) ou vers le bas (∇) de manière
aléatoire pour estimer la sensibilité d’un code aux erreurs d’arrondi. Nous allons présenter trois
variantes d’arrondi aléatoire illustrées sur la figure 2.15.

Dans la première version introduite dans la méthode CESTAC, la variable X a la même proba-
bilité d’être arrondie soit vers le haut, soit vers le bas. De plus le résultat x n’est pas bruité s’il est
représentable dans le format flottant utilisé. Cela se traduit par la fonction suivante :
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random_roundpxq “

#

x si x P F
ξ∆pxq ` p1´ ξq∇pxq sinon

où une variable aléatoire ξ suivant une loi de Bernoulli de paramètre p “ 1
2 .

Une autre version proposée [64] pondère la probabilité d’un arrondi avec sa distance par rapport
à x. Ainsi, si x est plus proche de ∇pxq il aura une plus grande probabilité d’être arrondi vers le
bas et inversement pour l’arrondi dans l’autre sens :

random_round_averagepxq “

#

x si x P F
ξ∆pxq ` p1´ ξq∇pxq sinon

où Prξ “ 0s “
∆pxq ´ x

∆pxq ´∇pxq
et Prξ “ 1s “

x´∇pxq
∆pxq ´∇pxq

.

Cet arrondi dispose de l’élégante propriété suivante : l’espérance d’une opération arithmétique
est le résultat exact de cette opération. En effet,

Errandom_round_averagepxqs “ Prξ “ 0s∆pxq ` Prξ “ 1s∇pxq

“ ∆pxq
x´∇pxq

∆pxq ´∇pxq
`∇pxq ∆pxq ´ x

∆pxq ´∇pxq

“
xp∆pxq ´∇pxqq

∆pxq ´∇pxq
“ x.

Enfin la dernière version tirée de MCA propose d’ajouter un bruit uniformément distribué entre
plus et moins un demi-ulp. Contrairement aux deux modes précédents, la variable aléatoire est
continue avec le calcul intermédiaire effectué en précision infinie. La formule présentée est un cas
particulier de la formule plus générale présentée dans la section 2.6.2 suivante.

random_rounding_mcapxq “ x` ulp.ξ

où ξ Ps ´ 1
2 ,

1
2 r une variable aléatoire uniformément distribuée.

Comme pour l’arrondi aléatoire moyen, l’arrondi aléatoire MCA a une espérance égale au résultat
exact :

Erx` ulp.ξs “ Erxs ` ulpErξs “ x

avec Erξs “ 0.
De plus, cet arrondi aléatoire préserve les opérations exactes puisqu’on rajoute (ou enlève) moins

d’un demi-ulp comme le montre la figure 2.16.

2.6.2 Arithmétique de Monte Carlo

Monte Carlo Arithmetic can be viewed as making a distinction between exact and in-
exact values, and implementing this distinction by modeling inexact values as random
variables.
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Figure 2.16 – Illustration de la préservation des opérations exactes durant l’utilisation de MCA
en mode arrondi aléatoire.

S. Parker

Après avoir vu comment modéliser un arrondi aléatoire dans la section 2.6.1 précédente, nous
allons maintenant présenter plus en détail la méthode MCA. L’Arithmétique de Monte Carlo théo-
risée par Stott Parker [146, 145] en 1997 modélise l’inexactitude d’une valeur flottante par une
variable aléatoire. Dans le modèle MCA, la représentation inexacte d’un réel x sur t chiffres s’écrit :

inexactpxq “ x` βex´tξ

où β est la base de calcul, ex “ tlogβ |x|u`1 la magnitude de x et ξ Ps´ 1
2 ,

1
2 r une variable aléatoire

uniformément distribuée.
En pratique, le principe de MCA est de remplacer chacune des opérations flottantes d’un pro-

gramme par leur équivalent stochastique et d’exécuter le programme plusieurs fois. En supposant
que le programme analysé comporte k opérations, MCA modélise l’inexactitude de la k-ème opé-
ration dont le résultat exact est xk par une variable aléatoire Xk. Ainsi chaque valeur x̃ki qui est
le résultat numérique de la k-ème opération de la i-ème exécution peut alors être vue comme une
réalisation Xk

i de la variable aléatoire Xk. L’idée est d’approximer fidèlement la distribution des
Xk en prenant une taille d’échantillon suffisamment élevée. Ce qui permet d’estimer la valeur réelle
xk par la moyenne empirique µ̃ si on suppose que ErXks “ xk.

L’hypothèse - ErXks “ xk est cependant une hypothèse forte. Si elle est vraie pour une opération
arithmétique de base, il est en revanche faux de considérer le résultat d’une suite d’opérations arith-
métiques de base comme le résultat théorique attendu. En effet, comme le montre la section 2.4.2
l’utilisation d’une précision finie conduit à une erreur systématique (cf. 2.2.7).

La validité de cette hypothèse repose sur le fait que l’estimation de µ par µ̃ est bonne. Or si la
valeur de µ est théorique et parfois inconnue, celle de µ̃ repose sur les échantillons Xi calculés à
l’aide d’une arithmétique finie puisque chaque opération MCA est arrondie vers le format flottant
d’origine.

Une des forces du modèle MCA est l’utilisation de la variable t appelée précision virtuelle. Cette
précision est qualifiée de virtuelle par opposition à la précision machine p utilisée en matériel. Ainsi,
l’idée est de pouvoir simuler des précisions plus faibles que la précision machine lorsque t ă p. Ceci
est résumé sur la figure 2.17.
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Figure 2.17 – Fonction de bruitage de MCA. La précision virtuelle t permet de simuler des pré-
cisions plus faibles en ajoutant un bruit (en bleu hachuré) de plus grande magnitude. Si t “ p on
retrouve un arrondi aléatoire classique. En théorie, le calcul intermédiaire pour ajouter le bruit au
nombre original est fait en précision infinie. En pratique seul 2p bits de précision suffisent (cf. [145,
p.38]) ce qui revient à utiliser p guards digits.

MCA introduit trois modes pour simuler l’erreur stochastique des opérations élémentaires t`,´,ˆ, {u
flottantes. Si x, y P Fβ,p sont deux valeurs flottantes et ‚ P R Ñ R est l’opération réelle associée à
l’opération flottante ˛ P Fβ,p Ñ Fβ,p, alors :
• PB Precision Bounding : PBpx ˛ yq “ ˝ppinexactpxq ‚ inexactpyqq

Le mode Precision Bounding (PB) borne la précision des opérandes et permet de détecter les
annulations catastrophiques.
• RR Random Rounding : RRpx ˛ yq “ ˝ppinexactpx ‚ yqq

Le mode Random Rounding (RR) bruite le résultat d’une opération et permet de modéliser
une erreur d’arrondi.
• Full MCA : FULLpx ˛ yq “ ˝ppinexactpinexactpxq ‚ inexactpyqqq

Le mode FULL MCA combine le mode PB et le mode RR.

Random Rounding

Le mode RR simule un arrondi aléatoire comme présenté à la section précédente 2.6.1. Ce mode
préserve les opération exactes, c’est-à-dire les opérations dont le résultat est représentable dans le
format flottant d’origine.

Precision Bounding

Le mode PB borne la précision des opérandes et permet de détecter les annulations catastro-
phiques. En effet, le mode RR seul ne permet pas de détecter les annulations puisqu’il introduit
l’erreur aléatoire sur le résultat de l’opération. Or le problème avec les annulations catastrophiques
c’est que le potentiel bruit dû aux erreurs d’arrondi accumulées au préalable et qui se trouve sur
les bits de poids faibles, est remonté dans les bits de poids forts. Ainsi, dans une arithmétique
déterministe telle que IEEE-754, où les annulations sont des opérations exactes, il est difficile de
quantifier le nombre de bits justes. Le résultat d’une annulation est donc considéré comme exact à
priori si on ne prend pas en compte les erreurs précédentes commises.

L’introduction du bruit stochastique sur les opérandes permet de résoudre ce problème comme
l’illustre la figure 2.18. En effet, contrairement au mode RR, le bruit sera remonté durant la sous-
traction et fera apparaître clairement la baisse du nombre de chiffres significatifs comme le montre
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Échantillon RR PB
0 0x1.c000000p-20 0x1.ccc9eep-20
1 0x1.c000000p-20 0x1.b9358cp-20
2 0x1.c000000p-20 0x1.be81ecp-20
3 0x1.c000000p-20 0x1.b02d66p-20
4 0x1.c000000p-20 0x1.d04fdap-20
5 0x1.c000000p-20 0x1.ba070ep-20
6 0x1.c000000p-20 0x1.c46ddcp-20
7 0x1.c000000p-20 0x1.ce87ecp-20
8 0x1.c000000p-20 0x1.c29868p-20
9 0x1.c000000p-20 0x1.c7a31ep-20

Moyenne 0x1.c00000p-20 0x1.c2d2eap-20
Écart-type 0 0x1.41ffdp-25
Nombre de

bits
significatifs

888 5,48

Table 2.4 – Comparaison des modes RR et PB de MCA sur la soustraction flottante 0x1.fffffep0
- 0x1.ffffe2p0 avec une précision virtuelle t “ 24. Puisque l’opération est exacte, le mode RR
la préserve et ne la bruite pas. En revanche le mode PB en introduisant du bruit sur les entrées
permet de mettre en lumière l’annulation. Ceci se traduit par un nombre de chiffres significatifs
estimé plus précis pour le mode PB. Une illustration est également donnée sur la figure 2.18.

les résultats de la table 2.4. Dans cet exemple simple, on exécute 10 fois le programme réalisant la
soustraction 0x1.fffffep0 - 0x1.ffffe2p0 en mode RR puis PB. Puisque le résultat est exact,
le mode RR préserve l’opération et ne la bruite pas. Or seuls les premiers bits du résultat sont à
priori justes. En introduisant du bruit sur les opérandes, le mode PB permet de signifier la précision
réelle qui résulte de la soustraction.

2.6.3 Estimation du nombre de chiffres significatifs
L’introduction de l’aléatoire facilite l’identification des chiffres non-significatifs. En effet, on

comprend de manière intuitive que des réalisations Xi MCA ne partagent pas les mêmes chiffres
là où l’erreur aléatoire est venue les perturber. De manière analogue, les Xi échantillons MCA
obtenus après n exécutions possèdent un certain nombre s de chiffres en commun comme le montre
l’exemple sur la table 2.4. Pour estimer ce nombre s, Parker propose de regarder le log du ratio
entre la moyenne µ̃ et l’écart-type σ̃ empirique des échantillons. L’idée peut se résumer ainsi : ôter
les chiffres bruités au résultat exact. Si µ̃ » 2signal et σ̃ » 2bruit alors log2

ˇ

ˇ

ˇ

2signal

2bruit

ˇ

ˇ

ˇ
“ signal´ bruit.

Parker formalise ce principe pour estimer le nombre de chiffres significatifs (noté s) d’un calcul.

Définition 2.6.1 (Nombre de chiffres significatifs MCA).

sMCA “ lim
NÝÑ8

´ logβ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

σ̃

µ̃

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ ´ logβ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

σ

µ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

L’avantage de cette formulation est qu’elle ne nécessite aucune hypothèse sur la distribution de
X. Néanmoins, aucun intervalle de confiance n’est donné pour aider à choisir le nombre d’échan-
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Figure 2.18 – Détection d’une annulation catastrophique avec MCA. Comme la soustraction est
une opération exacte en IEEE-754, il est nécessaire de vérifier si les opérandes sont entachées
d’erreurs numériques pour estimer le nombre de bits corrects. Avec le mode PB de MCA, l’erreur
aléatoire introduite fait apparaître en moyenne les chiffres justes du bruit.

tillons à prendre. Récemment, Sohier et al. [166] ont proposés une définition probabiliste plus
rigoureuse du nombre de chiffres significatifs ainsi que des intervalles de confiance associés dans le
cadre des arithmétiques stochastiques en base binaire (β “ 2).

Pour définir le s de X, les auteurs utilisent une variable aléatoire Z construite comme l’erreur
absolue ou relative avec une valeur de référence fournie par l’utilisateur avec ErZs “ 0. Cette
référence peut être soit une variable réelle (y) soit une variable aléatoire (Y ), ce qui est utile dans
le cas d’un résultat non-déterministe par exemple. Ainsi pour l’erreur relative, Z “ X

y ´ 1 ou
Z “ X

Y ´ 1.
Le nombre de bits significatifs est défini comme :

Définition 2.6.2 (Nombre de bits significatifs en commun). x et y ont s bits en commun si
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

y
´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

2
21´s “ 2´s.

À partir de cette définition 2.6.2, les auteurs définissent le nombre de chiffres significatifs comme
le plus grand s tel que :

Définition 2.6.3 (Nombre de chiffres significatifs probabilistes). En posant que le k-ème bit de X
est significatif avec une probabilité p comme :

P
`

|Z| ď 2´k
˘

ě p

alors on définit s comme étant le plus grand réel tel que :

max
sPR

 

P
`

|Z| ď 2´s
˘

ě p
(

.

Intervalles de confiance

À partir de la définition 2.6.3, les auteurs proposent deux formules pour calculer s, une dans
le cas où X suit une distribution normale et l’autre dans le cas plus général où aucune hypothèse
n’est faite sur la distribution sous-jacente. Nous allons présenté les principaux résultats théoriques
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obtenus dans cet article.

Cas d’une loi normale. Dans le cas où Z suit une loi normale N p0, σq, il est prouvé (Théorème
4.1 [166, p.12]) que le k-ème bit est signifiant avec une probabilité :

Pr|Z| ď 2´ks “ 2P
„

Z

σ
ď

2´k

σ



´ 1 “ 2F

ˆ

2´k

σ

˙

´ 1

où F est la fonction de répartition de la loi normale de moyenne 0 et de variance 1. Le terme du
milieu est dû à la symétrie de la loi normale.

En utilisant la fonction cumulative inverse de la loi normale F´1, on peut alors retrouver le
nombre de chiffres significatifs s avec une probabilité p :

s “ ´ log2pσq ´ log2

ˆ

F´1

ˆ

p` 1

2

˙˙

.

Néanmoins en pratique seule une estimation σ̃ de l’écart-type est connue. Les auteurs proposent
donc d’utiliser cette estimation pour calculer une borne sur le s réel avec une probabilité p et un
niveau de confiance 1´ α :

s ě ´ log2pσ̃q ´

«

1

2
log2

˜

n´ 1

χ2
1´α{2

¸

` log2

ˆ

F´1

ˆ

p` 1

2

˙˙

ff

où F´1 est la fonction cumulative inverse de la loi normale, σ̃ l’écart-type empirique de Z pour
n échantillons et χ2

1´α{2 la loi du χ2 [157].
Le s

MCA
donné par Parker peut ainsi se voir comme une borne inférieure sur le vrai s de X. Les

auteurs donnent l’exemple suivant : avec n “ 200 échantillons, s
MCA

fournit une borne inférieure
avec une probabilité de 66% pour un niveau de confiance de 0.66.

Cas général. L’hypothèse de normalité n’est pas vraie dans tout les cas comme le montre
Parker [145, p.49] ainsi que les auteurs du papier [166, p.24]. Il est difficile de raisonner sur la
distribution de probabilité deX en l’absence d’hypothèses. Pour contourner ce problème, les auteurs
utilisent une épreuve de Bernoulli.

Pour rappel la loi de Bernoulli permet de modéliser le résultat d’une épreuve comportant deux
issues comme le lancer d’une pièce. Cette loi est définie par la probabilité p d’avoir un succès et de
manière analogue par la probabilité 1´ p d’avoir un échec.

Les auteurs définissent un succès comme le fait que l’ensemble des réalisations d’un échantillon
possèdent k premiers bits en commun avec la référence, ce qui définie s comme le plus grand bit
(plus grand k) pour lequel tous les bits de poids fort sont identiques :

s “ max
 

k P J1, 53K | @i P J1, nK, |Zi| ď 2´k
(

.

Le nombre d’échantillons n à tirer est alors déterminé par la probabilité p et le niveaux de
confiance 1´ α désiré suivant l’inégalité :

n ď
lnpαq

lnppq
.
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2.7 Conclusion
L’arithmétique des ordinateurs est un domaine bien étudié mais qui refait surface à chaque

transition technologique. La norme IEEE-754, utile pour uniformiser la reproductibilité des calculs
s’essouffle et a du mal à gérer l’indéterminisme toujours plus présent dans les calculs et les archi-
tectures. Les développeurs se tournent également vers des formats fait maisons pour répondre aux
besoins des nouvelles applications de deep learning. Un parallèle peut être dressé entre la situation
actuelle et la situation d’avant la norme IEEE-754 où chaque constructeur développait son propre
format flottant.

La question de la reproductibilité est également une question centrale puisque que nous avons
montré qu’elle était présente à tous les niveaux du calcul, des instructions vectorielles qui peuvent
modifier l’ordre des calculs jusqu’à l’ordonnancement des tâches en passant par le découpage des
maillages. Il est donc important d’avoir des modèles de calcul qui puisse rendre compte de cet
indéterminisme et mesurer ces effets sur la qualité numérique des résultats calculés.

Ainsi nous avons montré que l’usage des arithmétiques stochastiques offrait une solution élégante
pour détecter des erreurs liées au modèle flottant et estimer le nombre de chiffres significatifs d’un
résultat. Les arithmétiques stochastiques s’avèrent également être des outils efficaces pour juger
de la pertinence ou non d’avoir une reproductibilité très précise des résultats. Enfin, les nouveaux
outils théoriques sur les intervalles de confiance pour unifier les résultats connus permettent de
renforcer leur intégration au sein des modèles et des codes de simulations. Ceci permet alors un
meilleur processus de validation et de vérification.



Chapitre 3

Verificarlo

Verificarlo [56] est né d’une volonté d’automatiser la vérification et la validation des calculs
numériques du modèle flottant (décrit en section 2.1) pour les codes HPC. Pensé comme un com-
pilateur, le projet s’est ensuite élargi pour intégrer plusieurs aspects de l’analyse numérique des
codes : la détection d’erreur, la génération de traces numériques, la visualisation de la qualité nu-
mérique, l’optimisation de la précision de calcul ... Cependant appliquer Verificarlo sur un code
industriel pose des problèmes de passage à l’échelle. Par exemple, l’introduction de bruit aléatoire
peut faire crasher l’application. Cela indique aux développeurs qu’il a des instabilités numériques
mais ne l’aide pas à localiser les sources d’erreurs afin de les corriger. Autre exemple, l’utilisation
de la précision mixte permet d’améliorer les performances en densifiant les calculs et diminuant le
trafic mémoire (cf. section 5.4.5). Néanmoins sans méthodologie pour identifier les endroits du code
qui peuvent être passés dans un format réduit, il peut être difficile pour ne pas dire impossible à un
développeur de les trouver dans une application contenant plusieurs centaines de milliers de lignes
de codes. Il s’agit alors de mettre en place des stratégies pour aider le développeur à naviguer rapi-
dement dans ces espaces de recherche afin identifier les sources d’erreurs numériques pour pouvoir
mettre en place des corrections ou trouver les endroits du codes pouvant être passés en binary32
par exemple.

Ce chapitre débutera par la présentation de Verificarlo où nous détaillerons son schéma concep-
tuel et expliquerons comment il remplace les instructions de calcul flottant par des appels génériques.
Nous présenterons également les backends disponibles dans Verificarlo dont le backend BITMASK qui
a été développé durant cette thèse. Enfin nous terminerons par présenter des méthodes de réduction
de dimensionnalités qui sont utilisées pour déboguer ou optimiser les calculs flottants pour des codes
HPC.

3.1 Schéma conceptuel

Verificarlo est un compilateur basé sur l’infrastructure de compilation LLVM [113] qui remplace
automatiquement les opérations flottantes par leur équivalent dans d’autres modèles de calcul.

Le processus de compilation traduit un langage source lisible par un humain en langage compré-
hensible par la machine. Ce processus se décompose généralement en trois sections présentées sur la
figure 3.1 : le front-end qui transforme le langage source en langage intermédiaire puis le middle-end
qui applique des optimisations pour rendre le code généré plus performant et enfin le back-end qui
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Figure 3.1 – Les trois étapes du processus de compilation : front-end, middle-end et back-end.

LLVM

C/C++
FORTRAN

Exécutable

Éxecutions
intrinsequement 

parallèles

MPFR

QUAD

VPREC

BITMASK

+

Selection du backend
Remplacement des

opérations flottantes
Applications

Figure 3.2 – Schéma conceptuel de Verificarlo. Construit autour du compilateur LLVM, Verificarlo
accepte les langages reconnus par LLVM puis remplace les opérations flottantes par un opérateur
générique. Le choix du mode de bruitage est fait à l’exécution. Le code peut être ensuite exécuté plu-
sieurs fois en concurrence disjointe. A noter que les backends VPREC et BITMASK ne nécessitent
qu’une seule exécution.

traduit le langage intermédiaire en langage assembleur. Dans cette thèse, nous utiliserons le terme
de backend pour faire référence à une implémentation d’un modèle de calcul comme par exemple
les backends MPFR et QUAD qui sont deux implémentations du modèle MCA.

Verificarlo peut être découpé suivant le même schéma comme le montre la figure 3.2. Verificarlo
utilise le front-end clang de LLVM qui supporte plusieurs langages sources dont le C et le C++.
Clang transforme ces langages sources en un langage intermédiaire appelé IR. C’est au niveau de
l’IR que Verificarlo travaille pour remplacer les instructions flottantes par des appels génériques.
Cette passe dite d’instrumentation intervient après application des optimisations par LLVM et avant
la génération du code assembleur. Instrumenter après application des optimisations est important
pour capturer les effets des optimisations sur la qualité numérique du code généré comme nous le
verrons dans la section 3.1.3. Une fois instrumenté, l’utilisateur peut choisir par quel backend il
souhaite remplacer les appels génériques durant l’exécution. Dans le cas de backend introduisant
de l’aléatoire, plusieurs exécutions du même programme seront nécessaires. Cela est transparent en
terme de surcoût pour l’utilisateur puisque les exécutions sont indépendantes les unes des autres.

La figure 3.3 montre un exemple d’utilisation de Verificarlo sur un test minimal.

3.1.1 Compilation

Le choix de LLVM a été guidé par sa polyvalence et sa flexibilité. En effet, LLVM accepte de
nombreux langages en entrée dont le C,C++ et le FORTRAN qui représentent encore aujourd’hui la
majorité des langages utilisés dans les codes HPC. Ces langages sources sont traduits en un langage
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bash$ cat > test.c <<HERE
#include <stdio.h>
int main() {
double a = 0;
for (int i=0; i < 10000; i++) a += 0.1;
printf ("%0.17f\n", a);
return 0;

}
HERE

bash:$ verificarlo test.c -o test
bash:$ VFC_BACKENDS =" libinterflop_mca.so" ./test
999.99999999999795364
bash:$ VFC_BACKENDS =" libinterflop_mca.so" ./test
1000.00000000000102318
bash:$ VFC_BACKENDS =" libinterflop_mca.so" ./test
1000.00000000000386535

Figure 3.3 – Exemple minimal d’utilisation de Verificarlo. L’instrumentation est transparente pour
l’utilisateur car elle ne nécessite pas de réécriture et le binaire peut être exécuté directement. Le
choix du backend se fait par l’intermédiaire de la variable d’environnement VFC_BACKENDS avec ici
celui de QUAD. On voit ici que le résultat de la somme varie d’une exécution á l’autre.

float add(float a, float b) {
return a + b;

}

define float @add(float , float) {
%3 = alloca float
%4 = alloca float
store float %0, float* %3
store float %1, float* %4
%5 = load float, float* %3
%6 = load float, float* %4
%7 = fadd float %5, %6
ret float %7

}

Figure 3.4 – À gauche, le code C d’une addition flottante. À droite, sa représentation intermédiaire
généré par clang 6.0.0 avec -O0.

intermédiaire noté IR (Intermediate Representation) grâce à des compilateurs frontend comme par
exemple clang pour les langages C et C++. Pour le langage FORTRAN, Verificarlo utilise le module
DragonEgg [118] du compilateur GNU C Compiler () puisque le frontend flang [142] est encore en
cours de développement. Le module dragonegg permet de générer de l’IR LLVM à partir de GCC.
L’IR est un langage assembleur virtuel, c’est-à-dire qu’il ne correspond pas à un jeu d’instruction
d’une machine physique réelle mais permet de s’abstraire à la fois les langages d’origines et les
architectures ciblées. LLVM et sa représentation intermédiaire seront détaillés en section 4.3.4. La
figure 3.4 montre la traduction d’un code source écrit en langage C vers l’IR LLVM.

3.1.2 Instrumentation

Après la traduction du langage primaire en IR, une passe de compilation remplace toutes les
opérations flottantes arithmétiques `,´,ˆ, { et de comparaison ă,ď,ą,ě,““, ! “ trouvées par un
appel générique. C’est l’étape d’instrumentation du code. Verificarlo permet de choisir les fonctions
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à instrumenter. Cet appel générique est chargé depuis une table virtuelle (vtable) qui contient
l’ensemble des opérations à implémenter. Cette interface présentée sur la figure 3.5 est codée sous
forme de structure où chaque champ correspond à une opération flottante d’un type donné. Cette
architecture permet de s’abstraire du backend utilisé et simplifie la passe de compilation. En effet,
puisque les éléments de la structure ont une place fixe, la position de la fonction à charger dans la
vtable est calculée suivant l’opération instrumentée. De plus, tout backend respectant cette structure
s’interface sans problèmes avec Verificarlo.

La figure 3.6 montre l’instrumentation du code présenté en figure 3.4. À gauche, l’instruction %7
qui est le résultat de l’addition flottante des registres %5 et %6 est remplacée à droite par le charge-
ment d’une fonction ayant la même signature que l’instruction fadd : float (float, float) qui
se lit
typeretour (typearg1, typearg2, ..., typeargN). Ce chargement est réalisé au travers de l’ins-
truction LLVM getelementpointer qui est utilisée pour calculer l’adresse d’un élément d’un type
agrégé (tableau ou structure). La place de l’élément est déterminée par la valeur du dernier argu-
ment (ici 0) ce qui correspond à la première fonction de la vtable. Dans la convention suivi par
Verificarlo, cette fonction correspond à l’addition. Verificarlo utilise également les types vectoriels
de LLVM pour pouvoir instrumenter les opérations flottantes vectorisées. Ces types vectoriels sont
des vecteurs d’éléments de types natifs permettant d’exprimer la vectorisation au sein de l’IR.

3.1.3 Effets des optimisations

L’instrumentation à la fin des optimisations middle-end permet de conserver les optimisations
appliquées par le compilateur et de rester au plus près du code originel compilé. En effet, nous
avons vu en section 2.5.2 que les optimisations sur les calculs flottants appliquées par le compilateur
pouvaient modifier et nuire à la qualité numérique du code assembleur généré.

Pour comprendre reprenons l’exemple de la somme de Kahan (cf. figure 2.7) présenté en sec-
tion 2.5.2 et regardons en détail l’IR généré. La figure 3.7 présente l’IR du coeur de la boucle
généré par clang sans optimisations. On retrouve le comportement attendu avec la préservation
des opérations intermédiaires. Par contre, la figure 3.8 montre la déconstruction des termes correc-
tifs et même la vectorisation du coeur de boucle lorsque les optimisations agressives sont activées
avec les drapeaux -O3 -ffast-math. Ainsi, en effectuant l’instrumentation après les optimisations,
Verificarlo capture uniquement les instructions flottantes qui ne sont pas éliminées par les passes
d’optimisation ce qui lui permet de se rapprocher le plus possible de ce qui sera réellement exécuté
sur le processeur.

Le choix des backends et des paramètres est passé à l’aide de variables d’environnement. Nous
présentons ici les trois principales variables communes aux backends :
• VERIFICARLO_BACKEND : permet de choisir le backend à utiliser durant l’exécution parmi MPFR,
QUAD, VPREC et BITMASK.
• VERIFICARLO_PRECISION : permet de choisir la précision virtuelle de travail.
• VERIFICARLO_<BACKEND>_MODE : permet de choisir le mode de calcul pour le backend sélec-

tionné. Par exemple, le mode RR ou PB pour le modèle MCA.
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struct mca_interface_t {
/* Retourne x + y */
float (*float add)(float x,

float y);
/* Retourne x - y
float (*float sub)(float x,

float y);
/* Retourne x * y
float (*float mul)(float x,

float y);
/* Retourne x / y
float (*float div)(float x,

float y);
/* Retourne x cmp y, ou ‘cmp ‘ est
dans {<,<=,>,>=,==,!=} */

bool (*float cmp)(float x,
float y,
enum FCMP);

/* Retourne x + y */
double (* double add)(double x,

double y);
/* Retourne x + y */
double (* double sub)(double x,

double y);
/* Retourne x + y */
double (* double mul)(double x,

double y);
/* Retourne x + y */
double (* double div)(double x,

double y);
/* Retourne x cmp y, ou ‘cmp ‘ est
dans {<,<=,>,>=,==,!=} */

bool (* double cmp) (double x,
double y,
enum FCMP);

/* Modifie la graine du generateur
de nombres aleatoires */

void (*seed)(void);
/* Modifie le mode de bruitage */
int (* set_mca_mode)(int);
/* Modifie la precision virtuelle */
int (* set_mca_precision)(int);

};

@_vfc_current_mca_interface = external global
{

float (float, float)*,
float (float, float)*,
float (float, float)*,
float (float, float)*,
i1 (float, float, i8)*,
double (double , double)*,
double (double , double)*,
double (double , double)*,
double (double , double)*
i1 (double , double , i8)*,

}

Figure 3.5 – Interface des backends avec la version C à gauche et la version IR à droite. Chacun
des éléments de la structure est une opération à implémenter pour pouvoir s’interfacer avec Ve-
rificarlo. La convention choisi dans Verificarlo spécifie dans l’ordre, l’addition, la soustraction, la
multiplication et la division. Les trois dernières fonctions du backend ne sont pas incluses car elles
sont uniquement appelées lors de l’initialisation.
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define float @add(float , float) {
%3 = alloca float
%4 = alloca float
store float %0, float* %3
store float %1, float* %4
%5 = load float, float* %3
%6 = load float, float* %4
%7 = fadd float %5, %6
ret float %7

}

define float @add(float , float) {
%3 = alloca float
%4 = alloca float
store float %0, float* %3
store float %1, float* %4
%5 = load float, float* %3
%6 = load float, float* %4
%7 = load float (float, float)*, float (float
, float)** getelementptr inbounds (

...
@_vfc_current_mca_interface , i32 0, i32 0)
%8 = call float %7( float %5, float %6)
ret float %8

}

Figure 3.6 – Résultat de l’instrumentation de l’addition flottante au registre %7 sur le code de
gauche par deux instructions à droite : %7 qui charge la fonction et %8 qui l’appel sur les arguments
d’origines.

%18 = load float*, float ** %3 ;
%19 = load i32 , i32* %9 ;
%20 = sext i32 %19 to i64 ;
%21 = getelementptr float , float* %18, i64 %20 ;
%22 = load float , float* %21 ;
%23 = load float , float* %6 ;
%24 = fsub float %22, %23 ;
store float %24, float* %7 ; y = f[i] - sum
%25 = load float , float* % ;
%26 = load float , float* %7 ;
%27 = fadd float %25, %26 ;
store float %27, float* %8 ; t = sum + y
%28 = load float , float* %8 ;
%29 = load float , float* %5 ;
%30 = fsub float %28, %29 ;
%31 = load float , float* %7 ; y = t - sum
%32 = fsub float %30, %31 ;
store float %32, float* %6 ; c = (t - sum) - y
%33 = load float , float* %8 ;
store float %33, float* %5 ; sum = t
br label %34

Figure 3.7 – Coeur de la boucle principale dans la sommation de Kahan compilée sans optimisations
avec clang 6.0.0
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%17 = phi i64 [ 0, %9 ], [ %29, %16 ] ; i = 0
%18 = phi <4 x float > [ %15, %9 ], [ %27, %16 ] ; sum1 = f[0:4]
%19 = phi <4 x float > [ zero , %9 ], [ %28, %16 ] ; sum2 = 0
%20 = or i64 %17, 1 ;
%21 = getelementptr float , float* %0, i64 %20 ;
%22 = bitcast float* %21 to <4 x float >* ;
%23 = load <4 x float >, <4 x float >* %22 ; x1 = f[i : i + 3]
%24 = getelementptr float , float* %21, i64 4 ;
%25 = bitcast float* %24 to <4 x float >* ;
%26 = load <4 x float >, <4 x float >* %25 ; x2 = f[i + 4 : i + 7]
%27 = fadd fast <4 x float> %23, %18 ; sum1 = x1 + sum1
%28 = fadd fast <4 x float> %26, %19 ; sum2 = x2 + sum2
%29 = add i64 %17, 8 ; j = j + 8
%30 = icmp eq i64 %29, %13 ;
br i1 %30, label %31, label %16 ;

Figure 3.8 – Coeur de la boucle principale dans la sommation de Kahan compilée avec optimisations
agressives (-O3 -ffast-math) avec clang 6.0.0

Figure 3.9 – Effet des optimisations de compilation sur la justesse des résultats de la somme
de Kahan. Chaque point est une réalisation MCA représentant la valeur de la somme sur 100000
éléments binary32 en mode RR et précision virtuelle t “ 24. Les 1000 réalisations tirées à droite
montre une plus grande dispersion qu’à gauche illustrant la perte de justesse occasionnée par les
optimisations. On retrouve cette variance des résultats dans le nombre de chiffres significatifs s avec
la définition 2.6.1.
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3.2 Les backends

Nous allons ici présenter trois des quatre backends disponibles dans la version actuelle de Ve-
rificarlo. Pour les backends MCA, bien qu’en théorie les calculs intermédiaires doivent être faits
en précision infinie, l’utilisation de deux fois la précision de travail s’avère être en pratique suffi-
sante [145, p38]. Le backend VPREC permettant de simuler des précisions variables sera présenté
dans la section 5.1.2 du chapitre 5.

3.2.1 MPFR

Le backend MPFR est l’implémentation de référence du modèle MCA inspirée de la librairie
MCALIB [68]. Il doit son nom à la librairie de calcul en multi-précision arbitraire MPFR [67] qu’il
utilise. Ce backend remplace chaque opération flottante par son équivalent dans l’arithmétique de
Monte-Carlo. La figure 3.11 présente l’implémentation d’origine de la fonction _mca_inexact qui
ajoute le bruit stochastique à une valeur flottante a. Pour cela nous calculons l’exposant de la
variable a (ligne 5) que nous utilisons pour calculer la magnitude du bruit qui sera ajouté à a (ligne
8). Le bruit dépend de la précision virtuelle utilisée (MCALIB_T). On utilise la variable mpfr_rand
pour stocké ce bruit qui sera ajouté à la valeur flottante (ligne.23).

Optimisations proposées

Le backend MPFR est le premier backend à avoir été implémenté dans Verificarlo et est aujourd’hui
considéré comme une implémentation de référence. Inspiré de l’implémentation de MCALIB, il
souffre d’un surcoût conséquent variant d’un facteur ˆ100 à ˆ1000 suivant les cas dû à l’utilisation
intensive de la librairie MPFR. Nous avons profilé le backend à l’aide de l’outil maqao [59] pour
trouver les points chauds, c’est-à-dire les endroits dans lesquels une application passe la majeure
partie de son temps, pour ensuite les optimiser.

Le tableau 3.1 montre les quatre fonctions les plus chaudes durant l’exécution du code 3.10.
L’implémentation d’origine passe la majeur partie de son temps dans l’initialisation des variables
mpfr avec la fonction mpfr_set_d. En réduisant le nombres de variables mpfr et donc leur initiali-
sation, on améliore le temps passé dans le backend. De plus, cela diminue également le temps passé
dans __tls_get_addr, une fonction de noyau Linux qui renvoie l’adresse d’une variable locale à
un thread. En effet, la plupart des fonctions de la librairie MPFR sont thread-safe donc les variables
locales aux fonctions sont déclarées dans la mémoire locale au thread (TLS).

La seconde partie couvrant la majorité du temps d’exécution est le calcul du bruit stochas-
tique 2ex´tξ avec les fonctions __ieee754_pow_sse2 et mpfr_mul liées aux lignes 19 et 22 sur la
figure 3.11, ainsi que les initialisations correspondantes (lignes 20 et 21). En remplaçant ce calcul
par la fonction mpfr_mul_2si, on économise l’appel de la puissance qui est une fonction coûteuse
ainsi que la variable offset.

Les optimisations apportées ont permis de diviser le temps d’exécution par ˆ2, 5 en moyenne.
Le détail des facteurs d’accélération est présenté table 3.3.

3.2.2 QUAD

Le backend MPFR facilite l’implémentation du modèle MCA grâce à la librairie MPFR qui fourni
l’ensemble des fonctions pour calculer et arrondir correctement les opérations flottantes pour des
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for (i = 0 ; i < ITER; i++) {
for (j = 0; j < SAMPLES; j++) {

data[j] = a OPERATE b;
}

}

Figure 3.10 – Code pour mesurer les performances des optimisations apportées au backend MPFR.
Les paramètres choisis sont ITER=5000 et SAMPLES=10000. La variable OPERATE est parmi
les quatre opérations de base p`,´, ˚, {q.

Fonction Librairie Couverture (%) Temps (sec)
mpfr_set_d libmpfr.so.4.1.4 15,71 12,10
mpfr_mul libmpfr.so.4.1.4 8,15 6,24
__ieee754_pow_sse2 libm-2.23.so 7,84 6,04
__tls_get_addr ld-2.23.so 6,70 5,16
mpfr_init2 libmpfr.so.4.1.4 5,19 4,00
int_free libc-2.23.so 4,98 3,84
__exp1 libm-2.23.so 4,91 3,78
Total - 100 77,04

Table 3.1 – Profil des fonctions couvrant plus de 50% du temps d’exécution dans la version d’origine
du backend MPFR. Une part importante est passée dans l’initialisation des variables et le calcul
de puissance. Code (figure 3.10) compilé avec verificarlo -O0 -DSAMPLES=10000 -DITER=5000
-DOPERATE=+ et exécuté avec VERIFICARLO_PRECISION=53 et VERIFICARLO_MCAMODE=MCA sur la
machine sur une machine 8 coeurs Intel Xeon E31245 cadencé à 3.7GHz disposant de 16Go de
RAM.

Fonction Librairie Couverture (%) Temps (sec)
mpfr_set_d libmpfr.so.4.1.4 19,98 4,72
_mca_inexact libmcampfr.so.0.0.0 10,67 2,52
mpfr_add1sp libmpfr.so.4.1.4 10,58 2,50
__tls_get_addr ld-2.23.so 9,40 2,22
Total - 100 24,58

Table 3.2 – Profil des fonctions couvrant plus de 50% du temps d’exécution dans la version
optimisée du backend MPFR. La réduction du nombre de variables intermédiaires ainsi que des
fonctions regroupant plusieurs opérations permettent de réduire le temps d’exécution. Code (fi-
gure 3.10) compilé avec verificarlo -O0 -DSAMPLES=10000 -DITER=5000 -DOPERATE=+ et exé-
cuté avec VERIFICARLO_PRECISION=53 et VERIFICARLO_MCAMODE=MCA sur une machine 8 coeurs
Intel Xeon E31245 cadencé à 3.7GHz disposant de 16Go de RAM.
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1 static int _mca_inexact(mpfr_ptr a, mpfr_rnd_t rnd_mode) {
2 if (MCALIB_OP_TYPE == MCAMODE_IEEE) {
3 return 0;
4 }
5 mpfr_exp_t e_a = mpfr_get_exp(a) - 1;
6 mpfr_prec_t p_a = mpfr_get_prec(a);
7 mpfr_t mpfr_rand , mpfr_offset , mpfr_zero;
8 e_a = e_a - (MCALIB_T - 1);
9 mpfr_inits2(p_a , mpfr_rand , mpfr_offset , mpfr_zero , (mpfr_ptr)0);

10 mpfr_set_d(mpfr_zero , 0., rnd_mode);
11 int cmp = mpfr_cmp(a, mpfr_zero);
12 if (cmp == 0) {
13 mpfr_clear(mpfr_rand);
14 mpfr_clear(mpfr_offset);
15 mpfr_clear(mpfr_zero);
16 return 0;
17 }
18 double d_rand = (_mca_rand () - 0.5);
19 double d_offset = pow(2, e_a);
20 mpfr_set_d(mpfr_rand , d_rand , rnd_mode);
21 mpfr_set_d(mpfr_offset , d_offset , rnd_mode);
22 mpfr_mul(mpfr_rand , mpfr_rand , mpfr_offset , rnd_mode);
23 mpfr_add(a, a, mpfr_rand , rnd_mode);
24 mpfr_clear(mpfr_rand);
25 mpfr_clear(mpfr_offset);
26 mpfr_clear(mpfr_zero);
27 }

Figure 3.11 – Backend MPFR original.

1 static int _mca_inexact(mpfr_ptr a, mpfr_rnd_t rnd_mode) {
2 /* if we are in IEEE mode , we return a noise equal to 0 */
3 /* if a is NaN , Inf or 0, we don’t disturb it */
4 if (( MCALIB_OP_TYPE == MCAMODE_IEEE) || (mpfr_regular_p(a) == 0)) {
5 return 0;
6 }
7 /* get_exp reproduce frexp behavior , */
8 /* i.e. exp corresponding to a normalization in the interval [1/2 1[ */
9 /* remove one to normalize in [1 2[ like ieee numbers */

10 mpfr_exp_t e_a = mpfr_get_exp(a) - 1;
11 mpfr_prec_t p_a = mpfr_get_prec(a);
12 MPFR_DECL_INIT(mpfr_rand , p_a);
13 e_a = e_a - (MCALIB_T - 1);
14 double d_rand = (_mca_rand () - 0.5);
15 mpfr_set_d(mpfr_rand , d_rand , rnd_mode);
16 /* rand = rand * 2 ^ (e_a) */
17 mpfr_mul_2si(mpfr_rand , mpfr_rand , e_a , rnd_mode);
18 mpfr_add(a, a, mpfr_rand , rnd_mode);
19 }
20 }

Figure 3.12 – Backend MPFR optimisé.
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Format Mode Acceleration
binary32 RR 1,69
binary32 PB 2,24
binary32 MCA 2,51
binary64 RR 2,05
binary64 PB 2,72
binary64 MCA 3,07

Table 3.3 – Principaux facteurs d’accélération entre le backend MPFR d’origine (fig. 3.1) et la version
optimisée (fig. 3.2) mesurés sur l’exécution du code de la figure 3.10. Les facteurs correspondent à
la moyenne des trois accélérations obtenues sur chaque opération p`, ˚, {q.

precisions arbitraires. Cependant, ce backend souffre d’un ralentissement conséquent pour une uti-
lisation HPC.

Pour accélérer l’ajout du bruit stochastique, le backend QUAD utilise des nombres flottants du
standard IEEE-754. En effet, l’utilisation de types natifs est plus rapide que ceux de librairies en
précision arbitraire comme MPFR. De plus, comme il suffit en pratique du double de la précision de
travail pour effectuer les calculs intermédiaires, les calculs pour le binary32 peuvent être faits sur
du binary64 (2 ˆ 23 ă 52) et ceux du binary64 sur du binary128 (2 ˆ 52 ă 112). Si les formats
binary32 et binary64 sont disponibles sur la plupart des CPUs modernes, aucuns d’entre eux ne
proposent de binary128 de manière native pour le moment. Il est donc nécessaire de l’émuler. Nous
utilisons pour cela le type __float128 de la GCC Quad-Precision Math Library qui est représenté
sur deux mots de 64 bits. Cette bibliothèque fourni les opérations arithmétiques de base ainsi
que les fonctions mathématiques standards de la libm. L’utilisation des __float128 requiert une
précaution puisque leur mantisse est à cheval sur deux mots mémoire. La gestion des dénormalisés
nécessite donc plusieurs opérations pour décaler la mantisse à la bonne place suivant la précision
virtuelle utilisée comme illustrée sur la figure 3.13.

3.2.3 BITMASK

Le backend BITMASK offre une approximation grossière de MCA en utilisant des masques de
bits pour introduire des perturbations dans les calculs flottants. Il a été construit pour évaluer
rapidement des applications HPC en présence de bruit mais ajoute cependant un bruit biaisé ce qui
ne le rend pas propice à l’étude des propriétés arithmétiques fines comme le modèle MCA dans lequel
l’erreur introduite est non biaisée (cf. 2.6.1). BITMASK offre cependant une bonne approximation
comme nous le verrons section 3.2.3.
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Figure 3.13 – Implémentation des types __float128 de GCC construits sur deux mots de 64 bits.
La mantisse necessite deux entiers de 64 bits puisqu’elle est codée sur 112 bits. Cela nécessite un
traitement particulier comme pour la gestion des dénormalisés.

Figure 3.14 – Modes BITMASK avec en opaque les bits à 1 et en transparent les bits à 0. Pour le
mode RAND, on applique uniquement le XOR sur la partie opaque de la mantisse.
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Le backend BITMASK dispose de quatre modes de perturbation :

• IEEE : Exécute l’opération comme en IEEE-754.

• ZERO : Applique un masque de bits sur la mantisse avec un AND mettant les bits de poids
faible supérieurs à la précision virtuelle à 0. Si x est un flottant de mantissem “ m0m1...mp´1

alors ZERO(x) :
m0 m1 ... mt´2 mt´1 mt ... mp´1

AND 1 1 ... 1 0 0 ... 0
m0 m1 ... mt´2 0 0 ... 0

Cela revient à un arrondi vers zero à précision t.
ZEROpx ˛ yq “ ’t px ˛ yq

• ONE : Applique un masque de bits sur la mantisse avec un OR mettant les bits de poids
faible supérieurs à la précision virtuelle à 1.

m0 m1 ... mt´2 mt´1 mt ... mp´1

OR 0 0 ... 0 1 1 ... 1
m0 m1 ... mt´2 1 1 ... 1

• RAND : Applique un masque de bits aléatoire avec un XOR sur la mantisse sur les bits de
poids faible supérieurs à la précision virtuelle. On note X les bits aléatoires et Yi “ Xi ‘mi

le résultat du XOR.

m0 m1 ... mt´2 mt´1 mt ... mp´1

AND 0 0 ... 0 1 1 ... 1
XOR 0 0 ... 0 Xt´2 Xt´1 ... Xp´1

OR m0 m1 ... mt´2 0 0 ... 0
m0 m1 ... mt´2 Yt´2 Yt´1 ... Yp´1

Performance

Le backend BITMASK est très léger puisque l’exécution du code 3.10 ne prend que 4,92 secondes
en moyenne contre 1,46 secondes pour le code original, soit un ralentissement de 3,37.

Biais statistique

Le backend BITMASK souffre d’un biais statistique pour les trois modes dont il dispose. Un
backend biaisé signifie qu’en moyenne l’erreur introduite dans les opérations flottantes n’est pas
nulle. Par conséquent l’espérance du résultat bruité est différente du résultat exacte. Pour rappel,
nous avons montré à la section 2.6.1 que l’erreur ajoutée dans le modèle MCA est non-biaisée
puisque :

inexactpxq “ x` βex´tξ, ξ P
‰

´ 1
2 ,

1
2

“

conduit à
Erx` βex´t.ξs “ Erxs ` βex´tErξs “ x car Erξs “ 0.

Le mode ZERO en tronquant au t-ème bit est équivalent à un arrondi vers zéro ZEROtpx ˛
yq “ ’t px ˛ yq. Pour le mode ONE puisque l’on introduit des 1 à partir de la position t, on peut
représenter comme un arrondi vers zéro plus un terme ct “

řp´1
i“t 2´i “ 2´t`1 ´ 2´p`1 où t est la

précision virtuelle et p la précision du format d’origine : ONEtpx ˛ yq “ ’t px ˛ yq ˚ p1` ctq. Pour
une précision virtuelle t ě p donnée, ces deux modes encadrent l’arrondi au plus près :
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int main() {
float somme = 0.0f;
for (int i = 0; i < n; i++) {

somme += 0.1f;
}
printf("somme = %.6a\n", somme);
return 0;

}

Figure 3.15 – Code de la somme de 0,1 répété n fois. Compilé avec verificarlo -O0 et exécuté
avec VERIFICARLO_PRECISION=24 et VERIFICARLO_MODE=RR.

|ZEROtpxq| ď| ˝t pxq| ď |ONEtpxq|

| ’t pxq| ď| ˝t pxq| ď | ’t pxqp1` ctq|.

La figure 3.16 compare ces deux modes d’arrondi avec le mode d’arrondi au plus près pour le
code 3.15. On remarque que l’accumulation du biais introduit par ces deux modes tend à dévier le
résultat calculé du résultat en arrondi au plus près.

Les modes ZERO et ONE sont donc des modes non-aléatoires biaisés qui orientent l’erreur d’arrondi
toujours dans la même direction. Le mode RAND pour sa part repose sur un tirage aléatoire dans la
construction du masque à appliquer. Cependant, puisque nous utilisons un XOR comme opération
pour appliquer le masque, l’erreur introduite dépend du nombre de 0 dans la mantisse du nombre
à bruiter. En effet, si l’on prend le cas extrême lorsque la mantisse ne possède que des 0, l’erreur
introduite ne sera que positive et fera augmenter le nombre. A l’inverse dans le cas ou la mantisse
ne possède que des 1, l’erreur introduite sera négative et fera diminuer le nombre. En effet, si on
suppose que X est la variable aléatoire représentant le masque tiré aléatoirement et que x P Fp est
la variable à bruiter à la précision virtuelle t telles que :

x “ p´1q´s.2ep1`mq,m “

p´1
ÿ

i“1

mi2
´i,mi P t0, 1u

X “ p´1q´s.2ep1`Mq,M “

p´1
ÿ

i“1

Mi2
´i,Mi P t0, 1u.
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Figure 3.16 – Illustration du biais présent dans les modes ZERO et ONE du backend BITMASK. Le
code testé est présenté sur la figure 3.15. Les modes ZERO (bleu) et ONE (rouge), par le biais qu’il
introduise tendent à s’éloigner du résultat IEEE-754 avec arrondi au plus près (jaune). Le mode
d’arrondi au plus près permet d’avoir un résultat plus proche du résultat exact (vert) que les modes
du backend BITMASK qui orientent le résultat toujours dans le même sens. Le plateau final est du à
une absorption de 0,1 par l’accumulateur de la somme.
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x 0 0 1 1
X 0 1 0 1
x‘X 0 1 1 0
px‘Xq ´ x 0 1 0 -1

Table 3.4 – Table des gains de l’opération x‘X

on définit l’opérateur XOR ‘ de la manière suivante :

x‘t X “ p´1qs2e

˜

1`
p´1
ÿ

i“1

pMi ‘miq2
´i

¸

“ p´1qs2e

˜

1`
t´1
ÿ

i“1

pMi ‘miq2
´iq `

p´1
ÿ

i“t

pMi ‘miq2
´i

¸

“ p´1qs2e

˜

1`
t´1
ÿ

i“1

mi2
´i `

p´1
ÿ

i“t

pMi ‘miq2
´i

¸

.

On définit Ck l’ensemble de tous les nombres flottants ayant pour mantisse k bits égales à 1.
Nous allons montrer que l’erreur introduite est toujours positive (respectivement négative) pour
x P C0 ùñ |x‘X| ě |x| (respectivement x P Cp ùñ |x‘X| ď |x|).

Pour cela, calculons l’erreur moyenne pour un bit situé à la place i à partir de la table 3.4.

Erpmi ‘Miq ´mis “ p0.Prmi ‘Mi “ 0|mi “ 0s ` 1.Prmi ‘Mi “ 1|mi “ 0s

` 0.Prmi ‘Mi “ 1|mi “ 1s ´ 1.Prmi ‘Mi “ 0|mi “ 1sq2´i

Erpmi ‘Miq ´mis “ pPrmi ‘Mi “ 1|mi “ 0s ´ Prmi ‘Mi “ 0|mi “ 1sq2´i.

On voit que l’erreur moyenne introduite pour un bit dépend du bit mi du nombre d’origine.
Analysons maintenant l’erreur de l’opération p|x| ‘Xq´ |x| On prend la valeur absolue de |x| pour
montrer le signe de l’erreur moyenne introduite.
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Erp|x| ‘t Xq ´ |x|s “ |p´1qs2ep1` pM ‘mqq| ´ |p´1qs2ep1`mq|

“ 2eppM ‘mqq ´mq

“ 2e

¨

˚

˝

t´1
ÿ

i“1

pMi ‘miq ´mi
looooooooomooooooooon

“0ðù těp

´

p´1
ÿ

i“t

pMi ‘miq ´mi2
´i

˛

‹

‚

“ 2e

¨

˚

˚

˝

p´1
ÿ

i“t

¨

˚

˚

˝

PrpMi ‘miq “ 1|mi “ 0s
looooooooooooooomooooooooooooooon

“
1
2

´PrpMi ‘miq “ 0|mi “ 1s
looooooooooooooomooooooooooooooon

“0ðù xPC0

˛

‹

‹

‚

2´i

˛

‹

‹

‚

“ 2e

˜

p´1
ÿ

i“t

1
22´i

¸

“ 2e
`

2´t ´ 2´p
˘

Erp|x| ‘t Xq ´ |x|s ě 0.

Pour le cas x P Cp, il suffit de voir que la probabilité PrpMi ‘miq “ 1|mi “ 0s “ 0 car x P Cp.
On a donc que :

Erp|x| ‘t Xq ´ |x|s “ 2e

˜

´

p´1
ÿ

i“t

1
22´i

¸

“ ´2e
`

2´t ´ 2´p
˘

Er|x| ‘t X ´ |x|s ď 0.

On voit que le biais introduit est étroitement relié à la proportion de 0 et de 1 dans la mantisse
du nombre à bruiter. Nous avons comparé l’erreur introduite par les modes MPFR et QUAD du backend
MCA et le mode RAND du backend BITMASK en fonction du nombre de 0 dans la mantisse du flottant
bruité en calculant l’erreur absolue mise à l’échelle η :

η “
x̃´ x

βtlogβ |x|u`1
“ 2´tε.

En divisant par 2´t, on obtient le bruit ajouté ε. La figure 3.17 montre le biais moyen en fonction du
nombre de 0 dans la mantisse du nombre bruité. Contrairement au backend MPFR et QUAD, l’erreur
du backend BITMASK en mode RAND évolue en fonction du nombre de 0 dans la mantisse du nombre
bruité ce qui confirme le biais de ce mode.

3.3 L’application aux codes industriels
Verificarlo est une boîte à outils pour le calcul numérique : ses backends permettent différentes

analyses comme la détection d’instabilités numériques avec les backends MCA ou l’exploration de
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Figure 3.17 – Erreur moyenne introduite en fonction du nombre de 0 dans la mantisse du nombre
bruité. Contrairement aux backends MPFR et QUAD, le mode RAND du backend BITMASK est biaisé et
varie suivant le nombre bruité.

formats réduits avec le backend VPREC. Cependant, il existe un écart important entre ce que souhaite
l’utilisateur comme informations pertinentes et ce que lui fournit l’utilisation des backends. Il est en
effet intéressant pour l’utilisateur de savoir d’où provient une erreur numérique ou quelles parties
de son code peuvent bénéficier d’un format de calcul plus petit.

Or retrouver ces informations nécessite, par exemple, de tracer la justesse des calculs intermé-
diaires pour détecter une instabilité ou explorer les différents formats possibles pour chacune de
instructions flottantes dans le cadre d’une optimisation. On comprend alors intuitivement que tracer
ou explorer chacune des instructions flottantes sur des codes industriels contenant plusieurs cen-
taines de millier, voire des millions de lignes de code peut vite s’avérer être impossible en pratique
du à l’explosion combinatoire.

D’autre part, dans le cadre de l’optimisation, changer de format flottant induit un changement
sur les résultats puisque la précision ou la dynamique n’est plus la même (cf. 5.3). De plus, les
codes de calcul que l’on souhaite aborder peuvent contenir plusieurs résultats importants d’un
point vue scientifique. Fournir une borne sur l’erreur commise lors du passage en précision plus
faible est difficile sans avoir recours aux méthodes d’analyses formelles. Mais ces méthodes passent
mal à l’échelle ce qui rend leur utilisation difficile dans un contexte industriel. C’est pourquoi, il est
nécessaire d’avoir un critère permettant de valider si la solution calculée est acceptable ou non.

La difficulté d’analyser des codes industriels peut se résumer suivant les trois points suivants :

• Crash : L’introduction de bruit aléatoire peut conduire à des comportements imprévus par le
programme original ce qui provoque un arrêt brutal. Sans outils pour rapidement déceler les
instructions responsables du crash, l’utilisation de Verificarlo est difficile.
• Explosion combinatoire : Que ce soit pour la détection de bugs numériques ou l’optimisation de
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format de calcul, le nombre d’états possibles à analyser est grand. L’approche naïve consistant
à explorer chacun des états est donc à proscrire.

• Dimensions : L’analyse peut se faire suivant différents points de vue : spatial ou temporel.
Chacune de ces dimensions requiert une approche spécifique. De plus, l’exploration conjointe
de ces différentes dimensions accroît d’autant plus l’espace de recherche.

C’est pourquoi l’utilisation de techniques de réduction de dimensionnalité est important pour une
utilisation efficace de Verificarlo. Nous allons dans cette section présenter les dimensions d’espace et
de temps qui nous semblent importantes à explorer lorsqu’on s’intéresse au débugage numérique ou
à l’optimisation des formats de calcul. Puis, nous définirons la notion de critère de validité qui nous
sera utile pour pouvoir juger de la qualité d’un résultat ou d’une solution calculée par un code bruité
par nos soins. Il est en effet difficile de pouvoir estimer si une solution est suffisamment exacte sans
une connaissance du domaine scientifique dans lequel la simulation opère. Enfin nous présenterons
des techniques de réduction de dimensionnalité qui ont été adaptées aux calculs flottants.

3.3.1 Les dimensions
La dimension spatiale

La dimension spatiale recouvre tout les aspects liés à la localité dans un code source. Ainsi,
déterminer quelle section d’un code est responsable d’une erreur numérique sur le résultat ou quelle
section peut être exécutée avec moins de précision, relève d’un problème de spatialité. La taille
de ces sections définit la résolution spatiale. Un code ou une application A est organisé suivant la
hiérarchie suivante : des modules m qui rassemblent plusieurs fonctions f . Chacune de ces fonctions
est constituée de plusieurs lignes de code l qui sont chacune traduites en une ou plusieurs instructions
assembleurs i :

A “
ď

mPM
m, M “

ď

fPF
f, F “

ď

lPL
l, L “

ď

iPI
i, i “ instruction.

Définition 3.3.1 (Résolution spatiale). On définit la résolution spatiale RS P tM,F ,L, Iu comme
le type minimal d’une section. La plus petite résolution est l’instruction assembleur et la plus grande
le module. En se plaçant au niveau des fonctions, on raisonnera alors sur les fonctions et non sur
les niveaux plus bas des lignes de code ou des instructions assembleurs.

La résolution définit la taille notée |.| de l’ensemble de recherche S avec :

|S| “ PpRSq “ 2RS .

Ainsi, plus la résolution sera fine et plus l’espace de possibilités S sera grand. On comprend
que S croît très rapidement et que le choix d’une résolution très fine requiert des algorithmes pour
explorer rapidement le très grand nombre de possibilités. Même à une grosse granularité comme
celle de la fonction, pour un code contenant environ 300 fonctions, ce n’est pas moins de 2300 états
qu’il faut visiter soit plus du nombre d’atomes dans l’univers.

La dimension temporelle

La dimension temporelle décrit l’évolution d’un élément spatial x P RS au cours du temps.
L’élément de base de la dimension temporelle est l’invocation qui décrit la n-ème apparition d’un
élément spatiale au cours du temps :
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Définition 3.3.2 (Invocation). On définit xi comme la i-ème invocation d’un élément spatial
x P RS :

xi ” px, iq P RS ˆ N.

La temporalité est un aspect important lorsque l’on s’intéresse au comportement numérique d’un
code. En effet, d’un point de vue spatial, une fonction ou une instruction assembleur représente un
point dans l’espace, peu importe qu’il soit invoqué une ou plusieurs fois au cours du temps. De
même, lorsque l’on s’intéresse à la réduction de format, la précision requise au cours du temps par
une section de calcul diffère au fur et à mesure du temps. Les algorithmes itératifs fonctionnent sur
un raffinement de la solution au cours du temps ce qui nécessite de plus en plus de précision. La
méthode de Newton-Raphson en est un bel exemple qui sera présenté dans la section 5.2.

On utilisera la notation suivante pour parler des i-èmes invocations d’un sous-ensemble X P RS :

tXui ðñ txj P X | i “ ju

où bien la notation suivante pour évoquer toutes les invocations :

tXuiě0 ðñ txi P X | i ě 0u.

3.4 Les critères de validité

Verificarlo n’est pas un outil reposant sur des analyses formelles. Ainsi, lorsque l’on souhaite
l’utiliser de manière automatique pour débusquer des bugs ou réduire le format de calcul, on est
obligé de recourir à des heuristiques permettant de réduire la dimension des espaces de recherche qui
sont associés. Néanmoins, pour guider notre heuristique dans l’espace d’optimisation, nous devons
nous donner des critères permettant de valider ou rejeter les solutions trouvées durant l’exploration.
On définit de manière assez générale un critère de validité c comme un test qui rejette ou accepte
une hypothèse H :

c : H ÝÑ t0, 1u.

Nous distinguons deux types de critères : d’un côté les critères numériques qui s’attachent à
vérifier que la qualité du résultat calculé n’est pas trop dégradée, c’est-à-dire quelle soit suffisamment
juste pour l’expert du domaine et de l’autre les critères temporels qui vérifient que le nombres
d’étapes nécessaires au bon déroulement du calcul soit en dessous d’un seuil, comme par exemple,
pour s’assurer qu’une méthode itérative converge en un nombre maximum d’étapes.

3.4.1 Le critère numérique

Le critère de validité numérique permet de distinguer les bonnes des mauvaises solutions lors-
qu’on cherche à débuguer ou optimiser un code. Par exemple, lorsqu’on introduit du bruit stochas-
tique dans une fonction pour tester son impact sur le résultat d’un calcul, nous avons besoin de tests
qui permettent de dire si l’erreur globale, c’est-à-dire l’erreur sur le résultat final, est acceptable ou
pas. De même lorsque l’on s’intéresse à l’optimisation des formats de calcul, on souhaite avoir un
test permettant de valider ou d’invalider une configuration du code qui utilise une précision réduite.

Cependant la définition d’un critère numérique n’est pas facile et dépend de plusieurs paramètres.
Premièrement du domaine scientifique étudié, une simulation de chimie ne calcule pas les mêmes
propriétés physiques qu’un code de dynamique des fluides. La nature des résultats n’est donc pas
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la même. Deuxièmement, le résultat qui intéresse l’expert n’est pas toujours une grandeur scalaire
dont on sait comparer à une référence (cf. section 2.4). En effet, lorsque le résultat est une grandeur
vectorielle ou un objet mathématique plus complexe, il est plus difficile de le comparer à une
référence. Le choix d’une norme pour comparer deux vecteurs reviendra donc à l’expert du domaine
par exemple.

Pour ces raisons, nous estimons qu’il appartient à l’expert du domaine de fournir des tests
permettant de valider ou d’invalider une solution calculée. Pour rester le plus général possible,
nous définissons le critère de validité numérique comme une fonction qui à deux ensembles de
valeurs flottantes donne une valeur réelle qui nous permet ensuite de comparer cette valeur à
un seuil de tolérance. L’idée étant d’avoir une version générale de la fonction d’erreur relative
(cf. définition 2.4.2). L’interprétation du seuil et de la comparaison est à la charge de l’expert.

Définition 3.4.1 (Critère de validité numérique). Soient Fp, x P Fnp une valeur de référence, x̃ P Fnp
le résultat d’une exécution bruitée d’un programme approchant x, d : Fnp ˆ Fnp Ñ R` une distance
entre x et x̃ et ε un seuil de validité. Alors, on définit donc un critère de validité numérique cn
comme :

cn ” dpx, x̃q ď ε

Remarque : Pour utiliser l’erreur relative, if suffit de choisir dpx, x̃q “ }x ´ x̃} et ε “ }x}ε1 de
manière à avoir dpx, x̃q ď ε.

Ce critère de validité numérique permet de contrôler que l’erreur globale, c’est-à-dire que l’erreur
commise sur le résultat final soit inférieure à un seuil de tolérance. On peut distinguer l’erreur globale
de l’erreur locale qui est l’erreur commise localement à un calcul flottant. Cette erreur locale est
intéressante lorsque l’on souhaite étudier la propagation des erreurs au cours des calculs [156].
Les erreurs commises localement n’ont cependant pas souvent de contribution majeure sur l’erreur
globale [109].

3.4.2 Le critère temporel

Le critère de validité temporelle assure que l’exécution d’un programme modifié, i.e auquel
on a rajouté du bruit numérique ou modifié le format de calcul, n’excède pas un certain temps
d’exécution. En effet, lorsqu’on ajoute du bruit ou que l’on simule un format de calcul réduit, on
influe, non seulement sur la qualité du résultat produit, mais également sur le temps d’exécution
et ce dans les deux sens :

• Accélération : La réduction de précision permet par exemple, pour une même taille d’unité
vectorielle, d’inclure plus d’éléments et donc accroître la densité de calcul (cf. 2.5.3)

• Ralentissement : Une précision trop faible conduit certains solveurs itératifs à converger lon-
guement pour atteindre les critères de convergence (cf 5.2).

Ainsi, les critères de validité temporels sont utilisés pour garantir que le nombre d’invocations
d’une section de code soit en dessous d’un certain seuil.

Définition 3.4.2 (Critère de validité temporelle). Soient k ą 0 le nombre d’unités spatiales x
indicé par j à vérifier et xji la i-ème invocation de xj et nj la contrainte sur xj alors le critère de
validité temporelle ct est :

ct ” @j, 1 ď j ď k,max
iPN

txjiu ď nj .
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Pour le cas de l’optimisation, les critères temporels servent à contraindre le code pour en contrô-
ler le nombre d’itérations dans les cas de solveurs itératifs par exemple. En effet, l’optimisation
d’algorithmes auto-correcteurs peut conduire à des solutions qui requièrent peu de précision mais
énormément d’itérations. L’idée étant que ces algorithmes peuvent continuer à converger même en
présence d’erreurs en itérant un peu plus sur les calculs. En introduisant des erreurs ou en utilisant
une précision plus faible, on rallonge le nombre d’itérations nécessaires pour converger.

3.5 Les méthodes de réductions de dimensionnalité
Nous allons ici présenté trois méthodes de réduction de dimensionnalité qui ont été adaptées

au cas du calcul flottant pour rapidement identifier des calculs ayant une instabilité numérique ou
perturbant la qualité numérique d’un résultat par exemple.

3.5.1 Le ∆-debugging

Le ∆-debugging est un algorithme de recherche dichotomique proposé par Zeller [185] pour
trouver un ensemble minimal de configurations responsable d’un bug. Une configuration C est un
ensemble de changements par rapport à un code de référence, chaque configuration étant disjointe
des autres. Par exemple, dans une utilisation avec Verificarlo, un changement équivaut à l’instru-
mentation d’une section de code x P RS et une configuration est l’ensemble des parties du code qui
ont été instrumentées.

À partir d’un code de référence stable, c’est-à-dire sans bugs et qui respecte des critères de
validités (cf. 3.4), le ∆-debugging cherche à trouver la configuration contenant le minimum de
changements qui fasse échouer les critères. Pour cela, le ∆-debugging utilise une recherche dicho-
tomique : il commence par diviser l’espace des configurations initiales C “ c1, c2, ..., cn en deux et
teste l’une des partitions de configurations puis son complément. Si le test échoue sur l’une des par-
titions, l’ensemble minimal est trouvé. Sinon, on réitère le processus sur chacun des sous-ensembles
et leur complément tant que les critères sont respectés. La figure 3.18 illustre son fonctionnement.
Le ∆-debugging a une complexité en temps de Opn log nq en moyenne et Opn2q dans le pire cas qui
arrive lorsque le test échoue avec une seule configuration.

Cet algorithme a été adapté pour le cas flottant afin de trouver l’ensemble de fonctions respon-
sables d’une instabilité numérique [63], le changement étant ici l’introduction d’un bruit stochas-
tique dans une fonction. Le ∆-debugging a également été testé pour des problèmes d’optimisation
de précision [155, 75] avec pour changement le passage d’une fonction de binary64 en binary32.

3.5.2 Shadow-memory en multi-précision

La shadow-memory est une technique pour suivre la trace d’une information comme une va-
riable ou une instruction durant l’exécution d’un processus en gardant un double de celle-ci en
mémoire, ce qui permet de capter des informations supplémentaires. La shadow-memory est utile
pour réduire le coût d’analyse puisqu’elle permet de se concentrer uniquement sur les calculs effec-
tués par le programme et d’avoir le chemin exact des opérations effectuées. De plus, avoir la valeur
des opérandes permet de calculer l’erreur potentielle commise durant l’opération flottante ou de
comparer l’exécution du programme dans une précision de calcul plus grande. Il est ainsi possible de
propager l’erreur locale à chaque opération au sein du code jusqu’à l’erreur globale de l’application,
c’est-à-dire l’erreur mesurée sur le résultat final.
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1 let
2 dd2(c, r) =
3 let c1,c2 Ď c with
4 c1 Y c2 = c, c1 X c2 = H, |c1|»|c2|»|c|/2
5 in
6 if |c| = 1 else
7 (* Ensemble minimal trouvee *)
8 c
9 else if test(c1 Y r) = 7 then
10 (* Echec dans la configuration c1 *)
11 dd2(c1 , r)
12 else if test(c2 Y r) = 7 then
13 (* Echec dans la configuration c2 *)
14 dd2(c2 , r)
15 else
16 (* Cas d in terference *)
17 dd2(c1 , c2 Y r) Y dd2(c2, c1 Y r)
18 in
19 dd(c) = dd2(c, H)
20

Figure 3.18 – Algorithme du ∆-debugging dans sa forme simple. La fonction dd utilise la fonction
dd2pc, rq où c est la configuration initiale et r l’ensemble des configurations valides. La récursion
comporte quatre cas possibles : l.6) la configuration trouvée est de taille minimale. Dans ce cas
l’algorithme s’arrête ; l.9) c’est la configuration c1 qui échoue ou bien l.12) c’est la configuration c2
qui échoue. Dans ces deux cas on cherche la configuration minimale soit dans c1 soit dans c2 ; l.15)
Cas d’interférence : c’est l’union de changements dans c1 et de changements dans c2 qui provoque
l’échec. On cherche un ensemble minimal dans c1 en fixant c2 (qui est inclue dans la solution) et
dans c2 en fixant c1.
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Couplée à une analyse abstraite, la shadow-memory permet de retrouver l’expression arithmé-
tique responsable d’une erreur globale comme cela est notamment développé dans l’outil Herb-
grind [156]. Puisqu’elle intervient au niveau de l’exécution, la shadow-memory est proche des
instructions réellement exécutées, en particulier des possibles erreurs dues aux optimisations du
compilateur, ce qui permet de suivre pas à pas l’évolution du calcul et détecter plus rapidement les
erreurs numériques.

3.5.3 Différentiation automatique

La différentiation automatique évalue la dérivé numérique d’une opération arithmétique ou ma-
thématique et chaîne ces dérivés suivant l’ordre des calculs dictés par le programme. Contrairement
à la différentiation symbolique, la différentiation automatique permet de prendre en compte les
erreurs d’arrondi ainsi que les erreurs d’annulations puisqu’elle suit l’ordre des opérations.

La différentiation automatique est notamment utilisée pour calculer de manière précise la sensi-
bilité aux incertitudes sur les variables en entrée. En effet, le gradient d’une fonction f à plusieurs
variables au voisinage d’un point x “ px1, x2, . . . , xnq donne la direction d’accroissement de cette
fonction suivant ses composantes, c’est-à-dire ses dérivés partielles Bf

Bxi
.

Définition 3.5.1 (Gradient d’une fonction). Soit f : Rn Ñ R une fonction différentiable au
voisinage de x P Rn alors le gradient de f noté ∇ est l’application linéaire :

∇f “
ˆ

Bf

Bx1
,
Bf

Bx2
, ¨ ¨ ¨ ,

Bf

Bxn

˙

.

Plus la norme d’une de ces dérivés est forte et plus elle aura d’incidence dans le gradient.
Autrement dit, une petite perturbation sur cette composante aura un impact fort sur le résultat.
On peut ainsi calculer les dépendances du résultat au bruit en entrée sur l’une des composantes [180].
Le même principe peut être appliqué pour déterminer si l’erreur dûe à la réduction de précision
impacte fortement le résultat du calcul [127].

La différentiation automatique est comme son nom l’indique automatique ce qui permet de
décharger une grande partie d’analyse du comportement numérique à des outils spécialisés l’implé-
mentant de manière efficace [87, 78, 66].

3.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre Verificarlo, un outil pour analyser le comportement des
calculs flottants dans des codes. Verificarlo a été au départ pensé comme un compilateur mais s’est
depuis élargi et est aujourd’hui arrivé au statut de boîte à outil puisqu’il permet, non plus seulement
d’analyser la stabilité numérique des codes à travers ses implémentations de l’arithmétique de Monte
Carlo, mais également de simuler des formats de taille variable par l’intermédiaire du nouveau
backend VPREC qui sera présenté en section 5.3 du chapitre 5.

L’interface modulaire de Verificarlo permet de facilement ajouter des nouveaux backends pour
tester de nouveaux formats ou de nouveaux modèles de calcul. Cela nous a permis d’aisément ajouter
le backend BITMASK. Ce backend offre un compromis intéressant entre performance et qualité du
bruit introduit dont nous verrons l’utilité dans le chapitre 4 suivant. Pour utiliser Verificarlo dans
un contexte HPC, une attention particulière a été apportée dans cette thèse pour améliorer la
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performance des backends. Ainsi nous avons améliorer les performances du backend MPFR d’un
facteur ˆ2, 5 ce qui a permis de faciliter son usage.

La dernière partie de ce chapitre a montré que l’application de Verificarlo sur des codes indus-
triels nécessitait des méthodes pour réduire les espaces de recherche. Ces méthodes sont utiles pour
utiliser de manière efficace Verificarlo et obtenir des informations pertinentes sur le code analysé.
Ainsi dans le chapitre 4, nous montrerons comment on peut utiliser Verificarlo pour explorer la
dimension temporelle des calculs. Dans le chapitre 5, nous montrerons que Verificarlo peut être em-
ployé dans un autre registre du calcul flottant. Nous verrons en effet que le backend VPREC couplé
avec une exploration temporelle permet de réduire la précision de calcul nécessaire.



Chapitre 4

Veritracer : Un outil de débogage
numérique

Le débogage numérique dans le contexte HPC est un problème difficile pour deux principales
raisons : premièrement, il est difficile d’estimer la justesse d’un résultat sans en connaître la solution
et uniquement mesurer la fidélité peut amener à de mauvaises interprétations comme le démontre
le simple exemple de la suite de Muller (cf.equation 4.1). Secondement, une fois la mauvaise qualité
connue, il est difficile d’identifier les calculs qui entachent la solution d’erreurs parmi des centaines
de milliers de lignes code.

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressé au débugage numérique de codes HPC en exploitant
la dimension temporelle des calculs, dimension jusque là sous-exploitée par les outils existants, qui
permet de comprendre l’évolution de la qualité numérique des calculs au cours du temps. Ce chapitre
est divisé en deux parties.

Dans la première partie nous présentons Veritracer, un traceur numérique pour visualiser la
qualité numérique des calculs flottants d’un code au cours du temps. Nous présentons comment
Veritracer enrichie les traces qu’il génère par des informations contextuelles comme le contexte
d’appels qui donne le chemin d’appels d’un calcul. Puis nous détaillons les optimisations apportées
pour que Veritracer puisse gérer des traces de données contenant plusieurs millions de mesures.
Cela permet d’utiliser Veritracer sur le code HPC de chimie quantique ABINIT et nous mène à la
seconde partie.

La seconde partie du chapitre étudie le débugage numérique du code ABINIT. Tracer tous les
calculs d’ABINIT à l’aide de Veritracer est impossible puisque le nombre d’invocations à tracer est
trop grand. De plus, dans une démarche de débugage, seuls les calculs entachant le résultat du code
nous intéressent. Pour résoudre ce problème nous présentons deux méthodologies dont l’objectif
est de révéler les fonctions ayant la plus grosse contribution à l’erreur globale (i.e. erreur sur le
résultat final). La première méthodologie identifie les fonctions qui ont une contribution à l’erreur
globale nous permettant de réduire le nombre de fonctions à analyser de 2952 à 88. La seconde
classe ces fonctions par degré de sensibilité donnant au développeur un moyen de hiérarchiser
ses priorités d’action. Nous montrons que l’application de ces méthodologies a automatiquement
révélé la fonction simp_gen comme fonction parmi les plus sensibles. De manière indépendante, les
développeurs d’ABINIT avaient suspecté cette fonction de provoquer des instabilités numériques
dans ABINIT, renforçant notre analyse.

75
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11 double muller(double u_n , double u_nm1) {
12 return 111.0 - 1130.0/ u_n + 3000.0/( u_n*u_nm1);
13 }
14
15 int main(int argc , char *argv []) {
16 int i = 0;
17 double u_nm1 = 2.0, u_n = -4.0, t = 0;
18 for (i = 0; i < 30; i++) {
19 t = u_n;
20 u_n = muller(u_n , u_nm1);
21 u_nm1 = t;
22 }
23 return 0;
24 }
25

Figure 4.1 – Code réalisant l’équation 4.1 en binary64.

Dans la dernière partie de ce chapitre, nous démontrons l’efficacité de Veritracer pour étudier
finement la fonction simp_gen. Nous commençons par montrer la mauvaise qualité du résultat
de simp_gen au cours du temps. Puis nous montrons qu’il est possible d’améliorer la qualité de
simp_gen grâce à la méthode compensée Dot2. Nous montrons que Veritracer montre l’amélioration
de la qualité dans 30 contextes d’appels parmi les 31 de simp_gen. Enfin nous montrons que l’analyse
du flot de données permet d’expliquer la mauvaise qualité du contexte d’appels restant.

4.1 Comment enrichir les informations fournis par Verificarlo ?

Verificarlo permet d’instrumenter automatiquement les opérations flottantes pour les remplacer
par leur équivalent dans MCA. Verificarlo est utile pour voir les effets d’un bruit aléatoire sur la
qualité des résultats. Il permet notamment d’en estimer la fidélité grâce aux formules pour calculer
le nombre de chiffres significatifs (cf. 2.6.3). Son fonctionnement est détaillé dans le chapitre 3.

Néanmoins, uniquement regarder la fidélité des résultats peut conduire à des interprétations
erronées comme le montre l’exemple de la suite de Muller [5]. Dans cette suite punq définit par la
récurrence suivante :

un`1 “

$

’

’

&

’

’

%

2 si n “ 0

´4 si n “ 1

111´
1130

un
`

3000

unun´1
sinon

n’importe quelle évaluation en précision finie converge vers la valeur 100. Or la limite exacte est
6. La raison est que 6 et 100 sont toutes les deux racines de punq :

u3 ´ 111u2 ` 1130u´ 3000 “ pu´ 5qpu´ 6qpu´ 100q
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Figure 4.2 – Superposition de 500 exécutions MCA du code figure 4.1 (–precision 53, –mode
FULL). Le code converge vers la solution exacte 6 avant de bifurquer vers 100. La même variable
u_n située ligne 10 possède une justesse très inégale au cours du temps.

Les accumulations d’erreurs font diverger le calcul vers la valeur 100 inexorablement. Nous avons
souhaité connaître la justesse de ce résultat avec la méthode MCA. L’évaluation de la suite (sur
le code associé figure 4.1) avec Verificarlo donne un résultat égal en moyenne à 100 avec un écart-
type de l’ordre de la précision machine pour 500 exécutions. Soit 53 bits significatifs d’après la
définition 2.6.1, autrement dit tout les bits de la mantisse sont justes.

Or lorsque l’on regarde de plus près l’évolution temporelle des calculs comme le montre la
figure 4.2 qui superpose les valeurs uk pour 1 ď k ď 30, on voit que l’ensemble des exécutions
convergent vers 6 avant de bifurquer à partir l’itération 12. L’introduction du bruit aléatoire met en
exergue l’instabilité numérique du calcul entre les itérations 12 et 17. De plus, l’échelle logarithmique
sur l’axe des ordonnées reflète bien l’écart considérable entre les valeurs des différentes exécutions.
Les calculs des itérations situées dans la zone de bifurcations ne contiennent plus d’information
puisque tous les chiffres significatifs ont été perdus. Après cette zone de turbulence, les exécutions
convergent toutes vers la solution 100.

On en conclut donc que le que le résultat est fidèle. Fidèle mais inexact. L’analyse temporelle
se révèle ici indispensable pour identifier le problème d’instabilité numérique et montre la nécessité
d’étudier la qualité des résultats intermédiaires au cours du temps.

Veritracer a été conçu pour analyser l’évolution des calculs flottants au cours du temps. Il repose
sur l’analyse de traces numériques générées automatiquement par le code qui a été instrumenté avec
des sondes durant la compilation. Ces sondes impriment le résultat du calcul ainsi que des informa-
tions liées comme le nom de la variable associée au calcul ou le nom de la fonction appelante. Ces
traces sont ensuite agrégées et peuvent être visualisées dynamiquement à l’aide de la bibliothèque
Python matplotlib.
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4.2 Schéma conceptuel de Veritracer

Veritracer est une chaîne d’outil Python qui permet d’instrumenter le code et analyser puis
visualiser les traces générées. Le schéma conceptuel de Veritracer est présenté sur la figure 4.3 avec
pour chaque étape du pipeline une section de ce chapitre.

Section 4.3 : décrit l’instrumentation des opérations flottantes durant la compilation pour insérer
les sondes de traçage ainsi que la récupérations des informations de débugage.

Section 4.5 : décrit l’exécution automatique des binaires en parallèles à travers une commande
python minimale.

Section 4.6 : décrit l’analyse automatique des traces générées et leur agrégation au sein d’un
fichier.

Section 4.7 : décrit la visualisation des valeurs agrégées dans le fichier généré par la commande
veritracer analyze.

veritracer
analyze

CSV

veritracer.dat

veritracer
plot

y

x

CSV

veritracer
launch

veritracer.dat

binaire
instrumenté

code
source

verificarlo
--tracer

locationInfo.map

+

binaire
instrumenté

S4.3 S4.5 S4.6 S4.7

Figure 4.3 – Pipeline d’exécution de Veritracer. L’option –tracer active l’instrumentation des
opérations flottantes pour le traçage. La commande veritracer launch lance les exécutions en
parallèles. Ces exécutions génèrent des fichier veritracer.dat qui sont analysés par la commande
veritracer analyze. Cette dernière agrègent les valeurs dans un fichier Comma Separated Values
(CSV). Enfin, la commande veritracer plot permet de visualiser les valeurs du fichier CSV.

4.3 Instrumentation

L’instrumentation insère du code dans un programme cible afin d’en analyser le comportement.
Nous allons tout d’abord présenter les deux classes d’instrumentations. Puis nous montrerons l’ap-
proche retenue dans Veritracer, les difficultés rencontrées et comment nous les avons surmontées.

Il existe deux grands types d’instrumentation : l’instrumentation binaire qui agit au niveau de
l’exécutable et l’instrumentation source qui opère au niveau du code source. Les deux approches
présentent des avantages et des inconvénient que nous allons analyser.
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4.3.1 Instrumentation binaire

L’instrumentation binaire nécessite un outil qui puisse décoder dynamiquement chaque instruc-
tion assembleur pour les modifier ensuite. Il est en effet difficile (mais néanmoins possible [59]) de
modifier un code assembleur de manière statique puisque cela nécessite de désassembler le code et
d’ajouter des instructions ce qui peut modifier le calcul des adresses par exemple. Les principaux
outils d’instrumentation binaire sont Intel Pin [119], DynamoRIO [18] et Valgrind [137]. Ce dernier
est utilisé dans beaucoup d’outil d’analyse de code de part sa modularité. On peut également citer
gdb [70], le débogueur du projet GNU’s Not UNIX (GNU).

Les principaux avantages de l’instrumentation binaire sont sa facilité d’utilisation, sa portabilité
et sa fidélité. Facilité d’utilisation puisque l’instrumentation est faite directement au niveau du
binaire ce qui ne nécessite aucune recompilation. Portabilité car ce type d’instrumentation est
agnostique au langage et au compilateur. Cela permet d’instrumenter des binaires dont le code
source n’est pas disponible comme les logiciels propriétaires ou les bibliothèques externes 1. Enfin
fidélité au niveau de l’analyse puisque le code analysé est le code qui est réellement exécuté sur la
machine.

Les principaux désavantages de l’instrumentation binaire sont son surcoût et la perte des in-
formations liées au code source. Le surcoût est lié au décodage des instructions puisque chaque
instruction doit être décodée puis exécutée ce qui pollue les mémoires caches. On peut néanmoins
payer ce surcoût une seule fois par instruction en stockant l’instruction décodée dans une table de
hachage.

D’autre part, ne pas avoir à disposition le code source limite le niveau des informations de
débugage disponible. Il est en effet possible de décoder les informations DWARF inclues dans le
binaire mais pas les informations de compilation de haut niveau. Ces informations sont utiles pour
connaître les relations entre le code source et le code assembleur exécuté comme par exemple savoir
à quelle variable correspond une instruction assembleur.

4.3.2 Instrumentation du code source

L’instrumentation du code source consiste à introduire des sondes dans le code puis de compiler
cette version modifiée du code originale. Ces sondes peuvent être introduites manuellement ou
automatiquement. La partie automatique se décline également en deux versions : la transformation
source à source et la transformation au niveau du langage intermédiaire. La première rend dépendant
vis à vis des langages supportés, la deuxième vis à vis du compilateur utilisé. Néanmoins, la deuxième
solution permet de supporter tous les langages supportés par le compilateur et permet de rester
proche du code originale exécuté en introduisant du code après application des optimisations. Le
contenu des sondes sera ensuite exécuté durant l’exécution de l’application.

L’avantage de l’instrumentation au niveau source est son surcoût minime puisqu’il est direc-
tement lié au temps d’exécution des sondes. A noter que même pour des sondes avec très peu
d’instructions, les appels répétés à la sonde dans des sections critiques comme des boucles peuvent
entraîner un facteur de ralentissement non négligeable en détruisant la vectorisation ou en polluant
les mémoires caches. Le surcoût reste néanmoins plus faible comparé à une instrumentation binaire.
Autre avantage, l’accès aux informations de débugage durant la compilation permet de relier préci-
sément les instructions assembleurs aux variables. Ces informations facilitent la compréhension des
analyses effectuées sur le code.

1. A condition que ceux ci ne soient pas obfusqués.
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Le principale désavantage de l’instrumentation au niveau source est la dépendance vis à vis
du compilateur et du langage utilisé. Ce qui limite le spectre des codes pouvant être analysés et
oblige à recompiler les bibliothèques externes. D’autre part l’introduction de code externe modifie
la performance de l’application originale ce qui peut être un problème lorsqu’on souhaite mesurer
précisément les performances.

4.3.3 Instrumentation de l’IR

Dans Veritracer l’instrumentation est faite au niveau de l’IR LLVM, un assembleur de haut
niveau présenté dans la section 4.3.4, ce qui offre un bon compromis entre l’instrumentation binaire
et l’instrumentation au niveau du code source.

Comme l’instrumentation binaire, l’instrumentation au niveau de l’IR permet d’être proche du
code assembleur qui sera exécuté sur machine. L’instrumentation est faite avant la génération du
code exécuté ce qui permet de préserver les optimisations appliquées par le compilateur et d’en
mesurer les effets sur la qualité des calculs. De plus travailler au niveau de l’IR permet de supporter
tous les langages acceptés par LLVM.

Comme pour l’instrumentation au niveau code source, on dispose d’un faible surcoût d’instru-
mentation du à un appel de fonction. Le principal facteur de ralentissement vient alors du contenu
des fonctions.

4.3.4 LLVM

LLVM [113] est une suite d’outil de compilation sur laquelle repose Veritracer. LLVM a été
introduit dans la section 3.1.1 du chapitre 3 consacrée à Verificarlo. LLVM a été construit pour
faciliter les analyses interprocédurales et les analyses basées sur des profilages de code. Le coeur de
LLVM est son langage intermédiaire (IR) proche de l’assembleur dans sa syntaxe mais fournissant
des informations de haut-niveau qui facilitent les analyses. De plus l’IR est agnostique au langage
source utilisé.

Représentation intermédiaire

L’IR utilise la forme Static Single Assignment (SSA) [40] qui assigne chaque variable à un registre
virtuel une et une seule fois. Ainsi chaque instruction qui produit une valeur comme l’instruction
add par exemple génère un nouveau registre virtuel. Cette forme facilite l’analyse de dépendance
entre les variables pour l’optimisation du code comme le montre l’exemple sur la figure 4.4.

L’IR est un langage assembleur virtuel qui s’abstrait du matériel à travers des registres virtuels.
Dans ce format, il n’existe pas de bijection entre les registres virtuels et physiques.

Dans LLVM la mémoire est divisée en trois parties : la pile, le tas et la zone globale. La mémoire
est allouée sur la pile avec l’instruction alloca et est liée au contexte d’appel de la fonction courante.
Cette mémoire est ensuite désallouée automatiquement à la sortie de la fonction. La mémoire sur
le tas est gérée manuellement par les fonctions malloc et free qui respectivement alloue et libère
l’espace mémoire. La zone globale contient quant à elle toutes les variables globales et les objets
alloués statiquement.

LLVM possède une vision unifiée de la mémoire et tous les objets adressables sont accédés à
travers leur adresse. Ainsi les variables sont accédés en lecture et en écriture à travers les instructions
load qui charge une valeur depuis une adresse mémoire dans un registre et store qui écrit la
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Original
1 y “ 1
2 x “ 2
3 x “ y
4

Forme SSA
1 y1 “ 1
2 x1 “ 2
3 x2 “ y1
4

Optimisé
1

2

3 x2 “ 1
4

Figure 4.4 – Illustration des avantages de la forme SSA. Après avoir été transformé en forme SSA,
le code est facilement optimisable par le compilateur qui peut éliminer la ligne 2 inutile et propager
la constante de y1 à x2

valeur d’un registre en mémoire. Ce mécanisme de transition facilite l’analyse des lectures/écritures
puisqu’il suffit d’analyser les load et les store dans l’IR.

Néanmoins, ce transfert entre mémoire et registre est coûteux en pratique et l’emploi de certaines
passes d’optimisations permet de garder l’utilisation de valeur en mémoire dans les registres.

La gestion des types complexes

Veritracer gère les types natifs et les types composés comme les pointeurs, les tableaux, les
structures et la composition de ces types. Puisque chaque objet adressable est accédé à travers
son adresse, LLVM utilise l’instruction getelementptr pour calculer l’adresse mémoire de chaque
élément. Comme chaque élément d’un type composé peut également être un type composé, de
multiples index sont nécessaires. Pour les pointeurs, la valeur retournée par getelementptr est la
variable vers laquelle il pointe, pour les structures elle retourne un pointeur sur le champ choisi et
pour les tableaux un pointeur sur l’élément de l’indice choisi. L’exemple de la figure 4.5 illustre ces
propos. Pour récupérer la variable d’origine, nous remontons récursivement la chaîne de pointeurs.

4.3.5 Insertion des sondes de traçage

Les sondes qui sont insérées dans le code ont le prototype suivant :

void _veritracer_probe_ <type >_<format >(<type > value ,
<type*> ptr ,
uint64_t hashLocationInfo);

où <type> est le type de la valeur (value) flottante tracée (float ou double), ptr l’adresse de value
et hashLocationInfo est la valeur de hachage associée aux informations de débugage. Le <format>
correspond au format de sortie, binaire ou texte. Les <type> supportés sont float, double et leur
version vectorielle (float2, float4, ...).

Instrumentation automatique

L’instrumentation automatique est réalisée à l’aide d’une passe de compilation LLVM. Celle ci
se présente sous la forme d’une classe C++ héritée de la classe ModulePass. Les trois fonctions im-
portantes de cette classe sont les fonctions runOnModule, runOnFunction et runOnBasicBlock qui
comme leur nom indique sont exécutées sur chaque module, fonction et basic block du programme.
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1 struct RT {
2 char A;
3 int B[10][20];
4 char C;
5 };
6 struct ST {
7 int X;
8 double Y;
9 struct RT Z;

10 };
11
12 int *foo(struct ST *s) {
13 return &s[1].Z.B[5][13];
14 }

%struct.ST = type { i32 , double , %struct.RT }
%struct.RT = type { i8, [10 x [20 x i32]], i8 }

define i32 @foo(% struct.ST *) #0 {
%2 = alloca %struct.ST*, align 8
store %struct.ST* %0, %struct.ST ** %2, align 8
%3 = load %struct.ST*, %struct.ST ** %2, align

8
%4 = getelementptr inbounds %struct.ST , %

struct.ST* %3, i64 1
%5 = getelementptr inbounds %struct.ST , %

struct.ST* %4, i32 0, i32 2
%6 = getelementptr inbounds %struct.RT , %

struct.RT* %5, i32 0, i32 1
%7 = getelementptr inbounds [10 x [20 x i32]],

[10 x [20 x i32]]* %6, i64 0, i64 5
%8 = getelementptr inbounds [20 x i32], [20 x

i32]* %7, i64 0, i64 13
%9 = load i32 , i32* %8, align 4
ret i32 %9

}

Figure 4.5 – Illustration de l’instruction getelemenptr sur la requête ligne 14. Le premier et
deuxième argument sont le type et pointeur vers la variable. Ensuite, les arguments sont les indices
d’accès.

Notre passe d’instrumentation exécute le contenu de runOnBasicBlock illustrée sur la figure 4.6
sur chaque basic block des fonctions à instrumenter. Pour chaque instruction pouvant être instru-
menté, notre passe insère un appel à la sonde avec les arguments adéquats à l’aide de la fonction
insertProbe (l.7).

Instrumentation manuelle

Pour des instrumentations ciblées d’un code nous avons également proposé l’insertion de sonde
manuelle. En effet, par défaut Veritracer trace l’ensemble des instructions d’un code. Or on souhaite
parfois pouvoir uniquement tracer une variable en particulier. Nous disposons pour cela de deux
sondes :

void vfc_probe_binary32(float*, const char*);
void vfc_probe_binary64(double*, const char*);

avec comme premier argument l’adresse de la variable à tracer et en deuxième argument le nom
associé. Ces appels sont ensuite traduits vers les sondes internes présentées au début de la sec-
tion 4.3.5.

4.3.6 Informations de débugage

Pour chaque fonction instrumentée, Veritracer ajoute une sonde par variable flottante pour
imprimé sa valeur numérique. Néanmoins il est nécessaire d’avoir des informations pour associer les
mesures aux variables correspondantes. Pour cela Veritracer utilise les informations de débogage
ajoutées par le compilateur. Les informations de débugage sont des informations relatives au langage
source qui permette à l’humain de comprendre les relations entre le code assembleur et le code
source. En effet, les instructions assembleur n’ont besoin de manipuler que des valeurs (scalaire ou
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1 bool runOnBasicBlock(Module &M, BasicBlock &B, vfctracerFormat ::
Format &Fmt) {

2 bool modified = false;
3 for (Instruction &ii : B) {
4 vfctracerData ::Data *D = vfctracerData :: CreateData (&ii);
5 if (D == nullptr || not D->isValidOperation () || not D->

isValidDataType ())
6 continue;
7 modified |= insertProbe(Fmt , *D);
8 if (VfclibBacktrace && modified)
9 insertBacktraceCall (&M, ii.getFunction (), &ii , &Fmt , D);
10 }
11 return modified;
12 };
13

Figure 4.6 – Code de la fonction runOnBasicBlock exécuté sur chacun des basic blocks des fonc-
tions à instrumenter. La fonction itère sur chacune des instructions (l.3) du basic block et créée un
objet Data pour chacune d’entre elle. Si l’objet crée est valide alors une sonde est inséré à l’endroit
de cette instruction

adresse). Le nom ou la localisation d’une variable est inutile au processeur pour faire des calculs.
Les informations de débugage sont donc ajoutées par le compilateur à la demande du développeur
par l’intermédiaire de l’option -g notamment.

Les informations dans LLVM

LLVM maintient des informations de débugage lors de compilation sur les descriptions des types,
des fonctions, des variables ou des fichiers sources. Ces informations sont maintenues par LLVM et
accessibles à travers la manipulation de l’IR. LLVM 2 traque ces informations de débugage à tra-
vers l’utilisation d’intrinsèques (3 au total) dont la fonction void @llvm.dbg.declare(metadata,
metadata, metadata). Une métadonnée est une donnée sur la structure du code en lui-même qui
n’est pas nécessaire pour la bonne exécution du programme. Cette fonction prend trois arguments :
le 1er est une métadonnée qui contient l’adresse de la variable en question. Le 2ème est l’information
en elle même. Enfin le 3ème est une métadonnée contenant des informations supplémentaires.

La figure 4.7 illustre l’utilisation de ces fonctions dans l’IR. Les lignes 5 et 9 sont les declare
associés aux instructions %3 et %4 qui sont les deux arguments de de la fonction muller. Les
deuxièmes arguments, respectivement !23 et !25, sont les informations de débugage à proprement
parler. Ces variables sont de type DILocation qui renseigne sur le nom, la place de l’argument,
le scope, le fichier, la ligne et le type de la variable. Chacun des champs est lui même une valeur
comme pour la ligne par exemple ou une metadata qu’il convient de parcourir récursivement.

2. Actuellement la dernière version est la 9.0.0.
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1 define double @muller(double , double) #0 !dbg !22 {
2 %3 = alloca double , align 8
3 %4 = alloca double , align 8
4 store double %0, double* %3, align 8
5 call void @llvm.dbg.declare(metadata double* %3,
6 metadata !23,
7 metadata !11), !dbg !24
8 store double %1, double* %4, align 8
9 call void @llvm.dbg.declare(metadata double* %4,

10 metadata !25,
11 metadata !11), !dbg !26
12 %5 = load double , double* %3, align 8, !dbg !27
13 %6 = fdiv double 1.130000e +03, %5, !dbg !28
14 %7 = fsub double 1.110000e +02, %6, !dbg !29
15 %8 = load double , double* %3, align 8, !dbg !30
16 %9 = load double , double* %4, align 8, !dbg !31
17 %10 = fmul double %8, %9, !dbg !32
18 %11 = fdiv double 3.000000e +03, %10, !dbg !33
19 %12 = fadd double %7, %11, !dbg !34
20 ret double %12, !dbg !35
21 }
22
23 !1 = !DIFile(filename:"muller.c", directory:"/home/yohan/These/data/muller")
24 !22 = !DISubprogram(name:"muller", scope: !1, file: !1, line: 11, type: !7,
25 isLocal: false , isDefinition: true , scopeLine: 11,
26 flags: DIFlagPrototyped , isOptimized: false , unit: !0,
27 variables: !2)
28 !23 = !DILocalVariable(name:"u_n", arg: 1, scope: !22, file: !1, line: 11,
29 type: !9)
30 !24 = !DILocation(line: 11, column: 22, scope: !22)
31 !25 = !DILocalVariable(name: "u_nm1", arg: 2, scope: !22, file: !1, line: 11,
32 type: !9)
33 !26 = !DILocation(line: 11, column: 34, scope: !22)
34
35

Figure 4.7 – IR généré par clang 4.0.1 sans optimisations (-O0) avec l’option de debug -g à partir
du code figure 4.1. En bas sont présentées les informations de débugage relatives à la fonction
muller ainsi qu’à ses arguments.
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va l eur hachage : type ; f on c t i on ; l o c a t i o n ; nom
7571129480221044601 : binary64 ; mul ler ; mul ler . c 11 .0 ; u_n
7699751665090218657 : binary64 ; mul ler ; mul ler . c 11 .0 ; u_nm1
17754378457844497782: binary64 ; main ; mul ler . c 20 .7 ; t
14962935724446938191: binary64 ; main ; mul ler . c 21 .9 ; u_n
1291600118943258965 : binary64 ; main ; mul ler . c 22 .11 ; u_nm1

Figure 4.8 – Exemple du ficher locationInfo.map qui associe à chaque valeur de hachage les
informations de débugage correspondantes.

Les informations sélectionnées

Nous avons choisi de retenir les informations suivantes :
• le nom de la variable
• le type de la variable
• la fonction appelante
• la ligne originale dans le code source
Pour éviter de copier ces informations dans le fichier de sortie à chaque appel de la sonde nous

utilisons une fonction de hachage, et nous stockons les métadonnées dans un dictionnaire global. Ces
informations qui sont des chaînes de caractères sont concaténées et hachées durant la compilation.
L’ensemble des correspondances valeurs hachées/informations de débugage est ensuite sauvegardé
dans un fichier à la fin de la compilation. Un exemple de ce fichier est donné sur la figure 4.8.

4.3.7 Problèmes liés aux passes d’optimisations
Nous avons vu dans la section 3.1.3 les problèmes que pouvait engendrer les optimisations ap-

pliquées par le compilateur sur la qualité numérique du code généré. Par exemple les drapeaux de
compilations -O3 -ffast-math lorsqu’ils étaient appliqués à la somme de Kahan transformaient
celle ci en somme naïve, détruisant toute la compensation mis en place. Ces optimisations touchent
également aux informations de débogage. En effet, ces optimisations qui sont découpées en plu-
sieurs passes transforment chacune d’entre elles l’IR pour améliorer ses performances ou enlever les
instructions mortes ou inutiles. Cela se traduit par une réduction du trafic de données entre la mé-
moire et les registres virtuels. La passe de compilation -mem2reg promeut par exemple les valeur en
mémoire dans les registres ce qui supprime les load et store ainsi que les variables locales devenus
inutiles.

Pour résoudre ce problème, on peut spécifier à Veritracer de tracer les calculs intermédiaires,
c’est-à-dire les instructions parmi {fadd,fsub,fmul,fdiv,ret}. Les quatre premières correspondent
aux opérations arithmétiques de base. La dernière ret est une instruction utilisé pour retourner
le flux de contrôle à la fonction appelante avec éventuellement une valeur de retour, équivalent
au mot clé return en langage C. On trace également la valeur retourné par ret lorsqu’elle est de
type flottant. On cherche ensuite les informations de débugage pour les opérandes des instructions.
Si une des opérandes n’a pas d’information, on utilise la valeur du registre LLVM. La figure 4.10
montre les informations trouvée par Veritracer pour la fonction muller à partir du code présenté
figure 4.9.

https://llvm.org/docs/Passes.html#mem2reg-promote-memory-to-register
-mem2reg
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define double @muller(double , double) local_unnamed_addr #0 !dbg !20 {
tail call void @llvm.dbg.value(metadata double %0, i64 0, metadata !22, metadata !13), !dbg !24
tail call void @llvm.dbg.value(metadata double %1, i64 0, metadata !23, metadata !13), !dbg !25
%3 = fdiv double 1.130000e +03, %0, !dbg !26
%4 = fsub double 1.110000e +02, %3, !dbg !27
%5 = fmul double %0, %1, !dbg !28
%6 = fdiv double 3.000000e +03, %5, !dbg !29
%7 = fadd double %4, %6, !dbg !30
ret double %7, !dbg !31

}

Figure 4.9 – IR généré par clang 4.0.1 avec optimisations (-O3) et information de débugage activé
(-g). Il n’est plus suffisant de traquer les store et load car ceux ci ont été supprimés.

l o c a t i o n ; nom
mul ler . c 12 .24 ; %3 = double 1 .130000 e+03 / u_n
mul ler . c 12 .16 ; %4 = double 1 .110000 e+02 ´ %3
mul ler . c 12 .42 ; %5 = u_n ∗ u_nm1
mul ler . c 12 .37 ; %6 = double 3 .000000 e+03 / %5
mul ler . c 12 .29 ; %7 = %4 + %6
mul ler . c 12 .3 ; r e t %7

Figure 4.10 – Informations de débugage trouvées par Veritracer lorsqu’on demande a celui ci de
tracer les calculs intermédiaires. Le nom des valeurs est construit sur <nom du registre llvm> =
<nom op1> <nom op> <nom op2> où op1,op2 représentent les opérandes de l’opération op. Si une
opérande ne correspond pas à une variable on utilise le nom du registre LLVM correspondant.
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Figure 4.11 – Illustration de trois types d’analyse du flot d’informations. A gauche, l’analyse du
contexte d’appels qui donne la chaîne des fonctions appelantes pour une fonction donnée. Ici, le
contexte d’appels de la fonction f est f <- g <- main. Au centre le flot de contrôle qui regarde
les chemins empruntées en fonction des branchements. À droite, l’analyse du flot de données qui
traque les dépendances entre les calculs. On voit sur l’exemple que la variable f est influencée par
les variables b et e.

4.4 L’analyse du flot d’information

Verificarlo est basé sur une méthode MCA asynchrone. Cela impose de s’assurer que les valeurs
comparées proviennent du même chemin d’exécution. En effet, le bruit injecté par MCA peut
conduire à des chemins d’exécutions différents. De plus, d’un point de vue temporel, deux mesures
d’une même variable peuvent ne pas être corrélées si elles ne partagent pas la même histoire. Histoire
qui est liée au chemin d’exécution.

Pour pallier ce problème, nous avons besoin de pouvoir comparer le flot d’information des
variables tracées. Il existe différentes granularités pour analyser le flot d’information comme le
montre la figure 4.11 : au niveau du contexte d’appels, du flot de contrôle ou du flot de données
que nous allons chacun présenter dans cette section.

4.4.1 Analyse contextuelle

L’analyse contextuelle étudie le contexte d’appels d’une fonction durant l’exécution. Le contexte
d’appels d’une fonction est la pile d’appels de fonctions qui ont précédés l’appel à la fonction
courante. Ce contexte est dynamique et spécifique à chaque appel de fonction. Ainsi deux appels à
la même fonction peuvent avoir deux contextes d’appels différents. Par exemple le contexte d’appels
de la fonction h dans la figure 4.12.

Pour connaître le contexte d’appels des variables tracées, nous avons utilisé la fonction backtrace
de la GNU C Library. Cette fonction retourne le contexte d’appels (backtrace en anglais) de l’en-
droit où est appelé cette fonction. Après avoir avoir inséré les sondes de traçage, nous introduisons
un deuxième appel à une sonde qui écrit le contenu de backtrace dans un fichier. Ce contenu est
similaire au profil présenté dans la figure 4.12.

Cette technique présente l’avantage d’être facile d’implémentation. Le problème est que plusieurs
requêtes à la même trace d’appels peuvent être demandés au sein d’une même fonction comme pour
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float f(float x) {
return g(x)+1;

}
float g(float x) {

return h(x)*2;
}
float h(float x) {

return x*x;
}

int main() {
f(2);
g(2);
return 0;

}

(a) Code illustrant les contextes d’appels

. / backtrace (h+0x12 )

. / backtrace ( g+0x4d )

. / backtrace ( f+0x4d )

. / backtrace (main+0x23 )

. / backtrace (h+0x12 )

. / backtrace ( g+0x4d )

. / backtrace (main+0x38 )

(b) Contextes d’appels de la fonction h

Figure 4.12 – Contextes d’appels associés de la fonction h construit comme <nom du
binaire>(<fonction>+<adresse de l’instruction>). L’adresse de l’instruction correspond à
un décalage à partir de l’adresse de la fonction.

le cas d’une boucle par exemple. Le souci est que la trace d’appels peut être potentiellement grande
pour une fonction de calcul spécifique comme un produit scalaire ou une addition de vecteur. En effet
ces fonctions élémentaires sont souvent appelées après une longue chaîne d’autres fonctions dans
un code de simulation. La trace d’appels est donc potentiellement grande. Cela est très impactant
sur le surcoût engendré si cette trace d’appels est demandée plusieurs fois consécutivement comme
dans une boucle. Or les boucles sont légion dans les codes de simulations.

Pour éviter ce goulet d’étranglement, nous prenons la trace d’appels une seule fois à chaque entrée
de fonction. Cela permet d’économiser autant d’appels qu’il y a de sondes de traçage. Á la sortie de
la fonction ou à l’entrée d’une nouvelle, la backtrace est écrit dans un fichier (backtrace.dat) ainsi
que la valeur de hachage de toutes les variables tracées entre temps. L’ordre ainsi que le nombre de
fois qu’une valeur a été tracée est également préservé et écrit dans le fichier.

4.4.2 Analyse du flot de contrôle

L’analyse du flot de contrôle étudie les différents chemins d’exécution que peut prendre le pro-
gramme. Cette analyse est complémentaire à l’analyse contextuelle puisqu’elle est intraprocédurale.
Elle est utile lorsque l’on bruite les calculs flottants avec MCA car ceux ci peuvent faire apparaître
des branchements instables. Un branchement instable est une branche dont la condition est vérifiée
ou invalidée d’une exécution à l’autre comme le montre l’exemple de la figure 4.13.

Pour détecter les branchements instables nous utilisons l’outil gcov de llvm-cov qui permet de
faire de la couverture de code. Il suffit pour cela de rajouter le mot clef –coverage durant la
compilation. La couverture de code fonctionne ensuite sur le mode incrémental, chaque fois qu’une
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1 int main() {
2
3 double a = 0.0;
4 for (int i=0; i < 200; i++) {
5 a += (i%2) ? 0.1 : -0.1;
6 }
7
8 float result = -1;
9 if (a >= 1.0) {
10 result = 1;
11 } else {
12 result = 0;
13 }
14
15 return 0;
16 }

Figure 4.13 – Illustration d’un code avec un branchement instable.

instruction est exécutée un compteur spécifique à cette instruction est incrémenté. Ces compteurs
sont enregistrés dans des fichiers *.gcda. En exécutant plusieurs fois le code on peut donc savoir
combien de fois chaque branche a été prise. Sans aléatoire dans le code d’origine, les compteurs de la
version originale et de la version bruitée doivent être les mêmes. La figure 4.14 montre la différence
de couverture entre l’exécution IEEE-754 et MCA.

4.4.3 Analyse du flot de données

L’analyse du flot de données s’attache à analyser l’enchaînement des instructions qui impactent
une variable ou un calcul en particulier. L’analyse de flux de donnée n’a pas été implémentée mais
les moyens théoriques pour le faire ont été étudiés. Nous avons retenue deux méthodes :

La taint analysis [138, 161] suit les calculs affectés par un ensemble de variables teintées par
l’utilisateur. Les règles de propagation pour le coloriage sont définies par une politique de coloriage
donnée par l’utilisateur. Les variables teintées étant dans notre cas les variables bruitées par MCA.
En suivant le flot de teintage, on peut alors reconstruire le chemin de contamination qui représente
les variables affectées par l’erreur aléatoire introduite. L’avantage de cette méthode est que l’on suit
uniquement les variables potentiellement entachées d’erreurs numériques. L’inconvénient est qu’il
faut mettre en place une shadow memory.

L’exécution symbolique est l’autre piste intéressante. Cette méthode rejoint les méthodes d’ana-
lyse statique présentées dans la section 1.3.1. Pour rappel, ces méthodes travaillent sur l’analyse
statique du code, c’est-à-dire sans l’exécuter celui ci, afin de construire une abstraction mathéma-
tique du programme. L’avantage est que les informations sont données statiquement sans surcoût
d’exécution 3. De plus les informations données sont rigoureuses. L’inconvénient est que les analyses
statiques raisonnent a priori sans connaître les valeurs possibles prises par un programme. On peut

3. Le coût se trouve répercuté sur le temps de compilation.
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function main called 50 returned 100% blocks
executed 88%

-: 4:int main() {
-: 5:
50: 6: double a = 1.0;

20100: 7: for (int i=0; i < 200; i++) {
branch 0 taken 99%
branch 1 taken 1%
10000: 8: a += (i%2) ? 0.1 : -0.1;
10000: 9: }

-: 10:
50: 11: int positive = -1;
50: 12: if (a < 1.0) {

branch 0 taken 0%
branch 1 taken 100%
#####: 13: positive = 1;
#####: 14: } else {

50: 15: positive = 0;
-: 16: }
-: 17:
50: 18: return 0;
-: 19:}

(a) Exécution IEEE

function main called 50 returned 100% blocks
executed 100%
-: 4:int main() {
-: 5:
50: 6: double a = 1.0;

20100: 7: for (int i=0; i < 200; i++) {
branch 0 taken 99%
branch 1 taken 1%

10000: 8: a += (i%2) ? 0.1 : -0.1;
10000: 9: }

-: 10:
50: 11: int positive = -1;
50: 12: if (a < 1.0) {

branch 0 taken 56%
branch 1 taken 44%

28: 13: positive = 1;
28: 14: } else {
22: 15: positive = 0;
-: 16: }
-: 17:
50: 18: return 0;
-: 19:}

(b) Exécution RR t “ 53.

Figure 4.14 – Différence de couverture entre 50 exécutions IEEE et 50 exécutions MCA. L’insta-
bilité de la branche est révélée par l’introduction du bruit.

alors vite se retrouver avec une explosion combinatoire du nombre de chemins d’exécution possibles
sur des gros codes de calculs ce qui rend l’analyse compliquée.

4.5 La génération de traces numériques
La génération des traces est automatisée par la commande veritracer launch qui permet de

lancer plusieurs exécutions d’un programme en parallèle. Le résultat de chacune des exécutions est
mis dans un dossier séparé pour éviter toute collision.

La figure 4.15 présente l’arborescence d’une exécution avec la commande veritracer launch.
Le répertoire principal (xp) contient un dossier pour chaque exécution MCA numéroté de 1 à n.
Chacun de ces dossiers contient le fichier veritracer.dat avec les données brutes générées durant
exécution, le fichier backtrace.dat qui contient les valeur de hachage des contextes d’appels de
chaque variable tracée et le fichier backtrace_map.dat qui contient l’association entre valeur de
hachage et contexte d’appels au format texte lisible par un humain.

Pour diminuer la taille des fichiers, un format de sortie binaire a été implémenté dans lequel
les fichiers veritracer.dat contiennent, non pas la représentation American Standard Code for
Information Interchange (ASCII) des valeurs mais leur encodage hexadécimale. Or la taille de
l’encodage dépend du type de la variable analysée (un binary32 sera codé sur 4o contre 8o pour un
binary64). Le nombre de bits à lire n’est donc connu qu’au moment où on lit le début de la ligne 4.
Le problème est donc que la parallélisation naturelle de la lecture est cassée. Pour contourner ce
problème, nous avons introduit du padding. Cette technique consiste à introduire des octets vides
pour aligner la mémoire ou éviter les conflits d’accès en mémoire cache [124]. Ainsi les lignes sont
de taille fixe.

4. car celle ci commence par la taille du type.
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.
|---locationInfo.map
|---test.c
|---xp

|---1
| |---backtrace.dat
| |---backtrace_map.dat
| |---veritracer.dat
|---2

|---backtrace.dat
|---backtrace_map.dat
|---veritracer.dat

Figure 4.15 – Arborescence des fichiers de traces pour 2 exécutions. Le fichier locationInfo.map
contient l’association entre valeur de hachage et information de débugage des variables tracées. Ce
fichier est généré au moment de la compilation et les suivants à l’exécution. Les fichiers veritra-
cer.dat contiennent les valeurs des variables tracées. Les fichiers backtrace.dat contiennent les
valeurs de hachages des contextes d’appels de chaque variable. Enfin les fichiers backtrace_map.dat
contiennent l’association entre valeur de hachage et contexte d’appels.

4.6 Le post-traitement

Une fois les traces générées, il faut ensuite les agréger. Le problème est que, comme il a été évoqué
en section 4.4, l’analyse des traces est asynchrone donc les chemins d’exécutions ne sont pas connus et
peuvent être différents d’une exécution à l’autre lorsqu’il y a branchements instables (cf. figures 4.13
et 4.14). Pour pallier ce problème, nous utilisons les informations des contextes d’appels. Cela évite
de fusionner des traces n’ayant pas le même flot de contrôle. Une première analyse regroupe les traces
qui possèdent le même contexte d’appels. Ensuite les traces sont fusionnées au sein de chaque groupe
pour donner un fichier CSV.

4.6.1 Séparation des contextes d’appels

Chaque fichier backtrace.dat contient la suite des contextes d’appels de l’ensemble des variables
tracées au cours de l’exécution. Le module veritracer analyze lit chacun des fichiers et détecte les
divergences comme l’illustre la figure 4.16. Les exécutions ayant la même suite de contexte d’appels
sont regroupées au sein de la même backtrace. Ce qui permet d’analyser les traces ayant empruntées
un même chemin d’exécution. Un fichier est généré pour chaque backtrace différente.

4.6.2 Reconstruction des séries temporelles

L’utilisation des contextes d’appels permet de regrouper les traces ayant le même flot d’exécu-
tion. Une fois ces petits groupes constitués, on peut agréger leur contenu. Les fichiers de traces sont
au format binaire. Chaque ligne est constituée des champs suivants : type de la variable, sa valeur
de hachage, une estampille temporelle, son adresse et sa valeur numérique. Un exemple du fichier
veritracer.dat est donné sur la figure 4.17.

Le but de la reconstruction est de calculer les propriétés statistiques suivantes pour chaque
invocation : maximum, minimum, médiane, moyenne, écart-type. Le fichier final contient une ligne
pour chaque invocation. Chaque ligne contient la valeur de hachage, une estampille temporelle, le
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Figure 4.16 – Analyse des contextes d’appels et détection des divergences sur l’exécution du code
figure 4.13. Les exécutions possèdent une liste de contexte d’appels différents suivant le résultat de
la condition ligne 9. Les traces sont regroupées suivant leur liste de contextes d’appels. La ligne
surlignée en bleu et en orange marque la divergence entre les deux groupes.

binary64 1569063160155255 13598624150298961041 (nil) -0x1.bfff0e748cefdp +6
binary64 1569063160155256 8477471546868834907 (nil) 0x1.17 ffc781342dep +6
binary64 1569063160155256 17990129320275461441 (nil) 0x1.17 ff8de60cd8ap +7

Figure 4.17 – Exemple du fichier veritracer.dat au format texte.

type de la variable, les statistiques mentionnées précédemment et le nombre de chiffres significatifs
calculé suivant la définition 2.6.1 de Parker.

Les statistiques sont calculées pour chaque ligne du fichier, une ligne étant égale à une invocation.
Puisque les fichiers partageant la même backtrace (cf.figure 4.16) contiennent le même nombre
d’invocations et donc de lignes, la parallélisation de l’analyse est facile. On attribue un nombre de
lignes à traiter pour chaque thread qui chacun agrège les lignes sur de sa section sur chacun des
fichiers comme le montre la figure 4.18.

4.7 La visualisation de la qualité numérique au cours du temps
Les sections 4.5 et 4.6 ont présentées comment Veritracer génère et analyse les traces. Nous

allons maintenant montrer dans cette section comment visualiser les informations recueillies. La
visualisation des variables se fait avec la commande veritracer plot qui prend un fichier CSV
généré par la commande veritracer analyze.

4.7.1 Modes de visualisation
Mode par horloge

C’est le mode par défaut qui est basé sur les estampilles temporelles collectées durant le tra-
çage. L’avantage de ce mode est que les dépendances entre variables sont facilement visualisables
puisqu’elles apparaissent dans l’ordre d’apparition.
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Figure 4.18 – Lecture parallèle des fichiers veritracer.dat partageant une même backtrace. Une
même backtrace garantie que les fichiers ont le même nombre de ligne ce qui facilite la parallélisation
de la lecture.
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s binary64 ; main ; muller.c 27.11 ; u_kp1

s binary64 ; muller1 ; muller.c 12.0 ; u_k

s binary64 ; main ; muller.c 28.9 ; u_k

s binary64 ; muller1 ; muller.c 12.0 ; u_km1

s binary64 ; main ; muller.c 26.7 ; t

Figure 4.19 – Figure automatiquement générée par veritracer plot. Présente le nombre de
chiffres significatifs des variables sur la suite de Muller (fig. 4.1) avec les estampilles temporelles.
On voit que ce mode met bien en relief des dépendances entre variables.
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s binary64 ; main ; muller.c 27.11 ; u_kp1

s binary64 ; muller1 ; muller.c 12.0 ; u_k

s binary64 ; main ; muller.c 28.9 ; u_k

s binary64 ; muller1 ; muller.c 12.0 ; u_km1

s binary64 ; main ; muller.c 26.7 ; t

Figure 4.20 – Figure automatiquement générée par veritracer plot. Présente le nombre de
chiffres significatifs des variables sur la suite de Muller (fig. 4.1) en mode par invocation. On voit
que ce mode se prête bien aux schémas itératifs.

Mode par invocation

Dans ce mode les variables sont ordonnées par ordre d’invocation à partir de 1. Les variable
tracées à des moments différents se retrouvent ainsi sur le même axe. Ce mode est utile lorsqu’on
s’intéresse à une séquence d’appels comme dans le cas d’une boucle par exemple.

Mode jitter

Le mode par superposition (jitter) imprime pour une variable donnée, la valeur prise par chacune
des réalisations MCA. Permet de voir rapidement les effets de divergence numérique pour une
variable en particulier. C’est le mode qui a été utilisé pour générer la figure 4.2.

4.7.2 veritracer-gui : Vers un IDE Java intégré

Ces travaux ont été réalisé en collaboration avec Damien Thenot durant son stage au laboratoire
Li-Parad sous la direction de Pablo De Oliveira et moi même.

Nous avons développé une interface graphique pour regrouper l’ensemble des informations dis-
ponibles par Veritracer au sein d’une seule application. Nous nous somme basé sur l’application
tracecompass de l’Integrated Development Environment (IDE) Eclipse qui offre une infrastructure
performante et ergonomique pour lire et analyser les traces d’un système.

Cette interface graphique est organisée selon des vues. Chaque vue permet d’interagir avec la
trace pour afficher les informations souhaitées.

https://www.eclipse.org/tracecompass/
tracecompass
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Figure 4.21 – Capture d’écran de l’interface graphique développée à l’aide de tracecompass. Les
différentes vues correspondent à : 1) l’explorateur de projet qui permet de naviguer à travers diffé-
rentes traces. 2) la vue globale qui affiche pour chaque variable, le nombre de chiffres significatifs
(s) au cours du temps. La couleur indique la qualité de s, vert signifiant un nombre maximal et
rouge un nombre minimal de chiffres significatifs. 3) La vue zoom qui permet de voir précisément la
valeur de s au cours du temps. La moyenne et l’écart-type de la valeur sont également disponibles.
4) La vue des évènements qui regroupe l’ensemble des données sur les traces.
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1. L’explorateur de projet permet de suivre plusieurs traces et de les sélectionner dans la vue
active.

2. La vue globale affiche le nombre de chiffres significatifs pour l’ensemble des variables tra-
cées avec un code couleur pour rapidement identifier les zones dont la qualité numérique est
mauvaise (en rouge).

3. La vue zoom permet d’étudier de plus près la qualité numérique d’une variable en particulier.
La vue est interactive et permet de zoomer et se déplacer à travers le temps.

4. La vue des évènements qui présente l’ensemble des informations disponibles dans les traces.
Cette vue est également interactive et permet de sélectionner un ensemble d’évènement à
afficher sur la vue globale ou la vue zoom. De plus, une barre de recherche permet de filtrer
les évènements suivant des expressions régulières pour rechercher des variables en particulier.

Une description complète de l’interface graphique ainsi que les codes sources associés sont dis-
ponibles sur la branche Veritracer du projet verificarlo : github.com/verificarlo/verificarlo/tree/-
veritracer/postprocess/visualizer.

Veritracer-gui marche sur la suite de Muller (cf. figure 4.2), l’évaluation d’un polynôme de
tchebychev ainsi que la fonction simp_gen d’ABINIT qui sera présenté dans la section 4.8 suivante.

Nous avons présenté le fonctionnement de Veritracer sur des exemples de petite taille qui ont
démontrés l’intérêt d’analyser la qualité numérique des calculs flottants au cours du temps. Néan-
moins l’objectif de cette thèse est de développer des outils utilisables dans un contexte HPC. Pour
rappel, le contexte HPC implique des codes intensifs en calculs flottants développés pour être exé-
cutés sur des machines massivement parallèles. On souhaite donc pour identifier rapidement les
sources d’erreurs numériques parmi des centaines de milliers de ligne de code. Nous allons dans la
section 4.8 qui suit démontrer comment utiliser Veritracer pour débuguer le code HPC de chimie
quantique ABINIT.

4.8 Le code de calcul ABINIT

ABINIT [73] est un programme de chimie quantique développé principalement par le CEA et
l’université Catholique de Louvain ainsi que de nombreux collaborateurs industriels et académiques.
ABINIT calcule à partir des équations de Density Functional Theory (DFT) les propriétés optiques,
mécaniques ou vibrationnelles d’un matériau. ABINIT travaille sur des compositions chimiques
variées allant des molécules aux nanostructures en passant par les solides (et largement utilisé par
les mondes industriel et académique). ABINIT est un code FORmula TRANSlator (FORTRAN)
composé de 1307 fichiers, 5835 fonctions pour 851615 lignes de codes 5. L’ensemble des calculs
flottants utilisent le format binary64.

4.8.1 Calcul de distance inter-atomique sur H2

Nous allons présenter ici un premier cas d’étude sur l’atome de dihydrogène (H2). Ce cas d’étude
va nous permettre de présenter les éléments utiles à l’analyse qui seront repris dans la suite de ce
chapitre.

5. Version 8.3 d’ABINIT.

https://github.com/verificarlo/verificarlo/tree/veritracer/postprocess/visualizer
https://github.com/verificarlo/verificarlo/tree/veritracer/postprocess/visualizer
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Ce cas d’école consiste à calculer la distance inter-atomique optimale, c’est-à-dire la distance
entre les deux atomes d’hydrogène minimisant l’énergie globale du système. ABINIT propose plu-
sieurs méthodes dont l’une d’entre elle consiste à calculer l’énergie du système pour plusieurs dis-
tances et trouver le minimal en interpolant les points. L’énergie du système physique que l’on note
etotal est le principal résultat physique calculé par ABINIT. Cette énergie est exprimée en Hartree.
Ce résultat nous servira de critère de référence dans la suite de nos expérience.

Nous avons bruité entièrement l’application pour tester sa stabilité. La figure 4.22 présente
quatre exécutions avec des précision virtuelles variant de 52 à 41. On voit que le calcul peut absorber
jusqu’à 7 bits d’erreur sans que l’on constate une dégradation du calcul. À partir de 44 bits, on
constate qu’une partie des énergies calculées n’est sont plus significatif avec des ordres de magnitude
de 1012 contre ´1 pour l’exécution d’origine. À partir de 41 bits, plus aucune énergies calculées
n’est dans le bon ordre de magnitude.

Cette première analyse montre que l’instrumentation avec Veritracer est robuste et passe à
l’échelle sur le code ABINIT puisque nous avons uniquement remplacé le compilateur FORTRAN
par Verificarlo. L’analyse nous a aussi montré qu’ABINIT pouvait absorber jusqu’à 7 bits de bruit
sur l’ensemble des calculs flottants sans que les résultats soient dégradés.

4.8.2 La Pérovskite : un cas plus dur

Le cas test sur la molécule de dihydrogène a servi de premier test pour vérifier l’instrumentation
avec Veritracer. Ayant montré que l’instrumentation était robuste et que le code pouvait absorber
jusqu’à 7 bits de bruit, nous nous sommes ensuite tournés vers des cas plus complexes, faisant appel
à des modèles physiques plus sophistiqués que ceux mis en jeux dans H2.

Nous avons pour cela étudié le cas de la molécule de Pérovskite. La Pérovskite est une espèce mi-
nérale nommée en l’honneur du minéralogiste russe Lev Alexeïevitch Perovski. Elle est surtout très
analysée pour la conception de panneaux solaires en raison de son absorption de la lumière. Parmi
les différentes variantes de Pérovskite, nous avons étudiée celle de BaTiO3 dont une illustration est
donnée sur la figure 4.23.

4.9 Les méthodes de réduction de dimensionnalité
Nous allons appliqué les méthodes de réduction de dimensionalité présentées dans la section 5.1.1.

Le but des ces méthodes est d’identifier rapidement les fonctions ayant une contribution sur l’erreur
globale. Nous commencerons par présenter la méthode de filtrage qui permet d’éliminer les fonctions
n’ayant pas de contribution directe sur l’erreur globale. Puis verrons la méthode de classification qui
permet d’ordonner les fonctions suivant leur degré de sensibilité. Cette notion que nous définirons
permet de hiérarchiser les fonctions suivant leur niveau de criticité.

4.9.1 Filtrage

L’étape de filtrage est la première étape pour réduire l’espace de recherche. Elle consiste à ne
garder que les fonctions qui ont une contribution directe sur l’erreur globale. L’idée est de pousser
les critères de sensibilité au maximum pour réduire l’espace de recherche et supprimer les fonctions
qui n’impactent pas directement le résultat final d’etotal. Nous voulons étudier un code sans
connaissance préalable pour rapidement identifier des fonctions d’intérêts, c’est-à-dire des fonctions
ayant au moins une contribution directe sur l’erreur d’etotal.
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Figure 4.22 – Différent profils d’énergie en fonction de la magnitude de bruit injecté sur l’ensemble
des opérations d’ABINIT pour le cas H2. On prend un échantillon de 32 exécutions MCA en mode
RR pour chaque précision virtuelle testée. On superpose les 32 énergies calculées par ABINIT (axe
y) pour chaque distance inter-atomique (axe x). On constate une dégradation des résultats à partir
d’une précision virtuelle de 44 bits. Les résultats ne sont plus dans l’ordre de grandeur de l’énergie
attendue avec des résultats de l’ordre de 1012 Hartree contre ´1 pour le résultat de référence.
L’application peut absorber jusqu’à 7 bits de bruit sans que l’on constate une dégradation des
résultats.
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Figure 4.23 – Illustration de la molécule Pérovskite BaTiO3 tirée du materialproject [147]. Les
points verts, rouges et gris représentent respectivement les atomes de Baryum, d’Oxygène et de
Titane. Les faces représentent les liaisons électriques.
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Principe

Pour réduire l’espace de recherche nous proposons d’analyser les fonctions une par une. Pour
cela nous instrumentons chacune des fonctions séparément et produisons un exécutable pour chaque
fonction (une fonction = une version). Chaque version est ensuite exécutée en introduisant un bruit
d’amplitude maximale (t “ 1). L’idée est de détecter les fonctions dont la contribution directe à
l’erreur globale n’est pas nulle, autrement dit les fonctions ayant un impact sur l’erreur g lobale.
Cette étape permet d’éliminer les fonctions qui ne contribuent pas au résultat final comme par
exemple les fonctions qui n’utilisent pas d’arithmétique flottante.

Pour accélérer les versions instrumentées d’ABINIT, nous utilisons le backend BITMASK. Pour
rappel le backend BITMASK peut être vu comme un modèle d’injection de bruit grossier qui offre un
compromis entre performance d’exécution et qualité du bruit injecté, puisque le bruit injecté par le
ce backend est biaisé peu importe le mode utilisé (cf. section 3.2.3). Chaque version d’ABINIT est
exécutée en mode ZERO et en mode ONE avec une précision virtuelle t “ 1. Si le critère de validité
n’est pas respecté pour l’une des deux exécutions, la fonction est étiquetée comme critique.

Critère de validité numérique

Nous prenons comme critère de validité numérique la comparaison avec la valeur de référence
d’etotal, c’est-à-dire la valeur calculée par le programme sans bruitage dans les formats IEEE-754
d’origine. Suivant si ce critère est valide ou pas, nous étiquetons les fonctions comme critique ou
non critique. Cela suivant que la valeur d’etotal a été modifiée ou pas. De même les fonctions pour
lesquelles l’exécution ne converge pas ou crash sont étiquetées critiques.

Définition 4.9.1 (Fonction critique). Une fonction f est étiquetée non-critique si

f critique ” |etotalreference ´
∼

etotal| “ 0

où
∼

etotal est le résultat de l’exécution bruité.

Résultats

Les résultats de cette analyse montrent que seules 88 fonctions sur les 2952 6 d’origines sont
étiquetées comme critique. Soit une réduction de l’espace de recherche de 33ˆ. Cela montre qu’une
grande partie des fonctions d’ABINIT ne contribue pas directement à l’erreur globale. L’approche
par filtrage permet donc de réduire l’espace de recherche et d’identifier les fonctions à haut potentiel
d’erreur globale.

Ce facteur de réduction peut néanmoins être nuancé par le point suivant. L’analyse par filtrage
est dépendante du jeu de données utilisée puisque suivant la nature de l’objet étudié, les modèles
physiques utilisés ne seront pas les mêmes. En effet, ABINIT est divisé en plusieurs modules de
calculs et chacun de ces modules est appelé suivant la physique modélisée. Ainsi la molécule BaTiO3

mobilise des calculs supplémentaires par rapport au cas H2. De plus, pour deux jeux de données
qui utilisent les mêmes modèles physiques (et donc les mêmes modules de calculs) peuvent avoir des
comportement numérique différent. Pour améliorer le filtrage, nous pensons qu’il serait intéressant
d’avoir des jeux de données représentatifs pour couvrir l’ensemble des calculs d’ABINIT, comme
cela est fait pour la couverture de code par tests unitaire.

6. Nous n’avons retenu que les fonctions ayant au moins une opération flottante, soit 2952 fonctions sur les 5835
d’origines.
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4.9.2 Classification
L’étape de classification intervient après l’étape de filtrage pour analyser plus finement le com-

portement de chaque fonction. Cette méthode a pour but d’ordonner les fonctions suivant leur degré
de sensibilité.

Principes

Une fois l’ensemble de fonctions critiques trouvées, nous souhaitons pouvoir donner une esti-
mation de la sensibilité numérique d’une fonction, c’est-à-dire pouvoir une relation d’ordre pour
comparer les fonctions et hiérarchiser les besoins. D’un point de vu développeur, il peut en effet
être plus important de d’abord réparer les fonctions très sensibles d’un point de vue numérique que
d’optimiser la précision des fonctions les moins sensibles.

Pour cela nous introduisons la notion de degré de sensibilité d’une fonction.

Définition 4.9.2 (Degré de sensibilité). Soit un exécutable E dans lequel une seule fonction f
est instrumentée avec Veritracer. On définit le degré de sensibilité comme la précision virtuelle
minimale pour laquelle l’exécution E n’invalide pas un critère de validité numérique.

Si l’on suit cette définition, les fonctions avec un haut degré de sensibilité sont donc des fonctions
potentiellement plus sensibles à l’ajout de bruit numérique et qui requièrent des analyses plus
approfondies. Au contraire, les fonctions ayant un faible degré de sensibilité sont des fonctions plus
robustes pouvant potentiellement être passées dans un format de calcul plus réduit.

Suivant le même principe que la méthode de filtrage, nous construisons 7 une version d’ABINIT
pour chaque fonction étiquetée critique.

Puisque nous avons moins de fonctions à explorer et qu’on cherche à avoir une analyse plus fine,
nous utilisons le mode RAND qui offre une meilleure variabilité sur le bruit introduit que les modes
déterministes ZERO et ONE. Cela nous donne une estimation plus précise sur la sensibilité au bruit
numérique pour un surcoût plus faible que les backends QUAD et MPFR.

Chacune des versions est exécutée n fois avec le backend BITMASK et le mode RAND pour une
précision virtuelle t fixée. On calcul ensuite la moyenne et l’écart-type des n valeurs d’etotal
calculées par ABINIT. Pour que le critère soit validé, il faut que les n valeurs d’etotal soient
égales à la valeur etotalref de référence.

Pour trouver la précision minimale, on utilise une recherche dichotomique : Si le critère est vérifié
cela signifie que la précision virtuelle t utilisée n’était pas assez basse pour perturber le résultat
d’etotal. On descend donc la valeur de t et on recommence l’exécution. Et inversement si le critère
est invalidé on augmente t jusqu’à trouver le t minimal.

Résultats

La figure 4.24 présente le résultat de la classification. Sur l’axe des abscisses sont présentées les
précisions virtuelles minimales et sur celui des ordonnées les 88 fonctions étiquetées critique. La
ligne rouge à la précision virtuelle 23 sépare les fonctions pouvant potentiellement être passées en
binary32.

La première fonction de ce classement (__m_ewald_MOD_ewald) est intéressante puisque qu’elle a
une contribution importante sur le résultat etotalmais elle présente un intérêt limité pour le modèle
physique. En effet, cette fonction calcule une constante (la sommation d’Ewald) qui est ajoutée à

7. En pratique nous avons repris les mêmes exécutables que l’analyse de filtrage.
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Figure 4.24 – Classification des 88 fonctions étiquetées critiques.
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l’énergie totale du système. Or ce qui intéresse les physiciens c’est le potentiel d’activation qui
correspond à la différence entre deux énergies d’une molécule et donc la constante doit disparaître
avec la soustraction. Cela montre qu’il est important d’avoir un expert du domaine, en l’occurrence
ici les physiciens, pour relier les calculs au modèle simulé.

La seconde fonction du classement __m_pawrad_MOD_simp_gen (notée simp_gen dans la suite)
est intéressante puisque les physiciens d’ABINIT l’ont repéré indépendemment de nos travaux. Ils
ont en effet identifié cette fonction comme ayant une contribution sur l’instabilité numérique du
code. Sans a priori sur le code, notre approche a également su identifiée cette fonction comme
particulièrement sensible au bruit numérique ce qui renforce le bien fondé de notre approche. Avec
une importante contribution sur etotal, nous avons donc voulu étudier plus finement cette fonction
ce qui fait l’objet de la section 4.10 suivante.

4.10 Étude détaillée de simp_gen

La fonction simp_gen est une fonction de calcul d’intégrales qui est utilisée à de nombreux
endroits du code et qui fait parti des fonctions les plus sensibles d’ABINIT d’après notre méthode de
classification (cf. section 4.9.2) Après une présentation de la méthode numérique, nous présenterons
la qualité numérique de son résultat au cours du temps. Puis montrerons comment améliorer sa
qualité numérique à l’aide d’EFTs. Enfin, nous terminerons avec une analyse de flot de données
pour expliquer la perte de chiffres significatifs sur le résultat de simp_gen.

4.10.1 L’intégrale de Simpson

La fonction simp_gen calcul le résultat numérique d’une intégrale sur une grille 1-D générali-
sée à l’aide de la méthode de Simpson. Les méthodes d’intégration numérique consistent à diviser
l’intervalle d’intégration en sous-intervalles puis à approximer localement la fonction f pour som-
mer la valeur numérique de chaque sous-intervalles. La méthode de Simpson utilise un polynôme
quadratique pour interpoler la fonction f sur chacun des sous-ensemble du domaine.

ż b

a

fpxqdx “
b´ a

6n

n´1
ÿ

i“0

p2fpxiq ` 4fpmiqq

avec mi le milieu du segment rxi, xi`1s.
La méthode utilisée dans ABINIT permet de généraliser aux domaines non-cartésiens (polaire,

logarithmique, ...).
Dans le code ABINIT, cette intégrale est exprimée par le code de la figure 4.25 dont la boucle

principale est seulement présentée. Les différents paramètres sont nn qui représente le nombre de
sous-intervalles du domaine sur lequel intégrer, simp l’accumulateur contenant la valeur numérique
de l’intégral ; f un tableau contenant pour chaque indice i la valeur fpiq de l’interpolation ; enfin
simfact un tableau de même dimension que f qui contient les facteurs de chaque point.

On reconnaît une schéma similaire à celui du produit scalaire entre deux vecteurs func et
simfact. Cette similarité sera exploitée dans la section 4.10.3 pour améliorer la qualité numérique
du résultat de simp_gen.
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nn=int_meshsz
simp=zero
do i i =1,nn
simp=simp+func ( i i )∗ s imfac t ( i i )

end do

Figure 4.25 – Coeur de boucle de la fonction simp_gen. Le calcul de l’intégrale peut se concevoir
comme un produit scalaire entre la fonction à intégrer (func) et les facteurs d’intégration (simfact).

Figure 4.26 – Évolution du nombre de chiffres significatifs du résultat de la fonction simp_gen au
cours du temps. On a jusqu’à 7 chiffres décimaux qui sont perdus suivant les invocations.

4.10.2 Vue globale de la qualité numérique
Nous avons voulu avoir dans un premier temps une estimation de la qualité numérique de simp

au cours du temps. On a en effet vu en section 4.6 l’importance d’explorer la dimension temporelle
des calculs (cf. figure 4.2). Cette première estimation va nous donné le profil général de la qualité
des résultats de simp_gen. Nous avons pour cela compilé une version d’ABINIT n’instrumentant
que la fonction __m_pawrad_MOD_simp_gen et ajouté une sonde pour la variable simp. Nous avons
ensuite exécuté avec le backend QUAD en mode RR pour une précision virtuelle de 53 bits.

Le résultat du traçage est présenté sur la figure 4.26. La qualité des 120000 premières invo-
cations de la fonction simp_gen est présentée sur cette figure. On remarque que différents profils
apparaissent. Une bonne qualité des calculs avec environ 15 chiffres décimaux significatifs autour
des invocations 20000, 50000 et 70000 et à partir de la 80000ème invocation. Des résultats plus
contrastés pour les autres invocations.

Cependant, la lecture de la figure est difficile sans une compréhension du contexte. La figure 4.27
présente la figure 4.26 enrichie des contextes d’appels pour chaque point. Chaque couleur équivaut
à un contexte d’appel et les points possédant la même couleur partagent le même contexte d’appels.
Cela permet une identification rapide des différents profils de qualité numérique suivant le contexte
d’appels. En effet, les points noirs et roses possèdent une meilleure qualité numérique que les points
issus du contexte d’appels rouge.
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Figure 4.27 – Évolution du nombre de chiffres significatifs du résultat de la fonction simp_gen
au cours du temps avec la coloration des contextes d’appels. Les points ayant la même couleur
partagent le même contexte d’appels. On voit que la qualité du résultat dépend du contexte d’où
la fonction a été appelée.

4.10.3 Amélioration de la qualité numérique

La figure 4.27 montre la qualité numérique du résultat de simp_gen au cours du temps. On voit
que la qualité se dégrade sévèrement avec jusqu’à 7 chiffres décimaux significatifs de perdus. De
plus, nous avons montré que cette fonction avait un impact significatif sur le calcul d’etotal. On
souhaiterai donc améliorer la qualité numérique de cette fonction.

Nous avons montré dans la section 4.10.1 le lien entre la fonction simp_gen et le produit scalaire.
Or, il existe une version dite compensée du produit scalaire.

Les méthodes compensées sont des algorithmes numériques permettant de compenser les erreurs
numériques commises durant les calculs flottants. Ces méthodes compensées sont basées sur les
Error Free Transformation (EFT) qui transforment le résultat d’une opération entre deux nombres
flottants x et y en un résultat r plus un terme d’erreur e. En supposant qu’il n’y ait pas d’overflow
ou d’underflow et en posant ˝ l’arrondi au plus près, alors :

x, y, a, b P F
x ˛ y “ r ` e ùñ r “ ˝px ˛ yq et |e| “ |r ´ px ˛ yq|
˛ P t`,´,ˆu

Les deux blocs de base des EFTs sont 2Sum [103] pour l’addition et TwoProd [51] pour la multi-
plication. Il existe une grande variété de méthodes compensées basées sur ces briques de bases dont
une présentation détaillée est donnée dans [77]. Il existe également une méthode compensée pour
le produit scalaire appelée Dot2 [141] dont la définition est donnée sur la figure 4.28.

Dans simp_gen nous avons remplacé le produit scalaire naïf par sa version compensée. Nous
avons ensuite tracé le résultat de l’exécution avec le backend QUAD et le mode RR pour une précision
virtuelle de t “ 53. A noté que le bruitage d’une méthode compensée est rendu possible par le fait
qu’on utilise le mode RR. En effet, ce mode lorsqu’il est utilisé avec une précision virtuelle égale
à la précision du format d’origine préserve les opérations exactes (cf.section 2.6.1). Or les EFTs



106 CHAPITRE 4. VERITRACER : UN OUTIL DE DÉBOGAGE NUMÉRIQUE

Dot2 (x , y ) =
[ p1 ,s1 ] = TwoProduct (x1 ,y1 )
f o r i =2:n
[hi ,ri ] = TwoProduct (xi ,yi )
[ pi ,qi ] = TwoSum(pi´1 ,hi )
si = ˝(si´1+(qi+ri ) )
re turn ˝(pn+sn )

Figure 4.28 – Algorithme du Dot2 en pseudo code. Calcul le produit scalaire compensé entre les
vecteurs x et y de manière à ce que le résultat soit identique à un produit scalaire naïf utilisant le
double de précision.

reposent sur des opérations exactes. L’utilisation du mode RR qui ne trouble pas les opérations
exactes ne perturbe pas le fonctionnement de Dot2

La figure 4.29 présente l’évolution de la qualité numérique du résultat retourné par simp_gen
au cours du temps avec l’utilisation du produit scalaire compensé Dot2. On voit que la qualité
numérique de l’ensemble des points a été améliorée mis à part pour les points du contexte d’appels
rouge. Les points faisant parti de ce contexte d’appels on vu leur qualité numérique être légèrement
réhaussée mais restent néanmoins assujettis à des pertes de chiffres significatifs.

4.10.4 Analyse de flux de données en application

Pour comprendre pourquoi l’utilisation du Dot2 n’a pas permis d’obtenir un nombre de chiffres
significatifs à 16 sur le contexte rouge, nous avons analysé le flot de données du résultat de simp_gen.
Le résultat de simp_gen est contenu dans la variable simp_gen. Nous avons effectué une taint
analysis manuelle en suivant le chemin de contamination de simp_gen. Ce chemin est résumé sur
la figure 4.30.

L’analyse du flot de donnée révèle que l’erreur introduite par MCA sur la valeur de la variable
simp_gen lors des appels du contexte d’appels turquoise contamine le paramètre func des appels
à simp_gen du contexte d’appels rouge.

Le premier appel à simp_gen dans la fonction pawpsp_calc (noté ♠) retourne le résultat qq
entaché d’une erreur du au bruit MCA. Le second appel effectué dans la fonction atompaw_shpfun
retourne le résultat norm qui est lui aussi entaché d’erreur et vient contaminer le vecteur shapefunc.

Ce vecteur shapefunc nommé nhat dans ♠ est multiplié par qq qui est entaché d’erreur. Ce
vecteur est additionné à tnvale qui est passé à la fonction pawpsp_cg (noté ♣) et nommé nr. En
suivant la trace de nr, on voit qu’il contamine les vecteurs rnr puis ff. Ce dernier est ensuite utilisé
par la fonction simp_gen dans ♣. Le problème est que les valeurs de ff on été contaminées par du
bruit MCA. L’erreur introduite sur les valeurs de ff détruit la compensation apportée par Dot2
comme l’illustre la figure 4.31.

En suivant le flot des calculs, l’analyse de flot de données permet de comprendre la baisse de
fidélité observée sur les points du contexte d’appels rouge et offre aux développeurs des pistes de
réflexions. Ils ont ainsi des endroits du code qui interagissent entre eux sur lesquelles ils peuvent
agir pour améliorer la qualité numérique de leur code.
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Figure 4.29 – Évolution du résultat de la fonction simp_gen au cours du temps avec l’utilisation
du Dot2.
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Figure 4.30 – Chemin de propagation de l’erreur.

r

e
e

x

+ y + y

x

r

Figure 4.31 – Illustration de l’inefficacité des EFTs en présence de bruit sur les entrées. À gauche
est présenté la compensation de l’algorithme TwoSum. L’erreur perdue dans l’addition entre x et y
est contenu dans e. À droite est présenté la compensation de TwoSum avec du bruit sur les entrées
symbolisé par la couleur rouge. Ces bits rouges étant différents d’une exécution à l’autre, le terme
d’erreur e ne contient aucune information lorsque l’on regarde la moyenne des résultats. Le terme
d’erreur e peut donc être considéré comme du bruit en moyenne.



4.11. CONCLUSION 109

4.11 Conclusion
Veritracer est un outil de débeuggage numérique reposant sur l’exploitation de traces numé-

riques permettant de visualiser la qualité numérique des calculs au cours du temps. Il enrichit ces
informations par des éléments de contextes qu’il puise dans une analyse des différents flux d’infor-
mations liées a l’exécution du programme. Enfin, il fournit un visualisation permettant d’identifier
rapidement la qualité des résultats au cours du temps.

Ce chapitre a également montré que l’analyse de codes de calculs industriels fait apparaître des
problèmes d’échelle et que la taille des espace de recherche rend les méthodes classiques impra-
ticables. Pour pallier ces problèmes, nous avons développés des méthodes permettant d’identifier
rapidement un ensemble de fonctions responsables d’erreurs numériques par raffinements itératifs
pour réduire progressivement l’espace de recherche. Nous avons également fourni une hiérarchisa-
tion des fonctions à analyser qui est pertinente d’un point de vue développeur pour qui toutes les
fonctions ne peuvent être étudiées. D’autre part, couplé avec ces méthodes de réductions de dimen-
sionnalité, nous avons montré que Veritracer permettait de traquer et visualiser l’amélioration de
la qualité numérique de la fonction simp_gen.



Chapitre 5

Optimisation et précision variable

L’optimisation des formats de calcul est un domaine qui connaît un regain d’attention. L’essor
du deep learning pousse les constructeurs à concevoir des nouvelles architectures et formats (cf. 2.3).
La question est de savoir où et comment utiliser ces innovations dans le contexte du HPC puisque
les méthodes numériques utilisées par ces deux champs de recherche sont similaires. On y retrouve
en effet les mêmes méthodes d’algèbre linéaire comme les méthodes itératives de type Descente de
Gradient [20, 17] pour les problèmes d’optimisation.

Cependant, cet intérêt pour la précision mixte n’est pas nouveau puisque dès les années 60,
Wilkinson discutait des avantages de la précision mixte pour améliorer la qualité numérique de
la résolution de systèmes linéaires avec sa méthode du raffinement itératif [183]. Cette méthode
consiste à augmenter la précision des calculs au fur et à mesure des itérations pour atteindre
une meilleur exactitude. De plus, certains algorithme sont dit auto-correcteurs, c’est-à-dire qu’ils
possèdent la propriété d’être résilients à une certaine quantité d’erreurs numériques durant leur
exécution. L’exemple bien connu étant celui de la méthode de Newton-Raphson qui sera présen-
tée en section 5.2. Cette méthode reste en effet convergente sous certaines conditions [105] malgré
l’introduction d’erreurs. Les méthodes auto-correctrices sont très intéressantes pour les calculs mas-
sivement parallèles dans le HPC puisque la probabilité de bit-flip durant l’exécution d’un programme
est proportionnelle au nombre de coeurs utilisés [21].

Si ces méthodes sont restées inexploitées pendant plusieurs années, c’est que l’accroissement de
la vitesse de calcul a permis aux développeurs d’application d’utiliser du format binary64.

En effet, l’augmentation de la fréquence, de la taille des mémoires caches et des unités vectorielles
a permis d’améliorer la performance des unités de calcul type CPU, conduisant, modulo l’adaptation
à l’arrivée de chaque nouvelle génération de processeurs, à une amélioration de la performance des
codes. Les architectures étaient plus performantes et donc les codes devenaient plus performants.
Or on constate aujourd’hui un plafonnement de la performance mono-coeur dû aux limitations
technologiques comme la finesse de gravure par exemple ou la consommation énergétique [61]. Pour
conserver une performance croissante, les architectures évoluent naturellement vers du multi-coeur.
Le principal vecteur de ralentissement avec les architectures parallèles vient du traitement des
données, c’est-à-dire de leur accès en mémoire (cache, RAM, HDD, SSD) mais surtout de leur
transfert à travers les interconnections. Or la vitesse d’échange dans les réseaux ainsi que le débit
de transfert des données restent bien inférieurs aux débits de calcul fournis par les architectures
modernes. Réduire le volume de communications entre les processeurs est donc un facteur crucial
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de performance pour les applications aujourd’hui. C’est pourquoi la précision mixte connaît un vif
regain d’attention, car elle permet d’accroître la densité de calcul tout en réduisant le volume des
communications échangées.

Dans ce chapitre nous commencerons par présenter la méthode de réduction de format que
nous avons développé durant la thèse. La contribution majeure de cette méthode présentée dans la
section 5.1 par rapport aux approches existantes est double : d’une part notre méthode optimise la
précision des calculs de manière temporelle, c’est-à-dire qu’elle cherche un format sur mesure pour
chaque itération d’un schéma itératif, là où les approches standards se contentent de tester le même
format sur toute la durée de l’exécution. D’autre part, les formats explorés par notre méthode sont
plus nombreux que dans les approches de précisions mixtes classiques (cf. section 1.3) qui restent
pour la plupart cantonnées aux binary32 et binary64. Le backend VPREC spécialement développé
durant cette thèse permet de simuler n’importe quelle format de taille variable qui tient sur un
binary64. Ce backend sera présenté en section 5.1.2.

Nous montrerons que notre méthode est bien adaptée aux schémas itératifs auto-résilients comme
la méthode de Newton-Raphson que nous étudierons en détails dans la section 5.2. Puis nous termi-
nerons ce chapitre avec l’application de notre méthode d’exploration sur YALES2, un code HPC de
simulation de mécanique des fluides. Nous montrerons que notre méthode permet de réduire de près
de moitié la taille des formats de calcul utilisés tout en préservant la convergence d’origine. Enfin
nous montrerons les performances apportées par nos solution de formats réduits avec une version
en précision mixte faute de matériel disposant d’unités de calcul flottant en précision variable.

5.1 Méthode de réduction de format
Les méthodes présentées en section 1.3 ont pour beaucoup exploré la dimension spatiale (cf. 3.3.1)

mais peu l’aspect temporel (cf. 3.3.1) de l’optimisation. C’est pourtant tout un pan d’optimisation
qui reste inexploré. En effet, une variable ne nécessite pas la même précision au cours du temps
comme le montre l’exemple suivant :

k xk`1 s10k s2k
0 0.0690266447076745 0.11 0.37
1 0.1230846130203958 0.21 0.70
2 0.1985746566605835 0.43 1.43
3 0.2732703639721015 0.84 2.79
4 0.3119369815109966 1.79 5.95
5 0.3181822938100336 3.40 11.3
6 0.3183098350392471 6.79 22.6
7 0.3183098861837825 13.6 45.2
8 0.3183098861837907 15.6 51.8
9 0.3183098861837907 15.6 51.8

Cette table présente l’exécution de la méthode de Newton-Raphson pour calculer l’inverse de
π en binary64. Pour chaque itération k, nous avons calculé le nombre de chiffres significatifs sβk en
commun à l’aide de la formule 2.4.4, où β désigne la base. La colonne xk`1 indique la valeur de la
variable ligne.7 sur le code 5.1 avec en rouge les chiffres non significatifs.

La couleur rouge souligne qu’une grande partie des chiffres de xk sont faux dans les premières
itérations et de manière duale que peu de chiffres sont significatifs. Pourtant ce code converge vers
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1 double newton(double x0) {
2 double x_k;
3 double x_kp1 = x0;
4 double b = PI;
5 do {
6 x_k = x_kp1;
7 x_kp1 = x_k*(2-b*x_k);
8 } while (fabs((x_kp1 -x_k)/x_k) >= 1e-15);
9 return x_kp1;
10 }

Figure 5.1 – Code C de la méthode de Newton-Raphson pour calculer l’inverse de π.

la solution attendue. On en déduit que la valeur des chiffres rouges n’a pas d’importance sur la
convergence de la méthode et qu’ils pourraient être a priori remplacés par d’autres chiffres sans
qu’il y ait de conséquences sur le résultat 1.

Nous avons donc l’intuition qu’un format binary64 n’est pas nécessaire pour arriver à un résultat
juste. Il est en effet légitime de se demander qu’il faille 53 bits de précision pour calculer » 2 bits
justes à l’itération 3. Nous pensons donc qu’il est possible de trouver un format de calcul plus petit
que binary64 pour chaque calcul de xk tout en conservant la même qualité sur la solution obtenue.
De plus le backend VPREC nous permet de simuler des formats à un grain fin, ouvrant la voie à
d’autres formats que ceux proposés dans la norme IEEE-754.

Fort de ce constat, nous avons construit notre méthode d’optimisation pour qu’elle minimise la
précision de calcul de chaque invocation à un grain fin. Nous avons également souhaité conserver
les propriétés du calcul d’origine à savoir : trouver une solution proche de la solution IEEE-754
(critère de validité numérique, section 3.4.1) en un nombre d’itérations inférieur ou égal à l’exécution
d’origine (critère de validité temporelle, cf. 3.4.2).

5.1.1 Principe de la méthode de réduction de format

La méthode d’optimisation de format de calculs proposée dans cette thèse s’appuie sur l’explo-
ration temporelle des formats de calculs.

Pour la dimension temporelle, notre but est de trouver un format de calcul qui soit adapté
à chaque itération du schéma. Comme nous l’avons vu avec l’exemple de Newton-Raphson, le
nombre de chiffres significatifs d’une même variable évolue au cours du temps. Nous souhaitons ainsi
fournir un format de calcul qui soit sur mesure pour chaque invocation. L’idée est d’optimiser plus
finement que les Méthodes d’Optimisation Spatiale (MOS) présentées en section 1.3 en exploitant
cette dimension temporelle. Les MOS sont contraints par le fait qu’elles optimisent le format d’une
variable pour toute l’exécution du programme. Autrement dit, les MOS travaillent à gros grain
sur l’ensemble des invocations en même temps tandis que nous travaillons à grain fin en analysant
invocation par invocation ce qui permet d’épouser au mieux les besoins en précision des calculs.

1. Ce propos est à modérer notamment par la notion de bit contribuant évoquée en section 2.6.3. En effet, les bits
contribuants illustrent le fait que les chiffres non-significatifs contiennent une part d’information sur la significance
du résultat, malgré le qualificatif de non-significatifs.
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Pour l’optimisation de format, notre but est de proposer un format sur mesure en donnant à
chaque itération le nombre de bits suffisants pour garantir la convergence. Ce travail à grain fin (au
niveau du bit) est en effet rendu possible par le backend VPREC qui permet de simuler n’importe quel
format similaire aux formats IEEE-754 tenant sur un binary64 (64 bits), que nous allons présenter
dans la section 5.1.2 qui suit. Contrairement aux approches dites de précision mixte (cf. 1.3) qui
explorent uniquement les formats IEEE-754, notre méthode permet d’offrir des solutions plus fines
qui répondent précisément aux besoins de chaque itération du schéma numérique analysé.

Nous souhaitons donc offrir des solutions de meilleur qualité que les approches MOS et précision
mixte traditionnelles en explorant conjointement ces deux dimensions (temporelle et de format
à grain fin). Nous souhaitons également que la solution trouvée par la méthode ne dégrade pas
la qualité des résultats (contraintes numériques) ni la qualité de la convergence (contraintes de
temporalité), c’est-à-dire le nombre d’étapes nécessaires pour atteindre la convergence. Ces critères
sont fournis par l’utilisateur et peuvent par exemple correspondre aux résultats de l’exécution
originale.

5.1.2 VPREC

Le backend VPREC a été développé durant cette thèse pour pouvoir simuler des formats de taille
variable à une granularité fine. Nous avons vu en section 2.3.1 que l’optimisation de la précision de
calcul est un moyen efficace pour gagner en performance. Il est néanmoins indispensable pour un
développeur de savoir comment son code réagit aux changements de format de calcul avant de le
modifier. On souhaite donc fournir aux développeurs d’application un moyen rapide de tester un
type flottant sans se limiter aux formats IEEE-754 puisque nous avons vu que de nombreux formats
alternatifs émergeaient ces dernières années (cf. section 2.3.1).

Le backend VPREC permet donc de répondre à ses besoins en permettant de simuler des formats
de taille variable tenant sur du binary64. Le format simulé étant défini par la taille de son exposant
(d) et la taille de sa mantisse (p). De plus, l’utilisation de VPREC à travers l’interface de Verificarlo
permet de changer dynamiquement la taille de d et p durant l’exécution sans recompilations de la
part du développeur.

Pour simuler des format flottants de taille variable sans avoir le surcoût lié à la librairie MPFR,
le backend VPREC simule les formats qui peuvent être contenus dans un binary64 similairement à la
norme IEEE-754.

Le nouveau format est défini par les deux paramètres pd, pq. Le premier d P r0, 11s détermine la
taille de l’exposant avec pour bornes emax “ 2r´1 ´ 1 et emin “ 1´ emax. Le deuxième p P r1, 52s
la taille de la mantisse. Par exemple, pour simuler du binary16 sur un binary32, on choisira d “ 5
et p “ 10 comme l’illustre la figure 5.2.

VPREC gère également les NaNs, ˘Inf et les dénormalisés ainsi que l’arrondi au plus près.
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Figure 5.2 – Format VPREC simulant du binary16 dans un binary32. Les bits opaques représentent
le nouvel exposant (d) en orange et la nouvelle mantisse (p) en bleu. Le signe reste inchangé.

VPREC dispose de quatre modes pour appliquer l’arrondi sur les opérandes de chaque opération
flottante : soit ˛ P p`,´,ˆ, {q l’opération arithmétique IEEE-754 effectuée en précision d’origine
(binary32, binary64) et ˝d,p l’arrondi au plus près en précision p et en dynamique d.
• IEEE : IEEEpx ˛ yq “ x ˛ y,

Les calculs sont effectués dans le format d’origine.
• Inbound Precision : IBpx ˛ yq “ ˝d,ppxq ˛ ˝d,ppyq,

il permet de borner la précision des opérandes.
• Outbound Precision : OBpx ˛ yq “ ˝d,ppx ˛ yq,

il permet de borner la précision du résultat.
• Full Precision Bounding : FULLpx ˛ yq “ ˝d,pp˝d,ppxq ˛ ˝d,ppyqq,

il permet de borner la précision en entrée et en sortie.
Le résultat de l’opération est stocké dans le format d’origine. Ceci permet d’utiliser des librairies

externes sans intervention de l’utilisateur et de mécanismes complexes comme la shadow memory.
La figure 5.3 présente un exemple de comment simuler du binary16 à partir d’un format binary32

avec VPREC. On voit qu’il suffit d’utiliser les paramètres d “ 5 et p “ 10 pour simuler un binary16
sans avoir nécessairement à disposition l’unité flottante correspondante en matériel. De plus, comme
les paramètres d et p sont modifiables durant l’exécution du programme en utilisant les variables
d’environnement spécifiques, il est facile pour l’utilisateur de tester d’autre formats. Par exemple,
en utilisant d “ 8 et p “ 7 l’utilisateur peut tester l’impact du bfloat16 sur son code sans recompiler
celui-ci.

Pour comprendre le fonctionnement de VPREC, nous allons simuler le comportement de l’opéra-
tion p2.903225`2.903225q˚16384q en binary32 à l’origine avec du binary16. Cet exemple est détaillé
sur la figure 5.3. On a présenté à gauche l’exécution originale et à droite l’exécution en simulant du
binary16. On voit que la première opération effectue l’arrondi sans problèmes contrairement à la
deuxième dont la dynamique est trop grande pour être représentée dans du binary16. Le résultat
provoque donc un overflow et renvoi un `Inf .

A l’heure actuelle, nous ne pouvons pas fournir les détails d’implementation sur le backend
VPREC car celui-ci est sous inspection d’Intel.

Performance

Les performances du backend VPREC sont bonnes avec un faible surcoût dû à l’utilisation des
types natifs IEEE-754. Sur le test utilisé en figure 3.10 compilé avec les mêmes paramètres -
DSAMPLES=100000 -DITER=5000, le code original IEEE-754 affiche un temps de 1,46 secondes contre
12,55 secondes en moyenne pour le backend VPREC soit un ralentissement de seulement 8,59.
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1.01110011100111001110000ˆ 21

` 1.01110011100111001110000ˆ 21

˛8,23 1.01000010000100001000000ˆ 22

1.01000010000100001000000ˆ 22

1.01110011100111001110000ˆ 21

` 1.01110011100111001110000ˆ 21

˛5,10 1.01000010000100001000000ˆ 22

1.0100001000ˆ 22

1.0100001000100001000000ˆ 22

˚ 1.0000000000000000000000ˆ 214

˛8,23 1.0100001000100001000000ˆ 216

1.0100001000100001000000ˆ 216

1.01000010000000000000000ˆ 22

˚ 1.00000000000000000000000ˆ 214

˛5,10 1.01000010000000000000000ˆ 216

`Inf

Figure 5.3 – Exécution de l’opération p2.903225 ` 2.903225q ˚ 16384q en binary32 à gauche et
avec le backend VPREC à droite simulant du binary16 en prenant comme paramètres p=10 et d=5.
Contrairement à l’exécution en binary32, le calcul avec VPREC conduit à un overflow puisque le
nombre maximal représentable avec un d=5 est 216.

5.1.3 Algorithmes d’explorations

Nous avons décliné l’algorithme de recherche en trois versions :

• En avant : On cherche à diminuer la précision de chaque invocation en commençant par la
première et en terminant par la dernière.

• En arrière : On cherche à diminuer la précision de chaque invocation en commençant par la
dernière et en terminant par la première.

• Par morceaux : On cherche à diminuer la précision pour un ensemble d’invocations à la fois, en
commençant par réduire l’ensemble des invocations dans un premier temps. On divise ensuite
l’ensemble en deux morceaux puis on cherche récursivement sur les deux nouveaux ensembles
crées et ce ainsi de suite.

Approches directionnelles

Les approches directionnelles explorent l’ensemble des invocations de manière incrémentale.
L’idée, illustrée sur la figure 5.4 est de minimiser la précision de calcul de chaque itération soit, en
commençant par la première invocation et en incrémentant jusqu’à la dernière, soit inversement,
en commençant par la dernière puis en avançant de manière décrémentale jusqu’à la dernière. Les
invocations qui n’ont pas encore été explorées sont exécutées dans le format d’origine. On peut
également chercher à vouloir minimiser la précision de plusieurs invocations successives à la fois.
On note ce nombre d qui par défaut vaut 1.

Méthode en avant . Le principe de la méthode en avant est de répartir le budget d’erreur sur
les premières itérations. En effet, l’hypothèse sous-jacente est que les schémas itératifs requièrent
en général peu de précision de calcul sur les premières itérations puis plus après. Pour mener à bien
la convergence, on augmente la précision au fur et à mesure des itérations. La deuxième hypothèse
est que la réduction de précision sur les premières itérations agisse comme un filtre passe-bas, c’est-
à-dire qu’elle détruit les erreurs numériques de petites magnitudes qui ont pu s’accumuler et qu’elle
améliore ainsi la convergence. Le potentiel problème avec cette méthode est qu’elle répartisse de
façon inégalée le budget d’erreur en le concentrant sur les premières itérations.

Méthode en en arrière . Le principe de la méthode en arrière est de partir de la dernière
invocation et de remonter le fil des invocations jusqu’à la première d’entre elles. Toujours suivant
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l’hypothèse que la précision nécessaire croît au cours du temps, la méthode en arrière permet
en principe de mieux répartir le budget d’erreur que la méthode en avant. L’idée étant qu’en
concentrant la minimisation de la précision sur la dernière itération, puis l’avant dernière et ainsi
de suite, la précision requise par les premières invocations soit plus élevée puisque les dernières
invocations ont consommé une grande partie du budget d’erreur.

Interaction inter-invocations. La recherche invocation par invocation peut négliger un aspect
important que sont les interactions entre invocations successives. En effet, les schémas itératifs sont
construits sur des récursions du type :

xk`1 “ fpxkq

voire avec des ordres de récurrence plus élevés. Il est donc intéressant de prendre en compte ces
dépendances lors de la minimisation de la précision comme on le montrera dans la section 5.2.
On introduit donc le paramètre D (par défaut à 1) qui définit le nombre minimal d’invocations à
explorer en même temps.

Approche par morceaux

L’approche par morceaux est une exploration de type Divide & Conquer qui consiste à optimiser
la précision de plusieurs invocations à la fois. L’ensemble des invocations optimisées constitue un
morceau. Une fois que la précision optimale est trouvée pour un morceau, celui ci est divisé en
plusieurs morceaux pour lesquels on cherche à optimiser récursivement chaque sous-partie jusqu’à
atteindre des morceaux de taille minimale. L’approche par morceaux est née d’une synthèse des
quatre principes suivants :

1. Les solutions qui évoluent lentement dans le temps sont préférables aux solutions évoluant de
manière chaotique. Le postulat étant que les architectures qui disposent d’un mécanisme de
changement dynamique de précision ont un surcoût pour modifier les circuits de calcul. Il est
donc préférable de minimiser les changements de précision.

2. La réduction de précision doit se répartir de manière homogène sur l’ensemble des invocations.
Comme nous le montrerons en section 5.2, l’idée est qu’il est préférable que chaque invocation
ait une précision réduite plutôt qu’il y ait des contrastes élevés entre régions.

3. Les premières itérations des schémas itératifs nécessitent une précision de calcul plus réduite
que les dernières itérations. Une autre façon d’aborder ce principe est de considérer que
les premières itérations peuvent absorber plus d’erreurs que les dernières itérations. Cette
hypothèse se prête bien aux algorithmes résilients comme Newton-Raphson mais moins à des
schémas non auto-correcteurs comme celui de Goldschmidt (cf.section 5.2.4).

4. Les interactions (cf. section 5.1.3) entre invocations peuvent être sur des distances de plusieurs
itérations et avec des corrélations différentes. Cette multi-résolution n’est pas prise en compte
dans les méthodes unidirectionnelles puisque la distance d’interaction (D) est fixe durant la
recherche. En prenant des tailles de morceaux de plus en plus fins, on peut capturer différentes
résolutions d’interactions entre les invocations.

Le principe de l’approche par morceaux est présenté sur la figure 5.5.

Complexité des méthodes

On souhaite avoir une estimation au pire cas du temps mis par les méthodes de recherche
pour trouver une solution. Notre mesure de complexité s’intéresse donc au nombre d’exécutions



5.1. MÉTHODE DE RÉDUCTION DE FORMAT 117

Figure 5.4 – Illustration des méthodes en avant et en arrière. La flèche en dégradé représente
le sens d’exécution de l’exploration. Les ordonnées et les abscisses de chaque repère représentent
respectivement la précision et l’invocation. La flèche verticale en dégradé vert/rouge représente la
recherche de précision pour l’invocation correspondante. La barre grise à la précision maximale
signifie que les invocations qui n’ont pas encore été explorées sont exécutées à la précision d’ori-
gine. Chaque point bleu représente la solution de la recherche dichotomique de la précision pour
l’invocation correspondante.
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Figure 5.5 – L’approche par morceaux consiste à diviser récursivement par dichotomie l’ensemble
des invocations à explorer. Chaque ensemble d’invocations représente un intervalle d’itération sur
lequel diminuer la précision. Ici sont présentées les trois premières étapes en vert, bleu et noir. Les
intervalles sont découpés jusqu’à ce qu’ils soient de taille D.

du programme d’origine nécessaire pour mener à bien la recherche. La complexité des méthodes
dépend de trois paramètre :

• N : le nombre maximal d’invocations autorisé par la contrainte de validité temporelle.

• D : le nombre minimal d’invocations pour chaque recherche de précision.

• T : le nombre de précision virtuelle que l’on souhaite explorer. Par défaut on le prend égal à
la précision d’origine plus un.

On pose n comme le ratio
P

N
D

T

.
Cela borne donc la complexité des méthodes directionnelles à :

O pn log2pT qq .

Celle de la méthode par morceaux à :

O p2n log2pnq log2pT qq .

5.2 Exemple sur la méthode de Newton-Raphson

La méthode de Newton-Raphson est une méthode itérative pour trouver une racine d’une fonc-
tion. Elle doit son nom à Isaac Newton et Joseph Raphson. Pour plus d’histoire sur la méthode,
voir [184]. Pour une fonction f réelle différentiable, on souhaite trouver une racine de f notée x‹
telle que :

fpx‹q “ 0.

5.2.1 Équation

L’idée de la méthode est de suivre le gradient de la fonction pour se diriger vers l’endroit où elle
s’annule en utilisant l’équation de la tangente ou développement limité d’ordre 1 (cf. formule ??).
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Ainsi pour le cas réel, si f : RÑ R, f P C1pRq alors l’équation de la tangente au point x0 s’écrit :

y “ fpx0q ` f
1px0qpx´ x0q.

On cherche le point qui coupe la tangente en 0 :

0 “ fpx0q ` f
1px0qpx´ x0q

´f 1px0qpx´ x0q “ fpx0q

px´ x0q “ ´
fpx0q

f 1px0q

x “ x0 ´
fpx0q

f 1px0q
.

On obtient donc le schéma itératif NR suivant avec x0 comme solution de départ :

NRpxkq “ xk`1 “ xk ´
fpxkq

f 1pxkq
.

Comme toute méthode itérative, un critère d’arrêt est nécessaire pour terminer la résolution.
Celui ci est généralement pris comme l’erreur relative entre deux itérés successifs xk et xk`1 avec
un seuil prit aux alentours de la précision machine. Cela signifie que la distance entre deux solutions
successives n’est plus représentable dans le format de calcul. On dit qu’un schéma itératif a convergé
lorsqu’il a atteint le critère d’arrêt aussi appelé critère de convergence. Le code de la figure 5.1
présente le code associé dans le cas du calcul de l’inverse de π.

5.2.2 Convergence de la méthode

Une propriété intéressante des méthodes itératives est la vitesse de convergence. Celle-ci mesure
la rapidité avec laquelle la méthode va donner la solution et donne une indication sur le nombre
d’étapes nécessaires pour atteindre la convergence. Nous allons montrer le résultat classique [110, 89]
de la convergence quadratique de la méthode de Newton-Raphson, c’est-à-dire que l’erreur ε “
|xk ´ x| est divisée par deux à chaque étape ou bien que le nombre de chiffre en commun entre xk
et x est doublé à chaque itération. La vitesse de convergence est donnée par la définition 5.2.1.

Définition 5.2.1 (Vitesse de convergence). Une suite pukqkPN est dite de convergence p si limite
la suivante existe (λ ă 8) :

lim
kÑ8

|xk`1 ´ x
‹|

|xk ´ x‹|p
“ λ.

On suppose que f a un racine simple. On part du développement limité à l’ordre 1 de f P CpRq2
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au voisinage de x‹ :

fpxq “ fpx‹q ` f 1pxqpx´ x‹q `
f2

2
pξqpx´ x‹q2

fpxq “ f 1pxqpx´ x‹q `
f2pξq

2
px´ x‹q2

fpxq

f 1pxq
“ px´ x‹q `

f2pξq

2f 1pxq
px´ x‹q2

fpxq

f 1pxq
´ px´ x‹q “

f2pξq

2f 1pxq
px´ x‹q2

x´
fpxq

f 1pxq
´ x‹ “ ´

f2pξq

2f 1pxq
px´ x‹q2.

On reconnaît ici le schéma NR

NRpxq “ f2pξ

2f 1pxq
qpx´ x‹q2.

donc

x´
fpxq

f 1pxq
´ x‹ “ ´

f2pξq

2f 1pxq
px´ x‹q2.

Or f P CpRq∈ donc f 1pxq et f2pxq sont continues sur R elles admettent donc des extrema locaux
au voisinage de ξ donc sup

xPVpξq

f2pξq
2f 1pxq “M existe ce qui implique que :

|NRpxq ´ x‹| ă“ |M ||x´ x‹|2

|NRpxq ´ x‹|
|x´ x‹|2

ă“ |M |.

D’après la définition 5.2.1 on en déduit que la méthode de Newton-Raphson a une convergence
quadratique.

5.2.3 Calcul de la racine carrée de 2

On souhaite calculer la racine carrée de 2 à partir de la méthode de Newton-Raphson. Cela
revient à trouver la solution de la fonction f suivante :

x “
?

2 ùñ x2 “ 2

ðñ x2 ´ 2 “ 0 ðñ fpxq “ 0
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1 double erreur_relative(double x, double y) {
2 return fabs((x-y)/y);
3 }
4
5 double newton(double x0) {
6 double x_k;
7 double x_kp1 = x0;
8 double b = 0.5;
9 do {
10 x_k = x_kp1;
11 x_kp1 = 0.5*x_k -1/x_k;
12 } while (erreur_relative(x_kp1 , x_k) >= 1e-15);
13 return x_kp1;
14 }

Figure 5.6 – Code C du calcul de
?

2 par la méthode de Newton-Raphson.

avec f 1pxq “ 2x. On obtient donc le schéma N pxq suivant :

xk`1 “ xk ´
fpxkq

f 1pxkq

xk`1 “ xk ´
x2k ´ 2

2xk

xk`1 “
xk
2
´

1

xk
.

Lorsque l’on exécute le programme associé présenté en figure 5.6 en binary64, on obtient les
valeurs des xk suivants sur la table 5.1. Nous voyons que la méthode suit bien une convergence
quadratique puisque le nombre de chiffres significatifs est au minimum doublé à chaque itération.

Nous avons ensuite appliqué notre méthode d’exploration en utilisant les trois méthodes pré-
sentées en section 5.1.1 avec les critères suivants : On pose x8 “ max

k
txku.

• ct : x8 ď n
IEEE

.εt

• cn :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x8 ´ x
‹

x‹

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď εn

avec n
IEEE

le nombre d’itérations IEEE-754, x‹ “
?

2, εt “ 1 et εn “ 10´15 La fonction erreur_-
relative n’est pas bruitée avec Verificarlo pour garder le critère d’arrêt original. En effet, les
critères d’arrêts sont des fonctions sensibles d’un point de vue numérique car il s’agit souvent de
calculs de distance entre deux éléments proches (voisins d’un maillage par exemple cf. 2.5.3) ce qui
est sujet aux erreurs d’annulations.

La figure 5.7 compare les trois méthodes d’exploration. Pour chacune d’entre elles, on présente
à gauche la solution trouvée par l’algorithme, c’est-à-dire les précisions virtuelles trouvées pour
chaque itération k. La ligne noire située à l’ordonnée 24 sépare la précision du binary32 de celle du
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k xk`1 s2k s10k
0 0.5000000000000000 0.629 0.189
1 2.2500000000000000 0.758 0.228
1 1.5694444444444444 3.187 0.959
2 1.4218903638151426 7.525 2.265
3 1.4142342859400734 16.05 4.834
4 1.4142135625249321 33.11 9.969
5 1.4142135623730950 53.11 15.98

Table 5.1 – Exécution de la méthode de Newton-Raphson pour calculer
?

2 en binary64. Pour
chaque itération k, nous avons le nombre de chiffres significatifs sβk en commun calculé à l’aide de
la formule 2.4.4, où β désigne la base. La colonne xk`1 indique la valeur de la variable x_xkp1 à la
ligne.7 sur la figure 5.6 avec en rouge les chiffres non significatifs. On voit que s double au minimum
à chaque itération k car la méthode a convergence quadratique.

binary64. Elle indique le nombre potentiel d’invocations pouvant être exécutées en précision mixte.
Nous avons implémenté une version utilisant de la précision mixte pour valider la solution trouvée
par notre méthode que nous présenterons dans la section 5.2.3. À droite se trouve le graphique
présentant la vitesse de convergence de l’exécution originale au format IEEE-754 (en vert), celle
de l’exécution réalisée avec VPREC en utilisant les précisions virtuelles données sur le graphique de
gauche et la vitesse de convergence théorique attendue de la méthode (en rouge). Cette dernière
donne une borne sur le nombre minimal de chiffre significatifs attendus à l’itération k.

On constate que pour chacune des méthodes, les solutions proposées avec le backend VPREC
suivent le même profil de convergence que la solution IEEE-754 et sont au dessus de la vitesse de
convergence attendue ce qui atteste de la qualité de la solution trouvée.

Influence du seuil de convergence

On s’est intéressé à l’influence du seuil de convergence εn du critère de validité numérique sur
la qualité des solutions trouvées. La figure 5.8 montre les résultats sur les trois méthodes en faisant
varier εn P

 

10´5, 10´10, 10´15
(

. Pour la méthode par morceaux, on voit que les solutions trouvées
par VPREC sur la figure 5.8(a) requièrent moins de précision lorsque εn est plus faible. Les vitesses
de convergences sont également plus faibles et même en dessous de la vitesse théorique.

La variation du paramètre εn n’influe pas sur les solutions trouvées par les méthodes direction-
nelles. Dans ces modes d’exploration, nous avons utilisé une petite fenêtre d’exploration puisque
nous avons choisi d’optimiser invocation par invocation. Or le fait d’optimiser plusieurs invocations
simultanément permet de capturer des liens entre les calculs. Dans notre cas, le calcul du résidu
dans le critère d’arrêt est pris entre deux xk successifs. Puisque on optimise ces xk séparément,
la précision trouvée pour chacun d’entre eux est différente ce qui implique un arrondi par VPREC
différent. Or comme le montre la figure 5.9, avoir le même arrondi pour deux xk successifs permet
d’atteindre plus rapidement le critère de convergence.

Pour rendre compte de ce principe, nous avons exécuté les méthodes de recherches en forçant
l’exploration à analyser deux invocations au minimum. Les résultats sont présentés sur la figure 5.10.
On voit maintenant que les méthodes en avant et en arrière trouvent également des solutions ayant
des précisions plus faibles. Le choix de la méthode a un impact sur la qualité des solutions puisque
le partitionnement des invocations n’est pas le même. En effet, pour :
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Figure 5.7 – Comparaison des explorations pour NR sur
?

2. Est présentée à gauche la solution
trouvée par l’algorithme, c’est-à-dire les précisions virtuelles trouvées pour chaque invocation xk. À
droite sont présentées les vitesses de convergence associées. On voit que les trois méthodes d’explo-
rations arrivent à baisser la précision de calcul tout en conservant un profil de convergence similaire
à l’exécution en IEEE-754.
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Figure 5.8 – Comparaison des résultats des explorations en faisant varier le seuil de tolérance (ε).
On a gauche la solution trouvée par l’exploration, c’est-à-dire les précisions virtuelles trouvées pour
chaque invocation xk. À droite sont présentées les vitesses de convergence associées. On voit que
les trois méthodes d’explorations arrivent à baisser la précision de calcul tout en conservant un
profil de convergence similaire à l’exécution en IEEE-754. La variation de ε a une influence sur les
solutions obtenues avec l’approche par morceaux mais n’en a pas sur les méthodes directionnelles.
L’explication est que les méthodes directionnelles ne prennent pas en compte l’interaction entre
deux xk successifs comme le montre la figure 5.9.
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Figure 5.9 – Illustration de l’effet de l’arrondi VPREC sur le calcul du résidu. Les cases vertes,
oranges et bleues représentent respectivement les bits de signe, d’exposant et de mantisse. Des
couleurs opaques signifies que les bits en xk et xk`1 sont différents et des couleurs transparentes
que les bits sont égaux. La couleur blanche signifie zéro. Les pointillés rouges représentent l’arrondi
au plus près à la précision p effectué par VPREC, et ceux violets le critère d’arrêt. On voit sur la
ligne du haut qu’utiliser la même précision pour arrondir les deux invocations permet d’atteindre
le critère de convergence. En revanche, l’utilisation du double de la précision d’arrondi utilisée à
l’itération précédente ne permet pas d’atteindre la convergence.

• En avant : [0,1]Ñ[2,3]Ñ[4,5]Ñ[6]

• En arrière : [5,6]Ñ[3,4]Ñ[1,2]Ñ[0]

• Par morceaux 2 : [0,1]Ñ[2,3]Ñ[4,5]Ñ[6]

Cela influe notamment sur la précision de la dernière itération puisque l’algorithme d’exploration
arrive à trouver une solution utilisant une itération de moins que la version originale (6 contre 7)
pour la recherche en arrière. Ceci se traduit par une précision p6 “ 0.

Enfin dernier point sur l’importance du critère de validité temporelle dans la réduction de l’ex-
ploration, qui permet de montrer le caractère auto-correcteur de l’algorithme de Newton-Raphson.
La figure 5.11 montre une recherche par morceaux avec une contrainte temporelle très relâchée
(εt “ 100). Pour rappel, les itérations supplémentaires autorisées sont exécutées en précision d’ori-
gine (ici binary64). La précision de ces itérations est indiquée en pointillé orange sur la figure de
gauche, et la configuration trouvée en bleu. On observe que la quasi-totalité des précisions trouvées
sont faibles (ă 5 bits). Cependant, lorsqu’on observe la vitesse de convergence associée, on s’aper-
çoit que la méthode converge bien vers la solution de manière quadratique. Celle ci démarre plus
tard (k » 6), c’est-à-dire quand le calcul repart dans le format d’origine. La solution trouvée est
donc plus faible en moyenne si on regarde la précision moyenne par itération (25 contre 53 pour
celle d’origine) mais en réalité, il s’avère que nous avons uniquement retardé la convergence de la
méthode.

2. On affiche ici les ensembles de taille minimale et non les ensembles intermédiaires.
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Figure 5.10 – Comparaison des résultats des explorations en faisant varier le seuil de tolérance (ε)
avec une distance inter-itération de 2. On a gauche la solution trouvée par l’exploration, c’est-à-dire
les précisions virtuelles trouvées pour chaque invocation xk. À droite sont présentées les vitesses de
convergence associées. On voit que les trois méthodes d’exploration arrivent à baisser la précision de
calcul tout en conservant un profil de convergence similaire à l’exécution en IEEE-754. Optimiser la
précision de deux invocations à la fois permet de prendre en compte les interactions. Les méthodes
directionnelles arrivent ainsi à trouver des solutions plus réduites en faisant varier ε contrairement
à ce qui a été présenté sur la figure 5.8.
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Figure 5.11 – Exploration par morceaux sans contrainte de temps pour la méthode de Newton-
Raphson sur le calcul de

?
2. Les itérations effectuées après le nombre d’itérations de l’exécution

originale (n
IEEE

“ 6) utilisent la précision d’origine (binary64). La précision de ces itérations est
indiquée en pointillé orange sur la figure de gauche, et la configuration trouvée en bleu. La méthode
converge bien vers la solution de manière quadratique mais démarre plus tard quand le calcul
utilise le format binary64 d’origine. On a une précision moyenne par itération (25) plus faible mais
la convergence de la méthode a uniquement été reportée.
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5.2.4 Goldschmidt

Pour montrer que notre méthode d’exploration rencontre certaines difficultés avec les algorithmes
non auto-correcteurs, nous l’avons testé sur la méthode de Goldschmidt. Cette méthode qui repose
sur la méthode de Newton-Rapshon permet de calculer la racine carrée et son inverse avec le même
schéma. Ils existent plusieurs variantes [105, 125] dont nous présentons la suivante : si

rk “
1
2 ´ xkhk

xk`1 “ xk ` xkrk

hk`1 “ hk ` hkrk

alors

lim
kÑ8

xk “
?
S

lim
kÑ8

2hk “
1
?
S

avec y0 » 1?
S
, x0 “ 2y0, h0 “ y0{2.

Il a été montré [62] que ce schéma n’est pas résilient aux erreurs numériques. En appliquant notre
algorithme d’exploration, on voit sur la figure 5.12 que la précision nécessaire reste relativement
haute (ă 45) et identique pour l’ensemble des invocations et des trois modes d’exploration.

La méthode de Goldschmidt montre qu’il est plus difficile d’optimiser les méthodes non rési-
lientes à l’erreur numérique. Contrairement à Newton-Raphson, toutes les itérations de Goldschmidt
requièrent plus ou moins la même précision élevée. Néanmoins VPREC montre qu’il est possible de
baisser la précision de quelques bits sur l’ensemble des itérations, chose impossible avec une approche
en précision mixte.

Validation en précision mixte

Pour montrer que les solutions trouvées par notre algorithme d’exploration sont correctes, nous
avons implémenté une version en précision mixte. La gestion des binary16 n’étant pas encore sup-
portée sur les architectures intel utilisées avec clang, nous n’avons pas pu tester nos solutions avec
ce type flottant. Nous avons donc utilisé les types binary32 et binary64. L’exécution de la version
mixte est présentée sur la figure 5.13. On observe que les deux versions en précision mixte et en
précision originale ont le même profil de convergence.

5.3 Robustesse des résultats

Le backend VPREC tout comme les opérations suivant la norme IEEE-754 sont déterministes. Or,
la solution trouvée par notre algorithme d’exploration est liée à l’environnement de calcul utilisé.
De plus, comme le design de l’algorithme d’exploration a été pensé pour minimiser au maximum
la précision utilisée, cette nouvelle version du code en précision réduite est peut être plus sensible
aux erreurs d’arrondi.
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Figure 5.12 – Comparaison des explorations pour la méthode de Goldschidt sur
?

2. Est présentée
à gauche la solution trouvée par l’algorithme, c’est-à-dire les précisions virtuelles trouvées pour
chaque invocation xk. À droite sont présentées les vitesses de convergence associées. On voit que
les trois méthodes d’exploration n’arrivent pas à baisser la précision de calcul. Ceci est dû au fait
que la méthode de Goldschmidt n’est pas une méthode auto-correctrice.
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Figure 5.13 – Validation de la solution trouvée avec l’approche par morceaux sur la figure 5.7 avec
une version en précision mixte. On voit que l’essentiel des itérations sont exécutées en binary32
tout en suivant la même vitesse de convergence que le code originale en binary64.

5.3.1 Validation avec MCA

Pour estimer la sensibilité aux erreurs d’arrondi de la solution trouvée, on utilise le backend
MCA. On exécute ainsi chaque invocation à la précision virtuelle donnée par la solution de l’ex-
ploration, non plus avec le backend VPREC mais avec MCA. On s’assure ensuite que l’algorithme
converge toujours malgré la présence de bruit. Cependant la question de la taille des échantillons
reste en suspens. Pour y répondre nous utilisons les intervalles de confiance présentés en section 2.6.3.

Pour rappel, ce cadre théorique nous donne une borne précise sur le nombre réel de chiffres
significatifs (s) d’un résultat d’un calcul effectué en arithmétique stochastique par rapport à une
référence xref . En fonction de la taille n de l’échantillon MCA pris, c’est-à-dire du nombre de fois
que le programme a été exécuté en utilisant le backend MCA, la théorie nous donne la probabilité
d’avoir une borne sur s avec un niveau de confiance associé. Il existe deux formules : une pour le cas
où la distribution des résultats calculés avec MCA suit une loi normale et une formule si ce n’est
pas le cas.

5.3.2 Exemple sur le calcul de
?

2 par la méthode de Newton-Raphson

Pour savoir quelle formule prendre, nous avons testé la normalité de la variable aléatoire Z “
xref ´ X où X est la variable aléatoire modélisant le résultat du calcul de Newton-Raphson en
arithmétique de Monte-Carlo. Nous avons pris n “ 299 échantillons et xref “

?
2 comme valeur de

référence. On utilise la backend MCA en mode RR.
Le diagramme quantile-quantile de la figure 5.14 montre que les résultats ne suivent pas la

loi normale. Ceux-ci auraient du en effet être alignés sur la droite rouge si c’était le cas. Nous
avons également utilisé le test de Shapiro-Wilk [163] qui teste l’hypothèse nulle selon laquelle un
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Figure 5.14 – A droite sont tracés les quantiles des résultats de la méthode de Newton-Raphson
en présence de bruit MCA. Les distributions correspondent à la variable aléatoire Z “

?
2 ´

X modélisant la différence entre la solution de référence (
?

2) et le résultat d’une exécution de
l’algorithme de Newton-Raphson avec MCA. La précision virtuelle de chaque itération étant celle
de la solution par morceaux sur la figure 5.7. On voit que les résultats ne suivent pas une loi normale.
De plus, le test de Shapiro-Wilk rejette l’hypothèse de normalité.

échantillon est distribué selon une loi normale. Le test rejette la normalité avec W=0.73 et p=1.18e-
21. On utilise donc la formule pour le cas d’une distribution non-normale basée sur un estimateur
de Bernoulli. Pour rappel, cet estimateur est basé sur le nombre de succès (ns) au test suivant :

|Zi| ď 2´k

où Zi est le résultat de la i-ème réalisation MCA. Pour un k donné, la probabilité pk d’avoir k bits
significatifs est donnée par ns

n (le taux de succès).
La figure 5.15 montre la fonction de répartition de la variable Z. Pour chaque k est associé la

probabilité que le résultat (X) de la méthode de Newton-Raphson et la valeur de référence xref
est k bits en commun. Cette probabilité est calculée à partir de l’échantillon en bleu et la borne
inférieur de l’intervalle de confiance à 95% est donnée par les pointillés oranges. On voit qu’à partir
du 48-ème bit la probabilité d’être significatif passe sous la barre des 100%. Cela signifie que notre
résultat a 47 bits significatifs avec une probabilité de 99% et un niveau de confiance à 95%.

On s’est également intéressé à la distribution du nombre d’itérations effectuées par les réali-
sations MCA, dont les résultats sont présentés sur la figure 5.16. On constate que jusqu’à deux
itérations supplémentaires sont nécessaires pour mener à bien la convergence. Les barres sur le gra-
phique de gauche présente le nombre de réalisations ayant eu besoin de k itérations pour converger.
À droite est présentée la vitesse de convergence associée à chaque barre. Le nombre de chiffres
significatifs est calculé à partir de la formule de Bernoulli. Si on s’autorise deux itérations supplé-
mentaires bruitées, on peut estimer que la solution trouvée par notre algorithme d’exploration à
une probabilité de convergence en présence d’erreurs d’arrondi de 99% avec une confiance à 95%.

Cette analyse confirme que la solution VPREC est robuste aux erreurs d’arrondi ; néanmoins selon
la quantité de bruit introduite la méthode de Newton-Raphson converge entre 7 et 9 itérations.
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Figure 5.15 – Probabilité d’avoir k chiffres significatifs à l’aide de l’estimateur de Bernoulli calculé
en bleu à partir des résultats des 299 exécutions MCA. En pointillé orange est affiché la borne
inférieure de l’intervalle de confiance à 95%. On voit qu’à partir du 48-ème bit la probabilité d’être
significatif passe sous la barre des 100%. Notre résultat à 47 bits significatifs exacts avec une
probabilité de 99% et un niveau de confiance à 95%.
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Figure 5.16 – À gauche, la distribution du nombre d’itérations nécessaires à la convergence en
présence de bruit MCA pour 299 réalisations de Newton-Raphson. Plus de 90% des exécutions ont
nécessité 1 à 2 itérations supplémentaires pour converger. À droite, le nombre de chiffres significatifs
pour chaque itération k calculé à l’aide de l’estimateur de Bernoulli.

5.4 Optimisation d’un code de calcul industriel

Nous allons dans cette section présenter les résultats obtenus sur l’optimisation du code de
calcul industriel YALES2. Nous commencerons par présenter YALES2 et détaillerons sa structure
algorithmique. Puis nous analyserons les résultats des explorations d’optimisation sur ce code. Enfin
nous terminerons par présenter les performances obtenues lorsqu’on utilise une version en précision
mixte.

5.4.1 YALES2

YALES2 est une bibliothèque de calcul de Dynamique des Fluides parallèle qui vise à résoudre les
équations de Navier-Stokes instationnaires avec une approximation à faible nombre de Mach pour
les écoulements multiphasés et réactifs [133]. Elle gère efficacement des maillages non structurés
de plusieurs milliards d’éléments, permettant la simulation numérique directe de configurations de
laboratoires et d’essais industriels. Une méthode de projection [28, 149] renforce la contrainte de
conservation de masse sur le débit grâce à la résolution d’une équation de Poisson à chaque pas
de temps. Dans le contexte du calcul haute performance, cela est généralement réalisé avec les
méthodes de Krylov et nous nous concentrons ici sur le DPCG [139, 122, 123] mis en œuvre dans
YALES2.

Le cas d’utilisation représentatif sur lequel nous avons étudié YALES2 est le brûleur PREC-
CINSTA [112, 9]. C’est un brûleur à l’échelle laboratoire utilisé pour valider les solveurs CFD de
combustion dérivée d’une technologie industrielle conçu par SAFRAN Helicopter Engines [112],
représentatif d’une véritable chambre de combustion de turbine à gaz aéronautique. Il est com-
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entrée

plenum

tourbilloneur

chambre sortie

Figure 5.17 – Description du brûleur PRECCINSTA tirée de l’article [10]. Le combustible (mélange
air-méthane) arrive dans le plenum où il est mélangé à l’aide du tourbilloneur puis injecté dans la
chambre de combustion. La figure 5.18 montre la simulation de l’évolution de la combustion au
cours du temps avec YALES2.

posé d’une chambre de combustion tourbillonnaire avec un mélange méthane-air dont le détail
est présenté sur la figure 5.17. Sur la figure 5.18, on peut voir l’évolution de la combustion dans
PRECCINSTA telle que simulée par YALES2.

Méthode du Deflated Preconditionned Conjugate Gradient (DPCG)

Dans cet algorithme présenté sur la figure 5.19, une grille grossière est construite à partir du
maillage fin en fusionnant un nombre fixe d’éléments en supercellules (cette procédure est concep-
tuellement similaire à l’approche multigrille [55]). Le principe général de la déflation est le suivant :
la grille grossière est utilisée pour faire converger les modes propres de basse fréquence de la so-
lution qui représentent les interactions à longue portée de l’équation de Poisson. Numériquement,
l’opérateur déflaté est résolu en iterdef itérations en utilisant la méthode PCG usuelle de sorte que
le critère de convergence soit satisfait. La solution est ensuite étendue et injectée dans la boucle
PCG principale de la grille fine. Tout ce processus est répété jusqu’à ce que le maximum du résidu
(maxnorm) de la grille fine soit en dessous d’un seuil. Dans les deux solveurs Conjugate Gradient
(CG) (sur les grilles grossières et fines), le système est préconditionné par l’inverse de la diagonale.
Le DPCG de YALES2 a été étudié en profondeur dans la thèse de Malandain [122].

5.4.2 Exploration

Dans toutes les expériences, nous avons limité le nombre total d’itérations effectuées (Σiterdefk)
par l’algorithme à moins de 1% d’itérations supplémentaires par rapport à la version originale.
Nous utilisons 3 tailles de maillage différentes pour PRECCINSTA : 1,75 million, 40 millions et
870 millions d’éléments tétraédriques. Pour toutes les configurations, la taille des supercellules
dans la grille grossière a été fixée à 500 éléments. Pour réduire l’espace de recherche, nous avons
considéré deux ensembles de fonctions. Le premier ensemble, nommé all, contient toutes les fonctions
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Figure 5.18 – Évolution de la combustion dans le brûleur PRECCINSTA avec à droite l’injection
du combustible dans la chambre de combustion à gauche, simulée avec YALES2. Le code couleur
indique la distance à la solution en erreur absolue. Le bleu foncé signifie qu’on est proche de la
solution. Chaque image correspond à une itération du DPCG sur la grille fine.
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Require : A, b,M´1,W
initialization
for k = 0 , 1 , . . . u n t i l r equ i r ed convergence do

αk`1 “
rTk wk
pTkApk

xk`1 “ xk ` αk`1pk

rk`1 “ rk ´ αk`1Apk

Solve Âdk`1 “WT pAM´1 ´ Iqrk`1

wk`1 “M´1rk`1 ´Wdk`1

βk`1 “
rTk wk`1

rTk wk

pk`1 “ wk`1 ` βk`1pk

end for

Figure 5.19 – Algorithme du DPCG. En vert sont soulignées les étapes effectuées sur la grille fine
et en bleu celles effectuées sur la grille grossière.

utilisées par YALES2. Le second ensemble, appelé deflated, est l’ensemble des fonctions utilisées
pour résoudre la déflation de l’opérateur sur la grille grossière.

Dans les deux explorations suivantes, nous présentons l’exploration sur le maillage de 1,75M.
Nous avons fixé statiquement la plage des exposants à 8 bits dans l’exploration avec VPREC ce
qui nous permettra de vérifier s’il est possible d’utiliser la dynamique d’un binary32 sans obtenir
d’overflow.

Exploration sur l’espace all

Les deux figures 5.20 de gauche montrent les résultats des explorations sur la grille grossière et
la grille fine en même temps. Sur les deux graphiques, l’axe des x représente le nombre d’itérations
sur la grille fine. Sur le graphique du haut, l’axe des y à droite représente sur la même échelle la
norme maxnorm du résidu entre deux itérations successives et le critère de convergence convcrit
de l’opérateur déflaté. L’axe y à gauche représente iterdef , le nombre d’itérations sur l’opérateur
déflaté. Sur le graphique du bas, l’axe des y représente la précision virtuelle utilisée pour calculer
l’itération donnée sur l’axe des x.

Pour l’exploration all, nous pouvons tout d’abord noter sur le graphique du haut que notre
solution conserve le même profil de convergence que l’exécution de référence IEEE (en transparent).
On voit en effet que le résidu de la norme maxnorm est similaire pour notre solution et la référence
IEEE, de même que pour le nombre d’itérations sur la grille grossière (iterdef ). On remarque
également que la précision requise augmente avec les itérations. Ceci est attendu puisque le solveur
a besoin de plus en plus de précision pour converger à mesure qu’il affine la solution. Étonnamment,
la précision requise passe de 34 bits à 21 bits à l’itération 50.

Point intéressant sur le graphique du bas, nous observons que la précision requise est proche
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de celle d’un binary32 (représentée par la bande jaune). En effet, la précision maximale requise
par notre algorithme est de 33 bits, soit 20 bits de moins que de disponible dans un binary64. En
moyenne on obtient une réduction de 43% comparé à la version originale. Soit une réduction de
49% de la précision Avec un support matériel de formats flottants variable, nous aurions pu mesurer
les gains en performances apportées par notre solution, ce qui aurait démontré l’avantage de notre
méthode comparé aux approches en précision mixte classique qui n’aurait pas pu optimiser ce code.

Exploration sur l’espace deflated

Les deux figures 5.20 de droite montrent le résultat de l’exploration sur la grille grossière. Sur les
deux graphiques, l’axe des x représente le nombre d’itérations sur la grille fine. Sur le graphique du
haut, l’axe des y à droite représente, sur la même échelle, la norme maxnorm du résidu entre deux
itérations successives et le critère de convergence convcrit de l’opérateur déflaté. L’axe y gauche
représente iterdef , le nombre d’itérations sur l’opérateur déflaté. Sur le graphique du bas, l’axe des
y représente la précision virtuelle utilisée pour calculer l’itération donnée sur l’axe des x.

Pour l’exploration deflated, le graphique du haut montre que notre solution conserve le même
profil de convergence que l’exécution de référence IEEE (en transparent). On voit en effet que le
résidu de la norme maxnorm est similaire pour notre solution et la référence IEEE. Cependant
notre réduction de précision a impacté la convergence sur la grille grossière puisque la courbe des
iterdef est légèrement inférieur à celle de la référence IEEE avec au total 3549 itérations sur la
grille grossière contre 3577 pour la version IEEE. Notre solution a donc légèrement améliorée la
convergence.

Concernant la précision requise, la figure du bas montre qu’il faut moins de 23 bits de précision
pour l’opérateur déflaté avec une précision moyenne de 18 bits. Soit une réduction de près de 60%.
On peut même noter que la dernière itération requière 0 bit de précision signifiant que le calcul
sur la grille grossière n’est pas nécessaire. Par conséquent, l’opérateur déflaté peut être calculé avec
du binary32, ce que nous vérifions avec une implémentation en précision mixte détaillée dans la
section 5.4.5.

5.4.3 Accélération de la convergence

L’algorithme d’exploration permet de trouver des solutions qui requièrent moins d’itérations
sur la grille fine comme le montre l’exemple de la figure 5.21. En effet, contrairement à l’exécution
originale en binary64 qui nécessitait 100 itérations, la solution trouvée converge au bout de 65
itérations, soit 25 itérations de moins.

Néanmoins, lorsque nous analysons les résultats de plus près, on s’aperçoit que le nombre d’itéra-
tions sur la grille grossière est pratiquement le même pour la version originale et la solution trouvée
avec VPREC. On observe que le nombre d’itérations sur la grille grossière effectuées aux itérations
30 à 34 sur la grille fine à atteint un plafond. Ce calcul supplémentaire intervenu en amont de la
convergence a permis au DPCG de converger plus tôt que dans la version binary64. On constate
que la version binary64 peine à converger à partir de la 65ème itération et n’effectue que très peu
d’itérations sur la grille grossière.

Si la solution trouvée par notre algorithme n’a pas réduit le nombre de calculs au total, elle a
néanmoins permis au solveur de ne pas stagner sur les dernières itérations tout en utilisant une
précision moyenne plus basse.
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Figure 5.20 – Recherche de la précision minimale sur le DPCG de YALES2 sur le code entier (à
gauche) et sur la partie déflatée (à droite). Sur les deux graphiques, nous pouvons voir que notre
solution de précision réduite suit le profil de convergence de la solution IEEE-754 de référence.
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Figure 5.21 – Exploration sur PRECCINSTA avec 850 millions d’éléments dans le maillage sur
112 coeur MPI. La solution trouvée par l’algorithme d’exploration réduit de 25 itérations (65 contre
100) la convergence. Le nombre total d’itérations sur la grille grossière reste néanmoins le même
entre les deux versions.
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Figure 5.22 – Résilience des configurations VPREC et binary32. En rouge, la convergence de
maxnorm pour la solution de référence IEEE-754. L’enveloppe bleue montre les 29 réalisations
MCA de la configuration obtenue avec VPREC trouvé en section 5.4.2. L’enveloppe verte montre
les 29 réalisations MCA pour la configuration binary32. Toutes les réalisations convergent, ce qui
montre bien la résilience des deux configurations.

5.4.4 Validation de la solution aux erreurs d’arrondi

Dans les sections 5.4.2 et 5.4.2 précédentes, nous avons démontré que le DPCG de YALES2
converge avec un format de calcul réduit. Comme nous l’avons expliqué en section 5.3 sur l’exemple
de Newton-Raphson, ce résultat n’est valable qu’avec le mode d’arrondi particulier utilisé par VPREC
et est sensible aux données d’entrée. Dans une configuration réaliste, de petites erreurs d’arrondi
peuvent se produire lors de l’exécution d’opérations flottantes dans un environnement logiciel et
matériel différent. Nous avons donc utilisé le backend MCA comme deuxième étape dans notre
analyse pour trouver une configuration qui résiste aux erreurs d’arrondi. La loi de probabilité du
résultat calculée avec YALES2 ne nous étant pas connue, nous avons modélisé ce processus comme
une épreuve de Bernoulli.

Nous avons pris 29 réalisation MCA pour simuler l’effet des erreurs d’arrondi. Si l’un des échan-
tillons ne converge pas, nous concluons que la solution n’est pas robuste aux erreurs d’arrondi. Par
contre, si les 29 réalisations convergent, nous concluons, grâce aux intervalles de confiance présentés
en section 2.6.3, que la probabilité de convergence en présence d’erreurs d’arrondi est de 90% avec
un niveau de confiance de 0,95.

La figure 5.22 montre que la solution trouvée dans la section 5.4.2 est robuste et converge pour
toutes les réalisations. Comme la solution est proche du format binary32, notre objectif est d’obtenir
une configuration binary32 robuste : la configuration binary32 à précision constante représentée
par l’enveloppe rouge clair de la figure 5.22 converge en 57 à 63 itérations en présence d’erreurs
d’arrondi pour l’ensemble de l’échantillon. Ceci démontre qu’il est possible de réécrire avec une
certaine confiance l’opérateur de la grille grossière du DPCG en binary32.
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5.4.5 Évaluation en précision mixte

Nous avons évalué la version en précision mixte sur les trois différentes grilles de PRECCINSTA
avec un critère de convergence à 10´9. Nous avons pour cela utilisé le cluster CRIANN constitué de
366 nœuds bisocket Intel Xeon E5-2680 et d’une interconnexion Intel Omnipath. Les statistiques
ont été recueillies en utilisant l’interface Intel IPM pour Intel MPI.

Comme prévu par notre méthodologie, le calcul converge et toutes les versions satisfont aux
contraintes de validité (temporelle et numérique). Cependant, nous avons remarqué que les expé-
riences de plus grandes tailles nécessitent des itérations initiales en binary64 supplémentaires sur la
grille déflatée. Par exemple, respectivement deux et quatre itérations supplémentaires en binary64
sont nécessaires pour les mailles 40M et 870M. Ceci est cohérent avec les observations de Cools et
al. [35] sur l’importance d’être précis dans la première itération d’une récurrence d’un CG.

Nous avons également remarqué que dans ces cas plus gros, il est nécessaire de passer du binary32
au binary64 pour la grille déflatée lorsque le critère de convergence déflaté est difficile à atteindre
avec du binary32 „ 10´8. On retrouve ici le principe du raffinement itératif.

Cet effet n’est pas apparu dans le cas plus petit de 500 éléments par groupe. Notre hypothèse est
que la différence de granularité entre les deux niveaux de grille est plus grande sur le petit maillage
et donc les petites erreurs sur l’itération de la grille grossière ont moins d’impact sur les itérations
de la grille fine [122, 123].

Nous avons mesuré une réduction de 28 à 31% du volume de communication. Le gain d’énergie
peut être estimé comme étant linéairement lié à ce gain de volume avec le modèle simple proposé
dans [3].

Puisque DPCG est principalement limité par la latence des communications, le gain de per-
formance est limité lorsque le nombre de processeurs augmente pour une taille donnée, passant
de 28% d’accélération à 2% de ralentissement lors d’expériences critiques de mise à l’échelle forte.
Cependant, selon ces résultats et l’utilisation du code par l’utilisateur final, l’accélération prévue
pour l’utilisation quotidienne sera de l’ordre de 10%.

5.5 Conclusion

L’optimisation de la précision de calcul est un problème difficile. Jusqu’à présent les méthodes
d’optimisations proposées dans la littérature abordaient la chose principalement selon l’angle spatial.
Nous avons démontré que la prise en compte de la dimension temporelle apporte un réel bénéfice
sur la qualité des solutions trouvées. Nous avons en effet montré qu’il était possible de réduire de
près de moitié la précision des calculs sur l’ensemble de l’application YALES2 et de près de 60%
ceux de l’opérateur déflaté de son DPCG. D’autre part, l’optimisation de la précision à grain fin (au
niveau du bit) apporté par VPREC permet d’exhiber des solutions hors de portée pour les recherches
en précision mixte classiques.

Nous avons démontré la viabilité de notre algorithme d’exploration de recherche pour trouver
des solutions réduisant la précision de manière conséquente sur des espaces de recherche très grands.
Notre approche avec MCA a également montré que l’on pouvait obtenir une estimation précise de
la résilience aux erreurs d’arrondi des solutions trouvées par notre algorithme et ceux dans un cadre
mathématique solide par l’intermédiaire des intervalles de confiance.

Enfin, l’utilisation de notre méthode sur YALES2 a démontré son passage à l’échelle. L’utilisation
de la précision mixte nous a permis de valider la solution trouvée par notre méthode d’exploration
sur des maillages allant jusqu’à 850 millions d’éléments et exécutés sur un nombre de processus MPI
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Figure 5.23 – Pour chaque taille de maillage sont présentés les gains obtenus sur le volume de
communications échangée entre les processus MPI et la meilleure accélération obtenue parmi les
différents nombres de processeurs pris. La version de YALES2 avec l’opérateur déflatée en précision
mixte a permis de réduire de près de 30% le volume des communications. D’autre part on observe
des vitesses d’exécutions jusqu’à 1, 30ˆ. Les facteurs d’accélérations observés sont principalement
dûs à la réduction des communications car la vitesse d’exécution est dominée par la latence des
communications entre noeuds MPI.

jusqu’à 560 coeurs. Cette version mixte a montré un gain net moyen de la performance du code
en réduisant le volume de communications MPI de 30% en moyenne et en augmentant la vitesse
d’exécution d’un facteur jusqu’à 1, 30ˆ.



Chapitre 6

Conclusion et Perspectives

Cette thèse s’est attachée à développer des outils de débogage numérique et d’optimisation de
formats de calcul flottant dans un contexte HPC. L’accent a été mis sur l’ergonomie et la facilité
d’utilisation pour l’utilisateur non expert du domaine de l’arithmétique flottante ainsi que sur le
passage à l’échelle des outils proposés. Si le parallèle est osé, le but a été d’offrir, à la manière d’un
GDB accessible aux non-experts de la compilation, des outils accessibles aux développeurs pour
déboguer et optimiser les calculs flottants dans un contexte HPC. Nous sommes encore loin du
niveau de sophistication d’un GDB mais souhaitons pousser ces travaux pour qu’ils en suivent les
mêmes pas.

6.1 Réponses aux problématiques

Nous allons présenter en détail les réponses proposées aux problématiques posées en introduction
dans la section 1.2. Pour chaque problématique, les réponses apportées se résument ainsi :

1. Comment estimer la justesse d’un code de calcul ?
Une chaîne d’outils pour analyser la qualité numérique des codes au cours du temps à l’aide
du modèle MCA ainsi que des méthodologies pour appliquer efficacement le modèle MCA afin
de localiser des instabilités numériques.

2. Comment optimiser la précision d’un code de calcul ?
VPREC, un backend simulant n’importe quel format similaire à IEEE-754 tenant sur un bi-
nary64 et une méthode d’optimisation des formats de calcul flottant à grain fin selon la
dimension temporelle.

3. Comment passer à l’échelle les méthodes d’analyse ?
La réponse apportée par cette thèse a été transverse aux deux problématiques précédentes.
Pour la problématique 1.2, cette thèse a optimisé le backend MPFR de Verificarlo d’un fac-
teur ˆ2, 5, développé le backend BITMASK offrant un compromis entre surcoût et qualité du
bruit numérique introduit, proposé deux méthodes d’identification d’instabilités numériques
en mode boîte noire et démontré leur mise à l’échelle sur le code de chimie quantique ABINIT.
Pour la problématique 1.2 le changement de format du backend VPREC est dynamique, pa-
ramétrable et nécessite une seule passe de compilation. Cette thèse a également démontré le

143



144 CHAPITRE 6. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

passage à l’échelle de la méthode d’optimisation temporelle de format à grain fin sur le code
de dynamique des fluides YALES2.
Enfin Veritracer a été pensé pour limiter les surcoût liés à la sortie des contextes d’appels en
maintenant une pile des entrées et sorties de fonctions. De plus un soin a été apportée pour
réduire la taille des traces numériques en utilisant un format binaire qui permet de paralléliser
la lecture des traces pour améliorer la vitesse de traitement.

6.1.1 Comment évaluer la justesse des codes ?

Dans le chapitre 2 nous avons posé les définitions pour désambiguïser la polysémie des mots
précision, juste ou exact dans la vie courante. En plus de poser les notions de métrologie et de
quantification d’erreurs pour le calcul flottant utiles pour la thèse, l’objectif de ce chapitre a été
de poser une base de travail commune avec les personnes extérieures au domaine de l’arithmétique
flottante.

Dans le chapitre 3 nous avons montré la pertinence du modèle MCA pour estimer la qualité
numérique du résultat d’un calcul flottant à l’aide de la notion de chiffres significatifs. De plus, nous
avons montré qu’il était possible d’avoir des bornes rigoureuses sur ce résultat grâce aux travaux
théoriques récents sur les intervalles de confiance.

Dans le chapitre 4 nous avons montré que les informations fournies par le modèle MCA au travers
de l’outil Verificarlo pouvai être améliorées en analysant la qualité numérique des calculs au cours
du temps. Nous avons pour cela développé la chaîne d’outils Veritracer qui permet de visualiser
la qualité des calculs au cours du temps sur la base de traces générées automatiquement durant
l’exécution du programme cible. Ces traces sont de plus enrichies d’informations sur le contexte des
calculs, comme le nom de la variable, la fonction appelante, l’endroit du calcul dans le code source
ainsi que le contexte d’appels.

Dans le code de chimie quantique ABINIT, Veritracer a permis de visualiser la qualité de la
fonction simp_gen qui calcule la valeur numérique d’une intégrale par la méthode de Simpson. Nous
avons montré qu’il était possible d’améliorer la qualité de simp_gen grâce à l’algorithme compensé
Dot2 en la visualisant avec Veritracer. Nous avons, de plus, montré le bénéfice apporté par les
contextes d’appels et l’analyse du flot de données pour comprendre les pertes de chiffres significatifs
de simp_gen même en utilisant Dot2.

Nous avons également développé deux méthodologies (filtrage et classification) pour identifier
rapidement les fonctions qui contribuent directement à l’erreur globale d’un code. Nous avons pour
cela développé la notion de degré de sensibilité pour comparer la contribution à l’erreur globale
de deux fonctions. Cette relation nous semble pertinente pour aider le développeur d’application
à hiérarchiser ses priorités d’actions. Enfin, nous avons appliqué ces deux méthodes sur le code
ABINIT, ce qui nous a permis de révéler des fonctions ayant un impacte direct sur le principal
résultat physique calculé par ABINIT.

6.1.2 Comment optimiser les formats de calcul ?

Dans le chapitre 5 nous avons présenté le backend VPREC permettant de simuler à grain fin
(au niveau du bit) des formats de calcul similaires à ceux de la norme IEEE-754. Ce backend est
paramétrable par l’utilisateur et permet de changer dynamiquement le format de calcul d’un code
instrumenté par Verificarlo ce qui permet notamment de tester rapidement différents formats sans
recompilation de la part du développeur.
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Nous avons montré l’utilité du backend VPREC pour optimiser le format des calculs d’une appli-
cation. Nous avons développé une heuristique de recherche déclinée en plusieurs versions permettant
de trouver automatiquement, à partir de critères utilisateur, un format de calcul réduit pour les
applications basées sur des schémas itératifs. La contribution majeure de notre méthode est l’op-
timisation du format de calcul selon la dimension temporelle, dimension peu inexploitée jusqu’à
présent. Pour une instance du code donnée, cette heuristique a été validée sur la méthode de
Newton-Raphson où nous avons montré qu’elle permettait de réduire la précision de calcul tout en
préservant la vitesse de convergence.

Nous avons également montré l’efficacité de cette méthode sur YALES2, un code HPC de si-
mulation de dynamique des fluides. YALES2 est basé sur un DPCG dont nous avons montré qu’il
était possible de réduire la précision de calcul de l’opérateur déflaté de près de 60% et d’un peu
moins de la moitié pour l’application globale. Nous avons montré que les solutions trouvées par
notre algorithme de recherche étaient robustes numériquement grâce à la méthode MCA. Cela nous
a permis de monter qu’il était possible de réécrire l’opérateur déflaté en précision mixte avec un
certain niveau de confiance. Enfin, cette réécriture nous a permis de montrer des gains de perfor-
mances sur YALES2 avec une réduction de jusqu’à 28% des communications entre processeurs et
un facteur d’accélération jusqu’à 1, 30ˆ, le tout pour des maillages de 1,75 à 860 millions d’éléments
sur 1 à 560 coeurs MPI.

6.1.3 Comment passer à l’échelle les méthodes d’analyse ?

Dans le chapitre 3, il a été montré comment nous avons optimisé le backend MPFR pour multiplier
ses performances par ˆ2, 5. Nous avons également présenté le backend BITMASK et montré qu’il
offrait un bon compromis entre surcoût d’exécution et qualité du bruit numérique injecté.

Ce backend BITMASK a montré son utilité dans le chapitre 4 où il a permis une évaluation rapide
du degré de sensibilité (cf.def 4.9.2) des fonctions d’ABINIT. Dans ce même chapitre nous avons
montré le passage à l’échelle des méthodes de filtrage et de classification pour révéler les fonctions
ayant un impacte sur le résultat d’intérêt d’ABINIT. Nous avons également montré que Veritracer
pouvait être utilisé sur le code ABINIT avec un léger ralentissement de ˆ1, 18 en moyenne.

Dans le chapitre 5 nous avons montré la mise à l’échelle de la méthode d’exploration pour
réduire les formats de calcul sur le code YALES2. Nous avons montré que notre méthode pouvait
être employée sur une exécution en mémoire distribuée allant de 1 jusqu’à 560 coeurs et sur des
données allant de 1,75 à 850 millions d’éléments par maillage.

6.2 Perspectives

6.2.1 À court terme

À court terme, les perspectives de cette thèse sont :

• Étendre les fonctionnalités du backend VPREC pour permettre de relâcher les contraintes de la
norme IEEE-754. Il nous semble intéressant de proposer une option similaire aux Denormals
As Zero (DAZ)/Flush To Zero (FTZ) de l’extension SSE des architectures Intel qui permet
de considérer les nombres dénormalisés comme des 0. En effet, leur traitement est coûteux en
matériel [93] et les ignorer peut faire gagner plusieurs cycles d’instructions dans des sections
critiques de codes.
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• Modifier la chaîne de compilation de Verificarlo pour tirer parti du Link Time Optimization
(LTO) de LLVM. Le LTO permet d’appliquer des optimisations durant la phase de linkage. Les
backends seraient alors optimisés avec l’application d’origine ce qui réduirait les indirections.

• Explorer d’autres générateurs de nombres aléatoires (RNG). Le RNG utilisé dans Verificarlo
est en effet un générateur de très bonne qualité mais néanmoins coûteux par rapport au
temps d’exécution global des backends. Il nous semble intéressant d’explorer des générateurs
disposant d’une moins bonne qualité, comme par exemple d’une période plus courte, mais qui
sont plus rapides d’exécution.

• Implémenter une version vectorisée des backends pour les instructions vectorielles. L’implé-
mentation actuelle de Verificarlo pour les instruction vectorielles consiste à les dépaqueter,
appliquer séquentiellement le bruit sur chacun des éléments et repaquer les éléments dans le
vecteur d’origine. Ce paquetage/dépaquetage peut être la source d’un certain ralentissement
pour les applications utilisant intensivement la vectorisation. Une version vectorielle des ba-
ckends permettrait alors une accélération notable de la vitesse d’exécution, en particulier pour
les applications utilisant intensivement la vectorisation.

• Coupler les solutions données par l’heuristique de recherche sur l’optimisation des formats
de calculs avec des modèles de prédictions de performances. Nous avons pensé qu’il serait,
entre autres, judicieux de coupler ces informations avec un modèle de prédiction de volume
de communication, un simulateur de mémoires caches ou de vectorisation pour estimer les
potentiels facteurs d’accélération.

6.2.2 À plus long terme

Analyse de sensibilité

Pour une fonction fpxq “ y donnée, l’analyse de sensibilité cherche à étudier les effets sur la
sortie y d’une variation sur les entrées x. Deux types de questions se posent alors : premièrement
sur les aspects qualitatifs, on souhaite savoir si deux paramètres ont un effet conjoint sur la sortie.
Secondement, sur les aspects quantitatifs, on souhaite pouvoir comparer les effets de deux para-
mètres. Nous reprenons le formalisme introduit dans [175] pour une meilleure compréhension du
problème. Soit

f : Rn Ñ R
x ÞÑ y

la fonction implémentée par le programme. On cherche

f : D “ D1 ˆ . . . D2 ˆ . . . Dn

la fonction multivariée avec Di l’intervalle de variation du facteur xi à expliquer. L’idée de l’analyse
de sensibilité globale est de considérer f comme une somme de fonctions fu ne dépendant que des
xi P u, u Ď Ppt1, . . . , nuq :

fpxq “ fH `
n
ÿ

i“1

fipxiq `
n
ÿ

i“1

n
ÿ

i“1
j‰i

fijpxi, xjq ` . . . f1...npx1, x2, . . . , xnq.
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Cette décomposition produit des effets principaux fipxiq et des sommes d’interactions fupxuq, |u| ď
2 1 ou effets secondaires.

Un parallèle peut être dressé entre les méthodes de filtrage et de classification développées
dans le chapitre 4. En effet, la méthode de filtrage peut être vue comme une estimation des effets
principaux non nuls en prenant comme facteurs les fonctions d’un programme perturbées avec MCA.
La méthode de classification esst alors vue comme un moyen de comparer les effets non nuls. En
poursuivant l’analogie, nous aimerions également estimer les effets secondaires. Néanmoins, lorsque
le programme comporte un grand nombre de fonctions, on retombe sur des problèmes d’explosion
combinatoires évoqués en section 4.9.1.

Plusieurs solutions existent pour éviter une explosion combinatoire du nombre de facteurs à
analyser : ne regarder qu’un certains nombres d’interactions entre facteurs, ce qui revient à limiter
la taille de u, ou partitionner l’application pour dégager des groupes de fonctions sans liens de
calcul, diminuant ainsi le nombre de facteurs à analyser. De nombreux travaux ont été menés pour
partitionner les applications HPC en morceaux indépendants [148, 150, 22] appelés codelets afin
d’en caractériser les performances. Le partitionnement d’application est une autre perspective que
nous souhaiterions explorer.

Approche par codelets

Un codelet est un morceau d’un code rejouable indépendemment de l’application originale. L’ap-
proche par codelets consiste à partitionner une application en codelets indépendants à l’aide d’outils
comme CERE [22]. Pour pouvoir modifier, compiler et exécuter les codelets indépendemment du
code d’origine, CERE capture la mémoire qu’une région (codelet) utilise durant l’exécution orignale
du code. CERE travaille à la granularité d’une page mémoire en ne sauvegardant que les pages
touchées, ce qui permet de limiter la taille des sauvegardes. CERE supporte également la capture
d’applications parallèles multi-threadées avec une capture parallèle que j’ai implémenté durant mon
stage de fin de Master [150]. CERE rejoue un codelet en chargeant sa mémoire dans la configuration
initiale au moment de la capture ainsi que l’état de la mémoire cache ce qui permet d’obtenir des
mesures précises de performance lors du replay.

L’approche par codelets s’est montrée très puissante pour caractériser les performances d’un code
HPC [150]. Dans le cadre de l’analyse numérique de code, nous voyons trois intérêts à pouvoir rejouer
un noyau de calcul indépendamment de l’application originale : 1) faire des analyses de sensibilité
sur des régions plus petites que l’application originale, 2) essayer de caractériser numériquement un
noyau de manière analogue à la caractérisation de performances 3) coupler spatialité et temporalité
pour optimiser les formats de calcul d’une région du code.

• Analyse de sensibilité sur une région
L’intérêt des codelets est qu’ils représentent une petite section de code au sens qu’ils sont plus
rapides à exécuter et qu’ils délimitent une zone restreinte. De plus, ils peuvent être rejoués de
manière indépendante. En couplant l’approche par codelet avec le modèle MCA, on peut alors
rapidement tester les effets de plusieurs combinaisons de facteurs là où le test sur l’application
entière prendrait trop de temps.

• Caractérisation de noyaux de calcul
De manière analogue à la caractérisation de performance, il serait intéressant de pouvoir
caractériser numériquement une séquence de calculs pour par exemple prédire l’impact d’op-

1. xu “ Px, P “ pδijχupiqq1ďiďn,1ďjďn, avec δ le delta de kronecker et χu la fonction caractéristique de u.
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timisations de compilation sur la qualité numérique. Les métriques à choisir pour caractériser
numériquement un code restent pour nous une question ouverte.

• Couplage spatialité/temporalité
La méthode développée dans le chapitre 5 s’est focalisée sur la dimension temporelle de l’op-
timisation, laissant de côté la dimension spatiale. Or le partitionnement d’application fournit
un découpage spatial que nous trouvons utile d’exploiter. En effet, nous pensons qu’appliquer
notre méthode de recherche temporelle sur chacun des codelets permettrait d’améliorer la
qualité des solutions trouvées, en proposant une solution adaptée pour la région de l’espace
couverte par le codelet. Cette perspective ouvre sur des problématiques d’estimation des effets
des baisses de précision sur l’erreur globale et rejoint les problématiques d’analyse de sensibi-
lité évoquées précédemment puisqu’un codelet rejoue seulement une partie de l’application.

Projet Interflop

Nous avons montré en section 1.3 les outils existants pour analyser les calculs flottants dans des
codes. Les approches développées par ces outils s’intersectionnent parfois avec Verificarlo comme
l’arrondi aléatoire implémenté par Verificarlo, CADNA et Verrou mais sont souvent complémen-
taires. Nous pouvons citer comme exemple l’instrumentation binaire de Verrou avec Valgrind ou
l’analyse synchrone pour détecter dynamiquement les branchements instables de CADNA. Chaque
outil possède des forces et des faiblesses et nous pensons qu’il est judicieux de mutualiser les efforts
pour que chaque outil tire parti des avantages des outils complémentaires.

À ce titre, le projet Interflop s’inscrit dans cet effort en proposant une interface commune entre
frontends (modèles d’exécution) et backends (modèles de calcul) afin de proposer une interopéra-
bilité entre les outils. Le projet Interflop regroupe ANEO, CEA, EDF, Intel, Sorbonne Université,
TriScale Innov, UPVD, et UVSQ. Un premier prototype interfaçant les outils Verrou et Verificarlo
est en phase de finalisation à l’heure où sont écrites ces lignes. Le projet est disponible sur github :
github.com/interflop.

https://github.com/interflop/interflop
github.com/interflop
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etotal Nom de la variable dans l’application ABINIT contenant l’énergie totale (exprimée en
Hartree) du système physique étudié. C’est le résultat d’intérêt majeur calculé par ABINIT..
97, 100, 101, 103, 105

Agnostique Qualificatif qui exprime l’indépendance vis à vis d’un contexte. Par exemple, un
compilateur est dit architecture agnostique s’il peut compiler du code sur n’importe quelle
architecture. . 79, 80

AND ET logique avec pour table de vérité ??. 62
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parle d’annulation catastrophique lorsque les deux nombre sont très proches et font remonter
des erreurs d’arrondi des derniers chiffres de la mantisse. Voir définition 2.4.2. 11, 12, 26,
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fonction appelante à chaque appel.. 87, 91–93

Backward error Pour un schéma numérique f donné, l’erreur inverse est la distance entre le
problème exact x˚ et sa discrétisation en précision finie x. Si y˚ est la solution exacte, alors
l’erreur inverse est le δx tel que fpx` δxq “ y˚ . 7

Basic block Un basic block est une suite d’instructions ayant les propriétés suivantes : un seul
point d’entrée et un seul point de sortie ce qui impose que les instructions de branchements
soient à la dernière instruction du basic block. Les instructions à l’intérieur d’un basic block
sont donc toujours exécutées dans le même ordre. 81–83

Benchmark Test de performance servant à mesurer la performance d’un code de calcul ou une
architecture. Différentes métriques existent : Flops, énergie, mémoire, entrés/sorties, .... 3,
153, 154

Bit Valeur binaire avec deux valeurs possibles {0,1}. 90, 98
Bit-flip Inversement incontrôlé d’un bit en matériel du à un phénomène physique aléatoire comme

un rayon cosmique. . 110
BLAS Librairie d’algèbre linaire regroupant les opérations de base (produit scalaire, produit

matrice-vecteur, produit matrice-matrice, .... 40

151
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Branch and Bound La méthode de séparation (branch) et d’évaluation (bound) pour un pro-
blème d’optimisation consiste à construire un arbre de décision représentant les solutions
possibles puis d’évaluer le coût d’une branche. Si l’on arrive à montrer que cette branche est
trop coûteuse, on coupe la branche ce qui réduit le nombre de possibilités à évaluer. 10

CESTAC Arithmétique stochastique créée par J. Vignes en 1974 qui propose d’introduire un
arrondi aléatoire sur les résultats des calculs flottants pour modéliser les erreurs d’arrondi..
11, 41, 42, 149

Clang Compilateur frontend pour les langages C,C++,Ojective-C et Ojective-C++ qui utilise
l’infrastructure LLVM comme back end. 33, 51, 84, 86, 128

Convolution Un produit de convolution entre deux fonctions est le produit qui @f, g P L2, pf ˚

gqpxq “
ş`8

´8
fpx´ tqgptqdt. 156

Couverture de code La couverture de code mesure l’ensemble des flots d’exécution qu’un pro-
gramme peut prendre. La couverture de code sert notamment à démontrer qu’un chemin
d’exécution ne sera jamais pris (code mort) ou à vérifier qu’une batterie de tests teste bien
l’ensemble des exécutions possibles d’un code.. 88, 100, 153

Criticité La criticité est la détermination et la hiérarchisation du degré d’importance et de la
disponibilité d’un processus informatique. (Wikipédia). 97

Désassembler Le désassemblage consiste à décoder les instructions assembleurs binaires en mnéom-
nique, c’est-à-dire des instructions assembleurs lisibles par un humain.. 79

Deep learning Les méthodes d’apprentissage par réseaux de neurones profonds sont des algo-
rithmes combinant plusieurs couches de neurones. Ils surpassent les méthodes d’apprentissages
plus conventionnelles d’où leur intérêt croissant.. 6, 7, 26, 110

DFT La théorie de la fonctionnelle de la densité est une théorie physique qui permet l’étude de
la densité électronique, c’est-à-dire la probabilité de trouver un électron dans un point de
l’espace. . 96, 149

Diagramme quantile-quantile Le diagramme quantile-quantile ou diagramme Q-Q est un graphe
permettant de comparer la position de certains quantile dans la population observée avec leur
position dans la population théorique.. 130

Divide & Conquer Méthode algorithmique qui consiste à résoudre un problème en le divisant en
sous-problèmes plus faciles à résoudre et combiner les solutions pour obtenir la solution du
problème initial. 116

Dénormalisé Un dénormalisé est un nombre flottant dont le premier chiffre significatif est 0.
Depuis le norme IEEE 754-2008 on parle également de sous-normal. Voir définition 2.1.2. 13,
60, 61, 113, 145

EFT Ensemble d’algorithmes permettant de calculer exactement avec des nombres flottants . 40,
103, 105, 108, 149

Erreur relative Distance entre deux nombres, normalisé par l’un des deux. Voir définition 2.4.2.
153

Exposant Si x “ mˆ βe alors m est sa mantisse, e son exposant et β sa base. . 13, 154
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Flops Unité de mesure pour la performance d’un programme qui donne le nombre de calculs
flottants par seconde. 3, 151

Folding Fonction d’ordre supérieur utilisée dans le paradigme de la programmation fonctionnelle
pour agréger les éléments d’un type récursif . 37, 38

Fork-Join Modèle de programmation parallèle de type maître-esclave où l’exécution séquentielle
du maître est rythmé par des sections parallèles. Celles-ci débutent par le fork où plusieurs
tâches esclaves effectuent du travail en parallèle puis s’achèvent par le join où le maître attend
la fin de chacun des esclaves pour reprendre le cours de l’exécution. 155

Forward error Pour un schéma numérique f donné, l’erreur directe est la distance entre une
solution y calculée avec une précision finie et la solution exacte y˚ calculée par f . L’erreur
directe est la distance : δy “ |y ´ y˚| . 7

Gcov Gcov est un outil d’analyse de couverture de code et de profilage qui fait partie de GCC..
12, 88

GNU GNU est un système d’exploitation libre créé en 1983 par Richard Stallman, maintenu par
le projet GNU. Il reprend les concepts et le fonctionnement d’UNIX (Wikipedia). 52, 79, 149

Grandeur scalaire Grandeur dont la valeur ne dépend que d’un point, n’est représenté que par
un seul nombre, à la différence d’une grandeur vectorielle. Formellement, un scalaire est un
tenseur d’ordre 0. 70

Grandeur vectorielle Un vecteur est un objet généralisant plusieurs notions provenant de la géo-
métrie (couples de points, translations, etc.), de l’algèbre (’solution" d’un système d’équations
à plusieurs inconnues), ou de la physique (forces, vitesses, accélérations, etc.). Formellement,
un vecteur est un tenseur d’ordre 1. (Wikipedia). 70, 153

Guards digits Chiffres de précision supplémentaires permettant d’accroître la précision du résul-
tat d’une soustraction flottante. Par exemple, si x, y P Fβ,p et x ´ y est calculée en utilisant
une précision de p ` 1 chiffres alors l’erreur relative est inférieur à 2ulp (cf. Théorème 2 [71,
p.10]). 45

Hétérogénéité Qualificatif d’une architecture regroupant plusieurs unités de calculs de nature
différentes. Par exemple, un cluster constitué de CPUs et de GPUs sera dit hétérogène par
opposition à une architecture uniquement constituée de CPUs. 3

Hartree L’énergie de Hartree (Ha) est la valeur absolue de l’énergie potentielle électrique de
l’atome d’hydrogène au repos. Un Hartree équivaut à Ha “ 4, 35974434 ˆ 10´18Joules. 97,
98, 151

HPC Le Calcul à Haute Performance regroupe l’ensemble des activités ayant pour objectifs la
maximisation des performances d’un code donné pour une architecture visée. Les performances
recherchées peuvent être : le temps, la mémoire ou l’énergie.. 2, 3, 6, 7, 50, 73, 75, 96, 110,
143, 147, 154

HPCG Le High-Performance Conjugate Gradient benchmark est un benchmark pour les super-
calculateurs se voulant plus proche des applications réellement exécutées, en terme de calculs
et d’accès mémoire, que ceux du LINPACK . 3, 149

IA-32 Version 32-bit du jeu d’instructions assembleur x86 conçu par Intel. Aussi appelé i386. 33,
35, 150
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Inlining Technique qui consiste à remplacer un appel de fonction par le corps de la fonction ce qui
permet d’augmenter les performances pour des fonctions avec peu d’instructions. 33, 35

Interpretation Dans la logique du premier ordre, une interprétation est une fonction qui associe
une valeur de vérité à chaque variable propositionnelle. 156

Interprocédurale L’analyse interprocédurale étudie les interactions entre procédures (fonctions)
d’un code. Elle se distingue de l’analyse intraprocédurale qui analyse à l’intérieur d’une fonc-
tion.. 80, 154

Intraprocédurale L’analyse intraprocédurale analyse l’intérieur d’une fonction. Elle se distingue
de l’analyse interprocédurale qui analyse à l’extérieur d’une fonction.. 88, 154

intrinsèque Un intrinsèque est une fonction intégrée au compilateur. Ces intrinsèques sont no-
tamment utilisées pour s’abstraire des instructions assembleurs spécifiques à une architecture
comme un appel à des instructions vectorielles par exemple.. 83

Invocation Appel ou exécution d’une section spatiale numéroté suivant l’ordre d’apparition. Voir
définition 3.3.2 . 15, 70, 75, 91, 92, 112, 115–118, 122, 128, 130

Linkage Phase d’édition des liens où les symboles définis dans les fichiers objets sont liés dans
un même fichier (linkage statique) ou vers des fichiers séparés (linkage dynamique) résolues
durant l’exécution. . 146

LINPACK benchmark pour le calcul HPC dédié à l’algèbre linéaire. netlib.org/benchmark/
hpl/. 3, 153

llvm-cov Outil de la suite LLVM qui permet de faire de la couverture de code.. 88

Logique du premier ordre Une formule logique de premier ordre est une formule logique faisant
uniquement intervenir des variables, des fonctions, des connecteurs logiques, des quantifica-
teurs et des prédicats. 9, 154, 156

Méthode itérative En analyse numérique, les méthodes itératives concernent l’ensemble des sché-
mas itératifs dont le nombre d’étapes nécessaires à la terminaison du calcul n’est pas connu à
l’avance contrairement aux méthodes dites directes.. 110, 118, 119

Mantisse Si x “ m ˆ βe alors m est sa mantisse, e son exposant et β sa base. . 13, 60, 61, 151,
152

MapReduce Modèle de programmation distribuée basé sur les concepts de map et reduce em-
pruntés à la programmation fonctionnelle. Le map distribue le travail aux unités de calcul et
le reduce remonte l’information calculée. 37

MAQAO Modular Assembler Quality Analyzer and Optimizer. Outil d’analyse de performance
des codes au niveau binaire. 57

MCA Arithmétique stochastique théorisée par Stott Parker en 1997. Modélise les valeurs flot-
tantes inexactes par une valeur exacte plus une variable aléatoire modélisant un bruit. Voir
section 2.6.2.. 11, 46, 150, 155

Multi-échelle Un code de simulation multi-échelle inclut plusieurs échelles de résolution spatiale
ou temporelle dans sa simulation. Par exemple, une simulation d’écoulement d’air autour d’un
avion aura une résolution très fine autour des ailes pour capturer les comportements fins des
turbulences et plus grossier là ou l’écoulement est plus laminaire. 4

http://www.netlib.org/benchmark/hpl/
netlib.org/benchmark/hpl/
http://www.netlib.org/benchmark/hpl/
netlib.org/benchmark/hpl/
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Multi-physique Un code multi-physique modélise plusieurs disciplines physiques au sein d’une
même simulation. Par exemple, les vibrations d’une aile sont le fruit de l’interaction entre
les déformations de l’aile (contraintes mécaniques) et l’écoulement de l’air (mécanique des
fluides). Le couplage entre deux physiques est parfois nécessaire lorsque l’interaction n’est pas
négligeable. 4

NaN Nombre flottant n’ayant pas de sens mathématique dans les nombres réels R. Par exemple?
´1 ou 0{0. 26, 113, 150

Obfusqué L’obfusquage est une technique de sécurité informatique qui consiste à rendre un code
illisible pour une personne externe si celle-ci n’a pas la clef pour le déchiffrer.. 79

Octet Un octet représente 8 bits.. 90
OpenMP Interface de programmation pour le calcul parallèle à mémoire partagée basé sur le

modèle fork-join . 37
OR OU logique avec pour table de vérité ??. 62
Ordre de récurrence L’ordre de récursion d’une suite est l’écart entre le plus petit et le plus

grand terme de récurrence. Voir definition ??. 116
Overflow Un overflow ou dépassement de capacité vers ˘8 survient lorsque la valeur absolue du

nombre flottant est plus grande que le plus grand nombre représentable dans un format donné.
115

Padding Technique de bourrage consitant à ajouter des 0 pour aligner un mot memoire. 90
PB Mode de bruitage de MCA permettant de détecter les annulations. Voir section 2.6.1. 45–47,

150
Processus Programme en cours d’exécution sur une machine. Il dispose d’une mémoire qui lui est

propre contrairement au thread. 71

Quantile Valeur qui divise un jeu de données en parts égales. Par exemple, l’ensemble t1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9u
à pour 1er, 2nd et 3ème quartile respectivement 2,5 ,5 et 7,5.. 152

Race condition Situation de compétition ou deux threads essaient d’accéder à une ressource
partagée. Sans mécanisme d’exclusion mutuelle, cette situation produit des bugs difficiles à
reproduire. 156

Racine Solutions x de l’équation fpxq “ 0 pour une fonction f donnée.. 118
RR Mode d’arrondi aléatoire de MCA. Voir section 2.6.1. 45, 46, 150

sémantique La sémantique d’un programme est le comportement attendu d’un programme, c’est-
à-dire ce que le programme calcule réellement. Elle décrit tout les états possibles du pro-
gramme.. 9

Satisfiabilité Une formule logique propositionnelle satisfiable est une formule dont une instance
des variable rend la formule vraie. 9

Section spatiale Section de code contenant plusieurs unités spatiales. La taille d’une unité dépend
de la résolution spatiale utilisée (fonction, ligne source, instructions, ...).. 154
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Shadow memory Technique qui consiste à exécuter les opérations d’un programme en parallèle
de celui ci dans une mémoire séparée. La shadow memory permet de manipuler une copie des
données sans affecter l’exécution du programme originale. . 12, 13, 89, 114

Source à source Une transformation source à source est une transformation qui transforme un
code source un autre code source. Le code source résultant peut être exprimé à l’aide d’un
autre langage que celui de départ ou bien posséder une sémantique différente.. 10

Taint analysis La taint analysis est une technique issue de la sécurité informatique qui consiste à
colorer des variables et propager les couleurs à travers l’exécution pour observer les influences.
Une taint policy régie la façon dont sont propagées les couleurs.. 12, 89, 106

Thread Fil d’exécution ou processus léger. Les threads d’un même processus partagent la même
mémoire. 57, 92, 155, 156

Thread-safe Désigne la propriété d’une fonction pouvant être exécutée simultanément par plu-
sieurs threads sans situation de compétition (race condition). 57

Top500 Classement des 500 supercalculateurs les plus puissants de la planète. top500.org. 3
Type composé Type qui regroupe plusieurs champs comme le type struct en langage C. 11, 81
Type natif Type de base fourni par un langage de programmation comme les entiers, les nombres

flottants, les caractères. 53, 60, 81, 114
Type récursif Type de donnée construit récursivement dont la définition fait appel à lui-même

comme par exemple les structures d’arbre ou de liste. Exemple figure ??. . 153

ULP Unité à la dernière place d’un nombre flottant mesurant la précision minimale d’un format
flottant. Par exemple pour un format flottant Fp donné, deux nombres flottants consécutifs
sont distant d’un ulp “ 2´p`1. Voir définition 2.4.3. 30, 43, 150, 153

UNIX Famille de systèmes d’exploitation multitâche et multi-utilisateur dérivé du Unix d’origine
créé par AT&T. Il repose sur un interpréteur ou superviseur (le shell) et de nombreux petits
utilitaires, accomplissant chacun une action spécifique, commutables entre eux (mécanisme
de "redirection") et appelés depuis la ligne de commande (Wikipedia). 153

Unum Format de calcul flottant alternatif aux flottants issues de la norme IEEE-754.. 26

Valeur de vérité Valeurs qui disent si une formule est vrai ou fausse. Par exemple les booléens .
154

Valide Dans la logique du premier ordre une formule valide est une formule vrai pour toute inter-
pretation de la formule.. 10

Vectorisation Technique de parallélisation de type SIMD consistant à calculer une même opéra-
tion sur différentes données en même temps. 53

VNNI Instructions assembleurs du jeu d’instructions AVX-512 pour accélérer le calcul des ré-
seaux de neurones à convolution. Ces instructions calcul la convolution entre deux vecteurs
de binary16 dans un accumulateur binary32.. 8

XOR OU exclusif logique avec pour table de vérité ??. 61–63, 65

https://www.top500.org
top500.org
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Titre : Outils de débugage et d’optimisation des calculs flottants dans le contexte HPC

Mots clés : HPC, virgule flottante, débugage, optimisation

Résumé : Le Calcul Haute Performance (HPC) est un écosystème dyna-
mique où architectures et codes de calcul scientifiques sont en co-évolution
permanente (parallélisme, accélérateurs spécialisés, nouvelles mémoires).
Ce dynamisme impose aux développeurs d’adapter leur logiciel régulière-
ment pour exploiter au mieux tous les nouveaux ressorts technologiques.
En cela, les approches de co-design consistant à développer simultanément
le logiciel et le matériel sont une voie intéressante. Néanmoins, les efforts
de co-design dans le HPC ont surtout été concentrés sur la performance
des applications en laissant un peu de côté l’objectif de qualité numé-
rique. Or celle ci est de plus en plus difficile à maintenir d’une génération
de supercalculateur à l’autre en raison de la complexité croissante des ar-
chitectures et des modèles de programmation parallèles. A cela s’ajoute
de nouveaux formats de calcul flottants (bfloat16, binary16) qu’il faut
réussir à exploiter lors du processus de modernisation.
Ces constats posent deux problématiques : 1) Comment vérifier la qualité
numérique des codes lors du processus de modernisation ? Cela nécessite
des outils qui permettent, à la fois d’identifier rapidement des sources
d’erreurs numériques mais qui doivent également être simple d’utilisation
pour des utilisateurs non-experts. 2) Comment tirer parti des nouvelles
possibilités qu’offre le matériel ?
Les possibilités d’applications sont nombreuses et amènent donc à un es-
pace considérable de solutions possibles. Les solutions trouvées sont le
résultat d’un compromis entre performance de l’application et qualité
numérique des calculs mais également reproductibilité des résultats.
Dans cette thèse, nous avons contribué au logiciel Verificarlo qui aide

à la détection d’erreurs numériques en injectant divers modèles de bruit
dans les calculs flottants. Plus précisément, nous avons développé une ap-
proche permettant d’étudier l’évolution des erreurs numérique au cours
du temps. Cet outil est basé sur la génération de traces numériques qui
permettent de suivre la qualité numérique des variables au cours du
temps. Ces traces sont enrichies par des informations de contexte ré-
cupérées lors de la compilation puis peuvent être ensuite visualisées de
manière élégante.
Nous avons également contribué à VPREC, un modèle de calcul simulant
des formats de taille variable. Cet outil a été utilisé pour répondre au
problème d’optimisation de formats dans les schémas itératifs. L’optimi-
sation proposée est temporelle puisqu’elle optimise la précision de calcul
pour chaque pas de temps. Enfin, une contrainte majeure dans l’élabo-
ration d’outils pour le HPC est la mise à l’échelle. En effet, la taille des
codes et la quantité de calcul mis en jeux accroissent drastiquement la
complexité des analyses et limitent les approches conventionnelles. Nous
avons démontré que les techniques développés dans cette thèse sont appli-
cables sur des codes industriels puisqu’ils ont permis de, premièrement,
détecter et corriger une erreur numérique dans le code ABINIT (code ab
initio de chimie quantique développé par le CEA et al.). Secondement, ces
outils ont permis de réduire la précision de calcul de YALES2 (code de
mécanique des fluides développé par le CORIA) et améliorer les perfor-
mance en réduisant le volumes des communications de 28% et accélérer
jusqu’à 1, 30 fois l’exécution.
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Abstract : High Performance Computing (HPC) is a dynamic ecosystem
where scientific computing architectures and codes are in permanent co-
evolution (parallelism, specialized accelerators, new memories). This dy-
namism requires developers to adapt their software regularly to exploit all
the new technological innovations. For this purpose, co-design approaches
consisting of simultaneously developing software and hardware are an in-
teresting approach. Nevertheless, co-design efforts have mainly focused
on application performance at the cost of numerical quality. However,
this is becoming increasingly difficult to maintain from one generation of
supercomputer to the next. In addition, there are new computation for-
mats (bfloat16, binary16) performance factor that have to be used during
the modernization process.
These findings raise two issues: 1) How to check the digital quality of
codes during the modernization process? This requires tools that allow
both to quickly identify sources of numerical errors and to be user-friendly
for non-expert users. 2) How can we take advantage of the new possibili-
ties offered by the equipment? The applications possibilities are manifold
and therefore lead to a considerable space of possible solutions. The so-
lutions found are the result of a compromise between the performance of
the application and the numerical quality of the computations, but also
the reproducibility of the results.
In this thesis, we contributed to the Verificarlo software that helps to

detect numerical errors by injecting various noise models into floating
computations. More precisely, we have developed an approach to study
the evolution of numerical errors over time. This tool is based on the
generation of numerical traces that allow the numerical quality of the
variables to be tracked over time. These traces are enriched by context
information retrieved during compilation and can then be viewed in an
elegant way.
We also contributed to VPREC, a calculation model simulating formats
of varying sizes. This tool has been used to address the problem of format
optimization in iterative schemes. The proposed optimization is temporal
since it optimizes the computation precision for each time step.
Finally, a major constraint in the development of tools for HPC is the
scaling up. Indeed, the size of the codes and the number of computations
involved drastically increase the complexity of the analyses and limit
conventional approaches. We have demonstrated that the techniques de-
veloped in this thesis are applicable to industrial codes since they have
made it possible, first, to detect and correct a numerical error in the ABI-
NIT code (ab initio code for quantum chemistry developed by the CEA
et al.). Secondly, these tools have reduced the computation accuracy of
YALES2 (fluid mechanics code developed by CORIA) and improved per-
formance by reducing communication volumes by 28% and accelerating
execution up to 1.30 times.
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