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❘és✉♠é

▲❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✐♥str✉♠❡♥ts ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❞

❞✐✛✉s ❝♦s♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ♣❛rt✐✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡①✐❣❡❛♥t❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡✉rs✱

❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡t ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❢♦❝❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r

❞ét❡❝t❡r ❧❡s ♠♦❞❡s✲❇ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥✢❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ♦❜s❡r✈❡r ❧❡ ❝✐❡❧

❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❛✜♥ ❞❡ s♦✉str❛✐r❡ ❧❡s ❛✈❛♥t✲♣❧❛♥s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥✲

t❡①t❡✱ ❧❡s ❞ét❡❝t❡✉rs à ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ✭❑■❉s✮ r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ très

♣r♦♠❡tt❡✉s❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❣r❛♥❞ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧❡✉r ❢❛❝✐❧✐té ❞❡

ré❛❧✐s❛t✐♦♥✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ♣❡✉t ❢♦✉r♥✐r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♠✉❧t✐✲

❜❛♥❞❡s ❡t ❞♦✉❜❧❡✲♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❞❡s✐❣♥ ❝♦♠♣❛❝t❡✳ ▲❡s ❑■❉s à é❧é♠❡♥ts ❧♦❝❛❧✲

✐sés ✭▲❊❑■❉✮ ❝♦✉♣❧é à ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t s❡♥s✐❜❧❡s à ❧❛

♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡✉① s♦✉s✲❜❛♥❞❡s à ✶✹✵ ●❍③ ❡t ✶✻✵ ●❍③ ❝❤❛❝✉♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡

♣❛ss❛♥t❡ ❞❡ ✶✵✪✳ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ à ❢❡♥t❡ ❡①❝✐té❡ ♣❛r

✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ♠✐❝r♦r✉❜❛♥ ❡t ❞❡✉① ✜❧tr❡s ♣❛ss❡✲❜❛♥❞❡ ✈❡rs ❞❡✉① rés♦♥❛t❡✉rs✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs

s♦♥t ❝♦✉♣❧és ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❡t ❝♦♠♣r❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ♠✐❝r♦r✉❜❛♥ ❡♥

❆❧✉♠✐♥✐✉♠ ❝♦♠♠❡ ❛❜s♦r❜❡✉r✳ ❈❡tt❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ à ❢❛❜✲

r✐q✉❡r✱ s❛♥s ✈✐❛ ❡t ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❞❡ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♠ét❛❧❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥❡

♥é❝❡ss✐t❡ ❛✉❝✉♥ ❞é♣ôt ❞❡ ❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✉ rés♦♥❛t❡✉r✱ é✈✐t❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❧✐♠✐✲

t❛t✐♦♥s ❞❡ t♦✉t❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❞✉❡ ❛✉ s✉❜str❛t ♥♦♥✲♠♦♥♦❝r✐st❛❧❧✐♥ ✭❚▲❙✮✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱

❧❛ ♠ê♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① t②♣❡s ❞✬❛♥t❡♥♥❡s

❡①❝✐té❡s ♣❛r ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ♠✐❝r♦r✉❜❛♥✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉① ✜❧tr❡s ♣❛ss❡✲❜❛♥❞❡✳

▼♦ts ❝❧❡❢s✿ ❞ét❡❝t❡✉rs à ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❝✐♥ét✐q✉❡✱ s✉♣r❛❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té✱ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❡

✐
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❆❜str❛❝t

◆❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❧❡s❝♦♣❡s ❢♦r ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛r❡ ❞❡✲

♠❛♥❞✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛r❡❛ ✜❧❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ▼♦r❡✲

♦✈❡r✱ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❇✲▼♦❞❡ ♣♦❧❛r✐♠❡tr② r❡q✉✐r❡s s❦② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤

♠✉❧t✐♣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❑■❉s ❛r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❜❡❝❛✉s❡

♦❢ t❤❡✐r ❧❛r❣❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ r❛t❡✱ ✇❤✐❧❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ♠✉❧t✐✲❜❛♥❞ ❛♥❞

❞✉❛❧✲♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡

❛♥t❡♥♥❛✲❝♦✉♣❧❡❞ ▲❊❑■❉ ✐s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t 140 GHz ❛♥❞ 160 GHz ✇✐t❤ ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢

❛❧♠♦st 10% ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜✲❜❛♥❞✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ♠✐❝r♦str✐♣ ❡①❝✐t❡❞ s❧♦t ❛♥t❡♥♥❛

❛♥❞ t✇♦ ♦♣❡♥✲st✉❜ ❜❛♥❞✲♣❛ss ✜❧t❡rs t♦ ❞✐r❡❝t t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦✇❛r❞ t✇♦ r❡s♦♥❛t♦rs✳ ❚❤❡s❡

❛r❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡❧② ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠

str✐♣ ❛s ❛❜s♦r❜❡r✳ ❚❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✐♠♣❧❡ t♦ ❢❛❜r✐❝❛t❡✱

✈✐❛✲❧❡ss ❛♥❞ ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡s t✇♦ ♠❡t❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡

❛♥② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✱ t❤✉s ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛♥②

s♦✉r❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ ❞✉❡ t♦ ♥♦♥✲♠♦♥♦❝r②st❛❧❧✐♥❡ s✉❜str❛t❡ ✭❚▲❙✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s❛♠❡

❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠❛♥② t②♣❡s ♦❢ ♠✐❝r♦str✐♣ ❡①❝✐t❡❞ ❛♥t❡♥♥❛s✱

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❜❛♥❞✲♣❛ss ✜❧t❡rs✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❞❡t❡❝t♦rs✱ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❝♦s♠♦❧♦❣②

✐✐✐
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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

■ ✇✐s❤ t♦ t❤❛♥❦ ❛❧❧ t❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ ♠❛❞❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❋✐rst❧②✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ▼✐❝❤❡❧ P✐❛t✱ ✇❤♦ ❣❛✈❡ ♠❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❝❛rr② ♦♥

t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ r❡s♦♥❛♥t ❞❡t❡❝t♦rs✳

■ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ t♦ ❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r ❧❛❜✱ ■

❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❜❡❡♥ ♣❛rt ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡♥t❤✉s✐❛st✐❝ ❣r♦✉♣✳

❚❤❛♥❦s t♦ ❉❛♠✐❡♥✱ ❆♥❞r❡❛ ❛♥❞ ●✉✐❧❧❛✉♠❡✱ t❤❡✐r ❛ss✐st❛♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ♠②

✇♦r❦ ❛♥❞ ■ ❛♠ ✐♥❞❡❜t❡❞ ❢♦r t❤❡✐r ❝♦♥st❛♥t ❣✉✐❞❛♥❝❡✳

■✬♠ ❡q✉❛❧❧② t❤❛♥❦❢✉❧ t♦ ❨❛♥♥✐❝❦ ❛♥❞ ❑❡♥ ❢♦r t❤❡✐r ❛❞✈✐❝❡ ❛♥❞ ❛ss✐st❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡s❡

t❤r❡❡ ②❡❛rs✳

❆ s♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s ❣♦❡s t♦ t❤❡ ❆P❈ st✉❞❡♥ts ❛♥❞ ♣♦st❞♦❝s ✇❤♦ s❤❛r❡❞ ✇✐t❤ ♠❡ t❤❡ P❤❉

❧✐❢❡✿ P✐❡rr♦s✱ ▼✐❦❤❛✐❧✱ ❚✉❛♥✱ ❚❤✉♦♥❣✱ ❈❛♠✐❧❧❡✱ ❊❧❡♦♥♦r❛✱ ❘❛♥❛❥♦②✱ ❈②r✐❧❧❡✱ ❈❛❧✉♠✱

▼❛r✐❛ ❛♥❞ ❉♦♥❛t❡❧❧❛✳
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❚❛❜❧❡ ♦❢ ❆❝r♦♥②♠s
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❋❋❚✿ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠

❋❊▼✿ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞

❋■❚✿ ❋✐♥✐t❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡

❋P✲✼✿ ❙❡✈❡♥t❤ ❋r❛♠❡✇♦r❦ Pr♦❣r❛♠♠❡

❋❲❍P✿ ❋✉❧❧ ❲✐❞t❤ t♦ ❍❛❧❢ P♦✇❡r

❍❋❙❙✿ ❍✐❣❤ ❋r❡q✉❡♥❝② ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❙✐♠✉❧❛t♦r

❑■❉✿ ❑✐♥❡t✐❝ ■♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❉❡t❡❝t♦r

▲❊❑■❉✿ ▲✉♠♣❡❞ ❊❧❡♠❡♥t ❑✐♥❡t✐❝ ■♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❉❡t❡❝t♦r
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◆■❑❆✿ ◆é❡❧ ■❘❆▼ ❑■❉s ❆rr❛②

P❊❈✿ P❡r❢❡❝t ❊❧❡❝tr✐❝ ❈♦♥❞✉❝t♦r
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❑✐♥❡t✐❝ ■♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❉❡t❡❝t♦rs ✭❑■❉s✮ ❛r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❤✐❣❤✲s❡♥s✐t✐✈❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❛str♦♥♦♠②✱ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❢♦r ♠✐❧❧✐♠❡t❡r✲✇❛✈❡ ❛♥❞ ❢❛r ✐♥✲

❢r❛r❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❋r❡q✉❡♥❝✐❡s ✉♣ t♦ 600 GHz ❛r❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ❢♦r ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡

❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✭❈▼❇✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✜rst ❧✐❣❤t ❡♠✐tt❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❇✐❣

❇❛♥❣✱ ❛♥❞ ✐ts ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳

❆❜♦✉t 10% ♦❢ t❤❡ ❈▼❇ s✐❣♥❛❧ ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❜② ❚❤♦♠s♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❆s ■

✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss r❡q✉✐r❡s ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡s ♦r✐❣✐✲

♥❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳ ❚❤❡s❡ ✇❛✈❡s ❢♦r♠ t❡♥s♦r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s t❤❛t

✐♠♣r✐♥t ♦♥ ❈▼❇ ♣❤♦t♦♥s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❇✲♠♦❞❡ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣②

✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ✉♥✐q✉❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♥❞❡r

♣❛r✐t② ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❈▼❇ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❛♥✐s♦tr♦♣② ❛♥❞ ❇✲♠♦❞❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♦♣❡♥ ❛ ✇✐♥❞♦✇ t♦ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✱

♦❝❝✉rr❡❞ ❜❡❢♦r❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳

❈✉rr❡♥t❧②✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❇✲♠♦❞❡s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥✱ ✇✐t❤ ❛♥

✉♣♣❡r ❧✐♠✐t s❡t ❜② ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❇✐❝❡♣✷ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❑❡❝❦ ❛rr❛② ❛♥❞ P❧❛♥❝❦✳ ❙✐♥❝❡

♦♥❣♦✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♥♦✐s❡ ❧✐♠✐t✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t

s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡t❡❝t♦rs ♦♥ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❈▼❇ ♦❜s❡r✈❛t♦r✐❡s ✭❜♦t❤ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞✮ ✐s t♦

♣✉s❤ ❞♦✇♥ t❤❡ ❇✲♠♦❞❡s ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ ❛❜♦✉t t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡✲

s✉❧ts ✐♥ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛rr❛②s ♦♥ ❢♦❝❛❧

♣❧❛♥❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❇✲♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✳

▼❛✐♥ s♦✉r❝❡s ♦❢ ♥♦✐s❡s ❛r❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❧❡♥s✐♥❣✱ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧

❞✉st✳ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts s❡♣❛r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ✇✐❞❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡✱

r♦✉❣❤❧② ❜❡t✇❡❡♥ 40GHz ✕ 600GHz✳ ❚❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❧❡❛❞ t♦ ✇❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❈▼❇

✶



✷ ❈❖◆❚❊◆❚❙

✏st❛❣❡✲✹✑ ❢♦r ❣r♦✉♥❞ ❜❛s❡❞ ♣r♦❥❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♠❛♥❞s ❧❛r❣❡ ❛rr❛②s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❜♦✉t

105 ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❙♣❛❝❡ ♦❜s❡r✈❛t♦r✐❡s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❢✉❧❧ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡✱

✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ♦♣❛❝✐t②✱ s❡tt✐♥❣ s♦♠❡

❡①tr❛ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✇❡✐❣❤t ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳

◆❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ t♦✇❛r❞ ♣❧❛♥❛r ❛♥t❡♥♥❛✲❝♦✉♣❧❡❞ ❞❡t❡❝✲

t♦rs✳ ❆♥t❡♥♥❛✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ♠✉❧t✐✲❜❛♥❞ ❛♥❞ ❞✉❛❧✲

♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡s✐❣♥✿ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②

❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ t❡❧❡s❝♦♣❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛r❡❛ ✐s ❛ ❝♦♥✲

str❛✐♥✳ ■ ✇✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ s♦♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠✐❝r♦✇❛✈❡

❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ t♦ ♣r♦❝❡ss ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧s✳ ❇❛s✐❝ ❛♥t❡♥♥❛ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡

❞✐♣♦❧❡ ❛♥t❡♥♥❛ ■ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

❑✐♥❡t✐❝ ■♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❉❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ❛ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❜♦❧♦♠❡t❡rs✳ ❆s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❑■❉s ❛r❡ ▲❈ r❡s♦♥❛t♦rs t❤❛t ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡

✇❤✐❝❤ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ✢✉✐❞s ♠♦❞❡❧ ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② t♦ ❞❡t❡❝t ♣❤♦t♦♥s✳ ❚❤❡

❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ❛ r❡s♦♥❛♥t ❝✐r❝✉✐t ❤❛s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐ts ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ❈ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ▲✳ ❯♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ♣❤♦t♦♥s

❝❛♥ ❜❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❡t❛❧✱ ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t♦r ▲ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✱

❛♥❞ s♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❘❡s♦♥❛t♦rs ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ r❡❛❞♦✉t ❧✐♥❡❀ ❛

♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥

t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✳ ❚❤❡ r❡❛❞♦✉t ❧✐♥❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ t♦♥❡ t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐s

❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❢❛st ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ t♦♥❡s ✐s

✉s❡❞ t♦ r❡❛❞ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ s❡✈❡r❛❧ r❡s♦♥❛t♦rs ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡❞ ✇❛②✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣

r❛t❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❛❞♦✉t ❝❛❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦❢ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢

❞❡t❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝❧❡❛r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❜♦❧♦♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤

r❡q✉✐r❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✭❙◗❯■❉s✮ ✇♦r❦✐♥❣ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❛ ❧♦✇❡r

♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ r❛t❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤r✐♥❦ t❤❡ ♣✐①❡❧ s✐③❡ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✭▲❊❑■❉s✮

✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♣❧❛♥❛r str✉❝t✉r❡✱ ❧✐❦❡ t❤❡

✐♥t❡r❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♣❛❝✐t♦r✳ ▲❊❑■❉s ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝✉rr❡♥t

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ▲❊❑■❉ ❞❡s✐❣♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

s❡♥s✐t✐✈❡✱ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞✳ ●r♦✉♥❞ ❜❛s❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱

❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❛❧❧♦✇s ❢❡✇ ✇✐♥❞♦✇s ✐♥ t❤❡ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥✱ ❝❛♥ ❜❡

✉♣❣r❛❞❡❞ t✐♠❡ ❜② t✐♠❡ t♦ ❞❡t❡❝t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❙♣❛❝❡ ♦❜s❡r✈❛t♦r✐❡s ❧❛❝❦ ♦❢
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t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡s✐❣♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ♣✐①❡❧✳ ❋♦r

t❤✐s r❡❛s♦♥ t❤❡ ❈▼❇ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❛♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❑■❉s✳

❈❛♠❡r❛s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❜♦❧♦♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❛❝t✐✈❡ ♦♥ ❣r♦✉♥❞

❜❛s❡❞ t❡❧❡s❝♦♣❡s ❛♥❞ ✇❡ ❛✐♠ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤

❑■❉ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ■ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t

❑■❉ ✇✐t❤ ❛ ♠✐❝r♦str✐♣ ❡①❝✐t❡❞ ❛♥t❡♥♥❛✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ■ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ■ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ✭❈❙❚

▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❙t✉❞✐♦✮ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❞✉❛❧✲r❡s♦♥❛♥t s❧♦t ❛♥t❡♥♥❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ♦❢

t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡♥ ✜❧t❡r❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐♣❧❡①❡r t❤❛t

■ ❤❛✈❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❙♦♥♥❡t ❙♦❢t✇❛r❡✳ ■ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♠✐❝r♦str✐♣✲t♦✲❝♦♣❧❛♥❛r

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ t♦ ❝♦✉♣❧❡ ❡❛❝❤ ✜❧t❡r ✇✐t❤ ♦♥❡ r❡s♦♥❛t♦r✳ ❙✉❝❤ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s t❤❡

❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ ♠② ✇♦r❦ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❈❙❚ ❛♥❞ ❙♦♥♥❡t✳ ■

❤❛✈❡ ✜rst❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ◆■❑❆ ✭◆❡✇ ■❘❆▼ ❑■❉ ❆rr❛②✮ ♣✐①❡❧ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ❞❡s✐❣♥

♦❢ t❤❡ ▲❊❑■❉ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■ t❤❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ ✐t t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♥❡❡❞❡❞

❢♦r t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳

❚❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡✇ ❞❡♠♦♥str❛t♦rs t♦♦❦ ♣❧❛❝❡ ❛t P❛r✐s ❖❜s❡r✈❛t♦r② ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦❧✲

❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ●❊P■ ❣r♦✉♣✳ ■ ❞✐❞ ♥♦t ❛❝t✐✈❡❧② ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥

♣r♦❝❡ss ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❛s❦s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳

■ ❤❛✈❡ ❛rr❛♥❣❡❞ t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ ❛ ❝r②♦st❛t ❛t ❆P❈ t♦ t❡st s♦♠❡ ❞❡♠♦♥str❛t♦rs ❛t ❧♦✇

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r ❧❛❜ ❣r♦✉♣ ♠❡♠❜❡rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡

■♥st✐t✉t ◆❊❊▲ ✐♥ ●r❡♥♦❜❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❡q✉✐♣♠❡♥t ❢♦r ❛ ❢✉❧❧ ♣✐①❡❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t②✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t ✉♣ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳

Pr❡❧✐♠✐♥❛r② t❡sts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✳ ■ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ❈❤❛♣✲

t❡r ✽ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❞❡s✐❣♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳ ◆❡✇

❞❡♠♦♥str❛t♦rs ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉♥❞❡r ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ t❡st❡❞ ❜♦t❤ ❛t ❆P❈ ❛♥❞

■♥st✐t✉t ◆❊❊▲✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ②❡❛rs ■ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈♦s♠✐❝ ❖r✐❣✐♥ ❊①♣❧♦r❡r

✭❈❖r❊✮ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✳ ❈❖r❊ ✇❛s ❛♥ ❊❙❆ ▼✺ ♣r♦♣♦s❛❧ ❢♦r ❛ s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ t❡❧❡s❝♦♣❡

❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❇✲▼♦❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❬❝♦r❡✲♠✐ss✐♦♥✳♦r❣❪✳ ❚❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❈❖r❊ ❝♦♥✲

s✐st❡❞ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛t ✷✵✵✵ ❞❡t❡❝t♦rs ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ✶✾ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s ❢r♦♠ 60GHz t♦



✹ ❈❖◆❚❊◆❚❙

600 GHz ✉s✐♥❣ ❑■❉s ❛s ❜❛s❡❧✐♥❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥

r❡❥❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ✇❛s ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❜✉❞❣❡t ❢♦r ❛

▼✺ ♠✐ss✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❧❛r❣❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛rr❛②s

❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❈▼❇ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛❝t✐✈❡ ✐♥

❑■❉s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳



❈❤❛♣t❡r ✶

❙❝✐❡♥❝❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

❚❤❡ ❈♦♣❡r♥✐❝❛♥ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠❜r❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❧✐♦❝❡♥tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❳❱■

s❡❝✳ st❛rt❡❞ ❛ s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ❆❢t❡r t❤❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❛✲

t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ●❛❧✐❧❡❛♥ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐♥ t❤❡ ❳❱■■ s❡❝✳✱ ❛str♦♥♦♠❡rs ❜❡❝♦♠❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡

♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❧❛✇s t❤❛t r❡❣✉❧❛t❡ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✱ ✐ts ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞

❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✳

❆❢t❡r t❤❡ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✈✐t②✱ ❝♦s♠♦❧♦❣② ✇❡r❡ st✉❝❦ ♦♥ ❛ st❛❜✐❧✐t②

♣r♦❜❧❡♠✳ ❆s ◆❡✇t♦♥ ✐ts❡❧❢ ✇r♦t❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡❞✐t✐♦♥ ♦❢ Pr✐♥❝✐♣✐❛ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✱

t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ♠✉st ❡①t❡♥❞ t♦ ✐♥✜♥✐t② ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧

❛ttr❛❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ♥✉❧❧✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

❝❡❧❡st✐❛❧ ❜♦❞✐❡s ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♠❛❦❡ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❝♦❧❧❛♣s❡✳

▼❛♥② ❝♦s♠♦❧♦❣✐sts ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s ✐♥ t❤❡ ❳❱■■■ s❡❝✳ st❛rt❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

♥♦♥✲❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❣❡♦♠❡tr✐❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❬✶❪✳ ❊✐♥st❡✐♥ ✇❛s t❤❡ ✜rst t♦ ❧✐♥❦

t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❣r❛✈✐t②✳ ❍❡ r❡❛❧✐③❡❞ t❤❛t ❧✐❣❤t ✐s ❜❡♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t

♦❢ ❛ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞✳ ❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❣r❛✈✐t②

❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥s✉❧t❡❞ ❤✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥ ❢r✐❡♥❞ ▼❛r❝❡❧ ●r♦ss♠❛♥♥✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ r❡❧❛t✐✈✐t②✳ ▲❛t❡r ✐♥

✶✾✶✼ ❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❤✐s ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳

❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts ❛❧❧♦✇❡❞ ❛str♦♥♦♠❡rs t♦ ❡①♣❛♥❞ t❤❡✐r

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠✳ ■ ✇✐❧❧ st❛rt t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡

❤✐st♦r✐❝❛❧ st❡♣s ✇❤✐❝❤ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♠♦❞❡r♥ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

✺
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❚❤❡♥ ■ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♠♦r❡ ♦♥ t❤❡ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✭❈▼❇✮ s❝✐❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤

✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳ ■ ✇✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s

✐♥ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡♠✳ ❈✉rr❡♥t

♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✇✐t❤ ❤✐❣❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡

❈▼❇ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ■ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❈▼❇ ❞✐s❝♦✈❡r②✱

t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t✉s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✇❡ ❛r❡ ❢❛❝✐♥❣ ❢♦r

♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❈▼❇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

✶✳✶ ❊①♣❛♥❞✐♥❣ ✉♥✐✈❡rs❡

❚❤❡ ✜rst ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✶✾✵✵ ❜②

❱❡st♦ ▼❡❧✈✐♥ ❙❧✐♣❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ▲♦✇❡❧❧ ❖❜s❡r✈❛t♦r② ✐♥ ❋❧❛❣st❛✛✱ ❆r✐③♦♥❛✳ ❍❡ ✇❛s t❤❡

✜rst ❛str♦♥♦♠❡r t♦ ❞❡t❡❝t ❝❡❧❡st✐❛❧ ❜♦❞② s♣❡❝tr❛ ✇✐t❤ ❡♥♦✉❣❤ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦

❢♦r ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❬✺❪✳ ❍❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s♣❡❝tr❛ ❢♦r ✷✺ s♣✐r❛❧ ♥❡❜✉❧❛❡ ❛♥❞

❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t ❢♦✉r ♦❢ t❤❡s❡ ❤❛❞ ❛ r❛❞✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② t♦✇❛r❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✭❜❧✉❡✲s❤✐❢t❡❞✮✱

t❤❡ ♦t❤❡rs ✇❡r❡ r❡❝❡❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✭r❡❞✲s❤✐❢t❡❞✮✳ ❍❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ r❡❝❡ss✐♦♥

s♣❡❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ 150−1100 km/s ❬✻❪✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❤❡ ❢♦✉♥❞ ✇❛s t❤✐rt② t✐♠❡s

❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ st❛rs✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ✬✐s❧❛♥❞✲✉♥✐✈❡rs❡✬

❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♣✐r❛❧ ♥❡❜✉❧❛❡ ✇❡r❡ ❞✐st✐♥❝t ❣❛❧❛①✐❡s✱ ♥♦t ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧❧② ❜♦✉♥❞

t♦ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛②✳

▲❛t❡r ✐♥ ✶✾✷✵✱ t❤❡ ❛str♦♥♦♠❡r ❊❞✇✐♥ ❍✉❜❜❧❡ ✇❛s ✇♦r❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ▼♦✉♥t ❲✐❧s♦♥

❖❜s❡r✈❛t♦r② ✐♥ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✱ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ 2.5 m t❡❧❡s❝♦♣❡✱ t❤❡ ❍♦♦❦❡r ❚❡❧❡s❝♦♣❡✱

✇❤✐❝❤ ✇❛s t❤❡ ❧❛r❣❡st t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❞ ❛t t❤❛t t✐♠❡✳ ❇② t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢

t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❈❡♣❤❡✐❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❛♥❞ t❤❡✐r ♣✉❧s❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✱

❍✉❜❜❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤r❡❡ ♥❡❜✉❧❛❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❙❧✐♣❤❡r✳ ❍❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞

t❤❛t t❤♦s❡ ♦❜❥❡❝ts ✇❡r❡ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛②✱ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ✐s❧❛♥❞✲✉♥✐✈❡rs❡

♠♦❞❡❧✳

❍✉❜❜❧❡ ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝❡ss✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡

❢♦r♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✳ ❍❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ✷✹ ❡①tr❛✲❣❛❧❛❝t✐❝ ♥❡❜✉❧❛❡ ❢♦r ✇❤♦♠

❤❡ ❦♥❡✇ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❍✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❬✼❪✳ ❍❡ ❛❧s♦ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t❤❡ ♥❡❜✉❧❛❡ ✐♥t♦ ✾ ❣r♦✉♣s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

♣r♦①✐♠✐t② ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡s

✭❋✐❣✉r❡✶✳✶✳✶✮✳ ❈❛❧❧✐♥❣ v t❤❡ r❛❞✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ D t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✱
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳✶✿ P❧♦t ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❍✉❜❜❧❡ ✐♥ ✶✾✷✾ ❬✼❪✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ♥❡❜✉❧❛❡ r❛❞✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✭❜❧❛❝❦ ❞♦ts✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♥❡❜✉❧❛❡ ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s ✭✇❤✐t❡ ❞✐s❦s✮✳

✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡✬s ❧❛✇ ✿

v = H0D ✭✶✳✶✳✶✮

✇❤❡r❡ H0 ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ❈♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡

♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ H0 ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r♠ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❧♦t ✇❛s 500 Kms−1Mpc−1✳

❈✉rr❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ H0 ✐s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ 68 Kms−1Mpc−1 > H0 .

89 Kms−1Mpc−1 ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❬✽❪✳

■t ✐s ♥♦t❛❜❧❡ t❤❛t ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ❡①♣❛♥❞✐♥❣✱ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ❜♦✉♥❞ ❣r❛✈✲

✐t❛t✐♦♥❛❧❧②✱ ❧✐❦❡ ❣❛❧❛①✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣r♦✉♣✱ ❛r❡ ♥♦t ♠♦✈✐♥❣ ❛♣❛rt ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❚❤❛♥❦s t♦ ❧♦❝❛❧ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ♠❛tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡❝✉❧✐❛r ♠♦t✐♦♥s✱ ❣r❛✈✲

✐t❛t✐♦♥❛❧❧② ❜♦✉♥❞ s②st❡♠s ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t ❛♥❞ ❝♦❧❧❛♣s❡ ✐♥t♦ ♠♦r❡ ♠❛ss✐✈❡ s②st❡♠s ❛♥❞

❢♦r♠ t❤❡ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t♦❞❛②✳ ❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛t

❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ▼♦❞❡r♥ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❤❛s

❛❞♦♣t❡❞ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✬❈♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ Pr✐♥❝✐♣❧❡✬✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢

t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❡✈❡r② ♦❜s❡r✈❡r ❛t ❛♥② ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r

✇♦r❧❞s✱ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✇❤❡♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱

❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛♥② s♣❡❝✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐s♦tr♦♣② ✐♠♣❧✐❡s

❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② s✐♥❝❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ t♦ ❜❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❢♦r ❡✈❡r② ♦❜s❡r✈❡r✱ ❜✉t ❛

❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✉♥✐✈❡rs❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡

✐s♦tr♦♣✐❝ ❢♦r ❡✈❡r② ♦❜s❡r✈❡r s✐♥❝❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡rs t♦ ❜❡ ✐♥ ❢r❡❡ ❢❛❧❧✐♥❣ ❬✾❪✳
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✶✳✷ ❈♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s

❲❡ ❝❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s❝❛❧❡

❢❛❝t♦r a(t) ❬✶✵❪✳ ■t r❡❧❛t❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ♦❜❥❡❝ts t❛❦❡♥ ❛t ❛♥②

♠♦♠❡♥t ✐♥ t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤♦s❡ t❛❦❡♥ ❛t ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡✱ t❤❛t ✐s ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡

t❤❡ ♣r❡s❡♥t✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ❛t t0✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❡♣♦❝❤✱ ✐s a(t0) = 1✳

❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ♣r♦♣❡r ❞✐st❛♥❝❡✳ ■t ❝❤❛♥❣❡s ❞✉r✐♥❣ t✐♠❡ ❞✉❡ t♦

t❤❡ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ■❢ ✇❡ s❝❛❧❡ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❜② t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

t❤❡ ♣r♦♣❡r ❞✐st❛♥❝❡ d(t) ❛t t✐♠❡ t✳ ❈❛❧❧✐♥❣ d0 t❤❡ ♣r♦♣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❛t t = t0 ✇❡ ❝❛♥

✇r✐t❡✿

d(t) = a(t)d0 ✭✶✳✷✳✶✮

❚❤❡ r❡❝❡ss✐♦♥ s♣❡❡❞ ♦❢ t✇♦ ❣❛❧❛①✐❡s ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦♣❡r ❞✐st❛♥❝❡✱ s♦ ❢r♦♠

✶✳✷✳✶ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥✿

ḋ(t) = ȧ(t)t0 ✭✶✳✷✳✷✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✶✳✷✳✶ ❛♥❞ ✶✳✷✳✷ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

ḋ(t) =
ȧ(t)

a(t)
d(t)

❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ❧❛✇ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r

t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t ❛s✿

H0 =
ȧ(t)

a(t)
✭✶✳✷✳✸✮

■♥ ♠♦❞❡r♥ ❝♦s♠♦❧♦❣② ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ❛t ❛♥② t✐♠❡✱ t❤✉s ❝♦♠♦✈✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ r ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

r =
d(t)

a(t)
✭✶✳✷✳✹✮

✶✳✸ ❋r✐❡❞♠❛♥ ♠♦❞❡❧s

❲❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ♦❢ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t dl ✐♥

♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (r, φ, θ) ♦❢ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ♦♥ ❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡✳ ❆❧♦♥❣

✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
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t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐♥t❡r✈❛❧ ❬✶✶✱ ✶✷✱ ✶✸❪✿

ds2 = dt2 − a2(t)

c2

[
dr2c

1− kr2c
+ r2c

(
dθ2 + sin2θdφ2

)]
✭✶✳✸✳✶✮

✇❤❡r❡ k = 1/R0✱ ✇✐t❤ R0 t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛t t = t0✱ ❛♥❞

rc = R0sin (r/R0) ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♦✈✐♥❣ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠❡tr✐❝ ✐♥

✶✳✸✳✶ ✐s t❤❡ ❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r ♠❡tr✐❝✶✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢

t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✿

❼ k = 0✿ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s R0 = ∞ s♦ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ✢❛t ✭♦r ❊✉❝❧✐❞❡❛♥✮✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐s ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡✳ ❚✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧

❧✐♥❡s ♥❡✈❡r ♠❡❡t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❼ k > 0✿ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝❧♦s❡❞ ✭♦r s♣❤❡r✐❝❛❧✮ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤✐s ❣❡♦♠❡tr② ❛❧❧♦✇s

t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❧✐♥❡s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛

tr✐❛♥❣❧❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 180 ❞❡❣r❡❡s✳

❼ k < 0✿ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ♦♣❡♥ ✭♦r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✮ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t✇♦

♣❛r❛❧❧❡❧ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❞✐✈❡r❣❡♥t✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ✐s ❧❡ss❡r

t❤❛♥ 180 ❞❡❣r❡❡s✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐♥ t❤❡ ❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r ♠❡tr✐❝ ❝❤❛♥❣❡s ❛s

a−2(t) ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✇❡ ♠✉st s♦❧✈❡ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥✬s

✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r ♠❡tr✐❝ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤♦s❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ä = −4πG

3
a

(
ρ+

3p

c2

)
+

1

3
Λa ✭✶✳✸✳✷✮

ȧ2 =
8πρG

3
a2 − c2

R2
0

+
1

3
Λa2 ✭✶✳✸✳✸✮

✇❤❡r❡ ρ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥❡rt✐❛❧ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛tt❡r ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✱

p ✐ts ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ G t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✶✳✸✳✷ ❛♥❞ ✶✳✸✳✸ ❛r❡ ❝♦♠✲

♠♦♥❧② ❝❛❧❧❡❞ ❋r✐❡❞♠❛♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✶✳✸✳✸ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞

❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t Λ✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✉♥✐✈❡rs❡✳

✶
❆❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❋r✐❡❞♠❛♥♥✲▲❡♠❛✐tr❡✲❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r ♠❡tr✐❝ ♦r ❋▲❘❲✳
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❙✐♥❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ρ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ ✐ts ✈❛❧✉❡ t♦❞❛② ρ0 ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ❛s✿

ρ = a−3ρ0 ✭✶✳✸✳✹✮

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ V ∝ a3✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② εt ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛ss

❞❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s εt = ρc2✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ❝❛♥ ❜❡

✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ✶✳✸✳✸ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ρ̇ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❧❛✇ ♦❢ t❤❡r♠♦✲

❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢♦r♠ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

dρ

da
+ 3

(
ρ+

p

c2

)

a
= 0

❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❢♦r❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛❦❡s ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t t❤❡ ♣✉r♣♦s❡

♦❢ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥✱

t❤✉s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t♦t❛❧ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡ t❤❛t ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞

t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ❝♦♥t❛✐♥s Λ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐❣♥✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢♦r❝❡

✐♥✈♦❧✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❤❛t ❦❡❡♣s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❢r♦♠ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ❣r❛✈✐t❛✲

t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ✇❛s ✜rst❧② ✉s❡❞ ❜② ❊✐♥st❡✐♥ ✐♥ ✶✾✶✼✱

❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❊✐♥st❡✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ Λ ✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t

t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ st❛t✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✇✐❞❡❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛t t❤❛t t✐♠❡✳

❙♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✸✳✸ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❋r✐❡❞♠❛♥ ✇♦r❧❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤

t✇♦ ❝❛s❡s✿ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r Λ = 0✱ t❤✉s ✇❡ ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐ts

r❡♣✉❧s✐✈❡ ❡✛❡❝t✱ ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ Λ 6= 0✳ ❚♦❞❛② ✇❡ ❧✐♥❦ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t

❡✛❡❝t ✇✐t❤ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s st✐❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥✳

❇❡❢♦r❡ ✇❡ st❛rt st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❋r✐❡❞♠❛♥✬s ✇♦r❧❞ ♠♦❞❡❧s✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦

✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ρc ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ΩM ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ΩM =
ρ0
ρc

=
8πGρ0
3H2

0

✭✶✳✸✳✺✮

❚❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡✇r✐t❡ ❋r✐❡❞♠❛♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r♠✳
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✶✳✸✳✶ ❉✉st

❲♦r❧❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ Λ = 0 ❛♥❞ p = 0 ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞✉st✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ✶✳✸✳✺

❋r✐❡❞♠❛♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡✿

ä = −ΩMH2
0

2a2
✭✶✳✸✳✻✮

ȧ2 =
ΩMH2

0

a
− c2

R2
0

✭✶✳✸✳✼✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡❞ ρ = ρ0a
−3✳ ❚❤❡ ❞✉st ♠♦❞❡❧ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢r✐❡♥❞❧② ❢♦r

❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ k ❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❡♣♦❝❤✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t = t0✱ a = 1

❛♥❞ ȧ = H0 ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❢r♦♠ ✶✳✸✳✼✿

k =
1

R0
=

(ΩM − 1)

(c/H0)
2 ✭✶✳✸✳✽✮

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ΩM ✇❡ ❣❡t ❞✐✛❡r❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s✿

❼ ΩM < 1 : t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ♦♣❡♥ ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞s t♦ a = ∞✳

❼ ΩM > 1 : t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ st♦♣s ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✇❤❡♥ a = amax ❛t t❤❡

❝♦s♠✐❝ t✐♠❡ tmax = πΩ0

[
2H0 (ΩM − 1)3/2

]
✳ ❆t t✐♠❡ t = 2 tmax t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡

❝♦❧❧❛♣s❡ t♦ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❇✐❣ ❈r✉♥❝❤✳

❼ ΩM = 1✿ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❊✐♥st❡✐♥✲❉❡ ❙✐tt❡r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ✢❛t

❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② st♦♣s ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦s♠✐❝ t✐♠❡✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t ❛s a = (t/t0)
2/3 ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s t0 =

(2/3) H−1
0 ✳

❼ ΩM = 0 : t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ♦♣❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s t0 = H−1
0 ✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ▼✐❧♥❡ ♠♦❞❡❧✳

❉✐✛❡r❡♥t ✇♦r❧❞ ♠♦❞❡❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Ω0 ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✸✳✶✳

✶✳✸✳✷ ❊✛❡❝t ♦❢ Λ ♦♥ ✇♦r❧❞ ♠♦❞❡❧s

❚❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❢♦r❝❡ ♦♥ ❋r✐❡❞♠❛♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t

❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛sts t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr❛❝t✐♦♥s ❛t ❧❛r❣❡

s❝❛❧❡✳ ❉❡s♣✐t❡ ✐ts ♥❛t✉r❡ ✐s st✐❧❧ ♠✐s✉♥❞❡rst♦♦❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s r❡♣✉❧s✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✈❛❝✉✉♠✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳✶✿ P❧♦ts ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ✇✐t❤ H0 = 1✳ ❆t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛❣❡ a = 1 ❛♥❞ t = t0✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡s ♦❢ Ω0 ✇❡ ♦❜t❛✐♥ H0t0 = 1 ❢♦r Ω0 = 0✱ H0t0 = 2/3 ❢♦r Ω0 = 1✱ H0t0 = 0.57 ❢♦r Ω0 = 2 ❛♥❞
H0t0 = 0.51 ❢♦r Ω0 = 3✳

♦❢ t❤❡ t②♣❡ pv = −ρvc
2 ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t✷ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ρv✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ Λ = 0✱

✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❞❡♥s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ΩΛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣②✳ ❲❡

❛ss✉♠❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❞✉st ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tt❡r ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ pm ✐s ♥✉❧❧✳ ■♥

s✉❝❤ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ t❤❡ ❋r✐❡❞♠❛♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✿

ä = −ΩMH2
0

2a2
+ΩΛH

2
0a ✭✶✳✸✳✾✮

ȧ2 =
ΩMH2

0

a
− c2

R2
0

+ΩΛH
2
0a

2 ✭✶✳✸✳✶✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t Λ = 8πGρv ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✿

ΩΛ =
8πGρv
3H2

0

❲❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ Λ ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✵ ❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛❣❡✱ t❤✉s s✉❜st✐t✉t✐♥❣ a = 1 ❛♥❞ ȧ = H0✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥✿

k =
1

R2
0

=
[(ΩM +ΩΛ)− 1](

c2/H2
0

)

❋r♦♠ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Ωtot = (ΩM +ΩΛ) = 1 ❢♦r ❛ ✢❛t ✉♥✐✈❡rs❡✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ♦♣❡♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ Ωtot < 1 ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ ✐♥

✷■t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❧❛✇ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ V ∝ a3✳
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❝❛s❡ ♦❢ Ωtot > 1✳

❲♦r❧❞ ♠♦❞❡❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②

✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✐♥❝❡ ❧❛t❡st ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❬✶✹❪ r❡♣♦rt❡❞ ΩΛ 6= 0✳ ❲❡ ❝❛♥ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤♦s❡

♠♦❞❡❧s ❜② s❡tt✐♥❣ ä = 0 ✐♥ ✶✳✸✳✾ ❛♥❞ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ amin ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✵✳ ❲❡

♦❜t❛✐♥✿

ȧ2min =
3H2

0

2

(
2ΩΛΩ

2
M

)
− c2

R2
0

❋r♦♠ t❤✐s ❧❛tt❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✿

❼ ȧ2min > 0✿ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❦❡❡♣s ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ ❆t

❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ✐t ❤❛s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ❛ ❞❡ ❙✐tt❡r ♠♦❞❡❧✳

❼ ȧ2min < 0✿ ✐♥ t❤♦s❡ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♥❡✈❡r ❝❤❛♥❣❡s✱ s♦ t❤❡

✉♥✐✈❡rs❡ ❝❛♥ ❢♦❧❧♦✇ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❖♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ♥♦t

s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ t♦ ❝♦❧❧❛♣s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡

❦❡❡♣s ❡①♣❛♥❞✐♥❣✳ ■♥ ❡✈❡r② ❝❛s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥✐t✐❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡

❜♦✉♥❝❡❞ ❢♦r♠ t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ a = amin✳

❼ ȧmin = 0✿ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ st❛rts ❢r♦♠ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ✈❛❧✉❡ ♦❢ a ♦r t❡♥❞s t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t

✈❛❧✉❡ ♦❢ a✳ ❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇ ❛s t❤❡ ❊❞❞✐♥❣t♦♥✲▲❡♠❛✐tr❡ ♠♦❞❡❧✳

■t ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ t❤❛t ✇❡ ❣❡t ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t

✇♦r❧❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❡♠♣t② ✉♥✐✈❡rs❡✱ t0 ✐s s✐♠♣❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡

♦❢ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ t0 ❝❛♥ ❜❡ ❧❛r❣❡r

t❤❛♥ H−1
0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ΩΛ✳

❚❤❡ ✜rst ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✶✾✾✽ ❜② t❤❡ ❙✉♣❡r♥♦✈❛ ❈♦s♠♦❧♦❣②

Pr♦❥❡❝t ❬✶✺❪ ❛♥❞ t❤❡ ❍✐❣❤✲③ ❙✉♣❡r♥♦✈❛ ❚❡❛♠ ❬✶✻❪ t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❛ ◆♦❜❡❧ ♣r✐③❡ ✐♥ ✷✵✶✶✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ΩΛ ✇❛s ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t②♣❡

■❛ ❙✉♣❡r♥♦✈❛s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❞s❤✐❢t z✳ ❋✐❣✳ ✶✳✸✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ΩM ,ΩΛ ❥♦✐♥t

❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❋♦r ❛ ✢❛t ✉♥✐✈❡rs❡✱ t❤❡② ❢♦✉♥❞ ΩM = 0.28+0.09
−0.08 ✇✐t❤ ΩΛ = 1−

ΩM ✳ ❊✈❡♥ ✇✐t❤ ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ t❤❡② ❢♦✉♥❞ ΩΛ > 0 ❛t t❤❡

99.7% ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜♦t❤ ❣r♦✉♣s ❛❣r❡❡❞ ♦♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥

♣❛r❛♠❡t❡r✿

q0 = −
(
aä

ȧ2

)

t0

=
ΩM

2
− ΩΛ

✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳✷✿ ❏♦✐♥t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r (ΩM ,ΩΛ)✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❝♦♥t♦✉rs ❞♦♥✬t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
✉♥❝❧❛ss✐✜❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❙◆ ✶✾✾✼❝❦ ✭z = 0.097✮ ❬✶✻❪✳

✶✳✹ ❚❤❡r♠❛❧ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡

❚❤❡ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛r❣✉♠❡♥t s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♣❛st t❤❡ s❝❛❧❡

❢❛❝t♦r ♠✉st ❜❡ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐✈❡r❣❡s ✐♥ ✇❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳

❚❤❛t ♠♦♠❡♥t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡ ❛r❡ s♦

❡①tr❡♠❡ t❤❛t ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇s ❛s ✇❡ ❦♥♦✇ ♠✐❣❤t ❜❡ ♥♦t ✈❛❧✐❞ ❛♥②♠♦r❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠

❡✛❡❝ts ❛♣♣❧② ♦♥ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ s❝❛❧❡s ❬✶✼❪✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❣✐✈❡s

✉s ❛ ♣✐❝t✉r❡ ♦♥ ❤♦✇ ❣❛❧❛①✐❡s ❛♥❞ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❢♦r♠❡❞✳ ❑❡② ❡✈❡♥ts ❛r❡

s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜✳ ✶✳✹✳✶✿

❼ t < 10−6 s✿ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ✭> 1 GeV ∼ 1013 K✮ ✐s ✐s ♥♦t ✇❡❧❧

❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✈❡r② ❡❛r❧② ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞

❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ❡✈❡♥t✱

❝❛❧❧❡❞ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♠♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❆♥

❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❬✶✾❪

❛❧❧ ♦✈❡r t❤✐s ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❛♥t✐✲♠❛tt❡r t❤❛t ✇❡

♦❜s❡r✈❡ t♦❞❛② ❤❛s ✐ts ♦r✐❣✐♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❇❛r②♦❣❡♥❡s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
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❚❛❜❧❡ ✶✳✹✳✶✿ ❚✐♠❡ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❢♦r s♦♠❡ ♠❛✐♥ ❡✈❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ t❤❡♦r②✳
❚❛❜❧❡ ❝r❡❞✐t t♦ ❉❛♥✐❡❧ ❇❛✉♠❛♥♥ ❬✶✽❪✳
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st✐❧❧ ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ❚❤❡ ❍✐❣❣s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❡❝♦♠❡s ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛t

E ∼ 100 GeV ❬✶✽❪✱ t❤✐s ❡✈❡♥t ✐s r❡❢❡rr❡❞ ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

❼ t ∼ µs✿ ❛t ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ 200 MeV q✉❛r❦s ❛r❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥t♦ ❤❛❞r♦♥s✳ ❚❤r❡❡ q✉❛r❦

s②st❡♠s ❢♦r♠ ❜❛r②♦♥s ✭❧✐❦❡ ♣r♦t♦♥s✮ ❛♥❞ q✉❛r❦✲❛♥t✐q✉❛r❦ ♣❛✐rs ❢♦r♠ ♠❡s♦♥s

✭❧✐❦❡ ♣✐♦♥s✮✳ ■♥ t❤✐s st❛❣❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ◗❈❉ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ❛ ❤♦t

♣❧❛s♠❛ ♦❢ ♥✉❝❧❡♦♥s✱ ❧❡♣t♦♥s✱ ♣✐♦♥s✱ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥s✳

❼ t < 1 s✿ ✇❤❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞r♦♣s t♦ T < 1011 K✱ ♠✉♦♥ ♥❡✉tr✐♥♦s ✭νµ✱ ν̄µ✮

❞❡❝♦✉♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞ ❢r❡❡❧②✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ ✇❡❛❦

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❇❡❧♦✇ 1011 K ♣r♦t♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡ ♥✉♠❡r♦✉s t❤❛♥ ♥❡✉tr♦♥s✳

❼ t ∼ 6 s✿ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ st❛rts✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡❞ ✐s ♦♥❧②

tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ νe✱ ν̄e ♥❡✉tr✐♥♦s ❞❡❝♦✉♣❧❡❞✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥ t♦❞❛②

✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ♣❤♦t♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♥❡✉tr✐♥♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡

r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ e✱ e ❢r❡❡③❡ t❤❡ n/p r❛t✐♦ s✐♥❝❡ r❡❛❝t✐♦♥s n + νe ↔ p + e ❛♥❞

n+ ē ↔ +ν̄e ❧♦♦s❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✳

❼ t ∼ 3 min✿ ♥✉❝❧❡♦s②♥t❤❡s✐s st❛rt❡❞ ❢♦r♠✐♥❣ s♦♠❡ ✐♦♥✐③❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ❧✐❦❡ ❤❡❧✐✉♠

❛♥❞ ❞❡✉t❡r✐✉♠ ❢r♦♠ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥s✳ ◆❡✉tr❛❧ ❛t♦♠s ❜❡❝❛♠❡ t♦ ❢♦r♠

✇❤✐❧❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞✳

❼ t ∼ 105 years✿ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❡♣♦❝❤ ♦❢ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❛❝t✐♦♥H+γ → e−+p

❜❡❝♦♠❡s ✐♥❡✣❝✐❡♥t✱ t❤✉s✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r♠✐♥❣ ♥❡✉tr❛❧ ❛t♦♠s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡❡

❡❧❡❝tr♦♥s ❞❡❝r❡❛s❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❚❤♦♠s♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣

✇✐t❤ ♣❤♦t♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❜❡❝❛♠❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t t♦ ♣❤♦t♦♥s✱ ✇❤✐❝❤

❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t♦❞❛② ❛s t❤❡ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞✳

❚❤❡ ❡♣♦❝❤ ♦❢ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ❢♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ■t ✐s

♥♦t❛❜❧❡ t❤❛t ❛t r❡❞s❤✐❢t z ≈ 1500 t❤❡ ❈▼❇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s ❛❜♦✉t T =≈ 4000 K✱

✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ t❤❡ 1.5×105 K✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ hν = hT = 13.6 eV ✱ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♦♥✐③❡

♥❡✉tr❛❧ ❤②❞r♦❣❡♥✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❛t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ✐s s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡

❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s✳ ❚❤✉s✱ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ t❤❡ ❲✐❡♥ r❡❣✐♦♥

♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♦♥✐③❡ t❤❡ ❣❛s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t T ≈ 5600 K

✐s ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❧❛r❣❡❧② ✐♦♥✐③❡ t❤❡ ✐♥t❡r❣❛❧❛❝t✐❝ ❣❛s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣

t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❈▼❇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ 2.72 K✱ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❜❡❝❛♠❡ ✐♦♥✐③❡❞ ❛t r❡❞s❤✐❢t

z ≈ 2000 ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r a ≈ 2.72/5600 = 5× 10−4✳
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P❤②s✐❝s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s q✉✐t❡ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡✳ ❚❤❡

st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❘♦❜✐♥s♦♥✲❲❛❧❦❡r ♠❡tr✐❝

❤❛s ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t t = 0 ✇❤❡r❡ T → ∞✳ ❆❧❛♥ ●✉t❤ ✜rst❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✶✾✽✵ ❬✷✺❪ t❤❡

✐♥✢❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ❛t ✐ts ✈❡r②

❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❚❤✐s ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ t❛❦❡s t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡

♦❢ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ t❤r❡❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❋❧❛t♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r a = (1 + z)−1✱ t❤❡

❍✉❜❜❧❡✬s ❝♦♥st❛♥t ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ r❡❞s❤✐❢t ❛s

H (z) =
ȧ

a
= H0

[
(1 + z)2 (Ω0z + 1)− ΩΛz (z + 2)

]0.5

❛♥❞ s♦ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✶✳✸✳✺

ΩM =
8πG

3H2
0

ρ0 (1 + z)3 =
Ω0[

Ω0z + 1

1 + z

]
− ΩΛ

[
1

(1 + z)
− 1

(1 + z)3

] ✭✶✳✺✳✶✮

❆t ❧❛r❣❡ r❡❞s❤✐❢t✱ ♦r z ≫ 1✱ t❤❡ ✜rst sq✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡t ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢ ✶✳✺✳✶

t❡♥❞s t♦ Ω0✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ sq✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡t t❡♥❞ t♦ ③❡r♦✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

ΩM → 1 r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Ω0 ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ ❛t ♣r❡s❡♥t t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣②

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛t ❧❛r❣❡ r❡❞s❤✐❢t ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

♦♥ r❡❞s❤✐❢t✳ ❲❡ t❤❡♥ r❡✇r✐t❡ ✶✳✺✳✶ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

(
1− 1

ΩM

)
= (1 + z)−1

(
1− 1

Ω0

)

✇❤✐❝❤ t❡❧❧ ✉s t❤❛t ✐❢ Ω0 6= 1 ✐♥ t❤❡ ♣❛st✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✶ ❛t ♣r❡s❡♥t

t✐♠❡✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② r❡q✉✐r❡s ❛ ✜♥❡ t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ΩM ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ❡♣♦❝❤

t♦ r❡s✉❧t ✐♥ Ω0 = 1✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ✢❛t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡

✢❛t♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡

❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ♦❢ Ω0✳ ❚❤❡ ✜♥❡ t✉♥✐♥❣ ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲

③❡r♦ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❬✷✻❪✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ΩΛ = 0.7 ❛♥❞

ΩM = 0.3✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ΩM = 0.999999996 ❛t z = 1000✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳✶✿ P❛rt✐❝❧❡ ❤♦r✐③♦♥ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❈▼❇ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r s✐③❡ ♦❢ 2.1◦ ♦♥ t❤❡ s❦②✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ❈▼❇ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ t♦❞❛②✳

❍♦r✐③♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❚✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❛r❡ s❛✐❞ ✐♥ ❝❛✉s❛❧ ❝♦♥t❛❝t ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ❧✐❣❤t s✐❣♥❛❧s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ❛t ♣♦✐♥t O ✐♥ s♣❛❝❡✱ t❤❡ s❡t

♦❢ ♣♦✐♥ts ❝❛✉s❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ O ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ s♣❤❡r❡ ♦❢ r❛❞✐✉s Rh✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡

✉♥✐✈❡rs❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ t❤❡ r❛❞✐✉s ✐s t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛♥② ❧✐❣❤t s✐❣♥❛❧

r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② O ❛t t✐♠❡ t ♠✉st ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♠✐tt❡❞ ❛t t✐♠❡ t′ ✇✐t❤ 0 < t′ < t✳ ❚❤❡

r❛❞✐✉s Rh ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

Rh (t) = a (t)

t
ˆ

0

cdt′

a (t′)

✇❤✐❝❤ ❞✐✈❡r❣❡s ❛t a → 0 s✐♥❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐s ✐♥ ❝❛✉s❛❧

❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ r❛❞✐✉s Rh t❛❦❡ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤♦r✐③♦♥✳

■t ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡ss✐♦♥ s♣❡❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ❜✉t ✐❢

t✇♦ ♣♦✐♥ts ✇❡r❡ ❝❛✉s❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st✱ t❤❡② ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢♦r❡✈❡r✳

❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ s♣❤❡r❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦❜❥❡❝ts ❧♦❝❛t❡❞

❛t t❤❡ s♣❤❡r❡ ❜♦r❞❡r ❛r❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛t t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳

❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤♦r✐③♦♥ r✐s❡s ❛ q✉❡st✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ str✉❝t✉r❡s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡

t♦❞❛② ♦♥ t❤❡ ❈▼❇✳ ❚❤♦s❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ Rh ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❈▼❇ ❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞

❜❡ ❝❛✉s❛❧❧② ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✺✳✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡

♠♦❞❡❧ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛t z ≈ 1000 t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡

❤♦r✐③♦♥ ✐s θh ≈ 2.1◦✱ s♦ r❡❣✐♦♥s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❞❡❣r❡❡ ♦♥ t❤❡ ❈▼❇ s❦②
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❛r❡ ❝❛s✉❛❧❧② ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ❈▼❇ s❦② ✐s ✉♥✐❢♦r♠ t♦ ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ 10−5✳

▼♦♥♦♣♦❧❡ ♣r♦❜❧❡♠

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♥❞ ✉♥✐✜❡❞ t❤❡♦r✐❡s ✭●❯❚✮✳ ❆s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❡①✲

♣❛♥❞❡❞ ❛♥❞ ❝♦♦❧❡❞✱ t❤❡ ●❯❚ s❝❛❧❛r ✜❧❡❞ s②♠♠❡tr② ❜r♦❦❡ ❛t T ≈ 1016 GeV ✱ ❧❡❛✈✐♥❣

t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡

♠❛❣♥❡t✐s♠✳ ❲❤❡♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡

♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❛❧✐❣♥ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ●❯❚

✜❡❧❞ ❢r❡❡③❡s✱ ✐t ♣♦✐♥ts t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧✐❦❡ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧❡✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ♠✉st

❜❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛t ❞✐st❛♥❝❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤♦r✐③♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ♠♦♥♦♣♦❧❡s

❞✐❞ ♥♦t ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡

♣❡r ♥✉❝❧❡♦♥ ❛t ♣r❡s❡♥t t✐♠❡✱ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳

❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❙♦❧✉t✐♦♥

❚❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s✳ ❆♥ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r②

❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ s✉❝❤ ❛

❝❛s❡ t❤❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s

H2 =
8πG

3
ρ− k

a2
+

Λ

3
✭✶✳✺✳✷✮

❚❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s ♦❢ ✶✳✺✳✷ ❜❡❝♦♠❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛s t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡

❧❛st t❡r♠ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✉s✱ ❛❢t❡r ❛ ✇❤✐❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

H2 =
ȧ

a
=

Λ

3

✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡

a = eHt

❆s s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ t❤❛t ♣❡r♠❡❛t❡ t❤❡

✉♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ s✉❝❤ ❛ ✜❡❧❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐♥✢❛t♦♥✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ✜❡❧❞

✐♥✢❛t♦♥ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡✱ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♥✢❛t♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❛ ✢❛t r❡❣✐♦♥✳ ❆❢t❡r ❛ s❧♦✇✲r♦❧❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ t❤❡
✜❡❧❞ ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ❞❡❝❛② ✐♥ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❈r❡❞✐t t♦ ❬✷✽❪✳

❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❢❡✇ ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② V (φ) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ φ

♠✐❣❤t ❜❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ❛t t❤❡ ✈❡r② ❡❛r❧② ❡♣♦❝❤ V (φ) ✐s ❛t ✐ts

♠✐♥✐♠✉♠✳ ❆s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❡①♣❛♥❞s ❛♥❞ ❝♦♦❧s ❞♦✇♥✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

s❤✐❢t ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ s❡tt❧❡ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✺✳✷✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣②

r❡❧❡❛s❡❞ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ∆V ✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ✐♥✢❛t♦♥ t♦

❝r♦ss ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r t❤r♦✉❣❤ q✉❛♥t✉♠ t✉♥♥❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛ ❞❡❡♣❡r ♠✐♥✐♠✉♠✳

❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐♥ ❛ ❢❛❧s❡ ✈❛❝✉✉♠✳ ❲❡ ❞♦♥✬t ❦♥♦✇ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡

♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❜✉t ❛❢t❡r s♦♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♠✉st ❝♦♠❡ t♦ ❡♥❞✳ ❚❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡

❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥t❛❝t ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ❡♣♦❝❤✱ ❛♥❞ s♦ s♦❧✈❡s t❤❡

❤♦r✐③♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❤✉❣❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❞✐❧✉t❡ ❛♥② t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧

❞❡❢❡❝t✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡s✱ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r e300✱ t❤✉s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s s♦ q✉✐❝❦ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ s❡❡ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡

s♣❛❝❡✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ✐♥❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❜✉t t❤❡ ❡♥❡r❣②

❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✳ ❙✐♥❝❡

|Ωtot (t)− 1| = |k|
a2H2

t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♣✉s❤❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Ωtot t♦ t❤❡ ✉♥✐t② ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♠❛♥② ❞❡❝✐♠❛❧

♣❧❛❝❡✱ t❤✉s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✶✿ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❤♦r♥ ❛♥t❡♥♥❛ ✉s❡❞ ❜② P❡♥③✐❛s ❛♥❞ ❲✐❧s♦♥ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❡①❝❡ss ♥♦✐s❡
t❤❡♥ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛s ❈▼❇ s✐❣♥❛❧✳ ❙♦✉r❝❡✿ ❲✐❦✐♣❡❞✐❛

✶✳✻ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

✶✳✻✳✶ ❖r✐❣✐♥

❆s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ♣❤♦t♦♥s ❧♦st ❡♥❡r❣② ✉♥t✐❧ ❛ ♠♦✲

♠❡♥t t❤❡② ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ ♠❛tt❡r ❛♥❞ tr❛✈❡❧❡❞ ❢r❡❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡

❧❛st s❝❛tt❡r✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣❛q✉❡ ❛♥❞ tr❛♥s♣❛r❡♥t

✉♥✐✈❡rs❡ t♦ ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t s❡ts ❛ ❧✐♠✐t ♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝

s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❧❛st s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❛t t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ ✭❛❜♦✉t

6000 h−1Mpc✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣❤♦t♦♥s ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ ✉s t♦❞❛②✳ ❚❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤

❈▼❇ ♣❤♦t♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❞❡♥s✐t② ♦❢ nγ = 3.7×108 m−3 ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡rs ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢

t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇♦✉❧❞ s❡❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❧❛st s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ r❛❞✐✉s ❜✉t ❝❡♥t❡r❡❞

♦♥ t❤❡✐r ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✇❛s ✐♥❝✐❞❡♥t❛❧❧② ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥

✶✾✻✹ ❜② t✇♦ r❛❞✐♦ ❛str♦♥♦♠❡rs ❛t t❤❡ ❇❡❧❧ ❚❡❧❡♣❤♦♥❡ ▲❛❜♦r❛t♦r✐❡s✱ ❆r♥♦ P❡♥③✐❛s ❛♥❞

❘♦❜❡rt ❲✐❧s♦♥✱ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❛ ✻ ♠❡t❡r ❤♦r♥ ❛♥t❡♥♥❛ ✐♥ ◆❡✇ ❏❡rs❡②✳ ❚❤❡② ♠❡❛s✉r❡❞

❛♥ ❡①❝❡ss ✐s♦tr♦♣✐❝ ♥♦✐s❡ ❛t 4080 MHz ✇✐t❤ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s✐❞✉❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

♦❢ 3.5 ± 1.0 K ❬✷✵❪✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❘♦❜❡rt ❍✳ ❉✐❝❦❡✱ ❏✐♠ P❡❡❜❧❡s✱ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞

❲✐❧❦✐♥s♦♥ ✇❡r❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡✐r ♦✇♥ r❛❞✐♦t❡❧❡s❝♦♣❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❈▼❇ ✇❤❡♥ t❤❡②

❤❡❛r❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ P❡♥③✐❛s ❛♥❞ ❲✐❧s♦♥✳ ❚❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛

♣❛♣❡r ✐♥ ✶✾✻✺ ❬✷✶❪ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ ❈▼❇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ P❡♥③✐❛s

❛♥❞ ❲✐❧s♦♥ s❤❛r❡❞ t❤❡ ✶✾✼✽ ◆♦❜❡❧ ♣r✐③❡ ✐♥ ♣❤②s✐❝s ❢♦r t❤❡✐r ❞✐s❝♦✈❡r②✳

■♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✉♥✐✈❡rs❡ ♣❤♦t♦♥s ✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ ❛❜s♦r❜❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✱ s♦ t❤❡② ✇❡r❡

✐♥ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇❛s ❛♥
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✷✿ ❇❧❛❝❦ ❜♦❞② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❈▼❇ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❧❡s❝♦♣❡s✳ ❈r❡❞✐t✿ ❈✳
❈❛s♦ ❡t ❛❧✳ ✭P❛rt✐❝❧❡ ❉❛t❛ ●r♦✉♣✮✱ ❚❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ P❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❈✸ ✭✶✾✾✽✮ ✶✳

❛❧♠♦st ♣❡r❢❡❝t ❜❧❛❝❦ ❜♦❞②✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② Iν ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s

❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ P❧❛♥❝❦✬s ❧❛✇✿

Iν (T ) =
2hν3

c2
1

exp

(
hν

kBT
− 1

) ✭✶✳✻✳✶✮

❙✐♥❝❡ ✐ts ❞✐s❝♦✈❡r②✱ t❤❡ ❈▼❇ ✐♥t❡♥s✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ✐♥str✉♠❡♥ts

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤r❡❡ s♣❛❝❡ t❡❧❡s❝♦♣❡s✿

✶✳ ❈♦s♠✐❝ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❊①♣❧♦r❡r ✭❈❖❇❊✮✿ ❧✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ✶✾✽✾ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✐♥str✉✲

♠❡♥ts ✭❉▼❘✱ ❋■❘❆❙ ❛♥❞ ❉■❘❇❊✮ ❬✷✷❪✳ ❚❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ ❛s t❤❡

❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❡r❛ ❛♥❞ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ✷✵✵✻ ◆♦❜❡❧ ♣r✐③❡ ✐♥

♣❤②s✐❝s s❤❛r❡❞ ✇✐t❤ ●❡♦r❣❡ ❙♠♦♦t ❛♥❞ ❏♦❤♥ ▼❛t❤❡r✳

✷✳ ❲✐❧❦✐♥s♦♥ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❆♥✐s♦tr♦♣② Pr♦❜❡ ✭❲▼❆P✮✿ ❧✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ✷✵✵✶✱ ✐t

✐♥❝❧✉❞❡s ✜✈❡ s❡♣❛r❛t❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s ❢r♦♠ ✷✷ t♦ ✾✵ ●❍③ ❬✷✸❪✳

✸✳ P❧❛♥❝❦✿ ❧✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ✷✵✵✾ ✇✐t❤ t✇♦ ✐♥str✉♠❡♥ts ✭▲❋■ ❛♥❞ ❍❋■✮ ❜♦t❤ s❡♥s✐t✐✈❡

t♦ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♥✐♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s ❢r♦♠ ✸✵ t♦ ✽✺✼ ●❍③ ❬✷✹❪✳

❚❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✻✳✷ ✐s t❤❡ ❜❡st ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② s♦✉r❝❡ ❡✈❡r ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤

❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T = 2.72 K✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❞s❤✐❢t✱ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② ❝✉r✈❡

❤❛s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥
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❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ν ′ = ν0/ (1 + z) ✐♥ t❤❡ P❧❛♥❝❦✬s ❧❛✇ ✶✳✻✳✶✱ s♦ t❤❛t

I
(
ν ′, T

) dν ′

(1 + z)
=

2h (1 + z)3

c2
(ν ′)3

exp

(
hν ′ (1 + z)

kBT
− 1

) dν ′

(1 + z)

❙✐♥❝❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ z✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s T ′ = T0(1 + z)✱

✇❡ ♦❜t❛✐♥

I
(
ν ′, T

)
dν ′ =

2h (1 + z)3

c2
(ν ′)3

exp

(
hν ′

kBT ′
− 1

)dν ′

✇❤✐❝❤ ❤❛s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✶✳✻✳✶✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s

✇✐t❤ t✐♠❡ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r j′ = j (i+ z)−4 s✐♥❝❡ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞❡❝r❡❛s❡s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r

(1 + z) ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r (1 + z)3✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❙t❡❢❛♥✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ❧❛✇

j = σT 4

✇❡ ♦❜t❛✐♥

TCMB ∝ (1 + z)

❚❤❡ ❧❛st s❝❛tt❡r✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② ❜✉t ✐s r❛t❤❡r ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥

t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ r❡❞s❤✐❢t ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ∆z ≈ 195✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❈▼❇ ✐s ❛ ❧❛②❡r

♦❢ ❛ ❝♦♠♦✈✐♥❣ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ∆r = 42Mpc✳

✶✳✻✳✷ ❈▼❇ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❣r❡❛t s❦② ✉♥✐❢♦r♠✐t②✱ q✉❛♥t✉♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❝❝✉rr❡❞ ❛t t❤❡ ✈❡r② ❡❛r❧②

❡♣♦❝❤✳ ❚❤❡s❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s♠❛❧❧ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦s♠✐❝

❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❧❡❞ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t♦❞❛②✳ ❚❤❡s❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s✱

t❤✉s✱ ❛r❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❈▼❇✳ ❋✐❣✳ ✶✳✻✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❈❖❇❊ ♠✐ss✐♦♥ ✭> 7◦✮ t♦ ❲▼❆P ✭> 0.3◦✮ ❛♥❞ P❧❛♥❝❦ ✭> 0.05◦✮✱ ❢♦r

✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ∆T/T ≈ 10−5✳ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡s ♦♥ t❤❡ ❈▼❇ ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤r❡❡

❡✛❡❝ts ❬✷✾❪✿

❼ ❚❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ r❡❞s❤✐❢t ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❢r♦♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s

❛t t❤❡ ❧❛st s❝❛tt❡r✐♥❣ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✇❛s ✜rst❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❙❛❝❤s ❛♥❞

❲♦❧❢❡ ✐♥ ✶✾✻✼✳ P❤♦t♦♥s ❢r♦♠ ❤✐❣❤✲❞❡♥s✐t② r❡❣✐♦♥s ❛t ❧❛st s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✸✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♥str✉♠❡♥ts✳ ❙♦✉r❝❡✿ ❲✐❦✐♣❡❞✐❛✳

❛ str♦♥❣❡r ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ ❛r❡ t❤✉s r❡❞s❤✐❢t❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♣❤♦t♦♥ ✐♥

❧♦✇✲❞❡♥s✐t② r❡❣✐♦♥s✳

❼ ❆❞✐❛❜❛t✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② r❡❣✐♦♥s r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛tt❡r ❛r❡

♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❼ ❉♦♣♣❧❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❱❡❧♦❝✐t② ♦❢ ♣❧❛s♠❛ ❛t r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❉♦♣♣❧❡r

s❤✐❢t✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣r✐♠❛r② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s✱ t♦ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

s❡❝♦♥❞❛r② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❜✉t ❜②

❛❧❧ s♦rt ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t✳ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞

♦♥ t❤❡ ❈▼❇ s♣❤❡r❡✱ t❤✉s ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆♥❣✉❧❛r

s❝❛❧❡s ♦♥ t❤❡ s❦② ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s Ylm (θ, φ) s♦ t❤❛t

∆T

T
(θ, φ) =

∞∑

l=0

m=l∑

m=−l

almYlm (θ, φ)

✇✐t❤ l ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ❛♥❞ almt❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❋✐❣✳ ✶✳✻✳✹

s❤♦✇s ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ l ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s❝❛❧❡✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥

♠✉❧t✐♣♦❧❡ l t❤❡ s✐③❡ s ♦❢ ❛ s♣♦t ✐♥ t❤❡ s❦② ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

s ≈ 180◦

l

❚❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts alm t♦ ❜❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ❢♦r

✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ♥✉❧❧✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦✇❡r
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✹✿ ✸❉ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢r♦♠ l = 1 t♦ l = 6✳ ❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
s❝❛❧❡ ♦♥ t❤❡ s❦② ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥✈❡rs❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ♦r❞❡r✳
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♣❧♦tt❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ l = 2✳

❼ ❚❤❡ ❡rr♦r ❜❛r ✐♥❝r❡❛s❡s ❛t s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ■t ❛r✐s❡s ❢r♦♠

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② (2l + 1)m s❛♠♣❧❡s ❛t ✜①❡❞ l✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❧✐♠✐t

s❡t ❜② t❤❡ ❝♦s♠✐❝ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∆Cl =

√
2

2l + 1
Cl

❼ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ▼❡❛s✉r❡✲

♠❡♥ts s✉❣❣❡st t❤❡ ♣❡❛❦ t♦ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t l = 200✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ✢❛t

✉♥✐✈❡rs❡✳

❼ ❍✐❣❤❡r ♣❡❛❦s ❣✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛r❦ ❜❛r②♦♥ ❛♥❞ ❝♦s♠♦✲

❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐❦❡ ΩB ❛♥❞ ΩM ✳

❼ P❤♦t♦♥s st❛rt❡❞ t♦ ❞✐✛✉s❡ ❛s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❜❡❝♦♠❡s tr❛♥s♣❛r❡♥t t♦ r❛❞✐❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✉♠♣❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧❛st s❝❛t✲

t❡r✐♥❣ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❦♥♦✇ ❛s ❙✐❧❦ ❞❛♠♣✐♥❣ ❛♥❞ s✉♣♣r❡ss❡s ♦r s♠♦♦t❤s

♣❡❛❦s ❛❜♦✈❡ l = 500✳

✶✳✻✳✸ ❈▼❇ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

❆❜♦✉t 10% ♦❢ ❈▼❇ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❜② ❚❤♦♠s♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤❡s❡

♣❤♦t♦♥s ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛♥❞ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢

t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❜②

❛ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✻✳✻✳ ❚❤❡

q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❝❛♥ ❜❡ ❞✉❡ t♦ s❝❛❧❛r ✭m = 0✮✱ ✈❡❝t♦r ✭m = 1✮✱ ♦r t❡♥s♦r

✭m = 2✮ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❱❡❝t♦r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❛♠♣❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡

♦♥❧② s❝❛❧❛r ❛♥❞ t❡♥s♦r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❬✸✶❪✳ ❙❝❛❧❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛r❡

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❞❡♥s✐t② ❣r❛❞✐❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❧❛st s❝❛tt❡r✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡

❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❡♥s♦r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧

❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡s❡ ✇❛✈❡s ❛✛❡❝t

t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ♠❡tr✐❝ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❛①✐s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤✐s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✇❤✐❝❤ ♣♦❧❛r✐③❡s ❈▼❇ ♣❤♦t♦♥s✳ ❙❝❛❧❛r ❛♥❞ t❡♥s♦r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✾✿ ❚❊✱ ❊❊ ❛♥❞ ❇❇ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r♠ s❡✈❡r❛❧ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❞❛t❛✳ ❙♦✉r❝❡✿ ❬✸✸❪

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✶✵✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡t❡❝t♦r ♦♥ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❈▼❇ ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥✳ ❙♦✉r❝❡✿ ❈▼❇✲❙✹ ❙❝✐❡♥❝❡ ❇♦♦❦ ❬✸✹❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳✶✶✿ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❣❛❧❛❝t✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈▼❇ ❛♥✐s♦tr♦♣②✳ ❙♦✉r❝❡✿ ❇❡♥♥❡t ❡t ❛❧✳
❬✸✻❪✳

st❛❣❡✲✹ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤ ∼ 105 ❞❡t❡❝t♦rs ♦♥ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳

❋♦r❡❣r♦✉♥❞s

❇❡s✐❞❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ❇✲♠♦❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✳

❇✲♠♦❞❡ ♣❛tt❡r♥ ♦♥ t❤❡ s❦② ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❊✲♠♦❞❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❜❡♥t ❜② ✐♥t❡r✲

❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❧❡♥s✐♥❣✳ ❚❤❡

❇✲♠♦❞❡ ❧❡♥s✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✉s✐♥❣ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❊✲♠♦❞❡ ♠❛♣ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡

❈▼❇ ❧❡♥s✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬✸✹❪✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛❧s♦ ❛ ❈▼❇ st❛❣❡✲✹ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❣♦❛❧✳

❆str♦♥♦♠❡rs ❝❛❧❧ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡❧❡♥s✐♥❣ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡

❡✛❡❝t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❇✲♠♦❞❡ ♠❛♣✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❣❛❧❛❝t✐❝

❡♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❡❧❡s❝♦♣❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❙♦✉t❤ P♦❧❡✱ ❧✐❦❡ ❇■❈❊P ❛♥❞ ❑❡❝❦ ❆rr❛②✱ ❜❡♥❡✜t

♦❢ ❝❧❡❛♥ s❦② ❜✉t st✐❧❧ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❇✲♠♦❞❡s✳ ●❛❧❛❝t✐❝

❡♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✻✳✶✶ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②✿

❼ ❙②♥❝❤r♦tr♦♥✿ ❉♦♠✐♥❛♥t ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭< 40 GHz✮✳ ❙②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛✲

t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❝♦s♠✐❝ r❛② ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛❧❛❝t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳

P❤♦t♦♥s ❛r❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡s✳

❼ ❋r❡❡✲❢r❡❡✿ ❯♥♣♦❧❛r✐③❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥✲✐♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r

♣❧❛s♠❛✳

❼ ❚❤❡r♠❛❧ ❞✉st✿ ❚❤❡r♠❛❧ ❊♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❞✉st ❣r❛✐♥ s✉❝❤ ❛s ❣r❛♣❤✐t❡s

❛♥❞ ❙✐❧✐❝❛t❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ❛❜♦✈❡ 80 GHz✳

❼ ❙♣✐♥♥✐♥❣ ❞✉st✿ ❆ ❢❛✐♥t❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞ ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
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✭20 GHz − 60GHz✮ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❜② s♣✐♥♥✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❇✲♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❝♦♠♣♦♥❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❦② ♠❛♣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥❡①t

❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❧❡s❝♦♣❡s ♠✉st ❜❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦

❝♦✈❡r t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✳

✶✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❈▼❇ ♣♦❧❛r✐♠❡tr② ✐s ❛ ❣r❡❛t ♣r♦❜❡ ❢♦r ♠♦❞❡r♥ ❝♦s♠♦❧♦❣② ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳ ❇✲♠♦❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♠♣❡❧❧✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡

t❤❛t ✐s ♣✉s❤✐♥❣ ❛str♦♥♦♠❡rs t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ◆❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡s ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡t❡❝t♦rs t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ♣♦❧❛r✲

✐③❛t✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡ ♣✐①❡❧s ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❝❤r♦✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❢❛❜r✐❝❛t❡ ❧❛r❣❡ ❛rr❛②s ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t

❞❡s✐❣♥✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❛♥t❡♥♥❛✲❝♦✉♣❧❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs ✐s t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♠✐❝r♦str✐♣ ❡①❝✐t❡❞ ♣❧❛♥❛r ❛♥t❡♥♥❛s ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡ r❡✲

❝❡✐✈❡rs ❛♥❞ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡rs ❢♦r ♠✉❧t✐✲❝❤r♦✐❝ ❞❡s✐❣♥✳



❈❤❛♣t❡r ✷

▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❈✐r❝✉✐ts

❙✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢♦r r❛❞✐♦ ❛♥❞ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r ❛str♦♥♦♠② r❡q✉✐r❡s ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝✐r❝✉✐ts✳

■♥ t❤❡ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r ♦r ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s t♦♦ ❤✐❣❤ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

❞❡✈✐❝❡s t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t♦rs ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥

❛❜♦✉t 100 GHz ♦❢t❡♥ r❡❧② ♦♥ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❡t❛❧s t♦ ♣✉s❤ ❞♦✇♥ t❤❡

r❡❛❞♦✉t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛✲❝♦✉♣❧❡❞ ❑✐♥❡t✐❝ ■♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❉❡t❡❝t♦rs ✭❑■❉s✮ t✇♦ t②♣❡s

♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❋✐rst✱ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ❢r♦♠ ❛

r❡❝❡✐✈❡r ✭❛♥t❡♥♥❛✮ t♦ ❛ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤✐s st❡♣ ♠❛② ✐♥✈♦❧✈❡ s✐❣♥❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡

♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ ♣❧❛♥❛r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❑■❉s

r❡❛❞♦✉t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ♠♦r❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝✐r❝✉✐t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✉♣ t♦ 10 GHz✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ■ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛s♣❡❝t ♦❢ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ t❤❛t ❛r❡

✉s❡❞ ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✷✳✶ P❧❛♥❛r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s

❇❡❢♦r❡ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♣❧❛♥❛r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s✱ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s ✇❡r❡

♠❛✐♥❧② tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜② ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ❆ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❬✸✽❪ ❛s ❛ s②st❡♠ ✇❤♦s❡

❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛❧♦♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ✐♥ s♣❛❝❡✳

❙t❛♥❞❛r❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❧♦✇ ❧♦ss✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❜✉❧❦② ❛♥❞ ❡①✲

♣❡♥s✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✶✾✹✵s✱ ✇❤❡♥ ♣r✐♥t❡❞ ❝✐r❝✉✐ts ❜❡❝♦♠❡ ♣♦♣✉❧❛r ❞✉❡ t♦

♠✐❧✐t❛r② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣❧❛♥❛r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚♦❞❛② t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞

✸✸
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✶✿ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ Z0 t❡r♠✐♥❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦❛❞ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ZL✳
❚❤❡ ❖❤♠✬s ❧❛✇ r❡q✉✐r❡s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡ t♦ ❝✉rr❡♥t ❛t t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ZL✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤✐s✱ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠✐s♠❛t❝❤❡❞ ❧✐♥❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ZL 6= Z0✳

❋♦r ❑■❉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦str✐♣ ❧✐♥❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❛❞♦♣t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❈♦♣❧❛♥❛r

❲❛✈❡❣✉✐❞❡s ✭❈P❲✮✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❛❞♦✉t ♥♦❞❡ s✐♥❝❡ t❤❡②

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❝♦❛①✐❛❧ ❝❛❜❧❡s ❡❛s✐❡r t❤❛♥ ♠✐❝r♦str✐♣s✳ ❆ ❝♦♣❧❛♥❛r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡

❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ♣❧❛♥❛r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ♦❢ ✇✐❞t❤ w ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t✇♦ ❣r♦✉♥❞

♣❧❛♥❡s ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞✐st❛♥❝❡ d ❢r♦♠ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✳✸✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡

s②st❡♠ s②♠♠❡tr②✱ t❤❡ ❝♦♣❧❛♥❛r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐t✲

t❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛s ❬✹✷❪ εeff ≈ (εr + 1) /2✱ s♦ ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝

❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛✐r✳

✷✳✷ ■♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣

✷✳✷✳✶ ❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡

✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❡r♠✐♥❛t❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s✳ ❲❡

❝❛♥ st❛rt ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧♦❛❞ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ZL s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✳✶✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ✢♦✇✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

✐♠♣❡❞❛♥❝❡ Z0 ❛♥❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ V +
0 e−jβz✳

❚❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t z = zs ✇✐t❤ zs < 0✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢

✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❞ r❡✢❡❝t❡❞

✇❛✈❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

V (z) = V +
0 e−jβz + V −

0 ejβz ✭✷✳✷✳✶✮
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I (z) =
V +
0

Z0
e−jβz − V −

0

Z0
ejβz ✭✷✳✷✳✷✮

✇✐t❤ V −

0 ❜❡✐♥❣ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❖❤♠✬s ❧❛✇✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡

❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ❛t t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♠✉st ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

ZL =
V (0)

I (0)
=

V +
0 + V −

0

V +
0 − V −

0

Z0

❲❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ❧❛st t❤r❡❡ ❡q✉❛✲

t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

V −

0 =
ZL − Z0

ZL + Z0
V +
0 = ΓV +

0 ✭✷✳✷✳✸✮

✇❤❡r❡ Γ ✐s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✷✳✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷✳✷ ❝❛♥ ❜❡

r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

V (z) = V +
0

[
e−jβz + Γejβz

]
✭✷✳✷✳✹✮

I (z) =
V +
0

Z0

[
e−jβz − Γejβz

]
✭✷✳✷✳✺✮

❋r♦♠ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ❛r❡

❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❞ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ st❛t✐♦♥❛r②

✇❛✈❡ ❢♦r♠s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ✇❤❡♥ Γ 6= 0✳ ❆♥ ✐❞❡❛❧ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡q✉✐r❡s Γ = 0✱

t❤❛t ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ZL = Z0 ❢r♦♠ ✷✳✷✳✸✳

❚❤❡ ♣♦✇❡r PL ❞❡❧✐✈❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❛❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ PL = PI − PR✱ ✇✐t❤ PI ❛♥❞

PR ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❞ r❡✢❡❝t❡❞ ♣♦✇❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❧♦ss ❞✉❡ t♦ ❛

♠✐s♠❛t❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡t✉r♥ ❧♦ss ✭❘▲✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❉❡❝✐❜❡❧ ❛s

RL = −20 log |Γ| ✭✷✳✷✳✻✮

❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ ❛ ♠❛t❝❤❡❞ ❧✐♥❡ ❤❛s ❛ r❡t✉r♥ ❧♦ss ♦❢ ∞ dB✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

Γ 6= 0 t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✷✳✷✳✹ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦



✷✳✷✳ ■▼P❊❉❆◆❈❊ ▼❆❚❈❍■◆● ✸✾

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✷✿ ▲♦ss❧❡ss t❡r♠✐♥❛t❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ ♠✉st ❜❡ ③❡r♦ ❛❝r♦ss t❤❡ s❤♦rt
❝✐r❝✉✐t✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ✇❛✈❡ ❤❛s ❛ ♥♦❞❡ ❛t t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳

❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ✷✳✷✳✸✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥

|V (z)| =
∣∣V +

0

∣∣ |1 + |Γ| exp [j (θ + 2βz)]|

✇✐t❤ θ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛

st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡✳

❚❤❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ♣❡❛❦s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② λ/4 ✇❤❡r❡ λ ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ❧✐♥❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ Zin s❡❡♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ❜❡❝♦♠❡s

Zin (z) =
V (z)

I (z)
= Z0

1 + Γ exp (2jβz)

1− Γ exp (2jβz)
✭✷✳✷✳✼✮

✷✳✷✳✷ ❙❤♦rt ❈✐r❝✉✐t❡❞ ❛♥❞ ❖♣❡♥ ❈✐r❝✉✐t❡❞ ▲✐♥❡s

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❧♦❛❞ ✇✐t❤ ❛ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✳✷✳

❆ ❧♦ss❧❡ss ❧♦❛❞ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ZL = 0✱ t❤✉s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ ♠✉st ❜❡ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡

t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ✇❛✈❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡

❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✷✳✷✳✼ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Γ = 1✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

❛ ♣✉r❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛r② ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

Zin (z) = −jZ0 tan (βz)

❚❤❡ ❧✐♥❡ ✐s ♦♥❧② r❡❛❝t✐✈❡✱ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✷✳✷✳✹ ❛♥❞

✷✳✷✳✺ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

V (z) = V +
0

[
e−jβz − ejβz

]
= −2jV +

0 sin (βz)

I(z) =
V +
0

Z0

[
e−jβz + ejβz

]
=

−2V +
0

Z0
cos (βz)
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✼✿ ❆♥ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t st✉❜ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ls ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ Zs ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧
❛t ❞✐st❛♥❝❡ zs ❢r♦♠ ❛ ❧♦❛❞ ZL✳

✇❛✈❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❞♦❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ Z0−Z1

❛♥❞ Z1 − RL ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❡✈❡r② s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❛ q✉❛rt❡r ✇❛✈❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❤❛s

❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✱ t❤✉s Z0 6= Z1 6= RL✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ❛t t❤❡ Z1 −RL

✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣❡t r❡✢❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ Z0 s❡❣♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦❢ π ✐♥ ❝❛s❡ Z1 ❤❛s ❛ ❧❡♥❣t❤

♦❢ (2n+ 1)λ/4✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✷✳✷✳✶✵ ❛ss✉r❡s t❤❛t t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥

♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❛❞❞s t♦ ③❡r♦✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢

✇❛✈❡s tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠❜✐♥❡ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ tr❛✈❡❧✐♥❣

✇❛✈❡✳

✷✳✷✳✹ ❙t✉❜ ♠❛t❝❤✐♥❣

❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❧✐♥❡s✱ ❧♦❛❞s ❛r❡ ♦❢t❡♥ r❡❛❝t✐✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ r❡s✐st✐✈❡✳

■♥ s✉❝❤ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❡ ♠❛② ✇❛♥t t♦ ✉s❡ ❛ st✉❜ t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳

❆ st✉❜ ✐s ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❧✐♥❡ ♦❢ ✜①❡❞ ❧❡♥❣t❤ ls ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

❧✐♥❡ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ zs ❢r♦♠ ❛ ❧♦❛❞ ZL✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛ st✉❜ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✳✼✳ ❆ st✉❜ ❝❛♥ ❜❡ t❡r♠✐♥❛t❡❞ ❜♦t❤ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣❡♥ ♦r ❛ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t✳ ❙✐♥❝❡

t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ t❤❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ Y ✳ ❲❡ ❝❛♥

✐♥❢❡r t❤❡ ✐♥♣✉t ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ Yin = 1/Zin ❢r♦♠ ✷✳✷✳✼ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

Yin =
1

Z0

(
1− Γ exp (2jβz)

1 + Γ exp (2jβz)

)

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ Z0 = 50Ω ❛♥❞ ZL = 50 + i50Ω ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Γ =

0.2 + i0.4✳ ❆ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ✭❈♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ G✮ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✭❙✉s❝❡♣t❛♥❝❡ B✮

♣❛rt ♦❢ Yin ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✳✽✳ ❚❤❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝ ❡❛❝❤ λ/2✳ ❱❛❧✉❡s
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✽✿ ❘❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ❢♦r Z0 = 50Ω ❛♥❞ ZL = 50+ i50Ω✳

♦❢ G = 0.02S ❛r❡ ❛ ♠❛t❝❤ ❢♦r 50Ω r❡s✐st♦rs✱ t❤❡② ♦❝❝✉r ❛t z1 = −0.25λ − n(λ/2)

❛♥❞ z2 = −0.42λ − n(λ/2)✳ ❆t t❤♦s❡ ❞✐st❛♥❝❡s t❤❡ ❧✐♥❡ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✇✐t❤ B =

0.02S✳ ❇② ✐♥s❡rt✐♥❣ ❛ st✉❜ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛t z1 ♦r z2 ✇✐t❤ R = 50Ω ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠❛t❝❤

❢♦r t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡✱ t❤❡♥ t❤❡ st✉❜ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ t✉♥❡❞ t♦ ❝❛♥❝❡❧ ♦✉t t❤❡ r❡❛❝t❛♥❝❡

❛t t❤♦s❡ ♣♦✐♥ts✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t❡❞ st✉❜✱ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❧❡♥❣t❤ ls t♦

♦❜t❛✐♥ B = −0.02S ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ✷✳✷✳✽ ❛♥❞ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ λ/2✳ ❋♦r ❛

s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t❡❞ st✉❜ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ q✉❛rt❡r ✇❛✈❡✳ ❖♥❝❡ ❡✈❡r② ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s

s❡t✱ t❤❡ st✉❜ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❧♦❛❞ ♠✐s♠❛t❝❤ ❛♥❞ ♥♦ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛❧♦♥❣ t❤❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡✳

✷✳✸ ❋✐❧t❡rs

▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❛♥❞ ❘❋ ✜❧t❡rs ❝♦♠❡ ✐♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r

❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❙✐❣♥❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ❝❛♥ r❡s✉❧ts ✐♥ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❛❝t✐✈❡ ✜❧t❡rs✮

♦r ♥♦t ✭♣❛ss✐✈❡ ✜❧t❡rs✮✳ ❲❤❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ♣❧❛♥❛r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s✱ ✜❧t❡rs ❝❛♥ ❜❡

r❡❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ st✉❜s✱ st❡♣♣❡❞ ✈❛r②✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✱ ❝♦✉♣❧❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

❧✐♥❡s✱ r❡s♦♥❛♥t ❡❧❡♠❡♥ts ♦r ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♠✳
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✷✳✸✳✶ ❚r❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥

❆ ✜❧t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t t✇♦✲♣♦rt ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ✇❤✐❝❤

t❤❡ ✐♥♣✉t I ❛♥❞ ♦✉t♣✉t O ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ O = T × I✳ ❚❤❡

tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ r❛t✐♦ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❬✹✺❪

T (p) =

(
an
bn

)
(p− p1) (p− p3) ... (p− pn)

(p− p2) (p− p4) ... (p− pm)
=

N(p)

D(p)

✇❤❡r❡ p = σ + jω ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❱❛❧✉❡s ♦❢ p = p1, p3...pn ❛r❡ ③❡r♦s

❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r N (p) ❛♥❞ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✜♥✐t❡✲❢r❡q✉❡♥❝② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ③❡r♦s ♦❢ t❤❡

✜❧t❡r✳ ❱❛❧✉❡s ♦❢ p = p2, p4...pm ❛r❡ ③❡r♦s ❢♦r t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ❛♥❞ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣♦❧❡s

♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✳ ❚❤♦s❡ ❛r❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜②

❛❧❧ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ◆♦❞❡s ❛♥❞ ♣♦❧❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①

❢r❡q✉❡♥❝② ♣❧❛♥❡ ♦r ♣✲♣❧❛♥❡✱ ✇❤❡r❡ σ ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ x ❛①✐s ❛♥❞ jω ♦♥ t❤❡ y ❛①✐s✳ ❚❤❡

♣♦❧❡s ♠✉st ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ q✉❛❞r❛♥t ✭❧❡❢t ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♣✲♣❧❛♥❡✮ ♦r ♦♥ t❤❡

jω ❛①✐s ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r t♦ ❜❡ st❛❜❧❡ ❬✹✻❪✳ ❚❤❡ ③❡r♦s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❛♥②✇❤❡r❡✳ ❚❤❡ pn, pm

♣❛tt❡r♥ ♦♥ t❤❡ ♣✲♣❧❛♥❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✜❧t❡r r❡s♣♦♥s❡✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣✲♣❧❛♥❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t❡❞ ❧✐♥❡ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✷✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ ❛ q✉❛rt❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❧♦♥❣ ❧♦ss❧❡ss tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡

❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

Z(p) = Z0
πp

2ω

∞∏

n=1

(
2n− 1

2n

)2 [p+ 2njω] [p− 2njω]

[p+ (2n− 1) jω] [p− (2n− 1) jω]

❆ ❧♦ss❧❡ss ❧✐♥❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② σ = 0✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♣♦❧❡s ❛♥❞ ③❡r♦s ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ jω ❛①✐s✳

❚❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✳✶✱ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

poles → p = ± (2n− 1) jω

zeros → p = ±2njω

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❧♦ss ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ✐s t♦ s❤✐❢t ❜♦t❤ t❤❡ ♣♦❧❡s ❛♥❞ ③❡r♦s ♦♥

t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ σ ❛①✐s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❧♦t ♦❢ |Z(p)| ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ s♠♦♦t❤❡r✱ ✇✐t❤ ♥♦

❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ str✐❝t❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ③❡r♦✳

❯♥❧✐❦❡❧② t❤❡ ③❡r♦s✱ ♣♦❧❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❞❡❣❡♥❡r❛t❡

❝❛s❡s✱ ❛r❡ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✳ ❆ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✶✿ ❩❡r♦s ✭❝r♦ss❡s✮ ❛♥❞ P♦❧❡s ✭❞♦ts✮ ♦♥ t❤❡ ♣✲♣❧❛♥❡ ❢♦r ❛ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t❡❞ q✉❛rt❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
❧♦ss❧❡s tr❛♥s♠✐s✐♦♥ ❧✐♥❡✳

t✇♦ ♥❡t✇♦r❦s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ s❡r✐❡s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦❧❡s ♦❢ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ■ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ♠♦st

❝♦♠♠♦♥ ✜❧t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r ❘❋ ❛♥❞ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✷✳✸✳✷ ❇✉tt❡r✇♦rt❤ ✜❧t❡r

❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✜❧t❡r ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧❧② ✢❛t r❡s♣♦♥s❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛ss✲

❜❛♥❞✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇✉tt❡r✇♦rt❤ ✜❧t❡r ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡

S21 ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ❛ t✇♦ ♣♦rt ♥❡t✇♦r❦ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✹✼❪✿

S21(p) =
1∏n

i=1 (p− pi)

✇❤❡r❡

pi = j exp

[
(2i− 1)π

2n

]

❛♥❞ n ✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❝t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥

t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✳ ❚❤❡ ③❡r♦s ♦❢ t❤❡ ❇✉tt❡r✇♦rt❤ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧❧ ❛t ✐♥✜♥✐t② ❛♥❞ t❤❡

♣♦❧❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❡♠✐ ❝✐r❝❧❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣✲♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ✐s

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✷✿ P♦❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇✉tt❡r✇♦rt❤ ✜❧t❡r ✇✐t❤ n = 5✳

|pi| = 1

Arg (pi) =
(2i− 1)π

2n

❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣♦❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✳✷✳

✷✳✸✳✸ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ✜❧t❡r

❚❤❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ st❡❡♣❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛ss✲

❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ st♦♣✲❜❛♥❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❇✉tt❡r✇♦rt❤ ✜❧t❡r✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ✜❧t❡r

s❤♦✇ r✐♣♣❧❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ♣❛ss✲❜❛♥❞✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❬✹✽❪

S21(p) =

∏n
i=1

[
η2 + sin2

(
iπ

n

)] 1

2

∏n
i=1 (p+ pi)

✇❤❡r❡

pi = j cos

[
sin−1 jη +

(2i− 1)π

2n

]

❛♥❞ n ✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✳ ❆s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❇✉tt❡r✇♦rt❤ ✜❧t❡r✱ t❤❡

♣♦❧❡s ♦❢ ❛ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ✜❧t❡r ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥ t❤♦s❡ ✜❧t❡rs ❛r❡

❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❛❧❧✲♣♦❧❡s ✜❧t❡rs✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣♦❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❈❤❡❜②s❤❡✈
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✸✿ P♦❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ✜❧t❡r ✇✐t❤ n = 5✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✹✿ ❇❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ q✉❛rt❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t❡❞ st✉❜s ❛❧♦♥❣ ❛ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡✳ ❬✹✻❪

✜❧t❡r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✳✸✳ ❚❤❡② ❛❧❧ ❧✐❡ ♦♥ ❛♥ ❡❧❧✐♣s❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣✲♣❧❛♥❡✳

❚❤❡ ♠✐♥♦r ❛①✐s ❤❛s s✐③❡ ♦❢ η ❛♥❞ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ σ ❛①✐s✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r ❛①✐s ❤❛s s✐③❡

♦❢
√

1 + η2 ❛♥❞ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ jω ❛①✐s✳

✷✳✸✳✹ ❙❤♦rt ❝✐r❝✉✐t❡❞ st✉❜s ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r

▼✐❝r♦str✐♣ ❧✐♥❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ q✉❛rt❡r ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣t❤ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t❡❞ st✉❜s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✳✹✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r ❞❡❣r❡❡ n s❡ts t❤❡ ♥✉♠✲

❜❡r ♦❢ st✉❜s ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡✳ ❙t✉❜ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞

✜❧t❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧
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✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ t❤❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ Y0 t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ❛♥❞ Yi

❢♦r t❤❡ i− th st✉❜s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ li✳ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t

st✉❜s Yi,i+1 ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ Y0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ li,i+1

❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t st✉❜s ❝❤❛♥❣❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ❆❞♠✐tt❛♥❝❡s Yi ❢♦r ❛ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r ♦❢

♦r❞❡r n ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

Y1 = g0Y0

(
1− h

2

)
g1 tan θ + Y0

(
N1,2 −

J1,2
Y0

)

Yn = Y0

(
gngn+1 − g0g1

h

2

)
tan θ + Y0

(
Nn−1,n − Jn−1,n

Y0

)

Yi = Y0

(
Ni−1,i +Ni,i+1 −

Ji−1,i

Y0
− Ji,i+1

Y0

)
for i = 2 to n− 1

Yi,i+1 = Y0

(
Ji,i+1

Y0

)
for i = 1 to n− 1

✇❤❡r❡

θ =
π

2

(
1− FBW

2

)
✭✷✳✸✳✶✮

h = 2

✇✐t❤ FBW ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ❛♥❞ h ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss

♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ s❡ts t❤❡ ✜❧t❡r ✐♥t❡r♥ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♦t❤❡rs ❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

J1,2
Y0

= g0

√
hg1
g2

Jn−1,n

Y0
= g0

√
hg1gn+1

g0gn−1
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Ji,i+1

Y0
=

hg0g1√
gigi+1

for i = 2 to n− 2

Ni,i+1 =

√(
Ji,i+1

Y0

)2

+

(
hg0g1 tan θ

2

)2

❱❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs gi ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢

t❤❡ ❈❤❡❜②s❤❡✈ r✐♣♣❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛ss❜❛♥❞✳ ❚❛❜❧❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✳✺ s❤♦✇ ❡❧❡♠❡♥t ✈❛❧✉❡s

♦❢ gi ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ♦r❞❡r n ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣❛ss❜❛♥❞ r✐♣♣❧❡✳ ❱❛❧✉❡s ♦❢ li

❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st✉❜ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ❛s ❛ q✉❛rt❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✿

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ λm ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

λm

4
=

75

fGHz
√
ǫeff

✇❤❡r❡ fGHz ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ GHz✳

✷✳✸✳✺ ❖♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t❡❞ st✉❜s ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r

❆ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t❡❞ st✉❜s✳ ❚❤✐s

s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡❛s✐❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✶ ❜✉t ❤❛s t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦

♦❢ ❛❞❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡r ❣❡♦♠❡tr②✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t❡❞ ❝❛s❡✱

❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ n ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t❡❞ st✉❜s ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ♦♥❡ q✉❛rt❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❧✐♥❡

✐♥ s❡r✐❡s ✇✐t❤ ❛ q✉❛rt❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t❡❞ st✉❜✳ ❚❤✐s ❝✐r❝✉✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

t♦ ❛ ❤❛❧❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t❡❞ st✉❜ ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✷✳✸✳✻✳ ❚❤❡ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t❡❞ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r ❤❛s ❛ ♣❡❝✉❧✐❛r st♦♣❜❛♥❞

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ❆t t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♣♦❧❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♥❡ s❡❡s t❤❡ st✉❜ ❛s ❛ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t

❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞r♦♣ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♣♦❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② fap ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r

♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✳ ■♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ fap = f0/2✱ ✇✐t❤ f0 ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r ❝❡♥tr❛❧

❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ Yia ♦❢ t❤❡ q✉❛rt❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❧✐♥❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡

❛❞♠✐tt❛♥❝❡ Yib ♦❢ q✉❛rt❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t❡❞ st✉❜✳ ■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ t❤❡s❡

❛❞♠✐tt❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡s Yi ♦❢ t❤❡ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t❡❞ st✉❜s

❈❤❡❜②s❤❡✈ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♥♥❡r

✶❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠✐❝r♦str✐♣ ❧✐♥❡✱ ❛ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t r❡q✉✐r❡s s✉❜str❛t❡ ❞r✐❧❧✐♥❣ ♦r ❡①tr❛ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥
st❡♣s✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✺✿ P❛r❛♠❡t❡rs gi ❢♦r ❛ ❜❛♥❞♣❛ss ❈❤❡❜②s❤❡✈ ✜❧t❡r ♦❢ ♦r❞❡r n✳ ❱❛❧✉❡s ♦❢ g0 ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1✳
❬✹✻❪



✷✳✸✳ ❋■▲❚❊❘❙ ✺✶

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✻✿ ❇❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r ♦♥ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❤❛❧❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦♣❡♥ ❝✐r❝✉✐t❡❞
st✉❜s ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✳ ❬✹✻❪

Yia =
Yi

(
αi tan

2 θ − 1
)

(αi + 1) tan2 θ

Yib = αiYia

✇✐t❤ θ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✷✳✸✳✶ ❛♥❞

αi = cot2
(
πfap
2f0

)

✇❤❡r❡ fap ♠✉st ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜❧t❡r ❧♦✇ ❜❛♥❞ ❡❞❣❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳



✺✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▼■❈❘❖❲❆❱❊ ❈■❘❈❯■❚❙



❈❤❛♣t❡r ✸

❆♥t❡♥♥❛s

▼♦st ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ r❛❞✐♦ ❛♥❞ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r ❛str♦♥♦♠② r❡❧② ♦♥ ❍❡t✲

❡r♦❞②♥❡ s②st❡♠s ♦r ❞✐r❡❝t s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥

✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② ❛ r❡❝❡✐✈❡r✱ ❧✐❦❡ ❛ ❢❡❡❞ ❤♦r♥✱ ❞♦✇♥✲❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡♥

tr❡❛t❡❞ ❧✐❦❡ ❆❈ ❝✉rr❡♥t ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❝✐r❝✉✐ts✳ ❚❤❡s❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞

❡✈❡♥ ✐♥ r❡❝❡♥t s♣❛❝❡ ♠✐ss✐♦♥s ❧✐❦❡ ❍❡rs❝❤❡❧ ❛♥❞ ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣t❤s ✉♣ t♦ t❡♥s ♦❢ GHz ♦r ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ ❋♦r ♣❤♦t♦♠❡tr②✱ ❞✐r❡❝t

❞❡t❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ❬✹✾❪✳ ❉✐r❡❝t s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡

♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❈▼❇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s

♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛♥t❡♥♥❛✲❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥✲❝❤✐♣ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣❧❛✲

♥❛r str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ✐♥ s♣❛❝❡ ❜❛s❡❞ t❡❧❡s❝♦♣❡s s✐♥❝❡ t❤❡

♣❛②❧♦❛❞ ✇❡✐❣❤t ❛♥❞ s✐③❡ ❛r❡ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✳

❆♥ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ❛ ❞❡✈✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ❡♠✐ts ✭♦r ❝♦❧❧❡❝ts✮ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣

t❤r♦✉❣❤ ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛♥❞ ❛ss✉r❡s t❤❡ ♣♦✇❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❢r❡❡

s♣❛❝❡✳ ❆♥t❡♥♥❛s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡ r❡❝❡✐✈❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s

✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❈▼❇ ♣♦❧❛r✐♠❡tr②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣❧❛♥❛r ❛♥t❡♥♥❛s ❝❛♥ ❜❡ ❢❡❞ ✇✐t❤ ♣❧❛♥❛r

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s

❛r❡ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❝❤r♦✐❝ ♣✐①❡❧s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❈▼❇ st❛❣❡ ✏✹✑ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞

t❤❡ ❈▼❇ ❝♦♠♠✉♥✐t② t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥t❡♥♥❛✲❝♦✉♣❧❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ■ ❛✐♠

t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❧♦✇ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❦❛❣❡ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❚❤❡

❧❛tt❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞

✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❡❧♦✇ −10 dB✳

✺✸
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳✶✿ ❆♥t❡♥♥❛ A ✇✐t❤ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ZA ❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ EA ♦♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢
✐♠♣❡❞❛♥❝❡ Za ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ B ✇✐t❤ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ZB ✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ■ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ❛♥t❡♥♥❛ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✉❛❧✲r❡s♦♥❛♥t

s❧♦t✲❛♥t❡♥♥❛ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❞✉❛❧✲❝♦❧♦r ❛♥t❡♥♥❛✲❝♦✉❧♣❡❞ ▲❊❑■❉

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳

✸✳✶ ❇❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s

✸✳✶✳✶ ❘❡❝✐♣r♦❝✐t② ❚❤❡♦r❡♠

❆♥t❡♥♥❛ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦r r❡❝❡♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t② t❤❡♦r❡♠

st❛t❡s t❤❛t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❝♦♥✲

s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ ❛♥t❡♥♥❛s A ❛♥❞ B ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦♥❧② ♦❢ ♣❛ss✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✳✶✳

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♥ A ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

IA =
EA

Za + ZA

✇❤❡r❡ EA ✐s t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ZA✱ Za ❛r❡ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛

❛♥❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t IA ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❝✉rr❡♥t IB

♦♥ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ B ❛s ❢♦❧❧♦✇s

IB = K
ǫ

Zb + ZB

✇✐t❤ K ❜❡✐♥❣ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❛♥❞ ǫ = K ′IA✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥

IB = KK ′
EA

(Za + ZA) (Zb + ZB)

❚♦ t❡st t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t② ✇❡ ♥♦✇ ❡①❝✐t❡ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ B✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡

✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝✉rr❡♥t ✐♥ A ❡q✉❛❧ t♦
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳✷✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦✇❡r ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s s❝❛♥♥✐♥❣ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛
✐♥ φ ❛♥❞ θ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞✐st❛♥❝❡ r ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✳

I ′A = KK ′
EA(

Z ′

a + Z ′

A

) (
Z ′

b + Z ′

B

)

❙✐♥❝❡ I ′A = IB ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ Z ′ ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ Z✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢

t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ✐♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ✐♥ r❡❝❡♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡

✇❛②✳

✸✳✶✳✷ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥

❚❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ♣♦✇❡r t♦ ❛

s❡❝♦♥❞ ❛♥t❡♥♥❛ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞✐st❛♥❝❡ r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✳✷✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r

s❝❛♥s t❤❡ ♣♦✇❡r ♣❛tt❡r♥ P (φ, θ) ✐♥ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

♣♦✇❡r ♣❛tt❡r♥

Pn (φ, θ) =
1

Pmax
P (φ, θ)

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝✐t② t❤❡♦r❡♠✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜①❡❞ ❛♥t❡♥♥❛ ❛s ❛ r❡❝❡✐✈❡r ✇✐❧❧ ♥♦t

❛✛❡❝t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ■t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t❤❛t t❤❡ r❛❞✐✉s r ♦❢ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ s♣❤❡r❡ ✐s ❧❛r❣❡

❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛r✜❡❧❞ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐tt❡r✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r

D ❡♠✐tt✐♥❣ ❛t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ kr ♦❢ t❤❡

✇❛✈❡❢r♦♥t ✐s kr ≪ 2D2/λ✱ ❛♥❞ s♦ r ≫ 2D2/λ ❬✺✶❪✳
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❚❤❡ t♦t❛❧ ❜❡❛♠ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ΩB ♦❢ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣♦✇❡r ♣❛tt❡r♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞

♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

ΩB =

¨

4π
Pn (φ, θ) dΩ ✭✸✳✶✳✶✮

❆♥ ✐❞❡❛❧ ❛♥t❡♥♥❛ ❡♠✐ts ♦♥❧② ♦✈❡r ❛ ❣✐✈❡♥ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ P (φ, θ) ✐s ♥✉❧❧ ❡❧s❡✇❤❡r❡✳

■♥ t❤❡ r❡❛❧ ❝❛s❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣❛tt❡r♥ s❤♦✇s ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡s ❛♥❞ ❢❡✇ s✐❞❡ ❧♦❜❡s

✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ P (φ, θ)✳ ❚❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛✐♥

❧♦❜❡s ❛♥❞ s✐❞❡ ❧♦❜❡s ✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✳ ■t ✐s ♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡

t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❜❡❛♠ ΩMB ♦♥❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✸✳✶✳✶

✐s ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ φ ❛♥❞ θ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡❛♠

❡✣❝✐❡♥❝② ηB ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ηB = ΩMB/ΩB✱ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢

t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐r❡❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②

t❤❡ ❢✉❧❧ ✇✐❞t❤ t♦ ❤❛❧❢ ♣♦✇❡r ✭❋❲❍P✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠

✇❤❡r❡ P (φ, θ) ✐s t❤❡ ❤❛❧❢ ♦❢ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✳

❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐✈❡ ❣❛✐♥ G (φ, θ) ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣❛tt❡r♥✳ ❊✈❡♥ ✐♥ t❤✐s

❝❛s❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

G (φ, θ) =
4πP (φ, θ)
˜

P (φ, θ) dΩ
✭✸✳✶✳✷✮

❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦✇❡r Pd ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♣❡rt✉r❡

Ae = Pd/ |〈P 〉|✱ ✇❤❡r❡ |〈P 〉| ✐s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣♦✇❡r ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♣❡rt✉r❡ ❤❛s
t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ m2 ❛♥❞ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❜❡❛♠ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ✳ ❚♦

s❤♦✇ ✇❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛

❜❧❛❝❦ ❜♦❞② ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ❛t t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✳✸✳ ❚❤❡

❛♥t❡♥♥❛ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② D ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ✸✳✶✳✷ ❛♥❞ ✸✳✶✳✶ ❛s

D =
4π

ΩB
✭✸✳✶✳✸✮

❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ A ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② ✐♥t❡r❝❡♣t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❜❡ ✐s r❛❞✐❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛

✇✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t② Iν ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❏❡❛♥s ❧❛✇

Iν =
2kBT

λ2
∆ν

[
Wm−2Hz−1Ω−1

]
✭✸✳✶✳✹✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳✸✿ ❆♥t❡♥♥❛ ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✳ ❚❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❜❡❛♠ ΩB

✐♥t❡r❝❡♣ts ❛ ♣♦rt✐♦♥ A ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② s✉r❢❛❝❡✳

✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣♦✇❡r Wd ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✶ ♦❢

Wd = Ae
kBT

λ2
∆νΩB ✭✸✳✶✳✺✮

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ r❛❞✐❛t❡s ♦✈❡r t❤❡ ❛r❡❛ A ♦❢ ❜❧❛❝❦

❜♦❞② t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦✇❡r L✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ◆②q✉✐st t❤❡♦r❡♠

❛s L∆ν = kT∆ν✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ✐♥ ✸✳✶✳✸ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

L′∆ν = kBT∆νD
ΩB

4π
✭✸✳✶✳✻✮

✇✐t❤ L′ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ A✳ ❙✐♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✶✳✺

❛♥❞ ✸✳✶✳✻ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

D =
4πAe

λ2
✭✸✳✶✳✼✮

◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝✱ ❤❡♥❝❡

t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ✈❛❧✐❞✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✸✳✶✳✸ ❛♥❞ ✸✳✶✳✼ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♣❡rt✉r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

✶❚❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r 2 ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞✳
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AeΩB = λ2

✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ s❡ts t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛✳

✸✳✶✳✸ ❆♥t❡♥♥❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❊✈❡r② ♦❜❥❡❝t ❛t t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡♠✐ts s♦♠❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡

❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲

❏❡❛♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ hν ≪ kBT ✱ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ν [GHz] ≪ 20.84T [K]✳ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡ ✇❡

♦❜t❛✐♥

exp

(
hν

kBT

)
∼= 1 +

hν

kBT

❛♥❞ s♦ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ P❧❛♥❝❦✬s ❧❛✇ ✶✳✻✳✶ ❛s

BRJ (ν, T ) =
2ν2

c2
kBT ✭✸✳✶✳✽✮

❚❤❡ ❧❛tt❡r s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② ❜r✐❣❤t♥❡ss ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡r♠♦✲

❞②♥❛♠✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss ❣✐✈❡♥ ❜② ✸✳✶✳✽✳ ❚❤❡

t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❏❡❛♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s

❡q✉❛❧ t♦ ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❡♠✐ss✐✈✐t② ǫ✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛

❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r

str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❖❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ❡♠✐ss✐✈✐t② ❡q✉❛❧ t♦ ✉♥✐t② ❛r❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ♣❡r❢❡❝t

❜❧❛❝❦ ❜♦❞②✳ ❈♦♠♠♦♥ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r ❛♥❞ r❛❞✐♦ ❛str♦♥♦♠② ❛r❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✱

✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ 300K✱ ❛♥❞ t❤❡ s❦②✳ ❲❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡

❩❡♥✐t❤ t❤❡ s❦② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ s♦♠❡ ❢❛❝t♦rs ❧✐❦❡ t❤❡ ✇❡❛t❤❡r ❛♥❞

✐s ✉s✉❛❧❧② ❜❡❧♦✇ 10K✳ ◆❡❛r t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

❛❜♦✈❡ 100K✳ ❚❤❡s❡ ❡♠✐ss✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

♣♦✇❡r ♣❛tt❡r♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

TA (φ, θ) =

´ 2π
0

´ π
0 TB (φ, θ)P (φ− φ0, θ − θ0) sin θdφdθ
´ 2π
0

´ π
0 P (φ, θ) sin θdφdθ

✇❤❡r❡ TA ✐s t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ TB t❤❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡

❞❡t❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳✹✿ ▼❡t❛❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❣r❛② ♦❜❥❡❝ts✱ ❡♠♣t② s♣❛❝❡ ❜② ✇❤✐t❡ ❝♦❧♦r✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛
❧✐♥❡❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x ❛①✐s✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ (a) ✐s ❛ ❜❛♥❞✲st♦♣ ✜❧t❡r ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ λ/2 t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② str✉❝t✉r❡ (b) ❤❛s t❤❡ s❧♦ts
♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✜❡❧❞s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❋♦r ♦♣t✐❝❛❧❧② t❤✐❝❦ s♦✉r❝❡s t❤❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t❤❡r♠♦✲

❞②♥❛♠✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r TA ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❛

❢✉❧❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠✉st t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ TP ✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

♥♦✐s❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛❧❧ ❦✐♥❞ ♦❢ ❧♦ss❡s✳

✸✳✶✳✹ ❇❛❜✐♥❡t✬s Pr✐♥❝✐♣❧❡

▼♦st ♣❧❛♥❛r ❛♥t❡♥♥❛s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐rr♦r ♦r ❞✉❛❧ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ r❡s♦♥❛♥t ❣❡✲

♦♠❡tr✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s t❤❡ ❇❛❜✐♥❡t✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❣✐✈❡s

t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❇❛❜✐✲

♥❡t✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❛❜✐♥❡t✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡

✉s❡❞ ✐♥ ♦♣t✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❍✉②❣❡♥✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❬✺✸❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡✲

♠❡♥t❛r② s❝r❡❡♥ ♦❢ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥❞✉❝t♦r ✐s ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♥❞✉❝t♦r✳ ❙✉❝❤

❛ ❝♦♥❞✉❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ♣❡r❢❡❝t ❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥❞✉❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢

❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥

✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❇❛❜✐♥❡t✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ s♦✉r❝❡s ❢♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤

t❤❡ ✜❡❧❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✳✹✳ ❲❡

❝❛♥ ❝❛❧❧ V −

a t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ✸✳✶✳✹ (a) t♦ t❤❡

r❡✢❡❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♠❡t❛❧ s❝r❡❡♥ ❛♥❞ V −

b t❤❡ s❛♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❛t✐♦ ❢♦r

t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ✸✳✶✳✹ (b)✳ ❚❤❡ ❇❛❜✐♥❡t✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ st❛t❡s t❤❛t
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V −

a + V −

b = 1

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ (a) ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛ ❇❜❛♥❞✲st♦♣ ✜❧t❡r✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡

(b) ♠✉st ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ ❛ ❜❛♥❞✲♣❛ss ✜❧t❡r✳

✸✳✷ ❉✐♣♦❧❡ ❛♥t❡♥♥❛

■ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐♣♦❧❡ ❛♥t❡♥♥❛s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡

❇❛❜✐♥❡t✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛ s✐♠♣❧❡ s❧♦t ❛♥t❡♥♥❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞

❞✐♣♦❧❡ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❙❧♦ts ❛r❡ ♣❧❛♥❛r ❛♥t❡♥♥❛s ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❈▼❇ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳

❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ♣❤❛s❡ ❛rr❛② ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❜❡❛♠ ❝♦♥tr♦❧ t❤❛t

❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❧✐❦❡ ❧❡♥s❡s ♦r ❜✉❧❦② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❧✐❦❡ ❢❡❡❞✲❤♦r♥s✳

❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r s♣❛❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✇❡✐❣❤t ✐s ❛

❝♦♥str❛✐♥t✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ■ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ s❧♦t ❛♥t❡♥♥❛ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t

r❡q✉✐r❡s ♦♥❧② ❢❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ t✉♥❡ ❛♥❞ ✐s ❢❛st❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t

s♦❢t✇❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❛r ❛♥t❡♥♥❛s ❧✐❦❡ t❤❡ s✐♥✉♦✉s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

t❤❡ s❧♦t ✐s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡ ❛♥❞ s❡r✈❡s ❛s t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①

❞❡s✐❣♥ ❧✐❦❡ t❤❡ s❡❛s❤❡❧❧ ♦r t❤❡ t✇✐♥✲s❧♦t ❛♥t❡♥♥❛✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢

s✉♣♣r❡ss✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳

✸✳✷✳✶ ▼❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❆ ❢✉❧❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ❢♦r

❢❡✇ ❛♥t❡♥♥❛s✳ ❖♥❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s ❛ ✇✐r❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ l ❛♥❞ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡

❞✐❛♠❡t❡r ❡①❝✐t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r✳ ❆ r❛❞✐❛♥t ❡❧❡♠❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ❛s s✉❝❤ t❛❦❡ t❤❡ ♥❛♠❡

♦❢ ❞✐♣♦❧❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✇✐r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z ❛①✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s

I (z) =





I0 sin

[
k

(
l

2
− z

)]
0 ≤ z ≤ l/2

I0 sin

[
k

(
l

2
+ z

)]
−l/2 ≤ z ≤ 0
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✶✿ ❈✉rr❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛ ❞✐♣♦❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ l ❡①❝✐t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r✳

✇❤❡r❡ I0 ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❆ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ z ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s

♦❢ l ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✳✶✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛t❡❞ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛ ❞✐♣♦❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ s✉♠

♦❢ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❞✐♣♦❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ dl ❧♦❝❛t❡❞ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇✐r❡✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡

❛♥t❡♥♥❛ ✐s t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛t❡❞ ✜❡❧❞ ♦❢

♦♥❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ✐♥❢❡rr❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

∇× ~HA = jωǫ ~EA

~EA = −∇ϕ− iω ~A

✇❤❡r❡ ~A ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ϕ t❤❡ ❛r❜✐tr❛r② s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▲♦r❡♥t③

❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡

ϕ = − 1

jωµǫ
∇ · ~A

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❡ r❛❞✐❛t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✺✷❪
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✷✿ ◆♦t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢❛r✜❡❧❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳

Er = η
I0l cos θ

2πr2

(
1 +

1

jkr

)
e−jkr

Eθ = jη
kI0l sin θ

4πr

(
1 +

1

jkr
− 1

(kr)2

)
e−jkr

Hφ = j
kI0l sin θ

4πr

(
1 +

1

jkr

)
e−jkr

Eφ = Hr = Hθ = 0

✇✐t❤ η =
√

µ/ǫ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣✲

♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ~r ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✳

❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛r✜❡❧❞ r❡❣✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ kr ≫ 1✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ~R ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❛t

t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❞✐♣♦❧❡ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ ~r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✳✷

R ≃ r − z cos θ for phase terms

R ≃ r for amplitude terms

❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ r❛❞✐❛t❡❞ ✜❡❧❞s ❢♦r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❞✐♣♦❧❡

❛s ❢♦❧❧♦✇s
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dEθ = jη
kI0e

−jkr sin θ

4πr
e−jkz cos θdz

dHφ = j
kI0e

−jkr sin θ

4πr
e−jkz cos θdz

dEr ≃ dEφ = dHr = dHθ = 0

❚❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜②

❛ s♣❛❝❡ ❢❛❝t♦r✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✺✷❪ ❛♥❞ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐♣♦❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ l

Eθ = jη
I0e

−jkr

2πr



cos

(
kl

2
cos θ

)
− cos

(
kl

2

)

sin θ




Hφ = j
I0e

−jkr

2πr



cos

(
kl

2
cos θ

)
− cos

(
kl

2

)

sin θ




❙♦♠❡ ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ l ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳

✸✳✷✳✸✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ❞✐r❡❝t✐✈✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ❧❡♥❣t❤✳

✸✳✷✳✷ ❙❧♦t ❆♥t❡♥♥❛

■♥ t❤❡ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r ❞♦♠❛✐♥ s❧♦t ❛♥t❡♥♥❛s ❝✉t ✐♥ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t

r❛❞✐❛t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❆ s❧♦t ❛♥t❡♥♥❛ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ✢♦❛t✐♥❣

str✐♣✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❇❛❜✐♥❡t✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ s❧♦t ❛♥t❡♥♥❛ ✇✐❧❧ r❛❞✐❛t❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞

✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❢r❡❡ s♣❛❝❡

∇2 ~E = µǫ
d ~2E

dt2
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✸✿ ❉✐♣♦❧❡ ❜❡❛♠ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ l✳ ❬✺✷❪

∇2 ~B = µǫ
d ~2H

dt2

∇× ~E = −µ
d ~H

dt

∇× ~H = −µ
d~E

dt

❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✐✛❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❧♦t ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡

❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✳✹ ❛♥❞ ❛♥t❡♥♥❛ s②♠♠❡tr② ❬✺✷❪✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❢♦r ❛

❞✐♣♦❧❡

Hx = 0 within the dipole region

Hy = Hz = 0 outside the dipole region

❙✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ s❧♦t ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Ex = 0 within the slot region

Ey = Ez = 0 outside the dipole region
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✹✿ ❆ ✢♦❛t✐♥❣ str✐♣ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣❧❛♥❡ ✭r✐❣❤t✮✳

❋♦r ❜♦t❤ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✜❡❧❞s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❧♦t ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦❢ t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

♦❢ r❡♣❧❛❝✐♥❣ E ✇✐t❤ H✳

❙❧♦t ❛♥t❡♥♥❛s ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝✐t❡❞ ❜② ♠✐❝r♦str✐♣ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣

❝r♦ss❡s t❤❡ s❧♦t ❛❧♦♥❣ ✐ts s❤♦rt ❛①✐s✳ ❚❤❡ str✐♣ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡

♠✐❝r♦str✐♣ t♦ t❤❡ s❧♦t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✳ ❚❤❡ s❧♦t ❛♥t❡♥♥❛ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝

✜❡❧❞ t❤❛t t❛❦❡s t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝✉rr❡♥t ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞✐♣♦❧❡✳

❚❤❡ s❧♦t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②

♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ ❛❝r♦ss t❤❡ t✇♦ ❢❛❝✐♥❣ ❡❞❣❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡

s♠❛❧❧ ❛①✐s t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ H✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ s❧♦t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡❞❣❡s ♠✉st

❜❡ ③❡r♦✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ✐s ♥✉❧❧ ❛t t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✳ ❲❤✐❧❡ ♠♦✈✐♥❣ t♦✇❛r❞ t❤❡ s❧♦t

❝❡♥t❡r✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣❡ts ❧❛r❣❡r ❛♥❞ r❡❛❝❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ❢♦r

❛ s❧♦t ✇❤✐❝❤ ✐s r❡s♦♥❛t✐♥❣ ❛t λ/2✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ Zs ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ Zd ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❞✐♣♦❧❡✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛❜✐♥❡t✬s

♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

ZsZd =
η2

4

✇❤❡r❡ η ✐s t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠❡❞✐❛✳

✸✳✷✳✸ ❉✉❛❧✲❘❡s♦♥❛♥t ❙❧♦t

❙❧♦t ❛♥t❡♥♥❛s ❛r❡ s❡❧❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❈▼❇ ♦❜s❡r✈❛✲

t✐♦♥✱ ❜✉t ♥❛t✉r❛❧❧② ♥❛rr♦✇✲❜❛♥❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ✉s✉❛❧❧②
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✻✿ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ❛ ❞✉❛❧✲r❡s♦♥❛♥t s❧♦t ❛♥t❡♥♥❛ ♦♣❡r❛t✐♥❣
❛r♦✉♥❞ ✸ ●❍③ ✭❛✮ ❛♥❞ ✹ ●❍③ ✭❜✮✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❛♥❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ✇✐t❤ ❞♦ts s❤♦✇ t❤❡ ❍✲♣❧❛♥❡ ❈♦✲P♦❧ ❛♥❞
❳✲P♦❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s s❤♦✇ t❤❡ ❊✲♣❧❛♥❡ ❈♦✲P♦❧ ❛♥❞ ❳✲P♦❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❬✺✺❪

s❧♦t ✇✐❞t❤✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❞❣❡ ❛♥❞ t❤❡ str✐♣ ❧❡♥❣t❤✳ ■♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡

♦❢ λs ❝❧♦s❡ t♦ λ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❞❣❡✱

✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t✉♥❡ t❤❡ str✐♣ ❧❡♥❣t❤ t♦ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ❝❛♥ ❡①❝✐t❡ ❜♦t❤ t❤❡

r❡s♦♥❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ❛♥t❡♥♥❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐s ✇✐❞❡r t❤❛♥ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡s♦♥❛♥t s❧♦t

❛♥t❡♥♥❛✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧❧♦✇s r❡❛❝❤✐♥❣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 30% r❡t❛✐♥✐♥❣ t❤❡

❞✐♣♦❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✭❋✐❣✳ ✮ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞✳
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❈❤❛♣t❡r ✹

❑✐♥❡t✐❝ ■♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❉❡t❡❝t♦rs

❆❧❧ ❞❡t❡❝t♦rs ❝✉rr❡♥t❧② ✉♥❞❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❢♦r ❈▼❇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡①♣❧♦✐t s✉♣❡r❝♦♥✲

❞✉❝t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❡t❛❧s✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ❜♦❧♦♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

♦❢ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❊❞❣❡ ❙❡♥s♦r ✭❚❊❙✮ t❤❛t ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✲

✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ♣❤❛s❡ ♦❢ ♠❡t❛❧s t♦ ❞❡t❡❝t ♣❤♦t♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ■ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡

✇♦r❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❑✐♥❡t✐❝ ■♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❉❡t❡❝t♦rs ✭❑■❉s✮ t❤❛t ❛r❡ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t②

❢❛❝t♦r LC s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ r❡s♦♥❛t♦rs✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❤♦t♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡✲

✈✐❝❡s ✐s q✉✐t❡ r❡❝❡♥t ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❑■❉s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠♦st❧② ♦♥ t❤❡ ❧❛st

❞❡❝❛❞❡✳ ❑■❉s ❛r❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❚❊❙ s✐♥❝❡ t❤❡② ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❤✐❣❤❡r ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣

r❛t❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❡❛s✐❡r t♦ ❢❛❜r✐❝❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❢♦r ❧❛r❣❡ ❢♦❝❛❧

♣❧❛♥❡ ❛rr❛②s ❛s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❇✲♠♦❞❡s ♣♦❧❛r✐♠❡tr②✳

■ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r

t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❑■❉s ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❑■❉s t❤❡♦r②✿ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r❡s♦♥❛♥t ❝✐r❝✉✐ts

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❢♦r ❑■❉ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤❡♥ ■ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢

❑■❉s ❛s ♣❤♦t♦♥ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❛ ♣❤♦t♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤

❡♥❡r❣② ❜r❡❛❦s ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐rs ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❡t❛❧✳ ❚❤✐s

❡✈❡♥t ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❼ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❑■❉s✿ ❚❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✐♥ s✉♣❡r❝♦♥✲

❞✉❝t♦rs ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ✢✉✐❞s ♠♦❞❡❧ ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ■ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥

t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r ❞❡♥s✐t② ❛✛❡❝ts t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢

❑■❉s ❛♥❞ ✇❤② t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ t❤❛♥ ❜♦❧♦♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛

✻✾
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❈♦♦♣❡r ♣❛✐r ✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❛❧✳ ■t ❛❧s♦ s❡ts ❛♥ ❡♥❡r❣② t❤r❡s❤♦❧❞

❢♦r ♣❤♦t♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜r❡❛❦ ❛ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r✳ ■ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❈♦♦♣❡r

♣❛✐rs ❛♥❞ ✇❤② ♦♥❧② ❢❡✇ ♠❡t❛❧s ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❑■❉s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❋✉rt❤❡r✲

♠♦r❡✱ ❑■❉s ❛r❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤✐♥ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs✱ ■ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤✐s ❛s♣❡❝t

✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♠❡t❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡✳

❼ ❑■❉s s❡♥s✐t✐✈✐t②✿ ■ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡❛❞♦✉t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ❢♦r ❑■❉s ❛r✲

r❛②s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡s ♦❢ ♥♦✐s❡ t❤❛t ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣

r❡s♦♥❛t♦rs ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐t t❤❡ ❑■❉s s❡♥s✐t✐✈✐t②✳

✹✳✶ ❑■❉s t❤❡♦r②

✹✳✶✳✶ ❙❡r✐❡s ❘▲❈ ❝✐r❝✉✐ts

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ❑■❉ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ st✉❞② s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢

RLC ❝✐r❝✉✐ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛s♣❡❝t ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐s t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② f0✳ ■t

❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ Zin ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡

s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t

Zin = R+ jωL+
1

jωC
=

2Pin

|I|2
✭✹✳✶✳✶✮

✇❤❡r❡ ω ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝②✱ I t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ Pin t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡❧✐✈❡r❡❞ t♦ t❤❡

r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚❤❡ ❝✐r❝✉✐t st♦r❡s ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡

❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ We ❛♥❞ Wm ♦❢ t❤♦s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

We =
1

4
|I|2 1

ω2C

Wm =
1

4
|I|2 L

❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r Pout ✐s ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✐st♦r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❏♦✉❧❡ ❡✛❡❝t ❬✹✵❪

Pout =
1

2
|I|2R

❲✐t❤ t❤♦s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ Pin ❛s

Pin = Pout + 2jω (Wm −We)
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❛♥❞

Zin =
2 (Pout + 2jω (Wm −We))

|I|2

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛t r❡s♦♥❛♥❝❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛❧s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝

❡♥❡r❣②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇❤❡♥ Wm = We✱ ✇❤✐❝❤

❣✐✈❡s

Zin =
2Pout

|I|2
= R

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡❛❝t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ϕ ❜❡t✇❡❡♥ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞

❝✉rr❡♥t ❣✐✈❡♥ ❜②

ϕ = arctan
X

R

✇❤❡r❡ X ✐s t❤❡ t♦t❛❧ r❡❛❝t❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✳ ❋r♦♠ ✹✳✶✳✶ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

X = ωL− 1

ωC

❚❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t❛♥❝❡ ♠✉st ❛❞❞ t♦ ③❡r♦ ❛t r❡s♦♥❛♥❝❡✱ s♦

ω0 =
1√
LC

✭✹✳✶✳✷✮

❚❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❤❛s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❤❡♥ ω = ω0 ❛♥❞ ✐s ♣✉r❡❧② r❡❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡

✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥✳ ▼♦✈✐♥❣ ❢r♦♠

t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞r♦♣ t♦ I0/
√
2✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❝✉t♦✛

❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ϕ = 45◦ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ r❡❛❝t❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ R✳ ❋♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω < ω0 t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r s❤♦✇s ❛ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❋♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ω > ω0 t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r✳

❚❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦❢ ❛ RLC ❝✐r❝✉✐t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r Q✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞

❛s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t r❡s♦♥❛♥❝❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✐♥

t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❧♦ss

Q = ω0
Wm +We

Pout

❚❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t r❡s♦♥❛♥❝❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ We = Wm ❛s ❢♦❧❧♦✇s

Q(ω0) = ωo
2Wm

Pout
=

1

ω0RC
= ω0

L

R
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝✉t♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t −3 dB ❢r♦♠
t❤❡ ♣❡❛❦✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❑■❉✱ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ ❢❡❡❞❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡

❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r Qc✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r Qtot✱

♦r ❧♦❛❞❡❞ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r✱ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

1

Qtot
=

1

Q
+

1

Qc
✭✹✳✶✳✸✮

❚❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛t t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ν1✱ ν2 ❛s

B = ν2−ν1✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✳✶ t❤❡ t✇♦ ❝✉t♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t t❤♦s❡

♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❤❛❧❢ ♦❢ ✐ts ✈❛❧✉❡ ❛t r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦

t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ν0 ❛s ❢♦❧❧♦✇s

Qtot =
ν0
B

■t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛tt❡r ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡✲

❧❡❝t✐✈✐t② ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❍✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Q ♠❡❛♥s ♥❛rr♦✇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ❆s

❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡t❡❝t♦r ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣✱ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ s✉♣❡r✲

❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ r❡s♦♥❛t♦rs ❤❛✈✐♥❣ Qtot = 104 ❛❧❧♦✇s t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡① t❤r❡❡ r❡s♦♥❛t♦rs ✇✐t❤✐♥

❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ 1 MHz✳ ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛❞❡❞ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❜② ❛ ❢❛❝t♦r 10 ✇✐❧❧

r❡s✉❧t t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r 10 t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ r❡s♦♥❛t♦rs✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✐s ❛❧s♦ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛❝r♦ss t❤❡

❝✐r❝✉✐t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆t t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Q ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❛t✐♦

♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r ♦r t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r t♦ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞r♦♣ ❛❝r♦ss

t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡✳

❚❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❛♥❞ r❡s♦♥❛♥t
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❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✹✳✶✳✶ ❛♥❞ ✹✳✶✳✷ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Zin = R+ jωL

(
1− 1

ω2LC

)
= R+ jωL

(
1− ω2 − ω2

0

ω2

)

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛s ∆ω = (ω − ω0) ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣

t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

ω2 − ω2
0 = (ω − ω0) (ω + ω0) = ∆ω (2ω −∆ω) ≈ 2ω∆ω

✇❤✐❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ∆ω✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥

Zin ≈ R+ j2L∆ω = R+ j
2RQ∆ω

ω0

✹✳✶✳✷ ❑■❉s ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡

❆s st❛t❡❞ ✐♥ ✐ts ♥❛♠❡✱ ❑■❉s ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs t♦

❞❡t❡❝t ♣❤♦t♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ❛ r❡s♦♥❛♥t ❝✐r❝✉✐t ❤❛s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②

✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐ts ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ C ❛♥❞ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ L✳ ❯♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥

❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ♣❤♦t♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② ❛ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣

♠❡t❛❧ ❛♥❞ ❛❧t❡r t❤❡ ❢❛❝t♦r L ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✳ ❚❤✐s ❡✈❡♥t s❤✐❢ts t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②

t♦ ❛ ❧♦♥❣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❞✐r❡❝t❧②

♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❜s♦r❜❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✳

❊❛r❧② ❑■❉s ✇❡r❡ s✐♠♣❧❡ q✉❛rt❡r ✇❛✈❡ r❡s♦♥❛t♦rs ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ r❡❛❞♦✉t ❧✐♥❡✳ ❚❤❡s❡

❝✐r❝✉✐ts ❤❛✈❡ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❝✉rr❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛♥s✲

♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ q✉❛rt❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤

♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤✐s ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❛❞♦✉t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡q✉✐r❡s

❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♦♥❛♥t ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❤❡♥❝❡ q✉❛rt❡r ✇❛✈❡ r❡s♦♥❛t♦rs ❞❡s✐❣♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❧♦♥❣

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s✳ ❚②♣✐❝❛❧ r❡❛❞♦✉t t♦♥❡s ❛r❡ ❛r♦✉♥❞ 3GHz✱ ✇❤✐❝❤ ✐s 10 cm ✐♥

t❡r♠s ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❈▼❇ st❛❣❡ ✬✹✬✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧

✐s ❝r✐t✐❝❛❧ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❛r❡❛ ✜❧❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❘❡s♦♥❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ s✐③❡ ❜②

❛❞♦♣t✐♥❣ ❧✉♠♣❡❞ RLC ❝✐r❝✉✐t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ q✉❛rt❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❧✐♥❡✳ ❊❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t

♦❢ ❛♥ RLC ❝✐r❝✉✐t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♦✉t ♦❢ ❛ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡

r❡s✐st✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♣♣❡❛rs ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝✲

t✐✈✐t② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✐s ♠♦st❧② ❣✐✈❡♥ ❜② ❣❡♦♠❡tr✐❝

❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ✐ts ♣r❡s❡♥❝❡ ❧♦✇❡rs t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✱ t❤❡r❡❢♦r❡ s❤r✐♥❦✲
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ▲✉♠♣❡❞ ❊❧❡♠❡♥t ❑✐♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❉❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡
❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❢♦r♠ ❛ LC ❝✐r❝✉✐t✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ 100 t✐♠❡s
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ λ2 ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✹✿ ❑■❉s ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ♦✈❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r
❛♥❞ r❡❛❞♦✉t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ✉♣ t♦ ❢❡✇ t❤♦✉s❛♥❞s r❡s♦♥❛t♦rs✳

❆ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② f ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ✐s ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❡s✲

♦♥❛t♦r ✇❤❡♥ f 6= f0✱ ✇✐t❤ f0 t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

f = f0 t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s st♦r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢

t❤❡ ❧✐♥❡ s✉❞❞❡♥❧② ❞r♦♣s✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ t②♣✐❝❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣❡❛❦✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥

♦❝❝✉rs ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐s ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❚❤✐s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r r❡s♣♦♥s❡✳

❆ ❝♦♠♠♦♥ ▲❊❑■❉ s❤❛♣❡ ✐s ❛ ♠❡❛♥❞❡r ✐♥❞✉❝t♦r ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♣❛❝✐✲

t♦r✳ ❚❤✐s ❝✐r❝✉✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✳✸✳ ❚❤❡ ❡♥t✐r❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡

♠❡t❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦✈❡r ❛ s✐❧✐❝♦♥ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥❞❡r s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧②

✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ t♦ ❛❜s♦r❜ ♣❤♦t♦♥s✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❤❛s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡

✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡✳

❇② ❛❞❥✉st✐♥❣ ♦♥❡ ❛r♠ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t✉♥❡ t❤❡

♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦✉♣❧❡ s❡✈❡r❛❧ r❡s♦♥❛t♦rs ✇✐t❤

❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛❞♦✉t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳

✹✳✶✳✹✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐s t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❑■❉s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦✈❡r
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t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❜♦❧♦♠❡t❡rs✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❡ ✇❛♥t t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s t♦ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜②

❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ t✐♠❡s t❤❡ ❢✉❧❧ ✇✐❞t❤ ❛t ❤❛❧❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✭❋❲❍▼✮✳ ❍❛✈✐♥❣ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦rs

t♦♦ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❝❛♥ ❛❧t❡r ♦r s✉♣❡r✐♠♣♦s❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝✉r✈❡s✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡

♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✉♣ t♦ ❢❡✇ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ r❡s♦♥❛t♦rs✱ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞♦✉t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦rs q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r✳

❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❡❛❝❤ r❡s♦♥❛t♦r ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r✱ ✉s✉❛❧❧② ❛❜♦✈❡ 105✳

❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦♥❧② ✇✐t❤ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❡t❛❧s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐♥ t❤✐♥ ❧❛②❡rs✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ♠❡t❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s

♥♦ ❧♦♥❣❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢

s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞✐rt② ❧✐♠✐t ♦r ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❧✐♠✐t✳

✹✳✷ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❑■❉s

✹✳✷✳✶ ❈♦♠♣❧❡① ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②

■♥ ✶✾✵✽ Pr♦❢✳ ❍❡✐❦❡ ❑❛♠❡r❧✐♥❣❤ ❖♥♥❡s ❛t ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▲❡✐❞❡♥ ✇❛s t❤❡ ✜rst t♦ ❧✐q✉❡❢②

❤❡❧✐✉♠ ❛♥❞ r❡❛❝❤❡❞ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ 4 K✳ ❚❤❛t ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛tt❛✐♥ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝✲

t✐✈✐t② ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠❡t❛❧s✳ ❖♥♥❡s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡s✐st✐✈✐t② ♦❢ ♠❡r❝✉r② ❞r♦♣ ❞♦✇♥

t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❜❡❧♦✇ 4.1 K ❛♥❞ ❤❡ ❣❛✐♥❡❞ t❤❡ ◆♦❜❡❧ ♣r✐③❡ ✐♥

✶✾✶✸✳ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❝❝✉rs ✐♥ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡t❛❧s ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞r♦♣s

❜❡❧♦✇ ❛ ❝r✐t✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tc✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❛❧✳ ❆❜♦✈❡ Tc t❤❡

❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥t ✐s ❝❛rr✐❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡

♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧ ❧❛tt✐❝❡✱ ♠❡t❛❧s ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧ r❡s✐st✐✈✐t② ρ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ ♠❡t❛❧ ρ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❡♥❞s t♦

❛ ✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r T → 0 ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳✶✳ ■♥ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ ❜❡❧♦✇ Tc✱ t✇♦

❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ ♣❛✐r t♦❣❡t❤❡r ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡r✱ ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ s✉♣❡r❡❧❡❝tr♦♥✳

❚❤✐s ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r s♣✐♥ s✐♥❝❡ ✐t ❢♦r♠s ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s

s♣✐♥✳ ❙✉♣❡r❡❧❡❝tr♦♥s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ st❛t✐st✐❝ ❛♥❞ ❞♦♥✬t s❝❛tt❡r ✇✐t❤ t❤❡

♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥s ❧✐❦❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❞♦✳ ❙✉❝❤ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛✉s❡s t❤❡ r❡s✐st✐✈✐t② t♦ s✉❞❞❡♥❧②

❞r♦♣ t♦ ③❡r♦ ✇❤❡♥ s✉♣❡r❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs✳

❆ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✇❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ❇❛r❞❡❡♥✱ ❈♦♦♣❡r✱

❛♥❞ ❙❝❤r✐❡✛❡r ✐♥ ✶✾✺✼ ✭❇❈❙ ❚❤❡♦r②✮ ❬✻✶❪ ❛♥❞ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ◆♦❜❡❧ ♣r✐③❡ ✐♥ ✶✾✼✷✳ ❚❤❡②

❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❝❛✉s❡s
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✶✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ r❡s✐st✐✈✐t② ❢♦r ♥♦r♠❛❧ ♠❡t❛❧s ❛♥❞ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs✳ ❇❡❧♦✇
Tc t❤❡ r❡s✐st✐✈✐t② ❞r♦♣s t♦ ③❡r♦ ✐♥ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs✳ ❈r❡❞✐t t♦ ❬✻✵❪

t❤❡ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s t♦ ❝♦✉♣❧❡✱ s♦ t❤❡ s✉♣❡r❡❧❡❝tr♦♥ t❛❦❡s ❛❧s♦ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r✳

❚❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐s

t②♣✐❝❛❧❧② ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❢❡✇ meV ✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s s♦ s♠❛❧❧ t❤❛t ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ❜r❛❦❡s t❤❡ ♣❛✐r ✐♥t♦ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❡t❛❧s ✇✐❧❧ tr❛♥s✐t

t♦ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦♥❧② ❛t ❝r②♦❣❡♥✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❚✇♦ ✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s t❤❛t ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐rs✱ s✉♣❡r❝♦♥✲

❞✉❝t✐♥❣ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐st✐♥❝t ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♥❞✉❝t ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥t

✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❉❈ t♦ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✐❣♥❛❧s✳ ❆t ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s s✉♣❡r❝♦♥✲

❞✉❝t♦rs s❤♦✇ ❛ r❡s✐st✐✈❡ ❡✛❡❝t ❛s ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ▲♦♥❞♦♥ ❡❛r❧② ✐♥ ✶✾✹✵ ❬✻✷❪✳ ❚❤✐s

✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❢♦r ❞❡t❡❝t♦r

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❆♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛s✲

s✐❝❛❧ ❉r✉❞❡ ♠♦❞❡❧✳ ■t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ♠❡t❛❧ ❢r♦♠ ❛ ❦✐♥❡t✐❝

❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❉r✉❞❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ ♠❛ss me ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡①✲

t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E✳ ❚❤❡s❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐❧❧ ♠♦✈❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡t❛❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡

✈❡❧♦❝✐t② vav✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ s❝❛tt❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧ ❧❛tt✐❝❡✳

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❢♦r❡ ✐ts ♥❡①t ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

τ ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ t✐♠❡ ♦r r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②

v0 ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♦r✐❡♥t❡❞ r❛♥❞♦♠❧② s♦ t❤❛t vav ❤❛s ♥♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ v0✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ♦♥❧② ❜② t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝

✜❡❧❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ E ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ t✐♠❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
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vav = −eEτ

me
✭✹✳✷✳✶✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ne✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❛s

J = −neevav = σE ✭✹✳✷✳✷✮

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❖❤♠✬s ❧❛✇✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✹✳✷✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷✳✷ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

J =

(
ne2eτ

me

)
E −→ σ =

(
nee

2τ

me

)
✭✹✳✷✳✸✮

✇❤❡r❡ σ ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧ ✐♥ t❤❡ ❉❈ ❝❛s❡✳

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❆❈ ❝❛s❡❀ E ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r t✐♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜✉t ✈❛r✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②

t♦ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ω✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

❬✻✸❪

dp (t)

dt
= −p (t)

τ
+ f (t) ✭✹✳✷✳✹✮

✇❤❡r❡ p (t) ✐s t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ f (t) ✐s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡

✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ E✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ✹✳✷✳✹ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥❛❧ ❞✉♠♣✐♥❣

❞✉❡ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ t♦ ✈❛r② ✇✐t❤ t✐♠❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

E (t) = Re
(
E (ω) e−iωτ

)

✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r p ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

p (t) = Re
(
p (ω) e−iωτ

)

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐t❤ ✹✳✷✳✹ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

−iωp (ω) = −p (ω)

τ
− eE (ω)

❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❧✐❦❡ ✐♥

t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❝❛s❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

J (ω) = σ (ω)E (ω) = −neep (ω)

me
=

(
nee

2/me

)
E (ω)

(1/τ)− iω
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✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②

σ (ω) = σ1 − iσ2 =
ne2eτ

me (1 + ω2τ2)
− i

ne2eωτ
2

me (1 + ω2τ2)
=

σ0
(1− iωτ)

✭✹✳✷✳✺✮

✇❤❡r❡ σ0 ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❉❈ ❝❛s❡✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ σ (ω) ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛

r❡❛❧ ❛♥❞ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ✐s t❤❡ t❡r♠ t❤❛t ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣

❡✈❡♥ts ♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r②

♣❛rt ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ♠❛ss✱ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥✬t

r❡s♣♦♥❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ❝❛❧❧❡❞

❑✐♥❡t✐❝ ■♥❞✉❝t❛♥❝❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡❧❛② ✐s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥

✐♥❞✉❝t♦r✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ σ2/σ1 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ωτ ❛♥❞ ❛t ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ωτ ≪ 1✳ ❚♦

♣r♦✈❡ t❤✐s ❧✐♠✐t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧✉♠✐♥✉♠✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s

ne ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✸ t✐♠❡s✶ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠s✳ ❯s✐♥❣ ✹✳✷✳✸

✇❡ ♦❜t❛✐♥ n = 1.8 × 10−29m−3 ❛♥❞ τ = 7.2 × 10−15s✳ ❋♦r E ✈❛r②✐♥❣ ❛t 300 GHz

❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ T = 3.3×10−12s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ωτ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 10−3✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ♠❡t❛❧s ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❋r♦♠ t❤❡

♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❉r✉❞❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s s❝❛tt❡r ♦♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥

❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ❛t ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

❚❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❉r✉❞❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐rs ❛s ❝❤❛r❣❡

❝❛rr✐❡rs✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ s✇❛♣ ne ✇✐t❤ ns✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ s✉♣❡r❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❛♥❞ me ✇✐t❤ ms✱

t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛❜♦✈❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥t❡❣❡r s♣✐♥✱ ✇❡

♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

❧❡❞ t♦ ❛ ♣✉r❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛s ❢♦❧❧♦✇s

J (ω) = i
nse

2

ωme
E −→ σs = −nse

2

ωme
✭✹✳✷✳✻✮

❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛✲

t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ T = 0 ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐rs

❛♥❞ ❞♦♥✬t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❍❡♥❝❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✳✻ ✐s ✈❛❧✐❞✳ ❖♥ ❛ r❡❛❧ ❝❛s❡✱

❡✈❡♥ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ s♦♠❡ ❡❧❡❝tr♦♥s

t♦ ❝♦✉♣❧❡ ❛♥❞ ♠❛② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❛s ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②
✶❆❧✉♠✐♥✉♠ ❤❛s t❤r❡❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❤❡♥❝❡ ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t♦ t❤❡

❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳
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t✐✈✐t② ❛♥❞ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛t T = 0 ✐t ❤❛s t♦ ❜❡

ns (0)

n
= 1 ✭✹✳✷✳✽✮

s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐rs✳ ❚♦ ✐♥❢❡r t❤❡ t❡♠♣❡r✲

❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ s✉♣❡r❡❧❡❝tr♦♥s ❞❡♥s✐t② ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ t❤❡♦r②

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✻✺❪✳ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❝❛♥✬t ♣❡♥❡tr❛t❡ ✐♥t♦ ❛ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦r ♠♦r❡ t❤❛♥

❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ▼❡✐ss♥❡r ❡✛❡❝t✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝

✜❡❧❞ ✐s r❡❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♣❤❛s❡✳

❚❤❡ ❞❡♣t❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ r❡❞✉❝❡s ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r e ✐s t❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥

❞❡♣t❤ λL (T )✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❛❧ ❬✻✻❪✳

❆♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r λL ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

λL (T ) =

(
m

µ0ns(T )e2

)1/2

✭✹✳✷✳✾✮

❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠

λL(T ) = λL(0)

[
1−

(
T

Tc

)4
]
−1/2

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λL(0) ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✹✳✷✳✾ ✇✐t❤ ✹✳✷✳✽✱ t❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ns ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ λ(0)/λ(T ) ❛s ❢♦❧❧♦✇s

ns(T )

n
=

(
λL(0)

λL(T )

)2

t❤❛t ❧❡❛❞s t♦

ns(T )

n
∼

[
1−

(
T

Tc

)4
]

✭✹✳✷✳✶✵✮

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s

ne

n
∼

(
T

Tc

)4

❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✵ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳✸✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ r❡❣✐♦♥s✿

❼ T ∼ Tc ✿ t❤❡ r❛t✐♦ ns/n ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤ ❛ s❧♦♣❡ ♦❢ −4✳ ❚❤✐s
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✸✿ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r ❞❡♥s✐t② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡r ❞❡♥s✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ◆❡❛r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r ❞❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✇✐t❤ ❛ s❧♦♣❡ ♦❢ −4 ✭❞❛s❤❡❞ r❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❜❡❝❛♠❡ q✉✐t❡ st❛❜❧❡ ❜❡❧♦✇ 0.2 Tc✳

✐s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡r♠❛❧ ❡✛❡❝t✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❊❞❣❡

❙❡♥s♦rs ✭❚❊❙✮✱ ❛r❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡✳ ❉❡t❡❝t♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r ❝♦✉♥t✐♥❣

❛r❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐rs

❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛✛❡❝t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✳

❼ T < 0.2Tc✿ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐rs ✐s q✉✐t❡ st❛❜❧❡ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡

♠❡t❛❧ ✐s ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳

❱❛❧✉❡s ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs ❛r❡ ❛r♦✉♥❞ Tc ∼
1 K✳ ❚❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s ❜♦t❤ ♣✉r❡ ♠❡t❛❧s ❛♥❞ ❛❧❧♦②s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣

❞❡t❡❝t♦rs ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥ t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T < 300 mK t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❝♦rr❡❝t❧②✳

✹✳✷✳✸ ❇✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣②

■♥ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ s♦❧✐❞s ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ❝♦♥✜♥❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ q✉❛♥t✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ♦r❜✐t❛❧s✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ t❤❡s❡ ♦r❜✐t❛❧s ❝❛♥ ❢♦r♠ ❡♥❡r❣② r❡❣✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❡❧❡❝✲

tr♦♥s✱ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞✳ ❆♥ ❡♥❡r❣② ❜❛♥❞ ❝❛♥ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥

t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② st❛t❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r s♣✐♥✱ ❡❧❡❝tr♦♥s

♠✉st ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❧♦✇❡r st❛t❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥

❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ♦❝❝✉♣✐❡❞ st❛t❡s t❤❛t ❛❞❞ ✉♣ t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣②✱ ❝❛❧❧❡❞

t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ǫF ✳ ❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥❞✉❝t ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r❡s✲
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✹✿ ❱❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞s ♦❢ s♦❧✐❞s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s t♦ ❥✉♠♣ ❢r♦♠ ❛ ❜❛♥❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♦❧✐❞s✳

❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ❢r❡❡ t♦ ♠♦✈❡ ✐♥t♦ t❤❡

❧❛tt✐❝❡✳▼♦r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛t❡❣♦r✐③❡ s♦❧✐❞s ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳

✹✳✷✳✹✿

❼ ■♥s✉❧❛t♦rs✿ ❚❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ✐s ✐♥s✐❞❡ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❣❛♣✱ ♦r ❜❛♥❞ ❣❛♣✱ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❜❛♥❞✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ③♦♥❡

❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ ♥♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② st❛t❡s✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥

❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❡♥❡r❣② st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡st ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞

❡♥❡r❣② st❛t❡✳ ■♥ ✐♥s✉❧❛t♦rs t❤❡ ❣❛♣ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ kBT ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛✲

t✉r❡ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❞♦♥✬t ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❡♥❡r❣② t♦ ❥✉♠♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞

❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✳

❼ ❙❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✿ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ tr❛♥s✐t t♦

t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ✈✐❛ t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦r ♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t

✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜② st❛♥❞❛r❞ s❡♥s♦rs ❢♦r ♥❡❛r ✐♥❢r❛r❡❞✴✈✐s✐❜❧❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳

❼ ❈♦♥❞✉❝t♦rs✿ ❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ♦✈❡r❧❛♣s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s

❝❛♥ ❥✉♠♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❜❛♥❞s✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ g (E)✱ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s✱ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡♥❡r❣②

st❛t❡s ✐♥ ❛♥ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ dE ❛r♦✉♥❞ ❛♥ ❡♥❡r❣② E✳ ❆t t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ g (E) ✐s

❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s

fFD(E, T ) =
1

1 + exp (E − ǫF /kBT )
✭✹✳✷✳✶✶✮
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❱❆▲❯❊❙ ❆❚ T = 0

❈❖◆❉❯❈❚❖❘ ξ0 ❬nm❪ λL ❬nm❪ k = λL/ξ0
❆❧✉♠✐♥✐✉♠ 1600 16 0.01

◆✐♦❜✐✉♠ 38 39 1.02

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✳✶✿ ❱❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤✱ ▲♦♥❞♦♥ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r ❢♦r ❆❧✉♠✐♥✉♠ ❛♥❞ ◆✐♦❜✐✉♠✳ ❬✻✼❪

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❢♦r ❛

❣✐✈❡♥ ❡♥❡r❣② ❣❛♣✳

■♥ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥s ♦r❜✐t❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❞✉❡ t♦ ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝✲

t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠♦✈✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ♠❛ss❡s✱ ✐♦♥s ♠♦✈❡ s❧♦✇❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡❞ r❡❣✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❛❝t✐✈❡ ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛ttr❛❝t

❛♥♦t❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡ t❤❛t ❝r❡❛t❡❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡

❝❤❛r❣❡❞ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r

❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❇❈❙ t❤❡♦r② ❬✻✶❪✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤

❢♦r ✇❤✐❝❤ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤ ξ0 ❛♥❞

✐s ❛ ♣❡❝✉❧✐❛r ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❛❧✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ ❛ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡t❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❛❧s♦ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❛t✐❛❧ ❡①✲

t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ st❛t❡✳ ❆ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ξ0 ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✻✼❪ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥

ξ0 =
2~vF
π∆0

✇❤❡r❡ vF ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ❋❡r♠✐ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ∆0 = ∆(0) ✐s t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣

❡♥❡r❣②✱ ♦r ❡♥❡r❣② ❣❛♣✱ ♦❢ ❛ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r ❛t T = 0✳ ❚❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤

❛♥❞ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤ ❛r❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ ❛ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs✳ ❚❤❡

✜rst ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❧❛t❡s ❤♦✇ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ t♦

♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ λL/ξ0 ✐s ❝❛❧❧❡❞ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✳✶ s❤♦✇s s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❆❧✉♠✐♥✉♠ ❛♥❞ ◆✐♦❜✐✉♠ ❛t T = 0✳

❚❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ✐♥ s♦❧✐❞s✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❜r❡❛❦ ❛ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r✳ ■❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ❣r❡❛t❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡str♦②❡❞✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✻✽❪ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
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▼■◆■▼❯▼ ❋❘❊◗❯❊◆❈❨ ❉❊❚❊❈❚❆❇▲❊
❈❖◆❉❯❈❚❖❘ Tc ❬K❪ 2∆ ❬meV ❪ νmin ❬GHz❪
❚✐t❛♥✐✉♠ 0.39 0.12 28.6

●❛❧❧✐✉♠ 1.1 0.33 80.7

❆❧✉♠✐♥✐✉♠ 1.2 0.36 88

■♥❞✐✉♠ 3.4 1.03 249.4

❚✐♥ 3.7 1.12 271.4

▼❡r❝✉r② 4.2 1.27 308

▲❡❛❞ 7.2 2.19 528

◆✐♦❜✐✉♠ 9.3 2.82 682.1

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✳✷✿ ▼✐♥✐♠✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ❢♦r s♦♠❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❡t❛❧s✳

∆(T ) ≈ ∆(0) exp

[
−
√

2πkBT

∆(0)
exp

[
∆(0)

kBT

]]

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ T ∼ Tc✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡❝♦♠❡s

∆(T )

∆(0)
≈

[
1−

(
T

Tc

)4
]1/2

❆t T = 0 t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❜r❡❛❦ ❛ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

2∆(0) ≈ 3.52kbTc

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢❛❝t♦r t✇♦ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡♥❡r❣② ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♦❢

t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ meV ♦r ❧❡ss ❢♦r ♠❡t❛❧s ✇✐t❤ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧❡ss t❤❛♥ ❛❜♦✉t 1 K✳

❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❞❡t❡❝t♦rs r❡q✉✐r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r ❜r❛❦✐♥❣ t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t✳

❚❤✐s ❢❛❝t r✐s❡s ✉♣ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠✐t ♦♥ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❛❜❧❡

✹✳✷✳✷ s❤♦✇s ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❜r❡❛❦ ❛ s✐♥❣❧❡

❈♦♦♣❡r ♣❛✐r ❢♦r s♦♠❡ ♠❡t❛❧s✳

✹✳✷✳✹ ❚❤✐♥ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs

❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ r❡s♦♥❛t♦rs ❛r❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤✐♥ ✜❧♠s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥✲

❞✉❝t❛♥❝❡✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤ r❡s♣♦♥s✐✈❡ ❞❡t❡❝t♦rs ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠❡t❛❧ ❢♦r

✇❤✐❝❤ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s ♦✈❡r ♦t❤❡r ❦✐♥❞s ♦❢ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✜❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳✺✱

Lk ❜❡❝♦♠❡s ❣r❡❛t❡r ❛s t❤❡ ♠❡t❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s r❡❞✉❝❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✺✿ ❘❛t✐♦ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♣❍✴sq✉❛r❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✺✵ ♥♠✳ ❙♦✉r❝❡✿ ❙✐♠♦♥ ❉♦②❧❡ t❤❡s✐s✱ ✷✵✵✽ ❬✼✻❪✳

❚❤❡ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤ ♦❢ ❛ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r l = vF τ ❝❛♥ ❜❡ s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss

t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤ ξ0✳ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡✱ ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❞✐rt② ❧✐♠✐t✱ s✉♣❡r❡❧❡❝tr♦♥s

♠♦✈❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡t❛❧ ❜② ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❉r✉❞❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞ ❛♥②♠♦r❡✳ ❚❤❡

❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❞✐rt② ❧✐♠✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ▼❛tt✐s✲❇❡r❞❡❡♥ t❤❡♦r②

❬✻✾❪ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

σ1(ω)

σn
=

2

~ν

ˆ

∞

∆
[f (E)− f(E + hν)] g1(E)dE

+
1

~ν

ˆ

−∆

min(∆−hν,−∆)
[1− 2f(E + hν)] g1(E)dE

σ2(ω)

σn
=

1

~ν

ˆ ∆

max(∆−hν,−∆)
[1− 2f(E + hν)] g2(E)dE

✇❤❡r❡ σn ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ st❛t❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❛❧ t♦ ❜❡ ✐♥

t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤✉s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ f (E) ❢r♦♠ ✹✳✷✳✶✶✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts g1, g2 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
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g1(E) =
E2 +∆2 + ~νE

(E2 −∆2)1/2
[
(E + ~ν)2 −∆2

]1/2

=

(
1 +

∆2

E (E + ~ν)

)
Ns (E)Ns (E + ~ν)

g2(E) =
E2 +∆2 + ~νE

(∆2 − E2)1/2
[
(E + ~ν)2 −∆2

]1/2

= −i× g1(E)

❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❛♥❞ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳✻ ❛s ❛

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

t❤❡ ♥♦r♠❛❧ st❛t❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② σ0 = 1.95×107 S/m✱ vF = 1.34×106 m/s ❛♥❞ ❛ss✉♠✲

✐♥❣ Tc = 1.2 K✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❜❡❝♦♠❡s r❡s✐st✐✈❡ ❛❜♦✈❡ 90 GHz

❛♥❞ ❣❛✐♥s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s✳ ♠♦✈✐♥❣ ❛t ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡sσ1 → σ0✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r ❞❡♥s✐t②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ σ1

t♦ ❜❡ st❛❜❧❡ ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✉♣ t♦ 0.2 K✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ✇✐t❤ ✹✳✷✳✶✵✳ ❚❤❡ ♥✐♦❜✐✉♠

❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ st❛t❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② σ0 = 1.23 × 107 S/m✱

vF = 0.28 × 106 m/s ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ Tc = 9.2 K✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❝❤❛♥❣❡

❞r❛st✐❝❛❧❧② ❛r♦✉♥❞ 690 GHz✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r ❜r❡❛❦✐♥❣ ❡♥❡r❣②✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❧✉♠✐♥✉♠✱ t❤❡ ♥✐♦❜✐✉♠

s❤♦✇s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ st❛❜❧❡ ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✉♣ t♦ 2 K✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❛❧s♦ r❡❧❛t❡❞ ❬✼✵❪ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡

Zs (ω, T ) = Rs + iXs ❛s ❢♦❧❧♦✇s

Zs (ω, T ) =

´

Ed~s
´

Hd~s
=

√
iµ0ω

σ (ω, T )
✭✹✳✷✳✶✷✮

❘❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t❛❧❧② ❢♦r t❤✐♥ ❧❛②❡r s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs✳ ❆♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ Zs ❢♦r ♥♦r♠❛❧ ♠❡t❛❧s ❝❛♥

❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❖❤♠✬s ❧❛✇ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ J ❛♥❞ B ✇✐t❤ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s



✽✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❑■◆❊❚■❈ ■◆❉❯❈❚❆◆❈❊ ❉❊❚❊❈❚❖❘❙

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✻✿ ❘❡❛❧ ♣❛rt ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②
❢♦r ❛❧✉♠✐♥✉♠ ✭Tc = 1.2 K✮ ❛♥❞ ♥✐♦❜✐✉♠ ✭Tc = 9.2 K✮✳ ❱❛❧✉❡s ♦❢ σ1 ❛r❡ s❝❛❧❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✷✵
✇❤❡♥ ♣❧♦tt❡❞ ✈❡rs✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♥✐♦❜✐✉♠ σ2 ♣❧♦tt❡❞ ✈❡rs✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t
0.5 K, 1 K ❛♥❞ 2 K ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐❞t❤ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛❜♦✈❡ 690 GHz✳
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❬✼✶❪✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∂2E

∂z2
= σµ0

∂E

∂t
+ εε0µ0

∂2E

∂t2
✭✹✳✷✳✶✸✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❛r❡ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❡t❛❧ ✇✐t❤ µr ≈ 1✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s µ ≈ µ0✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✹✳✷✳✶✸ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛t ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ s✐♥❝❡ σ ≫ ωǫǫ0✳

❆ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r E ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛②

✇❛✈❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z ❞✐r❡❝t✐♦♥

E = E0 exp (ikz − iωt) exp
(
−z

δ

)

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦

(
ik +

1

δ

)2

= iωµ0σ

✇❤❡r❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t② δ ✐s t❤❡ s❦✐♥ ❞❡♣t❤✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❡❧❞

✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r e✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

δ =

√
2

ωµ0σ

❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ Zs ❛s

Zs =
(1 + i)

σδ

▼♦✈✐♥❣ t♦ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♣❤❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❝♦♠✲

❜✐♥✐♥❣ ✹✳✷✳✾ ❛♥❞ ✹✳✷✳✼✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

σ1 − jσ2 =
nn

n
σn − j

1

ωµ0λ2
L (T )

✇❤✐❝❤✱ ✉s✐♥❣ ✹✳✷✳✶✷✱ ❣✐✈❡s

Zs ≈
1

2
ω2µ2

0σnλ
3
L (T ) + iωµ0λ

2
L (T )
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❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡

❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ❖❤♠✬s ❧❛✇ ✐s ♥♦

♠♦r❡ ✈❛❧✐❞ ❛♥❞ ❞❡r✐✈✐♥❣ Zs ♥❡❡❞ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❆ ❣r❡❛t ❡✛♦rt ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❜② ❏✳ ●❛♦ ❬✼✷❪✱ ✇❤✐❝❤

❣✐✈❡s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ Zs ✐♥ t❡r♠s ♦❢ σ1 ❛♥❞ σ2✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✿

❼ ❚❤✐❝❦ ✜❧♠ ✐♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❧✐♠✐t✿ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞

✇❤❡♥ ξ0 ≫ λL (0) ❆◆❉ l ≫ λL (0)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Zs =
j
√
3µ0ω

2

[
3πω

4v0λ2
L (0)

σ2 + jσ1
σn

]
−1/3

❼ ❚❤✐❝❦ ✜❧♠✱ ❧♦❝❛❧ ✭❞✐rt②✮ ❧✐♠✐t✿ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✇❤❡♥ ξ0 ≪ λ0 (0)

❖❘ l ≪ λ0 (0)

Zs =

√
jωµ0

σ1 − jσ2

❼ ❚❤✐♥ ✜❧♠✿ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ✜❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss t ≪ l✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r ♠❡❛♥

❢r❡❡ ♣❛t❤ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② s✉r❢❛❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❖❤♠✬s ❧❛✇ ✐s ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ l ≪ ξ0

❆◆❉ l ≪ λ0 (T )

Zs =
1

(σ1 − iσ2) t

✹✳✸ ❑■❉s s❡♥s✐t✐✈✐t②

✹✳✸✳✶ ❘❡s♣♦♥s❡

❆❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t r❡s♦♥❛t♦r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡✳

❚❤❡ r❡❛❞♦✉t ♥♦❞❡ ❢♦r ❛ ❑■❉s ❛rr❛② ✉s✉❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡s ■◗ ♠✐①✐♥❣ ❢♦r ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡

t♦♥❡s t♦ ❜❡ s❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡✱ ❤❡♥❝❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ■◗

♣❧❛♥❡ ♦r ✇✐t❤ ❙✲P❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦

s❡✈❡r❛❧ ❞❡t❡❝t♦rs ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✳✹ ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❙✷✶✿ ❛t

t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦rs ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❧♦♥❣

t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞r♦♣s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✹✳✸✳✶ ✭❧❡❢t✮✳ ❊❛❝❤ r❡s♦♥❛t♦r ♣r♦❞✉❝❡s ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♣❡❛❦ ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✳✶ ✭r✐❣❤t✮✳

❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣♦❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✽✻❪ ❛s
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✿ ▲❡❢t✿ t②♣✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ❛ ❑■❉s r❡❛❞♦✉t✳ ❊❛❝❤ ♣❡❛❦ ❛❧♦♥❣ ❙✷✶ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ ❛ r❡s♦♥❛t♦r✳ ❘✐❣❤t✿ ❩♦♦♠ ♦♥ ♦♥❡ ♣✐①❡❧✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t −3 dB
❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡✳

S21 (ω) = 1− Qi

Qc

1

1 + 2jQix

✇❤❡r❡ Qi ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❛♥❞

x =
ω − ω0

ω0

✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞❡t✉♥✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ω0✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ q✉❛❧✐t②

❢❛❝t♦r Qc ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ✹✳✶✳✸ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ min (|S21|) = 1−Qtot/Qc

Qc =
Qtot

1−min (|S21|)

❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✹✳✶✳✸✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Qi =
Qtot

min (|S21|)

❚❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❛❞♦✉t ♣♦✇❡r ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r

Pres ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Pres = RcI
2
c ✱ ✇✐t❤ Rc t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡

♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ Ic t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡ t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤

❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ ❬✽✼❪

Ic = Vsource
Zc

Z0/Zc + 2
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✿ ▲❡❢t✿ ❊✛❡❝t ♦❢ r✐s✐♥❣ ✉♣ t❤❡ r❡❛❞♦✉t ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ❜❡❝♦♠❡s s❦❡✇❡❞ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧②
t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♠❛② ❞✐s❛♣♣❡❛r ❢♦r ✈❡r② ❤✐❣❤ r❡❛❞♦✉t ♣♦✇❡r✳ ❘✐❣❤t✿ ❚②♣✐❝❛❧ ❞❡t❡❝t♦r r❡s♦♥❛♥❝❡ s❤✐❢t
✉♥❞❡r t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② s♦✉r❝❡s✳

✇❤❡r❡ Z0 ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ❛♥❞ Vsource ✐s t❤❡ ❚❤é✈❡♥✐♥

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ❝✉rr❡♥t ♦❝❝✉rs ❛t r❡s♦♥❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ r❡s♦♥❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❛ ♣❛r✲

t✐❝✉❧❛r r❡❛❞♦✉t ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❋✐❣✳ ✹✳✸✳✷ ✭❧❡❢t✮ s❤♦✇s ❛ t②♣✐❝❛❧ ♣❡❛❦ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❞✉❡ t♦

❤✐❣❤ r❡❛❞♦✉t ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✜❣✉r❡ ✭r✐❣❤t✮ ❛❧s♦ s❤♦✇s ❛ t②♣✐❝❛❧ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②

s❤✐❢t ❞✉❡ t♦ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r ✇❛✈❡s ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❑■❉ ✐♥❞✉❝t♦r✳

❚❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ✹✳✶✳✷✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❤❛s❡

✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ❑■❉ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r ✈❛r✐❛t✐♦♥

dθ/dNqp✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠❡t❛❧ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ V ✱ t❤✐❝❦♥❡ss t ❛♥❞ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ λ✱ ❛♥

❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r dθ/dNqp ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✽✽✱ ✽✾✱ ✾✵❪

dθ

dNqp
= −αζQtot

|σ|V
dσ2
dnqp

✭✹✳✸✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ζ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ζ = 1 +
2t/λ

sinh (2t/λ)

❛♥❞

α =
Lkin

(Lg + Lkin)
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✐s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❧✐♥❡✳ ❋r♦♠ ✹✳✸✳✶ ✇❡ ✐♥❢❡r

t❤❛t t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r r❡s♣♦♥s❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❜♦t❤ ✇✐t❤ α✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱

❛♥❞ Q✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ❞✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧✱ ❤❡♥❝❡

t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤✐♥ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡rs✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ♠✉st t❛❦❡ ✐♥ ♠✐♥❞

t❤❛t ♣✉s❤✐♥❣ ✉♣ t❤❡ r❡s♣♦♥s✐✈✐t② ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡✳

✹✳✸✳✷ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s♦✉r❝❡s ♦❢ ♥♦✐s❡

❣✲r ♥♦✐s❡

❈♦♦♣❡r ♣❛✐r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

t✐♠❡✳ ❘❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤ ❛ ♣❤♦♥♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ ♥❡❝❡ss❛r②

❢♦r ❛ ❈♦♦♣❡r ♣❛✐r t♦ r❡❝♦♠❜✐♥❡ ✐s t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ τqp✳ ❋♦r ❞❡t❡❝t♦rs ♠❛❞❡

♦✉t ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ r❡s♦♥❛t♦rs t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❛❧s♦ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ■t

❞❡t❡r♠✐♥❡s ❤♦✇ ❢❛st t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r r❡t✉r♥s t♦ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ st❛t❡ ❛❢t❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳

❘❡s♦♥❛♥t ❞❡t❡❝t♦rs ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡❣r❛t❡ s✐❣♥❛❧s ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❈❉✱ ❜✉t r❛t❤❡r ♠❡❛s✉r❡

t❤❡ ✢✉① ✐♥ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡ ♦❢ τqp✳ ❆♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❝❛♥

❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✼✸❪ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

1

τqp
=

√
π

τ0

(
2∆

kBTc

)5/2( T

Tc

)1/2

exp

[
− ∆

kBT

]

✇❤❡r❡ τ0 ✐s ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ r✐♥❣ ❞♦✇♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ r❡s✲

♦♥❛t♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❛♥❞ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✼✼❪✿

τres =
Qtot

πf0

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ r❡s♦♥❛t♦r ✇✐t❤ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ♦❢ 105 ❛♥❞ ❛ r❡s♦♥❛♥t

❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❢❡✇ GHz✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ r✐♥❣ ❞♦✇♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ µs✳ ❚②♣✐❝❛❧

q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❢♦r ❛ 100 nm t❤✐❝❦ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❧❛②❡r ❛t 100 mK ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ ❬✼✽❪ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ µs✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✇✐❧❧

❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ❛ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❞❡t❡❝t♦r✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ✢✉❝t✉❛t❡s ✐♥ t✐♠❡

❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s❀ t❤✐s ❡✛❡❝t ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✸✿ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡ t❡st❡❞ ✐s ❛ ❤❛❧❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❈P❲ r❡s♦♥❛t♦r ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛♥ ❳✲s❧♦t ❛♥t❡♥♥❛✳
❚❤❡ ❈P❲ str✐♣ ✐s ❛ 50 nm t❤✐❝❦ ❧❛②❡r ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠✳ P♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢
r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❡♠♣♣❡r❛t✉r❡ ✭❛✱❝✮ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ τqp ✭❜✱❞✮✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t
▲♦r❡♥t③✐❛♥ ✜t t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠✳ ❈r❡❞✐t✿ ❉❡ ❱✐ss❡r ❡t ❆❧✳ ❬✽✵❪✳

st❛t✐st✐❝❛❧ ♥♦✐s❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❣✲r ♥♦✐s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♥♦✐s❡ ❧✐♠✐t ❢♦r ❑■❉s✳ ❚❤❡

❛ss♦❝✐❛t❡❞ NEPgr ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡s 〈Nqp〉
❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❬✼✾❪

NEPgr = 2∆

√
〈Nqp〉
τqp

∝ exp

(
− ∆

kBT

)

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❧✐❢❡t✐♠❡✱ t❤❡ ❣✲r ♥♦✐s❡ st❛rts t♦ ❞❡❝r❡❛s❡

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❝♦♦❧✐♥❣ ❞♦✇♥ ✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ Tc✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧

❞❡♥s✐t② ✭P❙❉✮ ♦❢ ❛♥ ❆❧ ❛♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧❡❞ r❡s♦♥❛t♦r ♠❛❞❡ ❜② ❉❡ ❱✐ss❡r ❡t ❆❧✳ ❬✽✵❪ ❛r❡

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✳✸✳ ❇♦t❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡

P❙❉ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡ s♣❡❝tr❛ t❤❡② ❛❧s♦ ✐♥❢❡rr❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ τqp ❛♥❞ Nqp✳
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❊①♣❡❝t❡❞ ◆❊P ❛t 6 GHz ❢r♦♠ ❛ 3 µm str✐♣ ♦❢ 220 nm t❤✐❝❦ ❆❧✉♠✐♥✉♠ r❡s♦♥❛t♦r ♦♥

s❛♣♣❤✐r❡ ✇✐t❤ τqp = 200ms ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 10−20W/
√
Hz ❛t 100 mK✳ ■t ✐♥❝r❡❛s❡s

✉♣ t♦ 10−17W/
√
Hz ❛t 300 mK ❬✽✾❪✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ♣❤♦t♦♥ ♥♦✐s❡

❧✐♠✐t❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❈▼❇ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛t 150 GHz✳

❚✇♦ ❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ♥♦✐s❡

❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐♥ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ r❡s♦♥❛t♦rs ✐s ♦❢t❡♥ ❞✉❡

t♦ s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ♦❢ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ✭❚▲❙✮ ❞❡❢❡❝ts ♦♥ ♠❡t❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝s

❬✽✶❪✳ ❘❡s♦♥❛t♦rs ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ t❤❛t ❝❛♥ ❝♦✉♣❧❡ t♦ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦♥ ❚▲❙✱

✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ♦♥ ❧♦❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✳ ❚❤❡s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s

❛✛❡❝t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ǫeff ✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧♦ss❡s

❛♥❞ ❛ ❥✐tt❡r✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚❤❡ ♠♦st s❡♥s✐❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

♦❢ ❛ ▲❊❑■❉ t♦ ❚▲❙ ♥♦✐s❡ ✐s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s str♦♥❣❡r

t❤❛♥ ✐♥ ❛♥② ♦t❤❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t✳ ❚❤❡ ❚▲❙ ♥♦✐s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞

✐♥ ❬✼✷✱ ✽✷✱ ✽✸❪ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①❝❡ss ♥♦✐s❡ t❤❛t ♣r❡✈❡♥ts ♠✐❝r♦✇❛✈❡ r❡s♦♥❛t♦rs t♦

r❡❛❝❤ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧✐♠✐t✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❚❤❡ ♣♦✇❡r r❡❛❞♦✉t Preadout ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡s✲

♦♥❛t♦r✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t ❛❧s♦ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳

❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♥♦✐s❡ Sf = df/f2 ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❞♦✉t ♣♦✇❡r

Sf ∝ P
−1/2
readout

❼ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

f0 ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ❚▲❙ t❤❡♦r② ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r

❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❛✛❡❝t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❬✼✷❪✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♥♦✐s❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡

Sf ∝ T−k with 1.73 < k < 2

❼ ❚❤❡ ❚▲❙ ♥♦✐s❡ ✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐t ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡

❜❡t✇❡❡♥ ❛ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ s✉❜str❛t❡✴❞✐❡❧❡❝tr✐❝✳ ❚❤❡ ❜✉❧❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ ❡①❝❡ss ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦①✐❞❡

❧❛②❡r ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ s✉r❢❛❝❡✱ ♦t❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠❛② ❝♦♠❡ ❢r♦♠

✐♠♣✉r✐t✐❡s ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡s✐❞✉❡s ❧❡❢t ❢r♦♠ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✳ ❙♦♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛s

❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❚▲❙✱ ❧✐❦❡ ❡t❝❤✐♥❣ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❬✽✺❪✱ ♦r ✉s✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✹✿ ▲❡❢t✿ ❚▲❙ ♥♦✐s❡ ♦❢ ❛ ◆❜ q✉❛rt❡r ✇❛✈❡ r❡s♦♥❛t♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡
r❡❛❞♦✉t ♣♦✇❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ −105 dBm ❢♦r t❤❡ ✉♣♣❡r ❝✉r✈❡ t♦ −73 dBm ❢♦r t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❝✉r✈❡
✇✐t❤ ❛ st❡♣ ♦❢ 4 dBm✳ ❘✐❣❤t✿ ❚▲❙ ♥♦✐s❡ ♦❢ ❛ ❜❛r❡ ❆❧ q✉❛rt❡r ✇❛✈❡ r❡s♦♥❛t♦r ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦✈❡r s❛♣♣❤✐r❡
✭❜❧❛❝❦ ♣❧♦t✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭r❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ♣❧♦ts✮✳ ❈r❡❞✐t t♦ ❏✳ ●❛♦ ❬✼✷❪✳

♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ♦①✐❞❡✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❚✐◆✳

❼ ❯s✐♥❣ ❧❛r❣❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▲❙ ♥♦✐s❡✳ ❚❤✐s ✐s

♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② tr✉❡ ❛t t❤♦s❡ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s str♦♥❣❡r✱ ❧✐❦❡ ✐♥s✐❞❡

t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ♦r ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ♦♣❡♥ ❡♥❞s✳

❋✐❣✳ ✹✳✸✳✹ s❤♦✇s s♦♠❡ ♥♦✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ◆❜ ❝♦♣❧❛♥❛r q✉❛rt❡r ✇❛✈❡ r❡s♦♥❛t♦r

❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ r❡❛❞♦✉t ♣♦✇❡r✳ ■t ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝

❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❜❛r❡ r❡s♦♥❛t♦r✳

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▼✐❝r♦✇❛✈❡ r❡s♦♥❛t♦rs ❛r❡ ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❇✲▼♦❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ P❧❛♥❛r

str✉❝t✉r❡s ❛r❡ s✐♠♣❧❡ t♦ ❢❛❜r✐❝❛t❡ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❛rr❛②s ♦❢ ❑■❉s ❛r❡ ❧❡ss ❡①♣❡♥s✐✈❡ t❤❛♥

♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❜♦❧♦♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❑■❉s ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣

❢❛❝t♦r✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱ ❜♦❧♦♠❡t❡r ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✉t ✐t r❡q✉✐r❡s ❧♦✇ t❡♠♣❡r✲

❛t✉r❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❢♦r ❛ ❧♦✇❡r ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ r❛t❡✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ❚❊❙s✱ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡

❞❡t❡❝t♦rs ✇♦r❦ ✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ st❛❜✐❧✐t②

❛♥❞ t❤✉s t❤❡② ❛r❡ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ✐♥ ❑■❉s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t r❡♠❛✐♥s t❤❡ ❚▲❙ ♥♦✐s❡ t❤❛t ❝❛♥ ♣r❡✈❡♥t t❤❡

❞❡t❡❝t♦r t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♥♦✐s❡ ❧✐♠✐t✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② tr✉❡ ❢♦r ❛♥t❡♥♥❛✲❝♦✉♣❧❡❞

❞❡t❡❝t♦rs✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❛❞❞s s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♠❛②



✹✳✹✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✾✼

r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡①tr❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❧❛②❡rs✳ ❆♥♦t❤❡r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣

❡♥❡r❣② ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡t❛❧s t❤❛t ♠❛❦❡s ❑■❉ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢

❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡❧♦✇ 100 GHz✳
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❈❤❛♣t❡r ✺

❆♥t❡♥♥❛✲❈♦✉♣❧❡❞ ▲❊❑■❉

❆s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❜♦❧♦♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ t♦ ▲❊❑■❉s ✐s ❝♦♠♣❧❡① t♦

❞❡s✐❣♥ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ❝✐r❝✉✐t ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♣❛rt ✐s s❡♥s✐t✐✈❡

t♦ ❈♦♦♣❡r P❛✐r ❜r❡❛❦✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

❧✐♥❡ ♠❛② r❡q✉✐r❡ ❡①tr❛ ♠❡t❛❧ ❛♥❞✴♦r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❧❛②❡rs t❤❛t ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ s❡♥s✐t✐✈✐t②✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ■ ♣r❡s❡♥t ♠② ♦r✐❣✐♥❛❧

s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❝♦✉♣❧❡ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ t♦ ❛ ▲❊❑■❉✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧ ✐s ✜❧t❡r❡❞ ♦♥

❛ ❞✐♣❧❡①❡r ❛♥❞ ❡❛❝❤ s✉❜✲❜❛♥❞ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ♦♥❡ ❞❡t❡❝t♦r r❡s♦♥❛t✐♥❣ ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❊✈❡r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r

❛♥❞ t❤❡ ❞✐♣❧❡①❡r✲▲❊❑■❉ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❈❙❚ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❙t✉❞✐♦✱

t❤❡ ❞✐♣❧❡①❡r ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ r❡s♦♥❛t♦r ✇✐t❤ ❙♦♥♥❡t ❙♦❢t✇❛r❡✳

✺✳✶ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ s♦❧✈❡rs

❆♥ ✐❞❡❛❧ ❢✉❧❧ ✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡r t②♣❡✱

t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♦♥❡ s♦❧✈❡r ♦✈❡r ❛♥♦t❤❡r ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❛✛❡❝t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡

❡❛❝❤ s♦❧✈✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s❡s✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳ ❖t❤❡r

❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞

♠♦❞❡❧ r❡s♦♥❛♥❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ■ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ s♦❧✈❡rs ■ ❤❛✈❡

✉s❡❞ t♦ r✉♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❈❙❚ ❛♥❞ ❙♦♥♥❡t✳

✾✾
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❋✐♥✐t❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❋■❚✮ ✐♥ ❈❙❚

❚❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ s♦❧✈❡r✱ ♦r tr❛♥s✐❡♥t s♦❧✈❡r✱ ♦❢ ❈❙❚ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ st✉❞✐♦ ✉s❡s t❤❡ ❋✐♥✐t❡

■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ❙✲♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s✉✐t❡❞ ❢♦r ❤❡①✲

❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ❛ ✜♥✐t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✳ ❈❙❚ s♦❧✈❡s t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✬s

❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥ t✇♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s❡ts ♦❢ ♠❡s❤❡s ❬✾✶✱ ✾✷❪✳ ❊❧❡❝tr✐❝ ✈♦❧t❛❣❡s e ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝

✢✉①❡s b ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♠❡s❤ ❣r✐❞ G✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✢✉①❡s d ❛♥❞

♠❛❣♥❡t✐❝ ✈♦❧t❛❣❡s h ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ♠❡s❤✐♥❣ ❣r✐❞ G̃✳ ❊❛❝❤ s✐❞❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡

❝❡❧❧ ✐♥ G ❞❡s❝r✐❜❡s ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❋❛r❛❞❛②✬s ❧❛✇

ˆ

A

~E · d~s = − ∂

∂t

¨

A

~B · d ~A

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛tr✐① C

Ce = − ∂

∂t
b

❚❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ G̃ ✇✐t❤ t❤❡ ❆♠♣❡r❡✬s ❧❛✇✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥

❛ s❡t ❢♦r t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❤❡①❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤✱ ♦r t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✬s ●r✐❞

❊q✉❛t✐♦♥s ✭▼●❊s✮

Ce = − d

dt
b C̃h =

d

dt
d+ j

S̃d = q Sb = 0

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦♥ t❤❡ ❛r❡❛ ❛♥❞

❡❞❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳

❚❤❡ tr❛♥s✐❡♥t s♦❧✈❡r ❝❛rr✐❡s ♦✉t t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ r❡❝♦✈❡rs t❤❡ s♣❡❝✲

tr✉♠ ✇✐t❤ ❛ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❢♦r ❜r♦❛❞❜❛♥❞

❛♥❛❧②s✐s ♦r ❛r❜✐tr❛r② t✐♠❡ s✐❣♥❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ str✉❝✲

t✉r❡ s✐③❡ d ✉♥❞❡r st✉❞② ✐s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ d ≫ λmin

✇❤❡r❡ λmin ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❲❤❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ str♦♥❣ r❡s♦♥❛♥t

str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

■❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥❞s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡❝❛②s t♦ ③❡r♦✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r

❚r❛♥s❢♦r♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡
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r❡s✉❧ts✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ r✐♣♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❙✲♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤❡♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t

❡♥❡r❣② r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

■ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t s♦❧✈❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✲❝♦✉♣❧✐♥❣

❞❡s✐❣♥✳

❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ s♦❧✈❡r ✐♥ ❈❙❚

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s✉✐t❡❞ ❢♦r t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ❛♥❞ ❤❡①❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛✲

t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞

❜② ❛ t✐♠❡✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

~E (t) = ℜ
{
~E (ω) exp (iωt)

}

❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜② ❢r❡✲

q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡s t❤❡ ♣♦✐♥ts t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❞♦♠❛✐♥ s♦❧✈❡r ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ ✇❤❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ♥❛rr♦✇ ❜❛♥❞ s♣❡❝tr❛ ♦r ✐♥

❝❛s❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② s❤♦rt s✐③❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s d < λ✳ ■t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠♦r❡

r♦❜✉st t❤❛♥ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t s♦❧✈❡r✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♠❡s❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡

r❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❲❤❛t❡✈❡r t❤❡ s♦❧✈❡r✱ ❈❙❚ ❛❧❧♦✇s ❝r❡❛t✐♥❣ ❝✉st♦♠ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤

❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣

♠❡t❛❧s✳

■ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s♦❧✈❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r✉♥ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t s♦❧✈❡r✳

❊▼ ✐♥ ❙♦♥♥❡t ❙♦❢t✇❛r❡

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❙♦♥♥❡t ❛r❡ ❡♥❝❧♦s❡❞ ✐♥ ❛ ♠❡t❛❧ ❜♦① ♦❢ ✇❤✐❝❤ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡s ❝❛♥

❜❡ ♦♣❡♥❡❞ t♦ ❢r❡❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ✷✳✺❉ str✉❝t✉r❡ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥s

❛♥❞ ❛❞♦♣ts ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ▼❡t❤♦❞ ♦❢ ▼♦♠❡♥ts ✭▼♦▼✮ ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❛①✇❡❧❧✬s

❡q✉❛t✐♦♥s ❬✾✸✱ ✾✹❪✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❡✛❡❝t ✭❞✐s✲

♣❡rs✐♦♥✱ ❧♦ss❡s✱ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✳✳✳✮ ❛♥❞ ✉s❡s t❤❡ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❋❋❚✮ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡

❙✲♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙♦♥♥❡t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇✐t❤ ♣❧❛♥❛r str✉❝t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦❞✲

❡❧❡❞ ✐♥ ❧❛②❡rs✱ s✉❝❤ ❛s ♣❧❛♥❛r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ d ≪ λ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❙♦♥♥❡t ❛❧❧♦✇s ❝r❡❛t✐♥❣ ❝✉st♦♠ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✶✿ ❇❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛ ♠✐❝r♦str✐♣ ✭②❡❧❧♦✇✮ ✇✐t❤ t❤❡ ◆■❑❆ ♣✐①❡❧ ✭❞❛r❦ ❣r❛②✮ ❜②
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ t❤❡ t✇♦ str✐♣s✳

❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ❛ ❞✉❛❧ r❡s♦♥❛♥t s❧♦t ❛♥t❡♥♥❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛✲

t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ t✇♦ s✉❜✲❜❛♥❞s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦

❛ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s

♦❢ ♠✐❝r♦str✐♣ ❡①❝✐t❡❞ ❛♥t❡♥♥❛s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❛❝❝♦♠✲

♠♦❞❛t❡ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡ ❞✐♣❧❡①❡r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t✇♦ ✺t❤ ♦r❞❡r ❈❤❡❜②s❤❡✈

♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t❡❞ st✉❜ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡rs ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t 140 GHz ❛♥❞ 160 GHz r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❊❛❝❤ ▲❊❑■❉ ✐s t❤❡♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ✜❧t❡r✳

✺✳✸ ❆♥t❡♥♥❛✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ❑■❉s

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣❧❛♥❛r ❛♥t❡♥♥❛✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ❑■❉ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ♠✐❝r♦str✐♣ ❝♦✉♣❧✐♥❣

✇✐t❤ ❛ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ r❡s♦♥❛t♦r✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

❢r♦♠ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❛♥❞ ✜❧t❡r ❞❡s✐❣♥ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✇❡ ✉s❡ ❛ ♠✐❝r♦str✐♣ ❡①❝✐t❡❞ ❛♥t❡♥♥❛✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ❢❛❜r✐❝❛t❡ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡✱

t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ♠✉st ❧✐❡ ♦♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❛❧ ❧❛②❡r✳

✺✳✸✳✶ ❇❛s✐❝ ✐❞❡❛

❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ■ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ r❡s♦♥❛t♦r ✐s t❤❡ ◆■❑❆ ♣✐①❡❧ ❬✾✺❪

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳✶✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛

♠✐❝r♦str✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ✐♥ ◆❜✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s

♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ r❡s✐st✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✱ s♦ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❆❧✉♠✐♥✉♠

r❡s♦♥❛t♦r ✇✐❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ s✐❣♥❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ❢♦r

✇❤✐❝❤ ✐s t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♥♦t t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❚✲❥✉♥❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ■t
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✷✿ ❋✐rst ❞❡t❡❝t♦r ♣r♦t♦t②♣❡✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ❛♥t❡♥♥❛ ✭②❡❧❧♦✇✮ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r✳
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♠♦st ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✳

✐s ❝r✉❝✐❛❧ t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ❛r❡❛✱

s♦ ✇❡ ♠✉st ♣r❡✈❡♥t ♣♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r✳

❚♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ✜rst ♣r♦t♦t②♣❡ ■ ❤❛✈❡ r❡s❤❛♣❡❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

✇✐t❤ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ❝❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❚✲❥✉♥❝t✐♦♥ ■ ❤❛✈❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ ♣❛t❝❤ ♦♥

♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳✷✳ ❚❤❡ ♣❛t❝❤ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ λ/4

t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ s✐❣♥❛❧ t♦ ❝♦✉♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r

✐s ❛ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t✱ t❤❡ ♣❛t❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛t 1GHz✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥

♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤✐s ❞❡s✐❣♥ ✐s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❛♥❞

t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣r♦✉♥❞

♣❧❛♥❡ t♦ ❛✈♦✐❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞✉❡

t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✳ ❚❤✉s✱ ✐♥

❛ s❡❝♦♥❞ ❛tt❡♠♣t t♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ■ ❤❛✈❡ r❡❞❡s✐❣♥❡❞ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ♦✉t ♦❢ ❛

❝♦♣❧❛♥❛r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳✸✳ ❚❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ✐♥ ◆✐♦❜✐✉♠

✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r ❝❡♥tr❛❧ str✐♣ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥ ◆✐♦❜✐✉♠ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥ ❆❧✉♠✐♥✉♠✳

❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✐s ❡♥t✐r❡❧② ♠❛❞❡ ♦❢ ◆✐♦❜✐✉♠ s✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t ❛♥② ♣♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥

♦✈❡r ✐t✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤✐s ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣✲t♦✲❞❡t❡❝t♦r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦

❛ s✐♠♣❧❡ ♠✐❝r♦str✐♣✲t♦✲❈P❲ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r

✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤✉s ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢

❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❈P❲ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②

t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ tr♦✉❜❧❡s♦♠❡

❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❚✲❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛✐r❜r✐❞❣❡s ❛❝r♦ss t❤❡

t✇♦ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡s ✇♦✉❧❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛♦rt ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✸✿ ❙❡❝♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r ♣r♦t♦t②♣❡✳ ❚❤❡ ❝♦♣❧❛♥❛r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛
♠✐❝r♦str✐♣ ✭②❡❧❧♦✇✮ ✇✐t❤♦✉t ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡s ❛❧♦♥❣ ❛ ❈P❲✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

t❤❡ s❧♦t❧✐♥❡ ♠♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ♣♦✇❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦♥ ❆❧✉♠✐♥✉♠✳ ■

❢♦✉♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❜② ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r

❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✺✳✸✳✷ ❉❡t❡❝t♦r

❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡t❡❝t♦r ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳

✺✳✸✳✹✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ♦✉t ♦❢ ❛ ◆❜ ❈P❲✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛♥ ❆❧✉♠✐♥✉♠

❛❜s♦r❜❡r ❧♦❝❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♣❛❝✐t♦r ❤❛s ✶✷ ❛r♠s ♣❡r

❡❧❡❝tr♦❞❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳✺✱ ❡❛❝❤ ❛r♠ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❜② ❛ 3 µm

❣❛♣✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r ✐s ❛ 3 µm ◆❜ str✐♣ ✐♥ ❛ ♠❡❛♥❞❡r s❤❛♣❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦rt

❝✐r❝✉✐t❡❞✳ ❙✉❝❤ ❛ ❞❡s✐❣♥ ❤❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜❡♥❡✜ts✿

❼ ❚❤❡ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ❛ss✉r❡ t❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡s t♦ ❜❡

❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤♦✉t ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛✐r❜r✐❞❣❡s✳

❼ ❚❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r s♦ t❤❛t t❤❡ ❣❡♦♠✲

❡tr② ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡

r❡s♦♥❛t♦r t♦ s❡❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡✱ t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❚▲❙ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✳

❼ ❚❤❡ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t ❤❛s t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣✲

t♦✲❈P❲ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①❝✐t❡ t❤❡ ❝♦♣❧❛♥❛r ♠♦❞❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝✲
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t♦r ♠♦r❡ ❡❛s✐❧②✱ t❤✉s ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦✇❡r ❛❜s♦r❜❡❞

♦♥ t❤❡ ❆❧✉♠✐♥✉♠ str✐♣✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t❡❞ ❡♥❞s ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ▲❊❑■❉ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣

♥❡t✇♦r❦ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ 2 mm ❧♦♥❣ ❆❧✉♠✐♥✉♠ str✐♣ t♦ ❛❜s♦r❜ t❤❡

♠✐❧❧✐♠❡t❡r s✐❣♥❛❧ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ✐s 15 µm ✇✐❞❡ ✇✐t❤

3 µm ❣❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡ ❆❧✉♠✐♥✉♠ ✇✐❞t❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ t♦

♠❛t❝❤ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ◆❜ ❧✐♥❡✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥

❈❙❚ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆❧✉♠✐♥✉♠ ❈P❲✳ ❚❤❡ ◆✐♦❜✐✉♠

❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ P❊❈ ❛♥❞ t❤❡ ❆❧✉♠✐♥✉♠ ✇✐t❤ ❛ ✷✲❉ ❧❛②❡r ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡①

❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❛tt✐s✲❇❛r❞❡❡♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✹

❢♦r 20 nm t❤✐❝❦ ❆❧✉♠✐♥✉♠ ❛t 300 mK ✭t❛❜❧❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①✮✳

❚❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ t♦♥❡ ❢♦r t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛❧♦♥❣ t❤❡

❢❡❡❞❧✐♥❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇s t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ▲❊❑■❉✳ ■ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ▲❊❑■❉ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✇✐t❤ t❤❡

❢❡❡❞❧✐♥❡✿

✶✳ ❚❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ❝❡♥tr❛❧ str✐♣ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② 15 µm ❣❛♣✳

✷✳ ❆ ♥❛rr♦✇ str✐♣ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r✳ ❚❤❡

▲❊❑■❉ ✐s ❢r♦♠ 3 µm t♦ 9 µm ♠♦r❡ ❞✐st❛♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

t❤❡ ❣❛♣✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✳

❋✐❣✳ ✺✳✸✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ▲❊❑■❉ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ❛s

s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❙♦♥♥❡t✳ ❆t r❡s♦♥❛♥❝❡✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ✢♦✇s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❛♥❞ t❤❡

❝✉rr❡♥t ❤❛s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r ❛♥❞ ❛t t❤❡ t✇♦ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r✳

❚♦ ♠✉❧t✐♣❧❡① ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦♥❛t♦rs ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ■ ❤❛✈❡ ❝❤❛♥❣❡❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤

♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r✳ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳✼ s❤♦✇s ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤❛♥❣❡ ❜②

r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ◆❜ ✐♥❞✉❝t♦r ♦❢ ❛❜♦✉t 100 µm✳ ■ ❛✐♠ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡① ✉♣ t♦ ✶✹ ❞❡t❡❝t♦rs

✐♥ ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♥❛rr♦✇❡r t❤❛♥ 150 MHz✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡

♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦✈❡r❧❛♣s✳

✺✳✸✳✸ ❈♦✉♣❧✐♥❣

❇❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡rs ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦rs ✈✐❛ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡

❞❡s✐❣♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❧♦t❧✐♥❡ ♠♦❞❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r t❤❛t



✶✵✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❆◆❚❊◆◆❆✲❈❖❯P▲❊❉ ▲❊❑■❉

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✻✿ ❈✉rr❡♥t s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❙♦♥♥❡t ❢♦r ❛ ▲❊❑■❉ r❡s♦♥❛t✐♥❣ ❛t 1.461 GHz✳ ❈♦❧♦rs ❣♦ ❢r♦♠
❜❧✉❡ ✭♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥t❡♥s✐t②✮ t♦ r❡❞ ✭♠❛①✐♠✉♠ ✐♥t❡♥s✐t②✮✳ ❚❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐s ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ f0 ± (Qtot × f0) ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♥❧② ✢♦✇s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ✭t♦♣✮✳ ❆t r❡s♦♥❛♥❝❡✱
t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ❞r♦♣s ❞♦✇♥❀ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ▲❊❑■❉ ✐♥❞✉❝t♦r
❛♥❞ ❛t t❤❡ t✇♦ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✭❜♦tt♦♠✮✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❞✐❣✐t❛❧
❝❛♣❛❝✐t♦r ❛r♠s✳



✺✳✸✳ ❆◆❚❊◆◆❆✲❈❖❯P▲■◆● ❑■❉❙ ✶✵✾

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✼✿ ❇② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r ✭t♦♣✮ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✳
❚❤❡ ♣❧♦t s❤♦✇s ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ s❤✐❢t ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ 7 MHz ❢♦r s✐① r❡s♦♥❛t♦rs ✇✐t❤ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✐♥❞✉❝t♦r
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t 100 µm✳



✶✶✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❆◆❚❊◆◆❆✲❈❖❯P▲❊❉ ▲❊❑■❉

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✽✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ▲❊❑■❉ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r ♦✉t♣✉t ♠✐❝r♦str✐♣ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡
t✇♦ ❣❛♣s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✉❝t♦r ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ♠✐❝r♦str✐♣ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✇♦ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❛ss✉r❡s t❤❡ ❝♦♣❧❛♥❛r ♠♦❞❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r✳

✇♦✉❧❞ s✉❞❞❡♥❧② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ■ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞

t♦ ❝♦✉♣❧❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❣❛♣s ♦❢ t❤❡ ❈P❲ ✐♥❞✉❝t♦r✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❡❛❝❤ ✜❧t❡r ✐s ❛ 2 µm

✇✐❞❡ ♠✐❝r♦str✐♣✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s 5 µm ✇✐❞❡ ❛❢t❡r ❛ 600 µm ❧♦♥❣ t❛♣❡r❡❞ ❧✐♥❡✱ ❛♥❞

t❡r♠✐♥❛t❡s ✐♥ ❛ ♣♦✇❡r ❞✐✈✐❞❡r ❛❜♦✈❡ ♦♥❡ s❤♦rt❡❞ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ▲❊❑■❉ ✐♥❞✉❝t♦r✳ ❚❤❡

t✇♦ ❧✐♥❡s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② 500 nm ♦❢ s✐❧✐❝♦♥ ♦①✐❞❡✳ ❚❤❡ t✇♦ ❡♥❞s ♦❢ ❛ ♣♦✇❡r ❞✐✈✐❞❡r

♠✉st ❤❛✈❡ t✇✐❝❡ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❧✐♥❡✳ ❚❤✉s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳✽✱ t❤❡

♣♦✇❡r ❞✐✈✐❞❡r r❡q✉✐r❡s t❤❡ t✇♦ ♠✐❝r♦str✐♣s t♦ ❜❡ 2 µm ✇✐❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ♦❢

t❤❡ t❛♣❡r❡❞ ❧✐♥❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ 2 µm str✐♣ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ ❞❡s✐❣♥

q✉✐t❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✇♦ ❣❛♣s ♦❢ t❤❡ ❈P❲ ❧✐♥❡s

s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ s❧♦t❧✐♥❡s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣s ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ✐s

❝❛♣❛❝✐t✐✈❡❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✳ ❇♦t❤ t❤❡ s❧♦t❧✐♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣s ❤❛✈❡ ❛

r❡❛❝t✐✈❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛t t❤❡✐r ❡♥❞s✳ ❚❤❡ s❧♦t❧✐♥❡s ❡♥❞ ✇✐t❤ ❛ s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t❡❞ st✉❜✱ t❤❡

♠✐❝r♦str✐♣s ❡♥❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t❡❞ st✉❜✳ ❚❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛❧s♦

t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ str✐♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡❛❝t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ■♥ t♦t❛❧✱ ■ ❤❛✈❡ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦

s❡t ❢♦r ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✱ t❤❡ t✇♦ st✉❜s ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❛❧✉♠✐♥✉♠ str✐♣ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ■ ❤❛✈❡ r✉♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❈❙❚ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡

t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐✈✐❞❡r✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞

t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ str✐♣✳ ■ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❢❡✇ ✷❉ s✉r❢❛❝❡s ❢♦r ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❆ s♥❛♣s❤♦t

♦❢ t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳✾✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❡♥t❡rs t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡



✺✳✸✳ ❆◆❚❊◆◆❆✲❈❖❯P▲■◆● ❑■❉❙ ✶✶✶

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✾✿ ❋r♦♥t ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ▲❊❑■❉✲✜❧t❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❈❙❚ ✭t♦♣✮✳ ❩♦♦♠ ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
✭❧❡❢t✲❜♦tt♦♠✮ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❣r✐❞ ✭❜♦tt♦♠✲r✐❣t❤✮✳ ▼✐❧❧✐♠❡t❡r ✇❛✈❡s ❡♥t❡r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ♣♦rt ✷✱ ♣❛ss
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣✲❈P❲ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ str✐♣✳ ❆♥② r❡s✐❞✉❛❧
♣♦✇❡r ❝❛♠❡ ♦✉t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ♣♦rt ✶✳ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♣♦rt ✷ ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡
♠✐s♠❛t❝❤✐♥❣ ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✶✵✿ ❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ❛t 160 GHz✳

❢♦r♠ ♦❢ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r ✇❛✈❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ❧✐♥❡✳ ■❢ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛t t❤❡

❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❝♦rr❡❝t❧②✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❧♦t❧✐♥❡s ❜❡❧♦✇

✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✇♦ s❧♦t❧✐♥❡s ❝♦♠❜✐♥❡ t♦❣❡t❤❡r t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r

❈P❲✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ s②♠♠❡tr② ❛ss✉r❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s λ/4 ♦❢ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦

♠✐❝r♦str✐♣✲s❧♦t❧✐♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ t❤✉s t❤❡ t✇♦ s✐❣♥❛❧s ❝♦♠❜✐♥❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡

t✇♦ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛ss✉r❡s

t❤❡ ❝♦♣❧❛♥❛r ♠♦❞❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❈P❲✳ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ str✐♣✱

✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ✷❉ ❧❛②❡r ✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▼❛tt✐s✲❇❛r❞❡❡♥ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r ❡♥❞s ♦♥ ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♣♦rt✱ s♦

t❤❛t ■ ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r ❛♥② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✉♥❛❜s♦r❜❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s

✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡❛❝t❛♥❝❡ ❛r❡ s❡t✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❜s♦r❜❡❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥

t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ str✐♣ ❧❡♥❣t❤✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡

❧✐♥❡✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❆❧ str✐♣ ❧❡♥❣t❤ ♠❛② r❡q✉✐r❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡

✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛t t❤❡ ▲❊❑■❉✲✜❧t❡r tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳✶✵ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳✶✶✳ ❙t✉❜ t✉♥✐♥❣ ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡

✶✹✵ GHz ❛♥❞ ✶✻✵ GHz s✉❜✲❜❛♥❞s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥ ❛❜♦✉t t✇♦ ❧❛♠❜❞❛ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ str✐♣✱ ✇❤✐❝❤

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛❜♦✉t 880 µm ❛t 140 GHz ❛♥❞ 740 µm ❛t 160 GHz✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❣✐✈❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ 95% ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ s✉❜✲❜❛♥❞s ❛❧♦♥❣ t❤❡ 2 mm ❛❧✉♠✐♥✉♠

str✐♣✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣♦rt ✐s ❜❡❧♦✇ −20 dB✳

❈r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛r❡ t❤❡ st✉❜s ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ s②♠♠❡tr②✳ ❚❤❡②

❛✛❡❝t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❘❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ st✉❜ ❧❡♥❣t❤ ❜② ✷✼ µm ❛♥❞ t❤❡ s❧♦t st✉❜ ❧❡♥❣t❤ ❜② ✶✵

µm ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ♦❢ ✰✶✵ GHz ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✶✶✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✶✹✵ GHz ❛♥❞ ✶✻✵ GHz s✉❜✲❜❛♥❞s✳ ❚❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦♥
❆❧✉♠✐♥✉♠ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❜s♦r❜❡❞ ♦♥ ❆❧✉♠✐♥✉♠ ♦✈❡r t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✳ ❚❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r s✇❡❡♣✐♥❣ s♦♠❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳

❼ ❆ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❧♦t❧✐♥❡s ✇✐❧❧

r❡s✉❧t t♦ ❛♥ ✐♥❝♦rr❡❝t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♣❧❛♥❛r ♠♦❞❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r✳

❼ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❆❧✉♠✐♥✉♠ str✐♣ s❡ts t❤❡ t♦t❛❧ r❡❛❝t❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ❛♥❞ s♦ ✐t

❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳

✺✳✸✳✹ ❙❧♦t ❛♥t❡♥♥❛

❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ❛ ❞✉❛❧ r❡s♦♥❛♥t s❧♦t ❛♥t❡♥♥❛ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳ ❚❤❡ r❡s✲

♦♥❛♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t s♦❧✈❡r ✐♥ ❈❙❚✳ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳✶✷ s❤♦✇s ❛

s❝r❡❡♥s❤♦t ♦❢ t❤❡ ❈❙❚ ✸❉ ♠♦❞❡❧❡r✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ✷❉ ❧❛②❡r ♦❢

P❡r❢❡❝t ❊❧❡❝tr✐❝ ❈♦♥❞✉❝t♦r ✭P❊❈✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ 120 nm t❤✐❝❦

◆✐♦❜✐✉♠ ❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥ t♦ s✉❜✲❦❡❧✈✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ s✐❧✐❝♦♥ s✉❜str❛t❡ ✐s ❧♦ss ❢r❡❡

✇✐t❤ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ 11.9 ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙✐❖ ❧❛②❡r ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧

✇✐t❤ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ 3.7✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ✐s ❛❧s♦ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ P❊❈ ❛♥❞ ❤❛s ♦♥❡

❡♥❞ ❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♣♦rt✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✶✷ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ❛♥❞

✷✵ t✐♠❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝✳ ❚❤❡ ♣♦rt s✐③❡ ♠✉st ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦✲

❞❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ str✐♣✳ ❚❤❡ s❧♦t ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ❧❛r❣❡❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ s❡t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✶✷✿ ❉✉❛❧ r❡s♦♥❛♥t s❧♦t ❛♥t❡♥♥❛ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ❈❙❚✳ ❚❤❡ ❙✐❖ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✐s ♥♦t s❤♦✇♥✳ ❚❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦① ✭450 µm× 700 µm✮ ❤❛s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♣❡♥ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ y ❛♥❞ x ❛ss✉r❡s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ t♦ ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡ ✐♥ s✐③❡✳

❤♦✇ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① ❡❞❣❡s✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝❤✐♣ ❤❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ 4 cm2✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ✐s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧②

❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ s✐③❡✳ ■

❤❛✈❡ ✉s❡❞ ♦♣❡♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ x ❛♥❞ y ❛①✐s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ str✉❝t✉r❡✳

❚❤❡ ♦♣❡♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❞

r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉ str✉❝t✉r❡ t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡ z ❛①✐s✱ ✐♥

❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ♦♣❡♥ ✇✐t❤ ❡①tr❛ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✸❉ str✉❝t✉r❡

♣❡r✐♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ t♦ ❜❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ✐♥ ❢r❡❡

s♣❛❝❡✳

❇② ❞❡❢❛✉❧t✱ ❈❙❚ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♠❡s❤ ❣r✐❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✜❡❧❞s

❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣✲s❧♦t ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ♠❡s❤✱ ■ ❤❛✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞

t✇♦ ✷❉ ♠❡s❤✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳✶✸ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜✉t ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t♦ ❛❧t❡r t❤❡ ♠❡s❤✳ ❖♥❡ ♠❡s❤✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ✐s

❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ s❧♦t ❛♥❞ ✐s 6 µm ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s❧♦t ✇✐❞t❤ ❛♥❞ 8 µm ❧❛r❣❡r t❤❛♥

t❤❡ s❧♦t ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛ss✉r❡ t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦✈❡rs t❤❡ s❧♦t ❡❞❣❡s ❛♥❞

♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡s❤✐♥❣ ❣r✐❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝✉rr❡♥t✳ ■ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ 1 µm ♦❢ ♠❡s❤ ❝❡❧❧

s✐③❡ ♦♥ t❤❡ x ❛①✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞

2 µm ❛❧♦♥❣ t❤❡ y ❛①✐s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♠❡s❤✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ 12 µm ♦❢ t❤❡

♠✐❝r♦str✐♣ ♦♣❡♥ ❡♥❞s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡s❤ ❝❡❧❧ ♦❢ 1 µm ✐♥ t❤❡ y ❛①✐s t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ❧✐♥❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❆❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ ❤❛s t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✶✸✿ ❚♦♣✿ ❚❤❡ t✇♦ ♠❡s❤✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ♠❡s❤ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❧♦t ❛♥❞ ❛t t❤❡
♠✐❝r♦str✐♣ ❡♥❞✳ ❇♦tt♦♠✿ ❚❤❡ ♠❡s❤ ❣r✐❞ ✐♥ t❤❡ xy ♣❧❛♥❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ s✉r❢❛❝❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✶✹✿ ❙tr✐♣ ❧❡♥❣t❤ s✇❡❡♣ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐❝r♦str✐♣ ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡❞❣❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②
✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ❞✉❛❧ r❡s♦♥❛♥t s❧♦t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❞❣❡ s❡ts t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❛♥t❡♥♥❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ t❤❡ str✐♣ ❧❡♥❣t❤ s❡❧❡❝ts t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ λ ❛♥❞ λs✳

t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠❡s❤✐♥❣ ❣r✐❞ ✐s ♥♦t ❧♦❝❛❧ ❜✉t ❡①t❡♥❞s ❛❝r♦ss t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦①✱

❞r❛st✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡s❤ ❝❡❧❧s ❛♥❞ s♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ s❧♦t ♦❢ s✐③❡ 32 µm×382 µm ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳✶✹ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ s❡❧❡❝t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ λ/2 r❡s♦♥❛♥❝❡

♦r t❤❡ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t❡❞ λs/2 r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ λ ❝❧♦s❡ t♦ λs✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ str✐♣ ❧❡♥❣t❤ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❞✉❛❧ r❡s♦♥❛♥t s❧♦t✳ ❆♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ str✐♣

t♦ t❤❡ s❧♦t ❡❞❣❡✱ λ ❜❡❝♦♠❡ ❝❧♦s❡r t♦ λs ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡

✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✐s ❛ s❧♦t ❡①❝✐t❡❞ ✇✐t❤ ❛ 2 µm str✐♣ ✇❤✐❝❤ ✐s 44 µm ❞✐st❛♥t ❢r♦♠ ♦♥❡

❡❞❣❡ ❛♥❞ ❡♥❞s 90 µm ❛❢t❡r t❤❡ s❧♦t✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✇✐t❤

❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ❛❧♠♦st 40% ❛t −10 dB ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t 150 GHz✳ ❚❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦❢

s✉❝❤ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✺✳✸✳✶✼✮ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦

s✉❜✲❜❛♥❞s✳

❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ❛❧s♦ ❛✛❡❝t t❤❡

❢❛r✜❡❧❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❙❚ ♥❡❡❞s ❡①tr❛ s♣❛❝❡ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❢♦r ❛ ♣r♦♣❡r ❢❛r✜❡❧❞

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❧♦t ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡✳ ❆♥

✐♥✜♥✐t❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐❢ ✐ts s✐③❡ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳

❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①tr❛ s♣❛❝❡ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❢♦r ❛

st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡s❤ r❡✜♥✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❧♦t ✇♦✉❧❞ s♣r❡❛❞ ❛❝r♦ss t❤❡

❡♥t✐r❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞

♣❧❛♥❡ ✇♦✉❧❞♥✬t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡s❝❛♣❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t s♦❧✈❡r ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡

❛ tr✉♥❝❛t❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦♥

t❤❡ ❢❛r✜❡❧❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳✶✺ ❢♦r t❤r❡❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ s✐③❡s✳ ❇♦✉♥❞❛r✐❡s ♦♥ t❤❡

xy ♣❧❛♥❡ ❛r❡ ✜①❡❞✱ ■ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✇♦ ❝❛s❡s ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡❧♦✇ t❤❡ s✐❧✐❝♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✶✺✿ ❋❛r✜❡❧❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❙❚ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜♦① s✐③❡s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❜❡❧♦✇ t❤❡ s✐❧✐❝♦♥ s✉❜str❛t❡✳



✶✶✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❆◆❚❊◆◆❆✲❈❖❯P▲❊❉ ▲❊❑■❉

s✉❜str❛t❡✿ ❡①tr❛ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ♦♣❡♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦ ❡①tr❛ s♣❛❝❡ ✐s ❛❞❞❡❞✳

■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢❛r✜❡❧❞ s❤♦✇s ❡①tr❛ str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞

❞✐♣♦❧❡✳

✺✳✸✳✺ ❉✐♣❧❡①❡r

❚❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ♥❡t✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❙♦♥♥❡t ❙♦❢t✇❛r❡✳ ■ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦

✉s❡ t❤❡ ✺t❤ ♦r❞❡r ❈❤❡❜②s❤❡✈ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t❡❞ st✉❜ ❜❛♥❞♣❛ss t♦ ✜❧t❡r t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡

r❡❛s♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❼ ■ ✇❛♥t t♦ ❛✈♦✐❞ ✜❧t❡rs ✇✐t❤ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡✲❝♦✉♣❧❡❞ ❧✐♥❡s t❤❛t ❝❛♥ ❡①❝✐t❡ s♦♠❡ ♣r♦♣✲

❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ♦✈❡r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡✴❞✐❡❧❡❝tr✐❝✳

❼ ❙t❡♣♣❡❞ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ✜❧t❡rs ❛r❡ ❛❧s♦ ❛♥ ♦♣t✐♦♥ ❜✉t ❛r❡ ❧❡ss ✢❡①✐❜❧❡ t❤❛♥ st✉❜s

❛♥❞ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ❧✐♥❡ ✇✐❞t❤ ✐s ❛❧r❡❛❞② ♣✉s❤✐♥❣ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t✳

❼ ❙❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t❡❞ st✉❜ ✜❧t❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧❧② s❤♦rt❡r ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♣❡♥✲❝✐r❝✉✐t❡❞ st✉❜ ✜❧t❡rs✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s❤♦rt ❝✐r❝✉✐t

✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ♦♥❡ str✐♣ ❡♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡✱ t❤✉s ✐t

r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ❡✛♦rt ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❞✐♣❧❡①❡r ✐♥❝❧✉❞❡s t✇♦ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡rs ✇✐t❤ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ❛❜♦✉t 10%✱ ✇❤✐❝❤

✐s t✉♥❡❞ t♦ ✜t ✐♥ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝r♦ss t❛❧❦✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧

❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ 140GHz ❛♥❞ 160GHz r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❊❛❝❤ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞

❜② t❡♥ st✉❜s✱ ✜✈❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ q✉❛rt❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❧♦♥❣ ❛♥❞ ✜✈❡ ❛r❡ ❤❛❧❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤

❧♦♥❣✳ ❚❤❡ ❤❛❧❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ st✉❜s ❛r❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛rt❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ st✉❜s

❛♥❞ t♦❣❡t❤❡r t❤❡② ❢♦r♠ ✜✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❈❤❡❜②s❤❡✈ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t

✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✳✶✻ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ❛s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✷✳✸✳✺✳ ❚❤❡ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ✜❧t❡r❡❞ ♦♥ ❛ ❚✲❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜❧t❡rs

❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ λ/4 t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ✜❧t❡r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✺✳✸✳✶✼ t♦ ❛✈♦✐❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✳ ■♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r t❤❡ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ♦❢

t❤❡ ❞✐♣❧❡①❡r ❝❛♥ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣

✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛✐♥❧✐♥❡ ✐s ♦♥❧② 2 µm ✇✐❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❚✲

❥✉♥❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t♦ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡ t❤❡ str✐♣ ✇✐❞t❤✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧r❡❛❞② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

t❤❡ ♠✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✶✻✿ ❈❛❧❝✉❧❛t❡❞ s✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✜❧t❡r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ 2 µm ✇✐❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ❛t ❡♥❞s✱
♣❛ss❜❛♥❞ r✐♣♣❧❡ ♦❢ 0.01 dB ❛♥❞ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♣♦❧❡ ❛r♦✉♥❞ 90 GHz✳ ❚♦♣✿ ✜❧t❡r ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t
140 GHz✳ ❇♦tt♦♠✿ ✜❧t❡r ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t 160 GHz✳



✶✷✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❆◆❚❊◆◆❆✲❈❖❯P▲❊❉ ▲❊❑■❉

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✶✼✿ ❋✐❧t❡rs ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞✐♣❧❡①❡r✳ ❚❤❡ ♣❧♦t s❤♦✇s t❤❡ t✇♦ ❜❛♥❞s ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ r❡s♦♥❛♥❝❡✳

✺✳✹ P✐①❡❧ ❉❡s✐❣♥

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧✲❝♦❧♦r ♣✐①❡❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✳✶ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❜r✐✲

❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r ✇❛✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣

♥❡t✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ 120 nm t❤✐❝❦ ◆❜ ❧❛②❡r✶ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦✈❡r ❛ 0.5 µm ❙✐❧✐❝♦♥

♦①✐❞❡✳ ❚❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ✐s ❛❧s♦ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ t♦ ❛✈♦✐❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t

❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❧♦t✳ ❚❤❡ r❡s♦♥❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧✱

✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ 120 nm t❤✐❝❦ ◆❜ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ▲❊❑■❉✲✜❧t❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s

❝❛♣❛❝✐t✐✈❡✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❛ ◆❜ ❈P❲ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▲❊❑■❉ ✐♥✲

❞✉❝t♦r✳ ❚❤❡ ❈P❲ tr❛♥s✐ts t♦ ❛♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ str✐♣ 20 nm t❤✐❝❦✳ ❚❤❡ str✐♣ ✐s ❛❜♦✉t

2 mm ❧♦♥❣ ❛♥❞ ❛ss✉r❡s t❤❡ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r ✇❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛❧ ✈✐❛ ❈♦♦♣❡r

P❛✐r ❜r❡❛❦✐♥❣✳

✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ✜♥❛❧ ♣✐①❡❧ ❞❡s✐❣♥ r❡q✉✐r❡s ♦♥❧② ❢♦✉r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥s✱ ♥♦ ❢✉rt❤❡r str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♥❡❝✲

❡ss❛r② t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❢t❡r ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ✭❛✐r❜r✐❞❣❡s✱ ❱■❆s✱ ✳✳✳✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝❧❡❛r

❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢♦r ❢❛❜r✐❝❛t✐♥❣ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ❞❡✈✐❝❡✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ ❣♦♦❞ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✿ ❜♦t❤ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡
✶❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ 300 µm ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t②

❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳



✺✳✺✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✶✷✶

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳✶✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r
❛r❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦✈❡r ❛ s✐❧✐❝♦♥ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠ str✐♣✳ ❚❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ♦✈❡r t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡
❛♥t❡♥♥❛ ✐s ❡①❛❣❣❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳

♠❛t❝❤✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t❡ r❡✢❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 1% ✐♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②

r❛♥❣❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ r❡❧✐❡s ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡♥✬t ❢❛❜✲

r✐❝❛t❡❞ ❛ ❞❡♠♦♥str❛t♦r ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ t❡st ❞✐✛❡r❡♥t

♣r♦t♦t②♣❡s ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s✇❡❡♣s t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡❛❧ ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡✳ ▼❛❥♦r ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡

❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❆t t❤✐s st❛❣❡ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡①

❧❡ss t❤❛♥ ✶✹ ❞❡t❡❝t♦rs ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❤✐♣✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r

✐s ♥♦t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s✱ t❤✉s ■ ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡

♣✐①❡❧ ✇❤❡♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ s✇❡❡♣✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ■ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥

t❤❡ ♠✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ■ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡s❡ s✇❡❡♣s✳
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❈❤❛♣t❡r ✻

▼✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥

▼✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❡❛s s✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡

tr❛♥s✐st♦r✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠✐❝r♦❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✭✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝✐r❝✉✐ts✱ ✳✳✳✮✱ ♠✐❝r♦♠❛❝❤✐♥❡s

✭r♦❜♦t✐❝s✱ ♠❡❝❤❛tr♦♥✐❝s✱ ✳✳✳✮ ❛♥❞ ♥❛♥♦t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❈❧❡❛♥ r♦♦♠ ❢♦r ♠✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛✲

t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s str✐❝t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❣✉❧❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛t✲

♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ♠♦st ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❡r sq✉❛r❡

♠❡t❡r✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ■ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡♠♣❤❛s✐s

♦♥ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ t♦ ❢❛❜r✐❝❛t❡ ❑■❉s✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ♠② ✇♦r❦✱ ■

❤❛✈❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❋✳ ❇♦✉ss❛❤❛✱ ❙✳ ❇❡❧❞✐ ❛♥❞ ❈✳ ❈❤❛✉♠♦♥t ❛t P❛r✐s ❖❜s❡r✈❛t♦r②

t♦ ❞❡s✐❣♥❡❞ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❛s❦s ✉s❡❞ ❢♦r ❢❛❜r✐❝❛t✐♥❣ s♦♠❡ ❞❡♠♦♥str❛t♦rs✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞

❧✐❢t♦✛ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❞❡♣♦s✐t✐♥❣ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝s ✭❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ♠❡t❛❧s ✭s♣✉tt❡r✐♥❣✮✳

✻✳✶ ❉❡♣♦s✐t✐♦♥

❙❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①✐st ❢♦r ❞❡♣♦s✐t✐♥❣ t❤✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧❛②❡r ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss ❞♦✇♥ t♦ ❢❡✇

♥❛♥♦♠❡t❡rs✳ ■ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t✇♦ ♦❢ t❤❡♠✱ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣✉tt❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❡①♣❧♦✐t❡❞ ❢♦r ❑■❉ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛t P❛r✐s ❖❜s❡r✈❛t♦r②✳ ❇♦t❤ ❛r❡ ❛ t②♣❡ ♦❢ P❤②s✐❝❛❧

❱❛♣♦✉r ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭P❱❉✮ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬✾✻❪✳

❼ ❊✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥s ❜② ❤❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❝✉✉♠ ❝❤❛♠❜❡r✳

❖♥❝❡ ❡①❝❡❡❞❡❞ t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ ❛t♦♠s ♠♦✈❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♦♥ ❛

✶✷✸
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str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✉♥✐❢♦r✲

♠✐t② ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss✱ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❈❧❡❛♥

r♦♦♠ ❛t P❛r✐s ❖❜s❡r✈❛t♦r② ✉s❡s ❛ ❏♦✉❧❡ ❡✛❡❝t ❤❡❛t✐♥❣ s②st❡♠ t♦ ❡✈❛♣♦r❛t❡ t❤❡

❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❧❛②❡r ✭❙✐❖✮✳

❼ ❙♣✉tt❡r✐♥❣ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ s♦ ✐t ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ ❝❛s❡

♦❢ ❧❛r❣❡ ✇❛❢❡rs✳ ❆t P❛r✐s ❖❜s❡r✈❛t♦r② s♣✉tt❡r✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❡❛♥ r♦♦♠

t♦ ❞❡♣♦s✐t ♠❡t❛❧s ✭❆❧✱ ◆❜✮✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ✇❛❢❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t♦ ❞❡♣♦s✐t

❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛❝✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❚❤❡

❛♥♦❞❡ ✐s t❤❡ ✇❛❢❡r ♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ✐s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❚❤❡

❝❤❛♠❜❡r ✐s t❤❡♥ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ♥❡✉tr❛❧ ❣❛s✱ ✉s✉❛❧❧② ❆r❣♦♥✳ ❆ str♦♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞

✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ✐♦♥✐③✐♥❣ t❤❡ ❣❛s✳ P♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥s ❤✐t t❤❡

♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❡❥❡❝t s♦♠❡ ❛t♦♠s ❜② ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❢❡✇ eV ✱

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 60000 K✱ ❛♥❞ r❡❛❝❤ t❤❡ ✇❛❢❡r

❛❢t❡r ♠❛♥② ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛r❣♦♥ ❣❛s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛t T = 300 K✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s

❝❛❧❧❡❞ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✢✉① ♦♥ t❤❡ ✇❛❢❡r ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡♥❡r❣②

♦❢ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❧❡ss r❡✲s♣✉tt❡r✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✳

✻✳✷ ▲✐t❤♦❣r❛♣❤②

▼✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs ♦✈❡r ❛ s✉❜✲

str❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐❧✐❝♦♥ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❝✉t

✐♥ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❞❡✜♥✐t❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛ ❞✐s❦ s❤❛♣❡❞ s✐❧✐❝♦♥ s✉❜str❛t❡ t❤❛t

✐s ❝❛❧❧❡❞ ✇❛❢❡r✳ ❆t P❛r✐s ❖❜s❡r✈❛t♦r② ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ 3 ✐♥❝❤❡s ✇✐❞❡ ✭76 mm✮ s✐❧✐❝♦♥

✇❛❢❡rs ✇✐t❤ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ 300 µm✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❧✐t❤♦❣r❛♣❤② ❛❧❧♦✇s

t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ ❞❡t❛✐❧s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛ ♠✐❝r♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢

❞❡♣♦s✐t✐♥❣ ❛ t❤✐♥ ❧❛②❡r ♦❢ ✜①❡❞ ❣❡♦♠❡tr② r❡q✉✐r❡s ♣❤♦t♦♠❛s❦s ❛♥❞ ♣❤♦t♦s❡♥s✐t✐✈❡

✜❧♠s ✭♦r ♣❤♦t♦r❡s✐sts✮✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♠❛s❦ ✐s ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❯❱ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s ❛

s❤❛❞♦✇ ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦r❡s✐st✳ ■t ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❝❤❡♠✐❝❛❧s✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤

✉s❡❞ ✇✐❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❞❡t❛✐❧ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦r❡s✐st ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r

♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ✐ts ♣♦❧❛r✐t②✳ P♦s✐t✐✈❡ ♣❤♦t♦r❡s✐sts ❛r❡ s♦❧✉❜❧❡ ❛❢t❡r ❜❡✐♥❣ ✐rr❛✲

❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧✐❣❤t✳ ◆❡❣❛t✐✈❡ ♣❤♦t♦r❡s✐sts ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦r❡s✐st

✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❛✛❡❝t t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❛s❦✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❝❛s❡s✿

❼ ◆❡❣❛t✐✈❡ ♣❤♦t♦r❡s✐st✿ t❤❡ ❯❱ ❧✐❣❤t ✐rr❛❞✐❛t❡s t❤❡ ♣❤♦t♦r❡s✐st ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
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♣❤♦t♦♠❛s❦ s❤❛♣❡✳ ❆ t❤✐♥ ❧❛②❡r ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ t♦ ❜❡ s❤❛♣❡❞ ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❜❡❧♦✇

t❤❡ ♣❤♦t♦r❡s✐st✳ ❲❤❡♥ ❞✐ss♦❧✈❡❞✱ t❤❡ ♥♦♥✲✐rr❛❞✐❛t❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦r❡s✐st

❞✐s❛♣♣❡❛r ❛♥❞ ✇❤❛t r❡♠❛✐♥s ✐s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❛s❦ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡

❞❡s✐r❡❞ s❤❛♣❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛②❡r ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡♥✱ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜❛r❡ t❤✐♥ ❧❛②❡r ❝❛♥ ❜❡

❡t❝❤❡❞ ✈✐❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧s ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦r❡s✐st ❛❝ts ❛s ❛ ♠❛s❦

❞✉r✐♥❣ t❤✐s st❡♣✳

❼ P♦s✐t✐✈❡ ♣❤♦t♦r❡s✐st✿ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦r❡s✐st ❞✐s❛♣♣❡❛r

✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❛s❦✳ ❚❤❡ t❤✐♥ ❧❛②❡r

✐s t❤❡♥ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♣❤♦t♦r❡s✐st✳ ❆ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞✐ss♦❧✈❡ t❤❡

♣❤♦t♦r❡s✐st ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤✐♥ ❧❛②❡r ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s

r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❧✐❢t♦✛✳

❚❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ♣❤♦t♦r❡s✐st ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ t❤❡

❧✐❢t♦✛✴❡t❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■♥ t❤♦s❡ ❝❛s❡s✱ ♣✐❝t✉r❡s ✇♦rt❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✇♦r❞s✳ ❋✐❣✳ ✻✳✷✳✶✱

✻✳✷✳✷✱ ✻✳✷✳✸ ❛♥❞ ✻✳✷✳✹ s❤♦✇ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ st❡♣s t♦ ❢❛❜r✐❝❛t❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡

s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♠❛s❦ ❜② ✉s✐♥❣ ❡t❝❤✐♥❣ ♦r ❧✐❢t♦✛ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❋♦r ❑■❉s ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛t

P❛r✐s ❖❜s❡r✈❛t♦r② ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❧✐❢t♦✛ ❜♦t❤ ❢♦r ♠❡t❛❧s ❛♥❞ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✳

✻✳✸ ❈❤✐♣s ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢❛❜r✐❝❛t❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ■ ❤❛✈❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦✉r ♣❤♦✲

t♦♠❛s❦s ✐♥ t♦t❛❧✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢

❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✶✳ ◆✐♦❜✐✉♠ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ s❧♦t ❛♥t❡♥♥❛✱ ♣❛rt ♦❢

t❤❡ ▲❊❑■❉ ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡✳

✷✳ ❆❧✉♠✐♥✉♠ str✐♣s✳

✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ✭❙✐❖✮✳

✹✳ ◆✐♦❜✐✉♠ ♠✐❝r♦str✐♣ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❧t❡rs✳

❊❛❝❤ ♠❛s❦ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ✜✈❡ ❝❤✐♣s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ t❤r❡❡ ✐♥❝❤❡s ❧❛r❣❡

✇❛❢❡r✳ P✐①❡❧ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r s✇❡❡♣ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳ ❚❤❡

✜rst ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛tt❡♠♣t ✇❛s ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧✿ t❤❡ ♣❤♦t♦r❡s✐st ✉s❡❞ t♦ ❞❡♣♦s✐t t❤❡ ❞✐✲
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳✶✿ ▲✐❢t♦✛ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❤♦t♦r❡s✐st✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳✷✿ ❊t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❤♦t♦r❡s✐st✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳✸✿ ▲✐❢t♦✛ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❤♦t♦r❡s✐st✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳✹✿ ❊t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❤♦t♦r❡s✐st✳
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❡❧❡❝tr✐❝ r❡♠♦✈❡❞ ❛♥② ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ ♦♥❝❡ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❝❤❡♠✐❝❛❧s✳ ❚♦

✜① t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ t♦♦❦ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❡❡s ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ♦♥

♦♥❡ s✐❞❡✱ s♦ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡❞ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ❛♥❞ ❞❡♣♦s✐t❡❞ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❛t ❧❛st ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ◆✐♦❜✐✉♠ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡✳

✷✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ✭❙✐❖✮✳

✸✳ ◆✐♦❜✐✉♠ ♠✐❝r♦str✐♣ ♥❡t✇♦r❦✳

✹✳ ❆❧✉♠✐♥✉♠ str✐♣s✳

❚❤✐s ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥❞❡❡❞ t♦ ❞❡♣♦s✐t t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❝❡

t❡st❡❞✱ ❝❤✐♣s s❤♦✇❡❞ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡s❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞

✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳ ❚❤❡ ●❊P■ ❣r♦✉♣ ❛t t❤❡ ❖❜s❡r✈❛t♦r② ✜❣✉r❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡

♠❛✐♥ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ r❡♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❛s t❤❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts ❧❡❢t

❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛❞❞ ✉♣ ❛♥❞ ❛✛❡❝t t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✳ ❲❡

t❤❡♥ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛ t❤✐r❞ ❝❤✐♣ s❡t✱ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤♦t♦♠❛s❦ ♦r❞❡r✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❝✐❞

t♦ ❝❧❡❛♥ t❤❡ ✇❛❢❡r s✉r❢❛❝❡ ❜❡❢♦r❡ ❞❡♣♦s✐t✐♥❣ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠✳ ❋❛❜r✐❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

✉s❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛tt❡♠♣ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✸✳✶✳

❚❤❡ ●❊P■ ❣r♦✉♣ ❛t P❛r✐s ❖❜s❡r✈❛t♦r② ♣r♦❞✉❝❡❞ t✇♦ s❡ts ♦❢ ❝❤✐♣s ♦♥ ❛ 3′′ s✐❧✐❝♦♥

✇❛❢❡rs✳ ❊❛❝❤ ✇❛❢❡r ✐♥❝❧✉❞❡s ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤✐♣s t❤❛t ■ t❡st❡❞ ❛t ❆P❈ ✐♥ ❛ 300 mK

❝r②♦st❛t ❛♥❞ ❛t ■♥st✐t✉t ◆❊❊▲ ✐♥ ❛ 50 mK ❝r②♦st❛t✳ ❚❤❡ t✇♦ s❡ts ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❣❡♦♠❡tr② ❜✉t ❞✐✛❡rs ✐♥ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥

✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢❡✇ ❝❤✐♣s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s s♠❛❧❧ ❞❡❢❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡s❡ ❝❤✐♣s ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❲❡ t❡st❡❞ ✐♥ t♦t❛❧ ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤✐♣s✱ t✇♦ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥

s❡t ❛♥❞ t❤r❡❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞✳ ❋✐❣✳ ✻✳✸✳✷ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✻✳✸✳✸ s❤♦✇ ❛ s❛♠♣❧❡ ❝❤✐♣ s❡t

❧❛②♦✉t✳ ❊❛❝❤ ❝❤✐♣ ❝♦♥t❛✐♥s✿

❼ ❚✇♦ ❞✉❛❧✲❜❛♥❞ ♣✐①❡❧s

❼ ❖♥❡ ♦r t✇♦ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs ❢♦r r❡❢❡r❡♥❝❡

❼ ❯♣ t♦ ♥✐♥❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ▲❊❑■❉s



✻✳✸✳ ❈❍■P❙ ❋❆❇❘■❈❆❚■❖◆ ✶✸✶

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳✶✿ ❋❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛tt❡♠♣ts✳ ❚❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ✇❛s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
✇❛s❤❡❞ ♦✉t ❜② ❢✉rt❤❡r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❛tt❡♠♣t✳ ❋✐rst ❝❤✐♣ ♠❡❛s✉r❡❞ ✭✜rst r✉♥✮ ❤❛s ❜❡❡♥
❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦r❞❡r ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❧❛st✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛ t❤✐r❞ ❝❤✐♣ s❡t ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡✛♦rt ♦♥ ❝❧❡❛♥✐♥❣
t❤❡ ✇❛❢❡r s✉r❢❛❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳✷✿ ▲❛②♦✉t ♦❢ ✜✈❡ ❝❤✐♣s ♦♥ ❛ ✸ ✐♥❝❤❡s ✇❛❢❡r ✭❧❡❢t✮✳ ❩♦♦♠ ♦♥ ♦♥❡ ❝❤✐♣ ✭r✐❣❤t✮ ✇✐t❤ ✷ ❞✉❛❧
❜❛♥❞ ♣✐①❡❧s✱ ✾ s✐♥❣❧❡ ✜❧t❡r ♣✐①❡❧s ❛♥❞ ❛ s♣❛r❡ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ❞❡t❡❝t♦r✳



✶✸✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ▼■❈❘❖❋❆❇❘■❈❆❚■❖◆

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳✸✿ ❖♥❡ ❝❤✐♣ ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ ❛ ❝❤✐♣ ❤♦❧❞❡r ✇✐t❤ t✇♦ 50 Ω ❝♦❛①✐❛❧ ❝❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡❝t♦rs ✭❧❡❢t✮✳
❩♦♦♠ ❛t ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭r✐❣❤t✮✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✶✿ ▲❊❑■❉✲❋❡❡❞❧✐♥❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② s✇❡❡♣✳ ■♥ ♦♥❡ ❝❛s❡ t❤❡ t✇♦ ❧✐♥❡s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜②
3 µm ✲ 5 µm ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡✳

✻✳✹ P❛r❛♠❡t❡r s✇❡❡♣s

❚❤❡ t❤r❡❡✲✐♥❝❤❡s ✇❛❢❡r ❤❛s ❡♥♦✉❣❤ s♣❛❝❡ t♦ ✜t ✜✈❡ ❝❤✐♣s ♦❢ s✐③❡ 2 cm × 2 cm ✐♥

✐t✳ ❚❤❡s❡ ❝❤✐♣s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✐①❡❧ ❣❡♦♠❡tr②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ s✇❡❡♣ s♦♠❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✹✳✶✱ ❋✐❣✳ ✻✳✹✳✷ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✻✳✹✳✸✳ ■♥ t♦t❛❧ ■ ❤❛✈❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐① s✇❡❡♣s ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✿

❼ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣✐①❡❧s ✐s t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡

▲❊❑■❉ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s t❤❡ t✇♦ ❈P❲ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛

str✐♣ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ✭t②♣❡ ✏❝❧♦s❡✑ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✮✱ ✐♥ ♦t❤❡r ❝❤✐♣s t❤❡ t✇♦

❝❡♥tr❛❧ str✐♣s ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ♥♦ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭t②♣❡ ✏♦♣❡♥✑ ❢❡❡❞✲

❧✐♥❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✮✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ♦❢ t❤✐s s✇❡❡♣ ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡



✻✳✹✳ P❆❘❆▼❊❚❊❘ ❙❲❊❊P❙ ✶✸✸

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✷✿ ▼✐❝r♦str✐♣✲❈P❲ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭r✐❣t❤✮ ❛♥❞ ❆♥t❡♥♥❛ ✭❧❡❢t ✮ ♣❛r❛♠❡t❡r s✇❡❡♣s✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✸✿ ❚✇♦ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ▲❊❑■❉ ❣❡♦♠❡tr②✱ ♦♥❡ ✇✐t❤ ✜❧t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡
❛♥t❡♥♥❛ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ▲❊❑■❉✳ ❚❤❡ t✇♦ ❞✉❛❧ ❝♦❧♦r ♣✐①❡❧s ❤❛✈❡ ✜❧t❡rs ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♣❧❡①❡r✳



✶✸✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ▼■❈❘❖❋❆❇❘■❈❆❚■❖◆

♦♣❡♥ ❣❡♦♠❡tr② ❣✐✈❡s ❛ ❞❡❡♣❡r r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❝❧♦s❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐s

♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ r♦✉❣❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②

♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❝♦♣❧❛♥❛r ♠♦❞❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡✳

❼ ❚❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❛❧❧ t❤❡ st✉❜s ❛❧♦♥❣ t❤❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡s❡ st✉❜s ❛r❡ t✉♥❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❈❙❚ t♦ ✜♥❞ ♦✉t ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✜♥❡

t✉♥✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❧✐♥❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ▲❊❑■❉✲✜❧t❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡

♦❢ t❤❡ ❆❧ str✐♣ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❧♦t

❛♥t❡♥♥❛✳

❼ ■ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤✐♣❀ ♦♥❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ✜❧t❡rs ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞

♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧ ❝♦❧♦r ♣✐①❡❧s

❧❛❝❦ ♦❢ t❤✐s ❧❛tt❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ✜❧t❡rs ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐♣❧❡①❡r ✐♠♣❡❞❛♥❝❡

♠❛t❝❤✐♥❣✳

✻✳✺ ❈❤✐♣s ❧❛②♦✉t

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✐❝t✉r❡s s❤♦✇ t❤❡ ❧❛②♦✉t ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❝❤✐♣s✳ ■❢ ♥♦t s♣❡❝✐✜❡❞

❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ s✉❜✲❜❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✜❧t❡r ❛❞♦♣t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s❡✲

q✉❡♥t❧② t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛t t❤❡ ▲❊❑■❉✲✜❧t❡r tr❛♥s✐t✐♦♥✳



✻✳✺✳ ❈❍■P❙ ▲❆❨❖❯❚ ✶✸✺



✶✸✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ▼■❈❘❖❋❆❇❘■❈❆❚■❖◆

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✳✶✿ ▲❛②♦✉t ♦❢ ❈❤✐♣❴✷✳ ❆❧❧ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❞✉❛❧ ❝♦❧♦r ♣✐①❡❧s✱ ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦
t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ 140 GHz ❝❡♥t❡r❡❞ s✉❜✲❜❛♥❞✳ ❚❤✐s ❝❤✐♣
❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ✜❧t❡rs ✐♥ s✐♥❣❧❡ ❜❛♥❞ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♦❢ t②♣❡ ✏♦♣❡♥✑✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✳✷✿ ▲❛②♦✉t ♦❢ ❈❤✐♣❴✹✳ ❆❧❧ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❞✉❛❧ ❝♦❧♦r ♣✐①❡❧s✱ ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦
t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ 140 GHz ❝❡♥t❡r❡❞ s✉❜✲❜❛♥❞✳ ❚❤✐s ❝❤✐♣
✐♥❝❧✉❞❡s ✜❧t❡rs ✐♥ s✐♥❣❧❡ ❜❛♥❞ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♦❢ t②♣❡ ✏♦♣❡♥✑✳



✻✳✺✳ ❈❍■P❙ ▲❆❨❖❯❚ ✶✸✼

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✳✸✿ ▲❛②♦✉t ♦❢ ❈❤✐♣❴✺✳ ❚❤✐s ❝❤✐♣ ✐♥❝❧✉❞❡s ❜♦t❤ t❤❡ t✇♦ s✉❜✲❜❛♥❞s ✇✐t❤ ✜❧t❡rs✱ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♦❢ t②♣❡ ✏❝❧♦s❡✑ ✇✐t❤ 3 µm ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡✳ ❖♥❡ ♦❢
t❤❡ t✇♦ ❞✉❛❧ ❝♦❧♦r ♣✐①❡❧s ❤❛s t❤❡ 140 GHz ✜❧t❡r ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ 160 GHz ♦♣t✐♠✐③❡❞ s❧♦t❧✐♥❡✲❈P❲
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ❚❤❡ ❧❛st ❞❡t❡❝t♦r ✭r❡s♦♥❛♥❝❡ ★✶✹✮ ✐s ❛ s♣❛r❡ ▲❊❑■❉ ♠♦✈❡❞ 3 µm ❛✇❛②
❢r♦♠ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✳✹✿ ▲❛②♦✉t ♦❢ ❈❤✐♣❴✻✳ ❚❤✐s ❝❤✐♣ ✐♥❝❧✉❞❡s ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❈P❲✲s❧♦t❧✐♥❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♦❢ t②♣❡ ✏❝❧♦s❡✑ ✇✐t❤ 3 µm ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❧❛st ❞❡t❡❝t♦r ✭r❡s♦♥❛♥❝❡ ★✶✸✮ ✐s ❛ s♣❛r❡ ▲❊❑■❉ ♠♦✈❡❞
6 µm ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡✳



✶✸✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ▼■❈❘❖❋❆❇❘■❈❆❚■❖◆

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✳✺✿ ▲❛②♦✉t ♦❢ ❈❤✐♣❴✽✳ ❚❤✐s ❝❤✐♣ ✐♥❝❧✉❞❡s s♦♠❡ s✇❡❡♣s ♦♥ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡
t✇♦ ❞✉❛❧ ❝♦❧♦r ♣✐①❡❧s ❤❛✈❡ ✜❧t❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ 5 µm ♠✐❝r♦str✐♣ ❧✐♥❡✳



❈❤❛♣t❡r ✼

▼❡❛s✉r❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ■ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ■ ❞✐❞ ♦❢ ♣r♦t♦t②♣❡ ❝❤✐♣s✳ ❋✐rst✱ ■ ✇✐❧❧

❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❡t✉♣ ■ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t♦ t❡st t❤❡ ❝❤✐♣s ❛t ❆P❈ ❛♥❞ ■♥st✐t✉t ◆❊❊▲✱ t❤❡♥ ■ ✇✐❧❧

❞✐s❝✉ss t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♣r♦t♦t②♣❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞

t✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r✉♥s✳ ❚❤❡ ✜rst r✉♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❝❤✐♣s ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥

❛tt❡♠♣t ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❈❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r✉♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥♦t❤❡r ❝❤✐♣ s❡t

✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

✼✳✶ ❚❡st s❡t✉♣

✼✳✶✳✶ ❆P❈ s❡t✉♣

■ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ ♣✉❧s❡ t✉❜❡ ❝r②♦st❛t ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r s♦✉r❝❡

❛♥❞ ❛ ❱❡❝t♦r ◆❡t✇♦r❦ ❆♥❛❧②③❡r t♦ t❡st t❤❡ ❝❤✐♣s ❛t 300 mK✳ ❚❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s

❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❛❞s♦r♣t✐♦♥ ♣✉♠♣s ❢♦r ❍❡❧✐✉♠✲✹ ❛♥❞ ❍❡❧✐✉♠✲✸ s✐♥❣❧❡✲s❤♦t ❝②❝❧❡✳

❚❤❡ ❝r②♦st❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ 5 cm ✇✐♥❞♦✇ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ t♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♣✐①❡❧s✳ ❋✐❣✳

✼✳✶✳✶ s❤♦✇s s♦♠❡ ♣✐❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐♣♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r ❧❛❜♦r❛t♦r②✳ ❈❤✐♣s ❛r❡

♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦❛①✐❛❧ ❝❛❜❧❡s❀ t❤❡ s❡t✉♣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛tt❡♥✉❛t♦r✱ ✜✈❡

❉❈✲❜❧♦❝❦s ❛♥❞ ♦♥❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐✜❡r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✳✷✳ ❉❈✲❜❧♦❝❦s

❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡r♠❛❧ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛tt❛❝❤❡❞ ❝♦❛①✐❛❧ ❝❛❜❧❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s s✉♣♣r❡ss✐♥❣

❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❤❡❛t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝r②♦st❛t ✐s t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡r

❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ 4 K ♣❧❛t❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❡ ❡①tr❛ ❉❝✲❜❧♦❝❦ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t

❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❱❡❝t♦r ◆❡t✇♦r❦ ❆♥❛❧②③❡r

✶✸✾





✼✳✶✳ ❚❊❙❚ ❙❊❚❯P ✶✹✶

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✳✸✿ ▲❡♥s ✇✐t❤ s✐① ❧❛②❡rs ♦❢ ❑❛♣t♦♥ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❙✲♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡♥❝❤
✭r✐❣❤t✮✳

✭❱◆❆✮✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ s❡t✉♣ ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❡ ❧❡♥s ❛t 60 K ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝r②♦st❛t

❝✐r❝✉❧❛r ✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤r❡❡ ❝♦❧❞ st♦♣ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡rs ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t 60 K✱ 4 K ❛♥❞

1 K✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❧❡♥s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛tt❛❝❤❡❞ s✐① ❧❛②❡rs ♦❢ ❑❛♣t♦♥ ✐♥ ❜♦t❤

s✐❞❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❑❛♣t♦♥ s❝♦t❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♦❢

❛❜♦✉t ✸✳✹ ❬✾✼❪✱ s✐① ❧❛②❡rs ♦❢ ❑❛♣t♦♥ r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ❛♥t✐✲r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❛t✐♥❣✳

▼❡❛s✉r❡s ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❜❡♥❝❤ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✳✸ s❤♦✇ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠❛❞❡✲✉♣ ❝♦❛t✐♥❣

♦♥ t❤❡ ❧❡♥s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡ s❡t✉♣ ❛t ❆P❈ ❛❧❧♦✇s ❢♦r

♠❡❛s✉r❡s ♦❢ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✉♣ t♦ ✸●❍③✳ ❚❤❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡r

♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✳

✼✳✶✳✷ ■♥st✐t✉t ◆❊❊▲ s❡t✉♣

❚❤❡ ❍❊▲❋❆ ❣r♦✉♣✶ ❛t ■♥st✐t✉t ◆❊❊▲ ✐s ❛❝t✐✈❡ ♦♥ ❑■❉s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✲

✐③❛t✐♦♥ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❥❡❝ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ◆❡✇ ■❘❆▼ ❑✐❞ ❆rr❛② ✭◆■❑❆✮ ❬✾✽❪✳ ■ ❤❛❞

❛❝❝❡ss t♦ ❛ 50 mK ❝r②♦st❛t ❬✾✾❪ ❛♥❞ t♦ ✐♥str✉♠❡♥ts ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❑■❉s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛✲

t✐♦♥✿

❼ ❋❛st r❡❛❞♦✉t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝✿ ✐t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣ t♦ t❡♥ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛t ❛ r❛t❡

♦❢ ✷✸✳✽ ❍③✳ ❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❢✉❧❧ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

♥♦✐s❡ ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r✳

❼ ▼❛rt✐♥✲P✉♣♣❧❡t ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t②✳

❼ ❙❦② s✐♠✉❧❛t♦r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ♣❧❛♥❡t ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳

✶❍é❧✐✉♠✿ ❞✉ ❋♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛✉① ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳



✶✹✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ▼❊❆❙❯❘❊❙

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✳✹✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞♦✉t s❡t✉♣ t♦ ♠♦♥✐t♦r ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ❑■❉s✳ ❙♦✉r❝❡✿ ❖✳ ❇♦✉rr✐♦♥
❡t ❛❧✳✱ ❛r❳✐✈✿✶✶✵✷✳✶✸✶✹✈✸

❘❡❛❞♦✉t ❊❧❡❝tr♦♥✐❝

❚❤❡ r❡❛❞♦✉t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠❜ t♦ s❡♥❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❡①❝✐t❡ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦rs✳ ❘❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ❑■❉s ❛r❡ t♦♦ ❤✐❣❤ ❢♦r ❛♥②

❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ s♦ t❤❡② ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t ❜❛s❡❜❛♥❞ ❛♥❞ ✉♣✲❝♦♥✈❡rt❡❞ ❜② ❤②❜r✐❞ ♠✐①❡rs✳

❚❤❡ ❑■❉ ❛rr❛② ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞

❜② ❛ s✐♥❡ ❛♥❞ ❝♦s✐♥❡ ✇❛✈❡ ♦❢ t❤❡ t♦♥❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ✜❧t❡r❡❞ ♦♥ ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✳

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ I ❛♥❞ Q ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♠♦♥✐t♦r❡❞

t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A =
√

I2 +Q2 ❛♥❞ ♣❤❛s❡ φ = arctan (Q/I) ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳

❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ r❡❛❞♦✉t s❡t✉♣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✳✹✳ ❚❤❡ ❑■❉ ❛rr❛② ✐s

♣r❡❝❡❞❡❞ ❜② ❛♥ ❛tt❡♥✉❛t♦r✱ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✇❡r✱ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ▲♦✇ ◆♦✐s❡

❆♠♣❧✐✜❡r ❛t 4K✳

▼✉rt✐♥✲P✉♣♣❧❡t

❚❤❡ ▼❛rt✐♥✲P✉♣♣❧❡t ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✭▼P■✮ ✐s ❛ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✇❤✐❝❤

✉s❡s t✇♦ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② s♦✉r❝❡s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r♦❣r❛♠ ♦♥❝❡ ❞❡♠♦❞✉✲

❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ s❝❤❡♠❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✳✺✳ ❚✇♦ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞✐❡s ❛t 300 K ❛♥❞ 77 K

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛r❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧❛r✐③❡r r♦t❛t✐♥❣ ❛t ❛♥❣✉❧❛r s♣❡❡❞ ω✳ ❆ ♣♦❧❛r✐③✐♥❣

❣r✐❞ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛t 45◦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r s♣❧✐ts t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t

♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤s✳ ❚✇♦ ♠✐rr♦rs ✢✐♣ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❜② 90◦ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❤❛s

t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③✐♥❣ ❣r✐❞✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠✐rr♦rs ✐s ♠♦✈✐♥❣

❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ▼P■ ❤❛s ✐♥t❡♥s✐t② I ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣♦✇❡r

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s♦✉r❝❡s ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❛t 2ω ❬✶✵✶❪✳ ❋✐❣✳ ✼✳✶✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ▼P■

✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t✳



✼✳✷✳ ❋■❘❙❚ ❘❯◆ ✶✹✸

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✳✺✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ ❛ ▼❛rt✐♥✲P✉♣♣❧❡t ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✭❧❡❢t ✲ ❝r❡❞✐t t♦ ❚❤♦♠❛s ❉✉r❛♥❞ ❬✶✵✶❪✮
❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦❣r❛♠ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❢t❡r ❞❡♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✳✻✿ ❚❤❡ ▼❛rt✐♥✲P✉♣♣❧❡t ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t ✭❧❡❢t✮✳ P✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❦②
s✐♠✉❧❛t♦r ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ ♥②❧♦♥ ✇✐r❡ ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦t♦r✐③❡❞ XY st❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ♠♦✈❡s t❤❡ ❜❛❧❧ ♦✈❡r
❛ ❝♦❧❞ s❝r❡❡♥✳

❙❦② ❙✐♠✉❧❛t♦r

❚❤❡ s❦② s✐♠✉❧❛t♦r ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ♣❧❛♥❡t ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ ❡♠✐ss✐✈✐t② ❜❛❧❧

❤♦❧❞ ❜② ❛ ♥②❧♦♥ ✇✐r❡✳ ❚❤❡ ❜❛❧❧ ✐s ❢r❡❡ t♦ ♠♦✈❡ ✐♥ t✇♦ ❛①✐s ♦✈❡r ❛ ❝♦❧❞ s❝r❡❡♥ ♦❢

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞♦✇♥ t♦ 50 K ❛♥❞ r❡✢❡❝ts t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ 300K✱ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤♦t s♣♦t

♦✈❡r t❤❡ ❝♦❧❞ s❦②✳ ❆ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✳✻✳

✼✳✷ ❋✐rst r✉♥

❚❤❡ ✜rst r✉♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❝❤✐♣ ✷ ❛♥❞ ❝❤✐♣ ✺✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❤✐♣s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡❢❡❝ts

❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❋✐rst ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② t❡sts ❝♦♥s✐st ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ❆P❈

✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② s✇❡❡♣s✳ ■ ❛❧s♦ ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧

s❡♥s✐t✐✈✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r s♦✉r❝❡✳



✶✹✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ▼❊❆❙❯❘❊❙

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✳✶✿ ❘❡s♦♥❛♥❝❡s ♦❢ ❝❤✐♣❴✺ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t 320 mK✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✐s ❛❜♦✉t 104✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✳✷✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ s✇❡❡♣ ♦❢ ♦♥❡ ♣✐①❡❧ ✭❧❡❢t✮✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s♦♥❛♥t
❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r T < 1 K✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛t ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭r✐❣❤t✮✳

✼✳✷✳✶ ❈❤✐♣ ✺

❚❤✐s s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✶✹ ❞❡t❡❝t♦rs✿ t✇♦ ❞✉❛❧✲❜❛♥❞ ♣✐①❡❧s✱ t✇♦ s♣❛r❡ r❡s♦♥❛t♦rs ❛♥❞

t❡♥ ❛♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ▲❊❑■❉s ✇✐t❤♦✉t s✐❣♥❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ▼❡❛s✉r❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❱◆❆ ❛t

320 mK ✭❋✐❣✳ ✼✳✷✳✶✮ s❤♦✇ ♥✐♥❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r♦✉♥❞ 3.4 GHz✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r

t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✐♥ ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ 300 MHz✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t♦t❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✐s ♦❢

t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 104✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② s♦✉r❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s✱ s♦ ■

r❛✐s❡❞ ✉♣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ r❡s♣♦♥s❡✳ ❋✐❣✳ ✼✳✷✳✷ s❤♦✇s t❤❛t

t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ s❤✐❢t ✐s ♥✉❧❧ ❢♦r T < 1 K✳ ❘❡s♦♥❛♥❝❡s st❛rt ♠♦✈✐♥❣ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤✉s t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✲

tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❥✉st ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥✐♦❜✐✉♠ ❢❡❡❞❧✐♥❡✳ ❆♥♦t❤❡r

❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❤❛s s♦♠❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ ♦♥❧②



✼✳✷✳ ❋■❘❙❚ ❘❯◆ ✶✹✺

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✳✸✿ ❘❡s♦♥❛♥❝❡s ♦❢ ❝❤✐♣❴✷ ❞✐s❛♣♣❡❛r ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❜♦✈❡ Tc ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t②
❢❛❝t♦r ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ♦♥❡ ♣✐①❡❧✳

♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▲❊❑■❉ r❡s♦♥❛t❡s✳

✼✳✷✳✷ ❈❤✐♣ ✷

❈♦♥tr❛r② t♦ ❝❤✐♣❴✺✱ t❤✐s s❛♠♣❧❡ ❤❛s t❤❡ t②♣❡ ✏♦♣❡♥✑ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ▼❡❛s✉r❡s

❛t 320 mK s❤♦✇ ♦♥❧② ❢❡✇ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛t ❛r♦✉♥❞ 1.2 GHz✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞

❜❛♥❞✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ♣♦♦r q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ♦❢ ❛❜♦✉t 103✳ ❈❤✐♣❴✷ ✐s r❡s♣♦♥s✐✈❡ t♦ t❤❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s✇❡❡♣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ ❛❧✉♠✐♥✉♠✳ ❋✐❣✳ ✼✳✷✳✸ s❤♦✇s t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ s❤✐❢t

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❖♥❡ ♣✐①❡❧ ♣r❡s❡♥ts ❛ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❞✐s❛♣♣❡❛r ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r✐s❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡

❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ▲❊❑■❉s✳



✶✹✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ▼❊❆❙❯❘❊❙

✼✳✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst r✉♥ ♦❢ t❡sts ■ ❤❛✈❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ s❡✈❡r❛❧ ✐ss✉❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣✐①❡❧

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❚❤❡ t♦t❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r s❡❡♠s t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■t

❛♣♣r♦❛❝❤❡s 104 ❢♦r t❤❡ t②♣❡ ✏❝❧♦s❡✑ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡s t♦ 103 ❢♦r t❤❡ t②♣❡ ✏♦♣❡♥✑✳

❼ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❤✐♣s t❡st❡❞ ✐s ♥♦t r❡s♣♦♥s✐✈❡ t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②

✇✐t❤ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ str✐♣✳ ■♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡ ♦♥❡ ♣✐①❡❧ s❤♦✇s t❤❡ ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞

❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐ts q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❼ ◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤✐♣s t❡st❡❞ ❤❛s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❞❡t❡❝t♦rs✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❤✐♣❴✷ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♥✉♠❜❡r ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ❤❛❧❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❞❡t❡❝t♦rs✳

❼ ❖♥❧② ❝❤✐♣❴✷ ❤❛s r❡s♦♥❛♥❝❡s ✐♥ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❉❡t❡❝t♦rs ♦❢ ❝❤✐♣❴✷ ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② s❡♥s✐t✐✈❡ ✇❤❡♥ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② ♦r

✇✐t❤ t❤❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❧✐❣❤t✳ ■♥ t❤✐s ❧❛tt❡r ❝❛s❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s s❤✐❢t ♦♥❧② ❢♦r ❝❡rt❛✐♥

❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ r♦✉❣❤❧② ❢❡✇ GHz✳ ■ tr✐❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡

♦♣t✐❝❛❧ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t ✐♥ ❛tt❡♠♣t t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❋❛❜r②✲P❡r♦t

❡✛❡❝t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤✳ ■ ❞✐❞♥✬t ✜♥❞

❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❧✐❦❡ t❤❡ ❧❡♥s ♦r ❛ ❧♦✇✲♣❛ss

✜❧t❡r✳ ❙♦♠❡ ❢✉rt❤❡r t❡sts ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

❝r②♦st❛t✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ str❛② ❧✐❣❤t ❝♦♥tr♦❧✳

✼✳✸ ❙❡❝♦♥❞ r✉♥

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛tt❡♠♣t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❜r❛♥❞ ♥❡✇ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❝❤✐♣ s❡t ✇✐t❤

t❤❡ s❛♠❡ ♠❛s❦s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♠♦r❡ ❡✛♦rt ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ r❡✲

♠♦✈❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts ❞✉r✐♥❣ ♠❡t❛❧ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ str✐♣✱

❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r✉♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜♦t❤ ❛t ❆P❈ ❛♥❞

■♥st✐t✉t ◆❊❊▲✳



✼✳✸✳ ❙❊❈❖◆❉ ❘❯◆ ✶✹✼

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳✶✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ s✇❡❡♣ ♦❢ ❈❤✐♣❴✺✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❝❤✐♣ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss t❤✐s ❝❤✐♣ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❛❧✉♠✐♥✉♠✳

✼✳✸✳✶ ❈❤✐♣ ✺

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤✐s ❝❤✐♣ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝❤✐♣❴✺ t❡st❡❞

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst r✉♥✱ t❤❡ ♥❡✇ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❝❤✐♣ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡s✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✸✳✶ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ♦❢ ❛❜♦✉t 500 MHz ❛♥❞

❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆❜♦✈❡ 1.15 K r❡s♦♥❛♥❝❡s ❞✐s❛♣♣❡❛r ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ t❤❡

❛❧✉♠✐♥✉♠ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ♥♦r♠❛❧ st❛t❡✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ♦❢ 104 ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❉❡s♣✐t❡

t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ st✐❧❧ ✐♥ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✐s ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥

✇❤❛t ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ✶✹ ▲❊❑■❉s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ✜t ✇✐t❤✐♥ ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢

❛❜♦✉t 120 MHz✳ ❋✐❣✳ ✼✳✸✳✷ s❤♦✇s ❛ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♦♥❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡

t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 500 mK ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❞✐s❛♣♣❡❛r ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ s♦♠❡ ♦t❤❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ▲❊❑■❉

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥✐♦❜✐✉♠ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞✴♦r t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ♥❡t✇♦r❦✳

✼✳✸✳✷ ❈❤✐♣ ✹

❚❤✐s s❛♠♣❧❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ✶✹ ❞❡t❡❝t♦rs✿ t✇♦ ❞✉❛❧✲❜❛♥❞ ♣✐①❡❧s✱ ❡❧❡✈❡♥ ❛♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧❡❞

▲❊❑■❉s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t 140 GHz ❛♥❞ ♦♥❡ s♣❛r❡ r❡s♦♥❛t♦rs✳

❊✈❡r② ♣✐①❡❧ ❤❛s t❤❡ t②♣❡ ✏♦♣❡♥✑ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ▼❡❛s✉r❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✸✳✸ ❤❛s ❜❡❡♥



✶✹✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ▼❊❆❙❯❘❊❙

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳✷✿ ❩♦♦♠ ♦♥ s♦♠❡ ♣✐①❡❧s ♦❢ ❈❤✐♣❴✺✳ ❚❤❡ ♣❧♦t ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s❤♦✇s ❛ ❝♦rr❡❝t ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❞r✐✈❡♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s✇❡❡♣ ❢♦r ♦♥❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♣❧♦t ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s❤♦✇s ❛♥ ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞
r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤✐❝❤ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥❧② ❛❜♦✈❡ 500 mK ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t
❞✐s❛♣♣❡❛r ✇❤❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳✸✿ ❱◆❆ s❝❛♥ ❛t 60 mK ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ 0 K✳



✼✳✸✳ ❙❊❈❖◆❉ ❘❯◆ ✶✹✾

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳✹✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ s✇❡❡♣ ❢♦r s♦♠❡ ♣✐①❡❧s ✐♥ ❈❤✐♣❴✹✳ ❆❧❧ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦
❛❧✉♠✐♥✉♠✳

t❛❦❡♥ ❛t ■♥st✐t✉t ◆❊❊▲✳ ❘❡s♦♥❛♥❝❡s s❤♦✇ ❛ ♣♦♦r q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ♦❢ 103✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤♦s❡ ♦♥ ❈❤✐♣❴✷ ✜rst r✉♥✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

r❡s♦♥❛♥❝❡s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst

r✉♥✱ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥ ◆■❑❆✵ s❤♦✇s ❛❧♠♦st t✇✐❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♦♥❛♥❝❡s ♦❢ ❈❤✐♣❴✷✱

s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❝❤✐♣s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s✇❡❡♣ ✭❋✐❣✳ ✼✳✸✳✹✮ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡

s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❛❧✉♠✐♥✉♠✳ ❋✐❣✳ ✼✳✸✳✺ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✐s str♦♥❣❧②

❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✇❡r ♦♥ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡ s♦♠❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s

❞✐s❛♣♣❡❛r✳ ❊❛❝❤ ♣✐①❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❜♦t❤ ✇✐t❤

❜❧❛❝❦ ❜♦❞② s✇❡❡♣ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛rt✐♥✲P✉♣♣❧❡t ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞②

s✇❡❡♣ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✸✳✻✳ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ✬✽✬ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❤✐❣❤❡r s✐❣♥❛❧

t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ ✐s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st s❡♥s✐t✐✈❡✳ ❆s ✐♥ ❈❤✐♣❴✷ ✜rst r✉♥✱ ♦♥❡ ♣✐①❡❧

s❤♦✇ ❛♥ ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t✳ ▼❡❛s✉r❡s ✇✐t❤ t❤❡ ▼❛rt✐♥✲P✉♣♣❧❡t

✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r s❤♦✇s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ s♣❡❝tr✉♠✿

✶✳ ❘❡s♦♥❛♥❝❡s ✹✱ ✼✱ ✽✱ ✾ ❛♥❞ ✶✵ ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐✈❡ ✐♥ ❛ ❜❛♥❞ ❝❡♥t❡r❡❞ ♥❡❛r❜② 100 GHz✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❉❡t❡❝t♦rs ❛❧s♦ s❤♦✇ s♦♠❡

r❡s♣♦♥s❡ ❜❡❧♦✇ 90 GHz✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳



✶✺✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ▼❊❆❙❯❘❊❙

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳✺✿ ❘❡s♦♥❛♥❝❡s ♦❢ ❝❤✐♣ ✹ ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✇❡r ♦♥ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t②
❢❛❝t♦r ❞❡❝r❡❛s❡ ✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r✱ ❛❜♦✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s s❤✐❢t ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱
❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦r ❞✐s❛♣♣❡❛r✳

✷✳ ❘❡s♦♥❛♥❝❡s ✶✱ ✸✱ ✺ ❛♥❞ ✻ s❤♦✇ ❛ ♠♦r❡ ❜r♦❛❞ s♣❡❝tr✉♠ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡♥s✐✲

t✐✈✐t② ❛r♦✉♥❞ 180 GHz✳ ❚❤✐s ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✜❧t❡rs❀

❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ❞♦♥✬t ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❝✉t♦✛ ❛❜♦✈❡ 180 GHz✳ ❆

s❡❝♦♥❞ s❧✐❣❤t❧② ❧❡ss ✐♥t❡♥s❡ ♣❡❛❦ ✐s ♣r❡s❡♥t ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r♦✉♥❞ 300 GHz✳

❙♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✸✳✼✳ P✐①❡❧s ❛r❡ ❛❧s♦ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❧✐♥❡❛r

♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✼✳✸✳✽✮✳ P♦❧ ❛♥❞ ❈r♦ss✲♣♦❧ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛

♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t②♣❡ ✶ ♣✐①❡❧s ❛❧♠♦st ❞✐s❛♣♣❡❛r ✐♥ ❝r♦ss✲♣♦❧✱ ✇❤✐❧❡ t②♣❡

✷ ♣✐①❡❧s ✐s ❤❛❧❢ s❡♥s✐t✐✈❡ t❤❛♥ ✐♥ ♣♦❧ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ s❦② s✐♠✉❧❛t♦r s❤♦✇s ❛ ❧♦❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡

♦❢ ♣✐①❡❧s ♦♥ t❤❡ ♠❛s❦✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦♦r s♣❛t✐❛❧

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ■ ✇❛s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❡①tr❛❝t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣✐①❡❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡t s❝❛♥ s♣❡❡❞ ✐s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r

✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❝❤❛rt ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✸✳✾✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ P♦❧ ❛♥❞ ❈r♦ss✲♣♦❧✱ ✇❡

♠♦✉♥t❡❞ t❤❡ ❝❤✐♣ ❛t 45◦ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝r②♦st❛t✳ ❚❤✐s ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ 45◦ ❢❡❛t✉r❡

♦♥ ❝❤❛rts ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❤♦❧❞✐♥❣ ♥②❧♦♥ ✇✐r❡✳

✼✳✸✳✸ ❈❤✐♣ ✻

❚❤✐s s❛♠♣❧❡ ❤❛s t❤❡ t②♣❡ ✏❝❧♦s❡✑ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ✶✶ ♣✐①❡❧s✿ t✇♦

❞✉❛❧ ❝♦❧♦r ♣✐①❡❧s✱ ❢♦✉r ❛♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ▲❊❑■❉s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r ❝❡♥t❡r❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳✻✿ ❘❡s♦♥❛♥❝❡s ♦❢ ❈❤✐♣❴✹ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② s♦✉r❝❡s✳ ◆♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ s❡♥s✐t✐✈✐t②
✈❛r✐❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ✬✷✬ ❤❛s t❤❡ ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s❤✐❢t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦♥ t❤❡ ✇r♦♥❣ s✐❞❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ ♥♦t✐❝❡❞
♦♥ ❈❤✐♣❴✷ ✜rst r✉♥✳



✶✺✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ▼❊❆❙❯❘❊❙

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳✼✿ ❚②♣❡ ✶ ❛♥❞ t②♣❡ ✷ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ ❈❤✐♣❴✹✳ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❜❡❧♦✇ 100 GHz
❝❛♥✬t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❈♦♦♣❡r P❛✐r ❜r❡❛❦✐♥❣✳



✼✳✸✳ ❙❊❈❖◆❉ ❘❯◆ ✶✺✸

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳✽✿ P♦❧❛r✐♠❡tr② ♦❢ ♣✐①❡❧ ✽ ✭t②♣❡ ✶ s♣❡❝tr✉♠✮ ❛♥❞ ♣✐①❡❧ ✺ ✭t②♣❡ ✷ s♣❡❝tr✉♠✮✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡
t❤❡ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st ♥♦✐s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❡❝tr✉♠ t②♣❡✳



✶✺✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ▼❊❆❙❯❘❊❙

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳✾✿ P❧❛♥❡t ❝❤❛rt ❢♦r ❡❛❝❤ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦❢ ❈❤✐♣❴✹✳ P✐①❡❧ ✽ ♣r❡s❡♥t ❛ ❞❡❝❡♥t ❝♦♥tr❛sts ❞✉❡ t♦
❜❡tt❡r s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♣❧❛♥❡t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛rt ❞✐✛❡rs ❢♦r ❡✈❡r② ♣✐①❡❧✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✱ ❛ ❧✐♥❡❛r s❤❛❞♦✇ 45◦ t✐❧t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦❧❞✐♥❣ ♥②❧♦♥ ✇✐r❡✱
✐s ❛❧s♦ ✈✐s✐❜❧❡✳



✼✳✸✳ ❙❊❈❖◆❉ ❘❯◆ ✶✺✺

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳✶✵✿ ❱◆❆ s❝❛♥ ♦❢ ❈❤✐♣❴✻ ❛t 50 mK✳ ◗✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ t②♣❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛s ✐♥ ❈❤✐♣❴✺✳ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ❛t 1.32 GHz ❞♦❡s ♥♦t ❞✐s❛♣♣❡❛r ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤
t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❙✉❝❤ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ s♦♠❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ t❤❡
❛❧✉♠✐♥✉♠✳ ❆s s❡❡♥ ✐♥ ❈❤✐♣❴✺ ✜rst r✉♥✱ ♣✉r❡ ♥✐♦❜✐✉♠ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ q✉✐t❡ ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ ❜❡❧♦✇ 1 K✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳✶✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ Qc ♦❢ ❈❤✐♣❴✹ ✭❧❡❢t✮ ✇✐t❤ Qc ♦❢ ❈❤✐♣❴✻ ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s t❡♥ t✐♠❡
❣r❡❛t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❤✐❣❤❡r t♦t❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ♦❢ ❈❤✐♣❴✻✳ ❇♦t❤ ❤✐st♦❣r❛♠s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② t❤❡ ◆■❑❆ s♦❢t✇❛r❡✳

❛t 140 GHz✱ ❢♦✉r ❛♥t❡♥♥❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ▲❊❑■❉s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t

160 GHz ❛♥❞ ♦♥❡ s♣❛r❡ r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ▲❊❑■❉ ✐s 6 µm ♠♦r❡ ❞✐st❛♥t ❢r♦♠

t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ▼❡❛s✉r❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✸✳✶✵ s❤♦✇ t❡♥ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤

q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ♦❢ 104✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ✏❝❧♦s❡✑ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✲❧✐❦❡

❝❤✐♣s✱ ❜✉t ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡♠✱ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✳ ❈❤✐♣❴✻

✐s t❤❡ ✜rst t❡st❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❡t t❤❛t ❤❛✈❡ ❜♦t❤ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❛♥❞ r❡s♦♥❛♥❝❡s

❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣

♣✐①❡❧s ♦❢ ❈❤✐♣❴✹ ✇✐t❤ ♣✐①❡❧s ♦❢ ❈❤✐♣❴✻ ✭❋✐❣✳ ✼✳✸✳✶✶✮ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ q✉❛❧✐t②

❢❛❝t♦r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② s✇❡❡♣ ✐s ❧❡ss

♥♦✐s② t❤❛♥ ❛♥② ♦t❤❡r ❝❤✐♣ ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❡t ✭❋✐❣✳ ✼✳✸✳✶✷✮ ❛♥❞ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s s❤♦✇

t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ s❤✐❢t ❢❡❛t✉r❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❝❤❛rts ❤❛✈❡



✶✺✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ▼❊❆❙❯❘❊❙

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳✶✷✿ ❈❤✐♣❴✻ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② s✇❡❡♣✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣✐①❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐s❛♣♣❡❛r ✇✐t❤ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡✱ ✐s ❛❧s♦ t♦t❛❧❧② ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ♠♦✈❡ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ✇❤✐❧❡
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳



✼✳✸✳ ❙❊❈❖◆❉ ❘❯◆ ✶✺✼

♠♦r❡ ❝♦♥tr❛st ❜✉t ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② s♦♠❡ s②st❡♠❛t✐❝ ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦

r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛s❦✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✸✳✶✸✱ t❤❡

r❡s♦♥❛♥❝❡ t❤❛t s❤♦✇ ❛ s❦❡✇❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ✭r❡s♦♥❛♥❝❡ ✼✮ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ s❡♥s✐t✐✈❡ r❡❣❛r❞✲

❧❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ❈❤✐♣❴✹✱ ❛❧❧ r❡s♦♥❛♥❝❡s ♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡

s♣❡❝tr✉♠ ❢❡❛t✉r❡s ❡①❝❡♣t ❢♦r ♣✐①❡❧s ✹✱ ✼ ❛♥❞ ✶✵ ✭❋✐❣✳ ✼✳✸✳✶✹✮✳ ❖♥❡ ♣✐①❡❧ ✭✹✮ ♣r❡s❡♥ts

❛ ♥❛rr♦✇ ♣❡❛❦ ❛t ❛r♦✉♥❞ 80 GHz✱ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✇❤✐❝❤

❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ◆♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ◆■❑❆

s♦❢t✇❛r❡ ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧❡ r❛t❡ ♦❢ 23.8 Hz✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛ ◆②q✉✐st ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ 11.9 Hz✳

❋✐❣✳ ✼✳✸✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ♦❢ ♦♥❡ r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ 106 − 107 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡✳

✼✳✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▼❡❛s✉r❡s ❛t ■♥st✐t✉t ◆❊❊▲ ❛❞❞❡❞ s♦♠❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❝❤✐♣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❛♥❞ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ♠♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r r❡s♣♦♥s❡✳ ▼❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❜✲

t❛✐♥❡❞ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ▼❡❛s✉r❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❡❞❧✐♥❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❤✐♣s ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛✛❡❝ts

t❤❡ t♦t❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ♦❢ r❡s♦♥❛t♦rs✳ ❆♥❛❧②s✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ◆■❑❆ s♦❢t✇❛r❡

s❤♦✇s t❤❛t s✉❝❤ ❡✛❡❝t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ t✇♦ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳

❼ ❚❤❡ ♥❡✇ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ r❡s♣♦♥s✐✈❡♥❡ss t♦ ❜❧❛❝❦

❜♦❞② r❛❞✐❛t✐♦♥✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦

❢❛❜r✐❝❛t❡ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② r❡s♦♥❛♥❝❡s✳ ❖t❤❡rs ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭❧✐❦❡ ❡t❝❤✐♥❣✮

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳

❼ ❆s ✐♥ t❤❡ ✜rst r✉♥✱ ♦♥❧② r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦♥ ❝❤✐♣s ✇✐t❤ ✜❧t❡rs ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡✲

♠❡♥t ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❼ P✐①❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ t②♣❡ ✏♦♣❡♥✑ ❢❡❡❞❧✐♥❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛r❡ str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡

✐♥♣✉t ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✇❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛✛❡❝t❡❞

t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❈❤✐♣❴✹✳

❼ ❙♣❡❝tr❛ ❛♥❞ P♦❧✴❈r♦ss✲♣♦❧ ♠❡❛s✉r❡s s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ❞✐r❡❝t❧②

t♦ ❞❡t❡❝t♦rs ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t♦ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s st✐❧❧ ✉♥❝❧❡❛r

❛♥❞ s❡t ❛ ♣r✐♦r✐t② ❢♦r ❢✉rt❤❡r t❡sts✳



✶✺✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ▼❊❆❙❯❘❊❙

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳✶✸✿ ❈❤✐♣❴✻ ♣❧❛♥❡t ❝❤❛rt ❢♦r ❡❛❝❤ r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ✾ s❤♦✇s ❛ s❤❛r♣ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡
♣❧❛♥❡t ❛♥❞ t❤❡ ♥②❧♦♥ ✇✐r❡ ❛t 45◦✳



✼✳✸✳ ❙❊❈❖◆❉ ❘❯◆ ✶✺✾

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳✶✹✿ ❈❤✐♣❴✻ ♣✐①❡❧s ♣♦❧❛r✐♠❡tr②✳ ❊✈❡r② ✇♦r❦✐♥❣ ♣✐①❡❧ ❤❛s t✇♦ ♣❡❛❦s✱ ♦♥❡ ❛t 180 GHz
❛♥❞ ♦♥❡ ❛t 300 GHz✳ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ✹ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①tr❛ ♣❡❛❦ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t 80 GHz✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡
❛❧✉♠✐♥✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤r❡s❤♦❧❞✳ P✐①❡❧s ❧♦s❡ ❛❜♦✉t ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥ s♦♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s ✇❤❡♥
✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ✐♥ ❈r♦ss✲♣♦❧✳



✶✻✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ▼❊❆❙❯❘❊❙

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳✶✺✿ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣✐①❡❧ r❡s♦♥❛t✐♥❣ ❛t ❛r♦✉♥❞ 1.26 Ghz✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛ s✐❣♥❛❧✲
t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 107✳ ❙❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ❛t 23.8 Hz✳

❼ ▼❡❛s✉r❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❦② s✐♠✉❧❛t♦r s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ♣✐①❡❧ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❧♦❝❛❧✳ ❚❤❡r❡✲

❢♦r❡✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ✉♥❝❧❡❛r✱ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ s❤✐❢t ❞❡♣❡♥❞s

♠❛✐♥❧② ♦♥ s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♦♥✲♣✐①❡❧ ♣♦✇❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳

✼✳✹ ▲❡♥s ♦♥ ❈❤✐♣ ✻

❆ ❢✉rt❤❡r st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞

❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✇✐t❤ ❛ ❧❡♥s✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✇✐❧❧

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡ ❜♦t❤ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛

s♣✐❧❧♦✈❡r✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ s✐❧✐❝♦♥ ❧❡♥s ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ❛ ❞✐♣♦❧❡✳ ❚❤❡ ❧❡♥s s❤❛♣❡ t❛❦❡s ❛❧s♦

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ 300 µm s✐❧✐❝♦♥ s✉❜str❛t❡ ✇❤✐❝❤ s❡ts t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts

❧❛r❣❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✭> 1 cm✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❤✐♣ s✐③❡✱ t❤❡ ❧❡♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦

t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❝❤✐♣ ❝❡♥t❡r ✭♣✐①❡❧ ★✽✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♣❛rt ♦❢ t❤❡

❧❡♥s ❡①t❡♥❞s ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❝❤✐♣✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❤✐♣ ❤♦❧❞❡r ✐s r❡✲❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡

t❤❡ ❧❡♥s ❤❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✹✳✶✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ s❧♦t ❛♥t❡♥♥❛✱

t❤❡ ❧❡♥s ❞✐❛♠❡t❡r ❝♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ♣✐①❡❧s✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧♦ss ♦❢ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡s❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s♦♥❛t♦rs✳

■ ✜rst❧② ❤❛✈❡ t❡st❡❞ t❤❡ ❧❡♥s ♠♦✉♥t❡❞ ❝❤✐♣ ❛t ❆P❈ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t②



✼✳✺✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✶✻✶

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✳✶✿ ❈❤✐♣❴✻ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ s✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡♥s ♠♦✉♥t❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s✐③❡✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♥❧❛r❣❡ t❤❡ ❝❤✐♣ ❤♦❧❞❡r ✇✐♥❞♦✇✳

❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆❢t❡r ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✱ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ◆■❑❆ ❝r②♦st❛t✳ ❋✐❣✳ ✼✳✹✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ r❡s♦♥❛♥❝❡ s♣❡❝tr❛

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥ ❈❤✐♣❴✻ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ♦♥ ❈❤✐♣❴✻ ✇✐t❤ ❧❡♥s✳ ❘❡s♦♥❛♥❝❡s

❜❡❝♦♠❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ ❡①❝❡♣t ❢♦r r❡s♦♥❛♥❝❡ ♥✉♠❜❡r ✼ ✇❤✐❝❤ ✇❡ t❤❡♥ s✉♣♣♦s❡

t♦ ❜❡ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♥✉♠❜❡r ✐s ❝♦❤❡r❡♥t

✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♥✉♠❜❡r ❢♦r t❤❛t ♣✐①❡❧ ✭♥✉♠❜❡r ✽✮✳ ❚❤✐s r❡s♦♥❛♥❝❡ s❤♦✇s

t❤❡ s❛♠❡ ❢❡❛t✉r❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❤✐♣ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❧❡♥s✱ t❤✉s s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ✐s

♥♦t t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ r❡s♦♥❛♥❝❡ s❤✐❢t✳

✼✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆❢t❡r t❡st✐♥❣ s❡✈❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤✐♣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ■ ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❛t ✐s

♥❡❝❡ss❛r② t♦ t❡st ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ■ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s t❤❡

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r t♦ t❤❡ t♦t❛❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r✳ ◆❡①t ♣r♦t♦t②♣❡s

✇✐❧❧ ❜❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✏❝❧♦s❡✑ t②♣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❋✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥

♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r s❤♦✉❧❞ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r

✐♠♣❡❞❛♥❝❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠✐s♠❛t❝❤❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❢❡❡❞❧✐♥❡✳

❘❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❧❛❝❦ ❜♦❞② s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❣✐✈❡♥

❜② s♦♠❡ s♦rt ♦❢ ♦♥✲♣✐①❡❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s st✐❧❧

✉♥❝❧❡❛r ❛♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ t❡st ❛ ❝❤✐♣ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❣❡♦♠❡tr② t♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ❡✛❡❝t

♦❢ ❞✐r❡❝t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦♥ ❆❧✉♠✐♥✉♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞❡t❡❝t♦rs

s❡❡♠s t♦ r❡s♦♥❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ♥❡t✇♦r❦✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❢❛❜r✐❝❛t❡ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♣r♦t♦t②♣❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s



✶✻✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ▼❊❆❙❯❘❊❙



✼✳✺✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✶✻✸

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✳✷✿ ▼❡❛s✉r❡❞ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❈❤✐♣❴✻ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❈❤✐♣❴✻ ✇✐t❤ ❧❡♥s ✭r✐❣❤t✮✳
❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♥❛♠❡s ❞✐✛❡r ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r
✶✳



✶✻✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ▼❊❆❙❯❘❊❙

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✳✶✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤✐♣s✳

❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r r❡s♦♥❛♥❝❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ r❡✈✐s❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡ t❤❡ ♠✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❧❛t❡st ❝❤✐♣s s❡❡♠ t♦

❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ✇❡ s❤♦✉❧❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♠♦r❡

❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❆❧✉♠✐♥✉♠✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ❜♦t❤ ❆P❈ ❛♥❞ P❛r✐s ❖❜s❡r✈❛t♦r② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❑■❉s ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❛♠♦♥❣

t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② t❡sts✳ ❚❛❜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✺✳✶ s❤♦✇s s♦♠❡ ❢✉♥✲

❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝❤✐♣s✳



❈❤❛♣t❡r ✽

◆❡✇ ❈❤✐♣ ❉❡s✐❣♥

❘❡s✉❧ts ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❞♦ ♥♦t r❡✢❡❝t ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

■ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ r✉♥ ♥❡✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t

♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✽✳✶ P❛r❛♠❡t❡r ❆❞❥✉st♠❡♥ts

✽✳✶✳✶ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ ■ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ❙✐❖ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ t❤❡ ❙✐❖2✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ s✉❣❣❡sts ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ǫr = 5.7 ❬✶✵✷✱ ✶✵✸✱ ✶✵✹❪ ❢♦r t❤❡ ❙✐❖✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧♠♦st t✇✐❝❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ■ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ❛✛❡❝t

♣✐①❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

❼ ❆♥t❡♥♥❛✿ ❚❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ǫr ❛♥❞ ✐ts ✈❛❧✉❡

❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ st✉❜ ❧❡♥❣t❤ ✉s❡❞ t♦ t✉♥❡ t❤❡ ❞✉❛❧✲r❡s♦♥❛♥t s❧♦t✳

❼ ❇❛♥❞♣❛ss ❋✐❧t❡r✿ ❚❤❡ ✜❧t❡r ❝❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥✲

st❛♥t ✈❛❧✉❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❧t❡r

♣❛ss ❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ r❡s♦♥❛♥❝❡✳

❼ ❈♦✉♣❧✐♥❣✿ ❚❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❢♦✉r st✉❜s✳ ❆s ❢♦r t❤❡

❛♥t❡♥♥❛✱ st✉❜ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t✳

✶✻✺



✶✻✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ◆❊❲ ❈❍■P ❉❊❙■●◆

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✳✶✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❙✲♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ✭❧❡❢t ❛①✐s✮ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❛❜s♦r❜❡❞ ♦♥
❆❧✉♠✐♥✉♠ ✭r✐❣❤t ❛①✐s✮ ❢♦r t❤❡ t✇♦ s✉❜✲❜❛♥❞s✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺
✇❤✐❧❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ǫr = 5.7 ❢♦r t❤❡ ❙✐❖ ❛♥❞ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡
♦❢ ◆✐♦❜✐✉♠✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts✱ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❛♥t❡♥♥❛ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❤✐❣❤❧② ❞❡❣r❛❞❡❞ ❞✉❡ t♦ ❛ ✇r♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡

❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛✈♦✐❞❡❞

❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✳

✽✳✶✳✷ ❑✐♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♦❢ ◆✐♦❜✐✉♠

■ ❤❛✈❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♥✐♦❜✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥❞✉❝t♦r ❛s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡s✐❣♥ ■ ❤❛✈❡ s♦❧✈❡❞ t❤❡

▼❛tt✐s✲❇❛r❞❡❡♥ ✐♥t❡❣r❛❧s t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ s♠❛❧❧ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♦❢ ◆❜ ✭t❛❜❧❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s

✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①✮✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 10−1pH/� ❢♦r ❛ t❤✐♥ ❧❛②❡r ♦❢ 120 nm ❛♥❞ ❛❜♦✉t

4× 10−2pH/� ❢♦r ❛ 300 nm t❤✐♥ ❧❛②❡r✳ ■ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢

❛ 120 nm t❤✐❝❦ ◆❜ ❧❛②❡r ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛ 300 nm t❤✐❝❦ ◆❜

❧❛②❡r ❢♦r t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ♥❡t✇♦r❦✳

✽✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

■ ❤❛✈❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳

❋✐❣✳ ✽✳✷✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ◆✐♦❜✐✉♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s

♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞❡s✐❣♥✿ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♦♥ ❆❧✉♠✐♥✉♠ ❞❡❝r❡❛s❡s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧②

❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠✐s♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ■

❤❛✈❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ ♥❡✇ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞



✽✳✸✳ ❘❊❆▲■❩❆❚■❖◆ ✶✻✼

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✳✷✿ ❆✉t♦❝❛❞ ❧❛②♦✉t ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞❡s✐❣♥ ✶ ✭❧❡❢t✮✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❈❙❚ ❛♥❞
❙♦♥♥❡t ✭r✐❣❤t✮✳ ❆❧✉♠✐♥✉♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❙♦♥♥❡t ✐s ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝✲
t❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ ❈❙❚ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✲✸✺ ❞❇✳ ❉❡s✐❣♥
✶ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❜♦t❤ s♦❢t✇❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✳ ❉❡s✐❣♥ ✷ ✐s
♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ ❈❙❚ ♦♥❧②✳ ❘✐❣❤t ❛①✐s s❤♦✇s t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❜s♦r❜❡❞ ♦♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡
t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r✉♥ ✐♥ ❈❙❚ ■ ❛❧s♦ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡

s❛♠❡ ❞❡s✐❣♥ ✇✐t❤ ❙♦♥♥❡t✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ■ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❈❙❚ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡ ✐s t❤❛t ✐t ❛❧✲

❧♦✇s t♦ ❝r❡❛t❡ ❝✉st♦♠ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❣✐✈❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✳

❙♦♥♥❡t ❛❧❧♦✇s ❝✉st♦♠ ♠❛t❡r✐❛❧ t♦ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ✜①❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡

❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝✲

t❛♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡s ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✳ ❙✐♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❢t✇❛r❡

❣✐✈❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ ■ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❛❞♦♣t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t

❞❡s✐❣♥s ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♥❡✇ ♣❤♦t♦♠❛s❦s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣

✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ❢❛❜r✐❝❛t❡ ♥❡✇ ❝❤✐♣s ✇✐t❤ ♦♥❧② s✐♥❣❧❡✲❜❛♥❞ ♣✐①❡❧s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t 150 GHz✳

❚❤❡ ✜❧t❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ✇✐❞❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡s✐❣♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❢r❡q✉❡♥❝② ♠✐s♠❛t❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦ ✇r♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t✳ ❋✐❣✳ ✽✳✷✳✷ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✽✳✷✳✸ s❤♦✇ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

♥❡✇ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡r ❞❡s✐❣♥✳

✽✳✸ ❘❡❛❧✐③❛t✐♦♥

■ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✜✈❡ ♥❡✇ ❝❤✐♣s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❚❤❡ ✜rst ❝❤✐♣ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❝❤✐♣❴✻ ✉s❡❞ ✐♥ s❡❝♦♥❞ r✉♥✳ ■♥ t❤✐s ✈❡rs✐♦♥

■ ❤❛✈❡ r❡♠♦✈❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛s ♦♥ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ♥❡t✇♦r❦

♦♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✳✸✿ ❋✐❧t❡r ❧❛②♦✉t ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✇✐t❤ ❙♦♥♥❡t ✭r✐❣❤t✮✳ ❙t✉❜s ❞✐st❛♥❝❡s✱
❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ ✇✐❞t❤s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ µm✳

♥❡t✇♦r❦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ■ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❡s♣♦♥s❡

♦❢ ❜❛r❡ r❡s♦♥❛t♦rs ✇✐t❤ t❤❡ ♦❧❞ ❝❤✐♣❴✻ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥

♦✈❡r ❞✐r❡❝t ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳

❼ ❈❤✐♣ ✷ ✫ ✸ ✐♥❝❧✉❞❡ ♥✐♥❡ ♣✐①❡❧s✿ t❤r❡❡ ❛♥t❡♥♥❛✲❝♦✉♣❧❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs ✇✐t❤ ♦♥❡

✜❧t❡r✱ t❤r❡❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥t❡♥♥❛✲❝♦✉♣❧❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤r❡❡ ♥♦t ❝♦✉♣❧❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs✳

❚❤✐s ❞❡s✐❣♥ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t

❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ♥❡t✇♦r❦✳

❼ ❈❤✐♣ ✹ ✫ ✺ ✐♥❝❧✉❞❡ ✜✈❡ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❛t

❧❡❛st 7 mm ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡

❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤❡♥ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❦② s✐♠✉❧❛t♦r✳ ❖♥❡ ❛♥t❡♥♥❛

✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❤✐♣ ❝❡♥t❡r t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s✐❧✐❝♦♥ ❧❡♥s✳

❈❤✐♣s ✷✱ ✸✱ ✹ ❛♥❞ ✺ ❤❛✈❡ ❛♥t❡♥♥❛s t✐❧t❡❞ ❜② 45◦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ ♣♦❧ ❛♥❞ ❝r♦ss✲♣♦❧

♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ✇✐t❤ t❤❡ ▼❛rt✐♥✲P✉♣♣❧❡t ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✳ P✐①❡❧s ❧❛②♦✉t ❛♥❞ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❛r❡

s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✐❝t✉r❡s✳
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❈❤❛♣t❡r ✾

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❉✉r✐♥❣ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ②❡❛rs ■ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝❤❛✐♥

❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❈▼❇ ♣♦❧❛r✐♠❡tr②✳ ❆t ✜rst✱ ■ ❤❛✈❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐t❤

❢✉❧❧ ✇❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞✉❛❧✲r❡s♦♥❛♥t s❧♦t ❛♥t❡♥♥❛

❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s s❤♦rt✲❝✐r❝✉✐t ❡✛❡❝t s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❈❙❚ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❙t✉❞✐♦ ❛♣♣❡❛rs

t♦ ❜❡ ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢

❛❜♦✉t ✸✺✪ ✐s ❛❞❡q✉❛t❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t✇♦ s✉❜✲❜❛♥❞s ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✵✪ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣r♦♣❡r❧②✳ ❉✉❡

t♦ t❤❡ t❤✐♥ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠✐❝r♦str✐♣ ❣❡♦♠❡tr②✱ ■ ❝♦✉❧❞♥✬t r❡❛❧✐③❡ ❛ ❧♦✇

❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♠♦♥str❛t♦r ✐♥ s❤♦rt t✐♠❡ s❝❛❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉❜str❛t❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❆P❈✳

❚❤✐s st❡♣ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳

❚❤❡ ❞✐♣❧❡①❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ t✇♦

❜❛♥❞♣❛ss ✜❧t❡rs ❛r❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ♦♥❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥

st❡♣✳

■ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❣❡♦♠❡tr② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❙✐♥❝❡

t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ r❡q✉✐r❡s ❛ ❣r♦✉♥❞ ♣❧❛♥❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❧❛②❡r✱ ■ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞

t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❈P❲ r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ♥♦t t♦ ❤❛✈❡ ❣r♦✉♥❞

❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞

❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❛r❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s✉❜✲❜❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❆❣❛✐♥✱ ❛

t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❞❡♠♦♥str❛t♦r s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ✇❛② t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤✐s ✐s q✉✐t❡ ❤❛r❞ t♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❡t❛❧s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡

t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✉❝❤ ❛ ❞❡♠♦♥str❛t♦r ✇♦✉❧❞ ❜❡

✶✼✸
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t❡st❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧s✳

❲❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ t❤r❡❡ t✐♠❡s ✜✈❡ ❝❤✐♣s ♦✈❡r ❛ t❤r❡❡ ✐♥❝❤❡s ❧❛r❣❡ ✇❛❢❡r✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✇❡

❤❛✈❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❝❤✐♣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡❝✐♦✉s ❢♦r

❢✉t✉r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❑■❉s ❜♦t❤ ❛t ❆P❈ ❛♥❞ P❛r✐s ❖❜s❡r✈❛t♦r②✳

▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ❆P❈ ❛♥❞ ✐♥st✐t✉t ◆❊❊▲ s❤♦✇♥ s❡✈❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ ❢✉r✲

t❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ▼❛✐♥❧②✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡

r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ♣r❡s❡♥❝❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ♣❛ss ❜❛♥❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣♦t

♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 104✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤

❛ ❧❡♥s ❝♦✉♣❧❡❞ ♣✐①❡❧ ❞✐❞ ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤✉s ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❢✉rt❤❡r

✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s♣❡❝tr❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♣♦♦r ❡st✐✲

♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ✉s❡❞ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧♦♥❣

t❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ■ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♥❡✇ ♣✐①❡❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ■

t♦♦❦ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♦❢ ♥✐♦❜✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s

❞❡s✐❣♥✱ ❛♥❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ǫr ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈❛❧✉❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❡sts ♦❢

t❤✐s ❞❡s✐❣♥ ❛r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ❜♦t❤ ❛t ❆P❈ ❛♥❞ ■♥st✐t✉t ◆❊❊▲✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐❧❧

♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ❞❛t❛ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s

♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧s✳

❋✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✐①❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇ ❢r❡✲

q✉❡♥❝② ❞❡♠♦♥str❛t♦rs✳ ❆ ❞✉❛❧✲r❡s♦♥❛♥t s❧♦t ❛♥t❡♥♥❛ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

r❛♥❣❡ ❛r♦✉♥❞ 3 GHz ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ❛t ❆P❈ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛ r❡s♦♥❛♥❝❡

❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳ ❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♠♦♥str❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❆❧✉♠✐♥✉♠ ❝✉t♦✛ ❛t 100GHz✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t❡st ❛ s✐♠✐❧❛r ♠✐❝r♦str✐♣ t♦

❈P❲ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣✳ ❆♥♦t❤❡r ❞❡♠♦♥str❛t♦r ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧

❞❡s✐❣♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❡①❛❣❣❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s✐③❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢

♠✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡❢❡❝ts✳

❋✉t✉r❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ♣✐①❡❧ ❞❡s✐❣♥ ♠❛② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs✳ ■♥ ♣❛r✲

t✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❞✉❛❧✲r❡s♦♥❛♥t s❧♦t ❛♥t❡♥♥❛ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥✉♦✉s ❛♥t❡♥♥❛ ♦r ❛

s❡❛s❤❡❧❧ ❛♥t❡♥♥❛ ❝✉rr❡♥t❧② ✉♥❞❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❊❙❆ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❘❡s❡❛r❝❤

Pr♦❣r❛♠♠❡ ✭❚❘P✮ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❢✉t✉r❡ ❈▼❇ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡s✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ▼✳ ▲♦♥❣❛✐r ✲ ❚❤❡ ❈♦s♠✐❝ ❈❡♥t✉r②✱ ❆ ❤✐st♦r② ♦❢ ❆str♦♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❈♦s♠♦❧♦❣②

✲ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss ✲ ✷✵✵✻

❬✷❪ ❆✳ ❊✐♥st❡✐♥ ✲ ❖♥ t❤❡ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ▲✐❣❤t ✲

❆♥♥❛❧❡♥ ❞❡r P❤②s✐❦✱ ✸✺✱ ♣♣✳ ✽✾✽✲✾✵✽ ✲ ✶✾✶✶

❬✸❪ ▼✳ ❘❡❛❧❞✐✱ ●✳ P❡r✉③③✐ ✲ ❊✐♥st❡✐♥✱ ❞❡ ❙✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ ❇❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❘❡❧❛t✐✈✐st✐❝

❈♦s♠♦❧♦❣② ✐♥ ✶✾✶✼ ✲ ❙♣r✐♥❣❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✲ ❉❖■ ✶✵✳✶✵✵✼✴s✶✵✼✶✹✲✵✵✽✲✵✻✻✹✲② ✲ ✷✵✵✽

❬✹❪ ▲✳ ❇❡r❣str♦♠✱ ❆✳ ●♦♦❜❛r ✲ ❈♦s♠♦❧♦❣② ❛♥❞ P❛rt✐❝❧❡ P❤②s✐❝s ✲ ❙♣r✐♥❣❡r ✲ ✷✵✵✻

❬✺❪ ❈✳ ❖✬❘❞t❛✐❢❡❛rt❛✐❣❤ ✲ ❚❤❡ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❱✳ ▼✳ ❙❧✐♣❤❡r t♦ t❤❡ ●r❡❛t❡r ❉✐s✲

❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ ❊①♣❛♥❞✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs❡ ✲ ❛r❳✐✈✿✶✷✶✷✳✺✹✾✾ ✲ ✷✵✶✸

❬✻❪ ❙❧✐♣❤❡r ❱✳▼ ✲ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ✲ ✈♦❧✳ ✺✻✱

♣✳✹✵✸✲✹✵✾ ✲ ✶✾✶✼

❬✼❪ ❊❞✇✐♥ ❍✉❜❜❧❡ ✲ ❆ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ r❛❞✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♠♦♥❣ ❡①tr❛✲

❣❛❧❛❝t✐❝ ♥❡❜✉❧❛❡ ✲ ✶✾✷✾
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❋✐❝t✐t✐♦✉s ❙❤♦rt ❈✐r❝✉✐t ❈♦♥❝❡♣t ✲ ■❊❊❊ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆♥t❡♥♥❛s ❛♥❞ Pr♦♣✲

❛❣❛t✐♦♥ ✲ ✷✵✵✺

❬✺✻❪ ❆✳ ❈✳ ❘♦s❡✲■♥♥❡s✱ ❊✳ ❍✳ ❘❤♦❞❡r✐❝❦ ✲ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✲ P❡r❣✲

❛♠♦♥ Pr❡ss ✲ ✶✾✼✽



✶✽✹ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨

❬✺✼❪ ●✳ ❙t♦❥❛♥♦✈✐❝✱ ▲✳ ➎✐✈❛♥♦✈✱ ▼✳ ❉❛♠❥❛♥♦✈✐❝ ✲ ❈♦♠♣❛❝t ❋♦r♠ ♦❢ ❊①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r

■♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❡❛♥❞❡r ■♥❞✉❝t♦rs ✲ ❙❡r❜✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧

❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✲ ❱♦❧✳ ✶✱ ◆♦✳ ✸✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✹✱ ✺✼ ✲ ✻✽

❬✺✽❪ ❲✳ ❍✳ ❍❛②t✱ ❏✳ ❊✳ ❑❡♠♠❡r❧② ✲ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❈✐r❝✉✐t ❆♥❛❧②s✐s ✲ ▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧ ✲

✶✾✼✶

❬✺✾❪ ❘✐❝❤❛r❞ ❈✳ ❉♦r❢✱ ❏❛♠❡s ❆✳ ❙✈♦❜♦❞❛ ✲ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❊❧❡❝tr✐❝ ❈✐r❝✉✐t ✲ ❲✐❧❡②

✲ ✶✾✾✻

❬✻✵❪ P✳❏✳ ❋♦r❞✱ ●✳❆✳ ❙❛✉♥❞❡rs ✲ ❚❤❡ ❘✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs ✲ ❈❘❈ Pr❡ss ✲

✷✵✵✹

❬✻✶❪ ❏✳ ❇❛r❞❡❡♥✱ ◆✳ ❈♦♦♣❡r✱ ❘✳ ❙❝❤r✐❡✛❡r ✲ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✲ P❤②s✐❝❛❧

r❡✈✐❡✇ ✈♦❧✉♠❡ ✶✵✽ ✲ ✶✾✺✼

❬✻✷❪ ❍✳ ▲♦♥❞♦♥ ✲ ❚❤❡ ❍✐❣❤✲❋r❡q✉❡♥❝② ❘❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❚✐♥ ✲ ✶✾✹✵

❬✻✸❪ ◆✳ ❲✳ ❆s❤❝r♦❢t✱ ◆✳ ❉✳ ▼❡r♠✐♥ ✲ ❙♦❧✐❞ ❙t❛t❡ P❤②s✐❝s ✲ ❍♦❧t✱ ❘✐♥❡❤❛rt ✫❲✐♥st♦♥

✲ ✶✾✼✻

❬✻✹❪ ▼❛rt✐♥♦ ❈❛❧✈♦ ✲ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❑✐♥❡t✐❝ ■♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❉❡t❡❝t♦rs ❢♦r t❤❡ st✉❞②

♦❢ t❤❡ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✲ P❤❉ ❚❤❡s✐s ✲ ❯♥✐✈❡rs✐tà

❞❡❣❧✐ ❙t✉❞✐ ❞✐ ❘♦♠❛ ✧▲❛ ❙❛♣✐❡♥③❛✧ ✲ ✷✵✵✽

❬✻✺❪ ❈❤❛r❧❡s P✳ P♦♦❧❡✱ ❍♦r❛❝✐♦ ❆✳ ❋❛r❛❝❤✱ ❘✐❝❤❛r❞ ❆✳ ❈r❡s✇✐❝❦✱ ❘✉s❧❛♥ Pr♦③♦r♦✈ ✲

❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✲ ❊❧s❡✈✐❡r ✲ ✷✵✵✼

❬✻✻❪ ❋✳ ▲♦♥❞♦♥✱ ❍✳ ▲♦♥❞♦♥ ✲ ❚❤❡ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❊q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙✉♣r❛✲

❝♦♥❞✉❝t♦r ✲ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ▲♦♥❞♦♥ ❙❡r✐❡s ✲ ✶✾✸✺ ✲

✶✵✳✶✵✾✽✴rs♣❛✳✶✾✸✺✳✵✵✹✽

❬✻✼❪ ❈✳ ❑✐tt❡❧ ✲ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❙♦❧✐❞ ❙t❛t❡ P❤②s✐❝s ✲ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s ✲ ✷✵✵✺

❬✻✽❪ ▼✳ ❚✐♥❦❤❛♠ ✲ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✲ ✷➦ ❊❞✳ ✲ ❉♦✈❡r P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

✲ ✶✾✾✻

❬✻✾❪ ❉✳ ▼❛tt✐s✱ ❏✳ ❇❛r❞❡❡♥ ✲ ❚❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉s s❦✐♥ ❡✛❡❝t ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞

s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❡t❛❧s ✲ P❤②s✐❝❛❧ r❡✈✐❡✇ ✶✶✶✱ ✹✶✷ ✲ ✶✾✺✽



❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨ ✶✽✺

❬✼✵❪ P✳ ❚✉r♥❡❛✉r❡✱ ❏✳ ❍❛❧❜r✐tt❡r✱ ❆✳ ❙❝❤✇❡tt♠❛♥ ✲ ❚❤❡ ❙✉r❢❛❝❡ ■♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ ❙✉♣❡r✲

❝♦♥❞✉❝t♦rs ❛♥❞ ◆♦r♠❛❧ ❈♦♥❞✉❝t♦rs✿ ❚❤❡ ▼❛tt✐s✲❇❛r❞❡❡♥ ❚❤❡♦r② ✲ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❱♦❧✳ ✹✱ ◆♦✳ ✺ ✲ ✶✾✾✶

❬✼✶❪ ❉❛✈✐❞ ❘✳ ❚✐❧❧❡②✱ ❏♦❤♥ ❚✐❧❧❡② ✲ ❙✉♣❡r✢✉✐❞✐t② ❛♥❞ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✲ ■♥st✐t✉t❡

♦❢ P❤②s✐❝s P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❇r✐st♦❧ ❛♥❞ P❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛ ✲ ✶✾✾✵

❬✼✷❪ ❏✳ ●❛♦ ✲ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ r❡s♦♥❛t♦rs ✲ P❤❉ t❤❡s✐s✱

❈❛❧t❡❝❤ ✲ ✷✵✵✽

❬✼✸❪ ❙✳ ❑❛♣❧❛♥ ❡t ❛❧✳ ✲ ◗✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ♣❤♦♥♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡s ✐♥ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs ✲ P❤②s✳

❘❡✈✳ ❇ ✶✹✱ ✹✽✺✹✕✹✽✼✸ ✲ ✶✾✼✻

❬✼✹❪ ❏✳ ❏❛♥ss❡♥ ✲ ▼✉❧t✐✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❆❝t✐✈❡ ●❛❧❛❝t✐❝ ◆✉❝❧❡✐ ✲ P❤❉

❚❤❡s✐s✱ ❉❡❧❢t ✲ ✷✵✶✼

❬✼✺❪ ▼✳ ❘♦s❝❤ ✲ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❧✉♠♣❡❞ ❊❧❡♠❡♥t ❑✐♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❉❡t❡❝t♦rs ❢♦r

♠♠✲✇❛✈❡ ❆str♦♥♦♠② ❛t t❤❡ ■❘❆▼ ✸✵ ♠ ❚❡❧❡s❝♦♣❡ ✲ P❤❉ ❚❤❡s✐s✱ ❑■❚ ✲ ✷✵✶✸

❬✼✻❪ ❙✐♠♦♥ ❉♦②❧❡ ✲ ▲✉♠♣❡❞ ❊❧❡♠❡♥t ❑✐♥❡t✐❝ ■♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❉❡t❡❝t♦rs ✲ P❤❉ ❚❤❡s✐s ✲

❈❛r❞✐✛ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✲ ✷✵✵✽

❬✼✼❪ ❆✳ ❇✳ P✐♣♣❛r❞ ✲ ❚❤❡ P❤②s✐❝s ♦❢ ❱✐❜r❛t✐♦♥ ✲ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss ✲ ✶✾✼✽

❬✼✽❪ ❏✳ ❇❛s❡❧♠❛♥s✱ ❈✳ ❨❛t❡s✱ ❘✳ ❜❛r❞❡♥s✱ ❨✳ ❧❛♥❦✇❛r❞❡♥✱ ❏✳ ❣❛♦✱ ❍✳ ❍♦❡✈❡rs✱ ❚✳

❑❧❛♣✇✐❥❦ ✲ ◆♦✐s❡ ❛♥❞ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❆❧✉♠✐♥✉♠ ❑✐♥❡t✐❝ ■♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❉❡t❡❝t♦rs

❢♦r s✉❜✲♠♠ ❆str♦♥♦♠② ✲ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ P❤②s✐❝s ✲ ✷✵✵✼

❬✼✾❪ ❆✳ ❱✳ ❙❡r❣❡❡✈✱ ❱✳ ❱✳ ▼✐t✐♥✱ ❇✳ ❙✳ ❑❛r❛s✐❦ ✲ ❯❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❤♦t✲❡❧❡❝tr♦♥ ❦✐♥❡t✐❝✲

✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❉❡t❡❝t♦rs ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❲❡❧❧ ❇❡❧♦✇ t❤❡ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ✲

❆♣♣❧✳ P❤②s✳ ▲❡tt✳ ✽✵✱ ✽✶✼ ✲ ✷✵✵✷ ✲ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✻✸✴✶✳✶✹✹✺✹✻✷

❬✽✵❪ P✳❏✳ ❞❡ ❱✐ss❡r✱ ❏✳❏✳❆✳ ❇❛s❡❧♠❛♥s✱ ❏✳ ❇✉❡♥♦✱ ◆✳ ▲❧♦♠❜❛rt✱ ❚✳▼✳ ❑❧❛♣✇✐❥❦ ✲

❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❊❧❡❝tr♦♥ ❙②st❡♠ ♦❢ ❛ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦r ❊①♣♦s❡❞ t♦ ❛ P❤♦t♦♥

❄✉① ✲ ❆r❳✐✈✿✶✸✵✻✳✹✷✸✽✈✶

❬✽✶❪ ❖✳ ◆♦r♦♦③✐❛♥✱ ❏✳ ●❛♦✱ ❏✳ ❩♠✉✐❞③✐♥❛s✱ ❍✳ ●✳ ▲❡❉✉❝✱ ❇✳ ❆✳ ▼❛③✐♥ ✲ ❚✇♦✲

❧❡✈❡❧ ❙②st❡♠ ◆♦✐s❡ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❑✐♥❡t✐❝ ■♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❉❡t❡❝t♦rs ✲

❛r❳✐✈✿✵✾✵✾✳✷✵✻✵



✶✽✻ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨

❬✽✷❪ ❙✳ ❑✉♠❛r✱ ❏✳ ●❛♦✱ ❏✳ ❩♠✉✐❞③✐♥❛s✱ ❇✳ ❆✳ ▼❛③✐♥✱ ❍✳ ●✳ ▲❡❞✉❝✱ ❛♥❞ P✳ ❑✳ ❉❛② ✲

❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❋r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ◆♦✐s❡ ♦❢ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❈♦♣❧❛✲

♥❛r ❲❛✈❡❣✉✐❞❡ ❘❡s♦♥❛t♦rs ✲ ❆♣♣❧✐❡❞ P❤②s✐❝s ▲❡tt❡rs ✾✷ ✶✷✸✺✵✸ ✲ ✷✵✵✽

❬✽✸❪ ❘✳ ❇❛r❡♥❞s ✲ P❤♦t♦♥✲❞❡t❡❝t✐♥❣ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❘❡s♦♥❛t♦rs ✲ P❤❉ ❚❤❡s✐s✱ ❉❡❧❢t

✲ ✷✵✵✾

❬✽✹❪ ▲✳ ❏✳ ❙✇❡♥s♦♥✱ P✳ ❑✳ ❉❛②✱ ❇✳ ❍✳ ❊♦♠✱ ❍✳ ●✳ ▲❡❞✉❝✱ ◆✳ ▲❧♦♠❜❛rt✱ ❈✳ ▼✳ ▼❝❑❡♥✲

♥❡②✱ ❖✳ ◆♦r♦♦③✐❛♥✱ ❏✳ ❩♠✉✐❞③✐♥❛s ✲ ❖♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚✐t❛♥✐✉♠ ◆✐tr✐❞❡ ❙✉♣❡r❝♦♥✲

❞✉❝t✐♥❣ ▼✐❝r♦r❡s♦♥❛t♦r ❉❡t❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❘❡❣✐♠❡ ✲ ❛r❳✐✈✿✶✸✵✺✳✹✷✽✶ ✲

✷✵✶✸

❬✽✺❪ ❆✳ ❇r✉♥♦✱ ●✳ ❞❡ ▲❛♥❣❡✱ ❙✳ ❆s❛❛❞✱ ❑✳ ▲✳ ❱❛♥ ❞❡r ❊♥❞❡♥✱ ◆✳ ❑✳ ▲❛♥❣❢♦r❞✱ ▲✳

❉✐❈❛r❧♦ ✲ ❘❡❞✉❝✐♥❣ ■♥tr✐♥s✐❝ ▲♦ss ✐♥ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❘❡s♦♥❛t♦rs ❜② ❙✉r❢❛❝❡

❚r❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ ❉❡❡♣ ❊t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❙✐❧✐❝♦♥ ❙✉❜str❛t❡s ✲ ❛r❳✐✈✿✶✺✵✷✳✵✹✵✽✷ ✲ ✷✵✶✺

❬✽✻❪ ❏✳ ❩♠✉✐❞③✐♥❛s ✲ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ▼✐❝r♦r❡s♦♥❛t♦rs✿ P❤②s✐❝s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✲

❆♥♥✉✳ ❘❡✈✳ ❈♦♥❞❡♥s✳ ▼❛tt❡r P❤②s✳ ✷✵✶✷✳✸✿✶✻✾✲✷✶✹ ✲ ✷✵✶✷

❬✽✼❪ P✳ ❏✳ ❞❡ ❱✐ss❡r✱ ❙✳ ❲✐t❤✐♥❣t♦♥✱ ❉✳ ❏✳ ●♦❧❞✐❡ ✲ ❘❡❛❞♦✉t✲♣♦✇❡r ❍❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❍②s✲

t❡r❡t✐❝ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❇❡t✇❡❡♥ ❚❤❡r♠❛❧ ◗✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❙t❛t❡s ✐♥ ❑✐♥❡t✐❝ ■♥❞✉❝t❛♥❝❡

❉❡t❡❝t♦rs ✲ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ P❤②s✐❝s ✶✵✽✱ ✶✶✹✺✵✹ ✲ ✷✵✶✵

❬✽✽❪ ❘✳ Pö♣❡❧ ✲ ❙✉r❢❛❝❡ ■♠♣❡❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❘❡✢❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs ✲ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❆♣♣❧✐❡❞ P❤②s✐❝s ✻✻ ✱ ✺✾✺✵ ✭✶✾✽✾✮❀ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✻✸✴✶✳✸✹✸✻✷✷

❬✽✾❪ ❇✳ ▼❛③✐♥ ✲ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❑✐♥❡t✐❝ ■♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❉❡t❡❝t♦rs ✲ P❤❉ ❚❤❡s✐s✱ ❈❛❧t❡❝❤ ✲

✷✵✵✹

❬✾✵❪ P✳ ❉❡ ❱✐ss❡r ✲ ◗✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ ❉②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ▼✐✲

❝r♦✇❛✈❡ ❘❡s♦♥❛t♦rs ✲ P❤❉ ❚❤❡s✐s✱ ❉❡❧❢t ✲ ✷✵✶✹

❬✾✶❪ ❚✳ ❲❡✐❧❛♥❞ ✲ ❚✐♠❡ ❉♦♠❛✐♥ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❋✐❡❧❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❋✐♥✐t❡

❉✐✛❡r❡♥❝❡ ▼❡t❤♦❞s ✲ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ❱♦❧✳ ✾✱ ✷✾✺

✲ ✶✾✾✻

❬✾✷❪ ❈❙❚ st✉❞✐♦ ❙✉✐t❡ ▼❛♥✉❛❧



❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨ ✶✽✼

❬✾✸❪ ❏✳ ❈✳ ❘❛✉t✐♦✱ ❘✳ ❋✳ ❍❛rr✐♥❣t♦♥ ✲ ❆♥ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❚✐♠❡✲❍❛r♠♦♥✐❝ ❆♥❛❧②s✐s

♦❢ ❙❤✐❡❧❞❡❞ ▼✐❝r♦str✐♣ ❈✐r❝✉✐ts ✲ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦♥ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ t❤❡♦r②✱ ✈♦❧✳

✸✺ ✲ ✶✾✽✼

❬✾✹❪ ❙♦♥♥❡t s♦❢t✇❛r❡ ✉s❡r ♠❛♥✉❛❧

❬✾✺❪ ❆✳ ▼♦♥❢❛r❞✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ✲ ◆■❑❆✿ ❆ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r✲✇❛✈❡ ❦✐♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❝❛♠❡r❛ ✲

❆✫❆✱ ✺✷✶ ✭✷✵✶✵✮ ❆✷✾❀ ❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✺✶✴✵✵✵✹✲✻✸✻✶✴✷✵✶✵✶✹✼✷✼

❬✾✻❪ ❙❛♠✐ ❋r❛♥ss✐❧❛ ✲ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ▼✐❝r♦❋❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ✲ ❏❤♦♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s ✲ ✷✵✵✹

❬✾✼❪ ✇✇✇✳❞✉♣♦♥t✳❝♦♠

❬✾✽❪ ❆✳ ❈❛t❛❧❛♥♦ ❡t ❛❧❧✳ ✲ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆■❑❆ ❝❛♠❡r❛ ❛t t❤❡

■❘❆▼ ✸✵ ♠ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✲ ❛r❳✐✈✿✶✹✵✷✳✵✷✻✵ ❬❛str♦✲♣❤✳■▼❪ ✲ ✷✵✶✹

❬✾✾❪ ❆✳ ▼♦♥❢❛r❞✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ✲ ❆ ❉✉❛❧✲❜❛♥❞ ▼✐❧❧✐♠❡t❡r✲✇❛✈❡ ❑✐♥❡t✐❝ ■♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❈❛♠❡r❛

❢♦r t❤❡ ■❘❆▼ ✸✵ ♠ ❚❡❧❡s❝♦♣❡ ✲ ❚❤❡ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t✱ ❱♦❧✉♠❡

✶✾✹✱ ■ss✉❡ ✷✱ ❛rt✐❝❧❡ ✐❞✳ ✷✹ ✲ ✷✵✶✶

❬✶✵✵❪ ❖✳ ❇♦✉rr✐♦♥ ❡t ❛❧✳ ✲ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡♠♦♥str❛t♦r ❢♦r ❛ ❦✐♥❡t✐❝

✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ❝❛♠❡r❛ ✲ ❛r❳✐✈✿✶✶✵✷✳✶✸✶✹✈✸ ❬❛str♦✲♣❤✳■▼❪ ✲ ✷✵✶✶

❬✶✵✶❪ ❚❤♦♠❛s ❉✉r❛♥❞ ✲ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡ ❞❡ ▼❛rt✐♥✲P✉♣❧❡tt ♣♦✉r

❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝❛♠ér❛ ❜♦❧♦♠étr✐q✉❡ ✲ ❚❤❡s✐s✱ ■♥st✐t✉t ◆❊❊▲ ✲

t❡❧✳❛r❝❤✐✈❡s✲♦✉✈❡rt❡s✳❢r✴t❡❧✲✵✵✶✽✶✵✷✵ ✲ ✷✵✵✼

❬✶✵✷❪ ❆✳ ▲❛rs❡♥✱ ❍✳ ❉✳ ❏❡♥s❡♥✱ ❏✳ ▼②❣✐♥❞ ✲ ❙❡❧❢✲■♥❞✉❝❡❞ ❙t❡♣s ✐♥ ❛ ❙♠❛❧❧ ❏♦s❡♣❤s♦♥

❏✉♥❝t✐♦♥ ❙tr♦♥❣❧② ❈♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ ▼✉❧t✐♠♦❞❡ ❘❡s♦♥❛t♦r ✲ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇✱ ❱♦❧✳

✹✸✱ ◆✳ ✶✸ ✲ ✶ ▼❛② ✶✾✾✶

❬✶✵✸❪ ▼✳ ❙❛❧❡③✱ ❋✳ ❇♦✉ss❛❤❛ ✲ ❋❧✉①♦♥ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ♣❤❛s❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❛t ✻✵✵ ●❍③ ✐♥ s✉✲

♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ t✉♥♥❡❧ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♥♦♥✉♥✐❢♦r♠ ❛rr❛②s ✲ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ P❤②s✐❝s

✶✵✼✱ ✵✶✸✾✵✽ ✭✷✵✶✵✮❀ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✻✸✴✶✳✸✷✼✵✹✵✸

❬✶✵✹❪ ▼✳ ❙❛❧❡③✱ ❋✳ ❇♦✉ss❛❤❛ ✲ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✜❧t❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥♦♥✉♥✐❢♦r♠ ❏♦s❡♣❤✲

s♦♥ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❛rr❛②s ✲ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ P❤②s✐❝s ✶✵✷✱ ✵✽✸✾✵✹ ✭✷✵✵✼✮❀ ❞♦✐✿

✶✵✳✶✵✻✸✴✶✳✷✼✾✻✶✵✽


