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*résumé

Les instabilités plastiques désignent une famille de comportements non-
linéaires que l’on rencontre dans plusieurs matériaux solides. Elles corres-
pondent à une évolution hétérogène de la déformation sous un chargement
homogène. On retrouve ce type de comportement au déclenchement de
la plasticité dans un grand nombre de métaux sous le nom de bandes de
Piobert-Lüders. Dans certains alliages d’aluminium, ces instabilités se ré-
pètent jusqu’à la rupture : c’est l’effet Portevin–Le Chatelier. Si leurs
origines physiques présentent des nuances, leur manifestation macrosco-
pique est similaire : un écrouissage irrégulier accompagné de bandes de
localisation d’épaisseur millimétrique dont la cinétique est sensible, entre
autres, à la température et à la vitesse de chargement. Elles sont dues à
l’interaction microscopique entre le réseau cristallin et les éléments d’alliage
qui épinglent les dislocations de façon récurrente.

Ce phénomène freine considérablement l’usage des tôles d’aluminium-
magnésium dans l’industrie. En effet, il a des conséquences esthétiques et
mécaniques néfastes dont il est difficile de prédire l’évolution à l’étape de
conception. Des modèles de comportement dédiés peuvent reproduire les
bandes de localisation mais peinent à estimer précisément leur cinématique.
De plus, ils sont sujets à des complications comme la sensibilité à la discrétisa-
tion, un coût de calcul considérable ou encore l’identification expérimentale
délicate de leurs paramètres. L’objectif de ces travaux est donc de proposer
un cadre dans lequel la cinématique des bandes de localisation est prédite de
façon fidèle.

Dans un premier temps, l’alliage d’étude est caractérisé par des essais
de traction où la cinétique de bandes individuelles est traquée à l’aide de la
corrélation d’images numériques. Deux géométries sont employées pour dis-
socier l’influence du matériau des effets de structure, et une large gamme de
vitesses imposées est utilisée. Les quantités d’intérêt sont ensuite identifiées
à l’échelle non-locale des bandes de déformation : leur géométrie, leur distri-
bution spatio-temporelle, la déformation qu’elles portent et l’énergie qu’elles
échangent. Il est principalement observé que ces grandeurs peuvent être ap-
proximées à partir de l’état mécanique qui précède chacune des instabilités,
ce qui doit permettre de réduire la complexité du problème.

S’appuyant sur ces résultats expérimentaux, un modèle de comportement
est formulé à l’échelle des bandes de localisation. Il encapsule toutes les
conséquences macroscopiques des instabilités plastiques et s’émancipe donc
des complications évoquées plus tôt. Finalement, une stratégie numérique
est proposée pour la simulation unidimensionnelle des essais, avec pour
objectif de démontrer la faisabilité de l’approche.

Ce travail constitue une première contribution à la simulation des bandes
de localisation au travers d’une modélisation directe de leur cinétique. Les
perspectives suggérées portent en particulier sur trois aspects. D’abord, la ca-
ractérisation de la cinétique des bandes de déformation à l’échelle inférieure
à la nucléation. Aussi, le déploiement en 2D et l’amélioration du modèle
proposé pour le traitement robuste de cas industriels. Enfin, l’utilisation du
cadre développé pour la prise en charge d’autres physiques non-locales.
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1introduction

Le choix des matériaux pour la conception des pièces mécaniques est
conditionné par un très grand nombre de facteurs. On peut citer des pro-
priétés qui leur sont propres : leur résistance mécanique, leur conductivité
thermique ou leur inertie chimique. Des facteurs extrinsèques entrent éga-
lement en ligne de compte, comme le coût de production ou encore une
mesure d’impact environnemental. À l’issue de ce processus, les ingénieurs
choisissent l’aluminium dans une vaste gamme d’applications : on le retrouve
dans nos emballages, nos satellites, et en particulier dans nos voitures.

Contexte industriel L’aluminium est plus cher et moins résistant que
l’acier, mais il est surtout deux à trois fois moins dense. Pour améliorer
ses propriétés, on l’allie à d’autres métaux comme le cuivre (séries 2000)
ou le magnésium (séries 5000). Les alliages des séries 5000 présentent des
atouts mécaniques et économiques considérables que les industriels de l’au-
tomobile veulent exploiter pour l’allègement des pièces. Cette direction de
développement est capitale dans l’industrie du transport, puisque le poids
des structures est le premier responsable de leur consommation en carbu-
rant, donc de leurs conséquences écologique et pécuniaire. Le livre blanc
de l’Association Française de Mécaniqe (2015) mentionne l’emploi des
alliages d’aluminium pour réduire la masse comme le premier domaine clé
de recherche et d’innovation pour l’industrie automobile. On retrouve ces
métaux sous forme de tôles1 que l’on met en forme pour obtenir des élé- 1 Par convention, on parle généralement

de tôle lorsque l’épaisseur est inférieure à
3mm.

ments de carrosserie. Les procédés de mise en forme comme l’emboutissage
impliquent généralement de grandes déformations qui, pour de nombreux
alliages, induisent des instabilités plastiques connues sous le nom d’effet
Portevin–Le Chatelier (PLC). Celui-ci se traduit par un écoulement plas-

Figure 1.1 : Aile de voiture obtenue par em-
boutissage d’une tôle de l’alliage AA5182
(Romhanji et al., 2004). L’effet PLC engendre
des marques disgracieuses qui ne dispa-
raissent pas après peinture.

tique oscillant durant l’écrouissage des métaux. Au lieu de croître de manière
homogène et contrôlable, la déformation se localise de façon répétée sous
forme de minces bandes qui se propagent. La ductilité et la formabilité sont
réduites, et les fissures favorisées. Les bandes de déformation laissent des
marques disgracieuses (figure 1.1) à la surface des tôles et rendent les pièces
d’aspect inutilisables. Pour éviter ce phénomène, on peut agir sur la tempé-
rature ou la vitesse du procédé, ce qui augmente les coûts et complique le
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processus. La solution souvent privilégiée est plus simple : on abandonne les
séries 5000 au profit de matériaux parfois plus chers et moins performants.

Motivation Mais une solution intermédiaire serait envisageable si l’on
parvenait à prédire où, quand et comment apparaissent les bandes de défor-
mation. On pourrait alors, en phase de conception, contrôler les instabilités
et les restreindre à des zones admissibles. C’est cet objectif qui rassemble un
effort croissant en recherche, dont le présent travail fait partie.

Objectifs Les mécanismes physiques à l’origine des instabilités dans les
métaux sont en partie connus. Ils servent à la construction de modèles de
comportement qui permettent la simulation numérique. Ceux-ci sont en
revanche sujets à plusieurs difficultés qui ralentissent leur transfert vers le
milieu industriel. D’abord, leur sophistication rend leur calcul coûteux : le
temps et les ressources nécessaires à la simulation vont en général au-delà
du raisonnable pour des applications concrètes. De plus, bien que l’on sache
recréer des bandes de déformation à l’aide de ces modèles physiques, on
ne parvient pas encore à reproduire quantitativement le phénomène réel.
Par exemple, les bandes n’apparaissent pas toujours au bon endroit, ou
leur géométrie ne correspond pas toujours à celle de l’expérience. Il serait
donc complémentaire de proposer une caractérisation et une modélisation à
l’échelle des bandes en se focalisant sur leur cinétique macroscopique. Pour
cela, on peut chercher à construire des modèles sans recourir à l’homogénéi-
sation d’un comportement sous-jacent. La construction d’une telle approche
est l’objectif de ce travail.

Figure 1.2 : Propagation d’un front de défor-
mation lors de la compression d’une neige
artificielle (Barraclough et al., 2016).

Élargissement La caractérisation et la modélisation des instabilités plas-
tiques est d’autant plus passionnante pour les chercheurs que des compor-
tements analogues peuvent être observés au-delà des alliages métalliques.
Par exemple, Barraclough et al. (2016) ont observé des instabilités simi-
laires durant des essais de compression menés sur des neiges artificielles.
Au lieu de se comprimer d’un bloc, les échantillons observés cèdent à la
charge par plans successifs comme montré sur la figure 1.2. On peut aussi
mentionner les bandes de cisaillement dans les roches (Olsson, 2000), bien
que celles-ci ne présentent pas d’apparente propagation. Allison et Ward
(1967) et Ludwig (1970) font également mention d’une striction localisée qui
se propage dans des polymères. Bien que les mécanismes sous-jacents soient
différents, les cinématiques macroscopiques obtenues sont comparables à
celle de PLC. On peut donc envisager qu’un modèle performant pour prédire
l’effet PLC rayonne vers d’autres communautés.

Plan Le manuscrit s’organise en deux parties. La partie I porte sur la
phénoménologie et la partie II sur la modélisation. Chacune d’elles présente
une revue bibliographique et des contributions.
À l’issue de ce chapitre d’introduction, le chapitre 2 fait l’état de l’art sur les
connaissances expérimentales des instabilités plastiques dans les métaux.
On fait le point sur la caractérisation de l’effet PLC à différentes échelles :
celle des structures, celle du matériau et celle des bandes.
Le chapitre 3 a pour objectif de clarifier les conséquences macroscopiques des
instabilités plastiques. Pour cela, on mène une campagne d’essais de traction
à température ambiante et à différentes vitesses imposées. En comparant
deux géométries d’éprouvettes, on peut distinguer les quantités propres à
chaque bande de leurs interactions avec le montage expérimental. L’ana-
lyse permet de conclure sur les grandeurs intrinsèques importantes pour la
prédiction du mouvement des bandes de déformation. Elle donne donc des
pistes pour la modélisation traitée dans la partie suivante.
Le chapitre 4 est une revue de littérature sur la modélisation des instabilités
plastiques. Il porte principalement sur l’évolution de la théorie qui a mené
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aux modèles modernes qui décrivent les bandes de déformation. On propose
une analyse des possibilités et des limites de ces approches.

chapitre 1
introduction

chapitre 6
perspectives

état de l’art

contribution

chapitre 2

chapitre 3

chapitre 4

chapitre 5

partie I
phénoméno.

partie II
modélisation

Figure 1.3 : Plan du manuscrit.

Dans le chapitre 5, on propose deux solutions aux problématiques soulevées.
Elles sont basées sur les conclusions de la campagne expérimentale, et sur
les besoins de l’industrie expliqués dans les paragraphes précédents. Dans
un premier temps, on répond à une problématique numérique en formulant
une manière de régulariser le problème spatial. Ensuite, on aborde l’enjeu
théorique en formulant un modèle qui convient à la description macrosco-
pique des bandes de localisation. L’intérêt de l’approche est illustré sur des
cas unidimensionnels.
Finalement, des perspectives sont formulées dans le chapitre 6. Elles font
référence aux difficultés expérimentales rencontrées, et proposent également
des pistes pour l’implémentation du modèle dans des cas concrets.

Acteurs Ce projet est financé par la région Bretagne et par l’École Cen-
trale de Nantes. Il est le fruit d’une collaboration entre l’institut de recherche
Dupuy–De Lôme (IRDL, université Bretagne Sud, UMR CNRS 6027) et l’ins-
titut de recherche en génie civil et mécanique (GeM, Centrale Nantes, UMR
CNRS 6183).
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résumé

L’effet Portevin–Le Chatelier (PLC) est un phénomène qui se mani-
feste de manière complexe, à différentes échelles de temps et d’espace. Plu-
sieurs points de vue sont par conséquent nécessaires à sa mise en contexte
et à sa compréhension globale.

Après un rappel du contexte historique, les instabilités plastiques sont
décrites à partir de leur manifestation macroscopique. Dans les matériaux
métalliques sous sollicitations, elles se manifestent :

— par une localisation de la déformation plastique sous forme de fines
bandes,

— par une saturation voire une chute de la contrainte ;
— et par une sensibilité à la température et à la vitesse de déformation.

Dans le cas de l’effet PLC, les bandes de déformation recouvrent le domaine à
plusieurs reprises, jusqu’à la rupture. Ces instabilitiés sont les conséquences
d’une compétition entre l’avancée des dislocations et leur épinglage par des
solutions solides mobiles : c’est le vieillissement dynamique, ou dynamic
strain aging (DSA).

L’étude du phénomène demande une caractérisation à l’échelle des
bandes de déformation. Malgré une littérature fournie sur le sujet, plusieurs
défis demandent des efforts de recherche supplémentaires. D’une part, la
nécessité d’identifier les causes intrinsèques qui mènent aux instabilités à
l’échelle de l’expérience. D’autre part, le besoin d’une description globale et
rationnelle qui unifie les observations expérimentales.
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2.1 mise en évidence et contexte historiqe

Figure 2.1 : Planche de Hartmann (1896)
après des essais de flexion trois points.

Au milieu du xixe siècle les métallurgistes s’intéressent au comporte-
ment des métaux à des fins militaires. Ce sont des essais balistiques qui
mènent Guillaume Piobert et la commission des principes du tir à reporter
les premiers des « nappes de courbes » autour du trou percé par un boulet
dans un blindage (Piobert et al., 1842). Leur rapport se limite à la description
objective du phénomène sans suggérer ses origines matérielles.

Durant la même période, Félix Savart et Antoine Philibert Masson
étudient la mécanique de cylindres minces de cuivre et de zinc soumis à
des chargements incrémentaux réalisés à l’aide de poids morts suspendus.
Ils identifient alors des allongements par « sauts brusques » et observent
une inégalité dans l’extensibilité des différentes sections (Masson, 1841).
Les géométries étudiées ne leur permettent pas d’identifier clairement la
cinématique du phénomène. Cependant, ils sont les premiers à établir une
corrélation entre les chutes de contraintes et l’hétérogénéité des déforma-
tions ; c’est pourquoi une partie de la littérature leur attribue la découverte
du phénomène d’instabilités plastiques dans les métaux (Bell, 1984, section
2.11).

La localisation en bandes est pour la première fois identifiée par Lüders
(1860) sur des tôles de fer sollicitées en traction. Des lignes inclinées d’une
épaisseur inférieure au millimètre laissent des marques pâles à la surface des
métaux et s’agencent en forme de grille. Il comprend que le phénomène est
une manifestation de la micro-structure. Il faut attendre 1894 pour que les
observations du général Piobert soient approfondies par Louis Hartmann
qui, toujours dans le cadre de la recherche balistique, publie une étude
descriptive minutieuse et illustrée (figure 2.1) sur les bandes de localisation.

Figure 2.2 : Mesures originales de Portevin
et Le Chatelier (1923) sur un alliage d’alu-
minium. L’abscisse correspond à l’allonge-
ment de la barre et l’ordonnée à la charge
appliquée.

Quelques années plus tard, Albert Portevin et François Le Chatelier2 2 Comme rappelé par Rizzi et Hähner
(2004), il est cocasse de remarquer que la
note en question (1923) est écrite par Fran-
çois Le Chatelier, présentée par Henry Le
Chatelier et fait référence à André Le Cha-
telier (1909).

mettent cette fois clairement en évidence l’effet qui portera leurs noms dans
la majeure partie de la littérature. Ils reconnaissent, sur les courbes d’écrouis-
sage d’un alliage d’aluminium sollicité en traction simple, des irrégularités
caractéristiques (figure 2.2) :

« […] l’effort, au lieu de croître d’une manière continue, progresse
par oscillations répétées »

(Portevin et Le Chatelier, 1923)
Ils sont les premiers à associer aux chutes de contraintes une description
sans équivoque des bandes de déformation apparaissant à la surface des
éprouvettes :

« En même temps apparaissent, à la surface des éprouvettes plates,
des lignes de glissement connues sous le nom de lignes de Piobert,
de Hartmann ou de Lüders. Ces lignes sont inclinées de 60° à 70°
sur la direction de l’effort […] »

(Portevin et Le Chatelier, 1923)
Ils ne font en revanche pas référence à Savart et Masson qui, plusieurs
décennies plus tôt, reportaient des résultats similaires.

La paternité des instabilités plastiques est donc délicate à attribuer. C’est
Piobert qui observe les bandes de déformation le premier mais Lüders qui
les identifie. Ce sont Savart et Masson qui, remarquablement tôt, relient
l’écrouissage irrégulier à la déformation hétérogène mais Portevin et Le
Chatelier (François) qui en caractérisent la morphologie.

2.2 aspects macroscopiqes

En mécanique, les instabilités désignent une famille de comportements
très vaste ; elles sont liées à la sensibilité de la cinématique d’un système à
des perturbations infinitésimales. Dans les matériaux solides, la cause des
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instabilités réside dans la combinaison d’effets de structure (instabilités géo-
métriques) et de propriétés intrinsèques (instabilités matérielles) ; bien qu’il
est en pratique délicat de les séparer puisque leurs actions sont toujours
couplées dans la déformation d’un milieu. Une autre manière de les distin-
guer repose sur des considérations cinématiques : les régimes diffus font
intervenir toute la structure (comme le flambement) tandis que les régimes
localisés traduisent l’augmentation de la déformation dans une zone limitée
du domaine : c’est le cas des bandes de Piobert–Lüders (PL) et de l’effet
Portevin–Le Chatelier (PLC).

ε

σ

↔ ↔

dσ :þ d ε
> 0þ

→

dσ
:þ d
ε
<
0þ

→

ε

x

ε1

ε2

ε1

ε2

Figure 2.3 : Instabilité matérielle au sens de
Drucker. La zone ε1 est en décharge élas-
tique tandis que la déformation plastique
croît dans la zone ε2. Comme toutes les com-
binaisons de zones sont admissibles, une in-
finité de solutions peut être envisagée.

Les instabilités plastiques ont une origine matérielle et peuvent être
définies localement à l’aide du critère de Drucker (1957) :

dσ : dεp < 0

qui décrit un adoucissement de la contrainte lors de l’écoulement plastique.
Cette tendance mène nécessairement à une perte d’unicité du champ de
déformation. En effet, comme illustré sur la figure 2.3 dans un cas simple,
il est possible de construire plusieurs solutions qui satisfont la relation de
comportement donnée. En pratique, ce processus se traduit systématique-
ment par une évolution hétérogène du champ de déformation sous la forme
de bandes de localisation. Les instabilités plastiques sont donc caractérisées
à la fois :

— à l’échelle locale par un adoucissement de la contrainte vis-à-vis de
la déformation plastique ;

— et à l’échelle globale par leur cinétique en bandes de déformations.
Ces deux aspects sont indissociables.

2.2.1 Cinétique des instabilités plastiques

Pour faire la distinction entre des phénomènes différents de nature
comparable, Bouabdallah (2006) propose une classification inspirée par
Darrieulat et Driver (1997) reposant sur des propriétés cinématiques. Elle
est fondée sur deux aspects ségrégatifs dans les transformations plastiques
instables. Le premier critère est spatial et différencie les transformations sta-
tiques et propagatives. Les phénomènes statiques comme la striction localisée
où les lignes de glissement peuvent être distinguées individuellement, tandis
que les instabilités propagatives apparaissent comme un domaine en évolu-
tion. Le second critère est temporel et distingue les évolutions transitoires et
permanentes. D’après cette classification, les bandes de Piobert–Lüders
(PL) sont des instabilités transitoires et propagatives puisqu’elles se mani-
festent au début de l’écoulement plastique, recouvrent le domaine matériel
puis disparaissent en laissant place à un écrouissage homogène classique.
L’effet PLC présente des instabilités permanentes et propagatives car la
cinématique en bandes de déformation se répète et domine l’écoulement
plastique jusqu’à rupture. Lorsqu’il est observé, il est en général consécutif
aux bandes de PL.

U

F

plateau de PL

effet PLC

Figure 2.4 : Courbe force–déplacement ty-
pique lorsque apparaissent des bandes de PL
suivies de l’effet PLC.

La deuxième caractéristique qui les différencie peut être observée sur
les courbes d’écrouissage d’essais monotones (figure 2.4). Les bandes de PL
s’associent classiquement à un pic de contrainte suivi d’une chute lors de la
première nucléation, puis d’un plateau durant la propagation. Quant à lui,
l’effet PLC présente des chutes de contraintes, ou serrations, répétées durant
toute la durée d’un essai.
Remarqe 1 (terminologie). Les termes contrainte et déformation sont victimes
d’une imprécision. Les courbes d’écrouissage expérimentales sont en général
obtenues à partir des signaux de force et de déplacement en faisant l’hypothèse
d’un état homogène, qui n’est manifestement pas valide dans le cas des instabi-
lités3. Ici, la contrainte désigne donc l’approximation d’une mesure locale, et 3 En collant l’éprouvette testée entre deux

lames d’acier, Hallai et Kyriakides (2013)
parviennent néanmoins à forcer l’homogé-
néité et déduire un comportement vrai.

la déformation une mesure moyennée sur toute la surface de l’échantillon. On
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Figure 2.5 : La typologie des bandes de lo-
calisation réfère à une forme de serrations
associée à une cinématique de bandes.

convient néanmoins de conserver cet abus de langage qui a peu de conséquences
sur la description qualitative des phénomènes.

2.2.2 Typologie de l’effet PLC

Pour un matériau donné et à l’échelle macroscopique, les manifestations
PLC dépendent principalement de la température du milieu et de sa vitesse
de déformation. Différents types de bandes peuvent être observés en fonction
des conditions d’essais. Ils sont initialement introduits par Russell (1963)
pour différencier les oscillations observées sur les courbes d’écrouissage, puis
repris et élaborés par plusieurs auteurs dont Brindley et Worthington
(1970) ou Chihab, Estrin et al. (1987) qui les associent à la cinématique des
bandes de déformation dans un essai de traction. L’allure des serrations et la
cinématique correspondant à cette typologie sont données en figure 2.5 ; les
domaines d’existence associés sont précisés sur la figure 2.6.

Type A Ces instabilités sont les plus couramment observées et corres-
pondent à des températures basses ou à de grandes vitesses de déformation.
La cinématique associée consiste en l’apparition régulière et ordonnée de
bandes sur l’éprouvette testée. Puisqu’il est difficile de différencier les bandes
les unes des autres, certains auteurs parlent alors d’une seule bande qui
se propage (Chmelík et al., 2002). Elles apparaissent classiquement à une
extrémité de l’éprouvette en traction et se développent en direction du bord
opposé, dans la direction du chargement. Les serrations associées sont de
nature périodique, initiées à chaque nouveau train de bandes par un pic
brutal puis d’un plateau de contraintes. La manifestation macroscopique des
bandes de type A est donc très similaire à celle des bandes de PL.

Type B Les instabilités de type B s’observent pour des valeurs de pa-
ramètres (vitesse de chargement et température) intermédiaires. Elles se
manifestent par l’apparition successive de plusieurs bandes qui nucléent
côte à côte de manière ordonnée ; on parle alors de hopping bands en an-
glais. Contrairement au type A, elles peuvent facilement être différenciées
puisqu’une courte pause est marquée entre chaque nucléation. Les serra-
tions correspondantes sont des pics successifs et ininterrompus fluctuant
autour d’une courbe moyenne. Leur amplitude peut atteindre une dizaine de
mégapascals.

Type C Lorsque la vitesse de déformation est faible ou que la tempéra-
ture est élevée, plusieurs bandes apparaissent de manière apparemment
désordonnée. L’endroit où elles apparaissent est parfois qualifié d’aléatoire
(Chmelík et al., 2002 ; Jiang et al., 2007) bien que deux bandes n’apparaissent
jamais successivement au même endroit (Chihab, Estrin et al., 1987). Sur
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les courbes d’écrouissage, la chute de contrainte est plus importante et suivie
d’un temps de rechargement plus long.

Ces trois types sont universellement compris et invoqués dans la littéra-
ture. D’autres dénominations et des types supplémentaires ont été proposés
(Rodriguez, 1984) sans avoir abouti à un consensus. Au cours d’un même
essai, l’accroissement de la déformation est corrélé avec l’augmentation de
l’amplitude des serrations et on peut parfois observer la migration d’un
régime de type A vers le type B, ou du type B vers le type C entre le début de
l’écoulement plastique et la rupture de l’éprouvette (Chibane et al., 2017).

Figure 2.6 : Domaine d’existence de l’ef-
fet PLC dans l’espace des paramètres pré-
pondérants pour un alliage Al-Mg : taux de
déformation apparent Ûε et température T
(Lebyodkin et al., 2000).

Dans le cas des bandes de type B et C, il est établi que chaque nucléation
est accompagnée d’une chute de contrainte (Ait-Amokhtar, Vacher et al.,
2006 ; Zdunek et al., 2008). Une manière de quantifier les serrations est
d’analyser la distribution statistique de leur amplitude au cours d’un essai
complet. Ainsi, les oscillations de type A correspondent à une loi normale,
tandis que les types B et C renvoient à des distributions asymétriques de
décréments respectivement linéaire et logarithmique . Ces résultats sont
obtenus pour des essais de traction simple par Lebyodkin et al. (2000) et
reproduits en cisaillement simple par Manach, Thuillier et al. (2014).
Remarqe 2 (machine dures, machines douces). Une difficulté réside dans
l’interaction entre l’éprouvette testée et la machine d’essai. La grande majorité
des essais de caractérisation sont effectués sur des machines dites dures, c’est
à dire à déplacement imposé. Hors dans ce cas, les raideurs des différents
composants de l’installation participent au stockage de l’énergie élastique, et à
sa restitution lors des chutes de contraintes (Chihab et Kubin, 2001). Cette source
d’erreur entretien le doute sur la représentativité des courbes force–déplacement
ainsi obtenues. Une machine est dite douce lorsque l’effort est imposé au moyen,
par exemple, de charges mortes incrémentées à taux constant. Dans ce cas, la
contrainte ne pouvant pas diminuer, on observe systématiquement des plateaux
successifs associés à des bandes de type A.

D’autres paramètres d’ordre géométrique sont reconnus comme influents
sur le comportement des matériaux sujets à l’effet PLC. La taille des grains
influe sur l’amplitude des oscillations : plus les grains sont petits, plus l’am-
plitude des serrations est élevée (Fujita et Tabata, 1973). L’état de surface
présente aussi un caractère non-négligeable : son affinement par polissage
semble augmenter la vitesse de propagation des bandes, réduire le domaine
d’apparition de l’effet PLC et tend à améliorer la résistance globale des pièces
(Abbadi et al., 2002). Ces facteurs géométriques n’existent qu’à l’échelle
microscopique et ne contredisent donc pas le caractère matériel des non-
linéarités causées par l’effet PLC.

2.2.3 Sensibilité négative à la vitesse de déformation

Figure 2.7 : Représentation schématique
de l’effet du taux de déformation Ûϵ sur la
contrainte σ en fonction de la température
T dans les métaux soumis aux instabilités
plastiques (Kubin et Estrin, 1985). La tem-
pérature représentée croît avec l’indice :
(Ti > Ti−1)1≤i≤5.

Une caractéristique principale de l’effet PLC est sa concomitance avec
une sensibilité négative à la vitesse de déformation, ou negative strain rate
sensitivity (NSRS). Il est d’abord constaté, lors d’essais successifs à différentes
vitesses d’élongation constantes, que la contrainte d’écoulement diminue
lorsque la vitesse de chargement (relative au taux de déformation) augmente,
et que ce phénomène est corrélé avec les serrations caractéristiques de l’effet
PLC. Demanière générale, l’ensemble des contraintes tend à diminuer lorsque
le taux de déformation augmente et que l’effet PLC est observé (Rosen et
Bodner, 1967). Ces deux aspects sont présentés sur la figure 2.8 et conduisent
à conclure à une dépendance négative de la contrainte par rapport au taux
de déformation à température donnée. Cette tendance est surprenante à
première vue puisque l’écrouissage des métaux a ordinairement tendance à
augmenter avec le taux de déformation.

Une seconde approche consiste, au cours d’un même essai, à appliquer
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Figure 2.8 : Contrainte fonction de la dé-
formation à différents taux de déforma-
tion (Rosen et Bodner, 1967) pour un al-
liage d’aluminium à température ambiante.
Chaque courbe tracée est la moyenne de plu-
sieurs expériences ce qui a pour effet d’es-
tomper les irrégularités dues aux instabilités.

des paliers en vitesse de déformation et à observer leur influence sur le pas
de contrainte permanent correspondant. Il est observé par Brink et al. (1975)
que celui-ci devient négatif lorsque l’effet PLC se manifeste. Les aspects
quantitatifs de certains de ces résultats sont critiqués à cause du manque
d’information sur l’état local de déformation (Korbel et Dybiec, 1981), ou
encore en raison de l’influence de la raideur de la machine d’essai (Chihab
et Kubin, 2001).

Le lien entre les courbes expérimentales et l’observation des bandes
propagatives de localisation est proposé par Penning (1972). Il remarque,
en introduisant une dépendance négative de la contrainte vis-à-vis du taux
de déformation sur un intervalle fini, qu’un incrément en contrainte mène
nécessairement à une bande de localisation. La manifestation macroscopique
de ce saut est l’apparition sur l’échantillon testé d’un front séparant deux
zones aux déformations différentes. Différents scénarios de bandes propaga-
tives ou bien nucléant tour à tour (hopping) peuvent ainsi être reconstruits.
Il justifie ainsi que la NSRS est une tendance qui s’associe de façon inhérente
aux bandes de déformations et ouvre la voie vers plusieurs approches de mo-
délisation du comportement. L’explication physique de la NSRS est précisée
dans la section 2.3.3.

2.3 origine physiqe et approche microscopiqe

Dans cette section, on s’attache à apporter une description des mé-
canismes liés à l’effet PLC en prenant comme support un alliage Al-Mg.
L’échelle que l’on considère se situe entre celle de l’atome et celle du milieu
continu : c’est celle des dislocations, qualifiée dans la suite de microscopique.
L’exposé s’articule autour des idées principales de la théorie ; les modèles
associés sont quant à eux présentés au chapitre 4.

2.3.1 Structure cristallographique

Les alliages d’aluminium sont des matériaux polycristallins, donc formés
de l’accumulation d’un grand nombre de cristaux (grains) composés princi-
palement d’atomes d’aluminium et d’éléments d’ajout. Un cristal parfait4 4 Un cristal parfait désigne un arrangement

atomique régulier et infini ; c’est une notion
idéalisée par les cristallographes qui sert de
point de référence pour définir un défaut par
différence.

d’aluminium s’arrange en un réseau dont chacune des mailles est cubique
à faces centrées (CFC). Le cristal réel associé présente avec celui-ci des
différences appelées défauts dont on se propose de donner une liste non-
exhaustive (figure 2.9) dans les paragraphes suivants.

Le défaut principal à prendre en compte a initialement été conceptualisé
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Figure 2.9 : Schéma d’un réseau polycristal-
lin. L’élément principal forme un réseau
de cristaux séparées par des joints de grains

. Les principaux défauts associés sont les
lacunes , les solutions solides présentes
en substitution ou en insertion, et les dis-
locations. Ici, la dislocation est induite par
un défaut d’alignement des plans atomiques
verticaux.

par Taylor (1934) pour expliquer les mécanismes internes de la déformation
plastique : c’est la dislocation (figure 2.9), un défaut d’arrangement linéique
qui se propage de proche en proche par glissement des plans atomiques.
Cette cinétique consomme un travail qui ne peut pas être restitué. En consi-
dérant une multitude de dislocations réparties sur l’ensemble du polycristal,
elle explique l’émergence macroscopique d’une déformation plastique ir-
réversible. Chacune d’entre elles peut être caractérisée par son axe et son
vecteur de Burgers qui donne la direction et l’intensité du glissement.

D’autres défauts microscopiques interviennent de manière significative
dans le comportement d’un matériau. Certains sont illustrés sur la figure 2.9.
On souligne principalement la présence :

— de lacunes, sites inoccupés du réseau ;
— de solutions solides formées d’éléments d’ajout, d’impuretés voire

d’atomes excédents de l’élément principal ;
— de joints de grains à l’interface de chaque cristal ;
— de défauts volumiques de plus grande échelle comme les précipités et

les pores.
La présence de ces défauts permet notamment d’expliquer la ductilité des
matériaux et la cinétique microscopique liée à leur écrouissage. Il est perti-
nent de remarquer que certains défauts – tels que les lacunes, les dislocations
ou les pores – ne sont pas faits de matière bien que l’on puisse observer leur
mouvement. Dans l’alliage AA5086 objet de ce travail, les atomes de magné-
sium représentent la majorité des solutions solides présentes en substitution
dans la structure. L’écrouissage dû par la mise en forme induit d’ores et déjà
la présence de dislocations.

2.3.2 Mécanismes mis en jeu

Dans le processus de dislocation, les atomes du réseau vaquent d’un
état d’équilibre à l’autre et ce changement de position peut engendrer des
distorsions au sein des mailles, et donc des champs de contraintes dues à
l’interaction élastique des atomes entre eux. On les qualifie d’effets à longue
portée. D’autres contraintes sont dues aux interactions directes des atomes
avec les défauts (lacunes, dislocations, précipités) de la structure et sont
classés comme effet à courte portée. Il est suggéré par Hull et Bacon (2001)
que la contrainte induite est proportionnelle au nombre de dislocations.

La température représente un apport d’énergie supplémentaire pour
l’activation de mécanismes chimiques comme la diffusion. Celle-ci désigne
le transport de solutions solides, voire des lacunes, au sein du milieu. Dans
un cristal, la propagation d’une dislocation est donc favorisée par les apports
d’énergie, mais aussi ralentie par les autres défauts comme les solutions
solides, les joints de grains, ou encore d’autres dislocations statiques (on
parle de forêt de dislocations). On qualifie alors ce type de défauts d’obs-
tacles qui ralentissent la progression des dislocations par épinglage. Une
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Figure 2.10 : Schéma des interactions entre
dislocations et obstacles : les dislocations
arrêtées (forêt) et les solutions solides

. La dislocation est représentée en trait
discontinu avant franchissement et en
trait plein après franchissement .

énergie supplémentaire est nécessaire pour les franchir et peut provenir
d’apports externes, ou de l’addition de contraintes induites par l’empilement
de plusieurs dislocations.

Dans leur évolution, les défauts structurels ont tendance à « ouvrir » les
mailles ce qui a pour conséquence d’attirer les solutions en diffusion : c’est
une forme de ségrégation qui explique que les solutions solides diffusent
de manière privilégiée vers les dislocations. Ce mouvement est possible
par simple activation thermique, sans sollicitation mécanique. Lorsque les
vitesses caractéristiques de diffusion et de propagation sont proches, les
solutions solides peuvent même suivre (ou être trainées par) les dislocations
dans leur mouvement. Cette formation est appelée nuage de Cottrell
d’après Cottrell (1948) qui, le premier5, imagine ce scénario pour expliquer 5 Le modèle est présenté en détails en sec-

tion 4.2.l’effet PLC.

2.3.3 Conséquence macroscopique

Vieillissements Le milieu présente initialement différents défauts sus-
ceptibles d’évoluer pendant la déformation. Au-delà de la limite élastique,
des dislocations se forment, amorcent leur propagation. Elles sont bloquées
entre elles, mais aussi par les solutions solides regroupées autour en nuage
de Cottrell. Un empilement collectif de dislocations s’organise, induisant
une contrainte supplémentaire. Lorsque les contraintes exercée et induite
sont suffisamment fortes, l’empilement de dislocation franchit les obstacles :
la plasticité est activée et la contrainte externe chute. Ce scénario décrit le
phénomène de vieillissement statique, ou static strain aging (SSA) conçu
par Cottrell (1948). Il justifie le plateau de Lüders observé sur certaines
courbes d’écrouissage ainsi que la bande de déformation associée. Sous cer-
taines conditions de température et de vitesse de chargement (rencontrées
dans le cadre de notre étude), la solution solide peut « poursuivre » les
dislocations et répéter l’interaction : c’est le vieillissement dynamique, ou
dynamic strain aging (DSA). À l’écrouissage classique se superpose donc
un écrouissage oscillant dû à la compétition des mécanismes ralentissant
l’avancée des dislocations (nuage de Cottrell mobile, dislocations arrêtées)
et ceux aidant (la contrainte externe et celle induite par l’empilement).

Morphologies des bandes À l’échelle microscopique, c’est de la géo-
métrie de la maille que dépend l’orientation d’une dislocation. Lorsqu’une
éprouvette macroscopique est considérée, les dislocations sont en grand
nombre et les grains orientés aléatoirement. Il semble néanmoins que l’empi-
lement aux obstacles soit d’autant plus important que la contrainte résolue6 6 À l’échelle d’une dislocation, la contrainte

résolue correspond au cisaillement appliqué
sur le plan de glissement.

est grande (Jaoul et Gonzalez, 1961 ; Moon, 1971). Il s’effectue donc aux
endroits où la contrainte est concentrée et dans une direction proche de
celle du cisaillement maximal. La formation d’un front mince et cohérent
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s’explique par la nécessité d’un empilement important pour augmenter la
contrainte induite et franchir des obstacles. L’épaisseur du front correspond
à la dispersion des dislocations et dépend de la concentration des défauts ; à
l’échelle macroscopique, c’est la taille des grains et la géométrie de l’éprou-
vette qui semble prévaloir (Yilmaz, 2011). Cette épaisseur est stable dans
la propagation du front car les dislocations les plus en avance ont naturel-
lement tendance à ralentir devant de nouveaux obstacles (Antolovich et
Armstrong, 2014, § 2.3.2.1).

Sensibilités Il est suggéré que la sensibilité négative à la vitesse de défor-
mation, ou negative strain rate sensitivity (NSRS) est en partie due aux mêmes
mécanismes : plus la cinématique du milieu est rapide et moins les solutions
solides ont de temps pour se rassembler autour des dislocations (Mesarovic,
1995, § 1). La contrainte associée (celle nécessaire au franchissement) di-
minue donc lorsque le taux de déformation augmente. Cette explication
de principe est complétée par Beukel (1975) qui démontre l’émergence de
NSRS dans le cadre d’un modèle microscopique de DSA. Néanmoins, d’après
Hähner (1996a,b), la justification n’est pas complète sans faire appel à des
mécanismes supplémentaires d’interaction entre dislocations à longue por-
tée. La température joue quant à elle un rôle critique dans la diffusion des
défauts qui sont des processus thermiquement activés. Le taux de défor-
mation et la température gouvernent donc les vitesses caractéristiques des
dislocations et des solutions solides, respectivement. Lorsque ces vitesses
sont comparables, des instabilités plastiques sont engendrées. Lorsque l’une
devient négligeable devant l’autre, l’effet PLC disparait.

Les éléments mentionnés ici ne représentent qu’en surface des décennies
de développements. L’explication physique des instabilités plastiques dans
les métaux impures n’est pas une question résolue et aucune modélisation
n’a engendré de consensus absolu (Yilmaz, 2011, § 2.4). Cependant, le DSA
fonde la base d’une vaste majorité de la littérature. On revient sur cette
théorie en en présentant les modèles en section 4.2.

2.4 échelle des bandes de déformation

Figure 2.11 : Captures vidéo d’essais de tor-
sion (Witzel, 1974).

Dans les paragraphes précédents, les instabilités sont présentées de ma-
nière globale. D’abord, à l’échelle de l’échantillon en commentant les courbes
d’écrouissage et les champs cinématiques. Ensuite, à l’échelle des grains en
décrivant les mécanismes physiques à l’origine des instabilités. Dans cette
section, on propose une synthèse sur la caractérisation à l’échelle intermé-
diaire des bandes de déformations. Elle fait le lien entre les deux dernières
sections au travers d’une revue de littérature plus systématique.

2.4.1 Trajets de chargement

La traction uniaxiale est le moyen de caractérisation expérimental le
plus largement répandu dans la littérature pour des raisons évidentes de
simplicité et de clarté. L’écrasante majorité des travaux est basée sur cet essai
sous chargement monotone7, ou non-monotone (Ren et al., 2018). L’effet 7

� Abbadi et al. (2002), Benallal et al.
(2008), Lebyodkin et al. (2000) et Wang et
al. (2012).

PLC est également mis en évidence en torsion pure (McCormick, 1982 ;
Witzel, 1974) (figure 2.11). Durant la dernière décennie en particulier, la
caractérisation des instabilités s’élargit à des trajets de chargements plus
complexes. Les serrations sont observées en compression par D’Anna et
Nori (2000) dans un alliage d’aluminium puis Knapek et al. (2019) dans un
alliage ferreux. Les essais de cisaillement n’apparaissent que très récemment
dans la littérature, avec Coër (2013) et Coër et al. (2013) puis Manach,
Thuillier et al. (2014) qui identifient clairement les instabilités plastiques
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Figure 2.12 : Représentation cinématique
par Feng et al. (2012). Les résultats de la
thermographie infrarouge obtenus sur l’axe
de l’éprouvette en traction sont représentés
en fonction du temps. Ils font émerger le tra-
jet des bandes de déformation dans le temps
et dans l’espace à la manière d’une onde. La
mesure de contrainte est superposée.

liées à l’effet PLC pour des alliages Al-Mg. On a aujourd’hui également
accès à des données plus complexes de caractérisation avec des trajets de
chargements multidimensionnels comme la traction equi-biaxiale (Le Cam
et al., 2017) et l’expansion biaxiale (Mansouri et al., 2016 ; Min, Hector
et al., 2015).

2.4.2 Moyens de mesures et physiques liées

Les bandes de localisation se manifestent dans la cinématique des solides
par une augmentation brutale du taux de déformation. La mesure quantita-
tive des champs cinématiques en deux dimensions est atteinte par corrélation
d’images numériques, ou digital image correlation (DIC), qui consiste à cher-
cher un champ de déplacement approximé qui minimise la différence entre
deux images successives. Des détails supplémentaires sur cette méthode sont
fournis dans le chapitre suivant (section 3.2.3).Quant à elle, l’interférométrie
laser permet une visualisation mieux résolue puisqu’elle ne demande pas
d’approximation (Danilov et al., 2018), mais empêche la mesure quantitative.

Comme tout phénomène dissipatif, la localisation de la déformation
plastique laisse une empreinte calorimétrique qui peut être observée par
thermographie infrarouge8. L’obtention d’une mesure de température néces- 8

� Ait-Amokhtar, Fressengeas et al.
(2008), Bernard et al. (2013), Delpueyo et al.
(2016), Feng et al. (2012), Hu et al. (2012) et
Le Cam et al. (2017).

site des hypothèses supplémentaires mais le signal brut permet la cartogra-
phie et la visualisation directe des zones en déformation plastique sur une
image actuelle. Chaque bande de localisation s’accompagne également d’une
émission sonore utilisée par certains auteurs (Chmelík et al., 2002 ; Louche,
Bouabdallah et al., 2008) pour retracer l’évolution spatiotemporelle des
évènements en une dimension.

Bien que seule la DIC conduise à unemesure quantitative, tous lesmoyens
énoncés ci-dessus permettent de construire des représentations cinématiques
des bandes de déformations. Le plan caractéristique est emprunté à la méca-
nique des ondes pour observer le trajet des bandes en une dimension comme
montré sur la figure 2.12. Il met en vis-à-vis l’espace et le temps et permet de
retrouver l’emplacement, la vitesse apparente voire l’épaisseur des bandes.

Les instabilités plastiques s’accompagnent aussi de changement magné-
tiques, électriques9 et chimiques qui sont autant de moyens de caractérisa- 9 Par exemple, Xu et al. (2019) utilisent avec

succès un courant électrique pulsé pour ré-
duire les interactions entre dislocations et so-
lutions solides. Ils parviennent ainsi à dimi-
nuer significativement l’amplitude des ser-
rations dans un alliage Al-Mg.

tions expérimentales listés par Yilmaz (2011).

2.4.3 Morphologie

En torsion, les bandes forment un angle droit avec la direction dumoment
appliqué (McCormick, 1982 ; Witzel, 1974). En traction simple, les angles
formés entre les bandes de localisation et la direction du chargement varient
entre 45° et 65° sans différence notable entre les bandes de PL et PLC10. En 10

� Cai et al. (2016), Chihab, Estrin et al.
(1987) et Moon (1971).dehors de l’anisotropie des milieux, cette variation est premièrement attri-

buée aux changements d’épaisseur dans les éprouvettes testées (Casarotto
et al., 2009), Elles diffèrent de la valeur idéale de 45° (cisaillement maximal)
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et manifeste donc un effet de structure. Le mode de déformation à l’intérieur
des bandes est le cisaillement, reporté par Casarotto et al. (2009) et Moon
(1971) et mesuré par Cai et al. (2016).

L’épaisseur des bandes de déformations augmente avec le taux de dé-
formation11. Leurs valeurs sont de l’ordre du millimètre et dépendent pre- 11

� Ait-Amokhtar, Fressengeas et al.
(2008), Ait-Amokhtar, Vacher et al. (2006),
Cai et al. (2016) et Yuzbekova et al. (2017).

mièrement de la taille des grains (Yilmaz, 2011). Leur quantification exacte
est néanmoins soumise à des biais d’expérience puisque leur définition peut
varier d’un auteur à un autre.

2.4.4 Cinétique

La quantité d’intérêt principale qui qualifie de la conséquence d’une
bande de localisation sur un milieu est la quantité de déformation qu’elle
transporte. Elle est constante pour les bandes de PL et augmente de façon
monotone avec la déformation (Kovács et al., 2000 ; Renard et al., 2010).
La relation identifiée apparaît linéaire (Bernard et al., 2013 ; Min, Lin et
al., 2014) et sensible à la vitesse de déformation (Klusemann et al., 2015 ;
Ziegenbein et al., 2000).

Dans le cas du type A (section 2.2.2), les bandes prennent l’allure d’une
onde lente qui se propage en répandant la déformation plastique sur le
milieu. La vitesse apparente de propagation des bandes de déformation
est mesurée dans plusieurs travaux12. Elle est tantôt abordée comme une 12

� Abbadi et al. (2002), Benallal et al.
(2008), Klusemann et al. (2015), Louche,
Vacher et al. (2005), Ranc et al. (2016) et
Zavattieri et al. (2009).

caractéristique propre des bandes et corrélée avec des mesures locales de
contrainte ou de déformation, tantôt vue comme la conséquence d’une
relation de compatibilité géométrique (Hähner et al., 2002). Cet aspect
est éclairci dans le chapitre suivant (section 3.3.3).

C’est la propagation des bandes de déformation qui fait l’objet essentiel
de la caractérisation expérimentale. Le comportement hors-plan échappe aux
techniques classiques. Il est néanmoins caractérisé par DIC sur la tranche
d’une éprouvette en traction par Cai et al. (2016) en synchronisant deux
caméras. Un jeu de miroirs permet également à Fu et al. (2015) de produire
une visualisation des déformations hors-plan par interférométrie. Un nombre
très restreint de publications13 est consacré à la nucléation qui prend place à 13

� Casarotto et al. (2009), Feng et al.
(2012) et Klusemann et al. (2015).à des échelles de temps difficilement accessibles par l’expérience.

2.5 bilan

La caractérisation des bandes de PL et de l’effet PLC bénéficie d’un effort
scientifique croissant depuis les cinquante dernières années. Les bases de
leur origine physique sont aujourd’hui établies. À l’échelle macroscopique,
les investigations souffrent de plusieurs maux. D’une part, la difficulté à
caractériser les états locaux : la déformation fortement hétérogène demande
une mesure de champs résolue en temps et en espace ; l’état de contrainte
complexe rend la mesure par capteurs de force insatisfaisante. D’autre part,
la complexité du phénomène est telle qu’il devient compliqué de le quantifier
au-delà du cas unidimensionnel.

Les technologies actuelles comme la DIC permettent d’adapter la caracté-
risation à l’échelle des bandes de déformations : on sait isoler leur géométrie
et évaluer leur cinétique. Néanmoins, la méta-analyse ne fait pas encore
ressortir de consensus sur les quantités d’intérêt qui régissent le processus
et ses dépendances. On doit donc proposer une distinction globale entre les
causes intrinsèques et les conséquences observées. Il est aussi nécessaire de
produire des bases de données plus fournies afin de renforcer les conclusions
expérimentales. Aussi, la typologie de Russell (1963)14 est systématique- 14 Types dénommés A, B et C ; décrits dans

la section 2.2.2.ment employée pour décrire la cinétique des bandes de déformation. Elle a
l’inconvénient d’imposer une vision trilatérale, insuffisamment spécifique
qui ne peut pas toujours tenir compte de l’observation. Par exemple, Louche,
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Bouabdallah et al. (2008) observent15 des bandes de type A (propagatives) 15 On propose une explication de cette ob-
servation dans la remarque 5 du chapitre
suivant.

dont les courbes d’écrouissage renvoient au type B.
La caractérisation des bandes de déformations en tant qu’objets de mé-

canique demande donc des efforts supplémentaires, tant sur la description
qualitative des résultats que sur la quantité des données produites.
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résumé
Ce chapitre est basé sur un ar-
ticle publié dans la revue « Mate-
rials Science and Engineering : A »
(Reyne, Manach et Moës, 2019).

Des résultats expérimentaux complé-
mentaires sont proposés dans l’an-
nexe A.1.

L’état de l’art conclut sur la nécessité d’une caractérisation à l’échelle des
bandes de déformation. On souhaite donc placer la cinématique des bandes
au cœur de l’étude. Le matériau utilisé est un alliage d’aluminium qui a la
particularité d’exhiber l’effet PLC à température ambiante. Deux longueurs
différentes d’éprouvettes de traction sont utilisées :

— l’une est décimétrique et permet la caractérisation classique ;
— l’autre est millimétrique et permet d’isoler le phénomène à l’échelle

des bandes de déformation.
On réalise des essais mécaniques de traction à température ambiante et
sur une large gamme de vitesses imposées. Les bandes de déformation sont
traquées individuellement à l’aide d’un post-traitement basé sur la corrélation
d’images numériques.

En confrontant les résultats des deux géométries, on parvient à distinguer
les grandeurs intrinsèques des effets de structure. On montre que les sauts
de déformation portés par les bandes peuvent être prédits par un modèle de
comportement. La fréquence d’apparition des bandes est conditionnée par
la vitesse d’élongation imposée ; elle est donc extrinsèque. Leur distribution
spatiale peut suivre deux tendances distinctes :

— soit les bandes apparaissent ordonnées dans l’espace (types A et B),
côte à côte, et peuvent donner l’impression de se propager lorsque
l’on ne peut pas les distinguer ;

— soit elles apparaissent de manière dispersée (type C).
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À l’échelle macroscopique, ces tendances résultent d’une compétition entre
le niveau de plasticité et l’intensité de son gradient. La caractérisation est
toujours limitée par la résolution et la fréquence d’acquisition. L’analyse
donne néanmoins des indices sur l’état mécanique durant la nucléation. On
suggère par exemple l’existence d’une vitesse de déformation limite qui
force plusieurs bandes à apparaitre en même temps lorsqu’elle est atteinte.
Aussi, les chutes de contrainte mesurées semblent être inhérentes au maté-
riau contrairement à de simples interactions structurelles. Les conclusions
précédentes sont autant d’indices pour guider la modélisation.

3.1 matériau et microstructure

AA5086-H111 est un alliage à base d’aluminium dont l’élément d’ajout
principal est le magnésium. Il a la particularité d’exhiber l’effet PLC à tem-
pérature ambiante. Les tôles utilisées sont laminées jusqu’à une épaisseur
nominale de 0.83mm. La dénomination H111 réfère à l’état recuit et légè-
rement écroui dû à la mise en forme du métal. Pour observer le matériau à
l’échelle fine, plusieurs échantillons sont étudiés au moyen d’un microscope
optique puis d’un microscope électronique à balayage (MEB). Ils sont polis
manuellement par passes successives sur plusieurs disques abrasifs dont la
résolution finale est de l’ordre du centième de micromètre.

3.1.1 Composition

Fraction (%) Aluminium (Al) Magnésium (Mg) Manganèse (Mn) Fer (Fe) Silice (Si)

nominale 93 à 96.3 3.5 à 4.5 0.2 à 0.7 0 à 0.5 0 à 0.4
mesurée 94.2 à 95.7 4.0 à 5.2 0 à 0.2 - -

Table 3.1 : Composition de l’alliage AA5086.
Moyennes des mesures EDS sur cinq échan-
tillons.

Des mesures semi-quantitatives de composition sont effectuées sur cinq
échantillons par analyse dispersive en énergie, ou energy-dispersive X-ray
spectroscopy (EDS). Leurs résultats sont reportés dans le tableau 3.1, où les
mesures présentant des singularités16 sont écartées. Malgré des quantités 16 Par exemple, des zones comportent

des grains de carbure de silicium qui pro-
viennent du polissage et peuvent se ficher
dans le métal tendre.

exprimées à une précision de 10−3, l’erreur envisagée sur la teneur mesu-
rée est de l’ordre du pourcent, la technologie ne permettant pas l’analyse
quantitative.

3.1.2 Structure cristalline

Dans un premier temps, la surface des échantillons est observée en
microscopies optique et électronique après différentes attaques chimiques.
Le mélange utilisé (acide fluorhydrique dilué à 5 %) ne permet pas de révéler
distinctement les joints de grains. À l’inverse, commemontré sur figure 3.1, le
matériau est dissout de façon éparse et parfois concentrée en cratères. Cette
tentative est donc insatisfaisante. Au vu des résultats suivants, on comprend
a posteriori que les joints de grains peuvent néanmoins être devinés sur
l’image.

Dans un deuxième temps, la morphologie et l’orientation des grains sont
étudiées sur différentes régions des échantillons à l’aide d’un capteur de
diffraction d’électrons rétrodiffusés, ou electron backscatter diffraction (EBSD)
utilisée sur neuf régions distinctes de tailles différentes. Le post-traitement
est effectué à l’aide de la librairie Mtex (Bachmann et al., 2011).

La figure 3.2 présente une partie des résultats mesurés à différentes
échelles. Le facteur de Schmid (Fs ) renvoie, pour un chargement unitaire
donné, à l’intensité des contraintes exercées sur un plan de glissement. Dans
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Figure 3.1 : Topologie de AA5086-H111 par
microscopie électronique après 20 s d’expo-
sition à l’acide fluorhydrique dilué à 5 %. Les
joints de grains ne peuvent être que vague-
ment devinés.

Figure 3.2 : Morphologie des grains et fac-
teur de Schmid maximal par grain. L’état de
contrainte considéré est la traction uniaxiale.
La direction de laminage et celle de l’effort
sont horizontales sur la figure.
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Figure 3.3 : Quantification des tailles de
grains et de la texture du milieu.
Figure 3.3a : histogramme des diamètres de
grains issus des données EBSD – 1583 va-
leurs.
Figure 3.3b : histogramme des défauts d’ali-
gnement Al–Al comparés à la distribution
de Mackenzie – 43549 valeurs.

moyenne : 19.2 µm
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le cas d’un chargement unidimensionnel, son expression se ramène à

0 ≤ Fs = cosθ cosφ ≤
1
2

(3.1)

où θ est l’angle entre la direction du chargement et celle du glissement ; et φ
l’angle entre la direction du chargement et la normale au plan de glissement.
Dans le cristal d’aluminium, le motif CFC présente douze17 systèmes de glis- 17 Les douze systèmes de glissement ré-

sultent de quatre orientations de plans de
glissement fois trois directions de glisse-
ment.

sement possibles. Les valeurs représentées sur la figure 3.2 sont les maxima
obtenus pour chaque grain, pour un chargement de traction simple dans la
direction horizontale. Elles renseignent donc sur la propension du système
à la déformation plastique et, dans une moindre mesure, sur la différence
d’orientation d’un grain à l’autre.

Les frontières de changements d’orientations définissent les joints de
grains et permettent la mesure de leurs géométries dans les plans de coupe
considérés. Les diamètres équivalents des grains obtenus sur toutes les
mesures sont reportés sur l’histogramme de la figure 3.3a. La valeur moyenne
est proche de 20 µm et suffit à donner un ordre de grandeur satisfaisant de
leur taille.

À première vue, la morphologie des grains ne présente pas de direction
d’allongement favorisée. En raison du laminage, on peut attendre que le maté-
riau exhibe une texture particulière, c’est-à-dire des directions d’orientations
préférentielles. Afin de s’en convaincre, la texture du milieu est quantifiée à
l’aide de la distribution de défauts d’orientations. Sur la figure 3.3b, celle-ci
est comparée à la distribution de Mackenzie qui correspond à une répar-
tition aléatoire uniforme d’orientations de grains dans un polycristal CFC.
On déduit par analogie que le matériau présente une faible texture, et donc
une anisotropie négligeable dans le plan de la tôle. Des renseignements
supplémentaires pourraient être obtenus en menant une étude similaire sur
la tranche des éprouvettes.
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3.2 dispositif expérimental

Cette section porte sur la mise en œuvre de la campagne expérimentale.
On considère deux types d’éprouvettes d’échelles d’intérêt différentes, à tem-
pérature ambiante, en traction monotone pilotée en déplacement. L’objectif
à atteindre est la construction d’une base de donnée expérimentale compre-
nant les quantités cinétiques mesurées à l’échelle des bandes de déformation.
Pour cela,

(3.2.1) on présente et justifie les géométries choisies ;
(3.2.2) on fait l’inventaire des moyens de mesure ;
(3.2.3) on détaille les éléments du post-traitement ;
(3.2.4) finalement, on décrit et synthétise la mise en œuvre des essais.

3.2.1 Éprouvettes

Deux géométries représentées sur la figure 3.4 sont considérées pour la
campagne expérimentale. La première que l’on qualifie de grande ou macro
est une forme classique issue du benchmark 3 de la conférence Numisheet
2016 (Manach, Laurent et al., 2016). La seconde que l’on appelle petite ou
meso est inspirée des travaux de Klusemann et al. (2015) qui parviennent
à caractériser la nucléation par thermométrie à l’échelle des bandes de dé-
formation. Sa conception est telle qu’elle maximise la surface de mesure
tout en conservant la régularité des contraintes dans un entre-mors de dix
millimètres. En plus de permettre la mesure cinématique à l’échelle d’une
bande de déformation, l’emploi d’une géométrie supplémentaire plus petite
doit permettre in fine de dissocier les effets de structures des phénomènes
intrinsèques au matériau.
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Figure 3.4 : Géométries considérées dans
la campagne expérimentale, respectivement
baptisées macro et meso. Dimensions don-
nées en millimètres. L’épaisseur de la tôle
utilisée est 0.83mm.

Les échantillons sont découpés par électro-érosion, ou electrical discharge
machining (EDM). L’axe de traction est aligné avec la direction de laminage
des tôles. D’après les résultats de la section 3.1.2, le diamètre moyen des
grains avoisine 20 µm. On en attend donc environ 40 dans l’épaisseur des
tôles, et 200 dans la largeur des petites éprouvettes. On considère que ces
quantités sont suffisantes pour faire l’hypothèse d’un milieu homogène.

3.2.2 Moyens d’acquisition

Les dimensions des éprouvettes sont mesurées au moyen d’un pied à
coulisse digital, modèle cd-6" csx ; et d’un micromètre digital de type Coolant
proof IP65 commercialisés par Mitutoyo.

Les grandes éprouvettes et une partie des petites éprouvettes sont testées
sur unemachine de traction bi-colonne : unmodèle de type 3360 de la marque
Instron. Elle est équipée d’une cellule de force de capacité 10 kN et de mors
auto-serrant. Certaines des petites éprouvettes sont testées sur la platine,
le modèle MT2000 (série Microtest) du fabricant Deben équipé d’une cellule
de force de capacité 2 kN. L’asservissement des machines est géré par les
logiciels dédiés de leurs fabricants respectifs.

Les images sont acquises à l’aide d’un capteur Falcon (marque dalsa)
de capacité 4Mpx et 60 fps, équipé d’un objectif Unifoc 58/76 de distance
focale 50mm commercialisé par Schneider Kreuznach. C’est la fréquence
de capture des images qui limite la fréquence de mesure ; elle peut être
augmentée d’un facteur quatre à condition de diminuer la taille des images.

Les moyens d’acquisition sont mis en place et coordonnés à l’aide du
système aramis développé par la société gom. La partie matériel inclut la
structure adaptative supportant l’objectif et l’éclairage ainsi que la mire de
calibration. La partie logiciel gère la calibration des images, l’acquisition et
la synchronisation des signaux.



Chapitre 3. Cinétique des bandes de déformation 22

Figure 3.5 : Schéma d’asservissement du
montage expérimental. La machine de trac-
tion est pilotée en déplacement et asservie
par un ordinateur dédié. Le système aramis
pilote la caméra et synchronise l’acquisition
des signaux : temps, images, force et dépla-
cement de la traverse.
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3.2.3 Post-traitement

Mesures de champs cinématiques

La mesure de champs cinématiques est effectuée à l’aide des images
des essais par corrélation d’images numériques, ou digital image correlation
(DIC) ainsi que du logiciel de corrélation d’images UFreckles (Réthoré,
2018)18. Le format de sortie des champs mesurés par UFreckles peut être lu 18 Ce logiciel sous licence libre permet un

grand contrôle à l’utilisateur et fournit des
formats de données exploitables (matrices
Matlab et fichiers VTK) ce qui facilite le post-
traitement.

et post-traité par Matlab. Le principe directeur de la méthode est la recherche
d’un champ de déplacement u(x) qui minimise (ici au sens des moindres
carrés) le flux optique, c’est-à-dire la différence entre une image de référence
f (x) et une image déformée д(x) :

u(x) = arg min
u∗∈R2

[f (x) − д(x +u∗(x))]2 . (3.2)

La variable spatiale x correspond à la position mesurée en pixels sur tout
cliché. Les images f et д représentent des fonctions à valeurs dans [0, 1] cor-
respondant à des niveaux de gris, directement issus d’un cliché. Le problème
est, par essence, mal posé puisque l’inconnue vectorielle doit minimiser une
fonctionnelle scalaire. Il est de plus fortement non-linéaire et les fonctions
dont l’écart est à minimiser sont généralement très bruitées. Dans l’implé-
mentation de UFreckles ces difficultés sont compensées par une formulation
globale linéarisée. Le problème à résoudre devient :

ui+1 = ui + du,

du = arg min
du∗∈R2

∫
Ω

[
f − д(x +ui ) − gradд(x +ui ) du∗

] 2
dΩ;

où l’exposant i désigne l’itération courante de la méthode de Newton.

f

д

x

x +u

Figure 3.6 : Corrélation d’image numérique.
Les images de référence f et actuelle д re-
présentent une balle comprimée.

L’approximation du champ de déplacement utilisée dans le cadre de cette
campagne est une base éléments finis de type Q4 : éléments quadrilatéraux,
isoparamétriques et bilinéaires. Les maillages utilisés sont ordonnés par
raison de commodité pour le post-traitement. Comme la majeure partie de
l’étude concerne des résultats unidimensionnels, on extrait une suite de
nœuds alignés et placés au plus proche de l’axe médian. Ce processus est
résumé sur la figure 3.7.
Remarqe 3 (Dérivation). On obtient les champs de vitesse, de déformation et
de taux de déformation par différences finies du premier ordre. On emploie un
opérateur de différence centrée pour la dérivation spatiale : au nœud i , on a(

∂u

∂x

)
i
=
ui+1 −ui−1

2∆x
.

On préfère l’opérateur arrière pour la dérivation temporelle : à l’instant tn ,(
∂u

∂t

)
n
=
un −un−1

∆t
, .
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Ce choix est justifié a posteriori par le manque de résolution temporelle de
l’acquisition. De nombreux évènements (nucléations de bandes) se produisent
entre deux captures. Le schéma centré a donc pour conséquence de répartir le
signal sur les deux instants adjacents, tandis que cet effet est moindre dans le
schéma arrière.

0 500 1,000 x (px)

nœuds disponibles
nœuds sélectionnés

Figure 3.7 : Exemple de choix des nœuds
représentatifs d’un axe à étudier sur le
maillage éléments finis. Données réelles.

Pour un groupe d’images données, la qualité d’approximation du champ
de déplacement doit dépendre de la taille de chaque maille. De plus, le
problème associé étantmal posé, une source d’erreur supplémentaire apparait
sous forme de fluctuations locales des solutions qui ne reflètent aucune réalité
physique. Pour les atténuer, des termes de régularisation peuvent être ajoutés
dans le résidu ; dans UFreckles on utilise une pénalisation sur le gradient du
déplacement (nommée strain regularization). Par conséquent, pour un essai
donné, la qualité de la mesure est soumise à deux paramètres : la taille de
maille tm et la longueur de régularisation lr .

Un estimateur de l’erreur de convergence est fourni par le résidu de
l’équation à résoudre mais ne peut pas être lié à une erreur cinématique.
Celle-ci peut en revanche être évaluée quantitativement sur une série de
clichés où l’éprouvette est immobile. Malheureusement, la quantité d’intérêt
pour repérer les bandes de localisation est le taux de déformation qui né-
cessite deux dérivations, temporelle et spatiale. On se propose ci-dessous
d’illustrer le choix des critères optimaux en faisant varier les paramètres de
la corrélation sur un cas test19. 19 L’essai pris en exemple fait partie d’une

campagne de faisabilité. Il est volontaire-
ment défavorable : faible résolution et mou-
chetis de qualité médiocre. Il nous permet
d’exacerber les difficultés de la DIC.

La figure 3.8 présente les résultats en taux de déformation axiale obtenus
pour l’essai retenu et à un instant choisi arbitrairement, à différentes tailles
de maillage. En deçà d’une taille minimale (ici 20 px), la convergence du
résidu n’est pas assurée et les résultats sont aberrants. On observe que la
solution ne converge pas lorsque l’on affine la discrétisation spatiale, mais
à l’inverse en augmentant la taille de maille. Ce phénomène s’explique par
la quantité d’informations disponibles (le nombre de pixels) dans chaque
élément qui est amoindrie lorsque sa taille est diminuée. Néanmoins, le
choix d’une large taille d’éléments détériore nécessairement la résolution
des champs obtenus.

300 600 900 1,200

0

bande

X (px)

Ûε 1
1
(s
−
1 ) tm = 40 px

tm = 30 px
tm = 20 px

Figure 3.8 : Exemple de manifestation d’une
bande PLC par une augmentation brutale
et localisée du taux de déformation axial.
Convergence en taille de maille.

Dans la figure 3.9, on représente les champs de déplacement et de défor-
mation associés pour le maillage de taille 20 px, où la longueur de régulari-
sation lr est rendue variable. La solution en déplacement est globalement
inchangée mais sa dérivée est sensible aux fluctuations locales. La régula-
risation permet d’amenuiser ces variations qui ne reflètent aucune réalité
physique. Néanmoins, une régularisation trop forte peut masquer certaines
discontinuités. L’objectif est donc de déterminer une longueur suffisamment
grande pour atténuer les fluctuations locales, et assez petite pour ne pas
étouffer les variations des champs mesurés. Cela semble possible puisque
les échelles où elles émergent sont très distinctes : sur la figure 3.9, le saut
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Figure 3.9 : Exemple en déplacement et dé-
formation. Influence de la longueur de ré-
gularisation lr sur une réponse fluctuante,
ici celle d’un maillage de 20 px. L’instant de
mesure est identique à celui de la figure 3.8.

de déformation est effectif sur environ 150 px tandis que les fluctuations ne
s’étendent pas sur plus de 50 px. Dans ce cas, on peut donc fixer une limite
supérieure de longueur de régularisation.

La taille de maille connait une limite inférieure de convergence mais
n’est pas pour autant optimale lorsqu’elle est la plus faible, et la longueur
de régularisation ne devrait pas excéder une valeur critique (épaisseur du
front) sous peine d’effacer les discontinuités. En revanche, ces paramètres
présentent une forte synergie : la régularisation permet d’atténuer les fluc-
tuations liées à un maillage très fin. Moyennant la connaissance de l’allure
du champ solution, il est par conséquent possible d’établir un paramétrage
cohérent. La stratégie retenue pour améliorer les paramètres de la corrélation
d’image est :

1. d’abord, de choisir la taille de maille la plus faible permettant la
convergence du calcul ;

2. ensuite, d’augmenter la longueur de régularisation jusqu’à ce que
l’amplitude des fluctuations des dérivées soit suffisamment faible.

Pour peu que la discrétisation spatiale soit très inférieure à l’épaisseur d’une
bande de déformation, cette démarche produit des résultats exploitables.

Représentations

Les cartographies des champs cinématiques (e.g. figures 3.13 et 3.14) sont
utiles pour obtenir une vision instantanée de l’état de la transformation
dans le plan de l’éprouvette. Les représentations axiales (e.g. figures 3.8
et 3.9) permettent une vision quantitative de l’information ramenée à une
dimension. Pour appréhender la cinématique des bandes de déformations à
l’échelle globale d’un essai, on envisage deux graphes supplémentaires dont
l’illustration de principe est donnée sur la figure 3.10.

D’abord, on emprunte la représentation caractéristique à la dynamique
des ondes pour représenter l’évolution spatio-temporelle des bandes de dé-
formation. La figure 3.10a est une cartographie du taux de déformation dans
le plan caractéristique qui met en vis-à-vis l’espace et le temps. Elle permet
de mettre en valeur le front d’avancée des bandes de localisation. On la
rencontre dans la littérature pour mettre en évidence l’effet PLC : par émis-
sions acoustiques et extensométrie (Chmelík et al., 2002), par thermométrie
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Figure 3.10 : Représentations caractéris-
tique (3.10a) et cinématique (3.10b) d’un es-
sai à taux de déformation nominal imposé
de 10−1 s−1. Bandes dites de type A. Les an-
notations réfèrent au commentaires sur la ci-
nématique des bandes détaillés dans le texte.

(Feng et al., 2012 ; Louche, Vacher et al., 2005) ou champs cinématiques
(Benallal et al., 2008) ; et elle est utilisée par Mazière et al. (2010) pour la
détection de bandes dans la simulation numérique. Celles-ci se traduisent
par une amplification brutale du taux de déformation : elles se produisent
là où la cartographie est la plus sombre et dessinent des chemins dont la
pente renvoie à leur vitesse de propagation apparente. Ainsi, on peut traquer
la position des bandes de déformations. L’amplitude évaluée du taux de
déformation ne permet malheureusement pas d’évaluation quantitative ce
qui justifie l’absence d’échelle de couleur.

Ensuite, on propose de représenter l’emprunte laissée par les bandes
de déformations à l’aide de la représentation que l’on nomme cinématique,
partiellement utilisée par Min, Lin et al. (2014) et illustrée sur la figure 3.10b.
Le champ de déformation est tracé en fonction de la coordonnée spatiale, et ce
pour tous les instants capturés durant l’essai. Chacun d’entre eux correspond
à un trait noir pointillé. Si la déformation était restée homogène, seules des
lignes horizontales apparaitraient. Lorsqu’un état de déformation persiste
dans le temps, plusieurs courbes se chevauchent et le trait s’épaissit. À
l’opposé, les états transitoires n’occupent qu’une fois un espace du graphe.
La différence entre deux états persistants successifs représente l’incrément
de déformation transporté par les bandes. Un exemple est annoté par une
double flèche verticale ( ) sur la figure 3.10b. Le temps est l’information
qui n’apparaît qu’implicitement dans cette représentation : on sait que la
déformation affichée est essentiellement plastique et qu’elle ne fait que
croître ; par conséquent l’amplitude de la déformation indique la succession
des états. En d’autres termes, pour une courbe donnée, l’état subséquent est
représenté par la courbe supérieure la plus proche.

Ces deux types de graphiques sont complémentaires puisqu’ils per-
mettent d’observer les mêmes évènements de points de vue différents. Par
exemple, la nucléation ( ), la propagation ( ) et la coalescence ( ) des
bandes de déformation.

Contraintes
ε11

F

l1

l2

Figure 3.11 : Représentation schématique
de l’évaluation des mesures de contrainte et
de déformation dans un essai.

Notons F la force axiale mesurée dans la direction e1, puis S0 = L2 L3 la
section initiale de l’éprouvette et S = l2l3 sa section actuelle. On suppose que
les contraintes de Cauchy (σ ) sont en état de traction uniaxiale :σ = σe1⊗e1.
On cherche à déterminer σ en divisant la force par une section actuelle.
La démarche classique consiste dans un premier temps à tenir compte de
l’hypothèse des petites perturbations (HPP) : la composante axiale du tenseur
des déformations de Green–Lagrange linéarisées (ε) se confond avec la
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Figure 3.12 : Exemples de mouchetis obte-
nus pour chaque géométrie : éprouvettes
grande (gauche) et petite (droite).

mesure logarithmique. On écrit

ε11 = ln
l1
L1

⇐⇒
L1
l1
= exp(−ε11).

Ensuite, on néglige les changements de volume dus aux petites déformations
élastiques et tient compte de l’incompressibilité plastique, soit :

l1l2l3
L1L2L3

= 1 ⇐⇒ S = S0
L1
l1
.

En combinant ces deux expressions, on a finalement

σ =
F

S0 exp(−ε11)
. (3.3)

Cette approximation perd son sens lorsque le volume considéré n’est pas
soumis à des champs homogènes. Dans cette étude, on favorise la mesure
« locale » fournie par la DIC en supposant que la déformation est uniforme
sur une petite longueur égale à celle de l’élément fini comme illustré sur la
figure 3.11. Cela revient à supposer l’homogénéité des champs par tranche, le
long de l’axe de chaque éprouvette. On étudie les conséquences de ce choix
devant une mesure globale en section 3.3.2.

Cette hypothèse n’est pas entièrement satisfaisante puisque les bandes
de déformations n’apparaissent pas perpendiculairement à la direction du
chargement. De plus, en raison de la direction transversale de déformation
amenée par les bandes de localisation, l’état de contrainte réel n’est pas en
traction simple. L’approximation retenue fournit donc une indication sur
l’ordre de grandeur et la variation d’une contrainte moyenne au sein de
l’éprouvette, mais pas de renseignement précis sur l’état local.

3.2.4 Déroulement des essais

géométrie
& machine

taux de déformation
nominal vm/Lm
s−1

macro 1.0 × 10−4
Instron 1.0 × 10−4

5.0 × 10−4
5.0 × 10−4
1.0 × 10−3
1.0 × 10−3
5.0 × 10−3
5.0 × 10−3
1.0 × 10−2
1.0 × 10−2
5.0 × 10−2
5.0 × 10−2
1.0 × 10−1
1.0 × 10−1

meso 1.67 × 10−4
Micro-
test

1.67 × 10−4

1.67 × 10−4
3.33 × 10−4
3.33 × 10−4
3.33 × 10−4
6.67 × 10−4
6.67 × 10−4
6.67 × 10−4

meso 1.0 × 10−3
Instron 1.0 × 10−2

5.0 × 10−2
5.0 × 10−2
1.0 × 10−1

Table 3.2 : Résumé de la campagne expé-
rimentale : 28 essais menés sur une large
gamme de taux de déformation imposés.

Avant chaque essai, l’épaisseur de l’éprouvette et sa largeur (dimension
l2 sur la figure 3.11) sont chacune mesurées à trois endroits différents. La
moyenne de chaque série de mesure est retenue dans les calculs. Puis une face
de l’échantillon est recouverte d’un mouchetis de peintures noire et blanche
en vue du post-traitement des images. L’objectif est d’obtenir localement un
maximum de gradient de niveaux de gris pour favoriser la convergence de
la DIC présentée dans la section 3.2.3. Concrètement, on cherche à obtenir
des pixels adjacents de couleurs différentes distribuées aléatoirement. Les
états de surface obtenus sont semblables aux exemples de la figure 3.12.

L’éprouvette est ensuite mise en place sur la machine d’essais et les mors
serrés, induisant une précontrainte significative. On veille à confiner cet
effort au domaine élastique théorique du matériau. Les déclencheurs du
système d’acquisition et de la machine de traction sont actionnés en même
temps. On applique à la traverse une vitesse imposée notée vm . Chacune des
deux géométries est caractérisée pas la longueur initiale de sa zone utile L
(macro–60mm et meso–4.2mm) et par la longueur initiale entre mors Lm
(macro–100mm et meso–10mm). Les essais sont comparés d’une géométrie
à l’autre à l’aide du rapport vm/Lm que l’on baptise taux de déformation
nominal. Il correspond au taux de déformation local qui aurait été mesuré
dans un essai où tous les champs sont homogènes sur l’éprouvette. Dans
notre cas d’étude, il n’a aucune valeur locale et ne renvoie qu’à une moyenne.
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Dans cette campagne expérimentale, on fait varier cette grandeur de
10−4 s−1 à 10−1 s−1 de manière à faire émerger différents types de manifes-
tations de l’effet PLC. La synthèse des essais menés est présentée sur le
tableau 3.2 où l’on précise, pour chaque type d’éprouvette, la machine em-
ployée et le taux de déformation nominal imposé. Les données brutes sont
ensuite post-traitées comme décrit dans la section 3.2.3. La taille physique
des éléments finis utilisés pour la DIC varie de 130 µm à 200 µm pour les
petites éprouvettes et de 630 µm à 900 µm pour les grandes éprouvettes. Les
résultats obtenus et leur analyse sont menés dans la suite de ce chapitre.
Remarqe 4 (partage des données). À l’issu de la campagne expérimentale,
l’ensemble des données brutes et une partie des résultats post-traités a été mise
en ligne en libre accès sur le dépôt Zenodo20 (Reyne et Manach, 2018). 20 Initiative issue du projet OpenAire en

partenariat avec le cern.

t = 533 µs t = 537 µs t = 541 µs t = 545 µs t = 550 µs t = 554 µs
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Figure 3.13 : Exemples de résultats de DIC
pour une grande éprouvette. Chaque carré
représente un élément fini utilisé dans l’ap-
proximation. Les graduations présentes sur
chacun des graphes sont espacées de 5mm.

https://zenodo.org/
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Figure 3.14 : Exemples de résultats de DIC
pour une petite éprouvette. Chaque carré
représente un élément fini utilisé dans l’ap-
proximation. Les graduations présentes sur
chacun des graphes sont espacées d’un mil-
limètre.
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3.3 résultats

3.3.1 Morphologie
Ûεmax

Ûεmax

10

b

axe x

taux de déformation Ûε

Figure 3.15 : Mesure des épaisseurs de
bandes b .

La morphologie des bandes peut être évaluée dans le plan de mesure
à partir des résultats de la DIC. En observant la cartographie des déforma-
tions (figures 3.13 et 3.14a), on voit la déformation plastique laissée par un
train de bandes. Elles peuvent aussi être appréciées individuellement sur la
cartographie des taux de déformation en figure 3.14b.

L’orientation des bandes par rapport à l’axe de traction est ainsi évaluée
graphiquement. Les valeurs obtenues varient entre 55° et 65° en accord avec
la littérature21. Ni la taille de l’échantillon ni la vitesse imposée ne produisent

21
� Cai et al. (2016), Chihab, Estrin et al.

(1987), Yuzbekova et al. (2017) et Zdunek
et al. (2008).

d’effet apparent. Les paramètres influents d’après la littérature (section 2.4.3)
sont la taille des grains et la section des éprouvettes, ici constants d’un test
à l’autre. Le mode de déformation observé à l’intérieur des bandes est le
cisaillement simple comme mesuré par Cai et al. (2016).

(s−1) épaisseur (mm)

vm/Lm b̄10 b̄101 b̄2010 b̄3020

macro
1.0 × 10−4 2.0 2.0 2.0 2.0
5.0 × 10−4 2.5 2.5 3.0 3.0
1.0 × 10−3 4.0 4.0 4.5 4.5
5.0 × 10−3 4.5 4.5 4.5 4.5
1.0 × 10−2 5.5 5.0 5.0 5.0
5.0 × 10−2 5.0* 5.0 5.0 5.0
1.0 × 10−1 5.5* 5.0* 5.0* 5.5

meso
1.6 × 10−4 2.0 2.0 2.0 2.0
3.3 × 10−4 2.0 2.0 2.0 2.0
6.6 × 10−4 2.0 2.0 2.0 2.0

1.0 × 10−3 2.0 2.0 2.0 2.0
1.0 × 10−2 2.0* 2.0 2.0 2.0
5.0 × 10−2 2.0* 2.0 2.0 2.0
1.0 × 10−1 2.0* 2.0 2.0 2.0

Table 3.3 : Mesures de l’épaisseur moyenne
des bandes b̄ à différents taux de déforma-
tion nominaux vm/Lm et niveaux de défor-
mation : b̄dc est une moyenne de dix mesures
dans l’intervalle ε ∈ [c , d ].

L’épaisseur des bandes estmesurée demanière analogue àAit-Amokhtar,
Vacher et al. (2006) – figure 3.15. À un instant donné, on observe la distri-
bution spatiale du taux de déformation, et identifie un pic de valeur Ûεmax.
Ensuite, on définit l’emprise de la bande à 10 % de la valeur au pic : tous les
points qui dépassent cette valeur font partie de la bande. On mesure cette
emprise et on la considère comme l’épaisseur.

Les résultats sont présentés dans le tableau 3.3. Les épaisseurs de bandes
moyennées sont données pour chaque taux de déformation nominal dans la
première colonne. Les résultats sont divisés en quatre intervalles de défor-
mations : [0þ , 1þ ] % correspond aux bandes de Lüders ; puis [1þ , 10] %, [10, 20]
%, [20, 30] % correspondent aux bandes PLC en début, milieu et fin de test
respectivement. Chaque valeur b̄dc correspond à une moyenne de dix mesures
sur l’intervalle ε ∈ [c,d]. La précision retenue est 0.5mm et renvoie à l’erreur
humaine commise sur la forme du profil. Les mesures sont effectuées sur une
quantité lagrangienne et correspondent donc à la configuration de référence.
Malgré les hypothèses simplificatrices, les déformations mesurées peuvent
dépasser 0.4. Par conséquent l’épaisseur effective des bandes peut croître
significativement avec l’écrouissage.

Sur les grandes éprouvettes, l’épaisseur des bandes varie entre 2mm à
faible vitesse et atteint jusqu’à 5.5mm à la vitesse la plus élevée. Les résultats
ne montrent pas d’influence du niveau de déformation. Ces tendances sont
en accord avec la littérature (Ait-Amokhtar, Vacher et al., 2006 ; Hähner
et al., 2002 ; Yuzbekova et al., 2017 ; Ziegenbein et al., 2000) qui suggère une
croissance linéaire de l’épaisseur des bandes avec le taux de déformation. En
revanche, ce comportement n’est pas retrouvé avec les petites éprouvettes
pour lesquelles l’épaisseur demeure de l’ordre de 2mm indépendamment de
la vitesse et du niveau d’écrouissage. Cette observation va à l’encontre de la
littérature expérimentale, en dépit du niveau du confiance élevé apporté par
une forte résolution spatiale. Finalement, certaines valeurs du tableau 3.3
sont repérées par un astérisque : cela traduit l’observation au même instant
de plus d’une bande. Pour les deux jeux d’éprouvettes, on observe que cette
tendance émerge à grande vitesse et à faibles niveaux de déformation. Ce
résultat est repris dans les interprétations de la section 3.3.5.

Résumé 1. L’épaisseur des bandes de localisation demeure faiblement variable
à l’échelle de l’échantillon. Son ordre de grandeur est de 2 à 5mm pour le
matériau considéré.
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Figure 3.16 : Confrontation des mesures
par jauges numériques de différentes tailles,
centrées sur les éprouvettes. Les essais rete-
nus ont un taux de déformation nominal de
10−2 s−1. À mesure que la taille de la jauge
numérique rapetisse, les discontinuités s’in-
tensifient.
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3.3.2 Écrouissage

Dans cette section, on interroge le choix de mesure de déformation sur
l’écrouissage apparent mesuré et l’on amorce la caractérisation mécanique
du matériau.

La figure 3.16 présente, pour les deux géométries et au cours d’un essai
à taux de déformation nominal identique, les mesures de déformations ob-
tenues avec trois jauges numériques de tailles différentes. Leur emprise est
schématisée sur la figure 3.17 : l’entre mors est évalué à l’aide du déplacement
de la traverse, tandis que la déformation de la zone utile et la déformation
d’un élément fini (EF) sont mesurées par DIC. Ce résultat illustre le problème
soulevé en section 3.2.3 : en présence d’instabilités plastiques, les états de dé-
formations doivent être mesurés à l’échelle des bandes de déformation pour
pouvoir prétendre traduire un état quasi-homogène. Comme l’échelle de
l’élément fini est inférieure à celle des bandes de déformation, on considère
la mesure EF DIC comme locale.

EF DIC

zone utile

entre-mors

Figure 3.17 : Placement des jauges numé-
riques.

La figure 3.18 présente les courbes d’écrouissages mesurées sur six essais :
trois grandes éprouvettes (haut, libellé a) et trois petites éprouvettes (bas,
libellé b). Pour chaque géométrie, les trois essais sont choisis de manière
à présenter respectivement des bandes de type C (10−3 s−1), B (10−2 s−1) et
A (10−1 s−1). La valeur correspondante précisée en légende est l’ordre de
grandeur de la vitesse de déformation nominale appliquée. La mesure de
contrainte est toujours évaluée à partir de la déformation d’après l’équa-
tion (3.3) à l’aide de la mesure locale de déformation. Le nœud correspondant
est celui qui est le plus proche du centre de l’éprouvette. Les résultats sont
représentés comme des nuages de points déconnectés pour mettre en valeur
le caractère brutal des changements d’états. Ceux-ci nous permettent de
mettre en valeur des trajets de chargement significatifs, à commencer par
la NSRS démontrée par la tendance de la contrainte moyenne à augmenter
lorsque le taux de déformation nominal diminue.

Après un chargement élastique, l’écrouissage démarre pour la majorité
des tests à une contrainte de 145MPa, avec un plateau de PL. Il s’accom-
pagne des bandes éponymes illustrées sur la figure 3.14. Sur l’ensemble de la
campagne expérimentale (vingt-huit essais), ce comportement est absent de
deux essais sur de petites éprouvettes à des taux de déformation nominaux
dépassant 10−2 s−1. Ce résultat traduit l’absence de SSA, n’a pas été reproduit
et pourrait être causé par un défaut de mise en œuvre ; par exemple une
précontrainte trop importante induite pendant le serrage des mors.

Aux vitesses les plus basses, les nuages de points se rassemblent en seg-
ments abrupts qui traduisent des chargements élastiques répétés. À l’apogée
de chacun d’entre eux, on observe un incrément de déformation (vide hori-
zontal) combiné à une serration (chute verticale) qui est le comportement
caractéristique des bandes de types B et C (Chihab et Kubin, 2001). Pour
les grandes éprouvettes, le point de mesure se trouve le plus souvent en
dehors de la zone localisée, ce qui se traduit par des chargements élastiques
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Figure 3.18 : Contraintes et déformations
axiales pour trois éprouvettes macro (a) et
trois meso (b). La légende indique l’ordre
de grandeur du taux de déformation nomi-
nal appliqué. La déformation est mesurée au
centre de chaque éprouvette.

successifs sans saut de déformation et une lecture moins claire. A l’oppo-
sée, les petites éprouvettes présentent une longueur utile comparable à la
largeur d’une bande. Par conséquent, le point de mesure se retrouve plus
souvent dans une bande de localisation et on peut associer la plupart des ser-
rations à un incrément de déformation. Finalement, deux courbes enveloppes
identiques sont ajoutées à chacun des graphes pour comparer l’écrouissage
moyen. Celui-ci n’est pas soumis à des changements significatifs dus à la
géométrie ou à l’équipement. On observe néanmoins un effet légèrement
moindre de la NSRS sur les grandes éprouvettes dont l’écrouissage maximal
atteint demeure inférieur d’environ 5% à celui des petites.

Le tableau 3.4 présente les résultats quantitatifs obtenus durant l’écrouis-
sage des éprouvettes. Il reprend et complète le tableau 3.2. La contrainte
d’écoulement affiche une grande cohérence pour chaque combinaison entre
géométrie et machine. En revanche, comparées aux grandes éprouvettes, les
petites présentent une contrainte d’écoulement légèrement inférieure lors-
qu’elles sont testées avec la machine Microtest. De plus, les déformations
maximales à la rupture sont nettement supérieures sur les petits échantillons,
en particulier lorsque testés avec Instron. Ces deux points forcent à émettre
des réserves sur la répétabilité des résultats d’une configuration expérimen-
tale à l’autre. Une première explication peut venir du volume très inférieur
des échantillons meso qui implique une quantité plus faible de défauts, et
donc un meilleur comportement vis-à-vis de l’endommagement. Aussi, les
mors Instron permettent les mouvement latéraux tandis que la traverse
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Table 3.4 : Quantités d’intérêt dans
l’écrouissage des éprouvettes, en complé-
ment du tableau 3.2. Le taux de déformation
moyen porte sur la zone utile et est
moyenné sur toute la durée de l’essai, les
valeurs instantanées étant très variables. La
contrainte d’écoulement est mesurée sur les
courbes d’écrouissage pour une déformation
de 0.5 %. La déformation à rupture est la
valeur maximale de déformation atteinte en
tout point de l’éprouvette dans l’histoire du
chargement. Ce maximum n’est en général
pas atteint à l’endroit de la jauge numérique
et ne peut donc pas être retrouvé sur les
courbes d’écrouissage proposées.

géométrie
& machine

taux de défor-
mation nomi-
nal

taux de
déformation
moyen

contrainte
d’écoulement

déformation à
rupture

vm/Lm v/L σy ε
f
11

s−1 s−1 MPa %

macro 1.0 × 10−4 1.05 × 10−4 139.6 31.9
Instron 1.0 × 10−4 1.07 × 10−4 139.3 25.7

5.0 × 10−4 5.36 × 10−4 141.2 29.0
5.0 × 10−4 4.97 × 10−4 139.0 30.5
1.0 × 10−3 1.06 × 10−3 138.5 26.9
1.0 × 10−3 1.06 × 10−3 138.3 35.5
5.0 × 10−3 5.17 × 10−3 139.2 30.8
5.0 × 10−3 5.36 × 10−3 142.4 32.5
1.0 × 10−2 1.11 × 10−2 139.9 36.0
1.0 × 10−2 1.09 × 10−2 139.2 35.3
5.0 × 10−2 5.17 × 10−2 140.2 39.2
5.0 × 10−2 5.09 × 10−2 140.9 38.3
1.0 × 10−1 8.93 × 10−2 141.3 23.6
1.0 × 10−1 8.92 × 10−2 142.7 38.4

meso 1.67 × 10−4 9.92 × 10−5 144.2 37.8
Microtest 1.67 × 10−4 1.59 × 10−4 147.2 35.0

1.67 × 10−4 1.20 × 10−4 147.6 38.2
3.33 × 10−4 4.54 × 10−4 145.8 40.3
3.33 × 10−4 2.41 × 10−4 150.8 35.2
3.33 × 10−4 3.81 × 10−4 147.4 41.6
6.67 × 10−4 9.48 × 10−4 141.7 41.8
6.67 × 10−4 1.10 × 10−3 147.3 43.8
6.67 × 10−4 9.81 × 10−4 143.2 40.9

meso 1.0 × 10−3 9.81 × 10−4 133.2 44.9
Instron 1.0 × 10−2 9.31 × 10−3 119.9 64.7

5.0 × 10−2 6.64 × 10−2 124.8 65.8
5.0 × 10−2 5.65 × 10−2 138.0 57.1
1.0 × 10−1 1.52 × 10−1 115.7 71.0

Microtest est vissée et montée sur rails. Elle implique donc des contraintes
transverses supplémentaires, inaccessibles à la mesure, qui peuvent mener à
une rupture précoce.
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Figure 3.20 : Vitesse d’élongation de la zone
utile (mm s−1) pour tous les tests présentant
une propagation apparente de bandes de
déformations. Les mesures directes et indi-
rectes sont présentées avec leur coefficient
de corrélation linéaire R pour les deux géo-
métries.
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3.3.3 Cinématique des bandes
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Figure 3.19 : Modélisation d’une bande
comme un pas de déformation qui se déplace.
Il tend vers une discontinuité lorsque l’em-
prise de b tend vers 0.

Dans le cas des bandes de type A, on parle d’instabilités propagatives
puisque les bandes évoluent comme un front qui se propage, comme sur
la figure 3.10a. Dans cette optique, elles sont parfois modélisées par une
discontinuité mobile de la déformation. Pour les décrire, on reprend les no-
tations de la figure 3.19 : leur saut de déformation JεK et vitesse apparente
w . Généralisons cette description au cas continu. Isolons la zone utile de
longueur L de l’éprouvette, dont la vitesse d’élongation constante est notée
v . En dimension 1 et sous l’hypothèse d’un état de contrainte homogène
et quasi-constant, seule la déformation plastique est responsable de l’aug-
mentation de la déformation. Elle est concentrée sur le sous-domaine b(t) se
déplaçant à la vitessew .

v =

∫ L

0
Ûε dx =

∫
b(t )
Ûε dx . (3.4)

En utilisant le théorème de Reynolds (ou de transport) et considérant un
saut constant, on a :

v = −w

∫
b(t )

∂ε

∂x
dx = − JεKw . (3.5)

Dans (3.5), la définition de JεK fait le lien entre la description continue où b
est non nul, et le cas limite où b tend vers un point. Dans les deux cas, JεK se
ramène à la différence des valeurs aux bords ε(b+) − ε(b−) comme annoté en
figure 3.19.

Expérience Pour se convaincre de la cohérence entre cette équation et
les mesures expérimentales, on propose de comparer la vitesse d’élongation
mesurée v à celle prédite par la relation précédente (− JεKw). Pour cela, les
mesures sont conduites sur tous les tests où des bandes de types A et B
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se manifestent, c’est-à-dire les tests où les bandes apparaissent de manière
ordonnée. La vitesse d’élongation de la zone utile est directement tirée des
mesures par DIC. La position du centre de la bande dans le temps et dans
l’espace est mesurée sur la représentation caractéristique (e.g. figure 3.10a),
là où le taux de déformation est maximal. Cette position est approximée
par un polynôme et dérivée en temps pour obtenir la vitesse apparente.
Enfin, connaissant l’endroit de la localisation, le saut de déformation est
mesuré sur la représentation cinématique (e.g. figure 3.10b) comme une
différence de déformation avant et après la nucléation. Les résultats sont
donnés en figure 3.20 pour les deux sets d’éprouvettes, et où les coefficients
de corrélation linéaire R corroborent la pertinence de l’équation (3.5). Les
disparités obtenues demeurent inférieures à l’ordre de grandeur des quantités
mesurées. On les attribue aux différentes sources d’incertitudes liées au post-
traitement des images.

Interprétation La relation (3.5) porte sur la structure totale dont v est
l’élongation imposée (grandeur globale). Les quantités JεK etw sont quant à
elles mesurées à l’échelle des bandes (grandeurs quasi-locales). L’une de ces
deux quantités doit donc être intrinsèque au matériau, et l’autre doit être
la conséquence d’une interaction avec le chargement. On a vu que (3.5) est
cohérente indépendamment du type de bandes observées, A ou B. Or, les
bandes de type B peuvent facilement être distinguées, elles nucléent côte
à côte et n’ont donc pas effectivement de vitesse. Par conséquent, c’est le
saut de déformation porté par les bandes qui est intrinsèque22 et la vitesse 22 On revient sur le caractère intrinsèque

des sauts de déformation en section 3.3.4.n’est qu’une quantité apparente qui en résulte. On propose dans un premier
temps d’interpréter (3.5) comme suit : les bandes se propagent aussi vite que
nécessaire pour accommoder l’élongation imposée.

Généralisation Dans un second temps, on observe que seule l’équa-
tion (3.4) reste valide dans le cas général où les bandes peuvent être ordon-
nées (types A et B) ou pas (type C). On se propose ci-dessous de fixer une
définition, puis de reformuler l’interprétation ci-dessus pour satisfaire ce cas
général.

Résumé 2.
— On appelle bande de déformation, ou de localisation, la zone mince

et immobile (qui ne se propage pas) où le taux de déformation est
brutalement amplifié.

— L’expérience montre que les bandes nucléent aussi souvent que néces-
saire pour accommoder l’élongation imposée.

Dans le cadre de ces travaux, on convient de définir les bandes comme des
objets individuels et statiques. La propagation est la tendance des bandes à
nucléer côte à côte sans pouvoir être distinguées. On peut appliquer cette
description à tous les types de manifestations de l’effet PLC et aboutir à une
vision unifiée.

Distribution spatiale

Après l’analyse de la cinématique à l’échelle de la bande, on propose
de la caractériser à l’échelle des éprouvettes. Pour ce faire, la figure 3.21
présente les représentations caractéristiques des deux géométries (macro à
gauche, meso à droite) pour trois taux de déformations (décroissant du haut
vers le bas). Les trois rangées correspondent respectivement aux types A, B
et C. Les géométries meso (droite) sont données pour comparaison mais ne
sont pas adaptées pour visualiser la cinétique globale des bandes. Ceci est
dû à la taille de leur zone utile comparable à celle de la zone de localisation.

Après un chargement élastique homogène sur le domaine, tous les es-
sais montrent un premier écoulement plastique à une contrainte proche
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Figure 3.21 : Représentations ciné-
matiques pour les deux géométries
(macro–gauche, meso–droite) à plusieurs
taux de déformation nominaux imposés.
Le champ de déformation est mesuré le long
de l’axe des éprouvettes. Type A : figures
(a,b), 5 × 10−2 s−1.
Type B : figures (c,d), 5 × 10−3 s−1.
Type C : figures (e,f), 5 × 10−4 s−1.
Les traits verticaux annotés indiquent
l’endroit de la rupture.
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de 145MPa. Lorsque celle-ci est atteinte, la plasticité se localise en bandes
de Lüders qui montrent toujours une tendance propagative. Le saut de
déformation qu’elles véhiculent est systématiquement mesuré à 1.0(1) % in-
dépendamment de la vitesse de l’essai ou de la géométrie. Cette quantité
annotée en figure 3.21e peut être facilement observée sur les résultats des
grandes éprouvettes (colonne de gauche). Sur les courbes d’écrouissage, on
observe la contrainte osciller très faiblement autour d’un plateau. C’est après
que les bandes de Lüders ont recouvert toute la longueur des éprouvettes
que l’effet PLC apparait et que les types se distinguent.

Analyse par type Les figures 3.21a et 3.21b correspondent au type A, à
un taux de déformation nominal élevé (5 × 10−2 s−1). La contrainte associée
présente majoritairement des plateaux. Les graphes obtenus montrent une
propagation régulière à l’exception des zones de chevauchement où les
résultats perdent en clarté. Le saut de déformation véhiculé est croissant et
cohérent. Les bandes de déformations ne peuvent pas être distinguées les
unes des autres ni sur le graphe, ni sur les résultats bruts de la DIC.

Les figures 3.21c et 3.21d correspondent au type B, à un taux de dé-
formation nominal intermédiaire (5 × 10−3 s−1). La contrainte commence à
présenter de nettes irrégularités, dont chacune des chutes s’associe à une
nouvelle nucléation. L’allure des graphes obtenus est presque en tous points
identique au type A puisque les bandes apparaissent demanière ordonnée. En
revanche, celles-ci peuvent souvent être distinguées. Comme conséquence
sur la représentation cinématique, des zones sont annotées sur la figure 3.21c.
Elles correspondent à plusieurs superpositions du même état de déformation :
plusieurs photos ont pu être prises avant qu’une nouvelle bande n’apparaisse.
Cette explication est cohérente avec la description usuelle du type B. En
comparant les figures 3.21a et 3.21c on comprend néanmoins qu’il n’existe
pas de différence fondamentale entre les cinématiques de types A et B : dans
les deux cas, les bandes sont simplement ordonnées.
Remarqe 5. Le commentaire sur la similarité des cinématiques de types A
et B est d’autant plus important que la capacité à distinguer les bandes peut
dépendre de l’équipement utilisé. La fréquence d’acquisition de l’œil ou de la
caméra doit être supérieure à la fréquence d’apparition des bandes. Sinon, elles
ne peuvent pas être dissociées et la cinématique du type B peut est confondue23 23 C’est l’explication que l’on propose sur

le commentaire de Louche, Bouabdallah
et al. (2008) mentionné en section 2.5.

avec celle du type A. Par corollaire, il est délicat d’affirmer avec certitude avoir
affaire à une cinématique de type A.

Les figures 3.21e et 3.21f correspondent au type C, à un taux de défor-
mation nominal faible (5 × 10−4 s−1). Dans ce régime, la contrainte progresse
par serrations marquées qui peuvent individuellement être corrélées avec
l’apparition de bandes distinctes. La cinématique qui en résulte ne montre
presque aucun signe de propagation : les bandes se répartissent de manière
désordonnée sur l’éprouvette. Comme dans les autres cas, le saut de dé-
formation qu’elles appliquent croît à mesure que l’écrouissage augmente.
Cette tendance au désordre émerge pour des taux de déformation nominaux
inférieurs à 10−3 s−1.

Interprétation La progression des bandes de type C (figures 3.21e et 3.21f)
est ordinairement décrite comme « stochastique » ou « aléatoire », ce qui
laisse penser que leur distribution spatiale ne peut pas être prédite. Or,
Chihab, Estrin et al. (1987) offrent un premier élément de déterminisme en
remarquant que deux bandes n’apparaissent jamais successivement au même
endroit. On propose de préciser cette règle en énonçant que, à contrainte
homogène, les bandes de type C nucléent là où la déformation plastique est la
plus faible. Ce principe est confirmé24 par les essais en comparant en temps 24 Cette affirmation n’est pas illustrée.
réel la progression des bandes avec la position du minimum de la déforma-
tion : elles se confondent dans une grande majorité de cas. En fait, c’est un



Chapitre 3. Cinétique des bandes de déformation 37

comportement identique à celui de la plasticité classique, à la différence que
la déformation est ici astreinte à progresser par patch (par bande). On parle
alors de distribution dispersée, ou désordonnée.

À l’opposée, on a vu que la progression des bandes de types A et B peut
être décrite d’une même manière : une tendance propagative, ou ordonnée.
On l’interprète comme l’influence du gradient de la déformation plastique.
En effet, le saut de déformation apporté par les bandes induit toujours un
accroissement local du gradient qui correspond également à l’endroit de
la nucléation suivante dans le cas propagatif (illustré en figure 3.19). On
propose donc la règle : à contrainte homogène, les bandes de type A et B
nucléent là où l’amplitude du gradient de la déformation plastique est la plus
élevée.
Remarqe 6. Pour appuyer la pertinence de ce commentaire, on peut remar-
quer que le passage de l’équation (3.4) à (3.5) consiste à substituer la dérivée
temporelle par le gradient. En fait, on a modélisé la propagation des bandes par
une advection de la déformation. Implicitement, on s’est donc déjà convaincu
de la règle proposée.

Résumé 3. Finalement, on conclut que la distribution spatio-temporelle des
bandes de déformation est la conséquence de deux influences distinctes.

— à faibles taux de déformation nominaux, l’influence de la déformation
plastique cause une tendance dispersée (désordonnée) ;

— à taux de déformation nominaux élevés, l’influence du gradient plas-
tique devient dominante et entraine une tendance propagative (or-
donnée).

3.3.4 Cinétique des bandes

On a vu que le saut de déformation devait être la quantité cinématique
intrinsèque à chaque bande. Pour le confirmer, ce saut est mesuré dans tous
les essais et sur toutes les bandes identifiées suivant la même démarche que
dans la section précédente :

— la position du centre de la bande est identifiée sur la représentation
caractéristique ;

— le saut est mesuré à cette position comme une différence de déforma-
tion entre l’avant et l’après nucléation.

La démarche est semi-automatisée ; elle nécessite l’intervention humaine
pour confirmer individuellement la pertinence de chaque mesure. On obtient
1491 points pour les grandes éprouvettes, et 751 points pour les petites
éprouvettes. Les mesures sont reportées sur l’abscisse des figures 3.22a
et 3.22b, respectivement. L’ordonnée est la contrainte mesurée à l’instant de
la nucléation, c’est-à-dire sa valeur maximale avant la chute. Une couleur
est assignée à chaque point en fonction de l’ordre de grandeur de la vitesse
de déformation instantanée. Pour plus de précision, elle ne correspond pas
au taux de déformation nominal (vitesse relative des mors) mais à la vitesse
relative d’élongation de la zone utilev/L. Des courbes enveloppes identiques
sont ajoutées pour comparer les deux graphes, et la zone correspondant aux
bandes de Lüders est annotée.

Bien que le saut de déformation lié aux bandes de Lüders semble être
dans la continuité des mesures, il est toujours très supérieur aux bandes
PLC qui lui sont immédiatement consécutives. En raison de leurs très faibles
valeurs, celles-ci sont délicates à mesurer et donc relativement absentes
des graphes. Les résultats obtenus montrent une corrélation claire entre
les sauts de déformation et la contrainte à nucléation : les points dessinent
une relation présentant une NSRS. Un facteur horizontal moyen de 15%
sépare les résultats des figures 3.22a et 3.22b. Il ne traduit pas d’effet signi-
ficatif de la longueur puisque celle de la zone utile varie de plus de 1400 %
des petites éprouvettes aux grandes. Comme la longueur de l’éprouvette
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Figure 3.22 : Mesures de sauts de déforma-
tions en fonction de la contrainte à nucléa-
tion pour les grandes (a) et petites (b) éprou-
vettes. La mesure de déformation utilisée
est la norme des mesures DIC 2D. L’échelle
de couleur traduit la vitesse d’élongation
instantanée de la zone utile divisée par sa
longueur.

n’impacte pas significativement les résultats, on suggère que les sauts de
déformations peuvent être prédits à partir de l’état mécanique au moment
de la nucléation. La sensibilité obtenue à la vitesse de déformation est en
accord qualitatif avec les mesures de Ziegenbein et al. (2000) sur un alliage
de cuivre. Ils reportent également un accroissement monotone du saut de
déformation avec l’écrouissage, tout comme Klusemann et al. (2015) sur un
alliage d’aluminium en dessous de 3 % de déformation. Les données présen-
tées ont l’avantage d’être en quantité importante, ce qui améliore leur niveau
de confiance et permet l’identification d’une relation. Comme l’incrément de
déformation est la quantité intrinsèque à chacune des bandes, la figure 3.22
donne une relation de comportement à l’échelle des bandes.

3.3.5 États transitoires

Les instabilités plastiques dans les alliages d’aluminium entraînent un
problème à deux fois deux échelles :

— dans l’espace, l’épaisseur d’une bande est généralement très faible
devant celle de la structure ;

— dans le temps, la durée de la nucléation est toujours très faible devant
la durée de l’expérience ou du procédé.

La difficulté spatiale est ici bien compensée par la résolution des images,
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Figure 3.23 : Boîtes à moustaches des ampli-
tudes des chutes de contraintes en fonction
du taux de déformation moyen. Les mous-
taches indiquent les valeurs extrêmes, les
boîtes délimitent les fractiles à 5 % et 95 %
et les segments dans les boîtes représentent
les valeurs moyennes. Le taux de déforma-
tion moyen est la moyenne sur l’essai de la
vitesse d’élongation de la zone utile divisée
par sa longueur. Les mesures utilisées sont
brutes et présentent un bruit important.

tandis que la fréquence d’acquisition n’est en général pas suffisante pour
quantifier les états durant la nucléation. Malgré ce manque d’informations,
plusieurs raisonnements peuvent être construits à partir des résultats expé-
rimentaux.

Serrations La figure 3.23 présente les distributions statistiques de l’ampli-
tude des serrations pour tous les essais, en fonction du taux de déformation
moyen (mesuré sur la zone utile). Elles sont représentées par des boîtes à
moustaches qui illustrent les fractiles à 0, 5, 50, 95 et 100 %. Les données
proviennent du signal de la machine de traction et sont traitées telles quelles
pour éviter d’éventuels biais. En revanche, cela conserve le bruit de mesure
qui se traduit par un grand nombre de faibles serrations, y compris pour les
vitesses faibles. Les valeurs moyennes sont donc sous-estimées. Les résul-
tats obtenus sont en accord qualitatif avec la littérature25. Ils montrent des 25

� Lebyodkin et al. (2000) et Manach,
Thuillier et al. (2014).amplitudes maximales élevées et décroissantes avec le taux de déformation

nominal. On peut donc observer les serrations importantes du type C évo-
luer de manière régulière vers les plateaux du type A. Le changement de
géométrie n’a pas d’impact significatif sur les résultats.

Résumé 4. Par conséquent, l’amplitude des chutes de contraintes ne résulte
pas simplement d’un effet de structure mais elle est la conséquence d’un
processus intrinsèque au matériau. Cela suggère que, tout comme les sauts
de déformation, les serrations doivent pouvoir être prédites directement par
un modèle de comportement, sans passer par des équations transitoires.

Il existe un corollaire pertinent à ces observations : si le saut de déformation
et la chute de contrainte peuvent être prédits à l’instant de la nucléation, alors
le comportement qui relie contraintes et déformations pendant la nucléation
n’est pas visqueux26. En d’autres termes, la relation qui lie contraintes et 26 Par visqueux, on entend une dépendance

entre la contrainte et le taux de déformation.
Par exemple, Ûε = ∂Ω/∂σ comme rappelé
dans l’annexe A.2.4.

déformations ne fait pas intervenir leur vitesse.

Temps de nucléation Reprenons le cas unidimensionnel en isolant la
zone utile de longueur L et de vitesse d’élongation imposée v . Intégrons
l’équation (3.4) sur la durée τ de nucléation d’une bande (sans négliger
l’évolution des déformations élastiques). On obtient l’incrément de longueur :

∆L =

∫
τ
v dt =

∫
τ

∫ L

0
( Ûσ/E + Ûεp) dx dt . (3.6)
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La vitesse est constante et la contrainte homogène. Intégrons et divisons par
la vitesse : on obtient

τ =
L

v

(
∆σ

E
+

1
L

JεpKb̃
)

(3.7)

où ∆σ est l’incrément négatif de contrainte final (serration), JεpK l’incrément
de déformation final (le saut) et b̃ une épaisseur équivalente fonction de la
distribution du taux de déformation dans la bande. On a conclu par l’ex-
périence que, à v/L ≡ Û̄ϵ fixé, ni ∆σ ni JεpK ne varient lorsque la longueur
change. En fait, le temps de nucléation τ est le seul paramètre restant pour
accommoder un changement de longueur. Formellement, il vient :

∂τ

∂L
=
− JεpKb̃
Û̄ϵL2

. (3.8)

On en déduit que le temps de nucléation est un effet de structure qui s’adapte
à la vitesse imposée. Pour un taux de déformation nominal donné, il décroit
lorsque la taille de l’éprouvette augmente.

Taux de déformation limite Les mesures d’épaisseurs de bande sont
présentées dans le tableau 3.3. En les étudiant en section 3.3.1, on a précisé
(astérisque) les moments durant lesquels plusieurs bandes apparaissent en
même temps. Ils correspondent : aux taux de déformation nominaux élevés,
aux grandes éprouvettes, et aux débuts des essais (quand les sauts de défor-
mation sont faibles). D’après l’équation (3.7), ces conditions définissent les
temps de nucléation les plus petits de la campagne d’essai. Ils correspondent
donc aux taux de déformation les plus élevés27 de la campagne d’essai. 27 On peut approximer le taux de déforma-

tion moyen dans la bande, durant la nucléa-
tion, par JεK/τ .Résumé 5. Il semble donc qu’il existe une limite locale de taux de déformation

au-delà de laquelle une bande seule ne peut pas accommoder la vitesse
imposée. Une fois cette limite atteinte, une deuxième bande doit émerger.

3.4 bilan

La campagne expérimentale présente une vue globale des instabilités
plastiques pour des tôles de l’alliage AA5086. Elle permet d’identifier les
quantités-clefs qui régissent la cinématique de l’effet PLC. On rappelle ci-
dessous les résultats les plus importants du point de vue de la modélisation.
Les commentaires généraux concernant les perspectives envisagées sont
présentés dans le chapitre 6.

On s’aperçoit que les bandes de localisation introduisent des échelles
de temps et d’espace intermédiaires, et des grandeurs d’intérêt associées. À
l’échelle des bandes, la fréquence de leur apparition28 dépend du saut de 28 On parle de fréquence d’apparition pour

généraliser la vitesse de propagation.déformation qu’elles transportent. Celui-ci peut être prédit à partir de l’état
mécanique au moment de leur apparition. Comme déduit de l’équation (3.4),
une prédiction précise du saut de déformation résulte nécessairement en une
description précise de leur vitesse. À l’échelle de la structure, la répartition
des bandes dans l’espace peut être dispersée ou ordonnée. Le premier cas
résulte de l’influence de la déformation plastique, et le second résulte de
l’influence du gradient de la déformation plastique. Bien que le déclenche-
ment de la localisation soit sensible à la vitesse, la nucléation elle-même
peut être approximée par un processus simple qui ne fait pas intervenir de
dépendance au temps. Un modèle de comportement performant pour prédire
la cinématique des bandes devrait tenir compte de ces caractéristiques. On
les réutilise à l’étape de la modélisation, dans le chapitre 5.
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résumé

Ce chapitre est un état de l’art sur la modélisation de l’effet PLC. L’évo-
lution des modèles d’instabilités plastiques est présentée de façon chrono-
logique en distinguant les échelles d’intérêt (des dislocations aux milieux
continus), et les approches (empirique ou basée sur la physique).

À l’échelle macroscopique, les modèles récents sont basés sur la théorie
du vieillissement dynamique. Ils connaissent une forte popularité qui s’ex-
plique par leurs capacités à prédire, mais aussi à interpréter le phénomène à
l’aide des grandeurs microscopiques. Ils consistent à reproduire les serrations
en ajoutant à l’écrouissage classique un terme qui oscille. Mais ils peinent à
reproduire fidèlement les sauts de déformations puisque leur formulation
repose sur l’amplitude des chutes de contraintes.

Leur implémentation numérique permet la reproduction qualitative de
différents aspects comme la localisation en bandes, ou la sensibilité néga-
tive à la vitesse de déformation, ou negative strain rate sensitivity (NSRS).
Néanmoins, elle est soumise à des difficultés comme une forte sensibilité au
maillage. Celle-ci peut être corrigée par différentes régularisations qui ont
généralement pour conséquence seconde d’augmenter le coût de calcul.

Ainsi et en dépit de progrès considérables, la simulation numérique
des instabilités plastiques demeure cantonnée au contexte académique. Le
déploiement à l’échelle industrielle nécessite des efforts supplémentaires. La
prédiction exacte de la cinématique des bandes de déformation est l’aspect
clef pour les applications liées au formage des tôles.
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4.1 utilisations des modèles empiriqes

Les modèles empiriques ont pour but de tenir compte du comportement
observé expérimentalement sans chercher à le relier à des quantités phy-
siques. Dans cette section, on fait le point sur leur emploi dans la littérature
liée aux instabilités plastiques.

4.1.1 Analyse qualitative

NSRS

saut

vitesse de déformation Ûp

contrainte σ

Figure 4.1 : Le modèle de Penning (1972)
suppose l’existence d’un changement de
pente dans la relation liant les contraintes
au taux de déformation plastique.

La forme générale des modèles empiriques est introduite par Penning
(1972). Pour cela, il écrit la contrainte comme la somme de R, dépendant
de la déformation plastique ; et de Ra , dépendant du taux de déformation
plastique :

σ = R(p) + Ra( Ûp), (4.1)

où la déformation plastique est représentée par la plasticité cumulée pour
homogénéiser les écritures qui suivent. La fonction Ra doit présenter une
NSRS (observée expérimentalement, section 2.2) schématisée sur la figure 4.1.
Penning propose une étude qualitative de l’équation (4.1) et montre que la
NSRS est une condition suffisante pour la localisation de la déformation.

Cette expression est reprise par Zbib et Aifantis (1988) qui ajoutent la
contribution du laplacien divgradp :

σ = R(p) + Ra( Ûp) + Hдl
2
c divgradp. (4.2)

Cette formulation admet des solutions localisantes dont des ondes plastiques
lentes, c’est-à-dire de possibles bandes de déformation. Elle a l’avantage
d’introduire une longueur caractéristique avec la dérivation spatiale, et donc
un limiteur de localisation.

4.1.2 Classification

Estrin (1988) propose une classification à l’aide d’une analyse de stabilité.
Pour cela, il utilise la forme (4.1) et définit les coefficients de sensibilité

h =
∂R

∂p
et S =

∂Ra
∂ ln Ûp

. (4.3)

Puis il introduit une perturbation δp qui mène à :

δσ = hδp + Sδ ln Ûp. (4.4)

Le membre de gauche est remplacé à l’aide du critère de Considère29 δσ = 29 C’est-à-dire en considérant un essai de
traction où la force F = σS atteint un maxi-
mum : dF = σ dS + S dσ = 0þ . En plasticité,
le volume est conservé : dS ≈ −S dp d’où
dσ ≈ σ dp .

σδp. Le facteur de charge λ est introduit avec la forme exponentielle δp =
δp exp(λt). Le régime est alors instable lorsque λ > 0þ , et stable sinon. Il
vient : δ ln Ûp = δ Ûp/ Ûp, et δ Ûp = λδp exp(λt). L’équation (4.4) devient :

λ

Ûp
= −

h − σ

S
. (4.5)

Comme Ûp > 0þ , la condition d’instabilité s’écrit finalement :

h − σ

S
< 0. (4.6)

L’effet PLC correspond au cas où h > σ et la sensibilité à la vitesse de
déformation S < 0þ . Cette approche permet d’établir des conditions sur les
modèles physiques (Estrin et Kubin, 1991) et de proposer une classification
des instabilités plastiques.
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4.1.3 Simulation numérique

Les modèles empiriques présentent aussi des capacités à reproduire le
phénomène, illustrées par plusieurs auteurs. Benallal et al. (2006) utilisent
également l’expression (4.1) et identifient la forme polynomiale

Ra =
3∑

n=1

an

(
ln
Ûp

Ûp0

) n
(4.7)

pour reproduire l’allure illustrée sur la figure 4.1. Les coefficients an sont iden-
tifiés sur des résultats expérimentaux. Ils parviennent à reproduire l’écrouis-
sage oscillant et une propagation de bandes dans des simulations (éléments
finis, 2D axisymétrique) d’essais de traction.

L’un des rares modèles employés qui ne reprend pas la forme (4.1) est
celui de Johnson et Cook (1983) :

σ = (A + Bpn)

(
1 + D ln

Ûp

Ûp0

)
(1 − θ ) (4.8)

où θ est la température absolue, et {A,B,D,n,p0} des coefficients à identifier.
Manach et al. (2014) utilisent ce modèle en fixant un coefficient de sensibilité
à la vitesse de déformation D négatif. L’effet PLC est reproduit dans des
simulations (éléments finis, 3D) d’essais de cisaillement.

Les modèles mentionnés sont limités à la comparaison qualitative avec
l’expérience. De plus, la localisation peut être reproduite mais son épaisseur
ne peut pas être limitée. Par conséquent, les simulations exhibent toutes une
sensibilité à la discrétisation spatiale.

4.2 modèles de vieillissement dynamiqe

Le modèle Kubin–Estrin–McCormick (KEMC) est un cadre théorique
qui fait le lien entre la physique du phénomène et les modèles macrosco-
piques. Dans cette section, on retrace l’évolution des idées qui ont conduit
à sa forme moderne ; elles se répartissent sur une cinquantaine d’années.
Par raison de clarté, les notations employées sont donc homogénéisées pour
mettre en évidence les liens entre des contributions. Á l’issue de l’exposé, on
fait de point sur les caractéristiques et les différentes modifications proposées
dans la littérature.

4.2.1 Genèse du modèle KEMC

Les références présentées ici font appel à une modélisation homogène
de la plasticité cristalline. C’est une description continue des dislocations
qui sont représentées par leur densité et leur vitesse moyenne. En termes
d’échelles, on se place donc à l’interface entre la description discrète des
mécanismes, et l’homogénéisation du milieu continu. Finalement, on ne
considère que des relations scalaires par raison de simplicité et pour faciliter
la comparaison des modèles.

La déformation plastique associée à la mobilité des dislocations dans un
cristal est classiquement modélisée par la relation d’Orowan :

Ûϵ = ρmbvd (4.9)

où ρm est la densité de dislocations mobiles, b la norme du vecteur de Bur-
gers et vd la vitesse moyenne des dislocations (Hull et Bacon, 2001). Cette
relation est issue de l’hypothèse d’Orowan (1940) qui homogénéise le mou-
vement des dislocations dans un petit volume. Ici, on emploie ϵ pour désigner
la déformation plastique afin de la distinguer des notations consacrées en
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mécanique des milieux continus (MMC). Dans la suite, on présente l’évolu-
tion des modèles de vieillissement dynamique, dont l’équation (4.9) est le
point de départ.

Nuages d’impuretés

r = l/2þ

F

force
solutés/dislocations

limite d’action

distance r
Figure 4.2 : L’hypothèse de Cottrell et
Bilby (1949) consiste à négliger la force d’in-
teraction F au-delà du nuage d’impuretés.

Alan H. Cottrell (1948) est le premier à concevoir l’interaction des
solutions solides avec les dislocations des métaux. Il s’intéresse alors aux
instabilités plastiques observées dans des aciers. Le scénario associé est décrit
en section 2.3. L’idée de Cottrell et Bilby (1949) consiste à tenir compte
de la diffusion des impuretés dans l’expression de la vitesse des dislocations.
Ils proposent une relation linéaire entre la vitesse des dislocations et la force
F agissant sur elles :

vd =
D

kθ
F , (4.10)

où D est un coefficient de diffusion normé par la constante de Boltzmann
(k) et la température absolue (θ ). La force dérive d’un potentiel d’interaction
U = Vr0/r :

F = − gradU =
r0V

r 2
. (4.11)

V représente l’énergie de liaison entre un atome de solution solide et une
dislocation, séparés d’une distance r . En injectant ce résultat dans l’équa-
tion (4.10),

vd =
r0D

r 2
V

kθ
=
r0D

r 2
l . (4.12)

La longueur l définit le diamètre d’action du nuage d’impuretés (Dablij,
1998, §1.2.1). Le modèle considère que l’interaction entre solutions disparaît
en dehors de cette zone. On a alors la vitesse limite en r = l/2þ :

vd ,c = 4D
r0
l
. (4.13)

On obtient la vitesse de déformation associée en injectant cette relation dans
l’équation d’Orowan (4.9) :

Ûϵc = 4ρmDb . (4.14)

Cette valeur est la limite en dessous de laquelle les dislocations peuvent
être épinglées par les solutions solides. La confrontation du critère à l’expé-
rience est très insatisfaisante (Chen et al., 1992). Son principal défaut est
de modéliser une vitesse constante de dislocations, alors que le mécanisme
implique des mobilités très irrégulières. En revanche, le scénario proposé
est convaincant pour la communauté qui bâtit la théorie du DSA sur ces
prémices.

qté. description

vd vitesse moyenne des dislocations
ρm densité de dislocations mobiles
b norme du vecteur de Burgers
ϵ déformation plastique
D coefficient de diffusion
k constante de Boltzmann
θ température absolue
V énergie de liaison entre solutés et dis-

locations

Table 4.1 : Récapitulatif des grandeurs d’in-
térêt introduites.

Temps d’attente et de vieillissement

McCormick (1973a) considère la cinématique des dislocations comme
une succession de sauts entre les différents obstacles. Il propose la forme

vd =
L

tw
(4.15)

où tw désigne le temps d’attente des dislocations arrêtées aux obstacles et
L la distance qui les sépare. La vitesse proposée est donc une moyenne sur
le trajet global des dislocations où l’on considère leur temps de glissement
négligeable devant leur temps d’attente. En se basant sur l’idée de Cottrell
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et Bilby (1949), il calcule le temps de vieillissement ta comme celui nécessaire
aux solutés pour poursuivre la dislocation.

ta =

(
Cs

3Cm

) 3/2
kθb2

DV
, (4.16)

sous l’hypothèse que le produit Dta est petit (Beukel, 1975). Cs désigne la
concentration d’impuretés autour des la dislocations et Cm la concentra-
tion nécessaire à l’épinglage. L’épinglage des dislocations est alors possible
lorsque les temps d’attente et de vieillissement sont proches. La condition
devient :

tw ≈ ta . (4.17)

En substituant tw par l’expression de ta dans (4.15), puis en appliquant
l’équation d’Orowan, on obtient :

Ûϵ = ρmDL

(
3Cm

Cs

) 3/2
V

kθb
, (4.18)

C’est la vitesse de déformation atteinte lorsque les instabilités sont rencon-
trées. Il relie finalement la densité de dislocationsmobiles ρm à la déformation
macroscopique par une loi puissance :

ρm = k1ϵ
α . (4.19)

Il conclut sur une condition reliant la vitesse de déformation et la déformation
critique.

L’approche est complétée par Beukel (1975) qui modélise l’influence
de la contrainte sur le mécanisme. Il dérive une mesure de sensibilité à la
vitesse de déformation qui peut prendre des valeurs négatives. Le modèle ne
permet pas la prédiction mais des arguments expérimentaux sont fournis
quant à sa cohérence (Brink et al., 1975 ; McCormick, 1973b). Il apporte
donc une contribution significative qui mène à la construction rationnelle
d’une relation de comportement présentant une NSRS.

qté. description

L distance entre obstacles
tw temps d’attente aux obstacles
ta temps de vieillissement
Cs concentration d’impuretés autour

des dislocations
Cm valeur de C1 à l’épinglage

Table 4.2 : Récapitulatif des nouvelles gran-
deurs d’intérêt introduites dans la sous-
section.

Variété des dislocations

Cette série de contributions correspond à la prise en compte de diffé-
rentes populations de dislocations. En plus des dislocations mobiles (ρm),
Ananthakrishna et Sahoo (1981) introduisent :

— la densité de dislocations en forêt (ρf ), c’est-à-dire les dislocations
quasiment immobiles qui font obstacle à la propagation des autres ;

— la densité de dislocations immobiles (ρi ).
L’objectif est de tenir compte au mieux de l’interaction des différentes po-
pulations afin de parvenir à une description exhaustive du phénomène. Les
densités sont reliées par des équations de couplage (Ananthakrishna, 2007,
§9.1) qui représentent, par exemple, l’annihilation des dislocations entre elles,
leur ralentissement par un nuage de Cottrell ou encore la mise en mou-
vement de dislocations arrêtées par l’apport d’énergie. Ananthakrishna
et Sahoo (1981) modifient l’équation d’Orowan et relient la vitesse des
dislocations à la contrainte à l’aide d’une loi puissance :

Ûϵ = b(ρm + γ ρf )v0
(
σ − H (ρm + ρf + ρi )

1/2
) a

vd

, (4.20)

où γ , H et a sont des paramètres d’ajustement. Les solutions du système
obtenu reproduisent qualitativement l’écrouissage oscillant lié à l’effet PLC.

Kubin et Estrin (1988) retiennent les interactions entre forêts et dislo-
cations mobiles. Le lien avec l’équation (4.15) du modèle de McCormick est
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effectué en considérant la distance L comme proportionnelle à ρ
1/2

f (Kubin et
Estrin, 1990).

Ûϵ = bρm
ρ

1/2

f

tw
vd

=
ω

tw
. (4.21)

Dans cette écriture, ω représente l’incrément de déformation obtenu lorsque
toutes les dislocations ont surmonté leurs obstacles.

qté. description

ρf densité de forêts de dislocations
ρi densité de dislocations immobiles
ω incrément de déformation après fran-

chissement des obstacles

Table 4.3 : Récapitulatif des nouvelles gran-
deurs d’intérêt introduites dans la sous-
section.

Vers les modèles macroscopiques

En se basant sur la démarche de McCormick (1973a), Louat (1981)
écrit la contribution Ra du DSA à la contrainte. Pour cela, il généralise en
considérant un temps de vieillissement ta effectif, c’est-à-dire variable au
cours du temps. Il obtient une forme proportionnelle à la concentration de
solutés autour des dislocations (McCormick, 1988) :

Ra = P1Cs , (4.22a)

Cs = Cm

(
1 − exp

(
−
C0

Cm
K(Dta)

2/3

) )
; (4.22b)

où P1 ajuste la contrainte limite ajoutée ; C0 est la proportion globale de
solutions solides et K une fonction de l’énergie de liaisonV définie plus tôt.
McCormick (1988) propose de décrire son évolution durant le vieillissement
à l’aide d’un modèle saturant :

Ûta =
tw − ta
τ

(4.23a)

qui fait intervenir le temps caractéristique τ . Celui-ci est simplifié par Estrin
et Kubin (1991) qui choisissent τ ≈ tw et obtiennent :

Ûta = 1 −
ta
tw
. (4.23b)

La dernière contribution significative est apportée par Ling et McCormick
(1993). Dans un premier temps, ils substituent tw à l’aide de équation (4.21) :

Ûta = 1 −
ta
ω
Ûϵ . (4.23c)

On a ainsi un lien explicite entre la vitesse de déformation plastique et le
temps de vieillissement. Ensuite, ils expriment le coefficient de diffusion D
comme proportionnel à ϵβ . L’équation (4.22b) devient :

Cs = Cm

(
1 − exp

(
−P2ϵ

β tna

) )
. (4.24)

Cette forme moderne est écrite par Zhang et al. (2001), où P2 rassemble
plusieurs paramètres, β ≈ 2þ et n ≈ 1/3þ .

Pour conclure l’évolution du modèle et l’inscrire dans le cadre de la MMC,
on se place dans le cadre de la plasticité standard généralisée.

— On choisit la plasticité cumulée comme variable interne :p se substitue
à ϵ .

— On utilise une contrainte équivalente, classiquement celle de Von
Mises : σeq se substitue à σ .

— On définit une surface de charge f
— dont on déduit un pseudo-potentiel des dissipations Ω pour spécifier

l’évolution.
On obtient le modèle énoncé dans le résumé 6.
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Résumé 6 (modèle de Kubin–Estrin–McCormick (KEMC)).

f (σ ,p, ta) = σeq(σ ) − R(p) − P1Cs (p, ta), (4.25a)

Cs = Cm

(
1 − exp

(
−P2p

β tna

) )
, (4.25b)

Ûta = 1 −
Ûp

ω
ta, (4.25c)

Ûεp =
∂Ω(f )

∂σ
. (4.25d)

σeq = R(p)

σeq = R(p) + P1Cs

f = 0þ

p

σeq

Figure 4.3 : Modèle de KEMC (résumé 6).
L’écrouissage réel dépend de l’évolution de
ta et du choix de Ω . On illustre ici le cas où
la condition de cohérence f = 0þ est impo-
sée : le terme P1Cs définit alors une limite
supérieure.

R(p) renvoie à un écrouissage classique auquel s’ajoute P1Cs , la contribu-
tion du DSA (figure 4.3). Le temps de vieillissement décrit par (4.25c) croît
linéairement en élasticité ( Ûp = 0þ ) puis ralentit au déclenchement de l’écou-
lement plastique et chute lorsque Ûp > ω/ta . Ce modèle est employé par
plusieurs auteurs pour simuler avec succès les bandes de déformations ob-
servées dans les essais de traction30, de cisaillement31, multiaxiaux32 ou des

30
� Klusemann et al. (2015), Ren,

Morgeneyer et al. (2018), Wang et al. (2012)
et Zhang et al. (2001).

31
� Manach et al. (2014), Mansouri,

Thuillier et Manach (2016) et Mazière,
Luis et al. (2017).

32
� Mansouri, Thuillier, Manach et al.

(2016) et Wang et al. (2012).

cas d’application industriels (Wenman et Chard-Tuckey, 2010). Les résul-
tats reproduisent fidèlement l’allure moyenne des courbes d’écrouissage
expérimentales : plateaux de Lüders et serrations augmentant lorsque la
vitesse de chargement diminue. Les distributions spatiales caractéristiques
liées au types A, B et C sont également recréées sans pour autant pouvoir
être explicitement contrôlées.

4.2.2 Critiques et variantes

La forme présentée dans le résumé 6 représente la branche principale du
modèle KEMC. Son utilisation en l’état pose de nombreux défis scientifiques
liés à l’identification des paramètres ou à la validation dumodèle. Néanmoins,
plusieurs auteurs proposent des améliorations motivées par des arguments
physiques ou pratiques.

Généralement négligée, la thermique du processus est prise en compte
dans certains travaux. Mansouri, Thuillier et Manach (2016) donnent
une dépendance à la température aux paramètres (P1, P2, β). Ren, Mazière
et al. (2017) proposent également une dépendance de P2 à la température et
ajoutent un couplage non linéaire entre la plasticité cumulée et une variable
auxiliaire représentant la densité de dislocations. Klusemann et al. (2015)
relient la température et la contrainte en ajoutant une contribution thermique
au potentiel d’état. Ils remplacent également la constante ω par une fonction
affine en p pour modéliser l’augmentation des incréments de déformation
avec l’écrouissage.

Le modèle KEMC est critiqué dans certains travaux dont ceux de Hähner
(1996a,b) qui soulève plusieurs défauts. On reproche notamment au temps
de vieillissement ta de ne pas avoir de signification claire dans un contexte
macroscopique, et à son équation d’évolution de ne pas tenir compte de
la physique du phénomène. La solution proposée modifie plusieurs étapes
des développements présentés dans la section 4.2.1. Le modèle obtenu peut
s’exprimer sous la forme (Rizzi et Hähner, 2004) :

σeq = R(p) + S

[
G0 + ∆G

kθ
+ ln

(
τ
Ûp

ω

) ]
, (4.26a)

∆ ÛG = η(∆G∞ − ∆G) −
Ûp

ω
∆G . (4.26b)

Le vieillissement dynamique est ici contrôlé par l’enthalpie d’activation
∆G, considérée comme une variable interne. Les paramètres nouveaux sont
(G0,∆G∞) qui désignent respectivement une valeur initiale et un incrément
maximal. Ce modèle est analysé et testé dans des cas unidimensionnels33. 33

� Abbadi et al. (2002), Hähner et al.
(2002) et Hähner et Rizzi (2003).De la même manière que pour les approches empiriques de la section 4.1,

le modèle KEMC ne présente pas de limiteur de localisations en l’état. Ce
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problème est dû à sa conception qui ne tient compte que d’un comportement
local et néglige les aspects spatiaux. Dans la simulation numérique, il résulte
en une sensibilité à la discrétisation constatée et analysée dans plusieurs
travaux (Klusemann et al., 2015 ; Mazière, Besson et al., 2010). Pour le
résoudre, des auteurs introduisent une longueur interne par des approches
à gradients, ou non-locales34 . Leur capacité à favoriser une localisation 34 L’appellation « non-local » est probléma-

tique puisqu’elle peut faire référence à une
très grande variété d’approches. En général,
elle désigne les modèles qui ne font pas l’hy-
pothèse du corps matériel simple. Celle-ci est
un cas particulier du principe de localité qui
consiste à supposer que le premier gradient
de la transformation est suffisant pour dé-
crire le comportement.

contrôlée est étudiée par Jirásek et Rolshoven (2009a,b). Ils distinguent
— les théories à gradient de la déformation qui modifient l’expression de

la puissance des efforts internes dans les équations de la dynamique ;
— des modèles à gradients de variables internes qui n’interviennent que

dans les relations de comportement.
Le modèle de Jeanclaude et Fressengeas (1993) est dédié à la description de
l’effet PLC. Il consiste à modifier l’équation d’Orowan (4.9) en introduisant
le laplacien de la déformation :

Ûϵ = ρmbvd + νl
2
c divgradϵ . (4.27)

Le troisième terme tient compte de la diffusion des dislocations mobiles, avec
lc une longueur interne et ν une fréquence. Le modèle analysé en 1D exhibe
des solutions reproduisant les bandes de déformation.

Dans la formulation de Mazière et Forest (2013) dédiée à la simulation
des bandes de Lüders, la plasticité cumulée contribue à la puissance des
efforts internes. Cette approche est un cas particulier de la théorie de la plas-
ticité micromorphe appliquée à l’effet PLC dans une contribution ultérieure
(Mazière, Luis et al., 2017). En parallèle du modèle KEMC, elle introduit la
variable interne pχ représentant les déformations plastiques microscopiques.
Elle obéit à une loi de conservation de la forme

pχ − l
2
c divgradpχ = p. (4.28)

où lc est une longueur caractéristique et p la plasticité cumulée (p). Lorsque
l’état est homogène, le laplacien est nul et pχ = p. Lorsque les bandes de
déformation plastique apparaissent, le laplacien permet de pénaliser les
hétérogénéités et donc de limiter la localisation.

4.3 bilan

Le modèle KEMC est donc un socle théorique sur lequel se basent la
plupart des modélisations des instabilités plastiques liées au vieillissement
dynamique. Il reproduit les caractéristiques principales initialement attri-
buées à l’effet PLC : une NSRS instantanée à l’origine de chutes de contraintes
qui engendrent des bandes de déformation. L’identification des paramètres
peut être directe35 ou nécessiter des algorithmes dédiés (e.g. Manach et al., 35 Par exemple, l’amplitude des serrations

ou l’écrouissage moyen peuvent être mesu-
rés sur les résultats d’essais.

2014). Mais d’autres quantités d’intérêt importantes ne peuvent pas être ajus-
tées par les paramètres du modèle. Par exemple celles liées à la cinématique
des bandes : le saut de déformation qu’elles transportent (dont dépend leur
vitesse), ou encore leur tendance à nucléer de manière ordonnée ou dispersée.
En ce sens, l’utilisateur du modèle reste donc – en partie – spectateur. Ce
problème explique en partie pourquoi la simulation des instabilités plastiques
dans les métaux demeure limitée au contexte académique.

La caractérisation proposée dans le chapitre 3 montre que la cinématique
des bandes peut être prédite. On suggère également que la nucléation des
bandes peut être reproduite par un processus quasi-statique, sans faire inter-
venir de temps caractéristique. De plus, on montre que la contribution d’un
gradient plastique peut contrôler la distribution spatiale des bandes. Au vu
de l’état de l’art, on peut donc l’envisager non seulement comme limiteur de
localisation, mais aussi comme force associée à la propagation. Par consé-
quent, il possible de proposer des solutions alternatives simples capables de
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compléter les capacités prédictives des modèles constitutifs. C’est l’objet du
chapitre suivant.
Remarqe 7. Un aspect important de la modélisation concerne l’étude de la
morphologie des bandes et, plus généralement, des problèmes de bifurcation.
Dans cette optique, Benallal et al. (2006) et Marais et al. (2012) évaluent
analytiquement les conditions d’apparition et les modes de déformation d’un
problème de localisation 2D. Cette partie est écartée de la revue de littérature
qui se consacre aux aspects unidimensionnels.
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résumé
Ce chapitre est basé sur un article
soumis à la revue « International
Journal of Plasticity » (Reyne et al.,
2019).

Deux réponses sont apportées au problème de la modélisation des instabi-
lités plastiques. Elles sont basées sur les conclusions des chapitres précédents :
d’une part sur les quantités-clefs qui gouvernent la cinétique des bandes de
déformation, d’autre part sur les besoins de l’industrie du formage des tôles.

D’abord, on propose une régularisation spatiale de la localisation à l’aide
d’une approche baptisée plasticité modale. Dans ce cadre, on postule que la
distribution des variables internes peut s’écrire comme une somme pondérée
de modes portant chacun la description d’une bande de déformation. Le
modèle de comportement n’est plus imposé de façon continue sur le domaine,
mais seulement vérifié sur une collection finie de points de contrôle – un
pour chaque mode.

Ensuite, un modèle de comportement est formulé sur les bases de la
plasticité modale. Pour distinguer la charge élastique de la localisation plas-
tique, on envisage deux phases pilotées par des relations indépendantes. Le
défi principal est le contrôle de l’adoucissement des contraintes, ici géré en
introduisant la plasticité cumulée de serration. C’est une quantité propre à
chaque bande qui contrôle l’adoucissement qu’elle provoque. Le comporte-
ment obtenu change d’une phase à l’autre en alternant charge élastique et
adoucissement plastique de façon maîtrisée. Il tient également compte des
influences du taux de déformation et du gradient de la déformation plastique
qui permettent de piloter la distribution spatiale (ordonnée ou dispersée) des
bandes de déformation.

Le modèle est implémenté et testé sur plusieurs cas unidimensionnels.
Il renonce à la descriptioin précise des champs à l’échelle des bandes de
déformation en privilégiant la prédiction de leur cinématique à l’échelle
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macroscopique. Les aspects principaux de l’effet PLC sont reproduits et on
offre un contrôle explicite de la cinématique du phénomène. Cette simplicité
fournit des avantages certains au regard du coût de calcul et de l’identification
des paramètres du matériau.

5.1 cahier des charges

Cette section propose un bref résumé des résultats expérimentaux afin
de lister les caractéristiques attendues du modèle en prenant cette fois-ci en
compte le point de vue de la modélisation. On a montré que la cinématique
des bandes devait être mise au cœur du modèle. Pour ce faire, on doit parve-
nir à reproduire localement le bon profil de déformation. Comme l’échelle
des structures dépasse celle des bandes de plusieurs ordres de grandeur, les
erreurs liées à l’estimation de l’épaisseur ont une conséquence minime. On
convient donc de faire l’hypothèse que l’épaisseur des bandes et le profil
de déformation qu’elles portent sont des données inhérentes au matériau.
Ensuite, on a vu que la fréquence d’apparition des bandes dépendait uni-
quement du saut de déformation qu’elles transportent. Le modèle doit donc
favoriser la prédiction des sauts de déformation quitte à perdre en perfor-
mance sur les chutes de contraintes. Néanmoins, on veut pouvoir reproduire
l’effet de la vitesse sur la cinétique des bandes : des chutes de contraintes
importantes et une dispersion des bandes à vitesses faibles ; des plateaux et
des bandes qui se propagent à vitesses élevées, et une transition progressive
entre les deux. Finalement, on convient d’employer une approche empirique
en donnant plus d’importance à la simplicité des expressions qu’à leur lien
avec des grandeurs microscopiques connues.

Résumé 7. On attend du modèle les caractéristiques suivantes.
1. L’épaisseur des bandes est un paramètre du matériau.
2. Les sauts de déformation sont liés à la contrainte à nucléation par

une relation de comportement sensible à la vitesse de déformation.
Ils peuvent être imposés explicitement.

3. Durant la croissance d’une bande, la contrainte est monotone et dé-
croissante. Elle décroit d’autant plus que la vitesse de déformation est
faible.

4. Les bandes de déformations peuvent s’organiser de deux manières :
(i) soit de façon dispersée sous l’influence de la plasticité cumulée à
vitesses faibles ; (ii) soit de façon ordonnée sous l’influence du gradient
plastique à vitesses élevées.

5.2 élasto-plasticité modale

L’approche présentée ici a pour objectif de contrôler la distribution
spatiale des variables internes en leur imposant une forme élémentaire.

5.2.1 Formulation

Dans le cadre36 de l’élasto-plasticité isotrope et isotherme, et sous l’hy- 36 Les éléments de théorie sont donnés en
annexe A.2.pothèse des petites perturbations (HPP), on choisit la déformation plastique

εp et la plasticité cumulée (p) comme variables internes. Avec la déforma-
tion totale ε , elles forment l’ensemble des variables d’état du problème. Les
équations d’état dérivent de l’énergie libre (ρψ ) :

σ = ρ
∂ψ

∂ε
= −ρ

∂ψ

∂εp
, r = ρ

∂ψ

∂p
; (5.1)
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où l’on définit r , la quantité duale à la plasticité cumulée au sens de la
puissance. En élasticité linéaire, la première équation d’état relie contraintes
et déformations élastiques par le tenseur de raideur élastique (E ).

σ = E : (ε − εp). (5.2)

En faisant l’hypothèse d’isotropie plastique et en choisissant la direction de
l’écoulement, les équations d’évolution prennent la forme

εp = ÛλN , (5.3)
Ûp = Ûλ; (5.4)

où Ûλ est le multiplicateur plastique et N porte la direction du déviateur des
contraintes, soit :

N =
devσ
‖devσ ‖

. (5.5)

À ce stade, il manque une équation scalaire pour définir l’évolution de la
plasticité cumulée et clore le modèle. Par raison de généralité, on écrit cette
équation sous la forme Ûp = M oùM désigne génériquement un modèle
de comportement plastique. Ce modèle est fonction d’une combinaison des
autres variables d’état. On peut alors écrire les équations de champs du
problème à résoudre :

divσ + ρb = 0þ
ε = symgradu
σ = E :þ (ε − εp)
Ûεp = ÛpN
Ûp =M(σ , Ûσ , r , . . .)


dans Ω.

On a, dans l’ordre : les équations locales de la statique, les équations de
compatibilité, l’élasticité linéaire, la direction d’écoulement et le modèle
plastique qui reste à être défini.

Dans le cas des instabilités plastiques, les équations à résoudre peuvent
perdre leur ellipticité et mener à une localisation en bandes. Un problème
majeur est que l’épaisseur de ces bandes n’est pas bornée par en dessous37 37 C’est-à-dire qu’aucune limite inférieure

n’est fixée pour l’épaisseur de la localisation
par le modèle.

dans le cas général. Dans le cadre proposé ci-dessous, on inclut une lon-
gueur interne qui définit l’épaisseur des bandes directement à l’étape de la
formulation du problème.

Pour ce faire, on postule l’existence de modes cinétiques (ϕi )i ∈Im , des
fonctions dont la forme est gouvernée par la microstructure. Elles définissent
la distribution spatiale des variables internes :

εp(x, t) =
∑
i ∈Im

ε
p
i (t)ϕi (x), (5.6)

p(x, t) =
∑
i ∈Im

pi (t)ϕi (x). (5.7)

On appelle ces relations les partitions modales des variables internes. On
associe à chaque mode les points de contrôle xi qui forment une collection
finie de particules nomméeXm . Les supports des modes définissent les patchs

Ωi = suppϕi (5.8)

qui recouvrent le domaine Ω en pouvant s’intersecter. Ils forment une parti-
tion de l’unité, d’où∑

i ∈Im

ϕi (x) = 1 sur Ω. (5.9)
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Figure 5.1 : Représentation d’un choix pos-
sible de partitionnement en une dimension.
Chacun des ϕi représente une bande de dé-
formation.

∑
k ϕk = 1þ

ϕi (x)

xi−1 xi xi+1

Ωi

Enfin, les modes vérifient

ϕi (x j ) = δ i j (5.10)

de manière à ce que les pondérations renvoient les valeurs des variables
internes aux points de contrôle : par exemple, p(xi , t) = pi (t).

La forme des modes et leurs longueurs caractéristiques sont celles du
matériau. Dans le cas de la localisation, les patchs ont l’épaisseur des bandes
et leurs modes portent la même distribution spatiale que la déformation
mesurée. Un exemple en dimension 1 est proposé sur la figure 5.1.

Finalement, on relâche une partie des équations de comportement pour
ne les imposer que sur la collection finie de points de contrôle xi ∈ Xm . Les
équations de champs du problème deviennent :

divσ + ρb = 0þ
ε = symgradu
σ = E :þ (ε − εp)
εp =

∑
ε
p
i ϕi

p =
∑
piϕi

Ûεp = ÛpN


dans Ω,

Ûp =M(. . .)
]

à Xm .

Avec cette formulation, le modèle plastique n’est actif qu’en certains points
seulement. Dans le cas des comportements localisants, la distribution des
champs est astreinte à suivre celle des modes.

5.2.2 Commentaires

Le postulat lié à la plasticité modale est celui de l’existence, au sein du ma-
tériau, d’une grille supportant la distribution spatiale de différentes variables.
La grille étant indépendante de la microstructure, ce postulat est aberrant à
l’échelle microscopique. En revanche, il prend tout son sens lorsque l’échelle
d’intérêt est très supérieure à celle de la grille. Cette simplification est per-
tinente dans le contexte des structures de l’industrie du formage des tôles
soumises aux instabilités, lorsque la précision est acceptable vis-à-vis des
résultats macroscopiques. On attend de l’hypothèse modale qu’elle simplifie
les modèles de comportement, voire qu’elle ait un impact positif sur les coûts
de simulation numérique. Ce formalisme doit donner un avantage lorsque
de nombreuses irrégularités sont à décrire et à contrôler. Il est compatible
avec les modèles de milieux continus, et ne diffère significativement de la
formulation classique que dans le cas de fortes hétérogénéités. Néanmoins,
des clarifications supplémentaires sont nécessaires dans certains cas particu-
liers. Par exemple, on spécifie en section 5.3 le traitement d’un gradient de
variable interne.
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Figure 5.2 : Principe du modèle. Le com-
portement fortement non-linéaire est ra-
mené à une description simple. Le compor-
tement est soit linéaire-élastique, soit élasto-
plastique adoucissant. Les phases élastique
et plastique doivent respectivement vérifier
f < 0þ et p < ps .
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5.3 modèle plastiqe persistant

On se propose d’écrire une relation locale de comportement dans laquelle
on contrôle explicitement la cinétique des bandes de déformation. Pour
cela, on fait appel à la plasticité modale développée dans la section 5.2. Le
cadre employé est l’élasto-plasticité linéaire isotrope, quasi-statique et en
petites perturbations. Pour parvenir à une prédiction performante de la
cinématique des bandes, le modèle plastique présente un comportement en
deux phases. L’idée originale de l’approche consiste à imposer la persistance
de l’adoucissement en plasticité à l’aide d’une valeur cible appelée plasticité
cumulée de serration.

5.3.1 Principe du modèle

L’effet PLC peut être vu comme la superposition d’un adoucissement
plastique sur un matériau élastique. Commemontré sur la figure 5.2, ces deux
cas sont traités indépendamment dans le modèle plastique. Soit la variable
de phase

P ∈ {elastic,plastic} (5.11)

le booléen contenant l’information sur l’état du matériau. Les équations
d’évolutions sont :

P = elastic, f < 0 =⇒ Ûp = 0, (5.12a)

P = elastic, f = 0 =⇒


P = plastic

ps = ps (p,σ , Ûε)

σs = σs (ps ,∇p)
, (5.12b)

P = plastic, p < ps =⇒ д(p,σ ) = 0, (5.12c)
P = plastic, p = ps =⇒ P = elastic. (5.12d)

Les expressions (5.12a) et (5.12c) définissent les deux comportements pos-
sibles en fonction de la phase. La transition d’une phase à une autre est régie
par (5.12b) et (5.12d).

— QuandP = elastic, le comportement est trivial : la plasticité cumulée
n’évolue pas ( Ûp = 0þ ) tant que la surface de charge n’est pas atteinte
(f = 0þ ). Lorsque f = 0þ , la phase devient plastic, puis la plasticité
cumulée de serration (ps ) et la contrainte associée σs sont fixées. Ce
couple de valeurs représente l’état à atteindre lors de la nucléation.

— Quand P = plastic, l’écoulement plastique est gouverné par une
équation de la forme д = 0þ . Celle-ci est conçue pour emmener l’état
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mécanique vers les valeurs (ps ,σs ). La phase persiste tant que la plas-
ticité cumulée n’a pas atteint ps . Lorsque cela se produit, la phase
redevient elastic.

Les quatre relations de (5.12) forment le modèle plastique persistant. On
spécifie leurs expressions dans la section suivante.
Remarqe 8. Les équations (5.12b) et (5.12d) renvoient à des instants de tran-
sition : la phase est intervertie et des paramètres sont fixés. Dans leur dernier
membre, les signes = représentent l’assignation du membre de droite au membre
de gauche, plus qu’une égalité en expression au sens mathématique commun.
Dans ce contexte, on aurait pu choisir un signe différent comme← ou := pour
traduire l’affectation.

5.3.2 Détails du modèle

Cette section propose des choix d’expressions pour les fonctions intro-
duites dans les équations (5.12).
Remarqe 9. Les modèles empiriques proposés ci-après n’ont pas vocation à
reproduire exactement les résultats expérimentaux mais à tenir compte des dé-
pendances observées. Par raison de simplicité, on privilégie donc les dépendances
linéaires.

Fonctions de sensibilités

Afin de faciliter la construction des expressions du modèle, on utilise des
fonctions de sensibilité pour tenir compte des effets de taux et de gradients.
On les veut scalaires, sans unité et comprises entre 0 et 1. Elles sont illustrées
sur la figure 5.3.

0

1

Ûϵ0 log10(‖ Ûε ‖)

η

0

1

∇p

γ

Figure 5.3 : Fonctions de sensibilités à la
vitesse de déformation et au gradient de la
plasticité cumulée. Elles renvoient une pon-
dération comprise entre 0 et 100 % utilisée
dans la surface de charge.

Soit η ∈ ]0, 1[ la fonction de sensibilité à la vitesse de déformation telle
que

η( Ûε) =
1
2
+

1
π
arctan(c1 log10(‖ Ûε ‖/ Ûϵ0)). (5.13)

c1 est un paramètre d’ajustement et Ûϵ0 la norme de la vitesse de déforma-
tions pour laquelle la distribution spatiale des bandes passe de dispersée à
ordonnée. La fonction proposée vaut donc η = 0.5 si ‖ Ûε ‖= Ûϵ0. Elle tend vers
0 lorsque la vitesse de déformation est faible (type C), et vers 1 à forte vitesse
de déformation (types A et B).

Soit γ ∈ [0, 1[ la fonction de sensibilité au gradient de la plasticité cumu-
lée telle que

γ (∇p) = 1 − exp
(
−c2 lc∇p

)
. (5.14)

La longueur caractéristique lc est utilisée pour adimensionner la variable et
c2 est un paramètre d’ajustement. ∇p représente le gradient de la plasticité
cumulée. C’est une moyenne par patch de sa norme :

∇p(x, t) =
∑
i ∈Im

ϕi∇pi (5.15)

où ∇pi (t) =

∫
Ωi

gradpdV∫
Ωi

dV
. (5.16)

On l’utilise à la place d’une mesure locale pour limiter la dépendance au
choix de modes38. 38 Par exemple, si l’on choisit des modes

constants par patch, la mesure locale du gra-
dient est nécessairement nulle.Surface de charge

On écrit la surface de charge proposée :

f = σeq − σy − (h0 − ηh1)p + ηγA(p,∇p). (5.17)
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σeq est la norme de Von Mises, σy la contrainte d’écoulement et h0 un
module d’écrouissage linéaire. L’expression proposée diffère d’une surface
classique sur deux aspects. D’abord, le module d’écrouissage est diminué
jusqu’à h1 lorsque la vitesse de déformation, c’est-à-dire η, augmente39. 39 Cette conséquence de la NSRS est présen-

tée en sections 2.2 et 2.4.Finalement, le dernier terme positif représente l’influence couplée de la
vitesse de déformation et du gradient de la plasticité cumulée. Son amplitude
A est pondérée par les fonctions de sensibilités. L’expression de A est ajustée
en fin de section pour tenir compte du cahier des charges.

Paramètres de serration

Puisque les paramètres de serration de (5.12b) sont définis à l’instant où
f = 0þ , il est commode de préciser les notations :

{p0,σ0, Ûε0,∇p0} = {p,σeq, Ûε,∇p}
���
f =0
. (5.18)

La plasticité cumulée de serration renvoie la valeur de la plasticité cumulée
à l’issue de la nucléation d’une bande. On l’évalue au déclenchement de
l’écoulement plastique avec la relation de comportement :

ps = p0 + (a0 + ηa1)σ0. (5.19)

Les paramètres a0 et a1 représentent la déformation plastique par unité de
contrainte correspondant aux dislocations arrêtées.

(p0,σ0)

(ps ,σs )

P
= plastiqueд = 0þ

Figure 5.4 : Complément de la figure 5.2.
L’écoulement défini par l’équation (5.21)
relie linéairement l’état au déclenchement
(p0, σ0) à l’état en fin de serration (ps , σs ).

La contrainte de serration est la valeur cible de σeq à l’issue de la nucléa-
tion. On la définit telle que :

σs = σy + (h0 − h1)ps −A(p0,∇p0), (5.20)

c’est-à-dire sur une surface de charge minorante où η = γ = 1þ . On fait
ce choix pour forcer l’état à satisfaire f < 0þ à l’issue de la nucléation.
L’évolution plastique est alors donnée par la forme affine :

д = σeq − σ0 −
σs − σ0
ps − p0

(p − p0). (5.21)

Elle connecte l’état mécanique au début de la nucléation (σ0,p0) à l’état cible
(σs ,ps ) de façon linéaire, comme illustré en figure 5.4. Finalement, on définit
l’amplitude A de la contribution du gradient telle que la chute de contrainte
est nulle (σs = σ0) lorsque la contribution de la vitesse de déformation est
maximale (η = 1þ ).

A =
(h0 − h1)(a0 + a1)

1 − γ [1 − (h0 − h1)(a0 + a1)]

[
σy + (h0 − h1)p

]
. (5.22)

Cette fonction doit être positive et finie, ce que l’on vérifie40 dès lors que 40 Des détails sur la démarche de la construc-
tion de A sont fournis en annexe A.3.(h0 − h1)(a0 + a1) ∈ ]0, 1].

5.3.3 Résumé

Le modèle obtenu renvoie un comportement à deux phases : l’une est
élastique linéaire et l’autre est élasto-plastique linéaire avec adoucissement
forcé. Il permet de tenir compte des contributions couplées de la vitesse de
déformation et du gradient de la déformation plastique. À faibles vitesses de
déformation, la sensibilité associée η tend vers 0 : la surface de charge tend
vers une forme classique, et s’annule de façon privilégiée là où la plasticité
cumulée est la plus faible (type C). À fortes vitesses de déformation, la
contribution du gradient est activée et pousse les bandes à nucléer côte à côte
(types A et B) ; les sauts de déformation croissent et les chutes de contraintes
diminuent. Aux vitesses intermédiaires, une compétition s’installe et des
régimes mixtes peuvent être reproduits.
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La plasticité cumulée de serration permet le contrôle précis de la nucléa-
tion des bandes. Elle agit de façon comparable au temps de vieillissement du
modèle KEMC en fixant une expiration à l’écoulement plastique. La phase
plastique persiste tant que la plasticité cumulée n’a pas atteint la plasticité
cumulée de serration. Comme elle représente une déformation, elle peut
être directement évaluée depuis les mesures cinématiques et reliée à une
cinématique de dislocations. Tout en satisfaisant les observations expéri-
mentales, le modèle persistant évite le recours aux équations différentielles
constaté dans les modèles existants. L’intégration temporelle du modèle est
donc moins coûteuse puisque la totalité de l’évolution est connue à l’instant
de la nucléation.

Figure 5.5 : Représentation du modèle sous
forme d’organigramme.

p = ps f = 0þ

f < 0, Ûp = 0þ

p < ps , д = 0þ

P = elastic

P = plastic
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5.4 traitement numériqe en dimension 1

Cette section porte sur l’écriture et la résolution numérique d’un pro-
blème 1D, dans le cadre proposé dans les sections précédentes. Dans un
premier temps, on formule un problème continu soumis aux instabilités
plastiques sous l’hypothèse de plasticité modale. Les équations sont ensuite
discrétisées et la construction des modes cinétiques est précisée. On propose
enfin un schéma de résolution.

Le problème considéré est celui d’une tôle rectangulaire en traction
simple. Le matériau est élasto-plastique de module de Young E, de modes
cinétiques ϕi dont la longueur caractéristique est lc (l’épaisseur des bandes
de localisation). Étant donné l’orientation des bandes, on ramène le problème
à un système unidimensionnel. On considère alors l’axe de l’éprouvetteΩ de
longueur L. On impose l’élongation up (t) sur les bords Ωu . Finalement, on
choisit une approximation de type éléments finis en espace, et différences
finies en temps.
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Problème 1 (problème initial). Trouver u(x, t) tel que

u = up
]

dans Ωu × [0,T ], (5.23)
∂σ
∂x = 0þ
ε = ∂u

∂x
σ = E(ε − εp)
Ûεp = Ûpσ/|σ |
εp =

∑
ε
p
i ϕi

p =
∑
piϕi


dans Ω × [0,T ], (5.24)

P = elastic
]

à Xm × 0, (5.25)
P = elastic, f < 0, Ûp = 0þ
P = plastic, p < ps , д = 0þ

]
à Xm × [0,T ]. (5.26)

Au moins l’un des deux cas de l’équation (5.26) doit être satisfait à chacun
des points de contrôle. Pour ce faire, la phase P transitionne de la valeur
elastic à la valeur plastic, et inversement, en satisfaisant les conditions
de transitions (5.12b) et (5.12d).

5.4.1 Discrétisation

Discrétisation temporelle

Connaissant les valeurs des champs solutions à l’instant tn , on cherche
les solutions à tn+1 = tn + ∆t . Le problème 1 peut être réécrit comme suit.

Problème 2 (problème discret en temps). Étant donné les solutions •n à
l’instant tn , trouver les solutions •n+1 telles que :

un+1 = un+1p
]

sur Ωu , (5.27)
∂σn+1
∂x = 0þ

εn+1 = ∂un+1
∂x

σn+1 = E(εn+1 − εpn+1)
εpn+1 = εpn + ∆p sgnσn

εpn+1 =
∑
ε
p
i
n+1

ϕi
pn+1 =

∑
pn+1i ϕi


dans Ω, (5.28)

Pn+1 = elastic, f n+1 < 0, pn+1 = pn

Pn+1 = plastic, pn+1 < ps , дn+1 = 0þ

]
à Xm . (5.29)

Un schéma explicite est choisi pour les équations de champs (5.28) et les équa-
tions d’évolution de (5.29). En revanche, la variable de phase est discrétisée
implicitement.

Discrétisation spatiale

La discrétisation en éléments finis du champ de déplacements s’écrit :

u(x, t) =
∑
j ∈J

φ j (x)uj (t) (5.30)

où J désigne l’ensemble des indices des nœuds et φ j les fonctions de formes
associées. Les valeurs nodales sont concaténées dans la matrice colonne {u}.
Le gradient symétrique du déplacement étant une application linéaire, on
peut écrire

ε(u) =
∑
j ∈J

ujε(φ j ). (5.31)

Dans le but de discrétiser le modèle plastique, classons les points de
contrôle par phase. Soit la partition plastique Xp

m l’ensemble de points de
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contrôle où P = plastic ; et la partition élastique Xe
m son complémen-

taire. Soient Ipm et Iem les ensembles d’indices associés. Les évaluations des
incréments de plasticité sont concaténées dans la matrice colonne {∆p}.

Éqations locales de la dynamiqe À partir de (5.28), on écrit la forme
faible des équations locales de la dynamique :∫

Ω
σε(u∗) dV = 0, ∀u∗ (5.32)

où u∗ désigne le champ de vitesse virtuelle arbitraire. En substituant à l’aide
du modèle de comportement et de la partition modale, la discrétisation des
équations locales de la dynamique mène à :

∀ nœud i ∈ J :∑
j ∈J

∫
Ω
Eε(φi )ε(φ j ) dV

Ki j

un+1j +
∑
k ∈Ipm

∫
Ω
Eε(φi )ϕk sgnσ

n dV

µik

∆pk

=

∫
Ω
Eεpnε(φi ) dV

Ψi

+Fi . (5.33)

Ki j sont les composantes de la matrice raideur et Fi les forces externes41 41 Seules les forces externes de liaison
peuvent être non-nulles dans le cas consi-
déré (déplacement imposés uniquement).

nodales. Les termes (µik∆pk ) etΨi représentent la contribution de la défor-
mation plastique aux forces internes du nœud i .

Modèle plastiqe À partir de l’équation (5.29), on substitue les quantités
discrétisées de la définition (5.21). La forme discrète du modèle plastique
s’écrit :

∀ point de contrôle k ∈ Im :

k ∈ Iem =⇒ ∆pk = 0; (5.34)

k ∈ I
p
m =⇒

∑
j ∈J

Eε(φ j (xk ))

µk j

un+1j + (−H − E sgnσn)δkl

λkl

∆pl

=
∑
j ∈J

unj Eε(φ j (xk ))

Ψk

. (5.35)

où δkl est le symbole de Kronecker (δi j ) etH = (σs −σ0)/(ps −p0) le module
plastique adoucissant.

Problème 3 (problème discret en temps et en espace). Connaissant les solu-
tions à tn , trouver {u}n+1 et {∆p} tels que :

un+1 = un+1p
]

aux nœuds de Ωu , (5.36)
K µ 0þ
µ λ 0þ
0þ 0þ 1þ



{u}n+1

{∆p}(X
p
m)

{∆p}(Xe
m)

 =


F +Ψ

Ψ
0þ

 (5.37)

Pn+1 = elastic, f n+1 < 0þ
Pn+1 = plastic, pn+1 < ps

]
à Xm . (5.38)

Le problème 3 peut être vu comme un problème d’élasticité linéaire dans
lequel les équations d’évolution agissent comme des contraintes linéaires sur
le déplacement. Les solutions de l’équation (5.37) sont solutions du problème
si elles satisfont les conditions (5.38).
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5.4.2 Solveur

La procédure proposée consiste à rechercher par itérations successives
une partition élastique–plastique admissible au sens du problème 3. Elle est
résumée dans l’algorithme 1.

Algorithme 1 : Solution au problème 3.
Nécessite : solutions à l’incrément n
1 : Pn+1 ← Pn . initialisation de la phase
2 : tant que vrai faire
3 : Trouver {un+1,∆p} satisfaisant (5.37) . résolution du système
4 : Évaluer f n+1 à Xm
5 : si maxXpm f n+1 > 0þ alors . démarrage d’une bande
6 : ξ ← argmaxXpm f n+1

7 : Pn+1(ξ ) ← elastic

8 : ps (ξ ) ← ps (p
n,σn, Ûεn)

9 : σs (ξ ) ← σs (ps ,∇p
n
)

10 : sinon si maxXem (p
n+1 − ps ) > 0þ alors . arrêt d’une bande

11 : ξ ← argmaxXem (p
n+1 − ps )

12 : Pn+1(ξ ) = plastic

13 : pn+1(ξ ) = ps (ξ )
14 : sinon . fin de l’incrément
15 : sortir
16 : fin si
17 : fin tant que

L’étape 3 comprend l’assemblage des matrices et la résolution du sys-
tème. Celle-ci est directe grâce à la discrétisation temporelle explicite et à
la linéarité par morceau du modèle de comportement. On itère donc sur la
variable de phase qui conditionne les partitions élastique (Xe

m ) et plastique
(Xp

m). La procédure est conclue lorsque la partition déterminée satisfait les
conditions (5.38).

5.4.3 Construction des modes
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Figure 5.6 : Support d’un partitionnement
en une dimension. xR1 et xR2 appartiennent
à la grille de référence XRm définie par (5.39).
Pour garantir le recouvrement, on impose
b > 0þ soit e < lc . Pour s’assurer que
chaque patch recouvre seul le centre d’au
moins un élément, on impose a > hmax/2þ
soit 2e > lc + hmax.

Une stratégie générale pour construire des modes est proposée par
Melenk et Babuška (1996). On décrit ici un cas particulier : il est compatible
avec la plasticité modale et commode à construire à partir d’un maillage
éléments finis. Il consiste à définir une grille de référence qui sert de support
à une approximation des modes constante par élément.

On considère donnés : le domaineΩ, un ensemble d’élément finis définis-
sant les sous domaines En , leurs barycentres Gn et leur longueur maximale
hmax. On va définir une grille de référence XR

m composée d’une infinité42 de

42 Il est nécessaire de construire d’abord un
ensemble plus grand que Ω pour s’assurer
que les éléments de bord sont inclus.

points xRI espacés d’une distance constante notée e .

XR
m = {x

R ∈ R : xR = x0 + ek,k ∈ Z, x0 ∈ R}. (5.39)

Les patchs de référence recouvrent R et sont alors définis par :

ΩR
I =

[
xRI −

lc
2
, xRI +

lc
2

]
. (5.40)

Pour éviter les défauts de recouvrement (détaillés dans la figure 5.6), on
impose à l’espacement :

lc + hmax

2
< e < lc (5.41)
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Figure 5.7 : Exemple de partitionnement
constant par morceaux en une dimension.
Les modes ϕi (x ) sont représentés en gris
clair avec κ(ψi ) choisi comme l’indicatrice
de Ωi . Ils prennent la valeur 1/n où n est le
nombre de patchs recouvrant x .

ϕi

ψ
i

xRI

xi

Ωi

qui implique également hmax < e < lc . Ensuite on associe à chaque point xRI
les fonctions chapeaux :

ψ R
I (x) =

〈
lc/2 − |x

R
I −Gn |

〉+ dans En (5.42)

où 〈•〉+ représente la partie positive de •. Ces fonctions décrivent les ap-
proximations constantes par élément des fonctions chapeaux illustrées sur
les figures 5.6 et 5.7. Les parties inutiles peuvent être discriminées en ne
retenant que les fonctions à support non nul sur le domaine :

ψi ∈ {ψ
R
I : Ω ∩ suppψ R

I , ∅} (5.43)

dont le nombre est fini. Elles donnent enfin accès aux patchs Ωi = suppψi .
Les modes associés sont

ϕi (x) =
κ(ψi )∑
j κ(ψj )

(5.44)

où κ est une fonction croissante qui permet de contrôler la forme des modes.
Les choix les plus simples sontκ(•) = • qui conservera les fonctions chapeaux
ou κ(•) = (1þ − sgn •)/2þ qui renverra les indicatrices des Ωi .

Finalement, la grille réelle de cardinal fini Xm , XR
m est nécessaire pour

conclure la définition du partitionnement. Elle est composée des barycentres
les plus proches de chaque point de la grille de référence.

Xm = {Gn : ϕi (Gn) = 1} . (5.45)

Comme les modes sont constants par morceaux, la solution peut ne pas être
unique auquel cas on convient d’effectuer un choix arbitraire. Les modes
vérifient par construction :∑

i

ϕi (x) = 1 sur Ω et ϕi (x j ) = δi j ∀x j ∈ Xm .

Remarqe 10 (implémentation). Dans la pratique, la grille de référence est
construite sur l’intervalle élargi [xmin−e, xmax+e] et les xRI sont donc en nombre
fini. Par raison de commodité, on peut aussi choisir des points d’intégration des
éléments à la place de leurs barycentres dans la démarche précédente.

Un exemple résumant la construction des modes est proposé en figure 5.7.
Les 10 éléments finis sont délimités par des marques noires (|) et leur bary-
centres sont représentés par des disques clairs ( ). Les fonctions chapeaux
sont représentées en traits discontinus et centrées sur la grille de référence.
Leur support permet de déterminer à quel patch appartiennent les bary-
centres des éléments. On peut à partir de là approximer les fonctions cha-
peaux avec la base éléments finis constante par morceaux : on obtient les
fonctions grisées. Finalement, on choisit les points de contrôle xi parmi les
barycentres. Ils sont entourés en rouge ( ) sur la figure 5.7.
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5.4.4 Résultats paramètre valeur unité

L 30 mm
lc 5 mm
e 3.5 mm
σy 140 MPa
h0 1500 MPa
h1 500 MPa
a0 3.3 × 10−4 MPa−1
a1 10−4 MPa−1
c1 100 -
c2 1 -
Ûϵ0 10−2 s−1

Table 5.1 : Identification et choix des para-
mètres.

Le modèle développé dans les sections précédentes est ici implémenté
dans le cas d’une tôle mince de section unitaire et de longueur 30mm. On lui
impose un taux de déformation nominal constant noté V /L. Le problème 1D
équivalent est discrétisé à l’aide d’éléments finis barres de longueur 0.5mm.
L’approximation de u est continue et linéaire par morceaux. Celle de p est
constante par morceaux pour garantir sa compatibilité avec l’approximation
des déformations.

L’objectif de la simulation est de satisfaire le cahier des charges (sec-
tion 5.1), donc de reproduire qualitativement les résultats expérimentaux.
Les paramètres retenus sont donnés dans le tableau 5.1. Les paramètres
d’écrouissage {σy ,h0,h1} et {a0,a1} peuvent être directement identifiés sur
les courbes expérimentales43. La longueur caractéristique lc correspond à

43 On identifie {σy , h0, h1 } sur la fi-
gure 3.18 et {a0, a1 } sur la figure 3.22.

une largeur de bande moyenne ; elle mène à un total de 12 modes cinétiques
le long du maillage. Ûϵ0 est choisi aux régimes intermédiaires, lorsque l’on
observe des bandes de types B et C au cours d’un même essai. Finalement,
les paramètres d’ajustement {c1, c2} ne sont pas directement identifiables et
sont estimés au jugé.

Le modèle est testé pour trois valeurs de V /L dont les résultats sont
illustrés sur chaque colonne de la figure 5.8. Ils sont choisis pour représenter
les types C, B et A (de gauche à droite) qui peuvent être comparés avec
les observations du chapitre 3. La première rangée (5.8-a) correspond à la
représentation caractéristique de la cinématique de bandes : les différents
niveaux de déformation sont représentés en fonction de l’espace (abscisse)
et du temps (ordonnée). La représentation cinématique correspondant à
chaque test est donnée sur la rangée 5.8-b. On y distingue les douze modes
et leur approximation linéaire par morceaux. La dernière rangée (5.8-c) pré-
sente l’écrouissage apparent, c’est-à-dire la force en fonction de l’élongation
appliquée. Elle peut être comparée avec les résultats bruts d’un essai de
traction.

Distribution spatiale

De la gauche vers la droite de la figure 5.8, la distribution spatiale des
bandes montre une évolution claire de la dispersion du type C vers la pro-
pagation des types B et A. Ces changements sont rendus possibles par la
sensibilité à la vitesse de déformation portée par η dans le modèle, qui active
la contribution du gradient. La valeur de cette fonction est proche de 0 dans le
cas 5.8-1, de 0.5 dans le cas 5.8-2 et de 1 dans le cas 5.8-3. On parvient donc à
reproduire les caractéristiques cinématiques globales des bandes de déforma-
tion. En revanche, l’endroit de chaque nucléation dépend parfois d’artefacts
numériques. Par exemple, au début de chaque test, l’état de déformation est
homogène. Comme la contrainte l’est également, tous les points de contrôle
atteignent la surface de charge au même instant. On doit par conséquent
choisir une première bande arbitrairement, ce qui rappelle l’expérience réelle
dans laquelle la nucléation peut également être conditionnée par des défauts
microscopiques. La première couche de bandes se propage toujours à la
manière d’un front de Lüders indépendamment de la vitesse imposée. Cela
s’explique par la contribution du gradient plastique qui, même faible, suffit à
forcer la distribution ordonnée. Ce comportement reflète également la réalité
où les bandes de Lüders se propagent toujours.

Écrouissage

L’écrouissage apparent reproduit qualitativement les caractéristiques
attendues de l’effet PLC. Les serrations sont maximales aux vitesses de
déformation faibles (5.8-c1) puis tendent de manière régulière vers 0 à mesure
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Figure 5.8 : Résultats qualitatifs de la simu-
lation numérique. Chaque colonne (1,2,3) re-
présente un test à vitesse de déformation no-
minale imposée constante. Rangée (a) : carto-
graphie de la déformation dans le plan carac-
téristique (espace–temps). Rangée (b) : repré-
sentation cinématique, états de déformation
successifs. Rangée (c) : écrouissage apparent.
Un maillage de 60 éléments finis supporte
l’approximation. Les points de contrôle asso-
ciés à chacun des 12 modes cinétiques sont
symbolisés par les points rouges ( ) sur la
rangée (b).

que la vitesse augmente comme dans la figure 5.8-c3 où des plateaux sont
obtenus.

En négligeant les serrations individuelles, on observe que tous les écrouis-
sages montrent une progression globale en escaliers. Ce type d’évolution
n’est ordinairement retrouvé que dans le cas du type A voir B. Cette tendance
est due au choix idéalisé des cas-test et à la faible quantité de modes ciné-
tiques qui ne permettent que des interactions simplifiées. En effet, chacune
des marches en contrainte est associée à une couche de bandes. Si un état de
déformation uniforme est obtenu à la fin de l’apparition d’une couche, alors
un nouvelle marche de contrainte est observée. Cette tendance disparaît dans
le cas du type C (5.8-c1) où la plus grande variabilité des sauts de déformation
finit par éliminer l’homogénéité.

Il est important de remarquer que le modèle ne permet pas d’ajuster
directement l’amplitude des serrations sur les résultats expérimentaux. Dans
l’équation (5.17) du modèle, c’est l’amplitude A qui influe sur les serrations
et sa valeur ne peut pas être explicitement fixée. En revanche, un choix judi-
cieux du paramètre c2 permet d’ajuster la contribution du gradient plastique,
donc l’amplitude A. En ce sens, le modèle proposé est l’inverse des forma-
lismes comme KEMC qui identifient précisément les chutes de contraintes
en peinant à reproduire les bons sauts de déformation.
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Bandes individuelles

Le saut de déformation plastique est explicitement imposé au travers de
la plasticité cumulée de serration. Il peut être observé sur la rangée 5.8-b.
Cette caractéristique est l’atout principal du modèle qui cherche en premier
lieu à reproduire la cinématique de PLC.

Le modèle de comportement est imposé sur les 12 points de contrôle et
les modes associés assurent une distribution spatiale cohérente. La partition
modale de la déformation plastique force les champs à prendre la forme
d’une somme finie de fonctions choisies. C’est une simplification qui procure
des avantages dans la résolution mais qui peut fortement restreindre les
distributions spatiales possibles. Une première conséquence est la perte
potentielle d’exactitude : l’emplacement d’une bande ne peut être décrit qu’à
une précision de lc/2þ . Cette erreur n’est acceptable dans les applications
pratiques que si cette dimension est très faible devant l’échelle de la structure.
D’autre part, comme le modèle n’est vérifié que sur les points de contrôle, les
solutions peuvent souffrir d’une dépendance aux modes. Si leur choix n’est
pas approprié, les solutions courent le risque de ne pas être satisfaisantes.
Par conséquent, l’hypothèse modale décrite en section 5.2 demande un choix
judicieux de modes cinétiques et donc un effort supplémentaire à l’utilisateur.



6bilan général et
perspectives

L’objectif général de cette thèse est de proposer des éléments de descrip-
tion et de modélisation des instabilités plastiques à l’échelle des bandes de
déformation. On motive ce travail par le besoin de modèles qui prédisent
précisément la cinématique des instabilités plastiques. Ultimement, on sou-
haite pouvoir inclure leur simulation numérique à la conception des pièces
mécaniques. Les contributions de ce travail peuvent être synthétisées en :

— un point de vue sur la cinématique des bandes de déformation et sur
les grandeurs qui la gouvernent ;

— des outils de modélisation pour la régularisation spatiale et le contrôle
des modèles adoucissants ;

— des résultats probants pour des simulations unidimensionnelles.
Comme tout travail de recherche, il soulève de nouvelles questions et appelle
à des approfondissements. On propose donc des commentaires et des pistes
d’amélioration dans les sections suivantes.

phénoménologie

On utilise l’alliage AA5086 qui est connu pour présenter des instabilités
plastiques dans des conditions facilement reproductibles : température am-
biante et une gamme de vitesses de chargement accessible avec des machines
d’essais conventionnelles. Les essais de traction unidimensionnels sont rete-
nus pour favoriser la clarté et la lisibilité des résultats. Dans le chapitre 3, on
recherche une description et une analyse rationnelle de tous les évènements
qui peuvent être observés. En particulier, on souligne que les bandes de dé-
formation existent à des échelles de temps et d’espace très inférieures à celle
des essais. Plusieurs conclusions ne sont néanmoins pas tirées de mesures
directes, mais de raisonnements basés sur les observations expérimentales
et combinés à des modèles simplifiés. Les sources d’information manquantes
sont en particulier liées à deux limites technologiques.

Cinématiqe de la nucléation D’abord, la fréquence d’acquisition ne
permet pas toujours de distinguer l’évolution des bandes. Les mesures pro-
duites sont soumises à des biais liés au post-traitement. En particulier, la
mesure du taux de déformation instantané est critiquement impactée par
la fréquence d’acquisition. Par manque de certitude, elle n’a donc pas été
analysée. Ce problème principalement matériel peut être résolu par des ca-
méras plus performantes, des mouchetis plus fins et des critères en fréquence
d’acquisition.

Estimation des contraintes Dans les essais présentés comme dans la
littérature, on utilise l’hypothèse d’un état homogène de traction uniaxiale
pour estimer la contrainte à partir d’une mesure unique du capteur de force.
Bien que l’on puisse argumenter pour justifier sa pertinence, l’hypothèse
demeure insatisfaisante. Il est à envisager que l’amplitude des contraintes
connaisse des variations au sein des bandes de déformation (Rooyen, 1968).
Aussi, le mode de cisaillement dans les bandes engendre des déplacements
perpendiculaires au sens du chargement, et donc de potentiels efforts internes
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Ûεp

Figure 6.1 : Taux de déformation plastique
estimé sur des essais de traction (sens hori-
zontal). Des bandes de Lüders se propagent
entre les trous. Images aimablement four-
nies par J. Réthoré, M. Coret, R. Langlois
et L. Stainier.

associés. Dans ce cadre, on pourrait tirer parti des méthodes d’identification
inverse (Martins et al., 2018) moyennant le postulat d’un modèle. Les mé-
thodes sans modèle de comportement (Leygue et al., 2019) sont également
en plein essor. Elle mènent à des estimateurs de contrainte en ne se basant
que sur des lois physiques : un atout précieux dans le cas des instabilités
plastiques. Une autre possibilité illustrée en figure 6.1 est l’estimation des
déformations plastiques.

modélisation

Dans le chapitre 5, on propose deux éléments pour favoriser la modélisa-
tion des instabilités plastiques. D’abord, la plasticité modale est introduite
comme une hypothèse sur le matériau qui mène à inclure une longueur in-
terne directement dans la formulation du problème. Elle consiste à postuler
l’existence de modes qui supportent la distribution spatiale des variables
internes. Ensuite, on formule un modèle de comportement qui permet de
contrôler localement le saut de déformation de chaque bande, et de favoriser
globalement leur tendance à la dispersion ou à la propagation.

Hypothèse modale Ce modèle a l’avantage de réduire la complexité de la
résolution en ramenant une partie du problème continu à une collection finie
de points de contrôle. Il est particulièrement utile lorsque de très nombreuses
irrégularités sont à décrire, comme dans le cas des bandes de déformation.
Mais on peut envisager d’appliquer cette description des variables internes à
d’autres modèles. Par exemple, les approches non-locales intégrales (Bažant
et Jirásek, 2002) où les variables internes sont moyennées par intégration
d’un voisinage proche. Le problème serait simplifié en affectant directement
l’évaluation des intégrales aux modes cinétiques. Une autre application peut
être trouvée dans les matériaux hétérogènes : les modes peuvent représen-
ter une inclusion, ou le volume élémentaire représentatif d’un matériau
périodique.

Utilisations du modèle plastiqe persistant Le modèle à deux phases
est utilisé pour séparer le chargement élastique de l’adoucissement plastique,
et pour contrôler l’écoulement en introduisant la plasticité cumulée de ser-
ration. En même temps, on a découplé le critère d’écoulement (f = 0þ ) de la
règle d’écoulement (д = 0þ en plasticité). Par conséquent, il doit être possible
d’annuler l’adoucissement de la règle d’écoulement tout en conservant la
NSRS du critère. On peut donc supprimer les serrations tout en gardant la
sensibilité négative de l’écrouissage global à la vitesse de déformation. C’est
une perspective envisagée par Mazière (2016) pour obtenir des estimateurs
globaux de contrainte en évitant les difficultés numériques apportées par
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l’adoucissement.

Vers la simulation 2D Le défi à relever pour l’implémentation multi-
dimensionnelle du modèle est double : on doit retrouver la géométrie des
bandes de localisation et tenir compte d’un état de déformation tensoriel. La
démarche proposée pour la construction des modes (patchs) par segments
peut être élargie facilement à des carrés en dimension 2 et des cubes en
dimension 3. La résolution du problème formulé (problème 3) consiste à
rechercher un set de patchs qui vérifient les équations locales et les équations
d’évolution. Durant les itérations, on augmente ce set en ajoutant le patch où
la surface de charge est maximale. La même stratégie peut être appliquée en
dimensions supérieures et revient à rechercher une morphologie admissible
des bandes. Mais telle quelle, sa convergence souffre d’un nombre trop grand
de possibilités comme illustré en figure 6.2.

Figure 6.2 : Tentative d’application de l’al-
gorithme 1 en dimension 2 (éprouvette en
traction). Les seize images sont les itérations
du calcul à un même incrément. L’échelle de
couleur correspond à la plasticité ajoutée
pendant l’incrément, et renvoie donc à la
morphologie des bandes. Aucune combinai-
son ne satisfait la condition de négativité
du critère de charge en tout point, et l’algo-
rithme peut facilement itérer à l’infini.

Ce problème peut être aidé par des approches semi-analytiques issues de
l’analyse limite ou des critères de bifurcation. Par exemple, l’orientation et
le mode de déformation des bandes sont étudiées par Benallal et al. (2006)
et Marais et al. (2012) à l’aide de la condition de Hadamard–Rice

J ÛεK = sym(д ⊗ n), (6.1)

où n désigne la normale au plan de localisation et д le mode de bifurca-
tion. En imposant la continuité des contraintes et postulant un modèle de
comportement, on peut déterminer une relation liant д à n. Dans le cas où
Ûσ = H :þ Ûε , le problème devient :

(nHn)д = 0. (6.2)

Puis en écartant les solutions д = 0þ triviales, l’équation se ramène à

det(nHn) = 0 (6.3)

et permet d’extraire les orientations possibles.
Pour un domaine donné, les solutions du problème précédent sont donc

des champs de vecteurs qui servent de support aux bandes de déforma-
tion. Ils peuvent nourrir la recherche d’orientations dans un algorithme de
résolution. Pour gérer la multiplicité des directions de déformation, des hy-
pothèses peuvent être faites sur le mode de déformation des bandes, comme
le cisaillement pur44 où д ⊥ n. 44 Cette hypothèse revient à supposer une

transformation à volume constant.
Résumé 8. Le travail proposé appelle à des contributions supplémentaires.
À court terme, on envisage l’implémentation bidimensionnelle applicable
au formage des tôles métalliques. Sur un temps plus long, l’amélioration du
modèle grâce au progrès de la caractérisation expérimentale et son possible
déploiement à des physiques diverses.
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résumé

L’objectif des annexes qui suivent est de préciser les résultats principaux qui servent de base au corps du manuscrit.
Les éléments présentés ici ont un caractère anecdotique ; ils ne s’inscrivent pas dans une littérature spécifique et ne
constituent pas de nouveauté. Les références utilisées sont mentionnées à la suite de ce résumé et ne sont pas citées
directement dans le texte.

Des résultats expérimentaux supplémentaires sont fournis dans l’annexe A.1. Le cadre théorique est ensuite
rappelé dans l’annexe A.2. C’est celui de la MMC restreint au cas des petites perturbations, dans les solides isotropes
sous chargement quasi-statique. Enfin, des détails supplémentaires sur modèle de comportement de la section 5.3.2
sont donnés en annexe A.3.
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A.1 résultats expérimentaux

A.1.1 Matériau

Les petites géométries utilisées pour la campagne expérimentale ont initialement été envisagées pour l’observation
d’un essai de traction au MEB. On en propose une visualisation sur la figure A.1, où le sens de la force est horizontal.
La zone utile de l’éprouvette a une largeur de 2mm (dimension verticale à l’image) et une longueur de 4.2mm. On
peut distinguer dès la figure (a) la direction de laminage perpendiculaire au sens de sollicitation. Les porosités de
surfaces apparaissent à partir de (b) où la striction s’initialise sur la partie gauche. Finalement, la rupture se produit
et l’on observe son faciès sur la figure (c). Malheureusement, les bandes de déformation ne se distinguent pas sur ces
résultats.

a b

c

Figure A.1 : Essai de traction observé en microscopie électronique. L’éprouvette est sollicitée dans l’axe horizontal
de l’image. Sa dimension verticale est de 2mm.

A.1.2 Représentations caractéristiques

Les deux pages suivantes présentent des séries de représentations caractéristiques obtenues sur les grandes
éprouvettes. Elles sont organisées par ordre décroissant de taux de déformation nominal, de 10−1 s−1 à 10−4 s−1.
Celui-ci est indiqué en haut à droite des figures. Chacune des six rangées regroupe deux tests différents effectués
sous des conditions d’essais identiques. Ils permettent de questionner la répétabilité des résultats. Pour rappel, une
ligne pointillée correspond à la mesure des déformations sur l’axe de l’éprouvette à un instant capturé. Les graphes
ci-après présentent chacun entre 600 et 2000 mesures.
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Ω0 Ω(t)

X

y(X , t)
Figure A.2 : Configurations de référence et
actuelle dans le cas général.

A.2 mécaniqe des milieux continus

On propose ici une série de rappels théoriques sur la MMC. L’objectif est de retracer la démarche qui relie la
modélisation du mouvement à l’écriture des modèles de comportement. Seuls les résultats principaux sont donnés ;
les démonstrations sont en général négligées, parfois au profit de commentaires sur l’intuition derrière les résultats.
Le cadre présenté est strictement restreint au contexte de ce travail : celui des solides isothermes, sous petites
perturbations, en quasi-statique, dont le comportement est élasto-plastique linéaire et isotrope. Par conséquent, les
quantités sont rapidement simplifiées et l’on néglige les éléments de théorie relatifs aux grandes transformations, y
compris des notions importantes comme les points de vue lagrangien et eulérien ou le transport convectif associé.
On parvient néanmoins à introduire toutes les définitions et les notions auxquelles le corps du manuscrit fait appel.

A.2.1 Cinématique

On s’intéresse à l’étude du mouvement d’un domaine matériel déformable dans un intervalle de temps T = [t0,T ].
À l’instant initial t0 donné, le système matériel étudié occupe le domaine spatial unique nommé configuration
de référence (Ω0), ouvert, de frontière ∂Ω0. Lors de son évolution, le domaine occupé par le système devient la
configuration courante (Ω), l’ouvert de frontière ∂Ω qui varie au cours du temps. Les variables spatiales associées aux
configurations initiale et actuelle sont X et x , respectivement. Comme la configuration initiale est unique, chacune
des particules matérielles peut y être identifiée par sa position X .

La fonction transformation (y) est la bijection associant à chaque particule repérée par X sa position dans la
configuration actuelle :

y :þ Ω0 × T → Ω(t)
(X , t) 7→ y(X , t).

(A.1)

Le champ de déplacement (u) est obtenu par la différence entre la position actuelle et la position initiale

u(X , t) = y(X , t) −X . (A.2)

Transformations locales et déformation

On cherche maintenant à caractériser le mouvement d’éléments infinitésimaux, c’est-à-dire des variations locales
de longueurs ou d’angles par exemple. En fait, il s’agit d’introduire des mesures correspondant à l’intuition que l’on a
de la déformation. Le tenseur gradient de la transformation (F ) est un tenseur d’ordre deux qui s’exprime :

F (X , t) = grady = I + gradu . (A.3)

Le déterminant du gradient de la transformation est noté

J = det F (A.4)

et est appelé le jacobien de la transformation (J ). Ces deux quantités sont suffisantes pour écrire les transports
respectifs : d’un segment élémentaire dX en dx ; d’une surface élémentaire orientée dS = dSN en ds ; et d’un volume
élémentaire dV en dv .

dx = F dX , (A.5)
dv = J dV , (A.6)
ds = JF -> dS . (A.7)
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HPT

HPDOHPDA HPP

HPT+HPDA Figure A.3 : Diagramme de causalité
entre les hypothèses définies. La flèche
signifie « implique ».

Le tenseur gradient de la transformation peut donc être utilisé pour mesurer des variations locales de distance et
d’orientation. J est quant à lui une mesure pertinente de variation de volume. Pour caractériser la variation d’angles,
on étudie le transport du produit scalaire de deux segments de matière infinitésimaux. Notons-les dX (1) et dX (2) dans
la configuration initiale, et définissons dx (1) et dx (2) leurs images dans la configuration courante. On a alors

dx (1) dx (2) = dX (1)F>F dX (2). (A.8)

Le produit F>F est donc une mesure de variations locales d’angles et de distances, et définit le tenseur de Cauchy–
Green droit. La notion de déformation est une construction qui se rattache au ressenti : un solide rigide, comme
admis dans le langage usuel, ne se déforme pas. Hors, dans le cas d’un mouvement rigidifiant, F>F = I donc sa
norme est unitaire. Pour mesurer la déformation, on lui préfère le tenseur suivant dont la norme est nulle lorsque le
mouvement est rigide. La déformation de Green–Lagrange (E) est le tenseur du deuxième ordre définit comme :

E =
1
2

(
F>F − I

)
=

1
2

(
gradu + grad>u + grad>u gradu

)
. (A.9)

Particularisation aux petites perturbations

Plusieurs hypothèses simplificatrices peuvent être faites sur la cinématique des milieux continus. On dresse
ci-dessous la liste la liste des hypothèses retenues dans le cadre de ces travaux (illustrées sur la figure A.3).

— L’hypothèse des petites transformations (HPT) traduit le cas où le système bouge très peu. Formellement,
| | gradu | | � 1þ .

— L’hypothèse des petites déformations (HPDO) traduit le cas où le système se comporte presque comme un
corps rigide, c’est à dire : | |E | | � 1þ . Elle est une conséquence de l’hypothèse des petites transformations
(HPT) ; le contraire n’est pas vrai.

— L’hypothèse des petits déplacements (HPDA) traduit le cas où, | |u | | est assez petite. On peut imaginer pour
l’illustrer une grande transformation très localisée sur le domaine. Elle n’implique pas l’HPT et n’en est pas
une conséquence.

L’hypothèse des petites perturbations (HPP) désigne la combinaison de l’HPT et de l’hypothèse des petits déplacements
(HPDA). Elle regroupe donc toutes les hypothèses et permet de considérer les configurations initiale et actuelle
comme presque confondues. Lorsque l’HPT est valide, la déformation de Green–Lagrange se ramène à

ε := symgradu . (A.10)

Ce tenseur du deuxième ordre est appelé la déformation de Green–Lagrange linéarisée. ε est lamesure de déformation
utilisée dans le cadre de ces travaux.
Remarqe 11 (variation de volume). Sous l’HPT, on vérifie :

J ≈ 1 + tr ε . (A.11)

La variation de volume est donc nulle en petites perturbations si tr ε = 0þ .
En petites perturbations, on perd la distinction entre les configurations initiale et actuelle. On convient désormais

d’utiliser la notation x pour repérer les particules.

A.2.2 Cinétique en quasi-statique

La contrainte de Cauchy apparait dans la modélisation de la puissance des efforts internes :

Pi = −

∫
Ω
σ : Ûε dv . (A.12)
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On peut donc voir σ comme l’application qui associe au gradient du champ de vitesse la puissance locale des efforts
internes. La puissance des efforts externes prend la forme :

Pe =

∫
Ω
ρb Ûu dv +

∫
Ω
t Ûu ds, (A.13)

où ρ, b et t désignent respectivement la densité (de masse), et les densités volumique et surfacique d’efforts.
D’après le principe fondamental de la dynamique (PFD), la somme des puissances des efforts externes et internes

doit égaler la puissance des quantités d’accélération. Sous l’hypothèse quasi-statique, cette dernière est négligée. Les
équations locales de la dynamique (ici réduites au cas quasi-statique) sont obtenues par application du principe des
puissances virtuelles (PPV).

divσ + b = 0 dans Ω, (A.14)
σn = t sur ∂Ωt . (A.15)

∂Ωt désigne la partie de la frontière où les contraintes sont imposées.

A.2.3 Thermodynamique

Le premier principe de la thermodynamique se traduit à l’échelle du milieu continu par l’équation de l’énergie.

ρe = σ : Ûε + r − divq, (A.16)

où e est l’énergie interne spécifique ; r et q désignent respectivement la densité volumique de chaleur et le flux de
chaleur échangés avec l’extérieur. Le second principe de la thermodynamique mène à l’inégalité de Clausius–Duhem :

σ : Ûε + ρ(θ Ûη − Ûe)

Dm

−
q

θ
gradθ

Dth

≥ 0. (A.17)

Les termes Dm et Dth désignent respectivement les dissipations mécanique et thermique spécifiques. On se place
dans un cas dépourvu d’échange de chaleur, d’où Dth = 0þ . On opère le changement de variableψ = e − θη qui efface
l’énergie interne en faveur de l’énergie libre spécifiqueψ .

Dm = σ : Ûε − ρ( Ûψ + Ûθη) ≥ 0. (A.18)

On propose à ce stade quelques définitions.
— On appelle variables d’état les grandeurs qui décrivent l’état thermodynamique du système.
— On appelle variables internes les variables d’état ajoutées pour tenir compte de comportements observés, mais

qui n’apparaissent pas explicitement dans l’inégalité de Clausius–Duhem.
— On appelle fonction d’état toute fonction reliant les variables d’état entre elles.
— On appelle potentiel d’état toute fonction d’état dont des variables d’état dérivent.
— On appelle flux thermodynamique la variable d’état dont un potentiel d’état est fonction.
— On appelle force thermodynamique la variable d’état qui dérive d’un potentiel d’état.

Remarqe 12. D’après les définitions précédentes, la qualité de force ou de flux thermodynamique dépend du choix de
potentiel. Dans la littérature, on préfère parfois dire que les flux thermodynamiques sont les variables qui sont directement
mesurables, tandis que les forces sont leurs conjugués. Ou encore que les flux sont les variables intensives tandis que les
forces sont leurs conjugués.

Considérons l’énergie libre ρψ comme un potentiel d’état fonction de la température absolue (θ ) de la déformation
de Green–Lagrange linéarisée et d’autres variables internes notées Vk . En injectant son taux de variation dans
l’expression précédente, il vient :

Dm =

(
σ − ρ

∂ψ

∂ε

)
: Ûε − ρ

(
∂ψ

∂θ
+ η

)
Ûθ −
∂ψ

∂Vk
ÛVk ≥ 0. (A.19)

Plaçons-nous dans le cas où les variables internes sont stationnaires ( ÛVk = 0þ ). On suppose la possibilité d’une
transformation réversible (à dissipation nulle) lorsque la déformation et la température varient indépendamment.
Cette hypothèse conduit aux lois d’état

σ = ρ
∂ψ

∂ε
et η = −

∂ψ

∂θ
. (A.20)
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On définit enfin les forces thermodynamiques Ak associées aux flux Vk , et les lois d’état associées :

Ak = −
∂ψ

∂Vk
. (A.21)

Pour clore le système d’équations, il faut spécifier des relations entre lesAk et les ÛVk . Pour cela, une notation générique
s’exprime :

ÛVk =Mk (An, . . .). (A.22)

La fonctionnelleMk désigne génériquement des modèles de comportement dont les dépendances (An, . . .) peuvent
potentiellement rassembler toute combinaison de variables internes. Les modèles doivent individuellement vérifier
l’inégalité de Clausius–Duhem :

−AkMk (An, . . .) ≥ 0. (A.23)

Dans un grand nombre de cas, on peut toutefois particulariser en définissant un pseudo-potentiel des dissipations
Ω(An, . . .), tel que :

ÛVk =
∂Ω

∂Ak
. (A.24)

Dans le cas où l’évolution des flux dérive d’un potentiel, on parle de dissipativité normale. Ω vérifie automatiquement
l’inégalité de Clausius–Duhem pour peu qu’il soit convexe et nul à l’origine.

A.2.4 Modèles de comportement

Dans cette dernière sous-section, des précisions sont apportées sur les modèles de comportement. Le cas traité
est enfin particularisé aux solides élastiques linéaires et plastiques isotropes. Pour cela, on reste dans le cadre des
hypothèses : isotherme, homogène, isotrope, quasi-statique en petites perturbations.

Principes directifs

La section précédente introduit les modèles de comportement en se basant exclusivement sur les principes
thermodynamiques. On a en fait formulé des conditions suffisantes pour qu’un modèle de comportement respecte le
second principe de la thermodynamique (SPT). Ici, on traite de l’approche en amont et expose les principes suivis pour
construire un modèle de comportement de manière rationnelle, sans nécessairement qu’elle découle d’un potentiel
d’état. Pour cela, on illustre l’idée en prenant comme quantités d’intérêt celles liées au mouvement : on cherche à
déterminer la contrainte de Cauchy à partir de la fonction transformation.

Principe de déterminisme L’état en un point d’un corps et à un instant doivent dépendre de l’histoire de ce corps
aux instants antérieurs. On introduit donc F comme la fonctionnelle mémoire reliant la sthénique à la cinématique du
système :

σ (x, t) = F
(
y(ξ , τ )

)
,

{
ξ ∈ Ω0

0þ ≤ τ ≤ t
.

Principe de localité Le voisinage arbitrairement proche de la particule est suffisant pour décrire son état. On ne
garde de la transformation du domaine que la transformation et ses gradients à la particule considérée. La fonctionnelle
mémoire prend alors la forme :

σ (x, t) = F
(
y(x, τ ),

∂y

∂x
(x, τ ), · · · ,

∂y

∂x
n(x, τ ),

)
, n > 0.

Un cas particulier du principe de localité est l’hypothèse du corps matériellement simple qui consiste à supposer que le
premier gradient de la transformation est suffisant pour écrire la fonctionnelle mémoire. Cela revient à :

σ (x, t) = F
(
y(x, τ ), F (x, τ )

)
, 0 ≤ τ ≤ t .

Le formalisme associé est appelé théorie du premier gradient. Une théorie du second gradient existe ; son usage est
moins courant.
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Principe d’objectivité Un modèle de comportement doit être objectif, c’est-à-dire invariant par changement de
base (d’observateur). En cherchant à vérifier l’égalité F = QtFQ pour toutQ orthogonal (donc pour toute rotation),
on conclut qu’une dépendance explicite en temps ou en position est interdite. Finalement, en théorie du premier
gradient, la fonctionnelle mémoire prend la forme générale :

σ (x, t) = F
(
F (x, τ )

)
, 0 ≤ τ ≤ t .

Élasticité linéaire isotrope

En élasticité linéaire, la partie élastique du potentiel d’état est donnée par la forme quadratique :

ρψe =
1
2
ε : E : ε . (A.25)

où le tenseur de raideur élastique (E ) définit l’énergie stockée qui peut être restituée par le matériau. On en déduit
l’équation de comportement

σ =
∂ρψe
∂ε
= E : ε . (A.26)

Pour satisfaire les équations de la thermodynamique, E possède les symétries mineures (symétries de σ et ε)
et majeures (il s’obtient par double dérivation de ρψe ). Dans le cas isotrope, on peut exhiber des dépendances
supplémentaires et le ramener à une fonction de deux paramètres. On choisit ici les modules de compressibilité K et
de cisaillement µ pour le représenter sous la forme :

E = 3KPh + 2µPd. (A.27)

où Ph et Pd sont les projecteurs hydrostatique et déviatorique, respectivement. En notation indicielle,

Ph
i jkl =

1
3
(δi jδkl ), (A.28)

Pd
i jkl =

1
2
(δikδ jl + δilδ jk ) −

1
3
δi jδkl . (A.29)

Élasto-(visco-)plasticité isotrope classique

En plasticité, on considère que le tenseur gradient de la transformation se scinde en une partie élastique et une
partie plastique : on écrit F = F eFp . Sous l’HPP seulement, cette décomposition multiplicative se ramène à une
partition additive de la mesure de déformation :

ε = εe + εp. (A.30)

Le potentiel introduit dans la sous-section précédente s’écrit donc à présentψe (ε − εp). Ensuite, on choisit comme
variable interne la déformation plastique εp et la plasticité cumulée (p) définie telle que

Ûp = ‖ Ûεp‖ . (A.31)

En d’autres termes, c’est la mesure qui croît indépendamment du trajet plastique, et qui tient compte de l’histoire du
chargement. On postule un potentiel d’état élasto-plastique sous la forme

ψ = ψe (ε − ε
p) +ψp (p). (A.32)

On peut donc identifier (ou définir) les équations d’état :

σ =
∂ρψe
∂ε
= −
∂ρψe
∂εp

et r =
∂ρψp

∂p
; (A.33)

où r désigne la variable d’écrouissage associée à p. On doit à présent spécifier l’évolution des variables internes durant
les transformations dissipatives. Pour cela, on introduit classiquement une fonction nommée surface de charge et
notée f , de la forme

f (σ ,p) = σeq(σ ) − R(p). (A.34)

En général, on choisit simplement R tel que r = R(p). σeq est la contrainte équivalente, une norme bien choisie du
tenseur des contraintes. On retient la norme de Von Mises que l’on écrit σeq = ‖devσ ‖. C’est une mesure isotrope
du déviateur des contraintes. La surface de charge définit le domaine élastique : lorsque σeq croît, la déformation est
élastique linéaire lorsque f < 0þ et plastique sinon. Le renseignement final porte sur l’évolution des variables.
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Cas visco-plastiqe Dans le cas visco-plastique, les variables affichent une dépendance au temps. On peut
repartir de l’équation (A.24) et proposer un pseudo-potentiel des dissipations. Pour facilement vérifier les conditions
précédentes, il est commode de choisir une forme convexe, nulle à l’origine et fonction de la surface de charge. Par
exemple,

Ω =
K

N + 1

(
〈f 〉+

K

) N+1
(A.35)

où l’opérateur 〈•〉+ désigne la partie positive. Une telle formulation mène aux équations d’évolution :

Ûεp =
∂Ω

∂σ
=
∂Ω

∂ f

∂ f

∂σ
, Ûp =

∂Ω

∂r
=
∂Ω

∂ f

∂ f

∂r
. (A.36)

Comme le pseudo-potentiel suffit seul à définir toutes les évolutions des variables internes, le modèle est dit standard
généralisé. Comme les variables internes dérivent toutes de ce potentiel, l’écoulement est dit normal. Enfin, comme
la direction de l’écoulement plastique dérive de la surface de charge ( Ûεp ∝ ∂ f /∂σ ), le modèle est dit associé. Ces
caractéristiques sont très commodes puisqu’elles fournissent un cadre bien défini pour la modélisation. Elles sont en
revanche très restrictives.

Cas plastiqe Dans une transformation simplement plastique, la sensibilité au temps disparaît. Cela correspond
au cas limite de la visco-plasticité où le pseudo-potentiel des dissipations tend vers l’indicatrice de f , dans l’espace de
ses variables. La dérivée est alors indéterminée, et une autre écriture est nécessaire. Pour compléter les conditions
précédentes, il s’agit d’imposer à l’écoulement plastique de « coller » à la surface de charge (de maintenir f = 0þ en
plasticité) : c’est la condition de cohérence. On introduit le multiplicateur plastique Ûλ : il relie les équations d’évolution
des variables. On donne celles-ci par la forme générale :

Ûεp = ÛλN , Ûp = Ûλα . (A.37)

N et α donnent l’intensité et (ou) la direction de l’écoulement ; et sont fournies par un modèle de comportement. De
la même manière que dans le cas visco-plastique, on parle d’un modèle non-associé dans le cas général. L’écoulement
est dit normal si N dérive d’une fonctionnelle. Le modèle est associé si la fonctionnelle en question est f , c’est-à-dire
N = ∂ f /∂σ . Enfin, le modèle est standard généralisé si N et α dérivent de f . Pour garantir la condition de cohérence,
on utilise les conditions de Kuhn–Tucker :

Ûλ ≥ 0, f ≤ 0, Ûλ f = 0. (A.38)

Ces expressions traduisent l’écriture plus explicite :

( Ûλ, f ) :

[
en élasticité, Ûλ = 0þ et f ≤ 0,
en plasticité, Ûλ ≥ 0þ et f = 0.
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A.3 construction du modèle

Dans cette section, on retrace l’idée et précise les propriétés proposées dans le modèle de la section 5.3.2. Les
développements qui suivent sont écartés du corps du manuscrit par raison de clarté. Pour décrire le déclenchement
de l’écoulement plastique, on a proposé la surface de charge :

f = σeq − σy − (h0 − ηh1)p + ηγA (A.39)

où η( Ûε) ∈ ]0, 1[ et γ (∇p) ∈ [0, 1[ sont les fonctions de sensibilité, etA(p,∇p) une amplitude à définir. Lorsque la surface
de charge est atteinte, on fixe l’état en stockant (p0, Ûε0,∇p0). Par souci de concision, on note également η0 ≡ η( Ûε0) et
γ0 ≡ γ (∇p0). Puis, comme f = 0þ , on a

σ0 = σy + (h0 − η0h1)p0 − η0γ0A(p0,∇p0). (A.40)

On a ensuite choisi les relations de comportement :

ps = p0 + (a0 + η0a1)σ0, (A.41)

σs = σy + (h0 − h1)ps −A(p0,∇p0). (A.42)

σs est en fait défini pour minorer la valeur de f en prenant η = γ = 1þ . On garantit ainsi que l’état à l’issue de
nucléation vérifie f ≤ 0þ .

Développons son expression en substituant ps puis σ0, et factorisons.

σs =σy + (h0 − h1)
[ ps

p0 + (a0 + η0a1)σ0
]
−A

=σy + (h0 − h1)
[
p0 + (a0 + η0a1)

σ0(
σy + (h0 − η0h1)p0 − η0γ0A

) ]
−A

=σy
[
1 + (h0 − h1)(a0 + η0a1)

]
+ p0(h0 − h1)

[
1 + (h0 − η0h1)(a0 + η0a1)

]
−A

[
1 + η0γ0(h0 − h1)(a0 + η0a1)

]
. (A.43)

La chute de contrainte s’écrit alors σs − σ0 : on la développe en retranchant (A.40) à (A.43).

σs − σ0 =σy (h0 − h1)(a0 + η0a1) + p0
[
(h0 − h1)(h0 − η0h1)(a0 + η0a1) + h1(1 − η0)

]
−A

[
1 − η0γ0 [1 − (h0 − h1)(a0 + η0a1)]

]
. (A.44)

On va définir A tel qu’il garantisse une chute de contrainte négative ou nulle. Pour cela, on impose d’abord une
chute nulle dans le cas le plus défavorable, c’est-à-dire σs = σ0 lorsque η0 = 1þ . Il vient

A(p0,∇p0) =
(h0 − h1)(a0 + a1)

1 − γ0
[
1 − (h0 − h1)(a0 + a1)

] [
σy + p0(h0 − h1)

]
. (A.45)

On reconnait dans le deuxième terme de cette expression la surface de charge f (γ = 0,η) = 0þ . Le premier terme est
une pondération dont la valeur doit rester finie pour tout couple (η,γ ) ∈]0, 1[×[0, 1[. Pour cela, on voit qu’il suffit
d’imposer que le produit

(h0 − h1)(a0 + a1) ≤ 1. (A.46)

Comme (a0 + a1) relie la contrainte au saut de déformation et (h0 − h1) relie la déformation plastique à la contrainte
d’écrouissage ; on peut voir le produit des deux termes comme reliant la contrainte à un incrément d’écrouissage –
nécessairement inférieur. Il ne fait donc aucun doute que les paramètres satisfont cette inégalité après l’identification.
Finalement, la valeur négative de la chute de contrainte est garantie – par construction de la contrainte de serration
(A.43) – pour peu que (h0 − h1)(a0 + a1) > 0þ . Chacun des paramètres étant positif, cette condition est vérifiée
trivialement.



Bnotations

Algèbre

• quantité générique.
a,α,A scalaire.
a,α ,A vecteur.
a,α ,A tenseur du deuxième ordre.
a, α,A tenseur du quatrième ordre.
δi j symbole de Kronecker. 58, 64
[•] matrice.
〈•〉 matrice ligne.
{•} matrice colonne.

Mécaniqe

Ω0 configuration de référence, ou initiale. 80
Ω configuration courante, ou actuelle. 80
y fonction transformation. 80
u champ de déplacement. 80
F tenseur gradient de la transformation. 80
J jacobien de la transformation. 80
E déformation de Green–Lagrange. 81
ε déformation de Green–Lagrange linéarisée. 25
σ contrainte de Cauchy. 7, 25
E tenseur de raideur élastique. 57, 84,
p plasticité cumulée. 47, 51, 52, 53
k constante de Boltzmann. 49, 50, 52,
θ température absolue. 48, 49, 50, 52, 82
ϕi mode cinétique. 57, 62,
ps plasticité cumulée de serration. 59, 60, 62,

Opérateurs

div• divergence.
grad• gradient.
sym • partie symétrique.
hyd • partie hydrostatique, ou sphérique, d’un tenseur du deuxième ordre.
dev • partie déviatorique d’un tenseur du deuxième ordre.
〈•〉+ partie positive.



Cacronymes

CFC cubique à faces centrées. 10

DIC corrélation d’images numériques, ou digital image correlation. 14
DSA vieillissement dynamique, ou dynamic strain aging. 5, 12

EBSD diffraction d’électrons rétrodiffusés, ou electron backscatter diffraction. 18
EDM électro-érosion, ou electrical discharge machining. 21
EDS analyse dispersive en énergie, ou energy-dispersive X-ray spectroscopy . 18
EF élément fini. 30

HPDA hypothèse des petits déplacements. 81
HPDO hypothèse des petites déformations. 81,
HPP hypothèse des petites perturbations. 25
HPT hypothèse des petites transformations. 81

KEMC Kubin–Estrin–McCormick. 48

MEB microscope électronique à balayage. 18
MEF méthode des éléments finis.
MMC mécanique des milieux continus. 49

NSRS sensibilité négative à la vitesse de déformation, ou negative strain rate sensitivity. 9

PFD principe fondamental de la dynamique. 82
PL Piobert–Lüders. 7
PLC Portevin–Le Chatelier. 1, 2, 5, 7
PPT premier principe de la thermodynamique.
PPV principe des puissances virtuelles. 82

SPT second principe de la thermodynamique. 83
SSA vieillissement statique, ou static strain aging. 12



Dglossaire

Crystallographie

cristal
Arrangement régulier d’atomes formant certains
matériaux solides comme les métaux ou les cé-
ramiques. Les matériaux réels sont souvent des
polycristaux, donc des structures composées de
nombreux cristaux de tailles et d’orientations dif-
férentes.

dislocation
Défaut linéique représenté par une irrégularité
dans l’alignement des mailles d’une structure cris-
talline.

empilement, ou pile-up
Augmentation locale de la densité de dislocations
due à la présence d’obstacles.

épinglage, ou pinning
Processus d’ancrage d’une dislocation à un obs-
tacle.

joint de grains, ou grain boundary
Défaut surfacique observé à l’interface de deux
cristaux. Il porte une rupture d’orientation accom-
pagnée de fortes irrégularités structurelles. C’est
donc une région privilégiée pour la création et le
transport de défauts.

lacune, ou vacancy
Défaut ponctuel qui désigne un site inoccupé du
réseau.

nuage de Cottrell, ou Cottrell atmosphere
Résultat d’une ségrégation par diffusion des solu-
tions solides vers des défauts cristallins.

obstacle
Entité qui ralentit la progression des dislocations
comme un joint de grain, une solution solide ou
encore d’autres dislocations.

pore
Défaut volumique, un vide dont la taille est grande
devant celle d’une maille.

précipité, ou precipitate
Défaut volumique, regroupement d’atomes étran-
gers d’échelle comparable à celle d’un cristal.

solution solide
Défaut ponctuel représenté par un atome étranger
à un cristal qui est présent dans la structure en in-
sertion (dans un site laissé vide) ou en substitution
(à un nœud, à la place d’un atome). C’est souvent
le cas des éléments d’alliage.

ségrégation
Processus mécanique ou chimique qui tend à aug-
menter l’hétérogénéité de la distribution d’une
quantité comme des défauts ponctuels.

vecteur de Burgers
Vecteur qui caractérise le déplacement relatif des
atomes lors du mouvement d’une dislocation.

Phénoménologie

bande de déformation, ou de localisation
Dans un domaine matériel, tranche mince et im-
mobile où le taux de déformation est brutalement
amplifié.

contrainte d’écoulement
Dans un essai monotone, contrainte à laquelle la
déformation anélastique est déclenchée.

saut (ou incrément) de déformation
Quantité de déformation maximale ajoutée par une
bande de déformation. On la mesure par différence
d’état avant et après la nucléation, au centre de la
bande.

serration
Terme francisé issu de la littératurre anglo-
saxonne, qui qualifie l’allure dentelée des courbes
d’écrouissage. Une serration désigne une chute de
contrainte.

taux de déformation nominal
Dans l’essai de traction, rapport entre la vitesse im-
posée à la traverse et la longueur initiale entremors.
Contrairement au cas homogène, cette mesure ne
reflète aucun état local dans le cas des instabilités
plastiques. On l’utlise en revanche pour étiqueter
les essais.

Modélisation

mode cinétique
Fonctions de formes élémentaires qui gouvernent
la distribution spatiale de certaines variables d’état.

plasticité cumulée de serration
La valeur maximale que peut atteindre la plasti-
cité cumulée pendant la croissance d’une bande de
localisation.

plasticité modale
Formalisme proposé dans ces travaux comme outil
de régularisation spatiale pour les problèmes de
localisation (section 5.2).
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Titre : Caractérisation, modélisation et simulation numérique des instabilités plastiques dans les 
alliages Al-Mg

Mots clés : instabilités plastiques ; plasticité ; Portevin-Le Chatelier ; alliages d’aluminium

Résumé : 
Les  instabilités  plastiques  désignent  une  famille  de
comportements  non-linéaires  que  l’on  rencontre  dans
plusieurs  matériaux  solides.  Elles  correspondent  à  une
évolution  hétérogène  de  la  déformation  sous  un
chargement  homogène,  et  se  manifestent  par  un
écrouissage  irrégulier  accompagné  de  bandes  de
localisation d’épaisseur millimétrique dont la cinétique est
sensible, entre autres, à la température et à la vitesse de
chargement.  Ce  phénomène  freine  considérablement
l’usage des tôles d’aluminium-magnésium dans l’industrie.
En effet, il a des conséquences esthétiques et mécaniques
néfastes dont il est difficile de prédire l'évolution à l'étape
de  conception.  Des  modèles  de  comportement  dédiés
peuvent reproduire les bandes de localisation mais peinent
à estimer précisément leur cinématique. De plus, ils sont
sujets  à  des  complications  comme  la  sensibilité  à  la
discrétisation,  un  coût  de  calcul  considérable  ou  encore
l’identification expérimentale délicate de leurs paramètres.
L’objectif  de ces travaux est  donc de proposer  un cadre
dans lequel la cinématique des bandes de localisation est
prédite de façon fidèle. 
Dans un premier temps, l’alliage d’étude est caractérisé par
des essais de traction où la cinétique de bandes individu-

elles  est  traquée  à  l'aide  de  la  corrélation  d'images
numériques.  Les  quantités  d'intérêt  sont  identifiées  à
l'échelle  non-locale  des  bandes  de  déformation  :  leur
géométrie,  leur  distribution  spatio-temporelle,  la
déformation qu'elles portent et l'énergie qu'elles échangent.
S'appuyant sur ces résultats expérimentaux, un modèle de
comportement  est  formulé  à  l'échelle  des  bandes  de
localisation.  Il  encapsule  toutes  les  conséquences
macroscopiques  des  instabilités  plastiques et  s’émancipe
donc des complications évoquées plus tôt. Finalement, une
stratégie  numérique  est  proposée  pour  la  simulation
unidimensionnelle  des  essais,  avec  pour  objectif  de
démontrer la faisabilité de l'approche.
Ce  travail  constitue  une  première  contribution  à  la
simulation  des  bandes  de  localisation  au  travers  d'une
modélisation  directe  de  leur  cinétique.  Les  perspectives
suggérées portent en particulier sur trois aspects. D'abord,
la  caractérisation  de  la  cinétique  des  bandes  de
déformation à l'échelle inférieure à la nucléation. Aussi, le
déploiement  en  2D  et  l'amélioration  du  modèle  proposé
pour  le  traitement  robuste  de  cas  industriels.  Enfin,
l'utilisation  du  cadre  développé  pour  la  prise  en  charge
d'autres physiques non-locales.

Title: Characterization, modeling and numerical simulation of plastic instabilities in Al-Mg alloys 

Keywords: plastic instabilities; plasticity; Portevin-Le Chatieler; aluminium alloys

Abstract: 
Plastic instabilities refer to a wide family of material non-
linearities met in several solid materials. They correspond
to a heterogeneous strain response under homogeneous
loading  conditions,  and  manifest  as  an  erratic  work-
hardening  accompanied  by  strain  localization  bands that
kinetics  are  sensitive  to  temperature  and  loading  rate,
among other material properties. This phenomenon hinders
the  industrial  use  of  aluminium-magnesium  alloys.  It
involves harmful mechanical and aesthetic consequences
that can hardly be predicted at the design step. Constitutive
models  can  recreate  localization  bands  but  they  fail  to
accurately  predict  their  kinematics.  Moreover,  they  are
subjected  to  several  issues  such  as  mesh  sensitivity,  a
high  computational  cost  or  a  complex  parameters
identification.  The  purpose  of  this  work  is  to  build  a
framework  in  which  bands  kinematics  can  be  reliably
predicted.
First, the studied alloy is characterized by means of tensile
tests in which the kinetics of individual bands are tracked

using  digital  image correlation.  Quantities  of  interest  are
then  identified  at  the  non-local  scale  of  bands:  their
morphology,  spatiotemporal  distribution,  the  strain  they
carry and the energy they exchange.
Based on these experimental results, a constitutive model
is derived at the scale of localization bands. It embeds all
the aforementioned macroscopic consequences of plastic
instabilities. A numerical strategy is then proposed to tackle
unidimensional  simulations,  with the purpose of  justifying
the feasibility of the approach.
This work constitutes a first contribution to the simulation of
localization  bands  through  a  direct  modeling  of  their
kinetics.  The  considered  outlooks  focus  on  three  main
aspects.  First,  the  experimental  characterization  of
instabilities  beneath  the  bands  scale.  Also,  the  two-
dimensional deployment and the improvement of the model
to fit concrete and industrial applications. Lastly, the use of
the proposed framework for a greater variety of non-local
behaviors.
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