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��� �� ��	 
 ���� 
 ����� ���� ��� ����������� ����� ������ 
���
������ ��������� ����� �������
����� ����������� ��� ��� !��������� ��� �� ������������ ��� ��� �������� ���"������  �����	
#�$�"��% ���� ��������� ���� �� ���������� ��� �� !������� $��� �� �� �� ��  ��� ��!������
����� ����������  �����	 &��������% �����  ��� �� ��� �������  ����� ��� ����������% $� ����
��� ���� ����� �� ��� ���������� ���'������ �� ��� (�)� � ��*������� 
(�
 ������ ���� ��
��� ������ ����������� ����� ������ ���� ��� ��� 	 &�� ��*������������� ����� ������� �� ���
 �����+ ���'������ 
 � 
 �� ���������� �� �����$�,

�� = arg m
(� )

ax{ L (�, 
 )} . ������

���	� L (� ) 
� ��� 

��

���� �����
�� ��� �� �	� ��� ����
��
��
 ���
����� ���	�����	� ��
����
�� ��	 ����
�� ���
�
�
�� ��� 

��

���� �����
�� ����
�� ��� ���� ���� �	����
��� �
��� �
��� ����	��� ���� � 
 � ��� � �� 	���	��� �� �
�	
�� �� �
� � �  ! �� ��
�� ��� 
��"

��

���� �����
��
� ln L (�, 
 )� 
� ����
���
� �#�
��
��� �� ��� �	�
��	� 

��

���� �����
�� 
���	����� �
��� ����
��� ����	�
 
���	
��� 
� �� 
��	���
�� �����
���

$�� #���
"���
��� 

��

���� ���
����	 ���
� ���� ���� ����
����� 
� ���
���
�� ��	
����
�
���
 ���� ��� ����
�
���
 ��	
���� �#���
��� 
� ��� 	��
���
� �� ��	 �
�� ��	
�� ��� ����
��	��

� �
��	
����� � %�

�	�
�� ��� ���
�	
��� � �  & �� '�(���	� )*+ ��	
��, 
������
��� ��
��� �������	

� ��

�( � -����
�� �
��	
���
�� ��� ��� ���
��� 

��

���� 
� ���� �����	
�������� .� ����� /����
�
 �
�� ��	
�� �	� ���	����	
��� �� � ����	��	� �	�� ��	��

�� (
��
� �
�� ����	��� ��	���
� ��� ������ �� 0�
� ��� 1
��	 � �  ! ��� ��� ��� ��� �� ���"��

��
�
��	
���
��� 
� ���	���	� ��	� ����
������

$�� 
��"

��

���� �����
�� ��� �� ���	����� 
� ���	 (��� ��

�(
�� ��� 
������
���, �
�"
�	
���
�� �������
��� �-����� +������� -2*� +��(�� +��������

L Gauss = Š
1
2

T�

t=1

[log(2� ) + log(� 2
t ) + � 2

t ], ���� �

�
�� T 
� ��� �����	 �� ����	���
����

L Student = T[log� (
� + 1

2
) Š log� (

�
2

) Š
1
2

log(� (� Š 2))] Š
1
2

T�

t=1

[log(� 2
t )+(1+ � )log(1+

� 2
t

� Š 2
)],

���&3�
�
�� � 
� ��� �����	 �� ��� ���	��� �� �	������

L GED =
T�

t=1

[log(
�
� �

) Š 0.5 |
� t

� �
|� Š(1 + � Š 1)log(2) Š log� (

1
�

) Š 0.5log(� 2
t )], ���&��

��� ��������� 	� 
�� �	 �
� � ���� �� 	�� �� ��� 	�� ��� ���� 	�� ���� ��	���	��� �� ��
� ��� ������
 �����
	��	 �� ����� ����
� ���������� �	� �	 ���

��� ��!���"��� 	�� 
�#�
����� $ ��	��� ����� 	��	 	�� � �%�� �$ ����
�%
� �%�����	���� 	���� 	�&���� ��'��	��
	��� 	�� ��	���	�� �� ���������� 	� 	���� 	� � ��
 �� � �



�� ������� �	 
�����
���� 
�������� ��� ����������

����� � � =
�

� (1/� )2( Š 2/� )

� (3/� ) �

L SkewedS tudent = T[log� (
� + 1

2
) Š log� (

�
2

) Š 0.5(� Š (� Š 2)) + log(
2

� + 1 /�
) + log(s)]

Š0.5
T�

t=1

[log(� 2
t ) + (1 + � )log(1 +

(s� t + m)2

� Š 2
)� Š 2I t ],

�	���


���� � 
������ ��� ��������� ���������� s =
�

(� 2 + 1
� 2 Š 1) Š m2�

m =
� ( � +1

2 )
�

� Š 2
�

�� (�/ 2) (� Š 1
� ) ��


I t =

�
	




1, �� � t � Š
m
s

Š1, �� � t < Š
m
s

.

�� �����
� ��������
� ��� ��� ������������� ��������� ���� ���� ������� �� ���� ��� ��!�
���������
 �������� ���� � ��������! � "������� 
������������ L Gauss
 ���� ���� ������� ���
���!� �������� ���������� �� ��� #$% ������� ������� ���� ��� L SkewedŠ Student ��������
�����
��� ��� ��� ��������� �� ��� ����������� 
������������

%������ ��������� ������&����� ��!������� � ��� �� ��� ���������� �� ����� ��������� �����
�����' ())) � (����������� �� ��� � 	*+� 
� (,"% (���
�� �� ��� � 	*-. 
� /� %� � "�0� �� ��� �
	**� 
� (,"%�(���
� � 1���
�� ��
 ���!�� � 	*** 
� � �

2�� (���
�3)���3)���3)������ �()))
 ��!������ �� �� ��������� ��������� �4�������� ��
��� "�����1����� ��!������� ���� �� ���� �
�4���� �� �� ���&� �������4���� ��������� ����
�� �����! ������������ ������� ����������� 2�� ())) �� �����4������ ��!��� ���5����� ��
��� ����� #������� �� ��� �������� ��!������� ��� (���
��� ,�������� "��
���� ��
 %�����
�(,"%
 � ����
 �� ��� 4�����1����� �����
� � �� ���� �� ����� ����������
 ���������� �����
�
��! �� 6������� ��
 2��� � �77	 
� ���� ��������� ������4�� ������ ��� ���!�
���������
 ���������
�� �� ��������� ��� �� �������! ��� ���������� ������ � � 
 �� ���!� �� ��� �������� ]Š� , + � [�
� ���� ����������� ������� �� ��� (,"% �� ���
 �� �������� ��� "�8#)������ ��
��� �� ����
������ ��������
 (,"%�����
�� �� ����� ��� � ��������
 ������ ��� ���������
 �� � �������
��������� 6������� ��
 2��� � �77	 
 ������� �� ��!������ �� ����� ��� �� ���&����� �� ���
��������
 �����!� � ��4������� 4��
����� ���!������! ������4�� ��
 ���
����
 ��
�� ����
���������� ������������ �� �� ��� ������� ��� ������������ �� ��� ��
��� ��
 ��� ���������� ��
���� ���������� 
����! ��� ����������� 2�� ���� ������� �� ������
 �� 9��� ��
 6� � �7		 
�
2�� ������� ������� ��� �0���������� �� ��� ������&����� ������4��� �� �������! � �����
��
 �� ����� ����
����� ������� ����� ��� ���������� ��� �������� ���!� �� ���� ����������
��������! ��� ���������� ��
 ��� ��
�� ������!���� �� �� ��������� �� ����� ��� � ���!�������

������� ,������� ������&��! ���������� ��������� ���� �������� �������� ����� �� ��� ���
�� ���
����
 �����!� � %�������
 ��������! ��!������� ��������
 /� %�� 2�� ���������� ��
���� ��!������ �� :����;�
 �� ��� ���� ���� �� ������ �� ������ 
�����!���� ������� ����� ��

!����� ������ ����� �� ���&��! 
�5���� ��������� � "�0� � 	**< 
 ��� � =��� ����!� ��� ������
��������� ������&����� ���!��� ����� �� �� �������� �� ��� ����� �� ��� ��� ���� ���
 �����
�� 
����>� �������� ������!� �� ���� ������

��� ��� �������� 	 
��
 �� ��� �������� ��� �� ���������� ������ �� ��� �������� ������� 	������������� ���
������������ �� ������������ ������� ���� �� ������� ������������ ��������� ��� ���  �� ���� �����������
�������!
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� ��
 L (�, 
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�� �� � ��� �� ��%
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������� �

�� ��� ����	
������
 ��	���
�������� �� ��� ��	
����� ����	����

�	���� �����
� ����

�� ���� ��	
������� 
	���� ��� ������ �	� ��������	�� 	� ����� ������� ���	�� �������� �������
��� ���������� ��������	���� ��� ��������� �	� ��������

�
��� 	� ���� ����� ���	������ �� �����	���� ���������� ��������� 
� ��� �� ���� ������� �	
���� ��
 ��������� 	� ��� �������� ������ 	� ��� �	������� � � �������� !�� ��
 �����
	���
���� �� ���� �������� �	�
��� � "#�$ ��� � %�&�'�( �	���� 
� � )*���� ��������	� ���	
�
�� �	 ������� ����	�� ��� �������� 	� ��� ��	�	������ ����������

+���� ���� ��	� ), �	������� ��� 	��� ��� 
	���� ���	���	�� ��� ����	� �������� ��	�
-������ .//0 �	 $���� ./1,� 	�� ����� ��	����� 
	���
��� �������� ��2������ �� �	�� �3�����
�	�������� �	 ��� ������� 	� ��� ����������� ��� ����	����� 	� ��� ������ ���������� ��������
!�� ���������	� 	� 	�� ������� �� ���� ��������	�� ��� 
��� ��� ������ 
� ���������� � �
����	�������� ���������� ������ ������ ����	���

�������� 4 $����� #�������� 5	���
��� �	������� � �� "#�$*%�&�'�(�

��� �����	
�����

6��� ��� ���� ��
 �������� ��� ��������
����� 	� �������� ����� ������ ��� ��� #������ $�����
(��	������ 7#$(8 ���������� ���� 
��� ��� �	�� ������� �������� ���������� �� 
	�� ���*
����� ��� �	�*�������� ������ 5���� ��	�	����� ��� ����������� ���� �	 
� ������	�� �
	��
��� �������� 	� ���������	��� �9���� �������� ���� 9�����	�� ��� ���������� ��� �����������
������ �	�������� ��� �������� 	� ����������� �������� :������������ ��� ������ �����������
������ ��� ���������� �	� 
���� ������	��� ��� ��������
��� 
���� �3������ ���	
��� ������ ���*
��������� �	 ��� ���� �� ����������� ��� ��
������ ���������	�� ������ ���� �� ���� 	� ���
������� ��	����� (����� 
������ ��� ������  ������ �
��� 7� �8 ������� ��� ���	�����	�*
���� ������� 	� �	� �� � �	���	����� ��
2���� ���������� ������ ��� ������ �������� ������ ��

���� �������� ������� ���� 
������ ���3��������� !��� ����� ���� �	 ��� �	�� �������	� �	
��� ���������	��� �	������� � � ������� 
� ��	������ ������	��� �������� 	� ����� 
���*�	��
���	�����	��� �������� ���	������ ��� ��� �������� ������ ��� &�	
�� %�������� ������ ��� ���
�	�������  �
� �������

;<



� � ������� �	 
� ��� ��
���������� ������ ��������

� ������ 	
 ���
	�� �� �
� ����������� ��������� ���
 ���� � ���� �� 
	����� 	� �
� ������
��� ����� ���
 �
��
 ���� ��
	�����	� �� ���	��	����� ���	 ������� ����� �������  
��
�� ��
��� ���!� ����"���	�� 	� ���	�� 
	��� � ���!�� �� �	�������� �#����� �
 ��� ������ ��������$
��%��� ����&��� ��
	�����	� ���� �� �
��� ������� �&	�&� ������������$� ��� ��� �	�������� ���

�
� ����	� ���! �
�	�$� '� 	�
�� �	���� �
 �
� ����	����� 	
 �
� (������� ������ �� &���(���
�
�� �� ���������� �	������	� ��	�� �
� ���!�� �#�����$ ��� �� ������ )���� 	� �
��
����	���� �������� ��&���� ��������� ������� 
�&� ��&��������� �
� *+, ������� �#�����$ ��
�	�
 �	��	���� ��� �	&������ ���!��� � -
��� ��� -
��� � .��/ 0�&��	 ��� 1��2� � .��3 04�����
�� ��� � .��� 0*
��� �� ��� � .��5 01	���� � .��� �� +������ �
� ��	���� ���� 
	� �	������&� ���
�	���� �������� �
� ��������� �&������ 	
 �
� �	&������ *+, �������������$ ������� �� 	���
����� �
�� �������� � �	��������	�$ �	������	�� 6	��	&��� �	 �
� ���� 	
 	�� !�	������� 	��$
	�� ������� ������� �
� ������ 	
 ������ 	� �
� �#�����$ ������ �� �	&������ ������ ����&���&��
���!�� �������� 7�����	����� ������� ���� ,���	$ �� ��� � .��� ��� '� 
���� �
��� ���
	�� �����
�
�� (������� ��	����� 
�&� �	 ������ 	� �
� �#�����$ 	
 *+, �������� �
��
 �� ����	����	���$
���	
����� 
�	� � ��������� ���������&� �� �	�� 
�&	����� ��������� ��� ���������&� ����������
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����� ��� 
������ ����	� ���� ��������� ���������	�
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�� ������ ������ ��������
	�� ������	� ��
�	��� �� �
������ ������ 	�� ���	!������ ������' :�	�� 	�� "�
���
� ��	�
	���

���� �
���� 
. ��� �76�� 	�� ���� �.��	����� �� 
����	�� �� 
�� 	�� =+ �	����� �
���	�' %�
	
��� 	�� �&3 ����
�� �� 	���� ����	���� �-��
�	 
� ��������	

�� 
��
���� 
����	���� 	���������
	�� �
���� *
�� 
�� 	�� �1�����. �.��	�����'

����� ��	������� �����

:� ���	����� 
������ 	�� ���1�����. �� 	�� �&3 �
���	 �� ��	��	�� *��� 	�� ���
�	 �� 	��
�
���� �
���� �� 	�� �&3 ����
�� �� 	�� 
��� .����� �� 	�� ������	 �&3 ����� �� �	
	��	��
��.
�����"�
�	' >�� �����	� �
� 
� ���"���� �� 	�� �
�
��	��� �
�	����� 	��� ���1�����. �����
���
������ ������ ������� ����
��� 	� 	�� ��������� ������' %� �� 	���� *� ��	 ��	����	�� �� 	��
�����	��� �� 	�� �
�
��	��� � � 
�� 	 � �
���� ������ 	�� ���� ��
!������� �	�����' ��	��
	��

�� �
��� 	��� 	���� ���� 
 �.�	��	�� �&3 ����- ��������	��� 	�� ���

� �&3 �
���	'

%��� ���

� �&3 ����- �� ����	���	�� ����� 	�� �
���!*����	��� 	�����(�� 
�� �������
	�
	� *��	��� ��� 	�� �&3 �� 	�� 
��� ���	������� �
�� ����	�.4� *����	 �� ��"��� 
. ��������
�	� 	�
��
�	��� ������ ���	�	
����� ��
	 
����	� 
. 	�� 	�	
� 	�
��
�	��� ������ �� 	��
���	������ ���� 
� I G =

� N
i =1 wi yi � *���� I G �� 	�� �.�	��	�� ����-� 8 �� 	�� ���
�� �� �&3

�
���	� ��������� 	�� ����-� yi 	�
�������� 	�� �&3 ��� ,���� ������ 
�� wi = vi
vI

*�	� vi ��
	�� ����	�.4� 	�
��
�	��� ������ �� 	�� �����	 �
���	 
�� vI �� 	�� 	�	
� 	�
��
�	��� ������
�� 
�� 	�� ����	���� ��������� 	�� ���	�����'

%�� ���1�����. �
�
��	��� �����	���� ������	�� �� $����� �'? � ���"��� ��� �������� "��!
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���� ��������� 1��� 34 5�#��� 6������
 
 
 2 ��� 1���2 ��� ������������� ��������� �� ���
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