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Remerciements

Résumé

On se propose ici de remercier les différentes personnes ayant eu une importance au cours de toute
la theése, et méme avant (et siirement apres). La motivation principale étant qu’on ne remercie jamais
assez les personnes qui nous ont aidé, apporté du soutien ou encore de nombreuses choses pour lesquelles
une énumération exhaustive serait a la puissance du continu.

Mots-clé : Merci, c’est cool, vous gérez les gens.

1. Introduction

-

Dans de nombreuses theéses, on retrouve la présence de remerciements, comme dans [¥7] ou encore

[/ff\?} Les structures sous-jacentes sont souvent similaires, c’est pourquoi dans une premiére partie on
tente de construire nos propres remerciements en s’inspirant des structures pré-établies de remerciements,
en se basant sur notre propre espace d’état. On présente ensuite une vision plus personnelle de cet espace
d’état, en rajoutant une dynamique issue de la théorie des jeux. Les démonstrations des différentes
affirmations sont laissées en exercice au lecteurice.

2. Structure usuelle des remerciements

Tout d’abord, bien évidemment, je tenais a remercier Benoite et Bertrand ; il m’est difficile d’expliquer
avec des mots clairs et précis toute 'aide, tout le soutien, toute la patience, qu’iels m’ont apporté-e-s.
Sans oublier leur rigueur, leur disponibilité, leur bienveillance... Tout cela m’a permis de travailler dans
un environnement idéal pendant ces 3 ans.

Un immense merci aussi a Madalina Deaconu et Florent Malrieu pour leur relecture attentive de
mon manuscrit, ainsi que leurs conseils précieux et pertinents. Je suis également tres honorée de la par-
ticipation de Nadine Hilgert, Nathalie Krell, Nikolaos Limnios & mon jury de soutenance.

Merci aux membres de MISTEA et de 'IMAG pour m’avoir accueillie en stage & mon arrivée a
Montpellier puis pour ma these ; ’ambiance était a chaque fois propice a la bonne humeur et I’écoute ce
qui m’a permis d’étre dans un environnement serein. Trop de noms me viennent en téte pour pouvoir
citer chacun-e, c’est pour cela on utilise la propriété suivante :

Propriété : Il n’existe pas de dénombrement possible pour remercier tout le monde en un temps
borné.

Ainsi, je remercie les équipes dans leur globalité, notamment 1’équipe administrative (Bernadette, So-
phie, Laurence...). Un merci particulier & Alice et Gwladys pour leur accompagnement et leurs ressources
dans mes missions d’enseignements & Polytech. En parlant d’enseignement (enseignements — éléves —
Math.en.Jeans), merci aussi a toute 1'’équipe IREM pour leur organisation, leur bonne humeur et tout
plein d’autres trucs que j’oublie, ceci se déduisant de la propriété suivante (corollaire de €5=) :

Propriété ﬁ : L’espace des remerciements n’est pas complet.

Vient maintenant une partie conséquente de cette section car elle concerne les doctorant-e-s (ac-

tuel-le-s et ancien-ne-s). Au vu des propriétés @ o >, on propose un échantillon de merci & : Dr
Abel, co-bureau du début & (quasi) la fin pour son aide, son soutien et nos soirées cuisines trop stylées;
Ivan, co-bureau de 2e génération ; Jérémy (qui restera toujours Schtroumpf grognon, merci Damien pour
le surnom), nouveau co-bureau d’en face, pour nos conversations variées plus ou moins sérieuses; Dr
Gautier qui au détour d’une pizza ne savait pas qui j’étais; Tiffany, bien siir, comment ne pas remer-
cier Tiffany! Aussi Pelle de la Calaque propaganda, Alan, Amina, Guillaume, Jocelyn, Julie, Louis (et
nos échanges sur le crochet), Meriem, Nicolas, Tom... Merci & vous et & tous les gens que joublie, pour
m’avoir supportée et pour toute votre aide, votre bonne humeur et la bonne ambiance quasi omniprésente.

Merci aussi & mes ami-e-s IRL, je pense surtout a TeamSyndromePiluleRouge et ConvergENS pour
nos réflexions politiques et nos moments de soutien/indignation le tout dans la compréhension.
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Merci aussi & mes potes de Rennes : Floflo et ses recettes [##] et conseils précieux (et pour m’avoir
invitée en séminaire), Laulau et son enthousiasme, Cams et notre passion commune pour les pizzas, Caro,
Ninon, Maylis, Fred, Tom, Hugo, Jojo, Claire... 4 ans avec une telle promo, ¢’était trop chouette (sur-
tout pour l'agreg’... ¢a... le meilleur moment restant les pizz’agreg au rez-de-chaussée de 'TIRMAR). En
parlant de Rennes, merci également aux différents enseignant-e-s qui ont pu jalonner mon parcours ma-
thématiques ; notamment celleux en probabilités qui m’ont orientée vers ce monde aux paysages variés, et
vers ce sujet de these. Sans elleux, je ne serais probablement pas en train d’écrire ces lignes & Montpellier.

Merci aussi & la famille, surtout mes parents et mon frére et Esma ; je pense par exemple aux démé-
b b
nagements, les "meilleurs" moments ot on voit vraiment tout le soutien de sa famille, sauf pour Esma
mais ¢’est un corollaire de :

Propriété : Un carton est un état absorbant pour un chat de Markov : une fois dedans, il y reste.

Je termine enfin ce papier par remercier Florent, Gautier et Mathieu pour la joie qu’ils m’ap- %
portent chaque jour.

3. Dynamique et théorie des jeux

Afin d’apporter un aspect ludique a tout ce texte, voici la concrétisation d’un projet incongru : la
réalisation d’un jeu de société illustrant la theése et les différent-e-s protagonistes y ayant pris part. La

encore, la propriété @ s’applique et toutes les personnes ne sont pas représentées dans ce jeu. De plus,
afin d’éviter de surcharger ce document de 7 pages couleurs de cartes et de plateau de jeu, on exposera
seulement un échantillon du jeu, & savoir les régles du jeu et le plateau. Les différentes cartes a jouer
sont disponibles sur ma page personnelle [tg]

4. Références

[ﬁ‘!ﬂ DIETRICH, G. (2018) Nouveauz invariants en géométrie CR et de contact. Université de Mont-
pellier : these de doctorat, Mathématiques et modélisation, sous la direction de Herzlich, M.
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BUT du jeu : accumuler le plus de points a la fin de la partie. Le jeu se ter-
mine lorsqu’une personne dépasse la derniére case, n°63 « fin de thése » (et
gagne 10 points). La partie sarréte alors et les gens comptent leurs points.

AVANT DE JOUER

> Se munir de différents pions/jetons :

- pour compter les points ou bien les noter quelque part (mini tableau).

- un jeton pour savoir quel type de dé utiliser (cf carte effet « change-
ment de loi »). Au début de la partie et par défaut, le dé est uniforme.

- pions pour représenter l'avancement des personnes sur le plateau (les
oiseaux).

- pions pour les cartes oubliées (pions bleus numérotés).

- pions pour les cartes bibliotheque (pions bicolores a tourner a chaque
tour, et pion rose pour les points progressifs).
Chague personne pose son pion sur la case 0, début de la theése.

> Les personnes qui jouent ont deux espaces : les cartes piochées quielles
mettent dans leur main, et un espace devant elles appelé la réserve. Cette
réserve permet de poser les cartes avec des effets permanents (cf plus loin),
ce sont les cartes actives. La réserve est composée de 7 emplacements (sauf
pouvoir spécial).

> Chaque personne pioche 2 cartes PERSONNAGE et une carte EVENEMENT
quelle garde dans sa main. Ensuite on mélange les cartes PERSONNAGE et les
cartes EVENEMENT restantes en une pioche. Puis on désigne qui commence
(vote a main levée).

DEROULEMENT DU JEU
> chaque personne joue a tour de rdle. Un tour se décompose en plusieurs
phases :
1) environnement du tour : la personne lance le dé denvironnement (dé 6) qui
détermine les effets suivants selon la valeur du dé :

1. & pause café : permet de défausser au maximum autant de cartes que de
cartes DOCTORANT-E-S/DOCTEUR-E-S posées devant soi ; chaque carte dé-
faussée rapporte 2 points. Inversement, on peut choisir de perdre 2 points
pour pouvoir piocher une carte (autant de fois que précédemment)

2.# randonnée : pareil que précédemment avec les cartes FAMILLE

3.7t séminaire : pareil que précédemment avec les cartes IMAG
4. # RDV encadrement de thése : +3 si Benoite ou Bertrand et +7 si les 2

5.% soirée débat : chacun-e pioche une carte chez le-a voisin-e de gauche
6.% courses : permet de défausser une carte pour détruire une carte au choix

2) effet de carte : si la personne a des cartes donnant des points a chaque
tour (ou tout autre type deffet régulier), cela se fait au début du tour.

3) action : la personne doit faire au plus 2 actions distinctes parmi :

- lancer le dé et avancer son pion sur la case correspondante, en gagnant
éventuellement les points indiqués sur la case ;

- piocher une carte ;

- poser une carte EVENEMENT ou PERSONNAGE (devant n'importe qui).

Sauf effet de carte, il n'est pas possible de passer son tour (on doit faire au
moins une action). Certaines cartes permettent de faire une action supplé-
mentaire ; d'autres ont des effets comptant pour une action, ce qui se rajoute
aux choix des 3 actions de base (mais qui ne permettent pas de cumuler 3
actions). On peut avoir au maximum 5 cartes en main, et 7 cartes devant soi
dans sa réserve (sauf effet spécial). Si lon a trop de cartes en main a la fin du
tour, on défausse les cartes en trop.

> Pour activer Leffet dune carte, la personne doit poser la carte : soit devant
elle, soit devant une autre personne, soit dans sa réserve. Les cartes ont trois
types deffets : des effets permanents &, des effets temporaires " ou des
effets immédiats =.

- Les cartes a effet immédiat (certaines cartes EVENEMENT), peuvent étre
jouée sur soi-méme ou sur une autre personne : Leffet sactive alors lorsque
quon pose la carte devant la personne visée, puis la carte est mise dans la
défausse (ces cartes n'ont pas besoin demplacement disponible pour sactiver).

- Les effets temporaires fonctionnent sur le méme principe, sauf que
Leffet dure en général un ou plusieurs tours.

- Les cartes a effet permanent (les cartes PERSONNAGE et certaines
cartes EVENEMENT) sont actives lorsquielles sont posées devant la personne
dans sa réserve. Cela rajoute un pouvoir/contrainte a la personne qui dure tant
que la carte est dans la réserve. Les cartes de la réserve ne peuvent étre otées

que par dautres cartes EVENEMENT ou dautres pouvoirs. Les cartes perma-
nentes occupent un emplacement (sauf mention contraire).

> Le jeu se termine lorsqu'une personne dépasse la derniére case, n°63 « fin
de thése ». La partie sarréte alors et les gens comptent leurs points. Pour
gagner des points : en tombant sur une case a points, avec une carte événe-
ment, avec un effet de personnage. Il est aussi possible de perdre des points,
et d'avoir des points négatifs.

> Régles bonus « publication simultanée » : si on atteint exactement le méme
score qu'une autre personne modulo 100, son score retombe a zéro.

LES CASES DU PLATEAU
> Certaines cases sont munies dun rond bleu, affichant un nombre de@
points. Il faut tomber sur la case (et pas juste passer) pour acquérir le
nombre de points, sauf pour la derniére case ou il suffit de dépasser
afin dobtenir les points. De méme pour les carrés rouges, qui otent des .
points.

> On trouve aussi des cases « changement de sens ». Lorsqu'une personne
tombe sur cette case, le sens de la partie est inversée. Si la partie se
déroulait dans le sens des aiguilles dune montre, elle passera donc @
dans le sens inverse.

> |Ly a également les cases( Vacances ): les vacances cest bien, mais cela
ne fait pas avancer. La personne ne peut ni lancer le dé, ni gagner de point ce
tour-ci (mais peut piocher ou poser une carte). Le tour daprés, une de ses
actions doit étre un déplacement.

> On trouve aussi deux types de zones sur le plateau :

- [période de bibliographie: permet juste a chaque début de tour dans
la zone de piocher une carte (2 zones).

- IEETEEEEEEEl: a rédaction, cest pas folichon. Chaque
lancer de dé est divisé par deux : 1 ou 2 donne 1,3 ou 4 donne 2,5 ou 6
donne 3.De plus,si lon a 3 cartes doctorant-e-s ou plus de posées devant soi,
toutes les cartes posées devant soi ont leurs pouvoirs désactivés (jusquau
début du premier tour hors de la zone).

LES CARTES

> Précision sur les personnages :
Les cartes donnant des points de facon réguliére =
(« a chaque tour ») se fait toujours au début du tour| =
(avant Laction). Les cartes ayant des effets en combojuss. . e
ne se combinent pas : oo st
ex : Les cartes ABEL et JULIE permettent d'avoir +1 aul,

dé lorsque posées toutes les deux. Et pas un +2 au dé. |

- pour les cartes PARENTS, FRANGIN, ESMA : si on a les trois cartes
posées, cela fait 2 points de plus par tour.

- pour BENOITE et BERTRAND, il faut tomber pile-poil sur la case de fin
(et pas juste la dépasser) pour avoir 30 points.

- pour BUREAU 124, les effets peuvent se faire une seule fois, au début
du tour. Le principe du 4-21 : on prend 3 dés, et le but est dobtenir les chiffres
42 et 1.0n a 3 lancers maximum, et chaque lancer peut concerner un seul dé
ou plusieurs. On peut mettre ainsi de c6té un ou deux dés, ou tout relancer.

> Précision sur les événements :

- On ne peut pas cumuler les cartes transport, ni les cartes bibliothéque.

- Si on a une carte bibliothéque dans sa réserve : au premier tour com-
mengant en zone « bibliographie », on lance le dé et on ajoute sa valeur en
bonus a notre score. Au 2e tour commengant dans la méme zone bibliogra-
phie, ce bonus devient un malus : on lance le dé et on Gte au score la valeur
obtenue. Ainsi, rester longtemps dans la zone n'est pas forcément stratégique.
Pour représenter malus/bonus, on dispose le pion bicolore sur sa carte, le
faisant tourner a chaque nouveau tour. (rouge=malus, bleu/vert=bonus).

- Pour les cartes OUBLIE-E (qui peuvent mimer une autre carte posée
dans n'importe quelle réserve) : on place un pion bleu foncé ayant le numéro
correspondant sur la carte mimée, afin de savoir quelle carte on mime.

REMERCIEMENTS
> Qui. Des remerciements dans les remerciements. Un probléme ?
Merci a Gautier et Florent pour leurs idées, a Thibault pour ses retours et
idées, a Tiffany dont lenthousiasme m'a motivée a concrétiser ce qui devait
étre juste une blague. Merci aux personnes ayant bien voulu tester le jeu :
Florent, son frére, Gautier, Alice et Théo. Merci au chat (parce que quon ne

remercie jamais assez le chat).
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INTRODUCTION

Le but de cette these est de s’intéresser a une généralisation d’une certaine classe
de processus stochastiques en temps continu, introduite par M. H. A. Davis au début
des années 80, dans [Dav84]. Son objectif était de construire une théorie globale pour
les processus de Markov non-diffusifs. C’est ainsi qu’il définit les processus de Markov
déterministes par morceaux, ou plutét Piecewise Deterministic Markov Processes, qu’on
abregera PDMP dans toute la suite de ce manuscrit. Ce sont des processus appartenant
a la famille des processus Markoviens. Heuristiquement, un processus de Markov est un
processus dont le comportement futur ne dépend que de sa position présente, sans qu’il
y ait besoin de connaitre son comportement passé. On pourra se référer par exemple a
[Sha88] pour la théorie générale sur les processus de Markov. Les PDMP sont également
des processus a saut : a des instants aléatoires, le processus subit une discontinuité dans sa
trajectoire, prenant une nouvelle valeur déterminée de fagon aléatoire elle aussi. Entre ces
sauts aléatoires, le processus suit une trajectoire déterministe. Ils font partie de la famille
des processus non-diffusifs mais n’en sont pas les seuls représentants; on peut penser a
des processus de Lévy non-continus, comme par exemple une somme d’un mouvement
brownien et somme d’un processus de saut pur (voir par exemple [Ber96]).

On peut schématiser la construction d’'un PDMP via la figure 1 : le processus part
d’un point initial & I'instant ¢t = 0, case . Ensuite, le processus suit une trajectoire
déterministe, case , et s’arréte juste avant l'instant du premier saut 77, case . En-
fin, le processus saute a 'instant de saut sur une nouvelle position, case . Puis 'on
recommence ces étapes en prenant comme nouveau point initial la position post-saut.

Les PDMP tel qu’introduits par Davis prennent des valeurs dans des espaces de di-
mension finie; on parlera de PDMP fini-dimensionnel. Un tel PDMP peut modéliser la
longueur d’une cellule se divisant de facon symétrique au bout d’un temps aléatoire pour
donner deux cellules filles identiques. On choisit de suivre une des deux cellules filles,
et on recommence. A partir de ce modele en dimension 1, on peut chercher a modéliser
toute une population de cellules avec les PDMP : le but est d’avoir une information pour
chaque cellule a chaque instant, et non pas sur une lignée aléatoire. Les PDMP avec le
formalisme de Davis permettent de modéliser ce genre de phénomene, mais cela implique
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FIGURE 1 — Etapes de construction d’'un PDMP, jusqu’au premier saut.

de regarder des unions dénombrables d’espace de dimension finie. Ces espaces ne sont
pas pratiques a manipuler, notamment pour des raisons de topologie. Il est possible de
se fixer une borne sur la dimension, mais cela contraint notre modele a avoir un nombre
borné de cellules.

Ainsi, on construit un PDMP en dimension infinie. On choisit de se placer sur un
espace de mesures discretes; une population de cellules est représentée par une somme
de masses de Dirac. On dira alors que ces processus sont a valeur mesures, ou encore
de processus mesures. De tels PDMP mesures n’ont pas été étudiés, bien qu’on puisse
les rapprocher de plusieurs travaux de recherche : par exemple, dans [GT14] des PDMP
sont construits sur des espaces de fonctions a valeur dans des espaces Hilbertiens afin de
modéliser des systemes neuronaux. Les PDMP mesures ne rentrent pas dans ce cadre car
les espaces de mesures ne correspondent pas a de tels espace d’études. Les dynamiques de
population sont également modélisables via des processus de fragmentation, comme dans
[Ber(06]. Dans ce cadre d’étude, il est étudié des processus a valeurs mesure modélisant
une population mais dont le trait physique (la longueur d’'une cellule par exemple) est
constant entre les sauts. La différence entre ces deux objets mathématiques, processus
fragmentation et PDMP mesure, est similaire a la différence entre les processus de saut
constants entre les sauts et les PDMP fini dimensionnel. On peut citer également les
travaux de [Clo11] sur des processus branchants a valeur mesure (et 1’étude de leur com-
portement limite). Les travaux présentés dans [BDL16] s’intéressent aussi a des processus
de fragmentation, pour modéliser des avalanches; mais ici, contrairement a la division
cellulaire, le noyau Markovien n’est pas symétrique.

Cette these commence dans un premier temps par expliquer la construction des PDMP
finis dimensionnels introduits par Davis, puis notre construction des PDMP a valeur me-
sure. On y présente la généralisation de la construction de PDMP sur de tels espaces, et
également la propriété de Markov forte au théoreme 1.2.9. Cela est une partie de notre
article soumis [dSCJ18]. On présente plus formellement un modele de division cellulaire
symétrique ou l'on s’intéresse a une lignée de cellules choisies aléatoirement parmi les
deux filles de la précédente a chaque division; puis simultanément a la taille de 1’en-
semble des cellules modélisé par un PDMP a valeur mesure. Le modele "cellule unique”",
modélisable grace a un PDMP de dimension 1, est aussi l'occasion de s’intéresser a des
correspondances en loi entre les différents modeles. En effet, il existe des formules, nom-
mées many-to-one, reliant le comportement de la population totale et le comportement
d’une cellule marquée. On les présente dans le théoreme 1.3.2 avec notre formalisme,
c’est-a-dire énoncé avec un PDMP a valeurs mesure qui représente la population totale
de cellules. La démonstration quant & elle est issue de [RHK™14]. Apres avoir défini nos
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PDMP a valeur mesure dans la partie 1.2, on s’intéresse a deux problemes distincts et
indépendants.

< D’une part, on étudie un probleme d’arrét optimal. L’arrét optimal est un cas
particulier de probleme de controle stochastique, développé par exemple dans [Dav93,
Gug86] pour les PDMP. En considérant un PDMP (X )50, le but est de trouver le meilleur
temps pour arréter notre processus, afin de maximiser 'espérance d’une fonctionnelle
du processus a l'instant ou il est arrété. Cette fonctionnelle quantifie le gain apporté
par notre processus a cet instant, on ’appelle fonction récompense. Le supremum sur
les temps d’arrét de la performance moyenne est appelé fonction valeur. Résoudre un
probleme d’arrét optimal revient a déterminer cette fonction valeur.

On peut imaginer la situation suivante : on possede une population de bactéries,
modélisée par notre processus mesure (X;);. Ces bactéries se nourrissent d’une substance
toxique présente dans une certaine zone, qu’on cherche a dépolluer. Pour ce faire, on
place notre population de bactéries dans la zone polluée, avec un flux continu d’éléments
nutritifs pour que la population s’accroisse plus vite et ainsi élimine la substance toxique
plus rapidement. Cependant ce flux d’éléments nutritifs a un certain cofit : on souhaite
que la zone soit dépolluée le plus rapidement possible mais sans avoir un cotit trop élevé.
On cherche donc a optimiser le temps de dépollution avec un cotit moindre : 'arrét
optimal revient & choisir quand arréter le flux de nutriment (on "ferme" le robinet). On
peut citer [Fril4] pour d’autres études de population bactérienne représentée de maniere
individu-centrée par des mesures aléatoires.

Dans la pratique, on a rarement de maniere explicite la fonction valeur, mais il est pos-
sible de I'obtenir en itérant une suite d’opérateurs, ou intervient la fonction récompense.
Il existe de plus des temps d’arrét explicites pour lesquels, si on stoppe la performance
de notre processus, on sera proche de la vraie fonction valeur a € pres. On dit alors que
de tels temps d’arrét sont e-optimaux. L’étude des fonctions valeurs sur des PDMP fini-
dimensionnels a été développée par exemple dans [Dav93, Gug86] ou encore [dSDZ15].
Ici, on se propose de 'étendre aux PDMP a valeurs mesures, et de montrer qu’on peut ca-
ractériser la fonction valeur par itération d’opérateurs. On exhibe aussi des temps d’arrét
g-optimaux pour notre probleme d’arrét optimal. C’est 1'objet de notre théoreme 2.1.6,
étudié dans notre article [dSCJ18].

Comme mentionné ci-dessus, les problemes d’arrét optimal de PDMP en dimension
finie ont déja été étudiés. De fagon plus générale, on pourra regarder [LLM84] concernant
larrét optimal pour les processus de Markov généraux. En effet, les PDMP font partie
des processus markoviens, ce qui rentre dans ce cadre plus général déja étudié dans la lit-
térature. Cependant, le formalisme des PDMP permet de caractériser chaque PDMP par
seulement 3 fonctionnelles, comme présenté dans la sous-section 1.1.1. Leur construction
permet a ces objets d’étre plus manipulables, notamment pour le probléeme d’arrét opti-
mal. On pourrait se demander s’il est possible de résoudre les problemes d’arrét optimal
sur des PDMP mesure en se ramenant a de la dimension finie, notamment dans le cadre
de modeles de population de cellules. En effet, on peut penser aux formules many-to-one,
reliant le comportement moyen d’une cellule au comportement moyen dune population
entiere. Pour ce faire, on cherche a calculer les différents opérateurs pour les PDMP a
valeur mesure dans le cas particulier d’une population de cellules. Plus précisément, le
but est de voir s’il était possible de les exprimer en fonction des opérateurs associé au



probleme fini-dimensionnel. Les calculs n’amenant pas une relation explicite entre les
différents opérateurs, on se base sur des simulations numériques afin d’avoir une preuve
empirique de ’équivalence ou non des différents problemes.

< D’autre part, on étudie un PDMP réel particulier modélisant le TCP, Transmis-
sion Control Protocol, au chapitre 3. Le phénomene est le suivant : on regarde le débit
instantané maximal sortant d’un ordinateur connecté a un réseau TCP/IP comme Inter-
net. Plus on avance dans le temps, plus ce débit augmente, de facon déterministe. On le
modélise ainsi : I’évolution du débit est linéaire, il augmente d’une unité a chaque pas de
temps. Au bout d’un certain temps aléatoire, afin d’éviter la congestion, le débit est divisé
par deux. Et le débit évolue a nouveau a partir de cette nouvelle valeur obtenue apres le
saut. On peut par exemple retrouver cette construction dans [CM16]; ou encore en tant
que cas particulier de [DGR02], article abordant 1’étude de comportements asymptotiques
de processus markoviens modélisant des phénomenes de congestion informatique. On est
dans le cas d'un PDMP en dimension 1. A partir de ce modele tres simple, on cherche
a approcher ce processus a ’aide de schéma numérique : en effet, la trajectoire détermi-
niste entre les sauts d’'un PDMP peut ne pas étre connue explicitement. Le flot, qui la
caractérise, n’est parfois connu que via une équation différentielle. Ceci nous porte vers
I’étude de schéma numérique, type schéma d’Euler.

La méthode peut se résumer ainsi : on se donne une suite d’instants espacés d'une
distance h, formant une grille de discrétisation du temps. On cherche ensuite une va-
leur d’approximation du flot pris en ces instants. En utilisant ce schéma numérique, on
construit un autre processus a saut pour approcher le PDMP modélisant le TCP, et on
considere un flot approché constant par morceaux sur ces intervalles de longueur h. Ce
processus est construit "en escalier', c’est-a-dire constant par morceaux, sur la grille de
discrétisation du temps. On regarde ensuite I’écart entre les deux processus, en étudiant
plusieurs types d’erreurs. On peut voir par exemple a la figure 2 I'écart qui augmente
entre les deux trajectoires; l'erreur trajectorielle semble augmenter avec le temps, mais
on montre dans le chapitre 3 que cette erreur est majorée. Ces écarts viennent de 'ap-
proximation qu’on fait des inter-saut du processus TCP.

On propose des majorations de cette erreur trajectorielle dans le théoreme 3.4.1. On
s’intéresse également a une erreur "en loi" (dite erreur faible). On présente une approche
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FIGURE 2 — Une trajectoire du TCP en bleu et du processus l’approchant, en rouge.



théorique pour chaque type d’erreur, illustrée par des simulations numériques. La sim-
plicité du modele permet de mesurer I’écart, essentiellement dii au retard des sauts du
processus approchant.

Cette these s’organise en trois chapitres principaux. Un premier chapitre présente les
PDMP déja existants ainsi que nos PDMP a valeur mesure. Un second chapitre aborde
I’arrét optimal pour les PDMP a valeurs mesures, fait par programmation dynamique.
Enfin, un dernier chapitre sur un PDMP réel fait I’étude de 'approximation du processus
par schéma d’Euler et la propagation d’erreurs. Une annexe en fin de manuscrit regroupe
les différents codes écrits et utilisés durant la these, sous MATLAB, servant aux illustra-
tions numériques (surtout présentes dans les chapitres 2 et 3).

Ce travail a été soutenu par la Région Languedoc-Roussillon et le FEDER, a travers
le projet PROMMECE.
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CHAPITRE

CONSTRUCTION DE PDMP

Plan du chapitre

1.1 Construction historique de Davis . . . .. ... ... ..... 8

1.1.1 Définitions des différents éléments . . . . . . . . . . . ... ..

1.1.2 FEtapes de construction . . . . . .. ... ... 12
1.1.3 Propriété de Markov forte du PDMP réel . . . . ... ... .. 15
1.2 Construire un PDMP sur un espace de mesure ... . ... 16
1.2.1  Structure des espace de mesures . . . . .. .. .. .. .. ... 17
1.2.2 PDMP a valeur mesure . . . ... ... .. ... .. ... ... 18
1.3 Exemples de modeles et lien entre différents modeles . . . 22
1.3.1 PDMP sur un espace de mesure, issu de 'exemple jouet . . . . 22
1.3.2 PDMP sur R? avec d changeant & chaque saut, ()v(t)t ...... 24
1.3.3 PDMP augmenté du temps, (X¢); - - o o o oo o oo 25
1.3.4 Cellule marquée et lien avec les PDMP mesure . . . ... ... 26

Le but de ce chapitre est d’amener a la construction de PDMP prenant leurs valeurs
dans des espaces de mesures, ainsi que de motiver le choix de tels espaces. En effet, a
leur formalisation par Davis, les PDMP sont introduits comme des processus a sauts,
se comportant entre les sauts de maniére déterministe. Il nous faut trois éléments pour
décrire ces processus : le comportement déterministe entre les sauts, la loi des temps de
sauts, la loi des positions du processus apres les sauts. Nous commengons d’ailleurs ce
chapitre par exposer la construction des PDMP telle que Davis I’a faite dans [Dav84]. Les
PDMP y sont présentés comme des processus hybrides. Ils possedent deux composantes :

7



une composante discrete, appelée le mode, et une composante évoluant dans des sous-
espaces de IR", appelée la variable d’état. Cette variable d’état représente en général une
caractéristique que 1'on souhaite étudier, comme la longueur d’une cellule par exemple.
A instant ou le processus effectue un saut, ’espace ou évolue cette variable d’état peut
changer, passant par exemple de R” & R""!. La dimension de 1’espace oti évolue le PDMP
n’est pas forcément bornée, des PMDP en dimension infinie ont déja été développés par
exemple dans [BR11b], [GT14] ou encore [RTW12]. Les PDMP y sont a valeurs dans des
espaces de Hilbert séparables, afin de modéliser des phénomenes en lien avec des modeles
de membranes.

Les PDMP peuvent également modéliser I’évolution de cellules, comme 'exemple fil
rouge que nous allons utiliser tout au long de ce chapitre et du chapitre 2. En effet,
on peut s’intéresser a I’évolution de la longueur d'une cellule, que représente la variable
d’état de notre processus. On suppose que la cellule a une durée de vie aléatoire, et que
pendant ce temps sa taille grandit. Le saut du processus représente donc une division
cellulaire. On pourrait également regarder la longueur de plusieurs cellules, et a chaque
saut (chaque nouvelle division), le nombre de cellules augmente de 1. La dimension de
I’espace augmente également de 1. Si on ne veut pas s’imposer une population finie, cela
nous oblige a changer d’espace a chaque saut ; d’un point de vue topologique cela ne rend
pas ses objets faciles a manipuler.

Dans la deuxieme partie de ce chapitre, on introduit une construction des PDMP sur
des espaces différents, en vue de la relier & une dynamique de population non forcément
bornée. Au lieu de modéliser la dynamique d’un seul individu a I'aide d'un PDMP de
dimension finie, le processus prend en compte la dynamique de tous les individus de la
population branchante. Une telle population peut étre représentée par une mesure dis-
crete, d’ou la nécessité de définir des PDMP valorisés par une mesure. La représentation
de processus a valeur mesure dans la dynamique des populations est utilisée, par exemple,
dans [Ber06, FMO04], pour des processus de type fragmentation. Il s’agit d'un cas particu-
lier de PDMP a valeur mesure, sans comportement déterministe entre les sauts et dont
la loi des temps de sauts est une loi exponentielle.

Enfin, apres avoir construit nos PDMP, on présente quelques modeles issu de la dyna-
mique des population. L’accent est notamment mis sur la définition des éléments carac-
téristiques du modele population a partir de celle du modele individu centré, ceci étant
la motivation principale de notre construction sur des espaces de mesures.

1.1 Construction historique de Davis

On présente ici la construction des PDMP quasi telle que faite par Davis dans [Dav93],
au chapitre 2 (paragraphe 24). En plus de rappeler les PDMP "classiques', cela permet
de voir les points problématiques ou le passage a espace de mesures impliquera des chan-
gements. Cependant, en vue de notre propre construction, on simplifiera les hypotheses
de frontieres (voir [Dav93], chapitre 2, paragraphe 4, p57). Premier abus de notation :
dans toute la suite, on se référera a cette classe de PDMP comme les PDMP réels méme



si techniquement 'espace d’état n’est pas issu de IR mais de sous-espaces de R”, comme
nous allons le voir. On donne ici des notations générales qui serviront dans la suite de ce
chapitre :

—~ Notation 1.1.1.} .

Soit W un espace topologique.

% On note B(W) sa tribu borélienne, B,(W) le sous-ensemble des boréliens bornés,
W sa fermeture et O sa frontiére.

« Pour z dans W, on note 4, la mesure de Dirac en z.

1.1.1 Définitions des différents éléments

On commence par introduire les éléments nécessaires pour définir nos espaces (qui
seront le décor de notre étude) :

Soit K un espace dénombrable et soit d : K — IN une fonction qui envoie K dans
IN I'ensemble des entiers naturels. Cette fonction d sert a numéroter les dimensions des
espaces ou va évoluer notre processus.

Pour chaque v € K, soit E, un sous espace ouvert de R¥*). On définit ensuite ’espace
E comme suit :

E= |J{v} xEy={(v,0),ve K, €E,}. (1.1.1)

veEK

r—[Notation 1.1.2.] N

Pour = = (v, () dans E, on dira que v représente le mode et ¢ la composante d’état.
L’espace E est un espace hybride.

L’espace K est appelé espace des modes. L’espace total E est [’espace d’état du pro-
Cessus.

Par exemple, si on regarde 1’évolution de la longueur de cellule dans une population,
le mode pourra correspondre au nombre d’individus de la population. La quantité ¢
représente le "trait", la caractéristique physique qui nous intéresse. Dans I’exemple juste
cité, le trait peut étre la longueur des cellules. Ceci implique qu’a chaque nouvelle division
cellulaire, on incrémente le mode de 1; de fait, 'espace des modes n’est (pour le moment)
pas supposé borné.

On munit 'espace E de la tribu & engendrée par les sous-espaces A C E ayant la
forme suivante :

A={v} xA, pourwve K et A, un borélien de E,. (1.1.2)



On souhaite ensuite métriser E avec une distance p qui traduirait que deux points
sont a distance infinie s’ils n’ont pas le méme mode. Pour (z,), = (vn, (,), suite de E et
x = (v,() dans E, on voudrait I’équivalence suivante :

( ) E g 5 N ¢ Up = U pour n = m, (1.1.3)
Tp, L) — U < m € q E. 1.
P n—o00 <m+km<'

La convergence dans les espaces E,, se fait pour la topologie usuelle sur RY™ i.e. pour
la distance euclidienne classique. Pour la distance p, on peut prendre par exemple :

1 siv# 2
.1'7 xl = y 01\1 —= — max al“Ctan . < 1 114
p( ) {X(C - Cl) sinon X(C) T 1<j<d(v) ‘C]’ ( )

On introduit la fonction y car ainsi, la distance vaut 1 si les deux points n’ont pas le
méme mode et sinon la distance est strictement inférieure a 1.

Proposition 1.1.3.}

L’espace (E, &, p) peut étre vu comme un sous-espace d’'un espace métrique com-
plet séparable, (dit espace Polonais).

Cette propriété est détaillée dans [BS78] au chapitre 7; sans entrer dans les détails,
cela assure la construction de variables aléatoires particulieres (que 'on va voir dans la
suite) sur cet espace E.

On introduit maintenant les différents éléments caractéristiques qui vont intervenir
dans la construction du PDMP. Ces 3 éléments permettent de caractériser entierement
la loi d’'un PDMP, ce qui n’est pas le cas des processus de Markov pris au sens général.
On peut décrire ces éléments de maniere synthétiques, ainsi que leur role dans le PDMP
et leur interprétation dans la construction du PDMP. Soit v € K et ¢ € E, fixé, on note
x = (v,() € E, correspondant a I’état initial du processus.

Eléments caractéristiques :

% On se donne un flot continu (z,t) — ¢(z,t) = (v,¢,(¢,t)) pour tout = = (v,()
dans E et t positif. L’ensemble (¢,),cx est lui-méme une famille de flots avec, pour
chaque v dans K, ¢, : E, x Ry — E, . Ce flot peut s’interpréter comme les solutions
d’une équation différentielle ou famille d’équations différentielles. Pour ¢ dans E,, la
fonction définie sur Ry par ¢t — ¢,((,t) est la solution de cette équation différentielle
avec la condition initiale & I'origine ¢. Donc ¢,((,0) = (. Ce flot possede également la
propriété de semi-groupe, a savoir :

VS,t?O, ¢v(',t+5> :¢v(¢v('7s)7t)'
On note de plus :
t*(z) = inf{t > 0, ¢,(¢,t) € OE,} (1.1.5)

le temps d’atteinte de la frontiere de ’espace E, en partant du point x, avec la conven-
tion classique inf ) = +o00. C’est un temps déterministe, et s’il est infini cela signifie
que le processus n’atteint pas la frontiere en temps fini.
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% Soit [ : E — IR, une fonction mesurable. Elle vérifie la propriété d’'intégrabilité locale
le long du flot : pour tout x = (v, () € E, il existe un € > 0 tel que

/ lo¢(z,s)ds < oo,
0
ou on note o ¢(x, s) = l(v, $,(C, s)) pour tout x dans E et s > 0.
% Soit Q : E x B(E) — [0, 1] un noyau de transition markovien. Il vérifie donc :

— pour tout A dans &, Q(-, A) est mesurable sur (E, &),

— pour tout z dans E, Q(z,-) est une mesure de probabilité sur (E, &).

On impose en plus a ) de vérifier :

Ve € E, Q(z,{x}) = 0. (1.1.6)

Maintenant que nous avons introduit les principaux protagonistes, nous devons introduire
les personnages secondaires et leurs différentes relations :
Soit x = (v, (). On définit

F(2,t) = Lyt ()} €XP (— /Ot [o¢(z, 3)ds> : (1.1.7)

On reconnait presque la fonction de survie d’une loi exponentielle dont l'intensité est
donnée par la fonction [ composée avec le flot. Le "presque" vient de l'indicatrice : elle
traduit le fait qu’on ne peut pas excéder le temps d’atteinte de la frontiere par le flot ¢
partant du point x.

Notation 1.1.4. }

On note &,(l o ¢) la loi dont la fonction de répartition est donnée par F(z,-), et
on note £(«a) la loi exponentielle classique de parametre a > 0.

Afin de construire des variables aléatoires suivant cette loi, on passe par la pseudo-
inverse de cette fonction : pour u dans ]0,1] on note

Yy (z,u) == inf{t > 0, F(z,t) > u} = F(z, u). (1.1.8)

Ainsi, pour une variable U de loi uniforme sur [0,1], la variable ¢, (x, U) suit la loi &,(lo¢).

De méme, on veut construire des variables aléatoires dont les lois associées sont don-
nées via le noyau de transition, qui n’est pas directement une fonction de survie, se basant
sur les boreliens de E. Afin de clarifier les choses, on note Leb la mesure de Lebesgue sur
R. Tl existe une fonction 1y : E x [0, 1] — E telle que

Leb(w5 Y (z, A)) = Leb({u € [0,1] | vo(z,u) € A}) = Q(z, A). (1.1.9)

L’existence de cette fonction 1y est donnée dans [Dav93]. Ainsi, la variable aléatoire
o(z, U) suit la loi Q(z,-).

Ici, on voit un point qui va étre important au moment du passage aux espaces de
mesures, ce sont les existences des fonctions 1; et 15 sur ces espaces. En effet, la fonction
11 ne sera pas problématique a généraliser, mais I'existence de 15 telle que justifiée dans
[Dav93] (via [BS78]), suppose d’étre sur des espaces réels.

Apres cette remarque anticipant les problemes de la section suivante 1.2 on passe a
la construction du processus.
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1.1.2 Etapes de construction

Soit (2,4, IP) un espace de probabilité. Soit (Uy, Us, . ..) une suite de variables aléa-
toires indépendantes et identiquement distribuées selon la loi U]0, 1 . La trajectoire d'un
PDMP (X;(w)s0) prenant valeur dans E pour w € € est définie de maniére itérative :

On se donne un point initial xy = (v, (o) dans E : Xo(w) = zo.

On définit T} (w) = S1(w) := Y1 (x0, U (w)) le premier temps de saut du processus.
La fonction de survie de Sy est donnée par IP(S; > ¢|Xy = zo) = F(zo,t). Au vu
de son expression donnée en (1.1.7), on remarque qu’on a deux types de sauts :
les sauts "purement" aléatoires (lorsqu’on est strictement inférieur a t*(x) et les
sauts forcés lorsqu’on touche le bord (voir la figure 1.1.1). La fonction [ intervenant
directement comme intensité dans ’exponentielle, elle est appelée intensité de saut
(ou encore tauz de saut).

Sur t € [0,.S1(w)[, on pose X¢(w) = ¢y, (o, t). Le flot correspond donc au comporte-
ment du processus entre les sauts. D’ou le nom de déterministe par morceaux.

A l'instant du premier saut, on pose Xg, (w) := ’QZ)Q((U(), Guy (Co, S1(w))), UQ(W)). Cette
position post-saut est une variable aléatoire, notée Z; := Xg,, qui suit la loi donnée
par le noyau markovien Q. Plus précisément, la loi de Z; conditionnellement a Sy
est

L(Z4]91) = Q(¢(x0, 51), ) = QXg-, ) (1.1.10)

ou Z(+]-) désigne la loi conditionnelle; de méme on notera .Z(-) pour désigner
la loi d'une variable aléatoire. Le noyau permet donc de sélectionner les positions
post-saut du processus ; la propriété (1.1.6) indiquant que le processus ne peut pas
sauter sur place.

On recommence en prenant comme nouveau point initial Xg, (w) = (v1, 1).

L’itération est la suivante : pour n > 0
Sni1(w) = Y1(Xz, (W), Uan41(w)),  Togr(w) = Tn(w) + Snpa(w),
et

Xi(w) = o(Xr, (W), t — Th(w)), pour Th(w) <t < Thi1(w),
Xt ) = (001,602 G S (). Usna(@)) = 02 (X (@), Usnga(e).

On donne un exemple de trajectoire sur la figure 1.1.1, ot les deux premiers sous-espaces
sont dans IR?, partant du point (vg, (p). Pour z dans E, on note (X¥)io le PDMP réel
dont le point initial est x. Egalement, on note :
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FIGURE 1.1.1 — schéma d’une trajectoire de point initial (v, (p).
Ici, le premier saut est un saut "purement" aléatoire (dans l’espace E,, d E,, ) et le deuziéme
saut est provoqué par l'atteinte du bord de E,, .

~ Notation 1.1.5.} .

Les durées inter-sauts successives sont notés .9, et les temps de sauts notés 7T,, :=
* 1S, avec la convention Sy = T = 0. On note aussi pour w dans €2 :

Ni(w) = Z]lt>Tk(w)- (1.1.11)
k=0

\ J

Ces notations des instants de sauts T}, et des durées inter-sauts S; serviront pour tous
les modeles présentés dans la suite. Contrairement aux notations pour le processus (X);
qui changeront a chaque modification majeure d’hypotheses (changement d’espace d’état
par exemple), on gardera dans toute la suite T} et Si ceci afin de ne pas rajouter de
nouvelles notations.

Afin d’éviter des problemes d’explosions, et de pouvoir définir les trajectoires de (X;)ss0
pour tout ¢ positif, on fait I’hypothese suivante :

,—[Hypothéses 1.1.6.} \

Pour tout point initial z dans E et pour tout ¢t > 0, on a :

E Z ]I{Tn<t}‘X0 =x| <00.

n=1

Cette hypothese permet notamment d’avoir 7} qui tend vers I'infini presque surement.
Il est difficile de formuler des conditions générales sous lesquelles cette hypothese est véri-
fiée, a cause des liens compliqués entre les éléments caractéristiques (¢, Q, 1) ; cependant,
on se placera toujours dans des cas ou cet hypothése est vérifiée.

La chaine incluse, i.e. la suite des positions post sauts, est notée (Z,), avec Z,, := Xr.,.
Cette suite augmentée des inter-sauts, (Z,, S, )nen contient toute I'information aléatoire
du processus a temps continu.

C’est ici que se clot la construction de Davis. A partir de cette définition, on peut dé-
duire plusieurs propriétés mais ce qui nous intéresse (et ce qui justifie le M dans PDMP),
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c’est la nature Markovienne de ce processus (X;):. On commence par donner un exemple
de PDMP réel, qui servira de fil rouge et de comparaison pour la section suivante 1.2.

Exemple 1.1.7. Considérons 1’évolution de la taille d'une seule cellule. Au bout d'un
certain temps aléatoire, la cellule se divise en deux cellules de taille égale. On suit ensuite
I’évolution de la taille d’'une des deux cellules filles. Le noyau est donc juste une division
déterministe par deux. On se place ici sans changement de mode, on considérera donc
que x = ¢ au lieu de = = (v, ().

On se place sur R correspondant a I'espace ou évolue le trait considéré, ici la taille
de la cellule (on pourrait méme se restreindre a R} ). On fera donc 'abus E = R dans la
mesure ol 1’on oublie le mode. On suppose que la taille des cellules augmente de facon
exponentielle, & un taux de croissance r > 0. Le temps d’atteinte de la frontiere est égal a
+00, R n’ayant pas de bord atteignable. Enfin, on suppose que I'intensité est une fonction
puissance, caractérisée par un exposant a.

Les éléments caractéristiques sont donc donnés par, pour x dans IR, ¢ positif et A dans

&
P, t) = we',
Q(z, A) = 0z2(A) = 1a(z/2), (1.1.12)
l(x) = x“.

Concernant la simulation, on donne un exemple de trajectoire a la figure 1.1.2. Au vu de
la formule (1.1.7), la fonction de survie des temps inter-saut est donnée par :

V(z,t) e Rx Ry, F(z,t)=exp (— /Ot lod(x,s) ds) = exp <_$a (e’m - 1))

ra

dont la pseudo-inverse est

V(z,u) € Rx]0,1], FI(z,u) = L In (1 — raln(u)) .

ro xr
3 1]

F

0 4+t ——h
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045

FIGURE 1.1.2 — simulation d’une trajectoire d’évolution de la taille d’une cellule.
La taille initiale x vaut 3, le tauzr de croissance r vaut 4 et on a aussi a qui vaut 1. On se
réferera a l'algorithme A.1.0.1 en annexe.
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1.1.3 Propriété de Markov forte du PDMP réel

On présente maintenant la propriété markovienne des PDMP, telle qu’exposée dans
[Dav93], paragraphe 25.

Soit Dg|0, +00] 'ensemble des fonctions sur IRy a valeurs dans E qui sont continues
a droite et admettant des limites a gauche (cadldg). On note x; Papplication coordonnée
définie par X, (f) = f(t) pour f dans Dg[0, +oo[. Soit (F?)sso la filtration naturelle de
<>C(t)t’ cest-a-dire F? est la tribu engendrée par les {X,,s < t} et F’ = \/ F.

>
Grace a I'hypothese 1.1.6 de non explosion, pour chaque point intit(i)al x dans E la

construction précédente 1.1.2 nous assure l'existence d’une fonction mesurable T, de 2
dans Dg[0, +o00][ telle que

Vwe Q, X (To(w)) =XF(w).

On a une correspondance entre les trajectoires possibles (I’ensemble Dg|0, +00]) et notre
construction aléatoire. On note P, la mesure image de IP par T,. Cela définit une famille
de mesures (IP,),ep sur Dg[0, +00). Dans la suite on identifie X, et X;, ce qui nous permet
d’écrire :

P (X)) € A) = P((X,): € AXp = 7).

On peut également traduire cet aspect pour une condition initiale non déterministe :

r—[Notation 1.1.8.] N

Pour v une mesure sur E, on définit la mesure P, sur (Dg[0, +00), F9) par

VAe FO, P,(A) = /E]Px(A)y(d:c).

De plus, pour toute fonction f mesurable bornée et pour tout (z,t) dans E x Ry, on
note

Pof (@) = Balf(X)] = [ FOX(w))IP, (do)

\ J

On complete la tribu F? avec les élements de FO négligeables pour P, et on note
F/ cette complétion. On définit enfin F, = () F/, Uintersection se faisant sur toutes les
v

v mesures de probabilités sur E.
Toutes ces notations étant posées, on a le résultat principal de cette partie :

r—[Théoréme 1.1.9.} \

Le processus (X;)sso sur (DE[O, +ool, (Fi), (]Px)er) est un processus de Markov
fort, i.e. vérifiant la propriété suivante : pour tout = dans E, pour tout T' (F;)-temps
d’arrét fini et pour toute fonction mesurable bornée f, on a

Vs > 07 ]Ea: [f(XTJrs)

Fr| =Pt (Xe). (1.1.13)

15



Ce théoreme est montré dans [Dav93] d’abord pour la propriété de Markov faible, a savoir
montrer I’équation (1.1.13) dans le cas ou 1" = ¢ est un temps déterministe positif. Puis
Davis passe a la propriété forte en utilisant un théoreme (présent dans 'annexe du méme
livre, sur la structure des temps d’arrét, en A2.3), sur la décomposition de temps d’arrét.

On passe maintenant a nos PDMP a valeurs mesures, extension des PDMP classiques
dans des espaces d’état réels.

1.2 Construire un PDMP sur un espace de mesure

Dans cette section, on s’inspire de la construction de Davis mais en passant aux espaces
de mesures comme espaces de bases pour notre PDMP. On commence par définir un
espace hybride sur lequel la construction de notre processus est possible. Sur cet espace, on
introduit les éléments caractéristiques nous donnant la dynamique des trajectoires entre
les sauts, les temps de sauts et les positions apres saut. Ensuite on montre la propriété
de Markov forte et on donne des exemples simples sur des modeles de populations.

Avant toute chose, on donne quelques notations générales.

Notation 1.2.1.]

Soit W un espace topologique. On note By(W) I’ensemble des fonctions sur W
mesurables bornées a valeurs réelles, C.(W) I'ensemble des fonctions a valeurs réelles
continues a support compact sur W.

Et on précise également quelques notations propres aux espaces de mesures.

r—[Notation 1.2.2.} N

% On note M I'ensemble des mesures localement finies sur (R”, B(R™)) et %t = {p €
M; VB € B,(R™), u(B) € N} le sous-ensemble des mesures discretes. Tout p
dans IN peut s’écrire comme une somme de mesure de Dirac (possiblement infinie).

% Pour toute mesure p dans M et pour toute fonction f dans C.(IR™), on pose
pf = [ f@nlda)

% On dit qu'une suite (u,), C M converge vers p € M pour la topologie vague, en
notant p, % Wy Sl
n—oo

n—oo

On munit M de la topologie vague. On remarque alors que N est fermé dans N pour
cette topologie (voir par exemple [Kal86]).
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1.2.1 Structure des espace de mesures

On reprend notre espace des modes K, ici supposé méme fini. De méme, pour chaque
v dans K, soit E, un sous-espace ouvert de I, représentant ici aussi ’espace pour la
variable d’état associé a v. L’espace d’état total est noté E et correspond a :

E={(v,n) e KxM|veK,ueE,}.

On munit cet espace E de la tribu .7 engendrée par les ensembles A de la méme forme
qu’en (1.1.2). Avant de passer a la construction, on donne un exemple simple de I'utilité
du choix des PDMP a valeurs mesures, pour modéliser des dynamiques de populations.

Exemple 1.2.3. Considérons une population de trois individus a un instant fixé. On
note leur taille (z;)1<;<3. Alors on peut modéliser cette population dans 9 via la mesure :

3
M:Z(Sl’i e N

=1

Toute I'information nécessaire sur la taille des individus est contenue dans p. Chaque
Dirac dans la somme contient 'information d’un individu, et le nombre de Dirac nous
donne le nombre d’individus. Lorsqu'un nouvel individu apparait (ou disparait), cela
change le nombre de termes dans la somme mais la mesure p reste toujours dans 9. Cette
facon de représenter les populations est plus simple a manipuler qu’une identification a
des vecteurs changeants de taille, notamment pour de la convergence ou des opérateurs
itératifs.

On cherche a doter d’une métrique gy les espaces topologiques M et N, en vue d’avoir
des espaces Polonais, c¢’est-a-dire des espaces métriques complets et séparables. Cette pro-
priété sera utilisée dans la sous-section 1.2.2. Comme fait dans le livre [Kal86, Appendix],
on construit la métrique gy comme suit :

Soit C une base dénombrable d’ouverts bornés de IR™, pour m dans IN. Supposons
(sans perdre de généralités) que C est stable par union finie. Pour tout C' dans C, il existe
une suite (C,), dans B,(IR™) et une suite croissante de fonctions (fc.,), dans C.(R™)
telles que :

fc,n —— 1o et ]lcn < fqn < 1e.

n—oo
Comme C est dénombrable, 'ensemble { fc,, | C € C, n € N} est dénombrable. On numé-
rote f1, fo,... toutes ces fonctions. Et alors une mesure p quelconque est completement
déterminée par 'ensemble {jufi, k € IN}.
Pour toutes mesures p et p' dans I, on définit la distance gy par :

oo(i 1) = 3 o (1 — exp(—|pufi — 1 fil) .

k
k>1 2

On a donc la propriété suivante de structure des espaces pour la variable d’état :

Proposition 1.2.4.}

Les espaces (M, go) et (N, 09) sont des espaces Polonais : des espaces métriques
complets séparables pour la topologie induite par la distance gg.
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La démonstration se trouve dans le livre [Kal86], toujours dans I’annexe.

Maintenant, on peut s’intéresser a la construction a proprement parler de notre PDMP
a valeurs mesure. La démarche reprend le méme schéma que dans la section précédente,
avec les justification pour que cela fonctionne.

1.2.2 PDMP a valeur mesure

On peut maintenant munir ’espace £ d’une métrique, construite de fagon similaire a
(1.1.4), et qui traduira le fait que deux points qui ne sont pas dans le méme sous-espace
(donc pas avec le méme mode) sont a distance inatteignable.

Soit ¥ = (v, ) et ¥ = (v, 1) dans E. On pose :

2
—arctan(go(p, p'))  siv =1,
7r

o(x,¥) = (1.2.1)

1 sinon.

On retrouve la méme équivalence de convergence qu’en (1.1.3), & savoir qu’une suite dans
E converge si et seulement si la suite des modes est constante a partir d'un certain rang,
puis la suite des variables d’état converge dans le sous-espace associé pour la métrique

Qo-
On présente maintenant une propriété de I'espace

E={x=@w,pneKxM|veK,uekE,} (1.2.2)

ol E, est la fermeture de £, pour la distance gy. Cet espace E est lui-méme la fermeture
de E pour la metrique p.

Lemme 1.2.5.]

L’espace métrique (F, g) est un espace Polonais.

Cette propriété est nécessaire pour la construction explicite des positions post-saut.

Preuve. On propose la démonstration suivante : on doit prouver que E est un espace
métrique complet séparable. On commence par montrer que c¢’est un espace séparable.

Les espaces FE, sont des sous espaces de M, lui méme Polonais pour gy. Ce sont donc
des espaces a base dénombrable. Comme K est lui méme dénombrable, I’espace métrique
E est a base dénombrable (donc séparable) au vu de son écriture en (1.2.2). Reste & voir
la complétude.

Pour tout v dans K, chaque espace (E,, gp) est un espace complet en tant que fermé de
'espace complet M. Soit (£,)n, = (Un, fn)n une suite de Cauchy dans (E, g) et montrons
qu’elle est convergente. Elle vérifie :

Ve>0 INeN, Vp,g>N o &) <Ee.

On prend un gy < 1, et on note Ny le rang associé. On a donc la distance o(¥,, ¥,)
strictement plus petite que 1 et ainsi que v, = v, pour tout p, ¢ > Ny, d’apres la définition
de g en (1.2.1). La suite (v,) est donc constante a partir du rang Ny ; on note v sa limite.

18



La suite (fin)n>n, €volue donc dans 'espace (E,, 0). Or, cette suite est aussi de Cauchy
pour cet espace : pour n’'importe quel € < &g, il existe un rang N > N, vérifiant la
proprié¢té de Cauchy. Ce rang N correspond au rang Nian(er/2), car on a bien pour tout
p,q> Ntan(ew/2)7

2
0(#p, %) = —arctan(o(py, f1q)) < tan(em/2) = 0o(pyp, f1q) < &.

Or, (E,, 00) est complet, donc cette suite converge vers un élément . La suite (&,), est
donc convergente dans (E, ), car la suite (v,), est constante a partir du rang Ny et
que la suite (u,), converge dans (F,, 0o) & partir de ce rang Ny. On a donc montré la

convergence de toute suite de Cauchy et ainsi ’espace est complet. -

Cette propriété étant montrée, on définit de la méme facon que précédemment les
éléments caractéristiques, avec les mémes types de propriétés que les éléments caractéris-
tiques des PDMP réels :

% une famille de flots continus (®,),cx avec @, : E, x Ry — E, avec la propriété de
semi-groupe, ainsi que le temps d’atteinte t*(z) = inf{t > 0, ®,(u,t) € E,};

% un taux de saut mesurable A : F — IR, localement intégrable le long du flot;

% un noyau de transition markovien Q : E x B(E) — [0, 1] , sans saut sur place.

La trajectoire d'un PDMP (X;(w)ico) prenant valeurs dans E pour w € (2 est définie
de maniere itérative :

On se donne un point initial g = (vy, o) dans E : Xo(w) = ¥o.

On veut définir 7} (w) = S1(w) le premier temps de saut du processus. La fonction
de survie de S; est égale a

¢
F(zo,t) :=P(S1 > t|Xo = #0) = Ljps=(p)) €XP (—/0 Ao, D, (1, s))ds) )

Comme précédemment, on peut considérer la pseudo-inverse FI=1, noté Wy, et poser
S1(w) = ¥y (o, Ur(w)), qui aura la bonne fonction de survie.

Sur ¢t € [0,.S1(w)], on pose X;(w) = Dy, (1o, 1).

A Tinstant du premier saut, on voudrait que Xg, (w) suive la loi donnée par Q (X S ).
Or, la fonction Wy ne s’obtient pas directement comme la fonction Wy (qui corres-

pond juste a une pseudo-inverse). On a besoin pour cela du lemme suivant, issu de
[Kolll, 1.1(p6)] :

r—[Lemme 1.2.6.] \

Soit {v(w, dy)},ex une famille de probabilité sur un espace % Polonais, dé-
pendant mesurablement d’un parametre w € # ou # est un espace polonais.
Alors il existe f: # x [0,1] — % mesurable telle que :

0 ~U0,1] = f(w,0)~v(w,-).
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Dans notre cas, les espaces # et % correspondent & £ qui est bien polonais et
v(w,dy) = Q(w,dy). On pose Uy = f et

Xg, (w) == Wy ((vo, D, (10, S1(w))), Ug(w)). La position post saut est une variable
aléatoire, notée Z;, qui suit la loi donnée par le noyau markovien (). Plus précisé-
ment, la loi de Z; conditionnellement a Sy est (comme en (1.1.10)) :

ZL(Z1|Th) = Q(P(x0, 51),7) = Q(Xs;v ) (1.2.3)

On recommence en prenant comme nouveau point initial Xg, (w) = (v1, p1).

L’itération est la suivante : pour n > 0

Snt1(w) = Vi(Xr, (W), Uzn1 (W), Tot1(w) = Tn(w) + S (W),
et

Xi(w) = ¢( X7, (w),t — Ty (w))  pour Tp(w) <t < Thi1(w),
X1, (W) = Uy (XT{H(W)’ U2n+2(w>) :

On reprend également ’hypothese 1.1.6 sur la non explosion locale du processus de
comptage associé. Enfin, de méme qu’a la section 1.1.3, on construit une filtration (%);,
une famille de probabilités (IP;).cr avec lesquelles ont peut considérer notre PDMP-
mesure CoOmme Un processus sur (DE[O, +0ol, (F1)ts (IP;)er).

En calquant les notations de la partie précédente, on obtient également la propriété
de Markov pour notre processus. La démonstration est similaire a celle de Davis, le point
bloquant étant la structure des temps d’arrét, qu’on adapte ici :

~ Théoréme 1.2.7.] \

Une variable aléatoire positive 7 est un (%#;);so-temps d’arrét si et seulement si il
existe une suite (R, ),en de variables aléatoires (#r, )nen-adaptées telles que :

T = ZRn—l/\Sn-

n=1

\ J

Preuve. La démonstration suit le méme enchainement que dans [dSDZ15, Section 1.7].
Elle est basée sur le théoreme A2.3 dans [Dav93] qui s’applique pour tout processus
constant par morceau et continu a droite, & valeurs dans un espace de Borel! et la
bijection entre notre processus (X;); et le processus (7;); constant par morceau continu
a droite a valeurs dans £ x IN défini par

= (Xo,0), t<Ty, n=(Xg,,n), T, <t <Thp.

O

1. un espace de Borel est un espace mesurable séparé a base dénombrable, ce qui est équivalent a un
espace mesurable isomorphe & un espace métrique séparable muni d’une tribu borélienne.
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Ici, la filtration (%#;); est construite a partir de ’espace des fonctions cadlag sur F,| et
non pas sur E comme dans la partie 1.1.3. De méme qu’a la notation 1.1.8, on introduit
la quantité suivante :

r—[Notation 1.2.8.} N

Pour toute fonction f mesurable bornée et pour tout (&,¢) dans £ x R, on note

Pif (1) = Bl (X0)] = | F(Xilw)Py(w).

Une fois ce théoreme 1.2.7 en main, on peut énoncer la propriété de Markov :

r—[Théoréme 1.2.9.} \

Le processus (X;)sso sur (DE[O, +oo[, (Z)e, (ng);eE> est un processus de Markov
fort, i.e. vérifiant la propriété suivante : pour tout ¢ dans F, pour tout T' (.%;)-temps
d’arrét et pour toute fonction mesurable bornée f, on a

Vs >0, [ f(XT+S)nT<OO]%} = P f(X7) 1rcoo. (1.2.4)

Preuve. La démonstration se fait de la méme fagon que [Dav93, Section 25], grace au
théoreme 1.2.7.

En effet, on commence par montrer la propriété de Markov faible, i.e. pour T° =
t un temps déterministe. Cette propriété vient de la loi des durées inter-saut presque
exponentielle. Par calcul, on trouve :

Py (inf{u >t ; X, # Xy} >t +5|.%) = Px,(T1 > s), (1.2.5)

Ceci signifie que la loi du prochain saut apres t est la méme que celle du premier saut
d’un PDMP partant de X;. De plus, la loi du processus redémarré a X; ne dépendant
que de variables aléatoires uniformes indépendantes de tout le reste, d’ou la propriété de
Markov faible.

Pour la propriété de Markov forte, on écrit notre temps d’arrét avec la décomposition
du théoreme 1.2.7. Puis on peut se ramener a la formule (1.2.5) et par les méme types
d’arguments on montre la propriété de Markov forte.

O

Apres avoir vu les PDMP a valeurs mesures, la possibilité de construction et la pro-
priété de Markov, on passe dans la partie suivante a des exemples de modeles de PDMP.
Et plus précisément comme relier des modeles PDMP réels, basés sur le fil rouge de la
croissance de cellules, a des modeles de population totale, via les PDMP mesure.
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1.3 Exemples de modeles et lien entre différents mo-
deles

1.3.1 PDMP sur un espace de mesure, issu de ’exemple jouet

Dans les cas suivants, on se place sur des espaces sans frontieres, donc un temps d’atteinte
t* infini.

Pour expliciter les caractéristiques locales de ce PDMP mesure (pour la population
totale des cellules), on regarde une population initiale composée de n cellules. La cellule i
a une taille initiale x;. Elles ont chacune un temps de vie exponentiel, dépendant de leur
état initial comme décrit dans la notation 1.1.4, et elles sont indépendantes. Un événement
arrive quand la cellule "la plus rapide" se divise; on regarde donc la loi minimum entre
plusieurs exponentielles.

r—[Lemme 1.3.1.] N

Soit Ty, ...7, des variables aléatoires indépendantes telles que

Vi<i<n, Ti~E.(lod).

Alors la variable M,, := min{7i,...,7,} a pour fonction de survie

P(M, > 1) —exp< /Zlogbxz, ) (1.3.1)

De plus, on note A,, la variable aléatoire discrete représentant le numéro du minimum
des (7i)1<i<n, C'est-a-dire A,, := argmin{7y,...7,}. Conditionnellement & la valeur
du temps minimum, sa loi est donnée pour tout j dans {1,...,n} et tout ¢t > 0 par :

log(xy,t)
imilog(wi,t)

P(A, = j|M, = t) = (1.3.2)

Preuve. La fonction de survie (1.3.1) se calcule par indépendance des 7; et par propriété
de la fonction exponentielle (transformant les sommes en produit) ; on le démontre de la
méme facon que pour le calcul de la loi d’'un minimum de loi exponentielle.

On voit directement que le support de la variable A, est {1,...,n}. La loi condition-
nelle Py, (- |M, =t), pour t > 0, peut donc s’écrire :

Pa, (| M,=t) :zn: M, =1t) 6,(-).

On cherche donc une sorte de "densité" conditionnelle. Pour tout 1 < j < n et pour tout
t > 0, on peut écrire :

fa,m,(3,1)

P(A, = j|M, =1t) = )
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ou fy, est la densité du minimum des 7;, obtenue grace a la formule (1.3.1), par dériva-
tion :

far, (8) = (il ° ¢(ﬂfi,t)) X exp (— /otil o ¢(x;, s)ds) .

Avant de poursuivre, on remarque 1’égalité des événements suivants :

1<i<n lsisn

{4, =j} = {argmin'ﬁ = j} = {7; = min 7;} ={T;, = M,}. (1.3.3)

Pour calculer la "densité" jointe f4, as,, on commence par calculer la quantité suivante,
pour tout t >0et 1 <j<n:

P(A, = j, M, > t) = P(Vi T

v
=
=
v
=

par (1.3.3)

=E H ]17’1.;73 X ]173->t]

=E |E

ol fr, est la densité de T;, donnée par u — (I o ¢(z;,u)) X exp (— Lo ¢(z;, s)ds) . On
0

a donc :
P(A, =j, M, >t)= /ool o ¢(xj,u) X exp (— /UZZ o gb(xi,s)ds) du.
t 0 =1

On en déduit ainsi que fa, ar, (4, u) = lo@(xj,u) x exp (— [5' Xiy L o ¢(x;, s)ds) pour
tout j,u. Et donc, en simplifiant la fraction IP(A, = j|M, = t) par les termes en expo-
nentielle, on trouve ’équation (1.3.2). a

De cette propriété, on en déduit la forme des éléments caractéristiques, afin d’avoir
une cohérence entre le modele cellule unique, et le modele population.

On suppose ici encore, comme dans 1’exemple 1.1.7, que le mode ne change pas (on ne

considere pas de mode). On fera donc ’abus de notation ¥ = 1 € 9. On note p = Z Oz,
i=1

m
et v =4, deux mesures dans N. On pose :
i=1

AN = R
o i la)
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o MxR, — N
(1st) = i g

m
Qr,A)=> %]IA(V@)) avec 1 Z by, + 20y, /2.
0 2im (y:) i=1,i#j
Le choix de A vient directement du lemme 1.3.1, ou la loi du premier temps de saut
du PDMP mesure correspond a la division de la premiere cellule. Le flot & exprime
le fait qu’on applique le méme flot a chaque cellule de manieére indépendante; chaque
quantité associée a un Dirac correspond a l'information d’une cellule. Enfin, le noyau @)
nous dit qu’on passe d’une population représentée par la mesure v a v(;) avec probabilité
U(y;)/ (> U(y:)). Cela correspond au fait que c’est la j¢ cellule qui s’est divisée (avant les
autres).
On note 77 ~ Exp, (A o ®) pour signifier :

t
P (Ty > t) = Licysu) €xp (—/ Ao ®(pu, s)ds)

= ]1t<t*(,u exXp ( / Zl o xw ) :

1.3.2 PDMP sur R? avec d changeant & chaque saut, ()v(t)t

Ici, on ne regarde pas la population sous la forme d’une mesure ponctuelle, mais plutot
sous la forme d’'un vecteur qui change de dimension a chaque saut. A chaque saut (ie a
chaque division), deux cellules filles sont issues de la cellule qui s’est divisée. Donc le
vecteur rassemblant le trait des cellules incrémente sa dimension de 1. On se place donc
dans le formalisme de [Dav84], avec changement de mode :

E=J{k} xR ={z=(n,¢) | neN,( = (21,...,2,) € R"}.

k>1

Comme pour le modele mesure, les éléments caractéristiques sont choisis de facon a
étre cohérents avec le modele individu.

v

[ : E — R
(Tl,g) = Z?:ll(xz)

bn : RPxR, — R"
(Cvt) = (¢(:L“17t),...,¢(l‘n,t))

Q. A) = z %Mw

1 1
avec x(j) = (n +1,20,..., 150, ix‘j’ Tjt1, ij) e N x R™!
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On note Ty ~ Exp, ([ o ¢,) pour dire :

P,(Ty > t) = Ly exp (— /Otlv(n, gzvﬁn(c, S)) ds) )

On note )v(t € E le PDMP associé A cette construction.

1.3.3 PDMP augmenté du temps, (X;);

Soit X un PDMP réel sur E, quelconque, de caractéristiques (¢, 1, Q). Dans le chapitre
2, on va étre amené a calculer une fonction gain/colit en rapport avec notre PDMP au
sens suivant : on cherche a optimiser une performance de notre PDMP, représentée par
cette fonction gain/cott prise sur notre PDMP. Or, on voudra pouvoir pondérer par le
temps, ie plus le temps passe, plus notre cotit est élevé. On regardera donc le processus
augmenté du temps :

X, = (X, t), Vit >0.

Ce type d’augmentation fonctionne pour n’importe quel PDMP fini dimensionnel. On
obtient également un PDMP, pour lequel on énonce ici les caractéristiques générales. Le

nouvel espace d’état est donc B
E - E X R+.

Les nouvelles fonctions caractéristiques, notées (lN, o, Q) s’expriment pour tout (z,t) € E,
pour tout 0 < s < t*(z) et pour tout A borélien sur E :

I((x,1) = A(x),
O((w,1),8) = (B(x,5),t +5),
Q(w, 1), A x {t}) = Q(x, A),
t(x,t) = inf{s > 0 | ¢((x,1),s) € IE} = t*().

Pour plus de détails, on pourra se référer a [Dav93|, au paragraphe 31.

On peut également identifier ce PDMP augmenté du temps a un PDMP a valeur
mesure. En effet, si on considere la mesure p = >, 9,, de N et un instant ¢ > 0, on peut
regarder la mesure j; = Y-, d(5, ) qui est bien aussi une mesure de 9. Comme le PDMP
augmenté est aussi un PDMP reel on peut construire un PDMP a valeur mesure comme
en 1.3.1. On note X; : le processus défini sur N avec comme point initial jig = 327 0z, 0,
et dont les éléments caractéristiques sont donnés par :

d : NxR, — N
(s t) = 201 Og(wat)utt)s
pour tout j, in N s’écrivant comme fi, = 371 O(z;,0), v = 0. L'intensité de saut est :
P N — R

P = 2y Oy > iy L),
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et le noyau de transition s’exprime de la fagon suivante

[ " () n
Q (Z Oai) A) =2 st (Z Owia) = Oay + 25<xj/2,u>> -
=1 i=1 t i=1

Jj=1

1.3.4 Cellule marquée et lien avec les PDMP mesure

On explique ici le modele d'une particule marquée, dont le comportement est simi-
laire au modele individuel d’une cellule (¢, [, Q), avec ici une division par 2 des cellules
(Q(z,.) = dz/2(.)) et toujours un taux de croissance r constant (voir l'exemple 1.1.7).
Ce modele est un PDMP réel (en dimension 1) et on peut le relier directement a une
dynamique de populations macroscopique. En effet, comme nous le verrons dans les théo-
remes 1.3.2 et 1.3.3, il existe des formules reliant individu marqué et population totale,
population totale que nous pouvons elle représenter avec un PDMP a valeurs mesures.

Ce modele, présenté plus précisément dans [RHKT14] par exemple, nous permet
d’avoir des formules reliant le comportement de la population totale de cellules avec
cette particule marquée. On le présente ici, et il y sera fait référence dans le chapitre 2,
ou on s’intéressera a la comparaison des différentes fonctions valeurs. C’est un modele
qu’on peut rapprocher du modele individu, ou 'on reste en dimension 1, mais sans pour
autant suivre une lignée de facon trajectorielle.

La construction précise du modele "particule marquée' sera présentée dans la démons-
tration du théoreme 1.3.2, car cela nécessite I'introduction d’autres notations (présentées
dans [RHK™14]), non nécessaires a ’énoncé du-dit théoréme. En effet, la particule mar-
quée est un modele en dimension 1 ou a chaque génération k, on choisit de fagon aléatoire
la particule marquée parmi les cellules vivantes de cette génération k. On a donc besoin
d’un modele ou 'on peut connaitre la généalogie de chaque cellule. Ce qui n’est pas le
cas de notre modélisation de population par des PDMP-mesures : en effet, a un instant
t, notre processus X; s’écrit comme une mesure de F

Ny
Xt — Z 511@)
=1

Chaque z;(t) représente le trait d’une cellule vivante a l'instant ¢, mais on ne sait
rien de sa généalogie. La variable /V; est le nombre de cellules vivantes a l'instant . On
a besoin d’'un modele plus fin pour pouvoir suivre des lignées.

On énonce ici la formule many-to-one, issue de [RHK™14], mais énoncée avec notre
formalisme mesure :
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~ Théoréme 1.3.2. ] \

Soit f et h des fonctions mesurable bornée sur R. Soit (X;); un PDMP de di-
mension 1, de caractéristiques (¢, [, Q) correspondant a la division cellulaire symé-
trique. Soit (X;); un PDMP mesure d’éléments caractéristiques construits a partir
de (®, A\, Q) comme a la sous-partie 1.3.1. Pour x dans R un point initial, on a :

—rt

/()] = B, |

/]R u f(u)Xt(du)] , (1.3.4)

E,, [e—” /IR h(u)Xt(du)] _E, lxh(;ft)] . (1.3.5)

Preuve. On commence par donner les notations de [RHK™14], qui permettent de suivre
la généalogie des cellules. Dans le processus PDMP réel, X; représente la valeur du trait
qui nous intéresse (taille, masse, age, etc) a 'instant ¢. De plus, la quantité X; représente
la valeur de ce trait pour la particule marquée, ainsi que Z, := X, . Mais comment
"choisir" cette particule marquée parmi la population de cellules entiere 7 On procede en
loi (et non pas de maniére trajectorielle).

On note U = | J{0, 1}* I’ensemble des "cellules”. On peut le représenté par un arbre,
k>0
ici par exemple on a les générations 0,1 et 2 :

0

/\

0 1

ANVAN
00 01 10 11

Pour toute cellule u € U, on note |u| la génération de u. Autrement dit, |u| = n si
u = (ug,...,u,) € U. On note aussi pour la cellule u :

% sa date de naissance b, ;
% sa taille initiale &, ;
% sa durée de vie (,;

% le i® parent le long de la généalogie de u m! ;

% lintervalle de temps correspond a la vie de u I,,:= [by, b, + Cul;

t—by)

R
**

la taille de u a 'instant ¢ lorsque u est en vie ' = fue’“( Tier, -

Soit ¥ la cellule marquée de la k° génération. Pour suivre notre cellule marquée, il
nous faut donc la suite (9% )0, avec 99 = 0. On procede comme suit :

1
]P(Sk == u) = ?]“U\:k‘
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C’est-a-dire qu’on choisit avec équiprobabilité sur les cellules de la méme de génération.
On note C; le numéro de la génération de la cellule marquée au temps t, ce qui nous
donne
bsct <t < bsct + Csct.
On peut donc reformuler les équations (1.3.4) et (1.3.5) avec ces notations : soit f et
h des fonctions mesurable bornée sur IR. Pour x dans R un point initial, on a

E,[f(X)] = [ngt 16 o ] (1.3.6)

ueld

Es, [Z h(f]g‘)e”] = E, lxh()f)] . (1.3.7)

ueU

On reprend la démonstration telle que faite dans [RHK ™ 14], mais en la simplifiant pour
notre exemple précris ; en effet, elle est faite dans cet article pour un taux de croissance
non identique pour chaque cellule.

On fait la somme sur U des évenements {t € I,} N {u = d¢,}, ce qui correspond a
« u est en vie en t ET u est la cellule marquée en t ». Ces événements forment bien une
famille totale.

On introduit la filtration discrete .77, engendrée par (§,,(,) pour tout u telle que
|u] <n. On a alors sur {t € I,} :

1
ol
De plus, sur {t € I,} N {u = V¢, }, on a X; = &'. Mais

1 7 (bu— rlt—
&' _gu r(e=b) ]ltelu - (257”%6 ¢ bm}l)) 't bu)]ltelu

1/1 r(b, 1— r(bu— _
_ ( (ﬁmze (b1 bm%)> o bmh)) Qb

P (3¢, = v|A) =

2\27
= 2|1u|xe”]lt€1u
D’ou . ,
P(So, = vlH#) = 55 = — (1.3.8)
Donc :

]Ea: [f(Xt)] = 1E5z Z f (&t ) ]l{tEIu}m{“ Sct}]

ueu

o)

=Es, |E [Z f (gu ) ]l{tefu}m{u Sc,}

uel

2> F (&™) Ly, P (u = S,

=Es jﬁ“')}
ueu

:lEéz Zf(fu rt- bu)]ltelu gu ‘|
Lueld

B, | Y ren e ]
Lueld

Pour 1.3.7, il suffit de rependre 1.3.6 avec f(z) =z X h(z)/z.
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Pour la suite, on va avoir besoin de many-to-one mais en partant d’un point initial a
valeur mesure : ceci traduit une population initiale composée de plus d’un individu. On
considere n cellules initiales, ayant chacune une taille z;. On a alors Xy = > ; d,,. On
note p cette mesure initiale. Se pose alors le choix de la valeur initiale pour la particule
marquée. On choisit uniformément sur les n cellules : Xy ~ % ({z1,...,2,}).

r—[Théoréme 1.3.3.} \

Soit h une fonction mesurable bornée sur IR. En généralisant a un point de départ
n

mesure jt = Y _ ,,, on obtient la formule many-to-one suivante :

E, [Z h(gg)e—”] = Zilex [hgjt)] X T;. (1.3.9)

uel

Preuve. La démonstration s’effectue comme précédemment, en faisant une somme sur

les cellules initiales.
|

Conclusion

Dans ce premier chapitre nous avons présenté les PDMP réels issus de la construction
de Davis. Nous avons également vu notre construction de PDMP dans le cadre d’espaces
de mesures ; pour cela, nous avons regardé la structure des espaces de mesures, permet-
tant la construction de variables aléatoires sur de tels espaces selon une loi (ou une famille
de lois) donnée(s).

De plus, tout au long du chapitre, notre exemple fil-rouge de modélisation de cellules
nous permet d’adapter des modeles de PDMP réel pour suivre une unique cellule, a des
modeles de PDMP-mesure pour étudier la totalité d’'une population. Ainsi, on a pu voir
un lien direct entre les deux types de modeles, notamment via les formules many-to-one
qui présente un lien en loi entre le modele de particule marquée et le modele de popu-
lation totale. Cependant, nous verrons au chapitre 2 que cette formule ne donne pas un
lien entre les fonctions valeurs de chaque modele pour I'optimisation.

Dans le chapitre suivant, on pose un probléeme d’arrét d’optimal sur ses PDMP a
valeurs mesure, en I’étudiant via des équations de programmation dynamique.
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CHAPITRE

2

PROBLEME D’ARRET OPTIMAL
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Apres avoir construit des PDMP sur des espaces qui nous intéressent dans le chapitre
1, nous nous intéressons aux probléemes d’arrét optimal pour les PDMP a valeur mesure.
De facon informelle, la résolution d’un probleme d’arrét optimal consiste a trouver le
meilleur temps d’arrét 7 pour stopper notre processus, dans le but de I’évaluer selon
une certaine performance que 'on cherche a maximiser (ou minimiser selon le probléme
posé). Dans toute la suite, on suppose qu’on arréte au plus tard notre processus au bout
de I'instant du N'*™¢ saut Ty, pour un certain entier N fixé. On parle alors d’horizon
aléatoire, car les temps d’arrét admissibles ne doivent pas dépasser cette borne temporelle
(aléatoire).
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Nous formaliserons ces problemes dans la premiere partie de ce chapitre, 'idée va étre
de s’intéresser a la quantité suivante en se donnant un ¥ dans E :

V(z) = sup Efg(Xs) | Xo =], (2.0.1)
S<Tn

ol le suprémum se fait sur les temps d’arrét bornés par Ty. Cette fonction V est appelée
fonction valeur et correspond & la meilleur performance moyenne avant I’instant du N
saut. Elle dépend du point initial (déterministe) ¢ € E du processus. On rappelle que
g s’écrit (v, ) ou v € K est le mode discret et p € N est une mesure. La fonction g
de la formule (2.0.1) se nomme fonction récompense. Elle est toujours prise dans By(FE),
I’ensemble des fonctions a valeurs réelles mesurable bornée définie en 1.2.1.

Les problemes d’arrét optimaux pour les PDMP ont été étudiés dans, par exemple,
[CD88, Dav93, Gat92, Gug86], toujours le cas de PDMP réel, en dimension finie. C’est
d’ailleurs de ce dernier article [Gug86] que nous nous inspirons pour étudier la fonction
valeur et tenter de construire une suite de temps d’arrét (7.).-o, bornée par Ty, vérifiant :

V() —e<E[g(Xr.) | Xo =1 <V(z).

On dirait alors que le temps d’arrét 7. est e-optimal pour ce probleme.

De plus, il est vu dans ces ouvrages que la fonction valeur peut étre obtenue de maniere
théorique en itérant un certain opérateur, ce que nous adaptons a nos espaces de mesures
dans la sous-section 2.1.3. Comme vu lors du chapitre 1, la construction de PDMP sur des
espaces de mesures permet de s’affranchir des contraintes sur la dimension des espaces
R?. Cette caractérisation de la fonction valeur par itération se fait a I'aide d’équations
récursives appelées équations de programmation dynamique.

Apres avoir correctement défini et démontré les équations de programmation dyna-
mique de la fonction valeur pour nos PDMP-mesure, on s’interroge sur la possibilité
suivante : une équivalence entre le probleme d’arrét optimal pour un PDMP mesure et le
méme probléeme d’arrét optimal pour un PDMP réel bien choisi issu du PDMP mesure.
En effet, lorsque le PDMP mesure est un processus de branchement, certaines de ses pro-
priétés importantes (par exemple, les lois des grands nombres appliquée a des fonctions
dépendant des individus) peuvent étre obtenues en étudiant simplement une certaine
lignée aléatoire bien choisie, appelée lignée marquée ou encore particule marquée. Ces
équivalence sont obtenues grace aux formules de type many-to-one, voir par exemple
[Ber06, Clol11, DHKR15, Guy07]. On a présenté ces formules dans le chapitre précédent,
en 1.3.3. Dans la section 2.2, on montre que cette propriété d’équivalence n’est pas vraie
pour notre probleme d’arrét optimal. On fournit un contre-exemple sur un cas simple de
division cellulaire : on obtient une différence significative entre la fonction valeur pour
une cellule marquée correctement choisie et la fonction valeur de la population globale.

Suite a I’étude de ce contre exemple, nous nous sommes posé la question de la repré-
sentation graphique de la fonction valeur V : E — IR. En effet, pour des PDMP réel, la
fonction valeur est définie sur E. Dans la plupart des cas, on peut la représenter sur IR
ou sur IR?. Mais comment représenter une fonction définie sur un espace de mesure ? De
méme pour les variables aléatoires des positions post-saut du PDMP mesure : comment
représenter leur comportement ? Nous avons étudié le cas tres simple de la division cellu-
laire symétrique ou le point de départ est juste composés de deux cellules, et obtenu une
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grande diversité d’histogrammes pour la variable g(Z;) par des simulations. Nous avons
donc trouvé le comportement théorique pour chaque sous cas présent dans notre exemple
pourtant issu d'un modele déja simplifié.

Dans ce chapitre, on s’intéresse dans une premiere section 2.1 a la programmation
dynamique et la preuve que la fonction valeur est solution des équations de la program-
mation dynamique. Dans une deuxiéme section 2.2, on montre que ce probleme ne peut
pas étre résolu via des formules many-to-one. Enfin, dans une derniere partie 2.3, on
étudie le comportement de g(Z).

2.1 Arrét optimal et programmation dynamique

Dans cette partie, nous présentons ’étude théorique du probleme d’arrét optimal,
avec la résolution des équations de la programmation dynamique. On y présente aussi
une suite de temps d’arrét e-optimaux.

2.1.1 Opérateur de programmation dynamique

On commence par introduire quelques notations qui serviront tout au long de cette
section. Soit (X;)i=0 un PDMP a valeurs mesure sur (Dgl0, +00), %, (Z)is0, (Py)zecr),
comme construit dans la partie 1.2.2. On note (®, A, Q)) ses éléments caractéristiques. Soit
N un entier strictement positif.

r—[Notation 2.1.1.] N

% On note M l'ensemble des temps d’arrét pour la filtration (%#;)s0, et pour tout
entier N > 0 on note :

My ={reM; 1<Ty} (2.1.1)

I'ensemble des temps d’arrét bornés par 'instant du N**™¢ saut du processus (X;);.

% Pour w dans By(F) et g dans E et h une fonction mesurable sur E & valeurs
réelles, on note

hQuz) = h(z)  Qu(z) = h(z) [ w(w)Q(s.dy)

\. J

L’hypothese suivante est faite pour des raisons de simplifications. Elle est satisfaite dans
la plupart des exemples issus de cas réaliste. On rappelle que pour tout g = (v, u) dans
E, on définit le temps d’atteinte de sortie par : t*(¢) = inf{t > 0, ®,(¢t, ) € OE,}.

Hypotheses 2.1.2.}

Le temps de sortie ¥ — t*() est une fonction de By(F).
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On introduit maintenant les opérateurs suivants, généralisation aux espaces de mesures
de ceux présentés dans [Gug86] par Gugerli. Soit H et I opérateurs de By(F) dans
By(E x Ry) et K de By(F) dans B,(E) définis pour tout w dans B,(E), ¢ dans E et
t > 0 par

Huw (x,t) =w (®(z,t At*(x))) e AL (@)
EAE*(¥)
(st = [ 2Qu(@(rs) e Ids, 2 1o
) (2.1.2)
; *
Kw (¥) =/ AQu(D(x,s)) e 2E9ds + Qu (D(x, t*(x))) e AEE),
0

avec

A t) = /Ot)\((I)(x, $))ds.

Il est assez aisé de voir qu’on peut interpréter ces opérateurs en terme d’espérance faisant
intervenir le premier instant de saut 77 et sa position associée Z; := Xrp,.

,—[Proposition 2.1.3.} \

Pour tout w dans By(FE), x dans F et t >0 on a :

< Huw(z, t) = E, [w(XtAt*(z)) ]151>t/\t*(?):| =w (P&, t A7 (x))) Py (S1 >t AL (%)),

% Tw(z, t) = E, [w(Zl) ]lslét/\t*(i)} ’

% Ku(y) = E, [w(Z))]

\ J

Comme dit dans l'introduction, on se donne une fonction g dans By(E), la fonction
récompense. On note également J and IL les opérateurs de By(F) dans By(E x R;) et
By(E) respectivement définis pour tout w dans B,(E), x dans E et t € R, par :

Jw (g,t) =MHg(x,t) + Tw(x,t),
Lw (r) = sup{Jw (¢.1)} vV Kuy), (2.1.3)

On peut interpréter 'opérateur IL pris en la fonction récompense comme une maxi-
misation faisant intervenir notre processus : on regarde d’abord le gain le plus élevée
entre U'instant 0 et t*(&) le long du flot, correspondant au terme sup {]]g(x, t)} Puis on le

20

compare au gain obtenu en attendant le prochain saut, représenté par le terme Kg(). Le
tout revient a choisir la valeur la plus élevée entre les deux, ce qu’on peut encore exprimer
comme "attendre le prochain saut OU maximiser la fonction le long du flot", si on s’arréte
au bout d’un saut. Informellement, par la propriété de Markov si on sait optimiser sur un
horizon aléatoire d’un saut, on peut espérer savoir optimiser sur un horizon de N sauts
par itération.

De plus, on note pour tout  dans F et pour tout n entier supérieur a 1 :

{Wo(x) =9(¥), (2.1.4)

Vo(¥) =LV, (x).
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Au vu de la construction des opérateurs et de la fonction récompense g, les fonctions
V,, sont dans By(F).

Avant de montrer que la fonction valeur est solution des équations de la programma-
tion dynamique dans la partie 2.1.3, on étudie une famille de temps d’arrét pour lesquels
on va montrer qu’ils sont e-optimaux.

2.1.2 Famille de temps d’arrét c-optimaux

On introduit maintenant un ensemble de variables aléatoires qui feront office de suite
e-optimale pour le probleme d’arrét optimal. On doit pour cela montrer que ces variables
aléatoires sont des temps d’arrét, ce qu’on fait dans cette sous section.

Pour tout ¥ dans E, n dans IN et € > 0, on pose

() = t*(x) si KV, (¥) > sup;.o JVa (g, 1),
e inf{s >0; JV, (& s) > sup,.,JV,.(¥,t) —c} sinon.

La valeur de 7, .(¥) dépend de qui "gagne" le sup dans LV, (&), (voir (2.1.3)).
De plus, on définit par récurrence pour n > 2

Rio = 10,:(%0),
R o= Tn-1./2(Z0),
sz,k = Tn—k—l,s/Qk (Zk)]l(RfL,k—1>Sk)’ 1 < k <n-— 1.
On remarque que la variable aléatoire R;  est 7, -mesurable pour 0 < k <n — 1.
Enfin, on pose : Sy :=ro.(Zo) ATy = Riy A Sy, et par itération,
Sna — { Z,O > RfL,O’
’ Ty +0(T1)Sp-1e2 Ti < R,
ou 0(t) est Popérateur de décalage de longueur t sur Dg|0,+00), autrement dit pour

f € Dgl0,+00), 0() f(-) = f(t + ).

Pour prouver que les S,, . sont des temps d’arrét dans M,,, on commence par démontrer
des propriétés sur les R} , composés avec 'opérateur de décalage.

Lemme 2.1.4.]

Pour tout e >0 et n>2et 1 <k <n—1,sur 'événement {1} < S, 2.}, on a:

szk = (T]-)<R’fl—1,k—l)'

n

Preuve. Pour n = 2, par définition, on a R§; = r9.(Zp) donc

0(T1)(Ri o) = roe(Z1),

et R35 = 710.(Z1) sur {T1 < Sy} = {T1 < R5 5} d’ott le résultat.
Pour n > 3 on prouve le résultat par récurrence sur k en utilisant des arguments
similaires et le fait que {11 < S, .} = {Ry5 > Th}. O
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On démontre maintenant que S, . est un temps d’arrét en utilisant la caractérisation
du théoreme 1.2.7, p 20.

r—[Lemme 2.1.5.} N
Pour tout e >0 et n € IN* on a

Sne =Y R5 1 NSy

k=1

En particulier, S, . est un temps d’arrét et S, . <T5,.

\ J

Preuve. La démonstratoin se fait par récurrence sur n :

pour n = 1, par définition on a Sy . = ro.(Zo) AN T1 = Ri;_; A Sy et donc le résultat.

Supposons que la propriété est vraie au rang n — 1. Par définition, sur I’évenement
{rn-1e2(Z0) = R g < S1},ona S, = R, g et R, =0< S5, R ,=0< 53 et ainsi de
suite. Donc on en déduit >y, R}, | A Sk = R;, et ainsi la propriété est vraie au rang
n.

Sur I'évenement {R;, ; > S1}, par définition on a S, . = T1 4 0(11)Sp—1,c/2. En combi-
nant la récurrence et le lemme précédent 2.1.4, on a :

n—1 n
T1 + Q(Tl)sn_1’5/2 == Sl + Z R?i,k A Sk-Jrl - Z R;,kfl VAN Sk,
k=1 k=1

sur {R;,, > S1}. D'ou le résultat.

2.1.3 Caractérisation de la fonction valeur

On reprend les équations de la programmation, définies en (2.1.4) :

Vo(x) =9(z),
Va(¥) =LV, (3).

On énonce ici notre résultat principal, a savoir que la fonction valeur V définie en (2.0.1)
par
V(&) := sup Elg(Xs) | Xo =& = sup E,[g(Xs)]
S<Tn S<TN
est égale a la N'*™m€ jtération de la programmation dynamique, et que Sy . est un temps
d’arret e-optimal.

r—(Théoréme 2.1.6.} \
Soit # € ' et N € IN. Alors pour tout € > 0, Sy est dans My et :
Vin(z) = V(¢) := sup E, [9(Xg)], (2.1.5)
S<Tn
Ve >0, Eelg(Xsy.)] 2 V() —e. (2.1.6)
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Preuve. Supposons dans un premier temps que 'on ait la propriété (2.1.6). Montrons
alors la propriété

VSeM, YneN, EJfg(Xsu) < Vo). (2.1.7)

Ces deux équations (2.1.6)+(2.1.7) permettent alors d’avoir (2.1.5). En effet, supposons
(2.1.6) et (2.1.7). On a S A T,, € M,, pour tout S € M. Par (2.1.7), pour tout n € IN,
red:

sup E,[g(Xsar,)] = sup E.[g(Xs)] < V,(¥),
SeM,, SeM,,

et par (2.1.6), on a ’encadrement suivant, valable pour tout ¢ > 0

Vi(z) —e < Eifg(Xs, )] < sup Ei[g(Xs)] < Vi (x).
SeEM,

On en déduit donc (2.1.5). On montre maintenant donc par récurrence sur n les équations
(2.1.6) et (2.1.7).

Cas n=1 : Ce cas est basé sur le théroeme 1.2.7 qui permet d’obtenir 1’égalité sui-
vante :

]E?E[g(XS/\Tl )] = ]E? [g(XRo/\T1 )]7

pour Ry une variable alétaoire .%3-mesurable. On en déduit :

E[9(Xsar,)] = Ee[g(XRgy) L7 >R | + Ee[9(Z1) 1 1,<Ro)
= Hg(x, Ro) + Ig(z, Ro) = Jg(¥, Ro)
< sup gz 1)}

< Vi(g),
ce qui prouve l'initialisation de (2.1.7). Pour celle de (2.1.6), on veut montrer que
Ve >0, IElg(Xs, )] > Vi(z) —e,

avec par définition
Sl,a = TO,&(ZO) Ny = RiO A Tj.

On regarde les différents cas séparément.
% Si Kg(z) > it;g]lg(t, t), alors Vi(z) = Kg(z) = E[g(Z1)] et aussi
Sie=t"(¥) NTh =Ty,
ce qui implique
Ee9(Xs, )] = Belg(21)] = Vi(¥) > Vi(g) — e
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% Sinon, V(&) =supJg(t, ) et de plus
0

Eel9(Xs, )] = Belg( X . wnm)] = Belg(Xo) L] + Belg(Z0) 1] = Jg(ro. (), 7)

par définition de J. On en déduit, par définition de 7¢ :

E[9(Xs,.)] > S;gg{]lg(t, 1) —e=Vi(z) — ¢

Ceci termine le cas n = 1 pour (2.1.6) et (2.1.7).

Cas n>1 : Supposons (2.1.7) soit vraie jusqu’au rang n et montrons que n + 1 est
vrai. La propriété au rang n s’écrit :

VS e M, lEx[g(Xs/\Tn” < Vn($>
On regarde S A T,,41, en faisant la disjonction {S <11} et {S>1T1} :

IE? [g(XS/\Tn_H)] - IE? [g(XS/\Tn+1)]lS<T1] + IE? [g(XS/\Tn+1)ﬂS>T1]‘

Dans le premier cas, S AT,,1 =5 = S ATi. De plus, comme S est un temps d’arrét, on
peut 'écrire via le théoreme 1.2.7

o0
S - Z Rn—l A S’na
n=1
ou (Ry,)nen sont des variables aléatoires (Fr, )nen-adaptées. En particulier, il existe un
temps d’arrét S’ dans M avec lequel on peut décomposer S sur I'évenement {S > T}
en :
(o]
S=S4+> R NS, =T +0(T1)(5),
n=2
ou S’ est un temps d’arrét dans M. On a choisit de détailler ce point important de
démonstration, non explicité dans [Gug86]. On en déduit alors :

]EX [Q(XS/\Tn+1 )] =

XS/\Tl)]IS<T1] + ]Eze [Q(XS/\THI)]IS>T1]

Xpronti ) Lro<ry] + Ee[9(XsaT, 1)L Rosm ]

Xro) L roeny] + B [Ee[9(X (1, 1011y (5 AT )| F1) L Ros 1]
Xro) A ro<r,] + Ee[Ez [9(Xsar, ) L Ros ] (2.1.8)
e[ 9(Xro)Lry<ry | + Be [V (Z1) L Ro>m |

sup B [g(Xo ) Lrery] + By [V (Z1) 115, ]

"
e
—~

"
K
—~

£
—_— — — —
Q
—~

i
e
—~

<supJV,

—

r,¥) VKV, (z)

La ligne (2.1.8) s’obtient par la propriété de Markov forte du processus et la ligne (2.1.9)
se déduit de I'hypothese de récurrence. Ceci termine la récurrence et montre bien (2.1.7).
Reste a voir (2.1.6). On suppose que la propriété est vraie jusqu’au rang n. On a donc : ¥

Eil9(Xs,.)] = V,(x) — <.
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On a alors :

]E‘IE [g(XSnJrl 26)] = ]Ef [g<XSn+1 25)]1% s(ﬁ)<T1] +E [ (X5n+1 25)]17% s(?)>T1]
= Ee[9(Xr, .0) Vi oy<mi] + Be[9(X7y10(10)8, ) L (0)571 ]
=E,[9(Xo.0) Lrn.o)<rs] + Ee[Ez [9(Xs, ) Lr, . o)>7:]
2 E[g(Xr, .0)Lrnc<mi] + Ee[Va(Z0) 1, (0>m] — & X Pe(ryc(¥) > T1)
2 E[9(Xr.0) L .<m] T Ee[Vi(Z1)1,, Lsm] — €

Or, avec la définition de r, . (&

) :
% 51KV, (g) > sup {IVa(t, )}, alors V1 () = KV, (x) = B[V, (Z1)] et o (8) = t°(2)

donc l’inegahte Contlnue en

Ee[9(Xs,110.)] 2 Belg(Xir(0) Liv o)<y ] + Ee[Vi(Z1) Iy ()] — €
=0+ KV, () —

= Wn—&—l(?) —&.

% sinon, V,,,1(¢) = sup {]]Wn(t, x)}et re(¥) =inf{s > 0; JV,(x,s) > St;l%)]]\]n(%t) —&}

t>0
d’ou :

lEx [g(XSn+1,25)] > HVH@? rnﬁ(x)) —&
> sup {]IVn(ge, t)} —e—e=V,11() — 2.

t>0

En faisant le bilan des deux cas, on obtient bien notre inégalité (2.1.6). Ce qui termine
la preuve.
O

On a donc montré que les fonctions valeurs a horizon aléatoire T peuvent étre obte-
nues par itération de I'opérateur IL. Dans l'article [Gug86], Gugerli le montrait pour des
espaces réels, et nous ’avons montré pour des PDMP mesures.

Nous avons également vu dans la partie 1.3.4 du chapitre 1 qu’il existe des formules
liant le comportement moyen des PDMP mesure dans le cas d’une population de cellule
et des PDMP réels modélisant une cellule unique. On s’intéresse maintenant a étudier
ces correspondances, et leur non-fonctionnement pour les fonctions valeurs.

2.2 Comparaison numérique entre la particule mar-
quée et le PDMP mesure

On cherche ici & montrer une utilité d’introduire des nouveaux opérateurs de Gugerli
pour les processus a valeurs mesures. On cherche a exprimer ces opérateurs au cas par-
ticulier de nos modeles fils rouge issus de l'exemple 1.2.3 et de la sous-section 1.3. Puis
on étudie une illustration numérique des fonctions valeurs pour les PDMP mesure et les
PDMP réels (dans le cas particulier de la division cellulaire symétrique).
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Table 2.1 — Comparaison des éléments caractéristiques entre PDMP réel et PDMP mesure

PDMP réel sur R? PDMP mesure sur N
flot o(x,1) D, t) =Y Op(asn)
=1
taux de saut I(z) M) =D U(x)

@
Il
—

novan | Qe A) = La(e/2) | Q) = 3 (i5xi+25wj/2)
=1 2ui=1 LT %)

2.2.1 Comparaison analytique des opérateurs sur B,(E) et By(FE)

On se place avec un mode unique. On fera donc I’abus de langage de dire que ’espace
d’état est E=R et E =9, et aussiz = ( € Ret ¥ = p € . On fait ici un petit tableau
récapitulatif de la partie 1.3.1, donnant les éléments caractéristiques du PDMP mesure
déduits des éléments caractéristiques du PDMP réel, lorsqu’on a un noyau markovien
correspondant a une division symétrique. Soient x,xy,...,z, dans R et pp = 327", d,,
dans 9. On renvoie a la table 2.1.

Opérateurs pour le PDMP-réel "cellule unique"

Pour = dans E, t > 0 et b dans By(E), les opérateurs pour le modele individuel sont
définis par :

Hb(z,t) = b (¢(z, t A (2)) Py (S1 > £ A (),
(z, 1) = E, [b <¢(x’T1>> Ls,<tnt+ (o)

)

Opérateur pour le PDMP-mesure "population”

Pour pp = > 6, dans E, t > 0 et w dans By(F), les opérateurs pour le modele
individu centré sont définis par :

Huw(p, t) = w (Q(u, t A" (1)) P (Ty > E AT (1)),
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AL (1) M)
Tw(ut) = [ AQu (@(,5)) e s

_ /Ot/\t*(u) il . gb(,rz, 3) o <i lo ¢($ja 5) w(@(u, S))(j)) o= Mws) 7o
=1

j=1 Y1 lo (@, s)

Sl ARE —A(p,s)
= Z/o lo¢(z;,s)w Z 5¢(xj75)+26¢(zi,5)/2 e #ds,
i=1

Kuw(p) = Eyfw(Z1)] = L, (1)) + Qu(® (s, 7)) 040

noortt(w)
—A(u,s
= Z/O Lo ¢(xja 3)w (Z 5¢(1‘i75)+25¢(1j,5)/2) e M) ds
i=1

i£]

n lo ¢(-Tja t* (HJ)) w * ' e_A(:“‘vt*(M))
i (azl ST Lo (o () LU (M)))m) .

Dans la suite, pour faciliter les calculs, on introduit les notations suivantes.

~ Notation 2.2.1.} .
On note, pour g =>7" 10, et t >0:
Lo ¢la,t A (1)) ey €0
(p,t) = d t Uij(p,t) = (@it) —

avec

t
Liz.t) = [ Uole,5))ds.

0

On cherche a exprimer les opérateurs H,II,IL en fonction de leur équivalent pour les
PDMP de dimension finie, H,I, L. Avoir une expression des uns en fonctions des autres
permettrait d’utiliser les résultats sur les PDMP réels.

De plus, on suppose que les fonctions w sont de la forme w(3};6,,) = >, b(x;) on
b: R — R. On choisit cette forme en vu de la comparaison numérique de la partie 2.2.2
ou la fonction gain aura cette forme, en rapport avec les formules many-to-one, 1.3.3.
D’ou :

* Huw(p,t) = |> bod(x;,t At (n)| ] o~ L@ At (1)
J j=1

=D bo (s, t At (u)e UGt A (1)),
J

On reconnait presque une somme de Hb(z;,t), pondérée par les U;(u,t A t*(p)). Le
"presque” vient du ¢t At*(p) : si on voulait les vrais Hb(z;, t), il faudrait avoir du t A t*(z;)
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dans I’égalité ci-dessus.

& Tw(p, 1) Z/Mt* lop(zj,s (Zbo¢xl, + 2b(p(z5, )/2)) )ds

1#]

n tAL* (1
= [Z/ lo d(x5,8) % bo d(x;, 8)e H) x Uy, s)ds

7=1 | i#j

tAL* (1) L(z;.9)
w2 [ Lo (e, s) x bl 8)/2)e ) x Uy(, s)ds
0

—Z

Z]E (s, Ty) < Uj(p, T1) Ly <onee]

1£]

+ 2B, (b5, T1)/2) x Uj (s T) rycone] |

# Kuo(p) =Tw (s 1" (1)) + (Z ) @ (u)))m) A0

=Lw(u, " (1) + 3 (Z wi (0 ()b © @i, () Je DU, £ (1)

=1 \#]

20, (p £ () (D, £ () /2)e 0 DU, (8 (1))

EAL* (1)
= Z > [/ "o d(x5,5) X bod(x;,8)e ) x Uj(u, s)ds

J=11i#j

g, ()b 0 Sl £ (2) ) OV, (1 ()]
. Uow Lo ¢y, 5) x b(g(a;.5)/2)e™ ) x Uy(y1,5)ds
£ )0y, 7 () [2)e 4 N, (0, ()]

On voit ici, qu’en prenant un noyau tres simple, on obtient aucune simplification
évidente, ou du moins aucun lien a priori visible entre les opérateurs pour le PDMP
mesure et les opérateurs pour le PDMP fini dimensionnel.

On se place sur un exemple simple afin de montrer que méme dans ce cas, on observe
des différences entre le cas processus a valeurs mesures et cellule marquée, présentés dans
1.3.4. On regarde pour cela les deux fonctions valeurs associées a chaque processus.

2.2.2 Etude théorique avec l’identité tronquée

n

On prend toujours p = 25%. une mesure ponctuelle de 9. Comme dans la partie
i=1
1.3.3, on note ;1= Zém,t pour t > 0, qui est une mesure de M. On rappelle qu’on

i=1
s'intéresse a la quantité

V(p) = sup E,[g(X;)],

TEMN
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ou ¢ est la fonction de performance.
Pour la fonction performance du PDMP associé a la cellule marquée, on considere la
fonction de performance suivante (notée f) :

rsix <7y
Ve € R, f(fﬂ)=7+(:v—’y)]lz<7={ .
yslLx =2y

ol 7 > 0 est un seuil fixé déterministe. Cela correspond a la fonction identité tronquée
en . Afin de pouvoir comparer avec le processus a valeurs mesure, on utilise la formule
many-to-one (1.3.9). La fonction de performance g correspondante est :

n n

glpe) = e fla) =e Yy + (T — V)L
i=1 i=1

On a donc une pondération temporelle par rapport a la fonction f. Cela signifie que
si on attend trop longtemps pour stopper notre processus, la performance va étre écrasée
par 'exponentielle.

On doit regarder les fonctions V,, pour 0 < n < N. Ces fonctions sont définies sur
N, et il n’est pas possible d’en avoir une représentation graphique. Pour les PDMP réels,
on obtient des fonctions définies sur IR?, dont il est possible d’obtenir une discrétisation
et une approximation numérique via des techniques de quantification, voir par exemple
[dSDG10]. En explicitant la récurrence (2.1.4), on a :

Vo(p) = g(n)
et Vypi(p) =LV, (n)

= sup { B[V, (Z1)In,a] + g0 ®(,t) x P(Ty > 1)} VL[V, (Z1))].

t>0

En spécifiant aux mesures particulieres Zy, Z1, ..., on obtient une récurrence de variables
aléatoires et non plus une récurrence de fonctions. Cependant, cela reste quand méme
des variables aléatoires a valeurs mesure, ce qui pose probleme pour 'approximation
numérique ; par ailleurs, la représentation graphiques (par histogramme par exemple) est
compliquée. On a :

Vo(Zn) = 9(Zn)
Vi(Zn-1) = sup {]EZJH Vo(Zi)lp<] + g0 ®(Zn-1,t) x Pgy_ (T1 > t)} VEz,_,[Vo(Z1)]

= sup {IE,[Vo(Zn)1ry<] + 90 ®(Zn-1,t) x Pu(Tn > 1)} VE,[Vo(Zy)]

t>0

WN(Z()) = sup {IEZO [VN_1<Zl)]lT1<t] + go (I)(Zo,t) X ]PZO(TI > t)} V ]EZO [WN_1(21>].

t>0

Comme on cherche a illustrer une différence numérique, on se place dans un cas encore
plus simple. Afin de simplifier les calculs, on se place dans des conditions particulieres :
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,—[Hypothéses 2.2.2.}

% (2.2.2.1) on s’arréte a I’horizon N = 1 : on doit donc regarder Vo(Z;) et V1 (Z).

o

% (2.2.2.2) Zy = p est déterministe, donc V;(Zy) aussi.

% (2.2.2.3) on se place dans le cadre de notre exemple fil rouge de division en
deux cellules égales, avec une croissance exponentielle et une intensité de saut
en fonction puissance.

Dans ce cas, on a :

V()(Zl) = g(Zl> = e_TTl Z(IieTTl - V)Hxi<'ye*7'T1 + ($IleTT1 - 2’7)]19011 <2ve~ 11 + (n + 1)7
il

ot Ty ~ exp, (Ao ®) et [; est une variable aléatoire représentant le numéro de la cellule
qui se divise a I'instant du saut. La loi discrete de I; est donnée par IP([; = i) = m
1T TTn

On peut donc simuler la variable aléatoire Vy(Z7), car on sait simuler 7} et I; par leur
loi explicite.

,—[Proposition 2.2.3.}

Soit v,r,a > 0 et zq,...,x, dans IR. Dans le cadre des hypothéses 2.2.2, on a :

Vo(Z1) = 9(Z1) (2.2.1)
— e—rTl [Z(xierﬂ . 7)]1131-<'ye*"'T1 4 (l’]leTTl — Z’y)]lxll <2ye=rTi + (n + 1)’}/
i+l
et
Vi (@) = sup {]E#[At} + bt} VE, {Vo(Zl)] (2.2.2)
>0

avec, pour tout t > 0,

At - e_Tt (Z(Iierﬂ - ’7)]lxi<fye*”"T1 + (xfleTTl - 27)]19611 <2ve~ 11 + (n + 1)7) ]1T1<t7
i#l

erta _ 1
b= e "t (Z(%em — )y, cne—rt + nfy) exp (— Z(mf) > .

ar

On a maintenant toutes les clés en main pour pouvoir implémenter numériquement
la comparaison entre les cellules marquées.
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2.2.3 Comparaison avec la fonction valeur pour le modele cellule-
marquée.
On peut également simuler V;(Zj), qui est une quantité déterministe, calculée a partir

de la variable aléatoire Vy(Z1). On explique ici par pseudo-code les algorithmes de la
partie A.2.1.2, simulation de la fonction V; par la formule (2.2.2).

Algorithm 2.2.1: V\l(At, NDmagy by Y, T, Q)

(Le suprémum est pris sur lintervalle [0, At X nbya.])

a < vecteur de taille nb,,q, + 1
b < vecteur de taille Nz + 1
pour tout j € {0,1,...,nbyu}
) a(j) < E,[Ajad] par Monte-Carlo
faire ¢ 7/ .
b(]) < bjAt
sup < max(a + b)
vy < E, [WO(Zl)} par Monte-Carlo
V; + max{sup, v}

On cherche maintenant & comparer avec la fonction valeur pour une cellule marquée. Avec
le méme principe, on obtient :

,—[Proposition 2.2.4.}

Pour tout z réel, v, r, a > 0, la fonction valeur pour un arrét au premier saut pour
le modele PDMP réel V; est donnée par I'expression suivante :

Vi(x) = sup {E,[A] + B} VI, [Vo(Z1)] (2.2.3)

t>0

avec, pour tout ¢t > 0,

A= (e /2 = Nlyon coy +7) Inyar,

T :Ua T
B = [(@e" = Dz 7] exp (2 (e = 1))

Avec le méme principe que précédemment, on peut également simuler V;(z). Apres
simulation, on compare les deux fonctions valeurs Vi(z) et V,(d,) partant du méme
point initial. Ces deux quantités déterministes sont des nombres réels. Cependant, pour
obtenir une valeur par simulation, on utilise une méthode de Monte-Carlo, ce qui introduit
de T'aléatoire : plus formellement, on reprend les formules (2.2.2) et (2.2.3) ainsi que
le pseudo-algorithme 2.2.1. Les quantités A; et A; sont des variables aléatoires pour
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lesquelles on peut simuler un échantillon. Afin d’avoir leur espérance, on utilise la moyenne
empirique (méthode de Monte-Carlo). En réinjectant dans (2.2.2) et (2.2.3), on a donc
des valeurs estimées pour V;(x) et Vy(d,).

Pour obtenir les résultats ci-dessous a la table 2.2, on a simuler 100 fois V;(3) et V(d3).
Les parametres sont : a = 1, r = 2, v = 1. Pour le pas de discrétisation At, on prend la
valeur maximum des 77 (dans le Monte-Carlo), et on la divise par un nombre nb,,., qui
correspond au nombre de points de discrétisation que 1’on souhaite. Ici, nb,,q, = 500. On
obtient les intervalles de confiance a 95% suivants :

Table 2.2 — Comparaison numérique entre V1(3) et V1(d3)

Vi(3) | 1.0018 4 2.54 x 10~

V1(05) | 1.3447 + 3.6034 x 10~

Avec un point initial identique (une seule cellule), on voit que numériquement la
valeur obtenue pour V;(3) et de V;(d3) ne sont pas identiques, méme en choisissant des
fonctions récompenses compatibles au changement de modele (individu — population)
et en prenant un horizon N = 1. D’ou la nécessité d’une nouvelle étude d’optimisation
pour les mesures.

2.3 Etude de g(7))

Apres avoir simulé la variable aléatoire g(Z;) = Vy(Z;), on remarque qu’on a une
grande variété d’histogrammes, dont on donne un apercu a la figure 2.3.1.

Afin d’expliquer ces différents histogrammes, on cherche la loi de Vy(Z;). On se place
dans les hypotheses 2.2.2 et avec seulement deux cellules initiales, ¢’est-a-dire qu’on consi-
dere p = 6,, +9,, comme point initial du processus. On suppose de plus que z; > 9, sans
perte de généralités. On prend une fonction h continue bornée, et on étudie E,[h(V(Z7))],
selon la formule (2.2.1) explicitant V(Z;). On donne avant cela les lois de T} et I, par

[0}

s
Pl =i)=—"—
(h=19) xf + g
et oy go
T T
fr(t) = (@8 + )™ exp (~ L@~ 1)) Lo,

ou v > 0 est le parametre dans le taux de saut [ : I(z) = z® pour z € R. On peut donc
écrire :

E,[h(Vo(Z2))) = 3 /]R h (3ve ™™ + wi(t)) fr, (DP(L = )dt, (2.3.1)
avec pour t > 0

u(t) = (z2 — ’Veim)]lxx’ye‘” + (21 — 2’767”)]111<276‘”7
uy(t) = (11 — 'ye_”)]lmlqefn + (x9 — 2'}/6_rt)]1$2<2,yefn.

Afin de simplifier les calculs, on introduit les notations suivantes.
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08
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0

. . .
190 192 194 196 198 200 ° 15 2 25 3

Mesure initiale Xo = 6100 + 0200 + 0144, seuil  Mesure initiale Xo = 81 + 02 + 03, sewil
Y= 503 v =2.
or T1s0 - 4
ol L L L I I 4 ol L L L L
16 17 18 19 20 21 22 23 35 4 45 5 55 6
Mesure initiale Mesure initiale Xog = 61 + 99 + 03, seuil
Xo = 261 + 92 + 203 + 284 + 05, seuil v = 5. v = 6.

FIGURE 2.3.1 — différents histogrammes de V((Z;)
Paramétres communs : nombre de simulations = 10°, taux de croissance r = 2, puissance
intensité o =1

r—[Notation 2.3.1.} N

Pour v, 7, o, x1, 72 dans RY, on note :

1
Vie{1,2}, ri:=—1In <l> ,

T xX;

(2) _11 il  In2
r; (Q] /2> r’L+ r )

X% = af + 5.

\ J

Alors {z; < 2ve ™} = {t < 7PV et {a; < ve ™} = {t <} C {t < rP}. On peut ainsi
réécrire I'équation (2.3.1) en

[e%

2
E,[h(Vo(Z)) Z/ (SWe " (t )) z$'e" exp <—X—
i=1

o (" — 1)) 1;>0dt,

ol les u; se réexpriment en

ui(t) = (29 — ve "N yep, + (21 — ZVe_Tt)]lKng),
us(t) = (21 — ve "N yep, + (T2 — QVe_rt)]lKréz).
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On a ainsi une expression des indicatrices seulement en fonction de ¢, ce qui permet
de séparer les intégrales. En comparant les différents produits d’indicatrices dans Vg, on
remarque qu’il faut regarder les signes de r; et TZ(Q). Cela revient a étudier les relations
d’ordre entre 7, x1/2, x2/2, x1, T2, ce qui nous donne plusieurs cas :

Cas v < min{z;/2}, figure 2.3.2
Alors

In(2)
ry <rp+ - <0 oo r
{ 1 In(2) <0 = ]Eﬂ[h(vo(zl))] :/0 h(3fye t)le (t)dt x 1

r9 < T9 +
_ 7 h(u) n (_% o (%)) du

r

0 ru
On fait le changement de variable :
u=3ye " € [37,0],
- _1 u
t=—;ln (37) '
dt = —idu,
1 37\ ¢ X /3%y
avec fr, (—ln (u)) = X" <7) exp (— < T 1>) Et apres calculs, on a la
r 3y U ra \ u®

densité suivante, définie sur R :

30{ OéXO{ XOL 30{ (e}
U — 27 A exp < (1 _27 >> Locy<sy-
ruct! u®

L[ voen

densité

0 0.5 1 1.5 2

FIGURE 2.3.2 — Histogramme et densité de Vy(Z;)
mesure initiale 93 + 03, sewil y =1, r =2, a = 1, nb simu= 10°

Cas x9/2 < v < min{zy, z1/2}, figure 2.3.3
Alors on a :

) In(2)

T’1<T1+ln(2)<0,
7“2<0<7”2+T,
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et done

E,[h(Vo(Z))) i h(3ve™™) fr, (t)dt

Xa
+x2 l/
0

Le premier terme dans la somme se traite comme dans le cas précédent ; pour le deuxieme
terme, on fait également deux changements de variable.

( )

h(ve™ + o) fr, (1) + /(2) (3ve™™) fr, (¢ )dt]

u=re "+ x5 € [y+ a9, 19, v=3ye " € [32,0]
_ 1 uU—x

t=—1m (TQ) et t——fln(:,w)

dt = — i sdu dt = —Ldv.

Et apres calculs, on a la densité suivante :

(e
U+~ —era
T

3a 3a,yOéXOl
ua+1 p (_

) X
i (u — zg)ott P <_ra(u — xQ)Oé> ]13122<“<x2+71 :

(0% o
rau® > (27 To<ucsy + 25 ]10<“<3172)

N

[ veE@n

densité

0.8+

0.6

0.4

0.2

valeur du seuil pour notre identité tronquée, seuil=2

FIGURE 2.3.3 — Histogramme et densité de Vy(Z;)
mesure initiale 03 + 05, sewil v =2, r =2, a = 1, nb simu= 10°

Cas z9 < v < x1/2, figure 2.3.4

Alors on a :
re<nr+ ln( ) 0,
0<ry <ry + (2)

et done

E.[h(Vo(21))] = X [ here @ fr e+ [ h(sre ) i (0)at]

/r@)

h(ye™™ + @) fr, (1) + / o h(3ye ™) fr, (t)dt] .
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Le deuxieme terme dans la somme se traite comme dans le cas précédent ; pour le premier
terme, on fait également deux changements de variable.

u=2ye " 4+ x9 € [27 + xg, 35 v =3ye"" € [3x,,0]
_ 1 U—2x v
t——;ln(#), et t:—%ln(g),
_ 1 _
dt = —r(u_m)du dt = —%dv.

Et apres calculs de la densité, on a la densité suivante :

e |
2041.? ( 2a7aXa
e _—

(u — x9)ot!

l.gé ,YQXCM 304373 30&,an&
Ty P <_a(u—x>> Laggcucoriy + oy P (=7 o ) Locuctns |

(67

Ul—>7

T P T

) ]13x2<u<x2+27 + ue ) ]lO<u<3gc2

ra(u — zy)® rau®

I
0.6 - [ Vo)

densité

0.5

0.4 -

03

0.2 -

01

4 5 6 7 8 9 10 11

FIGURE 2.3.4 — Histogramme et densité de Vo(Z1)
mesure initiale 83 + 019, seuil y =4, r =2, a = 1, nb simu= 10°

Cas x5 < 71/2 < v < x1, figure 2.3.5
Alors on a :

réQ) >y 2 7’52)

> 0>,
d’ou

E,[h(Vo(21))]

2
x{ /Tg)
X | Jo

o)

L5 [/0 © h(ye T 4 x) iy (1) +/: h(3ve™™) fr, (t)dt] :

has + 22 fr (O + [ h(2ve™ +a2)fr, (Ot + [ h(3ve ™) fr (t)dt]

On reconnait les changement de variables vu précédemment. Apres calculs, on obtient la
loi mixte suivante, somme d’une loi continue et d’une loi discrete. La partie continue est
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donnée par la fonction suivante :

XOA
,.Y(Xeﬁ 2a,ana

H— 20‘ ¢ - N4 ]l ui u<lxr X
U l Ty eXp< TO!(U—ZEQ)a) 3ro<u<zo+x1
o ,}/OCXOt

(‘m(u - aa)&) 1] o
3a a X"‘ < 30[,an0[
rou®

o o
) {1'1 ]10<u<3a:2 + x210<u<%x2} du?

et la partie discrete est donnée par I'atome suivant :

o DLV o
5x1+:r:2 (du) (1 - e% CeXp <_f}/>> xil

raxs Xo

[ ]V

5 = densité |

04— —

03—

01—

4 5 6 74 8

FIGURE 2.3.5 — Histogramme et densité de V((Z)
mesure initiale 89 + 03, sewil y =5, r =2, a = 1, nb simu= 10°

Cas 19 < 11/2 < x1 < 7, figure 2.3.6
Alors on a :

(2)

>y >l

>r; >0
E,[h(Vo(Z1))]

_fci“/
X | Jo
23
Xa

ye

h(z1 + 22) fr, ()t + / o R(2ye " + ) fr, ()t + / " h(3ye ) fr, (t)dt]

1 rém 00
+ [/0 h(z1 + @2) fry (t)dt + /T1 h(ye™ + x2) fr, (t)dt + /r;” h(3ve™™) fry (t)dt] :

Apres calculs, on obtient la loi mixte suivante, somme d’une loi continue et d'une loi
discrete. La partie continue est donnée par la fonction suivante :

fyOé X o o 204,an0¢
u HWe " |? Ty exp <_T’CY(U—.T2)O‘> ]135E2<u<m+x1

,ana
)a) 13?<u<x2+$1] du7

+afexp | ——F——
2 p( ra(u —
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et la partie discréte est donnée par I’atome suivant :
1 x° 20y X x° X
— 0440, (du l—ermexp|l————||af+|1—eraexp|— x5 .
X e )K p< rozy )) : ( p( mx?)) 21

V@

densité

L e T TTTTTTT

0 | L L
6 7 8 9 10 11 12

FIGURE 2.3.6 — Histogramme et densité de Vy(Z;)
mesure initiale 6g + 03, seuil Y =9, r =2, a = 1, nb simu= 10°

Cas 29/2 < 11/2 < v < xy, figure 2.3.7
Alors on a :

(2)

r§2)>r1 >0>ry>1

ye

Buh(Vo(Z)] = 21 [ [ e e a+ [ h<3ve-”>fT1<t>dt]

(2)

N kS [/Om h(ve™™ + x3) fr, (£)dt + /7«; h(3ve™™) fr, (t)dt] .

Et apres calculs, on a la densité suivante :

(67 xa

e ) e
urs —era |————exp| ——r—— | Loz
r [(u — xp)ot! P ra(u —zy)x) 22 usnt

Ty X
- (u— zg)ot! P <_7’a(u — x2)a> ]1332<“<I2+’Y] :

Cas 21/2 < 9 < 7y < x4, figure 2.3.8
On retrouve les méme types de calculs que précédemment, avec une loi mixte composée
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061 densité n
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03t
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0.1
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FIGURE 2.3.7 — Histogramme et densité de V((Z)
mesure initiale 819 + 910, sewil y =9, r =2, a = 1, nb simu= 10°

d’un partie continue :

gl Gy e
uUr— —era ex - ]l r1
r (’LL _ $1>a+1 p TO((U _ ZEl)a 35 <u<zi1+w2
L S (S 0, S I du
(u — xg)tl ra(u — x9)® 3% <u<zaty ’

et d'une partie discrete

@ o aya
2 (1 - e)f_“ exp <_,Y )) O+, (d01).

X rar$

25 T
[ ] Vo)
densité
2 —
15+ _
1+
05t
0 | | 1
15 16 17 18 19 20 21 22

FIGURE 2.3.8 — Histogramme et densité de Vy(Z)
mesure initiale 819 + 019, seuil y =11, r =2, a = 1, nb simu= 10°
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Cas 19/2 < 11/2 < 29 < m1 < 7, figure 2.3.9
On retrouve les méme types de calculs que précédemment, avec une loi mixte composée
d’un partie continue :

g 7 X
U= € ( )a+l eXp ra(u IR zl)a ]1371<u<a:1+x2

a ayo
PR S <_ 7

— | I3=2 du
ra(u . .732)0‘> 35 <u<za+x ’

et d'une partie discrete :

e xo W/QXO‘ 5 X ,ana
[)&1 (1 —era exp (— rozs )) + X720‘ (1 — ere exXp <_ rard >>] O+ (du)

[ Vol

densité

JE

0 : L L . e T TTTTT TETTTTTTIIIIL ]
7 8 9 10 11 12 13

FIGURE 2.3.9 — Histogramme et densité de Vy(Z;)
mesure initiale 03 + 05, sewil v =8, r =2, a = 1, nb simu= 10°

Avec les différentes indicatrices, on peut voir les différents points de rupture des his-
togrammes, ainsi que la nature des sauts, vers le haut ou vers le bas.

Conclusion

On a vu dans ce chapitre I’extension de la programmation dynamique pour les PDMP
a valeur mesure, fortement inspirée de 'article de Gugerli [Gug86] pour les PDMP réels.
Dans ce chapitre, on s’est placé avec des fonctions bornées sur E pour définir les opérateur
de la programmation dynamique. Une suite logique de ce travail serait de s’intéresser a
approcher numériquement les fonctions valeurs, comme par exemple dans [dSDG10], ou
I’on utilise une technique de quantification. Ici, notre espace de mesure étant de dimension
infinie, il n’est pas possible de représenter facilement les fonctions valeurs car elles sont

o4



définies sur un espace de mesures. Ces fonctions n’étant pas connues point par point, on les
manipule via les variables aléatoires Z,, (représentant les positions post-saut). En effet, ce
sont ces quantités qui apparaissent dans les équations de la programmation dynamique :
les variables aléatoire V,,(Zy_,) pour un horizon aléatoire fini de N sauts. Ces variables
sont plus faciles & manipuler que des fonctions numériques, notamment d’un point de vue
simulations. Cependant, reste le probleme de la représentation numérique : en effet, cela
reste des variables aléatoires a valeurs mesures et non des variables réelles (ou méme des
variables vectorielles).

Dans le cadre de ce probleme de représenter numériquement des fonctions réelles sur
des espaces de mesure, nous nous sommes penchés sur un probleme de représentation
graphique face a la zoologie de g(Z;) dans le cadre d'un exemple trés spécifique, ce qui
montre une complexité méme sur des cas simples. Les calculs de loi sont possibles, mais
en partant de seulement deux cellules initiales et en s’arrétant a un seul saut, on voit
qu’on doit traiter 8 cas (non triviaux).

Dans le chapitre suivant, nous nous intéressons au cas particulier d'un PDMP réel
simple. On cherche a faire I'approximation de ce PDMP via l'approximation du flot
associé, et voir quel type d’erreur se propage en dehors de I’erreur du schéma. On choisit
pour cela un flot linéaire, explicite, qui nous permet de regarder I'erreur due au décalage
des sauts du processus approchant.
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CHAPITRE

3

ETUDE DE CAS : TCP ET
APPROXIMATION
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3.1 Notations . ... ... ... 58
3.2 Description dumodele TCP . ... ... ............ 61
3.3 Approximation par schéma d’Euler. . . . . . ... ... ... 64
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3.5.2 Etude de la distance de Wasserstein pour des TCP et leurs
schémas . . . . . .. 79
3.5.3 Simuler cette erreur . . . .. ... Lo 83

Il est en général impossible d’obtenir une expression analytique du flot d’'un PDMP
quelconque. Pour approcher numériquement les solutions, on a recours a un schéma de
discrétisation ce qui permet en particulier de simuler numériquement un PDMP. Par
exemple, le schéma d’Euler correspond a un développement a I’ordre 1 du flot. Le but de
ce chapitre est de traiter un cas particulier de PDMP réel, et de comparer a quel point
le processus discrétisé par schéma d’Euler est proche du vrai processus. Pour ce faire, on
choisit de prendre un exemple tres simple de PDMP, afin d’avoir un flot explicite; on
pourra ainsi étudier 'erreur entre le PDMP et le processus discrétisé. Cela nous permet
de voir que déja sur un cas simple, I’erreur a calculer ne 'est pas, et on aura d’ailleurs
pas d’expression explicite de ’erreur, seulement des majorations.
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On utilise pour cela un modele simplifié d’échange de données entre ordinateurs. On
fait les simplifications suivantes :

9,
*o*

on ne considere pas de changement de mode donc on regarde uniquement 1’état du
systeme. En particulier, il n’y a qu’un seul flot ¢ qui de plus est en dimension 1;

% les durées inter-sauts ne sont issues que de I’aléatoire : on ne considere pas de sauts

aux frontieres ;

« l'intensité [ des sauts est constante, les durées entre les sauts sont donc déterminées
par un processus de Poisson. Ce sont des variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées (7.7.d.) selon une loi exponentielle ;

R

% le flot ¢ est explicite et linéaire : ¢(t,y) = y + t. Ceci permet d’avoir un schéma
également simple.

Toutes ses conditions simplificatrices donnent acces a un modele "jouet" mais a partir
duquel on peut observer explicitement les erreurs d’approximation, et les majorer assez
finement. Cela nous donne les moyen d’avoir des simulations numériques précises. De
plus on s’affranchit de I'erreur de consistance car le flot choisi est linéaire, ce qui fait que
I’approche par schéma d’Euler des solutions est exacte. On a ainsi acces seulement a une
erreur du au décalage des sauts, mais pour laquelle on a seulement des majorations.

Le cas simple étudié dans ce chapitre est le processus modélisant un protocole d’échanges
de données, le TCP !, dont on peut trouver une présentation également dans [CM16] par
exemple. Apres quelques rappels autour des processus de Poisson dans une premiere par-
tie, on détaille la modélisation de ce processus. On explique ensuite le schéma utilisé pour
approcher ce processus, puis les deux types d’erreurs qu’on consideére sur ces processus.
Il est présenté en annexe toutes les simulations utilisées dans ce chapitre, dans la partie

A3

3.1 Notations

On introduit ici quelques notations générales qu’on utilisera tout le long de cette par-
tie, ainsi que des notations plus spécifiques et des rappels a propos des lois exponentielles
et des processus de Poisson, utilisés plus tard pour la démonstrations de nos résultats.

~ Notation 3.1.1.} .

Soit g1 et ps deux mesures de probabilités, respectivement sur (€, F7) et (Qq, F2)
espaces mesurables. On note p1; ® o la mesure sur 'espace produit (25 x Qy, F1 @ F2)
telle que

V(AL As) € (F1,F2) 1 @ pa(Ar X Ag) = pi(Ar)pa(Asz).

1. Transmission control protocol
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~ Notation 3.1.2.} .

Soit (€2, F,IP) un espace probabilisé et (H, |- |) un espace normé. On considere X
et Y des variables aléatoires & valeur dans H. On note

% P(H) l'ensemble des mesures de probabilités sur H,

L)

7
L X4

(IL?, ||.]|,) V'espace des variables aléatoires a valeurs réelles admettant un moment
d’ordre p pour p dans [1,4o00]. Il est muni de la norme suivante :

1X]], = B[ X7,

R
°o

X 1Y signifie X est indépendante de Y,

7
X4

I, la matrice identité de 'espace des matrices réelles de taille p x p,

Y
L X4

On note [.] pour désigner la partie entiere supérieure des réels.

\ J

Comme on s’intéresse a des schémas numériques et des lois exponentielles, il semble
logique de regarder une discrétisation de la loi exponentielle, via une loi géométrique.

,—[Rappel 3.1.3.] \

Soit [ > 0. Si X suit une loi exponentielle de parametre [, alors :

X
pour tout 6 > 0, {0-‘ suit une loi géométrique G(1 —e~'%),

X p.Ss.
0 {9—‘ 6—0+ X.

\. J

Preuve. On pourra regarder les exercices dans [Ouv98] (chap6) pour une référence pré-
cise.

On veut montrer que cette variable aléatoire suit une loi géométrique. Soit k € IN*.

R A R ]

ce qui correspond bien & la loi géométrique de parametre 1 — e,

Pour tout w € €2 et pour tout € > 0, on peut écrire :

X(w)| _ X(w)
’V 0 -‘ =y + 89(&)),
ol gg(w) est dans I'intervalle [0, 1]. Donc
X X
0 X(w) — X(w)| = GM—#H X gp(w) — X(w)| =0 x gg(w) —— 0,
0 0 0—07+
car g9(w) est borné. On a donc montré la convergence presque stire. O
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On fait maintenant des rappels sur les processus de Poisson, ainsi que sur la loi
exponentielle :

Sur les processus de Poisson : Soit (N;)iso un processus de Poisson de parametre
[ strictement positif issu de 0. On note 77,75, ... les instants de sauts du processus de
Poisson et on pose Ty = 0. On rappelle ici quelques propriétés sur les processus de Poisson,
qui serviront dans la suite de ce chapitre. On pourra se référer a [Ouv09](chapll,ex) pour
les démonstrations.

Rappel 3.1.4.}

Les durées inter-temps Sy := T, — Ti_1 sont indépendantes et identiquement
distribuées selon une loi exponentielle de parametre [.

Rappel 3.1.5.]

Pour tout ¢ > 0, IV, suit une loi de Poisson de parametre It : P(V; = k) = e*lt%.

~ Rappel 3.1.6. ] .

Le processus de Poisson est a accroissement indépendants et stationnaires, ce qui
signifie respectivement que? pour tout s, > 0 :

NT+S_NTJ'|—NT;
ZL(Nyys — N,) = Z(N,).

,—[Rappel 3.1.7.} \

Sachant que {N; = k}, le k-uplet (T4, ..., T}) suit la loi de statistique d’ordre d’un
k-échantillon de loi uniforme sur [0, ¢]. La densité de cette loi est donnée par :

k!
f(th ceey tk’) = tik]l{0<t1<-.‘<tk<t}'
En particulier, sachant { N, = 1}, T} suit une loi uniforme sur [0, ¢], ce qui permet de
simplifier certains calculs avec conditionnement.

\ J

Sur ’absence de mémoire : La loi exponentielle est dite sans mémoire : si elle
représente un temps de fonctionnement (d’une ampoule par exemple), le temps de fonc-
tionnement qu’il reste a I'ampoule sachant qu’elle a déja vécu un certain temps suit la
méme loi que la durée de vie d’'une ampoule neuve : 'ampoule oublie son age. Ceci se
traduit mathématiquement de la fagon suivante (on pourra se référer a [Ouv98|(chap6,ex)
pour démonstration).

2. Z désigne la loi d’une variable aléatoire, cf page 12.
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Rappel 3.1.8.}

Soit T une variable aléatoire de loi £(1). Alors on a la propriété suivante :

Vs, t20 P(T>t+s|T>t)=P(T > s).

3.2 Description du modele TCP

On modélise les données sortantes d’un ordinateur relié a un réseau via un TCP comme
suit : a chaque pas de temps, le débit augmente d’une unité, de maniere déterministe.
On a donc une évolution linéaire jusqu’a ce que le systeme sature, et alors le débit est
divisé par deux. L’aléa se trouve dans les intervalles de temps entre chaque congestion,
ce qui correspond aux durées inter-saut. Dans ce modele, les instants de sauts ont un
comportement de type processus de Poisson. Le débit suit donc un processus de Markov,
déterministe par morceaux.

Soit Yy une variable aléatoire positive qui représente la valeur initiale du processus.
Dans les simulations, cette quantité sera déterministe. Soit (/NV;);s0 un processus de Poisson
de parametre [ > 0 issu de 0. Dans la suite, on impose :

Hypotheses 3.2.1.}

La variable Yj est indépendante du processus (NV;)sso-

On note 11,75, ... les instants de sauts du processus de Poisson (qui correspondent
aux instants de congestion du débit) et on pose Ty = 0. On note de plus Sy := Ty — Tj_1
pour k£ dans IN*.

On définit le processus Y = (Y})s0 par :

Yy +t—1T, i T <t < Thoat,
Ytz{Tk+ it - (3.2.1)

%(YTI@ + Sk+1) Si t - Tk+1.
On rappelle que les éveénements suivant sont égaux :

C’est encore égal a : “il y a eu k sauts du processus avant ['instant t”. A titre d’exemple,
on donne ici les "premieres" valeurs du processus TCP entre les sauts en fonction du
nombre de sauts, a mettre en parallele avec le schéma de la figure 3.2.1 :

}/O+t SiNt:(],
%‘f‘t_Tl si Ny =1,
YOIT1+%+t_T2 si Ny =2,

Yo+T To—T; Ty —T— .
oy Ll 4 T s N, =k,
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FIGURE 3.2.1 — schéma d’une trajectoire du processus TCP

Entre chaque saut, le processus Y évolue de maniére déterministe par le flot ¢(z,t) =
x +t ou x représente la valeur au saut précédant t. A l'instant ¢, on se trouve entre le
saut N; et Nyy 1 et on a donc

Y, = ¢(Ya,,t — Ty)- (3.2.2)

La figure 3.2.2 ci-dessus est issue d’une simulation sous MATLAB, décrite dans l'algo-
rithme A.3.1.3.

FIGURE 3.2.2 — Une trajectoire du processus TCP (1 =1, Yy = 2), arrétée au 3é saut

On définie la chaine incluse associée a (Y;)iz0 comme la suite des variables des po-
sitions post-sauts, i.e. (Y7, )ren, que 'on note (Y,),en Les valeurs de cette chaine sont
représentées par les points pleins sur la figure 3.2.2; ce sont les limites a droite en les
sauts de Y. On a la relation de récurrence suivante (par construction de Y) :

1
Yiy1 = §(Yk + 5k+1)- (3.2.3)
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Lemme 3.2.2.}

La chaine incluse (Y, ),en est une chaine de Markov.

Preuve. Par la formule (3.2.3), on voit qu’on peut écrire

Yirr = f(Yi, Skt1),

ou f est une fonction mesurable. Comme les S; sont indépendants et identiquement
distribués, on a directement une chaine de Markov.
O

L’aspect markovien du processus vient du fait que connaissant la valeur du processus
au temps T}, on peut déterminer la valeur du processus pour t > Tj. Les valeurs prises
par Y; sont conditionnellement déterministes (évolution linéaire ou division par 2), et les
instants de sauts sont construits a partir d’'un processus de Poisson. On formalise un peu
mieux cette propriété :

,—[Proposition 3.2.3.} \

Le processus (Y})s0 est markovien : V s, 7 > 0,
Autrement dit, la loi du processus futur sachant tout le passé ne dépend que du

présent.

\ J

Preuve. La démonstration dans un cas plus général est faite dans le livre de Davis
[Dav93] (théoreme 25.5). On a en fait une autre forme dans le cas simple du processus
TCP :

On commence par écrire ce que vaut le processus en r + s a partir de Y, :

Y, + TN,~+1 —-r SNH—Z SN,,+3 SNTJFS
Y;“+s — 2Nr+s_NT' 2NT+S—N,,,—1 2NT+S_N7‘_2 + e + 2 + T + S — TN7'+5
Y, TN —r SN, +2 SNy
- 2N7‘+57N’7‘ { 2N7‘+57N’7‘ } W + e + 2 + {T + s — TNT+S} °

Cette égalité est illustrée par la figure 3.2.3. On souhaite montrer que ces termes ne
dépendent du passé que par le présent, i.e. par Y.

Par les accroissements indépendants du processus de Poisson (rappel 3.1.6), les termes
en N, — N, sont indépendants du passé, ce qui regle les coefficients en puissance de 2.

Les termes entre crochets ne font intervenir que des inter-temps postérieurs au pré-
sent : Sn,42, SN,+3, -+, ON,,.. De plus, Noys = Ny + (Npgs — N;) ot (Npys — Ny)
est indépendant du passé. Comme les inter-temps sont i.i.d, ils sont en particulier in-
dépendants du passé. Reste les deux termes entre accolades, représentés par les fleches
horizontales hachurées (verte a pointes vers l'extérieur et orange a pointes vers 'intérieur)
sur la figure 3.2.3.
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7;\//' I TN+17;\/‘+2 ];V ! Y;V

r 7 r+s r+s

r r+s

FIGURE 3.2.3 — Schéma d’une trajectoire entre les instants r et r + s.

+1

On a :
cr4s—=Tn,, =7+5— (Tn41+ Sn+1+...+ SNy, )-

Par le méme argument que précédemment, ce terme ne dépend que du présent.

La quantité Ty, 1 — 7 (¥ sur le schéma) correspond au temps de vie résiduel
de la variable Sy, 1 "observée" a I'instant . On utilise la propriété d’absence de mémoire
de l'exponentielle (rappel 3.1.8) : ce temps résiduel (sachant le présent) a la méme loi
que le premier saut d’un processus TCP partant du point Y, (qui ne dépend donc que du

présent), ce qui permet de conclure.
O

Ici notre processus est simple, mais on veut ’approcher grace a des schémas numé-
riques, le but étant de montrer que méme avec un flot linéaire explicite, on accumule
quand méme une erreur due a la construction de notre processus approchant.

3.3 Approximation par schéma d’Euler

On cherche a approcher notre processus TCP (Y};); par discrétisation et schéma d’Eu-
ler, via un processus (Y;*);s0; h représente le pas de discrétisation choisi. Le processus
approchant est construit constant par morceaux entre les pas 0, h, 2h, 3h,..., nh,...,
de maniere a avoir un processus cadlag (continu a droite avec limite a gauche). Il reste a
choisir les valeurs de discrétisation sur les instants nh, que 'on notera Y := Y, . On choi-
sit ici de se placer sur une grille AIN pour construire notre processus approximant, mais
ce n’est pas la seule possibilité. En effet, des algorithmes de simulations stochastiques,
comme ceux de Gillespie [Gil76] utilisés pour de la simulation de réactions chimiques
impliquant un grand nombre de molécule, integrent dans leur grille de discrétisation les
instants de sauts exacts. Comme on le verra un peu plus loin dans cette partie a la fi-
gure 3.3.2, cette considération empéche le "décalage" des processus du au retard dans le
processus schéma d’Euler.
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Soit V¥ = Y une variable aléatoire positive. On suppose :

Hypotheses 3.3.1.}

Y] est indépendante de tout le reste, en particulier des processus (Ny)iso et (Y;)s0-

On rappelle qu’entre chaque saut, Y évolue de maniere linéaire selon le flot ¢, par
(3.2.2). On va donc se baser sur 'approximation du flot pour trouver I’approximation de
notre processus. En considérant un pas de temps h > 0, on a :

oz + h,t) = ¢(x,t) + h x 14 0. (3.3.1)

Ceci va nous donner I'approximation des morceaux déterministes. On choisira en effet
une fonction constante par morceaux, qu’on incrémente de h a chaque pas de temps de
longueur h. Le choix d’une grille fixe, plus simple a considérer, nous impose aussi que
les instants de sauts du processus Y" sont également sur la grille. Comme les durées
inter-sauts sont strictement positives (on n’autorise pas les doubles sauts), les durées
inter-sauts pour le processus Y" seront au moins de durées h. A une position n x h le
processus aura deux possibilités pour sa valeur en (n + 1) X h, représenté par la figure
3.3.1 : ou bien continuer la trajectoire déterministe et donc étre augmenté de h, ou bien
voir sa valeur divisée par deux, ce qui représente un saut.

A A
o——o0O
—o
@ O~ &——O
+h —o - o
— 0o ~ Ber(ql)h) —o
+2 :
@ e o «

t t

FIGURE 3.3.1 — illustration du schéma d’Euler : pour un pas de temps, puis jusqu’a 3
sauts.

C’est donc a chaque pas h une épreuve de Bernoulli, dont on note la probabilité de
succes ¢ . Notre schéma d’Euler évoluant cran par cran, on en formalise 1’évolution :

(3.3.2)

Ul Y4+ b avece probabilité 1 — g.

L {éyfj avec probabilité g,

La derniere ligne correspond a une approximation de Y entre les sauts, approximation
de la partie déterministe. Ici, I’échec dans ces épreuves de Bernoulli successives représente
le saut du processus Yj. De plus, le cran (sur la grille de discrétisation temporelle) du
premier saut correspond au rang du premier succes dans une succession d’épreuves de
Bernoulli indépendantes toutes de parameétre g. On note SP les durées inter-sauts du
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processus Y, et T les instants de sauts. Comme pour le processus Y, on a donc la
relation 7" = 3" | S pour tout n entier.

Les SI sont & valeurs dans hIN*, de méme que les T}*. Comme presque surement

St > h, le schéma d’Euler ne peut faire qu’un seul saut sur un intervalle de temps de

longueur h. Le processus TCP, quant a lui, peut en faire un nombre quelconque sur une
k
telle fenétre ; en fait, la probabilité d’avoir k sauts pendant une durée h est de e_“%.

Ceci crée un décalage entre les deux processus, comme on peut voir sur la figure 3.3.2.

FIGURE 3.3.2 — une trajectoire d’un processus TCP avec son approximation par schéma

d’Euler (1=1, h=0.1).

Ici, on a fait une description du processus Y" qui ne fait pas intervenir le processus
de Y directement. En effet, on a donné un comportement en loi, les variables S” pouvant
s’écrire comme le produit de h avec une variable alétaoire de loi géométrique G(q). Mais
en vu de regarder des erreurs de trajectoire illustrées par des simulations numériques, on
cherche une construction faite a partir du processus initial.

Or Y saute selon des inter-temps de loi exponentielle ; on cherche donc a approcher
la loi exponentielle, mais a partir de loi géométrique. Or, par le rappel 3.1.3, il semble
cohérent de poser pour k € IN*,

Sk

Sh—hxGli=h [hw . (3.3.3)

En effet, ces durées d’inter-saut pour le schéma d’Euler s’approchent de leur équivalent
TCP au sens suivant :

r—[Lemme 3.3.2.] \

Pour tout k£ € IN, la variable G? = [%W suit une loi géométrique de parametre

1 — e~ ", De plus, on a la convergence suivante lorsque h — 0 :

VkeN, S¢ ﬁsk
_>

Preuve. Cela résulte uniquement du rappel 3.1.3. O
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Ces variables aléatoires S? sont bien & valeurs dans I'ensemble hIN*, car presque
surement Sy, > 0 donc P(Sp = 0) = 0 et ainsi le support de Sy est dans R%. On retrouve
bien les lois des variables GI et SP définies en (3.3.3). On en déduit également que cette
chaine (J"),.50 est une chaine de Markov 3.

Ici, le flot est linéaire donc I’égalité (3.3.1) n’est pas une approximation, elle est exacte.
Le décalage entre les deux processus n’est dii qu’a 1'aléatoire et le nombre de sauts limités
pour le schéma. Lorsque le flot est plus compliqué, ne serait-ce que quadratique, une erreur
déterministe se rajoute, a cause de 'approximation du flot.

On a, par définition via (3.3.3), S, < S pour tout k. Donc :

(T} <t} C {T < t}.

On note (N!0 le processus de saut associé aux instants 7" : pour tout t > 0,
NI =Yg Lirnsy- On a

N = Z Lir<y 2 Z 1{T,5<t} = Nth'
k>0 k>0

Heuristiquement, comme les instants de sauts T} sont plus courts que T}, le processus
Y saute plus vite que Y" donc & un instant donné il y aura plus de sauts qui se seront
produits pour Y que pour Y.

Ce schéma d’Euler est construit a partir des inter-temps du processus TCP; c’est
un couplage particulier. On pourrait imaginer d’autres couplages, en respectant toujours
la construction de la figure 3.3.1, par exemple un couplage ou les deux processus sont
indépendants, méme si dans ce cas I’erreur en trajectoire d’un tel couplage n’aurait aucune
chance de converger.

Dans la suite, on va vouloir majorer 1’écart entre les deux processus, notamment en
utilisant leurs moments.

,—[Proposition 3.3.3.} \

Pour tout p € N, y > 0, t > 0, le moment d’ordre p de Y; sachant {Yy = y} est
donné par :

» p! ' p m ykz p 1 ot
my(y,t) = E, (V)P = ———+p!' > [ D I [] — e, (3.3.4)
O1... ep m=1 | k=0 k! j=k 0-7 O

JEM

ou 6, :=1(1—(1/2)"). De plus, quand ¢ tend vers 'infini, Y; converge en loi vers la
loi 7 dont les moments sont donnés par la limites des moments :

pl  2rpt1)/2
my = /a:pw(dx) = PP = 1) (3.3.5)

\. J

Preuve. Pour le calcul de m,(y,t), on renvoie au livre [CM16], dans le chapitre 17.
Lorsque t tend vers l'infini, on remarque que les moments convergent tous vers des quan-

3. par le méme type d’argument qu’au lemme 3.2.2
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tités finies qui sont les m,, donnnées par :

— [ aPr(d P!
m”‘_/x”( x)_el...e,,'

En réinjectant les valeurs des §; = (1 — (1/2)"), on obtient bien le résultat voulu. Pour
voir que ces moments sont bien les moments d’une loi, et que Y; converge en loi vers cette
méme loi, on renvoie au chapitre 21 du méme livre [CM16].

Cependant, on propose une preuve alternative dans la partie 3.5.1, qui utilise la dis-
tance de Wasserstein. On y montre l'existence de loi invariante et la convergence en loi
du processus vers cette loi. Cette preuve est faite de maniere générale également dans le
chapitre 17 de [CM16], mais on la précise pour le cas du TCP a division par 2.

On a un résultat similaire pour le schéma d’Euler. Pour tout p € N, y > 0, t > 0,

h > 0, on note mg(y, t) le moment d’ordre p de Y, sachant {YJ* = y}. On note également

Mzﬁ‘(y, t) le vecteur des moments jusqu’'a lordre p de V" sachant {Y =y} :

M;?(y)t) = (]Ey [Yth} , Ey {(Y;h)ﬂ soes By [(Y;h)p})
= (mh(y. ), mh(y.1), ..., mh(y.1)) .

,—[Proposition 3.3.4.} \

La suite (M,,)ns0 == (M;(y, nh)).so vérifie la relation suivante :

M, = (A" (Mg — (I, — APP)TLBRPY 1 (1, — AMP)~tphP, (3.3.6)

ou AMP est une matrice triangulaire inférieure de taille p x p et B"P un vecteur de
taille p, tou-te-s les deux ne dépendant que de p, h et [ :

0 sit <3
(AMP), ;= HEEDER i et (BM); = We !
(j) hizie=  sii>j
De plus, quand ¢ tend vers I'infini, Y, converge en loi vers la loi 7" dont les moments
sont donnés par la limite des moments :

M =" (/x 7 (dz), ... ,/xpﬂh(dx)> = (I, — A"y~ Bh?,
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Preuve. On a, par (3.3.2) :

E [(Y(%rl)h)p} = Yhh

{(Ynhh + h)p] P(0 saut au cran n+ 1) + E Kg

W\ p=i | =i pypy L—e
() Jrs e B[] 5
o+ 5) S Ol e
p:| (1 + (21’2; 1)e_”‘> +7§ <p>1E {(K{Z)j] pp—ie=th 4 ppe—th

= E|[(v},) ] apy + E [(Ynhh)p_l] tppr + -+ E (V)] ap + hPe ™,

p
) ] P(saut au cran n + 1)

On en déduit :

0 sit<j
M, = AMPU, (+B"?  avec (AMP);; = 1“2;721)6% sii=j et (B");=he ™
N\pi—da—lh i
(j)h e sit>j
pour 1 < i,5 < p. On remarque que A"P est une matrice triangulaire inférieure, dont
les coefficients diagonaux sont tous distincts ce qui assure la diagonalisabilité de A"P. Ils
sont également compris strictement entre 0 et 1, ce qui assure l'inversibilité de I, — A™P.
On en déduit la formule (3.3.6), et le passage a la limite qui suit. En effet, pour tout n,
la matrice (A™?)" est semblable & diag(al, ..., a?,) qui converge vers la matrice nulle
quand n tend vers I'infini.
De méme que pour la proposition précédente, on renvoie a la partie 3.5.1 concernant
la convergence en loi de Y vers la loi invariante.

n
p,p

O

Maintenant que I'on a défini notre processus et son approximation, on cherche a
quantifier ’erreur commise entre les deux. Il n’existe pas d’erreur universelle pour mesurer
la précision de notre approche, mais on s’intéresse a deux types d’erreur ici. En effet,
méme si notre approche déterministe est exacte (le flot est linéaire), on observe quand
méme un décalage du processus approchant. Cette observation de trajectoires nous incite
a considérer une erreur dite "forte', que l'on traite dans la partie suivante. C’est une
erreur trajectorielle, donc qui dépend du couplage choisi pour les deux processus, et non
pas une erreur sur leur loi.

3.4 Erreur forte

Soit 7' € R fixé. On cherche & majorer la quantité E[|Y;" — Y;|] pour ¢ € [0,T7]; plus
précisément, on cherche a voir que cette quantité n’évolue pas plus vite que h :

vt €10,7), E[Y-Y|]<Crxh,
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ou Cr est une constante indépendante de h. Cette erreur dépend du couplage choisi. Par
exemple si on prend les deux processus indépendants, ’erreur en moment d’ordre 1 n’a
aucune chance de converger.

On regarde en les instants t,, = nh, pour n dans IN ; comme on manipule des processus
markoviens, on cherche a obtenir une relation du type

E[|Y;' — Ya[] < Cte E[|Yg' — Yol] + w(h),

ol k est une fonction. Ainsi on pourra ré-itérer au cran n. Ceci nous permet d’obtenir :

r—(Théoréme 3.4.1.} \
Pour n € N*, h > 0, on a :

1—ap
E[Y,)), — Yanl] < afE[Y]" — Yol] +

- az (Bn 4 nym), (3.4.1)

avec ay, < 1 pour tout A > 0. Les coefficients sont donnés par :

1
@ ap=—(1+3e ™+ lhe™™),

1

o 1 2712 h 2 3 —lh 5 —lh —lh

@ G = JPHEY]] + ih (1+8e )—41(1—e — lhe ™),
1

<3 ’Yhzzﬁhs.

\ J

Preuve. On commence par faire le cas n = 1. Par (3.2.1) et (3.3.2), on a différents cas
possibles :

% Sur {N, =0} : il n’y a pas encore eu de saut donc 77 > h et Y}, = Yy + h. De plus,
NI < N, done N = 0 et de méme Y} = Y{' + h. On en déduit I'égalité suivante :

E[|Y;" — YLy, o = E[[Y{" + h — Yy — ALy,
— E[Y{ - Ylle ™

En effet, N; ~ P(it) (rappel 3.1.5) et Yy, Y ont été supposées indépendantes du proces-
sus (Ny)eso (par 3.2.1 et 3.3.1).

% Sur {N;, = 1} : on est dans la confi-
guration de la figure 3.4.1. Par définition de
(3.2.1), on a

h
."—’ 0 +h

ou
YW+

Y, + h —Tj.

hg L
Yo Y2
De plus, il n’y a que deux choix pour la valeur T L L >
de V)" : ou bien NJ' = 0 et dans ce cas Y} = 1 h 2h

Y&+ h; ou bien NJ' = 1 et alors Y, = Y{'/2.

FIGURE 3.4.1 — Schéma sur {N, = 1}
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Mais dans le premier cas :

T
ﬂw—&,N”—@—{ﬂgh<7@7?>h}c{ﬂ<miﬁ]w>h}

Or :

froen 2]

<h T1>h}

r<n [B]s2be {rien Boaoioi)
o

Ceci est dii & la construction (Y,*); par rapport a (Y;); : en effet, 8’il y a eu un saut de
(Y;) entre le pas mh et (m+1)h, alors Y,* a un saut en (m + 1)h. Dans notre cas présent,
m =0 et T} < h implique T/ = h. On en déduit :

Y Yo + T
B[V}~ Vil 1] = E [ (et

2 2

+h—ﬂ)

]lNh:I,NfLL:I]
E[|Yy" — Yol[P(Ny, = 1) + E[|T1/2 — Al x,-1)]

E[|Yg' — Yolle™1h + E[(h — T1/2) 1w, -1)].

l\D\»—*[\D\»—*

Or L(T1|N; = 1) = U([0;t]) (par le rappel 3.1.7) donc :

1 1h
EW?—%MWFJ:QEW?—YM€Wh+PM@=Dx(h—)

22
ZUw4h< E[|Yy — H+3h)

% Sur {N},, > 2} : on a en particulier NJ' = 1 car T; < Ty < h donc on a eu (au moins)
un saut du TCP avant l'instant h.

Y Yo+Ty Tb—T
IE[|Yhh - Yh|]]'Nh>2] =E lQO - < ° 4 : + 2 9 : + h — T2> ]l{Nh>2}‘|
Yk Y —Y, 3 1
e[+ 25 mur o 5ot

car Ty = T1 + Sy avec T7 L Sy (on a méme (77, 5;) ~ E(I) ® E(1) par 3.1.4). On calcule
'espérance de droite a part. Comme on est sur {N, > 2} = {72 < h}, on a

3
ZTl—i— SQ Tl—l—SQ <h
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donc

3
IEH T+ 52 h’]l{Nh>2}] IEKh

1
1 52> 11{T1+52<h}}

St
4
3 ly
( ( — % > ]l{x+y<h}le le™ dx dy
R

= —2lh2elh + ihelh +(1—e (h — Z)
)
= —2lh2elh + ihelh +(1—e™h—(1- e’lh)zl
30 i Oy i 2 ihy O
< R — — — —
8lhe —|—4he +1h*—(1—e )4l

_ <1 _ :e_lh> _ 451 (1= e — the ™).

Comme de plus P(N, >2) =1 —e " — [he ™" 1a somme de toutes ces quantités vaut :

lh 1
E[Y;" - Yall < E[lY - Yol] x ( + e (e Zhe-“w)

1
+ B[ Y] x Z<1 —e " — [he™™)

3 5
h? (1 2e) = 2 (L= e = he ™).
+ + 8e 1 ( e e )
Le premier terme est égal & ¢ (1+3e~"+lhe™"") et le deuxieme est majoré par 1l2h2]E[|Yh ].
On a donc une majoratlon en passant du cran 0 & 1. En sachant que E[|[Y]|] <
E[|Y|] + nh, ceci nous permet d’écrire la majoration suivante entre n et n + 1 :

1
El[Ywsvn = Yinponll < E[Va, = Yanl] (1437 + the™) + 12h2 E[|Y,;]

1 IR2 (1 + 2elh> _ jz (1 _eth _ lhe’lh)

N

1., .
]E“Ynhh —Youl] + ilzh‘% X n
e TR+ 0 (14 2e) 2 2 (12t e
4 0 8 4
= ]EHYnhh — Yonl] + 90 n+ B

On reconnait une relation de récurrence du type u,.1 = au, + S + yn. Ceci conduit a

n—1 n—1
— o™ 1 —a®
Up = a"tg + — B+v> (n—k)a" avec > (n—k) nZa =n——
-« r pr l—a’

Ce qui, appliqué a l'erreur forte, nous donne l'inégalité souhaitée.
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Reste a voir le comportement des coefficients lorsque h tend vers 0, afin d’avoir une
idée du comportement du schéma a ’asymptotique.

,—[Proposition 3.4.2.} \

Lorsque h tend vers 0, on a les développements suivants :

. h PR,
L X O{hh:01—§+?+0(h ),

o _ (L0 rp L9\ g2, Lo 3
“ 5 = <4lh1E[|Y0 |]+4l>h + ooht (),

On déduit le comportement suivant de ’erreur forte :

El[Yoh = Yarl] < oRBIY' = Yoll +h x [e+ b x (b+an) +o(h)] (3.4.2)
—

otta>0,b>0et c>0sont des constantes qui ne dépendent que de [ et E[|Y]] :

[ I /1 11 1
— _ b= (ZIE[|Y" ) == E[|Y!
a=5b=5 (FEIYDI+15) ot e =56+ EIV)
De plus, les termes d’ordres supérieurs dans le développement limité de (3.4.2) (cachés

dans le o(h)) ne dépendent pas de n.

\. J

Preuve. Les développements des coefficients proviennent juste de développements limi-

tés.
Comme 0 < ap, < 1, on peut majorer directement 1:37‘; par lfah Or :
(Bn 4 nyn) = 2 (1 i Lewe s o(h2)> o (FE[[YS'] + 3+ (n + 1)lh + o(h))
T—ap TS0 4" "6 4 0 "
_h . o 1 Lo 11 .
=3 [(3 FIE[Y]) % 1O+ 1 <4ZIE[|YO I+ 45+ n> x h' + o(h)} .

On a la majoration voulue, avec a = £, b= 1 (il]EHYOhH + %) et ¢ = (3 + LE[|Y]).
O

On remarque aussi que lorsque les deux processus partent du méme point initial,
Ierreur est majorée par un terme de l'ordre de A multiplié par une constante. En fait,
lorsqu’on regarde a court terme, I’écart décroit exponentiellement selon I'erreur initiale ;
puis c’est le terme affine en nh (homogene au temps) qui prend le dessus.

Cette majoration théorique (en trait continu vert sur la figure 3.4.2) tend vers I'infini
lorsqu’on regarde en temps long. Ceci est dii a la partie linéaire en nh. Or, pour des ¢
assez grands, on remarque que ’erreur empirique ne dépasse pas un certain palier, comme
sur la figure 3.4.3.

A défaut d’avoir trouvé la valeur théorique de ce palier, on possede au moins deux
majorations a l'infini qui permettent de borner cette erreur forte.

La premiere est appelée dans la figure 3.4.3 "majoration brute", c’est la courbe violette

en pointillé simple. Cette majoration provient de I'inégalité triangulaire de la norme ||.||; :

V>0, E[Y, - Y| SEY)+EY/] o m' +mt < oo,
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+  erreur empirique
7 majoration théorique

++++
+++++++++++++++++
’ 1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1‘1-1-1-1-1-1-1-1‘1‘1‘1-1-1-1-1-1-1-1-1-
" ++++++++++++++++++
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FIGURE 3.4.2 — Erreur empirique ainsi que la majoration (3.4.1). L’écart est évalué
avec un pas As =1, et | = 0.5, h = 0.1, Yy = 10, YJ* = 2, jusqu’a t = 100.

par les propositions 3.3.3 et 3.3.4.

La deuxieme majoration est celle appelée dans la figure 3.4.3 "majoration heuristique',
c’est la courbe turquoise en pointillé double. On remarque qu’elle est plus proche de la
courbe empirique que la majoration brute.

12 T

| *  erreur empirique
= majoration théorique
10k = = majoration brute
[\ majoration heuristique a | infini

0 50 100 150 200 250 300 350 400

FIGURE 3.4.3 — Erreur empirique et diverses majorations. L’écart est évalué avec
un pas As =2, et 1 =0.5, h =0.1, Yo = 10, Y = 2, jusqu’a t = 100.

Cette majoration est une majoration asymptotique, valable lorsque t tend vers l'in-
fini. Elle se base sur 'argument heuristique suivant. Au vu du couplage choisi, et de la
construction du schéma d’Euler, un décalage s’opere entre les deux processus. En un
temps suffisamment long, le décalage est tel qu’on peut considérer que les deux processus
sont indépendants. On ne possede pas de démonstration de ce résultat, seulement une
intuition. On considere les processus TCP et son schéma d’Euler en temps long, i.e. les va-
riables aléatoires Y, et Y. Par "décalage infini", on suppose qu’elles sont indépendantes.
Ceci nous permet de déduire la majoration asymptotique suivante :
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r—[Lemme 3.4.3.] \
On a:

1 4he-th 9
Vh>0, E[|Ye-Y"|< J 0 ° [

h 2
32 T 1ot X z*g*e_lh@*z)]' (3.43)

\. J

Preuve. Par l'inégalité de Jensen et la convexité de la fonction carrée, on a :
E[|Yo — Y2 |I? SE[(Yoo - Y2)?] = E[(Yeo)’] + E[(Y22)?] — 2E[Y]E[Y].

On a utilisé I'indépendance supposée pour le dernier terme de 1’égalité. On utilise main-
tenant les moments d’ordre 1 et 2 qu'on a déja calculés dans les propositions 3.3.3 et
3.3.4:

1 1 2
Y = 1 = —— — = —
EYo] =m = =10 =13 ~ 1
2l 2 16
E[(Y)?] = m”

T 00, 1(1—1/2)(1—1/4) 32

Pour les moments de Y, on commence par calculer la matrice (Idy — A"?) qu’on devra
ensuite inverser.

On a:

o 1teth 0 ho 1 —lh 0

L — 2 2

A — (2he—lh 1+3§lh> : Id A ( —lh %(1 o e_lh)> G GLQ(]R),
-1

1
2
— (1, — A"?) ' B = (1, — A"?) (helh>,

h26_lh

1 L‘ll’; mhol
<1d2 - Ah’2> = | ah2 _1lh(3e_lh+1) <mh,2> :

37 (1—e )2

et donc

On en déduit l'inégalité souhaitée en additionnant m?2, mm? et (—2mtmh?).
O

On présente également une derniere figure 3.4.4, ou l'on a fait partir les deux processus
Y et Y" du méme point initial. On remarque le méme type de comportement pour les
différente majoration ; la majoration théorique est la plus proche pour le court terme.

Comme on 'a vu dans cette partie, 'erreur forte dépend du couplage choisi pour la
construction du schéma d’Euler. Mais est-ce le meilleur couplage possible? On cherche
une quantification de I’erreur qui ne dépend pas du couplage choisi mais qui permet quand
méme d’avoir une erreur précise. De plus, dans la pratique, on s’intéresse plutét a la loi
du TCP pour en déduire des informations sur son comportement (comme dans [CM16]
par exemple), et donc on cherche a approcher sa loi plutot qu'une trajectoire. C’est pour
cela qu’on regarde une erreur sur les lois des processus, et non pas directement sur les
trajectoires.
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erreur empirique

12 J — maj:oration théorique |
1 = = majoration brute
w0y === majoration heuristique a | infini -1
\

FIGURE 3.4.4 — Erreur empirique et diverses majorations. L’écart est évalué avec
un pas As =2, et 1 =0.5, h=0.1, Yy = 10, Y = 10, jusqu’a t = 100.

3.5 Erreur faible : distance de Wasserstein

Précédemment, on cherchait a majorer le moment de 'erreur entre le schéma et le
TCP ; on voudrait maintenant majorer I'écart de loi. Pour cela, on utilise la distance de
Wasserstein, qui est une distance sur les lois.

3.5.1 Définition et quelques propriétés

Soit p > 1 et (H,|-|) un espace normé. On considere les lois p sur H admettant un
moment d’ordre p fini. On note Z(H, p) 'ensemble de ces lois :

P(H,p) ={pe P(H) : ¥oeH, [ |z—yPu(dy) < oc}

~{ne2(H) : IweH, [ |r—yPu(dy) < oc}

r—[Déﬁnition 3.5.1.} \

Soit py et uy dans P (H,p). La distance de Wasserstein d’ordre p entre py et o
est définie par :

1/p
W, (1, 2) = inf B[ X — Y[P]/P = inf [/ —ylPr(de,d
(b1, 112) g(;(l}y) | 7] et HxH|f6 y[Pr(dx, dy)
Y otia

ou IT(pq, p2) est Pensemble des lois sur H x H qui ont pour marginales 1 et ps.
Sip=1, on note W = W;.

\ J

Pour calculer la distance de Wasserstein entre les lois de deux variables aléatoires X
et Y, il faut donc trouver la loi jointe pour (X,Y) qui minimise la distance || X — Y|,
avec les lois marginales fixées. On peut penser par exemple a regarder la loi p; ® s, qui
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revient a choisir X et Y indépendants. Dans la suite, on note par abus W(X,Y') au lieu
de W(L(X),L(Y)), pour X,Y des variables aléatoires intégrables.

Exemple 3.5.2. Soit z,y deux réels. On considere d, et d, les masses de Dirac associées.
Alors :

W(0y,0,) =

—-

uf E[X - Y[ =]z -yl

T

X
Y

Lorsqu’on se place sur IR, il existe plusieurs formulations plus simples de la distance
W, notamment une expression explicite :

Proposition 3.5.3.}

Soit iy et o dans Z(IR), dont les fonctions de répartitions respectives sont notées
Fy et Fy. Alors :

Wi, 2) = [ |Fie) = Fa(a)| da.

La démonstration de cette proposition est faite, par exemple, dans le livre [Vil08], au
chapitre 6.
Cette proposition permet d’exhiber un exemple plus complexe que le précédent.

Exemple 3.5.4. Soit X ~ &(I) et G ~ G(p) avec | > 0 et p €]0,1 — e "]. On pose

Y := hG pour h > 0. Alors

ho1
WX, Y)= =

On commence par calculer Fy : la variable Y prend ses valeurs dans ’ensemble hIN*.
Donc

VkeN, PY =kh)=P(G=k) = VkeN, Fy(kh)=Fg(k)

De plus, par la proposition 3.5.3, on a

W<X7Y) = /‘ 7lx x>0_FY<x)’dx

(k+1)h

- Z/k 11— e — Fy(kh)|da

k>0
B ” (k+1)h B PN
= [ (—e™dz+Y - = (1= (1-pH)|da
k>17kh

=l _q (k+1)h

= b+ +Z/kh (1 - p)f — e da. (3.5.1)

Dans la suite, on note ¢ := 1 — p. On cherche pour quelles valeurs de x la quantité
dans la valeur absolue est positive :

kln(1/q) <z

F—e>0 & kln(q) > -l i

(3.5.2)
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Or, comme p<1—e " on a

1
gze '™ = In(1/q) <lh = Vk>1, 7kIn(1/q) < kh.

Mais comme z € [kh, (k + 1)h[, la suite d’équivalence (3.5.2) est vraie sur tous les inter-
valles d’intégration. On déduit :

Z/k(k—&-l)h (qk B e‘lz) de = he + L -n (e—lh _ 1)

k>1 7k k>1 !
—lh
q e -1 4y 1
- e
T, 1—eth
_lh
_pl_c
D )

Ceci, combiné avec le résultat (3.5.1), permet de déduire la distance W(X,Y'). Terminons
cet exemple avec le cas particulier de p = 1 — e, On a alors

h 1
WXY) =1~ 7 o

O

Au vu de la définition, on a directement W(Y,p, Y1) < E[|[Yh — Youl]; en effet, la
construction de notre schéma d’Euler a partir du TCP est un couplage particulier pour
la loi jointe de (Y;, Y}") (& t fixé). On aurait pu par exemple construire le processus
(Y"); indépendamment du TCP, en considérant juste des lois de Bernoulli comme dans
la formule (3.3.2).

Par rapport a l'erreur forte, une des différences importantes est que I'erreur de Was-
serstein ne dépend pas du couplage choisi. Ceci est valable dans les calculs mais également
pour les simulations, comme nous le verrons dans la partie suivante 3.5.2.

On énonce ici une propriété sur ces distances qui permet de montrer ’existence des
lois limites des processus (Y;)is0 et (Y")sso.

,—[Proposition 3.5.5.} \

La convergence pour la distance W, est équivalente a la convergence en loi et la
convergence des moments jusqu’a 'ordre p :
soit (pn)n C P(H,p) et p € P(H,p), alors

Z
Wr Pn S 2o
[y ——= [ = % k
o Vi <p 3w € H, [ o= wol* pn(de) > [ o= wol*udz).
H n—eo  JH

\. J

On pourra se référer a [Vil09] pour cette équivalence. De plus, cette distance permet
d’avoir des bonnes propriétés pour l'espace & (H, p).

Proposition 3.5.6.}

Pour tout p > 1, 'espace (Z(H,p),,) est un espace métrique complet.
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FIGURE 3.5.1 — Schéma des sauts simultanés

La démonstration de cette propriété est l'objet du théoreme 5.4 dans [Che92]. Elle
permet d’utiliser le théoreme de point fixe pour les fonctions contractantes, et ainsi de
démontrer I'existence des lois limites. Pour cela, on doit faire apparaitre une contraction.

3.5.2 Etude de la distance de Wasserstein pour des TCP et
leurs schémas

On commence cette partie par des résultats sur les distances de Wasserstein de pro-
cessus TCP partant de lois initiales différentes.

,—[Proposition 3.5.7.} \

Soit (Yt(“ ))t>0 le processus TCP ayant pour loi initiale Yy ~ u. Soit u, v deux lois
quelconques sur R, ayant un moment d’ordre p. Alors pour tout ¢ > 0,

Gpt

Wy (V) < Wy v)e™ " (3.5.3)

Preuve. On fait la démonstration pour p = 1, le cas général se faisant de la méme
maniere. Soit x et y deux positions initiales. On note Yt(x) pour désigner le TCP ayant
@ Comme on s'intéresse a des distances
en loi, on peut considérer deux processus (Y;(x)>t>0 et (Y;(y))t>0 qui utilisent le méme

pour valeur initiale Yy = x et de méme pour Y,

processus de Poisson (Ny)io pour leurs instants de sauts; cela ne change pas leur lois

respectives.
On a :
E[Y" =YY = Y BV =YY 1y
k>0
|z — |
= Z]E [ o In=k| -
k>0

En effet, I’écart entre les trajectoires reste constant entre les sauts, puis il est divisé par
deux a chaque saut, comme illustré sur la figure 3.5.1.
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De plus,
E Y(:p) _ Y(Z/) _ _ 27k (lt)k -t __ _ — Lt
[ po|) =z ?J‘Z L C = |z —yle™=".

k>0

Maintenant, on ne considere plus Yo(x) =z et Yo(y) = y. On regarde les lois p et ¥ comme
lois initiales, i.e. }/()(“ )~ et YO(V) ~ v. On considére un couplage quelconque 7 de pu et

v. Or
W(Yt(u),Yt(V)) < IEHYt(M) _ Yt(V)H — o5t ]EHYO(“) _ YO(”)H — o3t /|x — y|r(dz, dy).

Comme on a choisi m quelconque, on peut prendre 'infimum sur les couplages, d’ou le

résultat.
[

Grace a cette contraction, on en déduit la propriété suivante :

r—[Théoréme 3.5.8.] N

Le processus (V)0 admet une loi invariante 7. De plus pour toute loi initiale
4 ayant un moment d’ordre 1, le processus converge en loi et sa limite suit la loi
invariante :

VAL Tji* Y et Y~
oo

Preuve. En reprenant la propriété 3.5.7 et comme e 3t < 1 pour tout ¢ > 0 fixé, on

utilise le théoreme de point fixe. Donc il existe une unique mesure de probabilité m; qui
est le point fixe de la fonction

Feine PRy -2 (V")

Le fait que m; = 7w, pour tout s,t > 0 utilise le fait que le processus Y est un processus
de Markov. La propriété se traduit de la maniere suivante pour les fonctions &; :

%t—l—s - gs—s—t - glt o g‘s - S's o g't-

Ceci implique
Ss(Ee(me)) = Fo(me)
St(Ss(me)) ’

donc &,(m;) est un point fixe de §;. Mais par unicité du point fixe, cela implique

gs (ﬂ-t) = Tg,

gt-{-s(ﬂ-t) = {

et finalement la loi invariante existe : 7, = 1, =7 V s,£ > 0. Si on prend y = 7 dans
(3.5.3), alors

W™ YY) = W(n, L(Y))) < W(r,v)e s —— 0.

t—00

On a donc convergence en distance de Wasserstein du processus TCP vers la loi invariante.
Ainsi, écrire Y., prend sens, et la loi de cette variable aléatoire est la loi invariante. De
plus, par la propriété 3.5.5, on en déduit la convergence en loi.
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En mimant la méme démonstration, on obtient le méme type de résultats pour le
schéma d’Euler :

r—(Théoréme 3.5.9.} N
On a :

h, h,(v
W (Vi Y ) < Wi w)

1 —lh\ ™
+e> . (3.5.4)

2

On en déduit que la chaine de discrétisation (Y;"),-o admet une loi invariante 7".

De plus, pour toute loi initiale ayant un moment d’ordre 1 u, le processus converge
en loi et sa limite est la loi invariante :

yh) L yh o v gt

\. J

Preuve. Avec les méme notations que dans la preuve précédente, on voit que :

h@) _ yh)
Yl = Yl
2

- P(saut au cran n)

E HYnh};(fP) _ Yhf;(y)u = E

+E HY(ZYI)) — Y(Zﬁyl)) hH IP(pas de saut)

- F th(x) _th(y) 1—e ™ —lh
Yo Son = e 5 t¢

d’ou le premier résultat.
1+e7lh

Comme précédemment, (T) < 1 donc la fonction

§'pe 2Ry 2 (VW)

est contractante pour la distance W. Elle admet une unique mesure de probabilité 7"
comme point fixe. Or, la chaine de discrétisation est une chaine de Markov par la construc-
tion (3.3.2), ce qui implique que 7" est sa mesure invariante. De plus, la variable Y(Z )h

sachant {Y{" ~ 11} a la méme loi que la variable Y} sachant {Y{* ~ Y9} .
h,
L (Vi | Y ~ ) =2 (V] v ~ Y)Y
Ceci se traduit encore par :
h, h,
2 (Vo) = 8" (2 (V).

C’est une relation du type wu,.1 = f(u,) pour une fonction contractante, ce qui implique
que la suite (Y),50 converge en distance W vers la loi invariante, d’ott le deuxiéme
résultat.
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Remarque 3.5.10. On a montré I'existence des lois limites, mais on y a seulement acces
par leur moments.

Remarque 3.5.11. Dans les majorations (3.5.3) et (3.5.4), on a acces & des vitesses de
convergence vers les lois limites, qu’on note Vyrop et Vieyer. Pour t = nh quelconque,

W(Yan, Yao) € W(Yo, Yac)e 3™ = W(Yo, Yao) (¢73")" = W(YG, Yic) X (Vier)™,

nhy * oo 0 *oo 0 +1oo

1 —lh\ ™
WY YEY <KW, YE) < +28 ) = WP YD) X (Vigwer)™
Apres une simple étude de fonction, on remarque que Vgyuer = Vrop, ce qui signifie que
le TCP converge plus rapidement vers sa loi limite.

On regarde maintenant l’erreur de Wasserstein des lois limites. Soit ¢ = nh un temps
quelconque. On suppose que les deux processus partent du méme point y > 0 déterministe.

r—[Théoréme 3.5.12.] \
Pour tout h > 0, on a :
1 Th Yh
w<yoo,y;><{ﬁh+ —1+1n( )]}
1— ay In (L£5) Clh(1—ap) In (5247) e

ott C" est une constante qui ne dépend que du point initial y et des moments d’ordre
1 et 2 des lois limites 7 et 7".

\.

Preuve. On a, par l'inégalité triangulaire :

W(Yoov Yo@) < W<YOO7 Ynh) + W<Ynh7 th) + W(Ynhh7 YO’Z})

<W(Yo. Yo )e 3" L E[Yh — Y yi oy (e
\W( 05 oo)e 2+ H nh nh|]+W(07 oo) 9

14+eth

< (W(3y, Yao) + W(5,, V1)) x ( ) +E[Y — Yol

Or, par l'inégalité de Jensen :

W8y, Yao) + W(3y, Y1) = Elly — Yaol] + Elly — Y2 < \Jy2 +ms — 2ymy + \Jy? + mls — 2ym!:

=Ch
et par le théoreme 3.4.1
1—af
E[|Yy, — Yunl] <y E[[Yg' — Yol] + “(Bn + 1) < (Bn + n)-
1-— ap, 1-— Qp,
Donc pour tout n € IN* :
1 —lh\
W(Ya, Y1) < 1 ( +2€ ) + 5’{ +Z% = Wy (n). (3.5.6)
—ap
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Comme cette inégalité est valable pour tout n, on cherche & minimiser la fonction dérivable
U,. Apres quelques calculs, on trouve que sa dérivée est

1 —lh 1 —lh
) (n) = C" In <+2€> exp (nln (—i—;)) +0+ 7 jah,

I\ n = L =
\I/h(n)—O — n—ln(l_i_zlfz)l (Ch(l—@h)ln(pre lh))'

En réinjectant dans (3.5.6), on obtient

~ Th
\I/h(n) :Ch
Bh Vh 1 Vh
+ + X In
1—ay I —ay ln(l—’_eilh) (Ch (1—Oéh)ln<1+e—lh))

2
B Th 1 1 —l—ln< Vh )] '
Ch(1—ap)ln (1+e—ih)

:1—Oéh+1—04hxln<”ez_m)

donc

O

Remarque 3.5.13. La constante C" converge, quand h tend vers 0, vers 2 /42 + my — 2ym,;.
Elle est en particulier bornée. Lorsqu’on la majore par une constante qui ne dépend plus
de h, un développement limité nous permet de voir que la formule (3.5.5) est en hln(1/h).

3.5.3 Simuler cette erreur

Pour pouvoir simuler ’erreur de Wasserstein, on utilise la formule d’appariement aussi
appelée matching formula :

,—[Proposition 3.5.14.} \
Soit u et v deux mesures définies par
1 & 1 &
ﬁz:: o, €t V:ﬁkz::léyk
Ol X1,. .., Tpn,Y1,---, Yy sont dans (H,|.|). Alors
W(M? ) = inf — Z |xk — Yo k)| (357)

oceG, n

ou S, est ’ensemble des permutations d’ordre n.

\ J

La démonstration de cette formule est faite en page 5 de I'ouvrage [Vil09]. Cela nous per-
met d’avoir un moyen de simuler une approximation de la distance entre deux mesures de
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probabilité p et v dans Z (IR, p). Soit (X;)i>1 et (Y;)i>1 deux suites de variables aléatoires
i.i.d. de loi p et v respectivement. Par la loi des grands nombres, on a convergence des
mesures empiriques :

12 12
— E 6Xk&>,u et *Z(Syk&}u
Ny Ny

n—oo n—oo

En combinant ces convergences avec la formule d’appariement (3.5.7), on obtient 'ap-
proximation suivante lorsque n tend vers l'infini :

P
Wo(p, v)?P =~ inf =Y [ X — VP

Or si z, y, u, v sont des réels tels que < y et u < v alors |x—v|+|y—u| > |z—u|+|y—v]| : on

minimise quand on compare "les plus petits" entre eux. Ainsi, on considere la permutation
o qui compare les échantillons ordonnés :

1 n
W, )P >~ =3 [ Xy — Y 7.
n=

Concernant le TCP, on fait la moyenne empirique de nos échantillons ordonnés.

4.5

41— +  erreur empirique —
— h

35— — PSipin ]

0 \ \ \ \ \
0 5 10 15 20 25 30

FIGURE 3.5.2 — erreur de Wasserstein empirique et majorations théoriques. On
évalue l'erreur avec un pas As = 0.15, avecl =1, h=10.5, Yy =5, Yoh = 3 jusqu’a t = 30.

Sur la figure 3.5.2, on remarque que 'erreur de Wasserstein empirique semble avoir
un palier en h, alors que notre majoration théorique est assez au dessus. Pour le moment,
les calculs n’ont pas permis d’obtenir une meilleure majoration.

Conclusion

Tout au long de ce chapitre, on a présenté un PDMP particulier, tres simple, sur
lequel on peut déja dégager des conclusion intéressantes.

D’abord, les majorations des différents types d’erreur et la simulation numérique qui
en découle. Sur l'erreur forte, en combinant deux majorations on arrive a encadrer notre
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erreur de facon non explosive et assez précise. Concernant 1’erreur faible, la majoration est
existante, bien que plus éloignée. On a de plus des développements limités des majorations
de I'erreur lorsque le pas de notre schéma d’Euler tend vers 0, nous permettant de voir
le comportement en fonction de h.

On donne ici quelques pistes de réflexion concernant les perspectives suite au travail
développé dans ce chapitre.

« prendre l'intensité de saut qui ne serait pas constante. Par exemple, plus le temps
avance, plus le débit a de chances d’étre divisé par deux; cette généralisation impli-
querait plusieurs changements :

# La simulation des durées ne serait plus aussi directe que 1'utilisation du pseudo
inverse de la fonction de répartition dans laquelle apparait l'intensité. Il existe
des algorithme de simulations via méthode du rejet (voir par exemple [Dev86], au
chapitre I1.3, ou encore l'article [Gil76]). Ces méthodes sont connues, mais dans le
cadre des PDMP on ne sait pas 'effet sur les différentes erreurs d’approximations.
On présente ci-dessous, sous forme de pseudo-code, ’algorithme 3.5.1 type Gillespie,
présentant une facon de simuler un PDMP jusqu’a un certain temps donné 7T,,,..
Cet algorithme suppose qu’on connait le flot et la fonction [ o ¢ et suppose aussi
que cette fonction est bornée par une certaine quantité L connue. Il ne permet pas
d’avoir une simulation exacte des temps de sauts lorsque le flot est non explicite,
ce qui fait un décalage du processus pour ses positions post-saut.

#* Les différentes durées inter-saut ne serait plus identiquement distribuée, car leur
fonction de répartition fait intervenir la fonction lo¢(z, -), dépendant de la position
x du processus au dernier saut. De plus, ’erreur commise par décalage des positions
aux instants de saut se répercute dans le calcul des durées inter-saut a suivre, ce
qui fait que I'erreur se cumule.

Algorithm 3.5.1: ALGOGILLESPIE(T 00, L, To)

on suppose que la fonction | o ¢ est bornée par une constante L

T < Tg

t< 0

tant que t < 1)z
E~&(L) (1)
U ~ U0, L] (2)
Xirs < ¢(x,8) Vs €0, E] (3)
t—t+E (4)

faire
si U<lod(z,E) (5)
alors 1z~ Q(¢(z, E),-) (6)
sinon = ¢(z, F) (7)
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prendre un flot non linéaire, dont I’approximation influence la valeur d’état mais éga-
lement la probabilité de saut; on aurait ici I'ajout d’une erreur issu du schéma. Les
schémas numériques pour les équation-différentielles stochastiques, utilisés dans par
exemple [KP92], exhibent déja ces erreurs dans des cadres d’équations diffuses (fai-
sant intervenir des mouvements brownien). Si on reprend 'algorithme 3.5.1, il faudrait
remplacer tout les ¢ par un ¢", qui serait un flot approchant le flot exact par schéma
numérique (pour un pas h donné). On aurait alors une premiére erreur sur la trajec-
toire des morceaux déterministes, a la ligne (3), mais également dans le rejet ou non
du saut (ligne (5)), et aussi pour la position post-saut (ligne (6)). Ce biais se répercu-
terait dans toutes les étapes de construction du processus, et le question de I'impact
de cette erreur reste une question ouverte.

se pose aussi la question de la grille fixe de points : en effet, pour faire I'approximation
du TCP on s’est fixé une grille hIN a laquelle appartiennent les instants de saut du
processus Y. Imposer les instants de saut & étre sur une telle grille fixe, dans le cadre
de modele moins triviaux, ne semble pas raisonnable car on cumulerait une erreur
supplémentaire. Ici, on a fait ce choix car le flot était linéaire et 'intensité constante,
et donc l'erreur mesurée était uniquement due a ce décalage dans les instants de saut.
En effet, utiliser un algorithme type Gillespie pour approcher ce modele tres simple
de TCP ne nous apporterait aucune informations. Cependant pour des modeles plus
compliqués, l'erreur supplémentaire due au flot approché et a la méthode de rejet
nous fait envisager une grille "mobile", c¢’est-a-dire a chaque nouvel instants de saut,
on décale la grille. Ou aurait donc une union du type

T,
U {Tn,Tn+h,Tn+2h,...,Tn+h{ ”*1”
n=0 h

sur laquelle serait tous les points du processus Y.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

En prenant comme objet d’étude les PDMP, nous avons étudié deux problemes indé-

pendants :

R0
%

L (4

Nous avons construits des PDMP sur des espaces de mesures, objets non encore
introduits dans la littérature. Ces PDMP nous ont servi a modéliser des populations
individu-centrées, c’est-a-dire dont la dynamique globale est construite par rapport a
la dynamique d’un individu. La motivation de l'introduction de ces objets est, entre
autre, un cadre plus agréable dans lequel manipuler ces objets : ainsi, a chaque saut
la composante d’état de nos PDMP reste toujours dans I’espace 9t des mesures loca-
lement finies. De plus, étudier la structure de ces espaces de mesures nous a permis
de voir que nous pouvions généraliser la construction de Davis, [Dav84]. De par leur
propriété d’espace Polonais, il nous a en effet été possible de construire des variables
aléatoires suivant la loi donnée par le noyau markovien du PDMP mesure.

Dans ce cadre de ces PDMP sur des espaces de mesure, nous avons défini un pro-
bleme d’arrét optimal avec un horizon aléatoire fini. L’extension de la programmation
dynamique pour les PDMP & valeur mesure est inspirée de l'article de Gugerli [Gug86]
pour les PDMP réels. Une suite logique de ce travail serait de s’intéresser a 1'approxi-
mation numérique des fonctions valeurs, comme par exemple dans [dSDG10], ou I'on
utilise des techniques de quantification. Cependant, il reste le probleme de la représen-
tation numérique : en effet, ce sont des variables aléatoires a valeurs mesures et non
des variables réelles. De plus, il serait intéressant de voir s’il est possible de faire du
controdle stochastique, et pas seulement de I’arrét optimal ; ¢’est-a-dire que I’on pourrait
intervenir plus d’une fois dans le changement de valeur forcée de notre processus.

Nous nous sommes également intéressés a un probleme d’approximation numérique
sur un cas tres simple, le TCP. Nous avons pu obtenir des majorations sur les écarts
entre le processus TCP exact et le processus construit par schéma d’Euler entre les
sauts. Nous avons également calculé des développement limités des dites majorations,
afin d’avoir leur comportement en fonction du pas du schéma. Comme vu a la fin
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du chapitre 3, quelques pistes ont déja été abordées. On pourrait vouloir généraliser
en prenant une intensité de saut non constante, ce qui changerait non seulement les
techniques de simulation de tels processus, mais aussi cela rajouterait un décalage dans
les instants de saut. On pourrait également prendre un flot non linéaire, et étudier
I’erreur commise en faisant I’approche de ce flot par un schéma d’Euler.

Comme perspective concernant ces deux problémes, on pourrait étudier un probleme
de controle stochastique sur un processus PDMP dont le flot ne serait pas connu explici-
tement mais via une équation différentielle. On retrouve ce genre de problématique dans
par exemple [PPP11] dans le cadre de mathématiques financiere, mais pour des processus
diffusifs et non pas des PDMP.
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ANNEXE

A
CODES MATLAB

On présente dans cette annexe les algorithmes utilisés dans les différents chapitre de
ce document, aussi les algorithmes de simulation de trajectoire, que les algorithmes pour
le calcul des fonctions valeurs. Cette annexe est divisée en 3 parties, une pour chaque
chapitre. De plus, il n’est pas présenté ici les commandes pour les titres et les 1égendes,
afin de ne pas alourdir la présentation.

A.1 Pour la construction générale

Il est présenté ici tous les algorithmes permettant différentes illustrations de résultats
du chapitre de présentation des PDMP. Ils ont été créés sous MATLAB. Il n’est pas
présenté ici les commandes pour les titres et les légendes, afin de ne pas alourdir la
présentation.

Listing A.1.0.1 — simulation de I’évolution de la taille dune cellule

function une_cellule_simu(x,N,r,a,dt)

% x=vecteur des tailles initial

% N=nb de saut

% r=taux de croissance

% intensite 1(x)=x"a

clf ();

M=x;

T=0;

for i=1:N J, boucle sur le nb de sauts
U=rand (1,1); Ypour simuler tps d’inter-saut
S=(r*a)~(-1)*log(1-(r*a*xlog(U)/(M~a)));
% on utilise F~[-1](U) pour 1’inter-tps
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tau=T; %on enregistre la valeur du tps precedent

T=T+S;’% nouveau temps de saut

y=[tau:dt:T,T]; Y%pour les graphiques
Y=M*exp(r*(y-tau)); % temps - precedent tps de saut
plot2d(y,Y);

M=Mx*exp (r*S); ’phi(x,T_1)

plot2d ([T,T],[0,M],style=5) 7 trait vertical

M=M/2;

end
end

A.2 Pour Poptimisation

A.2.1 Différence numérique entre les fonctions valeurs du mo-

dele particule marquée et du modele population

Listing A.2.1.1 — simulation de la fonction valeur pour lindividu centré

function vi=vl_x0(x,r,a,seuil ,N,nbpt,nb)

% x : position initial

% r : taux de croissance

% a : intensite 1l(x)=x"a

% seuil : ou tronque-t-on notre identite

% N : taille echantillon dans M-C

% nbpt : nb de point sur 1l’intervalle de tps du calcul du sup

% nb : nb de realisation qu’on veut de vl
%on aura un vecteur avec plusieurs valeurs de vl

vli=zeros (1,nb);
for i=1:mnb

hlhsimulation 1’echantillon entier de Tl (pour prendre le max)

U=rand (1,N); Ypour simuler tps d’inter-saut
Ti=(r*a) " (-1)*log(1-(r*a*xlog(U)/x"a));

Tmax=max (T1) ;
dt=Tmax/nbpt;
t=0:dt:Tmax;
nt=length(t);
%% calcul du premier terme dans v1(Z0) (le sup)

supl=exp(-x~"ax*x(exp(r*a*t)-1)/(a*r)).
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*(seuil+(x*exp(r*t)-seuil).*(x*xexp(r*t)<seuil));
“vecteur colonne de meme taille de t

spour sup2, on doit calculer par monte-carlo
vO_J=zeros (N,nt);
vO_K=zeros(N,1);
%on doit faire "deux" fois le calcul de VO
%(pour I et pour K, les op de gugerli)
for k=1:N
vO_J(k,:)=(seuil+(x*exp(r*t)/2-seuil).
* (x*xexp (r*t)<2*seuil)) . *(T1(k)<t);
vO_K(k)=(seuil+(x*exp(r*T1(k))/2-seuil).
* (x*xexp (r*T1(k))<2*seuil));
end

sup2=mean (v0_J);

%vecteur ligne, cela nous donne la moyenne pour chaque valeur de t
sup=max (supl+sup2);
vl (i)=max (sup,mean(v0_K));
end
end
Listing A.2.1.2 — simulation de la fonction valeur pour la vision mesure
Vi=zeros (1,nb);
n=length(x); %taille de la mesure initiale
p=x."(a)/(sum(x."a));
q=[0, cumsum (p)];
for i=1:nbdb
U=rand (1,N); Y%pour simuler tps d’inter-saut
Ti=(r*a)~(-1)*log(1-(r*a*xlog(U)/(sum(x.7a))));
Tmax=max (T1) ;
dt=Tmax/nbpt;
t=0:dt:Tmax;
nt=length(t);
%calcul du premier terme dans V1(Z0) (le sup)
supl=exp(-r*t-sum(x. a)*(exp(r*a*xt)-1)/(a*r)).
*(nxseuil+sum ((x’*exp(r*t)-seuil) . *(x’*exp(r*t)<seuil)));
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%vecteur colonne de meme taille de t

spour sup2, on doit calculer par monte-carlo
VO _J=zeros (N,nt);
VO _K=zeros (N,1);

for k=1:N %on fait notre M-C
u=rand (1,1);
il=sum((q-u)<0); %simu num de la branche se divisant

som_il=(x.*exp(r*T1(k))-seuil).*x(x.*exp(r*T1(k))<seuil);
spour faire une somme, mais sans il
som_il=[som_i1(1:i1-1),som_il1(il+1:n)];

VO_J(k,:)=exp(-r*T1(k))*(sum(som_il)+(x(il)*
exp (r*T1(k))-2*seuil) *(x(il)*exp (r*T1(k))<2*seuil)
+(n+1) *seuil) *(T1(k)<t);

VO_K(k)=exp(-r*T1(k))*(sum(som_3il)+(x(il)=*
exp (r*T1(k))-2*seuil)*(x(il)*exp (r*T1(k))<2*seuil)
+(n+1) *seuil);

end

sup2=mean(V0_J);
%vecteur ligne, cela nous donne la moyenne pour chaque valeur de t

sup=max (supl+sup2);
V1(i)=max (sup,mean (VO_K));

end
end

Listing A.2.1.3 — plusieurs simulation des deux fonctions valeurs

nbb=1length (5600:500:10000) ;
M=zeros (3,nbb) ;
M(1,:)=1000:1000:100000;

x=3; N=10000; r=2; a=1; seuil=1; nbpt=1000;

M=zeros (2,50) ;
for i=1:50
M(1,i)=v1l_x0(x,r,a,seuil ,N,nbpt,1);
M(2,i)=V1_Z0(x,r,a,seuil ,N,nbpt,1);
end

WLz ,81 58
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A.2.2 Tllustration de g(Z;)

Listing A.2.2.1 — simulation de valeurs de g(Zy)

function VO=VO_Z1(x,r,a,seuil ,N)
% x=vecteur initial
% N=nb de simu qu’on veut de VO
% r=taux de croissance
% intensite 1(x)=x"a
%on prend g(mu)=sum x_i exp(-rt) 1_{x_i<seuil}

% on a a la fin un N-echantillon de VO(Z1)

n=length(x); %taille de la mesure initiale
V_O=zeros (1,N);

p=x."(a)/(sum(x."a));

%la simulation de la branche choisie ne dep que du point de depart

% (pour 1saut), donc on garde la meme formule pour chaque simu
q=[0, cumsum (p)];

for k=1:N Jon fait notre M-C
U=rand(1,1); Y%pour simuler tps d’inter-saut
Ti=(r*a) (-1)*log(1-(r*a*xlog(U)/(sum(x."a))));
% on utilise F~[-1](U)
u=rand (1,1);
il=sum((g9-u)<0); % simu de la branche qui se divise

som_il=(x.*exp(r*Tl)-seuil).*(x.*exp(r*Tl)<seuil);
%pour faire une somme, mais sans il
som_il=[som_il1(1:i1-1),som_i1(il1+1:n)];
V_0(k)=exp(-r*T1)*(sum(som_il)+(x(il)*exp(r*T1l)-2*seuil)
*(x(i1) *exp(r*T1)<2*seuil)+(n+1) *seuil);
end

vVo=V_0;
end

Listing A.2.2.2 — histogramme de g(Z1)

function VO=VO_Z1_hist(x,r,a,seuil ,N)
% x=vecteur initial
% N=nb de saut -> ici N=1
% r=taux de croissance
7% nb=nb de simu dans montecarlo
% intensite 1(x)=x"a
%on prend g(mu)=sum x_1i exp(-rt) 1_{x_i<seuil}

% la fonction renvoie l’histogramme de VO (ZO0)
clf ()
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tic()
n=length(x); %taille de la mesure initiale
V_O=zeros (1,N);
%on veut plusieurs copies de VO(Z_1) pour pour avoir histogramme

p=x."7(a)/(sum(x."a));
%la simulation de la branche choisie ne dep que du point de depart
% (pour 1saut), donc on garde la meme formule pour chaque simu
q=[0, cumsum(p)];

for k=1:N %on fait notre M-C
U=rand (1,1); Ypour simuler tps d’inter-saut
Ti=(r*a)~(-1)*xlog(1-(r*axlog(U)/(sum(x."a))));

u=rand (1,1);
il=sum ((gq-u)<0); % simu de la branche qui se divise

som_il=(x.*exp(r*Tl)-seuil).*(x.*xexp(r*T1)<seuil);
%pour faire une somme, mais sans il
som_il=[som_i1(1:i1-1),som_il1(il1+1:n)];
V_0(k)=exp(-r*T1)*(sum(som_il)+(x(il)*exp(r*T1)-2*xseuil)
*(x(i1) *exp(r*T1)<2*seuil)+(n+1) *seuil);

end

% on a des simu de Z_1

toc ()

VO=mean (V_0) ;

h=histogram(V_0,’Normalization’,’pdf’);

hold on;

end

Listing A.2.2.3 — histogramme de g(Z1) pour deux cellules initiales avec densités théoriques

function VO=V0_2_Z1_hist(x,r,a,seuil,N)
x=sort(x, ’descend’) ;

% la fonction renvoie l’histogramme de VO (Z1)

% avec densite theorique correspondante

clf )

tic ()

n=length(x);

%taille de la mesure initiale, seulement deux cellules

V_O=zeros(1,N); %plein de valeur pour faire hist
p=x."(a)/(sum(x."a));
q=[0, cumsum(p)];

X_a=sum(x."a);
coeff=seuil~a*exp(X_a/(r*xa))/r;
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X_
X_

for

end

2=x(2) ;
1=x(1);

k=1:N Jon fait notre M-C

U=rand (1,1); %pour simuler tps d’inter-saut
Ti=(r*a) ~(-1)*log(l1-(r*axlog(U)/(sum(x."a))));
% on utilise F~[-1](U)

u=rand(1,1);

% pour simuler le num de la branche qui se divise
il=sum ((gq-u)<0);

x n=[x(1:11-1) ,x(i1+1:2)];

V_0(k)=3*seuil*exp(-r*T1)+(x_n-seuilxexp(-r*T1)) *
(x_n<seuil*exp (-r*T1))+(x(il)-2*xseuil*exp(-r*T1)) *
(x(i1)<2*seuil*exp(-r*T1));

% on a des simu de Z_1

toc
VO=
h=histo

if

%on tra

end

if

O
mean (V_0) ;
gram(V_0,’Normalization’,’pdf’);

seuil<=(min(x)/2) Jturquoise

ecart=max(V_0)-min(V_0);

xx=min(V_0):ecart/1000: max(V_0);

ce la densite entre les valeurs min/max de 1’echantillon
xx_d=((n+1) a*xseuil "a*xX_a)./(r*xa*xxx. (a));
densite=exp(X_a/(r*a))*a./xx.*xx_d.*xexp(-1.*xx_d).

* (xx<3*seuil);

hold on;

plot (xx,densite,’color’,[0,1,1]);

plot ([(n+1)*seuil , (n+1) *seuill] ,[0,densite(end)]);

%on trace lignes horizontales au niveau

%des bornes des indicatrices theoriques

plot ([0,0],[0,max(densite)],’color’,[0,1,1]);

plot ([3*seuil ,3*seuill, [0,max(densite)],’color’,[0,1,1]);

((x_2/2)<seuil)&&(seuil<=min(x_2,x _1/2)) Y%rose

ecart=max (V_0)-min (V_0);
xx=min(V_0):ecart/1000: max (V_0);

% xx_d=(3"a*seuil”a*X_a)./(r*xa*xxx. (a));
densite=coeff*(((n+1) a./xx. (a+1)).
xexp(-(37a*xseuil~a*X_a)./(r*a.*xx."a)).*x(x_1"a.
* (xx<3*xseuil)+ x_27a.*(xx<1.5*x_2))+
x(2)"a./(xx-x(2)) .7 (a+1).
xexp (-(seuil~ax*X_a)./(r*a.*(xx-x(2)).7a)).

* (1.56%x 2<xx).*(xx<(x_2+seuil)));
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hold on;
plot (xx,densite,’color’,[1,0,1]);
plot ([(n+1) *seuil ,(n+1) *seuill ,[0,densite(end)]);
plot ([1.5*x_2,1.5*%x_2],[0,max(densite)]);
plot ([seuil+x_2,seuil+x_2],[0,max(densite)],);
plot ([0,0],[0,max(densite)],’color’,[1,0,1]);
plot ([3*seuil ,3*seuill , [0,max(densite)]);

end

if (x_2<seuil)&&(seuil<=(x_1/2)) Ymarron
ecart=max(V_0)-min(V_0);
xx=min(V_0):ecart/1000: max(V_0);
%xx_d=(3"a*seuil " a*X_a)./(r*xa*xxx. (a));
densite=coeff.*(27a*x_1"a./(xx-x_2).  (a+1).x*
exp(-2"axseuil~ax*X_a./(r*a*x(xx-x_2).7a)).
* (3*%x_2<xx).*(xx<x_2+2*seuil)+3  ax
x_17a./(xx). (a+l) .*xexp(-3"a*xseuil~a*xX_a./(r*xax(xx). a)).
*(0<xx).*(xx<3*x_2)+x_2"a./(xx-x_2).  (a+1).
xexp(-seuil”ax*X_a./(r*ax(xx-x_2).7a)).*(1.5*%x_2<xx).
* (xx<x_2+seuil)+37a*xx_2"a./(xx). (a+1).
xexp(-3"a*seuil~a*X_a./(r*xa*x(xx). a)).
* (0<xx).*(xx<1.5*%x_2));
hold on;
plot (xx,densite,’color’,[0.5,0.25,0.1]1);
plot ([x_2+2*seuil ,x_2+2%*seuill],[0,densite(end)]);
plot ([1.5*x_2,1.5*x_2],[0,max(densite)],);
plot ([seuil+x_2,seuil+x_2],[0,max(densite)]);
plot ([3*x_2,3*x_2],[0,max(densite)],);
plot ([x_2+2%*seuil ,x_2+2*seuill, [0,max(densite)],);
end

if (x_2<=(x_1/2))&&(seuil>(x_1/2))&&(seuil<x_1) Yrouge
ecart=max(V_0)-min(V_0);
xx=min(V_0):ecart/1000:max(V_0);
%xx_d=(3"a*seuil " a*X_a)./(r*xa*xxx. (a));
densite=coeff.*(1./(xx-x_2). (a+1l)).*(27a*xx_1"a.
xexp (-(27axseuil~ax*X_a)./(r*a.*(xx-x_2).7a)).
* (3*x_2<xx) . *(xx<(x_2+x_1))+x(2)"a.
xexp (-(seuil~ax*X_a)./(r*a.*(xx-x(2)).7a)).
* (1.5%x_2<xx) .*(xx<(x_2+seuil)))
+37axseuil”a./(r*xxx. (a+1)).
xexp (X_a/(r*a)).*exp(-3"axseuil“a*xX_a.
/(r*xa.*xx. a)).*x(x_1"a.*x(0<xx).
* (xx<3*xx_2)+x_2"a.*x(0<xx).*(xx<1.5%x_2));
densite (end)=densite(end)+x_1"ax(l-exp(X_a/(r*a))
xexp (-27ax*xseuil~a*X_a/(r*a*x_1"a)))/X_a;
hold on;
plot (xx,densite,’color’,[1,0,0]);
plot ([x_2+x_1,x_2+x_1],[0,densite(end)],’color’,[1,0,0],);
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end

if

end

if

end

if

plot ([1.5*x_2,1.5%x_2],[0,max(densite)]);
plot ([seuil+x_2,seuil+x_2],[0,max(densite)]);
plot ([3*x_2,3*x_2],[0,max(densite)]);

plot ([x_2+x_1,x_2+x_1],[0,max(densite)]);

(x_2<(x_1/2))&&(seuil>=x_1) Yvert
ecart=max(V_0)-min(V_0);

xx=min(V_0):ecart/1000: max(V_0);
%xx_d=(3"a*seuil " a*X_a)./(r*xaxxx. (a));
densite=coeff.*(1./(xx-x_2). (a+1)).
*(27a*x_1"a.*exp(-(27a*seuil~a*xX_a).
/(r*xa.*(xx-x_2).7a)).*x(3*xx_2<xx).
*(xx<(x_2+x_1))+x(2)"a.*exp(-(seuil”ax*xX_a).
/(r*xa.*(xx-x(2)).7a)).x(1.5*xx_2<xx).*x(xx<(x_2+x_1)));
densite (end)=densite(end)+x_1"a*x(l-exp(X_a/(rxa))
xexp (-27axseuil~ax*xX_a/(r*a*x_1"a)))/X_a+x_2"a
*(1-exp(X_a/(r*a))*exp(-seuil~a*X_a/(r*axx_1"a)))/X_a;
hold on;

plot (xx,densite,’color’,[0,1,0],’linewidth’,2);

plot ([x_2+x_1,x_2+x_1],[0,densite(end)],’color’,[0,1,0]);
plot ([1.5*x_2,1.5%x_2],[0,max(densite)],’color’,[0,1,0]);

plot ([3*x_2,3*x_2],[0,max(densite)],’color’,[0,1,0]);

plot ([x_2+x_1,x_2+x_1],[0,max(densite)],’color’,[0,1,0]);

((x_2/2)<=(x_1/2))&&((x_1/2)<seuil)&&(seuil<x_2) Ybleu
ecart=max (V_0)-min(V_0);
xx=min(V_0):ecart/1000: max (V_0);
%xx_d=(3"a*seuil " a*X_a)./(r*xaxxx. (a));
densite=coeff.*(x_1"a./((xx-x_1)."(a+1)).
xexp(-(seuil~a*X_a)./(rxa.*x(xx-x_1).7a)).

*(1.5*%x 1<xx).*(xx<(x_1+seuil))+x_2"a.
/((xx-x_2).7(a+1)) .*xexp(-(seuil~ax*xX_a).
/(r*xa.*(xx-x_2).7a)).*x(1.5*%x_2<xx).*x(xx<(x_2+seuil)));
hold on;

plot (xx,densite,’color’,[0,0,1],’linewidth’ ,2);

plot ([seuil+x_1,seuil+x_1],[0,densite(end)]);

plot ([1.5%x_1,1.5%x_1],[0,max(densite)]);

plot ([seuil+x_2,seuil+x_2],[0,max(densite)]);

plot ([1.5%x_2,1.5%x_2],[0,max(densite)]);

plot ([seuil+x_1,seuil+x_1],[0,max(densite)]);

((x_1/2)<x_2)&&(x_2<=seuil)&&(seuil<x_1) YJorange
ecart=max(V_0)-min(V_0);

xx=min(V_0) :ecart/1000: max(V_0);
%xx_d=(3"a*seuil " a*X_a)./(r*xa*xxx. (a));
densite=coeff.*(x_1"a./((xx-x_1). (a+1)).
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165 xexp(-(seuil~a*X_a)./(rxa.*x(xx-x_1).7a)).*x(1.5*xx_1<xx).
166 * (xx<(x_1+x_2))+x_2"7a./((xx-x_2). (a+1)).

167 xexp(-(seuil~ax*X_a)./(rxa.*x(xx-x_2).7a)).*x(1.5*xx_2<xx).
168 * (xx<(x_2+seuil)));

169 densite (end)=densite(end)+x_1"a*x(l-exp(X_a/(rxa))

170 xexp(-seuil~ax*xX_a/(r*a*x_2"a)))/X_a;

171 hold on;

172 plot (xx,densite,’color’,[1,0.75,0.5],’linewidth’ ,2);
173 plot ([x_2+x_1,x_2+x_1],[0,densite(end)]);

174 plot ([1.5*x_1,1.5*x_1],[0,max(densite)]);

175 plot ([seuil+x_2,seuil+x_2],[0,max(densite)]);

176 plot ([1.5*x_2,1.5%x_2],[0,max(densite)]);

177 plot ([x_2+x_1,x_2+x_1],[0,max(densite)]);

178 end

179

180 if  ((x_1/2)<x_2)&&(x_2<x_1)&&(x_1<=seuil) Y%violet

181 ecart=max(V_0)-min(V_0);

182 xx=min(V_0):ecart/1000: max(V_0);

183 %xx_d=(3"a*seuil " a*X_a)./(r*xaxxx. (a));

184 densite=coeff.*(x_1"a./((xx-x_1). (a+1)).

185 xexp(-(seuil~a*X_a)./(r*xa.*x(xx-x_1).7a)).*x(1.5*x_1<xx).
186 * (xx<(x_1+x_2))+x_2"7a./((xx-x_2) .7 (a+1)).

187 xexp(-(seuil~a*X_a)./(rxa.*x(xx-x_2).7a)).*x(1.5*xx_2<xx).
188 * (xx<(x_2+x_1)));

189 densite (end)=densite(end)+x_1"a*x(l-exp(X_a/(rxa))

190 xexp(-seuil~ax*xX_a/(r*a*x_2"a)))/X_a+x_2"a

191 *(1-exp(X_a/(r*a))*exp(-seuil~a*X_a/(r*axx_1"a)))/X_a;
192 hold on;

193 plot (xx,densite,’color’,[0.75,0.5,1],’1linewidth’ ,2);
194 plot ([x_2+x_1,x_2+x_1],[0,densite(end)]);

195 plot ([1.5*x_2,1.5%x_2],[0,max(densite)]);

196 plot ([1.5*x_1,1.5%x_1],[0,max(densite)]);

197 plot ([x_2+x_1,x_2+x_1],[0,max(densite)]);

198 end

199 | end

A.3 Pour le TCP

Il est présenté ici tous les algorithmes permettant différentes illustrations de résultats
de la partie TCP. Ils ont été créés sous MATLAB.

A.3.1 Construction de processus TCP

Listing A.3.1.1 — valeurs d’un TCP aux instants de sauts

function [Yg,Yd,E] = TCPsimu(y,t,1l)
2 |% y=position initiale,
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st=temps que 1l’on veut regarder,

%l=parametre de 1’exp

% sortie = vecteur des etats (g et d) + instant des sauts
E=

tau=0;

while tau<=t 7 tant qu’on n’a pas depasse t, on continue de sauter

U=rand(1,1); % on genere un nouveau inter-temps de saut

Ex=-1og(1-U)/1l; %pour avoir une loi expo

E=[E,Ex]; % vecteur des inter-temps

tau=tau+Ex; % c’est le dernier instant de saut
end

n=length(E); % (nb de sauts avant t) +1

%(car a la fin de la boucle, on a forcement depasse t)
Yg=[yl; % on fait maintenant les positions

%limites gauche et les limites a droites

% => (donc deux valeurs pour chaque sauts)

YE=Y;
Yd=[y];
yad=y;

i=1;

while i<=n

yg=yd+E(i); % limite a gauche
Yg=[Yg,ygl;) vecteur total des limite a gauche
yd=yg/2; ' limite a droite : on divise par deux
Yd=[Yd,yd]l; % vecteur total des limite a droites
i=i+1; % on monte d’un cran

end

end

Listing A.3.1.2 — évaluer la valeur d’un TCP a un instant s

function ys=TCPvalue(Yg,Yd,E,s)
% entree = procesus caracterise par les instants de sauts
% leurs limites gauche/droite
T=[0, cumsum(E)]; %instant des sauts avec etat initial
if (s>T(end)) then ys=’erreur’
disp(’le processus ne va pas jusqu a ce point’)

end %11 ne faut pas que s depasse le dernier temps
i=1;
while (s>=T(i))
i=i+1;

end % s \in [T(i-1) ; T(i)[ car T(1)=T0=0
%on cherche dans quel "inter-temps" la valeur s est.

ys=Yd(i-1)+s-T(i-1); Yvaleur du processus en s
end

et
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Listing A.3.1.3 — Graphique du TCP (juste a partir de paramétres)

function []=TCPg(y,t,1)
%sortie = graphe du processus jusqu’au saut apres t

end

clf ()
tau=0;

E=[];

while tau<=t
U=rand (1,1);
Ex=-log(1-U)/1;
E=[E,Ex];
tau=tau+Ex;

end

T=[0, cumsum (E)];
% vecteur des instants de sauts (pour le graphique)

n=length (E);
Yg=[y];
yg=Y;
Yd=[yl;
yd=y;
i=1;
while i<=n
yg=yd+E(i);
Yg=[Yg,ygl;
yd=yg/2;
Yd=[Yd,yd];
i=i+1;
end
%on trace le graphique
for i=1:n
hold on;
plot ([T(i),T(i+1)],[Yd(i),Yg(i+1)])
hold on;
plot ([T(i+1),T(i+1)]1,[0,Yg(i+1)],’m--’) % trait verticaux
%pour mettre les traits en pointille aux instants de sauts
end
plot(T’,Yg’,’0 b’)
plot(T’,Yd’,’. b’)
%1’instant de saut avant t est en n-1, ie en n pour T et Yd
% car on a rajoute 0 (qui correspond a l’etat y)
plot (cumsum(E) ,0%E, ’+ m’) %on affiche les instants de sauts

A.3.2 Approche par schéma d’Euler
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Listing A.3.2.1 — Graphique du TCP et schéma d’Euler (juste a partir de paramétres) par
méthode "partie entiere"

function m=floorTCPg(y,yh,t,1,h)
clf O
[Yg,Yd,E] = TCPsimu(y,t,1);
T=[0, cumsum (E)];

for i=1:mn
hold on;%pour tracer plusieurs courbes avec la mm echelle
plot ([T(i),T(i+1)],[Yd(i),Yg(i+1)], ’linewidth’,2);
%on trace les pentes
end
% l’instant de saut avant t est en n-1, ie en n pour T et Yd
%car on a rajoute 0 (qui correspond a l’etat y)
m=Yd (n)+t-T(n);
% on enleve 1l’avant-dernier saut, ie le saut avant t
hold on;
plot(t,m,’. g’); % la valeur du processus en t
hold on;
plot(T,0*T,’+ b’); % les instants de saut sur 1’axe temporel

%on fait 1’approximation

Nh=floor (E/h)+1; 7 on calcule le nb de cran entre chaque saut
Mh=cumsum (Nh) ;

Yh=[yh+h*(0:Nh(1)-1)]; % on fait le premier escalier a part

% car on commence par y et pas par un saut (qui ferait y/2)

hold on;

plot (h*Mh ,0*%Mh,’+ r’)

hold on;
stairs(h*(0:Nh(1)-1),Yh,’red’,’linewidth’,1.5)
i=2;

while i<=n
Yh=[Yh (end) /2+h* (0:Nh(i)-1)];
hold on;
stairs(h*(Mh(i-1):Mh(i)-1) ,Yh,’red’,’linewidth’ ,1.5);
i=i+1;
end

end

Listing A.3.2.2 — Graphique du TCP et schéma d’Euler (juste a partir de paramétres) par
méthode "fonction inverse'

function [m,EE]=unifTCPg(y,yh,t,1,h)
%sortie = valeur en t et vecteur des intersauts
clf
N=30*xfloor (1/h);
tau=0;
E=[];
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Nh=[];
p=1-exp(-1*h); % c’est le parametre des geometriques
% simu d’une G(p) via U[0,1]
z=p*(1-p) .~ ([0:N-11);
z=[z,1-sum(z)];%comme support infini,
%on fait juste 29 classes puis la classe qui rassemble le reste
F=[0,cumsum(z)];%fonction de repartition

while tau<=t J tant qu’on n’a pas depasse t, on saute
U=rand(1,1); %loi unif sur [0,1]
Ex=-1og(1-U)/1; % loi expo a partir de U
E=[E,Ex];
tau=tau+Ex; J vecteur des inter-temps
Nhh=dsearch(U,F); % on a la geometrique
Nh=[Nh,Nhh]; % vecteur des crans entre chaque saut
end

T=[0, cumsum (E)];

n=length (E);

Yg=[y]1;

yg=Yy;

Yd=[y];

yd=y;

i=1;

while i<=n
yg=yd+E(i);
Yg=[Yg,ygl;
yd=yg/2;
Yd=[Yd,yd];
i=i+1;

end

for i=1:n

hold on;

plot ([T(i),T(i+1)],[Yd(i),Yg(i+1)]);
end

m=Yd(n)+t-T(n);
EE=E;

hold on;
plot(t,m,’.g’);

Mh=cumsum (Nh) ;
Yh=[yh+h*(0:Nh(1))]; plot2d2 (h*(0:Nh (1)) ,Yh,style=5)
i=2;
while i<=n
Yh=[Yh(end)/2+h*x (0:Nh(i))]1;
plot2d2 (h* (Mh(i-1):Mh(i)),Yh,style=5);
i=i+1;
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end

end

Listing A.3.2.3 — Schéma d’Euler a partir d’un processus TCP

function [Yh,Mh] = EulerTCP(Yg,Yd,E,yh,h)

% fonction qui construit le schema d’Euler a partir d’un TCP
% caracterise par [Yg,Yd,E]

%h=pas du schema,

% yh=valeur initiale

T=cumsum (E); Jinstants des sauts

%on fait 1’approximation

Nh=floor (E/h)+1; %ce sont les ’inter-crans’ des instants
% de sauts sur la discretisation de pas h
Mh=cumsum (Nh) ;
Sh=h*Mh; %on a h x des geometrique (=crans de sauts)
n=length (E);
Yh=[yh+h*(0:Nh (1) -1)];
i=2;
while i<=n
Xh=[Xh,Xh(end)/2+h*(0:Nh(i)-1)]1;
i=i+1;
end
end

Listing A.3.2.4 — Tracer le graphique du TCP avec son schéma d’Euler (ou non)

function graphe(Yg,Yd,E,yh,h)
clf ();
1=1/mean (E);
%on a une approximation de lambda (tres mauvaise si peu de sauts)
y=Yg(1);
f=gcf ();
T=[0, cumsum(E)]; % vecteur des instants de sauts
n=length(E);
for i=1:n
hold on;%pour tracer plusieurs courbes avec la mm echelle
plot ([T(i),T(i+1)],[Yd(i),Yg(i+1)])
end
hold on
plot(T’,Yd’,’. b’)
if (h==0); % si on choisit h=0 alors cela ne trace que le TCP
for i=1:n
hold on;
plot ([T(i+1),T(i+1)],[0,Yg(i+1)], m--")
hold on
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plot(T’,Yg’,’0 b’)
end
else
Nh=floor (E/h)+1;
Mh=cumsum (Nh) ;
Yh=[yh+h*(0:Nh (1) -1)];
hold on;
plot (h*Mh ,0*Mh,’+ r’)
hold on;
stairs(h*(0:Nh(1)-1),Yh, ’red’)
i=2;
while i<=n
Yh=[Yh(end)/2+h*x (0:Nh(i)-1)];
hold on;
stairs(h*(Mh(i-1):Mh(i)-1),Yh,’red’);
i=i+1;
end
end
end
Listing A.3.2.5 — histogramme des lois "limites”
function [J=hist_lois_limites(l,h,n,x,xh,N,nbins)
%#1l=lambda, h=pas du schema, n=cran qu’on regarde (qu’on veut faire
%tendre vers 1’infini
%N=nb de simu
%nbins=nb de classe dans l’histogramme
clf
xxh=abs (x-xh) ;
Y=1:N; J%on va rentrer N simulations de la valeur en t_max=n*h
Yh=1:N;

t=nx*xh;

for i=1:N

tau=0;

tauh=0;

Xg=X;

xd=x;

xhg=xh;

xhd=xh;

%besoin de la derniere valeur => ne garde pas toutes les valeurs

while tau<t
U=rand (1,1);
E=-log(1-U)/1;
tau=tau+E;
xg=xd+E;
xd=xg/2;
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if tauh<t %on s’assure que EULER s’arrete aussi en t,
%sinon il irait plus loin car valeur entiere superieure
Nh=floor (E/h)+1;
Eh=h*Nh ;
tauh=tauh+Eh;
xhg=xhd+h* (Nh-1);
xhd=xhg/2;
end
end
%a la fin, on a acces a E (inter-temps qui "contient" t),
hxg et xd (qui sont apres t), insant tau de saut apres t,
% et de meme pour euler (Eh, tauh, xgh, xdh)
Y(i)= xg-(tau-t); %comme on est apres t, il faut "reculer"
Yh(i)= xhg+h+h*xfloor (t/h)-tauh;
end
YY=zeros(N,2);
YY(C:,1)=Y;
YY(:,2)=Yh;
C=hist (YY,nbins);

C(:,1)=C(:,1)./sum(C(:,1));%pour avoir normalisation
C(:,2)=C(:,2)./sum(C(:,2));

bar (C) ;

end

A.3.3 Estimation erreur forte

Listing A.3.3.1 — estimation de ’erreur forte

function [Sup,ESP]l=espTCP(y,yh,t,1,h,N,s)

% y,yh=positions initiales,

%st=temps total que 1l’on veut regarder,

% l=parametre de 1’exp

% h=pas du schema;

% N nb de simu qu’on fait pour avoir une moyenne empirique;

% s=pas de temps qu’on regarde les differences entre les 2 proc

%en sortie : le sup des moyennes sur [0,t] ; le vecteur valeur
clf
S=0:s:t;
ecartinital=abs (y-yh);
Esp=zeros (N, length(S));

% on fait moyenne empirique en plusieurs valeurs de s,

%=>on simule plusieurs fois nos courbes (dans les lignes)

% puis on les evalue en plusieurs s (colonnes)

%=>chaque colonne correspond a N simulations evaluees en un s fixe
for j=1:N Jlignes qui varient pour remplir les colonnes)

[Yg,Yd,E]=TCPsimu(y,t,1);
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T=cumsum (E) ;
Nh=floor (E/h)+1;
Mh=cumsum (Nh) ;
Sh=h*Mh ;
n=length (E);
Yh=[yh+h*(0:Nh(1)-1)];
i=2;
while i<=n
Yh=[Yh,Yh(end)/2+h*(0:Nh(i)-1)1;
i=i+1;
end
for k=1:1length(S);
%colonnes qui varient (pour remplir les lignes)
Esp(j,k)=abs(TCPvalue(Yg,Yd,E,S(k))
-Yh (floor (S(k)/h)+1));
end
end
ESP=mean (Esp);
HESP(j)=mean(Esp(:,j)) =moyenne au temps s
%(c’est un vecteur ligne qui fait la moyenne des colonnes de Esp)
Sup=max (ESP) ;
plot(S,ESP,’+ r’,’linewidth’,2)
%» moyenne de l’erreur en fonction du temps
end}

A.3.4 Estimation erreur faible

Listing A.3.4.1 — estimation de l’erreur faible (d’ordre p) en fonction du temps

function [w] = wassersteinp(y,yh,t,l1,h,N,s,p)
%on veut simuler la distance de Wasserstein d’ordre p des lois de
%Y_t et Y_t~"h, pour des instants de pas s entre 0 et t.

clf

yyh=abs (y-yh);

S=0:s:t;

Yn=zeros (N, length(S));

%les colonnes = N-echantillon de la valeur en j*s

Yhn=zeros (N, length(S));
for i=1:N %lignes qui varient pour remplir les colonnes
%la colonne C_k contient un N-echantillons du TCP a la valeur k*s
[Yg,Yd,E]=TCPsimu(y,t,1);
[Yh,Mh] = EulerTCP(Yg,Yd,E,yh,h)
% on fait les vecteurs discretises pour les ordonner et
% prendre la moyenne empirique de 1’erreur
for j=1:length(S);
Yn(i, j)=TCPvalue (Xg,Xd,E,S(j));
Yhn (i, j)=Xh(floor (S(j)/h)+1);
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end
end
A=sort(Yn);’) ca trie en ordre croissant les colonnes
%-> on ordonne les N-echantillons pour chaque valeurs j*s
Ah=sort (Yhn) ;

B=abs (A-Ah)."p; %on fait la |...|"p de la difference des
hechantillons ordonnes : B(i,j)=[Y"(i)_{j*s}-Y {h,(i)}_{j*s}I"p
y=(mean(B)) .~ (1/p);

smoyenne empirique selon les colonnes ie y(j)=mean(B(:,j))
h=(1/N sum_{17i?N} Y~ (i) _{j*s}-Y {h, (i)} _{j*s}|"p)~1/p
plot(S,y,’+ b’);

end

Listing A.3.4.2 — estimation de l’erreur faible avec majoration théorique en fonction du
temps

function [w] = wasserstein(x,t,1,h,N,s)
%on veut simuler la distance de Wasserstein des lois de Y_t et
% Y_t~"h, pour des instants de pas s entre O et t, avec N simu.
clf
S=0:s:1t;
Yn=zeros (N,length(S)); Y%comme d’ans 1l’algorithme precedent
Yhn=zeros (N,length(S));
for i=1:N

[Xg ,Xd ,E]=TCPsimu(x,t,1);

T=cumsum (E) ;

Nh=floor (E/h)+1;

Mh=cumsum (Nh) ;

Sh=h*Mh ;

n=length (E);

Xh=[x+h* (0:Nh (1) -1)];

k=2;

while k<=n

Xh=[Xh,Xh(end)/2+h*(0:Nh(k)-1)];

k=k+1;

end

for j=1:length(S);
Yn(i,j)=TCPvalue (Xg,Xd,E,S(j));
Yhn (i, j)=Xh(floor (S(j)/h)+1);
end
end
A=sort (Yn);
Ah=sort (Yhn) ;

B=abs (A-Ah);
y=mean (B) ;
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plot(S,y,’+ b’,’linewidth’,2);
hold on
plot(S,h*ones(1,length(S)), ’red’,’linewidth’,1.5)

%on veut la mahoration theorique
alphah=(1+3*exp(-1lxh)+1*xh*exp(-1%h))/4;

rhoh=1/4%1"2%xh"3;

betah=1/4*1"2*h"~2%*x

+1%h~ 2% (1+(3/8) *exp (-1*h))-5*(1-exp (-1*h)-1xh*xexp(-1%h))/(4*1);
gammah=log ((1+exp(-1*h))/2);

cte=sqrt(x~2+(16/(3%172))-4%*x/1)

+sqrt (x"2+4xh~2*exp (-1*h) * (3*xexp (-1*xh)+1)/(3*x(1-exp(-1*h))~2)
-4*x*h*exp(-1*h)/(1-exp(-1%h)));
zetah=-rhoh/(cte*x(1-alphah)*gammah) ;

psi_min=(1/(1-alphah))*(betah+(rhoh/gammah)*(-1+log(zetah)));
hold on

plot (S, (psi_min)*ones(1l,length(8S)),’g’)

end
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NOTATIONS

Byp(W) ensemble de fonctions a valeurs réelles mesurables bornées sur W ..., 16
(Zy,)n chaine incluse du PDMP réel ......oooiiiiiii it 13
(X1)t PDMP & VAIEUTS IESUIE ...ttt et ettt ettt 19
(X))t PDMP T8EL .o e 12
B(W), By(W) resp. la tribu borélienne d’un espace W et les boréliens bornés ...................... 9
Ex(lo @) loi “ exponentielle ” d’intensité [ o ¢ (de fonction répartition F) .......................... 11
E espace d’état du PDMP réel ... ..o 9
& BT e B oo 9
¢,1,Q éléments caractéristiques du PDMP réel (flot, intensité, noyau) ..............coooiiiiio... 10
Z(X), Z(X|) désigne la loi d’'une variable aléatoire X (resp. la loi conditionnelle selon -) ....... 12
MMy  ensemble des temps d’arrét pour (% )0, et le sous-ensemble de ceux bornés par Ty .. ... 33
U[0,1]  loi uniforme sur [0,1] ... ..uuutte 12
L, matrice identité de taille P X P ...t 59
P, N ensemble des mesures localement finies sur R™, et sous-ensemble des mesures discrétes ... .. 16
OW, W désigne resp. le bord d’un espace W et sa fermeture ...................ccceiiiiii... 9
P (H) ensemble des mesures de probabilités sur H .............ooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiaaaaaa.. 59
p distance sur 'espace E ... ... 10



Wop distance de Wasserstein d’ordre p (W, étant juste notée W) ...l 76

C:(W) ensemble de fonctions a valeurs réelles continues a support compact sur W ................ 16
Dg[0, +00[ ensemble des fonctions cadldg sur Ry a valeurs dans E ..., 15
K ensemble des modes du PDMP réel . ... 9
X 1Y indépendance entre deux v.a. X et Y oo 59
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~ Résumé.

Les processus markoviens déterministes par morceaux (PDMP) forment une vaste classe
de processus stochastiques caractérisés par une évolution déterministe entre des sauts a
mécanisme aléatoire. Ce sont des processus de type hybride, avec une composante discrete
de mode et une composante d’état qui évolue dans un espace continu. Entre les sauts du
processus, la composante continue évolue de facon déterministe, puis au moment du saut
un noyau markovien sélectionne la nouvelle valeur des composantes discrete et continue.
Dans cette these, nous construisons des PDMP évoluant dans des espaces de mesures
(de dimension infinie), pour modéliser des population de cellules en tenant compte des
caractéristiques individuelles de chaque cellule. Nous exposons notre construction des
PDMP sur des espaces de mesure, et nous établissons leur caractere markovien. Sur
ces processus a valeur mesure, nous étudions un probleme d’arrét optimal. Un probleme
d’arrét optimal revient a choisir le meilleur temps d’arrét pour optimiser 1’espérance d’une
certaine fonctionnelle de notre processus, ce qu’on appelle fonction valeur. On montre
que cette fonction valeur est solution des équations de programmation dynamique et on
construit une famille de temps d’arrét e-optimaux. Dans un second temps, nous nous
intéressons a un PDMP en dimension finie, le TCP, pour lequel on construit un schéma
d’Euler afin de 'approcher. Ce choix de modele simple permet d’estimer différents types
d’erreurs. Nous présentons des simulations numériques illustrants les résultats obtenus.

Mots clés : Processus de Markov déterministe par morceaux, controle stochastique,
simulation, optimisation

—~ Abstract.

Piecewise deterministic Markov processes (PDMP) form a large class of stochastic pro-
cesses characterized by a deterministic evolution between random jumps. They fall into
the class of hybrid processes with a discrete mode and an Euclidean component (called
the state variable). Between the jumps, the continuous component evolves deterministi-
cally, then a jump occurs and a Markov kernel selects the new value of the discrete and
continuous components. In this thesis, we extend the construction of PDMPs to state
variables taking values in some measure spaces with infinite dimension. The aim is to
model cells populations keeping track of the information about each cell. We study our
measured-valued PDMP and we show their Markov property. With thoses processes, we
study a optimal stopping problem. The goal of an optimal stopping problem is to find
the best admissible stopping time in order to optimize some function of our process. We
show that the value fonction can be recursively constructed using dynamic programming
equations. We construct some e-optimal stopping times for our optimal stopping problem.
Then, we study a simple finite-dimension real-valued PDMP, the TCP process. We use
Euler scheme to approximate it, and we estimate some types of errors. We illustrate the
results with numerical simulations.

Key words : Piccewise deterministic Markov process, stochastic control, simulation,
optimization
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