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Introduction

Le problème du contrôle de l'intégrité des structures revêt un double intérêt technique et scienti�que. Le
premier en raison de l'importance, cruciale dans de très nombreuses applications industrielles, de la détection
de l'apparition, ou du suivi de la propagation dedéfauts à l'intérieur ou à la surface des pièces. Le second
est, quant à lui, notamment dû au fait que ces problèmes, une fois mathématisés, s'avèrent bien souvent être
mal posés.

Les défauts considérés peuvent aussi bien être issus du procédé de fabrication, comme les bulles d'air dans
une pièce métallique issue de fonderie [57], ou un mauvais alignement de �bres d'une pièce composite [122],
qu'être apparus au cours de la vie de la structure, comme une �ssure de fatigue [111] ou de la corrosion sur
une surface inaccessible (l'intérieur d'un tuyau par exemple [67]).

Dans tous les cas, il est souvent très avantageux, voire vital, pour les applications industrielles, d'être en
mesure de détecter ces défauts le plus tôt possible, et de suivre leur propagation de la façon la plus précise
possible, a�n de pouvoir optimiser la mise en ÷uvre de la maintenance.

Les méthodes les plus largement développées et utilisées en pratique pour l'identi�cation de défauts se
basent sur des phénomènes de propagation des ondes. Il peut s'agir d'ondes électromagnétiques, comme pour
le cas de la tomographie par rayons X [112], ou bien d'ondes mécaniques comme des ultrasons [129]. En e�et,
la propagation des ondes est propice à des phénomènes très intéressants comme la ré�exion ou la transmission
partielle sur les défauts. Il est alors possible, à partir des temps de retour d'onde en di�érents points situés à
la surface d'une pièce, ou même du sol, de reconstruire la position et la forme de défauts. Un autre phénomène
utilisable, quoique moins employé que la propagation des ondes, est la réponse vibratoire des structures. En
e�et, à-partir du spectre de réponse à une excitation donnée, on peut, au prix d'une analyse inverse adéquate,
reconstruire des défauts d'une structure [106].

Pourtant certaines applications particulières sont peu favorables à l'utilisation de phénomènes dynamiques.
C'est par exemple le cas des applications médicales car on préférerait éviter l'exposition du patient à des
rayonnements ionisants. Il peut aussi se trouver des cas dans l'industrie mécanique où on aimerait contrôler
en temps réel l'intégrité d'une pièce mécanique soumise uniquement à des chargements statiques sans avoir à
la mettre hors-service pour l'inspecter.

Malheureusement, les phénomènes statiques sont beaucoup moins propices à l'identi�cation de défauts
parce que les problèmes mathématiques qui en sont issus sont bien souvent très mal posés, et il est rare que
l'on puisse se contenter de prendre des mesures ponctuelles pour réaliser l'identi�cation de façon acceptable.
Heureusement, il est aujourd'hui possible de s'appuyer sur des mesures �ables de champs à la surface des
pièces [145, 147].

Du point de vue mathématique, on peut modéliser la mesure physique comme dans la �gure 1 : à partir
de données d'entréese, le système physique, modélisé par une fonction� , donne un état de sorties, dont un
capteur, de fonction m permet d'extraire la mesurey.

Dans le cas d'un problème direct,e est entièrement connu et on cherche à calculer l'états ou des quantités
d'intérêt y au travers de la relation s � � peq (ou y � � � mpeq). En général, ce problème est bien posé dans
le sens où la solution existe, est unique et la fonction� est continue.

Dans le cadre de l'identi�cation, les entrées prennent la formee � p e0; xqoù e0 est supposé connu etx est
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Figure 1 � Le problème direct

un défaut à identi�er (ou un champ permettant son identi�cation). On appelle f : x ÞÑf pxq � m � � pe0; xq.
Le problème d'identi�cation peut alors s'écrire de façon formelle comme (1).

P : trouver x tel que f pxq � y (1)

Contrairement aux problèmes directs, les problèmes issus de l'identi�cation de défauts s'avèrent bien
souvent être mal posés au sens de Hadamard [98]. C'est à dire que l'une des trois conditions suivantes n'est
pas respectée :

 Existence de la solution :@y; Dx; f pxq � y

 Unicité : t f px1q � f px2q � yu ñ t x1 � x2u

 Stabilité : f � 1 est continue pour une topologie raisonnable

De façon assez intuitive, pour l'identi�cation de défauts, l'existence de la solution dans le cas général est
mise à mal. En e�et, on imagine assez facilement comment générer arti�ciellement des mesures qui ne peuvent
s'expliquer par aucune forme de défaut. Un contre exemple spéci�que au problème de Cauchy est donné dans
la partie 1.2.1.2.3. C'est pour cette raison que l'on suppose bien souvent que l'on dispose de mesures dites
compatibles, c'est à dire issues de la résolution d'un problème direct dans la mise en donnée duquel un certain
défaut x0 a été utilisé.

Cependant, ceci cause un problème évident dans le cas réaliste, où les mesures ne sont pas arti�cielles, mais
e�ectivement issues d'une pièce instrumentée. En e�et, les erreurs de modèle d'une part, et de mesure d'autre
part permettent d'avoir la quasi-certitude que les données ne sont pas compatibles, et qu'en conséquence, la
solution x recherchée n'existe pas, d'où l'utilité de ne pas imposer le respect des mesures de façon stricte.

Pour ce qui est de l'unicité, dans le cadre des problèmes d'identi�cation, elle est aussi souvent appelée
identi�abilité. En e�et, le fait qu'il y ait un seul x capable d'expliquer la mesurey est nécessaire pour
permettre l'identi�cation de x à partir de la mesurey. Pour les cas où la quantité d'information est in�nie
(c'est à dire que l'on suppose comme donné un champ continu avant discrétisation), l'unicité est bien souvent
véri�ée. En revanche, sitôt que la mesure est discrète, il est bien fréquent que l'unicité soit perdue, ce qui se
manifeste par la présence de systèmes singuliers à inverser.

La stabilité, quant à elle, est la di�culté majeure rencontrée dans les problèmes inverses. En e�et, il
est très fréquent que de petites perturbations dans les données conduisent à une grande variation dans la
solution. Or, il se trouve que lors de la résolution de problèmes d'identi�cation, les données subissent di�érentes
perturbations comme le bruit de mesure, l'erreur de modèle ou tout simplement les erreurs d'approximation
numérique, inévitables dans la résolution pratique des systèmes.

Les problèmes d'existence, d'unicité et de stabilité abordés plus haut ont pour conséquence l'impossibilité
en pratique de résoudre des problèmes inverses tels quels. Il est donc nécessaire de les régulariser avant de
chercher à les résoudre. Le principe de la régularisation est de chercher à choisir, parmi tous lesx véri�ant
à peu près les mesures (f pxq � y) l'une de ces solutions en se basant sur des informations supplémentaires
disponiblesa priori , qui portent généralement sur la régularité de la solution. Une telle démarche peut être
interprétée comme inductive : en présence de données dont la qualité ou la quantité font qu'il est impossible
de trancher pour une solution particulière, on est conduit à choisir la solution qui se conforme le mieux à l'a
priori que l'on en a.
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La plupart des méthodes d'identi�cation sont variationnelles, C'est à dire qu'elles permettent de recons-
truire la géométrie d'un défaut en partant d'une estimation initiale qui sera a�née de façon itérative. On peut
citer par exemple la méthode FEMU [90] ou la méthode de l'erreur en relation de comportement [106]. Un tel
schéma d'identi�cation demande de résoudre, à chaque pas de calcul, au moins un problème direct2. Il existe
d'autres familles de méthodes, comme les méthodes bayésiennes, qui transforment un problème déterministe
mal posé en un problème probabiliste bien posé, mais là encore, il est nécessaire d'e�ectuer de nombreuses
résolutions directes.

Comme il est très fréquent, dans les applications industrielles, que les problèmes à résoudre soient de grande
taille, les méthodes variationnelles demandent souvent de disposer de capacités de calcul très importantes.
Dans les cas où on souhaite e�ectuer le calcul rapidement, par exemple en temps réel, une piste qui fait l'objet
de recherches actives est l'utilisation d'un modèle réduit pour le problème direct [139, 115]. Ceci permet en
e�et d'accélérer chaque calcul direct, et éventuellement de régulariser le problème, au prix d'une perte de
précision plus ou moins contrôlée. Une autre piste pour réduire le temps de calcul est de se tourner vers une
méthode d'identi�cation dite explicite, comme l'écart à la réciprocité [13], qui ne demande pas de résoudre
de problème direct.

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à deux problèmes, et pour chacun à une méthode dédiée.
Le premier est le problème de Cauchy, portant sur la reconstruction de conditions aux limites manquantes sur
un bord à partir de conditions aux limites redondantes sur un autre bord. La méthode de résolution choisie
est la méthode de Steklov-Poincaré, assimilable à une méthode variationnelle3. Le deuxième problème auquel
nous nous intéresserons est l'identi�cation de �ssures, et la méthode que nous étudierons est la méthode de
l'écart à la réciprocité.

Il a été choisi, pour illustrer numériquement les algorithmes présentés, d'utiliser l'équation de l'élasticité
statique, mais ceux-ci devraient être utilisables dans le cadre de n'importe quelle équation aux dérivées
partielles elliptique, comme l'équation de Laplace, régissant les phénomènes de thermique stationnaire et
d'électrostatisme.

Cette thèse est organisée en trois chapitres.

Dans un premier temps, des résultats de la bibliographie utiles dans le cadre de notre étude sont présentés.
On dresse une liste de méthodes de régularisation utilisables pour la résolution de problèmes inverses dans le
cadre général. Lorsque cela s'y prête, on illustre le fonctionnement de ces méthodes sur un problème-jouet de
traitement d'image. Dans la suite du chapitre, on dresse un état de l'art des méthodes permettant la résolution
du problème de Cauchy. En�n, on passe en revue les approches disponibles pour le problème d'identi�cation
de �ssures.

Le second chapitre est consacré à l'apport de contributions à l'amélioration de l'algorithme de Steklov-
Poincaré de résolution du problème de Cauchy. Le travail qui y est présenté exploite la similarité entre la
méthode de Steklov-Poincaré et les méthodes de décomposition de domaine de type Schur [71, 114]. À la
lumière de cette analogie, on cherche à mettre en ÷uvre di�érentes améliorations du solveur. Par la suite,
des travaux plus variés sont présentés, ayant pour but de montrer que l'on peut traiter numériquement le
problème de Cauchy dans des cadres divers. D'abord, on s'intéresse au cadre bayésien, puis on résout un
problème de dynamique transitoire, puis un problème de statique non-linéaire. Finalement, on cherche à
résoudre un problème de Cauchy par décomposition de domaine.

Le troisième chapitre est consacré à l'identi�cation de �ssures à l'aide du concept d'écart à la réciprocité.
Dans un premier temps, un algorithme, disponible dans la littérature, mais jamais testé numériquement dans
le cas de �ssures internes en élasticité 3D, est étudié, et on montre comment améliorer sa robustesse. Par
la suite, deux nouveaux algorithmes plus généraux sont proposés. Ces algorithmes sont des réponses aux
deux limites classiques de la méthode de l'écart à la réciprocité telle qu'elle est habituellement présentée.

2. Deux si on utilise un problème adjoint, et beaucoup plus si on a opté pour un schéma aux di�érences �nies
3. La méthode de Steklov-Poincaré telle qu'exploitée ici consiste en une méthode itérative au cours de laquelle le champ de

conditions aux limites est optimisé à l'aide de résolutions directes.
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Le premier algorithme peut s'appliquer à partir de données partielles sur le bord du domaine tandis que le
second algorithme permet d'identi�er des �ssures de forme quelconque.

En�n, la conclusion est l'occasion de dresser un bilan des apports de ce travail a�n d'annoncer des
perspectives scienti�ques qui pourront faire l'objet de recherches ultérieures.

Complétion de données puis identi�cation de �ssures
[59, 10]

partie 3.2

Steklov-Poincaré
pour la complétion de données

[23, 96]
partie 1.4.6

Écart à la réciprocité
pour l'identi�cation de �ssures

[15]
partie 1.5.5

Améliorations du solveur de Krylov [72]
parties 2.2 et 2.3

Complétion de données dans des cas originaux
parties 2.4 à 2.7

Implémentation,
étude et améliorations de la méthode [73]

partie 3.1

Lien avec l'erreur en relation de comportement
partie 3.3

Généralisations de la méthode
parties 3.4 et 3.5

Figure 2 � Interactions entre les di�érentes parties du manuscrit



Chapitre 1

Bibliographie

1.1 Le problème elliptique direct

L'ensemble des travaux présentés dans cette thèse porte sur la résolution de problèmes inverses dans le
cadre des équations aux dérivées partielles elliptiques, c'est pourquoi on présente dans cette partie le problème
elliptique direct de façon générale, puis dans le cas particulier de l'élasticité linéaire, qui sera exclusivement
utilisé pour illustrer numériquement le comportement des algorithmes présentés.

1.1.1 Cadre général

Soit d � 2 ou 3, la dimension de l'espace physique. Soit un opérateur linéaire symétrique dé�ni positif
A P Rd Ñ Rd, dépendant éventuellement de l'espace. On dé�nit l'opérateur di�érentiel d'ordre2, linéaire et
elliptique, L  � div A gradpq. Soit 
 , un ouvert de Rd su�samment régulier. Soient � d et � n , deux parties
du bord B
 , telles que� d Y � n � B 
 et � d X � n � H . Soient g0 PH � 1p
 q, ud PH 1{2p� dq et f n PH � 1{2p� nq.
Soit n, la normale sortante au bord du domaine. Le domaine et ses bords sont représentés sur la �gure 1.1.
On dé�nit le problème direct comme suit :

trouver u dans H 1p
 q tel que :

$
'&

'%

Lu � g0 � 0 dans 


u � ud sur � d

A gradpuq �n � f n sur � n

(1.1)

On peut introduire � � A gradpuq, le �ux.

Figure 1.1 � Le domaine et ses bords

13
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On dé�nit les espacesU; u P U ðñ
 
u PH 1p
 q; u |� d � ud

(
et U0; u P U0 ðñ

 
u PH 1p
 q; u |� d � 0

(
.

La forme faible de ce problème peut s'écrire comme suit :

trouver u dans U tel que @v PU0, apu; vq � lpvq (1.2)

Avec :

apu; vq �
»



gradpuqA gradpvqdV

lpvq �
»

� n

f nvdS �
»



g0vdV

(1.3)

On suppose queA est tel quea soit continue et elliptique. De même,f n et g0 sont tels quel soit continue.
Dans le cas où� d est de mesure non-nulle, on peut montrer, à l'aide du théorème de Lax-Milgram

[44], que ce problème est bien posé au sens de Hadamard, c'est à dire qu'il existe une unique solution
à ce problème dansH 1p
 q, et que celle-ci est stable par rapport à tous les chargements. Plus précisé-
ment, il existe un unique u P H 1p
 q satisfaisant (1.2), et il existe C1 ¡ 0; C2 ¡ 0 et C3 ¡ 0 tels que
}u}H 1p
 q ¤ C1}g0}H � 1p
 q � C2}ud}H 1{2p
 q � C3}f n }H � 1{2p
 q.

En l'absence de su�samment de conditions de Dirichlet, l'unicité de la solution est perdue (une condition
su�sante à l'unicité est que la mesure de � d soit non-nulle), mais elle peut être retrouvée par exemple en
imposant des conditions en moyenne sur la solution.

Remarque 1 (Condition de Robin). Il peut également exister sur une partie du bordB
 des conditions aux
limites de type Robin, c'est à dire telles queku � A gradpuq �n � r0, avec k un réel positif. Le théorème de
Lax-Milgram reste applicable avec une telle condition aux limites.

L'équation présentée est su�samment générale pour couvrir les cas de l'équation de Laplace et la majorité
des cas de mécanique statique. Notons toutefois que certaines équations elliptiques, comme l'équation de
Helmholtz ne rentrent pas tout à fait dans ce cadre. Néanmoins, la plupart des résultats et méthodes présentés
dans cette thèse sont valables également dans le cas de cette équation.

1.1.2 Cas de l'élasticité

Le cas qui va nous intéresser plus particulièrement dans cette thèse est celui de l'élasticité statique, avec
un comportement linéaire et l'hypothèse des petites perturbations. Dans ce cadre, le champu est un vecteur
qui représente le déplacement de la matière. Pour mettre en évidence le fait qu'il s'agit d'un vecteur, il sera
noté dans la suiteu. g

0
représente une force volumique,f

0
une force surfacique etu0 un déplacement imposé.

Le problème direct d'élasticité statique se met sous la forme suivante :

trouver u PH 1p
 q tel que :

$
'&

'%

divp� puqq � g
0

� 0 dans 


u � ud sur � d

� puq �n � f
n

sur � n

(1.4)

Où le tenseur de contraintes de Cauchy� est lié à la déformation linéarisée" au travers de la relation de
comportement comme suit :

$
&

%

� pq � H : "pq

"pq �
1
2

�
gradpq � gradpqT

	 (1.5)

Où H est le tenseur de Hooke, d'ordre 4, caractéristique du matériau étudié.

On peut placer cette équation dans le cadre établi précédemment en posantA � H
1
2

p �  T q. En

conséquence, le �ux� et l'opérateur di�érentiel L se notent comme suit :
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#
� pq � Agradpq

Lpq � divp� pqq
(1.6)

1.2 Dé�nition et mauvais conditionnement des problèmes inverses étudiés

Dans cette partie, on va donner des résultats bien connus dans la littérature a�n de mettre en évidence le
fait que le problème de Cauchy d'une part et l'identi�cation de �ssures d'autre part sont des problèmes mal
posés sujets à de l'instabilité.

1.2.1 Le problème de Cauchy

Le problème de Cauchy, ou problème de complétion de données est un problème dans lequel il s'agit de
retrouver des conditions aux limites manquantes sur un bord d'un domaine à partir de la donnée de conditions
redondantes sur un autre bord du domaine. Considérons toujours le domaine
 , muni de sa normale sortante
n. Son bord B
 va être cette fois-ci divisé en deux parties.� r est le bord sur lequel on dispose des données
redondantes du champ et de son �ux, et� m est son complémentaire, sur lequel on ne connaît aucune condition
aux limites. Le domaine et ses bords sont représentés sur la �gure 1.2.

Remarque 2. On peut ajouter deux bords � d et � n sur lesquels des conditions respectivement de Dirichlet
et de Neumann sont imposées. En pratique, dans la plupart des exemples numériques disponibles dans la
littérature (et dans cette thèse), on utilise ces bords supplémentaires, et leur présence n'a pas d'impact sur
le principe des algorithmes de résolution.

trouver u tel que :

$
'&

'%

Lu � g0 � 0 dans 


u � ûr sur � r

A gradpuq �n � pf r sur � r

(1.7)

Figure 1.2 � Le domaine et ses bords

Du point de vue physique, résoudre ce problème revient à trouver, à partir de l'observation d'un bord
d'une pièce, des sollicitations appliquées sur un autre bord. Il a été proposé de résoudre des problèmes de
Cauchy dans diverses applications industrielles. On citera notamment [155], où l'auteur propose de retrouver
le potentiel électrique à la surface d'un c÷ur à partir de mesures sur le thorax du patient. De même, on peut
proposer de résoudre des problèmes de Cauchy pour identi�er des �ssures contenues dans une surface connue
[96], des facteurs d'intensité de contrainte [11], ou la distribution de température à l'intérieur d'un tuyau [12].
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Mentionnons également [50], dans lequel des mesures de déplacement par corrélation d'image sont étendues
en résolvant un problème similaire à celui de Cauchy.

On peut intuiter, en s'appuyant sur le principe de Saint-Venant, que si le bord� m est éloigné du bord
� r , l'in�uence de la condition limite à identi�er sur le bord de mesure est faible. Ceci permet de comprendre
pourquoi le problème est mal posé. Pour s'en assurer, on peut étudier l'exemple de Hadamard.

1.2.1.1 Exemple de Hadamard

Dans [81]1, qui a été repris par exemple dans [2], il est mis en évidence que le problème de Cauchy
elliptique est mal posé. Il s'agit du problème sur le Laplacien dans le carré unité. Soitk P N, et � r � r 0; � s
est le côté bas du carré.

trouver uk tel que :

$
''''&

''''%

� uk � 0 @ px; yq P r0; � s � r 0; 1s

uk �
1
k

sinpkxq pour y � 0 et @x P r0; � s

Buk

Bn
� 0 pour y � 0 et @x P r0; � s

(1.8)

Ce problème admet une solution unique qui est :

ukpx; yq �
1
k

sinpkxqcoshpkyq (1.9)

On va montrer que l'on ne peut pas contrôler la norme deuk sur r0; � s � r 0; 1s par la norme de la donnée
de Dirichlet sur r0; � s.

La limite de la norme L 2p� r q de uk pour x P r0; � s et y � 0 quand k tend vers �8 est nulle.

lim
kÑ�8

}uk }L 2p� r q � lim
kÑ�8

»

r0;� s
u2

kpx; 0qdx � lim
kÑ�8

1
k2

»

r0;� s
sin2pkxqdx � lim

kÑ�8

�
2k

� 0 (1.10)

À l'inverse, la norme deuk sur l'ensemble du domaine a le comportement suivant :

lim
kÑ�8

}uk }L 2p
 q � lim
kÑ�8

»

r0;� s�r 0;1s
u2

kpx; yqdxdy � lim
kÑ�8

�
2k

»

r0;1s
cosh2pkyqdy

� lim
kÑ�8

�
2k

�
1
2

�
sinhp2kq

4k



� �8

(1.11)

En conséquence, pour une donnée de norme arbitrairement petite, on peut avoir une solution de norme
arbitrairement grande. La condition de stabilité n'est donc pas respectée et on a a�aire à un problème mal
posé. Par ailleurs, on remarque que les données de faible norme capables de faire exploser la solution sont très
oscillantes, ce qui correspond à la forme usuelle du bruit de mesure, ce qui est particulièrement défavorable
à la résolution pratique du problème inverse.

On voit sur la �gure 1.3 la solution du problème de Cauchy pour deux valeurs dek. pour k � 2, la donnée
en y � 0 est peu oscillante et la norme de la solution est contrôlée par celle de la donnée. Par contre, dès
k � 5, la donnée est davantage oscillante et on constate que la norme de la solution a tendance à exploser
quand on s'éloigne du bordy � 0.

1.2.1.2 Résultats théoriques sur le problème de Cauchy

La littérature mathématique sur le problème de Cauchy est très fournie, et de nombreux résultats ont été
prouvés. Une partie d'entre eux sont rassemblés dans cette partie.

1. Que je n'ai pas pu me procurer
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Figure 1.3 � Solution du problème de Cauchy pour di�érentes valeurs dek

1.2.1.2.1 Unicité Pour le cas du problème linéaire, le théorème de Holmgren permet de montrer cette
unicité (voir [130], chapitre 1.7, dans lequel le cas d'un problème de Cauchy d'ordre élevé est traité). Ce
théorème permet d'a�rmer que la di�érence entre deux solutions u1 et u2, qui est en conséquence solution
d'un problème de Cauchy homogène, est nulle sur tout le domaine
 .

Dans [41], on trouve également une démonstration de l'unicité de la solution du problème de Cauchy pour
le cas de l'équation de Laplace, qui s'appuie sur un résultat d'unicité plus général.

1.2.1.2.2 Stabilité La question de la stabilité de la solution est cruciale puisque la qualité des solutions
numériques que l'on obtiendra est nécessairement tributaire des résultats théoriques de stabilité. Celle-ci est
abordée notamment dans l'article de revue [2] sur un opérateur elliptique de forme générale, et les auteurs
exposent un résultat de stabilité logarithmique optimal. Pour information, la stabilité logarithmique est une
relation de la forme suivante, établie dans le cadre de l'équation de Helmholtz dans [42].

@� Ps0; 1r DC PR; }u}H 1p
 q ¤ C
M

plogpM {� qq�
avec

"
}u}H 2p
 q ¤ M
}g0}L 2p
 q � } ûr }H 1p� q � } pf r }L 2p� q ¤ �

(1.12)

Dans [35], une analyse spectrale est conduite, qui arrive à la conclusion que les valeurs propres de l'opé-
rateur de Steklov-Poincaré2 tendent vers 0 de façon exponentielle, ce qui est compatible avec le résultat
précédent.

Ces résultats permettent d'a�rmer que le problème de Cauchy est sévèrement mal posé au sens de la
stabilité.

1.2.1.2.3 Existence Rappelons en�n que le problème de Cauchy n'admet pas nécessairement de solution
dans le cas général. On peut montrer cela en utilisant un raisonnement par l'absurde : soit un domaine
 ,
dont le bord est divisé en trois parties� 1, � 2 et � 3, tous trois de mesure non nulle. Supposons que tout
problème de Cauchy a une solution. Considérons le problème de Cauchy suivant :

2. voir la partie 1.4.6
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trouver u tel que :

$
'&

'%

Lu � g0 � 0 dans 


u � u1 sur � 1

A gradpuq �n � f 1 sur � 1

(1.13)

Il a une solution, dont on sait qu'elle est unique. Considérons alors le problème suivant :

trouver ~u tel que :

$
''''''&

''''''%

L ~u � g0 � 0 dans 


~u � u1 sur � 1

A gradp~uq �n � f 1 sur � 1

~u � ~u2 sur � 2

A gradp~uq �n � ~f 2 sur � 2

(1.14)

L'unicité de la solution du problème (1.13) nous permet d'a�rmer qu'elle est égale à la solution de (1.14).
En conséquence, ce dernier problème n'admet de solution que si~u2 � u |� 2 et ~f 2 � p A gradpuq �nq |� 2 . Il
s'agit des conditions de compatibilité.

Pour les cas pratiques, la question de l'existence de la solution peut être réglée en supposant que les
conditions aux limites données sont compatibles entre elles, c'est à dire qu'elles sont issues de la résolution
préalable d'un problème bien posé.

Le théorème de Cauchy-Kowalevski (voir [63], Chap V, Th 3) assure l'existence d'une solution au problème
de Cauchy sous certaines hypothèses de régularité du bord portant les données redondantes, et si ces dernières
sont analytiques et compatibles.

1.2.2 Le problème d'identi�cation de �ssures

Le problème que l'on va examiner dans cette partie consiste en la détermination de la forme et la taille
d'une �ssure à partir des données du champ et du �ux sur une partie du bord du domaine. La �ssure est
représentée par une surface de discontinuité dans le domaine, notée� . Dé�nissons deux surfaces, confondues
avec � , mais orientées de façon opposées,� � et � � , telles que leurs normales sontn� � � n� . On pose
arbitrairement n� � n� , la normale à la surface de �ssure. Tous ces éléments sont représentés sur la �gure
1.4.

Figure 1.4 � Le domaine �ssuré

La nature des conditions à écrire sur� dépend de la physique considérée. Pour ce qui nous intéresse,
en mécanique, on peut par exemple supposer une condition de contact unilatéral, qui s'écrit à l'aide des
conditions de Signorini, en posantf

�
� � pu� q:n� � � � pu� q:n� , l'e�ort entre les lèvres de �ssure :
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(1.15)

Dans certains cas, on peut simpli�er ces conditions en supposant que le chargement est tel que la �ssure
est toujours ouvrante, c'est à dire qu'il n'y a jamais de contact entre les lèvres de �ssure. En conséquence, on
peut modéliser la présence de la �ssure simplement en utilisant des conditions de Neumann sur� � et � � .
Dans cette partie, c'est ce que l'on va faire pour avoir le problème le plus simple possible.

trouver � tel que Du respectant :

$
''''&

''''%

Lu � g0 � 0 dans 
 z�

A gradpuq �n � pf r sur B


u � ûr sur B


A gradpuq �n � 0 sur �

(1.16)

Remarque 3. Dans d'autres cas, il peut y avoir une condition aux limites di�érente sur � . Par exemple, en
thermique ou électrostatisme (équation de Laplace), on peut être amené à modéliser une �ssure à l'aide de
conditions de Robin.

1.2.2.1 Existence

Pour prouver que le problème n'admet pas de solution dans le cas général, nous allons construire un jeu
de données tel qu'il n'existe pas de �ssure� solution du problème inverse. Pour cela, considéronsu1, solution
du problème direct suivant :

trouver u1 tel que :

#
Lu1 � 0 dans 


A gradpu1q �n � f 0 sur B

(1.17)

Si f 0 � 0, alors, u1 � 0. On va montrer que le � retournement � du champ ne peut s'expliquer par une
�ssure. Posons le problème d'identi�cation de �ssure suivant :

trouver � tel que Du respectant :

$
'''&

'''%

Lu � 0 dans 
 z�

A gradpuq �n � f 0 sur B


u � � u1 sur B


A gradpuq �n � 0 sur �

(1.18)

On utilise la formule de Green pour le domaine sain :

0  
»



gradpu1qA gradpu1qdV �

»

B

u1A gradpu1q �n dS �

»



gradpu1qdivpA gradpu1qqdV �

»

B

u1f 0 dS

(1.19)

Le bord du domaine �ssuré
 2 � 
 z� est B
 2 � B 
 Y p� � Y � � q. La formule de Green donne donc :

0  
»

B
 2

gradpuqA gradpuqdS �
»

B
 2

uA gradpuq �n dS

�
»

B

uA gradpuq �n dS �

»

� �
uA gradpuq �n dS �

»

� �
uA gradpuq �n dS � �

»

B

u1f 0 dS   0

(1.20)
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On aboutit donc à une contradiction, ce qui prouve que le problème (1.18) n'a pas de solution. Une
interprétation physique de ce contre-exemple consiste à dire qu'une mesure conduisant à un travail négatif
ne peut pas s'expliquer par la présence d'une �ssure.

1.2.2.2 Unicité

L'identi�abilité (ou unicité), quant à elle, a été démontrée pour di�érents cas de �gure. Dans [75], l'unicité
est prouvée pour l'équation de Laplace 2D3 ; une hypothèse dans cette démonstration est qu'il existe des
mesures issues de deux cas de chargement distincts. Dans [30], un résultat d'identi�abilité est obtenu pour
l'équation de l'élasticité linéaire en 2D dans le cas où la �ssure est un bord de Neumann.

1.2.2.3 Stabilité

En�n, en ce qui concerne la stabilité, on pourra citer [1] où un résultat de stabilité de Lipschitz est donné
dans le cadre de l'équation de Laplace. Un résultat de Lipschitz-stabilité locale pour le cas de l'élasticité 2D
est donné quant à lui dans [30] sous les hypothèses que la �ssure est linéaire et débouchante, et queu n'est
pas régulier en pointe de �ssure. On introduit u, le champ de déplacement mesuré pour une �ssure donnée
et uh , le champ mesuré pour une �ssure perturbée.h peut être une variation de la longueur de la �ssure, ou
son angle. Dans ces deux cas, les auteurs montrent l'inégalité suivante :

lim
hÑ 0

}uh � u}L 2p� r q

|h|
¡ 0 (1.21)

Ce résultat s'interprète comme la majoration d'une variation in�nitésimale des paramètres de la �ssureh
par la norme de la variation correspondante du champ mesuré multipliée par une constante positive.

À la lumière de ces résultats théoriques, on peut conclure que le problème d'identi�cation de �ssures est
moins instable que le problème de Cauchy.

1.3 Méthodes de régularisation

Comme on l'a vu plus haut, les problèmes qui seront traités dans cette thèse sont instables, et les al-
gorithmes de résolution sont susceptibles de conduire à des approximations de très mauvaise qualité, en
particulier en présence de bruit. C'est pour cette raison que l'on va s'intéresser aux remèdes qu'il est possible
de mettre en ÷uvre.

Indissociables de la résolution des problèmes inverses et mal posés, dont elles sont un ingrédient essentiel,
les méthodes de régularisation prennent des formes très diverses pour s'adapter aux besoins particuliers de
chaque problème. Dans cette partie, on va tenter de donner un aperçu de cette diversité en présentant un
grand nombre d'entre elles.

On va considérer dans toute cette partie que le problème traité prend la forme présentée dans l'introduc-
tion :

P : trouver x tel que f pxq � y (1.22)

Où px; yq PRm � Rn . Ce problème est alors équivalent au problème de minimisation suivant :

x � arg min
1
2

}f p~xq � y}2 (1.23)

x est la solution, y la mesure (ou second-membre),f p~xq � y est appelé le résidu.

3. Dans cet article, l'identi�abilité est prouvée à la fois dans le cas où la �ssure se manifeste par une condition de Dirichlet
nulle sur � et celui, qui est le notre, où il s'agit d'une condition de Neumann sur � � et� �
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Remarque4. Il arrive que l'on utilise une norme particulière dans ce problème de minimisation, en minimisant
plutôt }f p~xq � y}2

N T N . Ceci revient à minimiser }Nf p~xq � Ny}2, c'est à dire à préconditioner à gauche le
problème parN � 1.

Nous allons étudier le lien entre la stabilité de la solution et le conditionnement du problème. Considérons
un bruit �y , introduit sur les données, et qui cause une erreur�x sur la solution. Le problème bruité s'écrit
comme suit :

f px � �x q � y � �y (1.24)

On dé�nit � M
f;x le conditionnement du problème au pointx et au sens de la normeM comme le plus petit

réel positif tel que :

}�x }M

}�y }M
¤ � M

f;x (1.25)

On voit ainsi que le conditionnement contrôle la stabilité de la solution du problème.
Dans le cas oùf est une fonction linéaire, on dé�nit A P Rn;m , une matrice telle quef pxq � Ax . Le

problème s'écrit alors comme suit :

Ax � y (1.26)

Lorsque l'on rajoute un bruit �y sur les données, le système bruité devient (1.27) et il apparaît une erreur
�x sur la solution :

Apx � �x q � y � �y (1.27)

On peut donc en déduire que le conditionnement du problème s'exprime en fonction de la norme subor-
donnée de l'opérateurA et de son inverse. On note le conditionnement de la matriceA au sens de la norme
N , � M

A :

� M
A � } A}M }A � 1}M (1.28)

En particulier, le conditionnement en norme 2 est égal au rapport entre la plus grande et la plus petite
valeur singulière deA.

Dans le cas oùA est la discrétisation d'un opérateur compact, c'est à dire d'un opérateur ayant une
in�nité de valeurs propres s'accumulant vers zéro, son conditionnement en norme 2 tend donc vers�8 quand
la taille de A augmente. C'est pour cette raison que les opérateurs compacts sont réputés pour intervenir
dans des problèmes extrêmement mal conditionnés.

Remarque 5 (E�et de la discrétisation) . Dans le cadre des problèmes inverses, la discrétisation joue un rôle
à double tranchant. En e�et, d'une part le fait que la solution à trouver, x, soit discrétisée, a tendance à
stabiliser la résolution, comme cela a été mis en évidence par exemple dans le cadre de la corrélation d'images
[39], au point même que la discrétisation peut être considérée comme un moyen de régularisation à part
entière. Cette stabilisation vient du fait que, si elle est pertinente, la discrétisation permet d'imposer l'espace
dans lequel la solution se trouve, et donc permet de limiter l'existence de solutions éloignées de la référence,
et ayant un résidu faible. Cependant, d'autre part, les données d'entrée,y sont elles aussi discrétisées, ce qui
a pour conséquence que la quantité d'information peut ne pas être su�sante pour résoudre le problème dans
de bonnes conditions. On peut même se retrouver dans le cas où le problème discret est sous-déterminé (et
dans ce cas, l'unicité n'est évidemment plus assurée).

L'esprit général des méthodes de régularisation consiste à admettre que, pour des raisons de qualité ou
de quantité, les mesuresy ne sont pas à même à elles seules de permettre la détermination de la solution
x, et que la résolution du problème (1.23) tel quel conduirait à une solution̂x qui en est éloignée et même
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n'ayant pas de sens physique. On va alors s'aider d'informations connuesa priori , et qui portent souvent sur
la régularité de la solution, ou sa proximité avec un champ connu.

Lors de la mise en ÷uvre d'une méthode de régularisation, un point qui demande une attention particulière
est la façon de pondérer les deux sources d'informations que sont la mesure et l'informationa priori . Nous
verrons également dans cette partie des procédures adaptées à chaque méthode, qui permettent de choisir un
poids relatif pertinent.

Ces procédures se divisent en deux grandes catégories : certaines peuvent fonctionner sans utiliser l'in-
formation du niveau de bruit, tandis que d'autres nécessitent cette donnée pour être applicables. Il convient
alors de souligner qu'un résultat mathématique [25] appelé veto de Bakushinskii stipule que dans le pire des
cas, un choix du paramètre de régularisation sans utiliser l'information du niveau de bruit peut conduire à
une solution arbitrairement fausse. La conséquence pratique est que, dans le cas où on ne peut pas estimer
le niveau de bruit, il est préférable de chercher à recouper les informations données par plusieurs procédures
plutôt que de faire con�ance à une seule d'entre elles.

Remarque6. Les articles de revue bibliographique sur les méthodes de régularisation pourront apporter des
informations complémentaires à cette partie. On peut citer [149], qui apporte une approche mathématique,
ou [146], qui est plus orienté vers l'ingénierie.

Remarque 7. La bibliothèque Regularization Tools [87], fonctionnant sur Matlab, est dédiée à la mise en
÷uvre numérique d'un grand nombre de méthodes de régularisation.

Pour celles qui s'y prêtent, les méthodes présentées dans cette partie seront illustrées sur l'application
particulière du dé�outage d'image, qui o�re l'avantage de fournir des résultats très visuels. Il s'agit d'un
problème inverse bien connu qui revient mathématiquement à l'inversion d'un système linéaire plein, très
mal conditionné et non symétrique impliquant l'opérateur de �outage. Il a été choisi d'utiliser un �outage
indépendant de la couleur, ce qui fait que le problème peut être traité à l'aide de résolutions à seconds
membres multiples, les trois seconds membres correspondant aux couleurs rgb. On suppose queI représente
la distribution sur l'image des niveaux de l'une des trois couleurs. La distribution des niveaux de couleurs de
l'image �outée, I B se calcule comme suit :

I B � GpI q avec GpI qpxq �
1

N pxq

»



kpx; yqI pyqdy

N pxq �
»



kpx; yqdy et kpx; yq � e

�
px � yq2

2� 2

(1.29)

Où � , l'écart-type, est un paramètre gouvernant la sévérité du �outage. L'opérateurG est un opérateur
intégral de Hilbert Schmidt (de noyau k{N ), qui est donc compact. En pratique, l'image est discrétisée sur
des pixels, et la version discrète de l'opérateurG est extrêmement mal conditionnée, ce qui fait que le bruit
numérique su�t à faire apparaître les phénomènes que l'on cherche à mettre en évidence. Pour cette raison,
aucun bruit supplémentaire n'a été ajouté.

Un exemple d'image �outée, avec un écart-type de5 pixels est proposé sur la �gure 1.5. Le lecteur intéressé
par ce problème particulier pourra avantageusement se référer à un article de revue bibliographique comme
[152].

1.3.1 Régularisation de Tikhonov

1.3.1.1 Présentation de la méthode

Cette méthode a été proposée dans [128] et [144]4. L'information apportée est la proximité à une donnée
a priori x0, pour une distanced bien choisie. Ainsi, le problème (1.23) devient :

4. L'auteur de cet article a laissé son nom à la méthode, mais je n'ai pas réussi à me le procurer
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(a) Image d'ori-
gine

(b) Image �ou-
tée

Figure 1.5 � Floutage d'image

x � arg min
1
2

}f p~xq � y}2 � �d p~x; x 0q (1.30)

Dans lequel� est le paramètre de régularisation positif, dont le choix sera fait en fonction de la con�ance
que l'on a dans le fait quedp~x; x 0q est petit.

Dans le cas du problème linéaire, et si la distanced est quadratique, on peut introduire un opérateur
linéaire L tel que la minimisation s'écrive :

x � arg min
1
2

~xT pAT A � �L T Lq~x � ~xT AT y � � ~xT L T Lx 0 (1.31)

Ceci conduit au système linéaire :

�
AT A � �L T L

�
x � AT y � �L T Lx 0 (1.32)

Si la matrice A est symétrique dé�nie positive, on peut plutôt minimiser la fonctionnelle suivante :

x � arg min
1
2

~xT pA � �L T Lq~x � ~xT y � � ~xT L T Lx 0 (1.33)

Ce qui conduit au système linéaire suivant :

pA � �L T Lqx � y � �L T Lx 0 (1.34)

L'avantage d'une telle formulation, par rapport à l'équation normale qui dériverait de la minimisation
(1.30) est que l'équation non régularisée sous-jacente est mieux conditionnée, ce qui autorise des valeurs plus
faibles du paramètre de régularisation si le bruit numérique est prépondérant5. Mentionnons le fait intéressant
que dans le cas oùA est seulement carrée, la résolution d'un tel problème linéaire conduit empiriquement à
des résultats cohérents alors que le problème (1.33) n'a plus de sens.

Remarque8 (Lien entre préconditionnement et choix de la norme régularisante). Dans le cadre des problèmes
linéaires, résoudre un problème du type de (1.31) ou (1.33), régularisé par la normeL est équivalent, si la
matrice L est inversible, à résoudre au sens de la minimisation du résidu le problème (1.26) préconditionné
à droite par L � 1 et régularisé par la norme euclidienne. Notons d'ailleurs que pour (1.33), on a l'équivalence
que le prédonditionnement soit à gauche, à droite ou symétrique.

Revenons au cadre général non linéaire. À ce stade, il convient de distinguer deux grands cas de �gure
dans lesquels la régularisation de Tikhonov peut être appliquée :

 Le premier cas est celui dans lequel on cherche à recaler un paramètre dont l'ordre de grandeur est déjà
plutôt bien connu. Par exemple, si on cherche à identi�er le module d'Young d'une variante d'aluminium,
on pourra prendre x0 � 70 GPa. Dans ce cas, la normeM la plus pertinente sera souvent la norme
euclidienne. Le terme de régularisation permet de s'assurer que la présence de bruit ne conduit pas le
paramètre recherché à s'éloigner de valeurs raisonnables.

5. Mais le bruit sur le second membre a toujours autant d'impact car il est multiplié lui aussi par AT
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 Le second cas de �gure est celui où il n'y a pas de bonne raison de penser quex a un certain ordre
de grandeur connu. Dans ce cas, il est très fréquent de prendrex0 � 0. Le terme de régularisation
s'interprète alors comme un moyen de forcer le champx à être su�samment régulier au sens de la
mesured. En conséquence, cette mesure doit être choisie pour avoir un sens physique. Par exemple, il
est très fréquent de se servir d'une semi-norme pénalisant les oscillations du champ recherché.

Si, du point de vue pratique, l'utilisation pour d d'une forme quadratique est souvent préférée car elle
conduit lors de la minimisation à un problème linéaire (pourvu quef soit aussi une forme linéaire), il peut
parfois être avantageux de proposer des fonctions moins faciles à minimiser. Par exemple, si on s'attend à ce
que le champ recherché présente des discontinuités, comme c'est le cas pour le champ de module d'Young
d'une structure ayant des inclusions, ou le champ de niveaux de gris d'une image, il peut être avantageux
d'utiliser pour d la semi-norme appelée variation totale. Des exemples peuvent être trouvés dans [135] pour
une application au traitement d'images, ou dans [58] pour une application la détection d'une inclusion.

}x}T V �
»



|r x|dV (1.35)

Cette fonctionnelle présente la propriété de ne pas plus pénaliser les variations rapides que les variations
sur une plus grande longueur, comme le ferait une norme de typeH 1.

En revanche,}  } T V n'est pas une fonctionnelle quadratique, elle n'est que faiblement convexe et elle n'est
même pas di�érentiable sur les points oùr x � 0. Ceci fait que la minimisation de (1.30) est plus di�cile à
mettre en ÷uvre si on choisit la variation totale.

1.3.1.2 Méthodes à régularisation itérative

Dans la littérature, on rencontre di�érentes approches reposant sur une régularisation itérative.
Dans [38], par exemple, il s'agit d'identi�er quelques paramètres à partir de mesures. Les auteurs ont choisi

de mettre en place une procédure itérative dans laquelle à chaque itération, la référencex0 est la solution de
l'itération précédente, et le paramètre de régularisation� est mis à jour au bout de quelques itérations pour
faire converger la résolution.

Un autre exemple de méthode à régularisation itérative, utilisée cette fois pour l'identi�cation d'un champ,
est traité plus en détail dans la section 1.4.2. Il s'agit de la méthode de régularisation évanescente, proposée
dans [60].

1.3.1.3 Choix du paramètre de régularisation

Il est évident que le choix de� peut gouverner à lui tout seul la solution vers laquelle converge la
minimisation. Dans ce contexte, il est crucial d'être capable de déterminer la meilleure valeur de ce paramètre.
Pour ce faire, le moyen le plus immédiat est d'observer l'allure de la solution obtenue pour di�érentes valeurs
de � a�n de juger visuellement laquelle o�re le meilleur compromis.

Malheureusement, cette solution demande à l'utilisateur de régler ce paramètre à chaque utilisation, c'est
pourquoi il existe un outil permettant d'automatiser le choix de ce paramètre. Cet outil est la L-curve [120],
qui a été étudiée en détail dans [86]. Il s'agit du tracé d'un graphe présentant, pour di�érentes valeurs de
� , le résidu }f pxq � y} en abscisse, et la mesure de la solutiondpx; x 0q (ou plus souvent }x � x0}M , dans
le cas quadratique) en ordonnée. La solution recherchée doit avoir un résidu et une norme aussi faibles que
possibles. On constate que, lorsque la stratégie de régularisation est pertinente et que le problème s'y prête,
la L-curve présente un coin (d'où son nom). On est alors conduit à choisir la solution correspondant à ce coin.
Le plus souvent, les L-curves sont tracées dans un graphe avec une échelle logarithmique.

Sur la �gure 1.6, la L-curve pour notre problème-test est présentée. On constate que pour des valeurs
faibles du paramètre de régularisation, le résidu est faible mais la norme de la solution est élevée. Comme
dans notre cas, il n'y a pas de bruit ajouté, cette norme élevée vient du fait que la matrice à inverser devient
numériquement singulière et le solveur n'est donc plus capable de l'inverser avec su�samment de précision.
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Quand le paramètre de régularisation augmente, la norme de la solution diminue, puis le résidu augmente
en raison du fait que le système que l'on résout s'éloigne du système non régularisé. Le choix optimal du
paramètre de régularisation est situé dans le coin de la courbe.

� Õ

10� 13 10� 12 10� 11
101:9

102

102:1

}Ax � y}

}x
�

x 0
} L

Figure 1.6 � L-curve pour le problème-test de dé�outage d'image avec la norme identité

Le tracé d'une L-curve nécessite le plus souvent de faire une résolution inverse par valeur du paramètre
de régularisation à tester. Ceci ampli�e encore le prix de la résolution en terme de temps de calcul. C'est
pour cette raison qu'il est parfois intéressant d'utiliser des critères permettant de choisir la meilleure valeur
du paramètre � à partir de l'amplitude du bruit de mesure, si celle-ci est connue.

Le critère de Morozov [121], propose de choisir� tel que le résidu de la solution soit égal à la norme du
bruit de mesure}�y }. Dans le cas d'un problème linéaire, la norme du bruit de mesure est égale au résidu que
l'on obtiendrait si on comparait la solution du problème sans bruit aux mesures bruitées. Ce critère conduit
alors à adopter la stratégie très intuitive dans laquelle on renonce à faire décroître le résidu en dessous de la
valeur obtenue par la solution sans bruit.

� tel que }f pxq � y}2 � } �y }2 (1.36)

Le critère d'Arcangeli [16]6, étudié également dans [140], quant à lui, propose de faire un choix légèrement
di�érent pour lequel il a été montré que, dans le cas oùdpx; 0q �

³

 x2dV, la convergence dex vers la vraie

solution, f � 1pyq, quand le niveau de bruit tend vers zéro, est plus rapide.

� tel que }f pxq � y}2 �
} �y }2

�
(1.37)

1.3.1.4 Exemple

Dans l'exemple de la �gure 1.7, on compare les résultats de dé�outage d'image obtenus avec la régulari-
sation de Tikhonov pour deux formes de la semi-normeM .

La comparaison des résultats obtenus avec la norme2 et la variation totale est très intéressante : on
constate bien que le second autorise les changements brutaux de couleurs, mais lisse davantage les couleurs
à l'intérieur des objets. Par ailleurs, même si la première solution est peut-être plus proche de la référence,
on constate que la seconde solution est plus réaliste étant donné que les arti�ces propres au pixel art ont été
éliminés (contour sombre, re�ets exagérés, pixels en damier...). On constate par ailleurs que le contour du

6. Cet article est souvent cité en référence, mais je n'y ai pas eu accès
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(a) Image d'ori-
gine

(b) Image �ou-
tée

(c) Image re-
construite avec
la norme 2

(d) Image re-
construite avec
la variation to-
tale

Figure 1.7 � Dé�outage d'images avec régularisation de Tikhonov

personnage est bien mieux rendu (notamment grâce à l'absence totale de pixel gris dans la zone blanche), ce
qui est davantage propice à certaines applications comme la segmentation d'image.

Pour illustrer plus en détail l'e�et de la régularisation, on compare sur la �gure 1.8 les résultats obtenus
en utilisant la norme identité pour di�érentes valeurs du paramètre de régularisation. On voit que la solution
sous-régularisée présente des oscillations exagérées des couleurs tandis que la solution sur-régularisée présente
un lissage trop important.

(a) Recons-
truction sous-
régularisée

(b) Reconstruc-
tion dans le coin
de la L-curve

(c) Recons-
truction sur-
régularisée

Figure 1.8 � Comparaison de solutions sur et sous-régularisées

1.3.2 GSVD tronquée

La méthode de la décomposition en valeurs singulières tronquée (TSVD) est apparue dans [88], et une
étude en est disponible dans [83]. Elle s'applique à la régularisation des systèmes linéaires. On suppose donc
dans cette partie quef est une fonction linéaire. On s'intéresse aux problèmes (1.26) et (1.27).

1.3.2.1 Présentation de la méthode

La décomposition en valeurs singulières (SVD) permet de décomposer l'opérateurA en trois matrices :
U PRn;n , � PRn;m et V PRm;m .

A � U� V T avec

#
UT U � I n

V T V � I m
et � � diagp� i qqi � 1::n PRn;m (1.38)

Les opérateurs sont numérotés de façon à ce que les valeurs singulières soient classées par ordre décroissant :
pour i ¡ j; 0   � i ¤ � j .

Remarque 9. Dans (1.38), � a été écrite pour le cas oùn   m (A est sous-déterminée), mais la méthode
s'applique aussi au cas oùn   m (A est sur-déterminée), et au cas oùm � n.

Remarque10. Dans le cas oùA est symétrique semi-dé�nie positive, la décomposition en valeurs singulières
est équivalente à la décomposition en valeurs propres.
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Remarque 11 (Matrice de rang dé�cient). Si le rang deA, noté r est inférieur à sa plus petite dimension,
alors les valeurs singulières� i pour i � r � 1:: minpn; mq sont nulles.

On peut alors transformer (1.26) comme suit, en posant~x � V T x et ~y � UT y :

�~x � ~y (1.39)

Si on suppose quey comporte un bruit de mesure�y assimilable à un bruit blanc, ce bruit aura alors
statistiquement la même amplitude sur chaque terme de� ~y. Par conséquent, les termes de� ~x correspondants
auront une amplitude d'autant plus grande que la valeur singulière� correspondante est petite.

En conséquence, si on décide de tronquer la solution, c'est à dire d'annuler les termes de~x correspondant
aux valeurs singulières les plus petites, on réduit l'in�uence du bruit sur la solution. Le nombre de valeurs
singulières conservées est le paramètre permettant de contrôler la méthode de régularisation, c'est pourquoi
on le note � . Ici, il s'agit d'un entier positif. La solution régularisée s'écrit :

xreg � V �̂ :
� UT y; avec : �̂ � � p diagp̂� i qqi � 1::� PRn;m ; et :

#
�̂ �;i � � i @i ¤ �

�̂ �;i � 0 @i ¡ �
(1.40)

où �̂ :
� PRm;n est la pseudo-inverse de la matrice diagonalê� � .

Remarque12 (Factorisation QR). Certains auteurs appliquent la même idée de troncature à la factorisation
QR de la matrice [149]. Le principe est le même que pour la SVD tronquée.

Dans [148], les auteurs proposent une première généralisation de la SVD d'une façon similaire à ce qui
est bien connu pour la décomposition en valeurs propres, et qui est retravaillée dans [127], pour donner la
version qui est aujourd'hui la plus utilisée.

Les auteurs montrent qu'on peut décomposer une paire de matricesA P Rn;m et L P Rp;m à l'aide de
U P Rn;n , � P Rn;m , V P Rp;p, � P Rp;m et X P Rm;m . On a choisi d'ordonner les tailles des opérateurs
de la façonn ¤ m ¤ p, car cet ordre correspond aux cas qui seront rencontrés dans la suite de la thèse,
mais la SVD généralisée est utilisable pour toutes tailles d'opérateurs. On suppose que les noyaux deA et L

sont orthogonaux. On suppose de plus pour simpli�er les écritures que
�

A
L



est de rang plein, et le lecteur

intéressé par l'écriture de la décomposition dans le cas contraire est invité à lire [127].

#
A � U� X � 1

L � V � X � 1 avec

$
'&

'%

UT U � I n

V T V � I p

X inversible

et

$
''&

''%

� �
�

0 pdiagp� i qqi � 1::n

	

� �

�
pdiagp� i qqi � 1::m

0

�
(1.41)

Pour assurer l'unicité de la décomposition, on impose� 2
i � � 2

i � 1 @i ¤ n et � i � 1 @i ¡ n. De plus, les
opérateurs sont numérotés de façon à ce que les valeurs singulières soient classées : pouri ¡ j; � i ¤ � j .

Remarque13. Dans le cas oùL � I m , alors X � V et on se retrouve dans le cas de la SVD.

Dans [84], on dé�nit, comme plus haut, la solution régularisée, paramétrée par un entier� , comme suit :

xreg � X �̂ : UT y; avec : �̂ �
�
0 pdiagp�̂ i qqi � 1::n

�
PRn;m ; et :

#
�̂ i � � i @i ¤ �

�̂ i � 0 @i ¡ �
(1.42)

Remarque 14 (Di�érentes dé�nitions de la GSVD) . Dans [148], les auteurs proposent deux dé�nitions de la
décomposition en valeurs singulières généralisée qui coïncident quandL est de rang plein et de la taille deA.
On peut voir la similitude entre elles en remarquant qu'on a alors� X � 1 � V T L, ce qui permet de montrer
que la baseX � T � T est orthonormée au sens de l'opérateurL T L. En conséquence, on a écritA � U�� : W T ,
avec W � X � T � T P Rn;m , une base orthonormée au sens deL T L. Dans cette dé�nition, l'analogie avec la
décomposition en valeurs propres généralisée apparaît nettement.
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1.3.2.2 Lien avec la méthode de Tikhonov

Considérons l'équation normale régularisée suivante :

pAT A � �L T Lqx � AT y (1.43)

En introduisant la décomposition aux valeurs singulières deA et L , et en posant~x � X � 1x et ~y � X � 1y,
ce système est équivalent au système suivant :

p� T � � � � T � q~x � � T ~y (1.44)

On se retrouve donc avec un système diagonal dont la solution est~x i �
� i ~yi

� 2
i � �� 2

i
. Si la matrice L a

été bien choisie, elle est telle que les termes associés aux valeurs singulières deA qui sont trop petites sont
gouvernés par les valeurs singulières deL . En conséquence, pour tout� i trop petit, � 2

i " � 2
i , ce qui permet

d'inhiber les termes correspondants, comme le fait la GSVD tronquée.
Une analyse de la similarité des résultats obtenus par les méthodes de la SVD tronquée et de Tikhonov,

accompagnée d'une illustration numérique peut être trouvée dans [149, 85] par exemple. Il faut toutefois
nuancer cette analyse dans le cas où l'une des dimensions de l'opérateurA est très faible. En e�et, le nombre
de valeurs singulières est alors lui aussi très faible. Or, comme la méthode impose de tronquer un nombre
entier de valeurs singulières, on s'attend à ce qu'elle permette bien moins de souplesse que la méthode de
Tikhonov.

Remarque15 (Méthode des valeurs singulières amorties). Une alternative à la troncature des valeurs singu-
lières consiste à amortir les termes de� [68]. Il s'agit de faire en sorte que les valeurs propres les plus petites
soient arti�ciellement éloignées de zéro, ce qui améliore le conditionnement du problème. On peut voit que le
fait d'augmenter toutes les valeurs propres de la même valeur est équivalent à une régularisation de Tikhonov.

1.3.2.3 Choix du paramètre de régularisation

Dans cette méthode, il est toujours possible d'utiliser une L-curve pour déterminer la valeur la plus
pertinente du paramètre de régularisation.

Par ailleurs, il existe un moyen dédié au choix du nombre de valeurs singulières. Il s'agit du graphe de
Picard [85], permettant d'assurer la condition de Picard discrète.

Pour le système non-bruité, et si la solution que l'on cherche est de norme �nie, l'amplitude des termes de
la solution dans la base singulière doit décroître en fonction du numéro des valeurs singulières (si elles sont
classées par ordre décroissant).

En conséquence, le comportement attendu pour les termes de~x dans le cas où on a a�aire à un système
mal conditionné dont le second membre est bruité est d'abord la décroissance, jusqu'à ce que les valeurs
singulières deviennent trop petites et que les~x i ne soient gouvernés plus que par le bruit. Alors, les valeurs de
~x deviennent de plus en plus grandes. Le nombre de valeurs singulières à choisir est alors celui jusqu'auquel
les termes de~x ne font que diminuer en moyenne. Le paramètre de régularisation permet alors de garder un
maximum d'information physique, contenue dans les premiers termes, tout en éliminant le bruit présent sur
les dernières valeurs singulières.

Dans la GSVD, la matrice L doit être choisie pour optimiser la décroissance des termes avec le numéro
de la valeur singulière, a�n de séparer plus nettement l'information physique du bruit. Empiriquement, on
constate souvent que ceci fonctionne au mieux siL correspond à la norme énergétique naturelle du problème
physique.

Une autre façon de comprendre le caractère régularisant de la méthode de la SVD tronquée consiste à
observer les vecteurs singuliers. En e�et, ceux d'entre eux associés aux premières valeurs singulières (les plus
grandes) ont une très grande longueur d'onde. En revanche, les vecteurs singuliers d'ordre élevé présentent de
très fortes oscillations et de nombreux changements de signe car ils contiennent une information locale sur les
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champs. On a présenté pour illustrer cette remarque sur la �gure 1.9 les vecteurs singuliersvi correspondant
à di�érentes valeurs singulières de l'opérateur de �outage.

(a) v1 (b) v100 (c) v1025 (d) v1075 (e) v1400

Figure 1.9 � Di�érents vecteurs singuliers de l'opérateur de �outage

À titre d'exemple, le graphe de Picard associé au problème de dé�outage d'image (pour la couleur rouge)
est présenté dans la �gure 1.10. On y voit que les valeurs singulières de l'opérateur décroissent de façon
exponentielle7, ce qui montre bien que la matrice à inverser est mal conditionnée. Les coe�cients du second
membre dans la base singulière, quant à eux, décroissent un peu plus rapidement que les valeurs singulières,
avant de stagner après une décroissance de16 décades (c'est à dire l'amplitude du bruit numérique). Ceci
a pour conséquence pour les coe�cients de la solution, que ceux-ci décroissent d'abord légèrement avant de
re-croître à partir de la 1050ème valeur singulière approximativement, pour �nalement, n'être gouvernés que
par du bruit. Ce graphe nous permet donc de �xer le seuil de troncature à la1050ème valeur singulière.
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Figure 1.10 � Graphe de Picard pour le problème-test de dé�outage d'image (pour les niveaux de rouge)

Remarque16 (Matrice mal conditionnée, second membre et régularisation). Dans l'exemple proposé, la simple
observation des valeurs singulières de l'opérateur permet de conclure qu'il est très mal conditionné (il s'agit
en fait de la discrétisation d'un opérateur compact), mais le comportement du second membre est lui aussi
crucial. En e�et, le fait que la décroissance de ses termes soit à peine plus rapide que celle des valeurs propres
fait que lors de la troncature, on perd nécessairement une part non négligeable de l'information, ce qui est
préjudiciable à la qualité de la solution.

Par ailleurs, dans le cas où l'on connaît le niveau du bruit, il est toujours possible d'utiliser, comme précé-
demment, le critère de Morozov. Le critère d'Arcangeli, quant à lui, fait directement intervenir le paramètre
de Tikhonov et n'est donc pas directement applicable, bien qu'on pourrait proposer de l'exploiter en utilisant
pour � l'amplitude de la première valeur singulière tronquée.

7. jusqu'à 10� 16 , zéro numérique, à partir duquel leur approximation devient imprécise et stagne
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1.3.2.4 Exemple

Dans l'exemple de la �gure 1.11, on compare le dé�outage d'image utilisant la régularisation de Tikhonov
avec la norme quadratique d'une part, et la SVD tronquée d'autre part. On remarque que les solutions
obtenues sont très proches, ce qui est en accord avec ce qui a été montré dans la partie 1.3.2.2.

(a) Image d'ori-
gine

(b) Image �ou-
tée

(c) Image re-
construite avec
Tikhonov

(d) Image re-
construite avec
la SVD tronquée

Figure 1.11 � Dé�outage d'images avec régularisation par TSVD comparée à Tikhonov

1.3.3 Algorithme itératif

Dans certaines méthodes de la littérature, par exemple dans la résolution du problème de Cauchy par
la méthode de Steklov-Poincaré [33], traitée plus loin dans cette partie, ou dans certaines applications de
traitement d'image [51], on résout un problème linéaire mal conditionné à l'aide d'un solveur itératif. La
procédure de régularisation associée consiste alors tout simplement à limiter le nombre d'itérations.

Il est de même bien connu, dans le cadre des problèmes inverses, et même dans certains cas où le problème
a été régularisé par exemple en ajoutant un terme de Tikhonov, qu'il est souvent nécessaire de stopper les
itérations d'une méthode d'identi�cation à partir du moment où il devient évident que la solution ne s'améliore
plus. Ce phénomène s'appelle la semi-convergence.

1.3.3.1 Cas du point �xe

Considérons la résolution du système linéaireAx � y. Supposons queA est mal conditionnée, et quey
est entaché de bruit de mesure. Comme on l'a montré dans la partie 1.3.2.1, le bruit sury va impacter la
solution x au travers des valeurs propres les plus petites deA. Nous allons étudier l'e�et sur la solution de
l'utilisation d'un point �xe partiellement convergé.

Dans le cas oùA est contractante (c'est à dire de rayon spectral inférieur à1), le point �xe le plus simple
consiste à construire une suitet x̂ i u convergeant versx de la façon suivante :

initialisation : x̂0

x̂ i � 1 � p I � Aq̂x i � y @i � 1::n
(1.45)

Diagonalisons maintenantA : A � V � V T avecV T V � I . Posons~x � V T x̂ et ~y � V T ŷ. Il vient :

~x i � 1 � p I � � q~x i � ~y @i � 1::n (1.46)

D'après (1.46), on voit que plus une valeur propre est petite, plus la solution en projection sur le vecteur
propre correspondant converge lentement. En conséquence, si on stoppe les itérations prématurément, les
termes associés aux plus petites valeurs propres, qui sont destinés à avoir une grosse amplitude en raison
du bruit, seront limités, et donc, ne pollueront pas la solution. C'est par exemple la source des propriétés
régularisantes de la méthode KMF de résolution du problème de Cauchy [102], présentée en détail dans la
partie 1.4.1.

L'interprétation spectrale de cette méthode permet de faire le lien avec la SVD tronquée, elle-même
proche de la méthode de régularisation de Tikhonov en norme Euclidienne. En conséquence, si on veut que
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le problème soit régularisé à l'aide d'une autre norme (quadradique), il su�t d'exploiter la remarque 8 et de
préconditionner le solveur utilisé à l'aide de l'opérateur en question de façon à contrôler la norme au sens de
cet opérateur.

Ce comportement régularisant de la méthode, illustré ici pour le point �xe, fonctionne également pour les
solveurs de Krylov ainsi que pour d'autres méthodes itératives.

1.3.3.2 Choix du nombre d'itérations

Comme on l'a vu, la méthode de régularisation est paramétrée par le choix du nombre d'itérations que
l'on laisse faire à l'algorithme avant de le stopper. Ce paramètre peut, comme pour la méthode de Tikhonov,
être choisi en utilisant une L-curve. On peut également concevoir des critères d'arrêt basés sur la condition
de Picard, comme dans [107]. Par ailleurs, comme précédemment, le critère de Morozov reste disponible dans
le cas où on connaît le niveau de bruit.

1.3.3.3 Exemple

Sur la �gure 1.12, on présente la solution du problème de dé�outage d'image résolu à l'aide du solveur
GMRES (l'opérateur de �outage n'est pas symétrique) en choisissant le nombre d'itérations par une L-curve
dans laquelle la semi-norme utilisée est la norme du gradient des niveaux des trois couleurs rgb. On constate
que la solution obtenue par GMRES est plus �oue que celle obtenue par Tikhonov. Ceci s'explique par le
fait que le solveur est incapable de faire diminuer le résidu au niveau requis (voir la L-curve de la �gure 1.6).
Néanmoins, dans des cas réalistes où du bruit serait présent sur le second membre, le résidu optimal serait
bien supérieur et la méthode de Tikhonov ne serait pas capable de donner une solution signi�cativement
meilleure que le solveur itératif.

(a) Image d'ori-
gine

(b) Image �ou-
tée

(c) Image re-
construite avec
Tikhonov

(d) Image re-
construite avec
GMRES

Figure 1.12 � Dé�outage d'images avec régularisation par GMRES comparée à Tikhonov

1.3.4 Inversion bayésienne

En plus d'avoir des propriétés régularisantes, l'utilisation d'une approche probabiliste permet, dans un
contexte de données incertaines, de tenir compte de l'information dont on dispose sur leurs incertitudes en
donnant plus de poids à celles qui sont les plus �ables. Par ailleurs, l'approche probabiliste permet d'avoir
accès à des informations sur les incertitudes de la solution. Une très grande variété de méthodes d'inversion
a été développée dans le contexte bayésien. Dans cette partie, on va se contenter de présenter la méthode de
Monte-Carlo, et la méthode analytique disponible dans le cas de probabilités gaussiennes.

1.3.4.1 Théorème de Bayes

Soient ~x et ~y, deux variables aléatoires vectorielles réelles. Le théorème de Bayes stipule alors que l'on
peut calculer pp~x � x|~y � yq, la probabilité que la variable ~x prenne la valeur x, sachant que la variable~y
prend la valeur y, comme suit :
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pp~x � x|~y � yq �
pp~y � y|~x � xqpp~x � xq

pp~y � yq
(1.47)

Dans le cadre des problèmes inverses, la distribution de~x est ce que l'on cherche à déterminer, ety est la
mesure. On dé�nit les fonctions de probabilité suivantes :

 � pxq � pp~x � xq : la probabilité a priori , c'est à dire sans avoir d'information issue de la mesure, que
la variable ~x prenne la valeurx. Il s'agit du terme régularisant

 � pyq � pp~y � yq : la probabilité que la variable ~y prenne la valeur mesuréey (voir la remarque 17)

 � py; xq � pp~y � y|~x � xq : la probabilité que la variable ~y prenne la valeur mesuréey, sachant que la
variable ~x prend la valeur x. Elle est fonction de la précision du moyen de mesure

 � px; yq � pp~x � x|~y � yq représente la probabilité pour chaquex que la variable aléatoire~x lui soit
égale sachant que la mesure esty

1.3.4.2 Mise en ÷uvre de l'inversion bayésienne

Une fois la formule (1.47) écrite, il faut, pour l'exploiter, être capable de trouver son espérance, qui
pourra être considérée comme la solution8, son écart-type et éventuellement des moments d'ordre supérieur.
Par exemple, la moyenneEyp~xq et la variance VAR yp~xq a posteriori s'écrivent comme suit :

$
''&

''%

Eyp~xq �
»

Rm
x� px; yqdx

VAR yp~xq �
»

Rm
px � Ep~xqq2� px; yqdx

(1.48)

On utilise le théorème de Bayes dans ces formules :

$
''&

''%

Eyp~xq �
»

Rm
x

� py; xq
� pyq

� pxqdx

VAR yp~xq �
»

Rm
px � Ep~xqq2

� py; xq
� pyq

� pxqdx
(1.49)

Comme on le voit, il faut être capable de calculer des intégrales de densités de probabilités. Pour ce faire,
la méthode la plus communément employée dans le contexte de l'inversion bayésienne est l'intégration de
Monte-Carlo, apparue dans [119]. Il s'agit d'approcher l'intégrale d'une fonction selon une mesure� pxqdx à
partir de l'évaluation de cette fonction pour un ensemble deNmax échantillons tirés selon la loi de probabilité
associée.

»

Rm
apxq� pxqdx �

1
Nmax

Nmax¸

n� 1

apxnq (1.50)

L'application d'une telle formule pour le calcul de la moyenne, par exemple, requiert de tirerNmax

échantillons xn selon la loi de probabilité a priori , � , et de calculer pour chaque échantillonf pxnq (en
résolvant un problème direct) a�n d'avoir accès à� py; xq à partir de la loi de probabilité de la mesure.

Remarque17. En pratique, comme� pyq ne dépend pas dex, on peut le sortir de la somme et le déterminer
comme la constante de normalisation permettant d'assurer que pour la mesurey,

³
Rd � px; yqdx � 1

On peut montrer que la méthode de Monte-Carlo converge presque sûrement9, et que l'erreur évolue
en OpN � 1{2

max q. La conséquence pratique est qu'un très grand nombre d'échantillons est souvent nécessaire

8. De façon alternative, ce pourrait être le maximum de la densité de probabilité, ou la médiane, selon les problèmes visés
9. C'est à dire sauf pour un ensemble de réalisations de tirages dont la probabilité tend vers 0 quand le nombre d'échantillons

tend vers �8
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pour obtenir la convergence, et étant donné qu'un problème direct doit être résolu pour chaque échantillon,
cette méthode peut rapidement devenir numériquement très coûteuse. Ce phénomène est ampli�é quand la
dimension du vecteur inconnuex est grande et quand la densité de probabilitéa priori � est éloignée de la
densité a posteriori � p; yq.

C'est pour cette raison que de nombreuses alternatives ont été proposées, qui nécessitent de résoudre
un nombre bien moins important de problèmes directs. On peut dresser une liste non exhaustive de ces
alternatives :

 La chaîne de Markov [46]

 Le tirage de Monte-Carlo multi-niveau [78]

 Le �ltre de Kalman [19]

 La méthode Bayésienne variationnelle [17]

1.3.4.3 Cas des probabilités gaussiennes

Dans le cas où le problème considéré est linéaire et où les probabilitésa priori sont gaussiennes, on
introduit Cy , la matrice de covariance de la variable aléatoire~y et C0

x la matrice de covariancea priori de la
variable aléatoire ~x. On a alors :

$
'''&

'''%

� pxq �
1

p2� qm{2
a

detpC0
x q

exp
�

�
1
2

px � x0qT �
C0

x

� � 1
px � x0q




� py; xq �
1

p2� qn{2
a

detpCyq
exp

�
�

1
2

py � Ax qT C � 1
y py � Ax q


 (1.51)

On peut alors déterminer analytiquement la probabilité a posteriori par la formule suivante (où Cte est
une constante scalaire de normalisation) :

� px; yq �

Cte � exp
�

�
1
2

�
xT pAT C � 1

y A �
�
C0

x

� � 1
qx � 2pxT

0

�
C0

x

� � 1
� yT C � 1

y Aqx � xT
0

�
C0

x

� � 1
x0 � yT C � 1

y y
	 


(1.52)

On remarque que le maximum de probabilité de� p; yq, qui est par ailleurs aussi égal à l'espérance, vaut :

arg max
x

� px; yq � Eyp~xq �

arg min
x

�
xT pAT C � 1

y A �
�
C0

x

� � 1
qx � 2pxT

0

�
C0

x

� � 1
� yT C � 1

y Aqx � xT
0

�
C0

x

� � 1
x0 � yT C � 1

b y
	 (1.53)

Cette espérance, que l'on noteraxpost est la solution du problème linéaire suivant :

pAT C � 1
y A �

�
C0

x

� � 1
qxpost �

�
C0

x

� � 1
x0 � AT C � 1

y y (1.54)

Il s'agit du problème linéaire préconditionné par l'opérateurC � 1
y (corrélation de la mesure) et régularisé

par la méthode de Tikhonov avec l'opérateur
�
C0

x

� � 1 (corrélation a priori ). En conséquence, dans le cas où
le problème est linéaire et où les probabilités sont gaussiennes, l'inversion Bayésienne peut être vue tout
simplement comme un moyen de choisir à partir d'information issues de la physique du problème l'opérateur
régularisant et le préconditionneur.

La particularité ici est qu'on a accès à la densité de probabilitéa posteriori de la solution, donnée dans
le cas Gaussien par sa moyenne et sa matrice de covariance notéeCx;post :

C � 1
x;post � AT C � 1

y A �
�
C0

x

� � 1
(1.55)
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On remarquera que cette résolution analytique est équivalente à l'application d'un �ltre de Kalman dans
le cas linéaire gaussien, et avec une seule observation. Le �ltrage revient en e�et à dé�nir un gainK et à
calculer la moyenne et la corrélationa posteriori comme suit :

$
'&

'%

K � C0
x AT �

AC 0
x AT � Cy

� � 1

xpost � x0 � K py � Ax 0q

Cx;post � p I � K AqC0
x

(1.56)

on peut montrer que lesxpost et Cpost ainsi dé�nis véri�ent les relations (1.54) et (1.55).

1.3.5 Relaxation des contraintes

La dernière méthode régularisante que nous allons aborder est souvent utilisée conjointement à d'autres
méthodes citées plus haut. Il s'agit de distinguer parmi les mesures celles qui ont de fortes chances d'être
entachées de bruit, et de relaxer le respect de celles-ci. Il s'agit de chercher, en plus dex, une version modi�ée
des mesureŝy, et d'écrire :

px; ŷq � arg min
~x; ~y

1
2

}f p~xq � ~y}2 �
�
2

} ~y � y}2 (1.57)

Évidemment, si le nombre d'inconnuesx du système est inférieur ou égal au nombre de donnéesy,
cette nouvelle écriture ne rend pas le système inversible et il est nécessaire d'utiliser une autre méthode
de régularisation (voir par exemple la partie 1.5.3.2). En revanche, cette méthode permet d'éviter d'avoir à
respecter les mesures bruitées de façon exacte. En d'autres termes, on ne demande plus à l'inconnue d'expliquer
le bruit, ce qui permet de concentrer l'e�ort d'optimisation sur la partie explicable de la mesure. Ce procédé
de régularisation est notamment l'un des éléments clef de la méthode de l'erreur en relation de comportement
modi�ée [106].

1.3.6 Problématiques spéci�ques aux problèmes non linéaires

Dans cette thèse, on se concentre sur deux problèmes inverses. L'un, le problème de Cauchy, est linéaire
(pourvu que le problème direct le soit aussi). En revanche, l'autre, le problème d'identi�cation de �ssure,
est un problème inverse géométrique et n'a donc aucune raison d'être linéaire par rapport aux paramètres
régissant la forme de la �ssure.

Pour ce qui est des méthodes présentées précédemment, le principe de chacune d'entre elles est facilement
applicable aux problèmes non-linéaires, sauf pour la SVD tronquée. Cependant, il est possible de réutiliser
l'esprit de cette méthode en utilisant une approche de réduction de modèle, ce qui conduit à écrire la solution
sur une base simpli�ée. De façon similaire à ce qui est fait pour la SVD tronquée, le choix du nombre de
modes utilisés permet de contrôler le compromis entre résidu et oscillations de la solution.

De façon générale, les problèmes non-linéaires apportent des di�cultés qui leurs sont propres. La première
di�culté est que la fonction-coût à minimiser n'est pas nécessairement convexe et peut donc présenter des
minima locaux. La deuxième est la nécessité de mettre en ÷uvre des procédures itératives gourmandes en
temps de calcul. On choisit de classer ces procédures en trois grandes catégories :

 Les méthodes à gradient comme l'algorithme de plus grande pente. Elles ont une vitesse de convergence
plutôt lente dans le cas de problèmes mal conditionnés.

 Les méthodes de type Newton, qui ont une vitesse de convergence supérieure (quadratique dans le
voisinnage de la solution), mais nécessitent d'estimer le gradient et la Hessienne de la fonction-coût. On
notera qu'il existe des méthodes permettant d'estimer la Hessienne en faisant un minimum de calculs,
comme la méthode BFGS.
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 Les méthodes � stochastiques �, comme l'échantillonnage de Monte-Carlo ou les méthodes génétiques.
Elles ne demandent pas d'estimer de gradient ni de Hessienne, mais leur vitesse de convergence est
beaucoup plus lente que pour les autres.

Pour les deux premières catégories de méthodes, basées sur la pente, rien n'assure qu'elles ne convergeront
pas vers un minimum local. C'est pour cette raison qu'il est parfois nécessaire de lancer plusieurs minimisations
à partir d'initialisations di�érentes.

Si ces di�cultés sont communes à tous les problèmes non-linéaires, elles deviennent encore plus critiques
dans le cas de problèmes mal posés. En e�et, le mauvais conditionnement peut se manifester par des gros
écarts entre les termes du gradient (et aussi ceux de la Hessienne), ce qui fait qu'une approximation de
mauvaise qualité de ces quantités peut être fatale pour l'identi�cation des paramètres correspondant aux
termes les plus petits.

1.4 Résolution du problème de Cauchy

La résolution du problème de Cauchy, présenté dans la partie 1.2.1, a fait l'objet de nombreuses études
par le passé. Dans cette section, nous allons présenter quelques-unes des méthodes qui ont été appliquées à
sa résolution. Le principe de celles-ci sera exposé de façon formelle, mais on donnera également des éléments
permettant la résolution numérique une fois le problème discrétisé.

On rappelle les notations des bords du domaine étudié su la �gure 1.13.

Figure 1.13 � Le domaine et ses bords

1.4.1 KMF

Appelée des initiales des auteurs du premier article dans lequel elle a été présentée [102]10, la méthode
KMF, ou méthode Dirichlet-Newmann, consiste en une initialisation par unu0 sur � m , et en une suite de
résolutions alternées des problèmes bien posés suivants :
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'%

Lu � g0 � 0 dans 


u2n� 1 � u2n sur � m

A gradpu2n� 1q �n � pf r sur � r

$
'&

'%

Lu � g0 � 0 dans 


A gradpu2n� 2q �n � A gradpu2n� 1q �n sur � m

u2n� 2 � ûr sur � r

(1.58)

10. Cet article a été écrit en russe, mais il en existe une traduction en anglais
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Il a été montré qu'en l'absence de bruit, les solutionsu2n� 1 et u2n� 2 tendent toutes les deux vers la solution
du problème de Cauchy. Lorsque du bruit est présent dans les données, le phénomène de semi-convergence
est observé. Par conséquent, on peut proposer de choisir le nombre d'itérations à partir d'une L-curve.

La méthode KMF a été appliquée à la résolution du problème de Cauchy avec de nombreux opérateurs
elliptiques di�érents, linéaires [94, 117, 61] ou non [20]. Par ailleurs, pour la résolution, à chaque itération,
des problèmes bien posés, certains auteurs ont opté pour la méthode des éléments �nis [23, 95] (qui est celle
qui sera utilisée dans cette thèse), ou la méthode des éléments de frontière [117, 93], qui présente l'avantage
d'accélérer la résolution dans les cas, comme celui-ci, où seules les traces sur les bords du champ et de son �ux
doivent être calculées à chaque itération. Ce cas de �gure se retrouve d'ailleurs dans plusieurs des méthodes
présentées dans la suite.

Remarque 18 (Calcul du �ux) . Lorsque la méthode de résolution choisie est basée sur la discrétisation du
champ u, et non pas du �ux (comme c'est le cas pour les éléments �nis les plus couramment utilisés), la
démarche consistant à déterminerA gradpu2n� 1q � n par post-traitement avant de le re-discrétiser pour en
déduire les forces nodales à appliquer est très imprécise (surtout siB
 n'est pas continu). En conséquence, il
est largement préférable de construire directement ces forces nodales en appliquant la matrice de rigidité à
u2n� 1.

1.4.2 Régularisation évanescente

La méthode de régularisation évanescente, apparue dans [60], propose de résoudre le problème de Cauchy
en minimisant l'écart entre la mesure�̂ r � p ûr ; pf r q et le champ calculéU � p u; A gradpuq �nq sur le bord � r

sous la contrainte queLu � g0.
On dé�nit l'espace H comme suit : H � tp u; A gradpuq �nq; Lu � g0u. Pour tout bord � € B
 , on peut

dé�nir la norme suivante sur H : }U} � � } u}H 1{2p� q � } A gradpuq}H � 1{2p� q.
Pour rendre le problème bien posé, les auteurs ont choisi d'utiliser un schéma itératif et d'ajouter un

terme de Tikhonov pénalisant l'écart entre la solution courante et celle de l'itération précédente. Le premier
itéré est pris nul11 et la relation de récurrence s'écrit ainsi de façon formelle :

Un� 1 � arg min
V PH

}V � �̂ r }2
� r

� � }V � Un }2
B
 (1.59)

Les auteurs montrent que dans le cas où les données sont compatibles, la suiteUn converge vers la solution
du problème de Cauchy quelle que soit la valeur du paramètre de régularisation� . Ce paramètre gouverne
en revanche la vitesse de convergence, et dans un cas bruité, il faudra faire un compromis entre sensibilité au
bruit et vitesse de convergence.

Numériquement, la méthode de régularisation évanescente a été appliquée avec la méthode des éléments
de frontière et la méthode des éléments �nis. Dans ces deux méthodes, on construit des vecteursu et f ,
qui représentent respectivement la discrétisation deu et de A gradpuq �n sur B
 . De la même manière, on
discrétise les mesureŝur et pf r sous la formeû r et f̂ r . Les auteurs de [60] proposent de discrétiser la contrainte
U PH sous la forme d'une combinaison linéaire :

Au � Bf (1.60)

Cette écriture découle naturellement de la méthode des éléments de frontière, et si on souhaite utiliser
la méthode des éléments �nis, la condition est obtenue à l'aide d'une condensation de l'équilibre discret sur
les bords du domaine. Davantage de précisions sont données dans la partie 2.1.2. Notons que la méthode des
solutions fondamentales peut également être utilisée pour discrétiser l'EDP en jeu [116].

Par la suite, on peut écrire la forme discrète du problème à résoudre à chaque itération :

pun� 1; fn� 1q � arg min
Av n � 1 � Bg n � 1

}vn� 1 � û r }2
� r

� } gn� 1 � f̂ r }2
� r

� � }vn� 1 � vn }2
B
 � � }gn� 1 � gn }2

B
 (1.61)

11. Rien n'interdit de le prendre non nul, mais certains résultats théoriques ont été démontrés dans ce cadre



1.4. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DE CAUCHY 37

Remarque19. Numériquement, les normes employées sont des normesL 2 sur le bord, et ce en raison du fait
que leur évaluation est bien moins coûteuse en pratique que les normes naturelles que sontH 1{2 et H � 1{2.
Cependant, dans des cas où, à cause de l'opérateur di�érentiel étudié, le champ et son �ux ont des ordres
de grandeur numériques très di�érents, il pourra probablement être nécessaire d'introduire un coe�cient de
pondération entre les termes.

Par la suite, les auteurs proposent d'assurer le respect de la condition à l'aide de multiplicateurs de
Lagrange, ce qui conduit à la résolution d'un problème matriciel par itération. Il est d'ailleurs à noter qu'au
cours des itérations, la matrice à inverser ne change pas, ce qui est propice à l'accélération de la résolution.

Dans [64] et [65], les mêmes auteurs ont proposé deux variantes de cette méthode, appelées méthode d'ordre
1 et méthode d'ordre 1 modi�ée, qui présentent principalement l'avantage de permettre une identi�cation
bien meilleure de la dérivée normale du champ en ajoutant des informations régularisantes sur la solution.

1.4.3 Méthode de quasi-réversibilité

Proposée dans [110, 109], articles qu'il est apparemment di�cile de se procurer, cette méthode a été
reprise et étudiée plus en détail dans [100]. Le nom de la méthode de quasi-réversibilité vient du fait qu'elle a
d'abord été utilisée pour résoudre l'équation de la chaleur rétrograde. Les di�érents auteurs utilisent di�érentes
formulations et dans un souci d'homogénéité avec ce qui suit, il a été choisi de reprendre celle proposée dans
[41]. On s'intéresse à l'équation de Laplace homogène :

$
''&

''%

� u � 0 dans 


u � ûr sur � r
Bu
Bn

� pf r sur � r

(1.62)

On introduit alors les deux espaces suivants :

Ur �
"

u PH 1p
 q; � u PL 2p
 q et u � ûr et
Bu
Bn

� pf r sur � r

*

U0
r �

"
u PH 1p
 q; � u PL 2p
 q et u � 0 et

Bu
Bn

� 0 sur � r

* (1.63)

Soit un réel positif � . Considérons le problème sous forme faible d'ordre4 suivant :

Trouver u� PUr tel que @v PU0
r ;

»



� u� � vdV � �

»



gradpu� qgradpvqdV � �

»



u� vdV � 0

(1.64)

Le théorème de Lax-Milgram permet de montrer que le problème (1.64) admet un solution uniqueu� . Par
ailleurs, il est montré dans [41] que si le problème de Cauchy admet une solutionu, alors lim

� Ñ 0
u� � u. Dans

le cas contraire, cette formulation d'ordre élevée permet de contourner le problème de la non existence de la
solution.

La méthode consiste donc à résoudre le problème (1.64) où� doit être choisi de façon judicieuse. numéri-
quement, la résolution d'un tel problème par la méthode des éléments �nis nécessite de mettre en ÷uvre des
éléments de typeC1. En e�et, le �ux de v lui aussi doit être continu pour que le premier terme de (1.64) ait
un sens.

Dans [41], les auteurs font le constat que les éléments �nisC1 ne sont pas su�samment ancrés dans les
m÷urs pour que la méthode puisse être facilement implémentée. En conséquence, ils proposent une variante
de la méthode de quasi-réversibilité utilisant une formulation mixte dont l'idée est de ramener le problème
(1.64) à un système de deux EDP d'ordre2 en introduisant un nouveau champ� PH 1p
 qqui doit moralement
se substituer à� u.



38 CHAPITRE 1. BIBLIOGRAPHIE

1.4.4 Problème extrémal borné

Il est possible d'écrire une transformation de l'espace permettant de passer d'un problème de Cauchy sur
n'importe quel domaine deR2 simplement connexe à un problème sur le disque unité. Dans [54], les auteurs
proposent de reformuler le problème de Cauchy pour l'équation de Laplace homogène dans le disque unité
comme la minimisation de l'écart aux mesures dans l'espace de HardyH2 (dont la dé�nition est (1.67)).
Ils exploitent en e�et une propriété très intéressante des fonctions harmoniques du disque unitéD qui est
qu'elles peuvent s'écrire comme la partie réelle de fonctions holomorphes (c'est à dire de fonctions analytiques
complexes) du disque unité du plan complexeD. Les fonctions holomorphes sont dé�nies comme suit :

t f : D Ñ C : z � x � iy � �e i� ÞÑupx; yq � iv px; yq � ~up�; � q � i ~vp�; � q est holomorphe surD u

ðñ
$
&

%

f est R di�érentiable sur D
Bf
By

� i
Bf
Bx

dans D

(1.65)

La deuxième condition de (1.65) est l'équation de Cauchy-Riemann. Dans le cas du disque unité, on peut
la réécrire comme suit :

B~u
B�

�
B~v
B�

dans D (1.66)

On impose alors queu respecte la condition de Dirichlet et la condition de Neumann. En conséquence,
sur � r , la trace de u vaut ûr et la trace de v est égale à la primitive suivante12 :

³ pf r pei� qd� , dé�nie à une
constate près. On dé�nit alors la fonction � r � ûr � i

³ pf r pei� qd� sur le bord � r .
On dé�nit l'espace de Hardy sur le disque unitéH2pDq comme l'espace des fonctions holomorphes dont

les termes de la série de Taylor sont de carré sommable :

f PH2pDq ðñ

#

f pzq �
¸

n¥ 0

�f nzn ;
¸

n¥ 0

| �f n |2   �8

+

(1.67)

À ce stade, on peut assimiler les fonctions deH2pDq aux fonctions de L 2pBDq à l'aide d'une isométrie,
dont les �f n sont donc les coe�cients du développement de Fourier (puisque surBD, le disque unité,z � ei� ).

La fonction holomorphe dont la partie réelle est solution du problème de Cauchy s'écrit donc, en sup-
posant qu'elle est su�samment régulière pour appartenir à H2, comme la solution unique du problème de
minimisation suivant :

f � arg inf
~f PH2

} ~f � � r }L 2p� r q (1.68)

Malheureusement, ce problème est instable (cette instabilité n'est que la conséquence très logique de celle
du problème de Cauchy). En conséquence, on introduit un paramètre de régularisation réel positifM et la
fonction a priori � m PL 2p� m q. On résoudra le problème régularisé suivant, appelé problème extrémal borné :

f � arg inf
~f PH2pDq

} ~f � � m }L 2p� m q¤ M

} ~f � � r }L 2p� r q (1.69)

Ce problème admet une solution unique, qui sature la contrainte. En conséquence, le choix du paramètre
M est crucial, et peut être fait à l'aide de critèresad hoc ou plus classiquement avec une L-curve.

12. Ce qui assure la condition de Neumann suru au travers de l'équation de Cauchy-Riemann
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On va se placer dans le cas où� r est connexe, ce qui autorise, à la faveur d'une simple rotation des axes,
à considérer que� r occupe l'arc p� � 0; � 0q. On peut d'abord exprimer le développement en série de Fourier

de la solution de (1.68) en remarquant que}  } L 2p� r q �
» � 0

� � 0

 d� et en imposant la stationnarité du résidu :

f �
¸

nPZ

�f nzn

2� 0 �f k � 2
¸

nPN
n� k

sinpn � kq� 0

pn � kq
�f n �

» � 0

� � 0

� r pei� qe� ki� d� @k PZ
(1.70)

On dé�nit alors l'opérateur de Toeplitz T et le second-membre�p comme suit :

t T un;k �
sinpn � kq� 0

� pn � kq
n � k

t T uk;k �
� 0

�

�pk �
1

2�

» � 0

� � 0

� r pei� qe� ki� d�

(1.71)

Par la suite, on suppose pour simpli�er que� m est nul sur � m , ce qui revient à ne pas avoir d'a priori
sur la solution. On propose d'introduire � Ps � 1; �8r et de résoudre plutôt le problème linéaire suivant :

pI � � T q �f � �p (1.72)

On peut montrer qu'il est possible de choisir� tel que f � soit solution du problème (1.69) (en pratique,
on peut utiliser la dichotomie). Numériquement, on discrétise le système linéaire (1.72) en tronquant la série
de Fourier, et il ne reste plus qu'à assembler la matrice de Toeplitz et à résoudre le système.

Dans le cas où le domaine est doublement connexe (c'est à dire qu'il y a un trou), il n'est pas possible
d'écrire de transformation conforme permettant de se ramener à un disque, mais on peut de façon similaire
construire une transformation conduisant à un problème sur un anneau. Une version de cette méthode pour
des domaines annulaires a en conséquence été proposée dans [91].

Par ailleurs, la résolution du problème extrémal borné permet de résoudre diverses variantes du problème
de complétion de données, dont notamment le cas où des �ssures inconnues sont présentes dans le domaine [32].

1.4.5 Erreur en relation de comportement

Utilisée depuis longtemps dans le contexte de l'estimation d'erreur de discrétisation des calculs par élé-
ments �nis [105], la fonctionnelle d'erreur en relation de comportement est également utilisée dans le cadre
des problèmes inverses. On peut par exemple citer les articles [62, 3]. Dans le cas où les mesures sont présentes
sur le bord du domaine uniquement, cette approche revient à minimiser la fonctionnelle de Kohn-Vogelius,
introduite dans [101] dans le cadre de l'équation de Laplace, et utilisée par de nombreux auteurs dans des
contextes variés [5, 53].

1.4.5.1 Méthode de l'erreur en relation de comportement

On se place dans le cadre de l'élasticité linéaire statique. On dé�nit la forme bilinéaire énergétique :

@pu; vq PH 1p
 q; apu; vq �
»



"puqH"pvqdV (1.73)

L'énergie d'un champe se dé�nit par :

~e~2 � ape; eq (1.74)
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La formule de Green nous permet d'écrire :

apu; vq �
»

B

u � pvq �ndS �

»



divp� pvqqudV (1.75)

Soit un problème inverse dans lequel on cherche à identi�er un jeu de paramètres noté� (il peut aussi
s'agir d'un champ) à partir de mesures notéeŝur . Les mesures sont prises au travers d'un opérateur de mesure
noté � . Il peut s'agir simplement d'un opérateur de restriction (les mesures sont prises en certains points et
pas en d'autres) ou de convolution (les mesures sont une moyenne pondérée du champ de déplacement sur
une zone).

On introduit alors deux espaces :MA (Mesure Admissible), l'espace des champs respectant la mesure
(de déplacement)u1 P MA ðñ � u1 � ûr , et EA (Équilibre Admissible), l'espace des champs respectant
l'équilibre. Les paramètres� peuvent avoir un impact sur H (paramètres matériau) ou seulement sur13 EA
(comme des paramètres régissant le second membre de l'équilibre statique). On va donc écrireHp� qet EA p� q
a�n de souligner cette dépendance.

L'objet de la méthode va être de trouver le jeu de paramètres� permettant la meilleure minimisation de
l'écart énergétique entre les éléments deMA et de EA .

min
�

min
u1PMA

u2PEA p� q

� pu1; u2; � q

avec � pu1; u2; � q �
1
2

~u1 � u2~2 �
1
2

»



"pu1 � u2qHp� q"pu1 � u2qdV

(1.76)

Remarque20 (Estimation d'erreur de discrétisation). Dans le cadre de la véri�cation des modèles, on utilise
l'erreur en relation de comportement pour estimer l'erreur de discrétisation comme la plus petite distance
énergétique un champCA (cinématiquement admissible) obtenu par le calcul élément �nis etSA (statique-
ment admissible) obtenu par post-traitement de la solutionCA, voir par exemple [131]. Il est également
possible, dans le cadre des problèmes inverses, d'estimer l'erreur de discrétisation entre un champ deEA et
un champ deSA.

1.4.5.2 Application de l'erreur en relation de comportement au problème de Cauchy

Dans [12], les auteurs proposent d'appliquer la notion d'erreur en relation de comportement à la résolution
du problème de Cauchy. Ici, pour faire le lien avec les parties précédentes, la méthode est présentée dans le
cadre de l'élasticité, mais elle est évidemment généralisable à toutes les équations elliptiques. Les inconnues
du problème, remplaçant � , sont u et f appartenant à H 1{2p� m q � H � 1{2p� m q, qui réalisent le minimum
de l'écart entre les champsu1 P MA pf q et u2 P EA puq (on notera au passage que, dans ce problème, et
contrairement à l'écriture générique de la partie précédente,MA dépend aussi des paramètres). Ces espaces
sont dé�nis comme suit :

u1 PMA pf q ðñ
"

u1 � ûr sur � r

� pu1q �n � f sur � m

u2 PEA puq ðñ

$
&

%

divp� pu2qq � g
0

� 0 dans 

u2 � u sur � m

� pu2q �n � pf
r

sur � r

(1.77)

Ici, u2 est déterminé de façon unique pour chaqueu. Par ailleurs, la fonctionnelle est quadratique enu1
et on peut montrer par di�érenciation de Gâteaux que leu1 minimisant (1.76) respecte :

»



"pu1qH"pv� qdV �

»



"pu2qH"pv� qdV @v� PH 1p
 q (1.78)

13. Il est à noter que EA dépend deH , ce qui fait que dans tous les cas, cet espace dépend de�
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Ceci revient à rajouter l'équation divp� pu1qq � g
0

� 0 dans 
 . En conclusion,u1 et u2 s'écrivent comme
solutions des problèmes suivants :

$
'&

'%

divp� pu1qq � g
0

� 0 dans 


u1 � ûr sur � r

� pu1q �n � f sur � m

(1.79)

$
'&

'%

divp� pu2qq � g
0

� 0 dans 


u2 � u sur � m

� pu2q �n � pf
r

sur � r

(1.80)

La minimisation de l'erreur en relation de comportement s'écrit alors :

min
u;f

u1 respecte (1.79)
u2 respecte (1.80)

1
2

~u1 � u2~2 (1.81)

En utilisant la formule (1.75) et le fait que divp� pu1 � u2qq � 0, il vient :

~u1 � u2~2 �
»

B

pu1 � u2q� pu1 � u2q �ndS (1.82)

Le problème de minimisation devient donc :

min
u;f

u1 respecte (1.79)
u2 respecte (1.80)

1
2

� »

� r

p̂ur � u2qp� pu1q �n � pf
r
qdS �

»

� m

pu1 � uqpf � � pu2q �nqdS



(1.83)

Dans [12], les auteurs proposent, pour minimiser l'erreur en relation de comportement, d'utiliser un
algorithme à régions de con�ance. Pour ce faire, à chaque pas de l'algorithme, il faut calculer le gradient de
la fonctionnelle � à l'aide d'un problème adjoint. Cette minimisation est explicitée, sous forme algébrique,
dans la partie 2.1.4.

La méthode de l'erreur en relation de comportement a été appliquée au cas de l'équation de Laplace, dans
[12] donc, mais aussi à celui de l'élasticité linéaire [9], et à un comportement mécanique non linéaire [8]. Par
ailleurs, dans [27], cette méthode est mise en perspective dans un cadre plus large qui fait apparaître ses liens
avec la méthode de Steklov-Poincaré (voir la partie 1.4.6) et de Kozlov.

Remarquons par ailleurs qu'il existe une version modi�ée de la méthode de l'erreur en relation de com-
portement, qui sera développée dans la partie 1.5.3.2.

1.4.6 Méthode de Steklov-Poincaré

Nous allons présenter ici la méthode dans le cadre de laquelle des contributions seront apportées dans le
chapitre 2, à savoir la méthode de Steklov-Poincaré, introduite dans [36, 24]. Cette méthode a été appliquée
à l'équation de Laplace dans le cadre de l'électrocardiographie dans [154], à l'équation de Helmholtz dans
[37] et de l'élasticité statique dans [95], article dans lequel il s'agit de reconstruire le champ d'e�ort résultant
d'une indentation à partir de mesures sur la pièce indentée.

1.4.6.1 Approche Primale

On dé�nit les opérateurs de SteklovSd et Sn , et les second-membresbd et bn suivants :
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Sd : u PH 1{2p� m q ÞÑSdu � � pvq �n|� m PH � 1{2p� m q;

$
&

%

divp� pvqq � 0 dans 

v � 0 sur � r

v � u sur � m

Sn : u PH 1{2p� m q ÞÑSnu � � pvq �n|� m PH � 1{2p� m q;

$
&

%

divp� pvqq � 0 dans 

� pvq �n � 0 sur � r

v � u sur � m

bd � � � pvq �n|� m PH � 1{2p� m q;

$
&

%

divp� pvqq � g
0

� 0 dans 

v � ûr sur � r

v � 0 sur � m

bn � � � pvq �n|� m PH � 1{2p� m q;

$
&

%

divp� pvqq � g
0

� 0 dans 

� pvq �n � pf

r
sur � r

v � 0 sur � m

(1.84)

Remarque21. Dans les cas (très courants en pratique) où il existe, en plus de� m et � r , des bords de Dirichlet
ou de Neumann, on est amené à imposer des conditions homogènes dans la dé�nition deSn et Sd, et non
nulles dans la dé�nition de bn et bd (exactement comme pour le chargement volumiqueg

0
).

On peut alors voir queu est la trace sur� m de la solution du problème de Cauchy (1.7) si et seulement
si il respecte l'équation suivante :

pSd � Snqu � bd � bn (1.85)

Ce système implicite est alors résolu à l'aide d'un solveur de Krylov qui nécessite à chaque itération de
résoudre deux problèmes directs, sachant que deux autres problèmes directs doivent au préalable être résolus
pour assembler le second-membre. Dans cette méthode, le fait que le problème de Cauchy est mal posé se
manifeste au travers de la compacité de l'opérateurSd � Sn (voir [36]).

Une fois la trace retrouvée, la résolution d'un problème de Dirichlet permet de reconstruire la solution
dans tout le domaine.

1.4.6.2 Approche Duale

Cette approche est similaire à la précédente : on dé�nit les opérateurs de Steklov duauxDd et Dn , et les
second-membresdd et dn comme suit :

Dd : f PH � 1{2p� m q ÞÑDdf � v|� m PH 1{2p� m q;

$
&

%

divp� pvqq � 0 dans 

v � 0 sur � r

� pvq �n � f sur � m

Dn : f PH � 1{2p� m q ÞÑDn f � v|� m PH 1{2p� m q;

$
&

%

divp� pvqq � 0 dans 

� pvq �n � 0 sur � r

� pvq �n � f sur � m

dd � � v|� m PH 1{2p� m q;

$
&

%

divp� pvqq � g
0

� 0 dans 

v � ûr sur � r

� pvq �n � 0 sur � m

dn � � v|� m PH 1{2p� m q;

$
'&

'%

divp� pvqq � g
0

� 0 dans 

� pvq �n � pf

r
sur � r

� pvq �n � 0 sur � m

(1.86)

Comme précédemment,f est solution du problème de Cauchy (1.7) si et seulement si il respecte l'équation
suivante :
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pDn � Ddqu � dn � dd (1.87)

Remarque22. Dans le cas où il n'y a aucun bord de Dirichlet supplémentaire, le problème impliqué dans la
dé�nition de Dn est singulier puisque sa solution est dé�nie à un mouvement de corps rigide près. Classique-
ment, il est proposé dans un tel cas de �gure d'ignorer les données de Neumann sur une petite partie de� r

a�n de créer un bord � d. Un autre moyen de contourner ce problème est développé dans la partie 2.2.4.

1.5 L'identi�cation de �ssures

La question de l'identi�cation de �ssures à partir de données de bord a été abordée numériquement par de
nombreux auteurs. Nous allons donner dans cette section un aperçu des méthodes utilisées. Certaines d'entre
elles sont spéci�ques à l'identi�cation de �ssures tandis que d'autres sont utilisées de façon assez classiques
pour toutes sortes de problèmes d'identi�cation. On rappelle les notations du domaine �ssuré sur la �gure
suivante 1.14.

Figure 1.14 � Le domaine �ssuré

1.5.1 Minimisation au sens des moindres carrés

La méthode la plus naturelle pour identi�er des �ssures consiste à poser un ensemble de paramètres�
dont la forme de la �ssure dépend et de trouver le jeu de paramètres permettant de minimiser l'écart entre les
mesures et le champ calculé. Il s'agit d'une méthode très classique pour identi�er toutes sortes de paramètres,
qui porte le nom de FEMU (Finite Elements Method Updated). On peut se référer notamment à l'article de
revue [21] qui lui consacre une partie. Une fois discrétisé et régularisé, le problème de minimisation s'exprime
comme suit :

min
�; K p� qu � f

1
2

}� u � û r }2 �
�
2

}L� � L� 0}2 (1.88)

Où K est la matrice de raideur du problème (modi�ée pour prendre en compte des conditions aux limites
de Dirichlet), f le second membre du problème direct (construit entre autres à partir dêf r ), � l'opérateur
d'observation permettant de passer de l'état à la mesure (par exemple, dans le cas où les mesures sont prises
sur tout le bord, il s'agit de l'opérateur de trace sur B
 ). û r est la mesure et� 0 est une estimationa priori
du jeu de paramètres.

Remarquons qu'une variante de la méthode consiste à utiliser une (ou plusieurs) fonction surface de niveau
(level set), a�n de ne pas avoir à paramétrer explicitement la forme de la �ssure, comme dans [4].

À ce stade, il existe un très grand nombre de méthodes pour minimiser cette fonctionnelle. Nous allons
développer deux d'entre elles : la méthode des di�érences �nies et la méthode de l'état adjoint.
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1.5.1.1 Méthode des di�érences �nies

On va écrire, pour un � donné, up� q la solution du problème K p� qu � f . Ceci permet de prendre en
compte la condition de façon implicite. Le problème (1.88) devient alors :

min
�

� p� q

� p� q �
1
2

}� up� q � û r }2 �
�
2

}L� � L� 0}2
(1.89)

Cette fonctionnelle sera minimisée à l'aide d'une procédure de Newton, qui est itérative. On note� i les
di�érentes composantes de� et � k , les di�érents itérés. À chaque étape,� est mis à jour de la façon suivante :

� k� 1 � � k �
�
r 2

� � p� kq
� � 1

r � � p� kq (1.90)

On va calculer les termes du gradient de� comme suit, en utilisant pei q, une base orthonormée de l'espace
paramétrique :

!
r � � p� kq

)

i
� � ;� i p�

kq � uT
;� i

p� kq� T
�

� up� kq � û r

	
� �e T

i L T Lp� k � � 0q (1.91)

On approche ensuite la Hessienne en s'épargnant le terme le moins commode à calculer :

!
r 2

� � p� kq
)

ij
� � ;� i � j p� kq � uT

;� i � j
p� kq� T

�
� up� kq � û r

	
� uT

;� i
p� kq� T � u ;� j p� kq � �e T

i L T Lej

� uT
;� i

p� kq� T � u ;� j p� kq � �e T
i L T Lej

(1.92)

On dé�nit alors l'opérateur de sensibilité en � k , qui approche le gradient deu par di�érences �nies en
introduisant un pas p :

!
sp� kq

)

i
�

1
p

pup� k � pei q � up� kqq (1.93)

Et on obtient alors les estimateurs suivants pour le gradient et la Hessienne :

#
r � � p� kq � sT p� kq� T � up� kq � �L T L � � T û r � �L T L� 0

r 2
� � p� kq � sT p� kq� T � sp� kq � �L T L

(1.94)

Le choix du pas p est crucial pour la convergence de la méthode. En e�et, s'il est trop grand, on se
retrouve à perdre beaucoup d'informations sur les oscillations locales de la fonctions-coût, ce qui empêche
une convergence �ne de la méthode. En revanche, si le pas est trop petit, et que les paramètres� ont peu
d'in�uence sur u, l'erreur numérique peut � saturer � la sensibilité, c'est à dire que tous ses termes sont
gouvernés par le bruit de troncature numérique et pas par la physique du problème, ce qui fait évidemment
que cet opérateur n'a plus de sens.

Comme on le voit, cette méthode demande d'e�ectuer à chaque pas de calculn � 1 résolutions directes
(où n est le nombre de paramètres) a�n d'évaluerup� q et les up� � �� i q pour calculer la sensibilité. Elle
n'est donc adaptée que si ce nombre de paramètres est relativement faible. En revanche, si la fonction� est
su�samment régulière 14, alors on pro�te de la convergence quadratique assurée par la méthode de Newton.

14. Elle ne l'est pas si par exemple on ajoute un terme de régularisation en variation totale
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1.5.1.2 Méthode de l'état adjoint

Si on écrit plutôt la condition à l'aide d'un multiplicateur de Lagrange, le problème (1.88) devient :

min
�; u

stat
�

	 p�; u; � q

	 p�; u; � q �
1
2

}� u � û r }2 �
�
2

}L� � L� 0}2 � � T pK p� qu � f q
(1.95)

Où stat représente les points stationnaires de la fonction, c'est à dire ceux où son gradient est nul. On
calcule alors les gradients de	 par rapport aux trois inconnues.

$
'&

'%

r � 	 � � T r K p� qu

r u 	 �
�
� T � � �L T L

�
u � � T û r � �L T L� 0 � K p� q�

r � 	 � K p� qu � f

(1.96)

La minimisation par rapport à � va s'e�ectuer à l'aide d'un algorithme itératif à chaque pas duquel
la fonctionnelle sera minimisée par rapport àu et � , ce qui ne demande que la résolution des problèmes
linéaires15 imposant la stationnarité des gradients correspondants.

Il faut donc à chaque étape résoudre les deux problèmes suivants, appelés respectivement problème direct
et adjoint, a�n de déterminer le gradient par rapport à � :

#
K p� qu � f

K p� q� � � � T � û r � �L T Lu0 �
�
� T � � �L T L

�
u

(1.97)

Le calcul de r � 	 demande quant à lui de connaîtrer K p� q, le gradient de la matrice de raideur par
rapport aux paramètres. On peut alors mettre en ÷uvre une procédure de minimisation de la fonctionnelle
par rapport à � . N'ayant pas accès à la Hessienne directement, il faudra se contenter du gradient, ce qui laisse
notamment la possibilité d'utiliser un algorithme de plus grande pente ou BFGS [74].

1.5.2 Minimisation d'une fonctionnelle énergétique

Dans [138], les auteurs proposent une méthode permettant d'identi�er des �ssures linéaires à partir de la
minimisation d'une fonctionnelle énergétique construite à partir des déplacements mesurés et de champs-tests
calculés. Cette méthode est ensuite généralisée dans [47] à l'identi�cation d'un ensemble de �ssures linéaires.

La méthode a été présentée pour l'identi�cation de lignes parfaitement conductrices dans un domaine 2D
régi par l'équation de Laplace, mais il est possible, bien que cela demande quelques calculs, de l'adapter à
l'identi�cation de �ssures (bords de Neumann).

On va paramétrer la forme de la �ssure par les coordonnées de l'une de ses extrémités,x et y, sa longueur,
L et son angle avec une certaine référence,� . Comme dans les autres parties, l'ensemble de ces paramètres
sera regroupé sous la notation� .

En résolvant le problème de Neumann dans lequel le �ux imposé surB
 est égal à pf r , il est possible de
reconstruire un champup� q PH 1{2pB
 q. Les paramètres� ont été correctement identi�és quand up� q � ûr .
Les auteurs proposent alors d'étudier une forme faible de cette condition. Le problème d'identi�cation de
�ssure devient alors :

trouver � tel que
»

B

up� q�dS �

»

B

ûr �dS @� PV (1.98)

L'ensemble V des champs-tests utilisés est pris le plus petit possible pour limiter les calculs :V �

t � p1q; � p2q; � p3q; � p4qu. Soit L 0, la longueur courante de la �ssure. On choisit d'écrire chaque� pi q �
Bvpi q

Bn

15. Dans le cas où le problème direct est non-linéaire, la méthode fonctionne exactement de la même façon en remplaçant la
contrainte Ku � f par f int puq � f
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avec
�
vpi q

�
i � 1;2;3;4 P H 1p
 q, quatre champs harmoniques dé�nis ci après en utilisant la variable complexe

z � x � iy dans le repère centré sur l'une des pointes de �ssures et dont l'axex est alignée avec celle-ci :
$
''''''''''''&

''''''''''''%

vp1q � Impzq

vp2q � Impz2q

vp3q �

$
&

%

Re
�

pz � L 0q
a

zpz � L 0q
	

; Repzq ¡ L 0{2

� Re
�

pz � L 0q
a

zpz � L 0q
	

; Repzq   L 0{2

vp4q �

$
&

%

Re
�

z
a

zpz � L 0q
	

; Repzq ¡ L 0{2

� Re
�

z
a

zpz � L 0q
	

; Repzq   L 0{2

(1.99)

On introduit les fonctions à annuler :

Gpi qp� q �
»

B

up� q

Bvpi q

Bn
dS �

»

B

ûr

Bvpi q

Bn
dS (1.100)

Les auteurs calculent ensuite explicitement le gradient deG par rapport aux paramètres et proposent
d'utiliser un algorithme de Newton pour chercher le zéro deG.

Dans [138], les auteurs proposent de surcroît une procédure permettant de piloter les essais pour identi�er
au mieux la �ssure. Il s'agit de déterminer à chaque pas de calcul le meilleur �uxpf

r
à imposer aux bords du

domaine.

1.5.3 Erreur en relation de comportement

Le concept général de l'erreur en relation de comportement est présenté dans la partie 1.4.5.1. Comme
pour FEMU, il s'agit d'une méthode permettant de résoudre toutes sortes problèmes d'identi�cation, et elle
est donc adaptable à l'identi�cation de �ssures. On rappelle que l'erreur en relation de comportement se
dé�nit comme l'énergie de la di�érence entre un champu1 qui respecte les mesures et un champu2 qui
respecte l'équilibre.

e2
RdC �

»



"pu1 � u2qH"pu1 � u2qdV (1.101)

On va commencer par présenter une propriété très intéressante de l'erreur en relation de comportement,
puis on va développer une variante de la méthode.

1.5.3.1 Localisation de l'erreur en relation de comportement

Un point qui a été soulevé par de nombreux auteurs ayant utilisé l'erreur en relation de comportement
[48, 40] est le fait que celle-ci peut être calculée localement, pour chaque élément �ni, et que cette erreur
locale à tendance à se concentrer dans les zones où le défaut à identi�er est présent. En conséquence, il et
souvent proposé, a�n de régulariser la résolution, de ne mettre à jour, à chaque itération, que les paramètres
ayant un impact dans les zones où cette erreur locale dépasse un certain seuil (voir par exemple [106, 28]).

Sur la �gure 1.15, on compare l'erreur en relation de comportement à l'itération0 (les champs EA et MA
sont calculés sur le domaine sain) pour le cas-test d'un domaine carré, en contraintes planes, soumis à des
conditions de Neumann auto-équilibrées de traction verticale. Sur ce domaine, on cherche à identi�er une
�ssure (a�chée en rose). Dans un cas, le champ de déplacement est mesuré en tout point du domaine étudié
et dans l'autre, ce déplacement n'est mesuré que sur les bords du domaine. On voit clairement que dans le
premier cas, la localisation est parfaite, et il n'y a pas besoin de faire davantage d'itérations. En revanche, si
les mesures ne sont disponibles que sur les bords, la localisation est de moins bonne qualité, même si elle nous
apporte une information pertinente sur la zone approximative dans laquelle se trouve la �ssure. On remarque
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(a) Mesures dans tout le domaine (b) Mesures uniquement sur le bord

Figure 1.15 � Comparaison de l'erreur en relation de comportement locale entre un cas où les mesures sont
disponibles dans tout le domaine et un cas où elles ne sont disponibles que sur le bord

en particulier que la distribution de l'erreur a tendance à être � entraînée � vers les bords selon la direction
de chargement.

1.5.3.2 Méthode de l'erreur en relation de comportement modi�ée

Dans cette variante, proposée dans [106], on relaxe la conditionu1 P MA car on s'attend à ce que cette
mesure de déplacement soit entachée de bruit. On minimise donc la fonctionnelle suivante :

min
�

min
u1PH 1p
 q
u2PEA p� q

1
2

»



"pu1 � u2qHp� q"pu1 � u2qdV �

�
2

}� u1 � ûr }2 (1.102)

Remarque 23 (fonctionnelle énergétique). Dans certains cas (voir par exemple [106, 28]) on préfère utiliser,
pour pénaliser le non-respect des mesures, une fonctionnelle énergétique de type}� u1 � ûr }2

G où G est une
réduction de l'opérateur de rigidité sur les points de mesure. Cette écriture permet d'avoir un paramètre de
régularisation � sans dimension que les auteurs peuvent réécrirer {p1 � r q, avecr P r0; 1r.

Pour l'écriture de l'erreur en relation de comportement dans le cadre discret, on peut notamment se
référer à [34]. On suppose que l'on a discrétisé notre problème direct à l'aide de la méthode des éléments
�nis. On a donc construit la matrice de rigidité du problème K p� q, éventuellement modi�ée pour prendre en
compte les conditions de Dirichlet par substitution, ainsi qu'un second membre calculé à partir des conditions
de Neumann et d'éventuelles forces de volumes16, f . Remarquons quef contient les données de Neumann,
notéesf̂ r . Pour simpli�er l'écriture, on va supposer ici que seulK dépend de� .

Caractérisons l'espace des champs équilibre admissibles dans le cadre discret. On introduit d'abord les
champs qui véri�ent l'équilibre, noté yEA :

u2 P yEA ðñ K p� qu2 � f (1.103)

Cependant, dansf , il peut exister des composantes inconnues (zone de contact, forces de réaction...) ou
du moins qui ne sont pas connues avec su�samment de précision. On est alors conduit à dé�nir un nouvel

16. Dans la plupart des cas pratiques, ce second membre sera nul car les forces de volume sont rares puisqu'on travaille en
perturbation, et les e�orts de bords ne sont pas connus localement avec précision
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espace statiquement admissible plus grand (car on a moins d'information)EA • yEA . On sépare le système
K p� qu2 � f en deux : ~K p� qu2 � ~f où ~f est totalement connu, etK H p� qu2 � fH où fH est inconnu :

K �
� ~K

K H



et f �

� ~f
fH



(1.104)

On a alors :

u2 PEA ðñ ~K p� qu2 � ~f (1.105)

La minimisation de l'erreur en relation de comportement discrète s'écrit donc :

min
�

min
u 1

~K p� qu 2 � ~f

1
2

pu1 � u2qT K p� qpu1 � u2q �
�
2

}�u 1 � û r }2 (1.106)

Comme pour la méthode de minimisation au sens des moindres carrés, plusieurs approches s'o�rent à
nous pour minimiser cette fonctionnelle. Une approche par di�érence �nies est probablement envisageable,
bien que jamais rencontrée dans la littérature. On va plutôt présenter l'approche par problème adjoint. On
introduit un multiplicateur de Lagrange pour écrire la fonctionnelle à minimiser :

min
�

stat
u 1 ;u 2 ;�

� p�; u1; u2; � q

� p�; u1; u2; � q �
1
2

pu1 � u2qT K p� qpu1 � u2q �
�
2

}�u 1 � û r }2 � � T p~K p� qu2 � ~f q
(1.107)

On écrit les gradients :
$
'''''&

'''''%

r � � �
1
2

pu1 � u2qT r � K p� qpu1 � u2q � � T r � ~K p� qu2

r u 1 � � K p� qpu1 � u2q � � � T p�u 1 � û r q

r u 2 � � � K p� qpu1 � u2q � ~K T p� q�

r � � � ~K p� qu2 � ~f

(1.108)

Comme précédemment, la minimisation par rapport à� va s'e�ectuer à l'aide d'un algorithme de type
gradient. Il faut donc, à chaque étape, calculerr � � , et pour ce faire, trouver u1, u2 et � en résolvant le
problème linéaire imposant la stationnarité des gradients.

La nullité du gradient r u 2 � permet d'écrireK p� qpu1� u2q � ~K T p� q� . Restreignons ce système d'équations
aux degrés de liberté sur lesquels on possède l'information d'équilibre discrétisé en introduisant les notations
suivantes :

~K �
�

~~K ~K H

	
c'est à dire K �

�
~~K ~K H

~K T
H K HH

�

(1.109)

Il vient alors : ~K p� qpu1 � u2q � ~~K p� q� . On peut alors substituer dans ce système~K p� qu2 par ~f , ce qui
permet de se débarrasser de l'inconnueu2.

La nullité du gradient r u 1 � , quant à elle, une fois queK p� qpu1 � u2q a été substitué par ~K T p� q� , donne
� � T p�u 1 � û r q � ~K T p� q� � 0. Le système global à résoudre devient alors :

�
� � T � ~K T p� q

~K p� q � ~~K p� q

� �
u1

�



�

�
� � T û r

~f



(1.110)

Par la suite, il su�t, pour retrouver u2, d'écrire u2 � u1 � ~P � , où ~P est un opérateur de prolongement
par zéro sur les degrés de liberté de condition de Neumann inconnue. Ceci se déduit de la nullité der u 2 � en
remarquant queK est de rang plein17 et que ~K T p� q� � K p� q~P� .

17. Sauf s'il y a des mouvements de corps rigides, auquel cas, on les impose à zéro
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Dans le cas où les conditions de Neumann sont inconnues sur de grandes parties du bord, la taille de~~K
est très petite et en conséquence, l'opérateur écrit plus haut devient mal conditionné. Son inversion fera donc
appel à une méthode de régularisation. Dans [34], par exemple, la factorisation QR tronquée a été choisie.

Remarque24. Dans le cas où l'espace d'admissibilité statiqueyEA peut être complètement caractérisé (c'est à
dire que des conditions aux limites sont considérées comme �ables sur tout le bord) , on aK p� q � ~K p� q � ~~K p� q
le système se simpli�e donc puisqu'il devient possible d'additionner les deux lignes de (1.110). On se retrouve
donc à devoir résoudre successivement le problème direct pénalisépK p� q � � � T � qu1 � f � � � T û r et le
problème adjoint : K p� q� � K p� qu1 � f .

Remarque 25. Comme on le voit, cette méthode s'applique très bien au cas où on ne connaît pas (ou on
ne souhaite pas utiliser) de conditions aux limites sur les bords du domaine18. Ceci o�re un avantage par
rapport à la majorité des autres méthodes dans lesquelles on est réduit soit à utiliser des conditions limites
peu �ables soit à introduire de nouvelles inconnues pour les représenter. L'intérêt d'une telle approche a été
montré numériquement dans [34].

1.5.4 Méthode du gradient topologique

Dans [5], des auteurs se proposent de chercher la forme d'une �ssure permettant de minimiser l'écart
au sens des moindres carrés sur l'ensemble du domaine. Ils ont proposé de calculer le gradient de cette
fonctionnelle par rapport à la longueur de �ssure� en tout point du domaine. Il a été montré numériquement
que le champ scalaire ainsi reconstruit est un bon indicateur de la forme de la �ssure.

On dé�nit les deux champs u1p� q et u2p� q tels que :

$
''&

''%

� u1 � 0 dans 
 z�
Bu1

Bn
� 0 sur �

u1 � ûr sur B


$
''''&

''''%

� u2 � 0 dans 
 z�
Bu2

Bn
� 0 sur �

Bu2

Bn
� pf r sur B


(1.111)

On cherche ensuite la solution du problème suivant :

min
u1 ;u2

1
2

}u1 � u2}2
L 2p
 q (1.112)

On va prendre en compte les conditions (1.111) à l'aide de multiplicateurs de Lagrange� 1 et � 2. On
transforme le problème de minimisation de la façon suivante :

stat
u1 ;u2 ;� 1 ;� 2 ;�

u1 |B
 � ûr
� 1 |B
 � 0

� pu1; u2; � 1; � 2; � q

� pu1; u2; � 1; � 2; � q �
1
2

»



pu1 � u2q2dV �

»


 z� p� q
gradpu1q �gradp� 1qdV

�
»


 z� p� q
gradpu2q �gradp� 2qdV �

»

B


pf r � 2dS

(1.113)

On va, comme d'habitude, calculer les dérivées directionnelles suivantes :

18. Bien qu'on le paye en terme de conditionnement de la matrice à inverser
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Du �
1
� �

»



pu1 � u2qu�

1dV �
»


 z� p� q
gradp� 1q �gradpu�

1qdV

Du �
2
� � �

»



pu1 � u2qu�

2dV �
»


 z� p� q
gradp� 2q �gradpu�

2qdV

D � �
1
� �

»


 z� p� q
gradpu1q �gradp� �

1qdV

D � �
2
� �

»


 z� p� q
gradpu2q �gradp� �

2qdV �
»

B


pf r � �
2dS

D � � � � D � �

� »


 z� p� q
gradpu1q �gradp� 1qdV �

»


 z� p� q
gradpu2q �gradp� 2qdV

�

(1.114)

Annuler les deux premiers termes revient à résoudre des problèmes adjoints de Neumann et de Dirichlet
comportant un terme source volumique de valeur�p u1 � u2q et annuler les deux seconds revient à résoudre
les problèmes directs (1.111). Pour ce qui est du dernier terme,D � � � , on observera qu'à l'ordre1, c'est à dire
si on ne tient pas compte des variations deu1, u2, � 1 et � 2, ce terme est nul. Les auteurs de [5] parviennent
alors à déterminer le terme d'ordre2, qui vaut :

D � � � 9 nT M n avec M �
�
gradpu1qgradp� 1qT � gradpu2qgradp� 2qT �

SY M (1.115)

Le gradient minimal est atteint pour n égal au premier vecteur propre deM (à calculer en chaque point
de Gauss du maillage). Le gradient est donc égal, en chaque point, à l'opposé du rayon spectral deM . Il
est alors proposé de calculer ce dernier dans l'état sans �ssure, en résolvant quatre problèmes directs. La
cartographie de ce gradient permet de localiser les �ssures. Cet outil a été principalement repris dans le cadre
du traitement d'image [108] pour le partitionnement ou pour la reconstruction des discontinuités dans une
zone masquée.

Di�érentes variantes de la méthode existent. On se référera par exemple à [52], article dans lequel on
identi�e des cavités en optimisant la fonction }u1 � u2}2

L 2pB
 q à l'aide de la dérivation topologique. Par
ailleurs, on peut mentionner [29]. Dans cet article, les �ssures sont identi�ées à l'aide de la méthode du
gradient topologique dans le cadre de l'élastodynamique.

1.5.5 Écart à la réciprocité

Pour �nir, nous allons présenter la méthode de l'écart à la réciprocité, sur laquelle des développements
seront apportés dans le chapitre 3 de cette thèse.

Dans cette méthode telle qu'elle est présentée dans [15, 31], on doit supposer que la �ssure est contenue
dans un plan. Nous allons donc dé�nir! tel que � € ! � 
 X � , où � est un plan et �� X B
 � H . On va
montrer comment retrouver � à partir de la connaissance de la trace du champu et du �ux sur tout le bord
B
 . On se référera à la �gure 1.16 pour visualiser les di�érentes entités géométriques.

1.5.5.1 Fonctionnelle d'écart à la réciprocité

Dans cette sous-section, on reprend les explications apportées dans [73], qui a été rédigé à l'occasion de
cette thèse.

Le but de l'écart à la réciprocité est d'inférer � à partir d'une famille de valeurs de bord
�

ûr ; pf
r

	

r
. En

pratique, deux expériences sont su�santes, ce qui fait quer P t1; 2u.

Pour un couple p̂ur ; pf
r
q, on dé�nit la fonctionnelle d'écart à la réciprocité RGr :



1.5. L'IDENTIFICATION DE FISSURES 51

Figure 1.16 � Fissure plane

RGr : H 1p
 q Ñ R

v ÞÑRGr pvq �
»

B

ppf

r
� v � ûr � � pvq �nqdS

(1.116)

Soit V � t v PH 1p
 q; divp� pvqq � 0 faiblement dans
 u. V est l'équivalent pour l'élasticité de l'ensemble
des fonctions harmoniques dans le domaine sain. Dans le cas où le domaine étudié est lui aussi sain, on peut
montrer que RGr � 0.

1.5.5.2 Diverses utilisations de l'écart à la réciprocité dans le cadre des problèmes inverses

L'écart à la réciprocité peut être utilisé, comme on va le montrer plus loin, pour identi�er une �ssure plane
dans le cadre des équations elliptiques. Cependant, la minimisation de cette fonctionnelle peut permettre
dans le principe d'identi�er n'importe quelle sorte de défaut. On peut mentionner l'identi�cation explicite
de sources thermiques ponctuelles [18] ou l'identi�cation de cavités ou d'inclusions rigides dans le cadre de
di�érentes équations elliptiques [156, 141]. Dans [6], l'écart à la réciprocité est utilisé pour identi�er des
sources à l'aide d'un algorithme variationnel. Par ailleurs, dans [40] section 3.1, une méthode permettant
d'identi�er les petites �uctuations des coe�cients de Lamé en utilisant l'écart à la réciprocité est exposée.
Dans le chapitre 8 de [7], il est montré comment utiliser l'écart à la réciprocité pour résoudre le problème
de Cauchy. Di�érentes formules permettant d'utiliser la méthode de l'écart à la réciprocité dans le cadre de
di�érents problèmes inverses ont été regroupées dans l'annexe B.

Il est de plus à noter que dans [49], les auteurs ont adapté le concept d'écart à la réciprocité pour identi�er
des �ssures dans le cadre de la dynamique.

Pour ce qui est de l'identi�cation de �ssures dans le cadre d'équations elliptiques, on peut citer [13], où
le concept d'écart à la réciprocité est présenté et où on montre comment l'appliquer pour retrouver la ligne
portant une �ssure droite dans le cadre de l'équation de Laplace 2D et de l'élasticité statique. Dans [26],
une méthode numérique est proposée pour identi�er la forme complète d'une �ssure plane pour l'équation
de Laplace 3D et [14, 15] font de même pour l'élasticité 3D. Des cas d'élasticité anisotrope ont étés abordés
dans [143]. Dans [31], il est montré numériquement sur un cas 3D que l'on peut e�ectuer une identi�cation
de très bonne qualité avec l'équation de Helmholtz.

Très vite, une question cruciale a été de savoir comment utiliser l'écart à la réciprocité dans des cas où les
données ne sont redondantes que sur une partie du bord. Dans [32], est exposé un algorithme qui utilise un
problème extrémal borné (voir partie 1.4.4) dans le cadre de l'équation de Laplace 2D. Dans [10], une autre
approche est expérimentée, qui consiste à résoudre un problème de Cauchy préalable.

L'autre grande di�culté pour cette méthode est son utilisation dans le cas où la �ssure n'est pas plane,
ou qu'elle est constituée de plusieurs �ssures non coplanaires. On peut trouver une étude de ce dernier cas
dans [142].
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1.5.5.3 Identi�cation de �ssures planes

On peut montrer la propriété suivante :

@v PV; RGr pvq �
»

�
� pvq: pn� b Jur KqdS (1.117)

Où Jur Kest le saut de déplacement sur la �ssure. On suppose que les chargementsr sont tels queJur K� 0.
Plus loin, par simplicité, on supposera même que les chargements ouvrent le �ssure et donc que le saut normal
Jur K� n� est non nul. L'étude des fonctionnellespRGr q (si nécessaire pour di�érentsr ) peut par conséquent
fournir des informations sur n� , � et en�n � , qui est le support deJur Ksur � . Remarquons au passage que
� n'a pas besoin d'être connexe.

1.5.5.3.1 Détermination de la normale au plan de �ssure Soit pei q, la base canonique deR3, et
px i q, les composantes du vecteurx. Dé�nissons six champs-testspvij q1¤ i ¤ j ¤ 3 :

vij est tel que � pvij q � p ei b ej qsym (1.118)

Si l'opérateur de HookeH n'est pas homogène dans l'espace, le calcul des expressions depvij q peut être
di�cile. On les donne dans le cas le plus simple.

Remarque26 (Expression depvij qdans le cas homogène isotrope). Soit E le module d'Young et� le coe�cient
de Poisson, on a :

v11 �
1
E

�

�
x1

� �x 2

� �x 3

�

 v22 �
1
E

�

�
� �x 1

x2

� �x 3

�

 v33 �
1
E

�

�
� �x 1

� �x 2

x3

�



v12 �
1 � �
2E

�

�
x2

x1

0

�

 v13 �
1 � �
2E

�

�
x3

0
x1

�

 v23 �
1 � �
2E

�

�
0
x3

x2

�



(1.119)

Dans le cas 2D en contraintes planes, seules les deux premières composantes des champsv11, v22 et v12
sont utilisés.

On assemble ensuite la matrice symétrique~R r où ~R r;ij � RGr pvij q. On a alors :

~R r �
�� »

�
Jur KdS



nT

�




sym
(1.120)

Notons ~Ur �
»

�
Jur KdS. Pour déterminer n� et ~Ur , il va falloir utiliser deux expériences. On détermine

donc pn� ; ~U1; ~U2q à partir de p~R 1; ~R 2q.
Une méthode de calcul den� est proposée dans [15] pour le cas tridimensionnel. Nous en proposons ici

une légèrement di�érente qui peut s'appliquer au cas 2D ou 3D et ne nécessite qu'une seule décomposition
en valeurs singulières. On a :

tr p~R r q � ~Ur � n� et } ~R r }2
F � tr p~R T

r
~R r q �

1
2

�
p~Ur � n� q2 � } ~Ur }2

2

	
(1.121)

On peut alors calculer } ~Ur }2 et dé�nir la quantité normalisée R r � ~R r {} ~Ur }2 qui est associée àUr �
~Ur {} ~Ur }2. On calcule alors :

 r :� tr pR r q � Ur � n�

 12 :� 2 trpR 1R 2q �  1 2 � U1 � U2

� 1 :� p R 1R 2 �  2R 1q �
 12 �  1 2

4
I

(1.122)
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On peut alors montrer que n� engendre le noyau de� 1, il peut alors être calculé en utilisant une
décomposition en valeurs singulières.

Pour la suite de l'identi�cation, un seul jeu de données est su�sant. Nous allons garder la notationr ,
mais en pratique, il prendra la valeur (r � 1 ou r � 2).

1.5.5.3.2 Détermination du plan de �ssure Soit pv1; v2q une base orthonormale denK
� . Dans le

repère pv1; v2; n� q, les coordonnées sont écritespX 1; X 2; X 3q, et l'équation de � est X 3 � C, avec C une
constante à déterminer. L'origine du repère est choisie de façon à ce que
 soit dans le semi-espaceX 3 ¡ 0,
ce qui permet de s'assurer queC ¡ 0.

Construisons les champs-testspv1; v2q tels que � pvi q � X 3pvi b n� qsym pour i P t1; 2u. Ils conduisent à :

RGr pvi q � C
� »

�
Jur KdS



� vi (1.123)

Et :

RGr pv1q2 � RGr pv2q2 � C2
�

} ~Ur }2
2 � p ~Ur � n� q2

	
(1.124)

Ce qui permet de calculerC, puisqu'on sait qu'il est positif, en utilisant les valeurs de (1.121).

Remarque27 (Expression devi dans le cas 3D isotrope homogène).

v1 �

�

�
�
�
�
�

�
X 2

1

2E
� �

X 2
2

2E
� p 2 � � q

X 2
3

2E
�

X 1X 2

E
�

X 1X 3

E

�

�
�
�
�


v2 �

�

�
�
�
�
�

�
X 1X 2

E

�
X 2

2

2E
� �

X 2
1

2E
� p 2 � � q

X 2
3

2E
�

X 1X 3

E

�

�
�
�
�


(1.125)

Remarque28 (Expression dev1 dans le cas 2D contraintes planes).

C �
| RGr pv1q|

b
} ~Ur }2

2 � p ~Ur � n� q2
avec v1 �

�

�
�

�
X 2

1

2E
� p 2 � � q

X 2
3

2E
�

X 1X 3

E

�

�
 (1.126)

1.5.5.3.3 Détermination de la �ssure elle-même Comme c'est montré dans [15], la �ssure� peut
être caractérisée comme le support deJur Kdans ! . L'idée est donc d'identi�er Jur K. Dans [15], les auteurs
proposent des champs-tests qui permettent d'approximer les composantes normale et tangentielles deJur K.
Pour simpli�er, nous allons supposer que le cas-testr ouvre la �ssure, ce qui fait que l'identi�cation de la
partie normale du saut de déplacement est su�sante.

Au moyen d'une translation du repère, on s'assure que l'équation de� soit X 3 � 0. La méthode repose
sur la possibilité de construireN fonctions p�

j
q de V générant des e�orts purement normaux dans la section

! :

pour �
j

PV; D' j PL 2p! q � p�
j
qpX 1; X 2; 0q � ' j pX 1; X 2qn� b n� (1.127)

Par la suite, une approche de Petrov-Galerkin peut être employée : le saut de déplacement est approché

sous la forme d'une combinaison linéaire :Jur K� n� �
Ņ

i � 1

ui ~' i (en général, ~' i � ' i ), les coe�cients inconnus

pui qétant déterminés par l'équation de l'écart à la réciprocité (égalité entre les expressions (1.116) et (1.117))
projetée sur les fonctions-testp�

j
q :

@j � 1::N;
Ņ

i � 1

ui

»

!
~' i pX 1; X 2q' j pX 1; X 2qdS � RGr p�

j
q (1.128)
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Il s'agit d'un système linéaire N � N classique qui peut être écrit sous la forme :

B N uN � bN avec
uN : vecteur despui q; bN : vecteur despRGr p�

j
qq

B N : matrice des
»

!
~' i pX 1; X 2q' j pX 1; X 2qdS

1 ¤ i; j ¤ N (1.129)

La construction de ce système n'implique que des intégrations de surface sur! pour le membre de gauche
et sur B
 pour le second membre.

Il faut souligner que la méthode conduit à l'estimation du saut Jur K, alors que dans la plupart des
applications, la quantité d'intérêt est la forme de � : après que le plan� a été déterminé, la méthode
transforme le problème inverse géométrique en un problème d'identi�cation d'un champ. Une possibilité est
de post-traiter le saut pour obtenir une estimation de� , par exemple par l'utilisation d'un seuil bien choisi " ,
comme dans [10] :� id � t X ; Jur pX qK� n� ¥ "u.

1.5.5.3.3.1 Approximation classique par développement de Fourier Dans [15], il est proposé
de développer le saut de déplacement en série de Fourier. Dans le cas d'un comportement homogène, il est
possible de calculer une famille de fonctionsp�

k;l
q (voir la remarque 29 pour son expression dans le cas

isotrope) de façon à ce que :

� p�
k;l

q �n� � exp
�

� 2i�
�

kX 1

L 1
�

lX 2

L 2




n� dans �

Où L 1 et L 2 sont les dimensions du plus petit rectangle que l'on peut construire autour de! . On va
ensuite calculer l'extension par0 de Jur Kdans ce rectangle.

Jur K� n� �
¸

k;l

uk;l ~' k;l avec ~' k;l � exp
�

2i�
�

kX 1

L 1
�

lX 2

L 2





Grâce aux propriétés classiques d'orthogonalité entre les fonctions de Fourier dans un domaine rectan-
gulaire, le système linéaire à résoudre est diagonal, et les coe�cients de Fourierpuk;l q peuvent être calculés
immédiatement :

uk;l �
RGr p�

k;l
q

L 1L 2
(1.130)

Remarque29 (Expression de�
k;l

dans le cas 3D homogène).

�
k;l

�
1 � �
2E� 2

3

�

�
� i� 1 expp� i� 1X 1 � i� 2X 2q pexpp� 3X 3q � expp� � 3X 3qq
� i� 2 expp� i� 1X 1 � i� 2X 2q pexpp� 3X 3q � expp� � 3X 3qq

� 3 expp� i� 1X 1 � i� 2X 2q pexpp� 3X 3q � expp� � 3X 3qq

�



avec
� 1 �

2k�
L 1

� 2 �
2l�
L 2

et � 3 �
b

� 2
1 � � 2

2

(1.131)

1.5.5.3.3.2 Discussion Les séries de Fourier sont extrêmement intéressantes puisqu'elles conduisent
à un système diagonal. Cependant, elles ont certains inconvénients :

 CommeRGp�
k;l

qimplique des intégrales de surface de fonctions sinusoïdales, un nombre élevé de points
de Gauss doit être employé pour les approximer de façon satisfaisante, et ce d'autant plus que les termes
sont d'ordre élevé (pk; lq grands).
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 Les fonctions �
k;l

ont une forme exponentielle (réelle) dans la direction normale (X 3). Ceci donne
davantage d'importance aux mesures éloignées de la �ssure� et cela peut fortement ampli�er le bruit
dans les données. Cet e�et indésirable est en conséquence particulièrement important pour les domaines
épais. L'épaisseur peut être caractérisée par la distance maximale entre le bord et la �ssure normalisée
par le diamètre de
 : maxX PB
 X 3{ diamp
 q.

En conséquence, la facilité pour résoudre le système linéaire est contrebalancée par le fait que la di�culté
de l'évaluation du second membre augmente rapidement avec l'ordre du développement de Fourier. Une
technique de régularisation immédiate pour cette méthode consiste donc à limiter le nombre de modes dans
la décomposition de Fourier duJur Kreconstruit. Comme dans n'importe quelle technique de régularisation, le
nombre de modes de Fourier doit être choisi pour réaliser un compromis entre la précision et l'ampli�cation
du bruit. Dans le chapitre 3, on propose d'utiliser des fonctions polynomiales au lieu des fonctions de Fourier.
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Chapitre 2

Résolution du problème de Cauchy par
l'approche de Steklov-Poincaré

Ce chapitre est consacré à quelques contributions à l'étude numérique des problèmes de Cauchy elliptiques.
Les trois premières parties sont très largement reprises de [72], qui a été écrit dans le cadre de cette thèse.
Dans la première partie, on introduit des notations pour le problème de Cauchy discret, qui nous permettent
de ré-interpréter quelques unes des méthodes de résolution présentées dans le chapitre bibliographique. Dans
une seconde partie, ces notations sont reprises pour étudier plus en détail la méthode de Steklov-Poincaré.
On étudie dans la troisième partie di�érents moyens de stabiliser et d'accélérer la résolution numérique par
cette méthode.

Les quatre parties suivantes sont toujours centrées sur la méthode de Steklov-Poincaré, mais présentent
des études menées sur des aspects du problème de Cauchy qui sont encore peu étudiés. Il s'agit en quatrième
partie de montrer comment on peut, avec un coût le plus faible possible, propager des incertitudes suivant
des lois de probabilité gaussiennes au cours de la résolution. La cinquième partie est consacrée à la résolution
d'un problème de Cauchy en dynamique transitoire, et on y montre que les modi�cations à apporter à la
méthode sont minimes. Dans une sixième partie, un algorithme permettant de résoudre des problèmes non
linéaires est proposé et mis en ÷uvre numériquement. En�n, la dernière partie sera l'occasion de s'intéresser
au cas de problèmes directs trop gros pour être résolus tels quels, et sur lesquels la décomposition de domaine
est utilisée. On cherche alors à tirer pro�t de la similarité entre les méthodes de Steklov et les méthodes de
décomposition de domaine de Schur.

2.1 Ré-interprétation de quelques méthodes de résolution

Dans cette partie, on ré-interprète en utilisant des notations discrètes certaines des méthodes de résolution
du problème de Cauchy. Ceci nous permettra d'apporter un regard nouveau sur certains liens connus entre
les méthodes, et d'en établir d'autres.

On rappelle sur la �gure 2.1 la désignation du domaine et de ses frontières.

2.1.1 Problème de Cauchy discret en élasticité

Supposons qu'une discrétisation, par exemple par éléments �nis de Lagrange, a été utilisée. Soitu, le
vecteur des déplacements nodaux. Supposons que les conditions de Dirichlet sur un éventuel bord de Dirichlet
ont été prises en compte par élimination de façon à ce queK soit une matrice dé�nie positive creuse. La
lettre i désigne les degrés de liberté de l'intérieur du domaine et des bords de Neumann. Les lettresr et
m désignent les degrés de liberté avec information respectivement redondante et manquante. Le nombre de
degrés de liberté d'un certain type est noté|  | , par exemple, |m| est le nombre de degrés de liberté avec
information manquante.

L'équivalent discret de l'équation (1.7) est :

57
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Figure 2.1 � Le domaine et ses bords

p̂u r ; f̂ r q connus, trouver pu i ; um ; fm q t.q.

�

�
K ii K ir K im

K ri K rr K rm

K mi K mr K mm

�



�

�
u i

û r

um

�

 �

�

�
0
f̂ r

fm

�

 (2.1)

Pour des raisons de simplicité, on suppose qu'il n'y a pas d'élément portant à la fois des degrés de liberté
redondants et manquants. Remarquons qu'il est toujours possible de rendre cette hypothèse vraie en oubliant
l'une des données redondantes sur un certain degré de liberté1. Ceci revient à convertir un degré de liberté
de type r en un degré de liberté de typei . Cette hypothèse se traduit parK rm � 0.

Comme c'est fait classiquement en décomposition de domaine [79], on peut éliminer les degrés de liberté
internes et condenser le problème sur les degrés de liberté manquants et redondants :

u i � � K � 1
ii pK ir û r � K im um q

�
Sr;d C rm

CT
rm Sm;d


 �
û r

um



�

�
f̂ r

fm



avec

Sm;d � K mm � K mi K � 1
ii K im

Sr;d � K rr � K ri K � 1
ii K ir

C rm � � K ri K � 1
ii K im

(2.2)

Sm;d est le complément de Schur de la structure sur les degrés de liberté manquants, en considérant les
conditions limites de Dirichlet sur la partie Redondante.Sr;d est le complément de Schur de la structure sur
la partie Redondante (avec des conditions aux limites de Dirichlet sur la partie Manquante).

C rm représente le couplage entre les parties Manquante et Redondante qui s'e�ectue au travers des
degrés de liberté intérieurs. Plus précisément,pu r ; um q ÞÑuT

r C rm um donne la contribution croisée au travail
mécanique associée aux conditions de Dirichlet appliquées sur� m et � r . Grâce au principe de maximum
elliptique, on sait que l'équivalent continu de cette forme bilinéaire est dé�ni. on peut imaginer qu'en général
C rm sera de rang plein. De manière à éviter les situations où cette propriété est perdue, on peut faire
l'hypothèse que l'approximation satisfait le principe du maximum discret (ce qui dans certains cas conduit à
des conditions géométriques simples sur le maillage [97]), et éliminer les cas pathologiques ne présentant pas
d'intérêt pratique (comme |i |   | r | ou |i |   | m|). Dans la suite, on suppose donc queC rm est une matrice de
rang plein.

Rappelons que les compléments de Schur héritent de beaucoup de propriétés des matrices à partir des-
quelles ils sont construits [157]. En particulier, dans le cas que nous considérons, ils sont tous symétriques
dé�nis positifs. De plus, on a la relation :

1. Il s'agira typiquement de la donnée de Dirichlet puisqu'elle est susceptible d'être entachée d'erreur
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}um }Sm;d � } u}K où u �

�

�
K � 1

ii K im um

0r

um

�

 (2.3)

Ceci signi�e que la norme associée àSm;d est la norme énergétique du champ obtenu par relèvement
harmonique discret (en supposant des conditions aux limites nulles sur les degrés de liberté redondants).
Remarquons que pour un problème régulier (typiquement un domaine avec une forme régulière, pas trop
d'élancement, su�samment de conditions de Dirichlet et pas trop d'inhomogénéités) et avec une discrétisation
pas trop �ne, on peut a�rmer que les compléments de Schur introduits plus haut sont des matrices bien
conditionnées, et ce d'autant plus en comparaison des autres opérateurs que nous rencontrerons dans cette
partie.

Remarque30 (Résolution de problèmes impliquant des compléments de Schur). Il faut souligner le fait qu'en
pratique, le complément de Schur ne doit jamais être assemblé lorsque le nombre de degrés de liberté n'est
pas très petit. En e�et, le calcul de cette matrice nécessite l'inversion d'une matrice de grande taille. C'est
pour cette raison que le complément de Schur est simplement évalué sur les chargements donnés à chaque
étape au travers d'un calcul direct.

2.1.2 Régularisation évanescente

On peut expliciter, grâce à l'équation (2.2), les opérateurs impliqués dans le système linéaire permettant
d'imposer la condition V P H (voir les notations de la partie 1.4.2) pour la méthode de régularisation
évanescente [60] :

$
'&

'%

A �

�
Sr;d C rm

CT
rm Sm;d

�

B � I

(2.4)

2.1.3 KMF

Dans cette partie, on s'intéresse à la méthode alternée de la partie 1.4.1. Il s'agit de résoudre le problème
(2.2) à l'aide de la relation de récurrence suivante :

$
''''&

''''%

Sr;d u r
2n� 1 � f̂ r � C rm um

2n

um
2n� 1 � um

2n

f m
2n� 1 � CT

rm u r
2n� 1 � Sm;d um

2n

f r
2n� 1 � f̂ r

$
'''&

'''%

Sm;d um
2n� 2 � f m

2n� 1 � CT
rm û r

u r
2n� 2 � û r

f r
2n� 2 � Sr;d û r � C rm um

2n� 1

f m
2n� 2 � f m

2n� 1

(2.5)

On peut reformuler cette récurrence de deux façons qui nous serviront dans la suite. La première consiste
à écrire une relation de récurrence surf m

2n� 1 et um
2n� 2 :

#
f m
2n� 1 � CT

rm S� 1
r;d f̂ r � p Sm;d � CT

rm S� 1
r;d C rm qum

2n

um
2n� 2 � S� 1

m;d f m
2n� 1 � S� 1

m;d CT
rm û r

(2.6)

La seconde écriture consiste à considérer la relation de récurrence entre les itérésum
2n :

um
2n� 2 � S� 1

m;d CT
rm S� 1

r;n f̂ r � p I � S� 1
m;d CT

rm S� 1
r;n C rm qum

2n � S� 1
m;d CT

rm û r (2.7)
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2.1.4 Erreur en relation de comportement

On reprend la méthode de l'erreur en relation de comportement de la partie 1.4.5.2, qui consiste à résoudre
le problème de minimisation suivant :

min
u;f

u1 respecte le pb de Dirichlet
u2 respecte le pb de Neumann

1
2

� »

� r

p̂ur � u2qp� pu1q �n � f̂
r
qdS �

»

� m

pu1 � uqpf � � pu2q �nqdS



(2.8)

2.1.4.1 Écriture de la méthode en notations discrètes

Une fois que le problème a été discrétisé par éléments �nis, on doit minimiser :

min
u;f

u r
1 ;u r

2 ;u m
1 ;u m

2
f r
1 ;f r

2 ;f m
1 ;f m

2

� pu; f ; u r
1; u r

2; um
1 ; um

2 ; f r
1 ; f r

2 ; f m
1 ; f m

2 q

� pu; f ; u r
1; u r

2; um
1 ; um

2 ; f r
1 ; f r

2 ; f m
1 ; f m

2 q �
1
2

�
pu r

1 � u r
2qT pf r

1 � f r
2 q � p um

1 � um
2 qT pf m

1 � f m
2 q

�
(2.9)

Sous les contraintes :

$
''&

''%

Sm;d um
1 � f m

1 � CT
rm û r

u r
1 � û r

f r
1 � Sr;d û r � C rm um

1
f m
1 � f

$
''&

''%

Sr;d u r
2 � f r

2 � C rm u
um

2 � u
f m
2 � CT

rm u r
2 � Sm;d u

f r
2 � f̂ r

(2.10)

Dans [12], les auteurs proposent, pour minimiser la fonction-coût, d'utiliser un algorithme à régions de
con�ance. Pour ce faire, on doit calculer les gradients de� par rapport à u et f . On prend en compte les
égalités (2.10) par substitution dans (2.9), à l'exception def m

1 � f et de f r
2 � f̂ r , qui sont prises en compte en

introduisant des multiplicateurs de Lagrange.f r
j et f m

j pour j � 1 ou 2 ont été remplacés par leurs expressions
en fonction deu r

j et um
j . Ceci permet de chercher la stationnarité de la fonctionnelle suivante, ne dépendant

plus que de 6 champs :

	 pu; f ; um
1 ; u r

2; � m
1 ; � r

2q �
1
2

p̂u r � u r
2qT pSr;d û r � C rm um

1 � Sr;d u r
2 � C rm uq�

1
2

pum
1 � uqT pSm;d um

1 � CT
rm û r � CT

rm u r
2 � Sm;d uq�

� mT
1

�
Sm;d um

1 � f � CT
rm û r

�
� � rT

2

�
Sr;d u r

2 � f̂ r � C rm u
	

(2.11)

Les gradients de	 par rapport à u et f , dont on a besoin pour mettre en ÷uvre l'algorithme de minimi-
sation s'expriment très simplement :

r u 	 � CT
rm � r

2

r f 	 � � � m
1

(2.12)

Pour déterminer les quantités nécessaires au calcul de ces gradients, il faut utiliser la nullité des gradients
par rapport à um

1 , u r
2, � m

1 et � r
2 :

r u m
1

	 � f m
1 � f m

2 � Sm;d � m
1

r u r
2
	 � f r

2 � f r
1 � Sr;d � r

2

r � m
1

	 � Sm;d um
1 � f � CT

rm û r

r � r
2
	 � Sr;d u r

2 � f̂ r � C rm u

(2.13)
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À chaque pas, pour construire le gradient, on calcule donc premièrement les champsum
1 et u r

2 en résolvant
les problèmes (1.79) et (1.80).

Le champ � m
1 est ensuite calculé en résolvant le problème pour lequel on a une condition de Dirichlet

homogène sur le bord� r et une condition de Neumann valantf m
2 � f m

1 sur le bord � m . Or, commeum
1 a été

déterminé par l'équation (1.79), on af m
1 � f , ce qui fait qu'on utilise comme condition de Neumannf m

2 � f m
1 .

Le champCT
rm � r

2, quant à lui, est déterminé de façon similaire en résolvant un problème pour lequel on a
une condition de Dirichlet homogène sur le bord� m et une condition de Neumann valantf r

1 � f̂ r sur le bord
� r . On retrouve alors les quatre problèmes à résoudre à chaque étape de l'algorithme, décrits par exemple
dans [132].

2.1.4.2 KMF comme moyen de minimiser l'erreur en relation de comportement

Pour minimiser � , on peut, de façon alternative, exprimer cette fonctionnelle uniquement en fonction de
u et f (et des quantités connueŝu r et f̂ r ). Il vient alors :

� pu; f q �
1
2

�
p̂u r � S� 1

r;d p̂f r � C rm uqqT pSr;d û r � C rm S� 1
m;d pf � CT

rm û r q � f̂ r q�

pS� 1
m;d pf � CT

rm û r q � uqT pf � CT
rm S� 1

r;d p̂f r � C rm uq � Sm;d uq
	 (2.14)

On en calcule les gradients :

r f � pu; f q �
1
2

�
S� 1

m;d CT
rm p̂u r � S� 1

r;d p̂f r � C rm uqq � S� 1
m;d pf � CT

rm S� 1
r;d p̂f r � C rm uq � Sm;d uq�

pS� 1
m;d pf � CT

rm û r q � uq
	

r u � pu; f q �
1
2

�
CT

rm S� 1
r;d pSr;d û r � C rm S� 1

m;d pf � CT
rm û r q � f̂ r q�

pf � CT
rm S� 1

r;d p̂f r � C rm uq � Sm;d uq�

pCT
rm S� 1

r;d C rm � Sm;d qpS� 1
m;d pf � CT

rm û r q � uq
	

(2.15)

Le système linéaire permettant l'annulation des gradients de� est :

#
S� 1

m;d f � p S� 1
m;d CT

rm S� 1
r;d C rm � I qu � S� 1

m;d CT
rm S� 1

r;d f̂ r

pCT
rm S� 1

r;d C rm S� 1
m;d � I qf � p CT

rm S� 1
r;d C rm � Sm;d qu � p CT

rm S� 1
r;d C rm S� 1

m;d CT
rm � CT

rm q̂u r
(2.16)

Considérons la relation de récurrence à deux termes de l'équation (2.6), On remarque qu'il s'agit des itérés
permettant la résolution de (2.16) en imposantu2n issu de l'itération précédente dans l'équation du haut et
f2n� 1 issu de l'itération précédente dans l'équation du bas. Ceci montre que la méthode de KMF consiste
en une minimisation de l'erreur en relation de comportement par une approche à directions alternées. On
retrouve ainsi dans le cadre discret un résultat montré dans [12] dans le cadre discret.

2.2 Méthode de Steklov-Poincaré

Pour �nir, nous allons présenter les notations discrètes pour la méthode de Steklov-Poincaré, qui seront
utilisées dans la suite de cette thèse.
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2.2.1 Approche à deux champs

Une première expression mérite notre attention. De (2.2), on obtient directement :

�
0 C rm

� I S m;d


 �
fm

um



�

�
f̂ r � Sr;d û r

� CT
rm û r



(2.17)

Il s'agit d'une formulation rectangulaire avec |m| � | r | lignes et 2|m| colonnes. Le problème est sous-
déterminé si |r |   | m|, c'est à dire s'il y a moins de mesures que de données à identi�er. Dans ce cas, la
solution n'est pas unique. Le problème est surdéterminé si|r | ¡ | m|, et dans ce cas, la condition pour qu'il
soit bien posé estp̂f r � Sr;d û r q PImagepC rm q, c'est à dire que les données doivent être compatibles pour que
la solution existe. Si elles ne le sont pas, celle-ci devra être cherchée au sens du résidu minimum.

Dans la suite, on présente deux moyens classiques d'obtenir des systèmes carrés.
Dans cette approche, on déduit de (2.2) deux problèmes directs classiques en oubliant alternativement

l'une des informations redondantes, ce qui permet de lierum et fm .

 Si on considère la condition de Dirichlet sur� r , il vient :

Sm;d um � fm � CT
rm û r (2.18)

On introduit la notation suivante : bd � � CT
rm û r .

 Si on considère la condition de Neumann sur� r , il vient :

um �
�
0 I

�
�

Sr;d C rm

CT
rm Sm;d


 � 1 �
f̂ r

fm



(2.19)

En utilisant la formule d'inversion par bloc, on peut l'écrire :

um � S� 1
m;n pfm � bnq avec

Sm;n � Sm;d � CT
rm S� 1

r;d C rm

bn � � CT
rm S� 1

r;d f̂ r
(2.20)

Remarque31. Sm;n est le complément de Schur de la structure sur les degrés de liberté manquants en utilisant
des conditions de Neumann sur la partie redondante. En utilisant la formule du quotient de Haynsworth [126],
on obtient des expressions équivalentes pourSm;n et bn :

Sm;n � K mm �
�
K mi 0

�
�

K ii K ir

K ri K rr


 � 1 �
K im

0




bn � �
�
K mi 0

�
�

K ii K ir

K ri K rr


 � 1 �
0
f̂ r


 (2.21)

2.2.2 Approche Primale

La formulation de Steklov-Poincaré primale consiste simplement à éliminer les e�orts inconnusfm des
équations ((2.18),(2.20)), ce qui conduit au système suivant :

pSm;d � Sm;n qum � bd � bn (2.22)

On obtient de plus les expressions suivantes :

Sm;d � Sm;n � CT
rm S� 1

r;d C rm

bd � bn � CT
rm S� 1

r;d

�
f̂ r � Sr;d û r

	 (2.23)

On peut en déduire la propriété suivante :
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Proposition 1. pSm;d � Sm;n q est une matrice symétrique semi-dé�nie positive de taille|m| et de rang
minp|m|; |r |q.

On peut reconnaître un problème de minimisation équivalent :

um � arg min
u

}C rm u � p f̂ r � Sr;d û r q}S� 1
r;d

(2.24)

Cette équation permet de comprendre le choix caché derrière l'utilisation de l'approche de Steklov-Poincaré
primale : il s'agit de la première ligne de (2.17) prise au sens de la minimisation de l'énergie. La deuxième
ligne peut être utilisée pour post-traiter les réactions nodales.

On peut mentionner la propriété suivante, héritée de la formulation continue étudiée dans [23] :

Proposition 2. pSm;d � Sm;n qest l'analogue discret d'un opérateur symétrique semi-dé�ni positif, et compact
de l'espace des déplacements de� m .

Ceci implique que même dans le cas oùpSm;d � Sm;n q est dé�nie, certaines des valeurs propres de cette
matrice ont tendance à être très petites.

De cette propriété et de l'équation (2.23), on peut en déduire que certaines des valeurs singulières de la
matrice C rm sont très petites. Mécaniquement, cette matrice représente les réactions nodales sur le bord� r

encastré résultant d'un champ de déplacement donné sur� m . Les petites valeurs singulières correspondent à
des déplacements de norme unitaire sur� m ayant des e�ets négligeables sur le bord� r .

Remarque32. On peut s'attendre à ce que les expressions du membre de droite de (2.23) soient moins sensibles
à l'erreur de cancellation que leur forme classique sur la gauche. En pratique, ceci n'a jamais été observé,
c'est pourquoi on a préféré la forme classique qui est moins coûteuse en temps de calcul.

On peut dresser une analogie entre la méthode de Steklov-Poincaré primale et la méthode de décomposition
de domaine primale BDD [114] dont l'objet est de chercher à déterminer un déplacement d'interface en
résolvant un système impliquant des opérateurs de Steklov sur cette interface. La di�érence notable est que
dans la méthode BDD, l'opérateur à inverser n'est pas compact puisqu'il s'agit d'une somme d'opérateurs de
Steklov et non pas d'une di�érence, ce qui est cohérent avec le fait que le problème que l'on résout est un
problème direct.

2.2.3 Approche Duale

La formulation de Steklov-Poincaré duale [96] consiste simplement à éliminer les déplacements inconnus
um des équations ((2.18),(2.20)), ce qui permet d'écrire le système suivant :

�
S� 1

m;n � S� 1
m;d

	
fm � S� 1

m;d bd � S� 1
m;n bn (2.25)

En utilisant la formule de Sherman-Morrison [82] sur l'expression deSm;n (2.20), il vient :

S� 1
m;n � S� 1

m;d � S� 1
m;d CT

rm

�
Sr;d � C rm S� 1

m;d CT
rm

	 � 1
C rm S� 1

m;d (2.26)

Notons Sr;n � Sr;d � C rm S� 1
m;d CT

rm , le complément de Schur de la structure sur le bord� m en considérant
les conditions de Neumann sur� m . Le second membre s'écrit :

S� 1
m;n bn � �

�
S� 1

m;d � S� 1
m;d CT

rm S� 1
r;n C rm S� 1

m;d

	
CT

rm S� 1
r;d f̂ r

� � S� 1
m;d CT

rm S� 1
r;n

�
Sr;n � C rm S� 1

m;d CT
rm

	
S� 1

r;d f̂ r � � S� 1
m;d CT

rm S� 1
r;n f̂ r

(2.27)

Et �nalement :

S� 1
m;n � S� 1

m;d � S� 1
m;d CT

rm S� 1
r;n C rm S� 1

m;d

S� 1
m;d bd � S� 1

m;n bn � S� 1
m;d CT

rm

�
S� 1

r;n f̂ r � û r

	 (2.28)
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La formulation duale satisfait des propriétés équivalentes à celles de l'approche primale :

Proposition 3.
�

S� 1
m;n � S� 1

m;d

	
est une matrice symétrique semi-dé�nie positive de taille|m| et de rang

minp|m|; |r |q.

On peut de même reconnaître le problème de minimisation équivalent :

fm � arg min
f

}C rm S� 1
m;d f � p f̂ r � Sr;n û r q}S� 1

r;n
(2.29)

Cette équation permet de mettre en évidence le fait que la formulation de Steklov-Poincaré duale peut
aussi être dérivée de (2.17) en minimisant la première ligne au sens de l'énergie (avec une mesure de l'énergie
légèrement di�érente de l'approche primale) et en utilisant la deuxième ligne pour remplacer les déplacements
par des e�orts.

Numériquement, dans [96], il a été constaté que la méthode duale a tendance à conduire à des résultats
de meilleure qualité que la méthode primale.

On peut faire le parallèle entre cette méthode et la méthode de décomposition de domaine duale FETI
[71], dans laquelle il s'agit de calculer un e�ort d'interface à l'aide d'opérateurs de Steklov duaux. Comme
pour la méthode primale, l'opérateur inversé dans FETI est bien mieux conditionné que l'opérateur à inverser
pour résoudre le problème de Cauchy.

2.2.4 Approche Duale en absence de conditions de Dirichlet

En l'absence de conditions de Dirichlet (� d � H ), l'opérateur Sm;n n'est pas inversible. Cette situation est
équivalente à celle induite par la présence de sous-domaines �ottants dans les méthodes de décomposition de
domaine. Dans ce cas, on utiliseS:

m;n la pseudo-inverse deSm;n , et on introduit R , la base des mouvements
de corps rigide de l'ensemble du domaine.R m est la restriction de R sur � m . On peut montrer qu'il s'agit
du noyau deSm;n , c'est à dire queSm;n R m � 0.

La formule (2.20) doit être adaptée au cas d'un problème sans condition de Dirichlet :

um � S:
m;n pfm � bnq � R m �

0 � R T
m pfm � bnq

(2.30)

Sur la première ligne, le déplacement est dé�ni à un déplacement de corps rigide près caractérisé par son
amplitude � . La deuxième ligne correspond à la condition rendant le problème de Neummann bien posé.

Ceci conduit à écrire le système suivant :
� �

S:
m;n � S� 1

m;d

	
R m

R T
m 0

� �
fm

�



�

�
S� 1

m;d bd � S:
m;n bn

� R T
m bn

�

(2.31)

Ce système sera typiquement résolu en utilisant un algorithme d'initialisation/projection approprié, à
l'image de ce qui est fait en décomposition de domaine dans [71].

2.2.5 Stratégie de résolution

Dans cette section, on étudie des algorithmes itératifs à même de résoudre les formulations de Steklov-
Poincaré. En e�et, l'utilisation de solveurs itératifs avec un critère de convergence adapté est un moyen
d'empêcher les petites valeurs propres de perturber la solution, en particulier, nous allons utiliser la L-curve
[86] pour choisir ce critère d'arrêt. Le système étant symétrique, semi-dé�ni positif, nous utilisons l'algorithme
du Gradient Conjugué (GC), comme proposé dans [33].

On remarquera que de nombreux auteurs [24, 96] préfèrent utiliser l'algorithme GMRES [137] (ou Or-
thodir [153] qui lui est équivalent) pour résoudre le problème de Cauchy. Cependant, lors des expériences
numériques qui ont été conduites, aucune di�érence signi�cative de qualité des résultats n'a été constatée
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entre l'algorithme Orthodir et le Gradient Conjugué, pourvu, et c'est très important, que ce dernier soit
implémenté avec une ré-othogonalisation systématique des directions de recherche.

En e�et, l'algorithme du Gradient Conjugué utilisé sans réorthogonalisation a tendance, s'il est appliqué
à une matrice mal conditionnée, à �nir par générer des directions de recherche non orthogonales à celles
calculées dans les itérés précédents, ce qui compromet grandement la précision de la solution.

Une dernière astuce qui permet d'augmenter la stabilité de la résolution est la normalisation des directions
de recherche. Il s'agit, lors de la détermination du pas, d'intercaler les étapes suivantes :s Ð ppT

i q i q1{2,
p i Ð p i {s et q i Ð q i {s. Ceci permet de faire en sorte que toutes les directions de recherche soient normées
au sens deA , et rend donc l'orthogonalisation plus précise.

L'intérêt principal de l'utilisation d'un Gradient Conjugué plutôt que par exemple un algorithme de point
�xe est que cette méthode assure une décroissance quadratique de l'erreur (en l'absence de problèmes de
conditionnement).

2.2.5.1 Gradient Conjugué Préconditionné

Le Gradient Conjugué est un solveur de Krylov classique pour les systèmes symétriques dé�nis positifs.
Nous allons utiliser les notations suivantes : on résout le systèmeAx � b, où A est une matrice symétrique
dé�nie positive, x i est l'approximation à l'itéraiton i ¡ 0, x0 est l'initialisation, et le résidu est r i � b � Ax i .
On utilise un préconditionneur symétrique dé�ni positif M (en pratique, seul l'inverse deM est utilisé), de
sorte que l'on résout en fait le système symétrique équivalent :L � 1AL � T pL T xq � L � 1b où M � LL T .

Soit zi � M � 1r i , le résidu préconditionné, on dé�nit le sous-espace de Krylov à l'itérationi ¡ 0 :

K i pM � 1A ; z0q � Vectpz0; M � 1Az 0; : : : ; pM � 1A qi � 1z0q (2.32)

Le Gradient Conjugué respecte le principe de recherche suivant, pouvant être exprimé en terme d'opti-
malité d'une part ou d'orthogonalité d'autre part :

x i Px0 � K i pM � 1A ; z0q; x i � arg min }x � x i }A ðñ r i K K i pM � 1A ; z0q (2.33)

Dans notre cas,A présente de très petites valeurs propres en raison de l'impossibilité d'évaluer correcte-
ment l'erreur commise dans les directions associées.

On va à présent rappeler un résultat, présent dans [136] à propos du calcul des éléments de Ritz du
système, qui nous sera utile dans la suite. Supposons que le solveur ait convergé (au sens du résidu) enm
itérations. On note par des majuscules les concaténations de vecteurs stockés pendant la résolution : par
exemplePm � p p0; : : : ; pm� 1q.

Les vecteurs de RitzV m forment une base spéci�que du sous-espace de Krylov, qui peut être calculée
sans coût supplémentaire, et qui satisfait les relations suivantes :

V T
m AV m � diagp� i q ; V T

m MV m � I (2.34)

Les p� i q sont les valeurs de Ritz ; ce sont des approximations des valeurs propres généralisées de la paire
formée par l'opérateurA et le préconditionneur M . On suppose qu'elles sont classées par ordre décroissant.
La remarque qui suit rappelle comment elles peuvent être calculées à coût quasi-nul.

Remarque 33 (Calcul des éléments de Ritz). Si au cours des itérations de Gradient Conjugué, on calcule le

vecteur normaliséẑi � p� 1qi zi {
b

zT
i r i , alors Ẑ i est une base deK i � 1 qui satisfait :

ẐT
i M Ẑ i � I and ẐT

i A Ẑ i � : T

Où T est une matrice tridiagonale symétrique dont les valeurs propres sont les valeurs de Ritz recherchées.
Les coe�cients de T peuvent être obtenus à partir de grandeurs calculées au cours des itérations [136], même
dans le cas d'un solveur par bloc, comme présenté dans l'algorithme 1. Si on noteU la concaténation des
vecteurs propres orthonormés en norme euclidienne deT , alors V i � Ẑ i U sont les vecteurs de Ritz. Soitu la
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première ligne de la matriceU , elle correspond à la décomposition dez0 dans la base de vecteurs de Ritz :
z0 � } r 0}M � 1 V i uT ou de façon équivalenteuT � V T

i r 0{} r 0}M � 1 .

Algorithme 1 : Gradient Conjugué par Bloc avec calcul de Ritz

x0 donné ;
r 0 � b � Ax 0;
z0 � M � 1r 0, p0 � z0 // � � 1 � 0
for i � 0; 1; : : : ; m (convergence)do

q i � Ap i ;
� i � p pT

i q i q,  i � p zT
i r i q, � i � � � 1

i  i // ẑi � p� 1qi zi  � 1{2

x i � 1 � x i � p i � i ;
r i � 1 � r i � q i � i ;
zi � 1 � M � 1r i � 1;
for j � 0 : : : i do

� i;j � p qT
j zi � 1q, � i;j � � � 1

j � i;j // T i � 1;i � 1 �  � 1{2
i p� i � � T

i � 1;i � 1� i � 1� i � 1;i � 1q � 1{2
i

end

p i � 1 � zi � 1 �
°

j p j � i;j // (i>0) T i � 1;i � T T
i;i � 1 �  � 1{2

i � 1 � i � 1 � 1
i � 1 1{2

i

end
p� i qi   m = Valeurs propres deT // T est symétrique tridiagonal par bloc
U = Vecteurs propres deT ;
Renvoyer : Solutionxm� 1, Valeurs de Ritz p� i q, Vecteurs de Ritz V m � Ẑm U ;

2.2.5.2 Discussion du cas sous-déterminé

Dans le cas|m| ¡ | r |, la matrice C rm a un noyau à droite, ce qui rendA sous-déterminée. SoitR , une
base du noyau deA . Soit x , solution de Ax � b, alors pour tout vecteur � , px � R � q est aussi solution.

Le gradient conjugué cherche la solution dans le sous-espace de Krylov. Remarquons que, même siA
est sous-déterminé, on a toujoursz0 P VectpM � 1A q et par conséquent,K i pM � 1A ; z0q € RangepM � 1A q.
Le gradient conjugué converge donc vers l'intersection entrepx � R � q et VectpM � 1A q, que l'on note �x . Un
calcul simple conduit alors à :

�x � p I � R pR T MR q� 1R T M qx (2.35)

�x est la projection dex sur VectpM � 1A q, parallèlement àVectpR q. On peut aussi le caractériser comme :

�x � arg min
y PVect pM � 1A q

}x � y }A ñ �x � M � 1A pAM � 1AM � 1A q: AM � 1Ax (2.36)

Dans le cas des mesures synthétiques dans lesquelles des données sont générées numériquement à partir
d'un x donné, si il y a moins de mesures que de données manquantes, l'erreur due au solveur au cours
des itérations doit être évaluée par rapport à�x , tandis que l'erreur d'identi�cation est toujours évaluée par
rapport à x.

Dans les cas pratiques, une fois qu'une bonne approximation de�x a été trouvée, il est possible d'améliorer
la solution en ajoutant un terme de la formeR � avec � choisi à partir de considérations physiques.

Remarque34. Le cas sur-déterminé est naturellement réglé par la formulation de Steklov-Poincaré (en raison
du problème de minimisation équivalent). Il n'a donc pas d'interaction avec le solveur.
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2.2.6 Liens avec d'autres méthodes

Comme souvent, il est possible de dresser des liens étroits entre la méthode de Steklov-Poincaré, que l'on
vient de présenter, et deux autres méthodes, à savoir la méthode KMF et la méthode de l'erreur en relation
de comportement.

2.2.6.1 KMF comme un algorithme de Steklov-Poincaré préconditionné

De la formule (2.5), on peut déduire la relation de récurrence entre les itérésum
2n , qui est rappelée ci-après :

um
2n� 2 � S� 1

m;d CT
rm S� 1

r;n f̂ r � p I � S� 1
m;d CT

rm S� 1
r;n C rm qum

2n � S� 1
m;d CT

rm û r (2.37)

On reconnaît, en utilisant les formules (2.23) les itérés du point �xe permettant de résoudre le problème
suivant :

S� 1
m;d pSm;d � Sm;n qum � S� 1

m;d pbd � bnq (2.38)

Il s'agit exactement de la formulation primale préconditionnée parS� 1
m;d . En conséquence, on retrouve un

résultat bien connu dans la littérature [66], qui stipule que l'algorithme de KMF consiste en la résolution, par
un point �xe, du système de Steklov-Poincaré primal préconditionné.

Proposition 4. Le spectre de l'opérateur préconditionnéI � S� 1
m;d Sm;n est contenu dans l'intervalles0; 1r.

Démonstration. Soit une valeur propre� de pI � S� 1
m;d Sm;n q, et x le vecteur propre associé. On a :

�
I � S� 1

m;d Sm;n

	
x � � x

p1 � � qSm;d x � Sm;n x

p1 � � q �
xT Sm;n x
xT Sm;d x

#
¡ 0

  1

(2.39)

Ce qui permet d'en déduire que0   �   1.

Cette propriété fait qu'il est possible de résoudre ce système préconditionné par l'algorithme du point
�xe, ce qui est un moyen de montrer la convergence de la méthode de KMF. Le point �xe est lent à converger
mais a l'avantage d'être plus stable que les itérations de Krylov, en particulier en l'absence de valeurs propres
complexes [89].

Le préconditionneur étant symétrique dé�ni positif, son utilisation peut être interprétée comme un chan-
gement des propriétés d'orthogonalité dans le solveur de Krylov. Par ailleurs, comme on peut le voir dans
(2.3), la norme associée àSm;d est équivalente à la norme énergétique. Ces propriétés font de l'utilisation du
préconditionneur de KMF une régularisation en elle-même puisqu'elle a tendance à favoriser les modes les
plus énergétiques. Ce rôle est particulièrement important dans les cas où le complément de Schur est très
éloigné de l'identité. C'est typiquement le cas pour les structures hétérogènes pour lesquelles l'énergie n'est
pas distribuée de façon homogène.

2.2.6.2 Steklov-Poincaré pour minimiser l'erreur en relation de comportement

On a montré que l'algorithme KMF minimisait l'erreur en relation de comportement et qu'il s'agissait
d'une formulation de Steklov-Poincaré préconditionnée. Il en résulte très logiquement que la résolution du
système de Steklov-Poincaré préconditionné permet de minimiser l'erreur en relation de comportement. On
peut néanmoins montrer ce dernier point directement de la façon suivante.

Reprenons le système (2.16). En utilisant les formules (2.23) et (2.28), et en posant~u � S� 1
m;d f , il vient :
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#
~u � S� 1

m;d Sm;n u � � S� 1
m;d bn

Sm;n p~u � uq � � Sm;n S� 1
m;d bd

(2.40)

Par substitution la première ligne nous donne :

S� 1
m;d pSm;d � Sm;n qu � S� 1

m;d pbd � bnq (2.41)

On retombe alors sur la formulation de Steklov-Poincaré préconditionnée parS� 1
m;d , qui est le système

résolu par l'algorithme KMF.

2.3 Accélération et �ltrage de la solution

Toute l'analyse conduite précédemment sur la résolution de l'équation de Steklov par un algorithme du
Gradient Conjugué nous permet d'expérimenter di�érentes idées dans l'objectif d'obtenir une solution �able
à un coût calculatoire le plus faible possible.

2.3.1 Critère d'arrêt basé sur la L-curve

Grâce à son principe de recherche par optimalité, le Gradient Conjugué Préconditionné est un solveur
robuste, en particulier quand la réorthogonalisation totale est employée a�n de réduire les erreurs numériques.
Dans notre cas, la quantité}x � x i }A décroît à chaque itération, mais à cause des petites valeurs propres de
A , ceci est souvent accompagné par l'explosion de}x i }2, ce qui fait que}x � x i }2 ne converge pas. La L-curve
(voir la partie 1.3.1.3) permet de stopper les itérations avant l'explosion de la solution en trouvant le � coin �
en bas à gauche d'une courbe de typeplogp}r i }q; logp}x i }qqoù }r i } est une mesure calculable de l'erreur et
}x i } une norme de la solution. Le coin réalise un compromis, mais sa détection (et même son existence) n'est
pas évidente. Dans la suite, on montre qu'il existe un système de coordonnées dans lequel la construction de
la L-curve est particulièrement bien adaptée au gradient conjugué.

2.3.1.1 Présentation du critère

La quantité }x � x i }A n'est pas calculable, mais grâce à la relation suivante [22], son évolution peut être
suivie au cours des itérations de l'algorithme 1 :

}x � x i � 1}2
A � } x � x i }2

A � � 2
i � i (2.42)

La suite est décroissante ( i ; � i et donc � i sont toujours positifs), et seul le point de départ}x � x0}A est
inconnu.

Une bonne mesure de la norme de la solution est}x i � x0}M , en e�et, la relation de récurrence suivante
peut être prouvée pouri ¥ 0 :

}x i � 1 � x0}2
M � } x i � x0}2

M � � 2
i }p i }2

M � 2� i ppT
i M px i � x0qq

}p i � 1}2
M �  i � � 2

i;i }p i }2
M ; }p0}2

M �  0

ppT
i � 1M px i � 1 � x0qq � � � i;i

�
ppT

i M px i � x0qq � � i }p i }2
M

�
(2.43)

La suite }x i � x0}M est par conséquent croissante (� i;i est toujours négatif), et démarre à0. La L-curve
est tracée pouri ¡ 0 pour que leslogp}x i � 1 � x0}M q soient bien dé�nis.

Avec le choix de ces mesures, la L-curve a toujours une évolution monotone, du coin en bas à droite vers
le coin en haut à gauche.
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2.3.1.2 Illustration de la méthode

On considère le cas-test présenté sur la �gure 2.2a. La structure est un rectangle de dimensions5mm �
10mm. On se place dans l'hypothèse de contraintes planes et d'un comportement linéaire élastique. Le co-
e�cient de Poisson est 0;3. Dans le cas homogène, le module d'Young estE � 70000 MPa ; dans le cas
hétérogène, chaque élément se voit attribuer un module d'Young aléatoire selon une loi de probabilité uni-
forme dansr7000; 70000s MPa. La solution de référence est construite avec des conditions de Neumann de
la forme : f

m
� f 0 p1 � y{y0qex , pf

r
� f 0 p1 � y{y0qex , avec f 0 � 1 N.mm� 1 et y0 � 1 mm. On utilise un

maillage triangulaire avec des éléments �nis continus linéaires par morceaux, il y a un total de 288 degrés
de liberté, avec|m| � 38 et |r | � 40. Ce choix implique que le problème ne possède que des valeurs propres
strictement positives, mais elles peuvent être très petites.

La solution du problème direct sert de référence pour les calculs inverses. Quand du bruit est injecté, il
prend la forme d'un bruit blanc Gaussien :ûn

r � p I � N l Gq̂u r avec ûn
r la donnée bruitée,N l le niveau de

bruit, I la marice identité et G une marice diagonale de variables aléatoires Gaussiennes de moyenne0 et de
covariance1. Notons au passage que les mêmes algorithmes ont été testés avec une forme de bruit purement
additive, et que les résultats sont très similaires.

La référence pour le cas homogène est représentée sur la �gure 2.2b ; l'évolution de la composante x du
déplacement sur le bord de droite,uref

mx , est tracée sur la �gure 2.2c. Dans l'ensemble de cette thèse, tous les
maillages 2D et 3D ont été réalisés à l'aide du logiciel Gmsh [77].

(a) Géométrie (b) Déformation (cas homo-
gène)

0 0:2 0:4 0:6 0:8 1

�10� 3

0
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10

umx (mm)

y
(m

m
)

Cas homo.
Cas hete.

(c) Déplacement sur � m

Figure 2.2 � Problème de référence et sa solution

A�n d'évaluer la qualité de la solution um , on utilise l'erreur suivante em � p u ref
m � um q{max |u ref

m |.
Pour illustrer la méthode, on choisit d'abord de tracer des L-curves avec les mesures classiques : l'abscisse
est la norme Euclidienne du résidu}r }2 et l'ordonnée est la norme Euclidienne du vecteur inconnu}x i }2

(déplacement dans le cas primal, réactions nodales dans le cas dual). Ces deux quantités sont normalisées par
leur valeur initiale. Ces L-curves sont présentées sur la �gure 2.3. On peut comparer ces courbes aux L-curves
tracées avec les normes présentées dans la partie 2.3.1.1, �gures 2.4a et 2.5a. On voit alors que ces dernières
présentent dans tous les cas étudiés ici une forme plus propice au choix du nombre d'itérations optimal.

Les �gures 2.4a, 2.4b, 2.5a et 2.5b comparent L-curves et distribution de l'erreur (à l'itération correspon-
dant au coin) pour les approches primale et duale basiques dans le cas hétérogène et homogène avec10% de
bruit. Il est intéressant de remarquer que dans le cas sans bruit (�gure 2.4b), les deux approches conduisent
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à des coins bien identi�és dans les L-curves et la méthode duale donne de bien meilleurs résultats que la
méthode primale, ce qui est en accord avec [96]. Par contre, quand le niveau de bruit augmente (�gure 2.5b),
les coins sont bien plus di�ciles à détecter et la supériorité de la méthode duale a l'air de disparaître (comme
on peut le voir dans le tableau 2.1, dans ce cas, la méthode primale conduit à une erreur très petite même si
le résidu est plutôt grand).
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Figure 2.3 � L-curves euclidiennes pour le cas hétérogène sans bruit
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Figure 2.4 � Méthodes SP primale et duale dans le cas hétérogène sans bruit

2.3.2 Préconditionnement

L'opérateur avant discrétisation étant compact, il a une accumulation de valeurs propres tendant vers zéro,
et son inverse n'est pas continu. Après discrétisation, le système est mal conditionné avec un bas du spectre
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Figure 2.5 � Méthodes SP primale et duale dans le cas homogène avec 10% de bruit

peuplé de nombreuses valeurs propres très petites. En pratique, il n'y a aucun espoir de s'en sortir en utilisant
des solveurs directs sans régulariser le système. Même les algorithmes de pseudo-inversion peuvent donner
des résultats imprécis à cause des erreurs d'arrondi numérique ampli�ées par le mauvais conditionnement.
Dans le cadre de la résolution par un solveur itératif, l'utilisation d'un préconditionneur n'est pas forcément
pertinente car la convergence est gouvernée par la partie basse du spectre, sur laquelle il est impossible
d'obtenir des informations �ables.

Par conséquent, les solveurs peuvent être utilisés � seuls �, c'est à dire sans préconditionnement, ce qui
peut apparaître comme une hérésie à ceux qui sont familiers avec les problèmes directs. On peut trouver,
dans [124] et les références associées, l'illustration de solveurs non préconditionnés appliqués avec succès à
des systèmes compacts. Dans la littérature, les méthodes de Steklov-Poincaré ont été d'ailleurs la plupart du
temps mises en ÷uvre sans préconditionneur, avec un certain succès [33, 96, 24].
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Figure 2.6 � Spectre de l'opérateur primal

Dans la suite, on examine des stratégies de préconditionnement. On va se concentrer sur l'approche
primale bien qu'il soit facile de construire les équivalents duaux. Cependant, il est apparu au cours de nos
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expérimentations que pour ces problèmes, les approches primale et duale di�èrent fortement et de fait, pour
l'instant, nous n'avons pas trouvé de bonne stratégie de préconditionnement pour l'approche duale.

Le tableau 2.1 donne une vue synthétique de la performance des méthodes qui seront discutées dans la
suite (pour le cas bruité homogène et sans bruit hétérogène respectivement). Pour les di�érentes méthodes,
on compare le numéro de l' � itération de coin �, et pour cette itération, l'erreur par rapport à la référence
en norme Euclidienne, le résidu normalisé (en norme Euclidienne) et la norme Euclidienne du déplacement.

Méthode Itération de coin }em }2 }r m }2{} r m;0}2 }um }2

Cas homogène bruité
Dual 4 1:91 10� 4 1:09 10� 4 0:00162
Primal 3 8:88 10� 5 1:20 10� 3 0:00160
Primal KMF 4 1:69 10� 4 1:10 10� 3 0:00161
Primal Sym. 4 2:10 10� 4 4:97 10� 4 0:00161
Primal MultiPrec. 3 4:98 10� 4 1:24 10� 4 0:00166

Cas hétérogène sans bruit
Dual 20 3:01 10� 5 2:92 10� 16 0:00317
Primal 24 4:52 10� 4 4:22 10� 15 0:00314
Primal KMF 22 6:07 10� 5 3:17 10� 15 0:00317
Primal Sym. 20 3:81 10� 5 8:33 10� 16 0:00318
Primal MultiPrec. pas de coin 9:40 10� 5 7:28 10� 7 0:00317

Table 2.1 � Vue synthétique des performances des méthodes

2.3.2.1 Préconditionneur KMF

Le préconditionneur de KMF consiste à préconditionner la formulation primale parS� 1
m;d . Comme montré

dans la partie 2.2.6.1, le système préconditionné a un rayon spectral inférieur à 1, et on peut y appliquer
un point �xe, ce qui correspond à l'algorithme KMF. Dans notre cas, on choisit cependant d'utiliser un
algorithme du Gradient Conjugué qui permet une convergence plus rapide.

2.3.2.2 Préconditionneur symétrique � à la dual �

Puisqu'en général la méthode duale a un comportement plus favorable que la méthode primale, on propose
de construire une version de l'approche primale aussi proche que possible de l'approche duale.

Par un simple changement de variable~fm � Sm;d um , et en pré-multipliant (2.23) par S� 1
m;d , on obtient :

S� 1
m;d CT

rm S� 1
r;n C rm S� 1

m;d
~fm � S� 1

m;d CT
rm

�
û r � S� 1

r;n f̂ r

	
(2.44)

Si on compare à l'approche duale (2.28),Sr;d est remplacé parSr;n .
Puisque Sr;d ¥ Sr;n (au sens de la relation d'ordre des matrices SDP), et à cause du fait que le mauvais

conditionnement du système est avant tout causé par les valeurs propres les plus petites, on peut s'attendre
à ce que l'approche duale ait un comportement numérique légèrement meilleur. Néanmoins, en utilisant la
formule de Neumann, on peut véri�er que les deux approches sont équivalentes au premier ordre :

S� 1
m;n � S� 1

m;d � p Sm;d � p Sm;d � Sm;n qq� 1 � S� 1
m;d � S� 1

m;d pI � p Sm;d � Sm;n qS� 1
m;d q� 1 � S� 1

m;d

� S� 1
m;d pI � p Sm;d � Sm;n qS� 1

m;d � opSm;d � Sm;n qq � S� 1
m;d

� S� 1
m;d pSm;d � Sm;n qS� 1

m;d � opSm;d � Sm;n q

(2.45)

Comme attendu, les expérimentations numériques montrent que cette méthode est presque équivalente à
l'approche duale (voir tableau 2.1).
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2.3.2.3 Multipreconditionnement

Dans [133], on peut trouver une interprétation physique des préconditionneurs classiques utilisés par les
méthodes de décomposition de domaine FETI et BDD. Cette interprétation nous conduit à considérer un
préconditionneur constitué des inverses locaux pondérés des opérateurs :

pSd � Snq� 1 �
1
2

pS� 1
m;n � S� 1

m;d q
1
2

(2.46)

Le facteur 1{2 est l'équivalent de l'opérateur de pondération (ou scaling) de FETI et BDD [99] dans le
cas de compléments de Schur calculés sur le même domaine. Dans la suite, on expose des indices permettant
de dire que ce préconditionneur n'est pas éloigné de l'optimal, mais dans un sens qui n'est pas adapté au
problème que l'on souhaite résoudre.

On se base sur le Gradient Conjugué MultiPréconditionné [45, 80, 43]. En partant d'une famille de
préconditionneurs potentiels, dans notre caspS� 1

d ; S� 1
n q, les solveurs de Krylov multipréconditionnés laissent

le solveur trouver la combinaison linéaire optimale à chaque itération pour le problème de minimisation sous-
jacent (2.33). Schématiquement, à l'itération i , le préconditionneur prend la formep� n

i S� 1
n � � d

i S� 1
d q où � n

i
et � d

i sont calculés à partir des conditions d'optimalité.

Remarque35 (Algorithme MPCG) . Pour appliquer un multipréconditionneur au Gradient Conjugué, il faut
simplement considérerz; p; q comme des matrices à deux colonnes et remplacer l'étape de préconditionnement
par z � r S� 1

m;n r; S� 1
m;d r s (concatenation de deux vecteurs) ; alorspT q est une matrice2� 2 et � est un vecteur

2 � 1. Remarquons qu'une réorthogonalisation totale doit être utilisée car le multipréconditionnement casse
la récurrence courte du Gradient Conjugué.

La �gure 2.7 compare les itérations du Gradient Conjugué et du Gradient Conjugué Multipréconditionné
en terme de résidu (mesuré par}r }2) et d'erreur (mesurée par}e}2) pour le cas hétérogène sans bruit. On
observe que la convergence initiale est plus rapide avec le multipréconditionneur, mais la stagnation se produit
rapidement à cause des mauvaises propriétés de la matricepT q � pT Ap .
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Figure 2.7 � Performance du gradient conjugué multipréconditionné dans le cas hétérogène sans bruit

Après les premières itérations, il semble que le rapport entre les paramètres se stabilise autour de
� n � � � d. Il s'agit de la combinaison intuitive, correspondant à (2.46), et ce résultat montre qu'elle
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est quasi-optimale au sens de la propriété de minimisation du solveur. C'est ce qui peut être observé sur la
�gure 2.7b. Cependant, utiliser � n � � � d revient à préconditionner un opérateur compact par un autre opé-
rateur compact, ce qui est clairement une mauvaise idée du point de vue de la stabilité et conduit rapidement
à une stagnation, voire à une explosion de l'erreur. De plus, le �ltrage, qui sera présenté dans la section 2.3.4
n'est plus aussi évident à mettre en ÷uvre que pour le préconditionneur KMF classique.

2.3.3 Solveur par bloc

Les solveurs par bloc forment une famille de méthodes simples et e�caces permettant d'accélérer les
itérations [125] : au lieu de résoudre pour un second-membre vectoriel, on ajoute arti�ciellement d'autres
colonnes. Dans notre cas où le second-membre est la di�érence entre deux vecteurs, on peut résoudre le
système suivant :

en primal : pSm;d � Sm;n q rum ; ~um s � r bd � bn ; bd � bns

en dual : pS� 1
m;n � S� 1

m;d q
�
fm ; ~fm

�
�

�
S� 1

m;d bd � S� 1
m;n bn ; S� 1

m;d bd � S� 1
m;n bn

� (2.47)

Il est aussi possible, dans le cas particulier où l'un des deux vecteursrbd; bnsest nul, d'utiliser un second-
membre aléatoire.

Les solveurs de Krylov par bloc impliquent des opérations par blocs dont l'implémentation est hautement
optimisée. Ils génèrent de plus des sous-spaces de Krylov plus grands. Dans notre cas, ils convergent en
général en un nombre d'itérations qui est la moitié de celui du Gradient Conjugué classique. Par ailleurs,
on peut combiner le Gradient Conjugué par bloc avec n'importe quel préconditionneur, la récurrence courte
s'applique toujours, et même l'analyse de Ritz est possible (voir la section 2.3.4).

2.3.4 Filtrage par les valeurs de Ritz

La solution obtenue par gradient conjugué peut être améliorée en utilisant l'analyse des vecteurs de Ritz.
On suppose que le solveur a convergé enm itérations. Une fois que les éléments de Ritz ont été déterminés,
une troncature peut être appliquée a�n de ne garder que lesm1 ¤ m plus grandes valeurs de Ritz. La solution
projetée (écrite avec l'indiceR) peut être calculée comme suit :

xR;m 1 � x0 � } r 0}M � 1

m1¸

i � 0

ui

� i
v i où ui �

v T
i r 0

}r 0}M � 1
(2.48)

On a :

}x � xR;i }2
A � } x � x0}2

A � } r 0}2
M � 1

m1¸

i

u2
i

� i

}xR;i � x0}2
M � } r 0}2

M � 1

m1¸

i

u2
i

� 2
i

(2.49)

On voit que l'erreur (en norme A ) décroît avec m1 alors que la norme de la solution (en normeM )
augmente. Contrairement aux itérations de Gradient Conjugué, le fait que les valeurs de Ritz sont ordonnées
force la pente de la L-curve à avoir une évolution monotone.

Si � i   1, la croissance de la norme est plus rapide que la décroissance de l'erreur. Ces propriétés permettent
d'assurer la possibilité de dé�nir un � coin � sans ambiguïté une fois qu'un compromis précision/norme a été
choisi sur la L-curve paramétrée par le nombre de composantes de Ritz (dans le repèrep}ei }A ; }x i � x0}M q)
pour les itérations de Gradient Conjugué et les solutions paramétrées par Ritz.

L'explosion de la norme est sous contrôle tant que les coe�cientspui qdécroissent plus vite que les valeurs
propres, ce qui revient à la condition de Picard classique et qui o�re une alternative quantitative à la L-curve
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pour choisir le nombre de modes de Ritz. On peut voir ces courbes, tracées en échelle log-log, sur la �gure 2.8a.
Remarquons que ce choix d'échelle logarithmique fait perdre à la courbe la propriété de convexité démontrée
à l'aide des formules (2.49).

Sur la �gure 2.8b, une analogie avec le graphe de Picard [85] est faite : les valeurs de Ritz sont tracées sur
le même graphe que les coe�cients de la projection du second-membre sur la base de Ritz, et les coe�cients de
la projection de la solution sur la base de Ritz. De façon similaire à [107], on peut proposer comme alternative
à la L-curve d'arrêter la reconstruction quand les composantes de la solution commencent à augmenter en
moyenne. En e�et, cette augmentation peut être attribuée aux e�ets du bruit sur les données. Sur le graphe
présenté, par exemple, la condition de Picard discrète suggère de ne garder que les5 premiers termes de la
solution dans la base de Ritz.
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Figure 2.8 � Filtrage des itérations KMF par analyse de Ritz, 10% de bruit, cas homogène.

Remarquons que le post-traitement de Ritz a évidemment de fortes similarités avec la SVD tronquée [83].
Plus précisément, commeA est symétrique semi-dé�nie positive etM est symétrique dé�nie positive, les
valeurs de Ritz approximent les valeurs singulières généralisées deA dans la norme associée àM .

De façon physique, le �ltrage de Ritz revêt un sens particulier quand il est utilisé avec le préconditionneur
KMF puisque dans ce cas, les modes de Ritz sont des modes à énergie unitaire sur lesquels la solution est
décomposée.

En utilisant la remarque 8 faisant le lien entre le préconditionnement et le choix de l'opérateur de régu-
larisation, on peut a�rmer que ce qui est fait ici a des e�ets similaires à une régularisation de Tikhonov au
sens d'une norme énergétique.

Remarque 36. Dans le contexte d'un solveur par blocs, l'utilisation de l'analyse de Ritz o�re l'avantage
supplémentaire d'o�rir un moyen de régularisation plus �n que l'arrêt des itérations puisque plusieurs modes
de Ritz sont générés à chaque itération.

2.3.5 Application sur un cas 3D

Dans cette partie, on propose d'analyser un cas-test 3D résolu par la méthode de Steklov-Poincaré duale
non préconditionnée et la méthode primale avec préconditionneur KMF. Les résultats sont �ltrés par l'analyse
de Ritz a posteriori.
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La géométrie du problème direct est décrite sur la �gure 2.9a : il s'agit d'un parallélépipède encastré sur
ses quatre faces latérales. Il est soumis à des conditions de Neumann sur les faces supérieure et inférieure.
Sur la face supérieure,� m , le support des conditions limites de Neumann est constitué de deux ellipses ; la
face inférieure,� r , quant à elle, est libre. Le but du problème inverse est de reconstruire le déplacement sur
la face supérieure� m à partir de données redondantes sur le bord inférieur� r . Au total, il y a 1669 degrés
de liberté, dont 447 sont sur� m et 324 sur� r .

Pour la mise en ÷uvre du choix du niveau de troncature par un critère inspiré de la condition de Picard
discrète, on utilise le critère heuristique suivant : considérons la courbe des � coe�cients de la solution � dans
la base de Ritz, on �ltre l'oscillation de haute fréquence en enlevant toutes les valeurs qui sont localement
les plus basses, on fait alors une interpolation polynomiale d'ordre faible des points restants. Le nombre de
modes choisi est l'entier le plus proche de l'argument minimum de cette fonction polynomiale. La solution de
référence et les résultats de l'identi�cation sont présentés sur les �gures 2.9 et 2.11.

D'abord, on résout ce problème avec des données non bruitées sur le bord redondant. Le graphe de Picard
2.10a suggère dans ce cas de projeter le problème sur tous les modes calculés car les coe�cients de la solution
décroissent en moyenne.

(a) Géomérie du domaine (b) Solution de référence (c) Erreur relative (en déplacement)
pour l'approche duale sans bruit

Figure 2.9 � Illustration du problème 3D

Dans le cas où un bruit blanc Gaussien tel que décrit dans la partie 2.3.1.2 est appliqué, les graphes
de Picard des �gures 2.10b et 2.10c suggèrent de choisir un nombre de modes de Ritz plus faible quand
l'amplitude du bruit augmente.

Sur le tableau 2.2, le nombre de modes optimal et l'erreur à l'issue de la procédure sont présentés. Comme
ce problème est sous-déterminé, on donne à la fois l'erreur par rapport à la référence et l'erreur projetée de la
façon indiquée dans 2.2.5.2. On remarquera que pour la méthode duale, l'erreur projetée n'est pas disponible
car celle-ci ne peut être calculée qu'en e�ort2. On observe que l'approche primale-KMF a tendance à converger
en moins d'itérations que l'approche duale, mais l'approximation obtenue n'est pas aussi précise.

Méthode KMF KMF KMF Dual Dual Dual

Niveau de bruit 0% 1% 10% 0% 1% 10%
Nb de modes de Ritz 50 30 15 50 35 20

Erreur sur um 0:041535012 0:10590 0:15267 0:024440 0:073293 0:13115
Erreur projetée sur um 0:015586 0:088206 0:13869 - - -

Table 2.2 � Erreur et nombre de modes de Ritz pour les méthodes primale-KMF et duale

2. Il est évidemment possible de reconstruire le déplacement résultant de cet e�ort, mais l'optimalité est alors perdue
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2.3.6 In�uence de la quantité de mesures

Si les techniques de corrélation d'images numériques permettent de mesurer tout un champ de déplacement
(de dimension �nie) et potentiellement de façon très �able, la mise en ÷uvre d'une telle mesure reste plutôt
complexe (surtout dans des cas de surfaces non planes). En conséquence, il est pertinent de se poser la
question du comportement de la méthode quand elle est confrontée à des mesures ponctuelles, souvent plus
faciles à acquérir expérimentalement.

Pour ce faire, on ré-utilise le cas-test précédent et on compare les cartographies d'erreur pour di�érents
nombres de capteurs ponctuels. On suppose pour simpli�er que ces capteurs mesurent toutes les composantes
du déplacement en un nombre limité de points. Ces points de mesure sont choisis comme des n÷uds du
maillage3 à peu près équirépartis sur la surface inférieure du parallélépipède. On ajoute un bruit de 1% sur
les mesures et on choisit de résoudre le problème à l'aide de la méthode duale par bloc. Ici, on mesure les
erreurs par rapport à la solution de référence, et pas par rapport à sa projection dans l'image de l'opérateur
de Steklov.

mesure de champ 49 points 25 points 9 points
(324 ddl) (147 ddl) (75 ddl) (27 ddl)

Nb optimal de modes 35 35 41 12
Erreur sur um 0,073279 0,090545 0,12420 0,25844

Table 2.3 � Erreurs et nombres de modes optimaux en fonction du nombre de points de mesure

Sur la �gure 2.12, on peut observer que, comme prévu, les erreurs sont de plus en plus fortes quand
le nombre de points de mesure diminue. On observe de plus que l'erreur locale se concentre sur les deux
zones où des e�orts inconnus sont appliqués. Pour mieux apprécier les e�ets d'un faible nombre de points
de mesure, on peut se référer à la �gure 2.13 qui présente la forme des champs identi�és eux-mêmes. Les
erreurs et nombres optimaux de modes pour di�érentes quantités de mesures sont rassemblés dans le tableau
2.3. On voit nettement que moins il y a d'information mesurée, plus l'algorithme a tendance à produire un
champ lisse. Selon les applications visées, un résultat de la forme de celui obtenu dans le cas avec49 points
de mesure peut être acceptable. En revanche, s'il y a très peu de points de mesure, l'identi�cation n'est pas
satisfaisante.

3. bien évidemment, dans une situation expérimentale, ce serait plutôt le maillage qui aurait été construit pour que certains
de ses n÷uds coincident avec les points de mesure
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Figure 2.10 � Graphes de Picard pour le problème 3D (avec solveur dual par bloc) � la ligne verticale
désigne la dernière composante avant troncature.
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(a) Solution de référence (uz ) (b) Erreur � sans bruit

(c) Erreur � 1% de bruit blanc Gaussien (d) Erreur � 10% de bruit blanc Gaussien

Figure 2.11 � Solution et cartographie de l'erreur relative (emz ) � approche duale par bloc � pour di�érents
niveaux de bruit
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(a) Mesure de champ (b) 49 points de mesure

(c) 25 points de mesure (d) 9 points de mesure

Figure 2.12 � Erreurs d'identi�cation selon la quantité de mesures (1% de bruit)
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(a) Référence (b) Mesure de champ (c) 49 points de mesure

(d) 25 points de mesure (e) 9 points de mesure

Figure 2.13 � Champs identi�és selon la quantité de mesures (1% de bruit)



82 CHAPITRE 2. LE PROBLÈME DE CAUCHY

2.4 Méthode de Steklov-Poincaré dans le cadre Bayésien

On propose à présent de se placer dans un cadre probabiliste. C'est à dire que l'on suppose que l'on est
capable de quanti�er les incertitudes sur le champ de données. On va alors montrer comment exploiter cette
donnée pour adapter au mieux la régularisation et calculer des incertitudes sur la solution. Mentionnons au
passage qu'une étude Bayésienne du problème de Cauchy a déjà été conduite dans [92] dans le cas de densités
de probabilités quelconques, dans laquelle les auteurs utilisent un échantillonnage par chaîne de Markov.

Nous allons montrer comment on peut, en reprenant les ingrédients de la partie 2.3, calculer non seulement
une solution régularisée du problème, mais aussi déduire à moindre coût les incertitudes sur la solution à
partir de la connaissance du niveau de bruit. La contrepartie au faible coût de mise en ÷uvre de la méthode
est que, contrairement à [92], on a dû supposer que les densités de probabilités sont gaussiennes.

On reprend la formulation discrète du problème présentée en détail dans la partie 2.2.

pSm;d � Sm;n qum � bd � bn (2.50)

2.4.1 Calcul des incertitudes associées à la solution

Dans le cas où les densités de probabilitéa priori et l'incertitude de la mesure sont gaussiennes, on se
retrouve dans le cas exposé dans la partie 1.3.4.3.

La première étape consiste à propager les incertitudes dêf r et û r sur bd et bn . On dé�nit les matrices
de corrélation associées à ces quantitésCf̂ r

, Cû r , Cb d et Cb n . En utilisant les formules démontrées dans la
partie 2.2 qui lient ces quantités entre elles, et par propagation directe des incertitudes, on obtient :

#
Cb d � CT

rm Cû r C rm

Cb n � CT
rm S� 1

r;n Cf̂ r
S� 1

r;n C rm
(2.51)

On remarque que le calcul deCb d et Cb n demande d'avoir assemblé les opérateursC rm et CT
rm S� 1

r;n , ce
qui revient en fait à avoir résolu autant de problèmes directs qu'il y a de degrés de liberté manquants (cette
opération peut être réalisée au cours d'une inversion à second membre multiple, mais reste quand-même
extrêmement lourde).

La matrice de covariance du second membrebd � bn est tout simplement la somme des covariances des
deux contributions : Cb d � b n � Cb d � Cb n . On introduit ensuite u0

m , l'espérancea priori de la quantité
cherchée, etC0

u m
, sa matrice de covariancea priori . On va déduire de toutes ces informations l'espérancea

posteriori, notée um , et la matrice de covarianceCu m .
Par la suite, on peut utiliser les formules (1.56), en introduisant le gain de KalmanK :

$
'&

'%

K � C0
u m

pSm;d � Sm;n q
�
pSm;d � Sm;n qC0

u m
pSm;d � Sm;n q � Cb d � b n

� � 1

um � u0
m � K

�
bd � bn � p Sm;d � Sm;n qu0

m

�

Cu m � C0
u m

� K pSm;d � Sm;n qC0
u m

(2.52)

Un point très délicat et pourtant crucial consiste à déterminer l'incertitude a priori sur u0
m et sur les

donnéesû r et f̂ r . Le choix de l'écart-type C0
u m

permet d'estimer dans quel intervalle on veut chercher la
solution. Dans la partie 2.4.3, on va proposer de trouver la probabilitéa priori à l'aide d'une solution sur-
régularisée.Cû r et Cf̂ r

quant à eux, seront déterminés à partir des incertitudes associées aux moyens de

mesure. Bien souvent, d'ailleurs,̂f r est en fait un e�ort nul sur un bord libre et par conséquent, l'incertitude
associée peut être prise nulle. C'est ce qui a été systématiquement fait dans les expériences numériques qui
suivront.

On constate que malheureusement, l'application de ces formules demande de connaître de façon explicite
l'opérateur de Steklov, c'est à dire qu'il est nécessaire de résoudre autant de problèmes directs qu'il y a de
degrés de liberté à retrouver. Si une telle approche est pertinente dans un cas où le nombre de paramètres
à identi�er est faible, il est évident que dans le cas où un champ complet doit être reconstruit, elle est
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inutilisable. On va alors montrer comment il est néanmoins possible d'exploiter une formule de ce type en
s'aidant de l'analyse de Ritz.

2.4.2 Utilisation des modes de Ritz

Dans cette partie, on va utiliser l'analyse de Ritz, dont on a montré le fonctionnement dans la partie 2.3.4,
comme un moyen de construire un modèle réduit permettant de s'a�ranchir du coût de calcul rédhibitoire
des quantités probabilistes.

Supposons qu'une analyse de Ritz a été conduite sur le système, comme cela est décrit dans la partie 2.3,
au moyen d'un gradient conjugué. On est donc en mesure de projeter le système (2.50) sur la base de Ritz.
En posant um � V ~x et ~y � V T pbd � bnq, il vient alors :

V T pSm;d � Sm;n qV � � ; V T MV � I (2.53)

� ~x � ~y (2.54)

On va conduire exactement la même analyse que dans la partie 2.4.1 sur ce système. Il convient d'abord
de propager les incertitudes dêf r et û r sur ~y et celles suru0

m sur ~x. On note les matrices de covariance
correspondantesC~y et C0

~x .

$
''''&

''''%

Cy d � V T CT
rm Cû r C rm V

Cy n � V T CT
rm S� 1

r;n Cf̂ r
S� 1

r;n C rm V

C~y � Cy d � Cy n

C0
~x � V T M C0

u m
MV

(2.55)

Ici, le calcul deC rm V et de S� 1
r;n C rm V est beaucoup moins coûteux que précédemment. AssemblerC rm V

revient à résoudre des problèmes dans lesquels des conditions de Dirichlet valantV i sont imposées sur� m et
une condition de Dirichlet nulle est imposée sur� r . AssemblerS� 1

r;n C rm V revient à résoudre des problèmes
dans lesquels des conditions de Dirichlet valantV i sont imposées sur� m et une condition de Neumann nulle
est imposée sur� r . Chaque calcul demande donc de résoudre autant de problèmes directs qu'il y a de modes
de Ritz dans la base choisie.

On remarque cependant que ces problèmes sont les mêmes que ceux permettant d'évaluerSm;d et Sm;n

(sauf que le champ résultat est récupéré sur le bord� r ). En conséquence, il est possible de calculer les quantités
C rm V et S� 1

r;n C rm V à un coût quasi-nul au cours des itérations du gradient conjugué (voir l'algorithme 1)
en stockant les vecteurs correspondants après chaque évaluation deSm;d p i et Sm;n p i . On utilisera le fait que
pour i ¡ 0, C rm zi � C rm p i �

°
j C rm p j � i � 1;j (et de même pourS� 1

r;n C rm zi ). On fera ensuite subir àC rm Z
(respectivementS� 1

r;n C rm Z) les transformations adéquates pour construire les deux matrices demandées.
Les résultats numériques présentés dans la suite ont été obtenus sur un modèle ayant su�samment peu

de degrés de liberté pour qu'il n'ait pas été nécessaire d'utiliser cette construction astucieuse des matrices
en question, mais on peut s'attendre à ce que le gain devienne très intéressant dans le cas de modèles plus
coûteux.

Les vecteurs composantMV peuvent quant à eux être stockés au cours des itérations du gradient conjugué
sur le même modèle queV en écrivant r̂ i � p� 1qi r i  � 1{2 et MV � R̂U dans l'algorithme 1. Cependant, ceci
n'a pas été mis en ÷uvre dans la partie numérique, où aucun préconditionneur n'a été utilisé.

Par la suite, on peut écrire, comme précédemment :

$
'&

'%

K � C0
~x �

�
� C0

~x � � C~y
� � 1

~x � ~x0 � K
�
~y � � ~x0�

C~x � C0
~x � K � C0

~x

(2.56)
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Tous les opérateurs impliqués dans ces relations ont la taille de la base de Ritz tronquée. En conséquence,
toutes les opérations décrites dans (2.56) ont un coût très faible.

En�n, il reste à propager les incertitudes de~x vers um en utilisant le prolongementCu m � V C~x V T (à ce
stade, on néglige une partie de l'incertitude à cause de la troncature de la base de Ritz) etum � V ~x. Pour ce
qui est de la détermination de l'e�ort fm , on peut le dé�nir comme f d

m � Sm;d um � bd ou f n
m � Sm;n um � bn

(deux termes qui sont censés être égaux sium est égal à la solution de référence). Sibn est supposé sans
bruit, la deuxième expression est probablement préférable, et on se retrouve avecCfm � Sm;n V C~x V T Sm;n . À
nouveau, la détermination deSm;n V demande de résoudre autant de problèmes directs qu'il y a de vecteurs
dans la base de Ritz tronquée.

Pour résumer, la procédure à suivre est présentée dans l'algorithme 2.

Algorithme 2 : Résolution bayésienne sur la base de Ritz

Construire la base de RitzV et les vecteurs de Ritz associés� au moyen d'un gradient conjugué;
Choisir le nombre optimal de modes de Ritz;
Cy d � V T CT

rm Cû r C rm V ;
Cy n � V T CT

rm S� 1
r;n Cf̂ r

S� T
r;n C rm V ;

C~y � Cy d � Cy n // Covariance du second-membre réduit
~y � V T CT

rm û r � V T CT
rm S� 1

r;n f̂ r // Espérance du second-membre réduit
C0

~x � V T M C0
u m

MV // Covariance de la solution a priori réduite
~x0 � V T Mu 0

m // Espérance de la solution a priori réduite

K � C0
~x �

�
� C0

~x � � C~y
� � 1 // Gain de Kalman

~x � ~x0 � K
�
~y � � ~x0

�
// Mise à jour de l'espérance réduite

C~x � C0
~x � K � C0

~x // Mise à jour de la variance réduite
Cu m � V C~x V T ;
Cfm � Sm;n V C~x V T Sm;n ;
um � V ~x;
fm � Sm;n V C~x � V T CT

rm S� 1
r;n f̂ r ;

Cette procédure a été présentée (et mise en ÷uvre numériquement dans la partie suivante) dans le cas de
la méthode primale, mais elle peut s'appliquer aussi bien à la méthode duale.

Cette méthode est valable dans le cas linéaire et à probabilités gaussiennes. Cependant, dans un cas non-
gaussien ou non-linéaire, on pourrait proposer de conduire la même étude en utilisant la méthode proposée
dans [134], et dont une généralisation au cas non-linéaire est exposée dans [118]. Cette méthode, baptisée
� méthode bayésienne sans échantillonnage � consiste en une généralisation du �ltre de Kalman à des cas
non-gaussiens au moyen d'une décomposition en polynômes du chaos.

Remarque37. Le fonctionnement de la méthode présentée ici, comme pour toutes les méthodes bayésiennes,
est très dépendant du choix de la densité de probabilitéa priori . Dans le cas où celle-ci n'est pas disponible,
on peut imaginer une variante dans laquelleum est déterminé par la méthode de Steklov-Poincaré et la
covariance est obtenue par simple propagation des incertitudesC~x � � � 1C~y � � 1, qui correspond à la formule
(2.56) dans le cas où l'informationa priori est équiprobable surRn (où n est la dimension de~x).

Remarque 38. En ce qui concerne l'estimation de l'espérance deum , la procédure décrite plus haut revient
simplement, comme c'est expliqué dans la partie 1.3.4.3, à mettre en ÷uvre une régularisation de Tikhonov
sur le système linéaire de Steklov-Poincaré dans sa base de Ritz.

Remarque39. La troncature de la base de Ritz permet, comme on va le montrer, de simpli�er énormément les
calculs pour déterminer l'incertitude sur la solution. Cependant, ceci est fait au prix d'une simpli�cation du
problème, et donc d'une certaine perte de précision. Numériquement, on a constaté que lorsqu'on augmentait
le nombre de modes de Ritz, les écarts-types estimés augmentaient jusqu'à stagner. Le choix du nombre
de modes pertinent (qui n'est en particulier plus celui permettant de respecter la condition de Picard), et
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l'évaluation de l'imprécision commise, sont des questions importantes qui ne font pas l'objet d'un travail
approfondi dans cette étude.

2.4.3 Exemples numériques

On étudie le cas-test très simple présenté dans la partie 2.3.1.2. Le bruit de mesure est de10%, et porte
uniquement sur û r . On va montrer numériquement l'importance du choix de la loi de probabilitéa priori .

Le problème étudié étant un problème synthétique, on ne dispose pas d'information supplémentaire sur
le champ recherché permettant d'estimer la loi de probabilitéa priori . Par conséquent, on propose d'extraire
cette information de l'analyse de Ritz. En projetant le problème sur un seul mode de Ritz, on obtient la
solution sur-régularisée notéeu0, dont on extrait notamment l'amplitude umax � maxpu0q � minpu0q.

Dans un premier temps, la loi de probabilitéa priori est une loi d'espérance nulle, dont la covariance est
diagonale. L'écart-type de chaque composante deum est pris égal àumax {6, en considérant que toutes les
réalisations de la variable aléatoire seront contenues dans l'intervaller� 3� ; � 3� s. On présente sur la �gure
2.14 l'espérance de la solution en déplacement obtenue ainsi que son écart-type. On constate que la valeur
moyenne reconstruite a une forme assez éloignée de la référence, mais cependant l'écart-type est plutôt bien
reconstruit puisqu'il donne une estimation à peu près juste des erreurs faites sur la solution.
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y
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m
)

Référence
Solution

Figure 2.14 � Solution et ses écarts-types comparés à la référence pour une loia priori d'espérance nulle
et de covariance diagonale

Dans un second calcul, la covariance est toujours calculée de la même façon, mais l'espérance de la loia
priori est désormais prise égale àu0. On observe sur la �gure 2.15a la solution obtenue. Ici, on constate que
la forme du champ reconstruit est nettement meilleure, et les écart-typs calculés sont toujours les mêmes. On
trace à présent, sur la �gure 2.15b la solution en e�ort, ainsi que les écarts-type de celle-ci. On constate alors
que si il est normal que la reconstruction des e�orts soit de moins bonne qualité que celle des déplacements
puisqu'obtenir des e�orts revient à dériver les déplacements, l'écart-type sur les e�orts, en revanche, est très
mal estimé. On remarque par ailleurs un phénomène très bien connu dans le cadre du problème de Cauchy
qui est que les incertitudes sur les e�orts de réaction identi�és explosent lorsqu'on se rapproche d'un bord de
Dirichlet. Ceci est dû au fait qu'il est di�cile de séparer la réaction sur le bord de Dirichlet de celle supportée
par le bord � m .

L'erreur sur l'estimation de l'écart-type des e�orts vient de la loi de probabilité a priori choisie. En e�et,
on a supposé que les déplacements nodaux deum étaient tous décorrélés. En conséquence, les e�orts de
réaction, qui sont calculés à partir d'un opérateur di�érentiel, ont une très grande incertitude. C'est pourquoi
on essaye d'introduire de l'intercorrélation dans cette loi. On utilise une corrélation gaussienne de longueur
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(b) Réaction nodale sur � m

Figure 2.15 � Solution et ses écarts-types comparés à la référence pour une loia priori d'espérance calculée
à partir du premier mode de Ritz et de covariance diagonale

de corrélationL{10, qui est su�samment faible pour s'assurer que les déplacements d'un bout à l'autre soient
indépendants tout en évitant de fortes oscillations à courte longueur d'onde. Les résultats en e�ort et en
déplacement sont donnés sur la �gure 2.16. On constate que si l'écart-type sur le déplacement a un peu
diminué, l'écart-type sur l'e�ort est davantage impacté et donne alors une idée plus réaliste de l'incertitude
sur l'e�ort identi�é.
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(b) Réaction nodale sur � m

Figure 2.16 � Solution et ses écarts-types comparés à la référence pour une loia priori d'espérance nulle
et de covariance non diagonale

Comme on le voit dans les exemples exposés plus haut, le choix de la loi de probabilitéa priori revêt une
importance certaine dans la procédure. On a proposé ici quelques moyens pour choisir cette loi à partir d'un
calcul sur-régularisé, et ne nécessitant donc aucune information supplémentaire, qui permettent d'obtenir des
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résultats cohérents à la fois en terme d'espérance et d'écart-type. Cependant, il est certain que dans tous
les cas où cela est possible, il serait préférable de déterminer cette loia priori à partir de considérations
physiques.

2.5 Résolution d'un problème de Cauchy en dynamique transitoire

Dans cette partie, on montre comment résoudre un problème de Cauchy en dynamique transitoire par la
méthode de Steklov-Poincaré.

2.5.1 Le problème de Cauchy en dynamique et di�cultés associées

On suppose que� est la masse volumique du matériau utilisé. On dé�nit égalementu0 PH 1p
 q, la position
initiale de tous les points matériels de
 et v0 P H 1p
 q, la vitesse initiale. On dé�nit de plus un intervalle
temporel r0;Ts sur lequel le problème est posé.

trouver u PC2pr0;Ts; H 1p� m qqtel que :

$
''''''&

''''''%

divp� puqq � g
0

� � :u dans 
 � r 0;Ts

u � ûr sur � r � r 0;Ts

� puq �n � pf
r

sur � r � r 0;Ts

upt � 0q � u0 dans 


9upt � 0q � v0 dans 


(2.57)

Où 9u et :u sont respectivement la dérivée et la dérivée seconde deu par rapport au temps, c'est à dire la
vitesse et l'accélération.

L'originalité de ce problème par rapport à ce qui a été développé précédemment vient de la causalité.
Ceci signi�e que les champs inconnus sur� m à un instant t0 donné ont une in�uence sur les champs mesurés
sur � r pour tout t ¥ t0. Le résultat est qu'une résolution séquentielle qui consisterait à essayer de résoudre
le problème instant après instant nous priverait de la plus grande partie de l'information disponible4. En
conséquence, il est nécessaire d'aborder ce problème à l'aide d'une approche globale en temps.

2.5.2 Méthode de Steklov-Poincaré globale en temps

Soit U � C2
�
r0;Ts; H 1{2p� m q

�
et F � C2

�
r0;Ts; H � 1{2p� m q

�
, les espaces dans lesquels sont dé�nis

respectivement les déplacements et les e�orts sur� m . On dé�nit, de la même façon que pour le cas statique
(voir la partie 1.4.6), les opérateurs de Steklov duaux, linéaires, comme suit (on utilise un exposant p�q pour
rappeler qu'ils sont évalués à l'aide d'une résolution directe en temps) :

4. Et ce d'autant plus qu'en dynamique, l'information met un certain temps à parcourir la distance entre � m et � r
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Dp�q
d : f PF ÞÑDp�q

d f � v|� m PU;

$
''''&

''''%

divp� pvqq � � :v dans 
 � r 0;Ts
v � 0 sur � r � r 0;Ts

� pvq �n � f sur � m � r 0;Ts
vpt � 0q � 0 dans 

9vpt � 0q � 0 dans 


Dp�q
n : f PF ÞÑDp�q

n f � v|� m PU;

$
''''&

''''%

divp� pvqq � � :v dans 
 � r 0;Ts
� pvq �n � 0 sur � r � r 0;Ts
� pvq �n � f sur � m � r 0;Ts
vpt � 0q � 0 dans 

9vpt � 0q � 0 dans 


dp�q
d � � v|� m PU;

$
''''&

''''%

divp� pvqq � g
0

� � :v dans 
 � r 0;Ts
v � ûr sur � r � r 0;Ts

� pvq �n � 0 sur � m � r 0;Ts
vpt � 0q � u0 dans 

9vpt � 0q � v0 dans 


dp�q
n � � v|� m PU;

$
'''''&

'''''%

divp� pvqq � g
0

� � :v dans 
 � r 0;Ts
� pvq �n � f̂

r
sur � r � r 0;Ts

� pvq �n � 0 sur � m � r 0;Ts
vpt � 0q � u0 dans 

9vpt � 0q � v0 dans 


(2.58)

Par la suite, il ne reste plus qu'à résoudre le problème linéaire (2.59), comme précédemment à l'aide d'un
solveur de Krylov.

�
Dp�q

n � Dp�q
d

	
f � dp�q

n � dp�q
d (2.59)

L'opérateur de Steklov espace-temps est la le produit tensoriel de l'opérateur spatial (classique) avec
l'intégrateur temporel, qui est triangulaire par causalité. En conséquence, l'opérateurDp�q

n � Dp�q
d n'est

malheureusement pas symétrique, ce qui fait qu'on doit utiliser un solveur adapté, à savoir le solveur OrthoDir.
On a choisi de présenter la méthode duale seulement car la méthode primale a donné numériquement des

résultats de moins bonne qualité. Par ailleurs, celle-ci peut se déduire très facilement de la méthode duale.
Numériquement, on s'intéresse toujours au problème-test présenté dans la partie 2.3.1.2. Le chargement

est le même que précédemment en espace, à l'exception près que les e�orts connus sur le bord� r sont nuls.
Ce chargement est modulé par une fonction triangulaire en temps (voir la �gure 2.17). Le matériau se voit
doté d'une densité� � 7500� 10� 9 kg � mm � 3, et les paramètres d'élasticité sont toujoursE � 70000MPa
et � � 0; 3. La durée de l'étude estT � 1; 1 � 10� 3 s et la discrétisation temporelle est e�ectuée à l'aide d'un
schéma de Newmark de paramètres� � 1{4 et  � 1{2, et de pas temporel�t � 2 � 10� 6 s. Les résultats
du problème direct sont visibles sur la �gure 2.17, où ils sont comparés aux résultats de l'identi�cation par
la méthode de Steklov globale en temps. Remarquons au passage que dans cette partie, aucun bruit n'a été
ajouté sur les mesures.

Les évolutions temporelles sont quant à elles tracées pour le point milieu du segment� m en supposant
que ce point peut raisonnablement représenter le comportement de tout le champ.

On constate que si la forme générale de la solution temporelle est bien reconstruite, des défauts majeurs
sont observés en début et en �n de l'intervalle de temps. Ceux-ci s'expliquent comme suit :

 Les erreurs en début d'intervalle proviennent du fait que la base de Krylov ayant été construite à partir
de solutions de problèmes pour lesquels les chargements ne sont présents que sur le bord� r , les valeurs
des vecteurs de cette base sur le bord� m sont très faibles avant que l'onde ne �nisse par arriver sur ce
bord, et ceci cause des perturbations dans tout l'intervallet P r0; 0;4s ms. On va corriger ce défaut à
l'aide d'un préconditionneur adapté.
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Figure 2.17 � Évolution temporelle du déplacement et de l'e�ort au point milieu de � m

 Les erreurs en �n d'intervalle viennent quant à elles du fait que l'information sur le chargement vu par
� m n'a pas le temps de parvenir sur le bord de mesure. Ces erreurs n'ont pas vocation à être corrigées
car l'information requise n'a tout simplement pas été mesurée.

Une estimation de la vitesse des ondes et sa mise en lien avec les di�érents résultats obtenus sont présentées
dans la remarque 40.

2.5.3 Préconditionneur rétrograde

Il est nécessaire, comme on l'a vu, de représenter la solution sur une base de Krylov plus adaptée. En
particulier, on a besoin que les éléments de cette base soient non nuls dans les premiers instants. La base de
Krylov est engendrée par les puissances deM � 1A appliquées au résidu préconditionné. Notons� , le temps
pour que les ondes parcourent le domaine de� m à � r . Ce temps sera estimé dans la suite. Dans le cas où
M � I , le résidu r 0 est nul pour tout t   � , z0 � r 0 et les vecteurs de la base de KrylovA i z0 sont tous nuls
pour t   p i � 1q� . En revanche, siM � 1 est un opérateur rétrograde en temps,z0 a des valeurs non-nulles
pour tout t ¡ 0 et il en va de même pour

�
M � 1A

� i z0.

2.5.3.1 Préconditionneur primal

La première idée consiste à utiliser le préconditionneur le plus naturel pour une formulation duale, à
savoir un préconditionneur primal, en dépit du constat fait sur le problème statique que ce préconditionneur
a tendance à dégrader la qualité de la solution.

Sp�q
n : u PU ÞÑSp�q

n u � � pvq �n|� m PF;

$
''''''&

''''''%

divp� pvqq � 0 dans 
 � r 0;Ts

� pvq �n � 0 sur � r � r 0;Ts

v � u sur � m � r 0;Ts

vpt � Tq � 0 dans 


9vpt � Tq � 0 dans 


(2.60)

On peut cependant remarquer que dans le cas où le champu est non nul à l'instant t � T , ce que rien
n'empêche, le problème rétrograde en temps permettant de calculerSp�q

n u est mal posé dans le sens oùv
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doit être à la fois nul sur 
 en t � T et non-nul sur � m � r 0;Ts. Pour surmonter ce problème, on choisit de
composerSp�q

n à droite avec l'application linéaire f 1 : u ÞÑu � upt � Tq.
Remarquons qu'une façon plus simple de résoudre ce problème serait d'imposer dans (2.60) les conditions

�nales vpt � Tq � upt � Tq et 9vpt � Tq � 9upt � Tq, mais une telle écriture ne permet pas de résoudre le
problème présenté ci-après. C'est pourquoi on a préféré n'utiliser que des transformations du type def 1.

De façon similaire, dans le cadre d'un solveur de Krylov, le champf � Sp�q
n u est destiné à se voir

appliquer les opérateursDp�q
n et Dp�q

d , c'est pourquoi il faut s'intéresser à la condition initiale f pt � 0q. Si

celle-ci est non-nulle, elle demande, dans la construction deDp�q
n f et Dp�q

d f , de résoudre un problème de
choc pour lequel la discrétisation de Newmark s'est avérée peu performante. En conséquence, on compose le
préconditionneur avec l'application linéaire f 2 : f ÞÑf � f pt � 0q à gauche. Le prédonditionneur total est le
suivant : M � 1 � f 2 � S�

n � f 1.
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Figure 2.18 � Référence et solution sur� m à l'instant t � 0;1 ms
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Figure 2.19 � Évolution temporelle du déplacement et de l'e�ort au point milieu de � m
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Les résultats sont présentés sur la �gure 2.18 pour la distribution spatiale deux à l'instant t � 0;1 ms, qui
est l'instant auquel le chargement à reconstruire est maximal, et sur la �gure 2.19 pour l'évolution temporelle.
On peut faire deux constats. Le premier est que la solution est très bruitée ; ceci est imputable au fait que
le préconditionneur est primal. Le second constat est qu'en revanche, en moyenne, la solution se comporte
mieux dans les premiers instants que dans le cas non préconditionné.

2.5.3.2 Préconditionneur dual

On abandonne l'idée d'utiliser un préconditionneur primal. On utilise en conséquence un problème dual
rétrograde.

Dp�q
n : f PF ÞÑDp�q

n f � v|� m PU;

$
''''''&

''''''%

divp� pvqq � � :v dans 
 � r 0;Ts

� pvq �n � 0 sur � r � r 0;Ts

� pvq �n � f sur � m � r 0;Ts

vpt � Tq � 0 dans 


9vpt � Tq � 0 dans 


(2.61)

Pour les mêmes raisons que dans le paragraphe précédent, on va utiliser les deux opérateurs suivants :
f 1 : f ÞÑf � f pt � Tq et f 2 : u ÞÑu � upt � 0q. En notation continue, il ne faut pas oublier de composer
cet opérateur par l'isomorphisme de Ritz surH 1{2, noté J , qui, dans l'écriture discrète, est remplacé par
l'identité. Le préconditionneur total est donc le suivant : M � 1 � J � f 2 � Dp�q

n � f 1 � J .
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Figure 2.20 � Référence et solution sur� m à l'instant t � 0;1 ms

La solution à l'instant t � 0;1 ms est présentée sur la �gure 2.20 et son évolution temporelle au point milieu
est visible sur la �gure 2.21. On constate ici que la solution est de bien meilleure qualité que précédemment,
et en particulier en début d'intervalle. En revanche, pour ce qui est de la �n de l'intervalle, conformément au
principe de causalité, la qualité de la solution reste très mauvaise.

Remarque40 (Vitesse de l'information). Un rapide calcul en ordre de grandeur va nous permettre d'estimer
la vitesse des ondes acoustiques, et donc de l'information dans la pièce. En supposant que les contraintes
sont dans le planOxy, que les déformations sont dans le planOzx et en faisant l'hypothèse (abusive au
demeurant) que le chargement ne dépend pas dey, on peut estimer, à l'aide d'un calcul analytique, que

la vitesse des ondes vautc2 �
E

� p1 � � 2q
. Numériquement, ceci conduit à estimer la célérité àc � 1 � 105

mm � s� 1. Le temps de parcours d'un bord du domaine à l'autre est donc� � 5 � 10� 5 s. On peut donc
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Figure 2.21 � Évolution temporelle du déplacement et de l'e�ort au point milieu de � m

supposer queu est nul sur � r jusqu'à l'instant t � 5� 10� 5 s, et que, par retour d'onde, les vecteurs de la base
de Krylov non préconditionnée sont nuls jusqu'à l'instant t � 1 � 10� 4 s. Ceci est conforme avec le résultat
observé sur la �gure 2.17. Par ailleurs, cette analyse nous permet de prévoir qu'il est impossible d'identi�er
les conditions aux limites appliquées à partir de5 � 10� 5 s avant la �n de l'intervalle de mesure. Sur la �gure
2.21, on observe certes que la solution en e�ort est e�ectivement totalement fausse à partir d'un instant
situé approximativement à 1;04 ms. Cependant, on voit nettement que cette solution commence à osciller
dangereusement à partir de l'instant0;8 ms. Ceci est imputable au fait qu'en �n d'intervalle temporel, la
quantité d'informations mesurée est de plus en plus faible, ce qui impacte la qualité de la reconstruction.

En lien avec la remarque précédente, il serait en pratique préférable de ne pas chercher à identi�er la
condition aux limites sur tout r0;Ts, mais de se concentrer sur le début de l'intervalle temporel. Il s'agit
probablement d'un prérequis à la mise en ÷uvre d'une procédure de régularisation �able pour ce problème.

Une question se pose dans le cas où un terme d'amortissement est présent dans le problème direct. En
e�et, il paraît téméraire de tenter de résoudre, pour évaluer le préconditionneur, un problème de dynamique
amorti rétrograde en temps. Un tel problème est réputé pour être mal conditionné et conduirait à des résultats
très instables. On pourrait alors tout simplement proposer de supprimer le terme d'amortissement dans le
préconditionneur, ce qui serait potentiellement préjudiciable à la qualité des résultats. On concédera quoi
qu'il en soit qu'il est moral de s'attendre à une identi�cation de moindre qualité en présence de dissipation
puisqu'alors une partie de l'information contenue dans les ondes est perdue.

2.6 Résolution d'un problème d'élastostatique non-linéaire

Une autre question qu'il est intéressant d'aborder est celle de l'application des méthodes à des problèmes
non-linéaires. Dans cette section, on montre comment résoudre un problème de Cauchy dans le cas où le
domaine étudié a un comportement élastique non-linéaire. La méthode qui sera développée est comparée à
la méthode de KMF, assez standard, dont on sait actuellement qu'elle s'applique plutôt bien aux problèmes
non-linéaires (voir [20, 103]). En conséquence, a�n de faciliter la comparaison, les essais numériques seront
conduits avec la méthode de Steklov primale, dont l'objet est d'identi�er le déplacement sur� m , comme pour
la méthode KMF, et non pas l'e�ort, comme le fait la méthode duale.
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2.6.1 Formulation de Steklov non-linéaire

L'apparition de la non-linéarité se manifeste dans le fait que les opérateurs de Steklov impliqués de-
viennent non-linéaires. En conséquence, il est impossible de séparer, comme c'est fait dans le cas linéaire, les
contributions de l'inconnue um et des autres sollicitations sur les forces de réaction. La formulation s'écrit
donc simplement comme suit :

fm;d pum q � fm;n pum q (2.62)

Où fm;d et fm;n sont les équivalents discrets des opérateurs continusFm;d et Fm;n :

Fm;d : u PH 1{2p� m q ÞÑFm;d u � � pvq �n|� m PH � 1{2p� m q;

$
&

%

divp� pvqq � g
0

� 0 dans 

v � ûr sur � r

v � u sur � m

Fm;n : u PH 1{2p� m q ÞÑFm;n u � � pvq �n|� m PH � 1{2p� m q;

$
&

%

divp� pvqq � g
0

� 0 dans 

� pvq �n � f̂

r
sur � r

v � u sur � m

(2.63)

On préconditionne alors cette formulation par l'opérateurf � 1
m;d . il s'agit de la généralisation du précondi-

tionneur de KMF pour la méthode duale, tel que présenté dans la partie 2.3.2. On arrive alors à la formulation
suivante :

�
I � f � 1

m;d � fm;n

	
pum q � 0 (2.64)

L'algorithme du point �xe, qui revient à l'algorithme KMF standard utilisé par exemple dans [20] consiste
alors à initialiser u0

m , puis à écrire la relation de récurrence suivante :

u i � 1
m � f � 1

m;d � fm;n pu i
m q (2.65)

Pour accélérer la résolution à l'aide de solveurs de Krylov, on s'inspire de ce qui est fait en décomposition
de domaine [123]. Il s'agit d'utiliser un solveur de Newton pour résoudre (2.64) en construisant une suiteu i

m
convergeant vers la solution. Deux étapes demandent une attention particulière :

 Le calcul du résidur i �
�

I � f � 1
m;d fm;n

	
pu i

m q se fait en résolvant deux problèmes directs non-linéaires

(par un algorithme de Newton � intérieur �).

 La résolution du problème tangent
�

I �
�

Stan
m;d

	 � 1
Stan

m;n



p� u i

m q � r i se fait à l'aide d'un solveur de

Krylov adapté aux problèmes non-symétriques. On a choisi le solveur OrthoDir, qui est mathématique-
ment équivalent au solveur GMRes. Il est à remarquer que le problème tangent est mal conditionné,
et qu'il doit être résolu à chaque étape de l'algorithme, ce qui rend indispensable l'utilisation d'une
méthode de régularisation �able et automatique, comme celle proposée dans la partie 2.3.1.1 ou dans
la partie 2.3.4.

Dans l'algorithme 3, chaque itération du solveur de Newton � extérieur � demande la résolution de deux
problèmes non-linéaires. Il faut ensuite résoudre le problème tangent à l'aide d'un solveur de Krylov. Cette
dernière étape demande de résoudre itérativement des problèmes directs tangents et est potentiellement
assez coûteuse. Cependant, la matrice de raideur de chaque problème ne change pas au cours des itérations,
contrairement à celle du problème non-linéaire. Pour conclure, on s'attend à ce que le coût de chaque itération
de Newton de ce solveur soit un peu supérieur à celui d'une itération de point �xe (qui demande simplement
de résoudre deux problèmes non-linéaires), mais du même ordre de grandeur.

Comme dit plus haut, il est nécessaire de disposer d'une technique de régularisation �able avec un cri-
tère automatique. Il a été constaté dans la partie 2.3.4 que l'approche par décomposition de Ritz tronquée
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Algorithme 3 : Méthode de Steklov-Poincaré Non linéaire

Initialiser u0
m ;

for i � 1; 2; : : : ; m (convergence)do

r i � 1 �
�

I � f � 1
m;d fm;n

	
pu i � 1

m q;

RécupérerStan
m;d pfm;n pu i � 1

m qqet Stan
m;n pu i � 1

m q qui ont été calculés au dernier pas de la résolution
non-linéaire de l'étape précédente;

Résoudre
�

I �
�

Stan
m;d

	 � 1
Stan

m;n



p� u i

m q � r i � 1 par le solveur OrthoDir;

u i
m � u i � 1

m � � u i
m ;

end

satisfaisait assez bien ces exigences. Dans le cas présent, le système n'étant pas linéaire, il est nécessaire de
généraliser ce travail pour e�ectuer une SVD approchée de l'opérateur. Une approche en ce sens est présentée
dans l'annexe A

Remarque 41. Il a été décidé de préconditionner l'ensemble du système non-linéaire, ce qui a conduit à un
problème tangent non symétrique. Il pourrait être proposé de ne préconditionner que le problème tangent, ce
qui permettrait d'utiliser un simple solveur gradient conjugué préconditionné.

2.6.2 Mise en ÷uvre numérique

On choisit, pour montrer le comportement de la méthode, de l'illustrer sur un cas de non-linéarité parti-
culièrement simple à mettre en ÷uvre. Il s'agit d'un problème d'élasticité statique dans lequel la loi élastique
est elle-même non-linéaire. La loi de comportement choisie est celle de l'équation (2.66), qui est la même que
dans [8]. On introduit � , dont la valeur contrôle la sévérité de la non-linéarité. À l'instar de [8], il est pris

égal à200. On dé�nit de plus � �
E

3p1 � 2� q
, le module de compressibilité ainsi que� �

�E
p1 � � qp1 � 2� q

et

� �
E

2p1 � � q
, les coe�cients de Lamé. Contrairement aux cas précédents, et a�n de favoriser l'apparition de

non-linéarités, le calcul 2D est fait en utilisant l'hypothèse de déformations planes et non-plus de contraintes
planes. Le module d'Young estE � 70 MPa et le coe�cient de Poisson vaut � � 0;3.

� � � tr " I � 2�" � ��
�
tr "

� 3 I (2.66)

On utilise toujours le cas-test présenté dans la partie 2.3.1.2, mais pour favoriser les non-linéarités dues
à la partie hydrostatique de la déformation, les chargements appliqués sont modi�és. il s'agit maintenant de
deux tractions uniformes. Par ailleurs, a�n d'éprouver les méthodes, on n'utilise pas de méthode incrémentale,
c'est à dire que l'on ne charge pas la structure pas à pas.

La solution du calcul direct est présentée sur la �gure 2.22. Le champ de déplacement sur� m est tracé
pour un e�ort linéique de 5 N.mm� 1, et l'évolution du déplacement en fonction de la valeur de l'e�ort est
tracé au point milieu du bord � r , et comparé à la réponse d'un matériau linéaire (� � 0).

2.6.2.1 Résultats obtenus par la méthode du point �xe

La méthode du point �xe (ou méthode KMF) présente l'avantage d'être généralisable aux problèmes non-
linéaires sans di�culté supplémentaire. On présente sur la �gure 2.23 trois courbes de convergence en erreur
par rapport à la référence. Dans l'un des cas, que l'on appellera � faible non-linéarité �, l'e�ort appliqué est
de 5 N � mm � 1. Le second cas est celui de � forte non-linéarité �, pour lequel l'e�ort est de10 N � mm � 1, et
le dernier est un cas avec faible non linéarité, mais l'ajout de5 % de bruit sur les données.
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Figure 2.22 � Solution de référence

On constate que la méthode du point �xe est très robuste vis-à-vis de la non-linéarité puisque son taux
de convergence n'est pas vraiment a�ecté par l'augmentation du niveau d'e�ort. En revanche, l'introduction
du bruit a davantage d'impact sur la convergence et conduit l'erreur à saturer à une valeur plus élevée.

2.6.2.2 Résultats obtenus par la méthode OrthoDir

Sur la �gure 2.24, on présente la courbe de convergence de la méthode OrthoDir en fonction des itérations
du solveur de Newton pour les mêmes cas-tests que précédemment. La nature des itérations n'est pas la même
que pour la méthode du point �xe, mais on a montré plus haut que leur coût est du même ordre de grandeur.
On remarque ici que le solveur est très favorable dans le cas faiblement non-linéaire puisque dès la deuxième
itération, on atteint un niveau d'erreur qu'il est impossible d'obtenir avec un nombre raisonnable d'itérations
de la méthode de KMF, alors que le coût d'une itération est seulement légèrement supérieur.

En revanche, pour le cas dans lequel les non-linéarités sont plus fortes, bien que l'avantage en terme de
nombre d'itérations soit conservé, on observe une remontée de l'erreur à partir de l'itération 5. On peut
néanmoins espérer qu'un travail soigné sur critère automatique permettant de choisir le nombre de valeurs
de Ritz à conserver dans la résolution du problème tangent puisse venir à bout de ce type d'artefacts. Par
ailleurs, une solution reste disponible, qui n'a pas du tout été étudiée ici, qui consiste à subdiviser l'intervalle
temporel pour que chaque incrément voie moins de variations de la matrice tangente.

Dans le cas bruité, la méthode proposée a toujours de meilleures propriétés de convergence que la méthode
du point �xe, bien que le niveau de bruit atteint à la stagnation soit, comme attendu, plus élevé.

Notons que si cette expérience numérique a le mérite de démontrer la possibilité de résoudre des problèmes
non-linéaires par ce type d'approche, de nombreuses questions restent ouvertes, et notamment sur le critère
d'arrêt de la résolution du problème tangent mal conditionné dont on a vu qu'il était crucial pour le bon
fonctionnement de la méthode. Par ailleurs, cette approche consiste à résoudre un problème non-linéaire mal
conditionné en régularisant chaque problème tangent séparément. Il pourrait plutôt être préférable, en terme
de stabilité, de modi�er la méthode pour qu'elle puisse s'interpréter directement en terme de régularisation
du problème non-linéaire lui-même.
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Figure 2.23 � Convergence de la méthode KMF non linéaire
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Figure 2.24 � Convergence de la méthode Steklov-Poincaré non linéaire

2.7 Couplage avec la décomposition de domaine

Dans le cas où le domaine sur lequel on veut résoudre un problème de Cauchy a une géométrie particulière-
ment complexe, le nombre de degrés de liberté du problème direct discrétisé peut être tel qu'il est impossible
de le résoudre tel quel. En conséquence, on peut être amené à utiliser une méthode de décomposition de
domaine, par exemple la méthode FETI [71], pour venir à bout de chaque problème direct.

Dans cette partie, on va expérimenter une autre approche. Ayant constaté la similarité entre les algorithmes
de Steklov pour la résolution du problème de Cauchy et les algorithmes de décomposition de domaine comme
FETI ou BDD [114], on cherche à explorer, sur un problème jouet, la possibilité d'écrire un algorithme
résolvant un problème de Cauchy sur un domaine décomposé et permettant de reconstruire à la fois le champ
cherché sur les bords inconnus et aux interfaces entre sous-domaines.
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2.7.1 Présentation du problème-test

On étudie un tuyau cylindrique contenant un �uide. Sous l'e�et de la gravité, ce �uide occasionne sur
la paroi intérieure du tuyau une pression hydrostatique non homogène. On souhaite reconstruire ces e�orts
internes à partir de la mesure du déplacement sur la partie libre de la paroi extérieure de ce tuyau. On utilise
un modèle bidimensionnel en déformations planes. Les paramètres du matériau sontE � 200 000MPa et
� � 0;3. Le nombre de degrés de liberté sur le bord� m est de 126, auquel il faut ajouter entre 12 et 16 degrés
de liberté pour les bords� b pour chaque ajout d'un sous-domaine.

(a) Maillage et déformée de la solution de ré-
férence

(b) Décomposition du domaine (les points rouges
marquent les déplacements imposés nuls)

Figure 2.25 � Le problème-test

On cherche à résoudre ce problème inverse en décomposant, après discrétisation, le domaine étudié de
façon radiale. On peut voir sur la �gure 2.25 le type de décomposition utilisé. On remarquera cependant que
l'utilisation de la décomposition de domaine sur un cas ayant aussi peu de degrés de liberté n'a strictement
aucun intérêt en terme de performances. Il s'agit en e�et simplement d'un problème jouet.

2.7.2 Notations de décomposition de domaine

Pour les éléments spéci�ques à la décomposition de domaine, le lecteur pourra se référer à l'article [79],
dont les notations ont été reprises dans cette partie.

Pour chaque sous-domaine
 psq, en plus des bords� psq
m et � psq

r , on introduit les bords � psq
b , ajoutés par

la décomposition de domaine. De façon similaire, on note avec l'indiceb les degrés de liberté sur ces bords.
Par ailleurs, il existe des degrés de liberté appartenant à la fois à� psq

m et � psq
b , qui sont notés avec l'indicec.

Les inter-e�orts entre les sous-domaines (donc e�orts dus à la décomposition de domaine) sont notés� psq
b et

� psq
c , tandis que les e�orts extérieurs sont notésf psq

b , f̂ psq
r et f psq

c . Chaque sous-domaines se voit également

attribuer des vecteurs déplacementupsq
b , upsq

c , ûpsq
r et upsq

m , ainsi que des compléments de Schur commeSpsq
r;d .

Sur les interfaces entre sous-domaines, on impose des conditions de continuité des déplacements et d'équi-
libre des inter-e�orts, qui peuvent se noter à la façon du système (2.67) à l'aide des opérateurs d'assemblage
A psq et A psq

c , qui font des sommes sur les n÷uds en vis-à-vis etB psq et B psq
c , qui font des di�érences.
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T
B psq

c � 0
(2.67)

Pour aboutir à des notations plus légères, on construit les opérateurs par blocs sur le modèle suivant :

um �

�

�
�
�
�
�

�
�

upsq
m

�
�

�

�
�
�
�


Sr;d �

�

�
�
�
�
�
�

� 0
�

Spsq
r;d

�
0 �

�

�
�
�
�
�


A �
�
� � A psq � �

�
(2.68)

Les équations de continuité et d'équilibre (2.67) s'écrivent alors comme suit :

$
'''&

'''%

Bu b � 0

B cuc � 0

A � b � 0

A c� c � 0

avec

#
A T B � 0

A T
c B c � 0

(2.69)

On remarquera que les degrés de liberté indicésc voient à la fois un inter-e�ort et un e�ort extérieur
inconnu. C'est pour cette raison qu'il va falloir prendre particulièrement soin de la manière de dé�nir les
vecteurs � c et fc. On va en fait plutôt utiliser fc, qui est l'e�ort total vu par un point. Sur la �gure 2.26, un
point d'intersection entre � m et � b est représenté.


 pi q 
 pj q� pi q
c � � � pj q

c

�fc

f pi q
c f pj q

c

� pj q
b� pi q

b

� pj q
m� pi q

m

Figure 2.26 � Inconnues d'un point multiple

�fc est l'e�ort extérieur reçu par l'ensemble des sous-domaines sur les degrés de libertéc, et ne peut donc
pas être exprimé à l'aide d'une notation par blocs. On peut d'abord écrire que l'assemblage desfc est égal
à l'e�ort global vu par l'ensemble du domaine, ce qui s'écrit :A cfc � �fc. On construit alors l'opérateur ~A c,
qui est tel que ~A T

c A c � I . Cet opérateur répartit les e�orts extérieurs entre les sous-domaines. Notons que
le choix de ~A c n'est pas unique et pour avoir des opérateurs les mieux conditionnés possible, on peut choisir
un opérateur e�ectuant une moyenne entre les degrés de liberté correspondants sur les di�érentes interfaces.
Sachant queA c� c � 0, on a alors la relation suivante, qui exprime le fait que l'e�ort vu par un sous-domaine
est égal à une contribution extérieure et une contribution venant des autres sous-domaines :

fc � ~A T
c

�fc � � c (2.70)
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2.7.3 Présentation du solveur couplé

On réécrit la condensation du problème de Cauchy, de façon similaire à ce qui est fait dans la partie 2.1.1 :

�

�
�
�

Sr;d C rm C rb C rc

CT
rm Sm;d Cmb Cmc

CT
rb CT

mb Sb;d Cbc

CT
rc CT

mc CT
bc Sc;d

�

�
�


�

�
�
�

û r

um

ub

uc

�

�
�
 �

�

�
�
�

f̂ r

fm

� b

fc

�

�
�
 (2.71)

De ce système, on peut déduire un système dit de Dirichlet, utilisant uniquement la donnéêu r .

�

�
Sm;d Cmb Cmc

CT
mb Sb;d Cbc

CT
mc CT

bc Sc;d

�



�

�
um

ub

uc

�

 �

�

�
fm � CT

rm û r

� b � CT
rbû r

fc � CT
rc û r

�

 (2.72)

De même, en utilisant la relationû r � S� 1
r;d

�
f̂ r � C rm um � C rbub � C rc uc

	
, on peut construire le système

dit de Neuman, n'utilisant que la donnéef̂ r .

�

�
Sm;n Cmb;n Cmc;n

CT
mb;n Sb;n Cbc;n

CT
mc;n CT

bc;n Sc;n

�



�

�
um

ub

uc

�

 �

�

�
�

fm � CT
rm S� 1

r;d f̂ r

� b � CT
rbS� 1

r;d f̂ r

fc � CT
rc S� 1

r;d f̂ r

�

�
 (2.73)

Où les opérateurs n sont construits à partir des opérateurs d par condensation surB
 z� r .
À partir des deux systèmes (2.72) et (2.73), et des relations assurant la continuité des déplacements et la

réciprocité des e�orts, on doit choisir entre éliminer fm et éliminer um pour avoir une méthode de Steklov
primale ou duale pour la résolution du problème de Cauchy. Et de même, on doit choisir entre� b et fc d'une
part et ub et uc d'autre part pour aboutir à une méthode de Schur primale ou duale pour la résolution du
problème de décomposition de domaine.

Il est envisageable de panacher les variables primales et duales, mais pour simpli�er, deux méthodes
seulement seront présentées dans les parties suivantes : la méthode � tout primal � et la méthode � tout
dual �.

2.7.3.1 Méthode primale

On peut s'attendre à ce que la mesure en déplacementû r soit plus touchée par le bruit que la mesure en
e�ort f̂ r . En conséquence, on va chercher à utiliser de préférence les équations du système (2.73) à chaque fois
que c'est possible. Pour éliminerfm et fc, on soustrait entre elles les premières et dernières équations de (2.72)
et (2.73). On introduit alors wb et wc qui sont respectivement tels queub � A T wb et uc � A T

c wc. Grâce aux
relations (2.69), on a donc automatiquementBu b � 0 et B cuc � 0. On multiplie ensuite la deuxième ligne
par A pour éliminer � b, et la troisième ligne parA c pour aboutir à un système carré. On est alors conduit à
écrire le système suivant :

�

�
�

Sm;d � Sm;n pCmb � Cmb;n qA T pCmc � Cmc;n qA T
c

AC T
mb;n AS b;nA T AC bc;nA T

c

A c
�
CT

mc � CT
mc;n

�
A c

�
CT

bc � CT
bc;n

	
A T A c pSc;d � Sc;nqA T

c

�

�


�

�
um

wb

wc

�



�

�

�
�

CT
rm S� 1

r;d f̂ r � CT
rm û r

� AC T
rbS� 1

r;d f̂ r

A cCT
rc S� 1

r;d f̂ r � A cCT
rc û r

�

�


(2.74)

La résolution de ce problème linéaire est e�ectuée par un solveur de Krylov. Le produit de l'opérateur par
un vecteur peut être e�ectué en résolvant deux problèmes directs par sous-domaine. L'un des problèmes com-
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porte des conditions de Dirichlet homogènes sur le bord� r et l'autre des conditions de Neumann homogènes
sur ce même bord. Des conditions de Dirichlet sont appliquées sur les autres bords.

2.7.3.2 Méthode duale

On peut choisir de plutôt dualiser les systèmes (2.72) et (2.73) en condensant les équations sur l'un ou
l'autre des bords (ce qui revient à inverser le système par blocs) en introduisant les opérateurs~ . Ceci conduit
aux systèmes suivants :

�

�
~Sm;d ~Cmb ~Cmc
~CT

mb
~Sb;d ~Cbc

~CT
mc

~CT
bc

~Sc;d

�



�

�
fm

� b

fc

�

 �

�

�
~CT

rm û r � um
~CT

rbû r � ub
~CT

rc û r � uc

�

 (2.75)

�

�
�

~Sm;n ~Cmb;n ~Cmc;n
~CT

mb;n
~Sb;n ~Cbc;n

~CT
mc;n

~CT
bc;n

~Sc;n

�

�


�

�
fm

� b

fc

�

 �

�

�
�

~CT
rm S� 1

r;d f̂ r � um
~CT

rbS� 1
r;d f̂ r � ub

~CT
rc S� 1

r;d f̂ r � uc

�

�
 (2.76)

Remarque42. Les opérateurs du type~Sm;n et ~Cmb;n sont homogènes à des souplesses tandis que les opérateurs
du second-membre, comme~C rm sont sans unité.

De façon similaire à ce qui est fait dans le cas primal, on e�ectue les soustractions permettant de se
débarrasser de la quantitéum et on multiplie la deuxième ligne parB pour éliminer ub. On introduit gb qui
est tel que � b � B T gb, ce qui permet d'assurer l'égalitéA � b � 0. Le système devient alors :

�

�
�

~S� 1
m;n � ~S� 1

m;d pCmb;n � CmbqB T pCmc;n � Cmcq
BC T

mb;n B ~S� 1
b;nB T BC bc;n�
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	 �
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B T

�
~S� 1

c;n � ~S� 1
c;d

	

�

�


�

�
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gb

fc

�



�

�

�
�

CT
rm û r � CT

rm S� 1
r;d f̂ r

� BC T
rbS� 1

r;d f̂ r

CT
rc û r � CT

rc S� 1
r;d f̂ r

�

�


(2.77)

2.7.3.3 Approche choisie

On a choisi d'implémenter l'approche duale en raison des meilleures performances qu'elle a semblé pré-
senter dans la partie 2.3. On doit alors résoudre le système (2.77). Chaque évaluation de l'opérateur en jeu
demande de résoudre deux problèmes par sous-domaine (un seul si le sous-domaine en question ne rencontre
pas � r ). Il s'agit de problèmes pour lesquels des conditions de Neumann sont appliquées sur� m et � b (et
donc aussi sur� c) et une condition de Dirichlet ou de Neumann nulle est appliquée sur� r .

Ce système n'étant malheureusement pas symétrique. On choisit alors d'utiliser l'algorithme OrthoDir
pour e�ectuer la résolution.

N'ayant pas trouvé de préconditionneur adapté à la méthode de Steklov-Poincaré duale, il a été décidé
de mettre ici en ÷uvre la méthode non préconditionnée. Vu tout ce qu'implique une telle décision pour la
convergence du solveur de décomposition de domaine, ce point constitue clairement la voie d'amélioration
principale de la méthode.

On remarquera que la structure proposée comme cas-test présente des sous-domaines �ottants, c'est à dire
n'ayant pas de bord de Dirichlet dans le cas où la condition considérée sur le bord redondant est la condition
de Neumann. Ce phénomène est très courant et apparaît de façon quasi systématique en décomposition de
domaine. C'est pour cela qu'il faut utiliser un solveur projeté, comme c'est mentionné dans la partie 2.2.4.
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2.7.4 Résultats numériques

On compare sur la �gure 2.27 les courbes de convergence de la méthode proposée pour di�érents nombres
de sous-domaines, et avec ou sans ajout d'un bruit blanc de 1 % . On constate dans l'ensemble que cette mé-
thode permet d'obtenir un résultat cohérent. Cependant, malheureusement, plus le nombre de sous-domaines
est grand, plus l'erreur sature haut.
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Figure 2.27 � Convergence de la méthode

On peut également constater que l'algorithme étudié n'est pas extensible numériquement quand le nombre
de sous-domaines augmente. Ceci est dû principalement à l'absence de tout préconditionneur sur la méthode,
ce qui est un handicap certain pour la partie décomposition de domaine. Pour remédier à cette di�culté,
deux pistes sont envisageables :

 La plus simple est de s'intéresser à la version primale de la méthode, couplée cette fois avec un solveur
BDD. En e�et, même si en terme de résolution du problème de Cauchy, des performances moindres
ont été observées, un préconditionneur a été trouvé dans ce cas, qui se trouve d'ailleurs être compatible
avec le préconditionneur de la méthode BDD.

 On pourrait chercher à construire un préconditionneur primal n'agissant que sur les inconnues de
décomposition de domaine. On béné�cierait ainsi de l'avantage de la méthode préconditionnée sans
handicaper l'aspect résolution du problème inverse.

Conclusion

Cette partie, consacrée à la résolution du problème de Cauchy a été l'occasion tout d'abord d'apporter
un regard nouveau sur un certain nombre de méthodes de la littérature partageant entre elles des principes
communs. Cette nouvelle vision de l'une de ces méthodes, celle de Steklov-Poincaré, nous a permis d'apporter
dans une deuxième partie plusieurs contributions à sa mise en ÷uvre numérique. Un préconditionneur pour
la méthode primale a été proposé, un solveur par blocs a été mis en ÷uvre pour accélérer la résolution, et
la régularisation par valeurs de Ritz a permis de régulariser le problème à moindre coût. Par la suite, il
a été montré comment, à l'aide d'outils probabilistes, on peut, sans e�ectuer de calculs lourds, inférer les
incertitudes sur la solution.

Une question qu'il peut être intéressant de se poser est la possibilité d'appliquer les di�érents outils
présentés dans ces premières parties, comme la base adaptée pour la L-curve, l'analyse de Ritz ou le solveur
par blocs, à d'autres méthodes de résolution de problèmes inverses utilisant des solveurs de Krylov.
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Par la suite, trois cas de �gure ont permis de tester la méthode de Steklov-Poincaré dans le cadre de
problèmes plus complexes. La dynamique transitoire apporte des di�cultés originales liées à la causalité, et
on a montré que, tant que les phénomènes étudiés sont réversibles, l'approche globale en temps et l'utilisation
de problèmes rétrogrades sont autant d'ingrédients permettant d'améliorer la qualité de la solution. Par la
suite, pour pouvoir traiter les problèmes non-linéaires, on a proposé un algorithme inspiré de la décomposition
de domaine non linéaire. En�n, un algorithme, couplant problème inverse et décomposition de domaine, visant
à résoudre des problèmes de Cauchy sur des domaines ayant un nombre particulièrement élevé de degrés de
liberté a été proposé et étudié sur un problème jouet.

Sur les cas étudiés dans les trois dernières parties, on a mis en évidence les études complémentaires
qu'il serait nécessaire de conduire pour que les méthodes exposées puissent gagner en robustesse et devenir
applicables à des cas plus réalistes.

S'il peut arriver que des problèmes de Cauchy émergent directement de problématiques physiques, il arrive
aussi que la résolution d'un problème de Cauchy soit une première étape dans la résolution d'un problème
d'identi�cation à l'aide d'une méthode demandant de disposer de mesures sur un bord inaccessible. Ce peut
être par exemple le cas pour identi�er des �ssures par la méthode de l'écart à la réciprocité.



Chapitre 3

Identi�cation de �ssures par la méthode de
l'écart à la réciprocité

Dans ce chapitre, on trouvera di�érents travaux relatifs à l'utilisation de la méthode de l'écart à la
réciprocité pour résoudre le problème d'identi�cation de �ssures. Comme cela a été évoqué dans l'introduction
générale de la thèse, la méthode de l'écart à la réciprocité présente l'avantage de ne nécessiter aucune résolution
de problème direct, ce qui autorise à espérer des temps de calcul faibles. Cependant, cette méthode a quelques
limites auxquelles on s'attaque dans ce chapitre.

Dans une première partie, on a cherché à implémenter la procédure décrite dans [15], à proposer une
famille de fonctions-tests plus adaptée à l'étude de domaines épais et à stabiliser l'identi�cation vis à vis du
bruit à l'aide d'une méthode de régularisation adaptée. Dans une deuxième partie, une piste pour réaliser
une identi�cation à partir de données incomplètes, qui consiste à les compléter préalablement à l'aide d'un
algorithme de Steklov-Poincaré est explorée. La troisième partie est l'occasion de montrer le lien fort qui existe
entre la fonctionnelle d'écart à la réciprocité et l'erreur en relation de comportement. Dans une quatrième
partie, en se basant sur une version modi�ée de la famille de fonctions-tests introduite précédemment, on
propose deux algorithmes permettant d'exploiter directement des données partielles pour identi�er des �ssures
planes. Le premier algorithme présente l'avantage d'être potentiellement beaucoup moins coûteux en terme de
temps de calcul, mais est moins général que le second. Celui-ci est évalué entre autres sur un cas expérimental,
ce qui permet de montrer le potentiel de l'approche développée. En�n, dans une dernière partie, on propose
deux algorithmes permettant d'identi�er des �ssures de formes quelconques. Ceux-ci sont basés sur la même
idée de départ, mise en ÷uvre de deux façons di�érentes. Même si on verra que ces derniers algorithmes
peuvent être eux aussi adaptés à des cas de mesures incomplètes, ceci ne sera pas étudié dans cette thèse.

3.1 Méthode de l'écart à la réciprocité par projection de Galerkine

On se place dans le cadre de la procédure présentée dans la partie 1.5.5.3 et on va proposer d'e�ectuer
la projection de Galerkine de la dernière étape sur une base polynomiale plutôt que trigonométrique. Cette
nouvelle variante de la méthode de l'écart à la réciprocité sera ensuite dotée de di�érentes méthodes de
régularisation qui seront confrontées les unes aux autres de façon numérique sur des cas tridimensionnels.
Cette partie est adaptée à partir de l'article [73].

On rappelle la dé�nition de la fonctionnelle d'écart à la réciprocité pour le cas de chargementr P1::rmax ,
entre des mesures de Dirichlet̂ur et de Neumannpf

r
:

RGr : H 1p
 q Ñ R

v ÞÑRGr pvq �
»

B

ppf

r
� v � ûr � � pvq �nqdS

(3.1)

On rappelle également la dé�nition de l'espace harmonique :
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V � t v PH 1p
 q; divp� pvqq � 0 faiblement dans
 u (3.2)

Dans le cas où une �ssure est présente dans la pièce, l'écart à la réciprocité se réécrit en fonction du saut
de déplacement sur la �ssureJur K:

@v PV; RGr pvq �
»

�
� pvq: pn� b Jur KqdS (3.3)

où � est la surface de la �ssure. Si cette surface est supposée plane, on peut dé�nir! , l'intersection du plan
de �ssure � avec le domaine
 . À l'aide d'un prolongement par zéro dans! , on peut remplacer dans la
formule précédente� par ! . Dans le repère aligné avec le plan de �ssure, en ayant discrétiséJur Kcomme la
somme desui ~' i pX 1; X 2q, et en notant ' j pX 1; X 2q � � p�

j
q �n� , on peut projeter la formule comme suit (par

simplicité, l'indice r n'est pas repris) :

@j � 1::N;
Ņ

i � 1

ui

»

!
~' i pX 1; X 2q' j pX 1; X 2qdS � RGr p�

j
q (3.4)

Ce qui donne à résoudre le système suivant :

B N uN � bN avec
uN : vecteur despui q; bN : vecteur despRGr p�

j
qq

B N : matrice des
»

!
~' i pX 1; X 2q' j pX 1; X 2qdS

1 ¤ i; j ¤ N (3.5)

3.1.1 Proposition d'une nouvelle reconstruction polynomiale

On cherche une nouvelle approche pour identi�er le saut de déplacement. Supposons que le plan de �ssure
ait été complètement déterminé en utilisant l'approche classique exposée dans la partie 1.5.5.3.

Comme cela a été souligné dans la partie 1.5.5.3.3.2, il serait intéressant d'utiliser une nouvelle base
d'approximation qui limiterait l'ampli�cation du bruit. Dans cette partie, on propose d'utiliser des polynômes
au lieu des séries de Fourier utilisées pour la détermination du saut de déplacement dans le plan de �ssure.
De telles fonctions ont l'avantage d'une part d'être intégrables exactement (avec un nombre de points de
Gauss su�sant), et surtout de connaître une croissance plus lente que les fonctions exponentielles lorsqu'on
s'éloigne du plan de �ssure.

Comme dans la partie 1.5.5.3, on suppose que la reconstruction deJur K�n� est su�sante pour retrouver �
(voir la partie 3.1.1.4). Toutefois, l'étude de la partie tangentielle du saut de déplacement (qui est nécessaire
si la �ssure est non-ouvrante) ne devrait pas poser de di�cultés supplémentaires avec l'approche polynomiale
que l'on propose (à part le fait que le saut tangentiel a souvent une amplitude bien plus petite que le saut
normal, et que son identi�cation est donc plus instable vis-à-vis d'un même niveau de bruit).

Comme précédemment, la première chose à faire est de normaliser les coordonnées dans le plan de �ssure :
on construit le parallélépipède circonscrit à
 , dont les bords sont alignés avecpv1; v2; n� q. Soient pL 1; L 2; L 3q
les demi-longueurs des bords. On écritp~x1; ~x2; ~x3q les coordonnées normalisées telles que tout point de

appartienne au cube unité.

On utilise des notations multi-indice pour les polynômes :

� � p � 1; � 2; � 3q PN3; ~x � � ~x � 1
1 ~x � 2

2 ~x � 3
3 ; |� | �

¸

i

� i
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3.1.1.1 Construction de polynômes � harmoniques �

Soit Pn , l'espace des polynômes de degré inférieur ou égal àn à valeurs dansRd. Le polynôme A P Pn

prend la forme Ap~xq �
°

� ¤ n a� ~x � où les a� sont les coe�cients qui caractérisent A. Pn est un espace de

dimension d
�

n � d
n



. Dans les expériences numériques qui suivent,n sera typiquement égal à 20, ce qui

conduit à un espace de dimension 5313. Pour manipuler le polynôme, on écrit les coe�cientsa� sous la forme
d'un vecteur colonnea� .

Pour travailler dans l'espaceV X Pn , il faut satisfaire la condition divp� pAqq � 0 qui conduit à pd � nq
équations linéaires homogènes portant sur les coe�cientspa� q. On utilise un logiciel de calcul symbolique
pour calculer la matrice � n associée à l'opérateurdivp� pqqdans Pn , les conditions de divergence nulle se
traduisent en une relation matricielle sur les coe�cients :

� na� � 0 (3.6)

En conséquence, on caractérise les polynômes deV X Pn comme les polynômes dont les coe�cients en-
gendrent le noyau de� n . Tous ces polynômes peuvent être utilisés comme des fonctions-tests dans l'équation
de l'écart à la réciprocité (3.4). Cependant, on préfère se restreindre aux polynômes qui sont utiles à l'ap-
proximation du saut de déplacement.

Parmi tous les polynômes, on est intéressés par ceux qui sont non-nuls sur� . Pour toute paire d'entiers
non nuls p� 1; � 2q avec � 1 � � 2 ¤ n, on propose de construire une fonctionp�

� 1 ;� 2
q, telle que :

�
� 1 ;� 2

PV X Pn ; � p�
� 1 ;� 2

q � ~x � 1
1 ~x � 2

2 n� b n� on � (3.7)

Soit a� 1 ;� 2 le vecteur des coe�cients de �
� 1 ;� 2

, et soit � � 1 ;� 2
l'opérateur permettant de calculer les

coe�cients associés au monôme~x � 1
1 ~x � 2

2 de la contrainte � p�
� 1 ;� 2

qdans le plan� , c'est à dire tel que l'équation
� � 1 ;� 2

a� 1 ;� 2 � 1 assure le respect de l'équation (3.7). Les coe�cientsa� 1 ;� 2 doivent être solution des équations
suivantes :

�
� n

� � 1 ;� 2



a� 1 ;� 2 �

�
0
1



(3.8)

Remarquons que ces conditions ne sont pas su�santes pour caractériser complètement�
� 1 ;� 2

puisque
cette fonction est dé�nie à des polynômes de contrainte nulle sur� près (dont les coe�cients engendrent le
noyau de la matrice de (3.8)) :

N �
 
 PV X Pn ; � p q �n� � 0 on �

(
� H (3.9)

Di�érentes stratégies peuvent être imaginées pour choisir les composantes dansN , une possibilité, basée
sur la minimisation d'une norme de�

� 1 ;� 2
est présentée dans la sous-partie suivante.

Le saut de déplacement est approximé sous la formeJur K� n� p~x1; ~x2q �
°

u� 1 ;� 2 ~x � 1
1 ~x � 2

2 , les pu� 1 ;� 2 q sont
solutions d'un système de la forme (3.5) :

@p� 1; � 2q ¡ 0; p� 1 � � 2q ¤ n;
¸

� 1 � � 2¤ n

u� 1 ;� 2

»

!
~x � 1

1 ~x � 2
2 ~x � 1

1 ~x � 2
2 dS � RGr p�

� 1 ;� 2
q (3.10)

Remarque43. Dans nos développements, on est partis de la base canonique dePn (c'est à dire des monômes)
pour construire des polynômes admissibles (dansV). D'autres points de départ pourraient être choisis comme
des polynômes orthogonaux ; cependant, il paraît compliqué de préserver des propriétés sympathiques comme
l'orthogonalité tout en rendant les polynômes admissibles.
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3.1.1.2 Reconstruction simpli�ée dans le cas 3D

Comme dit précédemment,Pn est un très grand espace. Il se trouve qu'un bon sous-espace peut être
intuité. Au lieu de travailler avec des polynômes généraux dans la base canonique, on propose de partir des
polynômes de la forme :

�
k;l

�

�

�
�

° tpk� 1q{2u
i � 0

° t l {2u
j � 0 a1

i;j ~xk� 1� 2i
1 ~x l � 2j

2 ~x2i � 2j
3° tk{2u

i � 0
° tpl � 1q{2u

j � 0 a2
i;j ~xk� 2i

1 ~x l � 1� 2j
2 ~x2i � 2j

3° tk{2u
i � 0

° t l {2u
j � 0 a3

i;j ~xk� 2i
1 ~x l � 2j

2 ~x2i � 2j � 1
3

�

�
 (3.11)

où t u représente la fonction partie entière.

Pour une pairepk; lq donnée, on choisit de ne construire qu'une seule fonction�
k;l

. Ceci signi�e qu'il faut
caractériser les coe�cients pam

i;j q dans (3.11).
Soit ak;l , le vecteur des coe�cients pam

i;j qcaractérisant la fonction �
k;l

, les coe�cients doivent satisfaire la
contrainte (3.8), dans une forme adaptée à la base considérée (3.11) :

�
� k;l

� k;l



ak;l �

�
0
1



(3.12)

Puisque cette contrainte n'est pas su�sante pour caractériser totalement�
k;l

, c'est à dire que le système
(3.12) est sous-déterminé, on ajoute une condition d'optimalité simple :

Minimiser aT
k;l Ma k;l sous la contrainte (3.12) (3.13)

Plusieurs formes ont été essayées pour la matriceM . Finalement, c'est la matrice identité que nous avons
choisie. Ceci revient à dire que les polynômes choisis ont des coe�cients d'amplitude similaire. Aucune des
autres matrices que nous avons essayées (pénalisation de l'énergie mécanique du champ, ou des termes d'ordre
les plus élevés en~x3) n'a donné de meilleurs résultats.

En pratique, puisque la matrice des contraintes n'est pas très grosse, il est apparu être plus stable de
chercherak;l sous la formeak;l � a0

k;l � Ck;l ~ak;l où a0
k;l satisfait la contrainte et Ck;l est une base du noyau

à droite de la matrice de contrainte (3.12) ; ~ak;l est alors obtenu par une minimisation sans contrainte.
Remarquons queCk;l peut être calculé à un coût faible en recombinant le noyau de� n qui, lui, peut être
calculé une fois pour toutes.

Une fois que les fonctionsp�
k;l

q ont été déterminées, un petit système de la même forme que (3.5) peut
être obtenu et résolu.

3.1.1.3 Construction simpli�ée pour le cas 2D contraintes planes

On propose les champs-tests suivants (x1 est la direction tangente et x3 la normale, pour limiter la
complexité des équations, on se place dans le cas oùL 1 � L 3) :

�
k

�

� ° tk� 1{2u
i � 0 a1

i ~xk� 1� 2i
1 ~x2i

3° tk{2u
i � 0 a3

i ~xk� 2i
1 ~x2i � 1

3

�

(3.14)

Les conditions que doit satisfaire le polynôme conduisent à :
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 � p�
k
q � ~xk

1 ~x l
3 en ~x3 � 0 ñ a1

0 � �
1 � � 2

�E pk � 1q

 divp� p�
k
qq �e1 � 0 ñ @0 ¤ i ¤

Z
k � 1

2

^
;

a1
i pk � 1 � 2iqpk � 2iq � a3

i p2i � 1qpk � 2iq
1 � � 2 �

a1
i � 1p2i � 2qp2i � 1q � a3

i pk � 2iqp2i � 1q
2p1 � � q

� 0

 divp� p�
k
qq �e3 � 0 ñ @1 ¤ i ¤

Z
k
2

^
;

a3
i p2iqpk � 1 � 2iq � a1

i p2iqpk � 2i � 1q
1 � � 2 �

a3
i � 1pk � 2i � 2qpk � 2i � 1q � a1

i pk � 1 � 2iqp2iq
2p1 � � q

� 0

(3.15)

Il n'y a qu'une seule équation de moins que d'inconnues. Pour cette raison, et étant donnés les résultats
très satisfaisants obtenus dans la section 3.1.3 pour les cas 2D, il a été simplement décidé d'ajouter une
condition a3

0 � 0 pour rendre le système carré.
Une fois que les fonctionsp�

k
q ont été déterminées, un petit système de la même forme que (3.5) peut

être obtenu et résolu.

3.1.1.4 Reconstruction de la forme de la �ssure à partir du saut

Le travail présenté dans cette partie consiste avant tout à reconstruire le saut de déplacement dans le plan
de �ssure en sachant que son support est la forme de la �ssure elle-même. Cependant, en présence de bruit, la
reconstruction que l'on obtient a de fortes chances de ne pas laisser apparaître directement cette forme. Dans
le cas où l'on veut disposer d'une donnée quantitative, la stratégie la plus directe à adopter est de seuiller ce
champ identi�é, ce qui fait apparaître une surface que l'on peut considérer comme étant la �ssure identi�ée.
Ceci est proposé notamment dans [10].

Dans le cadre de cette thèse, on se contente de chercher à identi�er le saut de la façon la plus �dèle
possible en considérant que celui-ci sert d'indicateur qualitatif de la forme de la �ssure.

3.1.2 Stratégies de régularisation pour l'identi�cation de la �ssure

La partie précédente présente comment construire les sous-espaces polynomiaux de l'espace de recherche
V (en partant soit de la basePn complète soit de la base d'un sous-espace simpli�é). Dans tous les cas, ceci
conduit à résoudre le système linéaire (3.5), qui n'est pas diagonal, au contraire de l'approche classique de
Fourier dont le système linéaire (1.130) est introduit dans le chapitre bibliographique. Même si on s'attend à
ce que le conditionnement augmente avec la dimension de l'espace de recherche, on s'attend également à ce
que la qualité du second-membre soit largement améliorée par l'utilisation de polynômes.

Utilisons à nouveau les notations génériques avec un seul indice. On suppose que l'on a construitN
fonctions en déplacementp�

j
q de V. On suppose que les fonctions sont triées par degré croissant. Chaque

fonction �
j

génère un e�ort purement normal sur ! et d'intensité ' j . Le saut de déplacement est reconstruit

comme
Ņ

i � 1

ui ~' i ( ~' i � ' i pour la méthode polynomiale et ~' i � �' i pour la méthode de Fourier) et lespui q

sont déterminés par l'équation de l'écart à la réciprocité (3.5).
On dé�nit ensuite le saut de déplacement approché :

� N �
Ņ

i � 1

ui ~' i � Jur K� n� (3.16)

Il apparaît que les termes associés aux degrés les plus élevés sont les plus touchés par le bruit et contiennent
une information de mauvaise qualité. Des méthodes de régularisation doivent donc être mises en ÷uvre, c'est
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pourquoi on détaille di�érentes stratégies en ce sens. Remarquons que les stratégies de régularisation que
l'on propose ont pour but d'améliorer l'estimation du saut de déplacement, et en particulier de réduire les
oscillations du champ. Dans le cas où on cherche uniquement la forme de la �ssure, obtenue au moyen d'un
seuillage, la pertinence de ces stratégies doit encore être prouvée.

3.1.2.1 Troncature de la base

Une première technique de régularisation consiste à tronquer la base d'approximation pour n'utiliser que
les K premières fonctionsp�

j
q et p~' i q (avec K   N ), ce qui conduit à un système réduitB K uK � bK (avec

des notations évidentes) et à une autre approximation du saut de déplacement� K �
Ķ

i � 1

ui ~' i .

La question du choix deK mérite qu'on s'y attarde. Ce paramètre doit être aussi grand que possible
pour permettre la plus grande précision possible dans la reconstruction du champ, mais il doit aussi être
su�samment petit pour empêcher l'ampli�cation dramatique des inévitables bruits de mesure et erreurs
d'arrondi numériques. De nombreuses stratégies sont disponibles pour faire ce choix, et certaines d'entre elles
sont présentées dans la partie 1.3.2.3.

Remarque44. La détermination des paramètres de régularisation optimaux demande très souvent de lancer
l'algorithme de nombreuses fois. Mais dans la procédure décrite plus haut, la seule étape coûteuse en temps
de calcul est l'évaluation des intégrales de bords impliquées dans l'écart à la réciprocité, et celui-ci peut
être e�ectué une fois pour toutes avant de choisir les paramètres de régularisation. En conséquence, la seule
opération qui doit être répétée pour chaque valeur de ces paramètres est la résolution du système (3.5), qui
est instantanée puisqueB N est une matrice de petite taille.

3.1.2.2 Optimisation a posteriori du gradient

La troncature est nécessaire car les plus hauts termespui qK � 1¤ i ¤ N ne peuvent pas être estimés de façon
�able à l'aide de l'équation de l'écart à la réciprocité. Cependant, d'autres critères peuvent être appliqués
pour enrichir l'approximation � K :

� �
K � � K �

Ņ

i � K � 1

ûi '̂ i (3.17)

où les fonctionsp'̂ i qK � 1¤ i ¤ N sont des versions modi�ées dep~' i qK � 1¤ i ¤ N qui ont été rendues orthogonales
aux p' i q1¤ i ¤ K :

@k � K � 1::N;

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

'̂ k � ~' k �
Ķ

i � 1

dk;i ~' i

avec@j � 1::K;
»

!
' j ~' k dS �

Ķ

i � 1

dk;i

»

!
' j ~' i dS

(3.18)

de sorte à ce que l'écart à la réciprocité ne puisse pas être perturbé par l'enrichissement de l'approximation.
Les coe�cients d'enrichissement p̂ui qK � 1¤ i ¤ N peuvent alors être librement choisis pour optimiser la so-

lution. Le saut de déplacement est censé être nul en dehors de� , mais la procédure d'identi�cation est
susceptible de conduire à des oscillations dans! z� . En conséquence, il est pertinent d'ajouter un critère
visant à limiter ces oscillations, qui peuvent être mesurées par le gradient du saut. Les mesuresL 2 et L 1 de
ce gradient ont été utilisées :

p̂ui qK � 1¤ i ¤ N � arg min
p̂vi q

�
�
�
�
�
r � K �

Ņ

i � K � 1

v̂i r '̂ i

�
�
�
�
�

L 2p! q

(3.19)
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p̂ui qK � 1¤ i ¤ N � arg min
p̂vi q

�
�
�
�
�
r � K �

Ņ

i � K � 1

v̂i r '̂ i

�
�
�
�
�

L 1p! q

(3.20)

La norme L 2 présente l'avantage de conduire à la résolution d'un système linéaire classique. Le critère en
norme L 1 peut être traité à l'aide d'une méthode standard de programmation linéaire disponible dans des
bibliothèques logicielles. Davantage de détails sur l'implémentation de cette minimisation sont disponibles
dans l'annexe C.

3.1.2.3 Régularisation de Tikhonov

Cette méthode ne repose pas sur une troncaturea priori . Elle consiste à réécrire le problème (3.5) comme
un problème de minimisation sur lequel un terme de régularisation visant à limiter les oscillations est ajouté.
À nouveau, les mesuresL 2 et L 1 sont considérées :

uN;2 � arg min
v

1
2

v T B N v � v T bN � � }D N v}2
L 2p! q (3.21)

uN;1 � arg min
v

1
2

v T B N v � v T bN � � }D N v}L 1p! q (3.22)

où D N est l'opérateur gradient : D N uN �
Ņ

i � 1

ui r ~' i et � est le paramètre de régularisation pondérant la

satisfaction de la nullité de l'écart à la réciprocité et du gradient.
À nouveau, le cas quadratique conduit à un simple système linéaire permettant de calculeruN;2. La norme

L 1 est plus compliquée à traiter, et ce en particulier car elle n'est pas di�érentiable. Une première possibilité,
décrite dans [56] dans le contexte de la restauration d'images, est d'utiliser la norme régulariséeL 1;� que l'on
décrit ci-dessous pour une fonction scalairef :

}f }L 1;� p! q �
»

!

a
f 2 � � dS (3.23)

où � ¡ 0 doit rester su�samment petit. En utilisant cette norme modi�ée, un algorithme de Newton-Raphson
peut être appliqué pour approximer le minimum, si nécessaire en s'aidant d'une recherche linéaire (line search).

Une deuxième méthode de minimisation pour le casL 1, issue elle aussi de la communauté du traitement
d'image, est basée sur la dualisation du problème et est présentée dans l'annexe D. Remarquons que la
convergence n'est assurée pour aucun des deux algorithmes proposés. Un critère, qui a fait ses preuves
numériquement, consiste à utiliser la distance entre les solutions données par ces deux algorithmes.

3.1.3 Expériences numériques

L'objectif de cette section est d'évaluer numériquement la méthode de l'écart à la réciprocité pour l'identi-
�caion de �ssures non débouchantes sur des géométries 2D et 3D. En particulier, la nouvelle base polynomiale
est comparée à la reconstruction classique de Fourier, et les di�érentes méthodes de régularisation sont testées.

Dans les expériences numériques qui suivent, les données sont obtenues à partir d'un calcul par éléments
�nis direct avec des conditions de Neumann imposées, et en utilisant des éléments triangulaires ou tétraédraux
de Lagrange d'ordre 2. Le champ de déplacement sur le bord est ensuite extrait et si mentionné un bruit
Gaussien est ajouté pour simuler le processus de mesure. Dans tout ce chapitre, et contrairement au chapitre
précédent, la forme du bruit est la suivante :ûn

r � û r � N l � uRMS � g, où N l est le niveau de bruit, tout
comme dans la partie 2.3.1.2.uRMS , quant à lui, est la racine de la moyenne des écarts quadratiques à zéro
de û r , et g un vecteur de variables aléatoires Gaussiennes de moyenne0 et de covariance1.

A�n d'évaluer correctement la fonctionnelle d'écart à la réciprocité, une grande précision est nécessaire
pour le calcul des intégrales de bord impliquant des polynômes de degré élevé. On utilise un maillage ra�né
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sur le bord (voir Figure 3.7) et une méthode d'intégration de Gauss d'ordre élevée pour que tous les polynômes
jusqu'au degré 20 soient intégrés de façon exacte.

Remarquons que pour des raisons de simplicité, le même maillage a été utilisé pour le calcul par éléments
�nis direct et pour le calcul des intégrales de bord. Si des maillages di�érents avaient été utilisés, la seule
source d'erreur supplémentaire aurait été l'interpolation du champ de déplacement entre le maillage éléments
�nis (direct) et le maillage de bord utilisé pour l'intégration, qui peut être considérée comme négligeable en
raison de la �nesse du maillage.

La résolution implique plusieurs paramètres selon le type de régularisation (degré maximal des polynômes,
niveau de troncature, paramètre de régularisation). Dans cette étude, ces paramètres sont réglés pour maxi-
miser le rapport entre le maximum absolu du saut de déplacement reconstruit et les maxima locaux qui en
sont proches. Par ce moyen, le saut de déplacement fait apparaître un pic clair qui devrait correspondre à la
plus grande �ssure connexe.

3.1.3.1 Identi�cation d'une �ssure linéaire dans un domaine 2D rectangulaire

Dans cette partie, la méthode est testée numériquement pour un problème d'identi�cation de �ssures
sur une géométrie 2D en contraintes planes. Soit un domaine rectangulaire de dimensions10 mm � h avec
h P r1; 15s mm. Deux cas de chargement sont appliqués : ils consistent en des tractions purespf

r
q (de

Neumann) alignées avec les axes. La normale à la �ssure étant assez proche deey (voir par ex. la �gure 3.1),
le deuxième chargement est plus ouvrant. Les valeurs de Dirichletpur q sont ensuite extraites surB
 . Le
matériau isotrope a les propriétés suivantes : le module d'YoungE � 210000MPa et le coe�cient de Poisson
� � 0;3. Le maillage éléments �nis est ra�né sur les bords dans le but d'avoir une interpolation plus précise
de ur . Alors que la taille d'un élément au centre est de l'ordre de0;5 mm, celle-ci vaut 0;1 mm sur le bord.
Ceci conduit à avoir 500 éléments sur de bord et10537n÷uds en tout pour le problème direct. Le même
maillage de bord est utilisé pour calculer les intégrales, et pour compenser, certains cas ont été étudiés avec
l'addition d'un bruit synthétique sur les mesures de bord.

Comme on va le montrer, la procédure d'identi�cation brute dans le domaine 2D donne des résultats
plutôt satisfaisants. C'est pourquoi le béné�ce des stratégies de régularisation est discuté dans le cas 3D
uniquement.

3.1.3.1.1 Identi�cation de la normale et de la ligne Les �gures 3.1 et 3.2 présentent l'identi�cation
du vecteur normal n� et de la ligne � dans le cas sans bruit pour un domaine �n et un domaine épais. Pour
l'identi�cation de la ligne, les résultats obtenus avec les deux cas de chargement sont a�chés tous les deux.
On constate que celle-ci donne des résultats de bonne qualité.

(a) Rose : �ssure (inconnue), bleu : vraie normale,
rouge : normale identi�ée

(b) Rose : �ssure (inconnue), rouge : ligne identi-
�ée avec le chargement vertical, vert : ligne identi�ée
avec le chargement horizontal

Figure 3.1 � Domaine 2D �n ( h � 2 mm) en absence de bruit, identi�cation de la ligne
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(a) Rose : �ssure (inconnue), bleu : vraie normale,
rouge : normale identi�ée

(b) Rose : �ssure (inconnue), rouge : ligne identi-
�ée avec le chargement vertical, vert : ligne identi�ée
avec le chargement horizontal

Figure 3.2 � Domaine 2D épais (h � 10 mm) en absence de bruit, identi�cation de la ligne

Les �gures 3.3 et 3.4 présentent les mêmes expériences en présence de 1% de bruit. Dans ces cas, la
normale est toujours bien identi�ée tandis que la détermination de la ligne est légèrement plus sensible, en
particulier pour le cas �n avec un chargement vertical. Ceci peut être expliqué à l'aide de la formule (1.126),
puisque dans ce cas, le dénominateur devient petit et ampli�e les erreurs.

(a) Rose : �ssure (inconnue), bleu : vraie normale,
rouge : normale identi�ée

(b) Rose : �ssure (inconnue), rouge : ligne identi-
�ée avec le chargement vertical, vert : ligne identi�ée
avec le chargement horizontal

Figure 3.3 � Domaine 2D �n ( h � 2 mm) avec 1% de bruit, identi�cation de la ligne

3.1.3.1.2 Identi�cation de la �ssure La �gure 3.5 montre le saut de déplacement normalJur K� n�
sur la ligne de �ssure (! � � X 
 ) en utilisant respectivement la reconstruction de Fourier et polynomiale.
Comme attendu, pour des données sans bruit, la reconstruction utilisant des fonctions polynomiales est plus
précise que le reconstruction de Fourier. Seule la méthode polynomiale est capable de donner des résultats
pour des domaines très épais (h ¥ 10 mm).

Sur la �gure 3.6, on remarque cependant que les solutions obtenues en utilisant des fonctions polynomiales
sont moins stables vis à vis de la quantité de bruit injectée dans la donnéeur mais cet avantage des fonctions
de Fourier disparaît quand l'épaisseur du domaine augmente.

Un résumé présentant le degré optimal des polynômes ou de l'ordre de Fourier et de l'erreurL 2 obtenue
pour di�érentes épaisseurs et niveaux de bruit est proposé dans le tableau 3.1. L'erreur utilisée est l'erreur
relative sur le saut de déplacement normal mesuré avec la normeL 2p! q et écrite e2puq.
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(a) Rose : �ssure (inconnue), bleu : vraie normale,
rouge : normale identi�ée

(b) Rose : �ssure (inconnue), rouge : ligne identi-
�ée avec le chargement vertical, vert : ligne identi�ée
avec le chargement horizontal

Figure 3.4 � Domaine 2D �n ( h � 10 mm) avec 1% de bruit, identi�cation de la ligne

épaisseur niveau de bruit degré optimal erreurL 2 ordre optimal erreur L 2

(mm) (polynomial) e2puq (Fourier) e2puq

2 0 15 0.0072429 4 0.022424
2 0.01 10 0.023584 4 0.014851
2 0.1 3 0.60718 2 0.3828
3 0 14 0.016906 2 0.13844
4 0 10 0.017701 1 0.36841
5 0 10 0.026753 1 0.78623
10 0 8 0.049781 - -
10 0.01 5 0.19486 - -
15 0 5 0.15391 - -

Table 3.1 � Erreurs et degrés optimaux des polynômes ou ordre de Fourier pour di�érents cas-tests

Remarque45 (Évaluation de l'erreur). Comme on le voit en comparant les résultats du tableau 3.1 avec les
�gures de cette partie, l'erreur L 2 n'est pas nécessairement l'indicateur le plus pertinent de la qualité de la
reconstruction. En e�et, cette erreur a tendance à être souvent très grande, même pour des cas dans lesquels
le champ reconstruit est visuellement cohérent avec la référence.

Par la suite, on évalue l'e�et de la richesse de l'information à disposition sur la qualité de la reconstruction.
Dans nos expériences synthétiques, l'information disponible est une fonction de la densité du maillage utilisé
sur le bord pour générer la solution directe. La procédure d'identi�cation est donc mise en ÷uvre sur di�érents
maillages, présentés sur la �gure 3.7. Puisque le maillage contrôle aussi la précision de l'intégration, chaque
taille de maille conduit à l'utilisation d'un degré de polynôme optimal di�érent. Ces informations peuvent
être trouvées dans le tableau 3.2.

La conclusion principale à laquelle on aboutit est que quand davantage d'information est disponible, le
degré des polynômes de reconstruction peut être augmenté et la précision de l'identi�cation s'améliore.
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0 2 4 6 8 10

0

0:5

1

1:5
�10� 2

x(mm)

sa
ut

(m
m

)

Référence
Polynomial

Fourier

(d) h � 5 mm

2 4 6 8 10 12

� 0:2

0

0:2

0:4

0:6

0:8

1
�10� 2

x(mm)

sa
ut

(m
m

)

Référence
Polynomial

(e) h � 10 mm

4 6 8 10 12 14
� 2

0

2

4

6

8
�10� 3

x(mm)

sa
ut

(m
m

)

Référence
Polynomial

(f) h � 15 mm

Figure 3.5 � Jur K� n� sur la ligne � pour di�érentes épaisseurs en l'absence de bruit
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Figure 3.6 � Jur K� n� sur la ligne � pour le domaine �n (h � 2) avec du bruit

(a) lb � 0:5 mm (b) lb � 0:4 mm

(c) lb � 0:2 mm (d) lb � 0:1 mm

Figure 3.7 � Di�érents maillages utilisés pour l'étude de ra�nement

longueur des éléments de bord degré polynomial optimal erreurL 2

lb(mm) e2puq

0.5 10 0.020010
0.4 10 0.016615
0.3 10 0.014982
0.2 15 0.011293
0.1 15 0.0072429

Table 3.2 � E�et de la taille caractéristique du maillage de bord pour un domaine mince (h � 2)

3.1.3.2 Fissures 3D

Cette expérience numérique concerne la détection de �ssures contenues dans une surface inconnue à
l'intérieur d'une pièce tridimensionnelle élastique.

La géométrie de la pièce �ssurée est donnée sur la �gure 3.8. Elle consiste en un parallélépipède de
dimensions7 � 10� h, constitué d'un matériau homogène isotrope et élastiquepE � 210; 000 MPa; � � :3q.
Ce domaine contient deux �ssures elliptiques coplanaires :S1 de semi-axesa1 � 2 et b1 � 1 et S2 de semi-axes
a2 � 1:5 et b2 � 2:5. Le plan de �ssure, dessiné en rouge sur la �gure, est normal au plan d'abscissey � 0,
et fait un angle de �

15 avec l'axey. La �ssure S1 a son centre enp4; 2; h
2 q et S2 est centrée enp4; 7; h

2 q.
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Chacun des deux essais consiste en une mise en traction uniforme, parallèle à un axe et appliquée sur
deux faces. Le premier est une traction selonez et le second est une traction selonex .

Figure 3.8 � Géométrie du domaine �ssuré étudié

3.1.3.2.1 Comparaison entre reconstruction polynomiale et de Fourier Considérons d'abord
l'identi�cation des paramètres du plan de �ssure pour des données non bruitées. Le premier critère per-
mettant d'évaluer la qualité de cette identi�cation est le produit scalaire pn entre la vraie normale au plan
de �ssure et celle qui a été identi�ée. Ce produit scalaire doit être proche de1. Le deuxième critère est la
distanced� entre le plan identi�é et le centre de la plus grande ellipse

�
en

�
4; 7; h

2

��
, qui doit être aussi petit

que possible. Les résultats sont donnés dans le tableau 3.3. Ils montrent qu'en l'absence de bruit, l'estimation
du plan de �ssure est très précise : la normale est reconstruite exactement et l'erreur de positionnement du
plan normalisée par l'épaisseur est proche de10� 6.

Épaisseur (mm) h � 2 h � 4 h � 6 h � 10
pn 1:0000 1:0000 1:0000 1:0000
d� (mm) 8:1556� 10� 6 1:0724� 10� 5 4:8479� 10� 6 3:6787� 10� 6

d� {h 4:0778� 10� 6 2:681� 10� 6 8:079� 10� 7 3:6787� 10� 7

Table 3.3 � Identi�cation des paramètres du plan de �ssure en absence de bruit

On considère alors la reconstruction du saut de déplacement pour les méthodes de Fourier et polynomiale
(voir les �gures 3.9, 3.10, 3.11, 3.12 et le tableau 3.4). L'erreur étudiée est dé�nie comme la normeL 2 sur !
de la di�érence entre le saut reconstruit et le saut de référence extrait du calcul direct par éléments �nis. On
remarque que l'erreur donnée par la méthode polynomiale est bien inférieure à l'erreur donnée par l'approche
de Fourier, et l'écart augmente avec l'épaisseur du domaine.

Hauteur du domaine (mm) h � 2 h � 4 h � 6 h � 10
Ordre des fonctions-tests de Fourier 3 1 1 -
Erreur L 2 pour l'approche de Fourier 0:37 1:6 5:5 -
Ordre des fonctions-tests polynomiales 15 15 11 10
Erreur L 2 pour l'approche polynomiale 0:085 0:12 0:13 0:19

Table 3.4 � Erreurs et nombres de modes pour le cas sans bruit

3.1.3.2.2 Étude de di�érentes géométries de �ssure Quelques géométries di�érentes ont été iden-
ti�ées sur un domaine de2 mm d'épaisseur sans bruit. Les résultats, qui sont présentés sur les �gures 3.13
et 3.14, montrent que tandis que la position et la taille de la �ssure sont toujours à peu près identi�ables, sa
forme exacte peut être plus compliquée à retrouver.



116 CHAPITRE 3. IDENTIFICATION DE FISSURES

(a) Référence (b) Méthode de Fourier (c) Méthode Polynomiale

Figure 3.9 � Référence et reconstruction du saut pourh � 2 mm
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Figure 3.10 � Référence et reconstruction du saut sur la lignex � 4mm pour h � 2 mm

(a) h � 4 mm (b) h � 6 mm

Figure 3.11 � Référence comparée à l'identi�cation polynomiale pour deux épaisseurs

La di�érence entre une �ssure rectangulaire, elliptique ou losange est di�cile à établir à partir du saut de
déplacement reconstruit dans le plan. De plus, la �gure 3.14 montre que pour une forme non convexe, seule
une partie de la �ssure est reconstruite (il s'agit de la zone où les sauts sont les plus grands).

3.1.3.2.3 Robustesse en présence de bruit et comparaison entre les méthodes de régularisation
Dans cette partie, un bruit gaussien est ajouté aux mesures. Le niveau de bruit est notéNB . Le but est de
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Figure 3.12 � Référence (gauche) comparée à l'identi�cation polynomiale (droite) pourh � 10 mm

(a) �ssure elliptique (b) �ssure rectangulaire

Figure 3.13 � Identi�cation de di�érentes formes, comparée à la référence,h � 2 mm

(a) �ssure losange (b) �ssure en sourire

Figure 3.14 � Identi�cation de di�érentes formes, comparée à la référence,h � 2 mm

comparer les résultats donnés par les di�érents schémas de régularisation présentés dans la partie 3.1.2. Le
tableau 3.5 contient les résultats quantitatifs pour l'identi�cation du plan de �ssure (produit scalaire pn entre
la normale de référence et identi�ée et distanced� entre le centre de la �ssure et le plan identi�é).

NB � 0 % NB � 2 % NB � 10 %
pn 1; 0000 0; 9997 0; 9998
d� (mm) 8; 1556� 10� 6 0; 1701 0; 3836

Table 3.5 � Identi�cation du plan de �ssure en présence de bruit

Sur la �gure 3.15, sont donnés les cartographies du champ de déplacement, les erreursL 2 et les para-
mètres de régularisation optimaux pour di�érents niveaux de bruit et di�érents schémas de régularisation.
Les paramètres sont l'ordre maximal des polynômes pour la troncatureK , le nombre total de polynômesN
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et le paramètre de régularisation de Tikhonov� . La �gure 3.16 compare les solutions sur la ligne passant par
les centres des ellipses.

On observe que la méthode de régularisation pénalisant les gradients donne de meilleurs résultats d'iden-
ti�cation. La méthode de Tikhonov est supérieure à la méthodea posteriori puisqu'elle permet d'avoir moins
d'oscillations dans les cartographies et des erreurs plus faibles. En�n, les méthodes basées sur la variation
totale ne semblent pas conduire à une amélioration signi�cative de la reconstruction par rapport à la ré-
gularisation quadratique, alors qu'elles sont bien plus coûteuses en terme de temps de calcul et d'e�ort
d'implémentation.

Référence

Niveau de
bruit

NB � 2 % NB � 10 %

Saut de
déplacement

Erreur L 2
Paramètres
de régulari-

sation

Saut de
déplacement

Erreur L 2
Paramètres
de régulari-

sation

Troncature 0:303 K � 9 0:612 K � 5

a posteriori
quadratique

0:300
K � 9
N � 12

0:563
K � 5
N � 10

a posteriori
TV

0:301
K � 9
N � 12

0:559
K � 5
N � 10

Tikhonov
quadratique

0:254
N � 12
� � :1

0:471
N � 7
� � :1

Tikhonov
TV

0:249
N � 12
� � :001

0:479
N � 7

� � :001

Figure 3.15 � Identi�cation du saut de déplacement pour des données bruitées avec régularisation,h � 2
mm
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Figure 3.16 � Référence et solution avec di�érentes techniques de régularisation (h � 2 mm) sur la ligne
passant par les centres des deux ellipses (NB � 2%)

3.1.3.2.4 Expérience dans le cas d'une �ssure non plane Toutes les méthodes présentées plus haut
reposent sur l'hypothèse que la �ssure est plane. Dans cette partie, on évalue numériquement le comportement
de la méthode dans le cas où elle est légèrement non plane. La �ssure est constituée de deux demi-ellipses
d'axesa � 2; 5 et b � 1; 5 mm, qui ne sont pas parfaitement coplanaires. L'angle entre les semi-ellipses est�

10.
La procédure d'identi�cation aboutit à une �ssure plane dont la normale n'est pas très éloignée de la

bissectrice entre les vecteurs normaux aux deux semi-ellipses (pn � 0;9869), et qui n'est distant que de
0;1885mm du centre du segment commun aux semi-ellipses. Cette distance est plutôt petite une fois ramenée
à la taille des ellipses.

Le résultat de la reconstruction du saut de déplacement, présenté sur la �gure 3.17, montre que tandis
que le non respect de l'hypothèse de planéité introduit une perturbation dans l'identi�cation, la forme et la
localisation de la �ssure sont toujours plutôt bien reconstruites. Un résultat similaire a été obtenu dans [31]
pour l'équation de Helmholtz avec l'approximation de Fourier.

3.1.3.2.5 Bilan sur les essais numériques

 La méthode de Fourier donne des solutions plutôt stables pour les domaines �ns, mais n'est pas adaptée
à des domaines plus épais.

 La méthode polynomiale donne des résultats d'identi�cation précis pour de faibles niveaux de bruit et
des domaines relativement épais, cependant, pour des niveaux de bruit de l'ordre de10%, ou dans le
cas de domaines très épais, la qualité de l'identi�cation se détériore (voir les �gures 3.12 et 3.15).

 L'utilisation d'une stratégie de régularisation qui pénalise le gradient donne des résultats légèrement
meilleurs que la troncature de la base d'approximation.

 La régularisation par variation totale et la régularisation quadratique donnent des résultats de qualité
similaire. Comme cette dernière est bien plus simple à implémenter et moins chère en terme de CPU,
elle devrait probablement être préférée.
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(a) Domaine �ssuré avec le
plan identi�é en rouge

(b) Projection de la �s-
sure dans le plan iden-
ti�é

(c) Reconstruction du saut de
déplacement par la méthode po-
lynomiale tronquée

(d) Saut de déplacement recons-
truit par la méthode polyno-
miale avec une régularisation de
Tikhonov quadratique

Figure 3.17 � Identi�cation d'une �ssure non plane dans un domaine d'épaisseur6 mm

Conclusion

Dans cette première partie, on a étudié numériquement la méthode de l'écart à la réciprocité telle que
proposée dans [15], dont on a proposé une variante qui s'est avérée être plus favorable à la reconstruction
de �ssures dans les domaines épais. Cette méthode a été accompagnée de procédure de régularisation qui
permettent d'apporter davantage de stabilité à la reconstruction.

3.2 Méthode de Galerkine pour des données partielles

Comme on l'a vu, la méthode de l'écart à la réciprocité telle que développée dans la partie précédente
demande que l'on ait accès à des mesures de Dirichlet et de Neumann sur l'ensemble du bord du domaine
étudié. Une telle exigence n'est en fait pas compatible avec la plupart des cas d'application imaginables
d'identi�cation de �ssure. On a vu dans la partie 1.5.5.3 que deux pistes ont été étudiées dans la littérature
pour utiliser l'écart à la réciprocité à partir de données incomplètes. Le principe pour toutes les deux est de
commencer par compléter ces données, en résolvant un problème extrémal borné (voir partie 1.4.4) dans le
cas de [32] ou en résolvant un problème de Cauchy sur un sous-domaine pour [59] et [10]. Dans cette partie,
on va tenter d'appliquer la deuxième stratégie en utilisant l'algorithme de Steklov-Poincaré présenté dans le
chapitre 2, et sur un cas-test pour lequel le plan de �ssure n'est pas connu à priori.

3.2.1 Présentation des notations et du nouveau cas-test

Séparons le bordB
 en deux :� n est la partie sur laquelle la donnée de Neumannpf
r

est disponible et� d

est le bord sur lequel la donnée de Dirichlet̂ur est mesurée. On introduit aussi� �n � B 
 z� n et � �d � B 
 z� d.
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Ce partitionnement des bords est présenté sur la �gure 3.18.

� d X � n

� d X � n

� d X � n

� d X � n




Figure 3.18 � Partition des bords du domaine

On va s'intéresser au cas du carré unité �ssuré encastré sur son côté supérieur. Di�érents chargements de
Neumann sont appliqués sur les autres bords et le déplacement qui en résulte est mesuré. Dans ce cas-test,
la donnée de Dirichlet est disponible sur tout le bord du domaine tandis que les forces de réactions sont
inconnues sur le bord supérieur à cause de la condition de Dirichlet. Les cas de chargement sont présentés
sur la �gure 3.19.

Figure 3.19 � Domaine étudié et chargements appliqués

3.2.2 Présentation de la méthode

On commence par résoudre un problème de Cauchy sur un sous-domaine de
 , noté 
 1 (voir la �gure
3.20) pour lequel il est nécessaire de faire l'hypothèse que la �ssure n'est pas contenue dans
 1. Les équations
correspondant au problème de Cauchy sont présentées en (3.24). Pour les résoudre, on utilise l'algorithme de
Steklov-Poincaré, et plus précisément, conformément à ce qui a été développé dans la partie 2.3, la méthode
duale avec un gradient conjugué par bloc et un �ltrage de Ritz de la solution. Dans ce contexte, puisqu'on
doit e�ectivement résoudre plusieurs problèmes de Cauchy (un pour chaque cas de chargement), les di�érents
second-membres sont donnés par les di�érents cas-tests, et non-plus par le problème de Neumann et le
problème de Dirichlet, comme cela était le cas dans le chapitre 2. Remarquons que grâce au solveur par
bloc, les problèmes de Cauchy correspondant à tous les cas-tests sont résolus simultanément, et plus il y a
de cas-tests plus de vecteurs de Ritz sont calculés à chaque itération, ce qui fait que moins d'itérations sont
nécessaires pour traiter les données. Cette méthode est donc très avantageuse pour résoudre des problèmes
de Cauchy à second membre multiple à condition que le �ltrage de Ritz soit utilisé pour donner à chaque
second-membre le niveau de régularisation dont il a besoin.
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divp�
r
q � 0 dans 
 1

�
r

� H : "pur q

�
r

� n � pf
r

sur B
 1 X � n

ur � ûr sur B
 1 X � d

(3.24)
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(b) Choice 2

Figure 3.20 � Résolution du problème d'identi�cation de �ssure

Pour appliquer la méthode de l'Écart à la Réciprocité, il y a deux possibilités, comme illustré sur la �gure
3.20. La première consiste à appliquer la méthode sur
 2 � 
 z
 1, en utilisant les f

n
et un calculés sur� .

L'autre possibilité est d'appliquer la méthode de l'Écart à la Réciprocité sur
 en utilisant les champs calculés
sur � d Y � n .

Dans le cas où� n Y � d � B 
 , ce qui signi�e qu'il y a toujours au moins une donnée de Dirichlet ou de
Neumann en chaque point deB
 , on peut intuiter que la solution du problème de Cauchy sur� d Y � n , qui
est la partie deB
 où la donnée de Dirichlet ou de Neumann est manquante, est plus précise que la solution
sur � . Pour cette raison, la deuxième variante de la méthode, malgré le fait qu'elle demande de résoudre le
problème d'identi�cation de �ssures pour un domaine plus épais, est susceptible de donner des résultats de
meilleure qualité que la première variante.
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3.2.3 Étude numérique

Pour pouvoir appliquer la méthode proposée, on suppose que la �ssure� est contenue dans la moitié
inférieure du carré unité. La première étape consiste à résoudre deux problèmes de Cauchy, qui correspondent
à deux des quatre cas de chargement disponibles, sur la moitié supérieure du carré,
 1. Les cas de chargement
choisis sont ceux portant les numéros1 et 3. Dans cette étude numérique, le maillage utilisé pour le calcul
direct est ré-utilisé pour résoudre le problème de Cauchy, et ses éléments de bord sont aussi utilisés pour le
calcul des intégrales utilisées dans l'Écart à la Réciprocité.

0 0:2 0:4 0:6 0:8 1

� 0:4

� 0:2

0

0:2

x

er
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ur

(a) Erreur sur f y sur la ligne �
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0:5
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�10� 2

x
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Erreur sur x
Erreur sur y

(b) Erreur en e�ort sur la ligne � d Y � n pour le cas-test 1

Figure 3.21 � Erreurs relatives comparées sur les e�orts de réaction pour le cas de chargement1

La �gure 3.21 compare les erreurs relatives en terme d'e�orts identi�és sur le bord ajouté� , et sur le bord
aux données incomplètes� d Y � n . L'erreur sur � augmente de façon spectaculaire quand on se rapproche
du coin. C'est pour cette raison que l'on pourrait proposer d'ajouter une étape supplémentaire au cours de
laquelle le champ de forces de réaction serait lissé, ce qui permettrait probablement d'améliorer la qualité de
l'identi�cation de la �ssure par la suite. Cette piste ne sera pas explorée ici. On constate que, comme attendu,
la précision de l'identi�cation est bien meilleure sur le bord� d Y � n que sur le bord� .

En ce qui concerne le déplacement identi�é sur� , comme souvent pour le problème de Cauchy, son erreur
est plus faible que celle sur les e�orts. Ici, elle n'est pas a�chée, mais est inférieure à 2 % en tout point de la
ligne.

La procédure d'identi�cation de �ssure avec reconstruction polynomiale est ensuite appliquée sur le do-
maine du bas
 2. Cette procédure permet d'identi�er la ligne de �ssure ainsi que le saut de déplacement sur
cette ligne. Les deux cas-tests sont nécessaires pour identi�er la normale. La position de la ligne sur cette
normale peut être calculée à partir du cas de chargement1 (vert) ou 3 (rouge) et le saut reconstruit est celui
du cas de chargement1. Cette ligne est a�chée sur la �gure 3.22. L'identi�cation de la ligne de �ssure est très
satisfaisante tandis que le saut de déplacement sou�re du mauvais conditionnement et sa reconstruction doit
être fortement régularisée, ce qui le rend très lisse. Quoi qu'il en soit, cette identi�cation donne une bonne
idée de la position de la �ssure, mais sa longueur n'est pas évidente à déduire du résultat.

La deuxième variante consiste à résoudre le problème d'identi�cation de �ssure sur le domaine
 complet.
Les lignes et le saut identi�és sont présentés sur la �gure 3.23. On remarque à nouveau que le saut identi�é
donne une idée plutôt juste de la position de la �ssure, mais sa longueur ne peut toujours pas être identi�ée
précisément.

Dans cette expérience numérique, les deux variantes de la méthode s'avèrent donner des résultats de qualité



124 CHAPITRE 3. IDENTIFICATION DE FISSURES

(a) Identi�cation de la ligne de �ssure
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(b) Identi�cation du saut de déplacement normal

Figure 3.22 � Identi�cation de la �ssure, reconstruction sur 
 2 pour le cas-test1

comparable. Cependant, malgré le fait que les coordonnées de la ligne de �ssure sont identi�ées correctement,
la forme exacte de la �ssure, déduite par le saut de déplacement sur la ligne, n'est pas très bien reconstruite.

Bilan sur l'identi�cation par données incomplètes

Cette méthode demande de savoira priori que la �ssure n'est pas située dans une certaine partie du
domaine, qui est su�samment grande pour résoudre de façon e�cace le problème de Cauchy. De plus, dans
cette méthode, la résolution du problème de Cauchy doit être particulièrement précise a�n de fournir à
l'algorithme d'écart à la réciprocité des données de qualité su�sante. Par ailleurs, on sait que la stabilité du
problème d'identi�cation de �ssure est de Lipschitz locale (voir la partie 1.2.2.3), alors que le problème de
Cauchy, utilisé comme étape intermédiaire, est plus mal posé, avec une stabilité logarithmique et des valeurs
propres de l'opérateur de Cauchy tendant vers zéro de façon exponentielle (voir la partie 1.2.1.2.2). En
conséquence, cette méthode n'est pas optimale en terme de stabilité. Une autre limitation est qu'étant donné
la variante de la méthode de l'écart à la réciprocité que l'on utilise, seuls2 cas de chargement peuvent être
exploités. La dernière limitation de cette approche est qu'elle demande de résoudre de nombreux problèmes
directs durant la résolution du problème de Cauchy, ce qui réduit le béné�ce de la méthode de l'écart à la
réciprocité.

D'un autre côté, il faut souligner que cette méthode peut être appliquée de façon simple à n'importe quelle
géométrie du bord et à toutes sortes de donnée manquante (Dirichlet, Neumann ou les deux).
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(a) Identi�cation de la ligne de �ssure
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(b) Identi�cation du saut de déplacement normal

Figure 3.23 � Identi�cation de la �ssure, reconstruction sur 


3.3 Lien entre l'écart à la réciprocité et l'erreur en relation de comporte-
ment

L'objet de cette toute petite partie est de démontrer qu'un lien très fort existe entre les deux fonctionnelles
énergétiques que sont l'écart à la réciprocité et l'erreur en relation de comportement présentée dans la partie
1.4.5.

Plaçons-nous dans le cas où des données de Dirichlet et de Neumann sont disponibles sur tout le bord
du domaine. Dans ces circonstances, pour une forme de �ssure donnée, paramétrée par� , les champsu1 et
u2 appartenant respectivement aux espaces Mesure Admissible et Équilibre Admissible dé�nis dans la partie
1.4.5.1 (dont on reprend les notations) minimisant l'erreur en relation de comportement sontu1 P MA p� q
solution du problème de Dirichlet et u2 P EA p� q solution du problème de Neumann (rendue unique en
imposant les modes rigides égaux à ceux du problème de Dirichlet).

On va alors montrer que l'erreur en relation de comportement entre ces deux champs peut se retrouver à
partir de l'écart à la réciprocité. On note ~  ~ la norme énergétique (voir la partie 1.4.5).

Pour tout champ v PH 1p
 q, l'inégalité de Cauchy-Schwarz permet d'écrire :

~u1 � u2~~v~ ¥ | apu1 � u2; vq| (3.25)

De plus, cette borne est atteinte pourv � u2 � u1. On peut alors écrire :

~u1 � u2~ � max
vPH 1p
 q

apu1 � u2; vq
~v~

(3.26)

Revenons alors à l'écart à la réciprocité. Il est dé�ni d'après la formule (3.1). En utilisant le fait que la
trace sur B
 de u1 vaut ûr , et que le �ux sortant de u2 vaut pf

r
, on peut établir, à l'aide de la formule de

Green, l'égalité suivante :

RGpvq � apu2; vq � apu1; vq � apu2 � u1; vq (3.27)

On se retrouve donc, d'après (3.26), avec :
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~u1 � u2~ ¥
RGpvq
~v~

@v; divp� pvqq � 0 (3.28)

En remarquant que divp� pu2 � u1qq � 0, on peut conclure que la borne est atteinte par le champ-test
v � u1 � u2, et on aboutit donc au résultat principal de cette partie :

~u1 � u2~ � max
div p� pvqq� 0

RGpvq
~v~

� max
div p� pvqq� 0

~v~� 1

RGpvq (3.29)

On a donc montré que l'erreur en relation de comportement peut être calculée à partir de l'écart à la
réciprocité. Une procédure de calcul serait la suivante :

 Construire une base de fonctions-tests�
i

orthonormées au sens de l'énergie, respectant pour touti ,
divp� p�

i
qq � 0, et dense dans l'espaceV

 Construire le vecteur R tel que Ri � RGp�
i
q. Pour tout champ de composantesv dans la base

!
�

i

)
,

l'écart à la réciprocité associé vautR � v

 La norme 2 de R tend vers l'erreur lorsque la taille de la base
!

�
i

)
augmente

 L'énergie volumique de l'argument du maximum, c'est-à-dire du champ qui a les mêmes composantes
que R dans la base iso-énergie

!
�

i

)
, est l'erreur locale

Cette procédure de calcul est potentiellement assez coûteuse en terme de temps de calcul. On n'a pas
pour objectif de la mettre en ÷uvre systématiquement, et elle ne va servir qu'à illustrer numériquement le
résultat que l'on a établi.

On va illustrer numériquement ce calcul de l'erreur locale dans le cas d'un domaine carré en élasticité
avec contraintes planes soumis à une traction verticale, avec comme champs-testsv, tous les polynômes de
degré inférieur ou égal à20 et respectant l'équilibre local.

Remarque46. L'orthogonalisation de la base�
i

au sens de l'énergie implique l'inversion d'un opérateur mal
conditionné. Celle-ci a été e�ectuée en utilisant la SVD tronquée (ou plus simplement la décomposition en
valeurs propres tronquée car l'opéateur en question est symétrique dé�ni positif).

(a) Référence (b) Erreur calculée par l'écart à la réciprocité

Figure 3.24 � Erreur locale calculée par l'écart à la réciprocité comparée à l'erreur évaluée par élément

Sur la �gure 3.24, on compare des champs d'erreur pour le cas-test d'un carré unité en contraintes planes
en traction verticale. Le domaine sain sert de référence pour calculer l'erreur et la �ssure utilisée pour générer
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les mesures est dessinée en rose. On peut observer que le champ calculé via l'écart à la réciprocité est très
proche de celui qui a été obtenu en calculant simplement l'énergie par élément de la di�érence entreu1 et
u2. Les écarts peuvent s'expliquer car les discrétisations utilisées dans les deux méthodes sont radicalement
di�érentes. Pour la référence, il s'agit d'une discrétisation par éléments �nis tandis que pour l'écart à la
réciprocité, la discrétisation vient du nombre �ni de fonctions �

i
(qui n'ont été projetées sur le maillage

éléments �nis que pour des raisons de visualisation).

3.4 Identi�cation à partir de données incomplètes par méthode de Petrov-
Galerkine

La reconstruction de �ssure par la méthode de Galerkine o�re l'avantage de conduire à la résolution d'un
système symétrique, et donc en particulier carré. Pourtant, on va chercher à utiliser des fonctions di�érentes
pour tester la forme bilinéaire de l'écart à la réciprocité et pour reconstruire le saut, et ce malgré la perte du
caractère carré du système à résoudre. Une telle approche présente en e�et certains attraits, comme une plus
grande facilité à construire les fonctions-tests ou la possibilité d'utiliser des fonctions de reconstruction plus
adaptées.

Deux variantes de cette approche de Petrov-Galerkine sont proposées ici pour e�ectuer une identi�cation
à partir de données incomplètes sur les bords. La première consiste à adapter les fonctions-tests à l'absence
de certaines données et la seconde demande plutôt de rajouter des fonctions de reconstruction.

3.4.1 Utilisation de champs-tests adaptés

Dé�nissons l'espaceV0 comme suit :

V0 �

#

v PV;
v � 0 sur � �d

� pvq �n � 0 sur � �n

+

avec V � t v PH 1p
 q; divp� pvqq � 0 faiblement dans
 u

(3.30)

Dans (3.1), si on utilise uniquement des fonctions-tests appartenant àV0, il est possible d'utiliser les
formules sans plus de restriction en remarquant que dans la dé�nition de l'écart à la réciprocité, les termes
sur � d et � n s'annulent (voir l'équation (3.31)).

@v PV0; @r PJ1;rmax K;

RGr pvq �
»

B

ppf

r
� v � ûr � � pvq �nqdS �

»

� n

pf
r

� v dS�
»

� d

ûr � � pvq �n dS
(3.31)

Le problème est que la construction de champs-tests qui respectent ces conditions, et qui de plus sont
pertinents pour identi�er les paramètres du plan de �ssure comme présenté dans la partie 1.5.5.3, n'est pas
simple. C'est pourquoi une approche légèrement di�érente est choisie.

On décide d'utiliser la méthode de Petrov Galerkine en construisant toutes les fonctions polynomiales
d'ordre inférieur ou égal à 20 et appartenant àV0. L'espace des fonctions polynomiales deV0 est dense dans
V0 et pourvu que les bords� �d et � �n soient polynomiaux par morceaux, on peut écrire toutes les conditions
présentes dans (3.30), y-compris l'appartenance àV, comme des conditions linéaires sur les coe�cients des
polynômes. La version discrète deV0 est alors simplement le noyau de l'opérateur assurant le respect de
toutes ces conditions linéaires.

Remarquons que si� �d et � �n ne sont pas disjoints, le théorème de Holmgren permet de montrer queV0

ne comprend que la fonction identiquement nulle sur
 , ce qui rend la méthode inapplicable dans ce cas.
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3.4.1.1 Principe de la méthode

On va minimiser, au sens des moindres carrés, la di�érence entre les valeurs données par les formules
(3.1) et (3.3), pour n fonctions-tests di�érentes p i qi � 1:::n qui sont dansV0. En l'absence d'uns stratégie plus
sophistiquée, on se contente simplement de sommer les contributions correspondant aux di�érents cas-tests
r allant de 1 à rmax .

On suppose comme précédemment que la �ssure est plane. Introduisons alors le problème de minimisation
sur � dans l'ensemble des plans deRd, et sur Jur Kdans H 1{2p! q :

min
� ;pJur Kqr

1
2

r max¸

r � 1

n¸

i � 1

� »

!
� p i q: pn� b Jur KqdS�

� »

� n

pf
r

�  i dS�
»

� d

ûr � � p i q �n dS


 2

(3.32)

En pratique, le plan � , et donc le domaine! sont paramétrés par 2 (en 2D) ou 3 paramètres scalaires
regroupés dans le vecteur� , c'est pourquoi on note à partir de maintenant� p� q et ! p� q. On va chercherJur K
dans un espace de dimension �nie engendré par une base de taillem : p� j qj � 1:::m , et on dé�nit les vecteurs

des amplitudes correspondantes� r �
�

� r
j

	

j � 1:::m
. Le problème de minimisation devient alors :

min
�; p� r qr

1
2

r max¸

r � 1

n¸

i � 1

�
m̧

j � 1

� r
j

»

! p� q
� p i q: pn� p� q b � j qdS�

� »

� n

pf
r

�  i dS�
»

� d

ûr � � p i q �n dS

 � 2

(3.33)

Remarque 47. Dans le cas où il y aurait d'autres paramètres inconnus ou peu �ables, comme par exemple
un paramètre du matériau ou de la géométrie, on pourrait envisager de les ajouter dans� pour qu'ils soient
aussi sujets de la minimisation.

Le problème (3.33) est exactement le problème de minimisation qui résulte de la projection de Petrov-
Galerkine des équations (3.1) et (3.3) pour toutr appartenant à J1; rmax K. Il peut alors être réécrit algébri-
quement :

min
�; p� r qr

1
2

r max¸

r � 1

}Ap� q� r � br }2 (3.34)

Avec les notations suivantes :

br
i �

»

� n

pf
r

�  i dS�
»

� d

ûr � � p i q �n dS

A ij �
»

! p� q
� p i q: pn� p� q b � j qdS

(3.35)

Comme ce problème de minimisation sera très probablement instable à cause du mauvais conditionnement
inhérent au problème et à la taille potentiellement grande de la basep� j qj � 1:::m , on ajoute un terme de
régularisation quadratique symétrique dé�ni positif � rT M p� qT M p� q� r à la fonctionnelle. Le poids de ce
terme est réglé par un paramètre réel positif� .

min
�; p� r qr

1
2

r max¸

r � 1

}Ap� q� r � br }2 �
�
2

� rT M p� qT M p� q� r (3.36)

Si on note }  } F la norme de Frobenius, l'opérateur choisi pourM p� q est tel que :

� rT M p� qT M p� q� r �
»

! p� q
}r Jur K}2

F dS (3.37)

La fonction-coût à minimiser peut être écrite comme suit :
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� p�; p� r qr q �
1
2

r max¸

r � 1

� rT �
Ap� qT Ap� q � �M p� qT M p� q

�
� r � � rT Ap� qT br (3.38)

3.4.1.2 Quelques propriétés de la formulation proposée

On essaie ici de dresser quelques propriétés de la formulation de l'écart à la réciprocité développée plus
haut. On se place dans le cas où des données redondantes sont présentes sur tout le bordB
 .

Pour v PV, on rappelle :

RGr pvq:�
»

B

f̂ r � v � û r � � pvq �n dS (3.39)

On rappelle la dé�nition de l'espaceV :

V �
 
v PH 1p
 q; � pvq PHdiv p
 q; divp� pvqq � 0

(
(3.40)

On suppose qu'une �ssure� est présente, qui engendre une discontinuité dansu r , que l'on note Ju r KP
H 1{2

00 p� q. On dé�nit la forme bilinéaire a :

@v PV; apJu r K; vq:� x � pvq �n; Ju r KyH 1{2p! q (3.41)

On sait que :

@v PV; apJu r K; vq � RGr pvq (3.42)
 
u PH 1; � puq PHdiv

(
est un espace de Hilbert pour la norme :

}u}V �
b

}u}2
L 2 � } gradpuq}2L 2 � } divp� puqq}2L 2 (3.43)

V est un sous-espace vectoriel fermé de cet espace de Hilbert sur lequel la norme coïncide avec la normeH 1.
Par ailleurs la continuité de la trace dansH 1 et Hdiv permet de borner les}u}H 1{2pB
 q et }� puq:n}H � 1{2pB
 q
par }u}V , et on utilisera une constante génériqueC (qui peut être modi�ée d'une ligne à l'autre) quand on
fera appel à la continuité de la trace.

Pour une surface plane! donnée (qui a vocation à contenir la �ssure), on peut dé�nir V! , l'espace desv
tels que � pvq �n|! � 0. On dé�nit de plus v P VK

! , qui est le sous-espace deV orthogonal à V! . V! est un
espace fermé, donc il n'est en particulier pas dense dansV, ce qui assure quev PVK

! est non vide.

Proposition 5. Soit une surface! coupant le domaine
 . Pour tout f P H � 1{2p! q, il existe v P VK
! tel que

� pvq �n� � f sur ! .

Démonstration. La surface ! sépare 
 en deux ouverts, notés
 1 et 
 2. En choisissant u1 P H 1{2pB
 1q
quelconque et en résolvant un problème direct sur
 1, on peut construire v1 PH 1p
 1q véri�ant l'équilibre et
assurant � pv1q �n� � f sur ! .

v1 et f constituent des données compatibles pour résoudre un problème de Cauchy sur
 2 et construire
le champ v2 PH 1p
 2q véri�ant lui aussi l'équilibre et assurant � pv2q �n� � f sur ! .

Les traces sur! des champsv1 et v2 sont égales, et en conséquence, le champv, valant v1 sur 
 1 et v2

sur 
 2, et prolongé par continuité en! , est dansVK
! et est tel que� pvq �n� � f sur ! .

Une question pertinente est celle de la stabilité d'une telle solution, qui peut s'interpréter comme la
question de l'équivalence entre les normes}v }V et }� pvq �n}H � 1{2p! q. L'inégalité de trace nous dit que}� pvq �
n}H � 1{2p! q ¤ C}v}V , mais l'instabilité du problème de Cauchy, que l'on a illustrée dans la partie 1.2.1.2.2
permet d'a�rmer que, pourvu que le champ v soit construit comme dans la preuve ci-dessus, la borne inverse
ne peut pas être véri�ée.
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Figure 3.25 � Partitionnement du domaine

Proposition 6. @
�

û r ; f̂ r

	
P H 1{2pB
 q � H � 1{2pB
 q; l'application de VK

! dans R : v ÞÑRGr pvq est une forme
continue.

Démonstration.

|RGr pvq| ¤

�
�
�
�

»

B

f̂ r � v dS

�
�
�
� �

�
�
�
�

»

B

û r � � pvq �n dS

�
�
�
�

¤ } f̂ r }H � 1{2pB
 q}v }H 1{2pB
 q � } û r }H 1{2pB
 q}� pvq � n }H � 1{2pB
 q

De plus, on sait : }v }H 1{2pB
 q ¤ C}v}V et }� pvq �n}H � 1{2pB
 q ¤ C}v}V . Il vient alors :

|RGr pvq| ¤ C
�

} f̂ r }H � 1{2pB
 q � } û r }H 1{2pB
 q

	
}v}V

En conclusion, en prenantC1 � C} f̂ r }H � 1{2pB
 q � C}û r }H 1{2pB
 q, il vient :

@
�

û r ; f̂ r

	
PH 1{2 � H � 1{2; DC1 PR; |RGr pvq| ¤ C1}v }V

Proposition 7. a est une forme bilinéaire continue

Démonstration. On sait que |apu; vq| ¤ } u}H 1{2p! q}� pvq �n}H � 1{2p! q et }� pvq �n}H � 1{2p! q ¤ C}v}V .

Proposition 8.
�
@v PVK

! ; apu; vq � 0
�

ñ u � 0

Démonstration. On a apu; vq �  � pvq �n� ; u ¡ H 1{2p! q, d'après la proposition 5, on peut choisirv tel que

� pvq �n� � J puqoù J est l'isomorphisme de Ritz deH 1{2
00 p! qdansH � 1{2p! q. On a alors  J puq; u ¡ H 1{2p! q�

}u}
H 1{2

00 p! q
� 0 et donc u � 0.

Soit le problème suivant :

trouver u PH 1{2p! q tel que @v PVK
! ; apu; vq � RGr pvq (3.44)

À ce stade, il ne manque que la condition inf-sup pour pouvoir appliquer le théorème de Banach-Necas-
Bab�uska [70] (ou Lax-Milgram-Bab�uska) a�n de prouver que le problème (3.44) admet une solution unique
et stable.

Pour un u donné, on notefu , l'image de u par l'isomorphisme de Ritz deH 1{2
00 p! q dans H � 1{2p! q. On

sait, (propriété 5) qu'il existe un vu PVK
! tel que � pvu q �n� � fu sur ! .
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On a alors :

@u; sup
v PVK

!

apu; vq
}u}H 1{2p! q}� pvq �n� }H � 1{2p! q

�
apu; vu q

}u}H 1{2p! q}� pvu q �n� }H � 1{2p! q
� 1 (3.45)

Puisqu'on travaille avec la normeV, la condition inf-sup demanderait de pouvoir borner cette quantité par
apu; vu q

}u}H 1{2p! q}vu }V
, ce qui demanderait qu'il existe unC PR tel que }vu }V ¤ C}� pvu q �n� }H � 1{2p! q. Comme on

l'a évoqué à la proposition 5, il n'est en général pas possible d'obtenir une telle borne, d'où l'importance de la
régularisation pour pallier cette lacune. À noter également le rôle stabilisant que peut jouer une discrétisation
relativement grossière au prix d'une limite en précision atteignable

En conclusion, l'instabilité du problème de prolongement (ou du problème de Cauchy) empêche la ré-
solution du problème apJu r K; vq � RGr pvq d'être stable au sens de Lipschitz. C'est cette raison qui justi�e
l'utilisation d'une méthode de régularisation (à savoir ici Tikhonov) permettant de substituer à la forme
bilinéaire a une forme ayant des propriétés plus favorables.

3.4.1.3 Choix techniques

Pour p i qi � 1:::n , on choisit une base de l'espace vectoriel des fonctions polynomiales deV0 et d'ordre
inférieur ou égal à20. Comme les ordres des polynômes sont très di�érents entre eux, ceux-ci doivent être
mis à l'échelle pour avoir approximativement la même amplitude. Dans le cas des expériences numériques de
cette partie, comme les géométries étudiées sont le carré et le cube unité, les valeurs prises par les polynômes
de la base canonique sont automatiquement dansr� 1; 1s.

Pour p� j qj � 1:::m , on choisit d'utiliser des fonctions chapeau sur un maillage de la surface! , de façon simi-
laire à ce qui est fait dans la méthode des éléments �nis P1-Lagrange. Ces fonctions sont locales, contrairement
à celles qui sont communément utilisées (par exemple dans les parties précédentes et les articles [15, 10]).
Ceci est possible grâce à la procédure de Petrov-Galerkine et présente plusieurs avantages. D'abord, il est
possible de ra�ner localement certaines parties du maillage. Ensuite, comme la �ssure n'est censée occuper
qu'une petite partie de la surface! , le saut présente des variations locales, qui sont mieux représentées par
des fonctions locales. Et en�n, il est plus facile d'appliquer des conditions locales au saut pour le régulariser.

Le choix de fonctions chapeau implique qu'à chaque fois que les matricesAp� qet M p� qdoivent être calcu-
lées, il faut mailler ! . Le maillage qui en résulte est notéM p� q. Pour le cas 2D, la �ssure est unidimensionnelle
et le maillage est trivial, mais dans le cas 3D, la �ssure est bidimensionnelle et les maillages sont générés à
l'aide du logiciel Gmsh [77].

Si on sait que la �ssure n'est pas émergente, tous les degrés de liberté correspondant aux valeurs sur le
bord de ! peuvent être imposées à0 en écrivant pour tout r la condition T � r � 0, avec T un opérateur de
trace discret sur le bord de! . De plus, comme il n'y a pas d'interpénétration, on sait queJur K� n� ¤ 0. Si C
est la discrétisation de l'opérateur de projection sur le vecteurn� , la condition discrète s'écrit C� r ¤ 0 pour
tout r . On peut alors ajouter ces conditions à la minimisation de (3.38) :

min
�; pT � r � 0;C� r ¤ 0qr

1
2

r max¸

r � 1

�
� rT �

Ap� qT Ap� q � �M p� qT M p� q
�

� r � � rT Ap� qT br �
(3.46)

Dans ce contexte, la minimisation par rapport à� sera e�ectuée à l'aide d'un algorithme d'Uzawa.

En ce qui concerne le choix de la paramétrisation� , il est di�érent entre les cas 2D et 3D. Dans le cas
2D, deux angles ont été choisis ; ils dé�nissent deux demi-lignes partant du barycentre de
 . Si on suppose
que 
 est convexe (ou au moins étoilé par rapport à son barycentre), l'intersection de chacune de ces demi-
droites avecB
 dé�nit un point unique P1 ou P2. Le segment entre les deux points ainsi dé�nis est! (voir
la �gure 3.26).
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Figure 3.26 � Paramétrisation de la surface de �ssure par 2 angles en 2D� � p � 1; � 2q

On s'attend à ce que cette paramétrisation conduise à une hessienne bien conditionnée puisque les deux
paramètres ont la même amplitude. Par ailleurs, avec cette paramétrisation,� a nécessairement une inter-
section avec
 . Dans le pire des cas,! est confondu avec l'un des bords.

Dans le cas 3D, nous n'avons pas trouvé de paramétrisation simple et élégante, c'est pourquoi il a été décidé
d'utiliser comme paramètres les coe�cients de l'équation du plan� . Plusieurs di�cultés sont entraînées par
ce choix. D'abord, les coe�cients n'ont pas tous la même dimension, bien qu'il soit possible d'assurer que leurs
ordres de grandeur soient proches en utilisant une transformation proportionnelle qui relie le parallélépipède
circonscrit à 
 au cube unité (ou carré en 2D). Une autre di�culté est que rien n'assure que le plan ait
e�ectivement une intersection avec
 .

En�n, le dernier point est que la paramétrisation choisie a4 degrés de liberté alors que la position d'un
plan dans l'espace n'en a que3. Ceci peut causer la singularité de la hessienne, en plus de nous obliger à
faire plus de calculs que nécessaire pour l'assembler. Pour surmonter cette di�culté, on peut remarquer que
l'ensemble des plans a une structure d'espace projectif, c'est à dire que si� représente les coe�cients de
l'équation du plan, pour tout � de R, �� représente le même plan. Par conséquent, on utilise une recherche
dans le plan tangent suivie d'une projection. C'est à dire qu'à chaque itérations, la minimisation est conduite
dans le sous-espace deR4 orthogonal à � s. Puis, a�n d'assurer l'unicité de la solution en terme de� , ce vecteur
est normalisé à chaque itération.

La question est alors de déterminer quelle stratégie peut être employée pour e�ectuer la minimisation
par rapport à � . Comme aucun résultat théorique sur la dépendance de la fonction-coût par rapport aux
paramètres n'a été établi, on a décidé de calculer numériquement cette fonction pour un cas 2D dans la
partie 3.4.1.4. Le problème est traité de façon hiérarchique comme une minimisation sur� d'une fonction-
coût � , qui est déterminée via une minimisation surp� r p� qqr , comme présenté sur (3.47).

min
�

� p� q � min
�

� p�; p~� r p� qqr q

avec : ~� r p� q � arg min
p� r qr

� p�; p� r qr q (3.47)

Ce problème sera résolu par une méthode itérative, en s'inspirant de ce qui est fait classiquement dans la
méthode FEMU (voir la partie 1.5.1.1). Soit ~� s, et � s l'itéré au pas s. On suppose que l'on connaît le gradient
et la hessienne de� au point � s (du moins de façon approchée), notées respectivementr � s et r 2� s. La
relation de récurrence s'écrit� s� 1 � � s � r r 2� ss� 1r � s. ~� r

s� 1 peut alors être calculé en résolvant le problème
linéaire résultant de la minimisation quadratique de� par rapport à � (avec un � � � s� 1 �xé).
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� ;� j �
r max¸

r � 1

�
p~� rT AT q;� j pA ~� r � bq � � p~� rT M T q;� j M ~� r �

� ;� j � k �
r max¸

r � 1

�
p~� rT AT q;� j pA ~� r q;� k � � p~� rT M T q;� j pM ~� r q;� k

�
(3.48)

Dans ce cadre, les quantitéspA ~� r q;� k et pM ~� r q;� k sont obtenues à l'aide d'un calcul par di�érences �nies.

Remarque48 (Pas des di�érences �nies). Dans la méthode des di�érences �nies, le choix du pasp est impor-
tant, et il a été constaté numériquement que sip est trop gros, l'erreur sur les paramètres� stagne rapidement,
et si p est trop petit, l'algorithme peut, dans certaines circonstances, être incapable d'optimiser e�cacement
la fonction-coût, principalement à cause du fait que les artefacts numériques ont davantage d'impact sur les

gradients. Pour cette raison, il a été décidé d'adapterp au pas�� s� 1 auquel on s'attend en écrivantps � k
�� s

� s
,

avec k � 1{10. En pratique, autour de cette valeur, le paramètrek n'a�ecte pas la convergence. Et il peut
aussi être intéressant d'empêcher ce pas de devenir inférieur à une certaine valeur.

Remarque 49 (Paramétrisation de l'algorithme d'Uzawa). Cet algorithme utilise un paramètre positif, noté
ku et si on note specle spectre d'une matrice, une condition su�sante pour la convergence de l'algorithme
s'écrit comme suit (pourvu que les lignes deC soient de norme 1).

ku   minpspecpAp� qT Ap� q � �M p� qT M p� qqq (3.49)

C'est pour cette raison que l'on peut prendre pourku l'estimation de la valeur propre minimale de
l'opérateur de régularisation �M p� qT M p� q, qui respecte la condition énoncée. Une exception est le cas dans
lequel la �ssure est débouchante et on n'impose donc pas de condition de typeT � r � 0 car alors la valeur
propre minimale de la matriceM p� qT M p� q est zéro. Dans l'algorithme tel qu'il a été implémenté, le critère
d'arrêt choisi est le nombre d'itérations d'Uzawa, �xé à 100. Une amélioration qu'il pourrait être intéressant
d'étudier serait d'imposer un critère en stagnation de la quantité}xC� r y� } de plus en plus sévère au fur et
à mesure que la valeur de� converge. Ceci permettrait en e�et de s'épargner des calculs trop longs dans les
premiers pas pour lesquels le saut identi�é est de toute façon très faux.

Remarque 50 (Résolution par second membre multiple). En pratique, les problèmes de minimisation qui
doivent être résolus sous la contrainte inégalité pour les di�érents cas-testsr partagent tous le même membre
de gauche1. C'est pour cette raison qu'une stratégie de résolution à second membre multiple peut être utilisée
dans l'algorithme d'Uzawa.

Remarque51 (Calcul des intégrales). Les calculs des intégrales de bords, qui apparaissent dans la dé�nition
de la fonctionnelle d'écart à la réciprocité, et dans les termes de la matriceA sont faits par intégration de
Gauss sur un maillage de la surface avec un nombre de GaussNg � 2. Augmenter Ng au dessus de2 n'a pas
amélioré la qualité des résultats.

Remarque 52 (Projections entre maillages). Ap� q~� p� q a la taille du nombre de fonctions-tests, qui ne varie
pas, maisM p� q~� p� q a la taille du nombre de degrés de liberté de~� p� q, qui varie en fonction de� , et qui peut
changer entre les deux étapes de di�érences �nies. Pour cette raison, il est nécessaire de projeter la quantité
M p� � d� q~� p� � d� q du maillage M p� � d� q sur le maillage M p� q. Alors que dans le cas 2D, la projection
est triviale, elle peut être coûteuse dans le cas 3D. Une alternative consiste à transformer le même maillage
entre les di�érents pas du calcul par di�érences �nies à l'aide d'une technique de déformation de maillage
(morphing) sans modi�er la connectivité. Il a été constaté que cette alternative conduit généralement à des
résultats similaires à la projection.

1. On pourrait d'ailleurs imaginer des cas pratiques dans lesquels la même �ssure est identi�ée à partir d'essais pour lesquels
les conditions de Dirichlet changent de bords, et donc les membres de gauche di�èrent selon les cas tests
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Algorithme 4 : Algorithme d'optimisation hiérarchique

Paramètres� et k donnés;
� 0 et p0 donnés;
for s � 0; 1; : : : ; n (convergence)do

Remailler la surface et assemblerAp� sq, M p� sq et Cp� sq;
for r � 1; 2; : : : ; rmax (les cas de chargement)do

Trouver

~� r p� sq � arg min
T � � 0
C� ¤ 0

1
2

� T �
Ap� sqT Ap� sq � �M p� sqT M p� sq

�
� � � T Ap� sqT br

(algorithme d'Uzawa)
end
Trouver une baset e1; : : : ; edu de � K

s , de dimensiond � 2 ou 3;
for j � 1; 2; : : : ; d do

Remailler la surface et assemblerAp� s � psej q et M p� s � psej q;
for r � 1; 2; : : : ; rmax (les cas de chargement)do

Trouver
~� r p� s � psej q � arg min

T � � 0
C� ¤ 0

1
2

� T �
Ap� s � psej qT Ap� s � psej q

� �M p� s � psej qT M p� s � psej q
�

� � � T Ap� s � psej qT br

(algorithme d'Uzawa)
end

end
for r � 1; 2; : : : ; rmax (les cas de chargement)do

A r �
1
ps

�

� Ap� s � ps e1q~� r p� s � ps e1q� Ap� s q~� r p� s q : : : Ap� s � ps ed q~� r p� s � ps ed q� Ap� s q~� r p� s q

�

 ;

M r �
1
ps

�

� M p� s � ps e1q~� r p� s � ps e1q� M p� s q~� r p� s q : : : M p� s � ps ed q~� r p� s � ps ed q� M p� s q~� r p� s q

�

 ;

end
g �

° r max
r � 1

�
A T

r pA ~� r p� sq � br q � � M T
r M ~� r p� sq

�
// g approche r � s

H �
° r max

r � 1

�
A T

r A r � � M T
r M r

�
// H approche r 2� s

�� s � � H � 1g;
� s� 1 � � s � �� s;

ps � k
}�� s}
}� s}

;

end

Remarque53 (Schéma de quasi-Newton). Dans certains cas, il a été constaté que l'algorithme d'optimisation
proposé stagne autour d'une solution non optimale, qui parfois n'est même pas un minimum local. Ceci
est dû aux erreurs dans les estimations du gradient et de la hessienne par di�érences �nies. Des schémas de
minimisation alternatifs ont été testés, comme une mise à jour BFGS de la hessienne au lieu de son estimation
à chaque étape de calcul. En particulier, cette variante permet d'éviter les opérations de projection décrites
plus haut, mais elle ne s'est pas avérée rendre la minimisation plus e�cace. Un autre moyen est d'utiliser
une chaîne de Markov. Le grand avantage est que cette méthode ne nécessite pas d'estimer de gradient ou
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