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Introduction

Le probléme du contrdle de l'intégrité des structures revét un double intérét technique et scienti que. Le
premier en raison de l'importance, cruciale dans de trés nombreuses applications industrielles, de la détection
de Il'apparition, ou du suivi de la propagation dedéfauts a l'intérieur ou a la surface des piéces. Le second
est, quant a lui, notamment d0 au fait que ces problémes, une fois mathématisés, s'averent bien souvent étre
mal posés.

Les défauts considérés peuvent aussi bien étre issus du procédé de fabrication, comme les bulles d'air dans
une piece métallique issue de fonderie [57], ou un mauvais alignement de bres d'une piéce composite [122],
gu'étre apparus au cours de la vie de la structure, comme une ssure de fatigue [111] ou de la corrosion sur
une surface inaccessible (l'intérieur d'un tuyau par exemple [67]).

Dans tous les cas, il est souvent trés avantageux, voire vital, pour les applications industrielles, d'étre en
mesure de détecter ces défauts le plus tdt possible, et de suivre leur propagation de la fagon la plus précise
possible, a n de pouvoir optimiser la mise en +uvre de la maintenance.

Les méthodes les plus largement développées et utilisées en pratique pour l'identi cation de défauts se
basent sur des phénoménes de propagation des ondes. Il peut s'agir d'ondes électromagnétiques, comme pour
le cas de la tomographie par rayons X [112], ou bien d'ondes mécaniques comme des ultrasons [129]. En e et,
la propagation des ondes est propice a des phénomenes trés intéressants comme la ré exion ou la transmission
partielle sur les défauts. Il est alors possible, a partir des temps de retour d'onde en di érents points situés a
la surface d'une piéce, ou méme du sol, de reconstruire la position et la forme de défauts. Un autre phénoméne
utilisable, quoique moins employé que la propagation des ondes, est la réponse vibratoire des structures. En
e et, a-partir du spectre de réponse a une excitation donnée, on peut, au prix d'une analyse inverse adéquate,
reconstruire des défauts d'une structure [106].

Pourtant certaines applications particuliéres sont peu favorables a I'utilisation de phénomeénes dynamiques.
C'est par exemple le cas des applications médicales car on préférerait éviter I'exposition du patient & des
rayonnements ionisants. Il peut aussi se trouver des cas dans l'industrie mécanique ou on aimerait contrbler
en temps réel l'intégrité d'une piéce mécanique soumise uniguement a des chargements statiques sans avoir a
la mettre hors-service pour l'inspecter.

Malheureusement, les phénomenes statiques sont beaucoup moins propices a l'identi cation de défauts
parce que les problémes mathématiques qui en sont issus sont bien souvent trés mal posés, et il est rare que
I'on puisse se contenter de prendre des mesures ponctuelles pour réaliser l'identi cation de fagon acceptable.
Heureusement, il est aujourd'hui possible de s'appuyer sur des mesures ables de champs a la surface des
pieces [145, 147].

Du point de vue mathématique, on peut modéliser la mesure physique comme dans la gure 1 : a partir
de données d'entréeg, le systeme physique, modélisé par une fonction, donne un état de sorties, dont un
capteur, de fonctionm permet d'extraire la mesurey.

Dans le cas d'un probléme directe est entierement connu et on cherche a calculer I'étad ou des quantités
d'intérét y au travers de la relations peq (ou y mpeg). En général, ce probléme est bien posé dans
le sens ou la solution existe, est unigue et la fonction est continue.

Dans le cadre de l'identi cation, les entrées prennent la forme p ep; Xxqou e est supposé connu ex est

9
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Entrées Modéle Etat Capteurs  Mesures

Figure 1 Le probleme direct

un défaut a identi er (ou un champ permettant son identi cation). On appelle f :x PNfpxg m  pey;xq
Le probléme d'identi cation peut alors s'écrire de facon formelle comme (1).

P :trouver x tel quef xq vy 1)

Contrairement aux problemes directs, les problemes issus de l'identi cation de défauts s'avérent bien
souvent étre mal posés au sens de Hadamard [98]. C'est a dire que I'une des trois conditions suivantes n'est
pas respectée :

Existence de la solution :@;Dx; f xq vy
Unicité : tfmx1q fmXeg yufit xg Xpu
Stabilité : f ! est continue pour une topologie raisonnable

De facon assez intuitive, pour l'identi cation de défauts, I'existence de la solution dans le cas général est
mise a mal. En e et, on imagine assez facilement comment générer arti ciellement des mesures qui ne peuvent
s'expliquer par aucune forme de défaut. Un contre exemple spéci que au probléme de Cauchy est donné dans
la partie 1.2.1.2.3. C'est pour cette raison que I'on suppose bien souvent que I'on dispose de mesures dites
compatibles, c'est & dire issues de la résolution d'un probleme direct dans la mise en donnée duquel un certain
défaut xo a été utilisé.

Cependant, ceci cause un probleme évident dans le cas réaliste, ou les mesures ne sont pas arti cielles, mais
e ectivement issues d'une piéce instrumentée. En e et, les erreurs de modele d'une part, et de mesure d'autre
part permettent d'avoir la quasi-certitude que les données ne sont pas compatibles, et qu'en conséquence, la
solution x recherchée n'existe pas, d'ou I'utilité de ne pas imposer le respect des mesures de fagon stricte.

Pour ce qui est de l'unicité, dans le cadre des problémes d'identi cation, elle est aussi souvent appelée
identi abilité. En e et, le fait qu'il y ait un seul x capable d'expliquer la mesurey est nécessaire pour
permettre l'identi cation de x a partir de la mesurey. Pour les cas ou la quantité d'information est in nie
(c'est a dire que I'on suppose comme donné un champ continu avant discrétisation), I'unicité est bien souvent
véri ée. En revanche, sitbt que la mesure est discréte, il est bien fréquent que l'unicité soit perdue, ce qui se
manifeste par la présence de systémes singuliers a inverser.

La stabilité, quant a elle, est la diculté majeure rencontrée dans les problémes inverses. En e et, il
est trés fréquent que de petites perturbations dans les données conduisent a une grande variation dans la
solution. Or, il se trouve que lors de la résolution de problémes d'identi cation, les données subissent di érentes
perturbations comme le bruit de mesure, l'erreur de modéle ou tout simplement les erreurs d'approximation
numeérique, inévitables dans la résolution pratiqgue des systemes.

Les problémes d'existence, d'unicité et de stabilité abordés plus haut ont pour conséquence l'impossibilité
en pratiqgue de résoudre des problemes inverses tels quels. Il est donc nécessaire de les régulariser avant de
chercher a les résoudre. Le principe de la régularisation est de chercher a choisir, parmi tous Xegéri ant
a peu prés les mesured (xq y) l'une de ces solutions en se basant sur des informations supplémentaires
disponiblesa priori, qui portent généralement sur la régularité de la solution. Une telle démarche peut étre
interprétée comme inductive : en présence de données dont la qualité ou la quantité font qu'il est impossible
de trancher pour une solution particuliére, on est conduit a choisir la solution qui se conforme le mieux al’
priori que l'on en a.
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La plupart des méthodes d'identi cation sont variationnelles, C'est a dire qu'elles permettent de recons-
truire la géométrie d'un défaut en partant d'une estimation initiale qui sera a née de fagon itérative. On peut
citer par exemple la méthode FEMU [90] ou la méthode de I'erreur en relation de comportement [106]. Un tel
schéma d'identi cation demande de résoudre, a chaque pas de calcul, au moins un probléme diredl existe
d'autres familles de méthodes, comme les méthodes bayésiennes, qui transforment un probléme déterministe
mal posé en un probléme probabiliste bien posé, mais la encore, il est nécessaire d'e ectuer de nombreuses
résolutions directes.

Comme il est trés fréquent, dans les applications industrielles, que les problemes a résoudre soient de grande
taille, les méthodes variationnelles demandent souvent de disposer de capacités de calcul trés importantes.
Dans les cas ou on souhaite e ectuer le calcul rapidement, par exemple en temps réel, une piste qui fait I'objet
de recherches actives est l'utilisation d'un modéle réduit pour le probléme direct [139, 115]. Ceci permet en
e et d'accélérer chaque calcul direct, et éventuellement de régulariser le probléme, au prix d'une perte de
précision plus ou moins contr6lée. Une autre piste pour réduire le temps de calcul est de se tourner vers une
méthode d'identi cation dite explicite, comme I'écart a la réciprocité [13], qui ne demande pas de résoudre
de probléme direct.

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a deux problémes, et pour chacun a une méthode dédiée.
Le premier est le probléme de Cauchy, portant sur la reconstruction de conditions aux limites manquantes sur
un bord a partir de conditions aux limites redondantes sur un autre bord. La méthode de résolution choisie
est la méthode de Steklov-Poincaré, assimilable & une méthode variationnefleLe deuxiéme probléme auquel
nous nous intéresserons est l'identi cation de ssures, et la méthode que nous étudierons est la méthode de
I'écart a la réciprocité.

Il a été choisi, pour illustrer numériguement les algorithmes présentés, d'utiliser I'équation de I'élasticité
statique, mais ceux-ci devraient étre utilisables dans le cadre de n'importe quelle équation aux dérivées
partielles elliptique, comme I'équation de Laplace, régissant les phénomenes de thermique stationnaire et
d'électrostatisme.

Cette thése est organisée en trois chapitres.

Dans un premier temps, des résultats de la bibliographie utiles dans le cadre de notre étude sont présentés.
On dresse une liste de méthodes de régularisation utilisables pour la résolution de problémes inverses dans le
cadre général. Lorsque cela s'y préte, on illustre le fonctionnement de ces méthodes sur un probléme-jouet de
traitement d'image. Dans la suite du chapitre, on dresse un état de I'art des méthodes permettant la résolution
du probleme de Cauchy. En n, on passe en revue les approches disponibles pour le probleme d'identi cation
de ssures.

Le second chapitre est consacré a I'apport de contributions a I'amélioration de I'algorithme de Steklov-
Poincaré de résolution du probléme de Cauchy. Le travail qui y est présenté exploite la similarité entre la
méthode de Steklov-Poincaré et les méthodes de décomposition de domaine de type Schur [71, 114]. A la
lumiére de cette analogie, on cherche a mettre en +uvre di érentes améliorations du solveur. Par la suite,
des travaux plus variés sont présentés, ayant pour but de montrer que I'on peut traiter numériquement le
probléme de Cauchy dans des cadres divers. D'abord, on s'intéresse au cadre bayésien, puis on résout un
probléme de dynamique transitoire, puis un probléeme de statique non-linéaire. Finalement, on cherche a
résoudre un probléeme de Cauchy par décomposition de domaine.

Le troisiéme chapitre est consacré a l'identi cation de ssures a l'aide du concept d'écart a la réciprocité.
Dans un premier temps, un algorithme, disponible dans la littérature, mais jamais testé numériqguement dans
le cas de ssures internes en élasticité 3D, est étudié, et on montre comment améliorer sa robustesse. Par
la suite, deux nouveaux algorithmes plus généraux sont proposés. Ces algorithmes sont des réponses aux
deux limites classiques de la méthode de I'écart a la réciprocité telle qu'elle est habituellement présentée.

2. Deux si on utilise un probleme adjoint, et beaucoup plus si on a opté pour un schéma aux di érences nies
3. La méthode de Steklov-Poincaré telle qu'exploitée ici consiste en une méthode itérative au cours de laquelle le champ de
conditions aux limites est optimisé a l'aide de résolutions directes.
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Le premier algorithme peut s'appliquer a partir de données partielles sur le bord du domaine tandis que le
second algorithme permet d'identi er des ssures de forme quelconque.

Enn, la conclusion est I'occasion de dresser un bilan des apports de ce travail an d'annoncer des
perspectives scienti ques qui pourront faire I'objet de recherches ultérieures.

Steklov-Poincaré Ecart a la réciprocité
pour la complétion de donnée pour l'identi cation de ssures
[23, 96] [15]
partie 1.4.6 partie 1.5.5
Complétion de données puis identi cation de ssure
[59, 10]
partie 3.2
T Implémentation,
Améliorations o!u solveur de Krylov [72] étude et améliorations de la méthode [73]
parties 2.2 et 2.3 .
partie 3.1
Complétion de données dans des cas originalix Lien avec I'erreur en relation de comportemen
parties 2.4 a 2.7 partie 3.3

Généralisations de la méthod
parties 3.4 et 3.5

Figure 2 Interactions entre les di érentes parties du manuscrit



Chapitre 1

Bibliographie

1.1 Le probleme elliptique direct

L'ensemble des travaux présentés dans cette these porte sur la résolution de problémes inverses dans le
cadre des équations aux dérivées partielles elliptiques, c'est pourquoi on présente dans cette partie le probleme
elliptique direct de facon générale, puis dans le cas particulier de I'élasticité linéaire, qui sera exclusivement
utilisé pour illustrer numériquement le comportement des algorithmes présentés.

1.1.1 Cadre général

Soitd 2 ou 3, la dimension de l'espace physique. Soit un opérateur linéaire symétriqgue dé ni positif
A PRYN RY, dépendant éventuellement de I'espace. On dé nit l'opérateur di érentiel d'ordre 2, linéaire et
elliptique, L div A gradp g. Soit , un ouvert de RY su samment régulier. Soient 4 et ,, deux parties
dubordB ,tellesque Y , B et 4X , H .SoientgoPH !p g ugPH¥2p 4qetf, PH H2p ,q
Soit n, la normale sortante au bord du domaine. Le domaine et ses bords sont représentés sur la gure 1.1.
On dé nit le probléeme direct comme suit :

$
8 Lu g¢go Odans

trouver u dansHp qtel que : , U UgsSur ¢ (1.2)
%
Agradpug n  f, sur

On peut introduire A gradpug le ux.

Figure 1.1 Le domaine et ses bords

13
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On dé nit les espacesU;uPU &  uPHp qu|, ud( etUpuPUy & uPHp qu|, O(.
La forme faible de ce probleme peut s'écrire comme suit :

trouver u dans U tel que @ P Uy, apu;vg  lpvg (1.2)

Avec :

»

apu; vq gradpucA gradpvadV
» » (1.3)
Ipvg favdS govdV
On suppose queéA est tel quea soit continue et elliptique. De méme,f,, et gp sont tels quel soit continue.
Dans le cas ou 4 est de mesure non-nulle, on peut montrer, a l'aide du théoreme de Lax-Milgram
[44], que ce probléme est bien posé au sens de Hadamard, c'est a dire qu'il existe une unique solution
a ce probléme dansH!p q et que celle-ci est stable par rapport a tous les chargements. Plus précisé-
ment, il existe un unique u P Hp q satisfaisant (1.2), et il existeC; | 0;C, j OetCs j O tels que
}U}Hlp g ° C1}ooln 1p g Cz}ud}Hl{zp q C3}fn}H H2p g
En I'absence de su samment de conditions de Dirichlet, I'unicité de la solution est perdue (une condition
su sante a l'unicité est que la mesure de 4 soit non-nulle), mais elle peut étre retrouvée par exemple en
imposant des conditions en moyenne sur la solution.

Remarque 1 (Condition de Robin). Il peut également exister sur une partie du bordB des conditions aux
limites de type Robin, c'est a dire telles queku A gradpug n rg, aveck un réel positif. Le théoreme de
Lax-Milgram reste applicable avec une telle condition aux limites.

L'équation présentée est su samment générale pour couvrir les cas de I'équation de Laplace et la majorité
des cas de mécanique statique. Notons toutefois que certaines équations elliptiques, comme I'équation de
Helmholtz ne rentrent pas tout a fait dans ce cadre. Néanmoins, la plupart des résultats et méthodes présentés
dans cette thése sont valables également dans le cas de cette équation.

1.1.2 Cas de |'élasticité

Le cas qui va nous intéresser plus particulierement dans cette thése est celui de I'élasticité statique, avec
un comportement linéaire et I'nypothése des petites perturbations. Dans ce cadre, le chanopest un vecteur
qui représente le déplacement de la matiére. Pour mettre en évidence le fait qu'il s'agit d'un vecteur, il sera
noté dans la suiteu. g, représente une force volumiquef, | une force surfacique etiy un déplacement impose.

Le probléme direct d'élasticité statique se met sous la forme suivante :

$
g divp puqq g, Odans
. u Ugsur ¢ (1.4)
%
_pug n

Ou le tenseur de contraintes de Cauchy_est lié a la déformation linéarisé€’ au travers de la relation de
comportement comme Suit :

trouver u PH1p qtel que :
f sur ,
n

$ n
& pq H:’pq
15
%'pq 3 gradpq gradpq’ (5
Ou H est le tenseur de Hooke, d'ordre 4, caractéristigue du matériau étudié.
: el 1
On peut placer cette équation dans le cadre établi précédemment en posaft Hép Tg En

conséquence, le ux_ et 'opérateur di érentiel L se notent comme suit :
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#
_pg Agradpq

. (1.6)
Lpg divp paq

1.2 Dé nition et mauvais conditionnement des problemes inverses étudiés

Dans cette partie, on va donner des résultats bien connus dans la littérature a n de mettre en évidence le
fait que le probleme de Cauchy d'une part et l'identi cation de ssures d'autre part sont des problémes mal
posés sujets a de l'instabilité.

1.2.1 Le probleme de Cauchy

Le probleme de Cauchy, ou probléeme de complétion de données est un probléme dans lequel il s'agit de
retrouver des conditions aux limites manquantes sur un bord d'un domaine a partir de la donnée de conditions
redondantes sur un autre bord du domaine. Considérons toujours le domaine, muni de sa normale sortante
n. Son bordB va étre cette fois-ci divisé en deux parties. ; est le bord sur lequel on dispose des données
redondantes du champ et de son ux, et ,, est son complémentaire, sur lequel on ne connait aucune condition
aux limites. Le domaine et ses bords sont représentés sur la gure 1.2.

Remarque 2. On peut ajouter deux bords 4 et |, sur lesquels des conditions respectivement de Dirichlet
et de Neumann sont imposées. En pratique, dans la plupart des exemples numériques disponibles dans la
littérature (et dans cette thése), on utilise ces bords supplémentaires, et leur présence n'a pas d'impact sur
le principe des algorithmes de résolution.

$
y Lu go Odans
trouver u tel que : , u 0O sur (1.7)
0
A)A gradpug n R} sur

Figure 1.2 Le domaine et ses bords

Du point de vue physique, résoudre ce probléme revient a trouver, a partir de l'observation d'un bord
d'une piéce, des sollicitations appliquées sur un autre bord. Il a été proposé de résoudre des problemes de
Cauchy dans diverses applications industrielles. On citera notamment [155], ou l'auteur propose de retrouver
le potentiel électrique a la surface d'un c+ur a partir de mesures sur le thorax du patient. De méme, on peut
proposer de résoudre des problémes de Cauchy pour identi er des ssures contenues dans une surface connue
[96], des facteurs d'intensité de contrainte [11], ou la distribution de température a l'intérieur d'un tuyau [12].
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Mentionnons également [50], dans lequel des mesures de déplacement par corrélation d'image sont étendues
en résolvant un probléme similaire & celui de Cauchy.
On peut intuiter, en s'appuyant sur le principe de Saint-Venant, que si le bord , est éloigné du bord
r, I'inuence de la condition limite a identi er sur le bord de mesure est faible. Ceci permet de comprendre
pourquoi le probléeme est mal posé. Pour s'en assurer, on peut étudier I'exemple de Hadamard.

1.2.1.1 Exemple de Hadamard

Dans [81]%, qui a été repris par exemple dans [2], il est mis en évidence que le probléme de Cauchy
elliptigue est mal posé. Il s'agit du probléme sur le Laplacien dans le carré unité. SOk PN, et , r 0; s
est le c6té bas du carré.

$
i u O0@pygPO s r0;ls
& 1 . .
trouver ug tel que ;, Uk Sinkxgpoury  Oet@Pi0; s (1.8)
i Bu
%Ek Opoury Oet@PIO;, s

Ce probleme admet une solution unique qui est :

1.
UkPGYQ o Sinpkxqcosfrkyg (1.9)

On va montrer que I'on ne peut pas contréler la norme dei, surrO; s r 0;1spar la norme de la donnée
de Dirichlet sur r0; s
La limite de la norme L2p rqdeux pour x P10; sety O quandk tend vers 8 est nulle.

» »

1
l l 2K im — in? lim — 1.1
A Hudiep g Iim o kP Ocelx - lim 5 o s pxex - im- 5 0 (1.10)

A linverse, la norme deuy sur I'ensemble du domaine a le comportement suivant :
» »
im Yu}, 2 lim uZpydxdy  lim = coshpkycdy
13, b, k 1 13,
kN8 P9 kN r0; sr 0;1s kN8 2K (g1s
1 sinhp2kq

WMo 3 T 4

=

(1.11)
8

En conséquence, pour une donnée de norme arbitrairement petite, on peut avoir une solution de norme
arbitrairement grande. La condition de stabilité n'est donc pas respectée et on a a aire a un probléeme mal
posé. Par ailleurs, on remarque que les données de faible norme capables de faire exploser la solution sont trés
oscillantes, ce qui correspond a la forme usuelle du bruit de mesure, ce qui est particulierement défavorable
a la résolution pratique du probléme inverse.

On voit sur la gure 1.3 la solution du probléme de Cauchy pour deux valeurs dé&. pour k 2, la donnée
eny 0 est peu oscillante et la norme de la solution est controlée par celle de la donnée. Par contre, des
k 5, la donnée est davantage oscillante et on constate que la norme de la solution a tendance a exploser
guand on s'éloigne du bordy 0.

1.2.1.2 Résultats théoriques sur le probleme de Cauchy

La littérature mathématique sur le probleme de Cauchy est trés fournie, et de nombreux résultats ont été
prouvés. Une partie d'entre eux sont rassemblés dans cette partie.

1. Que je n'ai pas pu me procurer
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\
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10 1 10 1
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X 0 y X 0 y
@k 2 (b)y k 5

Figure 1.3 Solution du probleme de Cauchy pour di érentes valeurs dek

1.2.1.2.1 Unicité Pour le cas du probléme linéaire, le théoréme de Holmgren permet de montrer cette
unicité (voir [130], chapitre 1.7, dans lequel le cas d'un probleme de Cauchy d'ordre élevé est traité). Ce
théoréme permet d'armer que la di érence entre deux solutions u; et u,, qui est en conséquence solution
d'un probleme de Cauchy homogeéne, est nulle sur tout le domaine.

Dans [41], on trouve également une démonstration de I'unicité de la solution du probléme de Cauchy pour
le cas de I'équation de Laplace, qui s'appuie sur un résultat d'unicité plus général.

1.2.1.2.2 Stabilité La question de la stabilité de la solution est cruciale puisque la qualité des solutions
numeériques gue I'on obtiendra est nécessairement tributaire des résultats théoriques de stabilité. Celle-ci est
abordée notamment dans l'article de revue [2] sur un opérateur elliptique de forme générale, et les auteurs
exposent un résultat de stabilité logarithmique optimal. Pour information, la stabilité logarithmique est une
relation de la forme suivante, établie dans le cadre de I'équation de Helmholtz dans [42].

M
@ P9 Ir [CPR }u sc_ "
MU a® CgoeTag

}U}Hzp q®@ M
}go}sz q } 0r}Hlp q } ﬂgr}LZp gl

avec
(1.12)

Dans [35], une analyse spectrale est conduite, qui arrive a la conclusion que les valeurs propres de l'opé-
rateur de Steklov-Poincaré€ tendent vers 0 de fagcon exponentielle, ce qui est compatible avec le résultat
précédent.

Ces résultats permettent d'armer que le probléme de Cauchy est séverement mal posé au sens de la
stabilité.

1.2.1.2.3 Existence  Rappelons en n que le probléme de Cauchy n'admet pas nécessairement de solution
dans le cas général. On peut montrer cela en utilisant un raisonnement par lI'absurde : soit un domaineg
dont le bord est divisé en trois parties 1, » et 3, tous trois de mesure non nulle. Supposons que tout
probléme de Cauchy a une solution. Considérons le probléme de Cauchy suivant :

2. voir la partie 1.4.6
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$
) Lu go Odans

trouver u tel que : U ugsur j (1.13)
%
Agradpug n  fq1sur 1

Il a une solution, dont on sait qu'elle est unique. Considérons alors le probléme suivant :

$
; Le g Odans
’& & Uy Sur 1
trouver wtel que :, Agradpg n  fqsur 1 (1.14)
Bt Sur o
%
Agradpgq n f2 sur

L'unicité de la solution du probléme (1.13) nous permet d'a rmer qu'elle est égale a la solution de (1.14).
En conséquence, ce dernier probléme n‘admet de solution quetsi u | , etfz> p Agradpuq nq|,. |l
s'agit des conditions de compatibilité.

Pour les cas pratiques, la question de I'existence de la solution peut étre réglée en supposant que les
conditions aux limites données sont compatibles entre elles, c'est a dire qu'elles sont issues de la résolution
préalable d'un probléme bien posé.

Le théoréme de Cauchy-Kowalevski (voir [63], Chap V, Th 3) assure l'existence d'une solution au probléme
de Cauchy sous certaines hypothéses de régularité du bord portant les données redondantes, et si ces derniéres
sont analytiques et compatibles.

1.2.2 Le probleme d'identi cation de ssures

Le probleme que l'on va examiner dans cette partie consiste en la détermination de la forme et la taille
d'une ssure a partir des données du champ et du ux sur une partie du bord du domaine. La ssure est
représentée par une surface de discontinuité dans le domaine, notéeDé nissons deux surfaces, confondues

avec , mais orientées de facon opposées, et , telles que leurs normales sonh n . On pose
arbitrairement n n , la normale a la surface de ssure. Tous ces €éléments sont représentés sur la gure
1.4.

Figure 1.4 Le domaine ssuré

La nature des conditions a écrire sur dépend de la physique considérée. Pour ce qui nous intéresse,
en mécanique, on peut par exemple supposer une condition de contact unilatéral, qui s'écrit a l'aide des
conditions de Signorini, en posantf _u gn _pu gn , l'eortentre les levres de ssure :
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$

i JuKn ¥0

&f n =0

Cf 1K 0 (1.15)
%f f n n

Dans certains cas, on peut simpli er ces conditions en supposant que le chargement est tel que la ssure
est toujours ouvrante, c'est a dire qu'il n'y a jamais de contact entre les lévres de ssure. En conséquence, on
peut modéliser la présence de la ssure simplement en utilisant des conditions de Neumann sur et
Dans cette partie, c'est ce que l'on va faire pour avoir le probléme le plus simple possible.

$

Lu g Odans z
&

Agradpug n  fQ surB
u 0, surB
Agradpug n O sur

trouver tel que Du respectant : (1.16)

o\o-__-

Remarque 3. Dans d'autres cas, il peut y avoir une condition aux limites di érente sur . Par exemple, en
thermigue ou électrostatisme (équation de Laplace), on peut étre amené a modéliser une ssure a l'aide de
conditions de Robin.

1.2.2.1 Existence

Pour prouver que le probléme n'admet pas de solution dans le cas général, nous allons construire un jeu
de données tel qu'il n'existe pas de ssure solution du probleme inverse. Pour cela, considérons;, solution
du probléme direct suivant :

#
Lu; Odans

(2.17)
Agradpusg n fosurB

trouver us tel que :

Sifg 0, alors,u; 0. On va montrer que le retournement du champ ne peut s'expliquer par une
ssure. Posons le probléme d'identi cation de ssure suivant :

Lu Odans z
Agradpug n  fosurB
u ui surB
Agradpug n O sur

T

trouver tel que Du respectant : (1.18)

o\o__-

On utilise la formule de Green pour le domaine sain :

»

0 gradpu1 A gradpu1qdV
» » » (12.19)

u;A gradpuigq ndsS gradpu;qdivpA gradpuigodV u;fodS
B B

Le bord du domaine ssuré - z estB, B Yp Y ¢ Laformule de Green donne donc :

» »

0 gradpucA gradpugqdS UA gradpug ndS
»B 2 » B 2 » » (1.20)

UA gradpug ndS UA gradpug ndS UA gradpug ndS uifodsS O
B B
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On aboutit donc a une contradiction, ce qui prouve que le probléme (1.18) n'a pas de solution. Une
interprétation physique de ce contre-exemple consiste a dire qu'une mesure conduisant a un travail négatif
ne peut pas s'expliquer par la présence d'une ssure.

1.2.2.2 Unicité

L'identi abilité (ou unicité), quant a elle, a été démontrée pour di érents cas de gure. Dans [75], l'unicité
est prouvée pour I'équation de Laplace 2B ; une hypothése dans cette démonstration est qu'il existe des
mesures issues de deux cas de chargement distincts. Dans [30], un résultat d'identi abilité est obtenu pour
I'équation de I'élasticité linéaire en 2D dans le cas ou la ssure est un bord de Neumann.

1.2.2.3 Stabilité

En n, en ce qui concerne la stabilité, on pourra citer [1] ou un résultat de stabilité de Lipschitz est donné
dans le cadre de I'équation de Laplace. Un résultat de Lipschitz-stabilité locale pour le cas de I'élasticité 2D
est donné quant a lui dans [30] sous les hypothéses que la ssure est linéaire et débouchante, et gueest
pas régulier en pointe de ssure. On introduitu, le champ de déplacement mesuré pour une ssure donnée
et u", le champ mesuré pour une ssure perturbéeh peut étre une variation de la longueur de la ssure, ou
son angle. Dans ces deux cas, les auteurs montrent l'inégalité suivante :

u'  u
U Ulip g |h}|L2prqi 0 (1.21)

Ce résultat s'interpréte comme la majoration d'une variation in nitésimale des paramétres de la ssureh
par la norme de la variation correspondante du champ mesuré multipliée par une constante positive.

A la lumiére de ces résultats théoriques, on peut conclure que le probléme d'identi cation de ssures est
moins instable que le probléme de Cauchy.

lim
hN O

1.3 Methodes de régularisation

Comme on I'a vu plus haut, les probléemes qui seront traités dans cette thése sont instables, et les al-
gorithmes de résolution sont susceptibles de conduire a des approximations de trés mauvaise qualité, en
particulier en présence de bruit. C'est pour cette raison que I'on va s'intéresser aux remedes qu'il est possible
de mettre en +uvre.

Indissociables de la résolution des problémes inverses et mal posés, dont elles sont un ingrédient essentiel,
les méthodes de régularisation prennent des formes tres diverses pour s'adapter aux besoins particuliers de
chaque probléme. Dans cette partie, on va tenter de donner un apercu de cette diversité en présentant un
grand nombre d'entre elles.

On va considérer dans toute cette partie que le probleme traité prend la forme présentée dans l'introduc-
tion :

P :trouver x tel quefpxq vy (1.22)

Ou p;yq PR™  R". Ce probléme est alors équivalent au probléme de minimisation suivant :

X argmin %}fpeq y}? (1.23)

x est la solution, y la mesure (ou second-membre), p«q Yy est appelé le résidu.

3. Dans cet article, l'identi abilité est prouvée a la fois dans le cas ou la ssure se manifeste par une condition de Dirichlet
nulle sur et celui, qui est le notre, ou il s'agit d'une condition de Neumann sur et
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Remarqued4. Il arrive que I'on utilise une norme particulieére dans ce probléme de minimisation, en minimisant
plut()t\ H pq y}EITN. Ceci revient & minimiser }Nf peq  Ny}?, c'est a dire a préconditioner & gauche le
probleme parN -.

Nous allons étudier le lien entre la stabilité de la solution et le conditionnement du probléme. Considérons

un bruit y, introduit sur les données, et qui cause une erreux sur la solution. Le probléme bruité s'écrit
comme suit :

fxk xq y vy (1.24)
On dé nit ]’c\;"x le conditionnement du probléme au pointx et au sens de la norméM comme le plus petit
réel positif tel que :
} X} M
a 1.25
}Ylim fix ( )

On voit ainsi que le conditionnement contréle la stabilité de la solution du probléme.
Dans le cas ouf est une fonction linéaire, on dé nit A P R™™, une matrice telle quef xq Ax. Le
probléme s'écrit alors comme suit :

Ax y (1.26)

Lorsque I'on rajoute un bruit y sur les données, le systeme bruité devient (1.27) et il apparait une erreur
X sur la solution :

Ax xq y Yy (1.27)

On peut donc en déduire que le conditionnement du probléme s'exprime en fonction de la norme subor-
donnée de l'opérateurA et de son inverse. On note le conditionnement de la matricA au sens de la norme
N, M

1A

N} AMWMIA Y (1.28)

En particulier, le conditionnement en norme 2 est égal au rapport entre la plus grande et la plus petite
valeur singuliére deA.

Dans le cas oUA est la discrétisation d'un opérateur compact, c'est a dire d'un opérateur ayant une
in nité de valeurs propres s'accumulant vers zéro, son conditionnement en norme 2 tend donc ve quand
la taille de A augmente. C'est pour cette raison que les opérateurs compacts sont réputés pour intervenir
dans des problémes extrémement mal conditionnés.

Remarque5 (E et de la discrétisation) . Dans le cadre des problemes inverses, la discrétisation joue un réle
a double tranchant. En e et, d'une part le fait que la solution a trouver, X, soit discrétisée, a tendance a
stabiliser la résolution, comme cela a été mis en évidence par exemple dans le cadre de la corrélation d'images
[39], au point méme que la discrétisation peut étre considérée comme un moyen de régularisation a part
entiére. Cette stabilisation vient du fait que, si elle est pertinente, la discrétisation permet d'imposer I'espace
dans lequel la solution se trouve, et donc permet de limiter I'existence de solutions éloignées de la référence,
et ayant un résidu faible. Cependant, d'autre part, les données d'entrég; sont elles aussi discrétisées, ce qui

a pour conséquence que la quantité d'information peut ne pas étre su sante pour résoudre le probléeme dans
de bonnes conditions. On peut méme se retrouver dans le cas ou le probléme discret est sous-déterminé (et
dans ce cas, l'unicité n'est évidemment plus assurée).

L'esprit général des méthodes de régularisation consiste a admettre que, pour des raisons de qualité ou
de quantité, les mesures/ ne sont pas a méme a elles seules de permettre la détermination de la solution
X, et que la résolution du probleme (1.23) tel quel conduirait a une solutior® qui en est éloignée et méme
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n'‘ayant pas de sens physique. On va alors s'aider d'informations connuespriori, et qui portent souvent sur
la régularité de la solution, ou sa proximité avec un champ connu.

Lors de la mise en +uvre d'une méthode de régularisation, un point qui demande une attention particuliére
est la facon de pondérer les deux sources d'informations que sont la mesure et l'informatianpriori. Nous
verrons également dans cette partie des procédures adaptées a chaque méthode, qui permettent de choisir un
poids relatif pertinent.

Ces procédures se divisent en deux grandes catégories : certaines peuvent fonctionner sans utiliser I'in-
formation du niveau de bruit, tandis que d'autres nécessitent cette donnée pour étre applicables. Il convient
alors de souligner gu'un résultat mathématique [25] appelé veto de Bakushinskii stipule que dans le pire des
cas, un choix du parameétre de régularisation sans utiliser l'information du niveau de bruit peut conduire a
une solution arbitrairement fausse. La conséquence pratique est que, dans le cas ou on ne peut pas estimer
le niveau de bruit, il est préférable de chercher a recouper les informations données par plusieurs procédures
plutdét que de faire con ance a une seule d'entre elles.

Remarque6. Les articles de revue bibliographique sur les méthodes de régularisation pourront apporter des
informations complémentaires a cette partie. On peut citer [149], qui apporte une approche mathématique,
ou [146], qui est plus orienté vers l'ingénierie.

Remarque 7. La bibliothéque Regularization Tools [87], fonctionnant sur Matlab, est dédiée a la mise en
+uvre numeérigue d'un grand nombre de méthodes de régularisation.

Pour celles qui s'y prétent, les méthodes présentées dans cette partie seront illustrées sur I'application
particuliere du dé outage d'image, qui ore l'avantage de fournir des résultats trés visuels. Il s'agit d'un
probleme inverse bien connu qui revient mathématiquement a l'inversion d'un systeme linéaire plein, tres
mal conditionné et non symétrique impliquant I'opérateur de outage. Il a été choisi d'utiliser un outage
indépendant de la couleur, ce qui fait que le probleme peut étre traité a l'aide de résolutions a seconds
membres multiples, les trois seconds membres correspondant aux couleurs rgb. On suppose lqueprésente
la distribution sur I'image des niveaux de l'une des trois couleurs. La distribution des niveaux de couleurs de
Iimage outée, |z se calcule comme suit :

»

1
ls  Gpg avec Gpagxq NpXq kpc; yd pyedy

» X yq (1.29)
N xq kpGyady et kpoyq e 22

Ou , I'écart-type, est un paramétre gouvernant la sévérité du outage. L'opérateurG est un opérateur
intégral de Hilbert Schmidt (de noyau k{N), qui est donc compact. En pratique, l'image est discrétisée sur
des pixels, et la version discréte de I'opérateuG est extrémement mal conditionnée, ce qui fait que le bruit
numeérique su t a faire apparaitre les phénomenes que l'on cherche a mettre en évidence. Pour cette raison,
aucun bruit supplémentaire n'a été ajouté.

Un exemple d'image outée, avec un écart-type dé& pixels est proposé sur la gure 1.5. Le lecteur intéressé
par ce probléme particulier pourra avantageusement se référer a un article de revue bibliographiqgue comme
[152].

1.3.1 Reégularisation de Tikhonov

1.3.1.1 Présentation de la méthode

Cette méthode a été proposée dans [128] et [144]L'information apportée est la proximité a une donnée
a priori Xg, pour une distanced bien choisie. Ainsi, le probléme (1.23) devient :

4. L'auteur de cet article a laissé son nom a la méthode, mais je n'ai pas réussi a me le procurer
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(@) Image d'ori- (b) Image ou-
gine tée

Figure 1.5 Floutage d'image

X argmin %}f pegq Yy} dpgxoq (2.30)

Dans lequel est le paramétre de régularisation positif, dont le choix sera fait en fonction de la con ance
gue l'on a dans le fait quedpx; x o est petit.

Dans le cas du probléme linéaire, et si la distancd est quadratique, on peut introduire un opérateur
linéaire L tel que la minimisation s'écrive :

1
X argmin éx-TpATA L TLage x"ATy  xTLTLxg (1.31)
Ceci conduit au systéme linéaire :

ATA LTL x ATy L TLxo (1.32)

Si la matrice A est symétrique dé nie positive, on peut plutét minimiser la fonctionnelle suivante :

1
X argmlné)eTpA L TLage %'y x'LTLxg (1.33)

Ce qui conduit au systéme linéaire suivant :

PM LTLx y L TLxo (1.34)

L'avantage d'une telle formulation, par rapport a I'équation normale qui dériverait de la minimisation
(1.30) est que I'équation non régularisée sous-jacente est mieux conditionnée, ce qui autorise des valeurs plus
faibles du paramétre de régularisation si le bruit numérique est prépondérait Mentionnons le fait intéressant
gue dans le cas olA est seulement carrée, la résolution d'un tel probleme linéaire conduit empiriguement a
des résultats cohérents alors que le probléme (1.33) n'a plus de sens.

Remarque8 (Lien entre préconditionnement et choix de la norme régularisante)Dans le cadre des problémes
linéaires, résoudre un probleme du type de (1.31) ou (1.33), régularisé par la norneest équivalent, si la
matrice L est inversible, a résoudre au sens de la minimisation du résidu le probléme (1.26) préconditionné
a droite par L ! et régularisé par la norme euclidienne. Notons d‘ailleurs que pour (1.33), on a I'équivalence
gue le prédonditionnement soit a gauche, a droite ou symétrique.

Revenons au cadre général non linéaire. A ce stade, il convient de distinguer deux grands cas de gure
dans lesquels la régularisation de Tikhonov peut étre appliquée :

Le premier cas est celui dans lequel on cherche a recaler un parameétre dont I'ordre de grandeur est déja
plutdt bien connu. Par exemple, si on cherche a identi er le module d'Young d'une variante d'aluminium,

on pourra prendrexg 70 GPa. Dans ce cas, la normeéM la plus pertinente sera souvent la norme
euclidienne. Le terme de régularisation permet de s'assurer que la présence de bruit ne conduit pas le
parametre recherché a s'éloigner de valeurs raisonnables.

5. Mais le bruit sur le second membre a toujours autant d'impact car il est multiplié lui aussi par AT
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Le second cas de gure est celui ou il n'y a pas de bonne raison de penser qua un certain ordre

de grandeur connu. Dans ce cas, il est trés fréquent de prendre 0. Le terme de régularisation
s'interpréte alors comme un moyen de forcer le champg a étre su samment régulier au sens de la
mesured. En conséquence, cette mesure doit étre choisie pour avoir un sens physique. Par exemple, il
est trés fréquent de se servir d'une semi-norme pénalisant les oscillations du champ recherché.

Si, du point de vue pratique, I'utilisation pour d d'une forme quadratique est souvent préférée car elle
conduit lors de la minimisation a un probléeme linéaire (pourvu quef soit aussi une forme linéaire), il peut
parfois étre avantageux de proposer des fonctions moins faciles & minimiser. Par exemple, si on s'attend a ce
gue le champ recherché présente des discontinuités, comme c'est le cas pour le champ de module d'Young
d'une structure ayant des inclusions, ou le champ de niveaux de gris d'une image, il peut étre avantageux
d'utiliser pour d la semi-norme appelée variation totale. Des exemples peuvent étre trouvés dans [135] pour
une application au traitement d'images, ou dans [58] pour une application la détection d'une inclusion.

»

IX}rv [r x|dV (2.35)

Cette fonctionnelle présente la propriété de ne pas plus pénaliser les variations rapides que les variations
sur une plus grande longueur, comme le ferait une norme de tygé?.

En revanche,} } v n'est pas une fonctionnelle quadratique, elle n'est que faiblement convexe et elle n'est
méme pas di érentiable sur les points otr x 0. Ceci fait que la minimisation de (1.30) est plus dicile a
mettre en +uvre si on choisit la variation totale.

1.3.1.2 Méthodes a régularisation itérative

Dans la littérature, on rencontre di érentes approches reposant sur une régularisation itérative.

Dans [38], par exemple, il s'agit d'identi er quelques paramétres a partir de mesures. Les auteurs ont choisi
de mettre en place une procédure itérative dans laquelle a chaque itération, la référencg est la solution de
I'itération précédente, et le paramétre de régularisation est mis a jour au bout de quelques itérations pour
faire converger la résolution.

Un autre exemple de méthode a régularisation itérative, utilisée cette fois pour l'identi cation d'un champ,
est traité plus en détail dans la section 1.4.2. Il s'agit de la méthode de régularisation évanescente, proposée
dans [60].

1.3.1.3 Choix du paramétre de régularisation

Il est évident que le choix de peut gouverner & lui tout seul la solution vers laquelle converge la
minimisation. Dans ce contexte, il est crucial d'étre capable de déterminer la meilleure valeur de ce parametre.
Pour ce faire, le moyen le plus immédiat est d'observer l'allure de la solution obtenue pour di érentes valeurs
de an de juger visuellement laguelle o re le meilleur compromis.

Malheureusement, cette solution demande a l'utilisateur de régler ce parametre a chaque utilisation, c'est
pourquoi il existe un outil permettant d'automatiser le choix de ce paramétre. Cet outil est la L-curve [120],
gui a été étudiée en détail dans [86]. Il s'agit du tracé d'un graphe présentant, pour di érentes valeurs de

, le résidu }f pxq y} en abscisse, et la mesure de la solutiodpx; xoq (ou plus souvent}x  Xglm, dans
le cas quadratique) en ordonnée. La solution recherchée doit avoir un résidu et une norme aussi faibles que
possibles. On constate que, lorsque la stratégie de régularisation est pertinente et que le probleme s'y préte,
la L-curve présente un coin (d'ot son nom). On est alors conduit a choisir la solution correspondant a ce coin.
Le plus souvent, les L-curves sont tracées dans un graphe avec une échelle logarithmique.

Sur la gure 1.6, la L-curve pour notre probléme-test est présentée. On constate que pour des valeurs
faibles du parameétre de régularisation, le résidu est faible mais la norme de la solution est élevée. Comme
dans notre cas, il n'y a pas de bruit ajouté, cette norme élevée vient du fait que la matrice a inverser devient
numériquement singuliére et le solveur n'est donc plus capable de l'inverser avec su samment de précision.



1.3. METHODES DE REGULARISATION 25

Quand le parameétre de régularisation augmente, la norme de la solution diminue, puis le résidu augmente
en raison du fait que le systéeme que l'on résout s'éloigne du systéme non régularisé. Le choix optimal du
parameétre de régularisation est situé dans le coin de la courbe.
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Figure 1.6 L-curve pour le probleme-test de dé outage d'image avec la norme identité

Le tracé d'une L-curve nécessite le plus souvent de faire une résolution inverse par valeur du parametre
de régularisation a tester. Ceci ampli e encore le prix de la résolution en terme de temps de calcul. C'est
pour cette raison qu'il est parfois intéressant d'utiliser des critéres permettant de choisir la meilleure valeur
du paramétre a partir de I'amplitude du bruit de mesure, si celle-ci est connue.

Le critere de Morozov [121], propose de choisir tel que le résidu de la solution soit égal a la norme du
bruit de mesure} y }. Dans le cas d'un probléme linéaire, la norme du bruit de mesure est égale au résidu que
I'on obtiendrait si on comparait la solution du probleme sans bruit aux mesures bruitées. Ce critére conduit
alors a adopter la stratégie trés intuitive dans laguelle on renonce a faire décroitre le résidu en dessous de la
valeur obtenue par la solution sans bruit.

tel que}f kg y}* } y}? (1.36)
Le critére d'Arcangeli [16]°, étudié également dans [140], quast & lui, propose de faire un choix légérement
di érent pour lequel il a été montré que, dans le cas otdpx; Oq x2dV, la convergence de vers la vraie

solution, f pyq quand le niveau de bruit tend vers zéro, est plus rapide.

tel que }f ;kq  y}? by (1.37)

1.3.1.4 Exemple

Dans l'exemple de la gure 1.7, on compare les résultats de dé outage d'image obtenus avec la régulari-
sation de Tikhonov pour deux formes de la semi-normi .

La comparaison des résultats obtenus avec la norm2 et la variation totale est trés intéressante : on
constate bien que le second autorise les changements brutaux de couleurs, mais lisse davantage les couleurs
a l'intérieur des objets. Par ailleurs, méme si la premiére solution est peut-étre plus proche de la référence,
on constate que la seconde solution est plus réaliste étant donné que les arti ces propres au pixel art ont été
éliminés (contour sombre, re ets exagérés, pixels en damier...). On constate par ailleurs que le contour du

6. Cet article est souvent cité en référence, mais je n'y ai pas eu acces
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(a) Image d'ori- (b) Image ou- (c) Image re- (d) Image re-
gine tée construite avec construite avec
la norme 2 la variation to-

tale

Figure 1.7 Dé outage d'images avec régularisation de Tikhonov

personnage est bien mieux rendu (notamment grace a l'absence totale de pixel gris dans la zone blanche), ce
qui est davantage propice a certaines applications comme la segmentation d'image.

Pour illustrer plus en détail I'e et de la régularisation, on compare sur la gure 1.8 les résultats obtenus
en utilisant la norme identité pour di érentes valeurs du paramétre de régularisation. On voit que la solution
sous-régularisée présente des oscillations exagérées des couleurs tandis que la solution sur-régularisée présente
un lissage trop important.

(@) Recons- (b) Reconstruc- (c) Recons-
truction  sous- tion dans le coin truction sur-
régularisée de la L-curve régularisée

Figure 1.8 Comparaison de solutions sur et sous-régularisées

1.3.2 GSVD tronquée

La méthode de la décomposition en valeurs singuliéres tronquée (TSVD) est apparue dans [88], et une
étude en est disponible dans [83]. Elle s'applique a la régularisation des systémes linéaires. On suppose donc
dans cette partie quef est une fonction linéaire. On s'intéresse aux problémes (1.26) et (1.27).

1.3.2.1 Présentation de la méthode

La décomposition en valeurs singulieres (SVD) permet de décomposer I'opératedren trois matrices :

UPR™, PRM etV PRMM,
#
T utu 1, _ o
A U V' avec T et diagp iqg 1.n PR™ (1.38)
V'V g

Les opérateurs sont numérotés de fagcon a ce que les valeurs singuliéres soient classées par ordre décroissant :
pouri i j; 0 9.
Remarque 9. Dans (1.38), a été écrite pour le cas oln  m (A est sous-déterminée), mais la méthode
s'appligue aussi au cas oin  m (A est sur-déterminée), et au cas oim  n.
Remarque 10. Dans le cas oUA est symétrique semi-dé nie positive, la décompaosition en valeurs singuliéres
est équivalente a la décomposition en valeurs propres.
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Remarque 11 (Matrice de rang dé cient). Si le rang deA, noté r est inférieur a sa plus petite dimension,
alors les valeurs singuliéres; pouri r 1. minpn; mgsont nulles.

On peut alors transformer (1.26) comme suit, en posank VTx ety UTy:

x v (1.39)

Si on suppose quey comporte un bruit de mesure y assimilable a un bruit blanc, ce bruit aura alors
statistiquement la méme amplitude sur chaque terme dey. Par conséquent, les termes dex correspondants
auront une amplitude d'autant plus grande que la valeur singuliére correspondante est petite.

En conséquence, si on décide de tronquer la solution, c'est a dire d'annuler les termesxdeorrespondant
aux valeurs singuliéres les plus petites, on réduit I'in uence du bruit sur la solution. Le nombre de valeurs
singuliéres conservées est le parametre permettant de contréler la méthode de régularisation, c'est pourquoi
on le note . Ici, il s'agit d'un entier positif. La solution régularisée s'écrit :

#
Ny i @i a

Xreg V/\: UTy, avec j/\ P d|agp\qu 1: PRn;m; et: N 0 @' i

(1.40)

o " PR™MM est la pseudo-inverse de la matrice diagonalé .
Remarque 12 (Factorisation QR). Certains auteurs appliquent la méme idée de troncature a la factorisation
QR de la matrice [149]. Le principe est le méme que pour la SVD tronquée.

Dans [148], les auteurs proposent une premiére généralisation de la SVD d'une facon similaire a ce qui
est bien connu pour la décomposition en valeurs propres, et qui est retravaillée dans [127], pour donner la
version qui est aujourd'hui la plus utilisée.

Les auteurs montrent qu'on peut décomposer une paire de matrices P R"™™ et L P RP™ a l'aide de
UPR"™, PR"™ V PRPP, PRPM™ et X PR™M. On a choisi d'ordonner les tailles des opérateurs
de la fagonn & m @ p, car cet ordre correspond aux cas qui seront rencontrés dans la suite de la thése,
mais la SVD généralisée est utilisable pour toutes tailles d'opérateurs. On suppose que les noyauxAdet L

. . L A .
sont orthogonaux. On suppose de plus pour simpli er les écritures que est de rang plein, et le lecteur

L
intéressé par I'écriture de la décomposition dans le cas contraire est invité a lire [127].
" $ ? .
A U X 1 & u'u I'n & 0 pdlagp idd 1:n
Lovox 1 e, YTV | lp et : pdiagp 199 1:m (1.41)
X inversible L 0
Pour assurer l'unicité de la décomposition, on imposei2 ,2 l@enet ; 1@ n.Deplus, les

opérateurs sont numérotés de fagon a ce que les valeurs singulieres soient classées :ipoyr & j.
Remarque13. Danslecasoll |, alorsX V et on se retrouve dans le cas de la SVD.

Dans [84], on dé nit, comme plus haut, la solution régularisée, paramétrée par un entier, comme suit :
# .

N i @i o

Ao 0@

Remarque 14 (Di érentes dé nitions de la GSVD) . Dans [148], les auteurs proposent deux dé nitions de la
décomposition en valeurs singulieres généralisée qui coincident guahcdest de rang plein et de la taille deA.
On peut voir la similitude entre elles en remarquant qu'on a alors X *  VTL, ce qui permet de montrer
que labaseX T T estorthonormée au sens de l'opérateur L. En conséquence, on a écrih U "WT,
avecW X T T PRM™ une base orthonormée au sens de' L. Dans cette dé nition, l'analogie avec la
décomposition en valeurs propres généralisée apparait nettement.

Xreg X "'UTy; avec:” 0  pdiagphqg 1:n PR™™; et: (1.42)
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1.3.2.2 Lien avec la méthode de Tikhonov

Considérons I'équation normale régularisée suivante :

PATA L TLx ATy (1.43)

En introduisant la décomposition aux valeurs singuliéres dé et L, et en posantx X Ixety X 1ly,
ce systéme est équivalent au systéme suivant :

T T T

¥ (1.44)

p o

On se retrouve donc avec un systeme diagonal dont la solution est 1y 5. Si la matrice L a

2

été bien choisie, elle est telle que les termes associés aux valeurs singuliéresl\ apui slont trop petites sont
gouvernés par les valeurs singulieres de. En conséquence, pour tout ; trop petit, ,2 " ,2 ce qui permet
d'inhiber les termes correspondants, comme le fait la GSVD tronquée.

Une analyse de la similarité des résultats obtenus par les méthodes de la SVD tronquée et de Tikhonov,
accompagnée d'une illustration numérique peut étre trouvée dans [149, 85] par exemple. Il faut toutefois
nuancer cette analyse dans le cas ou I'une des dimensions de l'opératéduest trés faible. En e et, le nombre
de valeurs singuliéres est alors lui aussi trés faible. Or, comme la méthode impose de tronquer un nombre
entier de valeurs singuliéres, on s'attend a ce qu'elle permette bien moins de souplesse que la méthode de
Tikhonov.

Remarque 15 (Méthode des valeurs singuliéres amorties)Une alternative a la troncature des valeurs singu-

lieres consiste a amortir les termes de [68]. Il s'agit de faire en sorte que les valeurs propres les plus petites
soient arti ciellement éloignées de zéro, ce qui améliore le conditionnement du probléme. On peut voit que le
fait d'augmenter toutes les valeurs propres de la méme valeur est équivalent a une régularisation de Tikhonov.

1.3.2.3 Choix du parameétre de régularisation

Dans cette méthode, il est toujours possible d'utiliser une L-curve pour déterminer la valeur la plus
pertinente du paramétre de régularisation.

Par ailleurs, il existe un moyen dédié au choix du nombre de valeurs singuliéres. Il s'agit du graphe de
Picard [85], permettant d'assurer la condition de Picard discréte.

Pour le systéme non-bruité, et si la solution que I'on cherche est de norme nie, I'amplitude des termes de
la solution dans la base singuliere doit décroitre en fonction du numéro des valeurs singuliéres (si elles sont
classées par ordre décroissant).

En conséquence, le comportement attendu pour les termes aedans le cas ou on a a aire a un systéme
mal conditionné dont le second membre est bruité est d'abord la décroissance, jusqu'a ce que les valeurs
singulieres deviennent trop petites et que lex; ne soient gouvernés plus que par le bruit. Alors, les valeurs de
x deviennent de plus en plus grandes. Le nombre de valeurs singulieres a choisir est alors celui jusqu'auquel
les termes dex ne font que diminuer en moyenne. Le paramétre de régularisation permet alors de garder un
maximum d'information physique, contenue dans les premiers termes, tout en éliminant le bruit présent sur
les derniéres valeurs singuliéres.

Dans la GSVD, la matrice L doit étre choisie pour optimiser la décroissance des termes avec le numéro
de la valeur singuliére, an de séparer plus nettement l'information physique du bruit. Empiriquement, on
constate souvent que ceci fonctionne au mieux &i correspond a la norme énergétique naturelle du probléme
physique.

Une autre fagon de comprendre le caractére régularisant de la méthode de la SVD tronquée consiste a
observer les vecteurs singuliers. En e et, ceux d'entre eux associés aux premiéres valeurs singuliéres (les plus
grandes) ont une trés grande longueur d'onde. En revanche, les vecteurs singuliers d'ordre élevé présentent de
trés fortes oscillations et de nombreux changements de signe car ils contiennent une information locale sur les



1.3. METHODES DE REGULARISATION 29

champs. On a présenté pour illustrer cette remarque sur la gure 1.9 les vecteurs singulievs correspondant
a di érentes valeurs singulieres de I'opérateur de outage.

(@) vi (b) V100 (c) viozs (d) viors (€) V1400

Figure 1.9 Diérents vecteurs singuliers de l'opérateur de outage

A titre d'exemple, le graphe de Picard associé au probléme de dé outage d'image (pour la couleur rouge)
est présenté dans la gure 1.10. On y voit que les valeurs singulieres de l'opérateur décroissent de facon
exponentielle’, ce qui montre bien que la matrice & inverser est mal conditionnée. Les coe cients du second
membre dans la base singuliere, quant a eux, décroissent un peu plus rapidement que les valeurs singulieres,
avant de stagner aprés une décroissance d& décades (c'est a dire I'amplitude du bruit numérique). Ceci
a pour conséquence pour les coe cients de la solution, que ceux-ci décroissent d'abord légérement avant de
re-croitre & partir de la 1050€™€ valeur singuliére approximativement, pour nalement, n'étre gouvernés que
par du bruit. Ce graphe nous permet donc de xer le seuil de troncature & 1d4050™€ valeur singuliére.
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Figure 1.10 Graphe de Picard pour le probléme-test de dé outage d'image (pour les niveaux de rouge)

Remarque 16 (Matrice mal conditionnée, second membre et régularisation)Dans I'exemple proposé, la simple
observation des valeurs singulieres de l'opérateur permet de conclure qu'il est tres mal conditionné (il s'agit
en fait de la discrétisation d'un opérateur compact), mais le comportement du second membre est lui aussi
crucial. En e et, le fait que la décroissance de ses termes soit a peine plus rapide que celle des valeurs propres
fait que lors de la troncature, on perd nécessairement une part non négligeable de l'information, ce qui est
préjudiciable a la qualité de la solution.

Par ailleurs, dans le cas ou I'on connait le niveau du bruit, il est toujours possible d'utiliser, comme précé-
demment, le critere de Morozov. Le critere d'Arcangeli, quant a lui, fait directement intervenir le parametre
de Tikhonov et n'est donc pas directement applicable, bien qu'on pourrait proposer de I'exploiter en utilisant
pour [l'amplitude de la premiere valeur singuliére tronquée.

7. jusqu'a 10 ¢, zéro numérique, & partir duquel leur approximation devient imprécise et stagne
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1.3.2.4 Exemple

Dans I'exemple de la gure 1.11, on compare le dé outage d'image utilisant la régularisation de Tikhonov
avec la norme quadratique d'une part, et la SVD tronquée d'autre part. On remarque que les solutions
obtenues sont trés proches, ce qui est en accord avec ce qui a été montré dans la partie 1.3.2.2.

(a) Image d'ori- (b) Image ou- (c) Image re- (d) Image re-
gine tée construite avec construite avec
Tikhonov la SVD tronquée

Figure 1.11 Dé outage d'images avec régularisation par TSVD comparée a Tikhonov

1.3.3 Algorithme itératif

Dans certaines méthodes de la littérature, par exemple dans la résolution du probléme de Cauchy par
la méthode de Steklov-Poincaré [33], traitée plus loin dans cette partie, ou dans certaines applications de
traitement d'image [51], on résout un probléme linéaire mal conditionné a l'aide d'un solveur itératif. La
procédure de régularisation associée consiste alors tout simplement a limiter le nombre d'itérations.

Il est de méme bien connu, dans le cadre des problémes inverses, et méme dans certains cas ou le probléme
a été régularisé par exemple en ajoutant un terme de Tikhonov, qu'il est souvent nécessaire de stopper les
itérations d'une méthode d'identi cation a partir du moment ou il devient évident que la solution ne s'améliore
plus. Ce phénoméne s'appelle la semi-convergence.

1.3.3.1 Cas du point xe

Considérons la résolution du systéme linéairdx y. Supposons queA est mal conditionnée, et quey
est entaché de bruit de mesure. Comme on I'a montré dans la partie 1.3.2.1, le bruit syrva impacter la
solution x au travers des valeurs propres les plus petites d&. Nous allons étudier I'e et sur la solution de
['utilisation d'un point xe partiellement convergé.

Dans le cas oUA est contractante (c'est a dire de rayon spectral inférieur &), le point xe le plus simple
consiste a construire une suite Xj u convergeant versx de la facon suivante :

initialisation : Rg

(1.45)
Ri1 pl AR y@ Lin
Diagonalisons maintenantA : AV VT avecV'V |.Posonsx VTRety VTy Ilvient:
X 1 pl o5 y@ 1l:n (1.46)

D'aprés (1.46), on voit que plus une valeur propre est petite, plus la solution en projection sur le vecteur
propre correspondant converge lentement. En conséquence, si on stoppe les itérations prématurément, les
termes associés aux plus petites valeurs propres, qui sont destinés a avoir une grosse amplitude en raison
du bruit, seront limités, et donc, ne pollueront pas la solution. C'est par exemple la source des propriétés
régularisantes de la méthode KMF de résolution du probléme de Cauchy [102], présentée en détail dans la
partie 1.4.1.

L'interprétation spectrale de cette méthode permet de faire le lien avec la SVD tronquée, elle-méme
proche de la méthode de régularisation de Tikhonov en norme Euclidienne. En conséquence, si on veut que
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le probléme soit régularisé a l'aide d'une autre norme (quadradique), il sut d'exploiter la remarque 8 et de
préconditionner le solveur utilisé a l'aide de I'opérateur en question de fagon a contréler la norme au sens de
cet opérateur.

Ce comportement régularisant de la méthode, illustré ici pour le point xe, fonctionne également pour les
solveurs de Krylov ainsi que pour d'autres méthodes itératives.

1.3.3.2 Choix du nombre d'itérations

Comme on l'a vu, la méthode de régularisation est paramétrée par le choix du nombre d'itérations que
I'on laisse faire a l'algorithme avant de le stopper. Ce paramétre peut, comme pour la méthode de Tikhonov,
étre choisi en utilisant une L-curve. On peut également concevoir des critéres d'arrét basés sur la condition
de Picard, comme dans [107]. Par ailleurs, comme précédemment, le critére de Morozov reste disponible dans
le cas ol on connait le niveau de bruit.

1.3.3.3 Exemple

Sur la gure 1.12, on présente la solution du probléme de dé outage d'image résolu a l'aide du solveur
GMRES (l'opérateur de outage n'est pas symétrique) en choisissant le nombre d'itérations par une L-curve
dans laquelle la semi-norme utilisée est la norme du gradient des niveaux des trois couleurs rgh. On constate
que la solution obtenue par GMRES est plus oue que celle obtenue par Tikhonov. Ceci s'explique par le
fait que le solveur est incapable de faire diminuer le résidu au niveau requis (voir la L-curve de la gure 1.6).
Néanmoins, dans des cas réalistes ou du bruit serait présent sur le second membre, le résidu optimal serait
bien supérieur et la méthode de Tikhonov ne serait pas capable de donner une solution signi cativement
meilleure que le solveur itératif.

(a) Image d'ori- (b) Image ou- () Image re- (d) Image re-
gine tée construite avec construite avec
Tikhonov GMRES

Figure 1.12 Dé outage d'images avec régularisation par GMRES comparée a Tikhonov

1.3.4 Inversion bayésienne

En plus d'avoir des propriétés régularisantes, l'utilisation d'une approche probabiliste permet, dans un
contexte de données incertaines, de tenir compte de l'information dont on dispose sur leurs incertitudes en
donnant plus de poids a celles qui sont les plus ables. Par ailleurs, I'approche probabiliste permet d'avoir
accées a des informations sur les incertitudes de la solution. Une trés grande variété de méthodes d'inversion
a été développée dans le contexte bayésien. Dans cette partie, on va se contenter de présenter la méthode de
Monte-Carlo, et la méthode analytique disponible dans le cas de probabilités gaussiennes.

1.3.4.1 Théoréme de Bayes

Soient x et y, deux variables aléatoires vectorielles réelles. Le théoreme de Bayes stipule alors que I'on
peut calculer ppe  X|y  yq la probabilité que la variable x prenne la valeurx, sachant que la variabley
prend la valeury, comme suit :
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P ylx  xoppe  xq
P yq

Dans le cadre des problémes inverses, la distribution deest ce que l'on cherche a déterminer, et est la
mesure. On dé nit les fonctions de probabilité suivantes :

ppe x|y yq (1.47)

Xg ppe  xq: la probabilité a priori, c'est a dire sans avoir d'information issue de la mesure, que
la variable x prenne la valeurx. Il s'agit du terme régularisant

Yd ppr  Y4: la probabilité que la variable y prenne la valeur mesurégy (voir la remarque 17)

py;Xq ppr  YI* xQq: la probabilité que la variable y prenne la valeur mesuréey, sachant que la
variable x prend la valeur x. Elle est fonction de la précision du moyen de mesure

pX;yq ppe X[y ygreprésente la probabilité pour chaquex que la variable aléatoirex lui soit
égale sachant que la mesure est

1.3.4.2 Mise en +uvre de linversion bayésienne

Une fois la formule (1.47) écrite, il faut, pour I'exploiter, étre capable de trouver son espérance, qui
pourra étre considérée comme la solutiofy son écart-type et éventuellement des moments d'ordre supérieur.
Par exemple, la moyenneEy pxq et la variance VAR ypxqa posteriori s'écrivent comme suit :

$ »

& Eypeq X X yox
»R™ (1.48)

%VAR ypxq P Epcad px; yox

On utilise le théoreme de Bayes dans ces formules :

$ » -
&  Eypq X228 o i
»R™ wa (1.49)

i IX
YVAR ypeq L Epeq&piyqq X aplx

Comme on le voit, il faut étre capable de calculer des intégrales de densités de probabilités. Pour ce faire,
la méthode la plus communément employée dans le contexte de l'inversion bayésienne est l'intégration de
Monte-Carlo, apparue dans [119]. Il s'agit d'approcher l'intégrale d'une fonction selon une mesurgxcdx a
partir de I'évaluation de cette fonction pour un ensemble deNax €chantillons tirés selon la loi de probabilité
associee.

» N max
5

_apxq X axnq (1.50)

R N max n 1

L'application d'une telle formule pour le calcul de la moyenne, par exemple, requiert de tireN max
échantillons x, selon la loi de probabilité a priori, , et de calculer pour chaque échantillonf px,q (en
résolvant un probléme direct) a n d'avoir accés a py;xqa partir de la loi de probabilité de la mesure.

Remarque 17. En pratique, comme pyqne dépend pas de&, on peut le sortir de la somme et le déterminer
comme la constante de normalisation permettant d'assurer que pour la mesuse L« P ygax 1
On peut montrer que la méthode de Monte-Carlo converge presque sireméntet que l'erreur évolue

en O[j\lme%{(zq La conséquence pratique est qu'un trés grand nombre d'échantillons est souvent nécessaire

8. De facon alternative, ce pourrait étre le maximum de la densité de probabilité, ou la médiane, selon les problémes visés
9. C'est a dire sauf pour un ensemble de réalisations de tirages dont la probabilité tend vers 0 quand le nombre d'échantillons
tend vers 8
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pour obtenir la convergence, et étant donné qu'un probléme direct doit étre résolu pour chaque échantillon,
cette méthode peut rapidement devenir numériquement trés colteuse. Ce phénoméne est ampli é quand la
dimension du vecteur inconnuex est grande et quand la densité de probabilitéa priori  est éloignée de la
densité a posteriori p ;yg
C'est pour cette raison que de nombreuses alternatives ont été proposées, qui nécessitent de résoudre

un nombre bien moins important de problemes directs. On peut dresser une liste non exhaustive de ces
alternatives :

La chaine de Markov [46]

Le tirage de Monte-Carlo multi-niveau [78]

Le Itre de Kalman [19]

La méthode Bayésienne variationnelle [17]

1.3.4.3 Cas des probabilités gaussiennes

Dans le cas ou le probleme considéré est linéaire et ou les probabilitéspriori sont gaussiennes, on
introduit Cy, la matrice de covariance de la variable aléatoirg- et C? la matrice de covariancea priori de la
variable aléatoire x. On a alors :

1
a— e
R g2 detpClq
1
a— ¢
R g2 detpCyq

On peut alors déterminer analytiquement la probabilité a posteriori par la formule suivante (ou Cte est
une constante scalaire de normalisation) :

R

1
Xq xp SR xod CF TP xog

(1.51)

By xq

O\o-_-

1
Xp  opy Axq C, 'y  Axq

X yq
1
Cte exp 3 x"PTC,'A Q) ' 2] O

1 (1.52)

1
y'Cy A x5 CF “xo Y'Cyly

On remarque gque le maximum de probabilité de p ;yq qui est par ailleurs aussi égal a I'espérance, vaut :

argmax pGyq  Eypeq
. (1.53)

argmin x'pATC,'A  C} ' 2 y'C, A x§ C? Yxo y'C,ly
X

Cette espérance, que I'on noter&post €st la solution du probleme linéaire suivant :

1 1
PTC, A CY “okpost CY “xo ATC,ly (1.54)
Il s'agit du probleme linéaire préconditionné par I'opérateurC, 1 (corrélation de la mesure) et régularisé

par la méthode de Tikhonov avec l'opérateur C2 ! (corrélation a priori ). En conséquence, dans le cas ou
le probléme est linéaire et ou les probabilités sont gaussiennes, l'inversion Bayésienne peut étre vue tout
simplement comme un moyen de choisir a partir d'information issues de la physique du probléme I'opérateur
régularisant et le préconditionneur.
La particularité ici est qu'on a accés a la densité de probabilitéa posteriori de la solution, donnée dans
le cas Gaussien par sa moyenne et sa matrice de covariance no@gyost :
Cimst ATC,'A  CQ 7

X;post

(1.55)
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On remarquera que cette résolution analytique est équivalente a l'application d'un ltre de Kalman dans
le cas linéaire gaussien, et avec une seule observation. Le ltrage revient en e et & dé nir un gaid et a
calculer la moyenne et la corrélationa posteriori comme suit :

$
% K COAT AC%AT ¢, !

5 Xpost Xo Kpy AXoq (1.56)
0
Cxpost PI K Acﬁ)?

on peut montrer que lesxpost €t Cpost @insi dé nis véri ent les relations (1.54) et (1.55).

1.3.5 Relaxation des contraintes

La derniere méthode régularisante que nous allons aborder est souvent utilisée conjointement a d'autres
méthodes citées plus haut. Il s'agit de distinguer parmi les mesures celles qui ont de fortes chances d'étre
entachées de bruit, et de relaxer le respect de celles-ci. Il s'agit de chercher, en plusxdeine version modi ée
des mesureg, et d'écrire :

1
pc9a  argmin S} peg ¥} S y}? (1.57)
Xy

Evidemment, si le nombre d'inconnuesx du systéme est inférieur ou égal au nombre de donnégs
cette nouvelle écriture ne rend pas le systéeme inversible et il est nécessaire d'utiliser une autre méthode
de régularisation (voir par exemple la partie 1.5.3.2). En revanche, cette méthode permet d'éviter d'avoir a
respecter les mesures bruitées de fagon exacte. En d'autres termes, on ne demande plus a l'inconnue d'expliquer
le bruit, ce qui permet de concentrer I'e ort d'optimisation sur la partie explicable de la mesure. Ce procédé
de régularisation est notamment l'un des éléments clef de la méthode de I'erreur en relation de comportement
modi ée [106].

1.3.6 Problématiques spéci ques aux problémes non linéaires

Dans cette thése, on se concentre sur deux problémes inverses. L'un, le probléeme de Cauchy, est linéaire
(pourvu que le probléme direct le soit aussi). En revanche, l'autre, le probleme d'identi cation de ssure,
est un probléme inverse géométrique et n'a donc aucune raison d'étre linéaire par rapport aux parametres
régissant la forme de la ssure.

Pour ce qui est des méthodes présentées précédemment, le principe de chacune d'entre elles est facilement
applicable aux probléemes non-linéaires, sauf pour la SVD tronquée. Cependant, il est possible de réutiliser
I'esprit de cette méthode en utilisant une approche de réduction de modéle, ce qui conduit a écrire la solution
sur une base simpli ée. De fagon similaire a ce qui est fait pour la SVD tronquée, le choix du nombre de
modes utilisés permet de contrdler le compromis entre résidu et oscillations de la solution.

De fagon générale, les problemes non-linéaires apportent des di cultés qui leurs sont propres. La premiére
di culté est que la fonction-codt a minimiser n'est pas nécessairement convexe et peut donc présenter des
minima locaux. La deuxiéme est la nécessité de mettre en +uvre des procédures itératives gourmandes en
temps de calcul. On choisit de classer ces procédures en trois grandes catégories :

Les méthodes a gradient comme l'algorithme de plus grande pente. Elles ont une vitesse de convergence
plutdt lente dans le cas de problémes mal conditionnés.

Les méthodes de type Newton, qui ont une vitesse de convergence supérieure (quadratique dans le
voisinnage de la solution), mais nécessitent d'estimer le gradient et la Hessienne de la fonction-colt. On
notera qu'il existe des méthodes permettant d'estimer la Hessienne en faisant un minimum de calculs,
comme la méthode BFGS.
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Les méthodes stochastiques , comme ['échantillonnage de Monte-Carlo ou les méthodes génétiques.
Elles ne demandent pas d'estimer de gradient ni de Hessienne, mais leur vitesse de convergence est
beaucoup plus lente que pour les autres.

Pour les deux premieres catégories de méthodes, basées sur la pente, rien n'assure qu'elles ne convergeront
pas vers un minimum local. C'est pour cette raison qu'il est parfois nécessaire de lancer plusieurs minimisations
a partir d'initialisations di érentes.

Si ces di cultés sont communes a tous les problémes non-linéaires, elles deviennent encore plus critiques
dans le cas de problemes mal posés. En e et, le mauvais conditionnement peut se manifester par des gros
écarts entre les termes du gradient (et aussi ceux de la Hessienne), ce qui fait qu'une approximation de
mauvaise qualité de ces quantités peut étre fatale pour l'identi cation des parameétres correspondant aux
termes les plus petits.

1.4 Reésolution du probleme de Cauchy

La résolution du probléme de Cauchy, présenté dans la partie 1.2.1, a fait I'objet de hombreuses études
par le passé. Dans cette section, nous allons présenter quelques-unes des méthodes qui ont été appliguées a
sa résolution. Le principe de celles-ci sera exposé de facon formelle, mais on donnera également des éléments
permettant la résolution numérique une fois le probléme discrétisé.

On rappelle les notations des bords du domaine étudié su la gure 1.13.

Figure 1.13 Le domaine et ses bords

141 KMF

Appelée des initiales des auteurs du premier article dans lequel elle a été présentée [192la méthode
KMF, ou méthode Dirichlet-Newmann, consiste en une initialisation par unug sur ,, et en une suite de
résolutions alternées des problemes bien posés suivants :

$ $
Py Lu go Odans 8 Lu g Odans
, Upn 1 Uop SUr , Agradpuzn 29 1 Agradpuz, 19 nsur (1.58)
% %
Agradpuz, 1g n R sur Uzn 2 Oy sur

10. Cet article a été écrit en russe, mais il en existe une traduction en anglais
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Il a été montré gu'en l'absence de bruit, les solutionsio, 1 et uy, 2 tendent toutes les deux vers la solution
du probléme de Cauchy. Lorsque du bruit est présent dans les données, le phénoméne de semi-convergence
est observé. Par conséquent, on peut proposer de choisir le nombre d'itérations a partir d'une L-curve.

La méthode KMF a été appliqguée a la résolution du probléme de Cauchy avec de nombreux opérateurs
elliptiques di érents, linéaires [94, 117, 61] ou non [20]. Par ailleurs, pour la résolution, a chaque itération,
des problémes bien posés, certains auteurs ont opté pour la méthode des éléments nis [23, 95] (qui est celle
qui sera utilisée dans cette thése), ou la méthode des éléments de frontiére [117, 93], qui présente l'avantage
d'accélérer la résolution dans les cas, comme celui-ci, ou seules les traces sur les bords du champ et de son ux
doivent étre calculées a chaque itération. Ce cas de gure se retrouve d'ailleurs dans plusieurs des méthodes
présentées dans la suite.

Remarque 18 (Calcul du ux) . Lorsque la méthode de résolution choisie est basée sur la discrétisation du
champ u, et non pas du ux (comme c'est le cas pour les éléments nis les plus couramment utilisés), la
démarche consistant a déterminerA gradpuo, 10 h par post-traitement avant de le re-discrétiser pour en
déduire les forces nodales a appliquer est trés imprécise (surtoutBi n'est pas continu). En conséquence, il
est largement préférable de construire directement ces forces nodales en appliquant la matrice de rigidité a
Uzn 1.

1.4.2 Régularisation évanescente

La méthode de régularisation évanescente, apparue dans [60], propose de résoudre le probleme de Cauchy
en minimisant I'écart entre la mesure”; p 0,;fget le champ calculéU p u;A gradpug nqsur le bord
sous la contrainte queLu  gp.

On dé nit I'espace H comme suit :H tp u;Agradpugq ng; Lu gou. Pour tout bord € B , on peut
dé nir la norme suivante sur H : }U}  } U}yie, ¢ } Agradudly iep o

Pour rendre le probléeme bien posé, les auteurs ont choisi d'utiliser un schéma itératif et d'ajouter un
terme de Tikhonov pénalisant |'écart entre la solution courante et celle de l'itération précédente. Le premier
itéré est pris nul! et la relation de récurrence s'écrit ainsi de fagon formelle :

Uo 1 argmin}Vv "} IV U (1.59)
V PH

Les auteurs montrent que dans le cas ou les données sont compatibles, la sldteconverge vers la solution
du probléme de Cauchy quelle que soit la valeur du paramétre de régularisation Ce paramétre gouverne
en revanche la vitesse de convergence, et dans un cas bruité, il faudra faire un compromis entre sensibilité au
bruit et vitesse de convergence.

Numeériquement, la méthode de régularisation évanescente a été appliquée avec la méthode des éléments
de frontiere et la méthode des éléments nis. Dans ces deux méthodes, on construit des vecteurst f,
qui représentent respectivement la discrétisation deai et de A gradpug n sur B . De la méme maniéere, on
discrétise les mesures, et @ sous la formeq, et f.. Les auteurs de [60] proposent de discrétiser la contrainte
U PH sous la forme d'une combinaison linéaire :

Au  Bf (1.60)

Cette écriture découle naturellement de la méthode des éléments de frontiére, et si on souhaite utiliser
la méthode des éléments nis, la condition est obtenue a l'aide d'une condensation de I'équilibre discret sur
les bords du domaine. Davantage de précisions sont données dans la partie 2.1.2. Notons que la méthode des
solutions fondamentales peut également étre utilisée pour discrétiser I'EDP en jeu [116].

Par la suite, on peut écrire la forme discrete du probléeme a résoudre a chaque itération :

Pun 1:fn 19 A argn;in i1 0r}zr }Ona 1e\r}zr i1 Vn}% }On 1 gn}% (1.61)
Vin 1 Bgn 1

11. Rien n'interdit de le prendre non nul, mais certains résultats théoriques ont été démontrés dans ce cadre
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Remarque 19. Numériquement, les normes employées sont des normie$ sur le bord, et ce en raison du fait
que leur évaluation est bien moins colteuse en pratique que les normes naturelles que sdrif? et H 42,
Cependant, dans des cas ou, a cause de l'opérateur di érentiel étudié, le champ et son ux ont des ordres
de grandeur numériques tres di érents, il pourra probablement étre nécessaire d'introduire un coe cient de
pondération entre les termes.

Par la suite, les auteurs proposent d'assurer le respect de la condition a l'aide de multiplicateurs de
Lagrange, ce qui conduit a la résolution d'un probléme matriciel par itération. Il est d'ailleurs a noter qu'au
cours des itérations, la matrice a inverser ne change pas, ce qui est propice a l'accélération de la résolution.

Dans [64] et [65], les mémes auteurs ont proposé deux variantes de cette méthode, appelées méthode d'ordre
1 et méthode d'ordre 1 modi ée, qui présentent principalement l'avantage de permettre une identi cation
bien meilleure de la dérivée normale du champ en ajoutant des informations régularisantes sur la solution.

1.4.3 Meéthode de quasi-réversibilité

Proposée dans [110, 109], articles qu'il est apparemment di cile de se procurer, cette méthode a été
reprise et étudiée plus en détail dans [100]. Le nom de la méthode de quasi-réversibilité vient du fait qu'elle a
d'abord été utilisée pour résoudre I'équation de la chaleur rétrograde. Les di érents auteurs utilisent di érentes
formulations et dans un souci d’'homogénéité avec ce qui suit, il a été choisi de reprendre celle proposée dans
[41]. On s'intéresse a I'équation de Laplace homogéne :

R

u Odans
. léu Or sur (1.62)
%E  sur

On introduit alors les deux espaces suivants :

" *

U uPH)p g uPL?p getu o, et% R sur
n Bji * (1.63)
U uPH'p g uPL? getu Oet o Osur ,

Soit un réel positif . Considérons le probleme sous forme faible d'ordr4 suivant :

Trouver u P U, tel que @ PU?;
»

» »

(1.64)

u vdv gradpu ggradpvadV uvdv 0
Le théoréme de Lax-Milgram permet de montrer que le probleme (1.64) admet un solution unique . Par
ailleurs, il est montré dans [41] que si le probléme de Cauchy admet une solutian alors Ii’{lnou u. Dans

le cas contraire, cette formulation d'ordre élevée permet de contourner le probléeme de la non existence de la
solution.

La méthode consiste donc a résoudre le probleme (1.64) owdoit étre choisi de fagon judicieuse. numéri-
guement, la résolution d'un tel probléeme par la méthode des éléments nis nécessite de mettre en ~uvre des
éléments de typeCt. En e et, le ux de v lui aussi doit étre continu pour que le premier terme de (1.64) ait
un sens.

Dans [41], les auteurs font le constat que les éléments ni€! ne sont pas su samment ancrés dans les
m--urs pour que la méthode puisse étre facilement implémentée. En conséquence, ils proposent une variante
de la méthode de quasi-réversibilité utilisant une formulation mixte dont l'idée est de ramener le probléeme
(1.64) a un systéme de deux EDP d'ordr en introduisant un nouveau champ PHp gqui doit moralement
se substituer & u.
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1.4.4 Probléme extrémal borné

Il est possible d'écrire une transformation de I'espace permettant de passer d'un probleme de Cauchy sur
n'importe quel domaine deR? simplement connexe & un probléme sur le disque unité. Dans [54], les auteurs
proposent de reformuler le probleme de Cauchy pour I'équation de Laplace homogéne dans le disque unité
comme la minimisation de I'écart aux mesures dans I'espace de Hardy? (dont la dé nition est (1.67)).
lls exploitent en e et une propriété trés intéressante des fonctions harmoniques du disque unit® qui est
gu'elles peuvent s'écrire comme la partie réelle de fonctions holomorphes (c'est a dire de fonctions analytiques
complexes) du disque unité du plan complex®. Les fonctions holomorphes sont dé nies comme suit :

tf :DN C:z x iy e' pRupcyq ivpcyq op; q ivp; gest holomorphe surD u
(o !
& f estR diérentiable sur D

%E iE dansD

By B

La deuxiéme condition de (1.65) est I'équation de Cauchy-Riemann. Dans le cas du disque unité, on peut
la réécrire comme suit :

(1.65)

B+ B
B B

On impose alors queu respecte la condition de Dirichlet et la condition de Ngumann. En conséquence,
sur ., la trace deu vaut 0, et la trace dev est égaje a la primitive suivante'? : R pe od , dé nie & une
constate prés. On dé nit alors la fonction , o, i Mpe od surle bord .

On dé nit I'espace de Hardy sur le disque unitéH?pDg comme l'espace des fonctions holomorphes dont
les termes de la série de Taylor sont de carré sommable :

# +

f PH?Dg &  freq ~ faz";  [fa)? 8 (1.67)
n¥0 n¥0

dansD (1.66)

A ce stade, on peut assimiler les fonctions del?pDq aux fonctions de L?pHDq & l'aide d'une isométrie,
dont les f,, sont donc les coe cients du développement de Fourier (puisque suBD, le disque unité,z € ).

La fonction holomorphe dont la partie réelle est solution du probléme de Cauchy s'écrit donc, en sup-
posant qu'elle est susamment réguliére pour appartenir aH?, comme la solution unique du probléme de
minimisation suivant :

f arginf}f™  (}izp g (1.68)
FPH2

Malheureusement, ce probléme est instable (cette instabilité n'est que la conséquence trés logique de celle

du probléme de Cauchy). En conséquence, on introduit un parameétre de régularisation réel positf et la
fonction a priori  m PL2p ma On résoudra le probléme régularisé suivant, appelé probléme extrémal borné :

f arg inf ™ rhep g (1.69)
fPH?pDg
Hoombizp qo M

Ce probléme admet une solution unique, qui sature la contrainte. En conséquence, le choix du parametre
M est crucial, et peut étre fait a l'aide de critéresad hocou plus classiquement avec une L-curve.

12. Ce qui assure la condition de Neumann suru au travers de I'équation de Cauchy-Riemann
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On va se placer dans le cas oU, est connexe, ce qui autorise, a la faveur d'une simple rotation des axes,
a considérer que ; occupe l'arcp o; 0g On peut d'agord exprimer le développement en série de Fourier
0

de la solution de (1.68) en remarquant qug } |z . q d et en imposant la stationnarité du résidu :
0
fo7 2"
g)PZ
s i k 0 . . (1.70)
2 ofk 2 %kqofn e ed @prz
nPN m q 0
n k
On dé nit alors I'opérateur de Toeplitz T et le second-membrgp comme suit :
sinn kg o
tTUyk —F— k
m kg
tT Uk 0 (1.71)
l » o
P Eed

0

Par la suite, on suppose pour simpli er que ,, est nul sur ,, ce qui revient a ne pas avoir da priori
sur la solution. On propose d'introduire  Ps 1; 8r et de résoudre plut6t le probléme linéaire suivant :

p Taf p (1.72)

On peut montrer gu'il est possible de choisir tel que f soit solution du probleme (1.69) (en pratique,
on peut utiliser la dichotomie). Numériqguement, on discrétise le systeme linéaire (1.72) en tronquant la série
de Fourier, et il ne reste plus qu'a assembler la matrice de Toeplitz et a résoudre le systéme.

Dans le cas ou le domaine est doublement connexe (c'est a dire qu'il y a un trou), il n'est pas possible
d'écrire de transformation conforme permettant de se ramener a un disque, mais on peut de facon similaire
construire une transformation conduisant a un probléme sur un anneau. Une version de cette méthode pour
des domaines annulaires a en conséquence été proposée dans [91].

Par ailleurs, la résolution du probleme extrémal borné permet de résoudre diverses variantes du probleme
de complétion de données, dont notamment le cas ou des ssures inconnues sont présentes dans le domaine [32].

1.4.5 Erreur en relation de comportement

Utilisée depuis longtemps dans le contexte de I'estimation d'erreur de discrétisation des calculs par élé-
ments nis [105], la fonctionnelle d'erreur en relation de comportement est également utilisée dans le cadre
des problémes inverses. On peut par exemple citer les articles [62, 3]. Dans le cas ou les mesures sont présentes
sur le bord du domaine uniquement, cette approche revient a minimiser la fonctionnelle de Kohn-Vogelius,
introduite dans [101] dans le cadre de I'équation de Laplace, et utilisée par de nombreux auteurs dans des
contextes variés [5, 53].

1.45.1 Méthode de l'erreur en relation de comportement

On se place dans le cadre de I'élasticité linéaire statique. On dé nit la forme bilinéaire énergétique :

»

@p;vqPHp g ap;vg  "pudH"pvadV (1.73)

L'énergie d'un champe se dé nit par :

~e~“ apeeq (1.74)



40 CHAPITRE 1. BIBLIOGRAPHIE

La formule de Green nous permet d'écrire :
» »
apu; vq u_pg ndS divp_pvqaudV (1.75)
B

Soit un probléme inverse dans lequel on cherche a identi er un jeu de paramétres noté(il peut aussi
s'agir d'un champ) & partir de mesures notéeg, . Les mesures sont prises au travers d'un opérateur de mesure
noté . Il peut s'agir simplement d'un opérateur de restriction (les mesures sont prises en certains points et
pas en d'autres) ou de convolution (les mesures sont une moyenne pondérée du champ de déplacement sur
une zone).

On introduit alors deux espaces :MA (Mesure Admissible), I'espace des champs respectant la mesure
(de déplacement)u; PMA & u, 0, et EA (Equilibre Admissible), I'espace des champs respectant
I'équilibre. Les paramétres peuvent avoir un impact sur H (parameétres matériau) ou seulement sut® EA
(comme des parametres régissant le second membre de I'équilibre statique). On va donc écHne get EAp q
a n de souligner cette dépendance.

L'objet de la méthode va étre de trouver le jeu de paramétres permettant la meilleure minimisation de
I'écart énergétique entre les éléments dMA et de EA.

min  min Uy g

u, PMA
. U,PEAD T (1.76)
avec iU G 5~Us u,~? > “up UpHp d'pu;  upadV

Remarque 20 (Estimation d'erreur de discrétisation). Dans le cadre de la véri cation des modéles, on utilise
I'erreur en relation de comportement pour estimer l'erreur de discrétisation comme la plus petite distance
énergétique un champCA (cinématiquement admissible) obtenu par le calcul élément nis etfSA (statique-
ment admissible) obtenu par post-traitement de la solutionCA, voir par exemple [131]. Il est également
possible, dans le cadre des problémes inverses, d'estimer l'erreur de discrétisation entre un champEde et
un champ deSA.

1.4.5.2 Application de I'erreur en relation de comportement au probléeme de Cauchy

Dans [12], les auteurs proposent d'appliquer la notion d'erreur en relation de comportement a la résolution
du probléme de Cauchy. Ici, pour faire le lien avec les parties précédentes, la méthode est présentée dans le
cadre de I'élasticité, mais elle est évidemment généralisable a toutes les équations elliptiques. Les inconnues
du probléme, remplacant , sont u et f appartenant a H%¥?p g H X2p ,,q qui réalisent le minimum
de I'écart entre les champsu; P MAf g et u, P EApug (on notera au passage que, dans ce probléme, et
contrairement & I'écriture générique de la partie précédenteMA dépend aussi des paramétres). Ces espaces
sont dé nis comme suit :

. u; 0O, sur
U PMARG @ pign fsur g
&divp pu,gqq g, Odans (1.77)
u; PEAG &1 U usur p
’ _gn Posur

Ici, u, est déterminé de fagon unique pour chaqua. Par ailleurs, la fonctionnelle est quadratique eru;
et on peut montrer par di érenciation de Gateaux que leu; minimisant (1.76) respecte :

» »

Ty cHpr odV " H' oV @ PH'p q (1.78)

13. Il est a noter que EA dépend deH, ce qui fait que dans tous les cas, cet espace dépend de
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Ceci revient a rajouter I'équation divp_pu,;qq 9 O dans . En conclusion,u; et u, s'écrivent comme
solutions des problémes suivants :

$
g divp pu;qq g, Odans
u; Q, sur (2.79)

%
_puign fosur o

zﬂp:%qq g, Odans
U, usur p (1.80)

%
g n Posur o

La minimisation de l'erreur en relation de comportement s'écrit alors :

. 1 5
min 57U U (1.81)
u, respecte (1.79)
u, respecte (1.80)
En utilisant la formule (1.75) et le fait que divp pu; u,qq O, il vient :
»
~u;  Up~? P Ud i Upg ndS (1.82)
Le probléeme de minimisation devient donc :
1 » »
min 5 PO,  Ugppu;g n P S U ugd _pupq nodS (1.83)

uf 2
u, respecte (1.79)
u, respecte (1.80)

m

Dans [12], les auteurs proposent, pour minimiser l'erreur en relation de comportement, d'utiliser un
algorithme a régions de con ance. Pour ce faire, a chaque pas de l'algorithme, il faut calculer le gradient de
la fonctionnelle & l'aide d'un probléme adjoint. Cette minimisation est explicitée, sous forme algébrique,
dans la partie 2.1.4.

La méthode de l'erreur en relation de comportement a été appliqguée au cas de I'équation de Laplace, dans
[12] donc, mais aussi a celui de I'élasticité linéaire [9], et & un comportement mécanique non linéaire [8]. Par
ailleurs, dans [27], cette méthode est mise en perspective dans un cadre plus large qui fait apparaitre ses liens
avec la méthode de Steklov-Poincaré (voir la partie 1.4.6) et de Kozlov.

Remarquons par ailleurs gu'il existe une version modi ée de la méthode de I'erreur en relation de com-
portement, qui sera développée dans la partie 1.5.3.2.

1.4.6 Méthode de Steklov-Poincaré

Nous allons présenter ici la méthode dans le cadre de laquelle des contributions seront apportées dans le
chapitre 2, a savoir la méthode de Steklov-Poincaré, introduite dans [36, 24]. Cette méthode a été appliquée
a I'équation de Laplace dans le cadre de I'électrocardiographie dans [154], & I'équation de Helmholtz dans
[37] et de I'élasticité statique dans [95], article dans lequel il s'agit de reconstruire le champ d'e ort résultant
d'une indentation a partir de mesures sur la piéce indentée.

1.4.6.1 Approche Primale

On dé nit les opérateurs de SteklovSy et Sy, et les second-membreb, et b, suivants :
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$
) &divp prgq 0 dans
Se:uPHYp ngpPRBeu _pvg n| , PH 2 G, v Osur
vV ousur g

$
&divp pvqq 0dans
Sn:uPHp mqPBu _pagn|, PH Ppng,  _man Osur .
° vV o usur g

g@p:p,/qq g, Odans (1.84)
by _manl, PH ¥p g, Vo0, sur
v Osur p
gwp:p,/qq g, Odans
b, _vg n| , PH Y2y G, g n Er sur

v Osur n

Remarque21. Dans les cas (trés courants en pratique) ou il existe, en plus dg, et , des bords de Dirichlet
ou de Neumann, on est amené a imposer des conditions homogénes dans la dé nitionSjeet Sy, et non
nulles dans la dé nition de hy, et by (exactement comme pour le chargement volumiqug,).

On peut alors voir queu est la trace sur , de la solution du probleme de Cauchy (1.7) si et seulement
si il respecte I'équation suivante :

PS¢ Snqu by by (1.85)

Ce systéme implicite est alors résolu a l'aide d'un solveur de Krylov qui nécessite a chaque itération de
résoudre deux problémes directs, sachant que deux autres problémes directs doivent au préalable étre résolus
pour assembler le second-membre. Dans cette méthode, le fait que le probléme de Cauchy est mal posé se
manifeste au travers de la compacité de l'opérateugy Sy (voir [36]).

Une fois la trace retrouvée, la résolution d'un probléme de Dirichlet permet de reconstruire la solution
dans tout le domaine.

1.4.6.2 Approche Duale

Cette approche est similaire & la précédente : on dé nit les opérateurs de Steklov dualXy et Dy, et les
second-membregly et d, comme suit :

$
&divp pvqq 0dans
Dy:f PH ?p mqPRDuf  v| , PH¥*p g, v Osur
_wgn fsur n
&divp pvqq 0 dans
Dn:f PH l{2p md pﬁDnL vl PHl{ZD mq% _vg n Qsur
_gn fsur m
&divp prqq g, Odans
dg vl ,PH¥p G, v o0, sur
_pgn QOsur m

(1.86)

$

&divp pvgq g, Odans
d, vl , PH¥p nq, g n P osur o,

% = ]

_pgn QOsur nm

Comme préecédemmentf est solution du probleme de Cauchy (1.7) si et seulement si il respecte I'équation
suivante :
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n Dgqu d, dy (1.87)

Remarque 22. Dans le cas ou il n'y a aucun bord de Dirichlet supplémentaire, le probleme impliqué dans la
dé nition de D, est singulier puisque sa solution est dé nie a un mouvement de corps rigide prés. Classique-
ment, il est proposé dans un tel cas de gure d'ignorer les données de Neumann sur une petite partie de
an de créer un bord 4. Un autre moyen de contourner ce probléeme est développé dans la partie 2.2.4.

1.5 L'identi cation de ssures

La question de l'identi cation de ssures a partir de données de bord a été abordée numériquement par de
nombreux auteurs. Nous allons donner dans cette section un apercu des méthodes utilisées. Certaines d'entre
elles sont spéci ques a l'identi cation de ssures tandis que d'autres sont utilisées de facon assez classiques
pour toutes sortes de problemes d'identi cation. On rappelle les notations du domaine ssuré sur la gure
suivante 1.14.

Figure 1.14 Le domaine ssuré

1.5.1 Minimisation au sens des moindres carrés

La méthode la plus naturelle pour identi er des ssures consiste a poser un ensemble de parameétres
dont la forme de la ssure dépend et de trouver le jeu de paramétres permettant de minimiser I'écart entre les
mesures et le champ calculé. Il s'agit d'une méthode tres classique pour identi er toutes sortes de parametres,
qui porte le nom de FEMU (Finite Elements Method Updated). On peut se référer notamment a l'article de
revue [21] qui lui consacre une partie. Une fois discrétisé et régularisé, le probleme de minimisation s'exprime
comme suit :

1
mn =} u 0,}° =}L L o 1.88
i Shu a5 o} (1.88)
Ou K est la matrice de raideur du probleme (modi ée pour prendre en compte des conditions aux limites
de Dirichlet), f le second membre du probléme direct (construit entre autres a partir dé\r), I'opérateur

d'observation permettant de passer de I'état a la mesure (par exemple, dans le cas ou les mesures sont prises
sur tout le bord, il s'agit de l'opérateur de trace surB ). 0, est la mesure et ¢ est une estimationa priori
du jeu de parameétres.

Remarquons qu'une variante de la méthode consiste a utiliser une (ou plusieurs) fonction surface de niveau
(level sed, an de ne pas avoir a paramétrer explicitement la forme de la ssure, comme dans [4].

A ce stade, il existe un trés grand nombre de méthodes pour minimiser cette fonctionnelle. Nous allons
développer deux d'entre elles : la méthode des di érences nies et la méthode de I'état adjoint.
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15.1.1 Méthode des di érences nies

On va écrire, pour un donné, up g la solution du problemeKp qu  f. Ceci permet de prendre en
compte la condition de fagon implicite. Le probléme (1.88) devient alors :

min pq
1 (1.89)
Pa 3} upa o0F S Lo}

Cette fonctionnelle sera minimisée a l'aide d'une procédure de Newton, qui est itérative. On notg les
di érentes composantes de et K, les di érents itérés. A chaque étape, est mis a jour de la fagon suivante :

q (1.90)

On va calculer les termes du gradient de comme suit, en utilisant pe;g, une base orthonormée de I'espace
paramétrique :
! )
r p*a  ..p*q ulpkqg T upkq o, efLTLp* g (1.91)

On approche ensuite la Hessienne en s'épargnant le terme le moins commode a calculer :

da.  .;pfa ul p*a T up*q o, ulp*q T u; pka efLTLe
i (2.92)

u'p g T u; p*q efLTLg

On dé nit alors l'opérateur de sensibilité en X, qui approche le gradient deu par di érences nies en
introduisant un pas p :

! )
: 1
spq. pPup “ paqg upXqq (1.93)
Et on obtient alors les estimateurs suivants pour le gradient et la Hessienne :

#
r pkq sTp*q T upkq LTL Ta, LTL,

r.2pkq STpquSpkq LTL

(1.94)

Le choix du pasp est crucial pour la convergence de la méthode. En e et, s'il est trop grand, on se
retrouve a perdre beaucoup d'informations sur les oscillations locales de la fonctions-codt, ce qui empéche
une convergence ne de la méthode. En revanche, si le pas est trop petit, et que les paramétresnt peu
d'in uence sur u, l'erreur numérique peut saturer la sensibilité, c'est a dire que tous ses termes sont
gouvernés par le bruit de troncature numérique et pas par la physique du probléme, ce qui fait évidemment
gue cet opérateur n'a plus de sens.

Comme on le voit, cette méthode demande d'e ectuer a chaque pas de calcal 1 résolutions directes
(ou n est le nombre de parametres) an d'évaluerup g et lesup iq pour calculer la sensibilité. Elle
n'est donc adaptée que si ce nombre de paramétres est relativement faible. En revanche, si la fonctiorest
su samment réguliére 14, alors on pro te de la convergence quadratique assurée par la méthode de Newton.

14. Elle ne l'est pas si par exemple on ajoute un terme de régularisation en variation totale
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1.5.1.2 Meéthode de I'état adjoint
Si on écrit plutét la condition a l'aide d'un multiplicateur de Lagrange, le probléme (1.88) devient :
minstat p; u; g
yu
1 (1.95)
piuia Zhu o} I Lo TKpa fq

Ou stat représente les points stationnaires de la fonction, c'est a dire ceux ou son gradient est nul. On
calcule alors les gradients de par rapport aux trois inconnues.

$ T
&' rKpao
LTy T L'Lu "o, LTLo Kpg (1.96)
%
r Kpaqu f

La minimisation par rapport a va s'e ectuer a l'aide d'un algorithme itératif a chaque pas duquel
la fonctionnelle sera minimisée par rapport au et , ce qui ne demande que la résolution des problémes
linéaires® imposant la stationnarité des gradients correspondants.
Il faut donc a chaque étape résoudre les deux problémes suivants, appelés respectivement probléme direct
et adjoint, a n de déterminer le gradient par rapport a
#
Kpau f

1.97
Kpq T 0, L TLup T LTL u (1.97)

Le calcul der demande quant a lui de connaitrer Kp g le gradient de la matrice de raideur par
rapport aux parametres. On peut alors mettre en +uvre une procédure de minimisation de la fonctionnelle
par rapport & . N'ayant pas acces a la Hessienne directement, il faudra se contenter du gradient, ce qui laisse
notamment la possibilité d'utiliser un algorithme de plus grande pente ou BFGS [74].

1.5.2 Minimisation d'une fonctionnelle énergétique

Dans [138], les auteurs proposent une méthode permettant d'identi er des ssures linéaires a partir de la
minimisation d'une fonctionnelle énergétique construite a partir des déplacements mesurés et de champs-tests
calculés. Cette méthode est ensuite généralisée dans [47] a l'identi cation d'un ensemble de ssures linéaires.

La méthode a été présentée pour l'identi cation de lignes parfaitement conductrices dans un domaine 2D
régi par I'équation de Laplace, mais il est possible, bien que cela demande quelques calculs, de l'adapter a
l'identi cation de ssures (bords de Neumann).

On va paramétrer la forme de la ssure par les coordonnées de I'une de ses extrémitést y, sa longueur,

L et son angle avec une certaine référence, Comme dans les autres parties, I'ensemble de ces parametres
sera regroupé sous la notation.

En résolvant le probléme de Neumann dans lequel le ux imposé siB est égal af?, il est possible de
reconstruire un champup q PHX2pB g Les paramétres ont été correctement identi és quandup q 0.
Les auteurs proposent alors d'étudier une forme faible de cette condition. Le probleme d'identi cation de
ssure devient alors :

» »

trouver tel que up qds 0, dS @ PV (1.98)
B B
L'ensemble V des champs-tests utilisés est pris le plus petit possible pour limiter les calculsV
: o . BvPd
t Pla; Pa. p3a. play Soit Lo, la longueur courante de la ssure. On choisit d'écrire chaque P49 B

15. Dans le cas ou le probléme direct est non-linéaire, la méthode fonctionne exactement de la méme fagon en remplagant la
contrainte Ku  f par fix pugq f
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avec vAd i 1234 PH 1p g quatre champs harmoniques dé nis ci aprés en utilisant la variable complexe
z X iy dans le repére centré sur I'une des pointes de ssures et dont I'axeest alignée avec celle-ci :
$
v Impeq
v metq .
& &Re @ Log zm Loq ;Remqi Lof2
VP % a_——— (1.99)
$° Re m Log zm Logq ;Remq Lof2
a_
&Re z zm Log ;Remqi Lof2
vPia a__
% % Re z zm Loq ;Remq Lof2

On introduit les fonctions a annuler :

» . » .
. ByAd ByAd
GP% g up ¢——ds Oy ds (1.100)
B Bn B Bn

Les auteurs calculent ensuite explicitement le gradient dé€5 par rapport aux paramétres et proposent
d'utiliser un algorithme de Newton pour chercher le zéro deG.

Dans [138], les auteurs proposent de surcroit une procédure permettant de piloter les essais pour identi er
au mieux la ssure. Il s'agit de déterminer a chaque pas de calcul le meilleur u@r a imposer aux bords du
domaine.

1.5.3 Erreur en relation de comportement

Le concept général de I'erreur en relation de comportement est présenté dans la partie 1.4.5.1. Comme
pour FEMU, il s'agit d'une méthode permettant de résoudre toutes sortes problémes d'identi cation, et elle
est donc adaptable a l'identi cation de ssures. On rappelle que l'erreur en relation de comportement se
dé nit comme I'énergie de la di érence entre un champu; qui respecte les mesures et un champ, qui
respecte I'équilibre.

»

SRc s VIR VPTe o Jis VIRV Ple o\ (1.101)

On va commencer par présenter une propriété tres intéressante de I'erreur en relation de comportement,
puis on va développer une variante de la méthode.

1.5.3.1 Localisation de Il'erreur en relation de comportement

Un point qui a été soulevé par de nombreux auteurs ayant utilisé I'erreur en relation de comportement
[48, 40] est le fait que celle-ci peut étre calculée localement, pour chaque élément ni, et que cette erreur
locale a tendance a se concentrer dans les zones ou le défaut a identi er est présent. En conséquence, il et
souvent proposé, a n de régulariser la résolution, de ne mettre a jour, a chaque itération, que les paramétres
ayant un impact dans les zones ou cette erreur locale dépasse un certain seuil (voir par exemple [106, 28]).

Sur la gure 1.15, on compare l'erreur en relation de comportement a l'itération0 (les champs EA et MA
sont calculés sur le domaine sain) pour le cas-test d'un domaine carré, en contraintes planes, soumis a des
conditions de Neumann auto-équilibrées de traction verticale. Sur ce domaine, on cherche a identi er une
ssure (a chée en rose). Dans un cas, le champ de déplacement est mesuré en tout point du domaine étudié
et dans l'autre, ce déplacement n'est mesuré que sur les bords du domaine. On voit clairement que dans le
premier cas, la localisation est parfaite, et il n'y a pas besoin de faire davantage d'itérations. En revanche, si
les mesures ne sont disponibles que sur les bords, la localisation est de moins bonne qualité, méme si elle nous
apporte une information pertinente sur la zone approximative dans laquelle se trouve la ssure. On remarque
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(a) Mesures dans tout le domaine (b) Mesures uniqguement sur le bord

Figure 1.15 Comparaison de l'erreur en relation de comportement locale entre un cas ou les mesures sont
disponibles dans tout le domaine et un cas ou elles ne sont disponibles que sur le bord

en particulier que la distribution de l'erreur a tendance a étre entrainée vers les bords selon la direction
de chargement.

1.5.3.2 Méthode de l'erreur en relation de comportement modi ée

Dans cette variante, proposée dans [106], on relaxe la conditiany, PMA car on s'attend a ce que cette
mesure de déplacement soit entachée de bruit. On minimise donc la fonctionnelle suivante :

»

1
2

n

min  min " UptHp dipuy  updV E} U Qr}2 (1.102)

uPH'p g

u,PEAPp q
Remarque 23 (fonctionnelle énergétique) Dans certains cas (voir par exemple [106, 28]) on préféere utiliser,
pour pénaliser le non-respect des mesures, une fonctionnelle énergétique de type; 0,}2 ol G est une
réduction de l'opérateur de rigidité sur les points de mesure. Cette écriture permet d'avoir un parameétre de
régularisation sans dimension que les auteurs peuvent réécrirgpl rg avecr P 10; 1r.

Pour I'écriture de l'erreur en relation de comportement dans le cadre discret, on peut notamment se
référer a [34]. On suppose que I'on a discrétisé notre probléme direct a l'aide de la méthode des éléments
nis. On a donc construit la matrice de rigidité du probléme K p g éventuellement modi ée pour prendre en
compte les conditions de Dirichlet par substitution, ainsi qu'un second membre calculé a partir des conditions
de Neumann et d'éventuelles forces de volumé$, f. Remarquons quef contient les données de Neumann,
notéesf, . Pour simpli er I'écriture, on va supposer ici que seulK dépend de .

Caractérisons l'espace des champs équilibre admissibles dans le cadre discret. On introduit d'abord les
champs qui véri ent I'équilibre, noté EA :

u, PEA & Kpaqu, f (1.103)

Cependant, dansf, il peut exister des composantes inconnues (zone de contact, forces de réaction...) ou
du moins qui ne sont pas connues avec su samment de précision. On est alors conduit a dé nir un nouvel

16. Dans la plupart des cas pratiques, ce second membre sera nul car les forces de volume sont rares puisqu'on travaille en
perturbation, et les e orts de bords ne sont pas connus localement avec précision
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espace statiquement admissible plus grand (car on a moins d'informatiorfA « EA. On sépare le systeme
Kpau, fendeux:Kpaqy fouf esttotalement connu, etKyp qu, fy oufy estinconnu :

K f
K K et f £ (1.104)
On a alors :

u PEA &% Kpaq, f (1.105)

La minimisation de l'erreur en relation de comportement discréte s'écrit donc :

. . 1
minmin - S U2 Kp gz Uzq SHu 1 0} (1.106)
Kpao T

Comme pour la méthode de minimisation au sens des moindres carrés, plusieurs approches s'orent a
nous pour minimiser cette fonctionnelle. Une approche par di érence nies est probablement envisageable,
bien que jamais rencontrée dans la littérature. On va plutot présenter I'approche par probléme adjoint. On
introduit un multiplicateur de Lagrange pour écrire la fonctionnelle & minimiser :

min stat p; ui;u2; g
Uijuz;

ey 1 T 2 T (1.107)
Piuiuz; G SPur U0 Kpgpp  uzq E}U 1 Or} Rpaoz fq
On écrit les gradients :
5 1
& r SR ud'r Kpguy uxg 'r Kpaus
Cru Kpamioouzg Tpu 1 0 (1.108)
L, Kpagmui uxq KTpg
%
r Kpauz f
Comme précédemment, la minimisation par rapport a va s'e ectuer a l'aide d'un algorithme de type
gradient. Il faut donc, a chaque étape, calculer , et pour ce faire, trouverus, u, et en résolvant le

probléme linéaire imposant la stationnarité des gradients.

La nullité du gradient r ,, permetd'écrireKp qu; u,q KTp g .Restreignons ce systéme d'équations
aux degrés de liberté sur lesquels on posséde l'information d'équilibre discrétisé en introduisant les notations
suivantes :

K Ky

K R K c'est a dire K
H R K HH

(2.109)
Il vient alors : Kpgui: uzq Kpqg .On peut alors substituer dans ce system& p qu, par f, ce qui
permet de se débarrasser de l'inconnues,.
La nullité du gradient r , , quant & elle, une fois queK p qu; u»ga été substitué park "p q , donne
Tpu 1 0,9 KTpg 0. Le systétme global & résoudre devient alors :

T KTpa u; To,
Kpq Rpaq f
Par la suite, il sut, pour retrouver u,, d'écrireu, u; P , ouP estun opérateur de prolongement

par zéro sur les degrés de liberté de condition de Neumann inconnue. Ceci se déduit de la nullitérdg, en
remarquant queK est de rang pleint’ et queK'pg Kp P .

(1.110)

17. Sauf s'il y a des mouvements de corps rigides, auquel cas, on les impose a zéro
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Dans le cas ou les conditions de Neumann sont inconnues sur de grandes parties du bord, la taillektie
est tres petite et en conséquence, I'opérateur écrit plus haut devient mal conditionné. Son inversion fera donc
appel a une méthode de régularisation. Dans [34], par exemple, la factorisation QR tronquée a été choisie.

Remarque24. Dans le cas ou I'espace d'admissibilité statiqu&A peut étre complétement caractérisé (c'est a
dire que des conditions aux limites sont considérées comme ables surtoutle bord) ,orkgpq Kpq Kpq

le systeme se simpli e donc puisqu'il devient possible d'additionner les deux lignes de (1.110). On se retrouve
donc a devoir résoudre successivement le probléme direct pénalig€p q T oy f Ta, etle
probléme adjoint : Kp q Kpa f.

Remarque 25. Comme on le voit, cette méthode s'applique trés bien au cas ou on ne connait pas (ou on
ne souhaite pas utiliser) de conditions aux limites sur les bords du domairté. Ceci o re un avantage par
rapport a la majorité des autres méthodes dans lesquelles on est réduit soit a utiliser des conditions limites
peu ables soit & introduire de nouvelles inconnues pour les représenter. L'intérét d'une telle approche a été
montré numériqguement dans [34].

1.5.4 Méthode du gradient topologique

Dans [5], des auteurs se proposent de chercher la forme d'une ssure permettant de minimiser I'écart
au sens des moindres carrés sur I'ensemble du domaine. lls ont proposé de calculer le gradient de cette
fonctionnelle par rapport a la longueur de ssure en tout point du domaine. Il a été montré numeériqguement
que le champ scalaire ainsi reconstruit est un bon indicateur de la forme de la ssure.

On dé nit les deux champsu;p get usp gtels que :

$ >
b, U1 Odans z & uz Odans z
Buy
o osur . B 0w (1.111)
9 :
® U o surB % B2 pooup
Bn
On cherche ensuite la solution du probléeme suivant :
mn g (1.112)
i, 2001 THL%pa .

On va prendre en compte les conditions (1.111) a l'aide de multiplicateurs de Lagrange; et ». On
transforme le probléme de minimisation de la fagcon suivante :

ostat  pugsuz; 1 2
uguz; 1; 2;
ullB Or
1l O
1» »
pu;U2; 1; 25 4 > U uxfdv gradpuig gradp 1qdV (1.113)
zpq
» »
gradpuzq gradp 2cdV R} »dS
zpq B

On va, comme d'habitude, calculer les dérivées directionnelles suivantes :

18. Bien qu'on le paye en terme de conditionnement de la matrice a inverser



50 CHAPITRE 1. BIBLIOGRAPHIE

» »

Dy, Uy UpoupdV gradp 1q gradpu, cdV
» )Z) Pa
Dy, UL uz2qupdV gradp 2q gradpu,cdV
» Zpq
D | gradpuiq gradp ;cdV (1.114)
» zpq »
D gradpuzq gradp ,cdV R ,ds
2 z pg B
» »
D D gradpu:q gradp icdV gradpuzq gradp 2cdV
zpq Zpq

Annuler les deux premiers termes revient a résoudre des problemes adjoints de Neumann et de Dirichlet
comportant un terme source volumique de valeurp u; uxqet annuler les deux seconds revient a résoudre
les problémes directs (1.111). Pour ce qui est du dernier term®&,  , on observera qu'a l'ordrel, c'est a dire
si on ne tient pas compte des variations deiy, up, 1 et », ce terme est nul. Les auteurs de [5] parviennent
alors a déterminer le terme d'ordre2, qui vaut :

D 9n'Mn aec M  gradpuiqgradp 1d'  gradpuzqgradp o o, (1.115)

Le gradient minimal est atteint pour n égal au premier vecteur propre dev (a calculer en chaque point
de Gauss du maillage). Le gradient est donc égal, en chaque point, a l'opposé du rayon spectralMe Il
est alors proposé de calculer ce dernier dans I'état sans ssure, en résolvant quatre problémes directs. La
cartographie de ce gradient permet de localiser les ssures. Cet outil a été principalement repris dans le cadre
du traitement d'image [108] pour le partitionnement ou pour la reconstruction des discontinuités dans une
Zzone masquée.

Di érentes variantes de la méthode existent. On se référera par exemple a [52], article dans lequel on
identi e des cavités en optimisant la fonction }u; UZ}EZpB q a l'aide de la dérivation topologique. Par
ailleurs, on peut mentionner [29]. Dans cet article, les ssures sont identi ées a l'aide de la méthode du
gradient topologique dans le cadre de I'élastodynamique.

1.5.5 Ecart a la réciprocité

Pour nir, nous allons présenter la méthode de I'écart a la réciprocité, sur laguelle des développements
seront apportés dans le chapitre 3 de cette thése.

Dans cette méthode telle qu'elle est présentée dans [15, 31], on doit supposer que la ssure est contenue
dans un plan. Nous allons donc dé nir! tel que € ! X ,o0 estunplanet XB H .Onva
montrer comment retrouver  a partir de la connaissance de la trace du champ et du ux sur tout le bord
B . On se référera a la gure 1.16 pour visualiser les di érentes entités géométriques.

1.5.5.1 Fonctionnelle d'écart a la réciprocité

Dans cette sous-section, on reprend les explications apportées dans [73], qui a été rédigé a l'occasion de
cette these.

Le but de I'écart a la réciprocité est d'inférer a partir d'une famille de valeurs de bord gr;iDr . En
- r

pratique, deux expériences sont su santes, ce qui fait que P t1; 2u.

Pour un couple pgr;ﬂrq on dé nit la fonctionnelle d'écart a la réciprocité RG; :
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Figure 1.16 Fissure plane

RG, :H!)p qN R
»
v PRRGrprg P v 0 _pg nqdS
s -

(1.116)

SoitV t vPH1p g divp_pvaq O faiblement dans u. V est I'équivalent pour I'élasticité de I'ensemble
des fonctions harmoniques dans le domaine sain. Dans le cas ou le domaine étudié est lui aussi sain, on peut
montrer que RG, 0.

1.5.5.2 Diverses utilisations de I'écart a la réciprocité dans le cadre des problémes inverses

L'écart a la réciprocité peut étre utiliseé, comme on va le montrer plus loin, pour identi er une ssure plane
dans le cadre des équations elliptiques. Cependant, la minimisation de cette fonctionnelle peut permettre
dans le principe d'identi er n'importe quelle sorte de défaut. On peut mentionner ['identi cation explicite
de sources thermiques ponctuelles [18] ou l'identi cation de cavités ou d'inclusions rigides dans le cadre de
di érentes équations elliptiqgues [156, 141]. Dans [6], I'écart a la réciprocité est utilisé pour identi er des
sources a l'aide d'un algorithme variationnel. Par ailleurs, dans [40] section 3.1, une méthode permettant
d'identi er les petites uctuations des coe cients de Lamé en utilisant I'écart a la réciprocité est exposée.
Dans le chapitre 8 de [7], il est montré comment utiliser I'écart a la réciprocité pour résoudre le probleme
de Cauchy. Di érentes formules permettant d'utiliser la méthode de I'écart a la réciprocité dans le cadre de
di érents problémes inverses ont été regroupées dans l'annexe B.

Il est de plus a noter que dans [49], les auteurs ont adapté le concept d'écart a la réciprocité pour identi er
des ssures dans le cadre de la dynamique.

Pour ce qui est de l'identi cation de ssures dans le cadre d'équations elliptiques, on peut citer [13], ou
le concept d'écart a la réciprocité est présenté et ou on montre comment |'appliquer pour retrouver la ligne
portant une ssure droite dans le cadre de I'équation de Laplace 2D et de I'élasticité statique. Dans [26],
une méthode numérique est proposée pour identi er la forme complete d'une ssure plane pour I'équation
de Laplace 3D et [14, 15] font de méme pour I'élasticité 3D. Des cas d'élasticité anisotrope ont étés abordés
dans [143]. Dans [31], il est montré numeériquement sur un cas 3D que l'on peut e ectuer une identi cation
de trés bonne qualité avec I'équation de Helmholtz.

Trés vite, une question cruciale a été de savoir comment utiliser I'écart a la réciprocité dans des cas ou les
données ne sont redondantes que sur une partie du bord. Dans [32], est exposé un algorithme qui utilise un
probléme extrémal borné (voir partie 1.4.4) dans le cadre de I'équation de Laplace 2D. Dans [10], une autre
approche est expérimentée, qui consiste a résoudre un probleme de Cauchy préalable.

L'autre grande di culté pour cette méthode est son utilisation dans le cas ou la ssure n'est pas plane,
ou gu'elle est constituée de plusieurs ssures non coplanaires. On peut trouver une étude de ce dernier cas
dans [142].
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1.5.5.3 Identi cation de ssures planes

On peut montrer la propriété suivante :

»

@ PV; RG;pvq _vg:m b Ju, KgdS (2.117)

Ou Ju, Kest le saut de déplacement sur la ssure. On suppose que les chargemensont tels quedu, K 0.
Plus loin, par simplicité, on supposera méme que les chargements ouvrent le ssure et donc que le saut normal
Ju,K n estnon nul. L'étude des fonctionnellegRG, q (si nécessaire pour di érentsr) peut par conséquent
fournir des informations surn , etenn , qui est le support deJu, Ksur . Remarquons au passage que

n'a pas besoin d'étre connexe.

1.5.5.3.1 Détermination de la normale au plan de ssure Soit pe g la base canonique deR3, et
Xiqg les composantes du vecteux. Dé nissons six champs-testw;; thaiajas !

vj esttelque_pv;q pe b g aym (1.118)

Si l'opérateur de HookeH n'est pas homogene dans I'espace, le calcul des expressiongageq peut étre
di cile. On les donne dans le cas le plus simple.

Remarque26 (Expression depv;; gdans le cas homogene isotropefSoit E le module d'Young et  le coe cient
de Poisson, on a :

1 X 1 Xt 1 X
Vi1 E X2 Voo E X2 Vi3 E X2
X X X
3 ’ S (1.119)
1 X2 1 X3 1 0
Yz e 4o 0 Y e %
0 X1 X2

Dans le cas 2D en contraintes planes, seules les deux premieres composantes des champs,, et Vi,
sont utilisés.

On assemble ensuite la matrice symétriqu&, ou R RGrpvj; ¢ On a alors :
»
R, Ju KdS n' (1.120)
sym
»
Notons O, Ju, KJS. Pour déterminern et J,, il va falloir utiliser deux expériences. On détermine

doncm ;U0,;0,qa partir de pR1; R2q

Une méthode de calcul den est proposée dans [15] pour le cas tridimensionnel. Nous en proposons ici
une légérement di érente qui peut s'appliquer au cas 2D ou 3D et ne nécessite qu'une seule décompaosition
en valeurs singulieres. On a :

1
R Oy n et JRJE URIRG S P o0 ¢} O (1.121)

On peut alors calculer}Q,}, et dé nir la quantité normalisée R, R{}0,}> qui est associée &J,
U, {}U,}2. On calcule alors :

r . trFqu Qr D
12: 2rpR{R>q 12 U; U,y (1.122)

12 1 2I

1: pR1R2  2R1q 7
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On peut alors montrer quen engendre le noyau de i, il peut alors étre calculé en utilisant une
décomposition en valeurs singuliéres.

Pour la suite de l'identi cation, un seul jeu de données est su sant. Nous allons garder la notationr,
mais en pratique, il prendra la valeur ¢ lour 2).

1.5.5.3.2 Détermination du plan de ssure Soit pv;;Vv,q une base orthonormale denX. Dans le
repere pv4;Vo;n g les coordonnées sont écritepX 1; X2; X3q et I'équation de est X3 C, avecC une
constante a déterminer. L'origine du repére est choisie de fagon a ce quesoit dans le semi-espacX 3 j O,
ce qui permet de s'assurer qu€ j O.

Construisons les champs-testgvy; voqtels que_pviq  Xzpy; b n gym pouri P t1;2u. lls conduisent a :

»

RGpvjqg C Ju, KdS (1.123)
Et :

RG puf  RGrpd C? 10,15 pO, n ¢ (1.124)

Ce qui permet de calculerC, puisqu'on sait qu'il est positif, en utilisant les valeurs de (1.121).
Remarque 27 (Expression dev; dans le cas 3D isotrope homogéne)

X2 X2 X2 X1X2
2E 2; 2E 2 2 2
1X2 X3 X1 X3
XlEXs 1X3
E E
Remarque 28 (Expression dev; dans le cas 2D contraintes planes)
x{ X5
R — p2 o=
c b IRGPudl avec v, 2E F:(lxs 2E (1.126)
10,33 pO, n & £
1.5.5.3.3 Détermination de la ssure elle-méme Comme c'est montré dans [15], la ssure peut

étre caractérisée comme le support ddu, Kdans'! . L'idée est donc d'identi er Ju,K Dans [15], les auteurs
proposent des champs-tests qui permettent d'approximer les composantes normale et tangentielles JdeK
Pour simpli er, nous allons supposer que le cas-test ouvre la ssure, ce qui fait que l'identi cation de la
partie normale du saut de déplacement est su sante.

Au moyen d'une translation du repére, on s'assure que I'équation de soit X3 0. La méthode repose

sur la possibilité de construireN fonctions P9 de V générant des e orts purement normaux dans la section
I

pour , PV; D PL?Pq _p qX1;X2;00 ' jpX1;X20n bn (1.127)

Par la suite, une approche de Petrov-Galerkin peut étre employée : le saut de déplacement est approché
N
sous la forme d'une combinaison linéaire Ju, K n ToUi' (en général,'~ '), les coe cients inconnus

i1
pui q étant déterminés par I'équation de I'écart a la réciprocité (égalité entre les expressions (1.116) et (1.117))
projetée sur les fonctions—test:Lj q:

@ L:N; T oup ~pX1Xed jPX1iX20dS RGP g (1.128)
i1 !
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Il s'agit d'un systéme linéaireN N classique qui peut étre écrit sous la forme :

un . vecteur despuig by @ vecteur despRGrpij qaq

ByUn by avec _ » 1o i;j a N (1.129)
Bn @ matrice des  '~pX1; X2q jpX1; X20dS
!
La construction de ce systéme n'implique que des intégrations de surface dumpour le membre de gauche
et sur B pour le second membre.

Il faut souligner que la méthode conduit a l'estimation du sautJu,K alors que dans la plupart des
applications, la quantité d'intérét est la forme de : aprés que le plan a été déterminé, la méthode
transforme le probleme inverse géomeétrique en un probléme d'identi cation d'un champ. Une possibilité est
de post-traiter le saut pour obtenir une estimation de , par exemple par I'utilisation d'un seuil bien choisi",
comme dans [10] : g t X;Ju, XK n ¥ "u

1.5.5.3.3.1 Approximation classique par développement de Fourier Dans [15], il est proposé
de développer le saut de déplacement en série de Fourier. Dans le cas d'un comportement homogéne, il est
possible de calculer une famille de fonctionq;)ik;lq (voir la remarque 29 pour son expression dans le cas
isotrope) de facon a ce que :

X1 X2
L1 Lo

Ou L, et L, sont les dimensions du plus petit rectangle que l'on peut construire autour dé. On va
ensuite calculer I'extension par0 de Ju, Kdans ce rectangle.

P00  exp 2 dans

kX1 X2

L Lo

JuKn 7 Uy avec '~ exp 2i
k;l
Grace aux propriétés classiques d'orthogonalité entre les fonctions de Fourier dans un domaine rectan-

gulaire, le systéme linéaire a résoudre est diagonal, et les coe cients de Fouriguy, g peuvent étre calculés
immédiatement :

R(;l’ pﬁk;| q

. _— 1.130
U:| LiL, ( )

Remarque 29 (Expression deik_| dans le cas 3D homogéne)

1 I 1expp | 1X1 l 2X 20 ®BXpP 3X3Qq expp 3X3zqq
i ppz 1 2expp X1 1 2X2q@Xpp 3X3q  expp  3X3qq
3 sexpp I 1X1 1 2X2q@xpp 3X3q expp 3X30q
oK (1.131)
Ty s
avec o €t 3 2 3
Sy

1.5.5.3.3.2 Discussion Les séries de Fourier sont extrémement intéressantes puisqu'elles conduisent
a un systeme diagonal. Cependant, elles ont certains inconvénients :

CommeRGp , ,gimplique des intégrales de surface de fonctions sinusoidales, un nombre éleve de points

de Gauss doit étre employé pour les approximer de fagon satisfaisante, et ce d'autant plus que les termes
sont d'ordre élevé (k;lqggrands).
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Les fonctions iy Ont une forme exponentielle (réelle) dans la direction normaleX3). Ceci donne
davantage d'importance aux mesures éloignées de la ssure et cela peut fortement ampli er le bruit
dans les données. Cet e et indésirable est en conséquence particulierement important pour les domaines

épais. L'épaisseur peut étre caractérisée par la distance maximale entre le bord et la ssure normalisée
par le diametre de : maxx pg X3{diamp g

En conséquence, la facilité pour résoudre le systéme linéaire est contrebalancée par le fait que la di culté
de I'évaluation du second membre augmente rapidement avec l'ordre du développement de Fourier. Une
technique de régularisation immédiate pour cette méthode consiste donc a limiter le nombre de modes dans
la décomposition de Fourier dudu, Kreconstruit. Comme dans n'importe quelle technique de régularisation, le
nombre de modes de Fourier doit étre choisi pour réaliser un compromis entre la précision et I'ampli cation
du bruit. Dans le chapitre 3, on propose d'utiliser des fonctions polynomiales au lieu des fonctions de Fourier.
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Chapitre 2

Résolution du probleme de Cauchy par
I'approche de Steklov-Poincaré

Ce chapitre est consacré a quelgues contributions a I'étude numérique des problémes de Cauchy elliptiques.
Les trois premiéres parties sont trés largement reprises de [72], qui a été écrit dans le cadre de cette thése.
Dans la premiére partie, on introduit des notations pour le probléme de Cauchy discret, qui nous permettent
de ré-interpréter quelques unes des méthodes de résolution présentées dans le chapitre bibliographique. Dans
une seconde partie, ces notations sont reprises pour étudier plus en détail la méthode de Steklov-Poincaré.
On étudie dans la troisiéme partie di érents moyens de stabiliser et d'accélérer la résolution numérique par
cette méthode.

Les quatre parties suivantes sont toujours centrées sur la méthode de Steklov-Poincaré, mais présentent
des études menées sur des aspects du probleme de Cauchy qui sont encore peu étudiés. Il s'agit en quatrieme
partie de montrer comment on peut, avec un codt le plus faible possible, propager des incertitudes suivant
des lois de probabilité gaussiennes au cours de la résolution. La cinquiéme partie est consacrée a la résolution
d'un probléme de Cauchy en dynamique transitoire, et on y montre que les modi cations a apporter a la
méthode sont minimes. Dans une sixieme partie, un algorithme permettant de résoudre des problemes non
linéaires est proposé et mis en +uvre numériguement. En n, la derniére partie sera I'occasion de s'intéresser
au cas de problémes directs trop gros pour étre résolus tels quels, et sur lesquels la décomposition de domaine
est utilisée. On cherche alors a tirer prot de la similarité entre les méthodes de Steklov et les méthodes de
décomposition de domaine de Schur.

2.1 Ré-interprétation de quelques méthodes de résolution

Dans cette partie, on ré-interpréte en utilisant des notations discrétes certaines des méthodes de résolution
du probléme de Cauchy. Ceci nous permettra d'apporter un regard nouveau sur certains liens connus entre
les méthodes, et d'en établir d'autres.

On rappelle sur la gure 2.1 la désignation du domaine et de ses frontiéres.

2.1.1 Probléme de Cauchy discret en élasticité

Supposons qu'une discrétisation, par exemple par éléments nis de Lagrange, a été utilisée. Soitle
vecteur des déplacements nodaux. Supposons que les conditions de Dirichlet sur un éventuel bord de Dirichlet
ont été prises en compte par élimination de fagon a ce qu€ soit une matrice dé nie positive creuse. La
lettre i désigne les degrés de liberté de l'intérieur du domaine et des bords de Neumann. Les lettrest
m désignent les degrés de liberté avec information respectivement redondante et manquante. Le nombre de
degrés de liberté d'un certain type est notdl |, par exemple,|m| est le nombre de degrés de liberté avec
information manquante.

L'équivalent discret de I'équation (1.7) est :

57



58 CHAPITRE 2. LE PROBLEME DE CAUCHY

Figure 2.1 Le domaine et ses bords

Ki Ki Kim Ui 0
m,;figconnus, trouverpui;um:fmatg.  Ki Knr  Km Qr f (2.1)
Kmi Kmr Kmm Um fm

Pour des raisons de simplicité, on suppose qu'il n'y a pas d'élément portant a la fois des degrés de liberté
redondants et manquants. Remarquons qu'il est toujours possible de rendre cette hypothése vraie en oubliant
l'une des données redondantes sur un certain degré de libeftéCeci revient a convertir un degré de liberté
de type r en un degré de liberté de typd. Cette hypothése se traduit parK ;, 0.

Comme c'est fait classiqguement en décomposition de domaine [79], on peut éliminer les degrés de liberté
internes et condenser le probléme sur les degrés de liberté manquants et redondants :

Ui K 1FKir0r KimUmQ Smd  Kmm KmiKj Kim
Sr;d Crm Or f\r avec Sr;d Kr KiK i K ir (22)
Cim Smd  Um fm Cm  KiK;Kim

Sm:d est le complément de Schur de la structure sur les degrés de liberté manquants, en considérant les
conditions limites de Dirichlet sur la partie Redondante.S;.q4 est le complément de Schur de la structure sur
la partie Redondante (avec des conditions aux limites de Dirichlet sur la partie Manquante).

Cim représente le couplage entre les parties Manquante et Redondante qui s'e ectue au travers des
degrés de liberté intérieurs. Plus précisémengu,; umq PNIJ Ciy um donne la contribution croisée au travail
mécanique associée aux conditions de Dirichlet appliquées sug, et . Grace au principe de maximum
elliptique, on sait que I'équivalent continu de cette forme bilinéaire est dé ni. on peut imaginer qu'en général
Cim sera de rang plein. De maniére a eviter les situations ou cette propriété est perdue, on peut faire
I'nypothése que l'approximation satisfait le principe du maximum discret (ce qui dans certains cas conduit a
des conditions géométriques simples sur le maillage [97]), et éliminer les cas pathologiques ne présentant pas
d'intérét pratique (comme |i| | r| ouli| | m]). Dans la suite, on suppose donc qUE,, est une matrice de
rang plein.

Rappelons que les compléments de Schur héritent de beaucoup de propriétés des matrices a partir des-
guelles ils sont construits [157]. En particulier, dans le cas que nous considérons, ils sont tous symétriques
dé nis positifs. De plus, on a la relation :

1. Il s'agira typiguement de la donnée de Dirichlet puisqu'elle est susceptible d'étre entachée d'erreur
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Kii 1Kim Um
Hm}s,s } U}k ouu Or (2.3)
Um

Ceci signi e que la norme associée &ny.q est la norme énergétique du champ obtenu par relevement
harmonique discret (en supposant des conditions aux limites nulles sur les degrés de liberté redondants).
Remarquons que pour un probléme régulier (typiqguement un domaine avec une forme réguliére, pas trop
d'élancement, su samment de conditions de Dirichlet et pas trop d'inhomogénéités) et avec une discrétisation
pas trop ne, on peut armer que les compléments de Schur introduits plus haut sont des matrices bien
conditionnées, et ce d'autant plus en comparaison des autres opérateurs que nous rencontrerons dans cette
partie.

Remarque 30 (Résolution de problemes impliquant des compléments de Schurll faut souligner le fait qu'en
pratique, le complément de Schur ne doit jamais étre assemblé lorsque le nombre de degrés de liberté n'est
pas trés petit. En e et, le calcul de cette matrice nécessite l'inversion d'une matrice de grande taille. C'est
pour cette raison que le complément de Schur est simplement évalué sur les chargements donnés a chaque
étape au travers d'un calcul direct.

2.1.2 Régularisation évanescente

On peut expliciter, grace a I'équation (2.2), les opérateurs impliqués dans le systéme linéaire permettant
d'imposer la condition V. P H (voir les notations de la partie 1.4.2) pour la méthode de régularisation
évanescente [60] :

l&A Sr;d Crm
' C;rm Sm;d (2-4)

2.1.3 KMF

Dans cette partie, on s'intéresse a la méthode alternée de la partie 1.4.1. Il s'agit de résoudre le probleme
(2.2) a l'aide de la relation de récurrence suivante :

$ $
' r m T
; Sraub 1 fr Cmu, i SmaUzn 2 fan 1 CimOr
& m m & r

Uzn 1 Upp Upgn 2 O
1 fm T r m ! fr m (25)
tlon 1 CrmuZn 1 Sm;dUZn bp 2n 2 Sr;dof CquZn 1
% fr f\ A) fm fm

2n 1 r 2n 2 2n 1

On peut reformuler cette récurrence de deux facons qui nous serviront dans la suite. La premiére consiste
a écrire une relation de récurrence sufy, ; etuj) ,:

#
fan 1 Chn Sr;dlf\r PSmd Cim Sr;dlcrm QU 2n

(2.6)
Ug‘n 2 Smldfg]] 1 Sm}dc;rm 0"

La seconde écriture consiste a considérer la relation de récurrence entre les itéuds :

uzn 2 Sm;ldc-rrm Sr;nliar pl Sm;ldc-rrm St Crm QU3 Sm;ldc;rm Oy (2.7)
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2.1.4 Erreur en relation de comportement

On reprend la méthode de I'erreur en relation de comportement de la partie 1.4.5.2, qui consiste a résoudre
le probléme de minimisation suivant :

» »

. 1
min 5 M appugn f oS ;  ugd  _pu,g nadS (2.8)
u, respecte Ie?,ab de Dirichlet '
u, respecte le pb de Neumann

m

2.1.4.1 Ecriture de la méthode en notations discrétes

Une fois que le probléme a été discrétisé par éléments nis, on doit minimiser :
H el fey M, Mgl grogm.gm
min pu; f;ug;uyuyus s f ot fg
0 (2.9)

pu; fulubul ul s £ 0 0 f 5 utd' @ fiq pul ufd " g

N3
o]
=

Sous les contraintes :

$ $
=& Smidulm f:[n C;rm O :& Sr.d Urz f2r Cimu
url O U? u (210)
by 1 SwaOr Cmul'  } 17 Crul  Smau :
0 AN fof
1 2 r

Dans [12], les auteurs proposent, pour minimiser la fonction-codt, d'utiliser un algorithme a régions de
con ance. Pour ce faire, on doit calculer les gradients de par rapport & u et f. On prend en compte les
égalités (2.10) par substitution dans (2.9), a I'exception dé" f etdef) fi, qui sont prises en compte en
introduisant des multiplicateurs de Lagrange.fjr et fjm pourj 1 ou2ontété remplacés par leurs expressions
en fonction deujr et ujm. Ceci permet de chercher la stationnarité de la fonctionnelle suivante, ne dépendant
plus que de 6 champs :

1
pusfiulliug 15 50 Sp0r ubq PSradr  Crmuf'  Spgub  Crmug
1
épJT ugq BSmqu Cr 0, Cl ub Smaugq (2.11)
T Spaul £ Cloo; T Squy fi Cmu

Les gradients de par rapport a u et f, dont on a besoin pour mettre en +uvre l'algorithme de minimi-
sation s'expriment trés simplement :

Mu CrTm b
m (2.12)
s 1

Pour déterminer les quantités nécessaires au calcul de ces gradients, il faut utiliser la nullité des gradients
par rapport a ul", uy, T et 5:

rur fl o f] Srq ’
2o T2 (2.13)
r T Sm;dul f Crm Or

Sr;d urz f\r C rm u
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A chaque pas, pour construire le gradient, on calcule donc premiérement les champg et ul, en résolvant
les problémes (1.79) et (1.80).

Le champ 7' est ensuite calculé en résolvant le probléme pour lequel on a une condition de Dirichlet
homogéne sur le bord ; et une condition de Neumann valantf®  fi" sur le bord . Or, commeu' a été
déterminé par I'équation (1.79), on aff"  f, ce qui fait qu'on utilise comme condition de Neumanrfy® f[".

Le champC/, %, quant a lui, est déterminé de fagon similaire en résolvant un probléme pour lequel on a
une condition de Dirichlet homogéne sur le bord n, et une condition de Neumann valantf; ﬁ sur le bord

r. On retrouve alors les quatre problémes a résoudre a chaque étape de l'algorithme, décrits par exemple
dans [132].

2.1.4.2 KMF comme moyen de minimiser l'erreur en relation de comportement

Pour minimiser , on peut, de fagon alternative, exprimer cette fonctionnelle uniquement en fonction de
u etf (et des quantités connued, et f,). Il vient alors :

1
pu; fa > [odf" Sr;dld\r CrmUQdFSr;dor Crmsm;ldpc C;rmorq 1:\rq
(2.14)

Fsm;ldp‘ C;rm 0rq ug' | C;’rm Sr;lef\r Cmug Smguq

On en calcule les gradients :

1
r+ pu,fq > Sm;ldCrTmer Sr;dld\r Crmuqq Sm;ldpc C;rmsr;dlﬁ\r Crmug Smgauq

Fsm;ldrf C;I—m Orq uq

ro pu;fq CimS.iPradr  CmSpyd  ChLiorg fig (2.15)

1
2
of CrTer;lefr Crmug Smgauq

Ii:rTer;dlcrm Sm;dGIFSm;ldlJc C,Tm()rq uq

Le systeme linéaire permettant I'annulation des gradients de est :

#
Smaf PSpyCinS.dCm lau S 5CH,S.4f

2.16
;I—m Sr;dlCrm Sm;ld I p C-rrm Sr;dlCrm SmdM P C;’rm Sr;dlcrm Sm:ldC;I—m C;rm r ( )
Considérons la relation de récurrence a deux termes de I'équation (2.6), On remarque qu'il s'agit des itérés
permettant la résolution de (2.16) en imposantu,, issu de litération précédente dans I'équation du haut et
fon 1 issu de l'itération précédente dans I'équation du bas. Ceci montre que la méthode de KMF consiste
en une minimisation de l'erreur en relation de comportement par une approche a directions alternées. On
retrouve ainsi dans le cadre discret un résultat montré dans [12] dans le cadre discret.

2.2 Meéthode de Steklov-Poincaré

Pour nir, nous allons présenter les notations discrétes pour la méthode de Steklov-Poincaré, qui seront
utilisées dans la suite de cette thése.



62 CHAPITRE 2. LE PROBLEME DE CAUCHY

2.2.1 Approche a deux champs

Une premiére expression mérite notre attention. De (2.2), on obtient directement :

0 Crm fm *\r Sl’,d Or 2 17
T (2.17)
I Sm;d Um Crm Or
Il s'agit d'une formulation rectangulaire avec |m| | r| lignes et 2m| colonnes. Le probléme est sous-
déterminé si|r| | m|, c'est a dire s'il y a moins de mesures que de données a identi er. Dans ce cas, la

solution n'est pas unique. Le probléme est surdéterminé $i| j | m|, et dans ce cas, la condition pour qu'il
soit bien posé estdf; Sr.40rq PImagepCm g c'est a dire que les données doivent étre compatibles pour que
la solution existe. Si elles ne le sont pas, celle-ci devra étre cherchée au sens du résidu minimum.

Dans la suite, on présente deux moyens classiques d'obtenir des systémes carrés.
Dans cette approche, on déduit de (2.2) deux problémes directs classiques en oubliant alternativement
l'une des informations redondantes, ce qui permet de lien,, et fy,.

Si on considere la condition de Dirichlet sur ,, il vient :
SmdUm  fm C;rm Or (2.18)

On introduit la notation suivante : by cl. 0.
Si on considére la condition de Neumann sur, il vient :

1
u 01 L ' 2.19
m C;—I—m Sm;d fm ( )
En utilisant la formule d'inversion par bloc, on peut I'écrire :
1 Sm;n Sm;d CrTm S,—;dlC rm
Un SmnfAm bng avec (2.20)

bn ch sr;dlf‘r

Remarque3l Sy, estle complément de Schur de la structure sur les degrés de liberté manquants en utilisant
des conditions de Neumann sur la partie redondante. En utilisant la formule du quotient de Haynsworth [126],
on obtient des expressions équivalentes po8n., et by :

1

Sm;n K mm K mi 0 :2“ E " K(|)m
ri 1rr (2.21)
by Ko 0 Kii  Kir 0
K Ky f\r

2.2.2 Approche Primale

La formulation de Steklov-Poincaré primale consiste simplement a éliminer les e orts inconnug,, des
équations ((2.18),(2.20)), ce qui conduit au systéme suivant :

Mmd  Smnqum bg by (2.22)
On obtient de plus les expressions suivantes :
Sm;d Sm;n C;rm Sr;dlc rm ( )
2.23
ba bn ChS.d fr Sl

On peut en déduire la propriété suivante :
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Proposition 1. pPSmd  Sm:n g €st une matrice symétrigue semi-dé nie positive de taille|m| et de rang
minpjm|; [r|o
On peut reconnaitre un probleme de minimisation équivalent :

Un argmin}Cmmu pf Sra0rals 1 (2.24)
u rn

Cette équation permet de comprendre le choix caché derriere I'utilisation de I'approche de Steklov-Poincaré
primale : il s'agit de la premiére ligne de (2.17) prise au sens de la minimisation de I'énergie. La deuxiéme
ligne peut étre utilisée pour post-traiter les réactions nodales.

On peut mentionner la propriété suivante, héritée de la formulation continue étudiée dans [23] :

Proposition 2. PSm:a  Sm:n gest I'analogue discret d'un opérateur symétrique semi-dé ni positif, et compact
de l'espace des déplacements dey,.

Ceci implique que méme dans le cas obn.g  Sm:nQ est dé nie, certaines des valeurs propres de cette
matrice ont tendance a étre tres petites.

De cette propriété et de I'équation (2.23), on peut en déduire que certaines des valeurs singuliéres de la
matrice Cy, sont trés petites. Mécaniquement, cette matrice représente les réactions nodales sur le bord
encastré résultant d'un champ de déplacement donné sury,. Les petites valeurs singuliéres correspondent a
des déplacements de norme unitaire sury, ayant des e ets négligeables sur le bord ;.

Remarque32. On peut s'attendre a ce que les expressions du membre de droite de (2.23) soient moins sensibles
a l'erreur de cancellation que leur forme classique sur la gauche. En pratique, ceci n'a jamais été observé,
c'est pourquoi on a préféré la forme classique qui est moins colteuse en temps de calcul.

On peut dresser une analogie entre la méthode de Steklov-Poincaré primale et la méthode de décomposition
de domaine primale BDD [114] dont I'objet est de chercher a déterminer un déplacement d'interface en
résolvant un systéme impliquant des opérateurs de Steklov sur cette interface. La di érence notable est que
dans la méthode BDD, I'opérateur a inverser n'est pas compact puisqu'il s'agit d'une somme d'opérateurs de
Steklov et non pas d'une di érence, ce qui est cohérent avec le fait que le probléme que l'on résout est un
probléme direct.

2.2.3 Approche Duale

La formulation de Steklov-Poincaré duale [96] consiste simplement a éliminer les déplacements inconnus
um des équations ((2.18),(2.20)), ce qui permet d'écrire le systéme suivant :

Smn  Smay fm  Smgbd  Smnbn (2.25)
En utilisant la formule de Sherman-Morrison [82] sur I'expression d&m., (2.20), il vient :
1
Sm;ln Sm;ld Sm;ld CrTm Sl’:d Crm Sm;ldCrTm Crm Sm;ld (2'26)

NotonsSyn Srg Cmm Sm.ldCrTm , le complément de Schur de la structure sur le bord ,, en considérant
les conditions de Neumann sur ,. Le second membre s'écrit :

Sm;ln bn Sm;ld Sm;ldc-rrm Sf:nlcrm Sm;ld Cm Sr?dl ' (2.27)
SmaCimSrn Stn CmSpuCim Spaft SmmCrmSeafe
Et nalement :
Smn  Sma  SmaCrm Sk Crm Sy
(2.28)

Smabd  Smnbn  SnuChm Swafr 0

m;d
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La formulation duale satisfait des propriétés équivalentes a celles de I'approche primale :

Proposition 3. Sm}n Sm.ld est une matrice symétrigue semi-dé nie positive de taillelm| et de rang
minpm|;[riq
On peut de méme reconnaitre le probléme de minimisation équivalent :

Cette équation permet de mettre en évidence le fait que la formulation de Steklov-Poincaré duale peut
aussi étre dérivée de (2.17) en minimisant la premiére ligne au sens de I'énergie (avec une mesure de I'énergie
Iégérement di érente de I'approche primale) et en utilisant la deuxiéme ligne pour remplacer les déplacements
par des e orts.

Numériquement, dans [96], il a été constaté que la méthode duale a tendance a conduire a des résultats
de meilleure qualité que la méthode primale.

On peut faire le paralléle entre cette méthode et la méthode de décomposition de domaine duale FETI
[71], dans laquelle il s'agit de calculer un e ort d'interface a l'aide d'opérateurs de Steklov duaux. Comme
pour la méthode primale, l'opérateur inversé dans FETI est bien mieux conditionné que 'opérateur a inverser
pour résoudre le probléme de Cauchy.

2.2.4 Approche Duale en absence de conditions de Dirichlet

En I'absence de conditions de Dirichlet (4 H ), 'opérateur Sp,., n'est pas inversible. Cette situation est
équivalente a celle induite par la présence de sous-domaines ottants dans les méthodes de décomposition de
domaine. Dans ce cas, on utilis&m:, la pseudo-inverse d&Sy,n, et on introduit R, la base des mouvements
de corps rigide de I'ensemble du domaineR ,, est la restriction de R sur . On peut montrer qu'il s'agit
du noyau de Sy, c'est a dire queSpnnRm 0.

La formule (2.20) doit étre adaptée au cas d'un probleme sans condition de Dirichlet :

Um S;-n;nﬁm bnq Rm
0 R-Ir;ﬂjm bnq

Sur la premiére ligne, le déplacement est dé ni a un déplacement de corps rigide prés caractérisé par son
amplitude . La deuxiéme ligne correspond a la condition rendant le probléme de Neummann bien posé.
Ceci conduit a écrire le systéme suivant :

(2.30)

Smn  Spy  Rm  fm Syyb?  Shmnb"

m;

2.31
RT 0 Rnbn (2.31)

Ce systéme sera typiquement résolu en utilisant un algorithme d'initialisation/projection approprié, a
I'image de ce qui est fait en décomposition de domaine dans [71].

2.2.5 Stratégie de résolution

Dans cette section, on étudie des algorithmes itératifs a méme de résoudre les formulations de Steklov-
Poincaré. En e et, I'utilisation de solveurs itératifs avec un critere de convergence adapté est un moyen
d'empécher les petites valeurs propres de perturber la solution, en particulier, nous allons utiliser la L-curve
[86] pour choisir ce critére d'arrét. Le systeme étant symétrique, semi-dé ni positif, nous utilisons l'algorithme
du Gradient Conjugué (GC), comme proposeé dans [33].

On remarquera que de nombreux auteurs [24, 96] préférent utiliser l'algorithme GMRES [137] (ou Or-
thodir [153] qui lui est équivalent) pour résoudre le probléme de Cauchy. Cependant, lors des expériences
numériques qui ont été conduites, aucune di érence signi cative de qualité des résultats n'a été constatée
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entre l'algorithme Orthodir et le Gradient Conjugué, pourvu, et c'est trés important, que ce dernier soit
implémenté avec une ré-othogonalisation systématique des directions de recherche.

En e et, l'algorithme du Gradient Conjugué utilisé sans réorthogonalisation a tendance, s'il est appliqué
a une matrice mal conditionnée, a nir par générer des directions de recherche non orthogonales a celles
calculées dans les itérés précédents, ce qui compromet grandement la précision de la solution.

Une derniére astuce qui permet d'augmenter la stabilité de la résolution est la normalisation des directions
de recherche. Il s'agit, lors de la détermination du pas, d'intercaler les étapes suivantess:b ppiTqiql{z,
pi B pi{setqg; B gi{s. Ceci permet de faire en sorte que toutes les directions de recherche soient normées
au sens deA, et rend donc l'orthogonalisation plus précise.

L'intérét principal de I'utilisation d'un Gradient Conjugué plutdt que par exemple un algorithme de point
xe est que cette méthode assure une décroissance quadratique de l'erreur (en l'absence de problemes de
conditionnement).

2.2.5.1 Gradient Conjugué Préconditionné

Le Gradient Conjugué est un solveur de Krylov classique pour les systémes symétriques dé nis positifs.
Nous allons utiliser les notations suivantes : on résout le systém& b, ou A est une matrice symétrique
dé nie positive, x; est I'approximation a l'itéraiton i j 0, xg est l'initialisation, et le résidu estr;i b Ax;.
On utilise un préconditionneur symétrique dé ni positif M (en pratique, seul l'inverse deM est utilis€), de
sorte que I'on résout en fait le systéme symétrique équivalentt *AL TpLTxg L bouM LLT.

Soitz; M rj, le résidu préconditionné, on dé nit le sous-espace de Krylov & l'itératiori j O :

KipM A;zoq VectmoM Azo;::ii;pM 'Ad ‘zoq (2.32)
Le Gradient Conjugué respecte le principe de recherche suivant, pouvant étre exprimé en terme d'opti-
malité d'une part ou d'orthogonalité d'autre part :

Xi Pxg KipM A:zog x; argmin}x xij}a & ri KKipM 1A:zoq (2.33)

Dans notre cas,A présente de trés petites valeurs propres en raison de l'impossibilité d'évaluer correcte-
ment I'erreur commise dans les directions associées.

On va a présent rappeler un résultat, présent dans [136] a propos du calcul des éléments de Ritz du
systeme, qui nous sera utile dans la suite. Supposons que le solveur ait convergé (au sens du résidunen
itérations. On note par des majuscules les concaténations de vecteurs stockés pendant la résolution : par

Les vecteurs de RitzV , forment une base spéci que du sous-espace de Krylov, qui peut étre calculée
sans colt supplémentaire, et qui satisfait les relations suivantes :

VoAV o diagpig 5 VMV o | (2.34)

Les p jgsont les valeurs de Ritz; ce sont des approximations des valeurs propres généralisées de la paire
formée par l'opérateurA et le préconditionneur M . On suppose qu'elles sont classées par ordre décroissant.
La remargue qui suit rappelle comment elles peuvent étre calculées a colt quasi-nul.

Remarque 33 (Calcul des élémgnts de Ritz) Si au cours des itérations de Gradient Conjugué, on calcule le
vecteur normalisé?; p 1dz{ ziTri, alors 2; est une base de&<; qui satisfait :

2IM2; 1 and 2TA2; T

Ou T est une matrice tridiagonale symétrique dont les valeurs propres sont les valeurs de Ritz recherchées.
Les coe cients de T peuvent étre obtenus a partir de grandeurs calculées au cours des itérations [136], méme
dans le cas d'un solveur par bloc, comme présenté dans l'algorithme 1. Si on ndie la concaténation des
vecteurs propres orthonormés en norme euclidienne de, alorsV; 2;U sont les vecteurs de Ritz. Soitu la
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premiére ligne de la matriceU, elle correspond a la décomposition deg dans la base de vecteurs de Ritz :
Zo } ro}w 1Viu' ou de fagon équivalenteu™  V Tro{}ro}m 1.

Algorithme 1 : Gradient Conjugué par Bloc avec calcul de Ritz

Xo donné ;
ro b Axy;
zo M 'ro,po 2o /i 1 0
for i 0; 1 :::;m (convergence)do
ai  Api;
i pp{aig i pzirg i Gt Il 2 p 1dz U2

Xi 1 Xi Pii,
i1 i d i
zi1 M g
for j 0:::ido

§oPa’ziag ot nTiw: o Ppy D110 o110 He
end .
Pi1 Zii  jPj o N0 Tiw Th o 501407
end
pig m = Valeurs propres deT Il T est symétrique tridiagonal par bloc

U = Vecteurs propres deT;
Renvoyer : Solutionx, 1, Valeurs de Ritz p ;g Vecteurs de RitzV n, 2mU:

2.2.5.2 Discussion du cas sous-déterminé

Dans le cas|m| j | r|, la matrice C;, a un noyau a droite, ce qui rendA sous-déterminée. SoiRR, une
base du noyau deA. Soit x, solution de Ax b, alors pour tout vecteur , x R qest aussi solution.

Le gradient conjugué cherche la solution dans le sous-espace de Krylov. Remarquons que, méma si
est sous-déterming, on a toujourszg P VectpM A q et par conséquent,KipM A;zoq € RanggM 'Ag
Le gradient conjugué converge donc vers lintersection entrex R qget VectpM 1A g que I'on note x. Un
calcul simple conduit alors a :

x pl RRTMR g RTMx (2.35)

x est la projection dex sur VectpM 1A g parallélement aVectpR g On peut aussi le caractériser comme :

X argmin }x y}a A x M !ApaM 1AM AgAM Ax (2.36)
yPVectpM 1Aq

Dans le cas des mesures synthétiques dans lesquelles des données sont générées numériquement a partir
d'un x donné, si il y a moins de mesures que de données manquantes, l'erreur due au solveur au cours
des itérations doit étre évaluée par rapport ax, tandis que I'erreur d'identi cation est toujours évaluée par
rapport a x.

Dans les cas pratiques, une fois qu'une bonne approximation dea été trouvée, il est possible d'améliorer
la solution en ajoutant un terme de la formeR avec choisi a partir de considérations physiques.

Remarque 34. Le cas sur-déterminé est naturellement réglé par la formulation de Steklov-Poincaré (en raison
du probléme de minimisation équivalent). Il n'a donc pas d'interaction avec le solveur.
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2.2.6 Liens avec d'autres méthodes

Comme souvent, il est possible de dresser des liens étroits entre la méthode de Steklov-Poincaré, que I'on
vient de présenter, et deux autres méthodes, a savoir la méthode KMF et la méthode de I'erreur en relation
de comportement.

2.2.6.1 KMF comme un algorithme de Steklov-Poincaré préconditionné

De la formule (2.5), on peut déduire la relation de récurrence entre les itérég};,, qui est rappelée ci-aprés :

U 2 SyuuCimSafr P11 S 4CimSuCm 3y S, 4Chy 0 (2.37)

On reconnait, en utilisant les formules (2.23) les itérés du point xe permettant de résoudre le probléme
suivant :

Sm;ld MSmd  Smpou™ Sm;ld g bng (2.38)

Il s'agit exactement de la formulation primale préconditionnée parSm.ld. En conséquence, on retrouve un
résultat bien connu dans la littérature [66], qui stipule que l'algorithme de KMF consiste en la résolution, par
un point xe, du systéme de Steklov-Paoincaré primal préconditionné.

Proposition 4. Le spectre de I'opérateur préconditionnd Sm;ld Sm:n est contenu dans l'intervalle 0; 1r.
Démonstration. Soit une valeur propre dep Sm;ld Sm:n G et x le vecteur propre associé. On a :

| S, 4Smn X X

ol XTSm;n x i0
Ce qui permet d'en déduire qued 1 O

Cette propriété fait qu'il est possible de résoudre ce systéme préconditionné par l'algorithme du point
Xe, ce qui est un moyen de montrer la convergence de la méthode de KMF. Le point xe est lent a converger
mais a l'avantage d'étre plus stable que les itérations de Krylov, en particulier en l'absence de valeurs propres
complexes [89].

Le préconditionneur étant symétrique dé ni positif, son utilisation peut étre interprétée comme un chan-
gement des propriétés d'orthogonalité dans le solveur de Krylov. Par ailleurs, comme on peut le voir dans
(2.3), la norme associée &g est équivalente a la norme énergétique. Ces propriétés font de l'utilisation du
préconditionneur de KMF une régularisation en elle-méme puisqu'elle a tendance a favoriser les modes les
plus énergétiques. Ce rble est particulierement important dans les cas ou le complément de Schur est trés
éloigné de lidentité. C'est typiquement le cas pour les structures hétérogenes pour lesquelles I'énergie n'est
pas distribuée de facon homogeéne.

2.2.6.2 Steklov-Poincaré pour minimiser I'erreur en relation de comportement

On a montré que l'algorithme KMF minimisait I'erreur en relation de comportement et qu'il s'agissait
d'une formulation de Steklov-Poincaré préconditionnée. Il en résulte trés logiguement que la résolution du
systeme de Steklov-Poincaré préconditionné permet de minimiser l'erreur en relation de comportement. On
peut néanmoins montrer ce dernier point directement de la fagon suivante.

Reprenons le systéme (2.16). En utilisant les formules (2.23) et (2.28), et en posatt Sm;ldf, il vient :
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#

¢ S, Smnu S 1b
mid = ma " (2.40)
Smnpr  Uuq Sm:n Sm;dbd
Par substitution la premiére ligne nous donne :
SyPSmd  Smn®  SpgMd  bng (2.41)

1

On retombe alors sur la formulation de Steklov-Poincaré préconditionnée pa§ ;.

résolu par l'algorithme KMF.

qui est le systeme

2.3 Accélération et Itrage de la solution

Toute l'analyse conduite précédemment sur la résolution de I'équation de Steklov par un algorithme du
Gradient Conjugué nous permet d'expérimenter di érentes idées dans I'objectif d'obtenir une solution able
a un codt calculatoire le plus faible possible.

2.3.1 Ciitére d'arrét basé sur la L-curve

Grace a son principe de recherche par optimalité, le Gradient Conjugué Préconditionné est un solveur
robuste, en particulier quand la réorthogonalisation totale est employée a n de réduire les erreurs numériques.
Dans notre cas, la quantité}x x;}a décroit a chaque itération, mais a cause des petites valeurs propres de
A, ceci est souvent accompagné par lI'explosion de&;}», ce qui fait que}x Xj}»> ne converge pas. La L-curve
(voir la partie 1.3.1.3) permet de stopper les itérations avant I'explosion de la solution en trouvant le coin
en bas a gauche d'une courbe de typdogp}ril}q; logp}xilggou }ri} est une mesure calculable de I'erreur et
}xi} une norme de la solution. Le coin réalise un compromis, mais sa détection (et méme son existence) n'est
pas évidente. Dans la suite, on montre gu'il existe un systéme de coordonnées dans lequel la construction de
la L-curve est particulierement bien adaptée au gradient conjugué.

2.3.1.1 Présentation du critére

La quantité }x Xj}a n'est pas calculable, mais grace a la relation suivante [22], son évolution peut étre
suivie au cours des itérations de l'algorithme 1 :

Xoxi 1A P x o oxita £ (2.42)

La suite est décroissante (j; ; et donc ; sont toujours positifs), et seul le point de départ}x Xg}a est
inconnu.

Une bonne mesure de la norme de la solution e$k;i Xo}m , €n € et, la relation de récurrence suivante
peut étre prouvée pouri ¥ 0:

i1 Xolw }Xi xolw  {IPilm 2 imIMpG Xodd
g% 0 A Iedk o (2.43)
ml M 1 Xodd i PIMPG Xodd  i}pilE
La suite }x; Xo}m est par conséquent croissante (; est toujours négatif), et démarre a0. La L-curve
est tracée pouri j 0 pour que leslogp}x; 1 Xo}m qsoient bien dé nis.

Avec le choix de ces mesures, la L-curve a toujours une évolution monotone, du coin en bas a droite vers
le coin en haut a gauche.
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2.3.1.2 lllustration de la méthode

On considére le cas-test présenté sur la gure 2.2a. La structure est un rectangle de dimensidaam
10mm. On se place dans I'hypothese de contraintes planes et d'un comportement linéaire élastique. Le co-
e cient de Poisson est 0;3. Dans le cas homogéne, le module d'Young e& 70000 MPa; dans le cas
hétérogene, chaque élément se voit attribuer un module d'Young aléatoire selon une loi de probabilité uni-
forme dansr7000; 70008 MPa. La solution de référence est construite avec des conditions de Neumann de
la forme :1m fopl Yy{yoqe,, Er fopl y{yoqe,, avecfg 1N.mm lety, 1 mm. On utilise un
maillage triangulaire avec des éléments nis continus linéaires par morceaux, il y a un total de 288 degrés
de liberté, avecim| 38et|r| 40. Ce choix implique que le probléme ne posséde que des valeurs propres
strictement positives, mais elles peuvent étre tres petites.

La solution du probléme direct sert de référence pour les calculs inverses. Quand du bruit est injecté, il
prend la forme d'un bruit blanc Gaussien :0) p | N;Gq), avec ] la donnée bruitée,N; le niveau de
bruit, | la marice identité et G une marice diagonale de variables aléatoires Gaussiennes de moyefrat de
covariancel. Notons au passage que les mémes algorithmes ont été testés avec une forme de bruit purement
additive, et que les résultats sont trés similaires.

La référence pour le cas homogéne est représentée sur la gure 2.2b; I'évolution de la composante x du
déplacement sur le bord de droiteg{ﬁi , est tracée sur la gure 2.2c. Dans l'ensemble de cette thése, tous les
maillages 2D et 3D ont été réalisés a l'aide du logiciel Gmsh [77].

10F *
8 L -
£ 6 1
E

> 40 .
2\ —e— Cas homo. ||

0 —=— Cas hete.

L1 | | I I I

0 02 04 06 08 1

Um, (Mmm) 10 3

(a) Géométrie (b) Déformation (cas homo- (c) Déplacement sur

géne)
Figure 2.2 Probleme de référence et sa solution

A n d'évaluer la qualité de la solution uy, on utilise I'erreur suivante e, p uref umq{max|u[ﬁf
Pour illustrer la méthode, on choisit d'abord de tracer des L-curves avec les mesures classiques : I'abscisse
est la norme Euclidienne du résidu}r}, et lI'ordonnée est la norme Euclidienne du vecteur inconngxi}»
(déplacement dans le cas primal, réactions nodales dans le cas dual). Ces deux quantités sont normalisées par
leur valeur initiale. Ces L-curves sont présentées sur la gure 2.3. On peut comparer ces courbes aux L-curves
tracées avec les normes présentées dans la partie 2.3.1.1, gures 2.4a et 2.5a. On voit alors que ces derniéres
présentent dans tous les cas étudiés ici une forme plus propice au choix du nombre d'itérations optimal.

Les gures 2.4a, 2.4b, 2.5a et 2.5b comparent L-curves et distribution de I'erreur (a l'itération correspon-
dant au coin) pour les approches primale et duale basiques dans le cas hétérogéne et homogéne H3¢cde
bruit. Il est intéressant de remarquer que dans le cas sans bruit ( gure 2.4b), les deux approches conduisent
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a des coins bien identi és dans les L-curves et la méthode duale donne de bien meilleurs résultats que la
méthode primale, ce qui est en accord avec [96]. Par contre, quand le niveau de bruit augmente ( gure 2.5b),
les coins sont bien plus di ciles a détecter et la supériorité de la méthode duale a I'air de disparaitre (comme
on peut le voir dans le tableau 2.1, dans ce cas, la méthode primale conduit & une erreur trés petite méme si
le résidu est plutét grand).

F ] \:\\HH\ T T T 11T T T T TTTIT] T T T 1T T T T 11T :
10° | A | |
i —e— Méthode duale || 1 F —e— Méthode duale
N - —=—Méthode primale ||  « g —=—Méthode primale ||
X 10 EE- S |
GE) B ] g i |
5 I 1§ 10t} E
g 10 8 E 2 - 1
100} 100} .
[ | | | | | | | Lol Lol Lol Lol -
10 5 101 10° 106 103 1 10 4 10 8 10 2 101 10°
résidu}ri}s résidu}ri}»
(a) Cas hétérogene sans bruit (b) Cas homogéne avec 10% de bruit
Figure 2.3 L-curves euclidiennes pour le cas hétérogéne sans bruit
TTTTTT T T 1T T TTTT T TTTI LLLLLALL IR T TTTT UL
10? o E 10 N
s | —e— Méthode duale || 8| .
';8 i —=— Méthode primale ||
~ 6/ N
% 101} £
£ > 41 |
) | |
C |- .
2| o~ Méthode duale )
10° | e —=— Méthode primale
T 1 1 W s | O —
10 710 610 510 410 310 210 ! 1¢° 02 01 0 01
résidu}x Xila em,
(a) L-curve (b) Erreur normalisée sur

Figure 2.4 Méthodes SP primale et duale dans le cas hétérogéne sans bruit

2.3.2 Préconditionnement

L'opérateur avant discrétisation étant compact, il a une accumulation de valeurs propres tendant vers zéro,
et son inverse n'est pas continu. Aprés discrétisation, le systéeme est mal conditionné avec un bas du spectre



2.3. ACCELERATION ET FILTRAGE DE LA SOLUTION 71

T T
I | 10 -
s —eo— Méthode duale 8t |
S 10t} —=— Méthode primale |
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2|l e~ Méthode duale |
10°0 . —=— Méthode primale
- L | 0 — |
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Figure 2.5 Meéthodes SP primale et duale dans le cas homogene avec 10% de bruit

peuplé de nombreuses valeurs propres tres petites. En pratique, il n'y a aucun espoir de s'en sortir en utilisant
des solveurs directs sans régulariser le systéme. Méme les algorithmes de pseudo-inversion peuvent donner
des résultats imprécis a cause des erreurs d'arrondi numériqgue ampli ées par le mauvais conditionnement.
Dans le cadre de la résolution par un solveur itératif, I'utilisation d'un préconditionneur n'est pas forcément
pertinente car la convergence est gouvernée par la partie basse du spectre, sur laquelle il est impossible
d'obtenir des informations ables.

Par conséquent, les solveurs peuvent étre utilisés seuls , c'est a dire sans préconditionnement, ce qui
peut apparaitre comme une hérésie a ceux qui sont familiers avec les problemes directs. On peut trouver,
dans [124] et les références associées, lillustration de solveurs non préconditionnés appliqués avec succeés a
des systémes compacts. Dans la littérature, les méthodes de Steklov-Poincaré ont été d'ailleurs la plupart du
temps mises en +uvre sans préconditionneur, avec un certain succes [33, 96, 24].

—e— Pas de préconditionneur
10° | —=—  Préconditionneur KMF
—e— Préconditionneur symétrigque
L 104f .
Q.
o
o
5 10 f .
Q
g
10 18 | n
10 5L | | | =
0 10 20 30 40
no

Figure 2.6 Spectre de l'opérateur primal

Dans la suite, on examine des stratégies de préconditionnement. On va se concentrer sur l'approche
primale bien qu'il soit facile de construire les équivalents duaux. Cependant, il est apparu au cours de nos
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expérimentations que pour ces problémes, les approches primale et duale di erent fortement et de fait, pour
l'instant, nous n'avons pas trouvé de bonne stratégie de préconditionnement pour l'approche duale.

Le tableau 2.1 donne une vue synthétigue de la performance des méthodes qui seront discutées dans la
suite (pour le cas bruité homogéne et sans bruit hétérogéne respectivement). Pour les di érentes méthodes,
on compare le numéro de I' itération de coin , et pour cette itération, I'erreur par rapport a la référence
en norme Euclidienne, le résidu normalisé (en norme Euclidienne) et la norme Euclidienne du déplacement.

Méthode Itération de coin | }em}z | }rm}o{}rmo}2 | Jum}2
Cas homogene bruité
Dual 4 1:9110 4 1:0910 4 0:00162
Primal 3 8:8810 ° 1:2010 ° 0:00160
Primal KMF 4 1:6910 4 1:1010 ° 0:00161
Primal Sym. 4 21010 4 4:9710 % 0:00161
Primal MultiPrec. 3 4:.9810 * 1:2410 4 | 0:00166
Cas hétérogéne sans bruit

Dual 20 30110°| 29210 | 0.00317
Primal 24 452104 | 422101 | 0.00314
Primal KMF 22 6:0710 ° 31710 B 0:00317
Primal Sym. 20 38110°| 833101 | 0:00318
Primal MultiPrec. pas de coin | 914010 ° 7:2810 7 0:00317

Table 2.1 Vue synthétique des performances des méthodes

2.3.2.1 Préconditionneur KMF

Le préconditionneur de KMF consiste a préconditionner la formulation primale parSm.ld. Comme montré
dans la partie 2.2.6.1, le systéme préconditionné a un rayon spectral inférieur a 1, et on peut y appliquer
un point xe, ce qui correspond a l'algorithme KMF. Dans notre cas, on choisit cependant d'utiliser un
algorithme du Gradient Conjugué qui permet une convergence plus rapide.

2.3.2.2 Préconditionneur symétrique a la dual

Puisqu'en général la méthode duale a un comportement plus favorable que la méthode primale, on propose
de construire une version de l'approche primale aussi proche que possible de I'approche duale.
Par un simple changement de variabldy,, Spy.qum, et en pré-multipliant (2.23) par Sm;ld, on obtient :

SmaCim StnCmSmgfm  SpuCim 0 Spafr (2.44)

Si on compare a l'approche duale (2.28)S..q est remplacé parS;, .

Puisque S;.q ¥ Srn (au sens de la relation d'ordre des matrices SDP), et a cause du fait que le mauvais
conditionnement du systéme est avant tout causé par les valeurs propres les plus petites, on peut s'attendre
a ce que l'approche duale ait un comportement numérique légerement meilleur. Néanmoins, en utilisant la
formule de Neumann, on peut véri er que les deux approches sont équivalentes au premier ordre :

Sm;ln Sm;ld PSmd P Smd Smnqq ! Sm;ld Sm;ldld P Smd  Smin Cﬁm;ldq ! Sm;ld
Sm;ld P PSmd Smn Cﬁm;ld 0PSm:d  Sm;nQQ Sm;ld (2.45)
Sm;ld Sm:d  Smin Cﬁm;ld OfSmd Smnd

Comme attendu, les expérimentations numériques montrent que cette méthode est presque équivalente a
I'approche duale (voir tableau 2.1).
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2.3.2.3 Multipreconditionnement

Dans [133], on peut trouver une interprétation physique des préconditionneurs classiques utilisés par les
méthodes de décomposition de domaine FETI et BDD. Cette interprétation nous conduit a considérer un
préconditionneur constitué des inverses locaux pondérés des opérateurs :

1 1
B gt SpSmn  Smad% (2.46)

Le facteur 1{2 est I'équivalent de l'opérateur de pondération (ou scaling) de FETI et BDD [99] dans le
cas de compléments de Schur calculés sur le méme domaine. Dans la suite, on expose des indices permettant
de dire que ce préconditionneur n'est pas éloigné de l'optimal, mais dans un sens qui n'est pas adapté au
probléme gque I'on souhaite résoudre.

On se base sur le Gradient Conjugué MultiPréconditionné [45, 80, 43]. En partant d'une famille de
préconditionneurs potentiels, dans notre cagS, 1 S, 1 les solveurs de Krylov multipréconditionnés laissent
le solveur trouver la combinaison linéaire optimale a chaque itération pour le probléme de minimisation sous-
jacent (2.33). Schématiquement, a l'itérationi, le préconditionneur prend la formep 'S, ? ds, qou T
et ,d sont calculés a partir des conditions d'optimalité.

Remarque 35 (Algorithme MPCG) . Pour appliquer un multipréconditionneur au Gradient Conjugué, il faut
simplement considéreiz; p; g comme des matrices a deux colonnes et remplacer I'étape de préconditionnement
parz r Sm}n r; Sm;ldrs(concatenation de deux vecteurs); alorg " q est une matrice2 2et estun vecteur

2 1. Remargquons qu'une réorthogonalisation totale doit étre utilisée car le multipréconditionnement casse
la récurrence courte du Gradient Conjugué.

La gure 2.7 compare les itérations du Gradient Conjugué et du Gradient Conjugué Multipréconditionné
en terme de résidu (mesuré pakr},) et d'erreur (mesurée par}e},) pour le cas hétérogene sans bruit. On
observe que la convergence initiale est plus rapide avec le multipréconditionneur, mais la stagnation se produit
rapidement & cause des mauvaises propriétés de la matripdq p'Ap.
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(a) Courbes de convergence pour le multipréconditionneur (b) Evolution des coe cients du préconditionneur pour le
multipréconditionnement

Figure 2.7 Performance du gradient conjugué multipréconditionné dans le cas hétérogéne sans bruit

Aprés les premieres itérations, il semble que le rapport entre les parameétres se stabilise autour de

n d. 1l s'agit de la combinaison intuitive, correspondant a (2.46), et ce résultat montre qu'elle
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est quasi-optimale au sens de la propriété de minimisation du solveur. C'est ce qui peut étre observé sur la
gure 2.7b. Cependant, utiliser " d revient & préconditionner un opérateur compact par un autre opé-
rateur compact, ce qui est clairement une mauvaise idée du point de vue de la stabilité et conduit rapidement
a une stagnation, voire a une explosion de I'erreur. De plus, le ltrage, qui sera présenté dans la section 2.3.4
n'est plus aussi évident a mettre en =uvre que pour le préconditionneur KMF classique.

2.3.3 Solveur par bloc

Les solveurs par bloc forment une famille de méthodes simples et e caces permettant d'accélérer les
itérations [125] : au lieu de résoudre pour un second-membre vectoriel, on ajoute arti ciellement d'autres
colonnes. Dans notre cas ou le second-membre est la di érence entre deux vecteurs, on peut résoudre le
systéme suivant :

en primal : PSmd SmngqQUm;tmS rbg bn;bg bns

endual :  pSph  S.hd fmifm  Spubd  SmnbniSngbd  Smnbn (2.47)

Il est aussi possible, dans le cas particulier ou I'un des deux vecteursy; by sest nul, d'utiliser un second-
membre aléatoire.

Les solveurs de Krylov par bloc impliquent des opérations par blocs dont I'implémentation est hautement
optimisée. lls génerent de plus des sous-spaces de Krylov plus grands. Dans notre cas, ils convergent en
général en un nombre d'itérations qui est la moitié de celui du Gradient Conjugué classique. Par ailleurs,
on peut combiner le Gradient Conjugué par bloc avec n'importe quel préconditionneur, la récurrence courte
s'applique toujours, et méme l'analyse de Ritz est possible (voir la section 2.3.4).

2.3.4 Filtrage par les valeurs de Ritz

La solution obtenue par gradient conjugué peut étre améliorée en utilisant I'analyse des vecteurs de Ritz.
On suppose que le solveur a convergé en itérations. Une fois que les éléments de Ritz ont été déterminés,
une troncature peut étre appliquée a n de ne garder que les*a m plus grandes valeurs de Ritz. La solution
projetée (écrite avec l'indiceR) peut étre calculée comme suit :

™y vir
Xpmi Xo } Fow 1 —vi o0 U - (2.48)
i o | otm 1
Ona:
mt 2
X Xrihd } X Xoda Yroy o1 —-
oo
o ' (2.49)
5 U
IXRi  Xolu ) roy 1 %

i |

On voit que l'erreur (en norme A) décroit avec m?! alors que la norme de la solution (en normeM )
augmente. Contrairement aux itérations de Gradient Conjugué, le fait que les valeurs de Ritz sont ordonnées
force la pente de la L-curve a avoir une évolution monotone.

Si ; 1, lacroissance de la norme est plus rapide que la décroissance de l'erreur. Ces propriétés permettent
d'assurer la possibilité de dé nir un coin sans ambiguité une fois qu'un compromis précision/norme a été
choisi sur la L-curve paramétrée par le nombre de composantes de Ritz (dans le rep@ieila;}xi  Xolm O
pour les itérations de Gradient Conjugué et les solutions paramétrées par Ritz.

L'explosion de la norme est sous contrble tant que les coe cientgu; qdécroissent plus vite que les valeurs
propres, ce qui revient a la condition de Picard classique et qui o re une alternative quantitative a la L-curve
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pour choisir le nombre de modes de Ritz. On peut voir ces courbes, tracées en échelle log-log, sur la gure 2.8a.
Remarquons que ce choix d'échelle logarithmique fait perdre a la courbe la propriété de convexité démontrée
a l'aide des formules (2.49).

Sur la gure 2.8b, une analogie avec le graphe de Picard [85] est faite : les valeurs de Ritz sont tracées sur
le méme graphe que les coe cients de la projection du second-membre sur la base de Ritz, et les coe cients de
la projection de la solution sur la base de Ritz. De fagon similaire a [107], on peut proposer comme alternative
a la L-curve d'arréter la reconstruction quand les composantes de la solution commencent a augmenter en
moyenne. En e et, cette augmentation peut étre attribuée aux e ets du bruit sur les données. Sur le graphe
présenté, par exemple, la condition de Picard discrete suggere de ne garder que3gmremiers termes de la
solution dans la base de Ritz.

T T
10% F E ‘
E —— KMF - CG || 1P| 1
i —a— KMF - Ritz []
s 10} £
~~— - ]
< - 1 1
B g |
(O] 101 E E 4 | |
£ E {10
5 5 i
< 10 ,
i 1107 o Valeurs de Ritz "
10 1 =l E —s— composantes du second membre
© ~ 10 10|~* composantes de la solution [ ]
S S © N ¥ © ® 9 o I ©
résidu}x  Xi}a numéro de la valeur de Ritz
(a) L-curves pour I'approche KMF, obtenues directement (b) Graphe de Picard : décomposition du second membre
des itérations ou aprés ltrage de Ritz et de la solution sur la base de Ritz.

Figure 2.8 Filtrage des itérations KMF par analyse de Ritz, 10% de bruit, cas homogeéne.

Remarquons que le post-traitement de Ritz a évidemment de fortes similarités avec la SVD tronquée [83].
Plus précisément, commeA est symétrigue semi-dé nie positive etM est symétrique dé nie positive, les
valeurs de Ritz approximent les valeurs singuliéres généralisées Aedans la norme associée M .

De facon physique, le Itrage de Ritz revét un sens particulier quand il est utilisé avec le préconditionneur
KMF puisque dans ce cas, les modes de Ritz sont des modes a énergie unitaire sur lesquels la solution est
décomposée.

En utilisant la remarque 8 faisant le lien entre le préconditionnement et le choix de I'opérateur de régu-
larisation, on peut a rmer que ce qui est fait ici a des e ets similaires a une régularisation de Tikhonov au
sens d'une norme énergétique.

Remarque 36. Dans le contexte d'un solveur par blocs, l'utilisation de l'analyse de Ritz ore l'avantage
supplémentaire d'o rir un moyen de régularisation plus n que l'arrét des itérations puisque plusieurs modes
de Ritz sont générés a chaque itération.

2.3.5 Application sur un cas 3D

Dans cette partie, on propose d'analyser un cas-test 3D résolu par la méthode de Steklov-Poincaré duale
non préconditionnée et la méthode primale avec préconditionneur KMF. Les résultats sont Itrés par l'analyse
de Ritz a posteriori.
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La géométrie du probléme direct est décrite sur la gure 2.9a : il s'agit d'un parallélépipéde encastré sur
ses quatre faces latérales. Il est soumis a des conditions de Neumann sur les faces supérieure et inférieure.
Sur la face supérieure, n, le support des conditions limites de Neumann est constitué de deux ellipses; la
face inférieure, [, quant a elle, est libre. Le but du probleme inverse est de reconstruire le déplacement sur
la face supérieure , a partir de données redondantes sur le bord inférieur,. Au total, il y a 1669 degrés
de liberté, dont 447 sont sur , et 324 sur ;.

Pour la mise en +uvre du choix du niveau de troncature par un critére inspiré de la condition de Picard
discréte, on utilise le critére heuristique suivant : considérons la courbe des coe cients de la solution dans
la base de Ritz, on lItre l'oscillation de haute fréquence en enlevant toutes les valeurs qui sont localement
les plus basses, on fait alors une interpolation polynomiale d'ordre faible des points restants. Le nombre de
modes choisi est I'entier le plus proche de I'argument minimum de cette fonction polynomiale. La solution de
référence et les résultats de l'identi cation sont présentés sur les gures 2.9 et 2.11.

D'abord, on résout ce probleme avec des données non bruitées sur le bord redondant. Le graphe de Picard
2.10a suggeére dans ce cas de projeter le probleme sur tous les modes calculés car les coe cients de la solution
décroissent en moyenne.

(a) Géomérie du domaine (b) Solution de référence (c) Erreur relative (en déplacement)
pour I'approche duale sans bruit

Figure 2.9 lllustration du probléme 3D

Dans le cas ou un bruit blanc Gaussien tel que décrit dans la partie 2.3.1.2 est appliqué, les graphes
de Picard des gures 2.10b et 2.10c suggerent de choisir un nombre de modes de Ritz plus faible quand
I'amplitude du bruit augmente.

Sur le tableau 2.2, le nombre de modes optimal et I'erreur a l'issue de la procédure sont présentés. Comme
ce probleme est sous-déterminé, on donne a la fois I'erreur par rapport a la référence et l'erreur projetée de la
facon indiquée dans 2.2.5.2. On remarquera que pour la méthode duale, I'erreur projetée n'est pas disponible
car celle-ci ne peut étre calculée qu'en e orf. On observe que l'approche primale-KMF a tendance a converger
en moins d'itérations que l'approche duale, mais I'approximation obtenue n'est pas aussi précise.

| Méthode | KMF | KMF | KMF | Dual | Dual | Dual |
Niveau de bruit 0% 1% 10% 0% 1% 10%
Nb de modes de Ritz 50 30 15 50 35 20
Erreur sur up 0:041535012| 0:10590 | 0:15267 | 0:024440| 0:073293| 0:13115
Erreur projetée sur up 0:015586 | 0:088206| 0:13869 - - -

Table 2.2 Erreur et nombre de modes de Ritz pour les méthodes primale-KMF et duale

2. Il est évidemment possible de reconstruire le déplacement résultant de cet e ort, mais I'optimalité est alors perdue
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2.3.6 Inuence de la quantité de mesures

Si les techniques de corrélation d'images numériques permettent de mesurer tout un champ de déplacement
(de dimension nie) et potentiellement de fagon tres able, la mise en +uvre d'une telle mesure reste plutot
complexe (surtout dans des cas de surfaces non planes). En conséquence, il est pertinent de se poser la
guestion du comportement de la méthode quand elle est confrontée a des mesures ponctuelles, souvent plus
faciles a acquérir expérimentalement.

Pour ce faire, on ré-utilise le cas-test précédent et on compare les cartographies d'erreur pour di érents
nombres de capteurs ponctuels. On suppose pour simpli er que ces capteurs mesurent toutes les composantes
du déplacement en un nombre limité de points. Ces points de mesure sont choisis comme des n+uds du
maillage® & peu prés équirépartis sur la surface inférieure du parallélépipéde. On ajoute un bruit de 1% sur
les mesures et on choisit de résoudre le probleme a l'aide de la méthode duale par bloc. Ici, on mesure les
erreurs par rapport a la solution de référence, et pas par rapport a sa projection dans I'image de l'opérateur
de Steklov.

mesure de champ| 49 points | 25 points | 9 points
(324 ddl) (147ddl) | (75ddl) | (27 ddl)

Nb optimal de modes 35 35 41 12
Erreur sur up 0,073279 0,090545| 0,12420 | 0,25844

Table 2.3 Erreurs et nombres de modes optimaux en fonction du nombre de points de mesure

Sur la gure 2.12, on peut observer que, comme prévu, les erreurs sont de plus en plus fortes quand
le nombre de points de mesure diminue. On observe de plus que l'erreur locale se concentre sur les deux
zones ou des e orts inconnus sont appliqués. Pour mieux apprécier les e ets d'un faible nombre de points
de mesure, on peut se référer a la gure 2.13 qui présente la forme des champs identi és eux-mémes. Les
erreurs et nombres optimaux de modes pour di érentes quantités de mesures sont rassemblés dans le tableau
2.3. On voit nettement que moins il y a d'information mesurée, plus l'algorithme a tendance a produire un
champ lisse. Selon les applications visées, un résultat de la forme de celui obtenu dans le cas dggoints
de mesure peut étre acceptable. En revanche, s'il y a trés peu de points de mesure, l'identi cation n'est pas
satisfaisante.

3. bien évidemment, dans une situation expérimentale, ce serait plutét le maillage qui aurait été construit pour que certains
de ses n+uds coincident avec les points de mesure
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Figure 2.10 Graphes de Picard pour le probléme 3D (avec solveur dual par bloc) la ligne verticale
désigne la derniére composante avant troncature.
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(a) Solution de référence (u,) (b) Erreur sans bruit

(c) Erreur 1% de bruit blanc Gaussien (d) Erreur  10% de bruit blanc Gaussien

Figure 2.11 Solution et cartographie de I'erreur relative (en,,) approche duale par bloc pour di érents
niveaux de bruit
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(a) Mesure de champ (b) 49 points de mesure

(c) 25 points de mesure (d) 9 points de mesure

Figure 2.12 Erreurs d'identi cation selon la quantité de mesures (1% de bruit)
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(a) Référence (b) Mesure de champ (c) 49 points de mesure

(d) 25 points de mesure (e) 9 points de mesure

Figure 2.13 Champs identi és selon la quantité de mesures (1% de bruit)

81
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2.4 Méthode de Steklov-Poincaré dans le cadre Bayésien

On propose a présent de se placer dans un cadre probabiliste. C'est & dire que l'on suppose que l'on est
capable de quanti er les incertitudes sur le champ de données. On va alors montrer comment exploiter cette
donnée pour adapter au mieux la régularisation et calculer des incertitudes sur la solution. Mentionnons au
passage qu'une étude Bayésienne du probléeme de Cauchy a déja été conduite dans [92] dans le cas de densités
de probabilités quelconques, dans laquelle les auteurs utilisent un échantillonnage par chaine de Markov.

Nous allons montrer comment on peut, en reprenant les ingrédients de la partie 2.3, calculer non seulement
une solution régularisée du probléme, mais aussi déduire a moindre codt les incertitudes sur la solution a
partir de la connaissance du niveau de bruit. La contrepartie au faible colt de mise en +uvre de la méthode
est que, contrairement a [92], on a d( supposer que les densités de probabilités sont gaussiennes.

On reprend la formulation discréte du probléme présentée en détail dans la partie 2.2.

Smd  Smnqum by by (2.50)

2.4.1 Calcul des incertitudes associées a la solution

Dans le cas ou les densités de probabilité priori et l'incertitude de la mesure sont gaussiennes, on se
retrouve dans le cas exposé dans la partie 1.3.4.3.

La premiére étape consiste a propager les incertitudes de et 0, sur by et b,. On dé nit les matrices
de corrélation associées a ces quantite’&f\r, Ca,, Cp, €t Cp,. En utilisant les formules démontrées dans la
partie 2.2 qui lient ces quantités entre elles, et par propagation directe des incertitudes, on obtient :

#
de CrTm Cor Crm

2.51
Cob C-rrm Sr;nlci“r Sr;nlc rm ( )

n

On remarque que le calcul deCy,, et Cp, demande d'avoir assemblé les opérateuly, et C/, S.1, ce
qui revient en fait a avoir résolu autant de problémes directs qu'il y a de degrés de liberté manquants (cette
opération peut étre réalisée au cours d'une inversion a second membre multiple, mais reste quand-méme
extrémement lourde).

La matrice de covariance du second membrkey b, est tout simplement la somme des covariances des
deux contributions : Cp, p, Cb, Cb,. On introduit ensuite ud,, l'espérancea priori de la quantité
cherchée, etCSm, sa matrice de covariancea priori. On va déduire de toutes ces informations I'espéranca
posteriori, notée u,, et la matrice de covarianceC,, .

Par la suite, on peut utiliser les formules (1.56), en introduisant le gain de KalmarK :

$

g K Cl?m Smid  Smnd POmua Sm;nqCSm BSmd  Smnd Cby b,

Um U} K bg bn pSmg Smnaud (2.52)
Cunm Cgm K PSm:d Sm;nchm

Un point trés délicat et pourtant crucial consiste a déterminer l'incertitude a priori sur u9 et sur les
donnéest, et f,. Le choix de I'écart-type CSm permet d'estimer dans quel intervalle on veut chercher la
solution. Dans la partie 2.4.3, on va proposer de trouver la probabilitéa priori a l'aide d'une solution sur-
regularisée.Cq, et Cp quant a eux, seront déterminés a partir des incertitudes associées aux moyens de

mesure. Bien souvent, d'ailleursf, est en fait un e ort nul sur un bord libre et par conséquent, l'incertitude
associée peut étre prise nulle. C'est ce qui a été systématiquement fait dans les expériences numériques qui
suivront.

On constate que malheureusement, I'application de ces formules demande de connaitre de facon explicite
l'opérateur de Steklov, c'est a dire qu'il est nécessaire de résoudre autant de problémes directs qu'il y a de
degrés de liberté a retrouver. Si une telle approche est pertinente dans un cas ou le nombre de parameétres
a identi er est faible, il est évident que dans le cas ou un champ complet doit étre reconstruit, elle est

%
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inutilisable. On va alors montrer comment il est néanmoins possible d'exploiter une formule de ce type en
s'aidant de l'analyse de Ritz.

2.4.2 Utilisation des modes de Ritz

Dans cette partie, on va utiliser I'analyse de Ritz, dont on a montré le fonctionnement dans la partie 2.3.4,
comme un moyen de construire un modéle réduit permettant de s'a ranchir du codt de calcul rédhibitoire
des quantités probabilistes.

Supposons gqu'une analyse de Ritz a été conduite sur le systéme, comme cela est décrit dans la partie 2.3,
au moyen d'un gradient conjugué. On est donc en mesure de projeter le systéme (2.50) sur la base de Ritz.
En posantu, Vxety VTpgy bnhgilvientalors:

VT Smd SmnqV : \VARY \YA (2.53)

X ¥ (2.54)

On va conduire exactement la méme analyse que dans la partie 2.4.1 sur ce systéme. |l convient d'abord
de propager les incertitudes def, et 0, sur y et celles suru? sur x. On note les matrices de covariance
correspondantesCy. et C2.

Cy, V'Cl,CysCmV

CYn vT C-rrm Sr;nle*r Sr;nlcfm \Y
Cy CYd CYn
c? vTmMcl mv

QT

(2.55)

%

Ici, le calcul deC,, V et de Sr;nlcrm V est beaucoup moins colteux que précédemment. Assembi&f, V
revient a résoudre des problémes dans lesquels des conditions de Dirichlet valaft sont imposées sur ,, et
une condition de Dirichlet nulle est imposée sur ;. AssemblerSr;nlcrmV revient a résoudre des problémes
dans lesquels des conditions de Dirichlet valanV/; sont imposées sur n, et une condition de Neumann nulle
est imposée sur ;. Chaque calcul demande donc de résoudre autant de problémes directs qu'il y a de modes
de Ritz dans la base choisie.

On remarque cependant que ces problémes sont les mémes que ceux permettant d'évalbigg et Smin
(sauf que le champ résultat est récupéré sur le bord; ). En conséquence, il est possible de calculer les quantités
CmV etS.1CmV aun colt quasi-nul au cours des itérations du gradient conjugué (voir I'algorithme 1)
en stockant les vecteurs correspondants aprés chaque évaluation 8g.qp; et Sm:n pi. On utilisera le fait que
pourij 0,Cinzi Cimpi j Crmpj i 1 (et de méme pourSr;nlCrm z;j). On fera ensuite subir aCn Z
(respectivementS,.1Cm Z) les transformations adéquates pour construire les deux matrices demandées.

Les résultats numériques présentés dans la suite ont été obtenus sur un modéle ayant su samment peu
de degrés de liberté pour qu'il n‘ait pas été nécessaire d'utiliser cette construction astucieuse des matrices
en guestion, mais on peut s'attendre a ce que le gain devienne trés intéressant dans le cas de modéles plus
colteux.

Les vecteurs composanMV peuvent quant a eux étre stockés au cours des itérations du gradient conjugué
sur le méme modéle qu&’ en écrivantf; p 1dr; H2et MV RU dans l'algorithme 1. Cependant, ceci
n'a pas été mis en +uvre dans la partie humérique, ou aucun préconditionneur n'a été utilisé.

Par la suite, on peut écrire, comme précédemment :

1

$

g K C  C Gy
,ox X0 Ky  x° (2.56)
% 0 0

Ce C0 K c?



84 CHAPITRE 2. LE PROBLEME DE CAUCHY

Tous les opérateurs impliqués dans ces relations ont la taille de la base de Ritz tronquée. En conséquence,
toutes les opérations décrites dans (2.56) ont un codt trés faible.

Enn, il reste & propager les incertitudes dex vers up, en utilisant le prolongementC,, VC.V ' (ace
stade, on néglige une partie de l'incertitude a cause de la troncature de la base de Ritz) e, V x. Pour ce
gui est de la détermination de I'e ort f,,, on peut le dé nir comme f% SmdUm bgoufl Smnum by
(deux termes qui sont censés étre égaux sin est égal a la solution de référence). S, est supposé sans
bruit, la deuxiéme expression est probablement préférable, et on se retrouve av€g,  SminV C,(LVTSm;n A
nouveau, la détermination deSy,., V demande de résoudre autant de problémes directs qu'il y a de vecteurs
dans la base de Ritz tronquée.

Pour résumer, la procédure a suivre est présentée dans l'algorithme 2.

Algorithme 2 : Résolution bayésienne sur la base de Ritz

Construire la base de RitzV et les vecteurs de Ritz associés au moyen d'un gradient conjugué;
Choisir le nombre optimal de modes de Ritz;

Cy, VTCl,CyCmV;

Cyn VTCHLSC S CmV;

Cy Cy, Cy, /I Covariance du second-membre réduit
y VvTicl,a. VvTcl s i Il Espérance du second-membre réduit
C) VTMC{ MV /I Covariance de la solution  a priori  réduite
x° VTMu 9 Il Espérance de la solution  a priori  réduite
K ¢ ¢c° ¢ *! /I Gain de Kalman
x x0 Ky X0 /I Mise a jour de l'espérance réduite
Ck C2 K C? /I Mise & jour de la variance réduite
Cu, VCxVT,;

Ct, SmnVCxV T Smin;

Un VX

fm  SmaVCx VTCL S,

Cette procédure a été présentée (et mise en +uvre numériguement dans la partie suivante) dans le cas de
la méthode primale, mais elle peut s'appliquer aussi bien a la méthode duale.

Cette méthode est valable dans le cas linéaire et a probabilités gaussiennes. Cependant, dans un cas non-
gaussien ou non-linéaire, on pourrait proposer de conduire la méme étude en utilisant la méthode proposée
dans [134], et dont une généralisation au cas non-linéaire est exposée dans [118]. Cette méthode, baptisée

méthode bayésienne sans échantillonnage consiste en une généralisation du ltre de Kalman a des cas
non-gaussiens au moyen d'une décompaosition en polyndmes du chaos.

Remarque 37. Le fonctionnement de la méthode présentée ici, comme pour toutes les méthodes bayésiennes,
est trés dépendant du choix de la densité de probabilité& priori. Dans le cas ou celle-ci n'est pas disponible,
on peut imaginer une variante dans laquelleu,, est déterminé par la méthode de Steklov-Poincaré et la
covariance est obtenue par simple propagation des incertitudes, 1cy 1, quicorrespond a la formule
(2.56) dans le cas ou l'informationa priori est équiprobable surR" (ou n est la dimension dex).

Remarque 38. En ce qui concerne l'estimation de I'espérance den, la procédure décrite plus haut revient
simplement, comme c'est expliqué dans la partie 1.3.4.3, a mettre en +uvre une régularisation de Tikhonov
sur le systéme linéaire de Steklov-Poincaré dans sa base de Ritz.

Remarque39. La troncature de la base de Ritz permet, comme on va le montrer, de simpli er énormément les
calculs pour déterminer l'incertitude sur la solution. Cependant, ceci est fait au prix d'une simpli cation du
probléme, et donc d'une certaine perte de précision. Numériguement, on a constaté que lorsqu'on augmentait
le nombre de modes de Ritz, les écarts-types estimés augmentaient jusqu'a stagner. Le choix du nombre
de modes pertinent (qui n'est en particulier plus celui permettant de respecter la condition de Picard), et
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I'évaluation de l'imprécision commise, sont des questions importantes qui ne font pas l'objet d'un travall
approfondi dans cette étude.

2.4.3 Exemples numériques

On étudie le cas-test trés simple présenté dans la partie 2.3.1.2. Le bruit de mesure est¥4 et porte
uniquement sur @,. On va montrer numériquement l'importance du choix de la loi de probabilitéa priori.

Le probléme étudié étant un probléme synthétique, on ne dispose pas d'information supplémentaire sur
le champ recherché permettant d'estimer la loi de probabilitéa priori. Par conséquent, on propose d'extraire
cette information de l'analyse de Ritz. En projetant le probléme sur un seul mode de Ritz, on obtient la
solution sur-régularisée notéaig, dont on extrait notamment I'amplitude umax  Maxpupgq MiNpUEG

Dans un premier temps, la loi de probabilitéa priori est une loi d'espérance nulle, dont la covariance est
diagonale. L'écart-type de chaque composante den, est pris égal aumax {6, en considérant que toutes les
réalisations de la variable aléatoire seront contenues dans l'intervalle 3 ; 3 s On présente sur la gure
2.14 l'espérance de la solution en déplacement obtenue ainsi que son écart-type. On constate que la valeur
moyenne reconstruite a une forme assez éloignée de la référence, mais cependant |'écart-type est plutot bien
reconstruit puisqu'il donne une estimation a peu prés juste des erreurs faites sur la solution.

10

y (mm)

—eo— Référence

—e— Solution

oL | \ \ | | L
1 2 3 4 5

Um, (Mmm) 10 4

Figure 2.14 Solution et ses écarts-types comparés a la référence pour une obpriori d'espérance nulle
et de covariance diagonale

Dans un second calcul, la covariance est toujours calculée de la méme facon, mais I'espérance de la loi
priori est désormais prise égale ag. On observe sur la gure 2.15a la solution obtenue. Ici, on constate que
la forme du champ reconstruit est nettement meilleure, et les écart-typs calculés sont toujours les mémes. On
trace a présent, sur la gure 2.15b la solution en e ort, ainsi que les écarts-type de celle-ci. On constate alors
gue si il est normal que la reconstruction des e orts soit de moins bonne qualité que celle des déplacements
puisqu'obtenir des e orts revient a dériver les déplacements, I'écart-type sur les e orts, en revanche, est trés
mal estimé. On remarque par ailleurs un phénoméne trés bien connu dans le cadre du probléme de Cauchy
qui est que les incertitudes sur les e orts de réaction identi és explosent lorsqu'on se rapproche d'un bord de
Dirichlet. Ceci est di au fait gu'il est di cile de séparer la réaction sur le bord de Dirichlet de celle supportée
par le bord .

L'erreur sur 'estimation de I'écart-type des e orts vient de la loi de probabilité a priori choisie. En e et,
on a supposé gque les déplacements nodaux dg, étaient tous décorrélés. En conséquence, les e orts de
réaction, qui sont calculés a partir d'un opérateur di érentiel, ont une trés grande incertitude. C'est pourquoi
on essaye d'introduire de l'intercorrélation dans cette loi. On utilise une corrélation gaussienne de longueur



86 CHAPITRE 2. LE PROBLEME DE CAUCHY

10 | 10 =

8| ~ 8| f

g 9 l g 9 |
E E

> 4r . > 4| .

21 —e— Référence| | 21 —e— Référence| |

—e— Solution —e— Solution
oL ! | | | | ! L oL | \ \ | ! | ]
0 1 2 3 4 5 6 4 2 0 2 4 6 8 10
Um, (Mm) 10 4 fm, (N)
(a) Déplacement sur (b) Réaction nodale sur

Figure 2.15 Solution et ses écarts-types compareés a la référence pour une dopriori d'espérance calculée
a partir du premier mode de Ritz et de covariance diagonale

de corrélation L{10, qui est su samment faible pour s'assurer que les déplacements d'un bout a l'autre soient
indépendants tout en évitant de fortes oscillations a courte longueur d'onde. Les résultats en e ort et en
déplacement sont donnés sur la gure 2.16. On constate que si I'écart-type sur le déplacement a un peu
diminué, I'écart-type sur l'e ort est davantage impacté et donne alors une idée plus réaliste de l'incertitude
sur l'e ort identi é.

10 = 10+ =

8 s 8 =

g 8 l g ° l
E E

> 4 . > 4} N

21 —e— Référence| | 21 —e— Référence| |

—e— Solution —e— Solution
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(a) Déplacement sur n, (b) Réaction nodale sur

Figure 2.16 Solution et ses écarts-types comparés a la référence pour une &bpriori d'espérance nulle
et de covariance non diagonale

Comme on le voit dans les exemples exposés plus haut, le choix de la loi de probabibt@riori revét une
importance certaine dans la procédure. On a propose ici quelques moyens pour choisir cette loi a partir d'un
calcul sur-régularisé, et ne nécessitant donc aucune information supplémentaire, qui permettent d'obtenir des
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résultats cohérents a la fois en terme d'espérance et d'écart-type. Cependant, il est certain que dans tous
les cas ou cela est possible, il serait préférable de déterminer cette boipriori a partir de considérations
physiques.

2.5 Reésolution d'un probléeme de Cauchy en dynamique transitoire

Dans cette partie, on montre comment résoudre un probléme de Cauchy en dynamique transitoire par la
méthode de Steklov-Poincaré.

2.5.1 Le probléme de Cauchy en dynamique et di cultés associées

On suppose que est la masse volumique du matériau utilisé. On dé nit égalementi, PH p q la position
initiale de tous les points matériels de et v, PHp g la vitesse initiale. On dé nit de plus un intervalle
temporel rO; Ts sur lequel le probleme est posé.

divp puqq 9, udans r 0;Ts

TR

u 0 ,sur  r0Ts
trouver u PCZprO;Ts Hlp magtel que : _pug n Er sur  r 0;Ts (2.57)
up  0g ugdans

@ O0g vydans

o\o______

Ou 9 et u sont respectivement la dérivée et la dérivée seconde depar rapport au temps, c'est a dire la
vitesse et l'accélération.

L'originalité de ce probléme par rapport a ce qui a été développé précédemment vient de la causalité.
Ceci signi e que les champs inconnus sur, a un instant tg donné ont une in uence sur les champs mesurés
sur , pour tout t ¥ to. Le résultat est qu'une résolution séquentielle qui consisterait a essayer de résoudre
le probléme instant aprés instant nous priverait de la plus grande partie de l'information disponiblé. En
conséquence, il est nécessaire d'aborder ce probléeme a l'aide d'une approche globale en temps.

2.5.2 Méthode de Steklov-Poincaré globale en temps

Soit U C?2 r0;TsHY?p g et F C2%2 r0;TsH Y2p ,q, les espaces dans lesquels sont dé nis
respectivement les déplacements et les e orts sury,. On dé nit, de la méme facon que pour le cas statique
(voir la partie 1.4.6), les opérateurs de Steklov duaux, linéaires, comme suit (on utilise un exposamt 9 pour
rappeler qu'ils sont évalués a l'aide d'une résolution directe en temps) :

4. Et ce d'autant plus qu'en dynamique, l'information met un certain temps a parcourir la distance entre m et
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FMp:pqu vdans r 0;Ts

& v Osur ; rOTs
vl PU;,  _pgn fsur nr0Ts

b vk 0g Odans

$ ¥ 0g Odans

t divp pvgq vdans 1 O;Ts

& _pqgn Osur  r0;Ts
vl PU;,  _pagn fsur mor0Ts

% vk 0O0g Odans

g ¢t Og Odans

divp_pvqq % vdans r O;Ts

& v 0O,sur , r0Ts
v| |, PU,: _gn QOsur m rO;Ts

% vpg  0g ugdans

$ ¥yt Og vqdans

i divp pvaq g, vdans 1 O;Ts

& wan f sur . roTs
v[ , PU;, _pgn Osur n rO;Ts

! vt 0g ugdans

%

wt 0g vqdans

(2.58)

Par la suite, il ne reste plus qu'a résoudre le probléme linéaire (2.59), comme précédemment a l'aide d'un

solveur de Krylov.

DRY D§Y f T "

(2.59)

L'opérateur de Steklov espace-temps est la le produit tensoriel de l'opérateur spatial (classique) avec

l'intégrateur temporel, qui est triangulaire par causalité. En conséquence, l'opérateuDf

DY nest

malheureusement pas symétrique, ce qui fait qu'on doit utiliser un solveur adapté, a savoir le solveur OrthoDir.
On a choisi de présenter la méthode duale seulement car la méthode primale a donné numériquement des

résultats de moins bonne qualité. Par ailleurs, celle-ci peut se déduire tres facilement de la méthode duale.
Numériquement, on s'intéresse toujours au probleme-test présenté dans la partie 2.3.1.2. Le chargement

est le méme que précédemment en espace, a I'exception prés que les e orts connus sur le berdont nuls.

Ce chargement est modulé par une fonction triangulaire en temps (voir la gure 2.17). Le matériau se voit

doté d'une densité
et 0; 3. La durée de I'étude estT
schéma de Newmark de parametres

7500 10 ° kg mm 3, et les paramétres d'élasticité sont toujoursg

70000MPa

1;1 10 3 s et la discrétisation temporelle est e ectuée a l'aide d'un

1{4 et

1{2, et de pas temporel t

2 10 ® s. Les résultats

du probléme direct sont visibles sur la gure 2.17, ou ils sont comparés aux résultats de l'identi cation par
la méthode de Steklov globale en temps. Remarquons au passage que dans cette partie, aucun bruit n'a été

ajouté sur les mesures.

Les évolutions temporelles sont quant a elles tracées pour le point milieu du segment, en supposant
gue ce point peut raisonnablement représenter le comportement de tout le champ.
On constate que si la forme générale de la solution temporelle est bien reconstruite, des défauts majeurs

sont observés en début et en n de lintervalle de temps. Ceux-ci s'expliguent comme suit :

Les erreurs en début d'intervalle proviennent du fait que la base de Krylov ayant été construite a partir
de solutions de problémes pour lesquels les chargements ne sont présents que sur le berdes valeurs
des vecteurs de cette base sur le bord,, sont trés faibles avant que lI'onde ne nisse par arriver sur ce
bord, et ceci cause des perturbations dans tout l'intervallet P 10; 0;4s ms. On va corriger ce défaut a
l'aide d'un préconditionneur adapté.
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Figure 2.17 Evolution temporelle du déplacement et de I'e ort au point milieu de

Les erreurs en n d'intervalle viennent quant a elles du fait que l'information sur le chargement vu par
m h'a pas le temps de parvenir sur le bord de mesure. Ces erreurs n'ont pas vocation a étre corrigées
car l'information requise n'a tout simplement pas été mesurée.

Une estimation de la vitesse des ondes et sa mise en lien avec les di érents résultats obtenus sont présentées
dans la remarque 40.

2.5.3 Préconditionneur rétrograde

Il est nécessaire, comme on l'a vu, de représenter la solution sur une base de Krylov plus adaptée. En
particulier, on a besoin que les éléments de cette base soient non nuls dans les premiers instants. La base de
Krylov est engendrée par les puissances dd A appliquées au résidu préconditionné. Notons, le temps
pour que les ondes parcourent le domaine dey, a . Ce temps sera estimé dans la suite. Dans le cas ou
M I, le résidurg est nul pour tout t ,Zo ro et les vecteurs de la base de Krylow zy sont tous nuls
pourt pi 1q.En revanche, siM ! est un opérateur retrograde en tempszo a des valeurs non-nulles

pour tout t j O et il en va de méme pour M 1A ' 20.

2.5.3.1 Préconditionneur primal

La premiére idée consiste a utiliser le préconditionneur le plus naturel pour une formulation duale, a
savoir un préconditionneur primal, en dépit du constat fait sur le probléme statique que ce préconditionneur
a tendance a dégrader la qualité de la solution.

divp pvqq Odans r 0;Ts

_vg n Osur  r 0;Ts
SR4:uPUPNSR9u _pvg n| , PF; V usur , r0Ts (2.60)
vk Tqg Odans
¥ Tqg Odans

On peut cependant remarquer que dans le cas ou le champest non nul a linstant t T, ce que rien
n'empéche, le probléme rétrograde en temps permettant de calcul@; 9 u est mal posé dans le sens ou

RRTTTTTHR

o\:
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doit étre a la fois nul sur ent T et non-nul sur , r 0;Ts Pour surmonter ce probléme, on choisit de
composerSh ? a droite avec I'application linéairef, :u bNu upt  Taq

Remarquons qu'une facon plus simple de résoudre ce probléme serait d'imposer dans (2.60) les conditions
nalesvpeg Tq up Tgetgxr Tq @ax Tg mais une telle écriture ne permet pas de résoudre le
probléme présenté ci-aprés. C'est pourquoi on a préféré n'utiliser que des transformations du type fig

De facon similaire, dans le cadre d'un solveur de Krylov, le champi ﬁqg est destiné a se voir
appliquer les opérateursDR @ et DJ?, c'est pourquoi il faut s'intéresser a la condition initiale f gt~ 0g Si

celle-ci est non-nulle, elle demande, dans la construction d&h?f et D§f, de résoudre un probléme de
choc pour lequel la discrétisation de Newmark s'est avérée peu performante. En conséquence, on compose le
préconditionneur avec l'application linéairef, : f PNf  fpt  0ga gauche. Le prédonditionneur total est le
suivant: Mt f, S, fq. S

10} |
gl _ |
—e—référence
~ 6l —=— solution | |
e
E
> 4 .
2 | |
0 [ |
| | | |
4 2 0
Um, (Mm) 10 4

Figure 2.18 Référence et solution sur , a linstant t  0;1 ms

10 3
I
1l | 10+ a
——rréférence
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/g 0 B | g 0 | ‘ ! Il |
= - | TR e n
: s WA [
5
e 51 | i
1+ |
——référence
10+ —— solution | |
| | | | |
0 02 04 06 08 1 1:2 0 02 04 06 08 1 1:2
t (s) 10 3 t(s) 10 3
(a) Déplacement sur n, (b) Force extérieure sur

Figure 2.19 Evolution temporelle du déplacement et de I'e ort au point milieu de
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Les résultats sont présentés sur la gure 2.18 pour la distribution spatiale dey a l'instant t  0;1 ms, qui
est l'instant auquel le chargement a reconstruire est maximal, et sur la gure 2.19 pour I'évolution temporelle.
On peut faire deux constats. Le premier est que la solution est trés bruitée ; ceci est imputable au fait que
le préconditionneur est primal. Le second constat est qu'en revanche, en moyenne, la solution se comporte
mieux dans les premiers instants que dans le cas non préconditionné.

2.5.3.2 Préconditionneur dual

On abandonne l'idée d'utiliser un préconditionneur primal. On utilise en conséquence un probléme dual
rétrograde.

divp pvqq v dans r 0;Ts

_wgn OQOsur ; rO;Ts
D9 :f PFPNDRYf |, PU;, _pgn fsur nro0Ts (2.61)
vk Tg Odans
¥ Tg Odans

Pour~les mémes raisons que dNanS le paragraphe précédent, on va utiliser les deux opérateurs suivants :

f1:f PNf fp Tqgetf,:uPNu up 0Og En notation continue, il ne faut pas oublier de composer
cet oipéra?euripar lisomorphisme de Ritz surH 12, noté J, qui, dans I'écriture discréte, est remplacé par
lidentité. Le préconditionneur total est donc le suivant:M 1 J f, DRY f; J.

T

o\:------

10

—e—référence
6 —=— solution

y (mm)

Um, (mm) 10 4

Figure 2.20 Référence et solution sur , a linstant t  0;1 ms

Lasolutionalinstant t  0;1 ms est présentée sur la gure 2.20 et son évolution temporelle au point milieu
est visible sur la gure 2.21. On constate ici que la solution est de bien meilleure qualité que précédemment,
et en particulier en début d'intervalle. En revanche, pour ce qui est de la n de l'intervalle, conformément au
principe de causalité, la qualité de la solution reste trés mauvaise.

Remarque 40 (Vitesse de l'information). Un rapide calcul en ordre de grandeur va nous permettre d'estimer

la vitesse des ondes acoustiques, et donc de l'information dans la piéce. En supposant que les contraintes
sont dans le planOxy, que les déformations sont dans le plaf©zx et en faisant I'hypothése (abusive au
demeurant) que le chargement ne dépend pas de on peut estimer, a l'aide d'un calcul analytique, que

la vitesse des ondes vaut? o %4 Numériquement, ceci conduit & estimer la célérit¢ & 1 10°

pl

mm s 1. Le temps de parcours d'un bord du domaine & l'autre est donc 5 10 ° s. On peut donc
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Figure 2.21 Evolution temporelle du déplacement et de I'e ort au point milieu de

supposer queu est nul sur , jusqu'a linstant t 5 10 ° s, et que, par retour d'onde, les vecteurs de la base
de Krylov non préconditionnée sont nuls jusqu'a l'instantt 1 10 4 s. Ceci est conforme avec le résultat
observé sur la gure 2.17. Par ailleurs, cette analyse nous permet de prévoir qu'il est impossible d'identi er
les conditions aux limites appliquées a partir d&s 10 ° s avant la n de l'intervalle de mesure. Sur la gure
2.21, on observe certes que la solution en e ort est e ectivement totalement fausse a partir d'un instant
situé approximativement a 1,04 ms. Cependant, on voit nettement que cette solution commence a osciller
dangereusement a partir de l'instant0;8 ms. Ceci est imputable au fait qu'en n d'intervalle temporel, la
guantité d'informations mesurée est de plus en plus faible, ce qui impacte la qualité de la reconstruction.

En lien avec la remarque précédente, il serait en pratique préférable de ne pas chercher & identier la
condition aux limites sur tout r0;Ts mais de se concentrer sur le début de l'intervalle temporel. Il s'agit
probablement d'un prérequis a la mise en +uvre d'une procédure de régularisation able pour ce probleme.

Une question se pose dans le cas ou un terme d'amortissement est présent dans le probléme direct. En
e et, il parait téméraire de tenter de résoudre, pour évaluer le préconditionneur, un probléme de dynamique
amorti rétrograde en temps. Un tel probléme est réputé pour étre mal conditionné et conduirait & des résultats
trés instables. On pourrait alors tout simplement proposer de supprimer le terme d'amortissement dans le
préconditionneur, ce qui serait potentiellement préjudiciable a la qualité des résultats. On concédera quoi
gu'il en soit qu'il est moral de s'attendre a une identi cation de moindre qualité en présence de dissipation
puisqu'alors une partie de l'information contenue dans les ondes est perdue.

2.6 Reésolution d'un probléme d'élastostatique non-linéaire

Une autre question qu'il est intéressant d'aborder est celle de I'application des méthodes a des problemes
non-linéaires. Dans cette section, on montre comment résoudre un probléme de Cauchy dans le cas ou le
domaine étudié a un comportement élastique non-linéaire. La méthode qui sera développée est comparée a
la méthode de KMF, assez standard, dont on sait actuellement qu'elle s'applique plutbt bien aux problémes
non-linéaires (voir [20, 103]). En conséquence, a n de faciliter la comparaison, les essais numériques seront
conduits avec la méthode de Steklov primale, dont I'objet est d'identi er le déplacement sur ,,, comme pour
la méthode KMF, et non pas I'e ort, comme le fait la méthode duale.
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2.6.1 Formulation de Steklov non-linéaire

L'apparition de la non-linéarité se manifeste dans le fait que les opérateurs de Steklov impliqués de-
viennent non-linéaires. En conséquence, il est impossible de séparer, comme c'est fait dans le cas linéaire, les
contributions de l'inconnue u,, et des autres sollicitations sur les forces de réaction. La formulation s'écrit
donc simplement comme suit :

fndUmd  fmnpUmQ (2.62)
Ou fn.q et fm:n sont les équivalents discrets des opérateurs continism.q et Fyn

$
&divp pvqq g, Odans
Fma :uPH¥p nqPRFmgu  _pvg n| , PH *2p mg,, v o0, sur o,
0 voasm 263
gwp:p,/qq g, Odans (2.63)
Fon :uPH¥p g PRFmau  _pvg n| ,, PH %%p mg,, g n fosur

v ousur m

On préconditionne alors cette formulation par I'opérateurfm;%j. il s'agit de la généralisation du précondi-
tionneur de KMF pour la méthode duale, tel que présenté dans la partie 2.3.2. On arrive alors a la formulation
suivante :

I f L1 fon pmg O (2.64)

m;d

L'algorithme du point xe, qui revient a l'algorithme KMF standard utilisé par exemple dans [20] consiste
alors a initialiser u?n, puis a écrire la relation de récurrence suivante :
Ut g PG (2.65)
Pour acceélérer la résolution a I'aide de solveurs de Krylov, on s'inspire de ce qui est fait en décomposition
de domaine [123]. Il s'agit d'utiliser un solveur de Newton pour résoudre (2.64) en construisant une suite,
convergeant vers la solution. Deux étapes demandent une attention particuliére :

Le calcul du résidur; I fm-%jfm;n pul g se fait en résolvant deux problémes directs non-linéaires
(par un algorithme de Newton intérieur ).

1 .
La résolution du probléme tangent | stan, Sl pupg ri se fait & l'aide d'un solveur de

Krylov adapté aux problémes non-symétriques. On a choisi le solveur OrthoDir, qui est mathématique-
ment équivalent au solveur GMRes. Il est a remarquer que le probléme tangent est mal conditionné,
et qu'il doit étre résolu a chaque étape de l'algorithme, ce qui rend indispensable I'utilisation d'une
méthode de régularisation able et automatique, comme celle proposée dans la partie 2.3.1.1 ou dans
la partie 2.3.4.

Dans l'algorithme 3, chaque itération du solveur de Newton extérieur demande la résolution de deux
problémes non-linéaires. Il faut ensuite résoudre le probléme tangent a l'aide d'un solveur de Krylov. Cette
derniere étape demande de résoudre itérativement des problemes directs tangents et est potentiellement
assez colteuse. Cependant, la matrice de raideur de chaque probléme ne change pas au cours des itérations,
contrairement a celle du probléme non-linéaire. Pour conclure, on s'attend a ce que le co(t de chaque itération
de Newton de ce solveur soit un peu supérieur a celui d'une itération de point xe (qui demande simplement
de résoudre deux problémes non-linéaires), mais du méme ordre de grandeur.

Comme dit plus haut, il est nécessaire de disposer d'une technique de régularisation able avec un cri-
tere automatique. Il a été constaté dans la partie 2.3.4 que l'approche par décomposition de Ritz tronquée
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Algorithme 3 : Méthode de Steklov-Poincaré Non linéaire
Initialiser u?;
for i 1;2; :::;m (convergence)do

ri 1 | fm;:éfm;n F-Ulm 1q

Récupérers};ﬂ‘?dp‘m;n b tqget S pul 1qqui ont été calculés au dernier pas de la résolution
non-linéaire de |'étape précédente;

1 .
Résoudre | S@Y  S@&T puyqg ri 1 parle solveur OrthoDir;

i i1 i
ul, uh Umn;
end

satisfaisait assez bien ces exigences. Dans le cas présent, le systéme n'étant pas linéaire, il est nécessaire de
généraliser ce travail pour e ectuer une SVD approchée de l'opérateur. Une approche en ce sens est présentée
dans l'annexe A

Remarque 41 Il a été décidé de préconditionner I'ensemble du systéeme non-linéaire, ce qui a conduit & un
probléme tangent non symétrique. Il pourrait étre proposé de ne préconditionner que le probléme tangent, ce
qui permettrait d'utiliser un simple solveur gradient conjugué préconditionné.

2.6.2 Mise en +uvre numérique

On choisit, pour montrer le comportement de la méthode, de l'illustrer sur un cas de non-linéarité parti-
culierement simple a mettre en +uvre. Il s'agit d'un probléme d'élasticité statique dans lequel la loi élastique
est elle-méme non-linéaire. La loi de comportement choisie est celle de I'équation (2.66), qui est la méme que
dans [8]. On introduit , dont la valeur contréle la sévérité de la non-linéarité. A l'instar de [8], il est pris

E

t

égal 2200 On dé nit de plus , le module de compressibilité ainsi que

E
3pl 2 q pl  gd qu

2w q les coe cients de Lamé. Contrairement aux cas précédents, et a n de favoriser I'apparition de
non-linéarités, le calcul 2D est fait en utilisant I'hypothése de déformations planes et non-plus de contraintes
planes. Le module d'Young esE 70 MPa et le coe cient de Poisson vaut 0;3.

3 (2.66)

re2n tr"

On utilise toujours le cas-test présenté dans la partie 2.3.1.2, mais pour favoriser les non-linéarités dues
a la partie hydrostatique de la déformation, les chargements appliqués sont modi és. il s'agit maintenant de
deux tractions uniformes. Par ailleurs, a n d'éprouver les méthodes, on n'utilise pas de méthode incrémentale,
c'est a dire que l'on ne charge pas la structure pas a pas.

La solution du calcul direct est présentée sur la gure 2.22. Le champ de déplacement suf, est tracé
pour un e ort linéique de 5 N.mm 1, et I'évolution du déplacement en fonction de la valeur de I'e ort est
tracé au point milieu du bord |, et comparé a la réponse d'un matériau linéaire ( 0).

2.6.2.1 Résultats obtenus par la méthode du point xe

La méthode du point xe (ou méthode KMF) présente I'avantage d'étre généralisable aux problémes non-
linéaires sans di culté supplémentaire. On présente sur la gure 2.23 trois courbes de convergence en erreur
par rapport a la référence. Dans I'un des cas, que l'on appellera faible non-linéarité , I'e ort appliqué est
de5N mm 1. Le second cas est celui de forte non-linéarité , pour lequel I'e ort est de1ION mm 1, et
le dernier est un cas avec faible non linéarité, mais I'ajout d& % de bruit sur les données.
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Figure 2.22 Solution de référence

On constate que la méthode du point xe est trés robuste vis-a-vis de la non-linéarité puisque son taux
de convergence n'est pas vraiment a ecté par l'augmentation du niveau d'e ort. En revanche, l'introduction
du bruit a davantage d'impact sur la convergence et conduit I'erreur a saturer a une valeur plus élevée.

2.6.2.2 Résultats obtenus par la méthode OrthoDir

Sur la gure 2.24, on présente la courbe de convergence de la méthode OrthoDir en fonction des itérations
du solveur de Newton pour les mémes cas-tests que précédemment. La nature des itérations n'est pas la méme
gue pour la méthode du point xe, mais on a montré plus haut que leur co(t est du méme ordre de grandeur.
On remarque ici que le solveur est tres favorable dans le cas faiblement non-linéaire puisque dés la deuxieme
itération, on atteint un niveau d'erreur qu'il est impossible d'obtenir avec un nombre raisonnable d'itérations
de la méthode de KMF, alors que le codt d'une itération est seulement |[égérement supérieur.

En revanche, pour le cas dans lequel les non-linéarités sont plus fortes, bien que l'avantage en terme de
nombre d'itérations soit conservé, on observe une remontée de l'erreur a partir de l'itération 5. On peut
néanmoins espérer qu'un travail soigné sur critére automatique permettant de choisir le nombre de valeurs
de Ritz a conserver dans la résolution du probléme tangent puisse venir a bout de ce type d'artefacts. Par
ailleurs, une solution reste disponible, qui n'a pas du tout été étudiée ici, qui consiste a subdiviser l'intervalle
temporel pour que chaque incrément voie moins de variations de la matrice tangente.

Dans le cas bruité, la méthode proposée a toujours de meilleures propriétés de convergence que la méthode
du point xe, bien que le niveau de bruit atteint & la stagnation soit, comme attendu, plus élevé.

Notons que si cette expérience numérigue a le mérite de démontrer la possibilité de résoudre des probléemes
non-linéaires par ce type d'approche, de nombreuses questions restent ouvertes, et notamment sur le critere
d'arrét de la résolution du probléme tangent mal conditionné dont on a vu qu'il était crucial pour le bon
fonctionnement de la méthode. Par ailleurs, cette approche consiste a résoudre un probleme non-linéaire mal
conditionné en régularisant chaque probléme tangent séparément. Il pourrait plutot étre préférable, en terme
de stabilité, de modi er la méthode pour qu'elle puisse s'interpréter directement en terme de régularisation
du probléme non-linéaire lui-méme.
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Figure 2.23 Convergence de la méthode KMF non linéaire
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Figure 2.24 Convergence de la méthode Steklov-Poincaré non linéaire

2.7 Couplage avec la décomposition de domaine

Dans le cas ou le domaine sur lequel on veut résoudre un probléme de Cauchy a une géométrie particuliére-
ment complexe, le nombre de degrés de liberté du probleme direct discrétisé peut étre tel qu'il est impossible
de le résoudre tel quel. En conséquence, on peut étre amené a utiliser une méthode de décomposition de
domaine, par exemple la méthode FETI [71], pour venir a bout de chaque probléme direct.

Dans cette partie, on va expérimenter une autre approche. Ayant constaté la similarité entre les algorithmes
de Steklov pour la résolution du probleme de Cauchy et les algorithmes de décomposition de domaine comme
FETI ou BDD [114], on cherche a explorer, sur un probléme jouet, la possibilité d'écrire un algorithme
résolvant un probleme de Cauchy sur un domaine décomposé et permettant de reconstruire a la fois le champ
cherché sur les bords inconnus et aux interfaces entre sous-domaines.
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2.7.1 Présentation du probleme-test

On étudie un tuyau cylindrique contenant un uide. Sous l'e et de la gravité, ce uide occasionne sur
la paroi intérieure du tuyau une pression hydrostatique non homogéne. On souhaite reconstruire ces e orts
internes a partir de la mesure du déplacement sur la partie libre de la paroi extérieure de ce tuyau. On utilise
un modeéle bidimensionnel en déformations planes. Les paramétres du matériau sdat 200 000MPa et

0;3. Le nombre de degrés de liberté sur le bord, est de 126, auquel il faut ajouter entre 12 et 16 degrés
de liberté pour les bords , pour chaque ajout d'un sous-domaine.

(a) Maillage et déformée de la solution de ré- (b) Décomposition du domaine (les points rouges
férence marquent les déplacements imposés nuls)

Figure 2.25 Le probléme-test

On cherche a résoudre ce probléme inverse en décomposant, aprés discrétisation, le domaine étudié de
facon radiale. On peut voir sur la gure 2.25 le type de décomposition utilisé. On remarquera cependant que
l'utilisation de la décomposition de domaine sur un cas ayant aussi peu de degrés de liberté n'a strictement
aucun intérét en terme de performances. Il s'agit en e et simplement d'un probleme jouet.

2.7.2 Notations de décomposition de domaine

Pour les éléments spéci ques a la décomposition de domaine, le lecteur pourra se référer a l'article [79],
dont les notations ont été reprises dans cette partie.

Pour chaque sous-domaine P9, en plus des bords * et [, on introduit les bords [, ajoutés par

la décomposition de domaine. De fagon similaire, on note avec l'indideles degrés de liberté sur ces bords.
Par ailleurs, il existe des degrés de liberté appartenant & la fois an® et P, qui sont notés avec l'indicec.

Les inter-e orts entre les sous-domaines (donc e orts dus a la décomposition de domaine) sont notégBq et
9, tandis que les e orts extérieurs sont notésf ™%, £ et f&9. Chaque sous-domaines se voit également
attribuer des vecteurs déplacemenu>?, uf, af* et ulR%, ainsi que des compléments de Schur comn&;.

Sur les interfaces entre sous-domaines, on impose des conditions de continuité des déplacements et d'équi-
libre des inter-e orts, qui peuvent se noter & la fagon du systéme (2.67) a l'aide des opérateurs d'assemblage
APa et AP qui font des sommes sur les n+uds en vis-a-vis & ™4 et BEY, qui font des di érences.
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BP0
s T
b BPWPY 0 b APIBPI 0
S q avec , ° T (2.67)
AP B8 % APIBPI 0
S S

% APIET O
S

Pour aboutir a des notations plus lIégéres, on construit les opérateurs par blocs sur le modéle suivant :

0
Um ufed Srd S A A Psa (2.68)
0
Les équations de continuité et d'équilibre (2.67) s'écrivent alors comme suit :
5$ Buy, O #
&Bw. 0 ATB 0
, avec T (2.69)
E/ Ay O A.B: O
0
Acc O

On remarquera que les degrés de liberté indicésvoient a la fois un inter-e ort et un e ort extérieur
inconnu. C'est pour cette raison qu'il va falloir prendre particulierement soin de la maniére de dé nir les
vecteurs . et fc. On va en fait plutdt utiliser f¢, qui est I'e ort total vu par un point. Sur la gure 2.26, un
point d'intersection entre ., et | est représenté.

Figure 2.26 Inconnues d'un point multiple

fc est I'e ort extérieur recu par I'ensemble des sous-domaines sur les degrés de libectéet ne peut donc
pas étre exprimé a l'aide d'une notation par blocs. On peut d'abord écrire que I'assemblage disest égal
a l'e ort global vu par I'ensemble du domaine, ce qui s'écrit :Af.  fc. On construit alors l'opérateur A,
qui est tel que ATA. 1. Cet opérateur répartit les e orts extérieurs entre les sous-domaines. Notons que
le choix de A n'est pas unique et pour avoir des opérateurs les mieux conditionnés possible, on peut choisir
un opérateur e ectuant une moyenne entre les degrés de liberté correspondants sur les di érentes interfaces.
Sachant queA: 0, on a alors la relation suivante, qui exprime le fait que I'e ort vu par un sous-domaine
est égal a une contribution extérieure et une contribution venant des autres sous-domaines :

fe A;;rfc c (2.70)
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2.7.3 Présentation du solveur couplé

On réécrit la condensation du probléeme de Cauchy, de facon similaire a ce qui est fait dans la partie 2.1.1 :

S[I;_d Cim Crb Cre O, 1:\r
Crm Smid Cmb Cmec Um fm
’ 2.71
C;b C%b SbT;d Cbe  Up b (2.71)
CTC Cmc CbC Sc’d UC fc
De ce systéme, on peut déduire un systeme dit de Dirichlet, utilisant uniquement la donnég; .
Sm:d Cmb Cmec Um fm C;rm 0,
C%C C-tI)-C SC;d UC fc C;I-COr

De méme, en utilisant la relation, Sr.d1 i Cimum CwUp CicUc , 0N peutconstruire le systéme
dit de Neuman, n'utilisant que la donnéeﬂ.

Smin Cmb;n Cmen Um fm C;rm Sr;dlf\r
C:njb;n S_tlg;n Chein Up b Ch Sr;dlf} (2.73)
Cmc;n Cbc?” Sein Uc fe C;'rc Sr;d1 r

Ou les opérateurs , sont construits a partir des opérateurs 4 par condensation surB z ..

A partir des deux systémes (2.72) et (2.73), et des relations assurant la continuité des déplacements et la
réciprocité des e orts, on doit choisir entre éliminerf,, et éliminer uy, pour avoir une méthode de Steklov
primale ou duale pour la résolution du probléme de Cauchy. Et de méme, on doit choisir entre, et f. d'une
part et uy et u; dautre part pour aboutir & une méthode de Schur primale ou duale pour la résolution du
probléme de décomposition de domaine.

Il est envisageable de panacher les variables primales et duales, mais pour simplier, deux méthodes
seulement seront présentées dans les parties suivantes : la méthode tout primal et la méthode tout
dual .

2.7.3.1 Méthode primale

On peut s'attendre a ce que la mesure en déplacemefit soit plus touchée par le bruit que la mesure en
eort f.. En conséquence, on va chercher a utiliser de préférence les équations du systéme (2.73) & chaque fois
gue c'est possible. Pour éliminef,, et fc, on soustrait entre elles les premiéres et derniéres équations de (2.72)
et (2.73). On introduit alors wy, et w qui sont respectivement tels quau, ATwpetues Alwe Grace aux
relations (2.69), on a donc automatiquementBuy, 0 et Bcue 0. On multiplie ensuite la deuxieme ligne
par A pour éliminer , et la troisieme ligne parA ¢ pour aboutir & un systéme carré. On est alors conduit a
écrire le systéme suivant :

Smd  Smn Cmb CmbngAT Cmc Cmen0A L Um
AC T ASpnAT AC penAl Wi

mb;n
AC C1r;10 C%c;n AC C-tgc Cgc;n AT ACFSC;d SC;nqA;:r We
(2.74)
ChnS.afr  Chuo
1
AC ;rbSr;df\r
AClLS.ifr  AcCLo,

La résolution de ce probleme linéaire est e ectuée par un solveur de Krylov. Le produit de I'opérateur par
un vecteur peut étre e ectué en résolvant deux problémes directs par sous-domaine. L'un des problémes com-
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porte des conditions de Dirichlet homogéenes sur le bord, et I'autre des conditions de Neumann homogénes
sur ce méme bord. Des conditions de Dirichlet sont appliquées sur les autres bords.

2.7.3.2 Méthode duale

On peut choisir de plutdt dualiser les systemes (2.72) et (2.73) en condensant les équations sur l'un ou

l'autre des bords (ce qui revient a inverser le systéme par blocs) en introduisant les opérateursCeci conduit
aux systemes suivants :

Sm;d Cmb Cmc fm Cg—m 0, Unm
C;b Sb;d Cbc b C;rbor Up (2.75)
Cl. CEC Sc.d fe clro, uc
Sm;n Cmb;n Cm(:;n fm C-rrm Sr;dlf\r Um
CLb;n Shin Chein b C-rrbSr;dlﬁ Up (2.76)
C-rl;w;n C-kl)-c;n Scin fo C;'rcsr;d1 r Uc

Remarque42. Les opérateurs du typeSm:n et Cyp:n SONt homogenes a des souplesses tandis que les opérateurs
du second-membre, comme€,, sont sans unité.

De facon similaire a ce qui est fait dans le cas primal, on e ectue les soustractions permettant de se
débarrasser de la quantitéu,, et on multiplie la deuxiéme ligne parB pour éliminer up. On introduit gy qui
esttel que , BTgp ce qui permet d'assurer 'égalitéA , 0. Le systéme devient alors :

Smh  Smy KCmbn  CmbdBT  Cmen  Cmed
1
BC Lb;n B Sb;nBT BC bein Ob
1
C%c;n C-rl;lc;d C-lzl)-c;n C-lI)-c;d BT SC;% SC:d fe

. 2.77)
Chntr  ClyS.qf
BC ;rbsr;d:L r
C;rcor C;'rcsr;d1 r

2.7.3.3 Approche choisie

On a choisi d'implémenter I'approche duale en raison des meilleures performances qu'elle a semblé pré-
senter dans la partie 2.3. On doit alors résoudre le systéme (2.77). Chaque évaluation de I'opérateur en jeu
demande de résoudre deux problémes par sous-domaine (un seul si le sous-domaine en question ne rencontre
pas ). Il s'agit de problémes pour lesquels des conditions de Neumann sont appliquées sy et | (et
donc aussi sur ¢) et une condition de Dirichlet ou de Neumann nulle est appliquée sur .

Ce systeme n'étant malheureusement pas symétrique. On choisit alors d'utiliser I'algorithme OrthoDir
pour e ectuer la résolution.

N'ayant pas trouvé de préconditionneur adapté a la méthode de Steklov-Poincaré duale, il a été décidé
de mettre ici en +uvre la méthode non préconditionnée. Vu tout ce qu'implique une telle décision pour la
convergence du solveur de décomposition de domaine, ce point constitue clairement la voie d'amélioration
principale de la méthode.

On remarquera que la structure proposée comme cas-test présente des sous-domaines ottants, c'est a dire
n'‘ayant pas de bord de Dirichlet dans le cas ou la condition considérée sur le bord redondant est la condition
de Neumann. Ce phénoméne est trés courant et apparait de facon quasi systématique en décomposition de
domaine. C'est pour cela qu'il faut utiliser un solveur projeté, comme c'est mentionné dans la partie 2.2.4.



2.7. COUPLAGE AVEC LA DECOMPOSITION DE DOMAINE 101

2.7.4 Résultats numériques

On compare sur la gure 2.27 les courbes de convergence de la méthode proposée pour di érents nombres
de sous-domaines, et avec ou sans ajout d'un bruit blanc de 1 % . On constate dans I'ensemble que cette mé-
thode permet d'obtenir un résultat cohérent. Cependant, malheureusement, plus le nombre de sous-domaines
est grand, plus I'erreur sature haut.

I I
10} i |
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2 102} 1 3
= B 1 = 04} s
) r 1 o
10 3 8 E 0:2 8
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itération itération
(a) Cas sans bruit (b) Cas avec 1 % de bruit

Figure 2.27 Convergence de la méthode

On peut également constater que l'algorithme étudié n'est pas extensible numériqguement quand le nombre
de sous-domaines augmente. Ceci est dl principalement a I'absence de tout préconditionneur sur la méthode,
ce qui est un handicap certain pour la partie décomposition de domaine. Pour remédier a cette di culté,
deux pistes sont envisageables :

La plus simple est de s'intéresser a la version primale de la méthode, couplée cette fois avec un solveur
BDD. En e et, méme si en terme de résolution du probléme de Cauchy, des performances moindres

ont été observées, un préconditionneur a été trouvé dans ce cas, qui se trouve d'ailleurs étre compatible
avec le préconditionneur de la méthode BDD.

Y

On pourrait chercher a construire un préconditionneur primal n'agissant que sur les inconnues de
décomposition de domaine. On béné cierait ainsi de l'avantage de la méthode préconditionnée sans
handicaper l'aspect résolution du probléme inverse.

Conclusion

Cette partie, consacrée a la résolution du probleme de Cauchy a été l'occasion tout d'abord d'apporter
un regard nouveau sur un certain nombre de méthodes de la littérature partageant entre elles des principes
communs. Cette nouvelle vision de I'une de ces méthodes, celle de Steklov-Poincaré, nous a permis d'apporter
dans une deuxiéme partie plusieurs contributions a sa mise en +~uvre numérique. Un préconditionneur pour
la méthode primale a été propose, un solveur par blocs a été mis en +uvre pour accélérer la résolution, et
la régularisation par valeurs de Ritz a permis de régulariser le probleme a moindre co(t. Par la suite, il
a été montré comment, a l'aide d'outils probabilistes, on peut, sans e ectuer de calculs lourds, inférer les
incertitudes sur la solution.

Une question qu'il peut étre intéressant de se poser est la possibilité d'appliquer les di érents outils
présentés dans ces premiéres parties, comme la base adaptée pour la L-curve, l'analyse de Ritz ou le solveur
par blocs, a d'autres méthodes de résolution de problémes inverses utilisant des solveurs de Krylov.
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Par la suite, trois cas de gure ont permis de tester la méthode de Steklov-Poincaré dans le cadre de
problémes plus complexes. La dynamique transitoire apporte des di cultés originales liées a la causalité, et
on a montré que, tant que les phénomenes étudiés sont réversibles, I'approche globale en temps et l'utilisation
de problemes rétrogrades sont autant d'ingrédients permettant d'améliorer la qualité de la solution. Par la
suite, pour pouvoir traiter les problémes non-linéaires, on a proposé un algorithme inspiré de la décomposition
de domaine non linéaire. En n, un algorithme, couplant probléme inverse et décomposition de domaine, visant
a résoudre des problémes de Cauchy sur des domaines ayant un nombre particulierement élevé de degrés de
liberté a été proposé et étudié sur un probleme jouet.

Sur les cas étudiés dans les trois derniéres parties, on a mis en évidence les études complémentaires
gu'il serait nécessaire de conduire pour que les méthodes exposées puissent gagner en robustesse et devenir
applicables a des cas plus réalistes.

S'il peut arriver que des problémes de Cauchy émergent directement de problématiques physiques, il arrive
aussi que la résolution d'un probléme de Cauchy soit une premiere étape dans la résolution d'un probléme
d'identi cation a l'aide d'une méthode demandant de disposer de mesures sur un bord inaccessible. Ce peut
étre par exemple le cas pour identi er des ssures par la méthode de I'écart a la réciprocite.



Chapitre 3

Identi cation de ssures par la méthode de
I'écart a la réciprocitée

Dans ce chapitre, on trouvera di érents travaux relatifs a l'utilisation de la méthode de I'écart a la
réciprocité pour résoudre le probléme d'identi cation de ssures. Comme cela a été évoqué dans l'introduction
générale de la these, la méthode de I'écart a la réciprocité présente l'avantage de ne nécessiter aucune résolution
de probléme direct, ce qui autorise a espérer des temps de calcul faibles. Cependant, cette méthode a quelques
limites auxqguelles on s'attaque dans ce chapitre.

Dans une premiére partie, on a cherché a implémenter la procédure décrite dans [15], & proposer une
famille de fonctions-tests plus adaptée a I'étude de domaines épais et a stabiliser I'identi cation vis a vis du
bruit a l'aide d'une méthode de régularisation adaptée. Dans une deuxieme partie, une piste pour réaliser
une identi cation a partir de données incomplétes, qui consiste a les compléter préalablement a l'aide d'un
algorithme de Steklov-Poincaré est explorée. La troisieme partie est I'occasion de montrer le lien fort qui existe
entre la fonctionnelle d'écart a la réciprocité et l'erreur en relation de comportement. Dans une quatrieme
partie, en se basant sur une version modi ée de la famille de fonctions-tests introduite précédemment, on
propose deux algorithmes permettant d'exploiter directement des données partielles pour identi er des ssures
planes. Le premier algorithme présente |'avantage d'étre potentiellement beaucoup moins coliteux en terme de
temps de calcul, mais est moins général que le second. Celui-ci est évalué entre autres sur un cas expérimental,
ce qui permet de montrer le potentiel de I'approche développée. En n, dans une derniére partie, on propose
deux algorithmes permettant d'identi er des ssures de formes quelconques. Ceux-ci sont basés sur la méme
idée de départ, mise en +uvre de deux facons di érentes. Méme si on verra que ces derniers algorithmes
peuvent étre eux aussi adaptés a des cas de mesures incompletes, ceci ne sera pas étudié dans cette these.

3.1 Méeéthode de I'écart a la réciprocité par projection de Galerkine

On se place dans le cadre de la procédure présentée dans la partie 1.5.5.3 et on va proposer d'e ectuer
la projection de Galerkine de la derniére étape sur une base polynomiale plutét que trigonométrique. Cette
nouvelle variante de la méthode de I'écart a la réciprocité sera ensuite dotée de di érentes méthodes de
régularisation qui seront confrontées les unes aux autres de fagcon numérique sur des cas tridimensionnels.
Cette partie est adaptée a partir de l'article [73].

On rappelle la dé nition de la fonctionnelle d'écart a la réciprocité pour le cas de chargement P 1::r nax ,
entre des mesures de Dirichlet, et de NeumannEr :

RG, :H!p qN R
» (3.1)

v PNRG; v P v 0 _pg nqdS
s =

On rappelle également la dé nition de I'espace harmonique :

103
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V t vPH'p g divp vgq 0 faiblement dans u (3.2)

Dans le cas ol une ssure est présente dans la piéce, I'écart a la réciprocité se réécrit en fonction du saut
de déplacement sur la ssuredu, K:

»

@ PV; RGypq _vg:m b Ju KgdS (3.3)

ou estla surface de la ssure. Si cette surface est supposée plane, on peut dé hir l'intersection du plan

de ssure avec le domaine . A l'aide d'un prolongement par zéro dans! , on peut remplacer dans la
formule précédente par ! . Dans le repére aligné avec le plan de ssure, en ayant discrétida, Kcomme la
somme desu;'~pX 1; X 20, et en notant ' ; pX1; X 2q _p,;an,on peut projeter la formule comme suit (par

simplicité, l'indice r n'est pas repris) :

N »

@ 1:N; T oui ~pX1Xed jX1iX20dS  RGrp g (3.4)
i1 !

Ce qui donne a résoudre le systéme suivant :

un : vecteur despuig by : vecteur de3|d?Grp7j qq

ByUn  bn avec _ > 1 i;j a N (3.5)
Bn @ matrice des  '~pX1; X2 jpX1; X20dS

3.1.1 Proposition d'une nouvelle reconstruction polynomiale

On cherche une nouvelle approche pour identi er le saut de déplacement. Supposons que le plan de ssure
ait été complétement déterminé en utilisant I'approche classique exposée dans la partie 1.5.5.3.

Comme cela a été souligné dans la partie 1.5.5.3.3.2, il serait intéressant d'utiliser une nouvelle base
d'approximation qui limiterait I'ampli cation du bruit. Dans cette partie, on propose d'utiliser des polynémes
au lieu des séries de Fourier utilisées pour la détermination du saut de déplacement dans le plan de ssure.
De telles fonctions ont I'avantage d'une part d'étre intégrables exactement (avec un nombre de points de
Gauss su sant), et surtout de connaitre une croissance plus lente que les fonctions exponentielles lorsqu'on
s'éloigne du plan de ssure.

Comme dans la partie 1.5.5.3, on suppose que la reconstruction d& Kn est su sante pour retrouver
(voir la partie 3.1.1.4). Toutefois, I'étude de la partie tangentielle du saut de déplacement (qui est nécessaire
si la ssure est non-ouvrante) ne devrait pas poser de di cultés supplémentaires avec I'approche polynomiale
gue l'on propose (a part le fait que le saut tangentiel a souvent une amplitude bien plus petite que le saut
normal, et que son identi cation est donc plus instable vis-a-vis d'un méme niveau de bruit).

Comme précédemment, la premiere chose a faire est de normaliser les coordonnées dans le plan de ssure :
on construit le parallélépipéde circonscrit & , dont les bords sont alignés avepv;;Vv,;n g Soientpl;L2;L3q
les demi-longueurs des bords. On écripe; X2; X3q les coordonnées normalisées telles que tout point de
appartienne au cube unité.

On utilise des notations multi-indice pour les polynémes :

. . 3. . >
P 1, 2; 39PN x X 1%, 7 %50 | | i
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3.1.1.1 Construction de polynbmes harmoniques

Soit Py, I'espace des polyndmes de degré inférieur ou égahaa valeurs dansRY. Le polynémeA P P,
prend la forme Apxq sp@ X oulesa sont les coe cients qui caractérisentA. P, est un espace de

. . n d . . L. L . , . .
dimension d N Dans les expériences numériques qui suivent sera typiquement égal a 20, ce qui

conduit a un espace de dimension 5313. Pour manipuler le polyndme, on écrit les coe cierds sous la forme
d'un vecteur colonnea .

Pour travailler dans l'espaceV X Py, il faut satisfaire la condition divp pAgq O qui conduit a pd nq
équations linéaires homogénes portant sur les coe cientga g On utilise un logiciel de calcul symbolique
pour calculer la matrice |, associée a l'opérateudivp p qqdans Py, les conditions de divergence nulle se
traduisent en une relation matricielle sur les coe cients :

na 0 (3.6)

En conséquence, on caractérise les polynémes deX P, comme les polynémes dont les coe cients en-
gendrent le noyau de . Tous ces polyndmes peuvent étre utilisés comme des fonctions-tests dans I'équation
de I'écart a la réciprocité (3.4). Cependant, on préfere se restreindre aux polyndmes qui sont utiles a l'ap-
proximation du saut de déplacement.

Parmi tous les polyn6mes, on est intéressés par ceux qui sont non-nuls sur Pour toute paire d'entiers
non nulsp 1; »>qavec 1 2@ n, on propose de construire une fonctiomp L ,0 telle que :

. 1 2
,PVXPn p .0 X'%°N bn on (3.7)

Soit a ;; , le vecteur des coe cients de T soit . , l'opérateur permettant de calculer les
coe cients associés au mondmex, *x,* de la contrainte _p ¥ qdans le plan , c'est a dire tel que I'équation

.. ,& . , lassurelerespectde l'équation (3.7). Les coe C|enta , doivent étre solution des équations
suivantes :
0
" a ., 1 (3'8)

Remarquons que ces conditions ne sont pas su santes pour caracteriser completement pwsque

cette fonction est dé nie a des polynémes de contrainte nulle sur prés (dont les coe cients engendrent le
noyau de la matrice de (3.8)) :

N _PVXPn; _pagn Oon ( H (3.9)

Di érentes stratégies peuvent étre imaginées pour choisir les composantes daNs une possibilité, basée
sur la minimisation d'une norme de ., est présentée dans la sous-partie suivante.

o

Le saut de déplacement est approximé sous la formle, K n p¢1; %2q U, % '%,%, lespu ,; ,qsont
solutions d'un systéme de la forme (3.5) :

»
@p1; 29i O, p1 292 M Uy, X'%%%'%°dS RGp . g (3.10)
1 28N : ’
Remarque43. Dans nos développements, on est partis de la base canoniqueRlg (c'est a dire des monémes)
pour construire des polyndmes admissibles (dang). D'autres points de départ pourraient étre choisis comme
des polynémes orthogonaux ; cependant, il parait compliqué de préserver des propriétés sympathiques comme
I'orthogonalité tout en rendant les polyndmes admissibles.
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3.1.1.2 Reconstruction simpli ée dans le cas 3D

Comme dit précédemment,P,, est un trés grand espace. Il se trouve qu'un bon sous-espace peut étre
intuité. Au lieu de travailler avec des polynémes généraux dans la base canonique, on propose de partir des
polynémes de la forme :

® itk 1gfu” ti{2u 1 2

I 2j 2 2
o |k{2 ; i {2 31 x4 X X3
tk{2u t 1q u k 2i I 1 2j 2| 2j
kil b 0 b 0 an XX X3 (3.11)
?{Ou J_t{ uas x_k 2|xl ZJXI 21 1

ou t ureprésente la fonction partie entiéere.

Pour une pairek;lgdonnée, on choisit de ne construire qu'une seule fonctio&;l. Ceci signi e qu'il faut
caractériser les coe cients pafj gdans (3.11).

Soit ay;, le vecteur des coe cients pa,”; g caractérisant la fonction il les coe cients doivent satisfaire la
contrainte (3.8), dans une forme adaptée a la base considérée (3.11) :

kil 0
ag;|

o 1 (3.12)

Puisque cette contrainte n'est pas su sante pour caractériser totalement
(3.12) est sous-déterminé, on ajoute une condition d'optimalité simple :

g c'est a dire que le systeme

Minimiser aI;l Ma ;| sous la contrainte (3.12) (3.13)

Plusieurs formes ont été essayées pour la matriééd . Finalement, c'est la matrice identité que nous avons
choisie. Ceci revient a dire que les polyndmes choisis ont des coe cients d'amplitude similaire. Aucune des
autres matrices que nous avons essayées (pénalisation de I'énergie mécanique du champ, ou des termes d'ordre
les plus élevés em3) n'a donné de meilleurs résultats.

En pratique, puisque la matrice des contraintes n'est pas trés grosse, il est apparu étre plus stable de
chercheray, sous la formeay; aE.I Cy 8k ou a(k’.I satisfait la contrainte et Cy, est une base du noyau
a droite de la matrice de contrainte (3.12) ; &y, est alors obtenu par une minimisation sans contrainte.
Remarquons queCy. peut étre calculé a un co(t faible en recombinant le noyau de , qui, lui, peut étre
calculé une fois pour toutes.

Une fois que les fonctiong ,, qont été déterminées, un petit systeme de la méme forme que (3.5) peut
étre obtenu et résolu. '

3.1.1.3 Construction simpli ée pour le cas 2D contraintes planes

On propose les champs-tests suivantsx{ est la direction tangente et x3 la normale, pour limiter la
complexité des équations, on se place dans le casby L3):

o
tk 1{2U k 1 2')(-2'

_k ° tk{2ua3 k 2|x§| 1 (3.14)

Les conditions que doit satisfaire le polynédme conduisent a :
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1 2
2
divp:piqu e O i @0n juo —5— :

alpk 1 2iqk 2iq a’@ 1gk 2ig & @ 2q@ 1q a’k  2ig@  1q
2 2 A 2pl g

1
. - . k
dlvp:piqu e O f @loin 5 ;

aAwiqk 1 2iq a'iqx 2 1g a’ .k 2 29k 2 19 a'k 1 2iqRiq
1 2 20l g
Il n'y a qu'une seule équation de moins que d'inconnues. Pour cette raison, et étant donnés les résultats
tres satisfaisants obtenus dans la section 3.1.3 pour les cas 2D, il a été simplement décidé d'ajouter une
condition a3 0 pour rendre le systéme carré.
Une fois que les fonctiong  qont éteé determinées, un petit systeme de la méme forme que (3.5) peut
étre obtenu et résolu.

P, xixzenxs 0 a}

0 (3.15)

3.1.1.4 Reconstruction de la forme de la ssure a partir du saut

Le travail présenté dans cette partie consiste avant tout a reconstruire le saut de déplacement dans le plan
de ssure en sachant que son support est la forme de la ssure elle-méme. Cependant, en présence de bruit, la
reconstruction que I'on obtient a de fortes chances de ne pas laisser apparaitre directement cette forme. Dans
le cas ou I'on veut disposer d'une donnée quantitative, la stratégie la plus directe a adopter est de seuiller ce
champ identi é, ce qui fait apparaitre une surface que I'on peut considérer comme étant la ssure identi ée.
Ceci est proposé notamment dans [10].

Dans le cadre de cette thése, on se contente de chercher a identi er le saut de la fagon la plus déle
possible en considérant que celui-ci sert d'indicateur qualitatif de la forme de la ssure.

3.1.2 Stratégies de régularisation pour l'identi cation de la ssure

La partie précédente présente comment construire les sous-espaces polynomiaux de l'espace de recherche
V (en partant soit de la baseP,, compléte soit de la base d'un sous-espace simpli é). Dans tous les cas, ceci
conduit & résoudre le systeme linéaire (3.5), qui n'est pas diagonal, au contraire de l'approche classique de
Fourier dont le systéme linéaire (1.130) est introduit dans le chapitre bibliographique. Méme si on s'attend a
ce que le conditionnement augmente avec la dimension de I'espace de recherche, on s'attend également a ce
que la qualité du second-membre soit largement améliorée par l'utilisation de polyndomes.

Utilisons a nouveau les notations génériques avec un seul indice. On suppose que I'on a constiit
fonctions en déplacemenlpij gde V. On suppose que les fonctions sont triées par degré croissant. Chaque
fonction i génere un e ort purement normal sur! et d'intensité ' ;. Le saut de déplacement est reconstruit

N
comme Ui~ ('~ ' i pour la méthode polynomiale et'~ ' ; pour la méthode de Fourier) et lespuiq

i1
sont déterminés par I'équation de I'écart a la réciprocité (3.5).
On dé nit ensuite le saut de déplacement approché :
N
N U~ JuKn (3.16)
i1
Il apparait que les termes associés aux degrés les plus élevés sont les plus touchés par le bruit et contiennent
une information de mauvaise qualité. Des méthodes de régularisation doivent donc étre mises en +uvre, c'est



108 CHAPITRE 3. IDENTIFICATION DE FISSURES

pourquoi on détaille di érentes stratégies en ce sens. Remarquons que les stratégies de régularisation que
I'on propose ont pour but d'améliorer I'estimation du saut de déplacement, et en particulier de réduire les
oscillations du champ. Dans le cas ou on cherche uniquement la forme de la ssure, obtenue au moyen d'un
seuillage, la pertinence de ces stratégies doit encore étre prouvée.

3.1.2.1 Troncature de la base

Une premiére technique de régularisation consiste a tronquer la base d'approximation pour n'utiliser que
lesK premieres fonctionspij get p~q(avecK N), ce qui conduit a un systéme réduitBx ux bk (avec
K
des notations évidentes) et & une autre approximation du saut de déplacemenk ~  u;j'~.
i1
La question du choix deK mérite qu'on s'y attarde. Ce parametre doit étre aussi grand que possible
pour permettre la plus grande précision possible dans la reconstruction du champ, mais il doit aussi étre
su samment petit pour empécher I'ampli cation dramatique des inévitables bruits de mesure et erreurs
d'arrondi numériques. De nombreuses stratégies sont disponibles pour faire ce choix, et certaines d'entre elles
sont présentées dans la partie 1.3.2.3.

Remarque 44. La détermination des parameétres de régularisation optimaux demande trés souvent de lancer
l'algorithme de nombreuses fois. Mais dans la procédure décrite plus haut, la seule étape colteuse en temps
de calcul est I'évaluation des intégrales de bords impliquées dans I'écart a la réciprocité, et celui-ci peut
étre e ectué une fois pour toutes avant de choisir les paramétres de régularisation. En conséquence, la seule
opération qui doit étre répétée pour chaque valeur de ces parametres est la résolution du systéme (3.5), qui
est instantanée puisqueB y est une matrice de petite taille.

3.1.2.2 Optimisation a posteriori du gradient

La troncature est nécessaire car les plus hauts termgs;k 1=ian N€ peuvent pas étre estimés de facon
able a l'aide de I'équation de I'écart a la réciprocité. Cependant, d'autres critéres peuvent étre appliqués
pour enrichir 'approximation ¢ :

N

5

K K 0" (3.17)
i K 1
ou les fonctionspitk 1cian SONt des versions modi ées deg~k 1=ion qui Ont été rendues orthogonales
aux p iQoionK -

@ K 1N 1 N (3.18)

avec@ 1:K; "'~k dS de;i  'j~dS
! i1
de sorte a ce que I'écart a la réciprocité ne puisse pas étre perturbé par I'enrichissement de I'approximation.
Les coe cients d'enrichissementplik 1aijan Peuvent alors étre librement choisis pour optimiser la so-
lution. Le saut de déplacement est censé étre nul en dehors de mais la procédure d'identi cation est
susceptible de conduire a des oscillations darisz . En conséquence, il est pertinent d'ajouter un critére
visant & limiter ces oscillations, qui peuvent étre mesurées par le gradient du saut. Les mesute$et L de
ce gradient ont été utilisées :

Phik 1eioN argmin r g Tk (3.19)
P2 g i K 1 sziq
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ik 1eian  Argmin r g T (3.20)
miq i K 1 Lip q

La norme L2 présente l'avantage de conduire a la résolution d'un systéme linéaire classique. Le critére en
norme L! peut étre traité a l'aide d'une méthode standard de programmation linéaire disponible dans des
bibliothéques logicielles. Davantage de détails sur l'implémentation de cette minimisation sont disponibles
dans l'annexe C.

3.1.2.3 Régularisation de Tikhonov

Cette méthode ne repose pas sur une troncatura priori . Elle consiste a réécrire le probléme (3.5) comme
un probléeme de minimisation sur lequel un terme de régularisation visant a limiter les oscillations est ajouté.
A nouveau, les mesures 2 et L sont considérées :

1
Un:2  argmin 5vTBNv viby  }IDNVI2y (3.21)
\"
17 T
Un:1 argmin 2v Byv  viby DNV} g g (3.22)
\"
N
ou Dy est l'opérateur gradient : Dy un uir '~5 et est le parameétre de régularisation pondérant la

satisfaction de la nullité de I'écart a la récipIrO(l:ité et du gradient.

A nouveau, le cas quadratique conduit & un simple systéme linéaire permettant de calculef . La norme
L1 est plus compliquée a traiter, et ce en particulier car elle n'est pas di érentiable. Une premiére possibilité,
décrite dans [56] dans le contexte de la restauration d'images, est d'utiliser la norme régularisé& que I'on
décrit ci-dessous pour une fonction scalairé :

»

a__
}f }|_1; p! q f 2 dS (323)
!

ou i Odoit rester susamment petit. En utilisant cette norme modi ée, un algorithme de Newton-Raphson
peut étre appliqué pour approximer le minimum, si nécessaire en s'aidant d'une recherche linéaitimé search).

Une deuxiéme méthode de minimisation pour le cakl, issue elle aussi de la communauté du traitement
d'image, est basée sur la dualisation du probléme et est présentée dans l'annexe D. Remarquons que la
convergence n'est assurée pour aucun des deux algorithmes proposés. Un critére, qui a fait ses preuves
numériquement, consiste a utiliser la distance entre les solutions données par ces deux algorithmes.

3.1.3 Expériences numériques

L'objectif de cette section est d'évaluer numériquement la méthode de I'écart a la réciprocité pour l'identi-
caion de ssures non débouchantes sur des géométries 2D et 3D. En particulier, la nouvelle base polynomiale
est comparée a la reconstruction classique de Fourier, et les di érentes méthodes de régularisation sont testées.

Dans les expériences numériques qui suivent, les données sont obtenues a partir d'un calcul par éléments
nis direct avec des conditions de Neumann imposées, et en utilisant des éléments triangulaires ou tétraédraux
de Lagrange d'ordre 2. Le champ de déplacement sur le bord est ensuite extrait et si mentionné un bruit
Gaussien est ajouté pour simuler le processus de mesure. Dans tout ce chapitre, et contrairement au chapitre
précédent, la forme du bruit est la suivante :0} 0, N; urms @, ou N; est le niveau de bruit, tout
comme dans la partie 2.3.1.2urms , quant a lui, est la racine de la moyenne des écarts quadratiques a zéro
de @, et g un vecteur de variables aléatoires Gaussiennes de moyendiet de covariancel.

A n d'évaluer correctement la fonctionnelle d'écart a la réciprocité, une grande précision est nécessaire
pour le calcul des intégrales de bord impliquant des polynémes de degré élevé. On utilise un maillage ra né
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sur le bord (voir Figure 3.7) et une méthode d'intégration de Gauss d'ordre élevée pour que tous les polynémes
jusqu'au degré 20 soient intégrés de facon exacte.

Remarquons que pour des raisons de simplicité, le méme maillage a été utilisé pour le calcul par éléments
nis direct et pour le calcul des intégrales de bord. Si des maillages di érents avaient été utilisés, la seule
source d'erreur supplémentaire aurait été l'interpolation du champ de déplacement entre le maillage éléments
nis (direct) et le maillage de bord utilisé pour l'intégration, qui peut étre considérée comme négligeable en
raison de la nesse du maillage.

La résolution implique plusieurs paramétres selon le type de régularisation (degré maximal des polynémes,
niveau de troncature, parametre de régularisation). Dans cette étude, ces paramétres sont réglés pour maxi-
miser le rapport entre le maximum absolu du saut de déplacement reconstruit et les maxima locaux qui en
sont proches. Par ce moyen, le saut de déplacement fait apparaitre un pic clair qui devrait correspondre a la
plus grande ssure connexe.

3.1.3.1 Identi cation d'une ssure linéaire dans un domaine 2D rectangulaire

Dans cette partie, la méthode est testée numériquement pour un probleme d'identi cation de ssures
sur une géométrie 2D en contraintes planes. Soit un domaine rectangulaire de dimensiadl@mm h avec
h P r1;15% mm. Deux cas de chargement sont appliqués : ils consistent en des tractions purﬁfrq (de
Neumann) alignées avec les axes. La normale a la ssure étant assez procheegévoir par ex. la gure 3.1),
le deuxieme chargement est plus ouvrant. Les valeurs de Dirichlgiu, q sont ensuite extraites surB . Le
matériau isotrope a les propriétés suivantes : le module d'Younfg 210000MPa et le coe cient de Poisson

0;3. Le maillage éléments nis est ra né sur les bords dans le but d'avoir une interpolation plus précise
de u,. Alors que la taille d'un élément au centre est de I'ordre ded;5 mm, celle-ci vaut 0;1 mm sur le bord.
Ceci conduit a avoir 500 éléments sur de bord etl0537 n+uds en tout pour le probleme direct. Le méme
maillage de bord est utilisé pour calculer les intégrales, et pour compenser, certains cas ont été étudiés avec
l'addition d'un bruit synthétique sur les mesures de bord.

Comme on va le montrer, la procédure d'identi cation brute dans le domaine 2D donne des résultats
plutdt satisfaisants. C'est pourquoi le béné ce des stratégies de régularisation est discuté dans le cas 3D
uniguement.

3.1.3.1.1 Identi cation de la normale et de la ligne Les gures 3.1 et 3.2 présentent l'identi cation
du vecteur normaln et de la ligne dans le cas sans bruit pour un domaine n et un domaine épais. Pour
I'identi cation de la ligne, les résultats obtenus avec les deux cas de chargement sont a chés tous les deux.
On constate que celle-ci donne des résultats de bonne qualité.

(a) Rose : ssure (inconnue), bleu : vraie normale, (b) Rose : ssure (inconnue), rouge : ligne identi-
rouge : normale identi ée ée avec le chargement vertical, vert : ligne identi ée
avec le chargement horizontal

Figure 3.1 Domaine 2D n (h 2 mm) en absence de bruit, identi cation de la ligne
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(a) Rose : ssure (inconnue), bleu : vraie normale, (b) Rose : ssure (inconnue), rouge : ligne identi-
rouge : normale identi ée ée avec le chargement vertical, vert : ligne identi ée
avec le chargement horizontal

Figure 3.2 Domaine 2D épais i 10 mm) en absence de bruit, identi cation de la ligne

Les gures 3.3 et 3.4 présentent les mémes expériences en présence de 1% de bruit. Dans ces cas, la
normale est toujours bien identi ée tandis que la détermination de la ligne est Iégérement plus sensible, en
particulier pour le cas n avec un chargement vertical. Ceci peut étre expliqué a I'aide de la formule (1.126),
puisque dans ce cas, le dénominateur devient petit et ampli e les erreurs.

(a) Rose : ssure (inconnue), bleu : vraie normale, (b) Rose : ssure (inconnue), rouge : ligne identi-
rouge : normale identi ée ée avec le chargement vertical, vert : ligne identi ée
avec le chargement horizontal

Figure 3.3 Domaine 2D n (h 2 mm) avec 1% de bruit, identi cation de la ligne

3.1.3.1.2 Identi cation de la ssure La gure 3.5 montre le saut de déplacement normalu,K n

sur la ligne de ssure ( X ) en utilisant respectivement la reconstruction de Fourier et polynomiale.
Comme attendu, pour des données sans bruit, la reconstruction utilisant des fonctions polynomiales est plus
précise que le reconstruction de Fourier. Seule la méthode polynomiale est capable de donner des résultats
pour des domaines tres épaish(¥ 10 mm).

Sur la gure 3.6, on remarque cependant que les solutions obtenues en utilisant des fonctions polynomiales
sont moins stables vis a vis de la quantité de bruit injectée dans la donnée mais cet avantage des fonctions
de Fourier disparait quand I'épaisseur du domaine augmente.

Un résumé présentant le degré optimal des polynémes ou de l'ordre de Fourier et de I'erreuf obtenue
pour di érentes épaisseurs et niveaux de bruit est proposé dans le tableau 3.1. L'erreur utilisée est l'erreur
relative sur le saut de déplacement normal mesuré avec la normep g et écrite expuq
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(a) Rose : ssure (inconnue), bleu : vraie normale, (b) Rose : ssure (inconnue), rouge : ligne identi-
rouge : normale identi ée ée avec le chargement vertical, vert : ligne identi ée
avec le chargement horizontal

Figure 3.4 Domaine 2D n (h 10 mm) avec 1% de bruit, identi cation de la ligne

épaisseur niveau de bruit| degré optimal erreurL? | ordre optimal erreur L2
(mm) (polynomial) expuq (Fourier) epuq

2 0 15 0.0072429 4 0.022424
2 0.01 10 0.023584 4 0.014851
2 0.1 3 0.60718 2 0.3828
3 0 14 0.016906 2 0.13844
4 0 10 0.017701 1 0.36841
5 0 10 0.026753 1 0.78623
10 0 8 0.049781 - -
10 0.01 5 0.19486 - -
15 0 5 0.15391 - -

Table 3.1 Erreurs et degrés optimaux des polynémes ou ordre de Fourier pour di érents cas-tests

Remarque 45 (Evaluation de I'erreur). Comme on le voit en comparant les résultats du tableau 3.1 avec les
gures de cette partie, I'erreur L2 n'est pas nécessairement l'indicateur le plus pertinent de la qualité de la
reconstruction. En e et, cette erreur a tendance a étre souvent trés grande, méme pour des cas dans lesquels
le champ reconstruit est visuellement cohérent avec la référence.

Par la suite, on évalue I'e et de la richesse de l'information a disposition sur la qualité de la reconstruction.
Dans nos expériences synthétiques, l'information disponible est une fonction de la densité du maillage utilisé
sur le bord pour générer la solution directe. La procédure d'identi cation est donc mise en =uvre sur di érents
maillages, présentés sur la gure 3.7. Puisque le maillage contrdle aussi la précision de l'intégration, chaque
taille de maille conduit a l'utilisation d'un degré de polynédme optimal di érent. Ces informations peuvent
étre trouvées dans le tableau 3.2.

La conclusion principale a laquelle on aboutit est que quand davantage d'information est disponible, le
degré des polyndmes de reconstruction peut étre augmenté et la précision de l'identi cation s'améliore.
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Figure 3.6 JuK n surlaligne pourle domaine n(h 2) avec du bruit
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Figure 3.7 Diérents maillages utilisés pour I'étude de ra nement

longueur des éléments de bord degré polynomial optimal  erreur?

lp(mm) e2puq
0.5 10 0.020010
0.4 10 0.016615
0.3 10 0.014982
0.2 15 0.011293
0.1 15 0.0072429

Table 3.2 E et de la taille caractéristique du maillage de bord pour un domaine mince b 2)

3.1.3.2 Fissures 3D

Cette expérience numérique concerne la détection de ssures contenues dans une surface inconnue a
I'intérieur d'une piéce tridimensionnelle élastique.

La géométrie de la piece ssurée est donnée sur la gure 3.8. Elle consiste en un parallélépipéde de
dimensions7 10 h, constitué d'un matériau homogene isotrope et élastiqugge 210,000 MPa; :30
Ce domaine contient deux ssures elliptiques coplanairesS; de semi-axes; 2eth; 1letS, de semi-axes
a, l5eth, 25 Le plan de ssure, dessiné en rouge sur la gure, est normal au plan d'abscisge 0,
et fait un angle de z avec l'axey. La ssure S; a son centre enp4; 2; %q et S, est centrée en; 7; %q
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Chacun des deux essais consiste en une mise en traction uniforme, paralléle a un axe et appliquée sur
deux faces. Le premier est une traction selop, et le second est une traction selom, .

Figure 3.8 Géométrie du domaine ssuré étudié

3.1.3.2.1 Comparaison entre reconstruction polynomiale et de Fourier Considérons d'abord
l'identi cation des parameétres du plan de ssure pour des données non bruitées. Le premier critére per-
mettant d'évaluer la qualité de cette identi cation est le produit scalaire p, entre la vraie normale au plan
de ssure et celle qui a été identi ée. Ce produit scalaire doit étre proche dd. Le deuxieme critére est la
distanced entre le plan identi é et le centre de la plus grande ellipseen 4; 7, % , qQui doit étre aussi petit
gue possible. Les résultats sont donnés dans le tableau 3.3. lls montrent qu'en I'absence de bruit, I'estimation
du plan de ssure est trés précise : la normale est reconstruite exactement et l'erreur de positionnement du
plan normalisée par I'épaisseur est proche d&0 ©.

Epaisseur (mm) h 2 h 4 h 6 h 10
Pn 1:0000 10000 10000 10000
d (mm) 8:1556 10 © 1:0724 10 > 4:8479 10 ® 3:6787 10 ©
d {h 4:.0778 10 © 2:681 10 ® 8079 10 © 3:6787 10 ’

Table 3.3 Identication des parametres du plan de ssure en absence de bruit

On considere alors la reconstruction du saut de déplacement pour les méthodes de Fourier et polynomiale
(voir les gures 3.9, 3.10, 3.11, 3.12 et le tableau 3.4). L'erreur étudiée est dé nie comme la norme sur !
de la di érence entre le saut reconstruit et le saut de référence extrait du calcul direct par éléments nis. On
remarque que l'erreur donnée par la méthode polynomiale est bien inférieure a I'erreur donnée par l'approche
de Fourier, et I'écart augmente avec |'épaisseur du domaine.

Hauteur du domaine (mm) h 2 h 4 h 6 h 10
Ordre des fonctions-tests de Fourier 3 1 1 -
Erreur L? pour l'approche de Fourier 0:37 16 55 -
Ordre des fonctions-tests polynomiales 15 15 11 10

Erreur L2 pour l'approche polynomiale 0:085 Q12 (013 019

Table 3.4 Erreurs et nombres de modes pour le cas sans bruit

3.1.3.2.2 Etude de di érentes géométries de ssure Quelques géométries di érentes ont été iden-
ti ées sur un domaine de2 mm d'épaisseur sans bruit. Les résultats, qui sont présentés sur les gures 3.13
et 3.14, montrent que tandis que la position et la taille de la ssure sont toujours a peu pres identi ables, sa
forme exacte peut étre plus compliguée a retrouver.



116 CHAPITRE 3. IDENTIFICATION DE FISSURES

(a) Référence (b) Méthode de Fourier  (c) Méthode Polynomiale

Figure 3.9 Référence et reconstruction du saut pouthh 2 mm

10 2
2 || —e— Reference

—=— Polynomial
1:5||—e— Fourier

€ . |
\E/ 1
3 05 :
(2]
0, -
05+ 8

abscisse (mm)

Figure 3.10 Référence et reconstruction du saut sur la lignex  4mm pourh 2 mm

(@h 4mm (b h 6mm

Figure 3.11 Référence comparée a l'identi cation polynomiale pour deux épaisseurs

La di érence entre une ssure rectangulaire, elliptique ou losange est di cile a établir a partir du saut de
déplacement reconstruit dans le plan. De plus, la gure 3.14 montre que pour une forme non convexe, seule
une partie de la ssure est reconstruite (il s'agit de la zone ou les sauts sont les plus grands).

3.1.3.2.3 Robustesse en présence de bruit et comparaison entre les méthodes de régularisation
Dans cette partie, un bruit gaussien est ajouté aux mesures. Le niveau de bruit est notéB . Le but est de
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Figure 3.12 Référence (gauche) comparée a l'identi cation polynomiale (droite) pourh 10 mm

(a) ssure elliptique (b) ssure rectangulaire

Figure 3.13 Identi cation de di érentes formes, comparée a la référenceh 2 mm

(a) ssure losange (b) ssure en sourire

Figure 3.14 Identi cation de di érentes formes, comparée a la référenceh 2 mm

comparer les résultats donnés par les di érents schémas de régularisation présentés dans la partie 3.1.2. Le
tableau 3.5 contient les résultats quantitatifs pour l'identi cation du plan de ssure (produit scalaire p, entre
la normale de référence et identi ée et distancel entre le centre de la ssure et le plan identi é).

NB 0% NB 2% NB 10%
Pn 10000 09997 09998
d (mm) 81556 10 ¢ 0;1701 03836

Table 3.5 Identication du plan de ssure en présence de bruit

Sur la gure 3.15, sont donnés les cartographies du champ de déplacement, les erreurs et les para-
meétres de régularisation optimaux pour di érents niveaux de bruit et di érents schémas de régularisation.
Les paramétres sont I'ordre maximal des polyndmes pour la troncatur , le nombre total de polynémesN
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et le parameétre de régularisation de Tikhonov . La gure 3.16 compare les solutions sur la ligne passant par
les centres des ellipses.

On observe que la méthode de régularisation pénalisant les gradients donne de meilleurs résultats d'iden-
ti cation. La méthode de Tikhonov est supérieure a la méthodea posteriori puisqu'elle permet d'avoir moins
d'oscillations dans les cartographies et des erreurs plus faibles. En n, les méthodes basées sur la variation
totale ne semblent pas conduire a une amélioration signi cative de la reconstruction par rapport a la ré-
gularisation quadratique, alors qu'elles sont bien plus colteuses en terme de temps de calcul et d'e ort
d'implémentation.

Référence
Niveau de NB 2% NB 10 %
bruit
Saut de , Para}metre_s Saut de , Para/metre_s
. Erreur L de régulari- . Erreur L de régulari-
déplacement - déplacement -
sation sation
Troncature 0:303 K 9 0:612 K 5
a posteriori 0:300 K 9 0'563 K 5
guadratique ' N 12 ' N 10
a posteriori ) K 9 ) K 5
TV 0:301 N 12 0:559 N 10
T|khon.ov 0:254 N .12 0471 N .7
guadratique 1 1
Tikhonov i N 12 i N 7
TV 0:249 :001 0:479 :001

Figure 3.15 Identication du saut de déplacement pour des données bruitées avec régularisatiof, 2
mm
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—o— Référence —— Référence
—— Tronqué —— Tronqué
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I I I I I I I I I I
1.5 | 1.5} |
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Figure 3.16 Référence et solution avec di érentes techniques de régularisatiorh( 2 mm) sur la ligne
passant par les centres des deux ellipseSlB  2%)

3.1.3.2.4 Expérience dans le cas d'une ssure non plane Toutes les méthodes présentées plus haut
reposent sur I'hypothese que la ssure est plane. Dans cette partie, on évalue numériqguement le comportement
de la méthode dans le cas ou elle est Ilégérement non plane. La ssure est constituée de deux demi-ellipses
daxesa 2;5etb 1;5mm, quine sont pas parfaitement coplanaires. L'angle entre les semi-ellipses ggt

La procédure d'identi cation aboutit a une ssure plane dont la normale n'est pas trés éloignée de la
bissectrice entre les vecteurs normaux aux deux semi-ellipsepy( 0;9869, et qui n'est distant que de
0;1885mm du centre du segment commun aux semi-ellipses. Cette distance est plutdt petite une fois ramenée
a la taille des ellipses.

Le résultat de la reconstruction du saut de déplacement, présenté sur la gure 3.17, montre que tandis
gue le non respect de I'nypothése de planéité introduit une perturbation dans l'identi cation, la forme et la
localisation de la ssure sont toujours plutot bien reconstruites. Un résultat similaire a été obtenu dans [31]
pour I'équation de Helmholtz avec I'approximation de Fourier.

3.1.3.2.5 Bilan sur les essais numériques

La méthode de Fourier donne des solutions plutdt stables pour les domaines ns, mais n'est pas adaptée
a des domaines plus épais.

La méthode polynomiale donne des résultats d'identi cation précis pour de faibles niveaux de bruit et
des domaines relativement épais, cependant, pour des niveaux de bruit de I'ordre d@% ou dans le
cas de domaines trés épais, la qualité de l'identi cation se détériore (voir les gures 3.12 et 3.15).

L'utilisation d'une stratégie de régularisation qui pénalise le gradient donne des résultats Iégérement
meilleurs que la troncature de la base d'approximation.

La régularisation par variation totale et la régularisation quadratique donnent des résultats de qualité
similaire. Comme cette derniere est bien plus simple a implémenter et moins chére en terme de CPU,
elle devrait probablement étre préférée.
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(@) Domaine ssuré avec le (b) Projection de la s-
plan identi é en rouge sure dans le plan iden-
tié
(c) Reconstruction du saut de (d) Saut de déplacement recons-
déplacement par la méthode po- truit par la méthode polyno-
lynomiale tronquée miale avec une régularisation de

Tikhonov quadratique

Figure 3.17 Identi cation d'une ssure non plane dans un domaine d'épaisseuré mm

Conclusion

Dans cette premiere partie, on a étudié numériquement la méthode de I'écart a la réciprocité telle que
proposée dans [15], dont on a proposé une variante qui s'est avérée étre plus favorable a la reconstruction
de ssures dans les domaines épais. Cette méthode a été accompagnée de procédure de régularisation qui
permettent d'apporter davantage de stabilité a la reconstruction.

3.2 Méthode de Galerkine pour des données partielles

Comme on l'a vu, la méthode de I'écart a la réciprocité telle que développée dans la partie précédente
demande que I'on ait accés a des mesures de Dirichlet et de Neumann sur I'ensemble du bord du domaine
étudié. Une telle exigence n'est en fait pas compatible avec la plupart des cas d'application imaginables
d'identi cation de ssure. On a vu dans la partie 1.5.5.3 que deux pistes ont été étudiées dans la littérature
pour utiliser I'écart a la réciprocité a partir de données incomplétes. Le principe pour toutes les deux est de
commencer par compléter ces données, en résolvant un probléme extrémal borné (voir partie 1.4.4) dans le
cas de [32] ou en résolvant un probléme de Cauchy sur un sous-domaine pour [59] et [10]. Dans cette partie,
on va tenter d'appliquer la deuxiéme stratégie en utilisant l'algorithme de Steklov-Poincaré présenté dans le
chapitre 2, et sur un cas-test pour lequel le plan de ssure n'est pas connu a priori.

3.2.1 Présentation des notations et du nouveau cas-test

Séparons le bordB en deux : |, est la partie sur laquelle la donnée de Neumanﬂr est disponible et ¢
est le bord sur lequel la donnée de Dirichlel, est mesurée. On introduit aussi , B z et 4 B z 4.
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Ce partitionnement des bords est présenté sur la gure 3.18.

4 X

3|

Ql
X
>

an

Figure 3.18 Partition des bords du domaine

On va s'intéresser au cas du carré unité ssuré encastré sur son coté supérieur. Di érents chargements de
Neumann sont appliqués sur les autres bords et le déplacement qui en résulte est mesuré. Dans ce cas-test,
la donnée de Dirichlet est disponible sur tout le bord du domaine tandis que les forces de réactions sont
inconnues sur le bord supérieur a cause de la condition de Dirichlet. Les cas de chargement sont présentés
sur la gure 3.19.

Figure 3.19 Domaine étudié et chargements appliqués

3.2.2 Présentation de la méthode

On commence par résoudre un probléme de Cauchy sur un sous-domaine denoté 1 (voir la gure
3.20) pour lequel il est nécessaire de faire I'hypothése que la ssure n'est pas contenue danslLes équations
correspondant au probléeme de Cauchy sont présentées en (3.24). Pour les résoudre, on utilise l'algorithme de
Steklov-Poincaré, et plus précisément, conformément a ce qui a été développé dans la partie 2.3, la méthode
duale avec un gradient conjugué par bloc et un ltrage de Ritz de la solution. Dans ce contexte, puisqu'on
doit e ectivement résoudre plusieurs problémes de Cauchy (un pour chaque cas de chargement), les di érents
second-membres sont donnés par les di érents cas-tests, et non-plus par le probléeme de Neumann et le
probléme de Dirichlet, comme cela était le cas dans le chapitre 2. Remarquons que grace au solveur par
bloc, les probléemes de Cauchy correspondant a tous les cas-tests sont résolus simultanément, et plus il y a
de cas-tests plus de vecteurs de Ritz sont calculés a chaque itération, ce qui fait que moins d'itérations sont
nécessaires pour traiter les données. Cette méthode est donc trés avantageuse pour résoudre des problemes
de Cauchy a second membre multiple & condition que le ltrage de Ritz soit utilisé pour donner a chaque
second-membre le niveau de régularisation dont il a besoin.
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divp:rq Odans 1
H:"
= =M (3.24)
n Er sur B 1 X
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Probléme de départ Probléeme de Cauchy Probléme d'identi cation de ssure
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Probleme de départ Probléme de Cauchy Probléme d'identi cation de ssure
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Figure 3.20 Résolution du probléme d'identi cation de ssure

Pour appliquer la méthode de I'Ecart a la Réciprocité, il y a deux possibilités, comme illustré sur la gure
3.20. La premiére consiste a appliquer la méthode sur Z 1, en utilisant les f etu, calculés sur .
L'autre possibilité est d'appliquer la méthode de I'Ecart & la Réciprocité sur en utilisant les champs calculés
sur zY .

Danslecasou n,Y g B , ce quisignie qu'il y a toujours au moins une donnée de Dirichlet ou de
Neumann en chaque point deB , on peut intuiter que la solution du probleme de Cauchy sur 5Y g, qui
est la partie deB ou la donnée de Dirichlet ou de Neumann est manquante, est plus précise que la solution
sur . Pour cette raison, la deuxiéme variante de la méthode, malgré le fait qu'elle demande de résoudre le
probléme d'identi cation de ssures pour un domaine plus épais, est susceptible de donner des résultats de
meilleure qualité que la premiére variante.
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3.2.3 Etude numérique

Pour pouvoir appliquer la méthode proposée, on suppose que la ssure est contenue dans la moitié
inférieure du carré unité. La premiéere étape consiste a résoudre deux probléemes de Cauchy, qui correspondent
a deux des quatre cas de chargement disponibles, sur la moitié supérieure du carrg, Les cas de chargement
choisis sont ceux portant les numérod et 3. Dans cette étude numérique, le maillage utilisé pour le calcul
direct est ré-utilisé pour résoudre le probléme de Cauchy, et ses éléments de bord sont aussi utilisés pour le
calcul des intégrales utilisées dans I'Ecart & la Réciprocité.

10 2
0:2} 3 | —— Erreur sur x
1 [
—— Erreur sury
O [ -
5 5 051 8
= o
5 02 15
04| | or |
|
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
X X
(a) Erreur sur fy sur la ligne (b) Erreureneortsurlaligne Y n pourle cas-testl

Figure 3.21 Erreurs relatives comparées sur les e orts de réaction pour le cas de chargemeint

La gure 3.21 compare les erreurs relatives en terme d'e orts identi és sur le bord ajouté , et sur le bord
aux données incomplétes ;Y . L'erreur sur  augmente de fagon spectaculaire quand on se rapproche
du coin. C'est pour cette raison que l'on pourrait proposer d'ajouter une étape supplémentaire au cours de
laguelle le champ de forces de réaction serait lissé, ce qui permettrait probablement d'améliorer la qualité de
I'identi cation de la ssure par la suite. Cette piste ne sera pas explorée ici. On constate que, comme attendu,
la précision de l'identi cation est bien meilleure sur le bord Y r que sur le bord

En ce qui concerne le déplacement identi é sur , comme souvent pour le probléeme de Cauchy, son erreur
est plus faible que celle sur les e orts. Ici, elle n'est pas a chée, mais est inférieure a 2 % en tout point de la
ligne.

La procédure d'identi cation de ssure avec reconstruction polynomiale est ensuite appliquée sur le do-
maine du bas ». Cette procédure permet d'identi er la ligne de ssure ainsi que le saut de déplacement sur
cette ligne. Les deux cas-tests sont nécessaires pour identi er la normale. La position de la ligne sur cette
normale peut étre calculée a partir du cas de chargemerit (vert) ou 3 (rouge) et le saut reconstruit est celui
du cas de chargement. Cette ligne est a chée sur la gure 3.22. L'identi cation de la ligne de ssure est tres
satisfaisante tandis que le saut de déplacement sou re du mauvais conditionnement et sa reconstruction doit
étre fortement régularisée, ce qui le rend trés lisse. Quoi qu'il en soit, cette identi cation donne une bonne
idée de la position de la ssure, mais sa longueur n'est pas évidente a déduire du résultat.

La deuxieme variante consiste a résoudre le probléme d'identi cation de ssure sur le domaine complet.
Les lignes et le saut identi és sont présentés sur la gure 3.23. On remarque a nhouveau que le saut identi é
donne une idée plutdt juste de la position de la ssure, mais sa longueur ne peut toujours pas étre identi ée
précisément.

Dans cette expérience numérique, les deux variantes de la méthode s'avérent donner des résultats de qualité
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—— Reference
—— Solution

051 -

Ju;K n

| | | | |
0 02 04 06 08 1
abscisse sur la ligne identi ée

(a) Identi cation de la ligne de ssure (b) Identi cation du saut de déplacement normal

Figure 3.22 Identi cation de la ssure, reconstruction sur » pour le cas-testl

comparable. Cependant, malgré le fait que les coordonnées de la ligne de ssure sont identi ées correctement,
la forme exacte de la ssure, déduite par le saut de déplacement sur la ligne, n'est pas trés bien reconstruite.

Bilan sur l'identi cation par données incompléetes

Cette méthode demande de savoia priori que la ssure n'est pas située dans une certaine partie du
domaine, qui est susamment grande pour résoudre de fagon e cace le probléeme de Cauchy. De plus, dans
cette méthode, la résolution du probléeme de Cauchy doit étre particulierement précise an de fournir &
l'algorithme d'écart a la réciprocité des données de qualité su sante. Par ailleurs, on sait que la stabilité du
probléme d'identi cation de ssure est de Lipschitz locale (voir la partie 1.2.2.3), alors que le probléme de
Cauchy, utilisé comme étape intermédiaire, est plus mal posé, avec une stabilité logarithmique et des valeurs
propres de l'opérateur de Cauchy tendant vers zéro de fagcon exponentielle (voir la partie 1.2.1.2.2). En
conséquence, cette méthode n'est pas optimale en terme de stabilité. Une autre limitation est qu'étant donné
la variante de la méthode de I'écart a la réciprocité que I'on utilise, seul? cas de chargement peuvent étre
exploités. La derniére limitation de cette approche est qu'elle demande de résoudre de nombreux problémes
directs durant la résolution du probleme de Cauchy, ce qui réduit le béné ce de la méthode de I'écart a la
réciprocité.

D'un autre c6té, il faut souligner que cette méthode peut étre appliquée de fagon simple & n'importe quelle
géomeétrie du bord et a toutes sortes de donnée manquante (Dirichlet, Neumann ou les deux).
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10 3

—— Reference
—— Solution

| | | | |
0 02 04 06 08 1
abscisse sur la ligne identi ée

(a) Identi cation de la ligne de ssure (b) Identi cation du saut de déplacement normal

Figure 3.23 Identi cation de la ssure, reconstruction sur

3.3 Lien entre I'écart a la réciprocité et l'erreur en relation de comporte-
ment

L'objet de cette toute petite partie est de démontrer qu'un lien trés fort existe entre les deux fonctionnelles
énergétiques que sont |'écart a la réciprocité et I'erreur en relation de comportement présentée dans la partie
1.4.5.

Plagons-nous dans le cas ou des données de Dirichlet et de Neumann sont disponibles sur tout le bord
du domaine. Dans ces circonstances, pour une forme de ssure donnée, paramétrée pales champsu; et
u, appartenant respectivement aux espaces Mesure Admissible et Equilibre Admissible dé nis dans la partie
1.4.5.1 (dont on reprend les notations) minimisant I'erreur en relation de comportement sonti; P MAp q
solution du probléme de Dirichlet et u, P EAp q solution du probleme de Neumann (rendue unique en
imposant les modes rigides égaux a ceux du probléme de Dirichlet).

On va alors montrer que l'erreur en relation de comportement entre ces deux champs peut se retrouver a
partir de I'écart a la réciprocité. On note ~ ~ la norme énergétique (voir la partie 1.4.5).

Pour tout champ v PH!p q linégalité de Cauchy-Schwarz permet d'écrire :

~U;  Up~~Vv~¥|am; Uy v (3.25)

De plus, cette borne est atteinte pourv.  u, u;. On peut alors écrire :

u,~ max i H2¥d (3.26)

~U; U
vPH1p ¢ ~V~

Revenons alors & I'écart a la réciprocité. Il est dé ni d'apres la formule (3.1). En utilisant le fait que la
trace sur B de u; vaut 0,, et que le ux sortant de u, vaut Er, on peut établir, a l'aide de la formule de
Green, I'égalité suivante :

RGpvg apuy;vg apd;;vg  apdp  Ug;Vq (3.27)

On se retrouve donc, d'aprées (3.26), avec :
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u u¥ P @ divp prag 0 (328)

En remarquant quedivp pu, u;qq O, on peut conclure que la borne est atteinte par le champ-test
V u; U,, eton aboutit donc au résultat principal de cette partie :

RGpvq
~u U,~ max = max RG 3.29
-t =2 divp pvgq 0 ~V~ divp_pvaq 0 P/ ( )
~v~ 1

On a donc montré que l'erreur en relation de comportement peut étre calculée a partir de I'écart a la
réciprocité. Une procédure de calcul serait la suivante :

Construire une base de fonctions—testgi orthonormées au sens de I'énergie, respectant pour tout
mp:piiqq 0, et dense dans l'espac¥ )

Construire le vecteurR tel que R; RGp ;g Pour tout champ de composantes/ dans la base i
I'écart a la réciprocité associé vautR v )

La norme 2 de R tend vers l'erreur lorsque la taille de la base _; augmente

L'énergie volumique de I‘argumen} du maximum, c'est-a-dire du champ qui a les mémes composantes
queR dans la base iso-énergie , , est l'erreur locale

Cette procédure de calcul est potentiellement assez colteuse en terme de temps de calcul. On n'a pas
pour objectif de la mettre en +uvre systématiquement, et elle ne va servir qu'a illustrer numériquement le
résultat que I'on a établi.

On va illustrer numériqguement ce calcul de I'erreur locale dans le cas d'un domaine carré en élasticité
avec contraintes planes soumis a une traction verticale, avec comme champs-teststous les polynémes de
degré inférieur ou égal &20 et respectant I'équilibre local.

Remarque46. L'orthogonalisation de la base . au sens de I'énergie implique l'inversion d'un opérateur mal
conditionné. Celle-ci a été e ectuée en utilisant la SVD tronquée (ou plus simplement la décompaosition en
valeurs propres tronquée car I'opéateur en question est symétriqgue dé ni positif).

(a) Référence (b) Erreur calculée par I'écart a la réciprocité

Figure 3.24 Erreur locale calculée par I'écart a la réciprocité comparée a l'erreur évaluée par €lément

Sur la gure 3.24, on compare des champs d'erreur pour le cas-test d'un carré unité en contraintes planes
en traction verticale. Le domaine sain sert de référence pour calculer l'erreur et la ssure utilisée pour générer
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les mesures est dessinée en rose. On peut observer que le champ calculé via I'écart a la réciprocité est trés
proche de celui qui a été obtenu en calculant simplement I'énergie par élément de la di érence entug et

u,. Les écarts peuvent s'expliquer car les discrétisations utilisées dans les deux méthodes sont radicalement
di érentes. Pour la référence, il s'agit d'une discrétisation par éléments nis tandis que pour I'écart a la
réciprocité, la discrétisation vient du nombre ni de fonctions _; (qui n'ont été projetées sur le maillage
éléments nis que pour des raisons de visualisation).

3.4 Identi cation a partir de données incompletes par méthode de Petrov-
Galerkine

La reconstruction de ssure par la méthode de Galerkine o re l'avantage de conduire a la résolution d'un
systéme symétrique, et donc en particulier carré. Pourtant, on va chercher a utiliser des fonctions di érentes
pour tester la forme bilinéaire de I'écart a la réciprocité et pour reconstruire le saut, et ce malgré la perte du
caractere carré du systéeme a résoudre. Une telle approche présente en e et certains attraits, comme une plus
grande facilité a construire les fonctions-tests ou la possibilité d'utiliser des fonctions de reconstruction plus
adaptées.

Deux variantes de cette approche de Petrov-Galerkine sont proposées ici pour e ectuer une identi cation
a partir de données incompletes sur les bords. La premiere consiste a adapter les fonctions-tests a I'absence
de certaines données et la seconde demande plutét de rajouter des fonctions de reconstruction.

3.4.1 Utilisation de champs-tests adaptés

Dé nissons I'espaceVy comme suit :

# +
v Osur g4

_g n Osur j (3.30)
avec V t vPHp g divp_ pvgqq O faiblement dans u

Dans (3.1), si on utilise uniguement des fonctions-tests appartenant &y, il est possible d'utiliser les
formules sans plus de restriction en remarquant que dans la dé nition de I'écart a la réciprocité, les termes
sur g et qs'annulent (voir I'équation (3.31)).

@ PVo; @)FJ]-; I'max K

RGpvq : P v 0 _pg ngdS P vds 0, _pvg ndsS

n d

» »

(3.31)

Le probléme est que la construction de champs-tests qui respectent ces conditions, et qui de plus sont
pertinents pour identi er les paramétres du plan de ssure comme présenté dans la partie 1.5.5.3, n'est pas
simple. C'est pourquoi une approche légérement di érente est choisie.

On décide d'utiliser la méthode de Petrov Galerkine en construisant toutes les fonctions polynomiales
d'ordre inférieur ou égal a 20 et appartenant aVy. L'espace des fonctions polynomiales d¥y est dense dans
Vo et pourvu que les bords 4 et , soient polynomiaux par morceaux, on peut écrire toutes les conditions
présentes dans (3.30), y-compris I'appartenance ®, comme des conditions linéaires sur les coe cients des
polyndmes. La version discréte de/p est alors simplement le noyau de l'opérateur assurant le respect de
toutes ces conditions linéaires.

Remarquons que si 4 et , ne sont pas disjoints, le theoréme de Holmgren permet de montrer qué
ne comprend que la fonction identiguement nulle sur , ce qui rend la méthode inapplicable dans ce cas.
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3.4.1.1 Principe de la méthode

On va minimiser, au sens des moindres carrés, la di érence entre les valeurs données par les formules
(3.1) et (3.3), pour n fonctions-tests di érentesp iq ;.., qui sont dansVp. En I'absence d'uns strategie plus
sophistiquée, on se contente simplement de sommer les contributions correspondant aux di érents cas-tests
r allant de 1 a rpay -

On suppose comme précédemment que la ssure est plane. Introduisons alors le probléeme de minimisation
sur  dans I'ensemble des plans dBY, et sur Ju, KdansH 12 q:

fmax N » » » 2
s

in > 9:m b Ju kKgdS P idS 0 _piqndS 3.3
g2, o, P, u, K9 B o pian (3.32)

En pratique, le plan , et donc le domaine! sont paramétrés par 2 (en 2D) ou 3 paramétres scalaires
regroupés dans le vecteur, c'est pourquoi on note a partir de maintenant p get! p g On va chercherdu, K
dans un espace de dimension nie engendré par une base de taitte: p jq ,..,, et on dé nit les vecteurs

des amplitudes correspondantes’ . o’ Le probléme de minimisation devient alors :
j lim
1 Fmax N m » » » 2
min = 1 _pig:m ,4b jqdS P ;ds 0, _pigqndS (3.33)
Sy 2 _ ' j = Pq o ro—
PG ey 151 51 t'ea n d

Remarque 47. Dans le cas ou il y aurait d'autres parameétres inconnus ou peu ables, comme par exemple
un parameétre du matériau ou de la géométrie, on pourrait envisager de les ajouter danspour qu'ils soient
aussi sujets de la minimisation.

Le probléme (3.33) est exactement le probléme de minimisation qui résulte de la projection de Petrov-
Galerkine des équations (3.1) et (3.3) pour toutr appartenant a J1;rmax K Il peut alors étre réécrit algébri-
quement :

I'max

mn =~ }Apq' b})? (3.34)
P 2 rl
Avec les notations suivantes :
» »
o] P ids 0, _pig ndS
» " d (3.35)
Ajj _Pig:m qu Jqu
'pq

Comme ce probléeme de minimisation sera trés probablement instable a cause du mauvais conditionnement
inhérent au probleme et a la taille potentiellement grande de la bas@ jq 1..m, on ajoute un terme de
régularisation quadratique symétrique dé ni positf ""Mp o Mpq " a la fonctionnelle. Le poids de ce
terme est réglé par un parameétre réel positif .

I'max
mn = }Apq' b} - "MpgdMpq" (3.36)
PG 2 r 1 2
Sion note} } g la norme de Frobenius, I'opérateur choisi pouM p gest tel que :
»
TMpdMpgq' br du KEdS (3.37)
'pq
La fonction-colt a minimiser peut étre écrite comme suit :
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I'max

1>
p:pqd 3 T ApdApg MpdMpg " TApqgUd (3.38)
r 1

3.4.1.2 Quelques propriétés de la formulation proposée

On essaie ici de dresser quelques propriétés de la formulation de I'écart a la réciprocité développée plus
haut. On se place dans le cas ou des données redondantes sont présentes sur tout le Bord
Pour v PV, on rappelle :
»

RG,pvq: fi v 0, _p/g ndS (3.39)
5 =
On rappelle la dé nition de l'espaceV :
. (
V. vPH'p gq_p/qPHuvp gdivp praq O (3.40)
On suppose gu'une ssure est présente, qui engendre une discontinuité dans,, que I'on note Ju;KP
Héézp g On dé nit la forme bilinéaire a :
@ PV;aplu,Kvag: x _prq n;durkyiey g (3.41)
On sait que :
@ PV;aplurKvg RGrpvq (3.42)
uPH?; pugqPH di\,( est un espace de Hilbert pour la norme :
b

fulv Ju}g. } gradpugf, } divp puggf, (3.43)

V est un sous-espace vectoriel fermé de cet espace de Hilbert sur lequel la norme coincide avec la nétme
Par ailleurs la continuité de la trace dansH?® et Hgy, permet de borner lesfu}1zpg g €1} PUGN}Y 1zpg g
par }u}y, et on utilisera une constante génériqueC (qui peut étre modi ée d'une ligne a l'autre) quand on
fera appel a la continuité de la trace.

Pour une surface pland donnée (qui a vocation a contenir la ssure), on peut dé nirV, , I'espace dess
tels que _pvg n|: 0. On dé nit de plus v P VK, qui est le sous-espace d¥ orthogonal aV, . V, est un
espace fermé, donc il n'est en particulier pas dense dais ce qui assure ques P VK est non vide.

Proposition 5. Soit une surface! coupant le domaine . Pour tout f PH 12g g il existe v P VK tel que
_vg n fsur!.

Démonstration. La surface! sépare en deux ouverts, notés 1 et 5. En choisissantu; P H%2pB 1q
quelcongue et en résolvant un probléme direct sur 1, on peut construirev, PHp 1qvéri ant I'équilibre et
assurant_pviq n f sur!.

vy et f constituent des données compatibles pour résoudre un probléme de Cauchy sur et construire
le champva, PHp »qvériant lui aussi I'équilibre et assurant _pv>q n fsur!.

Les traces sur! des champsvi et v, sont égales, et en coﬁséquence, le champvalant vi sur 1 etvs
sur o, et prolongé par continuité en! , est dansV{ et est tel que_pvg n fsurl!. O

Une question pertinente est celle de la stabilité d'une telle solution, qui peut s'interpréter comme la
question de I'équivalence entre les normep/}y et} _p/q n}y 12y  L'inégalité de trace nous dit que}_pvq
N}y 12p g @ Clvly, mais linstabilité du probleme de Cauchy, que I'on a illustrée dans la partie 1.2.1.2.2
permet d'a rmer que, pourvu que le champ v soit construit comme dans la preuve ci-dessus, la borne inverse
ne peut pas étre véri ée.
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Figure 3.25 Partitionnement du domaine

Proposition 6. @ 0;;f, PH42pB q H 42pB g l'application de VK dansR : v PNRG, pvqest une forme
continue.

Démonstration.
» »

IRGipvg e fi vds 0r _pvg ndS
B B -
o} fily 12pg gVinizps q + Orthizps VA N}y 12p8 g
De plus, on sait :}v}1zpg @ Clvliv et} _pvg N}y wzpg @ Clvly. Il vient alors :
IRGrp/ql o C }*\r}H 1{2pB q } OI’}H H2pB q v

En conclusion, en prenantC, C}ﬁ}H uzpg q  CrOr}yiepg o il Vient:

@ o;f, PHY2 H Y2,0C) PR;|RG,prg| @ Ci}vly

]
Proposition 7. a est une forme bilinéaire continue
Démonstration. On sait que |apu;vq| @ Hlyiey ¢ _VA N}y 1ep q€1}_va N}y 1zp @ Clvlv. O
Proposition 8. @ PVK; apu;vg 0 i u 0
Démonstration. On a apu;vq _vg N U yiey o d'apres la proposition 5, on peut choisirv tel que

_pvgn Jpugou J est I'isomorphisme de Ritz deH éézpl gqdansH Y?p g Onaalors Jpugu j H12p g
0

}u}Héézp!q Oetdoncu O.

Soit le probléme suivant :

trouver u PH¥2p qtel que @ PVK;apu;vg RG,pvq (3.44)

A ce stade, il ne manque que la condition inf-sup pour pouvoir appliquer le théoréme de Banach-Necas-
Bahuska [70] (ou Lax-Milgram-Bakuska) a n de prouver que le probléme (3.44) admet une solution unique
et stable.

Pour un u donné, on notefy, lI'image de u par lisomorphisme de Ritz deHéézpl gdansH 2p g On
sait, (propriété 5) qu'il existe un v, PVK tel que _pvygq n fu sur!.
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On a alors :

@ sup apu;vq apu;vyq

1 3.45
vPvK UbHeg VA N by 1 g MUlgaeg VU0 N}y g g (3.45)

Puisqu'on travaille avec la normeV, la condition inf-sup demanderait de pouvoir borner cette quantité par
apu;vy(q
July 12p q}Vu}V
I'a évoqué a la proposition 5, il n'est en général pas possible d'obtenir une telle borne, d'ou l'importance de la
régularisation pour pallier cette lacune. A noter également le réle stabilisant que peut jouer une discrétisation

relativement grossiére au prix d'une limite en précision atteignable

, ce qui demanderait qu'il existe unC PR tel que }vy}v @ C}_pvug n }y 12y o COMme on

En conclusion, l'instabilité du probléme de prolongement (ou du probléme de Cauchy) empéche la ré-
solution du problémeaplu,Kvg RG;pvqd'étre stable au sens de Lipschitz. C'est cette raison qui justi e
l'utilisation d'une méthode de régularisation (a savoir ici Tikhonov) permettant de substituer a la forme
bilinéaire a une forme ayant des propriétés plus favorables.

3.4.1.3 Choix techniques

Pour p ig 1::n, ON choisit une base de l'espace vectoriel des fonctions polynomiales g et d'ordre
inférieur ou égal a20. Comme les ordres des polyndmes sont trés di érents entre eux, ceux-ci doivent étre
mis a I'échelle pour avoir approximativement la méme amplitude. Dans le cas des expériences numériques de
cette partie, comme les géométries étudiées sont le carré et le cube unité, les valeurs prises par les polyndmes
de la base canonique sont automatiquement dans 1;1s

Pour p jg 1.:m, on choisit d'utiliser des fonctions chapeau sur un maillage de la surfade, de fagon simi-
laire & ce qui est fait dans la méthode des éléments nis P1-Lagrange. Ces fonctions sont locales, contrairement
a celles qui sont communément utilisées (par exemple dans les parties précédentes et les articles [15, 10]).
Ceci est possible grace a la procédure de Petrov-Galerkine et présente plusieurs avantages. D'abord, il est
possible de ra ner localement certaines parties du maillage. Ensuite, comme la ssure n'est censée occuper
gu'une petite partie de la surface! , le saut présente des variations locales, qui sont mieux représentées par
des fonctions locales. Et en n, il est plus facile d'appliquer des conditions locales au saut pour le régulariser.

Le choix de fonctions chapeau implique qu'a chaque fois que les matricAp get M p qdoivent étre calcu-
lées, il faut mailler! . Le maillage qui en résulte est notdl p g Pour le cas 2D, la ssure est unidimensionnelle
et le maillage est trivial, mais dans le cas 3D, la ssure est bidimensionnelle et les maillages sont générés a
I'aide du logiciel Gmsh [77].

Si on sait que la ssure n'est pas émergente, tous les degrés de liberté correspondant aux valeurs sur le
bord de! peuvent étre imposées @ en écrivant pour tout r la condition T " 0, avecT un opérateur de
trace discret sur le bord de! . De plus, comme il n'y a pas d'interpénétration, on sait queJu, K n = 0. SiC
est la discrétisation de I'opérateur de projection sur le vecteun , la condition discrete s'écritC " @ 0 pour
tout r. On peut alors ajouter ces conditions a la minimisation de (3.38) :

I'max

R - rT A TA M TM r TTA T 4
;pTrrg;lgrnoqzrl PadApq PaMpgq pqy (3.46)

Dans ce contexte, la minimisation par rapport a sera e ectuée a l'aide d'un algorithme d'Uzawa.

En ce qui concerne le choix de la paramétrisation, il est di érent entre les cas 2D et 3D. Dans le cas
2D, deux angles ont été choisis; ils dé nissent deux demi-lignes partant du barycentre de. Si on suppose
gue est convexe (ou au moins étoilé par rapport a son barycentre), l'intersection de chacune de ces demi-
droites avecB dé nit un point unique Pj; ou P,. Le segment entre les deux points ainsi dé nis est (voir
la gure 3.26).
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P1

P> 2

Figure 3.26 Paramétrisation de la surface de ssure par 2 anglesen 2D p 1; 2q

On s'attend a ce que cette paramétrisation conduise a une hessienne bien conditionnée puisque les deux
paramétres ont la méme amplitude. Par ailleurs, avec cette paramétrisation, a nécessairement une inter-
section avec . Dans le pire des cas! est confondu avec I'un des bords.

Dans le cas 3D, nous n'avons pas trouvé de paramétrisation simple et élégante, c'est pourquoi il a été décidé
d'utiliser comme parametres les coe cients de I'équation du plan . Plusieurs di cultés sont entrainées par
ce choix. D'abord, les coe cients n'ont pas tous la méme dimension, bien qu'il soit possible d'assurer que leurs
ordres de grandeur soient proches en utilisant une transformation proportionnelle qui relie le parallélépipéde
circonscrit & au cube unité (ou carré en 2D). Une autre di culté est que rien n'assure que le plan ait
e ectivement une intersection avec

En n, le dernier point est que la paramétrisation choisie a4 degrés de liberté alors que la position d'un
plan dans l'espace n'en a que. Ceci peut causer la singularité de la hessienne, en plus de nous obliger a
faire plus de calculs que nécessaire pour I'assembler. Pour surmonter cette di culté, on peut remarquer que
I'ensemble des plans a une structure d'espace projectif, c'est & dire que sireprésente les coe cients de
I'équation du plan, pour tout deR, représente le méme plan. Par conséquent, on utilise une recherche
dans le plan tangent suivie d'une projection. C'est a dire qu'a chaque itératiors, la minimisation est conduite
dans le sous-espace de? orthogonal a s. Puis, a n d'assurer l'unicité de la solution en terme de , ce vecteur
est normalisé a chaque itération.

La question est alors de déterminer quelle stratégie peut étre employée pour e ectuer la minimisation
par rapport a . Comme aucun résultat théorique sur la dépendance de la fonction-colt par rapport aux
paramétres n'a été établi, on a décidé de calculer numériquement cette fonction pour un cas 2D dans la
partie 3.4.1.4. Le probleme est traité de fagon hiérarchique comme une minimisation surd'une fonction-
codt , qui est déterminée via une minimisation surp "p qq, comme présenté sur (3.47).

min pg min p; p~'paqq

avec:~'pg argmin p;p 'gq (3.47)
PG

Ce probléme sera résolu par une méthode itérative, en s'inspirant de ce qui est fait classiquement dans la
méthode FEMU (voir la partie 1.5.1.1). Soit ~g, et ¢ I'itéré au pass. On suppose que I'on connait le gradient
et la hessienne de au point s (du moins de fagon approchée), notées respectivement s etr 2 . La
relation de récurrence s'écrit 5 1 srr?2 sir o ~{ 1 peut alors étre calculé en résolvant le probléme
linéaire résultant de la minimisation quadratique de par rapporta (avec un s 1 Xé).
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I'max
. > p~I’TAquFA~I' m p~rTMquM~r
rd (3.48)

I'max
. ° p~rTAqum~qu p“rTMquFN'“qu

r 1
Dans ce cadre, les quantitéepA~"q , et pM ~"¢ , sont obtenues a l'aide d'un calcul par di érences nies.

Remarque 48 (Pas des di érences nies) Dans la méthode des di érences nies, le choix du pap est impor-
tant, et il a été constaté numériquement que sp est trop gros, I'erreur sur les paramétres stagne rapidement,
et si p est trop petit, l'algorithme peut, dans certaines circonstances, étre incapable d'optimiser e cacement
la fonction-co(t, principalement & cause du fait que les artefacts numériques ont davantage d'impact sur les

gradients. Pour cette raison, il a été décidé d'adaptep au pas s 1 auquel on s'attend en écrivantps k—>,

S
aveck 1{10. En pratique, autour de cette valeur, le paramétrek n'a ecte pas la convergence. Et il peut
aussi étre intéressant d'empécher ce pas de devenir inférieur & une certaine valeur.

Remarque 49 (Paramétrisation de l'algorithme d'Uzawa). Cet algorithme utilise un parametre positif, noté
ky et si on note specle spectre d'une matrice, une condition su sante pour la convergence de l'algorithme
s'écrit comme suit (pourvu que les lignes dé&€ soient de norme 1).

ke minppe@ApdApg M p g Mpagqq (3.49)

C'est pour cette raison que l'on peut prendre pourk, l'estimation de la valeur propre minimale de
l'opérateur de régularisation M p g M p g qui respecte la condition énoncée. Une exception est le cas dans
lequel la ssure est débouchante et on n'impose donc pas de condition de tyge " 0 car alors la valeur
propre minimale de la matriceM p o' M p g est zéro. Dans l'algorithme tel qu'il a été implémenté, le critére
d'arrét choisi est le nombre d'itérations d'Uzawa, xé a 100. Une amélioration qu'il pourrait étre intéressant
d'étudier serait d'imposer un critere en stagnation de la quantité}xC "y } de plus en plus sévere au fur et
a mesure que la valeur de converge. Ceci permettrait en e et de s'épargner des calculs trop longs dans les
premiers pas pour lesquels le saut identi € est de toute facon trés faux.

Remarque 50 (Résolution par second membre multiple) En pratique, les problemes de minimisation qui
doivent étre résolus sous la contrainte inégalité pour les di érents cas-testspartagent tous le méme membre
de gauché. C'est pour cette raison qu'une stratégie de résolution & second membre multiple peut étre utilisée
dans l'algorithme d'Uzawa.

Remarque 51 (Calcul des intégrales) Les calculs des intégrales de bords, qui apparaissent dans la dé nition
de la fonctionnelle d'écart a la réciprocité, et dans les termes de la matric& sont faits par intégration de
Gauss sur un maillage de la surface avec un nombre de Gaudg 2. Augmenter Ng au dessus d& n'a pas
amélioré la qualité des résultats.

Remarque 52 (Projections entre maillages) Ap g~p g a la taille du nombre de fonctions-tests, qui ne varie
pas, maisM p g~p ga la taille du nombre de degrés de liberté de-p g qui varie en fonction de , et qui peut
changer entre les deux étapes de di érences nies. Pour cette raison, il est nécessaire de projeter la quantité
Mp dagp dgdumaillageMp d gsurle maillageMp g Alors que dans le cas 2D, la projection
est triviale, elle peut étre colteuse dans le cas 3D. Une alternative consiste a transformer le méme maillage
entre les di érents pas du calcul par di érences nies a l'aide d'une technique de déformation de maillage
(morphing) sans modi er la connectivité. Il a été constaté que cette alternative conduit généralement a des
résultats similaires a la projection.

1. On pourrait d'ailleurs imaginer des cas pratiques dans lesquels la méme ssure est identi ée a partir d'essais pour lesquels
les conditions de Dirichlet changent de bords, et donc les membres de gauche di érent selon les cas tests
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Algorithme 4 :  Algorithme d'optimisation hiérarchique

Parameétres et k donnés;
o et pp donnés;

for s 0;1;:::;n (convergence)do
Remailler la surface et assembleAp s M p sget Cp sG
for r 1,2 :::;rmax (les cas de chargementjio
Trouver
1
~'psq argmin> T ApsdApsq M psdMpsq TApsq B
& =0
(algorithme d'Uzawa)

end

Trouver une basete;;:::;equde g< de dimensiond 2ou3;

for j 1;2;:::;ddo

Remailler la surface et assembleAp s psggetMps psgq

for r 1;2 :::;rmax (les cas de chargementjio
Trouver
r

1
~'ps psgq a;gm(;néTAps P d Aps Psgq

C =0
Mps psgdMps psgq TAps psgqdbf
(algorithme d'Uzawa)
end
end
forr 1,2 :::;rmax (les cas de chargementjlo
1
Ay — Aps pseig~'ps pseid Apsg~'psq D Aps pPs€dq~'Ps Psedd Apsq~'psq ;
S
1
M, — Mps pseig~"ps pseiq Mpsa~'psq Dl Mps pseqd~'ps Psead Mpsg-'psq ;
S
end,
g o™ AlpA~"psg g M[M-~pgq /Il g approche r ¢
H max ATA, MM, /I H approche r 2
s Hlg
s 1 s s
}os}
k ;
SR
end

Remarque53 (Schéma de quasi-Newton)Dans certains cas, il a été constaté que I'algorithme d'optimisation
proposé stagne autour d'une solution non optimale, qui parfois n'est méme pas un minimum local. Ceci
est di aux erreurs dans les estimations du gradient et de la hessienne par di érences nies. Des schémas de
minimisation alternatifs ont été testés, comme une mise a jour BFGS de la hessienne au lieu de son estimation
a chaque étape de calcul. En particulier, cette variante permet d'éviter les opérations de projection décrites
plus haut, mais elle ne s'est pas avérée rendre la minimisation plus e cace. Un autre moyen est d'utiliser
une chaine de Markov. Le grand avantage est que cette méthode ne nécessite pas d'estimer de gradient ou
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