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Résumé Cette these porte sur certaines extensions des automatesgéres,
et étudie les séries qu'ils réalisent en fonction de la natides poids.

Ces extensions se distinguent par les mouvements supplétagns autorisés
a la téte de lecture de l'automate. retour au début du mot poules automates
circulaires, changement de sens de lecture pour les autoesmboustrophédons.
Dans le cas général, les automates pondéreés circulairest gtuns puissants que
les automates unidirectionnels classiques, et moins passs que les boustro-
phédons.

On introduit de plus les expressions de Hadamard, qui sont erextension
des expressions rationnelles et qui permettent de dénoterdomportement des
automates circulaires. Les aspects algorithmiques de attonversion sont étu-
diés dans le cas ou les poids appartiennent a un semi-anneationnellement
additif.

On montre que lorsque les poids sont des nombres rationneéels ou com-
plexes, les automates circulaires sont aussi expressif dgs boustrophédons.

Enn, si les poids forment un bi-monoide localement ni, lesautomates
boustrophédons ne sont pas plus expressifs que les autoragtendérés clas-
siques.

Mots-clés  Automates pondérés, automates circulaires, séries ratiwlles,
séries de Hadamard, automates boustrophédons
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Introduction

Cette thése porte sur I'étude de I'expressivité en terme dérges de certaines
familles d'automates pondérés en fonction de la structureed poids.

Parmi les outils utilisés pour la modélisation mathématige, le modele des
machines de calcul universelles di a Turing est un des plusioas, et des plus
étudiés. Ce modéle est tres puissant, et permet de représente nombreux
problémes, notamment sur les langages. Cependant, la capartie est que de
nombreux problémes de décision sur ce type de machine sorténidables.

Des machines plus simples ont été introduites, dont les progtés peuvent
étre véri ées algorithmiquement, c'est-a-dire automatigement, en suivant tou-
jours le méme processus. Cependant les langages que ces imexlpeuvent
traiter sont plus restreints.

On peut citer parmi ces machines le modeéle des automates nisodéle tres
étudié en raison entre autres de sa simplicité, et dont derés nombreuses
propriétés sont connues :

la machine lit un mot en entrée, de gauche a droite, et ensuifgend une
décision, soit d'accepter le mot, soit de le rejeter. Il estiportant de noter que
cette machine ne modi e pas le mot d'entrée, contrairementux machines de
Turing.

Dans ce mémoire, nous allons étudier des modeles intermé@eéis entre les
automates et les machines de Turing, qui sont les automateiscalaires et les
automates boustrophédons. Ces modéles ne modi ent pas ndagple mot d'en-
trée, mais peuvent le lire autant de fois que souhaité dansdas des automates
circulaires, voire changer de sens de lecture du mot pendaattte lecture dans
le cas des automates boustrophédons.

Il a été prouvé que dans le cas ou les automates ne sont pas poed, tous
ces modéles sont équivalents quant a leur puissance, cemanglus le modeéle
est complexe, plus les machines vont étre succintes pour Brger la méme
chose.

Sauf mention contraire, dans ce mémoire, tous les automatssnt munis
de poids : au lieu de décider simplement "oui" ou "non", ces noshines vont
renvoyer un élément d'une structure algébrique. Par exengldans le cas d'un
automate probabiliste, le calcul donnera un réel compris #a 0 et 1. Ces
modéles sont utilisés dans l'industrie, I'analyse d'imagetc.

Dans ce mémoire, on montre que dans les semi-anneaux ratieltement
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additifs, on peut construire un automate circulaire a parti d'une expression
de Hadamard, et vice-versa, ainsi que certains résultats yorccette équivalence
surQ, RetC.

On montre de plus que sur les corps commutatifs, bien gu'ileient stric-
tement plus puissants que les automates classiques, lescamiates boustrophé-
dons et les automates circulaires sont équivalents.

L'essentiel des techniques de preuve utilisées repose sumiodi cation
d'automates a n d'assurer qu'ils véri ent une propriété danée. Il s'agit donc
de preuves constructives.

Eléments fondamentaux
Le but du premier chapitre est de présenter I'essentiel desitds algébriques
dont nous allons avoir besoin tout au long de ce mémoire. Y sat présentés
en particulier I'ensemble des structures sur les poids donbus munirons les
automates, les langages et les séries, ainsi que les expess rationnelles
comme celles de Hadamard.

Automates
Le deuxieme chapitre sera consacré a la dé nition formellees di érents mo-
deles d'automates étudiés au long de ce document : les autdesaunidirec-
tionnels, le modele classique, les automates circulaires, I'on peut lire le mot
autant de fois que nécessaire, les automates a navette, qeupent en plus
lire le mot de droite a gauche, et les automates boustrophédn qui peuvent
changer de sens de lecture au cours du mot.

On y trouvera également quelques outils de manipulation desitomates,
permettant de transformer un automate tout en garantissantinvariance de
son comportement.

Automates circulaires sur les semi-anneaux rationnelleme nt ad-
ditifs
Le chapitre suivant étudie les liens entre expressions de didamard et auto-
mates circulaires : dans le cas des semi-anneaux rationeelent additifs, ces
deux modéles réalisent les mémes séries, et on donne un élyme pour passer
d'un modéle a l'autre. Ce résultat, qui étend le lien entre gxessions ration-
nelles et automates unidirectionnels, permet aussi d'étére les algorithmes
e ectuant ces transformations.

De plus, on donne quelques résultats sur les corps coura@sR, et C, qui
ne sont pas rationnellement additifs : on montre entre auteecomment passer
d'un automate circulaire a un quotient de Hadamard d'expressons rationnelles,
et vice-versa.
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Introduction

Les automates boustrophédons sur les corps commutatifs

Dans ce chapitre, on étudie les automates boustrophédonssigue les poids
forment un corps commutatif. On montre que les séries réaliss par ces au-
tomates sont des quotients de séries rationnelles. On momtainsi, grace a un
résultat du chapitre précédent, que su, R, et C, les automates boustrophé-
dons et les automates circulaires sont équivalents. La preude ce résultat
repose sur le calcul par automate de I'étoile d'une matricgui n'est valide que
sur une sous-classe des automates boustrophédons, les raates fortement
valides. C'est pourquoi on montre tout d'abord que pour touutomate bous-
trophédon valide, on peut construire un automate boustrogfdon équivalent
fortement valide.

Les automates boustrophédons sur les semi-anneaux et les bi  -mo-
noides localement nis
Le dernier chapitre porte sur I'étude des automates bousipbédons lorsque
les poids forment un bi-monoide localement ni. Il s'agit dine extension de la
preuve de Shepherdson reposant sur la méme technique : Ilgsa des coupes
de l'automates. Ces objets sont des "tranches" des chemins Bthutomate, et
sont étudiés en début de ce chapitre. La suite est consacrétaaonstruction
d'un automate unidirectionnel équivalent a un automate bostrophédon.

Expressivité des automates pondérés circulaires et bougthédons 3
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Chapitre 1

Elements fondamentaux

Au commencement était le
Verbe

Evangile selon saint Jean,l,1

Dans ce chapitre sont rappelées un certain nombre de dé ratis dont nous
allons avoir besoin dans la suite. On y xe un certain nombreealnotations,
mais le lecteur déja au fait des notions abordées peut passans perte de
compréhension au chapitre suivant.

Structures algébriques

Rappel sur les langages

Dé nition 1.1. Un alphabetest un ensemble niA de symboles, que l'on
appellelettres. Un mot est une suite nie de lettres, et la longueur de ce mot
la longueur de cette suite. Urlangageest un ensemble de mots.

On notera la longueur d'un motu par juj, " le mot de longueur O,uy;
la i°M¢ lettre de ce mot, etA I'ensemble de tous les mots. On aura besoin
également de deux marqueurs pour les extrémités du mot. Onypeonsidérer
gue tout mot sur A de longueurn est de la formew = °~ w;:::w, a, avec
pour tout i, w; 2 A. Par extension, on notera si besoimg =" et w,;; =a. On
adonc" = "a.

On note u:v ou uv la concaténation du motu et du mot v, c'est-a-dire la

On pose également, pour tout 2 , u®="etu'*! = u':u.

Monoides

Dé nition 1.2.  Un monoide(M; :; 1) est un ensemblé/ muni d'une opération
binaire interne associative qui posséde un unique élément neutre, notéou 1,,.

5



1.1. Structures algébriques

Le monoide(M; :; 1), parfois notéM, est dit commutatif si I'opération : est
commutative.

On peut dé nir pour tout élément x de M et pour tout i de la puis-
sancei®™ dex : xX°=1et8 2 ; x*! = x:x'.

Un monoide est ditlibre s'il admet un unique sous-ensembl¢ tel que tout
élémentx de M admet une unique décomposition en produit d'éléments de.

Exemple 1

( ; ;1) forme un monoide, de méme qug ;+;0) ou bien que I'ensembl&\
muni de la concaténation, avec comme élément neutfe Ces deux derniers
sont de plus des monoides libres.

Dé nition 1.3. Dans un monoide, deux éléments et y sont dits

L -équivalentss'il existe deux éléments du monoideset z°tels quex = zy
ety = z%, et

R -équivalents s'il existe deux éléments du monoideg et z° tels que
x=yzety= xz°

On noterax | yetx gr Y ces propriétés.

Dé nition 1.4. Soit (M; ; ) et(N;:; ,) deux monoides.
L'application ' de M dans N est un morphisme de monoidesi pour
tout x;y deM, ' (x y)="(X)" (y),etque' ( m)= .

Bi-monoides et semi-anneaux

Dé nition 1.5.  Un bi-monoide fort (K;+;:;0;1) est un ensemble muni de
deux opérations internes : + la somme, et : le produit, avec O I'élément
neutre de la somme, el celui du produit; et véri ant les propriétés suivantes :

(K; +;0) est un monoide commutatif,
(K;:;1) est un monoide,
0 est absorbant pour le produit :8x 2 K; 0:x = x:0=0.

Dé nition 1.6.  Un semi-anneau(K; +;:;0; 1) est un bi-monoide fort dont le
produit est distributif par rapport a la somme, i.e. :

8x;y;z 2 K; xi(y+ z) = xy + xiz;
8x;y;z2 K; (x+vy)z=xz+y:z:

(K;+;:;0;1) est parfois noté simplemen(K; +;:) ouK.

6 L.-M. Dando



1. Elements fondamentaux

Exemple 2

Les ensemble®), R et C, munis du produit et de la somme usuelle sont des
semi-anneaux, tout commd [flg ;min; +), qui modélise les distances, et
( [flg ;+;min), qui modélise les ots.( ;+;min) est un bi-monoide qui
n'est pas un semi-anneau.

Lorsque I'ensembleK est ni, on parle de semi-anneau ni : les parties
d'un ensemble ni munies de l'intersection et de I'union, paexemple.

On considérera également les corps, qui sont des semi-amnxgaarticuliers.

Dé nition 1.7.  Un corps (K; +;:;0;1) est un anneau (semi-anneau dans le-
quel tout élément admet un inverse pour la somme) dans lequelt élément
non nul admet un inverse pour le produit.

De méme que pour les semi-anneau); +; :; 0; 1) est parfois noté simple-
ment (K; +;:) ou K.

Dé nition 1.8. Une norme sur un corpsK est une applicationk:k de K
dansR;, telle que :

8x2K,kxk=0) x=0k,
8Xx;y 2 K, kxyk = kxkkyk, et
8x;y 2 K, kx + yk k xk+ kyk.

Somme in nie et étoile

On souhaite de plus munir notre structureK, un bi-monoide f@rt ougin

semi-anneau, d'un opérateur partiel de somme in nie, qui noté ou

1 i21
avecl un ensemble dénombrable, et d'un opérateur partiel d'itéten, I' étoile
de Kleene

Dé nition 1.9.  Une famille dénombrable est une suite non ordonnée d'éle-
ments d'un ensembleX. On peut donc la voir comme une fonction deX
dans l:{flg . Une famille (sj)i2; sera ditesommabledansK un bi-monoide
fort si s; existe dansK.
i21

A n gque la dé nition du comportement des automates soit cohkente et
gue ces opérateurs Véri ent les identités habituelles, omghaite que la somme
in nie véri e un certain nombre de propriétés. En fonction c la structure,
bi-monoide fort ou semi-anneau, on souhaitera disposer daut ou partie de
ces propriétés en tant qu'axiomes.

Il s'agit des axiomes suivants :

Expressivité des automates pondérés circulaires et bougthédons 7



1.2. Somme in nie et étoile

P
Ax.1 Silafamillel est nie, 'opérateur et la somme deK coincident;
i21

Ax.2 (Commutativité)

Soit  une permutation surl. Si la famille (s)i>; est sommable de
sommel, alors la famille (s (jy)i2; est sommable de sommke

Ax.3 L'union nie de familles sommables est sommable, et en posdnfamilles
sommables((Xi; )izi; )j 201k« d€ SOmmes;, on a

j2J1;kK j=1
i21;

Ax.4 (1° sommation par blocs).
Soit (si)i21 une famille sommable, el;);»; une partition de I .
Si pour tout j de J, s est dé nie (on la noterar;) alors  r; est
P21 j23
dé nie et vaut  s;.
i21
De plus, dans les semi-anneaux, on souhaite que l'opératele somme
in nie véri e des axiomes ayant trait a la distributivité, g ue I'on n'exigera pas
pour une somme in nie sur un bi-monoide.
Ces axiomes sont ordonnés par croissance des contraintegggexpriment :
chacun est conséquence de I'axiome qui le suit.

Ax.5 Si la famille (s)i2; est sommable, alors pour toutx de K, (x:sj)i2; et

(si:X)i21 sont sommables, et
I

X X

X:Si = X Si (1.1)
i21 i21 I
X X

SiX = S X (1.2)
i21 i21

(1.3)

AX.6 Soit (Xi)i21 et (yj)j2s deux familles sommables de sommeet y. Alors
la famille (x;y;)ij 21 5 est sommable, et sa somme vauwty.

AX.7 (2° sommation par blocs)
Soit (si)i21 une famille, et(l;);2, une partition de | .

P
Si pour tout j deJ, S est dé nie (on la noterar;) et que  r; est
P i21; P j2Jd
dé nie, alors s; est dé nie et vaut r.
i21 j23

8 L.-M. Dando



1. Elements fondamentaux

A partir de la somme in nie, on peut dé nir I'étoile dpe Kleene d'un éleé-
ment x de K, notéex : x est dé nie si et seulement si  x' est dé nie, et
i=0
P
dans ce casx =  X'.
i=0
On a donc, si les axiome#sx.3 et Ax.5 sont veéri és, pour tout élémentx
de K dont I'étoile est dé nie :

X =1+ xx =1+ X X

Proposition 1. Soit x ety deux éléments d'un semi-anneau muni d'un opé-
rateur de somme in nie véri ant les 5 premiers axiomes, et dine étoile. Si
(yx) est dé nie, alors (xy) est dénie etona:

(xy) =1+ x(yx)y: (1.4)

Démonstratign. Conséquence de l'axiom@x.5 . En e et, sigfyx) est dé nie,

alors aussi  x(yx)"y. Cette derniére somme est égale a (yx)"**. Ainsi,
n2

®

x(yx) y = (yx)"*1, et en rajoutant 1 de chaque coté de I'égalité, on obtient
n2

le résultat souhaité. O

Proposition 2. Soit x ety deux éléments d'un semi-anneau muni d'un opé-
rateur de somme in nie véri ant les 7 axiomes, et d'une étod. Si I'étoile dex
et celle dex y sont dé nies, alors on a :

(x+y) =(xy)x (1.5)

Démonstration. Cette preuve est inspirée defsik et Kuich, 2003. On consi-
dére' un morphisme defa; g dansK, legsemi-anneau, tel qué (a) = x et

" (b = y. Commex est dé nie, la somme ' (w) est bien dé nie. Considé-
w2a

rons |§s langaget, = (a b" et L = (a b) . On montre par récurrence sun

que ' (w) est bien dé nie. Il est clair que cela est le cas lorsque= 0.

w2Lln p
Supposons la propriété vraie poun. Par |'axiome Ax.5 , (@) (b est
P P n2
dé nie et vaut " (w). Donc par l'axiome Ax.6 , " (w) est dé nie et

w2a b W2Ln+1
P P
vaut " (w) " (w)
w2Ln P w2ab P
Posonss,, = "(w) =(x y)". Comme(x y) estdé nie, S, est dé -
w2Lln p|2
nie d'apres l'axiomeAx.5 , et vaut (x y) . Par l'axiome AX.7 , " (w) est dé-
w2L
_ _ P P
nie et vaut (x y) . Par 'axiome Ax.6 , (X y) X = " (w) " (w)
P w2pP w2a
Ainsi, ' (w) est dé nie, que I'on peut écrire " (w).
w2(a b) a w2 (a+h)

Expressivité des automates pondérés circulaires et bougthédons 9



1.2. Somme in nie et étoile

Dé nition 1.10. Les équations {.4) et (1.5 sont dites identités de Conway
Un semi-anneau est dide Conwaysi I'étoile de chaque élément est dé nie et
gue ces deux identités sont respectées.

Le semi-anneau des langages rationnels muni de l'union et ldeconcate-
nation est un semi-anneau de Conway.

Ces axiomes ne sont que des propriétés que I'on souhaite w@ri ées par
la somme in nie, mais ne disent rien de la facon dont elle estchie. Par
exemple, dans les treillis, ou la somme est dé nie comme unpsemum, cet
opérateur est dé ni comme une borne supérieure. Dafk R ou C, a n d'obte-
nir I'axiome Ax.2 , une famille est sommable si elle est absolument sommale
au sens classique. On peut remarquer que l'axiore.7 n'y est pas Véri é.
On pourrait également donner une dé nition de I'étoile qui e dépend pas de
la somme in nie : avecx dansQ, RouC, tel quejxj < 1,onax = ﬁ Nous
n'utiliserons pas cette dé nition : dans ce mémoire, I'étée est utilisée pour
représenter la somme de chemins sur un automate.

On peut ordonner les semi-anneaux en fonction des axiomeslgweéri ent
avec leur étoile usuelle.

Pour cette classi cation, il existe trois grandes famillede semi-anneaux : les
semi-anneaux dans lesquels I'étoile est dé nie partout,desemi-anneaux pour
lesquels I'étoile n'est dé nie que partiellement, et les s@-anneaux dans les-
guels I'étoile n'est dé nie que pour le 0, comme par exemple [flg ;max+).

Q, R, C, et les corps commutatifs en général sont des semi-anneawansl
lesquels la somme in nie n'est dé nie que partiellement.

On appellerationnellement additifs les semi-anneaux pour lesquels les axi-
omes 1 a 7 sont vrais et les séries géométriques sont dé netsgonc dans les-
quels I'étoile est dé nie partout [Esik et Kuich, 2003. L'ensemble des langages
rationnels, muni de l'union et de la concaténation, est un s@-anneau ration-
nellement additif. Les treillis distributifs, ( [flg ;min; +) ou Q. [flg ,
sont aussi de tels semi-anneaux.

Sur un corps muni d'une norme, on considerera qu'une famil{&;);>, est
sommable si la famille(kx;Kk);», est sommable.

Proposition 3. Dans un corps muni d'une norme, la somme in nie respecte
les axiomesAx.1 a Ax.6 . L'étoile d'un élémentx est dé nie si et seulement
si kxk < 1.

Démonstration. Il s'agit des propriétés usuelles des séries absolument e
gentes surk. O

Remarquel. Sur Q, qui ne vérie pas l'axiome Ax.7 , la proposition 2 n'est
pas véri ée : en posantx = y = 1 on ax dé nie, qui vaut % (X y) dé nie,
qui vaut 2, et leur produit vaut donc %, mais I'étoile dex + y = 1 n'est pas
dé nie.

1. Pour Q, on demande de plus que sa somme appartienne@

10 L.-M. Dando



1. Elements fondamentaux

0 [
0 X X+ X My XY /

f— e

= \
(my + rx):x\\\ _-7

Figure 1.1 Les éléments d€k:x jk2 g, ensemble ni.

Ordre d'un monoide

On s'intéresse aux sommes in nies dans les bi-monoides lecaent nis.
Un bi-monoide muni d'un opérateur de somme in nie est ditocalement ni
si la cléture par le produit, la somme et la somme in nie de taduensemble ni
est nie. Cette dé nition est plus forte que la dé nition usuelle, pour laquelle
la cléture par la somme in nie n'est pas exigée.

Remarque2. Dans un souci de simplicité, on se placera dans le caskoest ni,
I'extension des résultats a des bi-monoides forts localemenis étant aisée :
ces résultats portant sur les automates, il sut de considér le bi-monoide
fort ni engendré par les poids utilisés dans l'automate.

Soit (M; +;0) un monoide ni commutatif muni d'un opérateur de somme
in nie, véri ant les axiomes Ax.1 a Ax.3.

On notera par souci de simpli cationk:x la somme nie dek fois le méme
élémentx de M, aveck un entier naturel. On notera de mémel :x la somme
in nie de x si celle-ci est dé nie.

Dé nition 1.11. Soit x un élement deM. Son ordre est le couple mini-
mal (my;ry) d'entiers (avecry entier positif) qui véri ent :

8k > my; (k+ ry):x = kix: (1.6)

Cet ordre est toujours dé ni dans un monoide localement niEn e et,
I'ensemblefk:x j k 2 g est ni, et la suite s = (kiX)ko est ultimement
periodique : sis; = s;, alors pour toutk entier naturel on asj,y = i:x + kix =
jx + kix = sj+¢. On peut ainsi voir ry comme la distance minimale entre
deux occurences égales dasset my, comme le plus petiti tel que s; apparait
in niment souvent dans s, ainsi que cela est représenté dans la Figutel. On
a également que sk est plus grand quem, et que q est un multiple dery,
alors(k + g):x = kix

Expressivité des automates pondérés circulaires et bougthédons 11



1.4. Séries

Dé nition 1.12. L'ordre d'un monoide M est le couple
(maxfmy j x 2 Mg; ppmcfry j X 2 MQ); (1.7)
avecppmc(E) le plus petit multiple commun des éléments d&.

Dé nition 1.13. Pour tout k dans [flg , on dé nit k mod(m;r) comme :

( _ .
K mod(m: r) = k s!k<m ousik=1 (1.8)
m+((k m)modr) sinon

En posant (m;r) l'ordre additif de M, pour tout élément x de M, on a
8k > m; (k+r):x = kix, et 8k; kix = (kmod(m;r)):x. Ainsi, Kk mod(m;r) est
compris entreOetm+ r 1 ou bien est in ni.

Dans la suite, on notera(m;r) l'ordre de M, et N, le semi-anneau
JO;m+r 1K[flg ou les opérations entre entiers nis sont modulém;r).

Dé nition 1.14. On appelle description d'une famille in nie | d'éléments
de M la fonction deM dans N, qui a chague élément attribue son nombre
d'occurences dan$ modulo (m;r) si ce nombre est ni, etl sinon

Par I'axiome Ax.3 , la somme des éléments deet la somme des éléments
de sa description avec leur multiplicité sont égales si czlla est dé nie :

X X
i = di (X):x; (1.9)

i21 x2M

avecd, la description del .

Séries

L'ensemble deséries formellessur A a coe cients dansK est notéKhHA i .
Uneséries deKhHA ii est une application deA danskK, et I'image d'un motw
par cette série, appeléoe cient dew, est notéhs; wi. On note la séries comme
la somme formelle X

s= hs; wi w:
w2A
On appelleterme constantde la série le coe cient du mot vide. S'il est nul,
on dit que la série estpropre. Si pour tout mot w, hs;wi & 0, on dit que la
séries a support plein
On peut dé nir plusieurs opérations sur les éléments dehiA ii :

La somme. La sommede deux séries est la série obtenue en e ectuant

la somme terme a terme des coe cients des deux séries.
X
St+t= (hs;wi + ht;wi) w: (1.10)

wW2A
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1. Elements fondamentaux

La série0 (dans laguelle chaque coe cient est nul) est neutre pour ctt
opération.

Le produit de Cauchy. Le produit de Cauchyest I'extension aux séries

du produit de polynémes :
X
s t= (hs; ui:h; vi) w: (1.11)
wW2A  u;v2A
uv=w
La sériel (dont tous les coe cients sont nuls sauf le terme constant qu
vaut 1) est neutre pour le produit de Cauchy.

Le produit de Hadamard.  Le produit de Hadamardde deux séries est
le produit terme a terme :

X
s t= (hs; wi :ht; wi) w: (1.12)
w2A
L'élément neutre pour cette opération est la série dont toues coe -
cients sont égaux dl, c'est la série caractéristique dé , et on la notera
€égalementA .

Les deux produits sont associatifs et distributifs par rapprt a la somme.
lls permettent chacun de dé nir une puissance pour une sérse:
, 1 sii =0; - A sii =0;
s = - ) s'= - , (1.13)
s' * s sinon. s' * s sinon.

Ces puissances permettent de dé nir deux itérateurs :

L'étoile de Kleene. L'étoile de Kleened'une série est la somme des
puissances itérées de la série :
X X X X
s = hs'; wi w = hs'; wi w: (1.14)
w2A i=0 w2A i=0

Cette somme est dé nie pour toutes les séries propres. Powslséries
non propres, cette somme est dé nie si et seulement si I'd®ide Kleene
du terme constant de la série est dé nie. Dans ce cas, on peubntrer
(cf. [Sakarovitch, 2009) que s = (SySp) Sp, avecs = Sy + S, une serie
non propre, s, une serie propre, ety = Is;"i.
L'étoile de Hadamard. L'étoile de Hadamardd'une série est la somme
des puissances de Hadamard itérées de la série

X X _

s = hs ';wi w: (1.15)
w2A =0

On constate que pour toutw, hs™;wi = hs;wi .

Expressivité des automates pondérés circulaires et bougthédons 13



1.5. Expressions

Remarque3. Les étoiles ont été dé nies ici comme des opérateurs unairés
est possible et on le fera plus tard de les considérer comntes opérateurs
binaires. C'est d'ailleurs la dé nition initiale de I'étoile de Kleene dansHleeng
1954. On dé nit ces opérateurs binaires commes t=s tets~t=s .

Remarque 4. Dans le cas oix 2 C, R ou Q, l'étoile de x n'est dé nie que

sijxj< 1,etonax = ;.

Remarque 5. Contrairement au cas booléen, |'étoile de Kleene n'est pas e

général idempotente. Eneet, 1 = %2et 1 =3.En fait, on a déja

2
gue s :s est en général diérent des . Par exemple, sis = a, alorss =

l1+a+ aa+ aaa+ :;:ets:s =1+2a+3aaa+ ::..

Un polynémeest une série d&KhtA ii dont tous les coe cients sont nuls a
partir d'une taille de mot su samment grande.

Les séries rationnellessont la cloture des polynbmes par lespérations
rationnelles : la somme, le produit de Cauchy et I'étoile de Kleene. On naote
KRatA I'ensemble des séries rationnelles shr .

Les séries de Hadamardsont la cléture des séries rationnelles par lepé-
rations terme a terme: la somme, le produit de Hadamard et I'étoile de Ha-
damard. On noteraKHadA I'ensemble des séries de Hadamard sAr.

Expressions

Les expressions sont des objets nis permettant de décrineductivement
des séries. On considére le plus souvent les expressionematlles, qui sont en
général attribuées a Kleene. Leur version pondérée a étélisée tout d'abord
par [Caron et Flouret, 2003.

Dé nition 1.15. La grammaire suivante génere lesxpressions rationnelles
pondérées:

R! 0jl1ja2 AjkR;k2KjRk;k2KjR+RjRRjR : (1.16)

On notera KRatExpA I'ensemble des expressions rationnelles s@ira coe -
cients danskK.
La grammaire suivante génere lesxpressions de Hadamard

H! RjkH;k 2 KjHK;k 2 KjH+HjJH HjH™: (1.17)
On notera KHadEX@A I'ensemble des expressions rationnelles.

Dé nition 1.16.  L'interprétation d'une expression de Hadamard est une série
de Hadamard, dé nie inductivement comme suit :

JOK= 0y JIK= 1¢; (1.18)
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1. Elements fondamentaux

8a2 A; JaK= a; JF+ GK= JFK+ JGK (1.19)
8k 2 K; JKFK= kJFK JFKK= JFKK; (1.20)
JFGK= JFK JGK JF K= JFK; (1.21)

JF GK= JFK JGK JF K= JFK: (1.22)

Une expression de Hadamard est dite valide si son interprétation est
dé nie, i.e. si la sérieJEK existe. Dans ce cas, pour toutv dans A , on note
hE; wi = hJEK wi .

Les seules opérations pouvant ne pas étre dé nies sont leérétions. Pour
véri er la validité d'une expressionE, il faut étudier chacune des sous-expressions
se trouvant sous une étoile dank.

DansQ, R ou C muni de la somme et du produit usuels: est valide si et
seulement sijhE;"ij < 1, et E™ est valide si et seulement si pour toutwv 2 A ,
JhE; wij < 1,

Nous verrons dans la suite que la validité d'une expressioe tHadamard
sur Q est indécidable.

Expressivité des automates pondérés circulaires et bougthédons 15
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Chapitre 2

Automates

Chouette! Ou est-ce qu'on va?
Pippin (Billy Boyd), La
communauté de l'anneau2001

Les objets mathématiques concernés par I'essentiel desultsds de ce me-
moire sont les automates nis. Dans ce chapitre, on présentéeles di érents
modeles d'automates que nous allons étudier, ainsi que gueds fonctions pour
les manipuler.

Automates unidirectionnels

Les automates les plus simples sont les automates unidiieanels. Ces
machines, dont l'origine est en générélattribuée a Kleene Kleeng 1954,
décrivent un langage sur un alphabet donné. Un automate préren entrée un
mot et renvoie vrai ou faux selon I'appartenance de ce mot aarlgage que cet
automate décrit.

Pour ce faire, au fur et a mesure de la lecture du mot d'entréd, passe
par di érents états. Pour changer d'état, I'automate emprunte une transition
étiquetée par la lettre courante, et la consomme, jusqu'ararer a la n du
mot. Si le dernier état est un état acceptant, ou terminal, ars le mot est
accepté. Le mot est rejeté s'il n'existe aucun moyen d'arév a un état nal en
n du mot. Ainsi, l'automate de la Figure 2.1 décrit I'ensemble des mots qui
comportent un nombre impair dea sur l'alphabet f a; bg.

La vision classique de ces objets est une visicaombinatoire c'est-a-dire
gue I'on considere le graphe étiqueté dé ni a partir de l'awmate, et un calcul
peut-étre dé ni comme un chemin sur le graphe, qui va d'un étanitial a un
état nal. L'étiquette du calcul est le mot lu le long des trarsitions empruntées

2. Le lecteur intéressé par les origines historiques détédles de ce modeéle peut consulter
[Perrin, 1995

17



2.1. Automates unidirectionnels

b b

a

a

Figure 2.1 Un automate décrivant les mots avec un nombre impair de.

lors de ce calcul. De prime abord, on considére d'abord sé@aent les di érents
calculs de méme étiquette.

On peut étendre ce modéle : au lieu de n'avoir que deux compamients
pour un mot, l'accepter ou le refuser, on permet a l'automatee lui attri-
buer un poids. Pour ce faire, chaque transition est munie diupoids, le poids
d'un calcul sera le produit des transitions, et le poids d'umot la somme des
poids des calculs. On souhaite donc que les poids soient dati@ine structure
ayant deux opérations, la somme et le produit, ayant de bonggropriétés. La
structure minimale est celle du bi-monoide, mais parfois,ons aurons besoin
d'une structure plus puissante, celle du semi-anneau, quajoute la distribu-
tivité. C'est la structure usuelle de poids sur un automatepuisqu'elle permet
entre autres des manipulations des représentations des amiates en tant que
matrices.

Dans la suite, et sauf mention contraire, on considere un bi-monoide fort.

Dé nition 2.1. Un K-automate, ou encoreautomate pondéré suK, en anglais
weighted automatonsur l'alphabet A est un quadruplet(Q; E;I;T), avec :

Q un ensemble ni d'états,
E une fonction deQ A Q versK, la fonction de transition,
I une fonction deQ versK, les poids initiaux,
T une fonction deQ versK, lespoids naux.
En raisons des modeles étudiés dans la suite, on parlera de objets en

tant qu' automates unidirectionnels

Remarque 6. Il est possible d'étendre la dé nition a des automates in s,
c'est-a-dire ayant un nombre in ni d'états. Les séries qui ous intéressent ici
sont celles réalisées par des automates nis, d'ou cettetrégion. On se servira
ponctuellement dans les preuves d'automates in nis.

Dans le cas pondéré, ce qui nous intéresse n'est pas tant landi@n for-
melle de I'objet ou le graphe sous-jacent, mais la sémant&gui lui est asso-
ciée : la facon de calculer le poids d'un mot dans cet automai€'est 'objet
des dé nitions suivantes.
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2. Automates

Quelques dé nitions

Soit A = (Q;E;I;T) un K-automate. On rappelle que lesupport d'une
fonction est I'ensemble des éléments de son domaine de dé nition ddithage
est non nulle. L'ensemble desansitions est le support dekE, lesétats initiaux
le support del, et lesétats naux le support deT.

Une transition (p;a; g se décompose en sastat sourcep, noté (p;a; g,
son étiquette a, notée (p;a; g, et sonétat cible g, noté (p;a; o).

On appelleratransitions entrantes de I'état p les transitions dont I'état
cible estp, et transitions sortantes celles dont I'état source esp,

Un chemin de A de longueurn est un triplet (p;e; g, avecp et q deux
états de l'automate, ete une suite de transitions de la formép;; a; ¢)i2nk
avecp;q 2 Qeta 2 A telsquep = p;, = ¢ et que pour touti dans
egl;n 1K g = pi+1 (sin = 0, alorsp = ). Le poids de ce chemin est

" E(pi;a;q). L'étiquette de ce chemin est le mow = a; :::a,.

Un calcul de A de poidsk est un chemin(p; e; 9 de poidsk®tel que p est
initial, gest nal, et k = 1 (p)k% (q).

Un mot w a pour poidsk dansA si la somme des poids des calculs dont
I'étiquette est w vaut k. On note hA; wi = k.

Ainsi, un automate réalise une série : la série qui a chaque mot associe son
poids dans l'automate. C'est lecomportementde A, noté

X
JA] = hA; wi w:

w2A

On note KAUtA I'ensemble des séries réalisables par un automate sur l'al-
phabet A.

Dé nition 2.2. Deux automates sont ditséquivalents s'ils réalisent la méme
série.

Remarque?. Dans le cas oK est le semi-anneau booléen, on dit qu'un mot
est accepté parA s'il existe un calcul dans l'automate dont il est I'étiquete,
i.e. hA;wi = 1. Le langagereconnu par un automate est I'ensemble des mots
acceptés par celui-ci : c'est le support de la série qu'il fése.

En général, le langage support de la série réalisée par l'antate est in-
clus dans le langage reconnu par l'automate suppdttSi le semi-anneau est
positif 2, alors ces deux langages sont égaux.

Dans le cas des semi-anneaux en général, on a le théoréemeastji\dit de
Kleene-SchitzenbergeiSchitzenberger1961, extension du résultat de Kleene
sur les langages :

1. Avec un automate A = (Q;E;I;T), c'est l'automate booléen (Q;E%1%T9 tel que
EYp;a;0 =1 si et seulement siE (p;a; 0 6 0, et de méme pour les états initiaux et naux.
2. Dans le sens le plus faiblex+y=0) x=y=0,etxy=0) x=0o0uy=0.
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2.2. Extensions du modeéle

Théoréme 2.1. Soit K un semi-anneau. L'ensemble des séries réalisables par
les K-automates sont les sérieK -rationnelles (i.e. KAutA = KRatA ).

Cette équivalence est constructive : a partir d'une express rationnelle
pondérée, on peut construire un automate réalisant la mémer, et vice-
versa.

De nombreuses méthodes ont été décrites pour réaliser cettastruction,
soit dans le cas booléen, soit dans le cas pondéré. On en rédppe un certain
nombre dans la sectior8.3.

Extensions du modele

On peut voir les automates comme des restrictions des macksnde Turing.
Une fagon classique pour étendre le modele est de lever deda de ces res-
trictions. Nous allons ici présenter trois extensions clasjues, qui levent petit
a petit les limitations sur les mouvements de la téte de leate.

Automates circulaires

Les automates circulaires (en anglaisotating automata) sont des auto-
mates qui peuvent relire le mot en entrée autant de fois qusille souhaitent, et
qui sont comme leK-automates classiques, en lecture seule.

Ainsi, on peut considérer qu'il s'agit deK-automates classiques munis de
transitions spéciales qui raménent la téte de lecture au ddétodu mot.

Dé nition 2.3. Un automate circulaire sur l'alphabet A est un quintuplet
(QE;R;I;T), ou:

Q;E;I; T sont dé nis de la méme facon que dans le cas classique des
K-automates,

R est une fonction deQ Q versK, la fonction de rembobinage

On représenteraR(p; g = k comme une transition de poidk entre p et g
étiquetée par la lettrer, n‘appartenant pas a l'alphabetA. On pourra appeler
ces transitions deg -transitions.

Ainsi, l'automate de la Figure 2.2 lit un mot non vide sur l'alphabet f ag,
puis retourne au début du mot. Il attribue ensuite a toute letre le poids?, sauf
une, choisie de maniére non déterministe, a laquelle il dcmpoids%. Ensuite,
grace a lar-transition, il peut retourner au début du mot pour recommener
cette derniére partie.

Remarque8. Tout K-automate peut-étre vu comme urK-automate circulaire,
en posantR la fonction nulle : 8K, KAutA  RKAUtA. Un tel automate n'aura
aucune transition étiquetée par.

20 L.-M. Dando



2. Automates

rjl

Figure 2.2 Un automate circulaire pondéré.

Remarque 9. Il existe des semi-anneaux dans lesquels les automateseirc
laires sont strictement plus puissants que les automates idirectionnels. Par
exemple, dans le semi-anneaBatA (ce qui est une facon de présenter les
transducteurs), les automates circulaires peuvent réadisla série qui a tout
mot associe le carré de ce mot, or cette série n'est pas ratiefle. Dans la
suite seront abordés d'autres exemples, notamment Q¢ donc dans un semi-
anneau commutatif.

Comportement et validité

Comme dans les automates unidirectionnels, le poids d'unlcal est le
produit des poids des transitions rencontrées, en prenant eompte le poids
initial et le poids nal.

Dans un automate circulaire, on ne considére que des calcdlétiquette
(wr)'w, aveci un entier.

Dé nition 2.4. Le comportement d'un automate circulaire A est la série
qui a tout mot w de A associe la somme des poids des calculs Aled'éti-
quette (wr)'w, aveci un entier. On note RK AUtA I'ensemble des séries réali-
sables par les automates circulaires sur l'alphabét.

Dé nition 2.5. Un automate circulaire A est dit valide si pour tout mot w,
la somme des poids des calculs desur w est dé nie.

Automates a navette

Les automates a navette (en anglasveeping automatasont des automates
qui peuvent lire le mot en entrée autant de fois qu'ils le soalitent, en alternant
le sens de lecture, d'abord de gauche a droite, puis de dro#teyauche etc.

Ainsi, on peut considerer qu'il s'agit de deuX -automates classiques, l'un
lisant de droite & gauche et I'autre de gauche a droite, et hone peut passer
de l'un a l'autre qu'en extrémité de mot.

Dé nition 2.6. Un automate a navettesur l'alphabet A est un quintuplet
(F;B;E;I;T), avec :
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2.2. Extensions du modeéle

aj2;b

Figure 2.3 Un automate a navette pondéré.

Q = F[ B, I'ensemble ni des états, aved- I'ensemble des état$orward
et B I'ensemble des étatbackward,

E une fonction de

F A F (la partie qui lit de gauche a droite)
[ F fag B (les demi-tours a la n du mot)
[ B A B (la partie qui lit de droite a gauche)
[ B fg F (les demi-tours au début du mot)

dansK.

I; T deux fonctions deF dansK, | la fonction des poids initiaux etT
celle des poids naux.

Exemple 3

Pour l'automate de la Figure2.3, on aF l'ensemble des états notés avec
et B ceux notés par . De plus, par simplicité de lecture, on a omis le poids
des transitions lorsque celui-ci était 1. Cet automate lit @ mot non vide sur
I'alphabet f a; by, puis lit le mot a I'envers en associant le poid® a toute lettre
identique a la derniére lettre. Il relit ensuite le mot.

Remarque 10. Tout automate circulaire peut-étre vu comme un automate a
navette. En eet, il sut de simuler les transitions R(p;p) par l'ajout d'un
état g et d'étendre E : E(p; ;) = R(p; P, E(q;a;p%) = 1 et pour tout a
deA, E(g;a;9 =1. 0On a donc8K, RKAUtA ( SKAUtA.
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Remarquell Il existe des semi-anneaux dans lesquels les automates aetiav
sont strictement plus puissants que les automates circutas. Par exemple, les
transducteurs a navette peuvent réaliser la série qui a tounot associe le
miroir de ce mot. Cette série n'est pas réalisable par un autmte circulaire

(voir [Guillon, 2019 par exemple).

Comportement et validité

Comme dans les automates unidirectionnels, le poids d'unlcal est le
produit des poids des transitions rencontrées, en prenant eompte le poids
initial et le poids nal.

Notons U le miroir du mot u, c'est-a-dire le motu lu a I'envers. Dans un
automate a navette, on ne considére que les calculs d'étitfeew(a W * w)'
aveci un entier.

Dé nition 2.7. Le comportementd'un automate a navetteA est la série qui

a tout mot w de A associe la somme des poids des calculsAlal'étiquette
w(a W w)', aveci un entier. On note SK AutA I'ensemble des séries réalisables
par les automates a navette sur l'alphabef.

Dé nition 2.8. Un automate a navetteA est dit valide si pour tout mot w,
la somme des poids des calculs desur w est dé nie.

Proposition 4. Si K est commutatif, alors tout automate a navette est équi-
valent a un automate circulaire.

Démonstration. L'idée de la preuve, illustrée dans la Figur@.4, est de prendre
le miroir de la partie backwardde I'automate a navette, que I'on peut simuler
par un automate unidirectionnel, et de reconnecter les deyparties grace a des
r-transitions.

Soit A = (F;B;E;I;T ) un automate a navette. SoitB = (Q;E®R;I;T)
un automate circulaire, avec :

Q=F[ B,

8
2E(p;a;0sip;q2 F;

Efp;a;d= _ E(q;a;p sip;q2 B;
" 0 sinon,

8
2E(p;" ;0 sip2F;
R(p:9) = _ E(p;a;q) sip2 B;
" 0 sinon.
Il'y a bijection entre les chemins deA et ceux deB, et cette bijection

conserve les poids : en e et, commkK est commutatif, le poids d'un mot ne
change pas en fonction du sens de lecture de celui-ci.
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Figure 2.4 La transformation d'un automate a navette en automate iccu-
laire.

a a
| | ba | | ba
r A
S
- Y2 Y1
+~—O rO0———0—0
Y2 Y1
r A
S I
(a) Un calcul d'un automate a na- (b) Un calcul d'un automate cir-
vette sur le mot ab. culaire sur le mot ah.

Figure 2.5 Deux calculs de poids<ix,y1Y,212;.

A un chemin d'étiquette w(© W a w)' dans A, cette bijection associe un
chemin d'étiquette w(rw)? dansB. Ces deux chemins contribuent au poids du
méme motw. La Figure 2.5illustre la bijection.

]

Cette proposition va nous permettre de nous concentrer dare suite sur
les automates circulaires, et non les automates a navett@rdes semi-anneaux
manipulés seront souvent commutatifs. Le modele est cepamd présenté ici
dans un souci d'exhaustivité.

Automates boustrophédons

On peut encore lever la restriction sur les mouvements de laté de lecture
an de retrouver le mode de déplacement d'une machine de Tag : a tout
moment durant la lecture du mot, la téte de lecture peut se dégcer sur la
droite aussi bien que sur la gauche. Ces automates ont éteaduits et prouves
équivalents aux automates unidirectionnels dans le cas bBéen par Rabin et
Scott, 1959 et [Shepherdson1959. Ce n'est généralement pas le cas lorsque
ces automates sont pondérés. La dé nition donnée ici suit lze de [Birget,
1989.
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Dé nition 2.9. Un K-automate boustrophédoifen anglaistwo-way automa-
ton) sur l'alphabet A est un quintuplet (F;B; E;I;T ), avec :

Q = F[ B, I'ensemble ni des états, aved- I'ensemble des étatorward
et B I'ensemble des étatbackward,

E une fonction de

Q A Q (les déplacements dans le mot)
[ F fag B (les demi-tours a la n du mot)
[ B fg F (les demi-tours au début du mot)

dansK, la fonction de transition,
| une fonction deF versK, les poids initiaux,
T une fonction deF versK, lespoids naux.
Nota bene: Seuls les états d& peuvent étre initiaux ou naux.

On dé nit de plus une fonction sur les états : (p) = 1 si p est dansF,
et (p)= 1sipestdansB.

Dé nition 2.10. Soit A = (Q;E;I;T) un K-automate boustrophédon.

Un chemin de A de longueur n est un triplet p;e;q avecp et q deux
états de l'automate, ete une suite de transitions de la formép;; a; ¢)i2nk
avecp;;g 2 Qeta 2 A[f ;agavecp= p;, Q= ¢, et tels que pour touti
dansJl;n 1K g = pi+1.

L' étiquette d'un chemin (p;(&)i2a:kk 0) eXiste et est le motw = wy :::w,
(w; 2 A[f ;ag) s'il existe une application surjective de J1; kKvers J1; nK
telle que :

Im( )= J1;nK
pour tout i dansJ2, kK (i)= (i 1)+ ( (g))
pour tout i dansJL; kK (sj) = W ).

Un calcul de A d'étiquette w est un chemin(p; (e )i2n:kk Q) d'étiquette dans
C +")w("+ a) tel que :

p est initial,
g est nal,

(1)=1,
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(a) Un automate boustrophédon. (b) Un calcul sur ba

Figure 2.6 Un automate boustrophédon et un calcul.

(k) = n.

On dé nit de plus une fonction posde J1; kKdans JO; nKpour les états d'un
chemin :
pourtout j 2 JL,kK pogj)= (j)si (p)=1,etpogj)= (j) 1sinon.

Remarque 12. Dans la suite, on identi era un chemin et la suite des états
rencontrés par celui-ci.

Remarque 13. Tout automate a navette peut étre vu comme un automate
boustrophédon :8K, SKAutA 2KAutA.

Remarquel4. Il existe des semi-anneaux dans lesquels les automates lraus
phédons sont strictement plus puissants que les automatesavette.

Exemple 4 (tiré de [Guillon, 2014)

On considéreK = (P( );[ ;+) . La séries, telle que pour tout motw, hs; wi =
fknjk 2 ; bdbest un facteur dewg, est réalisable par un automate bous-
trophédon, mais pas par un automate a navette. Il s'agit de laérie qui a

chague motw composé dek blocs dea, le i-eme bloc étant de longueun;,

R
associe n;
i=1

Comportement et validité

Dé nition 2.11. Le comportementd'un automate boustrophédor, notéjAj,

est la série qui a tout motw de A associe la somme des poids des calculs
de A d'étiquette w. On note 2K AutA I'ensemble des séries réalisables par les
automates boustrophédons sur l'alphabeA.
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Dé nition 2.12. Un automate boustrophédon pondéré suk est dit valide
si pour tout mot w, la somme des poids des calculs ded'étiquette w existe
dansK, donc si la sérigAj est bien dé nie.

Dans certains cas, on peut avoir besoin d'une notion plus nde validité :
c'est le but de la dé nition suivante.

Dé nition 2.13.  Un automate boustrophédonA est dit fortement valide si
pour tout mot w, pour tout états p; gde A, pour toutes positionsi;j dansw,
la somme des poids des chemins sw commencant enp a la positioni et
nissant en g dans la positionj est dé nie.

Remarque15. Tout automate unidirectionnel est fortement valide.

Variantes du modeéle

Il existe d'autres dé nitions d'un automate boustrophédon Les variantes
principalement utilisées di erent de notre modéle soit das la dé nition des
calculs, soit dans la fagon de représenter les mouvementslaééte de lecture
(soit les deux). Le modele utilisé en général sera le modelégenté ci-dessus,
mais il arrivera que I'on change de modele localement a n diair des calculs
plus agréables a manipuler.

Les calculs peuvent étre dé nis comme se nissant non a dreitdu mot
comme dans notre dé nition, mais se nissant a gauche du moipire n'importe
ou. Plus formellement, dans les dé nition2.9 et 2.1Q on remplace (k) = n
par (k) =1 et T une fonction deB dans K, ou bien par (k) 2 J1;nKet
T une fonction deQ dansK. Ainsi, en fonction de la position de début des
calculs, et de celle de la n, un automate peut accepter un ma&n examinant
seulement un facteur de celui-ci.

Dans notre modele, on représente de plus le mouvement de li@tée lecture
dans un état, qui peut étreforward ou backwardselon que la téte se déplacera
vers la gauche ou vers la droite du mot.

Un autre modele usuel €.g.[Rabin et Scott, 1959 ou [Shepherdson1959)
est d'avoir un seul type d'état, et d'avoir des transitions #quetées par le
mouvement de la téte de lecture E est une fonction deQ A f 19 Q
dansK. On peut aussi voirE comme deux fonctionsg. et E .

Dans ce modele, la fonction de transition est une fonction d@ A
Q f 1;,+1g dansK, un chemin est dé ni comme un triplet(p;e;q, avec
p et g deux états, ete une suite de transitions de la formép;; &; g; m;)nkk
telle quep= p1, 9= &, et pour tout i deJl;k 1K g = pi+1. L'étiquette du
chemin (p; (pi; &; G; Mi)i2nkk Q) existe et est le motw = w; :::w, S'il existe
une application de J1; kKvers J1; nKtelle que :

Im( )= J1;nK
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pour tout i dansJLk 1K W (1) = W (i m; -

Un calcul d'étiquette w est un chemin tel quep est initial et g est nal d'éti-
quette dans(" +")w("+ a).

Tous ces modeéles sont équivalents (voiP¢cuchet 1985). Nous montre-
rons en sous-sectiol.3.6comment passer d'un automate dans le modele dont
les transitions stockent les mouvements de la téte de leceuen un automate
dans le modele ou cette information est dans les états, et @igersa. Pour
I'équivalence des autres modeles, il est immédiat que nirgauche ou a droite
lorsqu'on dispose d'un automate dans l'autre modele, ou quiit n'importe
ou, est faisable : il sut de rajouter un état apres tous les é&ts naux, qui
emmene la téte de lecture a I'extrémité souhaitée.

Il peut étre nécessaire de rajouter un étatorward ensuite, si I'on rembo-
binait avec un état backward a n qu'il soit nal.

Constructions

Dans cette section, nous verrons diverses opérations et stactions sur
les automates. En général, elles seront dé nies sur l€sautomates classiques,
mais on pourra facilement étendre ces dé nitions aux cas dastomates cir-
culaires, a navette, et boustrophédons.

Les transformations décrites dans cette partie préservetds calculs; leur
correction ne dépend pas de la distributivité des poids : e sont donc valides
dans le cas oK est un bi-monoide.

Revétement

Les manipulations d'automates que nous allons étudier sotgutes basées
sur le méme concept : transformer un automate en un automategévalent
véri ant de plus une certaine propriété. Dans le cas des autwtes unidirec-
tionnel booléens, une méthode usuelle est l'utilisation wh morphisme entre
deux automates, c'est-a-dire une application entre les d$a qui respecte les
transitions.

Ces applications ne sont pas adaptées au cas pondéré. Noenh@ons ici
la dé nition du revétement d'automates de Sakarovitch 2009 aux automates
boustrophédons. Cette dé nition est inspirée de la notiona@lcovering sur les
graphes, due a$tallings, 1983. Le revétement est li€é a la notion plus classique
de bisimulation. Plus précisément, on peut dire de deux autmates qu'ils sont
en bisimulation s'ils sont tous deux des revétements d'undisiéme.

Dé nition 2.14. Un revétement(en anglaiscovering) d'un automate A =
(Q+;Q ;E;I;T) est un automateB = (R ;R ;F;J;U) pour lequel il existe
une surjection’ deR=R; [ R dansQ= Q. [ Q telle que:
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préserve le type des états8p2 R; p2 R., '(p)2 Q..

Sil(g) 6 0, alors il existe un uniguep antédédent deq par ' tel que
J(p) 6 0. Dans ce cas| () = J(p).

Pour tous étatsqi; g 2 Q, pour toute lettre a, tels queE(qi;a; ) 6 0,
pour tout antécédentp, de q, il existe un uniquep, antécédent dey, tel
queF (p1;a;p) 60.

Pour tous états p;;p. 2 R, pour toute lettre a, si F(py;a;p2) 6 O,
EC (P);&" (P2)) = F(pia;p).

U = T( (p)-

Proposition 5. Soit A un automate etB un automate, revétement dé\. Il
existe une bijection qui respecte les poids entre les cadcde A et les calculs
de B.

Démonstration. Considérons l'application des transitions deB vers celles
de A, qui envoie(py; a; ) sur (* (p1);a;" (p2)).

Soit un calcul deA. Ce calcul a un antécédent, et il est unique. En e et,
I'état initial admet un unigue antécédent, initial dansB. Et pour toute tran-
sition, si I'on xe l'antécédent de la source, alors I'anté&dent de la cible est
unique.

C'est donc bien une bijection, et elle respecte bien les psid

O

Corollaire 1. Un automate est valide si et seulement si un revétement de

celui-ci est valide. Le cas échéant, ils sont équivalents.

Circulation

Dé nition 2.15. Soit A = (Q;E;I;T) un K-automate. Unecirculation sur
cet automate est une fonction deQ dans K. Appliquer une circulation c
sur A revient a construire un automateB = (Q;F; J;U) tel que, pour tout
étatp2 Q:

1(p) = I(P):c(p),
U(p) = c(p):T(p),
Pour tout état g, c(p):E(p;a;9 = F(p;a;9:c(q).

Proposition 6. Le comportement d'un automate est invariant par circulatio.
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Démonstration. Soit w un mot de A , et = (p1;(&)i220kK Px+1) Un calcul
de A sur w. Soit P,, le poids de ce calcul. Avee = (pi;Wi;pi+1), On a :

YK
Pw =1 (91)3_ E(pi;Wi; pier ) T (Pre): (2.1)

=1
Par dé nition de B, on a donc :
Y
J(p):c(pe):  E(pis Wi Pres )T (Prea)

i=1

Pw

N4 Y
J(pl):' F(pi; Wi Pie1):C(Prea): E(pi; Wis Pres ) T (Pr+1)

i=1 i=r+1

Y
J(p1): | F (P Wiy Pres ) o(P+1 ) T (Pr+1)

i=1

Y
J(pl):_ F(pi; Wi Pres ) U(Prs1)

i=1

C'est bien le poids du méme calcul dar. Ainsi, le poids d'un calcul ne change
pas par circulation, et non plus celui d'un mot. Les deux autoates sont donc
équivalents. O

Remarque 16. Si K est inversible, alors pour tout automateA, pour toute
circulation ¢ sur cet automate, il existe un unique automaté® tel qu'il soit le
résultat de I'application dec sur A.

Ces deux constructions, le revétement et la circulation, mbnous permettre
de prouver I'équivalence avant et apres les transformatisnque nous allons
décrire maintenant.

Automate caractéristique

Dé nition 2.16. Un automate est dit caractéristique si toute transition a un
poids égal al.
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Proposition 7. Si K est localement ni, alors toute série réalisée par ufK-
automate peut étre réalisée par ui-automate caractéristique.

Démonstration. Soit A = (Q; E;I; T) un automate unidirectionnel pondéré
sur K localement ni (cf. section1.3 pagell). On e ectue le produit de l'au-
tomate A avec la partie nie K°engendrée par les poids de I'automate.

Plus précisément, considérons l'automat® = (Q KC%E%I1%T9 déni
comme suit :

EA(p;X);a;(a;¥)) = E(p;a; 9 si et seulement siy = xE (p; a; 9.
| p;x) = x sil(p) = x, 0sinon,

TYp;x) = T(p).

Montrons que cet automate est un revétement d&. Posons' la surjection
qui a tout état (p; X) de B associep de A.

Sil (g) n'est pas nul, alors il existe un unique antécédent pardont I'image
par 1 °n'est pas nulle, c'est(q; 1(q)), et on a bienl Yq;1(g)) = 1(0).

Soit p; q; a; ktels queE(p;a;9 = k 6 0, et (p; X) un antécédent dep. Alors
il existe un seul état(q;y) tel que EY(p;x);a;(q;y)) 6 0. Il s'agit de (q; xk).

De plus, pour tous les étatgp; x) et (q;y) de B, si Eq(p;x);a;(q;y)) 6 0,
alorsy = xE (p;a; 9 et EY(p;x);a;(q;y)) = E(p;a; 9.

Comme de plus on a qu@q{p; x) = T(p), l'automate B est bien un revéte-
ment deA.

Soit maintenant l'automate C=(Q K% E[00T0§ .

ER(p;x);a;(q;y)) =1 sixE(p;a;9 =y, et 0sinon,
1%p;x) =1 sil(p) = x, 0sinon,
T%Rp;x) = xT ().

On a bien appliqué sumB la circulation c telle quec(p; x) = x. En e et, on
a bien :

19p; x) = x = 1 %¢p; x)c(p; X),
Tp; x) = XT(p) = c(p; X)TYp; x), et

SIEA(p; x); a;(a;y)) = kalorsk = E(p;a;9,y = xk, et EQ(p; x); a;(q;y))
=1,

L'automate C est donc équivalent aA. O
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Automates positifs sur Q et R

Dé nition 2.17. Un K-automate est dit standard s'il existe un seul état
initial p, avecl (p) = 1, et tel que p n'ait aucune transition entrante.

On a la proposition classique suivante :
Proposition 8. Tout K-automate est équivalent a ul-automate standard.

Dé nition 2.18. Un Q-automate ou R-automate standard est ditpositif si
toute transition a un poids positif.

Lemme 1. Toute série réalisable par urR-automate boustrophédon est reali-
sable par unR-automate boustrophédon standard positif.

Démonstration. Soit A = (Q.;Q ;E;I;T) un R-automate boustrophédon
réalisant une seéries, que l'on peut considérer standard par la propositios.
Considérons l'automate suivanB = (Q. f 1, 1g;Q f 1, 1g;E%I1%T9:

1qp;1) = 1 (p) sil(p) est positif, | {p; 1) = 1(p) sinon.

EY(p;x); a;(q;X) = E(p;a; 0 si E(p;a; 0 est positif,
EAp:x);a(@:y) =  E(p;a; g siE(p;a; g est négatif, et quex 6 y,
Tp;x) = xT (p).

Cet automate est la circulation d'un revétement déd, il lui est donc équi-
valent. A part peut-étre les poids naux, tous les poids sonpositifs. Comme
A est standard, et en posani son état initial, B n'a qu'un seul état initial,
(i; 1), initial de poids 1. B est donc standard.

0

Proposition 9. Toute série s réalisée par unR-automate boustrophédon est
décomposable en deux sériss;s , chacune réalisable par urR. -automate
positif boustrophédon standard telles que=s. s .

Démonstration. Soit A = (Q.;Q ;E;I;T) un R-automate boustrophédon
réalisant une séries, et B I'automate construit dans la preuve du lemmel
ci-dessus.

On peut considérer deux automatesB, et B , copies deB sauf pour la
fonction nale, restreinte aux éléments de poids nal posif pour B, et aux
éléments de poids nal négatif pourB . De plus, on multiplie par -1 tous
les poids naux deB , an d'obtenir un automate dont tous les poids sont
positifs.

La série réalisée paA est immédiatement la di érence de la série réalisée
par B, et de celle réalisée paB . Ces deux automates sont pondérés sR. .

]
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2+ Zia
— a
;
(a) Un automate (b) Cet automate n'est pas valide.

circulaire sur C.

Figure 2.7 Contre-exemple de l'extension & de la proposition9.

Remarquel?. Cette construction peut s'étendre & dans le cas des automates
unidirectionnels, pour obtenir une série réelle et une sérimaginaire pure.
Cependant, comme il n'y a pas bijection des calculs, la consttion ne conserve
pas nécessairement la validité dans le cas désautomates circulaires, ainsi
gu'illustré dans I'exemple5.

Exemple 5

L'automate de la Figure 2.7a est valide, cependant si I'on construit un au-
tomate en suivant l'idée de la construction de la propositiv 9, on obtient
l'automate de la Figure2.7b, qui n'est pas valide. En e et, pour le mota, par
exemple, il existe exactemen2"*! calculs d'étiquette (ar)"a, chacun dont le
module du poids vaut % " La somme des modules des poids des calculs

d'étiquette (ar)"a est donc ‘5‘ "1 Cela signi e que la somme des modules

P
des poids des calculs s est donc 4 " qui n'est pas dé nie. L'automate

3
n=0
n'est donc pas valide.

-normalisation

Dé nition 2.19.  Un automate boustrophédor(F; B;E;I; T ) estdit -normal-
isé siF et B sont respectivement partionnéser = F,[ F etB=B.,[ B ,
tels que :

tous les états naux sont dansF, ,

pour tout état p, pour toute transition (p;a; g, q appartient a F si et
seulement sip appartient a F, [ B..
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Proposition 10. Tout automate boustrophédon est équivalent a un automate
-normalisé.

Démonstration. Soit A = (F;B;E;I; T ) un automate boustrophédon suK.
L'idée est de faire deux copies des états de l'automate, lerou I'on ne
garde que les transitions provenant des étaferward, l'autre celles provenant
des étatsbackward
SoitB=(F f 1;2g;B f 1;29;E%1%T9 un automate surK avec :

| Ap;i) = 1(p), sii =1, 0sinon.

Tp;i) = T(p).

EY(p;i);a;(g;1)) = E(p; a; 0 sip appartient a F, 0 sinon.
Eq(p;i);a;(g;2)) = E(p;a; g si p appartient a B, 0 sinon.

Montrons que cet automate est un revétement dé. Considérons' la
surjection qui a tout état (p;i) associe I'étatp.

Soit g tel que I (g) est non nul. Alors il existe un unique antécédent dq
qui soit initial, c'est (p;1), de poids initial I (p).

Soit p; g et k non nul tel que E(p;a;09 = k 6 0. Soit (p;i) un antécédent
dep. Alors il existe un unique antécédent dg, noté(q;j), tel queEX(p;i); a;(q;j))
est di érent de O, c'est(q;1) si p appartient a F, (q;2) sinon.

Soit (p;i);(g;j) deux états deF f 1;2g[ B f 1;29. SIEq(p;i);a;(q;)))
est non nul, alorsE{(p;i);a;(q;j)) = E(p;a; 9.

De plus, pour toutp 2 F [ B, TYp;i) = T(p). Il s'agit donc bien d'un
revétement. O

Equivalence des modéles des automates boustrophédons

Nous allons montrer que le modéle que nous utilisons et le naébel dans
lequel les mouvements de la téte de lecture dépendent desns#ions sont
équivalents, en donnant une transformation permettant degsser d'un modéle
a un autre.

Soit A = (Q+;Q ;E;I;T) un automate boustrophédon surK. L'auto-
mate B=(Q. [ Q ;E+;E ;I;T) lui est équivalent, en posant. (p;a;g =
E(p;a;0 sig2 Q.+, etE (p;a;0 = E(p;a;9 sig2 Q . La transformation
inverse ne marche que si les états n'admettent qu'un seul tyae transition
entrante. On peut au besoin dupliquer les états pour lesqget'est nécessaire,
an de séparer les transitions entrantes forward des trart®ns entrantes ba-
ckward.

Exemple 6

Les Figures2.8aet 2.9aprésentent deux automates, obtenus l'un a partir de
I'autre, selon la transformation ci-dessus. On peut voird'et de cette tranfor-
mation sur les calculs, avec les Figures8b et 2.9h.
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) a |, a
L [

a | b |
—()—
23

@O—E—0O—0O—0—

(b)

Figure 2.8 Un automate boustrophédonAg et un de ses calculs.

b;!
() a! a;!
P

Figure 2.9 Un automate boustrophédonB, équivalent a Ay et un de ses
calculs.

La transformation décrite ci-dessus est naturellement unevétement. |
existe donc une bijection entre les calculs d& et ceux deB, la validité est
donc conservée. Les deux modeles ont donc bien la méme exives.
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Chapitre 3

Automates circulaires sur les
semi-anheaux rationnellement
additifs

Ce qu'on a fait, on le refait,
I'nistoire est comme un cercle
immense.
O enbach,
La Grande-Duchesse de
Gérolstein

Ce chapitre présente les résultats obtenus pour les autoreatcirculaires
pondérés par des semi-anneaux rationnellement additifgjigpnt été pour I'es-
sentiel publiés dans [Pando et Lombardy, 2017. On rappelle tout d'abord
en section3.1 que sur de tels semi-anneaux, les automates circulaires es |
séries de Hadamard sont équivalentsgmbardy, 2016. Il est donc naturel de
chercher des algorithmes pour passer d'une représentaténine autre : c'est le
but de ce chapitre, dans lequel on présente une facon d'étemdes algorithmes
de conversion entre les séries rationnelles et les autonsatmidirectionnels.

Cette extension consiste a transformer une expression deddenard en une
expression rationnelle sur un alphabet étendu, et de tramsfer cette expres-
sion en un automate unidirectionnel, en suivant un des algtrmes classiques,
tels que la construction de l'automate des dérivées, ou eetle 'automate des
positions. On montre que si I'on considére ensuite l'autorteaobtenu comme
un automate circulaire, on réalise encore la méme série. Bients algorithmes
pour cette conversion sont décrits dans la sectidh3.

La transformation réciproque est moins directe, car il faupouvoir retrans-
former I'expression rationnelle étendue en une expresside Hadamard, ce qui
ne peut se faire que si cette expression est d'une certaingrie. Les détails de
cette transformation sont expliqués dans la sectioB.4.
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3.1. Equivalence séries de Hadamard - Automates circulaire

La derniere section s'intéresse au cas des automates pogdé&urQ, R ou C.
Bien que ces derniers ne soient pas rationnellement additifls présentent des
propriétés intéressantes : on montre que les séries de Hadamhsont exacte-
ment les quotients de Hadamard de séries rationnelles (pagition 28). On
montre également que le probleme de I'équivalence de deuxamates circu-
laires valides est décidable (théoreme 3).

La section 3.2 introduit les di érents éléments dont nous allons avoir be-
soin dans la suite. Dans tout ce chapitre, nous noterort§é un semi-anneau
rationnellement additif.

Equivalence séries de Hadamard - Automates cir-
culaires

Dans les semi-anneaux rationnellement additifs, les aut@tes circulaires,
et méme les boustrophédons, ont un comportement toujours dé[ Lombardy,
2014. Cela provient essentiellement du fait que dans un semi4agau ration-
nellement additif, I'étoile d'un élément est toujours dé ne. On montre que ce
comportement est une série de Hadamard, et réciproquement.

Proposition 11. Toute série de Hadamard suK, un semi-anneau rationnel-
lement additif, est le comportement d'un automate circuleg sur K : KHadA
RKAUtA.

Démonstration. Une série de Hadamard est dans la cldéture des séries ration-
nelles par les opérations terme a terme. Montrons donc le wéiat par induc-
tion. Soit s une série de Hadamard.

La séries est rationnelle.

Au chapitre 2, nous avons vu que le théoréniz 1dit de Kleene-Schitzen-
berger([Schitzenberger1961) a rmait que toute série rationnelle est le
comportement d'unK-automate unidirectionnel. Comme ces automates
forment un sous-ensemble des automates circulaires, la position est
vraie dans ce cas.

Dans la suite, on supposera la proposition vraie posi et s,, deux séries
de Hadamard. On noteraA; = (Q;E;R;1;T) et A, = (Q%ECR%I1%TY
les automates circulaires dont les sériess et s, sont les comportements,
tels qu'illustrés dans la Figure3.1

De plus, on utilisera les abus de notation suivants :

Si X est un sous-ensemble d¥, et f une fonction deX dansK, alors
on étend naturellementf a'Y avecf (y) = 0k quel que soity 2 YnX.

Si X % est également un sous-ensemble ¥e avecf © une fonction deX °
dansK, alors on note(f + f9(y) = f (y)+ f {y) pour tout y dans.
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3. Automates circulaires sur les semi-anneaux rationnatent additifs

Figure 3.2 L'automate réalisant ks;.

La séries est le produit des; par un élémentk du semi-anneau.

L'automate By = (Q; E;R;J; T) réalise la séries, en posant pour tout
état qde Q, J(q) = kil (g). Cette construction est représentée dans la Fi-
gure 3.2 (Si le semi-anneau n'est pas commutatif, et que= s;k, alors
on multiplie les sorties, et non les entrées, de l'automate)

La séries est la somme des séries et s,.

L'automate A; [A , = (Q[ Q%E + EXR+ R%1 + 1%T + T9Y réalise
la séries. En e et, pour tout mot w, I'ensemble des calculs pouwv est
I'union disjointe de I'ensemble des calculs powv sur A et de ceux suiB.
Ainsi, le poids dew dansA[B est bien la somme du poids de danss;
et danss;.

Cette construction est représentée dans la Figufe3.

La séries est le produit de Hadamard des; et s,.

L'automate A; A ,=(Q[ Q*E+ E%R+ R%+ S;I;T9, avecS(p; 9 =
T(p):1{q) pour tout pdansQ et qdansQ? réalise la séries. En e et, pour
tout mot w, pour tout paire de calculs(p;(e); q) de A; et (p5 (€]); ) de
A, il existe un calcul(p;(f¢); ¥ dansA; A ,, ou la suitef est dé nie
ainsi :

fi =& pouri2 J;nKfny =(q;@);faeej = € pourj 2 J;mK
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tlicl)l’

Figure 3.4 L'automate réalisants; s,.

avecn la longeur de la suitee, et m celle de€’. Le poids de ce nouveau
calcul est bien le produit des poids des calculs initiaux.

De plus, tout calcul deA; A , est nécessairement de cette forme. Ainsi,
on a bienA; A (w) = Ay(w):Ax(w).

Cette construction est représentée dans la Figuf4.

La séries est I'étoile de Hadamard de la séris;.

Soit l'automate A7 = (Q[f ig;E+ F;R+ S;1+ ;;T+ ;), avecF etS
telles que8a 2 AjF (i;a;1) = 1k; 8(p;d 2 Q;S(p; @ = T(p):l (a); et
la fonction caractéristique dei.

Cette construction est représentée dans la Figufeh.

Cet automate réalise bien la séris. En e et, en posantw un mot deA ,
pour tout | entier positif, pour chaque liste de calculg®; (e); o)), 211k
dansA, il existe un calcul(p®; (f); o) dansA7 telle que la suitef est
constituée de la concaténation des suite§) dans l'ordre, les suitesel)
et el*D étant séparées par la-transition (g); pi*).

Le poids d'un tel calcul est naturellement le produit des pds ded calculs
de la liste. Si I'on groupe ces calculs en fonction digon remarque donc
gue le poids de ces groupes est la puissahate la séries.
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3. Automates circulaires sur les semi-anneaux rationnatent additifs

Figure 3.5 L'automate réalisant s; .

Or, un calcul sur A7 peut étre de deux formes : soit une telle suite
avecl 1 r-transitions de S, soit une boucle sur I'étati.

Ce dernier calcul est unique pouv, et il est de poids 1 : l'automate
restreint ai calcule la puissance 0 de la série

Ainsi, le poids d'un motw dansA7 est de 1 plus le poids dev dansA;
a la puissancd, et ce pour chaque entier positif.

On a donc bienhA7; wi = hAs;wi .

On a également la propriété dans l'autre sens :

Proposition 12. Soit K un semi-anneau rationnellement additif. ToutK-
automate circulaire est valide, et son comportement est urs@rie de Hada-
mard : RKAutA KHadA .

Démonstration. Soit A = (Q;E;R;I;T) un K-automate circulaire, avecQ
ordonné de taillen, que I'on notera par simplicitéJ1;nK

Pour montrer la proposition, nous allons tout d'abord monter par induc-
tion qu'une certaine somme est dé nie, puis exprimer le coroptement de A
en fonction de cette somme.

Nous aurons besoin de quelques dé nitions : soi un mot deA , k2
et un chemin deA d'étiquette u = (wr)X.

Pour tout j 2 J1; kK on notes; I'état rencontré aprés avoir lu lej ¢™ r dans
le chemin . On dé nit la fonction ordresur un chemin comme le plus grand
des étatss; rencontré le long de ce chemin.

Plus précisément,

Osik=0ouk=1;

ordr =
<) maxXs; jj 2 JL,k 1Ky sinon.
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Notez que dans le cas général, on ne tient compte ni dg ni de sy, qui
sont respectivement le premier et le dernier état de.

Soit P(w;i;p;g) I'ensemble des chemins dont I'étiquette est dan@vr) ,
d'ordre au plusi, et dont le premier état estp et le dernierqg. Soit S(w;i; p; Q)
la somme des poids des chemins &€w;i; p; Q).

Montrons par induction suri que pour toute paire d'états(p; g), la somme
S(w;i; p; q) est bien dé nie.

Supposons que = 0. Alors, ordrd ) = 0, et soit est de taille 0, soit
il est de taille jwj + 1. Dans les deux casP (w;0; p; g est ni quels que
soientp et g, et la sommeS(w; 0; p; g est bien dé nie.

Supposons que pour touf < i, pour tout p et g, S(w;j;p;q) est bien
dé nie.

On peut décrire de maniére uniqu® (w; i; p; q) en considérant la conca-
ténation de chemins comme un produit :

P(w;i;p;@) = P(w;i  1p;Q
[ P (w;i Lp;i):P(w;i  1;0;0) :P(w;i 1;i;q):
(3.1)
On a donc :

S(w;i;p;a) = S(w;i  1,p;0 3.2
+ S(w;i Lp;i):S(w;i L) :S(w;i 10;q9): (3-2)

Dans un semi-anneau rationnellement additif, I'étoile de kKene est tou-
jours dé nie, donc S(w;i; p; ) est bien dé nie.

Ainsi, par induction, la sommeS(w; i; p; q) est bien dé nie quels que soient
et g. Montrons maintenant que le comportement dé est une série de Hada-
mard.

Notons tout d'abord F (w; p; g la somme des chemins dea q d'étiquette w.
Cette somme existe car ces chemins sont en nombre ni.

On peut dé nir deux séries a partir des deux sommeB et S : la sé-
rie s(i; p; q) telle que hs(i; p; ); wi = S(w;i;p; ), et la sérief (p; g telle que
H (p; 9); wi = F(w;p; 0. On peut remarquer que les sérigs(p; g et s(0; p; 0
sont rationnelles pour tout couple(p; g).

De plus, par I'équation @.2), pour tout i dansJ1l;nK on a:

s(bp;g=s(i Lp;g+si Lpi) s Lii)” s 1i9): (3.3)

Ainsi, par une induction immédiate,s(n; p; g est une série de Hadamard.
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1K AutA

i
/ \
KRatExpA K KRatA

Figure 3.6 Un algorithme de conversion.

De plus, on peut exprimer le poids du mow dans A en fonction deF
et de S. Ces deux sommes étant bien dé nies, le poid&A; wi du mot w est
également bien dé ni, et est égal a :

X
hA; wi = I (p):S(w;n;p;9:F(w;q;r:T(r): (3.4)
p;a;r2Q

On peut donc exprimer le comportement dé :

X
A = L(p):s(n;p; ) f(q;r):T(r); (3.5)
P;air2Q
qui est une série de Hadamard. O

Les séries réalisées par les automates circulaires sonta@eractement les
séries de Hadamarddf. [Lombardy, 20169).

On remarque que la preuve de la propriété précédente peutisigdre aQ, R,
ou C sur les automates valides :

Proposition 13. SoitK égal aQ, R, ou C. Le comportement de tout automate
circulaire valide sur K est une série de Hadamard suKk.

En e et, sur R ou C, si (X)) est une famille sommable, alors pour toute
partition (I;) de |, toute famille (x;);2;; est sommable. On a donc bien tous
les S(w;i; p; ) de la preuve de la propositiori2 dé nis.

Cet argument n'est pas su sant sur Q, car ce dernier n'est pas complet.
Cependant, on obtient quand méme le résultat que le compoment d'un Q-
automate valide est une série de Hadamard s, dont tous les coe cients
sont obtenus grace a des opérations rationnelles sur desrééts deQ : la série
obtenue est donc une série de Hadamard sQx.

Aspects algorithmiques : notions nécessaires

Un algorithme de conversion d'une expression rationnelle en un automate
unidirectionnel est une application rendant commutatif legraphe de la Fi-
gure 3.6.

Expressivité des automates pondérés circulaires et bougthédons 43



3.2. Aspects algorithmiques : notions nécessaires

JK
KHadExpA KHadA

RKAuUtA

Figure 3.7 On cherche un algorithme .

Dans ce chapitre, nous cherchons a construire un algorithmeonvertissant
une expression de Hadamard en un automate circulaire, de daca rendre
commutatif le graphe de la Figure3.7.

Le but de cette section est de dé nir les outils dont nous alis avoir besoin
a n d'e ectuer cette construction.

Comment voir les automates circulaires

Un automate circulaire peut étre vu comme un automate unidéctionnel
sur un alphabet doté d'une lettre spécialer, qui sert a rembobiner le mot
d'entrée. Le calcul des poids des mots est e ectué suivantdig nition 2.3 On
noteraA, = A[f rg.

Dans cette optique, dé nissons les deux fonctions qui perithent de passer
de la sémantique unidirectionnelle a la sémantique circule.

Dé nition 3.1. Soit A = (Q;E;R;I;T) un automate circulaire surA. On
note IW(A) = ( Q; E%I; T) l'automate unidirectionnel sur A, tel que :

Eqp;a;9 = E(p;a; 0 pour tout a2 A, et
Eqp:ir;d) = R(p; 9.

De méme, avedB = (Q;E;I;T) un automate unidirectionnel surA,, on
note B' voire rot(B) I'automate circulaire (Q;E%R;I;T), avec :

EYp;a;0 = E(p;a;0 pour tout a2 A, et

R(p;9 = E(p;r;0).
On a naturellementA = rot(Iw(A)) et B = 1w(rot(B)), avecA un auto-

mate circulaire surA et B un automate unidirectionnel surA,.
On a également immédiatement pour tout motv de A

R .
hA; wi = HwW(A); w(rw)'i; (3.6)
i=0
hB;wi =  hBw(rw)'i: (3.7)
i=0
On aimerait cependant savoir I'e et de ces opérations sur Igérie reconnue
par l'automate en parameétre : c'est le but de la dé nition suiante.
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K /

rotT llw
1K AutA,

KRatA,

Figure 3.8 La fonction ' respectelw et rot.

Dé nition 3.2.  Soit' la fonction linéaire deKhiA,ii vers KhiA ii telle que
X X X
8s 2 KhiA,ii ; ' hs;uiu = hs;ui w: (3.8)

u2A, w2A u2w(rw)

Cette fonction est partiellement dé nie. Plus précisément (s) est dé nie si et
seulement si pour tout motw de A , la famille (bhs; ui),2wrw) €St sommable.

La fonction ' associe a une séris sur A, la série surA pour laquelle le
poids d'un mot est la somme des poids des mots de la formméw)' danss.
On a la proposition suivante :

Proposition 14. Soit K un semi-anneau rationnellement additif, etA un
K-automate circulaire valide surA. L'image par ' dejlw(A)j est dé nie et
vaut jAj .

Démonstration. Pour chaque motw, la somme des poids des calculs de(A)
étiquetés par un mot dew(rw) est bien dé nie : il s'agit d'une somme nie.
CommeK est rationnellement additif, la somme des poids des calcals IW(A)
des mots dew(rw) existe et est égale a la somme des poids des calcul#ide
étiquetés parw. O

On obtient immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 2. Soit K un semi-anneau rationnellement additif etA un K-
automate unidirectionnel surA,.
Si' (JAj) existe, alorsA" est valide etjA"j = ' (JA]).

Le graphe de la Figure3.8 est donc commutatif. De plus, comme toute série
rationnelle peut étre décrite comme le comportement d'un &emate unidirec-
tionnel et que toute série de Hadamard est le comportementudi automate
circulaire, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 3. L'image par' des sérieK-rationnelles surA, est I'ensemble
des séries de Hadamard suk pondérées paK : ' (KRatA,) = KHadA .
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JK
KHadExpA KHadA
KRatExpA, IK KRatA,
Figure 3.9 , inverse syntaxique de ?

Démonstration. Par le théoreme de Kleene-Schiitzenberger, toute séfigration-
nelles sur A, est le comportement d'un automate unidirectionnel surA,. Par
le corollaire2, rot(A) est valide et I'image des par' est donc le comportement
de rot(A), qui est une série de Hadamard, par la propositioh2.

De plus, toute série de Hadamara® sur A est, par la proposition11, le
comportement d'un automate circulaire valideB. Par la proposition 14, I'image
de 1WmB) par' ests® O

Expressions pré-Hadamard

A partir de maintenant, et ce jusqu'a la n de ce chapitre, nos considére-
rons que I'étoile de Hadamard n'est plus un opérateur unaimgur les expres-
sions, mais qu'il s'agit d'un opérateur binaire.

Il est dé ni comme suit :

JF~ GK= JFK  JGK

Remarque 18. Il est immédiat que la grammaire introduite en sectiorl.5 et
celle avec une étoile binaire sont équivalentes. L'utilisan d'une itération de
Hadamard binaire nous permettra dans la suite une écriturelys aisée des
dé nitions. De plus, I'étoile de Kleene a été introduite danm [Kleene 1954 en
tant qu'opérateur binaire.

On souhaite désormais avoir un inverse de : une transformation syn-
taxiqgue qui transforme une expression de Hadamai sur A en une expres-
sion rationnelle surA; de telle sorte queJEK= " (J (E)K), et que le graphe de
la Figure 3.9 soit commutatif.

On dé nit cet inverse inductivement :

(E) = E si E2 KRatEXpA; (3.9)
8k 2 K; (kF)= k (P); (3.10)
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(Fk)= (Pk; (3.11)
(F+o= (A+ (O (3.12)
(F 9= (Pr (6); (3.13)
(F~Q9=( (A (O (3.14)

Pour montrer que est bien un inverse de , en passant par les interpré-
tations, montrons tout d'abord le lemme suivant :

Lemme 2. Soit E une expression de Hadamard sux. Pour tout motw deA

b3
HE;wi = h (E);w(rw)'i: (3.15)

i=0

Démonstration. Il est important de noter que les manipulations de somme
in nies ne sont ici valides que parce qu& est un semi-anneau rationnellement
additif.

La preuve s'e ectue par induction surk.

E est une expression rationnelle.

On adonc (E) = E, etdonc

X
h (E);(wr)'wi = hE; (wr)'wi (3.16)
i=0 i=0 X- |
= hE;wi + hE; (wr)'wi (3.17)
i=1
= hE; wi: (3.18)

Supposons maintenant le résultat vrai pour deux expressi®me Hada-
mard F et G.

E=F+ G E= kFouE= Fk.

Le résultat est immédiat par linéarité.

E=F G
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hE;wi = hF G wi | |
o R -
= hF,wihG,wi = h (F); (wr)'wi h (G); (wr) wi
X i=0 j=0
= h (F): (wr)'wih (G); (wr) wi
ij2 2
XX
= h (F); (wr) "wih (G); (wr)"wi
k=0 n=0
hs
= h(Pr (G;(wr)twi
k=0
R .
= h (E); (wr)'wi
- (3.19)
E=F~G

On a donchg; wi = hF, wi hG; wi. Pour montrer le résultat, et par souci
de simpli cation d'écriture, on étend ici les expressionsationnelles avec
la puissance associée au produit de Cauchy, et les expresside Hada-
mard avec celle associée au produit de Hadamard. Pour touttien k, on
notera respectivementEs et E ¥ les puissance&®™*® d'une expressiorE.

On a doncJE XK= JEK K, et hE ¥;wi = hE;wik. On peut montrer faci-
lement par induction surk, avec le résultat surF G, que

%
hE % wi = lEwik= N (BE)r)%; (wr)'i: (3.20)
i=0
On peut donc réécrirehF; wi
b3 X
hFwi = hRwik= B % wi
k=0 k=0
X X ’
= h( (F)r); (wr)'i
k=0 i=0
e ) (3.21)
= h( (F)r); (wr)'i
i=0 k=0
R .
= h (F)r) ;(wr)'i:
i=0
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Ce qui nous permet d'obtenir le résultat suivant pouhE; wi :

! !
X X

hC (F)r) ; (wr)'i h (G); w(rw)'i
N

N (F)r) ;(wr)ih (G): w(rw)ii
ij2 2

A X
= h( (F)r) ; (wr)" “ih (G); w(rw)"i (3.22)
=0 k=0

=" K (A1) (Gw(rw)"i

=0

hE; wi

=}

=}

= h@E;wlrw)i:

n=0

Ainsi, le lemme est prouvé pour toute expression de Hadamard

On peut donc maintenant montrer la proposition suivante :
Proposition 15. Soit E une expression de Hadamard. On deK= " (J (E)K.

P
Démonstration. On a J (E)K= h (E); ui u, par dé nition de l'interpréta-

u2A,
tion.
Donc
0 1
X
"W ER="@ h(E);uiuvA
u2A,
0 1
X X
= @ h (E);uiA w
w2A u2(wr) w
3.23
X X . ( )
= h (E); (wr)'wi w
v%A i=0
= hE; wi w
wW2A
= JEK
O

Ainsi, fonctionne bien comme un inverse de, et le graphe de la Figure3.9
est commutatif.
Caractérisons maintenant les expressions dans l'image de
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Dé nition 3.3. La grammaire suivante génere lesxpressions pré-Hadamard
en notant KRatExpA I'ensemble des expressions rationnelles sur l'alphab®t
pondérées suK :

P! E2 KRatExA jkP;k2 KjPk;k2 KjP+ PjPrPj(Pr) P: (3.24)

Proposition 16. L'image par des expressions rationnelles sur I'alphabéat
est 'ensemble des expressions pré-Hadamard sur.

Démonstration. Soit E une expression de Hadamard. Il est immédiat par in-
duction que (E) est une expression pré-Hadamard.

De plus, toute expression pré-Hadamard est image pad'une expression de
Hadamard. En e et, toutes les productions de la grammaire aldé nition 3.3
correspondent & un membre droit des équation8.9) a (3.14) qui dé nissent

]

On peut donc dé nir un inverse pour sur son image, et I'on notera cet
inverse 1. Cet inverse envoie don&, une expression pré-Hadamard suk,,
vers une expression de Hadamaretelle que (F) = E.

Aspects algorithmiques : des expressions de Ha-
damard aux automates circulaires ponderes. . .

Nous allons désormais présenter comment adapter les alturies de tran-
formation d'expressions rationnelles en automates unigictionnels au pro-
bleme de tranformation d'expressions de Hadamard en autotea circulaires.
On présente tout d'abord une extension générique, puis soppication a des
algorithmes classiques.

Extension générique de la synthése d'automates

Il existe de nombreux algorithmes permettant de construirex partir d'une
expression rationnelle, un automate réalisant la méme s&ri.e. le comporte-
ment de l'automate et l'interprétation de I'expression dégnent la méme série.

A l'aide des fonctions introduites dans la section précéden nous pou-
vons étendre un algorithme de transformation d'expression rationnelle en
automate unidirectionnel an qu'il transforme une expresen de Hadamard
en automate circulaire.

Théoréme 3.1. Soit un algorithme (donc une application) convertissant
une expression rationnelle en un automate unidirectionnéfuivalent.

L'application rot envoie une expression de Hadamard sur un automate
circulaire réalisant la méme série.
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JK

KHadExpA KHadA
RK AutA
rotT llw
1KAutA, . .
/ &A
KRatExpA, IK KRatA,

Figure 3.10 Extension d'un algorithme

Démonstration. Soit E une expression de Hadamard.

iCCE)’]

(g CE)) par le corollaire2
"'(J (B)R par dé nition de
JEK par la proposition 15

Le graphe de la Figure3.10est donc commutatif.

La complexité de la fonctionrot est constante, puisqu'il ne s'agit que d'une
autre facon d'interpreter un méme objet. La complexité de l&ransformation
d'une expression de Hadamard en une expression rationnedit linéaire en la
taille de cette expression. Comme la complexité de la tramsiation d'une
expression rationnelle en un automate est nécessairemeuntraoins lin€aire, la
complexité derot est donc celle de .

Cependant, lorsque la complexité de la conversion est cdé en fonction
du nombre de lettres dans I'expression rationnelle, pour @av la complexité de
la conversion expression de Hadamard - automate circulagiiefaut ajouter au
nombre de lettres de I'expression le nombre d'opérateurs Hadamard utilisés.

Le théoreme3.1 est applicable a n'importe quel algorithme de conversion
des expressions rationnelles en automates unidirectiotgieNous allons, dans
les sous-sections suivantes, appliquer ce théoreme a talgorithmes connus :
la dérivation, lesfollow, et une méthode inspirée de Thompson.

Dérivation

La dérivation des expressions rationnelles pondérées a #&titoduite dans
[Lombardy et Sakarovitch 2009, et est une extension aux séries suf de
I'algorithme d'Antimirov [ Antimirov, 1994 sur les langages.

Il faut tout d'abord dé nir une fonction auxiliaire, introd uite dans la pro-
position suivante :
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Proposition 17. Soit E une expression rationnelle. Le poids du mot vide
dansJEK HhE;"i, peut étre calculé par la fonction récursive suivanté\ull, qui
va des expressions rationnelles st dansK :

Null(0) = O;
Null(1) = 1;
8a2 A; Null(a) = Og;

8k 2 K: Null(kF) = k Null(F); 325

Null(Fk) = Null(F) k;
Null(F + G) = Null(F) + Null(G)
Null(F:G) = Null(F) Nul(G);

Null(F ) = Null(F) :

La preuve est immédiate.

La dérivée d'une expression rationnelle est une combinaistinéaire d'ex-
pressions, que lI'on nommera upolyndéme d'expressions. La somme formelle
dans ces polyndmes sera notée a n d'éviter la confusion avec la somme des
expressions rationnelles. De plus, on utilisera des croth@our factoriser les
opérations qui se distribuent sur les polyndmes. Ainsi, orotera[P  P9:Q le
polyndmeP:Q P%Q.

Dé nition 3.4. La dérivée d'une expressionK-rationnelle E sur A par une
lettre a est un polyndme d'expressions notgaﬁ. Il est dé ni inductivement
comme :

Rl od =
—@(,SE+ F) = @@aE @@g; 8b2 A @@g: (1)2::;, "
8k 2 K; @@gE: k@@aE; 8k 2 K;@@aEk= @@aE k: (8:20)
@@zSEF): @@aE F Nun(E)@@g;
@@éE): NUll(E ) @@aE E
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L'idée de la construction de I'automate des dérivées est dsocier a chacune
de ces expressions générées un état de I'automate, aveat'étitial celui associe
a l'expression originale. Entre les états et G, il y a une transition étiquetée par
a de poidsk si h@@f; G = k. Il a été montré dans Lombardy et Sakarovitch
20093 qu'il n'y a qu'un nombre ni d'expressions générées par I@lication
successive de la dérivation a une expression, et que |'aut® est donc ni.
De plus, le comportement de cet automate est l'interprétatn de I'expression
d'origine.

On peut appliquer le théoréme3.1a I'algorithme de dérivation. Appliquons-
le tout d'abord sur un exemple.

Exemple 7

On cherche un automate circulaire qui réalise la méme sérieegsy = (( %(a+
b)) b(a+ b )~ (ab , une expression de Hadamard.

Calculons tout d'abord (Ep). En posantF, = (%(a+ b)) b(a+ b) , on
ak = (E)=(Fur) (ab .

On applique maintenant l'algorithme de construction d'aubmate akE;, une
expression rationnelle.

Les dérivées dds; sont calculées dans le tableaB. 1

Table 3.1 Les expressions dérivées ds,.

Expression

Qle

@
@a

Et=(Fur) (@b |3E; Ei|3E; Es| O

E,= Firgs I |3E E|O (3.27)
E; = (a+ b) rg; Es Es E;
E. = Kab 0 Es 0
Es=(ab Es 0 0

Cela nous permet de construire 'automate des dérivéestBg en Figure3.11
Cet automate, interprété comme un automate circulaire, réige une série de
Hadamard, qui est l'interprétation de Ey. On peut donc le voir comme l'auto-
mate des dérivées d&,.

Pour étendre le concept de dérivation aux expressions de Hadard, on
étend tout d'abord la dé nition de la fonction Null.
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a+b

Figure 3.11 L'automate des dérivées d&; = (Ep).

Dé nition 3.5.  Soit E une expression de Hadamard. & est une expression
rationnelle, alors Null(E) est dé nie a la dé nition 3.4. Sinon, on la dé nit
inductivement comme suit :

8k 2 K; Nul(kE) = kNul(E);
Null(Ek) = Null(E) k;
NullE F) = 0; (3.28)
Nul(E~ F) = Null(F);
Null(E+ F) = Null(E) + Null(F):

Remarquel9. Cette extension de la fonctiorNull ne respecte pas la propriété
Null(E) = hE;"i. Cependant, on aNull(E) = Null( (E)) = h (E);"i, qui est
I'égalité dont on aura besoin.

On peut désormais étendre la dérivation aux expressions dad&mard.

Dé nition 3.6.  Pour toute lettre a de A, la dérivéed'une expression de Hada-
mard est inductivement dé nie comme suit : SE est une expression rationnelle,
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alors la dérivée est dé nie a la dé nition3.4. Sinon :

8k 2 K; @@gE = k@@al‘f;
of = of
e+ = oF OF (3.29)
@@SE F = @@aE F:
§£E~ P = @@a (E~ F) @@g:

De plus, il nous faut dé nir un nouvel opérateur de dérivatia pour le
produit de Hadamard.
Si E est une expression rationnelle, alorgE =0. Sinon,

@@(kE) = k@@E;

@@(Ek) = @@E k;
@@(E+ F) = @@E @@F; (3.30)
@@(E F) = Nul(E)F @@E F;
@@(E~ F = @@E (E~ F) Nul(E)(E~ F) @@F:

Ce résultat vient du théoreme3.1 et de la proposition suivante.

Proposition 18. Soit E une expression de Hadamard. Alors, en étendant
naturellement ! aux polyndmes d'expressions, on a les égalités suivantes :

Null(E) = Null( (E)); (3.31)
. @ _ @ ,

8a2 A, @aE— ! @a(E) ; (3.32)
@ _ , @ :
@ E 8 (E) : (3.33)
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Démonstration. Cette proposition se prouve par induction Suk.

Si E est une expression rationnelle, alors(E) =

YE) = E eton a

bien @@E = @@E = 0. Sinon, soient deux expressions de HadamaFlet G

veri ant la proposition :

E=F G OnaNul( (E)= Null( (F)Null(r)Null( (G))=0= Null(E),

et:

@
ofF O

O - !

@a
1 @
a
a

@

@a G

(F)

(A r (G
a (3.34)

1

@
@@ Br (©
. @

o®

On a également pour la dérivée par rapport au produit de Hadaard :

@ o- @
5 (F O=NIFG ZF G
= Nul( (F)G ! g F G
= 1 Nl (F) (O g ® r©
) i (3.35)
_ . @ @
= 2@ NICE) S (©
- 2 ©
@
_ 1 @
- 1 2@

E= F~ G OnaNull( (E) = (Nul( (F)Nuli(r)) Nul(G) = Nul(G) =
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Null(E), et :
@ _
@SF"‘ G) -

— 1

1

1

@ @
ea 79 @8
@ @
2EEN © 28
L@ o B (BN © o8

. . (3.36)
@é (Ar) (G Nuli(¢ (Fr) )@a(G)

@
b Sa N ©

@ o .
520

Quant a la dérivée par rapport au produit de Hadamard, elle va :

-

— 1

@ @
@F E MIPE 25O

@ 1 @ @
g PN r® NulC (P gr B 7@

h
@ @ @
@ (F) r Null( (F))@r (B @ (©)

Qe

B (© @@(G)

Null( (F)r) g B (O (© g(@

@ m © wi(En 2@
@

(BN ©

(B)

(3.37)
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Ainsi, on a pu étendre aux expressions de Hadamard l'algdrine des dé-
rivées, a n d'obtenir un automate circulaire équivalent.

Automate des follow

La dé nition pour les expressions rationnelles et constrsant I'automate
desfollow se trouve danslfie et Yu, 2003.

Il est appelé ainsi parce qu'il repose sur le calcul d'une faion qui, étant
donnée une expression et une lettre de cette expressioncul les lettres qui
peuvent la suivre  follow en anglais dans I'expression. A chaque lettre,
ou plutdét a chaque position de lettre dans I'expression, aa@spondra un état,

et la fonction follow donnera les transitions sortantes.

Plus précisément, on considére, pour une expression ratiefie E, la liste
des occurences des lettres. Chacune de ces occurences esllapposition, et
I'ensemble de ces positions est noffoqE).

Pour dé nir 'automate des follow, nous aurons besoin de quatre fonctions :
Null, des expressions veis, dé nie plus haut(cf. dé nition 3.6), First, Follow
et Last des expressions dans les combinaisons linéaires formedl de posi-
tions. La fonction Followa de plus une position en argument. On noterid; pi
le coe cient d'une position p dans une combinaison linéaire de positions.

Ces fonctions sont dé nies comme suit, avex une lettre deA :

First(a) = position dea;
First(0) = First(1) = O;
Firs(F+ G)= First(F) First(G);
First(FG = First(F)  Null(F)First(G); (3.38)
8k 2 K; First(kF)= kFirst(F);
First(Fk) = First(F);
First(F )= ( Null(F)) First(F);
Las{0) = Las{(1) = O;
Las{a) = position dea;
Las{F+ G) = Las{(F) Las{(Q);
Las{FG = Las{G) Las{F)Null(G); (3.39)
8k 2 K; LasikF) = Lasi(F);
Lasi{Fk) = Las{(F) k;
Lasi(F ) = Last{F)(Null(F)) ;
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Follow(0; p) = Follow(1; p)
8k 2 K; Follow(kF; p) = FO”OV\(Fk; 0)]

Follow(a; p) = O;
Follow(F; p);

Follow(F; p) sip 2 pogF);
Follow(G; p) sip 2 pogG);

FollowWlF+ G;p) =

Follow(F;p) hLas{(F); pi First(G); sip 2 pogF);
Follow(G; p) si p 2 po{G);

Follow(F ; p) = Follow(F; p) HLasi(F); pi (Null(F)) First(F):

Follow(FG p) =

(3.40)
On rajoute de plus une position, la position initiale, a pogE), telle que
FollowE; ig) = First(E) et hLas{(E); ioi = NUll(E).
On dé nit maintenant l'automate des positions, qui nous sesira a dé nir
l'automate desfollow :

Dé nition 3.7. On appelle automate des positionsde l'expression ration-
nelle E l'automate (Q; E;1;T) suivant :

Q est I'ensemble des positions de,
E(p;a; 9 = hFollow(E; p); g si la lettre a la positionq est un a,
| est la fonction caractéristique de,

T(p) = Lasi(p).

On peut réduire la taille de cet automate en en prenant un qui@nt : c'est
la dé nition suivante.

Dé nition 3.8. L'automate desfollow de I'expression rationnelleE est un
quotient de l'automate des positions deE : si Follow(E;p) = Follow(E; g)
et hLas{(E); pi = HLas{E); di, alors on fusionne les étatp et q.

L'automate des positions est ainsi un revétement de l'autoste desfollow.

Exemple 8

On considére I'expressiorE; dé nie dans I'exemple7. C'est une expression
rationnelle, avec 8 positions.

Par souci de simplicité, on ajoute des indices aux lettresppr repérer les
positions :E; = (( 3(a; + b)) bs(au + bs) re) (arhy)

Les fonctionsFollow et Last calculées dans le tablea3.2 induisent une
relation d'équivalence sur les positionsff ig; 6g; f 1; 2g; f 3; 4; 59; f 79; f 89g; on
peut donc construire l'automate dedollow de E;, en Figure3.12

Cet automate, interprété comme un automate circulaire, réae JEgK
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position | FollowE;; pog | hLasi(E;); pos
io |11 12 3 7 1
1@ | 1 12 3 0
2 (b 11 12 3 0
3 (b 4 5 6 0 3.41)
4 (a) 4 5 6 0
5 (b 4 5 6 0
6() |21 12 3 7 1
7 () 8 0
8 (b 7 1

Table 3.2 Les fonctionsFollowet Lastde I'expressionk;.

Pour étendre le concept de l'automate desllow aux automates circulaires,
il faut étendre la dé nition des fonctions qu'il utilise.

Dé nition 3.9. On étend la dé nition des équations 8.39 a (3.40 aux ex-
pressions de Hadamard, ou I'on consideére les positions ndaospuniquement
des lettres, mais des lettres et des opérateurs de Hadamamoh notera ; pour
indiquer que l'opérateur est en position.

Firs(F  G) = Firs{F) Null(F)i;

Firs(F~; G = First(F) Null(F)i Firs{G); (3.42)
Las(F ;G = Las(G) Nul(G)i;
Las{F~; G) = Las{G) Null(G)i; (3.43)
8
2 Follow(F; p)  hLas(F); pi i sip2 pogP);
FollowF  G;p) = _ Firs{(G) sip=i;
8 Follow(G; p) sip 2 pogG); .00

2 Follow(F; p) HLast(F);pii sip2 pogF);
FollowWF~; G;p) = S First(F~; G) sip= i
" Follow(G; p) sip2 pogG);
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1

1
sa+ 5b

2

a+b
Figure 3.12 L'automate desfollow deE; = (E).

Exemple 9
Les positions deEy sont indiquées dans le tableau3(45 suivant :

B2 = ((%(a+ b)) b(a+ b))~ (ab)
position 1 2 3 4 5 6 78

(3.45)

Comme a chaque utilisation d'un opérateur de Hadamard daris corres-
pond unr dans (E), il y a une bijection naturelle entre les positions d& et
celles de (E).

La proposition suivante montre la correction de la dé nitimm 3.9:

Proposition 19. Pour toute expression de Hadamart on a :

First(E) = First( (E)); (3.46)
Las{E) = Las{( (E)); (3.47)
8p 2 poqE); FollowE; p) = Follow( (E); p): (3.48)

Démonstration. La preuve est par induction surE. Nous montrons I'equation
sur Follow; la preuve pourFirst et Lasts'e ectuant de la méme maniere.

Il est immédiat qu'elle est veri ée pourE si c'est une expression rationnelle,
ou pour E de la formekF, Fk ou F+ G, aveck dansK, et F et G des expressions
véri ant la propriété.

Supposons maintenant qu&E = F ; G.

On a, pour tout p danspogF),
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Follow( (E);p) = Follow( (F)ri (G);p);
Follow( (F);p) hLas( (F));piFirst(r; (G));
Follow(F;p) HL.as{(F);pii;

Follow(F ; G;p):

On a également

Follow( (E);i) = Follow( (F)r; (G);i);
HLasi(r;);ii First( (G));
First(G);

Follow(F ; G;i):

Et pour tout p danspogG),

Follow( (E);p) = Follow (G);p);
= Follow(G,; p);
= Follon(F ; G;p):

Ainsi, pour tout p 2 pogE), on aFollow (E);p) = Follow(E; p). On procede
de la méme maniére aveE = F~; G.

Pour tout p danspogF) :

Follow( (E);p) = Follow(( (F)ri) (G);p);
= Follow(( (F)ri) ;p) has(( (Fri) );piFirst( (G);
= Follow( (F)ri; p)
= Follow( (F);p) h.as( (F);pii;
= Follow(F; p) H.as(F);pii;
= FollowWF~; G, p):
De méme, ave@=i,0n a:

Follow( (E);i) = Follow(( (F)ri) (G);i);
= Follow(( (F)ri) ;i) Hasi(( (F)ri) );iiFirst( (G);
= Follow( (F)ri;i) Hh.as( (F)r;);iiFirst( (F)r;)
hLas( (F)r;);iiFirst(G);
= hLasi(r;);ii (First( (F)) Nulll (F)First(r;)) First(G);
= First(F) Null(F)i First(G);
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First((F~; G);
Follow(F ~; G; p):
Et pour tout p danspogG),

Follow( (E); p) = Follow(( (F)ri) (G);p);
= Follow( (G);p) HLas(( (F)ri) );piFirst( (G));
= Follow(G; p)
= FollowW(F~; G, p)
Ainsi, Follow( (E);p) = FollowE; p). O

Automate Thompson-like

Les dé nitions d'automates permettent parfois d'étiquete une transition
avec". Un algorithme de conversion utilise de maniére extensive delles tran-
sitions : il s'agit de la construction de ThompsonThompson 1969. On étudie
ici une variante de cet algorithme, inspirée par la ZPC-staiure de [iadi
et al.,, 1997, basée sur son extension aux multiplicités dan€hamparnaud
et al.,, 2003.

Informellement, pour une expression rationnellg, et similairement a I'au-
tomate de Thompson classique, I'automate a un unigue étatitral de poids 1,
et un état nal t de poidsl, distinct de i. De plus,i n'a pas de transition
rentrante, t n'a pas de transition sortante, et si un état possede deux tma
sitions entrantes ou deux transitions sortantes distincte ces transitions sont
étiquetées par".

Cependant, contrairement a la construction classiqué peut étre nal, et il
n'y a pas d"-transition dei at : le poids nal dei est donc le poids dé dansE.
L'état i est le seul état di érent det qui peut étre nal. Cette construction
garantit I'absence de circuit d"-transitions, contrairement a la construction
usuelle.

On pose dans un souci de concisior: la fonction caractéristique de I'en-
semble E, c'est-a-dire la fonction qui X associe 1 sk est dans E, et 0 sinon.

La dé nition formelle est récursive :

Dé nition 3.10. L'automate Thompson-like(Q; E;I; T ) de I'expression ra-
tionnelle F, noté T (F), est dé ni récursivement. On pose une lettre, F; et F,

deux expressions rationnellesT (F1) = (Qq; Eq; i,;T1), d'états naux t; de

poids 1, eti; de poidsc,, T (F) = (Q2; Ez; i,; T2) d'états naux t, de poids 1,
et i, de poidsc,. a Voici maintenant la dé nition récursive de cet automate.
Pour tous les cas, on & = ¢jq; ensuite :

F=0
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-0 O
E=;

Figure 3.13 L'automate
T= 1y Thompson-like de O.

Qifi;tg )ﬁ) O—

T= fig Figure 3.14 L'automate
’ Thompson-like de 1.
F=a
Q= fijtg () a<> ,
E(;a;t)=1 _
Figure 3.15 L'automate
T= g Thompson-like dea.
F= kF]_
Q=fig[ Q
E@i;"i1)= F
E . . 1 . 2 .
E(p,a,@ — 1(p1a1@ SIp:q Ql;

0 sinon.
T(ty) =1, T(i) = kcy, et pour tout p2 Qnfi;t,g, T(p) =0.

i
O OLBI®
kC1

Figure 3.16 L'automate Thompson-like dekF;.

F= F]_k
Ici, on ai; = i.
Q=ftg[ Q
E(tl;";t)=é<
Epag= "HPadsIpazQ

0 sinon
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T(i1) = ¢k, T(t) =1, et pour tout p2 Qnfiy;tg, T(p) = 0.

i
T (F) )0

Clk

Figure 3.17 L'automate Thompson-like deFk.

F=FF
Q="fitg[ Qi[ Q2
E@i;"12)=0¢
E(ty;"t)= ¢

awnn:gawﬂg=5mwm=1
2 Ei(p;a;9 sip;q2 Qu;
E(pia;g = _ Ex(p;a;0 sip;q2 Qp;
" 0 sinon
T(i) = &G, T(t) =1, et pour tout p2 Qnfi;tg, T(p)=0.

JC2

() T(F) () 0

Figure 3.18 L'automate Thompson-like deF;F..

F=F,
Q=fitg[ Q
E@i;"i1)= F(tl;";il): E(ty;"t)=¢

Ei(p;a;9 sip;q2 Qy;
E(p;a;9 = )
(pra:q 0 sinon

T@{)=1c¢c, T(t)=1, etpourtout p2 Qnfi;tg, T(p) =0.

1C,

Figure 3.19 L'automate Thompson-like deF,.
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3.3. Des expressions de Hadamard aux automates circulaipemdérés. . .

En utilisant le théoréme 3.1, on peut étendre cette dé nition aux expres-
sions de Hadamard :

Dé nition 3.11. L'automate Thompson-like(Q; E; R;I; T ) de I'expression de
HadamardF, noté T (F), est dé ni récursivement. On pose une lettre, F; et F,
deux expressions de Hadamard, (F1) = ( Q1; E1; i,;T1), d'états naux t; de
poids 1, eti, de poidsc;, T (F.) = (Q2; Ez; i,; To) d'états naux t, de poids 1,
et i, de poidsc,. Voici maintenant la dé nition récursive de cet automate.
Pour tous les cas, on & = j4; ensuite :

F est une expression rationnelle :
T (F) est dé ni a la dé nition 3.10Q

F= F]_ F2

Q=fiiti gl Qi Q2
EQ;"i1) = E(ty;"ir) = E(t;"i2) = E(tz; 1) =1
EGW"i)= ¢
E(t;"t)= &
2 Ei(p;a; 9 sip;g2 Qq;
E(p;iag = _ Ex(p;a;d sip;q2 Qu;
" 0 sinon
R(ir;tr):81
2 Ri(p; 9 sip;q2 Qq;
R(p; 9 = _ Ra2(p;0) sip;q2 Qz;
" 0 sinon

T= ftg

JC2

"ja
r
—OrE e Y orEme-~Y

Figure 3.20 L'automate Thompson-like deF; F,.
F=F1~F,

Q=fitiint;pyp9[ Qul Q2

E(i;"p1) = E®1;"i2) = E(:;"p1) = E(t;";p2) = E(py; i) =
E(p; " i2) = E(ty; ") = E(tz;"t) =1

E(p;"1r)=
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E(p2"1) = ¢

E(piag = El(pfafcv = piq2 Qlf
Ezx(p;a;9 sip;q2 Q;

R(ir:tr) :(1

R(pig = PO SIPia2 Qu

R2(p; 0) sip;d2 Qq;
T(t)=1, T(i) = c, et pour tout p2 Qnfi;tg, T(p) =0.

Figure 3.21 L'automate Thompson-like deF; ~ F,.

Ces automates sont bien ceux que l'on aurait obtenus en applant la
transformation aux expressions(F; F,) et (F;~ F,). On peut donc trans-
former une expression de Hadamard en un automate circulair®n cherche
maintenant a e ectuer la transformation dans l'autre sens.

... Et vice-versa

Pour e ectuer la transformation inverse, a savoir transfaner un automate
circulaire en expression de Hadamard, on adopte la méme pisibphie : on
considere l'automate comme un automate unidirectionnel swn alphabet
étendu, on appligue un algorithme qui transforme les autontes unidirection-
nels en expressions rationnelles sur cet alphabet, et onrisdiorme ces expres
sions rationnelles en expressions de Hadamard.

Pour cette derniére étape, on veut utiliser 1. Or l'image de est un sous-
ensemble des expressions rationnelles : il s'agit des eggrens pré-Hadamard
de la dé nition 3.3.

On souhaite donc s'assurer que l'algorithme utilisé ne prage que des
expressions pré-Hadamard, et obtenir le théoreme suivant :
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3.4. ...Et vice-versa

Théoréme 3.2. Soit un algorithme (donc une application) convertissant un
automate unidirectionnel en une expression pré-Hadamardévalente. L'ap-
plication 1! 1w envoie un automate circulaire sur une expression pré-
Hadamard réalisant la méme série.

Nous allons ici appliquer ce théoréme avec l'algorithme di@ination d'états,
dont on va détailler le principe.

On convertit tout d'abord l'automate A = (Q; E;I; T ) en un graphe simple
orienté, dont on étiquette les arcs par des expressions @tnelles :

Ses sommets sont les états de l'automate, plus deux nouveasom-
mets, ig et tg.

Pour chaque transition(p; a; g de poidsk non nul, I'arc (p; g existe et
est etiqueté parka. S'il y a plusieurs transitions dep a g, I'étiquette de
I'arc (p; g est la somme dek;a;, avec la transition (p; a;q) de poidsk;
non nul.

Si I'état p est initial de poidsk, I'arc (io; p) est étiqueté park.
Si I'état g est nal de poidsk, l'arc (q;tp) est étiqueté park.

Ensuite, I'idée est d'éliminer un par un chacun des sommetsé&tents de ig
et de tp, jusqu'a ce qu'il ne reste que ces deux sommets : tant qu'ilste un
sommetp di érent de ip et de tg, pour toute paire de sommetgy;r tels que
g est un prédécesseur dp et r un successeur, on met a jour l'étiquette de
I'arc (q;r) d'aprés le processus décrit en Figuré.22 On supprime ensuite le
sommetp.

F
E (P) G G 71 @E:F:G+H @
H

Figure 3.22 Processus d'élimination de I'étafp.

Lorsque l'on a éliminé tous les sommets saif et ty, on retourne I'éti-
quette de l'arc (io;tp), qui est une expression rationnelle suA,, dont ['in-
terprétation est la méme série que le comportement de. La forme de cette
expression dépend fortement de I'ordre choisi pour éliminkes états. Mais une
élimination quelconque ne nous permet pas toujours d'obterune expression
pré-Hadamard.

Exemple 10

L'élimination d'états, sur l'automate de la Figure 3.23 donne soit" + b(a +
(%r + a)b) (%r + a), soit (ba(%r + a)) . Aucune de ces expressions n'est une
expression pré-Hadamard.
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3. Automates circulaires sur les semi-anneaux rationnatent additifs

Figure 3.23 Un automate unidirectionnel surA,.

Pour assurer I'obtention d'une expression pré-Hadamard, nous faut tra-
vailler avec des automates spéciaux : les automatesocaux. Apres leur dé -
nition, nous montrons que tout automate unidirectionnel pet étre transformé
en un automate équivalentr-local, et en n nous appliquons l'algorithme a un
automate r-local.

Automate r-local

Dé nition 3.12. Un automate unidirectionnel sur l'alphabetA, est dit r-
local s'il existe une partition f Q1; Qg de I'ensemble des état® telle qu'il n'y
ait aucun état initial dans Q,, et que I'étiquette d'une transition soitr si et
seulement si la destination de cette transition est dang,.

Cette propriété ne restreint pas I'expressivité des autontes. En e et, on
a la proposition suivante :

Proposition 20. Tout automate unidirectionnel sur l'alphabetA, admet un
revétementr -local.

Démonstration. Soit A = ( S; F; J; U) un automate unidirectionnel sur l'alpha-
betA;.OnposeB = (Q; E;I; T ) un automate unidirectionnel sur l'alphabetA,
tel que Q = Q[ Q2, avecQ; et Q, deux copies deS : la copie dansQ; de
I'état p de S sera nommég,, et p, celle danQ,. De plus, pour toutp; gdansS
et i dansf1;2g, on pose :

I(p)= 3 1(P)=0;  T(p)= U(p);
8a2 A; E(pia;q) = F(p;a;9;
8a2 A; E(p;a;q)=0;
E(pirie) = F(pir;a);
E(pi;r;o) =0:
Cette construction est illustrée dans la Figure3.24

L'automate B est bien un revétement de\, avec la fonction de revétement
qui envoiep; et p, sur p. Il est de plus immédiat queB estr-local. O
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3.4. ...Et vice-versa

(a) Un automate unidirectionnel A. (b) Un revétement r-local de A.
a

Figure 3.24 Schéma de la construction d@® r-local.

Elimination d'états dans un automate r-local

Appliguons donc maintenant I'algorithme d'élimination détats sur un au-
tomate r-local, a n d'obtenir des expressions pré-Hadamard.

Dans cet algorithme, I'ordre d'élimination des sommets jauun rble impor-
tant dans la forme du résultat : on présente ici une varianteeall'algorithme
qui nous permet d'obtenir des expressions pré-Hadamard.

Elle se déroule comme suit : on élimine tout d'abord les étatont les
transitions entrantes sont di érentes de'. De plus, a chaque nouvelle expression
créée par l'algorithme, on applique les régles de réécrigusuivantes, an de
toujours manipuler des expressions pré-Hadamard :

Er+Fr! (E+ PFr
E(kr) ! (EK)r

k(Er)! (KE)r
E(Fr)! (EBr:

(3.49)

On a donc la proposition suivante :

Proposition 21. La sortie de la variante de I'algorithme d'élimination d'éats
appligué a un automate -local A est une expression pré-Hadamar, telle
que JEA K= JA].

Démonstration. Ni l'ordre d'élimination des états ni les diverses régles dé-
écriture ne changent l'interprétation de I'expression ol@nue. Celle-ci est donc
bien égale au comportement de l'automate.

Assurons-nous donc que l'on obtient bien une expression ptiédamard.
Soit A = (Q:[ Q2 E;I;T) un automate r-local, avecQ; et Q, la partition
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3. Automates circulaires sur les semi-anneaux rationnatent additifs

des états témoignant de lar-localité de lI'automate. On noteraR I'ensemble
des sommets restant aprés chaque élimination.

On peut séparer l'application de l'algorithme en deux étage: supprimer
les états deQ; en premier, puis ceux dé€), ensuite.

Les propriétés suivantes sont des invariants lors de la pr&are étape, pour
tout p2 R:

8x 2 RnQy;p! g . =) E est une expression rationnelle

8p 2 Qy p! g & =) E= Fr avecF une expression rationnelte

En e et, les deux propositions sont vraies au début par dé nion de I'au-
tomate. Si I'on supprime un état entrep et g, comme il s'agit nécessairement
d'un état de Q4, alors les expressiong, F, G, et H de la Figure3.22sont toutes
rationnelles, et égalemenEF G+ H. S'il s'agit d'un état entre p et ¢, alors
grace aux réécritures de I'équation3(49, on obtient une expression rationnelle
suivie der.

Lors de la deuxieme étape, les propriétés suivantes sontanantes, pour
tout p2 R:

82 Q;\ R; p! : & =) E= Fr avecF une expression pré-Hadamard

p! "t =) E est une expression pré-Hadamard

A la n de l'algorithme, I'étiquette de l'arc (io;to) est bien une expression
pré-Hadamard. O

Ainsi, nous disposons d'un algorithme véri ant I'hnypothése du théo-
reme 3.2 : en l'appliquant, nous obtenons un algorithme transformarun au-
tomate circulaire en une expression de Hadamard.

Proposition 22. Soit A un automate circulaire etk I'expression pré-Hadamard
obtenue en appliquant la variante de I'élimination d'étatsur un revétement
r-local delwA. Alors  (E) est une expression de Hadamard, et

J YE)X=JAj:

Extensiona Q, Ret C

On s'intéresse dorénavant a des semi-anneaux qui, bien qumnmationnel-
lement additifs, présentent des propriétés intéressantest qui sont usuels Q,
R et C.

Le but de cette section est de montrer que la cléture des sérigationnelles
par le quotient de Hadamard est I'ensemble des séries de Hawdad, ainsi que
d'étudier quelques problémes de décision sur la validité lenodeles.
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3.5. Extension aQ, R et C

On peut tout d'abord remarquer queQ. [flg et R: [flg sont des
semi-anneaux rationnellement additifs, avec pour touk 1, x = 1. 0n
rappelle que dans ces semi-anneaux tel quex < 1, on ax = ﬁ

Ainsi, on a le résultat suivant :

Proposition 23.  Soit s une série réalisée par urQ-automate circulaire valide.
Alors s est une série de Hadamard su®.

Démonstration. Par la proposition 9, on as, ets deux séries, chacune réa-
lisable par un Q. -automate positif valide, telles ques = s, s . Comme
Q. [flg est rationnellement additif, par la proposition12, ces deux séries
sont des séries de Hadamard s@. . De plus, comme l'automate réalisans
est valide,1 n'est le poids d'aucun mot. Ainsi,s est une série de Hadamard
sur Q. ]

Les séries sur C

Pour étudier les séries suC, décrites par des expressions rationnelles ou
de Hadamard, considérons tout d'abord une nouvelle opérati sur les séries :
le quotient de Hadamard.

Dé nition 3.13.  Une sériet sur C est dite a support pleinsi son support ne
s'annule jamais :8w 2 A ; h;wi & 0.

On peut dé nir pour une telle série sonnverse de Hadamard il s'agit de
la série notéet ™ :

Sw2 A h':;wi=
W Wi rtw

Commet est a support plein,t* est bien dé nie, et est I'inverse dd pour
le produit de Hadamard. On peut maintenant dé nir lequotient de Hadamard

de deux séries et t sur C, noté e avect une série a support plein : c'est la
série telle que

hs; wi
ht; wi

S
8w2 A ; ht—;wi =hs t';wi=

Problémes de cl6ture

On s'intéresse maintenant au comportement des classes daestdé nies
auparavant vis-a-vis de l'application des di érents opéraurs.

Proposition 24 ([Schutzenberger1963). Dans un semi-anneau commutatif,
le produit de Hadamard de deux séries rationnelles est uneiséationnelle.
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3. Automates circulaires sur les semi-anneaux rationnatent additifs

L'idée de la preuve constructive dejchiutzenberger1969 est d'e ectuer
le produit direct des automates, et de prouver que ce produitalise bien le
produit de Hadamard des séries réalisées par les deux auttesanitiaux.

Corollaire 4. La puissancei®™® pour le produit de Hadamard d'une série
rationnelle est encore une série rationnelle.

Ce n'est pas nécessairement le cas de I'étoile de Hadamard. éet :
Proposition 25. Il existe des séries de Hadamard qui ne sont pas rationnelles

Démonstration. Soit s la série rationnelle décrite par I'expression $ 2

2 2
. . - . k
On a donc pour tout entierk, hs; ai = %, eths™;aki = 2.
Les coe cients d'une série rationnelle sur une variable véent une relation
récurrente linéaire €f. par exemple Berstel et Reutenauer201Q). Ce n'est pas

le cas pours™ : elle n'est donc pas rationnelle. O

Lemme 3. Dans un semi-anneau commutatif, toute série de Hadamard peu
s'exprimer comme le quotient de Hadamard de deux séries aatnelles.

Démonstration. Soit s une série de Hadamard. Montrons le résultat par in-
duction sur s.

S
s est rationnelle. Alorss = A
_ _ _p _ kp _pk
s=ktous=tk, avect= —. Alorsonas= ——ous= ——, selon
q q q
le cas.
(0] (0]
s=t t%avect= P et t®= i Onas= LpO qui sont toutes
q o q J

deux rationnelles, grace a la propositio@4.

s=t7, avect = 3 Comme I'étoile de Hadamard dé est dé nie, pour
q
tout mot w, on ahp;wi < jhg;wj. En particulier, on ahg p;wi & 0.

est

De plus, la sérieq p est naturellement rationnelle. Ainsi,
q p

bien dé nie, et on as = L

q p
0
On souhaite également montrer que le quotient de Hadamard deux séries

rationnelles est une série de Hadamard. Pour cela, nous asdresoin de la série
Geonf ), qui a tout mot w associe— -, ainsi que du lemme suivants :
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3.5. Extension aQ, R et C

Lemme 4. Soit t une série Q-rationnelle telle que pour tout motw, on
ait h;wi > 0. Alors il existe un nombre rationnel positif tel que la sé-
riet®= A t Geonf ) est une sérieQ, -rationnelle, dont chaque coe cient
est dans[0; 1[.

Démonstration. La sériet est rationnelle, il existe donc un automate unidirec-
tionnel la réalisant. Par le lemmel, on peut supposer cet automate standard
(un seul état initial de poids1) et positif (toutes les transitions ont un poids
positif).

SoitA =(Q;E; i%4T) cgf automate, aved 2 Q le seul état initial.

PosonsM = max(maxXp.a qE(p; a;g;max, T(p)) et =1=M.

Ondénit B=(Q[f?g ;E% ;;T9, avec? un nouvel état, tel que pour
tout p;gde Q[f?g et pour toute lettre a,

8

%E(p;gl;o): sip;q2 Q;

1 E(p;a;r): sip2Qetq=?;

Eqpiaig=_ 20 | (3.50)
§ 1 sip=q=7?;
-0 sinon

En fonction de TC l'automate B peut réaliser di érentes séries :

1. TYp) = T(p): pourtout pdeQetTY?)=0.

Dans ce cas, il y a une bijection naturelle entre les chemins B et ceux
de A. Le poids de chaque chemin d'étiquettev dansB est égal au poids
du chemin correspondant dan#, multiplié par Wi*t,

Ainsi, hBwi = ht;wi: Wi+l
2. Tqp) =1 pour tout pdeQ[f?g ;

Pour toute lettre a, pour tout état p, la somme des poids des transitions
sortantes dep avec étiquettea est égale a 1. Comme il n'y a qu'un seul
état initial et qu'il est de poids 1, le poids de chague mot est dedansB :
hBwi =1.

3. TP =1 T(p): pourtout état pdeQetTY?)=1.

Dans ce cas, le comportement dB est la di érence des deux précé-
dents comportements hB;wi =1 h t;wi: W* Cette valeur est bien
dans[0; 1|

Dans le dernier cas, tous les poids d& sont positifs; doncB est un Q. -
automate réalisant une séri€, -rationnelle. O

1. La sériet a donc un support plein.
2. la fonction caractéristique defig
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- . il il -
ajl ajl 43 a3 a1
o= 8

2
1 1 3 3 1
(a) Un automate A réalisant t, la (b) Un automate B réalisant
série de exemplell At Geon(}).

Figure 3.25 Schéma de la construction du lemmé.

Exemple 11

Soit t la série réalisée par l'automateA décrit dans la Figure3.25a On a
8k 2 , h;aki =2k +1. Appliquons la construction de la preuve du lemmé
a cette série. Onav = 3, etdonc = % L'automate B de la construction est
en Figure 3.25h

Proposition 26. Pour toute sérieQ-rationnelle s a support plein, il existe un
nombre rationnel positif tel que I'étoile de Hadamardd& s s Geont )
est dé nie et

A—:(A s s Geont)) s Geont): (3.51)

Démonstration. Si s est une sérieQ-rationnelle a support plein,t = s s
est une série rationnelle dont tous les coe cients sont sttement positifs.
Par le lemme4, il existe un nombre rationnel positif tel que la sériet® =
A t Geonf ) est une sérieQ. -rationnelle, dont chaque coe cient est
dans|O; 1].

Son étoile de Hadamard est donc dé nie, et on a pour tout mat :

hA t Geonf ) ;wi=hA t Geonf );wi (3.52)
=@ ht Geonf );wi) (3.53)
~ 1
"1 (1 ht Geonf );wi) (3.54)
_ 1
" h  Geonf );wi (3.55)
A

h——— . wi (3.56)
t Geont )
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3.5. Extension aQ, R et C

(3.57)
On peut donc écrire :
- _ A
(At Geont)) s Geont )= W s Geont )
(3.58)
_ssGeonQ) > sont )
(3.59)
A
= _ (3.60)
s
]

Les résultats du lemmel et de la proposition26 s'étendent naturellement a
R. On ne peut les étendre directement €. Cependant, si aves une série sur
C, on notes la série qui associe a tout motv le conjugué du complexés; wi,
on peut faire les remarques suivantes :

Si s est C-rationnelle, alors c'est aussi le cas po&:

Si s est C-rationnelle, s 5 est une sérieC-rationnelle dont tous les
coe cients sont des réels positifs. Elle est a support pleisi et seulement
si s l'est.

CommeC est une extension de Fatou dR, par le lemme de Fatou (fliess
1974), on obtient ques S est une sérieR-rationnelle,

Ainsi, si s est a support plein, on peut appliquer le lemmé a la série
t=s S:ilexiste unréel positif telqueA t Geon{ ) est une série dont
I'étoile de Hadamard existe. On obtient donc :

Proposition 27 (proposition 26 sur C). Pour toute série C-rationnelle s a
support plein, il existe un nombre réel positif tel que I'étoile de Hadamard de
A s S Geonf ) est dé nie et

AT:(A s 5 Geonf))” 5 Geonf): (3.61)

Proposition 28. Sur C, les séries de Hadamard sont exactement les quotients
de Hadamard des séries rationnelles.

Démonstration. Conséquence immédiate du lemmg et de la proposition27.
]
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Ainsi, on pourra décrire une série de Hadamard s@ grace a deux repreé-
sentations équivalentes : une paire de séries rationnellesi bien une expres-
sion de Hadamard. De méme que pour que l'interprétation d'@nexpression
de Hadamard soit dé nie il faut que la série existe, pour quelpaire de sé-
rie rationnelles dé nisse e ectivement une série de Hadanms il faut que la
deuxieme soit & support plein.

Proposition 29. L'ensemble des séries de Hadamard n'est pas clos par le
produit de Cauchy.

Démonstration. Soit s la série dé nie dans la preuve de la propositio@5. En
étudiant le produit de Cauchy des avec elle-méme, on a :

11
L (1) (k i+

hs:s; &i =

X1+ i+k k+1 1

o (i+1)(k i+1)
X i+1 L kil k 1
S (ki1 (i+1)(k i+1)  (i+1)(k i+1)
X« Xk Xk
(| R —
o (k 1+1) - (1+1) - (+1)(k 1+1)
| "
—2i:0 i+ D (k+1)hs:s; i
2 X'
S (k+2) _ 0
(3.62)
Donc pour des entierk su samment grands, on a :
X«
reis: i = —2 1 2ink, (3.63)

k+2 i+l K

Supposons maintenant qus:s est une série de Hadamard. C'est donc le quo-
tient de deux séries rationnelles. Les coe cients de chacarde ces deux séries
doivent satisfaire une relation récurrente linéaire : leuquotient ne sera donc

jamais équivalent a2k et I'on obtient une contradiction.

k
0

Décidabilité

Sur ces objets, di érents problémes de décision peuvent &texprimés. On
en présente ici quelques-uns. Les résultats d'indécidatiéil sont exprimés sur
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Q, mais s'étendent aC, ou du moins a tout sous-semi-anneau représentable de
C. Toutefois, pondérer des automates par des nombres non cddbles par ma-
chine de Turing n'est pas pertinent en général. Si nécession peut cependant
les manipuler formellement.

Proposition 30 (cf. [Berstel et Reutenauer201Q Sakarovitch, 2009). On ne
peut décider si une séri€Q-rationnelle a un support plein.

Remarque20. On peut décider si une séri®. -rationnelle a un support plein :
il sut de vérier si 'automate support reconnait A . Ce probleme étant dé-
cidable grace a une simple minimisation, le résultat suit imédiatement.

Intéressons-nous maintenant a quelques problémes de visdidles représen-
tations. Les deux représentations se comportent de la mémemiere dans le
cas deQ.

Proposition 31. La validité de la représentation d'une série de Hadamard
sur Q est indécidable.

Démonstration. Méme si les deux représentations sont équivalentes, nous al
lons prouver ce résultat dans les deux cas, en réduisant awbpleme de la
décision de la validité deux probémes indécidables.

Dans le cas d'une représentation par une paire de séries oaelles, la
représentation est valide si et seulement si la série au démoateur a un
support plein, ce qui est indécidable, par la propositio0.

Dans le cas d'une représentation grace a une série de Hadasan réduit
un probléme sur les automates probabilistes, ce qui nous aenle résultat
sur lesQ. -automates. Le probléme de l'acceptation d'un mot avec une
probabilité supérieure ou égale % par un automate probabiliste avec
poids dansf 0; %; 1g est indécidable Paz, 197]. Soit doncs la série sur
Q. réalisée par un automate de cette forme. L'expressi¢2s)~ est valide
si et seulement si pour tout motw, son poids dan?s est dans] 1;1]
Comme l'automate est positif, cela revient a exiger que le s par s de
chague mot soit strictement plus petit que%, ce qui est indécidable.

O

De maniere surprenante, dans le cas des séries Qur, les deux problemes
vus ci-dessus ont des décidabilités di érentes.

Proposition 32. La validité des expressions de Hadamard avec poids d@ns
est indécidable.

Démonstration. La preuve dans le cas des séries dQrest en fait une preuve
sur Q.. O
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t
Proposition 33. Soits = e une série de Hadamard avet® une sérieQ+ -

rationnelle. La validité des est décidable.

Démonstration. Cela découle immédiatement de la décidabilité du support
plein des séries suQ. . O

Proposition 34. L'équivalence des expressions de Hadamard valides €ur
est décidable.

Démonstration. Soit E et E° deux expressions de Hadamard valides. On peut
construire, grace a la propositior28, quatre séries rationnelles, s° t, t° telles
0

S S . ,
que JEK= - et JEX=—. Pour montrer 'équivalence deE et de E, il su't

de montrer I'équivalence des t°et des’ t. Ces deux séries étant rationnelles,
cela est décidable. O

Les automates circulaires sur C.

Comme le comportement d'un automate circulaire su€ est une série de
Hadamard (cf. proposition 13), intéressons-nous maintenant a ces automates.

Proposition 35. Soit s une sérieC-rationnelle (respectivemenR-rationnelle,
respectivemeniQ-rationnelle) a support plein. Il existe un automate circaire
valide sur C (respectivementR, respectivementQ) dont le comportement est
I'inverse de Hadamard des.

Démonstration. D'apres la proposition27, il existe un nombre rationnel positif
tel que lasériet = A s S Geonf ) est une sérieR, -rationnelle, dont
chaque coe cient est dang[0; 1[ Cette série peut étre réalisée par un automate
unidirectionnel A = (Q;E; |; T) surR., que l'on peut sans perte de généralité

supposer standard.
Soit B l'automate circulaire construit a partir de A en ajoutant :

uner-transition de chaque état nal p vers l'unique état initial, de poids
T(p),

un nouvel état?, initial et nal avec poids 1, telle que pour toute lettre
de A, il y ait une boucle de poids 1 avec cette lettre su? .

Cette construction est illustrée par les Figure8.28et 3.29

Soit w un mot de A . Tout calcul étiquetté par w dans B est soit une
boucle sur?, de poids 1, soit la concaténation de calculs daAssuivis d'uner -
transition.
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Comme le poids de chaque calcul daksest positif, et que pour tout motw,
la somme des poids des calculs d'étiquette dans A est strictement inférieure
a 1, le poids d'un mot dansB est dé ni.

Ce poids est I'étoile du poids dev dans B. Ainsi, B est valide, et son

A .
comportementestA s S Geonf ))” = — . On peut facilement
s 5 Geom )

construire un automate circulaire réalisant(A s S Geont))” s

A
Geonf )= —.

S

]

Remarque 21. La construction naive, consistant a ajouter des-transitions
partant des états naux aux états initiaux d'un automate rédisant A )
ne fonctionne pas. Soit par exempl@ l'automate de la Figure 3.27 réalisant
la sériea ¢ . Sil'on construit 'automate qui, aprés chaque état nal,
permet de retourner dans un état initial avec une-transition, on obtient un
automate non valide. En e et, pour tout mot il existe une in nité de chemins

de poids 1.

Proposition 36. Toute série de Hadamard su€ (respectivementR, respecti-
vementQ) est réalisable par un automate circulaire su€ (respectivementR,
respectivementQ).

Démonstration. Soit s une série de Hadamard : elle est représentable par une
paire de séries rationnellet;t%9. On peut grace a la propositior85 construire

. A . . A
un automate réalisant o et de la, construire un automate reallsantt—0 t,
c'est-a-dires. I
Décidabilité
Comme il y a équivalence entre le®-automates circulaires et les expres-

sions de Hadamard suiQ (propositions 23 et 36), on peut déduire les deux
résultats suivants :

Théoreme 3.3. L'équivalence de deuxC-automates circulaires valides est dé-
cidable.

Cela découle de la décidabilité de I'équivalence entre deaxpressions de
Hadamard valides, en propositior84.

Proposition 37. La validité d'un Q-automate circulaire est indécidable.

Cela découle de l'indécidabilité de la validité d'un&-expression de Hada-
mard, en proposition31L
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Figure 3.26 Un automate A réalisanta

Figure 3.27 Automate non valide, suivant la construction naive.

a

1a
' 13 '

Figure 3.28 Un automate standard et positif équivalent aA ;.

a

9

Figure 3.29 Un automate A, réalisant l'inverse de Hadamard d¢A ,j.

N
Q
QD

:
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Chapitre 4

Automates boustrophédons sur les
corps commutatifs

One ring to rule them all.

The Lord of the Rings(1954),
J.R.R. Tolkien

Maintenant, et dans toute la suite du chapitre, on noter& un corps com-
mutatif, tel que Q, R et C par exemple.

Nous nous sommes intéressés dans le chapitre précédent autormates
circulaires, et a ce que lI'on pouvait dire d'eux dans les se@unneaux ration-
nellement additifs et dansC. Dans ce chapitre, nous allons nous interesser
a l'expressivité des automates boustrophédons, en généphls puissants. En
e et, méme sur les semi-anneaux rationnellement additifsommutatifs, par
exemple, il existe des séries réalisables par des automabesistrophédons,
mais pas par des automates circulairesf( [Guillon, 2014).

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoréme suivant :

Théoreme 4.1. Soit K un corps commutatif. Les séries suK réalisables par
un automate boustrophédon valide sont des quotients de Haded de séries
K-rationnelles.

Ce résultat est e ectif : a partir d'un automate boustrophéan, on peut
construire deux automates unidirectionnels tels que le guent de Hadamard
des séries qu'ils réalisent est égal a la série réalisée pantbmate boustro-
phédon initial. Cette construction, inspirée de Anselmo et Bertoni 1993, a
été publiée dansDando et Lombardy, 20184. Cet article présentait une faille
dans la preuve : elle requiert que I'étoile d'une certaine rr&ce (que l'on dé-
crira plus loin) soit dé nie. Or, il apparait que la validité de I'automate n'est
pas une condition su sante pour garantir cette propriété. | faut en fait que
l'automate soit fortement valide (dé nition 2.13pageZ27).
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4.1. Construction de l'automate fortement valide

C'est pourquoi on montre d'abord que I'on peut, a partir d'unautomate
boustrophédon valide, construire un automate boustrophéd équivalent for-
tement valide.

Ensuite, nous prouverons le théoreme pour les automatestéanent valides.
A n d'établir ce théoréme, nous allons tout d'abord montrerque I'on peut
exprimer le poids d'un mot par un automate boustrophédon gc& a I'étoile
d'une matrice.

On peut exprimer cette étoile en tant qu'inverse d'une matde. De maniére
classique, chaque coe cient de linverse s'exprime comme lquotient d'un
mineur et d'un déterminant ; on montrera que chacune de ceslgars peut étre
calculée par un automate unidirectionnel. On aura donc mor& qu'il s'agit
d'un quotient de Hadamard de deux sériek -rationnelles.

Par les propositions28 et 36, on sait que surC, un tel quotient est réalisable
par un automate circulaire. Toutes les étapes étant constetives, on peut donc
construire, a partir d'un automate boustrophédon valide suC, un automate
circulaire valide équivalent.

Construction de l'automate fortement valide

On souhaite donc construire un automate boustrophédon fanent valide
équivalent a un automate boustrophédon valide donné. Pouredaire, nous
allons stocker de l'information supplémentaire dans lesait de I'automate :
les contextes.

Il s'agit de matrices représentant les chemins de l'automatet servant a
décider si un motw permet d'arriver a la position actuelle a partir d'un état
initial pour les contextes gauches, et pour les contextesaills, d'atteindre un
état nal, a partir de la position actuelle. On montrera dansla suite que cette
information est su sante.

Dans la suite, on noteraA = (Q.;Q ;E;I;T) l'automate boustrophédon
valide dont on veut calculer un équivalent fortement valide

Représentation booléenne et contextes

|
Pour tout mot u de A , on peut dé nir une matrice booléenne, (u), repré-
sentant les chemins suu de 'automate qui commencent a gauche et nissent
a droite. Plus précisément, on pose(u),q = 1, avecp;q2 Q. , si et seulement
s'il existe dans l'automate un chemin suu allant de I'état p en position0 a
I'état g en positionjuj. C'est donc une matrice deviiQ+1 Q+i(B).
On peut dé nir de la méme maniére trois autres matrices, (u) pour les

chemins commencant & droite et nissant & gauche, damgi? 1i @ i(B), (u)
pour les chemins commencant a gauche et nissant a gauche, legant un
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4. Automates boustrophédons sur les corps commutatifs

pré xe du mot, dans M9+l Q I(B), et " (u) pour les chemins commencant a
droite et nissant a droite, en lisant un su xe du mot, dans MIQ 11 Q+i(B).

Pour tout mot u2 A , on notezra : 3

I -
() = g I(U) (u) é:
“(u)  (u)

On peut remarquer que pour toute lettrea, la matrice (a) est la matrice
d'adjacence du graphe sous-jacent de l'automate restreiat ses transitions
étiquetées para.

D'apres Birget, 199Q, pour tous motsu;v 2 A , on peut calculer (uv) a
partir de (u) et de (v).

Ona:
BRI @.1)
W)= @+ @ WW W W (4.2)
W= W @ W e (4.3)
W= ) W () (4.9)

Muni de cette opération (associativecf. [Birget, 199(Q), que I'on notera
(we (v), 'ensemble des matrices obtenues par forme un monoide ni,
nott M.Onadonc 2M,9 w2A ; (w)= .LemonoideM est donc le
monoide de transitionde I'automate boustrophédon. SQ = ;, on retrouve
la notion de monoide de transition pour un automate unidirgéonnel. On peut

| -
étendre naturellement la dé nitonde a () et (a).
On note | le vecteur ligne tel quel, = 1 si et seulement sip est initial,
et T le vecteur colonne tel quel, = 1 si et seultlament sip nlal. On dé nit

également pour tout motu 2 A un vecteur ligneL,, tel que L, = 1, avec
P2 Q. siet seulement s'il existe un chemin dé sur |e mot " u allant d'un

état initial en position 0 a I'état p en positionju;. [Ainsi,' L- = 1. De méme, on
dé nit pour tout mot u2 A un vecteur colonnéry, pour les chemins suu
allant jusqu'a un état nal, etl'ona R. = T.

Exemple 12
Si I'on consideéreA 1, I'automate degl}a Figure4.]é on a 3
010 100
(@=410{05; M=400|15 (4.5)
00[1 010
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4.1. Construction de l'automate fortement valide

b a

O a b;a O
' I —
—( I s C) )
a b:
Figure 4.1 L'automate Aj;.

!(‘)= 01 ; (a)= cl);I: 01 ;T= (1): (4.6)

! [ - -
On peut également dé nir les matriced., comme (* u),etR, = (ua).
Il existe dle la méme maniére une interprétation de ces mateis en terme de

chemins :(Ly)pq avecp2 Q etq2 Q., vaut 1 si et seulement s'il existe un
chemin sur le mot" u allant de I'état p en positionjuj a I'état g en positionju; ;

et symetriguement(Ry)p.q, avecp2 Q. etq2 Q , vaut 1 si et seulement s'il
existe un chemin sur le motu a allant de I'état p en position0 a I'état g en
position 02,

" Ainsi, avecu 2 A , on appellera contexte gauche une matrice de la forme

L I -
1—— , et contexte droit une matrice de la forme'R, R, .
Lu "
1 H

L. ! -
Onposel = +— etT = R R .
L.

On peut naturellement étendre la dé nition du produitz au produit entre
un contexte et une matrice, qui nous donne un contexte de ménatéralité et
€galement entre un contexte gauchk, et un contexte droit R,, ce qui nous
donne un booléen qui vaut vrai s'il existe un calcul de poidson nul sur uv
dans l'automate. On peut véri er qu'on a bienL,, = L, 2 (v), et également
Rw = (U2R,.

On note G Il'ensemble des contextes gauches, que I'on peut voir comme
fl a2 j 2 Mg, et & I'ensemble des contextes droits, égalfaa2Tj 2 Mg.
Dans la suite, on omettra la notatiore lors du produit.

Dé nition de l'automate des contextes

Munis de ces objets, nous pouvons maintenant dé nirdutomate des contex-
tes de A, l'automate B = (fiog[ S+;S ;E% ,;T9.

1. Les positions sont relatives au : si w = vu, il faut leur ajouter jvj pour obtenir les
positions absolues dans le mot.
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L'idée de cet automate, inspirée deCJarton, 2017, est de mémoriser dans
les états deux contextes : le contexte gauche ayant permisdiver dans cet
état a partir d'un état initial, et le contexte droit qui permet d'accéder a un
état nal. Ainsi, on aura des états de la formgp;L;R), avecL 2 C. etR 2 Cg,
tels que tout calcul sur le motuv a la positionjuj est dans un état de la forme

(p;1 (u); (V)T).

Esquisse de la construction

Avant de dé nir formellement I'automate, on décrit la facondont les deux
contextes sont mis a jour. En fonction du type des états, diknts éléments
doivent étre calculés.

Si les deux états forment un demi-tour, comme on ne change phesposition
dans le mot, on ne change pas le contexte, il faut juste vérreue le contexte
permet de faire ce demi-tour.

Si les deux états(p; L; R) et (q; L% RY sont de méme type, alors au moins
une des deux composantes peut étre immédiatement mise a joBupposons
par exemple que les étatp et g soient forward : la deuxieme composante peut
étre mise a jour sans diculté et vaut L (a). Ainsi, sillonal =1 (u),
alorsonalL®= | (ua), ce qui est bien la propriété désirée. De plus, s{a) est
inversible (pour le morphisme), alors on peut également nmet immédiatement
a jour le troisieme élément de I'état R°= (a) 'R.

Si I'on n'a pas cette inversibilité, 'automate va avancer dns le mot en
calculant une information sur la partie du mot restant a lire qui permettra
de mettre a jour correctement le contexte, ainsi que de revera la bonne
position dans le mot. Une fois revenu a la bonne position, liiomate met
a jour le deuxieme élément, et passe a la transition suivant®n peut donc
toujours calculer localement |'état suivant.

Il faut également pouvoir initialiser le calcul, car I'on sahaite commencer
dans un état de la forme(p;l ; (w)T), avecw le mot d'entrée. Pour calcu-
ler (w)T, l'automate va se placer a la n du mot, et revient en stockant
I'image par du su xe lu. Une fois a la gauche du mot, on peut commencer
la simulation.

Les états de l'automate des contextes

L'automate des contextes est donc constitué de trois typeséthts :
les états d'initialisation, notésS?,
les états de simulation, notéS?!, simulant directement les états deA,

les états d'anticipation, notésS?, pour calculer un pseudo-inverse lorque
la matrice de la lettre lue n'est pas inversible,
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Cas inversible :
simulation directe
de la transition

S* : simulation.
Etats (L; p;R)

( SO :initialisation. ) Debut de la

Calculdel; (W)T J simulation

Simulation de
la transition

Cas non-inversible

. Misea jour Se: anticipation.
@3 . reposmonnemen\ ) ( Calcul d'un
J des contextes\ pseudo-inverse

Figure 4.2 Schéma du fonctionnement de l'automate des contextes.

et les états de repositionnement, notéS3, permettant de replacer la téte
de lecture a la bonne position aprés le calcul d'un pseudosanse.

On trouvera en Figure4.2 une explication schématique de I'enchainement
des di érents états lors d'un calcul.

Les états forward . L'automate des contextes dispose d'un unique état ini-
tial de poids 1 :io. Les autres étatsforward sont décomposables en trois caté-
gories :

S!, un ensemble d'états contextualisés, dar®. C _ C g, qui simulent
les états deQ. .

On souhaite que, lorsque l'automate est en positiojuj sur le mot uv,
ces états soient de la formép;l (u); (V)T).

S2, un ensemble d'états d'anticipation, danQ, C, Cgr M M.

Ces états sont de la formgp;l (ua); (V)T; (a); (vo)), avec vy un
pré xe de v, lorsque l'automate est en positiojuavgj sur le motuav, et
que (@) n'est pas inversible.

et S2, un ensemble d'états de repositionnement, daig C, Cg
M M.

Ces états sont de la formgp;l (u); (VT; (u;@); (up)), avecu =
Uouia et u, un pré xe de uy, lorsque l'automate est en positiorjugusyj
sur le motuv, et que (a) n'est pas inversible.

Les seuls états naux sont les états d&! de la forme(p;L;T) : ils sont
naux de poids T(p).
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Les états backward . Les étatsbackwardde l'automate des contextes sont
décomposables en quatre catégories :

S%, un ensemble d'états d'initialisation permettant de calcler au départ
I'image par dew, dansCy.

Ces états sont de la formdp; (v)T), lorsque l'automate est en posi-
tion juj sur le motuv.

S, un ensemble d'états contextualisés, da@ C _ C g, qui simulent
les états deQ .

On souhaite que ces états soient de la fornge;l (u); (v)T), lorsque
l'automate est en positionjuj sur le mot uv.

S?, un ensemble d'états d'anticipation,dan C, Cgr M M,

Ces états sont de la formép;l (u); (av)T; (a); (uj)), avecugu; = U,
lorsque l'automate est en positionugj sur le motuav, et que (a) n'est
pas inversible.

et S3, un ensemble d'états de repositionnement, daig C, Cg
M M.

Ces états sont de la formdp;l (u); (V)T; (uia); (vo)), avecvy un
pré xe de v, lorsque l'automate est en positiorjuvpj sur le mot uv, et
gue (a) n'est pas inversible.

Dans un souci de simplicité et de pédagogie, on not'elm sip2 S, etp
sip2sS.

Propriétés supplémentaires Les états deS, de la forme(p; L; R), doivent
Véri er les propriétés suivantes :

8 | L

SGLRL)), =1
L

" ((R'L )! RT), =1

Ceux deS?, de la forme(p; L; R), doivent véri er les propriétés suivantes :

8

< | L

(IGL(RL)R), =1
| L
(L (RL )! RT), =1

Par ces conditions, on s'assure grace aux contextes quedtétst bien ac-
cessible et co-accessible daAs
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4.1. Construction de l'automate fortement valide

Les transitions de l'automate des contextes

Le but de cet automate est de simuler l'automate originad. Pour simuler
une de ses transitiongp; a; g de poidsk, avecp et g forward, en partant d'un
état (p; L; R), plusieurs cas se présentent :

soit (a) est inversible, auquel cas la transition est simulée par useule
transition de (p;L;R) a(q;L (a); (a) 'R), de poidsk.

Soit (a) n'est pas inversible, et I'on continue a lire I'entrée versldroite
jusqu'a trouver un mot vy pour lequel il existe un pseudo-inverse tel que

(avp) = (Vo). Il faut donc arriver dans I'état (g;L (a); R) pour nir
la simulation de la transition (p; a; g, mais il faut auparavant ramener la
téte de lecture a la bonne position dans le mot. Cela se fait &sant un
su xe Vv; de Vg toujours plus grand jusqu'a obtenir que (vi) = (aw).
Ce chemin est illustré en Figuret.3. La preuve de I'exactitude de cette
méthode de repositionnement est en propositidss.

Si un tel mot vy n'existe pas, on lit tout le suxe v du mot d'entrée
restant a lire. L'état a rejoindre est alors(q;L (a); (v)T). Le reposi-
tionnement se fait de maniére identique au cas précédent.

Le raisonnement est similaire dans le cas quet q sont des étatsback-
ward. Si p et q ont des directions opposées, on passe directement(gel; R)

a (qg;L;R) avec poidsk.

Voyons maintenant leur dé nition plus formelle. Certainestransitions ont
dans leur dé nition des conditions du type "il existe unL dansG telque...",
ou bien "il existe unR dans G tel que ...". Ces conditions assurent que la
lettre lue respecte le contexte de I'état. On posa2 A, L 2C_ etR 2 Cg.

Il existe six grands types de transitions :

Les transitions d'initialisation, au début de I'automate :

EYio; a;ip) =1 : on lit le mot de gauche a droite.

EYio;a;T) =1 : on fait demi-tour a la n du mot, et on passe dans
les états deQ .o, qui stockent I'image du mot par .

EAR;a; (a)R) =1 :en revenant, on met a jour l'image du su xe.
!

EAR; " ;(p;l ;R)) = I(p), avecp 2 Q. : on initialise I'état avec le

contexte calculé.

les transitions de demi-tour sur les états de simulation (o& de S?), qui
veri ent simplement que le demi-tour est compatible avec leontexte :

SiFIJZ Q. etq2Q ,alorsEO(!(p; L;T);a;(a;L;T)) = E(p;a;0), et

Eq(p;L;R); a;(g;L;R)) = E(p;a; 0 si et seulement sBR 2 Cx, tel
que ()R = R.
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| a | Vo | b
| \Z1 |
SZ
T'R Tant que
o B ) W .5 [ :
2 m @ (@)= (v ..
(avob)
S (Vob)

Tant que

(avo) 6 (V1)

p;L (a); R
(avo); (Vo) J©
-

Figure 4.3 Chemin calculant un pseudo-inverse.

(avo);

ajk

Sip2Q etq|2 Q. , alorsEq(p;1 ;R);" ;!(q;l 'R)) = E(p; ;0), et

EY(p;L;R);a;(q;L;R)) = E(p;a;q si et seulement sBL 2 C, tel
quelL (a)= L.

les transitions pour lesquelles (a) est inversible :

Sipia2 Q.. alorsEY(piLiR):ai(a: L (a); (@) 'R) = E(piaio.
Sip;q2 Q , alorsE{(p;L;R);&;(q;L (a) % (a)R)) = E(p;a; 0.

les transitions pour lesquelles (a) n'est pas inversible, et avec lesquelles

on passe donc dans les états d'anticipation (ceux &2) :

! !
Sip2 Q., E{(p;L;R);a;(p;L (a);R; (a); ))=1 sietseulement
Si9R 2 Cy tel que ()R = R.

Sip2 Q ,Eq(p;L;R);a;(p;L; (a)R; (a); )) =1, sietseulement
si9L2 C, telqueL (a)= L.

les transitions de calcul intermédiaire simulant une trangon forward :

! |
EqAp;LiR; 5 )ia(mLR;;  (@)=1,avec; 2M,p2Q,
si  (a) et (a) ne sont pasL -équivalents, et si9R 2 Cg tel que
(R = R.
|
EAp;LiR; ; )a(piLb Ry 5 ))=1,avec; 2Metp2Q,
s'il existe 2 M telque (a)= (a) (ie. () . (a)),

et si9R 2 Cr tel que (a)R = R : on fait demi-tour.
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|
EA(: LR )ai(pl; T; 5 ) =1,avec; 2 Metp2
Q. :onestarrivé ala n du mot, on fait demi-tour.
Eq(p;L;R; ; );a;(p;L;R;; (@) )=1,avec; 2M,p2Q,,
si (a) 6 etsi9 2Mtelque (a) = :onretourne par des
états backward vers la bonne position.

!

EYp; LR )a(a;LR)) = E(p;a;g,avec; 2 M,p;q2 Q.,
si (a) = :on fait demi-tour sur la lettre qui nous a fait rentrer
dans le calcul intermédiaire.

les transitions de calcul intermédiaire simulant une trangon backward :

EAp: LR )a(mLR; (8 )=1,aec; 2M,p2Q
si (a) et (a) nesontpasR-équivalents, etsiOL 2 C, tel que

L (a9 =L.

|
Eq(p;L;R; ; )a(p;L;R; ; )=1,avec; 2Metp2Q
s'ilexiste 2 M telque (a) = (a) (i.e. (a) R (@) ),
etsi9L 2 C, telquelL (a) =L : on fait demi-tour.

|
EAY(p;L;iR; ;) s(pl sR; ; )=1,avec; 2M,p2Q

on est arrivé au début du mot, on fait demi-tour.

| |
EY(p:LiR; ; )a(piLiR;; (@)=1,avec; 2M,p2Q,
si (a6 etsi9 2Mtelque (a = :onretourne par des
états forward vers la bonne position.

|
EY(p;LiR; 5 )ia(9;LiR) = E(p;a;9,avec; 2 M,p;q2Q ,
si (a)= :on fait demi-tour sur la lettre qui nous a fait rentrer
dans le calcul intermédiaire.

Exemple 13

L'automate des contextes obtenu a partir de l'automate de I&igure 4.1 se
trouve en Figure4.4.

Propriétes de l'automate des contextes

Proposition 38. Soit w un mot deA , et un calcul deB sur w.
Pour tous les étatgp; L;R) de St a la positionjuj dans ,onal =1 (u)
etR= (V)T.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur les éta{p;L; R) consé-
cutifs dans .

Tout calcul sur B commence par un chemin déterministe, de I'état ini-
tial ip jusqu'a I'état T, puis de cet état a I'état (w)T. On va ensuite dans un
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a;b b
® ;

a
q;l (a); (@T —’_Q:T)—»
a

/)

pil: (@T; (b (a):)

([

@l; @T; (0 (@ ()

Figure 4.4 Automate des contextes deA;.

état (p;1; (w)T), qui est le premier état deS* rencontré. On est bien a la
position 0, donc la propriété est véri ée dans ce cas.

Supposons maintenant qu'elle soit vraie dans un état donnéoit I'on fait
demi-tour, soit on passe a la position suivante, soit on pas& la position pré-
cédente. Le raisonnement pour passer a la position précéeétant similaire
a celui pour la position suivante, il ne sera pas détaillé.

SiI'on fait demi-tour, on passe dans un état dont les deuxiés et troisiemes
composantes sont identiques a celles de I'état précéderit,oe ne change pas
de position : la propriété est donc toujours veri ée. |

Supposons que I'on se trouve dans un état forwag; L; R) a la positionjuj
dansw, aveca 2 A[fag ,u;v2 A telsqueuav=w,L =1 (u)etR =

(av)T. Pour passer a la position suivante, le chemin suivi par le Ical est
déterminé par l'inversibilité de (a). |

Si (a) est inversible, alors on passe dans un étgp;L (a); (a) 'R).
Comme (a) 'R= (Vv)T, onadonc la propriété encore véri ée pour cet état.
Si (@) n'est pas inversible, alors on passe dans I' étgp;L (a);R; (a); ).

Oq lit ensuite la lettre suivante, b, et si (b | (ab on passe dans
l'état (p;L (a);R; (a); I(b)), jusqu'a ce que, aprés avoir lu un su xevg dev,
on arrive dans un état(p;L (a);R; (a); (vo)), avec (Vo) . (aw). Pour
chaque nouvelle lettreblue, soit I'on met a jourvy, soitona (Vob) | (awbh),
soit b=a. |

Si (vb) o (awb), alors on passe de I'éta(p;L (a);R; (a); (Vo)) &
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I'état (p;L (a); R; (avw); ), avec telque (vob)= (awb).

De l'état (p;L (a); R; (aw); ), on lit vo a l'envers en passant par des
états (p;L (a); R; (aw); (vi)) aprés avoir luvy, su xe de vy. On continue
tant que (bw) 6 (avw), avech la lettre a lire. Logsque (bw) = (aw), on
passe de I'état(p;L (a); R; (aw); (v1)) al'état (g;L (a); R).

Montrons maintenant que R = (v)T et que nous sommes a la posi-
tion juj + 1 dansw. On sait que (vob) =  (awh). Commevyb est un pré xe
de v, il existe un mot v°tel que v = vob\P, donc (v) = mu(vob) (V9 =

(avob) (V) =  (av). Ainsi, puisqueR = (av)T,ona (V)T = R.

Il est immédiat que sivy = vg, alors (bw) = (av). Montrons par l'ab-
surde qu'il n'existe pas de suxet de vy tel que (bt) = (av), en posant
Vo = tht. On sait que (Vo) o (av). Or (vo) = (19 (aw) : contradiction.
La seule possibilité est donclque I'on soit dans la positignj + 1. Ainsi, la
propriété est vraie dans I'état(q;L (a); R).

Il est possible gu'il n'existe pas un telvy. Les états d'anticipation nous
emmeénent a la n du mot, et nous avons donc la derniére coordoée de |'état
avant le demi-tour qui contient (v). Le raisonnement pour le repositionnement
se déroule comme précédemment. |

Ainsi, si le long d'un calcul dew on est dans un état(p;L;R) a la posi-
tion juj, avecw = uav, telqueL =1 (u) etR= (av)T, alors I'état suivant
de S; est(qg;L (a); (v)T), avecqun état de Q.

Naturellement, pour la simulation d'une transition entre ctux états back-
ward, les conditions portent sur laR -équivalence, mais le raisonnement est le
méme. O

Montrons a présent que cet automate est fortement valide egeéivalent
aA.

Lemme 5. Il existe une bijection entre les calculs d& et ceux deB. Cette
bijection respecte les poids.

Démonstration. On construit I'application ' suivante entre les calculs d& et
ceux deA : limage d'un calcul deB est la restriction de ce calcul aux états
de S?, de forme(p; L;R), projetés ensuite sur leur premiére variable.

C'est bien une surjection : a partir d'un calcul sur A dew, un mot deA,
on peut construire un calcul deB d'image . En e et, il existe un chemin deig
a(po;l; (W)T), avecpo I'état initial de

Soit maintenant (p; L; R) un état de S;, avecL = 1 (u) etR = (av)T, en
posantw = uav, tel que(p;L; R) soit a la positionjuj dans le calcul. Sidans la
transition suivante est(p; a; g, alors soit les deux états sont de types di érents,
dans ce cas il s'agit d'un demi-tour et on peut passer(g; L; R) dansB, soit les
deux états sont de méme type, supposons forward (dans l'agitsens, il s'agit
du méme raisonnement).
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Dans ce cas, deux cas se présentent en folnction de l'invelgé de (a).
Soit (a) est inversible, et I'on peut aller danqq;L (a); (a) 'R), soit (a)
n'est pas inversible, et il existe un chemin d'états d8? et de S® menant a I'état
(p;L (a); (VT; (avo); (vo)) en positionjuj + 1, avecvy un pré xe de v tel
que (avp) L (vo), apartirduquel on peut aller dans I'état(q; L (a); (v)T).

Dans tous les cas, le chemin simulaii (p; a; g est de méme poids. De plus,
si  nit sur I'état p, alors I'état (p;1 (w);T) est atteint par le calcul surB,
de poidsT(p). En fait, toute transition d'un calcul de A est simulée par un
chemin deB entre deux états deS?, soit de longueur 1 si (a) est inversible,
aveca la lettre lue, soit des chemins ne contenant que des états 8& puis des
états de S8, en plus des deux extrémités du chemin.

Montrons qu'il s'agit également d'une injection. Soit ; et , deux calculs
de B sur un mot w. Supposons gu'ils aient la méme image par l'application
dé nie ci-dessus, et notong; les états rencontrés successivement par cette
image, aveqy initial. Comme ; et , sont deux calculs sur le motv, ils ont le
méme début, puisqudB n'est non-déterministe que pour les transitions menant
vers des états des?.

Comme ils ont la méme image, ce chemin les emméne tous deuxsdidtat
(po; 1 ; (W)T). Ensuite, pour chaque état des!, comme ils doivent tous deux
lire la méme lettre, ils ont méme comportement : soit ils vontlans un autre
calcul de S, soit ils commencent un chemin composé d'abord d'états &
puis d'états de S3. Dans ce cas, il est immédiat que ces deux chemins sont
identiques, car déterministes et commencgant du méme état.e[plus, I'état
pour sortir de ce chemin est imposé par I'égalité de leur imag

Ainsi, on peut montrer que ;= ». O

Corollaire 5. A et B sont équivalents.
Démonstration. Immédiat par le lemmeb5. O

Lemme 6. Soit (p;L;R) un état deS*.
S'il existeu;v 2 A tels quel (u)= L et (V)T = R, alors il existe un
calcul deB d'étiquette uv qui passe par(p; L; R) en positionju;.

Démonstration. Par dé nition de I'état (p;L;R), on a les deux équations sui-
vantes :

B (u (v a[)!’(‘ u) =1; (4.7)

(v a[)!’(‘ u) ! VT =1: (4.8)
p

!

Ainsi, I (uv)T = 1 : il existe un calcul deA d'étiquette uv, et il passe
par p en positionjuj. Comme il y a bijection des calculs entré et B, il existe
un calcul deB d'étiquette uv passant par(p;L;R) a la positionjuj.

]
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Lemme 7. Soit un circuit stationnaire de B d'étiquettet.
De deux choses l'une :

Soitt = t%a, avect®2 A [f'g . Alors pour tout u pré xe propre det,
pour tout état (p; L; R) de S de ce chemin en positiojuj, R = ()T,
en posantv = u t.

Soitt 2 A [fg . Alors il existe w 2 A , tel que pour toutu pré xe
propre det, pour tout état (p;L;R) de S de ce chemin en positiofjuj,
R= (vw)T, en posantv = u t.

Démonstration. La preuve est similaire dans les deux cas, méme si le résultat
s'écrit de facon di érente. On montre le deuxieme cas,2 A .
Considérons une transition étiqqetée par la derniere letdrdet. Il s'agit

nécessairement d'un demi-tour. Soifpo; Lo; Ro) I'état de S* précédant cette
transition dpns :

On not(?(p., Li;R;) lei®™e état de St de apres(po Lo; Ro), et u; le pré xe

det tel que (pi; Li; R;) est en positionju;j dans . On note également; = u; 't.

On montre maintenant le résultat par récurrence sur.

Par dé nition de l'automate B, les conditions d'existence des transitions de
tous les demi-tours imposent 9R 2 Cy tel que Rp = (Vp)R. Par dé nition
deG,9w 2 A telqueRp= (vow)T.

Supposons maintenant quer; = (v;) (w)T, et montrons queR;.; =

(vi+1) (W)T, quel que soit le type dep et de p;+1, forward ou backward.

S'ils sont de type diérent, alors Ri;; = Rj et (vis1) = (V) : la
propriété est veri ée.

Si p et pi+1 sont tous deux des états d&) .3, alorsRj.; = (@)R; et
Vi;1 = aVv;, aveca la lettre lue. On a donc bienRjs; = (Vix1) (W)T.

Cela ne dépend pas de l'inversibilité de(a).

Sip et pi+1 sont tous deux des états d€). , alors posons/i.; = av,.
Si (a) estinversible, alorsRi;; = (a) 'R; = (a) 1 (avis1) (W)T.
Sinon, le chemin entre les etat$p.,L.,R) et (p.+1, i+1; Ri+1) est un

chemin d'états deS?, puis un chemin d'états deS®, d'étiquette avh,
aveca; b2 A et v°2 A un pré xe de Vi, .

Par dé nition des demi-tours de l'automate,9 2 M tel que (avh) =
(VOO) et Ri;1 = Rj.

OnadoncRi;1 = Ri= (Vi) WT = (Visr) (WT.

Le résultat se montre de la méme maniéere du coté gauche :
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Lemme 8. Soit un circuit stationnaire de B d'étiquettet.
De deux choses l'une :

Soitt = * t% avect®2 A [fag . Alors pour tout u pré xe de t° pour
tout état (p;L;R) de St de ce chemin en positiofjuj, L = | (u).

Soitt 2 A [fag . Alors il existew 2 A , tel que pour toutu pré xe det,
pour tout état (p; L; R) de St de ce chemin en positiofuj, L = | (wu).

On peut donc maintenant montrer le résultat suivant :
Proposition 39. B est fortement valide (dans un corps normé).

Démonstration. On montre ce résultat par I'absurde. Supposons g ne soit
pas fortement valide. Il admet donc un circuit stationnaire de poidsx, cor-
rectement étiquetté parw, dont I'étoile n'est pas dé nie.

Ce cirquit contient forcément des états dé&; et peut-étre des états desS,

etS,. Soit (p; L; R) un état de S} |de ce circuit®. Il existe u et v de A tel queuv

est I'étiquette de ce circuit, aveqp; L; R) a la position juj dans ce circuit.

Par les lemmes7 et 8, il existe wy et w; de A tels queu est un su xe
de” wp etv estun préxe dew; a, et queL =1 (wp) etR = I(Wl)T. Par
le lemmes, il existe donc un calcul d'étiquettewow; qui passe par(p;L;R) en
position jwo.

Soit ; et » deu>ﬁ chemins tels que ce calcul soit égal a la concaténatian d
ces deux chemins e(p; L;R), de poids respectifx; et x,. Pour tout i entier,

1:( )': » est donc un calcul deB, d'étiquette wowy, de poidsx;x'X,. Tous ces
calculs sont en bijection avec des calculs de de méme poids sur le méme
mot. Ainsi, dans A, i|1,existe une famille de calculs sur le motvgw,; dont la

somme des poids est x1x'X,. Si cette somme était dé nie, alors serait aussi
. P 12 . L
deé nie x', car nous sommes dans un corps. Or I'étoile den'est pas dé nie,
i2
et de plus, on sait que commé& est normé, toute sous-famille d'une famille
sommable est sommable.
Ainsi, la famille des poids des mots de/pw; n'est pas sommable, et don&

n'est pas un automate valide : contradiction. O

Cette construction est la preuve du théoréme suivant :

Théoréme 4.2. Soit K un corps muni d'une norme. Alors pour tout auto-
mate boustrophédon valide, il existe un automate boustrégbn fortement va-
lide équivalent.

1. un tel circuit contient nécessairement des états dé&! et de S*.
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Figure 4.5 L'automate A; qui servira d'exemple dans cette partie.

D'un automate boustrophédon fortement valide a
un automate circulaire

Nous pouvons donc maintenant considérer que l'on travailleniquement
avec des automates boustrophédons fortement valides. Orukaite construire
a partir d'un tel automate un automate circulaire qui lui estéquivalent.

Description du modéle pour I'automate boustrophédon

An de simplier les calculs, nous allons dans cette sectiomtiliser un
modele d'automate boustrophédon qui n'est pas celui que moavons utilisé
jusqu'ici : dans ce modele, les calculs commencent et niss@u début du mot.
Ce modele est cependant, ainsi que nous l'avons vu dans laseaction2.3.6
page 34, équivalent aux di érents modeles usuels.

Plus formellement :

Dé nition 4.1. Un K-automate boustrophédon est un quadrupldtQ; E;I; T),
avec :

Q I'ensemble ni des états,
E la fonction de transition, deQ (A[f ;ag) f +1; 1g Q dansKk.
| et T les fonctions respectivement initiale et nale, d&) dansK.

Exemple 14

L'automate A; de la Figure4.5, qui est dans ce formalisme, servira d'exemple
tout au long de cette partie.

Dans les transitions, la valeur+1 ou 1 indique la direction de la téte
de lecture apres avoir lu la lettre :+1, la téte de lecture se déplace vers la

98 L.-M. Dando



4. Automates boustrophédons sur les corps commutatifs

droite, 1, elle se déplace vers la gauche. Il ne peut donc y avoir de tséion
étiquetée par("; 1) ou par(a;+1).
Un chemin pour le motw = w; :::w, de A est une suite de transitions
= (g 1;Xi;mMi;q)i2n-k avec(qg) des états deQ, pour laquelle il existe une
fonction posde JO; "KdansJO; k+ 1K indiquant la position de la téte de lecture.
Cette fonction véri e les conditions suivantes :

Pour tout i strictement positif, pogi) = pogi 1)+ m;.

Pour tout i deJl; Ksipogi 1)=0,alorsxj = ",sipogi 1)=k+1,
alorsx; = a, et sinon, Xj = Wpoegi 1)-

De plus, on appelle calcul suw tout chemin surw tel que ¢ est initial, g
est nal, pog0) =1 et pog’) =0. Le poids d'un calcul est :
!
Y
I (Po): E(p uxi;mi;p) T(p):
i=1
Comme d'habitude, le poids d'un motw est égal a la somme des poids des
calculs surw. Dans la partie suivante, nous allons montrer que ce poidsyie
s'exprimer a l'aide de I'étoile d'une matrice.

Calcul de poids par une matrice

Une facon de représenter les automates pondérés est d'séli la matrice
d'adjacence du graphe sous-jacent. Nous allons utiliseraiextension classique
de cette représentation : pour chaque lettra de A[f ;ag, on dé nit deux
matrices de taillen n, F(a) et B(a), représentants les chemins de taille 1,
vers la droite pourF, et vers la gauche pouB. Plus formellement, ave et g
deux états, on posé- (a)pq = E(p;a;+1;0) et B(a),.q = E(p;a; 1;0). Notons
queF(a) = B(") = 0 : aux extrémités du mot, on ne peut se déplacer que
dans une seule direction.

On dé nira ensuite une matriceM,,, et deux vecteurs,| initial et T nal,
tels quelM ,, T nous donne le poids des calculs de longueyriM 2T le poids
des calculs de longueur 2, et plus généralement pour tout &mti, IM ! T le
poids des calculs de longueur

Dans un automate unidirectionnel, la longueur des calculsceeptant un
mot donné est borné par la taille du mot. Dans un automate botrephédon,

il peut exister des calculs de toute longueur, a cause descuits stationnaires.
C'est pourquoi on s'intéressera #,,.

Exemple 15
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Les matrices de l'automateA ; de la Figure4.5sont :

2 3

0

_ Oé

l= 100 0 T§O

1
2 3 2 3 2 3
0100 1000 0000
_10002 _gooooé \_gooooé
F("")‘goooo FO=2091 005 FO)T325 100
0000 0000 0000
2 3 2 3 2 3
0000 0000 0001
0000 0010 00 10
B(‘5‘):§001oé B(b)zgooooé B(a)=§00002
000 1 0001 0000

On rappelle la dé nition de I'étoile d'une matrice :

Dé nition 4.2.  Soit M une matrice carrée, a coe cients dan¥. L'étoile de
la matrice M est la somme in nie de toutes les puissances d&. Si elle est
dé nie, elle véri e I'équation M = |d+ M:M
Si les quatres sous-matrices de I'équation suivante sontiés, alors |'étoile
de M est dé nie, et (cf. [Conway, 1977) :
" #
(ABD C) A A (BD CA) BD

B
M =
D DCABDC)A D +D CA (BD CA)BD

A
C

avecA et D deux matrices carrées.

Soit maintenantw = w; :::w, un motdeA de longueurk. On dé nit, pour
étudier les calculs dev, des matrices par blocs de dimensigkk +2) (k+2),
dont chacune des sous-matrices est de taille n, et I'on indicera les blocs
avec des entiers dand0; k + 1K

Soit donc maintenantM,, la matrice représentant les chemins de longueur 1
Surw :

2 3
0 F(C) 0 Dl 0
B (w;) 0 F(wy) i :
My = 0 B(wy) | . 0 : (4.9)
: 0 | F(w)
0 0 B(a) 0
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Ainsi, en notant M;; la matrice de taillen n alai-eme ligne des blocs et
a laj-éme colonne, on a pour tout i(My)ii+1 = F(w;) et (My)ii 1= B(w).
En particulier, ((My)ii+1)pq représente une transitionforward de p a q qui
peut étre empruntée a la position.

On veut montrer maintenant que la matrice(M,);; représente tous les
sous-chemins des calculs sav commengant & la positioni et nissant a la
position j, en fonction de leurs états de départ et d'arrivée.

Pour cela, on noteC), avecr dans JO;k + 1K la matrice par blocs, de
dimension (r +1) (r + 1), dont les coe cients (C");; sont des matrices
n n telles que pour touti;j 2 J0;k+1K ((C™)i; ) €St la somme des poids
des chemins compatibles avew qui vont de la positioni et de I'état p a la
position j et |'état g, sans passer par une position plus grande (plus a droite)
quer. La forme générale de ces chemins est illustrée en Figdré.

A n de simpli er I'écriture des matrices par blocs, on notea L; la matrice
ligne der +1 blocs de taillen n, tous nuls sauf leiéme, égal a la matrice
identité.

On peut énoncer le lemme suivant :

Lemme 9. M, = CkD,

Démonstration. La preuve se fait par induction, avec la restriction de I'étite
de M,, a sesr +1 premiéres lignes et colonnes. NotorM (") cette restriction.

On a doncM &*D = M,,, et I'on va prouver par induction surr que pour
tout r de JO;k + 1K (M () = C(),

On a tout d'abord (M©) =0 =Id= C©@,

Soit maintenant r dans JO; k + 1Ktel que (M () = C(®,

On a donc:

M () Lys1 iF (W)

M (r+1) -
B(Wr+1):Lrs1 0

(4.10)

SilonnoteR=M® L =1L,4;,F=F(w), etB = B(w,1), on obtient :

n #
" R'WFBL R R 'LFBLR 'LF
BL R 'LFBL R BLR 'LF

Calculons a présenC(*V | Ce calcul se fera en quatre parties : considérons
tout d'abord Ci(;j”l), aveci et dansJo;rK

Il s'agit des chemins de la positiom a la positionj, tels qu'aucune position
intermédiaire ne soit supérieure a + 1. Ces chemins peuvent étre de deux
formes. Soit ils n'ont aucune position intermédiaire sup@&ure ar, soit ils
ont atteint la position r + 1. Le détail de la décomposition est expliqué dans
la Figure 4.6.
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-

n
"
n
1
1 l‘,
1 :'
11
1 l':
Il
1 I':
1
11 I':
1
11 ':
I ,',
e
Pl
)1
i
i
!
;0
1
1

|
%

() Chemins C{{. (b) Chemins dei aj sur w1 .

Figure 4.6 Deécomposition des chemins dé:i(;j”l), aveci et dansJo;rkK

On a donc, pour touti;j de JO;rK:
ci™ = c+ CPFW)BWn1) COFW)B(W.) CY  (4.12)

On peut raisonner de la méme maniére sur chacune des troisrastpossi-
bilités pour i;j . Cela nous donne les équations suivantes :

8i 2 0;rKCY Y = ) F(w)B (W1 )C® F(wy) (4.13)
8j 2 Jo;rkc"™ = B COF (w,)B c® 4.14
) a r+1; (Wr) rr (Wr) (Wr +l) rj ( : )

Clily = B(Wra)CHF (W) (4.15)

On remarque de plus que pour tout;j :
c= cotL
Cj'= LCO et
=rLco,
Avec I'hypothése d'induction, on obtient :
8i;j 2Jo;rk ¢ = R +R 'LFB LR 'LFB LR g (4.16)

N
RIFBL R (4.17)

ce qui correspond bien a la partie voulue dangvi ('*3
Les trois autres équations donnent de méme les résultats baiiés. Par

conséquent(M (F*D) = C(+1) &

102 L.-M. Dando



4. Automates boustrophédons sur les corps commutatifs

Ainsi, on a une matrice qui nous permet de savoir le poids dekeenins
compatibles aveaw, qui vont de la positioni dans |'état p, a la positionj dans
I'état g, sans dépasser la positiok + 1.

On peut donc, en appliquant directement le lemm®, obtenir la proposition
suivante :

Proposition 40. Le poids dew dansA est égal a:L ;:M :'L4:T.

On souhaite désormais calculer ce poids. Remarquons qua& sist fortement
valide, alors I'étoile deM,, est dé nie pour tout mot w. On a donc queld M,,
est inversible. En e et, si ce n'était pas le cas, il existeraun vecteur non nul v
tel que My,:v = v. On aurait donc M,:v = (ld+ MMy ):v = v+ M, v, et
doncv =0 ce qui est contradictoire.

Ainsi, pour tout mot w, on peut écrire :

hA;wi =1:L:(Id M) “'L.T (4.18)
1 X

“det(id My) p_qu'pi(adJ (Id MuDnspgTe  (4.19)

avecadj (X) la transposée de la matrice des cofacteurs ¥e et det (X ), noté
aussijXj, le déterminant deX ..
On peut donc dé nir les séries suivantes :

pour tout p; qdansQ, la série ,qtelle queh pq;wi = (adj(ld My))n+ pgs
la série telle queh;wi =det(ld My).

On a donc X
hA; wi =

N lp:h o Wit Tg; (4.20)
p;a2Q
Ainsi, si nous arrivons a montrer que les séries,.q et  sont rationnelles,
nous obtiendrons que toute série réalisable par un automab®ustrophédon
peut s'écrire comme le quotient de Hadamard de deux sériesioanelles.
Le but de la partie suivante est de construire un automate udirectionnel
réalisant chacune de ces séries, ce qui nous donnera le tasul

Du calcul d'un déterminant au quotient de Hadamard de
deux séries rationnelles

Les séries que nous souhaitons montrer rationnelles sonttes des détermi-
nants de matrices par blocs de forme particuliére : la diagale est l'identité, et
a l'exception des blocs sur la sur-diagonale et la sous-diagle, tous les blocs
sont vides : c'est une matrice bloc-tridiagonale. Nous alls dans cette par-
tie montrer que l'on peut calculer récursivement le détermant d'une matrice
tridiagonale par blocs. Le calcul inductif du déterminant @ telles matrices a
déja été étudié, voir Molinari, 2009 par exemple, mais nous construisons ici
un automate unidirectionnel le calculant.
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Déterminant d'une matrice tridiagonale par blocs

Soit n et k deux entiers positifs. On considere deux familles de matee
carrées a coe cients dansK : (A))i2nkk et (A%i2 10xk-
Pour tout r de JO; kK on considére la matriceN () de K™ (+D" syjvante :

2 3
A% Id, A 0
N = : (4.21)
A% Id, A,
0 A Id,

avecld, la matrice identité de taille n.
On cherchera dans la suite a calculer le déterminant de cetteatrice privée
de n colonnes. Pour cela, nous introduisons quelques notations

Pour tout ensemblex, pour tout entier i, on note P;X l'ensemble des
parties deX ai élements.

On note X le complémentaire d'un ensemble d'indice%, i.e. 'ensemble
des indices n'appartenant pas X, et X la somme des élements d¢.

On note My v la restriction de M, une matrice, aux lignes deX et aux
colonnes deY, avecX et Y deux ensembles d'indices.

Pour tout ensembleC de P,J1;2nK on note G()(C) la matrice carrée

(r) . 1 (r) e
Ny rsnynk ¢ - €SN privee den colonnes, celles de.

Pour tout C;D de P,J1; 2nK pour tout a;bde A, on dé nit

A° 1d, A, O

(r) . —
KT(C:D) 0 A%, Id, A

(4.22)

J1;2nK (C\ J1;2nK)[ (D+2n)

Il s'agit d'une matrice carrée de taille2n : dans les deux premiéres co-
lonnes de taillen, on enléve les colonnes de, et dans les deux derniéres,
on garde celles d®.

Le lemme suivant nous dit comment calculer récursivement t&terminant
de N privée den colonnes.

Lemme 10. Pour tout C de P,J1; 2nK pour tout r de J2;kK on a :

X .
G(C) = ( 1)) K O(C:D) : G (D) (4.23)
D 2P, J1;2nK
n(n+1)

avecsigD) = + D pour tout D de P,J1;2nK

2
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4. Automates boustrophédons sur les corps commutatifs

Démonstration. On posed un entier positif, N une matrice deK? 9, et X un
sous-ensemble dél; dK L'idée est d'utiliser la formule de Laplace suivante, sur
le calcul inductif du déterminant :
X
jNj = ( 1) %" YjNx vj: Ng v : (4.24)

Y 2P jx jJL;dK

On applique cette formule aG®(C), en prenantX = J1;2nK Si Y ne
contient pas J1; nK alors il existe une colonne nulle danbly ¢ : son déter-
minant est nul. De plus, siY contient un élément plus grand quen, alors |l
existe une colonne nulle danBly vy : son déterminant est nul.

Ainsi, avecD = Y nJl; nK on peut réécrire :

X .
G = ( )50 KOC;D n) : HOD) ; (4.25)
D2P nJn+1;3nK
avec
+1
sig(D) = n(2n +1) + %+ D et (4.26)
H®(D) = G(C)ans1 knk (n+1knk D): (4.27)

Posons maintenantD® dans P,J1;2nKtel que D%+ n = D. On obtient
alors :

sig(D) = sigDY = w+ Do (4.28)
KOEC:D n)= KO(C;DY; (4.29)
HOMD)= G 2(DY: (4.30)

Cela nous donne bien le résultat du lemme. On peut noter qugy D) ne
dépend pas de. O

Ce lemme nous permet de calculer le déterminant d&d  M,,) ainsi que
sa matrice des cofacteurs, en choisissant judicieusemeas blocs de la ma-
trice N, C'est le but de la partie suivante : décrire un automate rémant la
série qui a tout motw associedet(ld M,,).

L'automate unidirectionnel calculant le déterminant

Avant de pouvoir décrire l'automate, on introduit quelquesnotations qui
nous seront utiles pour faire le lien entre l'automate et la atrice N () décrite
ci-dessus.

On note M la rotation de la matrice M par un demi-tour. Pour tout i;j 2
JLnK ( M)ij = My i1 j+1. Notez quejXj = j Xj.

On modi e également les notations ci-dessus :
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On pose, avec u un mot dé& de longueurk,
2 3

F(uk) Idy B (uk)
N W = B B % ;
F(u)  Idy B (u1)
0 F(C) Id,,

pour tout ensembleC de P,J1;2nK on poseG(C) la matrice carrée

(u) . W) Arivé :
kD) K C - c'est N privée den colonnes, celles d€ ;

pour tout C; D de P,J1;2nK pour tout a;bde A, on dé nit

F(& Id, B(a O

KEPEDY= 07 F 4 B

J1;2nK C[ (D+2n)

On rapelle également qué&(a) = B(" ) =0.
Ainsi, le lemme10 s'écrit :

X .
G(uab)(C) - ( 1)SIQ(D): K(b?"")(C;D) : G(“)(D) . (4.31)

D 2P, J1;2nK

De plus, on a que pour tout motw = u:a,

I, B(a) 0 0 o3

F(a) Id, B(a) O 0
jld Myj=j (d My)j= 0

: N (W)

0

En appliquant la formule de Laplace (équation4.24)), on obtient, en po-
santX = J1;2nK et Y = JI;nK[ D,
X .
jld Myj= ( 1)%9®) K@ J1:nk D) : GY(D) : (4.32)

D 2P, J1;2nK

On construit dorénavant un automate qui va calculer ce déterinant. L'idée
est de montrer que I'on peut calculeG() (D) dans les états de I'automate aprés
avoir lu u. Le poids nal de l'automate sera obtenu grace a I'équation-clessus.
Comme la formule de récurrence pour calcul&()(D) est d'ordre 2, on aura
deux types d'états en fonction de la parité du mot.

L'idée de la construction est en Figurel.7, et I'on note f (a; b; C; D) pour
( 1)59P) K (®3(C; D) . Remarquons que dans un étgta; D), on vient de lire
une lettre a, de méme parité que la derniere lettre.

Plus précisément, l'automateA = (Q; E;I; T ), dont on montrera plus tard
gu'il calcule bien le déterminant, est dé ni comme suit :
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ajf (" ;a;C;J1;nK

—(i)
iM-j

bif (a; b; C; D)

Figure 4.7 Schéma de l'automate calculant .

L'ensemble des états edtig[P ,J1;2nK[ A P ,J1;2nK

L'état i est initial de poids 1, et nal de poidsjM-j.

Pour tout C dansP,J1; 2nK C est initial de poids F(C) Id, LK T -

Tous les états de la forméa; D) sont naux, de poids K 3 (J1;nK D) .

Pour tout C de P,J1; 2nK pour tout a2 A, il y a une transition dei a
C étiquetée para, de poids K & )(C;J1;nK .

Pour tout C de P,J1; 2nK pour tout a2 A, il y a une transition de C a
(a; C) étiquetée para, de poids 1.

Pour tout C; D de PnJ1;2nK pour tout a;b2 A, il y a une transition de
(a; D) a C étiquetée parb, de poids( 1)59P) K (P3(C; D).

Montrons tout d'abord la propriété suivante :

Lemme 11. Pour tout motu 2 A , pour tout C 2 P,J1;2nK la somme des
poids des chemins d& sur u commencant en un état initial (dont on compte
le poids) et nissant enC est de G (C) .

Démonstration. Cette preuve se fait par récurrence sur la taille de, avec deux

cas, un cas pair, et un cas impair, car la récurrence du lemr@est d'ordre 2.

Cependant la seule di érence est a l'initialisation. En e & pour les mots de

longueur paire, les chemins concernés commenceni @hvont ensuite dans un

état C, apres avoir lu une premiere lettre. Les chemins sur les mats longueur

impaire, eux, commencent directement en un étaf. Mais dans les deux cas,
la propagation de la propriété a un mou:a:bsi elle est vraie pour le mou se

fait de la méme maniere. Ainsi, il nous faut donc prouver trsichoses :

le poids initial d'un état C est bien de poids G()(C) ,

les chemins dé a C d'étiquette a sont bien de poids G (C) , et
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si la propriété est vraie pour un motu, alors elle est vraie pourn:a:h
pour toutes lettresa; bde A.

Montrons tout d'abord que le poids initial d'un état C est bien de poids
GM(C) .
On a le poids initial deC qui vaut

FC) Idy (4.33)

JLnK C :
Or G)(C) est la matrice

FC) Id (4.34)

JLnK C
Son déterminant est bien égal au poids initial de I'éta€C.
Montrons maintenant que les chemins dé a C d'étiquette a sont bien
de poids G@(C) . lls n'ont qu'une seule transition, et leur poids initial es
de 1. Pour chaque étatC, le chemin dei a C d'étiquette a est de poids
K &) (C;JL;nK c'est-a-dire :

F(a) Id, B(a)
. 4.35
0 F() Id, J1;2nK C ( )
Or G@(C) est la matrice
F(a) Id, B(a)
. 4.36
0 F() Id, J1;2nK C ( )

Son déterminant est donc bien égal au poids des cheminsida C d'éti-
quette a.

Supposons maintenant que la somme des poids des cheminsAdsur u
commencant en un état initial (dont on compte le poids) et ngsant enC est
de GM(C) . On cherche donc la valeur de la somme des poids des chemins
de A sur u:a:b commencant en un état initial et nissant enC. Ces chemins
sont des chemins suu commencant en un état initial et nissant en un état
D, suivis de deux transitions, une étiquetée paa et allant de D a (a;D), et
une de(a;D) a C étiquetée parb. Comme par I'hypothése de récurrence on
connait le poids de ces chemins dh, on peut écrire que le poids des chemins
enC est de:

GY(D) :E(D;a; (a;D)):E((a;D); b; O): (4.37)

D 2P nJ1;2nK

Or E(D;a;(a;D)) =1 etE((a;C);b;D)=( 1)3%P) K®3A(D:C) .
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Ainsi, le poids enC apres avoir luu:a:best de :

X
( 1)%9®): K ®3(c:D) : GW(D) : (4.38)

D 2P nJ1;2nK

qui est bien égal aG¥) (D) .
Ainsi, on a bien prouvé par récurrence notre propriété. O

On peut maintenant poser :
Lemme 12. Pour tout motw de A", hA;wi = jild M,j.

Démonstration. Le poids d'un motw:a dansA est la somme des poids des cal-

culs,i.e. la somme des poids des chemins allant d'un état initial a unat nal.

Les seuls chemins acceptants sont les chemins sucommencgant en un état

initial et nissant en C, suivis d'une transition deC a (a; C) étiquetée para,

avecC dansP,J1; 2nK Comme la somme des poids des chemins sumissant

enC estdeG™)(C),onaquehA;w:ai = ,p 5.,kG™(C):E(C;a;(a; C):T(a; C)).
On peut le réécrire comme

X .
hA; w:ai = GMU(C):( 1)59(©): K@D (J1:nK D) ): (4.39)

C2P p J1;2nK
Or I'équation (4.32 nous dit que cette somme est égalejid My,j. O

Ainsi, par le lemmel2, la série telle queh;wi = jld M,,j est une série
rationnelle.

On cherche maintenant a montrer que pour toup; gdansQ, la série pq
telle queh ,.q;wi = (adj(1d  My))n+pq €St rationnelle.

Or, on peut poserM{™™ P une matrice telle que(adj(ld  My))ns pig =
Mévq:mp) _

C'est la matriceld M, dans laquelle certains blocs ont été changés. On
remplace la lignen + p et la colonneq par une ligne et une colonne de 0, sauf
a leur intersection, que l'on pose égale a 1.

On pose, aveav = u un mot de longueurk :

IdP |a matrice identité de taille n dans laquelle le 1 & lg-iéme ligne et
p-ieme colonne est remplacé par un 0,

B (P9 (a) la matrice B (a) dans laquelle lap-ieme ligne etp-iéme colonne
son nulles sauf pouB (9 (a),.q qui vaut 1,

F () (a) la matrice F (a) dans laquelle lap-iéme ligne est remplacée par
une ligne nulle, et
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2 B(u) 1dy F(uy)

N = " a % :
B(ug) Idy F(uk)
0 B(a) Id,
On a donc
2 . 3
(@ F(C) 0 0 0
BPd(wy) 1P F®(w;) 0 0
M (@ e) = 0 ; (4.40)
N qQu)
0

On peut donc appliguer la méme procédure qu'au cas précédenin dé nit
un automate dont les états calculent récursivement le détainant de M " P.
Cependant, la premiére lettre n'a pas les mémes matricBset B que toutes
ses autres occurrences dans le mot. En e et, on leur a suppémne ligne et/ou
une colonne.

On va donc ajouter a l'automate deux ensembles d'états : detats de
P,J1; 2nK et des états deA P ,J1; 2nK annotés pour ne pas les confondre avec
les états originaux. L'idée de cette construction est illiée dans la Figure4.8.
On note dans ce schémf(a; b; C; D) comme auparavantf q(a; b; C; D) pour

| F(H  Idy B(H O
(1) P Be .
0 F®(a) IdP B9 (a) J1;2nK (C\ JL;2nK[ (D+2n)
_ NN
14C) = FC) 107 e

Avec les poids et transitions identiques a l'automate prédént, sauf en ce
qui concerne les deux premieres lignes de la matrice, et eaitant a part les
mots de longueur 1, on peut montrer que cet automate calculéeh le déter-
minant de M. Pour tout p;qdansQ, la série ,4 est donc rationnelle.

On peut donc énoncer notre théoreme :

Théoréme (Rappel du théorémed.1). Soit K un corps commutatif. Les séries
sur K réalisables par un automate boustrophédon fortement validont des
quotients de Hadamard de séries rationnelles.

Or on a vu dans le chapitre précédent (propositioB8) que surQ, R et C, les
séries de Hadamard et les quotients de Hadamard de sériesammelles coinci-
daient. Comme sur ces semi-anneaux, les séries de Hadamant séalisables
par des automates circulaires (propositio6), on peut énoncer également :

Théoreme 4.3. SoitK égal aQ, R ou C. Les séries suriK réalisées par lek-
automates boustrophédons fortement valides sont réalieslpar des automates
circulaires sur K.
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M{gp;q)

ez>———(§32
—>C2Pn &zpn

bif p:q(a; b; C; D)
ajf p.q (" ;a;C;JLnK
i o (C 2
M {Pa)

bif (a; b; C; D)

K (@2)(J1;nK D)

Figure 4.8 Schéma de l'automate réalisant p..

2-représentation sur Q, R, ou C

On souhaite ici montrer que surK = Q, R ou C, toute séries réalisable
par un automate boustrophédon es¢-reconnaissable, c'est-a-dire qu'il existe
un produit 2 associatif sur deK-matrices, et on peut dé nir deux fonctions
de projection| et T ainsi qu'un morphisme de monoides de A dans ces
matrices, tels que le poids de tout motv danss est égal al 2 (w)2T. Pour
toute cette partie, on poseA = (Q,;Q ;E;I;T) un automate boustrophédon
valide. |

Pour tout mot u de A , on peut dé nir une matrice, (u), représentant les
chemins suru de I'automa]te gui commencent a gauche et nissent a droite.
Plus précisément, on pose (U)pq = k, avecp;q2 Q., si et seulement sik
est la somme des poids des chemins sude l'automate, allant de I'état p en
position 0 & I'état g en positionjuj. C'est donc une matrice devi 19+l Q+J(K).
On peut dé nir de la méme maniere trois autres matrices,(u) pour les chemins

commencant & droite et nissant & gauche, dansi? i Q i(K), (u) pour les
chemins commencant a galfche et nissant a gauche, en lisamt pré xe du

mot,dans M1Q+11 Q I(K), et " (u) pour les chemins commencant a droite et
nissant a droite, en lisant un su xe du mot,dans M1Q 11 Q+i(K),
Pour tout mot u2 A , on notera
2 3

I -
(u):g I(u) (u)é:
T(u)  (u)

1. On retourne dans le modele d'automates boustrophédons da dé nition 2.9
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On peut remarquer gue pour toute lettrea, on a :

I
(@)pq = E(p;a; 0 avecp;q2 Q.,

(é)p;q E(p;a;9 avecp2 Q4,92 Q ,

|
(8)pq = E(p;a;0 avecp2 Q ,q2 Q.,

(@)pq = E(p;a;0 avecp;q2 Q .

La matrice (a) est la matrice d'adjacence du graphe sous-jacent a l'autotea
restreint a ses transitiong étiquetéhes paa.
| [
Onposel = T — o) etT = T| (a)

On considére sur ces matrices le produit dé nit par les équans (4.1)
a (4.4). Attention, comme ce produit est dé ni a partir d'étoiles, il n'est pas
toujours dé ni sur C.

Lemme 13. Soit A un automate boustrophédon, et I'application dé nie ci-
dessus. SIA est fortement valide, alors pour tout motsi et v, les matrices
(u) et (v) sont dé nies, et le produit (u)a (v) est dé ni et vaut (uv).

Démonstration. La preuve est par induction sur la longueur deq mots et v.
Elle se fait indépendamment pour chacune des quatre matrice (u)e (v),

-
(we (v), "’ (ul)e (v) et (u)2 (v), mais dans un souci de concision, seule

la preuve pour (u)2 (v) est faite ici, les preuves supplémentaires suivant le

méme r?isonnement.' |

Ona (U2 (V)= (u) (v) (u) (v). Par dé nition des matrices (V)

| -1
et " (u), (v) (u) estla somme des poids des chemins sur le nuet commen-
cant et nissant en position juj dans des états forward, et ne passant qu'une

-1
seule autre fois par la positiorjuj. De maniére plus générale, (v) (u)

est la somme des poids des chemins sur le nuet commencant et nissant en
position juj dans des états forward, et passant par la positiojuj exactement
k fois.

Ainsi, la somme des poids des chemins sur le mot commencgant et nis-
sant enlpositionj uj dans des états forward est la somme de toutes les puissances

de (v) (u), ce qui s'obtient en en prenant I'étoile.

Comme l'automate est fortement valide, cette étoile est hiedé nie. Or un
chemin sur le motuv commencant en positior0 et nissant en position juvj
est obtenu en concaténant un chemin sur de 0 a juj, puis un chemin suruv

112 L.-M. Dando



4. Automates boustrophédons sur les corps commutatifs

allant de juj a juj, puis un chemin surv allant de la position (relative) 0 a la
position jvj.

Ainsi,! (uv):! (w (\;)L(u) ! (v):! (wWea (v). O
Dé nition 4.3. Soit m;n 2 . On appelle2-représentation de la séries un
triplet (I ;; T) avec :

| , composé d'un vecteur d&K! ™ et d'une matrice deK" ™,
un morphisme de(A ;:) dans(KM*+m (m+n). 5y
T , composé d'un vecteur d&K™ 1 et d'une matrice deK™ ",
qui véri e la propriété suivante :
BW2 A ; hs;wi=la (weT:
Si une série admet une-représentation, on dit qu'elle esé-reconnaissable.

Avant de s'intéresser au cas des corps, on rappelle ce qui esge dans le
cas des semi-anneaux rationnellement additifs.

Théoréme 4.4 ([Lombardy, 2014). Si K est rationellement additif, une série
est réalisable par un automate boustrophédon si et seuletrgrelle este-recon-
naissable.

D'une maniére plus générale, si le semi-anneau véri e lesi@wes Ax.1
a Ax.6 , alors on peut énoncer la proposition suivante :

Proposition 41. Soit s une série réalisée par un automate fortement valide.
La série s estz-reconnaissable.

Démonstration. Soit A = (Q:;Q ;E;I; T) l'automate fortement valide réali-
sants. On identie | (resp.T) au vecteur ligne (resp. colonne) qui le caracteé-
rise :1, = | (p). L'application de la de nition 4.3 est bien un morphisme.
Vérions que hs;wi = | (wW)T.
Soit S,, la somme des poids des chemins surw a commencgant en posi-
tion 1 et nissant en positionjwj+1. En séparant selon s'ils e ectuent des demi-

! -}
tours sur ", et en notant, dans un souci de concisioly; = (w)  (a) (w)

la contribution des chemins sans e ectuer de tels demi-tosiron a :

+

Si=Si+ WS @ W () S (4.41)

] i |
Ennotant S, = (W)+S; (@) (w) "(),onaS, =S+ S,S,S:.
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Figure 4.9 Automate A, obtenu a partir du triplet (I 5; 5; T)).

Commelhs; wi est la somme des poids des chemins suw a commengant
en position 1 dans un état initial et nissant en position jwj + 1 dans un état
nal, on a hs;wi = 1(S;) S;T, qui est bien égal d 2S,2T.

Ainsi, (I ; ; T) est bien unee-représentation des.

En particulier, grace au théoremet.2, on a :

Théoréme 4.5. Si K est un corps muni d'une norme, toute série suk réa-
lisable par un automate boustrophédon valide esteconnaissable.

Démonstration. Corollaire immédiat du théoreme4.2 et de la proposition4L
0

Remarque 22 La réciproque de ce théoreme n'est pas aussi immédiate. En
e et, l'automate qui correspond naturellement a une-représentation n'est pas
nécessairement valide. Considéronsdareprésentation(l ,; »;T,) suivante :

2 3
0

|, = ﬁ; T,=41|15; 2(a)=§ é: (4.42)
100 111

oo oo
oo r r
ol o
~lo o

On peut véri er que les produits suivants sont dé nis :
| 2T =0,
282 2(a)= 2(a), et

| ,2 z(a)eTz =0.
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Ainsi, (1,; 2;T,) est unea-représentation de la série nulle. Cependant si
I'on considere l'automateA, de la Figure4.9, on constate que pour tout mot
non vide, il existe a la fois une in nité de calculs de poids Et une in nité de
calculs de poids -1. Cet automate n'est donc pas valide.

Ainsi, grace aux résultats de ce chapitre et du chapitre prédent, nous
avons un certains nombre d'objets équivalents pour repréger certaines séries
sur Q, R, et C. Plus précisément, on a montré que :

les séries réalisées par des automates boustrophédonsefoent valides
étaientz-reconnaissables,

dans les corps normeés, les automates boustrophédons vaiéaient équi-
valents aux automates boustrophédons fortement valides,

si le corps est commutatif, les automates boustrophédongtiament va-
lides réalisent des quotients de Hadamard de séries ratiaties, et que

sur Q, R, et C, de tels quotients sont réalisables par des automates cir-
culaires (chapitre précédent).
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Chapitre 5

Automates boustrophédons sur les
semi-anneaux et les bi-monoides
localement nis

Capri, c'est ni
Hervé Vilard

Nous nous sommes intéressés dans le chapitre précédent autormates
boustrophédons dans les corps commutatifs, et nous avonsque ces derniers
étaient équivalents aux automates circulaires. Dans ce giie, nous allons
nous interesser a l'expressivité des automates boustroplés lorsque la struc-
ture des poids est nie.

Le résultat principal de ce chapitre, publié dansOdando et Lombardy,
20181, est le théoremeb. 1, résultat classique sur les automates booléenRg-
bin et Scott, 1959 et [Shepherdson1959), dans le cas localement ni : les au-
tomates boustrophédons et les automates unidirectionneisalisent les mémes
séries.

Dans la premiére section, nous présentons les objets qui a@eront utiles
pour représenter les calculs des automates boustrophédories coupes. Ces
objets ont été introduits par [Shepherdson1959 pour montrer I'équivalence
des automates unidirectionnels et boustrophédons dans lascbooléen. On
présente un certain nombre d'extensions et d'utilisationsle ces objets dont
nous allons avoir besoin dans la suite.

La deuxieme section présente lI'automate des coupes d'un amiate bous-
trophédon, qui lui est équivalent, ainsi que les facons doonh s'en servira.

La troisieme section s'attache a montrer I'équivalence desitomates unidi-
rectionnels et boustrophédons lorsque les poids forment brmonoide locale-
ment ni, en construisant un automate basé sur les coupes,lies qu'étendues
dans la section précédente.
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Les coupes

Dans [Shepherdson1959, Shepherdson a montré I'équivalence entre auto-
mates boustrophédons et unidirectionnels dans le cas bamigrace aux coupes,
en anglaiscrossing sequences

L'idée est d'analyser les calculs de lI'automate boustroptién, et de consi-
dérer I'ensemble des états rencontrés a une position donrisns le mot. Cet
ensemble, nommé coupe, peut comporter plusieurs fois le neéatat. Cepen-
dant, si c'est le cas, cela veut dire que le calcul considérasge deux fois a la
méme position dans le mot, et dans le méme état. Le chemin enttes deux po-
sitions sera appelé circuit stationnaire. Le calcul privéalce circuit est encore
un calcul sur le méme mot : au moins dans le cas booléen, qui hietéresse
qgu'a lI'existence d'au moins un calcul, on peut donc ne congier que les coupes
sans répétition. A I'opposé, un circuit stationnaire peut e répété un nombre
arbitraire de fois dans le calcul et engendrer ainsi un nonin ni de calculs.
Ceci nous conduit a considérer deux ensembles particuliets coupes, celles
sans répétitions, et celles avec une répétition.

On montre que si un automate n'admet que des coupes sans réjoat,
ses calculs peuvent étre représentés par un automate ni aiiviectionnel. Si
le semi-anneau des poids est commutatif, on montre en outreejl'on peut
calculer le poids d'une transition entre deux coupes a n dlenir un automate
unidirectionnel équivalent a I'automate boustrophédon.

Sil'automate admet des coupes avec une répétition, on moatgue I'on peut
décider si l'automate boustrophédon est valide, et le cash&ant, construire
un automate unidirectionnel équivalent. Certains cas sinigs, les bi-monoides
pour lesquelles toutes les sommes in nies sont dé nies, oeux pour lesquelles
aucune n'est dé nie, sont étudiés. Le cas général nécessppeur des raisons
que I'on verra plus tard, une déterminisation supplémentee.

Exemple 16

A n d'illustrer les dé nitions, on introduit ici 'automat eA; qui servira d'exemple
tout au long de ce chapitre. Il est composé de deux états fomda p et r, et
d'un état backward g. Il est décrit compléetement en Figures.1a

Dé nitions
Dé nition 5.1.  Une couped'un automate boustrophédormA = (F;B;E;I;T)
est un mot de(FB) F. La coupe d'un calcul a la positioni est la restriction

de ce calcul aux étatg; tels quepogj) = i. Une coupe est ditesimple si aucun
état n'y apparait deux fois.
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(a) L'automate Aj. (b) Un calcul deA;.

Figure 5.1 L'automate qui servira d'exemple dans ce chapitre.

Exemple 17

Les coupes du calcul de la Figure5.1b sont : p aux positions O et 2,pgr en
position 1, 3, et 5, etpgrqgr a la position 4. Parmi celles-ci, seules les coupes
et pgr sont simples. Il existe d'autres coupes, certaines n'appanant pas a ce
calcul (r, par exemple), voire n'appartenant a aucun calcul (tellegp).

Remarque 23. Une coupe simple étant un mot dgFB) F sans répétition,
tout automate a donc un nombre ni de coupes simples. Plus misément, en
notant f = jFj et b= jBj, les coupes simples sont au nombre de
min%);f 19 b £l .
o (b e (i + 1) '

(5.1)

On peut montrer, en notantu, cette valeur lorsquef = b+1 = n, queu,
et n!(n +1)! sont équivalents.
Ainsi, on a :
un  (n+1)(n!)? (5.2)

Automates simples

Dé nition 5.2.  Sur un automate boustrophédon, un calcul sur un mot w
est dit simple si pour chaque position, la coupe dea cette position est simple.
Cela signi e que dans ce chemin, aucun état n'apparait deuxit a la méme
position dans le mot.

Si un calcul surw n'est pas simple, il passe donc par un étgt au moins
deux fois, et a la méme place dans. Ainsi, on peut écrire ce calcul ; , 3
avec p l'état séparant ; de , et , de 3. Le chemin , est appelécircuit
stationnaire de . Le chemin ; 3 est également un calcul sur le molv.
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Exemple 18

Le calcul de la Figure5.1bn'est pas simple : en e et, il admet en position 4
la coupepqrgr, dans laquelle apparait deux foig. Le circuit (q;a;r)(r; a;q)
est un circuit stationnaire.

Remarque24. S'il existe un calcul sur un motw qui admet au moins un circuit
stationnaire, il existe un autre calcul suw sans circuit stationnaire. De plus,
si 'automate est caractéristique, alors ces deux calculatanéme poids, ce qui
n'est pas nécessairement vrai dans le cas général.

Dé nition 5.3.  Un automate est ditsimple si tout mot de A n'est I'étiquette
que d'un nombre ni de calculs.

Remarque25. Tout automate unidirectionnel est simple.

Proposition 42. Tous les calculs d'un automate simple sont des calculs sim-
ples.

Démonstration. Immédiat par contraposée. O

Dans le cas des automates boustrophédons pondérés sur des-aaneaux
dont |'étoile n'est dé nie que pour le 0, Anselmo a montré das [Anselmqg
199Q que seuls les automates simples sont valides et qu'ils sal@ns ce cas
équivalents aux automates unidirectionnel si le semi-anae est commutatif.

Extension des coupes

L'idée dans le cas booléen était d'utiliser les coupes siraplpour simuler
le comportement de l'automate boustrophédon initial : chage coupe avait
un représentant de taille bornée, une coupe simple, et on evaa donc un
nombre ni. De plus, le nombre de calculs acceptant un mot doé n'a pas
d'importance dés qu'il est non nul.

Dans le cas pondére, il faut tenir compte de ce nombre, poteitement
in ni. Et dans le cas d'un calcul possédant une coupe avec utaéapparaissant
deux fois, chacun des calculs obtenus par itération du ciitistationnaire a
potentiellement un poids di érent. Se pose également le drileme de la validité.

Pour résoudre ces problemes, nous travaillerons avec un @uite carac-
téristique, de telle sorte que le poids d'un calcul ne déperadque de son état
nal. Ainsi, on pourra représenter une famille in nie de catuls de méme poids
grace a une coupe avec répétition d'un état.

On ajoute aux dé nitions précédentes la dé nition formelledes coupes dans
lesquelles un état peut apparaitre deux fois.

Dé nition 5.4. On appellecoupes avec répétitiorles coupes dans lesquelles
aucun état n‘apparait plus de deux fois.
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Remarque26. Les mots deB dans lesquels aucune lettre n'apparait plus de
deux fois sont, aved = jBj, au nombre de

X b b u (u+2d!

; - (5.3)

u+d b

On peut remarquer, que pour les mots déFB) F, en posantf 1 = b,
la longueur maximale d'une coupe avec répétition est @ + 1, et donc leur
quantité est bornée parf 4 *1.

L'automate des coupes

Nous allons maintenant construire un automate a partir de secoupes.
L'idée est de reconstruire les calculs da a partir des coupes. Voyons tout
d'abord comment I'on peut joindre deux coupes.

Chainage de coupes

On souhaite reconstituer un calcul a partir d'une suite de epes. Pour
cela, on explicite quelles propriétés doivent véri er lesotipes aux extrémités
du mot, ainsi que les fagons de "recoller" deux coupes, qles soient simples
ou non.

Aux extrémités du mot

Une coupeg; ::: tn+1 est diteinitiale avec poidsk ! siq, est initial (1 (¢) 6
Ok), si pour tout i compris entrel et n, on aE(t;; ; Gi+1) 6 Ok, et sik =
() S E(i; 5 Givn)

Une couped; : :: n+1 €St dite nale avec poidsk sitpn+1 est nal (T (pn+1) 6
Ok), si pour tout i compris entre0 et n, on aE(pi+1;a; i) 6 Ok, et sik =

( LoE(opiva;a; o)) T(Cn+a).

Exemple 19

Comme il n'existe pas de transition de demi-tour sur dansA , sa seule coupe
initiale est p. De plus, I'ensemble des coupes nales est la famillpg) r.

1. Le poids d'une coupe a peu de sens dans le monde non-comntifta considérer les
poids entre deux coupes d'un calcul, c'est réorganiser I'aire des poids de ce calcul. On
pourrait toutefois dé nir les coupes sans considérer les [ds.
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® ® @
&

©

Un bloc de

¢ demi-tours 0 a

Y, kO

(a) Cas 1. (b) Cas 2. (c) Cas 3.

Figure 5.2 Existence d'un maillon entre deux coupes.

Jonction de deux coupes

On s'intéresse également aux propriétés pour joindre deuxupes. An
de simpli er la description de la relation, on dé nit les blacs de demi-tours.
Il s'agit des suites de transitions de demi-tour consécuttg dans une méme
coupe. Plus précisément, ubloc de demi-tours pour est un motw de (BF)
tel que pour touti dansJo;jwj=2 1K E(W,i; a; Wsi+1 ) €st non nul. Son poids
estk= M7 'E(q; ;i)

On ne considére que les blocs de demi-tours constitués densiions de
demi-tours gauches, cela nous sut pour décrire récursiveemt deux coupes
que I'on souhaite "recoller".

Il existe un maillon de poidsk pour la lettre a entre deux coupeg; et c,,
ce que l'on notec; i C, Si I'une des conditions suivantes est remplie :

Cas 1:¢, = p, avecpdansF, et ¢, est de la formeq:u, avecu un bloc de demi-
tours pour a de poidsk® et q dansF, avec E(p;a;d non nul tel que
k=KkE(p;a; 9.

Cas 2 : ¢, = p:q:G avecE(p; a;9 non nul, et c et ¢, chainables para avec poids
ktel quek = k%E(p; a; 0.

Cas 3:c¢; = p:pPc, ¢ = g:b:¢c avecE(p; a; 9 non nul, bun bloc de demi-tours
pour a de poidsk® E (o a;p? non nul, et c et ® chainables para avec
poids k%tel que k = E(p; a; 9kE (o a; PPk

On dira qu'il existe un chainagede poidsk pour la lettre a entre deux
coupesc et ® s'il existe au moins un maillon poura entre ¢ et ® et quek est
la somme des poids de ces maillons.

On peut remarquer que la relation entre deux états de l'autoate des
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(pg; )JE(pP;a; 9 (;ap)iE(q;a;p
(p; JE (p; a; P)

)< >( I
(a; PDJE(q; a; )

Figure 5.3 Le transducteur T , réalisant la relation de chainage.

coupes est calculable par un transductetirunidirectionnel. En e et, le trans-
ducteur suivant, représenté en Figur®.3, réalise la relation de chainage pour
la lettre a : les états sontl et r, avecl initial et r nal, on note E°la fonction
de transition, et pour tout p, p° états deF, et g, o° états deB, on pose :

EYL1) = (pa;") siE(p;a;0 60,
EY;r)=(p;P) siE(p;a;@) 60,
EYr;1)=(a;d) siE(q;a;d) 60, et

EYr;r)=("qp) siE(qg;a;p 6 0.

On peut dé nir ainsi un transducteur T , pour chaque lettrea. Deux coupes
c et c sont chainables paia si et seulement sic; @ est accepté parT ,.

Les transitions der a r reconnaissent les blocs de demi-tours, donc les
transitions ramenant a la coupe de départ, celles dea | capturent les demi-
tours de la coupe de gauche, et cellesld&r ou der al capturent les transitions
qui permettent de changer de coupe.

De plus, si l'automate initial est -normalisé, alors ces transducteurs sont
déterministes (sur le couple entrée-sortie). En e et, sumsons que l'on se
trouve dans I'étatl, et considérons la premiere lettre de la coupe de gauche Qu'i
nous reste a lire. C'est donc un état de l'automate boustrogdon qui va soit
uniqguement vers des état$orward, soit uniguement vers des étatbackward
S'il ne va que vers des étatbackward alors nécessairement, il faut prendre
une transition qui fait rester dansl, puisque la coupe commence donc par un
demi-tour. Sinon, il faut aller dans I'étatr. L'automate est donc non ambigu :
entre n'importe quelle paire de coupes, il n'existe qu'un nillon possible pour
relier ces deux coupes.

Proposition 43. Soit A un automate boustrophédon. S\ est -normalisé, il
y a bijection des chemins entréd et son automate des coupes.

1. Automate dont les étiquettes sont des paires de mots cf. [Eilenberg, 1974 pour la
dé nition originale.
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Démonstration. Si A est -normalisé, alors pour toute paire d'états de l'au-
tomate des coupes, il n‘existe qu'un seul maillon possibleyr chaque lettre
entre ces deux coupes. Ainsi, tout calcul de I'automate desupes permet de
reconstituer un et un seul calcul deA. O

L'automate des coupes d'un automate boustrophédon simple

Les coupes d'un automate encodent une information su santsur les cal-
culs pour pouvoir le simuler avec un automate unidirectiorel dont la taille
est le nombre des coupes. Cet automate peut donc étre in ni.efendant, si
l'automate est simple, alors on verra que cet automate est in

Dé nition 5.5. L'automate des coupes'un automate boustrophédonA =
(F;B;E;I; T ) est dé ni comme suit : ses états sont les coupes 8¢ les poids
initiaux sont les poids des coupes initiales, les poids nauwsont les poids des
coupes nales, et il existe une transition entre et c® de poidsk étiquetée par
a si k est le poids du chainage pou entre c® et c°.

On ne considére bien sOr que la partie accessible de cet auaben Cet
automate est potentiellement in ni.

Proposition 44. Tout automate boustrophédon est équivalent a son automate
des coupes.

Démonstration. Considérons un calcul déA : il s'agit en fait d'une suite de
coupes, et cette suite est un calcul de I'automate des coup8sl y a plusieurs
maillons possibles pour un chainage, alors les poids de cegxdcalculs peuvent
étre di érents. Mais l'existence de plusieurs maillons egireuve de l'existence
d'autre calculs deA sur le méme mot. La somme des poids de tous ces calculs
est égale au poids du calcul de l'automate des coupes.

Ainsi, tout calcul de A est simulé par son automate des coupes. La réci-
proque est immédiate. O

Lemme 14. L'automate des coupes d'un automate boustrophédénest de
taille nie ( i.e. il a un nombre ni d'états) si et seulement si toute coupe de
A est simple.

Démonstration. Sitoute coupe est simple, par la remarque3, il y a un nombre
ni de coupes, et donc l'automate des coupes est de taille @i

Si l'automate des coupes est de taille nie, supposons qupilosséde une
coupec qui ne soit pas simple.

Cette coupe est de la formei:p:v:p:wavecp un état, et u, v, w des suites
nies d'états.Comme c est accessible, il existe un calcul de l'automate des
coupes passant par cette coupe. On peut donc reconstruire rmnins un calcul
de A admettant ¢ a une positioni, aveci un entier naturel. Ce calcul admet
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donc un circuit stationnaire. On peut écrire ce calcul, , 3 avec ; le circuit
stationnaire.

Tous les chemins 1( ,)' 3 sont des calculs deéA : toutes les coupes de la
formeu:(p:v)':p:w appartiennent donc a I'automate des coupes. Ce dernier doit
donc étre de taille in nie, contradiction. O

Proposition 45. Si K est commutatif, tout automate boustrophédon simple
est équivalent a un automate unidirectionnel.

Démonstration. Sil'automate boustrophédon est simple, alors toutes seup®s
sont simples (proposition42). Ainsi, par le lemme 14, l'automate des coupes
est ni. L'équivalence vient par la proposition44. O

Remarque 27. La condition de commutativité est nécessaire : La séri qui
au mot a" associe le moti'c" (hs;a"i = b'c") est réalisable par un automate
boustrophédon simple (et méme par un automate circulairensple), mais pas
par un automate unidirectionnel.

Compter les calculs

On considere désormais un automate boustrophédén

En s'inspirant du raisonnement sur les booléens, on peut &ruire un
automate unidirectionnel B basé sur les coupes, qui n'est pas équivalent?a
mais qui servira a compter les calculs dans celui-ci. Comnie peuvent étre en
nombre in ni, les poids deB seront dans( [1 ;+;:), noté N; .

Dé nition 5.6. L'automate des coupes avec répétitidd = (R; F; J; U) de A
est un automate unidirectionnel pondéré suN, , tel que :

R est I'ensemble des coupes avec répétition e On noteraC, I'ensemble
des coupes simples, &, = RnC;.

8
2 1 sicestune coupe initiale deCy;

J(c) = _ 1 sicest une coupe initiale deCy;
> -
" 0 sinon.

F(c;a;& est nul §i c et c® ne sont pas chainables paa. Si elles le sont,
1 sic2C,etc®2 Cy;

alorsF(c;a; &) = .
1 sinon.

U(c) =1 si et seulement st est une coupe nale.

L'idée de la construction se trouve en Figuré.4.
Cet automate B sert a compter les calculs dan& qui nissent dans un état
donné. En e et, tant qu'un chemin n'est pas passé dars,, il est compté sur ,
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Figure 5.4 Schéma de l'automate des coupes a répétition.

mais dés qu'il passe par un état d€,, cela veut dire qu'il existe un calcul dans
A admettant un circuit stationnaire. Cela implique I'existence d'une in nité
de calculs nissant dans le méme état et reconnaissant le mémmot. D'ou le
poids1 pour tout calcul passant par un état deC,.

Proposition 46. Soit A un automate boustrophédon-normalisé, B son au-
tomate des coupes, gb un état nal de A. On poseB, l'automate obtenu a
partir de B en restreignant les coupes nales a celles nissant pao.

Alors pour tout motw de A , pour tout état p, le nombre de calculs dé&
sur w nissant dans I'état p est égal ahB,; wi.

Démonstration. Soitw 2 A . Il existe une bijection immédiate entre les calculs
simples deA surw et les calculs deB passant uniquement parC; : tout calcul
de A est une suite d'états deC,, et réciproquement tout calcul deB passant
uniquement par C; permet bien de construire un unique calcul dé. Ainsi,
comme tout calcul deB passant uniquement parC; a poids 1, le poids total
de leur contribution au poids dew est égal au nhombre de calculs simples de
sur w.

Soit un calcul deB sur w passant par au moins un état d&C, et nissant
enp :on adonchB,;wi = 1 . Or ce calcul permet de reconstruire un calcul
de A, et possédant une coupe non simple, et donc un circuit statioaire. On
peut donc itérer ce circuit, et le nombre de calculs d& se nissant enp est
donc1 . O

L'équivalence boustrophédon-unidirectionnel

Munis de ces outils, on cherche a déterminer quelles sont E&ies réa-
lisés par les automates boustrophédons pondérés lorsquesdeni-anneau des
poids est ni. Il s'agit d'une extension du résultat de Rabin et Scott, 1959
et de [Shepherdson1959, que grace a une remarque de Manfred Droste, nous
avons étendu aux bi-monoides :

126 L.-M. Dando



5. Automates boustrophédons sur les semi-anneaux et lesnfnoides
localement nis

Théoréme 5.1. Sur un bi-monoide fort localement ni, la validité des au-
tomates boustrophédons est décidable. De plus, tout auttenboustrophédon
valide est équivalent a un automate unidirectionnel.

Notez que le résultat est encore vrai si le bi-monoide n'esag commuta-
tif, contrairement a ce a quoi on pourrait s'attendre au vu de chainages des
coupes.

Il est immédiat que toute propriété montrée sur les automasegpondérés sur
un bi-monoide fort ni s'étend au cas localement ni, puisqe l'automate de
départ est ni, et donc n'utilise qu'un nombre ni d'éléments du bi-monoide.
C'est pourguoi nous allons nous intéresser au cas ni.

Dans toute la suite, on considereradA = (Q.;Q ;E;I;T) un automate
boustrophédon pondéré suK, un bi-monoide fort ni, et B = (R;F;J;U) son
automate des coupes avec repétition.

On considére de plus qué\ est caractéristique et -normalisé, ce qui est
toujours faisable dans un bi-monoide ni.cf. propositions7 et 10 pages31 et
34.

Les cas simples

Tout d'abord, on s'intéresse a la construction dans quelgeeas ou celle-ci
est rendue plus simple de par la dé nition de la somme in niel s'agit des bi-
monoides localement nis fortement idempotents, des bi-moides localement
nis dans lesquels la somme in nie n'est dé nie nulle part (auf pour le 0),
et des bi-monoides localement nis dans lesquels la sommenia est dé nie
partout.

Les bi-monoides localement nis fortement idempotents

On considére tout d'abord une classe de bi-monoides locatm nis pour
laquelle I'extension du résultat (et de la preuve) est imméate.

Dé nition 5.7. Un)Ei-mononeK est dit fortement idempotentsi pour tout
x2K, x+x=xet X = X.

i=0

Exemple 20
Considérons le semi-anneau idempoteii0; 1;! ), dans lequell + ! =1 et
I =1.Sila somme innie del vaut ! , il s'agit d'un bi-monoide ni idem-

potent, mais pas fortement idempotent, mais si cette somme nie est dé nie
comme égale 4, il est fortement idempotent.

On a vu lors de notre étude des coupes que la présence d'undtrsta-
tionnaire d'un calcul était signe de I'existence d'une in ité de calculs. Mais
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commeA est caractéristique, tous ces calculs ont méme poids. L'ation étant
idempotente, il sut de compter un seul de ces calculs pour dbnir le méme
résultat.

On construit donc l'automate suivant :

Dé nition 5.8.  L'automate des coupes simplebun automate boustrophédon
A = (Q:+;Q ;E;I;T) caractéristique et -normalisé est un automate unidi-
rectionnel C= (Q;E%1%T9Y dé ni comme suit :

Q est I'ensemble des coupes simples Ae
EYc;a;0) =1 sic etc, sont chainables pae.
I qc) = 1 si et seulement st est une coupe initiale.

TYc) = T(p), avecp le dernier état dec, si et seulement sic est une
coupe nale.

Cet automate est équivalent aA. En e et, si I'on simule tous les calculs
simples, on simule tous les calculs, par l'idempotence dedamme (et de la
somme innie). Il sut donc de montrer que cet automate simule bien tous
les calculs simples de I'automaté . Tout calcul de C est une suite de coupes,
et commeA est -normalisé, entre chaque paire de coupes, il n'existe qu'un
seul maillon. Ainsi, chaque calcul d€ simule bien une et une seule fois chaque
calcul simple deA.

Cette preuve du théorémes.1 est exactement celle deShepherdson1959.
D'ailleurs, B est lui-méme un bi-monoide fort localement ni fortement i@m-
potent.

Lorque le bi-monoide n'est pas fortement idempotent, il segoit qu'il pos-
séde des propriétés qui simpli ent la construction, notament les deux cas
suivants.

Aucune somme in nie n'est dé nie

Dans le cas ou aucune somme in nie n'est dé nie, alors le paidi'un mot
dont un calcul admet un circuit stationnaire n'est pas dé ni En e et, si un
calcul pour un motw admet un circuit stationnaire, alors en répétant ce circujt
on génére une in nité de calculs pouw qui contribuent tous a son poids. Il
faut donc calculer la somme in nie de ces calculs, or cetterame n'est pas
deé nie.

Ainsi, si une coupe avec répétition est accessible daBsalors il existe un
mot dont un calcul de A admet un circuit stationnaire : A n'est donc pas
valide. Cette propriété est décidable.

Remarque28. Si l'automate n'est pas valide, le langage des mots qui ne son
I'étiquette que de calculs simples forme un langage ratioaly et I'on peut
construire l'automate qui le reconnait a partir deA.
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Si en revanche aucune coupe avec répétition n'est accessitbhnsB, alors
A est valide. On peut construire & partir deB un automate unidirectionnel B°
qui est équivalent aA. Il sut de modier la fonction nale, de sorte que le
poids nal d'une coupe simplec= p;:::p, soit le poids nal de p, dansA.

Toutes les sommes in nies sont dé nies

En revanche, dans le cas ou toutes les sommes in nies sont wiés, alors
'automate A est immédiatement valide. De plus, on peut construire un au-
tomate qui lui est équivalent. Pour cela, on utilise une vaainte de B, dans
laguelle on annote les états avec un booléen indiquant sid'a déja croisé une
coupe avec répétition dans le calcul. Il sut ensuite d'adager les poids.

Lemme 15. Soit A un K-automate boustrophédon caractéristique etnormal-
isé. Si toutes les sommes in nies d& sont dé nies, alors A est valide et |l
existe un automate unidirectionnel équivalent.

Démonstration. Soit C= (R%F%J% U9 l'automate unidirectionnel surK sui-
vant :

R=C, f 1g[ (C.[ C,) flg avecC,; et C, dénis comme a la
dé nition 5.6.

Jqc;n) vaut 1 sin =1 et quec est une coupe initiale deC;, ou bien si
n= 1 etquecestune coupe initiale deC,, et vaut 0 sinon.

UYc;1) = T(p), et U%c;1 ) = 1 :T(p), avecp le dernier état dec, si et
seulement sic est une coupe nale.

FY(c;m);a;(®n)=1 sim=1;n=1,c2Cyetc’2 C,.

FY(c;m);a;(c®n)) =1 sic;®2 C, etquen=m, ousic®2 C, et que
m=1.

Le schéma représentant se trouve en Figures.5, en posantx le poids nal
dansA d'une coupe deC,, ety celui d'une coupe deC,.

Montrons que cet automate est équivalent & : soit w un mot de A . Si
I'on ignore les poids, il y a surjection immédiate entre lesatculs deA et les
calculs deC. Il y a méme une bijection entre les calculs simples d et les
calculs deC nissant dans un état deC; 1.

De plus, tous les calculs ayant méme image par la surjectioeyvent étre
groupés en classes d'équivalence en fonction de leur étaalnet I'on peut leur
choisir un représentant qui soit un calcul avec un seul ciritistationnaire. La
somme in nie des poids des représentants de ces calculs egtivalente a la
somme de tous ces calculs.
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Figure 5.5 Schéma de I'automateC équivalent aA lorsque toutes les coupes
sont dé nies.

Or il existe une bijection entre ces représentants de cesaas et les calculs
deC. En eet, A est -normaliseé.
Ainsi hA;wi = hCwi.

Le cas général

Il existe des bi-monoides pour lesquels certaines sommesigs ne sont
pas dé nies, alors que d'autres le sont. Par exemple le bi-maide K, dont les
opérations sont décrites ci-dessous est un tel bi-monoidane somme in nie
de n'est pas dé nie, mais une telle somme plus um vaut m.

| 0 |
0 0

+
0 (5.4)

o
o O oOolo

Exemple 21

Le bi-monoideK ; servira d'exemple dans cette partie. |l pondére I'automaté 3
de la Figure5.6a La Figure 5.6breprésente son automate des coupBs. Pour
plus de concision, nous avons noté la coupep, X la coupeqrqrs, Y la coupe
grs, et T la coupet.

Pour savoir si le poids d'un mot est dé ni, il est dans ce cas oéssaire
de connaitre I'ensemble des poids de ses calculs et de déieemsi cette fa-
mille potentiellement in nie est sommable. Rappelons queette famille sera
représentée par une descriptionc{. dé nition 1.14pagel?).

Pour pouvoir prendre cette décision localement, nous allsrdonc détermi-
niser l'automate, a n de grouper les di érents calculs sur o méme mot. En
général, on ne connait pas d'algorithme pour déterminisemuautomate pon-
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a;b
(@ Un Kj-automate boustrophé- (b) L'automate des coupes deAs.

donAs.

Figure 5.6 L'automate Az qui servira d'exemple dans cette partie, et son
automate des coupes.

VNI
E jm

Figure 5.7 L'automate B; déterminisé modulo (1,2).

déré. Pour que cette déterminisation termine, nous allon&lectuer dans un
ensemble ni ce qui est une condition su sante.

Plus précisément, nous construirons d'abord un automate igirectionnel
qui compte les calculs, vu en sous-sectidn2.3 Mais au lieu de compter les
calculs sur [1 ,onles compte modulo I'ordre du bi-monoide ni, c'est-a-de
sur N, le semi-anneaulO;m + r  1K[flg ou les opérations entre entiers
nis sont modulo (m;r) (cf. section1.3). C'est sur ce semi-anneau ni que I'on
e ectue la déterminisation.

Exemple 22

On peut voir la déterminisation deB; en Figure5.7. L'ordre de K; est (1; 2).
Chaque état est une description, c'est-a-dire un vecteur geires "coupe :n",
avecn 2 N . Notez que l'on a pas encore représenté les poids naux.
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Figure 5.8 L'automate D3, équivalent aAs.

Ainsi, chaque état stocke le nombre de calculs nissant dara coupe que
cet état encode, ainsi que le poids de ces calculs. On peutdassocier a chaque
état c de ce nouvel automat® la description de la famille, possiblement in nie,
des poids des calculs qui nissent pat.

A partir de cette description, on peut décider si la famille écrite est som-
mable, et le cas échéant calculer son poids. On montre qué siste une des-
cription d'une famille non sommable, alors I'automate de gért n'était pas
valide, et que si toutes les familles décrites sont sommaklalors en posant
cette somme comme poids nal de I'état, ce nouvel automatetesquivalent a
I'automate boustrophédon original.

La suite de cette section prouve le théorem®.1, en construisant |'auto-
mate D unidirectionnel équivalent aA.

Soit doncD = (R%F%J%U9 l'automate unidirectionnel surK tel que :

RO= RNmr | |es états sont des descriptionsc{. dé nition 1.14 page12)
de familles (possiblement in nies) de coupes;

le seul état initial est le vecteunV, avecVy(c) = J(©), i.e. le vecteur dans
lequel le poids de chaque coupe est son poids initial daBis

Ilgo(vl;a; v;) = 1 si et seulement si pour toute coupe® de R, vo(c9 =
vi(0):F(c;a;d;

c2R

le poids nal d'un état est la somme de la famille décrite paret état si

cette somme existe.

Exemple 23

L'automate D3 unidirectionnel équivalent aA; obtenu par la construction ci-
dessus se situe en Figure8. On constate I'existence d'un état dont la somme
de la description n'est pas dé nie : I'automateA ;3 n'‘est donc pas valide.
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S'il existe des états dont le poids nal n'‘est pas dé ni,j.e. qui décrivent
une famille non sommable, alors l'automate boustrophédorriginal A n'est
pas valide. En e et, si I'on considére un motw arrivant dans un tel état c,
le calcul unique (I'automate est déterministe) arrivant erc sur ce mot simule
I'ensemble des calculs d& sur w, puisque c'est ce que faiB et qu'il s'agit
juste d'une déterminisation modulo I'ordre, déterminisabn qui conserve donc
les poids. Ainsi, comme tous les calculs powv sont bien représentés par la
description de I'étatc, la non sommabilité dec implique la non validité deA.

On a donc également que si le poids nal de est dé ni, il est égal au
poids dew dans A. Ainsi si tous les états sont des descriptions sommables,
l'automate D et 'automate A sont équivalents.

Remarque29. L'ensemble des mots qui rendent non valide un automate bous-
trophédon surK, un bi-monoide fort localement ni, est rationnel.

Conclusion  Ainsi, on a montré que, comme dans le cas booléen, les sé-
ries réalisées par les automates boustrophédons sur lesnioinoides forts nis
étaient exactement celles réalisées par les automates urgdtionnels.
Cependant, on peut remarguer que dans le cas général, avecauomate
boustrophédon avem états forward et n états backward pondéré sur un bi-
monoide localement ni d'ordre(m;r), la taille de I'automate unidirectionnel
équivalent que nous obtenons grace & cette construction el (m + r)°™*").
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