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Principales notations

Mathématiques

A les expressions matricielles sont notées en gras
A les valeurs ou quantités complexes (> C) sont soulignées���k k-ième élément d'un vecteur

Re��� partie réelle
Im��� partie imaginaire
i imaginaire pur unité
© opérateur gradient
©2 opérateur laplacien

div��� la divergence d'un champ de vecteurs
∂n

∂xn dérivée partielle d'ordre n en fonction de x
∂ sous-di�érentiel

prox opérateur proximal
signe�x� fonction renvoyant 1 si x C 0, -1 sinon.

Traitement du signal/d'images

� produit de convolution (en général 2D)
Π fonction porte (en général 2D)
∆ les décalages spatiaux 2D (dans les directions Ñx et Ñy) entre 2 hologrammes
d l'hologramme mesuré (données)

F ��� transformée de Fourier
tp taille pixel

Optique

t ou t transmittance complexe ou réelle
ϑ ouverture réelle d'un objet (ϑ � 1 � t), aussi nommée opacité

x et y coordonnées spatiales transversales
z coordonnée spatiale longitudinale (i.e. distance à l'hologramme)
λ longueur d'onde (dans certains cas, notation utilisée comme coe�cient de

régularisation)
ϕ phase ou argument d'un nombre complexe
I intensité de l'hologramme
hz fonction de Fresnel



Contexte

Cette thèse �nancée par la région Auvergne-Rhônes-Alpes s'est déroulée au
sein du Laboratoire Hubert Curien qui constitue une unité mixte de recherche
(UMR 5516) de l'Université Jean Monnet de Saint-Étienne (UJM), du CNRS et
de l'Institut d'Optique Graduate School. Le laboratoire Hubert Curien se compose
d'environ 220 chercheurs (permanents et non-permanents), qui se répartissent en
deux départements � Optique, photonique et hyperfréquence � et � Informatique,
télécommunications et image �. Cette thèse s'est inscrit dans le projet � conception
optique et reconstruction d'images � dirigée par Corinne Fournier, qui est l'un des
trois projets de l'équipe � science de l'image et vision par ordinateur � dirigée par
Thierry Fournel (Fig.1).

Figure 1 � Organigramme au sein du laboratoire Hubert Curien

Le traitement numérique d'images d'holographie est étudié depuis la �n des années
80 au laboratoire Hubert Curien. La reconstruction proprement dite qu'autorisera
l'avènement de pixels su�samment petits, devient une problématique à part en-
tière, celle de l'holographie numérique, à l'occasion de la thèse de Corinne Fournier
(2003). L'orientation � problèmes inverses � est prise lors des thèses de Loïc Denis
(2006) et de Férréol Soulez (2008). Les thèses de Jérôme Gire (2009) et de Mozhdeh
Sei� (2013) permettront d'accentuer les collaborations avec le Centre d'Astrophy-
sique de Lyon (CRAL) et le Laboratoire de Mécanique des Fluides et d'Acoustique
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(LMFA), et ainsi de renforcer l'expertise du groupe concernant les approches pro-
blèmes inverses pour l'holographie (numérique). Aujourd'hui, Corinne Fournier,
Loïc Denis, Fabien Momey et Thomas Olivier sont les quatres chercheurs perma-
nents qui assurent la pérénité de cette thématique au sein du laboratoire.
Ce travail réalisé sous la supervision de Thierry Fournel, a été encadré par Corinne
Fournier, avec un co-encadrement de Loïc Denis et Fabien Momey du laboratoire
Hubert Curien. A noter que Nicolas Verrier, aujourd'hui chercheur au laboratoire
Modélisation, Intelligence, Processus et Systèmes (MIPS) à Mulhouse, a également
pris part à l'encadrement de la première partie de cette thèse. En outre ce travail
a été au c÷ur de collaborations avec Éric Thiébaut du CRAL pour les aspects
théoriques, de Loïc Méès, Jean-Louis Marié et Nathalie Grosjean pour les aspects
applicatifs à la mécanique des �uides, et en�n avec l'équipe de Nicolas Faure dans
le cadre du projet de collaboration Hologram (entreprise bioMérieux à Grenoble)
pour les applications à la microbiologie. Concernant l'holographie "couleur" abor-
dée au chapitre 4, j'ai pu interagir avec Olivier Flasseur, également doctorant au
laboratoire Hubert Curien : ses travaux m'ont été très utiles dans l'élaboration
d'approches � problèmes inverses � dans ce cadre.
Ces travaux ont été partie prenante de di�érents projets CNRS DEFI IMAGIn
DETECTION puis DEFI IMAGIn RESSOURCES, ayant pour ambition de créer
une passerelle entre les problèmes de détection qui se posent en astronomie et les
problématiques de microscopie sans lentille.

Contexte scienti�que et enjeux socio-économiques

Le principe de l'holographie en ligne a été proposé en 1948 par Dennis Gabor [1].
Henri Royer sera l'un des principaux artisans de son développement pour la véloci-
métrie et la granulométrie de particules dans le cadre d'applications balistiques [2].
C'est la réduction de plus en plus importante de la taille des pixels des capteurs ma-
triciels qui va alors rythmer l'exploitation numérique de ces hologrammes. Il faut
attendre les années 90 pour voir le premier dépouillement entièrement automatique
par traitement d'images numériques de plaques holographiques acquises avec un
montage en ligne [3]. Si l'holographie était à l'origine développé par des opticiens,
la capacité aujourd'hui à e�ectuer une acquisition directement numérique o�re une
grande souplesse d'utilisation et rend le déploiement de l'holographie (numérique)
accessible à bien des secteurs applicatifs (mécaniciens, microscopistes, ou encore
traiteurs d'images) que ça soit dans le milieu académique mais aussi pour des ap-
plications industrielles. En e�et, ces dernières années l'holographie numérique a
béné�cié de deux avancées :

Y Une nette progression du secteur très dynamique des capteurs � bas
coût � et de ses marchés (notamment avec l'arrivée des appareils photo
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numériques et des smartphones). Ainsi des capteurs monochromes ou cou-
leurs peu onéreux, ayant des tailles de pixels de l'ordre du micromètre, sont
aujourd'hui disponibles et permettent d'accroître encore les performances
de l'holographie numérique en ligne, autorisant la reconstruction d'objets
faisant quelques microns dans un champ de plusieurs mm2.

Y Le remplacement des lasers par des LED dans les applications de micro-
scopie, rendent l'utlisation de ce type de montage d'holographie en ligne
encore plus compétitif. En e�et les LED sont plus compactes, moins fra-
giles, et bien moins onéreuses. Le fait que les LED soient des sources moins
cohérentes que les lasers ne posent généralement pas de problème et peut
même s'avérer être un avantage pour certaines applications (moins d'inter-
férences entre objets, taille du support réduit).

Pour ces deux raisons, si l'holographie en ligne a longtemps était utilisée princi-
palement sur des applications de mécaniques des �uides dans les laboratoires de
recherche, aujourd'hui les applications en microscopie se développent largement
et permettent la commercialisation de ce type de montage sous sa forme la plus
minimaliste (une LED, un échantillon, un capteur). Les perspectives o�ertes par
la diversité des applications (bio-médicales, en mécanique des �uides...), coïncide
avec une dynamique de recherche à l'échelle mondiale .

Introduction

L'holographie numérique est classiquement exploitée en adoptant un point de
vue � optique � reprenant le principe de holographie sur plaques holographiques
qui consistait à ré-éclairés l'hologramme : l'hologramme, enregistré dans une
première étape, est ensuite restitué numériquement pour donner une image
tridimensionnelle des objets holographiés. Malheureusement ce type d'approche
présente de nombreux artefacts et limite rapidement l'exploitation de la richesse
d'information qu'o�re un hologramme numérique. Ces artefacts sont dus au
fait que si la modélisation du problème direct, de l'objet vers l'hologramme,
est bien connue (basé sur l'optique de Fourier [4]), l'inversion de ce problème,
de l'hologramme vers l'objet, est en revanche un problème qui est dit mal posé
et mal conditionné. La connaissance du modèle direct, que l'on a du modèle
optique de di�raction de l'objet, font des approches � problèmes inverses � des
approches adaptées pour exploiter de façon optimal l'information présente dans
l'hologramme. Dans le domaine de l'holographie numérique en ligne ces approches
� problèmes inverses � pour les objets paramétriques opaques (typiquement des
objets sphériques) ont été largement explorées et ont pu repousser les limites de
l'holographie notamment en terme de hors champ et de métrologie [5, 6, 7]. Cette
thèse vise à explorer au mieux les performances atteignables par les approches
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� problèmes inverses � dites Maximum A Posteriori pour la reconstruction d'ob-
jets non-paramétriques en s'appuyant sur les résultats prometteurs de l'article de
2009 de Loïc Denis et al. [8]. Ces travaux montre notamment que la recontruction
d'hologrammes numériques par une approche � problèmes inverses � permettait
de supprimer les artefacts tels que les images jumelles, la propagation du bruit
capteur ainsi que les e�ets dûs à la troncature en bord de champ. Il avait montré
la possibilité de réaliser une reconstruction hors du champ de l'hologramme avec
un bon rapport signal à bruit. En revanche cette méthode n'était appliquée
que dans le cas d'objets "simples" permettant d'utiliser un modèle linéarisé de
formation de l'hologramme. Cette thèse a été structurée pour apporter un début
de réponse à trois questions qui restaient jusque là ouvertes dans le domaine des
approches � problèmes inverses � non-paramétriques en holographie en ligne :

Y Comment exploiter au mieux la redondance d'informations en holographie
en ligne ?

Y L'holographie numérique en ligne peut-elle être un système d'imagerie
permettant un reconstruction quantitative de la phase d'un objet ?

Y Dans quelle mesure est-il possible, à partir d'un hologramme acquis en
ligne, de reconstruire un objet purement déphasant sans avoir d'a priori
sur le support de celui-ci ?

Le but de la thèse a donc été de proposer, dans la continuité des travaux [8],
des approches � problèmes inverses � permettant d'exploiter la redondance d'in-
formations, que ce soit à l'aide d'une pile d'hologrammes, ou encore en utilisant
la richesse d'informations proposée par l'holographie � couleur �. Cette première
partie de thèse a permis de traiter des objets simples (opaques et peu étendus)
et ont fourni des � preuves de concept �. La deuxième partie de cette thèse s'est
concentrée à développer une approche � problèmes inverses � permettant de traiter
des objets plus complexes, absorbants, introduisant un déphasage. Cette approche
� problèmes inverses � a été testée sur des applications de mécanique des �uides
et de microbiologie.
Le chaptitre 1 présente le contexte de l'holographie numérique en ligne, ses ap-
plications, les di�érents montages ainsi que l'intérêt des approches � problèmes
inverses � dans ce domaine.
Le chapitre 2 rappelle la physique de la di�raction, les di�érents modèles non-
paramétriques, les di�érentes méthodes de reconstruction proposées en holographie
numérique en ligne. Ce chapitre se termine en présentant les outils mathématiques
utiles pour la mise en place d'approches � problèmes inverses � régularisées. Nous
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y présenterons les di�érentes formes que peuvent prendre les a priori, ainsi que les
outils d'optimisation utilisés dans cette thèse.
Dans le chapitre 3, nous présentons une approche � problèmes inverses � permet-
tant une reconstruction super-résolue à partir d'une pile d'hologrammes translatés
les uns par rapport aux autres dans un le plan capteur. Cette approche montrera
l'intérêt qu'il peut y avoir à exploiter cette redondance d'informations. La recons-
truction hors du champ du capteur est aussi présentée.
Le chapitre 4 est basé sur des travaux qui avaient pour but d'apporter une � preuve
de concept � d'approches � problèmes inverses � sur des montages d'holographie
� couleur �. L'objectif est dans un premier temps de montrer qu'il est pertinent
d'exploiter la redondance d'informations multispectrales de façon conjointe, dans
un deuxième temps il s'agit de démontrer qu'il est possible d'adapter les approches
� problèmes inverses � dévoloppées jusqu'à présent pour des hologrammes RVB
(rouge, vert, bleu). Le challenge de cette partie est de prendre en compte au mieux
les e�ets dus à la physique du capteur couleur, et de mettre en relief l'importance
de bien estimer les longeurs d'onde des sources lumineuses dans le cas de recons-
truction conjointe. Cette partie s'achève sur une application en super-résolution.
Le chapitre 5 quant à lui présente une approche � problèmes inverses � qui per-
met la reconstruction d'objets absorbants et déphasants. Nous montrerons que
cette approche � problèmes inverses � qui permet d'être quantitatif en terme de
reconstruction de la phase, est bien adaptée pour di�érents montages et pour des
applications diverses et variées telles que la reconstruction d'une goutelette d'éther
et de son évaporation en mécanique des �uides ou encore la reconstruction de bac-
téries dans le cadre de la microbiologie.
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Chapitre 1

Une introduction à l'holographie en

ligne et les approches � problèmes

inverses � associées

Dans cette partie, nous présentons l'évolution historique du prin-
cipe proposé par Dennis Gabor jusqu'à l'holographie numérique
en ligne sous la forme que l'on connait aujourd'hui. Nous expo-
sons le challenge que pose l'holographie numérique en terme de
reconstruction d'images, et les solutions que peuvent apporter les
approches � problèmes inverses �. En�n, une présentation géné-
raliste sur deux formalismes d'approches � problèmes inverses � ,
l'un basé sur un modèle paramétrique d'objets, et l'autre sur une
modélisation "image", est e�ectuée.

1.1 L'holographie

Le principe de l'holographie en ligne a été proposé en 1948 par Dennis Gabor [1],
ce qui lui a valu le prix Nobel de physique en 1971. Lors de la présentation de ses
travaux sur l'holographie pour la remise du prix Nobel il commenta le problème
suivant [9] : � Déterminez la taille de gouttelettes sortant d'un bec d'injection à la
vitesse de 2 Machs. La taille des gouttelettes est probablement de quelques microns
et plus. N'importe quel physicien se serait avoué impuissant devant un tel pro-
blème. Grâce à l'holographie, il su�t d'enregistrer un simple hologramme en ligne
du jet, la plaque holographique située à une distance confortable, avec un laser ruby
pulsé (20-30 nanosecondes). �.
Aujourd'hui encore l'holographie parait être le système d'imagerie le plus à même
de répondre à ce problème [10]. En e�et, l'holographie possède l'avantage d'enre-
gistrer en une seule acquisition l'information sur tout un volume. L'holographie
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est un système d'imagerie basé sur le montage de Gabor (Fig.1.1) et qui se veut
le plus simpliste possible. Si cette technique d'imagerie paraît facile à mettre en

Figure 1.1 � Le montage de Gabor (holographie en ligne) d'après [11]

÷uvre, elle a longtemps sou�ert d'un manque d'intérêt et d'applications, notam-
ment à cause de la faible cohérence des sources à disposition. Ce problème sera
résolu dans les années 60-70, avec l'arrivée des lasers, sources lumineuses fortement
cohérentes. En revanche l'holographie en ligne sou�re toujours d'un artefact appelé
� image jumelle �lorsque l'hologramme est ré-éclairé. Ceci est dû au fait de la perte
de l'information de la phase lorsque l'on enregistre une intensité. C'est pourquoi
en 1962 Leith et Upatnieks proposent un montage, un peu plus complexe et moins
facile à mettre en ÷uvre, nommé � holographie hors axe � permettant de séparer
en deux la source lumineuse en une onde lumineuse � référence � qui ne passe pas
par l'objet, et une autre appelée � onde objet �(voirla �gure 1.2). Ainsi ce montage
permet de récupérer l'information de phase, et donc de pouvoir restituer un objet
sans � image jumelle �. Si les hologrammes, que ce soit en ligne ou hors axe ont

Laser

Objet

Capteur

cube séparateur

cube séparateurmiroir

miroir

Figure 1.2 � Montage d'holographie hors-axe

longtemps été acquis à l'aide de plaques photosensibles, une première révolution
"numérique" proposée par [12] a consisté à numériser l'hologramme acquis sur la
plaque holographique, puis de réaliser non plus la restitution de manière optique
mais de manière numérique, un premier pas était fait vers l'holographie numé-
rique. Avec l'avancée technologique dans le domaine de l'informatique, l'utilisation
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de cette technique s'est longtemps répandue [13, 14], mais c'est une deuxième évo-
lution "technique", qui va créer une révolution apportant le "tout numérique" à
l'holographie et qui va voir se multiplier le nombre d'applications. En e�et durant
les années 90, les avancées obtenues dans le domaine des capteurs numériques, que
ça soit en terme de dé�nition, de taille de pixels et de dynamique, permettent do-
rénavant d'acquérir un hologramme numérique de façon directe [15, 16]. Dans les
années 2000, avec l'avènement du smartphone et de l'appareil photo numérique,
les capteurs numériques o�rent des caractéristiques de plus en plus performantes
(taille des pixels de l'ordre du micron), et pour un coût réduit. Ajouté au fait qu'il
est maintenant possible dans certains cas de remplacer les diodes laser par des
simples LED, l'holographie numérique en ligne apporte une solution d'imagerie
bas coût et facile à mettre en ÷uvre, facile d'utilisation, compacte, ne demandant
aucun réglage optique. Si l'holographie numérique en ligne a vu son nombre d'ap-
plications se multiplier ces dernières années, et même être proposée sous forme
de solutions commerciales, le champ des améliorations possibles pour élargir son
domaine d'applications est encore largement ouvert. Si pendant longtemps les so-
lutions proposées en holographie en ligne pour réduire les artéfacts étaient basées
sur des �ltrages [17], le milieu des années 2000 a vu le problème de l'holographie
être reconsidéré comme un problème inverse [18], ce qui a ouvert la porte à ce
type d'approches. Pourquoi les approches � problèmes inverses �sont-elles si bien
adaptées pour le problème d'holographie ? C'est l'objectif de ce travail de thèse
que de tenter d'apporter une réponse à cette question.

1.2 Les problèmes inverses associés à l'holographie

En holographie en ligne la modélisation du problème direct (voir la �gure 1.3)
permettant à partir de la transmittance d'un objet de modéliser la formation de
l'hologramme en ligne acquis sur le capteur est bien connue [4] et sera explicitée
dans le chapitre 2. En revanche le problème inverse, qui doit permettre à partir d'un
hologramme acquis en ligne de pouvoir retrouver la transmittance de l'objet est
un problème qui appartient aux problèmes dit � mal-posés et mal-conditionnés �.
Les approches � problèmes inverses � consistent donc à utiliser la modélisation du
problème direct a�n de retrouver avec quel objet le modèle de formation d'ho-
logramme pourrait expliquer de la façon la plus pertinente l'hologramme acquis
sur le capteur. Ces approches inverses en holographie en ligne peuvent être abor-
dées suivant deux formalisations : les approches paramétriques et les approches
non-paramétriques. Les approches paramétriques utilisent un modèle de forma-
tion d'hologramme paramétrique, qui peut donc reconstruire des objets pouvants
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Figure 1.3 � Problème direct et inversion en holographie numérique en ligne

être décrits par un nombre restreint de paramètres, typiquement pour un objet
sphérique sa position 3D et son rayon. En revanche certains objets ne peuvent pas
être décrits aussi simplement. Dans ces cas là nous utiliserons des approches � pro-
blèmes inverses � non-paramétriques permettant de reconstruire directement une
image de la transmittance. Dans cette dernière approche, les paramètres décrivant
l'objet sont directement les pixels de l'image et le nombre d'inconnues du problème
est donc beaucoup plus important.

Approches inverses pour objets paramétriques

Dans beaucoup d'applications, notamment en mécanique des �uides, lorsque
l'on veut suivre et mesurer la taille de goutelettes, il est souvent pertinent de
les considérer comme des objets sphériques et opaques. Il est donc intéressant
d'avoir une approche inverse qui considère une distribution volumique de ces objets
(Fig.1.4).
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hologramme

Figure 1.4 � Exemple d'un hologramme obtenu à partir d'objets sphériques répartis aléatoi-
rement dans un volume 3D

Une approche inverse paramétrique a été proposée en 2007 par Soulez et al. [5, 6],
permettant d'estimer précisément les paramètres de position et le rayon d'objets
opaques et sphériques répartis dans un volume 3D. Cette approche inverse utilise
un modèle de formation d'hologramme additif utilisant le modèle paramétrique
décrit par [19]. L'a priori d'objets sphériques et opaques permet donc d'avoir un
modèle de formation d'hologramme très contraint qui doit permettre de trouver
les paramètres de chaque objet qui minimisent, au sens des moindres carrés, la
di�érence entre ce modèle et l'hologramme acquis. Cette approche � problèmes
inverses � a permis de montrer qu'il était possible d'exploiter les interférences
créées par des objets hors du champ du capteur a�n de les reconstruire (Fig.1.5).
Cette méthode a aussi permis de lever un certain nombre de verrous associés à

CCD

Figure 1.5 � Superposition d'un hologramme acquis expérimentalement (support du cap-
teur représenté par le rectangle) et de la reconstruction obtenue par l'approche inverse paramé-
trique [5] dans mais aussi hors du champ capteur. Illustration extraite de l'article [6].

l'holographie en ligne, notamment en métrologie, et a connu plusieurs variantes
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permettant d'étendre son champ d'applications [20, 21, 7, 22, 23]. La limite de
cette méthode réside dans le fait qu'il n'est pas possible de reconstruire des objets
dont le modèle de formation d'image n'est pas paramétrique. Il faut alors se tourner
vers d'autres types d'approches � problèmes inverses � pour traiter le problème
de reconstruction qu'o�re l'holographie en ligne pour des objets ne pouvant être
décrits de façon paramétrique.

Approches inverses pour objets non-paramétriques

Puisqu'il n'est pas possible d'extraire des paramètres à reconstruire dans le
cas d'objets non-paramétriques, le problème de reconstruction d'holographie nu-
mérique doit être reconsidéré comme un problème de déconvolution myope, à PSF
connue complètement ou en partie (elle peut dépendre de paramètres à estimer),
permettant de reconstruire un plan de transmittance � objet � 2D (Fig.1.6). En

Hologramme

Onde diffractée

Transmittance

Onde plane
  entrante

Figure 1.6 � Problème d'holographie numérique en ligne considéré dans le cas d'objets non-
paramétriques

2009 a été proposée une approche � problèmes inverses � permettant de recons-
truire le plan de transmittance "objet" qui intégrait une contrainte de parcimo-
nie [8]. En e�et, contrairement aux approches paramétriques, le modèle de for-
mation d'hologramme est bien moins contraint, il est donc impératif d'injecter
des a priori. Ces a priori sont injectés à l'aide de termes de "régularisation", qui
permettent de restreindre l'ensemble des solutions possibles, et ainsi améliorer le
conditionnement de ce problème de reconstruction. Ces travaux avaient permi de
mettre en relief l'intérêt d'aborder ce problème comme un problème inverse avec
notamment la supression des artéfacts de recontruction persistant avec l'approche
classique, à savoir la présence d'images jumelles, les e�ets de bord de champ, et
la propagation du bruit capteur. En parallèle, ces travaux ont permis de montrer,
comme dans le cas paramétrique, qu'il était possible de réaliser une reconstruction
hors du champ du capteur (Fig.1.7). Les limites de la méthode proposée est qu'elle
est bien adaptée seulement aux objets peu étendus et opaques. Cela restreint donc
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Figure 1.7 � Reconstruction d'hologramme par approche � problèmes inverses � avec
contrainte de parcimonie [24].

son champ d'applications. Cette thèse s'appuiera sur ces travaux a�n de développer
de nouvelles approches � problèmes inverses �.
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Chapitre 2

Approches "problèmes inverses" en

holographie numérique en ligne

L'élaboration d'approches � problèmes inverses � régularisées de-
mande la compréhension, la mise en oeuvre et la manipulation
de tout un ensemble d'outils. Ce chapitre introduit donc la phy-
sique de la di�raction et du capteur qui permettent ensuite de dé-
�nir les modèles de formation d'hologrammes numériques utilisés
dans cette thèse. Dans un deuxième temps nous discutons des a
priori statistiques sur le bruit et sur la distribution de l'objet qui
permettent de justi�er d'un point de vue théorique les approches
� problèmes inverses � régularisées. Nous �nissons par la présen-
tation des outils d'optimisation utilisés au cours de cette thèse,
a�n de résoudre les di�érents problèmes inverses.

2.1 Physique de la di�raction

Nous allons présenter dans cette partie certains principes physique utiles pour
expliquer la propagation d'une onde lumineuse et de sa di�raction. Soit U�Ñr, t�
la fonction d'onde complexe satisfaisant l'équation de propagation scalaire d'une
onde électromagnétique suivante,

©
2U�Ñr, t� � 1

c2

∂2U�Ñr, t�
∂t2

� 0 (2.1)

avec, c � c0~n, c0 étant la célérité de la lumière dans le vide, n l'indice de réfraction
du milieu de propagation, et Ñr � �x, y, z� représentant les coordonnées spatiales de
l'onde.
Dans le cas d'une onde optique monochromatique, la fonction d'onde peut s'ex-
primer par U�Ñr, t� � U�Ñr� exp�i2πνt� avec U�Ñr� l'amplitude complexe de l'onde et
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ν � c~λ la fréquence de l'onde. L'amplitude complexe U�Ñr� satisfait alors l'équation
de Helmholtz, �©2

� k2�U�Ñr� � 0 (2.2)

avec k � 2πν~c � 2π~λ son nombre d'onde.
Une solution simple de l'équation de Helmholtz (Eq.2.2) est l'onde sphérique. L'am-
plitude complexe d'une onde sphérique prend la forme suivante,

US�r� � Aexp�ikr�
r

(2.3)

où A est une constante appelée enveloppe complexe.

2.1.1 La formule de di�raction de Rayleigh Sommerfeld

En se basant sur l'équation de Helmholtz (Eq.2.2) et le théorème de Green, l'in-
tégrale de di�raction de Rayleigh-Sommerfeld peut modéliser la di�raction d'une
onde à une distance z comme une in�nité d'ondes secondaires sphériques d'ampli-
tude proportionnelle à U0�ξ, η� ,

U�x, y, z� � 1

iλ S SS U0�ξ, η,0�exp�ikr�
r

cos�θ�dξdη (2.4)

où r �
»�x � ξ�2 � �y � η�2 � z2 désigne la distance entre la source secondaire située

en �ξ, η,0� et le point d'observation de coordonnées �x, y, z�, et θ correspond au
facteur d'obliquité (cos�θ� � z

r , voir la �gure 2.1).

Figure 2.1 � Géométrie de la di�raction

Nous pouvons noter que cette formule établie par Rayleigh et Sommerfeld est à la
base de l'optique de Fourier [4], et décrit correctement la plupart des expériences
de di�raction lorsque les dimensions de la surface de l'objet (notée S) sont grandes
devant λ. Elle est notamment la traduction du principe de Huygens-Fresnel [4] :
chaque point d'une ouverture agit comme une onde sphériques. Ces sources se
combinent formant une �gure de di�raction.
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2.1.2 L'approximation de Fresnel

Considérons maintenant une onde sphérique aux points �x, y, z� pour lesquels
l'approximation de Fresnel est valable (i.e z3 Q π�x2�y2�2~�64λ�) [4] . En utilisant
le fait que le développement limité de

º
1 � ε � 1 � ε

2 � o�ε2�, et que la distance r

peut s'écrire r � z
¼

1 � x2�y2

z2 , nous avons donc l'approximation suivante,

r � z �
x2 � y2

2z
(2.5)

Substituant r � z � x2�y2

2z (Eq.2.5) pour la phase et r � z pour le terme au déno-
minateur, on obtient une approximation parabolique de l'onde sphérique US�r�
(Eq.2.3) dé�nie dans (Eq.2.3) :

US�r� � A
z

exp�ikz� exp�ikx2 � y2

2z
� (2.6)

Dans le régime de Fresnel �z3 Q π�x2�y2�2~�64λ��, nous pouvons injecter (Eq.2.6)
dans (Eq.2.4) , et subsituter cos�θ� � 1 par approximation paraxiale (car r �

z). L'intégrale de Rayleigh-Sommerfeld (Eq.2.4) peut être simpli�ée à l'aide de
l'approximation de Fresnel,

U�x, y, z� � exp�ikz�
iλz S S

S
U0�ξ, η,0� exp�ik �x � ξ�2 � �y � η�2

2z
�dξdη. (2.7)

Cette relation (Eq.2.7) est appelée intégrale de Fresnel ou transformée de Fresnel.
Notons que nous nous intéressons principalement dans cette thèse à la modélisation
de la di�raction d'une onde plane par un plan de transmittance t . Nous posons
donc U0�ξ, η,0� � A0.t�ξ, η� avec A0 l'onde référence qui est plane sous incidence
normale par rapport au plan de U0. L'expression de l'intégrale de Fresnel est donc,

U�x, y, z� � exp�ikz�A0

iλz S S
S
t�ξ, η� exp�ik �x � ξ�2 � �y � η�2

2z
�dξdη. (2.8)

Introduisons maintenant la notion de produit de convolution 2D dans le cas
continu. Pour deux fonctions v et h dans L1�R2�, on note v ��x,y� h le produit de

convolution 2D de v par h au point �x, y� et on le dé�nit par

¦�x, y� > R2, v ��x,y� h � S SR2
v�x�, y��h�x � x�, y � y��dx�dy�. (2.9)

Nous pouvons alors écrire l'équation (Eq.2.8) de manière plus compacte,

U�x, y, z� � exp�ikz�A0.t ��x,y� hz (2.10)
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avec le noyau de convolution hz appelé "fonction de Fresnel", dé�nit par,

hz�x, y� � 1

iλz
exp�iπx2 � y2

λz
� . (2.11)

Notons trois propriétés importantes de hz [11, 25] :
Y Propriété de conservation

¦z > R, S S
R2
hz�x, y�dxdy � 1. (2.12)

Y Propriété de dualité La transformation qui inverse la transformée de
Fresnel de paramètre λz est la transformée de Fresnel de paramètre -λz,

hz � h�z � δ (2.13)

Y Élément neutre La transformée de Fresnel laisse inchangée une fonction
constante

A0 � hz � A0 (2.14)

2.2 Modélisation mathématique d'un hologramme

d'objets non-paramétriques

L'intensité optique d'une onde monochromatique est dé�nie comme le carré du
module de son amplitude complexe,

I�r� � SU�r, t�S2 � SU�r�S2 . (2.15)

Nous pouvons noter que l'intensité optique ne dépend pas du temps.
Si cette intensité I�r� peut se modéliser à l'aide d'un modèle paramétrique dans le
cas d'objets sphérique [26], dans le cas d'objets non-paramétriques nous la modéli-
serons à l'aide de l'intégrale de Rayleigh-Sommerfeld (Eq.2.4), ou de la transformée
de Fresnel (Eq.2.8) dans le cas où nous sommes dans le régime de Fresnel [4].

2.2.1 Modèle complet

En utilisant l'expression convolutive de la transformée de Fresnel (Eq.2.10)
sous l'hypothèse d'une onde référence plane et l'expression de l'intensité optique
(Eq.2.15), dans le régime de Fresnel, I peut s'écrire, dans le cas d'une propagation
sous incidence normale, sous la forme :

I�x, y, z� � SA0S2St ��x,y� hz S2. (2.16)
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En considérant z la distance entre le plan de transmittance t et le plan de l'ho-
logramme, dans le régime de Fresnel le modèle de formation de l'hologramme M
s'écrit de la manière suivante,

M�x, y� � SA0S2St ��x,y� hz S2. (2.17)

2.2.2 Modèle linéarisé

Si le modèle de formation de l'hologramme complet (Eq.2.17) est un modèle
non-linéaire, il est possible dans certains cas de linéariser ce modèle. En e�et,
l'onde incidente de référence A0 étant une onde plane, SA0S2 est une constante.
Supposons que le plan de transmittance est purement réel, c'est-à-dire qu'il est
purement absorbant. On peut alors dé�nir l'opacité par ϑ � �1 � t�, où t est par
conséquent une transmittance réelle. Nous avons alors,

Tt � hz T2 � S�1 � ϑ� � hz S2 (2.18)

� S1 � ϑ � hz S2 (2.19)

� �1 � ϑ � hz� �1 � ϑ � hz�� (2.20)

� �1 � ϑ � hz� �1 � ϑ � hz�� (2.21)

� 1 � 2ϑ �Re �hz� � Tϑ � hz T2 . (2.22)

Si l'objet, de taille l , en plus d'être réel est de petite taille �πl2~�4λz�P 1� et qu'l
est su�sament isolé des autres objets, le terme non-linéaire Tϑ � hz T2 est négligeable.
L'intensité optique (Eq.2.15) peut alors être approximée de la manière suivante,

I�x, y� � SA0S2. �1 � 2ϑ �Re �hz�� (2.23)

avec,

Re �hz� � 1

λz
sin�π �x2 � y2�

λz
� (2.24)

Le modèle linéaire de formation d'hologramme (Eq.2.17) que nous considérons
s'écrit donc,

M̃�x, y� � SA0S2. �1 � 2ϑ �Re �hz�� (2.25)
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2.3 Modèle numérique

2.3.1 Formulation du modèle discrétisé

L'acquisition de l'intenstié lumineuse se fait par un appareil de mesure, qui
peut être dans notre cas soit un capteur numérique CCD (Charge Coupled De-
vice), soit un capteur CMOS (Complementary Metal Oxide Semiconductor). Ces
capteurs induisent alors un échantillonnage, une quanti�cation, et une troncature
de l'hologramme qui sera alors appelé hologramme numérique. Pour modéliser l'ho-
logramme numérique, les modèles physiques explicités précédemment (Eq.2.17,
Eq.2.25) établis dans l'espace continu doivent être adaptés a�n de prendre en
compte l'échantillonnage et la physique du capteur.
Nous considérerons ici un capteur monochrome, l'hologramme numérique est alors
acquis sur une grille à deux dimensions dont les éléments sont appelés pixels. Ainsi
l'hologramme numérique est dé�ni sur un ensemble,�1, ...,M� � �1, ...,N� (2.26)

où, �M,N� > N2.
Si le produit de convolution 2D a été introduit pour les fonctions analogiques à
support in�ni en (Eq.2.9), nous devons ici le dé�nir pour des suites �nies. Pour
deux suites �nies �vm,n�1BmBM,1BnBN et �hm,n�1BmBM,1BnBN , on note v �h le produit
de convolution de v par h dé�nit par,

v ��m,n� h �
M

Q
m��1

N

Q
n��1

vm�,n�hm�m�,n�n� (2.27)

On supposera que h est périodisé en dehors de son support tel que,

¦�m,n� > �1, ...,M� � �1, ...,N�,¦�k, l� > Z, hm�kM,n�lN � hm,n. (2.28)

Cette périodisation peut engendrer des problèmes de bord qui seront discutés dans
la partie 2.3. Notons aussi que cette dé�nition est appelée convolution circulaire
mais aussi convolution cyclique.

2.3.1.1 Modèle complet

En tenant compte de l'échantillonnage induit par le capteur, l'intensité de
l'onde lumineuse dans le plan du capteur placé à une distance z du plan de trans-
mittance t , dans le régime de Fresnel peut être modélisée dans l'espace continu
par,

I�xp, yp� � SA0S2 T�t � hz� �xp, yp�T2 (2.29)
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où �xp, yp� est le centre du p-ième pixel, et en�n � est le produit de convolution
continu (Eq.2.9).

Dans l'espace discrétisé posons que �xp, yp� � �m.tp, n.tp� où tp est le pas
d'échantillonnage qui est uniforme dans les deux directions de l'espace. En consi-
dérant que le capteur induit une intégration sur le pixel [27] et un facteur de
conversion γ (représentant la probabilité de conversion d'un photon en électron
suivie du nombre d'électrons par niveau de quanti�cation), on établit le modèle de
formation d'hologramme non-linéaire dans l'espace discrétisé suivant,

M�m,n� � c. �St � hz S2 �Π� �m,n� (2.30)

où, la constante c � SγS2SA0S2 avec γ le facteur de conversion, Π une fonction porte
2D modélisant la surface photo-sensible de chaque pixel, � le produit de convolution
discret (Eq.2.27), et t le plan de transmittance discrétisé.

2.3.1.2 Modèle linéarisé

En utilisant l'approximation linéaire de l'intensité lumineuse (Eq.2.23), nous
pouvons la modéliser dans le plan du capteur placé à une distance z du plan de
transmittance t . On a alors dans l'espace continu,

I�xp, yp� � SA0S2 �1 � 2.ϑ �Re�hz�� �xp, yp� (2.31)

où �xp, yp� est le centre du p-ième pixel, et � est le produit de convolution continu
(Eq.2.9).

On établit alors le modèle de formation d'hologramme linéaire dans l'espace
discrétisé suivant,

M̃�m,n� � c. �1 � 2.ϑ �Re�hz� �Π� �m,n� (2.32)

où, c � SγS2SA0S2 est une constante, � est le produit de convolution discret (Eq.2.27)
et ϑ le plan de transmittance dicretisé.

2.3.2 Condition d'utilisation dus à l'échantillonnage

La propagation de l'onde lumineuse est proportionnelle à t�hz. Numériquement
nous utilisons la propriété de la transformée de Fourier F �u � v� � F�u�.F�v�, a�n
de réduire la complexité de son implémentation de O�n2� en O�nlog�n��.
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2.3.2.1 Théorème de Shannon

Dé�nition

Le théorème de Shannon énonce que la fréquence d'échantillonage d'un signal
doit être supérieure à deux fois la fréquence maximale que contient ce signal,

fmax B
fe
2

(2.33)

Si le théorème n'est pas respecté, le signal est mal échantillonné, et donc des
phénomènes de repliements sprectraux apparaissent (aliasing).

Application à l'holographie numérique

Dans le cadre de l'holographie numérique en ligne, nous pouvons voir ce théo-
rème comme une problématique d'échantillonnage du modèle de propagation, et
par conséquent d'échantillonnage de la fonction de Fresnel. Cette fonction de Fres-
nel peut être implémentée dans le domaine direct (comme une réponse impul-
sionnelle), ou dans le domaine de Fourier (comme une fonction transfert). Cette
di�érence d'implémentation sera discutée par la suite. Concentrons-nous ici à dé-
terminer à quelle condition la fonction de Fresnel est bien échantillonnée dans le
l'espace direct, et a contrario faut-il préférer l'implémentation dans le domaine de
Fourier.
Reprenons l'expression de la fonction de Fresnel (Eq.2.11),

hz�x, y� � 1

iλz
exp�iπx2 � y2

λz
� . (2.34)

La phase ϕ�x, y� de ce noyau de Fresnel s'exprime donc sous la forme suivante,

ϕ�x, y� � π

λz
�x2

� y2� (2.35)

Or la fréquence instantanée d'un signal s'écrit,

fi�x� �
1

2π

∂ϕ

∂x
�Eq.2.35�

�
1

2π

2π

λz
x

�
x

λz

en posant que xmax est la valeur maximale que peut prendre x, alors la fréquence
instantanée maximale de ce signal en fonction de z est dé�nit par,

fimax�z� � xmaxλz
. (2.36)
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Or d'après le théorème de Shannon (Eq.2.33), on a,

fe
2
C fimax�z� � xmaxλz

. (2.37)

La valeur minimale zseuil donnant une fréquence instantannée maximale per-
mettant que le théorème de Shannon soit respecté est dé�nit par,

fe
2
� fimax�zseuil� (2.38)

𝒇𝒊(𝒙)

𝒙

𝟏

𝒇𝒊𝒎𝒂𝒙
(𝒛𝒔𝒆𝒖𝒊𝒍)

𝒇𝒊 𝒙 =
𝟏

𝟐𝝅

𝝏𝝋

𝝏𝒙

Figure 2.2 � Spectrogramme

Sachant que la fréquence d'échantillonnage fe est égale à
1

tp
, en utilisant (Eq.2.36)

et (Eq.2.38) on peut donc en déduire la valeur de zseuil de la manière suivante

1

2tp
�
xmax
λzseuil

� zseuil � 2xmax.
tp

λ

Or en considérant que xmax � N
2 .tp (image de tailleN�N dont l'origine est centrée).

On a donc,

zseuil �
N.tp2

λ

Finalement, nous avons démontré que la valeur théorique de zseuil est

zseuil �
N.tp2

λ
(2.39)
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2.3.2.2 Utilisation de la réponse impulsionnelle

Si la distance de propagation z est supérieure ou égale à zseuil, par conséquent
la fréquence maximale fmax �

xmax
λz

est inférieure à fseuil �
xmax
λzseuil

, on aura donc

d'après (Eq.2.38),

fe
2
A fmax (2.40)

La fonction de Fresnel implémentée dans l'espace direct (comme une réponse im-
pulsionnelle) sous la forme (Eq.2.11) sera alors bien échantillonnée.

2.3.2.3 Utilisation de la fonction transfert

Dans le cas où la distance de propagation z est inférieure à zseuil, par consé-
quent la fréquence maximale fmax �

xmax
λz

est supérieure à fseuil �
xmax
λzseuil

, on aura

donc d'après (Eq.2.38),

fe
2
B fmax (2.41)

La fonction de Fresnel implémentée dans le domaine direct sera alors mal échan-
tillonnée. A contrario la fonction de Fresnel dans l'espace de Fourier étant bien
échantillonnée, nous implémenterons la fonction de Fresnel directement dans l'es-
pace de Fourier (fonction transfert),

F�hz��νx, νy� � exp ��iπλz�ν2
x � ν

2
y�� (2.42)

2.3.2.4 Zéro-padding

L'utilisation de la transformée de Fourier permet d'implémenter la convolution
circulaire. Pour ne pas faire apparaître d'artéfacts dû à la périodisation de la
fonction de Fresnel, il est indispensable d'étendre le support de l'hologramme avec
les valeurs nulles, cette technique est appelée "zero padding". La �gure 2.3.(a)
montre la zone de padding qu'il est indispensable de prendre en compte pour ne
pas avoir des e�ets de repliements dus à la convolution circulaire (Fig.2.3.(b)).
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HC

a.L

L

a.L+L 

Zone de padding

(a) Zone de padding

Champs

HC

a.L

L

Zone de padding

Champs

HC

a.L

L

a.L+L 

Zone de padding

Champs

HC

a.L

L

a.L+L 

Zone de padding

Champs

HC

a.L

L

Zone de padding

Champs

HC

a.L

L

a.L+L 

Zone de padding

(-a.L/2,-a.L/2)

(a.L/2,a.L/2)

(b) Convolution circulaire avec le padding

Figure 2.3 � Illustration du padding : L est la taille du capteur, a le coe�cient multiplicatif
d'agrandissement de la zone hors du champ du capteur, HC est la zone hors champ

La �gure 2.4 montre les e�ets de repliements (ou de périodisation) qu'engendre
la convolution circulaire. En e�et si nous e�ectuons une convolution circulaire d'un
hologramme (a) avec un noyau de Fresnel h

�z nous pouvons constater que si l'holo-
gramme n'a pas été paddé (b) il y a des e�ets de repliements (ou de périodisation).
Au contraire dans le cas d'une convolution circulaire avec l'hologramme paddé (c)
qui ne présente pas ces artéfacts. (d) représente l'ensemble des artéfacts (soustrac-
tion entre (b) et (c)).

(a) Hologramme (b) � sans padding (c) � avec padding (d) artefacts

Figure 2.4 � Artefacts dus à périodisation de la convolution circulaire
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2.4 Méthodes de reconstructions en holographie

numérique

2.4.1 Rétro-propagation

La technique de rétro-propagation d'un hologramme est un principe simple
si nous reprenons la transformée de Fresnel explicitée en (Eq.2.7). En e�et l'holo-
gramme étant proportionnel à l'intensité de l'onde d'amplitude complexe U�x, y, z�
établit dans le plan capteur, nous avons alors SU�x, y, z�S � »

I�x, y�. De plus
d'après la propriété de dualité de la fontion de Fresnel nous avons,

U�x, y, z� � h�z � �t � hz� � h�z (2.43)

� t (2.44)

La rétropropagation utilise l'information disponible dans l'hologramme à savoir le
module SU�x, y, z�S, et la fonction de Fresnel de paramètre �λz a�n de reconstruire
le plan de l'objet treconstruit (z � 0), tel que

treconstruit �
»
I�x, y, z� � h�z (2.45)

Si l'hologramme possède l'information du module de l'onde sur le plan capteur,
en revanche il ne possède pas le terme de phase. Cela entrainera des artefacts de
recontruction appellés "images jumelles", étant donné que la formule d'inversion ne
tient pas compte de cette non-linéarité du problème. Ces problématiques d'images
jumelles sont abordées de manière détaillée dans la thèse de Loïc Denis [11]. De
plus cette méthode est aussi très exposée aux di�érents bruits pouvant dégrader
l'hologramme acquis. La modélisation complète de la formation des hologrammes
devient donc nécessaire (Eq.2.30). Ce modèle n'étant pas inversible, il faut alors
se tourner vers des approches "problèmes inverses" que nous expliciterons par la
suite.

2.4.2 Déconvolution de Wiener

La déconvolution de Wiener aussi appelée �ltre de Wiener permet de résoudre
des systèmes convolutifs du type,

y � x � h � b (2.46)

où dans notre cas,
Y y est l'hologramme
Y h est le noyau de convolution, plus connu sous le nom de réponse impul-
sionnelle ou point spread function dans les problèmes d'imagerie.
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Y x est l'image initiale avant �ltrage par la psf h.
En partant de la propriété de la transformée de Fourier F�x � h� � F�x�.F�h�, la
solution "naïve" pour retrouver le plan de transmittance inconnu serait l'inversion
directe de la convolution :

x̂direct � F
�1 �F�y�

F�h�	 (2.47)

Le problème de cette méthode réside dans le fait qu'elle ne prend pas du tout
en compte le bruit et donc le terme F�b�

F�h� , ce qui a pour e�et d'ampli�er de façon
importante le bruit.
Le �ltre de Wiener propose d'introduire un facteur permettant de réduire cet e�et,

x̂wiener �
F�h��.F�y�SF�h�S2 � `SF�b�S2e

`SF�x�S2e
�

F�h��.F�y�SF�h�S2 � 1
RSB�f�

(2.48)

Notons que cette méthode permet d'introduire un a priori sur le rapport signal
sur bruit (RSB) de chaque fréquence avec le facteur 1

RSB�f� . Plus le RSB d'une fré-
quence est faible plus le facteur est important et donc à tendance à ne pas prendre
en compte cette fréquence. D'un point de vue plus formel la déconvolution de
Wiener peut être vue comme une déconvolution approche Maximum A posteriori
(MAP) avec un a priori gaussien.

(a) Hologramme (b) x̂directe (c) x̂wiener (d) Rétropropagation

Figure 2.5 � Méthodes Rétroprapagation, déconvolution directe et de Wiener

2.4.3 Maximum de vraisemblance

Pour présenter le maximum de vraisemblance et le Maximum A Posteriori, on
considérera un modèle de formation d'hologramme linéaire (a�n de simpli�er les
calculs) Hx avec x les données physiques inconnues et H un opérateur linéaire
tel que,

H � R
M�N

� R
M �

�N �

. (2.49)
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Ce modèle de formation d'hologramme doit permettre d'interpréter des données
mesurées que l'on notera y > RM

�
�N � . Le bruit de mesure b > RM �

�N � sera quant
à lui considéré comme un bruit blanc Gaussien d'écart-type σ, mais il peut aussi
inclure un bruit dû aux erreurs de modélisation. Nous pouvons alors modéliser les
données de la manière suivante,

y �Hx � b (2.50)

L'objectif va être de reconstruire au mieux x en fonction des données observées.
Le problème sera plus ou moins di�cile à résoudre en fonction du conditionnement
de l'opérateur H et de l'écart-type du bruit σb.
Le meilleur x au sens du maximum est vraisemblance est le xMV qui maximise la
probabilité d'avoir observé les données mesurées y,

xMV � argmax
x

p�ySx� (2.51)

Le bruit b est supposé blanc, gaussien, de variance σb, on a

p�b�� e�
1
2
bTWb (2.52)

où W est la matrice inverse de la covariance du bruit. Le bruit étant considéré
blanc, la matrice W est une matrice diagonale dé�nie par,

W � σ�2
b I (2.53)

En reprenant (Eq.2.50), nous avons donc pour y des données obtenues à partir de
x,

p�ySx�� e�
1
2
�Hx�y�TW �Hx�y� (2.54)

Pour illustrer les limites des cette méthode, considérons H inversible, on a alors,

xMV � argmax
x

p�ySx� (2.55)

� argmin
x

� log �p�ySx�� (2.56)

� argmin
x

�Hx � y�TW �Hx � y� (2.57)

� argmin
x

�Hx � y�T �Hx � y� (2.58)

� �HTH��1
HTy (2.59)

� H�1y (2.60)

Cette méthode ne peut pas marcher car elle aura pour e�et d'ampli�er les bruits,
que ce soit le bruit capteur ou le bruit de modélisation. Pour réduire ces e�ets de
bruit il va donc falloir biaiser la solution de maximum de vraisemblance xMV en
introduisant des a priori sur x. Les méthodes dites régularisées sont des méthodes
essayant de répondre (dans la mesure du possible) à la question : quel est le meilleur
compromis biais/erreur ?
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2.4.4 Méthode régularisée

2.4.4.1 Point de vue méthode variationnelle

Les méthodes d'optimisation permettant de construire une telle approximation
de x utiliseront toutes un a priori sur la régularité de l'image ou l'objet reconstruit.
On pourra alors minimiser un critère de régularité convexe

R � R
M�N

� R
M�N (2.61)

sous la contrainte que la reconstruction x obtenue soit cohérente avec la donnée
observée. Pour cela, on impose à

Hx � y (2.62)

d'être conforme à ce que l'on attend du bruit b.
Pour l'optimisation, le critère de régularité doit être convexe. Si l'écart-type du
bruit b est σb, et que le bruit de modélisation est négligleable, nous pouvons
présumer que YHx � yY2 �MNσb.
En formalisant ce problème, nous cherchons donc à minimiser,¢̈̈¦̈̈¤ minx R�x�

sous la contrainte : YHx � yY2
2 @ τ

(2.63)

avec un paramètre τ proche de MNσ. Dans les faits, plus ce seuil τ est important
plus nous donnerons d'importance à l'a priori de régularité que nous avons sur x
Pour des raisons liées au fait que l'optimisation de problèmes sous-contraintes
présente plus de di�culté que les problèmes d'optimisation non-contraint, il est
plus courant de voir le problème de minimisation (Eq.2.63) écrit sous la forme du
problème non-contraint suivant,

minx YHx � yY2
2 � αR�x� (2.64)

2.4.4.2 Point de vue probabiliste : Maximum A Posteriori

L'approche Bayésienne permet de bien modéliser les approches de type ap-
proche problèmes inverses. L'estimateur MAP conduit alors à un problème d'opti-
misation dont la résolution fournit une estimation de la solution de notre problème
inverse.
En faisant les même suppositions sur le bruit du capteur que dans le cas du maxi-
mum de vraissemblance(Eq.2.52), nous avons déjà établi la probabilité des données
y sachant l'image x (Eq.2.54). Supposons maintenant que l'image x suit une loi,
que l'on appelle une loi a priori,

p�x�� e�λR�x� (2.65)
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En utilisant la loi de Bayes suivante,

p�xSy� � p�ySx�p�x�
p�y� , (2.66)

nous pouvons en déduire la loi a posteriori suivante,

p�xSy� � p�ySx�p�x� (2.67)

� e�
1
2
�Hx�y�TW �Hx�y�e�λR�x� (2.68)

L'estimateur x̂MAP va donc maximiser cette loi a posteriori,

x̂MAP � argmax
x

p�ySx�p�x� (2.69)

� argmax
x

e�
1
2
�Hx�y�TW �Hx�y�e�λR�x� (2.70)

A�n d'utiliser les outils d'optimisation habituels (certains seront détaillés partie
2.6), il est commode de réécrire ce problème de MAP (Eq.2.70) sous la forme,

x̂MAP � argmin
x

� log �p�ySx�p �x�� (2.71)

� argmin
x

� log�p �ySx�� � log �p�x�� (2.72)

� argmin
x

1

2
�Hx � y�TW �Hx � y� � λR�x� (2.73)

L'écriture du Maximum A Posteriori peut donc s'écrire de la manière suivante,

x̂MAP � argmin
x

1

2
YHx � yY2

W � λR�x� (2.74)

avec,

YuY2
W � `u,ueW � uTWu (2.75)

où wp est l'inverse de la variance du bruit sur le p-ième pixel. En pratique nous
poserons wp � 0 quand le pixel est manquant, wp � 1 lorsque le pixel est mesuré et
nous utiliserons un hyper-paramètre de régularisation α � σ2

bλ.

2.5 Informations a priori

2.5.1 Régularisation de Tikhonov

La régularisation de Tikhonov est un des premiers types de régularisation.
Cette régularisation proposée par le mathématicien russe Andreï Tikhonov, est
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principalement utilisée pour la résolution de problèmes mal posés, et notamment
pour les problèmes inverses [28].
La régularisation de Tikhonov est équivalent à un Maximum A Posteriori en sup-
posant que l'image x suit une loi a priori de forme gaussienne [29],

p�x�� e�
1
2
xTC�1x (2.76)

où C�1 décrit une matrice de covariance s'exprimant sous la forme,

C � �ΓTΓ��1
. (2.77)

En supposant que le bruit b est supposé indépendant et i.i.d, blanc et gaussien,
nous retrouvons la régularisation qui a été imaginée par Andreï Tikhonov,

x̂tikhonov � argmin
x

YHx � yY2
2 � YΓxY2

2 (2.78)

où Γ est aussi connue comme la "matrice de Tikhonov". Par exemple si nous
prenons Γ � In l'identité, nous aurons une régularisation quadratique qui favorisera
des petites valeurs sur la norme euclidienne, correspondant à la régularisation L2.
En revanche si nous prenons Γ une matrice modélisant un �ltre Laplacien discret,
cela aura tendance à réduire les fortes variations entre pixels "voisins", comme un
�ltre passe-bas.

2.5.2 Régularisation L1 (parcimonie)

La régularisation L1, appellée aussi contrainte de parcimonie est une régulari-
sation qui va favoriser les objets parcimonieux.

2.5.2.1 Point de vue probabiliste

D'un point de vue propabiliste cela peut s'expliquer à l'aide de la distribution
de Laplace, avec un paramètre de position µ � 0 , et un facteur d'échelle b � 1

λ ,
dé�ni de la manière suivante,

f�xSµ � 0, b � 1~λ� �
λ

2
e�λSxS (2.79)

Nous pouvons noter qu'en cas de contrainte de positivité sur x cette loi de distri-
bution peut aussi s'apparenter à une loi de distribution exponentielle de paramètre
1.
Dans le cadre du traitement d'image nous ne considérons pas une variable aléa-
toire mais un vecteur de variables aléatoires x � �x1, x2, ..., xN2�. Considérant les
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variables aléatoires xi comme i.i.d, si la loi d'a priori décrite en (Eq.2.65) suit une
loi de Laplace on a alors,

p�x� �

N2

M
i�1

λ

2
e�λSxiS (2.80)

� �λ
2
�N2

e�P
N2

i�1 λSxiS (2.81)

� �λ
2
�N2

e�λSxS (2.82)

Dans ce cas-là l'estimateur Maximum A Posteriori (Eq.2.70) cherche à maximiser
la loi a posteriori suivante,

x̂MAP � argmax
x

p�ySx�p�x� (2.83)

� argmax
x

e�
1
2
YHx�yY2W �λ

2
�N2

e�λSxS (2.84)

� argmin
x

1

2
YHx � yY2

W � λSxS. (2.85)

Notons que ce problème est connu sous le nom de problème Lasso [30] dont la
solution permet à partir de selectionner un nombre limité de variables expliquant
des données.

2.5.2.2 Point de vue pragmatique

Si la régularisation L1 permet de favoriser les objets parcimonieux, elle peut
aussi permettre de se substituer à une régularisation L0. En e�et la régularisa-
tion L0 est non-convexe, non di�érentiable, et ne peut pas être optimisée par les
outils d'optimisation convexe classiquement utilisés pour résoudre les problèmes
de grande dimension. En pratique, nous remplacerons donc la norme L0 par son
enveloppe convexe, c'est à dire la norme convexe la plus proche de cette norme
L0, qui est la norme L1 [31]. La regularisation L1 ne résoudra pas exactement la
régularisation L0, mais permettra de s'a�ranchir de la non-convexité de la régu-
larisation L0 (Fig.2.6). Dans notre cas d'holographie numérique le coe�cient de
régularisation λ agira comme un seuil permettant de discriminer le bruit du signal.
D'un point de vue pragmatique cette régularisation L1 permet d'émettre une ré-
ponse à la question suivante : comment expliquer au mieux des données avec un
minimum de pixels ? C'est notamment pour cela que cette méthode utilisée pour
la résolution de certains problèmes inverses est aussi largement utilisée dans les
domaines de l'acquisition comprimée, de la restauration d'images, de l'apprentis-
sage statistique ou encore de la vision par ordinateur [32]. Notons que certaines
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Figure 2.6 � Illustration normes Lp

transformations comme la tranformation en ondelette permette d'avoir une répré-
sentation parcimonieuse d'une image [33], et ainsi la régularisation L1 prend tout
son sens lorsqu'elle est appliquée dans cette représentation [34].

2.5.3 Régularisation de type "préservation de bords"

Cette partie a pour but de présenter la régularisation dite "Variation Totale"
(TV), qui est une régularisation très largement utilisée dans le domaine du traite-
ment d'images, et qui a été introduite dans ce domaine en 1992 par Rudin, Osher
et Fatemi [35]. Cette régularisation est une méthode très répandue pour débruiter
une image par exemple. Si une interprétation Bayesienne de cette régularisation
a été détaillée dans [36], nous nous intéressons ici d'un point de vue méthodes
variationnelles à la régularisation TV dans le cadre d'une application de déconvo-
lution/inversion d'opérateur.

2.5.3.1 Dé�nition et propriétés de la variation totale

S'il est possible d'utiliser une version anisotrope de la variation totale, nous
travaillerons dans cette thèse à l'aide de la variation totale isotrope discrète. Pour
simpli�er la présentation de cette fonction variation totale nous considérons ici une
image w établie sous forme de matrice appartenant à RN�N . La fonction variation
totale isotrope est dé�nie de la manière suivante,

TV �w� � N

Q
m,n�1

Y©wm,nY2 (2.86)

avec,

�©w�m,n � � Dmwm,n
Dnwm,n

� � � wm�1,n �wm,n
wm,n�1 �wm,n

� . (2.87)
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Nous pouvons dès à présent remarquer que la variation totale est une norme mixte
utilisant une norme L1 sur une norme L2. Notons, aussi qu'il existe une version
anisotrope de cette régularisation qui est une norme L1 d'une norme L1 .

2.5.3.2 Quelques propriétés fondamentales de la variation totale

Y continue, car elle se compose d'une somme de fonctions qui sont la com-
position de fonctions continues.

Y convexe, car elle se compose d'une somme de fonctions qui sont triviale-
ment convexes.

Y Invariant à l'ajout d'une constante, car pour toute image w > RN�N et
quelque soit une constante c > R, nous avons la relation TV �w�c� � TV �w�.
Cette fonction est donc non-coercive car il est possible de choisir un c de
manière à avoir Yw � cY aussi grand que l'on veut sans que TV �w � c� ne
tende vers l'in�ni. Ceci peut poser problème lorsqu'on cherchera à minimiser
la variation totale.

Y une semi-norme sur RN�N . En e�et parmi les propriétés qui dé�nit une
norme, seule la propriété �TV �w� � 0�w � 0� n'est pas satisfaite.

Y une norme sur �w > RN�N ,PNm,nwm,n � 0�. En e�et si w > RN�N est telle
que TV �w� � 0, alors w est une constante. Or w véri�e �PNm,nwm,n � 0�
on a donc forcément une image w nulle partout. Si la propriété de semi-
norme garantie la convexité de la fonction variation totale, si l'on ajoute
cette propriété de norme sur �w > RN�N ,PNm,nwm,n � 0� cela garantie que
les solutions obtenues n'auront pas une norme arbitrairement grande si un
autre terme (en l'occurrence dans notre cas, le terme d'attache aux données)
constraint la moyenne de celui-ci à son minimum.

Y non-di�érentiable, dès lors qu'il existe un couple �m,n� tel queY©wm,nY2 � 0, car S.S n'est pas di�érentiable en (0,0). Ceci est à prendre
en compte lors du choix d'algorithme pour minimiser une fonctionnelle
contenant un terme de variation totale. A�n de s'a�ranchir des problèmes
de non-di�érentiabilité, il est possible d'utiliser des algorithmes proximaux
qui possèdent l'avantage d'être bien adaptés aux fonctions convexes non-
lisses [37, 38, 39]. Une autre possibilité est d'utiliser une variante de la
variation totale, appelée "variation totale relaxée" a�n de s'a�ranchir de ce
problème de non-di�érentiabilité, et qui possède l'avantage de tendre vers
une régularisation quadratique lorsque le paramètre ε sera important, ce
qui favorisera les objets "lisses" (ceci sera discuté et illustré par la suite).
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2.5.3.3 Variation totale relaxée

Dans notre cas nous choisissons de nous a�ranchir de cette problématique de
non di�érentiabilité en remplaçant la variation totale dans la fonctionnelle par

TVε�w� � N

Q
m,n�1

»�Dmwm,n�2 � �Dnwm,n�2 � ε2, (2.88)

où ε A 0. Ce choix d'utiliser une variation totale relaxée est aussi motivé a�n
d'utiliser le paramètre ε pour tendre vers une régularisation quadratique.
Les di�érentes étapes pour calculer le gradient de TVε�w� sont explitées dans
l'annexe A à l'aide de la fonction Φε�t� � ºt � ε2,¦t C 0. Au �nal l'expression du
gradient de TVε�w� s'ecrit sous la forme,

©TVε�w� � div � ©w

Φε�S©wS2�� (2.89)

2.5.3.4 E�ets de la variation totale

La régularisation par variation totale est une régularisation L1 sur la norme L2
du gradient, son e�et principal est de favoriser le module du gradient de l'image
parcimonieux. Cela permet d'avoir une "préservation de bord", et donc de favoriser
les structures étendues constantes par morceaux. Pour bien comprendre les e�ets
d'une régularisation par variation totale nous l'illustrons avec un problème de dé-
bruitage classique (Fig.2.7). En zoomant sur les grosses structures nous pouvons
voir les e�ets de préservations de bords obtenus par une régularisation TV . Nous
pouvons voir que le débruitage se fait dans l'espace "gradient" avec une contrainte
de parcimonie sur le gradient. Les e�ets négatifs qui peuvent être constatés avec la
régularisation TV est qu'en cas de di�érences d'échelle des structures, une régula-
risation TV homogène optimisée pour des strutures "étendues" risque d'altérer les
petites structures. Par exemple nous voyons dans la �gure 2.8 que nous perdons les
petites structures si nous appliquons la même régularisation que pour les grosses
structures.
Nous touchons ici un point sensible de la régularisation de manière générale :
comment adapter au mieux le niveau de la régularisation (i.e. la pondération par
son hyperparamètre) a�n qu'elle permette de reconstruire un éventail le plus large
possible de type de structures. Nous discuterons ultérieureument des stratégies
que nous avons proposées pour répondre au mieux à cette question dans notre cas
d'holographie numérique.
Un artefact de reconstruction pouvant être lié à la régularisation par variation
totale est la perte de la dynamique. Ce problème a été discuté et traité à l'aide
d'une méthode de "débiaisage" par Deledalle et al. [40].
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(a) Données bruitées (b) Module du gradient
des données bruitées

(c) Données débruitées (d) Module du gradient
des données débruitées

(e) Zoom1 de (a) (f) Zoom1 de (b) (g) Zoom1 de (c) (h) Zoom1 de (d)

Figure 2.7 � E�ets de la régularisation par variation totale

(a) Zoom2 de Fig.2.7.a (b) Zoom2 de Fig.2.7.b (c) Zoom2 de Fig.2.7.c (d) Zoom2 de Fig.2.7.d

Figure 2.8 � E�ets de la régularisation par variation totale sur les petites structures
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Figure 2.9 � E�ets du paramètre ε

De plus, si la régularisation par variation totale permet d'obtenir de bonnes recons-
tructions d'images dans le cas où l'image originale est de type "bande-dessinée"
(c'est à dire contenant beaucoup d'aplats), pour des images naturelles, cette mé-
thode présente des artefacts donnant un e�et "de marches d'escalier" (staircasing
e�ect) qui est discuté et traité dans les papiers [41] et [42]. De même la variation
totale relaxée celle-ci peut être utilisée avec un paramètre ε important ce qui aura
pour e�et de favoriser un gradient "lisse". En augmentant ce paramètre nous ten-
dons vers une régularisation quadratique appliquée sur la norme L2 du gradient.
La �gure 2.9 montre cet e�et du paramètre ε avec (a) une image référence, (b)
cette image bruitée, (c) le résultat du débruitage de (b) par la régularisation TVε
relaxée avec un ε � 1e�6, (d) le résultat du débruitage de (b) par la régularisation
TVε relaxée avec un ε � 1e � 1 obtenue avec le même coe�cient de régularisation
que (c). Comme attendu, plus le paramètre ε est important moins l'e�et "marche
d'escalier" est présent, et moins la perte de dynamique est importante. Notons
en�n que la valeur de ce paramètre va considéralement in�uer sur la vitesse de
convergence de l'algorithme. En e�et plus la valeur de ε est importante plus le
problème d'optimisation sera quadratique et donc plus sa résolution sera rapide.
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2.5.4 Group-Lasso

Nous avons vu dans la partie 2.5.2 que la contrainte de parcimonie pouvait
se faire à l'aide d'une méthode de régularisation L1. Ceci est connu comme le
problème Lasso [30]. Il est aussi possible d'appliquer une contrainte de parcimonie,
non pas des variables mais des groupes. Le groupe Lasso permet de structurer le
terme de régularisation dans les groupes [43]. Concrètement en traitement d'images
cela revient à avoir une régularisation favorisant les images telles que seuls quelques
groupes de valeurs soient non-nuls.
Soit G � �G1, . . . ,GK� des n variables en K groupes. On note, pour tout k > J1,KK,
xGk pour Gk > G , le vecteur x restreint aux éléments du groupe Gk. La solution
Group-Lasso x̂LG est dé�nie de la manière suivante,

x̂LG � argmin
x

YHx � yY2
2 � λ

K

Q
k�1

wk YxGkY2 (2.90)

Typiquement la régularisation dite de type variation totale isotrope est une ré-
gularisation group-Lasso permettant d'avoir une contrainte de parcimonie sur le
module des di�érentes composantes du gradients de l'image. Notons que cette
régularisation pourra aussi être très utile lorsque nous modélisons un objet à re-
cosntruire à l'aide d'un groupe de variables (par exemple une valeur complexe peut
être séparée en deux variables à optimiser Re�x� et Im�x� ).
2.5.5 Régularisations multiples

S'il est courant que les approches problèmes inverses régularisées soient pro-
posées avec un seul terme de régularisation, il peut arriver qu'il y ait plusieurs a
priori qui se traduisent par deux termes de régularisation ou plus. Pour illustrer
et montrer l'intérêt d'utiliser plusieurs termes de régularisation prenons un cas
simple de débruitage (Fig.2.10). Le gain en terme de réduction de bruit de fond
obtenu peut être con�rmé à l'aide d'une visualisation 3D de celui-ci pour les deux
recontructions obtenues (deuxième ligne de la �gure 2.10). En revanche nous pou-
vons constater une petite perte de dynamique de la reconstruction cumulant les
deux régularisations (voir la �gure 2.10.(d)) comparé à la reconstruction proposée
par la seule régularisation TV (voir la �gure 2.10.c).

2.5.6 Problème sous contraintes de bornes

Si certains a priori sur x peuvent être traduites sous forme de contraintes
douces à l'aide de termes de régularisations comme nous venons de le voir, nous
pouvons aussi avoir des a priori sur les valeurs que peut prendre x, ils se mani-
festeront sous forme de contraintes dures. En notant Ω l'ensemble des valeurs que
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(a) Image originale (b) Image bruitée (c) Débruitage par TV (d) Débruitage par TV+L1

Figure 2.10 � Reconstruction avec des régularisations multiples

peut prendre x, tel que Ω � �x > RN2 S lb B x B ub�, nous pouvons ajouter des
contraintes sur l'objet en redé�nissant le problème variationnel (Eq.2.74) sous la
forme,

x̂ � argmin
x>Ω

1

2
YHx � yY2

W � αR�x� (2.91)

D'un point de vue probabiliste, ce problème sous contraintes de bornes est un
problème de Maximum A Posteriori avec la probabilité a priori P�x ¶ Ω� � 0.

2.6 Optimisation en grande dimension

Dans le domaine du traitement d'images, une approche souvent e�cace pour
la résolution de problèmes inverses consiste à rechercher l'image minimisant le
critère dé�ni. Si les problèmes inverses résolus avec un modèle paramétrique ne
demandent qu'à estimer un nombre restreint de paramètres, les approches inverses
utilisant un modèle de formation d'images non-paramétrique demandent d'estimer
des inconnues de grandes dimensions. En e�et la dimension du problème à ré-
soudre est souvent un multiple de la taille de l'image, ce qui représente en général
des millions, voir des milliards de variables à estimer. Il est donc très important
d'utiliser des algorithmes d'optimisation adaptés a�n d'avoir des temps de calculs
raisonables. Les méthodes de type Newton ne sont par exemple pas applicables
à ces problèmes. Il existe un panel d'algorithmes adaptés à ce type de problème
sans contraintes (gradient conjugué non-linéaires, ...). Nous détaillons dans cette
thèse quelques algorithmes d'optimisation permettant de résoudre des problèmes
d'optimisation en grande dimension sous contraintes [44].
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2.6.1 Méthode de Quasi-Newton L-BFGS

Dans le cas de l'optimisation d'une fonction g convexe à plusieurs inconnues
on cherche à trouver la solution x� telle que le gradient ©g�x�� � 0. La solution
selon de méthode de Newton est alors,

xk�1 � xk �©
2g�xk��1

©g�xk� (2.92)

Si cette méthode résout exactement le problème d'optimisation qui consiste à trou-
ver où est-ce que la dérivée s'annule, elle est dans les faits inutilisable pour résoudre
les problèmes d'optimisation associés aux problèmes inverses car la matrice Hes-
sienne ©2g�xk� n'est pas obligatoirement dé�nie positive, et par conséquent pas
forcément inversible. Cela impose que le problème ne soit pas vraiment mal condi-
tionné. De plus cette méthode impose que le point initiale x0 soit su�sament
proche de la solution x�.
On n'a pas besoin nécessairement de la solution exacte x�. Des méthodes appellées
méthodes de quasi-Newton ont été développées pour pallier aux inconvénients de
la méthode de Newton liés au calcul de la matrice hessienne qui n'est pas toujours
possible ou conseillé. Ces méthodes proposent de remplacer ©2g�xk� par une ma-
trice Bk symétrique et dé�nie positive actualisée à chaque itération. Dans notre
cas Bk correspond à une approximation de la matrice hessienne de g. L'expression
de la méthode de Quasi-Newton est de la forme,

xk�1 � xk � αkpk (2.93)

où αk est une longueur de pas choisie pour optimiser la convergence, et pk est
dé�ni par

pk � �B
�1
k
©f�xk� (2.94)

La méthode de Quasi-Newton la plus courante est la méthode de Broyden, Fletcher,
Goldfarb, and Shanno, nommée communément méthode BFGS. En posant Hk �

B�1
k
, la méthode BFGS propose d'actualiser l'approximation de l'inverse de la

matrice hessienne de la manière suivante [44],

Hk�1 � V
T
k
HkVk � ρksks

T
k

(2.95)

où, sk � xk�1 � xk , yk � ©f�xk�1� � ©f�xk� et Vk � �I � ρkyksTk �. L'expression
de ρk est la suivante,

ρk �
1

yT
k
sk
. (2.96)
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Les approximations de la hessienne (Eq.2.95) générées par la méthode BFGS sont
souvent denses, même si la matrice hessienne peut être creuse, et le coût de sto-
ckage de ces approximations est donc vite excessif pour des problèmes de grande
dimension. Les méthodes BFGS à mémoire limitée appelées aussi méthodes L-
BFGS sont des méthodes visant à approximer la matrice Hessienne de taille n � n
à l'aide d'un nombre limité de vecteurs de taille n. L'idée principale de cette mé-
thode est d'utiliser les informations de courbures y et s des itérations précédentes
ainsi que celle du gradient ©fk a�n de calculer le produit Hk©fk sans jamais
avoir à stocker l'approximation de la hessienne Hk. En entrant dans les détails, à
l'itération k l'approximation de l'inverse de la hessienneHk est construite à l'aide
des m paires de vecteurs �yi,si� pour i � k �m, ..., k � 1 . Dans les faits le nombre
de paires m utilisées n'aura pas besoin d'être important pour approximer l'inverse
de la hessienne Hk et sera généralement compris entre 3 et une dizaine de paires.
L'expression de cette approximation est la suivante,

Hk � �V T
k�1
...V T

k�m
�H0

k
�Vk�1...Vk�m�

�ρk�m �V T
k�1
...V T

k�m�1
�sk�msTk�m �Vk�1...Vk�m�1�

�ρk�m�1 �V T
k�1
...V T

k�m�2
�sk�m�1s

T
k�m�1

�Vk�1...Vk�m�2�
�...

�ρk�1sk�1s
T
k�1
.

L'initialisation de la hessienne H0
k
peut se calculer de la manière suivante,

H0
k
�
sT
k�1
yk�1

yT
k�1
yk�1

. (2.97)

En résumé, les méthodes L-BFGS sont des méthodes itératives d'optimisation
continue permettant de résoudre des problèmes en grande dimension. A chaque
itération ces méthodes itératives résolvent,

xk�1 � xk � αkHk©f�xk� (2.98)

avec αk une longueur de pas choisie pour satisfaire les conditions de Wolfe [45, 46].
Notons que dans cette thèse nous utiliserons un algorithme L-BFGS nommé "Va-
riable Metric Limited Memory Bounded" (VMLM-B) qui présente l'avantage de
pouvoir intégrer des contraintes de bornes [47]. Cet algorithme est basé sur la re-
cherche linéaire inexacte de Moré et Thuente [48], et sur la projection des gradients
permettant de prendre en compte les contraintes.
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2.6.2 Algorithmes proximaux pour fonctions convexes non-
lisses

Les algorithmes d'optimisation continue classiquement utilisés (gradient conju-
gué, quasi-newton) sont des algorithmes e�caces pour résoudre des problèmes
d'optimisation de fonctions convexes et di�érentiables. En traitement d'images il
n'est pas rare de vouloir optimiser une somme de fonctions dont certaines sont non-
lisses (variation totale, norme L1...). S'il existe des astuces permettant de rendre
ces fonctions di�érentiables à l'aide d'une relaxation ou d'une décomposition des
variables [49], il est également possible de résoudre des problèmes d'optimisation
non-lisses à l'aide d'algorithmes dit proximaux [50]. Ces algorithmes, qui font in-
tervenir la notion d'opérateur proximal introduit par Moreau [51], se concentrent
sur un type de classe de fonction, et sont donc spéci�ques à un type de problème.
Considérons le problème d'optimisation suivant,

min
x>Rn

f�x� (2.99)

où, f � Rn � R 8 ��ª� est une fonction convexe non nécessairement di�érentiable.

L'opérateur proximal de f est dé�ni pour tout x > Rn par,

proxf�x� � argmin
v>Rn

f�v� � 1

2
Yv �xY2

2 (2.100)
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Quelques propriétés élémentaires de l'opérateur proximal [50]
Y L'opérateur proximal proxf est non expansif :

¦�x,y� > Rn � Rn, Yproxf�x� � proxf�y�Y2 B Yx � yY2 (2.101)

Y Le point x� minimise f si et seulement si x� est un point �xe tel que,

x� � proxf�x�� (2.102)

Introduisons ici brièvement la notion du sous-di�érentiel, noté ∂, qui sera à plu-
sieurs reprises utilisées dans cette partie. Dans le cas d'une fonction convexe non
nécessairement di�érentiable, introduire la notion de sous-di�érentiel permet de
décrire une variation locale au point x0 non pas en fonction de sa dérivée classique
qui n'existe pas nécessairement, mais comme l'ensemble des pentes de toutes les
minorantes a�nes de la fonction (droites a�nes en rouge sur la �gure 2.11) appe-
lées sous-dérivées de f en x0. Elles sont exactes en ce point x0, c'est-à-dire qui ont
en ce point la même valeur que la fonction convexe f�x� qu'elles minorent (voir la
�gure2.11). Cette notion est commode pour une fonction f�x� non-di�érentiable

Figure 2.11 � Une fonction f�x� non di�érentiable en un point x0

en un point x0, où la dérivée n'existe pas en ce point, mais dé�nie en son voisinage
par,

a � lim
x�x�0

f�x� � f�x0�
x � x0

(2.103)

et,

b � lim
x�x�0

f�x� � f�x0�
x � x0

(2.104)
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où a et b sont �nies (nous considèrerons qu'elles respectent a B b).
L'ensemble �a, b� (�b, a� si a C b) de toutes les sous-dérivées est appelé le sous-
di�érentiel de la fonction f en x0. En pratique le sous di�érentiel d'une fonction
f est noté ∂f , et cette fonction est sous-di�érentiable en x0 si ∂f�x0� x g.
2.6.2.1 ISTA

Considérons maintenant un problème tel que la fonction f soit une somme de
fonctions convexes mais non nécessairement di�érentiables telles que,

min
x>Rn

f�x� � h�x� � g�x� (2.105)

où,
Y h � Rn � R est une fonction convexe di�érentiable de gradient L-Lipchitz :

¦�x,y� > Rn � Rn, Y©h�x� �©h�y�Y B L�h�Yx � yY (2.106)

Y g � Rn � R 8 ��ª� est une fonction convexe non nécessairement di�éren-
tiable admettant un operateur proximal proxλg

En supposant que le problème admette au moins une solution, les conditions d'op-
timalité du problème sont,

0 > ∂g�x� �©h�x�� �©h�x� > ∂g�x� (2.107)

Propriété : Les minimiseurs x� peuvent être caractérisés par,

x� � proxλg �x� � λ©h�x��� (2.108)

où λ est une taille de pas appropriée.
Preuve [50] :

0 > ©h�x�� � ∂g�x��
� 0 > λ©h�x�� � x� � x� � λ∂g�x��
� �I � λ∂g� �x�� ? �I � λ©h� �x��
� x� � �I � λ∂g��1 �I � λ©h� �x��
� x� � proxλg �x� � λ©h�x���

Avec la propriété du point �xe x� (Eq.2.102), l'algorithme proximal va permettre
de faire converger x de manière itérative vers son point �xe x� à l'aide d'un
opérateur proximal,

xk�1 � proxλg �xk
� λ©h�xk�� (2.109)
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L'idée principale de l'algorithme ISTA (Iterative Shrinkage Thresholding Algo-
rithm) proposé par Daubechies et al. [34] réside dans ce résultat (Eq.2.109). Cet
algorithme propose de résoudre le problème de régularisation L1 suivant ,

x� � argmin
x>Rn

1

2
YHx � yY2

2 � τYxY1. (2.110)

En e�et en posant h�x� �
1

2
YHx � yY2

2 une fonction convexe, di�érentiable, et

g�x� � τYxY1 une fonction convexe non di�érentiable, en reprenant le résultat
(Eq.2.109), les méthodes de gradient proximal proposent de résoudre itérativement
(Eq.2.110),

xk�1 � proxλg �xk
� λHT �Hxk

� y�� (2.111)

Or l'opérateur proximal d'une moindre norme L1 est un seuillage doux (voir la
�gure 2.12) dé�ni par [34]

proxβY.Y1�u� � Sβ�u� �
¢̈̈̈̈¦̈̈̈̈¤

u � β si u A β

0 si u > ��β, β� .

u � β si u @ �β

(2.112)

Figure 2.12 � Seuillage doux

En utilisant (Eq.2.111) et (Eq.2.112), nous retrouvons l'algorithme ISTA [34] qui
propose de résoudre le problème (Eq.2.110) de manière itérative,

xk�1 � Sλτ �xk
� λHT �y �Hxk�� (2.113)

La convergence de cet algorithme pour l'itération k est [52],

f�xk� � f�x�� B L�h�Yx0 �xkY2

2k
(2.114)
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Pour optimiser cette convergence il est donc important de bien régler la taille du
pas λ. Théoriquement, pour optimiser la vitesse de convergence de cet algorithme
il serait intéressant de connaitre la plus petite constante de Lipchitz de la fonction

h nommée L�h�, et prendre λ � 1

L�h� . Dans le cas du problème (Eq.2.110), cette

constante de Lipchitz dépend de la valeur propre maximum de HTH . Malheu-
reusement pour les problèmes à grande dimension que l'on peut avoir dans les
problèmes inverses, il n'est pas toujours aisé de calculer cette valeur propre, c'est
pourquoi il est possible d'utiliser la version de ISTA avec "backtracking", permet-
tant d'avoir une estimation de cette contstante de Lipschitz pour chaque itération
à partir de la constante de Lipschitz estimée à l'itération précédente.

2.6.2.2 FISTA

Suite à la proposition de l'algorithme ISTA plusieurs travaux ont été menés
a�n d'améliorer la vitesse de convergence de cet algorithme. En 2007, José M.
Bioucas-Dias et Mário A. T. Figueiredo ont proposé, dans le cadre d'une appli-
cation de débruitage d'image, un algorithme appelé Two-Step Iterative Shrinkage
Thresholding (TwIST) [53] dont l'idée était de reprendre l'algorithme ISTA et
d'utiliser non pas la dernière itération pour calculer l'itération suivante, mais les
deux dernières itérations (pour les problèmes très mal conditionnés, une version
monotone appelée MTWIST a été aussi proposée). Cette technique permet d'amé-
liorer la vitesse de convergence de l'algorithme ISTA. Quelques années plus tard
deux propositions d'algorithmes assez similaires, nommés NESTA (Nesterov's Al-
gorithm) [54] et FISTA (Fast Iterative Shrinkage Threshold Algorithm) [52] vont
être étudiées. Ces deux algorithmes sont basés sur des travaux de Nesterov éta-
blis en 1983 permettant d'accélérer la convergence en terme de fonction coût en
O�1~k2� (voir Eq.2.118) dans le cas d'un problème de minimisation strictement
convexe [55]. Leurs principales di�érences résident dans le fait que FISTA se limite
aux problèmes de regularisation L1 et n'utilise que les deux dernières itérations
pour estimer la suivante, alors que NESTA est un algorithme qui reste plus général.
Dans un sens FISTA est une version simpli�ée de NESTA. Nous nous concentre-
rons dans cette thèse sur l'algorithme FISTA.
L'algorithme FISTA répond au schéma itératif suivant,

xk � Sλτ �νk � λHT �y �Hνk�� (2.115)

tk�1 �
1 �

»
1 � 4t2k
2

(2.116)

νk�1 � xk � �tk � 1

tk�1

� �xk �xk�1� (2.117)
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La di�érence avec l'algorithme ISTA vient du fait que le seuillage doux Sλτ n'est
pas appliqué seulement sur le précédent point xk�1 mais sur yk qui est une combi-
naison des points �xk�2,xk�1�. La convergence de l'algorithme FISTA à l'itération
k est [52],

f�xk� � f�x�� B 2L�f�Yx0 �x�Y2�k � 1�2
(2.118)

Pour les problèmes de grande dimension le temps de calcul le plus conséquent est
souvent le calcul du gradient HT �Hνk � y� , le temps de calcul d'une itération
de ISTA est donc similaire à celle de FISTA. La convergence de FISTA étant de
O� 1

k2 � contre O� 1
k� pour ISTA, la vitesse en temps de calcul sera donc grandement

améliorée, d'où l'intérêt d'utiliser l'algorithme FISTA plutôt que ISTA.

2.6.2.3 Comparaison des algorithmes ISTA, FISTA et VMLM-B

Pour traiter les problèmes inverses avec contrainte de parcimonie nous devons
donc théoriquement préférer l'algorithme FISTA à l'algorithme ISTA. Maintenant
véri�ons qu'en holographie numérique en ligne ces deux algorithmes convergent
vers la même solution. Pour cela prenons une référence x� qui correspond à la
reconstruction par l'algorithme ISTA avec 10 000 itérations. Nous la comparons
dans un premier temps qualitativement avec une reconstruction obtenue avec l'al-
gorithme FISTA qui a réalisé 300 itérations et une reconstruction avec l'algorithme
ISTA après 300 itérations (Fig.2.13). Comme nous pouvons le voir sur la �gure
2.13, la reconstruction obtenue avec 300 itérations de l'algorithme FISTA est si-
milaire à la reconstruction obtenue avec 10 000 itérations de l'algorithme ISTA.
Pour con�rmer l'intérêt en terme de vitesse de convergence de l'algorithme FISTA
nous montrons la reconstruction obtenue après 300 itérations de l'algorithme ISTA.
Nous pouvons constater que l'algorithme ISTA n'a pas convergé en terme d'itérérés
après ces 300 itérations. Cette tendance est con�rmée par la �gure 2.14 qui illustre
l'écart quadratique moyen entre les reconstructions courantes des algorithmes ISTA
et FISTA et la reconstruction "référence" obtenue par l'algorithme ISTA après 10
000 itérations. Cette illustration permet de comparer la convergence des itérées de
ces deux algorithmes. En revanche la courbe de la �gure 2.15.(a) nous montre que
l'algorithme FISTA nous permet d'atteindre bien plus rapidement cette recons-
truction "référence" que l'algorithme ISTA alors que cette référence a pourtant
été obtenue avec l'algorithme ISTA. Cela montre que l'algorithme FISTA permet
de converger plus rapidement que l'algorithme ISTA. La �gure 2.15.b nous montre
que l'algorithme FISTA permet d'obtenir aux alentours de 300 itérations une so-
lution plus optimale que la solution que nous avons prise comme référence x� et
qui a été obtenue avec 10 000 itérations de l'algorithme ISTA. Cela con�rme bien
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Figure 2.13 � Comparaison des reconstructions obtenues avec les algorithmes ISTA et FISTA :
a) Reconstruction obtenue par l'algorithme ISTA avec 300 itérations et son zoom d), b) Recons-
truction obtenue par l'algorithme FISTA avec 300 itérations et son zoom e), c) Reconstruction
"référence" obtenue par l'algorithme ISTA avec 10 000 itérations et son zoom f)

d'un point de vue pratique, l'intérêt d'utiliser l'algorithme FISTA plutôt que l'al-
gorithme ISTA pour avoir une meilleure vitesse de convergence, et donc avoir de
meilleurs temps de calcul. La �gure 2.15.b nous montre aussi la non-monotonie de
l'algorithme FISTA, notons qu'une version monotone de FISTA nommée MFISTA
a été proposée dans [38]. Notons qu'une discussion plus détaillée sur les di�é-
rences de ces trois algorithmes (NESTA, ISTA, FISTA) ainsi qu'avec l'algorithme
implicite-explicite [56] (dont ISTA est un cas particulier) est proposée dans la thèse
de Nelly Pustelnik [57].
En�n, nous comparons les algorithmes ISTA et FISTA avec l'algorithme d'optimi-
sation de type quasi-Newton à mémoire limitée VMLM-B [47] qui sera largement
utilisé dans cette thèse. Nous présentons dans la �gure 2.16 une comparaison entre
la vitesse de convergence de ces trois algorithmes en fonction du temps de cal-
cul (sur un processeur Intel Core i7-3630QM (2,40 GHz)). Ces trois courbes nous
montrent que tant que l'approximation de l'inverse de la Hessienne n'a pas été réa-
lisée (nous utilisons dans ce cas précis 5 itérations pour l'approximer) l'algorithme
VMLM-B est moins performant mais qu'une fois que cette première partie est réa-
lisée VMLM-B converge plus rapidement que FISTA qui lui même converge plus
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Figure 2.14 � Comparaison de la convergence des itérées des algorithmes ISTA et FISTA :
la courbe bleue représente l'écart quadratique moyen entre la reconstruction référence x� et
la reconstruction courante avec l'algorithme ISTA en fonction des itérations, la courbe rouge
représente l'écart quadratique moyen entre la reconstruction "référence" x� (x� est l'estimation
de x après 10 000 itération de ISTA) et la reconstruction courante avec l'algorithme FISTA en
fonction des itérations.
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valeur de la fonction coût pour

Figure 2.15 � Évolution de la fonction coût YHx � yY22 � λYxY1 au cours des itérations des
algorithmes ISTA et FISTA : a) Comparaison de l'évolution de la fonction coût avec ISTA et
FISTA au cours des itérations, b) zoom sur l'évolution de la fonction coût de FISTA entre la
200ième et la 500ième itérations comparée à la valeur de la fonction coût pour la reconstruction
"référence" x� � x̂10000iter

ISTA .

rapidement que ISTA. Notons que réaliser cette comparaison en fonction des itéra-
tions aurait été rendue di�cile par le fait qu'une itération de VMLM-B demande
plus de calculs (l'étape de recherche linéaire peut par exemple peut nécessiter plu-
sieurs évaluations de la fonction de coût) qu'une itération de ISTA ou FISTA. La
�gure 2.17 montre quant à elle que les trois algorithmes ISTA, FISTA, et VMLM-B
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Figure 2.16 � Évolution de la fonction coût YHx � yY22 � λYxY1 en fonction du temps de
calculs (sur le processeur Intel Core i7-3630QM (2,40 GHz)) des algorithmes ISTA,FISTA, et
VMLM-B : la courbe rouge représente cette évolution pour l'algorithme ISTA, la courbe bleue
celle de l'algorithme FISTA, et en�n la courbe verte représente celle de l'algorithme VMLM-B

convergent vers la même solution. Ces trois algorithmes pourront alors être utilisés
de la même manière. Dans le chapitre 3, nous avons privilégié l'algorithme FISTA
pour sa facilité d'implémentation et pour permettre de mieux expliquer le problème
d'optimisation. En revanche, que ce soit pour des raisons de temps de calcul, pour
ses propriétés de convergence meilleures que les algorithmes de gradients, et le fait
qu'il peut résoudre des problèmes d'optimisation non-linéaire nous favoriserons et
préconisons l'utilisation de l'algorithme VMLM-B. Cet algorithme, ne demandant
que l'expression de la fonction coût et de son gradient, va permettre notamment
de résoudre des approches inverses utilisant plusieurs termes de régularisation.
Pour �nir, nous discuterons de l'e�et de la contrainte de parcimonie sur les struc-
tures reconstruites. Si d'un point de vue optimisation il est rigoureux de faire
converger ces algorithmes, d'un point de vue qualité de reconstruction il n'est pas
toujours nécessaire de faire converger ces algorithmes a�n de maximiser la qualité
de reconstruction de l'objet reconstruit (Fig.2.18). En e�et, si l'objet n'est pas
aussi parcimonieux que la contrainte de parcimonie le voudrait, la solution opti-
male d'un point de vue de la convergence présente des structures "creusées" qui ne
sont pas souhaitables en terme de qualité de reconstruction (Fig.2.18.(d)). Nous
pouvons donc nous demander si dans certains cas, il n'est pas préférable de ne pas
pousser les itérations jusqu'à convergence. La �gure 2.18 illustre ce problème avec
une reconstruction après 300 itérations (Fig.2.18.(b).(d)) qui présente des objets
creusés, alors que cet e�et est moins présent dans la reconstruction obtenue après
30 itérations (Fig.2.18.(a).(c)).
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Figure 2.17 � Comparaison des reconstructions obtenues à convergence avec les algorithmes
ISTA,FISTA et VMLM-B : a) Reconstruction obtenue par l'algorithme ISTA avec 10 000 itéra-
tions, b) Reconstruction obtenue par l'algorithme FISTA avec 300 itérations, c) Reconstruction
obtenue par l'algorithme VMLM-B avec 100 itérations.
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Figure 2.18 � E�ets de la contraintes de parcimonie : Reconstructions obtenues a) par l'algo-
rithme FISTA après 30 itérations, b) par l'algorithme FISTA après 300 itérations.
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2.6.3 ADMM

L'algorithme ADMM (Alternating Direction Method of Multipliers) [58] est
un mélange de la décomposition duale et de la méthode des multiplicateurs de
Lagrange.
Considérons tout d'abord le problème général linéaire sous contrainte d'égalité
suivant, ¢̈̈¦̈̈¤

min
x

f�x�
s.c Ax � b

(2.119)

avec x > Rn, A > Rm�n et f � Rn � R une fonction convexe.
Le lagrangien du problème (Eq.2.119) s'écrit

L�x,y� � f�x� � yT �Ax � b� (2.120)

et la fonction duale est

g�y� � inf
x

L�x,y� (2.121)

où y est la variable duale (aussi appelé multiplicateur de Lagrange). Le problème
dual du problème (Eq.2.119) peut s'écrire,

max
y

g�y� (2.122)

avec g�y� > Rm. Cette maximisation peut être résolue à l'aide du schéma d'opti-
misation alternée suivant [58],

xk�1 � argmin
x

L�x,yk� (2.123)

yk�1 � yk
� αk �Axk�1

� b� (2.124)

où αk A 0 est une taille de pas à l'itération k.
De leur côté les méthodes de lagrangien augmenté ont été développées pour appor-
ter de la robustesse à cette méthode "dual ascent" limitée à la stricte convexité de
la fonction f . Le lagrangien augmenté du problème (Eq.2.119) est dé�nit par [58],

Lρ�x,y� � f�x� � yT �Ax � b� � �ρ~2�YAx � bY2
2 (2.125)

où ρ A 0 est un paramètre de pénalisation. Notons qu'il faudra bien dissocier dans
la résolution des problèmes inverses, les paramètres de régularisation propres à
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l'approche inverse et le paramètre de pénalisation ρ propre à la méthode d'optimi-
sation. Le lagrangien augmenté peut être vu comme un simple lagrangien associé
au problème ¢̈̈¦̈̈¤

min
x

f�x� � �ρ~2�YAx � bY2
2

s.c Ax � b.
(2.126)

Ce problème est clairement équivalent au problème (Eq.2.119) puisque Ax � b et
donc on a YAx � bY2

2 � 0. La méthode des multiplicateurs de Lagrange propose de
résoudre le problème (Eq.2.119) en minimisant de manière alternée le lagrangien
augmenté (Eq.2.125),

xk�1 � argmin
x

Lρ�x,yk� (2.127)

yk�1 � yk
� ρ �Axk�1

� b� (2.128)

De son côté l'algorithme ADMM [58] propose résoudre les problèmes de type écla-
tement des variables (variable splitting) suivants,¢̈̈¦̈̈¤

min
x,z

f�x� � g�z�
s.c Ax �Bz � c

(2.129)

avec x > Rn, z > Rm, A > Rp�n, B > Rp�m et c > Rp. Les fonctions f � Rn � R et
g � Rn � R sont des fonctions supposées convexes. La principale di�érence avec le
problème général (Eq.2.119) consiste à éclater la variable x en deux variables x
et z. Comme dans la méthode des multiplicateurs de Lagrange nous établissons le
lagrangien augmenté du problème (Eq.2.129) de la manière suivante,

Lρ�x,z,y� � f�x� � g�z� � yT �Ax �Bz � c� � �ρ~2�YAx �Bz � cY2
2 (2.130)

L'algorithme ADMM consiste alors à résoudre le problème de minimisation
(Eq.2.129) de façon alternée,

xk�1 � argmin
x

Lρ�x,zk,yk� (2.131)

zk�1 � argmin
z

Lρ�xk,z,yk� (2.132)

yk�1 � yk
� ρ�Axk�1

�Bzk�1 � c� (2.133)

L'algorithme peut aussi être écrit sous une forme un peu di�érente par combinaison
des termes linéaires et quadratiques dans le lagrangien augmenté et normalisation
de la variable duale u. En dé�nissant le résidu r �Ax �Bz � c , nous avons

yTr � �ρ~2�YrY2
2 � �ρ~2�Yr � �1~ρ�yY2

2 � �1~2ρ�YyY2
2 (2.134)

� �ρ~2�Yr �uY2
2 � �ρ~2�YuY2

2 (2.135)
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où u � �1~ρ�y est le dual variable normalisé. L'algorithme ADMM peut alors
s'écrire à l'aide de ce dual variable de la manière suivante,

xk�1 � argmin
x

�f�x� � �ρ~2�YAx �Bzk � c �ukY2
2� (2.136)

zk�1 � argmin
z

�g�z� � �ρ~2�YAxk�1
�Bz � c �ukY2

2� (2.137)

uk�1 � uk
�Axk�1

�Bzk�1 � c. (2.138)

Cette version normalisée d'ADMM (Eq.2.138) est clairement équivalente à la ver-
sion non normalisée (Eq.2.133), mais nous préfèrerons la version normalisé pour
son implémentation souvent plus courte.

2.6.4 ALBHO

En problème inverse il n'est pas rare que l'on ait à minimiser une fonction qui
soit elle-même une somme de fonctions convexe mais pas toujours di�érentiables
(typiquement régularisation de type L1...). On utilise alors un éclatement de la
variable x en deux variables x et z pour résoudre un problème de la forme,¢̈̈¦̈̈¤

min
x,z>Ω

f�x� � g�z�
s.c x � z � 0

(2.139)

avec f une fonction convexe et di�érentiable, et g � Ω � R une fonction convexe
mais pas forcément di�érentiable. Notons que ce problème est un cas particulier
du problème (Eq.2.129) (avec A � I, B � �I et c � 0).
Si l'algorithme ADMM normalisé (Eq.2.138) propose de le résoudre de la manière
suivante,

xk�1 � argmin
x>Ω

�f�x� � �ρ~2�Yx � zk �ukY2
2� (2.140)

zk�1 � argmin
z

�g�z� � �ρ~2�Yxk�1
� z �ukY2

2� (2.141)

uk�1 � uk
�xk�1

� zk�1, (2.142)

l'algorithme ALBHO (Augmented Lagrangian By Hierarchical Optimization) [59]
propose de son coté de résoudre 2.139 de manière hiérarchique,

xk�1 � argmin
x>Ω

�f�x� � g�z��x�� � �ρ~2�Yx � z��x� �ukY2
2� (2.143)

avec,

z��x� � argmin
z

�g�z� � �ρ~2�Yx � z �ukY2
2� (2.144)
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et la mise à jour de la variable duale,

uk�1 � uk
�xk�1

� z��xk�1� (2.145)

Ce dernier algorithme permet d'obtenir en pratique de meilleures vitesses de
convergence que l'algorithme ADMM, ainsi qu'un réglage beaucoup plus facile
du paramètre ρ [59].

2.7 Conclusion

En conclusion, ce chapitre aborde l'ensemble des outils physiques, numériques
et mathématiques qui sont nécessaires pour traiter la problématique de la recons-
truction en holographie numérique en ligne comme un problème inverse. Y sont
dès lors exposées la physique de la di�raction et la physique du capteur numérique
(engendrant une discrétisation) qui permettent d'établir des modèles de formation
d'hologrammes qui sont plus ou moins complexes selon l'objet reconstruit. Les
approches � problèmes inverses � traitées dans cette thèse étant des méthodes qui
introduisent des termes de régularisation, sont décrits plusieurs types de régularisa-
tions vus sous deux points de vue : un premier statistique et un second plus orienté
méthodes variationnelles. Ce chapitre se termine par les outils d'optimisation en
grande dimension et d'optimisation non-lisse. Les diverses notions essentielles aux
approches � problèmes inverses � régularisées étant maintenant clairement dé�nies,
nous allons aborder les di�érentes contributions de cette thèse.
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Chapitre 3

Super-résolution d'hologrammes en

ligne par une méthode "problème

inverse" régularisée

Ce chapitre a pour but de présenter une approche � problèmes
inverses � permettant une reconstruction super-résolue à l'aide
d'une pile d'hologrammes translatés les uns par rapport aux
autres. Nous discuterons des clés de cette approche � problèmes
inverses � que sont l'introduction d'une régularisation de type
� contrainte de parcimonie � et la réalisation d'un recalage le plus
précis possible. L'approche présentée est comparée, à l'aide de si-
mulations et de données expérimentales, à des approches "état de
l'art", ainsi qu'à une reconstruction par approche inverse à l'aide
d'un hologramme super-résolu. Une variante de cette approche est
ensuite proposée a�n d'élargir le champ d'application de celle-ci.
Notons que ce chapitre est basé en partie sur l'article [60].

3.1 Introduction et état de l'art

La super-résolution numérique est une technique assez courante en reconstruc-
tion d'images [61, 62]. L'idée est d'utiliser une pile d'images sous-résolues acquises
avec des décalages transversaux aléatoires, a�n de reconstruire une image super-
résolue (Fig.3.1). Cette technique permet donc d'obtenir une image super-résolue
sur une grille de pixels sur-échantillonnée. Elle permet d'augmenter la fréquence
d'échantillonnage, et ainsi de réduire les artefacts d'échantillonnage tels que les
e�ets d'aliasing (crénelage et Moiré) (Fig.3.2).
Le deuxième intérêt que peut comporter la super-résolution à l'aide d'une pile
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Image 1 Image 2

Image 3 Image 4

Super-résolution

Référence spatiale

Recalage et 
interpolation du signal 
sur une grille sub-pixel

Figure 3.1 � Principe de la super-résolution

d'images réside dans le fait que le bruit de mesure de chaque "pixel" étant sup-
posé blanc gaussien de variance σ2, cette variance va être divisée σ par 1~Npile

lorsque l'on exploitera dans la pile, l'information des Npile mesures associées à
chaque pixel. En e�et d'un point de vue statistique [64], le moyennage de l'inten-
sité d'un même "pixel" �θ̂1, θ̂2, ..., θ̂Npile�, nous amène pour chaque pile à un nouvel

estimateur θ̂ tel que

θ̂ �
1

Npile

Npile

Q
i�1

θ̂i (3.1)

En supposant que θ̂i sont des estimateurs non-biaisés, indépendants et de même
variance, on a donc

var�θ̂� �
var�θ̂1�
Npile

(3.2)

� σ2
θ �

σ2
θ1

Npile

(3.3)

� σθ �
σθ1»
Npile

(3.4)

L'écart-type σ de l'estimation diminue proportionnellement à 1»
Npile

, ce qui o�rira

une meilleure estimation du "pixel" (Fig.3.3). L'utilisation de la redondance d'in-
formations a déjà fait l'objet d'une étude dans le cas d'objets paramétriques [7].
Cette approche inverse propose une super-estimation des paramètres �x, y, z, r�
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(a) Image Sous-résolue (b) Image super-résolue

Figure 3.2 � E�ets d'aliasing : Illustration extraite du papier [63]

Figure 3.3 � E�et de l'utilisation d'une pile de mesures bruitées
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d'un objet par le calcul d'un maximum de vraissemblance entre une pile d'holo-
grammes décalés trasnversalement les uns par rapport aux autres et un modèle
de formation d'hologramme paramétrique. L'utilisation d'un modèle paramétrique
contraint fortement le problème.
Par ailleurs, le papier [65] utilise aussi cette idée de super-résolution à l'aide d'une
pile d'hologrammes, en reconstruisant un hologramme super-résolu pour des objets
quelconques. Cette super-résolution se fait à l'aide d'une méthode de régularisa-
tion de type Tikhonov dans l'espace hologramme permettant de lisser les hautes
fréquences de la reconstruction de l'hologramme super-résolu. Les déplacements
transversaux utilisés dans cette methode sont estimés de manière indépendante à
l'aide d'une technique de Maximum A Posteriori. Au �nal cette technique permet
d'obtenir un hologramme mieux résolu spatialement et de meilleur rapport signal
sur bruit que les hologrammes sous-résolus, tout en gardant l'intérêt du grand
champ o�ert par l'holographie numérique en ligne (Fig.3.4).

Figure 3.4 � Retro-propagation à l'aide d'un hologramme super-résolu et comparaison avec
des images acquises avec un microscopes x40. Illustration extraite du papier [65]

D'un autre côté les travaux [8] ont démontré tout l'intérêt d'utiliser une approche
inverse avec une contrainte de parcimonie pour la reconstruction d'un hologramme
numérique acquis en ligne. Cette technique permet de reconstruire l'opacité d'ob-
jets non paramétriques supposés parcimonieux que l'on notera ϑ. L'objet est donc
représenté par un plan d'opacité de valeurs réelles. Le principe de cette méthode
est d'utiliser un modèle de formation d'hologramme linéaire valable pour les objets
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parcimonieux et opaques. Cette méthode propose de formuler le problème inverse
de la manière suivante,

ϑ̂ � argmin
ϑ,c

1~2Yc1 �Hϑ � dY2
2 � τYϑY1 (3.5)

où c est un coe�cient multiplicateur à estimer,H la matrice modélisant la propa-
gation, ϑ le plan 2D d'opacité inconnue, et d l'hologramme acquis. Le coe�cient
optimal ĉ résout donc le problème suivant,

ĉ � argmin
c

1~2Yc1 �Hϑ � dY2
2 (3.6)

La dérivée de la fonctionnelle s'annulant en ĉ, nous avons donc

1t�ĉ1 �Hϑ � d� � 0. (3.7)

ĉ a donc l'expression analytique suivante,

ĉ �
1tHϑ � 1td

1t1
. (3.8)

En posant,

H � �H � 1
1t

1t1
H (3.9)

et,

d � d � 1
1t

1t1
d (3.10)

La formulation du problème inverse (Eq.3.5) peut donc se réécrire en fonction de
la seule inconnue ϑ,

ϑ̂ � argmin
ϑ

1~2YHϑ � dY2
2 � τYϑY1 (3.11)

Ce papier [8] démontre l'intérêt de cette approche inverse qui permet de réduire
plusieurs artefacts présents dans la rétro-propagation classique, tels que la sup-
pression des images jumelles, la propagation du bruit capteur présent dans l'ho-
logramme, et en�n la suppression de la troncature en bord de champ lorsque l'on
souhaite faire des reconstructions hors du champ.
Nous avons donc, dans le cadre de cette thèse, proposé une approche inverse per-
mettant de faire une reconstruction super-résolue avec une contrainte de parci-
monie, à l'aide d'hologrammes sous-résolus et translatés les uns par rapport aux
autres dans un plan 2D.
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Figure 3.5 � Reconstruction d'hologramme par approche inverse avec contrainte de parcimo-
nie [8]

3.2 Méthode proposée

3.2.1 Modèle de formation d'image

Le modèle de formation d'hologrammes proposé dans cette méthode de super-
résolution par approche inverse est un modèle s'appuyant sur le modèle de for-
mation explicité dans [8], mais adapté à une pile d'hologrammes acquis avec des
déplacements transversaux aléatoires dans un plan 2D les uns par rapport aux
autres. Contrairement à l'article [65] qui propose de traiter cette pile d'holo-
grammes pour obtenir un hologramme super-résolu, nous proposons ici une re-
construction super-résolue dans l'espace objet à l'aide d'un modèle de formation
d'hologrammes adapté. Comme dans l'article [8] nous considérons un objet opaque
et parcimonieux, ainsi qu'un modèle linéaire. L'intensité du i-ème hologramme de
cette pile décalé transversalement de ∆j � �∆xj,∆yj� est donc exprimée de la
façon suivante,

Ij�xp, yp�� 1 � ϑ � hΠ
z,∆j (3.12)

avec,

hΠ
z,∆j � 2.Re �hz� �Π � δ∆j (3.13)

où les notations explicitées en (Eq.2.3.1.2).
Nous utilisons une notation matricielle qui simpli�era les expressions mathéma-
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tiques, notamment pour la partie d'optimisation utile à la résolution du problème
inverse. La convolution de hΠ

z,∆j avec la plan d'opacité ϑ peut être écrite sous forme
matricielle comme H∆jϑ, avec H∆j l'opérateur linéaire modélisant les poids de
la convolution du noyau hΠ

z,∆j avec ϑ le vecteur colonne représentant l'opacité dis-
crétisée de l'objet à reconstruire. Le modèle de formation du j-ème hologramme
peut alors s'écrire de la façon suivante,

mj � cj1 �H∆jϑ (3.14)

où cj est un coe�cient multiplicateur à estimer, 1 est un vecteur de la taille
de ϑ et dont les éléments valent 1. Notons que dans les faits nous pré-traitons
les hologrammes en réalisant une division par le fond de l'hologramme, à l'aide
d'un hologramme de fond acquis sans l'objet, le facteur de proportionnnalité de
l'équation (Eq.3.12) doit alors valoir 1. En revanche a�n de traiter des données

centrées dj dont l'expression est décrite en (Eq.3.10), nous appliquons quand même
la méthode de normalisation du modèle comme proposé dans l'article [8] et décrit
en (Eq.3.9). On a donc le modèle centré mj suivant,

m
j
�H∆jϑ (3.15)

avec H∆j � �H∆j � 1
1t

1t1
H∆j .

L'échantillonage du modèle étant donné par l'échantillonnage du plan d'opacité 2D,
nous proposons un modèle de formation d'hologramme permettant de reconstruire
une distribution d'opacité super-résolue ϑSR. Le j-ième hologramme sera donc
décrit par le modèle de formation d'hologramme super-résolu mj,SR suivant,

m
j,SR

�H∆jϑSR. (3.16)

3.2.2 Formulation du problème inverse

L'opacité super-résolue doit permettre de modéliser les Npile hologrammes me-
surés. Pour cela nous avons un terme d'attache aux données D dé�ni sous forme
d'un terme de vraissemblance. Cette attache aux données est dé�nie comme une
somme des fonctions opposée à la log-vraissemblance entre le modèle de formation
d'hologramme super-résolu et chaque hologramme de la pile tout en supposant un
bruit blanc gaussien. Elle est alors dé�ni de la manière suivante,

D�ϑ,�∆j�1,...,Npile�� � 1

Npile

Npile

Q
j�1

\H∆jϑSR � d
j,SR\2

W

(3.17)

où,
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Figure 3.6 � Illustration du modèle de formation d'hologrammes super-résolu HϑSR (facteur
de super-résolution égale à 2) obtenu à partir d'hologrammes sous-résolus.

Y W est la matrice inverse de la covariance du bruit (diagonale puisque le
bruit est supposé blanc) [5, 66],

Y d
j,SR

sont les hologrammes acquis avec un échantillonnage égal à celui du
capteur replacés dans la grille sub-pixelle de l'opacité super-résolue ϑSR .
En pratique les pixels manquants dans l'échantillonage super-résolu sont
mis à 0 (voir la �gure 3.6 pour le cas d'un facteur de super-résolution égale
à 2).

Comme nous sommes dans une approche non-paramétrique, nous avons donc un
modèle de formation d'image d'hologramme peu contraint et un très grand nombre
de variables à estimer. Nous faisons donc face à un problème mal posé et mal-
conditionné (non unicité de la solution). C'est pourquoi il est important d'intro-
duire des a priori sur la distribution d'opacité super-résolue ϑSR à l'aide de termes
de régularisation notés R�ϑSR�. L'approche problème inverse proposée vise à mi-
nimiser la fonction coût suivante,

C�ϑSR,�∆j�1,...,Npile�� � D�ϑ,�∆j�1,...,Npile�� � τR�ϑSR� (3.18)
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où τ est le coe�cient de régularisation décrit dans le chapitre 2. Le dernier a
priori que nous pouvons introduire dans la formulation du problème inverse est
une contrainte de bornes sur l'opacité. En e�et l'opacité doit être comprise entre
0 (transparent) et 1 (complètement opaque). La formulation du problème inverse
pour la reconstruction d'hologramme s'écrit donc,

ϑ̂
SR

� argmin
0BϑSR

B1

�min
∆j

C �ϑSR,�∆j��  (3.19)

La méthode sera présentée avec une régularisation R�ϑSR� � YϑSRY1 qui est une
contrainte de parcimonie, car l'approximation linéaire du modèle de formation
d'hologramme est particulièrement bien adaptée pour des objets parcimonieux.
Nous montrerons quelques exemples reconstructions avec d'autres régularisations
dans la partie 3.6.

3.3 Optimisation Alternée

Ce problème d'optimisation peut être optimisé de manière hiérarchique en po-
sant ∆̂�ϑSR� � argmin

∆j

C �ϑSR,�∆j�1,...,Npile��, mais ceci devient vite très coûteux

en terme de temps de calculs puisque les déplacements sont estimés à chaque nou-
velle estimation de ϑSR. Nous avons donc opté pour un schéma d'optimisation
itératif alterné [62] sur les quantités �∆j�1,...,Npile� et ϑSR (Fig.3.7),¢̈̈̈̈¦̈̈̈̈¤

�∆j�1,...,Npile��k�1� � argmin
∆j

D �ϑSR�k�
,�∆j��

ϑ̂
SR �k�1�

� argmin
ϑSR

C �ϑSR,�∆j��k�1�� (3.20)

Ces deux reconstructions qui se font de manière alternée vont donc être détaillées,
avec en premier lieu la reconstruction des déplacements, et en deuxième lieu la
reconstruction de l'opacité.

3.3.1 Reconstruction des décalages

Dans la littérature sur la super-résolution, il a été montré que l'e�cacité des
algorithmes de super-résolution utilisant une pile d'images décalées transversa-
lement les unes par rapport aux autres était étroitement liée à la précision de
l'estimation des déplacements [67, 68, 69]. L'impact de l'erreur de cette estimation
sur une reconstruction super-résolue a été quanti�é d'un point de vue théorique
à l'aide des bornes de Cramèr-Rao par Robinson et Milanfar [70]. A partir d'une
séquence d'images acquises successivement (vidéo) il est souvent possible d'utiliser
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Recalage

Reconstruction

Optimisation
alternée

Figure 3.7 � Schéma d'optimisation itérative alternée

des méthodes de super-résolution utilisant une approche régularisée sur le recalage
de type Tikhonov en faisant l'a priori que les déplacements sont faibles comme
par exemple [71]. En revanche dans notre cas nous ne faisons aucun a priori sur
le fait que les déplacements soient importants ou non, mais nous avons comme
a priori que toutes les images se déplacent de manière rigide (et sans rotation), et
cela impose de faire un recalage rigide (paramétrique, et donc plus contraint). Cet
a priori fort va nous permettre de réaliser un recalage par maximum de vraissem-
blance. Ces déplacements sont souvent estimés en fonction d'une image référence
(soit la première de la pile, soit la plus centrée géométriquement ou encore la moins
bruitée). Notons que l'initialisation de ces décalages se fait par maximum de cor-
rélation entre l'image référence et les autres image. En approche inverse, le fait de
connaitre le modèle de formation des hologrammes nous permet de comparer un
modèle avec un hologramme référence. Cela est bien plus intéressant car au lieu
de comparer deux images bruitées, nous comparons une image référence qui reste
bruitée avec un modèle de formation d'image dont le niveau de bruit est presque
négligeable. Le gain théorique provient de la division par 2 de la variance du bruit.
Celle ci induit un gain de

º
2 sur l'écart-type de l'estimation de l'erreur sur les dé-

calages. L'estimation du déplacement du j-ième hologramme se fait en minimisant
la log-vraisemblance opposé entre ce j-ième hologramme et le modèle de formation
d'hologramme de la manière suivante,

∆̂j � argmin
∆j

\H∆jϑSR � d
j,SR\2

W

(3.21)

Un avantage de l'holographie numérique réside en la possibilité d'enregistrer sur
le capteur des franges d'interférences dues à des objets hors du champ du capteur.
Ceci permet de reconstruire l'objet sur un support plus important que celui du
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capteur et donc d'avoir un modèle de formation d'hologramme sur un support
plus grand que les hologrammes acquis, ce qui permet un recalage encore plus
précis non biaisé par les e�ets de bord présents lors du recalage de deux images
entre elles par exemple.
La minimisation (Eq.3.21) peut être réécrite sous forme de maximisation de la
corrélation croisée normalisée [6] dé�nit par,

∆̂j � argmax
∆j

`H∆jϑSR,d
j,SReW¼YH∆jϑSRY2

W �

¼Ydj,SRY2
W

(3.22)

Le but de cette maximisation est d'estimée les décalages de manière sub-pixel par
rapport à l'échantillonnage de l'opacité super-résolue. En ajustant une parabole 2D
sur le maximum de la carte de corrélation par rapport au pixel déjà super-résolu.

3.3.2 Reconstruction de l'opacité de l'objet

L'optimisation de l'opacité super-résolue ϑSR peut alors se faire avec la dernière
estimation des déplacements ∆j�1,...,Npile . Le terme de la régularisation R�ϑSR� se
limitant à une contrainte de parcimonie YϑSRY1 , il est possible d'appliquer une
variante de l'algorithme proximal FISTA [52] permettant d'introduire la contrainte
de positivé et une contrainte sur la borne supérieure que nous �xons à 1 pour les
raisons physiques évoquées précédemment. Notons que nous choisissons d'utiliser
une variante de FISTA car cet algorithme est très facile à implémenter. Mais il
est aussi possible d'utiliser l'algorithme VMLM-B qui est un algorithme de type
quasi-Newton L-BFGS permettant d'introduire les contraintes de bornes [47]. Les
performances de ces deux algorithmes seront discutées dans la partie 3.5.

Algorithm 1 : Reconstruction d'une distribution d'opacité super-résolue
avec contrainte de parcimonie

entrées : hologrammes d
j,SR

et déplacements ∆j

sortie : distribution d'opacité super-résolue ϑSR

initialisation :
distribution d'opacité initiale ϑ

SR

0 (peut être initialisée à 0)
η1 � ϑ

SR
0

t1 � 1

for k � 1, 2, . . .
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ϑ
SR

k � S�

τ,α�ηk � 2

Npile

Npile

Q
i�1

H
�

∆j �W � �dj,SR �H∆jηk�	 (3.23)

tk�1 �
1 �

»
1 � 4 t2k
2

(3.24)

ηk�1 � ϑ
SR
k �

tk � 1

tk�1

�ϑSRk �ϑSRk�1� (3.25)

où H
�

∆j est lopérateur adjoint de H∆j , et où l'opérateur S� est une variante du
seuillage doux permettant d'introduire les contraintes de bornes du problème, et
dé�ni de la manière suivante,

S�

τ,α�u� �
¢̈̈̈̈̈̈̈
¨̈̈̈̈¦̈̈̈̈̈̈
¨̈̈̈̈̈¤

u �
τ

2
if α �

τ

2
A u A

τ

2

0 if u B
τ

2

α if u C α �
τ

2

(3.26)

L'approche inverse o�rant une reconstruction hors du champ du capteur il est in-
téressant d'avoir un coe�cient de régularisation variable dépendant de la position
spatiale de l'élément reconstruit, et de la convolution entre le support du capteur
et le noyau de Fresnel. Comme proposé dans l'article [8] nous proposons une ré-
gularisation variable τ � permettant de ne pas trop pénaliser les éléments de petite
norme, nous dé�nissons une régularisation dépendante du support du capteur et

du noyau de Fresnel dé�ni par τ �m � τ PnW n,nH
2

m,n~PnWn,n. En pratique cette
régularisation o�rira une régularisation proche de τ dans le champ capteur et une
régularisation moins forte plus l'élément reconstruit est hors du champ.

3.4 Résultats et comparaisons avec état de l'art

A�n de quanti�er le gain que peut apporter cette approche inverse super-résolue
nous utiliserons des simulations pour avoir une opacité connue et des déplacement
∆j connus. Nous appliquerons dans un deuxième temps cet algorithme à une pile
d'hologrammes acquis expérimentalement. Dans ces deux cas l'approche inverse
proposée sera comparée à :
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Y une rétropropagation avec un hologramme super-résolu dans l'espace
hologramme à l'aide d'une pile hologrammes [65],

Y une approche inverse à l'aide d'un seul hologramme [8],

Y une approche inverse utilisant un hologramme super-résolu dans l'espace
hologramme à l'aide d'une pile d'hologrammes.

3.4.1 Validation à l'aide de simulations

3.4.1.1 Simulation des hologrammes

Pour estimer le gain de cette méthode de façon quantitative, il est important
de simuler le plus �dèlement les hologrammes expérimentaux. Nous avons simulé
un plan de transmittance 2D d'une objet parcimonieux (Fig.3.8). L'amplitude

Figure 3.8 � Plan de trasnmittance simulé

complexe sur le capteur calculée par simulation de la propagation d'une onde
di�ractée par le plan de transmittance éclairé par une onde de référence considérée
plane. Pour cela nous utilisons le modèle complexe de propagation en espace libre
dans l'approximation de Fresnel. L'intensité sur le capteur est calculée en prenant
le module au carré de l'amplitude complexe simulée dans le plan capteur. A�n de
modéliser au mieux le capteur numérique, nous simulons chaque hologramme de
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la pile sur-échantillonné d'un facteur 2, nous le sous-échantillonnons en prenant en
compte l'intégration sur le pixel du capteur, en�n nous simulons la quanti�cation
12 bit du capteur et nous ajoutons un bruit blanc gaussien modélisant le bruit
électronique dû au capteur (Fig.3.9). Chaque hologramme de la pile est simulé
avec des décalages aléatoires sous-pixéliques (compris entre -2 et 2 pixel). La pile

Figure 3.9 � Simulation de la pile d'hologrammes

d'hologrammes est simulée avec des hologrammes super-résolus de 512 par 512
pixels, avec une taille de pixel de 3.7µm. Une fois sous-résolu d'un facteur 2, nous
le sous-échantillonnons de manière à obtenir un hologramme de 256 par 256 pixels,
avec des pixels ayant une taille de 7.4µm et un facteur d'intégration égal à 0.5. La
pile se compose de 50 hologrammes simulés avec un ratio signal sur bruit (RSB)
égal à 5. En�n la distance entre le plan capteur et le plan objet et z � 16.5mm.

3.4.1.2 Estimations des décalages

L'avantage de l'approche inverse proposée est qu'elle propose d'estimer les dé-
calages à l'aide d'un hologramme et d'une modèle de formation d'hologramme,
contrairement au recalage classique qui estime les décalages entre un hologramme
référence et les autres hologrammes. Pour quanti�er le gain nous avons fait une sta-
tistique sur 100 piles de 50 hologrammes, et comparé les erreurs entre la première
estimation (qui correspond à un recalage classique) et les autres estimations qui
correspondent aux recalages avec l'approche inverse au cours de la reconstruction
(Fig.3.10) Entre le premier recalage classique et le quatrième recalage avec l'ap-
proche inverse, l'erreur moyenne sur l'estimation des décalages dans la direction
x (respectivement dans la direction y) présente un gain en précision d'un facteur
10.6 (resp. d'un facteur 7.0). Ceci est un gain très signi�catif qui va permettre
d'améliorer la reconstruction.
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Figure 3.10 � Erreur moyenne sur l'estimations des décalages

3.4.1.3 Qualité de la reconstruction

Pour quanti�er quel est le gain de l'approche inverse super-résolue proposée
nous comparons quatre reconstructions (Fig.3.11) : une rétro-propagation clas-
sique à l'aide d'un hologramme super résolu comme proposé dans [65] (a), une
reconstruction problème inverse avec un seul hologramme sous-résolu comme pro-
posé dans [8] (b), une reconstruction problème inverse avec un hologramme super-
résolu classiquement à l'aide d'une pile d'hologrammes sous-résolus (c), ce qui est
en soit déjà plus avancé que l'état de l'art, et en�n la reconstruction avec l'ap-
proche inverse super-résolue (d). Les régularisations ont été réglées en utilisant
pour chaque approche inverse le coe�cient de régularisation optitimal minimisant
l'écart quadratique moyen entre la reconstruction et la transmittance "vérité ter-
rain" ayant permit de construire les hologrammes simulés. Pour mieux visualiser le
gain qualitatif de la méthode nous pouvons observer les zooms des zones d'intérêt
(Fig.3.20). Si d'un point de vue qualitatif nous pouvons constater que la recons-
truction avec l'approche super-résolue proposée présente un intérêt, nous pouvons
quanti�er cet intérêt en calculant le PSNR ( Peak Signal to Noise Ratio) de chaque
reconstruction puisque nous avons la transmittance "vérité terrain". Le PSNR est
un critère assez universel en traitement d'image et qui permet de comparer quan-
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.11 � Comparaisons des reconstructions : (a) Rétro-propagation à l'aide d'un holo-
gramme super-résolu classiquement, (b) Approche inverse avec un hologramme [24], (c) Approche
inverse avec un hologramme super-résolu clasiquement, (d) Approche inverse super-résolue pro-
posée avec une pile de 50 hologrammes.

titativement ces quatre reconstructions. Les PSNR calculés sont : (a) 16.2 dB, (b)
24.1 dB, (c) 28.0 dB et (d) 39.2 dB. Ainsi nous pouvons constater que le gain ob-
tenu d'un point de vue visuel est con�rmé d'un point quantitatif, avec un rapport
2.4 entre le PSNR de la reconstruction (a) et le PSNR de la reconstruction de la
méthode proposée (d).
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zoom de (a) zoom de (b)

zoom de (c) zoom de (d)

Figure 3.12 � Zoom sur zones d'intérêts

3.4.2 Application aux hologrammes expérimentaux

3.4.2.1 Montage expérimental

Les simulations ont démontré que nous avons un gain de reconstrustruction
dans le champ de l'hologramme acquis. Pour les données expérimentales nous
avons veillé à nous placer dans une con�guration telle que la distance entre le plan
objet et le plan capteur soit assez grande (� 30cm) pour enregistrer un maximum
de franges dues aux objets hors champ (c'est à dire ne se projetant pas sur le
support du capteur) et ainsi mettre en évidence la qualité de la reconstruction
hors champ atteignable avec cette méthode. A�n de mettre en avant la robustesse
de la méthode vis à vis des perturbations qui peuvent intervenir dans le champ de
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l'hologramme nous pulvériserons des gouttelettes d'eau en amont de l'objet (voir
la �gure 3.13).

Figure 3.13 � Montage et acquisitions expérimentales

3.4.2.2 Qualité de la reconstruction

D'un point de vue algorithmique il faut rappeler que le fond des hologrammes
est supprimé à l'aide d'une image de fond (image acquise sans objet). Ce pré-
traitement est très important dans le cas d'hologramme expérimentaux, car l'ini-
tialisation de l'estimation des recalages se fait grâce à un recalage classique entre
une hologramme référence et les autres hologrammes de la pile. Si le fond présente
de fortes structures, c'est la corrélation de ces structures qui va être prépondérante
par rapport aux franges de di�raction de l'objet. Celle-ci biaisera l'initialisation
des décalages.
Comme pour les simulations nous comparons les mêmes types de reconstructions,
en revanche n'ayant pas de "vérité terrain" ces comparaisons s'arrêteront à une
comparaison qualitative (Fig.3.14).

Notons que les reconstructions (a), (c) et (d) ont été e�ectuées toutes les trois
avec la même pile de 15 hologrammes et la reconstruction (b) a été reconstruite
avec le premier hologramme de cette pile. La di�érence de reconstruction obtenue
par l'approche inverse super-résolue proposée et les reconstrucutions (a) et (b),
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a) b)

c) d)

Figure 3.14 � Comparaison qualitative de recontructions d'hologrammes expérimentales :
(a) Rétropropagation d'un hologramme super-résolu, (b) recontruction MAP avec un seul ho-
logramme [24], (c) recontruction MAP avec un seul hologramme super-résolu classiquement à
partir d'une pile de 15 hologrammes (a), (d) recontruction MAP super-résolue proposée, à partir
d'une pile de 15 hologrammes.

est signi�cative. En e�et l'approche proposée permet d'obtenir un gain en qualité
de reconstruction, mais aussi permet d'étendre la reconstruction hors du champ
classique (nous pouvons par exemple observer que la pince qui tenait la mire est
reconstruite). Leur di�érence en terme de qualité de reconstruction est moins �a-
grante, mais en zoomant nous voyons que l'approche inverse mène à une meilleure

83



reconstruction (Fig.3.15).
Ce gain en reconstruction dans l'espace objet doit se retrouver dans l'espace ho-

a) b)

c) d)

Figure 3.15 � Zooms des recontructions de la �gure 3.14

logramme. L'intérêt d'une approche inverse en holographie numérique en ligne
est d'utiliser un modèle de formation d'hologramme bien connu a�n de modé-
liser et extraire au mieux l'information présente dans l'hologramme acquis. La
�gure 3.16 permet de comparer les di�érents modèles d'hologrammes obtenus à
partir des di�érentes reconstructions de l'opacité : a) l'hologramme reconstruit à
l'aide de l'approche inverse utilisant 1 hologramme, b) l'hologramme super-résolu
reconstruit à l'aide de l'approche inverse utilisant 1 hologramme super-résolu clas-
siquement à l'aide d'une pile de 15 hologrammes expérimentaux, et en�n c) l'ho-
logramme super-résolu avec l'approche inverse proposée à l'aide de la pile des 15
hologrammes expérimentaux. Le cadre bleu symbolise sur chaque reconstruction
la taille des hologrammes utilisés pour réaliser les trois modèles d'hologrammes.
La �gure 3.17 permet donc de comparer ces trois reconstructions a),b) et c) avec
le premier hologramme de la pile utilisée d).

Nous pouvons constater dans cette �gure 3.17 que l'a priori injecté à l'aide
de la contrainte de parcimonie permet une bonne reconstruction qui supprime
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b) c)a)

Figure 3.16 � Di�érentes reconstructions d'hologrammes hors-champ x3 : a) à l'aide de l'ap-
proche inverse utilisant un hologramme, b) à l'aide de l'approche inverse utilisant un hologramme
super-résolu classiquement à l'aide de la pile de 15 hologrammes, et en�n c) à l'aide de l'approche
inverse super-résolue proposée utilisant la pile de 15 hologrammes.

de manière signi�cative le bruit présent dans l'hologramme d), et reconstruit la
plupart des structures en plein champ. En revanche si nous zoomons sur une partie
hors champ des modèles (Fig.3.16, cadre rouge), nous constatons que les approches
inverses utilisant la super-résolution permettent à partir des hologrammes de la pile
de reconstruire des hautes fréquences dans le champ permettant de reconstruire
des objets hors champ comme par exemple la pince servant de support pour tenir
la mire dans notre expérience (Fig.3.18 .(b).(c) ). D'autre part, la reconstruction
non super-résolue utilisant un seul hologramme (a) ne permet pas de reconstruire
su�sament les hautes fréquences créées par la pince dans le champ du capteur, et
ainsi ne permet de modéliser la di�raction créée par cette pince (Fig.3.18.(a) )

3.5 Temps de calculs & convergence

Faire de la reconstruction hors champ aussi étendue demande de reconstruire
des objets de grandes tailles. Par exemple pour l'approche inverse (c) et (d) pour
des hologrammes acquis de 1024�1024 pixels, la reconstruction super-résolue d'un
facteur 2, et un hors champ multipliant par 9 la surface du capteur, est de taille
8192 � 8192 pixels en incluant le padding. En terme de temps de calcul, l'ap-
proche inverse proposée (d) demande donc avec l'algorithme FISTA un temps de
calcul d'une dizaine d'heures contre seulement une heure pour la reconstruction
(c), quelques minutes pour la reconstruction (b), et quelques secondes pour la re-
construction (a). En revanche des travaux récents ont montré qu'il était possible
possible d'améliorer la vitesse de convergence par une implémentation sur proces-
seur graphique (GPU) [72]. Dans le même ordre d'idée, si la vitesse de convergence
des algorithmes L-BFGS est moins connue précisément que celle des algorithmes
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a) b)

c) d)

Figure 3.17 � Di�érentes reconstructions d'hologrammes en plein champ : a) à l'aide de l'ap-
proche inverse utilisant un hologramme, b) à l'aide de l'approche inverse utilisant un hologramme
super-résolu classiquement à l'aide de la pile de 15 hologrammes, et en�n c) à l'aide de l'approche
inverse super-résolue proposée utilisant la pile de 15 hologrammes. d) Le premier hologramme
expérimental de la pile.

proximaux ISTA O� 1
k ) ou FISTA O� 1

k2 ) plusieurs tests nous ont montré qu'utiliser
l'algorithme VMLM-B permet d'avoir un gain en terme de temps de calcul. A�n
d'automatiser au maximum l'algorithme proposé nous utilisons le critère de conver-
gence calculé à l'aide du gradient. L'expression du gradient à la k-ième itération
dans ce problème est le suivant :

Gk � τ1 �
2

Npile

Npile

Q
i�1

H
�

∆j �W � �H∆jηk � d
j,SR� (3.27)

En prenant en compte les contraintes de bornes (opacité comprise entre 0 et 1),
nous pouvons alors exprimer un critère de la manière suivante,

crit � YGk. � ��ηk x 0�. � �ηk @ 1� � �Gk @ 0�. � �ηk � 0� � �Gk A 0�. � �ηk � 1��Y2
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a) b) c)

Figure 3.18 � Reconstruction de la pince hors du champ du capteur : a) à l'aide de l'approche
inverse utilisant un hologramme, b) à l'aide de l'approche inverse utilisant un hologramme super-
résolu classiquement à l'aide de la pile de 15 hologrammes, et en�n c) à l'aide de l'approche inverse
super-résolue proposée utilisant la pile de 15 hologrammes.

Typiquement nous avons utilisé comme critère d'arrêt que la moyenne de crit soit
inférieur ou égale à 1e-6.

3.6 Variante de la méthode pour application à des

objets plus étendus

A�n d'élargir le champ d'application et de montrer d'autres intérêts de l'ap-
proche super-résolue nous avons testé cette approche inverse sur des objets non
parcimonieux. Dans ce cas l'approximation du modèle de formation d'hologramme
linéaire, dans le régime de la propagation de Fresnel, est moins adaptée et la
régularisation doit être adaptée à ce type d'objet. La variation totale est une ré-
gularisation bien appropriée à ce type d'objet et qui a été largement utilisée en
holographie [73, 74, 75, 76]. Nous proposons donc de modi�er la formulation du
problème inverse proposée en ajoutant une régularisation de type variation to-
tale relaxée explicitée dans la partie 2.5.3.3. La nouvelle formulation du problème
inverse (Eq.3.19) doit donc s'écrire,

ϑ̂
SR

� argmin
0BϑB1SR

�min
∆j

D �ϑSR,�∆j�� � τ1 ZϑSRZ1
� τ2TVε �ϑSR�  . (3.28)

La régularisation ici va donc avoir un rôle supplémentaire en réduisant le bruit
d'un modèle de formation d'hologramme moins adapté à ces objets (ce problème
de modèle sera largement discuté dans la partie 5).
Cette approche est testée sur des simulations et des hologrammes réels de mires
USAF.
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3.6.1 Sur simulations

Les simulations ont été faite avec une transmittance de mire USAF binaire.
A�n de pousser les performances de l'algortihme et de di�érencier ce qui est dû à
la super résolution et ce qui est dû à l'utilisation d'une pile d'hologrammes, nous
testerons la même approche inverse en utilisant la même pile d'hologrammes mais
en réalisant la reconstruction dans un espace qui n'est pas sur-échantillonné. Nous
simulons donc une pile d'hologrammes avec un RSB égal à 5, une distance objet-
capteur de 3 cm, et des caractéristiques du capteur identiques à celle utilisées
pour les simulations décrites dans la partie 3.4.1.1 (Fig.3.19). L'hologramme a

Figure 3.19 � Hologramme simulé avec un faible RSB

volontairement été pris de petite taille a�n de pouvoir super-résoudre une pile de
36 hologrammes avec un facteur de super-résolution égal à 4. La �gure 3.20 propose
une comparaison d'une rétro-propagation classique (a), d'une reconstruction par
approche inverse n'utilisant qu'un seul hologramme (b), d'une reconstruction à
l'aide de l'approche inverse utilisant les 36 hologrammes de la pile (recalés de
la même façon que dans l'approche super-résolue mais dans un espace non sur-
échantillonné) mais sans faire intervenir de super-résolution (la taille du "pixel"
reconstruit est donc la même que la taille du pixel des hologrammes) (c), et en�n
la reconstruction avec l'approche inverse proposée utilisant les 36 hologrammes et
un facteur de super-résolution de 4 (en terme de surface le pixel reconstruit est
donc 16 fois plus petit que le pixel hologramme) (d).

Sur ces quatre reconstructions nous pouvons observer le gain en terme quali-
tatif qu'apporte la reconstruction proposée. Nous pouvons aussi constater le gain
en terme de résolution sur la mire USAF : les petites structures sont résolues
seulement avec l'approche inverse proposée et un facteur de super-résolution de 4.
Cela permet notamment de reconstuire de façon bien disctincte des objets séparés
(Fig.3.21).

88



a) b)

d)c)c)

Figure 3.20 � Comparaison de reconstructions obtenues à partir d'hologrammes simulés :
une rétro-propagation classique à partir d'un hologramme (a), une reconstruction par approche
inverse MAP à l'aide d'un seul hologramme (b), une reconstruction par approche inverse MAP
utilisant une pile de 36 hologrammes (c), une reconstruction par l'approche inverse super-résolue
proposée avec une pile de 36 hologrammes et un facteur de super-résolution de 4 (d). Sur chaque
reconstruction �gure en rouge des pro�ls sur une des petites structures.

++
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zoom de (a) zoom de (b)

zoom de (c) zoom de (d)

Figure 3.21 � Zoom des reconstructions de la �gure 3.20

3.6.2 Sur données expérimentales

La méthode proposée a aussi été appliquée sur une pile d'hologrammes acquis
dans les même conditions et avec le même montage que les hologrammes expéri-
mentaux décrits ci-avant à la di�érence que la mire utilisée est une mire USAF
1951 et la distance objet-capteur est de 9.3 cm. Pour démontrer l'intérêt présenté
précédemment sur les simulations, c'est à dire que l'approche super-résolue per-
met de mieux résoudre les petites structures, nous nous intéressons à la partie
de la mire USAF présentant les plus petites structures (Fig. 3.22). Les recons-
tructions qui sont comparées sont des reconstructions dans la zone d'intérêt : une
rétro-propagation classique (a), une reconstruction avec l'approche inverse utili-
sant un seul hologramme (b) et en�n la reconstruction avec l'approche inverse
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Figure 3.22 � Hologramme expérimental d'une mire USAF

super-résolue proposée avec un facteur de super-résolution égal à 2 à partir d'une
pile de 20 hologrammes (c) (Fig.3.23).
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(a) (b) (c)

zoom de (a) zoom de (b) zoom de (c)

Figure 3.23 � Comparaison de reconstructions obtenues à partir d'hologrammes expérimen-
taux : une rétro-propagation classique à partir d'un hologramme (a), une reconstruction par
approche inverse MAP à l'aide d'un seul hologramme (b), une reconstruction par l'approche in-
verse super-résolue proposée avec une pile de 20 hologrammes et un facteur de super-résolution de
2 (c). Sur la deuxième ligne un zoom pour les 3 reconstructions avec, en rouge, un pro�l mettant
en evidence une meilleure reconstruction en terme de résolution, avec l'approche super-résolue
proposée (c), pour les petites structures.

3.7 Conclusion

En conclusion, l'approche � problèmes inverses � proposée reprend la philoso-
phie des travaux de Denis et al [8] tout en exploitant la redondance d'information
disponible dans une pile d'hologrammes translatés les uns par rapport aux autres
dans un plan 2D. Ces travaux ont démontré que cette approche permet d'améliorer
le rapport signal à bruit de la reconstruction, ainsi que de repousser les limitations
de résolution dues à la taille du pixel du capteur en proposant une reconstruc-

92



tion sur une grille de pixels super-résolus. En parallèle, ces travaux ont permis de
mettre en exergue la possibilité de reconstruction d'objets situés au-delà du champ
du capteur, ce qui était déjà évoqué dans [8]. En e�et, alors que dans [8] est propo-
sée une reconstruction augmentant d'un facteur deux le champ de reconstruction
par rapport au champ capteur, ces travaux de thèse ont, de leur côté, permis
de montrer qu'il est possible avec une approche � problèmes inverses � super-
résolue d'obtenir une reconstruction augmentant d'un facteur trois le champ de
reconstruction par rapport au champ capteur. Ces travaux ont aussi démontré
que l'estimation de manière alternée des décalages entre chaque hologramme et la
reconstruction de l'opacité, permet de réduire signi�cativement l'erreur sur l'es-
timation des décalages proposée par [65]. Les résultats obtenus ont été comparés
avec des méthodes � état de l'art �, à savoir une rétro-propagation obtenue à par-
tir d'un hologramme super-résolu comme le propose [65] et une reconstruction à
l'aide de l'approche � problèmes inverses � utilisant un seul hologramme [8]. Ces
résultats ont aussi été comparés à une reconstruction plus avancée que l'état de
l'art et consistant à appliquer l'approche � problèmes inverses � [8] à l'aide d'un
hologramme super-résolu comme [65]. Maintenant qu'a été mise en évidence l'im-
portance de la redondance d'information contenue dans une pile d'hologrammes
translatés les uns par rapport aux autres, il semble à présent naturel de s'intéresser
à la richesse d'information qui pourrait être obtenue en diversi�ant les longueurs
d'illumination.
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Chapitre 4

Approches � problèmes

inverses � appliquées à l'holographie

numérique en ligne "couleur"

La possibilité de multiplier les sources lumineuses de di�érentes
longueurs d'onde ouvre des perspectives pour l'holographie numé-
rique "couleur". Il est présenté dans ce chapitre trois approches
utilisant cette redondance d'informations de manières di�érentes :
la première approche � problèmes inverses � proposée s'intéresse à
la possibilité d'utiliser cette redondance d'information de manière
conjointe à partir de trois hologrammes acquis sur un capteur mo-
nochrome. La deuxième approche, quant à elle, propose d'exploiter
au mieux la physique d'un capteur "couleur" et démontre l'inté-
rêt d'estimer de manière précise les longueurs d'onde des lasers et
le phénomène de "crosstalk" présent sur chaque canal d'un cap-
teur "couleur", a�n d'optimiser au mieux la reconstruction multi-
spectrale d'un hologramme acquis sur ce type de capteur. Pour
�nir une extension de la deuxième approche à la super-résolution
est proposée a�n d'améliorer la résolution numérique et le rapport
signal à bruit de la reconstruction d'hologrammes "couleur".

4.1 Introduction et état de l'art

Le chapitre précédent a montré qu'utiliser la redondance d'information conte-
nue dans une pile d'hologrammes translatés pouvait améliorer la reconstruction
d'opacité d'un objet d'intérêt. Dans ce nouveau chapitre nous allons aborder des
approches inverses utilisant la richesse d'information exploitable dans l'hologra-
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phie "couleur". Les travaux [77, 78, 79] ont montré l'intérêt d'utiliser un montage
d'holographie en ligne opérant à plusieurs longueurs d'onde d'illumination (sources
� rouge, vert, bleu �) et potentiellement muni d'un capteur couleur. Durant cette
thèse des travaux ont été e�ectués a�n de montrer l'intérêt de l'utilisation de cette
redondance d'information dans le cas d'objets opaques [80]. Nous proposons dans
ce chapitre trois approches � problèmes inverses � di�érentes pour trois con�gura-
tions di�érentes d'un montage d'holographie couleur (Fig.4.1). La première con�-
guration consiste à acquérir trois hologrammes à l'aide d'un capteur monochrome
respectivement à trois longueurs d'onde di�érentes. La deuxième con�guration
consiste à éclairer simultanément un objet à trois longueurs d'onde et à acqué-
rir un hologramme � rouge, vert, bleu � RVB à l'aide d'un capteur couleur muni
d'une matrice de Bayer. La dernière con�guration consiste à acquérir une pile
d'hologrammes RVB avec un capteur couleur qui sont translatés dans un plan les
uns par rapport aux autres dans le but d'y appliquer et d'étendre la méthode
de super-résolution présentée au chapitre précédent au cas � couleur �. Le mon-
tage d'holographie couleur (Fig.4.1) commun à ces trois approches comprend trois
diodes laser de longueur d'onde respectives � 635 nm � , � 532 nm � et � 405 nm �,
une �bre optique unique dans laquelle les trois faisceaux sont injectés et qui per-
met d'éclairer l'objet. Un capteur monochrome ou couleur, placé derrière l'objet,
permet d'enregistrer l'intensité des ondes di�ractrées.

Figure 4.1 � Montage général holographie couleur

4.2 Première approche : méthode inverse appli-

quée à 3 hologrammes "rouge", "vert" et

"bleu" acquis sur un capteur monochrome

La première approche inverse pour l'holographie couleur proposée utilise trois
hologrammes acquis successivement avec un capteur monochrome aux trois lon-
gueurs d'onde d'illumination 635 nm, 532 nm et 405 nm. En sommant naïvement
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les rétro-propagations classiques de ces di�érents hologrammes nous percevons
déjà l'intérêt de la richesse d'information apportée par la combinaison des trois
longueurs d'onde (Fig.4.2). Nous montrons qu'une approche inverse rigoureuse
peut tirer meilleur parti des données.

a) b)

c) d)

Figure 4.2 � Rétropropagations classiques : en haut à gauche la rétropropagation de l'holo-
gramme "rouge", en haut à droite la rétropropagation de l'hologramme "vert", en bas à gauche
la rétropropagation de l'hologramme "bleu" et en bas à gauche la moyenne des trois rétropropa-
gations aux di�érentes longueurs d'onde.

4.2.1 Con�guration

Pour cette con�guration du montage (Fig.4.1) nous utilisons un capteur mo-
nochrome avec une taille de pixels de 2.2 µm. Le but de cette expérience est
d'allumer une seul laser à la fois pour acquérir trois hologrammes à di�érentes
longueurs d'onde (Fig.4.3).
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capteur NB capteur NB capteur NB 

Figure 4.3 � Montage holographie couleur avec capteur monochrome

4.2.2 Formulation du problème inverse

Pour expliquer le modèle de formation d'image nous reprenons le modèle li-
néaire de formation d'hologramme explicité dans (Eq.2.25). Nous considérons un
objet opaque et parcimonieux décrit par sa distribution d'opacité réelle dans un
plan 2D noté ϑ. L'intensité de l'hologramme acquis à la longueur d'onde λk s'ex-
prime,

Ik�xp, yp�� 1 � ϑ � hΠ
z,λk

(4.1)

avec,

hΠ
z,λk � 2.Re �hz,λk� �Π (4.2)

où hz,λk est la fonction de Fresnel hz explicitée en (2.3.1.2) pour la longueur d'onde
λk, et Π représente une fonction porte 2D modélisant la surface photosensible de
chaque pixel.
De manière similaire au chapitre précédent notonsHλk l'opérateur linéaire modéli-
sant la convolution du noyau hΠ

z,λk
avec ϑ le vecteur colonne représentant l'opacité

discrétisée de l'objet à reconstruire. Le modèle de formation de l'hologramme ac-
quis à la longueur d'onde λk dans l'espace discrétisé du capteur est donc,

mλk � ck1 �Hλkϑ. (4.3)

Nous centrons l'opérateur linéaire Hλk tel que Hλk � �Hλk � 1
1t

1t1
Hλk pour

les mêmes raisons que dans le cas de l'approche inverse SR du chapitre 3. Nous
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utilisons donc le modèle centré de formation de l'hologramme acquis à la longueur
d'onde λk suivant,

mλk �Hλkϑ (4.4)

La formulation du problème inverse prenant en compte de façon conjointe les trois
hologrammes acquis avec un capteur monochrome à di�érentes longueurs d'onde
est donc la suivante,

ϑ̂ � argmin
0BϑB1

1

3

3

Q
k�1

YHλkϑ � d
kY2
W � τ1YϑY1 � τ2TVε �ϑ� (4.5)

où,
Y W est la matrice inverse de la covariance du bruit (ici diagonale car nous
supposons que le bruit est blanc),

Y d
k
est l'hologramme centré acquis à la longueur d'onde λk.

Cette minimisation est réalisée à l'aide de l'algorithme d'optimisation de type
quasi-Newton à mémoire limitée [47] qui requiert l'expression de la fonction coût,
ainsi que son gradient.
Nous pouvons noter que dans notre cas nous utilisons 3 longueurs d'ondes mais
qu'il est possible de généraliser cette approche à un nombre quelconque de lon-
gueurs d'onde.

4.2.3 Résultats

Pour étudier le gain de l'approche inverse proposée nous comparons plusieurs
reconstructions sur des hologrammes expérimentaux acquis avec le montage dé-
crit �gure 4.3. Nous montrons dans la �gure 4.4 les reconstructions obtenues par
approche inverse à l'aide d'un seul hologramme pour les trois longueurs d'onde,
la moyenne de ces trois reconstructions et en�n la reconstruction avec l'approche
conjointe proposée à l'aide des trois hologrammes acquis à di�érentes longueurs
d'onde. La �gure 4.4 nous montre le gain en qualité de reconstruction apporté
par une approche inverse gérant de façon rigoureuse les données multi-λ. Cette
première approche peut encore être optimisée considérant le modèle de formation
d'hologramme non-linéaire, décrit (Eq.2.30), plus précis qui sera plus détaillé dans
le chapitre 5 (voir la �gure 4.5). Le dernier résultat intéressant que nous pouvons
mettre en évidence à l'aide de cette approche est l'importance de bien connaître
les longueurs d'onde des lasers lorsqu'on traite des approches utilisant plusieurs
longueurs d'onde en holographie numérique en ligne. Il est essentiel d'étalonner
correctement ces longueurs d'onde en cherchant à les estimer lors de la résolution
du problème inverse comme cela a été fait en collaboration avec Olivier Flas-
seur [22]. En e�et la distance objet-capteur z étant un paramètre commun pour
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a) b) c)

d) e)

Figure 4.4 � Reconstructions sur hologrammes expérimentaux : Reconstruction par approche
inverse à l'aide d'un hologramme � rouge � a) ou � vert � b) ou bleu c). d) représente la moyenne
des reconstructions a), b) et c). e) représente la reconstruction avec l'approche inverse proposée

les trois hologrammes (Eq.4.6), une erreur sur l'estimation d'une longueur d'onde
peut biaiser l'a piori d'unicité que l'on a sur z. En e�et le noyau de propagation
de Fresnel hλcz étant dé�ni par :

hλcz �x, y� � 1

iλc � z
exp�iπx2 � y2

λc � z
� (4.6)

Il est donc important que les trois relations suivantes dépendent d'un seul z,

λvraiR � zvrai � λR � z (4.7)

λvraiV � zvrai � λV � z (4.8)

λvraiB � zvrai � λB � z. (4.9)

Nos travaux [22] présentent une méthode d'auto-étalonnage e�ectuée via une
approche inverse paramétrique permettant d'estimer ces longueurs d'ondes de
manière plus précise que ce que propose la donnée constructeur. Nous avons donc
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a) b)

Figure 4.5 � Reconstruction par l'approche inverse proposée avec deux modèles de forma-
tion d'hologrammes : a) Avec modèle de formation d'hologrammes linéaire, b) avec modèle de
formation d'hologrammes non-linéaire.

estimé les longueurs d'onde de nos trois sources (Fig.4.1) à l'aide de cette méthode
d'auto-étalonnage (λV estimée par un spectro-mètre) :

λR (en nm) λV (en nm) λB (en nm)
Constructeur 635 � 5 532 � 1 405 � 5

Auto-étalonnage 637.8 � 0.2 531.4 �ref� 402.9 � 0.2

A�n de montrer le gain qualitatif que permet d'obtenir cette estimation des lon-
gueurs d'onde nous avons proposé dans les travaux [81] de comparer deux re-
constructions obtenues avec l'approche inverse munie d'un modèle de formation
d'hologrammes non-linéaire : une reconstruction utilisant les longueurs d'onde don-
nées par le constructeur, et une deuxième reconstruction avec les longueurs d'onde
estimées par la méthode [22] (voir la �gure 4.6). Sur la �gure 4.6, nous pouvons
observer sur les petites structures que le gain en qualité est bien visible.
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Figure 4.6 � Comparaison des reconstructions obtenues avec les longueurs d'onde données par
le constructeur pour l'une, et avec les longueurs d'onde estimées par la méthode auto-étalonnage.
Sur les deux zooms des reconstructions �gure en bleu des pro�ls sur une des petites structures.

4.3 Deuxième approche : méthode inverse appli-

quée sur un seul hologramme acquis par un

capteur RVB

La deuxième approche inverse en holographie "couleur" que nous proposons
utilise un hologramme "couleur" acquis à l'aide d'un capteur RVB muni d'une
matrice de Bayer, ce qui permet d'obtenir simultanément trois illuminations sur
un hologramme "unique" à trois canaux spectraux. (Fig.4.7).

4.3.1 Con�guration

Pour ce montage nous utilisons donc un capteur RVB muni d'une matrice de
Bayer avec une taille de pixel de 2.2 µm, et trois diodes laser respectivement de
longueur d'onde 635 nm, 532 nm et 405 nm selon les données constructeurs. Le
but de cette expérience est d'allumer les trois diodes laser en même temps a�n
d'acquérir un hologramme couleur (Fig.4.7).
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capteur RVB

Figure 4.7 � Montage holographie couleur avec capteur RVB muni d'une matrice de Bayer

4.3.2 Formulation du problème inverse

Les motivations qui nous ont amené à proposer cette approche inverse étaient de
pouvoir adapter les modèles de formation d'hologrammes proposés jusqu'à présent
pour des hologrammes acquis avec un capteur monochrome, pour des hologrammes
RVB acquis avec des capteurs RVB munis d'une matrice de Bayer (Fig.4.8). Les

Figure 4.8 � matrice de Bayer

photodiodes étant seulement sensible à une intensité, la matrice de Bayer agit
comme un �ltre "couleur" sur l'ensemble des pixels, les répartissant sur trois ca-
naux. On aura donc des pixels "rouges", des pixels "verts", et des pixels "bleus".
Dans le cas idéal, lorsque chaque canal c ne laisse passer que les longueurs d'onde
λc, le modèle associé à chaque canal c d'un hologramme RVB est modélisable de
la manière suivante,

m
c
RV B �Hλcϑ (4.10)

où Hλc est l'opérateur modélisant la propagation d'une onde monochromatique
décrit en (Eq.4.4) pour la longueur d'onde λc.
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La formulation de ce problème inveres peut alors s'écrire,

ϑ̂ � argmin
0BϑB1

Q
c�R,V,B

[Hλcϑ � dRV B[2

W c
� τ1YϑY1 � τ2TVε �ϑ� (4.11)

où,W c est la matrice inverse de covariance du bruit qui permet notamment dans
ce cas de masquer les pixels non actifs dans le canal c selon la matrice de Bayer
utilisée (Fig.4.9).

Figure 4.9 � Matrices poids W c pour chaque canal de la matrice de Bayer

En pratique, l'utilisation d'un capteur RVB muni d'une matrice de Bayer fait
apparaître des phénomènes dits de "crosstalk" traduisant des mélanges des lon-
gueurs d'onde d'illumination sur les canaux du capteur. Ils se manifestent sous
trois formes di�érentes : un crosstalk spectral, un crosstalk optique et en�n un
crosstalk qui peut être électronique (Fig.4.10). Les travaux [22] ont démontré qu'il
était possible, d'estimer de façon précise les longueurs d'onde des diodes et de
quanti�er de manière précise cet e�et de crosstalk à l'aide d'un auto-étalonnage
réalisé à l'aide d'une approche inverse paramétrique. Cet auto-étallonage permet
d'estimer la matrice de crosstalk q dont les éléments représentent les contributions
de chaque longueur d'onde pour chaque canal spectral,

q �
���
qRR qVR qBR
qRV qVV qBV
qRB qVB qBB

��� . (4.12)
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Figure 4.10 � Phénomènes de crosstalk : (a) le crosstalk spectral, (b) le crosstalk optique, et
(c) le crosstalk électronique

où qRV par exemple correspond au poids de la contribution de l'onde lumineuse de
longeur d'onde λV dans le canal rouge CR. La matrice de crosstalk dé�nie par le
constructeur est la suivante,

CR CV CB

λR 74 16 10
λV 12 70 18
λB 14 14 72

L'avantage de l'auto-étalonnage proposé par [22] est d'estimer de manière pré-
cise les longueurs d'onde et la matrice de crosstalk du montage expérimental.
Compte-tenu des longueurs d'onde des diodes laser déjà estimées précédemment,
l'estimation de la matrice de crosstalk associée donne les résultats suivants :

CR CV CB

λR 73.7 � 0.1 15.6 � 0.1 10.7 � 0.1
λV 11.5 � 0.1 71.2 � 0.2 17.3 � 0.2
λB 13.1 � 0.1 10.9 � 0.1 76 � 0.1

En reprenant le modèle de formation d'hologramme (Eq.4.10) , nous pouvons éta-
blir un nouveau modèle de formation d'hologramme RVB mRV B,CT prenant en
compte les phéomènes de crosstalk. Ce modèle de formation d'hologramme induit
donc un mélange des ondes lumineuses à di�érentes longueurs d'onde sur chaque
canal spectral c suivant un poids respectif donné par les coe�cients de la matrice
de crosstalk (Eq.4.12),

m
c
RV B,CT � Q

k�R,V,B

qckHλkϑ (4.13)

En dé�nissant la matrice Qc de la manière suivante,

Qc �
���
qcRIN
qcV IN
qcBIN

��� . (4.14)
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avec IN la matrice identité de taille N �N , nous avons le modèle de formation
d'hologramme RVB suivant,

m
c
RV B,CT �Q

T
c �HλRHλVHλB

�T ϑ (4.15)

La formulation du problème inverse proposant la reconstruction d'un hologramme
RVB prenant en compte les phénomènes de crosstalk s'exprime de la manière
suivante,

ϑ̂ � argmin
0BϑB1

Q
c�R,V,B

[QT
c �HλRHλVHλB

�T ϑ � dRV B[2

W c

� τ1YϑY1 � τ2TVε �ϑ�
4.3.3 Résultats

Pour valider la faisabilité de cette méthode nous avons acquis un hologramme
RVB à l'aide du montage (Fig.4.7). La distance objet-capteur est de 5.6 cm. L'objet
est une mire type USAF 1951 opaque. Si la précédente approche multi-λ devait
théoriquement avoir le même z quelque soit l'hologramme rouge, vert ou bleu,
l'unicité du paramètre z quelque soit le canal de l'hologramme RVB traité est
encore plus évident. Si l'approche proposée ici a juste pour ambition d'être une
preuve de faisabilité (le but �nal est de reconstruire des objets ayant une phase et
une amplitude, cf. chapitre 5), nous montrons des résultats permettant de mettre
en relief l'intérêt d'estimer le plus précisément possible les longueurs d'onde mais
également la matrice de crosstalk lorsque l'on utilise un capteur RVB. Pour cela
nous avons acquis un hologramme RVB de la mire et nous avons e�ectué deux
reconstructions avec l'approche inverse proposée : une avec les longueurs d'onde
et la matrice de crosstalk données par le constructeur, et l'autre avec les longeurs
d'onde et la matrice de crosstalk estimées par la méthode d'auto-étalonnage. Il est
à noter que l'estimation du z se fait à l'aide de la longueur d'onde "rouge". Les
deux reconstructions obtenues paraissent similaires sur les grosses structures, mais
comme pour la précédente approche, le fait de mieux estimer les longueurs d'onde
ainsi que mieux estimer la matrice de crosstalk permet une meilleure reconstruction
des petites structures (Fig.4.11).
A�n de décorréler l'intérêt de la précision d'estimation des longueurs d'onde et de la
matrice de crosstalk nous avons recontruit une zone de cet hologramme de quatre
manières di�érentes (Fig.4.12). La première reconstruction utilise les longueurs
d'onde du constructeur mais ne prend pas en compte le crosstalk (Fig.4.12.(a)), la
deuxième utilise les longueurs d'onde ainsi que la matrice de crosstalk données par
le constructeur (Fig.4.12.(b)), la troisième utilise les longueurs d'onde estimées par
la méthode d'auto-étalonnage tout en négligeant l'e�et du crosstalk (Fig.4.12.(c)),
et en�n la quatrième reconstruction utilise les longueurs d'onde ainsi que la matrice
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Figure 4.11 � Comparaison des reconstructions d'un hologramme RVB obtenues avec les
longueurs d'onde et la matrice de crosstalk données par le constructeur pour l'une, et avec la
méthode d'auto-étalonnage pour l'autre. Sur chaque reconstruction �gure en bleu des pro�ls sur
une des petites structures.

de crosstalk estimées par la méthode d'étalonnage (Fig.4.12.(d)). Nous pouvons
donc constater que l'estimation par la méthode d'auto-étalonnage des longueurs
d'onde permet de supprimer les e�ets de défocalisation induits par la non-unicité
du z alors que la bonne estimation de la matrice de crosstalk permet d'avoir un
meilleur RSB sur le fond des reconstructions.
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a)

d)

b)

c)

Figure 4.12 � Comparaison des reconstructions à partir d'un hologramme couleur avec les
mêmes coe�cients de régularisation : Avec λ constructeur (a,b) et la matrice de crosstalk du
constructeur b), avec λ optimisés par auto-étalonnage (c,d) et la matrice de crosstalk estimée
par auto-étalonnage d).

4.4 Troisième approche : méthode inverse super-

résolue à l'aide d'hologrammes RVB translatés

dans un plan

La troisième approche inverse en holographie "couleur" que nous proposons
est une approche inverse super-résolue utilisant une pile d'hologrammes "couleur"
acquis à l'aide d'un capteur RVB muni d'une matrice de Bayer. Cette approche
inverse reprend la philosophie de la méthode inverse super-résolue décrite chapitre
3 ainsi que celle de l'approche inverse RVB décrite dans la partie 4.3. Il est à
noter que cette approche a été l'objet d'une présentation orale à la conférence
francophone Holophi4 [80].
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4.4.1 Con�guration

Le montage utilisé pour l'acquisition de la pile d'hologrammes RVB est similaire
au montage 4.7, à la di�érence près que pour chaque hologramme de la pile nous
translatons aléatoirement l'objet dans le plan (Fig.4.13). Nous obtenons alors une

capteur RVB
objet translaté

Figure 4.13 � Montage holographie couleur avec tranlation du capteur RVB

pile de Npile hologrammes RVB (Fig.4.14).

Figure 4.14 � Pile de Npile hologramme RVB translatés

4.4.2 Formulation du problème inverse

Le problème inverse que nous proposons cherche toujours à reconstruire l'opa-
cité d'un objet. Le modèle de formation d'image permettant de modéliser le canal
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spectral c du j-ième hologramme RVB de la pile translaté de ∆j est le suivant,

m
c,j
RV B � QT

c �HSR

λR,∆j
H

SR

λV ,∆j
H

SR

λB ,∆j
�T ϑSR (4.16)

où H
SR

λk,∆j
est l'opérateur linéaire centré modélisant la propagation d'onde mono-

chromatique à la longueur d'onde λk dans l'espace échantillonné super-résolu (SR)
à l'aide d'un noyau de Fresnel décentré de ∆j comme dans le cas de l'approche
inverse super-résolue décrite au chapitre 3. ϑSR est l'opactié réelle inconnue de
l'objet dans l'espace échantillonné super-résolu (SR).
La formulation du problème inverse s'établit donc de la manière suivante,

ˆϑSR � argmin
∆j ,�0BϑSRB1�

Npile

Q
j�1

Q
c�R,V,B

\QT
c �HSR

λR,∆j
H

SR

λV ,∆j
H

SR

λB ,∆j
�T ϑSR � dSRj \2

W c
SR

�τ1YϑSRY1 � τ2TVε �ϑSR�
où,

Y d
SR

j sont les données du j-ième hologramme RVB réparties sur une grille sur-
échantillonnée (Remarque : comme dans l'approche inverse super résolue du
chapitre précédent, les données manquantes dans l'espace super-résolu sont
mises arbitrairement à 0 comme le montre l'illustration de la �gure 3.6),

Y W c
SR est la matrice inverse de covariance du bruit qui permet notamment

dans ce cas de masquer les pixels non actifs dans le canal c selon la matrice
de Bayer utilisée (Fig.4.9) ainsi que les données manquantes dans l'espace
super-résolu.

4.4.3 Résultats

La �gure 4.15 montre un premier résultat de reconstruction d'une mire USAF
par l'approche proposée. Le gain en qualité apporté par la super-résolution est
nettement visible sur les petites structures. Dans une seconde expérience, nous
nous sommes intéressés à montrer que l'approche inverse RGB super-résolue
permettait de reconstruire des hologrammes fortement dégradés. Si le gain en
terme de qualité de reconstruction a été montré et quanti�é à l'aide de simulations
dans la publication [80], nous allons ici montrer des résultats sur des hologrammes
expérimentaux. Pour cela nous avons acquis 25 hologrammes RVB translatés
sur un plan 2D les uns par rapport aux autres avec le montage 4.13. Des objets
perturbateurs opaques (des spores de lycopodes) sont placés entre l'objet et le
capteur RVB a�n de perturber le front d'onde incident arrivant sur la mire.
Notons que ces objets perturbateurs sont déplacés aléatoirement pour chaque
nouvel hologramme acquis. Avec cette procédure nous avons donc acquis une

109



Figure 4.15 � Amélioration résolution spatiale

pile d'hologrammes dégradés par un bruit nonstationnaire, et décalés les uns par
rapport aux autres dans un plan 2D (Fig.4.16). Cette pile d'hologrammes nous

Figure 4.16 � Pile d'hologrammes perturbés par des spores de lycopodes positionnées entre
la source et l'objet

a permis de comparer une reconstruction par approche inverse à l'aide d'un seul
hologramme (Fig.4.17.(a)), la moyenne des Npile reconstructions par approche
inverse e�ectuée sur chaque hologramme de la pile (Fig.4.17.(b)) et en�n une ap-
proche inverse super-résolue (avec un facteur de super-résolution égal à 2 utilisant
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la pile d'hologrammes (Fig.4.17.(c)). Ces reconstructions (Fig.4.17) permettent

a) b) c)

Figure 4.17 � Reconstructions obtenues à l'aide des hologrammes perturbés par des lycopodes :
a) Reconstruction avec l'approche inverse "méthode 2" proposée à l'aide d'un hologramme RVB,
b) Somme des Npile approches inverses "méthode 2" avec les Npile hologrammes RVB de la pile,
c) Reconstruction RVB super-résolue "méthode 3" à l'aide des Npile hologrammes de la pile.

de con�rmer l'intérêt d'utiliser la redondance d'information présente dans la pile
d'hologrammes, mais aussi de montrer qu'une approche inverse super-résolue
permettant de reconstruire conjointement un objet permet d'obtenir une bien
meilleure reconstruction de l'opacité de l'objet comparée à une moyenne des
Npile reconstructions par approche inverse obtenues chacune avec un hologramme
di�érent de la pile (Fig.4.17.(b).(c)).

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre ont été proposées trois approches � problèmes inverses �per-
mettant de traiter l'holographie "couleur" sous di�érents aspects. La première
approche demande trois acquisitions indépendantes et est donc seulement utili-
sable dans le cas d'objets �xes, alors que la deuxième approche s'applique sur des
hologrammes "couleur" (acquisition simultanée sur un capteur muni d'une matrice
de Bayer) en permettant de traiter les situations où les objets sont en mouvement.
Une troisième approche, super-résolue, a été proposée a�n d'améliorer la résolution
et le RSB des reconstructions obtenues avec la deuxième approche. Ce chapitre a
mis en évidence à quel point il est important de connaitre la physique du capteur,
surtout dans le cas des capteurs � couleur � munis d'une matrice de Bayer car
ils nécessitent de prendre en compte de manière rigoureuse les e�ets de mélanges
spectraux dans les approches � problèmes inverses �. Ces travaux ont aussi permis
de montrer que l'auto-calibration proposée par Flasseur et al [22] est très perti-
nente et permet un gain signi�catif en terme de reconstruction. Ces trois approches
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� problèmes inverses � ont essentiellement pour visée de constituer des � preuves
de concepts � de l'application d'approches � problèmes inverses � adaptées à l'ho-
lographie en ligne. Les approches � problèmes inverses � proposées permettent de
reconstruire exclusivement des objets purement absorbants présentant l'avantage
de pouvoir être représentés sous forme d'une transmittance réelle invariante quelle
que soit la longueur d'onde. Cette a priori d'objets réels (purement absorbants)
peut être vite limitant, notamment lorsque les objets d'intérêt sont des objets de
phase, c'est-à-dire transparents. Pour aller plus loin dans la complexité des objets
reconstruits, nous allons à présent nous intéresser à la reconstruction de l'informa-
tion de phase, information notamment nécessaire a�n de remonter à l'information
de l'indice optique d'un objet si son épaisseur est connue.

112



Chapitre 5

Reconstruction de phase par une

approche inverse régularisée

Dans ce dernier chapitre est présentée une approche � problèmes
inverses � permettant de reconstruire des objets déphasants et ab-
sorbants, qui repose sur des a priori physiques. Résoudre ce pro-
blème inverse demande de pouvoir minimiser une fonction coût qui
est non-convexe et non-di�érentiable, ce qui n'est pas possible avec
les outils d'optimisation utilisés jusqu'à présent pour résoudre les
problèmes de grande dimension. Nous exposons la stratégie d'opti-
misation, basée sur l'éclatement des variables et l'élaboration d'un
opérateur proximal, que l'on a adoptée. Cette méthode est testée
sur une application en mécanique des �uides et une application en
microbiologie qui utilisent deux montages d'holographie en ligne
di�érents. L'essentiel de ce chapitre est basé sur l'article [82].

5.1 Introduction et état de l'art

Cette partie porte sur une approche inverse régularisée permettant la recons-
truction d'objets non-paramétriques ayant une phase et une absorbance. En holo-
graphie numérique en ligne les premières reconstructions de phase ont été proposés
par Liu et al. à l'aide des algorithmes de reconstructions proposés par [83, 84].
C'est une méthode de choix notamment pour imager des objets transparents qui
ne peuvent pas se voir avec des sytèmes d'imagerie conventionnels.
Alors que les montages interférométriques comme l'holographie hors axe [85] ou
de phase shifting [86] permettent de mesurer la phase dans le plan de l'holo-
gramme et donc retrouver l'amplitude complexe dans le plan objet par simple
rétro-propagation de l'onde complexe, l'holographie en ligne demande de son côté
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une inversion pour retrouver la phase dans le plan de l'hologramme [83, 84, 87] ou
dans le plan objet [88]. La reconstruction de la phase est d'ailleurs un problème
central de l'holographie en ligne [89], mais aussi pour tomographie di�ractive par
rayons X [90, 91].
Les méthodes de l'état-de-l'art proposent de nombreuses variantes de l'algorithme
très répandu Gerchberg-Saxton [92, 93, 94] ou encore l'utilisation de plusieurs ho-
logrammes à di�érentes distances [92, 94]. Ces algorithmes de reconstruction de
phase requierent d'injecter des contraintes sur l'objet souvent sous forme de sup-
port (support de l'absorption des objets mais aussi de leurs phases...). Pour estimer
correctement ce support cela nécessite donc une bonne pré-estimation de la phase,
mais la phase ne peut pas être bien estimée sans ce support, nous faisons donc
face à un paradoxe qui ne peut être résolu que par une reconstruction jointe de
ce support et de la phase. Les approches inverses demandent d'avoir un modèle
de fomation d'images le plus �n possible (ce point précis sera d'ailleurs discuté
dans ce chapitre) et d'inclure des contraintes sur l'objet reconstruit permettant de
réaliser cette estimation jointe. Plusieurs approches inverses ont déjà été propo-
sées en holographie numérique [18, 73, 95, 96] et appliquées pour di�érents pro-
blèmes d'estimation de la phase : en holographie numérique en ligne [88, 95, 97],
en holographie numérique hors-axe [18, 73, 96] et en tomographie di�ractive [98].
Le point clé de telles approches est qu'elles ont souvent besoin de résoudre des
problèmes d'optimisation non-di�érentiables et non-convexes. Dans ce contexte
les algorithmes proximaux sont particulièrement adaptés, résolvant des problèmes
convexes [50, 99] mais aussi non-convexes [95, 100].

5.2 Modèle de formation d'image non-linéaire

L'objet d'intérêt est modélisé comme une distribution complexe de transmit-
tance t�x, y� localisée dans un plan. Contrairement aux chapitres 3 et 4 qui uti-
lisaient des modèles linéaires de formation d'hologrammes, nous nous appuyerons
dans ce chapitre sur le modèle non-linéaire de formation d'hologramme explicité
en (Eq.2.17). Ce modèle a le mérite d'introduire moins d'approximations et donc
d'être plus précis, surtout en ce qui concernant les objets de transmittance com-
plexe. L'enregistrement numérique de cette intensité par le capteur induit une
discrétisation. On dé�nit donc les données comme un vecteur d > RN2 à N2 échan-
tillons (N2 pixels). Nous utilisons la même discrétisation dans l'espace objet que
dans l'espace du capteur et représentons par un vecteur m�t� > RN2 le modèle
de l'hologramme calculé pour une transmittance discrétisée t > CN2 (les inconnues
de notre problème). Nous notons H la matrice représentant l'opérateur linéaire
discrétisé de convolution 2D modélisant la propagation en chaque pixel de coordon-
nées �x, y� de la transmittance t. Le vecteur t constitue donc le vecteur d'inconnues
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à reconstruire. Le modèle de formation de l'hologramme en continu (Eq.2.17) peut
donc se réécrire comme suit :

�m�t��k � S�H t�kS2 , (5.1)

où ���k indique le k-ième élement du vecteur.
Le modèle de formation de l'hologramme d s'écrit donc :

�d�k � c � �m�t��k � �n�k � c � S�H t�kS2 � �n�k (5.2)

où nous avons introduit un paramètre d'échelle c tenant compte de l'intensité de
l'onde de référence A0 et du facteur de conversion de cette intensité en niveaux de
gris. Le vecteur �n�k représente quant à lui le bruit, que nous considèrerons blanc
gaussien, sur le k-ème pixel du capteur.

5.3 Formulation du problème inverse

L'algorithme de reconstruction doit permettre d'estimer la transmittance t
dans le plan objet à partir d'un hologramme d. Une simple inversion du mo-
dèle de formation d'hologramme (Eq.5.2) n'est pas possible (2N2 valeurs com-
plexes inconnues alors que l'hologramme possède seulement N2 valeurs réelles). Il
est donc primordial d'introduire des contraintes sur la transmittance reconstruite.
Ces contraintes peuvent prendre deux formes : (i) des contraintes dures étant des
contraintes strictes telles que des contraintes de bornes, et (ii) des contraintes
douces favorisant des propriétés (lissage spatial, ...). Les contraintes dures re-
streignent le domaine dans lequel peut être recontruite la tranmittance ; ce domaine
sera noté Λ. Nous proposons une approche inverse régularisée visant à minimiser
la somme entre une attache aux données notée D et un terme de régularisation
noté R. Le problème de reconstruction est formulé sous la forme d'un problème de
minimisation : Ât � arg min

t>Λ
�min

c
D �t, c�� �R �t� , (5.3)

Notons que le paramètre d'échelle c introduit dans l'équation (Eq.5.2) constitue
également dans notre cas un paramètre inconnu à estimer. Comme nous faisons
l'hypothèse que l'hologramme est perturbé par un bruit blanc gaussien (Eq.5.2),
nous utilisons comme attache aux données à minimiser la log-vraisemblance gaus-
sienne suivante :

D �t, c� � Yc �m�t� � dY2
W , (5.4)

oùW est l'inverse de la matrice de covariance du bruit (diagonale puisque le bruit
est supposé blanc) [5, 66, 60].
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A prioris physique Contraintes mathématiques sur t � StS.eiϕ�t�
Milieu dilué (parcimonie des objets opaques) R1�t� � Pk S1 � S�t�k SS (1 � StS a une faible norme L1 )

Milieu dilué (parcimonie des objets déphasants) R2�t� � Pk SIm��t�k�S (Im�t� a une faible norme L1 )

Absorption et phase lisses Rε
TV

�t� (norme TV relaxée, cf.Eq. 5.8)

Milieu passif (absorbant) t > Ω � �t > CN , ¦k > J1,NK, S�t�k S B 1�
Objets peu épais/di�érence d'indice faible t > Ψ � �t > CN , ¦k > J1,NK, ϕmin B ϕ ��t�k� B ϕmax�

Table 5.1 � Contraintes physiques considérées pour la méthode de reconstruction.

5.3.1 Estimation du paramètre c�

Dans un premier temps nous nous intéressons à l'estimation du paramètre
d'échelle optimal c� établi de la manière suivante,

c� �t� � argmin
c

Yc �m�t� � dY2
W . (5.5)

La résolution directe de ce critère donne la solution suivante :

c� �t� � m�t�TWd

m�t�TWm�t� . (5.6)

En remplaçant c par c� �t� dans (Eq.5.4) on peut dé�nir une attache aux données
ne dépendant que de t :

D� �t� � Yc� �t� �m�t� � dY2
W . (5.7)

5.3.2 Régularisations : contraintes physiques sur la trans-
mittance reconstruite

Plusieurs contraintes issues d'une réalité physique sur la transmittance des
objets peuvent être considérées. La Table 5.1 répertorie l'ensemble des contraintes
que nous considèrerons dans la méthode problèmes inverses proposée. Les deux
premières contraintes sont des contraintes douces favorisant le fait qu'un grand
nombre de pixels de la transmittance reconstruite sont complètement trasnparents
(S�t�kS � 1 pour beaucoup de k) et/ou n'introduisent pas de déphasage (ϕ��t�k� � 0,
alors Im��t�k� � 0 pour beaucoup de k). La troisième contrainte favorise une
transmittance spatialement lisse (par conséquent un module et une phase lisses),
tout en gardant des bords francs (qui a pour but de délimiter les frontières de
l'objet). Cette contrainte se fait à l'aide d'une généralisation de la variation totale
pour les matrices à valeurs complexes, et inclut un paramètre ε permettant de
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s'a�ranchir des problèmes de non-di�érentiabilités par une relaxation :

R
ε
TV �t� �Q

k

½�∆x
kRe�t��2

� �∆y
kRe�t��2

� �∆x
k Im�t��2

� �∆y
k Im�t��2

� ε2. (5.8)

où ∆x et ∆y sont respectivement les opérateurs de di�érences �nies dans la direc-
tion Ñx (respect. dans la direction Ñy), approximation du gradient.
Les deux dernières contraintes sont des contraintes dures, qui sont appliquées de
façon stricte. La première de ces contraintes impose que puisque nous reconstrui-
sons une trasnmittance et que l'objet n'agit pas comme une source lumineuse, le
module de sa transmittance doit être comprise entre 0 (objet complètement ab-
sorbant) et 1 (objet complètement transparent). La seconde contrainte peut être
utilisée pour mettre des contraintes de bornes sur la phase reconstruite (borne
inférieure et supérieure). Cela est notamment utilise lorsque l'on a un a priori
sur l'indice de refraction du milieu et celui de l'objet observé, ainsi que l'épais-
seur maximum de l'objet. Remarquons qu'en général si les objets observés sont en
contraste positif ou négatif par rapport au milieu (plus ou moins réfractant), ce
qui permet de mettre ϕmin ou ϕmax à 0.
L'approche problème inverse proposée incluant les di�érentes contraintes physiques
énumérées se résume au problème de minimisation suivant :

t̂ � arg min
t>Ω9Ψ

D� �t� � α1R1 �t� � α2R2 �t� � α3R
ε
TV �Re�t�,Im�t�� (5.9)

où �α1, α2, α3� > R� sont aussi appelés hyper-paramètres dont leurs valeurs donnent
un poids plus ou moins important à chaque contrainte physique considérée.

5.4 Le problème d'optimisation

5.4.1 Reconstruction par éclatement des variables

Le problème inverse est formulé comme la minimisation d'une somme de fonc-
tions sous contraintes (Eq.5.9), mais certaines de ces fonctions sont non-lisses et
sont non-convexes, ce qui complique le problème de minimisation. La solution pour
résoudre ce problème est d'introduire un éclatement des variables [99]. Pour ce
faire, nous posons Re�t� � a et Im�t� � b et nous ré-écrivons le problème (Eq.5.9)
comme suit :

¢̈̈̈¦̈̈̈¤
t� � argmin

t,a,b
fα3�t� � gα1,α2�a,b�

sous les contraintes : Re�t� � a,Im�t� � b, et �a � ib� > Ω 9Ψ,
(5.10)
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où fα3�t� � D� �t� � α3R
ε
T V

�Re�t�,Im�t�� est une fonction non convexe lisse, et

gα1,α2�a,b� � α1Pk �1 �
¼
a2
k � b

2
k� � α2Pk SbkS est une fonction non convexe non

lisse.
Le lagrangien augmenté du problème (Eq.5.10) s'écrit :

Lβ �t,a,b,u� � fα3�t� � gα1,α2�a,b� � β Yt � �a � ib� �uY2
2 (5.11)

où u est la variable duale normalisé, et β A 0 est le paramètre de pénalisation
augmenté.

La résolution classique par la méthode des multiplicateurs revient à une mini-
misation itérative alternée (j sera le compteur du nombre d'itérations) :

�t�j�1�,a�j�1�,b�j�1�� � arg min
t,�a�ib�>Ω9Ψ

Lβ �t,a,b,u�j�� (5.12)

mise à jour des variables duales : u�j�1� � u�j�
� t�j�1�

� �a�j�1�
� ib�j�1�� (5.13)

Si (5.12) est un problème d'optimisation joint des variables t, a et b avec
contraintes de bornes, il est possible de résoudre ce problème de manière alternée
à l'aide de l'algorithme des directions alternées (ADMM) [58] (méthode détaillée
partie 2.6.3) de la manière itérative suivante,¢̈̈̈̈̈̈̈
¦̈̈̈̈̈̈
¤̈

t�j�1� � argmin
t

fα3�t� � β Zt � �a�j� � ib�j�� �u�j�Z2

2�a�j�1�,b�j�1�� � argmin
�a�ib�>Ω9Ψ

gα1,α2�a,b� � β Zt�j�1�
� �a � ib� �u�j�Z2

2

mise à jour des variables duales : u�j�1� � u�j� � t�j�1�
� �a�j�1� � ib�j�1�� ,

(5.14)

nous utiliserons dans notre cas, la variante proposée par Mourya et al. [59] (et
détaillée dans la partie 2.6.4), présentant de meilleures propriétés de convergence
en résolvant ce problème de manière hiérarchique :

t�j�1� � argmin
t

fα3�t� � gα1,α2 �a��t�,b��t�� � β Zt � �a��t� � ib��t�� �u�j�Z2

2
(5.15)

avec�a��t�,b��t�� � argmin
�a�ib�>Ω9Ψ

gα1,α2 �a,b� � β Zt � �a � ib� �u�j�Z2

2
(5.16)

mise à jour des variables duales : u�j�1� � u�j�
� t�j�1�

� �a� �t�j�1�� � ib� �t�j�1��� .
Le problème (Eq.5.15) est un problème de minimisation di�érentiable pouvant
être résolu à l'aide d'une méthode quasi-Newton [47]. Ce type de méthode ne re-
quiert, à chaque itération j, que le calcul du coût et du gradient au "point" t de
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la fonctionnelle à minimiser : on parle d'évaluation de la fonctionnelle. Lors d'une
itération, la fonctionnelle peut être évaluée plusieurs fois en des points t di�érents
(et pas seulement en t�j�), notamment lors de la recherche de pas. Dans le cas
de l'optimisation hiérarchique proposée ci-dessus, les valeurs optimales a� et b�

doivent systématiquement être ré-estimées au point t où est évaluée la fonction-
nelle. Pour cela à chaque itération il faut résoudre le problème de minimisation
(Eq.5.16) qui ne peut être résolu à l'aide d'outils d'optimisation lisse, car il est
non-convexe et surtout non-di�érentiable, et en�n met en jeu des contraintes de
bornes non-linéaires. Le problème (Eq.5.16) présente cependant l'avantage d'être
séparable sur chaque pixels. Le concept de "proximal mapping" peut être étendu
aux fonctions non-convexes [100], et dans notre cas a� et b� peuvent calculées sous
forme analytique, en utilisant l'opérateur proximal suivant :
¦k > J1,N2K avec �p, q� > R2 :

proxβ�1gα1,α2 �p, q� � ¢̈̈̈¦̈̈̈¤
argmin
ak,bk

β�p � ak�2 � β�q � bk�2 � gα1,α2�ak, bk�
sous contraintes : a2

k � b
2
k B 1, et ϕmin B ϕ�ak � ibk� B ϕmax (5.17)

Le problème de minimisation sous contrainte (Eq.5.16) peut donc se résoudre pour
tout k > J1,NK de la manière suivante :

�a�k�t�,b�k�t�� � proxβ�1gα1,α2 �Re �tk �uk� ,Im �tk �uk�� (5.18)

5.4.2 Calcul de l'opérateur proximal proxβ�1gα1,α2
Si l'algorithme et la preuve de cet opérateur proximal sont détaillés dans l'an-

nexe B (preuve) et l'annexe C (algorithme), nous allons expliquer dans cette partie
5.4.2 comment calculer cet opérateur proximal. L'opérateur proximal

proxβ�1gα1,α2 �p, q� � ¢̈̈̈¦̈̈̈¤
argmin

a,b
β�p � a�2 � β�q � b�2 � gα1,α2�a, b�

sous contraintes : a2 � b2 B 1, et ϕmin B ϕ�a � ib� B ϕmax (5.19)
peut être obtenu sous forme analytique :

Y Dans le cas où les contraintes ne sont pas actives, il s'agit simplement de la
solution au problème :

argmin
a,b

β�p � a�2
� β�q � b�2

� gα1,α2�a, b� (5.20)

qui s'écrit :

�a�, b�� � �p � α1

2β

pSp � iSα2~2β�q�S , Sα2~2β�q� � α1

2β

Sα2~2β�q�Sp � iSα2~2β�q�S� (5.21)
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où Sα2~2β�q� correspond au seuillage doux (dé�nit en Eq.2.112) appliqué sur
q.
Cas particulier : Si p � 0 et q � 0

�a�, b�� � �α1

2β
,0� (5.22)

Y Si la contrainte de module a2 � b2 B 1 est active :

�a�, b�� � � pSp � iSα2~2β�q�S , Sα2~2β�q�Sp � iSα2~2β�q�S� (5.23)

Y Si la contrainte de phase est active, alors ϕ�a�� ib�� � ϕmin ou ϕ�a�� ib�� �
ϕmax et le module associé Sa� � ib�S vaut :

Sa� � ib�S � ¢̈̈̈̈¦̈̈̈̈¤
1 si ρ��ϕ�� C 1

ρ��ϕ�� si ρ��ϕ�� > �0,1�
0 si ρ��ϕ�� B 0

(5.24)

avec,

ρ��ϕ� � p cos�ϕ� � q sin�ϕ� � α1

2β �
α2

2β S sin�ϕ�S (5.25)

et,

ϕ� � argmin
ϕ>�ϕmin,ϕmax�

β�p � aρ��ϕ��2 � β�q � bρ��ϕ��2 � gα1,α2�aρ��ϕ�, bρ��ϕ��
avec, aρ��ϕ� � ρ��ϕ� cos�ϕ� et bρ��ϕ� � ρ��ϕ� cos�ϕ�.
On a alors,

�a�, b�� � �ρ��ϕ�� cos�ϕ��, ρ��ϕ�� sin�ϕ��� (5.26)

La �gure 5.1.a) montre la forme non convexe que peut avoir la fonction coût et le
fait que l'opérateur proximal permet de trouver le point qui la minimise. Les �gures
5.1.b) et 5.1.c) montrent respectivement les cas où la contrainte sur le module est
active et la même fonction coût lorsque nous restreignons par exemple la phase
entre ϕmin � 0 et ϕmax � 3π

4 .

5.4.3 Réglage des hyper-paramètres

Comme nous l'avons vu dans les chapitres précédents la di�culté principale
dans les approches inverses régularisée est le réglage des hyper-paramètres pour
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Figure 5.1 � Illustration du problème de minimisation résolu par l'opérateur proximal
proxβ�1gα1,α2

, dans trois cas de �gure di�érents : a) Premier cas : le minimum global non
contraint se trouve dans le cercle unité qui représente la contrainte sur le module (on note la
présence du minimum global et d'un minimum local). b) Deuxième cas : le minimum global
non contraint se trouve hors du cercle unité, la solution optimale respectant la contrainte sur le
module est sur le cercle unité a2 � b2 � 1. c) Troisième cas : même fonction coût que dans le
cas b) sauf que nous imposons également une contrainte sur la phase �ϕmin � 0, ϕmax �

3π
4
�. Les

couples �a, b� situés en dehors du domaine de faisabilité (c.a.d. ne respectant pas les contraintes)
sont représentés en grisé. On véri�e dans chacun des cas que la solution �a�, b�� donnée par
l'expression analytique de l'opérateur proximal respecte les contraintes et correspond toujours
au minimum global contraint.

chaque a priori. Cette problématique est décuplée dans l'approche proposée car
elle demande de régler 3 hyper-paramètres de régularisation �α1, α2, α3� et 2
contraintes de bornes sur la phase �ϕmin, ϕmax�. Di�érents test nous ont mon-
tré qu'une bonne combinaison réglée "à la main" de ces hyper-paramètres et
contraintes de bornes pour un hologramme pouvait être appliquée pour des ho-
logrammes acquis dans les mêmes con�gurations. Cela est dû en partie à la bonne
normalisation de la transmittance (dont le module est compris entre 0 et 1) qui
remet à l'échelle les gradients spatiaux et donne des normes L1 semblables d'un ho-
logramme à un autre. De plus, a�n de simpli�er le réglage de ces hyper-paramètres,
nous normalisons chaque hologramme par sa valeur maximum pour que la gamme
des valeurs de l'attache aux données soit similaire d'une acquisition à une autre
(cela permet notamment d'être plus robuste quel que soit la quanti�cation du
capteur). Dans certains cas nous avons des a priori sur certains de ces hyper-
paramètres :

Y pour reconstruire des objets purement absorbants, une valeur très impor-
tante peut être donnée à l'hyper-paramètre α2 (α2 �ª),

Y pour reconstruire des objets purement déphasant, une valeur très impor-
tante peut être donnée à l'hyper-paramètre α1 (α1 �ª),

Y quand la di�érence d'indice de réfraction entre le milieu référence n0 et l'in-
dice de réfraction de l'objet nobjet est inférieure ou égale à 0 (n0�nobjet B 0)
nous pouvons régler ϕmin � 0, à l'inverse si n0 � nobjet C 0 nous pouvons
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régler ϕmax � 0,
Y pour obtenir une reconstruction de la phase et du module plus lisse, la
valeur de l'hyper-paramètre α3 doit être augmentée.

Comme discuté dans la partie 2.5.3.4 du chapitre 2, nous préconisons de régler
le paramètre ε de la variation totale relaxée entre 10�4 et 10�3. Rappelons que la
valeur de ce paramètre peut in�uer signicativement sur la vitesse de convergence
de l'algorithme (plus ε est important plus le problème d'optimisation sera lisse et
donc plus sa résolution sera rapide).

5.5 Résultats

La méthode inverse proposée a été appliquée sur des hologrammes issus d'ex-
périences en mécanique des �uides et sur des applications bio-médicales, avec des
montages d'holographie numérique en ligne di�érents (cela à pour but de montrer
la robustesse de la méthode problèmes inverses proposée). La partie simulation
ainsi que l'application en mécanique des �uides a été le fruit d'une collaboration
avec une équipe du Laboratoire de Mécanique des Fluides et d'Acoustique, alors
que la partie bio-médicale est le fruit d'une collaboration avec une équipe de bio-
Mérieux.

5.5.1 Application en mécanique des �uides

5.5.1.1 Contexte et expérience

L'algorithme proposée a été testé sur des données issues de la mécanique des
�uides. L'expérience qui va être exposée ici est une expérience qui a été réalisée
par une équipe du Laboratoire de Mécanique des Fluides et d'Acoustique (LMFA)
de l'école Centrale Lyon et qui a été détaillée dans le papier [101]. L'expérience
consiste à acquérir des hologrammes à partir d'une gouttelette d'éther diéthylique,
évaporant dans une milieu turbulent. Le montage expérimental est un montage
d'holographie en ligne comprenant un dispositif permettant d'injecter les gout-
telettes, un dispositif permettant de générer une turbulence (voir l'illustration du
montage expérimental de la �gure5.2). Les gouttelettes observées, dont le diamètre
est d'environ 100 µm, sont illuminées par un faisceau divergent monochromatique
de longueur d'onde λ � 532 nm. Ces hologrammes en lignes ont été acquis à l'aide
du capteur CMOS d'une caméra rapide Phantom V611 dont la fréquence d'acqui-
sition des images est à 3kHz. Le capteur est composé de 1280 � 800 pixels avec
un pixel pitch de 20 µm.La distance z entre les gouttelettes se situe aux alen-
tours de 630 mm . La divergence du faisceau lumineux introduisant un facteur
de grossissement d'environ 1.5, il est important de le prendre en compte dans la
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Figure 5.2 � Montage expérimental pour l'observation de gouttelettes évaporantes dédiées à
la mécanique des �uides

méthode de reconstruction. Par équivalence, en pratique les hologrammes obtenus
seront considérées comme ayant été acquis à une distance de z multipliée par ce
facteur 1.5 et le diamètre des gouttelettes sera de même multiplié par ce facteur
(soit 150 µm). La �gure 5.5 montre les hologrammes expérimentaux obtenus à
trois temps d'acquisitions di�érents.

5.5.1.2 Validation à l'aide de simulations utilisant la théorie de Mie

a)

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

ground truthhologram
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400 µm5 mm

Figure 5.3 � Simulation d'une hologramme d'une gouttelette avec un panache de vapeur, le
tout illuminé à la longueur d'onde 532nm, et une distance gouttelette-capteur considérée égale
à z � 0.5m : a) L'hologramme synthétique. b) La vérité terrain de la phase obtenue par rétro-
propragation de l'amplitude complexe dans le plan capteur. Le champ représenté correspond à
la zone décrite par le carré rouge sur l'hologramme.

Pour valider l'approche problèmes inverses proposée dans le cas de mécanique
des �uides exposé ci-dessus, des simulations ont été générées 1 à l'aide de la théo-
rie de Lorenz-Mie (TLM), simulant des hologrammes d'une particule �uide. Cette

1. Ces simulations ont été réalisées par Loïc Méès au Laboratoire de Mécanique des Fluides
et d'Accoustique de Lyon

123



théorie donne une solution rigoureuse au problème de la di�usion de la lumière
par une sphère parfaitement homogène et isotrope [102, 103]. Cette solution a
été étendue pour les sphères radialement inhomogènes [104, 105]. Cette extension
peut être utilisée pour simuler l'hologramme d'une gouttelette de liquide entourée
d'un panache de vapeur, à toute distance z entre la gouttelette et le plan capteur.
Les hologrammes synthétiques ont été simulés à partir d'une simulation par la
TLM auquelle a été ajoutée l'intégration sur pixel (avec un facteur de remplis-
sage égal à 1). La gouttelette sphérique est dé�nie par un rayon de a � 50 µm
et un indice complexe de réfraction nd � 1.35. La gouttelette est illuminée par
une onde plane monochromatique de longueur d'onde λ � 532 nm. Le panache de
vapeur, supposé sphérique, est dé�ni par un indice de réfraction nν�r�, r étant
la distance radiale dans les données sphérique. Pour la suite nous avons simple-
ment utilisé la décroissance exponentielle de nS � 1 � 10�4 (à la surface de la
gouttelette) à 1 lorqu'on s'éloigne de la gouttelette, conformément à la formule
nν�r� � �nS � 1�exp���r � a�~σ� où le paramètre de décroissance est �xé ici à
σ � 10 µm. Le capteur considéré pour la simulation est unn capteur de 1000�1000
pixels avec un pitch pixel de 20 µm. La distance considéré entre la gouttelette et
un capeur est de z � 0.5 m. Dans le panache de vapeur, l'indice de réfraction est
proche de 1 et varie lentement. Alors, l'objet peut être considéré plutôt comme un
objet de phase. En revanche , le liquide de la gouttelette se comporte plutôt comme
une objet absorbant (presque opaque). Nous considérons une gouttelette sphérique
de rayon a � 50 µm et un indice de réfraction nd � 1.35, entouré par un panache de
vapeur. L'objet complexe di�ractant est donc composé de la gouttelette ainsi que
du panache de vapeur, ce qui en fait un objet absorbant et déphasant, par consé-
quent la transmittance attendue doit prendre des valeurs complexes. La �gure
5.3.a montre un hologramme synthétique et la �gure 5.3.b) montre la phase (sur
la zone zoomée) de la rétro-propagation obtenue à l'aide de l'amplitude complexe
de l'onde dans le plan hologramme qui sera considérée comme la vérité terrain de
la phase de l'objet. Deux hologrammes bruités sont générés en ajoutant un bruit
gaussien uniforme et indépendant avec un ratio signal sur bruit (RSB) égal à 100
et à 50, respectivement. Au niveau du centre de la gouttelette, comme il est pu-
rement absorbant , les valeurs de la phase sont non signi�catives (non unicité de
la phase). Pour conséquent nous masquons ces valeurs de phase à 0 pour mieux se
concentrer sur la phase au niveau du panache de vapeur. Le masque est appliqué
pour tous les pixels dont le module est inférieur à 0.5.
Les reconstructions (Fig.5.4.(a).(c)) ont été obtenues par la méthode proposée avec
16 mises à jour de la variable duale avec 30 itérations entre chaque mise à jour
pour assurer la bonne convergence de l'algorithme. Les 5 hyper-paramètres (α1,
α2, α3, ε, β) ont été réglés "à la main" pour obtenir ces résultats. Il est donc
possible qu'un autre réglage de ces hyper-paramètres donne un meilleur résultat
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par la méthode proposée. Le temps de calcul pour réaliser ces reconstructions est
d'environ 5 minutes. La �gure 5.4 compare la reconstruction de la phase avec la
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Figure 5.4 � Reconstruction de l'absorbance et de la phase de la gouttelette et du panache
de vapeur à partir de l'hologramme simulé. a) Reconstruction de la phase pour l'hologramme
ayant un RSB de 100. c) Valeur absolue de la di�érence (carte d'erreurs) entre la vérité terrain
et la reconstruction, pour l'hologramme avec un RSB=100. b) Reconstruction de la phase pour
l'hologramme ayant un RSB de 50. d) Valeur absolue de la di�érence (carte d'erreurs) entre la
vérité terrain et la reconstruction, pour l'hologramme avec un RSB=50.

vérité terrain de celle-ci (voir la �gure 5.3.b). Nous montrons sur cette �gure les
phases reconstruites (a,c), et leur carte d'erreurs (c,d), à partir des hologrammes
synthétiques avec respectivement un RSB égal à 100 (a,b) et 50 (c,d). Pour ces
reconstructions la même procédure de masquage des pixels dont le module est
inférieur à 0.5 à été appliquée. Nous choisissons ici de ne pas montrer les recons-
tructions du module pour nous concentrer sur la quanti�cation de la phase. A�n
d'avoir une comparaison avec une méthode � état de l'art � nous montrons égale-
ment une reconstruction obtenue à l'aide d'algorithme de type réduction de l'erreur
proposée par Fienup [84], en utilisant un support, prenant en compte l'objet et le
panache de vapeur, qui a été obtenue avec la vérité terrain de la transmittance (ce
qui est dans les faits impossible à reproduire dans le cas de données expérimen-
tales). Notons que la palette de couleur utilisée pour la carte d'erreurs de cette
dernière méthode est étendue sur une dynamique de valeur bien plus grande.
A première vue les reconstructions de la phase sont proches de la vérité terrain,
montrant que les reconstructions o�rent estimations de phase dans la même gamme
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de valeur que la vérité terrain. La même observation peut être faite pour les re-
constructions en module. Les cartes d'erreurs permettent d'avoir une comparaison
plus �ne, et logiquement nous observons que les erreurs sont plus importantes plus
le RSB de l'hologramme est faible. Pour une meilleure quanti�cation des erreurs,
nous calculons l'erreur quadratique moyenne normalisée (EQM). Sa normalisation
est obtenue en divisant l'erreur quadratique moyenne par la valeur maximum de
la vérité terrain. Ces résultats quantitatifs con�rment que plus le RSB de l'holo-
gramme est faible plus l'erreur quadratique moyenne est importante. En e�et avec
l'hologramme avec un RSB=100, l'erreur quadratique moyenne entre la recons-
truction de phase et la vérité terrain est d'environ 1.53% alors qu'elle est d'environ
1.68% pour l'hologramme de RSB=50. Par comparaison, à partir de l'hologramme
ayant un SNR 100, l'erreur quadratique moyenne de l'algorithme de type réduction
de l'erreur est de 10.67%.

5.5.1.3 Reconstructions à partir d'une séquence d'hologrammes expé-
rimentaux

La �gure 5.5.(a) montre 3 hologrammes de la même gouttelette à des temps
successifs, extraits d'une séquence d'hologrammes acquis avec la caméra rapide
décrite ci-avant. Les hologrammes montrent les franges circulaires typiques à un
hologramme de gouttelette, et une trace du panache de vapeur qui change d'orien-
tation avec la direction du �ux d'évaporation. Les résultats de reconstructions
obtenus avec la méthode problèmes inverses proposée sont présentés sur la �gure
5.5(b,c), avec les reconstructions de phase (Fig.5.5(b)), et les reconstructions des
modules (Fig.5.5(c)). Ces résultats ne peuvent pas valider quantitativement la mé-
thode de reconstruction, cependant ils illustrent le potentiel de la méthode dans ce
cas particulier d'application. Néanmoins nous pouvons noter que l'ordre de gran-
deur du déphasage maximum, à proximité de la gouttelette peut être estimé par
ϕ � l�ns�2π~λ, où l est la profondeur du panache et ns est l'indice de réfraction du
mélange vapeur d'éter/air à la surface de la gouttelette. En considérant l comme
égal à deux fois le diamètre de de la gouttelette (aux alentours de 200µm par consé-
quent) et ns � 1.5�10�4 (sur la base de mesures e�ectuées sur des gouttes de taille
millimétrique en suspension [106]) le déphasage maximum doit être de l'ordre de
0.35 radian. Dans le papier [101], la séquence d'hologrammes de gouttelette était
reconstruite en utilisant une méthode paramétrique [5, 6], mais si cette méthode
donne de résultats quantitatifs très précis en terme de mesure de la taille de la gout-
telette et de sa position (notons d'ailleurs que le paramètre z utilisée dans la mé-
thode proposée est issue de cette approche paramétrique), cette méthode ne prend
pas en compte l'information de phase et donc ne peut reconstruire le panache. En
mécanique des �uides, mesurer et suivre le déplacement d'une gouttelette ainsi que
de son panache d'évaporation est crucial pour la bonne compréhension du rôle joué
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par la turbulence dans le cas de gouttelettes évaporantes, et plus spéci�quement
dans [101] où certains écarts ont été observés entre le taux d'évaporation quasi
constant prédit et la modélisation de la force de la trainée du panache [101]. Dans
ce contexte, les résultats obtenus avec l'approche problèmes inverses proposée ici
sont prometteurs pour quanti�er à la fois l'absorption et le déphasage induits par
la gouttelette et le panache l'évaporation. D'un point de vue qualitatif, la �gure
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Figure 5.5 � Reconstructions avec la méthode proposée de gouttelettes s'évaporant à partir
à une séquence d'hologrammes expérimentaux.a) Hologrammes acquis à trois di�érents temps.
b) Reconstruction de la phase à ces 3 di�érents temps. Le panache d'évaporation est clairement
visible une information purement de phase. c) Reconstruction du module à ces 3 temps. Seule la
gouttelette est visible comme un objet purement absorbant.

5.6 montre la reconstruction de l'hologramme obtenue avec la transmittance re-
construite t̂ et le modèle de formation d'hologramme 5.2 (Fig.5.6.(b).(d) ) a une
grande �délité avec l'hologramme expérimental (Fig.5.6.(a).(c) ) tout en réduisant
signi�cativement la proportion du bruit expérimental (bruit capteur, données abé-
rantes dûes à la di�raction d'un objet hors du plan objet...) comme nous pouvons
le voir en comparant les pro�ls de l'hologramme expérimental et l'hologramme
reconstruit par la méthode proposée (voir troisième ligne de la �gure5.6).

D'un point de vue convergence de la méthode proposée, les recontructions en
module et en phase ont été obtenus avec 16 mises à jour de la variable duale avec
50 itérations entre chaque mise à jour pour assurer la bonne convergence de l'algo-
rithme. Les calculs ont été lancés sur un processeur Intel i7-3630QM (2.40GHz). Le
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Figure 5.6 � Première ligne : Comparaison qualitative entre a) l'hologramme expérimental
et b) l'hologramme reconstruit avec la méthode approche inverse proposée. Deuxième ligne :
comparaison qualitative entre c) une partie zoomée de l'hologramme expérimental et d) une
partie zoomée de l'hologramme reconstruit.

temps de calcul se situe approximativement entre 15 et 20 minutes. La �gure 5.7
montre la reconstruction de la phase, obtenue à partir de l'hologramme à t0 � 8ms
(voir la �gure 5.5), pour di�érents choix en terme de nombre de mises à jour de
la variable duale et du nombre d'itérations réalisées entre chaque itération. Si le
meilleur résultat est obtenu avec la stratégie adoptée pour la reconstruction de la
�gure 5.5, à savoir pour 16 mises à jour de la variable duale avec 50 itérations entre
chaque itération (voir la �gure 5.7.(c) ), nous voyons que nous pouvons obtenir des
reconstructions plutôt satisfaisantes au bout de quelques minutes en utilisant une
stratégie utilisant moins d'itérations et de mises à jour (voir la �gure 5.7.(a).(b) )
même si la convergence de l'algorithme n'est pas satisfaite dans ces cas là. Cette
remarque est valable pour des applications qui demanderaient un temps de calcul
réduit.
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Figure 5.7 � Phase reconstruite pour di�érents choix de mises à jour de la variable duale et
du nombre d'itérations entre chaque mise à jour : a) 2 mise à jour de la variable duale avec 30
itérations (temps de calcul �1min) ; b) 4 mise à jour de la variable duale avec 30 itérations(temps
de calcul � 3 minutes) ; c) 16 mises à jour de la variable duale avec 50 itérations (temps de calcul
� 15 minutes). Ces temps de calcul sont donnés pour des recontructions réalisées à l'aide d'un
processeur Intel i7-3630QM (2.40GHz).

5.5.2 Application en microscopie défocalisée pour le bio-
médical

5.5.2.1 Contexte de l'expérience

La méthode proposée a été testée dans le domaine de la microbiologie 2

L'expérience consiste à observer des bactéries colorées à l'aide du montage de
microscopie suivant (voir la �gure 5.8). Les objets observés sont des bactéries :
soit des Gram négatifs en forme de batônnets (Escherichia coli notés E.coli) ou
des Gram positif de forme spérique (Staphylococcus epidermis, notés S.epidermis).
Une colonie de chacune des deux types de ces bactéries est isolée dans une
boîte de Petri, puis elles sont étalées sur une lame de microscope. Les bactéries
subissent alors une coloration de Gram (Fig.5.9) utilisant une procédure standard
(système PREVI® COLOR GRAM développé par bioMérieux). Au �nal les
objets immobilisés sur la surface de la lame sont roses (gram négatif) ou violets
(gram positif), avec des tailles de l'odre de 1 µm.

Ces objets sont alors observés à l'aide de deux montages de microscope di�é-
rents (voir la �gure 5.8) :

Y le premier montage (qui servira à acquérir les images "références") est simi-
laire à celui généralement utilisé dans les laboratoires de diagnostic in vitro
de routine. Cela consiste à utiliser un montage de microscopie à immersion
dans l'huile qui est éclairé en transmission par une lumière "blanche" et
disposant d'un capteur couleur, le tout avec un instrument standard (Olym-
pus BX-61). La source de lumière est une LED "blanche" (5500 K, Mightex
FCS-0000-000), couplée à un faisceau de �bre optique. La �n de la �bre op-
tique est positionnée à quelques centimètres de la lame , qui est elle-même

2. Cette expérience a été réalisée au sein de bioMérieux par l'équipe de Nicolas Faure.
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Figure 5.8 � Montage d'un microscope d'holographie en ligne dédié à l'observation de bacté-
ries.

Gram positif
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(contre marquage)
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Figure 5.9 � Principe général de la coloration de Gram.

placée sur une platine motorisée. Les objets sont placés par l'opérateur dans
le plan focal de l'objectif (l'observation des objets sera donc faite dans le
plan au focus). L'image est acquise avec un objectif 60X/NA1.4 (Olympus),
une lentille de tube 10x, et un capteur couleur 5Mpix (Basler) dont la taille
de pixel est de 3.45µm.

Y En modi�ant ce premier montage, un second montage a été mis en ÷uvre.
Utilisant une autre �bre du faisceau , le source de lumière est interchan-
gée avec une source qui est une LED monochromatique de longueur d'onde
617nm (Mightex FCS-0617-000). La platine motorisé permet de placer les
objets à une distance de 32 µm du plan focal de l'objectif. Un �ltre passe-
bande (d'une largeur de 5 nm autour de 610 nm) est positionné entre l'ob-
jectif et la lentille tube. Cela permet d'acquérir des hologrammes acquis en
ligne des objets (Fig.5.10). A�n de béné�cier d'une comparaison, une image
des objets au plan focal a aussi été acquise à l'aide de ce dernier montage
(Fig.5.12.(b)).

5.5.2.2 Reconstructions à partir des hologrammes de bactéries

La �gure 5.10 montre un hologramme d'un échantillon contenant les deux types
de bactéries déjà présentées, des S.epidermis et E.coli.La �gure 5.12.(a) montre
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35 µm

Figure 5.10 � Hologramme de bactéries colorées par coloration de Gram illuminées à la
longueur d'onde λ=610nm.

Cristal Violet

Safranine

absorbance

Figure 5.11 � Spectre d'absorbance des chromophores utilisés pour la coloration de Gram des
bactéries.

l'image au focus de l'échantillon biologique lorsqu'il est éclairé avec la LED lumière
"blanche", qui sera utilisée comme image "référence". La �gure 5.12.(b) montre
l'image au focus de l'échantillon biologique lorsqu'il est éclairé avec la LED mo-
nochromatique λ � 610 nm. Les �gures5.12.(c).(d) respectivement montrent le
module et la phase de la reconstruction obtenue avec la méthode proposée à par-
tir de l'hologramme (Fig.5.10). Pour l'illumination à la longueur d'onde 610 nm,
les E.coli (gram négatif) n'absorbent pas, et se comportent comme un objet de
phase, pendant que les S.epidermis se comportent comme des objets absorbants
et déphasants. Ces résulats sont cohérents avec l'absorbance attendue des chromo-
phores (cristal violet et safranine) pour la longueur d'onde 610nm (voir la �gure
5.11).
Utiliser l'information interférométique d'un hologramme défocalisé permet de récu-
pérer une information sur la phase des objets qui ne peut pas être enregistrée dans
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le plan focal. Dans le champ image de la �gure 5.12 nous selectionnons trois régions
d'intérêt A,B et C. La �gure 5.13 montre les zooms de la "référence" ainsi que les
reconstructions de ces trois régions. Nous pouvons voir que les bactéries E.coli
sont reconstruites par la méthode proposée comme un objet purement déphasant
(troisième et quatrième colonne), alors qu'elles ne peuvent tout simplement pas
être observées dans les images acquises au focus pour la longueur d'onde λ=610nm
(seconde colonne). De leur côté, les bactéries S.epidermis sont reconstruites par
la méthode proposée comme des objets qui absorbent et qui déphasent (troisième
et quatrième colonne). En�n la méthode proposée a démontré ses capacités à re-
construire les informations de phase et d'absorbance des bactéries en accord avec
ce qui est physiquement attendu (Fig.5.11).

0.4 0.6 0.8 1

B

B

Lumière blanche au focus ("référence")

module reconstruit phase reconstruite

A

A A

A

C

CC

C

B

B

35 µm 35 µm

35 µm35 µm

-1.69 -1.27 -0.85 -0.42 0

a) b)

d)c)

illumination     = 610 nm au focus

Figure 5.12 � Reconstructions en module et en phase par la méthode proposée à partir des
hologrammes des bactéries colorées par une coloration de Gram.
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Figure 5.13 � Zoom des reconstructions de la �gure 5.12

5.6 Cas particulier des objets opaques

Dans le cas où nous avons l'a priori que les objets à reconstruire sont opaques
nous pouvons utiliser une méthode simpli�ée n'ayant pas besoin de passer par
un opérateur proximal, et résolvable juste à l'aide d'un algorithme d'optimisation
de type quasi Newton L-BFGS [47]. D'un point de vue état de l'art, plusieurs
méthodes problèmes inverses ont déjà été développées par l'équipe du laboratoire
Hubert Curien pour ces objets opaques dans le cas où ils étaient paramériques
(considérés sphériques) [5, 6], ou non-paramétriques [8, 60]. Ces approches utilisent
un modèle de formation d'hologrammes linéraire approximé qui faisait l'hypothèse
que l'objet était opaque (transmittance donc réelle), mais aussi que l'objet était
parcimonieux. Nous allons ici proposer une variante de l'approche inverse proposée
dans ce chapitre pour des objets opaques calibrés (mire USAF 1951) ce qui nous
permettra de comparer quantitativement le gain qu'apporte la prise en comporte
du terme quadratique dans le modèle de formation d'hologramme. Notons que
cette étude a fait l'objet d'une communication scienti�que au XXVIème coloque
GRETSI (Septembre 2017) [107].
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5.6.1 Modèle de formation d'hologrammes

Dans le cas d'objets opaques la transmittance réelle t peut s'écrire à l'aide
d'une opacité réelle ϑ de la manière suivante, t � 1 � ϑ. A�n de simpli�er au
maximum de problème d'optimisation nous reconstruirons la l'opacité réelle ϑ
sous contrainte de positivité. En e�et la transmittance devant être comprise entre
0 et 1, naturellement il en est de même pour l'opacité ϑ. Dans le cas d'une opacité
réelle le modèle de formation d'image explicité en (Eq.5.1) est juste modi�é en
remplacant la transmittance complexe t par le vecteur de l'opacité réelle dans
l'espace discrétisé ϑ. Le modèle de l'intensité obtenue par la di�raction de l'objet
est donc dans ce cas, �m�ϑ��k � S1 � �Hϑ�kS2 , (5.27)

où ���kindique le k-ième élement du vecteur.
Le modèle de formation de l'hologramme d s'écrit donc :�d�k � c � �m�ϑ��k � �n�k � c � S1 � �Hϑ�kS2 � �n�k (5.28)

où nous avons introduit le même paramètre d'échelle c que dans le cas d'une trans-
mittance complexe, qui se calcul analytiquement de la même manière (Eq.5.6). Le
vecteur �n�k représente quant à lui le bruit, que nous considèrerons blanc gaussien,
sur le k-ème pixel du capteur.

5.6.2 Formulation du problème inverse

Pour la formulation du problème inverse, nous utilisons le paramètre d'échelle
optimisé de manière hiérarchique par l'expression analytique (Eq.5.6) (à la seule
di�érence qu'elle appliqué sur ϑ et non t. L'attache aux données ne dépendant que
de ϑ prend alors l'expression suivante,

D� �ϑ� � Yc� �ϑ� �m�ϑ� � dY2
W . (5.29)

oùW est l'inverse de la matrice de covariance du bruit (diagonale puisque le bruit
est supposé blanc) [5, 66, 60].
En ce qui concerne le terme de régularisation nous avons opté pour une contrainte
de parcimonie Y.Y1 ainsi qu'une régularisation de type préservation de bords avec
une variation totale relaxée T Vε puisque l'objet calibrée utilisé sera une mire type
USAF 1951. L'expression de l'approche inverse utilisé dans ce cas-là prend l'ex-
pression suivante,

ϑ̂ � arg min
0BϑB1

D� �ϑ� � α1YϑY1 � α2T Vε�ϑ�, (5.30)

où �α1, α2� > R� sont les hyper-paramètres de régularisation, et T Vε�.� est la
fonction de variation totale décrite dans le Chapitre 2.
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5.6.3 Comparaison qualitative et quantitative entre le mo-
dèle linéaire et le modèle non-linéaire

Pour valider et quanti�er l'intérêt de l'utilisation d'un modèle non-linéaire com-
paré à un modèle non-linéaire, nous avons utilisé un hologramme obtenu à l'aide
d'un objet réel calibré.

5.6.3.1 Montage expérimentale

L'objet calibré est une mire de résolution USAF1951 (ThorLabs - réf. R1DS1P)
que nous utilisons pour estimer la qualité de la reconstruction des petites et grosses
structures. Le capteur utilisé est un capteur CMOS ayant un pixel pitch de 2.2 µm
et la distance objet-capteur z est de 5.15 cm. Un laser de longueur d'onde 405 nm
est utilisé pour illuminer l'objet.

capteur NB 

Figure 5.14 � Le montage expérimental et l'hologramme acquis

5.6.3.2 Comparaisons qualitative et quantitative des reconstructions

5.6.3.3 Qualité de la reconstruction

Plusieurs reconstructions sont comparées (Fig.5.16.(b).(c).(d)) : la rétro-
propagation classique obtenue en appliquant une convolution avec le noyau h

�z

(Eq.2.11), l'approche inverse utilisant un modèle linéaire [8], et l'approche pro-
posée avec un modèle non-linéaire. Dans les deux approches inverses, la même
régularisation est utilisée, à savoir celle décrite dans la formulation du problème
inverse (Eq.5.30). A�n de quanti�er la qualité de la reconstruction, nous comparons
les résultats à l'aide d'une vérité terrain obtenue à partir du modèle numérique
proposé par le constructeur (Fig.5.15). Cela permet de comparer les PSNR de
chaque résultat. Notons que les reconstructions "problème inverse" ont été obte-
nues avec les mêmes coe�cients de régularisation, le même nombre d'itérations de
l'algorithme VMLM-B (100 itérations assurant une "bonne" convergence des deux
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méthodes), et sont a�chées avec la même dynamique (Fig.5.16.(c).(d)). Nous pou-
vons observer que la qualité de la reconstruction avec le modèle proposé o�re un
meilleur rapport signal sur bruit (PSNR=14.7dB) que la reconstruction avec un
modéle linéaire [8](PSNR=11.6dB), qui o�re elle-même un meilleur rapport signal
sur bruit que la rétro-propagation classique (PSNR=9.6dB). Notons que les plus
petites structures de cette mire USAF ont une taille de l'ordre de 5µm.

Transmittance synthétique 
proposée par le constructeur Recalage avec la reconstruction Création de la "vérité terrain"

Figure 5.15 � Création d'une "vérité terrain". L'image au milieu de cette illustration repré-
sente la superposition de la transmittance synthétique récalée avec la reconstruction obtenue

Notons que ces résultats ne remettent pas en cause la pertinence d'utiliser un
modèle linéaire, quand les objets reconstruits s'y prêtent bien (objets parcimo-
nieux, en très faible quantité) [5, 6, 8, 60], qui reste relativement plus facile à
implémenter pour la résolution du problème d'optimisation. En revanche ces ré-
sultats montrent que si l'on se tourne vers la reconstruction d'objets plus étendus
mais aussi en densité plus importante, il est important de prendre en compte le
modèle complet non-linéaire qui prend en compte le terme quadratique.

5.7 Conclusion

Ce chapitre propose une approche � problèmes inverses � permettant la recons-
truction d'objets absorbants et/ou déphasants parcimonieux. Si cette approche
� problèmes inverses � présente l'avantage d'introduire des régularités sur l'ob-
jet et des contraintes ayant un sens physique, elle demande en contrepartie une
complexité plus importante en terme d'optimisation. En e�et, le fait de cumuler
un modèle de formation d'hologramme non-linéaire, des termes de régularisations
non-di�érentiables ainsi que des contraintes non-linéaires sur les objets recons-
truits, rend le problème de minimisation à résoudre bien plus complexe. Le c÷ur
des travaux de ce chapitre a résidé dans l'élaboration d'un opérateur proximal
permettant de prendre en compte et de minimiser les termes de régularisations
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a) c)

b) d)

Figure 5.16 � Comparaison des reconstructions

non-di�érentiables ainsi que les contraintes non-linéaires. Les simulations ont per-
mis de montrer que l'approche � problèmes inverses � proposée permet d'obtenir
une reconstruction quantitative de la phase dans la con�guration d'une expérience
de mécanique des �uides. Cette approche a ensuite démontré qu'elle est capable
de reconstruire l'information de déphasage du panache d'une gouttelette d'éther
évaporante, ce qui apporte une information supplémentaire importante pour la
compréhension des phénomènes intervenant dans cette expérience de mécanique
des �uides. Cette approche a aussi montré sa robustesse en étant appliquée dans un
cadre complètement di�érent de la mécanique des �uides, à savoir une expérience
de microbiologie intégrant un objectif de microscope. En�n, les reconstructions ob-
tenues ont permis de montrer que certains objets qui ne sont pas visibles lorqu'ils
sont au focus, sont en revanche visibles dans la reconstruction de phase.
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Chapitre 6

Conclusion générale et perspectives

Cette thèse propose plusieurs approches � problèmes inverses � régularisées
permettant de lever plusieurs verrous liés à l'holographie numérique en ligne. Dans
un premier temps cette thèse s'est employée à lever un premier verrou qui li-
mite la résolution de la reconstruction à la résolution du capteur. Pour cela il a
été proposé une approche � problèmes inverses � pour obtenir une reconstruction
super-résolue d'une opacité à l'aide de la redondance d'information présente dans
une pile d'hologrammes translatés les uns par rapport aux autres. Dans un se-
cond temps, ces travaux de thèse ont cherché à étudier la possibilité d'exploiter
la redondance d'information présente en éclairant un objet à di�érents longueurs
d'ondes. Ces travaux ont notamment permis de montrer que la complexité des
capteurs RVB incluant une matrice de Bayer demande de reconsidérer l'approche
� problèmes inverses � pour s'adapter à ce type de capteur, et notamment les ef-
fets de crosstalk qui y sont associés. Si les deux premières contributions de cette
thèse proposent une reconstruction d'objets purement absorbants et parcimonieux,
amenant à utiliser des modèles de formation d'hologramme linéaire, la troisième et
dernière contribution de cette thèse propose quant à elle une approche � problèmes
inverses � régularisée permettant la reconstruction d'objets de phase et utilisant
un modèle de formation d'hologramme plus précis mais non-linéaire. L'approche
� problèmes inverses � intègre des termes de régularisation et des contraintes tra-
duisant des a priori sur l'objet avec un maximum de sens physique. Cette approche
� problèmes inverses � qui permet d'obtenir une reconstruction quantitative de la
phase demande de minimiser une fonction coût qui n'est ni convexe, ni di�éren-
tiable sur un ensemble décrit par des contraintes non-linéaires, ce qui aboutit à un
problème d'optimisation non-trivial à résoudre. Cette thèse a permis de proposer
un nouvel opérateur proximal pouvant être intégré dans une stratégie d'optimisa-
tion de type � langrangien augmenté � avec une optimisation hiérarchique. Si cette
dernière approche n'en reste pas moins la plus originale des approches proposées
dans cette thèse, apportant notamment une information de déphasage précieuse
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pour de nombre applications, c'est bien l'ensemble de ces travaux de thèse mis
bout à bout qui permet de tirer le maximum d'information d'hologrammes. Ces
travaux ouvrent un certain nombre de questions : comment prendre en compte un
objet qui n'est pas dans le plan reconstruit ? Comment automatiser les réglages des
hyper-paramètres ? Comment utiliser au mieux la redondance d'information dans
le cas des objets de phase ? Comment bien prendre en compte le comportement de
la phase dans le cas d'un objet éclairé à plusieurs longueurs d'onde ? Ou encore,
quelle serait la solution pour ne pas reconstruire uniquement un déphasage (inté-
gré dans l'axe Ñz), mais l'indice optique en toute position 3D de l'objet ? Toutes
ces questions restent actuellement ouvertes et permettent de dresser un certain
nombre de perspectives discutées dans les paragraphes suivants.

6.1 Reconstruction "multi-plans"

S'il existe des méthodes permettant de réaliser des reconstructions 3D des ob-
jets comme en tomographie di�ractive [108, 109, 110], en holographie numérique
il n'est possible de reconstruire que des plans 2D. Durant cette thèse nous avons
commencé à étudier l'avantage que présentait le fait de modéliser la formation de
l'hologramme dans le cas où nous avons un nombre limité d'objets dans di�érents
plans (nous nous sommes limités à 2 plans objets pour le moment) (voir la �gure
6.1). Au sens du modèle de formation de l'hologramme, cela doit permettre no-
tamment de réduire dans les reconstructions l'in�uence qu'ont les objets placés
dans d'autres plans que le plan à reconstruire. On peut aussi imaginer que parmi
les autres plans il y ait d'autres objets d'intérêts. Cette méthode permet de mieux
modéliser et donc interpréter l'hologramme acquis.

Hologramme

Onde diffractée

Plan objet n°1

Onde plane
entrante

Plan objet n°2 Plan capteur

Figure 6.1 � Illustrations d'un hologramme d'objets placés dans di�érents plans.
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6.1.1 Modèle de formation de l'hologramme

Considérons que les objets placés dans le plan objet n°1 ont une transmittance
complexe t1 � 1 � ϑ1 (où ϑ1 est une opacité complexe) et ceux placés dans le
plan objet n°2 ont une transmittance complexe t2 � 1 �ϑ2 (où ϑ2 est une opacité
complexe). Pour bien détailler chaque étape de la modélisation de l'hologramme
dans ce cas là nous reprenons la notation H de l'opérateur linéaire complexe
modélisant la propagation de la lumière décrit par l'équation (Eq.5.1). Ainsi nous
pouvons décrire chaque étape de cette propagation :

Y L'onde plane référence passant par le plan objet n°1 va di�racter jusqu'au
plan objet n°2, l'amplitude complexe de l'onde di�ractée dans ce dernier
plan sur une distance de z12 peut donc être modélisée par,

Up�2 �H12 t1 �H12�1 �ϑ1� � 1 �H12 ϑ1. (6.1)

où H12 modélise l'opérateur linéaire complexe de propagation avec le
paramètre z � z12 (voir la �gure 6.1).

Y Cette onde est ensuite "masquée" par la transmittance t2 du plan objet
n°2,

Up�2 � t2.Up
�

2 � t2 � �1 �ϑ2�.H12 ϑ1. (6.2)

Y La dernière étape de cette onde est qu'elle est propagée sur une distance z2

juqu'au plan capteur,

Up �H2Up
�

2 �H2t2 �H2 H12´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
H1

ϑ1 �H2�ϑ2.H12 ϑ1�. (6.3)

où H1 (respectivement H2) modélise l'opérateur linéaire complexe de pro-
pagation avec le paramètre z � z1 (respectivement avec le paramètre z � z2)
(voir la �gure 6.1).

En reprenant l'équation (Eq.6.3) nous pouvons donc modéliser l'onde complexe
Up située dans le plan capteur comme,

Up �H2 t2 �H1 ϑ1 �H2�ϑ2.H12 ϑ1�. (6.4)

Dans l'approche inverse qui a été utilisée pour le moment nous négligeons le troi-
sième terme H2�ϑ2.H12 ϑ1�. En négligeant ce terme nous partons du principe
que l'onde di�ractée au niveau du plan objet n°2 n'est que très peu "masquée" par
l'objet n°2. Cela implique donc que l'objet n°2 soit su�sament petit. On considère
donc l'approximation de l'onde sur le capteur suivante,

Up �H2 t2 �H1 t1 � 1 (6.5)
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A l'aide de cette approximation, le modèle de l'intensité obtenue par la di�raction
des di�érents plans objet est donc,

�m�t1, t2��k � T�H2 t2 �H1 t1 � 1�kT2 , (6.6)

où ���k indique le k-ième élement du vecteur.
Le modèle de formation de l'hologramme d s'écrit donc :

�d�k � c � �m�t1, t2��k � �n�k � c � T�H2 t2 �H1 t1 � 1�kT2 � �n�k (6.7)

où nous avons introduit le même paramètre d'échelle c que dans le cas d'une
transmittance complexe et qui se calcule analytiquement de la même manière que
(Eq.5.6). Le vecteur �n�k représente quant à lui le bruit, que nous considèrerons
blanc gaussien, sur le k-ème pixel du capteur.

6.1.2 Formulation du problème inverse

Pour la formulation du problème inverse, nous utilisons le paramètre d'échelle
optimisé de manière hiérarchique par l'expression analytique Eq.5.6 (à la seule dif-
férence que le calcul analytique de c� utilise le modèle de formation d'hologramme
(Eq.6.6) dépendant des reconstructions des transmittances t1 et t2. L'attache aux
données ne dépendant que de ces transmittances t1 et t2 prend alors l'expression
suivante,

D� �t1, t2� � Yc� �t1, t2� �m�t1, t2� � dY2
W . (6.8)

oùW est l'inverse de la matrice de covariance du bruit (diagonale puisque le bruit
est supposé blanc) [5, 66, 60].
En reprenant les régularisations proposées dans le tableaux (Tab.5.1), nous ap-
pliquons les mêmes régularisations que dans l'approche inverse du Chapitre 5, en
revanche nous les appliquons sur les deux plans ce qui nous donne la fonction de
régularisation suivante,

Rα1,α2,α3,α4,α5,α6
�t1, t2� � α1R1 �t1� � α2R2 �t1� � α3R

ε
TV �Re�t1�,Im�t1��

�α4R1 �t2� � α5R2 �t2� � α6R
ε
TV �Re�t2�,Im�t2��

où �α1, α2, α3, α4, α5, α6� > R� sont les hyper-paramètres dont les valeurs donnent
un poids plus ou moins important à chaque contrainte physique considérée.
L'approche problème inverse multi-plans testée se résume au problème de minimi-
sation suivant :

�t̂1, t̂2� � arg min
�t1,t2�>Ω9Ψ

D� �t1, t2� �Rα1,α2,α3,α4,α5,α6
�t1, t2� (6.9)
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Cette approche peut être optimisée de la même manière que la méthode proposée
dans le chapitre 5, à savoir par une méthode d'optimisation hierarchique [59], et
l'opérateur proximal détaillé dans la partie (Eq.5.4.2) qui sera appliqué sur chaque
plan reconstruit.

6.1.3 Intérêts et pré-résultats

Pour tester cette approche nous avons utilisé les hologrammes de mécanique
des �uides du chapitre 5 acquis par le LMFA. L'hologramme qui sera traité ici,
est un hologramme de la gouttelette d'éther qui a été acquis alors qu'il y avait
un autre objet dans le champ d'acquisition (Fig.6.2). L'intérêt de cette méthode

Figure 6.2 � Hologramme de la gouttelette d'éther évaporante, présénetant un autre objet
placé dans un plan di�érent.

est de reconstruire les deux plans et ainsi améliorer la reconstruction de l'objet
d'intérêt. L'amélioration est particulièrement visible pour les reconstructions de
phase contaminées par un objet placé dans un autre plan (Fig.6.3).
Comme nous pouvons le voir sur la �gure 6.3, la reconstruction de la phase ob-
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Approche inverse 1-plan Approche inverse multi-plans
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Figure 6.3 � Comparaisons des reconstructions de la phase entre a) l'approche inverse recons-
truisant un seul plan et b) l'approche inverse multi-plans.

tenue à l'aide de l'approche inverse 1-plan décrite au chapitre 5 o�re une recons-
truction contaminée par un objet qui n'était pas dans le même plan que l'objet
reconstruit (Fig.6.3.(a)). En revanche l'approche multi-plans proposée permet de
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prendre en compte l'objet dans l'autre plan et ainsi d'obtenir une meilleure re-
construction de l'objet d'intérêt. Cette amélioration peut aussi se retrouver dans
le plan hologramme (voir Fig.6.4). En e�et l'approche inverse 1-plan propose une
reconstruction à l'aide de son modèle de formation d'hologramme qui ne prend en
compte qu'un seul plan et donc reconstruit mal la �gure de di�raction induite par
l'objet dans l'autre plan (Fig.6.4.(a)) et cela se retrouve donc lorsque l'on observe
le résidu entre l'hologramme reconstruit et l'hologramme acquis (Fig.6.4.(c)). A
l'inverse dans le cas de l'approche inverse multi-plans autant l'hologramme recons-
truit que le résidu (Fig.6.4.(b).(d)) se retrouvent signi�cativement impactés par
les "�gures de di�raction" créées par l'objet situé dans un autre plan car il est lui-
même pris en compte dans le modèle de formation d'hologramme. Notons que la
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Figure 6.4 � Première ligne : l'hologramme reconstruit avec le modèle obtenu par l'approche
inverse 1-plan a), et celui reconstruit par l'approche multi-plans b). Deuxième ligne : Résidu
entre les données (voir la �gure 6.2) et l'hologramme reconstruit muni du modèle obtenu par
l'approche inverse 1-plan c), et le même résidu pour la reconstruction multi-plans d).

méthode de réglages des hyper-paramètres peut altérer cette comparaison dans le
fait qu'il n'y a pas vraiment d'équivalence entre les valeurs des hyper-paramètres
de l'approche 1-plan et l'approche multi-plans. De plus ces deux méthodes ont
été appliquées sur plusieurs hologrammes de la séquence de l'évaporation de la
gouttelette d'éther, il est apparu que souvent l'étendue du panache d'évaporation
était moins importante sur la reconstruction avec l'approche multi-plans qu'avec
l'approche 1-plan, il reste donc à lever les causes de cette di�érence d'étendue. Une
autre piste qui serait intéressante à explorer (et peut être liée à la première) est
l'in�uence de l'approximation (Eq.6.5) qui est faite dans ces travaux préliminaires.
De plus il serait intéressant d'explorer de voir s'il n'est pas possible de réduire le

143



nombre d'hyper-paramètres car le nombre d'hyper-paramètres à régler peut rapi-
dement devenir un casse-tête si l'on prend en compte plus de 2 plans. En�n une
des pistes envisageables, si l'on néglige le temps de calcul, serait pour les objets
de phase avec une absorbance "paramétrique" (par exemple la gouttelette d'éther
évaporante) d'appliquer une approche paramétrique [5, 6] dans un premier temps,
d'estimer le nombre de plan à reconstruire (à des distances su�sament distinctes),
et dans un deuxième temps de réaliser une reconstruction à l'aide d'une méthode
multi-plans.

6.2 Réglage des hyper-paramètres de régularisa-

tion

Si les termes de régularisation ont un sens dans l'espace "objet" via les a priori
que l'on met sur la distribtuion de celui-ci, cette régularisation peut aussi avoir un
sens dans l'espace "hologramme". En e�et, la �gure 6.5 met en avant la philoso-
phie qui doit être adoptée pour régler les hyper-paramètres de régularisation, et
les réponses que doivent apporter les approches inverses régularisées à la question
suivante : quel doit être le poid que l'on donne à un terme de régularisation a�n de
maximiser l'exploitation de l'information du signal présent dans l'hologramme tout
en discrimant au mieux le bruit du signal ? Dans le cas de données expérimentales
ces hyper-paramètres sont souvent réglés "à la main", et ce réglage est souvent
basé sur des aspects "visuels" (objets lisses, parcimonieux...) dans l'espace objet.
On peut alors se demander si ce critère visuel (ici basé sur la reconstruction de
la phase et la reconstruction du module) est pertinent, et s'il n'est pas important
de véri�er, avec les informations du résidu (entre l'hologramme expérimental et
l'hologramme reconstruit par la méthode régularisée) et de la reconstruction de
l'hologramme, que le réglage choisit o�re un compromis biais/variance optimal.
En e�et la �gure 6.5 montre bien que si le poid de la régularisation est trop faible
nous allons trop bien interpréter toutes les franges d'interférence de l'hologramme
(voir résidus la �gure 6.5.b1.c1), en revanche nous voyons que l'hologramme mo-
dèle reconstruit est très bruité (voir la �gure 6.5.(d1)). A l'inverse si l'on régularise
trop, la méthode interprète toute une partie du signal comme du bruit (voir ré-
sidus �gure 6.5.(b3).(c3)), la reconstruction ne peut alors être optimale (voir la
�gure 6.5.(d3)). Finalement la régularisation qui discrimine au mieux le bruit (que
l'on doit retrouver dans les résidus �gures6.5.(b2).(c2)), du signal (que l'on doit
retrouver dans l'hologramme modèle �gure 6.5.(d2)) est la régularisation utilisée
dans la colonne centrale de la �gure 6.5. Malgré le fait que l'on ait trouvé une
régularisation bien adaptée, il peut rester un peu de signal dans les résidus (voir
résidu b2 au niveau du panache). Cela peut venir du fait qu'il est très di�cile
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de discriminer de manière parfaite le bruit du signal sans altérer une partie du
signal. Notons qu'en�n dans le domaine du débruitage d'images ces questions sur
l'exploitation de l'information contenue dans les résidus a été abordées à plusieurs
reprises [111, 112], et Ferhenbach et al. ont proposé une méthode permettant de ré-
gler un hyper-paramètre pour une méthode régularisée à l'aide l'information dans
l'espace de Fourier du résidu [113].
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Figure 6.5 � E�ets du poids de la régularisation. Première ligne a) : les reconstructions de
phase obtenues. Deuxième ligne b) : les résidus entre l'hologramme expérimental et l'hologramme
modèle obtenu avec le modèle de formation d'hologramme (Eq.5.2) et la transmittance recons-
truite. Troisième ligne c) : Zooms de b). Quatrième ligne : Zoom de l'hologramme modèle obtenu
avec le modèle de formation d'hologramme (Eq.5.2) et la transmittance reconstruite. La première
colonne montre ces résultats pour une reconstruction sous-régularisée ; la deuxième colonne pour
une reconstruction correctement régularisée et en�n la troisième colonne pour une reconstruction
sur-régularisée.
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6.3 Utilisation de la redondance d'informations

En holographie numérique en ligne l'exploitation de la redondance d'infor-
mations permettent d'obtenir de meilleures reconstructions, que ce soit avec
des méthodes utilisant la super-résolution à l'aide d'une pile d'images sous-
résolues [65, 7, 60], des méthodes utilisant des hologrammes d'un objet acquis à
plusieurs longueurs d'onde [114, 78], ou encore en utilisant plusieurs hologrammes
d'un objet acquis à plusieurs distances z. Une première piste qui pourrait être pros-
pectée serait une approche inverse reprenant la philosophie d'une version super-
résolue de l'approche inverse du chapitre 5 permettant d'améliorer les reconstruc-
tions des objets absorbants et déphasants à partir d'une pile d'hologrammes. La
deuxième piste envisageable serait d'adapter les approches inverses RVB propo-
sées chapitre 4 à la reconstruction d'objets couleurs et de phase ce qui devrait
améliorer fortement le ratio signal sur bruit comme l'a déjà montré Stahl et al. à
l'aide d'une méthode itérative de type Gerchberg-Saxton [114] (voir la �gure 6.6).
Cette dernière technique devrait permettre, à partir des phases reconstruites pour
chaque longueur d'onde, de remonter à l'indice optique des objets reconstruits.
La troisième et dernière piste qui peut être explorée est d'établir une méthode

170µm

a) b) c)

Figure 6.6 � Récupération de la phase à l'aide d'une méthode itérative de type Gerchberg-
Saxton utilisée sur des images à di�érentes longueurs d'onde de colonies de cellules souches
humaines du papier [114] : Qualité de la reconstruction avec une longueur d'onde a), après
itération de la méthode utilisant plusieurs longueurs d'ondes b) et après 100 itérations de cette
dernière méthode c).

inverse permettant de reconstruire de manière conjointe des hologrammes acquis
à di�érentes distances z. Nous pouvons noter que dans le cas de la reconstruc-
tion d'objets opaques cette dernière proposition est théoriquement équivalente à
la méthode multi longueurs d'onde.
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6.4 Vers la reconstruction 3D (tomographie dif-

fractive)

Nous avons démontré dans cette thèse qu'il était possible à partir d'un seul
hologramme de reconstruire de manière quantitative l'absorption et la phase d'un
objet projeté sur un plan 2D. Dans l'idéal, il serait intéressant d'obtenir une recons-
truction 3D de l'indice optique de l'objet, l'holographie n'o�rant qu'une estimation
de l'intégration de l'indice optique dans l'axe Ñz, c'est-à-dire du chemin optique. De
son côté l'utilisation de la tomographie di�ractive, permet de reconstruire des ob-
jets en 3D [98, 108, 109, 110], et donc potentiellement cet indice optique, mais
requiert des acquisitions tomographiques, c'est à dire à plusieurs angles de vue
pour permettre de récupérer une information volumique. Dans le cas de la gou-
telette evaporante [101] cela pourrait potentiellement donner une information sur
la distribution 3D du panache. La �gure 6.7 présente une évolution du montage
au LMFA pour permettre l'acquisition d'hologrammes dans deux directions. Cette
première étape pourrait permettre d'avoir une information directe de cet indice
optique selon les coordonnées �x, z�. Ces travaux, à l'état prospectif pour le mo-
ment, devraient encore plus ouvrir le champ d'application des travaux présentés
dans le chapitre 5.

Caméra 2

Caméra 1

Laser 2
Laser 1

Injecteur

Figure 6.7 � Deux montages d'holographie en ligne permettant l'acquisition de deux holo-
grammes en ligne pris avec un angle de vue diférent. Ce montage et l'illustration ont été réalisés
dans le cadre d'une expérience de mécanique des �uides du Laboratoire de Mécanique des Fluides
et d'Acoustique (LMFA).
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Annexe A

Calcul du gradient de la variation

totale relaxée TVε

Nous allons dans cette annexe expliciter le calcul qui permet d'obtenir l'expres-
sion du gradient de la fonction variation totale relaxée TVε,

TVε�w� � N

Q
m,n�1

»�Dmwm,n�2 � �Dnwm,n�2 � ε2, (A.1)

où ε A 0.
Pour simpli�er les calculs, notons

Φε�t� �ºt � ε2,¦t C 0 (A.2)

On a donc,

Φ�

ε�t� � 1

2
º
t � ε2

,¦t C 0 (A.3)

149



A.1 Calcul des adjoints D�
m et D�

n de respective-

ment Dm et Dn

`w,Dmw
�e �

N

Q
m,n�1

wm,n�w�

m�1,n �w
�

m,n� (A.4)

�

N

Q
m,n�1

wm,nw
�

m�1,n �wm,nw
�

m,n (A.5)

�

N

Q
m,n�1

wm�1,nw
�

m,n �wm,nw
�

m,n (A.6)

�

N

Q
m,n�1

�wm�1,n �wm,n�w�

m,n (A.7)

� `D�

mw,w
�e (A.8)

On a donc pour tout w > RN
2 ,

D�

mwm,n � wm�1,n �wm,n,¦�m,n� > 1, ...,N2 (A.9)

Avec la même méthodologie nous avons,

D�

nwm,n � wm,n�1 �wm,n,¦�m,n� > 1, ...,N2 (A.10)

A.2 Calcul du gradient

Considérons w� et w dans RN2 ,

TVε�w �w�� � TVε�w� �

N

Q
m,n�1

Φε�S©�w �w��m,nS2� �Φε�S©wm,nS2�
�

N

Q
m,n�1

Φε�S©wm,nS2 � 2�Dmwm,nDmw
�

m,n �Dnwm,nDnw
�

m,n�
�o�S©w�

m,nS�� �Φε�S©wm,nS2�
�

N

Q
m,n�1

2Φ�

ε�S©wm,nS2��Dmwm,nDmw
�

m,n �Dnwm,nDnw
�

m,n� � o�S©w�

m,nS�
En notant,

Xm,n � 2Φ�

ε�S©wm,nS2�Dmwm,n (A.11)
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et

Ym,n � 2Φ�

ε�S©wm,nS2�Dnwm,n (A.12)

on obtient �nalement,

TVε�w �w�� � TVε�w� �

N

Q
m,n�1

Xm,nDmw
�

m,n �

N

Q
m,n�1

Ym,nDnw
�

m,n �

N

Q
m,n�1

o�S©wm,nS�
� `X,Dmw

�e � `Y,Dnw
�e � o�Y©w�Y1�

� `D�

mX �D�

nY,w
�e � o�Yw�Y2�

On voit qu'un terme négligeable devant Y©w�Y1 est aussi négligeable devantYw�Y2 car

N

Q
m,n�1

S©w�

m,nS B 4
N

Q
m,n�1

Sw�

m,nS � 4`w�, signe�w��e B 4NYw�Y2

car Ysigne�w��Y � �PNm,n�1 1�1~2
� N

On peut donc conclure que pour tout w > RN
2

©TVε�w� �D�

mX �D�

nY (A.13)

où X et Y sont dé�nis par (Eq.A.11) et (Eq.A.12).

En utilisant (Eq.A.3) dans (Eq.A.11) et (Eq.A.12), nous avons,

Xm,n �
ε(0

Dmwm,nS©wm,nS (A.14)

et,

Ym,n �
ε(0

Dnwm,nS©wm,nS (A.15)

Finalement nous pouvons donc exprimer le gradient de la variation totale
de la manière suivante,

©TVε�w� �
ε(0

div � ©wS©wS� (A.16)

Il est à noter que dans les faits a�n d'éviter les problèmes de non-di�érentiabilité en
"0", on �xe un ε assez petit, nous pouvons utiliser la version du gradient suivante,

©TVε�w� � div � ©w

Φε�S©wS2�� (A.17)
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Annexe B

Démonstration de l'expression de

l'opérateur proximal proxβ�1gα1,α2

L'opérateur proximal proxβ�1gα1,α2�p, q� (Eq.5.17) permet de résoudre de ma-
nière analytique le problème suivant,

�a�, b�� � ¢̈̈̈¦̈̈̈¤
argmin

a,b
β�p � a�2 � β�q � b�2 � α1 �1 �ºa2 � b2� � α2SbS

sous contraintes : a2 � b2 B 1, et ϕmin B ϕ�a � ib� B ϕmax (B.1)

Dans un premier temps nous résoudrons le problème (Eq.B.1) sans prendre en
compte la contrainte sur la phase et dans un deuxième temps nous ajouterons la
contrainte sur la phase.
Pour résoudre le problème (Eq.B.1) sans prendre en compte la contrainte de phase,
nous utilisons les condititions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) [115]. Pour cela,
posons C la fonction coût que l'on souhaite minimiser dans (Eq.B.1), telle que

C �a, b� � β�p � a�2
� β�q � b�2

� α1 �1 �
º
a2 � b2� � α2SbS, (B.2)

et H une fonction permettant d'exprimer la contrainte sur le module (ici
H �a, b� � �a2 � b2� � 1) sous une contrainte de négativité. Le lagrangien de ce
problème est de la forme Lµ�a, b� � C �a, b� � µH �a, b�. Le point point critique�a�, b�� est le point telle que le gradient du lagrangien s'annule, autrement dit,
©Lµ�a�, b�� � 0. Le problème à résoudre est donc de la forme,¢̈̈̈̈̈̈̈

¦̈̈̈̈̈̈
¤̈
©C �a�, b�� � µ©H �a�, b�� � 0

µ C 0

µ.H �a�, b�� � 0

H �a�, b�� B 0

(B.3)
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B.1 Cas où les contraintes sont inactives (µ � 0)

Dans le cas où la contrainte sur le module est inactive (cas où
º
a�2

� b�2
B 1),

résoudre le problème (Eq.B.3), revient à trouver le point critique �a�, b�� tel que,
©C �a�, b�� � 0 (B.4)

B.1.1 Cas b� � 0

En partant du fait que le sous-di�érentiel de SbS > ��1,1� en "0", alors

�0
0
� > ¢̈̈¦̈̈¤

2β�a � p� � α1
aº
a2�b2

2β�b � q� � α1
bº
a2�b2

� ��α2, α2� (B.5)

Calcul de a�

2βa � α1
aº

a2 � b2
� 2βp, a > R� (B.6)

Comme b� � 0, c'est équivalent à

2βa � α1signe�a� � 2βp, a > R�

Il faut donc résoudre cette équation sur R� :
Y Si p > �ª,0� 8 �0,ª� � Pas de solution unique

a1 � p �
α1

2β
ou a2 � p �

α1

2β

On a donc deux minima locaux, mais la solution permettant de minimiser
la fonction coût globalement est la solution a1 ou a2 qui minimise le termeS1 �ºa2 � b2S. Le minimum globale a� est donc,

a� � p � signe�p�α1

2β

Y Si p=0
En reprenant (Eq.B.6), on a

2βa � α1signe�a� � Pas de solution unique si α1 x 0

Nous avons donc,

a� � �
α1

2β
.

Dans le cas où l'une des deux valeurs ne respecte pas la contrainte sur la
phase, nous prendrons l'autre. Dans le cas où les deux valeurs respectent
la contrainte de phase nous prendrons celle du signe de p. Si α1 � 0 alors
a� � 0.
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? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ?
Quelles sont les conditions sur q pour que b� � 0 ?
En reprenant (Eq.B.5), on a¢̈̈¦̈̈¤

2βb � α1
bº
a2�b2

� α2 � 2βq C 0

2βb � α1
bº
a2�b2

� α2 � 2βq B 0

Les cas où b� � 0 est donc lorsque,

�α2

2β
B q B

α2

2β

B.1.2 Cas b� x 0 (et donc SqS A α2

2β S)

B.1.2.1 Si b� A 0

En considérant que les points (a�, b�) sont les point où les dérivées en fonction
de a et de b s'annulent, on a¢̈̈¦̈̈¤

2β�a � p� � α1
aº
a2�b2

� 0

2β�b � q� � α1
bº
a2�b2

� α2 � 0
(B.7)

En reprenant la première égalité de (Eq.B.7) nous avons,

2β�a � p� � α1
a

ρ
� 0,

on a donc,

ρ �
α1a

2β�a � p� (B.8)

et,

�2β �
α1

ρ
�a � 2βp.

Au �nal nous avons donc,

a �
2βp

2β � α1

ρ

. (B.9)

Posons b �
»
ρ2 � a2 (car b A 0). En reprenant la deuxième égalité de (Eq.B.7) on a

2β�b � q� � α1
bº

a2 � b2
� α2 � 0
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On a donc deux égalités équivalentes

� 2β �»ρ2 � a2 � q� � α1

»
ρ2 � a2

ρ
� α2 � 0

et,

b�2β �
α1

ρ
� � 2βq � α2.

On a donc,

b �
2βq � α2

2β � α1

ρ

. (B.10)

En reprenant l'égalité (Eq.B.8), nous avonsº
a2 � b2 �

α1a

2β�a � p� � a2
� b2 �

α2
1a

2

4β2�a � p�2
.

En injectant ce resultat dans la deuxième égalité de (Eq.B.7), on a

2β�b � q� � α1
bº

a2 � b2
� α2 � 0

� 2β�b � q� � α1
b�2β�a � p��

α1a

� b�1 �
a � p

a
� � q � α2

2β

� b �
q

1 � p�a
a

�
α2

2β �1 � p�a
a
�

� b �
qa

p
�
α2a

2βp
.

Au �nal, nous avons

b � a�2βq � α2

2βp
� (B.11)

En reprenant les résultats (Eq.B.9) et (Eq.B.10),

ρ2 � � 2βp

2β � α1

ρ

�2

� ��α2 � 2βq

2β � α1

ρ

�2

.

ρ possède trois solutions (calculées à l'aide d'un logiciel de calcul formel) :
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? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ρ � 0 � Solution ne respectant pas l'hypothèse de départ
b� A 0,
ou

ρ1 �
α1β �

»
α2

2β
2 � 4qα2β3 � 4p2β4 � 4q2β4

2β2

�
car βA0

α1 �
»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2

2β
,

ou

ρ2 �
car βA0

α1 �
»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2

2β
.

En reprenant le calcul (Eq.B.8) nous pouvons calculer a�,

2ρβ�a � p� � α1a

� �2ρβ � α1�a � 2ρβp

� a �
2ρβp

2ρβ � α1

� a � p �
α1p

2ρβ � α1

Or,

2ρβ � α1 � 2β
α1 �

»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2

2β
� α1

� �

»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2.

On a alors, ¢̈̈̈¦̈̈̈¤
Si ρ� � ρ1 � a� � p � α1p»�α2�2qβ�2�4p2β2

Si ρ� � ρ2 � a� � p � α1p»�α2�2qβ�2�4p2β2

En reprenant le b� décrit dans (Eq.B.11),

b� � a�2βq � α2

2βp
�

Si ρ� � ρ1

a� � p �
α1p»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2

, et b� �
2βq � α2

2β

»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2 � α1»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2

156



Si ρ� � ρ2

a� � p �
α1p»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2

, et b� �
2βq � α2

2β

»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2 � α1»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2

La solution optimale ρ� va donc dépendre de β,α2,p,et q. Il faut donc traiter tous
les cas possibles.

Si 2βq � α2 A 0 �q A α2

2β�
Y Si α1 C

»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2

ρ� � ρ1

Y Si α1 @
»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2

ρ� � ρ1 ou ρ� � ρ2

mais dans le cas ρ� � ρ2, on a ρ� @ 0, donc solution impossible. On a donc
une solution unique,

ρ� � ρ1.

Si �α2

2β B q B α2

2β � Cas déjà traité (b� � 0)
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Si 2βq � α2 @ 0 �q @ �α2

2β � (Cas impossible car signe�q� x signe�b��)
Y Si α1 A

»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2

ρ� � ρ2

Y Si α1 B
»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2

Pas de solution car ρ1 et ρ2 donne b� @ 0 alors que la condition de départ
est b� A 0 � Absurde

B.1.2.2 Si b� @ 0

En considérant que les points (a�, b�) sont les point où les dérivées en fonction
de a et de b s'annulent, on a¢̈̈¦̈̈¤

2β�a � p� � α1
aº
a2�b2

� 0

2β�b � q� � α1
bº
a2�b2

� α2 � 0
(B.12)

En reprenant la première égalité de (Eq.B.12) nous avons,

2β�a � p� � α1
a

ρ
� 0,

on a donc,

ρ �
α1a

2β�a � p� (B.13)

et,

�2β �
α1

ρ
�a � 2βp.

Au �nal nous avons donc,

a� �
2βp

2β � α1

ρ

. (B.14)

Posons b � �
»
ρ2 � a2 (car b @ 0). En reprenant la dexième égalité de (Eq.B.12) on

a

2β�b � q� � α1
bº

a2 � b2
� α2 � 0

On a donc deux égalités équivalentes

� �2β �»ρ2 � a2 � q� � α1

»
ρ2 � a2

ρ
� α2 � 0
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et,

b�2β �
α1

ρ
� � 2βq � α2.

On a donc,

b� �
2βq � α2

2β � α1

ρ

. (B.15)

En reprenant l'égalité (Eq.B.8), nous avonsº
a2 � b2 �

α1a

2β�a � p� � a2
� b2 �

α2
1a

2

4β2�a � p�2
.

En injectant ce resultat dans la deuxième égalité de (Eq.B.12), on a

2β�b � q� � α1
bº

a2 � b2
� α2 � 0

� b�1 �
a � p

a
� � q � α2

2β

� b �
qa

p
�
α2a

2βp
.

Au �nal, nous avons

b � a�2βq � α2

2βp
� (B.16)

En reprenant les résultats (Eq.B.14) et (Eq.B.15),

ρ2 � � 2βp

2β � α1

ρ

�2

� �α2 � 2βq

2β � α1

ρ

�2

.

ρ possède trois solutions (calculées à l'aide d'un logiciel de calcul formel) :

? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ρ � 0 � Solution ne respectant pas l'hypothèse de départ
b� @ 0,
ou

ρ1 �
α1β �

»
α2

2β
2 � 4qα2β3 � 4p2β4 � 4q2β4

2β2

�
car βA0

α1 �
»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2

2β
,
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ou

ρ2 �
car βA0

α1 �
»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2

2β
.

En reprenant le calcul (Eq.B.13) nous pouvons calculer a�,

2ρβ�a � p� � α1a

� �2ρβ � α1�a � 2ρβp

� a �
2ρβp

2ρβ � α1

� a � p �
α1p

2ρβ � α1

Or,

2ρβ � α1 � 2β
α1 �

»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2

2β
� α1

� �

»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2.

On a alors, ¢̈̈̈¦̈̈̈¤
Si ρ� � ρ1 � a� � p � α1p»�α2�2qβ�2�4p2β2

Si ρ� � ρ2 � a� � p � α1p»�α2�2qβ�2�4p2β2

En reprenant le b� décrit dans (Eq.B.16),

b� � a�2βq � α2

2βp
�

Si ρ� � ρ1

a� � p �
α1p»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2

, et b� �
2βq � α2

2β

»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2 � α1»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2

Si ρ� � ρ2

a� � p �
α1p»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2

, et b� �
2βq � α2

2β

»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2 � α1»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2

La solution optimale ρ� va donc dépendre de β, α2, p et q. Il faut donc traiter
tous les cas possibles.
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Si 2βq � α2 A 0 �q A �α2

2β �
Y Si �α2

2β B q B α2

2β � Cas déjà traité (b� � 0)

Y Si �q A α2

2β�(Cas impossible car signe�q� x signe�b��)
Y Si α1 A

»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2

ρ� � ρ2

Y Si α1 B
»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2

? ? ?Pas de solution donnant b� @ 0.
�

Si 2βq � α2 @ 0 �q @ �α2

2β �
Y Si α1 C

»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2

ρ� � ρ1

Y Si α1 @
»�α2 � 2qβ�2 � 4p2β2

ρ� � ρ1 ou ρ� � ρ2

mais dans le cas ρ� � ρ2, on a ρ� @ 0, donc solution impossible. On a donc
une solution unique,

ρ� � ρ1.

B.2 Cas où la contrainte sur le module (a2
� b2 B 1)

est active (µ A 0)

Dans le cas où la contrainte sur le module est active, il faut résoudre le problème
(Eq.B.3), avec µ A 0. En explicitant la fonction de contrainte H en fonction de a
et b, cela revient à résoudre le problème suivant,¢̈̈̈̈̈̈̈

¨̈̈¦̈̈̈̈̈̈
¨̈̈̈¤

©C �a�, b�� � µ��2a�

2b�
�� � 0

µ C 0

µ.�a�2
� b�2

� 1� � 0

a�2
� b�2

� 1 B 0

(B.17)
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B.2.1 Si b� A 0

Dans le cas où b� A 0, résoudre le problème B.17 demande de résoudre le
problème suivant, ¢̈̈̈̈¦̈̈̈̈¤

2β�a � p� � 2µa � 0 � µ � β p�aa
2β�b � q� � α2 � 2µb � 0

b �
º

1 � a2 car b A 0

(B.18)

En injectant µ � β p�aa et b �
º

1 � a2 dans la deuxième équation de B.18, on a

� 2β�º1 � a2 � q� � α2 � 2β
p � a

a

º
1 � a2 � 0

�

º
1 � a2 �2β � 2β

p � a

a
� � 2βq � α2

�

º
1 � a2 �

2βq � α2

2β �1 � p�a
a
�

�

º
1 � a2 �

2βq � α2

2β pa

� 1 � a2 �
�q � α2

2β�2

� p
a
�2

�

p2�1 � a2�
a2

� �q � α2

2β
�2

�

p2

a2
� p2 � �q � α2

2β
�2

�

p2

a2
� �q � α2

2β
�2

� p2

� a2 �
p2

�q � α2

2β�2
� p2

� a � �

¿ÁÁÁÀ p2

�q � α2

2β�2
� p2

� 2 minima locaux

En éliminant la solution qui n'est pas du même signe que p, l'expression du point
critique est,¢̈̈̈̈̈̈

¦̈̈̈̈̈̈
¤
a� � signe�p�¾ p2

�q�α2
2β

�2�p2 � minimum global

b� �
º

1 � a�2 �

¾
1 � p2

�q�α2
2β

�2�p2
(B.19)
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B.2.2 Si b� @ 0

Dans le cas où b� @ 0, résoudre le problème B.17 demande de résoudre le
problème suivant, ¢̈̈̈̈¦̈̈̈̈¤

2β�a � p� � 2µa � 0 � µ � β p�aa
2β�b � q� � α2 � 2µb � 0

b � �
º

1 � a2 car b @ 0

(B.20)

En injectant µ � β p�aa et b � �
º

1 � a2 dans la deuxième équation de B.20, on a

� 2β��º1 � a2 � q� � α2 � 2β
p � a

a

º
1 � a2 � 0

� �
º

1 � a2 �2β � 2β
p � a

a
� � 2βq � α2

� �
º

1 � a2 �
2βq � α2

2β �1 � p�a
a
�

� �
º

1 � a2 �
2βq � α2

2β pa

� 1 � a2 �
�q � α2

2β�2

� p
a
�2

�

p2�1 � a2�
a2

� �q � α2

2β
�2

�

p2

a2
� p2 � �q � α2

2β
�2

�

p2

a2
� �q � α2

2β
�2

� p2

� a2 �
p2

�q � α2

2β�2
� p2

� a � �

¿ÁÁÁÀ p2

�q � α2

2β�2
� p2

� 2 minima locaux

En éliminant la solution qui n'est pas du même signe que p, l'expression du point
critique est,¢̈̈̈̈̈̈

¦̈̈̈̈̈̈
¤
a� � signe�p�¾ p2

�q�α2
2β

�2�p2 � minimum global

b� � �
º

1 � a�2 � �

¾
1 � p2

�q�α2
2β

�2�p2
(B.21)
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B.2.3 Si b� � 0

¢̈̈¦̈̈¤a
� � signe�p�
b� � 0

(B.22)

B.3 Cas où la contrainte sur la phase (ϕ�a�, b�� >

�ϕmin, ϕmax�) est active

Si on a �a�, b�� tel que ϕ�a�, b�� > �ϕmin, ϕmax�, alors nous gardons le couple
a�, b� calculé jusqu'à présent. En revanche si nous avons �a�, b�� tel que ϕ�a�, b�� ¶�ϕmin, ϕmax�, alors nous devons nous poser deux questions :¢̈̈¦̈̈¤Si ϕ � ϕmin, que vaut ρ ?

Si ϕ � ϕmax, que vaut ρ ?
(B.23)

Pour répondre à cette question, reprennons le problème (Eq.5.17), non plus en
fonction du couple �a, b� mais en fonction de �ρ,ϕ�,
¢̈̈̈¦̈̈̈¤
argmin

ρ
β�p � ρ cos�ϕ��2 � β�q � ρ sin�ϕ��2 � α1 �1 �

»�ρ cos�ϕ��2 � �ρ sin�ϕ��2� � α2Sρ sin�ϕ�S
sous contraintes : 0 B ρ B 1

� �2β cos�ϕ� �p � ρ cos�ϕ�� � 2β sin�ϕ� �q � ρ sin�ϕ�� � α1 � α2S sin�ϕ�S � 0

� 2βρ �cos�ϕ�2
� sin�ϕ�2� � 2β �cos�ϕ�p � sin�ϕ�q� � α1 � α2S sin�ϕ�S � 0

On a donc,

ρ� �
2β �cos�ϕ�p � sin�ϕ�q� � α1 � α2S sin�ϕ�S

2β

On peut donc maintenant calculer ρ� pour ϕmin et ϕmax,¢̈̈¦̈̈¤ρ
�
ϕmin

�max �min �ρ��ϕmin�,1� ,0�
ρ�ϕmax �max �min �ρ��ϕmax�,1� ,0�
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Le minimum global du problème sous contrainte (Eq.5.17) sera donc,

�ρ,ϕ�� �min
ρ,ϕ

�F �ρ��ϕmin�, ϕmin� ,F �ρ��ϕmax�, ϕmax��
avec,

F �ρ,ϕ� � β �p � ρ cos�ϕ��2
� β �q � ρ sin�ϕ��2

� α1�1 � ρ� � α2ρS sin�ϕ�S
Arrivé à ce stade, si la contrainte sur la phase est active, nous avons recherché le
minimum en bord de contrainte de la phase, ce qui est vrai dans une optimisation
convexe. Malheureusement, notre problème est non-convexe et peut présenter des
minima locaux. Pour remédier à ce problème, il faut juste véri�er dans le cas où le
minimum global ne respecte pas la contrainte de phase, que le minimum obtenue
en bord de contrainte est bien un minimum par rapport aux autres minima locaux
dont les expressions analytiques ont été donné ci-avant (notons que le point (0,0)
en fait toujours parti).
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Annexe C

Pseudo algorithme

Algorithm 1 Algorithme proximal proxβ�1gα1,α2
Variables d'entrée : p > R, q > R
Paramètres d'entrée : α1 > R�, α2 > R�, β >

R�� �option � ϕmin > ��π,π�, ϕmax > ��π,π��
Sortie : a� > R, b� > R

if p � 0 & q � 0 then
a� �min�α1

2β ,1�
b� � 0

else
a� � p

Sp�iSα2~2β�q�S
b� � Sα2~2β�q� � α1

2β

Sα2~2β�q�Sp�iSα2~2β�q�S
end if
if Sa� � ib�S A 1 then

a� �
pSp � iSα2~2β�q�S

b� �
Sα2~2β�q�Sp�iSα2~2β�q�S

end if
if ϕ �a�ib�� ¶ �ϕmin, ϕmax� then
ρ�ϕ� �max �min �2β�p cos�ϕ��q sin�ϕ���α1�α2S sin�ϕ�S

2β ,1� ,0��ρ�, ϕ���minρ,ϕ �C �ρ�ϕmin�, ϕmin�,C �ρ�ϕmax�, ϕmax��
with, C �ρ,ϕ� � β �p � ρ cos�ϕ��2

�β �q � ρ sin�ϕ��2
�α1�1�ρ��α2ρS sin�ϕ�S

a� � ρ� cos�ϕ��
b� � ρ� sin�ϕ��

end if
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Résumé

En imagerie numérique, les approches � problèmes inverses � régularisées reconstruisent une
information d'intérêt à partir de mesures et d'un modèle de formation d'image. Le problème
d'inversion étant mal posé, mal conditionné et le modèle de formation d'image utilisé peu
contraint, il est nécessaire d'introduire des a priori a�n de restreindre l'ambiguïté de l'inversion.
Ceci permet de guider la reconstruction vers une solution satisfaisante. Les travaux de cette thèse
ont porté sur le développement d'algorithmes de reconstruction d'hologrammes numériques,
basés sur des méthodes d'optimisation en grande dimension (lisse ou non-lisse). Ce cadre général
a permis de proposer di�érentes approches adaptées aux problématiques posées par cette
technique d'imagerie non conventionnelle : la super-résolution, la reconstruction hors du champ
du capteur, l'holographie � couleur � et en�n la reconstruction quantitative d'objets de phase
(c.a.d. transparents). Dans ce dernier cas, le problème de reconstruction consiste à estimer la
transmittance complexe 2D des objets ayant absorbé et/ou déphasé l'onde d'éclairement lors de
l'enregistrement de l'hologramme. Les méthodes proposées sont validées à l'aide de simulations
numériques puis appliquées sur des données expérimentales issues de l'imagerie sans lentille ou
de la microscopie holographique en ligne (imagerie cohérente en transmission, avec un objectif
de microscope). Les applications vont de la reconstruction de mires de résolution opaques à la
reconstruction d'objets biologiques (bactéries), en passant par la reconstruction de gouttelettes
d'éther en évaporation dans le cadre d'une étude de la turbulence en mécanique des �uides.
Mots clés : Problèmes inverses, Holographie numérique en ligne, Techniques de reconstruction
d'image, Approches régularisées, Reconstruction de phase, Holographie couleur, Optimisation
grande dimension, Optimisation non-lisse, Imagerie biomédicale.

Abstract

In Digital Imaging, the regularized inverse problems methods reconstruct particular information
from measurements and an image formation model. With an inverse problem that is ill-posed and
ill-conditioned, and with the used image formation model having few constraints, it is necessary
to introduce a priori conditions in order to restrict ambiguity for the inversion. This allows us to
guide the reconstruction towards a satisfying solution. The works of the following thesis delve into
the development of reconstruction algorithms of digital holograms based on large-scale optimiza-
tion methods (smooth and non-smooth). This general framework allowed us to propose di�erent
approaches adapted to the challenges found with this unconventional imaging technique : the
super-resolution, reconstruction outside the sensor's �eld, the color holography and �nally, the
quantitative reconstruction of phase objects (i.e. transparent). For this last case, the reconstruc-
tion problem consists of estimating the complex 2D transmittance of objects having absorbed
and/or dephased the light wave during the recording of the hologram. The proposed methods
are validated with the help of numerical simulations that are then applied on experimental data
taken from the lensless imaging or from the in-line holographic microscopy (coherent imaging in
transmission, with a microscope object glass). The applications range from the reconstruction of
opaque resolution sights, to the reconstruction of biological objects (bacteria), passing through
the reconstruction of evaporating ether droplets from a perspective of turbulence study in �uid
mechanics.
Key words : Inverse problems, In-line holography, Image reconstruction techniques, Regu-
larized approaches, Phase retrieval, Color holography, Large scale optimization, Non-smooth
optimization, Biomedical imaging.
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