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2 Chapitre 1 – Introduction

1.1 Motivations
Les micro-résonateurs optiques à modes de galerie (whispering gallery mode

micro-resonators) sont des dispositifs optiques constitués d’un guide d’accès (guide
d’onde, fibre amincie ou pointe effilée) et d’une micro-cavité diélectrique (ayant le
plus souvent la forme d’un sphéroïde ou d’un disque de rayon de 10 à 200 µm) où la
lumière est guidée via des caustiques internes et la réflexion totale qui se produit sur
la surface de séparation entre la cavité et le milieu extérieur. Lorsque les conditions
d’une interférence constructive sont remplies, ces micro-résonateurs présentent un
grand intérêt pratique, car les pertes de lumière peuvent y être extrêmement faibles.
Par ailleurs, selon les caractéristiques du milieu diélectrique formant la cavité, no-
tamment dans le cas d’un milieu non linéaire, de nombreux effets optiques peuvent
être obtenus et exploités. Une variante de micro-résonateur optique est obtenue par
confinement de la lumière dans un guide d’onde (ayant le plus souvent la forme d’un
anneau ou d’un hippodrome), ce confinement étant obtenu exclusivement grâce à des
interfaces matérielles. Les applications potentielles des micro-résonateurs sont nom-
breuses dans des domaines aussi différents que l’optoélectronique, la métrologie ou
la physique fondamentale [41, 83, 26]. Sur la figure 1.1 sont représentés des exemples
de micro-résonateurs correspondant aux dispositifs étudiés dans cette thèse.

(a) micro-disque (b) micro-anneau

Figure 1.1 – Exemples de micro-résonateurs optiques. Image de droite : micro-
résonateur constitué de deux guides d’ondes droits et d’une micro-cavité annulaire.
La lumière entre dans le dispositif par l’un des guides, excite un mode de galerie de
la cavité lorsque les conditions de résonances sont réunies et peut sortir du dispositif
à l’aide de l’autre guide. Image de gauche : micro-disque. La lumière est amenée
dans la cavité par une fibre amincie (non visible sur la figure). Images fournies par
le laboratoire Foton (UMR 6082).

Dans la littérature physique, l’étude des micro-résonateurs optiques en ayant
recours à la simulation numérique se scinde en deux approches distinctes. La pre-
mière approche consiste à simuler le fonctionnement du dispositif complet, incluant
la cavité et les guides optiques. On simule dans ce cas la propagation dans le dis-
positif d’une onde lumineuse injectée dans le « port d’entrée » du micro-résonateur
(l’un des guides optiques). Sous certaines conditions liées à la fréquence de l’onde
lumineuse et à la géométrie du micro-résonateur, on observe un phénomène de réso-
nance physique : la lumière transite totalement dans la cavité diélectrique et y reste
confinée presque sans perte. Elle peut, selon les applications visées, être extraite
de la cavité dans un guide d’onde (« port de sortie ») selon le même phénomène
de résonance. Dans la littérature physique, cette approche numérique est mise en
œuvre en utilisant des codes basés sur la méthode FDTD (Finite Difference Time
Domain), voir par exemple [38, 71] ou sur la méthode des Éléments finis, notam-
ment en utilisant le logiciel Comsol, voir par exemple [31]. L’inconvénient de cette



1.1. Motivations 3

méthode est qu’elle ne permet pas d’analyser les différents effets physiques liés au
phénomène de résonance observé. La seconde approche, largement plus utilisée dans
la littérature physique [20, 45, 77] car plus simple à analyser du point de vue phy-
sique, est basée sur la méthode des modes couplés (CMT, coupled mode theory en
anglais) initialement introduite pour étudier la propagation de la lumière dans des
guides droits parallèles [98, 40, 63]. Cette approche consiste à déterminer comment
la lumière véhiculée par le guide d’onde (qui peut être mono-mode ou multi-mode)
se décompose selon (ou encore, « excite ») les modes de la cavité diélectrique. Dans
cette approche, les modes du guide d’accès (guide d’onde à section rectangulaire ou
fibre optique cylindrique) peuvent être calculés de manière explicite [41]. Ce n’est
que très rarement le cas pour la cavité diélectrique (seul le cas d’une cavité ayant la
forme d’un disque ou d’une sphère, pour un indice optique constant conduit à une
expression explicite des modes résonnants). Le cadre de cette thèse est précisément
de proposer des approches permettant de calculer les modes résonnants d’une cavité
diélectrique de géométrie quelconque (ou presque) et d’indice optique pouvant varier
avec la position dans la cavité.

Le cadre mathématique pour l’étude des résonances de la cavité diélectrique est
le suivant. On considère une cavité diélectrique occupant un domaine de l’espace,
plongée dans l’air, assimilé au vide ici. Dans le cadre de cette thèse, on se place
dans un cas bidimensionnel qui est une simplification du problème tridimensionnel
obtenue par la méthode de l’indice effectif [23]. On représente par la suite la cavité
par un ouvert Ω borné de R2 et on désigne par Γ = ∂Ω le bord de la cavité.
On suppose dans toute cette thèse que la cavité diélectrique a pour perméabilité
magnétique µ = µ0, où µ0 est la perméabilité magnétique du vide. Il est courant
en optique de caractériser un milieu diélectrique par sa permittivité diélectrique
ε = ε0 n

2 où ε0 est la permittivité diélectrique du vide et n est l’indice optique.
L’indice optique x 7→ n(x) est une fonction de la position x = (x, y) et à valeurs
strictement supérieures à 1 dans la cavité et valant 1 dans le vide.

Notation 1.1. L’indice optique est représenté par une fonction n telle que :

I n ∈ C∞
(
Ω
)
et n > 1 sur Ω,

I n ≡ 1 dans R2 \ Ω.

Pour un point x ∈ Γ du bord de la cavité, n(x) désignera toujours la valeur de
l’indice optique de la cavité, c’est-à-dire n(x) := lim

y→x, y∈Ω
n(y).

Nous notons [ · ]Γ l’opérateur de saut à travers le bord de la cavité Γ, défini
comme la différence entre la trace extérieure et la trace intérieure. Ainsi, pour tout
x ∈ Γ, on a [n]Γ(x) = 1− n(x).

La géométrie du problème est schématisée à figure 1.2.

Les modes résonnants d’une micro-cavité optique sont des solutions harmoniques
particulières des équations de Maxwell homogènes (c’est-à-dire sans source) à l’in-
térieur et à l’extérieur de la cavité Ω. Le champ électrique E et le champ magné-
tique H sont représentés sous la forme E(t,x, z) = Re (E(x) e−iωt) et H(t,x, z) =
Re (H(x) e−iωt) où ω représente la pulsation (ω = 2π

λ
où λ est la longueur d’onde), x

un point du plan R2 et z la coordonnée dans la direction perpendiculaire à la cavité.
La pulsation ω n’est pas imposée par les sources mais est l’une des inconnues du
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n > 1 n ≡ 1ΩR2 \ Ω

Γ
x

y

z

Figure 1.2 – Notations utilisées.

problème de résonances avec E et H, qui sont des solutions à valeurs complexes des
équations de Maxwell harmoniques

rot E− iωµH = 0 et rot H− iωεE = 0 (1.1)

à l’intérieur de la cavité Ω et à l’extérieur de cette cavité. Les champs E et H sont
à valeurs dans R3 mais ne dépendent que de la variable position x ∈ R2. Dans ce
contexte, le rotationnel s’exprime sous la forme rot F = (∂yFz,−∂xFz, ∂xFy−∂yFx)ᵀ
pour F = (Fx, Fy, Fz)ᵀ fonction régulière de la variable x = (x, y). Nous avons
les conditions de transmission suivantes entre le cavité diélectrique Ω et le milieu
extérieur

[E ∧ ν]Γ = 0,
[
n2 E · ν

]
Γ

= 0, [H ∧ ν]Γ = 0 et [H · ν]Γ = 0 (1.2)

où ν désigne la normale sortante unitaire à la cavité Ω. Pour que le système (1.1) soit
bien posé, il faut ajouter une condition de radiation sortante, qui est une modification
de la condition classique de Silver-Müller, voir [68].

Il est bien connu que la restriction bidimensionnelle des équations de Maxwell
harmoniques (1.1) est la combinaison de deux sous-systèmes d’équations appelés
équations transverses électriques (TE) et équations traverses magnétiques (TM)
[41]. Plus précisément, en désignant par k = ω

√
ε0 µ0 le nombre d’onde, le champ

électromagnétique E = (Ex, Ey, Ez)ᵀ et H = (Hx, Hy, Hz)ᵀ solution du système (1.1)
peut être séparé en deux familles de solutions :

I Les modes transverses magnétiques (TM) pour lesquels Ex = Ey = Hz = 0 et
Ez est solution de

−∆Ez − k2 n2Ez = 0 dans R2 \ Γ (1.3)

avec les conditions de transmission [Ez]Γ = [∂νEz]Γ = 0 où ∂νEz désigne la
dérivée normale de Ez et une condition de radiation. On a dans ce cas(

Hx

Hy

)
= −i
ωµ0

(
∂yEz
−∂xEz

)
.

Ces modes sont aussi appelés E-modes.

I Les modes transverses électriques (TE) pour lesquels Hx = Hy = Ez = 0 et
Hz est solution de

− div
(
n−2∇Hz

)
− k2Hz = 0 dans R2 \ Γ (1.4)
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avec les conditions de transmissions [Hz]Γ = [n−2 ∂νHz]Γ = 0 et une condition
de radiation. On a dans ce cas(

Ex
Ey

)
= i
ωε0n2

(
∂yHz

−∂xHz

)
.

Ces modes sont aussi appelés H-modes.

Notre problème de référence est une écriture unifiée des problèmes (1.3) et (1.4)
sous la forme suivante : trouver k un complexe et u une fonction de R2 dans C non
nulle tels que

(Pp)


− div (np−1∇u)− k2 np+1 u = 0 dans R2 \ Γ
[u]Γ = 0 à travers Γ
[np−1 ∂νu]Γ = 0 à travers Γ

(1.5a)

avec une condition de radiation à l’infini. L’entier p « sélectionne » la polarisation :
p = +1 pour les modes (TM) et p = −1 pour les modes (TE). Dans toute la
suite du document p désignera cet entier. La condition de radiation impose que la
solution u du problème (1.5) à l’extérieur de tout disque D(0, RΩ) contenant Ω a un
développement selon les fonctions de Hankel de première espèce de la forme suivante
en coordonnées polaires :

u(x, y) =
∑
m∈Z

cm H(1)
m (kr) eimθ r ≥ RΩ et θ ∈ R/2πZ. (1.5b)

Les solutions du problème (Pp) défini en (1.5) sont appelées les résonances de (Pp)
et notées Res (Pp). Pour k2 > 0, la condition de radiation (1.5b) coïncide avec
les conditions de radiations de Sommerfeld. Toutefois, le théorème de Rellich, voir
[64], indique que si k est réel alors la solution u est nulle, et par conséquent les
résonances k sont forcément complexes à parties imaginaires non nulles. Avec les
conventions choisies pour la dépendance harmonique du champ électromagnétique,
la condition de radiation (1.5b) implique que Im(k) < 0 pour tout k ∈ Res(Pp),
voir [93] ou [64, chapitre 9]. La formulation du problème (Pp) ressemble fortement
à la formulation d’un problème aux valeurs propres mais les résonances ne sont pas
les valeurs propres d’un opérateur auto-adjoint. L’une des différences principales est
que les modes résonnants associés aux résonances ne sont pas dans L2(R2) (ils ne
sont pas « d’énergie finie »), ils sont même exponentiellement croissants à l’infini.
Une comparaison entre le concept de valeurs propres et de résonances est faite dans
[99]. Mathématiquement, les résonances définies en (1.5) sont les résonances pour un
problème d’obstacle transparent ou pour un problème de transmission acoustique,
voir [66]. Ce problème est bien posé mathématiquement : il entre dans le cadre de
la théorie du black box scattering, voir annexe B.

La thèse est organisée en deux grandes parties que nous allons présenter dans
les deux sections suivantes. La partie I traite d’aspects liés au calcul numérique des
résonances. La partie II propose une analyse asymptotique des résonances.



6 Chapitre 1 – Introduction

1.2 Utilisation de couches parfaitement adaptées
(PML)

Dans la partie I de ce manuscrit de thèse, nous nous intéressons au calcul nu-
mérique des résonances. La principale difficulté du calcul numérique des résonances
tient au fait que le problème (Pp) est posé dans tout le plan R2 et qu’il faut imposer
une condition de rayonnement adéquate à l’infini, celle correspondant à la condi-
tion (1.5b). Pour calculer numériquement les résonances, il faut se ramener à un
domaine de calcul borné et transformer le problème de résonances en un problème
aux valeurs propres non-auto-adjoint dans L2(R2). Il existe principalement quatre
approches pour faire cela.

I Les approches basées sur la dilatation analytique (complex scaling en anglais)
ou les couches parfaitement adaptées (Perfectly Matched Layers, PML en an-
glais), qui sont conceptuellement identiques. La dilatation analytique est ap-
parue en premier dans les travaux de J. Aguilar, E. Balslev et J. M. Combes
dans [2, 10], voir section 4.7 de [33] pour plus de bibliographie sur le sujet. Les
PML ont été introduites plus tard par J.-P. Bérenger dans [12].
Ces deux méthodes consistent à utiliser le prolongement analytique des solu-
tions en dehors d’une boule contenant la cavité et à faire un changement de
variable afin que les modes résonnants qui sont exponentiellement croissants
à l’infini deviennent exponentiellement décroissants. On peut ainsi tronquer le
domaine de calcul à une distance relativement proche de la cavité correspon-
dant à la zone d’intérêt. Pour une liste de travaux autour de l’utilisation des
PML pour des problèmes de résonances, voir [55, 57, 56, 18, 54, 70].

I Les approches d’équations intégrales qui consistent à écrire une équation inté-
grale portant uniquement sur le bord de la cavité, voir [96, 42, 60, 93].

I Les approches utilisant les espaces de Hardy, voir [47, 69, 68].

I Les approches qui utilisent l’opérateur de Dirichlet-to-Neumann (DtN), qui
consistent à tronquer le domaine et à mettre des conditions aux limites tran-
parentes, voir [5, 6].

Les trois dernières approches conduisent à des problèmes aux valeurs propres non
linéaires, ce qui est plus difficile à mettre en œuvre numériquement. C’est pour cela
que nous avons choisi d’utiliser les PML. De plus, les PML sont simples à implé-
menter dans un logiciel éléments finis. Signalons néanmoins que pour calculer un
grand nombre de résonances d’une cavité avec une erreur uniforme pour toutes les
résonances, il faut faire dépendre la PML de la résonance, ce qui donne là aussi
un problème aux valeurs propres non linéaire, voir [70]. Toutefois, dans le cadre de
l’application visée (calcul des modes de galerie d’une cavité diélectrique), on n’est
intéressé que par quelques résonances particulières autour d’une valeur donnée (cor-
respondant à une longueur d’onde pour la lumière visible). On peut donc paramétrer
la PML en fonction de cette valeur cible, ce qui résulte en un problème aux valeurs
propres linéaire. Le problème est ensuite discrétisé par la méthode des différences
finies ou par la méthode des éléments finis.
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Problème purement 1D. Dans ce manuscrit, on commencera par étudier une
version purement unidimensionnelle, notée (Tp), du problème (Pp) défini en (1.5).
Ce problème s’énonce de la manière suivante, soit Ω un ouvert borné de R+ (ty-
piquement, un intervalle ]a, b[ avec 0 ≤ a < b) et n une fonction telle que n > 1
sur Ω et n ≡ 1 sur R+ \Ω (typiquement, une fonction constante par morceaux). Le
problème (Tp) s’écrit : trouver k un complexe et u une fonction de R+ dans C non
nulle tels que

(Tp)



− (np−1 u′)′ − k2 np+1 u = 0 dans R∗+ \ Γ
[u]Γ = 0 à travers Γ
[np−1 u′]Γ = 0 à travers Γ
u′(0) = 0
u(x) ∝ eikx x ≥ sup Ω

(1.6)

où [ · ]Γ est l’opérateur de saut défini par [w] (x) = w(x+)− w(x−) pour tout x ∈ Γ
et où ∝ signifie « égal à une constante multiplicative près ». La dernière condition
est une version 1D de la condition de radiation sortante (1.5b).

On introduit les couches parfaitement adaptées et la troncature pour calculer
les solutions du problème (Tp) au chapitre 2. On effectue également une analyse de
sensibilité des résonances par rapport aux paramètres de la PML.

Problème invariant par rotation. On considère ensuite le cas où le problème
(Pp) défini en (1.5) est invariant par rotation. On s’intéressera à des cavités en forme
de disque dont l’indice est une fonction radiale, c’est-à-dire Ω = D(0, R) le disque
de centre 0 et de rayon R > 0 et l’indice optique x 7→ n(r) est une fonction de la
variable radiale r = |x|. On peut réduire le problème (Pp) à une famille de problèmes
unidimensionnels à un paramètre m ∈ Z, à l’aide d’une décomposition en série de
Fourier en la variable angulaire. Ces problèmes sont de la forme suivante : trouver
k un complexe et u une fonction de R+ dans C en la variable radiale r, non nulle,
tels que

(Rp;m)



−1
r

(np−1 r u′)′ + m2

r2 n
p−1 u− k2 np+1 u = 0 dans R∗+ \ {R}

[u]{R} = 0 à travers {R}
[np−1 u′]{R} = 0 à travers {R}
u′(0) = 0 si m = 0
u(r) ∝ H(1)

m (kr) r ≥ R

. (1.7)

Il n’est pas nécessaire de spécifier une condition limite en 0 pour m > 0 en raison du
terme singulier m2

r2 qui force une condition de Dirichlet homogène en 0. La dernière
condition est la condition de radiation sortante correspondant à (1.5b).

On introduit les couches parfaitement adaptées et la troncature pour calculer les
solutions du problème (Rp;m) au chapitre 3.

Problème 2D. On étudie enfin au chapitre 4 le comportement de la méthode des
éléments finis avec PML pour calculer les solutions du problème (Pp) dans le cas
d’une cavité bidimensionnelle de géométrie quelconque. On verra que la distance



8 Chapitre 1 – Introduction

entre certaines résonances de cavité et les valeurs propres d’un problème tronqué à
l’aide de conditions aux limites non transparentes (par exemple condition de Diri-
chlet homogène ou périodique) peut être faible. Cela implique que l’on peut calculer
de telles résonances en tronquant le domaine avec des conditions aux limites non
transparente mais les résonances sont plongées dans un grand nombre de valeurs
propres de ce nouveau problème. C’est une approche souvent utilisée dans la littéra-
ture physique pour le calcul des résonances correspondant à des modes particuliers
appelées modes de galerie voir par exemple [75, 37]. L’utilisation de PML permet
de filtrer les résonances parmi les valeurs propres qui ne sont pas des résonances de
scattering.

1.3 Analyse asymptotique des résonances
La partie II de ce manuscrit de thèse aborde une analyse asymptotique des

résonances.

On s’intéresse aux résonances à modes de galeries (Whispering Gallery Modes)
d’une cavité diélectrique, c’est-à-dire aux résonances dont le mode associé est localisé
le long du bord de la cavité Ω. Ce nom est donné en référence à Lord Rayleigh
[80, 81] qui est le premier à expliquer ce type de résonances en acoustique. Dans la
litérature physique les modes de galerie sont toujours activement étudiés, voir par
exemple [11, 35, 39] pour un indice optique constant et voir [50, 58, 53] pour un
indice variable.

L’un des exemples les plus simples mathématiquement correspondant à la situa-
tion étudiée dans cette thèse est celui d’une cavité circulaire avec un indice optique
constant. Soit Ω = D(0, R) le disque de centre 0 et de rayon R tel que n ≡ n0 > 1
dans Ω et n ≡ 1 dans R2 \ Ω. Dans ce cas, on peut résoudre analytiquement le
problème (Pp) défini en (1.5) et la solution s’exprime à l’aide des fonctions de Bessel
de première espèce et des fonctions de Hankel de première espèce, voir [1, 74]. Les
résonances k sont dans ce cas les zéros de l’équation Dp;m(k R) = 0 où Dp;m est la
fonction holomorphe sur C∗ défini par

Dp;m(z) := np0 J′m(n0 z) H(1)
m (z)− Jm(n0 z)H(1)

m

′(z) (1.8)

appelée fonction modale dans la littérature physique. Les modes associés uk et uk,
qui sont distincts quand m 6= 0, ont pour expression en coordonnées polaires

uk(r, θ) = eimθ


Jm(n0 k r)
Jm(n0 k R) r ≤ R

H(1)
m (k r)

H(1)
m (k R)

r > R

.

Dans cette expression, 2m correspond au nombre de zones nodales angulaires du
mode résonnant et par conséquentm est appelé l’indice angulaire du mode résonnant
associé à k. Les résonances sont de multiplicité deux quand m 6= 0 et de multiplicité
un quand m = 0. On a représenté à la figure 1.3 les parties réelles des modes
associés à quelques résonances. On remarque que plus m est grand, plus les modes
sont localisés près du bord de la cavité.
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(a) m = 5 (b) m = 10 (c) m = 20 (d) m = 40

Figure 1.3 – Représentation graphique des parties réelles des modes associés aux
plus petites résonances en module deDp;m pour l’indice angulairem ∈ {5, 10, 20, 40}.
On a p = +1 (mode TM), R = 1 et la valeur de l’indice optique dans la cavité est
n0 = 5.

Dans le cas particulier d’un disque d’indice constant, il est établi dans [59] le
développement asymptotique des résonances suivant quand m tend vers +∞ :

kp;j(m) = m

Rn0

1 + aj
2

( 2
m

) 2
3
− np0

2(n2
0 − 1) 1

2

( 2
m

)
+

3a2
j

40

( 2
m

) 4
3

− ajn
p
0(2n2p

0 − 3n2
0)

12(n2
0 − 1) 3

2

( 2
m

) 5
3

+O
(
m−2

)  (1.9)

où 0 < a0 < a1 < a2 < · · · sont les zéros de la fonction A(x) = Ai(−x) où Ai
est la fonction d’Airy. Ce développement est obtenu à l’aide de développements
asymptotiques des fonctions de Bessel. Cette stratégie n’est possible que pour une
cavité circulaire d’indice optique constant.

Le but de la seconde partie de cette thèse est de généraliser le développement
asymptotique (1.9) obtenu dans le cas d’un disque d’indice constant aux cavités
diélectriques de géométrie quelconque et pour des indices optiques variables avec la
position. Dans le cas général, les résonances ne sont pas les zéros d’une fonction ho-
lomorphe faisant intervenir des fonctions spéciales. On doit travailler directement à
partir des équations du problème (Pp), ce qui conduit à la notion de quasi-résonance
et quasi-mode associé. Succinctement, il s’agit de solutions « approchées » du pro-
blème (Pp), c’est-à-dire vérifiant les équations du problème (Pp) à de petits restes
près. Signalons qu’avec cette approche, on a recours à un théorème du type « théo-
rème spectral » pour établir que les quasi-résonances sont proches de résonances,
contrairement à une approche analytique qui n’est possible que pour quelques géo-
métries de la cavité Ω et pour des fonctions n très particulières. Précisément, une
quasi-résonance est une suite de réels (km)m≥1 et un quasi-mode associé est une suite
de fonctions (um)m≥1 de R2 dans C telles que :

I les fonctions (um)m≥1 sont à support compact ;

I les fonctions (um)m≥1 sont lisses, sauf à travers le bord Γ de la cavité ;

I les fonctions (um)m≥1 satisfont les conditions de transmission

[um]Γ = 0 et
[
np−1 ∂νum

]
Γ

= 0;
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I on ait l’estimation suivante quand m→ +∞ :∥∥∥− div
(
np−1∇um

)
− k2

m n
p+1 um

∥∥∥
L2(R2)

= ‖um‖L2(R2) O
(
m−∞

)
où O (m−∞) désigne une quantité majorée par CN m−N pour tout N ∈ N, où
les constantes CN sont indépendantes de m.

Pour le cas du disque d’indice constant ces deux approches donnent les mêmes
développements asymptotiques.

L’étude des développements asymptotiques des résonances est effectué en plu-
sieurs étapes de complexité croissante. Dans le chapitre 6, on s’intéresse au cas où
le problème (Pp) est invariant par rotation, c’est-à-dire au cas où il se ramène aux
problèmes (Rp;m) définis en (1.7). La cavité Ω = D(0, R) est un disque de centre 0 et
de rayon R, et l’indice optique n : r 7→ n(r) est une fonction de la variable radiale.
On suppose que la fonction n est lisse sur [0, R] et qu’elle est constante égale à 1 sur
]R,+∞[. On définit les notations suivantes

n0 := n(R), n1 := n′(R) et κ̆ := 1 + Rn1

n0

où n(R) > 1 et n′(R) sont les valeurs de n et de n′ au bord de la cavité vue comme
une fonction C∞ de l’intervalle fermé [0, R]. La quantité κ̆ est une courbure effective
adimensionnelle car κ̆

R
contient le terme 1

R
qui est la courbure du cercle de rayon R

et le terme correctif n1
n0
. On a mis en évidence trois comportements différents selon

le signe de la quantité κ̆. On verra que, quitte à faire un changement d’inconnue,
on pourra interpréter le problème de résonances d’une cavité optique comme un
problème de résonances pour un opérateur de Schrödinger avec un potentiel effectif

V : r 7→ 1
r2 n(r)2 .

Une telle interprétation est connue dans la littérature physique, voir [51, 24, 25], mais
pas exploitée systématiquement comme nous avons pu le faire dans cette thèse. On
introduit la notation suivante.
Notation 1.2. On note χ ∈ C∞c (R) une fonction de troncature lisse telle que χ ≡ 1
sur

[
− δ

2 ,
δ
2

]
et dont le support est contenu dans [−δ, δ] où le petit paramètre δ tel

que 0 < δ � 1 dépendra des cas considérés.

Localisation au bord, cas a) Dans le cas où κ̆ > 0, V a la forme d’un demi-puits
triangulaire en R, voir figure 1.4. On a dans ce cas le comportement asymptotique
donné par le théorème suivant.
Théorème (6.3 page 131). Pour p ∈ {±1} fixé, il existe des familles de quasi-
résonances (kp;j(m))m≥1 et de quasi-modes associés (up;j(m))m≥1, indexées par j ∈
N, telles que l’on ait, pour tout r ∈ R+ et θ ∈ R/2πZ

kp;j(m) = m

Rn0
Kp;j

(
m−

1
3
)

up;j(m; r, θ) = χ
(
r
R
− 1

)
eimθ


Φp;j

(
m−

1
3 ;m 2

3
(
r
R
− 1

))
si r ≤ R

Ψp;j
(
m−

1
3 ;m

(
r
R
− 1

))
si r > R

où Kp;j ∈ C∞([0, 1]), Φp;j ∈ C∞([0, 1]× R−) et Ψp;j ∈ C∞([0, 1]× R+).
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R

0

Figure 1.4 – Illustration du graphe du potentiel effectif V quand κ̆ > 0.

Les fonctions Kp;j, Φp;j et Ψp;j sont issues d’une récurrence et du lemme de
Borel. On peut calculer leurs développements de Taylor en 0 en la variable m− 1

3 , ce
qui permet d’obtenir un développement asymptotique des résonances qui généralise
l’asymptotique (1.9). Les premiers termes du développement asymptotique obtenu
sont :

kp;j(m) = m

Rn0

1 + aj κ̆
2
3

2

( 2
m

) 2
3

+O
(
m−1

) . (1.10)

Des termes supplémentaires sont donnés à la section 6.6.1 du chapitre 6. Nous avons
écrit un script de calcul formel en SymPy, bibliothèque Python, permettant de cal-
culer les termes des développements asymptotiques de Kp;j, Φp;j et Ψp;j. Ce script
est fournit à l’annexe D et est basé sur des produits de polynômes par la fonction
d’Airy de première espèce et de sa dérivée.

Localisation au bord, cas b) Dans le cas où κ̆ = 0 et sous l’hypothèse supplé-
mentaire

µ̆ := 2− R2 n2

n0
> 0

où n2 := n′′(R) (µ̆ définit une quantité adimensionnelle), le potentiel effectif V a
la forme d’un demi-puits quadratique en R voir figure 1.5. On a dans ce cas le
comportement asymptotique donné par le théorème suivant.

Théorème (6.14 page 143). Pour p ∈ {±1} fixé, il existe des familles de quasi-
résonances (kp;j(m))m≥1 et de quasi-modes associés (up;j(m))m≥1, indexées par j ∈
N, telles que l’on ait, pour tout r ∈ R+ et θ ∈ R/2πZ

kp;j(m) = m

Rn0
Kp;j

(
m−

1
2
)

up;j(m; r, θ) = χ
(
r
R
− 1

)
eimθ


Φp;j

(
m−

1
2 ;m 1

2
(
r
R
− 1

))
si r ≤ R

Ψp;j
(
m−

1
2 ;m

(
r
R
− 1

))
si r > R

où Kp;j ∈ C∞([0, 1]), Φp;j ∈ C∞([0, 1]× R−) et Ψp;j ∈ C∞([0, 1]× R+)..
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R

0

Figure 1.5 – Illustration du graphe du potentiel effectif V quand κ̆ = 0.

Comme précédemment les fonction Kp;j, Φp;j et Ψp;j viennent d’un procédé ité-
ratif et du lemme de Borel. Ce cas est plus compliqué à traiter que le précédent
car on doit projeter la fonction Φp;j sur la base des fonctions de Gauss-Hermite
impaires, fonctions propres du demi-oscillateur harmonique avec condition de Diri-
chlet. Nous avons dans ce cas aussi écrit un code de calcul formel utilisant la librairie
Python SymPy permettant de calculer les développements asymptotiques des fonc-
tions Kp;j, Φp;j et Ψp;j. Signalons que ce cas est plus compliqué à mettre en œuvre
informatiquement et que on ne calculera que des approximations des coefficients des
développements de Taylor de toutes les fonctions à partir d’un certain rang. En effet,
lors du procédé itératif, on a besoin de projeter la fonction Φp;j sur tous les éléments
de la base des fonctions de Gauss-Hermite impaires. Néanmoins, en se restreignant
à un nombre fini de fonctions de Gauss-Hermite impaires, il est possible d’écrire
un algorithme qui calcule des approximations des coefficients du développement de
Taylor de Kp;j. On obtient ainsi un développement asymptotique des résonances
mais avec une mise à l’échelle en la variable m− 1

2 autre que celle obtenue en (1.9) :

kp;j(m) = m

Rn0

[
1 + (4j + 3)

√
µ̆

2

( 1
m

)
+O

(
m−

3
2
)]
. (1.11)

Des termes supplémentaires sont donnés à la section 6.6.2 du chapitre 6.

Localisation interne, cas c) Le troisième cas correspond à κ̆ < 0. Dans ce cas
il existe R0 ∈]0, R[ tel que

1 + R0 n
′(R0)

n(R0) = 0

et sous l’hypothèse supplémentaire

µ̆ := 2− R2
0 n
′′(R0)

n(R0) > 0

(µ̆ est une quantité adimensionnelle), le potentiel effectif V a la forme d’un puits
quadratique en R0 voir figure 1.6. Ce cas correspond au puits dans l’isle étudié dans
[44]. On a dans ce cas le comportement asymptotique donné par le théorème suivant.
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R

0

Figure 1.6 – Illustration du graphe du potentiel effectif V quand κ̆ < 0.

Théorème (6.26 page 157). Pour p ∈ {±1} fixé, il existe des familles de quasi-
résonances (kp;j(m))m≥1 et de quasi-modes associés (up;j(m))m≥1, indexées par j ∈
N, telles que l’on ait, pour tout r ∈ R+ et θ ∈ R/2πZ

kp;j(m) = m

R0n(R0) Kp;j
(
m−

1
2
)

up;j(m; r, θ) = χ
(
r
R0
− 1

)
eimθ Φp;j

(
m−

1
2 ;m 1

2
(
r
r0
− 1

))
où Kp;j ∈ C∞([0, 1]) et Φp;j ∈ C∞([0, 1]× R).

Encore une fois les fonction Kp;j et Φp;j viennent d’une récurrence et du lemme de
Borel. On peut calculer leurs développements de Taylor en 0 en la variable m− 1

2 , ce
qui permet d’obtenir un développement asymptotique des résonances avec la même
mise à l’échelle que (1.11). Les premiers termes du développement asymptotique de
kp;j(m) correspondent à

kp;j(m) = m

R0n(R0)

[
1 + (2j + 1)

√
µ̆

2

( 1
m

)
+O

(
m−2

)]
. (1.12)

Des termes supplémentaires sont donnés à la section 6.6.3 du chapitre 6. Comme
dans les deux cas précédents, mais plus simplement que le cas (b), on peut calculer
les termes des développements asymptotiques à l’aide de scripts de calcul formel.
C’est plus simple que dans le cas (b) car la fonction Φp;j est une combinaison finie
de fonctions de la base de Gauss-Hermite.

Pour les cas (a) et (b), les quasi-modes se localisent autour du cercle de centre 0 et
de rayon R, c’est-à-dire près de Γ, le bord de la cavité. Pour le cas (c) les quasi-modes
se localisent autour du cercle de centre 0 et de rayon R0 < R, c’est-à-dire à l’intérieur
de la cavité. Les constructions des développements asymptotiques sont effectuées au
chapitre 6. Les développements asymptotiques obtenus montrent que pour les cas
(b) et (c) les résonances à mode de galerie sont asymptotiquement sur un réseau
en (m, j) contrairement au cas (a). Les illustrations numériques des développements
asymptotiques dans chacun des cas sont présentées au chapitre 7. On y donnera des
graphes de comparaison entre les quasi-résonances et les résonances numériques dont
les erreurs convergent avec les ordres attendus. On verra également que les quasi-
modes ont la même structure que les modes résonnants obtenus numériquement.



14 Chapitre 1 – Introduction

Cas général. On aborde au chapitre 8 le cas d’un domaine Ω de forme plus
générale. On suppose le bord Γ de Ω lisse et représenté par une paramétrisation
par l’abscisse curviligne γ : R/LZ → Γ où L désigne la longueur de Γ. On note
également ν : R/LZ → S1 la normale sortante unitaire à Ω et κ : R/LZ → R la
courbure de Γ. On suppose que la fonction n est lisse dans Ω et constante égale à 1
dans R2 \ Ω. Pour tout s ∈ R/LZ, on note n0(s) := n(γ(s)) la valeur de n le long
du bord Γ et n1(s) := ν(s) · ∇n(γ(s)) la dérivée normale sortante de n au bord Γ.
Ces deux quantités sont calculées à partir de la fonction n ∈ C∞

(
Ω
)
. On suppose

que, pour tout s ∈ R/LZ, on a

κ̆ := L

2π

(
κ(s) + n1(s)

n0(s)

)
> 0.

Comme dans le cas du demi-puits triangulaire pour le disque, κ̆ est une courbure
effective adimensionnelle. On se place en coordonnées tubulaires pour Γ, où un point
x est paramétré par x = γ(s) + ξν(s) pour s ∈ R/LZ et ξ dans un voisinage de 0.

Notation 1.3. Pour une fonction w : R/LZ → R, on note 〈w〉 la moyenne le long
du bord Γ par rapport à l’abscisse curviligne, définie par

〈w〉 = 1
L

∫ L

0
w(s) ds.

Sous ces hypothèses, on a obtenu le comportement asymptotique suivant.

Théorème (8.7 page 187). Pour p ∈ {±1} fixé, il existe des familles de quasi-
résonances (kp;j(m))m≥1 et de quasi-modes associés (up;j(m))m≥1, indexées par j ∈
N, telles que l’on ait, pour tout s ∈ R/LZ et ξ ∈ R

kp;j(m) = 2πm
L 〈n0〉

Kp;j
(
m−

1
3
)

up;j(m; s, ξ) = χ(ξ) exp
(

imΘp;j
(
m−

1
3 ; s

))
Φp;j

(
m−

1
3 ; s,m 2

3 ξ
)

si ξ ≤ 0

Ψp;j
(
m−

1
3 ; s,mξ

)
si ξ > 0

où Kp;j ∈ C∞([0, 1]), Θp;j ∈ C∞([0, 1] × R/LZ), Φp;j ∈ C∞([0, 1] × R/LZ × R−) et
Ψp;j ∈ C∞([0, 1]× R/LZ× R+).

Ici contrairement au cas radial, on a une phase Θp;j non explicite que l’on doit
construire en parallèle au processus itératif de construction des fonctions Kp;j, Φp;j et
Ψp;j. Dans ce cas, les quasi-modes se localisent le long du bord Γ. C’est une construc-
tion de type BKW (Brillouin–Kramers–Wentzel). On fait l’ansatz exp (ih−1 ϑ(h, s))
sur la forme de la phase avec h > 0 un petit paramètre et s ∈ R/LZ. On a une
quantification de h−1 par un entier car la phase doit être continue le long de Γ.
Comme précédemment, le lemme de Borel est utilisé pour construire ces fonctions.
De manière similaire au cas radial, un code de calcul formel a été développé, voir
l’annexe D, permettant d’obtenir les différents termes des développements asympto-
tiques des quasi-résonances et quasi-modes associés. Ceci est possible car à chaque
étape, on peut écrire la fonction Φp;j comme une somme finie de produits de po-
lynômes par la fonction d’Airy et sa dérivée et la fonction Ψp;j comme une somme
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finie de produits de polynômes fois par fonctions exponentielles. On peut calculer
leurs développement de Taylor en 0 en la variable m− 1

3 , ce qui permet d’obtenir une
généralisation du développement asymptotique des résonances obtenues en (1.10).
Le début du développement asymptotique pour la résonances kp;j(m) est

kp;j(m) = 2πm
L 〈n0〉

1 + aj
2

〈
κ̆

2
3

(
n0

〈n0〉

) 1
3
〉( 2

m

) 2
3

+O
(
m−1

) . (1.13)

La construction est détaillée au chapitre 8. Des termes supplémentaires sont donnés
à la section 8.3.

Des illustrations numériques de ces développements asymptotiques sont présen-
tées au chapitre 9.

Nous concluons la seconde partie en abordant les liens entre les quasi-résonances
et les résonances. Nous avons construit des quasi-résonances, mais les résonances
n’étant pas des valeurs propres d’un opérateur auto-adjoint, on a besoin de résultats
spécifiques pour établir le lien entre quasi-résonances et résonances. Les théorèmes
de S.-H. Tang et M. Zworski [94], ou de P. Stefanov [91], permettent d’expliciter
ce lien. La construction de quasi-résonances kp;j(m) réelles implique le théorème
suivant, voir [79, 78, 22, 84] ainsi qu’une estimation inférieure sur la fonction de
comptage des résonances « proches » de l’axe réel.

Théorème (10.3 page 224). Soit p ∈ {±1}, j ∈ N et (kp;j(m))m≥1 une famille de
quasi-résonances du problème (Pp), alors

dist
(
kp;j(m),Res(Pp)

)
= O

(
m−∞

)
.

Comparaison avec la littérature. Des formules similaires aux formules (1.10)
et (1.13) sont connues pour les valeurs propres du Laplacien Dirichlet, voir V. M.
Babič et V. S. Buldyrev [7]. La formule pour le disque d’indice constant (1.9) est
obtenue avec cinq termes par C. C. Lam, P. T. Leung et K. Young [59] et avec onze
termes par S. Schiller [85]. Le premier terme du cas radial (a) a été obtenu par V.S.
Ilchenko et co-auteurs [50]. Les deux premiers termes du cas général en dimension
2 avec un indice constant sont obtenus par de E. L. Silakov [88].

G. Popov et G. Vodev [79, 78], ainsi que C. Rivière dans sa thèse [84], ont
construit des quasi-résonances pour le problème (Pp) correspondant à des modes de
galerie en utilisant de l’analyse micro-locale. Cela leur permet de montrer l’existence
d’une suite de résonances proche de l’axe réel mais pas d’obtenir de développement
asymptotique explicite. Ils se limitent en outre au cas où κ̆ > 0. Le cas radial avec
localisation interne est également connu voir le cas du puits dans l’isle de B. Hellfer
et J. Sjöstrand [44].

Signalons également des résultat récents autour du problème (1.5). Dans [21], Y.
Capdeboscq étudie un problème de transmission pour un obstacle transparent (un
disque de rayon ε et d’indice optique constant) et notamment des estimations du
champs diffracté par un champs incident. Dans [34], J. Galkowski montre des estima-
tions sur les parties imaginaires du problème (1.5) quand Ω est strictement convexe
et lisse en terme de quantités dynamiques (trajectoires de l’optique géométrique).

Notre approche unifie trois types canoniques de situations pour le disque avec un
indice optique radial. Elle s’étend à un cas général bidimensionnel. Cette approche
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fournit des algorithmes de calculs des développements asymptotiques des résonances,
plus particulièrement des termes des développements de Taylor des fonction Kp;j
(approximation dans le cas du demi-puits quadratique). Ces formules explicites sont
particulièrement utiles pour guider le calcul numérique. Comme on l’a évoqué pré-
cédemment nous allons transformer le problème de résonances en un problème aux
valeurs propres grâce à l’utilisation de PML, qui une fois discrétisé permet d’isoler
les résonances dans le spectre de la matrice issue de la discrétisation. Comme nous
sommes intéressés par les résonances à mode de galerie, qui en 2D ne sont qu’une
sous-partie des résonances, les développements asymptotiques permettent d’avoir
une estimation d’où se situe ces résonances dans le spectre de la matrice issue de la
discrétisation. Cela est indispensable pour effectué le décalage idoine (shift) requis
par les solveurs aux valeurs propres de la librairie ARPACK.

Logiciel utilisés. Le logiciel utilisé pour les calculs par la méthode des éléments
finis est XLiFE++ [97]. Les maillages 2D sont fournis par Gmsh [36]. La visuali-
sation et les divers scripts de calcul sont codés à l’aide de scripts Python utilisant
les bibliothèques cxroots [76], Matplotlib [49], Meshio [86], NumPy [72] et SciPy
[52]. Les calculs numériques des valeurs propres sont effectués avec ARPACK [62]
à travers XLiFE++ ou SciPy. Les scripts de calcul formel sont écrit en Python en
utilisant la bibliothèque SymPy [65].

1.4 Organisation du manuscrit
Ce manuscrit contient deux parties principales I et II ainsi qu’une annexe. Les

parties I et II peuvent être lues indépendamment.

La partie I présente l’utilisation de PML pour les problèmes étudiés.

I Le chapitre 2 contient une analyse de sensibilité d’un problème purement
1D avec PML pour le calcul de résonances à l’aide de la méthode des éléments
finis.

I Le chapitre 3 contient une description des PML où le problème de référence
(Pp) défini en (1.5) est invariant par rotation.

I Le chapitre 4 contient une description des PML radiales pour le calcul des
résonances du problème (Pp) en dimension 2.

La partie II présente l’analyse asymptotique haute fréquence des résonances à
mode de galerie.

I Le chapitre 5 contient une introduction à la notion de résonances à modes
de galerie et à la notion de quasi-résonances.

I Le chapitre 6 contient les constructions de quasi-résonances dans le cas où
le problème (Pp) est invariant par rotation.

I Le chapitre 7 contient les comparaisons entre les quasi-résonances obtenues
dans le chapitre 6 et les résonances calculées numériquement avec une PML
et la méthode des éléments finis en 1D à l’aide de la librairie XLiFE++.
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I Le chapitre 8 contient la construction de quasi-résonances dans le cas où le
problème n’est pas invariant par rotation.

I Le chapitre 9 contient les comparaisons entre les quasi-résonances obtenus
dans le chapitre 8 et les résonances calculées numériquement avec une PML
radiale et la méthode des éléments finis en 2D à l’aide de la librairie XLiFE++.

I Le chapitre 10 explicite le lien entre les quasi-résonances et les résonances
du problème (Pp).

I Le chapitre 11 contient les conclusions et perspectives de recherche conti-
nuant ce travail.

La partie III est composée de diverses annexes.

I L’annexe A est un glossaire des notations utilisées.

I L’annexe B replace le problème (Pp) dans la théorie du black box scattering.

I L’annexe C contient les lemmes techniques nécessaires à la construction des
quasi-résonances des chapitres 6 et 8.

I L’annexe D contient les scripts de calcul formel élaborés pour calculer les
termes des développements asymptotiques. La librairie utilisée est SymPy.

I L’annexe E contient d’autres cas pour lesquels on a aussi des développements
asymptotiques.

I L’annexe F contient les développements asymptotiques des valeurs propres
à mode de galerie du laplacien Dirichlet.

Une partie des résultats du chapitre 6 est présentée dans l’article suivant, soumis
pour publication. Ce projet de recherche mené dans le cadre d’une collaboration
entre l’IRMAR (UMR 6625) et le laboratoire FOTON (UMR 6082) et partiellement
financé dans le cadre du Défi CNRS InFIniTI.

• S. Balac, M. Dauge, Y. Dumeige, P. Féron et Z. Moitier, Mathematical analy-
sis of whispering gallery modes in graded index optical micro-disk resonators,
HAL-02157635.

https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-02157635
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Afin d’appréhender les particularités mathématiques du problème de résonances
associé à l’étude des modes de galerie d’un résonateur optique, nous abordons dans
ce chapitre l’étude d’un problème unidimensionnel correspondant à une version sim-
plifiée (unidimensionnelle à coefficients constants) du problème (Pp) défini en (1.5)
page 5. Ce problème est similaire à celui étudié à la section 5 de [55]. Ce chapitre
contient également une étude du problème (T PML

p ) qui vient de l’utilisation des
couches parfaitement adaptées (PML) pour (Tp). Enfin, nous terminons ce chapitre
par une étude du problème (T born

p ), version tronquée de (T PML
p ), que l’on discrétise

successivement à l’aide de la méthode des différences finies et de la méthode des
éléments finis.

2.1 Cadre fonctionnel
Soient Ω ⊂ R+ une union finie d’intervalles ouverts disjoints et U un intervalle qui

est soit ]0, R[ avec 0 < R < +∞, soit ]0,+∞[, tel que Ω ⊂ U . On note Γ = ∂Ω \ {0}
le bord de Ω. On considère par ailleurs deux fonctions a et b à valeurs complexes
telles que

1. a, b ∈ C∞(Ω) et bornées,

2. a, b ≡ 1 sur U \ Ω,

3. a−1, b−1 ∈ L∞(U).

On définit un cadre fonctionnel général pour les problèmes étudiés par la suite. On
rappelle la définition de l’opérateur de saut [ · ]Γ. Pour tout γ ∈ Γ et pour toute
fonction w continue à droite et à gauche de γ, on a

[w]Γ = lim
x→γ+

w(x)− lim
x→γ−

w(x).

On se place dans l’espace de Hilbert L2(U). On considère l’opérateur A : u 7→ −(au′)′
et sa forme sesquilinéaire associée qa : (u, v) 7→

∫
U a u

′ v′ dx munie du domaine de
forme D(qa) qui est H1(U) si U =]0,+∞[ et H1

0,R(U) = {u ∈ H1(U) | u(R) = 0} si
U =]0, R[. Le domaine de forme correspond à une condition de Neumann homogène
en 0 et de Dirichlet homogène en R si U est borné. Le domaine maximal de A, noté
D(A) est {u ∈ D(qa) | Au ∈ L2(U)}. Comme on est en dimension 1, D(A) est égal
à H2(U , a) où on définit

H2(U , a) :=
{
u ∈ D(qA) | au′ ∈ H1(U)

}
.

Dans le cas où U =]0,+∞[, on note

H2
loc(U , a) :=

{
u ∈ H1

loc([0,+∞[) | ∀χ ∈ C∞c ([0,+∞[), χu ∈ H2(U , a)
}

où H1
loc([0,+∞[) = {u ∈ L2

loc(U) | ∀χ ∈ C∞c ([0,+∞[), χu ∈ H1(U)}. On notera que
[0,+∞[ est fermé en 0 et que le « loc » ne porte que sur un voisinage de l’infini.
Pour tout u ∈ H2

loc(U , a) et pour tout r > 0, on a u|]0,r[ ∈ H2(]0, r[, a).
Remarque 2.1. Si la fonction a est continue sur U alors H2(U , a) = H2(U) et
H2

loc(U , a) = H2
loc(U). Si la fonction a est discontinue, u ∈ H2(U , a) est équivalent à

u|Ω ∈ H2(Ω), u|U\Ω ∈ H2(U \ Ω) et [a u′]Γ = 0.
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Dans la suite, les fonctions a considérées seront toujours discontinues et l’en-
semble Γ = ∂Ω\{0} correspondra aux discontinuités de a. Il est plus pertinent pour
l’analyse de considérer les conditions de saut dans les équations. On introduit donc
les espaces correspondant aux espace H2(U , a) et H2

loc(U , a) mais sans les sauts et les
conditions limites. On définit H2(U ,Γ) l’espace H2 par morceaux de la manière sui-
vante : une fonction u appartient à H2(U ,Γ) si u|U ∈ H2(U) pour toute composante
connexe U de U \ Γ. De manière similaire, on définit

H2
loc(U ,Γ) :=

{
u ∈ H1

loc([0,+∞[) | ∀χ ∈ C∞c ([0,+∞[), χu ∈ H2(U ,Γ)
}
.

Les problèmes que nous allons étudier auront l’une des formes suivantes. Dans
le cas où U est bornée : trouver (k, u) ∈ C× H2(U ,Γ) tel que

(A)



−(a u′)′ − k2 b u = 0 dans U \ Γ
[u]Γ = 0 à travers Γ
[a u′]Γ = 0 à travers Γ
u′(0) = 0
u(R) = 0 si U =]0, R[

. (2.1)

Dans le cas où U =]0,+∞[ : trouver (k, u) ∈ C× H2
loc(U ,Γ) tel que

(Aloc)



−(a u′)′ − k2 b u = 0 dans U \ Γ
[u]Γ = 0 à travers Γ
[a u′]Γ = 0 à travers Γ
u′(0) = 0
u(x) ∝ eikx x > sup Ω

(2.2)

où la notation ∝ signifie « à une constante multiplicative près ». Le problème (Tp)
sera du type (Aloc) et les problèmes (T PML

p ) et (T born
p ) seront du type (A).

2.2 Description du problème simplifié
Soit Ω =]α, β[ avec 0 < α < β < +∞ et Γ = {α, β}. Soit n une fonction telle

que

n(x) =


1 si x < α
n0 si α ≤ x ≤ β
1 si x > β

(2.3)

avec n0 > 1 comme représenté sur la figure 2.1. D’un point de vue pratique, une telle
fonction correspond à l’indice optique pour une cavité ayant la forme d’un anneau
où α et β sont les rayons intérieur et extérieur de l’anneau.

Pour p ∈ {±1}, on définit le problème (Tp), version purement unidimensionnelle
du problème (Pp) défini en (1.5) page 5, de la manière suivante : trouver (k, u) ∈
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x

n(x)

α β

1

Figure 2.1 – Exemple de fonction n associée à un micro-anneau d’indice constant.

C× H2
loc(]0,+∞[,Γ) tel que

(Tp)



−(np−1 u′)′ − k2 np+1 u = 0 dans R∗+ \ Γ
[u]Γ = 0 à travers Γ
[np−1u′]Γ = 0 à travers Γ
u′(0) = 0
u(x) ∝ eikx x > β

(2.4)

où la notation ∝ signifie « à une constante multiplicative près ». On a pris une
condition de Neumann homogène en 0. Ce choix est arbitraire. Tous les résultats
de cette partie restent vrais si on prend une condition de Dirichlet homogène en
0. La dernière condition dans (2.4) s’appelle une condition d’onde sortante lorsque
k ∈ C− := {z ∈ C | Im(k) ≤ 0}. Dans l’espace libre, c’est-à-dire pour x > β, on
connaît une base de solutions de l’équation différentielle de (2.4) qui est formée des
fonctions x 7→ eikx et x 7→ e−ikx. La première fonction correspond à une onde sortante
et la deuxième correspond à une onde entrante au sens où si on les multiplie par e−ikt

et que l’on regarde leurs comportements en fonction de t, on voit le comportement
sortant ou entrant. Sur la figure 2.2, on a représenté (x, t) 7→ Re

(
eikxe−ikt

)
et (x, t) 7→

Re
(

e−ikxe−ikt
)
.

(a) Onde sortante (b) Onde entrante

Figure 2.2 – À gauche, représentation d’une onde sortante correspondant à la
fonction (x, t) 7→ Re

(
eik(x−t)

)
pour k = 2− i 5×10−2. À droite, représentation d’une

onde entrante correspondant à la fonction (x, t) 7→ Re
(

eik(−x−t)
)
. En abscisse, la

coordonnée d’espace x et en ordonnée, la coordonnée temporelle t.
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On souhaite étudier différentes méthodes numériques pour résoudre le problème
(Tp) défini en (2.4). On a choisi la forme (2.3) forme pour la fonction n car on peut
dans ce cas résoudre analytiquement le problème (Tp) comme cela est détaillé à la
section suivante.
Remarque 2.2. Les résonances du problème (Tp) noté Res(Tp) sont bien définies au
sens du black box scattering, voir annexe B. Toutefois pour exploiter les résultats
présentés dans l’annexe B, on doit symétriser le problème (Tp) pour qu’il soit défini
sur R. Pour cela on étend l’indice optique n par parité sur R. Les résonances du
problème (Tp) sont les résonances du problème symétrisé sur tout R tel que les modes
résonnants associés vérifient la condition de Neumann homogène en 0.

2.2.1 Établissement de l’équation modale
L’équation différentielle du problème (Tp) défini en (2.4) page 24 est une équation

différentielle linéaire du second ordre à coefficients constants dans chaque domaine.
Compte tenu de la condition aux limites en x = 0 et de celle d’onde sortante, la
solution s’écrit :

u(x) =


c0
(

eikx + e−ikx
)

si x < α

c+eikn0x + c−e−ikn0x si α ≤ x ≤ β

c∞eikx si x > β

. (2.5)

Par ailleurs, les conditions de transmission aux interfaces situées en α et β fournissent
les relations suivantes : (

a+ 1
a

)
c0 = Ac+ + 1

A
c− (2.6a)

(
a− 1

a

)
c0 = np0Ac+ −

np0
A
c− (2.6b)

B c+ + 1
B
c− = b c∞ (2.6c)

np0B c+ −
np0
B
c− = b c∞ (2.6d)

où on a posé a = eikα, A = eikn0α, b = eikβ et B = eikn0β. Les solutions (k, u) du
problème (Tp) défini en (2.4) sont obtenues en résolvant le système linéaire formé
des équations (2.6) d’inconnues c0, c−, c+ et c∞.

Plus précisément, s’il existe k ∈ C− tel qu’il y ait des solutions (c0, c+, c−, c∞) 6=
(0, 0, 0, 0) au système (2.6) alors on a existence de solutions (k, u) au problème (Tp)
défini en (2.4). Nous allons ré-écrire ce système sous forme matricielle. Trouver des
solutions non nulles au système linéaire (2.6) revient à trouver un élément non nul
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du noyau de la matrice

Mp(k) =



a+ 1
a
−A − 1

A
0

a− 1
a
−np0A

np0
A

0

0 B
1
B

−b

0 np0B −n
p
0
B
−b


.

Intéressons-nous à son déterminant. On suppose ici que p 6= 0 (on rappelle que les
cas d’intérêt en physique correspondent à p = ±1). Comme a, A, b et B ne peuvent
pas s’annuler et comme np0 6= 1, det (Mp(k)) = 0 est équivalent à :

A

B

(
a2 + np0 + 1

np0 − 1

)
− B

A

(
a2 + np0 − 1

np0 + 1

)
= 0.

Résoudre cette équation revient à trouver les solutions k de l’équation fp(k) = 0,
dite équation modale, où

fp(k) = k̂2(β−α)n0+2α + np0 − 1
np0 + 1 k̂

2(β−α)n0 − k̂2α − np0 + 1
np0 − 1 , (2.7)

avec p ∈ Z, k̂ = eik, 0 < α < β et n0 > 1. La fonction fp est appelée fonction modale.

2.2.2 Propriétés des zéros de l’équation modale
Pour calculer numériquement les solutions k de l’équation modale, on utilise la

propriété suivante : pour toute fonction holomorphe f , on a 1
2iπ
∫
C
f ′(z)
f(z) dz ≥ 1 pour

tout contour C encerclant des zéros de f , voir [32]. Ainsi, pour un contour C donné
et une fonction holomorphe f donnée, les situations suivantes peuvent se produire.

1. Si 1
2iπ
∫
C
f ′(z)
f(z) dz = 0, alors on sait qu’il n’y a pas de zéro dans le domaine

qu’encercle C.

2. Si 1
2iπ
∫
C
f ′(z)
f(z) dz = 1, alors dans le domaine qu’encercle C, il y a un zéro k

d’ordre 1 de f et on peut le calculer directement grâce à la relation

k = 1
2iπ

∫
C
z
f ′(z)
f(z) dz.

3. Sinon, on essaye de trouver un autre contour C qui permette d’être dans le
deuxième cas. Si on n’arrive pas à trouver un tel contour C et que l’on a

1
2iπ
∫
C
f ′(z)
f(z) dz = q ≥ 2 alors on calcule 1

2iπ
∫
C z

` f
′(z)
f(z) dz pour ` ∈ {1, . . . , q}

et, en utilisant les identités de Newton, on peut trouver les coefficients du
polynôme unitaire dont toutes les racines sont à l’intérieur de C et qui sont
les zéros de f situés à l’intérieur de C.

Remarque 2.3. Notons que cette méthode est très efficace numériquement. La valeur
de l’intégrale étant un entier, il n’est pas utile d’utiliser une formule de quadrature
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d’ordre élevé ou une discrétisation fine. Il suffit de calculer une valeur approchée
de l’intégrale permettant de distinguer quelle est la valeur de l’entier correspondant
à la valeur exacte de cette intégrale. De plus, comme les fonctions z 7→ zq f

′(z)
f(z)

sont periodique et analytique sur le contour d’intégration la méthode des trapèzes
converge exponentiellement vite, voir [95, chapitre 12].

Dans notre cas, fp est bien une fonction holomorphe et en posant δ = 2(β−α)n0,
τ = 2α et κ = δ + τ , on a

fp(z) = eiκz + np0 − 1
np0 + 1eiδz − eiτz − np0 + 1

np0 − 1 , (2.8)

f ′p(z) = iκeiκz + np0 − 1
np0 + 1 iδeiδz − iτeiτz. (2.9)

Cas particulier. Si κ ∈ Q+, δ ∈ Q+ et τ ∈ Q+ alors il existe q ∈ N∗ tel que
p3 := qκ ∈ N, p2 := qδ ∈ N et p1 := qτ ∈ N. La relation κ = δ + τ implique
p3 = p2 +p1. En posant ẑ = e

iz
q , on est conduit à rechercher les racines du polynôme

Q de degré p3 défini par

Q(ẑ) = ẑp3 + np0 − 1
np0 + 1 ẑ

p2 − ẑp1 − np0 + 1
np0 − 1 . (2.10)

Ce polynôme a p3 racines, notées r`eiθ` pour ` ∈ {0, . . . , p3 − 1} avec r` ≥ 0 et
θ` ∈ ]−π, π]. Les zéros de la fonction fp sont les complexes k tels que e

ik
q = r`eiθ` .

Cela conduit à l’existence de p3 familles arithmétiques de valeurs possibles pour k
données par

k`,j = 2qπj + qθ` − iq ln(r`) où ` ∈ {0, . . . , p3 − 1} et j ∈ Z.

Nous allons établir que toutes ces valeurs sont de partie imaginaire strictement
négative. Ceci revient à montrer que r` > 1, autrement dit que les zéros du polynôme
Q défini en (2.10) sont de module strictement plus grand que 1. Pour ce faire, on a
recours au lemme suivant.

Lemme 2.4. Soient p, q ∈ N∗, a ∈ R∗ et Q = Xp+q + aXp − Xq − 1
a
. On a la

disjonction de cas suivante :

I si |a| < 1 alors les zéros de Q sont de module strictement plus grand que 1 ;

I si |a| = 1 alors les zéros de Q sont de module 1.

Démonstration. On remarque que si |a| = 1 alors toutes les racines de Q sont de
module 1. En effet, dans ce cas on a la factorisation suivante Q = (Xp − 1)(Xq +
sgn(a)). Réciproquement, montrons que si Q possède une racine de module 1 alors
|a| = 1. Soit z une racine de module 1 de Q ; on a

zp(zq + a) = zq + 1
a
. (2.11)

En posant w = zq de module 1 et en prenant le module de l’expression (2.11), on
obtient le système suivant {

|w| = 1
|w + a| =

∣∣∣w + 1
a

∣∣∣ .
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Les solutions de ce système sont les points d’intersection entre le cercle unité et la
médiatrice du segment délimité par les points −a et −1

a
, qui est la droite verticale

qui coupe l’axe réel en −1
2

(
a+ 1

a

)
. Pour que cette intersection soit non vide, il faut

que
∣∣∣12 (a+ 1

a

)∣∣∣ ≤ 1. On montre facilement que cela n’est possible que pour |a| = 1.
On a montré que Q a une racine de module 1 si, et seulement si, |a| = 1. Par

conséquent, si |a| 6= 1 alors les racines ne sont pas sur le cercle unité. Montrons que
pour |a| < 1 alors toutes les racines de Q sont à l’extérieur du cercle unité.

Commençons par considérer le cas où a ∈ R∗ avec |a| <
√

2−1. Soit z une racine
de Q de module plus petit que 1. On a

|zp+q + azp − zq| =
∣∣∣∣1a
∣∣∣∣ (2.12)

et
|zp+q + azp − zq| ≤ |a|+ 2 <

√
2 + 1 = 1√

2− 1
<

1
|a|
. (2.13)

Les relations (2.12) et (2.13) conduisent à une contradiction. Cela signifie que pour
|a| <

√
2− 1, toutes les racines de Q sont de module strictement plus grand que 1.

Par continuité des racines de Q relativement à a, on en conclut que pour tout
a ∈ R∗ avec |a| < 1, toutes les racines de Q sont de module strictement plus grand
que 1.

En posant p = p2, q = p1 et a = np0−1
np0+1 , on peut appliquer le lemme 2.4 au

polynôme défini en (2.10). Une rapide étude de fonction montre que pour n0 > 1 et
p ∈ Z, on a

∣∣∣np0−1
np0+1

∣∣∣ < 1. On établit ainsi que les résonances sont de partie imaginaire
strictement négative.

Exemple 2.5. Soit α = 1
2 , β = 1 et n0 = 2. Dans le cas TE (p = −1), le polynôme

Q défini en (2.10) a pour expression

Q(γ) = γ3 − 1
3γ

2 − γ + 3.

On a les approximations décimales suivantes des racines :

k1,0 = 8.2456052243815554× 10−1 −i 3.2905588895739554× 10−1,
k0,1 = 3.1415926535897932 −i 4.4050051075331862× 10−1,
k2,0 = 5.4586247847414309 −i 3.2905588895739554× 10−1.

Dans le cas TM (p = +1), le polynôme Q défini en (2.10) a pour expression

Q(γ) = γ3 + 1
3γ

2 − γ − 3.

On a les approximation décimales suivantes des racines :

k1,0 = 2.3170321311516377 −i 3.2905588895739554× 10−1,
k2,0 = 3.9661531760279487 −i 3.2905588895739554× 10−1,
k0,1 = 6.2831853071795864 −i 4.4050051075331862× 10−1.

Montrons à présent que les zéros de la fonction modale fp définie en (2.7) sont
des fonctions continues de α, β et n0. La preuve de cette propriété exploite le lemme
suivant.
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Lemme 2.6. Soient d ∈ N∗, Ω un ouvert de Rd et f : C × Ω → C une fonction
continue telle que pour tout x ∈ Ω, f(·, x) soit holomorphe. Pour tout (z0, x0) ∈ C×Ω
tel que f(z0, x0) = 0, il existe un contour γ dans C entourant z0 et un voisinage V
de x0 tel que pour tout q ∈ N, l’application

sγq : V −→ C

x 7−→ 1
2iπ

∫
γ

zq

f(z, x)
∂f

∂z
(z, x) dz

est continue.

Démonstration. Pour montrer que sγq est continue sur V , on a recours au théorème
de continuité des intégrales à paramètre. Soit g la fonction de C× Ω définie par

g(z, x) = zq

f(z, x)
∂f

∂z
(z, x).

Dans le plan complexe, désignons par D(z, r) le disque de centre z et de rayon r,
B(x, r) la boule de Rd de centre x et de rayon r et C(z, a, b) = D(z, b) \D(z, a) la
couronne ouverte de centre z de rayon intérieur a et de rayon extérieur b. Comme
z0 est un zéro de la fonction holomorphe fx0 : z 7→ f(z, x0), d’après la propriété des
zéros isolés pour les fonctions holomorphes, il existe ε > 0 tel que

D(z0, 2ε) ∩ f−1
x0 ({0}) = {z0}.

L’ensemble (D(z0, 2ε)× Ω) ∩
[
C \ f−1

x0 ({0})
]
est ouvert et

C
(
z0,

ε
2 , 2ε

)
× {x0} ⊂ (D(z0, 2ε)× Ω) ∩

[
C \ f−1

x0 ({0})
]
.

On en déduit qu’il existe η > 0 tel que(
C
(
z0,

ε
2 , 2ε

)
×B(x0, η)

)
∩ f−1

x0 ({0}) = ∅.

Pour tout x ∈ B(x0, η), f−1
x ({0}) ∩D(z0, 2ε) ⊂ D(z0,

ε
2).

Soient γ = ∂D(z0, ε) le cercle de centre z0 et de rayon ε et V = B(x0, η). La
fonction g(·, x) est holomorphe sur C(z0,

ε
2 , 2ε) pour tout x ∈ V . On peut appliquer

le théorème de continuité des intégrales à paramètre. En effet,

I pour tout z ∈ γ, x ∈ V 7→ g(z, x) est continue,

I pour tout x ∈ V , z ∈ γ 7→ g(z, x) est intégrable,

I la domination de z 7→ |g(z, x)| par une fonction intégrable est triviale car γ
est compact.

On en conclut que sγq est continue sur V .

Remarque 2.7. On rappelle, voir [32, équation (1.4)], que pour une fonction f holo-
morphe sur un ouvert Ω de C et pour une courbe γ fermée, simple, C1 par morceaux,
contenue dans Ω telles que f−1({0}) ∩ γ = ∅, on a la relation suivante, pour tout
q ∈ N,

1
2iπ

∫
γ
zq
f ′(z)
f(z) dz =

∑
k∈G

akk
q,

où G est l’ouvert borné délimité par la courbe Γ et ak ∈ N∗ est la multiplicité de la
racine k.
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Dans la situation qui nous intéresse, la fonction modale fp : C×Ω→ C vérifie les
hypothèses du lemme précédent avec Ω = {(α, β, n0) ∈ R3 | 0 < α < β et n0 > 1}.
On a donc la proposition suivante.

Proposition 2.8. Il y a continuité des zéros de fp par rapport à α, β et n0.

Théorème 2.9. Pour tout (α, β, n0) ∈ R3 tel que 0 < α < β et n0 > 1, l’ensemble
des solutions du problème (Tp) défini en (2.4) est discret et non vide.

Démonstration. On a vu que si certaines combinaisons des paramètres (α, β, n0)
sont rationnelles alors on a un nombre fini de familles arithmétiques de résonances k
solutions de l’équation modale. De plus, par la continuité des résonances en fonction
des paramètres (α, β, n0), pour tout (α, β, n0) ∈ R3 tel que 0 < α < β et n0 > 1,
l’ensemble des résonances est discret et non vide.

2.3 Réduction à un domaine borné par l’introduc-
tion d’une PML

2.3.1 Introduction d’un problème auxiliaire
La méthode développée ici se base sur l’article [55]. Dans le but de pouvoir

résoudre le problème (Tp) défini en (2.4) page 24 par la méthode des différences
finies ou par la méthode des éléments finis, il convient de borner le domaine de
calcul. Différentes approches sont envisageables. Nous avons fait le choix d’utiliser
une couche parfaitement adaptée (PML pour Perfectly Matched Layer en anglais).
À noter que cette méthode porte aussi le nom de dilatation analytique (analytic
dilatation) ou encore de mise à l’échelle complexe (complex scaling). Cette approche
consiste à modifier le problème à l’extérieur de la zone d’intérêt pour que le module
des solutions décroissent rapidement afin de borner le domaine de calcul avec une
condition de bord de Dirichlet homogène. Cette modification est paramétrée par une
fonction σ̃ et le problème reste inchangé là où elle est nulle, c’est-à-dire dans la zone
d’intérêt.

Soient r0, r1 tel que β ≤ r0 < r1. On introduit une fonction σ̃ telle que

σ̃(x) :=


0 0 ≤ x ≤ r0
croissante r0 < x < r1
σ0 x ≥ r1

, (2.14)

et σ̃ ∈ Cq(R+) pour q ∈ N donné, voir figure 2.3 pour une illustration.

x

n σ̃

α β
= sup(Ω)

r0 r1

1

σ0

Figure 2.3 – Représentation graphique type de la fonction σ̃ et de la fonction n.
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Une telle fonction σ̃ est donnée par exemple sur [r0, r1] par

σ̃(x) = σ0

∫ x

r0
(t− r0)q(r1 − t)q dt∫ r1

r0
(t− r0)q(r1 − t)q dt

. (2.15)

On pose pour tout x ≥ 0

d̃(x) := 1 + iσ̃(x), x̃(x) := xd̃(x) et σ(x) := σ̃(x) + xσ̃′(x). (2.16a)

On définit aussi les fonctions suivantes

d(x) := 1 + iσ(x) et d0 := 1 + iσ0. (2.16b)

Notons que pour tout x ∈ [0, r0], on a d̃(x) = d(x) = 1 et pour tout x ∈ [r1,+∞),
on a d̃(x) = d(x) = d0. On va s’intéresser à différentes régularités pour ces fonctions.
On considérera principalement les valeurs de q égales à 0, 1 ou 2. Dans le cas où
q = 0, appelé PML0 par la suite, la relation (2.15) donne pour x ∈ [r0, r1]

σ̃(x) = σ0
x− r0

r1 − r0
, (2.17a)

σ(x) = σ0
2x− r0

r1 − r0
. (2.17b)

Dans le cas où q = 1, appelé PML1 par la suite, la relation (2.15) donne pour
x ∈ [r0, r1]

σ̃(x) = σ0
(x− r0)2

(r1 − r0)3

[
− 2x− r0 + 3r1

]
, (2.18a)

σ(x) = σ0
x− r0

(r1 − r0)3

[
− 8x2 + (r0 + 9r1)x+ r0 − 3r0r1

]
. (2.18b)

Dans le cas où q = 2, appelé PML2 par la suite, la relation (2.15) donne pour
x ∈ [r0, r1]

σ̃(x) = σ0
(x− r0)3

(r1 − r0)5

[
6x2 + 3(r0 − 5r1)x+ r2

0 − 5r0r1 + 10r2
1

]
, (2.19a)

σ(x) = σ0
(x− r0)2

(r1 − r0)5

[
36x3 − 3(r0 + 25r1)x2 − 2(r2

0 − 5r0r1 − 20r2
1)x

− r3
0 + 5r2

0r1 − 10r0r
2
1

]
.

(2.19b)

Ces fonctions sont représentées à la figure 2.4. Comme intervient une dérivée seconde
dans le problème (Tp) défini en (2.4), pour que le problème modifié construit par
la suite soit vérifié dans un sens fort, il faudra que σ̃ soit au moins de classe C2.
Toutefois, la formulation variationnelle permet de baisser la régularité de σ̃ et on
pourra avoir σ̃ de classe C0 uniquement.

Considérons une solution (k, u) du problème (Tp) défini en (2.4) et introduisons
la fonction ũ suivante :

ũ(x) = u(x̃(x)).
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(a) σ̃ ∈ C0(R+), q = 0
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(b) σ̃ ∈ C1(R+), q = 1
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(c) σ̃ ∈ C2(R+), q = 2

Figure 2.4 – Représentation graphique des fonctions σ̃ et σ, avec les paramètres
r0 = 2, r1 = 3 et σ0 = 2 pour les trois cas de régularité considérés.
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Une propriété essentielle utilisée par la suite est que d’après (2.5), pour tout x > r1,
on a

|u(x)| = |c∞|e− Im(k)x et |ũ(x)| = |c∞|e− Im(d0k)x. (2.20)

Comme (k, u) est une solution du problème (Tp) défini en (2.4), on vérifie sans peine
que la fonction ũ vérifie

−∂x̃
(
np−1 ∂x̃ũ

)
− k2 np+1 ũ = 0 dans ]0,+∞[\Γ̃

[u]Γ̃ = 0 à travers Γ̃
[np−1∂x̃ũ]Γ̃ = 0 à travers Γ̃
∂x̃ũ(0) = 0
lim

x→+∞
|ũ(x)| = 0

(2.21)

où Γ̃ = Γ∪{r0, r1} est l’ensemble des discontinuités de n union les discontinuités de
d. On prend la même condition aux limite en x̃ = 0 que celle vérifiée par la solution
u du problème (Tp) défini en (2.4) page 24. La condition à l’infini n’est vérifiée que
si Im(k) + σ0 Re(k) > 0. Ainsi, si on fixe σ0, on ne trouvera comme solution que les
valeurs de k appartenant à l’ensemble

C−σ0
:= {k ∈ C− | Im(k) + σ0 Re(k) > 0}.

On peut ré-écrire le problème (2.21) avec des dérivées en x, en remarquant que
∂x = d∂x̃. On obtient le problème (T PML

p ) suivant

(T PML
p )



−1
d

(
np−1

d
ũ′
)′
− k2 np+1 ũ = 0 dans ]0,+∞[\Γ̃

[ũ]Γ̃ = 0 à travers Γ̃
[d−1 np−1 ũ′]Γ̃ = 0 à travers Γ̃
ũ′(0) = 0
lim

x→+∞
|ũ(x)| = 0

. (2.22)

Intéressons nous à la formulation variationnelle du système (T PML
p ) défini en

(2.22). En multipliant l’équation différentielle du problème (T PML
p ) par d v avec

v ∈ H1(]0,+∞[) et en intégrant sur R∗+, on obtient

−
∫ +∞

0

(
np−1

d
ũ′
)′
v dx = k2

∫ +∞

0
d np+1 ũv dx.

Pour prendre en compte la condition de Neumann en 0 et les conditions de trans-
mission [d−1 np−1 ũ′]Γ̃ = 0, on scinde l’intégrale en intégrales sur [0, α], [α, β], [β, r0],
[r0, r1] et [r1,+∞[ grâce à la relation de Chasles. En appliquant la formule d’inté-
gration par parties à chaque intégrale, on obtient

∫ +∞

0

np−1

d
ũ′v′ dx = k2

∫ +∞

0
d np+1 ũv dx.
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La formulation variationnelle du problème (T PML
p ) est donc : trouver (k, ũ) ∈ C−σ0 ×

H1(]0,+∞[) tel que pour tout v ∈ H1(]0,+∞[), on ait
∫ +∞

0

np−1

d
ũ′v′ dx = k2

∫ +∞

0
d np+1 ũv dx. (2.23)

On remarque que l’appartenance de la fonction ũ à l’espace H1(]0,+∞[) impose que
les conditions de transmission [ũ]Γ̃ = 0 et d’onde sortante sont satisfaites.
Remarque 2.10. Pour plus de simplicité, dans toute la suite du chapitre, on a rem-
placé l’inconnue ũ par u.

2.3.2 Récapitulatif des différents problèmes considérés
Le problème initial (Tp) défini en (2.4) page 24 consiste à déterminer les couples

(k, u) ∈ C− × H2
loc(]0,+∞[,Γ) tels que

(Tp)



− (np−1 u′)′ − k2 np+1 u = 0 dans ]0,+∞[\Γ

[u]Γ = 0 à travers Γ

[np−1 u′]Γ = 0 à travers Γ

u′(0) = 0

u(x) ∝ eikx x ≥ β

où n est la fonction suivante

n(x) =


1 si x < α

n0 si α ≤ x ≤ β

1 si x > β

avec 0 < α < β < +∞, n0 > 1et Γ = {α, β}
L’introduction d’une PML conduit au problème (T PML

p ) défini en (2.22) page 33
consistant à déterminer les couples (k, u) ∈ C−σ0 × H2(]0,+∞[, Γ̃) tels que

(T PML
p )



−
(
np−1

d
u′
)′

= k2 d np+1 u dans ]0,+∞[\Γ̃

[u]Γ̃ = 0 à travers Γ̃
[d−1 np−1 u′]Γ̃ = 0 à travers Γ̃
u′(0) = 0
lim

x→+∞
|u(x)| = 0

où d(x) = 1 + i(σ̃(x) + xσ̃′(x)) et σ̃ est définie de la façon suivante avec β ≤ r0 <
r1 < +∞, σ0 > 0 et

σ̃(x) =


0 si x < r0

croissante si r0 ≤ x ≤ r1

σ0 si x > r1

.
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L’ensemble Γ̃ est l’union des discontinuités de n et de d. La formulation variationnelle
du problème (T PML

p ) s’écrit : trouver (k, u) ∈ C−σ0 × H1(]0,+∞[) tel que pour tout
v ∈ H1(]0,+∞[), on ait∫ +∞

0

np−1

d
u′v′ dx = k2

∫ +∞

0
d np+1 uv dx. (2.24)

Pour la mise en œuvre de la méthode des éléments finis, on est amené à considérer
le problème (T PML

p ) restreint à un domaine borné ]0, R[, avec R ≥ r1, que nous
désignerons par (T born

p ). Les paramètres du problème sont illustrés à la figure 2.5.
Ce problème s’écrit : trouver (k, u) ∈ C−σ0 × H2(]0, R[, Γ̃) tel que

(T born
p )



−
(
np−1

d
u′
)′

= k2 d np+1 u dans ]0, R[\Γ̃

[u]Γ̃ = 0 à travers Γ̃

[d−1 np−1 u′]Γ̃ = 0 à travers Γ̃
u′(0) = 0

u(R) = 0

. (2.25)

Le problème (T born
p ) admet la formulation variationnelle suivante : trouver (k, u) ∈

C−σ0 × H1
0,R(]0, R[) tel que pour tout v ∈ H1

0,R(]0, R[), on ait
∫ R

0

np−1

d
u′v′ dx = k2

∫ R

0
d np+1 uv dx. (2.26)

x

n σ̃

α β r0 r1 R

1

σ0

Figure 2.5 – Représentation graphique de la situation du problème (T born
p ).

Enfin, on considérera à la section 2.5 page 46 le problème (T FEM
p ) qui est la

discrétisation par la méthode des éléments finis du problème (T born
p ). On est, dans ce

cas, amené à trouver les éléments propres d’une matrice complexe non hermitienne.

2.3.3 Étude du problème (T PML
p )

Le théorème suivant relie les résonances du problème (Tp) défini en (2.4) page 24
aux valeurs propres du problème (T PML

p ) défini en (2.22) page 33.

Théorème 2.11. Soit k ∈ C−σ0. On a l’équivalence suivante : k est une résonance
du problème (Tp) si, et seulement si, k est une valeur propre du problème (T PML

p ).

Démonstration. Soit k ∈ C−σ0 une résonance du problème (Tp). Pour x > r0, compte
tenu de la condition d’onde sortante, la solution de l’équation différentielle

−(np−1 u′)′ − k2 np+1 u = 0
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est de la forme u(x) = c∞eikx. Considérons la fonction ũ telle que

ũ(x) =
{
u(x) si x ∈ [0, r0[
c∞eikd̃(x)x si x ∈ [r0,+∞[

.

On a ũ|]r0,+∞[ ∈ H2(]r0,+∞[) et on vérifie sans peine que ũ vérifie les conditions du
problème (T PML

p ). Par conséquent, ũ est un vecteur propre associé à la valeur propre
k du problème (T PML

p ). La réciproque se démontre d’une manière similaire.

On souhaite à présent déterminer où se situe dans le plan complexe le spectre
de l’opérateur T (λ). On définit la forme sesquilinéaire sur H1(]0,+∞[) suivante :

tλ(u, v) :=
∫ +∞

0

np−1

d
u′v′ dx− λ

∫ +∞

0
d np+1 uv dx ∀u, v ∈ H1(]0,+∞[)

associée à l’opérateur T (λ) par tλ(u, v) = (u, T (λ)v)L2(R+) où v ∈ H2(]0,+∞[, np−1)
et u ∈ H1(]0,+∞[). C’est la forme sesquilinéaire intervenant dans la formulation
variationnelle (2.24) du problème (T PML

p ).

Proposition 2.12. L’opérateur T (λ) est inversible pour tout λ ∈ Λ où

Λ =
{
z ∈ C∗ | arg(z) ∈] arctan(σ1), 2π − arctan(σ1)[

}
et où σ1 = maxx∈R+ σ(x).

Démonstration. On pose λ = k2. La démonstration consiste à vérifier que le théo-
rème de Lax-Milgram [19, Corollaire 5.8] s’applique à tλ pour tout

λ ∈
{
z ∈ C∗ | arg(z) ∈ ]arctan(σ1), 2π − arctan(σ1)[

}
.

Pour tout λ ∈ C, la forme sesquilinéaire tλ est continue car pour tous u, v ∈
H1(]0,+∞[), on a

|tλ(u, v)| ≤
(

max(1, np−1) + |λ|max(1, np+1)
√

1 + σ2
1

)
‖u‖H1(R+) ‖v‖H1(R+) .

Il nous reste à montrer la coercivité de tλ. On a, pour u ∈ H1(]0,+∞[) et θ ∈ R,

Re
(

eiθtλ(u, u)
)
≥ c min

x∈R+

(
Re

(
d(x)−1eiθ

)
,Re

(
−λd(x)eiθ

))
‖u‖2

H1(R+) (2.27)

où c = min (min(1, np−1),min(1, np+1)). La relation (2.27) indique que tλ est coercive
si, et seulement si, il existe θ ∈ R tel que

min
x∈R+

(
Re

(
d(x)−1eiθ

)
,Re

(
−λd(x)eiθ

))
> 0. (2.28)

On commence par déterminer pour quelles valeurs de θ le minimum sur R+ de
Re

(
d−1(x)eiθ

)
est strictement positif. On a

min
x∈R+

Re
(
d(x)−1eiθ

)
= min

x∈R+
Re

(
eiθ 1− iσ(x)

1 + σ(x)2

)
> 0,
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⇐⇒ min
x∈R+

Re
(

eiθ(1− iσ(x))
)
> 0,

⇐⇒ min
x∈R+

cos(θ) + σ(x) sin(θ) > 0,

⇐⇒ cos(θ) + σ1 min(0, sin(θ)) > 0.

Cette dernière condition est vraie dès que θ ∈
]
− arctan

(
σ−1

1

)
, π2

[
. Ensuite, on

détermine pour quelles valeurs de λ ∈ C∗ la condition minx∈R+ Re(−λd(x)eiθ) > 0
est vérifiée. On note φ = arg(λ). On a

min
x∈R+

Re(−λd(x)eiθ) > 0⇐⇒ max
x∈R+

Re(d(x)ei(θ+φ)) < 0,

⇐⇒ cos(θ + φ) + σ1 max(0, sin(θ + φ)) < 0.

On en déduit que θ + φ ∈
]
π − arctan(σ−1

1 ), 3π
2

[
. On a donc

φ ∈
{
ϑ | ∃θ ∈

]
− arctan(σ−1

1 ), π2

[
, ϑ+ θ ∈

]
π − arctan(σ−1

1 ), 3π
2

[}
.

Cette condition s’exprime encore sous la forme

φ ∈
⋃

θ∈]− arctan(σ−1
1 ),π2 [

]
π − arctan(σ−1

1 )− θ, 3π
2 − θ

[
,

ce qui donne finalement

φ ∈
]
π

2 − arctan(σ−1
1 ), 3π

2 + arctan(σ−1
1 )

[
.

On utilise la relation arctan(σ−1
1 ) = π

2−arctan(σ1) pour conclure, d’après le théorème
de Lax-Milgram, que T (λ) est inversible sur l’ensemble Λ.

Proposition 2.13. Le spectre essentiel de l’opérateur T est

spess(T ) = 1
d2

0
R+.

Démonstration. Voir proposition B.10 page 240.

2.3.4 Étude du problème (T born
p )

Intéressons-nous à présent aux propriétés des solutions du problème (T born
p ) défini

en (2.25) page 35. Dans chaque domaine ]0, α[, ]α, β[ et ]β,R[, l’inconnue u vérifie
une équation différentielle linéaire du second ordre dont on connaît les solutions.
Compte tenu des conditions aux limites en x = 0 et à l’infini, on établit sans peine
que

u(x) =


c0
(

eikx + e−ikx
)

si x ≤ α

c+eikn0x + c−e−ikn0x si α < x ≤ β

c̃+eikd̃(x)x + c̃−e−ikd̃(x)x si β < x ≤ R.

où c0, c+, c−, c̃+ et c̃− désignent des constantes. Ces constantes vérifient un système
linéaire issu des conditions de transmission [u]Γ̃ = 0 et [d−1 np−1 u′]Γ̃ = 0 et des
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conditions aux limites u′(0) = 0 et u(R) = 0. La matrice de ce système linéaire
homogène est

MR
p (k) =



a+ 1
a
−A − 1

A
0 0

a− 1
a
−np0A

np0
A

0 0

0 B
1
B

−b −1
b

0 np0B −n
p
0
B
−b 1

b

0 0 0 D
1
D



,

où on a posé a = eikα, A = eikn0α, b = eikβ, B = eikn0β et D = eikd0R. Il y a existence
de solutions non nulles au système linéaire si, et seulement si, det(MR

p (k)) = 0.
L’équation modale det(MR

p (k)) = 0 s’exprime sous la forme suivante :

D2
(
B

A

(
np0 + 1
np0 − 1 + a2

)
− B

A

(
np0 − 1
np0 + 1 + a2

))

+ b2
(
A

B

(
a2 + np0 + 1

np0 − 1

)
− B

A

(
a2 + np0 − 1

np0 + 1

))
= 0.

On peut ré-écrire cette condition sous la forme fRp (k) = 0 où

fRp (k) =
(

1− np0 + 1
np0 − 1 k̂

2d0R−2β
)
k̂2(β−α)n0+2α +

(
np0 − 1
np0 + 1 − k̂

2d0R−2β
)
k̂2(β−α)n0

−
(

1− np0 − 1
np0 + 1 k̂

2d0R−2β
)
k̂2α −

(
np0 + 1
np0 − 1 − k̂

2d0R−2β
)
, (2.29)

où on a posé k̂ = eik. En ré-arrangeant les termes, on obtient :

fRp (k) = fp(k) + fp(−k)e2ik(d0R+(β−α)(n0−1)), (2.30)

où fp est la fonction modale introduite en (2.7).

Lemme 2.14. Pour k ∈ C−σ0, on a

lim
R→+∞

fRp (k) = fp(k),

lim
σ0→+∞

fRp (k) = fp(k).

Démonstration. Pour k ∈ C−σ0 fixé, on part de la relation (2.30), on a∣∣∣fRp (k)− fp(k)
∣∣∣ . ∣∣∣e2ikd0R

∣∣∣
. e−2R(Im(k)+σ0 Re(k))

où la notation . signifie inférieur ou égale à une constante strictement positive près.
Comme Im(d0k) > 0 et Re(k) > 0, on obtient bien les résultats énoncés.
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Nous avons représenté à la figure 2.6 les premiers zéros de la fonction modale fRp .
On voit sur la figure 2.6 que les racines de l’équation modale associée au problème
(Tp) défini en (2.4) page 24 (représentées par des cercles) sont bien approchées par
celles de l’équation modale associée au problème (T born

p ) défini en (2.25) page 35
(représentées par des points). On voit aussi qu’il existe d’autres zéros qui semblent
être sur une droite. Plus précisément, si on agrandit certaines parties de la figure,
on obtient les représentations données à la figure 2.7.
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Re(k)

−0.9
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−0.7
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(k
)

fp(k) = 0
fRp (k) = 0
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Im
(k
)

fp(k) = 0
fRp (k) = 0

Figure 2.6 – Quelques zéros des équations modales (2.29) et (2.7) pour α = 0.5,
β = 1, n0 = 2, σ0 = 2 et R = 4. On a représenté par un cercle les racines de
l’équation modale (2.7) associée au problème (Tp) et par un point les racines de
l’équation modale (2.29) pour le problème (T born

p ). À gauche, on a considéré le cas
des modes TE et à droite celui des modes TM.
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Figure 2.7 – À gauche, les zéros communs aux fonctions modales fp et fRp associées
aux problèmes (Tp) et (T born

p ). À droite, les zéros surnuméraires qui semblent être
localisés sur une droite.

On peut trouver une formule asymptotique quand |z| tend vers +∞ pour les
zéros surnuméraires, en utilisant la relation (2.29). On remarque que quand |z| vers
+∞, ces zéros surnuméraires sont les seuls tels que Im(z) → +∞ et que d’après
(2.29)

fRp (z) ∼
Im(z)→−∞

(
1− np0 + 1

np0 − 1e2iz(d0R−β)
)

e2iz((β−α)n0+α).
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Ces zéros surnuméraires vont donc être approchés par les zéros de la fonction

w : z ∈ C 7→ 1− np0 + 1
np0 − 1e2iz(d0R−β).

En posant z = x+ iy, avec x, y ∈ R, on obtient

w(z) = 0⇐⇒


σ0Rx+ (R− β)y = −1

2 ln
(∣∣∣∣∣n

p
0 − 1
np0 + 1

∣∣∣∣∣
)

(R− β)x− σ0Ry = 1
2 arg

(
np0 − 1
np0 + 1

)
+ πq

où q ∈ N. On remarque que l’on a la relation arg
(
np0−1
np0+1

)
= π 1R∗−(p), c’est-à-dire que

π 1R∗−(p) est égal à π si p est strictement négatif et 0 sinon. On note zq ∈ C− les
zéros de w pour une valeur de q ∈ N fixée. On obtient les formules asymptotiques
des zéros surnuméraires suivantes :

Re(zq) = 1
σ2

0R
2 + (R− β)2

[
π(R− β)

(
q + 1

2 1R∗−(p)
)
− σ0R

2 ln
(∣∣∣∣∣n

p
0 − 1
np0 + 1

∣∣∣∣∣
)]

,

Im(zq) = −1
σ2

0R
2 + (R− β)2

[
πσ0R

(
q + 1

2 1R∗−(p)
)

+ R− β
2 ln

(∣∣∣∣∣n
p
0 − 1
np0 + 1

∣∣∣∣∣
)]

.

Quand q → +∞, on a Re(zq)→ +∞ et Im(zq)→ −∞. De plus,

fRp (zq) = −
1−

(
np0 − 1
np0 + 1

)2
 e2izqα − 4np0

n2p
0 − 1

,

d’où

fRp (zq)e−2izq((β−α)n0+α) ∼
q→+∞

(np0 − 1
np0 + 1

)2

− 1
 e−2izq(β−α)n0 −→

q→+∞
0.

Sur la figure 2.8, on a représenté les zéros surnuméraires de l’équation modale
fRp (z) = 0 avec les zéros zq, ainsi que l’écart relatif entre ces zéros. On remarque que
l’on a convergence des zq vers les zéros surnuméraire.
Remarque 2.15. Les zéros surnuméraires, qui sont des valeurs propres du problème
(T born
p ), sont une manifestation du spectre essentiel du problème (T PML

p ). En effet,
le spectre essentiel du problème (T PML

p ) est la demi-droite d’équation

y = −σ0 x x ≥ 0

et les zéros surnuméraires sont asymptotiquement sur la demi-droite d’équation

y = −Rσ0

R− β
x− 1

2(R− β) ln
(∣∣∣∣∣n

p
0 − 1
np0 + 1

∣∣∣∣∣
)

x ≥ 0.

On remarque que quand R→ +∞, les coefficients de cette demi-droite tendent vers
les coefficients de la demi-droite définissant le spectre essentiel.
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Figure 2.8 – À gauche, on a représenté par des cercles les zéros zq pour q ∈ N et en
noir on a représenté les zéros k de l’équation modale associée au problème (T born

p ).
À droite, on a représenté l’écart relatif |k−zq ||k| en échelle logarithmique en fonction de
q.

On aimerait maintenant obtenir une estimation de la manière dont les zéros de
fRp convergent vers les zéros de fp. Pour établir un tel résultat, commençons par le
lemme suivant.

Lemme 2.16. Soient Ω un ouvert de C, f : Ω×R+ → C une application continue.
On suppose que pour tout R ∈ R+, f(·, R) est holomorphe sur Ω et qu’il existe g
holomorphe sur Ω tel que f(·, R) converge uniformément vers g sur tout compact
quand R → +∞. Alors, pour tout compact K ⊂ Ω tel que g−1({0}) ∩ K = ∅, il
existe R0 ∈ R+ tel que, pour tout R > R0, on ait

f(·, R)−1({0}) ∩ K = ∅.

Démonstration. Nous allons raisonner par l’absurde. Supposons qu’il existe une suite
de réels positifs (Rn)n∈N strictement croissante vers +∞ et une suite d’éléments
(zn)n∈N de K tel que f(zn, Rn) = 0. L’ensemble K étant compact, la suite (zn)n∈N
admet une sous-suite convergente. Il existe donc une extractrice φ et z ∈ K tel que
lim

n→+∞
zφ(n) = z. On a

|g(zφ(n))| = |f(zφ(n), Rφ(n))− g(zφ(n))| ≤ sup
z∈K
|f(z,Rφ(n))− g(z)| −→

n→+∞
0.

On en déduit que g(z) = 0, ce qui est absurde.

Soit K un compact de l’ouvert Cσ0 := {z ∈ C | Im(d0z) > 0} où l’on rappelle
que d0 = 1 + iσ0. D’après (2.30), on a∣∣∣fRp (z)− fp(z)

∣∣∣ =
∣∣∣fp(−z)eiz(2d0R+2(β−α)(n0−1))

∣∣∣
≤ sup

z∈K

[∣∣∣fp(−z)e2iz(β−α)(n0−1)
∣∣∣ e−2 Im(d0z)R

]
≤ sup

z∈K

∣∣∣fp(−z)e2iz(β−α)(n0−1)
∣∣∣× sup

z∈K
e−2 Im(d0z)R

≤ sup
z∈K

∣∣∣fp(−z)e2iz(β−α)(n0−1)
∣∣∣× exp

(
−2Rmin

z∈K
Im(d0z)

)
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où minz∈K Im(d0z) > 0. On en déduit que fRp converge uniformément vers fp sur tout
compact. Considérons k ∈ f−1

p ({0}) ∩ C−σ0 . Comme fp est une fonction holomorphe
sur C, il existe η > 0 tel que k soit le seul zéro de fp dans D(k, η) ⊂ Cσ0 . On
considère le compact γ = ∂D(k, η) ⊂ Cσ0 . D’après le lemme 2.16, il existe R0 ∈ R+
tel que, pour tout R > R0, on ait

(fRp )−1({0}) ∩ γ = ∅.

Pour q ∈ N, on définit l’application sγq : (R0,+∞]→ C telle que

sγq (R) = 1
2iπ

∫
γ

zq

fRp (z)
∂fRp
∂z

(z) dz

et
sγq (∞) = 1

2iπ

∫
γ

zq

fp(z)
∂fp
∂z

(z) dz.

On pose c = (β − α)(n0 − 1) et z = k + ηeiθ avec η > 0 et θ ∈ [0, 2π). On a

|sγq (R)− sγq (∞)| ≤ 1
2π

∫ 2π

0
|z|q

∣∣∣∣∣∣f
R
p
′(z)

fRp (z) −
f ′p(z)
fp(z)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣iηeiθ

∣∣∣ dθ (2.31)

≤ η(|k|+ η)qC(k, η, R) e2c(η−Im(k)) exp
(
−2Rmin

z∈γ
Im(d0z)

)
,

où minz∈γ Im(d0z) > 0 et

C(k, η, R) = sup
z∈γ

∣∣∣∣∣2i(d0R + c)fp(z)fp(−z)− fp(z)f ′p(−z)− f ′p(z)fp(−z)
fp(z) (fp(z) + fp(−z)e2iz(d0R+c))

∣∣∣∣∣ .
Pour estimer C(k, η, R), nous avons recours au lemme suivant.

Lemme 2.17. Soient a ∈ C∗, R0 > 0, f, g, h, w quatre fonctions holomorphes sur
un ouvert Ω tel que Ω ⊂ {z ∈ C | Im(za) > 0} et K un compact de Ω tels que pour
tout R > R0, la fonction z 7→ h(z) + eiazRw(z) n’ait pas de zéros dans K. Sous ces
hypothèses, il existe R1 ≥ R0 et CK > 0 tels que, pour tout R > R1, on ait

sup
z∈K

∣∣∣∣∣ Rf(z) + g(z)
h(z) + eiazRw(z)

∣∣∣∣∣ ≤ CKR.

Démonstration. Pour tout z ∈ K, on a

1
R

∣∣∣∣∣ Rf(z) + g(z)
h(z) + eiazRw(z)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ f(z)
h(z) + eiazRw(z)

∣∣∣∣∣+ 1
R

∣∣∣∣∣ g(z)
h(z) + eiazRw(z)

∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∣ f(z)
h(z) + eiazRw(z)

∣∣∣∣∣+ 1
R0

∣∣∣∣∣ g(z)
h(z) + eiazRw(z)

∣∣∣∣∣ .
Ces deux termes se majorent de la même manière, en majorant le numérateur sur
K et en minorant le dénominateur sur K. Pour le dénominateur, on a

inf
z∈K

∣∣∣h(z) + eiazRw(z)
∣∣∣ ≥ inf

z∈K

(
|h(z)| − |eiazRw(z)|

)
≥ inf

z∈K
|h(z)| − e−âR sup

z∈K
|w(z)|
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où â = minz∈K Im(az) > 0 car K est un compact de Ω. Comme infz∈K |h(z)| > 0, il
existe R1 ≥ R0 tel que pour tout R > R1, on ait

inf
z∈K

∣∣∣h(z) + eiazRw(z)
∣∣∣ > 0.

On obtient

sup
z∈K

1
R

∣∣∣∣∣ Rf(z) + g(z)
h(z) + eiazRw(z)

∣∣∣∣∣ ≤
sup
z∈K

(
|f(z)|+ 1

R0
|g(z)|

)
inf
z∈K
|h(z) + eiazRw(z)| .

Par conséquent, il existe CK > 0 tel que pour tout R > R1, on ait

sup
z∈K

∣∣∣∣∣ Rf(z) + g(z)
h(z) + eiazRw(z)

∣∣∣∣∣ ≤ CKR.

Finalement, on obtient le résultat suivant sur la manière dont les zéros de fRp
convergent vers ceux de fp.

Proposition 2.18. Soit γ = ∂D (k, η) un cercle de rayon η ∈
(
0, Im(d0k)

|d0|

)
apparte-

nant à Cσ0. Il existe C > 0 et R1 ≥ R0 tels que pour tout R > R1, on ait∣∣∣sγq (R)− sγq (∞)
∣∣∣ ≤ CR exp

(
−2R

(
Im(d0k)− η|d0|

))
.

Démonstration. D’après le lemme 2.17, il existe R1 ≤ R0 et Cγ > 0 tel que, pour
tout R > R1, on ait C(k, η, R) ≤ CγR. Le résultat découle alors de l’estimation
(2.31) et de la relation

min
z∈γ

Im(d0z) = Im(d0k)− η|d0|

où γ est le cercle de centre k et de rayon η.

Interprétation. La proposition 2.18 exprime que pour R assez grand, il y a
convergence exponentielle des valeurs propres du problème (T born

p ) défini en (2.25)
page 35 vers les résonances du problème (Tp) défini en (2.4) page 24.

2.4 Calcul des résonances par un schéma aux dif-
férences finies

Considérons le problème (T born
p ) défini en (2.25) page 35 posé en domaine borné.

On se restreint au cas particulier introduit à la section 2.2 et on suppose que d est
de classe C1 sur R+. On exprime l’équation différentielle du problème (T born

p ) sous
la forme

d′

d
u′ − u′′ = k2d2n2u. (2.32)

On s’intéresse à l’approximation de cette équation différentielle par un schéma aux
différences finies d’ordre 2. On se donne une subdivision uniforme (xi)1≤i≤N+1 de
[0, R] de pas h = 1

N
, telle qu’il existe i0 et i1 tels que xi0 = α et xi1 = β. On note
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ui la valeur approchée de u(xi). On pose di = d(xi) et d′i = d′(xi). On approche les
dérivées première et seconde par les différences centrées d’ordre 2 suivantes :

u′(xi) ≈
ui+1 − ui−1

2h ,

u′′(xi) ≈
ui+1 − 2ui + ui−1

h2 .

L’équation (2.32) nous donne pour i ∈ {2, . . . , N − 1} \ {i0, i1},(
−hd

′
i

2di
− 1

)
ui−1 + 2ui +

(
hd′i
2di
− 1

)
ui+1 = k2h2d2

in(xi)2ui. (2.33)

Un traitement particulier doit être considéré pour i = 1 et i = N compte tenu de la
condition de Neumann en x1 et de Dirichlet en xN+1.

Pour prendre en compte la condition de Dirichlet homogène en R, on pose uN+1 =
0. Pour approcher la condition de Neumann en 0 par une formule d’ordre 2, on créé
un point virtuel x0 = −h et on considère le développement de Taylor

u(−h) = u(0) + hu′(0) + h2

2 u
′′(0) +O(h3)

= u(0) + 0 + h2

2 (−k2u(0)) +O(h3)

= u(0)
(

1− h2

2 k
2
)

+O(h3).

Ceci conduit à l’équation discrète

u0 = u1

(
1− h2

2 k
2
)
.

Avec ce point virtuel, on peut écrire (2.33) en i = 1 sous la forme −u0 + 2u1− u2 =
k2h2u1, ce qui donne

u1 − u2 = k2h
2

2 u1

car d et n sont des constantes égales à 1 sur un voisinage de 0.
Pour prendre en compte la condition de transmission [np−1u′]{α,β} = 0, suppo-

sons que n passe de la valeur n` à la valeur nr en xq où q ∈ {i0, i1}. On écrit le
développement de Taylor de u à gauche et à droite de xq,

u(xq−1) = u(x−q )− hu′(x−q ) + h2

2 u
′′(x−q ) +O(h3)

u(xq+1) = u(x+
q ) + hu′(x+

q ) + h2

2 u
′′(x+

q ) +O(h3)

où u(x−q ) désigne la limite à gauche de u en xq et u(x+
q ) la limite à droite. On en

déduit que

hu′(x−q ) = u(xq)− u(xq−1)− h2

2 k
2n2

`u(xq) +O(h3)

hu′(x+
q ) = u(xq+1)− u(xq) + h2

2 k
2n2

ru(xq) +O(h3),
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car la condition d’interface [u]xq = 0 donne u(x−q ) = u(x+
q ) = u(xq). La condition

d’interface np−1
` u′(x−q ) = np−1

r u′(x+
q ), conduit quant à elle à

−np−1
` uq−1 + (np−1

` + np−1
r )uq − np−1

r uq+1 = k2h
2

2 (np+1
` + np+1

r )uq.

On est donc amené à rechercher u = (u1, . . . , uN)ᵀ tel que Au = k2Bu où A et B sont
des matrices dont les coefficients sont donnés, pour tout i ∈ {2, . . . , N −1}\{i0, i1},
par

A(i, i− 1) = −hd
′
i

2di
− 1 A(i, i) = 2 A(i, i+ 1) = hd′i

2di
− 1

B(i, i) = h2d2
in(xi)2

et, pour les coefficients correspondant aux conditions de bord et de transmission,
par

A(1, 1) = 1 A(1, 2) = −1

A(i0, i0 − 1) = −1 A(i0, i0) = 1 + np−1
0 A(i0, i0 + 1) = −np−1

0

A(i1, i1 − 1) = −np−1
0 A(i1, i1) = np−1

0 + 1 A(i1, i1 + 1) = −1

A(N,N − 1) = −1 A(N,N) = 2

et

B(1, 1) = h2

2 B(i0, i0) = h2

2 (1 + np+1
0 )

B(N,N) = h2d2
Nn(xN)2 B(i1, i1) = h2

2 (np+1
0 + 1).

Comme la matrice B est diagonale, B−1 est facilement calculable et le problème aux
valeurs propres se ré-écrit : trouver (k2,u) ∈ C−σ0 × C

N tel que B−1Au = k2u. Un
script de calcul des valeurs propres pour ce problème est implémenté en Python à
l’aide des bibliothèques NumPy [72] et SciPy [52]. Le calcul des valeurs propres est
effectué à l’aide de la fonction scipy.sparse.linalg.eigs qui utilise ARPACK
[62].

On a représenté à la figure 2.9 l’écart relatif entre les six premières valeurs propres
du problème (T born

p ) défini en (2.25) page 35, discrétisé par la méthode des diffé-
rences finies et les six premières résonances du problème (Tp) défini en (2.4) page 24,
calculées à partie de l’équation modale, en fonction du pas h et en échelle logarith-
mique. Les solutions calculées à partir de l’équation modale en utilisant la méthode
proposée à la section 2.2.2 sont considérées comme les solutions de référence. On
observe une convergence d’ordre 2 en fonction du pas h de la discrétisation, ce qui
est le comportement attendu car notre schéma est d’ordre 2.

On a présenté la méthode des différences finis pour le calcul des résonances
car elle facile à implémenter en dimension 1. On note toutefois sur les résultats
obtenus qu’il est difficile d’obtenir une grande precision des résultats. On aborde
dans la section suivante l’utilisation de la méthode des éléments finis qui permet
plus aisément de monter en ordre assurant ainsi des résultats de meilleure precision.
La méthode des éléments finis se révèle en outre mieux adaptée à l’approximation
des frontières courbes, comme ce sera le cas de la formulation étudiée au chapitre 4.
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Figure 2.9 – Erreur relative des 6 premières résonances en échelle logarithmique.
Les valeurs des paramètres sont ceux de l’exemple de référence 2.5 page 28 : α = 0.5,
β = 1, n0 = 2. La PML utilisé est celle de classe C2 (PML2) avec les paramètres :
r0 = 2, r1 = 3, σ0 = 2 et R = 4.

2.5 Approximation par la méthode des éléments
finis

On s’intéresse à présent à la résolution du problème (T born
p ) défini en (2.25) page

35 à l’aide de la méthode des éléments finis. On rappelle que l’on a introduit le
problème (T born

p ) pour calculer numériquement des approximations des solutions du
problème (Tp) défini en (2.4) page 24. Le méthode des éléments finis permet plus
aisément de monter en ordre que la méthode des différences finies. Dans toute cette
section les simulations sont effectuées en utilisant la librairie XLiFE++ [97], qui est
un code C++ d’éléments finis, développé conjointement aux laboratoires POems
(UMR 7231, ENSTA ParisTech) et IRMAR (UMR 6625, Université de Rennes 1).

La méthode des éléments finis. Pour une introduction à la méthode des élé-
ments finis, on peut se refèrer à [9] et plus particulièrement à [8] pour les problèmes
aux valeurs propres. Très succinctement la méthode des éléments finis consiste à
prendre un sous-espace VN = Vect (φi | 1 ≤ i ≤ N) de H1

0,R(]0, R[) de dimension fi-
nie N et à projeter les solutions du problème (T born

p ) sur VN . Cela nous amène à
définir (T FEM

p ) une version discrétisée du problème (T born
p ) : trouver (k, u) ∈ C×VN

avec u non nulle tel que l’on ait

(T FEM
p )

∫ R

0

np−1

d
u′v′ dx = k2

∫ R

0
d np+1 uv dx ∀v ∈ VN .

Comme on est en dimension finie, le problème (T FEM
p ) admet la formulation équi-

valente suivante : trouver (k, u) ∈ C× VN avec u non nulle tel que l’on ait
∫ R

0

np−1

d
u′φ′j dx = k2

∫ R

0
d np+1 uφj dx ∀j ∈ {1, . . . , N}.

https://uma.ensta-paristech.fr/soft/XLiFE++/
https://uma.ensta-paristech.fr/poems/
https://irmar.univ-rennes1.fr/
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En décomposant u dans la base (φi)Ni=1 de VN , u = ∑N
i=1 uiφi où u = (u1, . . . ,uN)ᵀ ∈

CN et en introduisant les matrices

A =
(∫ R

0

np−1

d
φ′iφ

′
j dx

)
1≤i,j≤N

et B =
(∫ R

0
d np+1 φiφj dx

)
1≤i,j≤N

,

le problème (T FEM
p ) s’écrit Au = k2Bu qui est un problème aux valeurs propres

généralisé. On cherche donc les complexes k tels que k2 ∈ sp(B−1A).

Définition 2.19. On appelle spectre résonnant discret l’ensemble des racines car-
rées (de parties réelles positives) des éléments du spectre de la matrice B−1A où
A et B sont les matrices ci-dessus, déterminées par le choix d’une PML et d’une
discrétisation éléments finis.

Les éléments k du spectre résonnant discret, appelés les résonances discrètes,
sont les racines carrées des valeurs propres de la matrice B−1A, c’est-à-dire k2 ∈
sp(B−1A). Un vecteur propre u ∈ CN associé à k2 vérifie

Au = k2Bu.

On appelle u le mode résonnant discret associé à k défini par

u =
N∑
i=1

uiφi.

Remarque 2.20. Nous avons introduit la notion de spectre résonnant discret pour
insister sur le fait que l’on prend les racines carrées des valeurs propres.

Paramètres utilisés. Dans toute cette section, nous allons considérer l’exemple
détaillé dans la section 2.5 page 28 et rappelé ici. La fonction n a la forme suivante

n(x) =


1 si x < 1

2

2 si 1
2 ≤ x ≤ 1

1 si x > 1
.

Dans ce cas particulier, les résonances de (Tp) sont simples à caractériser. Pour une
résonances k, le complexe k̂ = eik est zéro d’un polynôme Qp aisément calculable.
Pour la fonction n choisie ici les polynômes correspondant aux valeurs p = ±1 sont :

Q+1 = k̂3 + 1
3 k̂

2 − k̂ − 3,

Q−1 = k̂3 − 1
3 k̂

2 − k̂ + 3.

Pour chaque racine γ de Qp calculée, on résout eik = γ ce qui donne, pour tout
j ∈ Z,

k = 2πj + arg(γ)− i ln(|γ|).

Ainsi, chaque racine de Qp génère une famille de résonances distribuée selon une
suite arithmétique. En connaissant un représentant de cette famille, on en déduit
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tous les autres. Comme le polynôme de notre exemple est de degré 3, les résonances
seront notées ki,j avec i ∈ {0, 1, 2} et j ∈ Z. Pour p = −1, on a

k1,0 = 8.2456052243815554× 10−1 −i 3.2905588895739554× 10−1,
k0,1 = 3.1415926535897932 −i 4.4050051075331862× 10−1,
k2,0 = 5.4586247847414309 −i 3.2905588895739554× 10−1,

et pour p = +1, on a

k1,0 = 2.3170321311516377 −i 3.2905588895739554× 10−1,
k2,0 = 3.9661531760279487 −i 3.2905588895739554× 10−1,
k0,1 = 6.2831853071795864 −i 4.4050051075331862× 10−1.

Ces valeurs sont par la suite toujours considérées comme les valeurs de références.

2.5.1 Une première mise en œuvre avec XLiFE++
Une première possibilité pour résoudre le problème (T born

p ) défini en (2.25) par
la méthode des éléments finis en utilisant le code XLiFE++ consiste à ne considérer
qu’un seul domaine géométrique correspondant à [0, R] et à manipuler une fonction
d’indice optique n qui est discontinue en α et β. Cela implique que les points α et β
doivent coïncider avec un nœud de la discrétisation. Comme il est impossible d’un
point de vue mise en œuvre numérique sous XLiFE++ que la fonction n prenne
les deux valeurs 1 et n0 en α et en β, il convient d’avoir recours à une formule de
quadrature numérique pour le calcul des intégrales qui n’utilise pas de nœuds de
quadrature au bord de l’élément (c’est-à-dire, aux nœuds de discrétisation). Il faut
donc utiliser une méthode de Gauss-Legendre et non pas une méthode de Gauss-
Lobatto.

Reprenons notre exemple 2.5 de référence où p = +1, α = 0.5, β = 1, n0 = 2,
r0 = 2, r1 = 3, σ0 = 2 et R = 4 et résolvons le problème (T born

p ) par la méthode
des éléments finis en ayant recours à la PML linéaire par morceaux noté PML0
précédemment. On rappelle que pour cet exemple, il y a trois familles arithmétiques
de résonances notées k`,j pour ` ∈ {1, 2, 3} et j ∈ Z. La figure 2.10 donne les
courbes de convergence des résonances discrètes du problème (T born

p ) correspondant
aux résonances du problème (Tp), d’une part quand on augmente le nombre de nœuds
de discrétisation sur [0, R] mais que l’on reste en approximation P1 (h-version) et
d’autre part, quand on augmente le degré de l’approximation éléments finis mais que
l’on garde un nombre d’éléments constant égal à 8 éléments (p-version). On constate
les faits suivants.

1. Pour la h-version, on observe bien une convergence en h2 comme attendu pour
les éléments finis P1.

2. On atteint un seuil d’erreur très faible 10−12 plus rapidement en p-version
qu’en h-version à nombres de degrés de liberté comparables.

3. La troisième observation va de pair avec la précédente : à erreur comparable,
la p-version est beaucoup plus rapide en temps de calcul que la h-version.

Suite à ces constatations, on ne s’intéressera dans la suite de cette partie qu’à la
p-version de la méthode des éléments finis.
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Figure 2.10 – Courbes de convergence des six premières résonances pour l’exemple
de référence 2.5 : logarithme décimal de l’erreur relative en fonction du logarithme
du nombre de degrés de liberté pour la h-version à gauche et la p-version à droite.

La figure 2.11 illustre le fait que la p-version est plus rapide que la h-version en
temps de calcul. Cela est dû au fait que la h-version converge en h2 (h = 2−]dofs) alors
que la p-version converge exponentiellement parce que les solutions sont analytiques
par morceaux [87]. Ces calculs ont été réalisés avec un fil d’exécution (one thread)
uniquement et sur un processeur cadencé à 2.66 GHz.
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Figure 2.11 – Maximum des erreurs relatives sur les six première résonances en
fonction du temps de calcul pour le h-version et p-version.

La figure 2.12 illustre la différence entre l’utilisation d’une formule de quadra-
ture de Gauss-Legendre et de Gauss-Lobatto. Avec une formule de quadrature de
Gauss-Lobatto, la méthode des éléments finis converge très lentement. Les nœuds de
discrétisation de la formule de quadrature de Gauss-Legendre ne font pas intervenir
les points extrémaux de l’intervalle sur lesquels on utilise la quadrature alors que
celle de Gauss-Lobatto les fait intervenir en raison des discontinuités des fonctions
n et d. La formule de quadrature de Gauss-Lobatto utilise les points extrêmes de
l’élément. Même si le maillage contient les points de discontinuités des fonctions in-
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tervenant dans le problème, il existe un élément tel que l’un des points au bord prend
la valeur de la fonction d’un coté de la discontinuité et tout les points à l’intérieur
de l’élément prennent les valeurs de la fonction de l’autre coté de la discontinuité.
Les discontinuités semblent être donc à l’intérieur d’un élément. Dans cet élément,
on monte en degré pour approcher une fonction qui n’est pas analytique ce qui cause
la convergence lente. Plus précisément l’utilisation de la PML linéaire par morceaux
(PML0), donc avec une fonction d discontinue en r0, implique que la solution u est
C1 par morceaux d’où une convergence en N−2

dofs si Ndofs est le nombre de degré de
liberté.
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(a) Quadrature de Gauss-Legendre
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(b) Quadrature de Gauss-Lobatto

Figure 2.12 – Courbes de convergence des six premières résonances pour l’exemple
de référence 2.5 : logarithme décimal de l’erreur relative en fonction du logarithme
du nombre de degré de liberté de l’approximation de éléments finis pour la p-version,
pour une quadrature de Gauss-Legendre à gauche et de Gauss-Lobatto à droite.

Dans cette section, nous avons présenté les graphes de convergence en échelle
logarithmique par rapport au nombre de degré de liberté pour pourvoir faire des
comparaisons entre la h-version et le p-version. La h-version a une convergence al-
gébrique c’est-à-dire en hα. Les représentation en échelle logarithmique sont donc
pratiques car la courbe de convergence est une droite. Pour la p-version qui a une
convergence exponentielle, pour avoir une droite, il faut une représentation en échelle
semi-logarithmique. Dans la suite, nous n’aurons plus recours qu’à la p-version de
la méthode des éléments finis. Les figures donnant les courbes de convergences se-
ront systématiquement en échelle semi-logarithmique, c’est-à-dire représentant le
logarithme de l’erreur en fonction du degré de l’approximation éléments finis.

2.5.2 Comparaison entre PML0 et PML2
On s’intéresse à l’influence de la régularité de la PML sur la précision du calcul

des résonances. Ce que l’on entend par la régularité de la PML est la régularité de la
fonction σ̃. Nous avons effectué des simulations numériques avec la PML0, défini en
(2.17) page 31, qui est linéaire par morceaux et continue et avec la PML2, défini en
(2.19), qui est polynomiale par morceaux et de classe C2. Les paramètres sont ceux
de l’exemple de référence 2.5 : p = +1, α = 0.5, β = 1, n0 = 2, r0 = 2, r1 = 3, σ0 = 2
et R = 4. On utilise la mise en œuvre présentée à la section 2.5.1 avec une formule
de quadrature de Gauss-Legendre. La figure 2.13 donne les courbes de convergence
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des six premières résonances suivant la régularité de la fonction σ̃, défini en 2.14
page 30, qui est réglée par l’entier q. On observe que la PML0 (q = 0) fait converger
plus vite les résonances que la PML2 (q = 2). Nous expliquons cela par le fait que la
version linéaire par morceaux contraint plus brutalement la fonction à décroître dès
l’entrée dans la PML. Pour les tests numériques à venir, on utilisera donc la PML0
linéaire par morceaux correspondant à q = 0 dans (2.15).
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(a) PML0 de classe C0
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Figure 2.13 – Courbes de convergence des six premières résonances pour les valeurs
des paramètres de l’exemple 2.5 : logarithme décimal de l’erreur relative en fonction
du degré de l’approximation éléments finis pour la PML0 à gauche et pour la PML2
à droite.

Remarque 2.21. Les convergences pour la PML de classe C1 (PML1) sont moins
rapide que pour la PML0 mais plus rapide que ceux de la PML2. Optimalement, il
faut utiliser la PML0 mais elle impose que le maillage doit être adapté aux discon-
tinuité que la PML0 introduit. Si on veut relâcher ces contraintes sur le maillage, il
est préférable d’utiliser la PML1.

2.5.3 Une seconde mise en œuvre avec XLiFE++
Une alternative à la mise en œuvre numérique présentée à la section 2.5.1 consiste

à considérer plusieurs domaines géométriques sur lesquels la fonction n est constante.
On considère les domaines suivants [0, α], [α, β], [β, r0], [r0, r1] et [r1, R]. Sur cha-
cun de ces domaines n est constant et d, la fonction définie en (2.16) page 31, a
une expression polynomiale. La formulation variationnelle pour le problème (T born

p )
s’écrit : trouver (k, u) ∈ C−σ0 × H1([0, R]) tel que pour tout v ∈ H1([0, R]) on ait
a(u, v) = k2b(u, v) où les formes bilinéaires a et b sont définies par :

a(u, v) =
∫ α

0
u′(x)v′(x) dx+ np−1

0

∫ β

α
u′(x)v′(x) dx+

∫ r0

β
u′(x)v′(x) dx

+
∫ r1

r0

1
d(x)u

′(x)v′(x) dx+ 1
d0

∫ R

r1
u′(x)v′(x) dx,

b(u, v) =
∫ α

0
u(x)v(x) dx+ np+1

0

∫ β

α
u(x)v(x) dx+

∫ r0

β
u(x)v(x) dx

+
∫ r1

r0
d(x)u(x)v(x) dx+ d0

∫ R

r1
u(x)v(x) dx.
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Avec cette approche, que l’on utilise les formules de quadrature de Gauss-Legendre
ou celles de Gauss-Lobatto, on obtient des résultats très similaires. On a représenté
à la figure 2.14 les courbes de convergence des six premières résonances où on utilise
les formules de quadrature de Gauss-Legendre et Gauss-Lobatto. Les paramètres
sont ceux de l’exemple de référence 2.5 : p = +1, α = 0.5, β = 1, n0 = 2, r0 = 2,
r1 = 3, σ0 = 2, R = 4 et utilisation de la PML0 linéaire par morceaux. On observe
que les courbes ne diffèrent qu’une fois atteint la précision machine. Sur les six
premières résonances, on ne voit pas de différence entre les deux méthodes. Dans
cette mise en œuvre, le choix entre une formule de quadrature de Gauss-Legendre
ou de Gauss-Lobatto importe donc peu.
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(a) Quadrature de Gauss-Legendre
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(b) Quadrature de Gauss-Lobatto

Figure 2.14 – Comparaison des courbes de convergence de la p-version de la mé-
thode des éléments finis avec les formules de quadrature de Gauss-Legendre à gauche
et de Gauss-Lobatto à droite. On a représenté le logarithme décimal de l’erreur re-
lative sur les résonances en fonction du degré de l’approximation éléments finis.

À la figure 2.15 nous avons représenté les résonances discrètes les plus petites en
module (environ 80% du spectre) en utilisant une échelle de couleur selon la valeur
de log(kGLe − kGLo) où kGLe désignent les résonances discrètes calculées avec une
formule de quadrature de Gauss-Legendre et kGLo désignent les résonances discrètes
calculées avec une formule de quadrature de Gauss-Lobatto. On a une correspon-
dance entre les résonances discrètes obtenues par deux calculs. On observe que les
résonances discrètes pour lequel l’écart est le plus grand sont celles qui approchent
le spectre essentiel et celles qui viennent de la discrétisation. Par contre, l’écart sur
les résonances discrètes qui approchent les résonances et la partie du spectre essen-
tiel proche de zéro est très faible. Changer la formule de quadrature ne constitue
donc pas une approche intéressante pour repérer les résonances dans le spectre ré-
sonnant discret issu de la discrétisation éléments finis. Il conviendra donc de trouver
un autre moyen de localiser les résonances dans le spectre résonnant discret. On re-
marque également que la qualité de l’approximation des résonances se dégrade plus
leur module est grand. Autrement dit, elles deviennent de plus en plus sensible à la
discrétisation.
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Figure 2.15 – Localisation du spectre résonnant discret (environ 80%) pour une
approximation par éléments finis de Lagrange de degré 20, pour p = +1 à gauche et
p = −1 à droite. La couleur des points dépend du logarithme décimal de la valeur
absolue de l’écart entre un calcul effectué avec la méthode de Gauss-Legendre et un
calcul effectué avec la méthode de Gauss-Lobatto.

2.5.4 Les différentes parties du spectre résonnant discret
Comme on peut le voir sur les figures 2.15 qui représentent le spectre réson-

nant discret, on peut partitionner le spectre en plusieurs parties. Pour identifier les
différentes parties qui le composent, on regarde les vecteurs propres associés aux
résonances discrètes. Sur la figure 2.16, on a représenté une partie du spectre ré-
sonnant discret et sur la figure 2.17 le graphe des vecteurs propres associés à ces
résonances discrète. Le spectre est composé de cinq parties.

I La partie la plus facilement identifiable, celle proche de l’axe réel, contenant
les résonances discrètes numérotées {20, 50}, correspond aux résonances. Les
vecteurs propres sont principalement localisés dans l’espace physique, c’est-à-
dire avant la PML, dans l’intervalle [0, r0].

I Ensuite celles qui sont sur un segment qui part de l’origine, contenant les
résonances discrètes numérotées {5, 10}, correspondent à des approximations
du spectre essentiel qui est la demi-droite de pente −σ0 pour le problème
continu avec PML (T PML

p ) défini en (2.22) page 33, voir le lemme 2.13. C’est
des valeurs propres du problème continu (T born

p ) défini en (2.25) page 35.

I Puis la première branche qui se sépare de l’approximation du spectre essentiel,
celle contenant les résonances discrètes numérotées {30, 40}, est composée des
résonances discrètes issues de l’introduction et de la discrétisation de la PML.
Les vecteurs propres associés semblent se localiser en x = r0. Cette branche
va se rapprocher de l’axe réel jusqu’à se mélanger aux résonances.

I La deuxième branche, qui contient les résonances discrètes de grande partie
imaginaire numérotées {45, 54}, associée aux vecteurs propres qui sont princi-
palement localisés dans l’intervalle [r0, r1], c’est-à-dire à l’intérieur la couche
dans laquelle la PML a des coefficients variables. Elle vient de l’introduction
de la PML et de sa discrétisation.
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I La dernière branche, qui contient les résonances discrètes numérotées {46, 57},
est constituée de vecteurs propres localisés dans la couche PML dans la zone
où les coefficients ne varient pas. Comme on le verra dans la section 2.5.7,
cette branche disparaît si on prend R = r1.

Dans les résultats représentés à la figure 2.16, les paramètres sont ceux de l’exemple
de référence 2.5 : α = 0.5, β = 1, n0 = 2, r0 = 2, r1 = 3, σ0 = 2, R = 4 et la
PML est continue. Les valeurs ne correspondant pas à des résonances sont appelées
résonances discrètes parasites. Une étude similaire des différentes parties du spectre
en dimension 2 a été faite dans [68] mais L. Nannen et M. Wess font dépendre les
coefficients de la PML de la résonance, ce qui engendre un problème aux valeurs
propres non linéaire.
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Figure 2.16 – Localisation du spectre résonnant discret (environ 80%) pour une
approximation par éléments finis de Lagrange de degré 20. Les résonances discrètes
numérotées ont leur vecteur propre associé représenté à la figure 2.17.
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Figure 2.17 – Graphes des valeurs absolues des vecteurs propres associés aux réso-
nances discrètes identifiées par un numéro à la figure 2.16.
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2.5.5 Influence du paramètre σ0 de la PML
On s’intéresse dans cette partie à l’influence du paramètre σ0 définissant la PML

(introduit à la section 2.3.1) sur la convergence des résonances appartenant à C−σ0 .
Ce paramètre intervient dans l’expression de σ̃. Une remarque préliminaire est que
s’il est trop petit alors certaines résonances ne seront pas dans le cône C−σ0 . Pour que
les résonances k qui nous intéressent soient dans le cône, il faut que Im(d0k) > 0.
Le paramètre σ0 intervient également dans la fonction d̃, définie en (2.16) page 31.
On sait que le mode résonnant u associé à une résonance a le comportement suivant
dans l’intervalle [r0, R], voir la figure 2.5 page 35,

|u(x)| ∝ e−x Im(k) e−σ0 xP (x) Re(k)

où P est une fonction à valeurs dans [0, 1]. Heuristiquement, si la valeur de σ0 est trop
petite, l’approximation par la condition de Dirichlet homogène en R sera mauvaise
et on ne sélectionnera pas le bon comportement du mode résonnant sur [β,R]. De
plus, si la valeur de σ0 est trop grande, le mode résonnant dans l’intervalle [r0, R]
sera une exponentielle à décroissance très rapide, c’est-à-dire avec un comportement
comme e−Cx avec C > 0 grand. Il faudra donc raffiner la discrétisation pour bien
capturer la décroissance rapide. La qualité de cette approximation dépend aussi de
R : plus R sera grand, meilleure sera l’approximation de la condition de Dirichlet
homogène en R.

On a représenté sur la figure 2.18 les courbes de convergence des six premières
résonances pour différentes valeurs de σ0 et pour p = +1. Les paramètres sont ceux
de l’exemple de référence 2.5 : α = 0.5, β = 1, n0 = 2, r0 = 2, r1 = 3 et R = 4.
On utilise la PML0 et une formule de quadrature de Gauss-Legendre. On observe
que la valeur de résonance k1,0 ne converge pas si σ0 est trop petit, la condition
de Dirichlet homogène étant mal approchée. Une base de solutions de l’équation
différentielle du problème (T born

p ) sur l’intervalle [β,R] est connue : cette base est
formée de la fonction x 7→ eikx̃, qui est exponentiellement décroissante, et de la
fonction x 7→ e−ikx̃, qui est exponentiellement croissante. Le mode résonnant est une
combinaison linéaire de ces deux fonctions, et il est nécessaire que la contribution
de x 7→ e−ikx̃ soit négligeable afin d’avoir une bonne approximation de la résonance.
Notons que si σ0 est trop petit, la fonction x 7→ eikx̃ n’est pas assez petite au niveau
de la troncature en R. La contribution de la fonction x 7→ e−ikx̃ est assez importante
pour que l’erreur entre la résonance discrète et la résonance soit au dessus de 10−8.
On peut améliorer cela en augmentant la valeur de R ou de σ0, ce qui ne coûte pas
très cher en temps de calcul en dimension 1.

On a représenté sur la figure 2.19 les courbes de convergence des six premières
résonances discrètes pour différentes valeurs de σ0 et pour p = −1. La seule différence
avec l’exemple précédent, illustré par la figure 2.18, est la valeur de p. On utilise la
PML0 et une formule de quadrature de Gauss-Legendre. On observe que les valeurs
de résonances k1,0 et k2,0 ne convergent pas si σ0 est trop petit pour les mêmes raisons
que précédemment. Le phénomène est plus marqué pour la résonance k1,0 dans le
cas p = −1 que dans le cas p = +1 car elle a une petite partie réelle Re(k1,0) ≈ 0.8.
On remarque aussi que plus σ0 est grand et moins les résonances convergent vite
quand le degré de l’approximation augmente, mais plus la convergence est régulière.
Ceci s’explique par le fait que si σ0 est grand, les vecteurs propres sur l’intervalle
[β,R] sont des exponentielles raides et donc il faut plus de points de discrétisation
pour bien les approcher.



2.5. Approximation par la méthode des éléments finis 57

0 5 10 15 20 25
degre

10−16

10−14

10−12

10−10

10−8

10−6

10−4

10−2

100

|k
FE
M
−
k|

|k
|

σ0=1
σ0=2
σ0=3
σ0=4

(a) k1,0

0 5 10 15 20 25
degre

10−16

10−14

10−12

10−10

10−8

10−6

10−4

10−2

100

|k
FE
M
−
k|

|k
|

σ0=1
σ0=2
σ0=3
σ0=4

(b) k2,0

0 5 10 15 20 25
degre

10−16

10−14

10−12

10−10

10−8

10−6

10−4

10−2

100

|k
FE
M
−
k|

|k
|

σ0=1
σ0=2
σ0=3
σ0=4

(c) k0,1

0 5 10 15 20 25
degre

10−16

10−14

10−12

10−10

10−8

10−6

10−4

10−2

100

|k
FE
M
−
k|

|k
|

σ0=1
σ0=2
σ0=3
σ0=4

(d) k1,1

0 5 10 15 20 25
degre

10−16

10−14

10−12

10−10

10−8

10−6

10−4

10−2

100

|k
FE
M
−
k|

|k
|

σ0=1
σ0=2
σ0=3
σ0=4

(e) k2,1

0 5 10 15 20 25
degre

10−16

10−14

10−12

10−10

10−8

10−6

10−4

10−2

100

|k
FE
M
−
k|

|k
|

σ0=1
σ0=2
σ0=3
σ0=4

(f) k0,2

Figure 2.18 – Logarithme décimal de l’erreur relative sur les résonances discrètes
en fonction du degré de l’approximation éléments finis pour p = +1.
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Figure 2.19 – Logarithme décimal de l’erreur relative sur les résonances discrètes
en fonction du degré de l’approximation éléments finis pour p = −1.
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Sur la figure 2.20, on voit que le spectre des matrices éléments finis issues de deux
calculs fait avec différentes valeurs de σ0 coïncide sur les résonances mais pas sur les
autres résonances discrètes parasites liées à la discrétisation. Augmenter la valeur
de σ0 permet d’augmenter la pente du segment correspondant à l’approximation
du spectre essentiel, qui dépend de σ0, voir proposition 2.13, mais rapproche les
résonances discrètes parasites des résonances.
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Figure 2.20 – Localisation du spectre résonnant discret (environ 80%) pour une
approximation par éléments finis de Lagrange de degré 20. En haut pour p = +1
et en bas pour p = −1. Les ronds bleus correspondent aux valeurs obtenues pour
σ0 = 2 et les croix oranges correspondent aux valeurs obtenues pour σ0 = 3.

L’analyse de ces résultats (et d’autre résultats de simulation non reportés ici)
semble indiquer que la valeur optimale de σ0 correspond à une valeur assez grande
pour que toutes les résonances qui nous intéressent convergent, mais pas trop grande
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pour que la convergence soit la plus rapide possible. Pour choisir une valeur de σ0
qui fonctionne pour une résonances k, on veut que |u(R)| ∝ eiR Im(d0k) approxime
bien une condition de Dirichlet homogène. On cherche σ0 tel que e−R Im(d0k) ≤ 10−6

ce qui donne

σ0 ≥
6 ln(10)−R Im(k)

RRe(k) .

Prendre σ0 proche du cas d’égalité de cette inégalité donne une courbe de conver-
gence rapide pour la résonances k.

2.5.6 Influence du paramètre r0 de la PML
On s’intéresse à l’influence du paramètre r0 correspondant à la position de la

frontière intérieure de la PML sur la convergence des résonances appartenant à C−σ0 .
Il y a deux possibilités : on peut faire varier r0 en gardant r1 fixe ou en gardant
r1 − r0 fixe.

On a représenté à la figure 2.21 les courbes de convergence des six premières
résonances discrètes pour différentes valeurs de r0 en gardant r1 constant égal à 3.
Les paramètres sont ceux de l’exemple de référence 2.5 : p = +1, α = 0.5, β = 1,
n0 = 2, r1 = 3, σ0 = 2 et R = 4. On utilise la PML0 et la quadrature de Gauss
Legendre. On observe que plus r0 est proche de β et plus les résonances convergent
rapidement quand le degré de l’approximation éléments finis augmente. Si r0 est
éloigné de β alors la convergence est plus lente mais est plus régulière. De plus, on
voit que l’épaisseur de la zone de transition de la PML influence beaucoup la vitesse
de convergence : plus elle est étroite moins les résonances convergent vite. On peut
expliquer ceci par par le fait que dans l’intervalle [r0, r1] correspondant à la PML
les solutions sont de la forme u(x) ∝ eikd̃(x)x. Ainsi, plus la largeur de cet intervalle
est petite plus les solutions seront des exponentielles à décroissances rapides.

Sur la figure 2.22, on voit que le spectre résonnant discret des deux calculs élé-
ments finis coïncide sur les résonances et sur les approximations du spectre essentiel
mais pas sur les autres résonances discrètes parasites. Rapprocher r0 de β permet
d’éloigner les résonances discrètes parasites des résonances.

On a représenté à la figure 2.23 les courbes de convergence des six premières
résonances discrètes pour différentes valeurs de r0 en gardant r1− r0 constant égal à
1. Le seul paramètre qui change par rapport à l’exemple précédent (figure 2.21) est
r1. On utilise la PML0 et une formule de quadrature de Gauss-Legendre. On observe
que la différence de vitesse de convergence est moins importante quand r0 s’éloigne
de β. On observe ainsi que quand r0 croit, la convergence est plus régulière.

Sur la figure 2.24, on observe que le spectre résonnant discret des matrices élé-
ments finis coïncide sur les résonances et sur les approximations du spectre essentiel
mais pas sur les autres résonances discrètes parasites. On a utilisé les mêmes para-
mètres que ceux du paragraphe précédent. Rapprocher r0 de β permet d’éloigner les
résonances discrètes parasites des résonances.

À l’issue de ces investigations numériques, on peut affirmer que le meilleur choix
pour r0 est une valeur aussi proche de β que possible, voire égale à β, tout en gardant
la zone de transition de la PML assez large.
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Figure 2.21 – Logarithme décimal de l’erreur relative sur les résonances discrètes
en fonction du degré de l’approximation éléments finis pour r0 ∈ {1, 1.5, 2, 2.5} et
r1 = 3.
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Figure 2.22 – Localisation du spectre résonnant discret (environ 80%) pour une
approximation par éléments finis de Lagrange de degré 20, en haut pour p = +1 et
en bas pour p = −1. Les ronds bleus sont celles pour (r0, r1) = (2, 3) et les croix
oranges pour (r0, r1) = (1.5, 3).
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Figure 2.23 – Logarithme décimal de l’erreur relative sur les résonances discrètes
en fonction du degré de l’approximation éléments finis pour r0 ∈ {1, 1.5, 2, 2.5} et
r1 = r0 + 1.
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Figure 2.24 – Localisation du spectre résonnant discret (environ 80%) pour une
approximation par éléments finis de Lagrange de degré 20, en haut pour p = +1
et en bas pour p = −1. Les ronds bleus correspondent aux valeurs obtenues
pour (r0, r1) = (2, 3) et les croix oranges correspondent aux valeurs obtenues pour
(r0, r1) = (1.5, 2.5).
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2.5.7 Influence du paramètre R− r1 de la troncature
On s’intéresse dans cette partie à l’influence de R − r1 où R est la distance de

troncature et r1 le paramètre de sortie de la couche variable de la PML tel que
R ≥ r1, voir figure 2.5 page 35. On a déjà vu, à la section 2.5.4, que dans le cas où
R > r1 il y a une partie du spectre dont les vecteurs propres associés sont localisés
principalement dans l’intervalle [r1, R]. Sur la figure 2.25, on a représenté la position
des résonances discrètes avec des ronds bleus pour le cas R = 4 et r1 = 3 et des croix
oranges pour le cas R = r1 = 4. On remarque que si R = r1, on a perdu une partie
du spectre par rapport au cas R > r1. Ceci est normal au vu du fait que les vecteurs
propres associés aux valeurs propres qui ont disparues vivent dans l’intervalle [r1, R].

Sur la figure 2.26, on a représenté les graphes de convergence des six premières
résonances. On voit que les vitesses de convergence sont faiblement impactées par
le changement de valeurs de R. On a représenté les courbes en fonction du nombre
de degrés de liberté parce qu’en changeant la valeur de R, on change le nombre
d’éléments. Les paramètres sont ceux de l’exemple de référence 2.5 : α = 0.5, β = 1,
n0 = 2, r0 = 2, r1 = 3 et σ0 = 2.5.
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Figure 2.25 – Localisation du spectre résonnant discret (environ 80%) pour une
approximation par éléments finis de Lagrange de degré 20, en haut pour p = +1 et
en bas pour p = −1. Les ronds bleu correspondent aux valeurs obtenues pour R = 4
et r1 = 3 et les croix orange correspondent aux valeurs obtenues pour R = r1 = 3.
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Figure 2.26 – Logarithme décimal de l’erreur relative sur les résonances discrètes
en fonction du degré de l’approximation éléments finis pour R ∈ {3, 4}.
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2.5.8 Influence des paramètres σ0 et r0 de la PML
On s’intéresse dans cette partie à l’influence du paramètre σ0 définissant la PML

et du paramètre r0 correspondant à la position de la frontière intérieure de la PML
sur la convergence des résonances appartenant à C−σ0 . On a représenté à la figure 2.27
les résonances discrètes pour les valeurs des paramètres de l’exemple de référence
2.5 : p = +1, α = 0.5, β = 1, n0 = 2 et R = 4. On utilise la PML0 et une formule
de quadrature de Gauss-Legendre. On a représenté à la figure 2.27, les résonances
discrètes les plus petites en module (environ 80% du spectre).

Dans le premier cas (figure du haut), on change la position de la PML. On
fait un premier calcul avec (r0, r1) = (2, 3), les résonances discrètes issues de ce
calcul sont notées k, puis on fait un deuxième calcul avec (r0, r1) = (2.5, 3.5), qui
donne les résonances discrètes k′. Sur le graphes, entre les deux calculs, on peut
faire correspondre les résonances discrètes et la couleur dépend de log(|k − k′|). On
observe que les premières résonances et les résonances discrètes correspondant à
l’approximation du spectre essentiel proche de 0 ne dépendent pas de la position de
la PML.

Dans le deuxième cas (figure du bas), on change la valeur de σ0. Un calcul est
fait avec σ0 = 2 et donne les résonances discrètes k, puis un calcul est fait avec
σ0 = 2.1 et donne les résonances discrètes k′. À nouveau, on peut faire correspondre
les résonances discrètes entre les deux calculs et la couleur est déterminée par log(|k−
k′|). Ici, par contre, seuls les résonances discrètes correspondant aux résonances ne
dépendent pas du paramètre σ0

Pour conclure un moyen efficace de distinguer les résonances discrètes corres-
pondant à des résonances des résonances discrètes parasites est de faire deux calculs
avec deux valeurs de σ0.
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(a) Différents (r0, r1) et σ0 = 2
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(b) Différents σ0 et (r0, r1) = (2, 3)

Figure 2.27 – Localisation du spectre résonnant discret (environ 80%) pour une
approximation par éléments finis de Lagrange de degré 20, à gauche pour p = +1
et à droite pour p = −1. Sur la figure du haut, la couleur est déterminée par le
logarithme décimal de l’écart entre un calcul fait avec (r0, r1) = (2, 3) et un calcul
fait avec (r0, r1) = (1.5, 2.5). En bas, la couleur est déterminée par le logarithme
décimal de l’écart entre un calcul fait avec σ0 = 2 et un calcul fait avec σ0 = 2.1.
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2.5.9 Influence de la fonction de la PML
Les modes résonnants solutions de (T PML

p ) défini en (2.22) dans la couche PML,
pour x > r0, vérifient

|uPML(x)| ∝ e− Im(kd̃(x))x ∝ exp (− Im(k)x− Re(k)σ̃(x)x) .

On a donc |uPML(x)| → 0 quand x→ +∞. Jusqu’à présent la fonction σ̃ définissant
la PML, voir la relation (2.14) page 30, était une fonction qui était égale à une
constante en dehors d’un compact. Ainsi, les modes tendent bien vers 0 quand x
augmente, ce qui permet de tronquer le domaine de calcul en x = R en espérant que
les modes sont assez petits en R pour avoir une bonne approximation par une condi-
tion aux limites de Dirichlet. Une autre possibilité pour conserver la décroissance
vers 0 est de tronquer le domaine de calcul et de faire « exploser » σ̃(x)x quand x
se rapproche de R. Par exemple dans [14, 27], les auteurs prennent des fonctions σ̃
et σ de la forme suivante : pour r0 < x < r1,

σ̃(x) = σ0

x
ln
(
r1 − r0

r1 − x

)
et σ(x) = σ0

r1 − x
.

Avec une telle fonction σ̃, on a bien uPML(r1) = 0 et ce cas est appelé PML logarith-
mique en raison de l’expression de σ̃. Pour rappel, nous avons utilisé les fonctions σ̃
et σ suivantes : pour r0 < x < r1,

σ̃(x) = σ0
x− r0

r1 − r0
et σ(x) = σ0

2x− r0

r1 − r0

ce qui correspond à une PML qualifié de PML affine. On souhaite comparer ces
deux types de PML.

Sur la figure 2.28, on représenté le spectre résonnant discret des matrices éléments
finis avec des ronds bleus pour la PML affine et avec des croix oranges pour la PML
logarithmique. On remarque que les deux spectres coïncident sur les résonances, le
reste du spectre qui vient de l’introduction de la PML et de la discrétisation ne
coïncide pas mais à une structure similaire. Faire deux calculs avec ces deux type de
PML constitue une bonne méthode pour sélectionner les résonances parmi le spectre
résonnant discret. Par contre, l’étude théorique du spectre de la PML logarithmique
est beaucoup plus compliquée car les coefficients de la PML sont non bornés.

Sur la figure 2.29, on a représenté l’erreur relative sur les quatre premières réso-
nances, on remarque des résultats de convergence similaires.
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Figure 2.28 – Localisation du spectre résonnant discret (environ 80%) pour une
approximation par éléments finis de Lagrange de degré 20, en heut pour p = +1
et en bas pour p = −1. Les ronds bleus correspondent aux valeurs obtenues pour
les PML affine et les croix oranges correspondent aux valeurs obtenues pour PML
logarithmique.
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Figure 2.29 – Logarithme décimal de l’erreur relative sur les résonances discrètes
en fonction du degré de l’approximation éléments finis pour une PML affine et pour
une PML logarithmique.
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2.5.10 Conclusion
À l’issue des investigations numériques que nous avons menées, dont seuls quel-

ques cas tests ont été reportés dans ce document, nous pouvons préciser quelles
semblent être les valeurs des paramètres numériques à prendre pour avoir les résul-
tats les plus précis possibles, une fois que l’on s’est donné la fonction n et la position
R de la frontière artificielle bornant le domaine de calcul.

I Pour la formule de quadrature, notre EDP contient des coefficients disconti-
nus donc pour une résolution numérique par la méthode des éléments finis le
maillage doit être compatible avec les discontinuités et utiliser les formules de
quadratures de Gauss-Legendre.

I La régularité de la PML influence la vitesse de convergence des résonances.
Prendre des PML de classe C2 dégrade la convergence donc il est préférable
de prendre une PML linéaire par morceaux. Mais cela oblige à prendre un
maillage qui respecte les discontinuités des fonctions qui définissent la PML.
Si c’est trop restrictif au niveau du maillage, on peut prendre une PML de
classe C1.

I La largeur de la couche PML doit être assez grande et il est préférable de
mettre l’entrée de la PML le plus proche de la perturbation compacte. Bien
entendu, si l’on souhaite calculer aussi le mode résonnant au voisinage de la
cavité, il faut un compromis.

I Cela ne sert à rien de tronquer en R > r1, c’est-à-dire après la sortie de la
couche PML à coefficients variables. Cela ajoute que des résonances discrètes
parasites dans les spectres résonnant discret.

I La valeur de σ0 doit être assez grande pour que les plus petites résonances en
module convergent, mais pas trop pour conserver une vitesse de convergence
élevée. Pour une résonance k, une valeur de σ0 qui devrai fonctionner est

σ0 ≈
6 ln(10)−R Im(k)

RRe(k) .

I La précision du calcul éléments finis des résonances se dégrade quand la partie
réelle des résonances est grandes, cela est dû au fait que plus la partie réelle est
grande, plus le mode résonnant associé aura des oscillations de petite longueur
d’onde.

I Pour trouver les résonances, il faut chercher parmi celles qui satisfont la condi-
tion Im(k)+σ0 Re(k) > 0. Puis faire deux calculs, l’idéal est de faire varier σ0.
Celles qui restent inchangées correspondent aux résonances alors que celles qui
« bougent » correspondent à l’introduction de la PML et à la discrétisation.
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Dans ce chapitre, on considère le cas invariant par rotation du problème (Pp)
défini en (1.5) page 5. On étudie sous cette hypothèse les couches parfaitement adap-
tées (PML) et le comportement numérique des résonances. Supposer que le problème
(Pp) est invariant par rotation permet de réduire, grâce à la décomposition de Fou-
rier, le problème à une famille de problèmes unidimensionnels en la variable radiale
indexés par m ∈ Z. Signalons que le problème purement 1D étudié au chapitre 2 est
issu du problème radial correspondant à m = 0 où on aurait « gelé » les coefficients
au niveau de la sortie de la perturbation compacte. Nous allons voir que les pro-
priétés d’approximation des PML pour ces problèmes 1D en la variable radiale sont
bien meilleures que dans le cas du problème purement 1D. En particulier, l’usage
des PML génère très peu de valeurs propres parasites.

3.1 Invariance par rotation : réduction 1D
On s’intéresse ici à la réduction radiale du problème (Pp) quand il est invariant

par rotation. On suppose que la cavité Ω =]α, β[×S1 est un disque (dans ce cas
0 = α < β < +∞) ou un anneau (dans ce cas 0 < α < β < +∞). On note Γ = ∂Ω
le bord de la cavité. L’indice optique est supposé ne dépendre que de la variable
radiale. Par abus de notation, on conserve la même notation pour l’indice optique,
autrement dit, pour x ∈ R2, n(x) = n(r) où r = |x|. Les hypothèses sur la fonction
n sont les suivantes : n|[α,β] ∈ C∞([α, β]) et n|[0,+∞[\[α,β] ≡ 1. On rappelle le problème
(Pp) : trouver les complexes k et les fonctions u non nulles tels que

(Pp)



− div (np−1∇u) = k2 np+1 u dans R2 \ Γ

[u]Γ = 0 à travers Γ

[np−1 ∂νu]Γ = 0 à travers Γ

u(x) =
∑
m∈Z

cm H(1)
m (kr) eimθ r ≥ β et θ ∈ R/2πZ

où (cm)m∈Z ∈ `2(Z,C). La dernière condition est la condition de rayonnement. On
précisera l’espace fonctionnel auquel appartiennent les solutions à la section suivante.
L’ensemble des complexes k tels qu’il existe u non nulle telle que (k, u) est une
solution de (Pp) est appelé l’ensemble des résonances du problème (Pp). Il est noté
Res(Pp), voir l’annexe B pour la définition précise.

On réduit le problème 2D (Pp) à une famille de problème 1D en la variable
radiale grâce à la transformée de Fourier angulaire. On définit

F : L2(R/2πZ) → `2(Z)

f 7→
(
f̂m
)
m∈Z

où f̂m = 1
2π

∫ 2π

0
f(θ) eimθ dθ.

On a f(θ) = ∑
m∈Z f̂m eimθ. L’EDP de (Pp) en coordonnées polaires s’écrit

−1
r
∂r
(
r np−1 ∂ru

)
− np−1

r2 ∂2
θθu = k2 np+1 u.

En notant (ûm(r))m∈Z = F
(
θ 7→ u(reiθ)

)
, on en déduit que pour tout r > 0,

−1
r

(
r np−1 û′m

)′
+ m2

r2 np−1 ûm = k2 np+1 ûm.
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La condition de saut sur la dérivée normale de u donne la condition suivante sur les
coefficients de Fourier : [np−1 û′m]∂Ω\{0} = 0 car ν(θ) = (cos(θ), sin(θ))ᵀ. La condition
de saut sur la fonction u donne la condition suivant [ûm]∂Ω\{0} = 0. La condition de
rayonnement est déjà écrite sous forme de série de Fourier. Elle implique que ûm(r)
est proportionnel à H(1)

m (kr) pour tout r > β.
On définit aussi la famille de problèmes (Rp(m)) indicés par p ∈ {±1} et m ∈ Z :

trouver les complexes k et les fonctions w non nulles tels que

(Rp(m))



−1
r

(r np−1w′)′ + m2

r2 n
p−1 w = k2 np+1 w ∀r ∈]0,+∞[\]α, β[

[w]γ = 0 à travers γ

[np−1 w′]γ = 0 à travers γ

w′(0) = 0 si m = 0

w(0) = 0 si m 6= 0

w(r) ∝ H(1)
m (kr) ∀r ≥ β

où γ = {α, β} \ {0} et la notation ∝ signifie « égal à une constante multiplicative
près ». Pour les conditions aux limites en 0, on pourra consulter [15]. On note
Res(Rp(m)) l’ensemble des résonances k du problème (Rp(m)).

3.2 Cadre fonctionnel
Le cadre fonctionnel pour le problème (Rp(m)) est voisin de celui défini dans

la section 2.1 page 22 pour le problème modèle (Tp) défini en (2.4). On va princi-
palement décrire les différences. Afin d’avoir un cadre fonctionnel général pour les
problèmes étudiés par la suite, on introduit les notations suivantes. Soient ω ⊂ R+
une union finie d’intervalles ouverts disjoints et U un intervalle qui est soit ]0, R[ avec
0 < R < +∞, soit ]0,+∞[ tel que ω ⊂ U . On note γ = ∂ω \{0} le bord de ω. Soient
trois fonctions a, b et c à valeurs complexes telles que a, b, c ∈ C∞(ω). On suppose
également a,b et c bornées, a, b, c ≡ 1 sur U \ ω et a−1, b−1, c−1 ∈ L∞(U). Les fonc-
tions a et b sont définies ainsi afin de permettre la prise en compte de discontinuités
à travers γ.

Les principales différences entre les problème (Tp) et (Rp(m)) concernent la défi-
nition de l’opérateur et des espaces fonctionnels. Toutes les définitions vont dépendre
du paramètre m ∈ Z, qui vient de la réduction radiale du problème (Pp) à l’aide
des séries de Fourier. On se place dans l’espace de Hilbert L2(U , r dr). On considère
l’opérateur Am défini par

Am : u 7→ −1
r

(r a u′)′ + m2

r2 c u

et sa forme sesquilinéaire associée qm définie par

qm : (u, v) 7→
∫
U
a u′ v′ r dr +m2

∫
U
c u v

dr
r

munie du domaine de forme D(qm) qui est

D(qm) =


{
u ∈ H1(U , r dr) | mu ∈ L2

(
U , dr

r

)}
si U =]0,+∞[{

u ∈ H1(U , r dr) | mu ∈ L2
(
U , dr

r

)
, u(R) = 0

}
si U =]0, R[

.
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Si m = 0, le domaine de forme devient H1(U , r dr) si U =]0,+∞[ et H1
0,R(U , r dr) si

U =]0, R[. Dans ce dernier cas, le domaine de forme correspond à une condition de
Neumann homogène en 0 et de Dirichlet homogène en R si U est borné. Si m 6= 0,
le domaine de forme impose une condition de Dirichlet homogène en 0 et en R si
U est borné. Le domaine maximal de Am, noté D(Am) est {u ∈ D(qm) | Amu ∈
L2(U , r dr)}.

Il est pratique d’introduire les espaces H2 par morceaux. On définit

H2(U , γ, r dr) = H2(ω, r dr)⊕ H2(U \ ω, r dr)

et la version locale en l’infini quand U =]0,+∞[

H2
loc(U , γ, r dr) =

{
w ∈ L2

loc(U) | ∀χ ∈ C∞c ([0,+∞[), χw ∈ H2(U , γ, r dr)
}
.

Les problèmes que nous allons étudier auront l’une des formes suivantes : trouver
(k, w) ∈ C× H2(U , γ, r dr) tel que

(A)



−1
r
(r aw′)′ + m2

r2 cw = k2 bw dans U \ Γ
[w]γ = 0 à travers γ
[aw′]γ = 0 à travers γ
w′(0) = 0 si m = 0
w(R) = 0 si U =]0, R[

. (3.1)

Si U =]0,+∞[ : trouver (k, w) ∈ C× H2
loc(U , γ, r dr) tel que

(Aloc)



−1
r
(r aw′)′ + m2

r2 cw = k2 bw dans U \ Γ
[w]γ = 0 à travers γ
[aw′]γ = 0 à travers γ
w′(0) = 0 si m = 0
w(r) ∝ H(1)

m (kr) ∀r ≥ supω

(3.2)

où ∝ signifie « égal à une constante multiplicative près ». Le problème (Rp(m)) sera
du type (Aloc) et les problèmes (RPML

p (m)) et (Rborn
p (m)) seront du type (A).

3.3 Description des problèmes
Soit une fonction n telle que

n(x) =


1 si x < α
n0 si α ≤ x ≤ β
1 si x > β

,

avec n0 > 1. Les deux exemples qui vont nous intéresser sont le cas du micro-disque
et le cas du micro-anneau. Pour le micro-disque, on a ω =]0, β[ avec β > 0 et
γ = {β}. Pour le micro-anneau, on a ω =]α, β[ avec β > α > 0 et γ = {α, β}.
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Soit p ∈ {±1} et m ∈ Z fixés. On s’intéresse au problème de résonances (Rp(m))
suivant : trouver les résonances k ∈ C et les fonctions w ∈ H2

loc(]0,+∞[, γ, r dr)
associées, non nulles, telles que

(Rp(m))



−1
r

(r np−1w′)′ + m2

r2 n
p−1 w = k2 np+1 w ∀r ∈]0,+∞[\γ

[w]γ = 0

[np−1w′]γ = 0

w′(0) = 0 si m = 0

w(r) ∝ H(1)
m (kr) ∀r ≥ β

(3.3)

où la notation ∝ signifie « égal à une constant multiplicative près ». On rappelle qu’il
n’est nécessaire de mettre une condition limite en 0 que pour m = 0 car si m > 0
la singularité en m2

r2 implique une condition de Dirichlet homogène en 0. La dernière
condition est une condition d’onde sortante pour k ∈ C− := {z ∈ C | Im(k) ≤ 0}.
Dans l’espace libre, c’est-à-dire pour r ≥ β, on connaît une base de solutions de
l’équation différentielle (3.3) qui est formée des deux fonctions r 7→ H(1)

m (kr) et
r 7→ H(2)

m (kr) où H(1)
m et H(2)

m désignent respectivement les fonctions de première
et deuxième espèces de Hankel, voir [74, chapitre 10]. La fonction r 7→ H(1)

m (kr)
correspond à une onde sortante et la fonction r 7→ H(2)

m (kr) correspond à une onde
entrante dans le sens où si on les multiplie par e−ikt et on regarde leur comportement
en fonction de t, on voit le comportement sortant ou entrant. Un moyen de voir le
comportement sortant ou entrant des fonctions de Hankel est de considérer leur
équivalent asymptotique quand r → +∞. On a

H(1)
m = eikr

√ 2
πkr

e−π4 (2m−1) +O
(
r−

3
2
) ,

H(1)
m = e−ikr

√ 2
πkr

eπ4 (2m−1) +O
(
r−

3
2
) .

On a vu au chapitre 2 page 21 que la première exponentielle correspond au com-
portement sortant et la deuxième au comportement entrant. Une illustration numé-
rique des comportements de radiation est donnée à la figure 3.1 où on a représenté
(r, t) 7→ Re

(
H(1)

0 (kr)e−ikt
)
et (r, t) 7→ Re

(
H(2)

0 (kr)e−ikt
)
.

Pour les deux cas considérés (celui d’un disque et celui d’un anneau), le problème
(Rp(m)) a la particularité d’avoir des solutions analytiques par morceaux connues :
les fonctions de Bessel et de Hankel. Les deux sections suivantes explicitent ces
solutions.

3.3.1 Disque d’indice constant
On considère un disque de rayon β > 0 et d’indice optique n0 > 1 plongé dans

le vide, a qui correspond à ω =]0, β[ et γ = {β}. La fonction n a la forme

n(r) =

 n0 si r ≤ β

1 si β < r
.
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(a) Onde sortante (b) Onde entrante

Figure 3.1 – À gauche, représentation d’une onde sortante correspondant à la
fonction (r, t) 7→ Re

(
H(1)

0 (kr)e−ikt
)
pour k = 2− i 5× 10−2. À droite, représentation

d’une onde entrante correspondant à la fonction (r, t) 7→ Re
(

H(2)
0 (kr)e−ikt

)
pour

k = 2− i 5× 10−2. En abscisse la coordonnée d’espace r, en ordonnée la coordonnée
temporelle t.

Le problème (Rp(m)) défini en (3.3) devient : trouver les complexes k et les
fonctions w ∈ H2

loc(]0,+∞[, γ, r dr) non nulles tel que

r2w′′ + rw′ + (k2n2
0r

2 −m2)w = 0 ∀r ∈]0, β[

r2w′′ + rw′ + (k2r2 −m2)w = 0 ∀r ∈]β,+∞[

[w]{β} = 0

[np−1 w′]{β} = 0

w′(0) = 0 si m = 0

w(r) ∝ H(1)
m (kr) ∀r ≥ β

. (3.4)

Les équations différentielles linéaire d’ordre 2 intervenant dans le problème (3.4)
sont des équations de Bessel. D’après la section 10.2 de [74], on connaît des bases
de solutions de ces équations différentielles. Par exemple une base de l’équation
différentielle r2w′′ + rw′ + (z2r2 −m2)w = 0 est (r 7→ Jm(zr), r 7→ Ym(zr)) où Jm
et Ym désignent les fonctions de Bessel de première et seconde espèces. Une autre
base est (r 7→ H(1)

m (zr), r 7→ H(2)
m (zr)). Sur l’intervalle ]0, β[, en prenant la base

formée des fonctions de Bessel la condition limite en 0 implique que la fonction w
s’écrit avec Jm seulement. Sur l’intervalle ]β,+∞[, on prend la base des fonctions de
Hankel en raison de la condition de rayonnement. Celle-ci implique que la fonction
w s’écrit avec H(1)

m seulement. Ainsi, les fonctions solutions du problème (3.4) sont
de la forme :

w(r) =

 cJ Jm(n0k r) si r ≤ β

cH H(1)
m (k r) si r > β

où cJ, cH ∈ C. Pour que (k, w) soit une solution de (3.4), il reste à vérifier les condi-
tions de transmission. La condition [w]{β} = 0 impose cJ Jm(n0kβ) = cH H(1)

m (kβ).
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La condition [np−1 w′]{β} = 0 impose cJn
p
0 J′m(n0kβ) = cHH(1)

m

′(kβ). Il va exister une
solution w non nulle si, et seulement si, (cJ, cH)ᵀ est dans le noyau de la matrice
MD

p;m(kβ) où

MD
p;m(z) =

 Jm(n0z) −H(1)
m (z)

np0 J′m(n0z) −H(1)
m

′(z)

 .
On en déduit que k est une résonance si, et seulement si, det(MD

p;m(kβ)) = 0. On
pose Dp;m(kβ) := det(MD

p;m(kβ)) où

Dp;m(z) = np0 J′m(n0z) H(1)
m (z)− Jm(n0z)H(1)

m

′(z). (3.5)

Pour utiliser des méthodes d’analyse complexe, on a besoin de la dérivée par rapport
à z de z 7→ Dp;m(z) qui est

D′p;m(z) = np+1
0 J′′m(n0z) H(1)

m (z) + (np0 − n0) J′m(n0z)H(1)
m

′(z)− Jm(n0z)H(1)
m

′′(z).

Lemme 3.1. Les résonances k du problème (3.4) sont les zéros de la fonction k 7→
Dp;m(kβ) définie en (3.5) et le mode résonnant associé est de la forme

w(r) =


Jm(n0k r)
Jm(n0kβ) si r ≤ β

H(1)
m (k r)

H(1)
m (kβ)

si r > β

.

Démonstration. On a vu précédemment que si (k, w) est une solution de (3.4), alors
Dp;m(kβ) = 0. On vérifie aisément que w est le mode résonnant associé.

À m fixé, l’équation modale Dp;m(kβ) = 0, où Dp;m est défini en (3.5), a une
infinité de solutions représentée par l’ensemble Res(Rp(m)). On peut partitionner
cet ensemble en deux parties, voir [24] :

I une partie infinie composée de résonances dites internes et notée ResI(Rp(m)) ;

I une partie finie composée de résonances dites externes et notée ResE(Rp(m)).

Cette partition est illustrée sur les figures 3.2 où l’on a représenté les zéros de Dp;m
dans le plan complexe pour p ∈ {±1},m = 20 et n0 ∈ {1.5, 5}. On a l’union disjointe
Res(Rp(m)) = ResI(Rp(m)) t ResE(Rp(m)). On peut caractériser les résonances
internes par un entier j de sorte que ResI(Rp(m)) = {kj(m) | j ∈ N} et, en observant
le mode résonnant associé à kj(m), en se rend compte que l’entier j correspond au
nombre de changements de signe de la partie réelle du mode résonnant associé dans
[0, β]. Les résonances à mode de galerie correspondent aux résonances internes de
parties imaginaires très petites. On voit sur la figure 3.2 que cela correspond aux
plus petites valeurs de j, typiquement j = 0, 1, 2, . . ..

On peut trouver des équivalents de kj(m) quand j tend vers +∞. On part de
l’équation modale Dp;m(βkj(m)) = 0, où Dp;m est défini en (3.5), on remplace par
des équivalents des fonctions de Bessel quand l’argument tend vers +∞ à m fixé,
10.17.(i) et (ii) de [74]. On obtient

i cos(ω) = np0 sin(ω)
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(a) p = +1, n0 = 5
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(b) p = −1, n0 = 5
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(c) p = +1, n0 = 1.5
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(d) p = −1, n0 = 1.5

Figure 3.2 – Représentation graphique des zéros de la fonction modale Dp;m défini
en (3.5) pour m = 20. La colonne de gauche représente p = +1 et celle de droite
représente p = −1. La ligne du haut représente n0 = 5 et celle du bas représente
n0 = 1.5.
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où ω = n0βkj(m)− mπ
2 −

π
4 . Si on pose x = Re(ω) et y = Im(ω), on obtient [ch(y) + np0 sh(y)] cos(x) = 0

[sh(y) + np0 ch(y)] sin(x) = 0

d’où  [(1 + np0)ey + (1− np0)e−y] cos(x) = 0

[(np0 + 1)ey + (np0 − 1)e−y] sin(x) = 0
.

Finalement, on a quand j → +∞

kj(m) ∼ jπ

βn0
+ (2m+ 1)π

4βn0
+ i

2n0
ln
(
n0 − 1
n0 + 1

)
si p = +1,

kj(m) ∼ jπ

βn0
+ (2m+ 3)π

4βn0
+ i

2n0
ln
(
n0 − 1
n0 + 1

)
si p = −1.

Sur la figure 3.3, la ligne du haut représente une vue globale des résonances
Res(Rp(m)) pour p ∈ {±1}, pour n0 = 1.5 et 0 ≤ m ≤ 60. On reconnaît les réso-
nances externes qui plongent dans le plan complexe et les résonances internes qui
restent près de l’axe réel. Sur la ligne du bas, on a fait un zoom sur les résonances
internes avec la droite horizontale qui représente la constante 1

2n0
ln
(
n0−1
n0+1

)
(la li-

mite de Im(kj(m)) quand j → +∞). Les suites de résonances m 7→ kj(m) qui se
rapprochent de l’axe réel correspondent aux modes de galerie.
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(b) p = −1
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(c) p = +1
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(d) p = −1

Figure 3.3 – Représentation graphique des zéros, dans le plan complexe, de la
fonction modale Dp;m définie en (3.5) pour p ∈ {±1}, n0 = 1.5 et 0 ≤ m ≤ 60.
La colonne de gauche représente p = +1 et celle de droite représente p = −1. La
ligne du haut représente une vue globale des résonances. La ligne du bas est un
zoom sur les résonances internes et on y observe la droite horizontale correspond à
la constante 1

2n0
ln
(
n0−1
n0+1

)
(la limite de Im(kj(m)) quand j → +∞).
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3.3.2 Anneau d’indice constant
On considère un anneau de rayon interne α > 0, de rayon externe β > α et

d’indice optique n0 > 1 plongé dans le vide. Cette situation correspond à ω =]α, β[
et γ = {α, β}. La fonction n a la forme

n(r) =


1 si r < α

n0 si α ≤ r ≤ β

1 si r > β

. (3.6)

Le problème (Rp(m)) défini en (3.3) devient : trouver les complexes k et les
fonctions w ∈ H2

loc(]0,+∞[, γ, r dr) non nulles tel que

r2w′′ + ru′ + (k2r2 −m2)w = 0 ∀r ∈]0, α[∪ ]β,+∞[

r2w′′ + ru′ + (k2n2
0r

2 −m2)w = 0 ∀r ∈]α, β[

[w]{α,β} = 0

[np−1 w′]{α,β} = 0

w′(0) = 0 si m = 0

w(r) ∝ H(1)
m (kr) ∀r ≥ β

. (3.7)

À nouveau, les équations différentielles intervenant dans (3.7) sont des équations de
Bessel dont on a précisé des bases dans la section précédente. Avec la condition aux
limites en 0 et en +∞, on obtient que les fonctions w solutions du problème (3.7)
sont de la forme :

w(r) =


c0 Jm(kr) si r < α

cJ Jm(n0kr) + cY Ym(n0kr) si α ≤ r ≤ β

cH H(1)
m (kr) si r > β

où c0, cJ, cY, cH ∈ C. Notons que sur l’intervalle ]α, β[, le choix de la base (fonctions
de Bessel ou de Hankel) n’a pas d’importance. Pour que (k, w) soit une solution de
(3.7), il reste à vérifier les conditions de transmissions. De manière similaire au cas du
disque étudié dans la section précédente, les conditions de transmission [w]{α,β} = 0
et [np−1 w′]{α,β} = 0 donnent quatre équations pour les inconnues (c0, cJ, cY, cH). Il
va exister une solution w non nulle si (c0, cJ, cY, cH)ᵀ est dans le noyau de la matrice
MA

p;m(k) où

MA
p;m(k) =



Jm(kα) − Jm(n0kα) −Ym(n0kα) 0

J′m(kα) −np0 J′m(n0kα) −np0 Y′m(n0kα) 0

0 Jm(n0kβ) Ym(n0kβ) −H(1)
m (kβ)

0 np0 J′m(kn0β) np0 Y′m(kn0β) −H(1)
m

′(kβ)

 .

On en déduit que k est une résonance si, et seulement si, Ap;m(k) = 0 où

Ap;m(k) := det(MA
p,m(k)). (3.8)
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Pour utiliser des méthodes d’analyse complexe, on a besoin de la dérivée par rapport
à k de la fonction k 7→ Ap;m(k) qui est

A′p;m(k) = tr
(
com

(
MA

p,m(k)
)ᵀ
MA

p,m

′(k)
)

où tr est la trace matricielle, com est la comatrice et

MA
p;m
′(k) =



α J′m(kα) −αn0 J′m(n0kα) −αn0 Y′m(n0kα) 0

α J′′m(kα) −αnp+1
0 J′′m(n0kα) −αnp+1

0 Y′′m(n0kα) 0

0 βn0 J′m(n0kβ) βn0 Y′m(n0kβ) −βH(1)
m

′(kβ)

0 βnp+1
0 J′′m(kn0β) βnp+1

0 Y′′m(kn0β) −βH(1)
m

′′(kβ)


.

Lemme 3.2. Les résonances k du problème (3.7) sont les zéros de la fonction Ap;m
définie en (3.8) et le mode résonnant associé est de la forme

w(r) =


c0 Jm(kr) si r < α

cJ Jm(n0kr) + cY Ym(n0kr) si α ≤ r ≤ β

cH H(1)
m (kr) si r > β

où (c0, cJ, cY, cH)ᵀ ∈ Ker
(
MA

p,m(k)
)
.

Démonstration. On a vu précédemment que si (k, w) est une solution de (3.7) alors
Ap;m(k) = 0. On vérifie aisément que w est le mode résonnant associé.

Remarque 3.3. Comme pour le disque, à m fixé, l’équation modale Ap;m(kβ) = 0,
où Ap;m est défini en (3.8), a une infinité de solutions. On a la même description
qualitative des résonances à mode de galerie.

3.4 Réduction à un domaine borné par l’introduc-
tion d’une PML

Comme dans la partie 2.3.1, on définit σ̃, d̃, r̃, σ et d avec le même ensemble de
paramètres r0, r1 et σ0 tels que β ≤ r0 < r1 et σ0 > 0. On rappelle que d̃ = 1 + iσ̃,
d = (rd̃)′ = d̃+rd̃′, r̃(r) = r d̃(r) et d0 = 1+iσ0. Soit (k, w) une solution du problème
(Rp(m)) défini en (3.3), d’après la condition de rayonnement, il existe cH ∈ C tel
que w(r) = cH H(1)

m (kr). On définit

w̃(r) =

 w(r) 0 ≤ r ≤ r0

cH H(1)
m (kr̃(r)) r > r0

.

On a w̃(r) = w(r̃) pour tout r ∈ R+. Comme (k, w) est une solution du problème
(Rp(m)), le couple (k, w̃) est une solution de

−1
r̃
∂r̃ (r̃ np−1 ∂r̃w̃) + m2

r̃2 n
p−1 w̃ = k2 np+1 w̃ dans ]0,+∞[\γ̃

[w̃]γ̃ = 0 à travers γ̃

[np−1 ∂r̃w̃]γ̃ = 0 à travers γ̃

∂r̃w̃(0) = 0 si m = 0

lim
r→+∞

w̃(r) = 0
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où γ̃ = γ∪{r0, r1} est l’union des discontinuités de n et de d. On réécrit ce problème
en fonction de r à l’aide des relations r̃(r) = rd̃(r) et ∂r̃ = d−1∂r. La notation
′ désignera toujours dans ce qui suit la dérivée en fonction de r. On considère le
problème suivant : trouver k ∈ C et w̃ ∈ H2(]0,+∞[, γ̃, r dr) non nulle tel que

(RPML
p (m))



− 1
r d̃ d

(
r
d̃

d
np−1 w̃′

)′
+ m2 np−1

r2 d̃2
w̃ = k2 np+1 w̃ dans ]0,+∞[\γ̃

[w̃]Γ̃ = 0 à travers γ̃

[d−1 np−1 w̃′]Γ̃ = 0 à travers γ̃

w̃′(0) = 0 si m = 0

.

(3.9)

L’écriture variationnelle du problème (RPML
p (m)) défini en (3.9) est : trouver (k, w̃) ∈

C×D(qm) tel que, pour tout v ∈ D(qm), on ait∫ +∞

0
np−1 rd̃

d
w̃′v′ dr +m2

∫ +∞

0
np−1 d

rd̃
w̃v dr = k2

∫ +∞

0
np+1 rd̃d w̃v dr

où l’ensemble D(qm) =
{
u ∈ H1(]0,+∞[, r dr) | mu ∈ L2

(
]0,+∞[, dr

r

)}
est le do-

maine de forme de la forme sesquilinéaire qm définie par

qm(u, v) =
∫ +∞

0
np−1 rd̃

d
u′v′ dr +m2

∫ +∞

0
np−1 d

rd̃
uv dr. (3.10)

La solution du problème (Rp(m)) vérifie w(r) ∝ H(1)
m (k r) pour r ≥ β et Im(k) <

0. Ceci implique une croissance exponentielle de w quand r tend vers +∞. Cela
implique aussi que w̃(r) ∝ H(1)

m (d0k r) pour r ≥ r1 et avec les asymptotiques 10.17(i)
de [74], on a ∣∣∣H(1)

m (d0k r)
∣∣∣ ∼
r→+∞

√
1

π|d0k|r
e− Im(d0k)r.

Par conséquent pour Im(kd0) > 0, on a r 7→ w̃(r) qui décroît exponentiellement vers
0 quand r → +∞.

Comme dans le chapitre précédent, pour se ramener à un domaine borné, on
prend R ≥ r1 et on tronque le domaine à ]0, R[. On définit le problème (Rborn

p (m)) :
trouver k ∈ C et w̌ ∈ H2(]0, R[, γ̃, r dr) non nulle tel que

(Rborn
p (m))



− 1
r d̃ d

(
r
d̃

d
np−1 w̌′

)′
+ m2 np−1

r2 d̃2
w̌ = k2 np+1 w̌ dans ]0, R[\γ̃

[w̌]γ̃ = 0 à travers γ̃

[d−1 np−1 w̌′]γ̃ = 0 à travers γ̃

w̌′(0) = 0 si m = 0

w̌(R) = 0

.

(3.11)

L’écriture variationnelle du problème (Rborn
p (m)) défini en (3.11) est : trouver k ∈ C

et w̌ ∈ D(qm) non nulle tel que, pour tout v ∈ D(qm), on ait∫ R

0
np−1 rd̃

d
w̌′v′ dr +m2

∫ R

0
np−1 d

rd̃
w̌v dr = k2

∫ R

0
np+1 rd̃d w̌v dr
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où D(qm) =
{
u ∈ H1(]0, R[, r dr) | mu ∈ L2

(
]0, R[, dr

r

)
, u(R) = 0

}
est le domaine

de forme de la version bornée à [0, R] de la forme sesquilinéaire qm définie en (3.10).

3.5 Approximation par la méthode des éléments
finis

On va tirer profit des conclusions de la section 2.5 page 46 du chapitre 2 pour la
mise en œuvre de la méthode des éléments finis pour le problème (3.9).

3.5.1 Disque d’indice constant
On considère un disque de rayon β = 1 et d’indice constant n0 = 5. On rappelle

que l’on note {kj(m) | j ∈ N} = ResI(Rp(m)) l’ensemble des résonances internes et
l’entier j correspond au nombre de changements de signe de la partie réelle du mode
résonnant dans [0, β]. Les modes de galerie correspondent aux résonances internes de
plus petites parties réelles. Pour les tests numériques, on considère les trois valeurs
de m suivantes : 20, 30 et 40 et les trois premières résonances pour chaque m ce qui
correspond à j ∈ {0, 1, 2}. Les tableaux 3.1 et 3.2 donnent les approximations des
résonances obtenues par la méthode détaillée à la section 2.2.2 page 26 du chapitre 2.
On considère ces solutions comme étant les solutions de référence car cette méthode
de calcul est très précise. On n’affiche pas les parties imaginaires car pour les valeurs
des paramètres β et n0 choisies, elles sont plus petites que 10−16 et donc mal calculées
en raison de la saturation de l’arithmétique double précision.

j = 0 j = 1 j = 2
m = 20 4.8623291289727 5.7599952512048 6.5570730617287
m = 30 7.0024521184934 7.9924167234277 8.8576098346020
m = 40 9.1146839179852 10.180693017554 11.103319040246

Tableau 3.1 – La partie réelle des résonances pour p = +1, m ∈ {20, 30, 40} et
j ∈ {0, 1, 2}.

j = 0 j = 1 j = 2
m = 20 5.0729123103280 5.9797495545862 6.7832669444542
m = 30 7.2097490017574 8.2071600701773 9.0778115781113
m = 40 9.3200877526253 10.392455602976 11.319847289065

Tableau 3.2 – La partie réelle des résonances pour p = −1, m ∈ {20, 30, 40} et
j ∈ {0, 1, 2}.

On met en place la méthode des éléments finis dans le cas de cet exemple pour
calculer les résonances à modes de galerie. On sait que les modes de galerie sont
localisés au bord de la cavité et que cette localisation dépend de m. On fait donc un
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maillage avec un raffinement géométrique 1 autour de β. Pour notre exemple, nous
avons pris un maillage à 11 éléments.

Pour la PML, on utilise la PML0 continue par morceaux avec r0 = β = 1 et
r1 = 1.5. La valeur de σ0 doit être adaptée à la résonance que l’on veut calculer.
Une manière de s’en convaincre est de considérer l’équivalent de la fonction H(1)

m

quand l’argument tend vers +∞. De la formule (10.17.5) de [74], on déduit que,
quand r → +∞

H(1)
m (d0kr) ∼

( 2
πd0kr

) 1
2

exp
(

id0kr −
iπ
4 (2m+ 1)

)
.

Le facteur important dans cette expression est l’exponentielle. C’est en effet elle
qui décroît assez vite pour que la condition aux limites de Dirichlet homogène soit
une bonne approximation du comportement de la solution exacte. La quantité qui
pilote la décroissance est e− Im(d0k)r où Im(d0k) = Im(k) + σ0 Re(k). On veut que
cette quantité au niveau de la troncature située en R soit petite mais pas trop petite
toutefois car sinon la fonction r 7→ H(1)

m (kd̃(r)r) aurait de fortes variations, ce qui
imposerait la nécessité d’une discrétisation fine. On aimerait que Im(d0k) = C où
C > 0 est une constante. En négligeant les parties imaginaires Im(k) car elles sont
petites pour les résonances auxquelles on s’intéresse, on obtient σ0 = C

Re(k) . Nous
avons choisi σ0 = 10

Re(k0(m)) pour calculer les premières résonances de (Rp(m)). Avec
ce choix de σ0, qui dépend de m, on est obligé de calculer les matrices éléments
finis pour chaque m. On pourrait également adapter la PML pour chaque résonance
kj(m) pour j ∈ {0, 1, 2}, mais cela demanderait de faire trois calculs éléments finis.
Cependant, comme kj(m) pour j = 1, 2 est assez proche de k0(m) pour les exemples
choisis, on se contente de faire un seul calcul en adaptant la PML à k0(m).

Sur la figure 3.4 est représenté l’erreur relative entre les résonances calculées à
partir de l’équation modale et celles calculées par la méthode des éléments finis en
fonction du degré de l’approximation éléments finis. On remarque que dans tous les
cas, les trois premières résonances sont obtenues à précision machine pour le degré
15.

1. Comme on le verra au chapitre 6 page 125, ces échelles sont m 2
3 (r− β) si r < β et m(r− β)

si r > β. Ainsi, le maillage est constitué des points β, β − 2−iβ pour i ∈ N tels que 2i ≤ M
2
3 et

β + 2−`(R− β) pour ` ∈ N tel que 2` ≤M avec M = 64.
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(a) p = +1, m = 20
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(b) p = −1, m = 20
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(c) p = +1, m = 30
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(d) p = −1, m = 30
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(e) p = +1, m = 40
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Figure 3.4 – Logarithme décimal de l’erreur relative sur les trois premières réso-
nances en fonction du degré de l’approximation éléments finis pour un disque d’indice
optique constant. En ligne de haut en bas, on a m = 20, 30 et 40 et en colonne de
gauche à droite, on a p = +1 et −1.
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3.5.2 Anneau d’indice constant
On considère un anneau de rayon interne α = 0.9, de rayon externe β = 1

et d’indice constant n0 = 5. Comme dans le cas du disque, on peut indexer les
résonances de (Rp(m)) par un entier j qui correspond au nombre de changement
de signe du mode résonnant dans [0, β]. Les tests de convergence sont fait sur les
mêmes jeux d’indices m ∈ {20, 30, 40} et j ∈ {0, 1, 2}. Les tableaux 3.3, 3.4, 3.5 et
3.6 contiennent les approximations des parties réelles et imaginaires des résonances
obtenues à l’aide de l’équation modale (3.8) en utilisant la méthode décrit à la
section 2.2.2 page 26. On a ajouté les parties imaginaires car, comme on peut le
constater, elles sont beaucoup plus grandes que celles du disque pour m = 20. Les
parties imaginaires avec ∗ sont celles pour lesquelles la partie imaginaire est saturée
par la précision machine.

j = 0 j = 1 j = 2
m = 20 5.4483253180522 9.0887182964589 14.117728715856
m = 30 7.4600698819494 10.747700970068 15.421601582541
m = 40 9.4619475548345 12.461135064347 16.798006123266

Tableau 3.3 – Parties réelles des résonances pour p = +1, m ∈ {20, 30, 40} et
j ∈ {0, 1, 2}.

j = 0 j = 1 j = 2
m = 20 ∗ −2.69× 10−10 −2.93× 10−4

m = 30 ∗ ∗ −3.84× 10−12

m = 40 ∗ ∗ ∗

Tableau 3.4 – Parties imaginaires des résonances pour p = +1, m ∈ {20, 30, 40} et
j ∈ {0, 1, 2}.

j = 0 j = 1 j = 2
m = 20 7.3612807316651 12.710763477076 17.922247997095
m = 30 8.7960638418706 13.760899303967 19.327092335775
m = 40 10.434687447840 14.925634486690 20.285162863226

Tableau 3.5 – Parties réelles pour p = −1, m ∈ {20, 30, 40} et j ∈ {0, 1, 2}.

La mise œuvre numérique de la méthode éléments finis pour cet exemple est es-
sentiellement identique à ce qui a été présenté pour le disque. On fait un raffinement
géométrique autour de β mais on s’arrange pour que l’un des nœuds géométrique
soit α. Cela donne un maillage à 13 éléments.

On utilise la PML0 avec les mêmes paramètres que pour le disque : r0 = β = 1
et r1 = 1.5. La quantité σ0 est également choisie telle que σ0 = 10

Re(k0(m)) .
Sur la figure 3.5 est représenté l’erreur relative entre les résonances calculées à

partir de l’équation modale et celles calculées par la méthode des éléments finis en
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j = 0 j = 1 j = 2
m = 20 −2.23× 10−14 −1.08× 10−5 −1.69× 10−1

m = 30 ∗ ∗ −1.33× 10−7

m = 40 ∗ ∗ −1.73× 10−14

Tableau 3.6 – Parties imaginaires des résonances pour p = +1, m ∈ {20, 30, 40} et
j ∈ {0, 1, 2}.

fonction du degré de l’approximation éléments finis. On remarque que pour tous les
cas, les trois premières résonances sont obtenues à précision machine pour le degré
15.
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(a) p = +1, m = 20
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(b) p = −1, m = 20
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(c) p = +1, m = 30
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(d) p = −1, m = 30
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(e) p = +1, m = 40

0 5 10 15 20 25
degre

10−16

10−14

10−12

10−10

10−8

10−6

10−4

10−2

100

|k
re
f −

kn
um
|

|k
re
f |

k0(40)
k1(40)
k2(40)

(f) p = −1, m = 40

Figure 3.5 – Logarithme décimal de l’erreur relative sur les trois premières ré-
sonances en fonction du degré de l’approximation éléments finis pour un anneau
d’indice constant. En ligne, de haut en bas, on a m = 20, 30 et 40 et en colonne, de
gauche à droite, on a p = +1 et −1.
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3.5.3 Stabilité du spectre par rapport à la discrétisation
Sur la figure 3.6, on a représenté le bas du spectre résonnant discret (considéré

pour le module) pour le disque de rayon 1, pour p = −1 et m = 20. On a représenté
environ 45% du spectre pour n0 = 5 et 22% du spectre pour n0 = 1.5. La couleur
représente le logarithme du module de la différence entre les résonances discrètes
issues de deux calculs, l’un effectué avec des éléments finis de degré 20 et l’autre
avec des éléments finis de degré 21. On remarque que les résonances discrètes de
plus petit module sont stables par changement de discrétisation.
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Figure 3.6 – Spectre résonnant discret dans le plan complexe pour p = −1, pour
m = 20 et pour le disque. La couleur des points correspond au logarithme de la
distance entre deux calculs effectués avec des degré éléments finis respectifs égaux
à 20 et 21. La figure de gauche correspond à n0 = 5 et celle de droite correspond à
n0 = 1.5.

Les figures 3.7 sont des agrandissements des deux représentations graphiques de
la figure 3.6 sur lesquels on a ajouté la demi-droite de pente −σ0 qui représente
le spectre essentiel du problème (RPML

p (m)) et des cercles rouges pour représenter
les solutions de l’équation modale Dp;m(kβ) = 0 défini en (3.5). Les résonances
proches de l’axe réel correspondent aux résonances intérieures ResI(Rp(m)). Celles
qui sont alignées selon un segment correspondent à des « approximations » du spectre
essentiel du problème (RPML

p (m)) qui viennent de la troncature. La branche qui
semble relier ces deux parties du spectre discret sont des résonances extérieures
ResE(Rp(m)). La branche qui part dans le plan complexe en dessous de la demie-
droite de pente −σ0, est stable vis-à-vis de la discrétisation. Elle correspond à des
valeurs propres du problème (Rborn

p (m)).
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Figure 3.7 – Spectre résonnant discret dans le plan complexe pour le disque avec
p = −1 et m = 20. La couleur des points correspond au logarithme de la distance
entre deux calculs effectués avec des degrés éléments finis ègaux respectivement à
20 et à 21. La figure de gauche correspond à n0 = 5 et celle de droite correspond
à n0 = 1.5. Le segment orange de pente −σ0 correspond au spectre essentiel du
problème (RPML

p (m)). Les cercles rouges représentent les zéros de l’équation modale
Dp;m(kβ) = 0 définie en (3.5).

3.5.4 Disque : comparaison des spectres à indices différents
À la figure 3.8 est représenté le spectre résonnant discret pour le disque de rayon

1, pour m ∈ {20, 30, 40} et p = −1 dans les deux cas n0 = 5 et n0 = 1.5. La couleur
des points correspond au logarithme de la distance entre deux calculs, l’un effectué
avec σ0 = 10

k0(m) et l’autre avec σ0 = 15
k0(m) . Sur les graphes sont représentés environ

45% des résonances discrètes de plus petit module pour l’indice n0 = 5 et environ
22% pour l’indice n0 = 1.5. Nous allons faire des parallèles avec les sections 2.5.4
page 53 et 2.5.5 page 56.

I On voit que les résonances discrètes qui dépendent fortement de la valeur
choisie pour σ0 dépendent également de l’indice n0.

I L’écart |kj+1(m)− kj(m)| entre les résonances est beaucoup plus faible pour le
disque d’indice n0 = 5 que pour le disque d’indice n0 = 1.5. Ceci est également
mis en évidence sur les développements asymptotiques obtenus au chapitre 6.

I Les résonances discrètes associées à la troncature en R s’éloignent de zéro
quand m augmente.

I Les résonances discrètes qui dépendent fortement de la valeur de σ0 sont ap-
pelées « résonances discrètes parasites ». Elles viennent de la troncature et de
la discrétisation.
La branche stable qui relie les résonances discrètes proches de l’axe réel et les
résonances discrètes parasites est composée d’approximation des résonances
extérieures ResE(Rp(m)).
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(a) n0 = 5, m = 20
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(b) n0 = 1.5, m = 20
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(c) n0 = 5, m = 30
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(d) n0 = 1.5, m = 30
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(e) n0 = 5, m = 40

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Re(k)

−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

Im
(k
)

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

lo
g|
k
−
k′
|

(f) n0 = 1.5, m = 40

Figure 3.8 – Spectre résonnant discret dans le plan complexe pour le disque, pour
p = −1 et un degré de l’approximation éléments finis égal à 20. La couleur des
points correspond au logarithme de la distance entre deux calculs l’un effectué avec
σ0 = 10

k0(m) et l’autre avec σ0 = 15
k0(m) . Les lignes de haut en bas représentent m = 20,

30 et 40. La colonne de gauche correspond à l’indice n0 = 5 et la colonne de droite
correspond à l’indice n0 = 1.5.
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3.5.5 Comparaison des résonances à mode de galerie entre
le disque et l’anneau

Sur la figure 3.9, on a représenté dans le cas d’un disque de rayon 1 et d’un anneau
de rayons 0.9 et 1 les résonances kj(m) pour j ∈ {0, 1, 2} (différentes couleurs) et
m = 4, 5, 6, . . . , 127, 128 avec deux vues différentes. La première vue dans le plan
complexe où l’abscisse est Re(k) et l’ordonnée est Im(k). La deuxième vue dans
le demi-plan où l’abscisse est Re(k) et l’ordonnée est log(| Im(k)|) permet de voir
la convergence exponentielle des parties imaginaires vers 0. La différence observée
entre le disque et l’anneau est que les parties imaginaires des résonances de l’anneau
ne vont commencer à avoir une convergence exponentielle vers 0 que quand le mode
résonnant associé est principalement localisé dans l’anneau. Ce comportement est
encore plus marqué quand on diminue la valeur de n0. Ceci est illustré par la figure
3.10 où on a représenté les mêmes résultats mais pour n0 = 1.5.
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Figure 3.9 – Graphes des résonances kj(m) pour n0 = 5, m = 4→ 128 et p = −1.
La couleur correspond à j = 0, 1 ou 2. Les points les plus à gauche, de chaque
courbes, correspondent à kj(4) qui est relié à kj(5) et ainsi suite jusqu’à kj(128).
Sur la ligne en haut sont représentées les résonances dans le plan complexe. Sur la
ligne en bas elles sont représentées dans le plan (Re(k), log(| Im(k)|)). En colonne
les figures correspondent à gauche au disque et à droite à l’anneau.
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Figure 3.10 – Graphes des résonances kj(m) pour n0 = 1.5, m = 4 → 128 et
p = −1. La couleur correspond à j = 0, 1 ou 2. Les points les plus à gauche, de
chaque courbes, correspondent à kj(4) qui est relié à kj(5) et ainsi suite jusqu’à
kj(128). Sur la ligne en haut sont représentées les résonances dans le plan complexe.
Sur la ligne en bas elles sont représentées dans dans le plan (Re(k), log(| Im(k)|)).
En colonne les figures correspondent à gauche au disque et à droite à l’anneau.
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Dans ce chapitre, on considère le problème (Pp) défini en (1.5) page 5 dans le cas
d’une configuration bidimensionnelle et on étudie les couches parfaitement adaptées
radiales (PML) pour ce problème et le comportement numérique des résonances.

4.1 Cadre fonctionnel
Soient Ω ⊂ R2 un ouvert borné connexe et U un ouvert égal soit à R2 soit au

disque ouvert D(0, R) de centre 0 et de rayon R avec 0 < R < +∞ tel que Ω ⊂ U .
On note Γ = ∂Ω le bord de Ω que l’on suppose lisse. Soient A une matrice carré de
dimension 2 à coefficients variables et b une fonction à valeurs complexes telles que

1. A ∈M2
(
C∞(Ω)

)
et b ∈ C∞(Ω),

2. A ≡ I2 et b ≡ 1 sur U \ Ω,

3. b−1 ∈ L∞(U) et il existe c > 0 tel que Re
(
A(x)ξ · ξ

)
≥ c|ξ| pour tout x ∈ U

et pour tout ξ ∈ R2.

On définit un cadre fonctionnel général pour les problèmes étudiés par la suite. On
rappelle la définition de l’opérateur de saut [ · ]Γ : pour tout γ ∈ Γ et pour toute
fonction w continue dans Ω et dans R2 \ Ω, on a

[w]Γ = lim
R2\Ω3x→γ

w(x)− lim
x∈Ω3x→γ

w(x).

On se place dans l’espace de Hilbert L2(U). On considère l’opérateur P : u 7→
− div(A∇u) et sa forme sesquilinéaire associée qP : (u, v) 7→

∫
U A∇u · ∇v dx munie

du domaine de forme D(qP ) qui est H1(U) si U = R2 et H1
0(U) si U = D(0, R). Le

domaine de forme correspond à une condition de Dirichlet homogène sur le bord si
U est borné. Le domaine maximal de P , noté D(P ) est {u ∈ D(qP ) | Pu ∈ L2(U)}.
Le domaine D(P ) est égal à H2(U , A) où on définit

H2(U , A) =
{
u ∈ D(qP ) | u|Ω ∈ H1(Ω), u|R2\Ω ∈ H1(R2 \ Ω), [(A∇u) · ν]Γ = 0

}
où ν : Γ→ S1 est la normale sortante unitaire à Ω. Dans le cas où U = R2, on note

H2
loc(U , A) =

{
u ∈ H1

loc(R2) | ∀χ ∈ C∞c (R2), χu ∈ H2(U , A)
}
.

À noter que pour tout r > 0, on a u|D(0,r) ∈ H2(D(0, r), A).
Remarque 4.1. Si la matrice A est continue sur U alors H2(U , A) = H2(U) et
H2

loc(U , A) = H2
loc(U).

Comme précédemment, il est plus pratique d’introduire les espace H2 par mor-
ceaux. On définit

H2(R2,Γ) = H2(Ω)⊕ H2(R2 \ Ω).

On définit également la version « locale »

H2
loc(R2,Γ) =

{
u ∈ L2

loc(R2) | ∀χ ∈ C∞c (R2), χu ∈ H2(R2,Γ)
}
.
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4.2 Description des problèmes

4.2.1 Le problème de résonances
On considère une fonction n telle que n ∈ C∞(Ω), n ≡ 1 sur R2 \ Ω et n−1 ∈

L∞(R2). On cherche (k, u) ∈ C× H2
loc(R2,Γ) avec u non nulle, tel que

(Pp)


− div (np−1∇u)− k2 np+1 u = 0 dans R2 \ Γ

[u]Γ = 0 à travers Γ

[np−1∂νu]Γ = 0 à travers Γ

(4.1a)

avec la condition d’onde sortante suivante : pour tout r > supx∈Ω |x| et θ ∈ R/2πZ,
il existe (cm)m∈Z ∈ `2(Z,C) tel qu’en coordonnées polaires

u(r, θ) =
∑
m∈Z

cm H(1)
m (kr)eimθ. (4.1b)

Les solutions de (4.1) sont bien définies par la théorie du black box scattering rap-
pelée dans l’annexe B. Soit (k, u) un couple solution. Le complexe k est appelé une
résonance et u un mode résonnant associé à k. L’ensemble des résonances est noté
Res(Pp).

4.2.2 Réduction à un domaine borné à l’aide d’une PML
Comme dans la partie 2.3.1, on définit σ̃, d̃, r̃, σ et d avec les paramètres r0, r1

et σ0 vérifiant supx∈Ω |x| ≤ r0 < r1 et σ0 > 0.
Étant donnée une solution (k, u) de (4.1), il existe (cm)m∈Z ∈ `2(Z) tel que, en

coordonnées polaires, on ait u(r, θ) = ∑
m∈Z cm H(1)

m (kr)eimθ pour tout r ≥ r0 et pour
tout θ ∈ R/2πZ. On définit

ũ(x) =


u(x) si |x| ≤ r0∑
m∈Z

cm H(1)
m (kr̃(r)) eimθ si |x| > r0

.

La fonction ũ vérifie le système suivant en coordonnées polaires :

−1
r̃
∂r (r̃ np−1 ∂r̃ũ)− np−1

r̃2 ∂2
θ ũ = k2np+1ũ

[ũ]Γ̃ = 0

[np−1 ∂ν ũ]Γ̃ = 0

lim
|x|→+∞

ũ(x) = 0

(4.2)

où Γ̃ = Γ ∪ C(0, r0) ∪ C(0, r1) est l’union des discontinuités de n et de d, C(0, α)
désignant le cercle de centre 0 est de rayon α. On ré-écrit le problème (4.2) en
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fonction de r à l’aide des relations r̃ = d̃r et ∂r̃ = 1
d
∂r. On obtient

− 1
rd̃d

∂r
(
r d̃ d−1 np−1 ∂rũ

)
− np−1

r2d̃2
∂2
θ ũ = k2 np−1 ũ

[ũ]Γ̃ = 0

[np−1 d−1 ∂ν ũ]Γ̃ = 0

lim
|x|→+∞

ũ(x) = 0

. (4.3)

Afin d’avoir le problème (Pp) défini en (4.1) avec PML en coordonnées cartésiennes,
on commence par écrire la formulation variationnelle en coordonnées polaires. On
multiplie la première équation d̃ d v et on fait des intégrations par parties, pour
ũ, v ∈ H1(R∗+ × R/2πZ, r dr dθ). On obtient

∫ 2π

0

∫ +∞

0
np−1

(
d̃

d
∂rũ ∂rv −

d

r2 d̃
∂θũ ∂θv

)
r dr dθ = k2

∫ 2π

0

∫ +∞

0
np+1 d̃ d ũ v r dr dθ.

À l’aide des formule r∂r = x∂x+y∂y et ∂θ = −y∂x+x∂y, on revient aux coordonnées
cartésiennes. On a ∫

R2
np−1 M∇ũ · ∇v dx = k2

∫
R2
np+1 g ũ v dx

où la matrice M et la fonction g sont définies par

M(x, y) =


x2 d̃(r)
r2 d(r) + y2 d(r)

r2 d̃(r)
xy

r2

[
d̃(r)
d(r) −

d(r)
d̃(r)

]
xy

r2

[
d̃(r)
d(r) −

d(r)
d̃(r)

]
y2 d̃(r)
r2 d(r) + x2 d(r)

r2 d̃(r)


g(x, y) = d̃(r) d(r)

où r =
√
x2 + y2

On obtient le problème suivant : trouver (k, ũ) ∈ C×H2(R2, Γ̃) avec ǔ non nulle,
tel que

(PPML
p )


− div (np−1 M∇ũ) = k2 np+1 g ũ dans R2 \ Γ̃

[ũ]Γ̃ = 0 à travers Γ̃

[np−1 d−1 ∂ν ũ]Γ̃ = 0 à travers Γ̃

. (4.4)

Remarque 4.2. Dans le livre de S. Dyatlov et M. Zworski [33], à la section 4.5.
est introduite une mise à l’échelle complexe (complex scaling) qui, dans notre cas,
revient à prendre θ = arctan(σ0) et

Fθ(x) =
∫ |x|

0
r σ̃(r) dr ∀x ∈ R2.

La fonction Fθ est bien convexe car la fonction r 7→ r σ̃(r) est croissante, voir la
section 2.3.1 page 30.
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Comme dans le chapitre précédent, pour se ramener à un domaine borné, on
prend R > r1 et on tronque le domaine à D(0, R). On définit le problème (Pborn

p )
suivant : trouver k ∈ C et ǔ ∈ H2(D(0, R), Γ̃) non nulle tel que

(Pborn
p )



− div (np−1 M∇ǔ)− k2 np+1 g ǔ = 0 dans R2 \ Γ̃

[ǔ]Γ̃ = 0 à travers Γ̃

[np−1 d−1 ∂ν ǔ]Γ̃ = 0 à travers Γ̃

ǔ = 0 sur x2 + y2 = R2

. (4.5)

L’écriture variationnelle du problème (Pborn
p ) est : trouver (k, ǔ) ∈ C×H1

0(D(0, R))
tel que pour tout v ∈ H1

0(D(0, R)) on ait∫
D(0,R)

np−1 M∇ǔ · ∇v dx = k2
∫
D(0,R)

np+1 g ǔ v dx.

4.3 Approximation par la méthode des éléments
finis

On va tirer profit des conclusions de la section 2.5 page 46 du chapitre 2 et du
chapitre 3 page 75 pour la mise en œuvre de la méthode des éléments finis pour le
problème (Pborn

p ) défini en (4.5).

La méthode des éléments finis. Dans ce cadre, elle consiste à choisir un sous-
espace VN = Vect (φi | 1 ≤ i ≤ N) de H1

0(D(0, R)) de dimension fini N et à chercher
les couples (k,u) ∈ C× CN tels que Au = k2Bu où

A =
(∫

D(0,R)
np−1 M∇φi · ∇φj dx

)
1≤i,j≤N

et B =
(∫

D(0,R)
np+1 g φiφj dx

)
1≤i,j≤N

.

De manière similaire à la définition 2.19 page 47, on définit le spectre résonnant
discret comme l’ensemble des racines carrées des valeurs propres de la matrice B−1A.
Les éléments k du spectre résonnant discret sont appelés les résonances discrètes.
Pour k une résonance discrète, un mode résonnant discret u associé à k est défini
par

u =
N∑
i=0

uiφi

où u est un vecteur propres associé à la valeur propre k2, c’est à dire qui vérifie
Au = k2Bu.

Cas test numérique. On prend comme exemple de vérification le cas du disque
d’indice constant traité dans la section 3.3.1 page 79 du chapitre 3. On regarde la
convergence des résonances kj(m) pour j = 0 et m ∈ {20, 30, 40}. On rappelle que
l’ensemble {kj(m) | j ∈ N} = ResI(Rp(m)) correspond aux résonances internes
et que les modes de galerie coïncident avec celles de plus petite partie réelle. Les
valeurs de références sont celles calculées à partir de l’équation modale en utilisant la
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méthode décrite à la section 3.3.1. On rappelle que j est l’indice radial qui correspond
au nombre de changements de signe dans [0, β] etm l’indice angulaire qui correspond
au nombre d’oscillations (2|m| est le nombre de changements de signe). Pour le
cas du disque, à chaque résonances kj(m) correspondent deux modes résonnants
associés et donc numériquement deux valeurs propres car les résonances sont de
multiplicité deux quand m 6= 0. On les note k−j (m) et k+

j (m) avec la convention
|k−j (m)| < |k+

j (m)|.
On utilise des maillages structurés quadrangulaires de degré géométrique 1, 2 et

3. On les noteM1,M2 etM3. Ils ont le même nombre d’éléments qui vaut 1305.
Sur la figure 4.1, on a représenté la géométrie idéale du domaine de calcul et le
maillage M1. Les maillages de degrés 2 et 3 ne sont pas des sous-maillage de M1
car les points supplémentaires respectent la géométrie courbe. Tous les maillages ont
un raffinement géométrique autour du cercle de centre 0 et de rayon β = 1.

Ω

PML

(a) Géométrie idéale (b) Le maillageM1

Figure 4.1 – À gauche : représentation de la géométrie idéale du domaine de calcul.
À droite : représentation du maillageM1.

4.3.1 La convergence
Comme dans le cas de l’étude de la famille de problème radiaux, si on veut

calculer les résonances proches de k0 > 0, on doit faire dépendre la PML de k0
en prenant σ0 = 10

k0
. On utilise aussi ce k0 pour la valeur du décalage (shift) lors

du calcul des valeurs propres du problème aux valeurs propres généralisé issu de
la discrétisation éléments finis. Sur la figure 4.2, on a représenté le logarithme de
l’erreur relative en fonction du degré de l’approximation éléments finis. On appelle
dgeo le degré géométrique du maillage et dEF le degré éléments finis. On n’a pas
représenté les courbes de convergence pour le degré géométrique 2 car elles sont
très similaires à celles du degré géométrique 3. Ceci est dû au fait que la géométrie
du problème ne contient que des cercles qui sont déjà bien approchés par le degré
géométrique 2.

I On remarque que pour le degré géométrique 1 les résonances ne convergent pas
vers les bonnes valeurs. Ceci s’explique par le fait que le maillageM1 approche
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le cercle Γ par un polygone régulier à 60 côtés. Ainsi l’approximation est trop
grossière.

I Pour m = 30 et dEF = 1, l’espace d’approximation n’a pas assez de degrés de
liberté pour capturer les résonances k±j (m). On a le même phénomène pour
m = 40 et dEF ∈ {1, 2}. Pour cette raison, la représentation graphique ne
commence pas en 1 pour m = 30 et m = 40.

I Pour m ∈ {20, 40}, les courbes d’erreurs entre k−j (m) et k+
j (m) sont super-

posées mais pas pour m = 30, cela dépend de la valeur de m et du nombre
d’éléments du bord Γ.

Sur la figure 4.3, on a représenté la partie réelle de l’un des modes réson-
nants associés à la résonances k0(20) avec la normalisation u(x0) = 1 où x0 ∈
arg maxx∈D(0,r0) |u|, pour les degrés éléments finis allant de 1 à 3, pour p ∈ {±1} et
pour un degré géométrique 3. Le cercle en trait plein correspond au bord Γ, ici le
cercle de centre 0 et de rayon 1. Le cercle en tirets correspond à l’entré de la PML,
ici cercle de centre 0 et de rayon r0 = 1.1875.
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(b) p = −1, m = 20
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(c) p = +1, m = 30
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(d) p = −1, m = 30
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(e) p = +1, m = 40
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(f) p = −1, m = 40

Figure 4.2 – Graphes du logarithme de l’erreur relative en fonction du degré de
l’approximation éléments finis pour le même maillage mais avec des degrés géomé-
triques 1 et 3. Les courbes en tirets correspondent à k−j (m) et ceux en pointillés
correspondent à k+

j (m). Les lignes de haut en bas représentent m = 20, 30 et 40.
Les colonnes de gauche à droite représentent p = +1 et p = −1.
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(a) dEF = 1 (b) dEF = 2 (c) dEF = 3

(d) dEF = 1 (e) dEF = 2 (f) dEF = 3

Figure 4.3 – Graphes de la partie réelle de l’un des modes résonnants associés à la
résonance k0(20). Pour les colonnes, de gauche à droite, le degré des éléments finis
va de 1 à 3. La ligne du haut correspond à p = +1 et la ligne du bas correspond
à p = −1. Le cercle en trait plein est le cercle de centre 0 et de rayon β (frontière
physique) et celui en tirets est le cercle de centre 0 et de rayon r0 (entrée de la PML).
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4.3.2 Comparaison avec un calcul sans PML
Une particularité des modes de galerie est qu’ils semblent se localiser au bord de

Ω même si la condition de rayonnement sortant indique qu’ils sont exponentielle-
ment croissants à l’infini. Mathématiquement, ce comportement peut se comprendre
par le fait que les équations de Bessel ont un point d’inflexion en m. Ainsi, la fonc-
tion de Hankel x 7→ H(1)

m (kr), pour m 6= 0, passe d’une décroissante polynomiale
pour |kr| < m à une croissance exponentielle pour |kr| > m, voir 10.7.7 et 10.17.5
dans [74]. Ce comportement se manifeste également sur les résonances par des par-
ties imaginaires très petites. Même si les modes résonnants sont exponentiellement
croissants à l’infini, ils décroisent très rapidement à la sortie de la cavité Ω. On peut,
plus simplement que d’utiliser une PML, penser tronquer le domaine de calcul et
mettre une condition de Dirichlet homogène sur la frontière artificielle délimitant le
domaine de calcul.

Les tableaux 4.1 et 4.2 donnent les résonances de référence pour un disque de
rayon 1 et d’indice optique n0 = 5 calculées à partir de l’équation modale selon la
méthode décrite à la section 3.3.1 page 79, ainsi que les résonances calculées par la
méthode des éléments finis avec une PML (PML0) et les résonances calculées par la
méthode des éléments finis avec une condition de Dirichlet homogène sur la frontière
artificielle délimitant le domaine de calcul. Les deux calculs éléments finis sont fait
sur le maillage M3 de degré géométrique 3 avec un degré éléments finis de 7. On
ne reporte que les parties réelles car les parties imaginaires sont de l’ordre de 10−16

et sont donc saturées par la precision machine. On rappelle que les calculs éléments
finis 2D renvoient deux valeurs propres notées k±j (m) correspondant à la résonances
kj(m). On remarque que les résultats sont semblables car pour la cavité considéré
ici les résonances sont très proche de l’axe réel.

m equ. modale MEF avec PML MEF sans PML
20 4.862329128972784 4.862328311098296 4.862329103115470

4.862328311098677 4.862329103115851
30 7.002452118493490 7.002452099382935 7.002451843868045

7.002451786685660 7.002452146650528
40 9.114683917985293 9.114684137516013 9.114684140070663

9.114684138203652 9.114684140758302

Tableau 4.1 – Comparaison des résonances numériques obtenue avec et calculées à
partir de l’équation modale et avec la méthode de EF (MEF) en ayant recours à une
PML et à une condition de Dirichlet homogène pour p = +1 et n0 = 5.

Sur cet exemple, on ne comprend pas l’intérêt d’utiliser des PML car le calcul
avec condition de Dirichlet homogène est aussi précis que le calcul avec PML. En
fait, cela est dû aux valeurs des paramètres du cas test. Quand on diminue la valeur
de l’indice optique sans modifier la géométrie, la partie réelle des modes de galerie
à m fixé augmente, voir la section 3.5.5. Les tableaux 4.3 et 4.4 fournissent les
résultats des mêmes calculs que ceux présentés dans les tableaux 4.1 et 4.2 mais
avec n0 = 1.5. On observe dans ce cas que les résultats obtenus sont bien meilleurs
avec PML qu’avec la condition de Dirichlet homogène. Cela est dû au fait que les
résonances sont plus éloignées de l’axe réel que dans le cas n0 = 5. On remarque
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m equ. modale MEF avec PML MEF sans PML
20 5.072912310328021 5.072912226244334 5.072912220637103

5.072912226245038 5.072912220637807
30 7.209749001757408 7.209749017682753 7.209748731500138

7.209748729801897 7.209749018972438
40 9.320087752625323 9.320087994269704 9.320087994371178

9.320087995629088 9.320087995730562

Tableau 4.2 – Comparaison des résonances numériques obtenue avec et calculées à
partir de l’équation modale et avec la méthode de EF (MEF) en ayant recours à une
PML et à une condition de Dirichlet homogène pour p = −1 et n0 = 5.

également que la precision du calcul sans PML s’améliore quand m augmente à j
fixé.

m intégration complexe MEF avec PML MEF sans PML
20 15.87025940− i1.10× 10−2 15.87025911− i1.10× 10−2 15.86282691

15.87025911− i1.10× 10−2 15.86282691
30 23.04860546− i5.27× 10−4 23.04860455− i5.27× 10−4 23.04811108

23.04860556− i5.27× 10−4 23.04811208
40 30.10834639− i1.83× 10−5 30.10834712− i1.83× 10−5 30.10832708

30.10834713− i1.83× 10−5 30.10832708

Tableau 4.3 – Comparaison des résonances numériques obtenue avec et calculées à
partir de l’équation modale et avec la méthode de EF (MEF) en ayant recours à une
PML et à une condition de Dirichlet homogène pour p = +1 et n0 = 1.5.

m intégration complexe MEF avec PML MEF sans PML
20 16.29657741− i1.76× 10−2 16.29657712− i1.76× 10−2 16.27211315

16.29657712− i1.76× 10−2 16.27211315
30 23.50625196− i8.14× 10−4 23.50625151− i8.14× 10−4 23.50461527

23.50625158− i8.14× 10−4 23.50461535
40 30.57787912− i2.75× 10−5 30.57787990− i2.75× 10−5 30.57781428

30.57787990− i2.75× 10−5 30.57781428

Tableau 4.4 – Comparaison des résonances numériques obtenue avec et calculées à
partir de l’équation modale et avec la méthode de EF (MEF) en ayant recours à une
PML et à une condition de Dirichlet homogène pour p = −1 et n0 = 1.5.

En conclusion, on retiendra que pour les résonances « assez éloignées » de l’axe
réel, l’usage de la MEF avec PML fournit une bonne approximation des résonances,
ce n’est pas le cas en utilisant la méthode des EF avec une condition de Dirichlet
homogène sur la frontière artificiel. Par ailleurs, l’utilisation des PML permet d’avoir
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une approximation de la partie imaginaire des résonances ce qui n’est pas possible
en utilisant la méthode des EF avec condition de Dirichlet homogène.

4.3.3 Comparaison des spectres avec et sans PML
Sur la figure 4.4, on a représenté les résonances discrètes autour de k0(20) issues

de différents calculs pour n0 = 5, p = +1 en haut et p = −1 en bas. Les ronds
bleus correspondent aux résonances discrètes avec une PML, les croix (×) oranges
correspondent aux résonances discrètes avec une condition aux limites de Dirichlet
homogène et les croix (+) vertes correspondent aux résonances discrètes avec une
condition aux limites de Neumann homogène. Les résonances discrètes issues des
calculs sans la PML avec des conditions aux limites de Dirichlet ou Neumann ho-
mogènes sont les valeurs propres de problèmes auto-adjoints donc les résonances
discrètes sont réelles mais pour des raisons de visualisation, on les a décalées par
rapport à l’axe des abscisses. Les traits en pointillés pour les résonances discrètes avec
des conditions de Dirichlet ou de Neumann montrent où sont localisées exactement
ces résonances discrètes sur l’axe réel. Les traits en pointillés pour les résonances
discrètes avec PML montrent où la partie réelle des résonances discrètes est située
sur l’axe réel. Toutes les résonances discrètes du calcul avec PML sont des approxi-
mations de résonances du problème continu. On remarque que l’on peut associer à
toutes les résonances proches de l’axe réel une résonance discrète pour le problème
de Dirichlet et une valeur propre pour le problème de Neumann. Plus les résonances
s’éloignent de l’axe réel, moins les correspondances sont évidentes.

La figure 4.5 présente les résultats obtenus dans le cas où n0 = 1.5 pour comparai-
son. On observe qu’il y a moins de résonances proches de l’axe réel autour de k0(20).
Cela peut se comprendre heuristiquement avec l’optique géométrique : en diminuant
la valeur de n0, on a augmenté la valeur de l’angle critique pour avoir réflexion to-
tale à l’interface entre la cavité et l’extérieur. Les modes résonnants « fuitent » donc
plus à l’extérieur et les résonances ont donc une plus grande partie imaginaire. Là
encore toutes les résonances discrètes issues du calcul avec PML correspondent à des
résonances du problème continu. On remarque également qu’il y a plus de valeurs
propres des problèmes de Dirichlet et de Neumann qui ne correspondent pas à des
résonances du problème continu. En diminuant la valeur de n0, on a augmenté le
module de la résonance k0(20) et le spectre des problèmes de Dirichlet et de Neu-
mann contient plus de valeurs propres qui ne correspondent pas à des résonances
du problème continu. Ces résonances discrètes, que l’on peut qualifier de parasites,
ne sont pas des artefacts de la discrétisation. Il s’agit d’approximations des valeurs
propres des problèmes continus de Dirichlet et de Neumann qui correspond à des
vecteur propres non localisés au bord de la cavité.
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Figure 4.4 – Visualisation d’une partie du spectre discret autour de k0(20) pour
n0 = 5 avec p = +1 en haut et p = −1 en bas. Les ronds bleus correspondent
aux résonances discrètes avec la PML. Les croix (×) oranges correspondent aux
valeurs propres discrètes avec une condition aux limites de Dirichlet homogène. Les
croix (+) vertes correspondent aux valeurs propres discrètes avec une condition aux
limites de Neumann homogène.
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Figure 4.5 – Visualisation d’une partie du spectre discret autour de k0(20) pour
n0 = 1.5 avec p = +1 en haut et p = −1 en bas. Les ronds bleus correspondent
aux résonances discrètes avec la PML. Les croix (×) oranges correspondent aux
valeurs propres discrètes avec une condition aux limites de Dirichlet homogène. Les
croix (+) vertes correspondent aux valeurs propres discrètes avec une condition aux
limites de Neumann homogène.
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Dans la première partie, nous avons montré comment calculer les résonances
d’une cavité Ω en dimension 2 d’un indice optique n. On transforme le problème de
résonances (Pp) défini en (1.5) page 5 en un problème aux valeurs propres. Ensuite,
on utilise une méthode numérique pour approximer les valeurs propres de ce nouveau
problème et parmi toutes ces valeurs propres, on identifie celles qui sont des approxi-
mations des résonances. On cherche les résonances à mode de galerie (Whispering
Gallery Mode, WGM), c’est-à-dire celles dont le mode résonnant associé est loca-
lisé au bord. La méthode numérique utilisé ne distingue pas les résonances associées
aux modes de galerie des autres résonances ; elle renvoie toutes les résonances autour
d’une certaine valeur. On aimerait avoir une estimation a priori de la position des ré-
sonances à modes de galerie. Cela nous conduit au sujet de la seconde partie de cette
thèse : l’analyse asymptotique des résonances à modes de galerie. Plus particulière-
ment, nous établissons dans cette seconde partie des développements asymptotiques
des des résonances à modes de galerie.

Dans ce chapitre, on commence a étudier un exemple de référence pour lequel
les solutions ont des expressions explicites. Cela conduira à introduire la définition
d’une résonance à modes de galerie. Ensuite, nous précisons le cadre mathématique
de l’étude et introduisons la notion de quasi-résonance et quasi-mode associés, qui
sont des solutions « approchées » du problème (Pp).

5.1 Un exemple de référence : le disque d’indice
constant

On regarde ici le cas d’une cavité circulaire de rayon R, d’indice optique n0 >
1 constant. Cette situation particulière va permettre de révéler la structure des
développements asymptotiques des résonances en n’ayant recours qu’à des outils
d’analyse simple (développements asymptotiques des fonctions spéciales). En raison
de l’invariance par rotation du problème (Pp), une solution u associée au paramètre
p ∈ {±1} et au nombre d’onde k peut s’écrire comme une série de Fourier

u(r, θ) =
∑
m∈Z

wm(r)eimθ (5.1)

avec r > 0 et θ ∈ R/2πZ. Ceci est possible d’après la correspondance établie par
le lemme B.18. Chaque terme um(r, θ) := wm(r)eimθ est solution du problème (Pp)
avec le même paramètre p et résonance k. Réciproquement, pour tout m ∈ Z, on
peut résoudre le problème (Pp) avec u de la forme wm(r)eimθ. L’entier m est appelé
indice angulaire et qui correspond au nombre d’oscillations angulaire de la partie
réelle de θ 7→ um(R, θ) (2|m| est le nombre de changements de signes angulaires de
la partie réelle de θ 7→ um(R, θ)). On injecte (5.1) dans le problème (Pp), on obtient
des équations de Bessel et on trouve l’expression suivante, pour r > 0

wm(r) =



Jm(n0kr)
Jm(n0kR) r ≤ R

H(1)
m (kr)

H(1)
m (kR)

r > R

(5.2)

où Jm (respectivement H(1)
m ) est la fonction de Bessel (respectivement Hankel) de

première espèce d’ordre m. Ce problème est celui décrit à la section 3.3.1 page 79
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du chapitre 3. Les résonances k sont obtenues comme solutions de l’équation modale
suivante

np0 J′m(n0kR) H(1)
m (kR)− Jm(n0kR) H(1)

m

′(kR) = 0. (5.3)

Comme vu dans la section 3.3.1 page 79, pour chaque valeur de m l’équation mo-
dale (5.3) a un nombre dénombrable de solutions noté Res(Rp(m)). Cet ensemble
de solutions se partitionne en deux sous-ensembles : un ensemble fini composé de ré-
sonances extérieures, noté ResE(Rp(m)) ; un ensemble infini composé de résonances
internes, noté ResI(Rp(m)). Les résonances internes sont décrites par un entier j qui
correspond au nombre de changements de signe de la partie réelle du mode réson-
nant associé. Cet indice sera qualifié d’indice radial par la suite. On peut remarquer
qu’en raison des relations J−m = (−1)m Jm et H(1)

−m = (−1)m H(1)
m , les deux valeurs

±m pour m ≥ 1 donnent les mêmes résonances. Cela montre que les résonances
d’indice angulaire plus grand que 1 pour une cavité circulaire sont de multiplicité
au moins deux. On notera les résonances internes ResI(Rp(m)) = {kp;j(m) | j ∈ N}
avec la convention que m est positif de sorte que kp;j(m) désigne la résonance pour
m et −m.

Pour cette situation, on peut calculer des développements asymptotiques des ré-
sonances internes quand l’indice angulaire tend vers l’infini (m → +∞) et l’indice
radial j est fixé, en utilisant l’équation modale (5.3), voir [59, 85]. Ce régime corres-
pond aux modes de galerie. Le principe est le suivant. On considère pour l’ansatz que
les résonances ont un développement de la forme n0kR = m+ k−1m

1
3 +∑

q≥0 kqm
q
3 .

On injecte cette heuristique dans l’équation modale (5.3), on utilise les développe-
ments asymptotiques uniformes quand m→ +∞ des fonctions de Bessel et Hankel,
voir la section 10.20 de [74], et on identifie les termes du même ordre. Les auteurs
de [59, 85] montrent le développement asymptotique suivant :

kp;j(m) = m

Rn0

1 + aj
2

( 2
m

) 2
3
− np0

2(n2
0 − 1) 1

2

( 2
m

)
+

3a2
j

40

( 2
m

) 4
3

− ajn
p
0(2n2p

0 − 3n2
0)

12(n2
0 − 1) 3

2

( 2
m

) 5
3

+O
(
m−2

)  (5.4)

où 0 < a0 < a1 < a2 < · · · sont les zéros de la fonction d’Airy miroir définie à
partir de la fonction d’Airy Ai par A(x) = Ai(−x) pour x ∈ R, voir la définition C.5
de l’annexe C. Cette approche est spécifique aux cavités circulaires d’indice optique
n constant et le nombre de termes dans le développement (5.4) est limité par les
développements asymptotiques uniformes quand m → +∞ des fonctions de Bessel
et de Hankel disponibles dans la littérature.

À l’inverse, l’approche que nous allons développer dans cette partie du manus-
crit permettra d’obtenir des développements asymptotiques dans des situations plus
générales et on retrouvera les développements asymptotiques de l’exemple de réfé-
rence sans utiliser les développements asymptotiques des fonctions de Bessel. Par
exemple, nous établirons section 6.6.1.2 page 167 le développement asymptotique à
onze termes pour le disque d’indice constant.
Remarque 5.1. L’approche employée par [59, 85] pour calculer le développement
asymptotique (5.4) peut être généralisée aux cavités elliptiques d’indice optique n
constant à l’aide des fonctions de Mathieu. On pourra consulter par exemple [3]
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où sont calculés des développements asymptotiques des résonances pour le Lapla-
cien Dirichlet à l’extérieur d’une ellipse et [4] où sont calculés des développements
asymptotiques des valeurs propres pour le Laplacien Dirichlet dans une ellipse.

Sur la figure 5.1, on a représenté graphiquement les parties réelles des modes
résonnants pour les modes TM (p = +1) sur un disque de rayon R = 1 et d’indice
optique n0 = 5. On observe les caractéristiques suivantes.

I Les résonances obtenues en résolvant l’équation modale (5.3) ont une partie
imaginaire négative qui tend vers zéro rapidement (exponentiellement vite)
quand m → +∞. On remarque que pour les valeurs calculées, les parties
imaginaires peuvent être positive pour m ≥ 20. Cela est dû à la saturation de
l’arithmétique à double précision.

I Les modes u(r, θ) = wm(r)eimθ donnés par (5.2) où k est solution de l’équa-
tion modale (5.3) se concentrent sur l’interface Γ entre le disque et le milieu
extérieur. C’est la caractéristique principale d’un mode de galerie (Whispering
Gallery Mode).

Par ailleurs, on observe sur le développement asymptotique (5.4) que tous les termes
du développement asymptotique (5.4) sont réels et en puissance positive de m− 1

3 .
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1.509502− i 10−4.87 2.664650− i 10−9.80 4.862329− i 10−16.2 9.114683− i 10−15.7

1.506391
∥∥ 1.509518 2.663069

∥∥ 2.664643 4.861607
∥∥ 4.862328 9.114369

∥∥ 9.114683

2.200034− i 10−3.55 3.440073− i 10−7.81 5.759995 + i 10−15.9 10.18069− i 10−15.4

2.196259
∥∥ 2.199668 3.437575

∥∥ 3.439979 5.758810
∥∥ 5.759983 10.18018

∥∥ 10.18069

2.855994− i 10−2.74 4.151315− i 10−6.40 6.557073− i 10−15.3 11.10331− i 10−15.4

2.861837
∥∥ 2.854048 4.151657

∥∥ 4.150946 6.556843
∥∥ 6.557025 11.10317

∥∥ 11.10331

Figure 5.1 – Représentations graphiques des parties réelles de u(r, θ) = wm(r)eimθ,
avec p = +1, dans un disque de rayon R = 1 et d’indice optique n0 = 5. De
gauche à droite les valeurs de m sont 5, 10, 20 et 40. De haut en bas les valeurs
de j sont 0, 1 et 2. Sous chaque figure, on donne la résonance complexe calculée en
résolvant l’équation modale (5.3). Sur la deuxième ligne, on donne la valeur réelle
de l’asymptotique à cinq termes (5.4) et, séparé par ‖, notre asymptotique à douze
termes de la section 6.6.1.2 page 167.
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5.2 Notion de famille de quasi-résonances
Cadre de l’étude. On commence par rappeler les hypothèses et le cadre d’étude
du problème (Pp).

Hypothèse 5.2.

I On considère un ouvert Ω ⊂ R2 borné, de bord Γ = ∂Ω lisse, qui représente la
cavité.

I L’indice optique de la cavité, noté n, est une fonction de la position définie
par morceaux. Dans la cavité Ω, on a n ∈ C∞(Ω) et n > 1. L’extérieur de la
cavité R2 \Ω, on a n ≡ 1. À noter que la fonction n possède un saut à travers
le bord Γ.

On introduit les espaces fonctionnels suivants :

H2(R2,Γ) = H2(Ω)⊕ H2(R2 \ Ω)

et la version locale

H2
loc(R2,Γ) =

{
u ∈ L2

loc(R2) | ∀χ ∈ C∞c (R2), χu ∈ H2(R2,Γ)
}
.

On rappelle que le paramètre p ∈ {±1} effectue une sélection entre les modes TE
et TM : p = +1 pour les modes TM et p = −1 pour les modes TE. Chercher les
résonances de l’opérateur P := −n−p−1 div (np−1∇) revient à trouver les couples
(k, u) ∈ C× H2

loc(R2,Γ) avec u non nulle, tels que

(Pp)


− div (np−1∇u)− k2 np+1 u = 0 dans R2 \ Γ

[u]Γ = 0 à travers Γ

[np−1∂νu]Γ = 0 à travers Γ

(5.5a)

où ∂ν fait référence à la dérivée normale relativement à ν : Γ → S1, la normale
unitaire sortante par rapport à Ω. On a la condition d’onde sortante suivante : pour
tout r > supx∈Ω |x| et θ ∈ R/2πZ, il existe (cm)m∈Z ∈ `2(Z,C) tel que

u(r, θ) =
∑
m∈Z

cm H(1)
m (kr)eimθ. (5.5b)

Les solutions du système (5.5) sont bien définies par la théorie du black box scattering
rappelée dans l’annexe B. Étant donné un couple (k, u) solution, k est appelée une
résonance et u un mode résonnant associé à k. L’ensemble des résonances est noté
Res(Pp).

Familles de quasi-résonances. On définit la notion de quasi-résonances qui sont
des solutions « approchées » du problème (Pp) quand m→ +∞.

Définition 5.3. Soit p ∈ {±1}. Une famille de quasi-résonances Kp et de quasi-
modes associés Up pour le problème (Pp) défini en (5.5) est formée d’une suite
Kp = (k(m))m≥1 de nombres réels et d’une suite Up = (u(m))m≥1 de fonctions
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à valeurs complexes 1 qui satisfont les conditions suivantes. Il existe m0 > 0 tel
que pour chaque entier m ≥ m0, le couple (k(m), u(m)) est une quasi-solution
pour le problème (Pp) avec une erreur ayant un comportement en O (m−∞) quand
m→ +∞. Plus précisément, cela signifie que :

1. Pour tout entier m ≥ m0, la fonction u(m) appartient au domaine de l’opéra-
teur P ,

u(m) ∈ H2(R2,Γ), [u(m)]Γ = 0,
[
np−1 ∂νu(m)

]
Γ

= 0

et est normalisée ‖u(m)‖L2(R2) = 1.

2. On a l’estimation suivante sur (k(m), u(m)) quand m→ +∞,∥∥∥− div
(
np−1∇u(m)

)
− k(m)2 np+1 u(m)

∥∥∥
L2(R2)

= O
(
m−∞

)
(5.6)

où O (m−∞) désigne une quantité majorée par CN m−N pour tout N ∈ N, où
les constantes CN sont indépendantes de m.

3. Localisation uniforme de u : il existe une fonction X ∈ C∞c (R2), 0 ≤ X ≤ 1,
telle que

‖Xu(m)‖L2(R2) ≥
1
2 et (5.6) vrai avec Xu(m).

4. k(m) est lisse par rapport à m : il existe β > 0 et une fonction lisse K ∈
C∞([0, 1]) tels que K(0) > 0 et

k(m) = mK
(
m−β

)
∀m ≥ 1. (5.7)

Si n’importe quelle fonction à support compact qui est constante égale à 1 dans un
voisinage de Γ peut-être prise pour la fonction X, on dit que la famille Kp est une
famille de quasi-résonances de type mode de galerie.

Remarque 5.4. En faisant un développement de Taylor de la fonction K en 0, l’équa-
tion (5.7) donne l’existence de coefficients Kq pour q ∈ N et d’une constante CN tels
que

∀N ∈ N,

∣∣∣∣∣∣k(m)
m
−

N∑
q=0

Kqm
−qβ

∣∣∣∣∣∣ ≤ CNm
−(N+1)β (5.8)

où Kq = K(q)(0)
q! pour tout q ∈ N. On peut noter que le développement asymptotique

(5.4) satisfait cette estimation avec β = 1
3 et N ≤ 5.

Remarque 5.5. Les quasi-résonances k(m) et les quasi-modes associés u(m) sont
également des quasi-solutions pour des problèmes auto-adjoints. Des exemples de
tels problèmes sont :

1. Il serait plus naturel de prendre ces fonctions à valeurs réelles mais dans la suite les construc-
tions seront plus simple techniquement avec des fonctions à valeurs complexes. Une fois les quasi-
modes construits, on peut toujours les remplacer par leurs parties réelles.
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• Soit RΩ > 0 tel que Ω b [−RΩ, RΩ]2, on considère le problème (Pp) posé sur
le tore (R/RΩZ)2 avec des conditions de bord périodiques.

• Soit un ouvert U borné tel que Ω b U , on considère le problème (Pp) posé sur
U avec des conditions de Dirichlet ou Neumann homogènes au bord.

Pour ces problèmes les k(m) sont des quasi-valeurs propres ce qui est cohérent avec
le fait qu’ils sont réels. Dans le chapitre 10, le lien entre les résonances complexes
du problème (5.5) et les quasi-résonances est fait en utilisant les résultats généraux
démontrés dans [94, 91]. On verra que l’on pourra déduire l’existence de résonances
à une distance O (m−∞) des quasis-résonances.
Remarque 5.6. L’estimation (5.6) est une borne inférieure sur la résolvante R(λ) =
(P − λ)−1 de l’opérateur Pque l’on pourra avec la section 6 de [66]. En effet l’esti-
mation (5.6) montre l’estimation suivante sur la norme d’opérateur de la résolvante
‖R(λ)‖, pour tout N ∈ N, on a∥∥∥R (k(m)2

)∥∥∥ ≥ CmN ∀m ≥ 1

où C > 0 est une constant indépendante de m.
Remarque 5.7. Signalons que cette définition des quasi-résonances est similaire à
celle de S.-H. Tang et M. Zworski dans [94] et à celle de P. Stefanov dans [91]. Nous
y avons ajouté la notion de localisation uniforme et une hypothèse de régularité des
quasi-résonances en fonction du paramètre semi-classique m.

Dans la suite de cette partie, nous allons construire des familles de quasi-résonan-
ces Kp,j et leur quasi-modes associés Up;j où p = ±1 et j est un entier positif qui
correspond à l’indice radial dans le cas du disque. On commencera par le cas d’un
indice optique variant radialement dans une cavité circulaire Ω dans le chapitre 6.
Puis on traitera le cas d’une cavité Ω de forme générale avec un indice optique lisse
sous des hypothèses de convexité effective dans le chapitre 8. Dans le chapitre 10,
on utilisera les résultats généraux de [94, 91] pour établir le lien entre les quasi-
résonances et les résonances. Par ailleurs, dans les chapitres 7 et 9, on compare
numériquement les résonances aux quasi-résonances sur des exemples particuliers
de cavités.

On revient sur la remarque 5.5 à propos du fait qu’il est naturel que les quasi-
résonances soient réelles car on peut les voir comme des quasi-valeurs-propres d’opé-
rateur auto-adjoint. Si on enlève de la définition 5.3 que les quasi-résonances sont
réelles, on peut montrer qu’elles sont réelles à un O (m−∞) près.

Lemme 5.8. Soit (km)m≥1 une famille de quasi-résonances du problème (Pp) que
l’on ne suppose plus réelles à priori, alors il existe une famille de quasi-résonances
(k̃m)m≥1 réelles telle que

km = k̃m +O
(
m−∞

)
.

Démonstration. On commence par montrer que Im(km) = O (m−∞). Soit (um)m≥1
une famille de quasi-résonances associée à la famille (km)m≥1, on pose

R(m) = − div
(
np−1∇um

)
− k2

m n
p+1 um.
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D’après la définition 5.3, cette quantité a la propriété suivante :

mN ‖R(m)‖L2(R2) → 0, ∀N ∈ N.

On utilise le lemme B.12 avec le triplet km, um et R(m) et le triplet km, um et R(m).
On obtient

Im
(
k2
n

) ∫
R2
|um|

2 np+1 dx = Im
∫
R2
umR(m).

Par définition de R(m) et comme um est un quasi-mode, par l’inégalité de Cauchy-
Schwarz on a ∣∣∣∣∫

R2
umR(m)

∣∣∣∣ ≤ ‖R(m)‖L2(R2) = O
(
m−∞

)
.

Par définition de n, on a ∫
R2
|um|

2 np+1 dx ≥ min
R2

np+1 > 0.

On obtient donc

Im
(
k2
m

)
= O

(
m−∞

)
donc

2 Re (km) Im (km) = O
(
m−∞

)
(5.9)

D’après la définition 5.3 des quasi-résonance, on a qu’il existe K ∈ C∞([0, 1]) et
β > 0 tel que K(0) > 0 et km = mK

(
m−β

)
. On note λq = K(q)

p;j(0)
q! pour tout q ∈ N.

Pour tout Q ∈ N, par la formule de Taylor, on a

km = m
Q∑
q=0

λqm
−βq +O

(
m−β(N+1)

)
.

Soit ` le premier entier tel que Im(λ`) 6= 0 alors on a Im (km) ∼ Im(λ`)m−β`, ainsi la
relation (5.9) implique Im(λ`) = 0. Ce qui est absurde donc pour tout q ∈ N, on a
λq ∈ R. D’après le lemme C.11 page 255, il existe K̃ ∈ C∞([0, 1]) à valeurs réelles tel
que K̃

(
m−β

)
−K

(
m−β

)
= O (m−∞). On pose k̃m = mK̃

(
m−β

)
, la famille de quasi-

résonance k̃m est réelle. De plus, les quasi-modes associés aux k̃m sont les mêmes
que ceux associés aux km.

Dans les chapitres suivants on utilisera la transformation du problème (Pp) par
une homothétie. Pour le lemme suivant on note Pp = Pp(Ω, n) pour expliciter la
dépendance du problème par rapport à la cavité Ω et l’indice optique n.

Lemme 5.9. Soit α > 0, on a l’équivalence suivante : (k, u) est solution du problème
(Pp(Ω, n)) si, et seulement si, (α−1k, uα) est solution de (Pp(α−1Ω, nα)) où pour w
une fonction de R2 dans C on note wα : x 7→ w(αx).
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Démonstration. Soit (k, u) une solution de (Pp(Ω, n)). On fait le changement de
variable x = αy qui correspond à l’homothétie de rapport α. Ce changement de
variable implique les relations ∇x = α−1∇y et divx = α−1 divy. Avec ces relations,
l’équation

− divx
(
np−1∇xu

)
= k2np+1u pour x ∈ R2 \ ∂Ω

devient

− divy
(
np−1
α ∇yuα

)
= (αk)2np+1

α uα pour y ∈ R2 \ ∂
(
α−1Ω

)
.

Les conditions de transmissions [u]∂Ω = 0 et [np−1 ν · ∇xu]∂Ω = 0 deviennent les
conditions [uα]∂(α−1Ω) = 0 et [np−1 να · ∇yuα]∂(α−1Ω) = 0. La condition radiation
sortante

u(x) =
∑
m∈Z

cm H(1)
m (k|x|) eim arg(x) pour |x| > sup

x∈Ω
|x|,

sachant |x| = α|y| et arg(x) = arg(y), devient

uα(y) =
∑
m∈Z

cm H(1)
m (αk|y|) eim arg(y) pour |y| > sup

y∈α−1Ω
|y|.

Donc le couple (αk, uα) est solution de (Pp(α−1Ω, nα)). Pour la réciproque, on fait
le même raisonnement en considérant le changement de variable y = α−1x.
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Chapitre 6

Le cas invariant par rotation
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Dans ce chapitre, on construit des quasi-résonances dans le cas où les données
du problème (Pp) défini en (1.5) page 5 sont invariantes par rotation. Dans ce cas,
on peut réduire le problème (Pp) à un problème unidimensionnel en la variable
radiale grâce à la décomposition de Fourier. Trois principaux cas sont envisagés : le
demi-puits triangulaire, le demi-puits quadratique et le puits quadratique interne.

6.1 Une famille de problèmes 1D
Dans ce chapitre on suppose que le problème (Pp), défini en (5.5) page 120, est

invariant par rotation, c’est-à-dire que Ω est un disque de rayon R et que l’indice
optique n dans la cavité ne varie que dans la direction radiale. Sans perte de gé-
néralité, on prend R = 1 dans la suite, les formules avec R 6= 1 qui s’en déduisent
seront énoncées à la section 6.6. Comme dans la section 5.1, étant donnée une so-
lution (k, u) du problème (Pp), on peut décomposer u selon ses modes de Fourier :
u(r, θ) = ∑

m∈Zwm(r)eimθ. On obtient sans difficulté que (k, (r, θ) 7→ wm(r)eimθ) est
une solution du problème (Pp). Par ailleurs, on établit sans peine que (k, wn) est
solution du problème suivant : trouver (k, w) ∈ C × H2

loc(]0,+∞[, {1}, r dr) avec w
non nul tel que

(Rp(m))



−1
r

(
r np−1 w′

)′
+m2n

p−1

r2 w − k2 np+1 w = 0 dans R∗+ \ {1}

[w]{1} = 0 à travers {1}

[np−1w′]{1} = 0 à travers {1}

w′(0) = 0 si m = 0

w(r) ∝ H(1)
m (k r) ∀r > 1

. (6.1)

Ainsi, en résolvant le problème (6.1) dépendant du paramètre m ∈ Z on obtiendra
toutes les solutions du problème (5.5). La notation ∝ signifie « égal à une constante
multiplicative près ». La condition limite en 0 n’est nécessaire que quand m = 0 car,
pour m 6= 0 la singularité m2

r2 dans l’équation différentielle implique une condition
de Dirichlet en 0. La dernière condition est la condition de rayonnement à l’infini.
Avec cette condition, on a Im(k) < 0. Contrairement au cas où l’indice optique
dans la cavité est constant, le problème (Rp(m)) n’admet pas en général de solution
explicite. Toutefois, quand m est grand, ce qui correspond à la situation des modes
de galerie, nous pouvons caractériser le comportement des résonances et des modes
associés sous forme de développements asymptotiques. C’est l’objet de ce chapitre.

Notons que l’équation différentielle du problème (Rp(m)) peut se réécrire :

−w′′ −
(

1
r

+ (p− 1)n
′

n

)
w′ −

(
k2 n2 − m2

r2

)
w = 0. (6.2)

6.2 Interprétation en terme de potentiel
Pour obtenir nos développements asymptotiques, nous allons ré-interpréter le

problème (Rp(m)) comme un problème de type Schrödinger. Tout d’abord, on peut
penser que k aura le même terme dominant que dans le cas d’un disque variant
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radialement que dans le cas d’un disque d’indice constant. D’après (5.4), cela nous
conduit à introduire l’ansatz suivant pour les résonances :

k2 = m2 1 + λ

R2
0n

2
0

(6.3)

pour un certain R0 ∈]0, 1] où on a noté n0 = n(R0). On s’autorise à prendre des
R0 différents de 1 car, selon les propriétés de l’indice optique, on ne localisera pas
toujours au bord du disque. On est intéressé par le comportement des solutions du
problème (Rp(m)) défini en (6.1) quand m est grand. En substituant l’ansatz 6.3
dans l’équation différentielle du problème (Rp(m)), on obtient

−m−2 R2
0 n

2
0

rnp+1(r)
(
r np−1(r)w′

)′
+
(
R2

0 n
2
0

r2n2(r) − 1
)
w = λw (6.4)

où m−2 est vu comme un petit paramètre. En désignant par L l’opérateur défini par

L = R2
0 n

2
0

rnp+1(r)∂r
(
r np−1(r) ∂r

)
= R2

0 n
2
0

n2

[
∂2
rr +

(
1
r

+ (p− 1)n
′

n

)
∂r

]

et par V la fonction

V (r) = R2
0 n

2
0

r2n(r)2 − 1,

l’équation (6.4) se ré-écrit

−m−2 Lw + V w = λw. (6.5)

On reconnaît dans (6.5) un problème de résonances pour un opérateur de type
Schrödinger. L’opérateur L est auto-adjoint sur L2(R∗+, np+1(r)r dr), ce qui s’établit
sans difficulté. Ce qui est important qualitativement dans l’étude des résonances
pour l’équation de Schrödinger, c’est la forme du potentiel aux minima locaux, voir
[44]. On pose

W (r) = 1
r2n(r)2 ,

de sorte que V = R2
0 n

2
0W − 1 et W possède les mêmes minima locaux, aux mêmes

ordres, que V . Pour r ∈]0, 1], on a

W ′(r) = −2
r2n(r)2

[
1
r

+ n′(r)
n(r)

]
.

C’est la forme de W qui va classifier où se localisent les résonances. Si W ′(R0) = 0,
la quantité importante sera la dérivée seconde W ′′(R0) qui vaut

W ′′(R0) = 2
R2

0 n
2
0

[
2
R2

0
− n′′(R0)

n(R0)

]
.
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On définit

κ̆ = 1 + n′(1)
n(1) où n(1) = lim

r→1−
n(r) et n′(1) = lim

r→1−
n′(r).

On verra que c’est le signe de la quantité κ̆ qui distingue les différents comporte-
ments de localisation des modes résonnants. La fonction W est continue sur ]0, 1] et
limr→0+ W (r) = +∞ car la fonction n est continue sur [0, 1]. La fonction W admet
donc des minima locaux sur ]0, 1]. Le comportement de W sur [1,+∞[ est simple :
W est strictement décroissant et limr→+∞W (r) = 0.

Exemple 6.1. Afin de visualiser les différentes situations caractéristiques pour le
potentielW , on considère une fonction n sous la forme d’un polynôme de degré deux
ayant pour expression

n(r) = nb

(
1 + 1− κ̆

2 (1− r2)
)

avec nb > 1 et κ̆ ∈ R des réels. Le choix de cette forme pour n a été fait de sorte
d’avoir pour n une fonction polynomiale simple vérifiant n′(0) = 0 et n(1) = nb, et
telle que la fonction (r, θ) 7→ n(r) soit une fonction lisse sur le disque unité fermé.
Sur la figure 6.1, on a les représentations graphiques des fonctions n pour différentes
valeurs du paramètre κ̆.

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
r

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

̆κ= − 1
2

̆κ=0
̆κ= ̆ 1

2

Figure 6.1 – Graphes des fonctions n pour nb = 5 et κ̆ =
{
−1

2 , 0,
1
2

}
Sur la colonne de gauche de la figure 6.2, on a représenté les graphes des modes

résonnants wp;j(m) associés aux résonances kp;j(m) pour p = +1, j = 0 et m ∈
{32, 64, 128, 256}. On montre que quelles que soient les valeurs de κ̆, les modes
résonnants semblent se localiser autour d’un point correspondant soit au bord du
disque, soit à un point intérieur, mais on obtient des comportements qualitatifs qui
dépendent du signe de κ̆. La première chose que l’on voit c’est que pour κ̆ ≥ 0 les
modes semblent se localiser à la frontière du disque (r = 1) mais que pour κ̆ < 0
les modes semblent se localiser à l’intérieur. La différence entre κ̆ = 0 et κ̆ > 0
se voit peu sur les représentations graphiques mais si on regarde à quel vitesse se
rapprochent du bord les maxima, on obtient que pour κ̆ > 0 ils se rapprochent en
m−

2
3 alors que pour κ̆ = 0 ils se rapprochent en m− 1

2 .
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Sur la colonne de droite de la figure 6.2, on a représenté les allures des fonctions
W associées aux différentes valeurs de κ̆. On voit qu’en fonction du paramètre κ̆,
on aura deux types de comportements différents : si κ̆ ≥ 0, les résonances vont
se localiser au bord du disque car r = 1 est un minimum local de W . Si κ̆ < 0,
elles vont se localiser à l’intérieur car W possède un minium local en r = R0 < 1
ce qui correspond à une configuration appelée puits quadratique interne. On peux
également voir que dans le cas κ̆ ≥ 0, il y a deux sous-cas : si W ′(1−) 6= 0, on a
un demi-puits triangulaire et si W ′(1−) = 0, on a un demi-puits quadratique (sous
réserve queW ′′(1−) 6= 0 sinon on aura un demi puits d’ordre supérieur). Ceci permet
de comprendre la localisation à vitesse m− 2

3 pour le demi puits triangulaire et m− 1
2

pour le demi puits quadratique.

Afin d’avoir un traitement unifié des trois cas et construire des quasi-modes
associés à ces différentes localisations. Pour cela on localise l’équation différentielle
du problème (Rp(m)) défini en (6.1) en r0 avec le changement de variable ξ = r−R0
et on introduit la notation n = n(ξ) pour la fonction d’indice optique ξ 7→ n(R0 +ξ).
On considère le développement formel suivant pour n :

n(ξ) =
∑
`≥0

n`
`! ξ

` où n` = n(`)(0).

On pose Λ = m−2 r2
0 n

2
0 kp;j(m)2. À partir de maintenant les indices p et j sont

fixés et ne seront plus explicitement mentionnés. Pour calculer un développement
asymptotique des résonances du problème (Rp(m)) défini en (6.1), on va construire
un quasi-mode du problème (Rloc

p;R0(m)) qui est le problème (Rp(m)) où on a fait le
changement de variable r = R0 + ξ. Il a la forme suivante :

(Rloc
p;R0(m))



−m−2
[
w′′ +

(
1

r0 + ξ
+ (p− 1)n

′

n

)
w′
]

+ 1
(R0 + ξ)2w = n2

R2
0n

2
0
Λw

[w]{0} = 0

[np−1w′]{0} = 0

w(r) ∝ H(1)
m

(
m
√

Λ
R0n0

(R0 + ξ)
)

(6.6)

où l’équation différentielle est valable dans ] − R0, 0[∪ ]0,+∞[, les conditions de
transmissions sont à travers {0} et la conditions d’onde sortante est valide pour
ξ > 0. On a enlevé la condition de limite en 0 car on s’intéresse des asymptotiques
quand m→ +∞.
Remarque 6.2. Dans ce chapitre, on a détaillé trois cas pour lesquels on peut calculer
des développements asymptotiques. Il y a d’autres cas où cela est encore possible :
pour des puits d’ordre plus élevé, des puits plats ou encore dans le cas invariant par
rotation pour l’équation de Helmholtz en dimension quelconque voir l’annexe E.
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R r
0

|w
j(m
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)|
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m=64
m=128
m=256

(a) κ̆ = +1
2

R

0

(b) κ̆ > 0

R r
0

|w
j(m

;r
)|

m=32
m=64
m=128
m=256

(c) κ̆ = 0
R

0

(d) κ̆ = 0

R r
0
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;r
)|
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m=256

(e) κ̆ = −1
2

R

0

(f) κ̆ < 0

Figure 6.2 – Sur la colonne de gauche, graphes des modes résonnants wp;j(m) pour
p = +1, j = 0 et m ∈ {32, 64, 128, 256}. La fonction n a pour paramètres nb = 5 et
κ̆ =

{
−1

2 , 0,
1
2

}
. Sur la colonne de droite, allure des fonctions W pour κ̆ > 0, κ̆ = 0

et κ̆ < 0.
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6.3 Résonances à modes de galeries : demi-puits
triangulaire

6.3.1 Le résultat
On commence par le cas où κ̆ = 1+ n′(1)

n(1) > 0. Dans ce cas, on a un minimum local
du potentiel en r = 1, donc on prend R0 = 1. Le cas du disque d’indice constant
[59, 85] est un cas particulier du cas envisagé dans cette partie car κ̆ = 1 si n est
constant. Dans l’article [50], les auteurs considèrent ce cas pour une cavité sphérique
en dimension 3.

Théorème 6.3. Pour p ∈ {±1} fixé, il existe des familles de quasi-résonances
(kp;j(m))m≥1 et de quasi-modes associés (up;j(m))m≥1, indexées par j ∈ N, au sens
de la définition 5.3 avec β = 1

3 telles que l’on ait, pour tout r ∈ R+ et θ ∈ R/2πZ

kp;j(m) = mKp;j
(
m−

1
3
)

up;j(m; r, θ) = C χ(r − 1) eimθ

 Φp;j
(
m−

1
3 ;m 2

3 (r − 1)
)

si r ≤ 1

Ψp;j
(
m−

1
3 ;m(r − 1)

)
si r > 1

où Kp;j ∈ C∞b ([0, 1]), Φp;j ∈ C∞b ([0, 1]× R−), Ψp;j ∈ C∞b ([0, 1]× R+), C > 0 est une
constante de normalisation et χ ∈ C∞c (]− 1,+∞[) est telle que supp(χ) ⊂ [−δ, δ] et
χ ≡ 1 sur

[
− δ

2 ,
δ
2

]
pour δ ∈]0, 1[.

6.3.2 Démonstration du résultat
Notation. On introduit les notations suivantes

h = 2
m

et κ̆ = 1 + n1

n0

où n0 = n(1) et n1 = n′(1).

On fait une mise à l’échelle différente selon que ξ est négatif ou positif. On pose

σ = h−
2
3 ξ pour ξ < 0 et ρ = h−1ξ pour ξ > 0.

On fait l’hypothèse que la solution w du problème (Rloc
p,1(m)) défini en (6.6) à la

forme suivante :

w(ξ) =
{
ϕ(σ) ξ < 0
ψ(ρ) ξ > 0

et que ϕ, ψ et Λ ont des développements formels de la forme

ϕ(σ) =
∑
q≥0

ϕq(σ)h
q
3 , ψ(ρ) =

∑
q≥0

ψq(ρ)h
q
3 , Λ =

∑
q≥−2

Λqh
q+2

3 . (6.7)
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On déduit du problème (Rloc
p;1(m)) défini en (6.6), le problème mis à l’échelle suivant :

(Rscal
h )



−h 2
3ϕ′′ − h 4

3

(
1

1+h
2
3 σ

+ (p− 1)n′
n

)
ϕ′ + 4

(1+h
2
3 σ)2

ϕ = 4n2

n2
0

Λϕ dans R∗−
−ψ′′ − h

1+hρψ
′ + 4

(1+hρ)2ψ = 4
n2

0
Λψ dans R∗+

ϕ(0) = ψ(0)

np−1
0 h

1
3ϕ′(0) = ψ′(0)

ϕ exponetiellement décroissante en −∞

ψ exponetiellement décroissante en +∞

.

(6.8)

On remplace la condition de bord en −R0h
− 2

3 = −h− 2
3 et la condition d’onde sor-

tante par deux conditions de décroissance exponentielle en ±∞. Ce changement
nous permettra à la fin de cette section de localiser en 0 nos quasi-modes construits.
Remarque 6.4. Le développement formel de n dans la variable mise à l’échelle σ est

n(σh 2
3 ) =

∑
`≥0

n`
`! σ

`h
2`
3

et celui de sa dérivée n′ est

n′(σh 2
3 ) =

∑
`≥0

n`+1

`! σ`h
2`
3 .

Notons que ces développements sont en puissance de h 2
3 et donc n2 et 1

n
ont un

développement formel en puissance de h 2
3 .

Le principe de la construction est de remplacer Λ, ϕ, ψ et n par leurs déve-
loppements formels dans (Rscal

h ) défini en (6.8) et d’identifier les termes de même
puissance de h, générant ainsi une suite de systèmes différentiels pour Λq, ϕq et ψq
dépendant des coefficients nq. On commence la construction par lemme suivant.

Lemme 6.5. On a

Λ−2 = 1 et Λ−1 = 0.

Démonstration. On considère les termes en puissance de h0 issus de l’équation dif-
férentielle en ϕ de (Rscal

h ) défini en (6.8). On trouve ϕ0(σ) = Λ−2ϕ0(σ) pour tout
σ ∈ R−. Si on suppose que Λ−2 6= 1 alors ϕ0 est identiquement nulle. On consi-
dère la puissance de h suivante. On trouve ϕ1(σ) = Λ−2ϕ1(σ) sur h 1

3 . Là encore si
Λ−2 6= 1 alors ϕ1 est identiquement nulle. On poursuit ainsi de suite et on établit
que si Λ−2 6= 1 la fonction ϕ est identiquement nulle. Donc nécessairement Λ−2 = 1.

Sachant Λ−2 = 1, on considère à nouveau le terme en puissance h 1
3 . On trouve

0 = Λ−1ϕ0(σ) pour tout σ ∈ R−. Le même raisonnement que précédemment indique
que si on ne veut pas que ϕ soit identiquement nulle, on doit avoir Λ−1 = 0.

On déduit du lemme 6.5 que Λ = 1 + h
2
3
∑
q≥0 Λqh

q
3 . Pour simplifier les écritures

dans la suite, on introduit la notation λ = h−
2
3 (Λ − 1) et le développement formel

λ = ∑
q≥0 λqh

q
3 . Remarquons que l’on a λq = Λq pour tout q ∈ N. La construction

se poursuit par le lemme suivant. On rappelle que κ̆ = 1 + n1
n0
> 0.
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Lemme 6.6. Pour j ∈ N, σ ∈ R− et ρ ∈ R+, on a

λ0 = ajκ̆
2
3 ,

ϕ0(σ) = A
(
aj + 2κ̆ 1

3σ
)
,

ψ0(ρ) = 0.

Démonstration. Dans le problème (Rscal
h ) défini en (6.8) où on a substitué Λ, ϕ et

ψ par leurs développements formels (6.7), on prend les premiers termes non nuls
devant les puissances de h 1

3 . On obtient

(Rscal
h,0 )



−ϕ′′0(σ)− 8κ̆σϕ0(σ) = 4λ0ϕ0(σ) σ ∈ R∗− (ordre h 2
3 )

−ψ′′0(ρ) + 4
(
1− 1

n2
0

)
ψ0(ρ) = 0 ρ ∈ R∗+ (ordre h0)

ϕ0(0) = ψ0(0) (ordre h0)

ψ′0(0) = 0 (ordre h0)

ϕ0 exponentiellement décroissante en −∞ (ordre h0)

ψ0 exponentiellement décroissante en +∞ (ordre h0)

.

On commence par résoudre l’équation sur ψ0, qui est une équation différentielle
linéaire du second ordre à coefficients constants. On obtient

ψ0(ρ) = αe−
2ρ
n0

√
n2

0−1 + βe
2ρ
n0

√
n2

0−1

où α et β sont des constantes. Comme ψ0 est exponentiellement décroissante en
+∞, on a nécessairement β = 0. La condition ψ′0(0) = 0 implique quand à elle que
α = 0. La fonction ψ0 est donc identiquement nulle. On s’intéresse ensuite à ϕ0. Le
couple (λ0, ϕ0) est solution du problème aux valeurs propres suivant : −ϕ

′′
0 − 8κ̆ σϕ0 = 4λ0 ϕ0 dans R∗−

ϕ0(0) = 0
.

On fait le changement de variable x = 2κ̆ 1
3σ pour se ramener au même problème

spectral que celui du lemme C.6 page 251. On en déduit que

κ̆−
2
3λ0 = aj et ϕ0(σ) = αA(aj + x)

où α est une constante. Ceci donne λ0 = aj κ̆
2
3 et ϕ0(σ) = αA

(
aj + 2κ̆ 1

3σ
)
où

la famille (aj)j∈N est l’ensemble des zéros de la fonction de Airy A, voir C.5 page
251. Notons que ϕ0 est bien exponentiellement décroissante en −∞ donc, d’après le
lemme C.3 page 251, on peut prendre n’importe quelle valeur non nulle pour α. On
prend α = 1.

Le lemme suivant décrit la structure des problèmes permettant de calculer les
différents termes des développements asymptotiques de λ, ϕ et ψ.
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Lemme 6.7. La suite de problèmes (Rscal
h,q ) pour q ≥ 1 a la forme suivante

(Rscal
h,q )



−ϕ′′q(σ)− (8κ̆σ + 4λ0)ϕq(σ) = 4λqϕ0(σ) + Sϕq (σ) σ ∈ R− (ordre h q+2
3 )

−ψ′′q (ρ) + 4
(
1− 1

n2
0

)
ψq(ρ) = Sψq (ρ) ρ ∈ R+ (ordre h q3 )

ϕq(0) = ψq(0) (ordre h q3 )

ψ′q(0) = np−1
0 ϕ′q−1(0) (ordre h q3 )

ϕq exponentiellement décroissante en −∞ (ordre h q3 )

ψq exponentiellement décroissante en +∞ (ordre h q3 )

où les fonctions Sϕq et Sψq sont explicitées dans la démonstration aux relations (6.9)
et (6.10), et dépendent de (λ`)q−1

`=0 , (ϕ`)q−1
`=0 , (ψ`)q−1

`=0 et de (n`)q+2
`=0 .

Notation. Soit S = ∑
`≥0 s`h

`
3 une série formelle. On utilise la notation

[
h
q
3
]

(S) =
sq pour indiquer que l’on extrait le coefficient d’ordre h q3 .

Démonstration. On part des équations du problème (Rscal
h ) défini en (6.8) et on

considère les termes d’ordres h q+2
3 ou h

q
3 . Pour les conditions de décroissance ex-

ponentielle et les conditions de transmission, en prenant les termes d’ordre h q3 , on
obtient directement les résultats énoncés. Pour l’équation en ϕ, on considère les
termes d’ordre h q+2

3 :[
h
q+2

3
] (
h

2
3ϕ′′

)
= ϕ′′q ,

[
h
q+2

3
] (
h

4
3

(
1

1 + h
2
3σ

+ (p− 1)n
′

n

)
ϕ′
)

=
q−2∑
`=0

[
h
q−2−`

3
] ( 1

1 + h
2
3σ

+ (p− 1)n
′

n

)
ϕ′`,

[
h
q+2

3
] 4ϕ(

1 + h
2
3σ
)2

 = 4ϕq+2 − 8σϕq +
q−1∑
`=0

[
h
q+2−`

3
] 4(

1 + h
2
3σ
)2

ϕ`.
Pour le dernier terme de l’équation différentielle sur ϕ, on remarque qu’avec le lemme
6.5, on a Λ = 1 + h

2
3
∑
`≥0 λ`h

`
3 et donc

[
h
q+2

3
] (

4n
2

n2
0
Λϕ

)
= 4ϕq+2 + 8n1

n0
σϕq + 4

q−1∑
`=0

[
h
q+2−`

3
] (n2

n2
0

)
ϕ` + 4λqϕ0 + 4λ0ϕq

+ 4
[
h
q
3
] (n2

n2
0

)
λ0ϕ0 + 4

q−1∑
a,b,`=0

a+b+`=q−1

[
h
a
3
] (n2

n2
0

)
λbϕ`.

En posant

Sϕq = 4
q−1∑
`=0

[
h
q+2−`

3
]n2

n2
0
− 1(

1 + h
2
3σ
)2

ϕ` + 4
q−1∑

a,b,`=0
a+b+`=q−1

[
h
a
3
] (n2

n2
0

)
λbϕ`

+ 4
[
h
q
3
] (n2

n2
0

)
λ0ϕ0 +

q−2∑
`=0

[
h
q−2−`

3
] ( 1

1 + h
2
3σ

+ (p− 1)n
′

n

)
ϕ′`, (6.9)
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on obtient

−ϕ′′q(σ)− (8κ̆σ + 4λ0)ϕq(σ) = 4λqϕ0(σ) + Sϕq (σ).

De même pour l’équation sur ψ, en considérant les termes d’ordre h q3 , on obtient :[
h
q
3
]

(ψ′′) = ψ′′q ,

[
h
q
3
] ( h

1 + hρ
ψ′
)

=
q−3∑
`=0

[
h
q−3−`

3
] ( 1

1 + hρ

)
ψ′`,

[
h
q
3
] ( 4ψ

(1 + hρ)2

)
= 4ψq +

q−3∑
`=0

[
h
q−`

3
] ( 4

(1 + hρ)2

)
ψ`,

[
h
q
3
] (4Λ

n2
0
ψ

)
= 4
n2

0
ψq + 4

q−2∑
`=0

λq−2−`

n2
0

ψ`.

En posant

Sψq = 4
q−2∑
`=0

λq−2−`

n2
0

ψ` +
q−3∑
`=0

[
h
q−`

3
] ( 4

(1 + hρ)2

)
ψ` +

q−3∑
`=0

[
h
q−3−`

3
] ( 1

1 + hρ

)
ψ′`,

(6.10)

on obtient

−ψ′′q (ρ) + 4
(

1− 1
n2

0

)
ψq(ρ) = Sψq (ρ).

Lemme 6.8. Il existe une solution non nulle (λq)q∈N, (ϕq)q∈N et (ψq)q∈N aux sys-
tèmes (Rscal

h,q )q∈N définis au lemme 6.7. De plus, on a les expressions suivantes pour
q ∈ N

ϕq(σ) = Pϕ
q (σ) A

(
aj + 2κ̆ 1

3σ
)

+Qϕ
q (σ) A′

(
aj + 2κ̆ 1

3σ
)

∀σ ∈ R−

ψq(ρ) = Pψ
q (ρ) exp

(−2ρ
n0

√
n2

0 − 1
)

∀ρ ∈ R+

où Pϕ
q , Q

ϕ
q , P

ψ
q ∈ R2q [X].

Démonstration. On raisonne par récurrence sur q. Pour q = 0, le lemme 6.6 fournit
λ0, ϕ0 et ψ0. On a

Pϕ
0 = 1, Qϕ

0 = 0, Pψ
0 = 0,

qui sont des polynômes de R0 [X]. On prend q ≥ 1 et on suppose que l’on a construit
(λ`)0≤`≤q−1, (ϕ`)0≤`≤q−1 et (ψ`)0≤`≤q−1. On veut construire λq, ϕq et ψq. On va com-
mencer par résoudre l’équation en ψq. Grâce au lemme 6.7, on connaît la forme du
système (Rscal

h,q ) et la forme des termes sources. D’après l’hypothèse de récurrence, il
existe Eψ

q−1 ∈ Rq−1 [X] tel que

Sψq (ρ) = Eψ
q−1(ρ) exp

(−2ρ
n0

√
n2

0 − 1
)
.
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Le fait que le polynôme Eψ
q−1 soit de degré au plus q − 1 n’a rien d’évident mais

la relation (6.10), dans la démonstration du lemme 6.7, en donne une expression
précise. Pour la première somme dans (6.10), on voit que le degré maximal en ρ
est q − 2. Dans la deuxième somme dans (6.10), chaque terme a en ρ un degré
` + q−`

3 = 2`+q
3 pour 0 ≤ ` ≤ q − 3. Le degré maximal est q − 2. Pour la troisième

somme dans (6.10), chaque terme a en ρ un degré ` + q−3−`
3 = 2`+q−3

3 pour 0 ≤
` ≤ q − 3. Le degré maximal est q − 3. Le lemme C.1 page 250 fournit une solution
particulière ψ̃q de l’équation différentielle d’inconnue ψq : il existe P̃ψ

q ∈ Rq−1 [X] tel
que ψ̃q(ρ) = ρP̃ψ

q (ρ) exp
(
−2ρ
n0

√
n2

0 − 1
)
. On a donc

ψq(ρ) =
(
α + ρP̃ψ

q (ρ)
)

exp
(−2ρ
n0

√
n2

0 − 1
)
.

On détermine α à l’aide de la condition ψ′q(0) = np−1
0 ϕ′q−1(0). On obtient

α =
n0ψ̃

′
q(0)− np0ϕ′q−1(0)√

n2
0 − 1

.

On pose finalement Pψ
q = α + ρP̃ψ

q (ρ) ∈ Rq [X].
Intéressons nous à présent à l’équation sur ϕ. D’après le lemme 6.7 et l’hypothèse

de récurrence, il existe Rϕ
q−1, T

ϕ
q−1 ∈ Rq−1 [X] tel que

Sϕq (σ) = Rϕ
q−1(σ) A

(
aj + 2κ̆ 1

3σ
)

+ Tϕq−1(σ) A′
(
aj + 2κ̆ 1

3σ
)
.

Le fait que les polynômes Rϕ
q−1 et Tϕq−1 soient de degré au plus 2q − 1 n’a rien

d’évident. Une expression du terme Sϕq est donnée en (6.9), dans la démonstration
du lemme 6.7. Pour la première somme dans (6.9), chaque terme a en σ un degré
2`+ q+2−`

2 = 3`+q+2
2 pour 0 ≤ ` ≤ q−1. Le degré maximal est la partie entière de 2q− 1

2
c’est-à-dire 2q−1. Pour la deuxième somme dans (6.9), chaque terme a en σ un degré
2`+ q−1−`

2 = 3`+q−1
2 pour 0 ≤ ` ≤ q−1. Le degré maximal est 2q−2. Pour la troisième

somme dans (6.9), chaque terme a en σ un degré 2` + 1 + q−2−`
2 = 3`+q

2 pour 0 ≤
` ≤ q− 2. Le degré maximal est 2q− 1. Le lemme C.2 page 250 fournit une solution
particulière ϕ̃q à l’équation différentielle d’inconnue ϕq : il existe P̃ϕ

q ∈ R2q−1 [X] et
Q̃ϕ
q ∈ R2q [X] tel que ϕ̃q(σ) = σP̃ϕ

q (σ) A
(
aj + 2κ̆ 1

3σ
)

+ Q̃ϕ
q (σ) A′

(
aj + 2κ̆ 1

3σ
)
. On en

déduit que

ϕq(σ) = λq

4κ̆ 2
3

A′
(
aj + 2κ̆ 1

3σ
)

+ ϕ̃q(σ).

La condition ϕq(0) = ψq(0) permet d’établir que

λq = 4κ̆ 2
3

A′(aj)
(ψq(0)− ϕ̃q(0)) .

Pour tout j ∈ N, on a A′(aj) 6= 0 voir [74, section 9.9(ii)]. De plus, on a Pϕ
q = σP̃ϕ

q ∈
R2q [X] et Qϕ

q = λq

4κ̆
2
3

+ Q̃ϕ
q ∈ R2q [X] ce qui achève la récurrence.

On a construit itérativement (λq)q∈N, (ϕq)q∈N et (ψq)q∈N. Le quasi-mode est non
nul car, d’après le lemme 6.6, ϕ0 n’est pas identiquement nulle.
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Les résultats précédents ont permis de préciser la manière dont les suites (λq)q∈N,
(ϕq)q∈N et (ψq)q∈N étaient construites. Reste à préciser en quel sens les séries for-
melles (6.7) page 131 définies à partir de ces suites peuvent converger. On a recours
au lemme C.11 page 255 de sommation de Borel, ce qui nécessite d’introduire les
définitions suivantes.

Définition-Propriété 6.9. Il existe une fonction Λp;j ∈ C∞b ([0, 1]) et des profils
Φp;j ∈ C∞b ([0, 1] × R−) et Ψp;j ∈ C∞b ([0, 1] × R+) tels que pour tout t ∈ [0, 1], pour
tout (σ, ρ) ∈ R− × R+ et pour tout N ∈ N, on ait

Λp;j(t) = 1 + 2 2
3 t2

N∑
q=0

λq2
q
3 tq + tN+3Rλ

N(t),

Φp;j(t;σ) =
N∑
q=0

ϕq(σ)2
q
3 tq + tN+1Rϕ

N(t;σ),

Ψp;j(t; ρ) =
N∑
q=0

ψq(ρ)2
q
3 tq + tN+1Rψ

N(t; ρ),

où les restes Rλ
N , R

ϕ
N et Rψ

N vérifient Rλ
N ∈ C∞b ([0, 1]), Rϕ

N ∈ C∞b ([0, 1] × R−) et
Rψ
N ∈ C∞b ([0, 1]× R+).

Démonstration. On note t =
(
h
2

) 1
3 . Le lemme C.11 page 255 donne la fonction Λp;j ∈

C∞b ([−1, 1]) correspondant à la suite (2 q
3λqq!)q∈N et les profils Φp;j ∈ C∞b ([−1, 1]×R−)

et Ψp;j ∈ C∞b ([−1, 1]×R+) correspondants aux suites (2 q
3 q!ϕq)q∈N et (2 q

3 q!ψq)q∈N. Le
corollaire C.12 donne les propriétés énoncées.

Remarque 6.10. On définit t de cette manière de sorte à avoir t = m−
1
3 .

Revenons au problème (Pp) défini en (5.5). Pour construire un quasi-mode pour
ce problème, il suffit de prendre les fonctions construites précédemment et de les
localiser à l’aide d’une troncature lisse. On prend δ ∈]0, 1[ et on définit une fonction
plateau χ ∈ C∞c ([−1,+∞)) à valeurs dans [0, 1] telle que supp(χ) ⊂ [−δ, δ] et χ ≡ 1
sur

[
− δ

2 ,
δ
2

]
.

Notation 6.11. On note, pour ξ ∈ [−1,+∞[, r ∈ R+ et θ ∈ R/2πZ :

kp;j(m) := m

n0

√
Λp;j

(
m−

1
3
)
,

wp;j(m; ξ) := χ(ξ)

 Φp;j
(
m−

1
3 ;σ

)
si ξ < 0

Ψp;j
(
m−

1
3 ; ρ

)
si ξ ≥ 0

,

up;j(m; r, θ) := wp;j(m; r − 1)eimθ.

Pour la définition de up;j(m), le choix de multiplier par eimθ et non par e−imθ est
arbitraire. Pour chaque quasi-résonance, on peut en fait associer deux quasi-modes
up;j(m) et up;j(m). On établira au lemme 10.1 page 222 qu’ils sont orthogonaux. On
dit que les quasi-résonances sont de multiplicité deux.
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Notation. Pour σ ∈ R− et ρ ∈ R+, on note pour simplifier :

Λp;j(m) = Λp;j
(
m−

1
3
)
,

ϕp;j(m;σ) = Φp;j
(
m−

1
3 ;σ

)
,

ψp;j(m; ρ) = Ψp;j
(
m−

1
3 ; ρ

)
.

Lemme 6.12. Pour tout entier m ≥ 1, on a

∥∥∥up;j(m)
∥∥∥

L2(R2)
=
√
π |A′(aj)|
κ̆

1
6

( 2
m

) 1
3

+O
(
m−

2
3
)
.

Démonstration. Soit m ≥ 1. On a∥∥∥up;j(m)
∥∥∥2

L2(R2)
= 2π

∫ +∞

−1
|wp;j(m; ξ)|2 (1 + ξ) dξ,

= h
2
3 2π

∫ 0

−h−
2
3 δ
|ϕp;j(m;σ)|2 dσ +O(h),

= h
2
3 2π

∫ 0

−∞

∣∣∣A (aj + 2κ̆ 1
3σ
)∣∣∣2 dσ +O(h).

On connaît la valeur de cette dernière intégrale, voir le lemme C.4 page 251. On
obtient

∥∥∥up;j(m)
∥∥∥2

L2(R2)
= π A′(aj)2

κ̆
1
3

h
2
3 +O(h).

Lemme 6.13. Pour p ∈ Z et j ∈ N fixés, la suite de quasi-résonances et quasi-modes
(kp;j(m), up;j(m))m∈N∗ vérifie les propriétés suivantes :

I Pour tout m ∈ N∗, le quasi-mode up;j(m) est à support compact :

supp(up;j(m)) ⊂ [1− δ, 1 + δ]× S1 b B(0, 1 + 2δ).

I Pour tout m ∈ N∗, le quasi-mode up;j(m) est lisse sauf à travers Γ :

up;j(m)|Ω ∈ C
∞
(
Ω
)
, up;j(m)|R2\Ω ∈ C∞

(
R2 \ Ω

)
.

I On a l’estimation suivante de l’erreur sur les conditions de transmission quand
m→ +∞[

up;j(m)
]

Γ
= O

(
m−∞

)
,

[
np−1 ∂νup;j(m)

]
Γ

= O
(
m−∞

)
.

I On a l’estimation suivante quand m→ +∞

∥∥∥div
(
np−1∇up;j(m)

)
+ k2

p;j(m)np+1 up;j(m)
∥∥∥

L2(R2)
=
∥∥∥up;j(m)

∥∥∥
L2(R2)

O
(
m−∞

)
.
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Démonstration. Dans toute la démonstration, p et j sont des entiers fixés, et on
rappelle la notation h = 2

m
. Par construction les quasi-modes sont à support compact

car supp(up;j(m)) ⊂ [1− δ, 1 + δ]× S1. De même, par construction, les quasi-modes
sont lisses sauf à travers Γ, voir le lemme 6.9.

Pour les conditions de transmission, on a pour tout θ ∈ R[
up;j(m)

]
Γ

(θ) = [wp;j(m)]{0} eimθ,[
np−1∂νup;j(m)

]
Γ

(θ) =
[
np−1∂ξwp;j(m)

]
{0}

eimθ.

De plus, on a

[wp;j(m)]{0} = ψp;j(m; 0)− ϕp;j(m; 0) = O
(
m−∞

)
,[

np−1∂ξwp;j(m)
]
{0}

= h−1∂ρψp;j(m; 0)− np−1
0 h−

2
3∂σϕp;j(m; 0)

= h−1
(
∂ρψp;j(m; 0)− np−1

0 h
1
3∂σϕp;j(m; 0)

)
= O

(
m−∞

)
,

d’après les développements de ϕp;j(m) et de ψp;j(m) donnés dans la définition 6.9 et
grâce au lemme 6.7.

Considérons à présent l’estimation L2. On note pour simplifier

L2
ξ = L2(]− δ, δ[, (1 + ξ) dξ),

L2
σ = L2

(]
−h−

2
3 δ, 0

[
, h

2
3
(
1 + σh

2
3
)

dσ
)
,

L2
ρ = L2

(]
0, h−1δ

[
, h(1 + ρh) dρ

)
.

Dans la suite de la démonstration la notation prime pour les dérivées sera toujours
relative à la variable ξ pour w, à la variable σ pour ϕ et à la variable ρ pour ψ. On
a ∥∥∥div

(
np−1∇up;j(m)

)
+ k2

p;j(m)np+1 up;j(m)
∥∥∥

L2(R2)
≤ 2πm2 max

R2
np−1Nw

où

Nw =

∥∥∥∥∥∥h2
[
w′′p;j(m) +

(
1

1 + ξ
+ (p− 1)n

′

n

)
w′p;j(m)

]

+ 4
(
n2

n2
0

Λp;j(m)− 4
(1 + ξ)2

)
wp;j(m)

∥∥∥∥∥∥
L2
ξ

.

On veut montrer que Nw = O (h∞). Pour cela, on va montrer que Nw = O
(
hN
)

pour tout entier N . On rappelle que l’on a par la définition 6.9

Λp;j(m) = 1 + h
2
3

3N+2∑
q=0

λqh
q
3 +O

(
hN+1+ 2

3
)
, (6.11a)

ϕp;j(m;σ) =
3N+2∑
q=0

ϕq(σ)h
q
3 +O

(
hN+1

)
, (6.11b)
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ψp;j(m; ρ) =
3N+2∑
q=0

ψq(ρ)h
q
3 +O

(
hN+1

)
. (6.11c)

Pour mener à bien l’estimation en norme L2
ξ , on scinde Nw en deux morceaux cor-

respondant aux intervalles [−δ, 0] et [0, δ]. On a recours aux relations suivantes pour
ξ < 0

w′p;j(m; ξ) = χ′(h 2
3σ)ϕp;j(m;σ) + h−

2
3χ(h 2

3σ)ϕ′p;j(m;σ),
w′′p;j(m; ξ) = χ′′(h 2

3σ)ϕp;j(m;σ) + 2h− 2
3χ′(h 2

3σ)ϕ′p;j(m;σ) + h−
4
3χ(h 2

3σ)ϕ′′p;j(m;σ)

et aux relations suivantes pour ξ > 0

w′p;j(m; ξ) = χ′(hρ)ψp;j(m; ρ) + h−1χ(hρ)ψ′p;j(m; ρ),
w′′p;j(m; ξ) = χ′′(hρ)ψp;j(m; ρ) + 2h−1χ′(hρ)ψ′p;j(m; ρ) + h−2χ(hρ)ψ′′p;j(m; ρ).

On a alors Nw ≤ Nϕ +N ′ϕ +Nψ +N ′ψ où

Nϕ =

∥∥∥∥∥∥h 2
3ϕ′′p;j(m) + h

4
3

(
1

1 + h
2
3σ

+ (p− 1)n
′

n

)
ϕ′p;j(m)

+ 4
n2

n2
0

Λp;j(m)− 1(
1 + h

2
3σ
)2

ϕp;j(m)

∥∥∥∥∥∥
L2
σ

,

N ′ϕ =
∥∥∥∥∥χ′ 2h 4

3ϕ′p;j(m) + χ′ h
4
3

(
1

1 + h
2
3σ

+ (p− 1)n
′

n

)
ϕp;j(m) + χ′′ h2ϕp;j(m)

∥∥∥∥∥
L2
σ

,

Nψ =
∥∥∥∥∥ψ′′p;j(m) + h

1 + hρ
ψ′p;j(m) + 4

(
1
n2

0
Λp;j(m)− 1

(1 + hρ)2

)
ψp;j(m)

∥∥∥∥∥
L2
ρ

,

N ′ψ =
∥∥∥∥∥χ′ 2hψ′p;j(m) + χ′

h

1 + hρ
ψp;j(m) + χ′′ h2ψp;j(m)

∥∥∥∥∥
L2
ρ

.

On commence par le terme N ′ϕ
2. Avec l’estimation 1

1+h
2
3 σ
≤ 1

1−δ pour σh 2
3 ∈ [−δ, 0]

et le fait que la fonction σ 7→ n′(h
2
3 σ)

n(h
2
3 σ)

est bornée sur
[
−h− 2

3 δ, 0
]
(car la fonction n′

n

est continue sur [−1, 0]) et d’après le lemme 6.8 et le fait que χ′ et χ′′ sont bornées,
on obtient l’existence de P,Q ∈ R+[X, Y ] tel que

N ′ϕ
2 .

∫ −h− 2
3 δ2

−h−
2
3 δ

P (|σ|, h 1
3 )
∣∣∣A (aj + 2κ̆ 1

3σ
)∣∣∣2 dσ

+
∫ −h− 2

3 δ2

−h−
2
3 δ

Q(|σ|, h 1
3 )
∣∣∣A′ (aj + 2κ̆ 1

3σ
)∣∣∣2 dσ +

∫ −h− 2
3 δ2

−h−
2
3 δ

h2N+2+ 8
3 dσ.

Le dernier terme vient des termes de reste dans les expressions (6.11). On a h ≤ 1 et
d’après le lemme C.3 page 251, A et A′ sont équivalentes en −∞ à des exponentielles
décroissantes. On en déduit que

∫ −h− 2
3 δ2

−h−
2
3 δ

P (|σ|, h 1
3 )
∣∣∣A (aj + 2κ̆ 1

3σ
)∣∣∣2 dσ .

∫ −h− 2
3 δ2

−h−
2
3 δ

P (|σ|, 1)e−2|σ| dσ,
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.
∫ −h− 2

3 δ2

−h−
2
3 δ

e−|σ| dσ,

. h−
2
3 exp

(
−h−

2
3
δ

2

)
.

De même, on a

∫ −h− 2
3 δ2

−h−
2
3 δ

Q(|σ|, h 1
3 )
∣∣∣A′ (aj + 2κ̆ 1

3σ
)∣∣∣2 dσ . h−

2
3 exp

(
−h−

2
3
δ

2

)
.

On en déduit que N ′ϕ = O
(
hN+2

)
. Avec une méthode similaire, on majore le terme

N ′ψ
2 à l’aide du lemme 6.7, de la manière suivante : il existe P ∈ R+[X, Y ] tel que

N ′ψ
2 .

∫ h−1δ

h−1 δ
2

P (|ρ|, h 1
3 )e

−4ρ
n0

√
n2

0−1 dρ+
∫ h−1δ

h−1 δ
2

h2N+4 dσ . h−1e
−δ
hn0

√
n2

0−1 + h2N+3,

où on a utilisé l’estimation 1
1+hρ ≤

1
1+δ pour hρ ∈ [0, δ]. On en déduit que N ′ψ =

O
(
hN+ 3

2
)
. Pour les termes Nϕ et Nψ, on écrit chacune des fonctions ξ 7→ 1

1+ξ ,
ξ 7→ 1

(1+ξ)2 , ξ 7→ (p− 1)n
′(ξ)
n(ξ) et ξ 7→ n(ξ)2

n2
0

qui sont C∞ sur [−δ, 0] sous la forme

f(σh 2
3 ) =

3N∑
q=0

f (q)(0)
q! σqh

2q
3 +

(
σh

2
3
)3N+1

R(σh 2
3 )

pour ξ = σh
2
3 < 0 et R ∈ C∞b ([−δ, 0]). Chacune des fonctions ξ 7→ 1

1+ξ et ξ 7→ 1
(1+ξ)2

qui sont C∞ sur [0, δ] admet un développement de la forme

f(ρh) =
N∑
q=0

f (q)(0)
q! ρqhq + (ρh)N+1 S(ρh),

pour ξ = ρh > 0 et S ∈ C∞b ([0, δ]). D’après la construction des suites (λq)q∈N, (ϕq)q∈N
et (ψq)q∈N effectuée dans la démonstration du lemme 6.8, on a

N 2
ϕ . h2N+ 10

3

∫ 0

−h−
2
3 δ
Pϕ
N(|σ|, h 1

3 )
∣∣∣A (aj + 2κ̆ 1

3σ
)∣∣∣2

+Qϕ
N(|σ|, h 1

3 )
∣∣∣A′ (aj + 2κ̆ 1

3σ
)∣∣∣2 dσ

+ h2N+ 10
3

∫ 0

−h−
2
3 δ
PR
N (σh 2

3 ) dσ

N 2
ψ . h2N+2

∫ h−1δ

0
Pψ
N(|ρ|, h 1

3 )e−
4ρ
n0

√
n2

0−1 dρ+ h2N+2
∫ h−1δ

0
P S
N(ρh) dρ

où Pϕ
N , Q

ϕ
N , P

ψ
N ∈ R+[X, Y ] et PR

N , P
S
N ∈ R+[X]. Dans ces deux expressions, la

première intégrale est finie car il s’agit de l’intégrale d’un produit de polynômes par
des fonctions exponentiellement décroissantes. On a par ailleurs

∫ 0

−h−
2
3 δ
PR
N (σh 2

3 ) dσ . h−
2
3 et

∫ h−1δ

0
P S
N(ρh) dρ . h−1.
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On en déduit que Nϕ = O
(
hN+ 4

3
)
et Nψ = O

(
hN+ 1

2
)
. En collectant les différentes

estimations obtenues, on obtient finalement que Nw = O
(
hN+ 1

2
)
pour tout N ∈ N.

Par le lemme 6.12, pour tout N ∈ N, on a∥∥∥div
(
np−1∇up;j(m)

)
+ k2

p;j(m)np+1 up;j(m)
∥∥∥

L2(R2)
= ‖up;j(m)‖L2(R2)O

(
hN−

5
3
)
.

Quitte à remplacer l’entier N fixé au début par N + 2, on obtient un reste se com-
portant en O

(
hN+ 1

3
)
dans l’estimation ci-dessus et on obtient bien une estimation

en O
(
m−N

)
. On en conclut que∥∥∥div

(
np−1∇up;j(m)

)
+ k2

p;j(m)np+1 up;j(m)
∥∥∥

L2(R2)
= ‖up;j(m)‖L2(R2)O

(
m−∞

)
.

Démonstration du théorème 6.3. On veut montrer que les objets définis dans la dé-
finition 6.9 sont bien des quasi-résonances au sens de la définition 5.3. On commence
par relever les conditions de transmission, on pose

g(m; r, θ) =

χ(r − 1)
2


−
[
up;j(m)

]
S1

(θ)− (r − 1)n1−p
0

[
np−1 ∂rup;j(m)

]
S1

(θ) r ≤ 1[
up;j(m)

]
S1

(θ) + (r − 1)
[
np−1 ∂rup;j(m)

]
S1

(θ) r > 1
.

Pour tout θ ∈ R/2πZ, on a[
up;j(m)− g(m)

]
S1

(θ) =
[
up;j(m)

]
S1

(θ)− [g(m)]S1 (θ) = 0

et [
np−1 ∂r(up;j(m)− g(m))

]
S1

(θ) =
[
np−1 ∂rup;j(m)

]
S1

(θ)−
[
np−1 ∂rg(m)

]
S1

(θ)
= 0.

On obtient, pour tout entier m ≥ 1, up;j(m)− g(m) ∈ H2,p(R,Ω). D’après le lemme
6.13, on a les estimations suivantes des conditions de transmission

[
up;j(m)

]
S1

=
O (m−∞) et

[
np−1 ∂rup;j(m)

]
S1

= O (m−∞). On en déduit que∥∥∥div
(
np−1∇g(m)

)
+ k2

p;j(m)np+1 g(m)
∥∥∥

L2(R2)
= ‖up;j(m)‖L2(R2)O

(
m−∞

)
.

Finalement, la fonction up;j(m)− g(m) satisfait l’estimation (5.6). D’après le lemme
6.12, on a

∥∥∥up;j(m)− g(m)
∥∥∥

L2(R2)
=
√
π |A′(aj)|
κ̆

1
6

( 2
m

) 1
3

+O
(
m−

2
3
)
.

Par conséquent, il existe un entier m0 > 0 tel que pour tout m ≥ m0, la norme∥∥∥up;j(m)− g(m)
∥∥∥

L2(R2)
est non nulle. Quitte à retrancher g(m) et à normaliser, on

peut supposer que

up;j(m) ∈ H2,p(R,Ω),
∥∥∥up;j(m)

∥∥∥
L2(R2)

= 1
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et up;j(m) satisfasse l’estimation (5.6).
De la suite (λq)q∈N construite dans le lemme 6.7, on déduit une suite (λ̃q)q∈N telle

que, pour tout N ∈ N, on ait

kp;j(m) = m

n0

1 +
( 2
m

) 2
3 N∑
q=0

λ̃q

( 2
m

) q
3

+O
(
m−

N+3
3
) .

Le lemme C.12 page 255 donne une fonction Kp;j ∈ C∞b ([0, 1]) associée à la suite
(2 q

3 λ̃qq!)q∈N telle que

kp;j(m) = mKp;j
(
m−

1
3
)
.

6.4 Résonances à modes de galeries : demi-puits
quadratique

6.4.1 Le résultat
Dans cette partie, on suppose que κ̆ = 1 + n′(1)

n(1) = 0. On suppose de plus que
2 − n′′(1)

n(1) > 0. Cette hypothèse revient à imposer V ′′(1−) > 0. Localement, autour
de 1, à gauche, le potentiel à la forme d’un demi-puits quadratique. Dans ce cas, on
a un minimum local du potentiel en r = 1. On prend donc R0 = 1.

Théorème 6.14. Pour p ∈ {±1} fixé, il existe des familles de quasi-résonances
(kp;j(m))m≥1 et de quasi-modes associés (up;j(m))m≥1, indexées par j ∈ N, au sens
de la définition 5.3 avec β = 1

2 telles que l’on ait, pour tout r ∈ R+ et θ ∈ R/2πZ

kp;j(m) = mK
(
m−

1
2
)

up;j(m; r, θ) = C eimθ

 Φp;j
(
m−

1
2 ;m 1

2 (r − 1)
)

si r ≤ 1

Ψp;j
(
m−

1
2 ;m(r − 1)

)
si r > 1

où Kp;j ∈ C∞b ([0, 1]), Φp;j ∈ C∞b ([0, 1]× R−), Ψp;j ∈ C∞b ([0, 1]× R+), C > 0 est une
constante de normalisation et χ ∈ C∞c (]− 1,+∞[) est telle que supp(χ) ⊂ [−δ, δ] et
χ ≡ 1 sur

[
− δ

2 ,
δ
2

]
pour δ ∈]0, 1[.

6.4.2 La démonstration du résultat
Notation. On introduit les notations

h = 1
m

et µ = 2− n2

n0

où n0 = n(1) et n2 = n′′(1).

On fait une mise à l’échelle différente selon que ξ est négatif ou positif. On pose

σ = h−
1
2 ξ pour ξ < 0, ρ = h−1ξ pour ξ > 0.
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On considère l’ansatz suivant pour w

w(ξ) =
{
ϕ(σ) ξ < 0
ψ(ρ) ξ > 0 .

On suppose que ϕ, ψ et Λ ont des développements formels de la forme

ϕ(σ) =
∑
q≥0

ϕq(σ)h
q
2 , ψ(ρ) =

∑
q≥0

ψq(ρ)h
q
2 , Λ =

∑
q≥−2

Λqh
q+2

2 . (6.12)

On déduit du problème (Rloc
p;r0(m)) défini en (6.6), le problème mis à l’échelle suivant :

(Rscal
h )



−hϕ′′ − h 3
2

(
1

1+h
1
2 σ

+ (p− 1)n′
n

)
ϕ′ + 1

(1+h
1
2 σ)2

ϕ = n2

n2
0
Λϕ dans R∗−

−ψ′′ − h
1+hρψ

′ + 1
(1+hρ)2ψ = 1

n2
0
Λψ dans R∗+

ϕ(0) = ψ(0),

np−1
0 h

1
2ϕ′(0) = ψ′(0)

ϕ exponentiellement décroissante en −∞

ψ exponentiellement décroissante en +∞

.

(6.13)

On remplace la condition de bord en −R0h
− 1

2 = −h− 1
2 et la condition d’onde sor-

tante par deux conditions de décroissance exponentielle en ±∞. Ce changement
nous permettra à la fin de cette section de localiser en 0 nos quasi-modes construits.
Remarque 6.15. Le développement formel de n dans la variable mise à l’échelle σ est

n(σh 1
2 ) ∼

∑
`=0

n`
`! σ

`h
`
2

et celui de sa dérivée n′ est

n′(σh 1
2 ) ∼

∑
`≥0

n`+1

`! σ`h
`
2 .

Notons que ces développements sont en puissance de h 1
2 et donc n2 et 1

n
ont aussi

un développement formel en puissance de h 1
2 .

Le principe de la construction du développement asymptotique est de rempla-
cer Λ, ϕ, ψ et n par leurs développements formels dans (Rscal

h ) défini en (6.13) et
d’identifier les termes de même puissance de h, générant ainsi une suite de sys-
tèmes différentiels pour Λq, ϕq et ψq dépendant des coefficients nq. On commence la
construction par le lemme suivant.

Lemme 6.16. On a

Λ−2 = 1 et Λ−1 = 0.

Démonstration. On considère les termes en puissance de h0 issus de l’équation dif-
férentielle en ϕ de (Rscal

h ) défini en (6.13). On trouve ϕ0(σ) = Λ−2ϕ0(σ) pour tout
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σ ∈ R−. Si on suppose que Λ−2 6= 1, alors ϕ0 est identiquement nulle. On consi-
dère la puissance de h suivante. On trouve ϕ1(σ) = Λ−2ϕ1(σ) sur h 1

2 . Là encore si
Λ−2 6= 1, alors ϕ1 est identiquement nulle. On poursuit ainsi de suite et on établit
que si Λ−2 6= 1 alors la fonction ϕ est identiquement nulle. On a donc nécessairement
Λ−2 = 1.

On considère à nouveau le terme en h
1
2 . On trouve 0 = Λ−1ϕ0(σ) pour tout

σ ∈ R−. Le même raisonnement que précédemment indique que si on ne veut pas
que ϕ soit identiquement nulle, on doit avoir Λ−1 = 0.

En utilisant le lemme 6.16, on obtient Λ = 1 + h
∑
q≥0 Λqh

q
2 . Pour simplifier les

écritures dans la suite, on introduit la notation λ = h−1(Λ−1) et son développement
formel λ = ∑

q≥0 λqh
q
2 . Remarquons que l’on a λq = Λq pour tout q ∈ N. La

construction se poursuit par le lemme suivant. On rappelle que µ = 2− n2
n0
> 0.

Lemme 6.17. Pour j ∈ N, σ ∈ R− et ρ ∈ R+, on a

λ0 = (4j + 3)√µ
ϕ0(σ) = Ψµ

2j+1(σ)
ψ0(ρ) = 0

où Ψµ
j :=
√

2µ 1
8 Ψ

(
µ

1
4 ·
)
et les (Ψj)j∈N sont les fonctions de Gauss-Hermite, voir la

définition C.7 page 252.

Remarque 6.18. On a introduit la famille Ψµ
j pour que la sous-famille Ψµ

2j+1 soit une
base Hilbertienne de L2(R−).

Démonstration. Dans le problème (Rscal
h ) défini en (6.13) où on a substitué Λ, ϕ et

ψ par leurs développements formels (6.12), on prend les premiers termes non nuls
devant les puissances de h 1

2 . On obtient

(Pscal
h,0 )



−ϕ′′0(σ) + µσ2ϕ0(σ) = λ0ϕ0(σ) σ ∈ R− (ordre h)

−ψ′′0(ρ) +
(
1− 1

n2
0

)
ψ0(ρ) = 0 ρ ∈ R+ (ordre h0)

ϕ0(0) = ψ0(0) (ordre h0)

ψ′0(0) = 0 (ordre h0)

ϕ0 exponentiellement décroissante en −∞ (ordre h0)

ψ0 exponentiellement décroissante en +∞ (ordre h0)

.

On commence par résoudre l’équation portant sur ψ0. Pour tout ρ ∈ R+, on obtient

ψ0(ρ) = αe−
ρ
n0

√
n2

0−1 + βe
ρ
n0

√
n2

0−1
.

Comme ψ0 est exponentiellement décroissante en +∞, on a nécessairement β = 0. La
condition ψ′0(0) = 0 donne α = 0. Ainsi, ψ0 est identiquement nulle. On s’intéresse
ensuite à ϕ0. Le couple (λ0, ϕ0) est solution du problème aux valeurs propres suivant :
trouver (λ0, ϕ0) avec ϕ0 6= 0 et λ0 ∈ R tel que −ϕ

′′
0 − µσ2ϕ0 = λ0 ϕ0 dans R∗−

ϕ0(0) = 0
.
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En effectuant le changement de variable x = µ
1
4σ, afin de se ramener au même

problème spectral que celui de la définition C.7 page 252, on en déduit

µ−
1
2 λ0 = 4j + 3 et ϕ0(σ) = αΨ2j+1(x)

où α est une constante et les Ψ sont les fonctions de Gauss-Hermite. On a donc
λ = (4j + 3)√µ et ϕ0(σ) = αΨ2j+1

(
µ

1
4σ
)
. On a bien que ϕ0 est exponentiellement

décroissante en −∞ donc d’après la définition des fonctions de Gauss-Hermite. On
peut prendre n’importe quelle valeur non nulle pour α. On choisi α =

√
2µ 1

8 afin
que la famille (Ψµ

2j+1)j∈N soit normalisée dans L2(R∗−).

Le lemme suivant décrit la structure des problèmes permettant de calculer les
différents termes des développements asymptotiques de λ, ϕ et ψ.

Lemme 6.19. La suite de problèmes (Rscal
h,q ) pour q ≥ 1 a la forme suivante

(Rscal
h,q )



−ϕ′′q(σ) + (µσ2 − λ0)ϕq(σ) = λqϕq(σ) + Sϕq (σ) σ ∈ R− (ordre h q+2
2 )

−ψ′′q (ρ) +
(
1− 1

n2
0

)
ψq(ρ) = Sψq (ρ) ρ ∈ R+ (ordre h q2 )

ϕq(0) = ψq(0) (ordre h q2 )

ψ′q(0) = np−1
0 ϕ′q−1(0) (ordre h q2 )

ϕq exponentiellement décroissante en −∞ (ordre h q2 )

ψq exponentiellement décroissante en +∞ (ordre h q2 )

où les fonctions Sϕq et Sψq sont explicitées dans la démonstration aux relations (6.14)
et (6.15) et dépendent de (λ`)q−1

`=0 , (ϕ`)q−1
`=0 , (ψ`)q−1

`=0 et de (n`)q+2
`=0 .

Notation. Soit S = ∑
`≥0 s`h

`
2 une série formelle. On utilise la notation

[
h
q
2
]

(S) =
sq pour indiquer que l’on extrait le coefficient d’ordre h q2 .

Démonstration. On part des équations du problème (Rscal
h ) défini en (6.13) et on

considère les termes des ordres h q+2
2 ou h

q
2 . Pour les conditions de décroissance

exponentielle et les conditions de transmission, on prend les termes d’ordre h q2 , et
on obtient directement les résultats énoncés. Pour l’équation en ϕ, on considère les
termes d’ordre h q+2

2 :[
h
q+2

2
]

(hϕ′′) = ϕ′′q ,

[
h
q+2

2
] (
h

3
2

(
1

1 + h
1
2σ

+ (p− 1)n
′

n

)
ϕ′
)

=
q−1∑
`=0

[
h
q−1−`

2
] ( 1

1 + h
1
2σ

+ (p− 1)n
′

n

)
ϕ′`,

[
h
q+2

2
] ϕ(

1 + h
1
2σ
)2

 = ϕq+2 − 2σϕq+1 + 3σ2ϕq +
q−1∑
`=0

[
h
q+2−`

2
] 1(

1 + h
1
2σ
)2

ϕ`.
Pour le dernier terme de l’équation différentielle sur ϕ, on remarque qu’avec le lemme
6.16, on a Λ = 1 + h

∑
`≥0 λ`h

`
2 et donc
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[
h
q+2

2
] (n2

n2
0
Λϕ

)
= ϕq+2 + 2n1

n0
σϕq+1 +

(
n2

1
n2

0
+ n2

n0

)
σ2ϕq +

q−1∑
`=0

[
h
q+2−`

2
] (n2

n2
0

)
ϕ`

+ λqϕ0 + λ0ϕq +
[
h
q
2
] (n2

n2
0

)
λ0ϕ0 +

q−1∑
a,b,`=0

a+b+`=q−1

[
h
a
2
] (n2

n2
0

)
λbϕ`.

En posant

Sϕq =
q−1∑
`=0

[
h
q+2−`

2
]n2

n2
0
− 1(

1 + h
1
2σ
)2

ϕ` +
[
h
q
2
] (n2

n2
0

)
λ0ϕ0

+
q−1∑

a,b,`=0
a+b+`=q−1

[
h
a
2
] (n2

n2
0

)
λbϕ` +

q−1∑
`=0

[
h
q−1−`

2
] ( 1

1 + h
1
2σ

+ (p− 1)n
′

n

)
ϕ′`, (6.14)

on obtient

−ϕ′′q(σ) + (µσ2 − λ0)ϕq(σ) = λqϕ0(σ) + Sϕq (σ).

De même, pour l’équation sur ψ en considérant les termes d’ordre h q2 , on trouve[
h
q
2
]

(ψ′′) = ψ′′q ,

[
h
q
2
] ( h

1 + hρ
ψ′
)

=
q−2∑
`=0

[
h
q−2−`

2
] ( 1

1 + hρ

)
ψ′`,

[
h
q
2
] ( ψ

(1 + hρ)2

)
= ψq +

q−1∑
`=0

[
h
q−`

2
] ( 1

(1 + hρ)2

)
ψ`,

[
h
q
2
] ( Λ

n2
0
ψ

)
= 1
n2

0
ψq +

q−2∑
`=0

λq−2−`

n2
0

ψ`.

En posant

Sψq =
q−2∑
`=0

λq−2−`

n2
0

ψ` +
q−1∑
`=0

[
h
q−`

2
] ( 1

(1 + hρ)2

)
ψ` +

q−2∑
`=0

[
h
q−2−`

2
] ( 1

1 + hρ

)
ψ′`, (6.15)

on obtient

−ψ′′q (ρ) +
(

1− 1
n2

0

)
ψq(ρ) = Sψq (ρ).

Lemme 6.20. Il existe une solution non nulle (λq)q∈N, (ϕq)q∈N et (ψq)q∈N aux sys-
tèmes (Rscal

h,q )q∈N. De plus, on a les expressions suivantes pour q ∈ N

ϕq(σ) = bq Ψµ
0(σ) +

+∞∑
`=0

cq,` Ψµ
2`+1(σ) ∈ H2(R−, e−2−qσ dσ), ∀σ ∈ R−,

ψq(ρ) = Pq(ρ) exp
(−ρ
n0

√
n2

0 − 1
)
, ∀ρ ∈ R+,

où bq ∈ R, (cq,`)`∈N ∈ `2(N) et Pq ∈ Rq [X].
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Démonstration. On va raisonner par récurrence sur q. Pour q = 0, le lemme 6.17
fournit λ0, ϕ0 et ψ0. On a

b0 = 0, c0,` = δj,` pour tout ` ∈ N et P0 = 0.

On a bien (c0,`)`∈N ∈ `2(N), P0 ∈ R0 [X] et ϕ0 = Ψµ
2j+1 ∈ H2(R−, e−σ dσ). On

considère un entier q ≥ 1 et on suppose que l’on a construit (λ`)0≤`≤q−1, (ϕ`)0≤`≤q−1
et (ψ`)0≤`≤q−1. Pour obtenir λq, ϕq et ψq, on commence par résoudre l’équation en
ψ. Grâce au lemme 6.19, on connaît la forme du système (Rscal

h,q ) et la forme des
termes sources. Compte tenu de l’hypothèse de récurrence, il existe Eψ

q−1 ∈ Rq−1 [X]
tel que

Sψq (ρ) = Eψ
q−1(ρ) exp

(−ρ
n0

√
n2

0 − 1
)
.

Le fait que le polynôme soit de degré au plus q−1 n’est pas évident mais la relation
(6.20) sur Sψq dans la démonstration du lemme 6.19 en donne une expression précise.
Pour la première somme dans (6.20), on voit que le degré maximal en ρ est q−2. Dans
la deuxième somme dans (6.20), chaque terme en ρ a pour degré q−`

2 + ` = q+`
2 pour

0 ≤ ` ≤ q−1. Le degré maximal est la partie entière de q− 1
2 c’est-à-dire q−1. Pour la

troisième somme dans (6.20), chaque terme en ρ a pour degré q−2−`
2 +` = q−2+`

2 pour
0 ≤ ` ≤ q−2. Le degré maximal est q−2. Le lemme C.1 page 250 fournit une solution
particulière ψ̃q à l’équation différentielle d’inconnue ψq. Il existe P̃ψ

q ∈ Rq [X] tel que
ψ̃q(ρ) = ρP̃ψ

q (ρ) exp
(
−ρ
n0

√
n2

0 − 1
)
. On a donc

ψq(ρ) =
(
α + ρP̃ψ

q (ρ)
)

exp
(−ρ
n0

√
n2

0 − 1
)
.

On détermine α à l’aide de la condition ψ′q(0) = np−1
0 ϕ′q−1(0). On obtient

α =
n0ψ̃

′
q(0)− np0ϕ′q−1(0)√

n2
0 − 1

.

On pose Pψ
q+1 = α + ρP̃ψ

q (ρ) ∈ Rq+1 [X].
On s’intéresse ensuite à l’équation pour ϕ. D’après la relation (6.14) dans la

démonstration du lemme 6.19, on a

Sϕq =
q−1∑
`=0

T`ϕ` + U`ϕ
′
`, (6.16)

où T`, U` ∈ R[X]. D’après l’hypothèse de récurrence, on sait que ϕ` appartient à
l’espace H2(R−, e−21−qσ dσ) pour ` ∈ {0, . . . , q − 1}. On a l’estimation

e−
2−qσ√

2 Sϕq =
q−1∑
`=0

e
(

1− 1√
2

)
21−qσ

T` e−21−qσϕ` + e
(

1− 1√
2

)
21−qσ

U` e−21−qσϕ′`,

.
q−1∑
`=0

e−21−qσϕ` + e−21−qσϕ′`,
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donc Sϕq ∈ H2(R−, e−
2−qσ√

2 dσ). Avec l’expression (6.16) et l’hypothèse de récurrence,
on déduit qu’il existe (d`)`∈N ∈ `2(N) tel que

Sϕq (σ) =
+∞∑
`=0

d` Ψµ
2`+1(σ) ∈ H2(R−, e−

2−qσ√
2 dσ).

On doit finalement résoudre un système de la forme −ϕ
′′
q + (µσ2 − (4j + 3)√µ)ϕq = λq Ψµ

2j+1 + Sϕq σ ∈ R−
ϕq(0) = ψq(0)

. (6.17)

On commence par effectuer un relèvement de la condition de Dirichlet en 0. On pose

ϕ̃q = ϕq −
ψq(0)
Ψµ

0(0) Ψµ
0 .

Du problème (6.17) et de la relation −Ψµ
0
′′+µσ2 Ψµ

0 = √µΨµ
0 , on déduit le problème

suivant sur ϕ̃q :
− ϕ̃′′q + (µσ2 − (4j + 3)√µ)ϕ̃q =

λq Ψµ
2j+1 + Sϕq + 2(2j + 1)√µ ψq(0)

Ψµ0 (0) Ψµ
0 σ ∈ R−

ϕ̃q(0) = 0

. (6.18)

L’image de l’opérateur −∂2
σ +µσ2− (4j+ 3)√µ, muni du domaine H1

0(R∗−)∩H2(R∗−)
dans L2(R∗−), est Vect

(
Ψµ

2`+1, ` ∈ N \ {j}
)
. Ainsi, le problème (6.18) a une solution

si, et seulement si,(
λq Ψµ

2j+1 + Sϕq + 2(2j + 1)√µ ψq(0)
Ψµ

0(0) Ψµ
0 ,Ψµ

2j+1

)
L2(R∗−)

= 0.

Cette utilisation implique que

λq =
√

2µ 3
8ψq(0) Ψ′2j+1(0)− dj.

L’opérateur −∂2
σ + µσ2 − (4j + 3)√µ est bijectif sur Vect

(
Ψµ

2`+1, ` ∈ N \ {j}
)
. Le

problème (6.18) a une solution qui s’exprime sous la forme ϕ̃q = ∑+∞
`=0 c̃` Ψµ

2`+1 où

c̃j = 0

c̃` = d`
4(`− j)√µ −

√
2(2j + 1)ψq(0) Ψ′2`+1(0)

4(`− j)(2`+ 1)µ 1
8

pour ` 6= j.

Vérifions que c̃ est dans `2(N). On a pour ` > j∣∣∣∣∣ d`
4(`− j)√µ

∣∣∣∣∣ = O (|d`|) ,

∣∣∣∣∣
√

2(2j + 1)ψq(0) Ψ′2`+1(0)
4(`− j)(2`+ 1)µ 1

8

∣∣∣∣∣ = O
(
`−

7
4
)
.
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La première estimation résulte de la majoration 1
`−j ≤ 1 pour ` > j. La deuxième

estimation se déduit du lemme C.8 page 252. La suite c̃ est dans `2(N). Comme
Sϕq ∈ H2(R−, e−

2−qσ√
2 dσ), en appliquant le lemme C.10 page 253 avec θ = 1√

2 , on
obtient ϕq ∈ H2(R−, e−2−qσ dσ).

On a ainsi construit itérativement (λq)q∈N, (ϕq)q∈N et (ψq)q∈N. Le quasi-mode est
non nul car, d’après le lemme 6.17, ϕ0 n’est pas identiquement nulle.
Lemme 6.21. Pour tout q ∈ N, on a ϕq ∈ C∞b (R−).
Démonstration. On va commencer par montrer que pour q, ` ∈ N, on a

ϕ(`)
q ∈ L2

(
R−, e−2−q−1σ dσ

)
.

Pour q ∈ N et ` ∈ {0, 1, 2}, on a ϕ(`)
q ∈ L2(R−, e−2−qσ dσ) d’après le lemme 6.20. On

en déduit que ϕ(`)
q ∈ L2(R−, e−2−q−1σ dσ) car e−2−q−1σ ≤ e−2−qσ.

Soit q ∈ N, d’après l’équation vérifiée par ϕq, voir le lemme 6.19, on a

ϕ′′q = (µσ2 − λ0 − λq)ϕq − Sϕq . (6.19)

En remplacent Sϕq par l’expression (6.14), on obtient qu’il existe P (2)
p , Q(2)

p ∈ R[X]
tels que

ϕ′′q =
q∑
p=0

P (2)
p ϕp +Q(2)

p ϕ′p.

Par récurrence, en utilisant le fait que les relations (6.19) pour ϕ′′q et (6.14) pour
Sϕq sont vraies pour tout q, on montre que pour tout q ∈ N et ` ≥ 3, il existe
P (`)
p , Q(`)

p ∈ R[X] tels que

ϕ(`)
q =

q∑
p=0

P (`)
p ϕp +Q(`)

p ϕ
′
p.

On a ϕp, ϕ′p ∈ L2
(
R−, e−2−pσ dσ

)
pour tout p ≤ q. Donc ϕp, ϕ′p ∈ L2

(
R−, e−2−qσ dσ

)
car e−2−qσ ≤ e−2−pσ pour tout p ≤ q. Par conséquent, on a∥∥∥e−2−q−1σϕ(`)

q

∥∥∥
L2(R−)

≤
q∑
p=0

∥∥∥e2−q−1σP (`)
p e−2−qσϕp + e2−q−1σQ(`)

p e−2−qσϕ′p
∥∥∥

L2(R−)

.
q∑
p=0

∥∥∥e−2−qσϕp
∥∥∥

L2(R−)
+

q∑
p=0

∥∥∥e−2−qσϕ′p
∥∥∥

L2(R−)

car σ 7→ e2−q−1σP (`)
p (σ) et σ 7→ e2−q−1σQ(`)

p (σ) sont des fonctions bornées de R−. On
a donc ϕ(`)

q ∈ L2
(
R−, e−2−q−1σ dσ

)
pour tout q, ` ∈ N.

On a ainsi obtenu que pour tout q, ` ∈ N,

ϕ(`)
q ∈ L2

(
R−, e−2−q−1σ dσ

)
⇒ ϕq ∈ H`

(
R−, e−2−q−1σ dσ

)
.

En particulier ϕq ∈ H`(R−) pour tout q, ` ∈ N. On en déduit que ϕq ∈ H∞(R−) =
C∞(R−). Maintenant, pour montrer que ϕ(`)

q est borné, on écrit que c’est la primitive
de sa dérivée. On obtient∣∣∣ϕ(`)

q (σ)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ϕ(`)

q (0)
∣∣∣+ 2

q
2
∥∥∥e−2−q−1σϕ(`+1)

q

∥∥∥
L2(R−)

= O(1), ∀σ ∈ R−

ce qui permet de conclure que ϕ(`)
q est bornée pour tout q, ` ∈ N.
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Les résultats précédents ont permis de préciser la manière dont les suites (λq)q∈N,
(ϕq)q∈N et (ψq)q∈N étaient construites. Reste à préciser en quel sens les séries formelles
(6.12) page 144 définies à partir de ces suites peuvent converger. On a recours
au lemme C.11 page 255 de sommation de Borel, ce qui nécessite d’introduire les
définitions suivantes.

Définition-Propriété 6.22. Il existe une fonction Λp;j ∈ C∞b ([0, 1]) et des profils
Φp;j ∈ C∞b ([0, 1] × R−) et Ψp;j ∈ C∞b ([0, 1] × R+) tels que pour tout t ∈ [0, 1], pour
tout (σ, ρ) ∈ R− × R+ et pour tout N ∈ N, on ait

Λp;j(t) = 1 + t2
N∑
q=0

λqt
q + tN+3RΛ

N(t),

Φp;j(t;σ) =
N∑
q=0

ϕq(σ)tq + tN+1Rϕ
N(t;σ),

Ψp;j(t; ρ) =
N∑
q=0

ψq(ρ)tq + tN+1Rψ
N(t; ρ),

où les restes Rλ
N , R

ϕ
N et Rψ

N vérifient Rλ
N ∈ C∞b ([0, 1]), Rϕ

N ∈ C∞b ([0, 1] × R−) et
Rψ
N ∈ C∞b ([0, 1]× R+).

Démonstration. On note t = h
1
2 . Le lemme C.11 page 255 fournit la fonction Λp;j ∈

C∞b ([−1, 1]) correspondant à la suite (λqq!)q∈N et les profils Φp;j ∈ C∞b ([−1, 1]×R−)
et Ψp;j ∈ C∞b ([−1, 1] × R+) correspondant aux suites (q!ϕq)q∈N et (q!ψq)q∈N. Enfin,
le corollaire C.12 fournit les propriétés énoncées.

Revenons au problème (Pp) défini en (5.5). Pour construire un quasi-mode pour
ce problème, il suffit de prendre les fonctions construites précédemment et de les
localiser à l’aide d’une troncature lisse. Pour cela, on prend δ ∈]0, 1[ et on définit une
fonction plateau χ ∈ C∞c ([−1,+∞)), à valeurs dans [0, 1] telle que supp(χ) ⊂ [−δ, δ]
et χ ≡ 1 sur

[
− δ

2 ,
δ
2

]
.

Notation 6.23. On note, pour ξ ∈ [−1,+∞[, r ∈ R+ et θ ∈ R/2πZ :

kp;j(m) := m

n0

√
Λp;j

(
m−

1
2
)
,

wp;j(m; ξ) := χ(ξ)

 Φp;j
(
m−

1
2 ;σ

)
si ξ < 0

Ψp;j
(
m−

1
2 ; ρ

)
si ξ ≥ 0

,

up;j(m; r, θ) := wp;j(m; r − 1)eimθ.

Pour la définition de up;j(m), le choix de multiplier par eimθ et non par e−imθ est
arbitraire. Pour chaque quasi-résonance, on peut en fait associer deux quasi-modes
up;j(m) et up;j(m). On établira au lemme 10.1 page 222 qu’ils sont orthogonaux. On
dit que les quasi-résonances sont de multiplicité deux.

Notation. Pour σ ∈ R− et ρ ∈ R+, on note :

Λp;j(m) = Λp;j
(
m−

1
2
)
,
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ϕp;j(m;σ) = Φp;j
(
m−

1
2 ;σ

)
,

ψp;j(m; ρ) = Ψp;j
(
m−

1
2 ; ρ

)
.

Lemme 6.24. Pour tout entier m ≥ 1, on a∥∥∥up;j(m)
∥∥∥

L2(R2)
=
√

2πm− 1
4 +O

(
m−

3
4
)
.

Démonstration. Soit m ≥ 1. On a∥∥∥up;j(m)
∥∥∥2

L2(R2)
= 2π

∫ +∞

−1
|wp;j(m; ξ)|2 (1 + ξ) dξ,

= h
1
2 2π

∫ 0

−δ√
h

|ϕp;j(m;σ)|2 dσ +O(h),

= h
1
2 2π

∫ 0

−∞

∣∣∣Ψµ
2j+1(σ)

∣∣∣2 dσ +O(h),

= h
1
2 2π

∫ +∞

−∞
|Ψ2j+1(σ)|2 dσ +O(h).

Les (Ψj)j∈N formant une base Hilbertienne, voir la définition C.7 page 252, on obtient∥∥∥up;j(m)
∥∥∥2

L2(R2)
= 2πh 1

2 +O(h).

Lemme 6.25. Pour p ∈ Z et j ∈ N fixés, la suite de quasi-résonances et de quasi-
modes (kp;j(m), up;j(m))m∈N∗ vérifie les propriétés suivantes :

I Pour tout m ∈ N∗, le quasi-mode up;j(m) est à support compact :

supp(up;j(m)) ⊂ [1− δ, 1 + δ]× S1 b B(0, 1 + 2δ).

I Pour tout m ∈ N∗, le quasi-mode up;j(m) est lisse sauf à travers Γ :

up;j(m)|Ω ∈ C
∞
(
Ω
)
, up;j(m)|R2\Ω ∈ C∞

(
R2 \ Ω

)
.

I On a l’estimation suivante de l’erreur sur les conditions de transmission quand
m→ +∞[

up;j(m)
]

Γ
= O

(
m−∞

)
,

[
np−1 ∂νup;j(m)

]
Γ

= O
(
m−∞

)
.

I On a l’estimation suivante quand m→ +∞

∥∥∥div
(
np−1∇up;j(m)

)
+ k2

p;j(m)np+1 up;j(m)
∥∥∥

L2(R2)
=
∥∥∥up;j(m)

∥∥∥
L2(R2)

O
(
m−∞

)
.

Démonstration. Dans toute la démonstration p et j sont des entiers fixés et on rap-
pelle la notation h = 1

m
. Par construction, les quasi-modes sont à support compact

car supp(up;j(m)) ⊂ [1− δ, 1 + δ]× S1. De même, par construction, les quasi-modes
sont lisses sauf à travers Γ, voir le lemme 6.22.
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Pour les conditions de transmission, on obtient pour tout θ ∈ R[
up;j(m)

]
Γ

(θ) = [wp;j(m)]{0} eimθ,[
np−1∂νup;j(m)

]
Γ

(θ) =
[
np−1∂ξwp;j(m)

]
{0}

eimθ.

De plus,

[wp;j(m)]{0} = ψp;j(m; 0)− ϕp;j(m; 0) = O
(
m−∞

)
,[

np−1∂ξwp;j(m)
]
{0}

= h−1∂ρψp;j(m; 0)− np−1
0 h−

1
2∂σϕp;j(m; 0)

= h−1
(
∂ρψp;j(m; 0)− np−1

0 h
1
2∂σϕp;j(m; 0)

)
= O

(
m−∞

)
d’après les développements de ϕp;j(m) et de ψp;j(m) donnée à la définition 6.22 et
d’après le lemme 6.19.

Considérons à présent l’estimation L2. On note pour simplifier

L2
ξ = L2((−δ, δ), (1 + ξ) dξ),

L2
σ = L2

((
−h−

1
2 δ, 0

)
, h

1
2
(
1 + h

1
2σ
)

dσ
)
,

L2
ρ = L2

((
0, h−1δ

)
, h(1 + hρ) dρ

)
.

Dans la suite de la démonstration la notation prime pour les dérivées sera toujours
relative à la variable ξ pour v, à la variable σ pour ϕ et à la variable ρ pour ψ. On a∥∥∥div

(
np−1∇up;j(m)

)
+ k2

p;j(m)np+1 up;j(m)
∥∥∥

L2(R2)
≤ 2πm2 max

R2
np−1Nw

où

Nw =

∥∥∥∥∥∥h2
[
w′′p;j(m) +

(
1

1 + ξ
+ (p− 1)n

′

n

)
w′p;j(m)

]

+
(
n2

n2
0

Λp;j(m)− 1
(1 + ξ)2

)
wp;j(m)

∥∥∥∥∥∥
L2
ξ

.

On veut montrer que Nw = O (h∞). Pour cela, on va montrer que Nw = O
(
hN
)

pour tout entier N . On rappelle que d’après la définition 6.22, on a

Λp;j(m) = 1 + h
2N+1∑
q=0

λqh
q
2 +O

(
hN+2

)
, (6.20a)

ϕp;j(m;σ) =
2N+1∑
q=0

ϕq(σ)h
q
2 +O

(
hN+1

)
, (6.20b)

ψp;j(m; ρ) =
2N+1∑
q=0

ψq(ρ)h
q
2 +O

(
hN+1

)
. (6.20c)

Pour mener à bien l’estimation en norme L2
ξ , on scinde Nw en deux morceaux cor-

respondant aux intervalles ]−δ, 0[ et ]0, δ[. On a recours aux relations suivantes pour
ξ < 0 :

w′p;j(m; ξ) = χ′(h 1
2σ)ϕp;j(m;σ) + h−

1
2χ(h 1

2σ)ϕ′p;j(m;σ),
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w′′p;j(m; ξ) = χ′′(h 1
2σ)ϕp;j(m;σ) + 2h− 1

2χ′(h 1
2σ)ϕ′p;j(m;σ) + h−1χ(h 1

2σ)ϕ′′p;j(m;σ),

et aux relation suivantes pour ξ > 0 :

w′p;j(m; ξ) = χ′(hρ)ψp;j(m; ρ) + h−1χ(hρ)ψ′p;j(m; ρ),
w′′p;j(m; ξ) = χ′′(hρ)ψj(m; ρ) + 2h−1χ′(hρ)ψ′p;j(m; ρ) + h−2χ(hρ)ψ′′p;j(m; ρ).

On a Nw ≤ Nϕ +N ′ϕ +Nψ +N ′ψ où

Nϕ =

∥∥∥∥∥∥hϕ′′p;j(m) + h
3
2

(
1

1 + h
1
2σ

+ (p− 1)n
′

n

)
ϕ′p;j(m)

+
n2

n2
0

Λp;j(m)− 1(
1 + h

1
2σ
)2

ϕp;j(m)

∥∥∥∥∥∥
L2
σ

,

N ′ϕ =
∥∥∥∥∥χ′ 2h 3

2ϕ′p;j(m) + χ′ h
3
2

(
1

1 + h
1
2σ

+ (p− 1)n
′

n

)
ϕp;j(m) + χ′′ h2ϕp;j(m)

∥∥∥∥∥
L2
σ

,

Nψ =
∥∥∥∥∥
(
ψ′′p;j(m) + h

1 + hρ
ψ′p;j(m)

)
+
(

1
n2

0
Λp;j(m)− 1

(1 + hρ)2

)
ψp;j(m)

∥∥∥∥∥
L2
ρ

,

N ′ψ =
∥∥∥∥∥χ′ 2hψ′p;j(m) + χ′

h

1 + hρ
ψp;j(m) + χ′′ h2ψp;j(m)

∥∥∥∥∥
L2
ρ

.

On commence par le terme N ′ϕ
2. Avec l’estimation 1

1+h
1
2 σ
≤ 1

1−δ pour σh 1
2 ∈ [−δ, 0]

et le fait que σ 7→ n′(h
1
2 σ)

n(h
1
2 σ)

est bornée sur
[
−m 1

2 δ, 0
]
(car la fonction n′

n
est continue

sur [−1, 0]) et d’après le lemme 6.22 et le fait que χ′ et χ′′ sont bornées, on obtient
qu’il existe Pq,` ∈ R+[X, Y ] tel que

N ′ϕ
2 .

2N+1∑
q=0

2∑
`=0

∫ −δ
2
√
h

−δ√
h

Pq,`(|σ|, h
1
2 )
∣∣∣ϕ(`)
q (σ)

∣∣∣2 dσ +
∫ −δ

2
√
h

−δ√
h

h2N+5 dσ.

Le deuxième terme vient des termes de reste dans les expressions (6.20). On a h ≤ 1
et d’après le lemme 6.20, ϕq ∈ H2(R−, e−2−2N−1σ dσ) pour tout q ≥ 2N + 1 d’où
∫ −δ

2
√
h

−δ√
h

Pq,`(|σ|, h
1
2 )
∣∣∣ϕ(`)
q (σ)

∣∣∣2 dσ ≤
∫ −δ

2
√
h

−δ√
h

e2−2Nσ Pq,`(|σ|, 1)
∣∣∣e−2−2N−1σϕ(`)

q (σ)
∣∣∣2 dσ

≤ sup
σ∈
[
−δ√
h
, −δ
2
√
h

] e2−2NσPq,`(|σ|, 1)
∥∥∥e−2−2N−1σϕ(`)

q

∥∥∥
L2(R−)

. h−
d
2 exp

(
−2−2N−1δ h−1

)
où d est le degré de Pq,`(X, 1). On en déduit que N ′ϕ = O

(
hN+ 9

4
)
. Avec une méthode

similaire, on majore le terme N ′ψ
2 à l’aide du lemme 6.20. On obtient l’existence de

P ∈ R+[X, Y ] tel que

N ′ψ
2 .

∫ δ
h

δ
2h

P (|ρ|, h 1
2 )e

−2ρ
n0

√
n2

0−1 dρ+
∫ δ

h

δ
2h

h2N+3 dσ . e
−h−1δ

2n0

√
n2

0−1 + h2N+2,
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avec l’estimation 1
1+hρ ≤

1
1+δ pour hρ ∈ [0, δ]. On a donc N ′ψ = O

(
hN+1

)
. Pour les

termesNϕ etNψ, on écrit chacune des fonctions ξ 7→ 1
1+ξ , ξ 7→

1
(1+ξ)2 , ξ 7→ (p−1)n

′(ξ)
n(ξ)

et ξ 7→ n(ξ)2

n2
0

qui sont C∞ sur [−δ, 0] sous la forme

w(σh 1
2 ) =

2N+1∑
q=0

w(q)(0)
q! σqh

q
2 +

(
σh

1
2
)2N+2

R(σh 1
2 )

pour ξ = σh
1
2 < 0 et R ∈ C∞b ([−δ, 0]). On écrit aussi chacune des fonctions ξ 7→ 1

1+ξ
et ξ 7→ 1

(1+ξ)2 qui sont C∞ sur [0, δ] sous la forme

w(ρh) =
N∑
q=0

w(q)(0)
q! ρqhq + (ρh)N+1 S(ρh)

pour ξ = ρh > 0 et R ∈ C∞b ([0, δ]). D’après la construction des suites (λq)q∈N,
(ϕq)q∈N et (ψq)q∈N effectuée dans la démonstration du lemme 6.20, on a

N 2
ϕ . h2N+4

∫ 0

−δ√
h

2N+1∑
q=0

Pq(|σ|, h
1
2 ) |ϕq(σ)|2 dσ

+ h2N+4
∫ 0

−δ√
h

2N+1∑
q=0

P ′q(|σ|, h
1
2 )
∣∣∣ϕ′q(σ)

∣∣∣2 dσ

+ h2N+4
∫ 0

−δ√
h

PR
N (σh 1

2 ) dσ

N 2
ψ . h2N+2

∫ δ
h

0
Qψ
N(|ρ|, h 1

3 )e−
2ρ
n0

√
n2

0−1 dρ+ h2N+2
∫ δ

h

0
P S
N(ρh) dρ

où Pq, P
′
q, Q

ψ
N ∈ R+[X, Y ] et PR

N , P
S
N ∈ R+[X]. Dans ces deux expressions, la pre-

mière intégrale est finie car il s’agit de l’intégrale d’un produit de polynômes par des
fonctions dans L2(R−, e−ασ dσ) et L2(R+, eαρ dρ) pour α < min

(
2−2N−1, 2

√
n2

0−1
n0

)
.

Par ailleurs, on a
∫ 0

−δ√
h

PR
N (σh 1

2 ) dσ . h−
1
2 et

∫ δ
h

0
P S
N(ρh) dρ . h−1.

On en déduit que Nϕ = O
(
hN+ 7

4
)
et Nψ = O

(
hN+ 1

2
)
. En collectant les différentes

estimations obtenues, on obtient finalement que Nv = O
(
hN+ 1

2
)
pour tout N ∈ N.

Avec le lemme 6.24, pour tout N ∈ N, on a∥∥∥div
(
np−1∇up;j(m)

)
+ k2

p;j(m)np+1 up;j(m)
∥∥∥

L2(R2)
= ‖up;j(m)‖L2(R2)O

(
hN−

7
4
)
.

Quitte à remplacer l’entier N fixé au début par N + 2, on obtient un reste en
O
(
hN+ 1

4
)
dans l’estimation ci-dessus et on a bien une estimation en O

(
m−N

)
. On

en conclut que∥∥∥div
(
np−1∇up;j(m)

)
+ k2

p;j(m)np+1 up;j(m)
∥∥∥

L2(R2)
= ‖up;j(m)‖L2(R2)O

(
m−∞

)
.
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Démonstration du théorème 6.14. On veut montrer que les objets définis dans la dé-
finition 6.22 sont bien des quasi-résonances au sens de la définition 5.3. On commence
par effectuer un relèvement des conditions de transmission. On pose

g(m; r, θ) =

χ(r − 1)
2


−
[
up;j(m)

]
S1

(θ)− (r − 1)n1−p
0

[
np−1 ∂rup;j(m)

]
S1

(θ) r ≤ 1[
up;j(m)

]
S1

(θ) + (r − 1)
[
np−1 ∂rup;j(m)

]
S1

(θ) r > 1
.

Pour tout θ ∈ R/2πZ, on a[
up;j(m)− g(m)

]
S1

(θ) =
[
up;j(m)

]
S1

(θ)− [g(m)]S1 (θ) = 0

et [
np−1 ∂r(up;j(m)− g(m))

]
S1

(θ) =
[
np−1 ∂rup;j(m)

]
S1

(θ)−
[
np−1 ∂rg(m)

]
S1

(θ)
= 0.

On obtient, pour tout entier m ≥ 1, up;j(m)− g(m) ∈ H2,p(R,Ω). D’après le lemme
6.25, on a les estimations suivantes des conditions de transmission

[
up;j(m)

]
S1

=
O (m−∞) et

[
np−1 ∂rup;j(m)

]
S1

= O (m−∞). On en déduit que∥∥∥div
(
np−1∇g(m)

)
+ k2

p;j(m)np+1 g(m)
∥∥∥

L2(R2)
= ‖up;j(m)‖L2(R2)O

(
m−∞

)
.

Finalement, la fonction up;j(m)− g(m) satisfait l’estimation (5.6). D’après le lemme
6.24, on a

∥∥∥up;j(m)− g(m)
∥∥∥

L2(R2)
=
√
π

µ
1
4
m−

1
4 +O

(
m−

3
4
)
.

Par conséquent, on en déduit l’existence de m0 ∈ N∗ tel que pour tout m ≥ m0,
on ait la norme

∥∥∥up;j(m)− g(m)
∥∥∥

L2(R2)
non nulle. Quitte à retrancher g(m) et à

normaliser, on peut supposer que

up;j(m) ∈ H2,p(R,Ω),
∥∥∥up;j(m)

∥∥∥
L2(R2)

= 1

et que up;j(m) satisfait l’estimation (5.6).
De la suite (λq)q∈N construite dans le lemme 6.19, on déduit une suite (λ̃q)q∈N

telle que, pour tout N ∈ N, on ait

kp;j(m) = m

n0

1 +m−1
N∑
q=0

λ̃qm
− q2 +O

(
m−

N+3
2
) .

Finalement, le lemme C.12 page 255 fournit une fonction Kp;j ∈ C∞b ([0, 1]) associée
à la suite (λ̃qq!)q∈N telle que

kp;j(m) = mKp;j
(
m−

1
2
)
.
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6.5 Résonances internes : puits quadratique

6.5.1 Le résultat
Dans cette partie, on suppose que la fonction r 7→ 1 + r n′(r)

n(r) possède un zéro R0

dans ]0, R[, c’est-à-dire que le potentiel effectif, défini à la section 6.2, possède un
minimum local en R0. De plus, on suppose que 2 − R2

0 n
′′(R0)

n(R0) > 0. Cette hypothèse
revient à supposer que V ′′(R0) > 0. Ce cas est très similaire au cas du puits dans
l’isle de B. Helffer et J. Sjöstrand, voir [44]. Toutefois, notre potentiel n’est pas lisse
sur R+ donc ne rentre pas techniquement dans le cadre développé dans [44].

Ce cas est différent des deux précédents car on « localise » en R0 ∈]0, R[ c’est-
à-dire à l’intérieur du disque et non plus sur le bord. La différence principale est
que le potentiel est lisse dans un voisinage de R0. Nous n’avons donc plus besoin
de différentier le comportement à gauche et à droite de R0. Comme précédemment,
sans perte de généralité, on peut supposer que R0 = 1. Les formules pour R0 6= 1
qui s’en déduise seront données à la section 6.6.2.

Théorème 6.26. Pour p ∈ {±1} fixé, il existe des familles de quasi-résonances
(kp;j(m))m≥1 et de quasi-modes associés (up;j(m))m≥1, indexées par j ∈ N, au sens
de la définition 5.3 avec β = 1

3 telles que l’on ait, pour tout r ∈ R+ et θ ∈ R/2πZ

kp;j(m) = mK
(
m−

1
2
)

up;j(m; r, θ) = C eimθΦp;j
(
m−

1
2 ;m 1

2 (r − 1)
)

où Kp;j ∈ C∞b ([0, 1]), Φp;j ∈ C∞b ([0, 1]×R−), C > 0 est une constante de normalisa-
tion et χ ∈ C∞c (]− 1,+∞[) est telle que supp(χ) ⊂ [−δ, δ] et χ ≡ 1 sur

[
− δ

2 ,
δ
2

]
pour

δ ∈]0,min(1, α)[ où r = α est le bord du disque.

6.5.2 La démonstration du résultat
Notation. On introduit les notations

h = 1
m

et µ = 2− n2

n0

où n0 = n(1) et n2 = n′′(1).

On fait une mise à l’échelle σ = h−
1
2 ξ. On considère l’ansatz suivant pour la

solution w du problème (Rloc
p;r0(m)) défini en (6.6) : w(ξ) = ϕ(σ). On suppose que la

fonction ϕ et le réel Λ ont des développements formels de la forme

ϕ(σ) =
∑
q≥0

ϕq(σ)h
q
2 Λ =

∑
q≥−2

Λqh
q+2

2 . (6.21)

On déduit du problème (Rloc
p;r0(m)) défini en (6.6), le problème mis à l’échelle suivant

(Rscal
h )

 −hϕ
′′ − h 3

2

(
1

1+h
1
2 σ

+ (p− 1)n′
n

)
ϕ′ + 1

(1+h
1
2 σ)2

ϕ = n2

n2
0
Λϕ dans R

ϕ exponentiellement décroissante en ±∞
.

(6.22)



158 Chapitre 6 – Le cas invariant par rotation

Dans ce cas, contrairement aux deux cas précédents, on n’a plus deux équations
différentielles et des conditions de transmission car on va localiser loin du bord. Les
deux conditions de décroissance exponentielle en ±∞ seront nécessaires à la fin de
cette section.
Remarque 6.27. Le développement formel de n dans la variable mise à l’échelle σ est

n(σh 1
2 ) =

∑
`=0

n`
`! σ

`h
`
2

et celui de sa dérivée n′ est

n′(σh 1
2 ) =

∑
`≥0

n`+1

`! σ`h
`
2

Notons que ces développements sont en puissance de h 1
2 et donc n2 et 1

n
ont aussi

un développement formel en puissance de h 1
2 .

Le principe de la construction du développement asymptotique est de remplacer
Λ, ϕ et n par leurs développements formels dans (Rscal

h ) défini en (6.22) et d’identifier
les termes de même puissance de h, générant ainsi une suite de systèmes différentiels
pour Λq et ϕq dépendant des coefficients nq. On commence la construction avec le
lemme suivant.

Lemme 6.28. On a

Λ−2 = 1 et Λ−1 = 0.

Démonstration. On considère les termes en puissance de h0 issus de l’équation dif-
férentielle en ϕ de (Rscal

h ) défini en (6.13). On trouve ϕ0(σ) = Λ−2ϕ0(σ) pour tout
σ ∈ R−. Si on suppose que Λ−2 6= 1, alors ϕ0 est identiquement nulle. On consi-
dère la puissance de h suivante. On trouve ϕ1(σ) = Λ−2ϕ1(σ) sur h 1

2 . Là encore si
Λ−2 6= 1 alors ϕ1 est identiquement nulle. On poursuit ainsi de suite et on établit
que si Λ−2 6= 1 alors la fonction ϕ est identiquement nulle. On a donc Λ−2 = 1.

On considère à nouveau le terme en h
1
2 . On trouve 0 = Λ−1ϕ0(σ) pour tout

σ ∈ R−. Le même raisonnement que précédemment indique que si on ne veut pas
que ϕ soit identiquement nulle, on doit avoir Λ−1 = 0.

Finalement, on obtient Λ = 1 + h
∑
q≥0 Λqh

q
2 . Pour simplifier les écritures dans

la suite, on introduit la notation λ = h−1(Λ − 1) et son développement formel
λ = ∑

q≥0 λqh
q
2 . On remarque que l’on a λq = Λq pour tout q ∈ N. La construction

se poursuit par le lemme suivant. On rappelle que µ = 2− n2
n0
> 0.

Lemme 6.29. Pour j ∈ N et σ ∈ R, on a

λ0 = (2j + 1)√µ
ϕ0(σ) = Ψµ

j (σ)

où Ψµ
j := µ

1
8 Ψj

(
µ

1
4•
)
et les (Ψj)j∈N sont les fonctions de Gauss-Hermite, voir la

définition C.7 page 252.

Remarque 6.30. On introduit la famille Ψµ
j pour que la sous famille Ψµ

2j+1 soit une
base Hilbertienne de L2(R−).
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Démonstration. Dans le problème (Rscal
h ) défini en (6.22) où on a substitué Λ et

ϕ par leurs développements formels (6.21), on prend les premiers termes non nuls
devant les puissances de h 1

2 . On obtient le problème aux valeurs propres suivant :
trouver λ0 ∈ R et ϕ0 non nulle tels que

(Rscal
h,0 )

 −ϕ
′′
0(σ) + µσ2ϕ0(σ) = λ0ϕ0(σ), σ ∈ R (ordre h)

ϕ0 exponentiellement décroissante en ±∞ (ordre h0)
.

On fait le changement de variable x = µ
1
4σ dans l’équation différentielle pour se

ramener au même problème spectral que celui de la définition C.7 page 252. On en
déduit que

µ−
1
2 λ0 = 2j + 1 et ϕ0(σ) = αΨj(x)

où α est une constante et les Ψ sont les fonctions de Gauss-Hermite. On a donc λ =
(2j + 1)√µ et ϕ0(σ) = αΨj

(
µ

1
4σ
)
. Remarquons que ϕ0 est bien exponentiellement

décroissante en ±∞ d’après la définition des fonctions de Gauss-Hermite. On peut
prendre n’importe quelle valeur non nulle pour α. On choisi α = µ

1
8 afin que la

famille (Ψµ
j )j∈N soit normalisée dans L2(R).

Le lemme suivant décrit la structure des problèmes permettant de calculer les
différents termes des développements asymptotiques de λ et ϕ.

Lemme 6.31. La suite de problèmes (Rscal
h,q ) pour q ≥ 1 est définie par :

(Rscal
h,q )

 −ϕ
′′
q(σ) + (µσ2 − λ0)ϕq(σ) = λqϕq(σ) + Sq σ ∈ R (ordre h q+2

2 )

ϕq exponentiellement décroissante en ±∞ (ordre h q2 )

où la fonction Sq est explicitée à la relation (6.23), et dépend de (λ`)q−1
`=0 , (ϕ`)q−1

`=0 et
de (n`)q+2

`=0 .

Notation. Soit S = ∑
`≥0 s`h

`
2 une série formelle. On utilise la notation

[
h
q
2
]

(S) =
sq pour indiquer que l’on extrait le coefficient d’ordre h q2 .

Démonstration. On part de l’équation différentielle du problème (Rscal
h ) défini en

(6.22) et on considère les termes des ordres h q+2
2 ou h

q
2 . Pour les conditions de

décroissance exponentielle, on prend les termes d’ordre h q2 . On obtient ainsi direc-
tement le résultat énoncé. Pour l’équation différentielle en ϕ on considère les termes
d’ordre h q+2

2[
h
q+2

2
]

(hϕ′′) = ϕ′′q ,

[
h
q+2

2
] (
h

3
2

(
1

1 + h
1
2σ

+ (p− 1)n
′

n

)
ϕ′
)

=
q−1∑
`=0

[
h
q−1−`

2
] ( 1

1 + h
1
2σ

+ (p− 1)n
′

n

)
ϕ′`,

[
h
q+2

2
] ϕ(

1 + h
1
2σ
)2

 = ϕq+2 − 2σϕq+1 + 3σ2ϕq +
q−1∑
`=0

[
h
q+2−`

2
] 1(

1 + h
1
2σ
)2

ϕ`.
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Pour le dernier terme de l’équation différentielle sur ϕ, on remarque que d’après le
lemme 6.16, on a Λ = 1 + h

∑
`≥0 λ`h

`
2 et donc

[
h
q+2

2
] (n2

n2
0
Λϕ

)
= ϕq+2 + 2n1

n0
σϕq+1 +

(
n2

1
n2

0
+ n2

n0

)
σ2ϕq +

q−1∑
`=0

[
h
q+2−`

2
] (n2

n2
0

)
ϕ`

+ λqϕ0 + λ0ϕq +
[
h
q
2
] (n2

n2
0

)
λ0ϕ0 +

q−1∑
a,b,`=0

a+b+`=q−1

[
h
a
2
] (n2

n2
0

)
λbϕ`.

En posant

Sq =
q−1∑
`=0

[
h
q+2−`

2
]n2

n2
0
− 1(

1 + h
1
2σ
)2

ϕ` +
[
h
q
2
] (n2

n2
0

)
λ0ϕ0

+
q−1∑

a,b,`=0
a+b+`=q−1

[
h
a
2
] (n2

n2
0

)
λbϕ` +

q−1∑
`=0

[
h
q−1−`

2
] ( 1

1 + h
1
2σ

+ (p− 1)n
′

n

)
ϕ′`, (6.23)

on obtient

−ϕ′′q(σ) + (µσ2 − λ0)ϕq(σ) = λqϕ0(σ) + Sq(σ).

Lemme 6.32. Il existe une solution non nulle (λq)q∈N et (ϕq)q∈N aux systèmes
(Rscal

h,q )q∈N. De plus, on a l’expression suivante pour tout q ∈ N

ϕq(σ) =
j+3q∑
`=0

cq,` Ψµ
` (σ) ∀σ ∈ R

où (cq,0, . . . , cq,j+3q) ∈ Rj+3q+1.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur q. Pour q = 0, le lemme 6.29 fournit
λ0 et ϕ0. On a c0,` = δj,` pour tout ` ∈ {0, . . . , j}. On considère un entier q ≥ 1 et
on suppose que l’on a construit (λ`)0≤`≤q−1 et (ϕ`)0≤`≤q−1. Pour obtenir λq et ϕq,
on résout l’équation en ϕ. Grâce au lemme 6.31, on connaît la forme du système
(Rscal

h,q ) et la forme du terme source. Compte tenu de l’hypothèse de récurrence, il
existe (d`)j+3q

`=0 tel que

Sq(σ) =
j+3q∑
`=0

d` Ψµ
` (σ).

Le fait qu’il y ait au plus j + 3q + 1 coefficients non nuls n’a rien d’évident. On
commence par remarquer que pour tout i ∈ N, on a

σΨµ
i , Ψµ

i
′ ∈ Vect (Ψµ

` , 0 ≤ ` ≤ i+ 1) .

Cela résulte des formules données au lemme C.8 page 252. L’expression (6.23) dans
la démonstration du lemme 6.31, donne la forme précise de Sq
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Sq =
q−1∑
`=0

[
h
q+2−`

2
]n2

n2
0
− 1(

1 + h
1
2σ
)2

ϕ` +
[
h
q
2
] (n2

n2
0

)
λ0ϕ0

+
q−1∑

a,b,`=0
a+b+`=q−1

[
h
a
2
] (n2

n2
0

)
λbϕ` +

q−1∑
`=0

[
h
q−1−`

2
] ( 1

1 + h
1
2σ

+ (p− 1)n
′

n

)
ϕ′`.

Pour les termes dans la première somme de Sq, le dernier coefficient non nul est
j + 3`+ q+ 2− ` pour ` entre 0 et q− 1. Le rang de se dernier coefficient se majore
par j+ 3q. Pour les termes dans la deuxième somme de Sq, le dernier coefficient non
nul est au rang j+ 3q−3. Pour les termes dans la troisième somme de Sq, le dernier
coefficient non nul a pour rang j + 3q − 2. Pour le dernier terme restant qui n’est
pas dans une somme son dernier coefficient non nul est au rang j+ q. L’équation du
problème (Rscal

h,q ) est devenue

−ϕ′′q(σ) + (µσ2 − (2j + 1)√µ)ϕq(σ) = λq Ψµ
j (σ) +

j+3q∑
`=0

d` Ψµ
` (σ).

L’image de l’opérateur −∂2
σ + µσ2 − (2j + 1)√µ, muni du domaine H2(R) dans

L2(R), est Vect (Ψµ
` , ` ∈ N \ {j}). Ainsi le problème (Rscal

h,q )q∈N a une solution si, et
seulement si, λq Ψµ

j (σ) +
j+3q∑
`=0

d` Ψµ
` (σ),Ψµ

j


L2(R)

= 0

d’où

λq = −dj.

L’opérateur −∂2
σ + µσ2 − (2j + 1)√µ est bijectif sur Vect (Ψµ

` , ` ∈ N \ {j}). Le pro-
blème (Rscal

h,q )q∈N a une solution qui s’exprime sous la forme ϕq = ∑j+3q
`=0 c` Ψµ

` où

cj = 0 et c` = d`
2(`− j)√µ pour ` ∈ {0, . . . , j + 3q} \ {j}.

On a ainsi construit itérativement les termes des suites (λq)q∈N et (ϕq)q∈N. Notons
que le quasi-mode est non nul, car d’après le lemme 6.29, ϕ0 n’est pas identiquement
nulle.

Les résultats précédents ont permis de préciser la manière dont les suites (λq)q∈N
et (ϕq)q∈N étaient construites. Reste à préciser en quel sens les séries formelles (6.21)
page 157 définies à partir de ces suites peuvent converger. Pour cela, on a recours au
lemme C.11 page 255 de sommation de Borel, qui nécessite d’introduire les définitions
suivantes.

Définition-Propriété 6.33. Il existe une fonction Λp;j ∈ C∞b ([0, 1]) et un profil
Φp;j ∈ C∞b ([0, 1] × R) tels que pour tout t ∈ [0, 1], pour tout σ ∈ R et pour tout
N ∈ N, on ait

Λp;j(t) = 1 + t2
N∑
q=0

λqt
q + tN+1RΛ

N(t),
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Φp;j(t;σ) =
N∑
q=0

ϕq(σ)tq +mN+1Rϕ
N(t;σ),

où les restes RΛ
N et Rϕ

N vérifient RΛ
N ∈ C∞b ([0, 1]) et Rϕ

N ∈ C∞b ([0, 1]× R).

Démonstration. On note t = h
1
2 . Le lemme C.11 page 255 fournit la fonction Λp;j ∈

C∞b ([−1, 1]) correspondant à la suite (λqq!)q∈N et le profil Φp;j ∈ C∞b ([−1, 1] × R−)
correspondant à la suite (q!ϕq)q∈N. Enfin le corollaire C.12 donne les propriétés
énoncées.

Revenons au problème (Pp) défini en (5.5). Pour construire un quasi-mode pour
ce problème, il suffit de prendre les fonctions construites précédemment et de les
localiser à l’aide d’une troncature lisse. On prend δ ∈ [0,min (1, α)] où r = α
est la valeur correspondant au bord du disque. On définit une fonction plateau
χ ∈ C∞c ([−1,+∞)) à valeurs dans [0, 1] telle que supp(χ) ⊂ [−δ, δ] et χ ≡ 1 sur[
− δ

2 ,
δ
2

]
.

Notation 6.34. On note, pour ξ ∈ [−1,+∞[, r ∈ R+ et θ ∈ R/2πZ :

kp;j(m) := m

n0

√
Λp;j

(
m−

1
2
)
,

wp;j(m; ξ) := χ(ξ)Φp;j
(
m−

1
2 ;σ

)
,

up;j(m; r, θ) := wp;j(m; r − 1)eimθ.

Pour la définition de up;j(m), le choix de multiplier par eimθ et non par e−imθ est
arbitraire. Pour chaque quasi-résonance, on peut en fait associer deux quasi-modes
up;j(m) et up;j(m). On établira au lemme 10.1 page 222 qu’ils sont orthogonaux. On
dit que les quasi-résonances sont de multiplicité deux.

Notation. Pour σ ∈ R, on note :

Λp;j(m) = Λp;j
(
m−

1
2
)
,

ϕp;j(m;σ) = Φp;j
(
m−

1
2 ;σ

)
.

Lemme 6.35. Pour m ≥ 1, on a∥∥∥up;j(m)
∥∥∥

L2(R2)
=
√

2πm− 1
4 +O

(
m−

3
4
)
.

Démonstration. Pour tout m ≥ 1, on a
∥∥∥up;j(m)

∥∥∥2

L2(R2)
= 2π

∫ +∞

−1
|wp;j(m; ξ)|2 (1 + ξ) dξ

= h
1
2 2π

∫ δ√
h

−δ√
h

|ϕp;j(m;σ)|2 dσ +O(h)

= h
1
2 2π

∫ +∞

−∞

∣∣∣Ψµ
j (σ)

∣∣∣2 dσ +O(h)

= h
1
2 2π

∫ +∞

−∞
|Ψj(x)|2 dx+O(h).
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Les (Ψj)j∈N formant une base Hilbertienne, voir définition C.7 page 252, on obtient∥∥∥up;j(m)
∥∥∥2

L2(R2)
= 2πh 1

2 +O(h).

Lemme 6.36. Pour p ∈ Z et j ∈ N fixés, la suite de quasi-résonances et de quasi-
modes (kp;j(m), up;j(m))m∈N∗ vérifie les propriétés suivantes :

I Pour tout m ∈ N∗, le quasi-mode up;j(m) est à support compact :

supp(up;j(m)) ⊂ [1− δ, 1 + δ]× S1 b B(0, 1 + 2δ).

I Pour tout m ∈ N∗, le quasi-mode up;j(m) est lisse sauf à travers Γ :

up;j(m)|Ω ∈ C
∞
(
Ω
)
, up;j(m)|R2\Ω ∈ C∞

(
R2 \ Ω

)
.

I On a l’estimation de l’erreur suivante sur les conditions de transmission quand
m→ +∞ [

up;j(m)
]

Γ
= 0,

[
np−1 ∂νup;j(m)

]
Γ

= 0.

I On a l’estimation suivante quand m→ +∞

∥∥∥div
(
np−1∇up;j(m)

)
+ k2

p;j(m)np+1 up;j(m)
∥∥∥

L2(R2)
=
∥∥∥up;j(m)

∥∥∥
L2(R2)

O
(
m−∞

)
.

Démonstration. Dans toute la démonstration p et j sont des entiers fixés, et on rap-
pelle la notation h = 1

m
. Par construction, les quasi-modes sont à support compact

car supp(up;j(m)) ⊂ [1− δ, 1 + δ]×S1. De même, par construction, les quasis-modes
sont lisses et les conditions de transmission sont satisfaites car le bord de la cavité
n’est pas dans le support des quasi-modes.

Considérons à présent l’estimation L2. On note pour simplifier

L2
ξ = L2((−δ, δ), (1 + ξ) dξ),

L2
σ = L2

((
−h−

1
2 δ, h−

1
2 δ
)
, h

1
2
(
1 + h

1
2σ
)

dσ
)
.

Dans la suite de la démonstration, la notation prime pour les dérivées sera toujours
entendu par rapport à la variable ξ pour v et par rapport à la variable σ pour ϕ.
On a ∥∥∥div

(
np−1∇up;j(m)

)
+ k2

p;j(m)np+1 up;j(m)
∥∥∥

L2(R2)
≤ 2πm2 max

R2
np−1Nw

où

Nw =

∥∥∥∥∥∥h2
[
w′′p;j(m) +

(
1

1 + ξ
+ (p− 1)n

′

n

)
w′p;j(m)

]

+
(
n2

n2
0

Λp;j(m)− 1
(1 + ξ)2

)
wp;j(m)

∥∥∥∥∥∥
L2
ξ

.
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On veut montrer que Nw = O (h∞). Pour cela on va montrer que Nw = O
(
hN
)

pour tout entier N . On rappelle que, d’après la définition 6.9, on a

Λp;j(m) = 1 + h
2N+1∑
q=0

λqh
q
2 +O

(
hN+3

)
, (6.24a)

ϕp;j(m;σ) =
2N+1∑
q=0

ϕq(σ)h
q
2 +O

(
hN+1

)
. (6.24b)

On a recours aux relations suivantes pour ξ :

w′p;j(m; ξ) = χ′(h 1
2σ)ϕp;j(m;σ) + h−

1
2χ(h 1

2σ)ϕ′p;j(m;σ),
w′′p;j(m; ξ) = χ′′(h 1

2σ)ϕp;j(m;σ) + 2h− 1
2χ′(h 1

2σ)ϕ′p;j(m;σ) + h−1χ(h 1
2σ)ϕ′′p;j(m;σ).

On en déduit que Nw ≤ Nϕ +N ′ϕ où

Nϕ =

∥∥∥∥∥∥hϕ′′p;j(m) + h
3
2

(
1

1 + h
1
2σ

+ (p− 1)n
′

n

)
ϕ′p;j(m)

+
n2

n2
0

Λp;j(m)− 1(
1 + h

1
2σ
)2

ϕp;j(m)

∥∥∥∥∥∥
L2
σ

,

N ′ϕ =
∥∥∥∥∥χ′ 2h 3

2ϕ′p;j(m) + χ′ h
3
2

(
1

1 + h
1
2σ

+ (p− 1)n
′

n

)
ϕp;j(m) + χ′′ h2ϕp;j(m)

∥∥∥∥∥
L2
σ

.

On commence par le terme N ′ϕ
2. Avec l’estimation 1

1+h
1
2 σ
≤ 1

1−δ pour σh 1
2 ∈ [−δ, δ],

le fait que σ 7→ n′(h
1
2 σ)

n(h
1
2 σ)

est bornée sur
[
−m 1

2 δ,m
1
2 δ
]
(car la fonction n′

n
est continue

sur [−δ, δ]) et d’après le lemme 6.32 et le fait que χ′ et χ′′ sont bornées, on obtient
qu’il existe Pq ∈ R+ [X, Y ] tel que

N ′ϕ
2 .

j+6N+4∑
q=0

2
∫ δ√

h

δ

2
√
h

Pq(|σ|, h
1
2 )
∣∣∣Ψµ

q (σ)
∣∣∣2 dσ + 2

∫ δ√
h

δ

2
√
h

h2N+5 dσ.

On devrait intégrer sur les intervalle
]
− δ√

h
,− δ

2
√
h

[
∪
]

δ
2
√
h
, δ√

h

[
mais par parité des

fonctions à intégrer, on peut intégrer sur
]

δ
2
√
h
, δ√

h

[
en mettant un facteur 2 devant

les intégrales. La somme s’arrête à j + 6N + 4 qui est égal à j + 3(2N + 1) + 1 (le
1 supplémentaire viens de la dérivé de ϕ2N+1). Le deuxième terme de l’estimation
ci-dessus vient des termes de reste dans les expressions (6.24). On a h ≤ 1 et d’après
la définition des fonctions de Gauss-Hermite, on obtient

∫ δ√
h

δ

2
√
h

Pq(|σ|, h
1
2 )
∣∣∣Ψµ

q (σ)
∣∣∣2 dσ .

∫ δ√
h

δ

2
√
h

Pq(|σ|, 1)
∣∣∣Hq

(
µ

1
4σ
)∣∣∣2 e−

√
µσ2 dσ

.
∫ δ√

h

δ

2
√
h

e−
√
µ

2 σ2 dσ

. h−
1
2 e−

√
µδ2
8 h−1

.
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On obtient donc N ′ϕ = O
(
hN+ 9

4
)
. Pour le terme Nϕ, on écrit chacune des fonctions

ξ 7→ 1
1+ξ , ξ 7→

1
(1+ξ)2 , ξ 7→ (p − 1)n

′(ξ)
n(ξ) et ξ 7→ n(ξ)2

n2
0
, qui sont C∞ sur [−δ, δ], sous la

forme

w(σh 1
2 ) =

2N+1∑
q=0

w(q)(0)
q! σqh

q
2 +

(
σh

1
2
)2N+2

R(σh 1
2 ),

pour ξ = σh
1
2 et R ∈ C∞b ([−δ, δ]). D’après la construction des suites (λq)q∈N et

(ϕq)q∈N effectuée dans la démonstration du lemme 6.32, on a

N 2
ϕ . h2N+4

∫ δ√
h

−δ√
h

j+6n+4∑
q=0

Pq(|σ|, h
1
2 )
∣∣∣Ψq

(
µ

1
4σ
)∣∣∣2 dσ + h2N+4

∫ δ√
h

−δ√
h

PR
N (σh 1

2 ) dσ,

où Pq ∈ R+[X, Y ] et PR
N ∈ R+[X]. La première intégrale est finie car c’est une somme

d’intégrales d’un polynôme fois une fonction exponentiellement décroissante. Pour
la deuxième intégrale, on a

∫ δ√
h

−δ√
h

PR
N (σh 1

2 ) dσ . h−
1
2 .

On en déduit que N = O
(
hN+ 7

4
)
. En collectant les différentes estimations obtenues,

il vient Nw = O
(
hN+ 7

4
)
pour tout N ∈ N.

Avec le lemme 6.35, pour tout N ∈ N, on a∥∥∥div
(
np−1∇up;j(m)

)
+ k2

p;j(m)np+1 up;j(m)
∥∥∥

L2(R2)
= ‖up;j(m)‖L2(R2)O

(
hN−

1
2
)
.

En remplaçant l’entier N fixé au début par N + 1, on obtient un reste de la forme
O
(
hN+ 1

2
)
dans l’estimation ci-dessus. On obtient donc une estimation en O

(
m−N

)
.

On conclut que∥∥∥div
(
np−1∇up;j(m)

)
+ k2

p;j(m)np+1 up;j(m)
∥∥∥

L2(R2)
= ‖up;j(m)‖L2(R2)O

(
m−∞

)
.

Démonstration du théorème 6.26. Il s’agit de montrer que les objets définis dans la
définition 6.33 sont bien des quasi-résonances au sens de la définition 5.3. Ici, contrai-
rement aux deux cas précédents, nous n’avons pas besoin de relever les conditions de
transmission car les quasi-modes se localisent loin du bord. D’après le lemme 6.35,
on a ∥∥∥up;j(m)

∥∥∥
L2(R2)

=
√

2πm− 1
4 +O

(
m−

3
4
)

donc il existe m0 ∈ N∗ tel que pour tout m ≥ m0, on ait
∥∥∥up;j(m)

∥∥∥
L2(R2)

non nul.
Quitte à normaliser, on peut supposer que

up;j(m) ∈ H2,p(R,Ω),
∥∥∥up;j(m)

∥∥∥
L2(R2)

= 1

et que up;j(m) satisfasse l’estimation (5.6).
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De la suite (λq)q∈N construite au lemme 6.31, on déduit une suite (λ̃q)q∈N telle
que, pour tout N ∈ N, on ait

kp;j(m) = m

n0

1 +m−1
N∑
q=0

λ̃qm
− q2 +O

(
m−

N+3
2
) .

Le lemme C.12 page 255 fournit une fonction Kp;j ∈ C∞b ([0, 1]) associée à la suite
(λ̃qq!)q∈N telle que

kp;j(m) = mKp;j
(
m−

1
2
)
.

6.6 Récapitulatif des formules
Dans cette section, on a listé les premiers termes des développements asymp-

totiques dans les trois cas étudiés. Les constructions faites dans les sections 6.6.1
(demi-puits triangulaire), 6.6.2 (demi-puits quadratique) et 6.6.3 (puits quadratique
interne) fournissent des algorithmes itératifs de calcul des termes des développe-
ments asymptotiques. On a implémenté ces algorithmes dans un logiciel de calcul
formel, les détails de cette implémentation sont dans l’annexe D.

Toutes les constructions ont été faites sur des systèmes normalisés, c’est-à-dire
pour R = 1 ou R0 = 1. Ici, on ne suppose plus ces normalisations, on considère un
disque de rayon R > 0 quelconque et que R0 ∈]0, R[ ,quand il existe, quelconque
également. Pour passer des systèmes normalisés aux systèmes quelconque, on utilise
le lemme 5.9 page 123.

6.6.1 Demi-puits triangulaire
6.6.1.1 Cas d’un disque d’indice optique variable

Dans le cas d’un disque de rayon R > 0, d’indice optique variable n et sous
l’hypothèse κ̆ = 1 + Rn′(R)

n(R) > 0, les quasi-résonances et quasi-modes ont pour déve-
loppement asymptotique, tronqué à l’ordre Q ∈ N∗, quand m→ +∞

kp;j(m) = m

Rn0

1 +
( 2
m

) 2
3
Q−2∑
q=0

kq
( 2
m

) q
3

+O
(
m−

Q+1
3
) (6.25)

up;j(m; r, θ) = C eimθ


Φp;j

((
2
m

) 1
3 ;
(
m
2

) 2
3
(
r
R
− 1

))
si r ≤ R

Ψp;j

((
2
m

) 1
3 ; m2

(
r
R
− 1

))
si r > R

(6.26)

où C > 0 est une constante de normalisation, Φp;j et Ψp;j sont définies dans la
définition 6.9 page 137 et nq = Rq n(q)(R). Les coefficients kq pour q = 0, . . . , 3 sont

k0 = aj κ̆
2
3

2 ,

k1 = − np0 κ̆

2
√
n2

0 − 1
,
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k2 =
a2
j κ̆

4
3

15

(17
8 −

3
κ̆

+ 1
κ̆2

(
2− n2

n0

))
,

k3 = − aj n
p
0 κ̆

5
3

12
√
n2

0 − 1

(
3n2

0 − 2n2p
0

n2
0 − 1 + 2− 6

κ̆
+ 2
κ̆2

(
2− n2

n0

))

où les (aj)j∈N sont les zéros de la fonction de Airy miroir A, voir la définition C.5
page 251. De plus, les premiers termes non nuls des développements asymptotiques
de Φp;j et Ψp;j, en coordonnées polaires, sont

Φp;j
(
h

1
3 , σ

)
= A

(
aj + 2κ̆ 1

3σ
)

+O
(
h

1
3
)
,

Ψp;j
(
h

1
3 , ρ

)
= −h 1

3
A′(aj)np0 κ̆

1
3√

n2
0 − 1

exp
(−ρ
n0

√
n2

0 − 1
)

+O
(
h

2
3
)
.

6.6.1.2 Cas d’un disque de rayon R et d’indice optique constant

Dans le cas d’un disque de rayon R et d’indice optique constant n0 > 1, il est
possible de calculer un nombre plus important de termes dans les développements
asymptotiques. Pour p ∈ {±1}, on a obtenu onze termes (k0, . . . , k9) :

k0 = aj
2 ,

k1 = − np0

2(n2
0 − 1) 1

2
,

k2 =
3a2

j

40 ,

k3 = −ajn
p
0(3n2

0 − 2n2p
0 )

12(n2
0 − 1) 3

2
,

k4 = 1
8

(
1
35 −

a3
j

350 −
np0(np0 − n0)(n2p

0 + np+1
0 − 1)

(n2
0 − 1)2

)
,

k5 = −
a2
jn

p
0(8n4p

0 − 12n2p+2
0 − 8n2p

0 + 3n4
0 + 12n2

0)
80(n2

0 − 1) 5
2

,

k6 = − aj
144

(
1

175 +
479a3

j

7000

− np0(28n5p
0 − 39n3p+2

0 − 45n3p
0 + 18n2p+1

0 + 9np+4
0 + 54np+2

0 + 9np0 − 27n3
0 − 9n0)

(n2
0 − 1)3

)
.

Les expressions des termes k7 à k9 deviennent très longues avec un entier p général
donc nous distinguons les deux cas p = +1 (mode TM) et p = −1 (mode TE). On
écrit les termes pour les modes TM car ils sont plus courts. On note kTM

j (m) :=
k+1;j(m). On a

kTM
7 = − n3

0

35(n2
0 − 1) 7

2

(
4a3

j

5 + 13
64 −

(10− a3
j)n2

0(n2
0 − 4)

160

)
,
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kTM
8 =

a2
j

240

(
20231a3

j

1078000 −
551

10780 + n6
0(n2

0 − 7)
(n2

0 − 1)4

)
,

kTM
9 = − ajn

3
0

1260(n2
0 − 1) 9

2

n6
0

(
479a3

j

960 + 353
72

)
− n4

0

(
479a3

j

200 + 1
5

)

+ n2
0

(
1009a3

j

100 + 4919
160

)
+

821a3
j

75 + 1847
240


,

kTM
10 = − 3781

50960000 +
15229a3

j

336336000 −
171389a6

j

67267200000

− n6
0

2240(n2
0 − 1)

(
51
2 +

381a3
j

5 +
(a3
j − 10)n2

0(n2
0 − 6)

5

).

6.6.2 Demi-puits quadratique
Dans le cas d’un disque de rayon R > 0 et d’indice optique variable n et sous

les hypothèses κ̆ = 1 + Rn′(R)
n(R) = 0 et µ = 2 − R2 n′′(R)

n(R) > 0, les quasi-résonances
et quasi-modes ont pour développements asymptotiques, tronqué à l’ordre Q ∈ N∗,
quand m→ +∞

kp;j(m) = m

Rn0

1 + R

m

Q−2∑
q=0

kq
( 1
m

) q
2

+O
(
m−

Q+1
2
)  (6.27)

up;j(m; r, θ) = C eimθ


Φp;j

((
R
m

) 1
2 ;
(
m
R

) 1
2
(
r
R
− 1

))
si r ≤ R

Ψp;j

((
R
m

) 1
2 ; m

R

(
r
R
− 1

))
si r > R

(6.28)

où C > 0 est une constante de normalisation, Φp;j et Ψp;j sont définies dans la
définition 6.22. Les coefficients kq pour q = 0, 1 sont

k0 =
(4j + 3)√µ

2 ,

k1 =
 −np0 µ 3

4√
n2

0 − 1
+ (4j + 3)µ 1

4

3

(
−2 + η3

3µ

)Ψ′2j+1(0)2

où

η3 = 6 + R3 n(3)(R)
n(R) .

De plus, les premiers termes non nuls des développements asymptotiques de Φp;j et
Ψp;j, en coordonnées polaires, sont

Φp;j(h
1
2 , σ) = Ψ2j+1

(
µ

1
4σ
)

+O
(
h

1
2
)
,

Ψp;j(h
1
2 , ρ) = −h 1

2
np0 µ

1
4√

n2
0 − 1

Ψ′2j+1(0) e
−ρ
n0

√
n2

0−1 +O (h)

où les (Ψj)j∈N sont les fonctions de Gauss-Hermite, voir la définition C.7 page 252.



6.6. Récapitulatif des formules 169

Remarque 6.37. On a écrit que les termes k0 et k1 car se sont les seuls coefficient que
l’on peut obtenir exactement. Néanmoins, on peut écrire un algorithme qui calcule
des approximations des coefficients suivants, voir l’annexe D.

6.6.3 Puits quadratique interne
Dans le cas d’un disque de rayon R > 0 et d’indice optique variable sous les

hypothèses qu’il existe R0 ∈]0, R[ tel que 1 + R0 n′(R0)
n(R0) = 0 et µ = 2− R2

0 n2
n0

> 0, les
quasi-résonances et quasi-modes ont pour développements asymptotiques, tronqué
à l’ordre Q ∈ N∗, quand m→ +∞

kp;j(m) = m

R0n0

1 + 1
m

Q−2∑
q=0

kq
( 1
m

) q
2

+O
(
m−

Q+1
2
)  (6.29)

up;j(m, r, θ) = CΦp;j

(( 1
m

) 1
2

;m 1
2

(
r

R0
− 1

))
eimθ (6.30)

où C > 0 est une constante de normalisation, Φp;j est définie dans la définition 6.33.
Les coefficients kq pour q = 0, 1, 2 sont

k0 =
(2j + 1)√µ

2 ,

k1 = 0,

k2 = 5
64 + p2

8 −
p

4 −
p µ

4 + 13µ
64 −

η3

96µ −
7η2

3
576µ2 + η4

64µ2

+ (2j + 1)2
(
−35

64 + 5µ
64 + 5η3

32µ −
5η2

3
192µ2 + η4

64µ

)
,

k3 = 0

où

η3 = 6 + R3
0 n

(3)(R0)
n(R0) η4 = 24− R4

0 n
(4)(R0)

n(R0) .

De plus, le premier terme non nul du développement asymptotique de Φp;j, en co-
ordonnées polaires, est

Φp;j(h
1
2 , σ) = µ

1
8 Ψj

(
µ

1
4σ
)

+O
(
h

1
2
)
.
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Dans ce chapitre, on illustre numériquement les développements asymptotiques
construits au chapitre 6 pour les résonances du problème (Rp(m)) défini en (6.1)
page 126. On regarde les trois cas pour lesquels on a construit des quasi-résonances :
demi-puits triangulaire, demi-puits quadratique et puits quadratique interne.

7.1 Demi-puits triangulaire
On rappelle que l’hypothèse principale de ce cas est κ̆ = 1 + Rn′(R)

n(R) > 0 où R est
le rayon du disque. Dans [67], les auteurs considèrent des indices optiques avec des
profils quadratiques dans la cavité circulaire. On choisi un indice optique qui est un
polynôme de degré deux sur [0, R] tel que n(R) = n0 > 1, n′′(R) = n2 et n′(0) = 0.
Ce qui donne

n(r) =

 n0 + n2

2 (r2 −R2) si r ≤ R

1 si r > R
.

Les contraintes a respecter sont κ̆ > 0 et min[0,R] n > 1. Une fois que l’on a choisi
n0 > 1, cela impose

− n0

R2 < n2 <
2(n0 − 1)

R2 .

Pour l’illustration numérique, on prend R = 1, n0 = 5 et n2 = −2.5 ce qui
donne κ̆ = 0.5. Pour calculer des approximations numériques des résonances du
problème (Rp(m)), on prend la méthode décrite au chapitre 3 qui consiste à utiliser
une PML (qui dépend des paramètres r0, r1 et σ0) pour transformer les résonances
en des valeurs propres d’un autre problème, puis on discrétise le problème aux va-
leurs propres avec la méthode des éléments finis. Pour illustrer les développements
asymptotiques, idéalement on aimerait comparer les résonances kp;j(m) aux quasi-
résonances kp;j(m) pour m grand (8 ≤ m ≤ 1024). Mais ne connaissant pas les
valeurs kp;j(m), on les remplace par des approximations numériques knum

p;j (m). Tech-
niquement, on ne connaît pas non plus les quasi-résonances kp;j(m) car elles sont
construites à l’aide du lemme de Borel C.11. Cependant, pour tout Q ∈ N∗, on peut
calculer (k0, . . . , kQ−2) ∈ RQ−1 tel que kp;j(m) = k

[Q]
p;j (m) +O

(
m−

Q+1
3
)
où

k
[Q]
p;j (m) = m

Rn0

1 +
( 2
m

) 2
3
Q−2∑
q=0

kq
( 2
m

) q
3

 . (7.1)

Le terme principal est k[1]
p;j(m) = m

Rn0
, ensuite k[2]

p;j(m) est égal à k[1]
p;j(m) plus terme

correctif, etc. Selon la même logique, on introduit les quasi-modes à Q termes

u
[Q]
p;j (m; r, θ) = eimθ

Q−1∑
q=0

wq(r)
( 2
m

) q
3
. (7.2)

On va comparer les résonances numériques knum
p;j (m) aux développements asympto-

tiques à Q termes k[Q]
p;j (m).

Le calcul numérique des résonances pour m grand pose problème car les modes
résonnants associés sont localisés très près de l’interface en R. Plutôt que de prendre
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une discrétisation uniforme très fine de [0, r1], on optimise la discrétisation en raffi-
nant de manière géométrique autour de R. De plus, on connaît les échelles sur ]0, R[
(σ = m

2
3 (r−R)) et ]R,+∞[ (ρ = m(r−R)). On utilise ces échelles pour générer le

maillage. Il est constitué des points

Mm = {0, R, r1}
⋃{

R− R

2i
∣∣∣ i ∈ N∗, 2i ≤ m

2
3

}⋃{
R + r1 −R

2i
∣∣∣ i ∈ N∗, 2i ≤ m

}
.

On a utilisé le maillageM1024 pour calculer les résonances kp,j(m) pour m ≤ 1024.
On a pris r0 = 1.25 et r1 = 2. À noter que le point r0 appartient au maillage. Le
maillage est formé de 19 points et le degré de l’approximation éléments finis utilisé
est 25, ce qui donne 451 degrés de liberté.

Pour la PML, on utilise celle qui est linéaire par morceaux (PML0). On fait
dépendre le paramètre σ0 de m en prenant σ0 = 10 k[2]

p;0(m)−1.
Sur la figure 7.1, colonne de gauche, on a représenté la différence relative D

[Q]
p;j

entre les résonances numériques knum
p;j (m) et les quasi-résonances k[Q]

p;j (m) en fonction
de m en échelle logarithmique où

D
[Q]
p;j (m) =

∣∣∣∣∣∣k
num
p;j (m)− k[Q]

p;j (m)
knum
p;j (m)

∣∣∣∣∣∣ .
Colonne de droite, on a représenté la pente en fonction de m, c’est-à-dire le taux
d’accroissement

T
[Q]
p;j (m) =

logD[Q]
p;j (m+ ∆m)− logD[Q]

p;j (m)
∆m

en fonction de m avec ∆m fixé. En théorie, on a

D
[Q]
p;j (m) = O

(
m−

Q+1
3
)

et lim
m→+∞

T
[Q]
p;j (m) = −Q+ 1

3 .

Sur tous les graphes, les quasi-résonances sont calculées à partir de k[Q]
p;j pour Q ∈

{1, . . . , 8}. Dans la section 6.6.1 du chapitre 6, nous n’avons pas écrit les termes kq
pour 4 ≤ q ≤ 7 car ils ont des expressions très longues mais à l’aide des scripts
de calcul formel, donnés à l’annexe D, on peut obtenir des approximations numé-
riques de ces valeurs. On observe que l’on a le bon comportement des taux d’ac-
croissements. On remarque aussi que dans le cas p = −1, on a des phénomènes
de super-convergence, les courbes pour Q = 2 et Q = 3 sont presque confondues.
Ceci s’explique par le fait que le terme ajouté pour obtenir Q = 3 est k1

(
2
m

)
et

k1 ≈ −0.02041 est petit devant k0 ≈ 1.169 et k2 ≈ 5.625 pour notre exemple.
Sur la figure 7.2, on a représenté les modes résonnants discret wnum(m) (où

unum
p;j (m; r, θ) = wnum(m, r)eimθ en coordonnées polaires) associés aux résonances

numériques knum
p;j (m) et le quasi-modes w[2](m) (où u[2]

p;j(m; r, θ) = w[2](m; r)eimθ en
coordonnées polaires) associé à la quasi-résonance k[2]

p;j(m). On représente les parties
radiales wnum(m) et w[2](m). La courbe bleue représente la partie réelle du mode
résonnant discret, la courbe orange représente sa partie imaginaire et la courbe
rouge représente le quasi-mode. Les modes résonnants discrets et les quasi-modes
sont normalisés tel que w(x0) = 1 où x0 ∈ arg maxr∈[0,r0] |w(r)|. On observe que les
quasi-modes ont la même structure que les modes résonnants numériques et qu’ils
se rapprochent quand m croit.
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101 102 103

m

−23
−1

−43

−53
−2

−73

−83
−3

Q=1
Q=2
Q=3
Q=4
Q=5
Q=6
Q=7
Q=8

(b) p = +1, taux d’accroissement
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(c) p = −1, différences relatives
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(d) p = −1, taux d’accroissement

Figure 7.1 – À gauche, graphes des différences relativesD[Q]
p;j (m) entre les résonances

numériques et les quasi-résonances en fonction de m en échelle logarithmique. À
droite, graphes des taux d’accroissements T[Q]

p;j (m) en fonction de m. Sur les tous les
graphes m va de 8 à 1024 et Q de 1 à 8.
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(a) p = −1, m = 32
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(b) p = +1, m = 32
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(c) p = −1, m = 64
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(d) p = +1, m = 64
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(e) p = −1, m = 128

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
r

−1.00

−0.75

−0.50

−0.25

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

Re(unum)
Im(unum)
uasy

(f) p = +1, m = 128

Figure 7.2 – Sur les graphes, la courbe bleue représente la partie réelle de wnum
p;j (m),

la courbe orange représente la partie imaginaire de wnum
p;j (m) et la courbe rouge

représente w[2]
p;j(m; r, 0). La colonne de gauche représente p = −1 et j = 0, la colonne

de droite représente p = +1 et j = 1. Les lignes de haut en bas représentent m = 32,
64 et 128.
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7.2 Demi-puits quadratique
Les hypothèses principales dans ce cas sont κ̆ = 1 + Rn′(R)

n(R) = 0 et µ̆ = 2 −
R2 n′′(R)
n(R) > 0. Dans [30], les auteurs considèrent un indice optique de la forme

n(r) =

 2n0

(
1 + r2

R2

)−1

si r ≤ R

1 si r > R

.

On a

n(R) = n0, n′(R) = −n0

R
et n′′(R) = n0

R2

donc on a bien n > 1 dans [0, R], κ̆ = 0 et µ̆ = 1 > 0. Comme dans la section
précédente, on introduit les quasi-résonances et quasi-modes à Q ∈ N∗ termes

k
[Q]
p;j (m) = m

Rn0

1 + 1
m

Q−2∑
q=0

kq
( 1
m

) q
2

 , (7.3)

u
[Q]
p;j (m; r, θ) = eimθ

Q−1∑
q=0

wq(r)
( 1
m

) q
2
. (7.4)

Pour l’illustration numérique, on prend R = 1 et n0 = 5. Le maillage est construit
sur le même principe que dans la section précédente mais ici le raffinement à gauche
de R n’est pas réalisé avec la même échelle (σ = m

1
2 (r−R0)). On a pris r0 = 1.25 et

r1 = 2. Le maillage contient 18 points et le degré de l’approximation éléments finis
est 25, ce qui donne 426 degrés de liberté. Le paramètre σ0 est choisi de la même
façon : σ0 = 10 k[2]

p;0(m)−1.
Sur la figure 7.3, colonne de gauche, on a représenté la différence relative D

[Q]
p;j

entre les résonances numériques knum
p;j (m) et les quasi-résonances k[Q]

p;j (m) en fonction
de m en échelle logarithmique. Colonne de droite, on a représenté la pente T

[Q]
p;j en

fonction de m. En théorie, on a

D
[Q]
p;j (m) = O

(
m−

Q+1
2
)

et lim
m→+∞

T
[Q]
p;j (m) = −Q+ 1

2 .

On observe les bons comportements des taux d’accroissements sauf pour la courbe
Q = 2 pour p = −1. En effet, si on regarde la différence relative pour cette courbe,
on voit un pic vers le bas. Il vient du fait que l’erreur kp;j(m) − k[1]

p;j(m) change de
signe autour de m = 120.

Sur la figure 7.4, on a représenté les modes résonnants numériques associés aux ré-
sonances numériques knum

p;j (m) (la courbe bleue représente la partie réelle et la courbe
orange représente la partie imaginaire) et les quasi-modes r 7→ u

[2]
p;j(m; r, 0) associé

aux quasi-résonances k[2]
p;j(m). Comme dans la section précédentes on a représenté

que la partie radiale des modes avec les même normalisations. Ici les quasi-modes
ont une structure très similaire que les modes numériques. La différence avec le cas
précédent est que les quasi-modes sont approchés car il sont en réalité représentés
par une série, u[2]

p;j(m; r, 0) = ∑
`∈N c` Ψ2`+1

(
m

1
2 (r − 1)

)
que l’on a tronqué à ` = 5.

C’est la raison pour laquelle on s’est arrêté à trois termes (Q = 3) sur les graphes
7.3.
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Figure 7.3 – À gauche, graphes des différences relativesD[Q]
p;j (m) entre les résonances

numériques et les quasi-résonances en fonction de m en échelle logarithmique. À
droite, graphes des taux d’accroissements T[Q]

p;j (m) en fonction de m. Sur les tous les
graphes m va de 8 à 1024 et Q de 1 à 3.
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(a) p = −1, m = 32
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(b) p = +1, m = 32
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(c) p = −1, m = 64
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(d) p = +1, m = 64
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(e) p = −1, m = 128
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(f) p = +1, m = 128

Figure 7.4 – Sur les graphes, la courbe bleue représente la partie réelle de unum
p;j (m),

la courbe orange représente la partie imaginaire de unum
p;j (m) et la courbe rouge

représente r 7→ u
[2]
p;j(m; r, 0). La colonne de gauche représente p = −1 et j = 0, la

colonne de droite représente p = +1 et j = 1. Les lignes de haut en bas représentent
m = 32, 64 et 128.
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7.3 Puits quadratique interne
Les hypothèses dans ce cas sont 1 + Rn′(R)

n(R) < 0 et il existe R0 ∈]0, R[ tel que
1 + R0 n′(R0)

n(R0) = 0 et µ̆ = 2− R2
0 n
′′(R0)

n(R0) > 0. On considère un indice optique de la même
forme que dans la section 7.1 :

n(r) =

 n0 + n2

2 (r2 −R2) si r ≤ R

1 si r > R
.

Pour qu’il vérifie la première hypothèse, il faut que n2 < − n0
R2 , dans ce cas, on a

R0 =
√
R2

3 −
2n0

3n2
< R et µ̆ = 3.

Comme dans la section précédente, on introduit les quasi-résonances et quasi-modes
à Q ∈ N∗ termes

k
[Q]
p;j (m) = m

R0n0

1 + 1
m

Q−2∑
q=0

kq
( 1
m

) q
2

 , (7.5)

u
[Q]
p;j (m; r, θ) = eimθ

Q−1∑
q=0

wq(r)
( 1
m

) q
2
. (7.6)

Pour l’illustration numérique, on prend R = 1, n0 = 5 et n2 = −7.5. On a donc
R0 =

√
7
9 ≈ 0.8819. Le maillage est construit sur le même principe que dans les deux

précédentes sections mais ici on fait un raffinement géométrique autour de R0 avec
la même échelle des deux côtés (σ = m

1
2 (r − R0)). On a pris r0 = 1.25 et r1 = 2.

Le maillage contient 18 points et le degré de l’approximation éléments finis est 25,
ce qui donne 426 degrés de liberté. Le paramètre σ0 est choisi de la même façon :
σ0 = 10 k[2]

p;0(m)−1.
Sur la figure 7.5, colonne de gauche, on a représenté la différence relative D

[Q]
p;j

entre les résonances numériques knum
p;j (m) et les quasi-résonances k[Q]

p;j (m) en fonction
de m en échelle logarithmique. Colonne de droite, on a représenté la pente T

[Q]
p;j en

fonction de m. En théorie, on a

D
[Q]
p;j (m) = O

(
m−

Q+1
2
)

et lim
m→+∞

T
[Q]
p;j (m) = −Q+ 1

2 .

On observe que, excepté la première, les courbes se superposent par paire. Cela
est dû au fait que k1 = k3 = 0. Prenant en compte cette constatation, les taux
d’accroissements T[Q]

p;j (m) semblent converger vers les bonnes valeurs. On remarque
aussi qu’il y a une pré-asymptotique, dû au fait que l’asymptotique ne tient pas
compte de l’interface R.

Sur la figure 7.6, on a représenté les modes résonnants numériques associés aux
résonances numériques knum

p;j (m) (la courbe bleue représente la partie réelle et la
courbe orange représente la partie imaginaire) et le quasi-modes r 7→ u

[2]
p;j(m; r, 0)

associé à la quasi-résonances k[2]
p;j(m). Comme pour les deux section précédentes on

a représenté que la partie radiale des modes avec les mêmes normalisations. La
différence par rapport à deux cas précédents est que les quasi-modes ne voient pas
la condition de bord en R = 1 car la construction est indépendante des conditions
de transmission.
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Figure 7.5 – À gauche, graphes des différences relativesD[Q]
p;j (m) entre les résonances

numériques et les quasi-résonances en fonction de m en échelle logarithmique. À
droite, graphes des taux d’accroissements T[Q]

p;j (m) en fonction de m. Sur les tous les
graphes m va de 8 à 1024 et Q de 1 à 6.
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(a) p = −1, m = 32
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(b) p = +1, m = 32
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(c) p = −1, m = 64
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(d) p = +1, m = 64
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(e) p = −1, m = 128
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(f) p = +1, m = 128

Figure 7.6 – Sur les graphes, la courbe bleue représente la partie réelle de unum
p;j (m),

la courbe orange représente la partie imaginaire de unum
p;j (m) et la courbe rouge

représente r 7→ u
[2]
p;j(m; r, 0). La colonne de gauche représente p = −1 et j = 0, la

colonne de droite représente p = +1 et j = 1. Les lignes de haut en bas représentent
m = 32, 64 et 128.
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Dans ce chapitre, on construit des quasi-résonances du problème (Pp) défini en
(5.5) page 120 pour des formes de cavité et des indices optiques vérifiant une hypo-
thèse mêlant la courbure du bord de la cavité, la valeur, et la dérivée normale de
l’indice optique au bord. Ce cas est la généralisation du cas du demi-puits triangu-
laire du chapitre 6.

8.1 Résonances à mode de galerie dans une cavité
quelconque

8.1.1 Cadre et hypothèses
On considère dans ce chapitre le cas d’une cavité de forme quelconque. Soit Ω un

ouvert borné qui représente la cavité et Γ = ∂Ω son bord supposé lisse, voir figure
8.1a. Soit n une fonction qui représente l’indice optique tel que n|Ω ∈ C

∞(Ω), n|Ω > 1
et n|R2\Ω ≡ 1. Soit L la longueur de la courbe Γ. Quitte à faire une homothétie, voir
le lemme 5.9 page 123, on peut supposer que L = 2π et noter T = R/2πZ. On prend
γ ∈ C∞(T) une paramétrisation par l’abscisse curviligne de la courbe Γ. On note
κ = det(γ′, γ′′) la courbure de γ et on note ‖κ‖∞ le maximum de |κ|. La variable
curviligne est notée s ∈ T et orientée dans le sens trigonométrique. On définit la
normale sortante unitaire ν ∈ C∞(T,S1) à Γ, avec cette orientation. Elle a pour
expression ν(s) = (γ2(s),−γ1(s))ᵀ.

Afin d’étudier les modes localisés le long du bord Γ, on se place dans les coor-
données tubulaires. Les coordonnées tubulaires sont (s, ξ) où s ∈ T et où ξ, dans un
voisinage de 0, est la variable normale, comme illustré sur la figure 8.1b. On définit
un voisinage tubulaire

Vδ = {γ(s) + ξν(s) | (s, ξ) ∈ T×]− δ, δ[} , (8.1)

où 0 < δ < ‖κ‖−1
∞ . Soit φ : (s, ξ) 7→ γ(s)+ξν(s) le changement de variable tubulaire.

Le voisinage Vδ est un ouvert sur lequel le changement de variable φ entre coor-
données tubulaires et cartésiennes est un difféomorphisme lisse car det

(
Dφ(s,ξ)

)
=

−(1 + ξκ(s)) et, pour tout (s, ξ) ∈ T×]− δ, δ[, on a

0 < 1− δ ‖κ‖∞ ≤ 1 + ξκ(s) ≤ 1 + δ ‖κ‖∞ < 2.

Ω R2 \ Ωn > 1n ≡ 1

Γ

(a) Cavité « type » considérée

γ(s)

Ω
Γ
R2 \ Ω

ν(s)
γ′(s)

δ
δ

(b) Changement de coordonnées tubulaires
considéré
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Hypothèse 8.1. On suppose que pour tout s ∈ T, on a

κ(s) + ∂νn(γ(s))
n(γ(s)) > 0

où n(γ(s)) = limΩ3x→γ(s) n(x) et ∂νn(γ(s)) =
(
limΩ3x→γ(s)∇n(x)

)
· ν(s).

Remarque 8.2. I Si la fonction n est constante, l’hypothèse κ+ ∂νn(γ)
n(γ) > 0 devient

κ > 0. La cavité est alors à courbure strictement positive. Toujours dans ce
cas, on peut faire le parallèle avec les valeurs propres à modes de galerie du
Laplacien Dirichlet, voir [7, 61].

I Si n est non constant, nos hypothèses n’imposent pas de convexité de la cavité
Ω. En effet, la courbure κ peut être négative sur une partie du bord Γ tant
que le terme ∂νn(γ)

n(γ) reste strictement supérieur à −κ sur cette partie.

I Si on compare avec la construction des développements asymptotiques des
valeurs propres à modes de galerie de l’opérateur −c2∆ avec condition de
Dirichlet (corespond au mode TM avec c = n−1) faite dans le chapitre 6 de
[7], on note que l’hypothèse κ + ∂νn(γ)

n(γ) > 0 est la même. Signalons aussi que
les conditions de Popov–Vodev présentes dans [78, 84] sont équivalente aux
nôtres.

I Le cas du demi-puits triangulaire du chapitre 6 est un cas particulier de la
situation traitée ici quand la cavité est un disque et l’indice optique ne dépend
que de la variable radiale.

L’indice optique dans les coordonnées tubulaires est également noté n de sorte
que n(s, ξ) = n(γ(s)+ξν(s)) pour (s, ξ) ∈ T×]−δ, 0]. Comme n est constant et égal
à 1 dans Vδ ∩ (R2 \Ω), seules les valeurs de n dans la cavité Ω apparaîtrons dans les
équations. On identifie formellement n et sa série de Taylor

n(s, ξ) =
∑
q≥0

nq(s)
q! ξq où nq(s) = lim

ξ→0−
∂qn

∂ξq
(s, ξ).

En particulier n0(s) = n(γ(s)) est la valeur de n au bord de la cavité et n1(s) =
∂ν(s)n(γ(s)) est la dérivée normale au bord Γ.

Notation 8.3. I Pour w ∈ L1(T), la moyenne de w est notée

〈w〉 = 1
2π

∫
T
w(s) ds.

I On note n̂0 = n0

〈n0〉
.

I On note κ̆ = κ+ n1

n0
. Cette quantité est appelée la courbure effective.

Lemme 8.4. Il existe ε > 0 tel que pour tout s ∈ T, on a n̂0(s) ≥ ε. On a également
la relation 〈n̂0〉 = 1.
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Démonstration. Par définition, pour tout s ∈ T, on a n0(s) > 1. En particulier, sa
moyenne vérifie 〈n0〉 > 1 et comme T est compact on a mins∈T n0(s) > 1. On a donc,
pour tout s ∈ T,

n̂0(s) ≥ mins∈T n0(s)
〈n0〉

> 0.

Par définition de n̂0, on a 〈n̂0〉 = 1.

Avec les notations 8.3, l’hypothèse 8.1 s’écrit

κ̆(s) = κ(s) + n1(s)
n0(s) > 0 ∀s ∈ T.

On rappelle le problème (Pp) défini en (5.5) page 120 : trouver k ∈ C et u ∈ H2(R2,Γ)
non nulle tels que

(Pp)



− div (np−1∇u)− k2 n2 u = 0 dans R2 \ Γ

[u]Γ = 0 à travers Γ

[np−1∂νu]Γ = 0 à travers Γ

Condition de radiation

. (8.2)

Dans le but est d’écrire notre équation dans les variables tubulaires, on énonce le
lemme suivant.

Lemme 8.5. Soit U un ouvert tel que U ⊂ Vδ où Vδ est le voisinage tubulaire défini
en (8.1) page 184. Pour toute fonction f ∈ C1(U) et u, v ∈ H2(U), on a les relations
suivantes :

div (f∇u) = 1
1 + ξκ

divs,ξ ((1 + ξκ) f G∇s,ξu)

∇u · ∇v = (G∇s,ξu) · ∇s,ξv

où

G(s, ξ) =
(

(1 + ξκ(s))−2 0
0 1

)
.

Démonstration. Il suffit de calculer la métrique g induite sur les coordonnées tubu-
laires par la métrique euclidienne. On définit le difféomorphisme

φ : T×]− δ, δ[ −→ Vδ
(s, ξ) 7−→ γ(s) + ξν(s) .

On a

g(s, ξ) =
(
∂sφ · ∂sφ ∂sφ · ∂ξφ
∂sφ · ∂ξφ ∂ξφ · ∂ξφ

)

et

∂sφ · ∂sφ = |γ′(s) + ξν ′(s)|2 = (1 + ξκ(s))2,
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∂sφ · ∂ξφ = (γ′(s) + ξν ′(s)) · ν(s) = 0,
∂ξφ · ∂ξφ = |ν(s)|2 = 1.

On obtient les formules énoncées en posant G = g−1 car on a l’expression suivante∫
U
f ∇u · ∇v dx =

∫
φ−1(U)

f G∇s,ξu · ∇s,ξv (1 + ξκ) ds dξ.

Corollaire 8.6. Pour toute fonction u ∈ H2(U) où l’ouvert U est contenu dans
Vδ ∩ Ω ou dans Vδ ∩

(
R2 \ Ω

)
, on a la relation suivante

− div
(
np−1∇u

)
= − 1

1 + ξκ
∂s

(
np−1

1 + ξκ
∂su

)
− 1

1 + ξκ
∂ξ
(
np−1(1 + ξκ)∂ξu

)
qui s’écrit encore sous forme développée (après multiplication par n1−p) :

−∆u− p− 1
n
∇n · ∇u = −∂2

ξξu−
1

(1 + ξκ)2∂
2
ssu−

(
κ

1 + ξκ
+ (p− 1)∂ξn

n

)
∂ξu

−
(
−ξκ′

(1 + ξκ)3 + (p− 1)∂sn
(1 + ξκ)2n

)
∂su.

Démonstration. C’est une application directe des formules du lemme 8.5.

8.1.2 Le résultat
Sous les hypothèses 8.1 et sous l’hypothèse que Γ est lisse, on a le théorème

suivant.

Théorème 8.7. Pour p ∈ {±1} fixé, il existe des familles de quasi-résonances
(kp;j(m))m≥1 et de quasi-modes associés (up;j(m))m≥1, indexées par j ∈ N, au sens
de la définition 5.3 avec β = 1

3 telles que l’on ait, pour tout ξ ∈]− δ, δ[ et s ∈ T,

kp;j(m) = mK
(
m−

1
3
)
,

up;j(m; s, ξ) = C χ(ξ) exp
(

imΘp;j
(
m−

1
3 ; s

)) Φp;j
(
m−

1
3 ; s,m 2

3 ξ
)

si ξ ≤ 0

Ψp;j
(
m−

1
3 ; s,mξ

)
si ξ > 0

où K ∈ C∞b ([0, 1]), Θp;j ∈ C∞b ([0, 1]×T), Φp;j ∈ C∞b ([0, 1]×T×R−), Ψp;j ∈ C∞b ([0, 1]×
T×R+), C > 0 une constante de normalisation et χ ∈ C∞c (]− δ, δ[) telle que χ ≡ 1
sur

[
− δ

2 ,
δ
2

]
.

8.1.3 La démonstration du théorème
L’idée de la démonstration pour construire des quasi-résonances et des quasi-

modes associés au problème (Pp) défini en (8.2) est de construire des solutions
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approchées au problème (P loc
p;Γ), localisé autour de Γ, suivant : trouver k ∈ C et

u ∈ H2(Vδ,Γ) non nulle tels que

(P loc
p;Γ)



−∆u− p−1
n
∇n · ∇u− k2 n2 u = 0 dans Vδ \ Γ

[u]Γ = 0 à travers Γ

[np−1∂ξu]Γ = 0 à travers Γ

u = 0 sur ∂Vδ

. (8.3)

L’équation aux dérivées partielles du problème (P loc
p;Γ) vient de celle du problème

(Pp) où on a développé la divergence et multiplié par n1−p dans Vδ ∩ Ω et dans
Vδ ∩

(
R2 \ Ω

)
.

On veut construire des modes de galerie, c’est-à-dire des fonctions solutions de
(Pp) qui sont, d’une part localisées le long du bord Γ et, d’autre part qui possèdent
un grand nombre d’oscillations le long du bord. Dans les cas invariants par rotation
déjà traités au chapitre 6, les phases sont eimθ. Une première idée est de prendre
des ansatzs avec pour phase eims mais cela ne fonctionne pas. On ne parvient pas
à construire des quasi-résonances. C’est pour cette raison que l’on prend une phase
plus générale de la forme ei2h−1Θ(s) où Θ est une fonction inconnue qu’il faudra
construire en même temps que les autres composants des quasi-modes et h est un
petit paramètre qui joue le rôle de m−1 dans le cas invariant par rotation.

Comme il sera expliqué dans la section 8.2.1, nous avons aussi dans ce cas une
interprétation en termes de potentiel et, à s fixé, il a la forme d’un demi-puits
triangulaire. Ainsi, conformément à ce qui a été fait dans le chapitre 6, on change
d’échelle la variable ξ sur les intervalles ] − δ, 0[ et ]0, δ[ suivant le petit paramètre
h > 0. On définit les nouvelles variables mises à l’échelle (σ, ρ) par

σ = h−
2
3 ξ pour ξ < 0 et ρ = h−1ξ pour ξ > 0.

On fait les ansatzs suivants sur la forme de k et de la fonction u

k2 = 4Λ
h2 〈n0〉2

et u(s, ξ) = e2ih−1Θ(s)

 ϕ(s, σ) ξ < 0
ψ(s, ρ) ξ > 0

(8.4)

où Λ, Θ, ϕ et ψ ont des développements formels de la forme suivantes, pour s ∈ T,
σ ∈ R− et ρ ∈ R+,

Λ = Λ−2 + Λ−1h
1
3 + h

2
3
∑
q≥0

Λqh
q
3 , (8.5a)

Θ(s) = Θ−2(s) + Θ−1(s)h 1
3 + h

2
3
∑
q≥0

Θq(s)h
q
3 , (8.5b)

ϕ(s, σ) =
∑
q≥0

ϕq(s, σ)h
q
3 , (8.5c)

ψ(s, ρ) =
∑
q≥0

ψq(s, ρ)h
q
3 . (8.5d)

De plus, on suppose que la fonction

s 7→ ∂σϕ0(s, 0) 6= 0 (8.6)
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où ϕ0 est le premier terme dans (8.5c). Par la suite, on aura besoin des relations
suivantes : pour u(s, ξ) = w(s, ξ) e 2i

h
Θ(s), on a

∂su(s, ξ) =
(
∂sw(s, ξ) + 2i

h
Θ′(s)w(s, ξ)

)
e 2i
h

Θ(s), (8.7a)

∂2
ssu(s, ξ) =

(
∂2
ssw(s, ξ) + 2i

h
(2Θ′(s)∂sw(s, ξ) + Θ′′(s)w(s, ξ))

− 4
h2 Θ′(s)2w(s, ξ)

)
e 2i
h
θ(s).

(8.7b)

On déduit du problème (P loc
p;Γ) défini en (8.3), des ansatzs (8.4), du corollaire 8.6 et

des relations (8.7), le problème mis à l’échelle suivant, d’inconnues Λ, Θ, ϕ et ψ

(Pscal
h )



−h 2
3∂2

σσϕ− hL−hϕ+ 4Θ′2 ϕ
(1 + h

2
3σκ)2

= 4n2 Λϕ
〈n0〉2

(s, σ) ∈ T× R−

−∂2
ρρψ − hL+

hψ + 4Θ′2 ψ
(1 + hρκ)2 = 4 Λψ

〈n0〉2
(s, ρ) ∈ T× R+

ϕ(s, 0) = ψ(s, 0) s ∈ T

np−1
0 (s)h 1

3∂σϕ(s, 0) = ∂ρψ(s, 0) s ∈ T

ϕ(s, ·) exponentiellement décroissante en −∞ s ∈ T

ψ(s, ·) exponentiellement décroissante en +∞ s ∈ T

(8.8)

où

L−hϕ =2i
(

2Θ′∂sϕ+ Θ′′ϕ
(1 + h

2
3σκ)2

+ (p− 1)∂snΘ′ϕ
(1 + h

2
3σκ)2n

)
+ h

1
3

(
κ

1 + h
2
3σκ

+ (p− 1)∂ξn
n

)
∂σϕ

− h
2
3

2iσκ′Θ′ϕ
(1 + h

2
3σκ)3

+ h

(
∂2
ssϕ

(1 + h
2
3σκ)2

+ (p− 1)∂sn∂sϕ
(1 + h

2
3σκ)2n

)
− h

5
3

σκ′∂sϕ

(1 + h
2
3σκ)3

,

L+
hψ = κ∂ρψ

1 + hρκ
+ 2i2Θ′∂sψ + Θ′′ψ

(1 + hρκ)2 + h

(
∂2
ssψ

(1 + hρκ)2 −
2iρκ′Θ′ψ

(1 + hρκ)3

)

− h2 ρκ′∂sψ

(1 + hρκ)3 .

En les variables (σ, ρ), le changement de variable tubulaire est valable sur T ×]
−δh− 2

3 , δh−1
[
. Quand h → 0, ce cylindre devient de plus en plus large. On consi-

dère le problème posé sur le cylindre infini T×R avec des conditions de décroissance
exponentielle en ±∞ en les variables (σ, ρ). Ces conditions de décroissance expo-
nentielle nous permettront à la fin de cette section de localiser le long de T × {0}
nos quasi-modes construits
Remarque 8.8. Le développement formel de n dans la variable mise à l’échelle σ est

n(s, σh 2
3 ) =

∑
`≥0

n`(s)
`! σ`h

2`
3

et ceux de ses dérivées partielles ∂ξn et ∂sn sont

∂ξn(s, σh 2
3 ) ∼

∑
`≥0

n`+1(s)
`! σ`h

2`
3 ,
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∂sn(s, σh 2
3 ) ∼

∑
`≥0

n′`(s)
`! σ`h

2`
3 .

Notons que ces développements sont en puissance de h 2
3 et donc n2 et 1

n
ont un

développement formel en puissance de h 2
3 .

Le principe de la construction du développement asymptotique est de remplacer
Λ, Θ, ϕ, ψ et n par leurs développements formels (8.5) dans (Pscal

h ) défini en (8.8) et
d’identifier les termes de même puissance de h, générant ainsi une suite de systèmes
différentiels pour Λq, Θq, ϕq et ψq dépendant des nq. Les premières équations à
regarder sont les équations sur ϕ. Selon la puissance h0, on obtient, pour tout (s, σ) ∈
T× R−,

4
(
Θ′−2(s)2 − Λ−2n̂0(s)2

)
ϕ0(s, σ) = 0. (8.9)

Selon la puissance h 1
3 , on obtient, pour tout (s, σ) ∈ T× R−,

8
(
Θ′−2(s)Θ′−1(s)− Λ−2Λ−1n̂0(s)2

)
ϕ0(s, σ) + 4

(
Θ′−2(s)2 − Λ−2n̂0(s)2

)
ϕ1(s, σ) = 0.

(8.10)

L’équation (8.9) est appelée équation eikonale. Pour commencer la construction et
ne pas obtenir identiquement zéro, on doit trouver des solutions non nulles aux
équations (8.9)-(8.10).

Lemme 8.9. Sous l’hypothèse (8.6), il existe m ∈ N∗ tel que h = 2
m
, Λ−2 = 1,

Λ−1 = 0 et, pour tout s ∈ T,

Θ−2(s) =
∫ s

0
n̂0(t) dt, Θ−1(s) = 0.

Démonstration. On commence par regarder l’équation (8.9). Pour tout s ∈ T, l’hy-
pothèse (8.6) implique qu’il existe σs ∈ R− tel que ϕ0(s, σs) 6= 0, pour tout s ∈ T.
On a donc l’équation eikonale

Θ′−2(s)2 − n̂0(s)2Λ−2 = 0.

On en déduit que Λ−2 = a > 0, d’où Θ′−2(s) =
√
a n̂0(s). On peut prendre a = 1 car

cela ne change qu’un facteur multiplicatif sur la solution construite.
Il faut que la fonction s 7→ e 2i

h
Θ−2(s) soit périodique. Pour cela, il suffit que l’on

satisfasse la relation e 2i
h

Θ−2(2π) = e 2i
h

Θ−2(0), c’est-à-dire, qu’il existe m ∈ N tel que
2
h

∫ 2π

0
n̂0(s) ds = 2πm.

On en déduit que h = 2
m
.

D’après l’équation (8.10), pour tout (s, σ) ∈ T× R−, on a

4
(
Θ′−1(s)2 − n̂2

0Λ−1
)
ϕ0(s, σ) = 0.

Par le même raisonnement que précédemment, on a Θ′−1(s)2 = n̂2
0Λ−1. On en déduit

que Λ−1 = b ≥ 0 et Θ′−1(s) =
√
b n̂0(s). On doit aussi avoir

s 7→ exp
(

2i
(
m

2

) 2
3

Θ−1(s)
)
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périodique. Il faut donc que

exp
(

2i
(
m

2

) 2
3

Θ−1(2π)
)

= exp
(

2i
(
m

2

) 2
3

Θ−1(0)
)

c’est-à-dire, qu’il existe `(m) ∈ N, tel que

2
(
m

2

) 2
3 √

b
∫ 2π

0
n̂0(s) ds = 2π`(m).

On en déduit que `(m) = 2 1
3 m

2
3
√
b. On a alors `(2) = `(1) 2 2

3 . Si `(1) est différent
de 0, cela implique que 2 2

3 est rationnel, ce qui est absurde. On a donc `(1) = 0 d’où
b = 0, et par conséquent Λ−1 = 0 et Θ−1 = 0.

On a donc obtenu que les développements de Λ et Θ sont de la forme

Λ = 1 + h
2
3
∑
q≥0

Λqh
q
3 , Θ(s) =

∫ s

0
n̂(t) dt+ h

2
3
∑
q≥0

Θq(s)h
q
3 .

Pour simplifier les écritures dans la suite, on introduit les notations

λ = h−
2
3 (Λ− 1),

θ(s) = h−
2
3

(
Θ(s)−

∫ s

0
n̂0(t) dt

)
et leurs développements formels

λ =
∑
q≥0

λqh
q
3 ,

θ(s) =
∑
q≥0

θq(s)h
q
3 .

On remarquera que l’on a λq = Λq et θq = Θq pour tout q ∈ N.
Remarque 8.10. Notre développement formel du quasi-mode est de la forme suivante

u(s, ξ) = w(s, ξ) exp
(

im
∫ s

0
n̂0(t) dt+ 2i

(
m

2

) 1
3
θ(s)

)
.

On rappelle que n̂0 est de moyenne 1 d’où s 7→
∫ s

0 n̂0(t) dt est une fonction croissante
qui vaut 2π en 2π. L’entier m peut-être interprété comme le nombre d’oscillations
de u le long du bord Γ. On notera que c’est bien la généralisation du cas circulaire
avec un indice variable radialement, voir 6.3 page 131, où on a une phase eimθ.

La construction commence par le lemme suivant. On rappelle que κ̆ = κ+ n1
n0
> 0.

Lemme 8.11. Pour j ∈ N, s ∈ T, σ ∈ R− et ρ ∈ R+, on a

λ0 = aj

〈
κ̆

2
3 n̂

1
3
0

〉
,

θ0(s) = aj
2

∫ s

0

(〈
κ̆

2
3 n̂

1
3
0

〉
n̂0(t)− κ̆ 2

3 (t)n̂
1
3
0 (t)

)
dt,

ϕ0(s, σ) = α(s) A
(
aj + 2κ̆ 1

3 (s)n̂
2
3
0 (s)σ

)
,

ψ0(s, ρ) = 0

où α ∈ C∞(T) ne s’annule pas.
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Démonstration. Dans le problème (Pscal
h ) défini en (8.8) où on a substitué Λ, θ, ϕ

et ψ par leurs développements formels (8.5), on prend les premiers termes non nuls
devant les puissances de h 1

3 . On obtient

(Pscal
h,0 )



−∂2
σσϕ0 − 8κ̆n̂2

0σϕ0 = (4λ0n̂
2
0 − 8θ′0n̂0)ϕ0 (s, σ) ∈ T× R− (ordre h 2

3 )

−∂2
ρρψ0 + 4n

2
0−1
〈n0〉2

ψ0 = 0 (s, ρ) ∈ T× R+ (ordre h0)

ϕ0(s, 0) = ψ0(s, 0) s ∈ T (ordre h0)

ψ′0(s, 0) = 0 s ∈ T (ordre h0)

ϕ0(s, ·) exp.↘ en −∞ s ∈ T (ordre h0)

ψ0(s, ·) exp.↘ en +∞ s ∈ T (ordre h0)
où « exp.↘ » signifie exponentiellement décroissante. On commence par considérer
la variable s comme un paramètre. On fixe s ∈ T et on résout l’équation différentielle
sur ψ0, qui est une équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients
constants. On obtient

ψ0(s, ρ) = α(s)e−
2ρ
〈n0〉

√
n2

0(s)−1 + β(s)e
2ρ
〈n0〉

√
n2

0(s)−1
.

Comme ψ0(s, ·) est exponentiellement décroissante en +∞, on a nécessairement
β(s) = 0. La condition ψ′0(s, 0) = 0 implique quant à elle que α(s) = 0. La fonction
ψ0(s, ·) est donc identiquement nulle. On s’intéresse ensuite à ϕ0(s, ·). Le couple
(4λ0n̂

2
0 − 8θ′0n̂0, ϕ0) est une solution du problème spectral suivant −∂

2
σσϕ0 − 8κ̆n̂2

0σϕ0 = (4λ0n̂
2
0 − 8θ′0n̂0)ϕ0 dans R∗−

ϕ(s, 0) = 0
.

On fait le changement de variable x = 2κ̆ 1
3 n̂

2
3
0 σ pour se ramener au même problème

spectral que celui du lemme C.6 page 251. On obtient que
λ0n̂

2
0 − 2θ′0n̂0

κ̆
2
3 n̂

4
3
0

= aj et ϕ0(σ) = α(s) A(aj + x)

où α(s) ne dépend que de la variable s. Ceci donne

λ0n̂0(s)− 2θ′0(s) = ajκ̆(s) 2
3 n̂0(s) 1

3 (8.11)

et ϕ0(s, σ) = α(s) A
(
aj + 2κ̆(s) 1

3 n̂0(s) 2
3σ
)
où la famille (aj)j∈N est l’ensemble des

zéros de la fonction de Airy A voir C.5 page 251. On a bien ϕ0 exponentiellement
décroissante en −∞ d’après le lemme sur la décroissance des fonctions de Airy, C.3
page 251. On peut prendre n’importe quelle fonction non nulle pour s 7→ α(s).
D’après l’équation (8.11), on obtient

θ′0(s) = 1
2

(
λ0n̂0(s)− ajκ̆

2
3 (s)n̂

1
3
0 (s)

)
.

Après intégration de θ′0, on obtient

θ0(s) = 1
2

∫ s

0

(
λ0n̂0(t)− ajκ̆

2
3 (t)n̂

1
3
0 (t)

)
dt.

Par périodicité de θ0, on a θ0(2π) = θ0(0) d’où λ0 = aj

〈
τ

2
3 n̂

1
3
0

〉
. Ce qi achève le

démonstration du lemme.
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Remarque 8.12. Le choix de la fonction α est arbitraire. Ultérieurement, au lemme
8.20 page 204, nous établiront que les quasi-résonances construites sont indépen-
dantes de la fonction α.

Le lemme suivant décrit la structure des problèmes permettant de calculer les
différents termes des développements asymptotiques de λ, θ, ϕ et ψ.

Lemme 8.13. La suite de problèmes (Pscal
h,q ) pour q ≥ 1 a la forme suivante où

s ∈ T, σ ∈ R− et ρ ∈ R+

−∂2
σσϕq −

(
8κ̆n̂2

0σ + 4ajκ̆
2
3 n̂

4
3
0

)
ϕq = (4λqn̂2

0 − 8f ′qn̂0)ϕ0 + Sϕq (ordre h q+2
3 )

−∂2
ρρψq + 4n

2
0−1
〈n0〉 ψq = Sψq (ordre h q3 )

ϕq(s, 0) = ψq(s, 0) (ordre h q3 )

∂ρψq(s, 0) = np−1
0 (s)∂σϕq−1(s, 0) (ordre h q3 )

ϕq(s, ·) exp. ↘ en−∞ (ordre h q3 )

ψq(s, ·) exp. ↘ en+∞ (ordre h q3 )

où les fonctions Sϕq et Sψq sont explicitées dans la démonstration, relations (8.12) et
(8.13), et dépendent de (λ`)q−1

`=0 , (θ`)q−1
`=0 , (ϕ`)q−1

`=0 , (ψ`)q−1
`=0 et de (n`)q+2

`=0 .

Notation. Soit S = ∑
`≥0 s`h

`
3 une série formelle. On utilise la notation

[
h
q
3
]

(S) =
sq pour indiquer que l’on extrait le coefficient d’ordre h q3 .

Démonstration. On part des équations du problème (Pscal
h ) défini en (8.8) et on

considère uniquement les termes des ordres h q+2
3 et h q3 . Pour les conditions de dé-

croissance exponentielle et les conditions de transmission, on prend les termes d’ordre
h
q
3 et on obtient directement les résultats énoncés.
Pour l’équation en ϕ, on prend les termes d’ordre q+2

3 :[
h
q+2

3
] (
h

2
3∂2

σσϕ
)

= ∂2
σσϕq,[

h
q+2

3
] (
hL−hϕ

)
=
[
h
q−1

3
] (
L−hϕ

)
.

Pour les deux autres termes de l’équation différentielle sur ϕ, on remarque que
d’après le lemme 8.9, on a Θ = n̂0 + h

2
3 θ et donc que

[
h
q+2

3
] 4Θ′2ϕ(

1 + h
2
3σκ

)2

 =
[
h
q+2

3
]4(n̂2

0 + h
2
3 2n̂0θ

′ + h
4
3 θ′2)ϕ(

1 + h
2
3σκ

)2


= 4n̂2

0ϕq+2 − 8n̂2
0κσϕq +

q−1∑
`=0

ϕ`
[
h
q+2−`

3
] 4n̂2

0(
1 + h

2
3σκ

)2


+ 8n̂0θ

′
qϕ0 + 8n̂0θ

′
0ϕq +

∑
a+b+c=q

0≤a,b≤q−1
0≤c≤q

θ′aϕb
[
h
c
3
] 8n̂0(

1 + h
2
3σκ

)2
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+
[
h
q−2

3
] 4θ′2ϕ(

1 + h
2
3σκ

)2

 .
On a Λ = 1 + h

2
3λ, donc

[
h
q+2

3
] (4n2Λϕ
〈n0〉2

)
=
[
h
q+2

3
]4n2(1 + h

2
3λ)ϕ

〈n0〉2


= 4n̂2

0ϕq+2 + 8n̂2
0
n1

n0
σϕq +

q−1∑
`=0

ϕ`
[
h
q+2−`

3
] ( 4n2

〈n0〉2

)

+ 4n̂2
0λqϕ0 + 4n̂2

0λ0ϕq +
∑

a+b+c=q
0≤a,b≤q−1

0≤c≤q

λaϕb
[
h
c
3
] ( 4n2

〈n0〉2

)
.

En posant

Sϕq =
[
h
q−1

3
] (
L−hϕ

)
−

q−1∑
`=0

ϕ`
[
h
q+2−`

3
] 4n̂2

0(
1 + h

2
3σκ

)2


−

∑
a+b+c=q

0≤a,b≤q−1
0≤c≤q

θ′aϕb
[
h
c
3
] 8n̂0(

1 + h
2
3σκ

)2

− [h q−2
3
] 4θ′2ϕ(

1 + h
2
3σκ

)2



+
q−1∑
`=0

ϕ`
[
h
q+2−`

3
] ( 4n2

〈n0〉2

)
+

∑
a+b+c=q

0≤a,b≤q−1
0≤c≤q

λaϕb
[
h
c
3
] ( 4n2

〈n0〉2

)
(8.12)

et en remplaçant λ0 et θ′0 par leurs expressions grâce au lemme 8.11, on obtient

−∂2
σσϕq −

(
8κ̆n̂2

0σ + 4ajκ̆
2
3 n̂

4
3
0

)
ϕq = (4λqn̂2

0 − 8θ′qn̂0)ϕ0 + Sϕq .

De même pour l’équation sur ψ, on calcule[
h
q
3
] (
∂2
ρρψ

)
= ∂2

ρρψq,[
h
q
3
] (
hL+

hψ
)

=
[
h
q−3

3
] (
L+
hψ
)
,

[
h
q
3
] ( 4Θ′2ψ

(1 + hρκ)2

)
= 4n̂2

0ψq +
q−3∑
`=0

ψ`
[
h
q−`

3
] ( 4

(1 + hρκ)2

)

+
[
h
q−2

3
]4

(
2n̂0θ

′ + h
2
3 θ′2

)
ψ

(1 + hρκ)2

 ,
[
h
q
3
] ( 4Λψ
〈n0〉2

)
= 4ψq
〈n0〉2

+
[
h
q−2

3
] ( 4λψ
〈n0〉2

)
.

En posant
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Sψq =
[
h
q−3

3
] (
L+
hψ
)
−

q−3∑
`=0

ψ`
[
h
q−`

3
] ( 4

(1 + hρκ)2

)

+
[
h
q−2

3
] 4λψ
〈n0〉2

−
4
(
2n̂0θ

′ + h
2
3 θ′2

)
ψ

(1 + hρκ)2

 , (8.13)

on obtient

−∂2
ρρψq + 4n

2
0 − 1
〈n0〉

ψq = Sψq .

Lemme 8.14. Il existe une solution non nulle (λq)q∈N, (θq)q∈N, (ϕq)q∈N et (ψq)q∈N
aux systèmes (Pscal

h,q )q∈N. De plus, on a les expressions suivantes pour q ∈ N, s ∈ T,
σ ∈ R− et ρ ∈ R+ :

ϕq(s, σ) = Pϕ
q (s, σ) A

(
aj + 2κ̆ 1

3 (s)n̂
2
3
0 (s)σ

)
+Qϕ

q (s, σ) A′
(
aj + 2κ̆ 1

3 (s)n̂
2
3
0 (s)σ

)
ψq(s, ρ) = Pψ

q (s, ρ) exp
(
−2ρ
〈n0〉

√
n2

0(s)− 1
)

où Pϕ
q , Q

ϕ
q , P

ψ
q ∈ C∞(T)[X] sont tels que, pour tout s ∈ T, on ait

deg
(
Pϕ
q (s, ·)

)
≤ 2q, deg

(
Qϕ
q (s, ·)

)
≤ 2q, deg

(
Pψ
q (s, ·)

)
≤ q.

Démonstration. On va raisonner par récurrence sur q. Pour q = 0, le lemme 8.11
fournit λ0, θ0, ϕ0 et ψ0. On a

Pϕ
0 = 1, Qϕ

0 = 0, Pψ
0 = 0,

qui sont dans C∞(T)[X] et, pour tout s ∈ T, on a deg(Pϕ
0 (s, ·)) ≤ 0, deg(Qϕ

0 (s, ·)) ≤ 0
et deg(Pψ

0 (s, ·)) ≤ 0.
On prend q ≥ 1 et on suppose que l’on a construit (λ`)q−1

`=0 , (θ`)q−1
`=0 , (ϕ`)q−1

`=0 et
(ψ`)q−1

`=0 . On veut construire λq, θq, ϕq et ψq. On commence par résoudre l’équation
en ψ. Grâce au lemme 8.13, on connaît la forme du système (Pscal

h,q ) et la forme
des termes sources. D’après la relation (8.13), Sψq dépend de manière linéaire des
(ψ`)q−1

`=0 et de leurs dérivées. Avec l’hypothèse de récurrence, on connaît la forme des
fonctions (ψ`)q−1

`=0 : il s’agit du produit du facteur exponentiel exp
(
−2ρ
〈n0〉

√
n2

0(s)− 1
)

par des polynômes en ρ à coefficients dans C∞(T). Ainsi, il existe Eq−1 ∈ C∞(T)[X]
tel que deg(Eq−1(s, ·)) ≤ q − 1 et

Sψq (s, ρ) = Eq−1(s, ρ) exp
(
−2ρ
〈n0〉

√
n2

0(s)− 1
)
.

Pour la majoration du degré, il faut regarder les termes qui composent Eq−1. Pour la
deuxième somme dans (8.13), chaque terme a en ρ un degré d’au plus `+ q−`

3 = q+2`
3

pour 0 ≤ ` ≤ q − 3. Le degré est majoré par q − 2. Pour la troisième somme dans
(8.13), chaque terme a, en ρ, un degré d’au plus `+ q−2−`

3 = q+2`−2
3 pour 0 ≤ ` ≤ q−1.

Le degré est majoré par la partie entière de q− 4
3 soit q−2. Pour le premier terme de

(8.13), il faut remarquer que si ψ`(s, ρ) = P (s, ρ) exp
(
−2ρ
〈n0〉

√
n2

0(s)− 1
)
avec P (s, ·)
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de degré ` alors ∂ρψ` est de degré `, ∂sψ` est de degré ` + 1 et ∂ssψ` est de degré
`+ 2. Avec cette observation, le degré du polynôme devant l’exponentielle du terme[
h
q−3

3
] (
L+
hψ
)
est au plus de degré q − 1. On a ainsi deg (Eq−1(s, ·)) ≤ q − 1. À s

fixé, on peut appliquer le lemme C.1 page 250. Il existe P̃ψ
q (s, ·) ∈ C [X] tel que

deg
(
P̃ψ
q (s, ·)

)
≤ q et ψ̃q(s, ρ) = ρP̃ψ

q (s, ρ) exp
(
−2ρ
〈n0〉

√
n2

0(s)− 1
)
. On a donc

ψq(s, ρ) =
(
α(s) + ρP̃ψ

q (s, ρ)
)

exp
(
−2ρ
〈n0〉

√
n2

0(s)− 1
)
.

De plus, on a P̃ψ
q ∈ C∞(T)[X] car les coefficients de P̃ψ

q sont des combinaisons
linéaires des coefficients de Eψ

q−1. On trouve α(s) à l’aide de la condition ∂ρψq(s, 0) =
np−1

0 (s)∂σϕq−1(s, 0), ce qui donne

α(s) = 〈n0〉
2
√
n2

0(s)− 1

(
∂ρψ̃q(s, 0)− np−1

0 (s)∂σϕq−1(s, 0)
)
.

On pose Pψ
q (s, ρ) = α(s) + ρP̃ψ

q (s, ρ) ∈ C∞(T)[X] et deg
(
Pψ
q (s, ·)

)
≤ q.

Intéressons-nous à présent à l’équation sur ϕ. De manière similaire à ce qui vient
d’être fait, d’après la relation (8.12), Sϕq dépend de manière linéaire des (ϕ`)q−1

`=0 et
de leurs dérivées. Avec l’hypothèse de récurrence sur la forme des (ϕ`)q−1

`=0 , il existe
Rq−1, Tq−1 ∈ C∞(T)[X] tel que deg(Rq−1(s, ·)) ≤ 2q − 1, deg(Tq−1(s, ·)) ≤ 2q − 1 et

Sϕq (s, σ) = Rq(s, σ) A
(
aj + 2κ̆ 1

3 (s)n̂
2
3
0 (s)σ

)
+ Tq(s, σ) A′

(
aj + 2κ̆ 1

3 (s)n̂
2
3
0 (s)σ

)
.

Pour la majoration du degré, il faut regarder les termes qui composent Rq−1 et Tq−1.
On note (a, b) le couple formé des degrés en σ de R et de T . Pour la deuxième somme
dans (8.12), chaque terme a en σ un degré d’au plus (2`, 2`)+ q+2−`

2 = (3`+q+2
2 , 3`+q+2

2 )
pour 0 ≤ ` ≤ q− 1. Le degré est majoré par la partie entière de (2q− 1

2 , 2q−
1
2), soit

(2q−1, 2q−1). On procède de manière similaire pour montrer que le degré maximal
possible du troisième au sixième termes de (8.12) est (2q−1, 2q−1). Pour le premier
terme de (8.12), il faut remarquer que si ϕ` = P A +QA′ avec P et Q de degré 2`
alors ∂σϕ` est de degré (2q + 1, 2q), ∂sϕ` est de degré (2q + 2, 2q + 1) et ∂ssϕ` est
de degré (2q + 3, 2q + 3). Avec cette observation, les degrés des polynômes devant
A et A′ du terme

[
h
q−3

3
] (
L+
hψ
)
sont au plus de degré (2q − 3, 2q − 3). On a ainsi

deg (Rq−1(s, ·)) ≤ 2q − 1 et deg (Tq−1(s, ·)) ≤ 2q − 1. À s fixé, on peut appliquer le
lemme C.2 page 250. Il existe P̃ϕ

q (s, ·), Q̃ϕ
q (s, ·) ∈ C[X] tel que deg

(
P̃ϕ
q (s, ·)

)
≤ 2q−1,

deg
(
Q̃ϕ
q (s, ·)

)
≤ 2q et

ϕ̃q(s, σ) = σP̃q(s, σ) A
(
aj + 2κ̆ 1

3 (s)n̂
2
3
0 (s)σ

)
+ Q̃q(s, σ) A′

(
aj + 2κ̆ 1

3 (s)n̂
2
3
0 (s)σ

)
.

De plus, on a P̃ϕ
q , Q̃

ϕ
q ∈ C∞(T)[X] car les coefficients de P̃ϕ

q et Q̃ϕ
q sont des combi-

naisons linéaires des coefficients de Rq−1 et Tq−1. On a donc

ϕq(s, σ) =
λqn̂0(s)− 2f ′q(s)

κ̆
2
3 (s)n̂

1
3
0 (s)

A′
(
aj + 2κ̆ 1

3 (s)n̂
2
3
0 (s)σ

)
+ ϕ̃q(s, σ).
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La condition ϕq(s, 0) = ψq(s, 0) permet d’établir que

θq(s) = 1
2

∫ s

0

λqn̂0(t)− κ̆
2
3 (s)n̂

1
3
0

A′(aj)
(
ψq(s, 0)− ϕ̃q(s, 0)

) dt.

Pour tout j ∈ N, on a bien A′(aj) 6= 0 voir [74, section 9.9(ii)]. La fonction θq doit
être periodique. On obtient

λq = 1
A′(aj)

〈
κ̆

2
3 n̂

1
3
0

(
ψq(·, 0)− ϕ̃q(·, 0)

)〉
.

On pose Pϕ
q = σP̃ϕ

q et Qϕ
q = λqn̂0−2θ′q

κ̆
2
3 n̂

1
3
0

+ Q̃ϕ
q . Les coefficients Pϕ

q et Qϕ
q sont bien dans

C∞(T)[X] et sont de degré au plus 2q. On a également θq ∈ C∞(T).
On a donc construit par récurrence (λq)q∈N, (θq)q∈N, (ϕq)q∈N et (ψq)q∈N. Le quasi-

mode est non nul car d’après le lemme 8.11, ϕ0 n’est pas identiquement nulle.

Les résultats précédents ont permis de préciser la manière dont les suites (λq)q∈N,
(θq)q∈N, (ϕq)q∈N et (ψq)q∈N étaient construites. Reste à préciser en quel sens les séries
formelles (8.5) page 188 définies à partir de ces suites peuvent converger. On a recours
au lemme C.11 page 255 de sommation de Borel, ce qui nécessite d’introduire les
définitions suivantes.

Définition-Propriété 8.15. Il existe une fonction Λp;j ∈ C∞b ([0, 1]) et des profils
Θp;j ∈ C∞b ([0, 1]× T), Φp;j ∈ C∞b ([0, 1]× T× R−) et Ψp;j ∈ C∞b ([0, 1]× T× R+) tels
que, pour tout t ∈ [0, 1], (s, σ, ρ) ∈ T× R− × R+ et pour tout N ∈ N, on ait

Λp;j(t) = 1 + 2 2
3 t2

N∑
q=0

λq2
q
3 tq + tN+3Rλ

N(t),

Θp;j(t) =
∫ s

0
n̂0(ϑ) dϑ+ 2 2

3 t2
N∑
q=0

θq(s)2
q
3 tq + tN+3Rθ

N(t; s),

Φp;j(t; s, σ) =
N∑
q=0

ϕq(σ)2
q
3 tq + tN+1Rϕ

N(t; s, σ),

Ψp;j(t; s, ρ) =
N∑
q=0

ψq(ρ)2
q
3 tq + tN+1Rψ

N(t; s, ρ),

où les restes Rλ
N , Rθ

N , R
ϕ
N et Rψ

N vérifient Rλ
N ∈ C∞b ([0, 1]), Rθ

N ∈ C∞b ([0, 1] × T),
Rϕ
N ∈ C∞b ([0, 1]× T× R−) et Rψ

N ∈ C∞b ([0, 1]× T× R+).

Démonstration. On note t =
(
h
2

) 1
3 . Le lemme C.11 page 255 construit la fonc-

tion Λp;j ∈ C∞b ([−1, 1]) correspondant à la suite (2 q
3λqq!)q∈N et les profils Θp;j ∈

C∞b ([−1, 1] × T), Φp;j ∈ C∞b ([−1, 1] × T × R−) et Ψp;j ∈ C∞b ([−1, 1] × T × R+) cor-
respondants aux suites (2 q

3 q!θq)q∈N, (2 q
3 q!ϕq)q∈N et (2 q

3 q!ψq)q∈N. Enfin, le corollaire
C.12 nous donne les propriétés énoncées.

Remarque 8.16. On définit t de cette manière de sorte à avoir t = m−
1
3
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Revenons au problème (Pp) défini en (5.5). Pour construire un quasi-mode pour
ce problème, il suffit de prendre les fonctions construites précédemment et de les
« localiser » à l’aide d’une fonction à support compact. On définit une fonction
plateau χ ∈ C∞c ([−δ, δ]) à valeurs dans [0, 1] telle que supp(χ) ⊂] − δ, δ[ et χ ≡ 1
sur

[
− δ

2 ,
δ
2

]
.

Définition 8.17. On définit, pour s ∈ T, ξ ∈]− δ, δ[ et x ∈ R2 :

kp;j(m) := m

n0

√
Λp;j

(
m−

1
3
)
,

wp;j(m; s, ξ) := χ(ξ)

 Φp;j
(
m−

1
3 ; s,m 2

3 ξ
)

si ξ < 0

Ψp;j
(
m−

1
3 ; s,mξ

)
si ξ ≥ 0

,

up;j(m;x) := 1Vδ(x)wp;j(m; s, ξ) exp
(

imΘp;j
(
m−

1
3 ; s

))
.

Pour la définition de x 7→ up;j(m;x) pour x dans le voisinage tubulaire Vδ, on
identifie la coordonnée cartésienne x et les coordonnées tubulaires (s, ξ). On note
pour simplifier up;j(m) : x 7→ up;j(m;x).

Pour la définition de up;j(m), le choix de multiplier par exp
(

imΘp;j
(
m−

1
3 ; s

))
et

non par exp
(
−imΘp;j

(
m−

1
3 ; s

))
est arbitraire. En fait pour chaque quasi-résonance,

on peut associer deux quasi-modes up;j(m) et up;j(m). Ils sont quasi-orthogonaux
comme cela sera établi au le lemme 10.1 page 222. On dira que les quasi-résonances
sont de multiplicité deux.

Notation. Pour s ∈ T, σ ∈ R− et ρ ∈ R+, on note pour simplifier :

Λp;j(m) = Λp;j
(
m−

1
3
)
,

Θp;j(m; s) = Θp;j
(
m−

1
3 ; s

)
,

ϕp;j(m; s, σ) = Φp;j
(
m−

1
3 ; s, σ

)
,

ψp;j(m; s, ρ) = Ψp;j
(
m−

1
3 ; s, ρ

)
.

Lemme 8.18. Il existe C > 0 tel que∥∥∥up;j(m)
∥∥∥

L2(R2)
= Cm−

1
3 +O

(
m−

2
3
)
.

Démonstration. Pour m ≥ 1, on a∥∥∥up;j(m)
∥∥∥2

L2(R2)
=∫

T

∫ δ

−δ
χ(ξ)2 |wp;j(m; s, ξ) exp (−2m Im (Θp;j(m; s)))|2 (1 + ξκ(s)) dξ ds.

D’après lemme 8.11, il existe une fonction à valeurs réelles g ∈ C∞b (T) et un reste
r ∈ C∞b ([1,+∞)× T) tels que

Im (Θp;j(m; s)) = g(s)
m

+ r(m; s)
m

4
3

.
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On a donc

exp (−2m Im (Θp;j(m; s))) = e−2g(s) +O
(
h

1
3
)
,

où on rappelle que h = 2
m
. On obtient donc

∥∥∥up;j(m)
∥∥∥2

L2(R2)
= h

2
3

∫
T

e−2g(s)
∫ 0

−h−
2
3 δ

∣∣∣∣∣ϕp;j
(
h

2 ; s, σ
)∣∣∣∣∣

2

dσ ds+O(h),

= h
2
3

∫
T

e−2g(s)
∫ 0

−∞
A
(
aj + 2κ̆ 1

3 (s)n̂
2
3
0 (s)σ

)2
dσ ds+O(h).

On connaît la valeur de l’intégrale en la variable σ, voir le lemme C.4 page 251. On
obtient ∥∥∥up;j(m)

∥∥∥2

L2(R2)
= h

2
3 A′(aj)2

∫
T

e−2g(s) κ̆−
1
3 (s) n̂−

2
3

0 (s) ds+O(h).

On déduit le résultat en posant C = |A′(aj)|
√∫

T
e−2g(s) κ̆−

1
3 (s) n̂−

2
3

0 (s) ds > 0.

Lemme 8.19. Pour p ∈ {±1} et j ∈ N fixés, la suite (kp;j(m))m≥1 de quasi-
résonances et (up;j(m))m≥1 de quasi-modes vérifient les propriétés suivantes :

I Pour tout m ≥ 1, les quasi-modes sont à support compact :

supp(up;j(m)) ⊂ Vδ b Ω +B(0, 2δ).

I Pour tout m ≥ 1, les quasi-modes sont lisses sauf à travers Γ :

up;j(m)|Ω ∈ C
∞
(
Ω
)
, up;j(m)|R2\Ω ∈ C∞

(
R2 \ Ω

)
.

I On a l’estimation de l’erreur suivante sur les conditions de transmission quand
m→ +∞[

up;j(m)
]

Γ
= O

(
m−∞

)
,

[
np−1 ∂νup;j(m)

]
Γ

= O
(
m−∞

)
.

I On a l’estimation suivante quand m→ +∞

∥∥∥div
(
np−1∇up;j(m)

)
+ k2

p;j(m)np+1 up;j(m)
∥∥∥

L2(R2)
=
∥∥∥up;j(m)

∥∥∥
L2(R2)

O
(
m−∞

)
.

Démonstration. Dans toute la démonstration p ∈ {±1} et j ∈ N sont fixés. On
rappelle que h = 2

m
. Par construction, les quasi-modes sont à support compact. En

effet, on a supp(up;j(m)) qui est contenu dans le voisinage tubulaire Vδ. De même,
par construction les quasis-modes sont lisses sauf à travers Γ voir le lemme 8.15.
Pour les conditions de transmission, on a pour tout s ∈ T[

up;j(m)
]

Γ
(s) = [wp;j(m; s, ·)]{0} eimΘp;j(m;s),[

np−1∂νup;j(m)
]

Γ
(s) =

[
np−1∂ξwp;j(m; s, ·)

]
{0}

eimΘp;j(m;s).

De plus, on a

[wp;j(m; s, ·)]{0} = ψp;j(m; s, 0)− ϕp;j(m; s, 0) = O
(
m−∞

)
,
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[
np−1∂ξwp;j(m; s, ·)

]
{0}

= h−1∂ρψp;j(m; s, 0)− np−1
0 (s)h− 2

3∂σϕp;j(m; s, 0)
= h−1

(
∂ρψp;j(m; s, 0)− np−1

0 (s)h 1
3∂σϕp;j(m; s, 0)

)
= O

(
m−∞

)
d’après les développements de ϕp;j(m) et de ψp;j(m) dans la définition 8.15 et au
lemme 8.13.

Considérons à présent l’estimation L2. On note pour simplifier

L2
ξ = L2(T×]− δ, δ[, (1 + ξ) ds dξ),

L2
σ = L2

(
T×

]
−h−

2
3 δ, 0

[
, h

2
3
(
1 + σh

2
3
)

ds dσ
)
,

L2
ρ = L2

(
T×

]
0, h−1δ

[
, h(1 + ρh) ds dρ

)
.

On a ∥∥∥div
(
np−1∇up;j(m)

)
+ k2

p;j(m)np+1 up;j(m)
∥∥∥

L2(R2)
≤ 2πm2 max

R2
np−1Nu

où

Nu =

∥∥∥∥∥∥h2

∂2
ξξup;j(m) + 1

(1 + ξκ)2∂
2
ssup;j(m) +

(
κ

1 + ξκ
+ (p− 1)∂ξn

n

)
∂ξup;j(m)

+
(
−ξκ′

(1 + ξκ)3 + (p− 1)∂sn
(1 + ξκ)2n

)
∂sup;j(m)

+ 4n2

〈n0〉2
Λp;j(m)up;j(m)

∥∥∥∥∥∥
L2
ξ

.

On veut montrer que Nu = O (h∞). Pour cela, on va montrer que Nu = O
(
hN
)

pour tout entier N . On rappelle que l’on a par la définition 8.15 :

Λp;j(m) = 1 + h
2
3

3N+2∑
q=0

λqh
q
3 +O

(
hN+1+ 2

3
)
, (8.14a)

Θp;j(m) =
∫ s

0
n̂0(t) dt+ h

2
3

3N+2∑
q=0

θq(s)h
q
3 +O

(
hN+1+ 2

3
)
, (8.14b)

ϕp;j(m; s, σ) =
3N+2∑
q=0

ϕq(s, σ)h
q
3 +O

(
hN+1

)
, (8.14c)

ψp;j(m; s, ρ) =
3N+2∑
q=0

ψq(s, ρ)h
q
3 +O

(
hN+1

)
. (8.14d)

Pour mener à bien l’estimation en norme L2
ξ , on scinde l’intégrale en deux mor-

ceaux correspondant aux ouverts T×]− δ, 0[ et T×]0, δ[. On a recours aux relations
suivantes pour ξ < 0

∂ξwp;j(m; s, ξ) = χ′(h 2
3σ)ϕp;j(m; s, σ) + h−

2
3χ(h 2

3σ)∂σϕp;j(m; s, σ)
∂2
ξξwp;j(m; s, ξ) = χ′′(h 2

3σ)ϕp;j(m; s, σ) + 2h− 2
3χ′(h 2

3σ)∂σϕp;j(m; s, σ)
+ h−

4
3χ(h 2

3σ)∂2
σσϕp;j(m; s, σ)

et aux relations suivantes pour ξ > 0

∂ξwp;j(m; s, ξ) = χ′(hρ)ψp;j(m; s, ρ) + h−1χ(hρ)∂ρψp;j(m; s, ρ)
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∂2
ξξwp;j(m; s, ξ) = χ′′(hρ)ψp;j(m; s, ρ) + 2h−1χ′(hρ)∂ρψp;j(m; s, ρ)

+ h−2χ(hρ)∂2
ρρψp;j(m; s, ρ)

On a alors

Nu ≤ max
s∈T

e−2m Im(Θp;j(m;s))
(
Nϕ +N ′ϕ +Nψ +N ′ψ

)
où

Nϕ =

∥∥∥∥∥∥∥h
2
3∂2

σσϕp;j(m) + hL−hϕp;j(m) +

 4n2

〈n0〉2
Λp;j(m)−

4Θ′p;j(m)2(
1 + h

2
3σκ

)2

ϕp;j(m)

∥∥∥∥∥∥∥
L2
σ

,

N ′ϕ =

∥∥∥∥∥∥χ′2h 4
3∂σϕp;j(m) + χ′h2

(
κ

1 + h
2
3σκ

+ (p− 1)∂ξn
n

)
ϕp;j(m)

+ h2χ′′ϕp;j(m)

∥∥∥∥∥∥
L2
σ

,

Nψ =
∥∥∥∥∥∂2

ρρψp;j(m) + hL+
hψp;j(m) +

(
4
n2

0
Λp;j(m)−

4Θ′p;j(m)2

(1 + hρκ)2

)
ψp;j(m)

∥∥∥∥∥
L2
ρ

,

N ′ψ =
∥∥∥∥∥χ′2h∂ρψp;j(m) + χ′

hκ

1 + hρκ
ψp;j(m) + h2χ′′ψp;j(m)

∥∥∥∥∥
L2
ρ

.

D’après la propriété 8.15 et d’après les lemmes 8.9 et 8.11, il existe g ∈ C∞b ([1,+∞)×
T) telle que Im(Θp;j(m; s)) = g(m; s) d’où

max
s∈T

e−2m Im(Θp;j(m;s)) = max
s∈T

e−2g(m;s) ≤ C

avec C une constante indépendante de m. On commence par l’estimation du terme
N ′ϕ

2. Avec l’estimation 1
1+h

2
3 σκ
≤ 1

1−δκ pour σh 2
3 ∈ [−δ, 0], le fait que σ 7→ ∂ξn(s,h

2
3 σ)

n(s,h
2
3 σ)

est bornée sur
[
−h− 2

3 δ, 0
]
(car la fonction ∂ξn

n
est continue sur [−δ, 0]) et d’après

le lemme 8.14 et le fait que χ′ et χ′′ sont bornées, on obtient qu’il existe P,Q ∈
C0(T,R+)[X, Y ] tels que

N ′ϕ
2 .

∫
T

∫ −h− 2
3 δ2

−h−
2
3 δ

P (s, |σ|, h 1
3 )
∣∣∣∣A(aj + 2κ̆ 1

3 (s)n̂
2
3
0 (s)σ

)∣∣∣∣2 ds dσ

+
∫
T

∫ −h− 2
3 δ2

−h−
2
3 δ

Q(s, |σ|, h 1
3 )
∣∣∣∣A′ (aj + 2κ̆ 1

3 (s)n̂
2
3
0 (s)σ

)∣∣∣∣2 ds dσ

+
∫ −h− 2

3 δ2

−h−
2
3 δ

h2N+2+ 8
3 dσ

où a . b signifie qu’il existe C > 0 tel que a ≤ Cb. Le dernier terme provient
des termes de reste dans les expressions (8.14). On a h ≤ 1 et d’après le lemme
C.3 page 251, A et A′ sont équivalentes au voisinage de l’infini à des exponentielles
décroissantes, d’où
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∫
T

∫ −h− 2
3 δ2

−h−
2
3 δ

P (s, |σ|, h 1
3 )
∣∣∣∣A(aj + 2κ̆ 1

3 (s)n̂
2
3
0 σ
)∣∣∣∣2 ds dσ

.
∫
T

∫ −h− 2
3 δ2

−h−
2
3 δ

P (s, |σ|, 1)e−2|σ| ds dσ

.
∫
T

∫ −h− 2
3 δ2

−h−
2
3 δ

e−|σ| ds dσ

. h−
2
3 exp

(
−h−

2
3
δ

2

)
.

De même, on a

∫
T

∫ −h− 2
3 δ2

−h−
2
3 δ

Q(s, |σ|, h 1
3 )
∣∣∣∣A′ (aj + 2κ̆ 1

3 (s)n̂
2
3
0 σ
)∣∣∣∣2 ds dσ . h−

2
3 exp

(
−h−

2
3
δ

2

)
.

On en déduit que N ′ϕ = O
(
hN+2

)
. Avec une méthode similaire, on majore le terme

N ′ψ
2 à l’aide du lemme 8.14 : il existe P ∈ C0(T,R+)[X, Y ] tel que

N ′ψ
2 .

∫
T

∫ h−1δ

h−1 δ
2

P (s, |ρ|, h 1
3 )e

−4ρ
〈n0〉

√
n2

0(s)−1 ds dρ+
∫ h−1δ

h−1 δ
2

h2N+4 dσ

. h−1
∫
T

e
−δ

h〈n0〉

√
n2

0(s)−1 ds+ h2N+3

. h−1e
−δ

h〈n0〉

√
mins∈T n2

0(s)−1 + h2N+3

avec l’estimation 1
1+hρ ≤

1
1+δ pour hρ ∈ [0, δ]. On en déduit que N ′ψ = O

(
hN+ 3

2
)
.

Pour les termes Nϕ et Nψ, on doit d’abord remarquer que l’on doit écrire chacune
des fonctions ξ 7→ 1

1+ξκ , ξ 7→
1

(1+ξκ)2 , ξ 7→ 1
(1+ξκ)3 , ξ 7→ ∂ξn(s,ξ)

n(s,ξ) , ξ 7→ ∂sn(s,ξ)
n(s,ξ) et

ξ 7→ n(s,ξ)2

n2
0

qui sont C∞ sur T× [−δ, 0] sous la forme

f(s, σh 2
3 ) =

3N∑
q=0

∂qξf(s, 0)
q! σqh

2q
3 +

(
σh

2
3
)3N+1

R(s, σh 2
3 )

pour ξ = σh
2
3 et R ∈ C∞b (T× [−δ, 0]). On écrit ξ 7→ 1

1+ξκ , ξ 7→
1

(1+ξκ)2 et ξ 7→ 1
(1+ξκ)3

qui sont C∞ sur T× [0, δ] sous la forme

f(s, ρh) =
N∑
q=0

∂qξf(s, 0)
q! ρqhq + (ρh)N+1 S(s, ρh)

pour ξ = ρh et S ∈ C∞b (T×[0, δ]). D’après la construction des suites (λq)q∈N, (θq)q∈N,
(ϕq)q∈N et (ψq)q∈N effectuée dans la démonstration du lemme 8.14, on a

N 2
ϕ .h

2N+ 10
3

∫
T

∫ 0

−h−
2
3 δ
Pϕ
N(s, |σ|, h 1

3 )
∣∣∣∣A(aj + 2κ̆ 1

3 (s)n̂
2
3
0 (s)σ

)∣∣∣∣2
+Qϕ

N(s, |σ|, h 1
3 )
∣∣∣∣A′ (aj + 2κ̆ 1

3 (s)n̂
2
3
0 (s)σ

)∣∣∣∣2 ds dσ

+ h2N+ 10
3

∫
T

∫ 0

−h−
2
3 δ
PR
N (s, σh 2

3 ) ds dσ (8.15)
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N 2
ψ .h

2N+2
∫
T

∫ h−1δ

0
Pψ
N(s, |ρ|, h 1

3 )e−
4ρ
〈n0〉

√
n2

0(s)−1 ds dρ

+ h2N+2
∫
T

∫ h−1δ

0
P S
N(s, ρh) ds dρ (8.16)

où Pϕ
N , Q

ϕ
N , P

ψ
N ∈ C0(T,R+)[X, Y ] et PR

N , P
S
N ∈ C0(T,R+)[X]. Dans ces deux ex-

pressions, la première intégrale est finie car il s’agit de l’intégrale d’un produit de
polynômes par des fonctions exponentiellement décroissantes. Pour la deuxième in-
tégrale dans (8.15) et (8.16), on a

∫
T

∫ 0

−h−
2
3 δ
PR
N (s, σh 2

3 ) ds dσ . h−
2
3 et

∫
T

∫ h−1δ

0
P S
N(s, ρh) ds dρ . h−1.

On en déduit que Nϕ = O
(
hN+ 4

3
)
et Nψ = O

(
hN+ 1

2
)
. En combinant les différentes

estimations obtenues, on établit finalement que Nu = O
(
hN+ 1

2
)
pour tout N ∈ N.

Avec le lemme 8.18, pour tout N ∈ N, on a∥∥∥div
(
np−1∇up;j(m)

)
+ k2

p;j(m)np+1 up;j(m)
∥∥∥

L2(R2)
= ‖up;j(m)‖L2(R2)O

(
hN−

5
3
)
.

Quitte à remplacer l’entier N fixé au début par N + 2, on obtient un reste dont le
comportement est en O

(
hN+ 1

3
)
dans l’estimation ci-dessus. On obtient donc bien

une estimation en O
(
m−N

)
. On conclut que∥∥∥div

(
np−1∇up;j(m)

)
+ k2

p;j(m)np+1 up;j(m)
∥∥∥

L2(R2)
= ‖up;j(m)‖L2(R2)O

(
m−∞

)
.

Démonstration du théorème 8.7. On veut montrer que les objets définis en 8.15 sont
bien des quasi-résonances au sens de la définition 5.3. On commence par relever les
conditions de transmission en posant

g(m; s, ξ) = χ(ξ)
2


−
[
up;j(m)

]
Γ

(s)− ξn1−p
0

[
np−1 ∂ξup;j(m)

]
Γ

(s) ξ ≤ 0[
up;j(m)

]
Γ

(s) + ξ
[
np−1 ∂ξup;j(m)

]
Γ

(s) ξ > 0
.

Pour tout s ∈ T, on a[
up;j(m)− g(m)

]
Γ

(s) =
[
up;j(m)

]
Γ

(s)− [g(m)]Γ (s) = 0

et [
np−1 ∂ξ(up;j(m)− g(m))

]
Γ

(s) =
[
np−1 ∂ξup;j(m)

]
Γ

(s)−
[
np−1 ∂ξg(m)

]
Γ

(s)
= 0.

On obtient, pour tout m ≥ 1, up;j(m) − g(m) ∈ H2(R2, np−1). De plus, d’après
le lemme 8.19, on a les estimations des conditions de transmission

[
up;j(m)

]
Γ

=
O (m−∞) et

[
np−1 ∂ξup;j(m)

]
Γ

= O (m−∞), ce qui implique
∥∥∥div

(
np−1∇g(m)

)
+ k2

p;j(m)np+1 g(m)
∥∥∥

L2(R2)
= ‖up;j(m)‖L2(R2)O

(
m−∞

)
.
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Finalement, la fonction up;j(m)− g(m) satisfait l’estimation (5.6). D’après le lemme
8.18, on a ∥∥∥up;j(m)− g(m)

∥∥∥
L2(R2)

= Cm−
1
3 +O

(
m−

2
3
)

avec C > 0. On en déduit qu’il existe m0 ∈ N∗ tel que pour tout m ≥ m0, la norme
L2(R2) de up;j(m) − g(m) est non nulle. Quitte à retrancher g(m) et à normaliser,
on peut supposer que

up;j(m) ∈ H2(R2, np−1),
∥∥∥up;j(m)

∥∥∥
L2(R2)

= 1

et que up;j(m) satisfasse l’estimation (5.6).
De la suite (λq)q∈N construite dans le lemme 8.13, on déduit une suite (λ̃q)q∈N

telle que, pour tout N ∈ N, on ait

kp;j(m) = m

〈n0〉

1 +
( 2
m

) 2
3 N∑
q=0

λ̃q

( 2
m

) q
3

+O
(
m−

N+3
3
) .

Le lemme C.12 implique l’existence d’une fonction Kp;j ∈ C∞b ([0, 1]) associée à la
suite (2 q

3 λ̃qq!)q∈N telle que

kp;j(m) = mKp;j
(
m−

1
3
)
.

Revenons sur ce qui a été écrit dans la remarque 8.12 page 193 à savoir que les
quasi-résonances ne dépendent pas du choix de la fonction α. Lors de la construction
des premiers termes dans le lemme 8.11, on a

ϕ0(s, σ) = α(s) A
(
aj + 2κ̆ 1

3 (s)n̂
2
3
0 (s)σ

)
où α est une fonction arbitraire de C∞(T) ne s’annulant pas. Le lemme suivant établi
que quelle que soit la fonction α non nulle, on obtient à l’issue de la construction
les mêmes quasi-résonances. Pour la clarté de l’énoncé, dans le lemme suivant, on
enlève les indices p et j.

Lemme 8.20. Soit une fonction α ∈ C∞(T) ne s’annulant pas. On note kα(m) les
quasi-résonances construites à partir de la suite (λαq )q∈N en partant de ϕα0 (s, σ) =
α(s) A

(
aj + 2κ̆ 1

3 (s)n̂
2
3
0 (s)σ

)
et uα(m) les quasi-modes associés. On note k(m) les

quasi-résonances construites à partir de la suite (λq)q∈N en prenant α ≡ 1, c’est-à-
dire à partir de ϕ0(s, σ) = A

(
aj + 2κ̆ 1

3 (s)n̂
2
3
0 (s)σ

)
, et u(m) les quasi-modes associés.

On a alors λαq = λq pour tout q ∈ N.

Démonstration. D’après le théorème 8.7, on a

− div
(
np−1∇uα(m)

)
− kα(m)2 np+1 uα(m) = Rα(m)

− div
(
np−1∇u(m)

)
− k(m)2 np+1 u(m) = R(m)
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où ‖Rα(m)‖L2(R2) = ‖R(m)‖L2(R2) = O (m−∞). Ensuite, on applique le lemme B.12
page 241 aux triplets (kα(m), uα(m), Rα(m)) et (k(m), u(m), R(m)). On obtient(

kα(m)2 − k(m)2
) ∫

R2
uα(m)u(m)np+1 dx =

∫
R2
uα(m)R(m)−Rα(m)u(m) dx.

(8.17)

Les quasi-résonances kα(m) sont réelles d’après le lemme 5.8 page 122. Les quasi-
modes sont normés par convention, avec ‖Rα(m)‖L2(R2) = ‖R(m)‖L2(R2) = O (m−∞)
et l’inégalité de Cauchy-Schwarz l’équation (8.17) devient(

kα(m)2 − k(m)2
) ∫

R2
uα(m)u(m)np+1 dx = O

(
m−∞

)
. (8.18)

On rappelle que h = 2
m
. On va montrer que

∫
R2 uα(m)u(m)np+1 dx ≥ C̃ avec C̃

une constante non nulle, car d’après le lemme B.3 page 238, il suffit de montrer∫
R2 uα(m)u(m) dx ∼ C pour C une constant non nulle. On a∫

R2
uα(m)u(m) dx =

c
∫
T
α(s)e 2i

h
(Θ(~;s)−Θα(~;s))

∫ 0

−∞
A
(
aj + 2κ̆ 1

3 (s)n̂
2
3
0 (s)σ

)2
dσ ds+O

(
h

1
3
)

(8.19)

où ~ = m−
1
3 et c est une constante qui vient de la normalisation des quasi-modes.

D’après le lemme 8.11, on a

Θ
(
m−

1
3 ; s

)
−Θα

(
m−

1
3 ; s

)
= i ln |α(s)|h2 + r(h; s)h 4

3

où g ∈ C∞(T) et r ∈ C∞([0, 1]× T) d’où

e 2i
h

(Θ(~;s)−Θα(~;s)) = 1
|α(s)| +O

(
h

1
3
)
.

On injecte cette expression dans l’intégrale (8.19) et avec le lemme C.4 page 251, on
obtient ∫

R2
uα(m)u(m) dx = cA′(aj)2

∫
T

α(s)
|α(s)| κ̆(s)− 1

3 n̂0(s)− 2
3 ds+O

(
h

1
3
)
.

Il existe donc C non nulle telle que
∫
R2 uα(m)u(m) dx ≥ C. Finalement, on en déduit

de (8.18) que kα(m)2 − k(m)2 = O (m−∞) puis que

kα(m)− k(m) = O
(
m−∞

)
car kα(m) + k(m) ∼ 2m

〈n0〉 . Ceci signifie que les développement de Taylor de kα et de
k coïncident et donc que λαq = λq.

8.2 Miscellanées

8.2.1 Interprétation en terme de potentiel
Soit h > 0 et (k, u) une solution du problème (Pp) défini en (5.5) page 120. On

considère le changement d’inconnue défini par

λ = h2 〈n0〉2 k2

4 − 1 et w(s, ξ) = u(s, ξ) exp
(
−2i
h

∫ s

0
n̂0(t) dt

)
.
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On injecte k2 = 4(1+λ)
h2〈n0〉2

et u(s, ξ) = w(s, ξ) exp
(

2i
h

∫ s
0 n̂0(t) dt

)
dans l’EDP de (Pp)

puis on réarrange les termes. On obtient dans T×]− δ, 0[ et T×]0, δ[

−Lhw + V w = λw

où Lh = h2

4 L2 + h
2L1 avec

L2w = 〈n0〉2

(1 + ξκ)np+1 divs,ξ
(
np−1G∇s,ξw

)
L1w = i 〈n0〉

(1 + ξκ)np+1

[
∂s

(
np−1n0w

1 + ξκ

)
+ np−1n0∂sw

1 + ξκ

]

V (s, ξ) =
(

n0(s)
(1 + ξκ(s))n(s, ξ)

)2

− 1. (8.20)

L’opérateur Lh est auto-adjoint sur L2 (T×]− δ, δ[, np+1(s, ξ)(1 + ξκ(s)) ds dξ). On
a pour tout (s, ξ) ∈ T×]− δ, 0[

∂ξV (s, ξ) = −2
[

n0(s)
(1 + ξκ(s))n(s, ξ)

]2 (
κ(s)

1 + ξκ(s) + ∂ξn(s, ξ)
n(s, ξ)

)
,

d’où limξ→0− ∂ξV (s, ξ) = −2κ̆(s).
Remarque 8.21. Dans ce cas le potentiel V défini en (8.20) a un minimum dégénéré
en la variable curviligne V (s, 0) = 0 et à s fixé ξ 7→ V (s, ξ) à la forme d’un demi-puits
triangulaire en la variable normale.

8.2.2 Invariance conforme approchée
La condition κ̆ = κ + n1

n0
> 0 peut sembler étrange mais en un sens elle ne l’est

pas car cette condition est préservée par changement de variables conforme. Dans
cette section il plus facile de considérer le plan R2 comme étant le plan complexe C.
On rappelle que pour deux vecteurs x et y de R2, si on note x et y leurs équivalents
complexes, alors

x · y = Re (xy) et det(x,y) = Im (xy) .

Soit une fonction f : R2 → R que l’on identifie à la fonction f : C → R et on note
∇f = ∂1f + i∂2f qui correspond à une écriture complexe du gradient.

Proposition 8.22. Soit γ et γ̃ deux courbes régulières fermées simples du plan
complexe telles qu’il existe U et Ũ deux voisinages tubulaires de γ et γ̃ et un biho-
lomorphisme φ de U sur Ũ . On appelle κ et κ̃ les courbures de γ et γ̃ et on note
ν = −i γ′|γ′| et ν̃ = −i γ̃′|γ̃| les normales sortantes unitaires de γ et γ̃. Soit une fonction
n ∈ C∞(U). On a

sgn
(
κ+ Re(ν∇n(γ))

n(γ)

)
= sgn

(
κ̃+ Re(ν̃∇ñ(γ̃))

ñ(γ̃)

)

où ñ = |φ′ ◦ φ−1| n ◦ φ−1 et sgn désigne la fonction signe.
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Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que γ est paramétrée par
l’abscisse curviligne et donc que |γ′| = 1. On commence par exprimer κ̃ en fonction
de κ. On a

γ̃ = φ(γ), γ̃′ = γ′φ′(γ) et γ̃′′ = γ′′φ′(γ) + γ′
2
φ′′(γ).

On obtient

κ̃ =
Im

(
γ̃′ γ̃′′

)
|γ̃′|3

= 1
|φ′(γ)|

[
κ+ Im

(
γ′
φ′′(γ)
φ′(γ)

)]
.

Avec l’expression ñ = |φ′ ◦ φ−1| n ◦ φ−1, on a

∇ñ = φ′ ◦ φ−1

|φ′ ◦ φ−1|

(
∇n(φ−1) + φ′′ ◦ φ−1

φ′ ◦ φ−1
n ◦ φ−1

)
.

On a ñ(γ̃) = |φ′(γ)| n(γ) et

Re(ν̃∇ñ(γ̃)) = Re
(
−iγ̃′
|γ̃′|
∇ñ(γ̃)

)
= Re(ν∇n(γ))− n(γ) Im

(
γ′
φ′′(γ)
φ′(γ)

)
.

Finalement, on obtient

κ+ Re(ν∇n(γ))
n(γ) = 1

|φ′(γ)|

(
κ̃+ Re(ν̃∇ñ(γ̃))

ñ(γ̃)

)
.

Remarque 8.23. La proposition 8.22 explique pourquoi la méthode de conformal
transformation optics employée dans [58, 53] pour créer des cavités qui possèdent
des modes de galerie fonctionne. Les physiciens sont intéressés par trouver des cavités
non circulaires qui possèdent des modes de galerie. Ils partent du disque d’indice
constant car on sait qu’il possède des modes de galerie. Ils prennent un changement
de variable conforme φ et l’appliquent au disque d’indice optique constant n0. Cela
génère une nouvelle cavité avec un indice optique non constant. Le changement de
variable conforme doit posséder les propriétés suivantes :

I L’image du disque doit être un ouvert connexe borné de bord lisse.

I Le nouvel indice optique z 7→ |φ′(z)| n0 doit être physique, c’est-à-dire supé-
rieur ou égal à 1 dans toute la cavité.

Si ces propriétés sont satisfaites, ils prétendent que la cavité avec l’indice optique
associé aura des modes de galerie. On a montré que dans tous les cas où la condition
de courbure effective κ+ ∂νn(γ)

n(γ) > 0 est satisfaite, alors on peut construire des quasi-
modes de galerie. La proposition 8.22 montre que la condition de courbure effective
est invariante par changement de variable conforme.
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8.3 Récapitulatif des formules

8.3.1 Indice variable
On suppose que la cavité est paramétrée par une courbe γ : R/TZ → R2 lisse,

fermée, simple et de longueur L. On note ν : R/TZ → S1 la normale sortante au
bord de la cavité. On rappelle les notations et hypothèses suivantes.

I La courbure κ de la courbe γ définie par κ(t) = det(γ′(t), γ′′(t))
‖γ′(t)‖3 pour t ∈

R/TZ.

I La moyenne normalisée de w ∈ L1(R/TZ) par rapport à la longueur d’arc est
notée 〈w〉 = 1

2π

∫ T

0
w(t) ‖γ′(t)‖ dt.

I Les dérivées normales q ∈ N fois de n au bord sont notées nq(t) = ∂qν(t)n(γ(t))
pour t ∈ R/TZ.

I La valeur au bord normalisée de moyenne 2π notée n̂0(t) = n0(t)
〈n0〉

pour t ∈

R/TZ où n0(t) = n(γ(t)) est la valeur au bord.

I L’hypothèse sur la courbure effective κ̆(t) = L

2π

(
κ(t) + n1(t)

n0(t)

)
> 0 pour

t ∈ R/TZ où n1(t) = ∂ν(t)n(γ(t)) est la dérivée normale.

Les quasi-résonances et quasi-modes sont donnés par

kp;j(m) = 2πm
L 〈n0〉

1 +
( 2
m

) 2
3 2∑
q=0

kq
( 2
m

) q
3

+O
(
m−

5
3
) (8.21)

up;j(m; s, ξ) = C exp
(

imΘp;j
(
m−

1
3 , t
))
wp;j(m; t, ξ) (8.22)

wp;j(m; t, ξ) =


Φp;j

(
m−

1
3 ; t,m 2

3 ξ
)

si ξ ≤ 0

Ψp;j
(
m−

1
3 ; t,mξ

)
si ξ > 0

(8.23)

où C > 0 est une constante de normalisation et Θp;j, Φp;j et Ψp;j sont définis en
(6.9). Les premiers termes du développement asymptotique de kp;j(m) sont

k0 = aj
2

〈
κ̆

2
3 n̂

1
3
0

〉
,

k1 = −1
2

〈
np0 κ̆√
n2

0 − 1

〉
,

k2 =
a2
j

15

(
5
4

〈
κ̆

2
3 n̂

1
3
0

〉2
− 3

〈
Lκ

2π κ̆
1
3 n̂

1
3
0

〉
+ 7

8

〈
κ̆

4
3 n̂
− 1

3
0

〉
+
〈
η2 κ̆

− 2
3 n̂
− 1

3
0

〉

− 1
9

〈
κ̆′

2
κ̆−

8
3 n̂
− 1

3
0

〉
− 4

9

〈
κ̆′ n̂′0 κ̆

− 5
3 n̂
− 4

3
0

〉
− 4

9

〈
n̂′0

2
κ̆−

2
3 n̂
− 7

3
0

〉)
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où η2(t) =
(
L
2π

)2
(

2κ2 − n2

n0

)
. Les premiers termes non nuls des développements

asymptotiques de Θp;j, Φp;j et Ψp;j sont

Re(Θp;j(h, t)) =
∫ t

0
n̂0(ϑ) ‖γ′(ϑ)‖ dϑ+O

(
h

2
3
)

Im(Θp;j(h, t)) = h

12 [(3p− 2) ln (n0(t))− ln (κ̆(t))] +O
(
h

4
3
)

Φp;j(h; t, σ) = A
(
aj + κ̆

1
3 (t)n̂

2
3
0 (t)σ

)
+O

(
h

1
3
)

Ψp;j(h; t, ρ) = −h 1
3

A′(aj)np0(t) κ̆ 1
3 (t)

n̂
1
3
0 (t)

√
n2

0(t)− 1
exp

(
−2ρ
〈n0〉

√
n2

0(t)− 1
)

+O
(
h

2
3
)

8.3.2 Indice constant
Dans le cas où l’indice optique n ≡ n0 > 1 est constant dans la cavité, l’hypothèse

principale 8.1 page 185 devient κ̆ = L
2πκ > 0, c’est-à-dire que le bord de la cavité est

à courbure strictement positive. On a calculé dans ce cas particulier plus de termes
du développement. On obtient pour développements asymptotiques

kp;j(m) = 2πm
L 〈n0〉

1 +
( 2
m

) 2
3 3∑
q=0

kq
( 2
m

) q
3

+O
(
m−2

) (8.24)

où

k0 = aj
2
〈
κ̆

2
3
〉
,

k1 = − np0 〈κ̆〉
2
√
n2

0 − 1
,

k2 =
a2
j

120

(
10
〈
κ̆

2
3
〉2
−
〈
κ̆

4
3
〉
− 8

9
〈
κ̆′

2
κ̆−

8
3
〉)

,

k3 = − aj n
p
0

12
√
n2

0 − 1

(〈
κ̆

2
3
〉
〈κ̆〉+ 1 + 2n2

0 − 2n2p
0

n2
0 − 1

〈
κ̆

5
3
〉)

.

Remarque 8.24. On a 〈κ̆〉 = 1. En effet, l’angle α entre le premier vecteur de la base
orthonormale de R2 et γ′ la tangente à la courbe vérifie α′(s) = κ(s) et comme la
courbe est fermée et simple

∫ L
0 κ(s) ds = α(L) − α(0) = 2π. On rappelle que γ est

paramétrée par l’abscisse curviligne s ∈ R/LZ.
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Dans ce chapitre, on illustre numériquement les développements asymptotiques
construits au chapitre 8 sur deux cas : le cas d’une cavité elliptique avec un indice
constant et une cavité circulaire avec un indice quadratique non radial.

9.1 Cavité elliptique d’indice optique constant
On considère une cavité elliptique de demi-grand axe 1 et de demi-petit axe

√
3
4 et

donc d’excentricité 0.5 et de longueur L ≈ 5.8698. L’indice optique est constant dans
la cavité et vaut n0 = 5. Dans un premier temps, on calcule numériquement, avec
les méthodes mis en place au chapitre 4, les modes de galerie correspondant à kj(m)
pour j = 0 et m ∈ {1, . . . , 30}. On utilise une PML radiale linéaire par morceaux
(PML0) de paramètres r0 = 1.1875 et r1 = 1.5. On fait dépendre le paramètre σ0
de l’endroit du spectre qui nous intéresse de la manière suivante : pour calculer les
résonances proches k0 on prend σ0 = 10

k0
.

Comme dans le chapitre 7, on utilise la connaissance des échelles pour faire un
raffinement géométrique dans la direction normale le long du bord de la cavité. Le
maillage est quadrangulaire structuré de degré géométrique 3 et l’espace des éléments
finis est de degré 7. Il y a 64156 degrés de libertés. Sur la figure 9.1, on a représenté
la géométrie idéale à gauche et le maillage à droite. La partie bleue correspond à la
cavité Ω et la partie orange correspond à la PML. À l’aide de ce maillage, on obtient
les approximations numériques knum

p;j (m).

Ω

PML

(a) Géométrie idéale (b) Le maillage

Figure 9.1 – À gauche : représentation de la géométrie idéale du domaine de calcul.
À droite : représentation du maillage.

On compare ensuite ces résonances numériques aux k
[Q]
p,0(m) calculées à partir

des développements asymptotiques obtenus dans le chapitre 8. L’entier Q désigne
le nombre de termes correctifs pris en compte : k[1]

p;0(m) = 2πm
Ln0

correspond au terme
principal, k[2]

p;0(m) est égal à k[1]
p;0(m) plus un terme correctif, etc.

Sur la figure 9.2, colonne de gauche, on a représenté la différence relative D
[Q]
p;j

en échelle logarithmique entre les résonances numériques knum
p;j (m) et les quasi-
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résonances k[Q]
p;j (m) en fonction de m où

D
[Q]
p;j (m) =

∣∣∣∣∣∣k
num
p;j (m)− k[Q]

p;j (m)
knum
p;j (m)

∣∣∣∣∣∣ .
Colonne de droite, on a représenté la taux d’accroissement en fonction de m, c’est-
à-dire le taux d’accroissement

T
[Q]
p;j (m) =

logD[Q]
p;j (m+ ∆m)− logD[Q]

p;j (m)
∆m

en fonction de m avec ∆m fixé. En théorie, on a

D
[Q]
p;j (m) = O

(
m−

Q+1
3
)

et lim
m→+∞

T
[Q]
p;j (m) = −Q+ 1

3 .

Sur tous les graphes, les quasi-résonances sont calculées à partir de k[Q]
p;j pour Q ∈

{1, . . . , 5}. À chaque quasi-résonances k[Q]
p;j (m) correspond deux résonances k− et k+,

ordonnées selon la convention |k−| < |k+|, dont les modes associés sont notés u− et
u+. Sur les graphes les traits pleins correspondent à k− et ceux en pointillés corres-
pondent à k+. On observe des taux d’accroissements proches des valeurs théoriques
pour Q ≤ 4 mais pour Q = 5, il y a un pic correspondant à un changement de signe
de l’erreur entre k[5]

p;0(m) et knum
p;0 (m) ce qui perturbe l’asymptotique.

Sur la figure 9.3, on représenté les graphes des modes résonnants, pour p = +1,
normalisés de la manière suivante : u(z0) = 1 où z0 ∈ arg maxD(0,r1) |u|.

Sur la figure 9.4, à gauche on a représenté l’écart entre k− et k+ en échelle
logarithmique en fonction de m. À droite, on a représenté les parties imaginaires
de k− (tracé en tirets) et de k+ (tracé en pointillés) en échelle logarithmique en
fonction de m. On remarque que l’écart entre k− et k+ décroît très rapidement, ce
qui est prévisible au vu de l’asymptotique car les développements asymptotiques
sont les mêmes pour k− et k+. Le fait que l’écart remonte après m > 20 vient de la
pollution numérique : les modes résonnants discrets sont de plus en plus oscillants
dans la direction tangente au bord. On observe la décroissance exponentielle des
parties imaginaires de k− et k+.
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5 10 20 30
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10−4

10−3

10−2

10−1

Q=1
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Q=3
Q=4
Q=5

(a) p = +1, différences relatives
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(b) p = +1, taux d’accroissements
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(c) p = −1, différences relatives
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−2
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Q=1
Q=2
Q=3
Q=4
Q=5

(d) p = −1, taux d’accroissements

Figure 9.2 – À gauche, graphes des différences relativesD[Q]
p;j (m) entre les résonances

numériques et la quasi-résonances en fonction de m en échelle logarithmique. À
droite, graphes des taux d’accroissement T

[Q]
p;j (m) en fonction de m. Sur tous les

graphes m va de 1 à 30 et Q de 1 à 5.
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Re(u−) Im(u−) Re(u+) Im(u+)

Figure 9.3 – Graphes des modes résonnants associés aux quasi-résonances k[Q]
p;j (m),

normalisés de la façon suivante : u(arg maxB(0,r1) |u|) = 1. Chaque ligne correspond
à une valeur de m pour 1 ≤ m ≤ 7. Les points symbolisent les foyers de l’ellipse.
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0 5 10 15 20 25 30
m
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10−11

10−9

10−7

10−5
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|

p= +1
p= −1

(a) Module de k+ − k−

0 5 10 15 20 25 30
m

10−10

10−8

10−6

10−4

10−2

−I
m
(k
)

p= +1
p= −1

(b) Parties imaginaires de k− et k+

Figure 9.4 – À gauche, graphes de |k+ − k−| en fonction de m. À droite, graphes
des parties imaginaires de k− et k+ en fonction de m.

9.2 Cavité circulaire d’indice optique quadratique
On considère une cavité circulaire de rayon 1. L’indice optique est quadratique

non radial dans la cavité défini par

n(x, y) =
{

5 + 0.3x+ 0.3xy si x2 + y2 ≤ 1
1 sinon .

Sur la figure 9.5, on représenté à gauche la fonction n dans la cavité et à droite la
trace de la fonction n sur le bord de la cavité. Les échelles sont centrées autour de
la moyenne le long du bord 〈n0〉 = 5.

(a) (x, y) 7→ n(x, y)

0 π
2

π 3π
2

2π
4.6

4.7

4.8

4.9

5.0

5.1

5.2

5.3

5.4

(b) θ 7→ n(cos(θ), sin(θ))

Figure 9.5 – À gauche, graphe de l’indice optique dans la cavité. À droite, graphe
de l’indice optique au bord de la cavité.

On utilise la même PML avec les mêmes paramètres que la section précédente.
Le maillage est similaire à celui de la section précédente où on a remplacé l’ellipse
par un disque. Le degré géométrique, le degré éléments finis et le nombre de degré
de liberté sont les mêmes que la section précédente. Sur la figure 9.6, à gauche on a
représenté la géométrie idéale et à droite on a représenté le maillage.
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Ω

PML

(a) Géométrie idéale (b) Le maillage

Figure 9.6 – À gauche : représentation de la géométrie idéale du domaine de calcul.
À droite : représentation du maillage.

Sur la figure 9.7, colonne de gauche, on a représenté la différence relative D
[Q]
p;j

en échelle logarithmique entre les résonances numériques knum
p;j (m) et les quasi-

résonances k[Q]
p;j (m) en fonction de m en échelle logarithmique. Colonne de droite, on

a représenté le taux d’accroissement T[Q]
p;j (m) en fonction de m. Sur tous les graphes,

les quasi-résonances sont calculées à partir de k[Q]
p;j pour Q ∈ {1, . . . , 5}. On ob-

serve que les taux d’accroissements semblent converger vers les valeurs théorique
attendues.

Sur la figure 9.8, on représenté les graphes des modes résonnants pour p = −1,
normalisés de la manière suivante : u(z0) = 1 où z0 ∈ arg maxD(0,r1) |u|.

Sur les figures 9.4, à gauche on a représenté l’écart entre k− et k+ en échelle
logarithmique en fonction de m. À droite, on a représenté les parties imaginaires de
k− (trait en tirets) et de k+ (trait en pointillés) en échelle logarithmique en fonction
de m. On fait les mêmes observations sur les taux d’accroissement qu’à la section
précédente.
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(b) p = +1, taux d’accroissements
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(c) p = −1, différences relatives
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(d) p = −1, taux d’accroissements

Figure 9.7 – Graphes de l’erreur relative entre les résonances numériques kFEM
p;j (m)

et les quasi-résonances k[Q]
p;j (m) en échelle logarithmique.
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Re(u−) Im(u−) Re(u+) Im(u+)

Figure 9.8 – Graphes des modes résonnants associés aux quasi-résonances k[Q]
p;j (m),

normalisés de la façon suivante : u(arg maxB(0,r1) |u|) = 1. Chaque ligne correspond
à une valeur de m pour 1 ≤ m ≤ 7. Les points symbolisent les foyers de l’ellipse.
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0 5 10 15 20 25 30
m

10−9

10−8

10−7

10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1
−I
m
(k
)

p= +1
p= −1

(b) Parties imaginaires de k− et k+

Figure 9.9 – À gauche, graphes de |k+ − k−| en fonction de m. À droite, graphes
des parties imaginaires de k− et k+ en fonction de m.
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Dans les chapitres 6 et 8, sous plusieurs jeux d’hypothèses sur la cavité Ω et
l’indice optique n, on a construit des familles de quasi-résonances (kp;j(m))m≥1 et
des quasi-modes associés (up;j)m≥1 du problème (Pp) défini en 5.5 page 120 au sens
de la définition 5.3 page 120. Plus précisément, les théorèmes 6.3 page 131, 6.14
page 143 et 6.26 page 157 du chapitre 6 quand Ω est un disque et l’indice optique
une fonction radiale, ainsi que le théorème 8.7 page 187 quand Ω est une cavité
générale sous une hypothèse de courbure effective. Dans ce chapitre, on montre que
les quasi-résonances sont proches des résonances du problème (Pp).

10.1 Propriété d’orthogonalité des quasi-modes
Dans les théorèmes 6.3, 6.14, 6.26 et 8.7, on a construit des quasi-résonances

kp;j(m) et des les quasi-modes up;j(m). Les quasi-résonances sont de multiplicité
deux car à chaque kp;j(m), on peut associer deux quasi-modes up;j(m) et up;j(m) qui
sont quasi-orthogonaux au sens du lemme suivant.

Lemme 10.1. Pour i, j,m, q ∈ N avec m, q ≥ 1, on a

(
up;i(m), up;j(q)

)
L2(R2)

=

 1 si m = q et i = j

O (min(m, q)−∞) sinon
, (10.1)

(
up;i(m), up;j(q)

)
L2(R2)

= O
(
min(m, q)−∞

)
. (10.2)

Remarque 10.2. Pour les trois cas invariants par rotation construits au chapitre 6,
on a orthogonalité exacte des quasi-modes pour deux valeurs de m différentes. Plus
précisément pour touts i, j ∈ N et m, q ≥ 1, on a(

up;i(m), up;j(q)
)

L2(R2)
= δm,q et

(
up;i(m), up;j(q)

)
L2(R2)

= 0

où δm,q est le symbole de Kronecker. Ce résultat vient du fait que dans les cas
invariants par rotation la phase de up;i(m) est eimθ pour tout θ ∈ R/2πZ.

Démonstration. Pour le produit scalaire (10.1), le cas i = j et m = q vient de la
définition 5.3 des quasi-résonances, qui sont normalisées.

On se place dans le cas m 6= q ou i 6= j. On fixe i, j ∈ N et on s’intéresse au cas
où m et q tendent vers +∞. On applique le lemme B.12 au triplet kp;i(m), up;i(m)
et R(m) et au triplet kp;j(q), up;j(q) et S(q) où

R(m) = − div
(
np−1∇up;i(m)

)
− kp;i(m)2np+1up;i(m)

S(q) = − div
(
np−1∇up;j(q)

)
− kp;j(q)2np+1up;j(q)

avec R(m) = O (m−∞) et S(q) = O (q−∞). On en déduit que(
kp;i(m)2 − kp;j(q)2

) ∫
R2
up;i(m)up;j(q)np+1 dx = O

(
m−∞

)
+O

(
q−∞

)
= O

(
min(m, q)−∞

)
.

Si m = q alors j 6= i et kp;i(m)2− kp;j(q)2 ∼ ci,jm
2(1−β) où ci,j 6= 0 est une constante

indépendante de m. Pour β ∈
{

1
3 ,

1
2

}
, on a 2(1− β) > 0 donc

∣∣∣kp;i(m)2 − kp;j(q)2
∣∣∣ ≥
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|ci,j| pour m ≥ 1. Si j = i alors m 6= q et
∣∣∣kp;i(m)2 − kp;j(q)2

∣∣∣ ≥ d |m2 − q2| ≥ d
pour m ≥ 1 et q ≥ 1. Dans ces deux cas il existe une constante c > 0 indépendante
de m et q telle que

∣∣∣kp;i(m)2 − kp;j(q)2
∣∣∣ ≥ c. Avec le lemme B.3 page 238, on a

(
up;i(m), up;j(q)

)
L2(R2)

= O
(
min(m, q)−∞

)
.

Pour le produit scalaire (10.2), le cas m 6= q ou i 6= j se démontre de la même
manière que pour le premier produit scalaire (10.1), en appliquant le lemme B.12 au
triplet kp;i(m), up;i(m) et R(m) et au triplet kp;j(q), up;j(q) et S(q). Il ne reste plus
que le cas oùm = q et i = j à étudier. D’après la remarque 10.2, il ne nous reste que le
cas des quasi-modes construits dans le théorème 8.7 à considérer. Soit C un compact
contenu dans le voisinage tubulaire Vδ indépendant de m et tel que supp(up;j(m)) ⊂
C. Dans tous les cas traités, on peut écrire up;j(m; s, ξ) = w(m; s, ξ)eimF (m;s) avec
w ∈ C∞b ([1,+∞[×T× [−δ, δ]) et

imF (m; s) = imΘ
(
m−

1
3 ; s

)
= im

∫ s

0
n̂0(t) dt+m−

2
3 g(m; s)

où g ∈ C∞b ([1,+∞[×T). On utilise ensuite un argument du type phase non station-
naire car d’après le lemme 8.4 la dérivé de la phase ne s’annule pas. On fait des
intégrations par parties en intégrant le facteur exp(im

∫
n̂0) et en dérivant le reste.

Pour cela, il convient de faire le changement de variable θ = N(s) =
∫ s

0 n̂0(t) dt.
Comme N ′ = n̂0 > 0, on a bien un difféomorphisme de classe C∞. On peut écrire le
produit scalaire sous la forme

(
up;j(m), up;j(m)

)
L2(R2)

=
∫ δ

−δ

∫
T
w2(m; s, ξ) e2imF (m;s) (1 + ξκ(s)) ds dξ

=
∫ δ

−δ

∫ 2π

0
A(m; θ, ξ) emαb(m;θ) e2imθ dθ dξ

avec A(m; θ, ξ) = w2(m;N−1(θ),ξ)
n̂0(N−1(θ)) (1+ξκ(N−1(θ))) dans C∞b ([1,+∞[×T×[−δ, δ]), α = 1

3
et b(m; θ) = 2ig(m;N−1(θ)) dans C∞b ([1,+∞[×T). Soit ` ∈ N. Après ` intégrations
par parties, on obtient∫ 2π

0
A(m; θ, ξ) emαb(m;θ) e2imθ dθ =

∫ 2π

0
∂`θ
(
A(m; θ, ξ) emαb(m;θ)

)
(2im)−`e2imθ dθ.

Or,

∂`θ
(
A(m; θ, ξ) emαb(m;θ)

)
. mα`

donc ∣∣∣∣∫ 2π

0
A(m; θ, ξ) emαb(m;θ) e2imθ dθ

∣∣∣∣ . m(1−α)`.

Finalement, on obtient(
up;j(m), up;j(m)

)
L2(R2)

= O
(
m−∞

)
.
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10.2 Liens entre résonances et quasi-résonances
On s’appuie ici sur les résultats que l’on trouve dans [94] et [91]. Ces résultats

donnent, connaissant des familles de quasi-résonances, le lien avec les résonances
complexes. Ces résultats sont principalement énoncés dans le cadre semi-classique.
Toutefois, on va appliquer le corollaire 1 de [91] car dans notre cas à les opérateurs
définissant le problème ne dépend pas d’un petit paramètre.

On se place dans le contexte de la théorie du black box scattering rappelé dans
l’annexe B page 237. On considère l’espace de Hilbert complexe L2(R2) muni du
produit scalaire

(u, v)dňp =
∫
Rd
u v dňp =

∫
R2
u v np+1 dx

pour u, v ∈ L2(R2), ainsi que l’opérateur P défini par le problème (Pp) 5.5 page 120,
plus précisément P = −n−p−1 div (np−1∇) de domaine H2(Rd, np−1). Cet opérateur
est auto-adjoint, voir la propriété B.7. On peut appliquer le théorème de [94] qui
indique que dans des boites autour des quasi-résonances kp;j(m) il existe au moins
une résonance car l’opérateur P vérifie les hypothèses (H1) – (H5) voir B.15. En
ajoutant l’hypothèse (H6) ci-desous, on peut appliquer le corollaire 1 de [91] qui est
plus précis dans le sens où il indique que dans chacune de ces boites il y a au moins
autant de résonances que de quasi-résonances.

H6 : Le nombre de quasi-résonances vérifie l’estimation

Card
(
{kp;j(m) | j ≥ 0, m ≥ 1} ∩ [1, r]

)
≤ Crd

]
6 pour r > 1

où C > 0 et d]6 ∈ N. On pose d] = max(d]5, d]6) où d]5 est défini dans l’estimation
(B.2) de l’hypothèse (H5).

On énonce une version simplifié du corollaire 1 de [91] pour l’opérateur P .

Théorème 10.3 (Corollaire 1, P. Stefanov 99). On suppose que l’opérateur P vérifie
les hypothèses (H1) à (H6). Étant donné J̃ ≥ 1, on considère des familles de quasi-
résonances (kj(m))m≥1 pour j ∈ {0, . . . , J̃} et les familles de quasi-modes associés
(uj(m))m≥1, c’est-à-dire que pour tout i, j ∈ {1, . . . , J̃}, on a

I
∥∥∥(P − k2

j (m))uj(m)
∥∥∥
H
≤ R(m),

I |(ui(m), uj(m))H − δi,j| ≤ R(m),

avec une fonction R(m) = O (m−∞). On se donne deux suites (am)m≥1 et (bm)m≥1
tel que limm→∞ am = +∞, bm ≥ am et bm

am
≤ C.

Alors pour toute fonction S(m) ≥ m2d]+3R(m) telle que De−Dm ≤ S(m) =
O (m−∞) avec un D > 0 et pour tout entier q ≥ 1, il existe M(S, q) > 0 tel que pour
tout am > M(S, q) l’opérateur P a au moins J̃ résonances (avec multiplicité) dans
l’ensemble Res(P ) ∩ [am − a−qm , bm + a−qm ] + i [−S(m), 0], c’est-à-dire

Card
(
Res(P ) ∩

[
am − a−qm , bm + a−qm

]
+ i [−S(m), 0]

)
≥ J̃ .
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Remarque 10.4. Ce théorème énonce que s’il existe une famille de quasi-modes alors
cela implique l’existence d’une suite (km)m≥1 de résonances telles que les parties ima-
ginaires de km tendent vers 0 quand m tend vers +∞ de manière super-algébrique.
Un autre théorème de P. Stefanov [92] énonce la réciproque : s’il existe une suite de
résonances dont les parties imaginaires tendent vers 0 de manière super-algébrique
alors il existe une famille de quasi-résonances réelle.

Pour appliquer ce théorème aux familles de quasi-résonances kp;j(m) construites
dans les chapitres 6 et 8, on démontre que les quasi-résonances kp;j(m) vérifient
l’hypothèse (H6) :

Lemme 10.5. Soit J ≥ 0. Il existe CJ > 0 tel que pour tout r ≥ 1, on a

Card
(
{kp;j(m) | m ≥ 1, 0 ≤ j ≤ J} ∩ [1, r]

)
≤ CJ r.

Démonstration. Dans tous les cas étudiés (aux chapitre 6 et 8), on a construit des
quasi-modes de la forme kp;j(m) = mKj

(
m−β

)
avec Kj ∈ C∞b ([0, 1]) et β ∈ {1

3 ,
1
2}.

De plus, pour tout j ∈ N, Kj(0) = α > 0 est une constante indépendante de j.
Comme on a fixé J pour ne regarder qu’un nombre fini de j, il existe 0 < hJ ≤ 1

tel que pour tout j ∈ {0, . . . , J} et pour tout m−β ≤ hJ , on a Kj

(
m−β

)
≥ a

2 . Ainsi

{
kp;j(m) | m ≥ 1, 0 ≤ j ≤ J

}
⊂
{
kp;j(m) | 1 ≤ m ≤ h

− 1
β

J , 0 ≤ j ≤ J
}

⊔{
kp;j(m) | m ≥ h

− 1
β

J , 0 ≤ j ≤ J
}
.

Le première ensemble étant fini, il existe DJ > 0 tel que

Card
({
kp;j(m) | 1 ≤ m ≤ h

− 1
β

J , 0 ≤ j ≥ J
}
∩ [1, r]

)
≤ DJ r.

Concernant le deuxième ensemble, on a pour tout 0 ≤ j ≤ J et m ≥ h
− 1
β

J

m
α

2 ≤ mKj

(
m−β

)
≤ r =⇒ m ≤ 2r

α

d’où

Card
({
kp;j(m) | m ≥ h

− 1
β

J , 0 ≤ j ≤ J
}
∩ [1, r]

)
≤ (J + 1)

b 2r
α c∑

m=1
1 = (J + 1)

⌊2r
α

⌋

≤ 4(J + 1)
α

r.

Finalement, on obtient

Card
({
kp;j(m) | m ≥ 1, 0 ≤ j ≤ J

}
∩ [1, r]

)
≤ CJ r.

Notation. On note α = Kp;j(0) = 2π
L〈n0〉 où L est la longueur du bord de Γ, n0(x) =

limΩ3y→x n(y) est la valeur de n sur Γ et 〈n0〉 est la moyenne le long de Γ de n0, voir
section 8.3 page 208.
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Théorème 10.6. Soit J ≥ 0 et ε > 0. Pour toute fonction S prise comme dans le
théorème 10.3 et pour tout entier q ≥ 1, il existe M(J, ε, S, q) > 0 tel que pour tout
m > M(J, ε, S, q), on ait

Card
(
Res(P ) ∩

[
am − a−qm , bm + a−qm

]
+ i[−S(m), 0]

)
≥ 2(J + 1) (10.3)

avec am = (α− ε)m et bm = (α + ε)m.

Démonstration. On applique le théorème 10.3 à l’opérateur P ainsi qu’aux familles
de quasi-résonances (kp;j(m))m≥1 avec les quasi-modes associés up;j(m) et les suite
am = (α − ε)m et bm = (α + ε)m. Tous nos quasi-modes sont de multiplicité deux
donc J̃ = 2(J + 1).
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Dans ce chapitre, on conclut sur ce qui a été fait dans cette thèse. Puis, nous
ouvrons deux perspectives de recherche pouvant prolonger ce travail.

11.1 Conclusions
Partie I. Les PML radiales sont des méthodes efficaces pour calculer les résonances
d’une cavité optique. Elles permettent de transformer le problème de résonances en
un problème aux valeurs propres linaire. Si on veut calculer des résonances éloignées
les unes des autres, il faut adapter les paramètres de la PML à chaque résonance.
On peut faire cela en gardant un problème aux valeurs propres linéaire au prix
d’un calcul effectué par sous-ensemble de résonances proches. Pour l’application en
optique traitée dans cette thèse, cela ne constitsue pas une limitation pratique car
on ne recherche que certaines résonances proches d’une valeur k0 fixée à l’avance
donc on peut adapter les paramètres de la PML à k0.

On a observé une différence entre le problème purement 1D du chapitre 2 et la
famille de problèmes 1D radiaux du chapitre 3. La méthode des éléments finis ap-
pliquée au problème purement 1D créée des résonances discrètes parasites proches
des approximations des résonances alors que pour la famille de problèmes 1D ra-
diaux, les résonances discrètes parasites restent loin des résonances internes. L’un
des défauts des PML radiales pour la famille de problèmes 1D radiaux est que l’on
ne peut calculer qu’une partie des résonances externes et qu’elles se mélangent aux
résonances discrètes parasites.

Partie II. Dans trois types de situations canoniques pour le disque avec un in-
dice optique radial, on a construit des quasi-résonances réelles et des quasi-mode
localisés qui correspondent aux modes de galerie localisés au bord de la cavité. Sur
le plan théorique, ces constructions permettent de montrer qu’il existe des suites
de résonances dont les parties imaginaires convergent très vite vers 0. Les construc-
tions donnent également des développements asymptotiques des résonances quandm
tend vers l’infini (m correspond au nombre d’oscillations le long du bord du disque).
Sur le plan numérique, les développements asymptotiques permettent d’avoir une
estimation de la résonance, ce qui est utile pour guider le calcul numérique. Des
constructions asymptotiques, on déduit des algorithmes de calcul des termes des dé-
veloppements asymptotiques que l’on a implémenté dans un logiciel de calcul formel.
Ces algorithmes renvoient les termes exacts dans le cas du demi-puits triangulaire
et dans le cas du puits quadratique interne mais seulement des approximations à
partir d’un certain rang pour le cas du demi-puits quadratique.

On a généralisé le cas du demi-puits triangulaire à la dimension 2, c’est-à-dire à
des cavités non circulaires avec des indices optiques variables sous une hypothèse de
courbure effective strictement positive. La différence avec le cas radial 1D est que
le paramètre semi-classique m n’apparaît pas dans l’équation. Les développements
asymptotiques issus des constructions sont d’autant plus importants en dimension 2
car l’ensemble des résonances est beaucoup plus riche. Le calcul précis des résonances
par la méthode des éléments finis est facilité par les développements asymptotiques
obtenus car ils fournissent des estimations des résonances permettant de savoir où
se situent, dans le spectre de la matrice éléments finis, les résonances recherchées.
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11.2 Perspectives
Micro-résonateur. Les micro-résonateurs optique à modes de galerie sont géné-
ralement constitués d’une micro-cavité et de deux guides d’ondes parallèles situés
de chaque côtés de la cavité, un guide d’accès et un guide de sortie. Le système
peut être modélisé par une cavité 2D et deux guides d’ondes droit infinis, voir la
figure 11.1. Une première perspective serait le calcul numérique de la réponse du
micro-résonateur quand on injecte un mode propagatif dans le guide d’accès. Ma-
thématiquement cela revient à calculer le champs diffracté (scatter field) connaissant
le champs incident (incident field). Comme pour le calcul numérique des résonances,
on doit borner le domaine de calcul. Une méthode qui semble particulièrement adap-
tée dans ce cas est la halfspace matching method, voir [16].

Un autre point serait de savoir dans quelle mesure on peut calculer le champs
diffracté étant donnés une source dans l’un des guides, connaissant les résonances
de la cavité.

|||

Figure 11.1 – Schéma d’un micro résonateur.

Maxwell 3D. Un autre prolongement de ce travail serait de considérer des cavités
3D. Le problème mathématique fait dans ce cas intervenir les équations de Maxwell.
On peut se demander si dans ce cadre, on peut obtenir des développements asymp-
totiques des résonances.

Un premier cas particulier à regarder est le cas d’une sphère avec un indice
optique radial car dans ce cas les équations de Maxwell se réduisent à deux équations
1D à l’aide des potentiel de Debye, voir la section 8 de [29]. Ce cas devrait se traiter
avec les mêmes techniques que celles employées dans le chapitre 6. Un deuxième cas
particulier est le cas de cavité 3D axisymétrique (par exemple : cylindre, cylindre
biseauté, etc) car cette situation se réduit à un cadre 2D.
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Cette annexe constitue un glossaire des notations utilisées.

A.1 Ensembles
I Les ensemble de nombre : N = {0, 1, . . .} les entiers naturels, Z les entiers rela-

tifs, Q les nombres rationnels, R les nombres réels et C les nombres complexes.

I Les ensembles : N∗ = {1, 2, . . .}, R+ = [0,+∞[ et R∗+ =]0,+∞[.

I Sd = {x ∈ Rd+1 | |x| = 1} la sphère de dimension d.

I Td = (R/LZ)d le tore de dimension d et de longueur L > 0.

I A b B signifie : il existe K un compact tel que A ⊂ K ⊂ B.

A.2 Relations
I f(x) ∝ g(x) signifie qu’il existe une constante C ∈ C telle que pour tout x, on

ait f(x) = C g(x).

I f(x) . g(x) signifie qu’il existe C > 0 tel que, pour tout x, on ait f(x) ≤
C g(x).

I f(x) = Oa(g(x)) signifie que pour x assez proche de a, il existe C > 0 tel que
|f(x)| ≤ C g(x), c’est-à-dire que f est majorée asymptotiquement par g quand
x→ a. On omet l’indice a s’il est évident dans le contexte.

I f(x) = Oa(g(x)±∞) signifie que pour tout N ∈ N, on a f(x) = Oa(g(x)±N).

A.3 Fonctions
I Pour une fonction f : E → F et un sous-ensemble V ⊂ E, f|V est la fonction
f restreinte au sous-ensemble V , c’est-à-dire

f|V : V −→ F
x 7−→ f(x) .

I 1V : E → {0, 1} est la fonction caractéristique du sous-ensemble V dans E,
c’est-à-dire que pour tout x ∈ V

1V (x) =
{

1 si x ∈ V
0 sinon .

I sgn : R→ {−1, 0, 1} est la fonction signe définie par

sgn(x) =


1 si x > 0
0 si x = 0
−1 si x < 0

∀x ∈ R.

I A et B : fonctions de Airy « miroir » définies par A(z) = Ai(−z) et B(z) =
Bi(−z) pour tout z ∈ C.

I Ψj pour j ∈ N : fonctions de Hermite-Gauss, voir définition C.7 page 252.
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A.4 Espaces
Dans ce qui suit, Ω désigne un ouvert de Rd. De plus, k désigne un entier naturel

ou +∞.

I Ckc (Ω) est l’espace des fonctions k fois continuent différentiables telles que leurs
supports soit un compact de Ω.

I Ckb(Ω) est l’espace des fonctions k fois continuent différentiables telles que leurs
k dérivées successives soient bornées sur Ω.

I L2(Ω, dµ) est l’espace des fonctions mesurables de carré intégrable pour la
mesure dµ. C’est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(u, v)L2(Ω,dµ) =
∫

Ω
u v dµ u, v ∈ L2(Ω, dµ).

I Hk(Ω, dµ) est l’espace des fonctions f ∈ L2(Ω, µ) telles que pour tout α ∈
Nn multi-indice de longueur |α| ≤ k, on ait ∂αx f ∈ L2(Ω, µ) où les dérivées
partielles sont prisent au sens des distributions. C’est un espace de Hilbert
muni du produit scalaire

(u, v)Hk(Ω,dµ) =
∑
|α|≤k

(∂αxu, ∂αx v)L2(Ω,dµ) u, v ∈ Hk(Ω, dµ).

I Hk
c(Ω, dµ) est l’espace des fonctions de Hk(Ω, dµ) à support compacte.

I La notation E(F ) où F est un fermé de Rd et E représente n’importe lequel
des espaces Ckc , Ckb , L2 ou Hk représente l’ensemble suivant

E(F ) := {u|F : u ∈ E(Rn)}.

I Hk
loc(Ω, dµ) est l’espace des fonctions f telles que pour toute fonction χ ∈
C∞c (Ω), on a χ f ∈ Hk(Ω, dµ).
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Dans cette annexe, on étudie l’opérateur associé au problème (Pp) défini en (1.5)
page 5, ainsi que le cadre général du black box scattering.

B.1 Définition et premières propriétés
Hypothèse B.1.

I On considère un ouvert Ω ⊂ Rd borné (d ≥ 1 un entier), de bord Γ = ∂Ω lisse.

I On considère une fonction n ∈ L∞(Rd) définie par morceaux sur les deux
ensembles disjoints Ω et Rd \ Ω. Sur Ω, on suppose que n|Ω ∈ C

∞
(
Ω
)
et

n|Ω > 1. Sur Rd \ Ω, on suppose que n|Rd\Ω ≡ 1. Les valeurs de la fonction n
sur le bord Γ sont celles venant de n|Ω ∈ C

∞
(
Ω
)
donc en particulier n|Γ > 1.

À noter que la fonction n est d’inverse borné : n−1 ∈ L∞(Rd) et le bord Γ est
l’ensemble des discontinuités de n.

Notation B.2. Le produit scalaire (·, ·) et la norme ‖ · ‖ sont le produit scalaire et
la norme canonique de L2(Rd) : pour tout u, v ∈ L2(Rd)

(u, v) =
∫
Rd
u v dx, ‖u‖2 =

∫
Rd
|u|2 dx.

On note dňp(x) := n(x)p+1 dx. Le produit scalaire (·, ·)dňp et la norme ‖ · ‖dňp sont
définis, pour tout u, v ∈ L2(Rd), par

(u, v)dňp =
∫
Rd
u v dňp, ‖u‖2

dňp =
∫
Rd
|u|2 dňp.

Lemme B.3. Les normes ‖·‖ et ‖·‖dňp sont équivalentes. Pour tout u dans L2(Rd),
on a

min
Rd

np+1
∫
Rd
|u|2 dx ≤

∫
Rd
|u|2 dňp ≤ max

Rd
np+1

∫
Rd
|u|2 dx

avec maxRd np+1 > minRd np+1 > 0.

Démonstration. La majoration et la minoration sont immédiates car

min
Rd

np+1 = min
(

1,min
Ω
np+1

)
,

max
Rd

np+1 = max
(

1,max
Ω

np+1
)
.

Définition B.4. Soit p ∈ Z, on considère l’espace de Hilbert complexe L2(Rd) muni
du produit scalaire

(u, v)dňp :=
∫
Rd
u v dňp, pour u, v ∈ L2(Rd).

On définit l’opérateur P sur le domaine H2(Rd, np−1) par

H2(Rd, np−1) :=
{
u ∈ H1(Rd)

∣∣∣ u|Ω ∈ H2(Ω), u|Rd\Ω ∈ H2(Rd \ Ω),
[
np−1 ∂νu

]
Γ

= 0
}
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P := −n−p−1 div
(
np−1∇

)
où [ ]Γ est l’opérateur de saut à travers Γ défini comme la trace extérieure moins la
trace intérieure et ν : Γ → Sd−1 est la normale unitaire sortante par rapport à Ω.
On définit également la forme quadratique associée qP sur le domaine H1(Rd) par

qP (u, v) :=
∫
Rd

1
n2 ∇u · ∇v dňp

=
∫

Ω
np−1∇u · ∇v dx+

∫
Rd\Ω
∇u · ∇v dx

pour tout u, v ∈ H1(Rd).

Remarque B.5. Si p = +1, on a H2(Rd, np−1) = H2(Rd). Si p = −1, on a dňp(x) = dx.

Proposition B.6. La forme quadratique (H1(Rd), qP ) possède les propriétés sui-
vantes :

1. Le domaine H1(Rd) de forme est dense dans L2(Rd).

2. La forme quadratique qP est symétrique, positive et semi-bornée.

3. La forme quadratique qP est fermée.

Démonstration. 1. On sait que C∞c (Rd) est dense dans L2(Rd) avec la norme (·, ·)
[19, corollaire 4.23] et donc dans L2(Rd) avec la norme (·, ·)dňp par le lemme B.3 sur
l’équivalence des normes. De plus, C∞c (Rd) est un sous-espace de H1(Rd).

2. La fonction n est à valeurs dans l’intervalle [1,maxRd n] donc qP est symétrique
et positive. Et comme qP est positive, elle est semi-bornée.

3. La forme quadratique (H1(Rd), qP ) est fermée car H1(Rd) est un espace de
Banach pour la norme

√
‖u‖2

dňp + ‖∇u‖2
dňp .

Proposition B.7. L’opérateur (H2(Rd, np−1), P ) est auto-adjoint et positif.

Démonstration. On commence par remarquer que pour tout u, v ∈ H2(Rd, np−1), on
a

qP (u, v) =
∫
R2
np−1∇u · ∇v dx

=
∫
Rd
uPv dňp −

∫
Γ
u
[
np−1∂νv

]
Γ︸ ︷︷ ︸

=0

dγ

= (u, Pv)dňp .

On en déduit que qP est la forme quadratique associée à P et la positivité de P
vient de celle de qP . D’après la propositions B.6, la forme quadratique (H1(Rd), qP )
est semi-bornée et fermée, donc le théorème VIII.15 de [82] indique qu’il existe un
unique opérateur (D(A), A) auto-adjoint dont c’est la forme quadratique où

D(A) =
{
u ∈ H1(Rd) | Pu ∈ L2(R2)

}
.

Ainsi, A est une extension de P . Il nous reste à montrer que D(A) ⊂ H2(Rd, np−1).
Soit u ∈ D(A). On a en particulier − div (np−1∇u) ∈ L2(Rd). D’après le lemme 4.19
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de [64], on a [np−1∂νu]Γ = 0. D’après le théorème 4.20 de [64], on a u appartient
à H2(B(0, R + 2), np−1) pour R > supΩ |x|. L’opérateur − div (np−1∇) est bien for-
tement elliptique, voir la sous-section Strongly elliptic operators de la section 4 de
[64], car pour tout x ∈ Rd, ξ ∈ Rd et η ∈ C, on a

Re
(
n(x)p−1 ηξ · ηξ

)
≥ min

Rd
np−1 |η|2 |ξ|2.

On prend χ ∈ C∞(Rd) tel que χ ≡ 0 sur B(0, R) et χ ≡ 1 sur Rd \ B(0, R + 1).
On a u ∈ H1(Rq) et Pu ∈ L2(Rq) d’où χu ∈ L2(Rd) et ∆(χu) ∈ L2(Rd) car
P (χu) = −∆(χu). Ensuite, on applique l’argument classique avec la transformée
de Fourier : pour tout ξ ∈ Rd et 1 ≤ i, j ≤ d, on a

|ξi ξj F(χu)| ≤ |ξ|2F(χu) = F(−∆(χu)).

Donc χu ∈ H2(Rd) et finalement u ∈ H2(Rd, np−1).

B.2 Spectre de l’opérateur P
Définition B.8. Soit (D(A), A) un opérateur de E dans F où E et F sont des
espaces de Banach. On définit l’ensemble résolvant de A :

ρ(A) = {λ ∈ C | A− λ I est inversible, d’inverse borné}.

On définit le spectre de A :
sp(A) = C \ ρ(A).

On définit le spectre essentiel de A :

spess(A) = {λ ∈ C | A− λ I n’est pas Fredholm}.

On rappelle le critère des suites de Weyl pour caractériser le spectre essentiel
d’opérateurs auto-adjoints.

Propriété B.9. Soient H un espace de Hilbert et (D(A), A) un opérateur auto-
adjoint. On a λ ∈ spess(A) si, et seulement si, il existe une suite (um)m∈N de D(A)
telle que :

1. ‖um‖H = 1,

2. (um)m∈N converge faiblement vers 0 dans H,

3. ((A− λ I)um)m∈N converge vers 0 dans H.

Démonstration. Voir la démonstration du théorème 7.2 dans [46].

Proposition B.10. Pour (H2(Rd, np−1), P ) dans L2(Rd) où P est défini à la défi-
nition B.4, on a

sp(P ) = spess(P ) = R+.
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Démonstration. On sait d’après la proposition B.7 que (H2(Rd, np−1), P ) est auto-
adjoint et positif, donc sp(P ) ⊂ R+. Réciproquement, on va utiliser le critère des
suites de Weyl pour montrer que R+ ⊂ spess(P ). On rappelle que l’ouvert Ω est
borné donc qu’il existe RΩ > 0 tel que Ω ⊂ B(0, RΩ). Soit λ ∈ R+. On considère la
suite de fonctions (um)m∈N∗ de H2(Rd) définie par

um(x) = m−
d
2 χ

(
x

m

)
eiξ·x

où ξ ∈ Rd tel que |ξ|2 = λ et χ ∈ C∞c
(
Rd \B(0, RΩ)

)
est non identiquement nulle

et normée ‖χ‖dňp = 1. On a bien um ∈ H2(Rd, np−1) car le support de um est dans
Rd \ Ω. La suite (um)m∈N∗ est normée, car

‖um‖2
dňp = m−d

∫
Rd

∣∣∣∣χ( xm
)∣∣∣∣2 dx =

∫
Rd
|χ(y)|2 dy = 1.

La suite (um)m∈N∗ converge faiblement vers 0, car pour tout f ∈ L2(Rd) ∩ L1(Rd),
on a

| 〈f, um〉 | ≤ m−
d
2

∫
Rd
|f(x)|

∣∣∣∣χ( xm
)∣∣∣∣ dx

≤ m−
d
2 ‖f‖L1(Rd) ‖χ‖L∞(Rd)

d’où 〈f, um〉 converge vers 0. Puis, par densité, on a 〈f, um〉 qui converge vers 0 pour
f ∈ L2(Rd). Donc um converge faiblement vers 0 dans L2(Rd).

Il reste a montrer la troisième condition de la propriété B.9. On commence par
remarquer que comme le support de χ est dans Rd \ B(0, RΩ), cela implique que
le support de um est dans Rd \ B(0,mRΩ) pour tout m ≥ 1. On en déduit que
supp(um) ∩ Ω = ∅. On a

(P − λ)um(x) = −∆um(x)− λum(x)

= −eiξ·x

m
`
2

( 2i
m
ξ · ∇χ

(
x

m

)
+ 1
m2 ∆χ

(
x

m

))
d’où on déduit

‖(P − λ)um‖dňp ≤
‖ξ · ∇χ‖

m
+ ‖∆χ‖

m2 .

Cela implique que (P − λ)um converge vers 0 dans L2(Rd) pour la norme ‖ · ‖dňp .
Finalement, on a la succession d’inclusions R+ ⊂ spess(P ) ⊂ sp(P ) ⊂ R+.

Corollaire B.11. On considère (H2(Rd, np−1), µP ) dans L2(Rd) avec µ ∈ C∗ et
l’opérateur P est défini à la définition B.4. On a

sp(µP ) = spess(µP ) = µR+.

Lemme B.12. Soient k, ` ∈ C, u, v ∈ H2(Rd, np−1) et R, S ∈ L2(Rd) tels que

− div
(
ňp−1∇u

)
− k2 np+1 u = R,

− div
(
ňp−1∇v

)
− `2 np+1 v = S.

On a la relation suivante(
k2 − `2

) ∫
Rd
u v dňp =

∫
Rd

(uS −Rv) dx.
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Démonstration. Le résultat se prouve par le calcul suivant :

k2
∫
Rd
u v dňp =

∫
Rd
k2 np+1 u v dx

= −
∫
Rd

div
(
np−1∇u

)
v dx−

∫
Rd
Rv dx

=
∫
Rd
np−1∇u∇v dx−

∫
Rd
Rv dx

= −
∫
Rd
u div

(
np−1∇v

)
dx−

∫
Rd
Rv dx

=
∫
Rd
u `2np+1v dx+

∫
Rd

(uS −Rv) dx.

Ce qui donne le résultat attendu.

B.3 Cadre général du Black box scattering
On décrit dans cette section le cadre de la théorie du Black box scattering déve-

loppé dans [90] et généralisé dans [89]. On veut utiliser des résultats de cette théorie
pour l’opérateur P , défini à la définition B.4, qui est une perturbation à support
compact du laplacien.

On écrit les hypothèses pour des opérateurs non semi-classiques. Soit d ≥ 1 un
entier et H un espace de Hilbert complexe de dimension d avec la décomposition
orthogonale suivante :

H = HR0

⊥
⊕ L2(Rd \B0)

où B0 = B(0, R0) et R0 > 0 est fixé. Soit un opérateur auto-adjoint P : H → H de
domaine D  H. On suppose les hypothèses suivantes.

H1 : Il existe C > 0 tel que pour tout u ∈ D, on ait∥∥∥1Rd\B0 u
∥∥∥

H2(Rd\B0)
≤ C ‖(P + i)u‖H .

H2 : L’opérateur 1B0(P + i)−1 : H → HR0 est compact.

H3 : Il existe un opérateur Q symétrique sur L2(Rd) tel que

1Rd\B0(Pu) = Q(1Rd\B0 u) pour u ∈ D.

L’opérateur Q est donné par

Qv =
∑
|α|≤2

aα(x) ∂αx v pour v ∈ C∞c (Rd),

avec les conditions suivantes :

a) x 7→ aα(x) ∈ C∞b (Rd).
b) Il existe c > 0 tel que pour tout ξ ∈ Rd

∑
|α|=2

aα(x)ξα ≥ 1
c
|ξ|2.
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c) Quand |x| → +∞, on a ∑
|α|≤2

aα(x)ξα −→ ξ2. (B.1)

H4 : Il existe θ ∈ [0, π[, ε > 0 et R > R0 tels que les coefficients aα(x) de Q
s’étendent de manière holomorphe à{

rω | ω ∈ Cd, dist(ω,Sd−1) < ε, r ∈ C, |r| > R, arg(r) ∈ [−ε, θ + ε[
}

et (B.1) reste vraie dans cet ensemble.

H5 : À partir de l’opérateur P , on peut construire un opérateur auto-adjoint P ] sur

H] = HR0

⊥
⊕ L2((R/RZ)d \B0)

où R ≥ R0 tel que

N(P ], [−λ, λ]) = O
(
λ
d
]
5
2

)
(B.2)

où N(P ], I) désigne le nombre de valeurs propres de P ] dans l’intervalle I,
pour tout λ ≥ 1 et pour un entier d]5 tel que d]5 ≥ d.

Définition B.13. On définit les espaces suivants

Hc :=
{
u ∈ H | u|Rd\B0 ∈ L2

c(Rd \B0)
}

Dloc :=
{
u ∈ Hloc | χu ∈ D, ∀χ ∈ C∞c (Rd), χ|B0 ≡ 1

}
.

Définition-Propriété B.14. La résolvante RP (k) = (P − k)−1 de l’opérateur P
possède un prolongement méromorphe à C, si d est impair, et au plan logarithmique
exp−1(C\{0}), si d est pair, de Hc dans Dloc. Les pôles de la résolvante sont appelés
les résonances de P et cet ensemble est noté Res(P ). On peut associer à chaque
k ∈ Res(P ) une multiplicité mk ≥ 1 et mk modes résonnants.

Démonstration. Ceci résulte des théorèmes 4.4 et 4.7 et des définitions 4.6 et 4.8 du
livre de S. Dyatlov and M. Zworski [33].

B.4 Black box scattering pour l’opérateur P
On se place sur l’espace de Hilbert H = L2(Rd). On considère RΩ > supx∈Ω |x|

et on note BΩ = B(0, RΩ) la boule ouvert de centre 0 et de rayon RΩ telle que
Ω ⊂ B(0, RΩ). On note également HΩ = L2(BΩ).

Lemme B.15. L’opérateur P = −n−p−1 div (np−1∇) de domaine H2(Rd, np−1) sur
L2(Rd) vérifie les hypothèses (H1) à (H5).

Démonstration. Soit RΩ > supx∈Ω |x|. L’espace L2(R2) se scinde de la manière sui-
vante

L2(Rd) = L2(B(0, RΩ))
⊥
⊕ L2(Rd \BΩ)
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L’opérateur (H2(Rd, np−1), P ) est auto-adjoint sur L2(Rd).
(H1) : on calcule

‖Pu+ iu‖2
dňp =

∫
Rd

1
ňp+1

∣∣∣div
(
ňp−1∇u

)∣∣∣2 dx+ 2 Im
∫
Rd
u div

(
ňp−1∇u

)
dx

+
∫
Rd
|u|2ňp+1 dx.

À l’aide d’une intégration par parties, on a

Im
∫
Rd
u div

(
ňp−1∇u

)
dx = − Im

∫
Rd
ňp−1|∇u|2 dx = 0.

De plus, on a les estimations suivantes :∫
Rd

1
ňp+1

∣∣∣div
(
ňp−1∇u

)∣∣∣2 dx =
∫
Rd\BΩ

|∆u|2 dx+
∫
B0

1
ňp+1

∣∣∣div
(
ňp−1∇u

)∣∣∣2 dx
∫
Rd
|u|2ňp+1 dx =

∫
Rd\BΩ

|u|2 dx+
∫
B0
|u|2ňp+1 dx,

donc, on obtient

‖Pu+ iu‖2
dňp ≥ ‖∆u‖

2
L2(Rd\BΩ) + ‖u‖L2(Rd\B0)

≥ ‖u‖2
H2(Rd\BΩ) .

(H2) : le complexe −i est dans la résolvante de P donc (P + i)−1 : H →
H2(Rd, np−1). On en déduit que 1B0(P + i)−1 : H → H2(B0, dŇp) b H0 est compact
d’après le théorème de Rellich–Kondrachov.

(H3) et (H4) : ces hypothèses sont bien satisfaites car Q = −∆ et son symbole
est |ξ|2.

(H5) : on pose Td = (R/RZ)d avec R > 2R0. L’opérateur P ] sur le domaine
H2(Td, np−1) est auto-adjoint, positif, de domaine de forme H1(Td) et à résolvante
compacte. Son spectre est donc uniquement composé de valeurs propres de multipli-
cité finie. On a la caractérisation des valeurs propres λj(P ]) suivante que l’on trouve
dans [43, théorème 11.12]

λj(P ]) = sup
V⊂H1(Td)
dim(V )<j

inf
u∈V ⊥

∫
Td |∇u|2 dňp∫
Td |u|2 dňp

.

On a également

λj(−∆]) = sup
V⊂H1(Td)
dim(V )<j

inf
u∈V ⊥

∫
Td |∇u|2 dx∫
T2 |u|2 dx .

Les deux égalités précédentes fournissent l’estimation suivante :

λj(P ]) ≥ cλj(−∆])

où c = minRd n
p−1

maxRd n
p+1 . Soit λ ≥ 1 ; pour tout j tel que λj(P ]) ≤ λ, on a cλj(−∆]) ≤ λ

donc le nombre de valeurs propres de P ] dans [−λ, λ] vérifie :

N(P ], [−λ, λ]) ≤ N

(
−∆],

[
−λ
c
,
λ

c

])
.
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Or, on connaît les valeurs propres du laplacien sur le tore. Il s’agit des réels π2

R2 |a|2
pour a ∈ Nd qui sont de multiplicité au plus 2d à a fixé. On en déduit que

N

(
−∆],

[
−λ
c
,
λ

c

])
≤ 2d Card

{
a ∈ Nd | π

2

R2 |a|
2 ≤ λ

c

}

. Card
{
a ∈ Nd | |a| ≤ π

√
λ

R
√
c

}

. Card
{
a ∈ Nd | ai ≤

π
√
λ

R
√
c
, 1 ≤ i ≤ d

}

.

(
π
√
λ

R
√
c

+ 1
)d

. λ
d
2

donc

N(P ], [−λ, λ]) = O
(
λ
d
2
)

d’où d]5 = d.

Définition B.16. On définit l’espace suivant

H2
loc(Rd, np−1) :=

{
u ∈ H1

loc(Rd) | ∀χ ∈ C∞c (Rd), χu ∈ H2(Rd, np−1)
}
.

On note Res(P ) les résonances de l’opérateur P et pour k ∈ Res(P ), les modes
résonances associés sont dans H2

loc(Rd, np−1).

Lemme B.17. Soit k ∈ Res(P ) et u un mode résonnant associé. Le mode u s’ex-
prime, en coordonnées polaires, sous la forme suivante : pour tout r ≥ RΩ et
θ ∈ R/2πZ

u(r, θ) =
∑
m∈Z

cm H(1)
m (kr) eimθ

où cm ∈ `2(Z,C).

Démonstration. D’après le théorème 4.9 de [33], il existe g ∈ L2
c(R2) tel que pour

x ∈ R2 \B(0, RΩ)

u(x) = i
4

∫
R2

H(1)
0 (k|x− y|)g(y) dy.

On appelle F le support de g et v la fonction telle que

v(x) = i
4

∫
F

H(1)
0 (k|x− y|)g(y) dy

pour presque tout x ∈ R2. Dans R2 \ Ω, on a

−∆(u− v)− k2(v − u) = g

et u ≡ v dans R2 \B(0, RΩ) donc F ⊂ B(0, RΩ).
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D’après la formule (3.88) de [28], on a pour |x| > |y| > 0 et θ = arccos
(

x·y
|x| |y|

)
H(1)

0 (k|x− y|) =
∑
m∈Z

H(1)
m (k|x|) Jm(k|y|) cos(mθ)

et cette série est absolument convergente sur tout compact. En utilisant la relation
2 cos(mθ) = eimθ + e−imθ et en réarrangeant les sommes, on obtient

H(1)
0 (k|x− y|) =

∑
m∈Z

H(1)
m (k|x|) Jm(k|y|) eimθ.

Finalement, en posant cm =
∫
F Jm(k|y|) g(y) dy, on a, en coordonnées polaires pour

tout x ∈ R2 \B(0, RΩ)

u(x) =
∑
m∈Z

cm H(1)
m (kr) eimθ.

B.5 Cas invariant par rotation
On s’intéresse dans cette section à la réduction radiale de l’opérateur P défini à

la définition B.4 quand les données sont invariant par rotation. On se place dans le
plan et on suppose que la cavité Ω =]α, β[×S1 est un disque avec 0 = α < β < +∞
ou un anneau avec 0 < α < β < +∞. L’indice optique est supposé ne dépendre
que de la variable radiale. Par abus de notation, on conserve la même notation pour
l’indice optique de sorte que pour x ∈ R2, n(x) = n(r) où r = |x|. Les hypothèses
sur la fonction n sont : n|[α,β] ∈ C∞([α, β]), n|[α,β] > 1 et n|[0,+∞[\[α,β] ≡ 1. On définit
l’espace

Dloc(P ) :=
{
u ∈ L2

loc(R2) | ∀χ ∈ C∞c (R2), χu ∈ D(P )
}

où D(P ) = {u ∈ L2(R2) | Pu ∈ L2(R2)} est le domaine maximal de l’opérateur non
borné P = −n−p−1 div (np−1∇). On rappelle l’énoncé du problème (Pp) : trouver les
couples (k, u) ∈ C×Dloc(P ) avec u non nulle tels que

(Pp)


− div (np−1∇u) = k2 np+1 u dans R2 \ Γ

u(x) =
∑
m∈Z

cm H(1)
m (kr) eimθ r ≥ β et θ ∈ R/2πZ

où (cm)m∈Z ∈ `2(Z,C). La deuxième ligne est la condition rayonnement. L’ensemble
des k tels qu’il existe u non nulle et (k, u) solution de (Pp) est appelé les résonances
du problème (Pp) et est noté Res(Pp).

Maintenant on va réduire ce problème 2D à une famille de problème 1D sur la
variable radials grâce à la transformée de Fourier angulaire. À r > 0 fixé, la fonction
θ 7→ u(reiθ) est périodique et dans L2(R/2πZ). On peut calculer ses coefficients de
Fourier, notés (wm(r))m∈Z ∈ `2(Z), par la formule

wm(r) = 1
2π

∫ 2π

0
u(reiθ) eimθ dθ.
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On a u(reiθ) = ∑
m∈Zwm(r)eimθ pour r ∈ R+ et θ ∈ R/2πZ. On écrit l’EDP de (Pp)

en coordonnées polaires. On obtient

−1
r
∂r
(
r np−1 ∂ru

)
− 1
r2 n

p−1 ∂2
θθu− k2 np+1 u = 0

ce qui donne la relation suivante sur les coefficients de Fourier

−1
r

(
r np−1 w′m

)′
+ m2

r2 np−1 wm − k2 np+1 wm = 0.

La conditions de saut sur la dérivée normale donne [np−1 w′m]∂Ω\{0} = 0 car ν(θ) =
(cos(θ), sin(θ))ᵀ. La condition de saut sur la fonction donne directement [wm]∂Ω\{0} =
0. La condition de rayonnement est déjà écrite sous forme de série de Fourier.

Similairement à ce qui a été fait précédemment, on définit l’espace

Dloc(P̂m) :=
{
w ∈ L2

loc(]0,+∞[) | ∀χ ∈ C∞([0,+∞[), χw ∈ D(P̂m)
}

où D(P̂m) =
{
w ∈ L2(]0,+∞[, r dr) | P̂mw ∈ L2(]0,+∞[, r dr)

}
est le domaine de

l’opérateur P̂m = −n−p−1∂r (r np−1 ∂r) + m2

r2 n2 . On définit la suite de problèmes
(Rp(m)) indicée par p ∈ {±1} et m ∈ Z : trouver les couples (k, w) ∈ C ×D(P̂m)
avec w non nulle tels que

(Rp(m))

 −
1
r

(r np−1w′)′ + m2

r2 n
p−1 w = k2 np+1 w ∀r ∈]0,+∞[\]α, β[

w(r) ∝ H(1)
m (kr) ∀r ≥ β

(B.3)

où la notation ∝ signifie « égal à une constant multiplicative près ». De manière
similaire, on note Res(Rp(m)) l’ensemble des résonances k de (Rp(m)).

Le lemme suivant donne la correspondance entre les résonances du problème 2D
(Pp) et celles de la famille de problèmes 1D (Rp(m)).
Lemme B.18. On a la relation suivante entre les résonances de (Pp) et celles de
(Rp(m))

Res(Pp) =
⋃
m∈Z

Res(Rp(m)).

Démonstration. On démontre l’égalité par double inclusion. Soit k ∈ Res(Pp) ; il
existe u ∈ Dloc(P ) une fonction non nulle associée à la résonances k. On fait une
décomposition de Fourier de u. Pour tout r > 0, il existe une suite (wm(r))m∈Z ∈
`2(Z) telle que

u(r, θ) =
∑
m∈Z

wm(r) eimθ θ ∈ R/2πZ.

Comme u est non nul, il existe m ∈ Z tel que wm(β) est non nul. Vérifions que
(k, wm) est une solution de (Rp(m)). On a directement que P̂mwm = k wm.

Réciproquement, soit m ∈ Z et km ∈ Res(Rp(m)). Il existe un mode um non nul
associé à km appartenant à l’espace Dloc(P̂m). Le couple (km, (r, θ) 7→ um(r)eimθ) est
une résonances de P .

Remarque B.19. Le problème (Rp(m)) ne dépend que dem2 et de H(1)
−m = (−1)m H(1)

m

donc pour tout m ∈ N, on a

Res(Rp(−m)) = Res(Rp(m)).
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Cette annexe est constituée de définitions et de lemmes techniques qui servent
dans la partie II à la construction des quasi-résonances et des quasi-modes associés.
On note D = i∂x, I l’identité et X la multiplication par x.

C.1 Équation différentielle et fonction exponen-
tielle

Lemme C.1. On a les propriétés suivantes
I Ker(D2 + I) = Vect (x 7→ e−x, x 7→ ex),

I Pour tout d ∈ N, D2 + I est une bijection de E dans F où

E = Vect
(
x 7→ xe−x, . . . , x 7→ xd+1e−x

)
,

F = Vect
(
x 7→ e−x, . . . , x 7→ xde−x

)
.

Démonstration. Le premier point se démontre simplement en cherchant une base
de solutions de l’équation différentielle homogène −w′′ + w = 0. Pour le deuxième
point, on a les expressions suivantes

(D2 + I)
[
xe−x

]
= −2 e−x,

(D2 + I)
[
x`e−x

]
= `(`− 1)x`−2e−x − 2` x`−1e−x ` ≥ 2.

La matrice de D2 + I, en considérant les bases de E et F proposées, est triangulaire
supérieure de déterminant (−2)d+1(d+ 1)!, donc inversible.

C.2 Équation différentielle d’Airy
On note A(x) = Ai(−x) et B(x) = Bi(−x) ou Ai et Bi sont les fonctions de Airy.

Lemme C.2. On a les propriétés suivantes
I Ker(D2−X) = Vect (A,B),

I Pour tout d ∈ N, D2−X est une bijection de E dans F où

E = Vect
(

A′,X A,X A′, . . . ,Xd+1 A,Xd+1 A′
)
,

F = Vect
(

A,A′, . . . ,Xd A,Xd A′,Xd+1 A
)
.

Démonstration. Le premier point découle directement de la définition des fonctions
de Airy [74, section 9.2(i)]. Pour le deuxième point, on a les expressions suivantes :

(D2−X) [A′] = A,
(D2−X) [X A] = −2 A′,
(D2−X) [X A′] = 3 X A,

(D2−X)
[
X` A

]
= −`(`− 1) X`−2 A−2` X`−1 A′, ` ≥ 2,

(D2−X)
[
X` A′

]
= −`(`− 1) X`−2 A′+(2`+ 1) X` A, ` ≥ 2.

La matrice (D2−X), en considérant les bases de E et F proposées, est triangulaire
supérieure de déterminant (−1)d+1(2d+ 3)!, donc inversible.
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Lemme C.3. On a les équivalences suivantes quand x→ −∞ :

A(x) ∼ 1
2
√
π|x| 14

exp
(
−2

3 |x|
3
2

)
,

A′(x) ∼ − |x|
1
4

2
√
π

exp
(
−2

3 |x|
3
2

)
,

B(x) ∼ 1
√
π|x| 14

exp
(2

3 |x|
3
2

)
.

Démonstration. Voir la section 11.1 de [73].
Lemme C.4. Pour tout α ∈ R, on a∫ α

−∞
A(x)2 dx = A′(α)2 + αA(α)2,∫ α

−∞
A′(x)2 dx = 1

3
(
2 A′(α) A(α) + αA′(α)2 + α2 A(α)2

)
.

Démonstration. Il suffit de remarquer que

A2 = d
dx

(
A′2 + xA2

)
,

A′2 = 1
3

d
dx

(
2 A′ A +xA′2 + x2 A2

)
.

Notation C.5. Pour j ∈ N, on note aj (respectivement a′j) les zéros de A (respec-
tivement A′) numérotés dans l’ordre croissant.

Sur la figure C.1, on a représenté les graphes de A et A′.
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Figure C.1 – Graphes des fonctions A et A′ et localisation des zéros de A et A′.

Lemme C.6. Le spectre de l’opérateur D2−X sur L2(R∗−) avec une condition de
Dirichlet homogène en 0 est composé uniquement de valeurs propres de multiplicités
1. Les valeurs propres λj et vecteurs propres uj associés sont donnés, pour tout
j ∈ N, par

λj = aj

uj(x) = A(aj + x)

où les (aj)j∈N sont les zéros de la fonction d’Airy miroir A définis en C.5.
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Démonstration. Pour la description du spectre de l’opérateur D2−X sur L2(R∗−)
avec une condition de Dirichlet homogène en 0, on purra consulter le chapitre 2 de
[13]. Ensuite, on remarque que les fonctions x 7→ Ai(−aj − x) vérifient l’équation
différentielle −u′′(x)−xu(x) = aju(x) et la condition u(0) = 0, voir le chapitre 9 de
[74].

C.3 Oscillateur Harmonique
Définition-Propriété C.7. Les valeurs propres λj et vecteurs propres Ψj de l’opé-
rateur D2 + X2 sur L2(R) sont donnés, pour tout j ∈ N, par

λj = 2j + 1

Ψj(x) = 1
π

1
4
√

2jj!
Hj(x) exp

(
−x

2

2

)

où Hj est le j-ième polynôme de Hermite défini par

Hj(x) = (−1)j ex2
∂jx
(

e−x2)

=
b j2c∑
k=0

(−1)k j!
k!(n− 2j)! (2x)j−2k.

Les fonction Ψj sont appelées les fonctions de Gauss-Hermite. Les valeurs propres
sont de multiplicité 1 et les vecteurs propres de D2 + X2 sur L2(R) forment une base
hilbertienne de L2(R).

Démonstration. Voir [43, section 1.3].

Lemme C.8. La suite de fonctions (Ψj)j∈N vérifie, pour tout x ∈ R,

Ψ′j(x) =
√
j

2 Ψj−1(x)−
√
j + 1

2 Ψj+1(x),

xΨj(x) =
√
j

2 Ψj−1(x) +
√
j + 1

2 Ψj+1(x).

On a par ailleurs

Ψ2j(0) =
(−1)j

√
(2j)!

π
1
4 2jj!

∼
j→+∞

(−1)j√
π
j−

1
4 ,

Ψ2j+1(0) = 0,

Ψ′2j(0) = 0,

Ψ′2j+1(0) =
(−1)j

√
2(2j + 1)!

π
1
4 2jj!

∼
j→+∞

2(−1)j√
π

j
1
4

et

(D2 +(X2−2j − 1)) Ψi = 2(i− j) Ψi pour i, j ∈ N.
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Démonstration. Avec la relation de récurrence vérifiée par les polynômes de Hermite
[74, section 18.9(i)], on a les deux premières relations. Les valeurs en zéro viennent
de la relation de récurrence Ψj+1(0) = −

√
j
j+1 Ψj−1(0) et des premiers polynômes de

Hermite H0(x) = 1 et H1(x) = x. Pour les valeurs des dérivées en zéro, on utilise la
première relation et les valeurs en zéro. Les équivalents sont obtenus à l’aide de la
formule de Stirling. La dernière relation résulte d’un calcul utilisant le fait que Ψi

vérifie l’équation différentielle −Ψ′′i + x2 Ψi = (2i+ 1) Ψi.

Lemme C.9. Pour tous i, j ∈ N tels que i 6= j, on a l’expression suivante pour le
produit scalaire dans L2(R±) de Ψi et Ψj

(Ψi,Ψj)L2(R±) = ±
Ψ′i(0) Ψj(0)−Ψi(0) Ψ′j(0)

2(i− j) .

Démonstration. La preuve consiste à faire deux intégrations par parties qui donnent
la relation suivante

((2i+ 1) Ψi,Ψj)L2(R±) = (Ψi, (2j + 1) Ψj)L2(R±) ± (Ψ′i(0) Ψj(0)−Ψi(0) Ψ′j(0)).

Soit b : R− → R+ où b(x) = β(−x)α avec 1 ≤ α < 2 et β ∈ R∗+ ou α = 2 et
β ∈

]
0, 1

2

[
. On définit les espaces à poids suivants :

L2
b(R−) = L2

(
R−, eb(x) dx

)
, H`

b(R−) = H`
(
R−, eb(x) dx

)
` ∈ N∗.

Pour une fonction b et les espaces à poids que l’on vient de définir, on a le lemme
suivant.

Lemme C.10. Soient θ ∈]0, 1[, j ∈ N, S ∈ L2
b(R−) ∩ Im(D2 + X2−4j − 3) et u

solution de

(Hj)
{
−w′′(x) + (x2 − 4j − 3)w(x) = S(x) ∀x ∈ R∗−
w(0) = 0 .

On a u ∈ L2
b(R−) ∩ H2

θb(R−).

Démonstration. Remarquons qu’une solution de (Hj) s’écrit sous la forme

u = sj Ψ2j+1 +
+∞∑
`=0
`6=j

s`
4(`− j) Ψ2`+1

où s` = (S,Ψ2`+1)L2(R−) pour ` 6= j et sj ∈ C. Cette solution u est bien dans L2(R−)
car

∣∣∣ s`
4(`−j)

∣∣∣ ≤ |s`|
4 pour ` > j et s` ∈ `2(N∗) car S ∈ L2(R−). On va commencer par

montrer que la fonction u est dans L2
b(R−) ∩ H1

θb(R−). La fonction x 7→ x2 − 4j −
3 − b′(x)2 n’étant pas strictement positive, on ne peut pas établir simplement que
u est dans L2

b(R−) ∩H1
θb(R−). Par contre, avec une perturbation compacte, on peut

modifier le problème (Hj) afin qu’il soit coercif. On prend χ ∈ C∞c (R−) tel que, pour
tout x ∈ R−, on ait

x2 − 4j − 3 + χ(x) ≥ c0 > 0,
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x2 − 4j − 3 + χ(x)− b′(x)2 ≥ c1 > 0.

On peut toujours trouver une telle fonction χ car x 7→ x2 − 4j − 3 − b′(x)2 n’est
négative que sur un compact de R−. En effet, x2−4j−3−b′(x)2 ∼ x2 pour 1 ≤ a < 2
et x2−4j−3− b′(x)2 ∼ (1−4β2)x2 pour a = 2 quand x→ −∞. On note û l’unique
solution dans L2(R−) de

(Hχ
j ) :

{
−w′′(x) + (x2 − 4j − 3 + χ(x))w(x) = S(x), x ∈ R∗−
w(0) = 0.

Montons que û est dans L2
b(R−). On note v = e2bû ainsi que w = ebû = e−bv ∈

L2(R−). On multiplie l’équation différentielle figurant dans (Hχ
j ) par v, puis on

intègre sur R−. On obtient∫ 0

−∞
û′v′ + (x2 − 4j − 3 + χ)uv dx =

∫ 0

−∞
Sv dx.

En exprimant û et v en fonction de w, il vient∫ 0

−∞
w′

2 + (x2 − 4j − 3 + χ− b′2)w2 dx =
∫ 0

−∞
Sebw dx,

d’où

min(1, c1) ‖w‖H1(R−) ≤
∥∥∥Seb

∥∥∥
L2(R−)

.

On obtient donc ebû ∈ H1(R−). Par ailleurs

eθbû = e(θ−1)bebû ≤ ebû,
eθbû′ = e(θ−1)b(ebû)′ + b′e(θ−1)b ebû . (ebû)′ + ebû,

donc û ∈ L2
b(R−)∩H1

θb(R−). On pose a < 0 tel que supp(χ) ⊂ [a, 0]. Pour x < a, on
a

−(u− û)′(x) + (x2 − 4j − 3)(u− û)(x) = 0.

On connaît une base de l’espace vectoriel des solutions de cette équation différen-
tielle : elle est formée des fonctions Ψ2j+1 et x 7→ V

(
−2j − 3

2 ,
√

2x
)
d’après la section

section 12.2(i) [74]. Donc, il existe C,D ∈ R tels que

u(x)− û(x) = C Ψ2j+1(x) +DV
(
−2j − 3

2 ,
√

2x
)
.

Or u − û est dans L2(] − ∞, a[) et x 7→ V
(
−2j − 3

2 ,
√

2x
)
est exponentiellement

croissante en −∞ d’où

u = û+ C Ψ2j+1 ∈ L2
b(]−∞, a[) ∩ H1

θb(]−∞, a[),

car Ψ2j+1 est le produit d’un polynôme et d’une gaussienne. On en conclut que
u ∈ L2

b(R−) ∩ H1
θb(R−). Il nous reste à obtenir l’estimation sur la dérivée seconde.

On remplace u′′ dans l’équation différentielle figurant dans (Hj)

eθbu′′ = (x2 − 4j − 3)e(θ−1)b ebu− e(θ−1)b ebS . ebu− ebS,

d’où u ∈ H2
θb(R−).
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C.4 Sommation de Borel
Lemme C.11. Soit U un ouvert de Rd, (fα)α∈N une suite de fonctions de C∞b (U)
et I un voisinage compact de 0 dans R. Il existe une fonction f ∈ C∞b (I × U) telle
que pour tout entier α ∈ N et multi-indice β ∈ Nd, on ait

∂αt ∂
β
xf(0, x) = ∂βxfα(x) ∀x ∈ U.

Démonstration. La preuve est une adaptation de la démonstration du théorème
1.2.6 dans [48], où on a remplacé l’espace des fonctions lisses à support compact par
l’espace des fonctions lisses dont toutes les dérivées sont bornées.

Soit ε > 0 tel que ] − ε, ε[⊂ I et g ∈ C∞c (R) telle que supp(g) ⊂ I et g(t) = 1
pour tout t ∈] − ε, ε[. On définit pour q ∈ N et εq ∈]0, 1], dont les valeurs seront
précisées par la suite, la fonction

gq(t, x) = g
(
t
εq

) tq
q! fq(x), ∀(t, x) ∈ I × U.

Soient q et α des entiers et β un multi-indice tel que α + |β| < q. On a

∂αt ∂
β
xgq(t, x) = εq−αq Gα

q

(
t
εq

)
∂βxfq(x), ∀(t, x) ∈ I × U,

où Gα
q (s) = ∑α

`=0

(
α
`

)
sq−`

(q−`)!∂
α−`
t g(s). On a Gα

q ∈ C∞c (R) donc Gα
q est bornée et ∂βxfq ∈

C∞b (U). Par conséquent, il existe Dq,α,β > 0 tel que∣∣∣∂αt ∂βxgq(t, x)
∣∣∣ ≤ Dq,α,β ε

q−α
q , ∀(t, x) ∈ I × U.

En définissant

εq = min
α+|β|<q

(2qDq,α,β)
−1
q−α , q ≥ 1 et ε0 = 2ε1,

on obtient
∣∣∣∂αt ∂βxgq(t, x)

∣∣∣ ≤ 2−q pour tout q > α + |β|. On pose

f(t, x) =
+∞∑
q=0

gq(t, x).

La fonction f est bien définie et appartient à C∞(I × U) car pour tout entier α et
pour tout multi-indice β, on a

∥∥∥∂αt ∂βxgq∥∥∥∞ ≤ 2−q pour q > α + |β|. On en déduit la
convergence uniforme des séries ∑q≥0 ∂

α
t ∂

β
xgq.

Pour α ∈ N, β ∈ Nd, |t| < εmin
q≤α

εq et x ∈ U , on a

∂αt ∂
β
xf(t, x) =

+∞∑
q=0

∂βxfq(x)
min(q,α)∑
`=0

(
α

`

)
tq−`

(q − `)! ε
`−α
q ∂α−`t g

(
t
εq

)
.

Par conséquent ∂αt ∂βxf(0, x) = ∂βxfα(x).

Corollaire C.12. Avec les mêmes hypothèses que pour le lemme C.11, on a la
propriété suivante. Pour tout N ∈ N,

f(t, x) =
N∑
α=0

fα(x)
α! tα + tN+1RN(t, x) ∀(t, x) ∈ I × U,

où RN ∈ C∞b (I × U).
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Démonstration. La fonction f étant lisse, d’après la formule de Taylor avec reste
intégrable, on a

f(t, x) =
N∑
α=0

fα(x) t
α

α! + tN+1RN(t, x) ∀(t, x) ∈ I × U

où

RN(t, x) =
∫ 1

0

(s− 1)N
N ! ∂N+1

t f(ts, x) ds.

Comme (s, t, x) 7→ ∂N+1
t f(ts, x) est C∞b ([0, 1] × I × U), d’après le théorème de dé-

rivation sous le signe intégral, pour tout entier α ∈ N et multi-indice β ∈ Nd on
a

∂αt ∂
β
xRN(t, x) =

∫ 1

0

(s− 1)Nsα
N ! ∂N+1+α

t ∂βxf(ts, x) ds.

Pour tout (s, t, x) ∈ [0, 1] × I × U , en reprenant les notations introduites dans la
preuve du lemme C.11, on a

∂N+1+α
t ∂βxf(ts, x) =

N+1+α+|β|∑
q=0

∂N+1+α
t ∂βxgq(ts, x) +

+∞∑
q=N+2+α+|β|

∂N+1+α
t ∂βxgq(ts, x).

Or, voir la preuve du lemme C.11, on a∣∣∣∣∣∣
+∞∑

q=N+2+α+|β|
∂N+1+α
t ∂βxgq(ts, x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1
2N+1+α+|β| ∀(t, x) ∈ I × U,

et pour tout q ∈ {0, . . . , N + 1 + α + |β|} les fonctions ∂N+1+α
t ∂βxgq sont bornées.

On en déduit que ∂N+1+α
t ∂βxf(ts, x) est bornée et donc que ∂αt ∂βxRN est bornée.

Finalement, on a RN ∈ C∞b (I × U) et le résultat énoncé est démontré.
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Dans cette annexe, on décrit les scripts de calcul formel utilisés pour calculer
les développements asymptotiques construits aux chapitres 6 et 8. Ces scripts sont
écrits pour le module de calcul formal SymPy de Python [65].

Tout les scripts de cette annexe sont distribués selon la licence CeCILL-C définie
par CEA, CNRS et INRIA au lien suivant www.cecill.info.

D.1 Cas général 2D
On décrit le script de calcul utilisé pour obtenir les formules de la section 8.3

page 208. Il est basé sur la récurrence de la démonstration du lemme 8.14 page 195.
Le lemme 8.14 fournit la forme des fonctions ϕq et ψq, pour tout s ∈ T, σ ∈ R− et
ρ ∈ R+ :

ϕq(s, σ) = Pϕ
q (s, σ) A (aj + 2τ(s)σ) +Qϕ

q (s, σ) A′ (aj + 2τ(s)σ)
ψq(s, ρ) = Pψ

q (s, ρ) exp (−2ρb(s))

où Pϕ
q , Q

ϕ
q , P

ψ
q ∈ C∞(T)[X] tels que, pour tout s ∈ T, on a

deg
(
Pϕ
q (s, ·)

)
≤ 2q, deg

(
Qϕ
q (s, ·)

)
≤ 2q, deg

(
Pψ
q (s, ·)

)
≤ q.

et ou l’on a noté

τ(s) := κ̆(s) 1
3 n̂0(s) 2

3 , b(s) :=

√
n0(s)2 − 1
〈n0〉

.

Dans le script on utilise les notations suivantes :

h :=
( 2
m

) 1
3

et N(s) := n0(s)p−1.

La récurrence dans la démonstration du lemme 8.14 résout la suite de systèmes
explicités dans le lemme 8.13. Le script n’utilise pas les expressions des seconds
membres : on injecte les sommes partielles formelles des développements dans les
équations du système (8.8) page 189 et on extrait les seconds membres.

On commence par importer la librairie SymPy et définir les quantités : nbTerm
est le nombre de termes calculés, ne le degré maximal des polynômes Pψ et na le
degré maximal des polynômes Pϕ et Qϕ.

1 #!/ usr/bin/ python3
2

3 import sympy as sy
4

5 nbTerm = 2
6 ne = nbTerm
7 na = 2* nbTerm

On définit les variables utilisées.
8 p = sy. symbols (’p’,integer =True)
9 a, h = sy. symbols (’a h’,real=True , positive =True)

10 s, r, z = sy. symbols (’s rho sigma ’,real=True)

http://www.cecill.info
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On définit les fonctions utilisées.
11 t = sy. Function (’tau ’,real=True , positive =True)(s)
12 k = sy. Function (’kappa ’,real=True)(s)
13 N = sy. Function (’N’,real=True , positive =True)(s)
14 b = sy. Function (’b’,real=True , positive =True)(s)

On définit les séries formelles, quand h tend vers 0, associées à (1 + σκ(s)h2)−1 notée
iz1, (1 + σκ(s)h2)−2 noté iz2 et (1 + ρκ(s)h3)−1 noté ir1.

15 iz1 = 1
16 for q in (i for i in range (1,( nbTerm +3) //2+1) if 2*i < nbTerm +3):
17 iz1 += (-z*h**2*k)**q
18 iz2 = (iz1 **2 + sy.O(h**( nbTerm +3))). expand (). removeO ()
19

20 ir1 = 1
21 for q in (i for i in range (1,( nbTerm +1) //3+1) if 3*i < nbTerm +1):
22 ir1 += (-r*h**3*k)**q

On définit les séries formelles, quand h tend vers 0, associées à n(s, σh2)2 notée na2,
∂sn(s,σh2)
n(s,σh2) notée nsi et ∂ξn(s,σh2)

n(s,σh2) noté nxi.
23 n0 = sy. Function (’n0’,real=True , positive =True)
24 c0 = sy. symbols (’c0’,real=True , positive =True)
25 eta = sy. symbols (’eta0:’+str( nbTerm +3) ,cls=sy.Function ,real=True)
26

27 n = [n0(s),n0(s)*(c0 **2*t**3/ n0(s)**2 -k)]
28 for q in range (2,( nbTerm +3) //2+2) :
29 n. append (( -1) **q*n [0]*( sy. factorial (q)*k**q-eta[q](s)))
30

31 n10 = 0
32 for q in (i for i in range (1,( nbTerm +3) //2+1) if 2*i < nbTerm +3):
33 n10 += n[q]*z**q*h **(2*q)/sy. factorial (q)
34

35 dxn = n[1]
36 for q in (i for i in range (1,( nbTerm +3) //2+1) if 2*i < nbTerm +3):
37 dxn += n[q+1]*z**q*h **(2*q)/(n[0]* sy. factorial (q))
38

39 ina = 1 + sy.O(h**( nbTerm +3))
40 for q in range (1, nbTerm +3):
41 ina += (( -1) **q*( n10/n[0]) **q). expand ()
42

43 na2 = ((n[0]+ n10)**2 + sy.O(h**( nbTerm +3))). expand (). removeO ()
44 nsi = ((n[0]+ n10).diff(s)*ina/n[0]). expand (). removeO ()
45 nxi = (dxn*ina/n[0]). expand (). removeO ()

La matrice ME et les fonctions FtoVExp et VtoFExp permettent de résoudre l’équation
différentielle en ρ à s fixé −∂ρρψ + 4b(s)∂ρψ = S dans Rne[ρ]. La solution est ψ =
VtoFExp(ME ∗ FtoVExp(S)).

46 NE = ne+1
47 MTE = sy. zeros(NE ,NE)
48 MTE [0 ,0] = 4*b
49 for j in range (1,NE):
50 MTE[j-1,j] = -j
51 MTE[j ,j] = 4*b
52 ME = MTE.inv ()
53

54 def FtoVExp (fct):
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55 vec = sy. zeros(NE ,1)
56 for j in range(NE):
57 vec[j ,0] = fct. coeff(r,j)
58 return (vec)
59

60 def VtoFExp (vec):
61 fct = 0
62 for j in range(NE):
63 fct += vec[j ,0]*r**(j+1) /(j+1)
64 return (fct)

La matrice MA et les fonctions FtoVAi et VtoFAi permettent de résoudre l’équation
différentielle en σ à s fixé −∂σσϕ − (8τ(s)3σ + 4ajτ(s)2)ϕ = S dans R2na+1[σ]. La
solution est ϕ = VtoFAi(MA ∗ FtoVAi(S)).

65 NA = 2*( na +1)
66 MTA = sy. zeros(NA ,NA)
67 MTA [1 ,2] = 4*t
68 for j in range (2,na +1):
69 MTA [2*j -4 ,2*j] = -j*(j -1)
70 MTA [2*j -1 ,2*j] = 4*j*t
71 MTA [0 ,1] = -4*t**2
72 MTA [0 ,3] = -4*a*t
73 MTA [2 ,3] = -12*t**2
74 for j in range (2,na +1):
75 MTA [2*j -3 ,2*j+1] = -j*(j -1)
76 MTA [2*j -2 ,2*j+1] = -4*j*a*t
77 MTA [2*j ,2*j+1] = -4*(2*j+1)*t**2
78 MA = MTA [: -1 ,1:]. inv (). expand ()
79

80 def FtoVAi (fct):
81 vec = sy. zeros(NA -1 ,1)
82 fctAi = fct.coeff(sy. airyai (-a -2*z*t))
83 fctAp = fct.coeff(sy. airyaiprime (-a -2*z*t))
84 for j in range(na +1):
85 vec [2*j ,0] = fctAi .coeff (z,j)
86 for j in range(na):
87 vec [2*j+1 ,0] = fctAp.coeff (z,j)
88 return (vec)
89

90 def VtoFAi (vec):
91 fct = 0
92 for j in range(na):
93 fct += vec [2*j+1 ,0]*z**(j+1)*sy. airyai (-a -2*z*t)
94 for j in range(na +1):
95 fct += vec [2*j ,0]*z**j*sy. airyaiprime (-a -2*z*t)
96 return (fct)

Les définitions des fonctions pour dériver par rapport à s, σ et ρ les fonctions
ϕ(s, σ) exp (imΘ(s)) et ψ(s, ρ) exp (imΘ(s)).

97 dsPhi = lambda expr , ph: h**3* expr.diff(s)+2* sy.I*ph*expr
98 dzPhi = lambda expr: h*expr.diff(z)
99

100 dsPsi = lambda expr , ph: h**3* expr.diff(s)+2* sy.I*ph*expr -h **3*2* r*
b.diff(s)*expr

101 drPsi = lambda expr: expr.diff(r) -2*b*expr

Les premiers termes de l’asymptotique.
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102 l = sy. symbols (’l[0: ’+str( nbTerm +1)+’]’,complex =True)
103 lam = 1 + l[0]*h**2
104 dTh = n[0]/ c0 + (l[0]*n[0]/ c0 - a*t**2* c0 /(2*n[0]))*h**2
105 phi = sy. airyai (-a -2*z*t)
106 psi = 0*s*r

Le code suivant est la boucle qui calcule les termes par récurrence.
107 print("

--------------------------------------------------------------")
108 print(" h^2 |")
109 print(" ------")
110 sy. pprint (a*t**2* c0 /(2*n[0]))
111

112 de = 0
113 dai = 0
114 dap = 0
115 for q in range (1, nbTerm +1):
116 print("

--------------------------------------------------------------")
117 print(" h^"+str(q+2)+" |")
118 print(" ------")
119

120 # Variables locales
121 la2 = (lam **2 + sy.O(h**(q+3))). expand ()
122 phis = (dsPhi (phi ,dTh) + sy.O(h**(q+3))). expand (). removeO ()
123 phiz = (dzPhi (phi) + sy.O(h**(q+3))). expand (). removeO ()
124

125 # Equation differentielle sur psi
126 edPsi = sy.O(h**(q+1))
127 edPsi += (-ir1* dsPsi(ir1* dsPsi(psi ,dTh),dTh)). expand ()
128 edPsi += (-ir1* drPsi ((1+h**3*r*k)*drPsi (psi))). expand ()
129 edPsi += (-4* la2 *(n [0]**2/ c0 **2 -b**2)*psi). expand ()
130

131 # Calcul solution psi
132 solVE = ME* FtoVExp ((- edPsi ).coeff (h,q))
133 C = (solVE [0 ,0] -N*phiz.coeff (h,q).subs(z ,0).subs(sy. airyai (-a)

,0))/(2*b)
134 D = C.subs(sy. airyaiprime (-a) ,1)
135 solPsi = C + VtoFExp (solVE)
136

137 # Equation differentielle sur phi
138 edPhi = sy.O(h**(q+3))
139 edPhi += (-iz1* dsPhi(iz1*phis ,dTh)). expand ()
140 edPhi += (-iz1* dzPhi ((1+h**2*z*k)*phiz)). expand ()
141 edPhi += (-h**3* iz2 *(p -1)*nsi*phis). expand ()
142 edPhi += (-h**3*(p -1)*nxi*phiz). expand ()
143 edPhi += (-4* la2*na2*phi/c0 **2). expand ()
144

145 # Calcul solution phi
146 solVA = MA* FtoVAi ((- edPhi ). coeff (h,q+2))
147 lq = t**2* c0*( solVA [0,0]-D)/(2*n[0])
148

149 temp = lq. expand ()
150 sy. pprint (temp)
151

152 dTq = l[q]*n[0]/ c0 - (solVA [0,0] -D)*t**2* c0 /(2*n[0])
153 solVA [0 ,0] = D
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154 solPhi = VtoFAi (solVA )
155

156 #Subs
157 lam += l[q]*h**(q+2)
158 dTh += dTq. expand ()*h**(q+2)
159 phi += solPhi . expand ()*h**q
160 psi += solPsi . expand ()*h**q
161

162 #Degre check
163 de = max(de ,sy. degree (sy.Poly( edPsi .coeff(h,q),r), gen=r))
164 dai = max(dai ,sy. degree (sy.Poly( edPhi. coeff (h,q+2). coeff(sy.

airyai (-a -2*z*t)),z),gen=z))
165 dap = max(dap ,sy. degree (sy.Poly( edPhi. coeff (h,q+2). coeff(sy.

airyaiprime (-a -2*z*t)),z), gen=z))

Différentes vérifications que les termes de l’asymptotique ont bien été calculés.
166 #Check
167 print("

============================================================== ")
168 print(" Verification degre Polynomes ")
169 print("de = "+str(de)+" <= "+str(ne))
170 print("dai = "+str(dai)+" <= "+str(na))
171 print("dap = "+str(dap)+" <= "+str(na -1))
172

173 print("
--------------------------------------------------------------")

174 print(" Verification a nbTerm "+str( nbTerm ))
175 la2 = (lam **2 + sy.O(h**( nbTerm +3))). expand ()
176 phis = (dsPhi (phi ,dTh) + sy.O(h**( nbTerm +3))). expand (). removeO ()
177 phiz = (dzPhi (phi) + sy.O(h**( nbTerm +3))). expand (). removeO ()
178 psis = (dsPsi (psi ,dTh) + sy.O(h**( nbTerm +1))). expand (). removeO ()
179 psir = (drPsi (psi) + sy.O(h**( nbTerm +1))). expand (). removeO ()
180

181 print(" Equation differentielle sur psi , O(h^"+str( nbTerm +1)+")")
182 edPsi = sy.O(h**( nbTerm +1))
183 edPsi += (-ir1* dsPsi(ir1*psis ,dTh)). expand ()
184 edPsi += (-ir1* drPsi ((1+h**3*r*k)*psir)). expand ()
185 edPsi += (-4* la2 *(n [0]**2/ c0 **2 -b**2)*psi). expand ()
186 print( edPsi)
187

188 print(" Equation differentielle sur phi , O(h^"+str( nbTerm +3)+")")
189 edPhi = sy.O(h**( nbTerm +3))
190 edPhi += (-iz1* dsPhi(iz1*phis ,dTh)). expand ()
191 edPhi += (-iz1* dzPhi ((1+h**2*z*k)*phiz)). expand ()
192 edPhi += (-h**3* iz2 *(p -1)*nsi*phis). expand ()
193 edPhi += (-h**3*(p -1)*nxi*phiz). expand ()
194 edPhi += (-4* la2*na2*phi/c0 **2). expand ()
195 print( edPhi)
196

197 print(" Equation saut fonctions , O(h^"+str( nbTerm +1)+")")
198 saut0 = sy.O(h**( nbTerm +1))
199 saut0 += (psi.subs(r ,0) - phi.subs(z ,0).subs(sy. airyai (-a) ,0)).

expand ()
200 print( saut0)
201

202 print(" Equation saut derivees , O(h^"+str( nbTerm +1)+")")
203 saut1 = sy.O(h**( nbTerm +1))
204 saut1 += (psir.subs(r ,0) - N*phiz.subs(z ,0).subs(sy. airyai (-a) ,0)).
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expand ()
205 print( saut1)
206

207 print("
--------------------------------------------------------------")

Remarque D.1. Ce script peut être simplifié et ainsi accéléré dans les trois cas sui-
vants :

I le cas général 2D avec un indice constant ;

I le cas radial 1D avec un indice variable ;

I le cas radial 1D avec un indice constant.

Une autre manière d’accélérer ce script est de diminuer le nombre de variables par
exemple en fixant la valeur de p ou celles des nq.

D.2 Cas radial : puits quadratique interne
Le cas du puits quadratique interne est plus simple que le cas du demi-puits

quadratique section D.3. Le script est basé sur la démonstration du lemme 6.32
page 160. Le lemme 6.32 fournit la forme de ϕq, pour tout σ ∈ R

ϕq(σ) =
j+3q∑
`=0

cq,` Ψ`(τσ)

où (cq,0, . . . , cq,j+3q) ∈ Rj+3q+1, Ψ sont les fonction de Gauss-Hermite et τ := µ
1
4 .

On utilise le paramètre semi-classique h := m−
1
2 . Le lemme 6.32 résout la suite

de système explicités dans le lemme 6.31. Comme dans la section précédente, les
seconds membres sont calculés à partir de l’équation (6.22) page 157.

Le début du script est similaire au précédent, les fonctions de Gauss-Hermite
sont définies formellement, la variable x := τσ.

1 #!/ usr/bin/ python3
2

3 import sympy as sy
4

5 nbTerm = 2
6 j = 0
7

8 nb = j+3* nbTerm +2
9 GH = sy. symbols (’f0:’+str(nb +1) ,cls=sy.Function ,real=True)

10

11 p = sy. symbols (’p’,integer =True)
12 x = sy. symbols (’x’,real=True) # x = tau* sigma
13 h, n0 , t = sy. symbols (’h n0 tau ’,real=True , positif =True)

Les calculs sont fait en utilisant nb fonctions de Gauss-Hermite dépendant de j
et nbTerm et on peut exprimer Ψ′j(x) et xΨj(x) en fonction de Ψj−1 et Ψj+1. La
liste D définit comment remplacer Ψ′j(x) et la liste X défini comment remplacer
xΨj(x). La liste solveOH définit comment résoudre l’équation différentielle−ϕ′′(σ)+
(τ 4σ2 − (4j + 3))ϕ(σ) = Ψi (τσ) pour i 6= j.
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14 D = [(GH[i](x).diff(x),sy.sqrt(sy. Rational (i ,2))*GH[i -1](x)
15 -sy.sqrt(sy. Rational (i+1 ,2))*GH[i+1](x)) for i in range(nb -1)]
16 D. append (( GH[nb -1](x).diff(x),
17 sy.sqrt(sy. Rational (nb -1 ,2))*GH[nb -2](x)))
18

19 X = [(x*GH[i](x),sy.sqrt(sy. Rational (i ,2))*GH[i -1](x)
20 +sy.sqrt(sy. Rational (i+1 ,2))*GH[i+1](x)) for i in range(nb -1)]
21 X. append ((x*GH[nb -1](x),
22 sy.sqrt(sy. Rational (nb -1 ,2))*GH[nb -2](x)))
23

24 def multX (w,nb):
25 d = 0
26 for i in range(nb):
27 d = max(d,sy. degree (sy.Poly(w. coeff(GH[i](x)),x),gen=x))
28 for q in range(d):
29 w = w.subs(X). expand ()
30 return (w)
31

32 solveOH = [( GH[i](x),GH[i](x) /(2*(i-j)*t**2)) for i in range(nb) if
(i!=j)]

33 solveOH . append ((GH[j](x) ,0))

On définit les séries formelles, quand h tend vers 0, associées à (1+σh)−1 notée iz1,
à (1 + σh)−2 notée iz2, à n(σh)2

n2
0

notée n20 et à n′(σh)
n(σh) notée n20.

34 iz1 = 1
35 for q in range (1, nbTerm +3):
36 iz1 += (-x*h/t)**q
37 iz2 = (iz1 **2 + sy.O(h**( nbTerm +3))). expand ()
38 iz2 = iz2. removeO ()
39

40 eta = sy. symbols (’eta [3: ’+str( nbTerm +4)+’]’,real=True)
41 n = [n0 ,-n0 ,n0*(2-t**4)]
42 for q in range (3, nbTerm +4):
43 n. append (( -1) **q*n0*( sy. factorial (q)-eta[q -3]))
44

45 n10 = 0
46 for q in range (1, nbTerm +3):
47 n10 += n[q]*(x*h/t)**q/(n0*sy. factorial (q))
48

49 dxn = 0
50 for q in range( nbTerm +3):
51 dxn += n[q+1]*( x*h/t)**q/sy. factorial (q)
52

53 ina = 1 + sy.O(h**( nbTerm +3))
54 for q in range (1, nbTerm +3):
55 ina += (( -1) **q*n10 **q). expand ()
56

57 n20 = ((1+ n10)**2+ sy.O(h**( nbTerm +3))). expand (). removeO ()
58 nxi = (dxn*ina/n0). expand (). removeO ()

Le code suivant est la boucle qui calcule les termes par récurrence.
59 lam = 1 + (2*j+1)*t**2*h **2/2
60 phi = GH[j](x)
61

62 print(" h^2 |")
63 print(" ------")
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64 sy. pprint ((2*j+1)*t **2/2)
65

66 tT = nb
67 for q in range (1, nbTerm +1):
68 print("

--------------------------------------------------------------")
69 print(" h^"+str(q+2)+" |")
70 print(" ------")
71

72 # Variables locales
73 ph1 = (t*phi).diff(x).subs(D). expand ()
74 ph2 = (t*ph1).diff(x).subs(D). expand ()
75

76 # Equation differentielle sur phi
77 edPhi = (-h**2* ph2). expand ()
78 edPhi += (-h**3* iz1*ph1). expand ()
79 edPhi += (-h**3*(p -1)*nxi*ph1). expand ()
80 edPhi += ((iz2 -n20*lam **2)*phi). expand ()
81

82 # Calcul solution
83 Sq = multX ((- edPhi).coeff (h,q+2) ,nb)
84 lq = -Sq.coeff (GH[j](x))/2
85 solq = Sq.subs( solveOH )
86

87 sy. pprint (lq)
88

89 lam += lq*h**(q+2)
90 phi += (solq*h**q). expand ()
91

92 tT -= 3

Différentes vérifications que les termes de l’asymptotique ont bien été calculés.
93 #Check
94 print("

============================================================== ")
95 print(" Verification troncature : "+str(j)+’ < ’+str(tT))
96

97 D = [( GH[i](x).diff(x),sy.sqrt(sy. Rational (i ,2))*GH[i -1](x)
98 -sy.sqrt(sy. Rational (i+1 ,2))*GH[i+1](x)) for i in range(nb)]
99 D. append ((GH[nb ](x).diff(x),sy.sqrt(sy. Rational (nb ,2))*GH[nb -1](x))

)
100

101 X = [(x*GH[i](x),sy.sqrt(sy. Rational (i ,2))*GH[i -1](x)
102 +sy.sqrt(sy. Rational (i+1 ,2))*GH[i+1](x)) for i in range(nb)]
103 X. append ((x*GH[nb ](x),sy.sqrt(sy. Rational (nb ,2))*GH[nb -1](x)))
104

105 print("
--------------------------------------------------------------")

106 print(" Verification a nbTerm "+str( nbTerm ))
107 ph1 = (t*phi).diff(x).subs(D). expand ()
108 ph2 = (t*ph1).diff(x).subs(D). expand ()
109

110 print(" Equation differentielle sur phi , O(h^"+str( nbTerm +3)+")")
111 edPhi = sy.O(h**( nbTerm +3))
112 edPhi += (-h**2* ph2). expand ()
113 edPhi += (-h**3* iz1*ph1). expand ()
114 edPhi += (-h**3*(p -1)*nxi*ph1). expand ()
115 edPhi += ((iz2 -n20*lam **2)*phi). expand ()
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116 edPhi = multX (edPhi ,nb +1)
117

118 sy. pprint ( edPhi)
119

120 print("
--------------------------------------------------------------")

D.3 Cas radial : demi-puits quadratique
Ce cas mélange les deux cas précédents, des sections D.1 et D.2, dans le sens que

l’on développe les quasi-modes sur la base des fonctions Gauss-Hermite dans la cavité
et à l’extérieur de la cavité on développe les quasi-modes selon une exponentielle. Le
lemme 6.20 page 147 fournit la forme des quasi-modes, pour tout σ ∈ R− et ρ ∈ R+,
on a

ϕq(σ) =
+∞∑
`=0

cq,` Ψ2`+1(τσ)

ψq(ρ) = Pq(ρ)e−bρ

où (cq,`)`∈N ∈ `2(N), τ := µ
1
4 , Pq ∈ Rq [X] et b :=

√
n2

0−1
n0

. Dans le script on utilise les
notations suivantes :

h :=
( 1
m

) 1
2

et N := np−1
0

Le lemme 6.20 résout la suite de système explicités dans le lemme 6.19. Comme dans
les sections précédentes, les seconds membres sont calculés à partir de l’équation
(6.13) page 144.
Remarque D.2. Contrairement aux deux cas précédents, des sections D.1 et D.2,
les coefficients calculés ne sont que des approximations des vrais coefficients car les
quasi-modes s’écrivent comme des sommes infinies de fonctions de Gauss-Hermite
que l’on tronque pour les besoins de algorithme. Techniquement pour la quasi-
résonance, le terme devant la puissance m− 3

2 (troisième terme) est exact mais touts
les suivants sont des approximations.

Le début du script mélange les débuts des scripts des sections D.1 et D.2.
1 #!/ usr/bin/ python3
2

3 import sympy as sy
4

5 nbTerm = 1
6 j = 0
7

8 ne = nbTerm
9 nb = 2*j+1+3* nbTerm +1

10 GH = sy. symbols (’f0:’+str(nb +1) ,cls=sy.Function ,real=True)
11

12 p = sy. symbols (’p’,integer =True)
13 x, r = sy. symbols (’x rho ’,real=True) # x = tau* sigma
14 h, n0 , t, b, N = sy. symbols (’h n0 tau b N’,real=True , positif =True)
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15

16 NE = ne+1
17 MTE = sy. zeros(NE ,NE)
18 MTE [0 ,0] = 2*b
19 for i in range (1,NE):
20 MTE[i-1,i] = -i
21 MTE[i ,i] = 2*b
22 ME = MTE.inv ()
23

24 def FtoVExp (fct):
25 vec = sy. zeros(NE ,1)
26 for i in range(NE):
27 vec[i ,0] = fct. coeff(r,i)
28 return (vec)
29

30 def VtoFExp (vec):
31 fct = 0
32 for i in range(NE):
33 fct += vec[i ,0]*r**(i+1) /(i+1)
34 return (fct)
35

36 D = [( GH[i](x).diff(x),sy.sqrt(sy. Rational (i ,2))*GH[i -1](x)
37 -sy.sqrt(sy. Rational (i+1 ,2))*GH[i+1](x)) for i in range(nb -1)]
38 D. append ((GH[nb -1](x).diff(x),
39 sy.sqrt(sy. Rational (nb -1 ,2))*GH[nb -2](x)))
40

41 X = [(x*GH[i](x),sy.sqrt(sy. Rational (i ,2))*GH[i -1](x)
42 +sy.sqrt(sy. Rational (i+1 ,2))*GH[i+1](x)) for i in range(nb -1)]
43 X. append ((x*GH[nb -1](x),
44 sy.sqrt(sy. Rational (nb -1 ,2))*GH[nb -2](x)))
45

46 def multX (w,nb):
47 d = 0
48 for i in range(nb):
49 d = max(d,sy. degree (sy.Poly(w. coeff(GH[i](x)),x),gen=x))
50 for q in range(d):
51 w = w.subs(X). expand ()
52 return (w)
53

54 solveOH = [( GH[i](x),GH[i](x) /(2*(i -2*j -1)*t**2)) for i in range(nb
) if (i != 2*j+1)]

55 solveOH . append (( GH [2*j+1](x) ,0))

La liste c contient les valeurs suivantes :

c2i = Ψ2i(0) et c2i+1 = Ψ′2i+1(0), 0 ≤ i < nb.

La liste trace0 contient la valeur en 0 de Ψi et la liste trace1 contient la valeur en
0 des dérivées de σ 7→ Ψi(τσ). Au cours de l’algorithme, on a besoin de projeter sur
la base des fonctions de Gauss-Hermite impaires, la liste projOdd est utilisée pour
cette projection.

56 c = []
57 for i in range(nb):
58 if i%2:
59 q = (i -1) //2
60 c. append (( -1) **q*sy.sqrt (2* sy. factorial (i))/( sy.pi **( sy.

Rational (1 ,4))*2**q*sy. factorial (q)))
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61 else:
62 q = i//2
63 c. append (( -1) **q*sy.sqrt(sy. factorial (i))/( sy.pi **( sy.

Rational (1 ,4))*2**q*sy. factorial (q)))
64

65 trace0 = [(GH[i](x),c[i]) for i in range(nb) if not i%2]
66 trace0 . extend ([( GH[i](x) ,0) for i in range(nb) if i%2])
67

68 trace1 = [(GH[i](x) ,0) for i in range(nb) if not i%2]
69 trace1 . extend ([( GH[i](x),t*c[i]) for i in range(nb) if i%2])
70

71 projOdd = []
72 for eve in (l for l in range(nb) if not l%2):
73 proj = 0
74 for odd in (l for l in range(nb) if l%2):
75 proj += c[eve ]*c[odd ]*GH[odd ](x)/(eve -odd)
76 projOdd . append (( GH[eve ](x),proj))

Comment précédemment, on définit les séries formelles dont on a besoin.
77 iz1 = 1
78 for q in range (1, nbTerm +3):
79 iz1 += (-x*h/t)**q
80 iz2 = (iz1 **2 + sy.O(h**( nbTerm +3))). expand ()
81 iz2 = iz2. removeO ()
82

83 ir1 = 1
84 for q in (l for l in range (1, nbTerm ) if (2*l < nbTerm +1)):
85 ir1 += (-r*h**2) **q
86 ir2 = (ir1 **2 + sy.O(h**( nbTerm +1))). expand ()
87 ir2 = ir2. removeO ()
88

89 eta = sy. symbols (’eta [3: ’+str( nbTerm +4)+’]’,real=True)
90 n = [n0 ,-n0 ,n0*(2-t**4)]
91 for q in range (3, nbTerm +4):
92 n. append (( -1) **q*n0*( sy. factorial (q)-eta[q -3]))
93

94 n10 = 0
95 for q in range (1, nbTerm +3):
96 n10 += n[q]*(x*h/t)**q/(n0*sy. factorial (q))
97

98 dxn = 0
99 for q in range( nbTerm +3):

100 dxn += n[q+1]*( x*h/t)**q/sy. factorial (q)
101

102 ina = 1 + sy.O(h**( nbTerm +3))
103 for q in range (1, nbTerm +3):
104 ina += (( -1) **q*n10 **q). expand ()
105

106 n20 = ((1+ n10)**2+ sy.O(h**( nbTerm +3))). expand (). removeO ()
107 nxi = (dxn*ina/n0). expand (). removeO ()

Le code suivant est la boucle qui calcule les termes par récurrence.
108 lam = 1 + (4*j+3)*t**2*h **2/2
109 phi = GH [2*j+1](x)
110 psi = 0*r
111

112 print(" ------")
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113 print(" h^2"+" |")
114 print(" ------")
115 sy. pprint ((4*j+3)*t **2/2)
116

117 tT = nb
118 de = 0
119 for q in range (1, nbTerm +1):
120 print("

--------------------------------------------------------------")
121 print(" h^"+str(q+2)+" |")
122 print(" ------")
123

124 # Variables locales
125 la2 = lam **2
126 ps1 = psi.diff(r)
127 ps2 = ps1.diff(r)
128 ph1 = (t*phi).diff(x).subs(D). expand ()
129 ph2 = (t*ph1).diff(x).subs(D). expand ()
130

131 # Equation differentielle sur psi
132 edPsi = (-(ps2 -2*b*ps1+b**2* psi)). expand ()
133 edPsi += (-h**2* ir1 *(ps1 -b*psi)). expand ()
134 edPsi += ((ir2 -(1-b**2)*la2)*psi). expand ()
135

136 # Solution psi
137 solVE = ME* FtoVExp ((- edPsi ).coeff (h,q))
138 C = (solVE [0 ,0] -N*phi. coeff(h,q -1).subs( trace1 ))/b
139 solE = C + VtoFExp (solVE)
140

141 # Equation édiffrentielle sur phi
142 edPhi = (-h**2* ph2). expand ()
143 edPhi += (-h**3* iz1*ph1). expand ()
144 edPhi += (-h**3*(p -1)*nxi*ph1). expand ()
145 edPhi += ((iz2 -n20*la2)*phi). expand ()
146 Sq = multX ((- edPhi).coeff (h,q+2) ,nb)
147 Sq += 2*(2*j+1)*t**2*C*GH [0](x)/c[0]
148

149 # Solution phi
150 Sq = Sq.subs( projOdd ). expand ()
151 lq = -Sq.coeff (GH [2*j+1](x))/2
152 solH = C*GH [0](x)/c[0] + Sq.subs( solveOH )
153

154 sy. pprint (lq. expand ())
155

156 lam += lq*h**(q+2)
157 phi += (solH*h**q). expand ()
158 psi += (solE*h**q). expand ()
159

160 # Update check
161 tT -= 3
162 de = max(de ,sy. degree (sy.Poly( edPsi .coeff(h,q),r), gen=r))

Différentes vérifications que les termes de l’asymptotique ont bien été calculés.
163 #Check
164 print("

============================================================== ")
165 print(" Verification troncature : "+str (2*j+1)+" < "+str(tT))
166 print(" Verification degre polynomes : "+str(de)+" <= "+str(ne))
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167

168 D = [(GH[i](x).diff(x),sy.sqrt(sy. Rational (i ,2))*GH[i -1](x)
169 -sy.sqrt(sy. Rational (i+1 ,2))*GH[i+1](x)) for i in range(nb)]
170 D. append (( GH[nb -1](x).diff(x),
171 sy.sqrt(sy. Rational (nb ,2))*GH[nb -2](x)))
172

173 X = [(x*GH[i](x),sy.sqrt(sy. Rational (i ,2))*GH[i -1](x)
174 +sy.sqrt(sy. Rational (i+1 ,2))*GH[i+1](x)) for i in range(nb)]
175 X. append ((x*GH[nb -1](x),
176 sy.sqrt(sy. Rational (nb ,2))*GH[nb -2](x)))
177

178 print("
--------------------------------------------------------------")

179 print(" Verification a nbTerm "+str( nbTerm ))
180 la2 = lam **2
181 ps1 = psi.diff(r)
182 ps2 = ps1.diff(r)
183 ph1 = (t*phi).diff(x).subs(D). expand ()
184 ph2 = (t*ph1).diff(x).subs(D). expand ()
185

186 print(" Equation differentielle sur psi , O(h^"+str( nbTerm +1)+")")
187 edPsi = sy.O(h**( nbTerm +1))
188 edPsi += (-(ps2 -2*b*ps1+b**2* psi)). expand ()
189 edPsi += (-h**2* ir1 *(ps1 -b*psi)). expand ()
190 edPsi += ((ir2 -(1-b**2)*la2)*psi). expand ()
191 print( edPsi)
192

193 print(" Equation differentielle sur phi , O(h^"+str( nbTerm +3)+")")
194 edPhi = sy.O(h**( nbTerm +3))
195 edPhi += (-h**2* ph2). expand ()
196 edPhi += (-h**3* iz1*ph1). expand ()
197 edPhi += (-h**3*(p -1)*nxi*ph1). expand ()
198 edPhi += ((iz2 -n20*la2)*phi). expand ()
199 edPhi = multX (edPhi ,nb +1)
200 print( edPhi.subs( projOdd ). expand () + sy.O(h**( nbTerm +3)))
201

202 print(" Equation saut fonctions , O(h^"+str( nbTerm +1)+")")
203 saut0 = sy.O(h**( nbTerm +1))
204 saut0 += psi.subs(r ,0) - phi.subs( trace0 )
205 print( saut0)
206

207 print(" Equation saut derivees , O(h^"+str( nbTerm +1)+")")
208 saut1 = sy.O(h**( nbTerm +1))
209 saut1 += ((ps1 -b*psi).subs(r ,0) - h*N*phi.subs( trace1 )). expand ()
210 print( saut1)
211

212 print("
--------------------------------------------------------------")
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Dans cette annexe, on énonce d’autres cas pour lesquels on peut calculer des
développements asymptotiques pour le problème (Pp) défini en (1.5) page 5, dans
le cas où il est invariant par rotation.

E.1 Puits d’ordre élevé
On reprend les hypothèse du chapitre 6, la cavité est un disque de centre 0 et

de rayon R. L’indice optique n est défini par n|[0,R] ∈ C∞([0, R]) avec n|[0,R] > 1 et
n ≡ 1 sur ]1,+∞[. On note n0 = limr↗R n(r) > 1. On veut construire des solutions
à l’équation de Schrödinger semi-classique suivante, quand h→ 0,

−h2Lw + V w = Λw (E.1)

où h = m−1, l’opérateur du second ordre L est défini par

L = R2 n2
0

rnp+1(r)∂r
(
r np−1(r) ∂r

)
et le potentiel V par

V (r) = R2 n2
0

r2n(r)2 − 1.

L’équation (E.1) vient de la ré-écriture du système (6.1) page 126 et de l’ansatz
k2 = m2

R2n2
0
(1 + Λ). Le potentiel V possède les propriété suivantes

lim
r↗R

V (r) = 0 et lim
r↘R

V (r) = n2
0 − 1 > 1.

Pour la suite, on défini les notations nq = limr↗R n
(q)(r) pour tout q ∈ N. Dans le

chapitre 6 et plus particulièrement dans les sections 6.3 et 6.4, on a construit des
quasi-modes et quasi-résonances quand le potentiel V a un minimum local en R et le
développement de Taylor de V en R− est d’ordre 1 ou 2. Pour l’ordre 1 l’hypothèse
est 1

R
+ n1

n0
> 0 et pour l’ordre 2 les hypothèses sont 1

R
+ n1

n0
= 0 et 2

R2 − n2
n0
> 0.

On suppose que V a les développements de Taylor suivant

V (r) = µq|r −R|q +O
(
(r −R)q+1

)
pour r → R−

V (r) = n2
0 − 1 +O (r −R) pour r → R+

où q > 2 est un entier et µq > 0 est une constante. Dans ce cas, le potentiel V a un
minimum local en R d’ordre q du côté [0, R]. Comme dans les sections 6.3 et 6.4,
on peut calculer un développement asymptotique des quasi-résonances de manière
similaire. On fait les mises à l’échelle suivantes :

σ = h−α(r −R) < 0 et ρ = h−1(r −R) > 0

où α = 2
q+2 . Et on cherche les quasi-modes et les quasi-résonances sous la forme

ϕ(σ) =
∑
i≥0

ϕi(σ)hβi, ψ(ρ) =
∑
i≥0

ψi(ρ)hβi et Λ = hqα
∑
i≥0

Λih
βi
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où β = α
2 si q est impair et β = α si q est pair. Les termes des développements

dépendent des valeurs propres et vecteurs propres du demi-oscillateur anharmonique
sur L2(R−) suivant{

−f ′′(x) + |x|qf(x) = λf(x) dans x ∈ R−
f(0) = 0

qui ne sont pas explicitement connues sauf pour q = 1 ou 2.

E.2 Puits plat
À titre d’exemple, on considère une cavité annulaire centré en 0 de rayon intérieur

S et de rayon extérieur R où 0 < S < R. L’indice optique n est défini par

n(r) =


1 si r < S

n0
R

r
si S ≤ r ≤ R

1 si r > R

où n0 > 1. Cette fonction n donne que V (r) = 0 pour tout r ∈ [S,R] et V (r) > 0
pour tout r ∈ R∗+ \ [S,R] d’où la dénomination de puits plat. Pour construire les
quasi-modes et quasi-résonances, on fait le changement de variable et mises à l’échelle
suivants 

σ = h−1(r − S) si r < S

x = ln(r) si S < r < R

ρ = h−1(r −R) si r > R

et on cherche les quasi-modes et quasi-résonances sous la forme

w(r) =


∑
i≥0 ϕi(σ)hi si r < S∑
i≥0 vi(x)hi si S < r < R∑
i≥0 ψi(ρ)hi si r > R

et Λ = h2∑
i≥0

Λih
i.

On injecte ces ansatzs dans (E.1), on développe en h. On récupère tout les termes
devant h0, on obtient trois equations différentielles, en les résolvant on obtient, pour
j ∈ N,

Λ0 =
(

(j + 1)π
ln(R)− ln(S)

)2

+ (p− 1)2

4

ϕ0(σ) = 0

v0(x) =
[
A cos

(
(j + 1)πx

ln(R)− ln(S)

)
+B sin

(
(j + 1)πx

ln(R)− ln(S)

)]
e
p−1

2 x

ψ0(ρ) = 0

où

A = sin
(

(j + 1)π ln(R)
ln(R)− ln(S)

)
= (−1)j+1 sin

(
(j + 1)π ln(S)
ln(R)− ln(S)

)
,

B = − cos
(

(j + 1)π ln(R)
ln(R)− ln(S)

)
= (−1)j cos

(
(j + 1)π ln(S)
ln(R)− ln(S)

)
.
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Remarque E.1. Pour une étude plus générale des puits plats, dans le cadre des valeurs
propres, voir [17].
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Dans cette annexe, on donne les termes des développements asymptotiques des
valeurs propres à modes de galerie pour le laplacien Dirichlet. Ces développements
asymptotiques sont connus depuis lontemps, voir par exemple [7, 61]. On peut au-
tomatiser le calcul des termes à l’aide de scripts de calcul formel, comme fait dans
l’annexe D.

Soit Ω un ouvert lisse de R2 dont le bord est à courbure strictement positive. On
considère le problème des valeurs propres du Laplacien Dirichlet de Ω. On cherche
(k, u) ∈ R+ × H2(Ω) avec u non nulle tel que

(PDir)
{
−∆u = k2u dans Ω
u = 0 sur ∂Ω .

F.1 Le cas radial
Si on suppose que l’ouvert Ω est le disque centré en 0 et de rayon R, alors

le problème (PDir) génère la famille de problèmes suivante pour m ∈ Z : trouver
(k, w) ∈ R+ × H2(]0, R[, r dr) avec w non nulle tel que

−1
r

(rw′)′ + m2

r2 w = k2w dans ]0, R[
w′(0) = 0 si m = 0
w(0) = 0 si m 6= 0
w(R) = 0

.

Pour chaque m, le spectre est composé d’une suite de valeurs propres croissante
tendant vers +∞, noté kj(m). De manière similaire au script écrit dans la section
D.1, on peut écrire un script pour calculer les termes du développement asympto-
tique de kj(m) quand m→ +∞ à j fixé. On a le développement suivant

kj(m) = m

R

1 + aj
2

( 2
m

) 2
3

+
3a2

j

40

( 2
m

) 4
3

+
10− a3

j

2800

( 2
m

)2
−
aj(479a3

j + 40)
1008000

( 2
m

) 8
3

+
a2
j(20231a3

j − 55100)
258720000

( 2
m

) 10
3

−
171389a6

j − 3045800a3
j + 4990920

67267200000

( 2
m

)4

+O
(
m−

14
3
) 

Remarque F.1. En fait, on peut exprimer les kj(m) en fonction des zéros des fonctions
de Bessel de première espèce Jm. On a kj(m) = zm,j

R
ou zm,j sont les zéros rangés

par ordre croissant de Jm. Le développement asymptotique précédent donne un
développement asymptotique de zm,j quand m → +∞ à j fixé. On peut trouver le
début de ces développement à la section 10.21 de [74].

F.2 Le cas général
Soit γ : R/LZ 3 s → γ(s) ∈ R2 une paramétrisation curviligne de ∂Ω le bord

de Ω où L est la longueur du bord. La courbe γ est supposée de classe C∞ et
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κ : R/LZ → R sa courbure est supposé strictement positive sur R/LZ. Sous ces
hypothèses, on peut calculer un développement asymptotique des valeurs propres à
modes de galerie kj(m) oum est l’indice curviligne et j l’indice normal. La technique
est similaire à celle employée dans le chapitre 8 mais en plus simple car nous n’avons
pas de conditions de transmission juste une condition de Dirichlet au bord de Ω. Les
quasi-modes sont cherchés sous la forme de séries formelles uniquement à l’intérieur
de Ω. Les termes de l’asymptotique peuvent être calculés à l’aide d’un script similaire
à celui dans la section D.1. Il est pratique d’introduire la courbure adimensionnée

κ̆(θ) := L

2πκ
(
L

2πθ
)
, ∀θ ∈ R/2πZ

et la moyenne sur R/2πZ définie par, pour tout w ∈ L1(R/2πZ),

〈w〉 := 1
2π

∫ 2π

0
w(θ) dθ = 1

L

∫ L

0
w
(2π
L
s
)

ds.

On obtient

kj(m) = 2πm
L

1 + aj
2
〈
κ̆

2
3
〉( 2

m

) 2
3

+
a2
j

120

(
10
〈
κ̆

2
3
〉2
−
〈
κ̆

4
3
〉
− 8

9
〈
κ̆′

2
κ̆−

8
3
〉)( 2

m

) 4
3

+O
(
m−2

) 
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Titre : Étude mathématique et numérique des résonances dans une micro-cavité optique
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Résumé : Cette thèse est consacrée à
l’étude des fréquences de résonance de ca-
vités optiques bidimensionnelles. Plus parti-
culièrement, on s’intéresse aux résonances à
modes de galerie (modes localisés au bord de
la cavité avec un grand nombre d’oscillations).

La première partie traite du calcul numé-
rique des résonances par la méthode des élé-
ments finis à l’aide de couches parfaitement
adaptées, et d’une analyse de sensibilité des
paramètres de celles-ci dans les trois situa-
tions suivantes : un problème unidimension-
nel, une réduction du cas bidimensionnel in-
variant par rotation et le cas général.

La deuxième partie porte sur la construc-

tion de développements asymptotiques des
résonances à modes de galerie quand le
nombre d’oscillations le long du bord tend
vers l’infini. On considère d’abord le cas d’un
problème invariant par rotation pour lequel le
nombre d’oscillations s’interprète comme un
paramètre semiclassique grâce à la transfor-
mée de Fourier angulaire. Ensuite, pour le
cas général, la construction utilise un ansatz
phase-amplitude de type BKW qui permet
de se ramener à un opérateur de Schrödin-
ger généralisé. Enfin, les résonances calcu-
lées numériquement dans la première partie
sont comparées aux développements asymp-
totiques explicités par calcul formel.

Title: Mathematical and numerical study of resonances in optical micro-cavities

Keywords: Partial differential equations; Numerical analysis; Semiclassical analysis; Helmholtz

equation; Scattering resonances.

Abstract: This thesis is devoted to the study
of resonance frequencies of bidimensional op-
tical cavities. More specifically, we are inter-
ested in whispering-gallery modes (modes lo-
calized along the cavity boundary with a large
number of oscillations).

The first part deals with the numerical com-
putation of resonances by the finite element
method using perfectly matched layers, and
with a sensibility analysis in the three follow-
ing situations: an unidimensional problem, a
reduction of the rotationally invariant bidimen-
sional case, and the general case.

The second part focuses on the construc-

tion of asymptotic expansions of whispering-
gallery modes as the number of oscillations
along of boundary goes to infinity. We start by
considering the case of a rotationally invariant
problem for which the number of oscillations
can be interpreted as a semiclassical parame-
ter by means of an angular Fourier transform.
Next, for the general case, the construction
uses a phase-amplitude ansatz of WKB type
which leads to a generalized Schrödinger op-
erator. Finally, the numerically computed reso-
nances obtained in the first part are compared
to the asymptotic expansions made explicit by
the use of a computer algebra software.
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