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Introduction

Cette these est relative a ’étude qualitative d’'une EDP anisotrope singuliere, faisant
intervenir le 1 Laplacien.

Les probléemes anisotropes requierent une étude des espaces de Sobolev du méme nom,
et de nombreux articles y sont consacrés, avec différents objectifs.

Les espaces de Sobolev anisotropes ont des définitions différentes suivant les auteurs
dans le cas des ouverts bornés. Lorsque Q = R on définit I'espace D'P(RY) comme
I’'adhérence des fonctions de D(R™) pour la norme Zf[ |05ulp,;, avec P = (p1, -+ ,PN),
pi > 1.

Lorsque 2 est borné les auteurs [37] définissent W'P(Q) comme I'adhérence des fonc-
tions C*°(Q) pour la norme |u|; + ZJIV |0ju|p,;, alors que dans un article plus récent, in-
troduisant p* := supp;, p~ := inf p;, [34] définit deux espaces extremes W (Q) = {u €
LP" du e LPii e [1, N]} et Eﬁ(ﬂ) ={ue Ll ,QuecLPiic][l, N}

Dans cette theése on propose au chapitre 2 les relations entre ces différents espaces pour
des ouverts bornés Lipschitziens.

Un premier résultat classique concernant les espaces de Sobolev anisotropes est le
théoreme d’injection dans un espace de Lebesgue critique. Différents auteurs introduisent
I’exposant critique

N 1
* .
s e D Dbt
> im1 pi 1 =1 Pi
et Troisi [55] établit une démonstration de l'existence de cette injection, comme cas parti-
culier de toutes les injections dans des espaces anisotropes, avec des exposants de dérivation
> 1 & savoir les D™P(RY) pour m > 1, dont nous ne donnerons pas la définition ici.
Il ressort de I'existence de cette injection que

DY(RN) = {u € LP"(RY), diu € LP{(RN),i € [1, N]}.

Lorsque €2 est un ouvert Lipchitzien, on n’a pas toujours la validité de cette injection.
(références citées ci dessus). Nous analyserons toujours au chapitre 2 des conditions suf-
fisantes, pour que cette injection ait lieu. Notons que dans qle cadre de cette these nous
travaillerons pour la plupart des résultats dans ’espace WP(Q) avec 2 un N rectangle,
pour lequel injection dans LP" est valide.

Concernant 'injection critique, rappelons que 'existence de fonctions extrémales pour

N
I'injection de Sobolev classique D'P < L~ 75 est completement résolue lorsque N > p > 1
par [4] et [53], et que les fonctions extrémales sont radiales, famille & deux parameétres :



-N
Uagp(r) = (a + brﬁ)pT. Rappelons aussi que l'existence de telles fonctions peut se

montrer a ’aide de la théorie de concentration-compacité de P.L Lions [40], [41].
Lorsque p = 1 et pour la fonctionnelle

inf / |Vu|
weWLL(RN), |u|,x=1 JRN

avec |- | la norme euclidienne, les extrémales sont données par les fonctions caractéristiques
de boules euclidiennes.

Dans le cas anisotrope, les extrémales ne sont pour l'instant pas connues, mais 1’exis-
tence est montrée dans [25], lorsque tous les p; sont strictement plus grands que 1.

Concernant les EDP faisant intervenir les espaces de Sobolev anisotropes, que l'on
rencontre en physique, [5], [6], en biologie et dans les processus d’image, [57], une EDP
anisotrope modele est

=3, 0:(|0ulPi—20;u) = f dans Q
u =0 sur 0N

ou f appartient a un L%, précisé plus loin, et les p; sont strictement supérieurs a 1.
L’existence de solutions ne pose pas de réel probleme, car il sagit de chercher le minimum
d’une fonctionnelle convexe, continue, coercive :

T =3 /Q Oyl — /Q fu

sur un espace réflexif. En revanche, les résultats de régularité classique du cas isotrope, ne
s’étendent pas au cas présent. Par exemple si le sup des p; est trop grand, (sup p; > p*), les
solutions ne sont pas nécessairement bornées, méme lorsque f = 0, [42], [31]. Lorsque les
solutions sont bornées, sachant que 2 étant borné les solutions appartiennent a ’espace
isotrope WM Pi certains auteurs se posent la question de la régularité W1 avec ¢ plus
grand. Il s’avere que cette régularité dépend de la position de sup p; par rapport a inf p;.
Pour ces résultats, le lecteur pourra consulter [26], [27].

Dans [18] l'auteur s’intéresse aux solutions de viscosité, pour I’équation du p Laplacien,
et elle montre que si sup p; < inf p; +1 alors les solutions sont lipschitziennes. Les solutions
faibles étant aussi des solutions de viscosité on en déduit le résultat des solutions sous cette
condition.

Lorsque 'un des p; est égal a 1 se présentent de nouvelles difficultés. Tout d’abord, sur
le plan de l'existence de solutions, la fonctionnelle peut ne pas étre coercive, on est donc
en principe amené & imposer une condition de petitesse de f. En outre I'espace WP n’est
plus réflexif et on est naturellement amenés, comme dans le cas du 1Laplacien isotrope, a
chercher des solutions dans un espace de fonctions dont certaines dérivées sont des mesures
bornées.

Le seul article & notre connaissance qui considere de telles EDP est [45]. Les auteurs
montrent l'existence et 1'unicité de solutions a

—div, (@ﬁ) —div(|Vyul"2Vyu) = f(z,y), sur Q
u =0, sur 052,



ou (z,y) € 2 =ZxT, avec Z et I' deux ouverts de RN et R* respectivement.

Notons que ces auteurs travaillent sur la fermeture de D(£2) pour la norme ||ul|(, ,) =
|Vaulp+|Vyulq. En particulier 'injection de Sobolev est satisfaite, les solutions sont nulles
sur le bord, et en conséquence ils peuvent supposer seulement que €2 est lipschitzien.

Dans cette these on suppose que p'= (p1,--- ,pn) est tel que p; =1 pour 1 <i < N;
pour un entier N7 < N, et p; > 1 pour N1 + 1 <7 < N. On considere dans le Chapitre 2
I'espace DVP(RY) comme étant 1’adhérence de D(RY) pour la norme |( i\h (8iu)2)%|1 +
Z%ﬁl |0iu|p, == |Viul1 + Z%ﬁl |0ju|p,. Notons que puisque au moins un des p; est égal

a 1, la propriété 1% > 1 est toujours vérifiée. Dans ce cas cet espace s’injecte dans
?

LP"(RN) ([55]), ot I'exposant critique s’écrit
N
N
N1+ 2 N1 p%- -

Nous considérons également dans ce Chapitre, pour un ouvert Q de RY, l'espace
X(Q) = {u e LP'(Q),0u € LPi(Q),1 < i < N}. X(Q) est de type local, ce qui permet
entre autres d’avoir la densité de fonctions régulieres C*°(Q2) N X (£2), pour la topologie de
la norme.

Puisque X (Q2) est non réflexif, on introduit au Chapitre 3 son adhérence pour une to-
pologie faible, & savoir X*(Q) = {u € LPT(Q), Viu € M1 (Q,RM), d;u € LPi(Q) pour N; +
1 <1i < N}, ou Vyu désigne le Ny-vecteur (Oiu, - - - ,0n,u). Nombre de propriétés de X (2)
se prolongent & X°(€), grace a I'utilisation de la topologie de la convergence faible, et de
fagon plus significative de la topologie de la convergence étroite.

Dans un deuxieme temps, nous supposons que €2 est un ” N-rectangle” aux cotés pa-
ralleles aux axes. Sans perdre de généralités nous supposerons que  =]0, 1[V. Notons que
les résultats de cette these s’étendent aisément a des ouverts plus généraux. En particulier,
elle s’étend a des ouverts de la forme © = Q1 x H%H_l]ai, bi[, avec Q1 un ouvert de R,
lipschitzien ([34]). On supposera pour certains résultats de la these que p™ < p*.

On étudie entre autre la trace des fonctions de X () ou de X®(2) et on montre en
particulier que la trace sur les bords ”verticaux” (c’est a dire les bords z; = {0} ouz; = {1}
pour i < N) est exactement L'. On donne également quelques propriétés d’appartenance
a des L7 pour q > p; lorsque ¢ > Nj + 1, sur un bord {z; = 0}.

Enfin, en vue de donner un sens au 1 Laplacien partiel, on clot le chapitre par la
définition de ¢! - Viu lorsque v € X%(Q), o' € L®(Q,RM), et div(s) € LP", ot 0 =
(ol oN, 41, ,ON), 07 € LY pour i > Ny + 1. Cette définition est I’analogue des paires
d’Anzellotti [3], voir aussi Temam [54], Strang Temam [51].

*

pti=

Dans le chapitre 4, on s’intéresse au probleme, pour Q =0, 1[V

pi __
ueX?b Q;Iif 0 sur F/ \V1U\ * Z / |8 U| / fu (1)

zN+1

ou I' C 01 est une partie ouverte du bord définie comme suit : On pose pour 0 < i < N
et j € {0,1}

00 =10, 1 x {5} x]0, 1[N, Q" 1= 9 U O,



et on suppose qu'il existe alors K C {1,--- N} tel que K # 0, et T = UjeKan.
On définit également les bords "horizontaux” (respectivement ”verticaux”)

o = Uy 1097, 90 = UL aQ!, Th =T nonk, TV =T Noxv.

Pour commencer, 1'existence d’une solution de (1) requiert que 'inf soit fini, et sans
hypotheése supplémentaire sur I', on est amenés a supposer A assez petit. Dans la section
4.1 on suppose que I'V = () et on montre I'existence d’une solution au probleme. Lorsque
'Y # (0, on est amené & introduire le probleme relaxé

uEXb(qur}fO - /|V1u\—|—/ lu| + Z /|8U|Pz )\/fu

ZN+1

et on montre comme dans les cas classiques de problemes variationnels sur Wh! que
I'infimum est le méme que I'inf sur les fonctions nulles sur I'. Dans la suite on s’attachera
a montrer ’existence de solutions pour ce probleme.

Notons que lorsque I' contient une composante connexe {z; = 0} ou {z; = 1} pour un
1 > N7 on peut s’affranchir de la petitesse de A ce qui est le cas en particulier si la valeur
de u est prescrite sur tout le bord, comme c’est le cas dans [45].

Pour déterminer 'EDP vérifiée par une solution, (Chapitre 5) on est amenés a ”régulariser”
I'opérateur, et donc a introduire le probleme

f 1+e / 8 Pi _ /
uEXe(Q)u 05ur1“1+6/|V U| + Z ’ ’LL| Ju,

1N+1

ott X¢() = {u € LP"(Q), Viu € L'*T¢(Q,RM), d;u € LP (Q) pour Ny +1 <i < N}.

On montre classiquement ’existence et 'uncité d’une solution u., et que cette suite
de solutions converge ”étroitement” vers une solution v du probléme. On obtient alors
I'existence d’'une EDP satisfaite par u, par passage a la limite. Cette EDP s’écrit

—divy(o!) — ZfiNﬁ-l 0i(0i) = \f, sur £,

ol - Viu = |Viu|, ; = |0julPi~20;u pour Ny +1 <i < N sur ,
w=0sur I'",

—ol - fu = |u|, sur I'?,

o-=0sur 9Q\T

ou ol - Viu désigne la mesure définie au chapitre 3, et div; est la divergence d’un Ny
vecteur.

On propose ensuite une alternative a cette preuve, qui utilise la théorie de I'analyse
convexe, et le probleme dual, [23].

On généralise dans le Chapitre 6 la résolution de ce probléme au cas de données au
bord non homogenes, ce qui revient a étudier le probleme

inf ByulP — A
uGX(Q)l,Iulzg sur F/IVIu’—i_ Z /‘ u‘ /fu

1N+1



ou g € v(X(9)), a support compact dans I'. Approcher le probléeme par un probleme
plus régulier, nous demande d’approcher la donnée au bord par une donnée plus réguliere.
On étudie également dans ce chapitre 'unicité des solutions au probleme. En particulier,
nous montrons que l'unicité n’est pas toujours garantie, et dépend en un certain sens de
la mesure de I'. Par exemple, lorsque I' contient une des composantes connexes de Q"
alors il y a unicité.

Au Chapitre 7 on montre que les solutions de 'EDP ci dessus sont localement bornées,
en utilisant un résultat d’uniforme locale bornitude des solutions de 'EDP satisfaite par
ue. On montre également dans ce chapitre un résultat intéressant en soi, a savoir qu’étre
solution de 'EDP a l'intérieur d’un ouvert 2 est équivalent a étre un minimum local de
la fonctionnelle, (sous réserve de conditions sur \).

Le Chapitre 8 a fait I'objet d’un article en collaboration avec Frangoise Demengel et
concerne I'existence des extrémales pour l'injection de Sobolev pour I'injection de DVP(RY)
dans LP" (RY). Bien que I'existence des fonctions extrémales puisse étre démontrée comme
dans le cas ou les p; sont strictement plus grand que 1 ([25]), I'existence de 'EDP ne peut
s’obtenir par les méthodes classiques en calcul des variation, du fait de la singularité de
la fonctionnelle lorsque certains p; sont égaux a 1. Nous sommes amenés a considérer une
suite de fonctions extrémales pour I'injection de DVP<(RY) dans LP (RY) olt tous les p§
sont strictement plus grand que les p;, avec p{ — p; lorsque € — 0. Nous montrons a la
fois que la meilleure constante pour cette injection converge vers la meilleure constante
pour notre probleme, et qu’il existe une suite de fonctions extremales u. qui converge
étroitement vers une fonction extrémale. L’obtention de 'EDP satisfaite par la limite est
obtenue par passage a la limite dans 'EDP satisfaite par u., la difficulté étant entre autre
de montrer que la limite n’est pas nulle. Cette preuve demande une utilisation adaptée de
la méthode de concentration-compacité de P.L Lions. On montre ensuite comme dans [25]
la régularité L*>° des solutions.

Le chapitre 9 est consacré a I’étude d'une EDP avec second membre sous critique, qui
généralise le résultat de [28].
Plus précisément on considere

( : 1 N —2 -1
—divi(o7) — Zi:NH—l 9i(|0iulPi20iu) = uwi™", sur Q,
ol Viu = |Viu|, au sens des mesures sur 2,

o' oo <1,

u > 0 sur €,

ol - flu = —u presque partout sur 99,
u = 0 sur 90"

avec p+ < g < p*. Le cas ou tous les p; sont strictement supérieurs a 1 est traité dans [28].

On approche a nouveau le probleme par une EDP "régularisée”, ou le terme ” —divy ( \&Z\ )”

est remplacé par —divy (|Viuc| "' Viuc), on utilise le lemme du col pour ce probleme et on
montre la convergence étroite, pour une sous suite, des solutions du probleme ”régularisé”,
ce qui permet le ”"passage a la limite” dans 'EDP.




Chapitre 1

Les espaces whl et BV.

Rappelons tout d’abord des résultats sur les espaces Wl et BV. La plupart des
résultats présentés ici sont contenus dans [1], [19], [33], [54], [58].

1.1 L’espace W'! :

Pour les preuves de cette section, le lecteur pourra consulter [19], ou encore [1]. Soit €2
un ouvert de RN, N > 1. On définit 'espace de Sobolev :

Définition 1.1.1.
Whi(Q) = {u e LY(Q), Vu e L' (Q)}.

Proposition 1.1.2. L’espace W(Q) est un espace de Banach pour la norme |u|y11 =
luly + |Vul1, o |u|y désigne la norme L1(9).

Proposition 1.1.3. L’espace C*°(Q) N W11(Q) est dense dans WH1(€).

Définition 1.1.4. Soit  un ouvert de R", borné ou non. On note Wol’l(Q) l’adhérence
de 'espace D(2) dans W1(Q) au sens de la norme | - |y1.1.

Proposition 1.1.5. L’espace D(RY) est dense dans WHL(RN), et donc WOI’I(RN) =
WI’I(RN).
Définition 1.1.6. Soit  un ouvert de RY, N > 1. On dit que  est lipschitzien si :

1. 11 existe un recouvrement ouvert (£;);>0 de Q tel que d(£2o,98) > 0 et, pour tout
i > 1, Q; est borné avec ; N IQ # B et, ou bien la famille {2;} a un cardinal fini,
ou bien :

dk > 2, |Z—]‘ ZkigiﬂQjZQ.

2. Il existe un ouvert borné O de RN=1 une fonction a; lipschitzienne sur O} et un
systeme de coordonnées tel que, quitte a renuméroter ces coordonnées :

LN c{(2,zn), 2 €O, xn < a;(2))},

QNN = {(2,a;(2)), ' € O}}.



3. Il existe une partition de I'unité (¢;);, subordonnée au recouvrement de €2 par les €2;
et des constantes C] et Cy tels que :

Vi, |(Pi|W1,oo(RN) < Cl, et |CLZ"W1,00(O§) < CQ.

L’une des premieres propriétés de 'espace Wh! est le théoreme d’injection :

Théoréme 1.1.7. (Injections de Sobolev).
Soit Q un ouvert de RN lipschitzien. Alors

1. Pour N > 1, Wh(Q) — LN/(Nfl)(Q)-
2. Pour N =1, Wh1(Q) — C*(Q).

Proposition 1.1.8. Soit Q un ouvert borné de RN lipschitzien avec N > 1. Alors Uinjec-
tion
Wh(Q) < LP(Q)
est compacte pour p < N/(N —1).
Une autre propriété importante de 'espace W1 est I’existence d’une trace ([33], [50]).

Proposition 1.1.9. Soit Q un ouvert borné lipschitzien de RY. Il existe une application
linéaire continue et surjective, notée vy, dite application trace, de WH1(Q2) dans L'(99).
Cette trace coincide avec la restriction au bord de u lorsque u € WH1(Q)NC(Q). En outre
il existe une constante C' > 0 telle que, quel que soit u € L'(0N), il eviste U € Wh1(Q)
avec U = u, et

Ulw1ae) < Clulzioq)-

Proposition 1.1.10. Soit Q un ouvert borné lipschitzien de RN . Alors
Wil(Q) = WhHQ) N {u =0, sur 9Q}.

Proposition 1.1.11. (inégalité de Poincaré). Soit Q un domaine borné lipschitzien de
RN, et M une semi norme continue sur WHL(Q) qui est une norme sur les constantes.
Alors il existe une constante C > 0 ne dépendant que de N et de §2 telle que pour tout
u € WHY(Q), on ait linégalité :

|u]W1,1 < C(\Vuh + M(u))

Remarque 1.1.1. Soit I' C 09 de mesure N — 1 dimensionnelle strictement positive. On
peut choisir dans la proposition précédente M(u) = [.|u|. En particulier, sur Wol’l(Q),
les normes |u|y 11 et |Vu|y sont équivalentes.

Définition 1.1.12. On définit I'espace

W(div)(Q) = {o € L=(Q,RY),div(e) € LV(Q)},

N
o= (o1, ,0n), div(o) = Z@iai.
i=1



Proposition 1.1.13. (Formule de Green généralisée). Soit Q@ un ouvert lipschitzien de
RN. 11 existe une application linéaire continue de W (div)(Q) dans L*>°(99) qui ¢ o associe
o -7 et qui est telle que la formule de Green généralisée :

/Q o(z) - VU (2)dz + /Q U(z)div(o)(z)dz = / (o - f)u

o0N

a liew pour tout U € WH1(Q) et o € W(div)(Q) (7@ désigne la normale unitaire extérieure
a 00, et u=(U)).

Cette formule constitue une extension de la formule de Green car lorsque o € C1(Q,RY),
o -1 coincide avec sa définition classique.

Pour finir, rappelons ce qui différentie entre autre 'espace Wh! des espaces de Sobolev
W™P pour p > 1 :

Proposition 1.1.14. L’espace W1(Q) n’est pas réfliéxif.

Ainsi, pour une suite bornée de W11(€), rien ne garantit que I’on puisse extraire une
sous suite faiblement convergente dans W1(Q). Il s’avere que I’adhérence faible de W11
est 'espace BV étudié ci-apres.

1.2 L’espace BV ().

1.2.1 Rappels de théorie de la mesure.

Soit © un ouvert de RY, ott N > 2. On note M () I'espace des mesures sur 2, qui est
donc identifiable au dual de I'espace C.(€2). On note M*(£2) I'espace des mesures bornées
sur €. Pour les preuves de cette section, se référer a [19] ou a [21].

Définition 1.2.1. On dit qu’une suite de mesures p, € M(£2) converge vaguement vers
une mesure € M(Q) si, quel que soit ¢ € C.(£2), on a :

|(tn — 1, 0)| — 0.

n—oo
On écrira alors p, — p.
n—oo

Lemme 1.2.2 (semi continuité inférieure de la variation totale pour la convergence vague).
Si {un} est une suite de mesures qui converge vaguement vers p € M(QY), alors on a

linégalité dans R U 400 :
[< [l
Q n—+00 JQ)

ot la variation totale [ |u| de pu est défini par

/!u! = lulg = sup (u,p).
Q ©EC()
0<p<1

Remarque 1.2.1. Notons que si i, > 0 converge vaguement vers j on n’a pas nécessairement
Jo tn = [ 1 comme le montre lexemple de la suite sur B(0, 1) définie par ju, = n(xp0,1)—
XB(071_1/n)), laquelle converge vaguement vers 0 dans B(0,1), mais dont la variation to-
tale, pour chaque n, est égale au volume wn_1 de la boule unité de RN .



Définition 1.2.3. On dit qu’une suite de mesures bornées p,, € M () converge étroitement
vers u € M*(Q) si :
Ve € Co(), [(tin — 1, )| — 0.
n—oo

Proposition 1.2.4. Si une suite de mesures ji, € M*(Q)) converge vaguement vers u €
MY(R), alors on a 1 = 2. Si de plus p, >0, alors on a également 2 = 1 :

1. Pour tout € > 0, il existe un compact K C Q telle que pour tout n

/ ‘:U'n’ <,
Q/K

Lemme 1.2.5. Soit p, € MY(Q) une suite de mesures positives. Alors p, converge
étroitement vers u si et seulement si p, — p et fQ Hn — fQ L.

2. uyn converge étroitement vers p

La proposition suivante découle de la relative compacité séquentielle faible étoile de la
boule unité du dual de l’espace normé séparable C.(£2) ([9]).

Proposition 1.2.6. Soit {u,} une suite de mesures bornées, telle qu’il existe une constante
C >0 avec [, |un| < C. Alors on peut extraire de {{1n} une suite de mesures qui converge
vaguement vers une mesure bornée.

Rappelons et démontrons deux lemmes qui nous seront utiles dans les prochaines sec-
tions :

Lemme 1.2.7. Soit p € M*(Q). Alors il existe une suite (u,), dans C°(S2), telle que

ut — ui, et
[l = [
Q Q

n
Démonstration. Soit K un compact tel que fQ\K || < € et soit ¢ € Co(2), telle que p =1
sur K, ¢ & valeur dans [0,1]. On a donc [,(1 — ¢)|u| < €. Soient également n tel que
L d(supptp,d9), et p une fonction positive dans D(RY), d’intégrale égale a 1. Soit

n
p1 =nNp(nz), et u, = p1 x pu. Alors u, est & support compact dans €2, et u;> converge

vers (pp)* vaguement et méme pour n assez grand | [ |un| — [ ¢|u|| < €. On a donc en
choisissant n assez grand | [ |un| — [ |p]| < 2e. O

Lemme 1.2.8. Soit u, une suite de mesures positives sur un ouvert ), telle que py,
converge vaguement vers une mesure positive . Alors si Q' CC Q est un ouvert relative-
ment compact tel que fBQ’ w =20, alors

/,'unn;)o Q/M

Démonstration. On a par semi continuité inférieure pour la topologie vague sur l'ouvert

Q
/ n—oo JQ/



Par ailleurs en utilisant la définition de |’ ;¢ M pour un compact K C ) et une mesure

[T
uK:j/u= inf — (u, ),
(K) . oo {1, ©)
=1 sur K
on obtient la semi continuité supérieure sur le compact ' :
lim uné//L
n—oo W O7
Or par hypothese [q7r 11 = [, pt, donc
/usrun fin < lim uné/u,
’ n—oo J )/ n—oo for ’
d’ot le résultat. O

Rappelons les définitions suivantes ([21]) :

Définition 1.2.9. On rappelle que la mesure p est absolument continue par rapport a la
mesure v si 'implication suivante est vérifiée :

VACQ, v(A) =0= p(A4) =0.
On dit également que p est de base v.

Définition 1.2.10. On rappelle qu'une mesure p est étrangere a une mesure v s’il existe
deux parties disjointes A et B de (2, respectivement localement p-intégrable et localement
v-intégrable, telles que u est portée par A et v est portée par B. On a alors

u= puxa, et v =vxp.

Dans ces conditions, on peut montrer qu’alors A et B peuvent étre choisis universellement
mesurables.

Définition 1.2.11. On rappelle qu'une mesure p > 0 est singuliere si elle est étrangere a
la mesure de Lebesgue.

Proposition 1.2.12. Une mesure u > 0 est absolument continue par rapport a une mesure
v > 0 si et seulement si il existe une fonction g localement v-intégrable telle que p = g-v.

Proposition 1.2.13. (Décomposition de Lebesgue-Radon-Nykodym). Soit jn une mesure
positive. Alors i se décompose de maniére unique de la facon suivante :

po=p+ p

ot u*¢ est une mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, et u° est
une mesure singuliere.
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1.2.2 L’espace BV(2).

Soit © un ouvert de RV, N > 1. Rappelons la définition de I'espace BV (£2), et énoncons
quelques propriétés. Pour les preuves le lecteur pourra consulter [19], [33].

Définition 1.2.14. BV (Q) = {u € L'(Q2), Vu € M}(Q)}.
On peut aussi définir BV () comme I’ensemble des u de L'(€) tels que

/ |Vu| := sup </ udiv(g)> < 400.
Q geCL(QRN),|g|<1 \JQ

Remarque 1.2.2. Remarquons que WH1(Q) C BV(Q). L’exemple élémentaire d’une
fonction de BV () qui n'est pas dans WH1(Q) est celui de la fonction caractéristique
XB(0,r) d’une boule.

Proposition 1.2.15. On munit BV () de la norme
ulpv = Julx +/ [V,
Q

ou fQ |Vu| désigne la variation totale de la mesure bornée Vu. Muni de cette norme
lespace BV (Q2) est un espace de Banach.

Remarque 1.2.3. Nombre de propriétés de l'espace BV wutilise la densité des fonctions
régulieres, pour une topologie plus faible que la topologie de la norme, que nous rappelons
ci dessous. En effet, nous avons vu que l’adhérence de [’espace C*° () pour cette norme
était WHL(Q). Ainsi, pour un élément u de BV () donné, on ne peut pas s’attendre d
trouver une suite o, de C*(Q) telle que |p, —uli — 0, et [o|V(on —u)| = 0. En effet,
st une telle suite existait, alors la suite (Vy,), serait de Cauchy dans l'espace complet
LY(Q), et donc la limite Vu serait dans L1(9).

Définition 1.2.16. On dit qu’une suite {u,} de BV (Q) converge faiblement vers u dans
BV () si uy, converge vers u dans D'(2) et Vu,, converge vaguement vers Vu.

La Proposition 1.2.6 entraine le résultat suivant :

Proposition 1.2.17. Soit {u,} une suite bornée dans BV (). Alors on peut extraire de
{un} une sous-suite qui converge faiblement dans BV ().

Définition 1.2.18. On dit que la suite {u,} de BV (Q2) converge étroitement vers u €
BV (Q) si:

|up —ult —> 0, et /\Vun\ — / |Vul.

Remarque 1.2.4. Remarquons que la convergence étroite entraine la convergence faible
dans BV (Q2). La réciproque est fausse, comme le montre par exemple pour Q@ = B(0,1) la
boule unité de RN

un (z) = ”|$’X|z|§% + 1X|m|>%-
on a

T
Vu, = nmxk’f‘ﬁ%’

uy, tend faiblement dans BV wvers 1 et sont gradient est de variation totale |Sy|, mesure
de la sphére unité.
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Proposition 1.2.19. Soit u € BV (Q). I existe une suite {u,} de C(Q) N WHL(Q) qui
converge étroitement vers u :

1. u, converge fortement vers u dans L'(£2).
On peut de plus prouver la propriété suivante :
— ac s
5. fal Vi = (T — o l(Vu)]

Remarque 1.2.5. Nous verrons plus loin d’existence d’une trace sur BV (Q) lorsque
est lipschitzien. La suite u, ainsi construite est aussi telle que u, = u sur 0f2.

Le résultat suivant découle du Théoreme 1.1.7 d’injection de W1 dans LN/ (N=1) et
de la proposition de densité précédente.

Théoréme 1.2.20. Soit Q un ouvert lipschitzien de RY . Alors
BV(Q) — LP(Q), Vp < N/(N —1).
De plus, si ) est borné, linjection de BV () dans LP(§2) est compacte pour p < N/(N—1).

Théoréme 1.2.21. Soit Q un ouvert borné lipschitzien de RN . Il existe une application
linéaire continue et surjective de BV (Q) sur L*(9S2), qui coincide avec l’application usuelle

de restriction au bord lorsque u € BV (Q) NC(QY), ou encore avec l'application trace sur
WH lorsque u € WH(Q).

Remarque 1.2.6. En utilisant les Propositions 1.1.11 et 1.2.19, on peut montrer un
analogue de linégalité de Poincaré sur BV : Soit Q un domaine lipschitzien de RY,
I' € 09 de mesure de Lebesque N — 1 dimensionnelle non nulle. Il existe une constante
C > 0 telle que pour tout u € BV (Q)

|u!1+/Q|Vu§C</Q]Vu\+/F]u\>.

Pour une preuve de la proposition suivante, le lecteur pourra consulter [19], [33].

Proposition 1.2.22. L’application trace est continue pour la topologie de la convergence
étroite : si une suite {u,} de BV () converge étroitement vers u € BV (Q), alors

Yo(un) = 20(w)|Lr o) —2 0.

Remarque 1.2.7. En revanche, la trace n’est pas continue pour la topologie faible sur
BV. Prenons par exemple

U (21,2") = mﬁlX]o,Un[(l‘l) + X[l/n,l[(l‘l)-

Cette suite converge faiblement vers 1 sur BV (]0,1[Y), alors que sur le bord {x1 = 0},
Yo(un) = 0 ne converge pas vers 1.
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Proposition 1.2.23. Soit QT et Q= deux ouverts lipschitziens de RY, et soit ¥ un ouvert
N — 1 dimensionnel, tel que QT NN~ = X. On pose

N=QTuUzuUn,
et considérons

y o | wsur (O
uy sur -

1. Siuy € BV(Q"), et ug € BV(Q7), alors u € BV ().

2. Siug € WHHQT), et ug € WHH(Q7), alors u € WHH(Q) si et seulement si yo(u1) =
~Yo(u2), ot vy désigne la trace sur X.

Démonstration. Soit ¢ € D(). La formule de Green nous donne :
(Vu,p) = —/ udive
Q

——/ uldivgo—/ quivcp—l—/(ul—ug)ﬁ(p.
Qt+ - by

Vu = Vui|g+ + Vug|g- + (w1 — ug)dxn,

De sorte que

ce qui prouve que u € BV(Q), et que pour que u € W1(Q), il est nécessaire d’avoir
Uy € W1’1(9+), Ug € Wl’l(Q_), et ’}/0(11,1) == ’Y()(UQ). L]

Enongons une extension de la Proposition 1.1.13 qui est la formule de Green obtenue
par Anzellotti dans [3].

Proposition 1.2.24. Soit Q un ouvert borné lipschitzien de RN, et (u,0) € BV (Q) x
W(div)(Q2). On consideére la distribution, notée (Vu - o), définie par :

Vo € DL R), (Vu-o0),p) :—/Qudivawp—/gu(a‘V(p).

Alors (Vu - o) est une mesure bornée sur ), absolument continue par rapport a |Vul,
qui coincide avec la définition habituelle de Vu - o lorsque u € WH(Q). Plus précisément,
|[Vu-o| < |o]eo|Vul|. Par ailleurs, la mesure Vu®-o définie par (Vu®-c) = (Vu-0)—(Vu*-0)
est une mesure singuliére qui vérifie |(Vu® - o)| < |(Vu)®||o|oo-

Enfin, on a la formule de Green suivante : Si (u,0) € BV (Q) x W(div)(Q) et si
peC(@nCi(),

<(Vu-a),g0>:—/udivagp—/ua-th—i—/ uo - fip.
Q Q o0

On énonce un résultat plus faible que le résultat de [33] sur la dimension de Hausdorff
de I'ensemble qui porte la mesure Vu®. Nous n’utiliserons ce résultat que dans le chapitre
8, et uniquement pour des points au lieu de N — 2 plans.

Proposition 1.2.25. Soit u € BV (Q) et Q un ouvert de RN, N > 2. Alors si H est un
N —2 plan, [0 |Vul = [54q |Vu’] = 0.
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Démonstration. On peut supposer que H = {xny_1 =y = 0}. On montre que

/ 0\Vu| —/ 0]u+—u_\ (1.1)
TN= TN=

ou ut et u~ désignent la trace de u de chaque coté de zn = 0. Plus précisément, u* (o)) =

lim w2, zy). Puisque ut —u~ € LYRY"1NQ), le N — 2 plan H est de mesure
zn—0,£xn>0

nulle pour cette fonction.
Pour montrer (1.1), soit § > 0. Puisque la mesure Vu est bornée, gig% an{xNe]—é,O[} |Vu| =

yg%fﬁn{me]o,é[ﬂvw = 0. D’autre part sur 4s = QN {xy €] — 6,0[} on a Vu =

Vux(ey<oy + (ut —u™ )y =0 + Vux(zy>0}, de sorte qu’en intégrant sur A,

lim [ [Vu| = lim V| + lim |Vu|+/ - u
6=0.J 44 =0 Janzne]-5,0] 0=0 Janz v €0, QN{zN=0}

= / lut —u .
Qﬂ{a:NZO}
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Chapitre 2

L’Espace X ({2).

2.1 Les espaces de Sobolev anisotropes

Soit € un ouvert de R, et soit = (p1,--- ,pn) un N-uplet avec p; > 1 pour tout i.
Les définitions dans la littérature mathématique varient suivant le cas ou §2 est borné ou
non. Dans le cas de RN tous les auteurs considérent 1’espace anisotrope, DVP (RN ) comme
adhérence de D(RY) pour la norme Y, |9;ulp,.

Lorsque  est borné on définit I’espace de Sobolev anisotrope [37], [38], W1P(Q2) comme
I’adhérence de C>°(Q2) pour la norme |u|1+ 3>, [d5ul,,. W, () est défini comme ’adhérence
de D(Q2) pour la norme ), |0;ulp,.

Dans un article plus récent [34], les auteurs définissent deux espaces extrémes lorsque
Q) est un ouvert borné lipschitzien :

Soit pT :=supp;, p~ = inf p;. On définit

WP(Q) = {u e L' (Q),0u € LP(Q),i € [1,N]},

et
WP(Q) = {u e LP (Q),du € LP(Q),i € [1,N]}.

Notons tout de suite que le premier espace est de type local alors que le deuxieme ne
Pest pas nécessairement. Cest & dire, pour u € W' (Q), et ¢ € D(Q), pu € W’ (Q). Dans
cette these nous adopterons la notation X (€2) pour le premier de ces espaces, dans le cas
ol certains des p; sont égaux a 1.

Nous faisons quelques remarques pour faire le lien entre les différentes définitions des
espaces précédents.

Théoreme 2.1.1. Supposons que p~ < N. Si 0 est borné lipschitzien, Wl’ﬁ(Q) —
- Np

WP(Q) ={ue LN-» ,Qju € LPi}.

Démonstration. On montre que W1h(Q) — WP(Q). 1l suffit de montrer que les fonctions

de WHP(Q) sont dans LP~ (). Puisque u € L'(Q), Vu € LP (), on a donc u € Wh1(Q)

(car Q est borné). Par le Théoreme de Gagliardo Nirenberg u € LT (€2), et par récurrence,

en utilisant py1 = inf(p~, ]\],Vf’;jk) il existe k tel que p,, = p~. O

D’autre part on a
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Théoréme 2.1.2. Supposons que p~ < N. Si Q est borné lipschitzien, et si pt < ]\va_pg_,
W) = W),

En d’autres termes les fonctions C®(Q) sont denses dans WP(Q).

Démonstration. Soit u € WP(Q). On utilise un recouvrement de Q par des ouverts €2;
comme dans la définition des ouverts lipschitziens (Définition 1.1.6).

Il existe un nombre fini d’ouverts bornés O) de RN~1, de fonctions a; lipschitziennes
sur O] et un systeme de coordonnées tel que, quitte & renuméroter ces coordonnées :

LNQc{@, zn), 2 €0, xn <a;(2")},

QN ={(a,a;(z")), 2’ € O}.

Soit une partition de 'unité (¢;);, subordonnée au recouvrement de € par les ;.

On a puisque p™ < ]\],V _pp_,, et puisque g est a support dans g CC 2, pou € Wol P ,
donc est limite de fonctions de D(€2).

Pour i > 1, p;u est définie sur 'ouvert U; := ; N Q. On montre dans [19], exercice
3.9, que c’est un ouvert étoilé par rapport a un point que ’on peut supposer étre 0 car

la translation n’affecte pas les fonctions de WP (ni les espaces anisotropes en général).
1

En outre U} CC U; CC (U;)x avec U? = {Ax,z € U;} et A < 1. Soit la fonction définie

1
sur U pour A < 1 par uy(z) = @;u(Az). Cette fonction tend vers ¢;u dans 'espace

1
{u € L' (Q),0;u € LPi(Q)}. En régularisant avec un parametre assez petit € < d(9U;, dU,)
on obtient une suite (ul). qui appartient a C*>°(2) et converge vers ¢;u dans ’espace
{u e LY(Q),0u € LPi(Q)}. On considere alors u. = Y, ul qui converge vers Y. p;u = u

au sens voulu. O

Les auteurs cités se sont intéressés aux propriétés de ces espaces, et en particulier aux
injections de Sobolev. Dans [55], on définit I’exposant critique par

N i 1
= oy s ) > L
>imt P 1 im i
On a alors
Théoreme 2.1.3. Il existe une constante Ty > 0 ne dépendant que de p’ et de N telle que
N

1 1
Toluly < T 0l et done [ulyr < Som 37 ity
=1

pour tout u € Dl’ﬁ(RN). En particulier,
DYP(RN) — LP (RM).

On propose en appendice de ce chapitre une preuve rapide de ce résultat, qui est faite
de facon trop générale dans le papier de Troisi, puisqu'il considére les D™P avec m un
exposant de dérivation qui ici est 1.

On déduit de ce Théoreme que WO1 P(Q) < LP"(Q), mais pour W5HP(Q) cette propriété
ne se prolonge pas aux ouverts bornés lipschitziens, comme nous le verrons dans un contre
exemple plus loin dans le contexte de cette these (voir aussi [34], [37]).
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Rappelons que pour les espaces de Sobolev homogenes , (r = p; = p pour tout i) on
déduit facilement de Pexistence de cette injection sur R I’existence de la méme injection
pour des ouverts qui sont lipschitziens, ce qui peut se faire en montrant I’existence d’un
opérateur de prolongement continu qui envoie W1P(Q2) dans WP(RY). Dans le cas non
homogene on voit facilement que des ouverts lipschitziens quelconques, n’ont pas cette
propriété.

Il y a deux limitations pour le prolongement de cette injection :

1) Une limitation géométrique (I'ouvert doit étre un N rectangle borné, ou voir [48]
pour des conditions plus générales), voir le contre exemple 2.4.10.

2) Une limitation sur la position de p™ par rapport & p~.

Le résultat le plus précis est [34], [38] :

Théoreme 2.1.4. Soit R un N— rectangle. Supposons que p vérifie sz\il p%’ > 1, et
p1 <p2 <---<pn. Alors

1. WP(R) = LV (R).

2. Sipt <p*, WHP(R), WP(R) — L”"(R).

3. Sipt > p*, on pose

. k
= min .
1= 1 Sky (maX{O, yEL_ 1})
Alors WYP(R) < LI(R), et WP(R) — LF(R) pour tout k < q.

Nous nous intéressons dans cette these plus particulierement a 1’espace WP(Q), lorsque
les N premiers exposants sont 1, que nous noterons par la suite X (£2). Dans [25] on montre
I'existence de fonctions extrémales pour l'injection de D7 (RM) dans LP", lorsque tous les
pi > 1 et que pt < p* . Dans [56] on donne des propriétés fines de ces fonctions extrémales
et on s’interesse aux cas pT > p*.

Dans le chapitre 8 on montre l'existence de fonctions extrémales dans BVP(RY),
adhérence faible de DVP(RY), et on donne 'EDP vérifiée par les fonctions extrémales.

2.2 Définition, premieres propriétés.

Nous étudions dans la suite un cas particulier d’espace de Sobolev anisotrope et plus
particulierement le cas ou certains p; sont égaux a 1. Soient N, N1 € N, tels que N > 2,
et 1 < Ny < N. On considere un ouvert  de R, lipschitzien. Soit également

—

P=(p1, -~ ,pn), pi =1pour 1 <i < Ny, et p; > 1 pour Ny +1<i<N.

Soit Vyu le Ny vecteur (dyu,--- ,dnyu), et soit |Viu| = (3N \&u\Q)% sa norme eucli-
dienne, on notera par abus Vu = (Viu, dn, 11u, - -+ ,Oyu). On rappelle que p* := sup{p;},
et
R -
TN 1 :
2iiz1p; 1

Définition 2.2.1. On définit 'espace :
X(Q) = {ue L’ (Q);8u € LP'(Q), 1 <i < NY.
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L’espace X (§2) correspond donc au cas particulier de WP(Q) lorsque p'est tel que p; = 1
pour tout © < Ny, et p; > 1 pour ¢ > Nj.

Proposition 2.2.2. Muni de la norme

N
ulx = lulys + [Viuh + > (Gl
i=N1+1

ot |.|p désigne la norme de LP(Y), 'espace X () est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (uy), une suite de Cauchy dans X (). Alors (uy,), est une suite

de Cauchy dans LP"(Q), (Viun)n est une suite de Cauchy dans L'(Q), et pour tout

Ni+1<i<N, (dtn)n est une suite de Cauchy dans LPi(Q). Il existe donc u € LP" (1),

v e LYQ,RM), et v; € LPi(Q) tel que u, converge fortement vers u dans LP" (), Viuy,

converge fortement vers v dans L' (Q, RM) et 0;u,, converge fortement vers v; dans LPi((2).
Par ailleurs, u, converge vers u dans D'(2), donc Vyu, converge vers Viu, et d;u,

converge vers d;u dans D'(2) pour tout i. Par conséquent, v = Vyu, v; = d;u, et u € X ().
Enfin,

N
un — ulx = [un — ulp+ + [Vi(up —u)li + Z |0 (un — u)lp, — 0,
n—oo
i=N1+1

donc u,, converge vers u dans X ().
O

Proposition 2.2.3. Siu e X(Q), et ¢ € Wh*(Q), up € X(Q). En particulier X (Q) est
de type local, c’est a dire que pour uw € X (), et ¢ € D(Q), pu € X(Q).

Démonstration. C’est une conséquence de p; < p™ pour tout 1 <i < N. ]

Remarque 2.2.1. Par équivalence des normes dans RN1 :

Nl N1 %
lllr =D lzl, et ||zll2 = (Zw2> :
=1 =1

la norme
N N N
ul = Julpr + Y 10sulp, = lulyr + > 10l + Y [diuly,,
i=1 i=1 i=N1+1

est équivalente a |u|x.

Proposition 2.2.4. Pour la norme |-|x, C*(Q)NX(Q) est dense dans X (2). On a aussi
D(Q) dense dans X (), ou X.(Q) désigne les fonctions de X () a support compact.

Remarque 2.2.2. Ceite proposition n'utilise pas le caractere lipschitzien de (), elle est
valable dans nimporte quel ouvert.
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Démonstration. On utilise un procédé employé dans [33], [19], [54].
Soit u € X (£2), et soit {€2;}en+ un recouvrement ouvert de €2, défini par :

Q; ={zeQ; |z| <jCy, et d(z,00) > Co/(j + 1)},

les constantes C7 et Cy étant choisies pour que Qo # (). Cette suite d’ouverts bornés est
croissante et recouvre €. En posant alors Qy = Q_; = (), on définit une autre suite {A4,};
d’ouverts telle que
Aj = Q;12\Qj_1, pour tout j > 1,

avec Ag = 9, et A1 = Q3.

Cette famille constitue encore un recouvrement ouvert de €2, et on remarque que si
|7 —Jj'| > 3, alors A; N Ajy = (). Soit alors (1/;); une partition de 'unité subordonnée au
recouvrement de {2 par les {A;}; :

o0
V; € C5°(4y), Zl/)j =1, 0<1; <1 pour tout j.
7=0

Soit également p € D(B(0,1)), tel que fB(O,l) p=1. On pose pc(z) = e N p(%£) pour e > 0.
Soit maintenant § > 0, et (1;); une suite décroissante de réels positifs tendant vers 0
telle que :
Aj+ B(0,m;) C Aj_1 U A; U Ajp, pour j > 2,

et telle que
L |y, * (Yyu) = (ju)| o < 02717,
2. |pn, * 0i(thju) — &‘(d)ju)}p < 62717 pour tout 1 <i < N,

la premiere inégalité étant justifiée par le fait que ¢ju € " (Q), et la deuxieme par le

fait que 0;(vju) = 1;0;u + udpp; € LPi(Q).

On pose alors
o
us= puy *
J=0

On obtient ainsi une fonction de classe C'*° sur €). En effet, cette série dont le terme général
est une fonction de classe C'™ est finie sur tout compact K de €, car il existe jy assez
grand pour que A;_1NK = () pour j > jo, d’ott la nullité des termes d’indices > jy puisque
leurs supports sont inclus dans A;_; U A; U Aj4;.

En utilisant le fait que v = Z;‘io Yju, on a

oo
1

/|“5_“’p ) |pn] (ju) = (ju <Z(52_1 /=

et en particulier us € LP" (). Par ailleurs, comme >0 Oi(Wj)u = udi (35 ¥;) = 0 pour
tout 1 <2< N,ona

oju = ij&'u = Z@'(%’U%
=0 J=0
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et donc
) 1/ps o0 [e%s) .
([ 1owus =0 ) =130, = awge) = vyl < 302 =
0 0

en particulier d;us € LPi(Q2), et us ainsi construite vérifie

N
s =l + 351055 =l 53 0
1=

et compte tenu de I’équivalence des normes de la remarque précédente :
lus —ulx — 0.
0—0

Pour la variante, notons que si le support de u est compact on peut trouver un recou-
vrement fini de ce support parmi les €2;. Les 1; sont alors en nombre fini et la fonction us
est dans D(Q).

O

Remarque 2.2.3. Lorsque § est borné, on a X (Q) — W1Y(Q), ce qui entraine d’aprés
la Proposition 1.1.8 si Q0 est borné lipschitzien, la compacité de l'injection de X () dans
LP(Q) pour tout 1 < p < sup(p™, %) Nous verrons plus loin que si  a une structure
géométrique simple on a une injection dans Lp*(Q), avec p* > % deés que l'un des p; > 1,
et donc aussi une injection compacte dans L1 pour q < p*.

Par ailleurs, la Proposition 1.1.9 assure lexistence d’une trace sur le bord de £ lorsque
Q est de classe C1 pour les éléments de X(R2), et cette trace est dans L'(09Q). On verra
ausst plus loin que dans le cas des ouverts rectangles, sur les parties du bord qui sont dans
Uhyperplan eil avec i € [Ny + 1, N], la trace est dans LY avec ¢ > 1 que l’on précisera.

Pour T" une partie du bord de mesure N — 1 dimensionnelle |T'| # 0, on pose
Xr(Q) = X(Q)N{u=0sur I'}.
On rappelle qu'une conséquence de l'inégalité de Poincaré sur W' donne

Théoreme 2.2.5. Soit Q un domaine borné Lipschitzien. Il existe une constante C > 0,
telles que pour tout u € Xr(Q),

N
lul| x < C" [ |Viuli + D3l p,
D

N1+1

N
N-1

Démonstration. 1l suffit d’utiliser I'inégalité de Poincaré sur W1(Q) et d’utiliser |0;ul; <
C|aiu|pi'
O

Remarque 2.2.4. Le Théoréme précédent permet de montrer que sip™ < % la norme
lu == [Viuli + > N, [05uli est une norme équivalente a |u|x sur Xr(€2).
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2.3 Le cas de RY

Définition 2.3.1. On introduit I'espace D'P(RY) comme I’adhérence des fonctions de
D(RN) pour la norme SN |,

Théoréeme 2.3.2. D(RY) est dense dans X (RY), et donc X(RN) < D'P(RN). Ces deuz
espaces ne sont pas égaus si pT < p*.

Nous prouvons en fait un résultat plus général d’appartenance a DVP(RY),

Théoréme 2.3.3. Si p™ < p*, et u € LFRY), pour pt < k < p*, et si Ou € LPi(RV)
pour 1 <i < N, alors u € DVP(RN).

Remarque 2.3.1. L’hypothése p™ < p* ne sert que pour la troncature, en d’autres termes
si pt = p* et siu est dans X (RN) elle appartient bien sir ¢ DVP(RN).

Démonstration. Soient pour 1 <1¢ < N des réels positifs a; définis par :

k
aj=——1sik>p",

Di

et sik=p"

€ sip;=p*

pt ips £t
ai:{ o1 sipi#p
ol € > 0 est choisi suffisamment petit pour que
pt
Noe< N - P N,

p*

avec No = |{i,p; = pT}| (rappelons que p™ < p*). Soit maintenant ¢ € D(] — 2,2[),

-

¢ =1 sur [—1,1]. On définit

T

un(z) = Ty (- u().

ni
On pose C,, = IIIY | [-2n%, 2n%], et on remarque que |C,| = AN, o
Nous allons montrer que 0;u,, — d;u dans LP: (RN ) pour tout 1 <i < N.
Remarquons que comme

Osun () = u(2)0; (T 0(—2) ) + T o~ )dsua),

X; pi
H;‘V:ﬁo(i].) -1 - 07

n%i n—o0o

/ ‘Hj 190 )8u( ) — 8iu(x)‘pi dx:/RN I

par définition de ¢, il suffit de montrer que ud; (Hé\le (& 2 )) — 0 in LP{(RY). On a par
I'inégalité de Holder

C
. P < 1_*
/]RN |u0; ( J= 190( )) | = e (/n"‘i§|:ci|§2nai |u‘ ) |C |

s _Pi N .
C/n a;p;+(1 k)Zj:IO‘JO(l)

IN
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car u € L¥(R") entraine que [ .
pour tout 1 <7 < N :

k. . . . 7
i <s| <2ne |ul S 0. Ainsi, on obtient le résultat lorsque

N

angU—%QE:%. (2.1)

Jj=1

Montrons cette inégalité, tout d’abord lorsque k > p*.
Remarquons que l'on a

N
1 N
D=t
= Y2 p
donc Zj\;l aj = k:Z;V:l ]% — N = k% +k — N, et (2.1) est équivalent a
N > RN

= PR

inégalité qui est vérifiée puisque k < p*.
Montrons maintenant (2.1) lorsque & = p™. On a

1 X1 N, N N,

202 e e

pi#pt 7 =1t
et donc

N p+
o=t Y ()
J=1 pi#pt bi

—Nﬁ+p+§:i;—UV—Ng
. J

Maintenant, lorsque p; = p*, la condition (2.1) équivaut a ep™ > 0, inégalité qui est
toujours satisfaite. Enfin, lorsque p; < p™, (2.1) équivaut a

Pt —pi
p+—pz‘2 p+ Zzaja
j=1

ou encore
_l’_

Nye< N -2 N,
p*

inégalité vérifiée par définition de e.

Ainsi, u, € X(RY) converge vers u fortement dans X(RY) et est & support dans
Cp = Y | [-2n%, 2n%].

Pour finir, il suffit de régulariser. Soit p € D(RY) une fonction régularisante. On
considere py,(z) = n™N p(nz). Alors la suite (py, * uy ), est dans D(RY), et converge toujours
vers u dans X (RV).

O
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Remarque 2.3.2. Remarquons que l’espace Dl’ﬁ(RN) est strictement plus grand que
X(RN) comme Uillustre Uexemple suivant en dimension 2, avec py = 1,ps = 2 et donc
p*=4:

1
(1+a2+y2)s
fonction qui n’appartient pas o L?(R?) (et donc n'est pas dans X (R?)), mais appartient a
DVP(R?), par le Théoréme précédent.

f(z,y) =

Enongons maintenant le Théoreme d’injection dans RY. Pour une preuve, le lecteur
pourra consulter [55], ou 'appendice de ce chapitre.

Théoreme 2.3.4. Il existe une constante Ty > 0 ne dépendant que de p’ et de N telle que

N
E 1
Toluly < TS 05l et Julye < 5= 3 [Orely,
i=1

pour tout u € DYP(RN). En particulier,

DYP(RN) — LP"(RM).
Remarque 2.3.3. On montre dans l’appendice de ce chapitre que Dl’ﬁ(RN) s’injecte dans
LY(RN) uniquement pour q = p*.

Corollaire 2.3.5. Si p™ < p*,

X(RY) < P (RY).

Démonstration. Sip™ = p*iln’y arien & montrer, sinon p™ < p* et on utilise le Théoréme
2.3.3 avec k = p™ et le Théoréme 2.3.4. O

2.4 Le cas des N rectangles

On suppose dans cette section que © est un ouvert ” N-rectangle” borné de RV, en
d’autre termes il existe des «;, G; tels que Q = H{V |ai, Bi[- En particulier  est lipschitzien.
En composant avec une application affine conservant les axes on peut supposer que ) =
10, l[N . On peut envisager des ouverts plus généraux lorsque certains p; sont égaux entre
eux, en particulier ce que 1’on fera ici sera prolongeable au cas ou {2 = 1 X H%l 4110, 1],
avec {1 un ouvert lipschitzien de RN,

On notera Q; = TI)]0,1[, Qp = H%H_I]O, 1], et on introduit les notations des bords
”horizontaux”

0" = QO x 994

et 7verticaux”

o0’ = 891 X QQ.

On notera pour 7 > 1

00" = (11710, 1[x{0} x T4, 1)) U (1710, 1[x {1} x T 4]0, 1)

de sorte que ‘ A
o0 = UL a0, o0 = Ul 00"
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Remarque 2.4.1. On a bien sir 02 = 090 UIQ" U H ot Hest une réunion de sections
de N — 2 plans.

Notons que P'on sait déja que la trace d’un élément de X (Q) existe dans L'(99Q) car
comme 2 est borné X (2) s’injecte dans W1(2). On définit alors

Xn(Q) = X(Q) N {u =0 sur 9Q"},

et
Xp(©) = X(Q) N {u =0 sur 09"}.

Proposition 2.4.1. L’ application trace vy envoie X () dans LPi(0Q). Elle est bien sir
linéaire, continue, et coincide avec la restriction de u sur OQ* lorsque u est continue sur

Q.

Démonstration. Faisons la preuve pour la trace sur le bord (IT:1]0, 1[x {0} x I, 10, 1)).
Le cas de (TIY10, 1[x {1} x Hﬁl]O, 1]) se traite de fagon similaire. Il s’agit de montrer
qu’elle appartient en fait & LPi(92) (pour tout Ny +1 < i < N).

Pour z = (z1,--- ,xzn) € Q, on notera z} le N — 1 vecteur
/ J—
T, = (xla oy Lg—1, L1y 00 7$N)a
et on utilisera la notation abusive pour z = (IL‘1, S T, Ty Tig 1, s TN ).

Soit u € X (), et 1 < i < N. On pose pour z; € 9Q), un(2;) = u(z}, ). On a pour

tous n > m,
1

Un(2)) — um(x)) = — /m Oyu(x, t)dt,

et donc par I'inégalité de Holder :

1

1 1\ o\
v ! i
En intégrant selon la variable z/, on obtient

pz_l 1/n
[ ity — unlahir <(—) / / Dy 1) dlt,
o0 o0

et donc |w, — U | e (09) n:>00 0 (rappelons que p; > 1 pour i > Ni, et que Jju € LP:

|y, (2}) — ]—‘/ Oyu(z}, t)dt

pour tout 1 < i < N). La suite u, est donc de Cauchy dans I'espace complet LPi(9)),
et donc converge dans LPi(92). Par ailleurs on sait que wu, converge dans L!(9Q¢) vers
Yo(u), la trace de u. Ainsi yo(u) € LPi(952Y).

Par ailleurs, si u € C(f2), alors cette trace correspond & I'usuelle valeur au bord. En
effet, on a alors au sens de la convergence uniforme

1
lim u(z, —) = u(z},0),
n

n—oo

et compte tenu de 'injection de C(9Q%) dans LPi(9Q%),

1

1 Pi
( / |u<w;,>—u<x;,o>\pi)” _—
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Remarque 2.4.2. Nous verrons plus loin qu’en fait cette trace est méme dans L Lt (1= )(8Q’)
(voir aussi [48]). Elle est sans doute dans un espace plus petit. Caractériser cet espace est
d notre connaissance pour le moment un probléme ouvert.
En ce qui concerne la trace sur OQY, il s’avére que ’espace de trace n’est pas plus petit
que LY(02Y) comme le montre la proposition suivante.

Proposition 2.4.2. Pour i < Ny, Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout
u € LY(99F) il existe U € X (Q) tel que U(z},0) = u(x!), pour tout 2, €]0, 1[N 71, et

IUlx ) < clulpian:)-

Démonstration. On montre le résultat sur la partie du bord {0} x]0, 1[V =1, les autres cas
se démontrent de maniere similaire.

Soit u € L*(]0, 1[V~1), et soit ¢, € CL(]0, 1[N1) qui converge vers u dans L'(]0, 1[N 1.
On peut supposer que ), [¢ni1 — ¢nl1 < +00. Soit (a,), une suite de réels telle que
2777,
1 + Z (‘aj¢n|pg + |8J¢n+l|pg)

Soit également ty = > oy, et t, = t,—1 — a,. En fait, on peut choisir ag tel que
to = 1.
Soit la fonction v définie pour A €]0,1][, et pour y €]0, 1[V~! par :

v(Atp + (1= MNtnt1,y) = Aon(y) + (1 = A)dnt1(y).

Alors v est définie sur ]0,1[Y car tout 21 €0, 1] s’écrit sous la forme At,, + (1 — N)t,41
pour un certain n € N, et A € [0, 1]. Montrons que v(0,y) = }in&v(t,y) = u(y). En effet, il
—

(2.2)

suffit de vérifier que

lim [v(t,y) — uly)ldy = 0.
—0 ]071[N71

Soient donc € > 0 et P € N assez grand pour que pour tout n > P [ |¢n(y) —u(y)|dy <
€, soit t < tp, alors il existe existe n > P tel que t,11 < t < t,, et donc, v étant linéaire
par morceaux :

/]o,1[N—1 lv(t, y)—u(y !dy<sup{/ V(tnt1,y)—u(y)|dy, /]o,1[N—1 [v(tn, y)—u(y)|dy} <e,

d’ou le résultat.
On a par ailleurs, pour t €]t,41,ty[, en écrivant t = Aty + (1 — Nty :

a’U Ov O\ ¢n ¢n+1
O ON Ot tn—tpet

d’ou

_t+1

/ |61U| Z/t ¢n+1‘1 Z |¢n+1 - ¢n|1 < 400.
n+1 P

D’autre part pour 2 <7 < N,
9iv = A0i1¢n(y) + (1 = A)dic19n41(y),
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de sorte que, par (2.2), et comme t,,_1 — t,, =

|8iv|pi S Z(tnfl - tn)(|8i71¢n’pi + |ai71¢n+l‘pi) S 22—71 < +OO,

d’ou v € X(J0,1[V).

Enfin, ’application trace étant continue et surjective de X (Q2) dans L' (9Q?), le Théoreme
de I'image ouverte (voir par exemple [9]) donne 'existence d’une constante ¢ > 0 telle que
pour tout u € L1(9Q°) :

Ulx (@) < clulpiaar),

ou U désigne un relevement de wu. O

Théoréme 2.4.3. On suppose toujours Q =]0,1[N. Soit u € X(Q) tel que u = 0 sur 0.
Alors il existe une suite ¢, € D() telle que ¢y, converge vers u dans X (£2).

Démonstration. Soit un tel u. Prolongeons u a RV :

- usurQ
“= 0 sur RV\Q

Montrons tout d’abord que @ € X(RYM). Clairement, @ € LP*(R"). Ensuite, pour ¢ €
D(RN ), on écrit pour tout 1 < i < N, par définition de la dérivation au sens des distribu-
tions, puis par la formule de Green Généralisée, u étant nulle sur OS2 :

&aw:—/RNaam

——/Quaﬂb
Z/Qaﬂﬂl)a

et donc 01t = O;uxq € LPI(RY), et & € X(RY).

On pose pour A > 1, avecxo:(%,~~,%)€RN:

RN

ux(x) = a(xo + AMa — zy)) .

Par ce qui précede, pour tout A > 1, et comme une dilatation ou une contraction conserve

les espaces anisotropes, uy € X (RN ). D’autre part, u) est a support dans ]%, %[N
donc inclus strictement dans ]0, 1[V lorsque A > 1. Rappelons le lemme suivant dont la

démonstration est reportée a la fin de la preuve :

Lemme 2.4.4. Siu € LP(RY), oip > 1 et N € N, N > 1, et si on pose Tyu(x) =
u(3 + Mz — 3)), alors

)

‘T)\'U, - U|Lp(RN) ):i 0.

Le lemme implique que u) converge vers u dans Lp+(Q) lorsque A — 1. De méme,
comme pour 1 <i< N

Biux(z) = A9yid (; + Az — ;)> ,
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le lemme précédent entraine également que d;u) converge fortement vers d;u dans LPi(€2).
Il suffit pour conclure de régulariser en considérant la suite

VN = U\ * Py,

ol py, est une suite régularisante, et olt vy est choisie telle que supp(uy)+8(0,vy) C]0, 1[N,
ot B(0,vy) désigne une boule de RY de rayon vy. Alors vy € D(R), et converge vers u
dans X (Q).

O

Démonstration du lemme 2.4.4 : Soit u € LP(RY), et par densité soit ¢ € C.(RY) telle
que |¢ — u| p@y)y < 5. Or ¢ étant continue a support compact, elle est uniformément
continue, donc pour A suffisamment proche de 1, on a également,

1 1
65 + A = 5) = é(@)| < ——,
3|suppg| »

et donc .
ITA¢ — ¢lLr@ny < 3

Le résultat découle alors de I'inégalité

[Tau — ulpp@ny < [Tau — Tad| L@y + [Ta0 — Bl L@y + [ — ul L@y < e
]

Pour étendre les résultats d’injection sur RY & 'ouvert  =]0, 1["V, on utilise la propo-
sition suivante :

Proposition 2.4.5. Soit ) un N rectangle.

1l existe un opérateur de prolongement :
N

E: X(@) — XRT) , tel que

U — Eu
1. |Eulx@®yy < Clulx @),
2. Eu|g = u|q.

ot X (RY) désigne les fonctions de X (R™) a support compact.

Démonstration. Pour u € X (£2), ot1 2 =0, 1[Y, on commence par prolonger u par réflexion

sur | — 1,2[x]0, 1[V~=! de la fagon suivante (y €]0, 1[V~1) :

u(—z,y) siz €] —1,0[
i(z,y) = q ulz,y)size]0,1]
u(2—x,y)siz €]l,2|

Un simple changement de variables permet de voir que @ € LP' (] — 1,2[x]0,1[V~1). On a
de plus pour ¢ € D(] — 1,2[x]0, 1[V~1) :
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/ / / a(x,y)01¢(x,y)dxdy
]_172[X}071[N 0 1

0 1
o /}0,1[N—1 w </1 u(=e,y)orgd + /0 u(z, y)019(x, y)de

2
+/1 u(2 — x,y)81¢($,y)d$)
1 1
- @(/u@wmmeawm+/u@ymaawm
10,1[N-1 0 0

+ /01 u(x,y)016(2 — z, y)dw> ,

et par la formule de Green généralisée,

/' (am¢:—/ (l/awwy 0)(—.y)dz + u(0,4)6(0, )
]—1,2[x]0,1[N -1 0,1[N-1

L/awxywuywx+w1wM1m—uw 1)6(0, )

/'@uxy >@—xwwx—wLw¢uwQ,

et donc
/ @)= | Oy (6(y) — d(-2,y) — S2 — z,y)) dady
1—1,2[x]0,1[V -1 Jo,1[N
:—/ 8WF%MM%MM@+/) D
]71,(][><]0,1[N*1 }O,I[N
—/ Oru(2 — z,y)(z, y)dudy.
11,2[x]0,1]
Ainsi,

—O1u(—z,y)si —1<z<0
ou(z,y) =4 du(zr,y)sid<z <1
—0u(2—x,y)sil <z <2

Un calcul similaire permet de calculer 0;4 pour 2 < i < N. Il n'y aura cependant pas de
termes de bord dans le calcul, car ¢ € D(] — 1,2[x]0,1[Y~1). On trouve :

diu(—z,y)si —1<z<0
diu(z,y) =4 Ou(z,y)sid <z <1
Oiu2—z,y)sil<x <2

Les calculs précédents entrainent que @ € X (]—1,2[x]0, 1[N ~1). En itérant ce procédé, c’est
a dire en remplagant la variable x1 par la variable x5, puis 2y, on prolonge a | — 1,2[x] —
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1,2[x]0, 1[¥=2 puis finalement & | — 1,2[", on obtient un prolongement @ € X (] — 1,2["V)
de wu.
Par ailleurs, on remarque que par construction on a

|aia|Lpi(]7172[N) = 3N|8iU|LPi(]O,1[N)'

Soit maintenant ¢ € D(] —1,2[V), telle que ¢ = 1 sur |0, 1[V. Alors ¢u € X (] — 1,2[")
car X est de type local. On prolonge également ¢u par 0 hors de | — 1,2[". La fonction
obtenue est un élément de X.(RY). Par ailleurs, ¢u = u sur |0, 1[V par définition de ¢.

En remarquant que les normes ]u\p+—|—2fv:1 |Oiulp; et |ulx = [ulp++Viuli+ 0y, [Oiulp,
sont équivalentes sur RN comme sur €2, et par ce qui précede, on peut trouver une constante
positive C telle que

[9ulx ®ry < Clulx oy,
ou la constante C' dépend de ||, €t de |0;¢|oo pour 1 < i < N.
[

Remarque 2.4.3. A Uinverse des espaces de Sobolev isotropes, la proposition précédente
n’est a priori pas valable pour un ouvert lipschitzien quelconque. Elle est tout de méme
valable pour un ouvert de la forme € = €y X H£N1+1]ai, bi[, avec Q1 un ouvert lipschitzien
de RN en utilisant un prolongement de WH1(Qy) dans WH1(RM),

Corollaire 2.4.6. Soit Q un N rectangle. D(Q2) est dense dans X ().

Démonstration. Soit v € X(§2). Soit E l'opérateur de prolongement de la Proposition
2.4.5. Alors Eu € X.(RY). La Proposition 2.2.4 donne l'existence de U, € D(RY) qui
converge fortement vers ¢(Eu) dans X (RY). Alors U, = Uy|g convient. O

Définition 2.4.7. Soit 2 un N-rectangle. On définit ’espace
C®(00) = {¢lon, ¢ € D(RY)}

Corollaire 2.4.8. Soit 2 un N-rectangle. C*°(0S2) est dense dans vo(X () pour la norme

U = inf |U .
|ul5(x) WO(U):J lx (@)

Démonstration. Soit u € (X (92)), et U € X () tel que o(U) = u sur 9. Soit également
par le corollaire 2.4.6 une suite U,, € D(2) qui converge fortement vers U dans X ().
Ainsi, par définition de la norme |.|,(x) :

0(Un) = ttlyo(x) = [70(Un = U)lyo(x) < [Un = Ulx() —2 0

Or, par définition, pour tout n, la fonction vo(U,) est la restriction de U, a 0%, et donc

Y (Uy) € C®(09). O
Théoréme 2.4.9. On suppose toujours que p+ < p*. Soit Q un N-rectangle. Alors
X(Q) — L (Q).

Démonstration. Notons que si p™ = p* il n’y a rien & montrer. Si p™ < p*, et u € X (),
par la Proposition 2.4.5 on a E(u) € X (RY), et
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L |Bulx®yy < Clulx(a)

2. Eulg = ulq.
Comme Eulg = u|q, et Eu € X(RY) le Théoréme 2.3.3 entraine que Eu € D'P(RN), on
a donc

WLP*(Q) < |E(U)|Lp*(RN),
et par le corollaire 2.3.5, on a
’E(u)’LP*(RN) < Cl’E<U)’X(RN)'
Ainsi :
Ul (@) < C1lE(u) | x @y < C1Clulx(q),

d’ot le résultat. O

Remarque 2.4.4. Dans [38], [7], les auteurs donnent une autre preuve de ce résultat.
Notons que dans ces articles les auteurs utilisent Uespace WP adhérence des fonctions de

C>() pour la norme |uly + > |O;ulp, et n'utilisent pas le prolongement précédent, mais
adaptent la démonstration de Troisi [55] dans un carré.

Exemple 2.4.10. Voici un contre exemple en dimension 2, lorsque p; = 1, pos = 2 de
I'injection X (2) < L*(Q) pour un certain ouvert non rectangle. Cet exemple est inspiré
de [34]. Notons que cet ouvert est lipschizien. Posons

Q= {($1,$2) S R2 -l <z <1, ‘I‘QV < < 1},

ol 1 < r < 3, de sorte que (1 + 1) < 1. Soit alors

1.1 1

“(—+1D<y< =,

4(7’+ ) <7 r
et posons

uw(xy, z2) =z .
On a

1 1
/\u|2 :2/ / ’xl‘i}yd{tl dzo
Q 0 |z2|”

2 1
- r(1-2y)
1 27 /0 (1 ’£U2| ) d:UQ,

et cette intégrale converge car v < % < %(% +1).
D’autre part, il est clair que dou € L?(Q). De plus,

1 1
/ |01 u| = 27/ / :L'l_ﬂ’_ldxl dza
Q 0 |z2|”
1
:2/ 1—2,"") dxo,
(1)
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et cette intégrale converge car v < %, donc u € X(Q).
Enfin,

1/
/]u\‘l :2/ / a7 dry | day
Q 0 |z2|”

=1 247 /1 (1= 25"77) d
- 0

intégrale qui diverge car v > %(% + 1), et donc u n’est pas dans L*(Q).

On rappelle un lemme classique que l'on utilisera fréquemment dans cette these.

Lemme 2.4.11. Soit Q un ouvert de R, N > 1, et soit {u,} une suite qui converge
fortement dans L¥(Q) et qui est bornée dans LI(SY) pour un certain q > k. Alors elle
converge fortement dans tous les LP(Q) tels que k < p < q.

Démonstration. On utilise I'inégalité de Holder en écrivant : p = 6k + (1 —60)q ou 6 €]0, 1].
Alors :
0 1-0
| — Um’LP(Q) < Jun — um|Lk(Q)’un - um‘Lq Q)
Le membre de droite tend vers zéro pour n et m tendant vers I'infini, car c’est le produit
d’une suite bornée par une suite tendant vers zéro. On en déduit que {u,} est de Cauchy

dans LP(S2), elle converge donc dans LP(). O

Corollaire 2.4.12. Si Q est un ouvert rectangle borné de RY | linjection X () — LP(Q)
est compacte pour tout p < p*.

Démonstration. Soit (u,), € X une suite bornée dans X (). Par Iinjection compacte de
X(Q) dans L*(9), on peut extraire de u, une sous suite (toujours notée u,) qui converge
fortement dans L'(Q2). Or par le théoreme précédent, u,, est bornée dans LP*(Q), donc
cette sous suite converge fortement dans LP(Q2) pour tout p < p* par le lemme 2.4.11, ce
qui conclut. O

Rappelons que pour © =]0,1[, on a posé 99! = ({x; = 0}U{x; = 1})NQ. On retrouve
le résultat suivant dans [48] :

* 1 .
Corollaire 2.4.13. $i Q =]0, 1[V, la trace d'un élément de X () est dans L' (175)(891)
pour tout 1 < i < N.

Démonstration. Pour ¢ < Ny, p; = 1 et le résultat est trivial. On fait la preuve pour
py et 00 =0, 1[N"1x{0}. Soit donc u € X(f2), et on note v = 1 + p*(1 — I%) Soit

N

¢ € D(]—1,1]) telle que ¢(0) = 1. Posons v(z) = u(z’, zn)P(xn) de sorte que v a la méme
trace que u sur {xxy = 0} et est nulle sur {xx = 1}. On écrit

1
ol (2", 0) = | / FloP2von (!, £)dt],
0

et en intégrant selon 2/ €]0, 1[NV 1 :
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/]0 1N-1 |U‘7(x,70)dx S ’7/ |U‘7 1|aNU(l’ t)|d7fdx

/‘U 7 1pN pN /|3NU|pN

= 7|v\ |ONY]py < 400,
par I'injection de X () dans LP" (Q2), ce qui conclut. O
Rappelons les notations :
pour 0 <i <N, et j €{0,1}, 5‘9; = 00N {z; =5}, 0N = 90, U
Ainsi que les bords ”horizontaux” (respectivement ”verticaux”)
o0 = Uy, 1 (00 U 90}

et
QY = UM (90 U at).

Enfin, rappelons les définitions
Xp(Q) = X(Q) N {u = 0sur 90"}, X,(Q) = X(Q) N {u =0 sur IN°}.
Montrons un théoreme de densité qui nous sera utile plus tard.
Théoréme 2.4.14. D(Q) N X,,(Q) est dense dans X, ().

Démonstration. Soit u € X (Q2). Prolongeons u par réflexion comme dans la preuve de la
Proposition 2.4.5.

u(—xz1,x9, - ,xN) siz; € | —1,0]
w(zy, - ,zN) =14 u(xy, - ,xN) siz €10,1]
w(2 —x1,ma,- -+ ,xN) sizy € ]1,2]

On obtient ainsi une prolongée @ € X (]—1,2[x]0, 1[N~1). On prolonge de la méme maniére
selon les N; premiéres coordonnées, pour obtenir u € X (] — 1,2[ x]0, 1[N="). Notons
que @ est toujours nul sur 2. Prolongeons maintenant @ par 0 sur Q' =] — 1,2[N x (] —
00, 0[N =NMUJ1, +00[V~M). Des calculs similaires & ceux de la démonstration de la Propo-
sition 2.4.5 permettent de montrer que % € X (Q'). On pose pour (z,y) € RNVt x RN-M

l:L(:E, y) = u(z,y)d(z),

oil ¢ est une fonction de D(RM) & support dans | — 1, 2[V1, et telle que ¢ = 1 sur |0, 1[N,
La fonction @ obtenue est alors & support compact dans | — 1, 2[V1x[0, 1]V =M | et est égale
a u sur €.

On définit pour A > 1 :

1

2wy
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[N*Nl +

N[

Alors, vy(x,y) = 0 pour y hors de ]% — %,% + % , et puisque X > 1, ]% — %,

1 [N—Nl C]O, 1[N—N1'

2

Ainsi, vy est a support compact dans | — 1,2[V1x]0, 1[N~ En outre, vy converge

fortement vers @ dans X (RY) et dans LP" (RY) (lemme 2.4.4). En régularisant vy, avec un
1

parametre de régularisation assez petit (inférieur & %— 53 ), on obtient alors le résultat. [

Plus généralement, soit I' C 9Q une union non vide de 9. C’est a dire, soit K C
{1,--+ ,N}. On pose '
F - UieK@QZ,

Xr(Q)=X(Q)U{u=0surI'}.

Théoréme 2.4.15. X () ND(Q) est dense dans Xp(Q).

Démonstration. 11 suffit d’adapter la démonstration précédente. Supposons pour fixer les
idées que
I =00'uony
11 suffit de prolonger par réflexion comme précédemment sur €’ =]0, 1[x]—1, 2[N=2x]0, 1],
puis de prolonger par 0 hors de ©'. On procede ensuite comme dans la preuve précédente

en utilisant une transformation adaptée.
O

2.5 Formule de Green généralisée.

On suppose toujours dans cette section que Q =]0,1[Y, et que 7 = (p1,--- ,pn) avec
pi = 1 pour i < Ny, p; > 1 pour i > Nj. On note p exposant conjugué de p; (avec
p; = oo pour i < Njp).

Nous établissons maintenant une généralisation de la formule de Green classique,
adaptée a notre contexte. On définit I’espace

Y ={0,0; € L’ (Q),1 < i < N,div(c) € L (Q)}.
1 .
On peut normer Y par |oly = (314 [03l2)2 + Yy, 1 [oily, + [div(o)|p = |0} |oo +
N .
2imNy 1 loilpy + [div(e)] ey
Théoréme 2.5.1. Soit 0 € Y. Pour u € yo(X) (ou @ C*(052)), on définit

Tf[:/a-VU—i—/div(a)U
Q Q

ou U € X(9Q) est tel que v(U) = u. Alors T? : uw — T définit une forme linéaire
continue sur vyo(X). Cette formule constitue une extension de la formule de Green, car
lorsque o € CY(Q,RY), T coincide avec o-n, et donc T = faQ o -nu. En outre, il existe
une constante C > 0 telle que

o1l o)y < Cloly
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Démonstration. T, est clairement bien définie. Montrons qu’elle ne dépend pas du choix
de U : Soient Uy, Uy € X(92) tel que vo(Ur) = v0(Usz) = u. Alors Uy — Us est nul sur 9f.
D’apres le Théoreme 2.4.3, il existe une suite (¢,), € D(Q) qui converge vers Uy — Us
dans X (€2). On a donc

/QmV(Ul—U2)+/Qdiv(a)(U1—Ug) ~ lim (/Qa-wﬁ/gdiv(a)wn). (2.3)

Or, par définition de div(c) au sens des distributions, pour tout n entier naturel, on a

/Qdiv(a)d)n = /QJ-VT/Jm

et donc le membre de gauche de (2.3) est nul, ce qui prouve que 7.7 ne dépend pas du
choix de U.

Montrons que v — 1,7 est linéaire. Soit donc U, V € X(Q) tel que v(U) = u et
Y (V') = v. Par linéarité de la trace, on a pour A, u € R : 49(AU 4+ V') = A+ pv. Puisque
TRy 1€ dépend pas du choix du relevement, et comme AU + uV est un relevement de
AU+ po

TS, s 0 = /Q o VU + V) + /Q div(o) (AU + V)

= NI + pTy

d’ott la linéarité. On note donc T, =< T, u >.
Rappelons la norme sur vo(X) :

U = inf |U .
|ulyo () ’YO(U)ZU‘ Ix(@)

Soit u € 70(X), et soit (Up)n € (X(2))Y une suite qui vérifie o(Uy,) = u pour tout
n €N, et |Unlx@) = ||y (x)- On a donc pour tout n :
n—oo

N
< T u>| < Z/ﬂ 10:0Un] + [div(0) [por [T
=1

N
< ‘Ul|00|len’1 + Z ‘Ji’pg‘aiUn’pi + C’diV(U)’p*"Un’X(Q)
i=N1+1

< C'(loly) |Unlx ()
ot ¢’ dépend de la constante C' d’injection de X () dans LP" (). Par passage & la limite

on obtient donc que
|< T°%,u >| < K|u]70(X),

ou K = C/‘U’y.
Ainsi, T définit une forme linéaire continue sur vo(X). Si de plus o € C1(Q,RV), on
a par la formule de Green habituelle :

<T%,u >—/ o - nU.
o0

Remarque 2.5.1. T est en fait une distribution, car on a vu que vo(X) = C>®(91).
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Appendice : Théoréeme d’injection critique. sur RY

Nous proposons dans cette annexe une démonstration du Théoreme 2.1.3. Rappelons
d’abord le lemme (Gagliardo) dont le lecteur pourra trouver une preuve dans par exemple
[19], [30].

Lemme 2.5.2. Soit N > 2. Pour x € RV, on note o' = (x1, 2, 2;_1,%i11,7N). Soient N
fonctions F; appartenant ¢ LN~1{(RN=1). On a

I Fi(2") e LYRN
1Sz.SNZ(I)G (R™),

et l'inégalité

I |Fy(z)|d I Fy(z")|N ! =
; < . - .
/]RN 1§i§N| (=) U= dien </RN_1| (@) >

Preuve du Théoréme 2.1.3 : Par la définition de DVP(RY), on se ramene & considérer des
fonctions dans D(RY).
o1 N1 _ N N
Soit g; = m(N -1+ Zl P E) On a alors ZiZI g; = 17 et

Pi
pi—1

On définit pour 2° = (21,72, T; 1, Tit1,TN)

(proi(N —1) = 1)

=p sip;>1, p'oi(N —1) =1sip; =1

Uz(xl) = Sup |U((.Z‘1, T2, Ti—1,Y, Ti+1, l’N) |p*0i.
y€]0,1]
D’apres le lemme 2.5.2, on a
1

v (2%)dx < 11 i o () -
RN i i \Jpn-1

On écrit alors

' +o0 N .
N <P =) [l Y et )
—00
et donc
pi=1
N Y (ah)da' < pros(N — 1) ([ Jul” ) " (sl
- v; x")|dx' < p*o; n (2 iU|p; -
Ainsi

[l < [ s
]RN RN (3
O\ N=1
<1II (/ va_l(:r’)dx’>
(2 RN—l

1 *
P pi—1 1
T 2

N—-1 . g
< (l;Ip*ai(N—l)> Jul T sl

* N 1

1 PN N—_1
< Glulp Il
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1
N-1
avec C' = <Hp*0i(N — 1)) , constante ne dépendant que de p et de N. En divisant
K]

* N

PR .
par |uf,. 7" on obtient

_N _1
Clul}™ < ol

soit en élevant a la puissance %

1
Tolulp = H|djulp;,

1

N
avec Ty = (Hp*ai(N - 1)) .
(2

Proposition 2.5.3. p* est l'unique réel q tel que DVP(RYN) s’injecte dans LI(RYN).

Démonstration. Remarquons qu’il est équivalent de montrer : Il existe une constante ¢ > 0
telle que
1
lulg < c(l}|aiu|pi)]\’

et il existe une constante ¢ > 0 telle que
lulg < C(Z |O5ulp, )-
i

En effet, dans un sens c’est juste 'inégalité arithmético géométrique. Dans 'autre sens
, supposons qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

Julg < e(Y 105uly,).

On prend alors uy(z) = u(Njz;) avec \; = (Héyzl|8ju|pj)%\8iu|;il. On obtient puisque

=1 =1
ualg = (ILA;) @ [ulq < CZ ‘ai“|pi/\i(ﬂéy=1/\j) i,

d’ou |ul, < cN(H]lV|8ju|pj)%. 11 suffit donc de montrer que g = p* est le seul exposant tel
quil existe une constante ¢ telle que pour tout u € DVP, (RM)

[ulg < c(TDruly,) v
Soit donc u fixé de norme non nulle, et uy(x) = u(Az). On aurait en appliquant I'inégalité
a uy :
AT July < A TE (W0l ¥
et ce n’est possible que si % - p%_ —1) =0, soit ¢ = p*. (Il suffit de faire tendre A vers
Osiﬁ—(Zi—l)>Oetvers+oosiﬁ—(zp%—1)<O).

q q
U
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Chapitre 3

L’espace X"(Q).

3.1 Définition et premieres propriétés

On considere  un ouvert de RY lipschitzien. On suppose toujours que pt < p*, parfois
que pt < p*.
Définition 3.1.1. On définit 'espace :

X(Q) = {ue LP (Q); due MY (Q),1<i< Ny, due LP(Q),i > Ny + 1},

que 'on munit de la norme

N

|qub:|u|p++/ Viul+ S (Gl
Q

i=N1+1

ol [ |V1u| désigne la variation totale de la mesure Viu = (d1u, - - - , O, u). Plus précisément,
1

rappelons que [, [Viu| = [o(3 i\hl Ou?
Remarquons que cette norme est equlvalente a

N

ulyy 1= lulys +Z / Gl + S |Biuly,.

1= N1+1

avec [, |Ojul la variation totale de la mesure dyu.

Remarque 3.1.1. Remarquons que pour u € X°(Q), on a u € LY () pour tout 1 <
p < ]X et donc u € L () avec k = sup{%,p*}. Par ailleurs, lorsque Q) est borné,

Xb(Q) < BV(Q), et donc on a linjection de X°(Q) < LP(Q) qui est compacte pour tout
1<p<sup{zy,pth.

Proposition 3.1.2. Siu € Xb(Q) et ¢ € Wh(Q), pu € X°(Q), en particulier X°()
est de type local.

Démonstration. En effet, ¢u € Lp+(ﬂ), et on a pour 1 < i < Ny, puisque ¢ € Wh>®
entraine que ¢ est continue bornée,

0 (ug) = (Biu)p + (Dpd)u € MH(Q),

37



et pour N1 +1<i< N :
9i(ug) = (iu)p + (0ip)u € L7 (),
ce qui entraine le résultat. ]

Proposition 3.1.3. Muni de la norme | - |y Uespace X°(Q) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (uy), une suite de Cauchy dans X°(Q). (u,), est alors une suite
de Cauchy dans LP" (Q), donc converge vers un élément u € LP" (). De plus, pour tout
Ni +1 < i < N, (Qjup)n est de Cauchy dans LPi(Q2), donc converge fortement vers un
élément v; € LPi(Q), et (Viuy,), est de Cauchy dans M1 (2, RN1), donc pour 1 < i < Ny,
(Ostun ), est de Cauchy dans M'(2) et converge fortement vers un élément p; € M (Q).
Or u, converge vers u dans D’'(Q2), donc d;u,, converge vers d;u dans D’'(Q2), et donc pour
1 < N1, p; = Oyu, et pour i > N1, v; = d;u.

Enfin, on a
N
|tn, — u|X”(Q) = |uy, — u\p+ +/ |Viu, — Viu| + Z |0y, — 8lu|pz — 0,
QO N n—0o0

et donc u, converge vers u dans X°(Q) au sens de la norme | - | ys.
O

Introduisons maintenant deux topologies naturelles pour étudier les suites bornées de
Xb(Q).
Définition 3.1.4. On dit que une suite (uy), de X°(Q) converge faiblement vers u €

X*(Q), et on note u, — u dans X°(Q) si :
n—oo

1. u, — u faiblement dans LP" (Q),
n—oo
2. Jjup,, — Ou faiblement dans LPi(Q2), pour i > Nj + 1,
n—oo
3. Oiu, — O;u vaguement dans M'(Q), pour i < Ny.
n—oo
On dit que u, converge étroitement vers u dans X°(€) si on a de plus
U, — u fortement dans LP" (),
n—oo

Jo |05 =2 Jo |05u] pour i < Ny,

fQ ’vlun‘ n::o fQ |V1u|,

Oiu, — Oju fortement dans LPi(2) pour i > Ny + 1.

n—oo

NS e

Proposition 3.1.5. Une suite (uy), bornée dans X°(Q) est relativement faiblement com-
pacte dans X b(Q), c’est a dire que l'on peut en extraire une sous suite faiblement conver-
gente dans X°(Q).

Démonstration. Soit (uy), une telle suite. Elle est alors bornée dans l'espace réflexif
Lp+(Q). On peut donc en extraire une sous suite que ’on note toujours u, qui converge
faiblement vers u dans LP" (). Par ailleurs, ceci implique que 9;u,, converge vers d;u dans
D'(Q) pour tout i. Or pour i > Ni, (J;up)n est bornée dans LPi(f2), donc converge fina-
lement vers d;u faiblement dans LPi(Q), et pour i < Ny, (O;up), est bornée dans M1(Q),
donc converge vaguement pour une sous suite vers d;u € M 1(Q) par la Proposition 1.2.6,
d’out le résultat. O
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Remarquons que lorsque Q est un ouvert borné de RY on a X*(Q) — BV (Q), et donc
lorsque € est de plus lipschitzien, la trace d’un élément de X?(€2) est bien définie et est
dans L'(99).

Le théoréme suivant va nous permettre d’étendre & X°(2) une partie de nos résultats
sur X (92).

Théoréme 3.1.6. Pour tout u € X°(Q), il existe une suite u, € C®(Q) N X(Q), tel que

1. u, converge étroitement vers u dans X°(Q),

2. |Viuy,| converge étroitement vers |Viul.

/‘V1un— Vlu ac’ — /|V1u
Q n—oo

ou pu®® désigne la partie absolument continue de la mesure v par rapport a la mesure
de Lebesque, et ou p® désigne sa partie singuliére.

4. Si de plus Q est borné, Lipschitzien, u, = u sur OS).

Démonstration. On procede de maniere analogue a [19] :
Soit {§2;}jen+ un recouvrement ouvert de 2, défini par :

Qj = {z € |z| <jC1, et d(z,0Q) > Co/(j + 1)},

les constantes Oy et Cy étant choisies pour que Qs # (). Cette suite d’ouverts bornés est
croissante et recouvre Q. En posant alors Qp = Q_; = (), on définit une autre suite {4;};
d’ouverts telle que
Aj = Q42\Qj_1, pour tout j > 1,

avec Ag = o, et A1 = Q3.

Cette famille constitue encore un recouvrement ouvert de €2, et on remarque que si
|7 —Jj'| > 3, alors A; N Ajs = (. Soit alors (1;); une partition de 'unité subordonnée au
recouvrement de {2 par les {A;}; :

o
;€ C5P(4;), ij =1, 0<1; <1 pour tout j.
§=0

Soit également p € D(B(0,1)), tel que fB(O,l) p = 1. On pose pc(z) = € ¥ p(%) pour € > 0.
Soit maintenant § > 0, et (1;); une suite décroissante de réels positifs tendant vers 0
telle que :
Aj+ B(O,nj) CAj_1UA;UA; 4, pour j > 2,

et telle que

1. ‘Pn] (Yju) — (W)\,,+ <6271,

2. | fo 1on, * (W;05u)| — [q [¥;05u]| < 62727 pour tout 1 <4 < Ny,

3. | Jo Lo, * %vl“ = Jo [ Vul| <6272,

4. [q ‘pm (05hj)u) — 8¢(1/Jj)u} < 627277 pour tout 1 <i < Ny,

5. (Joo [ony * 0i(wogu) — D)) /™ < 627179, pour tout Ny +1 < < N,
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la premiére inégalité étant justifiée par le fait que ¢ju € " (Q), la deuxiéme et la troisieme
par la preuve du lemme 1.2.7, la quatriéme par le fait que 0;(1;)u € L'(2) pour i < Ny,
et la derniere par le fait que 0;(¢ju) = 0ihju + 9;0;u € LPi () pour i > Nj.

On pose alors
o
us = Z pn; * (ju)
§=0

On obtient ainsi une fonction de classe C'*° sur €). En effet, cette série dont le terme général
est une fonction de classe C'™ est finie sur tout compact K de €2, car il existe jy assez
grand pour que A;_1NK = () pour j > jo, d’ott la nullité des termes d’indices > jy puisque
leurs supports sont inclus dans A;_1 U A; U Aj4q.

En utilisant le fait que u = > 1ju, on a

fus — ulps < |pg, * (ju) = (Wyu)| . <D 62717 =3,

§=0 0
et en particulier us € LP" (). Par ailleurs, comme Yoo 0i(Yi)u =udi(> 5" ¥;) =0, on a

(%u = ij&u = Z 8Z(w]u)

§=0 §=0
et donc pour Ny +1<¢< N,
|Osus — Dgul,, = 1Y py; * 0ilthju) — i(hu)lp, <> 627771 =4,
0 0

(en particulier d;us € LPi(Q)). Enfin, pour i < Ny,

Oius = anj * ((ale + Zp’h wja u
0

donc

’8 ué‘ < an] zw] ) - z% z% %3 U

Comme ‘Z;io u@wj‘ =0, on a finalement :

] JRCE

< i:; [ (@) = @y

+Z /\Pm *(wjai“ﬂ—/ 105l
< 2252_j_2 =46
0

En particulier, d;us € L'(R), et us ainsi construite satisfait I’assertion 1. du Théoréme.
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La deuxieme assertion du théoreme se démontre avec les mémes arguments, en utilisant

\ JR B A
Q Q

Pour montrer 'assertion 3. supposons que de plus on a pour § > 0, pour tout i < Ny :

L Jolon, * (Vrw) ;) =5 (Vaw)e| < 627971,
2. |folon, * (1)) = Jo 5 (Vru)?|| < 627977,

La premiere inégalité est justifiée par le fait que (Viu)®y; € L1(Q), et la deuxieme est
justifiée par le lemme 1.2.7. On écrit maintenant, en utilisant le fait que ) v¢; =1:

< 527277,

IV 1us — (V4u)™] = Z (Pny * (V10)u) + o, 5 (5 (V1)) + py, # (45(V1u)®) = 05 (V1))
< Z [y + (5 (Vaw)™) = 05 (V1) + 3 o,  (Vatg)u) = (Vaesy)u|

+Z’pm (¥;(Viu)® )‘

En utilisant le fait que [(Viw)®| = > ¢;|(Viw)?|, et en intégrant, on obtient que

Vs — (V1u)®| - / (V1u)’]
Q Q

< 36,

d’ou le résultat.
Pour montrer la derniere proposition du Théoréeme, considérons :

N

ug = Z(Pnj * (ju) — ju).

0

La suite (u))y est limite forte de us —u dans X°(£2), et est de trace nulle pour tout entier
N, car a support compact dans . Ainsi, yo(us) = Yo(u).
O

Théoréme 3.1.7. On suppose que p*™ < p*.
Soit u € X°(RN). Il existe une suite u, € D(RYN) qui converge étroitement vers u dans
Xb(RN).

Démonstration. C’est une conséquence des Théoremes 2.3.3 et 3.1.6. O

Corollaire 3.1.8. On suppose que p* < p*. On a Uinjection X°(RY) — LP"(RN). De
plus, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout u € X°(RY) :

[ul o vy < Clulxo@n)y.
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Démonstration. Si p™ = p* il n’y a rien & montrer. Supposons que pt < p*. Soit u €
XP(RN), et soit par le Théoreme 3.1.6 une suite u, de X (RY) qui converge étroitement
vers u dans X°(R™). On a par le Théoreme 2.3.5 I'existence d'une constante C' > 0 telle
que pour tout entier n :

|un] Lo~ ®N) < C‘UH‘X(RN)'
Or, [un|x@n) e |ul xb Ny, et u, est donc bornée dans LP" (RN), donc u, converge

faiblement dans LP" (R™) pour une sous suite vers un élément qui ne peut étre que u. On
a alors par semi continuité inférieure pour la topologie faible :

Ul vy < 1M [up| e gy < € lim ug|x@yy = Clulxo@n).
n—0o0 n—oo

O]

Terminons cette section par quelques remarques : comme dans le cas de X (2), on
pourrait définir ’'adhérence faible de C°°(£2) pour la topologie faible ou encore étroite, qui
coincide avec un espace que 'on peut noter WP(Q) = {u € LP” (Q),0u € M*(Q), 1 <
i < Ny, Oju € LPi(Q), N1 +1 <i < N} lorsque pt < ]\],V_p;,, et on aurait ’analogue du

Théoreme 2.1.4, que 'on pourrait montrer par exemple par densité.

3.2 Résultats sur les traces.

Supposons que €2 est un ouvert borné de RY, lipschitzien. Comme pour BV (Q), la
trace sur X?(2) n’est pas continue pour la topologie faible :

Exemple 3.2.1. Pour N = 2, p; = 1,ps > 1, sur Pouvert Q =]0,1[?, posons la suite
Un = X]o,1—L[x]0,1[- On a douy, = 0, et Oyup(z,y) = (51_1(:L')X}071[(y), ol § désigne la mesure
de Dirac. Alors u,, converge faiblement dans X°(Q) vers 1, et la trace Y{z=1}Un = 0 ne
converge pas faiblement vers 1.

Proposition 3.2.2. (X (Q)) = 7(X%(Q)).

Démonstration. 11 est clair que I'on a vo(X) < 4(X?). L’inclusion réciproque est une
conséquence directe du Théoreme 3.1.6. O

Notons que comme pour le cas de BV (2), on a le résultat suivant :

Théoreme 3.2.3. Soit Q un ouvert borné lipschitzien. L’application trace est continue
pour la topologie étroite de Xb(Q) : siu, converge étroitement vers u dans X°(Q), alors

Yo(un) =v0(w)lrro0) — 0.

Démonstration. Ce théoreme est une conséquence immédiate du méme résultat de conti-
nuité sur BV puisque  étant borné, X° s’injecte dans BV. Cependant pour le confort
du lecteur nous en redonnons la preuve ici. L’application trace étant continue pour la
topologie forte sur BV (Q) ([19],[33]), et X°(Q) — BV(Q), il existe une constante C' > 0
telle que pour tout u € X°(€Q) :
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/m\uy SC</Q\W!+/QWI>- (3.1)

Soit u,, une suite convergeant étroitement vers u dans X°(Q) :
1. u, converge fortement vers u dans LP" (1),
2. O;u, converge fortement vers d;u dans LPi(Q2), pour i > Ny + 1
3. Jq 0iun| = Jo |05u| pour i < Nj.
En particulier, (Vu,, |Vu,|) converge étroitement vers (Vu, |[Vul) et donc [, |[Vu,| —
n—oo

Jo IVul. Soit € > 0 donné. Soit également €y un ouvert relativement compact dans €, et
soit ¢ une fonction continue a support compact dans €2, égale a 1 sur )y, avec 0 < ¢pg < 1,
et telle que [o(1 — ¢o)|Vu| < e. Par la convergence étroite, on en déduit qu’il existe un
entier Ny tel que :

Vn > Ny, /(1 — (Z)o)]Vun] < 2e.
Q

On peut supposer Ny assez grand pour que :

€
Up — U < —————,
/Q| " ’ 1+|v¢0‘co

Alors, pour n > Ny, en utilisant (3.1), et le fait que 1 — ¢g = 1 sur 9 :

/| |un—uSC(/Q|V((un—u)(1—¢0))|-1-/Q|un—u|(1—¢0)>, 52

On écrit alors :

L 19 =0 =)l < [ 19aal(t=n)+ [ 1Valt = é0) + [ un a9

‘v¢0|oo

<3e+ —————.
1+‘V¢0|Oo

Ce résultat couplé a (3.2) entraine que

/ |up, — u| < 4eC,
o0N

d’ou le résultat.
O

Proposition 3.2.4. On suppose que 2 est un domaine borné lipschitzien. Soit I' un ouvert
de O€) de mesure N — 1-dimensionnelle strictement positive. Il existe une constante C' > 0
telle que pour tout u € X°(Q) on a

N

g <C{ [ 1Val+ 3 ol + [ 1

i=N1+1
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Démonstration. 11 suffit d’utiliser I'inégalité de Poincaré sur BV () et de remarquer que
X°() s’injecte dans BV () lorsque €2 est borné.
O]

Corollaire 3.2.5. On suppose toujours que €2 est un domaine borné, lipschitzien. Soit I’
une partie de 0N) telle que |I'| > 0. On définit I’espace

X2(Q) = X°(Q) N {u=0 surT}.
Alors il existe une constante C' > 0 telle que pour tout u € X2(Q),

N

< ; )
g <0 [Vl S o,
i=N1+1

Remarque 3.2.1. Ainsi pour I' un ouvert de 02 tel que |I'| > 0, en posant

N

julp = / Vil + S (Gl + / ul,
Q T

i=N1+1

on obtient sur X°(Q) une norme équivalente a la norme usuelle.

3.3 Le cas du N rectangle.

On suppose dans cette section que € est un ouvert N-rectangle borné de RV aux cotés
paralleles aux axes. Une fois encore, sans perdre de généralité, on suppose que € =0, 1[V.
Rappelons également les notations pour 1 <i < N, et k € {0,1} :

00}, = (240, 1)) x {k} x (1110, 1))

o0 = 00 U 00

Autrement dit, 99! désigne le bord ({z; = 0} U {z; = 1}) N Q.

Rappelons également que p' = (p1,--- ,pn) est tel que p; = 1 pour 1 < i < Ny, et
p; > 1 pour i > Nj.

On pose également

o = UN 1097, et 09Y = UM, 9.

Proposition 3.3.1. On suppose que p* < p*. Xb(Q) — LP"(Q). Autrement dit, il existe
une constante C' > 0 telle que pour tout u € X*(Q) :

N
i € Il + [ Va3 10,

i=N1+1

En outre, linjection de X®(2) dans LI(Y) avec q < p* est compacte car ) est borné.
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Démonstration. Soit u € X°(Q). Par le Théoréme 3.1.6, Il existe une suite (uy), de X (Q)
qui converge vers u étroitement dans X°(Q). Or par le Théoreme 2.4.9, on a l’existence
d’une constante C' telle que pour tout entier n :

[tnl o () < Clunlx@)-

Par convergence étroite, on a |un|x(q) — |ulxsq)- En particulier, (uy), est bornée dans
LP"(Q), donc converge faiblement pour une sous suite vers un élément v dans LP" (Q), et
comme elle converge vers u dans Lp+(Q), v = u. Par semi continuité inférieure pour la
topologie faible, on a :

|U|LP*(Q) < lim [upfpr < C|U’Xb(ﬂ)’
n—oo

d’oti le résultat d’injection.

Un raisonnement analogue a celui du corollaire 2.4.12 nous permet de montrer la
compacité de I'injection. Pour une suite (uy), bornée de X®(Q), par la compacité de
I'injection de BV () dans L(92), on peut extraire une sous suite (encore notée u,) qui
converge fortement dans L!(Q). Par 'injection précédente, u,, est également bornée dans
LP"(Q), d’ot1 le résultat.

O

Nous aurions pu démontrer le corollaire 3.3.1 comme dans la section précédente, en
utilisant I'injection dans R, et la proposition de prolongement suivante.

Proposition 3.3.2. Il existe un opérateur de prolongement :
L. XNQ) — XURY)

tel
U — Fu » tebque

1. |EU|XZ;(RN) < C!u|Xb(Q),
2. EU|Q = U|Q

Démonstration. La preuve est la méme que pour la Proposition 2.4.5. Remarquons tout de
méme que le prolongement par réflexion de u par rapport aux droites {z; = 0} et {x; = 1}
nous permet d’éviter les sauts de traces, de sorte que par exemple

/ |0; E'(u)] —/ |0;u| +/ |0; E(u)| +/ |0; E(u)|.
]—1,2[x]0,1[N -1 10,1 ]—1,0[x]0,1[N—1 11,2[x]0,1[V -1

O]

Remarque 3.3.1. Dans le Théoréme 3.1.6 lorsque 2 est un N — rectangle on peut alors
imposer que u,, converge vers u fortement dans LP" ().

En utilisant la théorie de concentration-compacité de P.L. Lions, adaptée a notre
probleme, comme dans le Chapitre 8, on peut montrer le résultat suivant :

Proposition 3.3.3. Lorsque Q est un N—rectangle, si une suite u, de X°(Q2) converge
étroitement dans X°(Q), alors elle converge pour une sous suite fortement dans LP" ().

La Proposition 3.2.2 couplée aux résultats de trace sur X (£2) nous permettent d’obte-
nir :
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Proposition 3.3.4. Soit a; = 1+ p*(1 — I%) Alors vou € LY (0;82). Sur 09", la trace est
ezactement L'(0§V).

On note v; la trace sur le bord Q. Nous avons vu que la trace n’était en général pas

continue pour la topologie faible. Dans le cas du rectangle, on a néanmoins le résultat sur
les bords ”horizontaux” :
Théoréme 3.3.5. Rappelons la définition de o; : oy = 1+ p*(1 — i) Si une suite u,
de X(Q) converge faiblement vers u dans X°(Q), alors pour i > Ny + 1, v;(uy) converge
fortement pour une sous suite dans LP(OQ) vers v;(u) pour tout p < o, et faiblement
pour une sous suite dans L% (0Q").

Démonstration. On montre le résultat sur 90V, le résultat sur les autres 9Q* se démontre
de la méme maniére. Par ailleurs, on se contente de montrer le résultat sur ]0, 1[N~ x{0}.
Le résultat sur |0, 1[N"'x{1} se montre de la méme facon. Soit u, une suite de X?(Q)
convergeant faiblement vers u dans X°(Q), c’est a dire :

1. u, — u faiblement dans L?" (1),
n—o0

2. Jju, — Ou faiblement dans LPi(Q)), pour i > Ny + 1

n—oo

3. Oju, — O;u vaguement dans M'(Q) pour i < Ny.
n—oo

Montrons la convergence forte de vy (u,) dans LPN (]0, 1[V~1x{0}). Soit ¢ € D(]—1,1])
telle que ¢(0) = 1. Posons v, (z,y) = un(z,y)d(y), pour = €]0, 1[V~1. Alors v, € X?(Q)
car X°(Q) est de type local, et v,(z,1) = 0. De plus, v, a la méme trace que u, sur
10, 1[N=1x{0}, et v, converge faiblement vers v = u¢ dans X°(Q2). On peut donc supposer
que u,(z,1) = u(z,1) = 0 pour tout n € N, et presque tout = €]0, 1[V 1.

On écrit :

1
ug — PN (2,0) = / plug — ulPY2(uy — u)On (g — u)(a, t)dt
0

de sorte qu’en intégrant
] = 0 0 < vty O~ )l

et lorsque ¢ tend vers 'infini, le terme de droite de cette inégalité tend vers 0 pour une

sous suite car dyu, converge faiblement dans LP¥ (2) donc en particulier est bornée dans

LPN(Q), alors que comme py < p*, uq — u tend vers 0 dans LPN (€2) pour une sous suite.

Ainsi, vy (u,) converge fortement dans LPN (]0, 1[V~1x{0}) pour une sous suite vers yy (u).
Par ailleurs, on écrit pour presque tout x :

(any—1)

1
[un (z,0) [N = / v lan (2, 1) % 2 | Ovun (2, )t < (Jun (e, OF ) 7 [Ovtunly
0

En particulier u,, est bornée dans LN ({zy = 0}).
Le lemme 2.4.11 entraine que vy (u,) converge pour une sous suite vers vy (u) fortement
dans LP(]0, 1[N=1x{0}) pour tout p < ay.
O
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3.4 Formule de Green généralisée.

Soit © un ouvert N-rectangle borné de RN aux cotés paralleles aux axes. Prenons &
nouveau €2 =]0, 1[V. Rappelons la définition :

Y ={0,0; € L(Q),1 < i < N, div(c) € LE (Q)}.

La formule suivante est un prolongement de la fomule d’Anzelotti [3], [54], [51] (voir
aussi la Proposition 1.2.24).

Lemme 3.4.1. Soit 0 € Y. On pose o' = (01, ,on,) € L=®(Q,RM). On définit les
distributions pour u € X°(9Q) :

<o-Vu,¢p>= —/ udiv(o)p — / uo - Vo,
Q Q
et
N
<o' Viw¢p>=<o-Vu,¢>— > / o 0iud.
Q

i=N1+1
Alors
1. 0-Vu et o' - Viu se prolongent en des mesures bornées sur Q.

2. Pour tout ¢ € C1(Q), on a :
<o-Vu,¢ >:—/Qudiv(o')gb—/ﬂucr-v¢—|—T (ug)

ot T désigne la forme linéaire continue sur vo(X () = 40(X?(Q)) définie par le Théoréme
2.5.1.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que o - Vu est bien définie compte tenu de
Iinjection de X®(Q) dans LP" ().

Soit maintenant une suite u, € X () convergeant faiblement vers u dans X°(Q). Soit
également ¢ € D(1).

up, converge vers u faiblement dans LP* (), et div(c) € LP"' (), donc

/Qundiv(a)gb — [ udiv(o)e. (3.3)

n—oo Q

De plus, on a
/Q(un —u)o-Vo¢ = /Q <(un —u) zj:(n&fﬁ) = 0. (3.4)

En combinant (3.3) et (3.4), on obtient que o - Vu,, converge vers o - Vu dans D'().
D’autre part par la formule de Green du Théoreme 2.5.1,

<J-Vun,qb>:/cr-Vund>.
Q

On a par ailleurs

N
/ o Vuy| < Z ’Ui|p’i|8i“n|pi <C
@ i=1
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par la convergence faible de u,, dans X°(€2). Ainsi, la suite (o-Vuy,),, est bornée dans L ().
Il existe donc une sous suite de u, que ’on note toujours u,, et une mesure y € M?*(£2)
telle que o - Vu,, converge vaguement vers p. Par ce qui précede, o - Vu = u € M1(Q).

Il s’ensuit que o! - Viu se prolonge également en une mesure bornée sur ).

En outre si on prend la suite u, qui converge étroitement vers v on obtient

(o - Viu, ¢)| = Him/al-vlunqbl < lim |0 oo V1ttn|1 6] = |al|oo/rv1u|¢\oo

ce qui montre que ol - Viu est une mesure absolument continue par rapport a |Vjul.

Notons que la preuve précédente montre aussi que si u, converge faiblement dans X°
vers u, o - Vu, converge vaguement vers o - Vu.

Pour montrer la formule de Green, soit u,, dans X (€2) qui converge étroitement vers
u avec u, = u sur J€2. On va montrer qu’alors o - Vu,, converge étroitement vers o - Vu.
Pour ce faire en utilisant la Proposition 1.2.4 on montre que pour € > 0 il existe K
compact tel que pour tout n fQ\ x lo! - Viu,| < € ce qui est immédiat par le fait que
comme |Vjuy,| converge étroitement vers |Viu| on a pour e l'existence de K compact tel
que fQ\K |Vu,| < en utilisant |o! - Viu,| < |0t || Vit

Puisque o' - Viu,, converge étroitement vers o' - Viu et que pour tout ¢ € C(Q) et
pour tout i > Ny + 1, f 005U p — f 0;0;up, on obtient la convergence étroite de la suite
o - Vu, vers o - Vu.

Par la formule de Green du Théoreme 2.5.1 pour u,, :

J o Vuyo+ [0-Vou, + [div(o)u,p =< T, v0(u¢) >. On obtient par passage a la
limite

<0-Vu,g0>:—/

udiv(o)p — / uo - Vo+ < T, v (up) > .
Q

Q
O
Proposition 3.4.2. On pose pouru € X?(Q), etoc € Y, o' = (01, ,on,) € L¥(Q,RM) :
1 s . 1 1 ac
o - (Viu)’ =0 -Viu—o - (Viu)

ot (p)® et () désignent les partie singuliére et absolument continue, par rapport d la
mesure de Lebesgue, d’une mesure p.
Alors la mesure |o! - (V1u)®| est absolument continue par rapport & la mesure |(Viu)®|.

Démonstration. Soit u € Xb(Q), et soit par le Théoreme 3.1.6, u, € X(Q) qui converge
étroitement vers u telle que

|(Viuyn) — (Viu)*| — [(Viw)?]. (3.5)
n—oo
Par la Proposition précédente, on sait que

<01-V1un,q§>j><al‘vlu,q§>. (3.6)
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Par (3.6), et par construction, la suite o! - (Viu, — (V1u)%) converge vaguement vers
ol (Viu)®. Par semi continuité inférieure pour la topologie vague, et par (3.5), on a pour
tout ¢ € C.(Q)

| <o'-(Viu)’,¢ > | < lim

n—0o0

/ oL (Vi — (V1)) 6
Q

<lotloo lim [ |[Viup — (Viu)*||¢|
n—oo JO

— ot [ 1(V10)%]]4).
o] /Q!( 10)°|16)

Ainsi, la mesure |o!-(Viu)*| est absolument continue par rapport & la mesure |(Viu)?|.
O
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Chapitre 4

Résultats d’existence

Considérons & nouveau €2 un ouvert N-rectangle borné de RY aux cotés paralleles
aux axes. Sans perdre de généralité supposons que §2 =]0, 1[V. Rappelons également que
pT < p*, et que puisque Q est un N—rectangle X () et X°(Q) s’injectent dans LP" (Q).

Rappelons les notations :

pour 0 < i < N, et j € {0,1}, 09 :=]0, 1[" ' x{;j}x]0, 1[N 7", 99" := 90 U 90}
ainsi que les bords "horizontaux” (respectivement ”verticaux”)

0" = Uy, 109

et ‘
o0 = UM, 090,
Soit K C {1,---, N} tel que K # (). On définit
T = Ujex 0V, (4.1)
ainsi que

Xr(Q) = X(Q)N{u=0sur I'}.

4.1 Définition du probleme

Pour u € X(2), on définit la fonctionnelle :

N
1
Ju:/Vu+ /Q-up"—)\/ u,
W= [ v+ 3 [ - s

i=N1+1

ol f € LP"'(Q) et A € R. On introduit le probléme :

(P): m= ol {J(u)} (4.2)

Remarquons que I' est de mesure N —1 dimensionnelle strictement positive. L’injection
de X () dans LP"(Q) nous permet de démontrer le résultat suivant
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Lemme 4.1.1. I] existe une constante C = C(Q) telle que pour tout u € Xr ()

lulpr < C(|Viuh + Z |Oiulp,)-

>Ny
Proposition 4.1.2. Soit C' la constante du lemme 4.1.1. Alors pour |\ < ﬁ la
p*/
fonctionnelle J est coercive sur Xr(2).

Démonstration. On écrit par I'inégalité de Holder, 'inégalité de Young, et le lemme 4.1.1,
en définissant € = |X|C|f],

A /Q Ful < [N lperlulpe

N
< NSl OV ah) + ANl OC Y 105uly,)
i=N1+1
SR BTN ([ el
< €|Viuly + Z (T’aiu pi T 7 )-
=Ny 1 Di b;
Ainsi,
AR
J(u) =[Viuly + > —|0ulbi - )\/ fu
=Ny 1 Di Q
N N fopl—1
1 _ | flper C)Pi2Pi
=N 2p; . b;
=Ni+1 i=N1+1
et la fonctionnelle est coercive lorsque 1 — € > 0, soit |A| < ﬁ O
p*/

En vue d’obtenir une solution au probleme (4.2), démontrons le résultat suivant :
Proposition 4.1.3. On définit ’espace
X2(Q) = X°(Q) N {u=0 surT}.

On a alors :

m= inf {J(u)}.
ueXL(Q)

Démonstration. On a Xr(Q) < X2(Q2), donc il est clair que

inf {J(w}< inf {J(u)}
ue;gé(m{ (W< of {JW}

Pour I'inégalité inverse, soit u € Xp(f2), et soit par le Théoreme 3.1.6 une suite {u,} de
C>(Q) N X(Q) qui converge étroitement dans X°(2) vers u et telle que u, = u sur 9.
En particulier, u,, € X () pour tout n, et donc

Ue}prf(ﬂ){J(v)} < J(un). (4.3)
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On a par convergence étroite

/|V1un\ — /|V1u|,
Q n—oo [

3 pl/|aun\pl — /yau\pz

Z>N1+1 Z>N1+1

et

De plus, on a par la convergence faible de uy, vers u dans LP" (), comme f € LP* () :

| = | fu

Ainsi, on a J(un) — J(u), et donc par passage a la limite dans (4.3) :
n—o0

UE}?Ff(Q){J(v)} < J(u).

Comme ceci est valable pour tout u € X2(£2), on obtient bien

L ) S e ()

4.2 Lecas IV =

Rappelons la définition des bords ”horizontaux” (respectivement ”verticaux”) :

o0 = Uf\;NH_l@Qi
et |
an = U,fillan’
ot 90 := (10, 1[71x{0}]0, 1[V=) U (J0, [ x {1}x]0, 1[Y7).
Rappelons également que I' C 9 est défini par (4.1). On note T'" = T' N IN", et
' =T Nov.

Théoréeme 4.2.1. Soit C la constante du lemme 4.1.1. Si T C T", pour X tel que |\| <
ﬁ, il existe une solution au probleme sur X°(Q). C’est a dire qu’il existe u € X{Z(Q)
p*!
qui réalise
J(u)= inf {J(v)}.
vEXR(Q)
Démonstration. Par la coercivité de J on a m > —o0. Soit u,, une suite minimisante, c’est
a dire telle que pour tout entier n, u, € Xp(2), et J(u,) — m. La coercivité de J
n—oo

entraine que (uy), est bornée dans X°(©2). On peut donc en extraire une sous suite que
I’on note toujours u, qui converge faiblement vers u dans X°(Q). Par la continuité faible
de la trace sur les bords ”horizontaux” (Théoréme 3.3.5), 7o (uy,) converge faiblement dans
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LPi(99") vers yp(u), et donc u = 0 sur I' C T'". On a de plus par semi continuité inférieure
de la variation totale pour la topologie vague des mesures

/!Vw! < lim [ [Viugl
Q Q

n—o0

et par semi continuité inférieure pour la topologie faible dans LPi, pour ¢ > Ny + 1

1 _ 1 .
= ol < i [ o

De plus, comme f € Lp*/(Q), par convergence faible de u, vers u dans LP"(Q), on a

/qunnjo/gfu

m= inf {J(v)} <J(u) < lim J(u,) =m,

vEXR(Q) n—o0

d’ou J(u) = m. O

Finalement :

Remarque 4.2.1. Nous allons voir que puisque T contient l’un des 89; , pourt > Ni+1

et j € {0,1}, en rajoutant la condition f € LPQ(Q), le résultat du Théoréme précédent est
également valable sans contrainte sur \.

Proposition 4.2.2. On suppose toujours que I'V = 0. Supposons que T contient 89;,

pour un i > Ny + 1 et un j € {0,1}, et que f € L¥i (Q). Alors quel que soit \ il existe une
solution au probléme sur X°(Q).

Démonstration. Notons que la contrainte dans le résultat d’existence précédent sur le
réel A n’intervient que pour démontrer la coercivité de J. Il suffit ainsi de démontrer la
coercivité de J sur Xp(Q2) sans contrainte sur A\. On suppose i = N, j = 0 pour simplifier.
Alors par définition de I'", u(z’, 0) = 0 pour tout =’ €]0, 1[V~1. On écrit pour presque tout
(«,y) €]0,1[" :

1

y 1y o
/ BNu(x',t)dt‘ < y*n (/ laNu(x’,t)]det> ,
0 0

u(2’,y)| =

et donc
|u‘pN < ‘aNU|PN'
En écrivant par les inégalités de Holder et de Young :

J

< A lpy [l

PN’

1
< C+ —|OnulbN
2pN
ou C ne dépend que de py, |f |P3v et \, on obtient finalement que J est coercive.
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4.3 Lecasde || >0

Considérons maintenant le cas ou I' = TY UT" avec |T'%| > 0. La difficulté ici vient en
partie du fait que la trace n’est pas continue pour la topologie faible sur les bords 9
lorsque i < Ny, le Théoreme 3.3.5 ne s’applique pas. On introduit alors le probleme relaxé :

Définition 4.3.1. On définit pour u € X°(Q) :
1 ,
) = [+ [ el v Y ol - A [ fu=dw+ [ Jal
Q v i>N1+1 bi Q v

ainsi que le probleme

P m, = inf Jr(u).
( ) " uEXb(Q),quL:O sur I'h (U)

Montrons tout d’abord un lemme qui nous servira par la suite.

Lemme 4.3.2. Soit k > 1, soit ¢ une fonction sur ka]O,l[N*k, soit v une mesure
positive sur RFx])0,1[V=%, et a € R. Pour t > 1, on pose pour x = (x1,---,xN) €
R*x]0, 1[N=F, etpour ¢ une fonction continue sur RN

¢t($) = ¢(a + t(xl - (I), e, a+ t(.ka - a)7xk+17 to ,I’N)~

On définit la mesure vy par :

1
<@ >= o <V, p1 > .
tk t

Alors v converge vaguement vers v sur ka](), 1[N_]C lorsque t tend vers 1, et

/ V¢ —> V.
REx]0,1[N-k  t=1 JRkx]o 1[N—F

Démonstration. On peut supposer que la mesure est bornée car sinon chacune des intégrales
vaut +00. On commence par le cas ou la mesure est absolument continue par rapport a la

mesure de Lebesgue.
Soit donc f € LY(R¥x]0,1[¥=F), on pose

filx) = fla+t(xy —a), - ,a+t(xx —a),Tgt1, * ,TN).

Alors un changement de variable permet de montrer :

1
oot = g [ il
Rk x]0,1[N—F t RFx]0,1[N—*

Soit maintenant u € M'(RFx]0,1[N=F), 4 > 0, et soit par le lemme 1.2.7, f, €
Ce(RFx]0,1[N=F), fn > 0 une suite qui converge étroitement vers p sur R¥x]0, 1[V=F,
Pour tout entier n, f,, € L'(R*x]0, 1[V=*), et donc on a

1
/ (i(a)de = | ul@)do.
Rk x]0,1[N—F % JRkx0,1[N—F
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Il est clair que (f,); converge étroitement vers u; sur R¥x]0, 1[N =%, Par passage a la
limite on obtient bien

1
/ pe(w)dz = k/ p(@)dz,
RE x]0,1[N—k 1% JREx]0,1[N -+

d’otu le résultat en faisant tendre ¢ vers 1. O

Théoréme 4.3.3. Siu € X°(Q), tel que u = 0 sur T, il existe une suite u, de X°({)
telle que up = 0 sur I telle que

1. |up —ulpr — 0,
n—oo
2. |Osun — Ojulp, — 0, pour tout Ny +1 <i < N,
n—oo
3. [ IV1uy| = Jo IViul + [ |ul]
4 Jo IViun = (Viw)*] — o [(Viw)*| + Jpo ful

Démonstration. Soit u € Xb(Q) tel que u = 0 sur I'*. Sans perdre de généralité, on peut
supposer que ['V = uleam avec k < Njp. Soit

Q = RFx]o, 1[N *.

On prolonge u par 0 a Q. On obtient un élément % € X b(ﬁ), avec

/ﬁyvlay:/gvluu/v lul. (4.4)

En effet, la définition de dérivation au sens des distributions ainsi que la formule de
Green classique entraine, pour ¢ € D(Q, RM) :

/Vlﬂ'g0:—/ﬂdivgo
Q Q
:—/udivcp
Q
:/Vlu-g0+/ up
Q i)

et donc comme ¢ est nul sur tous les 9Q! pour i > k, on obtient
Viu = Viuxa + udrei,
ce qui prouve (4.4).
On consideére maintenant pour x> 1, en notant (x,y) € RFx]0,1[N=F :

1 1

Uﬂ(x7y) = ﬂ(§ + N(‘T - 5),:9),

on remarque que v, € X b(ﬁ) et que v, est a support dans

1 1 1 1
]7 — 551 7[k><]051[N_k
2 2u 2 2u
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et que cet ensemble est inclus dans ]0, 1[N puisque p > 1.
Par ailleurs, puisque « est nul sur I'?, v, l'est également. En utilisant les mémes
arguments que dans le Lemme 2.4.4, on peut montrer que

[vp — u|§* < /{~2 v — al? /:; 0,
et que pour tout ¢ > Ny
0wy — Gpulhi < /ﬁ |0sv,, — O;afP? ji 0.

Remarquons que

1 1
Vivu(z,y) = ,LLV1U(§ +u(z —3),y)

2
et donc
’/ |Vivg|(z,y) / |Via|(x,y ‘ ‘ / |Via|(= —I—,u(a:— = / |Via|(x,y ‘
s [ rmux,y)\ (45)
— 0,
p—1

par le lemme 4.3.2 appliqué a |Vi4| qui est une mesure positive sur ﬁ, et donc d’apres

(4.4)
[ V= (1900 = [vial= [ 9wl [
Q Q p—=1 JQ 0 v
Enfin, on a

/ ‘ Vlvu Vlu ac| _/ ’ Vl’U'u Vlu a0| +/ | Vlvu |,

et les mémes arguments que le lemme 2.4.4 permettent de montrer que
/ |(V1v,)* = (Viu)®| —> 0

puisque (Viu)® € L' (2, RM). Enfin, en procédant comme en (4.5), on peut montrer que

LIyt = [ 19 = [0+ [l

ce qui conclut.

O]

Corollaire 4.3.4. Si u € X%(Q), tel que u = 0 sur T, il existe une suite u, de X(9)
telle que uy, = 0 sur T telle que

1. |up —ulp- — 0,
n—00

2. Pour i > Ny + 1, |0jun, — Osulp, — 0,
n oo
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3. [ IV 1uy| = Jo IV1iul + [ |ul.
Démonstration. 1l suffit de combiner le Théoréme 4.3.3 et le Théoréme 3.1.6. O

Proposition 4.3.5.
my = m.

Démonstration. On a X2(Q) < X°(2) N {u = 0 sur I'*}, donc clairement

my = inf Jp(u) < inf  J.(u)= inf J(u)=m.
ueX?(Q), u=0 sur T'r ueX(Q) ueX(Q)

Pour montrer I'inégalité inverse, soit u € X°(Q) tel que u = 0 sur I'*. Soit par le Théoreme
4.3.3 une suite u, € X2(Q) qui vérifie donc : |u, — ulp — 0, |Ojun — Gjulp, — 0 pour
n—00 n—o0

i> Niyet fo [Viunl = [o [Viul + [, lul:

Il est clair qu’alors J(uy,) = Jy(u). Par ailleurs, pour tout entier n, on a
n—oo

m < J(up),

et donc par passage & la limite m < J,.(u). Ceci étant valable pour tout u € X°(Q) tel que
uw =0 sur I'", on obtient bien que m < m,..
O

Lemme 4.3.6. I existe une constante C = C(Q) > 0 telle que pour tout u € X°(Q) :

N

fulpe < C /Q Voul+ 3 (Guuly, + / |ur
F'U

i=N1+1

Démonstration. 11 suffit d’utiliser I'injection de X*(Q) dans LP"(Q) et I'inégalité de Poin-
caré sur X°(Q).
O

%1’

Proposition 4.3.7. La fonctionnelle J, est coercive sur X°(Q) pour |\ < ﬁ ot
p
C > 0 est défini dans le lemme précédent.

Démonstration. On écrit :

A /Q Ful < [Nl luly

N

<Nl C | [ 19+ 32 1o+ [l

i=N1+1
Yo
<WIflyC [ Vsl + LA [+ 32 slowpi+

i=Np+1 i

1 /
(27 ]A| ], O
IEEL

Ainsi, en posant € = |A|[ f|«C :
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Jr(u):/ﬂyv1u|+/rv ul + > |aiu|g;:—A/qu
N

i>Ni+1
1 L@ SO
Py oy i
i p
> (=0 [ Va4 (=0 [ Wi+ 30 gooal— > SR
i=N1+1 i=N1+1
Ainsi, pour € < 1 la fonctionnelle .J est coercive sur X°(Q) ce qui conclut. O
Rappelons les problemes :
P = inf J(u), 4.6
P m= inf I (4.0
(Pr): my = inf JIr(u),

u€X®(£2), u=0 sur I'*
Rappelons que 'on a vu dans les Propositions 4.1.3 et 4.3.5 que

m= inf J(u)=m,.
ueXb(Q)

Proposition 4.3.8. Pour |\| < ﬁ le probléme relazé (P,) admet une solution.
p*/

Démonstration. On a m = m,. Soit donc u,, € Xp(£2) une suite minimisante du probleme
(P).

Soit € une réunion de rectangles aux cotés paralleles aux axes, telle que QUTY C
et Q' NN = T?. Par exemple, si IV = UF_,007 avec k& < Ny, on peut prendre (¥ =
] —1,2[FUjo, 1[N —F.

On prolonge u, par 0 sur ouvert Q' \ €.

La suite prolongée {uy} est clairement bornée dans X (€'). On en extrait une sous
suite que ’on note toujours {1, } qui converge faiblement dans X°(Q') vers v € X°(Q'). 1l
est clair que v est nul sur Q' \ €. On a par ailleurs en notant u la restriction de v &

|0;v] i () = |05l Lpi (), pour i > Ny +1,

/ |V1U|:/ |V1u|+/ ful.
Q (9] v

Par la continuité de la trace sur les bords horizontaux, u = 0 sur I'*. De plus, par semi
continuité inférieure pour les topologies faible et vague sur Q' :

N
1
mTSJru:/ Viv| + / aivpi—)\/ fo
= [ e+ 3 oy -a [

i=N1+1
|
< lim /|v1u~ny+ 3 / \aﬂznrpf—A/ fin
n—o00 (94 i:NlJrlpi Q Q/
= My,

et donc u est solution du probleme relaxé (P).
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Chapitre 5

EDP vérifiée par un minimiseur.

Nous allons proposer deux méthodes pour déterminer une EDP vérifiée par un mini-
miseur du probléeme (4.6). La premiere est 1'utilisation d’un probléme approché sur un
espace plus régulier. La seconde utilise le probleme dual, méthode d’analyse convexe.

5.1 Probleme approché

Nous cherchons dans cette section & approcher le probléme (4.6) par un probléme sur
un espace plus régulier. En effet, La fonctionnelle .J n’est pas différentiable sur X°(€).
Le travail que 'on fera plus tard revient dans un sens a calculer le sous differentiel de la
fonctionnelle J sur X () et d’écrire qu’en un minimum il est nul. On pourra consulter
[15], [16], ou [17] pour des méthodes similaires sur BV'.

Soit £ un ouvert rectangle borné de RV aux c6tés paralleles aux axes. Une fois de plus,
sans perte de généralité, supposons que € =0, 1[V.

5.1.1 Définition du probleme

Définition 5.1.1. Pour € > 0, on définit I'espace

X(Q) ={ue LP (Q),0u € L'T(Q), i < Ny, 0u € LP(Q),i > Ny + 1}.

On suppose € suffisamment petit pour que

N
N 1
: L Y s (5.1)
Te =Ny 41 P
et
1+ €< p;, pour tout Ny +1<¢ < N. (5.2)

Remarque 5.1.1. L’espace X€ est un cas particulier des espaces de Sobolev anisotropes,
et la théorie générale relative a ces espaces nous permet de montrer que lorsque §2 est
un ouvert borné rectangle aux cotés paralléles aux azes, et que € satisfait (5.1), X¢(Q)
s’injecte dans LP<(Q) avec

. N

Pe =N N
Ny 1 _
14-€ + Zi:NH-l pi 1
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(voir par exemple [48], [37], [38], [34]). Remarquons que p* < p¥, et de par la dépendance
en €, nous utiliserons principalement le fait que X(Q2) — X (), et donc on a l'injection
X(Q) — LP"(Q), et Uinjection est compacte dans LP(Q) pour p < p*.

De plus, puisque € satisfait (5.2), on a également X<(2) C WHIHE(Q), et il en découle
donc le résultat suivant :

Proposition 5.1.2. On a
Y0 (X(Q)) = WTT(90Q) Ny (X(9)).

Par ailleurs, la trace est continue sur X€(€2) pour la topologie faible : Si une suite u, de
X<(Q) converge faiblement vers u, alors vo(uyn) converge vers vo(u) dans W +T¢(€).

Démonstration. 1l est clair que vo(X(Q)) = (X (Q)). Par ailleurs, u € WhT¢(Q). La
théorie classique des espaces de Sobolev isotropes entraine l'injection de vo(X¢(£2)) dans
W T400) ([19], [1]), et que Papplication trace est faiblement continue de W11+¢(()

dans W= 1¢(0).
O

Définition 5.1.3. Soit I' C 9Q défini dans la section précédente par (4.1). C'est a dire,
soit K C {1,---, N} non vide, alors on pose

I'= UiEKaQiu

avee 902 1= (10, 11 {0} x]0, 1Y) U (0, 10~ x {1} x]0, 1[¥~).
On pose :
Xr(2)=X(Q)N{u=0sur '}

Pour A\e R, et f € Lp*/(Q), on définit le probléme approché :

: = inf €
(Pe) = me ue%(ﬂ){J (u)},

! | |
J(u) = 1+6/Q\v1uy1+6+ 3 p/{)\&iu\pl—/\/ﬂfu.

i>N1+1

avec

5.1.2 Existence de solution sur X<(f2)

Proposition 5.1.4. La fonctionnelle J¢ est coercive sur X{(2).

Démonstration. Remarquons que 'on a l'inégalité de Poincaré sur X¢(€2) puisque §2 est
un N rectangle borné on a également l'injection de X€(Q2) dans LP" (Q), et donc lorsque u
est nul sur sur I' de mesure non nulle

ulp < C(|Viulise + Z |0l p, ). (5.3)
>Ny

On écrit ensuite par I'inégalité de Holder et 'inégalité de Young :
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A /Q Ful < [\ lperlulpe

< C'NIflper |V rtlise + CIN| flpr Y 107l

>Ny

1
1 1+e /
2(1 4 )’vl ’1—‘,—5 (C ‘AHf’p*/

o Z <ya ul:

i=Ni+1 Pi

1 ’
ORI

p;
Ainsi, on a
1
T(0) 2 g Vit + > Lol ZE (IS lp)
1= N1+1 Di
N N . (5.4)
S @A
/
i=Ni+1 p;
d’ou le résultat.
O

Remarque 5.1.2. Remarquons que pour la coercivité de J¢ a € fixé, la condition sur A n’est

14e€
pas nécessaire. En revanche, si 2C"|N||f|,« est plus grand que 1, le terme (2C" ||| f|,+) G
diverge lorsque € tend vers 0. Ainsi, pour montrer plus loin la convergence d’une suite de

solutions du probléeme approché, une condition de petitesse de A sera nécessaire.

Proposition 5.1.5. Le probléme approché (Pe) admet une solution u. € Xf(£2).

Démonstration. Soit (uy,), une suite minimisante du probleme. Par coercivité de J¢, (uy)n
est bornée dans X¢(Q). Par l'injection de X¢ dans LP" on peut donc en extraire une suite
(que I'on note toujours uy) qui converge faiblement vers ue € X¢(2) :

1. u, converge vers u, faiblement dans LP" ()
2. O;u, converge faiblement vers d;u. dans L'*¢(Q), pour i < Nj.
3. Ojuy converge faiblement vers Jjue dans LPi(Q2), pour ¢ > Ny + 1.

On a donc

n—o0

/Qunf — Quef.

Or, X¢(Q) < WLIT€(Q), donc par continuité faible de la trace sur W'~ e T, on
a également que ~o(u,) converge faiblement dans W'~ 1+€’1+5(F) vers Yo(ue), et donc
ue € X5(9).

Enfin, par semi continuité inférieure pour la topologie faible de toutes les intégrales en
jeu, on a

inf  J(u) < J(u) < Lm J(up) = inf  J(u),
ue%(ﬂ) (w) < (U)_n%o (tn) ue?g(ﬂ) (u)

ce qui conclut. O
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Nous donnons un lemme pour déterminer la condition au bord sur o - 77 dans 'EDP

Lemme 5.1.6. Si ¢ € D(OQ\T) il existe 1) € D(Q), telle que p = @ sur ON. En particulier
=0 surl.

Démonstration. On peut supposer que l'une des composantes connexes de 92 \ I' est
10, 1[N=1x{0}. Soit h € D(] — %, 1]), h(0) = 1, et soit (', 2n) = @(a')h(zy). Alors

202
1 convient. On peut additionner K fonctions construites de la méme fagon pour les K
composantes connexes de 92\ I". O
Proposition 5.1.7. Posons o. = (o}, (0c)n,41, -+, (o)) € RY avec

1 -1 N
o; = |Viue Viuc € R,

et pouri> N1+ 1
(Ug)i = |8,-ue|pi*28iu€.

Il est équivalent de dire que ue est solution du probleme (Pe), ou que u, satisfait 'EDP :
—div(oe) = Af,

ue =0 sur T, B
oc-=0 sur 0N\ T.

Démonstration. Remarquons que J€ est différentiable sur 'espace X (), avec pour u,v €
Xp(9)

N
DJ<(u) (v) = / Vi Vv Y / Oyl 20ud — A / fo.
Q Q Q

i=Ni+1
Ainsi, u, vérifiant DJ(u.) = 0, on a alors au sens des distributions :
—divy (|Viu ' Viue) = > 0|0l 20uc) = M,
>Ny

soit
—div(oe) = Af.

Par ailleurs, pour tout ¢ € D(Q) & support compact dans Q\ T, (donc nulle sur T') on

/UE-WDZA/N,
Q Q

et donc par la formule de Green, on obtient :

—/Qdiv(ae)cp—k(tfe'ﬁywz)‘/ﬂf@

et donc
<G€ ' ﬁa SD> = Oa
ce qui signifie grace au lemme 5.1.6 que o, - 77 est & support dans I'. On dira par abus de
notation que o -7 =0 sur 9N\ I'.
Réciproquement, puisque J€ est une fonctionnelle convexe (et méme strictement convexe),

un point ot DJ¢(u) = 0 est un minimum global de J*.
O
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5.1.3 Convergence du probleme approché

Rappelons a nouveau les problemes

Pr : r = inf JT 5
( ) " uEXb(Q),HzlL:O sur T'h (U)

€): e — inf ¢ )
(PO me= gt ()

ou

1
nw) = [ 9+ 3 o o+ [ = [

>Ny

= s+ | Jul
T () = — /yvlu\l+f+ 3 1/ ]8-u]pi—)\/fu
1+e/q piJo' o

>Ny

Rappelons que 'on a vu dans les Propositions 4.1.3 et 4.3.5 que

Proposition 5.1.8.

Démonstration. Soit § > 0. Par définition, il existe us € X1 (Q2) tel que
J(us) <m+4.
Par le Théoreme 2.4.15, il existe vs € Xp(Q) N D(Q) tel que
|/ (vs) = J(us)| < 6.

En particulier, vs € X&(Q). Or, |[V1vs|"! converge presque partout vers |Vyv;| lorsque €
tend vers 0, et pour une constante ¢y > 0, on a pour tout € < ¢

|Vt e < sup{1, |Vivs|' T},
donc par le Théoreme de Convergence Dominée :
T (vs) —2 I (vs)-
Enfin, on a m < J¢(vs), on obtient donc

limm, < lmJ(vs) = J(vs) < J(ug) +6 < m + 26,

e—0 e—0

d’ou le résultat puisque ¢ est arbitraire. O
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Remarque 5.1.3. La Proposition 5.1.5 donne a € > 0 fixé existence d’une solution
ue € X5 (Q) du probléme approché (Pe). On obtient donc une suite (uc)e de solutions. La
proposition sutvante assure la bornitude de la suite sous la condition précédente sur \.

Proposition 5.1.9. Pour |\| suffisamment petit, la suite (u¢)e de solutions du probléme
approché est bornée dans X¢(Q2) indépendamment de €.

Démonstration. Soit u. une solution du probleme (P). Il est clair que 0 € X[ (€2), donc

on a
T () = /|V1u6|1+6+ Z /|6ue|pl—)\/fu€§0.
Q

zN+1

Or, on a par 'inégalité (5.4) :

1
€ 1 € 1+e
T () 2 g Viulie+ Z e

1= N1+1 Di
1 ,
Z (271 ||| f| e C" )P

p;

i=N1+1

et donc pour 0 <e<1:

1
1 Viue e Z \az Eypz_Q( )Wlue e+ Z —|au€
i= N1+1 pi i= N1+1 Pi

1 N L ’
2ce (274 |\]| f | C")P
< (N flp) e+ D -
1+e€ N1 p;
, N (@ [ fr
< QCNIfl) e+ >

/
i=N1+1 p7’

Ainsi, pour |\ < , 1l existe K > 0, il existe ¢y > 0 telle que pour tout € < €g,

1
20/|f‘p*/
e>0ona

IViuci T+ > [0l < K.
>Ny

Enfin, I'inégalité (5.3) nous permet également de majorer |ue|,+ indépendamment de e

par les calculs précédents.
O

Supposons donc que |\| < Wﬁ‘l/’ ot la constante C’ est telle que
p*

|u

p* < C/(|vlu‘1+€ + Z |81u|pz)

>Ny

Rappelons que I' est une réunion de 9 :
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I = Uie g0, avec K C {1,---,N},

et on pose I'V =T"'N 9N".
Soit Q' un ouvert réunion de rectangles de RY telle que QUT? C O/, et &' NI =TI'.
Par exemple, si IV = UX_ 00" avec k < Ny, on peut choisir ' =] — 1, 2[Fx]0, 1[N+,

Proposition 5.1.10. Soit u. € X[ () une solution du probléme approché (P.). On pro-
longe uc par 0 sur '\ Q. On note (i), la suite de prolongées obtenues.

Alors la suite (ue). converge étroitement sur ' pour une sous suite vers un élément
v e XQ) dont la restriction u a Q est solution du probléme relaxé (P,). En particulier

m = limm,.
e—0

Démonstration. On a u, € X5(€Y), avec :

el o (o) = [ul o)y > |0itiel oiary = Y [Outiel oie) [Vatiel prery = [Vitel 1 )-
i>N1 i>N1
Par la proposition précédente, la suite (). est alors bornée dans X¢(£'), indépendamment
de €. On peut en extraire une sous suite que ’on note toujours u,. qui converge faiblement
vers v € X0(Q).
Par semi continuité inférieure de la variation totale sur I'ouvert €', on a

/|v1v|snm Vi = lim | |Viul

e—=0JQ/ e—=0JQ
1/(1+¢)
S lim </ |v1u6|1+€> ‘Q|5/(1+6)7
e—0 Q

et par semi continuité inférieure pour la topologie faible sur LPi (") pour tout ¢ > Ny :
10| Lpi (o) < Bm[Oitie| ppi (o) = Hm [Oiue| 1pi (-
e—0 e—0

De plus, quitte & extraire & nouveau une sous suite, on peut supposer que . converge
. *
faiblement vers v dans LP ('), et donc

/ fue — fu.
/ e—0 QO

Soit maintenant u = v/q. Alors u € X%(Q), avec

030 Lri oy = |05l e (q2),
pour tout Ny +1 <7< N, et

/ \vw\—/ |V1u|+/ ful.
Q/ Q Tv

Enfin, u. = 0 sur I'?, donc 4, également, et par continuité faible de la trace sur les
bords ”horizontaux” de €, v = 0 sur I'*, et donc u également. Ainsi, en reprenant les
calculs précédents :
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m = me < Jo(u /|V1u|+z /|au|pz /FU|U_A/qu
/|v1v|+z /|au|m /fu

>Ny

<t [ Vil + Y /|8u€\pl— /fue
e—0 i>N,
1

T+e 1
<hrn</ |v1ue|1+6> o+ Y / |az-u€|pi—x/ fue
e—0 \JQ .Nlpz' Q Q

= limJ(ue) = limm, < hmm6 <m,
e—0 e—0

et donc, J.(u) = m,, u est solution du probleme relaxé (P,). Par ailleurs, les inégalités
précédentes (qui sont en fait des égalités) impliquent que

|wr€|1+6=/ |v1u€\1+€%/ |v1ur+/ Jul =/ Viol, (5.5)
9% Q =0 Jq e Q

mais également
|V1u~6|:/ |Viul —>/ |V1u|+/ |u:/ |Viv].
o Q =0 Jo rv 0%

Il nous reste & montrer la convergence forte de d;u, vers 9;v dans LPi(Q)') pour i > Nj.
On a pour tout ¢ > N7 d’apres ce qui précede :

[ 1o — [ ol
Q/ e—=0 Joy

Enongons un lemme dont la preuve est reportée a la fin de cette démonstration :

Lemme 5.1.11. Soit Q un ouvert de RN . Si une suite u,, converge faiblement vers u dans

LP(Q2), 1 <p < oo, et si
/ ] — / ul?,

alors uy, converge fortement vers u dans LP(€).

La convergence faible de 0;u, vers 0;v couplée au lemme 5.1.11 entraine finalement la
convergence forte de 9;u, vers d;v dans LPi(Q)'), d’ot le résultat.
OJ

Démonstration Du lemme 5.1.11 : Supposons tout d’abord que |uy|, = |u|, = 1 pour tout
"2+ converge faiblement vers u. Par semi continuité inférieure pour

entier n. Clairement,

la topologie faible, on a :
Uy, + U

<1

1:‘“|p§h7m| |p— )

et donc
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Up + U
5 lp — 1.
n—oo

L’uniforme convexité de LP pour p > 1 entraine que

|upn, — ulp, — 0.

Pour le cas général, posons v,, = hj‘—”‘, et v = ﬁ On a bien |vy,|, = |v]p, = 1, v, converge
n|p P

faiblement vers v dans LP(Q2), et |vy|p, — |v|p. Par ce qui précede, on déduit

|op, — vp — 0.

Enfin, on a

u
=ty <yl = ol fy (2212 1) 0.
p

5.1.4 EDP vérifiée par une solution limite

Soit u. la solution du probléme approché (P,), et soit @, sa prolongée par 0 & . On en
extrait par la Proposition 5.1.10 une sous suite qui converge étroitement vers v € X°(Q')
dont la restriction u a 2 est solution du probleme relaxé.

Rappelons que par la Proposition 5.1.7, u, vérifie au sens des distributions

—divi(od) = 3y, 1 D) = A,
ue =0sur I, (5.6)
oc 7 =0sur 90\ T.

avec o = (o, (0 )Ny11, 5 (0)N) € RV,

ol = |Viu | 'Viu € RM,
et pour N +1<i< N
(Ug)i = |8iu6|pi728iu€.
Proposition 5.1.12. Soit (ue)c la suite de solutions de la Proposition 5.1.10. Alors
1. o} converge faiblement pour une sous suite dans tous les LI(Q, RN, ¢ > 1 vers un
élément o' € L>°(Q,RM).
2. Pouri> Ny +1 (00); converge fortement dans LPi(Q) vers un élément o; € LPi(Q),
et o; = |OulPi—20;u.
Démonstration. 1. On a o} € L%(Q), avec

1+e

1 1
o] e 1

@ = Vil

Par ailleurs, la proposition 5.1.9 entraine pour 0 < e <1 :

o] e

o) Vite[p14e(q)

<1+ |v1ue|L1+E(Q)
<C
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ou C' ne dépend pas de e. Soit maintenant ¢ > 1. Il existe g > 0 tel que ¢ < (1+€p)/€p.
Or € — (1+¢€) /e est décroissante, on a alors pour tout € < ¢y par I'inégalité de Holder :

_g€
(/ww)s</wﬂfj“1mkﬁa
Q Q

1 e
ot Loy < lod] 1 121577 < C(9]+1),

et donc

la derniere inégalité étant due au fait que |QP < || + 1 lorsque 0 < b < 1. Ainsi
la suite (o). est bornée dans tous les espaces L(Q,RM) ¢ > 1, donc converge
faiblement pour une sous suite dans tous les L(£2,RM) vers un élément o' qui
appartient également a tous les Lq(Q,RN 1). Par semi continuité inférieure pour la
topologie faible :

ot Lag) < C(IQ + 1), Vg > 1.

On obtient alors que ! € L>(Q, RM). En effet, si on pose M = C(|Q|+1), et pour
€ > 0 donné,
Epie = {.le €, |O’1(.%')‘ > M+ 6}7

on a pour tout q :

1/q
\&m@2<é w“) > (M + €)| Eng4e 9,
M+e

q
‘EM+6§(M+6> ) vq>1

Comme nous pouvons prendre ¢ aussi grand que 'on veut, on obtient donc que
|Exr+e] =0, dott o € L®(Q,RM), avec [0} o) < M.

Par la Proposition 5.1.10, pour i > Nj, d;u. converge fortement dans LPi(€)') vers
0;v, et en considérant la restriction u de v & 2, |Oju — O;ulp, — 0, donc en particulier
Ojue converge vers 0;u presque partout sur €.

et donc

Ainsi, |9;uc|Pi~20;uc converge presque partout vers |9;ulPi~20;u.
i‘l’i = [Oiuc £§71—>|aﬂﬁ’£§71 = |Ui\p;, ce qui en-

traine la convergence forte dans LPi(€2).

Par ailleurs, on remarque que |(o¢)

O]

Proposition 5.1.13. Soit o' défini par la proposition précédente. On a |01|LOO(Q) <1.

Démonstration. On a

Or,

Yoo < limlod| 1se .

|061|L%(Q) = [Vite|five ) = exp (elog(|Viue|pive(a))) »

et on a vu en (5.5) que hr%’v1u€‘Ll+e(Q) = [o IV1u| + [p. [u] > 0. On note k; cette limite.
€E—>

Pour € suffisamment petit, on a donc

[Vite|pive) < k1 + 1.
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Alinsi,
‘Gl‘LOO(Q) < lim exp (elog(ky + 1)) = 1,
e—0
d’ou le résultat. -

Remarque 5.1.4. Rappelons la notation
Oc = (0—61, (U€)N1+17 ce 7(UE)N) c RM « RN—M

On pose
1 N N-N
o= (0",0N+1, - ,on) € R xR L

Remarquons que o, converge vers o au sens des distributions, et —div(oe) = \f. Ainsi,
par passage a la limite dans (5.6), on obtient :

—div(o) = Af. (5.7)
On sait de plus que o; = |O;ulPi~20;u pour i > Ny + lsur Q.

Proposition 5.1.14. I est équivalent de dire que u est solution du probleme relazé (Py),
ou que u satisfait I’EDP :

—divy(ot) — Zi\;Nﬁl Oi(oi) = \f, sur Q,

ol - Viu = |Viu|, o; = |0;ul|Pi20;u pour Ny +1<i < N sur Q,
w=0 sur ",

—ol - fiu = |u|, surT?,

o =0 sur 9Q\T.

Remarque 5.1.5. L’expression o-7i =0 sur OQ\T est prise au sens distributions apres
avoir remarqué que o - 7 est une distribution sur OQ \ T. L’identité —o' - iu = |u| sur
IV est simplement une égalité presque partout, qui a un sens, puisque o' -7t € L>(TV) et
u € LY(TY).

Démonstration. e Supposons dans un premier temps que le probleme relaxé (P,) admette
une unique solution u. Alors u est obtenu comme limite de la suite u. de la proposition
5.1.10.

En multipliant (5.7) par u, et en intégrant, on a en utilisant la définition de < o-Vu, 1 >
(lemme 3.4.1) :

ol Viu+ /Jiﬁiu—<a-ﬁ,u>:/\/fu.
/Q Z Q Q

>Ny

Par ailleurs, en multipliant I’edp approchée par u. et en intégrant, on obtient par la
Proposition 5.1.10
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)\/qu:)\ Q,fv

=) | fii
e—0
. Pi
_15%/ Vi + Z/ EYA
i>Nq
/rv1u|+2/raurpz / ],

i>N7

et comme 0;0;u = |O;ulP* pour tout ¢ > N + 1, il s’ensuit

/Ul-Vlu— <a-ﬁ,u>—/ ]Vlul—i—/ ul. (5.8)
Q Q Tv

Par la convergence faible de o€ - 77 vers o - 77, ou encore par le lemme 5.1.6 on a en
particulier si p € D(OQ\T) on obtient < o -7, ¢ >= 0, ce qui entraine o -7 = 0 sur 9Q\T
au sens distribution.

En utilisant [, |[Viu| > [ o' - Viuet [n, |u| > — < o', u> on déduit

ol - Viu=|Viu| sur Q,

et
—ot - fiu = |u| sur T,
e Revenons au cas général, sans supposer 'unicité des solutions du probleme relaxé.
Soit u une solution du probleme relaxé. On considere le probleme
inf /|v1vy+ /\avypz +/ - —/\/ fo
veX (Q),v=0 sur T J S Q Q
Montrons que ce probleme admet pour unique solution u. En effet, on a
inf Viv| + /avpz—k/v—up —)\/ v
vEX(Q),v= Osurl"/| 1| Z ’ | ’ ‘ f
= inf Vv+/v+ /31}7’2 /Uup )\/v
veEX?(Q),0=0 sur Fh/ V1ol v Z;\; 9] | | /
< /\vluH/ W+ 3+ / Bl — A /fu
>Ny

_ inf /|Vlv|—i— /yavw— /fv
vEX(Q),v=0 sur ' SN

< inf /\V1v|+ /18v|pl +/ !v—u\p+—>\/fv
veEX(Q),v=0 sur " J SN, Q Q

et du fait de la présence du terme % fQ lv — u\p+ il y a unicité des solutions, puisque

la fonctionnelle Jy,(v) = [ |Viv| + Z - [ |0w[P + + [lv—wulP™ =\ [ fo est strictement
convexe.
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On considere alors le probleme approché

Vqv|tte /8 pi 4 / _ p+_)\/
veEXE(Q )U—OsurF1+6/| ’U| +Z ’ U| + Q”U u’ va

>Ny

’ , —+ . .
On démontre comme sans la présence du terme ;Tl+ J Jv—ulP" Texistence d’une unique
solution ue a ce probleme. En outre, comme précédemment, on peut extraire de u, une
sous suite qui converge vers I'unique solution de

1nf /|V1v|+ /\8v|p’ /\v—u|p+—)\/fv
veX (Q),v=0 sur T' SN + Q Q

c’est a dire u. Or u, satisfait I’équation
: e—1 (182, |Pi—28, pt—2 —
—divi(|Viue*  Viue) — Z 0i (|05ue [P 0ue) + |ue — ul (ue —u) = Af
>Ny
Par passage a la limite comme précédemment, on obtient que u satisfait 'EDP
—div(c") = Y 9:(|0ulP?Om) = M.
>Ny

e Réciproquement, supposons que u € X?(2) est solution de 'EDP. Alors pour tout
v € X%(Q), nulle sur T ;

Vaul+ | Jul + Z |10 = | fu
Q pi

i=Ni1+1

= - Viu— <Unu>—|—z oi0u — fu
Ik Jymam=n ],

i=N1+1
N

1 Di
- 2 <1—pi>/ﬂ|@-ur

1=N-

:/ Vi(u—v)— < o-ih, (u—v) >+ Z /Uzz

i=N1+1

- /\/f(u—v)+/al-V1v—<a‘ﬁ,v>

+ Z /azav /fv— 1—;)A|aiuypi

i=N1+1 i=N1+1

/|v1vy+/ o] + Z /\avypz /fv

zNJrl

IN

o on a utilisé le fait que puisque (u, o) est solution de 'EDP

/al-Vl(u—v)—<a-n u— ) Z 0i0;(u —v) /f u—v)=0

i>N1+1
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ainsi que 'inégalité de convexité o;0;v < p%_|8w\pi + T%’O'Z"p'/i = p%\(%ﬂpi +(1- p%_)]@iu\pi.
k3
O]

Remarque 5.1.6. Par abus de langage, nous pourrions écrire :

divq <V1u) + Z 8,(\8171\“’2811@) = —\f.

|V1u\ >Ny

ot la notation divq <|giz|) désigne le 1 Laplacien par rapport a la "premiére” variable

x e RM,

5.2 Le probleme dual

Nous proposons dans cette section une autre méthode de détermination de 'EDP.
Rappelons a nouveau les problemes

Pr): my = inf Jr(u), 5.9
( ) " uEX”(Q),H;L:O sur ['7 (U) ( )

ou

1
Jru:/Vu+ /Oiupi—l—/u—)\/u
(u) Q|1| Zpiﬂl | Fv\l Qf

i>N1+1

:J(u)+/v .

Pour exhiber 'EDP vérifiée par une solution du probléme (P,), introduisons le probleme
Dual. Rappelons pour cela des résultats d’Analyse convexe [23] :

Définition 5.2.1. Soit V un espace de Banach. Une fonction convexe F : V — R est
dite propre si elle n’est pas identiquement égale a +00, et ne prend pas la valeur —oco. En
particulier, son domaine dom(F') = {z, F\(x) € R} est non vide.

Définition 5.2.2. Soient V et Y deux espaces de Banach, V* et Y* leurs duaux (ou des
espaces en dualité avec V et V). Soit aussi A : V' — Y linéaire et continue, A* : Y* — V*
son adjoint. Soient F' et G deux fonctions convexes sci et propres F': V — R, G: Y — R.
On considere le probleme
P : inf{F(v)+G(Av)}
veV

et on définit le probleme dual de P comme

P sup {—F7(=A"p") = G (=p")}
p*ey*

ou la fonction conjuguée F* de F est définie pour u* € V* par :

F*(u*) = sup{< u*,v > —F(v)}.
veV
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Le résultat que nous utilisons ici est le suivant : [23]

Théoréme 5.2.3. —oo < P* < P < 400, et s'il existe ug € V tel que F(ug) < 400 et tel
que G est continue en Aug, alors on a

inf P =sup P*.
De plus, sup P* posséde une solution.
Revenons a notre probleme :

Proposition 5.2.4. Le probléme dual du probléme variationnel (P) est :

(P*): B" = sup /am’z . (5.10)
o€(L>®)N1 ><HN HLPQ, lot oo <1, divo=—A\f z>N1+1 pl
o-it=0 sur OQ\T

Démonstration. On pose (en respectant les notations de la définition précédente pour plus
de clarté) :

1. F: X(2) — RU {400} définie par

u — —X[qfu, stu=0surl

F =: .
+o0 sinon

2. G: (Ll(Q))Nl X HiZNl_HLpi(Q) — RU {+OO}

—u»—>/\2u2]2+ Z /\u|pz
=N +1
X(Q) — (LN x Tizn, +1LP(Q)
u — (Vlu, 8N1+1u, st ,BNu) '
Avec ces notations, on a J(u) = F(u) + G(Au).
Calculons G* : Soit ¢= (q1,q2, - ,qn) € (L®°(Q)™ x >N, 41L7(Q). On a :

3. A:

M\»—‘

_ Z / |ug|Pi}

Ny
G*(q) = sup {/ a-a—/(Zw
Ge(LY ()M xTiz N, 41 LPi(Q) /8 Q i>Ny +1

1 .
— sw Z/qzuz /Zw e Y s (g )
1

4eL(Q,RMN1) i>Ny+1 wELPiI(Q

Remarquons que par les inégalités de Holder et de Young, sup,, ¢ 1»i (o) { | qiui— p% luibi} <
pi; Jo |gi|Pi. En prenant u; = |¢;|"i~2¢;, on trouve finalement qu’il y a égalité.

Enoncons un lemme dont la preuve est reportée a la fin de la démonstration :
Lemme 5.2.5.

Ny Ny ] Ny o
1 0 si VPl <1,
Ry DN E

aeL(Q,RMN1)



D’apres le lemme 5.2.5, on obtient finalement

00 sinon.

(R
&) = { Sisn lall s 1T g2l <1,

Passons maintenant au calcul de F* : pour ¢ € (L>°(Q))M x HfiNlHLpi(Q),

F*(-A*"Q) = sup {< —AY(D),u > +)\/qu}

’U,EXF (Q)

N
= UESXHFIEQ) {— /Q(; q,@lu) + )\/Q fu} .

Si il existe ¢y € D(Q) tel que [div(q)yo + A [ fipg # 0, par linéarité en considérant
pibo avec p un scalaire du signe de [ div(q)vo+ A [ f1o, et en faisant tendre p vers I'infini,
on obtient

N
o = [ wan o [l = s (= [av@sn [ =

Or, D(2) — X1(Q2), donc

N
sup —/( ql-@iu)—l-k/ fup = +oc.
u€Xr(2) { Q ; Q

Supposons donc que div(7) + Af = 0. En particulier, div(q) € LP" (Q). Par la formule
de Green du Théoreme 2.5.1, pour u € Xp ()

N
/(qualu) +)\/ fu =< TU?VO(U) >i= / 7(7‘7_1»167
€ =1 Q OO\T

et & nouveau par linéarité, si ¢- 7 # 0 sur N\ T, F*(—A*q) = +oo.
On obtient alors,

0 si—div())=Afet ¢-7=0sur 9Q\T

+00 sinon

rixvn-|
Pour conclure, on obtient donc pour probleme dual, puisque sup P* <inf P < +oo,

g = sup {—F"(=A%0) - G*(-0)}
E(Lo(@)NIXTIN L7 (9)

Yo
= sup - Z ﬂ/ﬂ|0i|m )
(2

oe(LP@)MIXTIN LP(Q), |21 02| <1, divo=-Af \  i=Ni+1

o-it=0 sur ON\T

ce qui conclut. O
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Démonstration du lemme 5.2.5. :
11 suffit de montrer que si ¢ € (L>(22))M, alors

supN{Z [y =l s ol
)1

ve (L ()M

N N 1 v N 1
ot |7loc = (X" 62)%|ocs et [711 = (D v2)2]1.

Il est clair par I'inégalité de Cauchy Schwartz que

< Ul1.
o {Z/qz’vz} |Tloo (let(lg))Nl\vh

Par définition de |cﬂom pour tout € > 0, il existe un ensemble A C Q de mesure non
nulle tel que pour tout x € A

Zqz > |15 —

Soit alors ¥ défini par v; = ¢; x4 pour tout 1 <¢ < Nj. On a

l
= Zqz b < |dloolAl,

et donc

Nl Nl
. 2
; /Q v > /A ;qz
> JA|(171% =€) = |A|(|dls — V€)|Tloo + VE)
> |A|(|17]eo — Ve) > |U11 — VelA|

d’ou le résultat puisque € est arbitraire.

Proposition 5.2.6. Le probléme dual (5.10) admet une solution.

Démonstration. Le Théoreme 5.2.3 nous donne directement le résultat. Nous en donnons
tout de méme une preuve directe pour le confort du lecteur.

Soit (o™) € L*®(Q,RM) x Tl>n,11LP () une suite maximisante. Alors |05y =
1D i<, (07)?|0 < 1 pour tout n € N, et donc il existe donc une sous suite (toujours notée
o™ qui converge faiblement vers o' € L®(Q, RM), avec |o!|o < 1. On a également

- e e
'L>N1+1 n—oo

7 / . . .
o' est donc bornée dans LPi pour ¢ > Ni + 1, on peut donc aussi extraire de o}’ pour
. . . . /
1 > N1 + 1 une sous suite qui converge faiblement dans LP:. Par convergence au sens des
distributions on a
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—divy (o Z 0;0; = Af.

i>N1+1

Par ailleurs, la formule de Green du Théoréme 2.5.1 entraine pour ¢ € Xp(Q2)

/ a”‘ﬁwz/a”‘Vg0+/div(a”)g0—> oY,
0N Q Q n=oo Ja0

et donc o -7 = 0 sur O\ T.
Enfin, par semi continuité inférieure pour la topologie faible dans LPi pour tout ¢ >
Ni+1lona:

Z /|U ‘pl

>Ny +1

/|az]p1 < hm
P;

Z>N +1

et donc

gl Y ez X 0 ez e

i>N1+1 i> N1 +1

ce qui conclut.
O

Nous allons maintenant déterminer I'EDP vérifiée par le couple de solution (u, o).

D’apres le Théoreme 5.2.3, on a m = F*. Or nous avons montré I'existence d’une
solution au probléeme (5.9) pour A suffisamment petit, et 'existence d’une solution au
probleme (5.10). Ainsi, il existe u € X?(Q), o € (L®(Q))M x H%I_HLW(Q) tel que u =0
sur T, oo < 1, —div(c) = Af, et o -7 = 0 sur 9Q \ T, tel que

/|alypz: 1 /|8up’ /|V1u|+/ | — A/fu

N+1pl N+1

-5 L [+ f i+ f v

N+1

La deuxieme partie du lemme 3.4.1 avec ¢ = 1 € C''(Q) nous donne :

<U~Vu,1>:—/udiv(a)+/ o - nu,
Q oN

donc en utilisant & la fois que u = 0 sur I'* et que o -7 = 0 sur 90 \ T, on obtient :

< /|8u|pl ,/|Ji|p§—/ai8iu>+/ |V1u|—<01,V1u>—|—/ (lu|+o-7u) = 0.
=Ny a1 \Pi b; Ja Q Q rv

Puisque pour tout ¢ > N1 4 1 par les inégalités de Holder et de Young

1 1 /
/ —|8zu|pl +/ 7|0¢|pi — / aié?iu Z 0,
Q Pi Qb; Q
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et
/Vlu’—/al-vluzo
Q Q

/ (lul +o-7u) >0

on obtient que toutes les inégalités sont des égalités et donc pour i > Ny +1, |G;ulPi20;u =
o; et ot - Viu = |[Viu| sur QU 9N,
On obtient donc 'EDP :

—div(co!) — ZfiNﬁ_l 0i(0i) = Af, sur ),

ol - Viu = |Viu|, o; = |0iulPi~20;u pour Ny +1 <i < N sur ,
w=0sur I'",

—ol - fiu = |u|, sur I'?,

o-f=0sur 9Q\T.
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Chapitre 6

Données au bord non homogenes,
unicité

On considere & nouveau Q =0, 1[V. Rappelons les notations :

8(2; ={r € o x; =37}, pour 1 <i <N, j€{0,1},

o0 = 896 UaN, pour 1 <i <N,
ainsi que les bords ”horizontaux” (respectivement ”verticaux”)
IO = Ui n, 097, et 0QY 1= Uj<n, O,

Supposons que I' C 092 est comme dans la section précédente. C’est & dire, pour
K c{l,---,N}, on pose

[ = UjegdQ, TP =T NaQ", TV =T N anv.

6.1 Données au bord non homogene

Considérons a nouveau

N
1
Ju:/Vu—i- /Oiupi—)\/fu,
W= [T+ > [ x|

i=N1+1

avec A un réel, et f € LP*I(Q). Nous voulons dans cette section généraliser les résultats
des sections précédentes en considérant le probleme

P): = inf J
( ) m uEX(Q)l,%:g sur I (U)

avec g € v(X(Q)), a support compact dans I'.

Proposition 6.1.1. Soit g € v0(X) & support compact dans T et u € X°(Q) tel queu = g
sur TP, 11 existe une suite u,, € X°(Q) telle que

1. up =g surT,
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2. uy converge fortement vers u dans LP" (£2),

3. |0supn, — Ojulp, e 0, pour tout N1 +1<i<N,

4 Jo IVrun = (Viw)®] — o [(Viw)*| + Jpo [u—gl.

5. en particulier [¢, |[Viun| — Jo IV1ul + [ro |lu—gl|.

Démonstration. Soit G € X () un reléevement de g. Alors u — G € X*(Q) et u—G =0
sur T'*. D’apres le Théoreme 4.3.3 il existe u,, € X°(Q) telle que

1. up=0sur T,

2. u, converge fortement vers u — G dans LP" (),

3. Ojuy converge fortement vers 9;(u — G) dans LPi(Q2), pour tout Ny +1 <i < N,
4 Jo [Viun = (Viu)* + Vi@l — [ [(Viu)*[+ Jpo [u—gl.

Alors la suite v,, = u,, + G convient.
O

Lemme 6.1.2. Soit g € v (X) a support compact dans I'. Il eziste une constante C > 0
et une constante K > 0 telle que pour tout u € X°(Q) :

|u

N
» <C /Q\vlu|+ > |8z~ulpi+/F lu—gl | + K.

i=N1+1

Démonstration. Le lemme 4.3.6 appliqué & u — G, ou G € X () est un relevement de g
entraine l'existence d’une constante C' > 0 telle que pour tout u € X°(1Q) :

N

u=Gly <C| [ W=+ 3 10+ [ =g
L i=Ni+1 v
Ainsi,
N N
lul < C /!V1u|+ 3 \aiu\,,ﬁ/ gl | +C /yvlcy+ S 10l | +(Glye-
& i=N1+1 re & i=N1+1
O
Proposition 6.1.3.
inf J(u) = inf J(u)
ueX(Q),u=g sur T ueX(Q)u=g sur T
= inf J(u) + -9,
uEXb(Q)l,E:g sur Th (U) v |U g‘

et le probléme relazé admet une solution u € X°(9).
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Démonstration. La premiere égalité est triviale par le Théoreme 3.1.6. Par inclusion d’en-
sembles, il est clair que

inf J(u) > inf J(u) + lu — g,
ueX?(Q),u=g sur I ueX?(Q),u=g sur T'* Tv

Soit maintenant u € X?(Q) tel que u = g sur I'*. D’apres la Proposition 6.1.1, il existe
une suite u, € X°(Q) telle que u, = g sur T', et

n—o0

J(up) — J(u)+/ lu — g|.

Or, pour tout entier n on a
inf J(v) < J(up),
veX?b(Q),v=g sur T ( ) o ( n)

donc par passage a la limite

inf J) <J +/ -
UGXb(Ql)SJZg sur I (U) B (U) v |’LL g|

d’ott le résultat car ceci est valable pour tout u € X°(Q2) tel que u = g sur I'".
Montrons maintenant ’existence d’une solution au probleme relaxé. Remarquons que
la coercivité de la fonctionnelle J(u) 4+ [r, |u — g| découle du lemme 6.1.2.
Sans perdre de généralité, supposons que I'V est de la forme I'Y = Uleaﬁi, avec k < Nj.
Soit
Q =] —1,2[Fx]0, 1[N 7*,

et soit G € X () un relevement de g sur Q. On prolonge G par réflexion sur Q' en
suivant la démarche de la Proposition 2.4.5, et on note toujours G le prolongement. Soit
un € X () une suite minimisante, telle que u,, = g sur I'. On prolonge u,, par G sur Q'\ Q.
Alors la suite u,, obtenue vérifie :

|&;|Lp+(gf) = |u”|LP+(Q) + |G|L7’+(Q’\Q)’

‘ai’ljﬁ’LPi(Q’) = ‘aiun’LPi(Q) + |8iG’LPi(Q’\Q)> pour tout N1 +1 < 1 < N,

et
(Viun|py oy = [Viunlpi ) + V1G]l L1ona)-

Alors uy, est bornée dans X (€'). On en extrait une sous suite qui converge vers @ dans
X(€Y) faiblement. I est clair que % = G sur '\ Q. On note u la restriction de @ &4 Q. On

a par ailleurs,
[ 191l = [ 91+ (916l + [ Ju-gl
Q Q e

Par semi continuité inférieure pour la topologie vague sur €' :

/ Vi < lim [ [Viug|p o

n—oo JO
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ce qui entraine

/|V1UI+/ lu—g| < lim/lvlunl-
Q IT'v n—oo JQ

En utilisant alors la semi continuité inférieure pour la topologie faible dans LP¢ pour
O;u, sur €0, on obtient

/Q|V1u\+/rv|u—g\ Ly 2 /yauypz— /fu

>Ny
< lim \Vlun|+ Z /yaunm— /fun (6.1)
n—oo ’L>N

Par ailleurs, u,, = ¢ sur I'*, donc v = ¢ sur I'* par continuité de la trace sur Q" pour
la topologie faible. Ainsi

wf I+ [ o-gl<a@+ [ -y
weXb(Q) rv rv
w=g sur rh

< g en)

= inf J(w)
weX(Q)
w=g sur I
d’ou le résultat car nous avons vu que les deux inf étaient égaux, et donc u est solution

du probleme relaxé.
O

Comme pour le probleme avec donnée au bord homogene de la section précédente,
nous cherchons a approcher le probleme (P) par un probléeme approché sur 'espace X (€2).
Ceci nécessite bien str de prendre une donnée au bord qui appartient a ’espace des traces

Yo(X€).

Théoréme 6.1.4. Soit v € X (). Il existe une suite v, dans D()) qui converge fortement

vers v dans X () et telle que
/ |V1UE|H—E —)/ ]Vlv].
[¢) e—0 0

En outre on peut supposer que |V1ve|1 € est dominée par une fonction de L'(Q) indépendante

de €.

Démonstration. On commence par prolonger v en E(v) € X(RY) avec E I'opérateur
de prolongement de la Proposition 2.4.5. Alors E(v) est & support compact dans R,
E(v) = v sur Q, et il existe une constante K > 0 telle que pour tout i, [pn [G:E(v)[PF <
K [ |0;v|P", Soit p une fonction de D(RY) telle que 0 < p < 1, et [pn p = 1. On pose
pe(r) = e Np(x/e), et soit pour tout x € RV,

(o) = pex B@)@) = 57 [ ol

€

x—t

VE(v)(t)dt.

€
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Il est classique que |ve — E(v)|x mn) A 0. En outre on a
€—

1

Vid@) < o7 [ IViE@)@ < oK [ (9ol

et donc

/‘vlve|l+e SSUP{|V1’UE|E({E)}/ |V11)€‘ Se—Neloge+elog(K/f|V1v)/ lee|,
Q ISy Q Q

—Nelog etelog(K’

qui tend vers [, [Viv| car e J1V12D) tend vers 1. Comme d’autre part on

/ |V1U| = lim/ |V1’UE| S hm(/ |V1U6|1+5)%+E|Q|ﬁ g/ |V1U|,
(o) e—0 O e—0 O QO

la suite v, convient. Le fait que Viv. converge fortement vers Viv dans Ll(Q) entraine
par ailleurs qu’en extrayant une sous suite on peut supposer qu’il existe une fonction ¢ de
L' telle que |V1ve| < ¢, ce qui entraine que |Vyv | +e < (}NK’ i\h Jo l0v])p < cp. O

Corollaire 6.1.5. Soit g € v(X(2)), et soit G € X () un relévement de g. Il existe une

suite Ge € D(Q) telle que
1. G¢ converge fortement vers G dans X (£2),
2 Jo NG — [4 V16,

3. |[V1G ' est dominée par une fonction de L'(12).
4. ge .= Y0(Ge) converge vers g au sens ot

19¢ = 9lo(x (@) = 0

avec par définition
[ulyo(x () = UeX(Qi)r}ny(U)zu‘U’X(Q)'
Démonstration. 11 suffit d’utiliser le Théoreme précédent, en remarquant que par la conver-
gence forte de G¢ vers G dans X (2), on a
|9e = glox() < 1Ge = Glx@) 2 0-
O

Définition 6.1.6. Soient g € (X (Q2)), & support compact dans I', G € X(2) un
relevement de g, et soient G, g définies par le corollaire 6.1.5.
On définit pour € > 0, et u € X(Q) :

1 1 ,
J(u) = 1+6/Q\V1U’1+6+ > p/g\az‘u\p’—/\/ﬂfuj

i>Ny+1

ainsi que le probleme approché

(Pe) :me = inf J(u).

u€X ¢ u=ge sur I'
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Proposition 6.1.7. Le probléme (P.) admet une solution u..

Démonstration. La preuve est la méme que dans la section précédente. O

Proposition 6.1.8. On pose

ol = |Viul'Viu € RM et pouri > Ny +1, (00)i = |Osuc|Pi 2 0;ue.
On pose également o = (o, (0 )Nyt1, -+, (0e)n). Alors une solution ue du probléme

approché vérifie ’EDP :

—divee = Af sur Q,
(E) : Ue = ge sur T,
oc-n =0 sur 9Q/T.

Démonstration. La fonctionnelle J. est différentiable sur X¢(£2) avec pour tout w,v €
X(Q)

N
DJE(u)(v):/ Viul ' ViaVio+ > /|8iu|pi_28iu8iv—)\/fv.
Q Q Q

i=N1+1

Ainsi, u, vérifiant DJ(u.) = 0, on a alors au sens des distributions :

—diVl (‘V1U5|671v1ue) — Z 8@(’81"11/6’%7281"&6) = )\fﬂ

i>Np

soit

—div(oe) = Af. (6.2)

Par ailleurs, pour tout v € X(Q) tel que v =0 sur I', on a

/QO'C'VU:)\/QfU.

En utilisant la formule de Green, on obtient

—/div(ae)v—i-/ ae-m)—/\/ffu,
Q [2]9] Q

et en combinant (6.2) et le fait que v =0 sur T,

/ Ug-nv:/ oe-nv =0,
a0 HO\T

ce qui entraine que o -n = 0 sur 9Q \ T. O

Proposition 6.1.9.

limm,. < m.
e—0

Démonstration. Soit § > 0. Il existe us € X () tel que ug = g sur I, et
J(us) <m+4.
Soit G € X () le relevement de g dans X (€2) défini dans le corollaire 6.1.5. Alors us —G €

X(Q) et us — G =0 sur I'. Par le Théoreme 2.4.15 il existe vy € D(2) N Xp(Q) tel que
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1. |V1’U§ — (V1U5 — VlG)h <9,

2. |0;v5 — (Oyus — 0;G)|p, < 6, pour tout i > Ny,

3. | [ fvs = (us — G))| < 0.

Soit ¢g > 0, et pour € < ¢, soient G, et g. définies par le corollaire 6.1.5. On pose
ws = v5+ G, et w5 = v5+ G pour € < €y. Alors ws € X (), et les inégalités précédentes

entrainent

| (ws) = J(us)| < C9,

pour une constante C' > 0.

Par la définition de G¢, V1G¢ 4+ V1vs converge fortement dans Ll(Q) vers V1G + Vs
lorsque € — 0, donc presque partout pour une sous suite. D’autre part toujours pour une
sous suite |V1G¢|!T€ est dominée par une fonction ¢ de L' et puisque vs est réguliere, on
a aussi pour tout € < €g :

IV1Ge + Vivg| T < 29(p + sup{|Vivs|'T0, 1}).

Ainsi, le Théoreme de convergence dominée entraine que J(ws) converge vers J(w;s)
lorsque € tend vers 0. Par ailleurs, ws ¢ est dans X¢(Q), et est égal a g. sur I'. On a donc

limm, < @Jf(w(;@) = J(ws) < J(us) + Cod <m+ (C + 1),
€E—

e—0

d’ou le résultat puisque ¢ est arbitraire.
O

Proposition 6.1.10. Pour |\| suffisamment petit, la suite (u.). de solutions du probléme
approché est bornée dans X () indépendamment de €.

Démonstration. la démonstration est identique a celle de la section précédente. O

Une fois encore, pour fixer les idées, on suppose que [V = Uleaﬂi avec k < Nj.
Soient €y > 0, et pour € < €y, ue € X(£2) une solution du probleme

inf J(u),
u€X(Q),u=ge sur I'

avec g, et G définies par le corollaire 6.1.5.
On prolonge G, par réflexion, et on note G, cette prolongée sur

Q' =] —1,2[Fx]o, 1[N *
et on prolonge u. par G, sur €/ \ Q. Alors la suite (). est bornée sur X ('), avec

|Ue| xe () = [we|xe(e) + |@:|X5(Q,\§).

Proposition 6.1.11.

m < limme.
e—0

De plus, on peut extraire de u. une sous suite qui converge vers un €élément de Xb(Q’)
dont la restriction a 2 est une solution du probléme relaxé

inf J(u)+/ lu — gl

ueXb(Q),u=g sur I'h
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Démonstration. Par la proposition précédente, u, est bornée dans X (') indépendamment
de €. On en extrait une sous suite qui converge faiblement dans X°(Q’) vers une fonction
que l'on note & € X°(€V). Par la définition de G et de Ge, & = G sur '\ Q, et par
continuité faible de la trace sur 9Q", @ = ¢ sur I'". Par semi continuité inférieure pour la
topologie vague sur €, et faible sur €2, en notant u la restriction de @ a €, on écrit :

~ 1 . ~
/ Vi + Y / O — A [ fu<lim /|v1u€+/ A
94 SN pi Ja Q e—0 \ JQ Q\Q
pi Jao Q

>N

< limJ<(ue) + / v.al.
Q\Q

e—0

En notant que

/|v1m=/|v1u\+/ |v1c7*|+/ u — g,
% Q \Q v

et en retranchant de chaque c6té des inégalités précédentes le terme fQ,\ﬁ |V16|, on obtient

mSJ(U)Jr/ lg — u| < limm, < m,

v e—0

d’ou le résultat. I

Comme dans la section précédente, on peut montrer que u vérifie sur 2

—diV1 (Ul) — Zi>N1 az(l&u]“”&u) = )\f,
ol Viu = |Vyu|
Enfin, comme dans la Proposition 5.1.14, on peut montrer que lu—g|=—0o'-f(u—g)
sur I'V et que o -7 = 0 sur 9N\ I.
On obtient 'EDP :

—diviot — Yoy, Gi(|0ulPiT20u) = Af sur Q,
|Viu| = ot - Viu sur €,
(E) : u =g sur I'",
lu —g| = —o! - ii(u — g) sur I'?,
o-i=0sur 90\ T.

Remarque 6.1.1. Notons que l'on a également la continuité des solutions par rapport
auxr données au bord au sens précisé dans la proposition suivante.

Proposition 6.1.12. Soit g € yo(X), et g, € v0(X) telle que g, converge fortement vers
g dans LY(T?) lorsque n tend vers Uinfini. Alors :

inf J(u) — inf J(u).
u€X?(Q),u=gn sur 'V, u=g sur I'" n—00 yeX(Q),u=g sur I
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Démonstration. Par la Proposition 6.1.3, on est amené a montrer :

inf Ju+/ U — — inf Ju+/ u—g.
ueXb(Q),u=g sur I'» ( ) v| gn’ n—00 ye Xb(Q),u=g sur I'* ( ) v‘ g|

On pose pour u € X°(Q) :

onlw) = I+ [ Ju=gul, ow) = I+ [ fu-gl.

Remarquons que pour tout v € X b(

onlu) — |—'/ A Yl
_/UI =4l

et la convergence forte de g, vers g dans L!(I'?) entraine la convergence uniforme de ¢,
vers ¢ dans X%(Q). Le résultat en découle.
O

6.2 Bords plus généraux dans le cas de la dimension 2

On suppose dans cette section N = 2, p1 = 1, po = p < p*. Les résultats de cette
section sont généralisables & la dimension N sous réserve de préciser la forme de I'. Par
exemple si I' a des composantes connexes étoilées par rapport & un point et tel que T’ ne
contient aucun ”coin”, c’est a dire 'ensemble {z; = j, 2 =1, aveci # k, j,1 € {0,1}}N9Q,
I’extension des résultats ci dessous est immédiate.

Nous souhaitons généraliser les résultats des sections précédentes en considérant un ou-
vert I' plus général. La difficulté pour considérer des bords plus généraux dans le probleme
de minimisation est due entre autre a la Proposition 2.4.15. Nous montrons dans cette sec-
tion un résultat d’approximation avec un bord plus général, dans le cas de la dimension
2.

On suppose que 2 est un ouvert rectangle de R?. Sans perdre de généralités, nous
considérons Q =]0, 1[2. Soit I" une partie ouverte de Q. On suppose que I' a un nombre
fini de composantes connexes.

Théoréme 6.2.1. Soit u € X(Q), u = 0 sur I'. Il existe une suite de D(R?) dont la
restriction a € converge fortement vers u dans X () et qui vaut aussi 0 sur T

Démonstration. Soient I; Pensemble pour i € [1, k| des composantes connexes de I'. Soit
k' le nombre de composantes connexes de 9Q \ T'. 1l existe alors des ouverts O; pour i < k,
U; pour j 6 [1, k] tel que Q C UYO; Uk/ Uj et pour i et j dans [1,k] I; C O; et quel que
soit j # i, I; N O; = () ainsi que U; N (UI) = () quel que soit j < k. (voir Figure 1).
Soit (goz, %) ;,j une partition de l’umte subordonnée a ce recouvrement avec ; a support
dans O;, p; = 1 sur I;, et Y a support dans Uj.
Notons que nous avons 3 cas a distinguer :

1. I; est situé sur un des cotés du carré, et ne touche pas un de ses coins (par exemple
I ou I sur la figure 1).
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2. I; est situé sur un des cotés du carré, et touche un de ses coins (par exemple I3).
3. I; est a cheval sur deux cotés du rectangle (par exemple I3 sur la figure).

Dans chacun de ces cas, nous allons montrer que I'on peut approcher (p;u par une suite

de D(Q2) également nulle sur un voisinage de I;. C’est le sujet des lemmes suivants dont la
démonstration est reportée a la fin de cette preuve pour le confort du lecteur.

Lemme 6.2.2. Supposons que u € X (Q) est nul sur un ouvert I; C 992, a support compact
dans un ouvert rectangle O;, avec I; C O; N Q. Supposons de plus que I; ne touche aucun
coin de Q. Alors il existe une suite de D(RY) dont la restriction a Q converge vers u dans
X(Q) et qui vaut aussi 0 sur I;.

Lemme 6.2.3. Supposons que u € X (Q) est nul sur un ouvert I; C 92, a support compact
dans un ouvert rectangle O;, avec I; C O; N . Supposons de plus que OI; contienne un
des coins de Q. Alors il existe une suite de D(RN) dont la restriction a Q converge vers u
dans X () et qui vaut aussi 0 sur I;.

Lemme 6.2.4. Supposons que u € X () soit nul sur sur un ouvert I; C 02, a support
compact dans un ouvert rectangle O;, avec I; C O;NQ. Supposons de plus que I; contienne
un des coins de Q. Alors il existe une suite de D(RN) dont la restriction a 2 converge
vers u dans X () et qui vaut aussi 0 sur I;.

On applique donc ces résultats a ¢;u pour tout ¢. Il existe donc ¢}’ € D(R?), i = 0sur
un voisinage de I; dans R? qui converge fortement dans X (£2) vers ¢;u. Soit également une
suite ¢7 de D(R?) qui converge fortement vers 1;u dans X (R?). Pour n assez grand (A

est nulle sur I; pour tout i. Alors la somme Zlf o+ Zlf/ Y} est dans D(R?) et converge

fortement vers Z’f wiu + Z'f/ Piu = u dans X (). Cette suite est également nulle sur
ur, =T.
U

Démonstration du lemme 6.2.2. Sans perdre de généralité, on peut considérer que wu est
nul sur {0} x]a, b, et & support compact dans [0, 252 [x]2, 5[ avec 0 < a < b < 1, et
0<A<L

On peut se ramener & montrer le résultat lorsque u est nul sur {0} x]a — €,b + €[ avec

€ > 0 petit. En effet, considérons la rétractation de parametre A < 1 :

a+b a+b
o) = o (0 - 450)).

Alors uy est a support dans

0A+1 " a+b_£ a+b+17a
T2 2 27 2 2\

[C [0, 1[x]0, 1],

pour A suffisamment proche de 1, et u) est nul sur

a—b a+bb—a a+b
0} x , .
{0} ] o T2 T T {
Or, A < 1 entraine que bg—)\“—k%rb > b, et que ‘LTH’+“2—;\b < a. 11 suffit donc de choisir
€ pour que 6+b<b;—;‘+a7+b, et pour quea—e>a7+b+a2—j\b. Alors la suite u) converge

fortement dans X (§2) vers u lorsque A — 1, et vaut 0 sur {0}xJa —€,b + €.
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Supposons donc que u est nul sur {0}xJa — €,b + €[ pour un € > 0, et soit ¢ une
fonction réguliere a support compact dans | — A;rl, %[x]a —€,b+ €[, et égale a 1 sur
| —AH, A x]a — §,b+ [ On éerit u = pu+ (1 — p)u.

Alors pu € X (), pu = 0 sur 9. On prolonge gu par 0 sur 2\, ot © =] —1,2[x] —
1,2[. La prolongée @t appartient & X (€2).

On utilise 'opérateur de prolongement E du théoréeme 2.4.5, donc E((1 — ¢)u) est
nulle sur | — %, %[x]a — 5,0+ 5[. On note @ = pu+ E((1 — ¢)u). Soit h une fonction
de D(R?) qui vaut 1 sur [—%, 1] x [-3,3] , & support dans Q. Alors h est dans X (R?),
a support compact, et est nulle sur | — co0,0]xJa — §,b + 5[, et est égale & u sur . On
considere alors la rétraction pour p > 1 :

une,y) =5 + e~ 3),9)

Alors u,, converge fortement vers u dans X(9Q), et est nulle sur | —oo, “2—21 [x]a—35,b+5[.
Pour finir, il suffit de régulariser par une suite p,, pour n = n(u) < inf{y, ‘2—;1} Alors
pn*u,, converge fortement vers u dans X (), est dans D(R?), et est nulle sur un voisinage
de {0} x]a, b|. O

On traite maintenant le cas ot I'V ou I'* a dans son adhérence un ”coin” du carré.

Démonstration du lemme 6.2.3. On peut supposer sans perdre de généralité que u est
nul sur {0}x]0,al, et & support compact dans [0, %[X[O,a’[, avec 0 < a < d <1, et
0<A<I.

Soit 0 < A < 1. On pose uy(x,y) = u(z, \y), alors uy € X(]O,l[x]O,%[) donc wuy
appartient a X (). En outre uy est nulle sur {0}x]0, {[, et & support compact dans
[O,%[X[O,“X/[. On pose € = §¢ —a > 0. Alors uy est nulle sur {0}x]0,a + €[, et uy
converge fortement vers u dans X (£2) lorsque A tend vers 1.
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On peut donc supposer que u est nul sur {0}x]0,a + €[, et & support compact dans
[0, %[x [0,d].

Soit ¢ € D(R), ¢ = 1 sur [0,a + §], p(y) = 0 pour y > a + €. Alors p(y)u(z,y) est
nul sur 9QV. On prolonge ¢u par 0 sur R~ x]0, 1], puis comme dans la démonstration du
Théoreme 2.4.5, on prolonge ¢u par réflexion par rapport aux droites y =0, et y = 1. On
multiplie ensuite pu par une fonction 9 réguliére, & support compact dans | — 1, 2[%, égale
a 1 sur €, puis on prolonge pu par 0 sur R2. On note @L la prolongée qui est dans
X (R?). On utilise & nouveau l'opérateur de prolongement E du théoréme 2.4.5. On note
u= M + E((1 — ¢)u) la somme des deux fonctions prolongées. Alors 7 est dans X (R?),
est égale & u sur €, et est nulle sur | — 00,0]x] —a — §,a+ §[. On fait ensuite la rétraction
suivante pour p > 1 :

une,y) =5+l — ),9)
1 1

u,, est nulle pour z < % — g ¢t % — 3, > 0. En particulier, u, est nulle sur {0} x]0, al.
I est de plus clair que la restriction de u, a €2 converge vers u fortement dans X (£2). On
régularise enfin de la méme facon que dans la preuve du lemme précédent pour obtenir

une suite de D(R?) qui converge au sens voulu.
O

On traite maintenant le cas ot T» N T = 0.

Démonstration du lemme 6.2.4. Sans perdre de généralités, supposons que u est nul sur
{0}x]0,a[U]0, ¢[x {0}, & support compact dans [0,'[x[0,d[, avec 0 < a<d <1,0<c<
d<1.

Considérons la dilatation de centre (0,0). Soit A < 1, on pose

ux(z,y) = u(Az, \y).

Alors uy appartient a X (Q2), est & support compact dans [O,%[X[O,%’[, est nulle sur
10, £[x]0, £[, et converge fortement vers u dans X(Q) lorsque A tend vers 1. On peut
donc supposer que u = 0 sur {0} x]0,a + €[U]0, ¢ + €[x{0}, pour un € > 0 suffisamment
petit.

Soit maintenant ¢ une fonction réguliere, égale a 1 sur [0, ¢+ §[x[0,a + §[, & support
compact dans [—(c+¢€), (c+¢€)] X [—(a +€), (a + €)].

On prolonge pu par 0 hors de Q. On note uw = pu + E((1 — p)u), ot E est Popérateur
de prolongement défini dans le théoreme 2.4.5. @ est en particulier nulle sur | —c—§,0[x] —
a—5,a+ §[U[0,c+ §[x] —a— §,0[. Soit maintenant h une fonction de P(R?) qui vaut 1
sur [—c — §,1] x [-a — §,1], a support compact dans | — ¢ — §,2[x] —a — §,2[, de sorte
que hiu est maintenant nulle sur | — 0o, 0[x]0,a + $[U[0,c + §]x] — 00,0], et est égale a
u sur . On fait ensuite une rétraction de centre (c,a) pour se ramener a une fonction
nulle sur un voisinage de {0} x]0,a + {[x]0,c+ {[x{0}. On utilise donc pour 1 < p < 2
uu(x,y) = hu((c,a) + p(x — ¢,y — a)) qui est donc nulle sur | — oo, ¢ — £[x] — 00,a +
35 (U] — 00, ¢+ 5 [X] —00,a— %[ qui est un voisinage de {0} x]0, a+ £[x]0, c+ §[x{0} pour
1 < p < 2. En outre, la suite u, converge vers u dans X (§2) lorsque p tend vers 1.

Il suffit pour finir de régulariser u, de sorte que la restriction a {2 de la suite obtenue
converge toujours fortement vers u dans X (), et soit toujours nulle sur un voisinage de
{0} x]0,a[x]0, ¢[x{0}.

O
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6.3 Unicité des solutions

Nous nous intéressons dans cette section a I'unicité des solutions du probleme

inf J(u) = inf T, (1), 6.3
“EX(Q)IEZQ sur I’ (U) uGXb(Q)l,Iulzg sur [P (U) ( )

ou g € 1 (X(Q)), I' est un ouvert de 992 de la forme

[ = Ujc g0, avec K C {1,--- ,N},
avec 9Q' = 00 U 0% = (10, 1[1x{0}x]0, 1[N =) U (]0, 1[I x {1} x]0, 1[N 77), et

Iw) = I + [ u=gl
1
:/|V1u|+ 3 /|8iu\pi—)\/fu+/ u— g,
Q i>N1pz‘ Q Q v

avec X € R et f e LP"'(Q).
Nous allons voir dans le contre exemple suivant que 'unicité n’est pas garantie, et
dépend en un certain sens de la mesure de I'" :

Proposition 6.3.1. Pour f =0, T = 9Q!, et g = 0 sur 90} = {0}x]0,1[V~1, g = 1 sur
o0} = {1} x]0, 1[N=1, le probléme (6.3) admet une infinité de solutions.

Démonstration. Soit v(z1, -+ ,xn) = 1. On a

inf J(u) < J(v) = =1
ueX(Q)l,?L:g sur I’ (U) o (’U) /Q ’VlU‘

Par ailleurs, pour tout u € X°(Q) tel que u = 0 sur 9Q} et u = 1 sur 90} :
1
1=u(l,z9, - ,zn) —u(0,z2, -+ ,zn)| < / |O1u(z, g, ,oN)|de
0
1
< / [Viu(z, zg, -+ on)|da
0

donc en intégrant sur |0, 1[V~! on obtient

inf J(u) > inf / |Viu| > 1.
ueX (Q),u=g sur I' weX(Q),u=gsur ' J

Ainsi
inf J(u) =1,
ueX(Q),u=g sur T
et v(xy, -+ ,xn) = x; réalise (6.3). On définit pour 0 < A < 1:
(@1, ) = 0siz; <A,
AT NI T Tsiag > A

Alors vy, € X(Q) réalise (6.3) puisque [, |djvr] = 0 pour tout Ny +1 < i < N, et
1
fQ |V1U)\| = fQ |61U)\| = fo |5{J:1:)\}| =1 H
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Proposition 6.3.2. Soient u et v des solutions du probléme (6.3). Alors 0;(u —v) = 0
pour tout i > N1+ 1. Autrement dit, w — v ne dépend que des N1 premieres variables.

Démonstration. Soient u et v des solutions du probleme relaxé (6.3), et soit 0 < ¢ < 1.
Il est immédiat que tu + (1 — t)v € X°(Q) et que tu + (1 — t)v = g sur I'"*. De plus
Jr(u) = Jp(v), et la convexité de J, entraine que

Jr(tu+ (1 —t)v) < tJp(u) + (1 —t)Jr(v) = Jp(u),
et donc tu + (1 — t)v est solution du probleme (6.3). On a donc :

Jr(tu+ (1 —t)v) =t (u) + (1 —t)Jr(v).

En particulier, on a pour ¢ > Ny + 1,

/\t@iu—i—(l—t)aimpi:t/ laiu]pi—k(l—t)/ Oyl
Q Q Q

et puisque p; > 1 pour i > Ny, la stricte convexité de v — [ |9;ulP* entraine que d;u = d;v,
d’ou le résultat. O

Enongons donc une condition suffisante pour obtenir I'unicité des solutions du probléme.

Corollaire 6.3.3. Supposons que I' contienne un des 8(2;'- pouri > Ny +1, j € {0,1},
alors le probléme (6.3) admet une unique solution.

Démonstration. Soient u et v des solutions de (6.3). Par la proposition précédente, d;v =
d;u pour tout i > Nj + 1, donc il existe une fonction ¢ € WhH1(]0, 1[M) telle que (u —
v)(z,y) = ¥ (x) pour tout (z,y) €]0, 1[M x]0, 1[N N1,

Or, comme I' contient un des 89{ pour j > Ny, i € {0,1}, on a pour tout (z,y) €
RN x RN=N en notant yj le vecteur y dont la (j — Ni) éme coordonnée est remplacée

par 0 (ou par 1) :
(u—v)(z,y) = (u—v)(2,y;) = 9(z,y;) — 9(z,y;) =0,
et donc u = wv. ]

Dans ce qui suit, on voit que pour des conditions au bord plus générales, I'unicité n’est
pas garantie :

Proposition 6.3.4. On suppose que N = 2, N1 = 1. Supposons que I s’écrive sous la
forme :

I =10, a[x{0}U]b, 1[x {1}, T? = 9N° = {0} x]0, 1[u{1}x]0, 1],

avec 0 < a < b <1, et que g(x,0) = 0 = g(0,y) pour x €]0,a[ et y €]0,1], g(z,1) =1 =
g(1,y) pour x €]b,1], et y €]0,1[. Alors le probléme (6.3) avec f = 0 admet une infinité
de solutions.
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Démonstration. Comme dans la preuve de la Proposition 6.3.1, on a

inf J(u) > inf / |Viu| > 1.
u€Xb(),u=g sur I ueXb(Q)u=g sur I JQ

D’autre part la suite de fonctions pour A < b —a

0 siz<a4+ X
u(z,y) = (F2=)  siz€lat b
1 si z>b

est une suite de solutions au probleme.
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Chapitre 7

Régularité locale

Dans cette section, nous montrons que si u est solution de ’'EDP

—divio! — Zi>N1 Oi(oi)=f

ol Viu = |[Viu| au sens des mesures,
o; = |O;ulPi20;u pour i > N,

‘Ul‘oo <1

(P) (7.1)

alors u € Lys . Pour ce faire, on peut utiliser deux procédés :

1.

7.1

Un résultat intéressant en soi est le fait que une solution de (7.1) est un minimum
local de la fonctionnelle

I = [ (91l + 3 1o~ [ u

i=N1+1

On utilise alors la suite u. de minima locaux de la section 6.1 pour laquelle on montre
des estimations L*° uniformes, et on passe a la limite pour obtenir des estimations
L™ pour u. Cette méthode est détaillée ci apres.

. Un autre procédé consiste a utiliser les arguments de la section 8 (dont le lemme

8.3.4) pour voir qu’une solution u de (7.1) satisfait pour une constante C' > 0

N ‘U . k’p+
Viul + / Oiu|P* < C / —+4
/Ak,o-R | ' | Z Ak,oR | | ( Ak.R ((1 - U)R)p+ | ml

i=N1+1

App ={x € QN Cr,u(z) > k},

o0

o, Sans passer par un probleme ap-

ce qui nous permet de montrer la régularité L
proché.

Minimum local de la fonctionnelle

Soit © un ouvert borné de R,

93



Définition 7.1.1. Soit u € X?(Q), f € L9(R), avec ¢ > p*. On dit que v est un minimum
local pour la fonctionnelle J(u) = [ [Viu| + Y, n, p%_ [ 10iulPi — [ fu si pour tout ouvert
Q) inclus dans Q strictement et pour v € X°(Q') tel que u = v sur 9, Jor(u) < Jor(v),
avec Jor définie par Jor(u) = [, [Viul + Yo, p% Joy 10ulPt = [0, fu.

On définit de la méme maniére un minimum local u, € X¢(£2) de la fonctionnelle

J(u) = o [ IViu" " + i, p% S0P = [ fu.

On commence par montrer 1’équivalence entre étre minimum local et étre solution
d’une EDP :

Théoréeme 7.1.2. u est minimum local de J sur §2 si et seulement si u satisfait dans §2

—divio! — Yoisn, Oiloi) = f

ol - Viu = |Viu| au sens des mesures,
o; = |0;ulPi=20;u pour i > N,

lot]oo < 1.

(P)

Démonstration. Dans un sens, si v est minimum local, en particulier il satisfait pour tout
N-rectangle Q' CC Q de cotés paralleles aux axes, le minimum de la fonctionnelle .J. En
utilisant la partie 6.1, u satisfait "EDP dans tout Q' CC £, et donc u satisfait 'EDP dans
Q.

Pour la réciproque, on commence par remarquer que tout ouvert Q' CC Q peut étre
recouvert par un nombre fini de N-rectangles {R;};—1,.. » tels que UjR; CC 2, de cotés
paralleles aux axes. On se ramene donc a montrer que si u satisfait 'EDP dans toute
réunion de N-rectangles paralleles aux axes, elle est minimum local de la fonctionnelle.
En outre, on peut montrer le résultat dans le cas de deux N-rectangles ”accolés”, le cas
général s’ensuivant aisément.

Supposons donc que R = Ry U Ry UT avec I la partie verticale commune & Ry et Rs.
Pour fixer les idées on prend pour 0 < a <b<1:

Ry =]0,1[Y, Ry =]1,2[x]a, b1, et ' = {1}x]a, [V 1.

Soit u une solution de 'EDP dans R. Notons que alors sur {x = 1}, et pour y €]a, b[V !
on a, en utilisant la partie 6.1, et en posant o' = (i)1<i<Ny, 0 = (0i)1<i<N

—o-i(u’(Ly) —u”(Ly) = (o1(Ly)(u"(Ly) —u (Ly) = [u"(1,y) —u” (1y)]

ol u™ désigne la trace sur ORy N {z = 1}, et v~ la trace sur 'analogue OR; N {z = 1}.
Soit v dans X (R), qui vaut u sur le bord de R, donc qui vaut u sur O0R; UORy \T'. On
écrit :

94



/|V1u|+ d = /|au|Pz /fu

i>N7

/|v1u\+/ \v1u|+/|u u |
R1 Ro

+ 3 /1|8iupi+/RQ\8¢u|pi)—/Rfu— 2(1—;)/ sl

)

>Ny >Ny
:/ [a V1u+2020u / [a V1u+2028u
>N Ry 1>Nq
[l == [ ru= a0 [ o
i>N1 Z
:/ (! Vi(u—v) + Z 0:0i(u — v)]
R >Ny
+/[ -Vi(u—v)+ Zallu—v
Rz >Ny
—i—/ Ul-Vlv—i—/ Vw—l—/Zozav—/fu
B 1>N1
_ 1
+ [t ) - u ) - S [ g
r i>Nqp Pi

Par la formule de Green sur chacun des rectangles, on obtient

/ Vil + 3 / Oyl — / Fu

R >Ny

=— [ (divi(o 0;0;)(u — v) / fi(u —v)

/Rl Z>ZN1 OR1
— [ (divi(o 0;0;)(u — v) / o-fi(u—v)
/];2 Z>z];1 OR>

—I—/ 01-V1v+/ ol 11}—1—/2@01}—/]%
R1 Ro ’L>N1

+ [atptt @) —w - S a-=) [ g
r z>N

Par ailleurs, v = v sur R UORy \ I, donc

/%o-ﬁ(uv) =/Fol<1,y><u—<1,y>v—<1,y>>,
| o= == [ a0t - ot 1),
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Par ailleurs, les inégalités de Holder et Young entrainent puisque o; = |0;u[Pi~20;u :

Z/Uzav 1—— /|au|m< Yo /|av,pl

i>Nq 1>N1

En reprenant les calculs précédents, et en utilisant le fait que u vérifie 'EDP sur R;
et sur Ry, on obtient (rappelons que |o!|s < 1) :

/|v1u\+ v 1 /|au|Pz /fu

i>N1
:/Rlal‘vlv—i-/ Vlv—i-l;\;/al(?v—/fv
+ [ o)t = (L) - §1<1—1> | 1o

s/ \vlvw/ Vil + 3 /rav\pz /\v —v !—/fv
R1 R2
1
= Viv| + / 0; pi—/
J vt 325 et = [
K3 1

et donc v est minimum de J sur R.

O]

Avant de donner les résultats d’approximation de minima locaux par des minima
d’équations plus régulieres, qui nous permettront d’obtenir les estimations ”apriori” L et
de conclure a la régularité L7 pour les solutions dans X b rappelons que le corollaire 6.3.3
établit I'unicité de solution lorsque la donnée est prescrite sur tout le bord d’un rectangle.

7.2 Régularité L™ des solutions du probleme approché

La régularité L*° étant locale, il suffit de montrer le résultat lorsque ) est un ouvert
rectangle.

Soit donc © € RY un rectangle ouvert, borné. On définit le cube Cr =] — R, R[

Lemme 7.2.1. Soit € > 0.
Supposons que u. € X(Q) est un minimum local de la fonctionnelle

S = [ 1ol - [ su.

7,N+1

f=divi(f1) + Z O:f;

1=N1+1

avec fi € L®(Q,RM), et pour Ny +1 <i < N, f; € L>(Q). Supposons également que
‘f1|oo < 1.
On pose pour k >0, et R > 0,
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Ap g =1{r € QN CRr,uc(z) > k}.

Alors, il existe une constante C' > 0 indépendante de € telle que pour tout Cr inclus
dans Q, et pour tout o €]0,1] :

‘ ; Jue — k|
[, e 3 [ pwpse(f M ). oo

k,oR i=N1+1

La preuve de ce lemme s’inspire des techniques d’estimations de Moser [32] (voir aussi
(8], [29])-

Démonstration. Soit R > 0,et 0 <o <1, et Cr =] — R, R[X] — R, R|.
Pour z = (z1,--- ,2n), on note = (21, -+, 2N, ), €t ¥ = (2N 41, - , 2N). Soit

U(2) = 1 @)Ly, 11 ¢ (20),
avec 1 € D(] — R, R[™M), ¢ € D(] — R, R|) tels que ¢ = 1 sur [-oR,0R], v1 = 1 sur
[~oR,oRM, ¢ <1, v < 1let |¢],|V1v)] < {i—o)R OU ¢ est une constante positive. On

note y2(y) = Ly, ¢ ().
Rappelons que u, vérifie ’équation :

N
—divi (|Viud ' Viud) — Y 9i(|0uP ) = f.
i=N1+1

Soit k € R*. Multiplions cette équation par (ue — k)* et utilisons la formule de Green
sur A}Z’ R

[ (90 Vi) 9 = 0 + S / o ()

i=N1+1

= fue — k).

€
AL R

En développant ’égalité précédente, on trouve :

/’VW |ty + Z /\3Ue|p’¢_ /|V1ue|E "Wiue - Vi (ue — k)"

i=N1+1

/|6u|p‘ 20,1 (ue —k+8l¢+/f C— k)t (7.3)

i=N1+1

On écrit en utilisant les inégalités de Holder et de Young : (la constante C' indépendante
de € pouvant varier d’une ligne a l'autre)
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\ [ R AT k)*vf(xwz(y)\

< ([ wud it @mm)) 7 x ([ e wmm )
<o @) + € [ (e =BT ()
<o @)+ € (19 [ (=R + |45l )

Il existe donc une constante K7 indépendante de € telle que

/ |v1u6|6_1v1ue : vﬂb(“e - k)+
kR

+
€ 1+e (u€_k)+ g €
< ) )+ K We = F) A
_1+€/AzRWIu’ Y(z,y) + 1</2R<(1_0)R + [ A% gl

De méme pour N; + 1 < i < N il existe une constante K; indépendante de € telle que

pi — 1 )
1 / OsulPiap
Di A¢

kR

+ K (/ (M)pumgﬁ\). (7.5)

Par ailleurs, on a, puisque f = divy(f1) + ZfiNlH oi fi,

(7.4)

/ ’aiue|pi_2aiue(ue - k)+8z¢ <
R

5 / £:0i((ue — k) * ). (7.6)

i=N1+1

| iyt == [ Vil = ke -

Or, sur AS, 5, (ue — k)™ = uc — k, et

< [file (/A Viadi+ [ - kuvlzm)

kR AL R
T B
< filoo (( vt pag g+ [ k:||v1¢|) .

Par I'inégalité de Young, on a

J1- Vi ((ue = k))

€
Ak,R

|f’ ( ‘v 1+4e€,,14€ 1%_5 A 1—1%_6 < ‘fl e \V4 1+e 1+6 € A€
1loo 1Ue| TP TTE) Te | k,R’ > [Viue| 9 +€\ k,R|

1+e
‘fl' = [ 191+ 1ALl
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D’autre part, comme |Vi7v;| < 170’)3’

1
- 1
ke [ e~ KV < (14 0 ( / \ue—kmvm“)” !Az,R\ ;
1+e + +
Slfr/’“e—k‘p Viml? + (1 - ‘A Rl

=

Il existe donc une constante K indépendante de € telle que

1te € k p+ €
’/fl V1 ((ue — k)¢)‘ < |{1Lm€ /’V1Ue|1+e¢+Ki (/A <(|1U_U)I|Q> + ’Ak,R|>

(7.7)
Par des calculs analogues, pour tout Ny +1 < ¢ < N il existe une constante KZ'
indépendante de € telle que

oo & fourvss ([, (Eh) ). o

En retranchant les quantités % [ Viuel' e de (7.7), 2p [ |0suelPivp de (7.8),
= [ [Viuc|"y de (7.4), et p;—:l [ 105uelPieh de (7.5), puis en injectant ces inégalités
dans (7.3), en utilisant (7.6), et comme 1 = 1 sur [~oR,cR]", on obtient :

1_€+\fl|é<§re /
1+€ A€

k,

gc/ |V 1ue| T + Z/ |Osuc|Piep
AE

N 90; — 1
Vi e+ S -2t / By
=/
ocR

2
i=Ni+1 Pi k,oR

k,R i=N1+1
AN
< Jue =kl Aol .
< (/ (G=or) +lata
e+ f1]ade

Rappelons que |f1]eo < 1, donc 1 — > 0. Le résultat en découle.

1+e€
]

Remarque 7.2.1. La propriété f = div(f1) + Zi]\iNlﬂ Oif; avec f1 € L®(Q,RM), f; €

L>(Q) peut étre remplacée par f € LP(Q), avec p > N. En effet, par des résultats de
régularité sur les solutions d’équations elliptiques, il existe g € LS (2, RN) telle que f =
divg. En utilisant par evemple [32], si Q est un ouvert borné de RN, si f € LP(Q) avec
p > N, alors les solutions de —Au = f, satisfont u € I/Vlicp(ﬂ), et donc Vu € WYP. Par
les injections de Sobolev, comme p > N, Vu est continue, et donc dans Ly;,.. Ainsi, en

prenant g = —Vu, on a bien f = divg.
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Lemme 7.2.2. Soit u € LP(R2), avec p > 1. Alors

lim [{, |u(z)| > k}| =0,
k—o0

/ |ulP — 0.
lu|>k k—o0

Démonstration. La premiere limite découle de I'inégalité

Hz, |u(z)| >k} < kilp /Q JulP.

Pour la deuxieme, soit € > 0. Montrons qu’il existe k suffisamment grand tel que

/ lulP < 2e.
|u|>k

Par densité il existe ¢ € C.(Q2) tel que [, ¢ — ulP < 5. Soit k > 2sup|y|.
Q

Siu>k>2p,alors 0 <u<2(u—y), et donc

/ lulP < 27’/ lu — P <e.
u>k u>k

Siu< —k <2p,alors 0 <k < —u<2(p—u), et donc

/ lulP < 27’/ lo —ulP <e.
u<—k u<—k
/ luf? < 2.
|u|>k

Théoréme 7.2.3. Supposons toujours que ue vérifie les hypothéses du lemme 7.2.1. Alors

ue € L (Q). En outre, si ue converge étroitement dans X°(Q) vers u € X®(Q), alors
u € L2 (Q).

loc

Ainsi, on a bien

O]

Remarque 7.2.2. Il est important de montrer dans la suite que les estimations pour les
minima de la fonctionnelle approximés dans X(2) ne dépendent pas de € pour obtenir la
régularité de la limite.

Démonstration du Théoréme 7.2.3. Soit Cr CC  un cube fixé. Nous pouvons toujours
supposer que ce cube est centré en l'origine. Définissons les suites suivantes :

R R _ Ph + Ph+1
tha‘f‘ﬁv Ph:f

1
kh:k<12h+1>’ h:0,1,2,...

ou k est un nombre positif que nous choisirons ultérieurement.
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Posons également

Jf = lue(z) — kp|P" da.

€
EpsPh
Nous cherchons a montrer que J; — 0, car nous aurons alors que
h—

0< / lue(z) — B[P da < JE — 0,
A€ h—o0

k

v

(7.9)
donc, fAE [ue(z) — k|P" dz = 0 et donc que ue < k dans Cg/y
Soit donc ¢ € ([0, +

oo[) telle que 0 < ¢ < 1, ¢(t) = 1 pour t < 1/2, ¢(t) = 0 pour
t>3/4, et || <e, ouc>0.
On pose

(o) =10,¢ (2l - r72)*),

de sorte que ¢, = 1 dans C,, |,

et ¢r = 0 hors de C5, . Notons que (j € Whoo
Ainsi, comme py, > ppy1, On a

Jr
Jf1 < ue(x) — kpia [P ¢ (a)da
kpt1:Ph
|(ue(2) = k) T Cu ()P da.
kEpi1:Ph
p+
+ p* B 1—@
< /C (e(e) — k) " Ca(@) dz ) 145, |
R

Ainsi par I'injection de X¢(Cg) dans LP"(Cg), on obtient

+

1—2-
Jhi1 S C(R)|AL, 5, |

ot
p

</CR (V1((ue(x) — kh+1)+<h(x))‘1+ed£[j>l+

v NZM (1o (nte) - khﬂﬁch(x))\mdx)pwm

ou la constante C(R) ne dépend pas de € puisque X(CR) s’injecte aussi dans LP (CR)
Pour Ny+1<i< N,ona

‘82((71/5 - kh+1)+<h)|pl < 2[)1'—1

(1(Oiue)CnlP* + [(ue — kny1) T 0:CHIP)
h i

P
< ¢ (1ol + e = b))

et de méme

9h(1+e)
IVi((ue = k) )| < C <|V1Ue|1Jr€ + e (ue = k‘h+1)+\1+6>
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et donc

»t
, 1ot 1 2h(1+e) . 1+e
Jo < CU(R)AS, 5 |5 v / (e — Fan) |
Akh+17ﬁh Ak’h+1’?h
+ /0.
N o | pt/pi
_ ol + T [ =k
) 4 _ v JAe _
i=N1+1 Eh41:Ph kht1:Ph

On écrit maintenant par l'inégalité de Holder et 'inégalité de Young, pour ¢; =1+ ¢

ou i = p; :
9hgi b < ohgi
R . [ue | < R4
Eht1:Pn
ohp™
<
ohp™ /
< —
= T
Rp A

q;

o

AR

e~ kna P | 145,15,

AS -
kh41:Ph

+
e — kna "+ A

i |
kni1,0p

A€ _
Kh+1-Ph

+
ue = kpa” + ’AthrlvPh

€
En41:Ph

Par ailleurs, d’apres l'estimation (7.2) il existe une constante C' indépendante de € telle

que

1 +
/e ’vlue‘yre <C W/e ‘ue _kh+1‘p + ‘AthrlvPh‘ ’
Akh+175h Ph Ph Akh+11/’h
et pour N1 +1<i <N
I 1 pt ¢
. ‘&"Ue’ <C ﬁ . ’uﬁ - kh-ﬁ-l‘ + ’AkthlvPh‘
Akhﬂﬁh Ph= Ph A’%‘h+17ph
Remarquons que
1 - 2(’14—3)]77L
(pn — pu)P" Rt

et donc par ce qui précede, il existe une constante C' indépendante de € telle que

i
+ hpt Ie
1-2- 2 +
Jh1 S ClAL, L 5] = /. lue = kna " + Ay, , |
Eh4+1:Pn
N - pt/pi
+
+ o /. ue = kna [P + 1A%, L ol (7.10)
=N1+1 kht1:Ph
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Remarquons maintenant que kp < kp41, donc

Jue(x) — kna [P dz < Jf
A2h+1 Ph

et
+ +
[ Ak 0n | Brer — k)< [ (ue(x) — k)" dz < Jj,
Akh+1’Ph

et donc, comme kp1 — kp = Qh%, en choisissant k£ > 1, on obtient

op™t (h+2)
€ ’ <
kntionl = " ppt

A Jp < v (42 e

Enfin, il est clair que |4} - | < \A;Hh o |- Par (7.10) et ce qui précede, on obtient, en

posant gy, =1+¢€,¢; =p; pour N1 +1 <7< N

(ht2) geyl-Er = 2h t(h+2) z
T < OO N (T 2 L
i=N1
+ N o+
< O'(2r D) gey =i N7 (o0 () gy e (7.11)
i:N1

Par ailleurs, soit (2p+(h+2)Jfl) < 1 pour tout h, et donc Jj, h—> 0, ce qui entraine
— 00

ue < k dans Cg/o par (7.9), soit pour une sous suite (2p+(h+2)Jfl) > 1 et alors

+ +
Ter < C'(N = Ny)(@ () gy =5 407 < gt () (7.12)
+y2 +
avec | = 2(p+)2+p+_(pp*) >1,et C=C'(N— N1)22p+(1_%*+p+).
Pour achever la démonstration nous aurons besoin du lemme suivant ([39], [50]) dont
nous donnons un preuve pour le confort du lecteur.

Lemme 7.2.4. Soit une suite (y;); de réels positifs. Supposons que pour toutl > 0 on ait
yipr < by,
ouc,d >0, etb>1.
Supposons de plus que yp < c_%b_a%, alors vy, l;)o 0.
Démonstration. Définissons la suite u; := log(y;). On a alors
w1 < e1+leg + (14 )y,

ol ¢1 = log(c), et c2 = log(b) > 0. On définit également la suite z; := u; +1F + F + 3.
On a

C2 C1 C2
Zl+1:Ul+1+(l+1)g+g+5f2
Scl+lcg+(1+5)ul+(l+1)%2+%l+%
_ 2,49, 2
_(1+5)<ul+15+5+52)

=(1+9)a.
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1
Par ailleurs yg < c5bh a2 implique que

1 1 1 1

ug < -5 log(c) — 52 log(b) = 56T e

et donc zg < 0. Ainsi, par le calcul précédent, on a y; < 0 pour tout entier [. Ainsi, pour
tout entier [ :

C2 C1 (6]

y < —l=—-—=—-=,
: 5 5 &
et donc comme ¢y = log(b) > 0, u; — —o0, ce qui prouve que y; — 0. ]
l—00 l—00

+1\2 +_(p+)2
Ainsi, en appliquant le lemme avec § = p™ — %, et b= 2@ ) TP , on en déduit

que si ’on choisi k > 1 tel que

e
Jyp L sb 62,

alors Jj h—> 0, et le résultat en découle.
—00

Or,
k. +
JE:/ ueifpv
5=/ -3l

€
k/2,R

et donc comme u, € Ler, on a par le lemme 7.2.2

et le résultat en découle.

Montrons maintenant la deuxieme partie du Théoreme. Notons que jusqu’a présent
nous avons montré qu’il existe k. assez grand pour que {ue > k} soit de mesure nulle. On
remarque maintenant que ’on peut choisir un k£ ne dépendant pas de e.

Supposons donc que u, converge étroitement dans X°(Q) vers u € X°(9Q).

Soit 6 > 0. La convergence étroite de u. vers u implique en particulier que u. converge
fortement vers u dans LP" (©). Soit donc € tel que pour tout € < €,

o

Par ailleurs, u € LP" (), donc il existe k assez grand tel que

Or l'inégalité
k
(e — 5" < (= 2)" +[uc —ul

nous permet d’écrire d’apres l'inégalité de Minkowski :
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L;w—ﬁﬁﬁ)é+(lﬁm—uW);

Notons donc que nous avions montré en (7.12) qu’il existe des constantes | > 1, C” > 0
telle que pour tout € > 0

€ 11h 1€ 1+p+—£
T < CMM (I

avec

Tom [ udo) =kl de = [ (Gle) — b)) s
k1, o Cop,
et
fnopn = {x e QNC,,,ue(r) > kp}.
Posons également

Jh::/
A

M@—MWMZ/)«M@—MVWU%

knsPp, Cﬂh
et
Ao ={z € QN 0y, u(z) > ky}.
Montrons que Jj —>0 Jr. On a les inégalités :
€—>
(ue — kp)t < (u—kp)™ + Jue —ul, et (u—kp)" < (ue —kp)™ + |u— u,
donc d’apres 'inégalité de Minkowsky :
a1 B a
S\ S\ S\
(/ «m—kwﬂp> g(/i<w—kwﬂp) +</ h%—mp> ,
Con, Con, Con
et

-

U — +yp* a u—u€p+ ! 7
( m))) +<Lﬂ \)

e\or = pt *
|(J5) T — (Jn)?PT | < ; lu — ue ,
Ph

et le résultat en découle puisque u, converge fortement vers u dans et (Q).

" — +\pt a
(( m))) s(A

Ph

(1

si bien que finalement

Ph
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Ainsi, par passage a la limite dans (7.12) :

117k 1+p+—i
Jhp1 < C"1M(Jp) "

et donc en appliquant a nouveau le lemme 7.2.4 on obtient que Jp, tend vers 0, et donc

og/ lu — k[Pt < J, — 0,
A h—oo

k

v

ce qui implique que u < k dans B(0, %)

7.3 Reégularité de la limite
Soit w un minimum local de J, et soit R CC 2 un ouvert N-rectangle.
Par définition, u réalise

J(u) = inf J(v).
(U) vGX(R),lvnzu sur OR (U)

Compte tenu de la section 6.1, on sait qu’il existe une suite g. € v (X€) telle que
Je — Ulyo(X(R)) —>0 0. Par ailleurs, on sait qu’il existe une solution u. au probleme
e~

inf J(v),
vEX€(R),v=gc sur OR
qui vérifie 'EDP :

(E) - { —divy(|Viue T Viue) — SNy a1 0i(|05ucP20ue) = f sur R,
Ue = g sur OR

Enfin, on a vu que cette solution u, convergeait étroitement vers v dans X (R) par 1'uni-
cité des solutions du probleme. D’aprés le Théoreme 7.2.3, on obtient que u € L>®(R/2),
d’ou le résultat.
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Chapitre 8

Extremal functions and partial
differential equation for an
embedding from some anisotropic
space, involving the ”one
Laplacian”

Cet article en anglais fait I’'objet d’une publication. Arxiv numéro 1804.06351.

Abstract. In this paper, we prove the existence of extremal functions for the best constant
of embedding from anisotropic space, allowing some of the Sobolev exponents to be equal to
1. We prove also that the extremal functions satisfy a partial differential equation involving
the 1 Laplacian.

8.1 Introduction

Anisotropic Sobolev spaces have been studied for a long time, with different purposes.
Let us recall that for = (p1,---,py), and the p; > 1 the space DMP(RY), denotes the
closure of D(RY) for the norm Y, |0;uly,. The existence of a critical embedding from
DYP(RYN) into LP", with p* = # when ), p%_ > 1 is due to Troisi, [55].

There is by now a large number of papers and an increasing interest about anisotropic
problems. With no hope of being complete, let us mention some pioneering works on
anisotropic Sobolev spaces [38], [47] and some more recent regularity results for minimizers
of anisotropic functionals, that we will cite below.

Let us note that anisotropic operators bring new problems, essentially when one wants
to prove regularity properties. As an example the property that €2 be Lipschitz does not
ensure the embedding W1P(Q) < LP"(Q). This is linked to the fact that in the absence
of further geometric properties of 2, one cannot provide a continuous extension operator
from W1P(Q) in D'P(RYN). To illustrate this, see the counterexample in [37], see also [22]
for one example when some of the p; are equal to 1, in the context of the present article.

Let us say a few words about the existence and regularity results of solutions to
=2, 0;(|0uPi—20;u) = f, u =0 on 02 when  is a bounded domain in RY. Assuming a
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convenient assumption on f, the existence of solutions can generally easily be obtained by
the use of classical methods in the calculus of variations. But, as a first step in the regu-
larity of such solutions, the local boundedness of the solutions, can fail if the supremum
of the p; is too large, let us cite to that purpose [31] and [42] where the author exhibits
a counterexample to the local boundedness when p; = 2 for ¢ < N — 1 and py > 2%.
This restriction on g, to ensure the local boundedness is confirmed by the results obtained
later : let us cite in a non exhaustive way [13], [42], [8]. From all these papers it emanates
in a first time that a sufficient condition for a local minimizer to be locally bounded is
that the supremum of the p; be strictly less than the critical exponent p*. This local
boundedness is extended by Fusco Sbordone in [29] to the case where supp; = p*. For
further regularity properties of the solutions, as the local higher integrability of the local
minimizers for some genarized functionals, see Marcellini in [43], and Esposito Leonetti
Mingione [26, 27] .

Coming back to DLP(RY ), and concerning extremal functions, let us recall that in the
isotropic case, the first results concerned the case where p; = 2 for all ¢, in which case the
extremal functions are solutions of —Au = u?"~!. The existence and the explicit form of
them is completely solved by Aubin [4], and Talenti, [53]. For WP and the isotropic p

Laplacian, say —Apu = —div(|Vu|P~2Vu) the explicit form is also known as the family
N
of radial functions u,(r) = (a + br Pfl)pp , while for the p-Laplacian non isotropic, say

for the equation — >N | 8;(|Q;ulP20;u) = uP"~1, the explicit solutions are obtained by

-N
Alvino Ferrone Trombetti Lions [2] and are given by u,(r) = (a + bzij\il |xl|%)p7
For further results about sharp embedding constant, and a new, elegant approach by using
mass transportation the author can see [11].

Let us now consider the case where the p; can be different from each others, and let
us first cite the paper of Fragala Gazzola and Kawohl [28], where the authors prove the
existence of extremal functions for some subcritical embeddings in the case of bounded
domains.

For the case of RN and the critical case, the existence of extremal functions is proved
n [25], when all the p; > 1, and p™ := supp; < p*. The authors provide also some
properties of the extremal functions, as the L*° behaviour, extending in that way the
regularity results already obtained for solutions of anisotropic partial differential equation
in a bounded domain, with a right hand side sub-critical as in [28], to the critical one.
The method uses essentially the concentration compactness theory of P. L. Lions [40, 41]
adapted to this context, and some other tools developed also in a more general context in
[24] .

In the case where p* = p* and for more general domains than RY the reader can
see Vetois, [56]. In this article this author provides also some vanishing properties of the
solutions, as well as some further regularity properties of the solutions.

When some of the p; are equal to 1, let us cite the paper of Mercaldo, Rossi, Segura de
leon, Trombetti, [45], which proved the existence of solutions in some anisotropic space,
with some derivative in the space of bounded measures, for the p-Laplace equation in
bounded domains, using the definition of the one Laplacian with respect to the coordinates
for which p; = 1. For the existence of extremal functions in the case of RY, and in the
best of our knowledge, nothing has been done in the case where some of the p; are equal
to 1. Of course in that case these extremal functions have their corresponding derivative
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in the space M!(RY) of bounded measures on RY. Even if the existence of such extremal
can be obtained following the lines in the proof of [25], the partial differential equation
satisfied by the extremal cannot be obtained by this existence’s result. In order to get it,
we are led to consider a sequence of extremal functions for the embedding of D'P(RN)
in LP¢ (RY) where in p,, all the p > p; and tend to them as e goes to zero. Note that
one of the difficulties raised by this approximation is that, due to the unboundedness of
RN, DIP<(RY) is not a subspace of DMP(RY), a problem which does not appear when one
works with bounded domains, see [22]. In particular this does not allow to use directly the
concentration compactness theory of P.L. Lions, [40]. We will prove both that the best
constant for the embedding from D%P<(RY) in LP¢ (RYV) converges to the best constant for
the embedding of DVP(RY) into LP"(RY), and that some extremal u, converge sufficiently
tightly to some u. Passing to the limit in the partial differential equation satisfied by w.
one obtains that u is extremal and satisfies the required partial differential equation.

8.2 Notations, and previous results

8.2.1 Some measure Theory, definition and properties of the space BV?”

Definition 8.2.1. Let Q be an open set in RY, and M (Q), the space of scalar Radon mea-

sures, i.e. the dual of Co(Q). Let M*(RN) be the space of scalar bounded Radon measures

or equivalently the subspace of € M(Q) which satisfy [, |11l = supgec, o), ) < 00.
M*(Q) is the space of non negative bounded measures on RN .

Definition 8.2.2. When = (p1,- - , itn) we define |u| = (3 ,u?)% as the measure : For
© >0 1n Cc(Q), (|, (P> = SUP¢ECC(97RN)72{V Pp2<p? Z(Mz:¢z>

Let us recall that

Definition 8.2.3. p, — p vaguely or weakly in M () if for any ¢ € Ce(Q), (fin, ) —

(ks ).
When pn, and p are in MY(Q) we will say that p, converges tightly to u if for any

¢ € C(RN) and bounded, (in, ) = (1, ¢).

Remark 8.2.1. When u, > 0, the tight convergence of u, to u is equivalent to both the
two conditions 1) pi, — p vaguely and 2) [ pm — [ 1.

We will frequently use the following density result:

Proposition 8.2.1. If ji € MY(Q,RYN) there exists u, € D(Q,RY) such that (u,)F,
respectively |u,| converges tightly to /%i (respect. |p]).

The reader is referred to [21], [20], for further properties on convergence of measures
and density of regular functions for the vague and tight topology.

Let Ny < N €N, and 7:= (p1,--- ,pn) € RY such that p; = 1 for all 1 <4 < Ny, and
p;>1forall Ny +1<i<N.
Let p™ = sup p;, and
N

= N 1
N+ iin41p; —

*

p
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In all the paper we will suppose that p™ < p*. Let DYP(RN) be the completion of D(RYN)
with respect to the norm

Ny N N
1
uly = 1O (@) 2+ D |Gy, = [Viuh + D [diuly, (8.1)
i=1 i=N1+1 i=N1+1
where Vyu is the Ny vector (O1u,---,0n,u), and |ul,, denotes for ¢ > N; + 1 the usual

LPi{(RY) norm.

Remark 8.2.2. Of course by the equivalence of norms in RM this completion coincides
with the completion for the norm Zf\;l |05u|p, -

We now recall the existence of the embedding from DM(RY) in LP"(RY), a particular
case of the result of Troisi , [55].

Theorem 8.2.1.
DYP(RN) — LP"(RY),

and there exists some constant Ty depending only on p, and N such that

N 1 N
L1 1
Tolulp- < [T 10l and |ulp- < TN VNIViul + Y [l | (8.2)
i=1 ° i=N1+1

for all u € DYP(RYN).

We now introduce a weak closure of D(RY) for the norm (8.1). Set

BVP(RN): = {ue P (RY),0;u € M*(RY) for 1 <i < Ny, and d;u € LP(RY)
for Ny +1<i< N}

We also define

BV?P

loc

(RY) = {u € D'(RY), pu € BVP(RYN), for any ¢ € D(RV)}

Definition 8.2.4. We will say that u,, € BVP(RN) converges weakly to uw if u, — u
(weakly) in LP", Oju,, converges vaguely to O;u in MY (RN) when i < Ny, and dyu, — O;u
(weakly) in LPi, when i > Nj. .

The convergence is said to be tight if furthermore [pn |Oiun|Pi — [pn [OiulPi for any
i> N1, and [pn |Viun] = [pn [Viul.

Remark 8.2.3. If u, converges weakly to u, since (uy) is bounded in LP", it converges
strongly in L?OC for a subsequence, when q < p* and then for a subsequence it converges
almost everywhere.

Proposition 8.2.2. [t is equivalent to say that
1. u € BVP(RY)
2. There exists u, € D(RY) which converges tightly to u.
3. There exists u, € D(RYN) which converges weakly to u.
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Remark 8.2.4. Following the lines in the proof below, but using strong convergence in
L' of dyu, for i < Ny, in place of tight convergence, it is clear that DVP(RN) = {u €
L7 (RN), 0iu € LYRYN), i < Ny, Ou € LPi(RN), i > Ny +1}.

Proof. Suppose that 1) holds.
We begin by a troncature. For 1 <1i < N let o; defined as

*

Oéi:]i—l.
pi

Let p € D(] —2,2[), ¢ =1 on [—1,1], and for all n € N,

Ju(z).

Ly

U () = Hi]il‘P(

n%i

We denote C,, = I}, [-2n%, 2n%], note that |C,,| = ANpYil @i We need to prove that
Osy, — Oju in LPi(RN) for all i € [N1 + 1, N]. Since

xj xj
Ostn () = u(2)0; (UL 0(—2) ) + Lo~ )dua),
it is sufficient to prove that u0; (vazlcp(n%» — 0 in LPi{(RY). By Holder’s inequality

T , c o Pi 1_Pi
u0; <HN, =1 ) pi L / / ulP Yo~ |C, p*
Lo (et v < g [ e

—aipi+(1-24) 0L a; o(1)

/
< cn

which tends to zero, since u € LP"(RY) implies that fRN—l fn

and for any ¢ by the definition of «;, a;p; > (1 — 1%) Zjvzl a; . In the same manner we
have fRN |Viu, — Viu| — 0. The second step classically uses a regularisation process.
Recall that that when /i is a compactly supported measure in RY, with values in RY,

when p € D(RY), [p=1, p >0, and p. = }Np(f), pe * |fi| converges tightly to |fi], pe *

p*
% < | <2n%i |u| njoo 0,

/@t converges tightly to ,u;-t. From this one derives the tight convergence when € goes to
zero and n to oo of |Vi(pe * up)| towards |Viul.

2) implies 3) is obvious. To prove that 3) implies 1), note that if (u,) is weakly
convergent to u, one has the existence of some constant independent on n so that |Viu,|;+
ZfiNlH |0;tun|p, < C. Then by the embedding in Theorem 8.2.1, (uy,) is bounded in LP",
and by extracting subsequences from Viu, in M1 (RN, RM) weakly and from d;u,, in LPi
weakly for i > N + 1, one gets that the limit u € BVP(RYN). O

Remark 8.2.5. Using the last proposition, one sees that (8.2)extends to the functions in
BVP(RN).

We now enounce a result which extends the definition of the ” Anzelotti pairs”, [3], see
also Temam [54], Strang Temam in [51], and [15, 16, 17].

Theorem 8.2.2. Let o a function with values in RN, such that its projection o' on the

first Ny coordinates, belongs to Lp, (RN, RM), and suppose that for any i > Ny + 1,

oc
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*
P

and that dive € L, *. Then if u € BV

P (RY), one can define a distribution

Pl
g-e; € Ll;w

o - Vu in the following manner, for ¢ € D(RY),

(o -Vu,p) =— dive(up) — / (o0 -Vp)u.
RN RN
Then o - Vu is a measure, and o' -Viu := o-Vu— Zz]'\iNﬁ-l o;0;u is a measure absolutely

continuous with respect to |Vyul|, with for o >0 in C.(RY) :
<‘0—1 ’ Vlu’v 90) < ’Gl‘LOO(Supptgp)<’v1u|? (P> (83)

Furthermore when o' € L®RN,RM) and o; € LPi(RY), for any i > Ny + 1, dive €

Lpfifl(RN) and u € BVP(RN), 0 - Vu and o' - Viu are bounded measures on RN and one

- [ ovum [ aniom »

ot - Viu| < |0t oo Viul

and

Proof. Take 1 € D(RY), ¢ = 1 on Suppt . Then if u € BWgC(RN), Yu € BVP(RN).
By Proposition 8.2.2, there exists u, € D(RY) such that u, converges tightly to ¢u in

BVP(RN). By the classical Green’s formula

[oovume=— [ dv@we) - [ @ o

Using the weak convergence of u, towards 1u one gets that [(o - Vu,)p converges to
(0 - Vu, ). By the assumptions on o; and 0;u,, one has faiaiuncp — fal-aiugo, for ¢ >
Ni+1, hence [(0!-Viu,)p — (01 Viu, ). Furthermore, using for ¢ > 0, | [ 0! Viu,¢| <
ot Lo (suppte) | 1V 1Rl = |00 Lo (Supptp) [ [Viul, one gets (8.3). The identity ( 8.4)
is easily obtained by letting ¢ go to lpw~, since all the measures involved are bounded
measures. O

8.2.2 The approximated space D'7<(R")

Let € > 0 small, define

€ __ (p’L — 1)pi62

GE 1) = pie + a; and pf = pi(1 +€;). (8.5)

Note that one has for all i > Ny + 1, %ﬁrel) = 1€ We define DLP<(RN) as the closure

of D(RY) for the norm |V1v|i4c + ZfiNlH |0;v|ps. Then the critical exponent pg for this

space is defined by % = 1L+16 +>, 1% — 1. Note that p} satisfies

N_N eN
pg_p* 1+¢€’

112



and as soon as € is small enough, pf < p¥. Let us finally define
pee
1+e€

and note for further purposes that A\cp* = p?.
Recall that as a consequence of the embedding of Troisi, [55] one has

Ae = +1, (8.6)

DYP(RN) s [P (RY),
and there exists some T§ > 0, such that for all u € DP¢(RY),

T |l e <H|a u| ¢, and then |ul,; < NTE (VN1 |Viu)iye + Z |Oiulpe)
=1 i=N1+1

for all u € DYPe(RY).

Let us define

Ke= _inf
u€DLPe (RN) Jul o =1 | 1 + €

IVWHIZ Z |a uly;

= N1+1
and
Yo
K= inf Viuli + —|OulPi
uEDl’ﬁ(RNMu‘p*:l ’ | iz%;rl ; | ! |pz
It is clear by Proposition 8.2.2 that
N

K= inf /]Vlu\—i— S Lol

u€BVI(RN ), [ulpx =1

Adapting the proof in [25] one has the following result

Theorem 8.2.3. There exists uc € DVP<(RY) non negative which satisfies |ue|ys = 1 and

_ 1 1+e pZ
ICE = 17—|—6|V1ue|1+6 Z |8 Ue .

=41 P
Furthermore there exists I > 0, so that
Ny N
= 0i(IViud T o) — Y 0|0 2 0ue) = Leubi (8.7)
i=1 i=N;+1

In the sequel we will use the notation div; as the divergence of some Ny vector with
respect to the Ny first variables.

By multiplying equation ( 8.7) by u. and integrating one has K. < I < pfK. , and as
we will see in Proposition 8.3.1 that limsup K. < K, if u, is an extremal function for I,
|Vite|1+e and ]c')iue|pze, are bounded independently on €, hence one can extract from it a

subsequence which converges weakly in B Vl‘f .- In the sequel we will prove that by choosing
conveniently the sequence wu,, it converges up to subsequence to an extremal function for

K.
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8.3 The main results

The main result of this paper is the following :

Theorem 8.3.1. 1) There exists v. € DYP<(RN), vl = 1, an extremal function for
Ke, which converges in the following sense to v € BVP(RN): v converges to v in the
distribution sense, and almost everywhere, [on [Vive|'™ = [on [Viv], [on [OivePi —
S~ |00[Pi for all i > N1 +1, and |v],» = 1. Furthermore im K. = K. As a consequence
v 1s an extremal function for K.

2) v satisfies the partial differential equation :

N
—diVl(Ul) — Z 8,~(|8iv]pi’28iv) = lvp*il, O'1 -Viv = |V1’U| (88)
i=N1+1

where K <1 < ptK.

The proof of Theorem 8.3.1 is given in the next subsection, and it relies of course on a
convenient adaptation of the PL Lions compactness concentration theory. However, due
to the fact that the exponents of the derivatives and the critical exponent vary with e,
we are led to introduce a power v?ﬁ of some convenient extremal function, - where A has
been defined in (8.6)-, and to analyze the behaviour of this new sequence, which belongs
to BVP(RY), and is bounded in that space, independently on €, as we will see later.

In a second time we prove that

Theorem 8.3.2. Let v be given by Theorem 8.3.1. Then v € L¥(RYN) and there exists
some constant C(|v|y+) depending on the LP" norm of v and on universal constants, such
that |v|se < C(|v]p).

8.3.1 Proof of Theorem 8.3.1
The proof is the consequence of several lemmata and propositions.

Lemma 8.3.1. Suppose that u € BVP(RY), and that |u|, < 1, then

+ N 1
Klulbe < |Viuh+ Y —|0ull
i=Ni+1°"

and analogously if u € DVPe(RN), [upr <1

1 €

N

+ 1
Kelulpy S?Wl“HiEWL Z »
7

i=N1+1

Hint of the proof :
. +
Use = in the definition of K and the fact that if |ul,« <1, [ul?l > [ul}. .

[ulp
Proposition 8.3.1. One has
limsup K, < K.

As a consequence any sequence (ve) of extremal functions for K. is bounded indepen-
dently on €, more precisely there exists some positive constant ¢ so that, for all € > 0,
[V1velite, [Oivelpe < ¢, for all i > Ny + 1.
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Proof. Let 6 >0, § < 3 and let us € DYP(RY), (or BVP(RY)), so that |us|,» = 1 and

N
1
Viush + Y |Ously < K+ 6.
i=N1+1

By definition of DMP(RY), there exists v; € D(RY) such that ||vg| — 1] < 6,

N
1 .
|Vivs|1 + Z f|8ﬂ}5|g; < K+ 20.
1=N1+1

Vs
[vs]px

For € small enough one has ||vs|,: — 1| < 26. By considering w§ = one sees that

ws € D(RY), |w|,: =1, and

N )
\ 1 |Osvsp:
[Vywsls + Z !aw5| < ek $~ (‘ sl

N P 1—-26 N Pi 1 —26)Pi
1
< — (K4 20).
— (1 _ 25)p+ ( )
By the Lebesgue’s dominated convergence theorem, ]Vlwgﬁii — %, and ]8ﬂu§|£g —
P i

16 v‘;'f'l for all ¢ > Ny + 1 when ¢ — 0, hence we get

p*

1 K+ 260
lim sup/Ce < lim sup 17|V1w5|ﬂ§ Z |3 w5|p’ < %,
e—0 e—0 i— N1+1 (1 - 25)]0

which concludes the proof since d is arbitrary.
O

Proposition 8.3.2. Suppose that w, € BVP(RY) satisfies |we|,» = 1, and that we — v
almost everywhere. Then for € small enough |we — v|px < 1.

Proof. If v = 0, there is nothing to prove. If v # 0, using Brezis Lieb Lemma, [10] one
has |we — v|p» — (|welpr — |v|p+) — 0 which implies that limsup |we — v|p« < 1, hence the

result holds. This lemma will be used for w. = v?e , where v, is some convenient extremal
function, given in Lemma 8.3.2 below, and A has been defined in ( 8.6). O

Lemma 8.3.2. Let uc be a non negative extremal function for K¢, so that |uelys = 1.
There exists ve > 0 which satisfies

[Uelpr = [velpr =1, [Vitelite = [Vive|ite, and [Oiuelpe = |Oivelps, for all i > Ny + 1,
1

and / vPe = .
B(0,1) 2

Proof. This proof is as in [25], but we reproduce it here for the reader’s convenience. Let
af: —1,i=1,---,N. For every y = (y1,--- ,yn) € RY, and for any u € D"P<(RY),

and ¢ > 0, we set
uh¥(z) = tu(t® (z1 — y1), -+ N (TN — yn)).
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Then, we have
[ulpy = [u"

pe>
|81U|p§ = |8iut’y\p§, forall1 << N,

Viuliye = [Viu|ige.

Let uc be an extremal function for ¢ so that |uc|,» = 1. As in [25], [41], we recall the
definition of the Levy concentration function, for ¢t > 0 :

Qclt) = sup / R
E(y,t*1,-

yERN EON)

where E(y,t1,--- t®~) is the ellipse defined by
(2 — i)
{Z: (21,"' ,ZN) ERN,Zzﬁia; < 1},
i=1

with y = (y1,--- ,yn), and of = % — 1 for all 4.

Since for every € > 0, 1%iI%QE(t) =0, and tlim Q(t) = 1, there exists t. > 0 such that
— —00
Qc(te) = %, and there exists y. € RY such that

1

|ue|Pe (z)dx = =.
[E@E,tfi---,tfﬁv) E 2

Thus, by a change of variable one has for v, = uleve

* ]_ *
/ "Ue’pe = 5 = Sup / ‘Ue‘p€’
B(0,1) yeRN JB(y,1)

Note for further purpose that v, is also extremal for ..
O

Proposition 8.3.3. Let v > 0 be in DPe (RN), bounded in that space, independently on
€. Then for \. defined in (8.6), the sequence we = v)< is bounded in DVP(RYN).

Proof. One has

/ Vi) = A / V1o
RN RN
NS Qe=D4e)
< )\5(/ |V1’UE’ +6)1+5(/ Ve € )1+e
RN RN

. 1_’_5# p*L
- M/ V10 >1+e</ )T
RN RN

and for all ¢ > Ny, using the definition in (8.5)

/ @,(U?eﬂm — )\Igi/ ng\e—l)pi|aive|pi
RN RN

1 ()\5*1)175 €

([ ([ oy
RN RN

= ([ oy ([
RN RN

116

IN




Then [pn [V1(v€)| and [ [0i(v2e)[Pi for i > Ny + 1 are bounded independently on e, by
the assumptions. O

Let v. be given by Lemma 8.3.2. One has by the definition of A,

/ Pt =1 = / A
RN RN

Let us define

and

while

. . *
lim lim sup/ [ P" = v,
R—+400 0 |z|>R

N

lim limsup/ V(02| + 219 ()P | =
Ro+oo e50 Jia|>R (Vi (ve)] i:NZI+1 Z’ i (vee)] Hoo

1 N
lim i Vive|'te OvelPr | = fi
1mn 1msup 1 ’ lve‘ + 7‘ Z'Ue’ = Moo
R—400  ¢0 |z|>R +e€ i1 Pi

Remark 8.3.1. Note that since [p ) e P" =3, and [on [0} =1, v < 5.

Theorem 8.3.3. Let v. € D"P<(RN), be given by Lemma 8.3.2, and A\, be defined in
(8.6). There exist positive bounded measures on RN : 7,7, 4, i, for Ny+1<i <N, and
v, a sequence of points x; € RN, and some positif reals Vj,u§,rj,%j,j € N, so that for a
subsequence

1.

2.
3.

Ve, and vg‘f converge both to v, almost everywhere and strongly in every L?OC, q<pr,
and v € BVP(RN),

V1 (02)] = |Viv| + 7, V1o T — [Viv| + 7, with 7 > 7, in MY (RY) weakly.
|Oivle[Pi — |Qw[Pi + i for all i > Ny + 1, |Ojve|Pi — |0|Pi + it with it > pf, in
MY(RN) weakly.

P = [P = Pt 4= Pt + > Vila; in MY(RN) weakly.

One has 7 > 3, Tjba;, ut o> Zj,uééxj, for all i > Ny + 1, and for any j € N,
+

pt

P
*

1 1 o1
vt < g+ 20 k), and vy < opioo.

N N
1 1
Vi o+ Y ot o [ vele Y o [ o
i:N1+1pi RN z‘:N1+1pi RN
Ny
+ / T+ D | e
RN =N 4117
1 N 1 € N 1
—[Viudife + > €|8Z-v€\£é—>/ Vol + > /\aw,pi
l+e =Ny a1 Pi ’ RN =Ny a1 P
N
+ / Ft > i+ i
RY i=N+1 17



/ ’Ue’p:—l—/ IUEI)‘EP*—>/ ]v]p*—i—/ U+ Vso.
RN RN RN RN

Proof. 1 The convergence of v)¢ is clear by using the compactness of the embedding from
BV? in L9 with ¢ < p* < p*, on bounded sets of RV, the analogous for v, is also true
since ¢ < liminf p?.

Let us prove the existence of 7,7, i, fi*, Ny + 1 < i < N, and v. Indeed one has by
extracting a subsequence the existence of 7, since we know that |Viv| < liminf |Vjve|! T
The existence of 7 is obtained from the same arguments. Furthermore, by Hoélder’s in-
equaltiy

1 * €
/ Vi)le < A / V10 H0) T / o )T

Letting € go to zero, since A goes to 1, one gets that 7 > 7. We argue in the same manner
to prove the analogous results for |9;(v2<)[Pi and |0;v¢[Pi. The existence of v is clear.

We prove in the lines which follow that v is purely atomic. This is classical, but we
reproduce the proof for the convenience of the reader. Let

opi—1

2

(1 + 2/0pl™)

N
p=2Viol+7+ Y
i=N1+1

Claim 1 For all ¢ € C.(RY),
PN 14 Lyt 11 1
(/W’ dv)* < (p)N T (/M)N+p a T(/\w\p+du)P+ (8.9)

To prove Claim 1, let us define h. = (v} —v). Using (8.2),
oy L 1 _~ L
([ el < ([ st ™ (8.10)
o

We have defined v and ' by the following vague convergences : vg\ P Pt 4 v,
|Ojvle|Pi — |Qw|Pi 4 pf, and |Viv)e| — |Viv| 4+ 7. By Bresis Lieb’s Lemma, one derives
that

‘hE’p* —

while '
Ol < 20 P+ o) > 2 ol + ),

and

[Vihe| < \Vl(vE)Aﬂ + |Viv| = 2|Viv| + 7 vaguely.

Using the fact that h. tends to 0 in LPi(Suppty), for all i, since p; < p*, one has
[ |helPi|0;0|Pi — 0. Passing to the limit in (8.10), one gets

Ny 1

% 1 N Np;
(frerar)™ < 2 ([loaervel+n) "m0 ( flomae @ +u) ™.
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We then use for ¢ > Ny + 1
. _ Py Pi
/ P (@ 10l + ) < pt( / W) / o du)

1
/ old(2|Vo] + ) < p* / P du) 7.

Taking the power ﬁ and & 5~ and multiplying the inequalities, one derives Claim 1.

and

By (8.9) one sees that v is absolutely continuous with respect to u, with for some
constant ¢ and for any borelian set F,

p*

v(E) < cu(E)»

Let then A > 0 be u integrable so that v = hdu. Then if x is a density point for u,
ie, so that lim, o u(B(x,r)) = 0, one gets that ugggx T%g — 0, hence if D is the at most

numerable set where p({z;}) > 0, one has h = 0 in R™ \ D. This implies that v has only
atoms that we will denote {z;};en.

We now prove 5. We still follow the lines in [25].
Let 6 > 0 small, ¢; = 22 a; = L ( note that Zf\il a; = 1), define for j € N fixed,

P*—pi’ qi’
-
¢ € D(B(0,1)), (0) =1, 0 < ¢ < 1 the function ¢s as ¢5(z) = gb(zaagf],-” ) 5aN ) s
satisfies [pn [0i¢s|7 = [pn [0i¢|%. In particular for all i < N,
Pq *\ Pi
/ BubalPio? < (/ Dby (/ P 50, (8.11)
RN RN B(zj,max; §)
when § goes to zero.
Claim 2
pt N
lejp* < lim sup lim sup / b5 Vive| + Z —0i(v)) P gk
§—0 e—0 RN i=Ny+1 :

To prove Claim 2, we apply Lemma 8.3.1 with |v)‘€¢5|p* <1

+
IC/ v pslP” Z*g/ V(0 ds)| + / o egos) P
(RN\ os”) [V1(vee d5)] Z P 51"

i=N1+1

We use
V102 69)] = [V1(02)|0s| < w2 [Vies
< fode — || Vigs| + v Vigs,

hence by (8.11) when p; = 1 and v} —v — 0 in L} _ for all ¢ < p*, this goes to zero in L
when € and § go to zero. For i > Ny + 1, by the mean value’s theorem

0ol o) o5l
< pl @)l [10islod + 10,(02)

pi
< i (10i6al 02 = vl + Dicslo) [[(Digrs)ui| + 00|
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Using Holder’s inequality, ( 8.11) for i > Ny + 1, the fact that ||9;p5|ve + [9;(v2<)ds] pit

_Pi
is bounded in Lri—1, and ve)‘f —v —0in L?OC for all ¢ < p*, this goes to zero in L', when
€ and § go to zero. Claim 2 is proved.

We can now conclude, using the fact that |Viv| is orthogonal to Dirac masses, as a
consequence of the results on the dimension of the support of |Viv|*, [33], and using the
fact that |0;v|Pi belongs to L!, for i > Ni + 1, that

pt

N
- 1 -
Kv}p §limsup/ Ths + E / Lkt
( RN Di RNM 6)

—0 i=N1+1

<

Defining 7; = limsups_,o [pnx T¢s and ,u} = limsup;_,o [pn 1'%, one gets the first part of
5.

To prove the last part of 5, let R > 0 large and ¥r some C* function which is 0 on
|| < R, and equals 1 for [z > R+ 1, 0 < ¢gp < 1. It can easily be seen that for any
1> N1+ 1 and for any v > 1

P Ny (5.12)
|z|>R+1 RN |z|>R
[ wes [ v < [ v (8.13)
|z|>R+1 RN |z|>R
and
Ae |P* Ae |P* * Ae |P*
G N (.14)
|z|>R+1 RN |z|>R

And then by the definition of s

N
1 .
. . )\e >\e 7 (—
lim hmsup/ |Vive<|vr + Z — 002 PPl = fios.
R—+00  ¢0 RN N1 Di JRN

Let us remark that since v € BVP, one has limp_; oo |Vlv|wR+Zi]\iNl+1 p%_ [ |osw|Pipy +

Jax [0l ¥R =0.
We use once more he = v2< — v, which goes to zero in L] . Note that since |h¢|px <1,
one also has |hctpgr|p» < 1 and then applying Lemma 8.3.1

Ac
€

N N
K[ hevnP)5 < [ 191l + 3 = [ohanr. 519

1i=N1+1

Since Vi is compactly supported in R < |z| < R+ 1, and since p; < p* one has

N
1
im [ heVa ()] + L / bl = 0.
iy [ vt s S 0 [

Then
Ny

tim_lmsup [ (Vaheim)+ 30 - [ jouhdm)l” =
RN i JRN

R—+400  ¢—0 i=Ny41 P
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+ pt
Note also that lim limsup K([pn |h€d}R\p*)%* = Kv& , hence, taking the limit in (8.15),
R—+00  ¢0

pt

one gets KvZ < Lhoo-
To show 6. by the definition of 7 and u?,

N
1
lim limsup/ Vivle|(1 — r) + / Qe Pi(1 — Yp
At [ 20 vm)+ 3 o [ oadia - v

N
1 . ;
S AR B DI IR EEE)
R R =Ny 41 PE R

And then one gets 6. by writing 1 = ¢g + (1 — ¥r) and using (8.12) and (8.13).
7 can be proved in the same manner. 8 is obtained by gathering 4. and (8.14).

Proof. of Theorem 8.3.1 We take a subsequence vg so that

1 Moo /
Voo | ,/8- P = K
1+e’/RN| wel " D v e ‘

i=N1+1
with lim IC = lim inf IC¢, in the sequel we will still denote it v, for simplicity .
We are going to prove both that lim sup . = K = liminf K¢, Voo = oo = 0, ,ué. =vj=
0, for all j € N, that for all i |9;vc|" — |O;v[P?, tightly on RY and that lim |V (v)¢)| =
lim |Vyv|'F€ = |V1v], tightly on RY. Indeed, using the previous convergences in Theorem
8.3.3

N N
Viv| + / T+ / AP + / L+
/RN| I RIS S LD DI I

i=N1+1 1 =N1+1
A N A
< [omets [ e S D e 3 L
R RN Ny P JRY i=Ny 41 Pi JRY
1 Yo
< lim / ey ST L / (v )l
Tre RN! \ i_%:ﬂpg RN! i(ve)
. +
= liminf K, = liminflCE(|v]£* + Zyj + VOO)I;T*
. pt pt pt
< liminf K | (Jof2)» + (O vy) v +vd
+ N
. «\ 7* liminf K, 1 .
< tmint k([ o)+ B S0 b Y ) e
RN K Di

J i=N1+1
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lim inf C,
< | vl 5 | 1o

2N+1

hmmflC ZTg‘i'Z Z *M]‘i'ﬂoo

Jj i= N1+1

Using the fact that limsup Ke < K, [pn 7 > Zj i, Jp > Zj ,ué-, one gets that we have

equalities in place of inequalities everywhere we used them. In particular (g~ lw[P" +
p+ P+

+
vt VOO)L (Jan 0P ) +2v ” +v& , and then only one of the positive reals
f]RN \v]p*, Vj, Voo, can be different from zero. But this imposes that the only one which is
# 0 must be equal to one. By Remark 8.3.1, one then gets vo, = 0. On the other hand,
let j € N, either z; ¢ B(0,1) and then for § small enough fB(m 5 |ve |PE —i—fB 0,1) lvuelPe < 1,

hence v; = 0, or z; € B(0,1) and then v; < lim fB(O,l) |ve|P¢ = %, and once more v; = 0.

27
One then derives that 1 = ]vglgg — |v|£:. By the definition of K one has

N
1 .
K<|Vioh+ Y =l < [Vivh + Z |a v|Pi + 7+ Z —u + fioo
Ni+1 pi Ny +1 Ny +1p
< liminf e < limsup K < K

and then 7 = 7 = fico = floo = fi* = p' = 0, lim|V1v€Hi§ = lim |V (v)¢)|1 = |[V1v|1, and
for all i > Ny + 1, both |9;(v2<)[bi and |0; v€| ¢ converge to |0;v[Pi. We have obtained that

y<3

v 1s an extremal function and lim /C, = K.

We now prove that v satisfies (8.8). First recall that [ > ICc > ﬁle, as we can see by

multiplying (8.7) by ve the equation, integrating, and using |v€|zg = 1. In particular [, is
bounded. Let us extract from it a subsequence which converges to some [ > 0.
Let us define o€ = |Vqv [ tVyv,, of = |0; vglpi_ O;ve for i > N1 + 1, and -with an
l,e

obvious abuse of notation- o, = (o yON 1 of)- Note that o€ is bounded in L;’o o

for any ¢ < oco. Indeed, let K be a compact set, one has by Holder s inequality f |oteld =

€ € € 1_ e
Jie IV10el0 < (fye [Vave] )52 K75 and then (fy oh|1)7 < (1)Ko T8 K 7.
Using the boundedness of . one gets that o€ is bounded in Ll > hence converges up to
subsequence weakly in L?O . to some o! which satisfies for any compact set K |o!| La(K) <

\Kﬁ, hence o! € L®(RY RM) and |o!|, < 1. Furthermore, the strong convergence
of |0;vc|Pi towards |Q;u[Pi in L' when i > Nj + 1 ensures that o; = |9;v[P20;v. From
these convergences, one gets that defining o = (o!,0n,11, -+ ,0n), by the definition in
Theorem 8.2.2, 0¢- Vv, converges to o-Vv in the distribution sense. Using in 11 050ive —
Z]N\hH 0;0;v in Llloc, one derives that o€ - Vv, converges to o' - Viv in D'(RY). Since
o1€. V1, is also bounded in L!, this convergence is in fact vague. By lower semi-continuity
for the vague topology, for any ¢ > 0 in C.(RY)

/ |Viv|e < Iigéif/ V1M e = liggif/al’e Vivep = (o - Viv, @)
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This implies that |Viv| < o' - V10 in the sense of measures, and since one always has the
reverse inequality, we have obtained that o' - Viv = |V1u.
We get by passing to the limit in (8.7) that v satisfies the partial differential equation

N
—divi (o) = > 8i(|0w [P P0w) = P!
i=N1+1
with
/ v?" =1, and o' - Vv = |V10).
RN

Furthermore, multiplying the equation by v and integrating, one gets [ > I > 0.
O

8.3.2 Proof of Theorem 8.3.2

We will prove the L regularity when u is some extremal function which satisfies (8.8),
with [ = 1. Indeed one has

Lemma 8.3.3. Let v, and v be as in Theorem 8.5.1. Then

_ 1 -1
u(x) = v(lilxl,"- ,lille,l PNiAL g 41,00, IPN )

and

1
—1 —1 —— -1

T P
— 1+ 1+ Ni+1 PN
uE(x)_Ue(lE 61‘17”' 7l€ Eleule CUN1+1,"' 7l€ ﬂ?N)

satisfy respectively

N
—divi(o'(w) = > (|02 ou) = u !
i=N1+1
with ot - Viu = |Viul, and
N
—divy (|Viud ' Viud) = Y 8i(|0ucP 2 0ue) = uli ! (8.16)
i=N1+1

Furthermore ue converges tightly to u in BVP(RN),

We do not give the proof of this lemma, which is left to the reader.
In the sequel we will consider v and u, as in Lemma 8.3.3.

Lemma 8.3.4. Suppose that u € BVP is as in Lemma 8.3.3. Suppose that g is Lipschitz
continuous on R, such that g(0) = 0 and ¢’ > 0, then g(u) € BV, with o' - V1(g(u)) =
IVi(g(w))|. Furthermore one has the identity

N
[+ Y [ gwoar = [ g (317

i=N1+1

123



Proof. In the following lines, we will use ?UTS” to say that the convergence holds up to
subsequence .

Note that g(ue) € DVP<(RN) by the mean value’s theorem, since g’ € L, and (g(uc)).
is bounded in that space by the assumptions on u, and then also in BVl’jC. Then since
ue converges to u almost everywhere "UTS” and g is continuous, g(u) € BVP(RY), and
g(ue) converges weakly to g(u) in BVlgC "UTS” . In particular it converges to g(u) in
Ll ., "UTS” for all ¢ < p*. Let us observe that the sequence of measures oc - V(g(uc))
converges "UTS” to o-V(g(u)) : Since o.-Vg(uc) is bounded in L', it is sufficient to prove
that it converges in the distribution sense. To check this, let ¢ € D(RY), take ¢ < p* so
that for e small enough p§ < ¢, then 0. — ¢ "UTS” in L;’O/C. Using g(ue) — g(u) in L]
strongly and "UTS” for all ¢ < p*, one has [ g(uc)oe - Vi — [ g(u)o - V. Secondly note
that uegflg(ug) < |¢|oo|uc|P. By the strong convergence of (uc)P¢ in L' one can suppose
that ”UTS” is dominated by a function h in L', hence so does uezfl g(ue). By the almost

1

everywhere convergence ”UTS” of ugz_1 g(ue) to uP"~1g(u) and the Lebesgue’s dominated

convergence theorem, one gets that for any ¢ € D(RN), fueg_lg(ue)go — [uP" "g(u)ep.
We have obtained that [ o V(g(ue))p — [ o-V(g(u))e, for any ¢ in D(RY), hence also
for ¢ in C.(RY). Furthermore, by lower semicontinuity one has for all ¢ > 0 in C.(RY),

/ Vi(g(w)le < limint / V1 (g e
— lirgniglf/(g'(ug))lJre\Vlue]HEgp

< limiglf|g'|go/(gl(ue))|V1ue|1+680

This implies since one also has o' - Vi(g(u)) < |Vig(u)|, that o' - Vi(g(u)) = |[Vi(g(uw))|.
To get identity (8.17 ) it is then sufficient to multiply the equation ( 8.16) by g(u.)e,
and pass to the limit using the previous convergence. Next one can let ¢ go to 1z~ since

all the measures involved are bounded measures.
O

Corollary 8.3.1. Let u be as in Lemma 8.3.3. For any L and a > 0, (umin(u®, L)) €
BVP(RYN), o' - Vi(umin(u®, L)) = |V1(umin(u®, L))|, and

V1 (umin(u®, L))| + i L\ 19; (wmin(uri, L))[P < [« min(u®, L).
/

1 a
i=N1+1 - pi

Proof. We use Lemma 8.3.4 with g(u) = umin(u®, L) and equation (8.17). Then it is
sufficient to observe that

pi—1
1 a
[ ool = (1+a> [ 10 wmingu?, L)
Dpi
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We now prove the following
Proposition 8.3.4. Let u be as in Lemma 8.5.83, then u € L.

Proof. This proof follows the lines in [28] and [25]. Once more, we reproduce it here for
the sake of completeness. We begin to prove that u € L4 for all ¢ < oo. In the sequel,
¢ denotes some positive constant which does not depend on k£ nor on a, which can vary
from one line to another. Let k to choose later, and write for all p;, ( recall that p; = 1
for j < Np) :

/up* min(u®7, LP7) = / up*(min(u“,L))pj—l-/ wP” (min(u®, L))Pi
u<lk

u>k

< kaw/myp* +(/u>kup*)1§1 </(umin(ua,L))P*>

Using the embedding from BV? in LP" one has

S

1

* N 1
(/(umin(ua,L))P*> "< /|v1(umin(ua,L))y + ) (/ 10, (umin(u®, L))[P7)?i
j=N1+1
(8.18)
Using Corollary 8.3.1, for u min(u7, L) one gets for all j

(1+a)_pj+1/|8j(umin(u“,L))|pj < /up* min(u7, LP7)

a1
and then defining I; = ([ [0;(umin(u®, L))[P7)?s and e = [, u?",
1 N
I; <c(l+a) ka(/up*)pﬂ' +¢” " /| Vi(umin(u®, L))| + Z I;
i=N1+1

and

1 N
/\Vl(umin(ua,L)ﬂ < c(1+a) k:“/up* —i—e,t_? /| Vi(umin(u®, L))| + Z I;

i=N1+1
Summing over j one gets
N
/|V1(umin(ua,L))| + Y
j=N1+1
N
< c(l4a) [ B Jul?
j=1
N 1 N N
w3 (1 Viumine D)+ 3 1)
j=1 1=N1+1
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1
Choosing kq so that c(a+1) " €,
k — 4+00), we have obtained

1
T

< %, ( recall that p; < p* for all j and €, — 0 when

/|V1um1nu L))+ Z I; <c1+aka2\u|

—N1+1

hence, coming back to (8.18)

N *
umin(u, L)l < e(1+a)ke > [ul)
j=1

Letting L go to oo one gets [u®|,» < C'(|uly+)(1 4 a)k2, taking the power one has

obtained that for ¢ = p*(a + 1),

1
a+1?

lulg < C'(|ulp) 55 (1 + a) T kG,

and then u belongs to L? for all ¢ < oo.

To prove that v € L>, we still follow the lines in [25].
Choose ¢ > p* so that € := ;—} +(1- %)(1 - I%)pf i = (u— k)4, and
A = {x,u(x) > k}. Let us begin to note that Ay is of finite measure for all k£ > 0, since

z,u(z) > kMK < ulP” < |ulPs.
u>k P

We then deduce that for k > 0, (u — k)4 € L', since

/u +</ u</u>kkp (8.19)

We now apply Lemma 8.3.4 with g(u) = (u — k)™. Using (8.17) one gets

N

Vigrli+ > 10weklhi = /upk_l(u—/-c)Jr

i=N1+1

x_ 1,£ 1—L
" =Y Ay | D5 gy e

IN

1-20y(1- L
< o g o
We then have since |¢g|p+ < |ulpx = 1, by Lemma 8.3.1

N

+ 1 .
lerlhe < | IVigrh+ Y —10ieklh:
=Ny 41 i
< AT gy

hence
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1
[Prlpe < el ARl

and using Hélder’s inequality, one derives [pn(u — k)4 < ]Akllfz%*\goﬂp* < c|Ag| e
Let y(k) = [ |A-|dr, then y(k) = [pn(u — k)4 < c(—y/(k))' ¢, and integrating one
obtains

T (u(s)) + y (k) 2 e

hence for any s, recalling ( 8.19), for some constants b and y > 0:

pre
1+e
U x
<1+601+L5 ‘(‘*pl) < b
> Pl —
€ L kY

u(s) — k

Optimizing with respect to k, ie taking the infimum one gets that
u(s) < c(fulp)
O

Remark 8.3.2. Let q1,- - ,qm be such that {pn 41, -+ ,oN} ={q1, - ,qm}, and ¢; # q;
when i # j.

Note that one could consider in place of IC = infuepl,ﬁ7|u|p*:1 |V1u\1—|—2£\;Nl+1 p%_]a,-u\gj
the infinimum

~ ' 1 9
K = inf |V1u]1+2(; /( > ol ?)
j=1 "

u€DLI(RN), |u| p» =1 .
R lulx 4pi=q;

and prove the existence of an extremal function with obvious changes.

8.4 Counter example

We prove here that when Ny = N — 1, an extremal cannot be of the form w(z) =
w(xv(zy), with = (2, zy) € RV x R.

We suppose by contradiction that there exists such extremal function, then we can
suppose that both u and v are non negative and we then have the equation

—divy (o (") = (JU'[P~20") |ulP~2u = uP" ~LoP" 1

Let us also observe that since w € BV?, and we know that w € L, one has u €
LP N L®(RN1), hence u € LY for all ¢ € [p,00] and v € L'(R) N L>°(R). Since v’ € LP
one easily obtains that v goes to zero at +oo.

Multiply the equation by v and integrate one gets

Lo vl = [ ey = [
RN-1 RN-1 RN-1

Mutliply by v’ one gets

-1 P
—|v/|pp/ |u|p—|—v/ |Viul :/ w1t cte

*

P RN-1 RN-1 RN-1 P
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By this identity one sees that v’ also has a finite limit at +0o which implies since it belongs
to LP, that this limit is 0. Then cte = 0. We have obtained that v satisfies

V'[P = 1o — cqv?”

1
with ¢; > 0,cz > 0. Note that then v < (%) et

Since v has one global maximum, this value is achieved, since from the equation v’
cannot change sign unless the right hand side be zero. Since v goes to zero at oo, for

x> M, v < % (%) p*fl, hence there exists a last point £ on which v has the value

(%) rt , and on the intervall [T, oo[, v" does not change sign ( it is then < 0 ). Since

,U/

_ =1
(c1v — couP™)p
using the change of variable v(z) = y, integrating between z and 400 one gets

1
€1\ p*-1
o d
0 (c1y — cay?")»

But one can easily see that the integral on the right hand side is convergent when p > 1.
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Chapitre 9

Utilisation du lemme du col pour
un probleme anisotrope sous
critique

Considérons & nouveau =0, 1[
Soit pt < ¢ < p*. On cherche des solutions positives dans X?(Q2) de ’équation

Viu N
—div1< ! >— Z 8¢(|8iu]pi_28iu):uq_1, (9.1)

Vil =Ny +1

Plus précisément, nous dirons que u € X°(Q) est solution de (9.1) si il existe o €
L>=(Q,RM) tel que

¢ : 1 N i—2 _ q-1
—divi(o) = 322Ny 1 9i(|0ulPiT20u) = wi™, sur €,
ol Viu = |[Viu|, au sens des mesures sur {2,

u > 0 sur €,
oo <1,
ol - filu = —u, presque partout sur 99,

[ u =0 sur 90",

9.1 Probleme approché

On note pour € > 0, X§(Q2) = {u € X(2),u = 0 sur 990}, et

N
ulp: = [Viulie + Z |Oiulp, -
i=N1+1

On pose également
N

july = /Q Vil + Y (Gl

i=N1+1

Notons que Iinégalité de Poincaré nous permet de montrer que |u|; est une norme sur
X§(€2) équivalente & la norme usuelle, et que |u|; est une norme sur Xo(f2), et sur X§(€2).
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On introduit pour u € X§(£2)

1 1te 1 pi_ 1 q
Tl = [Vl 30 ol =l
7

i=N1+1

et
€

1+ 2.
€

On suppose € suffisamment proche de 0 pour que € +1 < p™. Remarquons que I, et J,
sont différentiable sur X§(2), avec

I(u) = Je(u) +

N
(DIeu,v) = (DJeu,v) = / Viu[ T Viu- Viv+ Y / |OgulP 2 0udv — / lu|? 2.
@ i=N1+1 Q Q

Dans cette section, nous montrons I’existence d’un point critique de I.. Notons que I,
et J. ont les mémes points critiques.

Définition 9.1.1. Soit (V.|| - ||) un espace de Banach, et E € C'(V). On dit que F
satisfait les conditions de Palais-Smale lorsque toute suite de Palais Smale pour E converge
fortement dans V', pour une sous suite, au sens de la norme. Autrement dit, pour toute
suite (uy), de V telle que

1. E(uy,) — ¢ pour une constante ¢ € R,
n—oo
2. DE(u,) — 0dansV’,
n—oo

alors u, converge fortement pour une sous suite vers un élément de V.
Rappelons le Lemme du col [52]

Théoréme 9.1.2 (Lemme du col). Soit V un espace de Banach, et E € C*(V'). Supposons
que E satisfait les conditions de Palais-Smale, et que E posséde une "géométrie de la
montagne”. C’est a dire :

1. E(0) =0,
2. 3p>0,a >0, ||ul| =p= Eu) > a,
3. Juy € Villui]| > p et E(u1) < a.
On définit
P ={pec([0,1;V); P(0)=0, P(1) =u}.

Alors

f = infsupE(u) > «
pEPucp

est une valeur critique.

Proposition 9.1.3. I satisfait la condition de Palais-Smale : Soit u,, une suite de X§(2)
telle que

1. I(up) 2 ¢, pour un ¢ & R,

2. DI (up) — 0 dans (X§(0)),
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Alors uy, converge fortement dans X(2) pour une sous suite vers un élément u € X§(€2).

Démonstration. On peut supposer que 1~ +€ > 0. On calcule :
1
I (uy) —6<Dl}un,un> = <1+e - ) / Vaun|' 4+ ) ( — ) / |Ogun [P +
i>N7

et par hypothese, il existe une constante C' > 0 telle que pour n grand
1
Ie(un) - & <DIeun7un> < C,

et donc, comme I% - % > 0 pour tout ¢ > Nj, la suite u, est bornée dans X§(£2). On
peut en extraire une sous suite qui converge faiblement vers u € X¢(Q), et fortement dans

L1(Q) par la compacité de 'injection de X(Q2) dans L7(2). Par continuité de la trace
pour la topologie faible sur X¢, u € X§().

D’autre part, |V1un] - Vlun est bornée dans L%, et |0iun|Pi~20;u, est bornée dans
LPi(Q). 1l existe donc 0! € L (Q RM) | et une sous suite de |Vyu,| "1 Viu, qui converge
faiblement vers o dans L ¢ “(Q), et il existe o; € LPi(Q), telle que pour une sous suite
|0, |Pi 205, — 0 faiblement dans LPQ(Q).

Par ailleurs, puisque u,, converge fortement vers u dans L? (et en particulier presque
partout), on a [q, |un|? ?upu .l Jo lu|?, et donc en utilisant (DIcuy,,u) — 0,

/\Vlun|e Viug: Vlu—l—z /|8un|p ~20,u,0;u — / |u|q—/a Vlu—l—Z/al@u.

i>Nq i>Nq

De plus, en utilisant (DIcun, uy) — 0, et [o [uy]? 2 Jo [u]9, on obtient

/yvlunyl+f+ 3 /yaunypz R /yu\q

>Ny

de sorte que

lim (/ |V | 1€ —/ -Viu) + /|8 Up|Pt — /aiaiu) =0.
n—oo >N1

Or, par semi continuité inférieure pour la topologie faible, et 'inégalité de Holder

| / o3| < |oilyOsuly, < lim |DyunlB,
n—oo

n—oo

\/ -Viu| < ]a ]1+€|V1u|1+6 < lim ]Vlun\l+€,

de sorte que
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0= nh_)rrolo(/ |V 1|16 — /01 -Viu) + Z (/ |Oiun Pt — /Uiaiu)

>Ny
> mn</|v1un1+ﬁ—/al-v1u>+ lim Z(/wiunrpf— ci0u)
>0

et donc

lim ]Vlun]HE = /Jl - Viu, et pour tout i > Ny, lim [ |Qju,|P" = /Jiﬁiu.

n—0o0 n—oo
On a donc pour une sous suite lim [ |Vqu,|'T¢ = [o!-Viu ce qui entraine puisqu’on
n—oo
a 1
lim [ |Viup|'Te = [ ol Viu < (lim [Vyu, | T€) T |Viul|, ¢, en divisant par ( lim |V 1, |1 7€) T
n—o0 n—oo
que |Vitn|ire — |[Viuliye et donc la convergence forte de Vyu, vers Viu dans L'*€ par
le lemme 5.1.11. En particulier o! = |V1u|*"!Vu. Par le méme raisonnement, on obtient
également |Qju, — Ojulp,, — 0, et oy = |0;u|Pi—20;u.

Nous allons maintenant montrer que I, a une ”géométrie de la montagne”.

Proposition 9.1.4. Soit ¢ € D(QY), ¢ # 0, 1l existe t assez grand ne dépendant pas de €
tel que

L(t¢) == I.(e) < 0.

Démonstration. On écrit, puisque 1 + e < p™, et p; < p* pour tout i, pour t > 1 :

N
1 1 1 1
I.(t :tl-‘re / 1€ tpi/ 0; pi_tQ/ 94 _— IO
(t0) =114 [ IViol = 30 - [l — ot [loft+ il

Ni+1
<770y — 90, + Cs,
avec C1, Cy, C3 constantes positives ne dépendant pas de e. Ainsi, puisque p* < ¢, il existe

t suffisamment grand tel que I(t¢) < 0. On note e = t¢.
]

Lemme 9.1.5. Soit ¢ la constante d’injection suivante de Xo(S2) dans L1(Q) :
1

- = inf ’U‘ﬁ,
¢ ueXo(@)ful,=1

et soit ce la constante d’injection suivante de X§(Q2) dans LI(Q2) :

1 )
Lo it g
Co ueXg(@)ful,=1
Alors
1 .
- = inf |ulp+ Jul,
C  ueXb(Q),u=0 sur 00" |ulq=1 QY
et cc —r c.
e—0
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Démonstration. Par inclusion d’ensembles, on a

1 .

- > inf lulz + .

C  weXb(Q),u=0 sur 90" |uls=1 o0
Pour l'autre inégalité, d’apres le corollaire 4.3.4, pour § > 0 donné il existe us € Xo(£2),
tel que |uslg = 1, et |ug|y < 2 + 4. Par le Théoreme 2.4.15, il existe v5 € Xo(2) N D(Q) tel
que

’u(; — 1)5’15' < 4.
En particulier, vs € X§(Q). Or, |V1vs/ ™! converge partout vers |V;vs| lorsque € tend
vers 0, et pour une constante €y > 0, on a pour tout € < ¢y
[V1vs| ' < sup{1, [Vyvs|' T},

donc par le Théoréme de Convergence Dominée :

= — |vs -
vl —2 lval

quitte a diviser par |vs|,:, on peut donc supposer que |vs|;: = 1.
Enfin, on a Ci < |vs|p, on obtient donc

1 1
m— < T L= sl < lugla+ 6 < = + 26
im = < lim|vs|p. = [vgly < |uslp+0 < -T2,

et donc @)% < % puisque 0 est arbitraire.
e—0"¢

Pour I'inégalité inverse, soit u. € X§(2) qui réalise |uc|q =1, et é = |ue|p: . Par ce qui
précede, u, est bornée dans X°(Q) indépendamment de e. On en extrait une sous suite qui
converge faiblement dans X°(Q) et fortement dans L9(f2) par la compacité de I'injection
de X? dans L? puisque ¢ < p*. Par continuité de la trace, u = 0 sur 90", et donc par semi
continuité inférieure pour la topologie faible dans LPi(Q)), et en utilisant comme dans les

sections précédentes
/ V2] + / ] < Bm| V1t 14
Q onv
1

< |U\ﬁ+/ lu| < lim|ue|y = lim—.
onv e—0

on obtient

e—0Ce

O]

Proposition 9.1.6. Il existe « > 0, 8 > 0 indépendantes de € telle que pour tout v €
X§(), |uly = B entraine I.(v) > a.

Démonstration. Supposons que |ulz > 1 Alors pour tout i > Ny on a |Quly, < 1, [Viuly <
1, et donc

, + +
|Osulbt > [Qjulb, et [Viuli > [Viulf .
Soit ¢ la constante d’injection de X (€2) dans L9(£2).

On a
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1
m € 1 €
Viul < Vyullte Ql+e</v ey~ Q).
L 1u_</ﬂr 1 ) o175 < - [ (vl 2o

Ainsi
N
1 1+ € 1 -1
Ie(u) = leU\HE + ﬁ\m + | Z 7@“‘& - §\U|g
i=N1+1
1 i c?
> e [Viuly + Z |Ogulp, | — EW%
>Ny
1 + + c?
> o [Viuli + Z Ogulp, | — ;M%
i>N1
(N=N;+ D" o«
> + ‘u|g‘ - 7|u|;13‘7
p q
ou pour la derniere inégalité nous avons utilisé le fait que pour aq, - - - , ar des réels positifs,

k p* k .
+_
(E ai> < kP IE al .
=1 i=1

Il existe donc deux constantes ¢; > 0, co > 0 indépendantes de € telles que
L(u) 2 erlulfy — eaful
clu) = c1|u 7 C2|U R

1
_pt ..
Pour |uly = B := (2%12) 7P on trouve (remarquons qu’on peut choisir ¢ suffisamment

grand de sorte que 5 < 1)

O]

Remarque 9.1.1. Notons que I.(0) = 5|2, et donc dans la proposition précédente,
pour € suffisamment petit, I.(0) < a.

Théoreme 9.1.7. I existe we € X§(2), we > 0 un point critique de I.. De plus, en
définissant

Fe = {y € C([0,1], X5(2)),7(0) = 0, 7(1) = e},

felwd) = . g2y 1OW)

Démonstration. C’est une simple application du lemme du Col ([52]). Notons que 'on
peut supposer w, positif puisque I (w,) = I(Jw|). O

134



9.2 Convergence du probleme approché

Proposition 9.2.1. € — I, est croissante en €.

Démonstration. Soit € < €, et u € X§(€2). Par les inégalités de Holder et Young :

1+e
1 € 1 s\ 1+¢€ 1 1de €
v 1+€ 0 < \V4 1+4€ QO Tte/ 0
1+e/’1“| T s 1+e</1m i e

1 1 ’ I
( e 4 ewm)+ o

~ 1l4e\l+¢€ e T ] 4 ¢ 1+e
1 / 1 € —e¢ €
— v 1+e, o)
1+6’| 1U|1+€+<1+61+6,+1+6>| |
= vt — e
o 1+4€ Hge 14+¢€" "

ce qui conclut.

O]

Proposition 9.2.2. Soit w. donné par le Théoréme 9.1.7. On a I.(we) < Io(we) pour
tout € < €. En particulier we est bornée dans Xo(£2).

Démonstration. Rappelons que

Fe = {7 €C([0,1], X5(£2)),7(0) = 0, 7(1) = e}.

Soit € < ¢. On a alors X§ () C X§(Q), ce qui entraine I'v C T.. Ceci couplé a la
proposition précédente entraine

felwo = 3 3225 =00

< inf 1, t
< fnf max L(y(?))

< inf 1. t
- 7lenre, 0n<1?<xl «(v(®)

= I (we).

Soit donc €y > 0. Pour tout € < ¢y, on a

N
1 1 1
Je(we) = 1+6/’V1w5’1+6+ 5 p/‘aiwe|pz_q/‘we|q
)

i=N1+1

1]

S IEO(,UJGO) - 1+€

<,

ou C est une constante strictement positive indépendante de e. Par ailleurs, w, est un
point critique de J., donc
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0= (DJuw) = [ [+ + 3 [ 0w = [
Q Q Q

>Ny
et
1
Je(we) = Je(ws) - g <D‘]€w€7w€>

1 1 1 1
= ) [ IViwd e+ (—)/ Dyw. [P
<1+6 Q>/9| el Z Pi q Q| |

i>Nq
<C.

Or p™ < get 1+ ¢ < q donc la relation précédente entraine que w, est bornée dans Xo ()
indépendamment de e.

O

Proposition 9.2.3. Soit w. donné par le Théoréme 9.1.7. On pose o} = |Viw | 1 Viw,,
et pour i > N1, (0¢); := Oywe|O;w|Pi~2. Alors

1. Pour tout i > Ny, (0c); converge faiblement pour une sous suite dans LPi(Q) vers
un élément o; € LP' (Q).

2. o} converge faiblement pour une sous suite dans tous les L™ (L, RN1), r > 1 vers un
élément ot € L>®(Q,RN1), tel que oo < 1.

3. we converge faiblement pour une sous suite dans X°() et fortement dans Li(Q)
vers un élément w € X°(Q). De plus, w = 0 sur ON".

Démonstration. Pour montrer 1. il suffit de remarquer que
i—1
()il ot ) = |0welrii) < C

d’apres la Proposition 9.2.2. Ainsi (o,); est bornée dans LP(Q) indépendamment de €, donc
on peut en extraire une sous suite qui converge faiblement vers un élément o; € LPQ(Q).
Montrons 2. Par la Proposition 9.2.2, on a pour 0 < € < 1,

o se = Vil

<1+ |v1w€|1+6
<C,

ou C est indépendant de e. Soit maintenant r > 1. Il existe ¢y > 0 tel que r < % Or
€ — % est décroissante, on a alors pour tout € < ¢y par I'inégalité de Holder,

(@ww)s(éwﬁf) o,

1 e
ol ) < 102 14e ) [17 7T < C(QY+ 1),

et donc
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Ainsi, o} est bornée dans tous les L"(£2, RM), donc on peut en extraire une sous suite
qui converge faiblement dans tous les L"(Q, RM) vers un élément o', et par semi continuité
inférieure pour la topologie faible,

|01’LT(Q) <C(Q+1), Vr >1,

et donc ol € L>(Q,RM)
Enfin, w, est bornée dans X?(€2), donc pour ¢ suffisamment petit,

IN

|Jl|<>o mlailﬁ = m|v1we|§+e = HQXP(EIOgOvleh%))
e—0 € e—0 e—0

< limexp(elog(l1+ C)),=1
e—0

Pour montrer 3. Il suffit de remarquer que par la Proposition 9.2.2 la suite w, est bornée
dans X°(Q), donc converge faiblement pour une sous suite dans X?(£2) vers un élément w
de X°(Q). La compacité de l'injection de X?(Q2) dans L7(Q) ainsi que la continuité faible
de la trace sur 9Q" entraine le résultat.

O
9.3 EDP vérifiée par une solution limite
Proposition 9.3.1. Soient w et o, donnés par la Proposition 9.2.3. On a sur D'(Q)
—divy(ot) — Z di(oy) = wi™L.
>N
Démonstration. Rappelons que w, étant point critique positif de J,, donc
N
0= / ]V1w6]5_1V1w€ . Vl‘P + Z / ’aiwe‘pi_Qai’weai(p — / ’u}g(p
Q i=Np+1 Q Q
pour tout ¢ € D(Q), soit
N
—div(e}) = Y Oi(oe)i = wi™! (9.2)
i=N1+1

sur D'(Q). Par ailleurs, par la compacité de Pinjection de DVP(Q) dans L™(R2) pour tout
r < p*, we converge fortement vers w dans LI71(2). Par la Proposition 9.2.3, on obtient
par passage a la limite dans (9.2)

N
—divy(o!) — Z di(o;) = wi™L.

i=N1+1
O

Remarque 9.3.1. Notons qu’en multipliant [’équation par w ou encore en utilisant la
formule de Green démontrée du lemme 3.4.1, on a puisque w = 0 sur Q"
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N
/Ul'Vlw—i—/ (—0o - fiw) + Z /aiﬁiw—/wq
oNv

i=N1+1
Proposition 9.3.2. Soient w et o donnés par la Proposition 9.2.8. Alors
1. Pour tout i > Ny, o; = |Q;w[Pi~20;w sur Q,
2. [Viw| = ol - Viw au sens des mesures sur (,

3. ol filw = —w sur O0°.

Démonstration. Remarquons que w, est un point critique de J., donc w, vérifie

[ ot it Y [ o= [ 1wl 3 [ o = [ i,
Q i>Ny 78 Q >N 79 @
Soit ' = RM x]0, 1[N~ En utilisant le procédé utilisé dans la Proposition 5.1.10,

c’est & dire en prolongeant w, par zéro sur ) , on a par semi continuité inférieure pour la
topologie vague : [, |[Viw| + [55. [w| < lim [, [Viwe|, et donc
e—0

/al-Vlw—i—/ o fi(—w) < yaloo/ Viul
Q onv QUINY

< lim |v1we|
e—0JQ

1
T+e
< lim (/ |V1we\1+€> Q[T (9.3)
e—0 [9)

|1+e.

= lim ]Vlwe
e—0JQ

Ainsi, la Proposition 9.3.1 et la compacité de l'injection de X°(2) dans L"(Q) pour tout
r < p*, entraine

tig [ ot Fruct 3 [ (oo =ty [ il

>Ny

< lim ’vlwe|1—"—E + lim Z ‘aiwe|pi

e—0JQ e—0

>Ny
< tim( [ [Vyu 3 o)
e—0 JQ i>Ny

< lim Uel -Viwe + Z /(Ue)iaiwe
Q Q

e—0
>Ny
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N 1s 2 . i—1 .
(ol on a utilisé |oy|,, < lm|Ojwe|p, ~ et |Ow|p, < Hm|0jwelp, ).
On extrait a nouveau de we une sous suite wy(,) telle que

i . Pi — i . pi
lljn(l] Z |8Zw6| }:1—1;1[1) Z |8’Lw¢(e)| ’

i>N7 >N

et

tim [ [Vywd ™+ = lim / Vg [,
e—0 QO e—0 [¢)

et on notera toujours cette suite we. On en déduit qu’on a des égalités au lieu d’inégalités
partout ou on les a utilisées, soit encore

lim [ o Viwe = / ol - Viw + / o-n(—w)
«=0.Ja Q Clok

et

li . P = O
lim Z |0 we| Z /Qazalw

>N >Ny

En particulier, en reprenant (9.3) avec des égalités, on obtient
ol - Vw = |Vyw| sur QU N,

En utilisant a nouveau l'inégalité de Holder et la semi continuité inférieure pour la
topologie faible sur L¥: :

. : o i—1
lim | Giwelp; = /Qaiaiw < |Gjwlp, im | dywe 5,

.. e e, . i—1
et en divisant 'inégalité précédente par hn% |0we|bi™ ",
€E—>

l%\&iwe\pi < ‘aiw|29i7

et par semi continuité inférieure pour la topologie faible sur LPi, on obtient finalement
que |Ojwe|p, — |0;w|p,, et le lemme 5.1.11 entraine la convergence forte de djw, vers d;w
dans LPi(Q2). En particulier,

g; = |(9@w|pl_28lw

O]

Par la continuité de la trace pour la topologie faible sur 99", on obtient donc d’EDP :

—divi(o?) = SNy 41 Oi(|0w|P20w) = wit, sur €2,
ol Viw = |Viw|, sur QU 0QY,
w=~0 sur 90",

Proposition 9.3.3. La solution w est non triviale.

Démonstration.
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D’apres les Propositions 9.1.4 et 9.1.6, il existe e € D(2), indépendant de € petit, tel
que Ic(e) <0, et il existe a > 0, § > 0, indépendants de € petit tel que |v|; = § entraine
I.(v) > a.

Rappelons que pour

Fe={y € C([0, 1, X5(€)),7(0) = 0, ~(1) = e},

on a

I(w)) = inf I, .
(we) nf max (v(t))

Il est clair que pour tout v € T'¢, on a alors

>
Juax I(v(1)) = a,

et donc

I (we) > a.

En extrayant de w, une sous suite comme précédemment, on obtient dans la démonstration
de la Proposition 9.3.2 que w, converge étroitement vers w dans X°(£2), et en particulier
I (we) converge vers J(w). A la limite on obtient donc J(w) > «, et w ne peut étre nul.
O

Remarque 9.3.2. En utilisant les arguments du chapitre 8 on peut montrer la regularité
L™ des solutions .
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