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Résumé

Pour évaluer la rentabilité d’'une production en amont du lancement de son processus de
fabrication, la plupart des entreprises industrielles ont recours a la simulation numeérique.
Cela permet de tester virtuellement plusieurs configurations des paramétres d’un produit
donné et de statuer quant & ses performances (i.e. les spécifications imposées par le cahier
des charges). Afin de mesurer I'impact des fluctuations des procédés industriels sur les per-
formances du produit, nous nous intéressons en particulier a I’estimation de sa probabilité
de défaillance. Chaque simulation exigeant ’exécution d’un code de calcul complexe et
coliteux, il n’est pas possible d’effectuer un nombre de tests suffisant pour estimer cette
probabilité via, par exemple, une méthode Monte-Carlo. Sous la contrainte d’un nombre
limité d’appels au code, nous proposons deux méthodes d’estimation trés différentes.

La premiére s’appuie sur les principes de 'estimation bayésienne. Nos observations sont les
résultats de simulation numérique. La probabilité de défaillance est vue comme une variable
aléatoire, dont la construction repose sur celle d'un processus aléatoire destiné a modéliser
le code de calcul cotiteux. Pour définir correctement ce modeéle, on utilise la méthode de
krigeage. Conditionnellement aux observations, la loi a posteriori de la variable aléatoire,
qui modélise la probabilité de défaillance, est inaccessible. Pour apprendre sur cette loi,
nous construisons des approximations des caractéristiques suivantes : espérance, variance,
quantiles... On utilise pour cela la théorie des ordres stochastiques pour la comparaison
de variables aléatoires et, plus particuliérement, I’ordre convexe. La construction d’un plan
d’expériences optimal est assurée par la mise en place d’une procédure de planification
d’expériences séquentielle, basée sur le principe des stratégies SUR (« Stepwise Uncertainty
Reduction »).

La seconde méthode est une procédure itérative, particuliérement adaptée au cas ol la
probabilité de défaillance est trés petite, i.e. ’événement redouté est rare. Le code de calcul
coliteux est représenté par une fonction que I’on suppose lipschitzienne. A chaque itération,
cette hypothése est utilisée pour construire des approximations, par défaut et par excés,
de la probabilité de défaillance. Nous montrons que ces approximations convergent vers
la valeur vraie avec le nombre d’itérations. En pratique, on les estime grace & la méthode
Monte-Carlo dite de « splitting ».

Les méthodes que 'on propose sont relativement simples & mettre en ceuvre et les résultats
qu’elles fournissent peuvent étre interprétés sans difficulté. Nous les testons sur divers
exemples, ainsi que sur un cas réel provenant de la société STMicroelectronics.



RESUME

Mots clés :  Probabilité de défaillance, événement rare, méthodes Monte-Carlo et de
« splitting », krigeage, processus gaussien, ordre convexe, encadrement de quantiles, infé-
rence bayésienne, plan d’expériences, stratégies SUR, fonction lipschitzienne.



Abstract

To evaluate the profitability of a production before the launch of the manufacturing
process, most industrial companies use numerical simulation. This allows to test virtually
several configurations of the parameters of a given product and to decide on its perfor-
mance (defined by the specifications). In order to measure the impact of industrial process
fluctuations on product performance, we are particularly interested in estimating the pro-
bability of failure of the product. Since each simulation requires the execution of a complex
and expensive calculation code, it is not possible to perform a sufficient number of tests to
estimate this probability using, for example, a Monte-Carlo method. Under the constraint
of a limited number of code calls, we propose two very different estimation methods.

The first is based on the principles of Bayesian estimation. Our observations are the re-
sults of numerical simulation. The probability of failure is seen as a random variable, the
construction of which is based on that of a random process to model the expensive cal-
culation code. To correctly define this model, the Kriging method is used. Conditionally
to the observations, the posterior distribution of the random variable, which models the
probability of failure, is inaccessible. To learn about this distribution, we construct ap-
proximations of the following characteristics : expectation, variance, quantiles... We use
the theory of stochastic orders to compare random variables and, more specifically, the
convex order. An optimal design of experiments is ensured by the implementation of a
sequential planning procedure, based on the principle of the SUR (« Stepwise Uncertainty
Reduction ») strategies.

The second method is an iterative procedure, particularly adapted to the case where the
probability of failure is very small, i.e. the redoubt event is rare. The expensive calculation
code is represented by a function that is assumed to be Lipschitz continuous. At each
iteration, this hypothesis is used to construct approximations, by default and by excess, of
the probability of failure. We show that these approximations converge towards the true
value with the number of iterations. In practice, they are estimated using the Monte-Carlo
method known as splitting method.

The proposed methods are relatively simple to implement and the results they provide can
be easily interpreted. We test them on various examples, as well as on a real case from
STMicroelectronics.



ABSTRACT

Keywords :  Probability of failure, rare event, Monte-Carlo methods and splitting, Kri-
ging, Gaussian processes, convex order, bounds on quantiles, Bayesian inference, design of
experiments, SUR. strategies, Lipschitz function.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte et motivations

Une des préoccupations majeures dans I'industrie est de fournir des produits conformes aux
attentes des clients. La difficulté est d’y parvenir sans risquer de voir les systémes, et pro-
cédures mis en ceuvre pour atteindre cet objectif, devenir contre-productifs en cherchant
& atteindre des niveaux de qualité largement supérieurs. Non seulement cela ne répond
pas au besoin initial, mais une mauvaise gestion de la qualité donne inévitablement lieu &
une augmentation des cotits de production, ce qui pénalise la rentabilité. Afin de garan-

,,,,,,

confrontées & ’évaluation et la maitrise de la performance de leurs systémes de production.

Un procédé de fabrication étant composé d’une succession d’opérations complexes, il est
nécessairement soumis a de la variabilité (fluctuations des matériaux, conditions de ré-
pétabilité et de reproductibilité instables, dégradations. .. ). Cette variabilité peut signifi-
cativement détériorer certaines caractéristiques du produit manufacturé, engendrant des
piéces non-fonctionnelles. Pour s’assurer que les résultats du processus de fabrication sa-
tisfont les contraintes imposées par les clients en terme de qualité, c’est-a-dire le cahier des
charges, les entreprises ont généralement recours a des outils de simulation numérique (on
parle aussi d’expérience simulée). La simulation numérique désigne ’exécution d’un code
de calcul élaboré sur la base d’un modeéle mathématique, destiné a représenter des phéno-
meénes physiques, réels et complexes. Les industriels peuvent alors tester virtuellement la
fonctionnalité d’une piéce selon différents scénarios de conception. En particulier, 'impact
de la variabilité intrinséque au processus de fabrication peut étre mesuré en faisant varier
les paramétres fluctuants et en prédisant les performances du produit manufacturé. Cette
facon de procéder évite la multiplication d’essais réels, généralement cotiteux et difficiles a
réaliser. Les gains sont alors multiples : optimisation de la main-d’ceuvre et de la matiére
utilisée, réduction de la perte matérielle et de la durée de conception, amélioration de la
performance du produit. .. Dans le cadre de négociations commerciales, il est primordial
pour les entreprises de fournir aux clients des mesures d’évaluation de la conformité qui
tiennent compte des contraintes de fabrication. C’est pourquoi, les tests par simulation nu-
mérique s’accompagnent généralement d’indicateurs qui visent & mesurer la performance
du produit et fournissent des critéres de décision quant & la rentabilité du projet. Par
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exemple, en supposant que toutes les configurations possibles des parameétres impactant la
performance d’un produit puissent étre explorées, le ratio de produits non-conformes, c’est-
a-dire ne respectant pas le cahier des charges, sur le nombre total de produits considérés,
est un indicateur de la performance du systéme de production.

Quand le code de calcul utilisé pour la simulation numeérique est cotteux en temps (plu-
sieurs heures ou plusieurs jours pour une seule simulation), ainsi qu’en ressources infor-
matiques, il n’est cependant pas envisageable de procéder ainsi. Seul un nombre limité
d’appels au code est réalisable et les résultats des simulations constituent la seule infor-
mation disponible pour évaluer la qualité du produit. En outre, le code est généralement
trop complexe pour disposer d’une expression analytique (boite-noire). Dans ces conditions,
plusieurs questions se posent : quelles sont les configurations des parameétres du produit, a
explorer par simulation numérique, qui fournissent le maximum d’information sur la per-
formance du produit manufacturé ? Comment construire un outil fiable d’aide a la décision
lorsque les données sont rares? Comment mesurer 'incertitude sur les indicateurs de la
performance du produit 7 Cela conduit a formaliser le probléme comme ci-aprés.

1.2 Présentation du probléme

1.2.1 Cadre et notations

Dans tout le manuscrit, le cadre dans lequel nous nous placons est le suivant. Etant don-
née la variabilité inhérente au processus de fabrication, le produit étudié est caractérisé
par un nombre d € N* de paramétres fluctuants. Généralement appelés facteurs, ces pa-
ramétres varient dans un espace X C R supposé connu. Un jeu de facteurs est donc un
vecteur x € X représentant des conditions expérimentales, c’est-a-dire une configuration
possible des paramétres du produit manufacturé. Une simulation numérique requiert 1’éva-
luation d'un code numérique. Celui-ci est représenté par une fonction g définie sur X et a
valeurs dans R. Elle peut étre évaluée en tout point de X, mais elle est cotiteuse en temps
de calcul. De plus, son expression analytique est inconnue. On parle de fonction boite-noire
et on suppose ici qu’elle est déterministe, c’est-a-dire qu’évaluer g plusieurs fois au méme
point n’apporte aucune information supplémentaire. Pour une entrée vectorielle x € X
donnée, la sortie scalaire g(x) est une valeur numérique, généralement appelée réponse,
qui permet de mesurer la performance du produit dans cette configuration. On dit que
le produit caractérisé par le jeu de facteurs x ne satisfait pas les spécifications imposées,
c’est-a-dire qu’il est défaillant ou non-fonctionnel, si g(x) > T, o T' € R est un seuil fixé
et connu. Ainsi, on appelle domaine de défaillance ’ensemble F C X défini par :

F={xeX:gx)>T}.

1.2.2 Problématique

Pour mettre en place une analyse probabiliste de la défaillance du produit, on considére
un espace probabilisé (€2, F,P), un espace mesurable (X, B(X)) et une variable aléatoire X
a valeurs dans X. La distribution de probabilité Px de X modélise la variabilité des fac-
teurs. On suppose que 'on sait simuler suivant cette loi, de sorte qu'une suite (X;)1<i<n,
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ot N € N* de variables aléatoires i.i.d. suivant Px est un échantillon de configurations
des parameétres du produit étudié. Pour mesurer 'impact des fluctuations du processus
de fabrication sur les performances du produit, on s’intéresse alors & l'estimation de la
probabilité p définie par :

p=Pg(X)>T) =E[lyx)>7r] = /X Lyx)>7Px(dx) =P(X € F). (1.1)

Etant donné ce qui précéde, on I’appelle naturellement probabilité de défaillance. Avoir
accés & une estimation de p en amont du lancement du processus de fabrication est une
information primordiale, aussi bien pour les industriels que pour les clients : cela donne
une indication sur la qualité de la production, contribue & la gestion et & 'optimisation du
systéme de production, et aide & la décision vis-a-vis de la rentabilité du projet. Néanmoins,
sous la contrainte que g est une fonction boite-noire, la loi de g(X) est inconnue et la
probabilité p ne peut pas étre calculée directement. En outre, bien que 'on sache simuler
suivant Px, la contrainte supplémentaire que g est une fonction cofiteuse en temps de
calcul ne permet pas de simuler un grand nombre de réalisations de ¢(X). La distribution
empirique de cette variable aléatoire est donc, elle aussi, hors d’atteinte, et ’estimation
de p par le calcul du ratio de produits défaillants sur le nombre total de produits simulés
n’est pas envisageable dans cette situation. Plus de détails sur ce point seront donnés dans
le chapitre 2, lors de la présentation de la méthode Monte-Carlo naive.

Pour fixer les idées, un exemple en dimension d = 1 est donné figure 1.1. La fonction g, qui
est inconnue en pratique, est ici représentée par la courbe noire sur I'intervalle [0, 1]. Le
seuil T est la droite en pointillés rouges et le domaine de défaillance est l'intervalle E, 1].
Dans cet exemple, la loi Px admet une densité fx (courbe grise) et la probabilité de
défaillance p > 0 que l'on cherche & estimer est 'aire grise sous la courbe représentative
de cette fonction. Les points orange représentent N = 100 réalisations des paramétres
du produit, tirées suivant leur densité fx. La valeur de ¢ en chacun de ces points est
systématiquement en-dessous de T, de sorte que chaque configuration conduit & un produit
fonctionnel. I’estimation de p qui en résulte est donc trés mauvaise, car égale & 0. On en
conclut que le nombre de simulations N n’est pas assez élevé.

1.2.3 Objectifs

L’ensemble des méthodes proposées dans cette thése a pour objectif de fournir une estima-
tion de la probabilité de défaillance p et ce malgré les difficultés que nous venons d’énoncer.
Pour ce faire, on suppose qu'un budget restreint de n € N* appels a la fonction g est dispo-
nible. Quelle que soit approche statistique considérée, cela implique, d’une part, de choisir
une suite de points (x;)1<i<n de X ou effectuer les évaluations de la fonction g, et d’autre
part, de construire un estimateur fiable de la probabilité de défaillance p étant donné ce
nombre limité d’observations. En d’autres termes, il s’agit de choisir les configurations des
paramétres du produit & explorer en priorité par simulation numeérique pour obtenir de
Iinformation pertinente sur ses performances. Enfin, nous nous attacherons & fournir une
mesure de l'incertitude sur le résultat obtenu, une donnée essentielle lorsque I'information
est rare, et qui n’est pas systématiquement fournie par les méthodes déja existantes dans
la littérature pour répondre & une problématique similaire & la notre.
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FIGURE 1.1 — Exemple en dimension d = 1. Courbe noire : la fonction g. Droite rouge : le seuil 7.

Courbe grise : la densité fx de la loi de X. Aire grise : la probabilité de défaillance p que I’on veut
3
4
ii.d. suivant fx. L’estimation de p relative a cet échantillon est égale a 0.

estimer. Le domaine de défaillance est I'intervalle [ 1]. Points orange : un échantillon (X;)1<i<100

1.3 Organisation de la thése

1.3.1 Reésumé du chapitre 2

Si 'objectif principal du chapitre 2 est d’aider le lecteur & la compréhension des méthodes
que nous développons dans les chapitres 3 et 4, il a également pour but de présenter
quelques méthodes usuelles pour 'estimation d’une probabilité de défaillance. En effet,
notre problématique a déja été étudiée dans divers domaines d’application, et on trouve
dans la littérature de nombreuses approches pour y répondre. Cependant, on verra que
les contraintes industrielles — & savoir que tout appel au code g est coliteux en temps —
restreignent le choix de méthodes qui peuvent véritablement étre utilisées au sein d’une
entreprise.

On commence par présenter les méthodes Monte-Carlo, qui reposent sur la simulation de
variables aléatoires pour ’estimation de p. La plus connue est la méthode Monte-Carlo
naive (ou standard), mais on introduit également des méthodes dites de réduction de
variance, qui sont particuliérement adaptées au cas ou la probabilité p est proche de 0.
En effet, il est raisonnable de supposer que le produit étudié est globalement performant,
c’est-a-dire que la probabilité de défaillance est trés petite. Dans 1'objectif de modéliser
la fonction g inconnue a partir de résultats de simulation numeérique, la seconde partie de
ce chapitre est consacrée a la méthode de modélisation par processus aléatoire gaussien,
appelée aussi krigeage. Un modéle de processus gaussien peut étre déterminé méme pour
de petits jeux de données, et il s’agit un modéle trés flexible capable de décrire des surfaces
de réponses non-continues aussi bien que non-différentiables. Enfin, on énonce en derniére
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partie les principes de quelques méthodes usuelles pour le choix des points (x;)i1<i<n OU
évaluer la fonction g. Cet ensemble de points est généralement appelé plan d’expériences. Il
est construit dans ’objectif d’identifier & moindre coflit les effets des parameétres fluctuants
sur la performance du produit.

1.3.2 Résumé du chapitre 3

Dans ce chapitre, on suppose que la fonction g est observée en un nombre n € N* relati-
vement faible de points. Pour mener ’estimation de p, le point de départ est une méthode
bayésienne proposée dans (Auffray et al., 2014). Elle consiste a appliquer les principes de
la méthode de krigeage, c’est-a-dire & modéliser la fonction g par un processus aléatoire £
défini sur X et & valeurs dans R, qui est ensuite conditionné aux évaluations de la fonc-
tion g aux points du plan d’expériences. Une prédiction S, de la probabilité de défaillance,
variable aléatoire & valeurs dans [0, 1], est alors définie a partir de la loi a posteriori du
processus aléatoire. Cependant, on constate rapidement que la loi de .S,, est inaccessible et
qu’il est difficile de mesurer la dispersion de cette variable aléatoire, c’est-a-dire d’évaluer
la pertinence de cette approche bayésienne. Néanmoins, I’espérance de .S, est facile a es-
timer par une méthode Monte-Carlo naive et fournit une estimation de la probabilité de
défaillance. Il a alors été proposé dans (Oger et al., 2015) une variable aléatoire alternative
a Sy, de méme valeur moyenne, mais dont la distribution empirique peut plus facilement
étre estimée. On note R, cette variable aléatoire. Les travaux menés dans la premiére par-
tie de ce chapitre consistent a comparer ces deux variables aléatoires afin de statuer quant
a leurs avantages et leurs limites respectives. Notre principal résultat concerne ’existence
d’une inégalité d’ordre convexe signifiant que, pour toute fonction convexe ¢, on a :

Elp(Sn)] < Elp(Rn)]-

Cette inégalité permet de comparer leur dispersion. Elle implique notamment que la va-
riance de R, est plus élevée que celle de S,,. Grace a diverses propriétés relatives & l'ordre
convexe que 'on présente en annexe A, on montre que I’on peut apprendre sur la loi de S,
a travers cette inégalité. Par exemple, on en déduit un encadrement des quantiles de .S,,.
Cela contribue a justifier I'intérét de 'approche bayésienne pour Iestimation de p telle
qu’elle est proposée dans la littérature.

La seconde partie de ce chapitre concerne la construction d’un plan d’expériences (x;)1<i<n
ou effectuer les évalutions de g. En se basant sur le principe des stratégies SUR proposées
dans (Bect et al., 2012), ainsi que sur nos résultats concernant 1’ordre convexe, on développe
une méthode itérative pour sélectionner les points d’évaluation. Le critére d’échantillonnage
que 'on propose repose sur une minimisation de la variance de R,,. Celui-ci est plus facile
a calculer que le critére proposé dans (Bect et al., 2012), basé sur une minimisation de
la variance de S,. L'intérét de cette approche est notamment mis en évidence a travers
I’étude d’un cas réel de la société STMicroelectronics.

1.3.3 Résumé du chapitre 4

On souhaite estimer la probabilité de défaillance p dans le cas ol sa valeur est trés faible,
c’est-a-dire dans le cas on l'événement {X € F} est rare. Pour cela, on suppose pour
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simplifier que X = [0,1]%, et on propose un algorithme qui procéde par partitionnement
dyadique récursif de X. 11 s’applique sous 'hypothése que g est une fonction lipschitzienne
de constante L > 0 connue. Cette hypothése, combinée & un découpage dyadique récursif
de [0,1]%, est également proposée dans (Cohen et al., 2013) pour mettre en ceuvre un
algorithme de minimisation de fonction.

A chaque itération, 'ensemble X est écrit comme une partition de plus en plus fine de
cubes dyadiques deux & deux disjoints. L’hypothése sur g est alors utilisée pour classer
les cubes dans trois catégories : ceux qui sont inclus dans le domaine de défaillance F,
ceux qui sont disjoints de F, et les autres (i.e. les cubes incertains). Cette répartition est
rendue possible grace a 'évaluation de g aux centres de chacun des cubes. Ainsi, quand un
cube est identifié comme inclus dans F ou disjoint de F, il n’est plus utile d’y évaluer g, et
I’algorithme continue & explorer uniquement les cubes au statut incertain.

A Taide de ces informations, 'algorithme retourne a la fin de chaque itération deux ap-
proximations de p : la probabilité que X appartienne a la réunion des cubes identifiés par
lalgorithme comme inclus dans F (approximation par défaut), et la probabilité que X
appartienne & la réunion des cubes incertains et identifiés par I'algorithme comme inclus
dans F (approximation par excés). Ces approximations sont estimées via une méthode
Monte-Carlo dite de splitting, bien adaptée & l'estimation de probabilités d’événements
rares. Nous en présentons le principe au chapitre 2. Cette méthode nécessite la simulation
d’échantillons (X;)1<i<n suivant des restrictions de Px & des sous-ensembles de X, que
nous obtenons en pratique grace & l’algorithme de Metropolis-Hastings.

La méthode de splitting peut étre appliquée avec une grande valeur de N sans que cela
nécessite d’appels supplémentaires a la fonction g. La précision de ’estimation que retourne
I’algorithme dépend donc du nombre d’évaluations de la fonction g et de la taille N des
échantillons utilisés pour estimer les probabilités.
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Chapitre 2

Méthodes usuelles pour 'estimation
d’une probabilité de défaillance

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente quelques méthodes usuelles pour ’estimation de la probabilité
de défaillance p donnée en équation (1.1). La fonction g étant cotiteuse a évaluer, si p est
proche de 0, on verra que certaines méthodes sont, de prime abord, peu eflicaces. C’est
notamment le cas de la méthode Monte-Carlo naive présentée en section 2.2. Puisqu’elle
s’appuie sur des simulations de la variable aléatoire g(X) — et que l'erreur d’estimation
de cette méthode est d’autant plus faible que le nombre de simulations est grand — alors
elle devient inopérante si la fonction g est chére en temps de calcul et la probabilité p
petite. Alternativement, on présente deux méthodes classiques dites de « réduction de
variance » : l’échantillonnage préférentiel (« Importance Sampling ») et la méthode de
splitting (« Multilevel-Splitting »). Cette derniére est utilisée dans le chapitre 4.

Pour contourner les limites des méthodes Monte-Carlo, il est courant de remplacer la
fonction g dans la définition de p par un modéle qui peut étre évalué & moindre cott (gé-
néralement appelé métamodeéle ou « surrogate model » en anglais). De cette facon, on peut
appliquer une méthode Monte-Carlo avec un nombre suffisant de simulations pour assurer
une erreur d’estimation relativement faible. Cette erreur dépend néanmoins de la capacité
du modéle a prédire la valeur de g. En effet, il faut, idéalement, que le modéle sélectionné
reproduise fidélement le comportement de g en tout point de X ou, du moins, au voisinage
de la frontiere du domaine de défaillance F. Le modéle peut étre choisi déterministe (c’est
une fonction définie sur X) ou aléatoire (c’est un processus aléatoire indexé par X). Dans les
deux cas, il dépend de paramétres qui sont en pratique inconnus et généralement estimés
a partir d’un ensemble d’observations de la fonction g. Celle-ci étant déterministe et cot-
teuse & évaluer, ces observations sont nécessairement réalisées en un nombre limité n € N*
de points (x;)1<i<n € X". L’information étant rare, il est souhaitable que le modéle soit
exact en ces points : on parle de modéle d’interpolation. En section 2.3, on présente la
méthode de modélisation par un processus gaussien, couramment utilisée en industrie pour
la modélisation de codes de calcul cotteux. Cette méthode intervient notamment tout au
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long du chapitre 3.

Puisque les paramétres du modéle sont ajustés en fonction des observations, le choix des
points (X;)1<i<n en lesquels évaluer la fonction g est primordial. En section 2.4, on présente
quelques méthodes pour construire un plan d’expériences. On distingue deux approches :
la premiére consiste & se donner un ensemble de points fixé & ’avance et & construire le
modeéle & partir des observations de g en ces points. On parle de « model-free design ».
La seconde consiste a choisir les points de fagon séquentielle, en tenant compte & chaque
itération des valeurs de g déja connues pour déterminer le prochain point d’évaluation.
Les paramétres du modeéle sont ajustés au fur et & mesure des appels & la fonction g. On
parle de « model-based design ». Bien qu’on ne le présente pas comme tel, précisons que
I’algorithme que ’on propose au chapitre 4 est une méthode de planification d’expériences
séquentielle, adaptée au calcul d’une probabilité de défaillance.

2.2 Meéthodes Monte-Carlo

Les méthodes Monte-Carlo sont des méthodes d’estimation qui reposent sur la possibilité
de simuler des suites de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
(i.i.d.) suivant une loi donnée. Elles sont généralement utilisées pour estimer des intégrales
s’écrivant sous la forme d’une espérance, comme par exemple :

E[p(X)] = / (%) fx (x)dx., (2.1)

ol ¢ : X C R? — R est une fonction donnée et X est une variable aléatoire de densité fx
suivant laquelle on sait simuler. Pour 'estimation de la probabilité de défaillance (1.1), si
Pon suppose que la loi Px admet une densité fx suivant laquelle on sait simuler, alors (2.1)

s’écrit : p = E[]lg(X)>T] = fX ]lg(x)>fo(X)dX.

2.2.1 Méthode Monte-Carlo naive
Principe

Soit N € N* et (X;)1<i<n une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant fx. L’estimateur
de p = [ Lyx)>1fx (x)dx par la méthode Monte-Carlo naive est la variable aléatoire py
définie par :

1 Y 1 &
PN = N D lxier = N D Lyxs (2.2)
=1 =1

Il s’agit simplement de la proportion de variables (X;)1<;<ny qui sont dans le domaine de
défaillance F. Ceci est illustré figure 2.1. Dans cet exemple, la fonction g est définie sur R?
et & valeurs dans R. La frontiére de F est représentée par la ligne de niveau en pointillés
bleus : c’est la ligne de niveau T de g. L’ensemble des points orange et rouges est un
échantillon de taille N = 10% i.i.d. suivant une loi normale bidimensionnelle. L estimateur
Monte-Carlo est la proportion de points rouges, qui vaut ici %.
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FI1GURE 2.1 — Illustration du principe de la méthode Monte-Carlo pour une fonction g : R? — R.
La ligne en pointillés bleus est la ligne de niveau T' de g, c’est-a-dire la frontiére du domaine de
défaillance F = {x € R? : g(x) > T'}. Les points orange et rouges sont générés suivant la densité fx
de X. La probabilité p = P(g(X) > T') est estimée par la proportion de points dans le domaine de
défaillance (les points rouges).

Propriétés

Les variables aléatoires (1,x,)>7)1<i<N étant indépendantes et toutes distribuées suivant
une loi de Bernoulli de paramétre p, 'estimateur py donné en (2.2) est sans biais et sa
variance est égale & "—]\?, oit 02 = p(1—p). Par la loi forte des grands nombres, 'estimateur py
est consistant (fortement convergent) :

PN 2 p. (2.3)
N—o00

En outre, le théoréme central-limite s’applique et la vitesse de convergence de py est
1.
en o

VN (B = p) == N(0,0%). (24)

Soit a € (0, 1) fixé. D’apres (2.4), un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 — «
pour p s’écrit :

[ﬁN ! (1 - %) \;LN . Py o] (1 - %) \/aﬁ} , (2.5)

ot &1 (1 — %) est le quantile de niveau 1 — & de la loi normale centrée réduite. Puisque p
est inconnue, le paramétre o2 I’est aussi et on 1’estime naturellement par :

6% = Dn(1 —Dn).
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Cet estimateur est aussi consistant (d’aprés le résultat de convergence donné en équation
(2.3) associé a la continuité de la fonction = € [0,1] — x(1 — z)). De ce fait, d’apres (2.4)
et le lemme de Slutsky, on a :

VN EEZP £ A(0,1),

ON N—o0

de sorte que l'intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 — a que 'on calcule en
pratique est :

v (1-5) 2% b +<I>—1(1—O‘>UN}
[pN 9 \/N PN 5 \/N

Limites

Lorsque la probabilité p que 'on cherche a estimer est trés petite, on mesure généralement
Perreur d’estimation & travers le calcul de ’écart-type relatif, ou erreur relative. Ici, elle

s’écrit :
Varlpy] | o>  [1—p [1
p? Np? Np Np’

Ainsi, si p est de 'ordre de 10~8 par exemple, et que 1’on souhaite une erreur relative de
l'ordre de 10%, alors il faut générer un échantillon de taille N = 1010, puis évaluer g autant
de fois pour fournir une estimation de p. Il est évident que sous la contrainte que cette
fonction est cotiteuse & évaluer, cette approche n’est pas envisageable.

La méthode Monte-Carlo naive est facile & mettre en ceuvre (si ’on sait simuler suivant la
densité fx) mais son principal défaut est que le nombre de simulations influe significati-
vement sur la qualité de I'estimation. Dans le cadre des événements rares, cette méthode
risque notamment de renvoyer une estimation égale a 0 si le nombre de simulations est
insuffisant. Or, dans un contexte industriel, une sous-estimation de la probabilité de dé-
faillance est une situation dangereuse.

Pour améliorer les performances de I'estimateur py donné en (2.2), il existe des méthodes
alternatives dites de « réduction de variance » qui ont pour but de réduire sa variance %
Elles sont, par exemple, présentées dans (Calfisch, 1998). Les méthodes d’échantillonnage
préférentiel, de stratification, de variables de contréle ou encore de variables antithétiques
agissent sur le facteur o, tandis que les méthodes quasi Monte-Carlo améliorent la vitesse
de convergence. Par exemple, I'utilisation d’une suite & discrépance faible pour la création
d'un échantillon (X;)1<i<y conduit a une convergence de la méthode en O((log N)?/N).
Dans le cadre des événements rares, les deux principales méthodes de réduction de variance
sont I’échantillonnage préférentiel et la méthode de splitting. Nous les présentons ci-dessous
et la méthode de splitting sera notamment appliquée dans le chapitre 4.

2.2.2 Echantillonnage préférentiel

Lorsque la probabilité que I'on cherche & estimer est celle d’un événement rare, les obser-
vations (X;)i<i<ny ont peu de chance de tomber dans le domaine de défaillance F, car il
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s’agit d'un sous-domaine de X ou la densité fx est tres faible. L’échantillonnage préféren-
tiel (ou « Importance Sampling ») consiste alors & générer ’échantillon (X;)1<;<n suivant
une autre loi que Px de fagon a forcer 'apparition de I’événement rare (dans le sens ou
la densité de cette autre loi prend des valeurs plus élevées que fx dans le domaine de
défaillance). La présentation ci-dessous suit le chapitre 3 de (Robert and Casella, 2004),
mais aussi (Bucklew, 2004) et le chapitre 2 de (Rubino and Tuffin, 2009).

Soit A une densité sur X telle que h(x) = 0 implique 1,57 fx(x) = 0. Alors, on peut
réécrire p de la facon suivante :

fx(x)
p= / Lyosrfx(X)dx = / lg(x)>TWh<X>dX = E[Tyv)>7L(Y)],
X X
ou on a posé L(y) = fg((;};) et la densité de Y est h. Celle-ci est généralement appelée

« densité instrumentale » ou encore « densité d’importance ». En simulant suivant cette
densité — et non suivant la loi naturelle Px — on espére, d'une part, forcer ’apparition de
I’événement rare et, d’autre part, réduire la variance de 'estimateur.

Ainsi, si l’on sait simuler un échantillon (Y;)1<;<n 1.1.d. suivant & et calculer le rapport L(y)
en tout point y € X, alors 'estimateur Monte-Carlo par échantillonnage préférentiel prend
la forme d’une moyenne pondérée des observations :

N

- 1

PN = N Z ﬂg(Yi)>TL(Yi)'
=1

On vérifie facilement que cet estimateur est sans biais et que sa variance vaut :

2 X
Varlin] = 7 | [ Loor )iy 2| = 5 | [gor B ax 7] (20)

La principale difficulté de la méthode d’échantillonnage préférentiel consiste & trouver une

densité instrumentale qui rend cette variance inférieure & celle de I’estimateur de la méthode
2 —

Monte-Carlo naive (qui vaut % = w). Toutefois, on peut montrer (voir, par exemple,

le chapitre 5 de (Asmussen and Glynn, 2007)) que la densité h* qui annule la variance (2.6)

est égale & :

Lywer/x(y) _ Lywperfx(y) oo oy (2.7)

N fX ]lg(x)>TfX(X)dX b

h*(y)

En prenant h = h*, on a py = p, de sorte qu’une seule simulation suffit. Cependant, méme

si on savait simuler suivant h*, le rapport L(y) = {:f((;,’)) est hors de portée puisqu’il fait

intervenir la quantité cherchée p.

La réussite de I’échantillonnage préférentiel par rapport & une méthode Monte-Carlo naive
repose donc sur le choix de la densité instrumentale h. Si celle-ci est suffisamment proche
de la densité (2.7), alors on peut espérer que la variance de I'estimateur par échantillon-
nage préférentiel sera réduite. Plusieurs approches pour y parvenir sont proposées dans
la littérature et de nombreux exemples d’applications peuvent étre trouvés, par exemple,
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dans (Asmussen and Glynn, 2007) ou encore (Rubino and Tuffin, 2009). Dans (Rubin-
stein, 1999), une approche itérative consiste a sélectionner, parmi une famille de fonctions
paramétriques, la densité instrumentale minimisant la distance de Kullback-Leibler (appe-
lée aussi « Cross-Entropy ») par rapport & la densité (2.7). Alternativement, des méthodes
non-paramétriques d’estimation par noyau de (2.7) sont proposées, par exemple, dans (Ang
et al., 1990) et (Au and Beck, 1999). Enfin, dans le cadre de 'estimation de probabilités
de défaillance, des procédures itératives sont données dans (Melchers, 1990) et (Bucher,
1988).

2.2.3 Meéthode de splitting
2.2.3.1 Principe

La seconde méthode classique de réduction de variance pour la simulation d’événements
rares est la méthode de splitting, aussi appelée « Multilevel Splitting » (voir (Kahn and
Harris, 1951)), ou encore « Subset Simulation » dans le domaine de la fiabilité (voir (Au
and Beck, 2001)). Cette méthode consiste & écrire I’événement rare {X € F} en une suite
de sous-événements emboités dont les probabilités d’occurence sont suffisamment élevées
pour étre estimées facilement (voir, par exemple, (Kahn and Harris, 1951), (Rosenbluth
and Rosenbluth, 1955), le chapitre 3 de (Rubino and Tuffin, 2009) et (Cérou et al., 2012)).

Soit ¢ € N* fixé et —o0o =Ty <11 < ... < T,1 < Ty = T une suite croissante de seuils
intermédiaires. On pose :

F;={xeX:g(x)>T;} Vj=0,...,q,

de sorte que Fg = X. L’événement rare {X € F} s’écrit comme la suite de sous-événements
emboités suivante :

{XeF}={XeF,} c{XeF, 1} C...c{XeFi} c{XeFoy}.

Par application de la formule de Bayes, on en déduit une écriture de p sous la forme d’un
produit de ¢ probabilités conditionnelles :

q q
p=][PXeF; | XeF,;1)=]]p-
j=1 j=1
Supposons que Vj = 1,...,q, on dispose d’une suite de variables aléatoires(Xg_l)lgiSN

ii.d. suivant la loi de X sachant X € F;_;. Alors, 'estimateur de p par la méthode de
splitting est :

q 1 N 1 N
v =115 ot Bi=5D Igiier, = & 2 Ly by, (2.8)
J=1 i=1 i=1
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2.2.3.2 Exemple

Cette approche est illustrée a la figure 2.2. Dans cet exemple, la fonction g est définie sur R?
et & valeurs dans R. La frontiére du domaine de défaillance F est représentée par la ligne
de niveau T de g (ligne en tirets bleus). En haut a gauche, I’échantillon (points orange et
rouges) est simulé suivant la loi Px (ici, une loi gaussienne multivariée). Puisqu’aucune
observation ne tombe dans le domaine de défaillance F, ’estimation de p par la méthode
Monte-Carlo naive est égale & 0. Pour résoudre ce probléme, on se donne une suite croissante
de seuils —co =Ty <T1 < ... < Ty =T, et on pose :

F,={xeR?:g(x)>T;}, Vj=0,...4,

avec Fg = R? et Fy = F (les lignes en pointillés gris représentent les frontiéres des sous-
domaines [y, Fy et F3). On peut alors écrire p de la facon suivante :

4
p=][PXeF; | X eF;)
j=1

On estime chaque probabilité conditionnelle par la méthode Monte-Carlo naive. Comme
on le voit sur chaque figure, on simule pour cela un échantillon i.i.d. suivant la restriction
de Px au sous-ensemble F;_; (points orange et rouges) et on estime la probabilité condi-
tionnelle P(X € F; | X € [F;_1) par la proportion d’observations au-dessus du seuil T}
(points rouges). Les estimations que I’on obtient sont non-nulles; de sorte que I'estimation
de p qui en retourne est également non-nulle.

2.2.3.3 Propriétés

Pour étudier les propriétés de I'estimateur py donné en (2.8), on fait I’hypothése que pour
tout j = 1,...,q, on dispose d’un échantillon de variables aléatoires (Xg_l)lgiSN ii.d.
suivant la loi de X sachant X € F;_;. On fait également I’hypothése que ces échantillons
sont deux a deux indépendants, de sorte que les estimateurs (p;)1<j<q sont indépendants.

Dans ces conditions, les estimateurs (p;)i<j<q vérifient un & un les résultats de la sec-
tion 2.2.1. Ils sont sans biais et de variance :

~1_ pill —p, ,
Var([p;] = ](N ]), Vi=1,...,q.

En outre, d’apres le théoréme central-limite, ils vérifient :
~ L .
\/N(pj—pj) —>N(O,pj(1—pj)). Vi=1,...,q. (2.9)
N—oo
Par conséquent, on a le résultat de normalité asymptotique suivant pour py :

Proposition 2.2.1. L’estimateur py donné en (2.8) est sans biais et satisfait :

q
VN (B —p) —£ N(O, 2 1_pj>. 2.10
(bny —p) —=— p ; ” (2.10)
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02 - E 02

FI1GURE 2.2 — Tllustration du principe de la méthode de splitting. La frontiére du domaine de
défaillance F est la ligne de niveau en tirets bleus. Les frontiéres des domaines de défaillance
intermédiaires sont les lignes de niveaux en pointillés gris. L’estimateur de p est égal au produit
des proportions de points rouges. L’estimation de p qui en retourne est donc non-nulle, alors qu’une
estimation directe par la méthode Monte-Carlo naive est égale a 0 (voir figure en haut & gauche,
ou ’échantillon est simulé suivant la loi initiale et oli aucun point ne tombe dans le domaine de
deéfaillance).

Démonstration. On commence par appliquer la méthode delta au résultat de convergence
donné en équation (2.9), avec la fonction = — log(x). On obtient :

. c 1 —p;j .
VN (log(p;) — log(p;)) —— N(O, J>, Vi=1,...,q. (2.11)
N—o0 Dj
Les estimateurs (pj)i<j<q étant indépendants, en passant aux fonctions caractéristiques,
le théoréme de Paul Levy assure alors que :

q

VN (log(pn) — log(p)) ﬁ) J\/(O, Z 1 - pj>.

pj

J=1

Pour finir, on applique a nouveau la méthode delta en prenant la fonction z — exp(x). On
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obtient :

q
N c L —pj
e pzz;pj])
]:

O

En remplacant les probabilités p et (p;)i<j<q par leurs estimations dans (2.10), on peut
calculer des intervalles de confiance asymptotiques pour p. En pratique, il est difficile de
satisfaire les hypothéses d’indépendance ci-dessus et la simulation suivant des lois condi-
tionnelles n’est pas triviale. Toutefois, on verra au chapitre 4 comment on peut y parvenir
de fagon approchée. La procédure proposée est itérative et repose sur des applications suc-
cessives de I'algorithme de Metropolis-Hastings (voir (Metropolis et al., 1953) et (Hastings,
1970)).

2.2.3.4 Remarques générales

Une des principales difficulté de la méthode de splitting réside dans le choix des seuils
intermédiaires. En effet, si les probabilités conditionnelles (p;)i<j<q sont trop grandes,
alors il va falloir effectuer un nombre ¢ d’itérations relativement élevé. Au contraire, si
elles sont trop petites, alors ’estimation par la méthode Monte-Carlo naive risque d’étre
inefficace.

Dans (Cérou et al., 2012), les auteurs expliquent que 'estimateur py défini en (2.8) est de
variance minimale si, pour tout j = 1,...,q, la probabilité conditionnelle p; s’écrit : p; =
p%. Or, p étant la quantité inconnue que P'on cherche & estimer, il est évidemment im-
possible de déterminer les seuils qui permettent de vérifier cela. Cependant, ce résultat
suggére qu’il faut, autant que possible, choisir les seuils de facon & égaliser les probabilités
conditionnelles. C’est pourquoi il existe une version adaptative de la méthode ot les seuils
sont placés pas a pas durant la procédure d’estimation (voir (Au and Beck, 2001) et (Cérou
et al., 2012)). Dans cette approche, le choix des seuils dépend des échantillons simulés. En
effet, le principe est de fixer a I'avance une proportion py € (0,1), et, & chaque itération,
de placer le seuil de fagon & avoir Npy observations qui le dépassent. L’estimateur qui en
découle s’écrit py = Top,°, ol To est la proportion d’observations qui dépassent le seuil T
a la derniére itération et g est le nombre d’itérations, qui est nécessairement aléatoire. Le
cas particulier ot pg =1 — %, c’est-a-dire ot N — 1 observations sont conservées a chaque
itération, est étudié dans (Guyader and Hengartner, 2011).

Dans notre contexte, cette méthode d’estimation reste difficile & mettre en ceuvre car elle
nécessite & chaque itération d’effectuer un grand nombre d’appels a la fonction g. Toutefois,
des applications récentes de cette méthode (qui, on le rappelle, porte davantage le nom de
« Subset Simulation » dans le domaine de la fiabilité), combinée a la modélisation par
processus gaussiens (que 1'on présente en section 2.3.3), sont par exemple proposées dans
(Xiaoxu et al., 2016), (Bect et al., 2017) et (Walter, 2017). En outre, on présente au
chapitre 4 un algorithme pour ’estimation de p qui fait appel & la méthode de splitting
pour estimer des probabilités de la forme P(X € @), ot @ est un sous-ensemble de X de
mesure potentiellement trés petite pour Px.
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2.3 Meéthodes d’approximation

Les méthodes Monte-Carlo que nous venons de présenter sont efficaces si le nombre de
simulations de la variable aléatoire g(X) est suffisamment grand. La contrainte que g est
une fonction cotiteuse & évaluer rend ces méthodes difficiles & appliquer dans notre contexte.
On peut alors envisager deux solutions pour contourner ce probléme.

La premiére solution consiste & identifier une approximation F du domaine de défaillance F
grace a des évaluations de la fonction g en des points de X bien choisis. Ensuite, on applique
une méthode Monte-Carlo pour estimer la probabilité P(X € @), sans que cela requiert
d’appels supplémentaires 4 la fonction g. C’est le principe des méthodes FORM et SORM,
couramment utilisées en fiabilité, que I'on présente briévement en section 2.3.1. C’est aussi
exactement le principe de ’algorithme que 'on développe dans le chapitre 4.

La seconde solution consiste & construire une approximation g de la fonction g (i.e. un
modele, parfois aussi appelé métamodele), qui est moins chére a évaluer. Pour construire
une bonne approximation g, on a besoin de connaitre des valeurs vraies de g en un certain
nombre de points. L’estimation de la probabilité P(g(X) > T') par une méthode Monte-
Carlo ne nécessite, & nouveau, aucune évaluation supplémentaire de g. Dans le chapitre 3, on
utilise la méthode de modélisation par processus gaussiens, appelée aussi krigeage. Celle-ci
est présentée en détails en section 2.3.3.

2.3.1 Approximation du domaine de défaillance

On présente ici les méthodes FORM et SORM (« First and Second Order Reliability Me-
thods ») couramment utilisées en fiabilité (voir (Cizeli et al., 1994) et les références qui s’y
trouvent). Elles reposent sur le fait que la probabilité p vérifie :

p—/Xﬂg(x)>TPx(dX) _/X]ll(x)<0PX(dX)a

ot | =T — g est appelée fonction d’état limite (« limit state function » ). La premiére étape
consiste & transformer la loi de X en une loi normale centrée réduite, de fagon & obtenir un
vecteur aléatoire gaussien Z de méme dimension que X, mais dont les composantes sont
indépendantes, centrées et réduites. Cela s’effectue & I'aide d’un opérateur de transforma-
tion noté ici 7 (on parle de transformation isoprobabiliste dans 'espace standard gaussien).
Pour plus de détails, voir (Rosenblatt, 1952) et (Nataf, 1962), ainsi que la theése (Lebrun,
2013). Une fois la transformation effectuée, la probabilité p se réécrit :

1 z||?
p= P(L(Z) < 0) = / ]lL(Z)<0 X ] exp <—” H ) dZ7
R4 ( 2 2

27)

ot L = [ o7 ! est la fonction d’état limite transformée et || - || est la norme euclidienne
sur R%. On cherche ensuite le point z* € R?, appelé « point de conception » (ou aussi, « most
probable point » en anglais), qui a la plus grande probabilité d’appartenir & ’hypersurface
d’équation L(z) = 0 (’hypersurface d’état limite). Puisque Z est un vecteur gaussien centré
et que la densité de probabilité au point z* doit étre maximale, alors on cherche le point
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de I'hypersurface qui est le moins éloigné de 'origine, et supposé ne pas appartenir au
domaine {z € R?: L(z) < 0}. Cela revient & résoudre le probléme d’optimisation suivant :

z* = argmin||z|| sous la contrainte L(z) = 0. (2.12)
z€R?

Cette étape est cruciale car on doit utiliser un algorithme d’optimisation suffisamment
performant pour minimiser le nombre d’appels a la fonction L, dépendant de g. Des propo-
sitions d’algorithmes sont, par exemple, données dans (Hasofer and Lind, 1974), (Rackwitz
and Flessler, 1978), (Zhang and Der Kiureghian, 1995) et (Ditlevsen and Madsen, 1996).
La distance 8 = ||z*|| est appelée « indice de fiabilité ». Dans le cas de la méthode FORM,
I’hypersurface d’état limite est approchée par un hyperplan tangent passant par z*. Cela
revient & approcher la probabilité de défaillance p par P(MV(0,1) > ) = 1 — ®(3), ou ®
est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. Concernant la méthode
SORM, l'approximation est faite par une hypersurface quadratique tangente, passant éga-
lement par z* et conduisant & une approximation de p plus complexe (voir (Ditlevsen and
Madsen, 1996)).

En pratique, il se peut que le domaine de défaillance F soit la réunion de sous-domaines
de X et qu’il existe par conséquent plusieurs points de conception. L’approche décrite ci-
dessus n’est alors pas adaptée car elle suppose qu’il existe une unique solution au probléme
d’optimisation (2.12). Il s’agit 1a d’un inconvénient majeur des méthodes FORM et SORM.
En outre, puisque la qualité de 'approximation dépend essentiellement du point z* que
retourne I'algorithme d’optimisation, la capacité de ce dernier & identifier le minimum global
est déterminante. Enfin, on précise que 'approximation de I’état limite par un hyperplan ou
une hypersurface quadratique peut conduire & une sur-estimation ou une sous-estimation
de la vraie probabilité, et qu’il n’existe pas de mesure de ’erreur d’approximation pour ces
méthodes.

2.3.2 Modéles d’approximation d’une fonction inconnue

Dans le cadre des méthodes FORM et SORM, le choix des points ou évaluer g dépend
de T'algorithme d’optimisation choisi pour résoudre le probléme (2.12). Ici, on se place
dans le cas ou la fonction g est déja observée en une suite de points D,, = (X;)1<i<n
fixés. On parle de plan d’expériences pour désigner cet ensemble de points (« design of
experiments » en anglais). En section 2.4, on verra les méthodes courantes pour construire
un plan d’expériences.

Pour construire un modéle d’approximation de la fonction g, on présente dans ce qui suit
la méthode de modélisation par processus gaussiens, car c’est I'unique méthode que nous
utilisons dans cette thése. Cependant, on précise qu’il existe plusieurs méthodes alterna-
tives. Par exemple, la, modélisation par des fonctions « splines », qui consiste & découper
Pensemble X et & considérer un modéle polynomial pour chacun des sous-espaces (pour
une présentation générale, voir les livres (Hastie et al., 2001) et (Gyorfi et al., 2002)). On
peut également considérer la modélisation par des réseaux de neurones (voir (Hastie et al.,
2001) et (Bishop, 2006)). Dans le chapitre 6 de (Rasmussen and Williams, 2006), les auteurs
comparent les modeéles de processus gaussiens & ces solutions alternatives.
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2.3.3 Krigeage ou modélisation par processus gaussiens
2.3.3.1 Introduction

Introduit par (Krige, 1951), puis formalisé par (Matheron, 1963), le krigeage a initiale-
ment été développé en géostatistique pour la prédiction de fonctions par interpolation de
données spatiales. Celles-ci sont interprétées comme le résultat d’une réalisation d’un pro-
cessus aléatoire spatial et utilisées pour construire un modéle d’interpolation (voir (Stein,
1999), (Diggle and Ribeiro, 2007) ou encore (Chiles and Delfiner, 2009)). Par la suite, cette
approche a été adaptée a la modélisation de fonctions inconnues dans le cadre des expé-
riences simulées (voir (Sacks et al., 1989a), (Sacks et al., 1989b), ou encore (Santner et al.,
2003)) et les domaines d’application se sont diversifiés : machine learning ((Rasmussen and
Williams, 2006)), optimisation ((Jones et al., 1998) et (Emmerich et al., 2006)), analyse
de sensibilité ((Oakley and O’Hagan, 2004) et (Cannamela et al., 2014)) ou encore fiabilité
((Kaymaz, 2004), (Bichon et al., 2008), (Echard et al., 2011) et (Dubourg et al., 2013)).

La plupart du temps, le modéle choisi est un processus aléatoire gaussien car celui-ci est
I'un des rares pour lequel on sache mener des calculs analytiques et qui reléve d’une bonne
adéquation avec un certain nombre de phénomeénes physiques observés. Dans ce qui suit, on
parlera alors indifféremment de krigeage ou de modélisation par processus gaussien, bien
qu’il s’agisse d’'un abus de langage.

2.3.3.2 Principe

Dans tout ce qui suit, on suppose que la fonction g est connue aux points d’un plan
d’expériences D,, = (X;)1<i<n fixé. On note g, = (9(x;))i<i<n le vecteur des valeurs
observées.

Modélisation

Le principe du krigeage est de modéliser la fonction g par un processus aléatoire indexé
par X et & valeurs dans R. Les observations g,, sont vues comme de 'information sur une
trajectoire de ce processus. Notons & ce processus. En le choisissant gaussien, le modele
que l’on considére s’écrit (voir, par exemple, la section 4 de (Sacks et al., 1989a), ainsi que
(Rasmussen and Williams, 2006)) :

£x) =Y mi(x)fi +((x) = m(x)"B+((x), VxeX, (2.13)
i=1

ot m(x) = (m;(x))1<i<q est un vecteur de fonctions fixées, 8 = (5;),<;, est un vecteur de
paramétres, et ¢ est un processus gaussien centré caractérisé par sa fonction de covariance :

Cov(f(x),f(x')) = 0’ke(x,x), Vx,x € X

avec o2 un paramétre de variance et kg une fonction de corrélation dépendant d’un pa-

ramétre @ € R”, r > 0. On suppose ici que la variance o2 est égale en tout point de X
(i.e. kg(x,x) = 1). Ce choix de modélisation peut se justifier de la fagon suivante. Dans le
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modele (2.13), le second terme du membre de droite est aléatoire. Il peut étre interprété
comme un terme d’erreur destiné a apporter de la « souplesse » a la composante détermi-
niste m(x)?' 3. On considére que cette erreur est nulle en moyenne. En outre, puisqu’iln’y a
aucune raison de supposer que cette erreur est plus grande dans certaines régions de X que
dans d’autres, on considére que la variance o2 est constante en tout point. Cet argument
suggeére notamment de choisir la fonction de covariance invariante par translation dans X.
Dans ce cas, cela revient a supposer que le processus ( est stationnaire (au sens faible) et
que la covariance s’exprime en fonction de x — x’ (voir le chapitre 4 de (Rasmussen and
Williams, 2006)). Le choix de la fonction de covariance sera discuté en section 2.3.3.5.

La composante déterministe m(-)” 3 dans (2.13) caractérise la tendance du processus &.
Par exemple, on dit que la tendance est linéaire lorsque m(x) = (1,x). En pratique, on
choisit arbitrairement ces fonctions compte tenu de la connaissance que ’on a, a priori, de
la fonction g ou de la complexité souhaitée du modéle. Le vecteur de paramétres 8 donne
un poids a chacune de ces fonctions. Il est inconnu en pratique. On peut soit le fixer, soit
I'estimer au vu des observations g,, en utilisant des méthodes qui sont décrites en section
2.3.3.3. La fonction de corrélation paramétrique kg caractérise la dépendance au sein du
processus £. En pratique, elle est choisie arbitrairement parmi une classe de fonctions que
nous présenterons en section 2.3.3.5. Dans le modele (2.13), les paramétres o et 6 sont
inconnus et peuvent étre estimés a partir des observations g,, (voir section 2.3.3.3). Pour
fixer les idées, on donne ci-dessous l'exemple de la fonction de corrélation kg, avec § € R,
appelée exponentielle quadratique :

1]x —x'||?

Cov(&(x),£(x")) = o2ky(x,x") = 0% exp <—2 B ) . V(x,x') e X2, (2.14)

ou || - || est la norme euclidienne sur X. Sur la figure 2.3, on considére une fonction li-
néaire g : [0,1] — R et on montre 'influence du choix des paramétres (02,0) € R2
dans la modélisation par un processus gaussien. Ici, la tendance est linéaire et le méme
vecteur de parametres 3 = (1,2) est fixé pour chacun des quatre modéles. La fonction de
covariance est celle donnée en (2.14). C’est une fonction croissante de 6. On constate que,
selon les valeurs prises par o2 et 6, le modéle est plus ou moins représentatif de la vraie
fonction. Pour une grande valeur de 6 (& gauche), les trajectoires du processus gaussien
sont beaucoup plus réguliéres que pour une petite valeur de @ (a droite). Le paramétre o2
caractérisant la variance des variables aléatoires (£(x))xex, on voit que plus sa valeur est
grande, plus les trajectoires du processus sont dispersées (en bas).

Remarque 2.3.1. Lorsque m(x) = 0, on parle de krigeage « simple ». Lorsque m(x) =1,
on parle de krigeage « ordinaire » et, enfin, lorsque m(x) a une forme plus générale, on
parle de krigeage « universel ».

Conditionnement

Notons &,, le vecteur aléatoire (£(x;))1<i<n. Le modele (2.13) étant donné, celui-ci doit &
présent tenir compte du fait qu’une réalisation de §,, est observée et vaut g,,. Pour se faire,
on va conditionner la loi du processus aléatoire & par rapport a la donnée que §,, = g,,. 1

33



2.3. METHODES D’APPROXIMATION
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FIGURE 2.3 — Trajectoires d’un processus gaussien indexé par [0, 1]. La tendance du processus est

linéaire, avec 3 = (1,2). La fonction de covariance est donnée en (2.14), avec (62,6) = ({5,10) en

haut & gauche, (¢%,0) = ({5, 3) en haut & droite, (62,6) = (1,10) en bas a gauche, et (c%,0) =
(1, %) en bas a droite.

est facile de vérifier que, d’apres le modéle (2.13), on a :
{(x) ~N(m(x)"8,0%), vxeX.

Dans la proposition suivante, on montre que lorsque ’on conditionne cette loi par rapport
a g, =g,,on obtient toujours une loi gaussienne. Dans tout ce qui suit, nous nous plagons
dans des situations génériques ot les observations conduisent & des matrices de covariance
inversibles (i.e. définies positives).

Proposition 2.3.1. Sous les hypothéses du modéle (2.13), avec les paramétres (3, o et 0
fizés, la loi conditionnelle de £(x) sachant &, = g,, est la loi normale :

N (mn(x), 02(x)), (2.15)

mn(x) = E [S(X) |£n = gn] = m(X)TB + Eg,x,exnﬂil (gn - MTLIB)v (216)
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X X

— g | ® Obsenations Trajectoires PG — g | Obsenations Trajectoires PG - Moyenne du krigeage Intervalle de confiance 3 95%

FIGURE 2.4 — Exemple de modélisation par processus gaussien. Courbe noire : fonction g que 1’on
cherche & modéliser. Points bleus : valeurs observées de g. A gauche : trajectoires du processus
gaussien distribué suivant la loi du modéle (2.13). A droite : trajectoires du processus gaussien
distribué suivant la loi conditionnée aux observations, donnée en proposition 2.3.1. La courbe noire
en pointillés est la moyenne (2.16) et les surfaces grises sont des intervalles de confiance & 95%.

et

oa(x) = Var[§(x) [€, = ga] = 0" (1 = ZyixoZno  Znxo), (2.17)
avec :
M, = (m(x1), ..., m(x))",  Zpxo = (ko(xi,%)) e €6 B = (ko(xi%))) oy e

Une démonstration de cette proposition peut étre retrouvée, par exemple, & la section 1.2 de
(Oger, 2014). On remarque que pour tout x € X, la variance (2.17) vérifie : 02 (x) < o2. Cela
signifie qu’en conditionnant la loi du processus £ aux observations, on réduit 'incertitude
sur les variables (£(x))xex. Cela se voit immédiatement sur la figure 2.4, ou est illustré
lintéréet du conditionnement. A gauche, la loi du processus gaussien ne tient pas compte
des observations (les points bleus) et les trajectoires (courbes rouges) ne sont pas vraiment
représentatives de la fonction g. A droite, la loi est conditionnée aux observations et la
modélisation est bien meilleure. Les aires grises sont des intervalles de confiance a 95%,
construits & partir de (2.15). Ils s’écrivent sous la forme :

[mn(x) — 1.960,(x) ; mp(x) + 1.960,(x)], VxeX,
ou fonctions my, et o, sont définies en (2.16) et (2.17). Celles-ci vérifient :
ma(x;) = g(x;) et oi(x)=0, Vi=1...,n

Cela signifie que n'importe quel processus distribué suivant la loi (2.15) a ses trajectoires
qui interpolent les points d’observations, et peut étre vu comme un modéle aléatoire d’in-
terpolation de g (cela se voit a droite de la figure 2.4). Alternativement, la fonction m,
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donnée en (2.16) est souvent utilisée comme modéle déterministe d’approximation de la
fonction g. C’est une fonction qui interpole g aux points du plan d’expériences D,, et
qui est relativement peu cofiteuse & évaluer. Elle peut donc étre utilisée pour prédire ou
approcher la valeur de g en tout point de X. Par ailleurs, pour désigner 1’espérance condi-
tionnelle E [£(x) | €,,], on rencontre parfois le terme de « meilleur prédicteur linéaire » (BLP
pour « Best Linear Predictor » ). En effet, comme mentionné par exemple dans (Sacks et al.,
1989b) et (Stein, 1999), on a :

Proposition 2.3.2. Sous les hypothéses du modéle (2.13), avec les paramétres (3, o et 0
fizés, Uestimateur &,(x) défini par :

En(x) = E[6(x) |€,] = m(x)T B+ 2L, 45,071 (€, — M,.B), (2.18)

est le meilleur prédicteur linéaire de £(x), c’est-a-dire qu’il vérifie :

VX €X, &(x) = argminE[(§(x) — &))" | €],
&n(x)

avec -

En(x) = Ax) + ATE,,

ot A\(x) € Ret A € R". Il est sans biais et son erreur en moyenne quadratique est égale a
la variance o2(x) donnée en (2.17).

Une démonstration de cette proposition est, par exemple, détaillée au chapitre 2 de la thése
(Bettinger, 2009). Le principe est de montrer que, sous les hypothéses du modeéle (2.13), la
construction d’un estimateur vérifiant les contraintes de linéarité, de non-biais et d’erreur
en moyenne quadratique minimale, conduit & l’espérance conditionnelle (2.18). On parle
aussi d’estimateur BLUP pour « Best Linear Unbiased Predictor ». La proposition 2.3.2
mentionne notamment que, pour tout x € X, la variance 02 (x) donnée en (2.17) est une
mesure de lerreur d’approximation de £(x) par (2.18) au sens de l'erreur en moyenne
quadratique. C’est pourquoi, comme nous le verrons en section 2.4.2, cette variance peut

étre utilisée pour la construction de plans d’expériences.

Il n’existe pas & notre connaissance de mesure de l'erreur d’approximation de g par la
fonction m,, = E[(-) |, =g,]- Par exemple, pour statuer quant a la pertinence du
modéle, il serait souhaitable d’avoir accés & une borne de l'erreur en norme infinie, qui
est définie par : |[|[m, — gllcc = Supyex |Mn(x) — g(x)|, ou de l'erreur L,, qui est définie
par : [ |[mn(x) — g(x)[PPx (dx), avec p € N* (voir (Gyorfi et al., 2002)). En pratique, on
peut néanmoins utiliser une méthode de validation croisée pour se donner une idée de la ca-
pacité de prédiction du modeéle. Cette méthode est briévement présentée en section 2.3.3.3.

Approche bayésienne

La procédure de modélisation ci-dessus peut étre décrite dans un cadre bayésien, avec
les notions de lois a priori et a posteriori (pour une vue d’ensemble sur les méthodes
bayésiennes, on pourra consulter le livre (Robert, 2007)). En effet, le modele (2.13) peut
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étre vu comme un choix de loi a priori pour &, tandis que la loi conditionnelle obtenue &
la proposition 2.3.1 peut étre vue comme la loi a posteriori sachant les observations. On
verra en section 2.3.3.4 que l'approche bayésienne peut aussi étre utilisée pour fournir une
estimation des parameétres du modele (2.13).

2.3.3.3 Estimation des paramétres

En pratique, les paramétres 3, o2 et @ du modéle (2.13) sont inconnus. On peut les fixer
arbitrairement ou bien les estimer au vu des observations g, par des méthodes que nous
décrivons ci-dessous. On note Bn, o2 et 0., les estimateurs de ces parametres. Le modéle
de processus gaussien dont on se sert en pratique pour modéliser la fonction inconnue g
est celui de la proposition 2.3.1, oul les parametres sont remplacés par leurs estimations.

Maximum de vraisemblance

Une méthode couramment utilisée pour I’estimation des paramétres 3, o2 et 0 est celle du
maximum de vraisemblance. Sous les hypotheéses du modéle (2.13), la log-vraisemblance
est donnée, & une constante prés, par :

(8, — MuB) = b (g, — MaB)

o2

1
L(gn;[3702,0) =—3 nlogo? + log detEnﬂ’ +
(2.19)

Par maximisation cette log-vraisemblance, on en déduit que I'estimateur du maximum de
vraisemblance de 3 est :

3 Ts—1 —InrTs—1
B, = (M,Z yM,) M,% e,
Par suite, l'estimateur du maximum de vraisemblance de o2 est :
1 ~ T ~
~2 —1
On = E(gn - Mnﬁn) En,e (gn - MnIBTL)'

Enfin, 'estimateur du maximum de vraisemblance de 0 est ’estimateur 6,, qui vérifie :

o~

6,, = argmin [n log 62 + log‘detEn,gu.
(4

Des informations supplémentaires sur la méthode du maximum de vraisemblance, ainsi
que sur sa mise en oceuvre pratique, peuvent étre retrouvées a la section 6.4 de (Stein,
1999), mais aussi dans les théses suivantes : (Marrel, 2008), (Bachoc, 2013b), (Le Gra-
tiet, 2013) et (Auffray et al., 2014). Un des inconvénients de la méthode est le coiit de
calcul algorithmique dépendant de la taille de ’échantillon d’apprentissage D,,. Lorsque le
nombre d’observations est faible, les cotits sont moindres mais les extrema de la fonction de
vraisemblance (2.19) sont généralement mal identifiés. A l'inverse, lorsque le nombre d’ob-
servations de g est trop élevé, I'inversion de la matrice de covariance 3, g (de taille n x n)
devient difficile et numériquement cotiteux (voir aussi (Rasmussen and Williams, 2006)
pour une discussion sur les avantages et les limitations de la méthode du maximum de
vraisemblance).
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Alternativement, la méthode dite du maximum de vraisemblance restreint peut étre appli-
quée (voir (Patterson and Thompson, 1971), (Bettinger, 2009) et (Le Gratiet, 2013)). Dans
(Li and Sudjianto, 2005), les auteurs proposent de pénaliser la vraisemblance pour empé-
cher d’obtenir, avec cette méthode, des estimateurs de variance trop élevée. Dans (Fang
et al., 2006), différents choix de pénalisation de la vraisemblance sont comparés pour des
plans d’expériences contenant peu de points.

Validation croisée

La méthode de validation croisée consiste & partitionner les observations (Dy,, g, ) en deux
échantillons : un échantillon d’apprentissage et un échantillon de validation. Lorsque ce
dernier ne contient qu’une seule observation, la méthode porte le nom de « leave-one-out ».

Supposons que les paramétres 3 et o2 aient été fixés ou estimés, par exemple, par maximum
de vraisemblance. Alors, le principe du leave-one-out pour 'estimation de 6 est le suivant.
Pour tout ¢ = 1,...,n, échantillon d’apprentissage est {(x;,9(x;)) : j =1,...,n,j # i}
et I’échantillon de validation est nécessairement réduit au couple (x;, g(x;)). On utilise
I’échantillon d’apprentissage pour construire le modéle d’approximation de la fonction g
donné par la moyenne (2.16), que 'on le note ici m,,*(x|0), Vx € X. On peut alors calculer
la différence g(x;) — m.*(x;|0) et, puisque cela donne de l'information sur la capacité de
prédiction du modéle au point x;, le paramétre @ que 'on choisit est celui qui réalise le
minimum de la quantité suivante :

n

3" (g(xi) — my(x16)).

i=1

1
n

Pour une comparaison entre la méthode de maximum de vraisemblance et la validation
croisée, on pourra consulter (Bachoc, 2013a).

2.3.3.4 Estimation bayésienne : paramétres vus comme aléatoires

On peut adopter une approche bayésienne en se donnant des lois a priori sur les paramétres
et en utilisant les observations g, pour calculer les lois a posteriori. Dans (Santner et al.,
2003), on parle de « modele hiérarchique » car la loi a posteriori du processus & est calculée
en intégrant les lois a posteriori des paramétres. Par exemple, pour o2 et 6 fixés, si on
se donne une loi a priori gaussienne pour 3, alors la loi conditionnelle de £ sachant les
observations est toujours gaussienne. Les expressions des paramétres de cette loi peuvent
étre retrouvées au chapitre 1 de (Le Gratiet, 2013). Divers exemples de choix a priori pour
les parameétres sont d’ailleurs étudiés dans cette thése.

Il existe un certain nombre d’arguments qui peuvent étre avancés pour justifier le choix
d’une loi a priori. Dans (Kass and Wasserman, 1996) et (Kato, 2009) par exemple, la
facon de procéder est de se donner une loi a priori non-informative, c¢’est-a-dire induisant
le minimum d’information sur le paramétre (voir la section 3.5 de (Robert, 2007) pour
une présentation générale des lois non-informatives). Un exemple classique de loi non-
informative est la loi de Jeffreys qui est construite de fagon a favoriser les valeurs du
parameétre pour lesquelles I'information de Fisher est grande (voir (Jeffreys, 1961)).
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Puisque, dans cette approche, la loi de £ conditionnée aux observations tient compte de la
loi des parameétres, les résultats de la proposition 2.3.1 ne sont plus valables. Autrement dit,
la loi conditionnelle n’est pas nécessairement gaussienne. En effet, on peut, par exemple,
montrer qu’une loi a priori gaussienne pour B sachant o2 et une loi a priori de Jeffreys
pour o2 conduisent & une loi a posteriori de Student pour £. Pour plus de détails, on peut
consulter (Sacks et al., 1989a), ainsi que les théses suivantes : (Barbillon, 2010), (Le Gratiet,

2013) et (Oger, 2014).

En pratique, le calcul des lois a posteriori n’est pas trivial. Cependant, des méthodes
MCMC peuvent étre appliquées pour réaliser ces calculs. Par exemple, ’algorithme de
Metropolis-Hastings que ’on présente au chapitre 4 peut étre utilisé.

2.3.3.5 Choix de la fonction de covariance

Le choix de la fonction de covariance dans le modéle (2.13) joue un réle primordial et
influe sur les capacités de prédiction. En effet, pour les processus gaussiens, la régularité
des trajectoires (par exemple, & travers les notions de continuité holdérienne) est liée a la
covariance (voir (Belyaev, 1961), (Fernique, 1971) et (Adler, 1981)). En section 2.3.3.2, on
a donné I'exemple de la fonction de corrélation exponentielle quadratique, mais il existe
d’autres fonctions de corrélation qui peuvent étre utilisées pour calculer la covariance. On
en présente quelques-unes ici, et pour une étude plus compléte, on pourra consulter (Stein,
1999) et le chapitre 4 de (Rasmussen and Williams, 2006).

Commencons par rappeler quune fonction kg : (x,x’) € X2 = kg(x,x’) est une fonction
de corrélation si elle est symétrique :

ko(x,x") = ko(x',x), V(x,x) € X2,

et semi-définie positive, c’est-a-dire que Vm € N*, V(x;)1<i<m € X™ et V(\i)1<i<m € R™,
on a:

Z )\i)\jkg(xi,xj) Z 0.

1,j=1

En outre, une restriction habituelle est de considérer les fonctions de corrélations station-
naires. Cela signifie que pour tout (x,x’) € X2, la fonction kg est invariante par translation,
c’est-a-dire qu’elle est fonction de x — x’ :

ko(x,x") = po(x — X),

ou pg : X — R, avec la convention que pg(0) = 1. Cela implique que le processus ¢ dans
le modele (2.13) est stationnaire au sens faible. On dit aussi stationnaire a l'ordre 2. En
outre, dans le cas ou la fonction moyenne du processus £ est constante (i.e. m(x) = p € R,
Vx € X)), alors le choix d’une fonction de corrélation stationnaire implique aussi que £ est
faiblement stationnaire (voir le chapitre 4 de (Rasmussen and Williams, 2006)).

Dans ce qui suit, la notation || - || désigne la norme euclidienne sur X. On distingue deux
types de fonctions de corrélation. Les premiéres dont nous allons parler sont les fonctions
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isotropes, et les secondes sont les fonctions anisotropes. Les fonctions isotropes sont po-
pulaires car le nombre de paramétres a estimer est réduit. Par exemple, les fonctions de
corrélation qui s’expriment, pour tout (x,x’) € X2, par :

ko(x,x") = po(|lx — X'|)),

ou @ = (0,v), avec 0 € R et v € R, sont des fonctions de corrélation isotropes. Le pa-
ramétre v référe & la régularité du processus, et notamment & la continuité et a la diffé-
rentiabilité en moyenne quadratique. Dans les théses (Barbillon, 2010), (Le Gratiet, 2013)
et (Bachoc, 2013b) — et les références qui s’y trouvent — ces notions sont explicitement
définies et liées aux propriétés de régularité des trajectoires. Des exemples de fonctions de
corrélation isotropes bien connues sont les suivants :

— La fonction gaussienne ou exponentielle quadratique :

1x —x'|?
ko(x,x’) = exp (_ZW) :

Des exemples de trajectoires de processus gaussien avec cette fonction de corrélation
ont été donnés figure 2.3.
La fonction de Matérn :

I=v vlx — x|\ v|x — x’
ko (x, x) = i(,,) <ﬁ||9 |> K, (W) 7 (2.20)

ot @ > 0 et K, est une fonction de Bessel modifiée d’ordre v > 0 (voir (Abramowitz
and Stegun, 1965)). Les fonctions de Matérn avec v = 3 et v = 5 sont les plus
couramment utilisées dans le cadre de la modélisation par processus gaussien. Cela
est di au fait que, lorsque v = g + %, ou ¢ € N, la fonction de Matérn s’exprime
simplement comme un produit de la fonction exponentielle et de polynémes d’ordre ¢

(voir (Abramowitz and Stegun, 1965)). Par exemple, pour v = %, cela donne :

oty = (1 L= o (Bl

On remarque que lorsque v tend vers 'infini dans (2.20), on retrouve la fonction

gaussienne, et lorsque v = %, on retrouve la fonction dite exponentielle, qui s’écrit :

——
kg(x,x") = exp <—w> .

Les trajectoires d’un processus gaussien avec une fonction de corrélation exponentielle
sont continues mais pas différentiables.

La fonction v-exponentielle :

ot ) = oo~ (I 1Y")

ol 0 < v <2.5iv=1, on retrouve le noyau exponentiel ci-dessus.
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Alternativement, il possible de considérer des variantes anisotropes des fonctions de corréla-
tion isotropes en utilisant, non plus la distance euclidienne, mais une distance quadratique
(dite de Mahalanobis) de la forme (x —x’)T M (x —x’), avec une matrice M définie positive
fixée (voir (Rasmussen and Williams, 2006)). Pour cette classe de fonctions, le paramétre 0
s’écrit :

0=(6,....00v),

oun B, € R, Vi =1,...,d, et v € R. Les fonctions anisotropes font donc intervenir un
nombre plus élevé de parameétres que les fonctions isotropes. Cependant, elles peuvent étre
préférables dans le cas de données spatiales, le paramétre 6; pouvant étre vu comme la
portée de l'information dans la i-éme direction (voir (Ginsbourger, 2009)). Un exemple
simple de fonction de corrélation anisotrope est la fonction gaussienne, encore appelée
exponentielle quadratique :

N | —

n_ . (371 — x;)Q
ko(x,x') = exp Z —e |

=1

2.4 Plans d’expériences

Il existe de nombreuses méthodes pour construire un plan d’expériences qui contient des
points suffisamment bien répartis dans X pour que I'information sur g dont on dispose soit
suffisante pour mener une estimation relativement peu biaisée. Chaque appel & g étant
coliteux, on privilégie les plans d’expériences qui fournissent le maximum d’information
sur cette fonction. On cherche donc des plans qui évitent les réplications (la fonction g
étant déterministe, les réplications n’apportent aucune information supplémentaire) et qui
échantillonnent dans les zones d’importance (par exemple, on souhaite des points proches
de la frontiére du domaine de défaillance, ou bien dans les zones ot le modéle a de mauvaises
capacités de prédiction et doit étre amélioré).

On distingue deux types de plans d’expériences. Les premiers que ’on présente sont les
plans dits « space-filling ». Ils sont généralement construits avant 1’étape de modélisation
et ont pour but de couvrir au mieux le domaine X. Les seconds sont les plans dits « adap-
tatifs » ou « optimaux ». Ils sont construits de facon itérative en tenant compte de toute
Pinformation sur g déja disponible pour déterminer le prochain point d’évaluation.

2.4.1 Meéthodes classiques d’échantillonnage

La plupart des méthodes décrites ci-aprés peuvent étre retrouvées dans (Pronzato and
Miiller; 2012) et les plans qu’elles générent sont généralement appelés « space-filling » en
anglais.

Dans la méthode Monte-Carlo naive, I’échantillon est simulé suivant la loi naturelle Px et la
vitesse de convergence est en O(l /VN ), c’est-a-dire indépendante de la dimension d de X,
mais relativement lente. Les méthodes quasi Monte-Carlo ont pour objectif d’améliorer
cette vitesse. L’erreur de ces méthodes peut aller jusqu’en O(log(N)d/N), mais elle dépend
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cette fois de la dimension d de X. Pour les méthodes quasi Monte-Carlo, X est typiquement
supposé a valeurs dans [0, 1]d et distribué uniformément. Ces méthodes utilisent des suites
basées sur des critéres de discrépance. Par exemple, la discrépance & ’origine d’une suite en
dimension d = 1 est la mesure en norme infinie entre sa fonction de répartition empirique
et celle de la loi uniforme. Généralement, on utilise des suite & discrépance faible, comme
les suites de Halton (Rafajlowicz and Schwabe, 2006) ou les suites de Sobol (Bratley and
Fox, 1988). Un exemple d’échantillon de taille N = 100, obtenu par tirage d’une suite de
Halton, est donné en haut a gauche de la figure 2.5. D’autres formes de discrépance, ainsi
que des algorithmes pour obtenir des plans uniformes, sont disponibles dans le livre de
(Fang et al., 2006). Pour plus de détails sur les méthodes quasi Monte-Carlo, on pourra
consulter, par exemple, (Niederreiter, 1992), (Calfisch, 1998) et (Tuffin, 2010).

Une autre méthode d’échantillonnage quasi aléatoire est la méthode d’échantillonnage par
hypercube latin. Le plan d’expériences obtenu par cette méthode est généralement appelé
plan LHS pour « Latin Hypercube Sample » (voir (McKay et al., 1979) et (Stein, 1987)).
Pour obtenir un plan LHS de taille N, le principe est le suivant : on découpe chaque
axe [0,1] en N sous-intervalles [O, %],..., [%, 1], ce qui conduit & partitionner [0, 1]%
en N? cellules de méme taille. On sélectionne alors N cellules de facon a avoir exactement
une cellule sur chaque ligne et sur chaque colonne. Enfin, dans chaque cellule sélectionnée,
on tire un point au hasard selon la loi uniforme dans la cellule. Chaque point de I’échantillon
ainsi créé est positionné de maniére & ne pas avoir de coordonnées communes avec les autres
points. Un exemple de plan LHS est proposé en haut a droite de la figure 2.5.

On peut également construire des échantillons en optimisant un critére basé sur la distance
entre les points de fagon & obtenir une bonne répartition dans X. Deux exemples classiques
de plans d’expériences basés sur la distance entre les points sont les plans minimax et
maximin (voir (Johnson et al., 1990)). Un plan d’expériences (x;)i1<i<p est dit minimax,
§’il minimise :

iggf%”x = x|,

et maximin, s’il maximise :

min |[x; — x|,
1<4,5<n
ou || - || est la distance euclidienne sur X. Comme on peut le voir sur la figure 2.5, un
plan minimax a tendance & placer les plans & I'intérieur de X, tandis qu’un plan maximin
a tendance a placer les points aux bornes de X. Dans (Mitchell et al., 1995), les auteurs
proposent de chercher un plan d’expérience maximin dans la classe des plans LHS (voir
aussi (Joseph and Hung, 2008)).

2.4.2 Planification d’expériences séquentielle

La procédure pour déterminer les points ot évaluer la fonction g peut étre adaptative : on
parle de planification d’expériences séquentielle. Partant d’un plan initial de type « space-
filling » (un plan LHS, par exemple), on détermine chaque prochain point d’évaluation
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F1GURE 2.5 — Exemples de plans d’expériences de taille N = 100. En haut & gauche : une suite
de Halton. En haut a droite : un plan LHS. En bas & gauche : un plan minimax. En bas a droite :

un plan maximin.
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de g en tenant compte des valeurs déja observées de cette fonction. La procédure repose
généralement sur 'optimisation d’un critére, qui dépend du modéle d’approximation de g
que 'on s’est fixé, ainsi que de 'objectif visé. Par exemple, on ne considére pas le méme
critére pour résoudre un probléme d’optimisation globale que pour estimer une probabilité
de deéfaillance. A chaque itération, on effectue une ou plusieurs évaluations supplémentaires
de g, et les paramétres du modéle peuvent étre réajustés au vu de ces nouvelles observations.
En anglais, un plan d’expériences construit de cette facon est appelé « model-based design
of experiments ». On précise qu’il n’y a aucune raison pour que le plan d’expériences obtenu
a la fin de la procédure conserve les mémes propriétés ou la méme structure que le plan
initial.

Le cadre dans lequel on se place est le suivant : on suppose que la fonction g est déja observée
aux points d'un plan d’expériences D,, = (x;)1<i<n €t on cherche le point x,+1 € X\D,, en
lequel effectuer la prochaine évaluation de g. Dans ce qui suit, on présente essentiellement
des critéres d’échantillonnage basés sur la modélisation par processus gaussien, car ils sont
couramment utilisés pour répondre & des problématiques industrielles et, par conséquent,
relativement faciles & mettre en ceuvre. En outre, on s’intéresse dans le chapitre 3 aux
stratégies SUR, que I'on présente trés briévement ci-aprés, et qui ont été développées dans
le cadre de la modélisation par processus gaussien. Notons que la version adaptative de
la méthode de splitting présentée en section 2.2.3 peut étre vue comme une méthode de
planification d’expériences séquentielle (voir (Au and Beck, 2001) et (Cérou et al., 2012)).
On pourrait bien str ’envisager si la fonction g n’était pas cotiteuse a évaluer. Par ailleurs,
bien qu’on ne le présente pas comme tel, l'algorithme que I’on propose au chapitre 4 rentre
également dans ce cadre.

2.4.2.1 Critéres d’échantillonnage basés sur la modélisation par processus
gaussien

Il existe de nombreux critéres développés dans le cadre de la modélisation de g par un
processus aléatoire gaussien. Par exemple, dans (Sacks et al., 1989a), les auteurs proposent
un critére basé sur la variance o2 du processus aléatoire gaussien conditionné aux obser-
vations (l'expression de cette variance est donnée a I’équation (2.17)). Ce critére porte le
nom d’erreur en moyenne quadratique maximale (MMSE pour « Maximum Mean Squared
Error »). Il s’agit de choisir le point x};_ ; qui vérifie :
X, = argmin max o2, (x),
Xnp1€X x€X

oll 0721 4+1(x) est la variance calculée pour le plan d’expériences Dy, UxX;, 1. Méme si g n’est
pas observée au point x,41, cette variance peut étre calculée car elle ne dépend pas des
valeurs observées de g. Dans (Sacks et al., 1989a), les auteurs considérent également Ierreur
en moyenne quadratique intégrée (IMSE pour « Integrated Mean Squared Error ») :

IMSE:/Ui(X)dx.
X

Elle est reconsidérée dans (Picheny et al., 2010) et porte le nom de « targeted IMSE ». Elle
dépend alors d’une fonction de poids wy,, qui tient compte des valeurs de g déja observées
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aux points du plan D,, :
tIMSE = / 02 (x)wy, (x)dx.
X

Par exemple, en notant &, le processus aléatoire gaussien conditionné aux observations, les
auteurs dans (Picheny et al., 2010) proposent la fonction w, suivante :

wn(x) = E[]l\én(x)—TKE]v avec € > 0.

Dans ces conditions, le critére tIMSE oriente le choix des points de fagon a réduire l'incer-
titude sur le processus &, dans les sous-ensembles de X ol ses trajectoires sont proches du
seuil 7. Ainsi, le point qui est sélectionné par le critére tIMSE vérifie :

X, 1 = argmin tIMSE = argmin/ o2 1 (X)wn(x)dx.
Xn+41 exX Xn+41 eX JX

Pour répondre & une problématique d’estimation de probabilité de défaillance similaire &
la notre, des procédures itératives de sélection de points sont aussi proposées dans (Echard
et al., 2011) et (Dubourg et al., 2013). Elles ont en commun le fait de combiner la modéli-
sation par processus gaussien et les méthodes de simulation Monte-Carlo. Supposons que
I'on dispose d'un échantillon (X;)1<;<n i.i.d. suivant Px. Alors, dans (Echard et al., 2011)
par exemple, U'estimateur de la probabilité de défaillance est :

N
- 1
PN = ; Lo, (X0)>T (2.21)

ou my, est la fonction moyenne du processus gaussien conditionné aux observations donnée
en équation (2.16). On rappelle que cette fonction interpole les points ou g est observée.
Elle est, par conséquent, généralement utilisée comme modéle d’approximation de g. En
outre, elle est relativement peu coliteuse & évaluer. Le point choisi pour enrichir le plan
d’expériences D,, est le point x| qui réalise le minimum de la fonction U suivante :

-T
Xp41 = argmin U(xp41) = argmin [ (Xn11) |‘
Xn4+1€X Xnt1€X Un(Xn+1)

Ce critére réalise un compromis entre les zones ou la fonction m,, est proche de T et ol
le modéle de processus gaussien est incertain, c’est-a-dire mal renseigné. Cela revient &
améliorer la précision de Iestimateur (2.21).

2.4.2.2 Stratégies SUR

Toujours dans le cadre de 'estimation d’une probabilité de défaillance, il est proposé dans
(Bect et al., 2012) une méthode de planification d’expériences séquentielle portant le nom
de stratégie SUR (« Stepwise Uncertainty Reduction ») et basée sur la méthode de krigeage.
Dans le chapitre 3, nous utilisons cette méthode pour améliorer la performance de notre
procédure d’estimation de la probabilité p et, en particulier, nous 'appliquons & 1’étude
d’un cas réel de la société STMicroelectronics. Les outils nécessaires & la présentation et
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la compréhension de cette approche seront donc essentiellement donnés dans le chapitre 3.
Néanmoins, on précise que I'idée sous-adjacente aux stratégies SUR est de sélectionner le
point ou évaluer la fonction g qui minimise 'incertitude sur une quantité d’intérét. En
quelques mots, le formalisme est le suivant :

La procédure étant itérative, on munit I’espace probabilisé (2, F, P) de la filtration (F, )nen+
définie comme la tribu engendrée par les variables aléatoires ({(x1),...,&(x,)) :

-Fn = O'(f(Xl), <. 7§(X7l))

Pour tout n € N*, on pose E,[-] = E[- | F,,] et Var,[-] = Var[- | F,]. Il s’agit alors de
déterminer le point xj, | qui vérifie :

* .
X, = argmin Jy, (Xp41),
Xp+1€X

ou le critére J,, est défini par :
Jn(Xn—H) =E, [HTL+1 | Xn+1 = Xn+1]7

avec Hpy1 une variable aléatoire qui mesure l'incertitude sur une quantité d’intérét en
considérant n + 1 points, si le (n + 1)-éme point d’observation est x,41. En utilisant ce
critére, on espére minimiser le nombre d’observations requis pour atteindre une précision
voulue sur la quantité d’intérét. Par exemple, on peut prendre H, 1 = ¢(«, Qpy1), 01 la
fonction £ : R x R — R est une fonction de perte et aj, 11 est un estimateur de la quantité
d’intérét .. Dans le cas ou [ est la fonction de perte quadratique et a1 = Ep11]a), on a :

Hypp1 = (o = Enyaal])®.
Puisque F,, C Fp41, on a encore :
Ep[Hpt1] = Epf(a - EnJrl[O‘])Q] = Ep[Ens1[(a — En+1[0‘])2“ = E,[Varp1(a)].

La stratégie consiste donc a déterminer le point xj,; qui minimise la variance future
espérée de a.
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Chapitre 3

Estimation d’une probabilité de
défaillance avec 'ordre convexe

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on propose d’estimer la probabilité de défaillance p définie en (1.1) en
adoptant la méme approche bayésienne que dans (Auffray et al., 2014). En s’appuyant sur
les principes de la méthode de krigeage et sur les observations de la fonction g aux points
d’un plan d’expériences fixé, on définit une variable aléatoire S, a valeurs dans [0, 1].
La probabilité p étant inconnue, on fait I'hypothése qu’il s’agit d’une réalisation de cette
variable aléatoire. D’un point de vue bayésien, cela signifie que ’on méne I’estimation de p
par le biais de la distribution de S,,. Cependant, on constate assez rapidement les limites
de cette approche : la distribution exacte est hors d’atteinte, la distribution empirique est
difficile & calculer et les critéres de dispersion usuels (variance, moments, quantile...) ne
peuvent étre estimés & moindre cotlit. L’espérance de S, est néanmoins trés facile & estimer
par une méthode Monte-Carlo naive.

Dans (Oger et al., 2015), les auteurs proposent a la place de S,, une variable aléatoire
notée R,. Ils montrent en particulier que S, et R, ont la méme espérance. Si ces deux
variables aléatoires sont comparables en terme de biais, le résultat principal de ce chapitre
est plus général. En effet, nous montrons qu’il existe un ordre convexe entre S, et R,. Cela
signifie que pour toute fonction convexe ¢, on a :

E[p(Sn)] < E[p(R,)].

Ce résultat implique que les variables aléatoires sont aussi comparables en terme de va-
riance. Nous l'utilisons notamment pour apprendre sur la loi de S, et nous montrons
notamment que ’on peut borner la fonction quantile de S,,. On en déduit des intervalles
de crédibilité pour la loi de cette variable aléatoire. Pour une valeur de « € [0, 1] fixée, un
intervalle [aq, by vérifiant :

Plag < Sp <by) >1-—a,
est un intervalle de crédibilité de niveau 1—q« pour la loi de S,,. Si la moyenne de S,, apporte

au décideur une information qui peut lui permettre de statuer quant & la robustesse du
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produit, un intervalle de crédibilité mesure ainsi 'incertitude sur cet indicateur. Parmi les
méthodes déja existantes dans la littérature, qui utilisent aussi la méthode de krigeage pour
I’estimation de p, cette information est rarement disponible.

Lorsque l'intervalle de crédibilité de R,, est jugé trop large pour permettre de considérer
la valeur moyenne comme une estimation fiable du rendement, on conclut que la modé-
lisation n’est pas suffisamment efficace et que 'on doit fournir de nouvelles observations.
En se basant sur le principe des stratégies SUR présentées dans (Bect et al., 2012), on uti-
lise notre résultat sur 'ordre convexe pour mettre en ceuvre une méthode de planification
d’expériences séquentielle. Grace & un critére basé sur la variance de R,,, on sélectionne
de fagon itérative les points a ajouter au plan d’expériences et on ajuste le modéle au vu
de ces nouvelles observations. Pour répondre aux besoins de la société STMicroelectronics,
on étudie cette méthode sur un cas réel. On dispose de 10° résultats de simulations numé-
riques auxquels nous confronter. Nous verrons que, grace & la planification séquentielle, les
estimations que ’on obtient avec un nombre bien inférieur de simulations sont compatibles
avec celles obtenues avec 103.

En section 3.2, on définit la variable aléatoire S,,, et on rappelle les avantages et les limites
de cette approche rencontrés dans les précédents travaux sur le sujet. En section 3.3, on
présente la variable aléatoire R, et, en section 3.4, on montre qu’il existe un ordre convexe
entre ces deux variables aléatoires. En section 3.5, on propose plusieurs applications de
ce résultat et on s’intéresse notamment a la construction d’intervalles de crédibilité pour
la loi de S),. En section 3.6, on présente les stratégies SUR pour la construction du plan
d’expériences. Des exemples d’applications sont donnés tout au long du chapitre, et I’étude
sur le cas réel de la société STMicroelectronics est proposée en section 3.7. Pour finir,
une conclusion et des perspectives sont données en section 3.8. Enfin, précisons qu’une
présentation complémentaire de la théorie des mesures de risque et des ordres stochastiques
est proposée en annexe A. On insiste particuliérement sur 'ordre convexe, car des propriétés
relatives & cet ordre stochastique sont utilisées tout au long du chapitre.

3.2 Estimateur basé sur le krigeage

En section 2.3.3, on a présenté la méthode krigeage qui consiste & modéliser une fonction
déterministe par un processus aléatoire. Lorsque ce processus est choisi gaussien, on parle
aussi de modélisation par processus gaussien. L’ensemble des résultats qui seront donnés
dans ce chapitre sont valables pour n’importe quel choix de processus aléatoire. Cependant,
on privilégiera le choix gaussien afin de faciliter les explications et les calculs. On commence
par quelques rappels sur le krigeage et on fixe les notations qui seront utilisées tout au long
de ce chapitre.

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans X C R?, de loi Px suivant laquelle on sait
simuler. On rappelle que ’on souhaite estimer la probabilité de défaillance p définie par :

p=P(g(X) > T) = /X 1,07 Px (dx) = Px (F),

ou T € R est un seuil fixé, g : X — R est une fonction boite-noire coliteuse en temps
de calcul, et F = {x € X : g(x) > T} est le domaine de défaillance. On suppose que la

48



3.2. ESTIMATEUR BASE SUR LE KRIGEAGE

fonction g est observée aux points d'un plan d’expériences D,, = (x;)1<i<n € X" fixé, et on
note g,, = (g(x;))1<i<n le vecteur des observations. Le principe du krigeage est de modéliser
la fonction g par un processus aléatoire € indexé par X. On lui attribue une loi a priori, par
exemple gaussienne. Sous 'hypothése que g est une trajectoire de ce processus aléatoire,
le vecteur g,, est une réalisation observée du vecteur aléatoire gaussien &,, = (£(Xi))1<i<n-
Pour tenir compte de cette information dans la modélisation, on conditionne la loi a priori
de £ a la donnée que §,, = g,. Le processus a posteriori que 1'on obtient est toujours
gaussien et toutes ses trajectoires interpolent g aux points du plan D, (voir figure 2.4).

Afin de ne pas alourdir la présentation, on adopte tout au long de ce chapitre les nota-
tions suivantes. On note &, le processus aléatoire de mémes lois fini-dimensionnelles que le
processus £ conditionné aux observations, ce qui implique ’égalité en loi suivante :

LEX) [ €, =80) = L(E(x), VxeX

Pour tout x € X, on pose :

ma(x) = E[§(x) | €, = ga) = El6a(x)],  0n(x) = Varl¢(x) | &, = g,] = Var[&,(x)],
et

Dans le cas gaussien (avec les parameétres de moyenne, de variance et de covariance fixés),
la variable &, (x) est gaussienne, d’espérance m,,(x) donnée en (2.16), de variance o2 (x)
donnée en (2.17). De plus, on a :

pn(x) = @ <W(X);T> |

on(x

ou @ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

3.2.1 Approche bayésienne

Sous 'hypothése que la fonction g est une trajectoire du processus aléatoire £, la pro-
babilité p = P(g(X) > T) est une réalisation de la variable aléatoire S € [0,1] définie
par :

S =P(eX) > T1€) = [ LegosrPx(dx) (3.2

D’un point de vue bayésien, cela signifie que 'on se donne une loi a priori et que 1’on va
mener ’estimation de p par la donnée de la loi a posteriori. Or, d’aprés ce qui précede, la loi
conditionnelle de S sachant §,, = g,, est exactement celle de la variable aléatoire S, € [0, 1]
définie par :

Sp=P(E,(X) > T | &) = /X Le, (>7Px (). (3.3)

Si le processus &, est suffisamment bien renseigné autour du seuil (i.e. ses trajectoires
reproduisent fidélement le comportement de g au voisinage du seuil), alors il est raisonnable
de supposer que toute réalisation de S, est relativement proche de la probabilité p.
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FIGURE 3.1 — En haut & gauche : la probabilité cible p (aire grise). En haut & droite : exemple d’une
réalisation de la variable aléatoire S définie en (3.2) (aire grise). La courbe rouge est la trajectoire
d’un processus gaussien dont la loi n’est pas conditionnée aux observations (points bleus). En bas :
exemple de réalisations de la variable aléatoire S,, définie en (3.3) (aires grises). L’approximation
de p est meilleure & gauche qu’a droite. Les courbes rouges sont les trajectoires d’un processus
gaussien dont la loi est conditionnée aux observations (points bleus).

Pour fixer les idées, on propose quelques illustrations en figure 3.1. En haut & gauche, on
a représenté une fonction g : R — R (courbe noire) et la vraie probabilité de défaillance
(aire grise). La fonction est observée en n = 4 points. En haut a droite, on a représenté une
trajectoire du processus gaussien £ (courbe rouge) dont la loi n’est pas conditionnée aux
observations. La réalisation de S qui en résulte ne fournit pas une bonne approximation
de p (aire grise). En bas, les deux trajectoires représentées sont celles du processus gaus-
sien &, dont la loi est conditionnée aux observations. Les aires grises correspondent donc &
deux réalisations de S,,. A gauche, 'approximation de p est meilleure car la trajectoire du
processus gaussien reproduit mieux le comportement de g au voisinage du seuil.

Puisque I’on a 1’égalité en loi :

L(S [ &, = 8n) = L(Sn),

la variable d’intérét est donc ici la variable aléatoire S, donnée en (3.3). La plupart des
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travaux menés dans ce chapitre consistent & obtenir des informations sur la distribution
de cette variable aléatoire. Dans (Auffray et al., 2014), ou cette approche est également
proposée pour estimer une probabilité de défaillance, les auteurs proposent d’approcher les
quantiles de S, par 'intermédiaire des inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev.
On y reviendra en section 3.5. Avant cela, expliquons comment obtenir une estimation de
la probabilité de défaillance.

Commencons par rappeler qu’en statistiques bayésiennes, pour une loi a priori donnée
et pour la fonction de perte quadratique, l'estimateur de la quantité d’intérét que 1’on
considére est la moyenne de la loi a posteriori, car il s’agit d’'un estimateur de Bayes
(voir, par exemple, la définition 2.3.3 de (Robert, 2007), ainsi que la proposition 2.5.1 qui
montre que Pespérance conditionnelle est un estimateur de Bayes). Dans notre contexte,
cela signifie que 'espérance conditionnelle E[S | &,] est un estimateur de Bayes et qu’il
est raisonnable de considérer la quantité déterministe E[S | §,, = g,,] comme une bonne
approximation de la variable aléatoire S au sens de ’erreur en moyenne quadratique a
posteriori. Dans tout ce qui suit, cette quantité est notée u,. Elle a une expression trés
simple et s’écrit :

i =E[S | £, = g,] = /X E[Lepoor | €, = 2| Px (dx) = /X Pn(%)Px (%) = Elpn (X)),
(3.4)

ou la fonction p, donnée en (3.1) est relativement peu cotteuse a évaluer. Pour estimer p,,,
on peut donc appliquer une méthode Monte-Carlo naive (voir section 2.2.1) et cela ne
requiert pas d’appels supplémentaires a la fonction ¢g. On fixe N € N* suffisamment grand
et on se donne une suite (X;)1<ij<n de variables aléatoires i.i.d. suivant Px. On a alors :

1 N

La valeur numérique que retourne (3.5) en pratique peut donc servir comme estimation de
la probabilité de défaillance. En outre, puisque l'on a évidemment :

E[Sn] = E[S ‘ £, = gn} = Hn,

la variable aléatoire S, est un estimateur sans biais de u, et l'estimateur (3.5) fournit
aussi une estimation de I'espérance de S,,. Notons que I’erreur d’approximation en moyenne
quadratique a posteriori de S par p, est simplement la variance de 5.

3.2.2 Limites

Pour déterminer si la loi de S, est suffisamment concentrée autour de sa moyenne et statuer
quant a la précision de 'estimateur (3.5), il est souhaitable de calculer la variance S,.
Comme mentionné dans (Auffray et al.; 2014), celle-ci s’écrit :

Var [Sn] = - Cov (ﬂén(X1)>T7 ﬂgn(x2)>T) PX(Xm)PX(dXQ).
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De fagon équivalente, on écrira plutdt :
Var[S,] = [ Pl6ux1) > T.6u(xa) > T)Px(dx)Pxldxa) ~ it (30
X

Cette variance peut étre estimée par une méthode Monte-Carlo naive, un estimateur du
terme de droite se déduisant facilement de (3.5). Le terme de gauche (i.e. le moment
d’ordre 2) fait intervenir une probabilité jointe et une intégrale double. Par conséquent,
son estimation requiert un temps de calcul qui peut étre assez élevé. Plus généralement,
pour tout m € N*, on a :

E[S™] = E

/m <i17_:[1]15n(x1->>7’> Px (dx;) .. .PX(de)]

= /me<ﬁ{gn(xi) > T})Px(dxl)...Px(dxm). (3.7)

Dés que m > 2, il devient coliteux d’estimer (3.7) et, par conséquent, difficile d’obtenir des
indicateurs de la dispersion de S,,. De plus, la fonction quantile et la fonction de répartition
de S, ne disposent & notre connaissance d’aucune forme explicite et nous n’avons pas acceés
a la loi de S,. L’étude de la distribution de S, par le biais d’une inférence statistique
nous semble, de surcroit, déraisonnable. En effet, générer une réalisation de cette variable
aléatoire implique d’une part, de simuler une trajectoire du processus aléatoire &, et d’autre
part, de réaliser une intégration, par exemple, par 'intermédiaire d’'une méthode Monte-
Carlo naive :

Yw € Q, Sn( ) / ﬂfn(w x)>TPX dX Z ]lgn(wX )>T's (38)

ol (Xj)1<i<n est une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant Px. Une méthode basée
sur la discrétisation de ’ensemble X pour la simulation de trajectoires conditionnées aux
observations est proposée dans (Auffray et al., 2014). Cependant, les auteurs reconnaissent
eux-mémes que cette approche est fastidieuse, car elle nécessite 'inversion d’une matrice
de covariance dont la taille dépend du nombre de points retenus pour la discrétisation. Or,
ce dernier croit exponentiellement avec la dimension de X.

D’un point de vue bayésien, il est naturel de considérer la variable aléatoire .S,,. Cependant,
en dehors de son espérance, la distribution de cette variable aléatoire est hors d’atteinte.
Les méthodes développées dans le reste de ce chapitre ont donc pour objectif d’apprendre
sur la loi de S, et, par conséquent, de justifier I'intérét de ’approche bayésienne pour
I'estimation de la probabilité de défaillance. Pour ce faire, on s’appuie sur une méthode
d’estimation alternative, proposée dans (Oger et al., 2015) et que ’on présente ci-apres.

3.3 Estimateur alternatif

Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1]. Considérons la variable aléa-
toire Ry, € [0, 1] définie par :

R, =P(p,(X)>U |U) = /X 1, 0>vPx (dx). (3.9)
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Il est facile de vérifier que R, est, au méme titre que Sy, un estimateur sans biais de
Pespérance p,, donnée en (3.4) :

E[R,] = /X E[L, oo Px(dx) = /X PP (%) = jin.

Notons que, dans (Oger et al., 2015), les auteurs montrent que la loi uniforme sur [0, 1] est
la seule loi pour U telle que, pour toute loi Px et pour tout choix de distribution pour le
processus &, on a :

E[R,] = E[Sy] = fin.

A Dexception de ce résultat d’égalité en moyenne, la relation entre S, et R, n’est pas
davantage étudiée dans (Oger et al., 2015), les auteurs s’étant attachés a justifier intrin-
séquement le choix de R,, pour I'estimation de la probabilité p. A ce stade, les avantages
de R, sur S, sont précisément les suivants : la loi de R,, ne dépend pas directement de
la loi de &, puisque l'information fournie par la donnée que §,, = g,, est prise en compte
a travers la fonction p,. Cela garantit que seules les lois marginales du processus &, sont
impliquées dans la modélisation. En outre, la fonction p, présente l'intérét d’étre relative-
ment peu coliteuse & évaluer et la variable aléatoire U est unidimensionnelle, quelle que soit
la dimension d de X. De plus, si on sait simuler suivant la loi de U, on peut approximati-
vement simuler suivant la loi de R,, & moindre colt. En effet, si on se donne d’une part, un
échantillon (Uj)1<j<p 1.d.d. suivant la loi de U et d’autre part, un échantillon (X;)1<i<n
i.i.d. suivant Px, alors on obtient une suite de M variables aléatoires approximativement
i.i.d. distribuées suivant la loi de R,,. En effet, on peut considérer que :

N
1 .
J RS SCTET D DEMCIRTNIL TR Ut
i=1

3.4 Inégalité d’ordre convexe entre les estimateurs

Tous les résultats qui vont suivre sont originaux et on insiste sur le fait qu’ils sont indé-
pendants du choix de la loi a priori pour le processus &.

3.4.1 Comparaison de la dispersion

Commencons par comparer la dispersion des variables aléatoires S, et R, qui ont la méme
espérance ,. Le moment d’ordre m € N* de R,, existe et s’écrit :

1 m
E[an] :/ (/ Ilp"(x)>uPX(dx)) du
0o \Ux
1
_ / ( / 1pn(xl)>u...11p7,,(xm)>udu> Px(dx1) ... Px(dxm)
m \Jo

:/m min (pp(x1), ..., Pn(Xm) ) Px (dx1) ... Px (dxpm). (3.10)
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La variance de R, est donc définie par :

Var[R,| = /X2 min (pn(x1), pn(x2)) Px (dx1)Px (dx2) — p2. (3.11)

Les expressions des moments et de la variance de S, ont déja été données en section 3.2.2.
Puisque P (AN B) < min (IP’(A),IP’(B)), on en déduit que :

E[S;'] < E[R}'], Vm € N*, et Var[S,] < Var|[R,]. (3.12)

Ces deux inégalités montrent que la distribution de R, est plus dispersée que celle de S, et,
par conséquent, que R, est un estimateur moins performant que S, en terme de précision.
Neéanmoins, nous avons constaté les limites de .S, en section 3.2.2 et nous privilégions
malgré tout R,, car il est plus facile de travailler avec cette variable aléatoire. De plus,
de notre point de vue, ces inégalités sont intéressantes car elles nous assurent que l'on
dispose de majorants des moments et de la variance de S,. En effet, contrairement & ce
que suggere 'équation (3.10), il est trés facile d’estimer les moments de R, et le cout de
calcul n’augmente pas avec l'ordre m. En section 3.3, on a expliqué comment simuler une
suite de variables aléatoires approximativement i.i.d. suivant la loi de R,,. Il suffit alors de
calculer les moments empiriques. Des détails sur la facon de procéder pour l'estimation de
la variance de R,, sont donnés en annexe B.

Remarque 3.4.1. Dans certaines situations, on peut constater que la variance de Sy
conduit & des conclusions erronées. En effet, considérons le cas particulier ot les variables
aléatoires (&,(x))xex sont indépendantes et ot on a pn(x) = %, Vx € X. Alors, on peut
montrer que la loi de Sy, est une loi de Dirac en % et celle de R, est une loi de Bernoulli
de paramétre % En effet, sous ces hypotheéses, le moment d’ordre 2 de S,, donné en (5.7)
satisfait :

E[S?] = /X2 P(&n(x1) > T, &n(x2) > T)Px (dx1)Px (dx2)

_ ( /X P(6n(x) > T)Px(dx)>2

= E[Sn]27

ce qui implique que Var[S,] = 0. De plus, E[S,] = [y $Px(dx) = L, donc la loi de S, est
une lot de Dirac en % Concernant la variable R, celle-ci s’écrit ici :

R, :/X]l%>UPX(dx) =11,y

Puisque U est uniforme sur [0,1], il s’agit bien d’une loi de Bernoulli de paramétre %
Ainsi, lorsque la modélisation & l’aide du processus aléatoire &, est insuffisante, & savoir,
pn(x) = %, Vx € X, la variance de S, est nulle alors que celle de R, est mazimale.
L’incertitude sur le résultat est correctement propagée lorsque l'on a recours a Ry,
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n=>5 n = 20
Moyenne empirique de S, 0.010 0.169
Moyenne empirique de R, 0.010 0.169

Variance empirique de S,, | 1.4-1072 | 9.93-107°
Variance empirique de R,, | 3.2-1073 | 1.69-10~*

TABLE 3.1 — Estimations de la moyenne et de la variance des variables aléatoires S, et R, en
fonction du nombre d’évaluations de la fonction g. La vraie probabilité est p = 1.66 x 107!.

3.4.2 Exemple

Avant d’aller plus loin, nous proposons de comparer les capacités de prédiction de R,, et S,
sur un exemple en dimension d = 1, issu de (Bect et al., 2012), et sur lequel nous nous
appuyons tout au long de ce chapitre pour illustrer les différents résultats. On considére la
fonction g : R — R définie par :

g(x) = (0.4x — 0_3)2 + 6—11.534|x|1‘95 + e—5(x—0.8)2_

La probabilité de défaillance est p = P (g(X) > T), avec T' = 0.85 et Px = N (-3, %)
Puisqu’ici la fonction g est connue, on sait par intégration numérique que la vraie valeur
de p est 1.66 x 107!, Le modéle de krigeage que I'on se donne est un processus gaussien
avec une fonction moyenne constante et une fonction de corrélation Matérn % Tous les
paramétres du modeéle sont estimés par la méthode du maximum de vraisemblance et on
a utilisé pour cela la fonction "km" du package R "DiceKriging". A gauche de la figure
3.2, on a représenté la modélisation pour n = 5 observations, et a gauche de la figure 3.3,
pour n = 20 observations. Dans le deuxiéme cas, les trajectoires du processus aléatoire
gaussien conditionné aux observations reproduisent correctement le comportement de la
fonction g au voisinage du seuil 7. Comme il s’agit d’'un exemple en dimension d = 1,
ces trajectoires peuvent étre facilement simulées & l'aide de la fonction "simulate" de ce
méme package R.

Pour I'estimation de p, nous avons effectué 10* simulations de trajectoires et généré autant
de réalisations de .S, par 'intermédiaire d’'une méthode Monte-Carlo naive, comme décrit
a 'équation (3.8). L’échantillon (X;)1<i<n utilisé pour cela est distribué suivant Px et de
taille N = 10%. A l'aide de la procédure décrite en section 3.3, on a également simulé 10%
réalisations de R,. On a utilisé pour cela le méme échantillon (X;)1<;<y que pour S,. Le
temps de calcul pour obtenir les réalisations de R,, est négligeable devant celui nécessaire
pour obtenir les réalisations de S;,,. Comme on peut le constater en comparant les distribu-
tions empiriques représentées dans les figures 3.2 et 3.3, la variable R, est plus dispersée
que Sy, et la variabilité diminue avec le nombre d’observations. Cela se voit également
en comparant les valeurs numériques du tableau 3.1. Comme attendu, les moyennes de
deux variables aléatoires sont quasiment égales et fournissent une bonne estimation de la
probabilité de défaillance pour n = 20.
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n=s
04 .
8
03
02 p
01
00-
4 0 1
x 00
— T 3 Intervale de confiance 2 95%
Distribution de Sn Distribution de Rn
= Opsenations --- Moyenne du kigeage — Tralectoires

FIGURE 3.2 — A gauche : modéle de processus gaussien pour n = 5 évaluations de la fonction g
(représentée par la courbe noire). A droite : distributions empiriques de S,, et R,,.

A 0 1

—e T Px Intervalle de confiance 3 95%

Distribution de Sn Distribution de Rn
B Opsenvations ---| Hoyenne du kiigeage Trajectoires

FIGURE 3.3 — A gauche : modéle de processus gaussien pour n = 20 évaluations de la fonction g
(représentée par la courbe noire). A droite : distributions empiriques de S,, et R,.
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3.4.3 Inégalité d’ordre convexe

En annexe A, nous présentons les ordres stochastiques. Il s’agit d’outils permettant de
comparer des variables aléatoires pour aider & la prise de décision. Rappelons la définition
d’un ordre stochastique convexe :

Définition 3.4.1. On dit que X est plus petite que Y au sens de l'ordre conveze, el on
note X <. Y, si pour toute fonction convexe p : R — R telle que les espérances existent,
on a :

Elp(X)] < E[p(Y)]. (3.13)
On remarque immédiatement que :
X <Y = EX]|=E[Y] et Var[X]< Var[Y].
Dans la proposition suivante, on montre qu’il existe un ordre convexe entre .S, et R,.

Proposition 3.4.1. Soient S, et R, les variables aléatoires définies en (3.3) et (3.9),
alors :

Sn <cx R (3.14)
Démonstration. Voir section 3.9. O]

Comme nous allons le voir dans les prochaines sections, la relation d’ordre convexe (3.14)
peut étre exploitée pour apprendre sur la loi de S,. Il existe un trés grand nombre de
propriétés relatives a l'ordre convexe qui sont alors vérifiées par S, et R, (voir le chapitre
3 de (Shaked and Shanthikumar, 2007) pour une vue d’ensemble de ces propriétés). En
annexe A.2.3, on énonce quelques-unes de ces propriétés. En particulier, celles de la propo-
sition A.2.3 sont satisfaites et nous verrons notamment a la section 3.5.1 comment exploiter
les propriétés (i) et (iv) pour encadrer les quantiles de S,,. Dans un cadre bayésien, avoir
accés aux quantiles de la loi a posteriori est une information essentielle pour statuer quant
& la précision de 'estimation.

3.5 Applications

Dans cette section, on commence par montrer que ’on a accés aux expressions de la fonction
quantile et de la fonction de survie de R,,. Puis on tire profit de la relation d’ordre convexe
établie en proposition 3.4.1 pour borner la fonction quantile de S,. On en déduit des
intervalles de crédibilité pour la loi de S, permettant de statuer quant a la pertinence de
I’espérance de S, comme estimateur de la probabilité de défaillance.

3.5.1 Encadrement et estimation de quantiles
3.5.1.1 Fonction quantile et fonction de survie

La proposition suivante montre que la fonction quantile de R,, dispose d’une expression
explicite.
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Proposition 3.5.1. Soit R, la variable aléatoire définie a l’équation (3.9) Alors, la fonc-
tion quantile F]gnl de R, vérifie :

Fg. (@) :/X]lpn(x)>1—o¢PX(dX)7 Vo € [0,1].

Démonstration. Voir section 3.9. O

Pour calculer la fonction de survie Gy, de R, on pourra utiliser le fait que, pour tout ¢ € [0, 1],
celle-ci vérifie :

Gr,(t) =P(R, >t) =inf{a € [0,1] : Fz (1 — a) < t}. (3.15)

En annexe B, on explique comment estimer point par point ces deux fonctions. La com-
plexité de calcul de ces méthodes n’augmente pas avec la dimension d de X car ’estimation
est faite par une méthode Monte-Carlo naive.

3.5.1.2 Nouvelles bornes

Soit o € (0,1) et Fs_n1 (a) le quantile de S,, d’ordre a. On cherche & obtenir une approxi-

mation de anl(a). Dans (Auffray et al., 2014), les auteurs proposent d’utiliser pour cela
les inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev, que 'on rappelle en annexe A.3. Les
majorations obtenues s’écrivent :

Var[S,,]

l—a

F*l(a) < ﬂn

(@) ST et Fil(a) < pm +

(3.16)
Fn section 3.2.1, on a expliqué comment estimer & moindre colit la moyenne pu,, par une
méthode Monte-Carlo naive, de sorte que la borne de gauche dans (3.16) est treés facile a
estimer. Par contre — et cela est souligné dans (Auffray et al., 2014) — la méthode Monte-
Carlo pour l'estimation de la variance de S, nécessite des temps de calculs relativement
élevés (on a déja fait cette remarque en section 3.2.2). Une facon simple de contourner le
probléme est de majorer la variance de S,, par la variance de R,, dans (3.16) :

Fol(a) < pn + M. (3.17)

n 11—«

La variance de R, est moins cotliteuse & estimer que celle de S,, (on rappelle quune méthode
facile & mettre en ceuvre pour y parvenir est proposée en annexe B). Néanmoins, on doit
reconnaitre que la borne (3.17) basée sur la variance de R,, offre un moins bon contréle du
quantile que la borne (3.16) basée sur la variance de S,,. C’est pourquoi, afin de réaliser un
compromis entre précision et complexité de calcul, on propose ’encadrement suivant.

Proposition 3.5.2. Pour tout o € (0,1), le quantile FsTnl(oz) satisfait :

0 () < 75 (@) < FgHa) < v5f (a) < 67 (a), (3.18)

n
ou :

fn +a—1 I
= nT et 5:';(a) = 1 _na’

Oy (@)
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et
- L [* + 1 ! -1
Yo () = — Fp (t)dt et 7, (o) = P (t)dt.
a Jo 1—a/,
Démonstration. Voir section 3.9. O]

Les bornes 7,, (a) et 7,7 (a) offrent un meilleur controle de F gnl(a). Dans la démonstration,
on prouve qu’elles sont obtenues grace a l'inégalité d’ordre convexe (3.14) entre S, et R,,.
Nous les appellerons donc « bornes issues de I'ordre convexe ». Les bornes d,, («) et 6,5 ()
découlent des bornes issues de 'ordre convexe, par minoration pour la premiére et par
majoration pour la seconde. Néanmoins, la borne supérieure ;7 («) faisant référence a
I'inégalité de Markov (3.16), nous les appellerons « bornes de Markov ». En outre, il est
facile de vérifier que la borne inférieure J, () est une borne ameéliorée de celle que 'on
obtient avec 'inégalité de Markov (voir équation (A.12) en annexe A.3).

En pratique, on doit prendre max(0, d,, (o)) et min(1, " (c)), car les bornes de Markov ne
sont pas systématiquement informatives. En effet, si p, < 1—a (resp. u, > 1—a), alors on
a o, (a) <0< Fs_nl(oa) (resp. anl(oz) <1< 6 (). Par contre, il est facile de vérifier que
ce n’est pas le cas pour les bornes issues de 'ordre convexe, car elles sont nécessairement &
valeurs dans (0, 1). De plus, on montre dans la proposition suivante que ces bornes peuvent
s’écrire comme une intégrale par rapport a la loi Px.

Proposition 3.5.3. Pour tout a € (0,1), considérons les bornes 7, (a) et v (a) données
a la proposition 3.5.2. On a alors :

(i) v (a) = 1— / min (1, H;"(X)) P (dx).

X

(ii) v (a) = /Xmin <1,11’”(’2> Px (dx).

Démonstration. Voir section 3.9. O

En pratique, il n’y a donc aucune difficulté majeure a estimer les bornes issues de ’ordre
convexe et cela nécessite la méme complexité de calcul que celle nécessaire & ’estimation des
bornes de Markov. 11 suffit d’appliquer une méthode Monte-Carlo naive, de la méme fagon
que pour lestimation de o, = [y pn(x)Px(dx), comme décrit en section 3.2.1. Notons
que, pour comparer les performances de ces différentes bornes, un exemple sera proposé en
section 3.5.3.

Remarque 3.5.1. On peut remarquer que les bornes issues de l'ordre convexe référent a
la mesure de risque appelée « Tail-Value-at-Risk », dont la définition et les propriétés sont
données en annexe A.1.8 :

v (a) = TVaR; [R,], et 7 (a) = TVaRI[R,]. (3.19)

Dans (Brazauskas et al., 2008), les auteurs expliquent que la fagcon usuelle d’estimer la
Tail-Value-at-Risk de niveau o € [0,1) d’une variable aléatoire X est de procéder par
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approche non-paramétrique. Typiquement, il s’agit de simuler un échantillon X1,..., XN
i.5.d. sutwant la lot de X et de considérer l'estimatleur :

1

1
TVaR}[X] ~ s / Fxly(t)dt,

ot FglN(t) est le quantile de la distribution empirique. Ici, on ne sait pas exactement
simuler suivant la loi de R,,. Cependant, grice aux expressions données en proposition 3.5.5,
il est tres facile d’estimer les bornes données en équations (3.19). Cela ne nécessite pas de
simuler suivant la loi de R, car elles s’expriment comme une intégrale par rapport a la

loi Px.

Remarque 3.5.2. Dans (Meilijson and Nadas, 1979), le chapitre 4 de (Hirlimann, 1999)

ou encore (Hirlimann, 2003), il est dit que la transformée de Hardy-Littlewood d’une va-
1

riable aléatoire X est la variable aléatoire notée X, dont la fonction quantile Fon est
définie pour tout a € [0, 1] par :
1
F—l (Oé) — 1l -«

Fl(D), sia=1.

1
/ F);l(t)dt, sta<l,
(0%

De plus, si Sx = {Y 1Y <iec X} est Uensemble de toutes les variables aléatoires plus
petites que X au sens de l'ordre convexe croissant, alors le plus petit majorant Z vérifiant :

Y <4 Z, VY €Sy
est la transformée de Hardy-Littlewood X! de X.

Dans notre contexte, puisque S, < Rp = Sn <iex Ry, cela signifie qu’il existe une
variable aléatoire notée RI telle que :

H
Sn Sst Rn .

La variable Rf vérifie toutes les propriétés de dominance stochastique & ['ordre 1 pré-
sentées amnexe A.2.1. En particulier, sa fonction quantile, qui est la Tail- Value-at-Risk
de R,, majore la fonction quantile de S, en tout point. Ceci a effectivement été vérifié en
proposition 3.5.2. En outre, d’aprés le théoréme 2.8 de (Hirlimann, 1999), on a :

Rl = R, +mp, (Ry),
1 1
ou mp, () = E[R,, — z|R,, > x| = G(a;)/ Gr, (t)dt, et Gg, est la fonction de survie
Rn T
de R, donnée en équation (3.15).
3.5.2 Construction et estimation d’intervalles de crédibilité

3.5.2.1 Définition

La notion d’intervalle de crédibilité (ou encore de région de crédibilité) intervient dans le
cadre de I'estimation bayésienne et fait référence aux valeurs probables d’une variable aléa-
toire au vu de sa loi a posteriori. Une définition formelle peut, par exemple, étre retrouvée
dans (Robert, 2007). Dans notre contexte, celle-ci s’écrit :
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Définition 3.5.1. Soit a € [0, 1] fizé et S la variable aléatoire donnée en (3.2). On appelle
intervalle de crédibilité de niveau 1—a pour la loi a posteriori de S tout intervalle [aq, ba] C
[0, 1] vérifiant :

P(GQSSSba|En:gn)Zl—O¢.

Puisque L(S | &, = g,,) = L(Sn), notre objectif est de déterminer, pour une valeur de
a € [0, 1] fixé, un intervalle [aq, by] C [0, 1] vérifiant :

Plag < Sp <by)>1—a. (3.20)

On souhaite évidement que cet intervalle puisse étre facilement estimé, mais aussi qu’il ne
soit pas trop large afin d’apporter des informations pertinentes sur les valeurs probables
de Sp. En effet, pour une valeur de o € [0, 1], il existe une infinité d’intervalles [aq, b4]
vérifiant (3.20).

3.5.2.2 Construction et estimation

Soit a € (0, 1) fixé et FS_n1 () le quantile de S,, de niveau a.. Considérons les bornes issues de
I'ordre convexe 7, (o) et 7,7 () introduites & la section précédente. D’aprés la proposition
3.5.2, elles vérifient :

Yo (@) < Fg (o) <yt (a).
Puisque, par définition, F'(a) = inf{t € [0,1] : P(S, < t) > o}, on peut écrire :
P(Sn < (af)) < af, VB e (0,1),
et
P(Sn<i(l—a(l-0)) >1-a(l-25), VYBe(0,1).
Autrement dit,
P(v, (@f) < Sp <vp(1—a(l=f))) 21—a, VBE(0,1).

La proposition suivante récapitule ce qui vient d’étre dit et utilise les expressions des
bornes 7, («) et ;7 (a) données a la proposition 3.5.3.

Proposition 3.5.4. Soit a € (0,1) fixé. Pour tout 5 € (0,1), Uintervalle IS*(a, B) défini
par :

(0, 8) = [1 —/Xmin <1,1fg(x)> Px(dx) | /Xmin (1,%) PX(dx)} ,
(3.21)

est un intervalle de crédibilité de niveau 1 — o pour la lot de Sy, ¢’est-a-dire qu’il vérifie :

P(Sn € Ii%(a, 8)) 21—, VB € (0,1).

61



3.5. APPLICATIONS

n =10 | E[S,] =0.148 | P(S, € [0.039;0.383]) > 0.9
n =20 | E[S,] =0.169 | P(S, €[0.128;0.188]) > 0.9
n =30 | E[S,] =0.166 | P(S, € [0.160;0.175]) > 0.9
n =40 | E[S,] =0.166 | P(S, € [0.163;0.169]) > 0.9

TABLE 3.2 — Intervalles de crédibilité & 95% en fonction du nombre n d’appels a la fonction g.

Pour une valeur de « fixée dans (0, 1), la longueur de U'intervalle I,,(«, 8) dépend de la valeur
du parametre § € (0,1). C’est pourquoi on suggére d’utiliser en pratique un algorithme
classique d’optimisation qui détermine la valeur de 8 pour laquelle la longueur de IS (av, 3)
est minimale. Sinon, on peut simplement prendre, par exemple, 5 = % En outre, on peut
vérifier de la méme fagon que l'intervalle 11975V (o, 3) deéfini pour tout 8 € (0,1) par :

Markov _ | Hn + Oéﬁ —1 Hn
LI e By = =5 ol —79) (3.22)

est aussi un intervalle de crédibilité de niveau 1 —« pour la loi de S,,. D’aprés la proposition
3.5.2, il est néanmoins plus large que IS*(a, B).

3.5.3 Exemple

Reprenons 'exemple traité en section 3.4.2 — avec n = 20 évaluations de la fonction g —
et comparons les performances des bornes issues des inégalités de Markov, de Bienaymé-
Tchebychev et de 'ordre convexe pour I'approximation de la fonction quantile de S,,.

Puisque nous avons précédemment calculé la distribution empirique de .S,,, on peut estimer
sa fonction quantile (par exemple, en remplagant la fonction de répartition par la fonction
de répartition empirique dans la définition de F° §n1> Cette fonction (estimée) est représentée
en rouge dans la figure 3.4, et on utilise les bornes de la proposition 3.5.2 pour ’approcher.
L’aire grise la plus foncée (la plus resserrée) correspond a l'information fournie par les
bornes issues de Pordre convexe, tandis que Daire grise la moins foncée (la plus large)
correspond & l'information fournie par les bornes de Markov. La courbe en pointillés noirs
(en haut) correspond a linégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a la variable R,
(voir (3.17)) et la courbe en tirets noirs (en bas) correspond a linégalité de Bienaymé-
Tchebychev appliquée la variable S,, (voir (3.16)). On précise que toutes les bornes sont
estimées par une méthode Monte-Carlo naive, avec le méme échantillon i.i.d. suivant Px
de taille N = 10%. Au vu des résultats de la figure 3.4, les bornes de Markov sont trés peu
informatives, tandis que celles issues de I’ordre convexe offrent un encadrement relativement
précis de la fonction F' gnl.

A la figure 3.5.3, on donne des estimations de I'intervalle de crédibilite IS%(a, 8) donné

n (3.21) pour a = 0.05 et 8 = % On constate qu’en augmentant progressivement le
nombre n d’évaluations de la fonction g, I'intervalle de crédibilité est de plus en plus resserré.
En outre, il contient systématiquement la vraie valeur de la probabilité de défaillance
(ici p = 1.66 x 107 1).
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Fonction quantile de Sn
=

014+

0.00 025 0.50 075 1.00
alpha

— Fonction quantile de Sn --- Borne Tchebychev Var[Sn] Bornes Markov

** Bome Tchebychev Var[Rn] Bomes ordre convexe

FIGURE 3.4 — La vraie probabilité de défaillance est p = 1.66 x 10!, On a évalué n = 20 fois la
fonction g (voir figure 3.3). La courbe rouge est une estimation de la fonction quantile de S, et on
compare les bornes issues des inégalités de Markov (aire en gris clair), de Bienaymé-Tchebychev
(courbe en pointillés noirs) et de 'ordre convexe (aire en gris foncé) pour I'approximation de cette
fonction.

3.5.4 Extension aux mesures de risque spectrales

Comme mentionné en annexe A.1.4, un grand nombre de mesures de risque peuvent s’écrire
comme une moyenne pondérée de la fonction quantile (c’est le cas, par exemple, de l'es-
pérance ou de la Tail-Value-at-Risk). Elles sont appelées « mesures de risque spectrales »
et verifient la propriété de cohérence (voir (Artzner et al., 1997) et (Artzner et al., 1999)).
Dans notre contexte, une mesure de risque spectrale pour S, s’écrit :

pulSa] = / RN W, (3.23)

o ¥ : [0,1] — R est une fonction croissante et d’intégrale 1. Comme mentionné dans
(Acerbi, 2002), 'approche (non-paramétrique) usuelle pour estimer (3.23) est de simuler
un grand nombre de réalisations de la variable aléatoire S, et de remplacer F §n1 (t) par
le quantile empirique de niveau t. Ici, cette méthode d’estimation n’est évidemment pas
applicable compte tenu du cott engendré par la simulation de réalisations de S,, (voir les
remarques faites en section 3.2.2). A nouveau, on propose de contourner le probléme en
construisant des majorants de (3.23). Les résultats que nous avons obtenus sont donnés
dans la proposition ci-dessous.

Proposition 3.5.5. Soit ¥ : [0,1] — Ry une fonction spectrale avec :

M = sup U(t) = U(1).
t€(0,1]

La mesure spectrale py de Sy, vérifie :

pw(Sa) < pu(Ra) < min (1, M), (3.24)
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1
ot po(Rn) = / F (0 (0)dr.
0
Démonstration. Voir section 3.9. OJ

Etant donné ce qui précede, il n’y a aucune difficulté pratique a estimer les majorants dans
(3.24). En outre, on a le corollaire suivant.

Corollaire 3.5.1. Soit ¥ : [0,1] — Ry une fonction spectrale. La mesure spectrale pgy

de Sy, vérifie :
Pn(x)
pu(Sh) g/ / W(1 - t)dt
x [Jo

Démonstration. Voir section 3.9. O

Px (dx).

Le résultat du corollaire 3.5.1 signifie que l'on dispose d’un majorant de py(S,) qui s’ex-
prime comme une intégrale par rapport & la loi de X et qui, par conséquent, peut étre
facilement estimé par une méthode Monte-Carlo naive.

Remarque 3.5.3. On précise que nous n’avons pas réussi & établir une minoration de la
mesure spectrale py(Sy) qui soit valable pour toute fonction spectrale U telle que définie
ci-dessus. Le probleme de la détermination d’une borne inférieure pour py(Sy) reste donc
ouvert.

3.6 Planification d’expériences séquentielle et stratégies SUR

Dans le cas ou 'intervalle de crédibilité de la loi de \S,, (voir proposition 3.5.4) est jugé trop
grand pour permettre de considérer la valeur moyenne comme une estimation fiable de la
probabilité de défaillance p, on conclut que le modele de krigeage n’est pas suffisamment
renseigné. Pour améliorer la prédiction, il est nécessaire de rajouter de 'information au
modéle, c¢’est-a-dire fournir des nouvelles données. Dans ce but, on propose de mettre en
ceuvre une méthode de planification d’expériences séquentielle qui repose sur le principe
des stratégies SUR (« Stepwise Uncertainty Reduction » ), que nous avons trés briévement
introduites en section 2.4.2.2. Dans (Bect et al., 2012), les auteurs ont formalisé, dans le
cadre de la modélisation par processus gaussien, le principe des stratégies SUR pour l’es-
timation d’une probabilité de défaillance. Pour faciliter la compréhension, nous simplifions
leur formalisme et ’adaptons au cadre de notre étude. Pour une présentation plus générale
des stratégies SUR, on pourra évidemment consulter (Bect et al., 2012), mais aussi la thése
(Chevalier, 2013), ainsi que les références qui s’y trouvent. En outre, on précise que des
résultats théoriques justifiant la performance de ces méthodes ont récemment été proposés
dans (Bect et al., 2019).

Pour plus de clarté, le processus & est toujours choisi gaussien, bien que les résultats ci-
dessous restent valides pour n’importe quelle loi.
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3.6.1 Critéres d’échantillonnage
3.6.1.1 Minimisation d’un critére

La situation dans laquelle on se place est celle ol g est observée aux points du plan d’expé-
riences D,, = (X;)1<i<n, et ot 'on cherche un point supplémentaire x,41 € X\ D), en lequel
évaluer la fonction afin de se constituer un ensemble de n + 1 observations. La procédure
de sélection de points étant itérative, I'information dont on dispose sur la fonction g évolue
au fur et & mesure que 'on ajoute des points au plans d’expériences. C’est pourquoi on
munit ici 'espace probabilisé (€2, F,P) de la filtration (F,)nen+, définie pour tout n € N*
comme la tribu engendrée par les variables aléatoires £(x1),...,&(Xy) :

Fn = U(S(X1)> s >£(Xn))

Dans ces conditions, &, est le processus aléatoire de mémes lois fini-dimensionnelles que
le processus £ sachant F,, la variable aléatoire S, est la variable distribuée suivant la loi
de S sachant F,, et R, est la variable aléatoire définie par :

Rn:/x]]-pn(x)>UPX(dX)7

ol prp(x) =P(E(x) > T | Fn) = P(&u(x) > T), Vx € X. Par ailleurs, on adopte la notation
suivante :

E,[] = E[|F,], V¥neN*.

Etant donné ce qui précéde, une stratégie idéale serait de déterminer le point x 41 qui
minimise la variance a posteriori de la variable aléatoire S sachant n+ 1 observations, ¢’est-
a-dire Var[S,11]. Cependant, en tout point x,+1 € X\ Dy, la variable aléatoire &(x,41)
n’est pas encore observée et, par conséquent, la variance Var[S,yi] est a ce stade une
variable aléatoire qui dépend de &(x,+1). La seule information a disposition sur cette
derniére est qu’il s’agit d’une variable aléatoire vérifiant :

E(E(Xn+1) ‘ ]:n) = N(mn(xn+1)v UZ(X7L+1))7

ot1 I'espérance m,(x) est donnée en (2.18) et la variance o2(x) est donnée en (2.17). Par

conséquent, il parait légitime de sélectionner le point xj | qui vérifie :

X, 1 = argmin £, [Var[Sn+1] | Xpt1 = xn+1].
Xn4+1€X
Ceci conduit a définir le critére d’échantillonnage suivant, que ’on note Jg,, et dont la
minimisation permet d’identifier ou effectuer la prochaine évaluation de g :

Js, (Xn—H) =E, [Var[Sn—H] ‘ X1 = Xn+1]-

Remarque 3.6.1. La stratégie décrite ci-dessus vise a enrichir le plan d’expériences en
ajoutant les points un par un. En anglais, on parle de « 1-step lookahead strategy ». Dans
(Chevalier et al., 2014), les auteurs montrent que l’on peut développer des stratégies, appe-
lées « q-step lookahead strategies », qui permetitent d’ajouter ¢ € N* points en méme temps.
Malgré son intérét, cette problématique n’est pas abordée dans cette these.
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3.6.1.2 Critéres alternatifs

En pratique, le critére Jg, est difficile & calculer sans que cela ne requiert des temps de
calculs élevés (voir les remarques sur la variance de S, faites en section 3.2.2). Dans (Bect
et al., 2012), les auteurs reconnaissent eux-mémes les limites de cette approche et proposent
des critéres alternatifs. Pour tout x € X, posons :

Tn(X) = min(pn(x)’ 1 _pn(x))’ et Vn(x) = pn(X)(l - pn(x))'

Les critéres alternatifs proposés dans (Bect et al., 2012) sont les suivants :

] 1 ,

Jin(Xny1) = Ey (/ Tn+1(X)5PX(dX)> ’ Xnpt1 = Xn+1:| : (3.25)
L\ Jx
- . )

Jom(Xni1) = En ( / yn+1(x)2Px(dx)) ‘ X1 :xn+1], (3.26)
N Jx

J37n(Xn+1) = En / Tn+1(X)Px(dX) ‘ Xn+1 = Xn+1:| 5 (327)
LJx

Jin(xns1) = E, / Unt1(x)Px(dx) | X1 = xn_H] ) (3.28)
LJx

Ces critéres sont plus faciles & calculer que Jg, car ils s’expriment en fonction d’une seule
intégrale par rapport a la loi Px. Pour les obtenir, la démonstration proposée dans (Bect
et al., 2012) repose sur une majoration de la fonction Jg,, & travers des applications suc-
cessives de 'inégalité de Minkowski généralisée (voir (Vestrup, 2003)) et de l'inégalité de
Jensen. Nous verrons en section 3.6.2.3 comment les estimer facilement en pratique.

Remarque 3.6.2. Rappelons que, dans le cadre de la modélisation par processus gaussien,
la fonction moyenne m, du processus &, est parfois utilisée comme modéle déterministe
d’interpolation de la fonction g (voir section 2.3.3). C’est pourquoi, une approrimation de
la probabilité de défaillance p est qussi parfois donnée par la quantité :

| TP (), (3.29)

qui peut facilement étre estimée par une méthode Monte-Carlo naive (voir (Picheny et al.,
2010), (Echard et al., 2011) et (Dubourg et al., 2013) pour des applications avec cet es-
timateur). Comme démontré dans (Bect et al., 2012), les critéres Jip et Js, référent a
la quantité (3.29) pour Uestimation de p, tandis que les critéres Jop et Jyp référent a
lespérance p, de S, donnée en (3.4) et dont l'intérét o été justifié en section 3.2.

3.6.2 Stratégie SUR basée sur 'ordre convexe
3.6.2.1 Un nouveau critére

On rappelle que les variables aléatoires S, et R, vérifient la relation d’ordre convexe (3.14)
et que cela implique que :

Var[S,] < Var[R,], Vn € N
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Etant donnée cette inégalité, la stratégie alternative que I'on propose consiste & trouver le
point xj ,; tel que :

* .
X4 = argmin Jg, (Xn41),
Xp+1€X

ou
IR, (xn41) = Ey [Var[Rp 1] | Xpg1 = Xp41]. (3.30)

En section 3.6.2.3, nous verrons comment estimer facilement ce critére, les calculs étant
équivalents, en terme de complexité algorithmique, & ceux nécessaires pour l’estimation
des critéres (Jkn)1<k<4. Concernant les applications, on pourra directement consulter les
exemples proposés en section 3.7. Avant cela, on propose de discuter de la pertinence du
critére Jg,,.

Remarque 3.6.3. Comme mentionné dans (Bect et al., 2012), la quantité Var[Sp41] ré-
fere, dans le cadre bayésien usuel, au risque de Bayes pour la fonction de perte quadralique.
Il s’en suit immédiatement, d’aprés l'inégalité d’ordre conveze (3.14), que l'on peut fournir
un magjorant de cette mesure d’incertitude pour toute fonction de perte convere. Ainsi, en
substituant Sy, par R,, le champ d’application des stratégies SUR peut significativement
étre étendu.

3.6.2.2 Comparaison de critéres

Commencons par souligner ce fait évident : la fonction Jg, est toujours au-dessus de
la fonction Jg,. En outre, on peut montrer qu’elle est localement plus proche que les
fonctions (Jk,n)1§k§4~

Proposition 3.6.1. Pour tout k =1,...,4, les critéres Jg, , Jr, et Jin satisfont :
Js, (x) < JR, (x) < Jpn(x), VxeX. (3.31)
Démonstration. Voir section 3.9. ]

La relation d’ordre (3.31) signifie simplement que si ’on souhaite une approximation ponc-
tuelle de Jg,, alors la fonction Jg, est & privilégier. Néanmoins, on reconnait que cela ne
garantit pas que 'approximation du minimum de Jg, est meilleure en considérant Jg,
plutot que (Jn)1<k<a. Par ailleurs, il est facile de vérifier que les fonctions 7, et v, sont
maximales quand p, = % Cela correspond & une situation ou le modéle de krigeage est
non-informatif. Par ailleurs, ces fonctions sont nulles lorsque p, = 0 ou p, = 1, et il s’agit
d’une situation saine ou le modeéle de krigeage est suffisamment renseigné. Ainsi, on en
conclut que les critéres (Jy,,)1<k<4 font intervenir des fonctions qui donnent de I'informa-
tion sur les sous-domaines de X ol le modele de krigeage doit étre amélioré. Nous allons
montrer que ’on peut interpréter le critére Jg, de la méme fagon. Dans tout ce qui suit, on
fait 'hypothese que la loi de la variable aléatoire p,(X) est continue et admet une densite.
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Proposition 3.6.2. Soit n € N*. La variance de R, est donnée par :
Var[R,| = / M (x)Px (dx),
X

ot 1y, 1 [0,1] = R est une fonction de p,, définie pour tout x € X par :

Nn(x) = (1 - pn(X)) /Xpn(Y) ]lpn(y)gpn(x)PX(dY) + pn(X)/X (1 - pn(Y))Hpn(y)>pn(x)PX(dY)'
Démonstration. Voir section 3.9. O

Nous remarquons que la fonction 7, est nulle en p, = 0 et p, = 1, tout comme les fonc-
tions 7, et v,. On montre dans la proposition suivante que cette fonction admet également
un maximum.

Proposition 3.6.3. Soit 0, la fonction définie a la proposition 3.6.2 et ¢ € [0,1] tel que :

/X Ly, (0)>q; Px(dx) = pn & g, = P(Rn > pin). (3.32)
Alors, n, admet un mazimum global sur [0, 1] au point ¢;.

Démonstration. Voir section 3.9. O

Suite & la proposition 3.5.1, on a donné ’expression de la fonction de survie de R,,. Par
conséquent, il est possible en pratique d’estimer la valeur de g;;. Bien évidemment, la valeur
obtenue dépend de la loi Px. On a ainsi montré que le critére Jg, peut se réécrire :

JR, (Xn+1) = Ep [/ N1 (X)Px(dx) | Xpy1 = Xpnp1 |,
X

ou, au méme titre que les fonctions 7, et v, la fonction 7, peut étre interprétée comme
une probabilité de classification erronée. En effet, comme on peut le constater en figure
3.5, les points ou la fonction 7, est maximale correspondent & des sous-domaines de X
ou les trajectoires du processus &, prennent des valeurs proches du seuil 7. En outre,
on voit immédiatement que, si le modéle de krigeage est davantage renseigné dans ces
sous-domaines, alors I'estimation de p peut considérablement étre améliorée.

Remarque 3.6.4. Il est possible d’étudier les propriétés du critére Jg, dans le cadre de la
théorie des ensembles aléatoires (pour une présentation compléte de cette théorie, on pourra
consulter le livre (Molchanov, 2005)). En effet, on peut voir l’ensemble T, défini par :

I ={xeX:&(x)>T},

comme un ensemble aléatoire. En outre, il vérifie : E[Px(T),)] = pn. Considérons l’en-
semble déterministe :

Qnlq,) = {x € X:pa(x) > q,},
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- L :
: 4
X

— g W Obsevations |-/ fx --- T xn+1 --- moyenne Intervalle de confiance & 95% . p

— etan X+

F1GURE 3.5 — Exemple simple pour aider & U'interprétation du critére Jg, . En haut : la fonction g
(courbe noire) est observée en n = 6 points et I’aire bleue sous la densité fx est la probabilité p. Au
milieu : représentation de la fonction x € X — p,,(x) et de la valeur de ¢ donnée en proposition
3.6.3. En bas : représentation de la fonction x € X — 7,,(x) définie dans la proposition 3.6.2. Les

points dans X ou 7, est maximale (par exemple, le point orange) conduisent a p, = ¢. Il s’agit

de points ot le modéle de processus gaussien a ses trajectoires relativement proches du seuil 7" et

doit étre renseigné pour améliorer ’estimation de p.
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ot q est donné en proposition 3.6.3, de sorte que Px(Qn(q})) = pn. Notons AAB la
différence symétrique entre deur ensembles A et B : AAB = (AN B°) U (A°N B). Alors,
dans la théorie des ensembles aléatoires, la quantité :

Dpevn = E[Px(TnAQn(q,))] =E [ /X Le,(v)>T1p,(y)<q: Px (dy) + /X e, () <1 1p(y)>q; Px (dy)

= /X P(¥)Lp, (v)<q: Px(dy) + /X (1 =pu(¥)) 1, ()5 Px(dy),

s’appelle « déviation de Vorob’ev ». On peut voir Q,(q}) comme une approzimation (déter-
ministe) de I'y, et Dpey n, comme une mesure de Uerreur d’approzimation. Dans (Chevalier,
2013), alternativement a Jg, , il est proposé un critére basé sur cette quantité. Noté Jpeyn,
ce critére est défini pour tout X,41 € X par :

JDev,n(Xn-i-l) = ]En {DDev,nJrl ‘ Xn+1 = Xn-i—l] .

Des applications récentes de ce critére peuvent étre retrouvées dans le chapitre 5 de (Azzi-
monti, 2016), ainsi que dans (El Amri et al., 2018). Les auteurs utilisent notamment ce
critere pour construire des stratégies permettant de sélectionner plusieurs points simulta-
nément (voir remarque 3.6.1). Pour finir, notons n} la valeur mazimale de la fonction ny,
i.e. quand p, = q;,. Alors, il est facile de vérifier que :

D
m(x) <= =50, Vx X,
Par conséquent, le critére Jg, vérifie :
J
JR, (x) < Dev2,n(X)7 vx € X.

Etant donnée cette relation d’ordre, serait intéressant de comparer la performance de ces
deux critéres sur un cas concret. En effet, cela signifie que Jg, est, une fois de plus,
une meilleure approzimation du critére Jg,. Nous n’avons pas étudié plus en détails cette
approche dans cette thése, mais il s’agit d’une perspective trés intéressante comme tenu des
travauz récents sur ce sujet.

3.6.2.3 Implémentation

La procédure d’implémentation pour le critére Jg, est fondamentalement la méme que
pour les critéres (Jy, )1<k<4, qui est décrite dans (Bect et al., 2012). Nous avons, dans le
cas d’un processus aléatoire gaussien :

IR, (Xn+1) = E, [Var[Rn+1] | Xn+1 = Xn+1]
=E, [Var {Rn+l(xn+17 g(anrl))] | Xnt1 = Xn+1]
1 _l(Z*Mn(XnH))Q
= Var[Rn+1(Xn+1’z)]—e 2\ on(xpt1) dz.

On (Xn+1 ) \/ﬂ

=
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On utilise une méthode de quadrature de Gauss-Hermite pour approcher l'intégrale :

Q
1
JR, (Xnt1) = ﬁ Z wqVar[Rn 11 (Xn+1, Mn(Xn+1) + \/iqun(xnﬂ))]a
q=1

oll (wq)i1<g<@ €t (ug)i1<q<@ représentent respectivement les poids et les nceuds de la qua-
drature. De plus, pour approcher la variance Var[Ry,41(Xn+1, Mn(Xn+1) + V2uq0 (Xn+1))],
il suffit de suivre la procédure donnée dans 'annexe B, en considérant que la fonction g est
évaluée aux points du plan d’expériences D,, U {x,,+1} et que le vecteur des observations

est (8, Mn(Xnt+1) + V2uq0n (Xn41))-

3.7 Exemples

Nous proposons deux exemples pour mettre en avant l'intérét des méthodes développées
dans ce chapitre. Le premier est proposé dans de nombreux articles pour mettre en ceuvre
des analyses de fiabilité. Le second est un cas réel de la société STMicroelectronics, qui a
déja été traité dans (Oger, 2014).

3.7.1 Exemple en dimension 6

On teste ici nos résultats sur la version modifiée d’un exemple en dimension d = 6 proposé,
par exemple, dans (Gayton et al., 2003), (Echard et al., 2011) et (Echard et al., 2013). La

fonction ¢ : R® — R est connue et définie par :
. T2 + T3
, Oolwy =4/ —.
T

2xz5 . <w01’6)
Sin
T2+ T3 2

On veut estimer la probabilité p = P(g(X) > T), o0 T = 0.7 et X = (X1,..., Xg) est un
vecteur aléatoire gaussien. Les paramétres des variables gaussiennes sont donnés dans le
tableau 3.3.

g(x) = 34 —

Pour un échantillon de taille N = 107, la méthode Monte-Carlo naive donne p ~ 1.77 x 1072
et I'intervalle de confiance & 95% qui en résulte est [1.76 x 1072, 1.78 x 1072]. On se donne
un budget total de 150 évaluations de g pour estimer p. On part d’un plan d’expériences
initial, un LHS de taille n = 25, et on détermine 125 points supplémentaires ou évaluer g
grace a une stratégie SUR. Pour cela, les critéres que l'on utilise sont Jg, , donné en (3.30),
et Jyp, donné en (3.28). Nous avons souhaité comparer Jg, & Jy, car ce dernier est le
plus couramment utilisé en pratique (voir (Chevalier et al., 2014)). Pour choisir les points
candidats x,+1 € X\ D, nous procédons comme dans (Bect et al., 2012) : on simule un
échantillon i.i.d. de points suivant Px et le critére sera évalué en chaque point.

Le modéle est un processus gaussien de tendance polynomiale d’ordre 2 et de noyau Ma-
térn %, dont les paramétres sont estimés par maximum de vraisemblance a chaque nouvel

ajout de points. Ces choix ont été validés par la méthode de « leave-one-out », que nous
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avons présentée en section 2.3.3.3. La figure 3.6 illustre les capacités de prédiction du mo-
déle, pour les n = 25 observations initiales ainsi qu’a l’issue des 150 évaluations de g, via
cette méthode de validation croisée. Quel que soit soit le nombre d’observations ou le critére
considéré, on constate que le modéle prédit correctement les valeurs de g déja observées.
En effet, les points rouges sont relativement bien alignés par rapport a la droite y = z.

A chaque itération, on calcule une estimation de la probabilité de défaillance p grace a
Vespérance de R,. On utilise pour cela l'estimateur donné en (3.5). On estime également
un intervalle de crédibilité a 95% pour S, donné en (3.21), via une méthode Monte-Carlo
naive, avec § = %

Les résultats obtenus aprés avoir épuisé le budget d’appels & la fonction g sont donnés
dans le tableau 3.4 et les distributions empiriques de R, sont représentées en figure 3.7.
Les estimations fournies par Jg, et Ji, sont compatibles avec la valeur estimée par la
méthode Monte-Carlo naive. De plus, comme on peut le constater sur la figure 3.8, quel
que soit le critére considéré, 'intervalle de crédibilité tend & diminuer au fur et & mesure
que le nombre de données croit. Néanmoins, on observe encore un léger biais, bien que
les estimations semblent se stabiliser a partir de 100 évaluations. Il est probable qu’en
augmentant le nombre d’appels a la fonction g, les estimations de p ne soient pas meilleures.
Plusieurs solutions sont alors envisageables : choisir une autre fonction de covariance (par
exemple, par l'intermédiaire d’une méthode de validation croisée), augmenter la taille des
échantillons Monte-Carlo pour 'estimation des diverses intégrales suivant Px, ou encore,
procéder & l'optimisation des fonctions Jg, et Jy, autrement que part 'intermédiaire
d’un échantillon de point candidats distribués suivant Px. En effet, il serait certainement
préférable d’utiliser un algorithme d’optimisation. Cela a été traité dans le cadre d’un
stage sur le sujet (plus d’informations sont données ci-aprés lors de la présentation du cas
industriel) et des algorithmes génétiques pour optimisation des critéres ont été intégrés a
la procédure. Des résultats de simulations peuvent étre retrouvés dans (Smith, 2018).

3.7.2 FEtude d’un cas réel de la société STMicroelectronics

Les méthodes d’estimation décrites dans ce chapitre ont été testées sur un cas réel de la
société STMicroelectronics. Celui-ci a déja été présenté et traité dans une précédente thése
Cifre (voir (Oger, 2014)), afin de répondre a une problématique d’estimation de probabilité
de défaillance identique a la notre. Cependant, on propose ici d’enrichir I’approche proposée
dans (Oger, 2014) en intégrant une procédure de planification d’expériences séquentielle
basée sur le principe des stratégies SUR présentées en section 3.6. Pour analyser la perti-
nence de nos résultats, nous disposons d’un ensemble de 10? simulations & partir desquelles
des études statistiques ont déja été menées au sein de STMicroelectronics. Nous verrons
que, grace a 'ensemble des méthodes présentées dans ce chapitre, la valeur estimée de p
que I’on obtient avec seulement 102 simulations coincide avec celle obtenue avec 103. Les
résultats présentés ci-apres sont issus d’une collaboration avec Raphaél Smith, stagiaire en
Master 2 MApI3 de l'université Toulouse IIT Paul Sabatier. Dans le cadre de son stage,
Raphaél a notamment adapté la méthode de modélisation par processus gaussien pour
prendre en compte les valeurs du gradient de g aux points du plan d’expériences. En effet,
le simulateur utilisé pour réaliser les simulations numeériques est susceptible de fournir cette
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FIGURE 3.6 — Validation du modéle de krigeage par « Leave-One-Out 5.
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Variable X1 X2 X3 X4 X5 Xa
Moyenne 1 1 0.1 0.5 0.45 1
Variance | 0.05 | 0.1 | 0.01 | 0.05 | 0.075 | 0.2

TABLE 3.3 — Distributions des marginales de X.

Espérance de R,

Variance de R,

Intervalle de crédibilité a 95%

Jr, ; n =150

1.796 x 1072

5.3 x 1077 | [1.629 x 1072, 1.975 x 1072

Jan; n =150

1.802 x 1072

6.9x 1077 | [1.612 x 1072, 2.007 x 1072]

TABLE 3.4 — Estimations de ’espérance de R,, donnée en (3.4), de la variance de R, donnée en
(3.11), et de l'intervalle de crédibilité & 95% donné en (3.21). Les estimations sont obtenues aprés 150
appels 4 la fonction g. La méthode Monte-Carlo naive avec un échantillon de taille N = 107 conduit

ap~1.77 x 1072

0.022

0.020

0018

0.018

n =150

1

Distribution de Rn - 14

Distribution de Rn - JR

FI1GURE 3.7 — Distribution de la variable aléatoire R, aprés 150 appels & la fonction g.

information supplémentaire, pour un cott de calcul faible (voir (Vardapetyan et al., 2008)).
On verra par la suite que les résultats sont bien meilleurs une fois cette information prise en
compte. L’ensemble des résultats obtenus lors de ce stage est contenu dans (Smith, 2018).
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F1GURE 3.8 — Estimations successives de la probabilité de défaillance avec les critéres Jg, (en
haut) et Jy, (en bas). Ligne en pointillés rouges : Pestimation de la probabilité de défaillance
obtenue par application de la méthode Monte-Carlo naive avec N = 107. Aire rouge :
de confiance & 95% pour p obtenu également par la méthode Monte-Carlo naive. Puisqu’il est égal
a [1.76 x 1072,1.78 x 10?], cet intervalle est a peine visible. Points bleus : estimations successives
de p obtenues grace a l'estimateur (3.5). Aire grise : estimations par la méthode Monte-Carlo naive
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de l'intervalle de crédibilité & 95% donné en (3.21).
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3.7.2.1 Description du cas réel

Le cas industriel concerne 1’étude d'un composant électronique appelé duplexeur. 1l s’agit
d’un dispositif utilisé pour filtrer un signal sur différentes bandes de fréquence en vue de
le séparer. La société STMicroelectronics couvrant le marché de la téléphonie mobile, le
duplexeur étudié fonctionne aux radiofréquences (f ~ 1 GHz). La voie principale de trans-
mission du signal est divisée en deux voies distinctes (voir figure 3.9). Chaque voie comporte
un filtre passe-bande permettant de sélectionner certaines composantes fréquentielles du
signal.

ouT
.1

ouT
m 2

m
m

F1cUuRE 3.9 — Schéma d’un duplexeur. IN : entrée du signal, OUT : sorties pour chacun des
signaux séparés.

Le processus de fabrication d’un filtre passe-bande est une succession d’opérations com-
plexes, difficiles & maintenir constantes au cours du temps : dépot de couches métalliques
par électrolyse, gravure par plasma, photolithographie... La technologie qui en résulte
(nommée RLCO6A) peut alors étre vue comme un empilement de couches isolantes et
conductrices. Les paramétres sujets & des variations sont typiquement les épaisseurs de ces
dépodts. Pour le duplexeur étudié, exactement 4 épaisseurs de dép6ts sont influantes, au
sens ol leurs variations impactent significativement les performances du filtre. Les couches
concernées sont représentées a la figure 3.10. Il est possible de modéliser la variabilité na-
turelle de 1'outil industriel en associant & ces grandeurs une distribution, de sorte qu’elles
deviennent de fait des variables aléatoires. On les note Xi,..., Xy et leurs distributions
sont extraites par la mesure en ligne (c’est-a-dire directement sur les lignes de production)
de motifs de test. On peut correctement approcher celles-ci par des distributions normales.
Les paramétres de chacune d’entre elles sont donnés dans la table 3.5.

Dans le cadre de 1’électronique Haute-Fréquence, on montre que le duplexeur peut étre
complétement caractérisé par sa matrice de dispersion. Il s’agit ici d’une matrice 3 x 3, qui
donne pour chaque entrée—sortie du dispositif la proportion du signal transmise ou réfléchie.
Chaque parameétre dépend de la fréquence. Les spécifications du client sont définies sur
ces caractéristiques fréquentielles : il donne un gabarit que la réponse fréquentielle du
duplexeur doit respecter. Ce gabarit ne porte pas sur toute la plage de fréquences mais
uniquement sur certaines bandes. Ici, cela se traduit par 12 réponses, chacune d’entre elles
étant une fonction inconnue des 4 variables d’entrée données dans la table 3.5. Chaque
réponse est associée & une plage de fréquences et posséde sa propre contrainte, exprimée
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F1GURE 3.10 — Vue en coupe de la technologie RLCO6A dont les paramétres variables sont : Capa2
(noir), Meta2 (orange), BCB1 (vert) et Metal (rouge).

en décibels, comme indiqué dans le tableau 3.6. On verra ci-aprés comment adapter les
méthodes développées dans ce chapitre au fait que la sortie est vectorielle.

Les simulations numériques sont effectuées grace au logiciel commercial HFSS (« High
Frequency Structural Simulator »), de la société ANSYS, qui permet la résolution d'un
systéme d’équations intégro-différentielles : ce type d’outil est extrémement complexe et
intégre I'état de 'art des méthodes d’analyse numérique. En outre, il est basé sur la mé-
thode des éléments finis, trés populaire dans le monde du calcul scientifique. Le logiciel
HFSS dispose d’'un module de représentation 3D qui permet la génération d’'un modéle
géomeétrique fidele (voir figure 3.11). Ce modéle est paramétré, les variables étant les épais-
seurs des matériaux. Il est donc possible d’accéder a différentes configurations (virtuelles)
du produit et de déduire pour chacune d’entre elles, les caractéristiques électriques. La
simulation physique de ce modeéle nécessite 25Go de mémoire, 5 heures d’exécution avec 8
processeurs (« threads ») soit environ 12 heures de temps CPU.

FIGURE 3.11 — Modélisation 3D du diplexeur.
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Facteur Nom Unité Valeur Valeur Distribution Parameétre | Paramétre
minimale | maximale de position d’échelle

X1 BCB1 um 2.7504 5.1011 | Normale tronquée 3.3477 0.19108
X5 Capa2 | um | 160.41 188.31 | Normale tronquée 174.31 1.6831

X3 Metalb | um | 0.62241 | 0.90364 | Normale tronquée | 0.73389 | 0.031933
Xy Meta2 um | 4.9964 7.4946 | Normale tronquée 6.1457 0.26781

TABLE 3.5 — Distribution des 4 épaisseurs des dépots qui impactent la réponse du duplexeur.

Réponse Plage de Unité Fonction Valeur Valeur Contrainte
fréquences agrégation | minimale | maximale
S11 24 -2485GHz | dB Min 0 +00 > 17
So1 2.4 -2.485GHz | dB Max 0 +o00 <0.7
So9 2.4 -2.485GHz | dB Min 0 +00 > 17
S31 2.4 -2485GHz | dB Min 0 +00 > 18
So1 4.9 - 5.85GHz | dB Min 0 +00 > 20
S31 4.9 - 5.85GHz | dB Max 0 +00 <0.7
S11 4.9 - 5.85GHz | dB Min 0 +o00 > 17
S33 4.9 - 5.85GHz | dB Min 0 +o0 > 17
So1 5.85 - 7TGHz dB Min 0 +00 > 15
So1 7 - 9.5GHz dB Min 0 400 >7
So1 9.8 -10.5GHz | dB Min 0 +00 > 16
Ss1 9.8 -11.65GHz | dB Min 0 +o00 > 11

TABLE 3.6 — Réponses qui mesurent la performance du duplexeur et les contraintes asso-

ciées.
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3.7.2.2 Formalisme et étude préliminaire

Pour une meilleure compréhension de ce qui va suivre, commencons par formaliser le pro-
bléme. Ici, une simulation numérique via le logiciel HFSS requiert I'exécution d’un code de
calcul, représenté par la fonction g définie par :

g : X — RP
x = g(x)=(g1(x),. -, 912(x)),

oil 'ensemble X C R* est défini dans le tableau 3.5 (colonnes « Valeur mininale » et « Valeur
maximale »). Les spécifications imposées au produit industriel portent sur chaque réponse
individuellement (voir tableau 3.6). Pour un jeu de facteurs x € X, le produit est dit
défaillant si :

g1(x) >T1 ou ... ou gia(x)>Tio.

ot les valeurs des seuils 17, . .., T2 sont données dans la colonne « Contrainte » du tableau
3.6. Cela signifie qu'une piéce est défaillante si au moins une des réponses ’est. Ainsi, la
probabilité de défaillance p que 'on cherche & estimer s’écrit :

12
p=P|JguX) >T1;|, (3.33)
j=1
ou X = (Xi,...,X4) contient les 4 épaisseurs fluctuantes du produit dont les distributions

sont données dans le tableau 3.5. D’un point de vue formel, les méthodes développées dans
les sections précédentes peuvent continuer & s’appliquer, avec la construction d’un processus
aléatoire multi-dimensionnel. En effet, il existe des modeéles de krigeage adaptés au cas ol
la sortie est vectorielle, appelés modeéles de co-krigeage (voir (Chilés and Delfiner, 1999),
(Wackernagel, 2003) ainsi que la theése (Le Gratiet, 2013)). Malgré leur intérét, nous ne
les avons pas étudiés dans le cadre de cette thése. En outre, cela introduit une complexité
considérable pour la mise en ceuvre pratique : ce type de modéle s’avére difficile & renseigner
(détermination des paramétres du modéle) et a exploiter numériquement. Dans la section
suivante, on explique comment nous avons procédé pour traiter le cas multi-dimensionnel.

Avant cela, précisons qu’une premiére étude de ce cas industriel a été réalisée d’aprés N = 103
simulations via le logiciel HFSS, I'idée étant de mener une estimation de la probabilité de
défaillance par une méthode Monte-Carlo naive. Etant donné un échantillon (Xi)i<i<n
1.1.d. distribué suivant les lois des facteurs d’entrée, I'estimateur p de la probabilité p don-
née en équation (3.33) est :

L
P=N z; ﬂU;il 9;(Xi)>Ty"
1=

Nous en avons déduit que la probabilité de défaillance vaut approximativement 6.7 x 1072.
Avec le théoréme central limite, on peut obtenir un intervalle de confiance a 95% sur la
valeur de p. Ici, cet intervalle vaut [4.5 x 1072, 8.8 x 1072]. On utilisera ces résultats de
simulation comme référence afin de valider ceux obtenus.
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3.7.2.3 Stratégie pour une sortie vectorielle

La performance du produit est ici déterminée par plusieurs réponses. Dans le cadre des
stratégies SUR présentées en section 3.6, les critéres d’échantillonnage que I'on propose ne
sont définis que pour une seule réponse. On décrit ici la procédure que nous avons adoptée
pour traiter les 12 réponses.

Supposons que la fonction g soit déja connue aux points d’un plan d’expériences (x;)1<i<n
de taille n € N*. Pour chacune des répounses, on utilise ces observations pour construire un
modele de processus gaussien. Pour tout j = 1,...,12, on note &, ; le modéle de processus
gaussien conditionné aux observations pour la j-éme réponse. On définit ainsi :

12
() =P || )&, >T;], vxeX (3.34)
j=1

De méme que dans le cas unidimensionnel (voir section 3.2.1), lestimateur de la proba-
bilité p donnée en (3.33) est la quantité [, pn(x)Px(dx). Néanmoins, la quantité (3.34)
étant inacessible, sauf & supposer un modéle de dépendance entre les processus aléatoires
(ce qui revient a construire un champ multi-dimensionnel), on procéde par majoration.
Pour tout x € X et pour tout j = 1,...,12, on pose p, ;(x) = P (&, j(x) > T};) et on
définit :

12
pi(x) =min | 1, pn;(x)
j=1

La borne de 'union implique que :
pa(x) < pf(x), VxeX (3.35)

Si tous les modeles sont bien renseignés, les probabilités (py, j(x))1<j<12 sont proches de 0
ou 1, et cela n’induit pas d’erreur importante. Ainsi, I’estimateur de la probabilité p donnée
en (3.33) que 'on utilise en pratique est la quantité :

/X P (x)Px (). (3.36)

L’intervalle de crédibilité a 95% que I'on considére pour évaluer la précision de cet estima-
teur est issu de la proposition 3.5.4 (avec 3 = %) et défini par :

[1 - /Xmin <1, 1_0.%355)()) Px(dx) | /Xmin (1,%@2) PX(dx)] . (3.37)

Pour estimer (3.36) et (3.37), on utilise une méthode Monte-Carlo naive en simulant sui-
vant Px. Notons que, avec cette approche, on induit nécessairement un biais et ’estimation
de p que l'on obtient excéde la vraie valeur de la probabilité de défaillance.

Concernant la planification séquentielle via une stratégie SUR basée sur la variance de R,
(voir section 3.6.2), nous procédons de la fagon suivante : pour chacune des réponses, un
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modéle de processus gaussien étant construit, on estime la variance de la variable aléa-
toire R, (& nouveau, voir 'annexe B pour plus de détails sur la facon de procéder). Pour
déterminer le point x,1 oil effectuer la prochaine évaluation de g, on optimise le critére
d’échantillonnage Jg, , donné en (3.30), qui correspond & la réponse pour laquelle la va-
riance de R, est la plus élevée. Cette procédure consiste simplement & retenir la réponse
pour laquelle 'incertitude sur le résultat est la plus grande. On ajoute le point sélectionné
au plan d’expériences déja existant. Enfin, on calcule la valeur des 12 réponses en ce nou-
veau point et on procéde & 'estimation de p en appliquant ’approche ci-dessus.

3.7.2.4 Reésultats

Pour chaque réponse, le modéle de krigeage que nous avons retenu comporte une tendance
constante et une fonction de corrélation Matérn % isotrope. Ces choix ont été validés par
une méthode de validation croisée (voir (Smith, 2018)). Notre plan d’expériences initial
est un plan LHS de taille n = 50 auquel nous avons ajouté 150 points en appliquant
la stratégie SUR basée sur le critére Jg,. Cependant, au lieu d’optimiser le critére sur
tout ’ensemble X, on détermine le point & ajouter au plan d’expériences parmi ’ensemble
de points (X;)i1<i<n o les valeurs de g sont déja disponibles. Cela évite de faire des
simulations supplémentaires. On rappelle que N = 10 et que ces observations ont conduit

Ap~6.7Tx1072.

Les résultats que nous avons obtenus sont donnés dans le tableau 3.8, et les estimations
successives sont représentées sur la figure 3.12. La valeur estimée de p par la méthode
Monte-Carlo est représentée par la droite en pointillés rouges : c¢’est notre mesure de réfé-
rence, bien qu’il ne s’agisse pas de la vraie valeur de p. En effet, la taille de ’échantillon
utilisé pour cette estimation est relativement faible. On constate que, trés rapidement, les
estimations successives (points bleus) sont dans l'intervalle de confiance fourni par la mé-
thode Monte-Carlo naive avec 103 observations (aire rouge). A partir de 150 évaluations,
les estimations semblent se stabiliser autour la mesure de référence. Cela signifie qu’avec
seulement 150 évaluations, I’estimation de la probabilité de défaillance que ’on obtient par
application de la stratégie SUR basée sur Jg, est équivalente & celle obtenue pour 1000
évaluations. De ce point de vue, les résultats sont satisfaisants. Néanmoins, on reconnait
que les intervalles de crédibilité que I'on obtient ne sont pas informatifs. En effet, ils sont
trés larges et il serait souhaitable qu’ils se réduisent au fur et & mesure que le plan d’expé-
riences est enrichi, dans le sens ot il s’agit de mesures de l'incertitude sur les estimations
successives de la probabilité de défaillance. Ainsi, ’ajout de données semble, ici, ne pas
se traduire par une sélection significative des trajectoires du processus compatibles avec
celles-ci. Il est possible que le fait de sélectionner les points & ajouter au plan d’expériences
parmi l'ensemble (X;)1<;<n de points candidats distribués suivant la loi de Px diminue
Pefficacité de la stratégie. On peut également conclure que la fonction de corrélation (et
donc la base d’interpolation) retenue n’est finalement pas adaptée, ou encore que le choix
des paramétres du modéle n’est pas approprié, ce qui signifie que la méthode de vraisem-
blance est ici mise en difficulté.
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Estimation par méthode

Monte.Carlo naive Intervalle de confiance & 95%

pMC. N — 107 6.7x1072 [4.5%1072; 8.8x1072]

TABLE 3.7 — Estimation de la probabilité de défaillance avec la méthode Monte-Carlo naive.

Espérance de R, | Variance de R, | Intervalle de crédibilité a 95%

T =200 0.069 1x1073 [1.3x1073; 1.9x107!]

TABLE 3.8 — Estimation de la probabilité de défaillance aprés 1’ajout de 150 points & un plan
d’expériences initial LHS de taille n = 50, via une stratégie SUR basée sur le critére Jg, .

0.204
0.154
0.104
a o e
gty L v
0.054 .
L
0.004
1 1 1 1
50 100 150 200
--- Estimation Monte-Carlo | * | Estimations Intervalle de confiance 95% Intervalle de crédibilité 95%

FIGURE 3.12 — Estimations successives de p pour le cas industriel.
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3.7.2.5 Etude avec prise en compte de la dérivée

Lors de la réalisation de simulations numériques, il est possible de connaitre les valeurs
des dérivées aux points mesurés. En effet, le simulateur HFSS permet non seulement d’ac-
céder aux valeurs de g en tout de X, mais également aux différentes dérivées partielles
selon chaque dimension, i.e. son gradient. Pour chaque réponse, nous avons donc construit
un modele de krigeage qui tient compte du gradient aux points d’évaluation. Pour plus
d’informations sur la prise en compte de la valeur de la dérivée dans la modélisation par
processus gaussien, on pourra consulter (Solak et al., 2003) et (Wu et al., 2018).

L’utilisation des dérivées dans la modélisation par processus gaussien a plusieurs consé-
quences sur celle-ci. D’une part, cela constitue de I'information supplémentaire sur le pro-
cessus et il faut la prendre en compte lors du conditionnement. D’autre part, cela a des
répercussions sur le choix de la fonction de covariance. Par exemple, la fonction expo-
nentielle est exclue car, avec cette fonction de corrélation, les trajectoires d’un processus
gaussien sont continues mais pas différentiables (voir section 2.3.3.5 pour une présenta-
tion des fonctions de corrélation usuelles pour la modélisation par processus gaussiens et
les propriétés de régularité des trajectoires). A nouveau, nous avons choisi une tendance
constante et une fonction de corrélation Matérn % isotrope (voir (Smith, 2018) pour une
discussion sur ce choix de modélisation). Notons que, lorsque 'on prend en compte les
dérivées, il devient fondamental de mettre en place une méthode robuste d’inversion de
la matrice de covariance. En effet, la taille et le conditionnement numérique des matrices
de covariance augmentent considérablement. La qualité numérique du probléme est bien
souvent trés mauvaise, ce qui pose des problémes pour identifier les parameétres du modéle,
voire méme lors de I’étape de conditionnement. La solution utilisée dans (Smith, 2018)
est d’ajouter une constante £ > 0 sur la diagonale de la matrice. On appelle cela « I'effet
nugget » en géostatistique. Cela revient a considérer que les observations sont trés légere-
ment bruitées et que 'on autorise le modéle & ne plus interpoler les points ou la fonction
est observée. Cette astuce permet d’améliorer considérablement le conditionnement de la
matrice & inverser. La valeur de € est choisie de facon & réaliser un compromis entre faciliter
I'inversion de la matrice de covariance (¢ suffisamment grand) et minimiser I"imprécision
dans la modélisation (e suffisamment petit).

Les résultats que nous avons obtenus en intégrant les valeurs des dérivées observées sont
donnés en figure 3.13. Ils doivent étre comparés avec ceux donnés en figure 3.14, ou le
modéle de krigeage est construit sans tenir compte des valeurs des dérivées, mais pour
lequel nous avons également utilisé I'effet nugget (¢ = 107%). Nous avons traité ces deux
cas avec le méme plan initial de type LHS constitué de 50 points. Notons que, cette fois,
les points candidats n’ont pas été choisis parmi ’échantillon Monte-Carlo (X;)1<;<n pour
construire le plan d’expériences. En effet, les simulations ont été réalisées au fur et & mesure
de l'identification des points par le critére. On remarque immédiatement que les résultats
sont bien meilleurs lorsque les valeurs des dérivées sont connues. En effet, en figure 3.13,
on voit que dés 50 points, 'intervalle de crédibilité est inclus dans 'intervalle de confiance
estimé par la méthode Monte-Carlo naive. De plus, on vérifie qu’il diminue légérement avec
I’ajout des points aux plans d’expériences. Ces résultats montrent que l'ajout des dérivées
au modéle permet une meilleure modélisation et une estimation plus fiable de la probabilité
de défaillance.
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016+

0.08+

0.04-

-~ Estimation Monte-Carlo = % | Estimations Intervalle de confiance 95% Intervalle de crédibilité 95%

FICURE 3.13 — Estimations successives de p pour le cas industriel avec prise en compte de la
dérivée.

016+

0.04-

-~ Estimation Monte-Carlo | ® | Estimations Intervalle de confiance 95% Intervalle de crédibilité 95%

FIGURE 3.14 — Estimations successives de p pour le cas industriel sans prise en compte de la
dérivée.

En outre, on remarque en figure 3.14 que l'incertitude représentée par les intervalles de
crédibilité croit fortement et que ’estimation de p est moins bonne. Nous avons observé ce
phénomeéne & plusieurs reprises lors des différentes simulations menées pour 1’étude de ce
cas industriel. Cela nous a conduits & 'hypothése suivante : au moins une des fonctions que
I’on cherche a modéliser présente des caractéristiques bien différentes suivant la dimension
considérée. Il est donc possible qu'un choix de fonction de corrélation anisotrope serait plus
approprié. Cependant, la méthode proposée dans (Smith, 2018), pour intégrer 'informa-
tion sur les dérivées dans la modélisation, nécessite des calculs analytiques relativement
complexes et a été développée uniquement pour la fonction de corrélation isotrope Matérn,
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avec v =q+ %, q € N*. Cela pourrait étre une perspective de développement intéressante.

La conclusion de cette analyse est qu’il est possible de faire des prédictions quantitatives
de risque sur des cas réels, avec un nombre de simulations tout a fait raisonnable, dans une
configuration informatique relativement 1égére pour une entreprise.

3.8 Conclusion et perspectives

Lorsque peu de données sont disponibles, il est courant d’adopter une approche bayésienne
pour mener une estimation de la quantité d’intérét. Chaque observation étant ici coliteuse
a obtenir, il semble raisonnable de considérer la variable aléatoire S, définie en équation
(3.3) et de considérer que sa distribution aide & mesurer la sensibilité du produit aux
variations du processus de fabrication. Néanmoins, celle-ci étant inaccessible, il était néces-
saire de proposer des solutions nouvelles pour valider cette approche. Notre objectif était
donc d’améliorer la procédure d’estimation par approche bayésienne et, par conséquent,
de justifier son intérét. Grace a notre résultat principal sur 'ordre convexe entre S, et la
variable aléatoire R,, définie en équation (3.9), nous répondons a cet objectif. Par exemple,
on déduit de la relation d’ordre convexe des approximations, par défaut et par excés, des
quantiles de S;,. On montre également que 1'on peut majorer les moments et la variance
de S,,. Ces quantités sont trés faciles a estimer par une méthode Monte-Carlo naive.

Les perspectives concernant nos travaux sont nombreuses. Tout d’abord, il existe un nombre
important de propriétés relatives & 'ordre convexe (voir (Shaked and Shanthikumar, 2007)).
Il est donc possible, qu’en dehors de celles utilisées dans cette thése, d’autres puissent étre
exploitées afin d’ameéliorer la connaissance que 'on a de la distribution de S,,. D’un point
de vue théorique, il serait également intéressant d’étudier plus en profondeur la relation
entre S, et R,. Sur ce sujet, plusieurs pistes de réflexion et références a ’appui ont été
données dans ce chapitre. D’un point de vue pratique, on pourrait envisager de construire
des approximations des quantiles de .S, plus performantes que celles données en proposition
3.5.2. En effet, nous avons pu constater dans différents exemples d’application que ces
bornes ne convergent pas systématiquement vers la vraie valeur de p. Bien que cela semble
difficile, il serait également pertinent de vérifier que la vraie probabilité p est contenue dans
tout intervalle de crédibilité pour la loi de S,,.

Concernant les stratégies SUR, nous avons proposé un critére basé sur la variance de R,,.
Afin de confirmer I'intérét de ce critére, une justification théorique compléte serait intéres-
sante, par exemple, en se basant sur les résultats donnés dans (Bect et al., 2019) ou en se
placant dans le cadre de la théorie des ensembles aléatoires (voir, par exemple, (Chevalier
et al., 2013) et (Azzimonti et al., 2018)). De plus, il serait envisageable de mettre en ceuvre
une stratégie qui sélectionne plusieurs points a la fois, de fagon & réduire le temps de calcul.
Les travaux menés dans (Chevalier et al., 2014) sur ce sujet précis doivent pouvoir étre
étendus. En outre, les stratégies SUR n’ayant pas été initialement développées pour une
sortie vectorielle, il serait intéressant de réfléchir & une approche dédiée, le cas multi-réponse
étant une situation courante dans bon nombre de problématiques industrielles.
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3.9 Démonstrations

Démonstration de la proposition 3.4.1

En préambule, on présente une définition et deux propositions qui sont utilisées dans la
démonstration. La définition est la suivante :

Définition 3.9.1. Soit N € N*. Un vecteur aléatoire (X;)1<i<n € RN est dit comonotone
si pour tout N-uplet (z;)1<i<N € ]RN, on a :

P(X; < LX< = i PX; <x)).
(X1 <21,..., XN < 2pN) 1I§I%ISHN(( i < )

Le concept de comonotonicité fait référence a la dépendance entre les marginales d’un
vecteur aléatoire et s’applique, par exemple, a la gestion des risques financiers. Pour plus
d’informations, on pourra consulter les sections 4 et 5 de (Dhaene et al., 2002), ou encore
(Kaas et al., 2002). Les deux propositions suivantes font référence a l'ordre convexe présenté
en annexe A, section A.2.3. Ces propositions peuvent respectivement étre retrouvées en
section b de (Kaas et al., 2002) et dans le chapitre 3 de (Shaked and Shanthikumar, 2007).

Proposition 3.9.1. Soit N € N*. Si le vecteur aléatoire (X;)1<i<n est comonotone et que
ses lois marginales sont les mémes que celles du vecteur aléatoire (Y;)1<i<n, alors :

N N
i=1 i=1

Proposition 3.9.2. Soient X et Y deux variables aléatoires, et (Xn)nen+ el (YN)Nen=
deux suites de variables aléatoires telles que Xy % X et Yy L) Y. Si les deux
N—oo N—o0
propriétés suivantes sont vérifiées :
(i) hIIlN_mO E|XN| = E’X‘ et limN_mo E‘YN| = E‘Y’,
(’Z’Z) Xy <ex Yy, VN € N*,
alors X <. Y.

Dans cette démonstration, on veut montrer qu’il existe une inégalité d’ordre convexe entre
Sp et R,. Pour cela, considérons une variable aléatoire U de loi uniforme sur [0, 1] et, pour
tout x € X, posons :

By = ]lpn(x)>U S {0, 1}.

Cette variable suit une loi de Bernoulli de paramétre p,(x) et sa fonction de répartition
s’écrit :

1—pp(x) sibe]0,1),
P<Bx§b):{1 > sib>[1. )

> Application de la définition 3.9.1. Commencons par montrer que, pour tout N-uplet
(xi)1<i<N € X¥ | le vecteur aléatoire (Bx,)1<i<nN est comonotone, c’est-a-dire que :

P(Bx, <bi,...,Bxy <by) = 12i§nN (P(Bx, < b)), (3.38)
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oub; € R,ie{l,...,N}. Les variables aléatoires (Bx,)1<i<n nIie prenant que les valeurs 0
et 1, il suffit de le montrer pour b; € {0,1}. Pour cela, posons E = {b1,...,by} et com-
mencons par considérer le cas particulier o1 tous les éléments de F sont égaux a4 1. On a
alors :

P(Bx, <b;j))=1,Vi=1,...,N,
et cela implique que :

P(Biy < b1, By <by) =1= min (P(Bx; <bi)).

L’égalité (3.38) est donc satisfaite. A présent, considérons le cas ou E contient exacte-
ment j € {1,..., N} éléments égaux a 0. En notant S(E) le groupe symétrique sur F, il
existe une permutation o € &(E) telle que :

Il en découle que :

]P)(Bxl < b17 v 7BX]- < bijX]-+1 < bj—i—la s 7BXN < bN)
— P(By,, <0,y Ba,yy < 0,Beyy) < 1y Bry < 1)
= P(Bx, ) <0;..., Bx,,, <0)

= P(pn(x0(1)) < U, ..., pn(Xs(j)) < U)

=1 - max (Pn(X03))

car U est supposée uniforme sur [0, 1]. Par conséquent :
P(Bx, <bi,...,Bxy <bn) = 12“3% (1= pn(x01)))
= min (P(B

1<i<j

- 1151%211\/ (P(on(i) < bo(i)))v

<0))

Xo-(i) —=

car P(B < b)) =1,Vi=j+1,...,N. Finalement,

Xo(i) = 7O

P(By, <b1,...,Bxy <by)= min (P(B

1<i<N < bo(;))) = min (P(Bx, < b)),

Xo(i) = 1<i<N

et I'égalité (3.38) est de nouveau vérifiée. On a donc démontré que, pour tout (x;)i1<i<n €
XN, le vecteur (By,)1<i<n est comonotone.

> Application de la proposition 3.9.1. Pour tout N-uplet (x;)i<i<n € XN le vecteur
(Bx;)1<isN = (1, (x,)>U)1<i<nN €tant comonotone, et ses distributions marginales étant
les mémes que celles du vecteur (]lgn(xi)>T)1§i§Na la proposition 3.9.1 s’applique. Par
conséquent, on a :

N N
Z L, (x)>T <co Z Ly, (x)>U>
=1 =1
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ou, de fagon équivalente,

N Z En(xi) >T

> Application de la proposition 3.9.2. Considérons une suite de variables aléatoires (X;)1<i<n
i.i.d. suivant Px. Pour tout N € N*, on pose :

n(x:)>U- (3.39)

||Mz

N

N

1 1

V=32 laxpsr et Wy =53 1 xsu
i=1 =1

D’aprés la loi forte des grands nombres, on a :

p.s. B
Vv Now E[le,x)>7 | én] = Sn,

et

Soit h une fonction continue, alors par le théoréme de continuité, sachant &,, on a :
h(Vy) 22 h(S,),
N—oo
et, sachant U, on a :

h(Wn) == h(Ry).
N—o0

Toutes les variables ci-dessus étant & valeurs dans [0, 1] et la fonction h continue, c’est-a-
dire que les espérances existent, alors par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue
(conditionnel), on a :

E[R(V) | €] = Elh(Sn) | &),
et
E[h(Wy) | Ul —=— E[h(Rn) | U].

Cela implique que :

lim E[h(Vx)] = E[h(S)], (3.40)
N—o0
et
lim E[r(Wn)] = E[h(Rn)]. (3.41)
N—o00
Par conséquent, on a :
Vy —=— S, et Wy —— R,
N—o0 N—o00
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En particulier, en prenant h(z) = |z| dans (3.40) et (3.41), I'hypotheése (i) de la proposition
3.9.2 est vérifiée. De plus, on remarque que, en tenant compte simultanément de la définition
A.2.3 d'un ordre convexe et de l'inégalité (3.39), pour toute fonction convexe ¢ et pour
tout N € N* on a:

Elp(VN) | X1,..., XN] <E[p(Wn) | X1,...,Xn].
Cela implique que :
Efp(VN)] <E[p(Wn)],
ou, de facon équivalente, que :

VN <ex WN-
Ainsi, 'hypothése (i) de la proposition 3.9.2 est aussi vérifiée et cette proposition s’ap-
plique. Il en découle que S,, <., R,.
Démonstration de la proposition 3.5.1

Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1] et R,, la variable aléatoire & valeurs
dans [0,1] définie par : R, = [ 1, x)>uPx(dx). Dans cette démonstration, on veut
montrer que, pour tout « € [0, 1], le quantile ng(a) d’ordre o de R,, satisfait :

F}%nl(a) = /X ]lpn(x)>lfaPX(dX>'

Soient Fr, la fonction de répartition de R,, et G, = 1 — Fg, sa fonction de survie. On
rappelle que F}gnl () est défini par :

Fjgnl(oz) =inf{t € [0,1] : Fg,(t) > a} =inf{t € [0,1] : Gg,(t) <1 —a}.

Soit Gy, (x) la fonction de survie de la variable aléatoire p,(X) définie par :

Gpn(X) (u) = P(pn(X) > u) = /X ]lpn(x)>uPX(dX)7 Vu € [07 1]'

Il vient immédiatement que : Gy, (x)(U) = P(pn(X) > U | U) = R,. Considérons & présent
la fonction G;l(x) deéfinie pour tout ¢ € [0, 1] par :

Il est facile de vérifier que les fonctions G}, (x) et G;nl(x) vérifient :

Gy x)(u) <t s u> G];}(X)(t), Yu € [0,1] et Vt € [0,1].

Pour s’en convaincre, il suffit d’adapter la démonstration de la propriété d’équivalence
(A.3) qui est proposée, par exemple, dans (Shorack, 2000). Pour tout t € [0, 1], la fonction
de survie G'g, vérifie :

Gr, (t) = P(Ry > 1) = P(G,,(x)(U) > 1) = P(U < G x,(t) = G, x(1).
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Ainsi, pour tout « € [0,1], on a :
Fgl(a)=inf{t €[0,1]: G, (1) <1 —a} =inf{t € [0,1]: G5, (t) <1~}
=inf{t € [0,1]: G,,(x)(1 —a) <t}
=Gp,x)(1—a)

= /X I[pn(x)>1—ozPX (dX) :

Démonstration de la proposition 3.5.2

Dans cette démonstration, on veut montrer que pour tout o € (0,1), on a :

n -1 1 [« 1 1 n
Wg/ Fpl(t)dt < Fg''(a) < / Rn()dt<1“ = (3.42)
0 o

« o 11—«

ou :
1
tn =E[R,] = / Fpl(t)dt.
0

D’aprés la proposition 3.4.1, on a : S, <. R,. Par conséquent, les propriétés (iii) et (iv)
de la proposition A.2.3 s’appliquent. On peut alors affirmer que, pour tout « € (0,1) :

Fgl(tydt > | Fp Fgl(tydt < | Frpl(t)dt.
[ rioas [Crtow o [ross [

La fonction an étant croissante, on en déduit que :

1 [« 1 /@ 1 /¢
stnl(a) = /O stnl(a)dt > Oé/o anl(t)dt > a/o F}gnl(t)dt

«

1
,un:/FR dt</F t)dt +1 - a,
0

car 0 < anl (t) <1, Vt e [0,1]. Par conséquent,

Or,

(0%
fin +a—1< /0 Fpl(t)dt.
On a ainsi :

—1 1 [«
(0% a Jo n n

et les inégalités de gauche dans (3.42) sont démontrées. De la méme facon, on a :

_ e
Fyl(a) = 1_a/ Sn()dt<1_a/ 50t < - / ‘

1 ! 1 ! "
/ Fpl(t)dt < : / Fpl(t)dt = i
« 0

1l -«

et

ce qui démontre les inégalités de droite dans (3.42).
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Démonstration de la proposition 3.5.3

D’aprés la proposition 3.5.1, la fonction quantile F' Ignl de R, vérifie :
Fgﬂl(a) = /X ﬂa>1_pn(x)Px(dX), Vo € [0, 1].
Par conséquent, pour tout a € (0,1), on a :

1 (o 1 a
/ Fpl(t)dt = / (/ ]]-t>1—pn(x)dt> Px (dx)
@ Jo @ Jx \Jo

= é /Xmax (0, a—1 +pn(X))PX(dX)

—1_ /Xmin (1, 1_Zn(x)> Px (dx),

1 v 1 1
— a/ Fpl(t)dt = TR /X </ ]lt>1_pn(x)dt> Px (dx)

= [ min (1~ 0, pa(x) Px(dx)
X

_ /Xmin (1,?”5’2) Px (dx).

Démonstration de la proposition 3.5.5

et

Considérons les variables aléatoires S,, et R,, a valeurs dans [0, 1]. Dans la preuve, nous
avons besoin de montrer qu’il existe un ordre stochastique de dilatation entre ces deux
variables aléatoires. Pour plus de clarté, on donne la définition de cet ordre stochastique,
noté <y, et on évoque deux théorémes qui seront utiles par la suite (voir le théoréme 3.A.8
de (Shaked and Shanthikumar, 2007)) :

Définition 3.9.2. Soit X et Y deuz variables aléatoires de moyenne finie. Alors,
X <Y & [X-EX]] < [Y —-E[Y]].
Théoréme 3.9.1. Soit X et Y deux variables aléatoires de moyenne finie. Alors,

1

—

1 1
X <quY & 5 / (Fx'(t) — By ' (1)) dt g/o (Fx'(t) — F'(1) dt, Va € (0,1)

Théoréme 3.9.2. Soit X et Y deuz variables aléatoires de moyenne finie. Alors,
1 1
X<wmY @/ (Fx'(t) — E[X]) T(t)dt </ (Fy1(t) — E[Y]) U(t)dt.
0 0
pour toute fonction croissante W : [0,1] — RT telle que les intégrales existent.
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Les deux variables aléatoires S, et R, ont la méme espérance p,. Cela implique que :

1
En outre, d’aprés la propriété (iv) de la proposition A.2.3 (voir annexe A), nous avons :

1
11—«

1 1 1
/ Pyt < - / FLY(t)dt, Va e (0.1),

—

ou encore,

Autrement dit,

L /1 (Fs—l(t)—F—l(t)) dt</01 (Fs—nl(t)_FIgj(t))dt, Vo € (0,1).

n n

D’aprés le théoreme 3.9.1, il existe donc un ordre de dilatation entre S, et R,,.

Soit W : [0,1] — R une fonction croissante avec M = sup;epoq ¥(t) = ¥(1) et véri-
fiant fol U(t)dt = 1. D’apres le théoréme 3.9.2, on a :

n

1 1
/(Fsl(t)—un)\lf(t)dtg/ (Frl(t) — ) ©(t)dt,
0 0
1 1
/st}(t)\lf(t)dtg/ Fpl(t)w(t)dt. (3.43)
0 0

De plus, la fonction F}gnl étant a valeurs dans [0, 1], ¥ d’intégrale 1 et majorée par M, cela
implique que :

/l F_:(t)\IJ(t)dt < min (1, Muy,).
0

Démonstration du corollaire 3.5.1

Pour démontrer le corollaire 3.5.1, il suffit de remarquer que, en combinant les résultats de
la proposition 3.5.1 avec ceux de la proposition 3.5.5, on a :

1
pos0) < [ Flwoa

_ /0 ' [ /X ]lt>1pn(x)PX(dx)] W(t)dt
:/X[/(]pn(X)\Il(l—t)dt
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Démonstration de la proposition 3.6.1

Soit n € N*. La démonstration qui suit s’inpire de celle de la proposition 3 dans (Bect
et al., 2012), qui montre que Jg, < J, 1, Vk =1,...,4. Nous allons préciser cette relation
d’ordre et montrer notamment que le critere Jg, offre une meilleure approximation locale
de Jg, que les critéres (J k)k=1,...4-

D’apres la relation d’ordre convexe établie a la proposition 3.4.1, on a Var[S,] < Var[R,]
et, par conséquent, Jg, (x) < Jg, (x), Vx € X. Par définition de R, on a :

R, — E[R,) = /X (L, orotr — pu(x)) P (dx).

1
Notons || X || = E[X?]2 la norme euclidienne sur 'espace L?(Q2, F,P) des variables aléatoires
de carré intégrable. D’aprés l'inégalité de Minkowski généralisée (voir (Vestrup, 2003)) et
compte tenu que :

1
/ L () >udu = pn(x), VxeX,
0

on peut écrire que :

IR, — E[Rn]|| = (/01 (/X 1, ) pn(x)PX(d><)>2du>é

( /01 Ly, (0)>u — pn(X))2du> P (dx)

(pn(x )(1— pn(x))%Px(dx).

N

Ainsi,
1 2
Var(Ry] = || Ry — E[R,|P < ( / (pn<x><1—pn<x>)2Px<dx>>
< /X Pu(%)(1 = pn(x))Px (d%),

d’aprés l'inégalité de Jensen. En outre, puisque pour tout z € [0,1], on a z(1l — z) <
min(z, 1 — z), il s’ensuit que :

Var[R /mln (Pn(x),1 — pp(x))Px (dx).
On a donc montré que :
IR, (%) < Jpa(x) < Jpa(x) < Jp3(x), VxeX

D’aprés ce qui précéde, on a de plus :

Vsl < ([ ()1 = pa(20) P dx) ([ i 0.1~ 1) P <dx>)2,
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c’est-a-dire :
JRn (X) < ng(x) < Jn,l(x)a Vx € X.
On a donc montré la relation d’ordre suivante :

Js, < Jr, < Jpk, Vk=1,...,4.

Démonstration de la proposition 3.6.2

Soit U une variable aléatoire uniforme sur [0,1] et R, la variable aléatoire définie en
équation (3.9). L’espérance de R,, s’écrit :

E[R,] —/Xpn(x)PX(dx).

Par conséquent, la variance de R, est égale & :

2
Var[R,,] :E{</X]lpn(x)>UPX(dx) —/Xpn(X)PX(dx)> }
= / E[1p, 050 p,(v)>0] Px(dx)Px(dy) — / Pa(x)pa(y)Px (dx)Px (dy)
X2 X2
= [, (min, (). )~ (6) () P ()P (),
= /x2 (Pr () (1 = P (¥)) L, (x)<pn(y) + Pu(¥) (1 = Pn(x)) Lp, () 2p(y)) Px(dx)Px (dy),
= [ (1) [0~ 5D 950,00l
X X

S0 [ pn<y>npn(x)2pn<y>Px<dy>)Px<dx>.

On pose 1, (x) = pp(x) /

| (pu3) Ly P ()4 (1)) /X D) L, o5 Px (dy)-

Il vient que :

Var[R,,] :/Xnn(x)Px(dx).

Démonstration de la proposition 3.6.3

On suppose dans cette démonstration que la loi de la variable aléatoire p,(X) admet une
densité fp, par rapport & la mesure de Lebesgue. On note G, sa fonction de survie et Fj,,
sa fonction de répartition :

Gp, (u) =P(pp(X) > u) = /X Ly, (x)>Px(dx) =1—Fp (u), Yue [0, 1].
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L’espérance pu,, de S, s’écrit alors :

1

1 1
1 = E[Sy] = E[pn(X)] = /O wf,, (u)du = / P(pn(X) > u)du = /0 G, (u)du.

0

Considérons la fonction 7, donnée & la proposition 3.6.2 et définie pour tout x € X par :

N (X) = pn(X) /X (1= pn(¥)) L, o) <pn(y)Px (dy) + (1 — pn(x)) /X Pn(Y) Ly, (x)>pn (v) Px (dy).
(3.44)

On va montrer que cette fonction admet un maximum global sur [0, 1] au point :
G = P(Rn > pn).
Pour cela, commencons par remarquer que, d’aprés ce qui précéde, la fonction 7, se réécrit :
1 (%) = Pa(X)E[(1 = pa(X) 1y, 0)<pu(x)] + (1 = Pn(3))E[pa(X) 1, (x)2p, (%))

1 P (%)
= pn(x) /pn(x)(l — ) fp, (w)du + (1 — pn(x)) /0 ufp, (u)du

1 pn(x)
—p.x) [ o9 )+ [ s
Pn(X
A l'aide d’une intégration par parties appliquée au dernier membre de droite, on obtient :
Pn(x)
Nn (%) = pn(x)(l - F, (pn(x))) — finPn(X) + [ n(X)Fpn (Pn(x)) — /0 Fp, (u)du
P (X)
= [ Gt = o)

R q
A présent, posons p(q) = / Gp, (u)du — pngq, Yq € [0, 1]. Alors,
0

(@) =0 & Gp,(q) = pn = /X Ly, (x)>¢Px (dX) = pin. (3.45)
Soit G, ! la fonction définie pour tout ¢ € [0, 1] par :

G;nl(t) =inf{u € [0,1] : G), (u) < t}.

Comme mentionné dans la démonstration 3.9 de la proposition 3.5.1, on a :

Gol(t) =P(R, >t), et Gp,(u) <teu>G, (1), Yucel0,1], Vte[0,1].
Ainsi,
Gp, (@) = tin & ¢ =P(Rp > pin),

et la fonction 7, admet donc un unique extremum au point ¢ = P(R,, > u,) qui, d’aprés
(3.45), vérifie : [ 1, (x)>q: Px(dx) = pp. En étudiant le signe de ¢, on vérifie aisément
qu’il s’agit d’'un maximum.
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Chapitre 4

Estimation d’une probabilité de
défaillance par découpage dyadique
récursif

4.1 Introduction

Soit X = [0,1]9 et ¢ : X — R une fonction boite-noire qui peut étre évaluée en tout
point x € X, mais qui est colteuse en temps de calcul. Considérons un vecteur aléatoire
noté X = (X1,...,Xy), & valeurs dans X = [0,1]%, dont la loi Px admet une densité fx

par rapport & la mesure de Lebesgue. On suppose que fx est connue, éventuellement a
une constante de normalisation prés. Cela signifie que I'on peut appliquer un algorithme de
Metropolis-Hastings pour simuler suivant la loi Px ou suivant une restriction de cette loi
4 un sous-ensemble de X. Etant donné un seuil T € R, on s’intéresse & l'estimation d’une
probabilité de défaillance notée p et définie par :

p="P(g(X)>T)=Px(F) >0, (4.1)

ouF ={xeX:g(x)>T} C Xest le domaine de défaillance. En pratique, la probabilité p
est trés petite (mais non nulle) et on dit que I'événement {X € F} est rare. Typiquement,
la méthode Monte-Carlo naive ne peut étre envisagée dans ce contexte (voir section 2.2.1).
Une solution pour simuler de fagon & forcer 'apparition de ’événement rare est d’utiliser
une méthode de réduction de variance. Une des plus connues est la méthode de splitting
(« Multilevel Splitting » ou encore « Subset Simulation ») que nous avons présentée en
section 2.2.3. Pour rappel, elle consiste a écrire I’événement rare en une suite emboitée
de sous-événements dont la probabilité d’occurrence est suffisamment élevée pour étre
estimée, par exemple, par une méthode Monte-Carlo naive. Plus précisément, considérons
les ensembles F = F, C ... C F; C Fg = X, avec ¢ € N*. Alors, par la formule de Bayes,
on peut écrire p comme le produit de probabilités conditionnelles suivant :

q q
p=PXeF)=][[PXeF;|XeF;1)=]]p:
j=1 J=1
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Le principe est de déterminer les F; de sorte que les probabilités (p;)i1<j<q ne soient pas
trop petites, donc plus faciles a estimer que p (pour plus de détails, voir le chapitre 3 de
(Rubino and Tuffin, 2009), (Au and Beck, 2001) et (Cérou et al., 2012)).

Dans le chapitre 3, nous avons développé des méthodes d’estimation de la probabilité de
défaillance p qui nécessitent de faire ’hypothése que la fonction g est une trajectoire d’un
processus aléatoire. Cette modélisation entraine un a priori sur la régularité de la fonction g
a travers le choix de la fonction de corrélation du processus (voir (Adler, 1981) et (Rasmus-
sen and Williams, 2006)). Dans ce chapitre, nous développons une méthode d’estimation
de probabilité de défaillance basée sur des hypothéses moins fortes. Une propriété requise
pour la fonction g est notamment d’étre lipschitzienne. Cette hypothése est également uti-
lisée dans (Cohen et al., 2013) — et les références qui s’y trouvent — pour mettre en ceuvre
un algorithme itératif de minimisation de fonction. Celui-ci s’appuie sur une partition dya-
dique de I'’ensemble X pour déterminer les points en lesquels évaluer la fonction g et en
déduire une valeur approchée du minimum de la fonction.

L’algorithme que ’on propose repose sur le méme principe que celui donné dans (Cohen
et al., 2013). A chaque itération, on procéde 4 un découpage dyadique récursif de X pour
déterminer les points en lesquels évaluer la fonction g, et on en déduit une approximation
du domaine de défaillance F. Une méthode de splitting est utilisée en paralléle pour fournir
une estimation de la probabilité de défaillance. L’estimation de p que retourne notre algo-
rithme est donc entachée de deux types d’erreur : une erreur d’approximation et une erreur
d’estimation. On montre que I'erreur d’approximation décroit & vitesse géométrique avec
le nombre d’appels & la fonction g et que l'erreur d’estimation est en (’)(\}—N), ou N est la
taille de ’échantillon aléatoire pour la méthode de splitting. En pratique, IN peut étre choisi
grand car la méthode de splitting ne requiert pas d’appels supplémentaires & la fonction g.
A titre de comparaison, les méthodes FORM et SORM, que nous avons présentées en sec-
tion 2.3.1, s’appuient également sur une approximation du domaine de défaillance F pour
estimer p. Néanmoins, elles requiérent des hypothéses de régularité et de différentiabilité
sur la fonction g, dans le but d’approcher le domaine de défaillance F par des hypersurfaces
linéaires et quadratiques via des développements de Taylor & l'ordre 1 et 2 (voir le chapitre
4 de (Lebrun, 2013) et les références qui 8’y trouvent). L’erreur d’approximation commise
est difficile & mesurer pour ces méthodes.

Le plan de ce chapitre est le suivant. En section 4.2, on commence par énoncer les hypo-
théses que doit vérifier la fonction g pour que 'algorithme puisse fonctionner. Celui-ci est
entiérement décrit et analysé en section 4.3, ot il est notamment expliqué que 1'on peut
lui associer une structure d’arbre 2%-régulier. Un exemple simple en dimension d = 1 est
aussi proposé pour aider a la compréhension. En section 4.4, on présente la méthode de
splitting appliquée a notre probléme. Enfin, on donne quelques remarques et perspectives
en section 4.5.

4.2 Hypothéses

L’algorithme que ’on propose nécessite de faire deux hypothéses sur la fonction g. La
premiére sert & la mise en ceuvre pratique (voir ci-dessous et la section 4.3.3) et la seconde
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a l’analyse théorique (voir section 4.3.5). Enfin, nous ferons une hypothése supplémentaire
sur la densité fx. On verra que ces hypothéses assurent, d’une part, que le nombre d’appels
a la fonction g qu’effectue ’algorithme croit linéairement (et non exponentiellement) en
fonction du nombre d’itérations et, d’autre part, que l'erreur d’approximation converge
vers 0 a vitesse géométrique.

4.2.1 Fonction lipschitzienne

L’algorithme fonctionne sous 'hypothése que g est une fonction lipschitzienne, c’est-a-dire
qu’il existe une constante L > 0 telle que pour tout (x,x’) € X2 :

l9(x) — g(x)| < L{jx - /||, (H1)

ou ||x|| = 1r2a<xd|xi\ est la norme infinie sur X.
_z_

Par exemple, la fonction représentée a gauche de la figure 4.1 est valide (il s’agit de la
fonction que l'on étudie en section 4.3.4), tandis que celle représentée a droite ne 'est pas
(il s’agit de la fonction définie par g(z) = sin (2) si z € (0,1] et g(0) = 0).

a0

FIGURE 4.1 — A gauche : la fonction vérifie (H;). A droite : la fonction ne vérifie pas (H1).

Soit k € N*. Pour comprendre l'intérét de ’hypothése (1), considérons un cube @ de
coté Qk%l et notons ¢ son centre. Par définition de ), on a :

1
[x —coll < ok Vx € Q.

L’hypothése (H;) implique donc que :

L L
g9(cq) — o < 9(x) < g(cg) + o5 VX EQ.

Ainsi, si T < g(cq) — 2% (resp. g(cq) + T), alors on a nécessairement Q C F

L
= <K
2k =
(resp. QNF = ). Tandis que si [g(cg) —T'| < —ZL,C, alors on ne peut pas statuer sur @ NF.

99



4.2. HYPOTHESES

0.00 0.25 0.50 075 1.00
X

— g ---' 17 M centres

FIGURE 4.2 — Exemple d’application de () en dimension 1. La fonction ¢ représentée
par la courbe noire est inconnue en pratique. Seules ses valeurs aux points {%,2, 3 T} sont
observées. Les aires grises sont les valeurs susceptibles d’étre prises par g dans les inter-
valles {[0,%],[5.3]. [3.2],[2,1]} sous hypotheése (#1). Lorsqu’on compare une aire grise au
seuil T, trois conclusions sont possibles : soit I’intervalle correspondant a cette aire est inclus dans
le domaine de défaillance (c’est le cas de [3,1]), soit I'intersection est vide (c’est le cas de [0, ]),

soit on ne peut pas conclure (c’est le cas de H? %]7 [%, %])

Sur la figure 4.2, ou la fonction g : [0,1] — R est L-lipschitzienne, on fait apparaitre
chacune de ces trois situations. Pour tout intervalle @ € {[0, ﬂ, E, %], [%, %}, [%, 1] }, de
centre cg € {%, %, %, %}, on a représenté la surface délimitée par les courbes représentatives
des fonctions x € @ — g(cg) + Lix —cg| et x € Q — g(cg) — L|x — cg|. La plus petite
valeur que prend g dans un intervalle Q est g (cq) — %, et la plus grande est g (cq) + %.
Ainsi, puisque g (%) + % < T, alors [0, i] NTF = (). Au contraire, puisque g (%) — % > T,
alors [%, 1] C F. Pour les intervalles [%, %] et [%, %], le domaine dans lequel peut évoluer g
sous (H1) est traversé par le seuil 7', donc on ne peut pas se prononcer.

4.2.2 Ensemble borné

Dans ce qui suit, on note A(F) la mesure de Lebesgue d’un ensemble mesurable E C X.

Considérons un point x7 € X tel que g(xr) = T. L’existence de ce point est assurée car p
est strictement positive et g est continue d’aprés (Hi). La seconde hypothése que 'on fait
sur g garantit pour tout 0 € R* un contréle de la mesure de Lebesgue de 'ensemble :

{x € X:lg(x) — g(xr)| <4}

Pour fixer les idées, comparons au préalable les deux fonctions représentées figure 4.3,
vérifiant (H1) avec la méme constante L =~ 0.4, et traversant le seuil 7" au point xp ~ 0.6.
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gix)
olx)

FIGURE 4.3 — Exemples de fonctions qui vérifient (#;) avec la méme constante L ~ 0.4. A gauche :
la fonction vérifie (Hz) avec C' > 1. A droite : la fonction vérifie (Hz) avec C' = 1.

Pour chacune d’elle, on a tracé I'intervalle {x € [0,1] : |g(x) — g(x7)| < 0.01}. A gauche,
la longueur de cet intervalle est grande. C’est un exemple typique de situation que l'on
cherche & éviter car la fonction traverse lentement le seuil et, par conséquent, les bornes
du domaine de défaillance sont difficiles & localiser. A droite, la longueur de U'intervalle est
au contraire trés petite, et la fonction traverse favorablement le seuil T dans le sens ot la
position du point xp est facile & repérer.

Notons que la fonction représentée a droite est affine, c’est-a-dire lipschitzienne de constante
la pente de la droite. On peut alors vérifier que pour tout § > 0, la longueur exacte de
I'intervalle {x € [0,1] : |g(x) —g(x7)| < &} est 2L—5. Dans la classe des fonctions g : [0,1] — R
qui vérifient (#H;) avec la méme constante L, cette longueur est la plus petite possible. En
effet, pour toute fonction L-lipschitzienne g : X — R, on a :

0
Ix—xrll < & = lg(x) — gGxr)| 6, W5 >0,

Par conséquent,

A({xeX:rg<x>—g<xT>g«s})zA<{xex:|rx—xTus2}):(Qj)d, V8 > 0.

Posons :

o A{xeX:g(x) —g(xr)| < d})
C= ?i% <%)d € [0, +o0].

On a nécessairement C' > 1 d’aprés 'inégalité (4.2) et la seconde hypothése que 1'on fait
sur g est alors :
C < +. (H2)
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Autrement dit, on suppose que la fonction g satisfait :

26

d
L> , Vo >0,

A({x € X : lg(x) — glxr)| < 8}) < 0(

oul<C < +o0.

Les fonctions représentées figure 4.3 vérifient (H2), avec une grande valeur de C' a gauche,
et C' =1 a droite. Contrairement a (1), 'hypothése (Hz2) n’a pas besoin d’étre veérifiée
pour appliquer ’algorithme, dans le sens oil il n’est pas nécessaire de connaitre la valeur
de C pour la mise en ceuvre pratique. Cependant, on verra en section 4.3.5 qu’elle est utile
d’un point de vue théorique pour analyser les performances de ce dernier.

Dans tout ce qui suit, on suppose que la fonction g vérifie les hypotheses (H1) et (Ha), et
notamment qu’une constante L vérifiant (#;) est connue.

4.2.3 Densité bornée

La troisiéme hypothése que nous ferons concerne la densité fx. On pose :
[ /x|l = supfx(x),
xeX
et on suppose que fx est majorée et strictement positive :

vx €X, 0< fx(x) <[ fx|l <oo. (H3)

Nous verrons en section 4.3.5 que cette hypothése assure que 'erreur d’approximation de
I'algorithme n’explose pas.

4.3 Algorithme avec probabilités connues

Commencons par rappeler qu’un cube dyadique @) C X de coté 2%, ot m € N*, est un pavé
qui s’écrit sous la forme :

oum € N* et k; un entier tel que : 0 < k; < 2™ —1,V1 <7 <d.

On peut écrire X comme la réunion de trois sous-ensembles de cubes dyadiques disjoints :
ceux qui sont inclus dans le domaine de défaillance F, ceux qui sont digjoints de F, et les
autres. Respectivement notés Z pour «in », O pour « out » et A pour « alive », on les
définit de la facon suivante :

I={QeX:QCF}, 0={QeX:QNF=0}, et A=X\(ZUO).  (4.3)

Le domaine de défaillance F vérifie ainsi : ZCF C Z U A.
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4.3.1 Partitionnement dyadique et structure d’arbre étiqueté

L’algorithme que ’on propose procéde par découpage dyadique récursif de X. Par consé-
quent, on peut lui associer une suite d’arbres étiquetés 2%-réguliers.

4.3.1.1 Formalisme

Un arbre 2%régulier est un arbre dont chaque neeud a 2¢ enfants. Ici, chaque nceud est
associé & un unique cube dyadique dans X. L’ensemble des cubes identifiés par les nceuds
terminaux forment une partition de X. La racine est le seul noeud & ne pas avoir de parent.

Dans la suite, on utilise le formalisme de (Neveu, 1986). La racine s’écrit () et elle cor-
respond a X tout entier. On dit que c’est la génération 0 de I’arbre. Un nceud & dis-
tance k € N* de la racine appartient & la génération k, et s’écrit comme un vecteur a k
coordonnées u = (uy,...,ux), ot u; € {1,2,...,29}, Vi = 1,...,k. On dit aussi qu’il
est de profondeur k et on note |u| = k, avec la convention que la racine est de profondeur
nulle. La hauteur de I'arbre est la profondeur du nceud le plus éloigné de la racine.

Un neeud « de profondeur k € N référe & un cube dyadique, de coté %, que l'on note Q(u)

(avec Q(0) = X) et qui vérifie donc : A(Q(u)) = 2%. Pour écrire u comme un vecteur de
coordonnées, il convient de choisir une facon de numeéroter les sous-cubes et de conserver
I’ordre de numérotation.

Par exemple, si I'on compare I'arbre de la figure 4.4 & la partition dyadique de [0, 1]?
représentée figure 4.5, on voit immédiatement la correspondance entre nceuds, cubes et
ordre de numérotation : 'ensemble [0, 1]% est identifié par la racine (), le nceud (2) référe
au cube [%, 1]2 (en rouge), le nceud (4, 2) au cube [4, %]2 (en orange) et le nceud (1, 3,4)
au cube [1, 2] x [1,2] (en gris). Dans cet exemple, 'arbre est de hauteur 3.

4.3.1.2 Arbre étiqueté

En référence aux ensembles Z, O et A définis en (4.3), on attribue a chaque nceud de
Parbre une étiquette choisie dans {Z, O, .A}. En notant t un arbre étiqueté construit par
lalgorithme, un nceud u € t étiqueté Z (resp. O) référe alors & un cube Q(u), qui vé-
rifie Q(u) C F (resp. Q(u) NF = (). L’ensemble des feuilles (c’est-a-dire les noeuds
terminaux) est noté L(t), avec £ pour «leaves ». On D’écrit comme la réunion de trois
sous-ensembles :

L(t) =T(t) UO(t) U A(t),

ou Z(t) est l'ensemble des feuilles étiquetées Z, O(t) celles étiquetées O, et A(t) celles
étiquetées A.

4.3.1.3 Notations

Pour tout u € t\ {0}, il existe une unique branche de t qui relie la racine a u (voir, par
exemple, la branche rouge représentée figure 4.6). L’ensemble des noeuds qui appartiennent
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(L,1)

(1,3,1) (1,3,2) (1,3,3) (1,3,4)

FIGURE 4.4 — Arbre de hauteur 3 correspondant & la partition dyadique de [0,1]? représentée
figure 4.5.

FIGURE 4.5 — A gauche : partitionnement dyadique de [0, 1] correspondant & l’arbre de la figure
4.4. A droite : ordre de numérotation imposé.
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0

7
/

F1GURE 4.6 — Exemple d’arbre 2—régulier. Le nceud @ est le parent de u. Tous les nceuds sur le
chemin rouge sont des ancétres de u. Les nceuds u et u’ sont des feuilles de 'arbre. Leur ancétre
commun le plus récent est le nceud uAu'.

a cette branche — et qui ne sont pas u — sont appelés les ancétres de u. Si v € t est un
ancétre de u, alors on note v < u. L’ancétre le plus récent de u est son parent et on le
note @. Autrement dit, Vu € t\ {0}, on a :

ou, de fagon équivalente,
X>...D2Q(w) D Q(u).
On note t, la branche contenant u et tous ses ancétres, sauf la racine :
ty = {ufU{vet\{0}:v=<u}
Enfin, pour u,u’ € t, avec u # v/, on note u A v’ leur ancétre commun le plus récent. C'est
le nceud de plus grande profondeur dans t, N t,/ (voir, par exemple, figure 4.6).
4.3.2 Principe général

L’algorithme est entiérement décrit en section 4.3.3. Avant cela, on présente les principales
idées sur lesquelles il repose. On verra qu’il procéde en paralléle & une identification du
domaine de défaillance F et & une approximation de la probabilité de défaillance p.
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4.3.2.1 Identification du domaine de défaillance

Le principe de notre algorithme est d’identifier le domaine de défaillance F & travers une
répartition de cubes dyadiques de X dans les sous-ensembles Z, O et A définis en (4.3). I
procéde pour cela par découpe dyadique récursive de X. A chaque itération, I’ensemble X
est écrit comme une partition de plus en plus fine de cubes dyadiques deux & deux disjoints.

Pour déterminer & quel sous-ensemble parmi Z, O et A appartient un cube, on procéde
comme expliqué en section 4.2.1 : on évalue g en son centre et on utilise ’hypothése (H1)
pour la classification.

Lorsqu’un cube est dans Z (resp. O), il n’est plus nécessaire d’y évaluer g par la suite car
on sait qu’il est inclus dans F (resp. disjoint de IF). Seuls les cubes incertains (i.e. les cubes
de A) requiérent de nouvelles évaluations de cette fonction. Autrement dit, les nceuds dans
I’arbre qui sont étiquetés Z ou O sont nécessairement des feuilles, ¢’est-a-dire qu’ils n’ont
pas d’enfants. Seuls les nceuds étiquetés A ont des enfants puisqu’ils référent & des cubes
dont l'intersection avec [ est incertaine.

4.3.2.2 Approximation de la probabilité de défaillance

La relation d’ordre Z C F C Z U A implique 'encadrement de p suivant :
P(XeI)<p<P(XecZIUA).

Pour chaque arbre étiqueté t construit par ’algorithme, on dispose alors de deux approxi-
mations de la probabilité de défaillance. La premiére est une approximation par défaut.
On la note p~ (t) et elle est définie par :

p (k)= > P(XeQu). (4.4)

ueZ(t)

C’est la probabilité que X appartienne a I'ensemble des cubes identifiés par 'algorithme
comme inclus dans le domaine de défaillance F. La seconde est une approximation par
exces. On la note pt*(t) et elle est définie par :

prt)= Y PXeQ)=p(t)+ Y P(XeQu). (4.5)

wEZ(t)UA(L) ucA(t)

C’est la probabilité que X appartienne a l’ensemble des cubes identifiés par 'algorithme
comme inclus dans F ou comme incertains.

En pratique, une méthode Monte-Carlo spécifique est appliquée pour estimer les quanti-
tés p~(t) et p™(t). Cependant, pour ne pas alourdir les explications, celle-ci est détaillée &
part — en section 4.4 — et on suppose dans ce qui suit que ’on sait exactement calculer ces
bornes, c’est-a-dire qu’elles constituent I’encadrement de p que l'algorithme retourne.
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4.3.3 Implémentation
Dans ce qui suit, la notation |E| désigne le cardinal d’'un ensemble fini F C X.

On explique ici comment se déroulent les itérations successives de I’algorithme. A chaque
étape, 'arbre t est augmenté d’une génération et 'encadrement de p est mis & jour & travers
le calcul des quantités p~(t) et p*(t) définies en (4.4) et (4.5). On se donne un nombre
maximal n € N* d’appels a la fonction ¢ et l'algorithme s’arréte lorsque ce budget est
atteint.

L’étape d’initialisation consiste a poser t = () et a affecter I’étiquette A a la racine. La
hauteur de l’arbre initial est donc nulle et on a : Z(t) = O(t) = 0 et A(t) = {0}.

Au début de I'étape k € N*, I'arbre t est de hauteur k& — 1, de sorte que les feuilles
appartenant a Z(t) U O(t) sont de profondeur au plus k& — 2 et celles appartenant a A(t)

sont de profondeur k — 1. Ces derniéres constituent la derniére génération de t et sont

assimilées & des cubes dyadiques de longueur %%1 On note ng_1 le nombre d’appels a la

fonction g déja effectués, avec ng = 0.

L’algorithme construit la génération k de t et retourne une approximation de p comme
décrit ci-dessous :

— Classification des feuilles de la derniére génération
Soit A(t) un ensemble de feuilles que I'on initialise a ) au début de chaque étape.

Pour tout u € A(t) de profondeur k — 1,

— Si ng—1 < n, alors on évalue g au centre cg du cube dyadique Q(u) et on
actualise le nombre d’appels & la fonction : ng_1 < ng_1 + 1.

On applique ’hypothese (H;) :

— Sig(cq) >T+ 2%, alors u est etiqueté Z :
Z(t) «+ Z(t) U{u}.

— Sig(eq) <T - #, alors u est étiqueté O :
O(t) « O(t) U {u}.

— Sig(eq) =T < 2%, alors u est étiqueté A :

A(t) « A(t) U {u}.

— Si ng_1 = n, alors aucune évaluation de g n’est effectuée au centre de Q(u) et u
est, par défaut, étiqueté A :

A(t) « A(t) U {u}.
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— Mise a jour de P’arbre

On construit la génération k de t : ce sont des feuilles de profondeur k& qui sont les
enfants de A(t) et qui sont étiquetées A. Le nouvel ensemble A(t) vérifie alors :

[A)] = 27 A(t)].

— Mise a jour des probabilités

On met a jour les approximations de la probabilité de défaillance p en calculant :

pt)= > PXeQ) et p(t)=p (t)+ > PXeQ(u).

u€eZ(t) uc A(t)

— On actualise le nombre d’appels & la fonction : ng = ng_1. L’algorithme s’arréte
sing = n.

Remarque 4.3.1. En pratique, d’autres critéres d’arrét que le nombre d’appels o la fonc-
tion g peuvent étre pris en compte. Par exemple, quand bien méme le budget d’évaluations
de g ne serail pas épuisé, Ualgorithme doit s’arréter o la fin d’une étape si, pour une va-
leur € > 0 fizée, les approzimations p~(t) et pT(t) vérifient : pT(t) —p~(t) < e.

4.3.4 Exemple

Afin d’illustrer le principe de fonctionnement de ’algorithme, on propose ici un exemple
simple en dimension d = 1 pour lequel la valeur de la probabilité de défaillance p est connue.
En haut a gauche de la figure 4.7, on a représenté la fonction g (courbe noire), le seuil T
(droite en pointillés rouges), la densité fx de la loi Px (courbe bleue) et la probabilité p
(aire bleue) que I'on cherche & estimer. On a précisement ici :

g(x) = (0.8x — 0.3) + exp ( — 11.534x"%) + exp ( — 2(x — 0.9)?).

On rappelle que si g : I C R — R une fonction dérivable en tout point et sup,c; |¢'(z)] < L,
alors g est L-lipschitzienne. Ici, L = supyco |¢'(x)| = 1.61. En prenant X ~ ./\/’(%, %2)
et T = 1.3, la probabilité p est égale 4 2.08 x 1073.

A Tétape k = 1, une premiére évaluation de g est effectuée au point % On en déduit la plus
petite (resp. grande) valeur que peut prendre g dans lintervalle [0, 1]. D’apres (H1), elle
vaut g (%) —% (resp. g (%) +%) On compare ces quantités a la valeur du seuil T' et on a bien
entendu ‘ g (%) =T | < % Comme représenté en haut a droite de la figure 4.7, cela signifie que
la ligne de niveau T traverse les courbes représentatives des fonctions x — g (%) +Ljx— %|
et x—g (%) — Ljx — %| Dans I’arbre étiqueté t en bas a droite, on conclut :

I() =0, O(t)=0 et A(t)={(1),(2)}.
A ce stade, les approximations p~(t) et p*(t) vérifient donc :

p(t)=0 et pT(t)=p (t)+P(Xe[0,5]U[} 1]) =1
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0.00 0.25 050 075 1.00

X
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FIGURE 4.7 — La probabilité p que I’on cherche & estimer correspond & I’aire bleue sous la courbe
de la densité de la loi Px. Etape 1 : ’algorithme évalue g au point $.0naZ(t)=0,0(t) =0 et
A(t) = {(1),(2)}. Par conséquent, on a p~(t) =0 et p™(t) =p~(t) + P(X € [0,3] U [3,1]) = 1.

Sur la figure 4.8, on montre comment procéde l'algorithme & 1’étape k = 2 : une pre-
miére évaluation est effectuée au point i et on observe que : g (i) + % < T, c’est-a-dire
que g(x) < T, pour tout x € [O, %] Plus aucune évaluation de g ne sera effectuée
dans le sous-domaine [0, 5] et on affecte l'étiquette O au noeud (1). Aprés une évaluation

supplémentaire de g au point %, ona:

On met a jour les approximations de p :
p(t)=0, et pT(t)=p (t)+P(X €[] 3]U[3,1]).

Sur les figures 4.9 & 4.11, on a représenté de la méme facon les étapes 3 a 5. A partir
de I’étape 4, on remarque que l'algorithme commence & identifier des sous-domaines de X
inclus dans le domaine de défaillance et dans lesquels plus aucune évaluation de g n’est
effectuée par la suite. Sur la figure 4.12, on donne a gauche le résultat de I’algorithme aprés
35 évaluations de g. On constate que celles-ci sont concentrées autour de 'unique point xp
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z
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—lg [--{T =-/P - EBvauatons

w7 [l

FIGURE 4.8 — Etape 2 : 'algorithme évalue g aux points + et 3. On a Z(t) = 0, O(t) = {(1)} et
A(t) = {(2,1),(2,2)}. Plus aucune évaluation de g ne sera effectuée dans l'intervalle [0, 3]. On a
par conséquent p~(t) = 0 et p*(t) =p~(t) + P(X € [3,2] U [2,1]).
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FIGURE 4.9 — Etape 3 : 'algorithme évalue g aux points 2 et 2. OnaZ(t) =0, O(t) = {(1),(2,1)}
et A(t) = {(2,2,1),(2,2,2)}. Par conséquent, p—(t) =0 et pT(t) =p~ (t) +P(X € [3, L] U[L,1]).

tel que g(x7) = T, et que les intervalles en lesquels elles sont effectuées sont de longueur
trés petite. A droite, on a représenté les approximations successives de p, avec pt(t) en
gris et p~(t) en vert.
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0.00
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o<t e

FIGURE 4.10 — Etape 4 : l'algorithme évalue g aux points

13

2 et 12. On a Z(t) = {(2,2,2)},
o) ={(1),(2,1)} et A(t) ={(2,2,1,1),(2,2,1,2)}. Plus aucune évaluation de g ne sera effectuée
dans Pintervalle [0,3] U [%,1] (orange et vert). On a alors p~(t) = P(X € [L,1]) et pT(t) =
p(6) +P(X € [3, 5] U [55 £])-
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000 025 050 075 1.00

o 1 e Heauatos | o<t | ow-T e

(2,2,1,1,1) (2,2,1,1,2)

FIGURE 4.11 — Etape 5 : lalgorithme évalue g aux points 23 et 2I. On a Z(t) =

{(2,2,2),(2,2,1,2)}, O(t) = {(1),(2,1)} et A(t) ={(2,2,1,1,1),(2,2,1,1,2)}. Plus aucune éva-

luation de g ne sera effectuée dans l'intervalle [0,3] U Hg, 1] (orange et vert). On a p~(t) =
P(X e [, 5] U [5 1)) et pT(6) =p(t) + P(X € [3, 5] U [53, 151])
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1 3 5 7 9 1 15 19 21 22 a7 2 N B B

000 025 050 075 1.00 .
Nombre d'évaluations de g
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FIGURE 4.12 — A gauche : résultat de Palgorithme une fois le budget de n = 35 évaluations
atteint. A droite : approximations successives en fonction du nombre d’appels & la fonction g. En
bleu : la vraie probabilité de défaillance p. En gris : I'approximation par excés p*(t). En vert :
Papproximation par défaut p=(t).

Remarque 4.3.2. A chaque itération, Ualgorithme effectue un certain nombre d’appels
a la fonction g aux centres de cubes dyadiques. On peut envisager deux facons d’ordon-
ner les évaluations en fonction des cubes. Soit on respecte l'ordre de numérotation imposé
par Uarbre (c’est le cas dans 'exemple ci-dessus), soit on ordonne les cubes de fagon a
explorer en priorité ceuzr de plus forte probabilité. Ainsi, si le budget est atteint au cours
d’une itération, on aura tranché sur les cubes de forte probabilité et cela peut impacter
considérablement la valeur estimée de p.

4.3.5 Propriétés et analyse de D’algorithme

Dans ’exemple précédent (figure 4.12 a droite), on constate que les approximations convergent
vers la vraie valeur de p au fur et & mesure que l'algorithme progresse. Dans ce qui suit,
on étudie la précision de I'algorithme en fonction du nombre d’appels & la fonction g.

Pour tout k € N*, on note ny le nombre d’évaluations de g & la fin de I’étape k et t 'arbre
étiqueté de hauteur k construit. On commence par montrer dans la propriété ci-dessous
que ny croit linéairement avec k, et non exponentiellement comme pourrait le suggérer le
partitionnement de X en cubes dyadiques. Ceci est rendu possible grace aux hypothéses de
la section 4.2.

Propriété 4.3.1. Pour tout k € N*, le nombre total ny, d’évaluations de la fonction g a la
fin de l’étape k vérifie :

ne <1+44C(k —1).
Démonstration. Voir section 4.6. O
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Remarque 4.3.3. Dans la preuve de la propriété 4.3.1, on montre qu’a chaque étape de
Ualgorithme, le cardinal |A(t)| de A(t) est nécessairement magjoré par 4°C. Cela signifie
qu’a la fin de chaque étape, le nombre de cubes dyadiques de X ot il faut encore évaluer g
est borné indépendamment de k.

Propriété 4.3.2. Pour tout k € N*, on note t Uarbre de hauteur k fourni par [’algorithme.
Les approzimations p~ (t) et pT(t) de p satisfont les encadrements suivants :

p(t) <p<p(t) + || fx|[4‘C2~%,
et

p<pt(t) <p+ | fxl4C2"%.
Démonstration. Voir section 4.6. O

Le calcul des quantités p~(t) et pT(t) a la fin de I'étape k a nécessité ny appels a la
fonction g. C’est pourquoi la précision de I'algorithme & la fin d’une étape k est mesurée a
travers les erreurs d’approximation e, (t) et e/} (t) définies par :

e, (t) =p—p(t) et el (t)=p"(t)—p.
Ces erreurs peuvent étre majorées comine suit :

Propriété 4.3.3. Pour tout k € N*, les erreurs d’approzimation e, (t) et e,fk (t) vérifient :

—d(

np—1)
0 < max (e, (t),ef () < || fx[[29C2 w6 (4.6)

» Cny

Démonstration. Voir section 4.6. O

Enfin, supposons que le budget d’appels a la fonction g est n € N* et qu’il est atteint au
cours d’une étape k € N*. En notant t I’arbre de hauteur k fourni par 'algorithme, 'erreur
d’approximation finale est :

en(t) = max (c; (£), e} (8)),
one,(t)=p—p (t) et e (t) =p*(t) — p. D’apreés la propriété 4.3.1, on a :
n<1+4%Ck—-1).
Cela implique que k > (Zd—fcﬂ + 1, ou encore que :

n— d(n—1)
9—dk < 2—d2*d[4Tcl] < 997 ydo |

Au vu des résultats donnés a la propriété 4.3.2, on en déduit que lerreur d’approximation
finale e, (t) peut étre majorée comme suit :

Propriété 4.3.4. Pour tout n € N*, Uerreur d’approzimation e, (t) = max (e;, (t), e, (t))
vérifie :

d —d(n—1)
0 < en(t) < | fx|24C2 5
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Ce résultat signifie que l'erreur d’approximation de notre algorithme converge vers 0 a
vitesse géométrique et qu’il est d’autant plus performant que C est proche de 1. Cette
derniére remarque est cohérente avec les exemples de fonctions vérifiant (Hz) donnés en
figure 4.3.

4.4 Estimation des probabilités par méthode de splitting
Soit t\ {0} I’arbre étiqueté 2%-régulier construit par ’algorithme. Pour tout u € t, on pose :

p(u) =P(X € Q(u)),

et pour tous u,u’ € t tels que v est un ancétre de u (v’ < w et Q(u) C Q(u')), on pose :

p(u',u) = IP’(X €Qu) | X e Q(u')).

Pour simplifier, on regroupe les approximations p~(t) et p™(t) définies en (4.4) et (4.5)
sous une méme notation :

TR D TOEE KNy KO KT (4.7

ucl(t)

Jusqu’a présent, on a supposé que 'on sait exactement calculer la probabilité p(t). En
pratique, il n’y a aucune raison pour que cette hypothése soit vérifice, d’autant que la
densité fx est supposée connue seulement & une constante de normalisation prés. C’est
pourquoi il est nécessaire d’ajouter a l'algorithme une étape d’estimation de probabilités.

Pour toute feuille uw € U(t), on note p(u) un estimateur de la probabilité p(u). On note
également p(t) un estimateur de la probabilité p(t). D’apres (4.7), ce dernier est défini par :

ueld(t)

L’estimateur p(t) doit étre adapté au fait que, au fur et & mesure que l’algorithme progresse,
la taille des cubes dyadiques de X se réduit et les probabilités (p(u)),ept) deviennent
trés petites. Typiquement, la méthode Monte-Carlo naive est exclue, car elle risque de
renvoyer une estimation systématiquement égale a 0 dés que p(u) est la probabilité que X
appartienne a un cube Q(u) de petite taille dans lequel la densité fx est faible.

Pour contourner ce probléme, on propose d’estimer les probabilités (P(“))ueu(t) par la
méthode de splitting, qui a déja été présentée en section 2.2.3. On rappelle que cette
méthode consiste & écrire chaque probabilité en un produit de probabilités conditionnelles
suffisamment grandes pour étre estimées par une méthode Monte-Carlo naive. Compte
tenu de la structure arborescente de notre algorithme, cette décomposition est immédiate.
On décrit cela ci-aprés.
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4.4.1 Estimation de la probabilité d’une feuille

Soit u € U(t) une feuille de t. On va spécifier 'estimateur p(u) de la probabilité p(u) en se
basant sur le fait qu’elle peut s’écrire comme un produit de probabilités conditionnelles.

Rappelons que t, est la branche de t contenant la feuille u et tous ses ancétres, sauf la
racine. Pour tout v € t, de parent v, puisque 'on a Q(v) C Q (v), la formule de Bayes
implique que :

La décomposition de p(u) en produit de probabilités conditionnelles est donc immédiate et
s’écrit :

p(u) = p(@,w)p(a) = [ p(@,v).

vetu

Cela revient a voir t comme un arbre pondéré. La pondération de la branche allant de ©
vers v est la probabilité conditionnelle p(v,v) et la probabilité d’un chemin est le produit
des probabilités des branches qui le composent.

Supposons que pour tout nceud v € t \ {0}, on dispose d'une suite de variables aléa-
toires XV = (X7)i<i<n i..d. suivant la loi conditionnelle de X sachant X € Q(v). Dans
ces conditions, on peut définir un estimateur p(u) de la probabilité p(u) de la fagon sui-
vante :

Définition 4.4.1. Pour toute feuille u € U(t), un estimateur noté p(u) de la probabi-
lité p(u) = H p(v,v) est la variable aléatoire définie par :
vetu

pw) = I #(o.v). (4.8)

Uetu

ot les estimateurs (p(v,v)),ct, sont définis par :

N

o 1

p(v,v) = ~ Z Ixrcq): Vv € tu, (4.9)
i=1

avec XV = (XV)1<i<n un échantillon i.i.d. suivant la loi de X sachant X € Q(v).

La méthode d’estimation que ’on propose repose sur la possibilité de simuler des suites
de variables aléatoires i.i.d. suivant la restriction de Px a des cubes dyadiques de X (i.e.
suivant des lois conditionnelles). Pour garantir les bonnes propriétés de nos estimateurs, ces
suites doivent également étre indépendantes deux & deux. Par exemple, cela assure que les
estimateurs (p(v,v)),,cq, définis en équation (4.9) sont indépendants, ce qui implique que
Pestimateur p(u) donné en (4.8) a de bonnes propriétés (voir la remarque 4.4.1 ci-dessous).
Pour parvenir, de facon approchée, & construire de telles suites, on applique ’algorithme
de Metropolis-Hastings (voir (Tierney, 1994) pour une présentation dans notre contexte).
Nous présentons cet algorithme et I’appliquons & notre probléme en section 4.4.3.
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Remarque 4.4.1. Pour tout u € t \ {0}, Uhypothése d’indépendance des estimateurs
(P(0,v)),et, garantit de bonnes propriétés de lestimateur p(u) donné en (4.8). En effet,
remarquons que, pour tout v € t \ {0}, 'estimateur p(v,v) donné en (4.9) est sans biais,
fortement consistant, et de variance :

Var[ﬁ(f},v)] _ p(@,v)(l —p(@,v)).

N
D’apres le théoréme central limate, il satisfait :
~ _ L _ _
\/N(p(v,v) —p(’U,'U)) m (07 p(’l},'l))(l —p(’U,U))). (410)

Par la proposition de 2.2.1, on peut alors vérifier que sous Uhypothése d’indépendance des
estimateurs (p(v,v)),ct,, L'estimateur p(u) est lui aussi sans biais, fortement consistant
et asymptotiqguement normal :

\/N(ﬁ(u) —p(u)) £, N(O, p(u)? Z 1;(];(2’;})> (4.11)

N—o0
Uetu

Grace a (4.11), on pourrait construire des intervalles de confiance asymptotiques pour p(u).
1l suffit pour cela de remplacer les probabilités qui interviennent dans la variance asympto-
tique par leurs estimations. On rappelle que la densité fx est supposée strictement positive,
ce qui assure que p(v,v) > 0, quel que soit v € t.

4.4.2 Estimateur : définition et propriétés

On rappelle que 1'on cherche a estimer la probabilité p(t) donnée en (4.7). D’aprés ce qui
précede, elle est définie par :

pt)= 3 pw = 3 T o).
uel(t) ueld(t) vet,

Notons V(t) ’ensemble des nceuds internes de t (c’est-a-dire les nceuds de t qui ne sont
pas des feuilles). Pour tout nceud v € V(t), on se donne une suite de variables aléa-
toires XV = (X7 )i<i<n i..d. suivant la loi de X sachant X € Q(v). On suppose de plus
que les suites (Xv)uev(t) sont indépendantes. Sous ces hypotheéses, I'estimateur p(t) de la
probabilité p(t) est défini comme ci-dessous.

Définition 4.4.2. L’estimateur p(t) de la probabilité p(t) = Z H p(v,v) est la va-
riable aléatoire définie par : uweld(t) vet,

) = > [] s, (4.12)

uel(t) vet,

ot, pour tout u € U(t), les estimateurs (p(v,v)),et, sont définis par :

N
- 1
po,v) = z; Ixvequ), Vv € tu, (4.13)
avec X' = (XY)1<i<n un échantillon i.i.d. suivant la loi de X sachant X € Q(9).
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Dans ce qui suit, on s’intéresse aux propriétés de 'estimateur (4.12). Auparavant, on
donne un résultat qui fournit la consistance et la normalité asymptotique des estima-
teurs (p(2, U))vet (qui ne sont pas indépendants).

Lemme 4.4.1. Pour tout v € t, l'estimateur p(v,v) donné en (4.13) est sans biais. En
outre, il vérifie :

(2,0) == p(v,0). (4.14)

=)

Notons q le vecteur (p(v,v)),t et q le vecteur (p(v,v)),ct- On a :
VN@—a) o NO.T),
N—o00
ot la matrice de covariance I' est donnée par :

p(l_}av)(l 7p(1_)7f0)) 56V :,017
P(0,0) = —p(0,0)p(0,0)  sivE e etv =1, (4.15)
0 siv#v etv £V,

Démonstration. Voir section 4.6. O]

On rappelle que u A v désigne Pancétre commun le plus récent des nceuds w,u’ € t.
On rappelle également que la densité fx est supposée strictement positive, ce qui assure
que p(v,v) > 0, quel que soit v € t. Le résultat suivant fournit la normalité asymptotique
de lestimateur p(t) défini en (4.12).

Théoréme 4.4.1. Pour tout ensemble U(t) de feuilles de t, lestimateur D(t) est sans
biais. En outre, il est consistant :

N—oo

et satisfait :

V() - p(t)) = N(0,0(t)%), (4.16)
ot

1 —p(v,v 1—p(v,v
o= D Y EE L Y iy | Y
uel(t) vety, ’ wu' €U (L) veb, ’
uFu’

Démonstration. Voir section 4.6. [

En pratique, la variance asymptotique a(t)2 est inconnue, mais peut étre estimée par :

e = ) 2 ) A D g | Y SR

ueld(t) vety u,u’ €U(t) vet
uFu’

unu/
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Tous les estimateurs étant consistants, celui-ci en hérite :

a(t)? NZ;—OJ o(t)2.

Ainsi, en appliquant le lemme de Slutsky au résultat de convergence en loi (4.16), on a :

UR PO PO e o

5(t)  Nooc

Soit « € (0, 1) fixé. Un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 — « pour p(t) est
alors donné par :

[ﬁ(t) - (1 - g) i(]i\?; Bt) + ! (1 - %) f/(]iﬂ : (4.17)

ou &1 (1 — 5) est le quantile d’ordre 1 — § de la loi normale centrée réduite. En section
4.4.4, on donne un exemple pour illustrer la performance de ces résultats.

4.4.3 Simulation d’échantillons Monte-Carlo

Précédemment, on a supposé que pour tout v € V(t), on dispose de suites X* = (X7 )1<i<n
i.i.d. suivant laloi de X sachant X € Q(v). On a également supposé que les suites (X") ¢y t)
sont indépendantes. On montre ici comment y parvenir de facon approchée avec l'algo-
rithme de Metropolis-Hastings. On rappelle que pour tout x € X, on fait I’hypothése que :

0 < fx(x) < |lfx]| < oo.
Soit v € V(t). Notons p, la loi de X sachant X € Q(v) :

1
Mv(dx) - @HXEQ(U)PX(dx)' (4'18)

La densité associée a la loi u, est la fonction f, définie par :

1
fo(x) = mﬂer(u)fX(X% vx e X. (4.19)

La probabilité p(v) étant inconnue et fx pouvant n’étre connue qu’a une constante de
normalisation preés, cette densité est connue & une constante de normalisation prés. On est
donc typiquement dans le cadre d’application de l'algorithme de Metropolis-Hastings.

4.4.3.1 Algorithme de Metropolis-Hastings

La premiére version de l'algorithme a été introduite par (Metropolis et al.; 1953), puis
géneéralisée par (Hastings, 1970). Le principe de cet algorithme est de construire une chaine
de Markov dont la loi stationnaire est la loi suivant laquelle on souhaite simuler (ici p,).
Ici, on présente I'algorithme pour des chaines de Markov a espace d’états continus. On suit
pour cela (Tierney, 1994), (Roberts and Rosenthal, 2004) et (Jourdain, 2019). Pour une
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présentation avec des chaines de Markov & espace d’états discret, on pourra consulter, par
exemple, le chapitre 2 de (Delmas and Jourdain, 2006).

Soit hy : X x X — R la densité d'un noyau de transition suivant laquelle on sait simuler
et que 'on suppose strictement positive pour tout (x,y) € X2. On pose :

fo(y)ho(y,x)

Fo(X)ho(x,y)’ et ay(x,y) =min (1,7,(x,y)).

ry(X,y) =

L’algorithme de Metropolis-Hastings construit une suite de variables aléatoires (X,,;)men
a valeurs dans Q(v) de la facon suivante. Soit X,,, € Q(v) la derniére valeur retenue.

1. On génére la proposition Y suivant hy, (X, ).
2. On calcule ay(X,,,Y).

3. On tire indépendamment une variable aléatoire U suivant une loi uniforme sur [0, 1]
et on pose :

Xm+1 = Y1py<a,Xm,Y) T Xmlusa, (Xm,Y):

c’est-a-dire que l'on accepte la proposition Y avec la probabilité a,(X,,,Y) et que
I'on conserve X, avec la probabilité 1 — (X, Y).

Lors de la mise en ceuvre pratique, il n’est pas utile d’exécuter les étapes 2 et 3 si la
proposition Y n’est pas a valeurs dans Q(v), car elle sera nécessairement rejetée. En effet, on
a fu(Y)=0= a,(X,,,Y) =0. Dans notre cadre d’application, on prendra Xy dans Q(v)
de sorte que pour tout m € N*, X,,, appartient aussi a Q(v).

La suite (X, )men peut contenir des répétitions. Cependant, sous des hypothéses que nous
allons détailler, si on déroule la procédure un nombre suffisant de fois, on peut donc consi-
dérer que le dernier état généré est quasiment indépendant de la position initiale Xy et
distribué suivant la loi cible p,,.

On verra ci-aprés deux exemples de noyaux h, qui peuvent étre choisis pour la mise en
ceuvre pratique. Par ailleurs, on peut remarquer que le rapport 7,(x,y) ne fait pas intervenir
les constantes de normalisation des densités f,(x) et f,(y), car elles s’annulent entre elles.
Précisons que, dans la version originale de Metropolis (Metropolis et al., 1953), le noyau h,,
est supposé symétrique :

foly)
fo(x) '

hv(X7Y) = hv(va) et TO&(X7Y) =

4.4.3.2 Propriétés de l'algorithme de Metropolis-Hastings

La suite (X, )men décrite par 'algorithme de Metropolis-Hastings est une chaine de Markov
a valeurs dans X (et méme dans Q(v)). Dans la proposition suivante, on explicite le noyau
de transition de cette chaine. Il s’agit de l’application M, : X x B(X) — [0, 1] telle que :

(i) Vx € X, B € B(X) — M,(x, B) est une mesure de probabilité sur X, avec en parti-
culier M, (x,X) = 1.
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(ii) VB € B(X), x € X +— M,(x, B) est mesurable.

Proposition 4.4.1. La suite (X,,)men est une chaine de Markov & valeurs dans X et son
noyau de transition M, : X x B(X) — [0, 1] est défini par :

M, (X7 dy) - lx(;éQ(v)(SX(dy) + HXEQ(U)KU(Xv dY>7 (4'20)

ot Ky(x,dy) est le noyau de transition défini par :
R0, dy) = (s dy -+ 0500 (1 [ (2,20
X

Bien que ce résultat soit connu, on rappelle la démonstration en section 4.6 pour aider a
la compréhension. On peut remarquer que le noyau K,(x,-) est la somme de deux termes.
Celui de gauche signifie que, partant de la réalisation x, la proposition y générée par la
densité hy(x,-) est acceptée avec une probabilité a,(x,y). Celui de droite traduit qu’en
cas de rejet, la nouvelle réalisation vaut toujours x. Puisque fx 0x(dy) = 1, on est certain
d’avoir Dégalite [ Ky(x,dy) = 1, Vx € X. Le terme de gauche dans (4.20) assure que le
noyau M, est bien défini sur tout I'ensemble X dans le sens o1, pour tout x € X, on a bien
Végalité [, My (x,dy) = 1.

Notre objectif est de simuler suivant la loi u, définie a I’équation (4.18). Aussi, dans la pro-
position suivante, on montre que le noyau M,, est réversible pour u, et, en particulier, u, est
stationnaire pour la chaine de Markov construite par ’algorithme de Metropolis-Hastings.

Proposition 4.4.2. La loi p, définie a l’équation (4.18) vérifie :
V(x,y) € X x X,  pp(dx)My(x,dy) = p,(dy)M,(y, dx),

ce qui implique :

[ ol x. ) = o),
ot My(x,-) est le noyau de transition donné en (4.20).

A nouveau, ce résultat est classique mais une démonstration adaptée a notre contexte est
proposée en section 4.6. Ce résultat assure que, sous certaines conditions sur le noyau M, (x, -)
et lorsque m — 400, la variable aléatoire X,, est approximativement distribuée suivant
la loi cible p,. En effet, notons M (x,dy) = P(X,,, € dy | Xo = x), et rappelons que la
distance en variation totale entre deux mesures de probabilié p; et ps est donnée par :

|1 — pollrv = sup  |pi(B) — pa(B)).
BeB(X)

On dit que la chaine est uniformément ergodique sur QQ(v) s’il existe deux constantes A > 0
et 0 < r <1 telles que :

sup [ M"(x,-) = poll7y < Ar™.
x€Q(v)
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Le corollaire 3 de (Tierney, 1994) montre que s’il existe des constantes ¢, ¢ et Cj, telles
que infycqe) fx(x) > ¢ >0 et

V(x,y) € Qv) x Q(v), 0<cp < hy(x,y) < Ch,

alors la chaine est uniformément ergodique. Pour notre exemple, puisque X est compact,
ceci est assuré a chaque étape de l'algorithme dés lors que 'on suppose fx (respective-
ment h,) continue et strictement positive sur X (respectivement Q(v)). C’est en particulier
vrai pour le noyau gaussien présenté plus loin. Par ailleurs, on peut aussi considérer un
noyau dit de Metropolis indépendant, i.e. de la forme h,(x,y) = g,(y) avec g, une densité
strictement positive sur Q(v). Dans ce cas, le corollaire 4 de (Tierney, 1994) montre que
si 7 = SUDPy c(v) fo(¥)/gu(y) est fini, alors la chaine est uniformément ergodique, de
taux de convergence r < 1 — 3. Dans notre cadre, ceci est par exemple assuré si fx est
continue et strictement positive sur X et si, & chaque étape de l'algorithme, g, correspond
a la densité de la loi uniforme sur Q(v).

4.4.3.3 Parameétres de ’algorithme de Metropolis-Hastings

La mise en ceuvre pratique de ’algorithme de Metropolis-Hastings, et notamment le choix
du noyau h,, dépend du probléme a traiter. Ce choix est discuté dans (Tierney, 1994) ou
encore dans (Chib and Greenberg, 1995). Pour la méthode de splitting, des exemples de
densités sont proposés dans (Guyader and Hengartner, 2011) et (Cérou et al., 2012).

Par exemple, une facon simple de procéder est de prendre la densité gaussienne symétrique :

1 1
hy(x,y) = o exp (_WHY — xH%) , (4.21)
v v

ou ||-|]2 est la norme euclidienne. Partant de X,,, = x, cela revient a proposer Y = x+0, W,
avec W ~ N(0,1;) et o, > 0 fixé. Puisqu’alors h,(x,y) = hy(y,x), on est dans le cadre
de Metropolis. La valeur du parameétre o, > 0 doit étre réglée en fonction de la taille du
cube dans lequel on cherche & simuler. Il faut s’assurer que les transitions ne soient pas
systématiquement rejetées (o, choisi trop grand) ou acceptées (o, choisi trop petit et la
chaine ne s’éloigne pas assez vite de sa position initiale). Comme mentionné dans (Guyader
and Hengartner, 2011), il est raisonnable de compter la proportion de transitions acceptées
a chaque étape de 'algorithme de Metropolis-Hastings et, si cette proportion est inférieure
a un certain taux, par exemple 20%, alors on réduit o, de 10% par exemple.

4.4.3.4 Création de I’échantillon Monte-Carlo

Grace a l'algorithme de Metropolis-Hastings, on sait a partir de n’importe quel état ini-
tial Xg € @Q(v) simuler une chaine de Markov de loi stationnaire u,. On explique ici
comment obtenir un échantillon Monte-Carlo X" = (X7 )i1<i<ny approximativement i.i.d.
suivant cette loi.

Soit v € V(t) et v € t de parent v, avec Q(v) C Q(v). Supposons que l'on dispose d'un
échantillon X = (X7)1<i<n 1.i.d. suivant la loi pug, ¢’est-a-dire & valeurs dans Q(v). Partant
de X", on veut obtenir un échantillon i.i.d. X" a valeurs dans Q(v).
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On commence par diviser X" en deux sous-groupes de points : ceux qui appartiennent déja
a Q(v) et les autres. Le premier groupe va étre conservé et le second va étre éliminé, puis
redistribué sur les points conservés. Notons :

Go={1<i<N:X"'eQ)} et Gi={1<i<N:X’¢Q(v)}

La suite (XY);eq, étant déja distribuée suivant ju,, on conserve ce groupe de points. En
revanche, les points de (Xi)ieég sont redistribués indépendamment et de fagon uniforme
sur les points (X;)ieq,- A ce stade, nous disposons donc d’un ensemble de N points cha-
cun distribué suivant la loi de X sachant X € Q(v). Cependant, ils ne sont clairement
pas indépendants. L’idée est d’appliquer I'algorithme de Metropolis-Hastings a chacun de
ces points indépendamment un nombre suffisant de fois. On obtient ainsi un échantillon
quasiment i.i.d. de la loi Px restreinte a Q(v).

4.4.4 Exemple

Nous reprenons ici I'exemple en dimension d = 1 proposé en section 4.3.4. On rappelle
que la vraie valeur de p est 2.08 x 1073, Nous mettons en place la procédure d’estimation
par méthode de splitting décrite ci-dessus pour estimer les approximations p~(t) et p™(t).
La taille de I'échantillon (X;)1<;<n utilisé pour la méthode de splitting est N = 10°.
Pour mettre en ceuvre 'algorithme de Metropolis-Hastings, on choisit la densité gaussienne
symétrique (4.21) et la valeur du paramétre o, est égal & un quart de la longueur du cube
dyadique Q(v) dans lequel on souhaite simuler.

Estimations de p

______________________________ PRt E T SRR S & & & & & - - "
e ke
X
0 P O i
' ' ' ' ' " v ' " ' ' ' ' ' ' ' v "
1 3 5 7 9 11 15 19 2 23 27 29 3 33 3}/ 37 | 4
Nombre d'appels a la fonction
--lp | & p- A Estimations p- = # p+ #® Estimations p+ Intervalle confiance 95%

FIGURE 4.13 — Ligne pointillés rouge : la vraie valeur de p. Triangles rouges : les approximations
successives p~ (t). Points rouges : les approximations successives p*(t). Triangles bleus : les esti-
mations successives p~(t) de p~(t). Points bleus : les estimations successives p*(t) de p*(t). Aires
grises : les intervalles de confiance a 95% pour les approximations p~(t) et p*(t). Ces intervalles
étant A peine visibles, on donne en figure 4.14 une version agrandie de ce graphique.
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Dans les figures 4.13 et 4.14, on compare les vraies valeurs de p~(t) et p™(t) (en rouge)
et leurs estimations (en bleu), en fonction du nombre d’appels & g. Les deux aires grises
(qui sont visibles uniquement sur la figure agrandie 4.14) sont les intervalles de confiance
a 95% définis en équation (4.17). Ils fournissent approximativement la méme information
quand la taille des cubes se réduit considérablement. Les résultats donnés dans le tableau
4.1 sont les valeurs numériques que retourne I’algorithme une fois le budget épuisé.

Estimations de p

0.00219+
0.00213 1 L e 2
Y
0.00208 1 ””’””’””’””"””’””’””’””’””"".’.""”’.';"‘1_-7_-7_-"-.-7.-7‘.-?:fl‘f::ﬁ
& . r O
0.00203 1
-.... S
0.00198
1‘ 3‘ 5‘ 7I 9‘ 1‘1 1‘5 1‘9 .2I1 2‘3 2‘? 2‘9 3‘1 3‘3 3‘5 3‘? 3‘9 4‘1
MNombre d'appels a la fonction
--'p 4 p- M Estimationsp- # p+ &  Estimations p+ Intervalle confiance 95%
FIGURE 4.14 — Agrandissement de la figure 4.13.
Approximation Estimation Intervalle de confiance a 95%

p(t) | 2.0807x1073 | 2.0782x1073 | [2.0253 x 1073 | 2.1311 x 1079]

pr(t) | 2.0807x1073 | 2.0785x1073 | [2.0256 x 1073 | 2.1314 x 1077]

TABLE 4.1 — Résultats numériques associés aux figures 4.13 et 4.14 pour n = 41 appels a la
fonction g. La taille de 1’échantillon Monte-Carlo utilisé pour 'estimation est N = 10°. La vraie
valeur de p est 2.08 x 1073.

Dans la figure 4.15, on montre comment évolue 1’échantillon Monte-Carlo (points orange)
pour effectuer les estimations successives. En haut & gauche, 1’échantillon est distribué

suivant Px afin d’estimer la probabilité p*(t) = P(X € [0,1]) + P(X € [3,1]). En
haut & droite, il est distribué suivant la restriction de Px & [%,1} et permet d’esti-
mer les probabilités pT(t) = P(X € [3,2]) + P(X € [2,1]). En bas a gauche, il est
distribué suivant la restriction de Px & [%, 1] et est utilisé pour estimer la probabilité

125



4.5. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

pt(t) = P(X € [2,I]) + P(X € [£,1]). Enfin, en bas & droite, I'échantillon est dis-
tribué suivant la restriction de Px & [%, %] et permet d’estimer la probabilité p*(t) =
p () +P(X € [2,8])+P(X € [12,1]), oup (t) =P(X € [£,1]) a déja été estimee
a l’étape précédente.

0.00 025 050 075 1.00 0.00 025 050 075 1.00

— g -+ T = px + evaluations | @ Echantiion tonte-cario [l o [l Provsvinte civie — g -7 ==+ Px 4 evaluations | @ | £cnantiion wonte-cario | oo <T [l o [l Provavits civie

0.00 025 050 075 1.00 0.00 025 050 075 1.00

— g - 7=~ px 4| Evaluations ecnantiion wonte-cario || a0 <7 [l o Il provaviine e — g -~ T -~ px } Evaiuations Echantilon Monte-Carlo | g <T o> [l o Il Provavine cion

FICURE 4.15 — Représentation graphique des échantillons Monte-Carlo pour la méthode de split-
ting.

4.5 Conclusion et perspectives

Pour répondre & une problématique d’estimation de probabilité d’événement rare, notre
algorithme présente plusieurs avantages. Tout d’abord, la procédure basée sur un décou-
page dyadique récursif de X permet de lui associer une représentation sous forme d’arbre
2¢-régulier. Cela induit un formalisme simplifié, permettant de mener une étude théorique
des performances de I’algorithme. De plus, celui-ci fournit une approximation par défaut et
une approximation par excés de la probabilité p. On montre que les erreurs d’approxima-
tion diminuent au fur et & mesure que ’algorithme progresse, et cela se vérifie effectivement
dans les résultats de simulations numériques. Grace a la méthode de splitting, on met en
place une procédure efficace pour estimer ces approximations, qui, & partir d’'un certain
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nombre d’itérations, prennent nécessairement des valeurs trés faibles. La précision des es-
timations que retourne ’algorithme peut étre mesurée, et dépend du nombre d’évaluations
de la fonction g et de la taille de ’échantillon Monte-Carlo utilisé pour estimer les proba-
bilités. On dispose notamment d’intervalles de confiance, permettant de statuer quant &
I'incertitude sur les résultats obtenus. Parmi les méthodes qui existent dans la littérature
pour répondre a une problématique similaire a la notre, cette précision des estimateurs
n’est pas systématique.

Rappelons que 'algorithme repose sur I’hypothése que la fonction g est lipschitzienne et
qu’une constante L vérifiant (H;) est connue. En pratique, il n’est pas évident de vérifier
cela et, en particulier, d’avoir accés a une valeur de L lorsque la fonction est inconnue.
Dans (Cohen et al., 2013), ou cette hypothése est aussi utilisée pour mettre en ceuvre un
algorithme d’optimisation, les auteurs proposent une solution pour cela : ils développent
une autre version de l'algorithme et, & chaque itération, utilisent l'information fournie
sur les valeurs déja observées de g pour approcher une constante L vérifiant (H;). Malgré
Iintérét de cette procédure, nous ne 'avons pas traitée dans cette theése, mais il s’agit d’une
perspective qu’il serait intéressant d’explorer. Notons que des méthodes pour estimer une
constante de Lipschitz peuvent aussi étre trouvées, par exemple, dans (De Haan, 1981),
(Jones et al., 1993) et (Wood and Zhang, 1996). De plus, nous ’avons vu au chapitre
précédent, les simulateurs numériques en industrie disposent parfois des valeurs du gradient
de g aux points d’évaluation. Pour estimer une constante L vérifiant (H;), on pourrait
donc envisager de mettre en ceuvre une méthode itérative, en parallele de 1'algorithme
pour 'estimation de p, qui utilise I'information disponible sur la dérivée.

4.6 Démonstrations

On rappelle que la notation |E| désigne le cardinal d’un ensemble fini £ C X et que A\(E)
désigne la mesure de Lebesgue d’un ensemble mesurable. On rappelle également que les
hypothéses (H1), (Ha) et (Hs3), énoncées en section 4.2, sont supposées vérifiées.

Démonstration de la propriété 4.3.1

Considérons l’algorithme décrit en section 4.3.3. On suppose un nombre k € N* d’itérations
déja effectuées et on note t 'arbre de hauteur k qui en résulte. On rappelle que tout cube
dyadique identifié par un nceud u dans t est noté Q(u) et que cg désigne son centre.

Au cours de l'itération j = 1,...,k, lalgorithme génére un ensemble fl(t) composé de
neeuds u € t qui vérifient, d’une part, :

|u’ =J—1,
Q) = sz
Ix —cqll < 55, Vx €Q(u),

et, d’autre part :

L
lg(cq) —T| < BYh
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Cela implique que, pour tout x € Q(u), on a :
9(x) = 9(cq) + 9(x) — g(cq)
L
g(x) <T+ 5 + L||x —cql|, car g est L-lipschitzienne d’apres (#1),

g(x) < T+F’

L
et, de la méme facon, g(x) > T — 1 Autrement dit, pour tout x € Q(u), on a :

Par conséquent, le cardinal |A(t)| de A(t) satisfait :

< ({xexi 1< 5 }).

Or, d’apreés (Hz), cela implique que :

A0l o (2t

2d(j—1) 7 % 26—

c’est-a-dire :
|A(t)| < 27C. (4.22)

Pour tout j = 1,...,k, notons pu; le nombre de nceuds étiquetés A & la fin de la j-ieme
itération (c’est-a-dire aprés I’étape de mise a jour de l'arbre) :

.
py = |A(t)] = 29 A(t)].
D’aprés ce qui précéde, on peut dire que :

p; <49C, Vi =1,... k. (4.23)

Ainsi, puisque le nombre n; d’évaluations de g & la fin de I'étape k > 2 vérifie :

k—1
nE =1+ Z,uj.
j=1

k—1
ng <1+ 44C=1+4C(k-1).
j=1
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Démonstration de la propriété 4.3.2

Soit k € N*. Supposons k itérations déja effectuées et notons t l'arbre de profondeur &
construit par ’algorithme. Pour toute feuille v € A(t), on a :

MQW) = 5

ot Q(u) est le cube dyadique identifié par u dans l'arbre t. D’aprés (H3), la densité fx
vérifie : 0 < || fx|| = supfx(x) < co. On a alors :
xeX

9dk

Dans la démonstration de la propriété 4.3.1, on a montré a U'inégalité (4.23) que le cardi-
nal |A(t)| de A(t) est majoré & chaque itération par 42C, ott C' > 1 est la constante de
I'hypothese (Hg). Ainsi,

D Bxequ)< ) WU ) < gy aicao

ue A(t) uc A(t)

Par conséquent, puisque les approximations p~(t) et p*(t) vérifient I'inégalité :

pt)<p<ptt)=p (t)+ > P(XeQu).

u€A(t)
Elles satisfont également :
p(6) < p < p(6) + [ fx]jatC2 %, (4.24)
et
p <pt(t) <p+ | fxl4tc2 (4.25)

Démonstration de la propriété 4.3.3

Pour tout k£ € N* notons nj le nombre total d’évaluations de la fonction g & la fin de
I’étape k de l'algorithme. D’aprés la propriété 4.3.1, on a :

ne < 14 49C(k - 1).
o C > 1. On a donc :

nk—l
1<k
gdc TS

ou encore :

. _d(nk—l)
2—dk S 2—d2 2do
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Par la propriété 4.3.2, on a alors :

—1

_ d _m
p—p (t) < || fx|[2¢C2” "l
et

i d _d(nkfl)
pr(t) —p < | fx|2°C2  ade

Par conséquent, les erreurs d’approximations e, (t) = p —p~(t) et e} (t) = p*(t) —p
vérifient :
-1)

d(ng—1)
max (e;,, (), e, (t)) < [ fx[27C27 e

Démonstration du lemme 4.4.1.

Soit t un sous-arbre fini de 'arbre 2¢-régulier. On note V(t) I’ensemble des nceuds internes
de t (c’est-a-dire les nceuds de t qui ne sont pas des feuilles). On note C(v) 'ensemble
des 2¢ enfants d’un nceud v € V(t).

Hypothéses

Pour tout v € V(t), on dispose d’un échantillon X" = (X});<;<n i.i.d. suivant la loi de X
sachant X € Q(v). On suppose de plus que les échantillons (Xv)vev(t) sont indépendants.

Tirages
Soit v e V(t) et Q(v) = |J Q(v). On pose :
veC(v)

N
CX;U = Z :H'X?GQ(U)7 \V/ S C(?j)

Pour tout v € C(v), la variable aléatoire C’i}v est le nombre de variables aléatoires (X?)1<j<n
qui sont dans le cube Q(v) C Q(v). D’apres les hypothéses ci-dessus, elle suit une loi bino-
miale de paramétres N et p(v,v). Sa variance est donc égale a :

Var[C}"] = Np(v,v)(1 — p(v,v)).
De plus, on a :
Z CW'=N, et Z p(v,v) =1,
veC(v) veC(D)

suit une loi multinomiale de parametres N et (p(v,v)), o - Par

et le vecteur (C’}(}v)vec(ﬁ) veC(T)"

conséquent, pour tous v,v’ € C(v), v #v', on a :
COV(C]%U,CX}U,) = —Np(v,v)p(v,0").
Soient v,7" € V(t), v # v'. Les échantillons (X")pey(t) €tant indépendantes, les vec-

teurs (Cx")vec) et (Cy CUYY e c(w) sont nécessairement indépendants.
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Dépendance entre les estimateurs

Pour tout o € V(t) et pour tout v € C(v), on a : p(v,v) = P(X € Q(v) | X € Q(v)).

L’estimateur p(v,v) de cette probabilité par la méthode Monte-Carlo naive est défini par :
Cﬁ,’l}

_ YN

=

p(v,v)
Cet estimateur est sans biais et sa variance est :

p(o,0)(1 = p(,v))
N

Pour tout v,v" € C(0), v # v/, les estimateurs p(v, v) et p(v, v') sont corrélées négativement :

Var [ﬁ(@, v)] =

Cor (p(0,0), (o, /)) = L),

Pour tout v,9" € V(t), v # v/, les vecteurs (p(v,v))yec(m) et (D(V',v'))yec(s) sont indépen-
dants donc décorrélés.
A propos du lemme

Pour tout v € t, on estime la probabilité conditionnelle p(v,v) par :
C”L_),’U

N

N

D’aprés ce qui précéde, et d’aprés la loi forte des grands nombres, on a :

ﬁ(’m ’U) =

p(0,v) 22— p(v,v). (4.26)

N—o0

En notant T' = (T'(v,v")) ¢t et la matrice de covariance suivante :

p(ﬁv ’U)(l _p(l_)v U)) s1v = U/v
L(v,v") = ¢ —p(B,0)p(v,") siv#£v etv="70,
0 siv#v et v £V,

et en posant q = (p(0,v)),ct et 9 = (p(V,)),ct, le théoréme central-limite multidimen-
sionnel s’applique, et on a :

VN@-q) S N(O.T).

Démonstration du théoréme 4.4.1.

Soit t \ {#} un arbre étiqueté 29-régulier construit par I’algorithme et ¢(t) un ensemble de
feuilles de t\ {(}. Dans cette démonstration, on s’intéresse a la consistance et a la normalité

de ’estimateur suivant :
ey =3 I a0,
uel (t) vet,
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ou t, est la branche de t de feuille u € U(t). Afin d’alléger les notations, on remplace dans
les calculs ci-dessous p(v,v) par q(v).

D’aprés le lemme 4.4.1, la consistance de p(t) est évidente. La normalité asymptotique est
une application de la méthode delta. La quantité p(t) s’écrit comme une fonction F' du

vecteur q = (q(v))vet :
pt) =Fl@= > ]I aw)
uel (t) vety,

Puisque F est a valeurs réelles, on assimile F & un vecteur ligne : OF = (0, F) oll O F

est la dérivée partielle de F' par rapport a ¢(v). Elle est donnée par :

=2 1w EIP

uel (t) wet, uel (t
v=u  wWHFU U—<u

vet»

ot p(u) = [],et, ¢(v). D’apreés le résultat de convergence en loi du lemme 4.4.1, en notant
le vecteur des estimateurs q = (q(v)),ct = (P(0,v)),ct, ON a :

VN@-a) S NO.T),

ou T est donnée a I'équation (4.15). En appliquant la méthode delta, cela implique :

VN(F(@) - F(@)) —=— N(0,0(t)?),
o(t)? = (OF)L(OF)" = > (9,F)I(v,w)(9uF)
vwEt
—vav OuF) +ZFvw )(OuF) (0w F)
vet v;«éwet
“ 2 _
=D an-a) | D B = D e | ) BN D B
vet uell(t) 9 vAwet uez(t)q u’eu(:c)q
) _- w=<u
=D 2 ) = D D w| | D w)
vet q ueg(t) v%éizugt uilisjt) u’GL{(,t)
Posons :
2
I DI NI DD DRI D DN
vet aw uEZ(t) v;ﬂ:vet uEZ (t) u’ELl(/t)
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152D DATETEN P PRRREETS

vet weu(t) vet wu'eU(t
v<u v<u, v%u
1 1-q(v)
DI IR DD P e
uel(t) vet, uu' €U (t) vetunt,,

Pour permuter les sommes ci-dessus, on a utilisé ’équivalence entre v < u et v € t,. On
peut enfin remarquer que t, Nt =ty :

A= D e Do D )

uel(t) vety uFu/ eU(t) vet,,, ./
On a aussi,
B = § § § p(u)p(w).
vAwet uu GZ/{(t u;éulell(t)
V=0 <y, w<u'
Ainsi,
o(t)’=A-B
1-— 1-—
= 2w DA D ) | ) A
uel(t) vety uu’ €U(t) veb,
uFu’

On retrouve bien la variance o(t)? annoncée.

Démonstration de la proposition 4.4.1.

Considérons ’algorithme de Metropolis-Hastings décrit en section 4.4.3.1. Notons M, (x, dy)
le noyau de transition de la chaine de la chaine de Markov (X, )men associée. Par construc-
tion, Xp € Q(v), donc X,,, € Q(v) pour tout m € N.

Soit ¢ : X — R une fonction mesurable bornée. Partant de X,,, € Q(v), la proposition Y
est générée suivant hy,(X,,,-) et on a alors :

E[‘P(Xm—l-l | X ] [ [‘P m+1) |Xm>Y} | X ]
=E[E[e(Y)Ly<a, X, v) T 2Xim) Lusan X, y) | Xms Y] | X
=E[(

o(Y)o(Xm, Y) + (X)) (1 — a0y (Xin, Y)) | Xir1]

= / @(Y)av(xmv}’)hv(xmv}’)dy"i_SO(Xm)/ (1 - av(Xmay))hv(Xm7Y)dy'
X X
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Soit x € Q(v). On pose ry(x) = 1 — [5 ay(x,2)hy(x,2)dz. Puisque [y hy(x,2z)dz = 1, le
terme de droite s’écrit :

<70()(771) /X (1 - av(va Y))hv(va Y)dy = SO(Xm) <1 - /Xav(xma Y)hv(va Y)dY>

_ [ /X (p(y)(Sxm(dy)] ro(Xom).

Par conséquent,
Ewmmmwx4=prwmxmwmmmw@wwmwwmmmpy

=/¢wmmmw»
X

ou Ky(x,dy) = ay(x,y)hy(x,y)dy + dx(dy)r,(x). Puisque par convention M,(x,dy) =
dx(dy) si x ¢ Q(v), on a ainsi montré que le noyau de transition M,(x,dy) s’écrit :

_ [ ox(dy)  six ¢ Q(v),
M, (x,dy) = { K,(x,dy) sixe€Q(v),

et Vx € X, on a bien [ M,(x,dy) = 1.

Démonstration de la proposition 4.4.2.

Dans cette démonstration, on veut montrer que loi u, est stationnaire pour la chaine de
Markov de noyau transition M, (x,-) décrite a la proposition 4.4.2. Pour cela, on commence
par montrer que M, est réversible pour u,, c’est-a-dire que

1o (dx) M, (x, dy) = po(dy) M, (y, dx), V(x,y) € X2, (4.27)
ce qui assurera en particulier que u, est stationnaire.
oSix ¢ Qv) ety ¢ Q(v), alors on a f,(x) = f,(y) =0, et I'égalité (4.27) est vérifiée.

oSix ¢ Qv)ety € Q(v),alorson a f,(x) = 0et My(y,dx) = K,(y,dx) = a,(y, x)h,(y, x)dx
car nécessairement x # y. Puisque f,(x) = 0 = a,(y,x) = 0, 'égalité (4.27) est vérifiée.

oSix € Qv) ety € Qv), avec x =y, I'égalité (4.27) est évidemment vérifiée.

oSix € Qv)etye Q(v), avec x #y, alors on a :

ﬁﬂmmw%@w:n®M@wmeﬁWW@w>

= min (fy (X)hv (X) Y)v fv (y)hv (y’ X)) :

On en déduit que :

fo(R)ho (%, y) o (X, y) = fo(y)ho(y, x) o (y, x).
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Cela entraine que :
fo(dx) o (%, y)h(%, y)dy = po(dy) o (y, x)ho (v, x)dx,
et, par extension, que :
o (dX) Moy (X, dy) = po(dy) My (y, dX).
L’égalité (4.27) étant vérifice pour tout (x,y) € X2, on a alors :
(1M () = [ ()M ()
= /X po (dy) Moy, dx)
o), car [ My =1 VyeX.

Cela signifie que p, est une loi stationnaire pour la chaine de Markov de noyau M,,.

135



4.6. DEMONSTRATIONS

136



Annexe

137






Annexe A

Introduction aux mesures de risque
et aux ordres stochastiques

Soit (2, F,P) un espace probabilisé. On note B(R) la tribu borélienne de R. On rappelle
que la fonction de répartition d’une variable aléatoire X : (Q, F,P) — (R, B(R)) est la
fonction Fx qui caractérise la loi de X et qui est définie pour tout ¢ € R par :

Fx(t) = P(X < t). (A1)

On rappelle également que la fonction quantile de X est la fonction Fy 1 definie Vo € [0, 1]
par :

Fil(a) =inf{t e R: Fx(t) > a}. (A.2)

Le nombre F'y (@) est appelé quantile de X de niveau a. Les fonctions Fx et F P ! vérifient
la propriété d’équivalence suivante (pour une démonstration, voir par exemple (Shorack,
2000)) :

Fx(t)>a&t>Fyl(a), VteRetVaclo,1]. (A.3)

A.1 Mesures de risque

Une mesure de risque est généralement utilisée pour la prise de décision et le terme « risque »
fait référence & une variable aléatoire modélisant l'incertitude que 'on a sur une quantité
d’intérét.

A.1.1 Définition et propriétés

La définition d’une mesure de risque, telle qu’elle est donnée dans (Tasche, 2002), est la
suivante :

Définition A.1.1. Soit V' un ensemble non vide de variables aléatoires F-mesurables et &
valeurs dans R. On appelle mesure de risque toute application p: V — R.
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Les propriétés basiques des mesures de risque sont données ci-dessous :
Définition A.1.2. Soit (X,Y) € V2. Une mesure de risque p est dite :
(i) Invariante en loi si X £y = plX] = plY],
(11) Monotone siVw € Q, X(w) <Y (w) = p[X] < p[Y],
(i7i) Invariante par translation si tout pour X\ € R, alors p[X + A\ = p[X]| + A,
(v) Homogéne si pour tout X > 0, alors pAX] = Ap[X],
(v) Sous-additive si p[X +Y] < p[X] + p[Y],
(vi) Conveze si pour tout A € [0, 1], alors p]AX + (1 — N)Y] < Ap[X] + (1 — N)p[Y].

Une mesure de risque est dite cohérente si elle vérifie les propriétés (ii), (i11), (iv) et (v).
La notion de cohérence a été introduite et justifiée a travers divers exemples dans (Artzner
et al., 1997) et (Artzner et al.; 1999). Les auteurs montrent qu’une mesure de risque cohé-
rente quantifie correctement, par exemple, les risques de type marché (risque d’inflation),
credit (risque pour un emprunteur de ne satisfaire ses engagements) ou encore opérationnel
(risque de défaillance d’un produit).

A.1.2 Value-at-Risk

Un exemple typique de mesure de risque couramment utilisée dans la gestion des risques
financiers est la « Value-at-Risk » (voir (Choudhry, 2013) ou encore le chapitre 7 de (Ru-
schendorf, 2013)).

Définition A.1.3. On appelle Value-at-Risk de X au niveau o € [0,1] la mesure de risque
notée VaR,[X] et définie par :

VaRa[X] = Fy' (),
ot Fi'(a) est le quantile de niveau o de X défini en (A.2).

Proposition A.1.1. La mesure de risque Value-at-Risk est invariante par translation,
homogéne, monotone et invariante en loi.

Démonstration. Voir, par exemple, la preuve de la proposition 2.3 de (Tasche, 2002) ou
encore celle de la proposition 7.4 de (Ruschendorf, 2013). O

Proposition A.1.2. Pour tout a € [0,1], si ¢ est une fonction strictement croissante et
continue o gauche, alors :

VaRq[p(X)] = ¢(VaRa[X]).
Démonstration. Voir, par exemple, la preuve du théoréme 1 de (Dhaene et al., 2002). O

Puisque la Value-at-Risk ne vérifie pas la propriété de sous-additivité, il ne s’agit pas d’une
mesure de risque cohérente (pour une vue d’ensemble des critiques faites a la Value-at-Risk
en tant que mesure de risque, on pourra consulter (Embrechts, 2000) ou encore 'exemple
2.4 de (Tasche, 2002)). Une mesure de risque qui lui est alors généralement préférée est la
« Tail-Value-at-Risk ».
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0.4+

02+

0.1+

00+ . L]
-2 0 2
Densité N(O, 1) ® VaR{095) | * | TVaR(0.95) P(Y < VaR(0.95))

FIGURE A.1 — Valeurs de VaR o5[X] (point rouge) et TVaRg 95[X] (point bleu) pour X distribuée
suivant une loi normale centrée et réduite.

A.1.3 Tail-Value-at-Risk

Définition A.1.4. On appelle Tail-Value-at-Risk de X de niveau o € [0,1) la mesure de
risque notée TVaRy[X] et définie par :

1
TVaRa[X] = ¢

—

/ " VaRy[X]dt = 1 ! / @t (A4)

—

On peut remarquer que, si E[X] désigne 'espérance de X, alors on a TVaRy[X] = E[X]. En
outre, puisque la fonction t € [0,1] — VaR¢[X] est croissante, alors pour tout o € [0,1)
fixé, TVaR,[X] est un majorant de VaR,[X] :

1 1 1
ol X] = — ol X <
VaRa[X] 1_@/@%&{[ Jit < -

—

1
/ VaR,[X]dt = TVaR,[X].

Nous illustrons cette inégalité dans la figure A.1. Les quantités VaRg g5/ X] et TVaRg.95[X]
sont représentées pour X distribuée suivant une loi normale centrée et réduite.

Les propriétés de la Tail-Value-at-Risk sont discutées en détails dans (Rockafellar and
Uryasev, 2001), (Acerbi and Tasche, 2002) et (Tasche, 2002). Cette mesure de risque vérifie
les propriétés d’homogénéité, de monotonie, d’invariance par translation et d’invariance en
loi. De plus, elle est cohérente (voir 'annexe A de (Acerbi and Tasche, 2002) pour une
démonstration de la propriété de sous-additivité, ainsi que la section 2.4 de (Denuit et al.,
2005) ou encore le chapitre 7 de (Ruschendorf, 2013)). Plus précisement, il s’agit de la plus
petite mesure de risque cohérente et invariante en loi qui majore la Value-at-Risk (voir le
théoréme 9 de (Kusuoka, 2001)).

Par ailleurs, comme mentionné dans (Brazauskas et al., 2008), lorsque la fonction de ré-
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partition de X est continue, on a :
TVaR.[X] = E[X|X > VaR,[X]], (A.5)

ou E[X|X > VaR,[X]] est une mesure de risque de niveau a € [0, 1) appelée « Conditional-
Tail-Expectation », ou « Conditional-Value-at-Risk », ou encore « Average-Value-at-Risk ».
Pour démontrer égalité (A.5), rappelons que si U est une variable aléatoire uniforme
sur [0, 1], alors les variables aléatoires X et Fiy.' (U) ont la méme loi (cela se vérifie facilement
par application de la propriété d’équivalence (A.3)). De plus, si Fx est continue, alors on
a Fx o Fg' = Id et, dans ce cas, la variable aléatoire Fiy(X) est distribuée uniformément
sur [0, 1]. Ainsi,

E[X|X > VaR,[X]] = E[X|X > Fy'(a)]
1

=E|X1 - X

[ X>FX1(04)] P(X > F)El(a))

1
=E|X1 ol X
1

=E[F'(U)lysa

[X(U> U>]X1_a

1 v
=1-a i Fy (u)du

Considérons a présent la mesure de risque suivante :
1 (0%
e 01 / VaR, [X]dt. (A.6)
0

Pour « = 1, il s’agit de lespérance de X, et, pour a € (0,1), il s’agit d’'un minorant
de VaR,[X]. En effet :

1 [« 1 [«
VaRa[X] = © / VaRa[XJdt > / VaR,[X]dt.
0 0

A nouveau, si la distribution de X est continue, on peut montrer que :

1/avaRt[X]dt:E[X\X < VaRo[X]].
@ Jo

Pour distinguer ces deux mesures de risque, on pourra adopter les notations suivantes :

1

—

1 1 «
TVaRI[X] = 1 / VaRq[X]dt, et TVaR_[X]= / VaR,[X]dt, Va € (0,1).
a 0

«

A.1.4 DMesure de risque spectrale

Définition A.1.5. Une fonction spectrale est une fonction ¥ : [0,1] — Ry croissante,
continue & droite et qui vérifie :
1
/ W (t)dt = 1.
0
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On appelle mesure de risque spectrale de X induite par VU la mesure de risque notée py[X]
et définie par :

1 1
p\p[X]:/O VaRt[X}\Il(t)dt:/O FH ()W (t)dt.

Une mesure de risque spectrale est donc une mesure de risque basée sur une moyenne pon-
dérée de la Value-at-Risk. La fonction ¥ est connue sous le nom de « risk adverse function »
et traduit, par exemple, l'attitude subjective d’un agent face au risque. L’espérance (avec
U(t) = 1) et la Tail-Value-at-Risk de niveau a (avec U(t) = (1 — a) 114>,) sont des cas
particuliers de mesures de risque spectrale. Une mesure de risque spectrale est toujours
cohérente (voir (Acerbi, 2002)) et peut toujours s’exprimer comme une moyenne pondérée
de la Tail-Value-at-Risk (voir annexe C de (Adam et al., 2008)).

A.1.5 Remarques générales

Bien qu’il ne soit pas utile de les présenter ici, on insiste sur le fait qu’il existe d’autres
mesures de risque couramment utilisées dans les domaines de ’assurance, de la gestion
du risque ou encore de la finance (voir (Denuit et al., 2005) pour une liste exhaustive des
mesures de risque usuelles et quelques exemples d’application).

Les mesures de risque sont des quantités qui ne sont pas toujours faciles a calculer. Pour
une vue d’ensemble des méthodes d’estimation de la Value-at-Risk et de la Tail-Value-
at-Risk, on pourra par exemple consulter (Choudhry, 2013), (Davis, 2013) et (Pitera and
Schmidt, 2018), ainsi que les références qui s’y trouvent. Généralement, ’approche proposée
est non-paramétrique : on simule un échantillon i.i.d. suivant la loi de X et on considére un
estimateur empirique de la mesure de risque (voir (Brazauskas et al., 2008) pour Pestimation
de la Conditional-Value-at-Risk et le chapitre 7 de (J. Shervish, 2010) pour l'estimation de
la Value-at-Risk).

A.2 Ordres stochastiques

Dans de nombreuses situations, la comparaison de deux variables aléatoires X et Y &
travers 'analyse de leur espérance, de leur médiane ou encore de leur écart-type s’avére
peu efficace. L’objectif des ordres stochastiques est d’apporter des outils de comparaison
alternatifs et informatifs pour aider a la prise de décision. Par exemple, ’ordre stochastique
usuel (présenté en section A.2.1) s’appuie sur la Value-at-Risk pour comparer les valeurs
prises par les variables aléatoires X et Y, tandis que l'ordre stochastique convexe (présenté
en section A.2.3) se base sur la Tail-Value-at-Risk.

Les ordres stochastiques sont couramment utilisés en analyse de survie, en fiabilité (par
exemple, pour confronter l'efficacité de plusieurs médicaments & travers une analyse de
la durée de vie des patients) ou encore en finance et en gestion des risques (comparaison
des pertes et/ou des profits pour le choix de stratégies d’investissement). Pour une vue
d’ensemble sur les ordres stochastiques, on pourra consulter les livres (Shaked and Shan-
thikumar, 2007) et (Belzunce et al., 2015), qui sont fréquement cités dans ce chapitre. Des
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exemples d’application divers sont donnés dans (Miller and Stoyan, 2002), mais aussi dans
(Chan et al., 1990) et (Ahmed et al., 1996) pour la fiabilité, et dans (Dhaene et al., 2001)
et (Dhaene et al., 2002) pour l'actuariat.

Puisque ce sont les seuls que nous utilisons dans cette thése, on présente uniquement
Pordre stochastique usuel (appelé aussi dominance stochastique a I'ordre 1), 'ordre convexe
croissant (appelé aussi dominance stochastique a 'ordre 2) et 'ordre convexe.

A.2.1 Ordre stochastique usuel

On rappelle que la fonction de survie d’une variable aléatoire X est la fonction G x définie
pour tout t € R par :

Gx(t) = P(X > 1) = 1 - Fx({),
ou Fx est la fonction de répartition de X définie a ’équation (A.1).

Définition A.2.1. On dit que X est plus petite que Y au sens de l'ordre stochastique
usuel (ou encore, que Y domine stochastiquement X a lordre 1), et on note X <4Y, si
et seulement si pour tout t € R,

Gx(t) < Gy(t).
Une remarque immédiate est que : X <y Y = E[X] < E[Y]. Comme en témoigne le

résultat suivant, il existe par ailleurs un bon nombre d’inégalités intéressantes équivalentes
aX Sst Y :

Proposition A.2.1. Les propriétés ci-dessous sont équivalenies :
(i) X <« Y,
(i) Gx(t) < Gy(t), VteR,
(i) Fx(t) > Fy(t), VteR,
(iv) Fy'(a) < Fyl(a), Yae(0,1),

(v) Elp(X)] < E[p(Y)] pour toute fonction croissante ¢ : R — R telle que les espérances
existent.

Lorsque la distribution de X est inconnue !, utiliser & la place une variable aléatoire Y telle
que X <4 Y permet d’apprendre sur la loi de X. Cependant, dans certaines situations,
Pordre stochastique usuel n’est pas assez informatif. Pour illustrer cela, nous comparons en
figure A.2 les fonctions de survie et les fonctions quantiles de deux variables aléatoires X
et Y telles que X Beta(%, 2) et Y « Beta(10,3) en haut (respectivement Y« Beta(%, 2)
en bas). Dans les deux cas, on a X <4 Y et les propriétés (ii), (iv) et (v) (avec ¢ = Id)
de la proposition A.2.1 sont vérifiées. Dans la premiére situation, on a une assez mauvaise
approximation des différents aspects (moyenne, quantiles, ...) de la loi de X par ceux
de Y. Dans la seconde, en revanche, on est plutét bien informé.

1. En pratique, il se peut, en effet, que la distribution de la variable aléatoire d’intérét soit inconnue.
Par exemple, dans un cadre bayésien, le calcul de la distribution a posteriori peut étre hors de portée.
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F1GURE A.2 — Tllustrations des inégalités (i1), (iv) et (v) (avec ¢ = Id) de la proposition A.2.1,
avec X ~ Beta(§, ) et Y ~ Beta(10,3) en haut (resp. ¥ ~ Beta(

) en bas). A gauche : les
fonctions de survie de X et Y. A droite : les fonctions quantile de X et Y.

En économie et actuariat, on rencontre plutét la notation <y,p, en référence a la Value-at-
Risk qui intervient dans la propriété (iv) de la proposition A.2.1. En effet, cette propriété
s’écrit encore : VaR,[X] < VaR,[Y], YVa € (0,1). Dans le théoréme suivant, on montre
que cette inégalité se généralise a une certaine classe de mesures de risque (pour une
démonstration, voir le chapitre 3 de (Denuit et al., 2005) ou la section 4 de (Béauerle and
Miiller, 2006)).

Théoréme A.2.1. Soit X et Y deuz variables aléatoires de lois continues et p une mesure
de risque monotone et invariante en loi. Alors,

X <a Y = p[X] < plY].

A.2.2 Ordre stochastique convexe croissant

Définition A.2.2. On dit que X est plus petite que Y au sens de l'ordre convexe croissant
(ou encore que Y domine stochastiquement X a l'ordre 2), et on note X <;ep Y, si et
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seulement st pour toute fonction convexe et croissante p : R — R,
Elp(X)] < E[p(Y), (A7)
telle que les espérances existent.

OnaX <4V =>X<,YetX <, Y= EX]<E[Y]. La notation <;., fait référence
au nom anglais : « increasing convex order ». En science actuarielle, on parle plutét de
« stop-loss order » et on utilise la notation <y, car 'inégalité (A.7) est équivalente a :

E[(X —t),] <E[(Y —t)4], WteR, (A.8)

ou la fonction :
o0

te€R— E[(X —t)4] = E[max(0, X — t)] = Gx (w)du,

s’appelle « stop-loss function » (voir (Kaas et al., 1994), (Miiller, 1996), (Dhaene et al.,
2002), la section 3.4 de (Denuit et al., 2005) et (Bauerle and Miiller, 2006)).

Proposition A.2.2. Les propriétés ci-dessous sont équivalentes :
(i) X <icz Y,
(i) B[(X —t)4] )+],  VtER,

<E[(Y -t
(1i1) / /a Fyl(t)dt, VYa e (0,1).

La propriété (ii) s’écrit encore :
+o0 +o0
Gx(u)du < Gy (u)du,
t t

et la propriété (iii) est équivalente & TVaR,[X] < TVaR,[Y].

A.2.3 Ordre convexe

Définition A.2.3. On dit que X est plus pelite gque Y au sens de l'ordre conveze, el on
note X <. Y, si et seulement si pour toute fonction conveze p : R — R,

Elp(X)] < E[p(Y)], (A.9)
telle que les espérances existent.

Puisque X <. Y = E[X] = E[Y] (avec p(t) =t et p(t) = —t), I'ordre convexe compare
uniquement les variables aléatoires de méme valeur moyenne. De plus, puisque 'on a X <.,
Y = Var[X] < Var[Y] (avec o(t) = t2), cet ordre stochastique est souvent utilisé pour
comparer les variables aléatoires a travers leur dispersion. Dans le chapitre 3 de (Shaked
and Shanthikumar, 2007), il est donné les conditions d’équivalence suivantes :
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Proposition A.2.3. Soient X et Y deux variables aléatoires telles que E[X] = E[Y].

Alors, X <. Y si el seulement si :
“+o00 “+o00
(i) E[(X —t)4] <E[(Y —t)4], ou Gx(u)du < Gy (u)du, VteR,
t t

(i) B[t — X)+] < E[(t — Y).], ou /_t Fy(u)du < /t Fy(u)du, VteR,

(iii) /0 Fl(t)dt > /O Fy Y (t)dt, ou TVaR, [X] > TVaR,[Y], Va € (0,1),

1 1
(iv) | Fy'(t)dt < / Fyl(t)dt, ou TVaRI[X] < TVaR[[Y], Va € (0,1).

(0% [0
La propriété (i) signifie que si E[X] = E[Y], alors X <;.; Y & X <. Y. En référence
a linégalité (A.8) caractérisant 'ordre convexe croissant et signifiant que les queues de
distribution de Y sont uniformément plus grandes que celles de X, on dit alors que Y
est un « étalement de X a moyenne constante » (ou encore « mean preserving spread »
en anglais). Par ailleurs, en lien avec le « stop-loss order » présenté en section A.2.2; on
rencontre aussi parfois la notation <y — pour désigner I'ordre convexe. Alternativement, il
existe un ordre stochastique concave, noté <.,, et défini par :

X<wY eV <uX

A la figure A.3, on illustre les propriétés de la proposition A.2.3 pour X « Beta(10,5)
et Y « Beta(4,2). Il existe en effet un ordre convexe entre ces deux variables aléatoires
(X <¢z Y) car, d’apres le théoreme 4.6 de (Malrieu and Zitt, 2017), si X « Beta(a, ) et
X'~ Beta(d/, ), etsia< a, B < eta/(a+8)=d/(c/+5),alors X' <., X. De fait,
les valeurs moyennes de X et Y sont égales. En haut, les inégalités (i) et (i7) sont vérifiées,
pour ¢t = 0.75 (& gauche) et ¢t = 0.5 (& droite). En bas & gauche, on compare les densités
de X et de Y, et il apparait que celle de Y est plus étalée. On vérifie aussi les inégalités
(iii) et (iv) a travers la représentation des quantités TVaR;[X], TVaR;[Y], TVaR}[X]
et TVaR[[Y] pour o = 0.75. Enfin, en bas a droite, I'inégalité (iv) est & nouveau vérifiée
pour cette méme valeur de a.

On peut remarquer que si ¢1 une fonction convexe et o une fonction convexe croissante,
alors la fonction composée 9 0 w1 est encore convexe et, on a :

X <Y ©Elp2091(X)] <E[p2001(Y)] & 01(X) <icx p1(Y).

Par ailleurs, dans (Boutsikas and Vaggelatou, 2002), les auteurs étudient les distances entre
les distributions de variables aléatoires vérifiant des relations de dominance stochastique.
Un des résultats qu’ils ont obtenus est le suivant : si Fx et Fy sont les fonctions de
répartition de X et Y, alors la distance de Wasserstein entre Fx et Fy vérifie :

1
/ |Fx(t) = Fy(®)dt = sup [E[(X —1)] — E[(Y — )]
0 t€(0,1]

< \/; (E[Y?] - E[X]?) = \/; (Var[X] — Var[Y]).
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F1GURE A.3 — Tllustrations de la proposition A.2.3 pour X ~ Beta(10,5) et Y ~ Beta(4,2). En
haut & gauche : fonctions de survie (en référence a 'inégalité (7)). En haut & droite : fonctions de
répartition (inégalité (i7)). En bas & gauche : densités (inégalités (iii) et (iv)). En bas a droite :

fonctions quantiles (inégalité (iv)).
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Pour plus de détails sur la distance de Wasserstein, on pourra par exemple consulter le
chapitre 17 de (Chafai and Malrieu, 2016).

Enfin, on précise que dans (Bauerle and Miiller, 2006) et (Ruschendorf, 2013), on peut trou-
ver des résultats généraux sur les ordres stochastiques et les mesures de risque. Typique-
ment, il s’agit de déterminer, pour une relation d’ordre stochastique donnée entre Y et X,
les conditions nécessaires que doit vérifier une mesure de risque p pour satisfaire p[X| < p[Y].

A.3 Inégalités de Markov et Bienaymé-Tchebychev

Dans le théoréme suivant, on rappelle comment s’écrivent les inégalités de Markov et
Bienaymeé-Tchebychev pour une variable aléatoire a valeurs dans [0, 1]. Pour une générali-
sation, on pourra, par exemple, consulter la section 3 de (Dufour, 2003), et les références
qui 8’y trouvent. On rappelle que I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev est un cas particulier
de I'inégalité de Markov.

Théoréme A.3.1. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans [0,1]. Alors, pour tout
t>0,o0na:

(1) (Inégalité de Markov)

E[X™
E[X™] —t" <P(X >1) < [tm ], ot m € N*, (A.10)
(1) (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)
X
P(X — E[X]| > 1) < Y2 X] (A.11)

t2

Soit o € (0,1) et Fy'(a) le quantile de X de niveau a. D’apreés la définition de la fonction
quantile (A.2), il découle respectivement de (A.10) et de (A.11) que Fy'(«) vérifie :

(BE[X™] +a — 1)# < Fx'(a) < (W) " , (A.12)
et
Fil(e) <E[X]+ \f‘r_[Xa] (A.13)

Pour m € {1,2,3}, on compare dans la figure A.4 (& gauche) la qualité d’approximation des
bornes (A.10) pour 'encadrement de la fonction de répartition d’une loi normale A/ (%, 2—10)
A droite, il s’agit des bornes (A.12) pour I’encadrement de la fonction quantile de cette
méme loi normale.
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FIGURE A.4 — A gauche : encadrement de la fonction de répartition (courbe rouge) d'une loi
normale N'(1, ), par application de (A.10), pour m € {1,2,3}. A droite : encadrement de la
fonction quantile (courbe rouge) d’une loi normale N(%, %), par application de (A.12), pour
m € {1,2,3}.
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Annexe B

Mise en ceuvre pratique

Dans le chapitre 3, on s’intéresse & I’estimation de la probabilité de défaillance :
p= /X 1y(x)>7Px(dx),

ot1 g : X C RY — R est une fonction boite-noire cotiteuse & évaluer, T' € R est un seuil
et X est une variable aléatoire & valeurs dans X. La loi de X est notée Px et on suppose
savoir simuler suivant cette loi. Par conséquent, on dispose ici d’'une suite de variables
aléatoires (X;)1<i<n i.1.d. suivant Px.

On se place dans le cadre suivant : la fonction g est observée aux points d’un plan d’ex-
périences (x;)1<i<n € X" et, au vu de ces observations, on modélise g par un processus
aléatoire (&,(x))xex. On pose :

mn(x) = E[6,(x)], et on(x)? = Var[¢,(x)], Vx€X,
et

pn(x) =P(&(x) > T).

Dans le cas ot le processus &, est gaussien, on a par exemple :

=0 (24557)

o(x

ou P est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. Cette modélisation
est possible par application de la méthode de krigeage présentée en section 2.3.3, pour
un modéle de processus gaussien ol la matrice de covariance des observations est bien
inversible. En adoptant un point de vue bayésien, on peut alors faire ’hypothése que la
fonction g est une trajectoire du processus &, et donc que la probabilité p est une réalisation
de la variable aléatoire S,, € [0, 1] définie par :

Sn:/Xzﬂ-fn(x)>TPX(dX)
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Compte tenu du fait qu’il est difficile de déterminer explicitement la loi de S, — et qu’il est
numériquement cotiteux de générer des réalisations de cette variable aléatoire — on propose
de considérer la variable aléatoire alternative R, définie par :

Rn:/X]lpn(x)>UPX(dX)7

ot U est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1]. Ce choix de loi pour U garantit que
l'on a l'égalité des moyennes, i.e. E[S,] = E[R,] (voir (Oger et al., 2015)). Ces espérances
fournissent une estimation de la probabilité de défaillance p.

Dans la suite, on propose deux méthodes pour calculer numériquement les quantités sui-
vantes :

> L’espérance de R, qui vérifie :

> La variance de R, qui vérifie :
Var[R,] = E[R2] — E[Ry)? = / min (p (1), (2)) P (s Px (o) — Ry
X

> La fonction quantile de R,, définie pour tout o € [0, 1] par :
Fpl(a) = inf{t € [0,1]: (R, <t) > a}.

D’aprés la proposition 3.5.1, on a :

FRl(oz):/Xﬂa>1_pn(x)PX(dx).
>> La fonction de survie de R,, définie pour tout ¢ € [0, 1] par :
Gpg,(t) =P(R, > t).
On peut vérifier que 'on a :

Gr,(t) =inf{u € [0,1]: Fg'(1 —u) < t}.

Méthode 1

Soit (X;)i1<i<n un échantillon i.i.d. suivant la loi Px. Supposons que la fonction p,, soit
évaluée en chacun de ces points et que, parmi les N probabilités p,(X1),...,pn(Xn), il
y en ait N’ distinctes. On peut alors les numéroter de 1 & N’, puis les classer par ordre
croissant :

0<pl <. . <pM <1

— — — P )

ot pi) = min (pp(X1), -, (X)), -, o) = max (pu(X1), .., pu(Xn))-

(%)

Pour 1 < 7 < N/, on note [; le nombre d’occurrences de la probabilité pni , de sorte
que 'égalité suivante soit vérifiée : Zf\; 1 li = N. On introduit également la notation sui-
vante 1 n; = N — 23:1 lj, avec nys = 0 et ny/—y = Iy
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Calcul de la moyenne

Pour estimer 'espérance de R, on fait I’approximation suivante :

n Nzlzpn .

On peut remarquer que pour N' = N et [; = 1, avec 1 < i < N, on retrouve I'estimateur
de la méthode Monte-Carlo naive.

Calcul de la variance

Pour estimer le moment d’ordre 2 de R,,, on peut faire I’approximation suivante :

R2 R QZZ” min pn ,pgl))

=1 j=1
N/
=3 <l1pn <11 + 221 ) + lop!? (zZ + 22@) +
1=3

lN/_lpngl_l) (lN’—l —|— 2lN’) + lN/ngN/) (ZN/))

N2 Z l’Lpn i+ 2711'),

N/ . / , .
car Zj:i+1 lj = n;pour 1 <i < N —1etny = 0. Par conséquent, pour estimer la
variance de Ry, on fait I’approximation suivante :

2

Var[R,,] N—lepn (l; + 2n;) — ( Zh%)

=1

A nouveau, on remarque que si N' = N et [; = 1, avec 1 < i < N, alors on retrouve
Pestimateur de la Monte-Carlo naive.

Calcul de la fonction quantile

Pour une valeur de o € [0, 1] fixée, on propose d’estimer le quantile Flgnl (a) de la facon
suivante :

1 N’
—1 ~ § : , .
a) ~ : llz]la>1—p§f)'
1=
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Calcul de la fonction de survie

Puisque pour tout a € [0, 1], on a :

FRnl_O‘ Zlﬂ(’>o¢

alors, pour une valeur de ¢ € [0, 1] fixée, on peut estimer G, (t) par :

GRn (t) ( + an Wz Z* (t)

Méthode 2

La loi de R,, étant inconnue, on peut simuler des réalisations de cette variable aléatoire,
et estimer empiriquement les quantités ci-dessus (moyenne, variance, fonction quantile et
fonction de répartition), ainsi que les moments de tout ordre.

Soient (Uj)i<j<m un échantillon i.i.d. suivant une loi uniforme sur [0, 1], et (X;)i<i<n
un échantillon i.i.d. suivant Px. Pour obtenir une suite (Rn)1§3§ M de variables aléatoires
distribuées approximativement suivant la loi de R, il suffit de poser :

Exemple

L’efficacité des deux méthodes est complétement indépendante de la dimension d de X.
Les temps d’exécution sont équivalents et trés rapides. En outre, les résultats qu’elles
fournissent sont équivalents. Cela se voit dans I'exemple ci-aprés, issu de (Oger et al.,
2015).

Soit T > 0, ay,...,aq > T?, X = [-1,1]? et X distribué suivant une loi uniforme sur X.

Pour tout x € X, on pose :
d 3
i=1
d

1 7r2Td _1
p=Fl00) > 1) == grx i Lo
=1

On peut alors montrer que :

On s’intéresse a 'estimation de p dans le cas ou d = 5, et a1 = 4, as = 4.2, ag = 4.4,
ay = 4.6 et a5 = 4.8. Avec T = 1.9, on a p = 8.99 x 1071, Les résultats que ’'on obtient
sont donnés dans la figure B.1. On rappelle que la valeur estimée de E[R,,| fournie une
estimation de p.
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FIGURE B.1 — Distribution empirique de R,, par application de la méthode 2.
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FIGURE B.2 — Droite en pointillés rouge : la vraie probabilité de défaillance p. A gauche : la

fonction quantile (en haut) et la fonction de répartition (en bas) de R,, par application de la

méthode 1. A droite : la fonction quantile (en haut) et la fonction de répartition (en bas) R, par

application de la méthode 2.
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Résumé :

Pour évaluer la rentabilité d’'une production en amont du lancement de son processus de
fabrication, la plupart des entreprises industrielles ont recours a la simulation numeérique.
Cela permet de tester virtuellement plusieurs configurations des parameétres d’un produit
donné et de statuer quant a ses performances (i.e. les spécifications imposées par le cahier
des charges). Afin de mesurer I'impact des fluctuations des procédés industriels sur les per-
formances du produit, nous nous intéressons en particulier a I'estimation de sa probabilité
de défaillance. Chaque simulation exigeant I'exécution d’un code de calcul complexe et
coliteux, il n’est pas possible d’effectuer un nombre de tests suffisant pour estimer cette
probabilité via, par exemple, une méthode Monte-Carlo. Sous la contrainte d’un nombre
limité d’appels au code, nous proposons deux méthodes d’estimation trés différentes.

La premiére s’appuie sur les principes de I’estimation bayésienne. Nos observations sont les
résultats de simulation numérique. La probabilité de défaillance est vue comme une variable
aléatoire, dont la construction repose sur celle d’un processus aléatoire destiné a modéliser
le code de calcul cotiteux. Pour définir correctement ce modéle, on utilise la méthode de
krigeage. Conditionnellement aux observations, la loi a posteriori de la variable aléatoire,
qui modélise la probabilité de défaillance, est inaccessible. Pour apprendre sur cette loi,
nous construisons des approximations des caractéristiques suivantes : espérance, variance,
quantiles... On utilise pour cela la théorie des ordres stochastiques pour la comparaison
de variables aléatoires et, plus particulierement, I’ordre convexe. La construction d’un plan
d’expériences optimal est assurée par la mise en place d’'une procédure de planification
d’expériences séquentielle, basée sur le principe des stratégies SUR (« Stepwise Uncertainty
Reduction »).

La seconde méthode est une procédure itérative, particuliérement adaptée au cas ou la
probabilité de défaillance est trés petite, i.e. ’événement redouté est rare. Le code de calcul
coliteux est représenté par une fonction que ’on suppose lipschitzienne. A chaque itération,
cette hypothése est utilisée pour construire des approximations, par défaut et par excés,
de la probabilité de défaillance. Nous montrons que ces approximations convergent vers
la valeur vraie avec le nombre d’itérations. En pratique, on les estime grace & la méthode
Monte-Carlo dite de « splitting ».

Les méthodes que 'on propose sont relativement simples a mettre en ceuvre et les résultats
qu’elles fournissent peuvent étre interprétés sans difficulté. Nous les testons sur divers
exemples, ainsi que sur un cas réel provenant de la société STMicroelectronics.

Mots clés :

Probabilité de défaillance, événement rare, méthodes Monte-Carlo et de » splitting« , kri-
geage, processus gaussien, ordre convexe, encadrement de quantiles, inférence bayésienne,
plan d’expériences, stratégies SUR, fonction lipschitzienne.



Abstract :

To evaluate the profitability of a production before the launch of the manufacturing pro-
cess, most industrial companies use numerical simulation. This allows to test virtually
several configurations of the parameters of a given product and to decide on its perfor-
mance (defined by the specifications). In order to measure the impact of industrial process
fluctuations on product performance, we are particularly interested in estimating the pro-
bability of failure of the product. Since each simulation requires the execution of a complex
and expensive calculation code, it is not possible to perform a sufficient number of tests to
estimate this probability using, for example, a Monte-Carlo method. Under the constraint
of a limited number of code calls, we propose two very different estimation methods.

The first is based on the principles of Bayesian estimation. Our observations are the re-
sults of numerical simulation. The probability of failure is seen as a random variable, the
construction of which is based on that of a random process to model the expensive cal-
culation code. To correctly define this model, the Kriging method is used. Conditionally
to the observations, the posterior distribution of the random variable, which models the
probability of failure, is inaccessible. To learn about this distribution, we construct ap-
proximations of the following characteristics : expectation, variance, quantiles... We use
the theory of stochastic orders to compare random variables and, more specifically, the
convex order. An optimal design of experiments is ensured by the implementation of a
sequential planning procedure, based on the principle of the SUR (« Stepwise Uncertainty
Reduction ») strategies.

The second method is an iterative procedure, particularly adapted to the case where the
probability of failure is very small, i.e. the redoubt event is rare. The expensive calculation
code is represented by a function that is assumed to be Lipschitz continuous. At each
iteration, this hypothesis is used to construct approximations, by default and by excess, of
the probability of failure. We show that these approximations converge towards the true
value with the number of iterations. In practice, they are estimated using the Monte-Carlo
method known as splitting method.

The proposed methods are relatively simple to implement and the results they provide can
be easily interpreted. We test them on various examples, as well as on a real case from
STMicroelectronics.

Keywords :

Probability of failure, rare event, Monte-Carlo methods and splitting, Kriging, Gaussian
processes, convex order, bounds on quantiles, Bayesian inference, design of experiments,
SUR strategies, Lipschitz function.
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